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Cette thése est dédiée & mon ami Christian Roy, mathématicien mort en

montagne. Parce que son souvenir est encore si vivant.



Il est d'autant plus facile de remercier gque l'on doit moins au récipiendaire.
C'est dire si les lignes qui suivent auraient di me demander de peine ; et il faul que le

plaisir que j'ai pris a les écrire ait été bien grand pour gu'elies me paraissent si

naturelles lorsque je les relis .

La chronologie étant le meilieur des diplomates en matiére de préséance, je
commencerai par ceux qui m'ont donné le goiit des mathématiques, et celui de le
transmettre : Mme Larelle, Claude Deschamps, Georges Flory ont beaucoup
compté a cet égard. Ce serait plus que de l'ingratitude, ce serait de l'inconséquence que
d'oublier le réle que jouent 'enseignement, et l'enseignant, dans {a construction des
choix d'un jeune. Les classes preparatoires scientifiques en sont un exemple,
suffisamment marquant pour que j'y aie exercé ensuite ; gréce a l'état d'esprit que J'y
ai rencontré, au lycée Louis-le-Grand, & Paris, puis au lycée Clemenceau, a Nantes,
grace également & ceux qui, de plus haut, ont permis que je trouve les conditions
optimales de travail : Mme BDeleau, MM. E.Ramis, P.Legrand, Dabianc,
P.Attali, P.Deheuvels, Bernard-Brunet, j'ai pu mener ce travail, sinon & bien,
du moins & son terme. Les collégues y ont été nombreux, qui m'ont stimulé ou aids :
R.Antetomaso, A.lWarusfel, R.Tissier, D.Monasse, H.Pépin, D.Mollier, J.F.
Ruaud, J.Yebbou, R.Pommellet. J'aimerais y ajouter Jacques Boutigny et
Laurence Scetbun, mes amis physicien et chimiste, dont ia compréhension m'a été
utile lors de peériodes professionnelles...chargées. Un.peu grace a ces derniers,
beaucoup grace a eux-mémes, mes éléves, tant & Paris qu'a Nantes, n'ont pas semblé
devoir trop soufirir du temps que je ne leur consacrai pas : constatation seulement &
demi-rassurante, mais fout de méme apaisante!

Un itinéraire intellectuel étant par essence multivoque, je n'aurai garde
d'oublier tous ceux qui, & des titres et dans des cadres divers, m'ont éveillé V'esprit
par ia puissance de leurs idées, la beauté de leurs points de vue, la rigueur de leur
pensée, ou bien tout simplement le charme de leurs propos. Je pense, parmi beaucoup
d'autres, et sans préjuger de ceux qui sont cités ailleurs, & J.L Ovaert, a

M.Cabanes, a Y.Duval, 4 G.Esposito, 4 mon ami Rached Mneimne.

L'ouverture d'esprit, je I'ai rencontrée aussi dans le monde universitaire, et
accompagnée de quelles autres qualités | Non seulement au groupe de travail sur les

automates finis, & Paris, mais aussi ici, & Bordeaux I. L'accueil que j'y ai trouve,



malgré mes maigres apparitions, me laisse pantois, tant on n'ose pas méme espérer
que la gentillesse existe 1a ou régnent les qualités intellectuelies auxquelles on adhére
le plus Michel Mendés France, président du jury, et Jean-Marc Deshouillers,
devant qui j'ai 'honneur de soutenir cette thése, en sont les vivants exemples. Et je ne
sais qui remercier en premier lieu, des hommes ou des mathématiciens. Aussi, &
fravers eux, rendrai-je simplement hornmage 4 tous ceux qui, depuis 'Université de
Bordeaux |, ont aidé & la réalisation de ce fravail.

Guy Renault et Michel Waldschmidt ont eux aussi des noms si prestigie.ix
que {'oserais & peine les écrire si je n'avais a leur égard un autre devoir ; ce n'est rien
de parier de I'honneur qu'ils me font en acceptant de critiquer ce travail. Il est plus
délicat de présenter des excuses en guise de remerciements | Il est de bon ton, a I'heure
actuelle, dé mepriser le don qu'ont certains & travailler vite. Pourtant, voild un défaut
qu'il m'aurait été bien agréable de posséder, et qu'a coup sir les deux rapporteurs que
jai cités ont été dans I'obligation d'acquérir, a tel point que le délai dont ifs ont disposé
entre la réception d'un travail approximativement lisible, et la remise ultime du
rapport, est certainement le seul mérite dont cette thése puisse se prévaloir pour
entrer dans le livre Guin_ess des records!

AlIf ‘'van der Poorten a fait vingt mille kilométres pour venir jusqu'ici ; y
a-t-il une meilleure facon de faire constater ce que je dois & l'un des plus grands
spécialistes mondiaux du sujet que jaborde dans les pages qui suivent ?

Si Jean-Pierre Elloy n'a fait que quatre cents kilométres, depuis le laboratoire
d'automatique de I'Ecole Centrale de Nantes, ol j'ai renconiré tant d'amitiés et tant
d'aide précieuse, il apporte avec iui le souffle vivant de linformatique qui se fait et qui
s'applique. Aussi, est-il un peu limage de cet éclectisme qui me semble d'autant plus
necessaire qu'il est plus décrié, et que je suis fier de retrouver dans ce jury.

Je parlai tout a I'heure de l'atmosphére qui m'avait si vivement impressionné
dans ce monde universitaire. Dévouement, compétence, disponibiliié¢, imagination,
vigueur intellectuelle: voila des qualités que l'on prend plaisir & y reconnaitre, et que
réesume Jean-Paul Rllouche, sans qu'il s'y résume. Il peut sembler hautement
funambuiatoire de parler ainsi de celui qui, aprés tout, a dirigé votre travail pendant
trois ans, et & qui vous devez trop pour que vous ne soyez pas soupgonné dans vos
intentioris. Que je prenne le risque de ces complimenis est peut-étre a meilleure
preuve qu'ils les mérite. Mais puisque complimenter n'est pas remercier, je me

contenterai de dire que seule I'amitié peut épuiser ia gratitude que je lui dois.



Et, puisque j'ai prononcé ie mot "amitié”, oserai-je dresser la liste de toutes
celles qui m'ont permis de travailler, ou plis profondément, qui m'en ont cunné la
go01? Outre qu'il me faudrait citer des noms qui 'ont déja été, je sens, au moment de
commencer, que cela est inutile, car il est des remerciements que cl..que instant de la

vie rend superfius.



Introduction.

Les automates finis ont été introduits, et sont utilisés, par les informaticiens.
Les pliages de papiers I'ont été par les enfants, ou les aduites japonais. Par
ailleurs, un mathématicien, Morse, il y a cinquante ans, s'intéressait a des
géodésiques non fermées de certaines surfaces, tandis que Hardy, suivant
Wedderburn, étudiait les propriétés analytiques des solutions d'une équation
fonctionnelle.

Entre la transversalité et les ratons laveurs, il n'y a sans doute que des
contingences historiques {avec un petit h), ou le vif sentiment d'une urgence
rationnelle. Dans ce dernier cas, il faut penser qu'il était partagé puisque,
quelque temps aprés, on trouve, dans le domaine qui nous occupe, oufre les
tenanis des cocottes en papier, des théoriciens des nombres, des informaticiens,
des analystes, des physiciens, des algébristes,ou des spécialistes des langages.

Une suite reconnue par Automate peut éire envisagée comme un mot infini d'un
langage, point fixe d'une substitution ; comme une suite dont certaines sous-
suites forment un enseinble fini ; enfin, comme la suite des coefficients d'une
série entiére, ou d'une série formelle, vérifiant une equation que l'on appeliera
ici de Mahler, répondant ainsi & un usage presque constitué, et a la nécessité de
rendre hommage & celui qui, il y a un demi-siécle, avait déja beaucoup dit & ce
sujet.

Les suites automatiques ont été l'objet de nombreux travaux ; elles
disparaissent dans ce travail derriere la notion de suite p-réguliére, elle -méme
subsumée dans les solutions d'équations de Mahler. Il est vrai que le risque de
toute géneéralisation est de faire disparaitre la multiplicité des approches, pour
n'en retenir qu'une qui motive la généralisation. Mais qui ne risque rien n'a rien

Pourquoi un mathématicien veut-il étudier les suites automatiques ? Pour, en
premier lieu, disposer de nouveaux obijets ; il convient alors de mesurer leur
degré de nouveauté, par les propriétés gu'ils supportent, propriétés qui peuvent
étre, pour employer une comparaison que l'on pardonnera, phénotypique ou
génotypique.

Lorsque Morse inventait la suite qui prit ultérieurement son nom (accolé a
celui de Thue), il cherchait un individu, susceptible de l'aider & construire un
objet donné; il suffit de consulter les exemples donnés en [1] pour constater qu'il
n'y a pas beaucoup de mathématiciens, ou d'informaticiens théoriciens, qui
n‘auraient avantage, pour illustrer leur propos, a suivre I'exemple de Morse.

Pourtant, ce n'est pas dans cette perspective que nous travaillerons ; nous
prétérerons partir de linterrogation suivante : étant donné un renseignement
"standard" sur une suite automatique (ou p-réguliére}, que peut-on dire de la
suite 7

l.es théoriciens des nombres connaissent bien cette situation : des résultats
d'approximation diophantienne conduisent & montrer qu'un nombre est, soit



rationnel, soit transcendant.... Comme si un renseignement normatif sur le
nombre le forgait, soit a la banalité, soit & I'étrangeté. De fagon analogue, nous
aimerions constater qu'une suite p-réguliére est, soit trés banale (associée a une
fraction rationnelle), soit assez étrangea.

Une fagon de :.esurer ce comportement global de la ifamille des suites p-
réguliéres (ou de leur généralisation ) est donc d'obtenir un renseignement du
style : si la suite est assez banale, elle I'est enormément. En realité, nous ne
raisonnerons jamais directement sur les_suites elles-mémes, mais toujours sur
leurs séries génératrices. Pour simplifier, nous appelierons série réguliere la
série généralrice d'une suite (p-) réguliére.

Se pose alors la question du cadre formel ; il s'agit du domaine dans lequel la
suite prend ses valeurs . En ce qui concerne les suites automatiques, le choix est
limité : a Vorigine, c'est {0,1}, ou encore le corps & deux éléments, pour des
raisons que l'on comprend aisément ; néanmoins, dés qu'il s'agit de la
transcendance des valeurs prises par la série, il ne peut plus s'agir que d'ur.
sous-corps d: [, ou, si l'on veut, d'un corps valué et complet.

Les mémes possibilités s'ouvrent aux séries réguliéres ; en realité, une
suite u, réguligre - c'est la I'intérét de la notion- peut prendre ses valeurs
dans n'importe quel anneau : sa définition nous dit seulement gue (dans le
cas de la 2-régularité) le moduie engendré par :

u(n),n(2n),u{2n+1),u(4n),...,u(4n+3),u(8n),...
est de type fini. Le cadre formel correspondant sera donc A((X)), qui présente
'avantage d'étre un corps si A en est un. Ce sera aussi le cadre forme!l utilise
pour tout ce qui concerne les équations de Mahler ; pratiquement, A sera
noethérien, souvent intégre de surplus, et finalement, pour ne rien cacher, un
corps.

Les sous-anneaux de A{(X)) stables par la substitution de X2 a X nous
serviront d'anneaux de base ; tant qu'il s'agit de suites réguliéres, A[X] et A(X)
suffisent. En vue de la généralisation entreprise, nous aborderons I'étude de ces
sous-anneaux, baptisés mahlériens. Le chapitre 2 établit un ceriain nombre de
résultas algebriques sur ces structures.

Dans ce méme chapitre, nous énongons un théoréme d'existence de solutions a
des équations linéaires de Mahler ; ce théoréme est insuffisant, et voici pourquoi:
supposons que l'on ait etabli un résultat de nature algébrique par des méthodes
analytiques, en supposant A = €. Ce résultat porte alors sur des fonctions
méromorphes dans le disque unité. Pour I'appliquer aux séries formelles, il est
nécessaire de disposer d'une bijection bien comprise avec les solutions dans
CCIX]). Or, c'est ce que n'établit pas le théoréme cité. Néanmoins, iant que I'cn
reste dans le cadre des fonctions réguliéres. en 0, le transfert s'effectue
agréablement.

Le chapitre 3 reste de nature algébrique : il aborde essentiellement la question
de la caractérisation des séries p-régulieres, et quelques problémes connexes,
qui sont 'objet de travaux de P.Dumas.

Le chapitre 4, de nature analytique, se fixe pour objet de montrer qu'une
solution d'équation linéaire de Mahler, & coefficients dans L (x), est soit une



fraction rationnelie, soit transcendante sur € (x). La méthode est la suivante : on
associe au probléme scalaire d'ordre n un probléme matriciel d'ordre un, et on
établit, par des méthodes élémentaires de prolongement analytique, que , si le
vecteur inconnu admet un point régulier sur le cercle, il est & coefficients
fractions rationnelles ; il s'agit ensuite de montrer que, si tous les poinis du
cercle unité sont singuliers pour le vecteur, alors ils le sont pour toutes les
composantes. C'est dans cette étape que reside la difficulté. On utilise alors un
résultat connu sur les singularités des solulics d'équations algébriques, résultat
qui, faule de références, est établi en annexe.

Le chapitre 5 s'occupe d’hypertranscendance ; le résultat général conjecturé,
précisé dans les questions in fine, est hors de poriée dec méthodes utilisées, gui
permettent néanmoins de répondre & une conjecture de Rubel, et de donner
quelques exemples d'équations algébrigues de Mahler dont les solutions non
rationnelles son! hypertranscendantes. Il taut noter que de nombreuses études ont
été menées sur l'hypertranscendance de solutions d'équations fonctionnelles ( par
exemple {7], [11]). La principale difficulté, gans notre cas, réside en ceci que le
changement de variable naturel x = e! ne conserve pas le corps des fractions
rationnelles!

Le chapitre 6 est de nature essentiellement formelle, et a été écrit en vue de
décortiquer, pcut-étre, la situation évoquée dans le chapitre 5 dans le cas
général des équations d'ordre n. On obtient néanmoins un résultat,
éventuellement inattendu, qui nermet d'affirmer que, par exemple,une série
réguliére & coefficients complexes satisfait un équation algébrique de Mahler &
coefficients entiers.

Le chapitre 7, s'inspirant de l'idée que de telles suites sont "soit trés banales,
soit assez étranges”, est motivé par une conjecture de Loxton et van der Poorten
généralisant un résultat de Cobham ; ce dernier affirme qu'une suite, reconnue
par un 2-automate et un 3-automate, est ultimement périodique. Le résultat
obtenu dans ce chapitre ne porte en fait que sur les équations d'ordre un.



Notations.

Autant que possible, les notations et conventions sont spécifiées au fur et &
mesure de leur emploi. Néanmoins, certaines constanies de notation sont

rappelées ici.

Les anneaux considérés sont toujours uniféres ; A désigne un znneau
commutatif, qui pourra étre un corps. En revanche, K désignera nécessairement

un corps.

La notation X fait toujours allusion & un cadre de séries formelles, tandis que
x désigne I'argument d'une function. Ainsi, C(X) est le corps des frzctions
rationnelles & coefficients dans C tandis que C(x) désigne le corps des fonctions
fractions rationnelles sur C. ‘ ‘

M m,p(A) désigne e module des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients
dans A. L'algebre M, m(A) sera souvent aussi notée M, (A).

L'opérateur ;ip de Mah_lef, défini au chapitre 2, ser2 souvent noté M, tout au
moins lorsque’la confusion sur p ne sera pas possible. L'usage ¢: 1 ¢ ou l'autre
notation obeit a4 des motifs typographiques. On désigne par p _a entier, non
nécessairement premier, mais supérieur ou égal a 2.

L'gfdre sur K[Xp,....Xpl, qui en fait est un préordre, utilisé dans le chapitre
5, est celui qui est défini dans I'annexe 2. "

On désigne par D un connexe ouvert dans C. Ce pourra étre le disque unité A ;
en revanche, A désigne nécessaifement le disque unité:"



CHAPITRE 1

Ce chapitre a pour but de peser, dans un cas simple, les problématiques qui-seront
abordées dans un cadre plus général dans la suite. L'intérét de cette démarche est évident :
le formalisme est réduit au minimum, les calculs se font sans grande difficulté, et les
résultats s’obtiennent & moindre coiit. Les inconvénients sont moins apparents, mais rééls;
le principal est celui de laisser prévoir des généralisations dont le lecteur sera le plus souvent
frustré. Par exemple, la transcendance des solutions de certaines équations fonctionnelles
(paragraphe 4) ne sera obtenue dans un cadre plus général qu’au prix d’une restriction sur
le corps de base {(chapitre 4).

Le paragraphe 1 préfigure une partie des résultats du chapitre 2. Les paragraphes 2 et
3 introduisent des techniques réutilisées dans les chapitres 2 et 8. Le paragraphe 4, outre
le chapitre 4, anticipe les notions introduites dans le chapitre 5.

Dans tout ce chapitre, 4 désigne un anneau commutatif unitaire et .ntegre; A désigne
un corps algébriquement clos contenant 4. Comme d’habitude, A((X)) désigne "anneau
des séries formelles de la forme Zr:ioo ar X*, ot (ar)rez est une famille d’éléments de A
nuls pour k assez petit. Si A est un corps, A((X)) est aussi un corps.

On note p un entier supérieur ou égal & 2.

1. Solutions d’une équation fonctionnelle dans A((X)).

Soit b un élément de A((X)). On désigne par (1) I’équation fonctionnelle :
(1) F(X) = HX)F(XP),
dont l'inconnue f est dans A((XX')). On suppose b # 0.

Proposition 1.1. Posons 8 = val(h), et b{(X) = XPb,(X).

(a) L’équation (1) admet une solution F' non nulle si, et seulement si : p— 1 divise 3 et
b1(0) = 1.

(b} Supposons les hypothéses du (a) vérifiées. L'ensemble des solutions de (1) est un
A-module, engendré par :

+o0
p(X) = X777 [] ba(xP"),

k=0

le produit infini convergeant pour la topologie canonique de A((X)).

Preuve :
Soit f une solution non nulle de (1), de valuation n. On pose :

f(X) = X" f1(X), avec f1(0) #0.
Nécessairement : X" f1(X) = XPXP™ f1(XP)by (X).
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D'ou: n(l ~j)) =fFet f1{X) = fL1(XP)h(X). Dot encore, puisque f,(0) # 0 : b,(0

Il reste a déterminer 'ensemble des solutions de
f(X) = b(X)1(XT), wval(fi)=0.

Nécessairement :
J+1

;.
Ax) = TTax) axr™).
k=0

Comme fl(‘\"‘j‘H ) — f1(0), on a :

0 :j~

n(\” Panap Gt o1 (X) € A[[X]), et fi(X) = f1(0)p1(X).

Montrons qu'eflectivement la suite ( HL o Li(XP * ))j>0 converge vers un élément de A[[X]]
de valuation nulle, ce qui complétera le résultat. Sil'on note P;(X) le terme général de

cette suite, on a :
)-H
Pip1(X) = Pi(X) = [b (X7 ) = 1) P(X).
Or : vallby (X7 ") = 1] > pitt,

Donc : Pjy; — P —~ 0, et P; ——: 1, avec ¢1(0) = 1.
j—to0 o

2. Un cas particulier.

Dans 1'équation (1), supposons a présent que b € A(X ). On peut, grice a I'étude
précédente, supposer que valih) = 0 et que 60) = 1. Plongeons 4 dans un corps K
algébriquement clos, et posons :

oX)= JJ (1 =ax)™,

aEh™"

ou m: K" — Z est une fonction a support fini.
Cherchons f sous la forme :

fox) =TT (= ax)s,

aE R

ou ¢ : ' — Z est, elle aussi, & support fini.
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Proposition 1.2. Soit 4 un anneau intégre, dont la caractéristique ne divise pas p. Soit :

f(,\') = H (1 - aX)'p(o’),

a€A\{0}

un élément de A(X). Alors :

fxmy= JT Q-ax)se.

aeA\{0}

Preuve :
Dans IV, cloture algébrique de A4, le polynome Y? — 1 admet p racines distinctes. Notons
{2 leur ensemble, et désignons par S un systéme de représentants de '* /). Cet ensemble

" -
est douc en bijection avec '™ par :

S K"

a —al
Il vient alors :

f(XP) = H (1—aXxP)e@ = H(1 — pPXP)e)

och” BES
— H H(l _ ﬁwx)sO((Bw)”)
BESwEN
= [ (1 -ax)#te”.
aE "

Proposition 1.3. Soit A un anneau intégre dont la caractéristique ne divise pas p, A un
corps algébriquement clos contenant A, b un élément de A(X'), de la forme :

BX) = J] (1 —aX)mte.

o€

Pour qu’il existe une solution f, non nulle, appartenant a A(X), de I’équation :
J(X) = (X)f(X7P),
il faut et il suffit qu’il existe une application , de K* dans Z, a support fini, telle que :

YVae K*  o(a) — p(a?) = m(a).



Prevwe :

Dans L(X), cette équivalence résulte immédiatement de la proposition 1.2, et du fait que
f est nécessairement de valuation nulle.

Reste a vérifier que. s'1l exisie une solution non nulle ¢ dans KN(X'), il existe une solution

non nulie f dans 4(Y). Soit :
400

e =[] ox"),

k=0

ol

qui est un élément de A[[Y]]. D’apres la proposition 1.1, on a : ¢ = ag, ou a apparient
I »

Donc : ¢ € I'(X) N AllX]). Il en résulte que o appartient & A(X) grace, par exemple,
la caractérisation de Haukel des éléments de A[[.X]] qui sont dans A(X).

o2

Interprétation.

On peut wdentifier un élément f de K(X), de valuation nulle et tel que f(0) = 1, 4 la
famille (o(a))aen~; c'est-a-dire & un élément de Z() . Cette identification transforme la
loi x en la loi +. Considérons alors Iapplication :

.z -zt
¥ = (pla) = o(a?aens.

Elle arrive en fait dans Z(M"). Si, en effet, o et a? n’appai‘tiennent pas au support de ¢,
noté supp(e), on a : ¢(a) —@(a?) = 0. Il en résulte que le support de ¥() est inclus
dans :

supp(p)U{z € ', z? € supp(y)}.

Ce dernier ensemble est évidemment fini. La proposition 2 n +1s dit alors que Im(¥)

coincide avec I'ensemble des fractions de la forme ff((\- P)). Nous aliv '~ : ~dier cet ensemble

de plus pres.

3. Un sous monoide de (4[X]\{0}, x).

Dans ce paragraphe, 4 est un corps.

L’ensemble des éléments de A(X), image de f *ff(%\—,,%, est évidemment un sous-groupe

de A{X)\{0}. Nous allons nous limiter & I"étude des éléments de A[X] qui sont dans ce
sous-groupe : leur ensemble forme un sous-monoide de A[X]\ {0}, noté M,,.
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Lemme. Soient h, k deux éléments de A[X], premiers entre eux. Alors h(X?), k(XP)
sont aussi premicrs entre eux.

Preune :
Cela résulte immédiatement de 'égalité de Bezout.

Remargue.

Ce résultat serait encore vral dans le cas d'un anneau factoriel A. Soit en effet B le
corps des fractions de A; H(X7") et £(X?) sont premiers entre eux dans B[X]. Mais
cont(h) = cont(h(XT)), cont(k) = cont(F(X7)}). Donc, d’aprés Gauss, h(X7?) et L(X7)
* sont premiers entre eux dans A[X].

Proposition 1.4. Soit b € A[X], val(b) = 0. Pour que b appartienne & M, il faut et il

suffit qu'il existe h, de valuation nulle, appartenant a A[X], tel que :

o M)
HX) = el
Preuve :
Un sens étant évident, supposons b dans M. On peut éci e :
F(X7) ;
(X)) =——, avec f € A[X], val(f)=0, f(0)=1.
Posons f = %, avec pged(h, k) = 1. On a donc :

(X)X )(XP) = k(X )h(XP).

Il en résulte que k(X7?) divise k(X )h(X7"), donc (lerr‘}nme), que k(X7) divise k(X). Ceci
impose k = 1, puis le résultat.

Posons alors (X ) = [] ¢y (1 — aX)?®) et déterminons une condition nécessaire et
suffisante pour que A(X) divise h(X7), ce qui équivaut, d’apres la proposition 1.3, 4 :

(3) Vae I*, o(a) < o(aP).

Il est commode de mettre sur i* la relation de préordre :
. . k
a < [ stet seulementsi ILEN, f=af.

La condition (3) s’exprime alors en disant que ¢ est croissante.

Le lemme suivant décrit les classes d’équivalence associées a la relation <.
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Lemme. Soit n € N*. Posonsn = p™gq, avec pged(p,q) = 1, et m € N. Il existe un couple
(k,1) de N x N, avec [ > k. tel que :

p'=p* mod(n).

De plus, le plus petit couple (k,1) (pour I'ordre lexicographique habituel sur N?) vérifiant
ces propriétés est défini par :

k=1n; {=m+w, oltw estlordre de p dans ((Z/qZ)*, x).

Preuve :

Le couple indiqué convient. On a en effet : p* =1 mod(q), et donc: p**™ =

p™ mod(n).

Soit réciproquement un couple (£,7) qui convient. On a :
p*(p'7* = 1) =0 mod(p™yg),
donc k& > m. Si de plus & = m, on obtient :
pPr-1=0 mod(q),

donc [~k > w.

Dans ces conditions, le procédé pour déterminer si h(X) divise h{X7?) est le suivant :
Soit a tel que (a) > 1; on a done, pour tout k£ € N, cp(a”k) > 1.

Il en résulte que la suite (a”k )k>0 ne peut étre injective, et que a est une racine de I'unité.

D’apres le lemme, si n est 'ordre de a. on a la situation suivante, la notation “z — y”

signifiant “z < y” :

!
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La partie fermée du graphe correspond aux éléments équivalents. La condition cherchée
est donc la croissance de la fonction ¢ sur la partie initiale du graphe, et sa constance sur
la partie fermée.

Illustration 1.
Cherchons I’élément h de C[X], de plus petit degré, tel que h(X) divise h(X?), et qui
soit divisible par (X — j)(X — 72)2(X + 1). On dispose du diagramme suivant

) +

(o - "“'}JD 0§ <30

Le polynome cherché est :

(X = (X~ 1)(X + 1)P(X - )X =57,

Illustration 2.
Cherchons les polyndmes irréductibles h de Q[X] tels que A(X) divise h(X7?); h est
nécessairement un polynéme cyclotomique ®,.

Premier cas : pgcd(n,p) # 1.
Soit « une racine primitive n-iéme de 1. Alors a” n’est pas racine primitive n-iéme de 1 :
donc @,(X) ne divise pas ®,(A?).

Deuxiéme cas : pged(n,p) = 1. )
Si o est racine de @, aP est aussi racine de ®,. Comme les racines de ¢, sont simples,
on en déduit que ®,(X) divise &,(XP).

On montrerait de facon analogue que les polynémes h de Q[X] tels que A(X) divise
h(X7?) sont de la forme :

Ng
H H ‘I)p’“q(X)-

pyed(p,q)=1m=0
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4. Indépendance algébrique d’une famille de solutions d’équations fonction-
nelles.

Introduction. Multidegré d'un élément de A[X,ien.
Nous mettons sur N"*? 'ordre suivant :
. pour 1 = 0, c’est l'ordre usuel,
. nous disons que (po,- -+ ,Pn) est plus petit que (g, ,¢n) st ou bien p, < ¢y, ou bien
Pn = qn et (P, ,Pu—1) est plus petit que (go," - ,Gn-1)-
Nous étendons ensuite cet ordre & N | considéré comme réunion croissante des Nrti,
pour n décrivant N. On obtient alors un bon ordre sur NV

Soit alors P un élément de A[X]ien, identifié a la famille (p, J, enevy de ses coefficients dans

la base (X ), enmv. Ici X désigne XX -+ X3, lorsque o désigne (ag,ay, -+ ,ayp).

Définition. Soit P € A[Yilien, P # 0. On appelle multidegre de P I'élément deg(P) égal
a:

mar{a € NI, pa # 0}.

Exemple.
Le multidegré de X3Xo + X2X7 + X% est (3,0,0,1).

Proposition 1.5. Soit A un corps, (bg,--- ,b,) une famille d'éléments non nuls de A(X),
de valuation nulle, tels que b;(0) = 1, et 6; solution de

B:(XT) = bi(X)8;(X).

Si la famille (6y,- - - ,8,) est algébriquement liée sur A{X), elle est multiplicativement lice
sur A(X).

Preuwve :
Soit P € A(X)[Yy, -+ ,Y¥,] un polynéme non nul, de multidegré minimal, tel que

P(d0, -+ ,6.) = 0.

Posons P(Yp, -+ ,¥,) = ZOQNHM pa (XYY, et § = deg(P).
Il n’est pas restrictif de supposer que ps = 1.

On a donc : 3o, cynts Pabo(X)20 -+, (X )" =0,
et par conséquent : ) cynsr Pa(X7 )0 (XP)0 - 0, (XP)* = 0.

D'ou : ZaeN"+1 pa(_\'p)bo(_x;)ao b (X))o Gp( X )0 - f (X)) = 0.
Le polyndme Q(Yo, -+ ,¥u) = ¥ g eyt a(X)¥?, ol :

2a(X) = Bo(X)™0 - bu( X)*" pa(X7),
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annule donc (fg.---,8,), et est toujours a caoeflicients dans A(X). 1l en résulte que le
polynéme gs P — @, qui anuule (6, - B.). et est de multidegré strictement plus petit que
§, est le polynéme nul. Dot @

Va € N"*' 4690 = ga.
Il existe a, différent de 8, tel que p, # 0 : sinon, l'un des §; est nul OUn obtient ainsi :
Bo(X )P -+ bu(X)*" paf X) = Bo(X)%0 - by (X )" po X7).
Il en résulte, en posant u; = a; — 6; :
o (X0 - O (X)) pa (X)) = O (XT)H0 - 0y (XP)#" po (X7,
et donc (d’apres 'unicité dans la proposition 1.1) :
Go (X)) G, (X ) pa(X) € A.

Donc 8g( X))o -+ 8, (X )" € A(X).
Duisque (pg, -+ ,4n) # (0, - ,0), le résultat est démontré.

Corollaire. Soit A un corps de caractéristique ne divisant pas p, b un élément non n-’ de
A(X), de valuation nulle, tel que b(0) = 1, et 8 une solution non nulle, dans A((X)), de
Iéquation :

BXT) = B(X)B(X).
51 8 est algébrique sur A(X), alors 6 ¢ A(X).

Prevve :
D’apres la proposition 1.5, #(.Y')* € A(X), pour un u # 0. Posons ¥(X) = 6(X)*. On a
alors :

Posons alors b(X) = [[,cx- (1~ aX)™@) (X)) = Maes-(1— a X)),
D’aprés 1’étude du paragraphe 2, on a :

Va € I, pum(a) = p(a?) - p(a),

et donc : .
e} + -+ ma?" ) = p(e?") - p(a).

Soit alors f € K'*; B admet p"*! racines p"*!-iémes. Comme supp(y) est fini, il existe n
et o tels que o = fet gp(a”““) = 0. Donc (o) = 0 mod(p).
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Il en résulte que :
(X)) = A, ou A€ N(X),

et donc que :

X)) =wA(X), on w* =1

Finalement : § € N'(.X).
Mais 8 € A((X)). Il en résulte que 8 € A(X) (f lafin de la preuve de la proposition 1.3)

/

Remarque.
Le corollaire peut s'interpreéter de lu fagon suivante : 'eztension A(X )(6) est une extension

tranacendante pure de A(X).



CHAPITRE 2

Ce chapitre est consacré aux équations de Mahler linéaires. Ce sont des équations
fouctionnelles exprimant une dépendance linéaire entre f(X), f(X7),--- | f(X”" ), ou f est
une série formelle. .

La structure adaptée a cette étude est celle "d’algébre p-mahlérienne”, c’est-a-dire d'une
algebre de séries formelles stable par la substitution de X? & X. Le théoréme principal
du paragraphe 1, (théoréme 1), caractérisc les sous-corps de 4(X), (ici, 4 est un corps),
qui sont p-mahlériens. Outre les “évidents”, (c'est-a-dire les 4(X?)), on en découvre une
nouvelle race : ceux engendrés par X7+ <&z, oue?™! = 1. Ils sont bien entendu étroitement
liés aux polynémes de Tchebychev.

En ce qui concerne les sous-algébres p-mahlériennes de A[X], la situation est loin d’étre
aussi limpide : il semble qu'il y en ait d'exotiques. Les résultats obtenus dans cette
direction sont tres partiels : cela résulte de la difficulté a décrire les sous-algeébres de A[X].
Les résultats obtenus sont valables en caractéristique ne divisant pas p.

Le paragraphe 2 étudie le cas simple des équations de Mahler linéaires sur ’anneau de
base. Le cas d’'un anneau integre est évident (proposition 2); dans le cas général, on se
ramene aisément & 'étude des solutions de valuation plus grande que 1 : elles sont toutes
annulées par un élément non nul de 4 (théoréme 2). ‘

Lorsque 'on peut exprimer f(X?") en fonction de f(X),--- ,f(XT’"_I), on dit que
Péquation de Maliler est résoluble a gauche. Cette situation est agréable pour !'étude
globale de 'ensemble M L,(B) des solutions de telles équations, sous réserve de supposer
B ncethérienne (proposition 5). ML,(B) est en effet une B-algébre (théoréme 3). Les
résultats de ce genre s'apparentent a ceux concernant les entiers algébriques. La situation
actuelle differe de la précédente en ce qu'il n'y a pas de relation “universelle” de liaison,
du type Cayley-Hamilton.

On étudie un cas particulier : un polynéme de A[X] (4 est un corps), vérifie une équation
de Makler résoluble & gauche sur A[X}, équation dont on mesure la taille (proposition 6).
Le cas des corps finis 4 de caractéristique p est simple : ML,(A[X]) est 'anneau des
entiers algébriques de A[{X]] sur A4[X] (proposition 8§).

De facon générale, on constate que la caractéristique p transforme une équation de Mahler
en une équation plutét algébrique, tandis que le cas général conduit a des situations plutét
transcendantes.

Lorsqu'au contraire c’est f(X') qui s’exprime & 'aide de f(X?),---, f(X?"), I’équation
est dite résoluble a droite. Cette fois, c’est I’étude d’une équation donnée qui est favorisée.
Les propositions 11 et 12 donnent des résultats d’existence et d’unicité dans cette direction.
La difficulté provient en réalité du fait que 4((X)) n’est pas fermée : la présence de +
conduit, par itération, a des conditions de compatibilité parfois lourdes & exprimer.

On étudie le cas particulier ot f € A[X], A étant un corps : la différence entre les
équations résolubles & droite et celles résolubles & gauche, apparait clairement (proposition
10). Le cas oit les coefficients de '’équation sont dans 4(X) cumule les avantages des deux
points de vue : cette situation sera donc favorisée dans la suite.
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1. Soit p un entier supérieur ou égal a 2, et A un anneau commutatif et unitaire. Con-
. ’ - s “+ o - \ e N

sidérons A((X)), anneau des séries formelles > 7~ a, X" a coeflicients dans 4, ou (¢n)nez
est une suite nulle pour n assez petit. St 4 est un corps, A{(.Y)) est aussi un corps. Dans
A((X)), on dispose de Vappitcation y,, notée plus rapidement p, substitution de X7 & X ;

po AN = AX)
S(X) = S(X7).

On a donc :

(1) VS € A((X))  [(SHX) = S(u(X)).

Cette application g est un endomorphisme de 4-algebre, comme on le voit aisément grace
4(1). SiS(X)=3"%a,X", on adonc:

+co

SN = 3 an X7,

hade ]

I en résulte que p est injective. Son image n’est autre que A((X7?)).

Définition. Soit B une sous-A-algébre de A((X)). B est dite p-mahlérienne lorsqu’elle
est stable par u. Lorsque B est en outre un corps, on parlera de corps p-mahlérien.

Exemples.

Ezemple 1 :  A[X], A(X), 4[[X]], A((X)) sont p-mahlériennes.

Ezemple 2 :  Soit q un entier relatif. Les A-algébres A[X 9}, A(X9) sont p-mahlériennes.
Si ¢ est un entier naturel, il en est de méme de A[[X7]] et A((X7)).

Ezemple § :  Soit. plus généralement, P un élément de 4[X] tel que P(X7?) soit un
polynéme en P. Par récurrence sur n, P(X?") est encore un polynéme en P. Il en résulte
que A[P] et A(P) sont p-mahlériennes. Si en outre P est de valuation 0, A[[P]] est elle
ausi p-mahlérienne.

Illustration Soit p un nombre premier, A = Z/pZ, et P un élément de A[X]. Puisque
P(XP)=P(X)P, A[P] et A(P) sont p-mahlériennes. De facon générale, toute sous-algébre
de A((X)) est p-mahlérienne.

En caractéristique nulle, la portée de la généralisation obtenue en passant de ’exemple
2 a I'exemple 3 est mesurée par la proposition 1, qui repose sur le lemme suivant :

Lemme. Soit A un anneau intégre, de caractéristique ne divisant pas p, et P un élément
de A[X] tel que P(XP) soit un polynéme en P. Il existe alors (a,b) € A? et ¢ € N* tels
que :

P(}f) =aX?+ 0D



Preuve :
Soit ¢ = deg(P). Raisonnons par l'absurde en supposant que P n’est pas de la forme

indiquée. On a donc ¢ > 2. Soit n = max{k € [1,¢ — 1], ai # 0} ol les a; sont les
coefficients de P; n est bien défini, puisque (a3, -+ ,aq~1) # (0). De plus, n € [I,¢q - 1].
Ecrivons donc :

P(X)=a, X"+ > arX*
k=0

et donc :

P(X7) = ag X" 4+ ap X7,
k=0

On sait qu'il existe Q € A[Y] tel que :
(2) P(X7) = Q(P(X))

En particulier on peut écrire :
deg(P(X7?)) = pg = deg(Q o P) = p deg(Q),

la derniére égalité car A est integre.
Dou: ,
deg @ =p et Q)= Z bk, b, #0.
k=0

L’égalité (2) se réécrit ainsi :

n P
a, X"+ X = be(P(X)).
k=

k=0

A gauche, le coefficient de X(P=1)9+" est nul, puisque pg > (p — 1)g + n > pn.
Si, de plus, k € [0,p— 1], on & :

deg(P(X)* )< (p-1)g<(p—1)g +n.

Le coefficient de X (P~19+" dans le membre de droite est donc (f)ag_lanbp, et ce terme
est non nul. D'oti la contradiction.

Proposition 2.1. Soit A un corps, de caractéristique ne divisant pas p, et B une sous-
A-algébre de A[X], p-mahlérienne, engendrée par un polynéme P. Il existe alors un entier
naturel q tel que :

B = A[X7]

s



Preuwc
On peut écrire B = A[P], et y(P) € B. Donc pu(P) est un polyndome en P, et par

conséquent (lemme) :

P(X)=aX%+b

Il est alors clair (si a # 0) que b = A[X?. Sia=0,B = 4.

Etudions & présent plus complétement le cas d'un sous-corps p-mahlérien de A(X),
lorsque A est un corps. Soit ¢ une fraction rationnelle, écrite sous forme irréductible
¢ = %, @ # 0. On pose : deg ¢ = deg ¥ —deg 6. Bien entendu, s1 ¢ = -’é—"l, On aura aussi :
deg ¢ = deg ¢y — deg 6. Soit par ailleurs P un polynéme tel que : ¢ = P¥pq, ol ) est
une fraction rationnelle dont le nuinérateur ¢ et le dénominateur ¢; ne sont pas divisibles
par P. On note alors : k = vp(¢). Cette notation ne suppose pas P irréductible.

Pour exprimer que a est pole dune fraction rationnelle ¢, on notera : ¢(a) = oo.

L&mme 1. Soient 4 un corps, € A(Y)\{0}, et P € A(X)\{0}. Sideg P > 0,0n a:
deg(p o P) = deg ¢ x deg P.

Preuve :
Posons : ¢ = ¥, avect» = Y i _oax1*, a, # 0. Posons aussi P = &, ot R, S € A[X]. On

a .
n

. _I{ __1_ kon—-k
w(s,)-s,,k};akzzs :

Sik#n, ona:

deg(R¥S™ %)=l deg R+ (n -- k) deg S < n deg R.

Donc
deg(z arR*S™" %) = deg R,
k=0
et : B
deg w(g) = n deg g = deg ¢ X deg P.
De meme,
R
deg 9(—5) =deg 6 x deg P.

Donc :
deg(poP) = deg @ x deg P.
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Lemme 2. Soient P € A(X), ou A est un corps dont la caractéristique ne divise pas p,
a € A\{0}, et v = vp(p(P)). ou II{X) = X —a. Alors,silly = X —a”, ona: vy (P)=wv.

Preuve :
On peut écrire : P(XP) = (X —a)"P(X), et a n'est ni pdle, ni zéro de F.
Il n’est pas restrictif de supposer A algébriquement clos. Soit donc w une des p racines

p—i“emes de 1 dans A.

Ona:
P(X?) =(wX — a)"P(wX);

Les polynémes (wX — a) sont premiers entre eux deux & deux. Donc :

P(x?) = ] (wX —a)".S(X) = (X" — a”)"S(X).

wh=1
Il en résulte que § € A(X7?): S(X) = S1(X7).
D'ou :
P(X) = (X = a?”)"5(X).
Si Sy(a?) = 0,on a: S(a) = 0 et donc (X — a)'*! divise P(X7P), ce qui n’est pas. De

méme, af n’est pas pdle de Sy. Donc :

vg, = .

Lemme 3. Soient A un corps de caractéristique ne divisant pas p et B un sous-corps p-
mahlérien de A(X), contenant strictement A. Il existe e € Z et Q € A[X], avec deg @ > e,

tels que B = A(%3)).

Preyve : .
D’apres le théoréme de Luroth, il existe P € A(X) tel que B = A(P). On a P ¢ A.
Supposonsdeg P<0: P=a+ Py, avecdeg P, < ~let a € A. On a encore B = A(%f)’
et deg Py 2 1. Tl n'cst donc pas restrictif de supposer : deg P > 1 et, en outre, que P est
normalisé.
Puisque p(P) € B, il existe ¢ € A(Y'), telle que : u(P) = o(P).
On a alors d’apres le lemme 1 : deg o{(P) = deg ¢ x deg P.
Comme deg p(P) = p deg P, on obtient : p = deg .
Plongeons A dans une cloture algébrique I, dans laquelle nous supposerons, par 'absurde,
que P admet un pdle différent de 0. Soit o un tel pole, de multiplicité maximale. On peut
écrire :
= (X —a) "R, ou R(a)+#0, R(a)#oo, et d>0.

-k

Si(Y)= Zm ak) , avec N — m = p, a4, b, # 0, on obfient w(P) = —J}“—:T))__?FTRI, avec

Ry(a) #0, Rl(a) ;é 00.
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Donc,sill=X —a:
p(p(P)) = d(m — n) = —dp.

D’apres le lemme 2, on a:

vn, (P) = —dp, ouIl; = X — a”.

Or dp > d : ceci est une contradiction.

Finalement, il existe ¢ € Z. tel que :

1

P(X) =+

Q(X), Q € A[X], Q(0) #0, deg Q > e.
Remarquons que la condition deg () > e n'a d'intérét que sie € N

Ces lemmes permettent d'alléger la démonstration qui suit, et pour laquelle je suis
largement redevable a Richard Antetomaso.

Théoreme 2.1. Soient 4 un corps de caractéristique ne divisant pas p, B un sous-corps
p-mahlérien de A(X). Alors :

- ou bien il existe d € N tel que B = A(X?),

- ou bien il existe d € N* et ¢ € A tel que e?7! = 1, tels que B = A(Xd + ﬁ)

Preuve :

Nous pouvons supposer que P n’appartient pas a A. Nous appuyant sur le lemme 3,
écrivons B = A(P), avec P(X) = Q_(\-‘}'), Q ¢ A[X], Q(0) # 0, et deg Q > e. On suppose
P normalisé.

En particulier, il existe ¢ € A(Y) telle que : P(X?) = ¢(P(X)). Posons ¢ = %, ou
N, D € A[Y], et o N et D sont premiers entre eux.

Supposons, par "absurde, que D n’est pas dans 4. Soit ' une extension algébriquement
close de A, et o une racine de D. Alors o n’est pas racine de N.

L’équation Q(z) — az® = 0 admet dans I une solution non nulle. En effet :

e>0 = deg[Q(X)—aX¢]>1et Q) #0,

e<0 = deg[X7Q(X)—a)]>1. .
On a donc, si f est une telle solution : % = P(f) = a. Donc D(P(j3)) = D(a) =0.
Ceci contredit égalité : P(XPYD(P(X)) = N(P(X)).

Il en résulte qu’en réalité ¢ est un polyndéme.

-

Premier cas: e < 0. A .o
On peut écrire : P(X7?) = o(P(X)), ¢ € A[Y], P € A[X]. Nous avons vu (lemme
précédant la proposition 2.1) que ceci entraine que P(X) = X? + X, et donc que A(P) =
A(X 9.




*Second cas : e > 0.

On éerit : P(X) = %, MX* avec Ay =1,d >0 > —e.
Supposons, par 'absurde, qu’il existe k € [1,d — 1] tel que Ax # 0, et posons :

P(X)= X"+ 2, X" mod (X7 "), avec g €[l,d—1], A\, #0,

mod (X971) désignant ici : mod (Vect(X7);<o—1).

On a ainsi : P(X?) = X744 A X779 mod XPle~1)

Par ailleurs, si ¢(Y) = a,Y? + - -+ + ao, on obtient : p(P(X)) = ap P(X)? mod X4r—1),
Or d(p — 1) < p(g — 1) siet seulement si p(q —d) = p — d, ce qui est réalisé, puisque

plg-d)yz2p2p—d
Donc :

xrd 4 A X7 = a,,(X”d + p/\q’_}{(‘r—l)dwhq) mod (Xmar(ﬂ(q-l).(p-—l)d+q~l))_

En particulier, puisque (p—V)d+g#pget (p—Dd+¢—~1 > plg—1) . a, =1let ph, =0.
Ceci est une contradiction.
Onadonc: P(X) = X%+ Xg 4 - + A_.X"¢ Le raisonnement précédent, appliqué
a XdP(;\L,), nous montre que P est de la forme X¢ 4 Jg + X 7¢, avec ¢ # 0. Il n'est
évidemment pas restrictif de supposer que Ay = 0. Dans ces conditions, 'égalité : P(X?) =
@(P(X)) s'écrit encore : k

XPT 4 e X770 = (X9 4 e X7V 4 - + ap.

Supposons, par ’absurde, d # e. Quitte a changer X en :%, on peut supposer d > e. On
a alors :

ap(X4 4+ eX7)P + - 4 ap = ap X7 4 ap, X4 pd (X (P=1)d-1y,
Donc ap—; = 0. Puis :
ap(X+EXT P dap (X +eX TP 4 hag = (X4 +eX T mod (X7D9),
Or (p—2)d <(p—1)d - ¢, puisque d > e. On obtient donc :
ap(X+eX T + -t ap = ap(XP? 4 peX@Tme)  mod (XPm1dmem)

Finalement, a,pe = 0. On obtient alors une contradiction (puisque a, # 0).

On a, & présent : P(X) = X% 4 ¢X~¢ L'examen des termes de degré pd et —pd
dans I'égalité : P(X7) = o(P(X)) nous conduit aux relations : a, = 1; a,e? = ¢, soit :

Pl =1,
En résumé : B = 4(X? + 7), avec P71 =1,



Montrons que, réciproquement, un tel corps est p-mahlérien. Soit, dans I\, w une racine

carrée de e. Onadonc: w?=¢ = ec=¢e = = w?P,
Soit P (XN)=X++.0Ona
X RY w
" AP R | p NPy — p
(\7) X +\P W[(w) + ‘\)] (‘"Tp( +_Y)

o Tp(17) € K[17] est défini par : Tp(1™ + {) = Y7+ o5 (relation du . ebychev).

11 vient alors : P (X7) = w”T,,(iPl(X)).

Cette relation s’écrit encore : P (X7) = Zf:o a;Pi(X), a; € K.

La famille ((P;(X))7); étant échelonnée en degrés, on en déduit qu'en réalité les a; sont
dans A.

Finalement : P(X7) = (P (X)), ot ¢ € A[Y]. Alors P(X?) = o(P(XY)), ce qui
permet de conclure, car P(X) = Pj(X?).

Il reste & vérifier que A(X" + ~7) ne peut étre de la forme A(XY, I € N*. Dans le cas
contraire : ¥! = Z(‘—:{-E)’ avec (lemme 1) : = d(deg N — deg D) = d(v — §).
Posons :

NXT 4+ &)= Tﬂr.Afl(LX') Ny (0) # 0,

D(X? + <&5) = <5 D1 (X), Dy(0) #0.
Il vient : X! = Ydé-») ) M(\) soit Y = g:R; Ceci est une contradicti—on, puigque
le N*.

Corollaire 1. Sous les hypothéses du théoréme 2.1, on suppose que de plus B contient
un polynéme non constant. Alors il existe d € N*, tel que : B = A(X?).

Preuve :

1l suffit de montrer que, si d € N*,| 4(X¢ + ) ne contient pas de polyndéme non constant.
Supposons au contraire que (2 soit un tel pol;\ néme, appartenant & A(X ¢+ <& 7). Reprenaat
la fin de la démonstration du théoréeme 1, on écrit :

. N(X!+ tx7) _ va-n M(X)
=sxir e =" B

avec cette fois : deg @ = d{v — &), N1(0) # 0, Dy(0) # Q.

Donc : Q(X)X 99 @ = 1&; ce qui est une contradiction.
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Corollaire 2. Soit A un corps de caractéristique ne divisant pas p, et B une sous-algébre
de A[X], p-mahlérienne. Le corps des fractions de B est de la forme A(X?).

Preuvve :
On remarque que le corps des fractions de B est encore p-mahlérien.

Il faut étre bien conscient du fait que ceci ne nous donne en fait que peu de ren-
seignements sur B. Le probleme de la détermination de B reste posé. Voici un exemple
particulierement typique. Soit P € A[X] tel que P(X) divise P(X") (cf chapitre 1), et :

B=A® AP .

Il est clair que B est une sous-algébre p-mahlérienne de A[X'], dont le corps des fractions
contient ‘—X—ﬁ[i = X, Ce corps est donc égal a A(X).
Une idée pour étudier B pourrait étre de déterminer les idéaux de A[X] inclus dans B.

Définition : Extensions p-mahlériennes. Soient 4; C A, deux sous-A-algebres p-
mahlériennes de A((X')). On dit alors que A, est une extension p-mahlérienne de A;.

L’application p est un endomorphisme de 'anneau A, mais pas, en général, de la A;-
algébre A,: ce n’en est qu'un semi-endomorphisme.

2. Equations de Mahler linéaires

Définition. Soit A un anneau commutatif et unitaire, soient B une sous-A-algébre p-
mahlérienne de A((X)), et f un élément de A((X)). On dit que f vérifie une p-équation

lindaire de Mahler sur B s'il existe n dans N, et une famille non nulle (bo,- -+ ,by,) € B™,
tels que :
(3) bap™(f) + -+ b1p(f) + bof = 0.

En d’autres termes, f est annulé par : b,u™ 4+ -+ + byu + bptd, qui est une application
A-linéaire. L’ensemble des solutions de (3) forme un A-module, (mais pas un B-module
en général).

Le cas ou B = A et o A est intégre, est particulierement simple :

Proposition 2.2. Soit A un anneau intégre. Si B = A, '’ensemble des solutions de (3)
est inclus dans A.

Preuve :
Utilisons la décomposition de A-module :
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*) AUX)) = A XA[X]] @ +A[%).
Chacun des A-modules est stable par y. Si done la décomposition de f sur cette somme

directe est :
f=a+g+h,

chacune des composantes a. g et h vérifie (3). Or, si g # 0, la famille (g, i(g).--- , " (g))
est échelonnée en degrés @ elle est donc libre sur 4. Douc ¢ = 0. De méme, la famille
(hyge(h), -+ u"(h) est, si h # 0. échelonnée en valuations. Done h =0, et f = a.

Corollaire. Sous les hiypotheéses de la proposition 2, 'ensemble des solutions de (3) est :

{0} si > b #0,
k=0

1 s Zbk:()
k=0

Remarque : La décomposition (*) précédente permet de ramener 1'étude d'une équation
mahlérienne & la recherche séparée des solutions dans 4, dans {-A[<] - c’est a-dire dans

X A[X] - et dans X A[[X]].

Etudions a présent le cas ou 4 n’est pas forcément integre.

Théoréme 2.2. Soit f e XYA[[X]. solution de I'équation (3). 1l existe alors a € A\{0}
tel que af = 0.

Preuve :
On raisonne par récurence sur n.

- Sin =0, 'équation se résume a : bgf = Q, avec by # 0.

- Supposons donc le résultat vrai pour des équations d’ordre < n — 1.
premier cas : 3a € A\{0} tel que : bya =0et I € [1.n] bia #0.
Multipliant (3) par a, on obtient : Y7 bjap'(f) = 0.
Soit g = p(f); g vérifie alors une équation de Mahler d'ordre < n — 1.
Donc : 38 € A\{0} Pg =0. Soit u(8f) =0. Mais p est injective. Donc Bf = 0.
deuxieme cas : Va € A\{0} : bpa =0 = Vig[l,n] bia =0. *
Supposant f # 0, posons f(X) =Y 72 arX*, avec am # 0.
On obtient bga,, = 0, et donc byay, =+ = bpam, = 0.
Posons : f(‘Y) = Qm xm + g(X). Il vient :
St o bis'(g) = 0, et donc, de méme : byay,4; = 0.

=0 :
Par une récurrence immédiate, on obtient : Vk > m byar = 0, et donc : by f = 0.
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Comme by est nécessairement non nul dans ce cas (prendre o = 1),’le résultat est
démontré. :

Remarque : La démonstration précédente, (ou bien un examen direct), prouve que, si g
n’est pas diviseur de 0, alors f = 0. Autrement dit, dans ce cas, si g € A((X)) est solution
de (3), alors g € A.

Exemples.
Ezemple 1 : Soit A =2Z/6Z et f € A[[X]] solution de

3F(XY) + 2f(X?) + f(X) =0,

Alors f € A. La réciproque est claire.
Ezemple 2 :  Soit A= Z/6Z, et f € A[[X]], solution de

2f(X) +3f(X?) =0.

Cette égalité équivaut a 2f(X) = 3f(X?) =0, soit f = 0.

La proposition ci-dessous montre que, dans certains cas, on peut sans restriction sup-
poser que A est noethérien.

Proposition 2.3. Soit f € A((X)) solution de :
(3) Z?:O bllu:(f) =A01 ou (bO,"‘ qbn) € An+l'

On suppose que les coefficients de f sont dans un ensemble fini. Il existe alors un sous-
anneau A; de A, ncethérien, tel que f € A1((X)), et tel que Vi € [0,n], & € 4.

Preuve :

Soit A, le sous-anneau de 4 engendré par 1; 4, est, soit fini, soit égal a Z. Donc A, est un
anneau noethérien. Il suffit de considérer : 4y = A3[by, -+ ,bn,ag, -+ ,ax}, ot {ag, - ,ar}

est I'ensemble des coefficients de f. .
Exemples : La proposition 2.3 s’applique lorsque f est un polynéme, mais aussi lorsque

f est la série génératrice d’une suite automatique.

La proposition 2.4, plus technique, permet de préciser la recherche des solutions de
I’équation (3).
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Proposition 2.4. Soient A un anncau. f € X A[[X)) une solution de I'équation (3), avec
Xy=3>7, arX*.
(a) Ona: Yk € N bfar=0.
(b) Si 4 est neethérien. il existe m € N* tel que Vk € N*, bJ'ap = 0.
(c) Si f est un polyndéme, il existe ¢ € N*, tel que Vk € N*, blap = 0.

(d) Si f est un polynoéme. et si les idéaux (by) et (b, ) sont copremiers, alors f = Q.

Prenve
(a) Clairement, bya; = 0. Supposons le résultat vrai pour k < m — 1. Alors :

S oheo ba T Hhapf(f) = 0. Le cocflicient de X™ dans cette égalité est : bf'am. Il est donc

nul.

(b) Soit [y = {a € A, bfx = 0}. La suite des idéaux (Jx)r>1 est croissante. Elle est
donc stationnaire, égale & 1,,,. Soit : Vk € N*, I C I,,,. Or ai € Iy, d’aprés (a). Donc
by ay = 0. '

(¢) Montrons que b¥t'a,s_; = 0 par récurrence sur k, ou d = dey(f). Le résultat est
clair pour & = 0. L’admettant usqu'a 'ordre m — 1, on a :

Zb beu*(f) = 0.

Le coefficient du terme de plus haut degré est : 87 % a,_,,. Il est donc nul. En particulier,
VkeN*, bitla; =0.

(d) S1 f est un polyndme, on peut appliquer (c¢), et (b) d’aprés la proposition 2 3. Soient
u,v € A, tels que : uby + vh, = 1. Alors a; = (ubg + vb, )™+ 1a;, = 0.

Exemples.
Ezemple 1 :  Soit A = Z /10Z, et I'équation :

BF(X*) +3f(X?) +2f(X) =0, ou f € XA[[X]).

On a by = 2. Il existe donc m tel que 2" f(X) = 0. Or 2° = 2. Donc 2f(X) =0. Il en
résulte que :

3F(XT)+3f(X?%) =0,

soit f(X'?) = 0, puisque 3 est inversible. Finalement la seule solution est la solution nulle.
Exemple 2 : Scit A = Z/50Z, et I"équation :
2F(XN) +5f(XH) +5f(X) =0, ou f e XA[X]].

On obtient 25f(X) = 0, puis 10f(X*) = 0. Soit 10f(X) = 0. D'ou 5f(X) = 0, et
2f(X*) =0. Fmalement f=0. :
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- Ezemple 3 :  Soit A = Z/27Z, et I'équation :
3F(X2)+9F(X) =0, o f e XA[X]).

On obtient de méme 9f(X?) = 0, donc 9f(X) =0, puis 3f(X)=0.
Soit 1 f(X) = S.0°  an X", avec a, € {0,9}. L'ensemble des solutions n'est pas un

A-module de type fini.

3. Equations de Mahler résolubles & gauche.

Définition. Sous les hypothéses de la définition donnée au début du paragraphe 2 ci-
dessus, ['équation (3) est dite résoluble a gauche si b, est inversible dans B.

~ Remarques :

- De fagon générale, quitte a considérer n’ = maz{i € [0,n], b6; # 0}, on peut toujours
supposer que b, est non nul.

- Si (3) est résoluble a gauche, 'équation est équivalente a une équation de Mahler telle

que b, =1,

Proposition 2.5. Soit B une sous A-algébre p-mahlérienne de A((X)), et f un élément
de A((X)). On suppose B ncethérien (comme anneau). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) f vérifie une p-équation de Mahler linéaire résoluble a gauche sur B.

(2) le sous B-module de A((X)) engendré par {u'(f)}ien est de type fini.

(3) il existe un B-module de type fini stable par y et contenant f.

Preuve :
(1) = (2): Posons pu"(f) = ~Z?;01 bip'(f). Par une récurrence immédiate, on
constate que :

n-1]
VEzn, uf(f) e Bul(f).

=0

Notons, dans la suite, V le sous-B-module de A((X)) engendré par {i'(f)}ien; V n’est
donc rien d'autre que }:::01 B.y'(f). 1l est donc de type fini.

(2) = (3): Le module V répnnd 2 la question.

(3) == (1): Soit W un B-module satisfaisant aux conditions. Il contient évidemment
V, qui est donc de type fini (c’est le seul moment ou le caractére ncethérien de B est
utilisé); ¥V admet donc une famille finie de générateurs, qui peut, on le sait, étre choisie de
la forme (p'(f))iesr. Soit n = maz I +1. On a évidemment :

uMF) €Y B.(f),

ie]
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d’ou le résultat.

Notons, & présent. A L,(DB) l'ensemble des éléments f de A({X)) qui vérifient une p-
équation de Mahler linéaire sur B, résoluble & gauche.

Théoreme 2.3. Soit B une sous-A-algébre de A((X')), p-mallérienne, et ncethérienne.
Alors M L,(B) est une sous-B-algebre de A((X)), p-mahlérienne.

Preuve :
(1) Tout d’abord, B C ML,(B). En effet, I'idéal de B engendré par {u'(f)}ien est de
type fini.

(2) Solent f et g dans ML,(B), V" et W les B-modules engendrés par, respectivement,
(1) }ien et {'(g)}ien. et (fidier. (9j);es des familles génératrices finies de V, W. Le
B-module V' + W, engendré par {f,},e7 U {g;};es est de type fini, contient f + g, et est
stable par p. De méme, pour A € B, Af € V. Soit enfin U engendré par {fig;} i jyerxs-
Ce B-module est stable par s, et contient fg. Donc fg € ML,(B).

(3) Si f € V" (avec les notations précédentes), u(f) € V. Donc, si f € ML,(B), alors
u(f) € ML,(DB).

Effectivité.

La recherche d’uneséguation vérifiée par f sur B se raméne en fait a la recherche d’un
systeme de générateurs d’'un B-module, puis de I’expression de u"(f) comme combinaison
linéaire de ces générateurs. Un cas simple est celui ol 4 est un corps, B = A4[X], et f € B.
Il convient alors de chercher le pged A de (1 (f))ien, qui est aussi le pged de (#i(f))iSn—d )
et, grace a l'identité de Bézout, d'écrire :

n—1

Alp™(f) = 1" () = AXNQX) = D wil X)Q(X ) (f).

1=0

Exemple :
Soit f=1+X;A=pged(1+X,1+X2%)=1,et:1=2[1+X24+(1-X)1+2X)). On
obtient :
-4 1 4 r2 1 r4 r -

soit : .
(1+XHu(f) + 51+ X501 - X)f,

(SR E

P f) =

(ict, p = 2). .
Ce calcul-ci s’applique plus généralement lorsque A est un anneau (de caractéristique
différente de 2). |
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Pour déterminer la taille d'une équation satisfaite par f, on peut introduire 'ordre (n)

de I’équation, et sa hauteur : h = ,Jnax (deg b;). 1l est clair que 'ordre minimal d’une
<1<n--1

équation de Mahler résoluble & gauche sur B est, avec les notations précédentes :

m—1
n=mn{meN, A¢ Z Bu'(f)}.
1=0
/
Reste a majorer h.
La démonstration du lemme qui suit est due a Judicael Courant.

Lemme. Soit A = pged(Py, -+ . Py), ou P; € A[X], P; # 0. Il existe Uy, - ,U, € A[X]

tels que :
n

Y UPy=Aet Vi, deg U, < maz (deg P;).

te)l,n
1=1
Preuve :
Par récurence sur n. Si n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai a 'ordre (n — 1),
et considérons n polynémes Py, -- , P, non nuls, avec deg P; = min (deg F;).

1€[1,n]
Divisons P; par Py ; P, = P\Q; + R;, avec deg R; < deg P;.
Alors A = pged(Py, Ry, -+ , Ry).

premier cas : I'un des R; est nul.

Alors il existe Uy, - ,Up—; tels que : U1 Py + ZL_; U;R; = A, en supposant R, = 0.

?

De plus : deg U; < deg Py, puisque Vi € [2,n — 1] deg R; < deg P;. 1l vient alors :
n—1 n—1
(Uy = Y UiQi)P + Y UiPi = A,
1=2 1=2

Or: deg Q; = deg P, — deg Py. Donc : deg U;Q; < deg P; < max(deg F;).
Soit : deg(U; — Z;:; U:Qi) < max(deg P;).
deuxiéme cas : les R; ne sont pas nuls.
Mais : deg Pi+Y .1, deg R; < Y., deg Pi. Une récurrencesur y .., deg P; et la méthode
précédente permettent de conclure.

Proposition 2.6. Soit 4 un corps, B = A[X], f € B, deg f = d. Si f vérifie une équaticn
de Mahler résoluble & gauche d’ordre n, elle en vérifie une d’ordre n et de hauteur h < 2p™d.

Preuve :
On applique le résultat précédent & P; = u'(f), ¢ = 0,--+ ,n — 1. Multipliant A par -%‘-,
on obtient :
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3
}

P, Py -
Po= ) (Ui0)P, et deg(Ui2) < (p" +p"71)d < 2p"d.

~_
it
<}

Cas d’un corps fini de caractéristique p.
Soit A = F,« le corps a p* éléments, ol p est un nombre premier. Nous savons alors

que, pour tout r dans A, 2 = 2. 1l en résulte que, si f € Fe (X)) :

+ 00 + oo
U= an Xy =Y an(X) = (X = pk(f).

Remarcic s en outre le résultat général suivant :

Preposition 2.7. Soit A un anneau, B une sous-A-algébre p-mahlérienne et neethérienne
de A((X)). Alors, pour tout k dans N*, on a :

ML,(B) = ML,.(B).

Preuve :

(1) Soit f € ML,(B). Le B-module engendré par {ui(f)}iew est de type fini et contient
le B-module engendré par {4*"(f)};en. La proposition 2.5 conclut.

(2) Soit f € ML,«(B). Une p*-équation résoluble & gauche vérifiée par f est du type :

n-1
pEr )+ Y bipt(f) =0,
1=0

avec b; € B. C’est aussi une p-équation de Mahler résoluble a gauche.

Ceci nous permet de décrire ML,(B), lorsque B est une sous-F,«-algebre de F« ((X)).

Proposition 2.8. Soit B une sous-F,« -algébre p-mahlérienne et ncethérienne de F,« ((X));
ML,(B) coincide alors avec I’anneau des séries formelles entiéres (algébriques) sur B.

Preuve :
(1) Soit f € ML,(B). Puisque f € ML,«(B), on peut écrire :

n—1
A 4D bipMi(f) =0, bieB

1==0
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Soit encore :

n-—1

fpk“ + Z b,’fph = (.
1=0

(2) Soit f entiere sur B. Le B-module engendré par {f'}ien est de type fini, et

contient le B-module engendré par {f”“ }ien, cest-a-dire par {p*(f)}jen. 1l en résulte
que f € ML,(B), et donc f € MLy(B).

On constate, dans ce cas, que les éléments de M L,(B) sont algébriques sur B, et que,
d’autre part, on connait les inversibles de AfL,(B). Les questions se posent évidemment
dans le cas général : un élément de M L,(B) peut-il étre algébrique sur B 7 Quels sont les
éléments inversibles de ML, (B; 7

4. Equations de Mahler résolubles a droite.

Définition. Sous les hypothéses de la définition donnée au début du deuxiéme paragraphe,
Péquation (3) est dite résoluble a droite si by est inveisible dans B.

Constatons tout d’abord qu’il n’est pas certain, une équation de Mahler sur B pour f
étant donnée, d’en déduire que f vérifie une équation de Mahler avec by ¢ 0. Néanmoins :

Proposition 2.9. Soit 4 un anneau intégre de caractéristique ne divisant pas p, et B
Panneau A[X]. SiI f vérifie une p-équation de Mahler linéaire sur B, alors f vérifie une
p-équation de Mahler linéaire sur B, avec by # 0.

Prevve :

Soit Y1, cip'(f) = 0 une équation de Mahler vérifiée par f sur B. Supposons ¢g = 0, et

montrons que f vérifie une équation d’ordre (n — 1), ce qui assurera le résultat.
Plongeons 4 dans un corps I algébriquement clos. Puisque car K ne divise pas p,

Péquation : z? —1 = 0 admet dans I p solutions distinctes, furmant I'ensemble U,. On

a:

Y (x)f1x7) =0,
=1
et danc :
Yw € U, Zci(wX)f(Xl’i) = 0.
=1

Posons :
E ci(wX) = d;(X?), ou d; € A[X].
wel,



18

S'il existe 7 € {1.1] tel que d, # 0. on a :

Y dip' () = 0.

1=

et, d’apres Vinjectivité de p, le résultat est atteint.
Sinon, on a :

Vi€ [1,n]. Z cilwX) = 0.

welp

En particulier, le terme constant de ¢; est nul. Or on peut toujours supposer que ce n’est pas
le cas pour 'un des ¢;, en divisant au préalable I'’équation par X7, avec : j = igf.lin] val(c;).
,n

Remarque : Le résultat ne s'¢tend pas a une sous-algebre p-mahlérienne quelconque de
A[X]. Soit par exemple : f=1-X,p=2 Ona: (1+X)/(&)~ f(X*) =0, et donc:
(14 X7)f(X?*) ~ f(X*) = 0.

Donc f vérifie une 2-équation de Maller sur 4[X?]. Si f vérifiait une équation sur A[X?]
telle que by soit non nul, f serait un élément de 4(X?), ce qui n'est pas.

Corollaire. Soit A un corps de caractéristique ne divisant pas p, et B = A(X). Pour
fe A((X), il ¥ a équivalence entre :

(1) f vérifie une p-équation linéaire de Mahler résoluble a droite sur B.

(2) f vérifie une p-équation lindaire de Mahler résoluble a gauche sur B.

(3) f vérifie une p-équatior linéaire de Mahier sur B.

Preune :
Il suffit de constater que l'inversibilité d’un élément de B equivaut a sa non nullité, et
d’appliquer la proposition 2.9.

Pour mettre en valeur la nuance entre la résolubilité & rauche et la résolubilité & droite,
nous allons étudier Je cas particulier ol A est un corps, et ot B = A[X]. Nous savons
dans ce cas (théoréme 2.3) que tout f de B vérifie une p-équation de Mahler linéaire sur
B résoluble a gauche. Nous allons donc étudier, toujours pour f € B, I'éventualité d’étre
solution d'une équation résoluble a droite.

Lemme 1. Soit A un corps, B = A[X], et f € B. Il y a équivalence entre les propriétés
suivantes :

(1) f vérifie une p-4quation de Mahler linéaire résoluble & droite sur B.
(2) pged(1#*(f))ien = 1.
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Preuve : »

(1) == (2): Notons A ce pged : & = pged(1'(f))icjo,n}-
On peut écrire :
(4) fH o but(f) =0,
quitte & ajouter des termes nuls dans I’équation de Mahler, ou au contraire & remarquer
que, si Pordre m de I'équation vérifiée par f est plus grand que n, & = pged(p1'(f))igjo,m)-
Notons § = ng(l(/li<_f))1E[l.1ﬂ- On a donc : A = pged(f, ). Grace & (4), on voit que §|f.
Donc A = 6. _ '
Mais p(A) divise p*(f), pour 7 € [1,n] - puisque A divise p*(f) pour ¢ € [G,n — 1] - donc
p(A) divise A,
Comme deg j1(A) = p deg A, il est alors clair que deg A = 0.

(2) = (1) est évident.

Lemme 2. Soit A un corps. B = A[X], et f € B\{0}. Les propriétés suivantcs sont
équivalentes :

(1) pged(p'(f))iex # 1.
(2) Soit I\ une cloture algébrique de A. Il existe dans I\ un élément w nul ou racine de
I'unité tel que :

VieN, fw’)=0.

Preuve :
1) == (2): Soit w une racine commune {dans Iy') aux u'(f). Supposons w # 0. On
. PP 7

a: . _
VieN, flw")=0.

En outre, 'ensemble des racines de f est fini. Il existe donc j > 7 tels que : w” = wr

D'ou : w?” "M =1.

(2) == (1) : Le résultat est clair.

Proposition 2.10. Soit 4 un ccrps, B = A[X], f € B\{0}, p un nombre premicr. Il y a
équivalence entre

(1) f vérifie une p-équation de Mahler résoluble 3 droite sur B.

(2) f(0) # 0; de plus, soit w un élément 1’une cléture algébrique de A, racine de 'unité,
d’crdre s. Posons s = p'q, ot pged(p,q) = 1. Soit j I'ordre de p dans ((Z/qZ)", x). Alors
f n’est pas divisible par : [[jcicry oy (X — wP').

Preuve : ’
Soit I la cloture algébrique de 4. La conjonction des lemmes 1 et 2 montre que tout
revient a établir I’équivalence entre (avec les notations de la proposition 10) :

() VieN, flw’)=0.
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(2) f est divisible (dans K[X}) par [Tyq,cpq,— (X =),

Remarquons tout d'abord que. p étant inversible dans Z/¢Z, j est bien défini. Considérons

1451
les dléments w.w?, - WP
Iis qont distincts. Sownt en eﬁel 1. k tels que <<k <451
Si W' =W , alors wP =P = 1, donc sfpi(pFTt - 1).

Onadonc:i>letp*™" =1(modq). Donci>1letjlk—i = k>1+j.

De plus, soit n > !+ j. L'intervalle [,/ + j — 1] est de longueur j. Il contient donc un
élément 7 de la progression aritlimétique {n — kj}rez.

De plus, n —kj <!+ 7 -1 == £kj > 1 Donck >0 Onadoncn—5kj =1, soit :
p" = pip*l. _ ‘
Or pY" =1 mod ¢ == p" = p' mod (p'q). Comme 7 > I, s divise piq et donc w?" = w?",
En d’autres termes, {w” }u>14; C 'w?” Jm<i4j—1 et finalement :

, : i
(1) équivaut a : Vie [0.1+7 —1] f(w” ) =0,
i . . sy , s ’ . <
avec des w? distincts dans le second cas. La propriété précédente équivaut a :

H (X — ) divise f.

0<i<l+s—1

Exemples.

Ezemple 1 : Le polyndme X — 1 ne vérifie pas d'équation de Mahler résoluble a droite
(A, p sont quelconques).

Ezemple 2 : Sip=2et A = Q, le polynébme X? + X + 1 ne vérifie pas d’équation de
V8 ) =g, 5 = 1).

Mahler résoluble a droite sur 4 (prendre w =
Ezemple §: Si 4 = Q, X?~ 2 vérifie une p-équation de Mahler sur Q, résoluble & droite.
Il suffit ici de constater que X? — 2 et X2 — 2 sont premiers entre eux, et ce quel que soit
p.
Hllustration 1 : Soit A = F,«, ol p est un nombre premier, et f € A[X], non constant.

Il est évident, sans avoir recours & la proposition 2.10, que f ne vérifie pas de p*-équation
de Mabhler résoluble a droite sur 4[.X]. Une égalité :

f(X) Zb )XY, b € AlX)

s’écrit en effei :

fIX) = _Z Bi(X)F(X),

puisque, si g est dans A[X], [¢(X))7" = = g(X7" ).
Or, aprés division par f(X), on aboutit & une contradiction évidente.
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Etudions maintenant la situation ot A = F,«, p étant toujours premier, et ol f est dans
A[X], irréductible (non constant), différent de"X.
On suppose que f ne vérifie pas de p-équation de Mahler réscluble & droite sur A[X]. Soit
w une racine de f dans Fea, ol d est le degré de f. Son ordre s est premier avec p. Soit
j Vordre de p dans ((Z/sZ)*, x). "

Examinons d’abord le cas ot : j = 1. Alors p = 1 mod s, donc w?”™! = 1. Autrement
dit w est dans F, et : f =X —w.
L’étude initiale prouve que, réciproquement, un tel polynéme ne vérifie pas de p-équation
de Mahler résoluble & droite sur A{X].

Supposons a présent : 7 > 2. Dans ce cas, w” est racine de f. On sait que les conjugués
de :» sont w,w”k,w”“, ‘e ,w”(d_”k, donc il existe un entier ! tel que : WP = wW? .
Dot : [p'* — p, ou encore : s|p’*~1 ~1. Soit : p’*~1 =1 mod s, donc j|lk — 1, c’est-a dire
lk =1 mod j, ce qui implique pged(k,j) = 1.
Si, riciproquement, pged(k,j) = 1, alors 7 divise un entier de la forme [k — 1, donc aussi
un entier de la forme [k; — i. Il en résulte que s divise p'* — p;, et donc que : )

Vie[0,j—1] w =wh",

Donc [[cicjon (X — W) divise f.
En résumé, en regroupant les deux :as : f irréductible ne vérifie pas d’équation de
Mahler résoluble & droite sur A|X] si, et ceulement si : pged(k,j) = 1. '

Illustration 2 : Soit 4 = Q, cherchons, toujours avec les notations de la proposition 2.10,
une condition équivalente a la condition (2). Siw € C*, et w est d’ordre s, le polynome
minimal de w sur Q est ®,, polynoéme cyclotomique d’ordre s. Lorsque f € Q[X], f est
divisible par X' — w si, et seulement si, f est divisible par ®,. Par ailleurs, si ¢ € (0,],
'ordre de w?" est Z,etsii€ [l +1,04 7 — 1], Pordre de w? est ;‘}. I en résulte que f est
divisible par HOSiSI+j—1 (X ~ w”') si, et seulement si, f est divisible par ngo <I>;f'..

En d’autres termes :

Corollaire. Soit p un nombre premier, f € Q[X], telle que f(0) # 0; f vérifie une p-
équation de Mahler linéaire résoluble a droite sur Q[X] si, et seulement si, pour tout ¢
premier avec p et pour tout | € N, le polynéme Hf‘:o ®,:, ne divise pas f.

5. Résolution d’une équation de Mahler résoluble a droite

Soit B une algekre p-malilérienne, et ’équation :

(5) . fzz?'-:l "-’iﬂi(f), (blv"' ,bn)EBn.
Introduisons la matrice F' € M, ;(A((X))) :
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o l-;(f )
F = /f(.j.) . alors : p(F) = /j‘ (f) ,
u" ) ()
(u 8’étend immddiatement aux matrices a ¢léments dans A((X'))).
by by o by
o0
soiear=| 10 U eans),
0 .- 1 0
I est alors clair que f vérifie (5) si, et sculement s1, F' vérifie 'équation matricielle :
F=MuF).

Nous introduisons donc de facon générale, pour Al € A, (B), I'équation a !'inconnue
Fe M, (4((X)

(6) F =M u(F).

Dans la suite, A((-X')) est muni de sa topologie canonique, qui induit sur 4 la topologie
discrete.

Notation. Le produit matriciel 4,4, - A, est noté ?___1 A;.

Lemme 1. Soient M € M, (A[[X]]), et F € M, 1(A[[X]]) verifiant : F = Mu(F).
Alors F(0) = M(0)F(0).

Preuve : Immédiate.

Lemme 2. Soient Fy € M, 1(4), M € M,(A[[X]]). On suppose : Fy = M(0)F,. Alors
la suite de terme général H:‘__:'Ol i (M)Fy converge vers un €lément F de M, y(A[[X]]) tel
que F(0) = Fy.

Preuve : Posons M, = Hf‘,___ol pi(M), et éerivons : M = M(0) + X P, ot P appartient 2
Mo (A[[X)]). Alors : p*(A) = M(0) + X" u*(P), et donc :

Mgy = Mypb (M) = MM(0) + X7 Myt (P).

Donc .
M1 Fo = M M(0)Fy + X7 Myp*(P)Fy,
et par conséquent :

val(Mys1 Fy — My Fp) > p*.

Il en résulte que (M Fg)ir>o converge vers un élément F de M, 1(A[[X]]).
De plus : F(0) = khr-il M(0)Fy = F.
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Proposition 2.11. Soit M € M,(A[[X]]). L'ensemble des solutions F € My, 1(A[[X]]) de
Péquation :

(6) F=MuF)

est isomorphe par Fr— F(0) au A-module des éléments Fy de M, 1(A) vérifiant la condi-
tion : M(0)Fy = Fp.

Preuve : Si F est solution de (G), F(0) vérifie M(0)F(0) = F(0) d’aprés le lemme 1.
D’aprés le lemme 2, si M(0)Fy = Fp, il existe F tel que Mu(F) = F, et F(0) = Fy. De
plus un tel F est unique. En effet, si F(0) = 0, on a nécessairement :

k-1
vk, F= []u'(Mp*(F),

=0

et donc Vk € N, wval F > p*. Donc F = 0.

Etude du cas général.

Revenons a 'équation (6), et posons M =XN, avecval N =0, a € Z. Cherchons les
solutions F' de (6) de valuation v : F = X"G, avec val G = 0.

On pose G = 12 GiXY, Go £ 0 N = S5% N X, Ny # 0.
L’équation (6), qui s’écrit :
(7) G = Xotr-DPNu(G),

devient, en posant —m = a+ (p— 1)v

+oo
> GiX =X '"Z( Y NGHX'= }:( > N;GOX'
t=0

=0 j+pk=i t=—m j+pk=m-+i

On peut supposer m > 0, le cas m < 0 relevant de la proposition 2.11. Une condition
nécessaire est la suivante :

Vi€ [-m,~1], 0 = Z N;Gy,
jtpk=m-+1

Vi >0, Gi= > NGy
j+tpk=m+1

Etudions une réciproque, en supposant que (Gi)ixo est une famille d'éléments de M, 1(4)
telle que les relations précédentes soient vérifiées. Si I'on pose :

+o0
G(X) =) GiX',
=0

on a:
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+ o<
(X =D 0 Y NGoXT
1=—m j+phk=m+1
+oo .
=X Z( Z N;Gp)X?
1=0 j4ph=1

XTMN(X)G(XP).

Si donc F(X)=X"G(X), on a:

F(X) = M(X)F(XP).

De plus, st Gy # 0, on a hien val (F') = v.
En résumé :

Proposition 2.12.

Soient A un annean. B une algcbre p-malilérienne sur A, Al = X“(Z?‘:: N; X" un
élément de M,(B). ou N; € M,(A), et
(6) F = MulF).

une équation matricielle linéaire résoluble a droite, a I'inconnue matricielle :
F e M, 1(A((X))), de valuation v € Z.
On pose : —m = a + (p — 1)v, et I'on note : F = X”(Z?:; G:X%). On suppose m > 0.

a) 51 F est solution de (G), on a nécessairement :

> MGk,
J+pk=m+i
Vi > 0, G, = Z N;Gy.

Jtphk=m4i

Il

Vieg[-m,-1], 0

b) Soit réciproquement Gy € M, ;{A). On suppose quil existe (G;)i>o une famille de
vecteurs de My 1(A) telle que :

Vie {-m,-1], 0

I

Z NG,

J+phk=m+ti
Vi >0, G; = Z N;Gy.

j4pk=m+i

Alors F est solution de (6).

Donnons quelques applications des résultats qui précédent.
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Corollaire 1. Sous les hvpothéses de la proposition 2.11, si A est un anneau ncethérien,
l'ensemble des solutions de (G) est de tvpe fini.

Preuve : A™ est de type fini.

Corollaire 2. Sous les hypothéses de la proposition 2.11, s1 A est principal, I'ensemble
des solutions de (G) est libre de type fini.

Corollaire 3. Sous les hypnathéses de la proposition 2.11, si A est un corps, I’ensemble
des solutions de (G) est de dimension n —rg(M(0) — I).

Corollaire 4. L'ensemble de< [utions de (5) est un A-module isomorphe a I'idéal :
{z € 4; (O bi(0) — 1)z = 0}.
=1

En particulier, si A est intégre, (5) admet une solution non nulle si, et seulement si,
i bi(0) = 1. L’ensemble des solutions de (5) est donc isomorphe & A par : f v+ f(0).

Preyve :
La résolution de M(0)Fp = Fy conduit, si

I
T2

FO: . s ’

Th

n

(Zb;(())—l):rl =0, 2, =29=++ = ZTp.

1=1

De plus, z; = f(0). L’ensemble des résultats découle de ces remarques.

Corollaire 5. On se place sous les hypothéses de la proposition 2.12, et I’on suppose A

intégre.

Si (6) admet une solution non nulle, aucune des matrices N, pourr € [0, min(m—1,p—1)],

n’est de rang n.

En particulier, si Ny est de rang n, ['équation (6) n’'admet de solution, non nulle F' que
o

parmi les séries formelles de valuation : = Si donc p — 1 ne divise pas a, et si Ny est de

rang n, I'équation (6) n'admet d’autre solution que 0.
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Preuve :
Soit ¢ = mun{m — 1.p —1). On suppose que F'une des matrices Ng,--- (N, est de rang n.

Or, en faisant 1 = ¢ — m. on obtient les égalités :
J\’U(’U = .\’1 G'Q == /\YqG'U = 0.
Donc Gg = 0, ce quil est une contradiction.

Le cas particulier ot Ny est de rang n prouve que, si F* est solution non nulle de (G), dn
ne peut avoir ¢ > 0. Donc m < 0. Mais st m < 0, la proposition 2.11 nous montre que G,

done F est nulle. Donc m =0e¢t v = 12’,.

Exemples.
Ezemple 1: f(X)=XfAH+ 14+ X)f(XY), (p=2).

o144 01 11\
M_<1 0 >'<1 o)*(o o)““

Iei, NGy = 0 = Gy = 0. Les solutions sont de valuation nulle, puisque m = 0, et
a =0.
Puisque : AM(0)F(0) = F(0) si et seulement si F(0) = (3\)\>, I’ensemble des solutions

est 1somorphe a 4.

. -9t -7t
Une solution est : lim H‘:Ol A 1+X 1 )
k—d4oc 1= 1 0 -1

Ezemple 2 :  f(X)= <f(A?)+(1+ %)f(_\"”?), p quelconque.

Ici,az—l,]\rl—:j]\v ((1) é) + <(1) é)

Puisque N; est de rang 1, on a nun(m — 1,p— 1) < 0. Doncm < 1.
Premier cas m = 1. Alors v = 0.
Les conditions du théoréeme 2.4 s’écrivent : 0 = NoGyp; Gy = N1Gg, d'ou Gy = 0. Ce cas
est a exclure.
Denxiéme cas m = 0. Alors (p— 1)v = 1.
Sip# 2. il n'y a pas de solution. S5i p = 2, v = 1. Les conditions de la proposttion 2.12

s’écrivent : Gy = NyGy, soit Gy = (_)\,3\)

. . k(1 14X7N (X . -
Omn obtient : G = k—l-illloo <Hi=01 (Xz; 0 ) (_)\>), puis F = XG.



chapitre 3.

La notion de suite p-réguliére, introduite par J.P. Allouche et J. Shallit dans
[1], est destinée explicitement a généraliser celle de suite p-automatique ; une
suite automatique présente en effet le défaut de prendre ses valeurs dans un
ensemble nécessairement fini.

Généraliser aux suites p-réguliéres des résultats connus ou conjecturés
concernant les suites p-automatiques est |'un des objectifs de e travail.
Dans ce chapitre, nous établissons un certain nombre de résultats élémentaires
relatifs aux suites p-réguliéres. Le théoréme 3.1 permet de caractériser
matriciellement les suites p-réguliéres, a I'aide de leurs séries génératrices.
Grace a cette caractérisation, nous retrouvons un certain nombre de résultats
établis dans [1].

Dans le cadre de ce travail, il serait de bon ton de caractériser les séries
précédentes par {'‘équation de Mahier minimale qu'elles vérifient, notion
introduite formellement dans le paragraphe 2. Les travaux de P. Dumas [2] & ce
sujet vont dans cette direction.

A ce stade, nous disposerons de plusieurs sous-algébres p-mahlériennes de
A((X)) : MLp(A[X]) MLp(A(X))(ch.2), et & présent R (A[X]). Elucider leurs
rapports permettrait de préciser le statut des séries génératrices de suites p-
régulieres.

D'autre part, le rapport entre les équations de Mahler homographiques,
briévement étudiées dans ce chapitre {proposition 3.4), et les équations de
Mahler linéaires d'ordre deux, est patent : il est évoqué dans un cadre formel.



1. Suites p-réguliéres et équations matricielles.

Dans ce paragraphe, A désigne un anneau noethérien et A1 un anneau centenant
A comme sous-anneau.

Soit u une suite, élément de A1 N . On considére alors les suites ci-dessous :

n— u(n) ;
n— u(pn) ; n— u(pn+1) ;.....; n— u(pn+p-1);
ne— u(pzn) s u(p2n+1) ereereneneeenans ' u(p?-n+p2-1) :

..........................

De facon générale, soit k dans N , et r un entier de [O, pk-1 ] Posons :

ok r(n) = pkn-r.

Le p-noyau de la suite u est I'ensemble des suites u 0 ¢ i r, lorsque k décrit N
et r décrit [0, pk-1 ] Notons le calcul immédiat suivant :

O kr OOk =0 ke, pkriar, et:0<pkriar < phkiog,

Par définition, la suite u est dite p-réguliere sur A lorsque le A-module
engendré par le p-noyau de u est de type fini.
N

Etant donnée une suite ude A1'" , on lui associe I'élément f de A¢[[X]] défini

par :
f(X) = ZU(k) Xk,
keN
Il s'agit donc de la série génératrice de la suite u.
Par ailleurs, i'opérateur p » de Mahler, s'étend de maniére naturelie aux

tableaux d'éléments de A{{X)). On note toujours Hp , ou plus rapidement |, les
applications ainsi définies ; en particulier, Hp est un endomorphisme de la A-

algébre Mq‘q(A((X))).
Le A-module Mg ((A((X))) sera parfois identifié au A-module Mq,r(AX(X).

Théoréme 3.1

Soit U une suite de A3 N s propriétés suivantes sont équivalentes :



(1 u est p-réguliére sur A ;
(2)il existe un enu= naturel m, un vecteur colonne F de My, 4 (A1 [[X]]),
de premiére composante égale 4 f, et une matrice S dans My, ,(A[X]), tels
que:

F=5 pu(F);
(3)il existe un entier naturel g, un vecteur colonne G dans
Mg,1 (A1 [[X]]) , de premiére composante égale a f, et une matrice T de
Mgq,gq(AIX]) , de degré inférieur ou égal & p-1, tels que :

G=T py(G).

Preuve.

s (1) = (2)

Soit (u1 ,...,um) une famille génératrice du A-module engendré par le p-noyau

de u, telle qu'en outre uq soit égale a u. Soit k un entier de [0,p-1]. On a:

Vi€ [1,m] y(pn+k) = zai,j,k uJ*(n) ,

j=1
ou les o ik sont dans A.
Posons alors:
uy(n)
U(n) = . : U(n) € My, ¢ (A-,)
Um(n)
et Sk = [ai,J’,k]1 <i<m, 1sj<m ; Sk € Mm,m(4)

On peut écrire :

U(pn+k) = Sk U(n),

puis :
-1 + o0

D U(pn+k)xPn+k i ZU(n)Xpn+k

k=0 n=0 k=0 n..



+ o0
Posons : F(X) = ZU(n)Xn .M vient finalement :

n=0
-1
FOX) = pz, Sk XK | FOxP).
k=0
-1
La matrice S, égale a Ska , répond a la question.
k=0

s (2) = (%)

On suppose que : F(X) = S(X)F(XP).
, . . . d+p
Notons d le degré de S, et introduisons un entier k, tel que : k> b-1"

Posons aussi, pour j élément de {0,k] : Gj(X) = Xj F(X). On a donc :
GjX) = [xi s(x)Jr(xe) .

Grace a un développement en base XP, on peut écrire :

|
XJ S(X) = Xau(X) xPI

ol aj j(X) appartient & Mp, m(A[X]) , et vérifie :
deg(a;,j(X)) < p-1.

De plus, ona:
p(ij~ 1) < j+d <k+d .

1 k+d
Donc.ljs1+ P

Ce dernier nombre est inférieur ou égal a k, du fait du choix de k.

Finalement, on peut écrire :
k

Gj(X) = Za;,j(X) XPlE(xP)

k

- Eai,j(xmi(xp).

i=0

Soit alors :



Go(X) D

G(X) = : , et T(X) = [aj’i(X)].
GkiX)

La matrice T est définie par blocs, et appartient & Mq,q(AD\J). De surplus,
on a :
deg(T (X)) < p-1.
Enfin, on observe l'égalité : G(X) = T(X)G(XP).

s (3) = (1)

4 o0

Posons : G(X) = EU(H)Xn ;
n=0
~1

.
par hypothese, T(X) s'écrit Z.;Tk Xk. avec: Tk € Mq,q(A)-
k=0

L'égalité : G(X) = T(X)G (XP) entraine alors :

+ 60 -] + oo
U)X = i‘rk xk zU(n)Xan

+ o -1
Y iTkU(n)Xpmk.

De ceci, il résulte immédiatement :
U(pn+k) = TU(n).

Le A-medule engendré par uj el contient alors le p-noyau de la suite u.l

Bien entendu, dans cette démonstration, I'hypotheése que f est l'une des
composantes , non forcément la premiére, du vecteur-colonne considéré, est tout
a fait suffisante.

Remarque. Notons 'Y le nombre minimal de générateurs d'un A-module contenant le
p-noyau d'une suite u p-réguliére sur A, et T la taille minimale d'une matrice T
vérifiant la condition (3) du théoréme 3.1. La démonstration de (1) = (2)
montre que y<T. La démonstration de (3) = (1) prouve que T<Y. Donc : 1=Y.



Corollaire 1.
Soit f un élément de A¢[[X]], soiution d'une p-équation de Mahler linéaire

résoluble 3 droite sur A[X]. La suite de ses coefficients est p-répuliére.

Preuve.
C.zla résuite du chapitre2,§5 ; si :

f
up(f)
F= : ,

upn1(f)
alors 1 F =M up(F), ol :

byby.. by
10..0
M=|01..0 |1

00.10
ositon 3.1

Soient A un anneau intégre, A1 un sur-anneau de A, B une sous-algébre p-

mahiérienne de A{(X)).
Si I'élément F de M, (A 1 ((X))) vérifie I'équ . tion :

F=5 py(F), ol S appartient & My, (B3,
toutes les composantes de F sont solutions d'une méme équation de Mahler sur B.

Preuve.
DeF=S up(F), on tire :

m2-1
F=L T uk(s) |um?(F) = sy wm?(F) ;

k=0
m2-1 5
w(F) = | T ukes) [um?(F) = 5, wm?(F) ;
k=1

umET(F) = umP-1(s) wm2(F) = 5o 4 WMA(F) ;

hM2(F) = S iMP(F).



La famille (So,...,SmZ)est liée sur I'anneau B, qui est intégre. Soit :

m2
> 0;;=0, d'oir:
j=0

J
Corollaire 2,

m2
Soy wF) = 0.
=0

N

Soient A un anneau int3gre, A1 un sur-anneau de A, et u une suite de A1"", qui

est p-réguliere sur A.
La série génératrice de u vérifie une équation de Mahler sur A[X].
Preuve.

Cela résulte du théoréme 3.1 et de la proposition 3.1.

Applications.

N

Considérons u et v deux suites de A1"", p-régulieres sur A, et leurs séries

génératrices f et g. Le théoréme 3.1 permet de leur associer deux vecteurs,
respectivement dans Mm,1(A1[[X]]) et My 1 (A][[X]]), de premiéres

composantes respectives f ¢ = g, ainsi que deux matrices carrées S et R, de tailles
adaptées, a coefficients dans A[X], tels que :
F=Su(F); G=Ru(G).

.*. Supposons par exemple : m2n ; posons :
G
Gy = [0_]: G1€ Mm,1(A1[[X]]);
. , . RO .
SiRp est égale a [00] , selon le méme format, ona:
G1 = Rqu{Gy).

De plus :

F 0S50 u(F)
Gq OOR1 H(GI)

[F+G1} ) {OSRl‘l w(F)+r(61)

Il an suit que la premiere composante de F + Gy est la série génératrice d'une

suite p-réguliére. Autrement dit, u + v est p-réguliére.



.. Notons a présent :

[’ fq g
F=} ~ et G=
fm Sn
Posons : _
[ f1 01
f1 6n
FRG =
fm 91
“fm'gn"'l
On a alors :

FRG = (SBR)(W(FYB®u(G))

Puisque : p(F)®@u(G) = u(FOG),on voit que fg est la série génératrice d'une
suite p-réguliére, qui n'est autre que le produit de convolution de u et de v.

Le probléme reste posé de caractériser les séries génératrices des suites
régulieres par les équations de Mahler scalaires qu'elles satisfont. Il n'est pas
nécessaire qu'elles vérifient la condition suffisante du corolizire 1 : 1-X ne
vérifie pas d'équation de Mahier résoluble a droite sur A[X] (ch.2, §4).
D'ailleurs, {'ensemble des séries génératrices de suites p-réguliéres forme une
A-algébre, ce qui n'est pas le cas des solutions d'équations de Mahler résolubles a
droite. '

It n'est pas non plus suffisant qu'elles vérifient la condition nécessaire du

vérifie une équation de Mahler sur Z[X], mais (Zn) n'est

1
fai .
coroliaire 2 : 775,

pas p-réguliére surZ .
Exemple.

Depuis le chapitre 2, on sait qu‘une équation de Mahler linéaire et résoluble a
droite sur A '[X]] admet un espace de solutions qui est isomorphe a4 A ( ou réduit a
{O}). It en résu ce que, en général, I'équation fournie par la proposition 3.1
admet, pour coefficient de f, un terme de valuation strictement positive.



lllustror.s cette remarque par ia situation suivante : soient des éléments ajet
ap de A(X), prenant en 0 la valeur 1, et f4, f2 solutions de :

fi = a ll(fi)-

Pour déterminer une équation de Mahler vérifiée conjointement par fq et fp,

il suffit de considérer les matrices :

f1 310
F=[] ets=|0a,

La famille (Su(S), u(S), 1) est liée, puisque les matrices sont diagonales.
Une relation de liaison mahlérienne est donc donnée par :

am(ar) w(ar) 1

azu(az) u(az) 1 = 0.

F n(F) né(F)
Soit :
ey J Lo yan(2) R s () o0
0.

On constate qu'effectivement le terme u(a1)-u(a2) s'annule en 0, et que la

division par le mondme correspondant est rendue impossible par le coefficient de
ul(F), de valuation strictement plus petite.

Généralisatior.

Soit A un anneau (non nécessairement noethérien), et B une sous-A-algébre de

A[[X]], p-mahlérienne. Considérons I'ensemble R.(B)des éléments f de A[[X]]
tels qu'il existe un entier naturel m, un vecteur colonne F dans M, 1(B) , de
premiére composante égale a f, et une matrice § de M, ,(B) , vérifiant :

F=S up(F).

Les calculs matriciels effectués dans le cas des suites p-réguliéres
(cf applications ci-dessus ) montrent que R, (B} est un sous-anneau de A[[X]] .
Si de plus B est p-mahlérienne, R (B) est p-mahlérien ; I'égalité F = S up(F)
implique en effet :

up(F) = 1p(S) np(up(F)),

et p,(S) appartient toujours a M, m(B).
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En outre, R.(B) contient B ; soit en affet f un élément de B. Puisque 1

appartient a E}, ona:

{1 = 1.up(1)

Donc R (B) est une B-algébre.
Lorsque B est A[X], R(B) est la A[X]-algébre des fonctions génératrices de

suites p-réguliéres.

2 Equations de Mahler satisfaites par un élément de A((X)).

Soient A un anneau, et f un élément de A((X)) satisfaisant & une équation de
Mahler sur une sous-A-algébre B, p-mahlérienne, de A((X)) :

n
D ok(f) = 0
k=0

cette série f vérifie d'autres équations sur B ; par exemple :

n
Y Abyek(£) = 0, avec A dans B ; ou encore :
k=0

D H(bk) w1 =0
k=0

Pour tenir compte de ces possibilités, nous allons construire 'anneau de
Mahler B[m] ; c'est tout d'abord Je B-module libre engendré par e, m ,mZ2,... 0On
définit une loi ¢, interne dans B{m], par les conditions suivantes :
~ [a loi e est distributive 3 droite et & gauche par rapport a {'addition ;
-V (i) ENZ V (be) € B2 bmie cml= byi(c) mi*.
On constate qu'alors :

=V PEB[m] eeP=Poe=P;
VY PEBm] VbEB (be)sP=bP;
“»mem =m?2, et plus généralement : m sm ...om =mi;
Y @ik € N3V (bed) €83 (bmi o cml)e dmk=

[bp.i(c) mi+j]. dmK = bpi(c)ui+i(d) mi+itk et :
byni .( cmie dmk) = brr_ti O[C}lj(d) ,“j+k] = bpi(c)pi+i(d) mititk,
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L a loi e est donc associative.
Ainsi, B[m] est un anneau, non commutatif en général. Notons que ce n'est pas
une B-algébre, la structure de B-moduie dont il dispose n'étant pas totalement

compatibie.
Par sa construction méme, on dispose d'une opération de B[ml sur A((X)),

définie de la maniére suivante :

si P est dans B[m1, on pose : P = Ebkmk ; pour f dans A((X)), on définit :
k

P.f = bipk(f).
k
On abien, si Qest égala Y cimil:

!
(PeQ).f = [Zbkuk(ci)mk“] f= Zbkuk(ci)pk+i(f) ,
ki ki

et, d'autre part :

P.Qf) = P.(Zc;u i<f>)= > owk(ei Jukrice).
I k,i

Soit & présent, pour f élément de A({X)), Ann(f) I'ensemble des P de B[m1]

tels que :
P.f = 0.

Proposition 3.2.

L'ensemble Ann(f) est un sous-B-module de B[m], et un idéal 4 gauche de
Bim1l.

Preuve.

Soit Zbkmk un élément de Ann(f) ; sid est dans B,ona:

k
(?\.mi)f (zbkm“)= zkui(bk)mk”, et par ailleurs :
k k
(lei(bk)mk“)f = 2941‘( bk)k" ‘= Xui(zbkuk(f)) =0.1
k k k ' "

Il devient intéressant de chercher les idéaux a gauche de Ann(f).
On appeile degré d'un élément de B[m1 le degré habituel ; si B[m] est intégre,
ona:

deg(Pe Q) = deg(P) + deg(Q).
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il en résulte en particulier que Bim1 est intégre.

| (de divisi fidienne)

Soient Py, P2 des éléments de B[m] , le coefficient dominant de P, étant
inversible dans B. il existe alors un couple (Q,R) d'éléments de B{m1 , unique,
qui vérifie :

P71 = QeP, + R ; deg(R) < deg(P7).

Preuve.

n m
Notons : Fi= Ebkmk et Po = Zc;mi.
k=0 i=0

On démontre I'existence par récurrence sur n. On peut supposer : n2m.
Puisque ¢y, est inversible dans B, on peut écrire : cydy, = 1, et donc :

p“'m(cm)u""m( dm) = 1, avec dpy,, et u"'m( dm) par conséquent, éléments de

B.
Posons :

A= u“‘m(dm).
Ona:
Pq - (bnlm"'m)°P2 = (bn—bnkp"‘m(cm))mm +P3,
avec:deg(P3) <n Donc:
P - (bpdmm)eP; = P3.
L'hypothese de récurrence conclut.

L'unicité est évidente.ll

. ition 3.

Soit B un sous-corps p-mahiérien de A((X)). Les idéaux & gauche de B[m]}
sont principaux.

Preuve.

Soit b un idéal a gauche de B[m] et, s'il n'est pas réduit a 0, P2 un éiément de
1, de degré minimal. Si Py appartient & L, on peut écrire :
P1 = QeP2 + R avec: deg(R) < deg(Pp).

Donc R = 0.1



On appelle polyndme minimal de f sur B le générateur unitaire de Ann(f}. Il n'est
défini que si f vérifie une équation de Mahler lindaire sur B.

3 Factorisation dans B[m] .

Nous débutons ici une étude de la factorisation dans B{m] .

Scolie.

Pour résoudre I'équation :
pe(n) + ap(f) + Bf = 0,

K(h)

il est naturel (que I'on pense aux équations différentielles) de poser : A =
On obtient alors :

u(g)+a+%=0,

équation de type homographique. Ce simple calcul est réinterpreté dans la suite.

5 ition 3.4
Soient B une sous-algébre p-mahiérienne , B{ un sous-corps p-mahlérien de

A((X)), et P un élément de B[m].
On suppose qu'il existe f dans B-{0} tel que : P.f = Q.

On peut alors écrire :

P=Qs (m-Ae), 0l : Q€ Bylmlet A€ By.
Preuve.

f
Posons : A =%l ; c'est un élément de By. Appliquons le lemme de division

euclidienne. On peut écrire :
P=Qe (m—ke) + R, avec deg(R) = 0.

i en suit que : R € Bye. Mais :
Pf=0= Q.(p(f)-xf) +R.f=Rf.
Soit : R= 0.1
Exemple.

Supposons P égal 32 me + am + Be. Supposons connu un élément f, non nul, tel
que:P.f=0,

13



Pour factoriser P, on peut effectuer la division, ou bien procéder par
identification ; d'une part, on a:

P (m—'ye)o (m-le) =m2- (y+p.(l))m + YAe.

D'ot le systéme :
Y+ uA) = -«
1
M { YA =B

f
D'aprés la proposition 3.4, A, égal a B—%—)- , convient ; on obtient alors ¥ a

I'aide de ['une des deux relations (1), 'autre étant alors obligatoirement vérifiée.
D'un autre cOté, on peut tenter de résoudre directement le systéme (1), qui

équivaut a :

B + pA) = - ¢«

. A

(2) B )

A

ceci sous I'hypothése ol P est non nul. D'ailleurs, si B est nul, on obtient sans
détour :
P= (m+ ae)om.

Revenant au cas général, nous constatons que ['équation non linéaire qui
constitue le premier membre du systéme (2) est de type homographique. Les
conditions de sa résolution, que pour la simplicité nous étudierons hors de cas
particuliers, sont exprimées dans la proposition suivante.

Proposition 3.3,
Soient A un corps, A1 un surcorps de A, et a, b, ¢ des éléments de A[[X]] tels
que a(0)b(0)-c(0) soit non nul.
Le nombre d'éléments f de A¢[[X]], solutions de I'équation :
fu(f) + af + bu(f) +c = 0,

est &€gal au nombre de solutions de I'équation a l'inconnue z de A4 :
z2 + (a(0) + b(0))z +c(0) = 0.
Preuve.

Nécessairement, si : z = f(0), on a:
z2 + (a(0) + b(0))z + ¢(0) = 0.

Soit réciproquement un élément z de A4 , solution de I'équation du second degré
mentionnée.

14
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L'hypothése : z = -a(0) est exclue, puisque a(0)b(0)-c(0) n’est pas nul.

Soit alors :

£-{ gearlil o0) = 2},

et posons, pour g dans E :

-bp(g)-c
V(o - n(g)+a

Ona:
(p(g)+a)(0) = z + a(0), qui est non nul. De plus :

y(o)0) = ~HAELOL_;

Donc y va de £ dans £. Sigy et gy sontdansE, ona:
-bu(g1) c bu(gg)+c (u(m) M(QZ))(C ab)
W(m)"#’(gz) u(91 )+a u(gz)+a (u(gl)w) (u(gz).(..a)

D'cti:

val(\v(m)-w(gz) ) z val(u(m)-u(gz)) =pval(91-62)-

Comme E est un ensemble ferié de A4[[X]], ¥ admet dans E un point fixe, qui

est solution de notre probléme.ll

Soit alors : B = A[[X]], et I'élément P de B[m], égal a ml + am + Be. Pour
factoriser P, on peut procéder comme suit :
- On résout le systéme (2), c'est-a-dire tout d'abord I'équation :

ApA)+ad + B=0.

La condition : c(0) = a(0)b(0) entraine : B(0) = O,ce qui signifie que
['équation P.f = O est résoluble a droite sur B.
L'équation :
22 +a(0)z + B(0) =0
nous fournit une ou deux solutions z1, z7 dans une cloture algébrique A1 de A;

notons Ajet A7 les éléments de A1[[X]] associés par la proposition 3.5.

—Le systéme (2) nous fournit alors yjet v, éléments de A¢[[X]], puisque
Y1et Y2 sont non nuls.
On obtient ainsi :
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P= (m-—y,e)’ (m—?qe) ,i=1loui=2.
Puisqu'en général Ajet A sont distincts, on constate qu'il n'y a pas unicité de
la décomposition en facteurs de degré un.

Un cas particulier intéressant est celui ou I'équation P.f = O admet une
solution dans A[[X]]. Pour cela, il suffit que B(0) soit non nul, et que 1+o(0) +
PB(0) soit nut (chapitre 2). La méthode précédente nous conduit a :

z1=1,22 =B(0). Onadonc:

P= (m—-?:e} (m—?»e) , avec A(0) = 1.

La résolution de P.f = 0 s'effectue alors corame suit :

Pf=0 & (m—%e).((m—ke).f) =0.

Supposons (0) différent de 1, et donc %(O) différent de 1. L'équation :

B
(m-xe}h =0

n‘admet que la solution nulle. Donc :
Pf=0 & (m-he)f) = 0,

équation qui admet une droite de solutions.

Supposons B(0) égal a 1. Plutdt que de faire une étude distincte, on remarque
simplement que, si (m-Ae).f est nul, alors P.f I'est aussi. Comme I'ensemble des

solutions de la derniére éguation forme aussi une droite, on dispose toujours de
I'équivalence précédente,

En résumé :

la résolution d'une p-éguasion de Mahler linéaire d'ordre deux et résoluble a
droite sur A[[X]] équivaut aux résolutions successives d'une équation de Mahler
homographique, et d'une p-équation de Mabhler linéaire d'ordre un et résoluble a
droite sur A[[X]].



4 Etude dfune équation matricielle dans le cas d'un sous-corps
p-mahlérien.

Dans tout ce paragraphe, A est un corps, et B un sous-corps p-mahlérien de

A({X)).

Soient F un élément de My 1(A((X))), S une matrice de My, m(B), tels que :
F=S up(F).

L'objectif de ce paragraphe est d'étudier les différentes équations matricielles
vérifiées par F, en relation avec le B-espace vectoriel I engendré par fy,...,f, ,

lorsque :

V est stable par py,.
Preuve.

Soit (f1 ,...,fr) une base de V', avec: dm V' =r. Les éléments f,,1,...,f, sont

combinaisons linéaires d'éléments de la base. i en résulte que pp( fred ),..., pp(fm)

sont combinaisons linéaires des pp(ﬁ ),..., up(fr) . Puisque fq,...,f; sont
combinaisons linéaires des up(ﬁ),..., up(fm), et ceci grace a l'équation

matricielle, ces éléments de base sont en fait des combinaisons linéaires des
éléments up(fl),...-, up(f,). Puisque la dimension de 1) est égale a r, les

éléments up(ﬁ ),..., pp(fr) sont dans U . Cet espace vectoriel est donc stable par
up.l
Lemme 2.

(a) Soit (91 ,...,gr) une base de I ; il existe P dans M ((B) telle que, si:
91

alors :

17



G=P up(G).

De pius, si P, dans M, (B), vérifie :
G =P llp(G)v

alors Py est inversible.

{b) Ona:
dm P <rg(S).

Preuve.

(a) Avec les notations du lemme 1, posons :
f1

Nous avons constaté I'existence d'une matrice Q de M ((B) telle que :

Fo=" up(Fo).

Par ailleurs, on peut écrire :
G = R Fp, avec R inversible.

Donc :

G =Rup(Fo) = R Qup(R)™! up(6) = P up(6).

En outre, soit Py telie que :
G=Pq llp(G)-

On a manifestement :
rg(g1,-.-,gr) < rg(P1).

Donc : rg(P1) =r.

(b) Puisque : ?g(ﬁ ,...,fm) < rg(S), on a nécessairement :

dm PV <rg(5).h

18



p ition 3.6
fs
Soient F, égal &} ~ [, un élément de M, (A((X))), et M une matrice de
fl’
M ((B) telsque:F =M up(F). On suppose que :

rg(ﬁ ,...,fr) =T

91
Soit:G={ ' |,ou (91,,..,9() est une basede\/ect(f1,...,f,).

9r
Il existe alors My dans GLy(B) telle que : G = My py(G).

De plus, il existe Q dans GL(B) telle que :
M1 = QMup(Q)".

Preuve.

L'existence de My résulte du lemme 2, ainsi que son inversibilité.On peut

alors écrire :
G = QF, avec: Q € GL(B).

D'oti :
QF = My up(Q) up(F), soit : F = Q" TMq up(Q) pp(F).

Finalement : ( Q'1M1 pp(Q)-M )up(F) = 0.
Puisque : rg(pp(ﬁ ),...,up(fr)) = r, on obtient aussitdt :
QM (@ - M =0l
Définition.
Soient My et My des matrices de M, ((B) : on les dit p-conjuguées s'ii existe
une matrice Q de GL(B) telle que :
My = QM2 up{Q.
La relation de p-conjugaison est évidemmer:t d'équivalence sur M ((B) .
Théoréme 3.2,

Soit A un corps, f un élément de A((X)), B un sous-corps p-mahlérien de
A((X)). Oh suppose que f vérifie une p-éqtation de Mahier linéaire sur B.
Les nombres suivants sont alors finis et égaux :

r1==dimVectB{ ui(f)}ielN ;
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rz = I'ordre minimal d'une p-équation de Mahler linéaire sur B
véririée par f ;
13 = le degré d'un générateur de Ann(f) ;

r4 = l'ordre minimal d'une matrice M a coefficients dans B, et d'un

vecte:dr colonne F, de premiére composante égale a f, tels que :

F=M up(F).

Soit r cette valeur commurse. Alors :
(1) Si P appartient a Ann(f), et deg(P) est égal a r, alors P engendre

Ann{f).

(2) Si M appartient a M, (B) , et F, de premiére composante égale a f,
appartient a M. 1(A((X))), I'égalité : F = M up(F) implique l'inversibilité de
M.

(3) Si M7 et Mo , de taille r, vérifient :

Fi = M up(Fy)
ol Fq et Fp, de taille r, ont f pour premiére composante, alors !y et M2 sont p-

corjuguées.

Preuve,

Il est évident que rp et rz sont égaux ; llinégalité : rj < rp résuite d'une
récurrence immeédiate, I'in:ualité inverse étant claire.

A I'aide du vecteur :
f

n(f)
MRt

on constate que i rg <1 .
Soient F et M, de tailles rqg , tiUs que: F =M p.p(F),
~t notons fy,....f, les composantes Je F - avec: f = fy.

Soit V' le B-espace vectoriel engendré par f1,...,fr4. Complétons fq, noté a
présent. gq, en une base {gl,...,gr} de I . D'aprés le lemme 2, 0ona:rsSrq, et

donc évidemment, r = rq ; puisque IV est stable par Hp (lemmel),ona:ry <r

et, en résumeé :
Tel] =72 =r3=Tg4.

Le point (1) résulte immédiatement du §2, tandis que le point (2) découle du
lemme 2. Quant a (3), constatons que, avec les hypothéses faites, les familles des
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composantes de Fq et F, sont des bases de V. La uroposition 3.6. entraine awrs

que M1 et My sont p-conjuguées.li
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Chapitre 4

Comme nous l'avons constaté dans les chapitres antérieurs, les phénoménes
mahiériens que nous étudions dépendent du corps de base, ne fat-ce qu'au travers
de sa caractéristique. Bien qu'a certains égards cela paraisse decevani, il est
économigue d'utiliser des méthodes analytiques pour démontrer des résultats quij
semblent formels, ce qui suppose bien évidemment de se placer sur un corps
adapté, qui sera pris égal & C. Traditionnellement, pour montrer que la série
génératrice d'une suite p-automatique est transcendante (sur C (x)) ou
rationnelle, on utilise un résultat de Szego, selon iequel une série entiére, dont
les coefiicients sont dans un ensemble fini, admet le cercle unité comme frontiére
naturelle, sauf a étre rationnelle. )

Pour étendre ce résultat aux suites p-régulieres, on s'appuiera sur I'équation
fonctionnelle satisfaite par la série génératrice, et, dans un premier temps, on
étudiera le probléme matriciel associé (théoréme 4.2j; l'applicaiion a une
équation scalaire n'est pas mécanique : c'est 'objet du théoréme 4.3

Le rapport entre les singuiarités d'une fonction et sa transcendance ou, de
fagon plus générale, son caractére non élémentaire, est établi dans l'annexe 1.

L'étude est précédée par un théoréme d'existence et d'unicité de solution d'une
équation fonctionnelle de type mahlérien (théoreme 4.1), le cas linéaire faisant
l'objet d'une étude un peu plus précise (proposition 4.2).

Le cudre de ce chapitre est différent de celui des précédents ; c'est celui des
fonctions méromorphes sur un ouvert de €. Si f est une fonction de la variable
compiexe, dont le Joinaine de définition D est stable par l'application
x = xP | on notera up(f) la fonction

X F= f(xP).

En pa culier, si D est un ouvert de C stable par x +— xP , etsi & (D,E)
désigne l'espace vectoriel des fonctions holomorphes sur C et & valeurs dans un
C-espace vectoriel E de dimension finie, on dispose d'une application C-iinéaire
Hp de # (D,E) dans lui-méme.lLorsque E est égal & T, on note & (D) l'anneau

ainsi obtenu ; si D est connexe, ce que i'on supposera toujours, cet anneau est
intégre. Son corps des fractions, noté M (D), slidentifie au corps des fonctions
méromorphes sur D. L'application Hp , qui est un monomorphisme de ¥ (D),

s'etend naturellement en un monomorphisme de M(D) .



On uésigne par M 4(D) le sous-anneau de JN (D) formé .des fonctions

méromorphes régulieres en 0, Iorsque 0 appartient 3 D. On utilisera en outre les
notations et identifications suivantes :

g¢ (D.C") = Mn 1 (#(D)) ;
M(D,L") = My (M (D)) :
Mo(D.C") = Mq,g (M (D)) -

Dans une large mesure, les résultats des chapitres antérieurs s'appliquent &
la situation de ce chapitre. Il y a en effet un isomorphisme entre - le corps JY.(D)

et un sous-corps du corps C((X)). Cependant, il convient de garder & P'esprit
que cet isomorphisme n'est pas topologique, et que d'ailleurs les topologies ne
sont pas comparables.

Une fonction entiére par rapport a Y = (y1....,yn) , élément de C" , est une

fonction analytique du n-uplet Y ou, de fagon équivalente, entiére par rapport a
chacune des variables. Si I'on note k ie n-uplet (k1 ,...,kn) , on désignera par vk

. ki Kk
je mondme Yy 1 ...yn” ; une fonction entiere admet un développement du type :
zakYk ,
keN"

oil la série est absolument sommabie.
Dans la suite de ce chapitre, D désigne ie disque unité cuvert.

Considérons alors une fonction :
F: DxXC" — C"
x,Y) == F(xY)

qui est entiére par rapport a Y, méromorphe sur D et réguliére en 0 relativement
& x. On peut ainsi écrire : '
F(x,Y) = (f1 (x,Y),...,fn(x,Y)) ,

ol chacune des fonctions fi(x,Y)admet le développement : |

fxY) = d—(‘;) Zak(x)Yk ,
keN"

d étant dans F (D), ainsi que les ay, et d(0) étant non nul.
Nous cherchons les solutions U, appartenant & MM (D), de I'équation :



U = F(xu(U})) ,
c'est-a-dire du systeme :

uq (x)=f4 (x,u, (xp),....un(xp));

un(x)=fn(x, u1(xP),...,un(xP)).
Posons Ug = U(0). Il est évidemment nécessaire que l'on ait :

Ug = F(O.Uo).

ce qui sera supposé dorénavant.

Nous nous proposons donc d'étudier le probléme suivant :
(1) UeM (D) ; U = Fx,u(U)) ; {0) = Ug .

1 Solutions au probiéme (1).

On se fixe, pour la suite, un réel po de ]0,1], tel que [lapplication

x —> F(x,Y) soit holomorphe sur un voisinage Q de D‘(O,po) ; il en résulte
que l'appiication :
xY) —> FY)

est holomorphe sur QXC" .
Lemme.

Soit C un convexe compact de C" . ll existe un réel k tel que :
v xe D'(O,po) V Y,ze C IlFxY)-F(x2) Il sklly-zll .

Preuve .

Etant analytique sur QXC™ , rapplication (x,T} —é%F;(x,T) est bornée sur

D‘(O,po)XC . L'inégalité des accroissements finis perme; d'écrire :
HE(x,-F(x,2) Il < S.\p Hl%—&x,*r) Hly-zll .

Te{v,Zl

Posons alors :



K o Sup HI%YE(x,T) .

(x,T)e D'(o,po)xC

Ce réel k répond 4 la question. R

Lorsque W est une fonction bornée sur D'(O,p),ou p>0 , nous noterons |IWll,

sa norme uniforme sur D'(O,p). Si W appartient 4 M 4(D), posons :
»(W)(x) = F(x,W(xP)).

Il est cla:ir que ¢ (W) est encore dans MM 4(D). De plus, si p appartient a
10,pgl, et si W est holomorphe sur un voisinage de D'(o,p), ¢ (W) est aussi

holomorphe sur ce voisinage.
Theéoreme 4.1.
Le probleéme (1) admet une unique solution.
Preuve.
(a)Unicité,
Soient U et V des solutions de (1), | omorphes au voisinage de D'( O,p), ol p

est dans ]0,pg).Soit C la boule de centre 0, de rayon HUHP+HVHp. On a, pour x
dans D‘(O,p) : .

”F(X,U(Xp))- F()(,V(xp)) l< k”U(xP)-U(xP)H ,

ce qui résulte du lemme. On obtient alors, pour r dans ]0,p] :
Ho(W)-0CAHH, < klHu-vilp,

ethdonc:
Nu-vil, <k Hu-viip.

Par récurrence, puisque P" est encore dans 10.p} , il vient:
U=Vl < knllu-vipn,

Par ailleurs, U-V s'annulant en 0, il existe a tel que, pour tout x dans
D‘(O,p) , on ait :
Hu-vye)ll < alxl, et done : HuU-vll; <ar.



De csla, il suit :
Hu-Vii, < aknrP", ceci pour tout n dans N, Donc :

HU-Vil, =0 pourrs p.

En particulier, U-V est nulle sur un voisinage de 0, et , d'aprés le principe du
prolongement méromorphe, on a : U =V.

(b)Existence.
Soit : Uy = ¢ (Uo) - ici, Ug est une fonction constante -. Puisque Ug est

holomorphe sur D, Uy est holomorphe sur 2.
De plus, Us(0) = d)(Uo)(O) = F(O,Uo) = Up . Donc Uy-Ug s'annule en 0 :

it existe un réel a tel que, pour x dans D’(O,po), on ait :

HUqx)y-Ug H g alx!

Soit C la boule de centre 0, de rayoa |[Ug Il +1, et k donné par le lemme.
Choisissons p, inférieur a po, tel que :

4 oo
aZk”pP" <1.
n=0
4+ oo 4+ oo
. . . v neph Z n_1 . .
Ceci est possible, car : £ k"pP" =p Z_knpP , la derniére somme écrite
n=0 n=0

tendant vers 1 lorsque p tend vers 0.
Posant Uy = (I)”(UO) , montrons par récurrence :

@ Wpeq-Upllp <k llUp-Unslipp ;
(i) HUpyqllp < 1UGH 41,
Ona: HU1-U0Hp < ap, et comme ap< 1,0n a:HUyll5 < Hugll +1. Supposons les

relations (i) ef(ii) vraies, et utilisons & nouveau le lemme, avec Y = Un+1'(xp),

Z= Un(xp), et x dans D'(O,p) .On a bien Y, Z dans C, et donc :
Uni2(0)-Unet (01 <klUn (xP)-Up(xP) 1L

Jl en résulte :
HUn+2-Un+1Hp <k HUn”-Uanp', soit (i).

De plus :



“Uj+1'Uj”p & k”lU1-U0”ppj pour jS n+1.

Donc: -
n+1

HUp,2-Uollp < aj;)kippl < 1.

Le résultat en suit.
A présent, la relation (i), appliquée pour tout n, prouve linégalité :

HUpy1-Unllp < ak"pP",

et donc la convergence uniforme sur D'(O,p) de la suite (Un), dont a limite U

est ainsi dans %(D‘(O,p) ) . De plus, I'égalité :
¥ xe€ D'(O,p) Unsp1(x) = F(x,Un(xP))
implique
v x eD(O,p) U(x) = F(x,U(xP)).
Définissons alors, par récurrence, uneAfoncﬁon U sur D tout emier T opour X

p
tel que p<ix| <\/—p—on pose :
U(x) = F(x,U(xP)).

et ainsi de suite. La fonction U ainsi construite vérifie la relation précédente dans
D ; elle est par conséqusnt méromorphe dans D, puisque, si elle l'est dans

* p .
D(o,p), elle l'est aussi dans D\0 \/; et ainsi indéfiniment.
knfin, une récurrence aisée montre que, pour tout n, on a : Uy, 1(0) = U(Q) ot

par conséquent :
Up = U(0).B

2 Le cas linéaire.

Soit A une matrice de Mn'n(m 0 (D)) . On s'intéresse au probléme :
() U € .MM(JVL 0 (D)) P U= Au(U) ; Up = W),



Le théordme 4.1 entraine que le probléme (2) admet une unique solution.
Comme {'application qui & U associe U(0) est manifestement linéaire, on obtient :

p ition.4.1
L'ensembie des solutions de (2) est un C - espace vec oriel, de codimension
rg{A(0)-1).

Avec les notations de la preuve du théoréme 4.1, on a :
U1(X) = A(X)Uo ,

et plus généralement

Donc : U = im{Au(A)...u" 1(A)U),

tout au moins sur un certain D(O,p), avec : p>0. Nous allons en fait prouver un

peu :.gux.

Soit U la solution de (2). La suite (Un(x)) converge vers U, au sens de la

convergence d'une suite de fonctions méromorphes sur D, Plus précisément, il y
a convergence uniforme sur tout compact ne contenant pas de pf e de l'une des
uK(A), lorsque k décrit IN.

Preuve.

~. Notons 2 le complémentaire de I'ensemble des pdles des fonctions uk(A),
iorsque k décrit N. Montrons que Q2 est ouvert dans D. Soit p un réel, avec p<1.

Le réel pg est choisi de fagon que A n‘ait aucun pdle dans D‘(O,po). I en résulte

’ -K
que uk(A) n'a aucun pdle dans D' (O,p op ) Pour k assez grand, p.k(A) n'a pas de
péle dans D'(o,p). Finalement, D -0 ne rencontre D'(O,p) qu'en ur ensemble

fini, et donc D -Q2 est discret. En particulier, 2 est ouvert dans D.

Fixons-nous un compact K, inclus dans D, stable par x -—xP , quisoit
un voisinage de 0, et inclus dans 2. Soit en outre p dans ]0,p,], tel que D'(O,p)
soit inclus dans K, et notons Il ll5 la norme uniforme sur D'(O,p). On notera

aussi || 1l .. la norme uniforme sur K.
Il existe ng, ne dépendant que de K, tel que :

xeK = xPM0 ¢ D(0.p).



Posons : V(x) = Ug-A{x) Ug. ll existe a tel que :
xeo'(o,p) = [v(x)lisalxl.

Posons :
U = (AR(A)..t™ 1 (A)) %) U .

Ona:
U9-Unat 0 = (&)™ T(A)) () ( Uo 1" (A1 (U ).
S0it :
Un(®-Uns10 = (Ara)...™ 1a)) () (s (v)(0).
Finalement :
HUp-Upeqlloo g a AN o.M 1A oo W) oo,
etdonc:

U U lleo s Ao P,

-
La convergence normale sur K de la série Z(Un-UnH) , et donc la

neN
convergence uniforme de la suite (Un), résultent de cette majoration.

<. Soit & présent un réel § quelconque de ]0,1[. Désignons par Qp 'ensemble
Qn D'(O,p). Soit {a,,...,am} le complémentaire de Qp dans D'(O,p), avec ay

de plus petit module. Soit e>0 tel que 0(61,6) ne rencontre pas D'(O,po). Alars,

-k
si o est une racine pk-ieme de aq, D(a,ap ) ne rencontre pas D'(O,pc). De
plus, si lals p, o n'appartient pas a Q. L'ensemble des o, lorsque k est assujetti

. k .
a vérifier layl<p®’, est inclus dans {a1,...,am}.

-k .
Enlevons & Qp la réunion des D(a,ep ) et recommengons avec les g;

restant ; au bout d'un nombre fini d'opérations, on aura construit, en enlevant a
Qp une reunion finie de disques ouverts, un compact Kp,e , contenant D'(O,po).

et donc voisinage de 0, qui en outre sera stable par l'application  x =— xP :car

i ; -k -k-1
si xP appartient a l'un des D(a,ep ) , X appartient & l'un des D(a,ep )



De plus, il est clair que, de la famille des Kp,e , 0N peut extraire une suite

exhaustive dans £ : par exemple, la familie (K1_1/n,1/m)-

o«

Remarque.

Il n'est pas sans intérét de comparer la situation dans JN, (D) et dans C[[X]].

Le probléeme (2) précédent a pour pendant le probléme (2') suivant :
(2) F € Mp 1 (CUX1) 5 F = Aw(F) ; Fo = F(0),

ou A€ Mn,n(&? uxn) et olt Fg = A(O)Fy.
Le théoréme 4.1 affirme que le probléme (2) admet une unique solution, tandis
que ia proposition 2.11 nous dit que le probléme (2') admet lui aussi une unique

solution.
A la matrice A , a coefficients méromorphes sur D, et réguliers en 0 , on peut

associer une matrice, toujours notée A, de Mn'n(C [[X]]) ; de cette fagon, & un
probléme (2}, on peut toujours associer un probléme (2') ; I'un admet alors une
solution U, l'autre une solution F, et il est clair que U est Iimage de F par
linjection canonique de N, (D) dans C[[X]] : cela provient de la récurrence
nécessairement satisfaite par les coefficients du développement en série entiére

de F, et de l'unicité.
Il faut tout de méme constater que la situation n'est pas aussi claire dans le cas

général, o M, (D) est remplacé par M (D) et ot C[[X]] est remplacé par
C((X)) ; dans cette situation, en effet, 'unicité n'est pas établie.

3 Singularités non polaires d'une solution au probléme (1).

Soit U une fonction méromorphe sur €, a valeurs dans C™. Un point & de
l'adhérence de Q est dit singularité non polaire de U si U n'est pas prolongeable en
une fonction méromorphe sur un voisinage de . Par définition, une telle
singularité appartient & la frontiére de . Nous noterons S(U) l'ensemble des

singularités (sous-entendu : non polaires) de U, et R(U) le complémentaire de
S(U) dans la frontiére de € L'ensemble R(U) est donc constitué des points

réguliers et des singuiarités polaires de U. Si U = (u1,...,un), o est dans S(U)

si, et seulement si, il existe i tel que o € S(u;).



Nous conridérerons dans la suite un élément U de M (D) , solution du

probiéme (1). Les hypothéses sur la fonction F resteni, dans ce paragraphe, '

celles du début du chapitre.

Lemme 1.
Soit A un ensemble non borné de réels. L'ensemble des b/a,ol b décrit Z et a
décrit A-{0}, est dense dans R.

Preuve.

Soit x dans R, et € > 0. Il existe a, élément de A-{0}, el que :
1
la

0< ISE.

Soit b dans Z tel que :
b b+i
X €=,/

b b+1 b
a' a

[ ou { a 'a(' selon lg signe de a.

On a alors . l X - b; I < g, donc le résuitat.

Par exemple, si A est l'ensemble des puissances positives de 2, I'ensemble
obtenu est celui des réels dyadiques.

Lemime 2.

Soit x un élément de I', cercle unité de C. L'ensemble des racines pX-ismes de x
* estdensedans I

Preuve.

Posons x = ' . Etant donnés ydans I ete > 0, il existe kg tel que, pour k 2 kg,

I'on ait :

0
I-—k- l
ep'-1 <€

Par ailleurs, 'ensemble des p¥, ol k 2 kg, est non borné : I'ensemble des b/a,

ol b décrit Z et a décrit A-{0}, est donc dense dans R, et son image par

I'application t +— ez'm est, elie aussi, dense dans G. Il existe donc un k, avec

k2 kg, et un b dans Z , tels que :

10



On 2 donc, pour ces valeurs de k etde b :

8 b
i ot 2in ’K
e LAY <2 &+ €2,
I—Q‘ +2in %
Comme € P P" est une racine pX-idme de x, le résultat est démonis. i

Lemme 3,

Soit U € M (D). Alors :
o € Ru) < oP e R).

Preuve.

Si o € R{(V)) , on peut prolonger ((U) sur un voisinage €2 de o en une
fonction méromorphe sur D U € , notée ¢. L'application x - xP est
biholomorphe d'un voisinage de «, que Yon peut supposer étre € , sur le

voisinage QP de aP . Notons x> F‘)/; son application inverse et posons, pour x

dans QP,y (x) = ¢ (E/; ); v est méromorphe sur QP. De plus, si xe¢ D N QP, ,

ona E/;(—. DN Q,etdone:
o (Vx) = puy®x ) = uw.

L'application W est bien un prolongement méromorphe de U sur e voisinage
QP de oP.

~ Si aPe R(U), notons Wy un prolongement méromorphe de U sur le

p,.—
voisinage {1 de o P, et posons, pour x € '\j Qp :
¢ X) =y (xP).

La fonction ¢ est alv-3 méromorphe sur Q Q1 . De plus, si

p.._—..._
XEDO'\/Q_I ,ona:

xP € Dh ‘\p/ Q1

etdonc :

11



v (xP )= U(xP) = WU)x) ;

la fonction ¢ est bien un prolongement méromorphe de p(l)) sur ie voisinage
p
\ Qidea B

Avant d'aborder le probiéme (1) lui-méme, supposons un instant que U soit

solution du probleme (1°) :
py) = G{x,u) ,

ou G vérifie des hypothéses analogues a celles sur F. Cela sera possible dés que F,
dans un certain cadre, sera inversible.

p s 4 2
Soit U un élément de SN (D) vérifiant :
py) = Gx,U) ,

ou l'application  x +— G(x,Y) est méromorphe sur un voisinage du disque unité
fermé, et ol Y — G{x,Y) est entiere. Alors :
RWy= Soul.

Preuve.

Soit x dans S(U); et soit o tel que aP = x ; le iemme 3 nous dit que «
appartient &4 S{u(U)) ; il résulte immédiatemant de (1') que o appartient &

S(U) ; finalement, S(U) est stable par extraction de racine p-ieme. Si S(U) est
non vide, le lemme 2 nous dit que S{U) contient un sous-ensemble dense dans I .

Comme S(U) es: fermé, il est égata I" .R
A présent, étudions le cas ot R(U) = T

Lemme 4,

Soit U un élément de JU (D), tel que R(UJ) = T ; U est alors prolongeable en
une fonction méromorphe sur un voisinage de D‘(O,l).

Preuve.

L'ensemble des pdle: de U dans D est fini, car, dans le cas contraire, il y aurait
un point d'accumuiation de tels  Sles qui ne pourrait qu'étre une singuiarité non
polaire de U. Soit p un polyndme dont les zéros sont les pbles précédents, avec le
méme ordre de multiplicité que celui giils ont comme péles de U. Alors pU n'a pas
de pdle dans D, et R(pU) est égal & R{U). On procéde de méme pour les

12



singularités polaires, er: nombre fini, de U sur I'. De cette fagon, on est ramené au
résultat sur le. ‘onctions holomorphes. i

\emme 5,
Soient U un élément de N ([), et
G: CxC" — C"
xY) == G(x)Y)

une fonction méromorphe par rapport & X, entiére par rappor: & Y, tels que :
VxeD U(xp) = G(x,U(x)).

Si /(1) = T", la fonction U est prelongeable en une fonction méromnrphe sur
C, véritiant toujours l'égaiité :
VxeC  U(xP)=G(x,U(x).

Preuve.
D'aprés le lem ne 4, il existe R>1 et une fonction V, méromorphe sur

D(9,R), prolongeant U. De pius, V(xp) - G(x,V(x)) est méromorphe sur

D(O , F\)fﬁ) , et coincide avec la fonction nulle sur D. On a donc :
vV xe D(O : %) V(%) = G(x.V(x)).

Supposons fausse la conclusion du lemme, «t soitf(W , Q) un proicngement
maximal de(\/,D(O,R)), "étoile de Mittag-Lefiler " de (V,D(O,R)). Il advient

alors que Q est différeni de ».. Considérons alorc un disque ouvert D(O,p) , de

¢2yon maximal, inclus dans £, avec :
R<p<ro.Ofradonc:

Vxe D(O, \7—;;) W(x) = G(x, W(x)).

Soit & un complexe quelcongue, Jde module 0. Soit alors B vérifiant : BP = oc.
L'application  x +— xP est bihclomurphe d'un voisinage de a, noté @ , sur le

- p T
voisinage oP de aP . Notons x-—= Vx son application inverse. Il n'est pas

P
restrictif de supposer ® inclus dans D(O.p)ﬁ puing v 11 B l= \[;—;et donc ! B l<p.

Posone pour x dans wP :

13



wi(x) =B | w( %) )

Alors Wy est méromorphe sur @P. En outre, si x€ D(O.p) N «P, alors :
P
8/; € D(O,‘\(rg) ) w, etdonc:

w(x) =G(9/§ . w( F«3/2) )

Finalemen, W et Wy coincident sur D(O,p) N @P. Il en résulte que t'on a pu

prolonger W sur un voisinage de o , et ce pour tout 0. de module 1. Le lemme 4
entraine que W est prolongeable en une fonction méromorphe sur un voisinage de
D‘(O,p}, ce qui est une coatradiction.§

Nous notons & présent C(x) le corps des fonctions fractions rationnelles sur
un ouvert de T, qui s'identifie & un sous-corps du corps des fonctions
méromaorphes sur cet ouvert.

Ihéoréme 4.2,
Soit U une fonction méromurphe sur D, solution de 'équation (2):
U = Ap(U), ol A€ Mn(E (x)) .

Si R(U) n'est pas vide, U € MM(E (x)) .
Preuve,

D'aprés le chapitre 3, nous ~ouvons supposer que A € GLn(ﬂ: (x)) . En effet, il
s'¢.Jit de montrer que chaque r~mposante de U appartient a8 My (fC (x)). Si u est
une telle composante, Vect 1 ;ﬂ(u)} iy €St un sous-espace vectoriel de
l'espace engendré par les composantes de U ; un éiément de R(U) appartiendra
alors a R{v), pour tout v dans Vect { ui( u)}j€ N - Il suffit alors de compléter

u en une bass de l'espace vectoriel précédent, pour obtenir une équation dans la
quctle la matrice est inversible. Les lemmes 3 et 5 s'appliquent, puisque i'on peut
réécrire (2) sous la forme

uu) = Ay,

Désignons toujours par U le prolongeme... \néromorphe de U & T tout entier.
On obtient :

Vxel Uix)=A(x )U(xp) , encore grice au lemme 5.
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~. Soit p > 1 choisi pour que D’(O,p) contienne tous les zéros de det(A(x)).
Notons m le cardinal de I'ensemble de ces zéros, fixons un entier q tel que pd > m,
et supposons par 'absurde que U admette un pdle B teique | B! > ppq . Notons s
i'entier tel que :
pps+1zi Bl>pP.
On a évidemment s> q.
Soit a une racine p-iéme de B . L'égalité :
u(xe) = A Tu(x)

montre o que est pdle de A(x)'1U(x). Sis2t,ona:lalsp, et par conséquent o

n‘est pas pole de A(x)"; c'est donc un pdle de U(x).

Par récurrence, les racines p-ismes, p2-iémes,....,pS-iémes de 8 sont des pbles
de U{x). .

Mais les racines pS+1-3mes de B sont dans D'(O,p), et sont des poles ue

A(x)'1U(x) ; ceux-ci sont en nombre m dans ce disque. Or :
pS*1 > pa+1 s pA>m.
Il y a donc une contradiction : tous les pdles de U sont de module inférieur ou
. K
égal a pP . En particulier, I'ensemble des pdles de U est borné, et donc fini.
. Nous pouvons poser :

Ux) = = ZX) V(x), ol V est entiére et n un polyndme. Cn a :

V(xP) = %%%1 A TV(x) = B(X)V(x), o Be Mn(ﬂ:(x)) .

Montrons que V est un polyndme. Pour cela, posons :
IBllg = Sup ilB(x) Il , lorsque R>1.
RslxI<RP

Ceci définit un réel dés que R = pq, oll py est choisi de fagon que B(x) ait tous
ses pdles dans D(O,p1) , et supérieur & 1.

De l'égalité V(xP) = B{x)V{x), on déduit :
HVHRp < lBlig lIvilg et, par récurrence :

1 Hivlig.

”V”Rpk < HBHRHBHRp,...HBHRpk-

A présent, comme B€ Mn(ﬂl (x)) , il existe un m dans N te! que :
lBlig < R™



pour tout R supérieur ou égal a p.

Donic, pour tout entier k :

-1 k
VI g s AP il < P v
R

Considérons alors x et r tels que :
r>Ixl zpy,

puis k tel que :

Dans ces conditions, on a :

Hveoll < IVIE - ger < M Hvlip ,

P1 1

d'ol : .
Sup llve) It < ™ vl

pi<ixler

Comme V est une fonction entiére, on a aussi :

Sup vy Il = QP™),

[xl<r + o

et donc V appartient & Mn(E [x]). |
Conséquences.

Socit u une fonction méromorphe sur le disque unité, solution d'une p-équation

linéaire de Mahler sur C(x) que l'on écrit :
m _

u= z ay uX(u), les a, étant dans C(x).
k=1 ‘
Supposons que u n'est pas dans C(x).
En associant & u le vecteur U, égal & :

u
I up(u)
A |
Lupm-1(u)



et la matrice A, égale a :

a18g. .8y
10..0
01..0 4§
00.10
on aboutit & 'équation vectorielie :
U =App(U).
Le théoréme 4.2 nous dit alors que S(U) est égal & I, ou encore que :
m-1
U S(piw) = T.
i=0
Supposons alors S(u) dénombrable. Le lemme 3 implique que les ensembles
S(pl(u)) sont eux aussi dénombrables, ce qui est une coniradiction manifeste. En

résumé, S(u) est non dénombrable. On pourrait d'ailleurs montrer de fagon
identique gue ia mesure linéaire de S(u) est strictement positive. :
Il résulte de I'annexe 1 que u ne peut étre une fonction éiémentaire, et en

particulier ne peut &tre algébrique sur C(x).
L'objet du paragrapiie oui suit est d'obtenir des résuitats plus précis sur les
singularités non polaires da u.

4 Cas d'une équation scaiaire.

Nous disons gue I est frontiére nawirelle pour une fonction méromorphe sur le
disque unité ouvert lorsque tous les points de I" en sont singularités non polaires.
Dans ce paragraphe, u est & vaieurs complexes. )

Lemme 1,

Soit u un élément de M (D) ; si I" est frontiere naturelie pour p(u), T est
alors aussi frontiere naturelle pour u.

kﬁgeu ve.

Puisque R(u) est vide, le lemme 3 du §3 nous dit que R(u(u)) 'est aussi.ll

Lemme 2,
Soit (ug,...,Un.1) une famille libre sur C(x) d'éiéments de N (D).
La familie (H(UO)'----H(Unq)) est libre sur C(x).

Preuve.



Considérans par 'absurde une relation de la forme :

n-1
Zxk b(u) = o

k=0

ol fes A, sont dans C{x), etA, 4 = 1, ce qui n'est pas restrictif.
Notons Up l'ensemble des racines p-iémes de 1. On a :

n-1
VxeD Ekk(x) u (xP) = 0,
k=0
etdonc :
n-1
k=0

Par somme sur @, il vient :

n-1
VxeD - ka(x) u ({xP) = 0.
k=0
ol vy (x) = z ?\.k(mx).
(DGUp
Or il existe § dans C(x) tel que : v (x) = § (xP) ; de plus, Vo) =p. i
vient donc :
n-1
Vx€eD ZVK(XP) uk(xp) = 0, soit encore :
k=0 (
n-1
Xvk uy = 0
k=0

Comme v 4 =p, il y a une contradiction.ll

Lkemme 3,

Si u est un élément de Jiv (D) tel que (u) soit un élément de [ (x), alors u
appartient a C(x).

Preuve.

Dire que u est dans T{x), c'est dire que la famille(1,u) est liée. Il s'agit donc
du lemme 2.1
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Lemme 4,

Notons T y la projection canonique de N ™ sur N h

lorsque N "= N e N ™R
Soit & un sous-ensemble de N m vérifiant la propriété () suivante :
(P ) Y h € [1,m] v (k,,...,kh_1) € T ho1(2)

{kElN (Ktvekn1.k) € Tp (4 )} est infini.

Soit @ un ouvert non vide de R. Il existe alors un réel 8 et (kq,...,.ky,) dans &

tels que les ensembles pk‘ 0+2Z,..., pk’" 6+Z |, rencontrent tous .

Preuve.

Dans la suite, une écriture du type : 0,abcde... désignera le développement
propre d'un réel de {0,1[ en base p.
Supposons tout d'abord que ¢ 1 ]0,1] est non vide, et soit o dans

®N]0,1[ . Il existe q dans N tel que [a - p% o A F:_q] soit inclus dans . Si

le début du développement de . est 0, yap.....0q, notons O la chaine de
caractéres : 01 Q2.....0,q. On remarque que tous les réels dont le développement
commence par 0,0 sont dans .

Appliquant I'hypothese pour h égal 4 1, on voit que T 1(&1) est infini.

Soit ky dans TT 1(6&) ; tous les réels 8 dont le développement commence par

0,00.:08 (avec kq zéros aprés la virgule ) sont tels que p’k" 0 ,égal 4035.. ,
est dans . _

Soit maintenant ko, avec : ko 2 ky+ g, tei que (k1 , k2) appartienne a
Ty ().
~ Les réels 6 dont le développement commence par 0,00...0800...08 (avec ky
2éros aprés la virgule, puis (ks - ky -q) zéros aprés le premier &) sont tels que

k . . .
p 10 estdans m, mais aussi tels que pk2 0 appartienne & Z +.
Par récurrence, on construit (kq,....km) dans & tel que, pour tout réel €

dont le développement commence par :
0,00....0 80.... 0 8 Oueoeerreeereevirennee 30.....03, avec des blocs de kq,
puis kp - ky -Qy......, PUIS kg - kep.y -q Zzéros,

ke k
les réels p 1 @,p 20 ..., pkm 0 appartiennent tous 4 Z +a.
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Dans le cas général, on remarque que @', égal & Z +w, rencontre toujours
]0.1[ , et donc que l'on peut construire © tel que :

)
pk1 6, p'(2 0,....., pk'“ 0 appartiennent tous &4 Z +@'=Z +w. il

Nous appuyant sur ces lemmes, nous allons démanter le théoréme principal de ce
paragraphe.

‘o 3 (Antoi Claudia

Soit u une solution méromorphe sur D de l'équation :
m

Zak pkiu) = o,

k=0

ou les a, sont dans IC(x) et non tous nuls.

Si u n'appartient pas a C(x), le cercle unité est frontiére naturelle pour u.

Preuve.

Choisissons m minimal ; d'aprés la proposition 2.9, ay esi non nul ; de pius,
d'aprés le théoréme 3.2 , la famille (u, wiu),..., pm-1 (u)) est une base du
C (x)-espace vectoriel V° engendré par {HK(U)}kelN X

<. Construisons un ensemble & vérifiant la propriété () énoncée dans le
lemme 4, et tel que, de plus :

v (k1,...,km) ek (uk1(u),....,ukm(u)) soit libre,
On suppose aussi : m21 (si m est nul, il n'y a rien & construire).

Posons : Ko =g et &4 = N ; puisque u est non nul, la famille(uk(u)) est

libre, quel que soit k.
Supposons construits, pour un q compris enire 0 et m-1, des ensembles

Ao L1, &iq tels que, pour tout i compris entre 0 et g-1 :
-&; CN : ;

SV (Kqoki) € A {ke N (Kpokik) € o8 i+1} est infini ;
-V (k1,...,ki+1) € & i1 (uk1(u),....,uki+1(u)) est libre.

Construisons alors csélqﬂ , inclus dans N a*1 soit (k1,...,kq) dans cs&q, et

DOSONS
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é’(k1,....kq) .—.{ke N (uk1(u).....,ukq(u). uk(u)) est libre}.
Supposons, par {'absurde, que & (k1,....kq) est fini.

Puisque (u"?(u),....,pkq(u)) est libre, on a, pour tous les k n'appartenant pas
a (ga(k1 ,...,kq) .

uk(u) € Vect(;m(u),...,,u=kq(u)) .

Cette condition est réalisée en rarticulier pour tous les k supérieurs a un
certain | ; la famille (pl(u), p!*+1(u),...u1+M-T(u)} est donc lice, car:

q £ m-1.

Le lemme 2 implique alors que la famille (u, p(u),..., L™ 1(u) est lige, ce qui

est une contradiction.
é’(k1 ....,kq) étant infini, posons :

Aqet = U{(k1,...,kq,k) ke & (k1,...,kq)}.

(k,..kg) € g

L'ensemble J&Q+1 répond aux conditions imposées.
Au terme de la récurrence, l'ensemble &, ,noté & |, vérifie les propriétés

attendues.
Partant de I'hypothése que u n'est pas une fraction rationnelle, nous

raisonnons par I'absurde en supposant que R(u) est non vide.
Appliquons le théoréme 4.2 2 un élément U de M, 4 (m {D )), de composantes

égales & u, p(u),...np™Y(u) (cf ch. 3) ; puisque U n'appartient pas a
Mm([[: (x)), le cecle unité I" est frontiere naturelle pour U. En d'autres termes,
tout poini de I est singularité non polaire pour l'une des fonctions u, p(u),...,
um-1(u), c'est-a-dire que :

R N R(k(Y)) N NR(u™Hu)) = & .

Considérons & présent 'ouvernt @., égal & f 1(R(u)), ol :
f:B - C

t s ell,
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L'ensemble 1 ® est aussi un ouvert de R, non vide par hypothése. Le lemme
T
4, appliqué a l'ensemble & précédent, montre I'existence d'un réel 6 et d'un
k.
glément (kq,....km) de A tels que les ensembles 6p |+ Z rencontrent tous

l'ensemble "—‘21 O ; poOsSONs : z = e?™ ona:
n
K; . Ki
ZP ) - eZmGp ) _

Or 27E9pkj appartient 4 2nZ +®. Donc :
k.
2P e flw) = R(u).

K
Le lemme 3 du §3 entraine que z est élément de R(u J(u)) , et ce pour tous

les j entre 1 et m ; d'ou :

z€ R(uk1(u)) I N R(ukm(u)).

Comme (uk1(v),...., ukm(u)) est une base de 9°, chacune des fonctions u,
p(u),..., k™ 1(u) est une combinaison linéaire, & coefficients dans C(x) ,

d'éléments de cette famille, et par conséquent :
z€ RN R{p(u)) N NR(™1(w)) -

Ceci est la contradiction souhaitée.ll
Corollaire 1,

Soit u, fonction méromorphe sur D, solution d'une équation de Mahler sur
C(x) . Si u n'appartient pas & C(x), u est transcendante sur C(x).

Preuve.

Une fonction méromorphe sur D, algébrique sur C(x), ne peut admettre le
cercle unité comme ensemble de singuiarités non polaires [annexe].lk

Exemple.

Soit u la série génératrice d'une suite réguliere sur C, ou sur un sous-corps
de C. Nous savons que u est holomorphe sur D, comme on le constate en examinant
la majoration des termes de la suite donnée dans le paragraphe suivant. Le
corollaire 1 s'applique alors i cette situation.

Ce corollaire est & mettre en relation avec la proposition 1.4. On peut lui donner
le statut formel suivant:
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Corollaire 2.

Soit f un élément de C[[X]], vérifiant une équation linéaire de Mahler
résoluble a droite sur C(X) N CIiX]}. Si f n'est pas dans L (X), f est
transcendant sur C(X).

Preuve.

On écrit le probléme matriciel associé a I'équation de Mahler, et 'on applique
fa remarge suivant la proposition 4.1, Il est en outre nécessaire de remarquer
que l'algébricité d'un élément de M (D) sur C(x) équivaut & celle de I'éiément

de C[[X]} associé sur C(X). §

Le corollzive 2 peut s'interpréter en disant que l'extension C (X)(f) sur
C(X) est transcendante pure.

Corollaire 3.

Sait U un élément de My, 4 (JYL (D)) , solution de I'équation :
U= A (U),

ol A appartient & Mn(fE (x)) .

Les composantes de U qui ne sont pas dans C(x) admettent ie cercle unité pour
frontiere naturelle, et sont toutes transcendantes sur C(x).

Preuve.

L'on sait en effet que les composantes de U vérifient toutes une équation de
Mabhler sur T (x).}

5 Majoration des coefficients.

Soit U un €iément de M, 1 (JVL 0 (D)) » solution de I'équation :
U= Au(U), 0 A€ Moa(M o (DY) .

D'aprés la proposition 4.2, la fonction U est holomorphe sur le disque
D(O,po). ol pg est Agal & min(1,d), d désignant la distance dé\(_:ﬁ a l'ensemble des

pdles de A.
Supposons que d est supérieur ou égal & 1; le rayon de convergence de la série
entiere précédente est alors supérieur ou égal & 1; s'il est strictement supérieur,
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le théo.&me Artoine et Claudia nous dit que U appartient a Mn(ﬁl (x)) . Limitons-

nous donc au cas ol il est égal a 1.
Lorsque W est une fonction bornée sur D'(O,p), o p € [0,1] , nous noterons

HWHp sa norme uniforme sur D‘(O,p). Nous avons :

Hutlp < HAllg Hutlpp¥.

Soit & présent un réel r-de [0,1], et fixons un p quelconque dans [0,1] ; si
r=p , il existe un unique entier naturel j tel que :

1 :
P <p <P

On a alors : '
lHull, < 1AL Al p.....HATLPI*2 [TUl]pi+! et donc :

Notons vi(r) le réel In 11AllPX, et posons :

K
Sk = Zvi (r).
i=0

Onadonc:
m(nun,) < Sj,q+ m(nunp) +2 In(HAHp).

A présent, supposons que A est & coefficients dans L (x).

. Plagons -nous dans I'hypothése ol il existe un entier strictement positif m
et un réel rg tels que :

V z € [r1] HAll, £ (1-z)'M,
Lemme.
R
Si: P2 ry, alors :
m dy
Zvi(r) < -moin(ten)- In(1-eY) ,
~ np hf y

oulonaposé:h=Inr.
Preuve.

Ona:
vi(n< -m !n( 1-rp'),
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Majorons la somme proposée en la comparant a l'intégrale de l'application ¢ :

t—> -m In(“i-rpt,,

qui décroit sur [0 , +oo [

On obtient ainsi :
k-1

Kk
Svit) < 0(0)+  [omat .
i=0 ’ Y .

Le changement de variable pl in r = y conduit & I'égalité :
k-1
p%-'h

k-1
-m dy
oqu) dt = 1o o hfnn(m-ey) y

ou f'on aposé :h =Inr.H

Lorsque h tend vers 0, on a :

- 00

fln(1-eY) d;!= fln(-y) dfy1+ O(1) , soit :
h h

<4

- o

f!n(1-e)/) d_;y_ =- jz[ln(-h)]z + D(1).
b

Fixons p égal & ry ; si r est plus grand que rp, on peut écrire :

m(nun,) < Sjuq + m(nunp) +2 In(HAHp)

+ oo

<-m In(1-r)- rlsi'; flnﬁ-e)') d—yl + In( HUHp) +2 In(IIAHp)
h

m
2lnp

<moin(i-r) + [In(-h)]2 + O(1), pour r tendant vers 1-.

Comme h = in r, oh obtient :

ln(HUH,) =0((In{1-r))2).

.. Examinons & présent le cas ol m est nul. La majoration :
Hully < HAH, DAl p..... AN PRI [ul] pi+?

devient aiors :
lull, < ai+311ull,
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ol a est un majorant de [lAll, pour r < 1. On sunpose en outre : a>1.
Compte tenu des inégalités :

1 .
P ep <P,

il vient :

=
-

et donc :

" 1 in p ) )
3 .
al+ sexp((mpln T 3 Inaj,
d'ots finalement :

lull, s ¢ —

{in r)k '

avec .
7 1
C:HUHp exp(min inp + 3 )n a),
na

etk =

\

In

R

En résumé :
P - 3
Soit U un élément de Mm((m, o (D)) . solution de I'équation :

U=Au(l), ob A€ Mqq(C(x).

On note d ia distance de O & 1 ensemble des pdles de A, avec , par convention,
d = +e si A n'a pas de pbdle.

Si d > 1, il existe un réel k tel que :

lull, =O(“ —1r)k}

1-

Sid=1,ona:
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In(HUHr) =O([In(1-r)]2).

q-

Nous pouvons appliquer la proposition précédente en vue d'obtenir une
majoration du coe!ficient un du développement en série entiere de U. Partons de

linégalité :
Jon | < o {ituiig,
r<1

Supposons tout d'abord que : d > 1, et prenons r = 1—% . It vient :

= O™

+ oo

Cette situation se présente en particulier lorsque (un) est une suite p-réguliere.

Si I'on suppose que d est égal & 1, la majoration fournie par la proposition 4.3.
nous donne :

Hull, sexp[M(In(1-r))2],etdonc:

|un l < exp[M(ln(1-r))2 -n lnr]‘

En utilisant toujours : r = - ;-,on obtient ;

i“n i < exp[M(ln n)2].
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Chapit:e S.

La niotion d'équation différentielle algébrique s'est naturellement introduite en
suivant le courant de l'aigébrisation de l'analyse que connut le dix-neuviéme
siécle. C'est la période qui, a la suite des travaux approfondis sur les équations
algébriques, voit le calcul formel s'attacher a interpréter les identités, et autres
équations différentielies, satisfaites par les fonctions de l'analyse classique ; ce
n'est probablement pas un hasard complet si c'est & Liouville, I'un des invcnteurs
de Galois, que l'on doit des résultats déja élaborés a ce sujet.
La premiére fonction que I'on a démontrée étre différentiellement transcendante
est la fonction gamma [3] : il n'y a rien de surprenant a ce que ['on ait di faire
appel d cette fonction, puisque toutes les fonctions "élémentaires" vérifient une
équation différentielie algébrique sur C(x). La preuve, en ce qui concerne la
fonction gamma, repose sur I'équation fonctionnelle qu'elle vérifie.

Dans ce chapitre, nous nous consacrerons a la différentielie algébricité de
solutions d'équations de Mahler, en premier lieu dans l'optique générale de ce
travail, qui s'intéresse en particulier aux questions de transcendance, et aussi en
vue de répondre a une question posée par Rubel [4], concernant une fonction qui
se trouve vérifier une telle équation.

It est bon de remarquer que les techniques “analytiques” du chapitre 4 ne
permettent pas de montrer qu'une fonction, solution d'une éguation de Mahler, est
différentiellement algébrique sur C(x) au simple vu de ses singularités : i
existe en effet des fonctions différentiellement algébriques qui admettent le
cercle unité comme frontiére naturelle [8]. Aussi bien, nous obtiendrons dans
cette direction des résultats moins généraux.

La proposition 5.1 donne une condition nécessaire sur I'élément a d'un corps
différentiel pour qu'une solution f de la p-équation de Mahler, linéaire et d'ordre
un : f = agp(f), soit différentiellement algébrique sur ce corps. Nous

appliquerons ce résultat au cas ou le corps différentiel est C(x), pour abtenir le
résultat espéré : si f est différentiellement algébrique sur (x), c'est elle méme
une fraction rationnelle (théoréme 5.1). La difficulté technique principale vient
du fait que, contrairement a la situation qui se présente dans le cas de la fonction
gamma, il n'y a pas linéarité par rapport a la variable ; ceci contraint a un
changement de variable, qui d'ailleurs motive le cadre du chapitre : celui des
fonctions méromorphes. On ne dispose en effet pas nettement de cette possibilité
dans le cadre général des séries formeiies.

Une méthode de variation de la constante permet de généraliser le résultat
précédent au cas d'équations affines, sous réserve qu'elles aient assez de solutions



(wnéoréme 5.2). Quelques Agquations mahiériennes, algébriques, et surtout ad hoc,
ilustrent ces résuitats.

Les résultats sur les équations différentielles algébriques qu'utilise ce
chapitre sont regroupés dans les arinexes 2 et 3.

1 Position du probléme.

Le cadre général de ce chapitre est celui du chapitre 4. Le corps de base est
donc T . Les corps considérés seroint des sous-corps de J%.(D), ou D est un ouvert

connexe de C , qui en particulier pourra étre égal a 4, disque unité ouvert, ou a
T, demi-plan des complexes de partie réelle strictement négative. On désignera
par K. un sous-corps différentie! de JN.(Q), p-mahlérien.
On considérera aussi I'élément exp de M(]]), défini de la maniére usuelle.
Soit f un élément non nul de JN(A), solution de I'équation de Mahler d'ordre

un sur X suivante :

f=a up(f).
Une autre relation vérifiée par f est :
f_= a + pxP-1 F(xP)
f a f(x Py’
et donc :
xEox® e fR)
Frra f(xP)

Dans JN(]]), on a alors :
ot flet) _ ot 2 '(et) + pept f'(ePt)

f(et) a(el) f(ePt) °
Posons
_ otf(eD
f(et)
C'est un élément de M(J]), qui vérifie I'égalité :
(M g(t) = pg(pt) + Ro(t),

el
ol Ro(t) est un élément de Koexp , égal a: etAlE)

a(et)
On pose : Sp(x) = x ;(-(;))-, de fagon que : Ry(t) = Sg(et).



Nous noterons L le corps X oexp. C'est un corps différentiel, stable par
|'applicatior: .
v : h(t)— h(pt).
L'application v joue , vis-a-vis de L, ie méme role que I'application L vis-a-

vis de K.
Pour la commodite des écritures, nous préféererons le plus souvent, mais pas

systématiquement, noter hV ['image de 'élément h de M(]]) par v .
On cherche a déterminer les éléments f deN () qui sont différentiellement

algébriques sur X . On fait donc a présent I'hypothése que f est différentiellement

algébrique sur X . Il en résulte que g est différentiellement algébrique sur L.

2 Une condition nécessaire de différentielle algébricité.

Soit P, élément de L[Yo,...,Yn], un polynome minimal de g sur £.. On suppose
en outre que P est normalisé. Nous disposons de |'égalité :
P(g, g (M) =0,
d'ou aussi :
@) Pv(g", CHAO (g(“))") =0.
Or, d'apres I'égalité (1), ona:
1
V_o— {g-
¢’ =5 (9Ro)-
Il en résulte que, pour tout entier naturel k, on a :

€90 =Jp- CICENY

ol I'on 2 posé :
Rg = Ro(k).

Par ailleurs, on a, évidemment :
(g\’)(k) = pk (g(k))v.

On obtient finalement :

(60 57 (o001,




Reportons ces égalités dans la relation de liaison (2) ; il vient :
1 1
V (—/qg- ’ n). -
Posons alors :

Q(Y01Yn) = PV G;(YO-RO),..., pn7+] (Yn-Rn)).

Il est clair que Q, qui est un élément de L[Yo,....,Yn], est inférieur ou égal a P.

Ces deux polyndmes sont donc proportionnels ; soit :

1 1
— . DV _ —— - =
il existe A dans L tel que: P <p(YO RO),..., ey (Yn Rn)) = AP.

Lemme 1.

Soient Dy,...,Dy, des opérateurs différentiels sur L[YO,...,Yn] et d'ordre un,

linéairement indépendants sur L, ol L est un corps de caractéristique nulle, et P
un élément non constant de L[YO,...,Yn]. Il existe alors une famille (i1,...,ik)

d'éléments de [O,n] telle que Di, ---Dik(P) soit un polynébme affine vion constant.

Preuve.

Raisonnons par récurrence sur F,

.. Supposons tout d'abord que, quel que soit i, D;(P) est constant. Dans ce cas,
puisque ia famille (DO,...,Dn) est une base de |'espace vectoriel des opérateurs

e . apP
différentiels d'ordre un, quel que soit i, le polynéme *af; est constant. Il en
i

découle immédiatement gue P est affine.

. Dans le cas contraire, il existe un i tel que Di(P) n'est pas constant ; comme

Di(P) est strictement plus petit que P, le résultat en suit.l

Reprenons ['égalité :
1 i
PY{—(Yo-Ro\,..., — - = AP.
(p(YO 0)’ " opn+l (Yn Rn)) AP

Soit i un entier compris entre 0 et n ; appliquons a l'égalité précédente

llo 4 —.a_._. . 3 1 .
pérateur ; il vient ;
i



1 3PV A _4 8P
Y EZ(E(YO'RO)""’ vy (Yn-Rn)) _ani.

apP i
Cela signifie que le polyndme —— satisfait une relation analogue & celle
i
vérifiée par P, & ceci prés que A est remplacé par ApH+1,
, ) akp -
Par récurrence, on constate que tout polynome ——————— vérifie une
i.l....aYik
relation analogue, et ce quel que soit le k-uplet {iy,...,ix} d'éiéments de [0,n].
Comme P n'est pas le polyndome nul, ce n'est pas un polyndme constant. On peut
i i A akp
donc lui appliquer le lemme 1 ; notant S le polynbme ———
EJY;1,...8Y5k

correspondant, on obtient I'égalité :
1 1
V(—(Yn- —— - =
S (p (YO RO),..-, pn+1 (Yn Rn)) 53,

ol est & un éiément de L.

Le polyndme S étant affine et non constant, onh pose :

n
S(Yo,...,Yn) = ¥'si¥j+s, avec ['un des sj non nul.
i=0

L'égalité devient :
n

i=ZO V(Si);i‘l'_‘f(YrRi)+v(s)=8[i=iosm ‘s }

li en résuite :

; 1
V i€ [0,n] ot V(Si) =ds et

n

24 )

i=0

1
o1 Ri+v(s)=98s.

Lemme 2.

Soit ¢ un complexe différent de 1. L'équation :
v(u)=cu

a l'inconnue u de L n'admet que ia solution nulle.



Preuve.
Il revient au méme de montrer que ['équation : (w) = cw a l'inconnue w de X
n'admet que la solution nulle. Cela résulte de la proposition 1.1.

Supposons alors qu'il existe deux indices i et j tels que s; et s; soient non nuls;

on obtient, puisqu'alors d est nécessairement non nui :

Sj "’J Si
ViTTi=p . !
(SJ) °j

et ceci contredit le lemme 2,
il existe donc exactement un indice, que I'on note k, tel que si soit non nul .

La condition nécessaire précédemment obtenue devient :

;‘(—I;Tv(sk) =dsy; —v(sk) pk1+1 Rg+Vv(s)=98 s;

d'oy, sil'on pose: S = i“— , on obtient :

Rk+V(S)= S.

1
- pk+1 pk+ 1

Revenant @ X, on parvient au résultat suivant :
Proposition 2.1,

Soient X un sous-corps différentiel p-mahlérien de M (A), et f un élément

non nul deJL(A), solution de I'équation de Mahler d'ordre un sur X suivante :

Posons : Sp(x) = x a; v et Sp(x) = x §'}.q(x) pour k entier naturel non nul.

Si f est différentiellement algébrique sur X , il existe un élément w de X et

un entier naturel k tels que :

i 1
- Sk + u(w) = w.
pk+1 ( pk+1

Preuve.

Rappelons que : Ry = Ro(k). Or : Rg(t) = Sg(et). Donc :

RiC) = R1 (1) = Se(Sker(e)) = et g (6h) = Sieh).



Ainsi, la relation :

1 B
T pk# Ric + v(S) = pk+1 °

devient :

T oK 1+ T Sict n(w) = _pkl-f-l w, lorsque : w(et ) = 5(t).0

3. Cas ot : X = C(x).

Nous désignons ici par C(x) le sous-corps de MM (D) formé des fonctions
fractions rationnelles sur A. Le degré d'une fraction rationnelle est la différence
des degrés du numérateur et du dénominateur, lorsque elle est non nulle. On le
pose égal & - « si la fraction est nulle. On note C 4(x) le espace vectoriel formé

des fractions rationnelles de deéré inférieur ou égal a d, et de méme pour C d[x].

Lemme 1.

Soit M le sous-espace vectoriel de C (x) engendré par

S

(- )"

engendré par{ 1 , ag ﬂ:}. Si d est un entier naturel, on dispose alors de la
X-0

, aelC ,neiN,nZZ}, et 8 le sous-espace vectoriel de [ (x)

somme directe :
Ed(X) = M@S@Cd[x:‘.
Preuve.

C'est I'expression du théoréme de décomposition en éléments simples dans

C(x).¥
Lemme 2,
Si d est un entier naturel, I'image par la dérivation de I'espace vectoriel
ﬂ:d(X) est M®ﬂ:d'1 {X]
Preuve.

Il suffit de regarder {'image par la dérivation de chacun des éléments simples
de C(x).1

Lemme 3, “



L'espace vectoriel M. est stabie par I'application :
R +— xP-1 R(xp).

P uve.

D'aprés le lemme 2, un élément R de M. est de la forme :
R(x) = S'(x), ou S appartient a C(x).

Donc: xP-1 R(xp) = xP-1 S'(xp) =%£(S(xp)) .

Puisque S(xp) appartient & C(x), le lemme 2, a nouveau, conclut.l

Lemme 4,

['espace vectoriel § est stable par I'application :
R —> xP-1 R(xp).
Preuve.
Soit ac un élément de C , et R, égal a L , un élément de la base canonique de
X=-0

S.0Ona:
1

xP-a

xp-1 R(xp) = xp-1

Si & est nul, le calcul est immédiat ; dans le cas contraire, soit Rp( a) ;

abrégé en Ry , I'ensembie des racines p-iémes de @. Ona:

wp-1 1 _1 z 1
xP-a¢ P X-®

meRp

ce qui donne le résultat. B

A présent, appliquons la proposition 5.1, et partons de l'égalité :
(1) Sg=pk+1 p(w) - w, avec w dans C(x).

Nous allons montrer que, si la relation (1) est vraie pour un entier naturel
non nul, noté encore k pour la simplicité, elle est vérifiée pour k-1.
Puisque : Sp{x) = x S'j.1(x), on a aussi:

‘ 1 1
S'k-1(x) = ;‘pk” W(xp) - W)



Puisque Sg est de degré O, il est clair, par recurrence, que Sy est aussi de
degré 0. Posons : z(x) = xl w(x). Ona:

S'k-1(x) = xp-1 pk+1 z(xp) -~ z(x).

Le degré de z est nécessairement strictement négatif ; car, s'il était positif ou
nul, le cegré du membre de droite serait strictement positif. Appelons zy le
projeté de z sur M parallélement a 8, z, son projeté sur 8 parallélement a
M. Il vient :

S'1(x) = xP1 gk 21(xp) - z9(x) + xP-1 pk+1 2, (xp) - 72 (x).

Or, d'aprés le lemme 2, $'y_1(x) est dans M.
Grace au lemme 3, I'élément xP-1 pk+1 ry (xp) - z9(x) est dans M, tandis
que xP-1 pk+1 z2 (xp) - z2(x) est dans § d'aprés le lernme 4. Il en résulte :
S'1(¥) = xp-1 pk+1 z1(xp) - z7(x).

Mais, d'aprés le lernme 2 encore, il existe un élément v de C(x) tel que :
zy = Vv'; il découle de cela l'égalité :

S'k-1(x) = pk a(i"(v(xp)) - v'(x), puis :

Sk-1(x) = pk v(xp) - v(x) +c,

oGcestdans .
c

l-pk '
Sk () = pkvi(xP) - vi(x)

Posons alors : vi = v+ On obtient de suite :

ce qui était le but recherché,
It résulte de cette récurrence qu'il existe une fraction rationnelle y de C(x)
telle que :

So(x) = p y(xp) - y(x),
soit encore, compte tenu de I'expression de Sg :

@  xZ=py(®) - y.

Remarquons en outre que y n'a pas le pdle 0 ; en effet, dans le cas contraire, le
membre de droite de (2) aurait le pole 0, ce qui n'est pas le cas de son membre de
gauche.



Notations.

1

Soit F un élément de C(x); nous noterons F( n,a) le coefficient de ( )n
X-Q

dans la décomposition en éléments simples de F, de sorte que :

F(x) = 2 M)

aeﬂ:,neﬂ\l*(x'a)n

+ C,

ol ¢ appartient a L. Ainsi, la famille des F(n,a) est a support fini.

Ecrivons d'autre part ;
- m(o)
a(x) = (x-oz) )
acl

ol (m(a) )aeﬂ: est une famille & support fini d'éléments deZ 1l vient alors,

grace a une dérivation logarithmique :

a'(x) m( o) )
a(x) = a et donc:
aclC

x%i(%l= E ,m«rd, oudestdans .

X~
aeC

Avec ces notations, |'égalité (2) devient :

Zam(a)+d=p Z an,at ] 2 ygﬂ,a!

+(p-1)c,
ael o aeﬂ:,nelN*(xp‘a)n aGC,nGIN*(x'a)n

soit encore, en projetant st MBS paraliélement 3 C[x]:
am(a y(n.a y(n.c
o Yemw 3 ) 3 o)
oel aEE,nGIN*(x —a) ueﬂ:,nelN*("'“)

10



Lemme 5.

' Soit o un complexe non nul. On note Ry I'ensemble des racines p-iém~s de o

Si n est un entier naturel non nul, on a:
7 m 1

(xp-a)n weRy (pa/ (x-m)n +

les points de suspension désignant la partie polaire relative aux ordres de
multiplicité inférieurs ou égaux a n-1.

Preuve.

Comme d'habitude, le coefficient de est égala:

{[a—‘i—((xp-a )n)]x=m}-1 , soit : (p% N |

Nous montrerons a présent que, si n n'est pas égal a 1, et si a n'est pas nul,
y(n,(x) est nul. Pour cela, nous raisonnons par ['absurde, et nous considérons un
entier n, supérieur ou égal a 2, minimal pour la propriété :

il existe un complexe non nul P tel que : y(m,B) = 0.

L'égalité (3) nous donne, par considération de la partie polaire d'ordre n,
relative a tous les complexes non nuls, et par application du lemme 5 :

O=p Z y(n,a) Z (—%fgi—)—; . M

acC* oP=x \P acC*® (x-a)N'

Examinons la partie polaire relative a un complexe non nul donné ; I'égaiité
précédente peut se réécrire :

0-u 2 y(nB) > (;%T-(—x—;jg > y(na)

peC™ wP=p acC™ (x-a)n '

11



soit encore :
O=p Z y(naP) (ajn L . M
aclC* poP (x-a)n acC* (x»a)ﬂ
Il en résulte :

o
* 0= pY [—1 .
YVael™ 0=p y(n,a ) (pap}" y(n,a).
Nous allons exploiter cette égalité a l'aide du lemme suivant :

Lemme 6.

Soient ¢ une application de C* dans C, a support fini, et un complexe k,
vérifiant :

Vael™ o) =k daP).
L'application ¢ est alors nulle.

Preuve.

Soit x un complexe non nul ; il existe m tel que p™M soit strictement plus grand
que le cardinal du supporc de ¢. Soit a une racine p™ -iéme de x, telle que ¢()

soit nul ; puisque :
d(a) = kM ¢(aP™) = k™ ¢(x) = C,

on a de suite : ¢(x) = 0, ie cas ol k est nul étant trivial.l
Appliquons le lemme 6 a I'égalité :

YVael* 0= py(n,ap) (;g;]p - y(n,a)

qui s'écrit aussi :

Vael* @)=k o(aP),

H(09) e

an pn“l :

lorsque I'on a posé : ¢(a) =

Y! no ?
n

a

Puisque o +— est a support fini, ona:

Vael* y(n,a) = 0, ce qui est la contradiction souhaitée.



Exploitons & présent la relation (3), qui se présente, compte tenu du résultat
précédent, sous la forme suivante :
am(a) Z Y! 1,0 ) Z ys 1,0 )
x-a " xP-o. x-o
o K ol

acl oclC

et qui fourrit la relation :

Yael* om(a)s= y(l,ap) f’;-vy(ha),

soit encore, en posant :

y( 1,0
f{a) = ‘(——), la relation :

o
Vael* ma)=_{aP)-{(x).
Lemme 7,

Soit { une application de C™ dans C, a support fini, et & + application de
C™ dans H, sous-groupe additif de C. On suppose que :
Vael* yla)= {(aP)-{(a)

L'application { est alors a valeurs dans H.

Preuve.

Soit x un élément de C™ . Il existe s tel que pS soit strictement plus grand que
le cardinal du support de {. Soit a une racine pS -iéme de x, telle que {(a) soit

nul;ona:
s-1

s-1
v = 2 (Lt - gaeh)),
k=0 k=0

etdonc:
s-1

D waP) = L.

Le résultat en découle. ¥

13



le Jemme 7 entraine que l'application { est & valeurs dans Z. Revenant a
I'expression de la fraction rationnelle y, on obtient :

y(x) = Z g’c‘@)‘m,

acC* X%
ou encore ;
yix) > b d
X wel* x(x-a) X'
avec d élément de C.
1

= -~ — Donc:
x(x~a) x-a X

nyzl D, k@ e

Par ailleurs :

x-a X
acl™
G(a) .y
Puisque est a valeurs entiéres, on constate que - Z est la dérivée
acC* X°¢
logarithmique d'une fraction rationnelle :
La) g
x-o¢ 9’
acC*

D'ol , compte tenu de I'égalité (2) :

a2 _ W) yix
a P x T Tx
_p9P) g

. L1
X q(xp) q(x) xp X

= i—(q(xp))/q(xp) - %'—(%)l +;eg - e;.

Cette égalité implique en particulier que e est nul, puisque les poles du
membre de gauche sont simples. On obtient alors :

p

R T A ]

ol A est un complexe, et donc, en revenant a ['égalité initiale satisfaite par f :

f(x) q(x) = A f(xp) a(xP).

14



On a déja remarqué que cette égalité implique que A est égal a 1, et que fq est
une constante. Donc f est une fraction rationnelie.

Theoréme 5.1,
Soient a un élément de C(x), et f un élément de SM(A) solution de i'équation :
f=a ',J.p(f).

Si f est différentiellement algébrique sur C(x), f appartient a C(x).

Hllustration.

». Soit f un élément de S(A), solution de 'équation ( non linéaire ) :

(4) f u2(f) =a (u(f)?2,

ol a est un élément de C(x). Supposons f différentiellement algébrique sur

u(f)

C(x), et non nul. Soit : g = f : 9 vérifie :

wg)=ag;

de plus, u(f) est, comme f, différentiellement aigébrique ; donc g I'est aussi et,
par conséquent, g appartient 8 C(x). Comme f vérifie I'égalité :
ll(f) =4d f 3

f est aussi dans C(x).

Bien que I'équation (4) n'ait pas été étudiée stricto sensy, |'étude précédente
montre qu'en réalité elle se rameéne a deux équations d'ordre un. La proposition
4.1. nous dit que, si a(0) = 1, I'équation p(g) = a g admet une droite de
solutions, dont il est aisé de voir gu'elles ne s'annulent pas en 0 ( sauf la solution
nulle ). I en existe donc une a vérifier : g(0) = 1, et par conséquent |'ensemble
ds solutions f est une droite.

Dans le cas général, on peut utiliser la proposition 1.1, ou plutdt son analogue
méromorphe, qui n'a pas été démontré mais qui reléve a.sément de la méthode du
théoréme 4.1. Nécessairement, si (4) admet une solution non nulle, on peut
écrire :

a(x) = x%ajq(x), avec:ay(0) =1 et a multiple de p -1.

15
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On obtient ainsi :

g(x) = x'p-16(x),  avec ¢(0) = 1.

- a .
Il est alors nécessaire que, a nouveau, p -1 divise _;;T Les conditions sont

alors suffisantes. £n résumé :

Scit a un élément non nul de £(x), et I'équation a l'inconnue f dans N(A) :

(4) f u2(f) =a (u(f))2.

Pour que I'équation (a) admette une solution non nulle, il faut et il suffit que
I'on puisse écrire :
a(x) = x®* aj(x), avec:a1(0) = 1 et & multiple de (p-1)2.

L'ensemble des solutions est alors une droite.
De plus, les solutions sont, soit différentiellement transcendantes sur C(x),

soit dans T (x).

.. Considérons la fonction f définie par I'égalité :
+ o k
f(x) = H (1+X3 )
k=0

Ainsi, f(x} = (1+x) f(x3).

Si f était différentiellement algébrique, ce serait un éément de C(x), d'aprés
le théoréme 5.1. Notant alors d le degré de f, on obtiendrait : 2d = 1, ce qui est
absurde.

Cette illustration répond & une question de Rubel [4].

4 Cas d'une équation affine d'ordre un.

Nous étudions dans ce paragraphe I'équation & l'inconnue f de JN(A) :

(H f=ap(f) + b, ola etb sont donnés dans M(A).



L'équation (1) peut se mettre sous la forme matricielle équivalente :

F- L35 ]uem.

avec . F = [‘;]

Dans le cas particulier ol a et b sont en fait dans /M 4(A), et ol I'inconnue est
en fait a rechercher dans S 4(A), on constate que, suivant la proposition 4.1, il

y @ trois cas a étudier :

- Si:a(0) = 1 et b(0) = 0, I'ensembie des solutions F est un plan de
JVZ.O(A,EZ) . It en résulte aisément que I'ensemble des solutions f est une droite

affine de M ,(A), dirigée par 'ensemble des solutions de I'équation :
(2) f=ap(f).

- Si:a(0) = 1 et b(0) = O, il est immédiat que {'ensemble des solutions f est
vide.

- Si: a{0) =1, I'ensemble des solutions F est une droite de JVLO(A,EZ) .On

voit alors facilement que I'ensemble des solutions f est un singleton de M. 4(A).

Remarque.

Notons au passage que |'étude de I'équation (1) dans le cadre de A((X)), en
supposant cette fois a et b éléments de A((X)), reléverait du théoréme 2.3. Par
ailleurs, il découle de la proposition 2.11 une étude identique a la précédente
forsque a et b n'admettent pas le pdle 0.

Nous supposons désormais que a et b sont dans C(x), et qu'en outre I'*.. "2, n
(2) admet une solution non nulle, que I'on note f, . Cela sera réais- 2n

particulier sous la condition suffisante : a(0) = 1 et b(0) = 0.

Dans la suite, on note f une solution de I'équation (1) ; posant : g = fi", on
0

constate que g vérifie la relation :

(3) g= u(g) +c,

olic, égal & ?—, est un élément de T(x)(f,).
0
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Supposons a partir d'ici que f est différentieliement a'gébrique sur C(x) ; g
I'est alors sur [E(x)(fo,f'o,....)

Il en découle que h = goexp est différentiellement algébrique sur
t]:(mtp)(fomxp,f‘oozxp.,.....). Ce sous-corps différentiel de M o(I1) est a

présent noté H. Il est stable par v .
La relation (3) devient :
(4) h= v(h) + d,
ol d appartient a H.

Soit alors P un polyndéme minimal de g sur H. On le suppose en outre
normalisé, ce qui ne restreint pas notre propos. Par dérivation de la relation
(4), on obtient :

() ¥YmeN h(m)=pm (h(m)’+d(m).
De I'égalité :
P(hh,....h (")) =0
provient I'égalité :
Pv(hv,(h')v,....,(h("))v) -0,

puis, grace a la relation (5), cette autre égaliteé :

pV(h-d,-:;(h'-d’),....,—g;(h(n)-d(n)))= 0.

Nous disposons ainsi d'un nouveau polyndme & coefficients dans H, annulant la

famille ( h(m))melN . Son muitidegré est inférieur ou égal a celui de P. On en
déduit que les polyndmes P et Pv(Yo-d,;j(h-d'),....,—’;(Yn—d(n))) sont
p

proportionnels, la constante de proportionnalité étant dans C, comme on ie
constate en consultant le coefficient dominant.



On applique alors le lemme 1 du §2, et la méthode qui le motive : il existe ainsi
un pelyndme affine et non constant S de H[YO,Y1 ,...,Yn], égal a:

n
ZskYk + s,
k=0

et un complexe J, tels que :
v 1 1 ( )
= -d,— -d"),....,.— -d\n ,
S=08S (YO d'p(Yl ), on Yn (n) )

c'est & dire encore :
V k€ [0,n] sk =—8“v(sk) et s=08v(s) - i E—d(k).
pk k=0 pK

Grace au lemme 2 du §2, on voit que tous les s; sont nuls, sauf un au plus, et

donc sauf un exactement. Notons k ['indice correspondant, pour lequel on a donc :

)
= 1 ; on a par conséquent :
p

s =pKv(s) - d(k).
Compte tenu de la relation (5), on a:
(6) s =pKv(s) - h(k)+ pk v(h(k)).

Nous devons a présent examiner deux cas :

.~ Cas ou f, n'appartient pas d L(x).

Examinons d'abord, pour la clarté, la situation ol k est nul. La relation (6),
qui s'écrit aussi :

s + h=v(s+h)

entraine que s + h appartient 2 C, et donc que h appartient 3 H ; par

conséquent, g appartient 4 C(x) (fo,f'o,.‘..); mais:g= fi Donc f appartient aussi
0
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a C(x)(fo,f'o,....), qui est, d'aprés le théoréme 5.1, une extension différentielle

transcendante pure de LC(x). Puisque f est différentiellement algébrique sur
C(x), f appartient a C(x).

Dans le cas général ol k est un entier quelconque, la relation (6) s'écrit
encore :

s + h(k)= pk v{s + h(k)}.

Cette relation implique que, ou bien k est nul, éventualité déja envisagée, ou
bien s + h(k) et nulle, ce que nous supposons a présent. Il en résulte que h(k)

appartient a H.

foexp

. Posant :

Or:h=
fo0exp fooexp

= go. il vient :
k
n(k) = D Ai goli) (foexp)(k-1) € 3, et e N,
i=0

Considérons la famille (go(i ))ie N-

C'est une base algébrique de [:(exp)(fo()cxp,f'o(')cxp., ..... ), comme E(exp)-
algébre. Cela résulte du fait que, f, n'étant pas dans C(x), le théoréme 5.1 nous
dit que la famille (fo(i))iEIN est une base algébrique de C(x)(fo,f'o,....), et
donc que la famille :

((to0mxr )P )ien
est une base algébrique de E(exp)(fOOexp,f'OOzxp., ..... ), comme ﬁ:(exp)-
algébre.

L'eégalité ci-dessus nous permet alors d'affirmer que Ay foexp appartient &

C(exp), donc que f appartient & C(x).

. Cas ou f, appartient a L(x).

Nous nous appuyons toujours sur I'égalité (6). Les calculs s'inspirent alors de
ceux que l'on a conduits dans le §3. Nous savons que, en tous cas, S + h(k)



appartient a C. Le corps H est 4 présent égal 4 C(cx.p ), et s y appartient. Donc
h(k) appartient & I’?(exp).

Rappelons l'égalité satisfaite par h :
(4) h= v(h) +d,

ou d appartient a H | et, avec les notations de début de paragraphe :
d = coexp , ¢ étant un élément de C(x).

Posor:s alors : c(y = ¢, et définissons cy par fa condition :

. k
ck(et) = d%',z(c(et)) ; ck appartient a C(x). De méme, posons :

a0=3, etg(et) = Edt—kﬁ(g(et)) :

Par dérivation, I'égalité (4) implique :

gk(et) = pk gk(ept) + ck(et), c'est & dire :

ai{x) = PR aic(xP) + ci ().
En outre, on obtient les relations récurrentes :
gk(X) = x g'k-1(x) 5 e(x) = x e'k-1(x)
grace auxquelles on peut écrire, pour k plus grand que 1 :

(5) gk-1(x) = P& xP-? gl q (xP) + ' 1(x)

Par ce qui précéde, on sait que h(k) appartient a E(cxp), ou encore que g
appartient a C(x). Il en résulte que pK xp-1 g'k-1 (xp) est aussi dans C(x).
Projetons alors I'égalité (5) sur 8 paraliélement a M B C[x]. Si I'on appelle S

la composante de g'y.1 sur 8, ona:

S = pk xp-1 S(xp), a l'aide des lemmes 2, 3, 4. Posant : T = x S(x),

il vient :

T=pK u(T),
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donc T = 0. Il découle de cela que g'y.1 est dans MO C[x], c'est a dire,
toujours par le lemme 2, que gi-1 appartient & C(x). Une récurrence permet
alors de connaitre que gg , qui n'est autre que g, est dans [C(x). Le résuitat

suivant est ainsi démontré :

II' \ 5—)

Soient a et b deux éléments de C(x). On suppose que I'équation :
=auf)+b
admet dans JV(A) une solution non nulle,
Les solutions dans JML(A) de I'équation :
f=apu(f)+b

sont différentiellement transcendantes ou rationnelles.

oro

Soient a et b deux éléments de C(X), tels que : a(0) = 1 et b(0) = 0.

Les solutions dans C[[X]] de I'équation :

f=au(f)+b

sont différentiellement transcendantes ou raticnnelles.

Preuve.

Les hypotheses auxquelles répondent a et b font que I'égquation : f = a u(f)
admet une solution non nulle. De plus, I'étude effectuée au début du §4 montre
que, sous ces hypothéses, les solutions dans C[[X]] sont en bijection naturelle

avec les solutions dans Mg(A). N

o Exemple 1.

Considérons, dans [C((X)), I'équation :

2 =a (u(f))2 + b,

ou a et b sont deux éléments de [C(X) tels que : a(0) = 1 et b(0) = 0.



Une solution f de cette équation est alors algébrique, ou bien différentiellement
transcendante sur T (X) . Il suffit pour s'en convaincre de poser : g = f2. Ce
changement de foriction nous donne aussi la discussion sur le nombre de solutions.

Exemple 2.

Considérons, dans C((X)), I'équation .

f -(a+b)u(f) + ap(b)plif= c,

ol a, b sont des éléments de LC(X), n'ayant pas O pour pdle, tels que :
a(0) = b(0) = 1, et c(0) = 0.

Soit f I'unique solution non nulle de cette équation, dans C[[X]].
Posons :

g=f-bu(f);ona:g=ap(g)+c

Supposons f différentiellement aljébrique sur C(X) ; g I'est aussi, et donc g
appartient a C(X). Mais g(0) vaut 0. Donc f appartient aussi a C(X).
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Chapitre 6.

L'application | de Mahler n'est pas sans rappeler ta dérivation, notamment
dans son action de décalage sur les polynémes en f et ses images successives ; d'un
co6té, I'application de Mahler agit plus simplement, puisque, par exemple, I'image
ensembilisie de f et celle de L (f) coincident (lorsque l'on se place dans un cadre
fonctionnel). D'un autre cbté, elle est plus compliquée en ce qui concerne
'algébricité : la dérivée (n+1)-ibme d'une fonction vérifiant une équation
différentielle algébrique d'ordre n est une fraction rationnelle en les dérivées
d'ordres inférieurs ; la situation est différente lorsqu'il s'agit des images itérées
par l .

Nonebstant ces nuances, on peut constater une situation commune aux deux
exemples, tant qu'il s'agit de propriétés générales : I'objet de ce chapitre est de
faire ressortir 'analogie.

Du point de vue arithmétique, le seul résultat qui nous occupera ici est le
théoréme 6.1, qui montre que, par exemple, s'il est conjecturé que la série
génératrice f d'une suite réguliere sur @ prend souvent des valeurs
transcendantes en des points algébriques {1}, la famille des valeurs prises en les

. k . . -
points a, aP,...aP ... sera, en revanche, toujours algébriquement liée.

Dans ce chapitre, nous nous plagons & nouveau dans le cadre du corps A((X))
des séries formelles sur le corps commutatif A ; la situation générale est donc
celle du chapitre 2. Néanmoins, la théorie s'applique sans changement si I'on se
place dans le cadre du corps des fonctions méromorphes sur un ouvert de (. stable
par x~- xP ; on utilisera cette remarque pour obtenir des illustrations.

1 Extensions mahlériennes.

La notion d'extension mahiérienne a été¢ introduite dans le chapitre 2.
Donnons-en & présent quelques exemples.

Exemple 1.

Soit f un élément de A((X)), solution d'une p-équation de Mahler linéaire
d'ordre un sur le sous-corps p-mahlérien B de A((X)), et K = B(f) ; K est une
extension p-mahlérienne de B, car c’est un corps, contenant K, et p-mahlérien,
puisque Hp(f) appartient a K.

Exemple 2.

Soit E un sous-ensemble de A((X)); le plus petit sous-ensemble stable par Hp

et contenant E est manifestement I'ensemble :



W, (g,
neN ‘
Gui est sussi intersaction de toutes les partiet de A((%)) cortenant £ ot stables

par u .
Mame si B ast un corps contenant A, l'engemble précedent n'est pas
nécessairement un corps | il engendre un sous.corps do A((X)), qul est ful p-

mahiérien.
Par exemple, si E = {f], le plus pelll sous-corps p-mahlérieh contenant f est

ie corps contenant A et engendré par {f,p(f),...,uk(i),..} , C'est & dire :
A(f,u(f)....,pk(f),..).

Une famille p-mahi¢rienne est une famille dont I'ensemble Image est stable par

Ho-

Lemme.

Soit L une extension p-mahiérienne de K. L'ensemble des families p-
mahlériennes de L algébriquement libres sur K est inductif.

Preuve.

Soit (Fi)§€| une famille totalement ordonnée de telles familles, et :

F= U Fj ; il est clair que F est p-mahlérienne ; par ailleurs, dire que F n'est

i€l
pas algébriquement libre, c'est dire qu'il existe une sous-famille finie
algébriquement liée, et cette sous-famille est alors nécessairement une sous-
familie de l'une des F;.1

Soit alors, grace a ce lemme , F un élément maximal de l'ensemble de families

precédent, et Ly le corps K(F) ; puisque K et F sont p-mahlériens, Ly l'est aussi .
Considérons a présent un élément x de Lg-K ; supposons, par l'absurde, que la

famille (Hk(x))kelN est aigébriquement lige sur K.
It existe donc un entier k tel que :
pk(x) est algébrique sur le corps K(x,].L(x)....,u‘M (x)).

Comme x est dans K(F), il existe un éiément P de K(F1) tel que :
x = P(Fy).
Ici, Fy est une sous-famille finie de F, de la forme suivanie :



Il n'‘est en outre pas restrictif de supposer que f{ intervient effectivement
dans l'expression P(F1) et, quitte a faire une hypothése de minimalité sur mq,

que p"‘1(f1) y figure.
Dans ces conditions, 'expression de jk(x) contient u’"1+k(f1 ) tandis que cet

élément ne figure pas dans I'expression de x,t(x),...,uK-1(x). Ceci peut se dire
autrement : si M ast le corps :

K(f1 ey pM k-1 (1 ),.....,fq,...,umq+k(fq)) :

alors pk(x) appartient a M(p.m1 +k(f1 )) , mais pas a M.

Par ailleurs, pK(x) est a'gébrique sur K(x,u(x),...,uk'1(x)), qui est inclus
dans M. Donc Pélément p*(x) est algébrique sur M, et appartient & I'extension
transcendante pure M(pm1+k(f1 )) de M :ii en résulte que pk(x) appartient &

M, ce qui est une contradiction.

On a ainsi prouvé qu'aucun ¢lément de Ly-K ne vérifie de p-équation de
Mahler algébrique sur K, soit encore de relation :
P(x,p(x),...,uk(x)).—. 0, ou P est un polyndéme non nul de
K{Xg,..... Xk].

Enongons ce résultat sous une forme plus générale.

p ition 6.1

Soit K un sous-corps p-mahiérien de A((X)), et F une famille d'éléments de
A{(X)), algébriquement libre sur K. Si un élément de K(F) vérifie une p-
éguation de Mahler algébrique sur K, it appartient & K.

Considérons maintenant un élément x de L. La famille Fu(uk(x))kegN est une
famille p-mahiérienne contenant F strictement, donc algébriquement liée sur K.
Une relation de liaison algébrique concernant cette famille impliquera l'un des
uk(x), faute de quoi la famille F serait algébriguement liée sur K. If résulie de
ceci que x vérifie une p-équation de Mahler sur K.

En bref, I'extension mahlérienne de L sur K a pu étre décomposée en une
extension de Lg sur K, " u-transcendante pure " en ceci qu'aucun élément de Lg-
K ne verifie d'équation de Mahier sur K, et une extension “li-algébrinue “ de L
sur Lg, en ce sens que tous les éléments de L vérifient une équation de Mahler
algébrique sur Ly.

2 Exemple d'extension (-transcendante pure de L (x).



Dans ce paragraphe d'exemples, le cadre sera celui du corps M (C), et C(x)
joue le réle de C(X).

lemme 1.

Soit (ti)iel une famiile d'éiéments de C(x) telle que la famille (1)U(t;)i€|

soit linéairement libre sur C. La famille (eti)ia est alors aigébriquement libre

sur C(x).

Preuve.

Supposons qu'il existe une relation de dépendance algébrique sur C(x) de la
famille précédente. Ori peut manifestement réécrire cette relation sous la forme :

}EmelK“‘?“)=o
j

ol : Pj appartient & C[x], fun des Pj est non nul, A;j(t .12,...) désigne une
\
combinaison linéaire a coefficients entiers des t;, ici numérotés 1,2,.. pour la

lisibilite, et ot A;est différent de Ay (comme formes linéaires) dés que | est
différent de k.

Parmi les relations de ce type, choisissons en une de longueur minimale, et
telle que, disons, Pq soit non nul. On obtient :

P.
1+ }: ;lex."lo = 0, ou encare :
: 0
j#=0
1+ Z Rj eriho _ g,
j#0
Dérivons cette égaiité par rapport & x ; il vient :

LI . .-g_ k"?‘\,
~%@,+mw@ﬂgy10=a

!

L'hypothése de minimalité entraine que, pour tout j non nul, on a :
R';
—1__ 4Gy
Rj ~ dx()"l')"o)'
Mais Aj-lo est une fraction rationnelie ; la decomposition en éléments simpies

des membres de gauche et de droite de I'égalité pre ~édente montre que :

R'|
i _ Gy ooy
R dx(x, xo) = 0.
Ceci implique que :

AjiAg € C, ce qui est en contradiction avec I'hypothése.ll

Exemple.

: i o e
Soit : t; = xP'; la condition du lemme est clairement satisfaite ; il découle alors
de {a propasition 6.1 que :



2
P P .
C (x)(ex, eX e ) est une extension i -transcendante pure de
C(x).
Plus généralement :

Lemme 2.

Soit f un élément de C(x), non dans C. La famille (1)u(p.i(f));€[N est

linéairement libre sur (.

Preuve.

C'est la méme démonstration que celle de la proposition 2.2.0

On dispose alors d'autres extensions pi-transcendantes pures de C(x) : tous les

2
p (xP
corps du type C(x)(ef(x), ef(x7) of(x )) , oli f est une fraction rationnelie

non constanie.

3 Propriétés des exiensions [i-algébriques.

Lemme 1,

Soit K un sous-corps p-mahiérien de A((X)), et f un élément de A((X)).
Les propriétés ci-dessous sont équivalentes :

(1)f vérifie une p-équation de Mahler algébrique sur K.
(2)K(f,u(f),...,uk(f),..) est une extension W -aigébrique de K.
(3)K ( f,u(f),...,uk(f),..) a une dimension de transcendance finie sur K.

(4)Il existe une extension y -algébrique de K contenant f

Preuve.
s (3) = (4)

Il suffit de prendre pour extension K(f.u(f),...,uk(f),..) elle-méme ; en effet,
si g appartient & K(f,u(f),...,pk(f),...), ta famille (g.u(g),...,um(g)) est
algebriquement liée, lorsque 'on prend pour m la dimension de transcendance de
K(f,u(f),...,uk(f\,..) sur K.

s 4= (2)
Si L est l'extension dont on suppose I'existence, elle contient f, et donc, étant
p-mahlérienne, elle contient K(f,u(f),...,uk(f),..) , qui est donc elle-méme p -

aigébrigue .



(2) => (1) est évident.
(1) = (3)
Par hypothése, la famille (f,u(f),....uk(f),..) est algébriquement liée ; soit

donc n tel que la familie :
(f.(),...771(1)) soit algebriquement libre, et (fui(f),....n"(f)) soit

algébriquement liée.
Posons : L = K(f,1(f)....k " 1(f}); L(1N(1)) est algébrique sur L ; or un+1(f)

vérifie ‘une équation algébrique sur L(p"(f)) : il suffit pour s'en assurer
d'appliquer . & I'équation vérifiée par pun(f) sur L. Donc L(u"(f),u"“(f)) est
algébrique sur L ; par une récurrence facile, on constate ainsi que
(f,u(f),....un'1(f)) est une base de transcendance de K(f,u(f),....,uk(f),..) sur

K.R

p ition, 6.2
(a) Si L est une extension L -algébrique de K, et M est une extension p -
aigébrique de L, alors M est une extension y -algébrique de K.
(b) Si K est un sous-corps p-mahlérien de A((X)), l'ensemble Ky des

éléments de A{(X)) qui vérifient une p-équation de Mahler algébrique sur K est
un sous-corps p-mahiérien de A((X)), qui est une extension p -algébrique de K.

(c) Si K est un sous-corps différentiel de A((X)), p-mahlérien, Kp est un

sous-corps différentiel de A((X)).

Preuve.
(a)Soit f un éiément de M ; la famille (f,p(f),...,.."(f)) est algébriquement .
liée sur L, donc sur un sous-corps K(a1. ..... , aq) de L.

Les corps K(a1 ,u(a1),...,um(a1),...), ....K(aq.u(aq),...,um(aq),...) sont,

d'aprés le lemme, de dimension de transcendance finie sur K. Il en découle que le
corps Ky, égal & :

K ( a{.m{at),...,.um (a1 ) penepererensensarans ,aq.u(aq),..,um(aq) )

est, lui aussi, de dimension de transcendance finie sur K. Puisque Kq est toujours
p-mahierien, le lemme assure que la dimension de transcendance de

K1(f,u(f),....um(f),...) sur Ky est finie ; par transitivite, la dimension de
transcendance de Kj (f,u(f),...,um(f),...) sur K est finie, et a fortiori celle de

K(f.u(f),...,um(f),...) sur K. Le lemme 1 permet de conclure.



(b} et (c).Montrons par exemple que, si f el g vérifient une équation de
Mahler sur K, f + g en vérifie aussi une. L'extension K C K(f,u(f),....um(f),...)

est | -algebrique.
Par ailleurs, puisque l'extension :
KC K(g,u(g),.‘.,um(g)....)
est u -algébrique , I'extension :
K(f,u(f),...,p.m(f),...) c K(f,u(f),...,um(f),...) (g,u(g),...,um(g),...)

Pest elle aussi.
D'aprés (a), l'extension : K C K(f,u(f)....,pm(f),...)(g,p.(g),....um(g),...)

est encore {-algébrique . Comme I'élément f+g appartient a

K(f,u(f),...,um(f),...) (g,u(g),...,pm(g),...) , on a le résultat. Le restant se

montre & lidentique. R
Remarque.

On pourrait appeler Kp la cldéture mahlérienne de K dans A((X)) ; bien
entendu, Kp n'est pas "l-clos ", en ce sens que certaines équations algébriques de
Mahler n'ont pas de solutions dans A{(X)). Néanmoins,Kp est "u-clos " dans
A((X)), ce qui résulte de la propriété (a) de la proposition 6.2.

Exemple.
Soit f la série génératice de la suite de Thue-Morse, soiution de :
f= (1-xua(h) .
Bien évidemment, f est pp-algébrique sur C(X) ; en fait, on peut éliminer x :

--—f__--ﬂ—l-f__z--*-
u(f)-1x,uzm_1x,dou.

. S - R _-H-(_Lf .
(1 () = 1 llz(f) , OU encore ;

B2 (1 (1) - 92 = (12 (k2(H - k(D)
egalité qui montre que f vérifie en fait une équation de Mahler algébrique a
coefficients dans C, et méme entiers. Ce résultat est général :

Lemme 2.
A(X) est une extension ji-algébrique de A.

Preuve.

Il suffit, gréce & la proposition 6.2, de prouver que X vérifie une équation de
Mahler algébrique sur A, ce qui est particulierement évident. il

Lemme 3,



Soit G I'application de A[Xo,X1,...,Xn...] dans lui-méme, homomorphisme
d'anneaux qui, pour tout i, envoie Xj sur Xj 4.

Notons (”j)jG[O,q] une famille finie de monémes de A[XO,X1,...,Xn,..],
ordonnée de fagon croissante selon le bon ordre lexicographique défini dans le

chapitre 1.

Le polynéme :
N My ... Mg |
O'(MQ) 0'(n1) . G(ﬂq)

det

| 03(ri0) 09() - .. 09(r%q) |
n'est pas le polynéme nul.

Preuve.

Par récurrence sur q ; dans un développement par rapport & la derniére ligne,
on observe que le terme de plus haut indice, et d'exposant le plus élevé, qui
provient du terme cq(ﬂq), est multiplié par un terme non nul, d'aprés

I'hypothése de récurrence.l

Ihe¢oréme 6.1

Soit f un élément de A((X)) vérifiant une équation de Mahler algébrique sur
A(X) ; f vérifie alors une équation de Mahler dans le sous-corps premier de A.

Preuve.

D'aprés le lemme 1, on peut supposer que f vérifie une équation de Mahler
algébrique sur A. La famille des monémes en f,u(f),...,uM(f),... est linéairement

lice sur A ; soit, si I'on note (Mi)iel la famille finie de monémes concernée par

la relation de liaison :
EMM; = 0.
i€l
D'ol, en appelant g+1 le cardinal de | :
ZM p.(Mi) =0
i€l

.....................



Zx; HI(M;) = 0.

iel
il en suit que le déterminant de la matrice :
r Mo M4 .. Mq N

) #E) e

_uq(fvuo) pQ(m) . uq(Mq) }
est nul.
Le lemme 3 entraine alors le résultat.

Corollaire,

Soit f une fonction holomorphe sur D{0,r), satisfaisant une p-équation de
Mahler algébrique sur C(x), et a un élément de D(0,r); la famille

(f( apk ) )<€IN est algébriquement liée sur Q.



CHAPITRE 7

Un résultat célébre de Cobham affirme que, si une suite est a la fois p-automatique et g-
automatique, p et ¢ étant deux entiers multiplicativement indépendants, elle est ultimement
périodique. La généralisation de ce résultat, conjecturée par Loxton et van der Poorten,
est la suivante : si une série formelle d coefficients dans un corps A vérifie ¢ la fois
une p-équation de Mahler et une q-équation de Mahler, p et q étant multiplicativement
indépendants, c'est une fraction rationnelle.

En d’autres termes, avec les notations du chapitre 2 :

ML, (A(X)) 0 MLy (A(X)) = A(X).

Notons que cette conjecture implique le théoréeme de Cobham, ainsi que la généralisation
du théoréme de Cobham aux suites p-régulieres conjecturée par Allouche et Shallit.

Le résultat que nous obtenons est en réalité de portée beaucoup plus limitée : nous
considérons un élément ¢ de C({X')) vérifiant une p-équation de Mahler d’ordre un sur
C(X), et aussi une g-équation de Mahler d'ordre un sur C(XX'). Nous montrons alors que
@ est dans C(X') (théoréme 8.1). Il faut noter que p et ¢ sont supposés un peu plus que
multiplicativement indépendants, a savoir premiers entre eux. Pour la clarté du propos,
on prend p=2et ¢ = 3.

Langages et notations.

Une application f : A — B est dite presque nulle si Pensemble

supp(f) = {a € A f(a) # 0}

est fini ; supp(f) est appelé support de f.
Si A est un sous-ensemble de C, et k un entier naturel. On note

AV = {z e C z* € 4).

Si A = {a}, on notera plus briévement a!/* cet ensemble. On désignera aussi par A*
l'image de A par = ~ 2*.

Solent a présent deux fractions rationnelles a et b telles que

et une fonction ¢, méromorphe sur le disque unité ouvert, telle que ¢(0) = 1, et vérifiant
de plus les deux équations de Mahler suivantes :

oa®) = alz)e(a) (1)
p(a?) = ba)p(z)  (2)
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On désire montrer que ¢ est elle aussi une fraction rationnelle.

Posons
(Y= T (x — fla)
0(7) acC (1 C}') ’

ou f : C* — Z est presque nulle.
De méme, posons b(z) = gc (z — a)9te),
o '

Gr ce & la proposition 1.3, on obtient :
VaeC  f(a®) - f(a) = g(a®) = g(a).

Grace & cette relation, nous allons prouver l'existence d’une application h : C* — Z,
presque nulle, telle que :

fla) = h(a) = h(a®)

La proposition 1.3, & nouveau, nous permettra alors d’en déduire que ¢ est une fraction
rationnelle.

1. Construction de & sur le complémentaire de ’ensemble des racines de 1.

Lemme 1. Soit S = {z € C*, = non racine de I'unité} et F un sous-ensemble fini de S.

Alors : l )
{(k,)) eN* F* NF% 30} est fini.

Preuve :

Notons I I’ensemble précédent; si (k,£) € I, il existe yr,¢ € F?'n Fsk, donc il existe ay g
et fi ¢ dans F tels que :

2! 3k
Ykt = Qg ¢ = Bk,ﬂ'

On définit ainsi une application :

I - FxF
(k,€) — (ak,e, Bre)

Montrons qu’elle est injective, ce qui suffira. Soit :
it = apre = a5 Pre = e =B
Qn a:a? = ﬂ3k ;"012‘, = ,33k, et donc :
az‘.a"' _ az".s"

Or a n'est pas racinede 1 (a € F C S). Donc: 207 = 3kF soit 0= 0" et k = &'



Nous pouvons a présent poser :
+o0 .
VaeS h(a)=) fla®)
k=0

Ceci a un sens, car k — o' est injective, et donc f(a'Bk) = 0 pour k assez grand. De plus,
h(S) C Z évidemment.
Soit a € 5. Alors a® € S, et donc :

+co fgl

ha®) =Y f(a®7 ) =h(a) - f(a)

k=0
Montrons que h : S — Z est presque nulle.
Notons A = [ supp(f)U supp(g)] N S ; A est fini.

Lemme 2. [ U 4?}} n [ U 4517} est fini.
kEN teN

Preuve : L'ensemble considéré est égal a :
U (A% NA¥)
(k,6)EN?
Si (k,£) est tel que AT N AW # {0, 1l existe z,y dans A tels que £ = w?" Py = w3[, ou
1 i
we AF N AT, Dot : 2% =y et (1,0 €T (avec la notation du lemme 1).
Finalement :

U (AFNAT)= U  (AF N AT
(k,L)en? (koyel

1
Or, A étant fini, A2 est lui aussi fini. Le résultat en découle.

Pour montrer que h est presque nulle, il suffit donc de montrer que, si a ¢ [LUN Aglr] N
43

[eé)N ASL"], alors h(a) = 0. Supposons par exemple que a ¢ LLeJN A3F,
Cela signifie que, quel que soit & dans N, a?* ¢ A, donc que - azk) = 0. Notons que
I'hypothese entraine :

k41

VkeN f(a®) - fa®®) = g(c®) - g(a® ™)

et donc que :
+ o0

ha) = h(a®) =Y [f(@®) - f(a®*)]

k=0

+o0

=3 [g(a®) ~ g(a®")]
k=0

= g(a)



puiss . _ \a'ak) = 0 pour k assez grand.
Il en résulte que : .
Vke N hia)=h(a®)
Or il existe k tel que h(a?) = 0 ; sinon, pour tout k, A(a?*) # 0 et donc, d'aprés la

définition méme de 1, il existe ¢ (dépendant de k) tel que f(a?'3") # 0. Mais k +— 23
est injective, donc supp (f) est infini, ce qui est contradictoire. Finalement, on a bien

h(a) = 0.

2. Construction de h sur l'ensemble des racines de 1.
Montrons tout d’abord deux lemmes.

Lemme 3. Soit M = > |f(z)!, et * un élément de C*, p un élément de N. Alors
zeC*

VneN 2'[f(z)+ f(2®) 4+ + f(a¥ )] =

Sogw) = Y g,

we(rap)zn—k wex?n-—k

lJ

ment T

ot lay| < Mp.

. 1 .
reuve : Soit w € T37. , successivement :
P e : Soit w € z%7. On a, suce ment

fw?) ~ flw) = g(w®) = g(w)

F) = fT) = g0 ) — g

et donc :
&
o111 = 32 o) 1)
Sommons ces égalités pour w décrivant 7. On obtient :
2 f(z)— Y. flw)= Z 3 fo(w® ) ~ g(w)]
wéx’ﬁ" = weﬁl’f
Clairement : | 3~ f(w)] < M. De plus, pour k € [0,n — 1] :
w€z?
S g(@)P)=2 5 g(w?®). Onadonc:
“"ezik wez;;l:F

2 f(z)=ent . 250 > [g(w®) —g(w)l},
k=0

1
sz?"—l



avec |en| < M.
L’application :

1
23— (2%)

w\—+w3

»
Qpe

est bijective. Il suffit, vu la cardinalité, de montrer qu’elle est injective. Or :

) ) wi ) 3 w 2/
J J 1 ; 1
wd=w] avec Wl =wl = (—) =1e [— =1, donc w; = ws.
w2 w2

Finalement, on peut réécrire :

n—1
2 flz)=en+ » 20 > glw)— D glw)
k=0 Ll B
we(r3)2n—h wer",n-k
3r-1

Appliquons cette égalité & z, 23, -+ .7 , et sommons :

n—1
2[f(a)+ F@*) + -+ f@T N man+ 32 DD gw) = Y gw)
k=0 wE(zaP)_l’_"J:I‘- uez-')—"l:k_

avec |a,| < pM.

Lemme 4. Soit B = {x € C*, z racine de l'unité }, et F un sous-ensemble fini de R.
Alors :

U F?" est un ensemble fini
n€&N

Preuve : Si F = {z}, alors LEJNFT] est incluse dans le sous-groupe de C* engendré par
L

z, qui est fini. Le résultat général en découle.

Notons B = [supp (f) U supp (g)] N R ; B est fini, et donc, d’apres le lemme 4 : LEJN B?"
n

est fini.
Soit a présent a € R. Puisque LéIN a® est infini, il existe donc
P

z € U cﬁ]”\ U BY.
p€ER n€N

Posons : 1
hia) = —[f(z) +---+ f(n:"p_ )], ou ¥ =a

Il convient de vérifier que cette définition ne dépend que de a, pas de (z,p). Soit donc
y ¢ U B?" tel que y*' = a. D’aprés le lemme 3 :

n-1

2'[f(z) 4+ + Fz¥ )] = an + 22" Z g(w) ~ Z g(w)

fr=0 —1 R
w€a2""k w€232“"k
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Mais, si w € 5 W =2 wé¢ B=gw)=0.
Donc :
2'(f(z) + -+ @ N=an+ 3 2 Y glw)
k=0 . S
u€a2n—k
De méme :
n—1
W)+ TN =B+ D2 Y g(w)
k=0 wG(r—*L}_'—’""
Donc:

127 {(f(z) + -+ F& N = )+ + FE* T < M(p+ q),

et ce quel que soit n. Donc, faisant tendre n vers 400, on obtient I’égalité souhaitée. £ étant
. . ’ . . N %Y . n .
ainsi définie, h est clairement & valeurs entiéres. Soit o ¢ UN B*", qui est un ensemble
nc

fini (lemme 4). Soit 2 et p tels que %" = a. S'il existe k < p — 1 tel que 23" € B, alors
23" € B¥™", donc a € B3, ce qui est exclu. Donc: f(z) = f(z®) =--- = f(z% ') =0,
soit h(a = 0).

Enfin, si h(a) = —[f(z) + -+ f(z® )], alors :

h(a®) = —[f(z) + - + F(@*")).

=ad et ¢ ¢ U B*. Donc (z,p+ 1) permet effectivement de

14 3P+1
En effet, 23" = a = 23

définir A(a?). D’ou :
h(a) —h(a®) = f(z*") = f(a)

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant.

3. Le résultat.

Théoréme 8.1. Soient A un corps de caractéristique nulle, a et b des éléments de A(X),
p et g deux entiers premiers entre eux.
51 @, élément de A((X)), vérifie les équations de Mahler:

tp() = ap; py(p) = b,
alors ¢ appartient a A.

Preuve :
Supposons tout d’abord A algébriquement clos. La démonstration précédente montre le
résultat, tout au moins lorsque 0 n'est pas pole ou zéro de a et b, et lorsque  est de
valuation 0. Mais la proposition 1.1 permet de se ramener & ce cas.

Dans le cas général, soit I un corps algébriquement clos contenant A. Alors ¢ appar-
tient & K(X); mais, comme ¢ appartient a A((X)), ¢ appartient nécessairement & A(X)
d’aprés une remarque déja faite.



Annexe 1.

Fonctions &lédmentaires.

Pour ce qui concerne les notions de base relatives aux fonctions élémentaires,
nous renvoyons & [10].

Dans cette annexe, D désigne un ouvert connexe (non vide) de C, et JA(D) le

corps des fonctions méromorphes sur D, & valeurs complexes, muni de sa
structure habituelle de corps différentiel. Si u est un élément de M (D), on

notera R(u) 'ensemble des points de I'adhérence de D au voisinage desquels u est
prolongeable en une fonction méromorpne ; le complémentaire de R(u) dans
I'adhérence de D est noté S(u) ; c'est un sous-ensemble de la frontiere de D, et il
y est fermé.

Les trois lemmes qui suivent etudient dans quelie mesure on augmente
'ensemble des points singuliers d'une fonction lorsque l'on en prend
l'exponentielie { lemme 1 ), lorsque I'on en prend le logarithme ( iemme 2 ), et
dans quelle mesure on augmente 'ensemble des points singuliers de plusieurs
fonctions lorsque l'on considére la solution d'une équation algébrique dont elles
sont les coefficients ( lemme 3 ).

Pour indiquer qu'un point a n'est pas pdle d'une fonction méromorphe u, on

nowera :
u(o ) # eo ,
Le dérivé topologique d'un ensemble E, c'est-a-dire 'ensemtb.e de ses points
d'accumulation, est noté E'.

Lemme 1.

Soient u, dans JN.(D), et v, dans N (D)-{0}, des fonctions teiles que : u' =:—.

Alors : R(u) € R(v).

Preuve.

Soit a dans R(u), et (uy, Q) un prolongement méromorphe de u & un
voisinage cuvert de . . Posons :

v{ = exp(uq).
A vVl .
Alors @ u'y = —‘;T ; il en résulte que v e 71— coincident sur D, donc qu'il

existe A dans C tel que :
v=A4vy surD.



Ainsi, la fonction Av¢ est un prolongement méromorphe de v sur Q.8

Lemme 2.

1

Soient u, dans J.(D)-{0}, et v, dans JN (D), des fonctions telies que : v' = %

L'ensemble R{u) M S(v) n' a pas de point d'accumulation dans R(u).

Preuve.

Supposons au contraire que o, élément de R(u), soit un point d'accumulation
de I'ensemble R(u) M S(v). Soit alors (uq, ) un prolongement méromorphe de
u et considérons une boule @, fermée, centrée en a., et incluse dans Q ; si uq
s'annulait en une infinité de points de 05, uq serait alors identiquement nuile sur
o, donc sur €2, et u avec elle. Pour des raisons analogues, uq ne peut avoir une
infinité de pdles dans @.

Puisque R(u) N S(v) N ® est infini, il existe un point B de cet ensemble tel
que : uq(B) = 0 et ug(B) = . Soit & présent w4 un voisinage de B sur lequel
uy n'a ni zéro ni péle ; il existe une fonction v{, holomorphe sur @1, telle que :
u'y
vy = L—{

Or, sur D N 1, qui est non vide puisque P appartient & S(v), on a :

=t T

V1“u1 TR

et par conséquent v{ - v est constante sur D N wq. En retranchant cette
constante a v4, on ottient sur D M w4 une fonction holomorphe prolongeant v, ce

qui contredit le fait que P appartient & S{v).l

Lemme 3.

Soient ug, Uq,....um-1. v, des éléments de M (D} tels que :
v oo vt b ugv +ug = 0.

De plus, on suppose que le polynbme XM + um.1X"“‘1 + ..+ UgX + up est
séparable, comme élément de JN.(D)[X].



m-1
Dans ces conditions, l'ensemble N R(uj) 71 S(v) n'a pas de point
i=0
-1
d'accumulation dans ) R(u;).
=0

Preuve.

Soit, par l'absurde, & un tel point ; considérons un ouvert Q tel que, quel que
soit i, (w;, Q) soit un prolongement méromorphe de (u;, D) ; 'ensemble des
pbles des fonctions w; est discret.

Par ailleurs, le polyndme XM + ug (X1 4 .+ uX + 1y , noté P, a un
discriminant non identiquement nul ; son prolongement méromorphe &  , noté
o, donné par ceux des u;, a lui aussi un ensemble de pbles qui et discret. De
plus, & ne s'annufe qu'en un ensemble discret de 1k, grace & un argument déja
employé dans le lemme 2 . La i union des différenis ensembles précédents est
encore discréte.

m-1
Elle n'est donc pas égaie @ ) R(u;) N1 S(v), ce qui signifie qu'il existe un
i=0
point B appartenant & I'ensemble précédent qui ne soit pdle d'aucun des w;, et qui
ne soit pas zéro de & ; cette conditior: .. 5t alors vérifiée dans un voisinage @, de B.

D'aprés le théoréme des fonctions implicites holomorphes, il existe une boule
ouverie (o, centrée en P , incluse dans ., sur laquelle le polynbme P admette
exactement m racines holomorplies vy,..., V.

Puisque P est dans S(v), my N D est non vide ; soit zg un élément de W, N D ;

puisque v(zp) est solution de l'équation, 2 l'inconnue complexe x :

xM™ & umog(20) X™ 1 + L+ ug(zg) X + Lo(Zg) = O,

v{zg) est egal a l'un des vi(zg). It en résulte, & nouveau grace au théoréme des
fonctions implicites holomorphes, que v et v; coincident sur un voisinage de z,

donc sur w¢ (N D ; cela entraine que v admet un prolongement holomorpne sur un

voisinage de f. Pourtant, P appartient & S(v).K
Théoréme.

Soit t un éiér nt de M. (D) qui soit une fonction élémentaire (sur C(x)). i

existe un entier n tei que :
sy - .

Preuve.

Appelons hauteur d'une fonction élémentaire la longueur minimale d'une
chaine d'extensions de l'un des trois type:s fondamentaux nécessaire pcur



'atteindre. Les fonctions éiémentaires de hauteur 0 étant les fractions

rationnelles, le résuitat est bien vrai pour n = 0. .
Supposons-le vrai pour les hauteurs inférieures ou égales & n, et soit t une

fonction élémentaire de hauteur n+1. ll existe une extension élémentaire L de

C(x), dont tous les éléments sont de hauteur inférieure ou égale a n, et un.
élément v de M (D), de 'une des trois formes fondamentales sur L, tels que t

appartienne a L(v). Montrons tout d'abord que :

(s(v)(™1) - g,

. Premier cas : il existe u dans L tel que u’ =% .
Le lemme 1 assure que : R{u) C R(v), c'est-a-dire que : S(v) C S(u). Dans
ce cas, on a évidemment : (S(v)){M = & .
. Deuxiéme cas : il existe u dans L- {0} tel que v' = % .

D'aprés le lemme 2, R(u) N S(v) n' a pas de point d'accumulation dans R(u),
ce qui peut enccre s'écrire : :

(R(u) N S(v))‘ C S{u).

Or:
S(v) = (R(u) N S(v)) U (S(u) N S(v)) ; donc :

(S(Vv))' = (Ru} N S(V))' U (S{u) N S(v))' ; soit :
(S(v))" < S(u) U (S(u)).
Comme S(u) est fermé, on a : {S(v))' C S{u), ce qui entraine le résultat.

*. Troisiéme cas : v est algébrique sur L.
Soit XM 4 Uy ¢ XM1 4 4 ugX + ug le polynéme minimal oe v sur L ; clest

un polynéme irréductible, comme éiément de L[X]. Puisque L est de

caractéristique nulle, ce polyndéme est séparable.

m-1
D'aprés le lemme 3,( N R{u) N S(v)) est inclus dans la réunion des
i=0
S(up).
Ona:
m-1 m-1
S(v) = {0 Ruj) N S(v) U { Yy S{up) N S(v)), puis :
i=0 i=0
m-1 m-1
(SMV) = (N Ruy N SM) U (y Sup N S(v)), soit :
i=0 i=0
m-1 m-1

(S(vY)' € YU S(up) U (y Siu) N S{v)) , ou encore :
i=0 i=0



m-1 m-1
(Sv)) < US(U)U CySu))' = y S(uy).
i=0 i=0 i=0
It vient alors :

rm-1
(s(v)(M1 ¢ [u S(ul))“"— U <S<u.))‘")
i=0 i=0

Pour conclure, puisque t est dans L(v), on constaie que les points singuliers
de t appartiennent & une réunion finie d'ensembles dont les dérivés (n+1)
iémes sont vides.k



‘Annexe 2.

Ordre sut K[Xg.....Xpae.]-

Nous considérons ici I'anneau des polynémes a une infinité dénombrable

d'indéterminées sur un corps commutatif K. Pratiquement, on pourra se limiter
& K[Xg.....Xpl, avec dans ce cas pour seul inconvénient d'avoir a spécifier n.

Nous avons déja vu [ch.1] comment munir d'un ordre lexicographique

I'ensemble des monémes X%, notation désignant, lorsque o est égal au (n+1)-
*o

uplet (g, 0tq,....0,), e monéme X0

X?1 X:“. Cet ordre lexicographique est

un bon ordre sur 'ensemble des mondmes de K[Xg,...,Xp,..]. Les monbémes sont

d'autant plus grands que les variables d'indices plus élevés ont des exposants plus
grands.

Maintenant, un polynéme peut s'écrire, de fagon unique, comme ccmbinaison
linéaire de mondmes rangés dans 'ordre décroissant. A ce polynéme, on peut
ainsi associer ia famille des mondmes affectés d'un coefficient non nul. Il ne
s'agit alors pas d'une identification (sauf sur le corps & deux élémentsl) puisque,

par exemple, Xq + Xg d'une part, X - Xé d'autre part, sont associés a la méme

familie. On peut munir la familie de ces familles de mondémes de I'ordre
lexicographique associé¢ & l'ordre sur les mondmes, toujours en partant du

mondme le plus élevé. Nous disposons ainsi d'une relation réfiexive et transitive
sur K[Xg,....Xp,..], notée <. Par exemple :

2 2 .
X1+X1+XOSX1+X1 XO’

2

X1SX3;
2 2,
2 2.
0<.

Si 'on note = la relation d'équivalence associée a ce préordre, on obtient
l'ordre strict associé a < grace la définition :

P<Qlorsque: P<Q etnon(P=Q ).



Proposition 1

Soit & un sous-ensemble non vide de K{Xg,...,.Xp.. ; & admet un plus petit

élément.

Preuve.
Posons (& )=min{née N & N K[Xp,...Xp-1] #2 } . Bien entendu, K

est identifié¢ & l'espace des polyndines en aucune variable. Montrons le résultat
par récurrence sur h(& ). !l esi clair si h(§ ) est nul. Supposons le vrai pour :

hME ) =m.
Lorsque : h(& ) = m+1, soit :
F =& N KXg-Xml-
!l suffit évidemment de monter que & admet un plus petit élément. Parmi les
éléments de F , considérons ceux de degré en Xm minimal, qui forment un
ensemble 9 Notons d ce degré. Les éléments P de g s'écrivent :

d i
2 Pi Xy
i=0

ol les Pj sont dans K[Xp....,.Xm-1]. La notation P; renvoie a la dépendance par rapport
a P. Choisissons (hypothése de récurrence) P tel que :

Pg=min{Qg Q€ §},
puis, en notant [z4 l'ensemble des polyndmes Q de | tels que Qq soit égal & Pg ,un
polynéme R tel que :

Rg-1 =min{Qq.1 Q€ Qd },
et ainsi de suite. On construit ainsi un plus petit élément de g donc de & &

Bien que la relation < ne soit qu'une relation de préordre, on peut raisonner
par récurrence sur les éléments de K[Xg,....Xp,..] de la fagon habituelle, a

condition de ne pas oublier qu'une propriété peut étre vraie pour un polynéme
sans étre vraie pour les polynémes équivalents.

On peut, pour appliquer le raisonnement par récurrence, utiliser la
proposition suivante:

P ition, 2

Si P est un élément non nul de K{Xg,....Xp...] . M un entier naturel, on a :
ar
IYm

<P.

Preuve.



Si P est un mondme,.le résultat est clair. Dans I& cas général, il suffit de
constater que le plus grand monéme affecté d'un coefficient non nul est lui-méme
strictement diminué.ll



Annexe 3.

Extensions diftérentielles.

1 .Corps différentiels.

Soit K un corps. On appelle dérivation sur K une application additive de K dans
lui-méme, notée ' ,vérifiant :
Y o(uv) € K2 (uv) = uv + uv' .
Les formules habituelles sont vérifices :
- formule de Leibniz sur le produit ;

) u ' i i
- dérivée d'un quotient : (—) LU ;
v v2

Ui

. I ey _ ,g_‘ _ _—

- dérivée logarithmique : si u HL| alors : m

Les élemems de L dont \a dérivée est nulle forment un sous-corps C de L,
appelé corps des constantes. La dérivation est alors C-linéaire.

Si L est le corps des fonctions méromorphes sur I'ouvert connexe D de T, son
corps des constantes est (identifié a) C.

Si K est un corps quelconque, on dispose sur K(X) de la dérivation canonique,
dont le corps des constantes est, en caractéristique nulle, le corps K lui-méme.

Soit K C L une extension différentielie, c'est-a-dire une extension de corps
différentiels, la dérivation de L prolong ant celle de K. Si P appartient a K[Xq,

. Xpl, et si (xq, ..., xp) est une famille de L7, on vérifie ia formule :
n

P(X1, vy Xnd}' = P'(x1, ..., X X1, ooy X X;
{P{x1 ni} {x1 |_1 ax,(1 ; ) 3

fci, P' désigne le polynébme obtenu & partir de P en en dérivant les
coefficients.

2 Différentielle algébricité.

Soit K € M une extension différentielle. Tous les éléments ccnsidérés sont
dans M. .
On dit que [a famille (xi)iel est différentiellement liée sur K si la famille :

(xi)ierV (x,f)e,u

est algébriquement liée sur K. En d'autres termes, il existe une relation de
dépendance algébrique non triviale, a coefficients dans K, entre les dérivées des
xj. Dans le cas d'un seul élément x, on dira que x est différentiellement

algébrique sur K. Dans le cas contraire, on parlera de famille différentiellement



libre, ou d'élément différentiellement transcendant. On rencontre aussi, dans ce
cas, la teminologie " élément hypertranscendant”.

P ition
Soient K € M une extension différentielle de corps de caractéristique nulle, et

x un éément de M. Les propriétés ci-dessous sont équivalentes :

(1) x est différentiellement algébrique sur K.;

(2) i existe un entier naturel p tel que :
x(p+1)e K(x, e x(P)) :

(3} il existe un entier nature! p tel que :

K(X(k))kelN C K(x’ e x(p)) ;

' (4) la dimensjon de transcendance de K(X(k))kelN sur K est finie;

(5) x appartient & une exiension différentielie de K, de dimension de
transcendance sur K finie.

Dans la suite, les corps K,L,M sont de caractéristique nulle, et seront tous
stable par la dérivation, sauf mention du contraire.

r ition

Scus les hypothéses de la proposition 1, il existe un plus petit polynéme
unitaire annulant la famille (X(k))ke[N. Ce polynéme est unique.

Remarquons que le polyndme précédent, que l'on qualifiera de polynéme
minimal de x sur K, n'est en général pas un. générateur de lidéal de K[Xy, ...,

Xn.---] formé des polynémes annufant la famille (X(k))kelN-

Exemple.
SiK =L, et M = M (C), le polyndme minimal de sin est :
P(Xg.X1) = X5 + X2 -1,

Il ne divise pas X2 - Xg .
roposition
Soit x un élément de M, différentiellement algébrique sur L, lui-méme

extension différentiellement algébrique de K. Alors x est différentiellement
algébrique sur K.



Proposition 4,

Soit 9K l'ensemblit des éléments de M qui sont différentiellement algébriques
sur K. Alors 9K est un corps, extension différentielle de K.

Supposons & présent que nous disposions, dans le corps M, extension
différentiette du corps K, d'un élément ¢ et d'un monomorphisme de M dans M,

qui & rélément x associe I'élémerit xod, et qui vérifie de plus :

(x00)' = x'00.¢" . -
Bien entendu, cette application fait allusion a la composition, dans le cadre
formel, ou bien fonctionnsl. ) )

I iti

Notons Ko¢ I'ensembie image de K par x—— x6¢: Si x est différenticllement
algébrique sur K, alors xo¢ est différemie!lement'algébrique sur Ko¢

(60) ke -

En particulier, si ¢ est aucsi différentiellement algébrique sur K, alors xo¢
est différentiellement algébrique sur Kog
Pr ition

Soit K € M une extension différentielle de corps , ot M est de la forme : .

(k)
K(b; )el,ke!N ,

la famille (bj(k>)ei,ke!N étant algébriquement libre.

-

Notons 9K l'ensembie des éléments de M qui sont différentiellement
algébriques sur K. Alors :
JK =K.



Questions.

Chapitre 2.

Soit A un corps. Le théoréme 2.1 nous fournit les sous-corps p-mahlériens de
A(X), c'est-a-dire les sous-corps de A(X) stables par la substitution de XP a X,
tout au moins lorsque la caractéristique de A ne divise pas p. L'étude pourrait éire
faite sans hypothése de caractéristique, et ne semble pas soulever de probléme.

En revanche, l'élude des sous-algébres p-mahlériennes de A(X) semble
conduire & des situations plus diverses ; il semble intéressant de les caractériser.

Cette étude peut étre généralisée de plusieurs points de vue : que se passe-i-il
si A n'est qu'une algébre ? Quelle situation a-t-on lorsque B est un sous-corps
p-mahlérien de A((X)) 7 La réponse est évidente si, par exemple, B ne contient
pas d'élément non dans A vérifiant une équation algébrique de Mahler sur A,

Le théoréme 2.2 ne permet pas de résoudre complétement une équation de
Mahler linéaire sur le A, lorsque A n'est pas intégre.

Le théoréme 2.3 est notablement insuffisant pour décrire les rapports entre
solutions dans T ((X)) et celles qui sont dans SV (D) ; cela est di au fait que ia
dépendance de la solution vis-&-vis de la condition initiale n'‘est pas précisée. Une
telle étude serait souhaitable en vue du transfert de résultats obtenus
analytiquement 3 Ia siluation des séries formelles.

Chapitre 3.

Le chapitre 3 pose davantage de questions qu'il n'en résout.Le théoréme 3.1
caractérise matriciellement, en faisant intervenir des séries parasites, les
séries géneratrices de suites p-réguliéres. !l conviendrait de caractériser, tout
d'abord dans le cas d'un corps, ces fonctions génératrices, a V'aide du générateur,
normalise par la condition d'étre primitif, de l'idéal annulateur de A(X)[m]. On

peut conjecturer que ces générateurs seront caractérisés par le fait que leur
coefficient bg est solution d'une équation de Mahler résoluble a droite.

L'étude de B[m] devrait permettre d'établir des rapports plus nets entre
équations linéaires et équations homographiques. '
” Sur R (B), on doit en premier lieu se poser la question de la recherche de ses

inversibles, qustion posée par Allouche et Shallit déja dans le cas ou B est A[X].
Outre les questions standard de l'algébre commutative, on aimerait savoir si

R.(B) est stable par le produit de Hadamard.
Chapitre 4.

Les questions qui se posent, dans le prolongement du théoréme Antoine et
Claudia, relévent de I'étude d'une fonction méromorphe sur le disque unité ouvert
au voisinage des points du cercle.En fait, en relation avec le chapitre 1 et le
corollaire 2 suivant le théoréme 4.2, on aimerait étendre le résultat de
transcendance & un corps quelconque, de caractérisiique nulle.



Chapitre 5.
La conjecture générale est ia suivante : si A est de caractéristique nulle, les
eéléments de MLp(A[X]) sont aifférentieliement transcendanis sur A[X}, ou dans

A[X]. L'extension porte dans deux directions : vers la généralité du corps de base,
c'est-a-dire vers un substitut de l'exponentieile, mais surtout, vers l'ordre de
Féquation considérée, qui devient quelconque.

Chapitre 6.

En relation avec [14], on se pose la question de déterminer des ciasses d'
équations de Mahier algébriques sur C(x), dont les éléments sont, soit dans
€ (x), soit transcendants sur C(x).

Par exemple : si f vérifie une équation algébrique de Mahler sur £ (x) résolue
en f, et si f est entiére sur C, est-elle polynomiale ?

Chapitre 7.

La conjecture de Loxton et van der Poorten est intacte ; en fait, pour que les
techniques utilisées puissent s'appliquer au cas général, il faudrait pouvoir

répondre a la question : si A, B sont dans GLn’n((E (x)), et vérifient : A(x)
B(x2) = B(x) A(x3), peut on en déduire que A est up-conjuguée & une matrice
triangulaire par blocs.?

Questions geénérales.

Les chapitres 4 et 5 permettent d'obtenir des classes de fonctions
méromorphes transcendantes, ou encore des familles de fonctions algébriquement
indépendantes, afin éventuellement d'appliquer les méthodes développées en
[13]. Peut-on répondre ainsi & la conjecture d'Allouche et Shallit sur la
transcendance des valeurs prises par une fonction p-réguliere aux inverses des
nombres entiers ? Peut-on obtenir l'indépendance algébrique des valeurs prises
en un point algébrique par les dérivées successives d'une fonction qui vérifie une
equation de Malhiler d'ordre un a coefficients rationnels ?
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RESUME.

Le concept de suite p-réguliére, introduit par Allouche et Shallit, généralise celui de
suite p-automatique. La séric génératrice d'une telle suite est considérée, tantét comme
une série formelle, tantot comme une fonction holomerphe (dans le cas complexe); clle
vérifie une équation fonctionnelle linéaire, dite de Mahler. Ce travail étudie ces équations
fonctionnelles de facon générale, pour les appliquer au cas particulier des suites p-régulieres.

Le cadre formel est celui des chapitres 1, 2 et 3. On y étudie certaines structures
mahlériennes. Le chapitre 4 montre la transcendance des solutions non rationnelles, par
I’étude de leurs singularités. On étend ainsi un résultat bien connu dans le cas automatique.
Le chapitre 5, répondant a une question posée par Rubel, montre que, dans un cas, les
solutions non rationnelles sont différentiellement transcendantes (ou hypertranscendantes).
Le chapitre 7, reprenant des méthodes bien connues, s’»npuie sur le chapitre 4 pour établir
la transcendance des valeurs prises, s'intéressant ainsi a une question posée par Allouche
et Shallit. Le chapitre 8§ montre un résultat trés partiel en direction d'une conjecture de
Loxton et van der Poorten. Le chapitre G esquisse une étude dans le cas non linéaire.

Mots-clés.
Eauations fonctionnelles, équations de Mahler, suites p-régulieres, suites p-automatiques,

transcendance, hypeitranscendance.



