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AVERTISSEMENT 

La qualité de numérisation de ce fichier dépendant de l'état général 
de la microfiche, l'A.N.R.T. ne peut garantir un résultat irréprochable. 

Le présent ouvrage est uniquement consultable en bibliothèque. 



Cette thèse est dédiée ÈJ mon ami Christian Roy, mathématicien mort en 

montagne. Parce que son souvenir est encore si vivant. 



Il est d'autant plus facile de remercier que ,'on doit moins au récipiendaire. 

C'est dire si les lignes qui suivent auraient dû me demander de peine : et il faut que le 

plaisir que j'ai pris à les écrire ait été bien grand ,Jour qu'elles me paraissent si 

naturelles lorsque je les relis . 

La chronologie étant le meilleur des diplomates en matière de préséance, je 

commencerai par ceux qui m'ont donné le goût des mathématiques, et celui de le 

transmettre : Mme larelle, CI élude Deschamps. Georges Flory ont beaucoup 

compté à cet égard. Ce serait plus que de l'ingratitude, ce serait de "inconséquence que 

d'oublier le rôle que jouent l'enseignement, et "enseignant, dans la construction des 

choix d'un jeune. Les classes préparatoires scientifiques en sont un exemple, 

suffisamment marquant pour que j'y aie exercé ensuite; grâce à ,'état d'esprit que j'y 

ai rencontré, au lycée Louis-le-Grand, à Paris, puis au lycée Clemenceau, à Nantes, 

grâce également à ceux qui, de plus haut, ont permis que je trouve les conditions 

optimales de travail: Mme Deleau, MM. E.Ramis, P.Legrand, Dablanc, 

P.Rttali, P.Deheuuels, Bernard-Brunet, j'ai pu mener ce travail, sinon à bien, 

du moins à son terme. Les collègues y ont été nombreux, qui m'ont stimulé ou aidé: 

R.Antetomaso) n.Warusfel, n. Tissier, D.Monasse. H.Pépin, D.Mollier, d.L 

Ruaud, J.Yebbou, n.Pommellet. J'aimerais y ajouter Jacques Boutigny et 

Laurence Scetbun, mes amis physicien et chimiste, dont la compréhension m'a été 

utile lors de périodes professionnelles ... chargées. Un. peu grâce à ces derniers, 

beaucoup grâce à eux-mêmes, mes élèves, tant à Paris qu'à Nantes, n'ont pas semblé 

devoir trop souffrir du temps que je ne leur consacrai pas : constatation seulement à 

demi-rassurante, mais tout de même apaisantel 

Un itinéraire intellectuel étant par essence multivoque, je n'aurai garde 

d'oublier tous ceux qui, à des titres et dans des cadres divers, m'ont éveillé l'esprit 

par la puissance de leurs idées., la beauté de leurs points de vue, la rigueur de leur 

pensée, ou bien tout simplement le charme de leurs propos. Je pense, parmi beaucoup 

d'autres. et sans préjuger de ceux qui sont cités ailleurs, à J.L Ouaert, à 

M.Cabanes, à Y.Duual, à G.Esposito, à mon ami Rached Mneimné. 

L'ouverture d'esprit, je l'ai rencontrée aussi dans le monde universitaire, et 

accompagnée de quelles autres qualités 1 Non seulement au groupe de travail sur les 

automates finis, à Paris, mais aussi ici, à Bordeaux 1. L'accueil que j'y ai trouvé, 



malgré mes maigres apparitions, me laisse pantois, tant on n'ose pas même espérer 

que la gentillesse existe là où règnent les qualités intellectuelles auxquelles on adhère 

le plu~ Michel Mendès France, président du jury, et Jean-Marc Deshouillers, 

devant qui j'ai l'honneur de soutenir cette thèse, en sont les vivants exemples. Et je ne 

sais qui remercier en premier lieu, des hommes ou des mathématiciens. Aussi, à 

travers eux, rendrai-je simplement hommage à tous ceux qui, depuis l'Université de 

Bordeaux l, ont aidé à la réalisatîon de ce travail. 

Guy lienault et Michel Waldschmidt ont eux aussi des noms si prestigie,.Jx 

que j'oserais à peine les écrire si je n'avais à leur égard un autre devoir ; ce n'est rien 

de parler de l'honneur qu'ils me font en acceptant de critiquer ce travail. " est plus 

délicat de présenter des excuses en guise de remerciements 1 Il est de bon ton, à l'heure 

actuelle, de mépriser le don qu'ont certains à travailler vite. Pourtant, voilà un défaut 

qu'il m'aurait été bien agréable de posséder, et qu'à coup sûr les deux rapporteurs que 

j'ai cités ont été dans l'obligation d'acquérir, à tel point que le délai dont ils ont disposé 

entre la réception d'un travail approximativement lisible, et la remise ultime du 

rapport, est certainement le seul mérite dont cette thèse puisse se prévaloir pour 

entrer dans le livre Guin....ess des records 1 

Rlt'/uan der Poorten a fait vingt mille kilomètres pour venir jusqu'ici ; y 

a-t-il une meilleure façon de faire constater ce que je dois à l'un des plus grands 

spécialistes mondiaux du sujet que j'aborde dans les pages qui suivent? 

Si Jean-Pierre Elloy n'a fait que quatre cents kilomètres, depuis le laboratoire 

d'automatique de l'Ecole Centrale de Nantes, où j'ai rencontré tant d'amitiés et tant 

d'aide précieuse, il apporte avec lui le souffle vivant de l'informatique qui se fait et qui 

s'applique. Aussi, est-il un peu l'image de cet éclectisme qui me semble d'autant plus 

nécessaire qu'il est plus décrié, et que je suis fier de retrouver dans ce jury. 

Je parlai tout à l'heure de l'atmosphère qui m'avait si vivement impressionné 

dans ce monde universitaire: Dévouement, compétence, disponibiliié, imagination, 

vigueur intellectuelle: voilà des qualités que l'on prend plaisir à y reconnaître, et que 

résume Jean-Paul Rllouche, sans qu'il s'y résume. Il peut sembler hautement 

funambulatoire de parler ainsi de celui qui, après tout, a dirigé votre travail pendant 

trois ans, et à qui vous devez trop pour que vous ne soyez pas soupçonné dans vos 

intentions. Que je prenne le risque de ce!> compliments est peut~être la meilleure 

preuve qu'ils les mérite. Mais puisque complimenter n'est pas remercier, je me 

contenterai de dire que seule l'amitié peut épuiser la gratitude que je lui dois. 



Et, puisque j'ai prononcé le mot "amitié-, oserai-je dresser la liste de toutes 

celles qui m'ont permis de travailler, ou pl1JS profondément. qui m'en ont é .. mné le 

goût? Outre qu'il me faudrait citer des noms qui l'ont déjà été, je sens, au moment de 

commencer, que cela est inutile, car il est des remerciements que cl. .... que instant de la 

vie rend superflus. 



Les automates finis ont été introduits, et sont utilisés, par les informaticiens. 
Les pliages de papiers l'ont été par les enfants, ou les adultes japonais. Par 
ailleurs, un mathématicien, Morse, il y a cinquante ans, s'intéressait à des 
géodésiques non fermées de certaines surfaces, tandis que Hardy, suivant 
Wedderburn, étudiait les propriétés analytiques des solutions d'une équation 
fonctionnelle. 

Entre la transversalité et 10S ratons laveurs, il n'y a sans doute que des 
contingences historiques (avec un petit h), ou le vif sentiment d'une urgence 
rationnelle. Dans ce dernier cas, il faut penser qu'il était partagé puisque, 
quelque temps après, on trouve, dans le domaine qui nous occupe, outre les 
tenants des cocottes en papier, des théoriciens des nombres, des informaticiens, 
des analystes, des physiciens, des algébristes,olJ des spécialistes des langages. 

Une suite reconnue par automate peut être envisagée comme un mot infini d'un 
langage, point fixe d'unE: substitution ; comme une suite dont certaines sous
suites forment un enseinble fini; enfin, comme la suite des coefficients d'une 
série entière, ou d'une série formelle, vérifiant une équation que l'on appellera 
ici de Mahler, répondant ainsi à un usage presque constitué, et à la nécessité de 
rendre hommage à celui qui, il y a un demi-siècle, avait déjà beaucoup dit à ce 
sujet. 

Les suites automatiques ont été l'objet de nombreux travaux ; elles 
disparaissent dans ce travail derrière la notion de suite p-régulière, elle -même 
subsumée dans les solutions d'équations de Mahler. Il est vrai que le risque de 
toute généralisation est de faire disparaître la multiplicité des approches, pour 
n'en retenir qu'une qui motive la généralisation. Mais qui ne risque rien n'a rien 

Pourquoi un mathématicien veut-il étudier les suites automatiques? Pour, en 
premier lieu, disposer de nouveaux objets ; il convient alors de mesurer leur 
degré de nouveau\é, par les propriétés qu'ils supportent, propriétés qui peuvent 
être, pour employer une comparaison que l'on pardonnera, phénotypique ou 
génotypique. 

Lorsque Morse inventait la suite qui prit ultérieurement son nom (accolé à 
celui de Thue), il cherchait un individu, susceptible de l'aider à const,·uire un 
Objet donné; il suffit de consulter les exemples donnés en [1] pour constater qu'il 
n'y a pas beaucoup de mathématiciens, ou d'informaticiens théoriciens, qui 
n'auraient avantage, pour illustrer leur propos, à suivre l'exemple de Morse. 

Pourtant, ce n'est pas dans cette perspective que nous travaillerons ; nous 
préfèrerons partir de l'interrogation suivante: étant donné un renseignement 
"standard" sur une suite Rutomatique (ou p-régulière), que peut-on dire de la 
suite? 

Les théoriciens des nombres connaissent bien cette situation : des résultats 
d'approximation diophantienne conduisent à montrer qu'un nombre est, soit 



rationnel, soit transcendant.. .. Comme si un renseignement normatif sur le 
nombre le forçait, soit à la banalité, soit à l'étrangeté. De façon analogue, nous 

aimerions constater qu'une suile p-régulière est, soit très banale (associée à une 
fraction rationnelle), soit assez étrarig,~. 

Une façon de ;.~esurer ce comportement global de la famille ries suites p
régulières (ou de leur généralisation ) est donc d'obtenir un renseignement du 
style : si la suite est assez banale, elle l'esl énormément. En réalité, nous ne 
raisonnerons jamais directement sur les

o 
suites elles-mêmes, mais toujOl:rs sur 

leurs séries génératrices. Pour simplifier, nous appellerons série régulière la 
série génératrice d'une suite (p-) régulière. 

Se pose alors la question du cadre formel ; il s'agit du domaine dans lequel la 
suite prend ses valeurs. En ce qui concerne les suites automatiques, le choix est 
limité : à l'origine, c'est {O,1}, :lU encore le corps à deux éléments, pour des 
raisons que l'on comprend aisément ; néanmoins, dés qu'il s'agit de la 

transcendance des valeurs prises par la série, il ne peut plus s'agir que d'ur, 

sous-corps d~! cr: , ou, si l'on veut, d'un corps valué et complet. 

Les mêmfJs possibilités s'ouvrent aux séries régulières ; en réalité, une 
suite u, régulière - c'est là l'intérêt de la notion- peut prendre ses valeurs 
dans n'importe quel anneau: sa définition nous dit seulement que (dans le 
cas de la 2-régularité) le module engendré par: 

u(n) ,11(2n) ,u{2n+ 1) ,ur 4n), ... ,u(4n+3) ,u(8n), ... 
est de type fini. Le cadre formel correspondant sera donc A((X)), qui présente 
l'avantage d'être un corps si A en est un. Ce sera aussi le cadre formel utilisé 
pour tout ce qui concerne les équations de Mahler ; prati4uement, A sera 
noethérien, souvent intègre de surplus, et finalement, pour ne rien cacher, un 

corps. 
Les sous-anneaux de A((X)) stables par la substitution de X2 à X nous 

serviront d'anneaux de base ; tant qu'il s'agit de suites régulières, A[X] et A(X) 
suffisent. En vue de la généralisalion entreprise, nous aborderons l'étude de ces 
sous-anneaux, baptisés mahlériens. Le chapitre 2 établit un certain nombre de 
résultas algébriques sur ces structures. 

Dans ce même chapitre, nous énonçons un théorème d'existence de solutions à 
des équations linéaires de Mahler; ce théorème est insuffisant, et voici pourquoi: 
supposons que l'on ait établi un résultat de nature algébrique par des méthodes 

analytiques, en supposant A = [. Ce rés<.Jltat porte alors sur des fonctions 

méromorphes dans le disque unité. Pour l'appliquer aux séries formelles, il est 
nécessaire de disposer d'une bijection bien comprise avec les solutions dans 

cr: C [X]]. Or, c'est ce que n'établit pas le théorème cité. Néanmoins, l8nt que l'en 

reste dans le cadre des fonctions régulières. en 0, le transfert s'effectue 
agréablement. 

Le chapitre 3 reste de nature algébrique : il aborde essentiellement la question 
de la caractérisation des séries p-régulières, et quelques problèmes 'connexes, 
qui sont l'objet de travaux de P.Dumas. 

Le chapitre 4, de nature analytique, se fixe pour objet de montrer qu'une 

solution d'éQ'Jation linéaire de Mahler, à coefficients dans 11: (x), est soit une 



fraction rationnelle, soit transcendante sur ([ (x). La méthode est la suivante: on 

associe au problème scalaire d'ordre n un problème m8triciel d'ordre un, et on 
établît, par des méthodes élémentaires de prolongement analytique, que • si le 
vecteur inconnu admet un point régulier sur le cercle, il est à coefficient~ 

fractions rationnelles ; il s'agit ensuite de montrer que, si tous les poinis du 
cercle unité sont singuliers pour le vecteur, alors ils le sont pour toutes les 
composantes. C'est dans cette étape qU8 réside la difficulté. On litilise ?.fors un 
résultat connu sur les singularités des soluticls d'équations algébriques, résultat 
qui, faute de références, est établi en annexe. 

Le chapitre 5 s'occupe d'hypertranscendance ; le résultat général conjecturé, 
précisé dans les questions in fine, est hors de portée des méthodes utilisées, cpi 
permettent néanmoins de répondre à une conjectlJre de Rubel, et de donner 
quelques exemples d'équations algébriques de Mahler dont les solutions non 
rationnelles sont hypertranscendantes. Il faut noter que de nombreuses études ont 
été menées sur l'hypertranscendance de solutions d'équations fonctionnelles ( par 
exemple [7], [11]). La principale difficulté, dans notre cas, réside en ceci que le 
changement de variable naturel x ;: et ne conserve pas le corps des fractions 
rationnellesl 

Le chapitre 6 est de nature essentiellement formelle, et a été écrit en vue de 
décortiquer, pC'Jt-être, la situation évoquée dans le chapitre 5 dans le cas 
général des équations d'ordre n. On obtient nëanmoins un résultat, 
éventuellement inattendu, qui nermet d'affirmer que, par exemple,une série 
régulière à coefficients complexes satisfait un équation algébrique de Mahler à 
coefficients entiers. 

Le chapitre 7, s'inspirant de l'idée que de telles suites sont "soit très banales, 
soit assez étranges", est motivé par une conjecture de Loxton et van der Poorten 
généralisant un résultat de Cobham ; ce dernier affirme qu'une suite, reconnue 
par un 2-autom3te et un 3-automate, est ultimement périodique. Le résultat 
obtenu dans ce chapitre ne porte en fait que sur les équations d'ordre un. 



Notations, 

Autant que possible, les notations et conventions sont spécifiées au fur et à 
mesure de leur emploi. Néanmoins, certaines constantes de notation sont 

rappelées ici. 

Les anneaux considérés sont toujours unifères ; A désigne un ::nneau 
commutatif, qui pourra êtie un corps. En revanche, K désignera nécessairement 

un corps. 

La notation X fait toujours allusion à un cadre de séries formelles, tandis que 

x désigne "argument d"une function. Ainsi, n::: (X) est le corps des fŒctions 

rationnelles à coefficients dans [:. tandis que C (x) désigne le corps des fonctions 

fractions rationnelles sur C. 

Mm,p(A) désigne ;e module des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients 

dans A. L'algèbre Mm,m(A) sera souvent aussi notée Mm(A). 

L'o~érateur ~p de Mahl,gr, défini au chapitre 2, sera souvent 'loté Il, tout au 

moins lorsque 0 la èonfusion sur p ne sera pas possible. !...·usage t i: \ (OU j'autre 

notation obéit à des motifs typogr'?phiques. On dësigne par p _.l entier, non 
nécessairement premier, mais supérieur ou égal à 2. 

L~9fBre sur KfXo, ... ,Xn], qùi en fait esi uh préordre, utilisé dans le chapitre 

5, est celui qui es.t défini dans ('annexe 2. ... . 

On désigne par 0 un connexe 6,üyert dans [;', Ce pourra être le disque unité Ô ; 

en revanche, Ô qesigne nécessai,fement le disque Lmité:" 



CHAPITRE 1 

Ce chapitre a pour but de p0ser, dans un cas simple, les prohlématiques qui seront 
abordées dans un cadre plus général dans la suite. L'intérêt de cette démarche est évident: 
le forniaJisme est réduit au minimum, les calculs se font sans grande difficulté, et les 
résultats s'obtiennent à moindre coùt. Les inconvénients sont moins apparents, mais ré~ls; 
le principal est celui de laisser prévoir des généralisations dont le lecteur sera le plus souvent 
frustré. Par exemple, la transcendance dei' solutions de certaines équations fonctionnelles 
(paragraphe 4) ne sera obtenue dans un cadre plus général qu'au prix d'une restriction sur 
le corps de base (chapitre 4). 

Le paragraphe 1 préfigure une partie des résultats du chapitre 2. Les paragraphes 2 et 
3 introduisent des techniques réutilisées dans les chapitres 2 et 8. Le paragraphe 4, outre 
le chapitre 4, anticipe les notions introduites dans le chapitre 5. 

Dans tout ce chapitre, A désigne un a.nneau commutatif unitaire et :ntègre; f{ désigne 
un corps algébriquement dos contenant .4 .. Comme d'habitude, A((X)) désigne l'anneau 
des séries formelles de la forme "L;::-= a/;.X k

, où (a/; )kEZ est une famille d'éléments de A 
nuls pour J.~ assez petit. Si A est un corps, A((X)) est aussi un corps. 
On Ilote p un ent.ier supérieur ou égal à 2. 

1. Solutions d'une équation fonctionnelle dans A((X». 

Soit b un élément de A((X)). On désigïle par (1) l'équation fonctionnelle: 

(1) f(X) = b(X)f(){P). 

dont l'inconnue f est dans A((X)). On supp08e b =1 o. 

Proposition 1.1. Posons {3 = 'l'ale!»~, et b(X) = X.Bb1(X). 
(a) L'équacion (1) admet une solution F non nulle si, et seulement si : p - 1 divise f3 et 

b}(O) = l. 
(b) Supposons les hypothèses du (a) vérifiées. L'ensemhle des solu tions de (1) est un 

A-module, en,gendré par: 

le produit infini convergeant pour la topologie canonique de A((X)). 

Preuve: 
Soit June solutioa non nulle de (1), de valuation n. On pose: 

f(X) = X n il (X), avec il (0) i= O. 

Nécessairement: Xnh(X) = X f3 X pnh(XP )b}(X). 

1 



2 

D'où: 17(1- p) = /i et .fI(S) = fdXP)hdX). D'où encore, puisque .fI(O) i= 0: bdO) = l. 
Il reste il dherminer l'enscl11hlc dE'S solutions de : 

Nécessairement: 

Comme JI (X pi + 1) , -; .fI (0), on a : 
)- +00 

J 

II bl (X1,k) ,-7 'P1(X), 'P1(X) E A.[[X]], et fl(X) = f1(0)'PI(X). 
J-+oo 

/;"",0 

Montrons qu'effectivement la suite Oli.""o LI (XP
k 

)))';::0 converge vers un élément de A[[X]] 
de valuation nulle, ce qui complèteJét le résultat. Si l'on note p)(X) le terme g~néral de 
cette suite, on a : 

Pj+l (X) - Pj(X) = [b 1 ( XP i+
1

) - l]Pj(X). 

Or : val[b l ( Xpi+
1

) _ 1] ~ pj+l. 

Donc: P)+l - p) , -7 0, et Pj , -t ~"'l, avec 'Pl (0) = 1. 
)-+= )-+00 

2. Un cas particulier. 

Dans l'équatio!"! (1), supposons à présent que b E A,(X). On peut, grâ.ce à l'étude 
précédente, supposer que tral"b) = 0 et que b(O) = 1. Plongeons A dans un corps J{ 

algébriquement clos, et posons: 

b(X) = TI (1 - a:x)m(a), 

o:E J\" 

où m : J{* ~ Z est une fonction à support fini. 
Cherchons f S0US la forme : 

f(X) = TI (1 - a:X)~(O:), 
aEJ," 

où 'P : ](* ~ Z est, elle aussi, à support fini. 



3 

Proposition 1.2. Soit, A un anneau inti>gre, dont la caractéristique ne divise pas p. Soit: 

f(X) = il (1 - aX)"dol, 

nEA\{O} 

un élément de A(X). Alors: 

Pren"ue : 

f(XP)= Il (l-aX)'P(oP). 

oEA\{O} 

Dans K, clôture algébrique de A, le polynôme yP - 1 admet p racines distinctes. Notons 
!lIeur ensemble, et désignons par S un système de représentants de JO;" ID.. Cet ensemble 
est donc en bijection avec J{* par: 

Il vient alors : 

f(XP) = II (1 - aXP)"'(o) = il (1 - j3PX P )'P({JP) 

oEl{" fiES 

= il II (1 - j3i.J.,'X)",«{3wlP ) 

t3ESwEn 

= II (1 - aX)"'(OP). 
crE!\"" 

Proposition 1.3. Soit A. un anneau intègre dont la caractéristique ne divise pas p, K un 
corps algébriquement clos contenant A, b un élément de A(X), de la forme: 

b(X) = TI (1 - aXyn(o). 
CfE go 

Pour qu'il existe une solution J, 110n nulle, appartenant à A(X), de l'équa.tion : 

f(X) = b(X)f(XP), 

il faut et il suffit qu'il existe une application 'P, de J(* dans Z, à support fini, telle que: 

Va E K* <p(a:) - 'P(aP ) == m(o). 



4 

Prcu:nc : 

Dans X(X), cette {"(lllin!lcnc(' résulte immédiatement de la proposit.ion 1.2, et du fa.it que 
f est nécessairement de ndllatioll nulle. 
Reste ft vérifier qllC, s"il exis, (' Ulle solntioll non 11ulle g dans 1; (X), il existe une solution 
non nulle f dans A(X). Soit: 

+= 
c.p :::::: II b(Xl'k ), 

k==O 

qui est un élément de A.[[.\"]]. D'après la propositioll 1.1, on a : cp = og, 011 (I a.ppar;ient à 
K. y 

Donc: cp E I~T'{) n AUX]]. Il cn ré'stllte que cp appartient à .4(X) grâce, par exemple, à 
la caractérisation de Halllœl des éléments de A[[X]J qui sont daus A(X). 

Interprétation. 
On peut identifier Ull (~kmcllt f de I\"(X), de valuation nulle et tel que f(O) = 1, à la 

famille (CP(O))oE!'·.; ("est-il-dire à un élément de ;;L(1,'"). Cette identification transforme la 
loi x en la loi +. Considérons alors l'application: 

Elle arrive en fait dans Z(!'·"l. Si, en effet, CI' et (\'1' n'appa~·tiennent pas au support de cp, 
noté supp( cp), on Cl : cp( 0') - cp( 0'1') = O. Il en résulte que le support de \.li (cp) est inclus 
dans: 

svpp( cp ) U {.1: E J..:*, x]i E sUPP( cp)}. 

Ce dernier ensemble est é,'idemment fini. La proposition 2 n '15 dit alors que Im(\.lI) 
coïncide avec l'ensemble des fractions de la forme !t~~\\. Nous aIlL' ''', ',dier cet ensemble 

de plus près. 

3. Un sous monoïde de (A.[X]\{O}, x). 

Dans ce paragraphe, A. est un corps. 

L'ensemble des éléments de .4(X), image de f f-t K;:p\, est évidemment un sous-groupe 

de A.(X)\ {O}. Nous allons nous limiter à l'étude des éléments de A.rX] qui sont dans ce 
sous-groupe: leur ensemble forme un sous-monoïde de A[XJ\{O}, noté J'v!p, 
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Lemme. Soient h, k deux éléments de A[X]. premiers cntre eux. Alors I1(Xl'), k(Xl') 
sont aussi premiers entre' eux. 

Preuve : 
Cela résulte immédiatement dC' l'égalité de Bezout. 

Remarque. 
Ce résultnt serait ('11('01'(' \'Tai dans le cas cl 'un anneau fact.oriel A. Soit en effet B le 
corps nes fractions de A; lt(.\:J') et ~'(XP) sont premiers entre eux dans BlX]. Mais 
cont(h) = cont(h(Xl')), c07lf(k) = cont(k(.\1')). Donc, d'après Gauss, h(Xl') et k(X1') 

. sont. premiers ent.re eux dans A[X]. 

Proposition 1.4. Soit b E A[X], l'a/(h) = O. Pour que b appartiem)e il Ml" il faut et il 
suffit CjU 'iJ existe h, de valuatioIJ n1llle, appartenant à AlX]' tcl que: 

Preuve: 

b( X) = ft (X l' ) . 

h(X) 

Un sens étant évident, supposons b dans Ml" On peut écl. ... ·e : 

r f(Xl') 
b(-",,{) = j(X) , avec f E A[X], valU) = 0, f(O) = 1. 

h 
Posons j = k' avec pgcd( li, k) = l. On a donc: 

b(X)h(X)k(X)') = k(X)h(XP). 

Il en résulte que k(X") divise k(X)h(Xl'), donc (lemme), que k(XP) divise k(X). Ceci 
. k . 1 ' 1 'l:) lmpose . = 1, pUlS e l'esu tat. 

Posons alors h(X) = [1oEI\·.(l- aX)'P(o), et déterminons une condition nécessaire et 
suffisante pour que h(X) divise h(Xl'), ce qui équivaut, d'après la proposition 1.3, à: 

(3) Vo E ]{*, <p(0):S; <p(oP). 

Il est commode de mettre sur I{* la relation de préordre : 

o -< (3 si et seulement si '3k E N, 

La condition (3) s'exprime alors en disant que <p est croissante. 

Le lemme suivant décrit les classes d'équivalence associées à la relation -<" 
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Lemme. Soit n E N*. Posons n = pm q, avec pgcd(p, q) = l, et m. E N. Il existe un couple 
(k,l) de N x N, avec 1> k. tel que: 

1_ k d() p = p mo Tl. 

De plus, le plus petit couple (k, 1) (pour l'ordre lexicographique habituel sur N2 ) vérifiant 
ces propriétés est défini par: 

/.: = 117; 1 = m + w, où ,",' est J'ordre de ]Y dalls ((Z/qZ)"', x). 

Pre1tve : 
Le couple indiqué convient. On a en effet: pW == 1 mod(q), et donc: pw+m == pm mod(n). 

Soit réciproquement un couple (k, 1) qui convient. On a : 

donc k ;::: m. Si de plus 1.. :::: rn, on o:Jtient : 

pl-k _ 1 == a mod(q), 

donc l - l..~ ;::: w. 

Dans ces conditions, le procédé pour déterminer si h(X) divise h(XP) est le suivant: 
• k 

SOlt 0' tel que !.p( 0') :2: 1; on a donc, pour tout kEN, c.p( O'P ) ;::: l. 

Il en résulte que la suite (o,p
k 
)k~O ne peut être injective, et que 0' est une fé\.cine de l'unité. 

D'après le lemme, si n est J'ordre de o. on a la situation suivante, la notation "x _ y" 
signifiant LLX -< y" : 

c;. 

l 
o(p 

l 
1 
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La partie fermée du graphe correspond aux éléments équivalents. La condition cherchée 
est donc la croissance de la fonction r..p sur la partie initiale du graphe, et sa constance sur 
la partie fermée. 

Illustration 1. 
Cherchons l'élément h de qX], de plus petit degré, tel que h(X) divise h(X2

), et qui 
soit divisible par (X - .i)(X - i)2(X + 1). On dispose du diagramme suivant 

(1.) -1 0) 

Le polynôme cherché est: 

Illustration 2. 
Cherchons les polynômes irréductibles h de Q[X} tels que h(X) divise h(XP); h est 

nécessairement un polynôme cyclotomique tPn. 

Premiercas: pgcd(n,p)=I=l. 
Soit a une ra.cine primitive n-ième de 1. Alors a P n'est pas racine primitive n-ième de 1 : 
donc CÏ>n(){) ne di,,;se pas CÏ>n(XP). 

Deuxième cas : pgcd(n,p) == 1. -
Si a est racine de tP n, a P est aussi racine de q> n. Comme les racines de q> n sont simples, 
on en déduit que CÏ>n(X) divise <pn(XP). 

On montrerait. de façon analogue que les polynômes h de Q[X] tels que h(X) divise 
h(XP) sont de la forme: 

Nq 

II II CÏ>pmq(X). 
pgcd(p,q)::=l m=O 



4. Indépendance algébrique d'une famille de solutions d'équations fonction
nelles. 

Introduction. Ivlulticlegré d'uu élé'I1lent d(' .-1[X/li01. 

Nous mettons sur f'!,,+l l'ordre sninwt 

. pour 11 = 0, c'est l'ordre usuel, 

. nous disons qUE' (Po,' .. ,]),,) est plus petit. que (qo,' '. ,qn) si ou bien Pn < qn, ou bien 
Pn = 'ln et (Plll'" ,]>H-I) est plus petit que (qo,'" ,qn-l). 

Nous étendons ensuite cct ordrE' à N(N) , considéré comme réunion croissante des Nn+l, 
pour n décriv'\.nt N. On obtient alors un bon ordre sur N(l\l) . 

Soit alors P un élément de A[XdiEN, identifié à la famille (Po )oENfN) de ses coefficients dans 
la base (X a )oEWN). Ici x(n) désignE' X~)O X~lj ... X~n, lorsque a désigne (ao, al,' .. , an). 

Définition. Soit P E A[1 ~LHjj P =1= O. On appelle multidf?gré cIe P l'élément deg(P) égal 
à : 

Exemple. 
Le multiclegré de X 3 X O + Xi xg + x~ est (3,0,0, 1). 

Proposition 1.5. Soit A un corps, (bo,' .. , bn ) une famille d'éléments non 11u1s de A(X), 
de \'aluatioll nulle, t.els que 1>i(O) = 1, et ai solution de 

Si la famille (Bo,'" ,an) est algébriQuement li.ée sur A(X), elle est multiplica.tivement liée 
SUI' .4(X). 

Pre1we : 
Soit P E A(X)[YÜ,· .. ,l'Tl] un polyn6me non nul, de multidegré minimal, tel que 

Posons P(Yo,' .. , }'~I) = 2:oENn+l Pa(X)Yo-, et [) = deg(P). 
Il n'est pas restrictif de supposer que ]J6 = l. 
On a donc: I:aErJn+l ]JoBo(X)oo ... Bn(X)Otl -= 0, 
t " t·"" (Yl')8('FP)OO 8("·1')0:-0 e par consequen , L....oaENn+ 1 Po.'\. o.'\. ... n''\. fi ~- • 

D'où: 2:aEWn+1 pQ(X1')bo(X)GO, .. bn(X)OnBo(X)Qo ... 8n (Xy>n = Q. 

Le polynôme Q(Yü, .. · ,1'~1) = I:oEHn+l qo(x)ya, où: 
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3.nnn1e d011<.' (Bo,' .. ,8'1)' et est toujours à coefficients dans A(X). Il en résulte que le 
polynôme Q6P - Q, qui anulllc (00 , ... ,BI!}' et est. de II1ult.idegré strictement. plus petit que 
8, est le polynôme nul. D'où: . 

Il existe 0', différc'nt de 8, tel que Po =1= 0 : sinon, l'un des Bi est nul Ün obtient ainsi: 

Il en résulte, en posant /-Li = ai -- Oi : 

et donc (d'après l'unicité dans la proposit.ion l.1) : 

Donc OO(X)IIO ... On(X)/I" E .4(.\"). 

T'uisque (fla, ... ,flll) =1= (0, ... ,0), le résultat est démontré. 

Corollaire. Soit A. un corps de caractéristique ne divisant pas p, b un élément non n 1-
1 de 

A.(X), de valuation nulle, tel que b(O) = l, et B une solution non nulle, dans A.«(X)), de 
l'équation: 

B(XP) ~ b(X )O(X). 

Si e est algébrique sur .4(X), alors e E .4(.'\). 

Preuve: 
D'après la proposition 1.5, B(X)'! E A(X), pour un fl =1= O. Posons 'INX) = B(X)Jl. On a 
alors: 

v'( XP) = b( X)/l 
'I/,(X) _. 

Posons alors b(X) = I1a-Eg. (1 - 0'.\")"*\'), 'I/{X) = I1CiE/(' (1 - aX)'P(a-). 
D'après l'étude du paragraphe 2, on a ; 

Va E 1\*, flm(a) = cp(aP) - <p(a), 

et donc: 

Soit alors f3 E ]{*; fi admet pll+1 racines pn+l-ièmes. Comme supp( <p) est fini, il existe n 
n+l . n+l 

et (l' tels que a P = fi et CPt (l'P ) = O. Donc cp( 0') == 0 mod(fl). 
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Il en résult.f' que : 
v'(X) = ),(X)/I, OÙ À E K(X), 

et. clone qu<" : 
fJ(X) = wÀ(X), OÙ wf.'. = 1. 

Finalement: e E I{(X). 

Mais (J E A((X)). Il en résulte que () E A(X) (4. la fin de la preuve de la proposition 1.3). 

Remarque. 
Le corollaire peut s'int.erpr(.ter de Ih façon suivant.e: l'cxien,qion A(X)( fi) e.~t une extension 
tran,qcendanie pure rie A(X). 



CHAPITRE'2 

Ce chapitre est consacré aux ~quations de tvIahler linéaires. Ce sont des équations 
fouctionnelles exprimélnt ml<' dépendancc lill~aire entre j(X), l(XP),' .. l j(XP" ), où j est 
une série formelle. 
La structure adaptée à ceUe étude est. celle "'cl 'algèbre p-mahlérier:ll1e", c'est-à-dire d'une 
algèbre de séries formelles stable par la su1)stitution de XP à X. Le théorème principal 
du paragraphe 1, (théorème 1), caractérise les sous-corps de A.(X), (ici, A. est un corps), 
qui sont p·mahlériens. Outre les "évidents", (c'est-à-dire les A(Xd )), on en découvre une 
nouvelle race: ceux engendrés par X d + fo, où EP- 1 = l. Ils sont bien entendu étroitement 
liés aux polynômes de Tchebychev. 
En ce qui concerne les sous-algèbres p-mnhlériennes de A[X), la situation est. loin d'être 
aussi limpide: il semble qu'il y en nit d'exotiques. Les résultats obtenus dans cette 
direction sont très partiels: celn résulte de la difficulté à décrire les sous-algèbres de A[X]. 
Les résultats obtenus sont valables en caractéristique ne divisant pas p. 

Le paragraphe 2 étudie le cas simple des équations de Mahler linéaires sur l'anneau de 
base. Le cas d'un anneau intègre est éyident (proposition 2); dans le cas général, on se 
ramène aisément à l'étude des solutions de va.luation plus grande que 1 : elles sont toutes 
annulées par un élément non nul de A (théorème 2). , 

Lorsque l'on peut exprimer j(XP") en fonction de j(X),··· ,f(Xl'n-l), on dit que 
l'équation de ~l'lahlel' est. résoluble à gauche. Cette situation est agréable pour l'étude 
globale de l'ensemble AI LJl(B) des solutions de telles équations, sous réserve de supposer 
B nœthérienne (proposition 5). A1Ll'(B) est en effet une B-algèbre (théorème 3). Les 
résultats de ce genre s'apparentent à ceux concernant les entiers algébriques. La situation 
actuelle diffère de la précédente en ce qu'il n'y a pas de relation "universelle" de liaison, 
du type Cayley-Hamilton. 

On étudie un cas particulier: un polynôme de A[X] (A. est un corps), vérifie une équation 
de Mahler résoluble à gauche sur A[X], équation dont on mesure la taille (proposition 6). 
Le cas des corps finis A de caractéristique p est simple: ,M LJl(A[X]) est l'anneau des 
entiers algébriques de A[[X]] sur A[X] (proposition 8). 
De façon générale, on constate que la. caractéristique p transforme une équation de Malller 
en une équation plut.ôt algébrique, tandis que le cas général conduit à. des situations plutôt 
transcendante3. 

Lorsqu'au contraire c'est j(X) qui s'exprime à l'aide de j(Xl'),· .. , f(XP"), l'équation 
est dite résoluble à droite. Cette fois, c'est l'étude d'une équation donnée qui est favorisée. 
Les propositions 11 et 12 donnent des résultats d'existence et d'unicité dans cette direction. 
La difficulté provient. en réalité du fait que A((X)) n'est pas fermée: la présence de l 
conduit, par itération, à des conditions de compatibilit.é parfois lourdes à exprimer. 

On étudie le cas particulier où f E A[X], A étant un corps : la différence entre les 
équations résolubles à droite et celles résolubles à gauche, apparaît clairement (proposition 
10). Le cas où les coefficients de l'équation sont dans A.(X) cumule les avantages des deux 
points de vue: cette situation sera donc favorisée dans la suite. 

1 
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1. Soit p un entier sllpérif'ur ou égal il 2, et A un anneau commutatif et unitaire: Con-
, ') l'· f Il"''\' + 00 "\.' 71' ffi· d 4' ( ) sidf'rons A((.\ ), anneau (e~ senes orme cs w-oo a".. a coc CICllts ans., ou a" nEZ 

est une suite nullf' pour 17 assez petit. Si A est un corps, A((X)) est aussi un corps. Dans 
A((X)), on dispose dE' l'app;:catiol1 111" notèe pIns rnpidcment p, substitution de XP à X : 

,I : .1((X)) -+ A(X)) 

5(X) r-; 5(X"). 

On fi donc: 

(1) VS E A((X)) [11(5)J(X) = S(fL(X)). 

Cette applicatioIl fi est U11 endomorphisme de A-algèbre, comme on le voit aisément grâ.ce 
à (1). Si S(X) = I:~: anX", on a donc: 

+co 
[,,(5)](X) = '2:::a1/X1111. 

-00 

Il en résulte que Il est injective. Son image n'est autre que A((X11 
)). 

Définition. Soit B une sous:A-algèbre de A((X)). B est dite p-malJ1érienne lorsqu'elle 
est stable par fJ.. Lorsque B est en outre un corps, on parlera de corps p-malllérien. 

Exemples. 

Exemple 1 A[X], A(X), A[[X]J. A((X)) sont p-mahlériennes. 

Exemple 2: Soit q un entier relatif. Les A-algèbres A.[Xq}, A(Xq) sont p-mahlériennes. 
Si q est un entier naturel, il en est de même de A[[Xqll et A((Xq)), 

Exem.ple J: Soit. plus généralement, P un élément de A[X] tel que P(XF) soit un 

polynôme en P. Pë.r récurrence sur 11, P(Xp") est encore un polynôme en P. Il en résulte 
que A[PJ et A(P) sont p-mahlériennes. Si en outre P est de valuation 0, A[[P]] est elle 
a.usi p-mall1érienne. 

Illustration Soit p un nombre premier, A = 'il/pZ, et P un élément de A[XJ. Puisque 
P(XP) = P(X)P, A[PJ et A( P) sont p-mahlériennes. De façon générale, toute sous-algèbre 
de .4.((X)) est p-mahlérienne. 

En caractéristique nulle, la portée de la généralisation obtenue en passant de l'exemple 
2 à l'exemple 3 est mesurée par la proposition 1, qui repose sur le lemme suivant: 

Lemme. Soit A un anneau intègre, de caractéristique ne divisant pas p, et P un élément 
de A[X] tel que P(XP) soit un polynôme en P. Il existe alors (a, b) E ..4.2 et q E N* tels 
que: 

P(X) = aX q + b. 
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Preuve: 
Soit q = deg(P). Raisonnons par l'absurde en supposant que P n'est pas d~ la forme 
indiquée. On a donc q ~ 2. Soit Tl = rna:r{ J: E [1, q - 1], ak #- O} où les ai sont les 
coefficients de P; 11 est bien défini, puisque (al,'" , aq_l) #- (0). De plus, Tl E [:, q - IJ. 

Ecrivons donc: 
n 

P(X) = aqXq + L akX k 

k=O 

et donc: 
n 

P(XP) = aq)[1,q + L akXPk . 
k=O 

On sait qu'il existe Q E A[Y] tel que: 

(2) P(XP) = Q(P(X)) 

En particulier on peut écrire: 

deg(P(XP)) = pq = deg(Q 0 P) = p deg(Q), 

la dernière égalité car A est intègre. 

D'où: 
p 

deg Q = p et Q(}/") = L bkyk, bp #- O. 
k=O 

L' égali té (2) se réé cri t ainsi : 

n p 

"\.-pq '"" .., .. pk '"" b (p(X")\k aq_'\.. +L-ak-'l. =,L.; k ). 

1.:=0 /;==0 

À gauche, le coefficient de X(p-l)q+n est nul, puisque pq > (p - l)q + n > pn. 

Si, de plus, k E [O,p -1], on a: 

deg(P(Xl) ~ (p - l)q < (p - l)q + n. 

Le coefficient de X(p-l)q+n dans le membrE. de droite est donc (na~-lanbp, et ce terme 
est non nul. D'où la contradiction. 

Proposition 2.1. Soit A un corps, de caractéristique ne divisant pas p, et B une sous
A-algèbre de A[X], p-mahlérienne, engendrée par un polynôme P. Il existe alors un entier 
na.turel q tel que : 
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Preuve: 
On peut ecnre B = A[P], et II(P) E B. Donc Jl(P) est un polynôme en P, et par 
conséquent (lemme) : 

PtS) = aX4 + b. 

Il est alors clair (si a ='= 0) que il = A[X q
]. Si a = 0, B = A. 

Étudions ft présent plus complNcmcnt le ca.s d'un sous-corps p-mahlérien de A(X), 
lorsque A est un corps. Soit y une fraction rationnelle, écrite sous forme irréductible 
'f = ~, y =f O. On pose: deg y = dcg 1/' - dfg B. Bien entendu, si cp = ;:' on aura aussi: 

deg y = dcg 1/'] - df.g (JI. Soit par ailleurs P un polynôme tel que: cp = pkyl , où yI est 
une fraction rationnelle dont le l1111l)~raJeur 1/'1 et le dénomina.t.eur al ne sont pas divisibles 
par P. On note alors: 1.. = t'p(~"!). CeUe notation ne suppose pas P irréductible. 
Pour exprimer que 0 est pôle cl 'une fraction rationnelle y, on not.era : y( Q) = 00. 

L~mme 1. Soient A. un corps. y E A.(1")\{O}, et P E A(X)\{O}. Si deg P > 0, on a: 
deg(y 0 P) = deg cp x deg P. 

Preuve: 

Posons: y = ~, avec 7}.' = 2:::Z=ü Ok l"k, a" =f O. Posons aussi P = ~, où R, S E A[X]. On 
a: 

Si k i= n, on a : 

deg(Rksn-k) = k deg R + (n -. k) deg S < n deg R. 

Donc 
n 

deg\~ akR/.:sn-/.:) ::::: deg Rn, 
!.-=o 

et : 
R R 

deg '1jJ( 5 ) = n deg S = deg '1jJ x deg P. 

De meme, 
R 

dég B( S ) = deg B x deg P. 

Donc: 

deg(yoP) = deg y x deg P. 
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Lemme 2. Soient P E A( X), où A est un corps dont la caractéristique ne divise pas p, 
0' E A\ {a}, et v = vn(f/·(P)). où 11(X) = X - Cl. Alors, si 111 = X - O'P, on a: Vn) (P) = v. 

Preuve .' 
On peu: écrire: P(XP) = (X - oy Pl (X), et 0' n'est ni pôle, ni zéro de Pl. 
n n'est pas ~estrictif de supposer A algébriquement clos. Soit donc w une des p racines 
p-ièmes de 1 dans A. 
On a: 

Les polynômes ( .... '.J.:. - 0) sont premiers entre eux deux à deux. Donc : 

P(XI') = II (wX - 0 r' .S(X) = (XP - apr S(X). 
w P=l 

Il CD résult.e que 5 E A(XI') : S(X) = SI(XP). 

D'où: 
P(X) = (X - exIT' SI (X). 

Si 51 (O'P) = 0, on a : 5(0) = 0 et clone (X - 0 r+1 divise P(XP), ce qui n'est pas. De 
même, exP n'est pas pôle de 51. Donc: 

Lemrne 3. Soient A un corps de caractéristique ne divisant pas p et B un sous-corps p
mahlérien de .4.(X), contenant strictement A. Il existe e E Z et Q E A[X], a.vec deg Q > e, 

( Q(X)) tels que B = A -xe . 

Preuve: 
D'après le théorème de Luroth, il existe P E .4(X) tel que B = A(P). On a P 1: A. 
Supposons deg P ~ 0 : P = Cl + Pl, avec deg Pl ::; -1 et Cl E A. On a encore B = A( A), 
et deg Pl 2: 1. 11 l'.\::i:.t donc pas restrictif de supposer: deg P '2': 1 et, en outre, que Pest 
normalisé. 

Puisque Jl(P) E B, il existe <p E .4(Y), telle que: f1(P) = <.p(P). 
On a. alors d'après le lemme l : deg <pep) == deg cp x deg P. 

Comme deg Jl(P) = p deg P, on obtient: p = deg <p. 

Plongeons A dans nne clôt.ure algébrique J{, dans laqup lle nous supposerons, par l'absurde, 
que P adrnet un pôle différent de O. Soit 0' un tel pôle, de multiplicité maximale. On peut 
écrire: 

P = (X - O')-d R, où R(ex) i= 0, R(G') i= 00, et d> O. 

Ln l· k . (X _a)-dn 
Si ~(Y) = L;:~::l:'k, avec 11. - m = P, a71 bm i= 0, on obtient: Jl(P) = (X-o) dmRl, avec 
RI(a) :f: 0, RICo:) :f: 00 
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Donc, si Il = X - (\ 
!'n{tt{P)) = d(rn - n) = -dp. 

D'après le lemme 2, on a : 

Or dp > d : ceci est une contraùictioll. 

Finalement, il existe ( E Z. tel que: 

P(X) = .~c Q(X), Q E A.[X], Q(O) #- 0, deg Q > c. 

Remarquons que la condition deg Q > e n'a d'intérêt que si e E N 

Ces lemmes permd.tcnt. d'alléger la ùémonstration qui suit, et pour laquelle je SUIS 

largement rcdcvé1 blc il Richard Antetomaso. 

Théorème 2.1. Soient A. un corps de caractéristique ne divj,c;ant pa.s p, B un sous-corps 
p-maJl1érien de A(X). Alors: 

- ou bien il existe dEN tel que B = A(X d
), 

- ou bien il existe ri E N* et t: E A tel que t: p
-

1 = 1, tels que B = A(X d + {d)' 

Preuve: 
Nous pouvons supposer qüe P n'appartient pas à A. Nous appuyant sur le lemme 3, 

écrivons B = A(P), avec P(X) = ~~:;), Q Ë A[X], Q(O) =1 0, et. deg Q > e. On suppose 
P normalisé. 
En particulier, il existe t.p E .1(1') telle que: P(XP) = t.p(P(X)). Posons t.p = ~, où 
N, D E ..1[1'), et où N et D sont premiers entre eux. 
Supposons, par l'abcurde, que D n'est pas dans A. Soit J.: une extension algébriquement 
close de A, et 0' une racine de D. Alors 0' n'est pas racine de N. 
L'équation Q(:r) - ct.T e =.0 admet 'Clans 11." une solution non nulle. En effet: 

e > 0 ==? deg[Q(X) - ctxe] 2: 1 et Q(O) =1 0, 

e :5 0 ==? deg[);-eQ(X) - ct] 2: 1. 0 

On a donc, si (3 est une telle solution: QJ~) -= P({3) = a. Donc D(P{iJ)) = D(a) = O. 
Ceci contredit l'égalité: P(Xl')D(P(X)) = N(P(X)). 

Il en résulte qu'en réalité t.p est un polynôme. 

Premier cas: e < O. 

On peut écrire: P(X1') = t.p(P(X)), cp E A[Y], P E A[X]. Nous avons vu (lemme 
précédant la proposition 2.1) que ceci entraîne que P(X) = X d + À, et donc que A(P) = 
A(X d

). 



. Second cas: e > O. 

On écrit: P(X) = ~~=-e ÀkX k
, avec Àd = 1, d> 0 > -c. 

Supposons, par l'absurde, qu'il existe 1.- E [1, d - IJ tel que )..k i- 0, et posons: 

P( "\') vd \ Vq d ( "\,-q--l) Ji ==.1. + Aq_1. 7110.1. , avec 

mod (X q- 1 ) désignant. ici: 1710d (Vect( X J )jSq-I ). 

On a ainsi: P(XP) == X Pd + ÀqXpq mod Xp(q-l). 

q E [l,d-l], Àq i- 0, 

Par ailleurs, si <pey) = a1'1-1' + ... + ao, on obtient: <p(P(X) == Q.pP(X)P mod Xd(p-l), 
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Or d(p - 1) :; p( q - 1) si et seulement si p( q - (f:) 2:: ]J - d, ce qui est réalisé, puisque 
p(q-d)2::p?p-d. 
Donc: 

En particulier, puisqnc (p - l)d + q i= pq et (p - l)d + q - 1 2:: p( q - 1) : àp = 1 et PÀq = O. 
Ceci est une contn:ldiction. 

On a donc: P(X) = X d + Ào + .. + ).._eX-e. Le raisonnement précédent, appliqué 
à X d PC l), nous montre que P est de la forme X d + )'Q + éX- e

, avec é i= O. Il n'est 
évidemment pas restrictif de supposer qyre )..0 = O. Dans ces conditions, l'égalité: P(XP) = 
<p(P(X» s'écrit encore: • 

"'(.-pd "'(--pc (~,-d v'-C)P .1. +.::.'\. =0.1'_1. +'::''1. +···+ao. 

Supposons,' par l'absurde, d i- e. Quitte à changer X en _~, on peut supposer d > e. On 
a alors: 

Donc ap-l = O. Puis: 

( vd + 'V-e)P (vd V-e)p-'2 _ (vd "\.--e\p al' .'1. [_'1. + ap -2.1. + é.1. + ... + 00 = ap .'1. + é ... 1. ) 

Or (p - 2)d < (p - l)d - e, puisque d > e. On obtient donc: 

Finalement, appé = O. On obtient alors une contradiction (puisque al' i- 0). 

On a, à présent: P(X) = X d + éX- d . L'èxamen des termes de degré pd et -pd 
dans l'égalité: P(XP) = <p(P(X» nous conduit aux relations: al' = 1; a1'61' = é, soit: 
.::1'-1 = l. 

En résumé: B = A(X d + fer), avec EP- 1 ~ 1. 
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Montrons qlH', réciproquement., un tel corps est p-mahlérien. Soit, dans K, w une ra.cine 
~ 2 . r 21' carrée de e. On R (lolle : v,,: = [ ==;.- f = [ = w . 

Soi t Pd X) = X + {. On a 

-/' E 1'[ X l' W)I'] l'T X w PdX1') =.\ + '''p = w (-;-) + (-;7 = w p( - + 'v), 
.L "".L W.L 

01\ T
1
,P") E I\"[1"] est défini par: TrO- + +) = yI' + ).!p (relation dt • 11ebychev). 

Il vient alors: Pj(XP) = ( ... "')Tp(~Pl(X)). 

Cette relat.ion s'écrit Cl1COrf' : P j (Xl') = 2:j=o OjPj(X)J, Q'j E K. 

La falnille ((Pj(X))i)j étant échelollllée en degrés, on en déduit qu'en réalité les o'j sont 
dans A.. 

Finalement: P 1(XP) = y(Pj(X)), où y E A.[Y]. Alors Pj(XPd ) = 'P(Pl(X d »), ce qui 
pernlPt de conclme, car P(X) = P1(X d

). 

Il reste à vé'rificr que .4(X,I + .;d) lH' peut c;tre de la forme A(XI), 1 E 1\1*. Dans le cas 

. . vi _ N(.\:d+f;r) '~(l, . 1 . contraIre .. L - l}(.\:d+-f-,r) ' RH.C 011111e.). 1= d(dcg N - deg D) ::::: d(u - 5). 

Posons: 

J\T( ,.-d é) ] 7\' ("V) 
J\ .L + Jï:d = .... y.". '1 .L , 

D(x d + .... ;d) = .\"ld6 DdX), 

Nj(O)=J 0, 

Dl (.0) =J O. 

_ vd(b-I' ) N I (.\") SOl't ,.,-21 = N\{X) Il vient: Xl - ./l. Dd.\") , _ .1. - D
I
(.\")' Ceci est une contradiction, puisque 

lE N*. 

Coronaire 1. Sous les hypothèses du théorème 2 .. 1, 011 suppose que de plus B contient 
un polynôme non const.ant. A.lors il existe cl E N*, tel qt~e .' B = A(X d ). 

Pre'uve .' 

Il suffit de montrer que, si d E N* , A(X d + fa) ne contientpa.s de polynôme non constant. 

Supposons au contraiœ que Q soit un tel polynôme, appartena:nt à. A(Xd + fer). Reprenant 
la fin de la démonstration du théorème 1, on écrit; 

avec cette fois: deg Q = d(l/ - 6), N}(O) i 0, Dl(O) i O. 

D . QC ,.-) vdeg Q - NI(X) . t t d' t' one. .1..'\. - Dd.\') , ce qUI es une con ra lC lOn, 
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Corollaire 2. Soit A un corps de caractéristique ne divisant, pas p, et B une sous-algèbre 
de A.[X], p-mahlérienne. Le corps des fractions de B est de la forme A(X d

). 

Pre'uve : 
On rema.rque que le corps des fractions de B est encore p-ma.hlérien. 

II faut être bien conscient du fait que ceci ne nous donue en fait que peu de ren
seignements sur B. Le problème de la détermination de B reste posé. Voici un exemple 
particulièrement. typique. Soit P E A[X] tel que P(X) divise P(Xl') (cf chapitre 1), et : 

B::::: A EB A.P . 

Il est clair que n est une sous-algèbre p-mahlérienne de A[);,"1, dont le corps des fractions 
contient -X; = X. Ce corps est donc égal à A(X). 

Une id~e pOUl' ét.udier B pourrait être de déterminer les idéaux de A[X] inclus dans B. 

Définition : Extensions l>-mahlérienlles. Soient Al C A 2 deux sous-A-algèbres p
mal11ériennes de A((X)). On dit alors CJue .12 est une extension p-mahlérienne de Al' 

L'application Il est un endomorphisme de l'a.nneau A2' mais pas, en général, de la A 1-

algèbre A 2 ; ce n'en est qu'un semi-endomorphisme. 

2. Équations de Mahler linéaires 

Définition. Soit A un anneau commutatif et unitaire, soient B une sous-A-algèbre p
mahlérienne Je A((X)), et f un élément de A((X). Dn dit que f vérifie une p-équation 
linéaire de ]\l1nh1er sur B s'il existe n dans N, et une famille non nulle (bo, ... , bn ) E Bn+l, 
tels que: 

(3) 

En d'autres termes, f est annulé par: b71 f-Ln + ... + blf-L + boid, qui est une application 
A-linéaire. L'ensemble des solutions de (3) forme un A,-module, (mais pas un B-module 
en général). 
Le cas où B ::::: A et où A, est intègre, est particulièrement simple: 

Proposition 2.2. Soit A un anneau intègre. Si B = A, l'ensemble des solutions de (3) 
est, inclus dans A. 

Preuve: 
Utilisons la décomposition de A-module: 
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(*) 

Chacun des A-modules est stélblc par Il. Si don(' };'l df.compositiol1 dl' f sur Cf'tte somme 
directe est : 

f = (I + 9 + h, 

chacune df's composantes a. 9 ct il vèrifip (3). Or, si g:f. 0, la famille' (g,JI(g),,,. ,pn(g)) 
est échelonnée en degrés: elle est donc lihre sur A. DOliC 9 = O. De m€-me, la famille 
(h,lt(Il),··· ,p"(h)) est, si Il =1= O. écbclollllt>e cu \'aluat.ions. Donc Il = 0, et f = o. 

Corollaire. Sous )('s h,1ïwflJèscs de la j)J'()]>()sit.iol1 2, J'e11semb1(' des solutions de (3) est: 

n 

{D} Sl L b" :f. 0, 
k=ll 

n 

A 81 L li" = O. 
1.-=0 

RcrnaTque " La décomposition (*) précédente permet de ramener l'étude d'uue équation 
mahlérienne il la recherche sé-pnrée des solutions dans A, clans .~ AI .Z· J - c'est ~l-dire dans 
XA[X] - et déU1S XA[[X]l. 

Étudions à présent le cas où A n'est pas for~ément int.ègre. 

Théorème 2.2. Soit f E XA[[X]], solution de J'équation (3). Il existe alors Cl' E A\{O} 
tel que of = o. 

PrC1/.ve : 
On raisonne par récurence sur n. 

- Si n = 0, l'équation se résume à : bof = 0, avec bo =1= o. 
- Supposons donc le résultat Hai pour des équations d'ordre:::; n - l. 

premler cas: 30. E A.\{O} t~l que: 'buü = 0 et 3i E [Ln] b,o f=. O. 

Ivlultipliant (3) par 0, on obtient : L;~l bio.pi(f) = O. 

Soit g = /lU); g vérifie alors une équation de Mahler d'ordre:::; n - l. 

Donc: 313 E A\{O} /3g = O. Soit f.1(!3f) = O. Mais f1 est injective. Donc /3f = O. 

deuxième cas: '11'0' E A \ {O} ; boO' = 0 ==? Vi t: [l, n) bjo = O. 
Supposant f :f. 0, posons f(X) = L~m akXk, avec am =1= O. 
On obtient bOOm = 0, et donc b1am = ... = bnrtm = O. 
Posons: f(X) = a lll xm + g(X). Il yient : 
L~o bjfli(g) = 0, et donc, de même: bO(l111+1 = O. 
Par une récurrence immédiate, on obtient ':' VI..: ~ m bOOk = 0, et donc: bof = o. 



Comme bo est nécessairement non nul dans ce cas (prendre 0' ~ 1), 'le résultat est 
démontré. 
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Remarque: La démonstration précédente, (ou bien un examen direct), prouve que, si bo 
n'est pas diviseur de 0, alors / = O. Autrement dit, dans ce cas, si g E A((X)) est solution 
de (3), alors g E A. 

Exemples. 

Exemple 1 Soit A = Zj6Z et .f E A![X]] solution de 

Alors f E A. La réciproquC' est. claire. 

Exemple' 2: Soit 04= ZjGZ, et f E A((X]], solution de 

2.f(X) + 3/(X2
) = O. 

Cette égalité équivaut à 2f(X) ::::: 3f(X2
) = 0, soit f = O. 

La proposiÙon ci-dessous montre que, dans certains cas, on peut sans restriction sup
poser que A est nœthérien. 

Proposition 2.3. Soit.f E A((X)) solution de : 

(3) ~~~obif-1,i(f) =0, où (bo,'" ,bn ) E An+1. 

On suppose que les coefficients de f sont dans un ensemble fini. Il existe alors un sous
ann~au Al de A, nœthérien, tel que JE A 1((X), et tel que Vi E [0,17], bi E Al. 

Preuve: 
Soit A 2 le sous-anneau de A engendré par 1; A 2 est, soit fini, soit égal à Z. Donc A 2 est un 
anneaunœthérien. Ilsuffitdeconsiclérer: Al =A2[bo,'" ,bn,ao',··· ,akJ,où{aO,'" ,ad 
est l'ensemble des coefficients de J. ' 

Exemples: La proposition 2.3 s'applique lorsque f est un polynôme, mais aussi lorsque 
f est la série génératrice d'une suite a.utoma.tique. 

La proposition 2.4, plus technique, permet de préciser la recherche des solutions de 
l'équation (3). 
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Proposition 2.4. Soient A l~lJ ilIJl1Célll. f E X A[[X)) Wh' solution de 1'équat)on (3), avec 

f(X) = :L~=l Okx
k

. 

(A) On fi : Vk E N*, b~'n/.: = a. 
(h) Si A est J]œtl](~rjf'n. il f'xiste 17/ E N* td (JlIe VI, E N*, bJ'(J1.. = a. 
(c) Si .f est UIi polYJlôme, il existe' q E N", tel que Vk E N*, b7,(Lk = O. 

(d) Si f est un po],nlômt'. et si les idéaux (bo ) et (l,,,) sont copremicrs, illoI's f = a. 

Preuve: 
(n) Claircnwnt, bo'a] = O. Supposons le résultat vrai pour J,' ::; m - 1. Alors: 

L~=o b~'-1I>kJ1I.:(.f) = O. Le coefficient de X m dans cette égalité est: bO' am. Il est donc 
nul. . 

(b) Soit fA. = {.7· E A, b~';r = a}. La suite des idéaux (hk?'l est croissante. Elle est 
donc st~üionnairf', (~gale ~\ lm. Soit: Vl· E N*, fA. c lm. Or (II.: E h, d'après (a). Don<; 
bg' ok =O. 

(c) Montrons que b~;+]arl-~ = 0 par r~currence sur h, où d = dC!J(.f). Le résultat est 
clair pour k = O. L'admettant 'lSqU ',\ l'ordre 11'1 - 1, on a : 

1) 

L b~' bk{.1I.:(f) == O. 
k=O 

Le coefficient du terme de plus haut degré est : b~,+l ad-m' Il est donc nul. En particulier, 
Vk E N*, b;;+lak = O. 

(d) Si f est un polynôme, on peut appliquer (c), et (b) d'après la proposition 2.3. Soient 
'11, v E A, tels que: 1Ibo + vbn = 1. Alors ak = (ubo + vbn )m+q-l ak = O. 

Exemples. 

Exem:{lle 1 Soit A = Z(lOZ, ct l'équation: 

3f(X4
) + 3.f(X 2

) + 2f(X) = 0, où f E X .4[[X)]. 

On a "bo = 2. Il existe donc 117 tel que. 2m f(X) = O. Or 25 = 2. Donc 2f(X) = O. Il en 
résulte que : 

3.f(X4
) + 3f(X 2

) = 0, 

soit f()(2) = 0, puisque 3 est inversible. Finalement la seule solution es,t la solution nulle. 

Exemple 2: Soit A = Z(50Z, et l'équa.tion : 

2f(X4
) + 5f(X2

) + 5f(X) = 0, où f E X A[[X)]. 

On obtient 25f(X) = 0, puis 10f(X4 ) = O. Soit 10f(X) = O. D'où 5f(X) - 0, et 
2f(X4

) = O. Finalement f = O. 
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Exemple 3: Soit A :::= Z /2ïZ, et l'équation: 

3f(.\"2) + 9f(.Y) = 0, 011.r E XA!!X)]. 

On obtient, de même 9f(.\"2),= 0, donc 9f(.\") = 0, 'puis 3/(X) = O. 
Soit: f(X) = 2:~1 onXI1, avec ail E {O, 9}. L'eI1sembl~ des solutions n'est pas un 
A-module de type fini. 

3. Équations de Mahler résolubles à gauche. 

Définition. Sous les lwpothèses de la définition donnée au début du paragraphe 2 ci
dessus, l'équation (3) est dite résoluble à gauche si hn est inversible dans B. 

Relllarques : 
- De façon générale, quitt.e à. considérer ni = max{1' E [0, nJ, bi i a}, on peut toujours 

supposer que b11 est non nul. 
- Si (3) est résoluble à gauche, l'équation est équivalente à une équation de Mahler telle 

que bn = 1. 

Proposition 2.5. Soit B une sous A-algèbre p-malJ1érienne de A((X)), et f un élément 
de A((X)). On suppose B nœthérien (comme anneau). Les conditions suivaIltes sont 
équivalentes: 

(1) f vérine une p-équation de Mailler linéaire résoluble à gauche sur B. 

(2) le sous B-module de A«X)) engendré pa.r {J.ii(f)}iEN est de type fini. 

(3) il existe un B -module de type fini stable par f1. et contenant f. 

Prenve : 
(1) ==? (2): Posons J.in(f) == - I:~:; biJ1i(f). Par une récurrence immédiate, on 

constate que : 
11-] 

Vk 2: n, f1.k(f) E L B.,/(f). 
i=O 

Notons, dans la suite, V le sous-B-module de .4.((X)) engendré par {/l.iU)}iEN; V n'est 
donc rien d'autre que I:~ol B.,/(f). Il est donc de type fini. 

(2) ::=} (3): Le module V répond à )a question. 
(3) ==? (1); Soit TV un B-module satisfaisant aux conditions. Il contient évidemment 

li, qui est donc de type fini (c'est le seul moment où le caractère nœthérien de B est 
utilisé); V admet donc une famille finie de générateurs, qui peut, on le sait, être choisie de 
la forme (J1i(f))iEI. Soit 11 = max 1+1. On a évidemment: 

J111(J) E L B.piU), 
iEI 
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d'où le résuItR t. 

Notons, à présent. 1\1 Ll'(E) l'enscml)le des éléments f de A((X)) qui vérifient une p

équation de l'viahle!" linèéüre sur E, ré!;olllblc à gauche. 

Théorème 2.3. Soit B llne sous-A-algèbre de A((X)), p-ma111ériclll1e, et nœthérienne. 
Alors 1I1L1,(JJ) est une sous-B-algèbre de A((X)), p-mahlériel111e. 

Preuve : 
(1) Tout d'abord, B C 1I1Lp (B). En effet, l'idéal de B engendré par {,li(f)}iEN est de 

type fini. 
(2) Soient f et 9 dans 111 Lp(B), F et lV les B-modules engendrés par, respectivement, 

{lltr)}iEN et {tll(g)}iO/. f't (fi)iEJ. (gj)jEJ des familles générRtrices finies de V, TV. Le 
B-moclllic F + HT

, engendré par {.f,LEi U {9J}jEJ est de type fini, contient f + g, et est 
stable par II. De même, pour À E B, Àf E F. Soit enfin U engendré 13R1" {fi9j}(i,j)El>:). 

Ce B-module est stable pRr Il, et contient fg. 'Donc fg E 1I1L1,(B). 
(3) Si .f E " (Rvec les llotRtions prpcédcntes), l'U) E V. Donc, si f E AILp (B), alors 

pU) E lIILl'(B). 

Effectivité. 
La recherche d'un~uation vérifiée par .f sur B se ramène en fait à la recherche d'un' 

système de générateurs d'un B-module, puis de l'expression de pn(f) comme combinaison 
linéaire de ces générateurs. Un cas simple est celui où A est un corps, B = A[X], et .f E B. 
Il convient alors de chercher le pgcd.6. de ("iU))iEN, qui est aussi le pgcd de (J-li(.f»i<n_l' 
et, grâ.ce à l'identité de Bézout, d'écrire: 

n-l 
.6.lp n(f) ====? }-Ln(.f)(X) = 6.(X)Q(X) = L Uj(X)Q(X),/(f}. 

i=O 

Exemple: 
Soit f = 1 +X; .6. = pgcd(l +X, l +X 2

) = l, et: 1 = ~[1 +X 2 + (l-X)(l + X)J. On 
obtient: 

1+ X 4 = ~(l + X 4 )(1 + X 2
) + ~(1 + X 4 )(1 - X)(l + X), 

soit: 

(ici, p = 2). 
Ce calcul-ci s'applique plus 
différente de 2). 

, 
généralement lorsque A est un anneau (de caradiQstique ,. 
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Pour déterminer la taille d'une équation satisfait.e par f, on peut introduire l'ordre (n) 

de l'équation, et sa hauteur: li = ma:1' (deg ili). Il est clair que l'ordre minimal d'une 
Ü<'<I1--1 

équation de IVIahl<:>r résoluble 11 gauche sur B est, avec les notations précédentes: 

m-l 

11 = min{m E N, 6. E L Bf/iU)}· 
i=O 

/ 
Reste à majorer h. 
La démonstration du lemme qui suit est due à Judicacl CouranL 

Lemme. Soit 6. = pgcd(PI ,'" ,Pn), où Pi E A[X], Pi =1=- O. Il existe UI ,'" ,Un E A[X] 
tels que: 

71 

L [T,Pi = 6. et Vi, deg U, ::; max (deg Pd· 
iE[l,n) ,=1 

Preuve: 
Par récurence sur n. Si 71 = L c'est évident. Supposons le résultat vrai à l'ordre (n - 1), 
et considérons n polynômes Pl, ... 'PIl non nuls, avec deg Pl = min (deg Pd. 

tE[I,n] 

Divisons Pi par Pl ; Pi = Pl Qi + Ri, avec deg Ri < deg Pl' 
Alors 6. = pgCd(Pl' R2' ... ,Rn). 

premier cas: l'un des Ri est nul. 

Alors il existe [il,'" ,UIl - I tels que: [TIPI + :L7:; UiRi = 6., en supposant Rn = O. 
De plus: deg Ui S; deg Pl, puisque Vi E [2,11,- 1] deg Ri < deg Pl' Il vient alors: 

71-1 n-] 

(Ul -- L UiQi)Pl + L UiPi = 6.. 
i=2 i=2 

Or : deg Qi = deg Pi - deg Pl' Donc: deg UiQi ::; deg Pi ::; max(deg Pi). 

Soit: deg(UI - L.-7:21 
UjQd ::; ma.T(deg Pi). 

deuxième cas: les Ri ne sont pas nuls. 

Mais: deg Pl + L.-7=2 deg Ri < L.-~=l deg Pi. Une récurrence sur I:~==l deg Pi et la méthode 
précédente permettent de conclure. 

Proposition 2.6. Soit A. un corps, B = A[X], f E B, deg f = d. Si f vérifie une équatiC'n 
de lvIahler résoluble à gauche d'ordre n, elle en vérifie une d'ordre n et de hauteur h S; 2p lld. 

Preuve: 
On applique le résultat précédent à Pi = piU), i = 0,'" ,n - 1. Multipliant 6. pa!' llf, 
on obtient: 
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n-l p P 
Pr! = L(Ci lP" et deg(Ui-;):S (pt! + pn'-l)d :s 2pnd. 

i=o 

Cas d'un corps fini de caractéristique p. 
Soit A = JFpk le corps à pk éléments, où p est un nombre premier. Nous savons alors 

que, pour tout :r dans A, .TT,k = :r. n en résulte que, si .f E lFpk ((X)) : 

+00 +00 
pk = (LanXTI)pk = Lall (Xp k)n = f(XP

k
) = J.lk(f). 

-CX) -00 

Remarcl·,tr-~s en outre le résultat général suivant: 

Pr0position 2.'ï. Soit A un ânneau. B une sOlls-A-algèbre p-mahlérienne et nœtlJériellne 
de A((X)). Alors, pour tout k dans N*, on a : 

Preuve: 
(1) Soit.f E _~1 Ll'(B). Le B-module engendré par {J.liU)}iEN est de t.ype fini et contient 

le B··module engendré par {pki(f)}iHl' La proposition 2.5 conclut. 
(2) Soit.f E .MLpl.(B). Une pk-équation résoluble à gauche "érifiée par f est du type: 

n-l 

IL kn (f) + L bilLki(f) = 0, 
i=O 

avec bi E B. C'est aussi une p-équation de Mahler résoluble à gauche. 

Ceci nous permet de décrire j\1L p (B), lorsque B est une sous-JFpk-algèbre de JFpk((X)). 

Proposition 2.8. Soit B une sous-JFpA: -algèbre p-ma.hlérienne et nœt.1érienne de JFpk (CX)); 
1I1Lp (B) coïncide alors avec l'anneau des séries formelles entières (algébriques) sur B. 

Preuve: 
(1) Soit f E 1I1L7,(B). Puisque f E JI1L pk(B), on peut écrire: 

n-l 

IL h (1) + L bipki(l) = 0, bi E B. 
i""O 



Soit encore: 
11 -1 

J1'kn + >. biJl'ki = o. 
"--J 

i=O 
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(2) Soit f entière sur B. Le B-mùdule engendré par {.fi}iEN est de type fini, et 

contient le B-module engendré par {fPk} } jEN, c'est-à··dire par {pk j (f)} jEN. Il en résulte 
que f E A1L1'dB), et donc f E .AfLl'(B). 

On constate, dans ce cas, que les éléments de AfLp(B) sont algébriques sur B, et que, 
d'autre part, on connaît les inversibles (le 111 Lp(B). Les questions se posent évidemment 
dans le ca3 général: un élément de 1I1LJJ(B) peut-il être algébrique sur B ? Quels sont les 
éléments inversibles de Af Lp(Bj ? 

4. Équations de Mahler résolubles à droite. 

Définition. Sous les lJypothèses de la définition donnée au début du deuxième paragraphe, 
l'équation (3) est dite résoluble à droite si bo est inversible dans B. 

Constatons tout d'a.bord qu'il n'est pas certain, une équation de Mahler sur B pour f 
étant donnée, d'en déduire que .f vérifie une équation de Mahler avec bo =1= O. Néanmoins: 

Proposition 2.9. Soit A un anneau intègre de caractéristique ne divisant pas p, et B 
l'anneau A.[X]. Si f vérine une p-équation de Mallier linéaire sur B, alors f vérine une 
p-équation de Mahler linéaire .>ur B, avec bo =1= o. 

Preuve: 
Soit E~=o Cil1 i (f) = 0 une équation de Mahler vérifiée par f Sur B. Supposons Co = 0, et 
montrons que f vérifie une équa.tion è'ordre (n - 1), ce qui assurera le résultat. 

Plongeons A. dans un corps ]{ algébriquement clos. Puisque car 1\ ne divise pas P, 
l'équation: :;1' - 1 = 0 admet dans J{ P solutions distinctes, furmant l'ensemble Up. On 
a: 

n 

)' Ci(X)jf XPi) = 0, 
. ...-J 

ô:::: 1 

et donc: 
n 

'r/w E Up I: ci(wX)f(XPi) = O. 
i=l 

Posons: 

L Ci(WX) = di(){P), où di E A[X]. 
wEUp 
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S'il existe i E [1. 17 ] tel ~jlW d, =1= O. OH éi 

'1 

It( L d, Ji' - 1 ( f)) = o. 
,"'=) 

et, d'après l'injectiyité de fi, le résultat cst atte:llt. 

Sinon, on a : 
VI E [1,1/], L c,(wX) == Q. 

""EUp 

En pa.rticulier, le t.erme consta.nt de (', est HUl. Or on peut toujours supposer que ce n'est pas 
le ('as ponr l'un des C;, en di\'isant au préalable l'équation par xj, avec: j :::: Tnin val(cd. 

lEp ,n] 

Rerna.rq'l/.e " Le rés\ll tut ne s 'ét end pas à ulle s()us-algè~)1'e j)- mahlérienl1E' quelconque de 
.4.[X]. Soit par t:?xelTlple : / = 1 - X, P = 2. On a : (1 + -'~).l(_Y) - .f(X~) = 0, et donc: 
(1 + X 2)/(X2) - Je\(4) = o. 
DODC f vérifie une 2-éqUéltioll de l\félhlcr sur A.[X2J. Si .f vérifiait une équation sur .1[X2

] 

telle que bu soit non nul, f serait un élément de .4.(X2
), ce qui n'est pas. 

Corollaire. Soit A un corps de ca.!·actéristiquc ne dh'isaIlt pas p, et B = .1(X). Pou.: 

f E A.((X)), il y a équivedellce entre: 

(1) f \rérific une p-équation linéaire de A1ahler résoluble à droite sur B. 

(2) .f vérifie une ]J-équatior~ linéaire de Mahler résoluble à gauche sur B. 

(3) f vérifie une p-équai.ior linéaire de Mah:er sur B. 

PrC'll7!e : 

Il suffit Je constater que l'inversibilité d'un élément de B équivaut à sa non nullité, et 
d'appliquer la proposition 2.9. 

Pour mettre en valeur la m.lance entre la résolubilité à r.:;"Juche et la résolubilité à droite, 
nous allons étudier Je cas particulier où A est un corps, et où B = A.[X]. Nous savons 
dans ce cas (théorème 2.3) que tout f de B vérifie une p-équation de Mahler linéaire sur 
B résoluble à gaucl1e. Nous allons donc ét'ùdipr, ;,oujours pour f E B, l'éventualité d'être 
solution d'une équation résoluble à droite. 

Lemme 1. SoiL A un corps, B = A[X], et f E B. Il'y a équivalence entre les propriétés 
suivantes,' 

(1) f vérifie une p·-~quation de :Mahler lil1éaire résoluble à droite sur B. 

(2) pgcd(ptf))iEN = 1. 
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Prev.~)e : 
(1) =:::} (2) : Notons 6 ce pgcd : 6 = PfjCd(/I'U))iE[O,nj' 

On peut écrire: 

(4) 

quitte à ajoutC'r des termes nuls dans l'équation de Mahler, ou au contraire à remarquer 
que, si l'ordre 117 de l'équation vérifiée par f est plus grand que 11,6 = pgcd(l1 i (f))iE[o,mj. 

Notons 6 = pgcd(l1 i U)),E!l,Tlj' On a donc: 6 = pgcd(.f,8). Grâce à (4), on voit que 81f. 
Donc 6 = 6. 
Mais p(6) di"Îse )JiU), pour i E [1, lIJ - puisque 6 divise )JiU) pour l' E [G, n - IJ - donc 
{te 6.) divise 6.. 
Comme deg 1'(6) = P deg 6, il est alors clair que deg 6 = O. 

(2) =:} (1) est évident. 

Lemme 2. Soit A un corps. B 
équivalentes: 

(1) ])gcd(,Jtf))iE}~ #- 1. 

A[X], et f E B\{O}. Les propriétés suivanto.ès sont 

(2) Soit ]{ une clôture algébrique de.4.. Il exÎste dans JO; un élément w nul ou racine de 
l'unité tcl (lue: 

Vi E N, f(w P') = O. 

Pre~/.1Ic : 
(1) ==> (2) : S·)it w une racine commune (dans X) aux ptn· Supposons w =1= O. On 

a: 
Vi E N, f(IN'P;) = O. 

En out.re, l'ensemble df's racines de 1 est fini. Il existe donc j > i tels que: wt,j = w/. 

D, '. pi-l'; - 1 ou. w -. 

(2) =} (1) : Le résult.at est clair. 

Proposition 2.10. Soit A un ccrps, B = A[X], f E B\{O}, p un nombre premi,~l'. Il y a 
équivalence entre 

(1) f vérifie une p-équation de 1\fa111er résoluble à droite sur B. 

(2) 1(0) =1- 0; de plus, soit IN' un élément j'une clôture algébrique de A, racine de l'unité, 
d'crdre s. Posons s = plq, où pgcd(p, q) = 1. Soit j l'ordre de p dans ((71jq71)*, x). Alors 

1 n'est pas divisible par: TIO<i<l+ '_] (X - u..'P;), _ _ J 

Pre'uve : 
Soit K la clôt.ure algébrique de A., La conjonction des lemmes 1 et :2 montre que tout 
revient à établir l'équivalence entre (avec les notations de la proposition 10) : 

(J) Vi EN, 1(w1);) = O. 
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(2) f est diyisible (dans I{[X)) par I1o<I<I+ )-J (X - ,-,-,T"). 

Remarquons tout. d'abord que. p ét.ant invcl'sibJ<' dans Z/q'Z, j est biell défini. Considérons 
,1+)-1 

les éléments ù), 1..1.']' •••.• ,-,-,1 

Ils sont. distinct.s. SoiC'!ü ('n <:'fret i. k t.els que: 0 S; i < " S l + j - 1. 
Si W 1,k = w P', alors u-,I'k -l" = 1, donc Slpl(pk-t - 1). 

On a donc: i ;:: l ct pl.:-i == 1 (nlOd q). Donc i ~ 1 et j 1" - i ===? k 2 1 -}- j. 
De plus, soit. 11 2 1 + j. LïmcrvallC' [1,1 + j - 1) est de longueur j. Il contient. donc un 
élément i de la progl'C'ssiOIl arithmétiqlH' {11 - J.j hEZ' 
De plus, 11 -- kj :s 1 + j - 1 ===? I..'j ~ 1. Donc k > O. On a donc n - kj = i, soit: 
pt! = pipkj. _ 

Or pk j == 1 mod q ~, pt! == pi m.od (piq). Comme i 2 l, s divise piq et donc w ,
)n = w]J'. 

En d'autres termes, {w1,n }1J~I+j C ~,-,-,T)m }m:Sl+j-l et finalement: 

(1) c.qui\'<1ut à: Vi E [0.1 + j - IJ f(wl'i) = 0, 

avec des ,-,-,pi distincts clans le secolld cas. La propriété précédent.e équivaut à : 

Exemp]es. 

TI (X - Wl'i) di,'ise .f. 
0:Si:SI+J-l 

Exemple 1 : Le polynôme X - 1 ne vérifie pas d'équation de M:ahler résoluble à droite 
(A, p sont quelconques). 

Exemple 2 : Si p = 2 et A = Q, le polynôme X 2 + X + 1 ne vérifie pas d'équat.ion de 

Mahler résoluble à droite sur A (prendre w = -ltv'3, l = O,j = 1). 

Exemple :3 : Si A = Q, X 2 -,:2 vérifie une p-équation de Mahler sur Q, résoluble à. droite. 
Il suffit ici de constater que .\"2 _. :2 et x 2 p - :2 sont premiers entre eux, et ce quel que soit 
p. 

Illustration 1 : Soit A = lFl'k , où p est un nombre premier, et f E A[X), non constant. 
Il est évident, sans a,'oir recours à la proposition 2.10, que f ne vérifie pas de pk-équati0n 
de Mahler résoluble à droite sur A[X]. Une égalité: 

n 

f(.\") = L bi(X)f(Xl'ki), bi E A[X] 
i=1 

s'écrit en effet: 
n 

.f(X) = I: bi(X)f(X)pk' " 
i=l 

puisque, si 9 est dans A[X], [g(X)]pk = g(Xl'k). . 
Or, après division par J(X), on aboutit à une contradiction évidente. 
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Étudions maintenant la situation oü A = IF]'k,]J étant t.oujours prem,er l et où f est dans 
A[X], irréductible (no11 constant), différent de'X. 
On suppose que f ne vérifie pas de p-équatiol1 de Ma.hler résoluble à droit.e sur A[X1. Soit 
w une ra.cine de f danH JFI,kd, où d est le degré de r S011 ordre s est premier avec p. Soit 
j l'ordre de p dans ((71js71)*, x). : 

Examinons d'abord le cas où : .i = 1. Alo'1's]> == 1 mod 5, donc w p
-

1 = 1. Autrement 
dit west dans lFp , et : f = X-w. 
L'étude init.iale prouve que, réciproquement, un tel polynôme ne vérifie pas de p-équation 
de Mahler résoluble à droit.e sur A[X]. 

Supposons à présent: J ~ 2. Dans ce cas, w P est racine de r On sait que les conjugués 
k 2k (d-I). '" Ih 

de :.) sont w, w P , w l' ,"', w P , donc Il eXlste un enber 1 tel que: w P = w P • 

D'où: :,Iplk - p, ou encore: 5lplk-l - 1. Soit: plk-l == 1 mod 5, donc j Ilk - 1, c'est-à dire 
lk == 1 mod j, ce qui implique pgcd(~',j) = 1. 

Si, r{'ciproqucment, pgcd(J,:,j) = 1, alors j divise un entier de la forme U' - 1, donc aussi 
un entier de la forme lk; - i. Il en résult.e que s di\'ise p1ki - Pi, et. donc que: . 

ViE[O,j-l] 
j plk, 

wl' =w 

Donc nO<i<j-l (X - w
pi

) divise .f. 
En résumé, en regroupant les deux .:as : f irréductible ne vérifie pas d"équaiion de 

Mahler rholu.ble à. droite sur A[X] si, et L
1 culemeni si : pgcd(k,j) = 1. 

Illustrai7:on 2 : Soit A = Q~ cherchons, t.oujours avec les notations de la proposition 2.10, 
une condition équivalente à la condition (2). Si w E C", et w est d'ordre s, le polynôme 
minimal de w sur Q est -1>8' polynôme cyclotomique d~ordre 5. Lorsque f E Q[X), f est 
divisible par X - w si, et seulement si~ f est divisible par <I> s. Par ailleurs, si i E (O~ il, 
l'ordre de Wl'i est 4, et si i E [1 + 1,1 + j - IJ, l'ordre de wpi ést -!r. Il en résulte que f est 

l' l' 

divisible par ITO$i9+j-l (X - Wl'i) si, et seulement si, f est divisible par n~=o <I> ;, . 

En d'autres termes: 

Cprollaire. Soit p un nombre premier, f E Q[.\'"], telle que f(O) #- 0; f vérine une p
équation de Malller linéaire résoluble à droite sur Q[X] si, et seulement si, pour tout q 

premier avec p et pour tout 1 E N, le polynôme n~=o <Pl'i q ne d.ivise pas f. 

5. Résolution d~une équation de Mahler résoluble à droite 

Soit B une a1gètre p-maillérienne, et l'équation: 

(5) 

Introduisons la matrice F E l\1n ,1(A.((X))) : 
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F= 

(fI s'étend immôdiaf.(,Ill(,llt aux Illatrices à éléments dans A((X))). 

100 

( 

b] b2 bn 
) 

Soit AI = .~. 1'~' E ,U,,(B). 

Il est alors clair que .f "érifie (5) si, ct seulement si, F vérifie l'équation matricielle: 

F ::::: 1\1./-l( F). 

Nous introduisons dOllc de façon gé'llérnle, pour ,~1 E AIn (B), l'équation à. l'inconnue 
F E .~111.J(A((X))) : 

(6) F = JU.//(F). 

Dans la suite, .4((X)) est muni (k sn topologie canonique, qui induit sur A ln topologie 
discrète. 

Notation. Le produit matriciel AJ ...12 ", Ag est noté Il;=1 Ai. 

Lemme 1. Soient AI E A 171 (A[[XlJ), et FE AI71 ,1 (A[[X]]) vérifiant: F = A1p(F). 
Alors F(O) = A1(0)F(O). 

Pre7we : Immédiate. 

Lemme 2. Soient, Fu E A171 ,1(A), j\1 E A1n (.4[[X]]). On suppose: Fa = 1\1(0)Fa. Alors 

la suite de terme général n7:~ JLl(i\1)Fa converge vers un élément F de .~ln,l(A[[X]]) tel 
que F(O) = Fa. 

Preuve: Posons lIh· = Il7:~ pi(A1), et écrivons: 111 = AI(O) + XP, où P appartient ~ 
.MI/(A[[X]]). Alors: f1k(.Af) = .~1(O) + )CP' f1k(p), et. donc: 

.~h+l = lIh pk(1\I) = Ahlll(O) + X Pk J\lhpk(p). 

Donc 

et par conséquent : 

val(lIh+1 Fa - AJkFa) 2: Jl. 
Il en résulte que (A1kFa k?o converge vers un élément F de Aln,1 (A[[X]]). 
De plus: F(O) = lim 1I1(0)k Fa = Fa. 

k-+= . 
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Proposition 2.11. Soit AI E A1n (A([Xj]). L'ensemble des solutions FE M n .1(A.[[X]]) de 
l'équation : 

(6) F=lvl{1(F) 

est isomorphe par F 1-+ F(O) au A-module des éléments Fo de 1\1n ,1 (A) vérifiant la condi
tion: 1I1(0)Fo = Fo. 

Preuve: Si F est solution de (G), F(O) "érifie A1(0)F(O) = F(O) d'après le lemme 1. 
D'après le lemme 2, si AI(O)Fo = Fa, il existe F tel que lI,fp(F) = F, et F(O) = Fa. De 
plus un tel F est unique. En effet, si F(O) = 0, on a nécessairement: 

k-l 

Vk, F = II pi(A1)pk(F), 
i=O 

et donc Vk E N, val F;::: pk. Donc F = O. 

Étude du cas général. 

Revenons à l'équation (G), et posons AI = );0' N, avec val N = 0, Q E Z. Cherchons le::; 
solutions F de (6) de valuation v : F = .. P'G, avec val G = O. 

O G - ~+oo G· ,-j G ...t o· N - '\""'+00 1\T. ''(l'i N ...t 0 n pose - L..Ji=O T1-,'L, 0 Î' - L..Ji=O l' 1<'.' 0 1 . 

L'équation (6), qui s'écrit: 

(7) G = XO'+(]l-l)vNp(G), 

devient, en posant -m = Q + (p - 1)v : 

+= += +00 
L GiX i = X- m L( L NjGk)X i = L ( L 
i=O 

On peut supposer m > 0, le cas m ~ 0 relevant de la proposition 2.1l. Une condition 
nécessaire est la suivante: 

Vi E [-m, -1), a - L NjGk, 
j+pk=m+i 

Vi;::: 0, Gi= L NjGk. 

j+pk=m+i 

Étudions une réciproque, en supposant que (Gik~o est une famille d'éléments de Mn.ICA.) 
telle que les rela.tions précédentes soient vérifiées. Si ] 'on pose: 

+00 

G(X) = L GiX i
, 

i=O 

on a. : 
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+0:: 
C(X) = L ( L .T\rjGd-""C 

.= -m J+l,J.-=m+i 

+00 
= X- 11I 2:( 2: ArjG" )){i 

i=O j+l'~'=i 

= x-m N(X)G(X"). 

Si donc F(X) = X"G(X), OIl a : 

F(X) = lIf(X)F(X"). 

De plus, si Go =1= 0, on a bip'J 7'(" (F) = 1'. 

En réSUI1H" : 

Propositioll 2.12. 
Soient A 1111 fl1JJ1Cilll. nUlle algè'bre p-llJalllériennc sur A, lIf 

élément de 1Ifn (B). où Ni E .MIl(A), et 

(6) F = .U/'( F). 

"rO'(,\,+oo 1\T Vi) 
_L l~i=O lVi_'\. un 

une équation matricielle linéaire résoluble à droite, à l'inconnue matricielle: 
FE Jiln ,I(A((X))), de valuation l' E Z. 
On pose: -ri? = 0' + (p - l)v, et J'on note: F = Xt>(2=t=~ GiX i ). On suppose m > O. 

a) Si F est solution de (6), on a nécessairement· 

Yi E [-m,-l], 0 = L NjCk, 

j+pk==m+i 

Yi ~ 0, G1 = I: NjCk. 

j+pk:::::m+i 

b) Soit réciproquement Go E M n ,l(.4.). On suppose qu'il existe (Gili~o une famille de 
ve.:teurs de 1IIn ,I(A) telle que: 

Yi E [·-m., -1], 0 = L NjCk, 

j+pk==m+i 

Yi ~ 0, Gi = L NjGk' 
j+pk==m+i 

Alors F est solution de (6). 

Donnons quelques applications des résultats qui précèdent. 
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Corollaire 1. Sous les hypothèses de la proposition 2.11. si A est lin anneau nœthérien, 
l'ensemble des solutions de (G) est de type fini. 

Prenve : An est de t.ype filli. 

Corollaire 2. Sous les h.vpothèses de la proposition 2.11, si A est principal, l'ensemble 
des solutions de (G) est libre de type fini. 

Corollaire 3. Sous les h.Y}Jtlthèses de la proposition 2.11, si A est un corps, j'ensemble 
des solutions de (G) est de dimension n - 7'g(1I1(0) - 1). 

Corollaire 4. L'ensemble de.- lutions de (5) est un A-module isomorphe à l'idéal : 

Il 

{.r E A; (2: bj(O) -' l).T = O}. 
i=l 

En particulier, si A est intègre, (5) admet. une solution non nulle si, et seulement si, 
2:7=1 bi(O) = 1. L'ensemble des solutions de (5) est donc isomorphe à A par: 1 H 1(0). 

Preuve: 
La résolution de .M(O)Fo = Fo conduit, si 

à: 

[ 

:r1 j 
Fo = .~~ , 

.1: Il 

n 

(L bj(O) - 1)X1 == 0; Xl = X2 = .. , == Xn· 

i=l 

De plus, Xl = 1(0). L'ensemble des résultats découle de ces remarques. 

Corollaire 5. On se place sous les ll.ypotllèses de la proposition 2.12, et l'on suppose A 
intègre. 
Si (6) admet une solution non nulle, aucune des matrices N r , pour r E [0, min(m-l,p-l)), 
n'est de rang n. 
En particulier, si No est de rang n, l'équation (6) n'admet de solutiO:J non nulle F que 
parmi les séries formelles de valuation: 1 ~p' Si donc p - 1 ne divise pas Cl:, et si No est de 
rang n, l'équation (6) n'admet d'autre solution que O. 
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Preuve: 
Soit q = min(m -1.1)-1). Ou suppose que l\nw des matrices No,'" ,l',Tq est de rang n. 
Or, en faisant i = q - 171. Oll ohtient lc,~ égalités: 

Donc Go = 0, cf' qui f'st mie contradiction. 

Le cas particulier où No ('st de rang 1/ prouve que, Ri Fest Rollltioll non nulle de (G), ,bn 
ne peut avoir q :2: O. DOIlC 1/1 S; O. :t\lnls si m < 0, la proposition 2.11 nous montre que C, 
dOllC Fest nullc. Donc Hl = 0 et l' = -1 n . 

-1' 

Exemples. 

E:rcmplr 1 

JI! = (-\1- 1 + X ') = (0 1 ) ( 1 1 ') Y o / 1 0 + 0 0 -' 

Ici, NoCo = 0 ==? Go = O. Les solutions sont de valuation nulle, puisque m = 0, et 
o' = O. 

Puisque: Jl1(0)F(O) = F(O) si et seulement si F(O) = (_\), l'ensemble des solutions 

est isomorphe à A. .. 

( 
k- (Y2' 1 + \,"2' ) ( 1 )) Une solution est : k~:;loo Ili==ol - 1 Ô -1' 

Exemple 2: f(X) = "~ f(XP) + (1 + .~ )f(X
p2

), p quelconque. 

1. . 1 (1 1) (0 1) Cl,o=-l,JlJ=x 00+ 10' 

Puisque N l est de rang l, on a min(m - l,p - 1) S O. Donc m S l. 
Premier CRS m = l. Alors l' = O. 

Les conditions du théorème 2.4 s'écrivent: 0 = NoCo; Co = NlC O, d'où Co = O. Ce cas 
est à exclure. 

Dpuxi~'me ras m = O. Alors (p - 1)1' = 1. 
Si p # 2, il n'y a pas de solution. Si p = 2, v = l. Les conditions de la proposItion 2.12 

s'écrivent: Go = NoCo, soit Co = ( :;.,). 

O 1 t · C l' (rrk-l (1 1 + X
2i 

) ( ). )) . F ... ·-C no) lent: = nu i:::O-2' \ , PlUS = _'\.. . 
k-+oo _\ 0 " -/\ 



ch;pltre 3. 

La notion de suite p-régulière, introduite par J.P. AI/ouche et J. Shallit dans 
[ 1] , est destinée explicitement à généraliser celle de suite p-automatique ; une 
suite automatique présente en effet le défaut de prendre ses valeurs dans un 
er)semble nécessairement fini. 

Généraliser aux suites p-régulières des résultats connus ou conjecturés 
concernant les suites p-automatiques est ,'un des objectifs de -.;e travail. 
Dans ce chapitre, nous établissons un certain nombre de résultats élémentaires 
relatifs aux suites p-régulières. Le théorème 3.1 permet de caractériser 

matriciel/ement les suites p-régulières, à J'aide de leurs séries génératrices. 
Grâce à cette caractérisation, nous retrouvons un certain nombre de résultats 
établis dans [1]. 

Dans le cadre de ce travail, il serait de bon ton de caractériser les séries 
précédentes par l'équation de Mahler minimale qu'elles vérifient, notion 
introduite f~rmellement dans le paragraphe 2. Les travaux de P. Dumas [2] à ce 
sujet vont dans cette direction. 

A ce stade, nous disposerons de plusieurs sous-algèbres p-mahlériennes de 

A(X») : MLp(A[XJ) ,MLp(A(X»(ch.2), et à présent R(A[X]). Elucider leurs 

rapports permettrait de préciser le statut des séries génératrices de suites p
régulières. 

D'autre part, le rapport entre les équations de Mahler homographiques, 
brièvement étudiées dans ce chapitre (proposition 3.4), et les équations de 
Mahler linéaires d'ordre deux, est patent: il est évoqué dans un cadre formel. 
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1. Suites p-régulières et équations matricielles. 

Dans ce paragraphe, A désigne un anneau noethérien et A 1 un anneau contenant 

A comme sous-anneau. 

Soit u une suite, élément de A 1 IN . On considère alors les suites ci-dessous : 

nt-~ u(n) ; 

nt-t u(pn) ; nt-t u(pn+ 1) ; ..... ; nf-~ u(pn+p-l) ; 

nt-t u(p2n); nt-t u(p2n+l) ; ................... ; nt-t u(p2n+p2-1); 

De façon générale, soit k dans IN , et r un entier de [0, pk.1]. Posons: 

q, k,r(n) = pknH. 

Le p-noyau de la suite u est l'ensemble des suites u 0 q, k,r, lorsque k décrit IN 

et r décrit [0, pk.1]. Notons le calcul immédiat suivant : 

<\> k,r 0 <\> k',r' = q, k+k', pkr'H' et: 0 ~ pkr'+r 5 pk+k' -1. 

Par définition, la suite u est dite p-régulière sur A lorsque le A-module 
engendré par le p-noyau de u est de type fini. 

Etant donnée une suite u de A lIN ,on lui associe l'élément f de A, [[X]] défini 

par: 

f(X) = LU(k) Xk. 

kE lN 

Il s'agit donc de la série génératrice de la suite u. 
Par ailleurs, l'opérateur ~P' de Mahler, s'étend de manière naturelle aux 

tableaux d'éléments de A((X». On note toujours Jlp , ou plus rapidement J..L , les 
applications ainsi définies ; en particulier, ~p est un endomorphisme de la A

algèbre Mq,q(A«X)). 

Le A-module Mq,r( A «( X)) sera parfois identifié au A-module Mq,r(A)( X). 

Théorème 3. J . 

Soit u une suite de A,IN . Les propriétés suivantes sont équivalentes: 
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(1 u est p-régulière sur A ; 

(2)i1 existe un em>1 :)aturel m, un vecteur colonne F de Mm,1 ( Al [[Xll} 

de première composante égale à f, et une matrice S dans Mm,m(A[X]), tels 

que: 

F::: S ~(F); 

(3)il existé un entier naturel q, un vecteur colonne G dans 

Mq,1 ( A 1 [[X]]) , de première composante égale à f, et une matrice T de 

Mq,q(A[X]), de degré inférieur ou égal à p-l, tels que: 

G = T ~(G). 

Preuve . 

• '. (1) ::::::9 (2) 

Soit (u, , ... ,um) une famille génératrice du A~module engendré par le p-noyau 

de u, telle qu'en outre u, soit égale à u. Soit k un entier de [O,p-l]. On a : 
m 

"d i E [l,m] uj(pn+k) = ~ a· . k uJ«n) , L..J l,J, 
j= 1 

où les aij,k sont dans A. 

Posons alors: 

U(n) = [U1 <n
l
] 

um(n) 

et Sk= [a .. k] l,J, 1 ~i~m, 1 ~j~m 

On peut écrire : 

puis: 

U(pn+k) = Sk U(n), 

+00 

LU(pn+k)Xpn+k 

n=O 

U(n) E Mm,1 (Al) 

+ CIO < 

Sk LU(n)Xpn+k 

n==O 
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+00 

Posons: F(X) == LU(n)Xn . Il vient finalement: 
n==O 

F(X) = (I: Sk XkJ F(xP). 
k=O 

~1 
La matrice S, égale à L SkXk, répond à la question. 

k=Q 

,', (2) =9 (3) 

On suppose que: F(X) == S(X)F(XP). 

Notons d le degré de S, et introduisons un entier k, tel que: le d+P, . 
p-

Posons aussi, pour j élément de iO,k] : Gj(X) == Xi F(X). On a donc: 

GjCX) == [Xi S(X) ]F(XP) . 

Grâce à un développement en base xP, on peut écrire: 
!. 

>d S(X) = iai,j(X) XPi, 
i=O 

où ai,j(X) appartient à Mm,m(A[X]) , et vérifie: 

œg(ai,j(X» ~ p-l. 

De f:'lus, on a : 

p(lr 1) ~ i+d :5k+d . 

k+d 
Donc: Ij :5' + P' 
Ce dernier nombre est inférieur ou égal à k, du fait du choix de k. 
Finalement, on peut écrin: : 

k 

Gj(X) = Lai,j(X) XPiF(Xp) 
;=0 

Soit alors: 
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[

GO(X) 

G(X) = : 
Gk(X) 

) 

et 

La matrice T est définie par blocs, et appartient à Mq,q(A[X1). De surplus, 

on a : 
deg(T(X) ~ p-l. 

Enfin, on observe l'égalité: G(X) = T(X)G(XP). 

:. (3) =9 (1) 

+00 

Posons: GeX) == LU(n)Xn ; 
n=O 

,:..' 
par hypothèse, T(X) s'écrit LTk Xk, avec: Tk E ~q,q(A). 

k==O 

L'égalité: G(X) = T(X)G( xP) entraîne alors: 

+n~~(n)xn - (~Tk Xk r:~~(n)xpn J 

De ced, il résulte immédiatement: 
U(pn+k) = TkU(n). 

Le A-module engendré par u, , .... ,uq contient alors le p-noyau de la suite u .• 

Bien entendu, dans cette démonstration, l'hypothèse que f est l'une des 
composantes , non forcément la première, du vecteur-colonnt: considéré, e~t tout 
à fait suffisante. 

Remarque. Notons 'Y le nombre minimal de générateurs d'un A-module contenant le 

p-noyau d'une suite u p-régulière sur A, et 't la taille minimale d'une matrice T 

vérifiant la condition (3) du théorème 3.1. La démonstration de (1) =? (2) 

montre que ~'t. La démonstration de (3) =9 (1) prouve que 't~1. Donc: t="(. 
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CQro!faire J. 

Soit f un élément de A, [[XJ], solution d'une p-équation de Mahler linéaire 

rés91uble à droite sur A[X]. La suite de ses coefficients est p-rérulière. 

Preuve. 

C.31a résulte du chapitre2,§5 ; si : 

F= 

alors: F = M Jl.pCF), où : 

[

b1b2" bn] 
1 0 .. 0 

M = ~ ~ :: ~ .• 

o 0.10 

PropositIon 3.1. 

Soient A un anneau intègre, A 1 un sur-anneau de A, B une sous-algèbre p

mahlérienne de A«X». 
Si l'éléme,,t F de Mm,1 CA 1 «X») vérifie l'équ . :-ion : 

F = S Jlp(F), où S appartient à Mm,m(B), 

toutes les composantes de F sont solutions d'une même éq~tion de Mahler sur B. 

Preuve. 

De F = S Jl.p(F), on tire: 

(m2-1 ) 
F = l fI J.l.k( S) J.l.m2(F} = So J.I.;n2(F) ; 

k=O 

J.l.m2-1(F) = I1m2 _l (S) Jl.m2(F) = Sm 2_111m 2(F); 

2 2 J.l.m (F) = SM2 J.l.m (F). 
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L<'1 fâmille (So, ... ,Sm2 )est liée sur l'anneau B, qui est intègre. Soit: 

m2 

L<ljSj = 0, d'où: 
j=O 

m2 

laj ~(F) = O. 
j=O 

CQ[ollajre 2. 

Soient A un anneau int ~gre, A, un sur-anneau de A, et u une suite de A,IN, qui 

est p-régulière sur A. 
La série génératrice de u vérifie une équation de Mahler sur A[X]. 

Preuve. 

Cela résulte du théorème 3.' et de la proposition 3.'. 

Applications. 

Considérons u et v deux suites de A lIN 1 p-régulières sur A, et leurs séries 

génératrices f et g. Le théort!me 3.1 permet de leur associer deux vecteurs. 

respectivement dans Mm,l (A, [[Xl]) et Mn,l ( Al [[X]]) de premières 

composantes respectives f ~ g, ainsi que deux matrices carrées 5 et R, de tailles 
adaptées, à coefficients dans A[X], tels que: 

F = S Il(F); G = R IlCG). 

••• Supposons par exemple : m~n ; poSO!1S : 

G, = [g]; G,E Mm,l (Al [[X]]} 

Si R 1 est éQale à [~g ] , selon le même format. on a : 

G, = RH1(G,). 

De plus: 

Il p.n suit que la première composante de F + G, est la série génératrice d'une 

suite p-régulière. Autrement dit, u + v est p-régulière. 

7 



•• Notons à présent: 

et G=[J. 
Posons: 

F®G = 

On a alors: 

F®G = (S®R )(~(F)® ~(G)) 

Puisque : ~(F)®~(G) =: /J,(F®G),on voit que fg est la série génératrice d'une 

suite p-régulière, qui n'est autre que le produit de convolution de u et de v. 

Le problème reste posé de caractériser les séries génératrices des suites 
régulières par les équations de Mahler scalaires qu'elles satisfont. Il n'est pas 
nécessaire qu'elle:::; vérifient la condition suffisante du corollaire 1 : l-X ne 
vérifie pas d'équation de Mahier résoluble à droite sur A[X] (ch.2, §4). 
D'ailleurs, "ensemble des séries génératrices de suites p-régulières forme une 
A-algèbre, ce qui n'est pas le cas des solutions d'équations de Mahler résolubles à 
droite. 

Il n'est pas non plus suffisant qu'elles vérifient la condition nécessaire du 

coroHaire 2 : l-'ZX vérifia ,une équation de Mahler sur Z[X], mais (2n) n'est 

pas p-régulière' sur Z . 

Exemple. 

Depuis le chapitre 7., on sait qu'une équation de Mahler linéaire et résolublt:. à 
droite sur A,'[X]] admet un espace de solutions qui est isomorphe à A ( ou réduit à 
{O}). \1 en résL i.e quel en général, l'équation fournie par la proposition 3.1 
admet, pour coefficient de f, un terme de valuation strictement positive. 
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Illustro,,:; cette remarque par la situation suivante : soient des éléments a, et 

a2 de A(X), prenant en 0 la valeur " et fl, f2 solutions de : 

fi = ai Il( fi )-
Pour déterminer une équation de Mahler vérifiée conjointement par f, et f2' 

il suffit de considérer les matrices : 

[ f1J [a1 0 ] 
F = fZ et 5 == 0 a2 

La famille (5/l(5), /l(5), 1) est liée, puisque les matrices sont diagonales. 

Une relation de liaison mahlérienne est donc donnée par: 

1- O. 

50it: 

r(a1)-Il( az) }-[ a11l(a,)-azJ.L(az)] ~(F)+J.L( a1)J.L(a2)(a,-az)J.L2(F)= 

O. 

On constate qu'effectivement le terme Il( a, )-/l( a2) s'annule en 0, et que la 

division par le monôme correspondant est rendue impossible par le coefficient de 
1l2(F), de valuation strictement plus petite. 

Généralisation. 

50it A un anneau (non nécessairement noethérien), et B une sous-A-Cllgèbre de 

A[[X]], p-mahlérienne. Considérons l'ensemble R(B)des éléments f de A[[X]] 

tels qu'il existe un çntier naturel m, un vecteur colonne F dans Mm.1 (B) 1 de 

première composante égale à f, et une matrice 5 de Mm,m(B) , vérifiant: 

F = S ~p(F). 

Les calculs matriciels effectués dans le cas des suites p-régulières 

(cf applications ci-dessus) montrent que R(ô} est un sous-anneau de A[[X]] . 

Si de plus B est p-mahlérienne, R(B) est p-mahlérien ; l'égalité F = 5 Jlp(F) 

implique en effet : 
JlpCF) = J.Lp(5) Jlp(Jlp( F» 1 

et Jlp(S) appartient toujours à Mm,m(B). 
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En outre, R. (B) contient B ; soit 'i!'"I C:!ffet f un élément de B. Puisque 1 

appartient à B, on a : 
{f = f.~p(1) 

t1 = L~(1) 

Donc R{B) est une B-algèbre. 

Lorsque B est A[X], ReS) est la A[XJ-algèbre des fonctions génératrices de 

suites p-régulières. 

2 Equations de Mahler satisfaites par un élément de A( (X». 

Soient A un anneau, et f un élément de A«X» satisfaisant à une équation de 
Mahler sur une sous-A-algèbre B, p-mahlérienne, de A( (X» : 

n 
~)k~k(f) = 0 ; 

k=O 

cette série f vérifie d'autres équations sur B ; par exemple: 

n 
LÂ.bk~ k( f) = 0 , avec Â. dans B ; ou encore : 

k=O 

n 

L~(bk) ~k+l (f) = O. 

k=O 

Pour tenir compte de ces possibilités, nous allons construire l'anneau de 
Mahler B[m] ; c'est tout d'abord le 8-module libre engendré par' e, m ,m 2 ..... On 

définit une loi ., interne dans B[ml , par les conditions suivantes: 

4 la loi e est distributive à droite et à gauche par rapport. à "addition; 

4 V (l,i> E IN 2 V (b,c) E B 2 hmi. cnJ= b}li( c) m i+j. 

On constate qu'alors: 

4 V P E B[ml e.P = P-e = P ; 

4 V P E B[m] \;;j b E B (be)-P = bP; 

4m ~ = m 2 , et plus généralement: m .m ....• m :; mi; 

'4'.:;j (i,j,k) E IN 3 '.:;j (b,c,d) E' B 3 (bmi • cnJ)- dmk = 

[blli(c) mi+j]. cJmk = bl..lJ(c)~i+j(d) mi+j+k. et : 

bmi .( cnJ. dmk) =: ~i.[ c~(d) mJ+k] =: b~i(c)j.li+j(d) mi+j+k. 
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La loi 0 est donc associative. 

Ainsi, B[m] est un anneau, non commutatif en général. Notons que ce n'est pas 

une B-algèbre, la structure de B-module dont il dispose n'étant pas totalement 

compatible. 
Par sa construction même, on dispose d'une opération de B[m] sur A«X»), 

définie de la manière suivante: 

si P est dans B[m] , on pose: P = ~)kmk ; pour f dans A«X», on définit: 
k 

On a bien, si Q est égal à L,cimi: 

et, d'autre part : 

P.(Q.f) = P.(tC ill 

Soit à présent, pour f élément de A«X», Ann(f) j'ensemble des P de B[m) 

tels que : 
P.f = o. 

Proposition 3.2. 

L'ensemble Ann(f) est un sous-B-module de Sem] , et un idéal à gauche de 
B[ml. 

Preuve. 

Soit ~)kmk un élément de Ann(f) ; si Â. est dans B, on a: 
k 

("ml)~ (tb"",k)- t::\tli(bk )mk+i, et par ailleurs: 

Il devient intéressant de chercher les idéaux à gauche de Ann(f). 
On appelle degré d'un élément de Sem] le degré habituel; si B[ml est intègre, 

ona: 
deg(P. Q) = deg(P) + deg(Q). 
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1\ en résulte en particulier que 8[m1 est intègre. 

Lemme (de d;y;s;Qn euclidjenmÜ. 

Soient P" P2 des éléments de B[m1 , le coefficient dominant de Pz étant 

inversible dans B. Il existe alors un couple (Q,R) d'éléments de B[m1 , unique, 

qui vérifie : 
P, = Q.P2 + R ; deg(R) < deg(pZ)' 

Preuve. 

n 
Notons: F 1 = 2)kmk 

k."O 

m 
et P2 = ICimi. 

i=O 

••• On démontre "existence par récurrence sur n. On peut supposer : n~m. 
Puisque cm est inversible dans B, on peut écrire: cmdm = 1, et donc: 

Iln-m( cm )!-ln-m( dm) "" 1, avec dm. et /ln-i1l( dm) par conséquent, éléments de 

B. 
Posons: 

Ona: 

avec: deg(P3 ) < n. Donc: 

P, - (bnÂmn-m ).P2 = P3' 

L' hypothèse de récurrence conclut. 

o·. L'unicité est é\(idente.1 

!?ro!2ositiQo 3.3. 

Soit B un sous-corps p-mahlérien de A«X». Les idéaux à gauche de B[mJ 
sont principaux. 

Preuve. 

Soit'L un idéal à gauche de B[ml et~ s'il n'est pas réduit à 0, Pz un élément de 

'L, de degré minimal. Si Pl appartient à 'L, on peut écrire: 

Pl = Q.PZ + R avec: deg(R) < deg(P2). 

Donc R = 0.1 
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On appelle polynôme minimal de f sur B le générateur unitaire de Ann(f). Il n'est 
défini que si f vérifie une équation de Mahler linéaire sur B. 

3 Factorisation dans B[m] . 

Nous débutons id une étude de la factorisation dans B[m] . 

Scolie. 

Pour résoudre "équation: 
1l2("r) + all(f) + ~f :: 0, 

il est naturel (que "on pense aux équations différentielles) de poser: Â _ Il?) . 

On obtient alors : 

f3 
11(9) + a + g = 0, 

équation de type homographique. Ce simple calcul est réinterpreté dans la suite. 

proposition 3.4. 

Soient 8 une sous-algèbre p-mahlérienne, B, un sous-corps p-mahlérien de 

A«X», et P un élément de B[m] . 
On :;uppose qu'il existe f dans 8,-{0} tel que: P.f = O. 

On peut alors écrire : 

P = Q. (m-Â.e J,où : Q E 81 [ml et AE 8,. 

Preuve. 

Posons: A = Ilit) ; c'est un élément de 81. Appliquons le lemme de division 

euclidienne. On peut écrire : 

P = Q. (m-A.e) + R, avec deg(R) = O. 

Il en suit que : R E Ble. Mais : 

P.f:: 0 = Q.(Il(f)-Af) + R.f:: R.f. 

Soit: R = O .• 

Exemple. 

Supposons P égal à m2. + am + ~e. Supposons connu un élément f, non nul, tel 

que: P.f::: O. 
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Pour factoriser P, on peut effectuer la division, ou bien procéder par 

identification ; d'une part, on a : 

P == (m-')'e)- (m-Â,e) = m 2 - (Y+!l(Â.»)m + "(M. 

D'où le système : 

Cl) {
y + !J.o..) == - n 

"(Â. == P 

D'après la proposition 3.4, A, égal à !J.~ f2. , convient; on obtient alors 'Y à 

l'aide de l'une des deux relations (1), l'autre étant alors obligatoirement vérifiée. 
D'un autre côté, on peut tenter de résoudre directement le système (1), qui 

équivaut à: 

(2) 

ceci sous l'hypothèse où f3 est non nul. D'ailleurs, si ~ est nul, on obtient sans 

détour: 

P = (m+ ne ).m. 

Revenant au cas général, nous constatons que "équation non linéaire qui 
constitue le premier membre du système (2) est de type homographique. Les 
conditions de sa résolution, que pour la simplicité nous étudierons hors de cas 
particuliers, sont exprimées dans la proposition suivante. 

Proposition 3.5. 

Soient A un corps, A 1 un surcorps de A, et a, b , c des éléments de A[[X]] tels 

que a(O)b(O)-c(Q) soit no;} nul. 

Le nombre d'éléments f de A, [[X]], solutions de l'équation: 

f}l(f) + af + b}l(f) +c == 0, 

est égal au nombre de solutions de l'équation à l'inconnue z de Al : 

t 2 + (a(O) + b(O»)z + cCO} =: O. 

Preuve. 

Nécessairement, si : z"" f(O), on a : 
z2 + (a(O) + b(O»)z + c(Q) '"" O. 

Soit réciproquement un élément z de Al, solution de l'équation du second degré 

mentionnée. 
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L'hypothèse: z ::= -a(O) est~xclue, puisque a(O)b(O)-c(O) n'est pas nul. 

Soit alors: 

f:={9EA1[[X]] g(O) z}, 
et: posons, pour 9 dans :E : 

-bll(9)-c 
'II(g) ". . 

Il(g)+a 

Ona: 

(Il(g)+a )(0) == z + a(O), qui est non nul. De plus: 

( )(0) 
_ -b(O)z-c(O)_ 

'V 9 - z+a(O) - z. 

Donc 'l' va de:E dans 1:.. Si 9 1 et 92 sont dans $ , on a : 

-bll( 9')- c ~ 92 )+c (Jl( 91 )-Il( 92) )Cc-ab) 

'If( 9' )-'11 ( 92)'" Il( g, )+a + Il( 92)+a = (Il( 91 )+a) (Il( 92 )+a y 
D'où: 

Comme :E est un ensemble fermé de A 1 [[X]], 'If admet dans :E un point fixe, qui 

est solution de notre problème .• 

Soit alors: 8 = A[[X]], et l'élément P de 8[m] , égal à m Z + a.m + f3e. Pour 

factoriser P, on peut procéder comme suit: 

~ On résout le système (Z), c'est-à-dire tout d'abord l'équation: 

Â.1l0.) + uÂ. + ~ = O. 

La condition : c(O) ~ a(O)b(O) entraîne ~(O) """ O,ce qui signifie que 

l'équation P.f = 0 est résoluble à droite sur B. 
L'équation: 

z2 +a.(O)z + ~(O) = 0 

nous fournit une ou deux solutions z1, zz dans une clôture al9ébrique Al de A; 

notons Â.l et Â.Z les éléments de A l [[Xl] associés par la proposition 3.5. 

~Le système (2) nous fournit alors 1, et 12, éléments de Al [[X]], puisque 

11 et 1Z sont non nuls. 

On obtient ainsi: 
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Puisqu'en général Î'-1 et ÂZ sont distincts, on constate qu'il n'y a pas unicité de 

la décomposition en facteurs de degré un. 

Un cas particulier intéressant est celui où l'équation P.f = 0 admet une 
solution dans A[[X]]. Pour cela, il suffit que 13(0) soit non nul, et que 1 +a(O) + 

13(0) soit nul (chapitre Z). La méthode précédente nous conduit à : 

z, = 1 ,zZ=I3(O).Onadonc: 

P = ( m -~ } ( m - Âe) , avec Â( 0) = 1. 

La résolution de P.f = 0 s'effectue alors conme suit: 

P.I ~ 0 _ (m+}C (m-M ).1)= o. 

Supposons 13(0) différent de 1, et donc ~ (0) différent de 1. L'équation 

n'admet que la solution nulle. Donc: 

p.f = 0 Ç:=} (m-Âe )(f) = 0, 

équation qui admet une droite de solutions. 

Supposons 13(0) égal à 1. Plutôt que de faire une étude distincte, on remarque 

simplement que, si (m-Â,e).f est nul, alors P.f l'est aussi. Comme l'ensemble des 

solutions de la démière équation forme aussi une droite, on dispose toujours de 
l'équivalence précédente. 

En résumé: 

la résolution d'une p-éql-lâ;::ion de Mahler linéaire d'ordre deux et résoluble à 
droite sur A[[X]] équivaut aux résolutions successives d'une équation de Mahler 
homographique, et a'une p-équation de Mahler linéaire d'ordre un et résoluble à 
droite sur A[[X]]., 
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4 Etude d'une équation matricielle dans le cas d'un sous-corps 
p-mahlérien. 

Dans tout ce paragraphe, A est un corps, et B un sous-corps p-mahlérien de 

A(X». 

Soient F un élément de Mm,' (A ( (X) » , S une matrice de Mm,m('B), tels que: 
F = S IIp(F). 

L'objectif de ce paragraphe est d'étudier les différentes équations matricielles 

vérifiées par F, en relation avec le B-espace vectoriel V engendré par f 1 p ••• , fm , 

lorsque: 

Lemme 1. 

V est stable par ~. 

Preuve. 

Soit Cf1 , ... ,fr) une base de V , avec: dim V = r. Les éléments fr+l, ... ,fm sont 

combinaisons linéaires d'éléments de la base. \1 en résulte que J.1p( f r+ 1 } ... , J.1p( fm) 

sont combinaisons linéaires des IIp(f1} ... , Jlp(fr)' Puisque f" ... ,fr sont 

combinaisons linéaires des Jlp ( f, } ... , Jlp ( f m} et ceci grâce à l'équation 

matricielle, ces éléments de base sont en fait des combinaisons linéaires des 

éléments IIp( f, } .... , IIp ( f r)- Puisque la dimension de V est égale à r, les 

éléments ~(f, } ... , ~(f r ) sont dans V . Cet espace vectoriel est donc stable par 

~.I 

Lemme 2. 

(a) Soit (91"",9r) une base de V ; il existe P dans Mr,r(B) telle que, si : 

G=[:] 
alors: 
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G = P ~(G). 

De plus, si Pl, dans Mr,r(B), vérifie: 

G = Pl Jlp(G), 

alors Pl est inversible. 

(b) On a: 

dim V ~ rg(S). 

Preuve. 

(a) Avec les notations du lemme l, posons: 

FO~ [] 
Nous avons constaté l'existence d'une matrice Q de Mr,r(B) telle que: 

Fa =- '\ IIp(Fo)-

Par ailleurs, on peut écrire: 
G = R Fa, avec R inversible. 

Donc: 

G = R ~(Fa) = R Q ~(Rtl ~(G) = P IIp(G). 

En outre, soit P, telle que: 

G = P, IIp\G). 

On Cl manifestement: 

rg ( g1 , ... ,gr) ~ rg(Pl)· 

Donc: rg(Pl) = r. 

(b) Puisque : :g( f, , ... ,fm) $ rg(S), on a nécessairement: 

dim V $ rg(S) .• 
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Proposition 3.6. 

Soient F. égal à []. un élément de 101,.1 ( A« X) n. et loi une matrice de 

Mr,r(B), tels que: F = M Llp(F). On suppose que: 

rg (f1 , ... ,fr ) = r. 

Soit: G ~ [J. où (9".. .• 9,) est une base de Vect(f1 •.. ·.f,) 

Il existe alors M, dans GLr(B) telle que: G = Ml ~CG). 

De plus, il existe Q dans GLr(B) telle que: 

Ml = Q M IIp(Q)-l. 

Preuve. 

L'existence de M, résulte du lemme 2. ainsi que son inversibilité. On peut 

alors écrire : 

G = Q F, avec: Q E GLr(B). 

D'où: 

Q F = Ml Ilp CQ) IIp(F), soit: F = Q-l Ml IIp{Q) IIp{F). 

Finalement: ( Q-l Ml IIp(Q)-M )llpCF) = O. 

Puisque: rg(llpCfl ), ... ,Ilp(fr») = r, on obtient aussitôt: 

Q-l Ml IIp(Q) - M = O .• 

Définition. 

Soient Ml et MZ des matrices de Mr,r(B) : on les dit p-conjuguées s'il existe 

une matrice Q de GLr(B) telle que : 

M, =QM2Ilp(Q)-1. 

La relation de p-conjugaison est évidemmer.t d'équivalence sur Mr,r(B) . 

Théorè.rm..32.. 

Soit A un corps, f un élément de A«X», B un sous-corps p-mahlérien de 
A«X». Oh suppose que f vérifie une p-éqliltion de Mahler linéaire sur B. 
Les nombres suivants sont alors finis et égaux: 

q ,= dim Vects { Ili(f) hE IN ; 
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rz """ "xdre minimal d'une p-équation de Mahler Iiné::Jire sur B 

I!~ïifiée par f ; 

'3 = le degré d'un générateur de Ann(f) ; 

r 4 :. l'ordre minimal d'une matrice M à coefficients dans B, et d'un 

vectedr colonne F, de première composante égale à f, tels qu~ : 

F = M ~p(F). 

Soit r cette valeur commune. Alors: 
(1) Si P appartient à Ann(f), et deg(P) est égal à r, alors P engendre 

Ann(f). 

(2) Si M appartient à Mr,r(B) • et F, de première composante égale à f, 
appartient à Mr,,(A«X»), l'égalité: F = M ~p(F) implique "inversibilité da 

M. 

(3) Si Ml el M 2 , de taille r, vérifient : 

Fi ,.. Mi ~p(Fi) 

où F, et F2' de taille r, ont f pour première composante, alors ;"'1 et Ml sont p

corjuguées. 

Preuve. 

Il est évident que rZ et r3 SOllt égaux; l'inégalité: fi ~ rZ ïésulte d'une 

récurrence immédiate, l'in'c'illité inverse étant claire. 
A "aide du vecteur: 

F=[ ~;f) ] 
/J.r z-·l (f) , 

on constate que : r 4 :S 1 2. 
Soien~ F et M, de tailles r 4 , t ,Is que 

"t notons f, , ... ,fr4 les composantes -le F - avec: f = f1. 

Soit V le B-espace vectoriel engendré par f, , ... ,fr4 • Complétons f" noté à 

présent g" en une base {g, , ... ,gr} de V . D'après le lemme l, on a : r :5 r 4 ' et 

donc évidemment, r = r 4 ; puisque V est stable par J.l.p (lemme 1), on a : Tl :s; r 

et, en résllmé : 
r .c.. Tl = r2 = r3 := r 4 . 

Le point (1) resulte immédiatE:ment du §Z, tandis que le point (2) d,koule d .... 
lemme 2. Quant à (3), c0nstatons que, avec les hypothèses faites, les familles des 
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composantes de f1 et FZ sont des bases de V. La proposition 3.6. entraîne al\lrS 

que Ml et MZ sont p-conjuguées.1 
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Comme nous l'avons constaté dans les chapitres antérieurs, les phénolllènes 
mahlériens que nous étudions dépendent du corps de base, ne fût-ce qu'au travers 
de sa caractéristique. Bien qu'à certains égards cela paraisse décevant, il, est 
économique d'utiliser des méthodes analytiques pour démontrer des résultats quj 
semblent formels, ce qui c:;uppose bien évidemment de se placer sur un corps 

adapté. qui sera pris égal à [;. Traditionnellement, pour montrer que la série 

génératrice d'une suite p-automatique est transcendante (sur C (x» ou 

rationnelle, on utilise un résultat de Szego, selon iequel une série entière, dont 
les coefTicients sont dans un ensemble fini, admet le cercle unité comme frontière 
naturelle, sauf à être rationnelle. 

Pour étendre ce résultat aux suites p-régulières, on s'appuiera sur l'équation 
fonctionnelle satisfaite par la série génératrice, et, dans un' premier temps, on 
étudiera le problème matriciel associé (théorème 4.2); l'application à une 
équation scalaire n'est pas mécanique : c'est l'objet du théorème 4.3 

Le rapport entre les singularités d'une fonction et sa transcendance ou, de 
façon plus générale, son caractère non élémen~d.ire, est établi dans l'annexe 1. 

L'étude est précédée par un théorème d'eAistence et d'unicité de solution d'une· 
équation fonctionnelle de type mahlérien (théorème 4.1), le cas linéaire faisant 
l'objet d'une étude un peu plus précise (proposition 4.2). 

Le c .... dre de ce chapitre est différent de cblui des précédents ; c'est celui des 

fonctions méromorphes sur un ouvert de C. Si f est une fonction de la variable 

complexe, dont le ~jornaine de définition 0 est stable par l'application 

x /---4 xP , on notera IIp(f} la fonction : 

x /---, f(xP). 

En pa culier, si D est un ouvert de a::: stable par x /---4 xP ,et si ;Je (D,E) 

désigne l'espace vectoriel des fonctions holomorphes sur [; et à valeurs dans un 
[>espace vectoriel E de dimension finie, on dispose d'une application C-linéaire 

IIp de;Je (O,E) dans lui-même.Lorsque E est égal à C, on note ;Je (D) ,'anneau 

ainsi obtenu ; si D est connexe, ce que ,'on supposera toujours, cet anneau est 
intègre. Son corps des fractions, noté J'fI, (0), s'identifie au corps des fonctions 
méromorphes sur D. L'application Jl.p' qui est un monomorphisme de ~ (0), 
s'étend naturellement en un monomorphisme de Jn{D) . 
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On \.Iàsigne par J'Il, o(o} le sous-anneau de .m- (O) formé· des fonctions 

méromorphes régulière:; en 0, lorsque 0 appartient à D. On utilisera en outre les 

notations et identifications suivantes : 

;te (D,Cn) '" Mn•1 (ye(D» ; 

JV(,(D,cn) '" Mn.1 (JV(,(D») ; 

J'Il,o{D,C
n) = Mn,1(.m- 0 (D») . 

Dans une large mesure, les résultats des chapitres antérieurs s'appliquent à 
la situation de ce chapitre. Il y a en effet un isomorphisme entre le corps JY1,(D) 

et un sous-corps du corps C «X». Cependant, il convient de garder à l'esprit 

que cet isomorphisme n'est pas topologique, et que d'ailleurs les topologies ne 

sont pas comparables. 

Une fonction entière par rapport à y:::: (V1, ... ,Yn)' élément de Cn , est une 

fonction analytique du n-uplet Y ou, de façon équivalente, entière par rapport à 

chacune des variables. Si l'on note k le n-uplet (k1 , ... ,kn) , on désignera par yk 

A • k1 kn le monome Y1 .•. y n ; une fonction entière admet ur. développement du type: 

où la série est absolument sommable. 

Dans la suite de ce chapilre, D désigne le disque unité ouvert. 

Considérons alors une fonction : 

F: OXCn ~ Cn 

(X,Y) t---+ F(x,Y) 

qui est entière par rapport à Y, méromorphe sur 0 et régulière en 0 relativement 
à x. On peut ainsi écrire : 

F(x,Y) = (f1 (x,Y), •.. ,fn(x, y») , 

où chacune des fonctions fj(x,Y)admet le développement: 

d étant dans ~ (D), ainsi que les ak, et d(O} étant non nul. 

Nous cherchons les solutions U, appartenant à .m- 0(0), de l'équation: 
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U = F(x,~(U)) , 

c'est-à-dire du système : 

u 1 (x)=f 1 (X,U, (XP), ... ,Un(X P»); 
.............................................................. , 
Un(x)=fn ( x, u, (xp), ... ,Un(XP»). 

Posons Ua = U(O). 1\ est évidemment n9cessaire que l'on ait: 

Ua = F(O,Ua), 

ce qui sera supposé dorénavant. 

Nous nous proposons donc d'étudier le problème suivant: 

(1) UE ~ o{D) ; U = F(x,~(U)) ; 1)(0) = Uo. 

1 Solutions aIl problème (1). 

On se fixe, pour la suite, un réel Po de 10,1[, tel que l'application 

x -) F(x,Y} soit ho!omorphe sur un voisinage n de 0'( a,po) ; il en résulte 

que "application : 

(x,Y) ~ F(x,Y) 

est holomorphe sur axcn . 

Lemme. 

Soit C un convexe compact de Cn . \1 existe un réel k tel que: 

V xE D'(O,po) V Y, Z E C IIF(x,Y)-F(x,Z} 115 kllv-zil. 

Preuve. 

3F 
Etant analytique sur nxc:1. l'application (x,T) ~ ëN(x,T) est bornée sur 

0'( a,po) xC . L'inégalité des accroissements finis permEil d'écrire: 

IIF{x,Y}-F(x,Z} Il 5 9 p 111~x,T) III.IIY-ZII . 

TE (Y;Z] 

Posons alors : 
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k= 9plll~()t.T)111. 

(x,T)E D' (a,PO) xC 

Ce réel k répond à la question .• 

Lorsque West une fonction bornée sur D' ( 0, p ) ,où p>O , nous noterons Il W Il p 

sa norme uniforme sur D'(O,p). Si W appartient à JY1, 0(0), posons: 

<P(W}(x) = F( x,w(xp)). 

" est clair que <p (W) est encore dans JY1, 0(0). De plus, si p appartient à 

JO,po], et si West holomorphe sur un voisinage de D'( O,p ), <P (W) est aussi 

holomorphe ~ur ce voisinage. 

IhéQrème .4.1. 

Le problème (1) admet une unique solution. 

Preuve. 

(a}Unicité. 

Soient U et V des solutions de (1), 1 omorphes au voisinage de o'(o,p), où p 
est rjans JO,PoJ.Soit C la boule de centre 0, de rayon Ilullp+IIVllp• On a, pour x 

dans D'(O,p) : 

UF(X,U(Xp)) - F( )(,v(xp)) lI~kIlU(xp)-U(xp)1I , 

ce qui résulte du lemme. On obtient alors, pour r dans }O,PJ ; 

1 1 <j)(U)-<j) ('/)1 Ir ~ kIIU-VllrP, 
,. 

et donc: 

IIU-vll r :9< lIU-vll rP. 

Par récurrence, puisque rpn est encore dans ]O,p] , il vient: 

liu-vi Ir .s knllu-vJ J.-pn. 

Par ailleurs, U-V s'annulant en 0, il existe a tel qu€>, pour tout x dans 

D' ( 0, p) , on ait : 

II(U-V}(x)11 .s alxl, et donc: IIU-vll r .sar. 
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De cela, il suit : 

Il u-V Il r S; aknrpn, ceci pour tout n dans IN. Donc : 

IIU-vll r = ° pour r~ p .• 

En particulier, U-V est nulle sur un voisinage de 0, et , d'après le principe du 
prolongement méromorphe, on a : U =V. 

(b) Existence. 

Soit : U, = <P (Uo) - ici, Uo est une fonction constante -. Puisque Uo est 

holomorphe sur D, U1 est holomorphe sur (2. 

De plus, U1(0) '" ~(Uo)(o) = F(O,Uo) = Uo . Donc U,-Uo s'annule en 0: 

il existe un réel a tel que, pour x dans D'(O,po), on ait: 

IIU1(x)-Uo Il ~ alxl . 

Soit C la boule de centre 0, de rayo,' IIUo " +1,. et k donné par le lemme. 

Choisissons p. inférieur à PD' tel que: 
+00 

aLknppn =:; 1. 
n=O 

+00 +00 

Ceci est possible, car : Lknppn ==p Lknppn-1 , la dernière somme écrite 
n=O n=O 

tendant vers 1 lorsque p tend vers O. 

Posant Un::: ~n(Uo) , montrons par récurrence: 

(i) IIUn+1-U n ll p =:; k IIU n-Un_1 I1 pp ; 

(ii) IIUn+,lIp =:; Iluoll +1. 

On a: IIU1-Uoll p ~ ap, et comme ap~ 1.on a :IIU,"p ~ Iluoli +1. Supposons les 

relations (1) et(ii) vraies, et utilisons à nouveau le lemme, avec Y = Un+;( xp), 
Z = Un{ xp), et x dans D'(O,p) . On a bien Y, Z dans C, et donc: 

lIun+2(x)-U n+ d x) Il =:; kllUn+1 (xp) -Un (xP) II. 
Il en résulte : 

IIUn+2-Un+11Ip ~ k llUn+1·Unllpp, soit (i). 

De plus: 
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Donc: 
n+1 

IIUn+2-Uo11p s aLkippi s 1. 
j = 0 

Le résultat en suit. 
A présent, la relation (i). appliquée pour tout n, prouve l'inégalité : 

IIUn+1-Unll p s aknppn, 

et donc la convergence uniforme sur D'(O,p) de la suite (Un), dont la limite U 

est ainsi dans ~ (D' ( 0, p) ) . De plus, l'égalité : 

'\1 xE D'(O,p) Un+1(x):; F( x,Un{XP)) 

implique 

Définissons alors, par récurrence, une fonction U sur D tout entier: pour x 

tel que pslxl <f!.[p on pose: 

U(x) = F{ X,U(XP)), 

et ainsi de suite. La fonction U ainsi construite vérifie la relation précédente dans 

D ; elle est par conséquent méromorphe dans D, puisque, si elle l'est dans 

D ( 0, p ), elle l'est aussi dans D( 0 , f!.[p} et ainsi indéfiniment. 

Enfin, une récurrence aisée montre que, pour tout n, on a : Un+ 1 (0) = U(O} .'3t 

par conséquent : 
Uo :; U(O) .• 

2 Le cas linéaire. 

Soit A une matrice de Mntn (JYI,. 0 (0») . On s'intéresse au problème : 

(2) U E .Mn,1 (J'II1 0 (0») ; U = A~(U) ; Uo = U(O), 

où Uo = A(O)Uo. 
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Le théorème 4.1 entraîne que le problème (2) admet une unique solution. 

Comme l'application qui à U associe U(O) est manifestement linéaire, on obtient: 

Proposition.4.L 

L'ensemble des solutions de (2) est un «= - espace ver'oriel, de codimension 

rg{A(O)-i). 

Avec les notations de la preuve du théorème 4.1 , on a : 
U1 (x) = A(x)Uo ' 

et plus généralement 

Un(x) = A(X)A(XP) ..... A(Xp n-1)Uo . 

Donc: U = lim( AJ.l(A) .... J.l n-1 (A) U), 
tout au moins sur un certain D( O,p ), avec: P>O. Nous allons en fait prouver un 

peu·,lisux. 

PrQposition 4.2... 

Soit U la solution de (2). La suite (Un(x)) converge vers U, au sens de la 

convergence d'une suite de fonctions méromorphes sur D. Plus précisément, il y 

a convergence uniforme sur tout compact ne contenant pas de pte de ,'une des 

J.lk(A) , lorsque k décrit IN. 

Preuve. 

,', Notons 0 le complémentaire de ,'ensemble des pôles des fonctions ~k(A), 
lorsque k décrit IN. Montrons que 0 est ouvert dans D. Soit p un réel, avec p< 1. 

Le réel Po est choisi de façon que A n'ait aucun pôle dans 0'( O,Po). Il en résulte 

que ~k(A) n'a aucun pôle d~ns D' (O,Pop-k} Pour k assez grand, iJ.k(A) n'a pas de 

pôle dans D' ( 0 , P ). Finalement, 0 -0 ne rencontre D' ( o. P ) qu'en un ensemble 

fini, et donc D -0 est discret. En particulier, 0 est ouvert dans D. 

,'. Fixons-nous un compact K, inclus dans D, stable par x ~ xP 1 qui soit 

un voisinage de 0, et inclus dans O. Soit en outre p dans JO,po], tel que o'(o,p) 

soit inclus dans K, et notons Il IIp la norme uniforme sur D'{O,p), On notera 

aussi Il 1100 la norme uniforme sur K. 
Il existe no, ne dépendant que"de K, tel que: 

XE~ ==} xpno E o'(o,p). 
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Posons: V(x) = Uo -A{x) Uo . \1 existe a tel que: 

XED'(O,p} =*IIV(x)lIsalxl. 

posons: 

Un(x)== (A~(A) .... ~n-1(A))(X) Uo . 

Ona: 

soit: 

Finalement : 

IIUn-Un+,ll oo sa IIIAllloo .... 111 ~n-1(A)1110011~n(V)IIool 

et donc : 
n n-no 

IIUn .. un+,lloo$;aIIIAlll oo pP . 

La convergence normale sur K de la série L(Un-Un+,) ,et donc la 

nErN 

convergence uniforme de la suite (Un), résultent de cette majoration . 

••• Soit à présent un réel Q quelconque de ]0,1[. Désignons par Op l'ensemble 

Q n D'(O,p). Soit {a" .... am} le complémentaire de Op dans D'(O,p), avec a1 

de plus petit module. Soit E>O tel que D( a"e) ne rencontre pas 0'( O,PO). Alors, 

si a est une racine pk-ième de a1' D( a,eP-
k
) ne rencontre pas D'(O,po). De 

plus, si lai$; p, 0: n'appartient pas à !2. L'ensemble des a, lorsque k est assujetti 
k 

à vérifier la, l$;pP ,est inclus dans {a" ... ,am}. 

Enlevons à Op la réunion des 0 ( a,eP-
k
), et recommençons avec les aj 

restant ; au bout d'un nombre fini d'opérations, on aura construit, en enlevant à 

Op une réunion finie de disques ouverts, un compact Kp,e • contenant 0'( O,po). 

et donc voisinage de 0, qui en outre sera stable par l'application x t-~ xP : car 

si xP appartient à l'un des D( a,eP-
k
), x appartient à ('un des o( a,EP-k-'). 
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De plus, il est clair que, de la famille des !,p,E ' on peut extraire une suite 

exhaustive dans n : par exemple: la famille (K l-l/n, 1/m) . 

Remarque. 

Il n'est pas sans intérêt de comparer la situation dans Jr/.,o (0) et dans C [[X]]. 

Le problème (2) précédent a pour pendant le problème (2') suivant : 

(2') F E Mn,1 (C [[Xll) ; F"' AjJ.(F) ; Fa ... F(O), 

où A E Mn,n(C [[X1J) et où Fa = A(O)Fo. 

Le théorème 4.1 affirme que le problème (2) admet une unique solution, tandîs 
que la proposition 2.11 nous dit que le problème (2') admet lui aussi une unique 
solution. 

A la matrice A , à coeffiçients méromorphes sur D, et réguliers en 0 , on peut 

associer une matrice, toujours notée A, de Mn,n{ C [[Xl1) ; de cette façon, à un 

problème (2), on peut toujours associer un problème (2') ; l'un admet alors une 
solution U, l'autre une solution F, et il est clair que U est l'image de F par 

l'injection canonique de Jr/., 0 (D) dans C [[Xl] : cela provient de la récurrence 

nécessairement satisfaite par les coefficients du développement en série entière 
de F, et de l'unicité. ' 

Il faut tout de même constater que la situ?tion n'est pas aussi claire dans le cas 

général, où JYI.- 0 (0) est remplacé par Jr/., (0) et où C [[X]] est remplacé par 

C «X» ; dans cette situation, en effet, l'unicité n'est pas établie. 

3 Singularités non polaires d'une solution au problème (1). 

Soit U une fonction méromorphe sur n, à valeurs dans [: n. Un point ex de 

l'adhérencE:' de n est dit singularité non polaire de U si U n'est pas prolongeable en 

une fonction méromorphe sur un voisinage de ex. Par définition, une telle 

singularité appartient à la frontière de n. Nous noterons S{U) "ensemble des 

singularités (sous-entendu : non polaires) de U. et R(U) le complémentaire de 
S{U) dans la frontière de ,Q L'ensemble R{U) est donc constitué des points 

réguliers et des singUlarités polaires de U. Si U = (u 1 ""'Un ), ex est dans S(U) 

si, et seulement si, il existe i tel que a E S( Ui)' 
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Nous conridérerons dans la suite un élément U de Jn. 0(0), solution du 

problème (1). Les hypothèses sur la fonction F restent, dans ce paragraphe, ' 

celles du début du chapitre. 

Lemme 1, 

Soit A un ensemble non borné de réels. L'ensemble des b/a,où b décrit Z et a 

décrit A-{O}, est dense dans IR. 

Preuve. 

Soit x dans IR, et E > O. /1 existe a, élément de A-{O}, tel que : 
1 

0< -r;r ~ E. 

Soit b dans Z tel que : 

[ b b+ 1 [ x E - --
a' a 

On a alors 0 1 x - ba 1 

b+1 b . 
ou [-a-' a [, selon le signe de a. 

~ E, donc le résultat.. 

Par exemple, si A est ,'ensemble des puissances positives de 2, J'ensemble 

obtenu est celui des réels dyadiques. 

Lemme 2. 

Soit x un élément de r , cercle unité de IC. L'en~emble des racines pk-ièrnes de x 

. est dense dans r. 

Preuve. 

Posons x = eie . Etant donnés y dans r et E > 0, il existe' ka tel que, pour k ~ ko, 

l'on ait: 

~ ê . 

Par ailleurs, l'ensemble des pk, où k ~ ko, est non borné: l'ensemble des bla, 

où b décrit Z et a décrit A-{O}, est donc dense dans IR, et son image par 

l'àpplication t ~ e2i1tt est, elle aussi, dense dans G. Il existe donc un k, avec 

k ~ ko, et un b dans Z , tels que : 

1 
. b 

211t k 
e P - y 
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On 2 donc, pour ces valeurs de k et de b : 

1 1 ~> + 211t !. 1 
e pk pk _ Y ~ E + e2. 

o b 
II( +211t k 

Comme e P P est une racine pk-ième de x, le résultat est démonll~\. 

Lemme 3. 

Soit U E JYi (0). Alors: 

a E R{J.!.(U)) ~ a P E R(U). 

Preuve. 

,', Si a E R{J.!.{U» • on peut prolonger Il(U) sur un voisinage 0 de a en une 

fonction méromorphe sur D U !l • notée cp. L'application x ~-+ xP est 

biholomorphe d'un voisinage de a., que ,'on peut supposer être Q, sur le 

voisinage oP de a P . Notons x~ 'te son application inverse et posons, pour x 

dans OP, 'V (x) = cp (~ ); 'V est méromorphe sur Op. De plus, si xE 0 n aP, 

on a ~ EOn Q, et donc: 

<1> ('te) = J.!.(U)(~ ) = U(x). 

L'application '" est bien un prolongement méromorphe de U sur :e voisinage 

OPde a P. 

,', Si a P E R(U), notons '" un prolongement méromorphe de U sur le 

p-
voisinage QI de a P • et posons, pour x E VOl : 

<1> (x) = '" ( xP ). 

La fonction <1> est ah:.> '3 méromorphe sur ~ ni . De plus, si 

.?,-
x E D n'l QI ,on a : 

xPEOn ~Ol 

et donc: 
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'1' ( xP ) = U( xP ) = Il(U)(x) ; 

la tonGtion Q> est bien un prolongement méromorphe de !leU) sur le voisinage 

~dea .1 

Avant d'aborder le problème (1) lui-même, supposons un instant que U soit 

solution du problème (1 ') : 

!leU) = G(x,U) , 

où G vérifie des hypothèses analogues à celles sur F. Cela sera possible dès que F, 
dans un certain cadre, sera inversible. 

Proposition 4.2. 

Soit U un élément de cm (0) vérifiant : 

Il(U) = G(x,U) , 

où l'application x t-~ G(x,Y) est méromorphe sur un voisinage du disque unité 

fermé, et où Y I--t G(x,Y) est entière, Alors: 

R(U) = 50 ou r . 

Preuve. 

Soit x dans S(U); et soit a tel que aP =: x ; le lemme 3 nous dit que a 

appartient à SC/-! (U)} ; il résulte immédiatem9nt de (1 ') que a appartient à 

S(U) ; finalement, S(U) est stable par extraction de racine p-ième. Si S(U} est 

non vide, le lemme 2 nous dit que S(U) contient un sous-ensemble dl"nse dans r . 
Comme S(U) es: fermé. il est égal à r .1 

A présent, étudions le cas où R(U} = r. 

Lemme 4. 

Soit U un élément de cm (0), tel que R(U} = r ; U est alors prolongeable on 

une fonction méromorphe sur un voiSinage de D' ( 0, 1 ) . 

Preuve. 

L'ensemble des pôle: de U dans 0 est fini, car, dans le cas contraire, il y aurait 

un poi:}t d'accumulation de tels ~ .)Ies qui ne pourrait qu'être une singularité non 

polaire de U. Soit p un polynôme dont les zéros sont les pôles précédents, avec le 

même ordre de multiplicité que celui q'ils ont comme pôles de U. Alors pU n'a pas 

de pôle dans D, et R(pU) est égal à R{U). On procède de même pour les 
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singularités polaires, en nombre fini, de U sur r. De cette façon, on est ramené au 

résultat Sl,;r le:...- ~onctions holomorphes.' 

.Lemme 5. 

Soient U un élément de JYi (CI), e~ 

G: [x[n ~ [n 

(x,Y) I-~ G(x,Y) 

une fonction méromorphe par rapport à x, entière par rappor~ à Y, tels que: 

V xE D u(xP) = G(x,U(x»). 

Si ~(I)) = r , la fonction U est prolongeable en une fonction méromnrphe sur 

[, vérihônt toujours l'égaHté : 

V xE (: u(xP) = G(x,U(x)). 

Preuve. 

D'après le lem 1e 4, il existe R> 1 et 'Jne fonction V, méromorphe sur 

D(O,R}, prolongeant U. De plus, v(xp) - G(x,V(x») est méromorphe sur 

D ( 0, ~), et coïncide avec la fonction nulle sur D. On a donc: 

V xE D(O, EJA) v(xp) =G(x,V(x»). 

Supposons fausse la conclusion du lemme, lilt soit(W , Q) un prolongement 

maxima! de(V,D(O,R)). "étoile de rv1ittag-Lef~ter R de (V,D(O,R)). Il advient 

alors que Q est différenl de l'':'. Considérons slor;:: un disque ouvert D( o,p) , de 

,'~~yOi1 maximal, inclus dans n, avec 

R ~ P <-}-oo • On a donc: 

w( xp) = G(x, W(x}). 

Soit Cl un complexe quelconque, de module D. Soit alors ~ vérifiant : ~p = a. 
L'application x t-:lo xP est bihC'lom;;rphe d'un voisinage de Cl, noté Cl) , sur le 

voisinage ro P de exP . Notons Xt-~ ~ scn application inversü. Il ~'est pas 

restrictif de supposer ru inclus dans D( O. p), r:;;~(i d : 1 ~ 1= f!Jp et donc 1 ~ !< p. 

Posons pour x dans roP : 
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Alors W1 est méromorphe sur wp. En outre, si xE D( o,p) n roP, alors 

P (PI) rx EDO," P ri ro, et donc : 

w (x) = G( ~ . W ( ~) ). 

Finalement, W et W1 coïncid~nt sur D( O,p) n rop . Il en résulte qUf' l'on a pu 

prolonger W sur un voisinage de a . et ce pour tout ex d.e module 1. Le lemme 4 

entraîne que West prolongeable en une fonction méromorphe sur un 'Joisinage de 

0'( o,p ) t ce qui est une co.ltradiction .• 

Nous notons à présent «: (x) le corps des fonctions fractions rationnelles sur 

un ouvert de te, qui s'identifie à un sous~corps du corps des fonctions 

méromorphes sur cet ouvert. 

Tbéort>me 4.2. 

Soit U une fonction mérom~rphe sur D, solution de 1'équation (2): 

U""AJ,l{U),oùAE Mn(C(X)). 

Si R(U) n'est pas vide, U E Mn,1 (C (x)) 

Preuve. 

D'après le cilapitre 3, nous .... ouvons suppose. que A E GL;, (( (X») . En effet, il 

s'<. ,;)It de montrer q:J9 chaque r"'mposante de U appartient à Mn,' ( C (x) ). Si u est 

une telle çomposante, Vect \ Il I( u)} iE ~~ est un sous-espace vectoriel de 

l'espace engendré par le, composante~ de U ; un élément de R(U) appartiendra 

alors à R(v), pour tout v dans Veet { ~ i{ u )} iE lN . Il suffit alors de compléter 

u en une bas" de "espace vectoriel précédent, pour obtenir une équation dans la 

. qW.Hle la matrice est inversible. Les lemmes 3 et 5 s'appliquent, pui~que l'on peut 
réécrire (2) sous la forme 

jl(U) = A-1U. 

Désignons touiours par U le prolongemel" ,néromorphe de U à ( tou.t entier. 

On obtient: 

\;j x E C U(x) "" A(x )U{ xp) ,encore grâce au lemme 5. 
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... Soit p> 1 choisi pour que O'(o,p} contienne tous les zéros de rtet(A(x)). 

Notons m le cardinal de l'ensemble de ces zéros, fixons un entier q tel .qùe pq > m, 

et supposons par l'absurde que U admette un pôle ~ tel que 1 ~ 1 > ppq 
. Notons s 

i'entier tel que : 

ppS+1è!! f3 ! > pps. 

On a évidemment ~ q. 
Soit a une racine p-ième de f3 . L'égalité : 

u(xp) = A(xr 1 U(x) 

montre a que est pôle de A(x)" 1 U{x). Si s ~1, on a : la 1 > p, et par conséquent a 

n'est pas pôle de A(xr1; c'est donc un pôle de U(x). 
Par récurrence, les racines p-ièmes, p2-ièmes, ....• ps-ièmes de f3 sont des pôles 

de U(x). 

Mais les racines ps+1.;àmes de p sont dans 0'( o,p), et sont des poles ...Je 

A(x)" 1 U(x) ; ceux-ci sont en nombre m dans ce disque. Or : 
pS+1 C! pq+1 > pq ~ m. 

\1 Y a donc une contradiction: tous les pôles de U sont de module inférieur ou 

égal'à ppk 
. En particulier. l'ensemble des pôles de U est borné, et oonc fini. 

.'. Nous pouvons poser : 

U(x) = n ~ x) V(x), où V est entière et n un poiynôme. On a : 

,V(xP)= ~~x:/ A(xr 1V(x) = B(x)V(x), où BE Mn(C(x»). 

Montrons que V est lin polynôme. Pour cela, posons: 

IIBIIR = Sup llB(x) il , lorsque R>1. 

R.slxl:o.;RP 

Ceci définit un réel dès que R 2: Pl. où P1 est choisi de façon que B(x) ait tous 

seSpôlesdansO(O.P1) ,et supérieur à 1. 

De l'égalité V(xP) = S{x)V{x), 011 déduit: 

IIVII
RP 

:0.; IIBII A IlvlIR ,et, par récurrence: 

A présent, comme BE Mn (a:: (X») , il existe un m dans IN tel que : 

IIsllR :o.; Rm 
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pour tout R supérieur ou égal à P1' 

Donc, pour tout entier k : 

lIV,IRPk S Rm+pm
-t ... +pk-l m IIvlIR s RPkm I!v/lp . 

Considérons alors x et r tels que : 

r ~ Ixl ~ P1' 

puis k tel que : 

Dans ces conditions, on a : 

d'où: 

Il V(x}11 S IIvll pk+1 S rPm Ilvll 
p 1 P 1 

Sup Il V(x) 11 

P1 slxlsr 

Comme V est une fonction entière, on a aussi: 

Su p II V (x) 1/ Or pm) , . 

Ixlsr +00 

et donc V appartient à Mn{ C [Xl) .• 

Conséquences. 

Soit u une fonction méromorphe sur le disque unité, solution d'une p-équation 

linéaire de Mahler sur C (x) que J'on écrit : 
m 

u ::: L ak Il k(~), los ak étant dans CCx). 
k=1 

Supposons que u n'est pas dans CCx). 
En associant à u le vecteur U, égal à : 

r u 
1 ~p.( u) 

! 
L~pm~1 (u) 
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et la matrice A, égale à : 

[F~~g], 
o 0.10 

on aboutit à "équation vectorielle : 
U '" A JJ.p(U). 

Le théorème 4.2 nous dit alors que S(U) est égal à r, ou encore que: 
m-1 
U S(ll i(u)) = r. 

i=o 

Supposons alors ~(u) dénombrable. Le lemme 3 implique que les ensembles 

S(lli(u}) sont eux aussi dénombrables, ce qui est une contradiction manifeste. En 

résumé, S(u) est non dénombrable. On pourrait d'ailleurs montrer de façon 

identique, que la mesure linéaire de S(u) est strictement positive. 

Il résulte de ,'annexe 1 que u ne peut être u~e fonction élémentaire, et en 

particulier ne peut être algébrique sur (x). 

L'objet du paragrapÎ,t> C'lui suit est d'obtenir des résuÎtats plus précis sur les 

singularités non polaires dt;! u. 

4 Cas d'une équation sc:aiaire. 

Nous disons que r esi fron@re narurelle pour une (onction méromorphe S\J:- le 
disque unité ouvert lorsque tous les points de r on sont singularités non polaire~_ 

')ans ce paragraphe, u est à vaieurs complexes. 

Lemme.1. 

Soit Il un élément de JYL- (0) ; si r est frontière naturelle pol.Jr J.l(u), r est 

alors aussi frontière naturelle pour u. 

~euve. 

Puisque R(u} est vide, le lemme 3 du §3 nous dit que R(Jl(u» ,'est aussi.1 

Lemme 2. 

Soit (uo, ... ,un-1) une famille libre sur (x) d'éléments de JVL(D). 

La fam!lIe (Il(UO) .... 'Il(~n-1)) est libre sur (x). 

Preuve. 
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Considérons par l'absurde une relation de la forme : 
r:l - 1 

L Â- k ~ ( Uk) ." 0, 

1<=0 

où les Â-k sont dans IC (x) J et Â-n-1 = 1, ce qui n'est pas restrictif. 

Notons Up l'ensemble des racines p-ièmes de 1. On a : 
n-1 

et donc: 

\;:/ xE 0 L Â-k(X) uk(xP) == 0, 

k""O 

\;:/ x E 0 \;:/ ru E Up 

n-1 

LÂ-k(OOX) uk(xP) == o. 
k=O 

Par somme sur m, il vient : 
n-1 

\;:/ xE D' L Vk(X) uk(xP) O. 

k=O 

où Vk(X) = L Â-k(mx). 

ruEUp 

Or il existe ç dans IC (x) tel que : v k (x) = ç (xP) ; de plus, v n -1 (x) = p. Il 

vient donc: 

\;:/xED 

n-1 

n-1 

L vk(xP) uk(xP) 

k=O 

L vk uk == 0, 
k=O 

Comme v n-1 = p, il Y a une contradiction .• 

Lemme 3. 

0, soit encore: 

Si u est un élément de J./, (0) tel que Jl.(u) soit un élément de a::: (x), alors u 

appartient à IC (x). 

Preuve. 

Dire que u est dans !C ex), c'est dire que la famille(1,u) est liée. 1/ s'agit donc 

du lemm~ 2 .• 
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Lemme 4. 

Notons Tt h la projection canonique de rN m sur rN h 
m h m-h 

lorsque IN == IN x IN . 

Soit ~ un sous-ensemble de IN m vérifiant la propriété (fP) suivante: 

(fP) '\1 h E [l,mJ '\J (k1,.",kh-1) E Tt h-1 (d), ) 

{kEIN (." ..... kh-1,k) E Tth(~)} est infini. 

Soit ro un ouvert non vide de IR. " existe alors un réel e et (k1 .... ,km> dans ~ 

tels que les ensembles pk1 8+2, ... , pkm 8-:-Z , rencontrent tous 0), 

Preuve. 

Dans la suite, une écriture du type: O,abcde ... désignera le développement 
propre d'un réel de (0,1 [ en base p . 

• '. Supposons tout d'abord que 0) n ]0,1 [ est non vide, et soit Ct dans 

ron JO, 1 [ . Il existe q dans rN tel que [a _..1... a +..1..] soit inclus dans 0). Si 
pq pq 

le début du développement de Ct est 0, 0:1 a2 ..... aq, notons Ô la chaîne de 

caractères : al a2 ..... aq. On remarque que tous les réels dont le développement 

commence par D,Ô sont dans 00. 

Appliquant l'hypothèse pour h égal à 1, on voit que 1t 1 (~) est infini. 

Soit k 1 dans Tt 1 (JI1) ; tous les réels 8 dont le développement commence par 

O.OO •• -:.OÔ (avec k, zéros après la virgule) sont tels que pk1 e , égal à O,ô... , 

est dans ro. 
Soit maintenant k2, avec: k2 ~ k1+ q, tel que (k1' k2) appartienne à 

Tt2(~) . 

Les réels 8 dont le développement commence par 0,00 ... 0500 ... 00 (avec k1 

zéros après la virgule, puis (k2 - kl -q). zéros après le premier ô} sont tels que 

p k1 8 est dans 00, mais aussi tels que p k2 8 appartienne à Z +0). 

Par récurrence, on construit (k1, ... ,km) dans 31. tel que, pour tout réel e 
dont le développement commence par: 

0,00 .... 0 ôO .. "J Ô 0 .... " .................... ôo ..... 05, avec des blocs de 1<1' 

puis k2 - k1 -q ........ puis km - km_' -q zéros, 

1 é 1 k1 e k2 e km fi' 7.1 es r e s p • p , ...... , P Q appartlfmnent tous à L +0). 
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.'. Dans le cas général. on remarque que m'. égal à Z ~CJ), rencontre toujours 

JO.1 [ • et donc que l'on peut construire e tel que : 

k1 e k2 e km e' à 7 1 7 • P , P , ...... , P appartiennent tous L +m = iL +ro. 

Nous appuyant sur ces lemmes, nous allons démonter le théorème principal de ce 

paragraphl::. 

Théorème 4.3 (Antoine et Claudia)A 

Soit u une solution méromorphe sur D de l'équation : 
m 

LakJlk(U) == 0, 
k=O 

où les ak sont dans [; (x) et non tous nuls. 

Si u n'appartient pas à lC (x). le cercle unité est frontière naturelle pour u. 

Preuve. 

Choisissons m minimal ; d'après la proposition 2.9, aO est non nul ; de plus, 

d'après le théorème 3.2 , la famille (u, l-1(u). ... , I-1 m- 1 (u)) est une base du 

[(x)-espace vectoriel CV' engendré par {llk(U)}kEIN . 

• '. Construisons un ensemble 89- vérifiant la propriété (~) énoncée dans le 

lemme 4, et tel que, de plus : 

'\j (k1 , ... ,km) E ~ (l-1k1 (u) , .... ,tJ.km(u)) soit libre. 

On suppose aussi : m~1 (si m est nul, il n'y a rien à construire). 

Posons : ~o =0 et ~1 :::: lN ; puisque u est non nul, la famille (tJ.k(U) ) est 

libre, quel que soit k. 
Supposons construits, pour un q compris entre 0 et m-1, des ensembles 

&0. JS,1 , .... , JS,q tels que, pour tout i çompris entre 0 et q-1 

~ 89-i C IN i ; 

Construisons alors JS. q+1 , inclus dans IN q+1. Soit (kl •...• kq) dans .5l9-q, et 

posons: 
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:, Supposons, par "absurde, que e (k1 , ... ,kq) est fini. 

Puisque (~kl(U), .... ,~kq(U)) est libre. on a, pour tous les k n'appartenant pas 

à (; (kl , ... ,kq) : 

Ilk(u) E Vect(llk l (U), .... ,)..l.kq(U)) . 

Cette condition est réalisée en rarticu'ier pour tous les k supérieurs à un 

certain 1; lafamille (Il'(u), J.l.1+1(U), ... ,JlI+m-1(u)) est donc liée. car: 

q $ m-1. 

Le lemme 2 implique alors que la famille (u. Il.(u}, ...• Il m-l (u) est liée, ce qui 

est une contradiction. 

(; (k1 .... ,kq) étant infini, posons: 

~q+1 := u { (kl , .. ··1<1,k) kE e (k1 , .... kq) } . 

(k 1 , ... ,kq) E ciJ, q 

L'ensemble ~q+ i répond aux conditions imposées. 

Au terme de là récurrence, "ensemble ~ m .noté JlÎ , vérifie Jes propriétés 

attendues . 

• 0, Partant de "hypothèse que u n'est pas une fraction rationnelle, nous 

raisonnons par l'absurde en supposant que A(u) est non vide. 

Appliquons le théorème 4.2 à un élément U de Mm.l ( J'fI, {D) ) , de composantes 

égales à u, lJ.(u) ..... Jlm-1(u) (cf ch. 3) ; puisque U n'appartient pas à 

Mm ([; (X)), le cecle unité r est frontière naturelle pour U. En d'autres termes, 

tout PO''ii de r est singularité nOil polaire pour l'une des fonctions u, Jl(u), ... , 

~m.1 (u), c'est-à-dire que: 

R(u} n R(Il(u)) n .......... n R(!lm.l(u)) = 52f . 

Considérons à présent l'ouvert ro., égal à r 1 (R(u»), où: 

f:lR ~ [: 
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L'ensemble _1_ ru est aussi un ouvert de IR, non vide par hypothèse. Le lemme 
21t 

4, appliqué à l'ensemble ~ précédent, montre l'existence d'un réel e et d'un 
k· 

élément (k1 , ... ,km) de ~ tels que les ensembles Op J + Z rencontrent tous 

l'ensemble _1_ ru ; posons: z = e2i1tO . On a : 
27t 

k· k· 
zP J = e2i1tOp J 

k· . 
Or 21tep J appartient à 21tZ +00. Donc: 

kj 
zP E f(ffi) = R(u}. 

Le lemme 3 du §3 entraîne que z est élément de R (J.L kj( u) ) , et ce pour tous 

les j entre 1 et m ; d'où : 

zE R(J.L k1 (u)) n .......... n R(t/m(U} ). 

Comme (J.Lk1 (u), .... , J.L km(u) est une base de 0/, chacune des fonctions u, 

J.l(u), ... , J..Lm-1 (u) est une combinaison linéaire, à coefficients dans (: (x) , 

d'éléments de cette famille, et pal conséquent: 

zE R(u)n R(J.L(U)) n .......... n R(J.Lm-1 (u}) . 

Ceci est la contradiction souhaitée .• 

Corollaire 1. 

Soit u, fonction méromorphe sur D, solution d'une équation de Mahler sur 

(: (x) . Si u n'appartient pas à (: (x), u est transcendante sur (: (x). 

Preuve. 

Une fonction méromorphe sur D, algébrique sur IC (x), ne peut admettre le 

cercle unité comme ensemble de singularités non polaires [annexe] .• 

Exemple. 

Soit u la série génératrice d'une suite régulière sur (:, ou sur un sous-corps 

de (:. Nous savons que u est holomorphe sur D, comme on le constate en examinant 

la majoration des termes de la suite donnée dans le paragraphe suivant. Le 
corollaire 1 s'applique alors à cette situation. 
Ce corollaire est à mettre en relation avec la propDsition 1.4. On peut lui donner 
le statut formel suivant: 
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Corollaire 2. 

Soit f un élément de IC [lX)), vérifiant une équation linéaire de Mahler 

résoluble à droite sur 0::: (X) n 0::: [[X]J. Si f n'est pas dans C (X), f est 

transcendant sur C (X). 

Preuve. 

On écrit le ~roblème matriciel associé à l'équation de Mahler, et l'on applique 

la remarq"e suivant la proposition 4.1. 1\ est en outre nécessaire de remarquer 

que l'algébricité d'un élément de JYt O(D) sur (; (x) équivaut à c6lie de l'élément 

de C [[Xl] associé sur [(X) .• 

Le corollé?"e 2 peut s'interpréter en disant que l'extension C (X)(f) sur 

[(X) est transcendante pure. 

S·Jit LI !.,;'1 élément de Mn,1 (cm ( [;)) , solution de l'équation : 

U = Ail (U), 

où A appartient à Mn{ [ (X») . 
Les composantes de U qui ne sont pas dans (; (x) admettent le cercle unité pour 

frontière naturelle, et sont toutes transcendantes sur [(x). 

Preuve. 

L'on sait en effet que les composantes da U vérifient toutes une équation de 

Mahler sur C {x) .• 

5 Majoration des coefficients. 

Soit U un élément de Mn,1 ( cm 0 (D») , solution de l'équation : 

U = AJ.I.(U) ,où A E Mn,n( cm 0 (O») . 

O'après la propositioll ~.2, !a fonction U est holomorphe sur le disque 

O(O,po). où Po est t->gal à min(1,j}, d désignant la distance d1<> à l'ensemble des 

pôles de A. 

Supposons que d est supérieur ou égal à 1; le rayon de convergence de la série 

entière précédente est alors supérieur ou égal à 1; s'il est strictement supérieur. 
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le théo; ème Antoine et Claudia nous dit que U appartient à Mn (IC (X)) . Limitons

nous donc au cas où il est égal à 1. 

Lorsque West une fonction bornée sur D'(O,p), où P E (O,1[ , nous noterons 

IIwllp sa norme uniforme sur D'( o,p). Nous avons: 

IIUllp ::; !!Allp IIUllpP'<. 

Soit à présent un réel r de (0,1[, et fixons un p quelconque dans [0,1 [ ; si 

r~p , il existe un unique entier naturel j tel que : 
. 1 . 

rpJ + ::; P < rpJ . 

On a alors: 

IIUll r ::; IIAll r ilAllrP ... ..IIAII~+21IUllrpi+1 et donc: 

Il U Ilr ::; liA Il r IIAllrP ... ..IIAIIr+J+ 111 UllpliAlip 
2 

Notons vk(r) le réel ln IIAllrpk , et posons: 

k 
Sk = LVi (r). 

i=O 

On a donc : 

In(IIUI!r) ~ Sj+1 + In{IlUllp) +2In(IIAllp). 

A présent, supposons que A est à coefficients dans lC(x) . 

• '. Plaçons -nous dans l'hypothèse où il existe un entier strictement positif m 
et un réel ra tels que : 

'\/ z E [ro,1[ IIA/lz $; (1-z)-m. 

Lemme. 

SI' '. rp
k

-.,. r alors' "" 0, . 

k 

2>i(r) 
i=O 

où l'on a posé : h = ln r. 

Preuve. 

Ona: 

pk-1 h 

~ -m In(1-r)- -1 m jln{1-eY) d"y, 
n p y 

h 
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Majorons la somme proposée en la comparant à l'intégral& de l'application cp : 

( 
t\ 

t I-~ -m ln "1 - r P J' 

qui décroît sur [0 , +00 [. 

On obtient ainsi : 

k 
L,Vj(f) ~ CP(O}+ 

i=O 

k - 1 

l cl> (t) dt 
o 

Le changement de variable pt ln r == y conduit à l'égalité : 

k-1 pk- 1h 

l CP{t) dt == I-n mp J In(1 .. eY) dt, 
o h 

où l'on a posé: h == ln r.1 

Lorsque h tend vers 0, on a : 
- 00 - 1 

f In(1-eY) d-f= J In(-y) d-f + 0(1) , soit: 

h h 

- 00 

r In(1-eY) df =- ~ [ln{-h)]2 + 0(1). 

1. 

Fixons p égal à rD ; si r est plus grand que ro, on peut écrire: 

In(IIUllr)::; Sj+1 + In(IIUllp) +2In(IIAllp) 

+00 

~-m In(1-r)- In
m 

p J In(1-eY) dt + In( IIUllp) +2In(IlAllp) 

h 

$-m In(1-r} + 2~P [1 n ( - h}]2 + 0(1), pour r tendant vers 1-. 

Comme h = ln r, on obtient : 

In(IIUll r) =0«ln(1-r)}2). 

... Examinons à présent le cas où m est nul. La majoration : 

IIUll r ::; IIAlI r IIAllrP ..... IIAII~+~ I!Ull rpi+1 

devient alors : 

Ilullr s ai+31IUllp, 
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où a est un majorant de Il AI! r pour r < 1. On su~pose en outre a> 1. 

Compte tenu des inégalités: 

il vient 

et donc: 

1 ' 
rPI+ s p < rPI • 

, ln p 
J<-

p - 1 n r' 

'aj+3 $ exp(Cn1 
p ln Itn Pr + 3 )n a), 

d'où finalement : 

avec: 

1 
rlUrl r $ C k' 

( 1 n r) 

C=IIUll p eX~(ln1 p ln ln p + 3)n a). 
ln a 

et k = ln p' 

En résumé: 

Proposition 4.3 

Soit U un élément de Mn,1 ( J'tl- 0 (D)) • solution de l'équation : 

U == Aj.J.(U} ,où A E Mn,n{C (X») . 

On note d la distance dd 0 à 1 ensemble des pôles de A. avec , par convention, 
d = +00 si A n'a pas de pôle. 

Si d > 1. il existe un réel k tel que : 

IIUllr == O( 1 k) 
( 1 - r) 

1 -

Si d == 1, on a: 
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1 -

Nous pouvons appliquer la proposition précédente en vue d'obtenir une 
majoration du coe:ficient un du développement en série entière de U. Partons de 

l'inégalité 

r< 1 

Supposons tout d'abord que : d > 1, et prenons r .. 1- ~ . Il vient : 

un= Q(nk). 
+00 

Cette situation se présente en particulier lorsque (un) est une suite p-régulière. 

Si l'on suppose que d est égal à 1, la majoration fournie par la proposition 4.3. 
nous donne: 

Ilull r $; exp[ M(I n (1 - r))2], et donc: 

lu n 1 $; eXP[M(ln(1-r)}2 - n Inr]. 

En utilisant toujours : r = 1- ~ , on obtient : 

1 un 1 $; eXP[M(ln n)2]. 
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Ch51piti'C! S. 

La notion d'équation différentielle algébrique s'est naturellement introduite en 
s:Jivant le courant de l'algébrisation de l'analyse que connut le dix-neuvième 
siècle. C'est la période qui, à la suite des travaux approfondis sur les équations 
algébriques, voit le calcul formel s'attacher à interpréter les identités, et autres 
équations différentielles, satisfaites par les fonctions de l'analyse classique ; ce 
n'est probablement pas un hasard complet si c'est à Liouville, l'un des in· .. .:/lteurs 
de Galois, que l'on doit des résultats déjà élaborés à ce sujet. 
La première fonction que l'on a démontrée être différentiellement transcendante 
est la fonction gamma [3] : il n'y a rien de surprenant à ce que l'on ait dû faire 
appel à cette fonction, puisque toutes les fonctions "élémentaires" vérifient une 

éqùation différentielle algébrique sur [: ex). La preuve, en ce qui concerne la 

fonction gamma, repose sur l'équation fonctionnelle qu'elle vérifie. 

Dans ce chapitre, nous nous consacrerons à la différentielle algébricité de 
solutions d'équations de Mahler, en premier lieu dans l'optique générale de ce 
travail, qui s'intéresse en particulier aux questions de transcendance, et aussi en 
vue de répondre à une question posée par Rubel [4], concernant une fonction qui 
se trouve vérifier une telle équation. 

Il est bon de remarquer que les techniques "analytiques" du chapitre 4 ne 
permettent pas de montrer qu'une fonction, solution d'une équation de Mahler, est 
différentiellement algébrique sur [; (x) au simple vu de ses singularités: il 
existe en effet des fonctions diffé(entiellement algébriques qui admettent le 
cercle unité comme frontière naturelle [8]. Aussi bien, nous obtiendrons dans 
cette direction des résultats moins généraux. 

La proposition 5.1 donne une condition nécessaire sur l'élérnent a d'un corps 
différentiel pour qu'une solution f de la p-équation de Mahler, linéaire et d'ordre 
un : f = allp(f), soit différentiellement algébrique sur ce corps. Nous 

appliquerons ce résultat au cas où le corps différentiel est (x), pour obtenir le 

résultat espéré: si f est différentiellement algébrique sur [:(x), c'est elle même 

une fraction rationnelle (théorème 5.1). La difficulté technique principale vient 
du fait que, contrairement à la situation qui se présente dans le cas de la fonction 
gamma, il n'y a pas linéarité par rapport à la variable; ceci contraint à un 
changement de variable, qui d'ailleurs motive le cadre du chapitre: celui des 
fonctions méromorphes. On ne dispose en effet pas nettement de cette possibilité 
dans le cadre général des séries formelles. 

Une méthode de variation de la constante permet de généraliser Je résultat 
précédent au cas d'équations affines, sous réserve qu'elles aient assez de solutions 
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(wéorème 5.2). Quelques I>quations mahlériennes, algébriques, et surtout ad hoc, 

illustrent ces résultats. 

Les résultats sur les équations différentielles algébriques qu'utilise ce 
chapitre sont regroupés dans les arlnexes 2 et 3. 

, Position du problème. 

Le cadre général de ce chapitre est celui du chapitre 4. Le corps de base est 

donc a::: . Les corps considérés seront des sous-corps de JYt,(D), où D est un ouvert 

connexe de a::: , qui en particulier pourra être égal à 6, disque unité ouvert, ou à 
TI, demi-plan des complexes de partie réelle strictement négative. On désignera 

par)(. un sous-corps différentie' de JV(,.(6), p-mahlérien. 

On considèrera aussi l'élément exp de JV(,.(TT), défini de la manière usuelle. 

Soit f un élément non nul de Jv/'(6.), solution de l'équation de Mahler d'ordre 

un sur 1(. suivante : 
f = a ~p(f)" 

Une autre relation vérifiée par f est : 
f' a' f'{xP' 
-=- + pxp-l ~ 
f a f(xP) , 

et donc : 
f a' f(xP) 

x -= x - + pxP 
f a f(xP) 

Posons 

C'est un élément de <..{)(,(TT>, qui vérifie l'égalité : 

(1) g(t) = pg(pt) + Ro(t), 

~ où RoCt) est un élément de 1Goex.p , égal à : et a et • 
aCe ) 

..ffil On pose: SoCx) ::= X a(x) ,de façon que: Ro(t) =< SO(et ). 
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Nous noterons L le corps ](, Oexp. C'est un corps différentiel, stable par 

"application . 
v : h(t)f-lo h(pt). 

L'application v joue, vis-à-vis de L, le même rôle que l'application ~ vis-à

vis de 1G. 
Pour la commoditt:' des écritures, nous préfèrerons le plus souvent, mais pas 

systématiquement, noter hV l'image de l'élément h de Jit(n) par v . 

On cherche à déterminer les éléments f deJit(~) qui sont différentielle ment 

algébriques sur](. . On fait t.lonc à présent l'hypothèse que f est différentiellement 

algébrique sur :JG . Il en résulte que g est différentiellement algébrique sur L. 

2 Une condition nécessaire de différentielle algébricité. 

Soit P, élément de L[Yo, ... ,Yn]. un polynôme minimal de g sur L. On suppose 

en outre que P est normalisé. Nous disposons de l'égalité: 

p(g, g', ... , g(n») '" 0, 

d'où aussi: 

Or, d'après l'égalité ('), on a : 
1 

gV =p- (g-Ro). 

Il en résulte que, pour tout entier naturel k, on a : 

(gV)(k) = * (gCk)-Rk) , 

où l'on '3 posé : 
Rk :; RO(k). 

Par ailleurs, on a, évidemment : 

(gv)Ck) = pk (g(k) )v. 
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Reportons ces égalités dans la relation de liaison (2) ; il vient: 

PV(~(9-Ro} ... , pn~l (g(n)-Rn))=O. 

Posons alors : 

Q(Yo, ... ,Yn) = pV (}(Yo-Ro } ... , pn~l (Yn-Rn))-

Il est clair que Q, qui est un élément de L [Y 0,"" Y n ], est inférieur ou égal à P. 

Ces deux polynômes sont donc proportionnels; soit : 

il existe À dans L tel que: pV (*(Y O-RO )O ... , pn~ 1 (Y n-Rn ) ) = ÀP. 

Lemme l, 

Soient 00, ... ,On des opérateurs différentiels sur L[Yo, ... ,Yn] et d'ordre un, 

linéairement indépendants sur L, où L est un corps de caractéristique nulle, et P 

un élément non constant de L [Y 0, ... , Y n l /1 existe alors une famille (;", .. , ik ) 

d'éléments de [O,n] telle que Di, ... Dik(P) soit un polynôme affine lion constant. 

Preuve. 

Raisonnons par récurrence sur F . 

• '. Supposons tout d'abord que, quel que soit i, Dj{P) est constant. Dans ce cas, 

puisque la famille (OO, ... ,On) est une base de l'espace vectoriel des opérateurs 

différentiels d'ordre un, quel que soit i, le polynôme ClP est constant. Il en 
aYj 

découle immédiatement que P est affine. 

,', Dans le cas contraire, il existe un i tel que Dj{P) n'est pas constant; comme 

Di(P) est strictement plus petit que P, le résultat en suit .• 

Reprenons l'égalité : 

pV (~ (YO-Ro } ... , p:~ 1 (Y n-Rn) ) = ÂP, 

Soit i un entier compris entre 0 et n ; appliquons à l'égalité précédente 
Cl 

l'opérateur - ; il vient: 
aYj 
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ap ., 
Cela signifie que le polynôme - satisfait une relation analogue à celle 

aYi 
vérifiée par P, à ceci près que À. est remplacé par À.pi+ '. 

akp 
Par récurrence, on constate que tout polynôme vérifie une 

8Yi, .... éJYik 

relation analogue, et ce quel que soit le k-up!et (i, , ... ,ik) à'éiéments de [O,n]. 

Comme P n'est pas le polynôme nul, ce n'est pas un polynôme constant. On peut 

donc lui appliquer le lemme 1 ; notant S le polynôme 

correspondant, on obtient l'égalité: 

Sv (~(Ya-Ra } ... , pn~ 1 (Y n-Rn) ) = oS, 

où est 0 un élément de L. 

Le polynôme S étant affine et non constant, on pose : 
n 

S(Ya, ... ,Yn) == LSiYj + s, avec l'un des si non nul. 
i=O 

L'égalité devient: 
n 

:L V(Si) i~l (Yi-Ri)+V(S)=O(ÏSiYi + S ) 
1=0 P i=O 

li en résulte : 

Lemme 2. 

"il i E [O,n] 

n 

-12 V(Si)pi~lRj+V(S)=os. 
i=O 

SOÎt c un complexe différent de 1. L'équation: 
v(u) = cu 

à l'inconnue u de L n'admet que la solution nulle. 

et 

akp 
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Preuve. 

" revient au même de montrer que l'équation : ~(w) = cw à l'inconnue w de 1G 
n'admet que la solution nulle. Cela résulte de la proposition 1.1. 

Supposons alors qu'il existe deux indices i et j tels que si et Sj soient non nuls; 

on obtient, puisqu'alors 0 est nécessairement non nul: 

v('~) == pH Si 
Sj Sj , 

et ceci contredit le lemme 2. 

Il existe donc exactement un indice, que l'on note k, tel que sk soit non nul. 

La condition nécessaire précédemment obtenue devient: 

d'où, si l'on pose: S = _5_ , on obtient: 
sk 

1 1 
- pk+ 1 Rk + v(S) = pk+' S. 

Revenant à 1(. , on parvient au résultat suivant: 

Proposition 5.]. 

Soient 1(. un sous-corps différentiel p-mahlérien de JYL,(A), et f un élément 

non nul deJV1(6), solution de l'équation de Mahler d'ordre un sur 1(. suivante: 

a' 
Posons: SO(x) = x -a, et: S!;(x) == x S'k_'(x) pour k entier naturel non nul. 

Si f est différentielle ment algébrique sur](. , il existe un élément w de 1(. et 

un entier naturel k tels que : 
1 1 

- k+ïSk+J.l.(w)= k+l w. 
p p 

Preuve. 

Rappelons que: Rk = Ro(k). Or: RO{t) = So{et ). Donc: 

Rk(t) = R'k-l (t) = :t( Sk-l (et») = et S'k-l (et) "" Sk(et ). 
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Ainsi, la relation : , , 
- pk+' Rk + V(S) = pk+1 5 

devient: 
1 i 

- k+ ,- Sk+ j.J.(w) = k+1 W, lorsque; w{et ) = S(t) .• 
P P 

3. Cas où : X. - C (x). 

Nous désignons ici par CCx) le sous-corps de ~(~) formé des fonctions 

fractions rationnelles sur 1::1. Le degré d'une fraction rationnelle est la différence 

des degrés du numérateur et du dénominateur, lorsque elle est non nulle. On le 

pose égal à - CIO si la fraction est nulle. On note Cd(x) le espace vectoriel formé 

des fractions rationnelles de degré inférieur ou égal à d, et de même pour ICd[x]. 

Lemme L 

Soit n le sous-espace vectoriel de C (x) engendré par 

{( x-~ )n • nE r . nE l'J • n~ 2}. et 8 le sous-espace vectoriel de r (x) 

engendré pari -'- , aE C}. Si d est un entier naturel, on dispose alors de la 
x-a. 

somme directe: 

Cd(x) = rtEB8EBlC d[x]. 

Preuve. 

C'est l'expression du théorème de décomposition en éléments simples dans 
[(x) .• 

Lemme 2. 

Si d est un entier naturel, l'image par la dérivation de l'espace vectoriel 

Il suffit de regarder l'image par la dérivation de chacun des éléments simples 
de C(x) .• 

cl 
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L'espace vectoriel n est stable par l'application: 

R ~ xP-' R(XP). 

P :.Ive. 

D'après le lemme 2, un élément R de 11- est de la forme: 

R(x) = S'ex), où S appartient à [(x). 

Donc: xp-l R(XP)== xP-l S'(xp)=*!(s(xp)). 

Puisque S(xp) appartient à [(x), le lemme 2, à nouveau, conclut.1 

Lemme 4. 

L'espace vectorielS est stable par l'application: 

R f-~ xp-l R ( xP ). 

Preuve. 

Soit ex un élément de IC , et R, égal à -'-, un élément de la base canonique de 
x-a 

8.0na: 

xP-' R( xp) = xp-l -' - . 
xP-ex 

Si ex est nul, le calcul est immédiat; dans le cas contraire, soit Rp( ex) , 

abrégé en Rp ,l'ensemble des racines p-ièmes de a . On a : 

xp-l _1_ =1 ~ 1 
xP-ex P "'-.J x-CJ) 

roERp 

ce qui donne le résultat .• 

A présent, appliquons la proposition 5.1, et partons de "égalité: 
(') Sk = pk+ 1 Il(w) - w, avec w dans [(x). 

Nous allons montrer que, si la relation (') est vraie pour un entier naturel 
non nul, noté encore k pour la simplicité, elle est vérifiée pour k-l. 

Puisque: Sk(x) = x S'k-l (x), on a aussi: 

S'k-1 (x) = ~ pk+ 1 w( xp) - ~ w(x}. 
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Puisque Sa est de degré 0, il est clair, par rt:currence, que Sk est aussi de 0 

1 
degré O. Posons: z(x) = x w(x). On a : 

S'k-' (x) = xP- 1 pk+ l z( xp) - z(x). 

Le degré de z est nécessairement strictement négatif; car, s'il était positif ou 
nul, le ûegré du membre de droite serait strictement positif. Appelons z, le 

projeté de z sur 1'1. parallèlement à 8, Z2 son projeté sur 8 parallèlement à 

n. "vient: 

$'k-'(x) = xp-l pk+1 z,(xp)- z,(x) + xp-l pk+l z2 (XP)-7.2 (x). 

Or, d'après le lemme 2, S'k-' (x) est dans n. 
Grâce au lemme 3, l'élément xP-l pk+ 1 z1 (xp ) - z, (x) est dans n, tandis 

que xP-l pk+ 1 Zz (xp) - z2 (x) est dans 8 d'après le lemme 4. 1/ en résulte: 

S'k_'(x) = xP-l pk+1 z,(xp) - zl(x). 

Mais, d'après le lernme 2 encore, il existe un élément v de lC(x) tel que: 
z, = v' ; il découle de cela "égalité: 

S'k_'(x) = pk ~( v(xp)) - v'(x), puis: 

Sk-' (x) = pk v( xp) - v(x) +c, 

où c est dans 0::: • 

Posons alors: v 1 = v+ ~ . On obtient de suite: 
l-p 

Sk_'(X) = pk vl (xp) - vl (x) , 

ce qui était le but recherché. 

Il résulte de cette récurrence qu'il existe une fraction rationnelle y de IC (x) 

telle que: 

SoCx) = p y( xp) - y(x) 1 

soit encore, compte tenu de l'expression de Sa: 

(2) x :' =py(xp) - y(x). 

Remarquons en outre que y n'a pas le pôle ° ; en effet, dans le cas contraire, le 
membre de droite de (2) aurait le pôle 0, ce qui n'est pas le cas de son membre de 
gauche. 
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Notations. 

Soit F un élément de IC(x); nous noterons F( n,a) le coefficient dp. 1 
(x-a )n 

dans la décomposition en éléments simples de F, de sorte que: 

~ F(n,a) 
F(x) = L. ( » + c, 

aEIC,nEIN * x-a n 

où c appartient à [. Ainsi, la famille des F ( n, a) est à support fini. 

Ecrivons d'autre part : 

où (m(a) )aE[ est une famille à support fini d'éléments deZ Il vient alors, 

grâce à une dérivation logarithmique; 

~_Lm(a) . 
(x) - , et donc. 

a x-a 
aEIC 

x ~= ~ am(a) + d où d est dans IC. 
a(x) .L.,; x-a ' 

nEC 

Avec ces notations, l'égalité (2) devient: 

~ am(a) ~ y(n,a) 
.L.,; + d = p "'-' 
aE[ x-a aE[,nEIN*{xp-a)n 

_ L y(n,a) 

aEIC,nEIN*{x-a )n 
+(p-1)c, 

soit encore, en projetant Sl n838 parallèlement à [; [xl: 

(3) L ameu) = p L y( n,a) 

aE[; x-a. aEIC,nEIN*( xP-a. )n 

_ L y(n,a.) 

uEIC,nE!N* (x-a )n 
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Lemme 5. 

• 
. Soit a un complexe non nul. On note Rp l'ensemble des racines p-ièlTlf"J:s de a 

Si n est un entier naturel nC?n nul, on a : 

1 L l'"~T 1 of ••••• , 

(xP-a )n roER
p 

pa) (x-oo)n 

les points de suspension désignant la partie polaire relative aux ordres de 
multiplicité inférieurs ou égaux à n-1. 

Preuve. 

Comme d'habitude, le coefficient de ( 1) est égal à : 
X-ID n 

Nous montrerons à présent que, si n n'est pas égal à 1, et si a n'est pas nul, 

y( n,a) est nul. Pour cela, nous raisonnons par "absurde, et nous considérons un 

entier n, supérieur ou égal à 2, minimal pour la propriété : 

il existe un complexe non nut ~ tel que: y( m, j3) ~ O. 

L'égalité (3) nous donne, par considération de la partie pola~re d'ordre n, 
relative à tous les complexes non nuls, et par application du lemme 5 : 

O=p L 
aEIC* 

y(n,a) L 
roP.,.. "l 

(~'r 1 L 
~pa) (x-co)n aEC* 

y( n,a) 

(x-a)n' 

Examinons la partie polaire relative à un complexe non nul donné; l'égalité 
précédente peut se réécrire : 

y( n,a 2 
(x-a )n ' 
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soit encore : 

o=p L 
aEC* 

Il en résulte : 

'\1 aE C* 

Y n aP - -- - L..J (aT 1 "'" 
(, ) paP (x-a )n aEC* 

o = p y( n,aP) (~f -y( n,a ). 
paP) '. 

Nous allons exploiter cette égalité à l'aide du lemme suivant: 

Lemme 6 .. 

y( n,o:) 
(x-a)n' 

Soient <1> une application de C * dans C, à support fini, et un complexe k: 

vérifiant: 

'\1 a E C* <I>(n) = k <I>(aP). 

L'application <1> est alors nulle. 

Preuve. 

Süit x un complexe non nul; il existe m tel que pm soit strictement plus grand 
que le cardinal du suppor .. de <1>. Soit a une racine pm -ième de x, telle que <1>( a) 

soit nul ; puisque: 

<I>(a) ::: km <I>(apm) = km <I>()\.) == c, 

on a de suite: <I>(x) = 0, le cas où k est nul étant trivial.. 

Appliquons Je lemme 6 à l'égalité: 

'\1 a E C* 0::: p y( n,exP) (~:pT - y( n,a) 

qui s'écrit aussi: 

'\1 ex E C* <1>(0.) = k <I>(exP), 

y( n,a) 
lorsque "on a posé: <I>(a) == 

an 

, 
etk=--, . 

pn-

Puisque ~ a ~ est à support fini, on a : 
an 

'1/ ex E C* y( n,a) = 0 , ce Qui est la contradiction souhaitée. 
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Exploitons à présent la relation (3), qui se présente, compte tenu dl! résultat 
précédent, sous la forme suivante : 

~am(a) =p L 
~ x-a 
aEC ' aEC 

x-a 

et qui fournit la relation : 

'\1 a E C* 

soit encore, en posant : 

Y(l,a) 
Ç( a) = , la relation: 

a 

V a E C* mC a) = Ç( aP) - Ç( a). 

Lemme 7. 

Soit ç une application de C * dans n::::, à support fini, et:1 :f. application de 

C * dans H, sous-groupe additif de C. On suppose que : 

'\1 a E [* 'l'(a) = Ç(aP) - Ç(a). 

L'application ç est alors à valeurs dans H. 

Preuve. 

Soit x un élément de 0:::: * . Il existe s tel que pS soit strictement plus grand que 

le cardinal du support de ç. Soit a une racine pS -ième de x, telle que Ç(a) soit 

nul; on a: 

et donc : 
s-1 

L'I'(apk) = Ç(x). 
k=O 

Le résultat en découle .• 
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Le lemme 7 entraîne que l'application ç est à valeurs dans Z. Revenant à 

l'expression de la fraction rationnelle y, on obtient: 

ou encore: 

y(x) = L aÇ(a) + c , 

ml 
x 

nE C '* )(-0:. 

L 
aEC'* 

aÇ{a) d 
+

x(x-a) x' 

avec d élément de le. 
1 1 l 

Par ailleurs : = -- - -x' Donc : 
x{x-a) x-a 

Ylli = _ L Ç( a) + ~. 
x '* x-a x 

aEC 

Puisque est à valeurs entières, on constate que 

logarithmique d'une fraction rationnelle: 

_ L Ç(a) =~ 
aEC'* x-a q 

D'où, compte tenu de l'égalité (2) : 

~~ ~ Y.ill 
a =p x - x 

Q~ .-
x q(xp) 

~ e e - +---
q(x) xP x 

= .&(q(xp))/q(xp) _ rul +~- _ ~. etc q(x) xp x 

-L ç ( a) est la dérivée 
x-a 

aEC'* 

Cette égalité implique en particulier que e est nul, puisque les pôles du 
membre de gauche ~ont simples. On obtient alors: 

q(xp) 
a(x) = À q(x} 1 

où À est un complexe, et donc, en revenant à l'égalité initiale satisfaite par f : 

f(x) q(x) = À f( xp ) q( xP). 
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On a déjà remarqué que cette égalité implique que À est égal à 1, et que fq est 

une constante. Donc f est une fraction rationnelle. 

Tb~orème II 

Soient a un élément de [(x), et f un élément de JVl,(~) solution de i'équation : 

f == a flp(f). 

Si f est différentiellement algébrique sur [(x), f appartient à CCx). 

Illustration . 

•• Soit f un élément de JVl,(M, solution de l'équation ( non linéaire) : 

où a est un élément de [(x). Supposons f différentiellement algébrique sur 

[(x), et non nul. Soit: 9 = ~; 9 vérifie: 

~t(g) = a g ; 

de plus, ~(f) est, comme f, différentiellement algébrique; donc 9 l'est aussi et, 

par conséquent, 9 appartient à CCx). Comme f vérifie l'égalité: 

~(f) = 9 f , 

f est aussi dans [(x). 

Bien que l'équation (4) n'ait pas été étudiée stricto sensu, l'étude précédente 
montre qu'en réalité elle se ramène à deux équations d'ordre un. La proposition 
4.1. nous dit que, si a(O) = i, l'équation ~(g) = a 9 admet une droite de 
solutions, dont il est aisé de voir qu'elles ne s'annulent pas en 0 ( sauf la solution 
nulle ). " en existe donc une à vérifier: g(O) = " et par conséquent l'ensemble 
rl\~s solutions f est une droite. 

Dans le cas général, on peut utiliser la proposition 1.', ou plutôt son analogue 
méromorphe, qui n'a pas été démontré mais qui relève a.,iément de la méthode du 
théorème 4.'. Nécessairement, si (4) admet une solution non nullel on peut 
écrire: 

a(x) = xa a, (x), avec: a, (0) = 1 et a multiple de p-1. 
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On obtient ainsi: 

a 
g(x) = x~p-l .p(x), avec .p(0) = 1. 

(l 

Il est alors nécessaire que, à nouveau, p -, divise --,. Les conditions sont p-
alors suffisantes. En résumé: 

Proposition 5.2. 

Soit a un élément non nul de CCx), et l'équation à l'inconnue f dans .m(A) : 

(4) f f.l2(f) = a (f.l(f»2 . 

Pour que l'équation (a) admette une solution non nulle, il faut et il suffit que 
l'on puisse écrire: 

a(x) = xCX al (x), avec: al (0):: 1 et (l multiple de (p-l )2. 

L'ensemble des solutions est alors une droite. 

De plus, les solutions sont, soit djfférentiellement transcendantes sur CCx). 
soit dans !C(x) . 

• '. Considérons la fonction f définie par l'égalité: 

+00 ( k) 
f(x) = il 1+X3 . 

k==O 

Ainsi, f(x) = (1 +x) f( x3). 

Si f était différentiellement algébrique. ce serait un élément de CCx), d'après 

le théorème 5.1. Not~nt alors d le degré de f, on obtiendrait: 2d = " ce qui est 
absurde. 

Cette illustration répond à une question de Rubel [4]. 

4 Cas d'une équation affine d'ordre un. 

Nous étudions dans ce paragraphe l'équation à "inconnue f de JY2,(A) : 

(1) f = a f.l(f) + b, où a et b sont donnés dans JY2,(A). 
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L'équation (1) peut se mettre sous la forme matricielle équivalente: 

F = [~~] ~(F). 

avec: F = [~J 

Dans le cas particulier où a et b sont en fait dans J'tt o(A), et où l'inconnue est 

en fait à rechercher dans J'tt o(ô), on constate que, suivant la proposition 4.1, il 

Y a trois cas à étudier: 

~ Si : a(O) = 1 et b(O) = 0, l'ensemble des solutions F est un plan de 

JVt'o( ô,C2 ) . 1\ en ré5Û!te aisément que l'ensemble des solutions f est une droite 

affine de J'tt o(Ô)' dirigée par l'ensemble des solutions de l'équation: 

(2) f = a J.L(f) • 

~ Si: a(O) = l et b(O) :01: 0, il est immédiat que l'ensemble des solutions f est 

vide. 

-t Si: a(O) :01:1 , l'ensemble des solutions F est une droite de JVl,o( ô,( 2) . On 

voit alors facilement que l'ensemble des solutions f est un singleton de Jf/, 0(8). 

Remarque. 

Notons au passage que l'étude de l'équation (1) dans le cadre de A«X», en 
supposant cette fois a et b éléments de A«X», relèverait du théorème 2.3. Par 
ailleurs, il découle de la proposition 2.1 1 une étude identique à la précédente 
lorsque a et b n'admettent pas le pôle O. 

Nous supposons désormais que a et b ~nt dans C(x), et qu'en outre /'\, 'a~ ·n 
(2) admet une solution non nulle, que l'on note fo . Cela sera réëa:i"·<. an 
particulier sous la condition suffisante: a(O) = 1 et b(O) = O. 

f 
Dans la suite, on note f une solution de l'équation (1) ; posant: g = f' on 

o 
constate que g vérifie la relation : 

(3) 9 = J.L(g) + c, 

où c, égal à ~, est un élément de [(x)(fo)' 
o 
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Supposons à partir d'ici que f est différentiellement a,'gébrique sur C (x) ; g 

('est alors sur C(x)(fo,f'o""-) 

Il en découle que h = gocx.p est différentiellemlmt algébrique sur 

c( ~'p )(foocxp,f'oocxp., ..... ). Ce sous-corps différentiel de JV2, o(TI) est à 

présent noté t(.. Il est stable par v . 

La relation (3) devient : 

(4) h=v(h)+d, 

où d appartient à H. 

Soit alors P un polynôme minimal de 9 sur H. On le suppose en outre 

normalisé, ce qui ne restreint pas notre propos. Par dérivation de la relation 

(4), on obtient: 

De l'égalité: 

p( h,h', .... ,h(n)) = 0 

provient l'égalité: 

puis, grâce à la relation (5), cette autre égalité: 

Nous disposons ainsi d'un nouveau polynôme à coefficients dans H, annulant la 

famille (h(m) )mEIN . Son multidegré est inférieur ou égal à celui de P. On en 

déduit que les polynômes P et pV(YO-d,~(Yl-dl} .... ';n(Yn-d(n»)) sont 

proportionnels, la constante de proportionnalité étant dans C, comme on ie 

constate en consultant le coefficient dominant. 
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On applique alors le lemme 1 du §2, et la méthode qui le motive: il existe ainsi 

un polynôme affine et non constant S de K [Y 0, Y 1 , ... , Y n ], égal à : 

et un complexe 0, tels que : 

c'est à dire encore: 

Ô n Ô 
\;j k E [O,n] sk = "kV(Sk) et 5 == Oves) - L kd(k). 

P k==O P 

Grâce au lemme 2 du § 2, on voit que tous les si sont nuls, sauf un au plus, et 

donc sauf un exactement. Notons k l'indice correspondant, pour lequel on a donc: 

Ô k == 1 ; on a par conséquent: 
p 

Compte tenu de la relation (5), on a: 

Nous devons à présent examiner deux cas : 

.0. Cas où fo n'appartient pas à CCx). 

Examinons d'abord, pour la clarté, la situation où k est nul. La relation (6), 
qui s'écrit aussi : 

s+h=v(s+h) 

entraîne que s + h appartient à C, et donc que h appartient à H ; par 

conséquent, g appartient à lC(x) (f 0' fi 0' .•.. ); mais: 9 = :0 Donc f appartient aussi 
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à [(x) (fo,f'o, .... ). qui est, d'après le théorème 5.1, une extension différentielle 

transcendante pure de C(x). Puisque f est différentiellement algébrique sur 

[(x), f appartient à CCx). 

Dans le cas général où k est un entier quelconque, la relation (6) s'écrit 

encore: 

Cette relatier, implique que, ou bien k est nul, éventualité déjà envisagée, ou 
bien s + h(k) e~;t nulle, ce que nous supposons à présent. Il en résulte que h(k) 

appartient à H. 

fOexn 1 
O h r P ., . r : = . osant: = go' l "II mt : 

f oOexp f oOexp 

k 

h(k) = 2,).'i 90(i) (fOexp )(k - i) E H, et ÀjE iN. 
i=O 

Considérons la famille ( go (i) ) i E iN . 

C'est une base algébrique de C( exp )( foOexp,f ooexp., ..... ). comme C( exp )

algèbre. Cela résulte du fait que, fo n'étant pas dans CCx), le théorème 5.1 nous 

dit que la famille (f 0 ( i ) )iE IN est une base algébrique de C (x) (f 0' f' 0' .••• ). et 

donc que la famille : 

( (foOexp )( i) )iE IN 

est une base algébrique de C( &X.p )(fooexp,f'ooexp.,. .... ), comme C( &X.p)

algèbre. 

L'égalité ci-dessus nous permet alors d'affirmer que Àk fOexp appartient à 

cC exp ), donc que f appartient à C(x) . 

• '. Cas où fo appartient à CCx). 

Nous nous appuyons toujours sur l'égalité (6). Les calculs s'inspirent alors de 
ceux que "on a conduits dans le §3. Nous savons que, en tous cas, s + h(k) 
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appartient à C. L~ corps H est à présent égal à C( exp), et s y appartient. Donc 

h(k) appartient à Ir: ( exp ). 

Rappelonsl'ég .. lité satisfaite par h : 

( 4) h = v(h) + d, 

où d appartient à H , et, avec les notations de début de paragraphe: 

d = cOexp , c étant un élément de C(x). 

Posor!s alors: cO = c, et définissons ck par la condition: 

Ck( et) = !~( c( et) ); ck appartient à C(x). De même, posons; 

Par dérivation, l'égalité (4) implique: 

91« et) =: pk 9k( eIX) + Ck( et), c'est à dire: 

En outre, on obtient les relations récurrentes : 

9k(x) = x 9'k-l (x) ; ck(x) = x c'k-l (x) , 

grâce auxquelles on peut écrire, pour k plus grand que l : 

Par ce qui précède, on sait que h (k) appartient à C ( exp ), ou encore que 9k 

appartient à C(x). Il en résulte que pk xp-l 9'k-1 (xp) est aussi dans C(x). 

Projetons alors l'égalité (5) sur 8 parallèlement à nœC[x]. Si l'on appelle S 

la composante de g' k-l sur 8, on a : 

S = pk xP-l S(xp), à l'aide des lemmes 2,3,4. Posant: T = x S(x), 

il vient: 
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donc T = O. Il découle de cela que Q'k-l est dans M..EBIC[x], c'est à dire, 

toujours par le lemme 2, que Qk-l al>partient à C (x). Une récurrence permet 

alors de connaître que gO ' qui n'e'.;t autre que Q, est dans a::: (x). Le résultat 

suivant est ainsi démontré: 

Théorème 5.2. 

Soient a et b deux éléments de CCx). On suppose que l'équation: 

f = a ~(f) + b 

admet dans J'r1,( A) une solution non nulle. 

Les solutions dans JVt-(M de l'équation: 

f = a ~(f) + b 

sont différentielle ment transcendantes ou rationnelles. 

Corollaire. 

Soient a et b deux éléments de C(X), tels que: a(O) ... 1 et b(O) = O. 

Les solutions dans C[[X]] de l'équation: 

f = a ~(f) + b 

sont différentiel/ement transcendantes ou rationnelles. 

Preuve. 

Les hypothèses auxquelles répondent a et b font que "équation : f = a ~(f) 
admet une solution non nulle. De plus, l'étude effectuée au début du §4 montre 

que, sous ces hypothèses, les solutions dans C [[X]] sont en bijection naturelle 

avec les solutions dans JVl,O(.~).' 

••• Exemple 7. 

Considérons, dans [«X», l'équation: 

où a et b sont deux éléments de COQ tels que: a(O) = 1 et b(O) = O. 

22 



Une solution f de c~tte équation est alors algébrique, ou bien différentiellement 

transcendante sur !C (X) . Il suffit pour s'en convaincre de poser : 9 = f2. Ce 

changement de fonction nous donne aussi la discussion sur le nombre de solutions. 

•• Exemple 2. 

Considérons, dans [«X)), l'équation; 

où a, b sont des éléments de [(X), n'ayant pas 0 pour pôle, tels que: 

a(O) = b(O) = " et c(O) = O. 

Soit f l'unique solution non nulle de cette équation, dans [[[X]]. 

Posons: 

9 = f -bIlCf) ; on a : 9 = a Il(g) + c. 

Supoosons f différentiellement al:.Jébrique sur CCX) ; 9 "est aussi, et donc 9 

appartient à CCX). Mais g(O) vaut O. Donc f appartient aussi à CCX). 
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L'application Il de Mahler n'est pas sans rappeler la dérivation, notamment 

dans son action de décalage sur les polynômes en f et ses images successives; d'un 
côté, l'application de Mahler agit plus simplement, puisque, par exemple, l'image 
ensembliste de f et celle de Il(f) coYncident (lorsque l'on se place dans un cadre 

fonctionnel). D'un (luIre côté, elle est plus compliquée en ce qui concerne 
l'algébricité : la dérivée (n+1 )-ième d'une fonction vérifiant une équation 
différentielle algébrique d'ordre n est une fraction rationnelle en les dérivées 
d'ordres inférieurs ; la situation est différente lorsqu'il s'agit des images itérées 

par Il . 
Nonobstant ces nuances, on peut constater une situation commune aux deux 

exemples, tant qu'il s'agit de propriétés générales: l'objet de ce chapitre est de 
faire ressortir l'analogie. 

Du point de vue arithmétique, le seul résultat qui nous occupera ici est le 
théorème 6.1, qui montre que, par exemple, s'il est conjecturé que la série 

génératrice f d'une suite régulière sur rQ prend souvent des valeurs 

transcendantes en des points algébriques [1]. la famille des valeurs prises en les 
k 

points a, aP, ... aP , ... sera, en revanche, toujours algébriquement liée. 

Dans ce chapitre, nous nous plaçons à nouveau dans le cadre du corps A((X)) 
des séries formelles sur le corps commutatif A ; la situation générale est donc 
celle du chapitre 2. Néanmoins, la théorie s'applique s,ms changement si l'on se 

place dans le cadre du corps des fonctions méromorphes sur un ouvert de a: stable 

par Xl-~ xP ; on utilisera celte remarque pour obtenir des illustrations. 

1 Extensions mahlériennes. 

La notion d'extension mahlérienne a été introduite dans le chapitre 2. 
Donnons-en à présent quelques exemples. 

Exemple 1. 

Soit f un élément de A((X)). solution d'une p-équation de Mahler linéaire 
d'ordre un sur le sous-corps p-mahlérien B de A((X)), et K = B(f) ; K est une 
extension p-mahlérienne de B, car c'est un corps, contenant K, et p-mahlérien, 
puisque J.lp(f) appartient à K. 

Exemple 2. 

Soit E un sous-ensemble de A((X)); le plus petit sous-ensemble stab~e par J.lp 

et contenant E est manifestement j'ensemble: 
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U ~ln(E), 

I1EIN 
<lui 'èst àusSi l'int~rsectlôn de fouléS lé!:! partlGt de A((X)} CbIlIt:.HI~H1t Ë èt stables 

par fJ . 
Même si E '~st un Mrps èOt'ltMnnl A, l'ongêmblo IJt60lJdètlt n'est pas 

nécessairément un corps ; Il engendre un sOllscorpa de A((X)). quI èst lu! p

mahtérle/l. 
f:lar exemple, si E '" m, le plus Pêtlt sous-corps p-mahlérleh contenant f èst 

le corps contenant A et engêndré par {f.I1(f)"",l1 k(f), .. }, c'est li dire: 

A(q!{f) .... ,~lk(f), .. ) . 

Une famille p-mahlérienne est une famille dont ,'ensemble Image est stable par 
~. 

Lemme. 

Soit l une extension p-mahiérienne de K. L'ensemble des familles p
mahlériennes de L algébriquement libres sur K est inductif. 

Preuve. 

Soit (F i) iE 1 une famille totalement ordonnée de telles familles, et : 

F = U Fi ; il est clair que Fest p-mahlérienne ; par ailleurs, dire que F n'est 

iEI 

pas algébriquement libre, c'est dire qu'il existe une sous-famille finie 
algébriquement liée, et cette sous-famille es, alors nécessairement une S\,,1US

famille de J'une des Fi,. 

Soit alors, grâce à ce lemme , F un élément maximal de l'ensemble de familles 

précédent, et '-0 le corps K(F) ; puisque K et F sont p~mahlériens, Lo l'est aussi . 
Considérons à présent un élément x de Lo-K ; supposons, par l'absurde. que la 

famille (Ilk(x)) kEIN est algébriquement liée sur K. 

1\ existe donc un entier k tel que : 

Ilk(x) est algébrique sur le corps K( x,ll(x), ... ,llk-1 (x)). 

Comme x est dans K(F), il existe un élément P de K(F1) tel que: 
x = P(F1). 

Ici, F1 est une sous-famille finie de F, de la forme suivante: 
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Il n'est en outre pas restrictif de supposer que f1 intervient effectivement 
dans l'expression P(F 1) et, quitte à faire une hypothèse de minimalité sur m 1 ' 

que J.!m1 (11) Y figure, 

Dans ces conditions, l'expression de Ilk(x) contient Il'''1 +k(f1 ). tandis que cet 

élément ne figure pas dans l'expression de x,jl(x), .... J.!k-1 (x). Ceci peut se dire 

autrement : si M est le corps : 

K( f1 •...• J..Lm 1 +k-1 (f1 ) ....... fq •...• jlmq+k{fq) ) • 

alors ~k(x) appartient à M(~m1+k(f1)). mais pas à M. 

Par ailleurs, jlk(x) est a!gébrique sur K(x,jl(x)' ...• Jlk-1 (x}). qui est Inclus 

dans M. Donc l'élément jlk(x) est algébrique sur M, et appartient à l'extension 

transcendante pure M(Jlm1+k(f1)) de M: il en résulte que ).lk(x) appartient à 

M, ce qui est une contradiction. 

On a ainsi prouvé qu'aucun élément de Lo-K ne vérifie de p-équation de 

Mahler algébrique sur K, soit encore de relation : 

p( x.jl(x) ..... llk(x})== 0, où P est un polynôme non nul de 

K[XO.····.Xk]· 

Enonçons ce résultat sous une forme plus générale. 

EroposjtiQo 6.1 

Soit K un sous-corps p-mahlérien de A«X)). et F une famille d'éléments de 
A{(X», algébriquement libre sur K. Si un élément de K(F) vérifie une p
équation de Mahler algébrique sur K. il appartient à K. 

Considérons maintenant un élément x de L La famille FU(jlk(x) )kEIN est une 

famille p-mahlérienne contenant F strictement, donc algébriquement liée sur K. 
Une relation de liaison algébrique concernant ceUe famille impliquera l'un des 

)lK(X}, faute de quoi la famille F serait algébriquement liée sur K. \1 résulte de 

ceci que x vérifie une p-équation de Mahler sur K. 

En bref, "extension mahlérienne de L sur K a pu être décomposée en une 
extension de Le sur K. • Jl-transcendante pure • en ceci qu'aucun élément de Lo-
K ne vérifie d'équ2tion de Mahler sur K, et une extension "jl-algébri'1ue .. de L 
sur Lo. en ce sens que tous les éléments de L vérifient une équation de Mahler 
algébrique !'ur Lo. 

2 Exemple d'extension J,L-transcendante pure de C (x). 
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Dans ce paragraphe d'exemples, le cadre sera celui du corps JV1,([), et [(x) 

joue le rôle de [(X). 

!.emme j, 

Soit (ti) iE 1 une famille d'éléments de [(x) telle que la famille (1)U (ti) iE 1 

soit linéairement libre sur [. La famille (e ti) iE 1 est alors algébriquement libre 

sur [(x). 

Preuve. 

Supposons qu'il existe une relation de dépendance algébrique sur [(x) de la 

famille précédente. Ori peut manifestement réécrire ceUe relation sous la forme: 

Lp j eÂ. j ( t1,t2"") = 0 
j 

où : Pj appartient à [[x], l'un des Pj est non nul, Â. j (t1,t2"") désigne une 

combinaison linéaire à coefficients entiers des ti' ici numérotés 1.2, .. pour la 

lisibilité, et où Â.j est différent de Â.k (comme formes linéaires) dès que j est 

différent de k. 
Parmi les relations de ce type, choisissons en une de longueur minimale, et 

telle que, disons, Po soit non nul. On obtient : 
p. 

1 + 2, if eÂ.;-Â.O = 0, ou encore: 
j~O 0 

1 + L Rj eÂ.tAo = O. 
j:;t: 0 

Dérivons cette égaiité par rapport à x ; il vient : 

b( R' j + R j ddx(Â,tÂ.o) ) eÂ.j"Â.J = O. 
J:;t: 0 

L'hypothèse de minimalité entraîne que, pour tout j non nul, on a : 
R'· d 
~ = - dx(Â.rÂ- O)' 

Mais A.tÂ.o est une fraction rationnelle ; la décomposition en éléments simples 

des membres de gauche et de droite de l'égalité pr~ 'édente montre que: 
R" d i-!- .,. -dAÂ.rÂ.o) = o. 

J 
Ceci implique que : 

Â.rÂ. o E [, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse .• 

Exemple. 
i . 

Soit : ti = xP ; la condition du lemme est clairement satisfaite ; il découle alors 

de la proposition 6.1 que : 
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( 
P p2 ) 

IL (x) eX, eX ,ex '000 est une extension Jl-transcendante pure de 

le (x). 

Plus généralement : 

Lemme 2. 

Soit f un élément de lC(x). non dans C. La famille (1)U(lli(f))iEIN est 

linéairement libre sur IL. 

Preuve. 

C'est la même démonstration que celle de la proposition 2.2.1 

On dispose alors d'autres extensions Il-transcendantes pures de IL(x) : tous les 

corps du type IL(X)(ef(X), et(X
P

), e f (
XP

2), ... ). où f est une fraction rationnelle 

non constante. 

3 Propriétés des extensions Il-algébriques. 

Lemme 1. 

Soit K un sous-corps p-mahlérien de A{(X»), et f un élément de A«X». 
Les propriétés ci-dessous sont équivalentes : 

(1)f vérifie une p-équation de Mahler algébrique sur K. 

(2)K(t.Jl(f), .... Jlk(f) •.. ) est une extension Il-algébrique de K. 

(3)K (ql.(f) ..... Jlk(f) •.. ) a une dimension de transcendance finie sur K. 

(4}1l existe une extension Il -algébrique de K contenant f 

Preuve. 

,', (3) =? (4) 

Il suffit de prendre poUï extension K(f.j.1.(f), ... ,J..I. k{f), .. ) elle-même; en effet, 

si 9 appartient à K( f,ll(f) ..... Jlk(f) .... ). la famille (9.ll(9}, .... llm{9)) est 

algébriquement liée, lorsque ,'on prend pour m la dimension de transcendance de 

K(f.J..I.(f) ..... Jlk(f) ... ) sur K. 

,', (4) ~ (2) 

Si L est l'extension dont on suppose l'existence, elle contient f, et donc. étant 

p-mahlérienne, elle contient K(f.Jl.(f} ..... Jl.k(f), .. ) , qui est donc elle-même Il -

algébrique . 
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.', (2) =9 (1) est évident. 

,', (1) =9 (3) . 

Par hypothèse, la famille (f'll (f) ""'Il k(f) , .. ) est algébriquement liée ; soit 

donc n tel que la famille : 

(f,J.!(f), ... ,Jl n-1 (f)) soit algébriquement libre, et (f,Jl(f), ... ,Jln(f)) soit 

alqébriquement liée. 

Posons: L = K(f,ll(f), ... ,Jl n-1 (f}); L(lln(f)) est algébrique sur L ; or Jln+1 (f) 

v.érifie 'une équation algébrique sur L( Jln(f)) : il suffit pour s'en assurer 

d'appliquer Jl à l'équation vérifiée par Jln(f) sur L. Donc L(Jln(f),Jln+1(f)) est 

algébrique sur L ; par une récurrence facile, on constate ainsi que 

(f,Jl(f), ... ,ll n-1 (f)) est une base de transcendance de K(:,Jl(f), ... ,llk(f), .. ) sur 

K .• 

Proposition 6.2. 

(a) Si L est une extension Il -algébrique de K, et M est une extension Il -

algébrique de L, alors M est une extension Jl -algébrique de K. 

(b) Si K est ~n sous-corps p-mahlérien de A«X», l'ensemble Kp des 

éléments de A{(X» qui vérifient une p-équation de Mahler algébrique sur K est 

un sous-corps p-mahlérien de A«X», qui est une extension Jl -algébriql:Je de K. 

(c) Si K est un sous-corps différentiel de A«X», p-mahlérien, Kp est un 

sous-corps différentiel de A«X». 

Preuve. 

(a}Soit f un élément de M ; la famille (f,Jl(f), .. "Jl"(f)) est algébriquement. 

liée sur L, donc sur un sous-corps K(a1, ..... , aq) de L 

Les corps K( a1 ,Jl(a1 ), ... ,Jlm (a1) , ... ), ... ,K( aq.Jl(aq), ... ,Jlm{ aq) .... ) sont, 

d'après le lemme, de dimension de transcendance finie sur K. Il en découle que le 
corps K1' égal à : 

K ( a1 ,Jl(a1 }, ... ,Jlm (a1) .... , ............... ,3q,Jl(aq), .. ,Jlm( aq) , ... ) 
est, lui aussi, de dimension de transcendance finie sur K. Puisque K1 est toujours 
p-mahlérien, le lemme assure que la dimension de transcendance de 

K1 (f,Jl(f), ... ,Jlm (f), ... ) sur K1 est finie ; par transitivité, la dimension de 

transcendance de K1{f,Jl(f), ... ,Jlm(f), ... ) sur K est finie, et a fortiori celle je 

K{f,Jl(f}, ... ,Jlm(f), ... ) sur K. Le lemme 1 permet de conclure, 
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(b) et (c).Montrons par exemple que. si f et 9 vérifient une équation de 

Mahler sur K, f + g en vérifie aussi une. L'extension K C K(f.J.L(f), ...• J.Lm(f) •... ) 

est Il -algébrique. 

Par ailleurs. puisque l'extension : 

K C K(g.J.L(g) •...• llm(9), ... ) 

est Il -algébrique , l'extension : 

K (f.1l (t) •..•• Il m (f) , .. .) C K( t.1l (t), .•. ,Il m (f) , .. .) ( g,J.!(g) •... ,J.! m (g) , .. .) 
l'est elle aussi. 

D'après (a), l'extension : K C K( t,ll(f), ... ,1l m (f) •... ) (9,Il(Q), ... ,llm (g) , ... ) 

est encore Il -algébrique Comme l'élément f+g appartient à 

K(t.ll(t), ... ,llm(t), ... )(9,1l(9) ..... J.Lm(g), ... ) ,on a le résultat. Le restant se 

montre à I·identique .• 

Remarque. 

On pourrait appeler Kp la clôture mahlérienne de K dans A«X» ; bien 

entendu, Kp n'est pas "Il-clos ". en ce sens que certaines équations algébriques de 

Mahler n'ont pas de solutions dans A(X}}. Néanmoins.Kp est "Il-clos" dans 

A«X}). ce qui résulte de la propriété (a) de la proposition 6.2. 

Exemple. 

Soit f la série génératice de la suite de Thue-Morse. solution de : 

f = (1-x)~2 (t) . 

Bien évidemment. t est ~2~algébrique Sür C (X) ; en fait. on peut éliminer x : 

_f - 1 x . llif.L 1 x2. d'ou' . 
~(f)= - '~2{f)= - •. 

( 
_1 "2 JillL . 

1 - Il ( f )) = 1 - ~ 2 ( f) • ou encore . 

1l2 (f» (~(t) - 1)2 = (~(f»2 (1l 2 (f) - ~(f)). 

égalité qui montre que f vérifie en fait une équation de Mahler algébrique à 
coefficients dans C. et même entiers. Ce résultat est général : 

Lemme 2. 

A(X) est une extension Il-algébrique de A. 

Preuve. 

Il suffit. grâce à la proposition 6.2. de prouver que X vérifie une équation de 

Mahler algébrique sur A. ce qui est particulièrement évident. • 

Lemme 3. 

7 



Soit cr l'application de A[XO,X1,""Xn",] dans lui-même, homomorphisme 

d'anneaux qui, pour tout i, envoie Xi sur Xi+ 1. 

Notons (nj)jE[O,q] une famille finie de monômes de A[XO,X1 , ... ,Xn, .. ] , 

ordonnée de façon croissante selon le bon ordre lexicographique défini dans le 
chapitre 1. 

Le polynôme: 

det 

n'est pas le polynôme nul. 

Preuve. 

Par récurrence sur q ; dans un développement par rapport à la dernière ligne, 
on observe que le terme de plus haut indice, et d'exposant le plus élevé, qui 
provient du terme crq (M.q), est multiplié par un terme non nul, d'après 

l'hypothèse de récurrence .• 

Théorème 6.1 

Soit f un élément de A((X)) vérifiant une équation de Mahler algébrique sur 
A(X) ; f vérifie alors une équation de Mahler dans le sous-corps premier de A. 

Preuve. 

D'après le lemme 1, on peut supposer que f vérifie une équation de Mahler 
algébrique sur A. La famille des monômes en t,J.l(f} .... ,J.lm(t), ... est linéairement 

liée sur A ; soit, si l'on note (M i) iE 1 la famille finie de monômes concernée par 

la relation de liaison : 

2.1jMj == O. 

iEI 

D'où, en appelant q+ 1 le cardinal de 1 : 

2:1 i J.l(Mi) == 0 

iEI 
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LÂj ~q(Mi) = O. 

iEI 

Il en suit que le déterminant de la matrice : 

est nul. 
Le lemme 3 entraîne alors le résultat. 

CorQllaire. 

Soit f une fonction holomorphe sur D(O,r), satisfaisant une p-équation de 

Mahler algébrique sur C (x), et a un élément de D{O,r); la famille 

(f ( api<) }E IN est algébriquement liée sur Q. 
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CHAPITRE 7 

Un résulta.t célèbre de Cobham affirme que, si une suite est à la fois p-automatique et q
automatique, pet q étant deux entiers multiplicativement indépendants, elle est ultimement 
périodique. La généralisation de ce résultat, conjecturée par Loxton et van der Poorten, 
est la suivante: si une ,qérie formelle à coefficient$ da.n,q un corp$ A vérifie à la foi,q 
tLne p- équation de Mahler et une q -équa.tion de Mahler, p et q étant r1wltiplicativement 
indépendant.q, c'est une fmction mtionnelle. 
En d'autres t.ermes, avec les notat.ions du chapitre 2 : 

A1Lp(A(X)) n AILq (A(X)) = A(X). 

Notons que cette conjecture implique le théorème de Cobham, ainsi que la généralisation 
du théorème de Cobham aux suites p-régulières conjecturée par Allouche et Shallit. 

Le résultat que nous obtenons est en réalité de portée beaucoup plus limitée: nous 
considérons un élément r.p de q(X)) vérifiant une p-équation de Mahler d'ordre un sur 
CCX), et a.ussi une q-équation de Mahler d'ordre un sur CCX). Nous montrons alors que 
If' est dans CCX) (théorème 8.1). Il faut noter que p et q sont supposés un peu plus que 
multiplicativement indépendants, à savoir premiers entre eux. Pour la clarté du propos, 
on prend p = 2 et q = 3. 

Langages et notations. 

Une application f : _4 --? B est dite pre$que mtlle si l'ensemble 

supp(f) = {a E A f(a) :j:. O} 

est fini; supp(f) est appelé ,support de f. 
Si .4 est un sous-ensemble de C, et k un entier naturel. On note 

Si A = {a}, on notera plus brièvement al / k cet ensemble. On désignera aussi par A k 

Pimage de A. pa.r x t---; :t: k
. 

Soient à présent deux fractions rationnelles a et b telles que 

a(O) = b(O) = 1, 

et une fonction <.p, méromorphe sur le disque unité ouvert, telle Que <p(O) = l, et vérifiant 
de plus les deux équa.tions de Mahler suiva.ntes : 

rp(:z:3) = a(.r.)rp(.r.) (1) 

<p(x2
) = b(:r.)<p(x) (2) 
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On désire montrer que r..p est elle aussi une fra.ction rationnelle. 

Posons 

où .f : C* -t Z est presque nulle. 
De même, posons b(:1") = II (x - Cl' )g! 0') . 

O'EC· 
Gr ce à la proposition 1.3, on obtient: 

VCl' E C* 

Grâce à cette relation, nous allons prouver l'existence d'une application h C* ~ Z, 
presque nulle, telle que : 

La proposition 1.3, à nouvea.u, nous permettra alors d'en déduire que cp est une fraction 
ra.tionnel1e. 

1. Construction de h sur le complémentaire de l'ensemble des racines de 1. 

Lemme 1. Soit 5 = {x E C*, x non racine de l'unité} et F U.!] sous-ensemble fini de S. 
Alors: 

Preuve: 
Notons l l'ensemble précédent; si (k, e) E I, il existe Yk,e E F 21 n F 3k

, donc il existe Cl'k,e 

et f3k,f dans F tels que: 

On définit ainsi une application: 

I~FxF 

(k, e) 1--+ (Cl'k,C, f3k,C) 

Montrons qu'el1e est injective, ce qui suffira. Soit: 

Cl'k,C = Cl'k',f' = Cl' ; f3k,C = f3k',f' = 13· 

Or Cl' n'est pas racine de 1 (Cl' E F CS). Donc: 2c- e' = 3k - k ' , soit e = e' et k = k'. 
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Nous pouvons à présent poser: 

+00 
VuES h(u)=Lj(a

3k
) 

k=O 

Ceci a un sens, car k t---) a 3k est injective, et donc .f( a
3k

) = 0 pour 1" assez grand. De plus, 
h(8) C Il évidemment. 

Soit a E S. Alors 0
3 E S, ct donc: 

+00 
h(a3

) = ~ j(a 3k
+

1
) = lI(a) - j(a) 

k=O 

Montrons que h: S --> Il est presque nulle. 

Notons A = [ supp(f)U supp(g)] n S ; A est fini. 

Lemme 2. [u A.~] n [u A.*] est nni. 
kEN lEN 

Preuve: L'ensemble considéré est égal à : 

1 1 

U (Aï"knA3T) 
(kJ)E'I'P 

Si (k, C) est tel que A * nA) # 0, il existe x, y dans A tels que x = w
Zk 

; y = W 3l
, où 

l' l k 

W E A ï"k nA. fr. D'où: x 3 = y2 ,et (h, f.) E l (avec la notation du lemme 1). 

Finalement: 
l l l 1 

U (Aï"k n A.7) = U (A'ik n A3T) 
(k,C)EN2 (k,C)EI 

1 

Or, A étant fini, Aï"k est lui aussi fini. Le résultat en découle. 

1 

Pour montrer que h est. presque nulle, il suffit donc de montrer que, si a rt [U A ï"k) n 
kEN 

1 1 

[U A3T], alors h(a) = O. Supposons par exemple que a rt U A ï"k. 
fEN kEN 

Cela signifie que, quel que soit k dans N, a 2k ~ A, donc que' a 2k
) = O. Notons que 

l'hypothèse entraîne: 

Vk EN 

et donc que: 

1.:=0 

+00 
= L [g( a

3k
) - g( a

3k
+

1 )J 
k=O 

= g(a) 
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k 
pU1~' _ \ (\'3 ) = 0 pour /.; assez grand. 

Il en résult.e que: 

Or il exist.e k tel que h((\'2
k

) = 0 ; sinon, pour tout k, h(0-2k) #- 0 et donc, d'après la 

définition même de h, il existe e (dépendant de k) tel que f( 0-2t 3
i

) =1- O. Mais k 1--4 0-2 k
3

i 

est injective, donc supp (f) est infini, ce qui est contradictoire. Finalement, on a. bien 
h(o-) = O. 

2. Construction de h sur l'enselllble des racines de 1-

Montrons tout d'a.bord deux lemmes. 

Lemme 3. Soit /1.1 = L: 'fCx)L et :r un élément de C*, p un élément de N. Alors 
xEC" 

11-1 { } = (\'n + L 2" L g(w) - L g(w) , 
k=O -L- -L-

wE(;r3P ) 2 n - k wEx 2n-k 

Preuve: Soit w E x~. On a, successivement: 

f(w 2
) - f(w) = g(w3) - g(w) 

et donc: 
n-1 

f(x) - f(u.:) = L [g(W
2k3

) - g(W
2k

)] 
k=O 

Sommons ces égalités pour w décrivant xfr. On obtient: 

Clairemen t : 

n-1 

21lf(x)- L f(w)=L L [g(w2k.3)_g(w2k)] 

k=O wExf.r 

L: f(w)1 ~ 111. De plus, pour k E [0, n - 1] : 
wExf.r 

wEx f,r 

2" f(x) = En + t, 2' { ~ [g(w
3

) - g(W)]} , 

wEx 2"-1 



avec IEni ::; Af. 
L'applica.tion : 

1 3 1 
X-V ~ (x )2T 

w \-T w3 

est bijective. Il suffit, vu la \ardinalité, de montrer qu'elle est injective. Or : 

Zi 

(:~) = 1, donc WI = W2. 

Finalemeat, on peut. réécrir:c : 

1 'x 3 ... 3 P
-

1 
App iquons cette égalite à x, ., ,:r , et sommons: 

avec lan 1 ::; pAI. 

Lemm~ 4. Soit R = {.r E C*, x racine de l'unité}, et F un sous-ensemble fini de R. 
Alors: 

U p2" est un ensemble fini 
nEN 

Preu.ve : Si F = {x}, alors U F 2" est incluse dans le sous-groupe de C* engendré par 
nEN 

x, qui est fini. Le résulta.t général en découle. 

Notons B = [supp (f) U supp (g)] n R ; B est fini, et donc, d'après le lemme 4: U B 2n 

nEN 
est fini. 

Soit à présent a E R. Puisque U a-irr est infini, il existe donc 
pEN 

1 2n 
xE U a3l'\ U B . 

pEN nEN 

Posons: 
3 P - 1 3 P 

h(a) = -Lf(x) + ... + f(n )], où x = lX 

Il convient de vérifier que cette définition ne dépend que de a, pas de (x,p). Soit donc 
y rJ. U B 2n tel que y3

Q = a. D'après le lemme 3 : 

2"[f(x) + ... + f(x,n-.)] = a" + ~ 2' ( ~ g(w) - WEX~2-_k: g(W)) 
wEQ 2,,-k •• 
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Mais, si w E X2"~k, W 2
,,-k = X ==> I.J.,.' 1. B ==> g(w) = O. 

Donc: 

De même: 

Donc: 
12"{(I(x) + .. , + !(X31'-1)] - (I(y) + ... + !(y3

Q

-

1 
)]}I ~ J..1(p + q), 

et ce quel que soit n. Donc, faisant tendre n vers +00, on obtient l'égalité souhaitée. h étant 
a.insi définie, h est cla.irement. à valeurs entières. Soit 0' ri- U B 3n

, qui est un ensemble 
"EN 

fini (lemme 4). Soit d'et p tels que x 3 1' = 0'. S'il exist.e ~~ ~ p - 1 tel que x3
k 

E B, aiors 
31' 31'-k 3,>-h. ( ) 3 31'-1 :c E B , donc 0' E B , ce qUI est exclu. Donc: ! x =!( x ) = ... = J( x ) = 0, 

soit h(O' = 0). 

Bnfin, si h(O') = -(I(x) + '" + !(X
3P

-
1

)J, alors: 

h(0'3) = -[l(x) + ... + !(:r3P
)]. 

En effet, x 3P = CI: ==> x 3P +
1 = 0'3, et x ri- U B2". Donc (x l P + 1) permet effectivement de 

définir h(0'3). D'où: 

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant. 

3. Le résultat. 

Théorème 8.1. Soient A un corps de caractéristique nulle, a et b des éléments cie A(X), 
p et q deux entiers prc:miers entre eux. 
Si <p, élément de o4((X)), vérifie les équations de Mahler: 

I1p( ep) = aep; J-lq( ep) = bep, 

alors <p appartient à .4.. 

Preuve: 
Supposons tout d'abord A. algébriquement clos. La démonstration précédente montre le 
résultat, tout au moins lorsque 0 n'est pas pôle ou zéro de a et b, et lorsque cp est de 
valuation O. Mais la proposition 1.1 permet de se ramener à ce cas. 

Dans le cas général, soit J{ un corps algébriquement clos contenant A. Alors cp appar
tient à ]((X); mais, comme <p appartient à A((X)), ep appartient nécessairement à A(X) 
d'après une remarque déjà faite. 



Pour ce qui concerne les notions de base relatives aux fonctions élémentaires, 
nous renvoyons à (10]. 

Dans cette annexe, D désigne un ouvert connexe (non vide) de C, et J'Il-(D) le 

corps des fonctions méromorphes sur D, à valeurs complexes, muni de sa 
structure habituelle de corps différentiel. Si u est un élément de JV1., (D), on 

notera R(u) l'ensemble des points de l'adhérence de 0 au voisinage desquels u est 
prolongeable en une fonction méromorphe; le complémentaire de R(u) dans 
"adhérence de D est noté S(u) ; c'est un sous-ensemble de la frontière de 0, et il 
y est fermé. 

Les trois lemmes qui s;.Jivent étudient dans quelle mesure on a.ugmente 
,'ensemble des points singuliers d'une fonction lorsque l'on en prend 
l'exponentielle ( lemme 1 ), lorsque l'on en prend le logarithme ( lemme 2 ), et 
dans quelle mesure on augmente l'ensemble des points singuliers de plusieurs 
fonctions lorsque l'on considère la solutio:1 d'une équation algébrique dont elles 
sont les coefficients ( lemme 3 ). 

Pour ifldiquer qu'un point a n'est pas pôle d'une fonction méromorphe u, on 

nOl~ra : 
u(a ) '" 00 • 

Le dérivé topologique d'un ensemble E, c'est-à-dire "ensemL.e de ses points 
d'accumulation, est noté E'. 

Lemme 1. 

Soient u, dans J'Il- (0), et v, dans c.m (O)-{O}, des fonctions telles que : u' = Y.. . v 
Alors : R(u) C R(v). 

Preuve. 

Soit a dans R(u), et (u1, Q) un prolongement méromorphe de u à un 

voisinage ouvert de a. . Posons: 

v1 = exp(u1)· 

v'1 v· 
Alors; u'1 = V1 ; il en résulte que v 

v'1 
et coïncident sur 0, donc qu'il 

v1 

existe A. dans C tel que: 

v = ÂV1 sur D. 
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Ainsi, la fonction Â.V1 est un prolongement méromorpne de v sur n .• 

Lemme 2. 

Soient u, dans JY1., (D)-{O}, et v, dans JY1., (D), des fonctions telles que: v' == Y..: 
u 

L'ensemble R(u) () S(v) n' a pas de point d'accumulation dans R(u). 

Preuve. 

Supposons au contraire que a, élément de R(u), soit un point d'accumulation 

de ,'ensemble R(u) n S(v). Soit alors (u1' n) un prolongement méromorphe de 

u et considérorls une boule 00, fermée, centrée en o., et incluse dans n ; si u1 

s'annulait en une infinité de points de m, u1 serait alors identiquement nulle sur 

00, donc sur n, et u avec elle. Pour des raisons analogues, u1 ne peut avoir une 

infinité de pôles dans m. 

Puisque R(\.J) n S(v) n 0) est infini, il existe un point ~ de cet ensemble tel 

que: u1(13) t:: 0 et U1(/3) t:: 00. Soit à présent 001 un voisinage de /3 sur lequel 

u1 n'a ni zéro ni pôle; il existe une fonction Vi, holomorphe sur mi, telle que: 

u'1 
v'i =-

u1 

Or, sur D n 001, qui est non vide puisque 13 appartient à S(v), on a : 
u'1 u' 

V'i == U1 == li = Vi, 

et par conséquent v1 - v est constante sur D () 00 1. En retranchant cette 

constante à vi, on ot"tient sur D n 001 une fonction holomorphe prolongeant v, ce 

qui contredit le fait que f3 appartient à S(v) .• 

Lemme 3. 

Soient ua, u1 , .•. ,um-1' v, des éléments de JV2,(D) tels que: 

vm .,. Um_1 Vm -1 + '" + u1 v + ua = O. 

De plus, on suppose que le polynôme Xm + um-1 X m-i + ... + U 1 X + Un est 

séparable, comme élément de JV2,(D)[X]. 
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Dans ces conditions, l'ensemble 

rn -, 
d'accumulation dans n R (Li j) . 

j==O 

Preuve. 

m-1 
n R (u j) fi S(v) n'a pas de point 

i=O 

Soit, par l'absurde, a un tel point ; considérons un ouvert n tel que, quel que 

soit i, (Wj ,Q) soit un prolongement méromorphe de (Uj, D) ; l'ensemble des 

pôles des fonctions Wj est discret. 

Par ailleurs, le polynôme Xm + Um_1Xm-1 + ... + u,X + !Jo ' noté P, a un 

discriminant non identiquement nul ; son prolongement méromorphe à n , noté 

O. donné par ceux des Uj. a lu: aussi un ensemble de pôles qui E".t discret De 

plus, 0 ne f:;'annule qu'en un ensemble discret de n, grâce à un argument déjà 

employé dam. le lemme 2 . La 1 union des différents ensembles précédents est 

encore discrète. 

m-' 
Elle !l'est donc pas égaie à n R(uj) n S(v}, ce qui signifie qu'il existe un 

i=D 

point 13 appartenant à "ensemble précédent qui ne soit pôle d'aucun des Wj. et qui 

ne soit pas zéro de 0 ; cette conditior! ',C 5t alors vérifiée dans un voisinage ffi, de 13. 
D'après le théorème des fonctions implicites holomorphes, il existe une boule 

ouverte (02. centrée en 13 , incluse dans 0>1, sur laquelle le polynôme P admette 

exactement m radnes holomorplles v1'···' \'m. 

Puisque p est dans S(v), 0), n 0 est non vide; soit Zo un élément de 001 no; 
puisque v(zoJ est solution de l'équation, à l'inconnue complexe x : 

xm + um-1 (zo) xm - 1 + ... + u1 (zo) x + t.o{zo} = 0, 

... {zo) est égal à l'un des Vj(zo). " en résulte, à nouveau grâc~ au théorème des 
fonctions implicites hoiomorphes, que v et Vi coïncident sur un voisinage de zo, 

donc sur (Ù1 no; cela entraîne que v admet un prolongement holomorphe sur un 

voisinage de 13. Pourtant, P aprartient à S(v) .• 

Théorè~ 

Soit t un élér '11 de JV1, (0) qui soit une fonction élémentaire (sur C (x». Il 

existe un entie, n téi que : 

(S(O)(n) = 0. 

Prt:.uve. 

Appelons hauteur d'une fonction élémentaire la longueur minimale d'UrIe 
chaîne d'extensions de l'un des trois type::: fondamentaux nécessaire pc.,ur 
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"atteindre. Les fonctions élémentaires de hauteur 0 étant les fractions 
rationnelles, le résultat est bien vrai pour n = O. 

Supposons-le vrai pour les hauteurs inférieures ou égales à n, et soit tune 
fonction élémentaire de hauteur n+ 1 .. " existe une extension élémentaire L de 

[; (x), dont tous les éléments sont de hauteur inférieure ou égale à n, et un ' 
élément v de JYl, (0), de l'une des tro!s formes fondamentales sur L, tels que t 

appartienne à L(v). Montrons tout d'abord que: 

(S(v))(n+1) = >O. 

,'. Premier cas : il existe u dans L tel que u' = ~' . 
Le lemme 1 assure que: R(u) C R(v), c'est-à-dire que: 8(v) C S(u). Dans 

ce cas, on a évidemment: (S(v))(n) = Qi . 

,', Deuxième cas: il existe u dans L- fO} tel que v' = ~'. 
D'après le lemme 2, R(u) n S(v) n' a pas de point d'accumulation dans R(u), 

ce qui peut e'ncore s'écrire : 

Or: 

(R(U) n S(v»)' c S(u). 

S(v) = (,R(u) n S(v)) U (S(u) n S(v)) ; donc : 

(S(v)}' :: (R(u} n S(v))' U (S(u) n S(v»' ; soit: 

(S(v»' c S(u) u (S(u»'. 

Comme S(u) est fermé, on a : (S(v»)' C S(u), ce qui entraîne le résultat. 

.'. Troisième cas : v est algébrique sur L. 

Soit Xm + um-, Xm-1 + ... + u, X + Uo le polynôme minimal ae v sur L ; c'est 

un polynôme irréductible, comme élément de L[X). Puisque L est de 

caractéristique nulle, ce polynôme est séparable. 

D'après 1& lemme 3, (,~1R(Uj) n S(v» est inclus dans la réunion des 

1=0 

Seuil . 

Ona: 
m-' m-1 

S(v) ( n R(uj) n J(v» U ( U S(Uj) n S(v», puis 

m-1 m-1 
(S(v) )' ( n R(uj) n S(v»' U ( u S(Uj) n S(v»', soit 

m-1 m-l 
(S{v)' C U S(Uj) U ( U S(Uj) n S(v»' , ou encore: 

1=0 1==0 
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m-1 m-1 m-l 
(S(v»)' C U S(Uj) U (U S(Uj»' "" U S(Uj}. 

Î=O 

/1 vient alors : 

(S(v))(n+1) C (.~-1S(Uj»)(n)= ~~S(Ui))(n) = 0. 

ll=D Î=O 

Pour conclure. puisque t est dans L(v), on constate que les points singuliers 
de t appartiennent à une réunion finie d'ensembles dont les dérivés {n+ 1}

ièmes sont vides .• 
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Nous considérons ici l'snneau des polynômes à une infinité dénombrable 

d'indéterminées sur un corps commutatif K. Pratiquement, on po~ma se limiter 
à K[Xo, ... ,Xn], avec dans ce cas pour seul inconvénient d'avoir à spécifier n. 

Nous avons déjà vu [ch. il comment munir d'un ordre lexicographique 

l'ensemble des monômes Xa , notation désignant, lorsque a est égal au (n+ 1)-

uplet (aO,u1 •... ,an), le monôme XUo Xa1 .... Xan. Cet ordre lexicographique est o 1 n 

un bon ordre sur l'ensemble des monômes de KlXo, ... ,Xn, . .]. Les monômes sont 

d'autant plus grands que les variables d'indices plus élevés ont des exposants plus 

grands. 

Maintenant, un polynôme peut s'écrire. de façon unique, comme combinaison 
linéaire de monômes rangés dans l'ordre décroissant. A ce polynôme, on peut 

ainsi associer la famille des monômes affectés d'un coefficient non nul. Il ne 
s'agit alors pas d'une identification (sauf sur le corps à deux élémentsl) puisque, 

par 8xemple, Xo + X~ d'une part, Xo - x~ d'autre part, sont associés à la même 

famille" On peut munir la famille de ces familles de monômes de l'ordre 
lexicographique associé à l'ordre sur les monômes, toujours en partant du 

monôme le plus élevé. Nous disposons ainsi d'une relation réflexive et transitive 
sur K[XO,""Xn, .. ], notée ~. Par exemple: 

2 2 
Xi + Xi + Xc ~ X 1 + Xi Xo ; 

2 2 
Xo - X

o 
:.Ç Xo + Xc ; 

o :.Ç 1. 

Si l'on note ~ la relation d'équivalence associée à ce préordre, on obtient 

l'ordre strict associé à $ grâce la définition : 

P < Q lorsque: P $ Q et non( P ~ a ). 
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proposition 1. 

Soit cf; un sous-ensemble non vide de K[XO""'Xn, .. ] ; & admet un plus petit 

élément. 

Preuve. 

Posons h(& ) = min { n E IN cf; n K[XO, ... ,Xn-1] *0 } . Bien entendu, K 

est identifié à l'espace des polynômes en aucune variable. Montrons le résultat 
par récurrence sur h(cf; ). Il esi clair si h(& ) est nul. Supposons le vrai pour: 

h(& ) = m. 
Lorsque : h( & ) = m+ 1, soit : 

fF = & n K[XO,""Xm]. 
li suffit évidemment de monter que fF admet un plus petit élément. Parmi les 

éléments de fF , considérons ceux de degré en Xm minimal, qui forment un 

ensEimble ~. Notons d ce degré. Les éléments P de ~ s'écrivent: 
d . 
L Pi X~ 
Î=O 

2 

où les Pi sont dans K[XO .... ,Xm-11. La notation Pi renvoie à la dépendance par rapport 
à P. Choisissons (hypothèse de récurrence) P tel que: 

Pd=min{Qd QE~}. 
puis, en notant ~d l'ensemble des polynômes Q de hl' tels que Qd soit égal à Pd ,un 
polynôme R tel que: 

Rd-1 = min {Qd-1 Q E hl' d }, 

et ainsi de suite. On construit ainsi un plus petit élément de ~, donc de ff .• 

Bien que la relation ~ ne soit qu'une relation de préordre, on peut raisonner 
par récurrence sur les éléments de K[Xo, ... ,Xn, .. 1 de la façon habituelle. à 

condition de ne pas oublier qu'une propriété peut être vraie pour un polynôme 
3ans être vraie pour les polynômes équivalents. 

On peut, pour appliquer le raisonnement par récurrence, utiliser la 
proposition suivante: 

Proposition 2. 

Si P est un élément non nul de K[XO ..... Xn ... ] • et m un entier naturel. on a : 

ap 
--<P. aVm 

Preuve. 



Si P est un monÔme, .Ie résultat est clair. Dans' là' cas général, il ~uffit de 
constater que le plus grand monôme affecté d'un coefficient non 'nui est lui-même 

strictement diminué .• 
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1 . Corps différentiels. 

Soit K un corps. On appelle dérivation sûr K une application additive de K dans 

lui-même. notée ' .vérifiant : 

"d (u.v) E K2 (uv)' == u'v + uv' . 

Les formules habituelles sont vérifiées.: 

-+ formule de Leibniz sur le produit ; 

(
u )' U i V - LJ v ' 

-+ dérivée d'un quotient; v::: v2 ; 

ui ' 

-+ dérivée logarithmique: si u == II ui· alors: ~' = I. u i 

Les éléments de L dont I~ dérivée est nulle forment un sous-corps C de L. 

appelé corps des constantes. La dérivation est alors C-linéaire. 

Si L est le corps des fonctions méromorphes sur l'ouvert connexe D de [, son 

corps des constantes est (identifié à) a::. 
Si K est un corps quelconque, on dispose sur K(X) de la dériva.tion canonique, 

dont le corps des constantes est. en caractéristique nulle, le corps K lui-même. 

Soil K C L une extension différentielle. c'est-à-dire une ,extension de corps 
différentiels, la dérivation de L pralong Jnt celle de K. Si P appartient à K[X1, 

.... Xn], et si (x1' .... xn) est une famille de Ln, on vérifie la formule: 

n ClP 
{P(Xt ..... xnH' = P'(x1 .... , xn) + l - (Xi' "'1 xn) Xi 

i==1 aXi, ' 

Ici, P' désigne le polynôme obtenu à partir de P en en dérivant les 

coefficients. 

2 Différentielle algébricité. 

Soit K C M une extension différentielle. Tous les éléments ccnsidérés sont 

dans M. 

On dit que la famure (x i) iE 1 est différentiel/ement liée sur K si la famille: 

(Xi)iEI U (X;)EI U .... 

est ~Igébriquement liée sur K. En d'autres termes. il existe une relation de 
dépendance algébrique non triviale, à coefficients dans K, entre les dérivées des 
Xi· Dans le cas d'un seul élément x. on dira que x est différentiellement 

algébrique sur K. Dans le cas contraire. on parlera de famille différentielle ment 



libre, ou d'élément différentiellement transcendant. On rencontre aussi, dans ce 
cas, la terninologie " élément hypertranscendant". 

Proposition 1 , 

Soient K C M une extension différentielle de corps dg caractéristique nulle, et 

x un é':ément de M. Les propriétés ci-dessous sont équivalentes: 

(1) x est dittérentiellement algébrique sur K.; 

(2) il existe un entier naturel p tel que : 

x(p+1)E K(X ..... x(p)) ; 
(3) il existe un entier naturel p tel que : 

K(x(k))kEIN C K(X, .. , , x(P)) 

. (4) la dimensJon de transcendance de K(x(k))k€1N sur K est finie; 

(5) x appartient à une extension différentielle de K, de dimension de 
transcendance sur K finie. 

Dans la 5 ... lle, les corps K,L.M sont de caractéristique nulle, et seront tous 

stable par la dérivation, sauf mention du contraire. 

proposition 2. 

Sous les hypothèses de la proposition 1. il existe un plus petit polynôme 

unitaire annulant la famille (x ( k )) kE IN. Ce polynôme est unique. 

Remarquons que le polynôme précédent. que l'on qualifiera de polynôme 
minimal de x sur K, n'est en général pas un· générateur de l'idéal de K[X1, ...• 

Xn .... ] formé des polynômes annulant la famille (x(k))kEIN. 

Exemple. 

Si K = [: 1 et M == Jlit ([: ) 1 le polynôme mïnimal de sin est : 
2 2 

P(XO ,X1) = Xo + X1 -1. 

Il ne divise pas X2 - xo . 

PropoSition 3 , 

Soit x: un élément de M, différentielle ment algébrique sur L, lui-même 

extension différenUel,lement algébrique .de K .. !\Iors x est différentiellement 

algébrique sur K. 



Proposition 4 .. 

Soit ClK l'ensembltJ des éléments de M qui sont différentiellement algébriques 

sur K. Alors Cl K est un corps, extension différentielle de K. 

Supposons à présent que nous disposions, dans le corps M, extension 

différentielle du corps K, d'un élément Q> et d'un monomorphisme de M dans M, 

qui à l'élément x associe l'élément xoQ>, et qui vérifie de plus: 

(xoQ>)' = x'oQ>.Q>' . 

Bien entendu, cette application fait allusion à la composition, dans le cadre 
formel, ou bien fonctionnel. . 

proposition 5. 

Notons Ko<p "ensemble image de K par x!-~ xoQ>:. Si. x est différentiellement 

algébrique sur K, alors xocp est différentiellement· ûl9ébrique sur Ko<p 

(<p(k))kEIN . 

En particulier, si <p est aUfsi différentiellement algébrique sur K, alors xo<p 
est différentiellement algébrique sur Kocp 

Prop0sitiQo 6. 

Soit K C M une extension différentielle de corps, où M est de la forme '; . 

K(b/k})E!'kEIN ' 

ta famille (b/
k

})El,kEIN étant algé~riqUem.ent ;ibre. 

Notons Cl K l'ensemble des éléments da M qui sont différentielle ment 

algébriques sur K. Alors : 

ClK = K. 



Chapitre 2. 

Soit A un corps. Le théorème 2.1 nous fournit les sous-corps p-mahlériens de 
A(X), c'est-à-dire les sous-corps de A(X) stables par la substitution de XP à X, 
tout au moins lorsque la caractéristique de A ne divise pas p. L'étude pourrait être 
faile sans hypothèse de caractéristique, et ne semble pas soulever de problème. 

En revanche, l'étude des sous-algèbres p-mahlél'iennes de A(X) semble 

conduire à des situations plus diverses; il semble intéressant de les caractériser. 
Cette étude peut être généralisée de plusieurs points de vue: que se passe-HI 

si A n'est qu'une algèbre ? Quelle situation a-t·on lorsque B est un sous-corps 
p-mahlérien de A((X))? La réponse est évidente si, par exemple, B ne contient 
pas d'élément non dans A vérifiant une équation algébrique de Mahler sur A. 

Le théorème 2.2 ne permet pas de résoudre complètement une équation de 
Mahler linéaire sur le A, lorsque A n'est pas intègre. 

Le théorème 2.3 est notablement insuffisant pour décrire les rapports entre 

solutions dans te ((X)) et celles qui sont dans JIlL. (0) ; ceia est dû au fait que la 

dépendance de la solution vis-à-vis de la condition initiale n'est pas précisée. Une 
telle étude seraÎt souhaitable en vue du transfert de résultats obtenus 

analytiquement à la situation des séries formelles. 

Chapitre 3. 

Le chapitre 3 pose davantage de questions qu'il n'en résout.Le théorème 3.1 
caractérise matriciellement, en faisant intervenir des séries parasites, les 
séries génératrices de suites p-régulières. Il conviendrait de caractériser, tout 
d'abord dans le cas d'un corps, ces fonctions génératrices, à l'aide du générateur, 
normalisé par la condition d'être primitif, de l'idéal annulateur de A(X)[m J. On 

peut conjecturer que ces générateurs seront caractérisés par le fait que leur 
coefficient ba est solution d'une équation de Mahler résoluble à droite. 

L'étude de B[ml devrait permettre d'établir des rapports plus nets entre 

équations linéaires et équations homographiques. 

Sur R (B), on doit en premier lieu se poser la question de la recherche de .ses 

inversibles, qust,ion posée par Allouche et ShaHit déjà dans le cas où B est A[XJ. 
Outre les questions standard de l'algèbre commutative, on aimerait savoir si 

R(B) est stable par le produit de Hadamard. 

Chapitre 4. 

Les question::; qui se posent, dans le prolong"ement du théorème Antoine et 
Claudia, relèvent de l'étude d'une fonction méromorphe sur le disque unité ouvert 

au voisinage des points du cercle.En fait, en relation avec le chapitre 1 et le 
corollaire 2 suivant le théorème 4.2, on aimerait étendre le résultat de 
transcendance à un corps quelconque, de caractéristique nulle. 
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Chapitre 5. 

La conjecture générale est la suivante : si A est de caractéristique nulle, les 
éléments de MLp(A[Xl) sont aifférentiellement transcendants sur A[X], ou dans 

A[X1. L'extension porte dans deux directions: vers la généralité du corps de base, 
c'est-à-dire vers un substitut de l'exponentielle, mais surtout, vers l'ordre de 
l'équation considérée. qui devient quelconque. 

Chapitre 6. 

En relation avec [14]. on se pose la question de déterminer des classes d' 

équations de Mahler algébriques sur [: (x), dont les éléments sont, soit dans 

Œ: (x), soi! transcendants sur Œ: (x). 

Par exemple : si f vérifie une équation algébrique de Mahler sur a: (x) résolue 

en f, et si f est entière sur a:, est-elle polynomiale ? 

Chapitre 7. 

La conjecture de Loxton et van der Poorten est intacte ; en fait, pour que les 
techniques utilisées puissent s'appliquer au cas général, il faudrait pouvoir 

répondre à la question: si A, B sont dans GLn,n (Œ: (X)), et vérifient : A(x) 

B(x2) = B(x) A(x3), peut on en déduire que A est ~2-conjuguée à une matrice 

triangulaire par blocs.? 

Questions générales. 

Les chapitres 4 et 5 permettent d'obtenir des classes de fonctions 
méromorphes transcendantes, ou encore des familles de fonctions algébriquement 
indépendantes, afin éventuellement d'appliquer les méthodes développées en 
[13]. Peut-on répondre ainsi à la conjecture d'AI/ouche et Shallit sur la 
transcendance des valeurs prises par une fonction p-régulière aux inverses des 
nombres entiers ? Peut-on obtenir l'indépendance algébrique des valeurs prises 
en un point algébrique par les dérivées successives d'une fonction qui vérifie une 
équation de Ma!ller d'ordre un à coefficients rationnels? 
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RÉSUMÉ. 
Le concept de suite p-régulière, introduit par Allouche et Shallit, généralise celui de 

suite p-automatique. La série génératrice d'une telle suite est considérée, tantôt comme 
une série formelle, tantôt comme une fonction holomorphe (dans le cas complexe); dle 
vérifie une équation fonctionnelle linéaire, dik de Ma.hler. Ce travail étudie ces équations 
fonctionnelles de façon générale, pour les appliquer au cas pa.rticulier des suites p-régulières. 

Le cadre formel est celui des chapitres l, 2 et 3. On y étudie certaines structures 
mahlériennes. Le chapitre 4 montre la transcendance des solutiüns non rationnelles, pro: 
l'étude de leurs singularités. On étend ainsi un résultat bien connu dans le cas automatique. 
Le chapitre 5, répondant à une question posée par Rubel, montre que, dans un cas, les 
solutions non rationnelles sont différentiellement transcendantes (ou hypertransccndanies). 
Le chapitre 7, reprenant des méthodes bien connues, s'''~puie sur le chapitre 4 pour établir 
la transcendance des valeurs prises, s'intéressant ainsi à une question posée par Allouche 
et Shallit. Le chapitre S mont.re un résultat très partiel en direction d'une conject.ure de 
Loxton et van cler Poorten. Le chapitre G esquisse uue étude clans le cas non linéaire. 

Mots-clés. 
ÉCluations fonctionnelles, équations de Hahler, sui.tes p-régnlières, suites p-automatiques, 
transcendance, hypel t.ranscendance. 


