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Chapitre 0

Introduction générale

0.1 Position du probléme

Le travail présenté dans cette thése porte sur la modélisation et la commande des réacteurs
chimiques tubulaires.

Les réacteurs chimiques peuvent étre définis comme étant des procédés siéges de réactions
chimiques. Leurs modeéles se différencient par leur géométrie : réacteurs agités ou réacteurs
tubulaires, et par leur mode d’utilisation : réacteurs continus, fermés (batch), semi-continus
[85].

Le réacteur tubulaire est un tube qui peut atteindre jusqu’a plusieurs dizaines de métres
au sein duquel ont lieu des réactions chimiques ainsi que d’autres phénoménes tels que la
convection de la matiére et de la dispersion. Le réacteur tubulaire est par nature exploité
en mode continu. C’est un procédé dont les propriétés dynamiques dépendent des variables
d’espace qui sera représenté par un modéle décrit par des Equations aux Dérivées Partielles
(EDP)[21]. La littérature concernant la modélisation des réacteurs en dimension infinie est trés
fournie [21, 24, 29, 72|. Par ailleurs les lois constitutives thermodynamiques et les cinétiques
de réaction sont en général trés non linéaires [24] ce qui rend le probléme de commande de ce
procédé trés complexe.

Le probléme de commande des réacteurs tubulaires a été abordé par de nombreux cher-
cheurs par différentes méthodes : soit en synthétisant des contréleurs a partir du systéme
linéarisé en dimension infinie [63, 3|, soit en se basant sur des méthodes de réduction spatiale
et en synthétisant un controdleur en dimension finie [25, 90, 57, 61].

Dans cette thése nous abordons le probléme de commande sur ce systéme non linéaire en
nous appuyant sur ses propriétés thermodynamiques. L’utilisation de cette approche nécessite
I'utilisation d’'un modéle ayant comme variables d’état les variables thermodynamiques clas-
siques (les variables extensives) sur lesquelles nous écrirons les bilans avec la contrainte que
ces bilans vérifient 1’équation de Gibbs [29]. Une des variables thermodynamiques, I’énergie

ou l'entropie n’apparait pas explicitement dans le modéle mais est reliée aux autres variables
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d’état par I’équation de Gibbs. Le modéle ainsi obtenu varie par rapport aux modeéles pré-
cédemment cités utilisés dans les travaux portant sur la commande : la capacité calorifique
totale et 'enthalpie de réaction sont des fonctions non linéaires de I’état.

L’approche thermodynamique a déja été utilisée pour la synthése de commandes stabili-
santes non linéaires du modeéle du Réacteur Parfaitement Agité Continu (RPAC) [44, 46] en
utilisant des fonctions issues de la thermodynamique comme fonction de Lyapunov.

Dans cette thése nous avons souhaité généraliser cette démarche au cas du réacteur tubu-
laire en prenant en compte le caractére distribué du modéle.

Par la suite, nous proposons de revenir & des aspects de modélisation afin de mettre
en avant la structure sous-jacente des équations et leur potentielle utilisation & des fin de
discrétisation ou de commande. L’objectif est d’obtenir une représentation similaire a la re-
présentation Hamiltonienne pour ce type de systéme irréversible. La représentation thermody-
namique du réacteur tubulaire constitue un premier pas vers sa représentation hamiltonienne
a port puisque ces deux représentations utilisent les mémes grandeurs physiques, les variables
d’état et les variables de co-état dans I’écriture des modéles dynamiques. Ces variables sont
définies a partir d’un hamiltonien, qui pour la représentation thermodynamique est soit I’éner-
gie (on parle alors de représentation énergétique) soit ’entropie (représentation entropique).
L’obtention d’une telle représentation hamiltonienne permettra a échéance d’utiliser, pour la
commande du réacteur tubulaire, tous les outils existants pour la commande des systémes

hamiltoniens a port [32].

0.2 Organisation du document et principales contributions

Ce mémoire est organisé en cinq chapitres qui s’articulent de la fagon suivante :

Le chapitre 1 concerne la modélisation du réacteur tubulaire. Nous rappelons les propriétés
fondamentales de la thermodynamique sur lesquelles repose le modéle du réacteur tubulaire.
Ces propriétés seront utilisées aussi au Chapitre 2. Nous présentons ensuite les représentations
énergétiques et entropiques du modéle de réacteur tubulaire puis les conditions aux frontiéres
qui sont considérées. En particulier nous montrons ’existence, a la frontiére amont du réacteur,
d’une production irréversible d’entropie due au mélange entre les constituants d’alimentation
et le début du réacteur qui ne sont pas dans le méme état thermodynamique. Nous terminons
le chapitre en proposant un modéle discrétisé par la méthode des différences finies. Ce modéle
servira pour les simulations numériques présentées dans la suite de la thése.

Le chapitre 2 est dédié a la présentation des deux fonctions de Lyapunov candidates, la
disponibilité thermodynamique et la disponibilité thermodynamique réduite, qui seront uti-
lisées pour la synthése de commande développée au chapitre 3. Nous rappelons la définition
de la disponibilité thermodynamique et ses propriétés en dimension finie puis en dimension
infinie. En dimension infinie nous montrons comment on peut utiliser cette fonction pour étu-

dier la passivité du réacteur tubulaire. Nous présentons quelques résultats de simulation sur la
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disponibilité pour le réacteur tubulaire. Nous montrons que la disponibilité thermodynamique
est composée de deux termes, tous deux positifs. Nous utilisons le terme qui est affine par
rapport aux fractions molaires (et / ou massiques) comme fonction de Lyapunov alternative.
Nous 'appelons disponibilité réduite. Nous développons ensuite les propriétés de la disponi-
bilité réduite en dimension finie puis en dimension infinie. Nous illustrons en simulation sur
le systéme en boucle ouverte les différences de comportement entre ces deux fonctions.

Le chapitre 3 concerne la synthése de lois de commande en utilisant les deux fonctions de
disponibilité comme fonction de Lyapunov. Ce chapitre suppose l'existence des solutions du
systéme d’EDPs considéré. Dans un premier temps, nous présentons une bibliographie sur la
commande des réacteurs tubulaires. Nous établissons ensuite le probléme de commande que
nous souhaitons résoudre en utilisant la disponibilité thermodynamique comme fonction de
Lyapunov et en prenant la température de double enveloppe comme commande distribuée.

Plusieurs stratégies de commande sont abordées pour lesquelles nous avons montré la
stabilité asymptotique globale du systéme en boucle fermée. Des simulations illustrent ces
résultats ainsi que I'efficacité des commandes en présence de perturbations sur la température
d’entrée des réactants. Nous proposons ensuite la résolution du probléme de commande en
utilisant la disponibilité réduite comme fonction de Lyapunov. Cette nouvelle fonction per-
met d’obtenir des lois qui stabilisent asymptotiquement et globalement le systéme et dont
les performances sont bien meilleures qu’avec la disponibilité thermodynamique en terme de
temps de réponse et d’amplitude de la commande. Nous proposons aussi deux stratégies de
commande qui tiennent compte des contraintes d’actionnement au niveau de la double enve-
loppe. La premiére loi de commande est donnée par une moyennisation par morceaux d’une
commande distribuée. La seconde loi est entiérement synthétisée a partir de la disponibilité
réduite avec la contrainte que la température de la double enveloppe est uniforme le long du
réacteur.

Le chapitre 4 est consacré a la formulation hamiltonienne des systémes thermodynamiques.
La structure de Stokes-Dirac est obtenue en étendant les vecteurs de variables de flux et
d’effort. Dans une premiére section nous illustrons cette démarche sur I’exemple académique
de la ligne de transmission pour laquelle nous considérons le domaine thermique qui n’est
généralement pas représenté. Ce couplage avec le domaine thermique est donné par la relation
de dissipation par effet Joule. Les deux premiers principes de la thermodynamique découlent
naturellement de cette représentation. Dans la section suivante nous reprenons la méthodologie
pour les équations d’'un procédé tubulaire de type réaction-diffusion en vision énergétique et
entropique. Nous montrons dans les deux cas qu’en utilisant une extension des couples de
variables effort-flux thermodynamiques classiques nous obtenons une structure de Stokes-
Dirac. Cette extension comprend deux groupes de variables :

— les variables de port correspondant au phénoméne de dissipation,

— les variables de port correspondant & l'énergie source apparaissant dans le domaine

thermique suite a l'irréversibilité des phénomeénes de dissipation,
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Enfin nous donnons quelques résultats aboutissant & une représentation pseudo hamiltonienne
pour laquelle les matrices de structure dépendent des variables d’effort.

Le chapitre 5 concerne la paramétrisation de ’ensemble des conditions aux frontiéres
qui peuvent étre utilisées comme variables de commande pour le réacteur tubulaire tout
en assurant l'existence des solutions pour le modéle isotherme. Nous présentons différentes
paramétrisations pour le cas isotherme et nous abordons aussi le cas du modéle non isotherme
linéarisé.

Le document se termine par une conclusion et quelques perspectives concernant les travaux
de cette thése.

En annexe, nous fournissons les transparents de la soutenance de thése qui reprennent une
partie des travaux présentés dans le manuscrit.

Les principales contributions par chapitre

— Chapitre 1 : les représentations du réacteur tubulaire sous forme entropique et énergé-

tique.

— Chapitre 2 : une présentation exhaustive de la fonction de disponibilité et de ses pro-

priétés.

— Chapitre 3 : cinq lois de commande stabilisantes basées sur la disponibilité et la dispo-

nibilité réduite pour le réacteur tubulaire.

— Chapitre 4 : 'obtention de structures de Stokes-Dirac pour le modéle réaction-diffusion

en vision énergétique et entropique et aussi pour la ligne de transmission.

— Chapitre 5 : la paramétrisation de ’ensemble des variables frontiéres qui permettent

d’assurer 'existence de solution pour un modéle de réacteur tubulaire linéarisé en vision

isotherme.



Chapitre 1

Représentation thermodynamique du

réacteur tubulaire

1.1 Introduction

La modélisation du réacteur tubulaire est basée sur I’écriture des différents bilans & savoir
les bilans de matiére par espéce de réactif, le bilan d’énergie et d’entropie dans le cas ol aucun
phénomeéne mécanique ne devient prédominent [72][85]. Une fois les bilans écrits, le modéle
représentant le réacteur tubulaire inclut soit le bilan de matiére par espéce et celui d’énergie,
ce qui donne un modéle dit en représentation entropique dans lequel le bilan d’entropie est
implicitement vérifié. Ou bien le modéle inclut le bilan de matiére par espéce et celui de
I’entropie, ce qui donne un modéle dit en représentation énergétique dans lequel le bilan
d’énergie est implicitement vérifié.

La représentation couramment utilisée pour la modélisation du réacteur tubulaire est la
représentation entropique avec des hypothéses simplificatrices telles que l'utilisation d’une
capacité calorifique globale constante et une enthalpie de réaction constante [14, 23, 4]. La
représentation proposée, avec aucune hypothése simplificatrice, nous permet de définir des
fonctions thermodynamiques basées sur I’entropie qui serviront a la synthése de loi de com-
mande et de définir une représentation hamiltonienne & port. La représentation énergétique
n’est pas couramment utilisée dans la littérature pour la commande des réacteurs tubulaires.

Nous l'utilisons dans cette thése pour définir une représentation hamiltonienne & port.

1.1.1 Organisation du chapitre

L’objectif de ce chapitre est de présenter la démarche de modélisation du réacteur chi-
mique tubulaire. Le chapitre est organisé comme suit : Dans la section 1.2, nous rappelons les
fondements thermodynamiques de la modélisation du réacteur : les deux premiers principes
de la thermodynamique puis 'hypothése d’équilibre local basée sur ’équation de Gibbs pour

les systémes hors équilibre.
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Dans la section 1.3, nous présentons les lois constitutives des différents phénoménes consi-
dérés. Nous présentons ensuite ’ensemble des équations de bilans. Dans la section 1.4, en
combinant des différents bilans avec I’hypothése d’équilibre local, nous fournissons ’expres-
sion de la production irréversible d’entropie.

Nous présentons respectivement en section 1.5 et 1.6 la représentation entropique et éner-
gétique du réacteur chimique tubulaire.

Nous discutons les conditions aux frontiéres et les modéles d’interface dans la section 1.7.
Enfin des résultats de simulation du réacteur en boucle ouverte seront présentés en section

1.8.

1.1.2 Mes contributions

La contribution principale de ce chapitre est la formulation d’un modéle dynamique 1D
du réacteur chimique tubulaire dans la représentation entropique puis énergétique. Dans ce
modéle nous considérons les phénomeénes suivants : la réaction, la dispersion et la convection
avec des relations constitutives fortement non linéaires.

Nous montrons aussi que sous nos hypothéses de travail, les variables intensives peuvent
s’exprimer du point de vue thermodynamique a partir des variables locales. A notre connais-
sance ce dernier résultat bien qu’implicitement appliqué est rarement démontré dans la litté-
rature. De ce résultat nous en déduisons une égalité concernant I’équation de Gibbs Duhem.

Finalement nous proposons un modéle d’interface en entrée et en sortie du réacteur qui
permet de calculer la production irréversible d’entropie a partir de certaines hypothéses sur les
variables aux frontiéres choisies. Ces hypothéses correspondent a des relations de continuité

de flux de type Danckwert qui sont trés utilisées en génie des procédeés [28].

1.2 Les fondements thermodynamiques de la modélisation du

réacteur

Dans cette section nous rappelons les fondements thermodynamiques de la modélisation
du réacteur tubulaire. Ces fondements sont largement renseignés dans la littérature. Le lecteur

pourra trouver une présentation détaillée dans 'ouvrage de H. Callen [24].

1.2.1 La thermodynamique a I’équilibre

Nous pouvons définir 1’équilibre thermodynamique comme étant 1’état que tout systéme
isolé atteint aprés un temps suffisamment long, et qui est caractérisé macroscopiquement par
un nombre fini de variables d’état.

La thermodynamique & 1’équilibre est construite a partir des postulats fondamentaux

suivants [24] :
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Postulat 1.1. Les états d’équilibre d’un systéme simple* sont complétement caractérisés ma-
croscopiquement par son énergie interne U, son volume V', et les nombres de moles Ny, No, ...Ny,

de ses n constituants chimiques

Ce postulat caractérise les variables dites extensives, fonctions homogénes de degré 1, sur

lesquelles les bilans sont écrits et qui sont en méme temps les variables d’état du systéme.

Postulat 1.2. [ existe une fonction des grandeurs extensives définie pour tous les états
d’équilibre appelée entropie et notée S et qui posséde les propriétés suivantes :
— Dans un systéme isolé, les valeurs prises par les grandeurs extensives sont celles qui
maximisent l'entropie sur l’ensemble des états d’équilibres.
— L’entropie S est une fonction des variables extensives U, V, N1, No, ..., N,.

— S est une fonction homogéne de degré 1 en ces variables :

S(AU, AV, AN1, AN, .. AN,,) = AS(U, V, N1, N, ...Ny,), VA € R" (1.2.1)

— S est une fonction monotone strictement croissante de l’énergie interne U. Par consé-

quent, l'inégalité stricte suivante est obtenue :

88
o >0 (1.2.2)

L’entropie est donc une variable sur laquelle un bilan s’écrit.

Postulat 1.3. L’entropie s’annule dés que I’état thermodynamique est tel que :
ou _
oS

Gréce a la propriété (1.2.2) nous pouvons alternativement écrire :

0 (1.2.3)

U=U(S,V,Ni,No,...,Ny) (1.2.4)

Nous en déduisons la forme différentielle de cette équation :

ou ou "L/ oU
U — () ds + () av+y ( ) dN;,  (1.2.5)
95 /vy, N, WV /) s Ny, N S \ONi)sv.n,

Ces dérivées partielles des variables extensives définissent les variables intensives, fonc-

tions homogénes de degré 0 [24]; elles sont notées communément :

ou
T = <> , la température (1.2.6)
95 ) v Ny, N
ou
p = - () , la pression (1.2.7)
8V S>N17-~~7Nn
ou
i = < 3 N¢> , le potentiel chimique du constituant 7 (1.2.8)
i) S\V,...Ng,...

*. Un systéme simple est par définition homogéne, isotrope, non chargé, suffisamment grand pour pouvoir

négliger les effets de bord, et non soumis a des champs (électrique, magnétique ou gravitationnel) [24]
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Avec les notations ci-dessus , 'équation (1.2.5) devient :

n
dU = TdS —pdV + > _ j1;dN; (1.2.9)
1

La propriété (1.2.2) est finalement équivalente a la positivité de la température (7' > 0) et le
postulat 1.3 définit une origine pour la température (7' = 0) a laquelle 'entropie est nulle.
L’équation (1.2.9) est appelée équation de Gibbs en représentation énergétique.
Dans cette représentation, I’énergie interne U joue le rdle de la fonction implicite et toutes
les autres grandeurs extensives jouent le réle de variables d’état indépendantes. Cette relation
fondamentale de la thermodynamique relie les variables extensives aux variables intensives.

Nous écrivons I'équation de Gibbs (1.2.9) sous la forme compacte suivante :

dU =wldz (1.2.10)
avec
T
Z=(s Vv N .. N, (1.2.11)
le vecteur des variables extensives et
T
w— (T oo un) (1.2.12)

le vecteur des variables intensives.
U étant une fonction homogéne de degré 1 par rapport aux variables extensives Z , nous

pouvons alors réécrire explicitement I'expression de ’énergie en utilisant le théoréme d’Euler
[24] :

U=w"Z (1.2.13)

Enfin, a partir de I'expression de I'énergie (1.2.13) et de ’équation de Gibbs (1.2.9) nous
déduisons la relation dite de Gibbs-Duhem :

dwl'Z =0 (1.2.14)

En représentation entropique, 'entropie S joue le réle de fonction implicite et toutes
les autres grandeurs extensives jouent le role de variables d’état.
A partir de 'équation (1.2.9) , nous pouvons écrire 1’équation de Gibbs en représentation

entropique :

L Pav S By
dS = ZdU + =dV 21: LAY (1.2.15)

Dans cette représentation, les vecteurs Z et w correspondent aux variables suivantes :
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S
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-

vV ON, . Nn>

et sous forme compacte (1.2.15) s’écrit :
dS =w'dz (1.2.16)
S étant une fonction homogéne de degré 1 des variables extensives Z , nous obtenons :
S=wlz (1.2.17)

ainsi que la relation de Gibbs-Duhem en représentation entropique :

dw’Z =0 (1.2.18)

- T
Remarque 1.1. Nous obtenons en particulier : g% Z =0.

En effet en partant de la relation (1.2.17) et en la dérivant par rapport 4 Z nous obtenons :

28  owT

9z oz 2TV

oS
2w

0z
Nous en déduisons le résultat.
Remarque 1.2. Tout le raisonnement précédent aurait pu étre fait en considérant

U=U(S,V,mi,ma,...,my) (1.2.19)

avec m; la masse du constituant ¢ dans le mélange

Nous en déduisons la forme différentielle de I’équation de Gibbs :

n
dU =TdS — pdV + > pidm; (1.2.20)
1

avec p; en J/kg.

1.2.2 Les deux premiers principes

Le premier principe de la thermodynamique stipule que I’énergie totale est conservée. Dans
un systéme & plusieurs domaines d’énergie (mécanique, électrique, thermique, chimique...)
I’énergie peut passer d’'un domaine & 'autre tout en conservant 1’énergie totale du systéme.
Par exemple dans le cas d’un systéme thermodynamique fermé sans réaction, il s’énonce de

la maniére suivante :
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Au cours d’une transformation quelconque d’un systéme fermé, la variation de son éner-
gie est égale a la quantité d’énergie échangée avec le milieu extérieur, sous forme d’énergie
thermique et de travail.

Le deuxiéme principe de la thermodynamique établit I'irréversibilité des phénoménes phy-
siques par le biais de la fonction entropie. Dans un systéme a plusieurs domaines d’énergie
incluant le domaine thermique, certaines transformations ne sont possibles que partiellement.
L’autre partie de I’énergie part de maniére irréversible dans le domaine thermique et ne pourra
jamais revenir dans le domaine énergétique de départ. Ce principe implique une production

irréversible d’entropie.

1.2.3 Le principe du minimum d’énergie a 1’équilibre thermodynamique

Dans cette section nous allons relier les deux principes de la thermodynamique avec les
postulats présentés en début de ce chapitre.

De par le premier point du postulat 2 nous obtenons le principe du maximum d’en-
tropie [24] : Nous avons vu que l'état d’équilibre stable est caractérisé par une entropie
maximale.

L’état d’équilibre stable est donc caractérisé par les relations suivantes en représentation

entropique :
08
08
—5 | < 2.
<8Z2>_0 (1.2.22)

La relation (1.2.22) montre que 'entropie est concave par rapport aux variables extensives
Z.

Nous en déduisons le principe du minimum d’énergie : 'état d’équilibre stable est
caractérisé par une énergie minimale.

En effet il est facile de montrer a partir de la fonction ¥(S,U,X) = S — S(U,X) =0
avec Z = (U,X)T ou dans cette expression S représente la variable d’état et S(U, X) la
fonction thermodynamique dépendant de U et X. En prenant la différentielle totale de ¥ et
en remplacant dU par 1’équation de Gibbs :

oU oU
= () ax (%) s nam
on obtient : .
<8U> _ (%) (1.2.24)
0X (50)

En redérivant cette expression par rapport & X, nous obtenons :

(82U> _ (5%) N <3S) @ (1.2.25)

0X?2 (%) 0X (%)2
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A P’équilibre thermodynamique en utilisant les relations suivantes (1.2.21) et (1.2.22) nous

déduisons :
oUu
(02) =0 (1.2.26)
0*U
— | > 2.
(822>_0 (1.2.27)

puisque % =T>0.
La relation (1.2.27) montre que 1'énergie est convexe par rapport aux variables extensives

Z et que I'équilibre thermodynamique est celui qui minimise 1’énergie U par rapport a Z.

1.2.4 L’hypothése d’équilibre local pour les systémes hors équilibre

La thermodynamique des processus traite des systémes supposés & I’équilibre thermody-
namique & chaque instant. Cette hypothése est loin d’étre vérifiée pour les systémes réels dans
lesquels il existe le plus souvent un déséquilibre thermodynamique soit a I'intérieur du systéme
ou bien entre le systéme et son environnement extérieur. Malgré ce déséquilibre thermodyna-
mique, I’hypothése dite d’équilibre local est toutefois admise :

Cette hypothése fondamentale pour la thermodynamique irréversible consiste a considérer
que les relations locales et instantanées d’un systéme physique sont les mémes que celles d'un
systéme a 1’équilibre thermodynamique.

Cette hypothése implique :

— Toutes les variables locales définies en thermodynamique & I’équilibre garde un sens.

— Toutes les relations établies en thermodynamique a 1’équilibre restent valides

Ainsi nous avons en dimension finie pour 1’équation de Gibbs :

U _.dS _ dvV Zmdmi (12.28)
1

a ta Pat a

avec les mémes définitions des variables intensives que celles données dans le postulat 1.3.

En dimension infinie cette hypothése consiste a considérer que localement (échelle méso-
scopique) les relations entre les variables locales (exprimées par unité de masse) tendent vers
les grandeurs spécifiques (issues de thermodynamique a I’équilibre). On peut I’énoncer comme
[70] :

Pour tout € > 0 , il existe > 0 , telle que si le volume local V est tel que V' < 4 , alors
Hz(a:,t) - Z(w,t)H <e

avec Z représente les grandeurs spécifiques, 2(z, t) les variables locales (par unité de masse)
et x la coordonnée spatiale en 1D.

Les variables intensives sont définies comme :

0s

=5 (1.2.29)

w
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L’hypothése d’équilibre local qui implique I’équation de Gibbs est applicable aux quantités
élémentaires de matiére. En présence de phénoméne de transport, notamment la convection,
pour que ’équation de Gibbs reste vérifiée il faut suivre la matiére dans son mouvement moyen
(défini par la vitesse de convection v). Ceci implique dans le cas 1D que la différentielle dans
I’équation de Gibbs prend le sens d’'une dérivée matérielle (% = % + va% ) lorsqu’on écrit la
dynamique temporelle des variables extensives :

% = wT% (1.2.30)

Ainsi I'intérét principal de 'hypothése d’équilibre local, ¢’est que nous pouvons utiliser,
lorsque le volume est infinitésimal, les variables locales Z(x, t) pour caractériser 1’état thermo-
dynamique du systéme.

Il faut noter que le vecteur Z(z,t) n’est plus un vecteur de variables extensives ou homo-
génes de degré 1. Ces composantes sont des variables homogénes de degré 0 ou tout simplement
des fonctions. Les quantités extensives locales peuvent étre écrites comme Z(z,t)dm ou dm
représente la masse élémentaire. Sachant que dm = pdV avec dV le volume élémentaire et p
la masse volumique du mélange considéré, les variables extensives peuvent étre écrites comme
pz(xz,t)dV = z(x,t)dV. z(x,t) = pZ(x,t) représentent dans ce cas des quantités par unité de
volume.

A partir de 'hypothése d’équilibre local appliquée & un volume suffisamment petit V,

I’énergie totale U de ce volume s’écrit :

U=u(z,t)V =Ts(z,t)V —p(x,t)V + Zn: wipi(x, t)V (1.2.31)

ou p;(x,t) représente la concentration massique par espéce. En partant de I'équation de Gibbs
écrite sur les quantités extensives totales dans le volume V nous déduisons ’équation de Gibbs

en dimension infinie :

n
dU = [TdS —pdV + ) pd]M;]
1
d(u(z,t)V) = [Td(s(x,t)V) —pdV + > pd(pi(x,t)V)] (1.2.32)
1
En développant la différentielle nous obtenons :

Vdu+ [u—Ts+p— Z pipi| AV = V[Tds(z,t) + Z,uidpi(ac, t)] (1.2.33)
1 1

=0

A partir des équations (1.2.31) et (1.2.33) nous déduisons finalement I’équation de Gibbs
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en dimension infinie :

du(z,t) = Tds(z,t)+ Z widpi(z,t)
1

= wldz(z,t) (1.2.34)
T T
avec w = (T U1 e Mn) et z(x,t) = (s(:zt,t) p1(z,t) ... pn(x,t)) et
u=w!z (1.2.35)
Nous avons aussi :
Du Dz
=2 1.2.36
Dt~ " Dt (1.2.36)

Nous pouvons aussi écrire cette équation de Gibbs en représentation entropique comme suit :

ds = wldz (1.2.37)
. T T
AVGC w = <T _% _%) et Z(LU,t) - (U(.ﬁlﬁ,t) pl(xat) pn(xvt)) et
s=wlz (1.2.38)
Ainsi nous obtenons :
DS TDZ
— = — 1.2.
Dt " Dt (1.2.39)

1.2.5 Cas des systémes a pression constante

Lorsque la pression P est supposée constante, nous utilisons une autre variable d’état

appelée I'enthalpie qui est notée h donnée par :
H="hz,t)V =U+pV = (u+p)V (1.2.40)

D’ou h(z,t) = u(z,t) + p(x,t) est la densité volumique de I'enthalpie. Ainsi, ’équation de

Gibbs peut étre réécrite en fonction de h(z,t) :

n
dh(z,t) = Tds(z,t)+ Y pmidpi(x,t)
1

= wldz(z,t) (1.2.41)
T T
Avec w = (T [ un> et z(z,t) = (S(J;,t) pi(z,t) .. pn(x,t)>
Nous pouvons aussi écrire 'enthalpie en fonction de s(x,t) et p;(z,t) comme suit :
n
h(z,t)=Ts(z,t)+ Y pipi(x,t) (1.2.42)
1
Nous obtenons encore :
Dh 1Dz
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En vision entropique nous obtenons de maniére équivalente

ds(z,t) = —dh Z Mzdpl (z,1)
= wldz(z,t) (1.2.44)
) T T
avec w = (T -4 —“T”) et z(z,t) = (h(x,t) p1(z,t) .. pn(x,t))
ainsi que
DS TDZ
— =w — 1.2.45
Dt~ " Dt (1.2.45)
1.2.6 L’équation de Gibbs Duhem
Dans le cas d’une représentation entropique 1’équation de Gibbs aboutit a :
Ds rDz
i =Y D (1.2.46)
soit 5 5 5 5
s s _ 0% 1,97
— = 1.2.47
ot or e Y Yan (1.247)
A partir de (1.2.47) , 'équation de Gibbs-Duhem en dimension infinie s’écrit :
DwT
Dt(s —wlz) = Dt = 0 (1.2.48)

Cette relation peut s’affiner sous certaines hypothéses. En particulier le terme ?;;’ z peut

s’annuler sous certaines hypothéses. Nous allons effectuer cette étude dans le cas ot la pression
est constante et en représentation entropique.

Dans ce cas nous avons

dH V-~ i
ds = T——dP Z ZLdM; (1.2.49)

Pour l'instant les variables intensives ont été définies a partir des variables extensives

définies sur une masse élémentaire comme :

oS  0sM
w = 37 = 3300 (1.2.50)
T T

avec w = (% -5 —"7”) et Z(x,t) = (H My (z,t) ... My(z, t))
Il faut trouver le lien entre les variables intensives w et les dérivées partielles a—;
Nous avons :

1

195 _ d(sV) 0(sV) Oh (1251)

T oH 0(hV) ok o(Vh)

oV 9s\ [0V -1
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Nous constatons a partir de cette relation que si aucune hypothése particuliére n’est faite,
il n’y a pas identité entre la variable intensive % et la dérivée partielle g—i puisque V n’est
pas une variable indépendante.

Cependant dans le cas ol le volume massique reste constant, nous obtenons :

oS  Os

5 = o (1.2.53)
ainsi que

oS 0s

o0~ Op; (1.2.54)

A partir de la remarque 1.1 (%TZ = 0), nous déduisons I’équation de Gibbs-Duhem dans

le cas ol p et p sont constants :

T
Z—Z z2=0 (1.2.55)
En effet
owT _ (owoz\"
ox -\ 9z Ox
To, T
= % % z=0 (1.2.56)

1.3 Les hypothéses de modélisation

Ci-dessous, nous donnons les hypothéses utilisées pour écrire le modéle du réacteur chi-

mique tubulaire.

1. Le réacteur tubulaire est siége d’un phénoméne de convection, d’une réaction chimique

r, de phénomeénes de dispersion de la matiére et de la chaleur.

2. Nous considérons une symétrie axiale au niveau du réacteur pour les variables d’état ;

seul I’axe longitudinal de coordonnée x est pris en considération.
3. La masse volumique totale p est constante.

4. La vitesse de convection v est constante. La vitesse d’alimentation du réacteur est iden-

tique a celle de la convection.
5. On considére un mélange idéal.
6. La viscosité du mélange est négligée.

7. L’échange de chaleur distribué avec la double enveloppe est caractérisée par une équa-
tion du type q(z,t) = C(Tj(x,t) — T(z,t)) ou Tj(x,t) est la température de la double

enveloppe.
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8. Les capacités thermiques spécifiques ¢, , et c,, sont constantes.

Les différents phénomeénes considérés sont présentées dans les sections suivantes.

1.3.1 La convection

Le flux convectif massique de I'espéce i, noté F?, . de vitesse v est donné par :

Fi = up; (1.3.1)

conv

ou p; est la concentration massique de 'espéce ¢ . La vitesse de convection v est supposée
constante et égale a la vitesse d’alimentation.
Le flux convectif en 'enthalpie est induit par la convection de la matiére. Il s’écrit comme

suit pour une solution & n composants :

com) Z conv (1'3'2)

avec h; 'enthalpie spécifique de I'espéce i. De la méme maniére le flux convectif de I’entropie

est induit par la convection de la matiére. Il s’écrit comme suit :

COTL’U Z COTL’U (1 ° 3 '3)

Avec s; 'entropie spécifique de l'espéce i .

1.3.2 La dispersion

Le phénoméne de dispersion 1D qui s’applique dans le cas d’un faible écart & I’écoulement
piston, repose sur la superposition d’un écoulement piston convectif de vitesse v et d’une
diffusion aléatoire obéissant formellement & une loi constitutive (comme la loi de Fick). Ce
phénoméne correspond & une diffusion moléculaire a laquelle vient s’ajouter la projection de
phénomeénes hydrodynamiques relatifs aux autres dimensions (Voir [77] [78] [85] [13]).

Le flux dispersif massique par espéce i, provenant d’une dispersion axiale, est décrit par
la loi de Fick :

Fi. = ngg (1.3.4)
avec #; = p ¢ la fraction massique et D le coefficient de diffusion supposé constant.
L’intérét de I'utilisation de cette loi est que la somme totale des flux dispersifs est nulle et

donc n’engendre pas de convection : Y 1 | Fi. o=Y"", Dpdal =

Le flux dispersif d’enthalpie et d’entropie sont induits par la dispersion de la matiére. Ils

s’écrivent comme suit :
n
Fiiy = Fishi (1.3.5)

Fiig =Y Figsi (1.3.6)
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1.3.3 La dispersion thermique

Le flux de dispersion thermique noté F”

ona €st donné par :

Fhoo= AT (1.3.7)

avec A le coefficient de dispersion supposé constant. Le flux de dispersion d’entropie est
quand & lui induit par le flux de dispersion thermique. Il s’écrit comme suit :
s Fh

1
= — 1.3.8
cond T cond ( )

1.3.4 La réaction chimique

Nous considérons une réaction du premier ordre de type : v4 A — vgB ol v4 et vp sont les
coefficients steechiométriques de la réaction. La cinétique de réaction, notée r, est modélisée

par la loi d’Arrhenius [21] :

0
r= kge_%pM—A (1.3.9)
A

Avec :

— kg la constante cinétique

FE D'énergie d’activation

— R la constante des gaz parfaits

— T la température au sein du réacteur
— 0, la fraction massique de 'espéce A

— M4 la masse molaire de 'espéce A

1.4 Le modéle du réacteur tubulaire

Dans cette section, nous allons écrire les différents bilans nécessaires afin d’établir le modeéle

du réacteur tubulaire dans la représentation entropique et énergétique.

1.4.1 Les bilans de matiére

Le bilan par espéce i (pour i = A, B) s’écrit :

ap; 0 , ,
8—; =% (Flony + Fiis) + Mvir (1.4.1)

Ou M;, vi sont respectivement la masse molaire de I'espéce 4 et le coefficient stoechiomé-

trique signée de l'espéce i. En considérant la fraction massique 6; = % et 'équation (1.4.1) et

avec les hypothéses que p et v sont constants et uniformes le long du réacteur, nous obtenons
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les égalités suivantes :

~ 55 Flony
%’f = % i+ %p = —pvzii ~ 0; a%(pv) —%Féis + Mivjr (1.4.2)
paaetz + pvgii = —6; (% + %(Pv)) - %Féis + Mivir (1.4.3)
L Y nas
I’expression finale du bilan de matiére par espéce devient
pllj)etl = —%Féis + M;vir (1.4.5)

1.4.2 Le bilan d’énergie

Compte tenu des hypothéses, I’énergie totale correspond & I’énergie interne. Comme nous
supposons la pression constante ce bilan est égal au bilan d’enthalpie. Nous avons :
0 0 0 o
1= g feonw = g Fis = 5 Feona t q(x,t) (1.4.6)
Par le méme calcul utilisé pour les bilans de matiére par espéce (1.4.5), le bilan d’énergie

totale en dimension infinie peut s’écrire comme suit :

Dh 0 o

h
By = 4@ 1) = 5 Fais = 5 Feona (1.4.7)
1.4.3 Le bilan d’entropie
Le bilan local d’entropie est donné par
0 0 0 0 q
—s=——F - —Fis— —Foat—=—+0 (1.4.8)
ot oz I L M
En dérivée matérielle, le bilan d’entropie s’exprime comme :
D 0 0
A Sy N S (1.4.9)

E - 87.’)3 dis o TJ
1.4.4 La production irréversible d’entropie

Pour calculer la production irréversible d’entropie en dimension infinie, nous combinons
I’équation exprimant 1’hypothése d’équilibre local en dimension infinie (1.2.43) et les bilans

d’entropie (1.4.8), d’énergie (1.4.6) et de matiére par espéce (1.4.5).

1 1. 1 1 Cow 1. 9T 1 aT
0s = q(=— =) — = > pMivir — T Féisaixz — plaisy, — plenay,;  (14.10)

ol
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- q(Ti - %) représente la production d’entropie due au transfert de chaleur par la double
J

enveloppe.

- —% > wiM;v;r représente la production d’entropie due a la réaction chimique.

— —% > Féi s %’;1 — —sz s ?95 représente la production d’entropie due a la dispersion. Le pre-

mier terme de la somme représente la contribution matérielle et le second la contribution
therrnique a la production irréversible d’entropie..
1 Fs

o nd ax représente la production irréversible d’entropie due a la dispersion ther-

mique.

Vu que Fj,. = > Fj. s;, nous déduisons une autre expression pour la production irréver-

sible d’entropie en fonction des flux d’enthalpie :
?“ , O(%) ()

Os = 7 +ZMV ZFdzs +Fdzs ox Fcond ox (1'4'11)

Remarque 1.3. Le terme de production irréversible d’entropie est donné respectivement sous

forme énergétique (1.4.10) et sous forme entropique (1.4.11).

1.5 Représentation entropique du réacteur tubulaire

Dans la représentation dite entropique, 'entropie s est considérée comme étant une fonc-
tion implicite et toutes les autres grandeurs (h, pa, pp) sont les variables d’état. Ainsi cette
représentation inclut le bilan d’énergie (1.4.6) et les bilans de matiére par espéce (1.4.1).

Le modéle du réacteur chimique tubulaire en représentation entropique est donnée par le

bilan d’enthalpie et le bilan de matiére par espéce :

oh _OF, oFh . OFh

e conv cond __ 1S 1.5.1
ot D D or 4 (1.5.1)
Ipa OFL,,  OFy
“ra ~ - conv 1S 1.5.2
ot O ox AT (1.5.2)
dpp _OFf OF5
“F5 YT conv Y7 dis 1.5.
ot oz ox tvBr (1.5.3)

Nous avons choisi ici de prendre tous les coefficients stoechiométriques positifs. En considé-

rant les expressions des différents flux, nous pouvons écrire le modeéle sous forme matricielle :

h(z,t) 5 v 0 0 0 ha(z,t) hp(z,t) 5 h(z,t)
o pa(z,t) | = 9 0 v 0 |-D] 01 0 7 pa(z,t)
p(z,t) 00 v 00 1 p(z,t)
(1.5.4)
, —T2(x,t)8T§@ 0 CT(z, t)(T((ff)) 1)
~ 3 Al 0 + | —var(z,t) [+] 0O

0 +vpr(z,t) 0
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avec hj = cpi(T — Tref) + hi,,;, @ = A, B qui représente les enthalpies massiques partielles
pour un mélange idéal. Le flux de dispersion peut s’exprimer en fonction des variables d’état

T
(h PA P B) en utilisant I'expression suivante pour la température :

ol palha,.; — cpaTrer) — pB(hB,.; — CppTrer)

(1.5.5)
CpaPA T CppPB
Sous une forme compacte le modéle peut aussi s’écrire comme suit :
0 0
5 = 5P )+ Rz t) + ga(z . ) (1.5.6)

ol z = (h PA pB)T est le vecteur de variables d’état formé par les variables locales
correspondant a la concentration massique d’enthalpie et les concentrations massiques des
deux espéces A et B. F est le vecteur de flux total, comportant la dispersion et la convection.
R est le vecteur de la réaction et g = (1 0 O>T et ¢ est le vecteur d’échange thermique avec
Pextérieur.

Le vecteur du flux total est donné par :

F = Fopno+ Fy (1.5.7)
Feono = (Flby Flh, Fgm>T:<vh W Upb>T (1.5.8)
Fus = (Fj Fi F£S>T (1.5.9)
E} = ER +F! (1.5.10)
F} = Fy, (1.5.11)
FP? = Fj, (1.5.12)

T
Le vecteur de réaction est défini par R = (0 —upT VBT) , q représente le flux d’échange

T
de chaleur avec 'extérieur et g = (1 0 O> .

1.5.1 Le modéle standard du génie des procédés

L’équation (1.5.1) écrite en fonction de '’enthalpie peut s’exprimer en fonction de la tempé-
rature T en utilisant 1’expression des enthalpies massiques partielles et h = Y p;h;, i = A, B.

Nous obtenons ainsi I’équation aux dérivées partielles de la température T :

oT . ; % % - (9£
ot cp(w,t) ((DCPA ox TP, vcp(ﬂsvt)) . (1.5.13)
o0*T

Aoz + (aha(@,t) —vghp (e, 1) r(z,t) + C(Tj(w,t) = T) (1.5.14)

ou ¢p(x,t) = cppa+tcpypp et (vaha(x,t)—vphp(x,t)) représente I'enthalpie de réaction.
En utilisant I’équation aux dérivées partielles sur la température au lieu de celle sur

I’enthalpie on aboutit au modéle largement utilisé dans la littérature pour la synthése de
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commande moyennant quelques hypothéses simplificatrices supplémentaires, en particulier en
considérant la capacité calorifique totale ¢, et 'enthalpie de réaction constantes [14, 25, 2, 23,

70, 63, 3, 90, 57, 61]. Ce point sera abordé plus en détail dans le chapitre 3.

1.6 Représentation énergétique du réacteur tubulaire

Dans la représentation dite énergétique, I’énergie interne U est considérée comme étant
une fonction et toutes les autres grandeurs sont des variables d’état. Ainsi cette représentation

inclut le bilan d’entropie (1.4.8) et les bilans de matiére par espéce (1.4.1) :

Js achonv a‘F;ond aFj q
g5 _ _ — -z o 1.6.1
ot ox ox or Tj e ( )
dpa _ OFL., OFg,
ot~ or ox A (1.62)
dpp OFB OF%.
- _ conv 1 .
ot or oz 5T (16.3)
La modéle sous forme matricielle est donnée par :
s 5 v 0 0 0 sa(z,t) sp(x,t) 5 s
0 =—— - D —
| pa oz 0 v O 01 0 o7 PA
PB 00w PB
(1.6.4)
1 orT ,t) T(:E,t)
0 T(w,t) a(i 0 Ts S(Chl 1em))
— = _
97 0 + var(z,t) | ++| 0 +
0 —I—VBT(.’IZ‘, t)

1.7 Les modéles d’interface aux frontiéres et les conditions fron-
tiéres

Dans cette section nous étudions le modéle d’interface basé sur la continuité des flux de
matiére par espéce et d’énergie dans un cas général. Nous exprimons en particulier le modéle
d’interface en entropie. Ce modéle permet de calculer la production irréversible d’entropie
due aux échanges du systéme avec son environnement extérieur aux bords du réacteur. Nous
donnons ensuite les conditions aux frontiéres. Enfin nous terminons cette section en exprimant

le taux de production irréversible d’entropie dans le cas de nos conditions frontiére.

1.7.1 Modéle d’interface

Un modéle d’interface est déterminé par deux choix distincts. Le premier consiste a choi-
sir les variables manipulées & la frontiére, les variables de port et le deuxiéme & choisir les

conditions opératoires relativement aux variables choisies, les conditions limites.
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Nous avons choisi les variables de flux comme variables du port aux frontiéres.

En général, les variables aux frontiéres sont choisies comme étant les variables de flux éva-
luées aux frontiéres du réacteur. Sur ces variables de flux nous supposons aussi des conditions
de continuité de flux entre I'extérieur et 'intérieur du réacteur. Cela nous donne un modéle
d’interface basée sur des conditions connues sous le nom de Danckwerts [28] [73].

Dans la suite nous allons utiliser ces conditions de continuité de flux pour établir un modéle

d’interface caractérisé par une production irréversible d’entropie :

Fi F
% 1
L4 L
Fn Fr
\ 1
L4 L4
Fs Fs
L L'
L L

FIGURE 1.7.1 — Les flux en interface

Nous notons par — le coté gauche de l'interface qui correspond & 'extérieur du réacteur
et + le coté interne au réacteur. Reprenons les différentes conditions de continuité de flux :
— La continuité de flux de matiére par espéce :

F~=F" (1.7.1)

7 (3

ou F; présente le flux total lié & I'espéce 1i.
— La continuité de flux d’enthalpie :
F, =FF (1.7.2)

Nous pouvons par ailleurs écrire le flux d’enthalpie total comme la somme d’un flux

induit par la dispersion de matiére avec un flux de dispersion thermique :
Fp=> Fhi+® (1.7.3)

avec Fy; = (Fi  + F% ) et ®=F"

conv cond*

Ainsi ’équation de continuité du flux d’enthalpie devient :

S FThy +® =Y Frhl 4ot (1.7.4)

Le flux d’entropie subit une discontinuité & la frontiére due a la production irréversible

d’entropie entre I’environnement et le réacteur :
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Fr+%=F (1.7.5)

avec
Fy = Y Fis; + — (1.7.6)
Ff = Y Ffst+ F (1.7.7)

Par les relations thermodynamiques liant les flux d’enthalpie aux flux entropiques, nous

obtenons :

> F hy 4@ = Y i Fy 4T Y Fisy+ T*% (1.7.8)

ot
S Fhb 4ot = Z pl FF 4+ TP Frsh + T — (1.7.9)

T+

Avec la continuité de flux d’énergie (1.7.2) et les relations (1.7.6),(1.7.5),(1.7.1),(1.7.2),

nous avons :
o
N Fr AT Y Frsp 4@ = +p- T*( Fosm 4 — 2) 1.7.10
iull+ lel+ zi:/“Lzz+ Zzsz+T_+I ( )

Ainsi nous trouvons la production d’entropie créée en interface :

~ zh* _ T+ (hf =T*sf) IR
E[_E F, § F, (T =T e (L7
Soit :
(hy =T*s; —pf) o @
S = § F, at + o (1.7.12)

Remarque 1.4. Le premier terme de la production irréversible d’entropie obtenu dans 1.7.12
correspond & celui obtenu pour le cas du du RPAC ([44])

(R — gy,
o = Y il - d (1.7.13)

ot

- Fl-m représente le débit massique partiel de espéce 1
— hi" Uenthalpie massique partielle de 1’ espéce i

- sﬁ” Uentropie massique partielle de [’espéce 1

— u; le potentiel chimique de [’espéce i

— T la température au sein du RPAC
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1.7.2 Les conditions aux frontiéres

Nous admettons les hypothéses suivantes pour les conditions aux frontiéres :

— Nous supposons qu’il n’y a que I'espéce A a l'entrée du réacteur. Cette espéce est
convectée a la méme vitesse que dans le réacteur.

— Il n’y a pas de dispersion thermique a 'extérieur du réacteur.

— A la sortie, le réacteur est ouvert a la dispersion et & la dispersion thermique.

Avec ces hypotheéses de continuité de flux. Nous obtenons en entrée :

pa, = Fialo- = (Fils + Fion)lo+ (1.7.14)
0=Fflo- = 0=(Fi +F5.,)l (1.7.15)
Filo- = (Fais+ Flon)lot (1.7.16)
et en sortie :
Filr = 0, (1.7.17)
Fil. = 0 (1.7.18)
Fiil = 0 (1.7.19)

1.7.2.1 Production irréversible d’entropie aux frontiéres

Nous déduisons directement a partir des équations (1.7.17),(1.7.18) et (1.7.19) et de l'ex-
pression de X; que la production irréversible d’entropie due a l'interface en sortie du réacteur

est nulle.

En prenant expression générale pour la production en interface (1.7.12)

T —Ttss — - -
s, - ZFf(hZ TTs; ,ul)_i_(I) d

e 2 1.7.20
T+ T+ T- ( )

i
(hlo- = Tlo+sslo- — pBlor) | ®o-  Po-
To+ Tlo+  Tlo-

(halo- — To+salo- — palo+)
Tlo+

= Falo- + Fglo-

Avec I'hypothése que Fplog- = 0 et ®p- = 0 (il n’y a pas de dispersion thermique a

lentrée), nous avons :

A (hA|o— —Tlo+salo- — MA|0+)
S Tl

(1.7.21)

1.8 Simulation du réacteur en boucle ouverte

Dans cette section, nous présentons les équations obtenues & partir de la méthode de
discrétisation par différences finies puis nous présentons les résultats de simulation sur le

systéme en boucle ouverte. Les simulations sont faites sur le logiciel Matlab.
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1.8.1 Réduction spatiale pour la simulation

Nous utilisons la méthode de discrétisation par différences finies pour la simulation. Le
domaine spatial est divisé en un nombre fini d’intervalles, appelés pas de discrétisation. Nous
utilisons un maillage & pas fixe donnant un nombre fini de points de discrétisation x;. Sur
I’axe discret & pas fixe de taille Az, les variables d’état z sont supposées dérivables deux fois,

les développements de Taylor a 'ordre 2 au voisinage de x; s’écrivent :

B B 0z(t) Ax? 9%x(t)

z2(x; + Ax,t) = zi41(t) = 2zi(t) + Ax pe lo=z; + 5 5.2 lo=z; + O(Az) (1.8.1)
B B 0z(t) Ax? 9%x(t)

z2(x; — Ax,t) = zi—1(t) = 2zi(t) — Ax 5 lo=z; + ™ lo=z; + O(Az) (1.8.2)

Nous utilisons un schéma centré pour la discrétisation. Nous obtenons :
1. pour la dérivée du premier ordre :

O0zi  zit1— 21
iy v (1.8.3)

2. pour la dérivée d’ordre 2 :
Oz i1 — 2%+ 2
= 1.84
Ox? Ax? ( )

1.8.1.1 Le modéle discretisé

A partir du schéma de discrétisation et des conditions aux frontiéres du domaine, nous

obtenons pour les dérivées premiéres :

1. Pour les fractions massiques 6;

i1

00; «@ Oio

_ iy 1.8.
ein
2. Pour la température

Ty

8T aT TQ

— = Tiin 1.8.6

dr 2Ax T ( )
Ty

Remarque 1.5. Pour des raisons de simplicité, nous avons choisi de simuler la température

au lieu de 'enthalpie.

1l est facile a partir de la condition frontiére sur [’enthalpie d’obtenir celle en température :
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Nous rappelons la condition frontiére concernant l'enthalpie (1.7.16) :

E’lel()_ = (Fdhzs + Fg)nv)|0+ (187)
,OUhAm = (szxs + Fé?)nv)|0+hA|0+ + (ths + 1{703(;711))|0+hB|07L + Fcond|0+ (188)

Avec la continuité de fluxz de matiére 1.7.14 et 1.7.15

(chs + F£nv)|0+ = pUHAm (189)
(Fiis + Faono)lor = 0 (1.8.10)
nous obtenons :
dT
pvha,, = pvda, halor — A%|o+ (1.8.11)

Nous avons donc la condition frontiére pour la température :

oT
A lo = volhalo = hay,) (1.8.12)

Pour les dérivées secondes, nous obtenons pour les fractions massiques et la température :

21
9%z 8 29
Zn

En considérant les conditions frontiéres (1.7.14) a (1.7.16), nous obtenons :

%L;h) = %(9A|0_1) (1.8.14)
Do), = Lo, (1.8.15)
)\%b = wvp(halo — ha,,) (1.8.16)
et avec les contraintes en sortie
Oal = Oalr+, (1.8.17)
Ol = OBlp+ (1.8.18)

T, = T+ (1.8.19)
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Nous obtenons les matrices de discrétisation ci-dessous :

2A2% 0 0 ... 0 0 0 28000
1 0 1 .. 0 0 0 -1
0 —10 .. 0 0 0 0
o = , =
0 0 0
-1 0 1 0
0 -1 1 0

-2 1 0 0

1 -2 1 0

0 1 =2 0
b=

0 -2 1 0

0 -2 1

0 0 -1 1

W=(s 00 ...000)

1.8.2 Valeurs numériques et conditions opératoires

31

0

0

0

0 0

10 1

0 -1 1
(1.8.20)
00 0) (1821)
(1.8.22)
(1.8.23)

Le nombre de pas de discrétisation est fixé a 100. A partir de ce nombre de pas les

résultats sont précis et sont identiques a ceux correspondant & un nombre plus grand de pas

de discrétisation.

Pour réaliser la simulation en boucle ouverte, nous avons fixé les conditions opératoires

suivantes :
— Tj(x,t) = 370K,
- Tin(t) = 330K,
— 04, =1

Nous choisissons comme profil initial d’état le profil stationnaire correspondant a T (x,t) =

350K.

1.8.3 Reésultats de simulation

Dans cette section nous donnons I’évolution dynamique des différentes variables d’état.
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Symb. Valeur numérique Symb. Valeur numérique
CpA 150.48.J/(K - g) CpB 120J/(K - g)
C 1.25-10°W/(m-K) E 72.335K J/mol
hares  0J/g hprey  —9150J/g
ko 0.12 10191 /s L 1im
My 0.5g/mol Mp 0.5g/mol
R 8.314J /(K - mol) Saref  210.4J/(K - g)
Spref  180.2J/(K - g) Tref 300 K

0.0005m3 /mol 1% 0.001m3
A 1.25-10%J/(K -m - s)

TABLE 1.1 — Valeur numérique des paramétres.
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FI1GURE 1.8.1 — Réponse temporelle du systéme

La figure 1.8.1 nous montre la réponse temporelle d’erreur entre la température 7" et son
profil initial T}, et de fraction massique 0 avec son profil initial 05, -
Nous montrons aussi la validité de I’équation de Gibbs Duhem (1.2.55) : %z =0en

figure 1.8.1 pour le cas traité dans cette theése.

1.9 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté les modéles en représentation entropique et énergé-
tique qui serviront tout au long du manuscrit. Nous rappelons que les modéles obtenus ne font
aucune hypothése sur la capacité thermique totale ni sur 'enthalpie de réaction. Ces deux
quantités deviennent des fonctions dépendant de ’état. Nous avons aussi présenté les résul-

tats de simulation du réacteur en boucle ouverte. Nous allons maintenant nous intéresser aux
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FIGURE 1.8.2 — Validation numérique de 1’équation de Gibbs-Duhem

fonctions thermodynamiques, la disponibilité thermodynamique et la disponibilité réduite,

qui serviront pour la synthése de commande.
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Chapitre 2

La disponibilité thermodynamique

2.1 Introduction

La stabilisation des systémes dynamiques telle que nous 'envisageons dans cette thése
nécessite ’emploi d’une fonction de Lyapunov. Les potentiels ou fonctions thermodynamiques
pour la commande ou I'analyse de stabilité sont trés peu utilisées.

J. Tarbell [76] utilise une fonction de Lyapunov issue de la thermodynamique et qui res-
semble & la production irréversible d’entropie pour 'analyse de la stabilité locale du RPAC.
A. Alonso et E. Ydstie étudient la passivité d’une classe de systémes thermodynamiques en
utilisant I’énergie libre de Helmhotz * qui, dans le contexte ot les auteurs 1'utilisent, est une
fonction bornée inférieurement puisque toujours positive ou nulle. A. Favache et D. Dochain
discutent de 'utilisation de la production irréversible d’entropie, de I’entropie et de I’énergie
interne comme fonction de Lyapunov candidate pour I’étude de stabilité du RPAC. Ces fonc-
tions sont toutes trés insatisfaisantes quant & leur utilisation comme fonction de Lyapunov
dans le cas du RPAC.

Dans ce chapitre, nous allons présenter la disponibilité thermodynamique qui sera utilisée

au chapitre suivant comme fonction de Lyapunov candidate pour la stabilisation du réacteur.

2.1.1 Historique de la fonction de disponibilité thermodynamique

La fonction de disponibilité thermodynamique est liée aux concepts de travail disponible
et d’exergie [53]. Ces notions sont basées sur la capacité des systémes a échanger de 1’énergie
utile, c’est-a-dire de I’énergie qui pourra étre utilisée par exemple pour fournir un travail, et
permet de quantifier du point de vue d’un des systémes l'efficacité de cet échange. Ces notions
ont été établies pour les systémes ouverts sans réaction avec un environnement supposé a
température, pression et potentiel chimique constants [86],[87],[75].

La disponibilité thermodynamique est la généralisation de ces concepts aux systémes avec

réaction pour un environnement quelconque. Elle a été introduite par A. Alonso and E. Ydstie

x. F'= H — TS avec l'enthalpie H, T la température absolue et S l’entropie

35



36 2. DISPONIBILITE

[5, 6]. La disponibilité thermodynamique est définie & partir de l'entropie. La convexité de
cette derniére est basée sur la concavité de ’entropie pour un mélange homogeéne. Les auteurs
I'ont utilisée pour étudier la passivité des systémes de transport avec réaction [7][91][70]. Cette

notion de disponibilité est aussi appelée disponibilité en vision entropique.

Remarque 2.1. Une notion de disponibilité en vision énergétique peut aussi étre définie
a partir de l’énergie interne. La convexité de cette derniére sera basée sur la convexité de

I’énergie interne pour un mélange homogéne.

Cette fonction de disponibilité en vision entropique a été utilisée pour la synthése de

commande pour les réacteurs en dimension finie (CSTR) dans [44].

2.1.2 Organisation du chapitre

L’objectif de ce chapitre est de présenter la fonction de la disponibilité thermodynamique
ainsi qu'une autre fonction thermodynamique intéressante pour la commande et que nous
nommons disponibilité réduite.

Le chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2.3, nous rappelons la fonction de
la disponibilité thermodynamique en vision entropique et ses propriétés. Nous discutons aussi
la fonction de la disponibilité en vision énergétique et ses propriétés.

Dans la section 2.4, nous présentons la fonction de disponibilité en dimension infinie.
Pour l'objectif de commande, nous présentons la disponibilité locale ainsi que la disponibilité
globale. Par ailleurs nous rappelons certains résultats concernant la passivité des systémes de
transport avec réaction en utilisant cette fonction de disponibilité.

Nous introduisons respectivement en section 2.5 la fonction de la disponibilité réduite.
Nous discutons dans un premiers temps ses propriétés en dimension finie puis en dimension
infinie. Nous donnons la disponibilité réduite locale et globale. La passivité du systéme est

aussi analysée en utilisant cette fonction.

2.2 Mes contributions

Les contributions principales de ce chapitre sont le développement de la notion de dis-
ponibilité réduite en dimension infinie et une présentation exhaustive des propriétés de la

disponibilité et de la disponibilité thermodynamique.

2.3 La disponibilité thermodynamique en dimension finie

Dans cette section, nous rappelons la définition de la disponibilité thermodynamique et

donnons ses propriétés.
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Définition 2.1. La disponibilité thermodynamique A en vision entropique est définie par
rapport & un €état de référence défini par le couple de variables extensives Zgy et intensives

w(Zg) = wgq comme :

A(Z) = 8(Zg) +wk(Z — 24) — 8(2) = —w' Z (2.3.1)

ot Z le vecteur des variables extensives, w(Z) celui des variables intensives dans la représen-

tation entropique définie au chapitre 1 :

g
Il
/N
Sl=
Nt
\
NE
\
SE
N—
S

N
I
/N
S
<
=
Z
S—
S

et W =w — wy.

2.3.1 L’interprétation géométrique

Nous rappelons que les variables intensives wg sont définies comme (voir chapitre 1)
0S5(2)
T
= _ 2.3.2
wa = (=" )z=z, (2:3.2)

cette relation peut aussi étre interprétée comme la tangente & S en Z = Z;.

On remarque que Pexpression (2.3.1) se décompose en deux termes :

— un hyperplan S(Z4) + wg(Z — Zg) tangent a la courbe d’entropie au point Zy

— DPentropie S(Z)

La disponibilité est ’écart entre I’hyperplan et 'entropie.

Par ailleurs de par ’hypothése d’équilibre local (voir chapitre 1), on sait que I’entropie est
une fonction concave par rapport & Z. On sait qu'une fonction concave est telle que sa courbe
représentative est au-dessous de chacune de ses tangentes, donc en particulier au dessous de
Uhyperplan S(Zg) + wl(Z — Z4) ; On en déduit que la disponibilité est une fonction convexe
non négative.

La Figure 2.3.1 illustre en dimension 1 cette interprétation géométrique.

2.3.2 Les propriétés de la disponibilité thermodynamique
Propriété 2.1. [/]] A(Z) est une fonction homogéne de degré 1 par rapport a z
A(vZ) = vA(Z) Y~ constante positive (2.3.3)

Démonstration. Par définition :

AZ) = " Z = (wg —w)TZ = (wqg —w)" Z (2.3.4)
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S(2)
—S(Z)*wy(Z-Z,)
—s@ /

AZ)

a8(Z
=D,

FIGURE 2.3.1 — Représentation de la fonction de la disponibilité par rapport ’état de référence Zy

On en déduit :
A(Z) = (wg — w(v2))"'vZ = y(wa — w(Z))" Z = yA(Z, Za) (2.3.5)
puisque w est une fonction homogeéne de degré 0 par rapport a Z. [

Propriété 2.2. [/4] Si lentropie est concave alors

AZ) > 0,Z4~Zs >0 (2.3.6)
AZ) = 0,Z=~2Z (2.3.7)

Démonstration. Nous avons déja montré que A est une fonction non négative. Les vecteurs

directeurs de I'hyperplan tangent a I’entropie correspondent aux élément du vecteur w =
(@ as ﬁ) _ (; P

ou oV OM; T T T
de degré 0. On a donc pour toute constante positive =y

T
) . Les composantes de w sont des variables homogénes

T(vZ) = T(Z)
p(vZ) = p(2) (2.3.8)
ni(vZ) = wi(Z)
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ou Zg = (Ug, Vg, N1, ...Ny,) est un point dans 'espace des variables extensives. La relation
(2.3.9) définit le rapport d’homogénéité.
Ainsi pour ces points Z = vZ4, puisque w est une vecteur de fonction homogéne de degré

0,on a:

A(Z) = A(vZg) = =0T Z = (wqg — w(vZg)) Z4=0 Vv (2.3.10)

Si I'entropie n’est pas strictement concave, il y a un sous-espace déterminé par la base
(U,V, Ny, ...Ny,) satisfaisant (2.3.9). Ainsi la disponibilité s’annule sur un sous espace de di-
mension 1 par rapport a I'espace de dimension (n + 2).

Pour illustrer cette propriété, La Figure 2.3.2 montre la fonction de disponibilité d’un mé-
lange idéal en phase liquide de deux espéces dans le cas isotherme et isobare. Nous considérons

que l'entropie S(N7, N2) est donnée par

(2.3.11)

S:—Nlln( M N2 )

M —Nln(i
M+M> AN+ M

T T
La fonction de disponibilité est calculée pour Z; = ( Nig Nag ) = ( Ny Ny ) . Par
ailleurs en rouge on voit la droite singuliére qui correspond aux points ot A(Z) = 0 et plus

particuliérement ici & la droite N1 = Ns.

Ny(mole) Ny (mole)

FIGURE 2.3.2 — La fonction de la disponibilité et la droite singuliére

Afin d’assurer que la disponibilité s’annule en un seul point, il faut fixer le rapport d’ho-
mogénéité. En posant une contrainte sous forme d’une combinaison linéaire non nulle des
variables extensives [47], on rend I'entropie strictement concave et la disponibilité thermody-

namique devient strictement convexe.

On en déduit :
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Propriété 2.3. [6] Si Uentropie est strictement concave alors

AZ) > 0,2+ Zy (2.3.12)
AZ) = 0,2 =2, (2.3.13)

2.3.3 Fonction de Lyapunov et disponibilité thermodynamique

L’objectif de cette section est de préciser certaines notations qui seront utilisées dans le

chapitre suivant. Tout d’abord nous rappelons la définition d’une fonction de Lyapunov :

Définition 2.2. [54/
Soient Z = 0 un point d’équilibre et D € R™ un domaine contenant Z = 0. Soit V :

D — R une fonction continiment différentiable telle que :

V(0)=0 and V(Z)>0 in D—{0} (2.3.14)

V(Z)<0 in D (2.3.15)
La fonction V(Z) satisfaisant (2.8.14) et (2.3.15) est appelée fonction de Lyapunov.

On peut remarquer compte tenu de la propriété 2.3 que la disponibilité thermodynamique

satisfait uniquement les relations (2.3.14) de la définition 2.2. On définit :

Définition 2.3. Soient Z = 0 un point d’équilibre et D € R™ un domaine contenant Z = 0.

Soit V' : D — R une fonction continiment différentiable telle que :
V(0)=0 and V(Z)>0 in D —{0} (2.3.16)
La fonction V(Z) satisfaisant (2.3.16) est appelée fonction de Lyapunov candidate.

La fonction de disponibilité est une fonction de Lyapunov candidate.

2.3.4 Disponibilité thermodynamique en vision énergétique

Outre la disponibilité en vision entropique, on peut aussi utiliser la disponibilité en vi-
sion énergétique. Cette notion est équivalente a la notion d’accumulation disponible (c’est la
maximum d’énergie qu’on peut extraire du systéme) proposée par J. Willems ([88]).

Cette fonction de la disponibilité A, est basée sur ’équation de Gibbs (1.2.10) en vision

énergétique :

dU = wldz, (2.3.17)

avec le vecteur des variables extensives Z, et le vecteur des variables intensives wy,(Z,,)

suivants :
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Z, = (s v oN, Nn>T

T
Wy, = (T —p  H1 .. un>
Définition 2.4. La fonction de disponibilité énergétique par rapport a l’état de référence défini

par le couple de variables Z,,, et w(Z,,) = w,, est donnée par :

AlZ) =U(Zy) — U(Zuy) — wi (Zu — Zuy) = 64" Zy (2.3.18)
aAVeC Wy = Wy — Wy, €t
OU(Zu) \r OU(Zu) \r
wy = (Tzu) Wy, = (Tzu) |2=2., (2.3.19)

Tout comme dans la section 2.3.1, on peut représenter facilement la disponibilité thermo-
dynamique A, comme ’écart entre I’énergie U qui est une fonction convexe et I’hyperplan

tangent & I'énergie en Z = Z,,,. Cette quantité est non négative (voir Figure 2.3.3).

—UZ,)+w éz-z )
—U@Z)

AuZ) /

Zd z

FIGURE 2.3.3 — Représentation de la disponibilité A, par rapport a 'état de référence Z,,,

Nous pouvons aussi montrer les propriétés suivantes :
Propriété 2.4. A, est une fonction homogéne de degré 1 par rapport o z
Au(vZu) = vA(Zu) (2.3.20)
Propriété 2.5. Si l’énergie est strictement convexe alors

Ay > 0,Zy# Zu, (2.3.21)
Ay = 0,2, = Z,, (2.3.22)

Nous n’utiliserons pas dans cette thése cette notion de disponibilité.
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2.4 La fonction de disponibilité en dimension infinie

Dans cette section, nous allons analyser la fonction de disponibilité en dimension infinie.

2.4.1 Formulation locale de la disponibilité

Pour les systémes en dimension infinie, nous définissons une densité de fonction de la

disponibilité a(z(z,t)) :

Wq

—
a(z(x,t)) = —(w(z(x, 1)) — w(zq(x))) 2(z, 1) (2.4.1)

Dans le cas en dimension 1, nous obtenons la disponibilité globale A :
L
A= / a(z(x,t))dx (2.4.2)
0

2.4.2 Les propriétés de la densité de disponibilité

Le vecteur d’état z est composé de fonctions qui sont des concentrations linéiques, qui ne
sont pas des fonctions homogénes de degré 1. Pour les ramener & des variables homogénes de
degré 1, il faut définir des extensités infinitésimales. Nous rappelons que si on multiplie les
quantités de matiére d’un systéme par k alors les extensités sont aussi multipliées par k.

Avec les notations définies au chapitre 1 nous définissons les extensités infinitésimales

suivantes sur les variables d’état z :
pidxr = zdx = 2y (2.4.3)

avec z = (h A PB) ol pa = pBa, pg = pbp et h = paha+pphy. Par exemple la masse
élémentaire dm se rameéne par le biais de p, la masse linéique totale supposée dans notre cas

constante, & dm = pdx ol dx est I’élément spatial élémentaire. Les quantités globales sur le

L L
Z —/ zdx —/ 2f (2.4.4)
0 0

Propriété 2.6. La forme différentielle ay = (wq — w(z))zf est une fonction homogéne de

réacteur sont obtenues comme :

degré 1 par rapport a zj.
ag(vzp) = vag(zf) (2.4.5)

Démonstration. Nous avons par hypothése les propriétés suivantes :
— zy est une fonction homogeéne de degré 1
— z est une fonction homogéne de degré 0

— w est une fonction homogéne de degré 0
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En réexprimant 1’expression locale de la disponibilité (2.4.1) :

a=(wg—w(z))z

en formes différentielles :

af(zf) = (wqg —w(z))zy

nous obtenons :

af(vzf) = vas(zy)

Propriété 2.7. [6] Si lentropie s est strictement concave alors
1. a est strictement convexe
2. a(z) >0,z # zq

3. a(z) =0,z = z4
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(2.4.6)

(2.4.7)

(2.4.8)

Démonstration. La premiére propriété découle de la stricte concavité de I’entropie basée sur

I’hypothése que p est constant.

Avec cette hypothése, nous avons les égalités (1.2.53) et (1.2.54) : % =

qui définissent bien les variables intensives w.

Nous avons avec la remarque 1.1 du chapitre 1 :

o = —(w(2) — wa)

Nous calculons le Hessien de a :

B 0%a B 0% —s
N 8z¢6zj N 8z¢6zj

M

Par hypothese, 'entropie est strictement concave donc 8.?-262- <0
10%j

On en déduit facilement la stricte convexité de a :

d%a

0
8zi8zj o

Avec la stricte convexité de a, nous avons 'inégalité ci-dessous :

a(z) > 86{;iz> l.—or(z — 2") + a(2)) Vz,2' 2z #2

Cette inégalité est valide en particulier pour 2’ = zg4 :

a(z) > 827(;)|Z:Zd(z — zq) + a(zq) Vz # zq

0s 9S __ Os

(2.4.9)

(2.4.10)

(2.4.11)

(2.4.12)

(2.4.13)
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On en déduit les points 2 et 3 de la propriété :

a(z) > —(w(za) — wa)(z — za) + a(za) =0 Vz # 24

2.4.14
a(zqg) =0 ( )

Propriété 2.8. [6/

Soit la fonction g(z,zq) = —WZ avec W = w(z) — w(zq) et Z = z — zq. Si Uentropie s est
strictement concave alors on a :

1. 0 <a(z) < g(z, zq)

2. w=—Q(z,2q9)2, 0t Q(z, zq) est une matrice définie positive.

Démonstration. Pour le point 1, nous avons déja montré que a(z) > 0.
Repartons de l'inégalité (2.4.12) :

Oa(z)

a(z) 2 0z

lomar (2 = 2') + a(2')V2

Cette inégalité reste vraie pour z = zg :

0=a(zqg) > 827(;)|Z:Z/(zd —2') +a(2 )V

Cette inégalité peut se réécrire comme

—9(2,za)

0> —(w(2) —wy)(zqg — 2') +a(2' )V

On obtient alors le résultat :

0> a(2) > g(2, zq)V7 (2.4.15)
Pour le point 2, nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 1. [/30] (page 71-72)
Soit une fonction f continiment différentiable sur un ouvert D C R™. Alors pour x € D

et pour toute perturbation non nulle p € R™ on a :

1
flx+p)=f(z) +/Vf(:c+7p)TpdT (2.4.16)

0

ou Vf(x+1p) = [(%fl(g; +Tp), ’ %(1‘ + Tp)]T
Si nous considérons que f = % = —(w —wq), p = —(2 — 24), * = z, nous avons donc
I’expression :
1

0=—w(zq) + wg = —w(z) +wq + /Vw(z —7(z—z)) T dr| (2 — 29) (2.4.17)

0
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On en déduit a partir de la relation (2.4.11)
1
w(z) — w(zg) = —| / M(z — (2 — 2))d7](z — 24) (2.4.18)
0

Posons @ = [ fol M(z — 7(z — z4))d7]. Comme M est définie positive grace a la convexité

de a, @ est définie positive. Il existe donc une injection entre w et Z.

O
Propriété 2.9. [6]
La disponibilité locale a(z) vérifie :
0<qzlz<alz) <qi’z (2.4.19)
pour deux constantes positives qu et q1. L’égalité est vérifiée pour z = z4 uniquement.
Démonstration. Nous définissons deux constantes positives :
1 2T M(z —7(2 — zq))x
= - inf 2.4.20
@ 2 o0<r<l||af|=1 xTx ( )
T
' Qx
Q= SUP|ja||=1 T (2.4.21)
=0
=0 e e
. - , . ~ = Oa
Le développement en série de Taylor de a permet d’obtenir a(z) = a(z4) + 7 vy (2 —
Z a
z2q) + 3(z — 2d)TM (2 — 7(2 — 24))|2=24 (2 — 2a) + 0((z — 24)*). Nous obtenons donc :
a(z) > oz 2 (2.4.22)

puisque a est convexe et ¢, correspond au point de courbure le plus faible. La borne
supérieure découle de la propriété 2.8 et de la positivité de @ : a(z) < g(z, zq).
On a g(2,24) = —(w(2) —w(za)) (2 — 2a) = (2 — 2a)"Q(z — 2a) < Q2" %

Nous obtenons a < qléTE.

2.4.3 Droite singuliére en dimension infinie

En dimension finie, nous avons montré qu’il existe une droite singuliére due & la non stricte
concavité de I’entropie. La solution proposée pour rendre ’entropie strictement concave a été
de contraindre une variable extensive a rester constante. Pour les systémes & paramétres
distribués, il suffit de fixer une variable extensive globale. Ces variables correspondent aux
variables d’inventaires ([52]).

Nous proposons de fixer la masse totale dans le réacteur. Nous choisissons de fixer la masse

totale :
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pa+pp=p (2.4.23)

Avec cette hypothése, la fonction d’entropie locale devient strictement concave.

2.4.4 La dynamique de la disponibilité

Pour calculer la dérivée temporelle de la disponibilité locale, nous allons utiliser la dérivée

matérielle décrite au chapitre 1 et 'équation de Gibbs en dimension infinie (1.2.30) : 2

ﬁt =
T Dz
Avec la notation w = w — wg, nous obtenons :
& . D( — S+ wdz)
Dt Dt
Dz Dz dwg "
T T d
- _ ol Setied - 2.4.24
(W' pp ~wa )ty (24.24)
ou encore :
Oa 7,0z 0z Ja owg
& = —w (E‘i‘vai)— 874‘7)872
0z oW owg "
— _gT% d
= ot —H](?x z+v 9 z
0z owT
~T
= -0 = — 2.4.25
Yot +”ax N ( )

On a vérifié au chapitre 1 que le terme convectif U%TZ est nul (cf.(1.2.56)). La dérivée

temporelle de la fonction de la disponibilité devient :

Oa 70z
— = -0 = 2.4.26
o~ " ot (2.4.26)
Pour la dérivée temporelle de la disponibilité globale nous obtenons :
dA(t Lo L 0
Al - _ X ir = / — " Ly (2.4.27)
dt o Ot 0 ot
En reprenant la formulation compacte du modeéle de réacteur tubulaire (1.5.6) que nous
rappelons :
0z 0
—=——F+R
ot~ or T
Nous obtenons :
dA(t) L L L OF
—t == d —d 2.4.2
o /0 w(R+gq)m+/0 W —de ( 8)
Remarque 2.2. Nous avons aussi
oa _p0Z

(2.4.29)

- "%
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avec 2 = — 2 F|g+ R|g+ gqla =0 ot Flq = Fl.,, Rla = Rl qla = qlz,-
De méme que .
dA(t) Lo~ L L OF
—_—t = — R d —d 2.4.30
o /0 W (R + gq) x+/0 W e x ( )

avecF:F—F|d,RZR—R\d,Cjzéﬂd—q'

2.4.5 Utilisation de la disponibilité pour étudier la passivité en boucle

ouverte

Dans cette sous-section, nous utilisons la fonction de la disponibilité pour étudier la pas-
sivité en boucle ouverte pour le réacteur tubulaire. Ces résultats ont été montrés dans |6, 70|
dans le cas de lois constitutives linéaires pour les phénomeénes sans convection puis généralisés
pour des lois non linéaires.

Nous rappelons la notion de la passivité :

Définition 2.5. [80, 81] Un systéme avec une entrée u € R™ et une sortie y € R™ est dit
passif s’il existe une fonction non négative W (z) qui, le long des trajectoires du systéme, vérifie

la relation suivante :

aw
dt

ot u ety sont, respectivement, l'entrée et la sortie du systéme et d(z) > 0 Yz est un terme

(2) = uly —d(2)

représentant la dissipation. Si d(z) > 0 le systéme est dit strictement passif

A partir de la dynamique de la disponibilité globale (2.4.30), nous faisons I'intégration par

partie du terme des flux F:

dA L 9F <
et (T 7\d
o /0 w( ax+R+g(J)x
~ L oaT - L ~
= [wTF)k —/ (=— F)dzx —/ " (R + gq)da (2.4.31)
0o Ox 0
Remarque 2.3. F est composé des flur de convection Fuopmy = Fomy — Feonvla = v(z —zq) et

des flux de dispersion Fy = Fy — Fyla-

Nous allons par la suite examiner le cas sans convection

2.4.5.1 Cas linéaire et sans convection

Dans [70], les auteurs examinent le cas sans convection avec des lois constitutives linéaires

de la forme :

ow
L
ox
R = Kuw (2.4.32)
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ou L et K sont symétriques définies non-négatives.

Ces lois constitutives sont basées sur la thermodynamique irréversible linéaire [29, 35|. Les
flux pour la dispersion sont des fonctions linéaires des forces thermodynamiques X = ‘?)—i’

Afin d’assurer la positivité des termes de production irréversible d’entropie qui seront
de la forme %TL% pour la dispersion et de la forme w!Kw pour la réaction, les matrices

symétriques L et K doivent étre définies non-négatives.

Proposition 2. [70] Sous Uhypothése que la matrice L est définie positive le systéme sans

convection
0z 0 ~ =
— =——F+R+gq
ot ox T gg
avec les lois linéaires (2.4.32) est strictement passif :
dA _ - L L ow” ow
— < FT~L—/ g4 — / — —)d 2.4.33
< Pl = [0 [ (G G (2.433)

avec la constante positive oy (qui est la plus petite valeur propre de L).

Démonstration. Avec les relations (2.4.32), la dynamique de la disponibilité devient :

A - L L 9-T 27~
%t = [FTw)f - /0 ggdx — /0 (aﬂ La—w+wTK1D)d:1; (2.4.34)

N L, . .. ~T ~ ~T o~
Avec I'hypothése que L est définie positive nous avons g—;’f Lg—;’j > agg—’;’ %} avec aq la

plus petite valeur propre de L. Nous avons aussi w! K > 0. O

Remarque 2.4. Un objectif de commande sera de choisir les variables de commande a la

frontiere et la commande distribuée q de telle sorte :
~ L
[FTw)k — / wgddr < 0 (2.4.35)
0

2.4.5.2 Cas linéaire avec convection

A notre connaissance, ce cas n’a pas été étudié dans la littérature. On a

dA oo (Pow™ - L ow™ . bops
G WTRE= [ G Rade— [ G Fuwde— [ 6T (R gi)ds(2:430

Si on examine en particulier le terme concernant la convection, on a avec la relation de Gibbs

Duhem (1.2.55) :

L EM)T B L 8’J)T
L awdT 6wT
a /0 v(= or ° O 2a)de

Ce terme n’a pas de signe défini.
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Proposition 3. Sous les hypothéses :

1. w, z € H([0,1],R?) l'espace de Sobolev des fonctions faiblement dérivables

ow T ow

aw 8w
L Z a0, or Ox

2. La matrice L est définie positive avec
3. w(z(t,0)) =0

le systéme avec convection
0z 0 ~ =
—=——F+R q
ot Ox MR
TNH—1

avec les lois linéaires (2.4.32) est strictement passif si v < 20‘7% 0l Vo = SUP||g||=1 57

Démonstration. Reprenons a partir du terme de convection de I’équation (2.4.36) :

/ (?;; Com,)dl’ = /v zdx
0

Avec la propriété 2.8, w = —QZ avec ) est une matrice définie positive. Nous pouvons

écrire . T .
o’ - ow
—/ (% Freony)dx :/ U—w Q™ Livdx (2.4.38)
0 0

Avec I'inégalité de Cauchy Schwartz, nous obtenons :

[ hyis] <@ 22y (2.4.39)

— — x| <wv w 4.
o Oz conv o 201] L2[0,1]

ot || f(2)| 7200 = fy ST fda.

Avec I'inégalité de Poincaré-Friedrichs [74] nous pouvons borner [|@||z2p 1) par :

_ - - ow
il o0y < 2 (0)700) + 152 20 (24.40)

Avec I'hypothése que les conditions frontiéres soient telles que w(z(t,0)) = 0, nous obte-

nons :
2

o (2.4.41)

L ~T
o’ -
- /(; (% Fconv)dx < 2v

L£2[0,1]

TNH—1

x
avec Vo = SUP|jz||=1" 515

Il s’ensuit que

0A ~ L L T / ow” ow / owT ow
< - - . .
[F" ), /0 w' g — ap ; (890 )daf: + 2v (8:1: e )dx (2.4.42)

2.4.6 Illustration de la disponibilité en boucle ouverte

Nous tragons avec les conditions opératoires décrites dans la section précédente la disponi-
bilité locale avec différentes valeurs numériques de vitesse de convection v. Elle est tracée avec

zq correspondant au profil d’équilibre & vitesse v donnée. Les figures 2.4.1 et 2.4.2 montrent
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I’évolution temporelle de la disponibilité locale a pour v = 0.01, 0.005, 0.003, 0.001 & différentes
coordonnées spatiales x.

Comme attendu toutes les courbes locales convergent vers 0, ce qui montre que les cing
systémes convergent vers leurs profils d’équilibre respectifs.

Nous constatons que pour certaines vitesses de convection v = 0.01,0.005,0.003, que la
disponibilité ne convergent pas uniformément. Plus la vitesse de convection est grande, plus
I'amplitude des rebonds est importante. Le point d’amplitude maximale du rebond corres-
pond a la coordonnée spatiale ou la réaction chimique a le plus d’intensité. Par ailleurs nous
remarquons que les valeurs numériques de a sont les plus grandes pour v = 0.03; c’est a cette
vitesse que la réaction est la plus active. Pour des vitesses trés lentes ou trés rapides ce rebond
est inexistant et correspond dans les deux cas a une réaction chimique faible avec des valeurs

numériques de a relativement faible.

10000 200

x=0.025m

x=0.025m

0.2m

0.2m
o

0.4m TS0 . 0.4m

0,6m

0,6m

aonof-

0.8m

10000}

1m

a0l

5000

200

Fonction de la disponibilité locale (JK-'m=1)
Fonction de la disponibilité locale (JK-Tm-1)

I I L |
J ) 0 0 0 500 600 700 50 0 20 0 00 0 1000 1200
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FIGURE 2.4.1 — La disponibilité locale avec v = 0.01m/s et v = 0.005m/s
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FIGURE 2.4.2 — La disponibilité locale avec v = 0.003m/s et v = 0.001m/s

La figure 2.4.3 montre 1’évolution temporelle de la disponibilité globale & différentes vitesse
de convection. Le rebond est encore présent. Par ailleurs nous avons tracé en Figure 2.4.4 la

disponibilité globale dans le cas sans convection. Les conditions aux frontiéres pour ce cas sont
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v=0.001m/s

v=0.003m/s

v=0.005m/s

8000 v=0.01m/s
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4000
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Fonction de la disponiblité globale(J/K)
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0 20 40 600 800 1000 1200

Temps (s)

FIGURE 2.4.3 — La disponibilité globale a différentes vitesses de convection

données en annexe. Nous notons bien 'absence de rebond alors que la réaction est active.

disponibilite globale (J/K)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Temps (s)

FIGURE 2.4.4 — La disponibilité globale sans convection

2.5 La fonction de disponibilité réduite en dimension finie

Dans [47] dans le cas d’'un mélange idéal a pression constante, les auteurs ont proposé
de décomposer la fonction de disponibilité en vision entropique en deux contributions : la
premiére correspond a la contribution thermique A,(Z) et la seconde a la contribution due

au mélange A, (7).

A(Z) = Ap(Z) 4+ Apn(Z) avec ZT = ( HN4Np ) (2.5.1)

Ils ont alors utilisé la fonction A, comme fonction de Lyapunov candidate pour la synthése

de commande stabilisante d’'un RPAC. Nous donnons par la suite le nom de disponibilité
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réduite & ce terme. Dans cette section, nous allons rappeler la définition de A, dans le cas

d’un mélange idéal et nous donnerons ses principales propriétés ainsi que celle de A,,.

Définition 2.6. La disponibilité réduite en vision entropique A, est définie par :

A(2) = —-w,TZ (2.5.2)

T
Le vecteur w, est définie comme W, = w, — Wy, 0U W, = (wH = % Wy, er) et wy, =

wy(Zq) avec

1 T
Wr; = —Cp; + T(CpiTref - hir@f) + ¢p; ln(rf) + Siref (25.3)
re

pour i = A, B.

Remarque 2.5. Les variables intensives réduites w,, et wy,, sont déduites a partir de l’ex-
pression des potentiels chimiques a pression constante (avec P = P,cr) dans un mélange
idéal :

Wi = Mz’O(T) + RTZ’I’L(:I%) (254)

avec

T
Uio = Cpi(T — Tref) + hiref — CpiTln(iT f) — Tsiref (2.5.5)
re

ot x; est la fraction molaire du constituant i, l’indice ref correspond a I’état thermodynamique
de référence [29] et ¢p, correspond a la capacité calorifique de lespéce i.

Nous avons :

Wr;
Hi Hio
— ?Z = —?Z —Rin(z;) (2.5.6)
Nous obtenons ainsi :
1 1
T T,
Wr = | (7 = 7:)(cpaTres — hares) + cpy In(F) (25.7)
(% - %d)(CpBTref - hBref) + Cpp ID(T%)

2.5.1 Propriétés
Propriété 2.10. [47, 17]

1. Sous U’hypotheése que le nombre total de moles est différent de 0, la disponibilité réduite
A, est positive et s’annule sur le sous espace défini par : H + Na(cp,Trer — ha

CpATd) + NB(CpBTTEf - hBref - CPBTd) - O

ref -

2. A, est conveze.

Démonstration. A partir de l'expression (2.5.2) de A, et de (2.5.7), avec P'enthalpie totale
H =31 hiNj hi = ¢,,(T — Tyef) + hirey, la disponibilité réduite A, s’écrit :
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1 1

n
P T fﬂ ;[Cpi(T = Trey) + hiresINi

11 T
> (G = 75 (enTres = hireg) + cp Inz) ) N

Nous en déduisons I'expression suivante :

T T
Ar=—1—-—+I1
~ Td+ n(Td

avec la capacité calorifique totale C, = ¢, , N4 + ¢,, NB

))Cp (2.5.8)

— Le nombre de moles par espéce est positif et la capacité calorifique molaire d’une phase
homogeéne est toujours positive [72]. Ainsi la capacité calorifique totale C), est aussi
positive avec I’hypothése que le nombre de moles total est différent de 0.

— Lafonction n(y) = —(1—y+in(y)) ony = ebt positive dans Uintervalle T > 0,7, > 0.

Nous en concluons que la fonction de la dlsponlblhte A, est positive.

Remarque 2.6. Par ailleurs nous avons que 1 est définie positive par rapport a T avec un

minimum & 0 pour T = Ty. A, est donc convexe par rapport a T'.

Nous rappelons 'expression de la température 7" en fonction des variables d’état :

H - NA(hAref - CpA Tef) NB(hB7ef - CpBTref)

T = 2.5.9
Cpa Nj + Cpp Np ( )

La disponibilité réduite s’annule pour T =T} :
Td — H— NA(hA'rEf B CPATTef) B NB(h’Bref B CpBTTef) (2510)

cpaNa+cpp Np

Nous en déduisons que la disponibilité s’annule sur un sous espace de l'espace d’état

satisfaisant (2.5.11) :

H + NA(CPA Tef hAref CPATd) + NB(CPB T'ef hBTef - CPBTd) - 0 (25]‘]‘)

Pour montrer que A, est convexe par rapport & Z, nous calculons le hessien de A, : H;.
Si le hessien H.g est défini positif alors la disponibilité réduite sera convexe.
Posons 4 = (hAref - CPATref)a BB = (thf - CPBTT€f> et v = ﬁACpB - BBCPA :

A partir de I'expression de A, suivante :

H—-NaBa—NpBp H—-NasBa—NgpBp
cpANA—i-chNB +ln( cpANA+chNB

Ty Ty

))(CPANA+CpBNB) (2512)
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Nous obtenons :

Cp —(Hep, + Npv) —(Hepy + Nav)
Hes = ! —(Hep, + Npv) (Hepy +Np7)? (Hepy +Npy)(Hepp +Nav)
(H — NaBa— NppBp)? ra " Cr e
+Npvy)(Hepp+N Hepp+N.
_(HCpB +NA7) ( Cp g B'Yéi Cpp A7) ( CPBCP A7)
(2.5.13)

Par calcul, le hessien a deux valeurs propres nulles et la valeur propre suivante :

Cg + (hep, + ]VB’)/)2 + (hepp + NA7)2
Cp(NaBa+ NpBp — h)?

Il est facile de vérifier que la troisiéme valeur propre est positive, ainsi nous concluons

(2.5.14)

que la fonction de la disponibilité réduite A, est convexe mais pas strictement convexe par
rapport & Z car nous avons deux valeurs propres nulles. La direction de convexité correspond

a la température.

O

La partie matérielle de la fonction de la disponibilité A, est définie :

Ay = -1 Z (2.5.15)
Avec w,, T = <O —RIn(x,) —Rln(xB))
Propriété 2.11. [47][17] A, posséde les propriétés suivante :
1. A, est une fonction conveze.

2. Ay, est une fonction homogéne de degré 1 par rapport a N.

3. Sous Uhypothése que le nombre total de moles est différent de 0, Ay, est positive.

Démonstration. A partir de (2.5.15) nous avons :

An=R > In NNTd (2.5.16)
i=A,B

ou encore :

0

RZln(

i=A,B i=A,B

(2.5.17)

o Ny = N1, = Na + Np est le nombre de moles total.

Nous calculons le hessien de A, par rapport a Z :

PAm _ 0?Am_ _ () PAn
OH? OHON, — OHONp —
PAm P Am NpR 9% A _ R
HAm = aNAénH - O 8N§L - NA(NA+NB) 8NA6%B - NA+NB (2518)
PAn g _OPAn R ?Am . NaR
ONgoH — ONpdINs —  NatNp 0Nz ~ Np(Na+Np)
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. ., . R(N3+N3)
Par calcul, le hessien a deux valeurs propres nulles et une valeur propre égale a NaNp(NaiNp):
Il est évident que le troisiéme valeur propre est définie positive donc le hessien est semi défini
positif. Ainsi A, est convexe par rapport & Z mais pas strictement convexe.
Nous considérons
N.
9=R > In()N; (2.5.19)
. Nrp
1=A,B
Pour montrer que A,,, est une fonction homogéne de degré 1 par rapport a NN il suffit de

montrer qu’on peut écrire que

0ALT .
AmziaN N, N :(NA Np ) (2.5.20)
Pour cela nous calculons agl—Nm ou plus simplement 8‘9—]81_ car le second terme est linéaire en
Ni :
oY N;
= Rin(— 2.5.21
on, B n( Ny (2.5.21)

I s’ensuit que 'on peut écrire A, sous la forme (2.5.20) et donc A,, est une fonction
homogeéne de degré 1 par rapport a N.

A,, est la distance D entre le plan tangent de la fonction ¥ passant par Ny et . Cette
distance s’écrit :
09
ON

et donc nous obtenons de par la convexité de la fonction 1 :

D=0 — (==|n=n,(N — Ng) +9) >0 (2.5.22)

oY

Ap=D=19— ==
Vo

IN=~N,N >0 (2.5.23)

2.6 La fonction de disponibilité réduite en dimension infinie

Pour I'analyse de commande des systémes a paramétres distribués, nous développons la

notion de la disponibilité réduite en dimension infinie.

2.6.1 Formulation locale de la disponibilité réduite

En dimension infinie, les variables locales sont des densités. Ainsi la fonction locale de la

disponibilité réduite s’écrit :

ar(2(2,1)) = —(wp(x,t) — we, ()" 2(2,1) (2.6.1)

On définit pour la fonction de la disponibilité réduite :
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L L
A, —/ a,dx —/ ar, (2.6.2)
0 0

Et nous avons la forme différentielle :

ou ay, = ardx

ar, = —(wp(w,t) — wy, (2))" 2y (2.6.3)

2.6.2 Propriété

Propriété 2.12. La forme différentielle ar, est une fonction homogéne de degré 1 par rapport
az

Qry (Vzaﬁyzd) = Yy (szd> (264)

La démonstration de cette propriété est identique pour la homogénéité de fonction de la

disponibilité originale (cf propriété 2.6).

Propriété 2.13. La fonction de la disponibilité réduite locale a,
1. Dans la cas ou p est différent de 0, a, est positive.

2. S’annule sur le sous espace défini par :
T =Ty h+ (cpu(Trep —Ta) = ha,.;)pa + (cpp(Trey —Ta) = hp,.;)pB =0

3. a, est convexe.

La démonstration de cette propriété est identique a celle de la propriété 2.10.

2.6.3 La dynamique de la disponibilité réduite locale et globale

La fonction de la disponibilité réduite globale est obtenue en intégrant la forme locale,

soit :

L L
= a,dxr = — i, (2, ) 2(x T .6.
)= [ ands = [0 5200 (2.6.5)

Proposition 4. La dérivée temporelle de la fonction de la disponibilité réduite est donnée

par :
oay 70z
= —W, — 2.6.6
at "ot (2:6.6)
Démonstration. La fonction de la disponibilité réduite est définie :
ay = —! z (2.6.7)

en appliquant la dérivée matérielle, nous avons donc :
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Da, Dz  Dw, T

Dt~ "Dt Dt
- oG- (G- (G o))
it oGty ()

(2.6.8)

T
Par définition, nous avons w = w;, + W, avec w,, = (0 Win me) . La relation du

Gibbs-Duhem donne :
Dw™ Dw,” Dw,, "

7 = = 2.6.
D = Do z+ D © 0 (2.6.9)
La partie matérielle s’écrit w,,, = —RIn(6;)
Dw, T B Dw,, T
Dt © = Dt
(%) = —(5e)
= —|—) z—vl——) =z
ot or
1 004 1 00 Owm\T
= RS+ RSl 0 — oS
o, ot AT e P T o ) 7
(99,4 (993 awm T
e ()
Cor Yo ) e ) 2
owm\T
= —p( == 2.6.10
U( or ) z ( )
Comme Dé‘zrz # 0, nous avons :
Da, ~TDZ+ <8wrd>T (Dwr)T
= —w,— +v z— z
Dt " Dt ox Dt
Da, _rDz Owpg\ T owm\T
Dt _wTDt+v< 81’) Z+U( 8:1;) :
da, _rDz Owpg\ T owp\T daN\T
o~ Dt+v< O ) Z*”( m) Z‘”(ax> ‘
Dz Owpg\T dwm\T 0w\ T 0z
_ _~TZ* rd m r i
N TDt+v< (9:6) Z+U( 81‘) Z+v<8x) Z+”wrax
0z Owpg\T Owm\T Ow,N\T
_ _~TY* rd m r
= —or g () s e(R) s e(G) s
0z ow\T
~T
= —W, — 2.6.11
5+ (5) * (2.6.11)
T
Nous avons démontré au chapitre 1 que v(‘g—;’) z =0, donc 85’" = —QDTT %
O
Avec la dynamique du systéme % = —B%F + R+gq (1.5.6), nous avons donc la dynamique

de la disponibilité réduite globale suivante :

dA-(t) L. L LOF
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2.6.4 Illustration de la disponibilité réduite locale en boucle ouverte

Nous tragons avec les conditions opératoires décrites dans la section précédente la dispo-
nibilité réduite locale avec différentes valeurs numériques de vitesse de convection v. Elle est
tracée avec z4 correspondant au profil d’équilibre relatif & v. Les figures 2.6.1 et 2.6.2 montrent
I’évolution temporelle de la disponibilité réduite locale a, pour v = 0.01,0.005,0.003,0.001 &

différentes coordonnées spatiales x.

Comme attendu toutes les courbes locales convergent vers 0, ce qui montre que dans tous
les cas le systéme converge vers son profil d’équilibre.
Les résultats obtenus sont trés semblables aux résultats de simulation de la disponibilité

thermodynamique avec cependant des valeurs beaucoup plus faibles.

8
—
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¥=0025m
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FIGURE 2.6.1 — La disponibilité réduite locale avec v = 0.01m/s et v = 0.005m/s
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FIGURE 2.6.2 — La disponibilité réduite locale avec v = 0.003m /s et v = 0.001m/s

Les figures (2.6.3) et (2.6.4) montrent en méme temps 1'évolution temporelle de la dispo-
nibilité a, de la disponibilité réduite a, et de la partie matérielle a,, & la coordonnée z = 0.5m
pour v = 0.01,0.005,0.003, 0.001 .
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FIGURE 2.6.3 — La disponibilité réduite locale avec v = 0.01m/s et v = 0.005m/s

20000 T T

15000

10000

5000

a,am.a (JKm1)

-5000

I I
0 100 200

I
300

I I I I
400 500 600 700

Temps (s)

800

15000

a,an.a (JK1m1)

800

10000

5000 -

300 400 500 600 700

Temps (s)

FIGURE 2.6.4 — La disponibilité réduite locale avec v = 0.003m/s et v = 0.001m/s

2.7 Conclusion

800

Dans ce chapitre, nous avons donné les principales propriétés des fonctions de disponibilité

et de disponibilité réduite en dimension finie et infinie et infinie. Ces deux fonctions seront

utilisées dans le chapitre suivant pour la synthése de loi de commande stabilisante du réacteur

tubulaire.
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Chapitre 3

Commande stabilisante distribuée du

réacteur tubulaire

3.1 Mes contributions

La contribution principale dans ce chapitre est la synthése de cing lois de commande non
linéaires distribuées permettant de stabiliser le réacteur tubulaire vers un profil d’équilibre
désiré. Nous avons considéré pour cela la température de la double enveloppe comme entrée
de commande effective du systéme. La synthése de ces lois de commande est basée sur une
approche thermodynamique a partir d’'un modéle en vision entropique. Plus précisément, nous
utilisons la disponibilité thermodynamique et la disponibilité réduite, définies & partir de la
fonction d’entropie comme une fonction de Lyapunov candidate pour la synthése des lois de

commandes (voir chapitre 2).

Nous allons aussi montrer que ces lois de commande permettent de rejeter certaines pertur-
bations sur le systéme. Cette propriété sera illustrée pour une perturbation sur la température

d’entrée du réacteur.

L’approche adoptée ici pour la synthése des différentes lois de commande est une extension
des travaux de Hoang et al. [44, 47|, ou les auteurs ont utilisé la disponibilité thermodynamique

et la disponibilité réduite en dimension finie pour la stabilisation d’'un RPAC.

Nous présentons aussi dans ce chapitre une application d’'une commande quasi-distribuée
(uniforme par morceau) le long du réacteur, donnée comme une moyennisation de commandes
distribuées. Enfin nous proposons une loi de commande stabilisante uniforme le long du réac-

teur en utilisant la disponibilité réduite comme fonction de Lyapunov.

61
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3.2 Bibliographie sur la commande des réacteurs et position du

probléme

Le réacteur tubulaire étant un systéme a paramétres distribués, modélisé par des équa-
tions aux dérivées partielles. Nous distinguons deux familles d’approches adoptées pour la
stabilisation du réacteur. La premiére est I’approche basée sur un modéle de dimension finie
issu de la discrétisation des équations aux dérivées partielles. La deuxiéme approche est celle
basée sur le modéle en dimension infinie du réacteur tubulaire. Dans la suite nous présenterons
pour les deux familles d’approche un certain nombre de travaux de recherche concernant la
commande du réacteur tubulaire. Nous commencerons cette section bibliographique par un

apercgu des travaux concernant la commande du Réacteur Parfaitement Agité Continu.

3.2.1 Commande du RPAC : bibliographie

Le modéle du RPAC est donné par les équations des différents bilans de masse pour les
espéces considérés ainsi que le bilan d’énergie. Certaines hypothéses sont souvent rajoutées au
modéle telles que I’enthalpie de réaction ou la capacité calorifique totale supposées constantes.
D’un point de vue commande, on trouve dans la littérature plusieurs travaux traitant le
probléme de stabilisation du réacteur en utilisant soit des approches linéaires [13, 8, 9, 10] ou
non linéaires. Dans ces derniéres nous pouvons retrouver des approches de commande basées
sur des fonctions de Lyapunov [11, 47|, des approches de commande par retour d’état non
linéaire couplée avec un observateur [51], des approches basées sur la passivité [69, 45, 68] ou
des approches basées sur les techniques de modelage de puissance [37].

Notamment dans [47], la fonction de disponibilité thermodynamique a été utilisée comme

fonction de Lyapunov candidate pour la stabilisation du réacteur.

3.2.2 Commande du Réacteur tubulaire : bibliographie

Nous retrouvons dans la littérature beaucoup de travaux de recherche traitant de la com-
mande du réacteur chimique tubulaire. Dans cette sous-section, nous allons présenter une
classification des différentes stratégies de commandes synthétisées selon le probléme de com-

mande considéré, les méthodes de synthése mais aussi les modéles utilisés dans la synthése.

3.2.2.1 Classification des problémes du commandes

Les problémes de commande formulés pour le réacteur tubulaire peuvent étre caractérisés
par le choix des variables de commande (actionnement du systéme) ainsi que les variables
ou grandeurs commandées. D’un point de vue des variables de commande nous distinguons
principalement la commande distribuée et les commandes aux frontiéres du réacteur.

Dans le cas de la commande distribuée, la température de la double enveloppe est souvent

considérée comme entrée de commande effective du systéme. Cette entrée de commande distri-
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buée permet de commander le flux de chaleur échangé entre le réacteur et le fluide calo-porteur
de la double enveloppe. Bien que le caractére distribué de cet actionnement du systéme reste
loin d’étre réalisable en pratique, il est souvent choisi pour la commande du réacteur [83].

Concernant la commande frontiére, les entrées de commande sont multiples et parmi ces
possibilités nous pouvons citer les débits d’alimentation des espéces chimiques, leur concen-
tration d’alimentation, mais aussi leur température d’admission dans le réacteur (33, 34, 19,
48, 23|.

Les variables commandées sont soit, le profil de température et/ou les profils de concentra-
tion des espéces chimiques le long du réacteur. Le profil d’équilibre désiré est souvent choisi
comme étant le profil instable (dans le cas ou il existe) car il représente en général un bon
compromis entre rendement de la réaction et une température de réaction pas trop élevée
[43, 42, 23].

3.2.2.2 C(lassification des méthodes de synthése et des modéles utilisés

Naturellement, nous retrouvons les deux familles de modéles, & savoir les modéles de di-
mension infinie (EDPs) et les modéles de dimension finie obtenus soit par une simplification du
modéle original ou par discrétisation spatiale. Pour les deux familles de modéle, nous pouvons
aussi décliner les classes de modéles non linéaires et les classes de modéles linéaires obtenus
soit, par linéarisation ou bien en considérant directement des lois phénoménologiques linéaires.
Dans la suite nous allons présenter quelques travaux pour les deux familles de modéles.

La démarche classique utilisée pour résoudre le probléme de commande consiste & discré-
tiser spatialement les équations aux dérivées partielles par une méthode d’approximation afin
d’obtenir un systéme de dimension finie représenté par des équations différentielles ordinaires.
Nous pouvons citer en dimension finie des travaux obtenus & partir de schémas de discrétisa-
tion tels que les différences finies [23], les collocations orthogonales [60] ou la décomposition
orthogonale aux valeurs propres |22, 1|. Nous ajoutons a cela le fait que les lois constitutives
des différents phénoménes dans le réacteur tubulaire sont fortement non linéaires. Ces non
linéarités, en plus du caractére distribué du systéme, complexifient le probléme de commande.
Nous pouvons citer [39, 2, 83] pour la synthése de lois de commande linéaires, 23] pour
la commande par Backstepping, [14, 12, 33, 34| pour la commande par retours d’état non
linéaires.

Il existe aussi beaucoup de travaux de recherche qui proposent des lois de commande en
se basant sur le modéle EDPs. Parmi les premiers travaux nous pouvons citer [27] pour la
méthode de placement de poles du systéme de dimension infinie et [18] pour une commande de
dimension infinie approchée par un commande de dimension finie. Pour la commande du réac-
teur tubulaire en utilisant le modéle a paramétres distribués, dans [50] et [49] nous trouvons
la synthése de lois de commande adaptative basée sur une fonction de Lyapunov proposée

pour le systéme de dimension infinie et cela pour le cas d'un réacteur piston (convection et
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réaction). Le probléme de stabilisation du réacteur tubulaire a aussi été abordé par 'approche
de la commande optimale [3] dans laquelle un modéle linéarisé du réacteur tubulaire a été
utilisé. Dans [66] nous trouvons une approche de commande composée d'un retour d’état non

linéaire couplée avec un observateur synthétisé en dimension infinie.

3.2.3 Commande par inventaires des réacteurs

Le concept de commande des réacteurs par inventaires proposé dans [36] consiste a consi-
dérer des quantités globales (intégrales) extensives (additives) et bornées inférieurement, ap-
pelées inventaires, qui induisent la passivité du systéme vis & vis d’un certain couple d’entrées-
sorties (qui ne sont pas forcément les entrées-sorties naturelles du systéme). La stabilisation de
ces inventaires autour d’un point d’équilibre permettent indirectement de stabiliser le systéme
autour d’un profil d’équilibre. Sous certaines hypothéses d’inversibilité, la commande effective

du systéme peut étre calculée.

3.3 Position du probléme de commande

L’objectif de commande que nous considérons ici est la stabilisation d’un réacteur tubulaire
autour d’un profil d’équilibre en utilisant la température de la double enveloppe comme entrée
de commande distribuée. Ce profil d’équilibre est & la fois défini pour la température et pour
les fractions massiques des espéces A et B le long du réacteur. Nous rappelons le modéle du

réacteur tubulaire obtenu dans la vision entropique, donné dans le chapitre 1 :

oh OFh oOFh . OFhL

- — _ conv _ Ccon _ 15 ) 1
'Oat ox P ox oz ta (3.3.1)
904 OF4.,  OFi,
T e (3:32)
005 OFB =~ OFB
"ot = T or  or T (3.3.3)

Cet ensemble d’équations s’écrit sous la forme compacte suivante :

F
0z 0 "
E = —afx(Fconv + Fd) + R+ gq (334)
T
ou z = (h PA PB) est le vecteur d’état formé par les variables extensives corres-

pondant, respectivement, a la densité d’enthalpie et aux concentrations massiques des deux
espéces considérées. F est le vecteur du flux total décomposé en deux parties : FL = =

( vh vpa vpB ) représentant le vecteur du flux de convection et F7 = ( Fl o+ Frong Fggs

représentant le flux de dispersion et de dispersion thermique. RT = ( 0 —r r ) est le vec-

T
teur de la réaction chimique. g = (1 0 O) et g est le flux de chaleur échangé avec ’extérieur

via la double enveloppe.

7. )
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A ce modéle nous associons les conditions aux frontiéres ainsi que le modeéle d’interface

définis dans la section 1.7. Nous rappelons aussi la dynamique de la fonction de disponibilité

le long des trajectoires du systéme, donnée préalablement dans (2.4.28) :

dA(z) L. L oF
= — R d —d 3.3.5
e AU Oy R (335)
Avec ﬁ)T:wT—w:{: (%_T% —’%“—i—% —“73—1—%), ou Ty, pa, et pp, sont, respec-

tivement la température désirée et les potentiels chimiques désirés des espéces A et B. La

dynamique (3.3.5) de la disponibilité peut étre aussi réécrite comme suit :

dA(z) L . OF L
— — R)dx — d 3.3.6
p” /0 W (0w )dx /0 wpqdx ( )
O nous avons utilisé la relation W’ g = w), = % — Tid.

3.4 Synthése de commandes stabilisantes utilisant la disponi-

bilité thermodynamique

Nous présentons ici la synthése de lois de commande stabilisantes pour le modéle du réac-
teur tubulaire en utilisant la disponibilité globale A(z) comme fonction de Lyapunov candi-
date. Nous déclinons deux différentes lois de commande correspondant & deux choix possibles
de la dynamique affectée & A(z) en boucle fermée en utilisant la température de la double en-
veloppe T); comme entrée de commande distribuée. Nous noterons dans la suite le profil d’équi-
libre désiré par z4 = (hd PAd de>T et 71 = (2 —29)T = (h —hqg pa—pa, pPB-— de)
le vecteur d’erreur de stabilisation :

Proposition 5. Le systeme (3.3.4) en boucle fermée avec la loi de commande suivante pour
[ngg —w 'R+ :TK(2)2
T;, = Can, +T'(x) (3.4.1)

est globalement asymptotiquement stable en zq dés que K (z) une matrice symétrique définie

positive.

Démonstration. En utilisant 'expression de la commande (3.4.1) dans I’équation constitutive

du flux de chaleur ¢ nous obtenons :

wT9%E — TR + 71K (2)2

¢ =0C(T;,-T) = (3.4.2)

Wh

En remplagant 'expression du flux de chaleur ¢ dans la dynamique de la la fonction de

disponibilité (3.3.6) nous obtenons :
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dAlz) g V2 £ 2y

A L dt
d d(z) —_— / TR (2)zdx = (3.4.3)
t 0 dA(z) _
a — Y sFT A

En utilisant la propriété 2.7 et la positivité de A(z) nous pouvons écrire, le long de la dyna-
mique en boucle fermée, les relations suivantes :

lim A(z) =0 = tlim a(z) =0 Vz €0, L]
—00

t—ro00
= lim z = zg. (3.4.4)

t—o00

Ainsi la fonction A(z) est une fonction de Lyapunov dont la variation est définie négative le
long des des trajectoires du systéme en boucle fermée. Elle ne s’annule qu’au profil d’équi-
libre désiré z4. Le systéme (3.3.4) en boucle fermée avec la loi de commande 3.4.1 est donc

globalement asymptotiquement stable en z4. O

Remarque 3.1. La commande (3.4.1) fait apparaitre une division par wy. Le caractére bien

posé (la convergence a une valeur finie) reste a démontrer quand Wy, — 0

Proposition 6. Le systeme (3.3.4) en boucle fermée avec la loi de commande suivante pour

@T%—g — TR+ K(2)a(z)

Tjy =

G + T(x) (3.4.5)

est globalement asymptotiquement stable en zg avec K(z) une fonction positive de z

Démonstration. En utilisant I'expression de la commande (3.4.5) dans I'équation constitutive

du flux de chaleur ¢ nous obtenons :

QDT% —w'R+ K(z)a(z)]

q:=C(Tj,—T) = (3.4.6)

Wh
En remplacgant I'expression du flux de chaleur ¢ dans la dynamique de la la fonction de

disponibilité (3.3.6) nous obtenons :

dA(z) L
o —/0 K(z)a(z)dx (3.4.7)

Nous avons par ailleurs dans la propriété 2.7 :

a(z) >0 ,Vz # zq
(3.4.8)
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Nous déduisons que :

dAlz) V2 £ zg

A L dt
d d(z) = —/ K(z)a(z)dx = (3.4.9)
' 0 dAG) _
a. — YV 2 FT A

Le long de la dynamique du systéme en boucle fermée, nous pouvons écrire comme pour la
proposition (5) ce qui suit :

lim A(z)=0 = tlim a(z) =0 Vz e [0, L]
—00

t—o0
= lim z = zg. (3.4.10)
t—o0

La fonction A(z) est donc une fonction de Lyapunov pour le systéme (3.3.4) en boucle fermée
avec la loi de commande (3.4.5) et le systéme en boucle fermée est globalement asymptoti-

quement stable en z,. [

3.4.1 Résultat de simulation

Nous présentons dans cette section des résultats de simulation concernant les réponses
temporelles du systéme en boucle fermée avec la loi de commande 7}, donnée par (3.4.1)
ensuite avec T}, donnée par (3.4.5).

Le profil d’équilibre désiré, autour duquel nous voulons stabiliser le systéme, est celui

correspondant aux conditions opératoires suivantes :

T; = 370K Vz €0, L]
T, = 330K (3.4.11)
0. =1

n

Le systéme est initialisé au profil d’équilibre correspondant a 7 = 350K pour tout z € [0, L],
avec les mémes conditions aux frontiéres données dans (3.4.11). Pour la loi de commande T},

nous proposons les valeurs suivantes pour la matrice K (x,t) :

Ki(xz,t) 0 0
_ Ki(xt
K(z,t)=1 0 ed) g (3.4.12)
Ky (z,t)
0 0 100
Avec Kj(z,t) donné par :
Ki(x,t) = min{dexp2 + dvt(1 — exp™2),0} (3.4.13)

ou v est la vitesse de convection et d une constante positive.

Remarque 3.2. Ce choix particulier de matrice K s’avére intéressant car, comme nous le

montrerons dans la suite, il permet d’obtenir des amplitudes et des variations de commandes
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admissibles. Il est basé sur [’évolution spatiale de Ki(x,t) a partir d’un profil initial par un
déplacement dans le sens de l’écoulement a la méme vitesse que le flux de convection. Comme
on l'observe dans sa définition, ce profil du gain est par définition saturé a une valeur égale
a 0. Nous avons numériquement vérifié que § doit étre inférieur ou égal a 6000. Au-dela de

cette valeur seuil nous avons observé des problémes numériques.

Nous présentons d’abord les résultats de simulations en utilisant la commande 7}, donnée
dans 3.4.1 avec 0 = 6000. L’évolution temporelle et spatiale de I’erreur entre la température
T a lintérieur du réacteur et son profil d’équilibre Ty ainsi que la fraction massique 0p et
son profil d’équilibre 6p, en boucle fermée sont présentés dans la figure 3.4.1. Comme nous
pouvons 'observer, ces erreurs convergent globalement et asymptotiquement vers zéro ce qui
implique la convergence globale et asymptotique des variables d’état z vers le profil d’équilibre

désiré Zd-

Temps (s) «m) Temps (s) «m)

FIGURE 3.4.1 — Erreurs de stabilisation pour 7" et g en boucle fermée avec la commande T},

La figure 3.4.2 montre I’évolution temporelle et spatiale de la température de la double

enveloppe, qui est 'entrée de commande distribuée du systéme.

2000

- MIHH’U/W””““””‘lm‘m.‘

1000

TK)

500/

01

Temps (s) 100 7o i
x(m

FIGURE 3.4.2 — La commande T},
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Nous remarquons que le systéme en boucle fermée converge plus vite que le systéme en
boucle ouverte vers les profils d’équilibre z4 (voir figure (1.8.1) du chapitre 1) . Précisément,
le temps de réponse en boucle fermée est & peu prés 100s au lieu de 200s en boucle ouverte.
L’amplitude de la température de la double enveloppe reste trés élevée pendant le régime
transitoire.

La figure 3.4.3 montre I’évolution temporelle et spatiale de la fonction de disponibilité
locale. Nous remarquons qu’elle converge globalement et asymptotiquement vers zéro le long
du réacteur tubulaire. La figure 3.4.4 présente I’évolution temporelle la fonction disponibilité

globale qui converge asymptotiquement vers zéro.

Fonction de la disponibilité locale (JK “Tm-1)

Temps (s)

FIGURE 3.4.3 — La disponibilité locale en boucle fermée avec la commande T},

4000

2000

Fonction de la disponibilité globale (J/K)

FIGURE 3.4.4 — La disponibilité globale en boucle fermée avec la commande T},

La figure 3.4.5 montre 1’évolution temporelle et spatiale du gain K (x,t).

Nous présentons maintenant les résultats de simulation du systéme en boucle fermée avec
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Temps (s)

FIGURE 3.4.5 — Le gain K;

le retour d’état T}, donné dans la Proposition 6. Nous présenterons cela pour le méme scénario
que celui utilisé avec T}, (profil initial et profil d’équilibre désiré).

Nous utiliserons pour le gain K la méme expression donnée pour K; dans (3.4.13) avec
6 = 0.08. L’évolution temporelle et spatiale de I'erreur entre la température 7" a l'intérieur du
réacteur et son profil d’équilibre Ty ainsi que la fraction massique 6p et son profil de équilibre
0, en boucle fermée sont présentées dans la figure(3.4.6). Comme nous pouvons l'observer,

ces erreurs tendent vers zéro ce qui implique la convergence des variables d’état z globalement

et asymptotiquement vers le profil d’équilibre désiré z.

o
2

erreur 0g-0gq

eo\ ;
o - it
}\\ e
2 o ]
o o

Temps (s)

FIGURE 3.4.6 — Erreurs de stabilisation pour 7" et #5 en boucle fermée avec la commande Tj,

La figure 3.4.7 montre 1’évolution temporelle et spatiale de la température de la double
enveloppe, qui est 'entrée de commande distribuée du systéme.

Nous pouvons noter une diminution importante de 'amplitude de la température de la
double enveloppe T}, comparativement a celle obtenue avec T}, . Par exemple, au début de la

simulation nous constatons que le pic en x = 0.2m,t = 0.1s est approximativement 500K au
lieu de 1500K avec T}, .
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Temps (s)

FIGURE 3.4.7 — La commande 7},

La figure 3.4.8 montre I’évolution temporelle et spatiale de la fonction de disponibilité
locale. Nous remarquons qu’elle converge asymptotiquement vers zéro le long du réacteur
tubulaire. La figure 3.4.9 présente 1’évolution temporelle de la fonction disponibilité globale,

qui converge asymptotiquement vers zéro.

g

g

g

g

g

g

Fonction de la disponibilité locale (JK “'m-1)

co

Temps (s)

FIGURE 3.4.8 — La disponibilité locale en boucle fermée avec la commande T},

3.5 Commande stabilisante avec la disponibilité réduite

Dans cette section, nous proposons deux autres lois de commande, toujours sous la forme
d’un retour d’état non-linéaire. Nous utilisons pour cela la fonction de la disponibilité réduite
A, (2.6.2) introduite dans le chapitre 2 comme fonction de Lyapunov a la place de la fonction
de disponibilité A. Comme nous allons le voir, 'usage de la fonction de disponibilité réduite
nous permettra d’améliorer considérablement les performances en terme de temps de stabili-

sation mais aussi de diminuer ’amplitude et les variations de I'entrée de commande, & savoir
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Fonction de la disponibilité globale (J/K)

00 g
Temps (s)

FIGURE 3.4.9 — La disponibilité globale avec la commande T},

la température de la double enveloppe, durant le régime transitoire. Nous rappelons d’abord

Iexpression de la dynamique de A, le long des trajectoires du systéme (3.3.4) :

dA,(t Lo L LOF
Jt() = _/o er(R—ng)dx—l—/O er%dx
L L
F
= / u}rT(a— —R)dx—/ wpqdx (3.5.1)
0 Ox 0
Omu nous avons utilisé la relation u7rTg = wp = % — T%' dans la suite nous considérons

I’hypothése suivante :

Hypothése 3.1. Pour une température T(x) a l’équilibre a lintérieur du réacteur tubulaire

correspond une seule répartition des concentrations pa,pp.

Cette hypothése a pour conséquence de réduire le sous-espace ou la disponibilité réduite

locale a, est nulle, sous espace donné dans la propriété 2.13 :
h+ (epy(Trer —Ta) — ha,.;)pa+ (cpp(Trey — Ta) — hp,.;)p =0 (3.5.2)

au seul point zg = (hg pag PBq)-

Nous présenterons dans la suite deux lois de commande sous forme de retour d’état non

linéaire en utilisant A, comme fonction de Lyapunov candidate.

Proposition 7. Le systéeme (3.3.4) en boucle fermée avec la loi de commande suivante pour
W, T — 5, TR+ 2T K (2)2

T;

3= T, +T'(z) (3.5.3)

est globalement asymptotiquement stable en zy. Avec K(z) une matrice définie positive.



3.5. COMMANDE STABILISANTE AVEC LA DISPONIBILITE REDUITE 73

Démonstration. En utilisant I’expression de la commande (3.5.3) dans I'équation constitutive

du flux de chaleur ¢ nous obtenons :

w, T — 5, TR+ 2T K (2)2

q:=C(Tj,—T) = (3.5.4)

W
En remplacant I'expression du flux de chaleur ¢ dans la dynamique de la fonction disponibilité

réduite (3.5.1) nous obtenons :

dAgt(Z) <0 ,Vz#£ 2z

=— /L K (2)zdr = (3.5.5)
0

Donc A, (z) est une fonction de Lyapunov pour le systéme en boucle fermée. Nous déduisons
la convergence de A, vers 0, le long des trajectoires du systéme en boucle fermée. En tenant

compte de la (semi-)positivité de a, (voir propriété 2.13) nous pouvons écrire que :

lim A,.(2) =0 = lim a,(2) =0 Vz € [0, L]

t—o0 t—o0

= lim T'=T; Yz €]0,L] (3.5.6)
t—00
En utilisant I’hypothése 3.1 nous pouvons conclure sur la convergence en zy.

lim T'=T; Vrel[0,L] = lim z = z4 (3.5.7)
t—r00

t—o00
Nous déduisons ainsi que le systéme (3.3.4) est globalement asymptotiquement stable en

boucle fermée en zg avec le retour d’état non-linéaire (3.5.3). O

Proposition 8. Le systeme (3.3.4) en boucle fermée avec la loi de commande suivante pour

[u?rTg]; — 0, 'R+ K(2)a,(2)
Tj, = Can, + T(x) (3.5.8)
est globalement asymptotiquement stable en zq, avec K(z) une fonction strictement positive

de z. Cette commande est bien posée.

Démonstration. En utilisant I’expression de la commande (3.5.8) dans I'équation constitutive

du flux de chaleur ¢ nous obtenons :

w, T E — i, TR+ K (z)m(z)}
(3.5.9)

q:=C(T;, —T) = 0y

En remplacant I'expression du flux de chaleur ¢ dans la dynamique de la fonction disponibilité

réduite (3.5.1), nous obtenons :

dA,(t) L
o ——/O K(z)a,(z)dz (3.5.10)
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avec K (z) une fonction strictement positive de z. Nous avons par ailleurs (voir propriété 2.13)

ar(z) <0 VT # Ty
(3.5.11)
a(z) =0 T =Ty
Rappelons que T' = Tj; définit un sous espace en z donné dans la propriété 2.13. Nous déduisons
ainsi :
» . dAE) <0 VT # Ty
C}“t('z) - / K (2)ar(2)dz = (3.5.12)
0 dA(2)
L =0, T=1y

Donc A, (z) est une fonction de Lyapunov pour le systéme en boucle fermée. Nous dédui-
sons la convergence de A, vers 0, le long des trajectoires du systéme en boucle fermée. En
tenant compte de la (semi-)positivité de a, (voir propriété 2.13) nous pouvons écrire que :

lim 4,(2) =0 = lim a,(2) =0 Vz €0, L]

t—o0 t—o0

= lim T =1T; Vae[0,L] (3.5.13)

t—o00

En utilisant ’hypothése 3.1 nous pouvons conclure sur la convergence en zy.

lim T=T,; Ve e[0,L] = ltlim zZ=2zq (3.5.14)
—00

t—o00

Nous concluons que le systéme (3.3.4) est globalement asymptotiquement stable en boucle
fermée, avec le retour d’état non-linéaire (3.5.8) en zg.
Nous cherchons les expressions (asymptotes) des variables intensives w,, et w,, lorsque

T — T,. Nous pouvons écrire le développement limité du terme ln(Tld) autours de T' =Ty :

T 1 T
J 1 e (— — 1) = —-TW 5.1

Nous obtenons donc les expressions suivantes autours de T' = Ty pour les variables inten-

sives :

Wra = Wp(cpa(Tref —T) — hares) = Wpha (3.5.16)
Wy = Wh(cpB(Tref —T) — hprey) = Wnhp (3.5.17)

En remplacant I'expression des variables intensives W, et w,p autour de T' = Ty dans l'ex-

pression de la commande ¢ nous trouvons :

q=VT(0,F - R- K2) (3.5.18)

avec VI = (1 hy hp). La commande ¢ reste donc bornée lorsque 7' — T,.
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3.5.1 Résultat de simulation

Nous présentons ici des résultats de simulation pour les deux lois de commandes T, et
Tj, synthétisées en utilisant la fonction de disponibilité réduite comme fonction de Lyapunov.
Nous utiliserons le méme profil d’équilibre initial et celui désiré en boucle fermée ainsi que
les mémes conditions aux frontieres dé¢ja utilisés pour les commandes T}, et Tj,. La méme
expression pour le gain K sera utilisée dans les deux cas.

Nous présentons d’abord les résultats de simulations en utilisant le retour d’état T}, donné
dans la proposition 7 avec K donné par I'expression (3.4.13) ou 6 = 350. L’évolution tempo-
relle et spatiale de 'erreur entre la température 7' & I'intérieur du réacteur et son profil d’
équilibre T ainsi que la fraction massique 0 et son profil de équilibre 0, en boucle fermée
sont présentées dans la figure 3.5.1. Comme nous pouvons 1’observer, ces erreurs convergent
asymptotiquement et globalement vers zéro ; cela implique la convergence des variables d’état

z asymptotiquement et globalement vers le profil d’équilibre désiré z,.

Temps (s) «m) Temps (s) «m)

FIGURE 3.5.1 — Erreurs de stabilisation pour 7" et 05 en boucle fermée avec la commande T},

Le systéme converge globalement et asymptotiquement vers le profil d’équilibre en 60s
contre 100s avec T}, . La figure 3.5.2 montre I'évolution temporelle et spatiale de la tempéra-
ture de la double enveloppe. Nous remarquons une diminution des ’amplitude ainsi que des
variations de 7 .

La figure 3.5.3 montre I’évolution temporelle et spatiale de la fonction de disponibilité
réduite locale. Nous remarquons qu’elle converge globalement et asymptotiquement vers zéro
le long du réacteur tubulaire avec une forte baisse des amplitudes de a, par rapport a celles
obtenues pour a. La figure 3.5.4 présente I’évolution temporelle de la fonction disponibilité
globale A et celle réduite A, avec la méme lois de commande T},. Nous remarquons que A,
converge plus rapidement vers zéro que A avec aussi une amplitude plus petite par rapport a
celle de A.



76 3. COMMANDE STABILISANTE DISTRIBUEE DU REACTEUR TUBULAIRE

Temps (s) w(m)

FIGURE 3.5.2 — La commande T},
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Fonction de la disponibilité réduite locale (JK ~'m-1)
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5000

4000

3000

2000

1000

Fonction de la disponibilité globale (J/K)
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FIGURE 3.5.4 — La disponibilité globale A et la disponibilité globale réduite A, avec la commande T},

Nous présentons maintenant des résultats de simulation pour le systéme en boucle fermée

avec la loi de commande T}, donnée dans la proposition 8.

L’évolution temporelle de I'erreur entre la température 7' & l'intérieur du réacteur et son
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profil d’ équilibre T ainsi qu’entre la fraction massique 6p et son profil de équilibre 6p, en
boucle fermée sont présentées dans la figure 3.5.5 le long du réacteur. Ces erreurs convergent
asymptotiquement vers zéro ce qui implique la convergence des variables d’état z globalement

et asymptotiquement vers le profil d’équilibre désiré zg.

Temps (s)

Temps (5)

FIGURE 3.5.5 — Erreurs de stabilisation pour 1" et 65 en boucle fermée avec la commande 77,

Nous constatons dans les simulations de la figure 3.5.5 un temps de réponse, approximati-
vement, de 100s. La figure 3.5.6 montre I’évolution temporelle de la température de la double
enveloppe le long du réacteur. Nous remarquons des amplitudes similaire a celles de Tj, par

contre avec des variations moins brusques.

La figure 3.5.7 montre I’évolution temporelle et spatiale de la fonction de disponibilité
réduite locale. Nous remarquons qu’elle converge globalement et asymptotiquement vers zéro
le long du réacteur tubulaire avec une forte baisse des amplitudes de a, par rapport a celles
obtenues pour a. La figure 3.5.8 présente I’évolution temporelle la fonction disponibilité globale

qui converge asymptotiquement vers zéros.
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Temps (s)

FIGURE 3.5.6 — La commande T},
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FIGURE 3.5.7 — La disponibilité réduite locale a, en boucle fermée avec la commande 7} 4
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FIGURE 3.5.8 — La disponibilité globale A et disponibilité globale réduite A, avec la commande T,
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3.6 Rejet de perturbation

Nous présentons dans cette section quelques résultats de simulation des précédentes lois de
commandes en présence de perturbations. Nous considérons notamment une perturbation sur
la température a I'entrée du réacteur a savoir T;,. A la place d’une température T;, = 330K
nous appliquerons T;, = (330 + 1) K.

Nous commengons d’abord par montrer I'effet de cette perturbation sur le profil d’équilibre
en température. La figure 3.6.1 montre cet effet par une erreur entre le profil d’équilibre avec
et sans perturbation a ¢ = 5000s de la simulation en boucle ouverte.

Maintenant, en appliquant I'un des quatre retours d’état synthétisés précédemment(par
exemple T}, dans le cas présenté ici), nous allons montrer que l'erreur due & la perturbation
introduite dans la température d’entrée T;, est rejetée. Nous 'observons bien dans la figure
3.6.2 qui montre une erreur nulle entre le profil de température final a I'intérieur du réacteur et
du profil de température désiré. Nous concluons donc que la commande appliquée permet de
rejeter ce type de perturbation. La figure 3.6.3 montre la température de la double enveloppe

pour cette simulation.

FIGURE 3.6.1 — Erreur entre T et Ty a t = 5000s en boucle ouverte en présence de perturbation

3.7 Approche pratique de la commande distribuée

Nous avons montrer précédemment 'efficacité en terme de stabilisation et de rejet de
perturbation des lois de commande proposées. Les lois de commande données pour la tem-
pérature de la double enveloppe suppose la capacité de 'appliquer d’une maniére distribuée
le long du réacteur tubulaire. Tout de méme, en pratique nous ne pouvons actionner que
par morceau le long de la double enveloppe en utilisant soit un fluide calo-porteur ou bien

des résistances chauffantes (par morceau). Pour tenir compte de cela nous proposons deux
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FIGURE 3.6.2 — Erreur entre T et Ty a t = 5000s en boucle fermée en présence de perturbation avec

T;

Ti(K)

Temps (s)

x(m)

FIGURE 3.6.3 — La commande T}, pour le rejet de perturbation

solutions. La premiére consiste a procéder & une répartition de la double enveloppe en un
certain nombre d’intervalle. Sur chaque intervalle nous appliquerons une température uni-
forme donnée par la moyenne de la commande obtenue par un retour d’état non linéaire sur le
méme intervalle. Nous appellerons cette approche "commande quasi-distribuée". La deuxiéme

consiste a synthétiser une commande uniforme le long du réacteur.

3.7.1 Commande quasi-distribuée avec k intervalles

Nous considérons k-intervalles de longueur égale le long de la double enveloppe. La com-

mande appliquée sur chaque intervalle i (z € [z;,2;11]), notée T;(t) est donnée par :

i 1 Ti41
Ti(t) = W/Z Ty(2, t)d (3.7.1)

ou Tj(z,t) est une des quatre lois de commande synthétisées précédemment. Nous illustrons

dans la suite le cas avec k = 5 en utilisant la lois de commande pour 77 celle de la proposition
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7. La figure 3.7.1 présente la réponse temporelle et spatiale de I'erreur de stabilisation pour
T et Op. Les figures 3.7.2, et 3.7.3 montrent le profil spatial final (& un temps de simulation
t=200s) de l'erreur de stabilisation pour fp et T respectivement. Nous pouvons noter que

I'erreur de stabilisation en température est de 'ordre du centiéme de Kelvin et celle de la
fraction 0 est de l'ordre de 1073,

Temps(s)

Temps(s)

FIGURE 3.7.1 — Erreurs de stabilisation pour 7" et 5 en boucle fermée avec la commande 7, appliquée
sur 5 intervalles

OBfina=084(K)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 3.7.2 — Profil final de 'erreur entre 0p et Op4
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~T,(K)

final

T,

FIGURE 3.7.3 — Profil final de I'erreur entre T et Ty

La figure 3.7.4 montre I’évolution temporelle et spatiale de la température de la double

enveloppe appliquée pour les 5 intervalles le long du réacteur.

3

)

g g 8 8

o8

Temps(s)

FIGURE 3.7.4 — Commande Tj, avec 5 intervalles

La figure 3.7.5 montre 1’évolution temporelle et spatiale de la fonction de disponibilité ré-
duite locale. La figure 3.7.6 présente le profil spatial final (& un temps de simulation t=200s) de
la disponibilité réduite locale. Nous remarquons que la disponibilité réduite locale ne converge

pas vers 0; ceci est I'image d’une erreur statique.

3.7.2 Commande uniforme

Nous considérons dans cette section que T} est uniforme le long du réacteur (Tj(z,t) =
T (t)).

Proposition 9. Le systeme (3.3.4) en boucle fermée avec la loi de commande suivante pour
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g

8

]

g

g

o8 o 8

Fonction de la disponibilité réduite locale (JK “'m™1)

Temps(s)

FIGURE 3.7.5 — La disponibilité réduite locale avec la commande T}, appliquée sur 5 intervalles

2.5r

0.5r

FIGURE 3.7.6 — Profil spatial final de la disponibilité réduite locale avec la commande T}, appliquée

sur 5 intervalles

T; (supposée uniforme) :

e T, ) 6, T — 6, TR + 2K (2)%)da
Tj5(t) = 2 (3.7.2)
C’fO wpdx

est globalement asymptotiquement stable en zy. Avec K(z) une matrice définie positive de z.

Démonstration. a partir de l'expression de la commande (3.7.2) nous pouvons écrire :
L F
/ wrq(t) = LﬁrT—x — W, 'R+ 2K (2)zdx (3.7.3)
0

ot ¢ := C(Tj, — T). En remplagant le terme fOL wpq(t)dr dans la dynamique de la fonction

de disponibilité réduite (3.5.1), nous obtenons :

Py L
dAC;t( ) __ /0 K (2)zdx (3.7.4)

En utilisant les mémes arguments que dans la démonstration de la proposition 7 nous concluons

sur la stabilité asymptotique du systéme en zg. O
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Temps (s) «m)

ermeur 0g-0
S

I=3
2 &

&
2
]

s
88

Temps (s) Xm)

FIGURE 3.7.7 — Erreurs de stabilisation pour T et g en boucle fermée avec la commande T

Nous constatons dans les résultats de la figure 3.7.7 un temps de réponse, approximati-
vement, de 100s, et qu’en régime stationnaire le systéme converge exactement vers le profil

d’équilibre. La figure 3.7.8 montre 1’évolution temporelle et spatiale de la température de la

double enveloppe le long du réacteur.

Temps (s) Xm)

FIGURE 3.7.8 — La commande uniforme 77,

La figure 3.7.9 montre ’évolution temporelle et spatiale de la fonction de disponibilité

réduite locale. Nous remarquons qu’elle converge asymptotiquement et globalement vers zéro

le long du réacteur tubulaire.
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g

8

]

g

g

o8 o 8

Fonction de la disponibilité réduite locale (JK “'m™1)

Temps (s)

FIGURE 3.7.9 — La disponibilité réduite locale pour la commande uniforme 77,

3.8 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons synthétisé plusieurs lois de commande distribuées données
sous la forme de retour d’état non-linéaire pour la stabilisation du réacteur tubulaire chimique
incluant les phénoménes de réaction, convection et diffusion. Pour cette synthése, nous avons
utilisé la fonction de disponibilité et disponibilité réduite comme fonctions de Lyapunov dé-
finies & partir de 'entropie du systéme. Les commandes proposées permettent de rendre la
dérivée de la fonction de disponibilité (ou celle réduite) définies négatives le long des trajec-
toires du systéme en boucle fermée. Cela a été possible en for¢ant le terme de dérive a étre
un terme quadratique défini négatif en Z ou bien & étre un terme homogéne & la fonction de
disponibilité. La stabilité du systéme en boucle fermée est donnée en utilisant en plus I’hy-
pothése d’unicité de la composition des espéces chimiques a l'intérieur du réacteur pour une
température fixe.

Nous avons proposé des lois de réglage des gains des différentes commandes afin d’assurer
des amplitudes et des variations admissibles pour la température de la double enveloppe.
Néanmoins, les commandes basées sur la disponibilité réduite présentent le double avantage
d’accélérer la stabilisation du systéme au profil d’équilibre mais aussi d’assurer les plus faibles
amplitudes et variations de ’entrée de commande.

Nous avons proposé aussi dans ce chapitre, deux approches de commande dites pratiques,
dans le sens ot elles intégrent un modéle de double enveloppe réaliste en terme d’actionnement.
La premiére est calculée comme une moyenne des commandes distribuées sur un certain
nombre de segments de la double enveloppe. Elle constitue donc une approximation de la
commande distribuée qui induit une erreur statique dans la stabilisation. La deuxiéme, est une
nouvelle commande synthétisée en utilisant la fonction de disponibilité avec I’hypothése d’une
température de la double enveloppe considérée uniforme (en espace). Cette commande permet
de stabiliser asymptotiquement et globalement le réacteur tubulaire au profil d’équilibre désiré.

Dans ce chapitre nous n’avons pas abordé le probléme du contréle a la frontiére. Cet aspect
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sera abordé dans le chapitre 5 par I’analyse de I’existence des solutions des systémes controlés
a la frontiére.

Comme perspectives & ce chapitre il serait intéressant d’optimiser les gains des différentes
commandes dans 'objectif d’améliorer les performances de stabilisation, notamment en terme
de temps de réponse et d’amplitude de la commande. Nous envisageons aussi de généraliser
la répartition de la fonction de disponibilité en deux parties : la partie matérielle Ay, et la
partie thermique A, afin de définir une nouvelle fonction de Lyapunov qui tiendrai compte
des avantages de A, pour laquelle la convexité non stricte serait corrigée par une pondération

particuliére de Ayy.



Chapitre 4

Représentation hamiltonienne a port

du réacteur tubulaire

4.1 Introduction et mes contributions

Dans le chapitre précédent nous avons proposé une commande stabilisante basée sur une
fonction de Lyapunov issue de la thermodynamique des systémes irréversibles. Nous souhai-
terions pouvoir utiliser de maniére plus systématique les propriétés structurelles de la ther-
modynamiques des systémes irréversibles; pour cela nous proposons ici une représentation
hamiltonienne & port d’un procédé de réaction diffusion sur laquelle nous pourrons nous ap-
puyer dans le futur tant pour des méthodes de discrétisation structurée, de réduction spatiale
ou de synthése de commande basée sur la passivité [32].

La modélisation hamiltonienne des systémes physiques fait apparaitre les propriétés struc-
turelles et géométriques qui sont au coeur du comportement énergétique et dynamique des
systémes. Ces propriétés sont mises en évidence par une structure géométrique dite de Dirac
[26, 31| qui représente 'interconnexion entre tous les éléments énergétiques du systéme et qui
traduit le principe de conservation de la puissance. La formulation hamiltonienne & port des
systémes en dimension finie a été largement étudiée pour les systémes mécaniques |71, 32|,
les systémes électriques [38, 32]. Pour les systémes thermodynamiques, une telle représen-
tation n’existe pas [45, 67, 68]. Il est cependant possible de mettre en avant une structure
d’interconnexion reliant les différents flux énergétiques et dans ce cas trés particulier la créa-
tion irréversible d’entropie, flux trés important dans la mesure ot le domaine thermique est
prépondérant. Des études concernant la représentation du RPAC ont été publiées :

— une étude concernant une représentation pseudo hamiltonienne du modéle du RPAC
[45] ; les matrices de structure de la représentation dépendent de la variable de co-
énergie, la température. Cette représentation est basée sur la propriété que toute matrice
M peut se décomposer en une partie symétrique et une partie antisymétrique :M =

_MT T . . . S
M 2M + M'EM qui correspondront au matrice d’interconnexion et de dissipation.

87
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— une seconde étude concernant une représentation quasi-hamiltonienne appelée Systéme
Hamiltonien a Port Irréversible (IPHS) [67, 68]. Dans ce cas les matrices de structure
sont indépendantes des variables de co-énergie mais elles sont prémultipliées par une
fonction de modulation dépendant de ces variables de co énergie.

La représentation hamiltonienne a port a été étendue au cas des systémes & paramétres
distribués en généralisant la notion de structure de Dirac. Cette nouvelle structure est appelée
structure de Stokes-Dirac [82]. Cette structure traduit le couplage entre tous les phénomeénes
énergétiques sur le domaine spatial sur lequel est défini le systéme ainsi que la conservation
d’énergie. La formulation hamiltonienne a port en dimension infinie est largement utilisée dans
le domaine mécanique et électrique ([62]). Son utilisation dans le domaine thermodynamique
est plus restreinte de par la classe de nonlinéarités des lois constitutives des réactions chimiques
en particulier. Elle a été utilisée pour un procédé d’adsorption isotherme [16, 15| ainsi que
pour la dispersion de la chaleur [32].

A titre d’introduction nous considérons dans un premier temps I'exemple de la ligne de

transmission puis nous étendrons la représentation aux systémes thermodynamiques.

4.1.1 Mes contributions

Dans ce chapitre, nous proposons comme contribution originale une représentation hamil-
tonienne a port (I'obtention d’une structure de Stokes -Dirac) d’un systéme réaction-diffusion
en représentation énergétique et entropique. Nous proposons également une représentation
pseudo hamiltonienne (les matrices de structure dépendent des variables de co-état) de ce
méme systéme réaction-diffusion en représentation énergétique et entropique.

La principale difficulté pour 'obtention de cette représentation, autre que celle due a la non
linéarité de la cinétique de la réaction chimique, concerne la représentation de l'irréversibilité
des phénoménes et la conservation de 1’énergie. Pour ce faire nous avons ouvert les ports de
dissipation comme pour un systéme avec dissipation. Mais comme le domaine thermique est
représenté on doit réinjecter cette énergie dans ce domaine afin de satisfaire le premier principe.
L’obtention des représentations hamiltoniennes en vision énergétique est obtenue dans tous les
cas en étendant les variables d’effort et de flux thermodynamiques en y rajoutant les couples
de variables dus aux phénomeénes physiques ainsi que les couples de variables de port associés a
I'irréversibilité de ces phénoménes, a savoir la température et le taux de production irréversible
d’entropie dans le domaine thermique. En vision entropique un méme type d’extensions est

pProposé.

4.1.2 Organisation du chapitre

En guise d’illustration de la méthode, dans la premiére section nous donnons les représen-
tations hamiltoniennes de la ligne de transmission dans le cas de la dimension 1 , systéme a

deux domaines d’énergie :



4.2. REPRESENTATION EN DIMENSION INFINIE DES SYSTEMES HAMILTONIENS A PORT 89

— dans le cas non dissipatif [32]

— dans le cas dissipatif [32]

— dans le cas dissipatif avec la représentation du domaine thermique
Cette section permet de comprendre toute la problématique des représentations proposées
dans le reste du chapitre et aussi de montrer comment l'irréversibilité se représente dans le
cas des systémes mécaniques ou électriques.

La seconde section concerne la représentation hamiltonienne & port en vision énergétique
du systéme réaction diffusion. La troisiéme section concerne une représentation hamiltonienne

a port en vision entropique du systéme réaction diffusion.

4.2 Représentation en dimension infinie des systémes hamilto-
niens a port

Nous présentons sur la base de 'exemple de la ligne de transmission la représentation en

dimension infinie des systémes hamiltoniens & port.

4.2.1 La ligne de transmission sans perte

La ligne de transmission est définie sur l'intervalle X = [a,b]. Nous choisissons comme
variables d’état la densité linéique de charge g(x,t) et la densité de flux magnétique p(z,t)

et comme hamiltonien I’énergie électro-magnétique totale

b
H(g, ¢) = / H(q,p)dx (4.2.1)
a
ot H(q, ) représente la densité linéique d’énergie :

LRt

Ha,0) =5 C(z) L(z)

Le bilan sur les deux variables d’état aboutit a :

{8tq(x,t) = —0,ir,

(4.2.2)
8t(p(l'7t) = —0zVC

ou C(z) et L(x) représentent les capacités et inductances distribuées et avec le courant

. SH(q, OH(q, * SH(q, (g, *
ir(z,t) = éljps@) = 8(?0“0) = QDL(?I)) et le voltage vo(x,t) = g’fﬁ) = ég ) qc(“fz))'

%‘;"p) représente la dérivée variationnelle de H par rapport a ¢ qui dans notre cas est
égale a %Z;‘p).

Notons z = [ 1 . Avec ces notations le systéme (4.2.2) peut s’écrire :

¥
0 —a, \ [ 2 SH(2)
em (0 0[] -0 a2
T Do
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Nous considérons le vecteur de flux fI = (f, f,) = (8iq Opp) donné par la dérivée temporelle

des variables (¢, ¢) ainsi que le vecteur d’effort el = (e, e,) = (87(-9[7((12) 67;;::)

la dérivée variationnelle de H par rapport aux variables d’état (g, ¢). Nous complétons le

) donné par

systéme (4.2.3) avec les variables a la frontiére suivantes :

a(t — a(t _
o= ( eba() ) = ( €alz=o ) , fo = ( f?)() ) = ( Coli=a ) (4.2.4)
ea(t) €q|z:b fa(t) 6g0|z:b
Nous définissons 'espace des variables de flux étendues a la frontiére comme suit :

F = {f = ( I ) € C®(X)% x R{a’b})} (4.2.5)
fo
et I'espace des variables d’effort :

£ = {e - ( “ ) € 0°(X)? x ]R{a’b})} (4.2.6)

0

que nous munissons du produit bilinéaire suivant qui correspond au bilan intégral de

puissance électro-magnétique :
() + ExF — R
(c.£) = (€)= [ (cafuteohis)do+ co®foft) = coa)ola) (12:7)
Nous pouvons définir ce qu’est une structure de Stokes-Dirac

Definition 1. Une structure de Stokes-Dirac D est un sous espace de P = F x £ mazximale-

ment 1sotropique par rapport au produit symétrisé

<< (el,fl), (ez,fg) >>i=< 62’f1 >4+ < 61’f2 > V(ei,fi) cpP (4.2.8)
soit : D = D+ avec D+ = {p €P|<<p,p1 >>=0, Vp; € D}

Dans le cas considéré ci dessus, nous avons :

Proposition 10. [32] Le sous espace linéaire D C F X £ défini par :

fq €q
A T e D R WO R S el P [ Gy I
fo €y () 1 0 €y

fo €a
(4.2.9)

est une structure de Stokes-Dirac par rapport au produit symétrisé (4.2.8) défini a partir du
produit bilinéaire (4.2.7) avec J défini en (4.2.3).

Nous laissons le lecteur se référer a [32| pour la démonstration.
Le systéme (4.2.2) défini & partir de ’hamiltonien (4.2.1) avec les conditions aux frontiéres

(4.2.4) et la structure de Dirac (4.2.9) est un systéme hamiltonien & port de dimension infinie.

B
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4.2.2 La ligne de transmission avec perte

Nous considérons ici la dissipation par effet joule d’un élément résistif distribué présent
dans la ligne de transmission.

Le systéme (4.2.2) devient

Ouq(z.t) = —0yi
g(,1) ‘ (4.2.10)
Opp(x,t) = —0yvc — Rig,

ol R est une résistance distribuée. En considérant ’extension suivante des variables de
flux et d’effort fr =i et eg = Ri;, nous obtenons avec

I’espace des variables de flux comme suit :

F={rm=(t fo fo fr)€C®@X)? xR x o)} (4.2.11)
et 'espace des variables d’effort :
€= {eT - ( €e € €0 e ) € C®(X)2 x RI*Y x COO(X)} (4.2.12)
Proposition 11. [32] Le sous espace linéaire D C F x € défini par :
e
/s ! fa 0 -8, 0 eq
fe €
D= : ePl | £, |=| -0. o -1 ey
fo )
Ir 0 1 0 en
fr R
e
fs 01 0 I
et |a,b = €y ab
ey 1 00
€R

(4.2.13)
est une structure de Stokes-Dirac par rapport au produit symétrisé(4.2.8) défini a partir du
produit bilinéaire suivant qui correspond au bilan intégral de puissance :

() + E€xF — R
(e, f) = {elf) = [ (eafa+ epfo + fre)de (4.2.14)
+ea(b)fa(b) — ea(a)fa(a)

Nous laissons le lecteur se reporter a [84] pour la démonstration.

Remarque 4.1. Le systeme (4.2.10) peut aussi s’écrire

0z W OH
E:(J—QDG )E

0
0&,D—R,Q—(1>,sonadjointQ*—(O 1)

(4.2.15)

0 -0, O

et la matrice | —9, 0 —1 | est égale a < g* i )
0 1 0 -
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4.2.3 La ligne de transmission avec perte avec représentation du domaine

thermique

Nous prenons en compte la dissipation par effet joule qui est un phénoméne irréversible et
nous représentons son effet dans le domaine thermique. Nous ne considérons pas de phénoméne
de conduction et le systéme est supposé isolé.

Nous considérons comme hamiltonien ’énergie totale :

z,1)? z,1)?
H(q,cp,s):% Q(C(’;; +Lpé(’;)) + T (z,t)s(z,t)

ou la température T'(z) de la résistance est la dérivée variationnelle de H par rapport a la

densité linéique d’entropie s. Le systéme (4.2.10) devient

atQ(xv t) = =0y,
Opp(x,t) = —0yvo — Rip, (4.2.16)
Os(xz,t) =o

ou s est la densité linéique d’entropie et o = % est la production irréversible d’entropie

due a I'échauffement de la résistance dérivée de la conservation de 1’énergie totale.

En considérant les extensions suivantes des variables de flux et d’effort fs = Ops,es =T =

%, fy = —0 et fy = T nous obtenons les espaces de flux et d’effort étendus F et & :

F={f"=(fy Jo o Jo In Jr ) €CFXP xROM xC=(x2}  (4217)
et
e={"=(eg o ex o cr cr ) ECTAXP xRED O} (4218)

Proposition 12. Le sous espace linéaire D C F x £ défini par :

e
fa ! fa 0 -8, 0 0 eq
fe €p
f fgp _8x 0 0 —1 e(p
S eS
D= , e P| =1 o o o 0o -1 es
fo €o
; fr O 1 0 0 0 R
e
" f I 0 0 1 0 0 es
f(r €o
o
(&
fs 01000 v
et |a,b: €s a,b
eo 10000
€R
L ea .

(4.2.19)
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est une structure de Stokes-Dirac par rapport au produit symétrisé (4.2.8) défini a partir

du produit bilinéaire suivant qui correspond au bilan intégral de puissance :
<€|f> = / (eqfq + ecpfcp + fses + frer + fo'e(7> dx + €a(b)fa(b) - ea(a)fa(a) (4'2'20)
x

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que D C D+. Pour cela nous considérons deux

paires de variables de flux et d’effort appartenant a D :

fq €q T é ei}

! !
ng 690 fcp egp

/ /

e e
[ = I , e = ’ et f/ = /s , e = s dont nous faisons le

fo s f5 e
Ir €R Ir €r
fr €x fh €y

produit symétriseé :
<< (e, f), (e, f)y>> =<e|f >+<€|f>
= [ (eafy+ eofly+ Jles + fren + freo )do + ea(b) f5(5) — eala) fy(a)
e (€hfat €pfo + otk + Frely + foel )dw + y(b) fa(b) - eh(a) fola)
= Jio (= Caducly + g (~0uel, =€) + fles + fren + fyeq )du
+eq(b)e,(b) — eqla)el,(a)
+ [y ( — egOrey + €, (—0zeq — eRr) + foel + frRER + fge:,) dx

+eg(b)ep(b) — eg(a)ey(a)
(4.2.21)

En réarrangeant les terme nous obtenons :

~[eacl]! ~[ehes])

<< (e, f), (e, f)>> = /X (7 eq0z€l, — e:a@xeq)dx+/x (— ep0rey — eé@zew)d:v
+eq(b)ei,(b) — eqla)el,(a) + g (b)ey(b) — ey(a)ey(a)
— [y el + efpeR)dx

+fX f;es + f/ReR—’_fz;eU + fs€; =+ fRelR—i_fO'e:j)dx

(4.2.22)

qui peut encore s’écrire comme :

<< (e f), (€, f)>> = fX (— ep€p — ezpeR + fles + frer + fleo + fsel + frER + faeﬁ,>d:c
(4.2.23)

En remplagant les flux par leur expression en fonction des efforts nous obtenons :

<< (& f), (e, f)y>> = [, (— eplp — €LER — s + €LER + €ses — el + eyl + esef,)dx

=0
(4.2.24)
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Nous avons donc bien D C D+.

La deuxiéme partie de la preuve consiste & montrer que D+ C D. Pour cela nous consi-
dérons une paire de variables d’effort et de flux (¢/, f') € € x F telle que pour tout élément

(e, f) € D le produit symétrisé est nul :

<< (e, f), (€, f)>>=0 (4.2.25)

De la définition de la structure (4.2.19) nous remarquons que le choix des variables e,
€y, €s, R et e, est libre. Donc pour I’élément de D nous pouvons choisir arbitrairement ces
éléments.

Prenons dans un premier temps des fonctions ey, e, qui s’annulent sur le bord du domaine.

Tous d’abord nous calculons < €'|f > en remplagant f par les relations données dans
(4.2.19) en considérant les conditions frontiéres nulles sur ey, e, :

=0

<e|f > = [y —eyOvey + €, (—0ueq — er) — €ies + €ey, + e;es)da: +ey(b)ey(b) — ep(a)ey(a)

= [y e(pﬁzefl + eqazefp — efpeR — €es + epe, + ef,es)dx
(4.2.26)
Par la relation qui doit étre vérifice << (e, f), (¢/, f') >>:=<€|f > + < e|f' >= 0 Nous

avons :
<elf >=— / (e¢8xe; + eqOrel, — € e — €ges + €pey, + e;es)dx (4.2.27)
X

mais nous avons aussi :
=0
<e|f >= / (eqfé +epfy,+ fees + frer + f(',eg> dz + eq(b) f5(b) — eq(a) fh(a)  (4.2.28)
X

Les relations (4.2.27) et (4.2.28) doivent étre égales et ceci quel que soit I élément e :

/ (e@&ge;%—eq@me:@—e;eR—e;eg—i-e’Re@—i—ef,es) dx—i—/ (eqfé—i—e(pf;—kf;es—I—fﬁeR—kf(’,eg) dz =0
X x
(4.2.29)

Nous en déduisons que 1’égalité ci dessous doit étre vérifiée quel que soit I élément e :

/X (6¢<8Z€ZI + fé,) + eq<6ze:0 + fé) + eR( — e, + f}g) + es (e, + f;) +eq(f — eé)) dx =0
(4.2.30)

Nous en déduisons par identification que I’élément f’ doit obligatoirement vérifier :

fl = =0ac, = ey

fy =0,

fr=¢, (4.2.31)
i

fL=e,
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qui correspondent aux relations définies pour les éléments de D ((4.2.19)).

Considérons maintenant le cas ol les variables frontiéres ne sont pas nulles. Nous utilisons

les relations de f’ (4.2.31) dans 'équation (4.2.21) ainsi que celle de f :

<< (e, f), (e, 1) >> = [y (eq (—0uel,) + ey (—0uel, — €) + (=€) es + (€),) er + (€}) e5) daz
+el(b)ey(b) — eh(a)ey(a)
+ [y (—el0rey, + €, (—0req — er) — eq€l, + epely + esel,) dx
teg(B)f5(5) — eg(a) fh(a)
=[x (eq (—0z€},) + ep (=0ueq)) da + € (b)ey (b) — eh(a)e,(a)
+ [y (—eq0neq + €, (—0neq)) da + eq(b) f5(b) — eq(a) f3(a)
= [~egel], + [~esef], ()
T (B)eg(b) — eh(a)es(a) + g(b) F5(b) — eg(a) Fy(a)
=0
(4.2.32)
I’égalité doit rester vraie quelles que soient les conditions a la frontiére ey, fg, nous obte-

nons ainsi :

eyla) = ey(a)
ey(b) = el (b) (4.2.33)
fhla) = e (a)
Fh(0) = el (b)

qui correspondent aux relations a la frontiére de la structure (4.2.19). Ainsi nous avons montré
que D+ C D.

Nous concluons que D = D=+ et donc que D est une structure de Stokes-Dirac. O

4.2.4 Conclusion

Nous avons montré comment on peut représenter sur la ligne de transmission un phéno-
méne irréversible. Pour ce faire nous avons analysé le cas ot nous ne prenons pas en compte
le domaine thermique et donc il y a dissipation de I’énergie électro-magnétique et aussi le cas
ol nous prenons en compte le domaine thermique pour lequel il y a conservation de I’énergie
totale. En plus de cela, nous avons mis en évidence une structure d’interconnexion sur ’espace
étendu des variables de flux et effort qui traduit précisément la conservation d’énergie dans
le cas d’un systéme irréversible. En annexe, nous fournissons dans les transparents de la re-
présentation des schémas qui permettent de mieux comprendre la structure étendue adoptée

dans les cas dissipatifs et aussi avec représentation du domaine thermique.
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4.3 Représentation hamiltonienne a port en vision énergétique

Nous allons dans la suite de ce chapitre reprendre ce méme type d’extension pour ob-
tenir une représentation hamiltonienne & port d’'un systéme 1D réaction-diffusion défini sur

I'intervalle X = [0, L] présenté par (4.3.1) :

9z oH
ot 0z
er | =Je| fr + Bou avec fye, = frer (4.3.1)
€o fU

ou z(t,x) est le vecteur des variables d’état du systéme, u(t,z) € C°(Z) est la variable
de commande distribuée, J. est un opérateur différentiel antisymétrique donné par J. =
P1% + Py avec P} une matrice symétrique et Py une matrice antisymétrique et H(x) est
I’hamiltonien du systéme. 3. est un opérateur linéaire. Les extensions nécessaires sont données
par les couples effort flux (ey, fat)-

Dans cette section, nous rappelons le modeéle thermodynamique associé & un systéme
réaction-diffusion. Nous présentons ensuite une formulation hamiltonienne de ce modeéle ob-
tenue en ouvrant tous les ports de dissipation puis un formulation quasi hamiltonienne en

laissant fermé le port de dissipation du & la réaction.

4.3.1 Formulation énergétique du modéle réaction-diffusion

Dans ce chapitre, nous considérons un systéme réaction-diffusion. Le modéle est présenté
en annexe.
Le flux de diffusion F)j,, d’espéce i (pour i = A, B) est modélisé en fonction de la force

thermodynamique [79, 15, 29] Oy u; :

F, = —Do,(ua — ) (13.2)
et
Fjl, = —D(1p — p1a) (4.3.3)

ou D est le coefficient de diffusion. Avec les lois constitutives ci-dessus nous avons la
contrainte chs + chs = 0 satisfaite.

La réaction et la dispersion thermique ont les mémes lois constitutives que celles présentées
dans les chapitres précédents.

Le modéle est donné par :

pofs = —8IF£S — Mavyr
,OatHB = *achgs + Mpvgr (4.3.4)
pOys = —0,F° + T% +o

ou M, est la masse molaire d’espéce 7, g est ’échange de chaleur avec la double en-

veloppe, T} est la température distribuée de la double enveloppe. Le flux total d’entropie
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=2 Fiis + FL

s . R . . s i )
' na avec le flux d’entropie due a la diffusion Fj; =", a5 Faissi et le

h

flux d’entropie due a la diffusion thermique F = %. s; est 'entropie massique partielle

de 'espéce 1.

La production irréversible d’entropie o4 est donnée par :

Oext or A oB os
1 1.7 7 1 1 0,T  (4.3.5)
A .3
o= Q(T - fj) +f(MAMAVA — npMpvp) —deisaxMA —ngsaxﬂB _FSIT

Tous les termes de o sont positifs (|40],[24]).

4.3.2 Représentation hamiltonienne du modéle réaction-diffusion

Cette représentation est basée sur 1'équation de Gibbs en vision énergétique (1.2.9) :
pdu = Tpds+ > ppidf;. Les équations d’état sont le bilan d’entropie et les bilans d’espéce et
I’Hamiltonien est ’énergie interne.

Le choix des variables d’effort et de flux va découler des couples de variables apparaissant

dans le bilan intégral d’énergie :

%foL udr = fOL Orudx

3 (4.3.6)
= o (Tpdes + 3 pipdit;) da

Les couples de variables (flux, effort) conjugués de puissance suivants apparaissent natu-
rellement :

TABLE 4.1 — Couples flux-effort thermodynamiques en vision énergétique

Flux Efforts

Fo=p0i0a ea=pa
FB = ,OatHB €B = UB
Fs = poss es =T

En développant les calculs pour faire apparaitre les variables aux frontiéres nous obtenons :

4 fOL udr = fOL (T (—(%FS + Tij + 0') + pa (0. Fjt, — Mavar) + pp (—0.F5 + MBZ/BT)) dx

L
= fOL (FS@QET + Fggsé)qu + Fd]?sa@"MB) dx + [_TFS - /“LAFcZ"s - /“LBFcﬁs]o
=A

—|—fOL T(T%—FU)—(/LAMAVA—MBMBVB)T dz

(4.3.7)

Nous voyons apparaitre les couples de variables récapitulés dans le tableau 4.2 :
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TABLE 4.2 — Couples flux-effort supplémentaires en vision énergétique

Flux Efforts Flux a la frontiére Efforts a la frontiére
fa=Fg, —~ Ea=-0upua [4=fa ey =ea

fB=Fy  Ep=-0.up fF="/s ef =ep

fs =F® Es=-0,T f3=1s e = es

fr=r B =A

fos=—04 €5, =T

Jop =—0B €y =T

fog = —0s  eoq =T

fo, =—0r €. =T

u=— y=T

Le bilan d’énergie peut se réécrire en utilisant (4.3.6) et (4.3.7) comme

fOL (Tpds + > pipdib;) — fOL (F*0,T + Fc‘és@qu + Fﬁs&ﬂuB) dz

L
= [-TF* = paFg, — s Fi],
—A (4.3.8)

—fOL T(%+U)—(MAMAVA—MBMBVB)7" dr =0

En remplacant par les variables de port, nous obtenons :

fOL (eAFA +epkFp +esFs + EAfA + EBfB + Esf + Erfr + eU’AfO'A + eanaB + eUsts + eo'rfo'r + uy) dx
L
+ef f5 +effg +epfsly =0

(4.3.9)
Nous considérons les vecteurs E € E = C®(X)l et F € F = C®(X)!!:
T
E=(ca es e fa fo fo fr fou fow fos fUT)T a0,
F=(Fy Fy F. Ea Ep B B co, €y €oy co )
et avec les variables de port aux frontiéres suivantes :
€ 13
co=| €5 . fo=1| 1P (4.3.11)
€ 3
nous avons :
e I3 03 O
Ny =7 7 " VB (4.3.12)
Jfo 03 I O3xs

ot 03, I3 € R3*3 représentent respectivement la matrice zéro et la matrice identité et

03x5 € R3*® est une matrice de zéros.
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Nous définissons les ensembles

r
F = { u | €F x C®(X) x R?’X{O’L}}
fo
et
E
5:{ y EEXCOO(X)X]R?’X{O’L}}
€y
ainsi que le produit bilinéaire :
E F
<| | u | >=<E,F >+ <y,u>pe
€ fo

L ¢L 0 0
+ <eg,fy >rs — < ey, foy >ps

avec

<E,F>p2 = [F(eaFa+epFp+esFs+ Eafa+Epfp+Esfs+ E.f,

+€opfou t+ opfop + €ogfog + €o, fo,) dx

L
< u,y >L2=/ uydx
0

L L A rA B ¢B
<eg,fog >rs=eyfy +esfy +eifs

F
Proposition 13. Le sous-ensemble linéaire D C €XF définie par : D = { U
fo
B
EXF|F = JoE+| 05y |u,y=—[B*01xs 01x5]E, ( 0 ) (0,L) = ( Osxa
Osu fo Osx3 I3

99

(4.3.13)

O3x5

03x5

est une structure de Stokes Dirac par rapport au produit symétrisé (4.2.8) construit a partir

du produit bilinéaire (4.3.13) avec
03 —I3 Osxs
— Dopérateur antisymétrique J. = P10+ Py, P, = —I3 03 Osxs
O5x3 0Osx3  Os
—vaMyq4 0O 0 0 O
etP=| wgMg 0 0 0 0 [,
0 -1 -1 -1 -1

7P0

03
03
_pT

03
03

05x3

)

P

03x5
05
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0
— lopérateur d’entrée B = 0
-1

De plus, irréversibilité est définie par :

03 O3x4 O3xs
—~ET| 043 04 04 |F>0& —flec>0 (4.3.14)
O4x3 04 1y

Remarque 4.2. La représentation proposée dans la proposition 13 est basée sur une extension
des variables de port (flux et effort) correspondant auz variables duales naturelles pour les
phénomeénes de diffusion, réaction mais aussi de la production irréversible d’entropie.
Cette méthode revient a ouvrir’ l’élément RS du bond graph (voir [32]). Cet élément est
formé par la partie résistive R qui représente la dissipation due aux lois constitutives entre
Ueffort er et sa variable de flux fr : er = R(fr). Comme [’énergie interne est conservative,
cette dissipation apparait comme un terme source S dans le domaine thermique. Les ports
supplémentaires, dotés d’une paire des variables conjugués o, T satisfont la relation de produit
de puissance : Tor = erfr ot or est la production irréversible d’entropie associée a la loi

constitutive défini par R.

Démonstration. Pour démontrer que D est une structure de Stokes-Dirac, nous suivons la

méme démarche que pour la démonstration de la proposition 12.

Tout d’abord nous allons montrer D C D+ .

oD C D+ :

Fy Ey Fy
Nous considérons deux éléments de D : dy = U1 | o et do = U ,

fo, €o, fo
et leur produit symétrisé :

L
<<dj,dy >> = / (E?FQ-FEgFﬁ +y1uQ—|—y2u1)d:v
0

+[eglf82 + 6%2f81]%

L
- /ﬁdx+M (4.3.15)
0

ot L est la partie distribuée et M est la partie frontiére.

En utilisant les définitions des variables données par la relation (4.3.10), nous avons :

Y2

€9y
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L = eala, +ep Fp,+es, Fs, + fa,Eay + [B,EB, + fs,Esy + fri By
tfoa Con, + fop Cop, + fos €os, T for, €ory
tea Fa, +ep, Fpy +es, Fsy + fa,Ea + [B,EBy + [, Esy + [ro By
tfoa,€on, + fop,Con, + fos, €05, T for,€00,

+yi1ug + youq (4.3.16)
B
En remplacant les expressions Fj et Fb par leur relation F; = JE; + | 0341 | u; dans
05x1
I'équation ci-dessus, nous avons en posant la notation o5, = —(f5 4+ fUBZ_ + fUSZ- + f‘”i) :

L = ea(—0zfa, — Mavafr,) + ep,(=0:fB, + Mpvpfr,) + €5, (=0ufs, + 05, — u2)
+eay(—0ufa, — Mavafr,) + ey (=0ufp, + Mpvpfr,) + €s,(=0u fs, + 05, — u1)
+fa,(—0zea,) + [B,(—0seB,) + fsy (—0z€s,) + fry(VaMaea, — vpMpep,)
+fa,(=0zen,) + fB,(—0sep,) + fso(—0zes,) + fro(vaMaea, —vpMpep,)

—0s51€59 — O55€5 + Yyiu2 + Yauq

Par la relation y; = —[B* 0 0] E; nous avons y; = eg,, ainsi les termes en u et y s’annulent.

Les termes en oy, s’annulent aussi. Par ailleurs en regroupant les termes en 9, on a :

L = —0:(ea fa,) — 0u(en, fB,) — Oules, fsy) — Oulea, fa,) — Oulen, fB,) — Ou(€sy fsy)
+6A1(_MAVAfT2) +ep (+MBVBfT1) + eAz(_MAVAle) +eB, (MBVBfrz)
+fr(vaMaea, —vpMpep,) + fry(vaMaea, — veMpep,)

Lexpression e, (—Mava fry)+ep, (+Mpvp fr,)+ea,(—Mavafr, ) +ep,(Mpvp fry)+ fri (vaMaea, —
vpMpep,) + fry(vaMaea, — vpMpep, ) est nulle. Nous concluons que :

L = —8x(€A1fA2) - ax(eB1fBz) - aﬂc(es1f82) - 8$(€A2fA1) o ax(eBQfBJ B am(es2fsl)
et que
L
/(; Ldx = *[6%—‘1.}(’624»6%2-](’61}

Nous avons :

M = [eg1f82 + e,ngal]%

Ainsi nous obtenons :
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L
/ Ldx + Mdx = 0 (4.3.17)
0
Nous avons donc << dy,ds >>= 0, qui montre que D C D+ .

e DL C D : Pour montrer ce point, nous supposons d; € D+ | ce qui implique que pour
tous les éléments do € D on a << di,do >>=0

Par la définition de la structure donnée dans la proposition 13 le choix des variables de
FE» est libre. Dans un premier temps nous prenons des fonctions fa, fn, fs et ea, ep, e
qui s’annulent au bord du domaine. Par ailleurs on suppose que le réacteur est en régime

autonome de sorte que u=0

Le produit symétrisé se simplifie et il vient :

L
/ (ETFy + ETFy)dz =0 (4.3.18)
0

Nous remplagons F5 par les lois définies dans la structure de la proposition 13 dans I’équa-

tion (4.3.18) puisque d2 € D, nous avons donc :

ETEy, = ea(—0ufa, — Mavafy,) +ep, (—0ufB, + Mpupfr,) + €5y (—0ufsy — (fou, + fon,
+fa,(—0zea,) + fB,(=0zen,) + f5,(—0zes,)
+fri(VaMaea, —veMpep,) + fo, €os, + fop, €op, + fos o5, + for €0y,
= fa,0zea, + [ByO0ven, + fs,00€s, + €4,0ufa, +€B,0:fB, + €5,01 5,
—0x(ea, fa,) — Ox(en, [B,) — Ou(€s, fsz) — Onlen, fa,) — Oulen, fB,) — On(esy [fs)
—(Mavaea, — Mpvpep,) fr, + (Mavaea, — Mpvgep,) fr,

—€sy (fO'A2 + f0132 =+ st2 + far2> + fO’Al €oa, + fchl €op, + stl €os, + forl €o.,

Avec la relation fOL El'Fidx = fOL(—E?FQ)de donné par (4.3.18), nous avons donc :

L L
/ EgFl = _/ (fAzameAl + fBzaxeBl + fszaxesl + eAzamfAl + eBgaﬂchl + eszaxfsl)d$
0 0
+[6A1fA2]OL + [€B1f32]5 + [€S1f82]0L + [6A2fA1}OL + [€B2fB1]g + [652f51]0L

L
+/ ((Mavaea, — Mpvgep,) fr, — (Mavaea, — Mprpen,) fr,
0

+ f032 + fcrrg)

+es (fCTA2 + f032 + fUSQ + fUTQ) - fO’Al Coay, — fcgl €op, — stl €os, — f0r160r2> dx

Par hypotheése tous les termes frontiéres s’annulent :
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L L
/0 E;FFl = /0 (eay(=0ufay) +epy (=0 fB,) + €5y (—0ufs,) + fa,(—0zea,) + fBy(—0zen,) + fs,(—0res,))dz

L
+/ ((MAVAeAl - MBVBeBl)fTZ - (MAVAeAz - MBVB€B2)fr1
0

+es (fcmz + f032 + fUSQ + fUTQ) - fU’Al Coay, — fU’Bl Cop, — fUS1 €os, — f0r160r2> dx

Ainsi, nous avons :

EgFl - €A2(—3gng1 - MAVAfm) + 632(—895]031 + MBVBfm) + esz(_azfdsl - fcrA1 - fUBl - fcrs1 - fUrl)
+fA2(*8x€A1) + fB2(78xeBl) + fSQ(*axesl)
+fro(vaMaea, —veMpep,) + es,(fou, + fop, + fos, + fo,,) (4.3.19)

Par identification, nous trouvons pour Fj :

Fa, = 0ipa, '
Fp, = OipB,
Fy, = poys1
Ex, = —0zea,
Ep, = —0zep,
Fy=| Es = —0,es (4.3.20)
E., =A
o, = €5,
€op, = s,
€os, = €s

€, = €s

Fy vérifie donc la structure donnée dans la proposition 13 .

Deuxiémement afin de finir la démonstration, nous considérons que la partie frontiére n’est
plus nulle, et nous allons démontrer que cette partie de d; vérifie aussi les propriétés de la
structure de la proposition 13.

Nous remplagons les équations (4.3.20) dans le produit symétrisé :

foL(*a:B(eA1fA2) - al‘(631f32) - 8$(681f52) - 836(6A2f141) - al‘(eBszl) - 896(682f81))dx
+led, fo, +€h,fol] =0

soit :

- [eAlfA:)]OL - [eBlfBQ](% - [eslfsz]g - [eAzfAl]g - [eBszJOL - [652f51](% + [eglf% +eggfa1]% =0
(4.3.21)
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Nous rappelons que les variables de port aux frontiéres satisfont :

€6A2 €A, f(1942 fa
682{07L} = 652 |0,L = €B; |0,L et faQ{Ov L} = fa% |0,L = IB |O,L
632 €so f52 fs

Nous avons donc :

_[eAlfA2]g - [631.]032}(% - [eslfSQ]g - [eAfoh]OL - [€B2f31]g - [682f81]0L + [eglfAQ + 61031fB2+

651]032 + €A2f541 + €B2f£ + eSQfgl]OL =0
(4.3.22)

Cette équation doit étre satisfaite pour tout fgs, ego. Il vient donc

Fay(L) (e, (L) = ea, (L)) + f5,(L) (ef, (L) — ep, (L)) +
Fs2(L) (€3, (L) — s, (L)) + eay (L) (f51(L) = fa (L)) + (4.3.23)
e, (L) (f1(L) = f5.(L)) + esa(L) (f5, (L) — for (L)) =

On a la méme équation pour x = 0.

fAl €A,
Ainsi, nous obtenons facilement fo, = | fp, | etes =] ep,
fSI 681

montrant que dy € D

e Troisiémement, il est facile de vérifier I'irréversibilité en utilisant la structure et la défi-

nition des variables de port :

03 0 0 03 0 0
-ET"| 0 0, 0 |F = E"| 0 1, 0 |F
0 0 I4 0 0 04

= rA— fOuua — fBOuup — 20, T >0  (4.3.24)
O

Dans cette section nous avons obtenu au prix de 'ouverture de tous les éléments dissipatifs

a une structure de Stokes-Dirac.

4.3.3 Représentation pseudo-hamiltonienne du modéle de réaction diffu-

sion

Dans cette section, nous allons présenter une autre représentation du modeéle de réaction
diffusion qui ne sera que pseudo hamiltonienne dans la mesure ot la matrice d’interconnexion
dépend des variables d’effort ; on aura en particulier Py(e). Cette représentation peut s’avérer

suffisante pour de la synthése de commande par des méthodes basées sur la passivité [45].
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TABLE 4.3 — Couples flux-effort en vision énergétique - représentation pseudo hamiltonienne

Flux Efforts Flux a la frontiére Efforts a la frontiére
Fa=pdfa ea=pa fé4:fA 6512614
Fp =p0:0p ep=up faBZfB eaB:eB
Fs = poys es=1T I5=1TIs €y = s
fa=F3, Ep=—0zpa

fs=FE, Ep = -0,

fs = F*® E,=-0,T

fon=—04 €5, =T

fJB = —0B €Cop =

Jos =—0s  €os =T

fo, = —or €, =T

u=—% =T

Cette structure est basée sur le choix suivant de variables (4.3) :

En considérant les vecteurs E € E = C®°(X)Y et F € F = C>(X)1:

T
E:<6A €B €s fA fB fs f(rA f(rB fa's fo‘r)
T
F=(Fx Fs F. Ex Ep B. cop ¢y cop € )

et avec les variables de port aux frontiéres suivantes :

¢ f3
co=| €5 . fo=1| 1P
€3 3

nous avons .
ey I3 03 Osxq4
(0,L) = - Elor
fo 03 I3 0O3x4
F

Comme précédemment nous définissons les ensembles F = { U

fa
FE

(4.3.25)

(4.3.26)

(4.3.27)

€ F x C®X) x

R3X{O’L}} et &= { y | EExC®(X) x R?’X{O’L}} ainsi que le produit bilinéaire :

€9

E F

<Ly |l u |>=<EF>p+<yu>p+<es fh>pm—<ed fo>p (4.3.28)

o fo
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avec

<E,F>p =[] (eaFa+epFp+esFs+ Eafa+ Epfn + Esfs
+ eoyfou t €opfop + €osfos + €0 fo,) dx

L
<u,y>L2=/ uydx
0
L ;L AsA | BB
<eg,fo >re=eyfy tesfy +exfs

Le mode¢le de réaction-diffusion défini dans la sous-section (4.3.1) s’écrit sous la forme :

F=JE+B
T Beu (4.3.29)
y=-BE
avec
03 —I3 0 J(e) 03 P
J=P0,+Pe), Pr=| —-Iz 03 0 |, Pole)= 03 03 0 (4.3.30)
0 0 0 -PT 0 0
avec
0 0 ot
JI(e) = 0 0 s Al (4.3.31)
va Mar  vp Mpr 0
T T

La matrice P; est associée aux phénoménes de diffusion et diffusion thermique. Les trois
premiéres lignes de P} correspondent & la divergence des flux dans les trois bilans. Les trois
lignes suivantes correspondent aux gradients des efforts concernés dans les phénoménes. La
partie réaction apparait dans les deux lignes de la matrice antisymétrique 7.

Nous pouvons énoncer :

F E
Proposition 14. Le sous-ensemble D C € X F définie par : D = { U sy €
fo €o
B
EXF|F =JE+Beu avec Be = | 0341 | et B= 0 ,yz—BéE,(ea>(O,L):
01 -1 ’

( I3 03x3 O34

O3x3 I3 O3x4
(4.3.28).

) E|07L} est une structure conservative avec le produit de puissance
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Démonstration. Nous écrivons le produit de puissance associé & la structure bilinéaire <
E,F>r,=<FE,JE >, + < E,JBou >p,

Nous avons
L
SEJE>L = [ (eaO0ufa) + en(Octn) + en(Ouf )i
L
/(; _(fA(aiteA) + fB(axeB) + fs(axes))dx

L
B /0 _(az(eAfA +epfp+ esfs))dx

= —ehfolL +ebfalo

= — <eslr, falL >rs + < eslo, falo >R, (4.3.32)

Ainsi, nous avons

< E,JE >, + < E,Beou >, + <ep, fo >rs=0 (4.3.33)
Yy
—~ =
Comme < E,Beu >1,=< —B;E,u >, Le produit de puissance total comprenant le flux de

puissance externe distribué est :
<EF>p,+<yu>r, +<ey fo >r,=0 (4.3.34)
OJ

Ce résultat montre que 1’énergie du systéme est conservative.

4.3.4 Conclusion

Dans cette section nous nous sommes intéressé a la représentation hamiltonienne des
systemes en vision énergétique.

Nous avons vu en section 4.3.2 que par une extension des variables de flux et d’effort
on définit une structure antisymétrique qui traduit la conservation de I’énergie totale du
systéme. Ces extensions correspondent aux variables de ports liées a la dissipation ainsi qu’a
la production irréversible d’entropie. La structure antisymétrique couplée avec les relations
constitutives sur les différents ports permettent de déduire directement le caractére irréversible
du systéme. En section 4.3.3 la représentation pseudo hamiltonienne montre que ces extensions

de variables de port ne sont pas nécessaires lorqu’on laisse les ports dissipatifs fermés.

4.4 Représentation hamiltonienne a port en vision entropique

Nous allons reprendre ce méme type d’extension pour obtenir une représentation hamil-

tonienne & port d'un systéme 1D réaction-diffusion défini sur Uintervalle [0, L] présenté par
(4.4.1) :
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0z N 0H
E = (j -G Dg)g + Bu (4'4~1)

ou z(t,x) = (¢ p) est la variable d’état du systéme, u(t,z) € C°°(Z) est la variable de
commande distribuée, J est un opérateur différentiel antisymétrique J = P1% + Py avec
P; une matrice symétrique et Py une matrice antisymétrique , G est un opérateur différentiel
et B est un opérateur linéaire, D est une matrice non négative et H(z) est 'hamiltonien du
systéme.

Comme pour la section précédente, nous rappelons le modéle dynamique considéré puis
nous donnons une représentation hamiltonienne du systéme et une représentation pseudo

hamiltonienne.

4.4.1 Formulation entropique du modéle réaction-diffusion

Avec les mémes lois constitutives et les mémes notations que celles présentées dans la

section 4.3.1, nous obtenons le modéle suivant :

pofs = —8xF£S — Mavar
pOlp = —0,FL + Mpvpr (4.4.2)
pc‘?th = —8ZFh +4q

ouh=u+ P% est I'enthalpie massique et F" = FCZS + fch nq €st le flux total d’enthalpie,

0
Fc?is = Zi:A,B Féishi est le flux d’enthalpie du a la diffusion et fchond = — lambda%—z est le
flux de diffusion thermique. h; est ’enthalpie massique partiel de I’espéce 1.

En utilisant la relation p; = h; — T's; et avec des simplifications, la production irréversible
d’entropie (4.3.5) peut s’écrire aussi comme :

Oext or &A &B oH
o= (= ) (A aws — PE ) 1 0. (— A 1 P, () 4 phg, L (14D)
=(q T T T AVA T BVYB d Yx T d Yx T xT

J

4.4.2 Représentation hamiltonienne du modéle réaction-diffusion en vision
entropique

Cette représentation est basée sur ’équation de Gibbs en vision entropique (1.2.15) :

ds = #:dh — > 46; en prenant —s comme hamiltonien.

En prenant la méme méthodologie que pour la vision énergétique pour définir les couples
de variables effort-flux duales au sens de notre hamiltonien nous obtenons les couples donnés
dans le tableau 4.4.

En considérant les vecteurs E et F' comme suit :

T
E =(ex es en fa f5 fun 1) (4.4.4)
F

T
:<FA Fys F, E. Ep E, er) (4.4.5)
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TABLE 4.4 — Les couples flux effort en vision entropique

Flux Efforts Flux a la frontiére Efforts a la frontiére
Fy=p0ifs es="5 f5 = fa ef =ea
Fp = pdp ep=5F B=rfs el =ep
Fy, = pdh e, =— =1 el =e,

fa=Fg, — Ea=-0; (%)
fB=Fj, Ep=-0,(%)
fh:Fh Eh:_ax(%l)

Avec E € E = (C®(X))" et F € F = (C°(&X))7

et avec les variables de port aux frontiéres suivantes :

€ fa
co=| 5 [ fo=| 15 (4.4.6)
€ 13
nous avons :
I3 03 O
Dl = ) By (4.4.7)
fo 03 I3 O3x1
F FE
Soient les ensembles F = { u | € FxC®X)x R?’X{O’L}} et & = { y | €
fo €y
E x C*(X) x R?’X{O’L}} ainsi que le produit de dualité :
E F
<l y \ u | =< E,F >+ <yu>p+<es fh>ps —<ed 1 >@4.8)
€d fo

avec

<E,F>p2 = [l (caFa+epFp+enFy+ Eafa+ Epfp+ Enfy+ Erf,)da

L
< u,y >L2:/ uydx
0
L L AgA | BB | hh
<ep,fo >re=e€yfy teqgfy +ealy

Le systéme (4.4.2) sous forme hamiltonienne compact s’écrit donc :
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F=JFE+ B.u
(4.4.9)
y=-BE
ol J est un opérateur antisymétrique donné par :
03 —I3 0 03 03 P —vaM 4
J = Plaz—f—P[), avecP1 = —Ig 03 0 5 PO = 03 03 0 et P = I/BMB
0 0 0 -PT 0 0 0
(4.4.10)
L’opérateur d’entrée est donné par :
B 0
Be=| 03 | avec B=1] 0 (4.4.11)
0
0
avec B = 0
-1
Nous pouvons énoncer :
F
Proposition 15. Le sous-ensemble linéaire D C EXF est définie par : D = { U ,
fo
I3 03 O
EXF|F=JE+Beu,y=—BE et 0 (0,L) = 5o e Elo,r, ¢ est une struc-
fo O3 I3 0O3x1

ture Stokes Dirac structure par rapport au produit symétrisé (4.2.8) construit a partir du

produit de dualité (4.4.8).

La preuve de la proposition est omise car elle est en tout point semblable & celle de la
proposition 13
4.4.3 Représentation pseudo hamiltonienne du modéle réaction-diffusion

Comme précédemment en laissant le port de réaction fermé nous obtenons une représen-
tation pseudo -hamiltonienne. Nous choisissons les variables données dans le tableau 4.5 :

En considérant les vecteurs E et F' comme suit :
T
E = ( ea ep ey fa fp fu ) (4.4.12)
T
F =(Fy Fp F, Es Ep Ey ) (4.4.13)

Avec E € E = (C®(X))S et F € F = (C>®(X))$
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TABLE 4.5 — Les couples flux effort en vision entropique- représentation pseudo hamiltonienne

Flux Efforts Flux a la frontiére Efforts a la frontiére
Fy=p0ifs es="5 f5 = fa ef =ea
Fp = pdp ep=5F B=rfs el =ep
Fy, = pdh e, =— =1 el =e,

fa=Fg, — Ea=-0; (%)
fs=FE, Ep = -0, (%)
fn=Fh Ey

u=—q y=r

et avec les variables de port aux frontiéres suivantes :

€ 13
eco=| ef | fo=1| f¥ (4.4.14)
€ i
nOUS avons :
e Iz 0O
“No,ny=( "7 7 | Elos (4.4.15)
fo 03 I3
F E
Soient les ensembles F = { u | € FxC®X)x RgX{O’L}} et & = { y | €
fo €o
E x C®(X) x R?’X{O’L}} ainsi que le produit de dualité :
E F
<l y \ u | =< E,F >+ <yu>pn+<es fh>ps — <ed, ) $44.16)
€d fo
avec
<E F > = fOL (eaFA+epFp+ enFy + Eafa+ Epfp + Enfrn)dx
L
<u,y >L2—/ uydx
0
<eg 5 >r=cyly +eyfy +esly
Le systéme (4.4.2) sous forme hamiltonienne compact s’écrit donc :
F=(J-R)E+B.
(/= R) B (4.4.17)
y=-BEF
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avec

—I5 0 05 0 2
3 3 3 3 0
Py
(4.4.18)
T Mava rT 0
R(e) 03 2 pa QMB
R= , R(e) = s —rTMere (4.4.19)
03 03 mB
0 0
o= e  Mavn, 5= dgata 4 duin,

et I’ opérateur d’entrée

0
B
e = avec B = 0 (4.4.20)
03 .

Remarque 4.3. Pour cette représentation, nous avons décomposé les termes de réaction en
deuz parties :une partie antisymétrique définie par J(e) et une partie symétrique définie par
R(e). Le produit de puissance concernant la partie antisymétrique est nul et celui de la partie
symétrique est égale a l'opposé de la production irréversible d’entropie due & la réaction, ce

qui montre que la réaction est dissipative.

Nous avons :

F E
Proposition 16. Le sous-ensemble linéaire D C €XF définie par : D = { U oy
fo €o
B 0
6'><.7:|F—JE—|—<O )uaveCB: 0 |,y=—[B"03]|E et les variables de port a
3
-1

I3 0

la frontiére o (0,L) = 5 Elo,, ¢ définit un systéme pseudo-hamiltonien avec
fo 03 I3

dissipation.

Démonstration. Nous calculons le produit de puissance définie par < E, JE >, :
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L
< E,JE >, /0 —(ea(0zxfa) + ep(0xfB) + en(0z frn))dx

L
/0 —(fa(Ozen) + [B(8reB) + fu(Oven))da

L
/o —(0z(eafa+epfp+enfn))dx
—eb falL + b falo

— < ealr, falL >Ry + < ealo, falo >r, (4.4.21)

Ainsi, nous avons

< E,JE >, + <ey, fo >r,=0 (4.4.22)
Le produit de puissance totale avec le flux de puissance externe distribué est :
<E3F>L2 + <y, u>r, + < ey, fo >R3:0 (4423)

Ce résultat montre la partie conservative du systéme.

Maintenant nous étudions la partie dissipation définie par la matrice symétrique R en

calculant < E, RE > :

L
T M T T T M
< E,RE >, = / (GAL AVAGA-FeALﬁeB—FeBLﬂeA—eBT BVBeB)dx
0 2 2 2 2
Ry
LA, ba Ba MB ha o1
| —tionh - Pou )+ fhou ) (1.4.21)

Ro

Nous constatons que R; est la partie réaction de la production irréversible d’entropie et
Ry est la partie diffusion.
Ce résultat montre que la partie dissipative du systéme correspond a —o

O

Remarque 4.4. Pour avoir une structure de Stokes-Dirac basée sur cette formulation pseudo-
hamiltonienne, nous pouvons faire des hypothéses sur la cinétique de réaction qui pourra étre
affine par rapport aux variables intensives afin que des variables d’effort n’interviennent plus
dans la structure.

Plus précisément, en vision énergétique r est affine a la température r = Tr(x) et = est le
vecteur des variables d’état, et en vision entropique r est affine a laffinité chimique r = Ar(x).
Par ces moyens, des variables d’effort n’interviennent plus dans la matrice J, donc nous avons

une structure de Stockes-Dirac.
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4.4.4 Conclusion

Dans cette section nous avons étudié la représentation hamiltonienne du modéle réaction-
diffusion en vision entropique. Cette fois I'hamiltonien est I'opposé de ’entropie et I’énergie
est une variable d’état. Par des extensions adéquates des variables de flux et d’effort, le bilan
d’ectropie est vérifiée. Dans le cas ou les ports résistifs sont ouverts, nous retrouvons une
structure purement conservative. Dans le cas ot le port résistif du a la réaction est fermé, nous
retrouvons un systéme pseudo hamiltonien avec dissipation. Le caractére pseudo hamiltonien
provient du fait que la structure dépend des variables d’effort tel que la température. Ceci est

du & la forme des lois constitutives couramment utilisé pour représenter la réaction chimique.

4.5 Conclusion et perspectives

N

Dans ce chapitre, nous avons proposé une formulation hamiltonienne & port pour un
modéle diffusion-réaction siége d’une réaction de type A = B. Nous avons montré comment les
phénoménes de diffusion et réactions chimiques donnés dans la représentation hamiltonienne
a port en utilisant une structure Stokes-Dirac. Dans les deux cas, la dissipation du systéme
est liée a la production irréversible d’entropie due a la réaction, la diffusion et la diffusion
thermique.

Les résultats obtenus sont encourageants. Cependant la prise en compte du phénoméne

de convection reste encore ouverte.



Chapitre 5

Probléme de commande a la frontiére

5.1 Motivation et mes contributions

Dans le chapitre 3, nous avons utilisé la disponibilité thermodynamique pour la synthése
d’une loi de commande stabilisante distribuée dans I’espace (en utilisant la température de la
double enveloppe). D’un point de vue pratique les réacteurs tubulaires sont cependant souvent
commandés & la frontiére en utilisant comme variables de commande la température, le débit
et la composition d’alimentation. Nous pouvons citer par exemple [33, 34, 23, 20| ot un profil
d’équilibre est stabilisé par le biais des débits d’entrée du réacteur. D’un point de vue théorique
les problémes de commande & la frontiére sont plus difficiles & traiter car ils font appel a des
opérateurs d’entrée non bornés et le probléme d’existence de solutions reste d’un point de vue
général un probléme ouvert. Dans le cas linéaire il a été cependant démontré [59, 84| que la
formulation Hamiltonienne a ports permettait d’établir des conditions matricielles simples &
vérifier pour garantir l'existence et la contractivité des solutions d’un systéme commandé a la
frontiére. L’objectif de ce chapitre est d’étudier I'existence de solutions associées a un modéle
linéarisé de réacteur tubulaire complet commandé & la frontiére. Pour cela nous présentons
dans un premier temps les outils théoriques associés & I'analyse des systémes Hamiltonien
linéaires dissipatifs de dimension infinie commandés a la frontiére. Ces outils reposent sur une
extension de l'opérateur différentiel et 'utilisation de relations de fermeture sur les variables
étendues. Nous utilisons ensuite un modéle simplifié de réacteur tubulaire isotherme pour
montrer 'impact de cette paramétrisation (extension+ équation de fermeture) sur l'analyse
d’existence de solutions. Cet exemple illustrera I'importance du choix des variables étendues
et de ’aspect canonique de la structure d’interconnexion. Dans un second temps nous étudions
le modéle linéarisé du réacteur tubulaire au voisinage d’un profil d’équilibre. Nous montrons
que le modéle linéarisé fait apparaitre des équations de fermeture dépendant de ’espace. Dans
ce cas, bien que la factorisation fasse apparaitre une structure canonique d’interconnexion,
la condition de positivité associée aux équations de fermeture reste difficile a vérifier, méme

numériquement.

115
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5.2 Systémes Hamiltoniens & ports dissipatifs

Nous considérons ici une classe de systémes linéaires a paramétres distribués composés
d’une partie réversible associée & un opérateur antisymétrique J et une partie dissipative
irréversible associée a un opérateur symétrique non négatif R. Ce phénomeéne irréversible est
décrit par le biais de relations constitutives définies par 'opérateur S agissant sur des variables
d’état étendues via I'application linéaire G. Ainsi le systéme est écrit sous la forme générale

suivante :

ou S et L sont des opérateurs définis coercifs sur Lo((a,b),R™). Les opérateurs B et C,

sont des opérateurs d’entrée et de sortie.

L’opérateur différentiel antisymétrique 7 est défini de la maniére suivante :

N
Jx = ZP"@ (5.2.1)

olt P; est une matrice réelle définie sur € R("™*™) qui satisfait P; = (—1)""1 PL.

L’opérateur G et son dual G* sont définis par :

N

N . .
oz . im0
Gx = Z GigGo= > (-1’6t o (5.2.2)

i
avec G; est une matrice réelle définie sur Rm*").,
En utilisant I’extension des variables d’effort et la définition des équations de fermeture

via 'opérateur S le systéme (5.2.1) devient :

f e
= Je 2.
(ﬂ) (€r> o2

(T ¢
Je = ( gt 0 ) (5.2.4)

Cet opérateur explicite la structure d’interconnexion associée aux flux d’énergie dans le

avec

systéme [32]. Dans notre cas en considérant la relation constitutive linéaire associée aux phé-

noménes dissipatifs irréversibles, nous avons :

ey =Sf, S+8 >0 (5.2.5)
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Proposition 17. [59] L’opérateur J. défini par (5.2.4),(5.2.1), et (5.2.2) est antisymétrique
et s’écrit :

P
N .
e Pz GZ az e
je - . - 5.2.6
<> i_o[<—1><z+l>c:? o 6() o
avec
B = (—1)itp" (5.2.7)

ot 15N n’est pas forcément de rang plein.

Théoréme 18. [59] J. est un opérateur antisymétrique défini par (5.2.4), et H™ ((a;b); R*")

dénote 'espace de Sobolev des fonctions différentiables ordre N sur lintervalle (a,b). Ainsi

pour deuz fonctions quelconques e.; = < “ ) € HY((a;b);R?™),i € {1,2}, nous avons
Er
donc :
JP(EL (@) (Teee ) (@) + €Ly (2)(Teer) (x)) dee (5.2.8)
T b
6672(1’)
del T ~
_ ( eTi(x) . et (a) )Q e (5.2.9)
d 1532
2 )|
ol
Py P, Py - Py Py
_ —-P, -Py —P; -~ Py 0
Q= , , . , , (5.2.10)
(~=D)N=tPy 0 e e 0

avec ]SZ donné par (5.2.7). Q est une matrice symétrique non singuliére.

Dans le cas ot Py n’est pas de rang plein, nous définissons la matrice @1 qui permettra

de définir une structure géométrique non dégénérée. Pour cela nous utilisons M une base de
I’ensemble image de Q et définissons Q = MTQM, M@ = (MTM)"*MT,

La matrice R.;+ issue de cette paramétrisation est définie par :

1 QA - Mg 0
Rezt—\/i< [ )( 0 M@) (5.2.11)

ou I € Rtm)Nx(n+m)N oot 15 matrice identité.
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Définition 5.1. Les wvariables de port aux frontiéres associées a ['opérateur différentiel [T

sont les vecteurs e 9, fe,n € R2N définis par :

ee(b)

dN-1e
lee g
( Jeo ) = Ry | &7 ®) (5.2.12)

€e,d ee(a)

N—1
£ 2 (a)

"= (e, —5G*e) est un vecteur étendu des variables d’effort.

ol e,

Le théoréme suivant donne la condition de positivité qui doit étre satisfaite pour assurer
I’existence de solution et pour définir un systéme de commande aux frontiéres.
Théoréme 19. [58] Soit W une matrice de rang plein de dimensions (n+m)N X 2(n+m)N

0 I
satisfaisant WEWT >0, o0 ¥ = ([ 0) . Le systeme

0
5 (@) = (7 — GrSGR)L2(t, ) (5.2.13)
ayant pour entrée
ut) =W ( feo ) (5.2.14)
€e,d

est un systéme de commande frontiére dissipatif et Uopérateur A = (J — GrSGy,) ayant

pour domaine :

D(A) = {e € H¥((a,0);R") | SGe € HY ((a,b): R"),

( Iro ) € kerW}. (5.2.15)
fe,@

Dans le cas des systémes conservatifs de puissance (S = 0) une condition nécessaire et

génére un semi-groupe de contraction.

suffisante d’existence de solution est la condition WXW7 > 0. Dans le cas des systémes avec
dissipation cette condition devient une condition suffisante. Ce point est discuté dans [56, 55].
On retiendra que dans le cas qui nous préoccupe 'existence de solution est associée au fait

que les deux conditions suivantes sont simultanément satisfaites (conditions suffisantes) :
1. S+5>0
2. WEw’ >0

Dans ce qui suit, nous étudions 'impact de la factorisation de I'opérateur R sous la forme

GSG* sur l'analyse d’existence de solutions.
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5.3 Existence de solution : Application aux systémes isothermes
Dans cette section, nous considérons un réacteur tubulaire isotherme sous forme :

2
Opa _ ,0°pa _ Opa

ot 02 oz

Cela revient a considérer que les termes de réaction, de convection, et de dispersion sont

PA (5.3.1)

linéaires & variable d’espace = € [a,b]. D, v, k sont choisies constantes en temps et ne dé-
pendant pas de la variable d’espace. Dans ce qui suit nous étudions 'existence de solutions
de ce systéme en fonction de la factorisation de I'opérateur différentiel. Dans le premier cas,
cet opérateur est non canonique et dépend des paramétres du systéme. Dans le second cas la
factorisation met en ceuvre des opérateurs différentiels canoniques.

L’existence de solutions dans un cas particuliers de conditions frontiéres a aussi été montré

dans ce cas dans [89].

5.3.1 Cas A : Opérateurs différentiels non canoniques
L’objectif est d’écrire 'opérateur différentiel sous la forme :

Ppa_ Opa
0x2 ox

pa=J —GSG*
ou J est formellement anti-symétrique. Le choix le plus simple est de considérer :

P 2k
j——v%et —QSQ—@—E

Soit

9 k.. 0 [k
g—%—F B,,g——%—F E’S_D

Dans ce cas la condition S + S* > 0 est triviale car le paramétre D est par définition positif.

Le systéme étendu s’écrit alors :

0

f2 %) k

dr D
Avec

flz%“, f2=((%—\/,’§>m
e1=pa, ex=Sfr=Dfs

En suivant les notations (5.2.1)(5.2.2) il vient :

| k
P1 = —0, Gl = 1, P() == 0, GQ = 5 (533)

La matrice symétrique ) est non singuliére et s’écrit :
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~ —v 1
p:< X ())ZQ (5.3.4)

A partir de la définition (5.2.12), nous explicitons les variables de port a la frontiére :

vpA(D)
BPA /D
( fes ) = Rewt o (0) = VDkpa(b) (5.3.5)
€e,0 UPA( )
D% (a) = VDkpa(a)
avec
-1 1 1 -1
1 [ 1 0 -1 0
Rewt = —= (5.3.6)
210 1 0
01 0 1
Soit :

v(pa(a) — pa(b)) + D(%A(b) — %4 (a)) + VED(pa(a) — pa(h))
v(pa(b) — pala)
v(pa(b) + pala)
D(%2(a) + %2(b)) — VED(pa(a) + pa(b))

Sl
(\)
—
~— ~—

( fe,a ) _
€ed
(5.3.7)

Nous choisissons comme conditions limites les conditions de Danckwerts [28] [73] qui
consistent & imposer le flux d’entrée du réacteur vpa — D%L;‘ et & imposer un gradient de flux

en sortie égal & zéro, ce qui se traduit en terme de variables d’entrée par :

_ ppa
u= ( vpa(a) o (a) ) (5.3.8)
D% (b)
En utilisant la relation u = W ( Jeo ) , on peut déduire que :
€e,d
o L1 P =R I,
~ G\ 1 j.vim viD (5.3.9)

Pour que le systéme soit bien posé, il faut satisfaire la condition WXW7T > 0, soit :

9 _ 4VkD
v >0 (5.3.10)

wew?T =
( 0 2+4V§7>_

Ce qui revient a assurer que :
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soit

4kD > v?

Nous concluons donc que sous la condition (5.3.11) le systéme (5.3.1) controlé a la frontiére

a laide des variables de bord (5.3.8) définit un systéme de commande frontiére.

Remarque 5.1. L’analyse d’existence de solution repose sur le fait que les opdrateurs dif-
férentiels impliqués soient linéaires et ne dépendent pas de la variable d’espace. Dans le cas
présent cette condition n’est remplie que parce que les parameétres sont choisis constants et ne

dépendant pas de la variable d’espace, ce qui n’est habituellement pas le cas.

5.3.2 Cas B : Opérateurs différentiels canoniques

Nous écrivons maintenant notre systéme sous forme J1—G1.51G7. Dans ce cas les opérateurs
J, G1 et G sont choisis indépendants des parameétres du systéme et donc indépendants des

variables d’espace. La formulation canonique est donnée par :

, 1 ko0
Gi=(1 —%),gf_<a>,sl_<_v D) (5.3.11)
0

€T

Le systéme étendu est donc défini par :

bil 0o 1 -2 el
f2 1= -1 0 0 e (5.3.12)
f3 —5% 0 0 es3

Avec la relation constitutive linéaire suivante :

ez \ kK 0 fo
<63>_<_v D><f3) (5.3.13

Avec
fi= 85%, fo=—e1, fy=-%
e1=pa, ex=—key, es3=wvps— D%’%{‘
Nous allons maintenant nous intéresser a la positivité de S. Pour cela nous décomposons
lopérateur S en une partie antisymétrique S, = %(S_ZS*) et partie symétrique S5 = %(SES*).

Ainsi il suffit de démontrer que la partie symétrique de 'opérateur S est définie positive.

Nous calculons S, = £(S1 4+ S7) c’est a dire :

=1
A (5.3.14)
7§U D
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La matrice S, est définie non négative si toutes les valeurs propres sont positives ou nulles.

Calculons ces valeurs propres ; elles sont solution de I’équation :
(2k —\)(2D —\) —v? =0 (5.3.15)

Pour que les solutions soient définies positives, il faut donc que :

1. k+D>0

2. 4kD — 12 >0

Les paramétres étant tous positifs, la premiére condition est satisfaite. La seconde condi-
tion correspond & la condition établie dans le Cas A. Une fois cette condition satisfaite, il est
possible de définir les variables de port a la frontiére en appliquant la paramétrisation de la

section 5.2. Pour cela nous définissons. :

Pi=0, Gi=(0 -1), R=0 Go=(10) (5.3.16)

et en déduisons la matrice symétrique non singuliére )

0 0 —1
Q=P=] 0 0 0 (5.3.17)
-10 0

La matrice P n’est pas de rang plein, il est donc nécessaire de faire une projection. Les

variables de port sont définies par :

1 [ Q1 -Q Mz 0
feo \ _ 1 [ @1 —@ o ep (5.3.18)
€e.d V2\ 1 T 0 M, €a
est une base d’image de P et a laide des relations @1 = MT@M,

Mg = (MTM)=* M7 nous obtenons :

Q1=M"QM = ( 0t ) (5.3.19)
1 0

Mo 100 (5.3.20)
Q 00 1 o

A partir de I’équation (5.3.18) , nous obtenons les variables de port a la frontiére :

et :
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pa(b)
00 -1001 —kpa(b)
feo \ 1| -1 0 100 vpa(b) — D%4(b)
( €ed ) V210 100 oala) (5.3.21)
0 0 00 1 —kpal(a)
wpaa) - D%A (@
Soit :
D%Lf(b) —vpa(b) +vpa(a) — aL(@)
fea 1 _pA( )+PA(CL)
0 ) V2 5.3.22
( Ce.d ) V2 pa(b) + pala (5.3.22)

)
_D%(M +wvpa(b) +vpala) — D%’%‘(a)
Comme pour le cas non canonique, nous choisissons les conditions de Danckwerts 28| [73]

comme une combinaison linéaire des variables de port aux frontiéres, soit :

ue [ vrala) - D% (a) _w [ feo (5.3.23)
D%’%(b) €e,0 o

Nous en déduisons que :

1 0 0 1
W= x/i( R ) (5.3.24)
2 2 2 T2
et
. ( 0 0 >
wew?T =2 . >0 (5.3.25)
v

Nous concluons que, si la condition (5.3.11) est satisfaite, induisant la coercivité de S, le
systéme (5.3.1) avec les variables de commande a la frontiére définies par (5.3.23) définit un

systéme commandé a la frontiére.

5.4 Représentation linéarisée

Dans cette section, nous considérons le réacteur tubulaire non isotherme en vision entro-
pique défini dans le Chapitre (1) linéarisé autour d'un profil d’équilibre (T4, pa,, pB,). Les

variables intensives w! = (%, — G, =58 sont considérées comme étant les variables d’effort.

Le modéle du réacteur tubulaire linéarisé est donnée sous la forme matricielle suivante (cf

Annexe .2) :

&z 0 ! @ !
o Ow
il K IR Bl F=2 +ar | wy (5.4.1)

ow
w3 S w3



124 5. PROBLEME DE COMMANDE A LA FRONTIERE

oil z est le vecteur des variables d’état (h, pa, pg)’ et les matrices,

o az asz B1 B2 B3 0 0
a=| a4 a5 0 B=1| B2 Bs 0 ar=| ap ar, O (5.4.2)
ag 0 ar Bz 0 PBs —aRr, —ag, 0

étant définies suite & la linéarisation du systéme et explicitées dans la Table 1 en annexe.
Il est important de noter que les matrices «,3,a.g sont des matrices dépendant de variable

d’espace .

5.5 [Existence de solutions pour le modéle linéarisé

Nous écrivons notre systéme sous forme J; — G1.51G] en considérant J; = 0. Dans notre

cas on considére :

I 0
91:(13 —Igai),gf:<138 ),51=<O”; ;’) (5.5.1)

39z

C’est a dire on étend le systéme de la maniére suivante :

fi 0 Iy —I32 e1
fo | = —I3 03 O3 ) (5.5.2)
I3 —I32 03 03 es
ot 03, I3 € R3*3 Avec
0z
i = %
f2 = —a
Odey
s =~
el = W
€2 = OQORwW
Ow
e3 = aw— B%

Il reste a démontrer que S; + ST est semi définie non négative. S; + ST est définie par :

(5.5.3)

ar+ak ol
Sl—s—Sf:( TR >

—a B+

Pour cela il suffit que pour tout z la condition S(z)-+S(x)* > 0 soit satisfaite. Etant donnée
la complexité de 'expression de « et 8 comme fonction des paramétres physiques du systéme
(couplages et linéarisation), il est malheureusement impossible de déduire de ces contraintes

des conditions sur les paramétres physiques du systéme. Il est cependant possible de vérifier
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numériquement que cette condition est satisfaite pour un jeu de paramétres donné. Un fois
cette condition satisfaite nous pouvons définir les variables de port & la frontiére utilisables
pour la commande. On utilise pour cela la paramétrisation issue des notations (5.2.1)(5.2.2),

soit :

Pi=0, Gi=(05 ~I; ), R=05 Go=(1I 0) (5.5.4)

Ce qui permet de définir :

03 03 —1I3
P=1| 05 05 03 (5.5.5)
—1I3 03 Oz

La matrice P n’est pas de rang plein, les variables de port sont donc définies par :

fro ) 1 Q1 -0y My 0 o
(fe,a>_\/§<l I )( 0 M@)(ea> (5.5.6)

03 I
ot Q1 = MTQM, M@ = (MTM)*MT avec M = | 05 03 | quiest une base d'image
I3 Og
de 15, soit :
~ ~ 03 —I.
Q=MQu={ > 7 (5.5.7)
—Is 03
et
03 03 I
Mg=|( * 7% ° (5.5.8)
Is 03 03

A partir de la définition (5.5.6), nous obtenons donc comme variables de port a la frontiére :

w(b)
—Is 03 03 I3 03 O3 aRw(b)
( fro > 1 03 03 —Is 03 03 I3 aw(b) —/B%(b)
=— (5.5.9)
Jed V2 03 03 I3 03 03 I3 w(a)
I3 03 03 I3 03 03 arpw(a)
aw(a) — 8% (a)
ou encore :
—w(b) +w(a)
fro\ 1 B%(b) —aw(b) + aw(a) — Bg—?(a)
b : , (5.5.10)
fed V2 | —B22(b) + aw(b) + aw(a) — BLL(a)

w(b) +w(a)
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En choisissant comme dans la section précédente des conditions frontiéres conformes aux
conditions de Danckwerts (qui consistent & imposer le flux d’entrée du réacteur aw — g—? et

a imposer un gradient de flux en sortie égal a zéro), il vient :

{um = aw(a) - S3%(a)
0 = B%0)

fro
fe,6

03 iI3 i3 0
W:\/§< Pz 2w 3) (5.5.11)

En utilisant la notation v = W ( ), cela revient a définir :

2 2 2
et donc
03 0
wswl =2 2 (5.5.12)
03 «

La condition suffisante d’existence de solutions est donc associée a la positivité de a et de

S + 5% soit :
T _
aR+aR aT >0, a>0
—a B+ p

Dans des cas simplifiés ces deux conditions peuvent étre vérifiées algébriquement mais elles

nécessitent dans le cas général une validation numérique.

5.6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre nous avons proposé une étude préliminaire d’existence de solutions pour
les réacteurs tubulaires commandés a la frontiére. Dans un premier temps nous nous sommes
intéressé au réacteur tubulaire isotherme modélisé sous forme hamiltonienne avec dissipation.
La paramétrisation des conditions frontiére pour ce systéme linéaire permet de montrer que
sous certaines conditions, la solution de 'EDP associée existe et satisfait certaines propriétés
de contraction. Ces conditions peuvent étre dérivées dans le cas oil les paramétres dépendent
des variables de 'espace en utilisant une paramétrisation canonique. C’est cette paramétrisa-
tion que nous avons utilisons pour le systéme complet linéarisé. On montre que I'existence de
solution est dans ce cas associée & une condition de positivité matricielle qui ne peut dans le
cas général étre vérifiée que numériquement. L’étude de la positivité en fonction de la valeur

des paramétres physiques reste un probléme ouvert.



Chapitre 6

Conclusion

6.1 Conclusion générale

Cette thése porte sur les sujets de la représentation et de la commande stabilisante des
réacteurs tubulaires monophasiques a 1’aide des propriétés issues de la thermodynamique
irréversible. C’est donc un sujet pluridisciplinaire liant automatique, thermodynamique et
génie des procédés.

Dans le premier chapitre nous proposons deux représentations du modéle de réacteur
tubulaire :

— une premiére basée sur la représentation implicite de ’énergie interne ;

— une seconde basée sur la représentation implicite de I’entropie. Cette seconde approche

correspond a 'approche utilisée en génie des procédés.
Ces deux approches basées sur I'équation de Gibbs font apparaitre des couples de variables
conjuguées dont le produit donne une énergie ou une entropie respectivement. Cette structure
particuliére n’est en général pas utilisée en génie des procédés. Elle est trés utilisée dans la
modélisation Bond graph des systémes ou plus généralement dans la représentation hamilto-
nienne a port.

Nous avons aussi discuté le modéle d’interface aux frontiéres en entropie afin de déterminer
la production irréversible d’entropie due aux échanges du systéme avec son environnement
extérieur, c’est-a-dire aux frontiéres du réacteur.

Dans le second chapitre nous avons défini a partir de la représentation entropique deux
fonctions thermodynamiques, la disponibilité A et la disponibilité réduite A, qui sont des fonc-
tions définies positives et semi-définies positives respectivement. La positivité de ces fonctions
découle de la concavité de 'entropie. Nous avons discuté des propriétés de ces fonctions et en
particulier de leur propriété de convexité ainsi que du sous espace sur lequel elles s’annulent.

Dans le troisiéme chapitre nous avons utilisé ces deux fonctions pour synthétiser cinq lois
de commande stabilisantes distribuées du modéle du réacteur tubulaire vers un profil d’équi-

libre en utilisant la température de la double enveloppe comme variable de commande. Les
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deux premiéres lois imposent respectivement & la dérivée temporelle de la disponibilité d’étre
égale a un terme quadratique en 1’état défini négatif et & 'opposé de la disponibilité. Nous
avons effectué des simulations de ces lois de commande. Les lois de commande stabilisantes
construites & partir de la disponibilité thermodynamique fonctionnent bien au prix de trés
hautes températures de la double enveloppe. L’utilisation de la fonction de disponibilité ré-
duite léve cet inconvénient au prix d’une hypothése supplémentaire sur les profils stationnaires
du modeéle afin d’assurer la stabilité asymptotique. Les simulations montrent ’efficacité de ces
stratégies de commande méme en présence de perturbation. Nous avons aussi proposé une loi
de commande pratique ou la variable de commande est uniforme dans ’espace en utilisant la
disponibilité réduite. Cette commande stabilise asymptotiquement et globalement le réacteur
tubulaire vers le profil d’équilibre désiré.

Dans le quatriéme chapitre, nous revenons sur la représentation du réacteur tubulaire
et nous proposons une représentation hamiltonienne et une pseudo hamiltonienne en vision
entropique et énergétique dans le cas du modéle de réaction-diffusion. Ces deux représentations
peuvent étre utilisées pour la réduction spatiale ou la synthése de commande.

Enfin nous terminons sur une discussion relative & ’analyse d’existence de solution dans
des réacteurs commandés a la frontiére. Nous discutons des différentes paramétrisations de
Popérateur différentiel qui décrit le modéle. De ces paramétrisations nous avons dérivé les
variables de port & la frontiére qui assure 'existence des solutions. Cette premiére étude est
d’un intérét particulier pour le cas de I’étude d’un linéarisé du réacteur tubulaire avec les lois

non linéaires.

6.2 Perspective

Le probléme de commande des réacteurs tubulaires en utilisant des fonctions thermody-
namiques est un probléme complexe, en particulier en ce qui concerne le controle frontiére
que nous souhaitons approfondir. Le probléme de commande peut aussi étre abordé par le
biais des méthodes basées sur la passivité des systémes hamiltoniens a port. Dans cette thése
nous avons proposé une représentation hamiltonienne & port d’un systéme réaction diffusion.
La prise en compte de la convection dans un cadre trés général semble difficile mais dans le
cas traité dans cette thése, avec une vitesse de convection constante et uniforme, le probléme
semble plus facile car I’équation de Gibbs en dimension infinie se raméne & une équation plus
simple. Dans la thése nous avons considéré des variables d’effort et de flux thermodynamique.
Cependant, la convection est un phénoméne mécanique. Il serait donc intéressant de prendre
en compte la convection en considérant le bilan de quantité de mouvement.

Enfin, du point de vue numérique, nous avons utilisé un modéle discrétisé par une mé-
thode de différences finies, qui perd la structure originelle du systéme. La réduction spatiale
géométrique par une méthode par éléments finis mixtes structurés [64][65](41][16][41] pourra

étre utilisée afin d’envisager la synthése de lois de commande basées sur la passivité.
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Annexe

.1 Le modéle du réacteur réaction-diffusion

Nous établissons un modéle en dimension infinie du réacteur réaction-diffusion. Dans ce
modéle nous considérons les phénoménes suivants : la réaction, la diffusion et la conduction.
Il n’y a pas de phénoméne de convection dans ce modéle. Dans ’annexe, nous ne présentons

que le modéle dans la représentation entropique.

Les différents bilans pour la modélisation

1. bilans de matiére : Le bilan par espéce i (pour i = A, B) s’écrit :

pi 0 i s
8pt = —% (Fdis) + MZ‘VZ-’T’ (11)

2. bilan d’énergie : Le bilan s’écrit :

0 0 0
a(ph) = _%Fdhis - %Fchond + q(x, t) ('1'2)

Représentation entropique du réacteur tubulaire

La représentation entropique inclut le bilan d’énergie et les bilans de matiére par espéce.

oh OFn

g conv dis 1.
"ot ox oz ¢ (-1:3)
opa 8F£s

55 gy VAT (.1.4)
ops  OFE,

W = —W + vBr (15)

Les conditions aux frontiéres

Comme on n’a pas de flux de convection au sein du réacteur ni en entrée, nous faisons
I’hypothése que le réacteur est alimenté par transfert de matiére et de chaleur. Il n'y a que
I’espéce A a l’entrée du réacteur. On alimente le réacteur par les deux cotés, donc le réacteur

est symétrique.
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En considérant la continuité des différents flux (la masse et I’entropie) aux frontiéres , on

écrit la condition frontiére & gauche :

‘1)64— = Am(palo- — palo+) = (F£5)|0 (.1.6)
o = Am(pBlo- — pBlo+) = (Fiis)lo (-1.7)
o) = )+ O halz + B hpl. = (F, F}
totl0— = 0~ 0- als + 0- Bls = (Feond + Fgis)lo+ (.1.8)
avec Cbg, = M (Ty- —Ty+) ot * et * dépend du sens du flux matiére & x = 0. x et * représentent

0T ou 0~. Dans notre cas , nous avons des flux d’espéce A qui entre dans le réacteur et le flux

d’espéce B qui sort . Ainsi I’équation (.1.8) devient :

O+ & halg- + BF hplor (.1.9)

On a la méme condition frontiére & droite comme le réacteur est symétrique :

OF = Alpalps —pal-) = Filo- (-1.10)
P, = Mnlpslir —pBlr-) = Fisli- (.1.11)

q>?ot|L+ = (I)Iz++q)f+hA|L, +<I)f+hB|L+ (.1.12)
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.2 Le modéle linéarisé pour la commande frontiére

Le systéme non-isotherme linéarisé utilisé au chapitre 5 est basé sur le systéme en vi-
sion entropique proposé en chapitre 1. Nous avons linéarisé le systéme autour d’un profil
d’équilibre ( Tqg 04, OB, ) en considérant les variables intensives w’ = ( W Wy ws ) =

1 _pa  _EB i 6
( T 7 7 ) comme les variables d’état.
Nous linéarisons les lois constitutives terme par terme :

.2.1 Linéarisation du flux de conduction F" —AaT

cond ~

Nous notons les variables linéarisées avec une barre ; ainsi nous avons w = wy + ew Il suffit

s OT N _ 1.
de linéariser g - par rapport a wy = 7 :

T li orT i 0 1
= lim, = lim, D —
09 ~09¢ (w1, + ewr)
—  lim _7(51
B 0wy, + e )?
-1
Wi,
Nous avons donc %Z = —6(Td)2 Tg %“’1 et le flux de conduction s’écrit :
T 8(Td)2 Oun
n T2
cond ~ A O )‘ a (.2.2)

.2.2 Linéarisation des flux convectifs F', = 6;v

Pour le terme convectif, il faut linéariser #4 par rapport aux variables d’efforts :

Rappel : nous avons la relation p; = ud(T) + RTInb; avec p = cp,(T — Tref) + hires —
(cpzln( ) + Siref) , d’olt pour l'espéce A :

T
—wa =Cp,y — Saref + Wi(—CpaTref + haref) — Cpa n(T—) + RInb 4 (.2.3)

ref

1 1
(o _ T
donc 64 (omegay, omegas) = eR( w2—cptsarer—(cpyTref hAref)OJl"‘CpAln(wlTref ))

85;? =04 (wld + ewy,we, + EUJQ) %X
% — (de + 6(52) — Cpa T SAref + (CpATmf — hAref) (W1d + 6LJ1) + CpAln %
(W1d+EW1)TTef
= 0a(wi, + €1, wo, + ) (—‘*72 + (epaTres = hares)n +cp, ﬁf;ﬁ)
Ainsi nous obtenons
) 004 - HAd
lime_s =0y = (UJQ + hAdwl) (.2.4)

e
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Les flux convectifs linéarisés sont donnés par :

04
FcAonv = _pv?(ué + hAdwl) ( 9 5)
F£nv = —/)U 7 (w3 + thwl)
.2.3 Linéarisation des flux de dispersion Fi_ = —D% = —Dp%

@ par rapport aux variables d’efforts. Nous

Pour le terme dispersif nous linéarisons
rappelons que 04 = ——(wg + ha,wn)

Nous avons :

O0r 0 (Oahay) ) Oaha,ds1_ 0 (Oa\ . wem o
ox Ox R R O0x Ox\ R R Ox -
Nous obtenons :
F(és = % 89A('§ihAd J: +9AdhAd 88‘::)31 + Owd w2 +0Ad oz ( )
2.7
00p .h _ o )
F£S = % ngBd +93dh3d6 I 8xdw3+93d%x3
.2.4 Linéarisation de F" = pv(0sha + 0php) et Fi = Fi ha+ FZ hp
Pour linéariser le flux d’enthalpie, nous commengons par linéariser h;(w;) = cpi(wi1 -
Tref) + hiref
Oh; 0 1
li € = U € a '_7__,117" hir&
(Me=0 Oe o ﬁ086(%1( w1, + e ef) + )
li w1
= —c, liMeyg—-—=
pittle=0 (w1, + ewy)?
_ c
= h; = };1 w] = CpiTg(.Jl (28)
wld
Nous avons :
0 0 - - _ _
e Fconv = pv&((QAd + EQA)(hAd + EhA) + (9}3d + 693)(h3d + ehB)) (.2.9)
Nous avons donc :
P _ _ o _ _
E(GACI + GQA)(hAd + EhA) = 20phpe+ (GAdhA + hAdeA)
9 _ _
llmeﬁoa (GAd —+ EGA)(hAd + EhA) = eAdhA + hAdGA

Ainsi :

Ely = po(0a,ha +ha,04 + 05,h5 + hp,05)

En remplagant les termes linéarisés, nous obtenons :
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hidaAd h‘QBdeBd — h’AdeAd = theBd J-
R R TR e

Fc,zmv = _pU(CPde2 + w3 (210)

avec cp, = Cp,04, + cpz0B,.

Le flux dispersif d’enthalpie s’écrit :

004 00

Fc?is = chl4ishA + chshB = —DpaimhA — DpaThB
0 0 (004, + €l4) - 0(0p, + €0p) -
— ' — _Dp— | 224 - L h 3 7Ba T PPB/ pe h
el = Do (AT i)+ XL 1 i)
Nous avons :
0 ,0(04, +€ly) - 0 004 - o 004 004,
&(781* (ha, +€ha)) = E(%h‘“ +(hAd%+ 3 ha)e+ ...)
) 9,004, + €a) - _ 004 004, -
llme_ﬂ)&(T(hAd"_ﬁhA)) = hAd%+ 893 hA
Ainsi :
— 00y 004, - 00p  00p, -
Fh‘ - _D YrA d YY5 d
dis plha, ox + ox haths, ox + ox )
(.2.11)
En remplagant les termes linéarisés :
— ha, Oha, 04 hp, Ohp,0p 004 00p _
h _ vAd d”Ad Bg a’bBd 2 d d
Fais = Dp( R Ox + R ox T (e, ox + p oz )>w1
Dpha, 004, - Dphp, 00p, _
TR TR e
Dp, , 9 Owy  Dpha,0a,000 Dphp,0p, 0ws
—(h% 0 hs 0p,)— 4 _d - 4_—d __° 2,12
—'—R(AdAd+ BdBd)3x+ R Ox R Oz ( )
.2.4.1 Linéarisation de la réaction
Nous rappelons la cinétique de réaction modélisée par la loi d’Arrhenius :
0 0
r= kopM—’Ze_% = kgpM—ie_%wl (.2.13)
or . k‘op 0 ~ _E(wl +ewn)
de MAae((eAd+€0A)e e )

i 7 ) ., E
— P (fae ) 4 (0, + e Rt ()

Ainsi nous obtenons :
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kop , - E
r= ML:)(@Ae*%“”d - EwleAde*%wld) (.2.14)
Avec 97,4 = —GA%(LJQ + hAdel) et rqg = kop%ef%wld
_ Td _ Td _
r= —E(hAd + E)uw — 22 (.2.15)

.2.4.2 Le modéle linéarisé

Avec tous les lois constitutives linéarisé, nous écrivons donc le systéme linéarisé sous forme

matricielle ci-dessous :

d a w1 r&r w1

Z _ Oow

dt Oz N gxz AR | w2 (:2.16)
w3 o w3

2z est le vecteur de variables d’état (h, pa, pB)7,

ol
ap o o3 B1 B2 B3 0 0

a=1 a as 0 B=| B2 Bs O ar=| ar, agr, O (.2.17)
ag 0 ar Bz 0 PBs —QR, —OQR,

TABLE 1 — Coefficients du modéle linéarisé

a(T7) 2 hAd29Ad thZGBd poha 04y Dphay 994,

ar A or P”(CDpd,Td ;‘0 e ey Aol Qz - R
punB,vB, Ph,; OVB, ponA,bA, Dp o

as B R + R ox ayq _T'f'ﬁ%(h/\de/;d)
piay | Dp 90, pvhp,08, | Dp 9

T I a6 & T & oz ("BabB,)
Pr5q 4 Dp 975 2 _ Dpep 2 2

a7 TR + "R Ox 51 _)\ch - ﬁ(hAd 9Ad + th (gBd)

ﬁZ _DphAdgAd ﬁ3 _DptheBd
Dpf 5 Dpbp

64 R < 55 _Td

or, H(ha, + E) R, H

00 a0
n Dp(hAd%(hAdeAd) + tha%g(theBd) + Td2(CpA aid +Cpp aid )

Les matrices «,3,ap sont des matrices constantes dépendant de variable d’espace x.
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.3 Transparent de soutenance

Approche thermodynamique pour la commande d'un systeme non linéaire
de dimension infinie : application a un réacteur tubulaire

Directeurs de these : M. Francoise Couenne , M. Yann Le Gorrec et M. Boussad
Hamroun

Weijun ZHOU

Laboratoire d’Automatique et de Génie des Procédés, UMR CNRS 5007
Université Claude Bernard Lyon |
Villeurbanne, France

22 Juin 2015

Weijun ZHOU (LAGEP, UCBL) Soutenance de thése 22 Juin 2015 1/42

Contexte

Réacteur tubulaire

® des tubes dont la longueur peut atteindre jusqu'a plusieurs dizaines de métres
® 3 l'intérieur desquelles ont lieu des réactions

Figure: Un réacteur tubulaire(http://www.bachiller.com)

Weijun ZHOU (LAGEP, UCBL) Soutenance de these 22 Juin 2015 2/42



146 BIBLIOGRAPHIE

Contexte

Commande des réacteurs

e Sécurité du réacteur

e Qualité des produits

Représentation du réacteur tubulaire

e convection, dispersion, réaction

e représenté par des équations aux dérivées partielles non-linéaires

T“Alimentation -« 4 Température de la double enveloppe

( ) Débit { )) Dispersion (()) O
$ | ———F—||5 Convection
Concentration \\ Réaction

Evacuation

o
Recupération

Figure: Représentation du réacteur tubulaire

Weijun ZHOU (LAGEP, UCBL) Soutenance de thése 22 Juin 2015 3 /42

Motivation et résultats existants

Combinaison des propriétés thermodynamiques avec la structure
géométrique du modele du réacteur tubulaire pour la synthese de
commande

| .

Résultats existants
e Commande non-linéaire thermodynamique en dimension finie

Commande stabilisante du RPAC [Hoang, 2009] en utilisant |a
disponibilité thermodynamique [Alonso and Ydstie, 2001]

e Représentation hamiltonienne a port

Pour les systemes a parameétres distribués par la structure de Stokes-Dirac
[Maschke and Van der Schaft, 2005][Le Gorrec et al., 2006].

V.

Points abordés dans la these

e Commande basée sur des fonctions de Lyapunov issues de la thermodynamique
sur des représentations thermodynamiques du réacteur tubulaire

e Représentation Hamiltonienne a port d'un systéme réaction-diffusion

nop-isotherme
Weijun ZHOU (LAGEP, UCBL) Soutenance de these 22 Juin 2015 4 /42
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Plan de la présentation

© Modélisation d'un réacteur tubulaire

© La disponibilité thermodynamique

© Commande stabilisante distribuée du réacteur tubulaire

O Représentation hamiltonienne a port

© Conclusion et Perspectives

Weijun ZHOU (LAGEP, UCBL) Soutenance de thése 22 Juin 2015

Modélisation d’un réacteur tubulaire

Modélisation d’un réacteur tubulaire

Rappels de thermodynamique

Représentation entropique

Représentation énergétique
Conditions frontieres

Weijun ZHOU (LAGEP, UCBL) Soutenance de these 22 Juin 2015 6 /42
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Modélisation d’un réacteur tubulaire

Rappels de thermodynamique

L’équation de Gibbs a I’équilibre

di = w'd2 = Td§ — Pd(}) + pid0; + ... + 11, d0,

L’hypothese d’équilibre local pour les systemes hors équilibre

Les relations locales et instantanées d'un systeme sont les mémes que celles d'un
systeme a I'équilibre thermodynamique.

L’équation de Gibbs en dimension infinie (cas ol la concentration p est constante

Représentation énergétique

Du
Dt

T Dz

=w'Zouvw’ =(T i .. pn)z' =( pi -~ pn)’

Représentation entropique

Ds __ T Dz .~ T _ (1 i )% T __ .

Dt — w Dt ou w = (T — ?l — T"), z = (U Pi ... pn)
D _ 9 el Arivé L

avec 5; = 5; T Vg la dérivée matérielle

Weijun ZHOU (LAGEP, UCBL) Soutenance de thése 22 Juin 2015 7 /42

Modélisation d’un réacteur tubulaire

Les hypotheses et les lois constitutives

e La solution est monophasique (phase liquide)

e La pression P est constante.

e La concentration massique totale p est constante.

e La vitesse de convection v est constante et égale a la vitesse d'alimentation

e Les conditions aux frontieres sont données par des continuités de flux.

Les lois constitutives

e Le flux convectif massique de I'espece i, noté F..,, : Fl,, = vpi
e Le flux dispersif massique F,, = —Dp%
e Le flux de dispersion thermique noté Feong : Ffond = f)\g—z

e ['échange de chaleur distribué avec la double enveloppe:
q(x,t) = C(Tj(x,t) — T(x,t)) ou Tj(x,t) est la température de la double
enveloppe.

e La réaction du premier ordre de type : v4A — vgB avec une cinétique de réaction
modélisée par la loi d'Arrhenius

Weijun ZHOU (LAGEP, UCBL) Soutenance de these 22 Juin 2015 8 /42
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Modélisation d’un réacteur tubulaire

Représentation entropique du réacteur tubulaire

ah aFchonv 8I::ond 8F07,5

ot 9x  ox  Ox ta (1)
dpa  OFL, OF

ot T ax ax (2)
8103 _ aF(f)nv 8F£s

ot 0x  Ox tver (3)

avec Fl,,, = S0 Flon hi, Flio = S°1 Flishi, hi I'enthalpie spécifique de I'espece i

Représentation entropique sous forme vectorielle avec z7 = (h PA pB)

0z 0
5 = —aF(z,x, t) + R(z,x,t) + gq(z, x, t) (4)

F est le vecteur de flux total (dispersion et convection).
R est le vecteur de la réaction.

g’ =(1 0 0), g estle vecteur d'échange thermique avec la double enveloppe.

Weijun ZHOU (LAGEP, UCBL)

Modélisation d’un réacteur tubulaire
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Représentation énergétique du réacteur tubulaire

9s _ _OFn OFen 9F5 g

at Ox Ox ox T tos (5)
apA _ 8Fé)nv aFj’\S
ot T ax ox T (6)
ops _ OFE, OF%
ot Ox Ox el (7)

avec Fo,n, = D1 Flonvsi, Fiis = D1 Fiisi, si I'entropie spécifique de |'espece i

1 0T 1_ OT

1 1 1 s 1 O
s — - T =) T = iMi i - o= Fisi_i is v~ 4! cond o
os = a5 T,-) TZI,ZIN it TZI,:1 ®ox T ®ox T " ox (8)
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Modélisation d’un réacteur tubulaire

Les conditions a la frontiere en vision entropique

Les hypotheses sur les conditions frontiéres

Il n'y a que I'espéce A a I'entrée du réacteur convectée a la méme vitesse que
dans le réacteur.
Il n'y a pas de dispersion thermique a I'extérieur du réacteur.

A la sortie, le réacteur est ouvert a la dispersion et a la dispersion thermique.

A I'entrée

VPA;, = Fmo— = (ch}s + FCA;NW)|OJr (9)
0= Fif|0* = (Fdi + Fc?:onv)|0Jr (10)
FiZ'O* - (ths + Fchonv)loJr (11)
En sortie :
File = 0, (12)
F£S|L =0 (13)

11/ 42
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La disponibilité thermodynamique

Les fonctions de disponibilité thermodynamique

e Fonction de la disponibilité
e Fonction de la disponibilité réduite
e Quelques résultats de simulation
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La disponibilité thermodynamique

La disponibilité thermodynamique en vision entropique

I'entropie s

T

e Par définition s = w' z avec z le vecteur des variables extensives, w(z) celui des

variables intensives.

e L'entropie est une fonction concave par rapport a z (second principe)

La disponibilité a est I'écart entre I'hyperplan tangent a sen z=2z5 et s

a(z) = s(zq) + WdT(Z —z4) —s(z) = —w'z= —(w — Wd)TZ (15)J

s(z)
— s(zq)+wi(z-24)
—s(2)

$a(z,zd)
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La disponibilité thermodynamique

La disponibilité thermodynamique en dimension infinie

L'entropie n'est pas strictement concave (mélange monophasique)

= Une contrainte sur les variables d'états extensives est nécessaire pour la
rendre strictement concave [Alonso and Ydstie, 2001].

Nous proposons que p = pa + pp est constante.

Propriétés

Si I'entropie s est strictement concave alors
1 a est strictement convexe
2 a(z) >0, z# z4
3a(z)=0, z=124

La fonction de disponibilité est une fonction de Lyapunov candidate pour la
synthése de commande.
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La disponibilité thermodynamique

La disponibilité thermodynamique réduite a,

La fonction de disponibilité se décompose en deux parties :

—W,Tz —~lz
~ = ~—
a(z) = —wW'z=a,(2)+an(2)

A partir de la décomposition de la variable intensive w;

w; = —? = (? — ?d)(CpA Tref — hAref) + CPA In(?d) + R/n(@,) (16)

Wi,

Wy,

e La contribution thermique a,(z) : la disponibilité réduite

e La contribution due au mélange an,(z)

1 1

1i_ 1
T T, T T,
T
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La disponibilité thermodynamique

Les propriétés de la disponibilité réduite

Propriétés
1 a, est convexe
2 a(z)>0, T#Ty
3a(z)=0, T=Ty4

a, s'annule sur le sous espace de |'espace d’'état défini par:

T =Ty h+ (cpu(Trer — Ta) — ha)pa+ (pp(Trer — Ta) — hB,.)ps =0

Propriétés
Si a toute température T stationnaire a I'intérieur du réacteur tubulaire correspond
une seule répartition des concentrations pa,ppg alors

1 a, est strictement convexe

2 a(z) >0, z# z4

3a(z)=0,z=2z

W

a, est une fonction de Lyapunov candidate pour la_synthése de commande,
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La disponibilité thermodynamique

Quelques résultats de simulation

Ex

Zd

Fonction de la disponibilité Iocale_SJ/KL
8§ - 8888 8 ¢

périence : échelon uniforme de T; = 350K a T; = 370K
correspond au profil stationnaire a T; = 370K.

g

»
g

]

g

8

g

=3

Fonction de la disponibilité locale réduit (J/K)

-]

A -
m\v//{(os 08
o Mz

X(m) il Temps (s) X(m) S Temps (s)
(a) La disponibilité (b) La disponibilité réduite
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Commande stabilisante distribuée du réacteur tubulaire

Commande stabilisante distribuée

e Commande stabilisante avec la disponibilité

e Commande stabilisante avec la disponibilité réduite

Approche pratique de la commande distribuée
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Commande stabilisante distribuée du réacteur tubulaire

Commande stabilisante avec la disponibilité

ﬁ_ﬂAllmentatlon wee | Température de la double enveloppe

Deblt Dispersion
Convection
Concentratmn Réaction

Objectif : Stabiliser le systeme % = —%F +R+gqg z=(h pa pB)"
vers un profil d’équilibre
e En utilisant la température de double enveloppe comme variable de
commande distribuée
e Les conditions frontiére restent fixes

Probleme de synthése 1 :
Trouver g(x) telle que A en boucle fermée satisfait

dAz) _ £ fo dx_f0 WT(R+gq)+ w9 )dx = — fOLETKEdX

dt

Avec z = z — z4, K est une matrice définie positive
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Commande stabilisante distribuée du réacteur tubulaire

Proposition 1

Considérons le systeme : 0,z = —0xF + R + gq sous les hypothéses énoncées
précédemment alors avec la commande

q(x,t) = ng—F —WTR+2"Kz |t (18)
X

le systeme en boucle fermée converge asymptotiquement vers le profil d'équilibre
désiré.

La variable de commande Tj; est déduite par g = C(T — Tj;) pour proposition |
Probleme de syntheése 2 :
Trouver q(x) telle que A en boucle fermée satisfait

dt = dt fo dX = fo T(R =+ gq) + WTaF)dX = — fOL Ksa(z)dx
Avec K; >0

= Proposition 2 : Convergence asymptotique vers le profil d'équilibre désiré du
systeme
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Commande stabilisante distribuée du réacteur tubulaire

Résultats de simulation : Proposition 1

Amélioration du temps de réponse de 250s en BO a 100s en BF

Ki(x,t) Ol oly
Ky(x,t —X — X —
K= 0ly % Oly L Ki(x,t) = Sexp” 2 + Svt(l — exp 2), AVEC 5 — 6000
Ky (x,t)
Oly 0ly —100

Erreur T-Tq (K)
Erreur T-T (k)

06

-08.
400

Temps (s)

T — T,4) en boucle ouverte
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Commande stabilisante distribuée du réacteur tubulaire

Résultats de simulation : Proposition 1

| 0.
" |

|
1400 Il o .
1200 ‘ |

Fonction de la disponibilité locale (JK “Tm-1)

7
/‘
"

Temps (s)

Temps ()

oy
]

(a) La commande T}, (b) a en boucle fermée

Figure
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Commande stabilisante distribuée du réacteur tubulaire

Le probleme de commande et sa solution

Probléeme de synthése 3 : Trouver g(x) telle que A, en boucle fermée satisfait

Pel2) = 4 [Fa(z)dx = [y (—0 T (R+gq) + W, " 2E)dx = — [ 2T Kzdx

Avec Z = z — z4, K est une matrice définie positive

Proposition 3

Considérons le systeme : 0;z = —0xF + R + gq sous les hypotheses énoncées
précédemment alors avec la commande

q(x,t) = |w. L — i, "R+ 2TKz|wj !

le systeme en boucle fermée converge asymptotiquement vers le profil d'équilibre
désiré.

Probleme de synthése 4 : Trouver g(x) telle que A, en boucle fermée satisfait
dA(;EZ) =— fOL Ksa,(z)dx

Avec K; > 0 = Proposition 4 : Convergence asymptotique vers le profil

d’'équilibre désiré.
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Commande stabilisante distribuée du réacteur tubulaire

Résultats de simulation : Proposition 3

Amélioration du temps de réponse de 60s avec T, contre 100s avec T}, , 6 = 350

e

N 06
o /ﬁ5

03

<
o

Temps (§) ) Temps s) )

(a) Erreur (T — Ty) (b) Erreur (g —0p,)

Figure
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Commande stabilisante distribuée du réacteur tubulaire

Résultats de simulation : Proposition 3

Amélioration d'amplitude de température de commande de 450K avec T;, contre
1500K avec Tj

N
%m\
9
. 2o
3
q | i 2180+
PN i )
F & 1004
H
. 8%y
o
o
<N :
I, 3 B
B0
20).\\ /ﬂﬂ E BN
a 03 L /09 1
I o 7
P -~ T 05
T 50\ w M
& 08 ] 02
; R >
emps ) ) Temps(s) )
(a) La commande Tj3 (b)-ar en-boucle fermée
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Commande stabilisante distribuée du réacteur tubulaire

Approche pratique : Commande uniforme

Probleme de synthése 5 : commande uniforme le long du réacteur.

Trouver g uniforme telle que A, en boucle fermée satisfait

M) — ([T dx)gq + [y (i TR+ w, T 2E)dx = — [ 2Kzdx

Avec K est une matrice définie positive

Proposition 5

Le systeme (4) en boucle fermée avec la loi de commande suivante pour T;
S T(x,t)+w, " SE —wi, T R+2K(2)2)dx
- C [if vimdx

asymptotiquement stable en zy. Avec K(z) une matrice définie positive de z.

(supposée uniforme): Tj (t)

est globalement
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Commande stabilisante distribuée du réacteur tubulaire

Approche pratique : Commande uniforme

Amélioration du temps de réponse de de 200s en BO a 60s en BF
0 = 1400

Erreur T-Tq (K)

X(m) x(m)
Temps (s)

(a) Erreur (T — Ty) (b) La commande T
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Commande stabilisante distribuée du réacteur tubulaire

Conclusion et perspective

o Commande basée sur fonction de Lyapunov
O La disponibilité thermodynamique
o la disponibilité thermodynamique réduite

Stabilisation a un profil d’équilibre

Diminution de temps de réponse
Commande uniforme

Rejet de perturbation sur des perturbations en entrée mais aussi en
d’'autres points

e Optimiser les gains des différentes commandes en respectant le
caractere bien-posé de la commande
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Représentation hamiltonienne a port

Représentation hamiltonienne a port

e Systeme hamiltonien a port pour les systémes thermodynamiques

e Application au systeme réaction-diffusion en représentation
énergétique
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Représentation hamiltonienne a port

Rappel : formulation hamiltonienne pour les systémes thermodynamiques

En dimension finie :

o Représentation pseudo hamiltonienne du modele du RPAC [Hoang, 2009]
e Matrices de structure dépendent des variables d'effort
e Décomposition d'opérateur en une partie symétrique et une partie
antisymétrique
e Systeme Hamiltonien a Port Irréversible (IPHS) RPAC [Ramirez, 2012]
e Matrices de structure pré multipliées par une fonction de modulation
dépendant des variables d'effort.

En dimension infinie :

e Représentation hamiltonienne a port pour un systéme isotherme (procédé
d’'adsorption) [Baaiu et al., 2009]

e Structure Stokes-Dirac

e Paramétrisation des conditions frontiére des réacteurs tubulaires isothermes
basée sur la représentation hamiltonienne a port [Le Gorrec et al., 2006]
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Représentation hamiltonienne a port

Structure Stokes-Dirac

Définition de structure Stokes-Dirac

Une structure de Stokes-Dirac D est un sous espace de P = F x £ maximalement
isotropique par rapport au produit symétrisé

<< (e1, h), (e, h) >>=< e|h >+ < elh > V(e,fi)eP (19)

soit : D = D+ avec D+ = {p EP| << p,p1 >>=0, Vp1 € D}

)

©

Dissipation ) { Accumulation

—

Port extérieur
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Représentation hamiltonienne a port

Forme canonique de la structure Stockes-Dirac : cas avec dissipation

Représentation : [Maschke and Van der Schaft, 2005]

oz OH
()-(5 8)(F)e(D)rmmim
—— ——

Te
e (fr,e) : variable de port lié a la dissipation
e G et son adjoint G* : opérateur relié a la variable dissipative

]

O
fr e
f fa
O O
O O
e €5
Hamiltonien
le] (o]
U
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Représentation hamiltonienne a port

Systeme irréversible

Représentation en vision énergétique :

gz J G G, o B
e | = -G* 0 0 f, +1 0 |u (21)
e -G, 0 0 fs 0

Te

avec f, = Re,, foes + f,e, =0

O O =

Hamiltonien
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Représentation hamiltonienne a port

Systeme irréversible

le premier principe thermodynamique

dH bsHT ax bsHT -
Fal 5X at / (g —) Rg —d +/a b Budz — e} fy
N —
eT —eT —fr —yT
b T
+/ —(57) Go frdz (22)
 ——
el

Le produit de puissance associé s'écrit :

<elf>—<elfi>—<elfe >+ <ylu>+ <eplfg >,=0 (23)

=0

le deuxiéme principe thermodynamique

avec e, = T et f, = —o nous avons:
T T T
e fr=—e,fb=To e Re
{f,:Re, — 7= T >0 (24)
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Représentation hamiltonienne a port

Représentation hamiltonienne a port en vision énergétique

e L’hamiltonien : A

pateA = —6XF§}5 — Mavar
pOilp = —OxFE + Mgugr (25)
pO:s :_asz_%"‘U

Le choix des variables d'effort et de flux va découler des couples de variables apparaissant
dans le bilan intégral d'énergie :

d rL L
dt fo hdx - fOL 81—th
- fo (TpOes + > pnipd:0;) dx
Les couples de variables (flux, effort) conjugués de puissance suivants apparaissent
naturellement :

(26)

Table: Couples flux-effort

Flux Efforts

Fa=p0:0a ea = pa
Fg = po:Ug es = B
Fs = pO:s es =T
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Représentation hamiltonienne a port

Représentation hamiltonienne a port en vision énergétique

En développant les calculs pour faire apparaitre les variables aux frontiéres nous obtenons

% foL hdx = foL (T (*axFS + % + 0) + pa (*@Fj}s — MAVAr) + us (*@Fﬁs + Mgugt
= [ (F0.T + Fildapin + FLeps) dx + [~ TF* — paFl — neFL];
A

+ fOL T (% —l—O) —(,LLAMAZ/A — ,LLBMBVB) rdx

fr er fa e

fa= FJ Ex= —0uua f5 =falor €5 =ealors

fs = FJ, Eg = —0wug f2="fslor e§=eslos

fo=F° Es=—0.T f§ = fs|0,L 65 = es‘O,L
fR =r Er - .A

fo € u y

fo,=—0a €,=T u=—% y=T

ng = —0OB egB—T

fos = —0s ess=1T

fo, = —o €s,=T
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Représentation hamiltonienne a port

Représentation hamiltonienne a port en vision énergétique

Table: Récapitulatif

Fa=p0tfa  ea = pa
Fg = poilg  ep = up
Fs = pO:s es =T

fr er
fA = F;\és Ep = *8><HA
fg = F, Eg = 0«8
fs = F° Es = —0xT
fR =r Er == .A
fo e
fUA = —ox €op = T Hamiltonien
fO'B = —0B €op = T o}
fﬂs = —0s g =T vy
fo, = —0r e, = T
fo )
A

2 = falo,L e% = ealo,L

faB = fB‘O,L ea = eB|07[_ . . . .
fs = fslo.L e = eslo,L Figure: Structure d'interconnexion pour un systéme
10 ,

u=—-49 y=T irréversible
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Représentation hamiltonienne a port

Représentation hamiltonienne a port en vision énergétique

i @)
e
ou E= (e’ T 7)), F=(f" ¢ el)

Je est un opérateur antisymétrique différentiel donné par:

J G G
je - _g* 0 0 (28)
-G,© 0 0
avec
J =03 (29)
—0x 0 0  —vaMa 0 0 0 o0
g= 0 —0Ox 0 vgMp ,Go = 0 0 0 0 (30)
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Représentation hamiltonienne a port

Représentation hamiltonienne a port en vision énergétique

Nous définissons les ensembles F et £ ainsi que le produit de puissance :

E F
<| vy ||| u|>=<E,F>p+<yu>p+<ebfy > —<ey fa > (31)
e fa

Proposition
Le sous-ensemble linéaire D C £ x F définie par:

F E B
D:{ u y EEXF|IF=JE+ | 032 |u,
) ) 051

_ _Ip* € _ I O3x3 Osxs
y = —[B* 01x3 01x5]E, < £ ) (o,L) = < 033 A Ose ) E|0,L} est une

structure de Stokes Dirac construite a partir du produit bilinéaire (31) avec

e |'opérateur antisymétrique Je,

e l'opérateur d'entrée B=( 0 0 -1 )T.
V.
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Représentation hamiltonienne a port

Conclusion

e Représentation hamiltonienne en vision énergétique du systeme
réaction diffusion avec un élément du type dissipation source pour
satisfaire le premier principe et le deuxieme principe

e Représentation hamiltonienne en vision entropique
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Conclusion et Perspectives

Conclusion générale

e Utilisation de la disponibilité et la disponibilité réduite pour
la synthese de commande distribuée pour le réacteur
tubulaire

e Représentation hamiltonienne a port pour des systemes
irréversibles non-isotherme en dimension infinie

Structure d’interconnexion reliant dissipation d’énergie
et production irréversible d’entropie
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Conclusion et Perspectives

Perspective

Commande stabilisante :

e Trouver un modele avec trois profils d'équilibre

e Définir une nouvelle fonction de Lyapunov a partir de a, et a,, (s'affranchir
des hypothéses d'unicité)

Représentation hamiltonienne a port du réacteur tubulaire :

e Prise en compte du phénomene de convection
e Réduction spatiale géométrique par une méthode par éléments finis mixtes
e Loi de commande passive

Probleme de commande a la frontiere :

e Paramétrisation des variables aux frontieres pour un réacteur tubulaire
isotherme assurant le caractere bien-posé du systeme =- Analyse sur le
linéarisé du modele dans le cas non isotherme
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