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HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Pb(Yb½Nb½)O�-PbTiO� : a model solid solution for the
study of the different polar orders
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������ ����� ��������� ��� ��� ������� ����� ������ ���������������� ��������� �� ������� ��
��� ��������� ����� ��� �� ������������� ��� ��������� ����������� �� ��� �������� ����
���� ���� ������� �� ����� ��������� ���� ������������
����� ����� � ���� �������� ������� ������� ���� ��� ������ ���� ������ �� �������� ��� ���� ��
������
�� �������� ����� ������ ������ �� ������ �������� ���� ����� �������� �� ����� ������ �� ���
���� �� ����� �� �� ������� ���� �������� ���� ����� � ���� �� ������ �� ��������� ������� �����
��������� ������ ������ �� ������� ����� ���� �� ��������� �� ��� ��������� �� ������
�� �������� ����� ��� ���� ���������� �������������� ������� �� ������ ������ ���� ���������
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�� ����� � ��������� ����������� ������ ������� ���� ��� �� ������� �� �������� ��� �������
����������� �� ����������� ���� ��� ������� �� ����� �� � ������ ���� ��� � ���� �� ������ ����� ��
������ �� �������
���� ������ �� �������� ������� �� ��������� ���������� �� �������� ������ �� �������� ��� ������
������� ����������� � �� ����� �� ��� ��� ���� ����� �������� ��� ������� ���� ���� �������������
�� �� ���� ��� ����� ���������� �� ��� �������� ���� ������� ���� �� ����� �� ����������� ��
����������� �� �����������
�� �������� ����� �������� ������� ������� ���� ��� ������������ ��� �� ���������� �� �� �����������
��� �� ��������� ���������� ��������� ���� ����� ���� ��� �������� �� ��������� ����� �� ���
������ ����� ��� ���� ������� ����������� ������ �� ������ ������� ���� ������� �������������

�



�

��������
�� �������� ���� �� ����� ����� � ��������� ������������� �� ���� ��� �������� �������� ��������
������� �� ������������ ����� ����� � ������� �������� ���� ��� ������� ����� ������ ��� ���
������������ �� ������ ��� ������������ ���� ����������� ������� ��� ������ ���� �� ����������
�� �������� ����� ������� �������� ������ �������� ������ �������� ������� ������� �����������
������� ������� ���������� ������ ������� �������� ������� ���� ������ �� ����� ������ �������
������� �� ��� ����������� �� ����� ����� �� �������� �� ������ ���� ������� �� ���� �� �� ������
���� ��������

�� ����� ����� � ��������� ���� ������� �� ������� ���������� �������� ����� ���� ��� �����������
�� ����� ����������� �� �������� ����������� ���� ��� ������� �� ��� �� ��� ����������� ���
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���� ������� ��������� ���� �� ����� ���� �� �������� ��� ����� ��� � �������� ���� ���
������� ������� ���� ���� ������� ���������� ������� ������� ����� ������� ������� ���� ����
���� �������� ������ ������ ������ ��������� ������ ������� �������� ����� �� �������� ���
�������
�� �������� ���� ���������������� ������� �������� ���� ����������������� �� ��� �������������
�� ��������� ��������� ���� ��� ������� ������������
�� ����� ����� ����� � ������ ���� �� ������� ���������� ���� �� �������� �������� �� ��
������� ��������� ���� ��� ������� ��������� �������������
���� �������� ������� ������� �������� ����� ����� �� �� �� �� ������ ���� ����� ���� �������
���� ���� ���� ��� ���� ����� ���������� ������� �� ������������ �� ��� ������� ������������ ����
��� ������� �������� ����� ���� ��� ���� �������
���� ����� �� ��� ���������� �� �������� ��������� ��������������� �������� ������ ����� ����
�� ������� ����� �� ���������� ������� ���� �� ���� �� �� ����� �� �� ����������� ���� �� �� ������
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�������� �������������� ������� �� ��� ��������� ��� ��� ���� ����������� ��� �������� ������
�������� ���� ��� �� ��� ������������ ������� ��� ���� ������ ������� ����������� �� ���� �����
�� �� ��� �������� �� ���� �������� ��� ������� ����� ���� ����� �� ��� ���������� �� �����
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��� ���� ����� �� �� �������� ����������� �� ��� ������ ���� ��������� ���� �� �� ��� ��������
�� ������� �� �������� �������� ������������ ���� ����� �� ��� ������������������� ����������
�������� ������� �� ��� �������� ����� �� ��� ������� ��� �� ��� ���� ���������� ���� ������� ��
��� ��������������� �� ������� ���������� ������������� ������� ���� ����� �� ��������� �������� ��
��� ����� ���� ����� ����� ����� ������� �� ����� �������� �������� �� ��������� ����� ��� �������
����������������� ������������ ��� ����� ���������� ������� ������� ��� �������� �� �������
���������� ����� ���������� �� ������� �� ����������� ���� ����������� ���� ����� ���� ��������
��������� �� ����� ������� ���� ����� ������������������ �������� ���� ��� ������� �� �� ���� ����
������������ ��� ��������� �� � ������ �� ���������� ���������� ����� ����������
����� ��� ����� ������������ � �������� ���� �� ����������� �������� ���� ������ ���� ��
����������� ��� ���� ��������� ������� �� � �������� ����� �� ��� ������ ���������� ��� ����
��������� ���� �������� ���� �� ����������� �� �������� �� �� ��� ����� ����������� ���������
�����������
��� ��������� ����� ��� ����� ��� ����� ����������� �� ���������� ���� ������� �� ��� �������
�� ��� ������ ���������� ������������ ��������� �� �������� ������� ��� �� �����1/3��2/3��3

�������� ��� ����� TB ∼ ����� �� ���� �� TB�� ��� ������ ���������� ��� � ������� �����
������� �� ��� � �������� ����� �� ���� �� TB�� ��� �������� ������ ���������� �������
�������� �� ����������� ��� ������� �� ������� �� � ����������� ����� �� ��� ����� ������������
���� �������������� ������ ���������� �� ����� ���������� ���� ����� ������������ �� ��� �����
����� ��� ������� ����� �� ��� ������ ���������� �� ���������� ���� ��� �������� �� ����� ��������



���� ����������� ���������� ��

������ ���� ��������� �������������� �� ��� ����� ���������� ������� ������� ���� ���� ��������� �� ���
����� ����� ������ ��� ���������� ������ �� ����2+

1/3�
5+
2/3��3 ������������ ��� �� ��� ���

����������� ������ ��� ����� ���������� ������� ������� �� ������ �� �5+ ���� ����� �� ��� �
���� ��� ��� ������ ���

�������� ������� ���� ���������� �� ������ ������������������������ ��� ��������� �� ������
��� ����������� ���������� �� ��� ������ ���������� ����� ���� ��� ������� �� ����� ��������
����� ��� ��� ����� ����������� ��� ������ �������� ��������� ���� �� ��������� ����� ������ ���
�������� ����� ��� ����� ������������������ ������� ��� �������� �� ���������� ��� ��� �������� ���
���������� �� ����� ������������
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�������������� ������������� ������������������ ������������� ��� �������� ��������� ��� ��� ����
����������� ������� �� ����������� ������ ��� ���� ���� �� ����������� ����� �� ����� ����
������������ ��� ����� ��������� ������� �� ��� ����� ������� �� ���������� ���������� ���� �� ���
���� ������ ������������ ��� ������ �����
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��� ����������� �� ������� ������� ���� �� ������������ �������� ���������� ������� ��� ����
�������� ���� ���� ��� ���� �������� ��������� �������� ���������� ������ ��� ����
����� ������������� ��������� ���� ���� ������ � ��� �� �������� ������� �� ��� ��������
���������� �� ��� ������ �������� �� �����������
���������������� ��������� ���� ���� ���� ���� ��� ������� ���������� ������� �� �������������
��������� ������� �� ��� ������� �� ���������� �� ���������������� ����������
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����� ���� ��� �������� �� ����������� ��������
��������������� ������� ����� ��� �������� ����� �� ��������������� ��������������� ������
���� ���� ��������� ������ ��������� �� ��� ������ �� ����������� ������� �� � ������
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������ ���� ������ ���������� ��������� �������� �� �����1/3��2/3��3 �������� ���� ����� ��� �����
����� � ������ ���� ����� �� ��� ����� ��� ����� ��� ����� ��� ������ ���������� ���������
�������� �� ���� ���� ����� ����� ������� ��������� ��������� �������� �� ��� ������
���������� ��������� �������� ��� ����� �� ��� ����� ����� ����� �����
��� ������� ����� �� ������ ���������� ���� �� ����������������������� �� ���������� ����
����� �������� ����� ������� ��� �������������� ������ ���������� ������ �� ���������� ����
��� �������� �� ����� ������������
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������������ �� ��������������������� ���� ������������ ������������� ��������� ��� ����
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������ �� ���������� ��� ������� ������ �������� �� �������� ���� ��������� ������������
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���� ��� ������� ���������� �� ����������� ������������ ���� ��������� ������� �������� �� ���
���� ����� �� ��� ����� ��������� ��� �� ��� ����� �� ������� ��������� �� �� �� ������� �� ����
����� �� ��� ������ ����� �������� ���������� ���� ���� ���������� ������������ ������ ���������
����������� ���� ��� �� ���
���� �� ��� ��������� ������������ �� ������ ���� �� ��������� �� ������� � ���� � ����������
�������� �� ��� ����������� �� ��������������� ���� ������������ ����������������� ��� �������������
������

��� ���������� ���������

��� ���� ������ ��������� ��� �������������� ������������� � ����������������� ��� �������� �����
����� �� ��� ���������� ��������� ���� ��� ������� ������� ���3 ����� � ��� � ��� ������� ���
� �� �� ����� ��������� ������ ���� ��� ���� �� ��������� ��� ����� ���������� ���� �� ����� ����
��������� �� ��� ������� �� ��� ����� ��������� �� ��� ������� ��� �������� �� ��� ������ �� ���
����� �������� �� ���������� ������ ��� ������ ���������� ��� ���������� ���� ���� ��� ���� ��
��������� �� �������� ��� ������ �� ��� ���� �� ���� ��� � ������� ��� �������� �� ��� ������� ��
��� �����
��� ���������� ��������� ��� ���� ����������� ������� ������� �� ��� ������������ ��� ��������� ��
������ ��� � ��� �� �������� �������� �������� �� ��� ��� �� �� �������� ����� �������� � ��� ��
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�������� ����������� ���������� �� ������� ��� ��������� �� ��� ��������� �� ������� ���������
�� ��� ����������� ������ t�

t =
rA + rX√
2(rB + rX)

����� r ��� ��� �������� ����� �����

��� ����������� ������ ��������� ��� �������� �� � �������� �������� ���3 �� ���� ���� ���
���������� ���������� �� t = 1� ��� ����� ����� ��� ���� ���� ��� ��������� ������ ��� ���� �����
�� ��� ���������� ���������� ���� t ������� ���� �� ��� ��������� ������� ���� ��� ���� �������
�� ���� ����� ��� ���������� ��������� ��� ������ ��������� �� ��� ��� �� ���������� �� ��� ���
��� �������� �������� ���� ���� �� � �������� ����������
���� ��� ���������� ��������� �� ���������� ����� �� � ����������� ��� ����� ��� ������� ���
�������� �� ��� ����� ��� �� ����� ���� �� ������� ������������� ��������� ��� ��� ��������� ��
��������� ���� � ����� ����� ���� ����������� �� ��� ����� ����������� ���� ���� ����� ����
�������� �� ��� ��� ���������� �� ��� ������� �� ������������������ ��� ���� ��������� ��� �����
����������� �� ��� �������������� �������� ������� ��� ������������� ����������� �� ��� ����
������� �� ����� ���� ��� ����� ������������

�� �������������� ��� ���������� ��������� ��� ����������� ���� �������� ������� �� ��� ����
���� ����� ������� �� �������� ����������� ����������� �� ��� ���������� �� ���� ����� ������ ��
������� �������� ������������ ���� ��������� ���� ��� �������� ������� ����������3 ����� ��
��� �� ��� �� ������� �� �������� ��������� ��� ����� �� ��� ���� �� � ������� �� ��� ����������
���������� �� ��� �������� �������� ��� �� ��� ����������� ���������� �� ��������� �� ����������

������������ ����� ��������� ���

�� ������� ��� ���������� �� �������� ���������� ���������� ����� ��������� ���� ���� ��������
������ ��� ����� �� ���� ����� ��������� ���� ���� �� ��� ��������� �� � ������������� �����
���� ����� ��� ���������� ��� ��������� ��� ������������ ����� �������� ������
��� ���� ������������ ����� �������� ��� ����������� �� ���� ���� �� �����3������3 �����
����� ��������� ���� ����� �������� ������� ��� ������������ ��� ���������� ������ �� ���
��� ����� ��������� ��� ����� �������������� �� ��������� �� ������ ������� �� ��� ��������
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����������� �������������
�� ��� ������������ ����� ��������� �� �������� �� � ������ �� ��� ���������������� ����������
� ����� ����������� �� ��� ���������� �������� ��� �� ��� ����������������� �������� �����
����� ��� ������ ���������� ������������ �� ����� ����� ��������� ���� ���� ����� ����� ��
������� �� ����������� �� ��� ���������� ��� ������������� ���������� �� ��� �������� ������� �
������������ ��� ���������� ����� ���� ����� ������������ ����� �������� �� ��������� ��
��� ��� ����� �������� ����� ������� ���� �� ����� ����� ���������� ��� ��� �� ������������
������������� ������������ ����� ���������� ���� ���������� �� ������������ �������� �����
��������� ����� �����1/3��2/3��3������3� �����1/3��2/3��3������3 �� �����1/2��1/2��3�
�����3�� ��������������3 ����� ��������� ���� ��������� � ������������ ������ �� ��������
������� ����� ������������ ����� ���������� ������� ���������� ��� ������������� ����������
���� ������ ���� ��� ���� �� ���� ��������� ���� ��� ������������ �� ���� ������� �������
��� ��������� ����� ��������� ����� ���1/2��1/2����3������3� ��� ������� ��������������� �����
�����1/3��2/3��3������3������3��

��� � ���� ���� ��� ����������� �� ��� ���������� ��� ���� ������� �� ���� ���� ��� ���
��������� �� ����������� �� ��� ��� ���������� �������� �� ������ ���� �� ��� ������������ �����
��������� �� ����� ��� ��������� �� � ���������� ����� �� ��� ������������ ����� �������� ��
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���� �������� ������� ��� ���� ��������� ������� ���� ���������� ��� �� �� ��� ���� ���
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��� ������ �� ������� ��� ���������� �������� ����������� ���������� ����������������� ������
������������� ����� ������� ����� ��� ������������ ���� �������� �� ���� ����������� �� ����
������ �� ��������� ��� ������ ����������� �� ���� ����������� ��� ��� ���� �������� �� ���
���������� �������� ��������� �� ���������� �� �� �������� ���� ����� ����������� ������� � ����
��� ������������ ���� � ���������� ��������� ����� ������� ���� �� ������� �������� ��������
���� �������������� ����� ������� �� �������� ����� ��� ���������
�� ������� ���� ���� �� ��� ������� ������ ����������� ��� ��� �� ���� ������������ ��������
��� ������������� ������� ����������� ��� ��� ���� ������ ������� � ���������� ���� � ������������
����� �� �� ��� ������ ������ ��� ����������� ���� ��� ��� ��� �� ���� ����������� �������
������ � ������ ���������� ���� �� ��� �� � �� �� ��� ����� ����� ���� ����������� �� ���
���������� ���� ��� �� �� ��� ��� ����� ������ �� � ����������� ����� ���� ���� ������������
������� �����1/2��1/2��3 �� ��� ���� �������� ������ ���������� ���� ���������� �������� ����
��� ���������������� �� ����� �� ��� ��� ����������� �� ����� ������� ��� �����������
�����1/2��1/2��3 ���������� ���� ���� �� ��� ����� ���� ������ ����� ���� � �� ������ ��������
����� ����� ��� ����������� ���� ��� �� �������� ������� ��� ����������� �����1/2��1/2��3 ��
��� ���� ��� ��� ����� ��� ���������� ����������� �� ������ ���� ����������� ��� ������� ����
��� ��� �� ����������� ���� ��� �� ���������� ������ �� �� ������� �� � ���������� ����� ��������
�� ���� ���������� ��� �� ����� ���� �����1/2��1/2��3 ��� � �������� �������� ���� ��� �����
������ ������������
�� ��� ����� ����� ���� �� ��� ���������� ����������� ������� � ��� ��������� ���� �� ���
���������� ������� �������� �� ���� ����� �� ����� ������� �������� ���� ����������� ��������
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��� ����� ����� �� � �������� �� ��� ������ ��� ��� ���� ���������� �� ��� � ������� �� ������� ��
��������� �� ��������� ��� ����������� ���� ���� ������ ��������� �� ������� ��� ����� ������ ����
���� ���� �� �� �������� ������� �� ��� �������� �� ���� ������������ ������� ����������� ���
����� ��� �3+ �� ������� ���� ��� �5+ ��������� ������ �� ��������� �� ����� ������ ������� � ��
�������� �� ���� ������������ ������� ����������� ���� ������������ ���������� �� ������� ���
��� ����� ����� �∼ ������� ��� �� ������ ��� �� �� ��� �� ������� ���� ������� ��� ���������
�� ����� ����� ��� ��� �� �� �������� ��������
��� ����� �� ��� ��� �� ��� ���������� �������� �� ��� ����������� ���������� ��� ���� ���������
�� ������� �� ��� ���������� ����������� ���� ��� ������������ ����� �� � ����� ����� �����������
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�������� �� ��� ��������� ����������� ������ ����� �� ����� ������ ��������� ���� ���� �����
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������������� ��������� ���� ���� ����� ����������� ���� ���� ������������ ���� ����� ��������
����� ��� ���� ����������� ������������ ������� ��� ���������� ��� ������� ����� ��� ��� ������
�������� ������ �������� ��������� ����� ��������� ��� ������� ���� ����������� �� ������� ����
���� ����������� ��������� ������� ���� ����� ����������� �� ���������� ���� � �����������
������ ��� ���� ����� ����� ������ �� ���� ���� �� ������� ���� � ����������� ������ ��� ����
����� ����� �� �������� ��������� ����������� ������ ��� �������� ���� ������� �� �����������

�� ��� ��� ���� ����������� ���������� ��� ����� ����������� ��� ��� ������������� ���������
�33 �� ���� ������������� ��������� ����� �� ��� ���������� ��� �������� �� ��������� �� �������
���� ��� ������������� ���������� ���� �� �������� ���� ��� ����� ����������� ���������� ����
���������� ������� ����� ���������� ��� ����������� ����� ����� ��� �� �� ����� �������
��������� ���� Tc� ���� ���� ��������� ���� �� ������� ������������� ���������� ������������� ����
��� ������������� �� ��� ����� ����� ���������� ��������� ��� ������� ��������� ����� �������
���� ��� ���� � ������� ��������� ����������� ������ ��� ��������� ������������� �������� ���
��� ������� ������� ����� ������������ ��� ������������� ���������� ��������� �� ��� ������
����� ��� ��� ���� �� �����������

�� ��� ���� �� ���� ��� ����� � �������� ���� � ����� ����������� ����� ���� �� ���������
����� ��������� �� ����� ��� �� ��� ���������� �� �����1/2��1/2��3 ���� ��� ������� ��������
������������� ���������� ��� � ���� ������ ����� ������������ �� ���� ������ �� ����� �� ���
�������� ����� ��������� �����1/2��1/2��3������3 ���������
�������� ������ �������� ���������� �� ������ �� ��������� ��� ����� ������ �������� ���� ����
�������� �� ���� ������������� ���������� ���������� �� ��� ���� ���������� ������ ���������
�� ���� ������ ������ ������������� ���������� d33 ���� ���� ��� �������� �� ��� ���������� ����
�������� ����� ������� �� ��������� ������� �� ��� ��� �� � ���� ������� ���������� ������
������������������� ��� ����� �������� ������ ���� �� ��������� �� ��� ��������� ��������

��� �����1/2��1/2��3������3 ��������

����� �� ���������� ���������� ������ �� �����1/2��1/2��3 ������ ��� ����� �������� ���� ���
��������� ������������� ���� �����3 ���� ���� �� �����������

����� �����1/2��1/2��3 �����

�����1/2��1/2��3 ��� ���� ����������� �� ��� ������ ����� �� ���� ��� �� ��� �������������
�� ����������������� ����� �������� �� ������ ����� ����� ������� ������ ���� ��������� �� �����
�������� ��� ������ ��� ���� �� ����������� �� ���� �� ��� ���������������� ���������� ��� ���
������� ��� ���������� �� ��������� ����� ��� ��� ��������� ����������
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������ ����� ������������� ��������� �33 �� � �������� �� ��� ����� ����������� ��� ��������� ��� ����
��� ������� �������� �� �������� ����� ��� ������� ��������� ��� ��������� ������������� �����
���� ��� ���� ������� ������� ����� �������� ��������� ��������������� �� �����3 ���� ���
�������� ��������� ���� �� �����1/3��2/3��3� �����1/3��2/3��3 �� �����1/2��1/2��3�
������ ������� ��������� ��������� ���������� ���� ��������� �������� ��������� ���������
����� ��������� �� ����� ��� �� ��� ����������� ��� ������� �� ��� ������ �� ��� ����
������� ��� ���� ��������� �������� ������ ��������� ����� ��������� �� ����� ��� �� ���
����������� �� �����1/2��1/2��3 ���� ���� ��������� ��������� ��� ���� �������� �� ����
���� ��� ������ ���� ��� ������ ������



���� �����1/2��1/2��3������3 �������� ��
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���� ����� ��� ���� ��� ���� �������������� ��� ���������������� ��������� �� ���� �������
�������� ��� ��������� ���� ���� ��� ���� �� ������� �� �������� ��� ���������������� ����������
���� ���� ��������� ��� ��������� �� � ���������� ���� ���� ��� ��������� �� ��������� ��
����������� ��� ������� �����pc� ��� �������� �������������� ���������� ������ ��� �� ����
�������� �������� ��� ������������ �������������� ��� ��������� �������� ������� ���� ���
������� ����� �������� �����������
����� ���� ��� ���� ���� ���� ��� ���� �� ������� � ��������� ���������� ��� �������� �����������
���� ����� ���� ��� ������������ ��������� �� ����������� �� ��������� ���� ����������������
������ �� ��������� ���� �������� � ����� ���� ��pc ���������� ������ ��� ��� ��2+ ������� ����
���������� ��� � ����� ���� ����pc ���������� ������ ��� ��� �������� �������� �� ��3+ ���
��5+� ����� ����������� ��� ���� �� ������� �� ������������ ���� ���������� ��� �������� ���
��������� ��� ���������� ���� ��� ��� ������������ ���� ��� ����������� �� ��������� ��� �������
���������� �� ��� ��� ����� ��� ������� �� �������
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��� ������ ������� ��� ������ �� ��� ���� ��������������
���� ��� ���� ���� �������� � ���� ����� ����� �� �������� ���� ������������ ��������� ���
����� ���� ��� ������������� �� ��2+ ��� ����� ��� �o ��������� ��� ����� ���������� �� �� �����
����� ���� ����������� ������������� �� �� �� �����3 ∼ ������ �� �����3 ∼ ����� ��� �� ��
�� �����3 ∼ ������� ����� ������������� ���� �� ��� ����������������� ������������ �����������
��������� �� ��������� ����� ����� ����� ������ ��������� ����� �� ������������ ��������� ����
���� ���������� ����� �� ��� ���� �������� �� ���� ��� ���� �����
�������� �������� �� ��� ���� ��������� � ���������� �������� �� ������ �������� ��� ��������
���� �� ������������ ���� ���� ��� ���� ������������ ������� ��� ������������ ���� ��� ���
���������� ����� ���� ���� ���� �� ��� ���������� ���� �� ����� ��� ��������� ���� ����� ���
�o����������� ������ ���� ��� ���� ����� ���� ���� ���� ������� ��� �������� �������� ���
������ ��� ��������� �� ��� � �������� �� ��� ��� ���� ����� ���� ��� � ������� ��� ��� �� ���
��������� �������� ���� ��� ���������� ��������� ���� ��������� ������ ����� ������� ������� ��
��� ����� ����� ����1�
��� ������� �� �������� �� ��� ���� ��� �� ��������� ���� ��� ������� �� ���� ��� ���� ����
����� ����1 �� � �������� �� ����� ���� ������� �� ��� ��������� �� ��� ��2+ ��������������
��� ��������� ����� �� ���� ��� ���� ���� ��� �������� �� ��� ���� ��� ��������� ��������
������ ��� ��� ������ �� ��� ������������ ���� ���� ��������� ��� ��� ������������ ������������
������� �� ���� ����� ��� �� ������������� ����������� �� ↑↑↓↑↓↓↑↓�
�������� ��� ����� ����� ������� ���� ��� ��������� �������� �� �������� �� ��� ���� �� ����
���� ������� ���� ���� �� ��������� �� ��������� ������� ��� �������� ��� ��� ��������� ��
��� ���� ������ ��� ��� ������������� �� ��� � ������� ��� ��� ����������� ��� ��������� ��
��� ������� ��� ����� �������� ������������� ��� ����� �� ��������� ��� ���� ��� ����������� ��
��������� �� ��� ��2+� ��� ������������� ��� ����� ��� ���� ��������� �������� �� ��� ���������
������� ��� ��������� �� ��� ������������ ��� ���������� ��������� ��� �������� ��� ��������



�� ������� �� ���������� ������

������ ����� ������� ������������ ������� ��� ���������������� ��������� ��� ��� ����������� ���
���������� ������ �������� ���� ������ ��� ���������� ���� ������ ���� ����� ���� ����
��������� �pc∼ �� ����������� �� ��� ����� ������ ���������� ����� �������� ��������
�� ��� � ���� ����� �����pc ���� ������ ����� �� � �������� �� ��� ���� ����������� ���
������������ ������������� ������ � �������� ��� � ����������� �� ��� ���� ������� �� ���
������������ ���� ���� ������� �����

��������� �� ������������� �� ����� ������ ������� ��� ������� ��� �� ����� ������� ��������
�������� ������� ��� ��������� �� ������������� �� �� ��� ���� �� ��� ����� ��� �����
�������
��� ������������� �� � ������� ��� ���������� �� ��� ��� �� ��� �� �������� ��3+ ���������
�����∼ ������ ��� ��5+ �������������∼ �������

��� �������� �� ����� ������������� �� ��� ����� �������� ��� ��������� �� ������� �� ��� ������
������ ������� �� ��� ������������� �� ��� ��� ������� �� ����� ����� �������� ������������ ���
������ ������� �� ���� ���� ���� ����� ��� ������ ������� ��� ����������� �� ��������� ��
���� ������ �� ������� ������� ���� ��� ������ ������� ������� �� ��� � ������� ��� ����������
�� ��� ���� ������� ��2+� �������� ����� ��� ������ ������� ���� ���������� ����� ��� ������
������� ��� ��� ��� �������� �������� ��� ��������� ������ �� ��� ������ ������� ���� ������
������������� ��� ��������� �� ������� ���������� ��� �� ������ ������� �� �� ����� ������
���� ��� ����� �������� �� ��� ����� ��� ���� ���� ���� ��� ������������� �� ��2+ �� �� ��
������� ������� �� �������� ���� ��� ���� ������������� �� ������ ������� ����� ���� � ������
�������� �� ��� ����� ���������

��� ����� �� ��� ��������� �� ��� �� ��������� ����� ����� �� ���� �������������� ��� ����
������� ������ �������� �� ���� ��� ���� ���� ��� �������� �� ��� ���� �� ������� ��� ���
������������ ������������� �� ��� ��2+ ������� ��� �� ���� �� �������� ���� �� ��� �����������
���� ���������� �� ��� ������������� �� ���� �������� � ���� ���� ���� ��� ��������� �� ����
������� ��� � ���� ������� �� �������� �� ���� ��� ���������� �������� ��� ��� �������� ��
���� ��� ���� ���� �� �������� ��� ������������� �� �� ������� ��� � ������ ��� �� �������� ���
������������� �� ��� ������ ������� ��� ��������� �� ��� ��������� �������� �� �������� �� ���
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������ ����� ��������� ���������� �� ��� ���������������� �� ���� ���� ����� ����� ��������� ���
���������� ����� ����� ���� ����� ����� ��� ������������ ����� ���� ������� �� ���� ���
���� ����� ��� ����1������� �� �������� �� ��� ������ ������ ��������� ��� ������ �� ��
�������� �� ��� �� ��� ������������� ������� �� ��� ������� �� ��� �������� ��� �������
���� ���� ������� ��� �������� ��� ����� ����� ������ ��� ������������ ���� ���� �� �������
�� ��� ������ ���� �������
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������ ����� ����� �������� �� ��� ������������ ���� �� ��������� �� �������� �� ��� ����� ��� ������
�������� ��� ��������� �� ��� ������������� ��� ����� �������� ���������� ���� ���� �������
�� ��� ������ ��� ������� ��� ������������� �� ��� ����� ����� ��� ���������� �� � ��� ���
������ ����� ��� ��������
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Pb2+ Yb3+ Nb5+

z=3/4

z=1/4

z=1/2

z=0

������ ����� ������ ������� ������� �� ��� ������������� �� ��� �������� ��� ������ ������� ���
���������� ���� ��� ��������� �������� �� �������� �� ��� ���� ��� ��� ������ ��������

������ ������������ � ���� ����������� ���� ��� ��2+ ������� ��� ��������� ����� ��� ����������
������ ��� ��� ��������������� �� �� �� �� ���� ���� ��� �� �������� �� ���� ��� ���� ����
��� �������� �� ��� �����

����� ��������

������� ����� �� � ������� ��������� �� ��� ��������� �� ���� ��� �������� �� ����� ������
��������� ���� ��� ���� ����������� ��3� ��������� �� ��� ���� ����������� ������������
����� ������� ������������� �� ��� �����������
�������������� ��� ��������� ���� ��� �������� �� ��� ���� ����� ���� ��� ��� ������������
����� �� ��� �������� ������ ���� ��� ���������������� �� ����� ����� ��� ������� ��� ����
������ �� �� ������������ �� ����� �� ���������� ��������� �������� ��� ��� ������ �����
���������� ������������ �� ��� ��� ����� ���� ��� ��� ������ ������� ��������� �� ��� ������
��������
�� ��� ����� ����� ���� �� ��� ���� ��� ����� ���� ����� ���� ��� ���������������� �� �����
����� �� ��������� �������� ���� ��� ��� ������������ ������ ���� �� ��� ���� �����������
�∼ ������
�� �����3� ��� ����� ���� �� ��� ��������� ���� ��� ������������ �� ����� ����� �� ��������
�� ��� ��������� ����� �������� ��� ����������� ����� �� ��������� �� ��� ������������ ����� ��
��� �� ���� ������ ���� �� �����3 ���������� ���� ��� ������ �� ��� ������������ ����� �����
�� ���������
��� ��� ���� �� ������������� ������ ��� ������� ���� ���� �������� ��� �� �� �� �� ����
������������ ��� ������������ ��� ��� �������������� �������� �������� ���� ���� ������ ����
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����� ���� �������� �� ��� ��������� ��� ����� �������� �� ���� ��� ���������� ���� ���������� ����
���������� ���� ��� ������������ ���� ���������� ��� ���� ���� ��� ��� ����������� ���� ���
������ �� ��� ���������� ����� ���� ����� ���� �� �� ��� ���������� ������ ���� ������� �� ��
������ ���� �� � �� ����� �� �� �� ���������� ���� ��� ��������� �� ��� ������������� ����� ��
����������������
� ��� ���� ��������� b �������� �� �������� �� ������� ��� ����� ���� �� � ������ ��������
���������� ������ � ������� ���� ����� ��� � ���� �� ��� �������� ������� ����� �������� ����
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�� x∼ ���� ��� �������� ��� ��� ������ �� ������� ��� ����� �������� �� �� ���� � ����������
������ ������� ����<x<���� ��� ������� ��� �� ������� ������� ����� ���������� �������������
������ �� ��������� ������ �� �� ���������
�� ����� �� ��� ����� ������� ������ ������ ���� ��� ������� ������� �� ��� ����� ������� ��
������ ������� ���������� � ���� ������� ���� ���� ����� �� �� ������������ ����� �� ���
������� ���� �� ��� ���� ������������ �� �� ������� �� ������� ��� ������������� ����� �� ���
��������� �� ��� ������� ����� ������� � ���� ����������� ���� ������� ����� ������ ��� �������
�� � ����� ����������� ��� ����������� ���������� ��� ����� ��� ���� ������������� ���������
��� ���������� ������������� ����� �� ��������� �� ��� ������� ����� �������

����� ������ ������� �� ���x�����x��� �����1/2��1/2��3������3

������� �� ��� ������ ����� �������� ��� �� ������ ������� ��� ���������� �� ����� �����
��������� ����� �� � ������ ���������� ��� �����3� �����1/2��1/2��3 ����� �� � ��������
��������� ������� �� ��� ����� ��5+ ��� ��5+ ���� ��� ���� ������ ������� ��� ��� ����
����� ������ ���� ���� ��� �������� � ���������� �� ���� ���� � ��� ����� �� � �� ������



���� �����1/2��1/2��3������3 �������� ��

��������� ��� ���� ����������� ����� �������� �� ��� ��� ��� ��� ������� ��� �� ����������
���� ��� �� ��� ������������ ������������� ������ �� ��� ���� �θ �������

�������� ���� ���������� ������������ ��� ��������� � ������ ����������� ���� ����������
�� ������� ���������� ������������ ��������� �� ������ �������� ���� ����� ���� ��� ������
���������� ���� ������ ����� ��� �����pc ���� �� ��� �������� ���� ��� �������� ��� ��������
����� ��� �����pc ��� �����pc ���� ���� ��� ���������������� ���������� ���� ��� ������� ��
���� ������ ����� ���� ������ �� ���������� ������ ��� �� �������� ����� ��� �����pc ��
���� ������������ ��� ������� ������������ �� ����� ��������µ����2 ��� ������� �������� ����
�� ���� �� �� ������� ������ �� ���� ������������ ��� �� �������� �� �� ��� �� ������ ��
��������� �� ��� ���������������� ������������

�� ��� ����������� ����� ��������� ���� ������ ���� ��� ��� �� ������������ ���������
���� ���� ���������� ����� �� ��� ���� �� ��� ��∼ ����� �∼ ������ �∼ ������ ���� ����������
��� ��������� �� ��������� ����� ��� ����� ����� Pbnm ����� ��� ��� �������� �� ���� ���
���� ���� ��� ����
�� ��� ��� ����������� ������ ��� ��������� ������� ������������ ���� ��� ���� ���� �����������
��� � �������� ����� ����� �����1� ��� ��������� �������� ��� ������ ��������� �� ��� ���
������������ ������ ��� ��������� ������� ��� Pbnm �� � ���� ������������� �� �������� ���
������� �� ���� ����������� ����� ���������� ���� � ������� ������ �� ���������� �� ��������� ���
��� ������

��� ����� �������� ���x�����x�� �������� � ����� ������� ���� � ��� �� ������������ ���� ���
��� �� ���x�����x�� ����������� ������ ���� ����� ��������� ������� ��� ����� ������ �� ����
������������ ��������� ���� ���������� ��� �� �������� ��� �������������� ���x�����x��
�� ������������ ���� ������� ��� ��� ���� ��� ���� ����� ����� �������� �� ��� �������� ���
���x�����x�� �� �������� ��� ������ ����� ��� ����� ��������� ������� ��� ��� ����� �����
����� ������� �� ��� �� ������� �x������� ������ �� ���� ������������� ������ ���x�����x��
��������� �� ���� ������������ ���� ���������������� ���� ��� ����� ���� �������� �� ���x�����
x���
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���� ������� ������� �� ��� ����� �� ��� ����������� ������������� ��� ������������� ���������� ��
��� �����1/2��1/2��3������3 �������� ����� ���������
��� ���� ���������� ��� ������������� ���������� �� ��� �������� ����� ������� ���������������������
������� ��� ���������������� ���� �� �������� ���� ����������
�� �������� ��� �������� �� ��� ���������� ������������ ���� ������ �� �� �������� ��� �������
������������ ��������� �� ��� ����� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ��� ��� ���������
�����������
�� �������� ��� ������������� ��� ������������� ���������� �� ��� ������� ������������ ���� �� ����
�������
��� ��������� �� ��� ���������� ��������� ������������� ��� ������������� ���������� �� ��� ������
������� ������� �� ���� ��� ���� �� �������� �� ���� ������� �� ��������
�������� �� ��� ���������� ���������� � ����� ������� ����� ���� �� ��� ���������� ������������
���� �� �������� ���������� ���� ���� ���� ����� ������� ���� �� �������� �� ��� ��� ����� ��
��� ���������� ������� ���������� ���� ���� �� ������� ��

��



�� ������� �� ����������

��� ������������

�� ����� ������ ������ ��������� ��� �������������� �������� �� ��� ������������������ ������� ���
������������� ����� ������ ���� ����� ����� ������������� ���������� �������� ���� ���������������

����� ��������������

������������� ���� ��������� ������� ������� � ������ ���������� �������� �ε�∼ ���� �� ���� ����
��������� ���� ����� �� ��� ����� ����������� ��c� �ε�∼ �� ����� ��� ��������� �� ����������
�������� ���� ����������� ����� ��� ����� �c ������� ��� ����������� ���

��� � > �c ε
�
= CHT

T−Tc

�����

��� � < �c ε
�
= CLT

Tc−T

����� C �� ��� ����� �������� �C ∼ ��3 �−1 ��� �������������� ����������� ��� C ∼ ��5 �−1 ���
���������� �������������
������ ������ ��� �� ���� �� ��������� � ���� ������� ��� ������ �� ��� ����� �������� �����
��� ����� �c �� ��� ���� �� ��������������� ��� � ���� ����� ����� ���������� ����� �����3�� ���
����� �������� ����� �c �� ����� ���� ������ ���� ��� ��� ����� �c� ������� ��� � ������ �����
����� ���������� ����� �����3�� ��� ����� �������� ����� �c �� ���� ����� ������ ���� ��� ���
����� �c�
����� ����� ������ �� ������ ���� ����� ���� �������� ����������� ���� �� ������ �������� �� �����
�� ��������� ���� �� �����3 ��� �����3 �����

�� ��������������� ������� �� ��� ����������� �� ������ ��� ������������ �� ��� ����������� �� ��
�������� ����� ��� ������������ �� � �������� �� ��� �������� ���� ���� �� ���������� ���������
�� ��� �������� ����� ��� ������������ �� ��� �������� ������ �������� ���� ��� ���������� ���������
������ χ� �� ����

P = ε0χE + Ps ���� χ = ε� + 1 � ε� ��� �� ���������

���� P �� ��� �������� ������������� E ��� �������� ���� ��� Ps ��� ����������� �������������
�� ����� �������� ������ ������� �������� ����� � �������������� ���� �� ��� ������������ ��� ���
����� ������� �� �� ������ ������

�������� �� �������������� ��� ����������� ��������������� ��� ��������������� ���� �������� ���� �����
�� ���������� ��������� �� ��� �������� ����� ��� ������ ��� �� ������������ �� ��� �������� ����
�S = dE� ���� d ��� ������������� �������� ���������� �� ���������� �� ������ ������ �������
�������� ����� �� ��� ��������� �� � ��������� ��������� ������ ������� �� ���

���� � �������� ����� �� ����� �� ��� ����� ��������� ���� �����3 �� �� ����������� ���
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������ ���� ��������� �� ��� ���������� �������� �ε�� ���� ����������� ��� �� ��� ������������ ��� ���
������ ��� ���� �������� ���� ��� ��� ������������� ����� ������� ������ ����������������� �����
��� ������������ ���� ����������
��� ��� ��� �� �������� ���� � ���������� �������� ���� ������� ����������� ���� ����
��� ���� � ���������� �������� ���� ������� �� ��������� ��� ���� ������� ����������� ���
���� ����� ����� ����������� ��B��
��� ��������� �� ��� ������������ �� � �������� �� ��� �������� ���� ��� �� �� ����������� ���
���������� ����� �� ���� ��� ������� ��� ���� �� ��� ���������� ��� ������������ �������� �
������ ���� ����� �� � �������� �� ��� �������� ����� �� �� ���������� � ������ �������� �����
������� ������������ ��� �������� �����
��� ��� �� ��� ���� ����������������� ��� ������ ������� ������������� �� ��� �������� �����
�� ��������� ���� � ������ ������������� �������� �� �������� �� ��� ���������������� ���� ���
��������������� ���� ������������ �� ������� ��������� �� ���������������� ��� ��������� ���
����� �� ��� ������� �������� ����� �� ��� ������������� ��� ������ �� ��� �� � ������ �����
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(a) (b)
MPB MPB

������ ���� �������� �� ��� ��� ������������� ���������� �� �����3������3 ��� ����� �������� ��� ��� ���
���������� ���������� �� �����1/2��1/2��3������3� ����

����� ������ ��������� ���������� ���� �� ������������ ��� ���������������� ������� � �����
��� �� � ������������� ������ ���� ����� �� �������� �� �� ��� ������������� ����� ���������
����� ��������� ��� �� �����3������3 ��� �����1/2��1/2��3������3��

����� ��������

��� ������� �� ��� ���������� �������� �� �������� �� ��������� ���� �ε�∼ �� ��� �� �m� ���
���������� �� ��� ������ ����� ��� ��� ���� ������������� ����������
��� ���� ���������� �� ��� ���������� �������� �� �������� ��� �������������� ��� �� ��� ���������
���������� ��� �� ��� ����� �� ��� ���������� ���� �� �m �� �c� ������� �� ��������� ��� �������
���� �������� �� �������� ��������� �� ��� ��������� �� ��� ��������� �� �������� ����� ����
�������� �� ���������� �� ��� �������� �� ����� ����������� ������ ���� �������� �������� ����
��������� ����� ��� ��� ������� ���������� ��� ����� �������� �� ���������� ��� ���������� �� ���
���������� ���� �� �m� �� ��� ����� ����� �� ������ �� ����� ���������

�� ������� ���� ����������� ��� �������������������� �� ��� ���������� �������� �� �������� ���
���� ����� �� ������ � ������������� ��� ����

f = f0 exp
� −Ea

kB(Tm − Tf )

�
�����

��� �������� ����������� Tf �� ��� ����������� �� ����� ��� ����������� ������� ����� ����������
���� ��� ������� ������ ��� ���������� ������ Ea �� �������� �� ��������� ��� ������ ��� ���������
���� ����������� �� �� �������� ���� ��� ����� ��������� f0 ������� �� ��� ��������� �� ���������
�� ��� ����� ��� kB �� ��� ��������� �������� �����·��−23 �2�����−2��−1�����·��−5 ����−1��



���� ������������ ��

��� ��������� �� ��� ���������� �������� ���� ������������ �� ��������� ������� �������� ��
��� ����������� ����� �����������
����� ����� ����������� �B� ��� ���������� �������� ������� ��� ����������� ���� ��������� ��
��� ������������� �����
����� �B� ��� ���������� �������� ������� � �������� ���� ������� ������ ���� ���� ��������
�� �������� ���� ��������� ��� ����� �������� ���� ��������� ��� ��������� �� ��� ����������
�������� ���� ����������� ����� � ������� ����������� ���� ���� ��� �������� �� � ��������
�������� γ

εm

ε� = 1 + B(T − Tm)γ �����

����� B ��� γ ��� ������ ���������� ��� εm �� ��� ������� �� ��� ���������� ��������� �� ����
����� ��� �������� �������� γ ��������� ��� ���������� ���������� �� ��� �������� ��� �� �������
��������� ������� � ��� � ���� ��������� ������ ������ �� ��
������ ����� ��� �� ���� �������� � ������������ ��������

εA

ε�
− 1 =

(T − TA)2

2δ2
�����

����� TA ��� εA ��� ������ ���������� ������� ��� ����������� ��� ��������� �� ��� ������
���������� ����� δ �� � ������� �� ��� ������ �� ���������� �� ��� ���� ��� ����� ��������� ���
���������� ����������� �� ���� ����� ��������������� �������� ����� ��� ���� ����� �� ���� ���
������������ ���� � ��� ������� ����� �m ������� ��� ������� ����������� ��� ����� ���� ���
�������� ��� �������� ����� �m ����� � ���� ���� �� ����������� ���� �������� ������ �� ���� ��
�������� ��� ������� ��������� �� ��� ���������� �������� �� ��� ���� �� �������
����� �m� �� ������ ���������� ��� ���� ����� �� ����� ��� ������� �������� �� ��� ����������
��������� ������� ���� ��������� ������ �� �� ��� ���������� �������� �� ���� ����������� �����
���� ���� ��������� ���� ��� ������� �����

�������� ������� � �������� ���������� �������� ����� ��� ����������� �� �� �������� ����� ������
�������� ����� �� �������� � ����� ��������� ��� ��������� �� ����� ����� ��� ���������������������
���� ������ ������� ���� � �������� ���� ������ ���� ������� �� ��� ��������������� ����� ������
���� �� ���������������� ��� �� �������� ��� ��� ������������� ������� ������ �� ������ ��� ��
�����������������

����� ������������������

����������������� ����� ��������� ������� ���� � ��� ���������� �������� ���� �� ��� ����� ����
�������� �ε�∼ �������� �� ��� ����� ������������� ��� �������� ������������������ ������� � ����
����� ����� ���������� ���� ��� ������������ ���� ����� �� ��� ��� ������
����� ������ ������� �� ��� �� ����� ���� ��� ��������� �� ��� ���������� �������� ���� �������
����� ������� ��� ���� ��� �� �� ��������������� ��� ����������� ��� ������ ���� ����� �������
������� ���� ������������������ ��� �� ��������� �� ��� ��������������� �� ��� ����� �����������
���� ����������� �� ������ ���������� �� ��� ������ ������ ��� ������� ��� ����� �� ����� ����
������ ����� ��� ����� ��� ���������� ����������� �� ��� ���� �� � ���������� ������ �����
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���������� �����

����������������� ��������� �� ��� ������� � ����������� ������������� ���� ����� ��� ������
������ �� � ���������� �������������� ��� �������� ������������ �� ������ ��� �� ��� ����������
��������� ���� ��� ������������ �� ������������ �� ��� �������� ���� ���� ��� �= ε0χ ·�� ��������
����� ������� ��� ����������������� ��� ��� ������������� ������ ��� ����� �� ������� �� �� ��������
�� ������ �� ������ ���������� ���� �� �������� ����� ���� ������ ���������� ����� �� ���
���������� �� �� ���������� �������� �� ����� �������� ������ ����� ��� ��� ���������� ���� ��
���������� �� ��� ���� ��� ���������� ���� ��� �� ����� �� ��������
��� ����� �� ��������� ��������� �� ��� ������������� �������� ��� ���� �������� �� ��� ������
��������� �� ��� �������� ����� �� ������ �� ������� ������� ������ �� ������� ��� ����� �����
������ �� ������ ��� ������ ����������� ������� �������� ��� ����� ���� ��� ���������������
�� ��� ���������� �������� ����� ����������� ��� ������������������� ��� ���������� ���� ������������
����� ��� ����������� �� ��� �������� ���� ��������� ������� ��� ����� ����������� ���� ������������
������������� ������� ������� �� ���� ��� ������� �� ����� ������ ��� ����������������� ����� ������
����� ���� � �������������� ����� ������������� ����� �� ����� ������������� ������� � ����� ������
������� �������� ������� ���� �� ����� �� ����������� ���� ��� �������� ���� �� ������� ���
�� ���������� ���� ���� ��� ��� ����� ��� ��������� �� �������� ���� ������� ��� �������������
��������� �� ���������

����������������� ����� ��� ��� �� ��������������������

�� �� ��������� �������� ���� ������ ���������� ����� ��� ����������� �� ��������������������� ����
����� ������ ���������� ����� ���� ���� �������� �� ��� ����� ��������� �� �������� ����������3�
�� ���� ����� ��� ������ ���� ����� ���� ��� ������� �� �������������� ����� �� ������� �������
�� ��� ������ ������ ������� ��� ������� �������� ���� ��� ����� ������ ������ �� �������� ����
������� ��� ������ � ����������� ��� ������������� ��� ���� ��� �������� ���� �� ������� ���
��������� ������ ������� �� ��� �������� �� ������� ������� ��� ������� ������ ��� ������������
���� �� ��� ������� ������
��� ���� ��������� ������� ����������������� ��� �������� ������ ����� �� ���� ��� �������
������������ ���� ��� ���� �� �� ���� �� ����� �� ���������� ��������� ��� ������ ����� ��� ��
��������� ������ �� ��� ����������� �� ����� �������� ����� �� �� �� ����������� ������� ������
���� ���� ��� ������� ������ ������������ ��� ������ �������� �� ������������� ��������� ����
���� ��� ����� ���� ��������� ���� �� ��3+ �� ��3+ ������� �������� ��� ��� �������� ������
� ������������� ���� ������� ���� �� ��5+ �� ��5+� �� �������� �� �� ������ ��������
�������� ������ ����� ���� ���� �������� �� ��� ��������� ������������� �����3 ����� �� ��� �����
������������ �� ���� ����� ��� ����������� �� ��� �� ��� ����������� ��������� �� ��� ������������
��� ������������� ������� ������� �� ���� ������������ �����3 �� �� ��� ������������ ������ ����
���� ��� ����������� �� � ������������� �������� ���� ������� ��� �������������������������� �����
���������� ���� �� �� ��� ���� �� ������������������� �� ����� �������� ����� ��� ������������� �����
����� �� ��� ���������� �� ������ ������������ ��� �����������
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������ ���� ��������������������� ���� ���������� ����� ��� ��������� ���� ������ �������� ������� ������
���� �� ���� ��������� �������� ���� ������ ��������� ������ ����� �� ������ ���� ���������
��� ������� ��� � ���� ��������� ����������� ���� ����� ���������� ���� �������� �� �������
����� �������� ���� ����� ��� ���� ������� �� �������� ����� ������ ������� ���� ����

������ ���� ���� ���� �� ���� �� ���� �������� ������ ����� ���� ������ ������� �� ��� ������
�� ������ ������ ��� �� ��� ��������� ������������� �� ��� ����� ����� �������� ������ ����
���� �� ���� ����� �� ������ ����� ���� �� ������ ������� ��� ������ ��������� ���� ��� ���
������ ���� �������

����������

�������������� ��� �������� ���� ������ ���������� ��������� �������� �� ������������������ ���
�������������� �������������� ��� ������������������ ������ ����������� ��� ����� ��� ����� ���
����� ����������� ������� �������� ������ ��� ����������� ��� ���� ����� �B� ����� �B� ���
��������� �� ���������� �������� �� �������� �� ����� ����� ������ ������ �������� ���� �� ��������
�� ��� ���������� �������� ��������� �� ��� ����������

����� ��� �� ��� ���������� �� ��� ������� �� ��� ���������� ���������

ξ = ∂(1/ε�)
∂T

������� ��� ����� ��������� �������������� �������� �� ��� ���� ��� ��� ��� �� �� ���������
������� �������������� �� ��������� ��� ����� ������ �� ����������� �� ��� �������� ��������
������� �� ������ ���������� ����� ��������� ������ ���������� �� ��������� ��� ����� ����� ��
� ��������� �� ��� �� ������ �� ���� ��� ���������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ����
������� �� ����������� �ξ� �� ��������� �� ��� ���������� �������� ������� � ����������� ���� �
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������� ����������� ��� �� � ���� ������� ���� ������ ������ ��� ������� ���� �� ��� ����������
�������� �� ��� ��� ��� �������� ���������� ��� ���� ��� �� ���� ����������� ������� �� ��������
�� ��� ������ �� ��� ������� ���������� �� ��� ���� ��� ����������� ����� ���� ����� ��� ���
������� ������� ��� �� �� ����� �� ����� ξ �� ���������� ���������� �� ��� ����������� ����� ���
�� ��� �� ���� �� ������������ ��� ���� �� ���������� �������� ���������� ��������� ��� ������
�� ���������� �� �� ���� ����� ξ �� ��������
�� ��� ���� �� ��� ����������� ���� ξ �� ��������� ������������ �� ��� ����� �������� �����

����������� ��� ξ =
∂(1/ε�)

∂T
=

∂

∂T
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C

�
=

1
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�����

�� ��� ���� �� ��������� ��� ��� ���� ��������� ���������� �������� ��� �������� ����� ��� ����
�� �������� ���� ��� ������� �� ��������� ����� �γ ∼ 2��

��������� ������� ����������� ��� ξ =
∂(1/ε�)

∂T
=

1
εm

· ∂
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=
1

εm
· B · γ

� �� �
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α

����������������� �� ����� �� ��� ���� ξ =
∂(1/ε�)

∂T
=

1
εA

∂
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2δ2
− 1]

=
1
εA

· 1
2δ2

· 2
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α

���� ���������� �� ��� ����� ������ �� �� ��� ����� �� ��������� ξ ������� �������� �� �������
������ ������� ���� ���������� �� ������ �γ∼ �� �� ����

�������� �� ����� ����� ���������� ���� � �������������� ���� ����� ���� ������ ����� ξ ������
�� ����� ���� ��� ��������� �������� �� ��� �������� ������� ��� ���������� �������� �� ��� ���
���������������� �� ������ ����������� ������������ �����

ξ(T ) =
∂

∂T
(

1
ε(T )

) =
∂

∂T
(

1
εMat(T )

+
1

εInter
) ≈ ∂

∂T
(

1
εMat(T )

)

����� εMat ��� εInter ��� ������������ ��� ���������� �������� �� ��� �������� ��� �� ��� ������
����� ���� �������� ��� ���� ���������

��� ������ ���� �� ��������� ��� ���������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ��� ����
���� �� ����� �� ����������

��� ���������� ������������

���������� �������� ������������ ���� ������� ��� ����� �� ������� ��� �� ������� ����
��������� �������� �� �������� ��������� ���� ���� ���������� ���� ��� �� ���� ������ �
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������ ���� ����������� ��������� �� ξ ��� ������� ����� �� ������������
�� ��� ��� ��������� ��� ������� ���� �� ������ ����� ����� ������������ �������� ����
� ������ ����� ���������� ������������� �� � ������ ���������� �� ξ ���� ������������ ���
������ ��� ������� � ����� ���������� ������ � �� ������ �� ���� ���� ξ� �� �� ��������� ��
���������� ������� � ����������� ���� ���� ���������� ���������� ������� ������ ����� ��
���� ����������� ��� ���� �� � �������� �� ξ ���� ������������

����������� ��� � �������� �� ��� ���� �� ���� ����� ����� �� ������� �� ������� �� �����
�������������
������� ����� ��� ��������� �� ��� ���������� �������� ε� �� � �������� �� ����������� ��������
��� ������� ����������� ��� �������������
�� ��� ���������� ��� �������� �� ��� ����������� �� ��� ����� �� ��� ���������� �������� ���
�� ��� ���� ����� ���� �� ���� ���������� ����� ��� �������� �� ��� ��������� ���� �� �������
�� ���� ������ ����� ��� ������������� ���� �������� � �������� �� ����� ����������� ���� ��
�������� ��� ���� �����������

����� �������� �� �����������

�� �������� ��� ���������� ��������� �� ��� ��� ������ ���� ������ �� �� ��������� ������
���������� �� ���������� ���� ��� ����� ������������� ��� ��������� �� ��������� �� ��� ���
�������� �������� ��� �� ���� ���� ������ ���� ������� ���� �� ��� ������� �� ��� ����������
�������� �� � �������� �� ��� ����������� ���������� ���� ���� ������ ����� ����������� �������
��� �� ������� ����

� ���� ����� ������� �� ��� ���������� �������� ���� ���������� ��� ��� ������ ����

� ������������ ������� �� ���������� �������� �� ����� ����� ���� ������ �� ����

� ���� ������� �� ��� ���������� �������� ���� ����� ���� ������ �� ����

��� ���� ����� ������ �� ��� ���������� �������� ��� ���������� ���� ��� ������ �������� ���
��� ���������� �� ��� ������������ ��� ���� ���������� �������� �������� ��� ������ ��� �������
���� ���� ������ �� ��� �� �� ����������
��� ����� �� ��� ������� ���������� �������� ����� ������ ��� ������������� ����� ���������
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������������� ��� ���������� �������� �� ������� ��� ����� ������ ������ ��� ���� ����
���������� ���� ���������� ������ ��������������� ������������

��������� ���������� ��� �������� �� ��� ��� �� ���� ������� �� ��������� ���� ���������� ���� ����
�������� ��� ���� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� �� ��� ��� �� ��� �� �����
�� �� ����� �����1/2���1/2��3������3 ������� ���� �� �����1/2��1/2��3������3 �� �����3�
�����3 ��������� ���� ���� ���� ��� ������� ����� �� ��� ���������� �������� ������� ���� � ������
������������� ����� �� ��� ������ ����� �������� ���� �� ��� ����� �������� �����1/2���1/2��3�
�����3 ��������
� ���� ��� ����������� ��� ������������ ���� �� ������� ������ ���� ���� ��� �� ��� �� ��������
���� ��� ������� �������� �� ���������� ��� ��� ������ ����� �������� ���� ��� ������� �� ���
���������� �������� ���� ������� �������� ��� ����������� ���� x > 0.60 �� �����3 ��� � �������
���� �������� �� �����

�������� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ������� ������ ���� ��� ����������� ������
���� �� ��� ���������� ����������� ������� ���������� ���� ���� ������ ����������� �� � �����
������
������� ��� ������� ������ �� ��������� ������� ��� ������� �� ������������ ��� ���� ������ ��
��� ���������� ��������� ����� �� � ����������� �� ����� ��� ���������� ��� ������������ �� ���
��������� ������ �� ��� �������� ���� ����������� �� ������ ������� ��� ���� ��� �������������
������� �� ���������� ���������
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������ ���� ������� �� ��� ���������� �������� ��� � ��������� ��������� �� ���� ������ ����� ��������
��� ���� ����� ���� �������� ��������� ���� �������� ��� ����������� ��� ������ ��������
�� �������� ��� ������ ����� ��� �� ��� ���� ��� �������� ��� ������� ����

���� �����

������� �������� ��� ����� �� ��� ���������� ���� �� � �������� �� ��� ������������ ��� ����� ���
���������� �� ������� ε�m/n ������ �n���� ��� �� ��� ��� ������� ������������ ���� ������ ���
������ ����� �� ��� ����� ������� �� ��� n ������ ��� �������� ���� ��� ����������� �������
��� ����� ���� ���������� ��� ������ �� ��� ��� ����� ��������� �� �� x = 0.10� ���� ������
�������� �� ��� ��� ����� ���������� ���� ������� � ������� �� x = 0.25 ��� ��������� �����
��� ������ �� ��������
�� ��� ���� �� ���� ���� ��� ����� ����� �� ��� ���������� ���� ����� ���� ��� ���� �������� ��
��� ���������� �������� ����� ��� ����� ����������� ��� �� ��� ���������� ������ �� ��� �����
���������� ���� ������� ��� ��������� ���� �� �� ����� �� ���� ��� ���������� ��������� �� ���
���������� ��������� ������� ��� ����� �� ��� ���������� ���� �� ���������
�������� ���� ����� ������ �� �� �� ������ ��� ����� �� ��� ���������� ���� ��������� �����
������ ���� ��� ����� �������� ������� � ���� ��� ���� ������ ���������� ����� �� ����������
���� ������� ��������� ��������� ��� ����� �� ��� ���������� ���� ���� ������� � ������� ��
x = 0.25 ���������� ���� ��� �������� �� ����������� �� ������� ��� ���� ������������
��� ���� ������ ������ �� ��� ��� ����� �� ��� ���������� ���� ��������� ��������� ���� ���
�������� ������� ���� ���� ������� ��� ������ ���������������� ����� �� ��� ����� ������ �� ���
���������� �������� �������� ��� ����� �������������
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������ ���� ����� �� ��� ���������� ���� �� � �������� �� ������������ ��� ����� �� ��� ���� �� �����
�� ε��� ���� �������� ��� ���� ������ ��� ������������ ��� ����� �� ����� �� ε����� �� ����
������ ���� ��������

����� �������� �� ���������

������� ����� ���� ��� ���� ������������ ��� �������� ���������� �������� ������� �������� ��
��� ��������� ��������� ����� ��� ������ ���� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ������
�� �������� ������������ ��������� �� ��� ��������� ����������
��� ���������� �� ��� ���������� �������� �� ��������� �� ����� �� ������� ����� ��� ���������
������� ��� ������������ �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ��� ����������� �� ����
��� ���� �� �������� ��� ��������� ������� ��� ��� ������ �� ��� ������� ��� ������ �����
���� ��� ����������� �������� ���� ���� ������ ��� ��������� ��������� �������� ���� �� ���
���� ���� ��� x ≤ 0.05 ��� x ≥ 0.50�
���� ������� �� ��� �������������������� �� x = 0.25 �� �������� ���� ��� ������� �� ���
����� �� ��� ���������� ���� ��������� �� �������� ��� ��� ���� ������������ ���� �����������
��������� ���� ��� ���������� �� ��� ���������� �� ��� ����� ��������� �� ���������� ���� ��� ���
�������� �� �m �� ��� ��������� ���������� ���������� ��� ���������� �� � ������� ���������
����� ��� x = 0.25� ��� ������� �������� �� �������� ��� x > 0.25� ��� ������� �������� ���
������� ������ � �� ��������� �� ��� ����� ����� ��� x < 0.25� ��� ������� �������� ���������
����� ��� ������ �� ��� ����� ��� ���������� ���� ����
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������ ���� ��������� ������� ��� ����������� ��� ����� ��� ���������� �������� �� ������� ���� ����
����� �� ���� ��� ���� ������������� �� ��� �������� ��� �������� ���� ������������ ��
�������

������������� �������

�����������

��� ������������� �������� �������� ������� ��� ��������� �� ��� ��������� �������� ���� ��
��� ����������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� �� � �������� ������� ���� ��������
������� �� ��������� ��� ���������� ������ Ea� ��� �������� ����������� Tf ��� ��� ����� ����
������ f0� ��� ����� ���������� �������� ��� ������� �� ��� ����� ����������� ������ �� �
������� ���������
��� ����������� � ������� ��� ��� ������ ��������� ����� ��� ����������� ���� �� ��� �������������
��������

������������� ��� f = f0 exp
� −Ea

kB(Tm − Tf )

�

ln f = ln f0 −
Ea

kB(Tm − Tf )

ln f = A− U

Tm − Tf

����� ��� ��������� �� ��� ��������� �� ��������� ������������ �� Tm ��� �� ���� ���� ��� ������
���������� ��� A = ln f0� U = Ea/kB ��� Tf �
�� ������ ���� ��� ���������� �� A� U ��� Tf �� ������ �� ��� ��������� ��� ��� �������� �� ���
A ��������� ��� ��������� ���������� ����� ���� ������ ��������� �� ��� ��������� �� ��� �� ���
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������ ���� ��������� �� ������������� ��� ������� ������� �� ������ �����
��� �������� �� f0 �� ��� ������� �� ��� ������������� �� ���������� ����� ��� �������
���������������� χ2��
��� ������ �� ������������� ������� ��������� ��� ��� ��������� ������� ��� �� ��� ��� ����
�������

���������������������� ���������� f0 ��� ��������� �� ����� �� ��� �� �� A ����� �� ����� �����
�� ��� ������ f0 ������ ��������� � �������� ���� � ����� ��������� �� ��� f0 ����� ����� ��
������� ������� �� ��� Ea ��� Tf ������� ������� ������� Ea �� Tf ���� � ������������� �������
�������� �� ��� ��� ����� �����������
��� �������� �� ��� A ��������� �� ��� �� ��� �������� �� ����� f0 �� � ����� ����� �������
� ���������� ���������� ��������� ������ ��� ���������� ��� �� ���� ���� Ea ��� Tf �� ������
����������� ��� ������� �� ��� �� ��� f0 ������ ������� ��9 ��� ��17 ��� ��������� ����� ���
������������������������ χ2 ����������
��� ����� �� ��� �� �� ��������� ��� � ������ ����� �� f0 ���� ����������� �� ��� ����� ��������
���� A (= ln f0) �� ����� �� ������ ��������� �������� ���� �a ��� �f � ���� A ��� �� �����
�� � ���� ��������� �� ��� ������ ����������
� ����������� ���� ��� ������������� ��� ��� �������� �� �������� ��� ���� �� ��������� ���� ���
��������� �� ��� �� ��� ������ ������� �� ������������ ����� ��� ������������� ��� ��� �� ����
���� ��������� �� �������� ��� �����

�������

��� �������� �� ��� ��������� �� �m ��� ����� ����� ��� ���� ��������� ��� ��� ��������
����� ������� � �������������������� �� ��� ���������� ��������� 0.10 ≤ x ≤ 0.40�
��� ���������� ������ ������������� �������� � ������� �� Ea∼ ��������� �� ��� �����������
�� ��� ����� ����≤ �≤����� ��� ������� �� ������ ������ �� ��� ��� ���������� ������ ����������
��� �������� ������������f ��� � �������� ��������� ���� ������������ �� ��� �����x����������
������� ������� ����������� ������� ��� ��������� ������� ��� ����������� �� ��� ������� ��
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������ ����� ������� �� ��� ������������� �������� ��� �������� ������������
��� ���������� ������ ���� f0 �� ����� �� ��� ���� ���� �� Ea ��� Tf ������ ��� ����������
��� �������� ����������� Tf ������ �������� ��� ����������� �� ��� ������� �� ��� ���
�������� �������� Tm ����� ��������� ��� ��������� ��� ���� ����������� �� ����������� ��
��� ��������
��� ����� ���������

��� ���������� �������� ��� ��� �������� ����������� ������������� �� ����� ��� ������������ �� ����
������������� ������ ������� ���� ������ ������� �������� ��� ��� ������������ ����≤x≤����
�� ���� �������� ���� ��������� ��� �������� �� ��� ����������� �� ��� ����� ���������
�������������� f0 �� ����� ��� ����≤x≤���� ��� ����� ����������

�� ����������� ��� ��� ������������ ���������� ������������������� ���������� ��������� ��� ����
������ ��� Tm ��� ������� �� ��� ������������� ���� ����������� ������������ �� ��� �����
0.16 ≤ x ≤ 0.30 ������� ��� ��������� ������� ��������
�� ��� ������ ���������� ������� ��� ������������ ����� �� ������� ���� ��� ����������� x= ����
��� ����� �� ��� ��� ����� ��� x= ���� ��� ���� �� ��� ����� ����� ������ ������ � ��������
��� ������ �� Ea� Tm − Tf ��� ������� ������� ��� ������ ��� ���� �������� ������� ��� ���
�����������

����� ���������� ����� ���������� ������������

���� ��� �������� �� ��� ���������� ��������� ������� ����������� ��������� ��� ����� ��������
������ ��� �� ������

������������ ���� x≤ ���� ������� � ��� ������� �� ��� ���������� �������� ���������� ����
��� �����������

��� ������������ ����� �������� ����� �� �� ��� ������������� ����� ���� � ���� ����� �����
������������ ���������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� �� � �������� �� ����
�������� ����� ����������

� ���������� ���������� �� �������� �� ��� ������������� ����� ����≤x≤���� ���������� � ���



�� ������� �� ����������

����� ��������� ��� ���������� ���������� �� ������� ��� x= ����� � ������� �������������
�������� ���������� ���� ��� ������� ���������� ��� ������ �� ��� ����� ����≤x≤�����

�� ����������� �� ������� ���� ��� ������ ����� �������� ������� �� ��� �������� ��� x≤ ����
��� ���� ������������ ���� �� ������� ������ ���� ��� ��� �� ��� ��� �∼ ���� � ����� ��� ���
�� ��� ������������ ����� ��� ���������� ������ ������������ ���� ��� �� ������� �� ���

��� ��������� �� ����� �������������� �� ��� ������������
��� ������ �� ����������������

������������ �� ������������ ��� ������ �� � �������� �� �������� ���� ���� ������� ��� ������
��������� ����� ��� ���������� ������������� ���������� ������ ������� ���� ���������� ��
����������� ���� � ��������� ����������� ������ ������ ��� ���� ����������� ������������
��� ����������� ������ ������ ��� ������������ ������� ���� ��� ����� ��� ������������
���� ������� ��� �� �������� ��������� ���� ���� ���������� ����� � ���� �������� ���� � ���
����������
�� �������� �� ��� ���������� ������������ �������� ���� ��� ����� ���� ������� ��� ����� �����
�������� ����� ���������� ��� ������������ �������� ��������� ��� ������� ��� ����� ����
������ �������� ������ ��� ��� ���� �� ����������� ������������ �� ��� ������������ �� � ��������
�� �������� ���� ���� �� �������� �� �� ������������ ������������ ��� ������ �� � �������� �� �����
���� ���� ���� �� �������� �� �� ���������

�������� �������� ��� ���������� ��� ������ ������������ ��� ����� ������������ �������� ��
���� ������

��� ��� ��� ������ ����� ��� ������������ �� �������� ������������ �� ��� �������� ���� ��� ��
���������� ������ �� ������� �� ��� �������� ���� ���������� � ���������� ��������� ���� �� ��������
��� ���� ��� ��� ������������� ���� �� ��� ����������������� ��������� ������������ �� ������ ��������
���� ����� �� ������� ������� ��� ��������� �∼ ������ �� ��� ������� ����� ��� �� ���������
�������� ������� ��� ��������� �������� ��� ������ ������� ����� ��� �� ������� ������� ��� ���
��������� ����� ��� �� ��� ���������������� ������� ���� ��� ��� ������� �� ��� ����������

������ ���� �������� � �� ���������� ���� ��� � �������� ������������� ����� ��� ��������
������ ������ ����� �∼ ��� · ��−3� �������� �� ��� ������ ������� �� ������ ��������� �����
��� · ��−3� ��� ������������ �������� �� ������� ��������

������ ���� ����� � ������ ���������� ���� ���� �� ��� ��������� ������ �� ��� ������ �����
����� ��� ������������� ����������� ���� �������� � ������ ���������� ����� ����� ������ �����
��� �� ��� �� ������� �� � �� ����� �� �������� ���� ������� ���� �� ��� ��� �������� ������� ��
������ ����� �� ��������������� �� ��� �� ��� �������� ���������� ���� ������ ���������� �����
����� �� ������� �������� �� ��� ������� ������������ �� ���������

������ ���� ��� ������ ���� ������� ���� ������� ���������� ����� ��� ���������������� ���



���� ����� ����������� ��

������ ���� ��� ������� �� ���������

�������� ������������ ���� ����≤x ≤ ���� ���� �� ���������� ����� ��� �������������� ������
�������� ����� ���������� � �� ��������� �� ������ ����� ��� �� ���������� ���� �� ������ ���
��� �������� ������������� ����� �� �������� ��������� �� ���������������� �������� ������� ����
����������� ������� �� ��� ��������� ������� ��� ������� ��� �� �������������

����� ���������� ������������ ��� �� ��������� ���� ����� �� �������� ��� ������ ���� ���
��������� ���������� ������������ �� � ���� ������� ��� �� ������� �x������ ����� ����� �����
���� ��� ������ ������ �� ����� �� ������� �� ���� �� ��� ���� ���������� ���� ��� ������
����� �������� �� ������������ ���� ��� ���� ��� ��� �� ����� ���� ���������� ��� �� ��������
�������� � ���� ����� �� ���� ������� ��� �� ������� ���� ������������ ��� ��� ������ ����������
����� �� �������������������� ��� ���� �� �� �������� ���� ������ ���� �� ��� ������������������

������������ ��� ������� �������� �� ��� ���������� ��� ������ ������������ �� � �������� ��
����������� �� ����������� ���� ���� ���� ������ ���� ��� ������ ���� ���� ������� ���
������� �� � �������� �� ����������� ��� ���� ���� ������������ ������� � ���������� ���� �
���������������� ����������� ����� ���� �� ������� ��� �� � ��������������� �� ������ ������
��� �� ���������� ����� �������� ��� ������ ���� ��� ��� ������ ���� ��� ������ ���� ���
������� �� ��� ���� ����� ��������� ��� ������� �� �������� ���������� ������������ ������ ��
����� ���� ������������� ��� ��� ������������ ������� �������� ����������
������������ ��� �� ���������� ����� ��� ������ ���� ���� �� ���������� �� ��� ����� �� ���
����������� �� � ����� ��������� �������� ���� ������ ��� ����� �� ��� ������� ��������� �� ���
���������� ��� ������ ������������� ������ �� ���������� ��������� ��� ����� ����� �� ����
�� ���� ��� ������ ���� ��� �� ����� ����� �� ��� ���������������� ���������� ��� ������
������������ ������

�������� ��� ���������� ��� ������ ������������ ������ ����� �� ���� ������������ ��������
����� ���� x����� ��� ���� ������� � ������� �������� ��� ���� ������������ ���� x> ����
���� �� ���������� ����� ������ �������� ���� ������� ��� �� ���������� ������ ��� ��������
���� ���� x≥ ���� ����� ��� �������� ���� ���������� ����������� �������������� ���������� ���
����������� �� � ������ �������� ���� ������ ��� ����������� ����� �� ��� ������ �������� ��
����� �� �������� ��������� ��� ��� ������ ����� �� �� ���� �������� �� �������� ���� �����
������������ ������� � ���������� �������� ���� �� ���������� ���� ������������� ��� ������
������
��� ������������� ��� ������������� ���������� �� ������ ������ ��� ����� ����≤x≤���� ����
�� ��������� �� ������� ��

��� ����� �����������

�� ���� ������ � ���� ��������� ��� ����� ������ ������� �� ��� �������������� ������ ����� ��
��� ���������� ���������� ��� ���������������������������������� �������� �� ���� ������������ ��
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PYN PYN-PT 0.05 PYN-PT 0.10

PYN-PT 0.16 PYN-PT 0.20 PYN-PT 0.25

PYN-PT 0.30 PYN-PT 0.35 PYN-PT 0.40

PYN-PT 0.45 PYN-PT 0.50 PYN-PT 0.60

������ ����� ������������ ��� ������ �� � �������� �� �������� ����� ��� ��� ������������ �������������
��� x≤ ����� ��� ������ ��� ��� ������������ ��� ��� ������ ��� �������� ���� ��� ������ ���
x≥ ����� ��� ����≤x≤���� ��� ����� ��� ������ �� �������� ���� ��� ����� ��� x≥�����



���� ����� ����������� ��

���� �������� � ���� �������� ��� ������� ����� �� ����� ���������� ������� �� ����� ����� �������
��� ���� �������� � ���� ������ ����� �� ξ� ��� ���������� �� ��� ������� �� ��� ���������� ��������
����������� �� ��������� ��� �� ��� ���������������������� �� ��� �����������������������������
���� ��������������

����� ���

����� �� ��� ����� ������ ��� ��������� ������������ �� ����� ���������� ���������� ��� ���
������ ���� ���� ���� ����������� �� ��� �� ���� ������������

����� ��� ������������ ������� � ������ ������� �� ��� ��������� �� ��� ���������� ��������
���� ����������� ���������� ���� ��� ���������� ���� ��� ��� �� �� ������ ���� ������� ��
������� �� � ������ �������� �� ��� ���������� �������� �� ��� ���������� ������������� ����������
� ���������� ����� ����������� ��� ���������� �� � ���������� ����� ���������� �� ��������� ��
��� ���������� �� ξ �� ��� ����� ���������� �������������� ����������� ���� ��� ��� ������
���� ���� ������� ���������� ��� ��� ��� ������������� ���� ��� ����������� ���� �� ���������
�� ��� ���������� �������� ��������� ����� ��� ���������� ������ �� ��� ����� �����������

�������� ξ �� ����������� ����������� ����� ��� ����� ��� ���������� ���������� ���� ���
���������� �������� ������� ��� ����������� ��� ����� ��� ����� ��� ����� ����������� �� ������
���� ���� ��� �������� ������ ����� ����������� ������� ��� ���������� �� �� ���������� �������
��� ���������������� ��� ��������������� ������ ������ ������� ������ � ����������� ������
���������� ��� ��������� ������������

Tc − T0

T1 − T0
=

3
4

�����

���� Tc ��� ����� ����������� ��� T0 ��� T1 ��� ���� ��� ���������������� ���������� �� ���
����� �� ����� ������������
�� ��� ��� ������ ����� ��� ��������� �� ���������� �������� ���� ������� �� ������� ����� �
�������� ���� ������������� ���������� ��� ����������� ����� �� ����������� �� ��� ����������������
��� ��������������� ������� ∼ ��� ��� ��� ��� ������ �����
��� ����� ������������ �������� ���� �������� ��� �� ��������� ���� ��� ���� �������� ����
��� ������� �� ��� ���������� �������� ������ ���� ��������� ���� ��� ������� ���������� �� ���
�� ����� ����������� ������ �� � ���������� ����� �����������

��������� ��� ����� �� ��� ��������� �� ��� ���������� �������� ���� ����������� ���� � ������
���������� ����� ���������� ������� ��� ��� ����������� ��� ����� ��� ��� ���� �����������
�� ������

��������� �� �� ������������ ������

�� ��� ����������� ��� �������� �� ����� ���������� ���� ��� ���� ����������� ������������ �����
�� ��� ��� ����������� ����������������� ����� �� ����� ����� ������ ���� ����������� ����� ��
��� ����� ��� ��������� �����3 ������ ��� ������������ ����� �� ������������� ������ �����
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������ ����� ��� ���������� �������� ��� ��� ��� ������ ���� �������� ���� ������� ������ ����� ���
������� ����� ������
��� ξ ��� ��� ��� ������ ���� �������� ���� ��������
��� ��������� ������� ��� ���������� �������� �������� ���� ������� ��� ������� ����������
�� ��� ���������� �������� ���� �������� �� ���������� ��� ������� ��� ����������� �����
��� ���� ������� �� ����������� ��� ����� �� ��� Tc �������� ���� ��������



���� ����� ����������� ��

�0 �1 Tc ����� �� �������� Tc ����� �� ε�m
��� ���±�� ���±�� �����±��� ����

������ ���� ���±�� ���±�� ���±�� ����

����� ���� ����� ������������ �������� ���� ��� ������� �� ��� ���������� �������� �� ������� ���
���� ��� ����������� ����� �� ������ ����������� ��� ��� ��� ������ ����� ��� �����
��0� ��� ����� ��1� ������ �� ��� ��������� �� ���������� ��������� ��� ���� ���������
��� ������� �� �0 ��� �1 �� �������� ��������� �� ��� ���������� �� ��������� ����� �� ����
����� ���� ��� ��������� ������� ��� ���������� �������� ���� ������� ��� ������� �� ����������
������� �� � ������ ����������� �� ��� ������ ������ �� �0 ��� �1�

������� �� �� ���������� ������ � ���� ��������� ���������� ������������ ��� ������ ����������
������������ �� � �������� �� ������������ � ���� ������� ���� ������������ �� ������ ����
����� �� ���� ���� ���� ������ ���� �� ��������� ������� �� ��� ��� ��� �������� �� ��4+ ���
�������� �� ���� ��������� ��� �� ������ ����� ��� ������������������� ����� ������ �����
���� � ������ ����������� ����� �� ������ ���� ���� �� ��� ������ ��� �� ����� ������ ��
��� �������������� �� ������ ���� ���� �� ����

�� ������ �� ��� ���������� �������� ���� ����������� ��� ���� ��������� �� ������ ����� ���
��������������������� ���� ���������� ������ ��� ���������� ���� ���� ����������� �� ��� �����
�c ���������� ���������� ���� ������ ���� ������� ��� �� �� ��� �� ����� ���������� ���
�������� ���� �� �� �� ������
��� ������� �� ��� ���������� ����� �� ���� ����������� ��� �� ��� �� ���������� ����������
����� ��� ��� ������ ��� �� ������ ����������� ���� ������� �� ��� ������ �� ���� �����������
��� ����� �� ������� ���� ���� ����� �������� ������ �������� �� �������� �� ��� ��� ������ ���
����� ��� ���������� ������ ���� δ� ��� ������ �������� ��� ����������� ���� ��� ������� �� ��� �����
��� �� ��� �� ��� ����� �� ���������������� ������� �� ��� ����� ��������� ���� ������ ��� ��
��������� ����� �� ��� �������� �� ��� ���������� ����������������� �����3 ���� ����������������
��� �� ������� �� ������ �������� ����� ����� ����� ����������� �����
��� ������� ���������� ���� �� ��� ������ �� �������� ��������� ��� ��������� �� � �������������
����� ����� ��� ����� ����������� �� ������ ���� ��� ������� �������������� �� ����� �� ����
������ ������������� �� ��� ������� �� ��� ���������� ���� �� ���� ����������� ��� ������� ����
����� ����� ������������ �� ��� ������ ��� ��������� �� � ������������� ����� ����� ��� �����
����������� �� ��� �������� �� �������������� ��� ��������� ���� ��� �������� �� ��� �����

���� ������� �� ������������� ����� ����� ��� ����� ����������� �� ������� �������� �� ���
���������� �� ��� ���������� ��������� ���������� ���� ��� ��������������������� ���� ��������
����� ������ ���������� ε� ∝ ∂P

∂E � ��� ��� ��� �������� �� ��� ��������� ��������� �����������
������ ����������� ���� ����� ���� ��� ��������� ����������� ���������� �������� �� ����� ��
��� ���������� ���� �������� �� ���������� ��������� ��� ���������� ������ ���� δ� ������ ������
�� ���� ������������ ��� ����� �������� �� ��� ���������� �������� ���������� ���� ����������
������������ ��� �� ������ �� ���������� ������ ��� ������������ �� ��� ���������� ������ ��
��� ����������� �� � ������ �������� ���� ������ ��� ��� ����������� ���� �� ��� ������� �� ���
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������ ����� ��������� �� ��� ���� ���� �� ��� ���������� �������� �ε�� ��� ������ ���� ���� ��������
���� �������� ����� ��� ��������� ������ ������ ����� ��� ���������� ���� ��� ����������
������������ ������ �������� �� ���� �� ��� ���������� ������ �tan δ� ����� ����� ��������
�� ��� ��������� ������ ���� ����� �� ���������� ������������ � ��������� ���������
��� ���� ��� ��� ���� �� tan δ �� ������� ��� ���������� �� ��� ������ ��� ����������� ��
��� ��������� �������� �� ��� ��� ���� ��� �������� �� ���� ���� ������� ��� ���������
������� ��� ����������� ������� ��� ���������� �������� ���������� ���� ��� ���������� ����
��������� ��� ������� �� ����
����� ������������ ��� ������ ������������� ���������� �� ������� ������������
���� ��������������������� ���� ������������� ��� ���������� �������� �� ���������� �� ������
��� ���������� ∂P

∂E ����� P = ε0χ.E ���� χ = 1 + ε� �� ����� �������� ���� ���� ��������
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���������� ����� ��� ����� ���� �� ��� ��� ��������� �� ������ �� ��� ����������� �� ��� ����������
���������
��� ������ ���������� ��� �� ������������� �������� �� ��� ������� ��������� �� ��� �������
���� �������� �������� �� ��� ��� �������� �� ������������ ����� �� �������� ���� ����� ����
������������� ������� ���� ����� �� ���� ��� ����� ���������� �� ������ ���� ���� ����� ��
�������� ���� �� �� �� ������
����� �� ������������ ����� ��� ����� �� ������ ����� �� ���������� ������������ �� � �����
���� �� ����������� ���� ��������� ��� ��� �� � ������� ����� �� ��� ������������ ����� �������
�� ���� ��� ����������� ����� �� ��������� ����� �� ������� �������� �� ��� ��� �� ������
�����

�� ����������� ����� ���������� ��� ���������� ������������ �� � �������� �� ������������ �
�������� � ������ ���������� ����� ���������� ������� ��� ��� ��� �� ������ �� ��� ���
������ ����� ����� ������� ��� �� ��������� ���� ��� ������� �� ���� ��� ���� ���� ���
����� ���� ��� �� ������������� �� ����� �� �������������� ��� ��������� ���� ��� ��������
�� ��� �����
� ���� ��������� �� ��������� ���� ��� ������������ ����� �������� �� ���� ������ ����� �� ���
�� ��������������� �� ��� ������� ����� ��� ������� ���� �������� �� ���������������� ����
�������� �� ���� ������ ��� ������ �� ��������������� ���� �� �� �������� ���� �� �������
���� ������������� ����� ������� ��������� ��� ���� �� ������������ ����� �� �� �� ���������
�� ������ ��� ���������� �� �� ������������ ����� ������� �� ��������������� ������� ����
������ ������ �� ��������� ������ �� �������� �������� �� ���������� ����������� �� ���������
���������� �� ����� ������� �������

����� ��������

�� ���� �������� � ���� ������� ��� ������ �� �������� ��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤����
���� ���� ��������� �� �������� �� ��������� �� ��� ����� �� ����� �������������������� �� ���
���������� �������� ��� ����� �������� ��� ������� ���� ��� ���� ��� �������� ������
������ �� ������� ���� ��� ������ ���� x≥ ����� �� ��� ���������� ���������� ������������
�� ��������
��� ����� � ����� �� � ���� ����� �������� ��� ������� ��������� �� ��� ���������� ��������� �� ���
��� ����� ���� �� ��� ����� ����� ��� ������� ��������� �� ��� ���������� ��� ������ ��������
������ �������� � ���� ������ ��� ������������ ��� ���������� �������� �� ��� ������� ����������
�� ��� ��� �������� ���� ���������� ����������� ��������� ��� ��� ����� �������� ���� ����������
����������� ��� ������ ��������������
�������� ���� ���� ������������� ��� � ���� ���� ����� ����� ������������� ��� ����� ��������
���� �B� ��� ������� �� ��� ���������� �������� �m ��� ��� �������� ����������� �f ���� ����
���������� �� ����������
�� ����� ������� �������� ����������� �� ��� �������� �� ������������� ��� �������� �� ��������
����� ���� ����������� ����������� �� � ��������� ����� ���������� �� ���������� ���� ������
����� ��� �� ����������� �� ��� �������� ���∼ ������ ���� �������� ����������� �� ���� ��� ��
��������� �� ���� ������� �� ��� ���������� ��� ���������� ���� ���� ��� �������� ��� �������� ����
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����� �� ��������� ���� ��� �� ����� �������� �� ��������� ���� �������� ��� ������������
��������� ���������� ������� ������������
�� ��� ���� �� � ���������� ����� ����������� ��� ����� ����������� �c �� ���� � ��������������
������������
�m ��� �f ���� ������� ��������� �� ��������� ��������� ���� ������� ���� �� ������������ �B

��� �� ��� � �������� ��������������������� ����� �����������
����� ����������� �� ����� ����� �� � ������ �� �������� �� ��� ���������� �������� �� �� ���
���������� ��� ������ ������������ ���� �� ���������� �� ���������

������� ��������� �� ���������� �������� �� � �������� �� �����������

������� �������� ������������������� ����������� ��� ������������ ���� x �� ��� ����� �����������
������� � ������ ���������� �� ��� ���������� �������� ���� ��� �� ����� ���� � �������������
��� ������������ ���������� �� ���� ������� �������� ������ �� ��� ����� �� ��� ������� ���������
�� ��� ���������� ��������� ��� �� ����� ������������ ���� �� �������� �� ��������� ��� ��������
��������� ������� ��� ������� �������� �� ���� ������� ����� ��� �������� ���� �������� ��� ��� ����
�� ��� ���� ������� ����� ����� �������� ���� ����������� ���� �� ��������� �� ������������
��� ���������� �������� �� �������� ������� ��� ����������� ��� ����� �B� ��� ��� ����� �B�
���� ������ �� �������� �� ���������� �������� ���������� ���� � ������ �� ����� �� ��� ����������
�� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ξ ���� ������� �� ����������� ���� ��������� ����� �B�
ξ �� ����������� ����������� ������� �� ������� �������� �� ����������� ����� �B�

���� ��� ������������ ���� x< ���� �� �� �������� �� ��� � ������� �� ��� ��������� �� ξ ����������
����� ��� ��������� �� ��������� �B� ���� ������ ��� ����������� ����� ������������ ���� ��
�� �����
�������� �� ��� ���� �� ������ ���� ��� ������ ����� ξ ���� ��� ������ ����������� �����
������� �� ���� ����������� ��� ��� �� �������� ���� �������� ��� ���� ������� ���� �� ��������
��� ������ ������ ���� �������� ���������������� �������� �� ξ �� �������� ��� ��� �� ����
������� ����������� ����� ξ ��������� ���� ����������� �� ���� ������������ ������� ξ �����
�� �������� ���� ����������� ���� ��� ���������� �������� �� ��������� �� ����������� �����
��� ��� ����������� �� ����� ξ �������� ���� ��� ������� ��� ������ ���� ��� ������ ����
��� ��� �� ��� ������� ����� ������������ �B�

��� ������ �� �������� �� ��� ���������� �������� �� �B �� ��� �� ��� ���������� �� �����
����������� ������ ���� ������ ��������� ���������� �� ��� ���������� ��������� ���� �� �����
�� ���� � ����� ����� ��� TB� �� �������� �� ����� ��� ���������� �� ��������� ���������� �� ���
���������� �������� �� ����������� ��� ��������� ������� ��� ���������� �������� ������ ��������
�� ��� ������������

��� ��������� �� ��� ���������� �� ��� ���������� �������� ���� ��������� �� � �������� �� ����
�������� ���������� ������� ��� ������� ����� ��� ���������� �� ������ ��� ���������� �� ����
����������� �� �������� �� �� ��� �� ���������� ����� ��� ����� ������������ ��� ���������� ������
tan δ ��� ������ �� ��� ����� ����� ��� ���������� ���� ������� �� ����� ����������� �∼ ����
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������ ����� ��������� �� ��� ���������� �������� ε� ��� ��� ���������� �� ��� ������� �� ��� ����������
�������� ξ ���� ����������� ��� ������ x= ��������� ��� � ���� �� ���� ��� ��� ���
���� ����������� ���� �����������
��� ����� ��� ������ ���� ������� ��� ������� ��������� �� ξ ���� ������� ����� ����� ���
������� ������ ������ ��� ��� ����� ������������� ��� ������� ��������� �� ���� ε� ��� ξ ��
��� ���� ��� ����������
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������ ����� ���������� ��������� �� ��� ���������� �������� ε� ��� �� ��� ��� ��� ��� ��� ������������
�� ��� ����� ����≤x≤ �����

���� ��������� �� ��� ������������ �� �������� �� �� ��� �� ����� ������ �� �� �������� ��
������� ��� ����������� �� ����� ��� ���� ���� � ���������� �������� ���� �� ������ ������
�� �� ��������� ���� ����������� �� ����� ���� �B ��� �������� ������� �� ��� ������������
�������� �� ����� �������� ����� ���������� �B ��� ����� �� �� ������ ����������� ������������
����� ��� ����������� �� ����� ��� ���� ���� � ���������� �������� ������ ������ �� �� ����
����� ��������� ���� �� ������� ���������� ���� ��� ���� �� ���� �������� ���� ��� �� ������ ��
� ����� ������������ ����������� ���� ���� ���� ���������� ����� ���� ���������� ����������
��������� ���� �������� �� ��� ���� �� ��� ���� ���� ��� ������ �� �� ���� �� �������� �� ���
���������������� ���������� ������������ �� �������

�� ����������� ��� ������� ���������� ������������ �� ��� ������ ��� ������������� �� ��� �����
����������� �B ��� ��� ����������� �� ��� ��������� ���� ��� ����������� ��������� ��� ���
������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ����� ��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤����� ������
��� ��� ���������� �� ���������� ���������� ��� ��� ���� ��� ����� �� ��� ����� �� �B �� ����
������������� ������ ��� �� �������� ���� ��� ���� �� ���� �������� ���� ���������� ��� ��
��������

�� ��� ������� ��������� �� ξ� ��� ���������� ������� �� �������� ��� �� ��������� �� ����
��������� �1 ��� �2 �� �������������� ��� ������ �� �������� �� ��� ������� ������������ �1�
�� �������� ��������� ��������� ��� ����������� ���� �� �m�
��� ������ ������ �� �������� �� �2 �� ���� ���������� ����� ��� �������� ����� �2 �� ���
��� ���� ��� ��� ������������� ������� ξ ���� ��� ������ ��� ����������� ��� ����� �2 �����
ξ �= ��������� ��� ����� ������� ������������� ������ ��� x= ����� ����� �� ����� ���� ���� ��
��� ���� �� ������ ����� �2 ����� ���������� �� � ����� ����������� �c ������ � ��� ����
�������� �� ����� ������ �� ��� ��������� ������������ �������� �� ��� ����� ������ ��
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��� ����������� �� ���� �� ��� ����� ������� ����������� ��������� ��� ���������������������
���������� ����������� ���� ���� � ������ �� ��� ����� ��������� �� ����� ���� �������� �∗

2�
���� ���������� �� ��� ������� �� ξ� ���� ��������� ������� ��� �������� ������������ ���� ��
��������� ��� ���������� �� ������� ��
��� ��� ����� ������������� �� ���� ��� ����������� ��� �� �� ����� �� �������� �� ξ ����
��� ������ ��� ����������� ��� ����� �2�
������� ��������� �� ��� ������ �� �������� �� �2 ������� ������ ���� ��� ��� ����� �������
������������ �� ���� ��� ����������� �2 �� �������� ���� ������� ��� ������� ��� ������ ����
������ �� ��������� ������� �2 �� ��� ���� ���� ������� ��� ������� ��� ��� ����� �������������
������������ �� ��� ������������� ����� x����������� ��� ������ �� �������� �� �2 �� ��� ��
������ �� �� ��� ������������� ����� x���������� ����� �� ��� ������������� ����� x�����������
�2 �� ���������� ���� ���� � ���������� �� ��� ��������� ���������� �� ξ ��� ��� ������� ����
� ������ �� ������

�� ����������� ����� �� � ������ �� �������� �� � ����������� �2 ��� ������������ �� ��� �����
����≤x≤ ���� ��� �������� ��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ �����
��� x������ ��� ��� ����������� ����� ������� ��� ����������� ����
��� ������ ���� ��� ������ ����� �2 �� ���� ���������� ���� � ������ �� ����� �� ξ ����������
� ��������� ������ �� �������� �� ��� �������� �� ��� �����
��� ������ ����� ������ ���� ��� ������ ����� ��� ����������� �2 ����������� ���� ��
��� �������� ����������� �f �������� ����� ��� ������������� �������� �� ���������� ����������
�� �� ������� ���� ��� ������ �� �������� �� ��� ���� �� �2 �� ������� �� ��� �������� �� ��� ����
��� ����� �������������
��� ��� ����� ������������� ��� ������ �� �������� �� ��� ������� �� ��� �������� �� ��� ����
��� �� ������� �� ���������� ���� ������ �� �������� ���� �� ����� �� ������� ��

������� �������� ��������

�� ������� ���� ��������� ��� �������� ������ �������� �� ���������� �� ������� ��� ��������� ��
���������� �������� ���� ������������ �� ���� �������� � ���� ��� �� �� ��� ������� ����� �� ���
���� �� ������������ ��� ������ �� ���������� �� ��� ������ ����� ���������

����� �������� �� ����� ��� ��

��� ����� ��������� �� ����� ��� �� ���� ��������� ���� ��� ��� ���� ����� �� ���� ���
� ������ ����������� ����� ���� ��� ������� ����������� ��� ��� ��� � ����� ������ �� ����
��������� ���� ��� ����� �� ����� �� ��� ���� ����� ��� ��������� �������������� �� ��� ��������
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B A B

�� ���� ����� ��� ������ ���������� ��� A� B ��� �A� ��� �� ��� ��������� �� ������� �������
����� ������ �� ����� �� ��� ��� ���� ����������
��� ������ ����� ���� ��� ���� �� �� ��� �������� �� �� ���� ��� �� ��� �������� ����������
��������� ��� ������������ ���� ����≤x≤ ����� ��� �� ����� ��� ����� �������� �� ����� ���
�� �� ��� ���������� ������������ ����� ��� ��������� ��� ��� �������� ������������ �������� ���
������ �������� ��� δ ��� ��� ��� ��� ���� ��� ��� �������� �� ��� ���������� ������ �����
����� ��� �� ���������� �� ����� ����� ���� ���� �������� ���� ����� �� ����� ������� ���
�� ��������� �� ���� �� ���� ���� ��� ���������� ���������� ������������ ������� ������ ���� ��
� ���������� ������������ �� ��� ���������� �������� ��� ������� ��� ������������� ����� �� ��
�������� ���� �� ������ ���������� ������������� ���� �� �������� �� ��� ������� ��� ���� ��
���������� �� ������� ���� �� ������� ���������
�� ��������� ����� ����� �� ���� ��� ���� ������������ ���� x≤ ���� ������� �������� ��������� ��
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�������� �m������ �A δ 10−2εA ���
������ ���� ��� � � � ���� ����
������ ���� ��� � � � ���� ����
������ ���� ��� � � � ���� ����
������ ���� ��� ��� ��� ��� ���� ����
������ ���� ��� ��� �� �� ���� ����
������ ���� ��� ��� �� ��� ���� ����
������ ���� ��� ��� �� ��� ���� ����
�����1/3��2/3��3 ��� ��� �� ��� ����
�����1/2��1/2��3 ��� ��� �� ��� ����
�����1/3��2/3��3 ��� ��� �� ��� ����
�����1/2��1/2��3 ��� ��� ��� �� ����
���� �����1/2��1/2��3����� �����1/2��1/2��3 �� �� ��� ��� ����
���� �����1/2��1/2��3����� �����1/2��1/2��3 ��� ��� �� ��� ����

����� ���� ������ ���������� �������� ���� ��� ����� �������� �� ����� ��� �� ��� ������ ��������
�� ��� ������ ���� ���������
� ��������� ���� �� �� ��� �������� �� �� ��� ���������� �������� ����� ���� ������

���� ����� �� �� �������� ���� ������ �� ��� ����� �� ��� ���������� ����������� ��� ����������
���� ���������� ������� ������� ��� ��� ���� ���������� ���������� �������� ��� ����������� ��
������ �������� ����� ������ ��� �� �������� �������� ������ ���� �� �������� �� ������� �
�� ����������� ������������ ��� ����� ��� �������� ����� �� ��� �� ������������ ������� ����
��� ������ ������ δ �� ������������� ����� �∼ ��� ��� ����� �� ��� ����� �������� ��� �����
����� ������� ��������� ���� �� �����1/3��2/3��3 �� ���������� �����1/2��1/2��3� ������� ��
��� ���� �� ������������ ��� ����� ��� �������� ����� �� ������ ������� ���� ��� ������
������ δ �� ����� �∼ ��� ��� ����� �� ��� ����� �������� ��� ������������� ������� ��������� ����
�� �����1/2��1/2��3������1/2��1/2��3 �� �����1/2��1/2��3�

����������� �������� ����� �����1/3��2/3��3 �� �����1/3��2/3��3� ���� ������������ �����
������ �� δ �������� �� ��� ��������������� �������� ����� �����1/2��1/2��3� �������� ��� ����
������ �� εA ��� �A� ������ δ ������ ���� �� ����� ���������� ���� ��� ��������� ������ �����������

��� ������� ��������� �� ��� ���������� �������� �� ������ ���� ����≤x≤ ���� ������ ��
���������� ��������� �� ��� ����� �������� �� ����� ��� �� ��� ��������� � ����� ���� �
�������� �������� �������� ���� � ���� �� �������������
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x ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
γ ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

����� ���� �������� �������� ��� ������� �������������
��� ����� �������� �� ��� ��� �������� ��� ��� ������ ����� ������� �� ��� ������ χ2 �����
��������� �������� ��������� �� ��� ������ ����� ��� ��� ���������� ������ �� χ2� γ ���
���� �� ����� ������� ��� ���� ��� ����� ��� ����� �� γ ���� ��� ������ �� ��� ������ �������
��� ����� �������� ��� x = ��������� �� ��� ��� ����� ���� �� ���� ������������

�������� �������� �������� ���� �

��� ����� ����� �������� �� �������� ��� ���������� �������� �� ������� ��������� �� ��� �������
����������� ���� ��� ����������� ��� ������ ��������� ��� ��������� ����� ��� ��������� �� ���
���������� �� ��� ������� �� ��� ���������� ���������

�������� ξ =
1

εm
· B · γ · (T − Tm)γ−1

ln ξ = ln(
1

εm
· B · γ)

� �� �
+ (γ − 1)� �� � ln(T − Tm)

ln ξ = C + D ln(T − Tm)

���� �������� ��� ����� �������� �� ����� ��� �� ���� ����� �� ������� ������� ��� ���� ����
������� ����� ��� ��������� �� C�= 1

εA·2δ2 · γ� ��� D�= γ − 1 ���� γ = 2�� ������ ����� ����
������������ ������ ��� ������� ����������� ��� ����� �� ��� ����� ���� ������� �� ����� ��
������ ����������� �� ������ ��� ����� �������� �� ����� ��� �� �������� ��� �������� ��������
γ �� ����� ���� � ��� �� ��� �������� �� ����� ���� ����� ��������� ���� ������� ��� ��������
������� �� ��� ���������� �������� �������� ������������ ������� ��������� �� �� ��� ��������
����� ��� �� ���� �� ��������� �� ������� ����������� ������ �� ��� ��� ���� �������� ���������
�������
��� ������ ���� x= ���������� ��� �� ���� � �������� �������� �������� ���� � �� ���� ������
������� ����� ��� ��������� ������� ��� �� ��� ��� ���� �� ���������� ������ ���� �� �������
�� �������������
��� ����� �� ��� �������� �������� �������� ��� ��� ������� ������������ ������ ���� ���� ���
���� ��� ������ �� �� ������ ��� ������� ��������� �� ��� ���������� �������� ��� �� �����������
���� ���� ��� ������� ����������� ��� ��� ��� ����� �������� �� ����� ��� �� �� ��� ��������
�������� �� ������� �� ����� �������� ���� ��
��� ������ ����� ��� ������ �� ��� �������� �������� ����� �� � ����� �� � ���� ���� ��� ���
��������� ����� ���� ����� ���� ��� ������ �� ��� ����������� ������ ������ ������ ��� ����
������������ ��� ���������� �������� ��� �� ��������� �� � ����������� ��� ��� ��� �������� ��
������������� �� ��������� ����� �� �������� ���� ���� ����������� �� ��� ������ � ������� �������
��� �������������������� �� �m ���� ��� �� ������� ���� � ������������� ����
��� ������ ���� ��� ������ ����� �� �� ��� �������� �� ������� � ���������� ������ ���������
�� � ����������� ����� ��������� ��� ����������� ���� ����� �m� ��� � ������������ �� ��� ��
�������� ���� � ����������� ����� �������� ������ ���� ���� ����������� ����� ����� ��������



�� ������� �� ����������

-0.5

0

0.5

200 300 400 500 600 700 800

re
si

du
al

s

Temperature (K)

-15

-14

-13

-12

-11

lo
g(

ξ)

������ ����� ��� �� ������ ���� ���� ��� �������� �������� �������� ���� ��

����� ������ � ������� ����������� ��� �� ���� ����������� ��� � ����������� ��� ����� �� �m

��� ��������� �� ��� ����������������������� ����� �� ξ �� �������� ���� ���� ��� ���� ����
�������� �������� ��� ��� �� �������� �� ���������� ���������� ������ �� ����������������� ξ
��������� ���� ����������� ������� �� ���������� ��� ����������� ��� ��� ������� ���������� ��
ξ� �� ����� �������� ���� ���������� ������������ ����� ��� ���������� �������� �� ������ ����
��� ������ ���� ������� �� �� ��� �������� ��������� � ������� �������� �� ���� �����������
��� ���������� ���� �������� � ����� ���������� ������ � ������������� ������������� �� ��������
���������� ����� �� � ����������� ����� �m�

�� ����������� ������� ��������� ���� ���� �������� �� ��� ������������� ����� �� ��� ������
����� �������� ���� ���� ���� ����� �� ��������� �� ������� � ���������� ���������� �����≤x≤������

������ ���� ������� ��� ����������� ��� ����� �m ���� ������ ��� ���������� �������� �����
� �������� ���������� �� �m

������ x= ��������� ������� ��� ����������� ��� �� � ����������� �������� ����� ��� �����
��� �� ��� ���������� �������� ��<Tm + 100�� ��� ��� ������ ������������� ��� ����������
�������� ��� �� ��������� ����� ��� ������� ����������� ��� ���� ��� ���� ���������
��� ���������

������ x= ��������� ������� � ������� ����������� ��� �� ��� ����� �������� �� �����
��� �� �������� � �������� �������� �������� �������� ���� ��

��� ��������� ����� �±����� �� ��� ������ �� � �������� �������� ����� �� ������� �� ������� ���
������ �������� ��� ��� ������� ������� ������������� �� �� ����� ����� �� ��� ���� �� ������� ���



���� ����� ����������� ��

����� �� ��� �������� �������� �� ��� ��������� � ����� ��� �� ��������� ���� ��� ����� �������
�� ����� ��� �� �� ��� ������������� ��� ��� �������� �������� ������� ����� �� � �� ���������
���� ���� �� �������� ��� ���������

������� ��������� �� ��� ����� �������� ���� ���������� �� � �������� ��

�����������

�� �������� ��� ��� ����������� ������������ �� ��� ������ ����� �������� ��� ����������������
���������� ��� ������ ������������ ������� ��� �������������� ����� ��� ��������������������
����� � ���������� ���������� ������ ���� ���������� ���������� � ���� ������� ��� ���������
�� ��� ���������� ��� ������ ������������ ���� ������������ ��� ��������� �� ��� �������������
��������� �33 ���� ����������� ���� �� �������� �� ��������� ����� �����

������ ���� ��� ���� ����� �� ������� �� ���� � �� �������� �� ���� ������������ ����
�� �������� �������� �� �� ����� ����� ����� ��� �� ����� ������� ������� ��� ��� ��������
������� �������� ��� �������� ���� ���������� ������������ �� ���������� ������ ��� ��������
����� ∼ �����
������ ���� ��� � ������� �������� ������� �� ������ ����� �� ����� ����� ����� � �������
�� ����� ������� ���� ��� ���� ��� �� ���������� ����� ����� �����
��� ����� ��� ������������� ��� �������� �� ��� �� ���������� ����� �� ���������� ���� � ����
���� �� ��� ������������� ��������� �33 ���� ������� ���� ����� ��������� ����� ������������
���� ������������ ��� ������������� ��������� �33 �∼ ����� ����� ���� ���� ��� �� ������ ���
���� ����������

������ ���� � ���� � ���� �� ��� ���� ���� ������ �� ������ ��� ���� ������ �� ������ ����
�������� ���� ���� ��� ������ ������ ������ ��� ������ ����� ��� �������� ���� ������� ���� ���
����������� ��������� ��� ��� ������ ��������� ���������� �� ������ ���� ���� ������������
��� ���� � ���� � �����
��������� ��� ����� ������������� ����� �� � ������� �� �33 �� � ����������� �� �� ��� �������
����� ���� �f ���� ��������

������ ���� � ���� ������� � ���� �� ����� �� ���� ����������� ���� �������� �� �� �m� �
������� �� ��� ������������� �������� �33 ��� �� �������� �� ���� ��� ���� ��� x����� ���
x������ ������������ ����������

���������� �� ��� ������������ ���������� � �������������������� �� ��� ������� �� ��� �������
���� �������� �����≤x≤ ������ � ������� �� ��� ������������� ��������� �33 ��� �� ���������
���� ������� �� �33 �� ������� �� � ����� ���������� ������� �� ��� ����������� �� ��� ������
�������� ���� �������� �� ����� ��� ��� ���������� ��� ������ �������������
������ ��� ������� ��������� �� ��� ���������� �������� �������� ���� ��� ����� �� ��� �������������
�������� ���� ������ ������ ���� ��� ��� �� ��� ���������� �������� �������� ����� ��� ���������
������ ����� ��� �������� �� � ����� ���������� ��� ������ ���� ����������� ��� ���������
�� ��� ���������� ���������� �������� ����� ��� ����� ���������� ��� �� ����� �� ��� �����������
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������ ����� ��������� �� ��� ���� ���� �� ��� ���������� �������� �ε�� ��� ������ ���� ���� �����������
�������� ����� ��� ��������� ������ ������ ��� ���������� ���� ��� ���������� ��������
����� ������ ��������
���� ��������������������� ���� ������������� ��� ���������� �������� �� ���������� �� ����
��� ��� ���������� ∂P

∂E ����� P = ε0χ.E ���� χ = 1 + ε� �� ����� �������� ���� ���� ��������
��� ��������������� ���������� ���������� �������� �� ����� ����� ��� ����������� ���
1
ε� = T−T0

C �

��� ��� ��� ����� �������� ����������� �������� �0 �� ��������� ����������� �� ��� ������� ��
��� ������������� ��������� �33�
��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ���� ��� ������ ����� ������� �������� ��� �� ����
������� ��� ��� ������� ������ �� ���� ������ ��������� ���� ��� ����� ����� ������������ ���
������ ����� ��� ���������� ���������� �������� ��� ��� ����������� ��� ��� ����� ����������
�������� ��� �������� ��� ��� ������� �� ��� ������������� ��������� �33 ��� �� �����������
�������� �� � ������ ������� �� ��� ������ ���� ��������� ��� ���������
���������� ��� ������� �� ��� ������������� ��������� �33 �������� ����� ����� ���� ���������
���� ��� ������ ������������ �� ������������� ��������
������������� ��� ����� �� ��� �������� ���� �� �������� ��������� �� ��� ������������ �������
�� ��� ���� �� ������ ���� ����≤x≤ ����� ��� ������� �� �33 �� ������� �� � ���������� ���
����� ��� ������������� ������ ��������� �� ������� ��� ������� �� ��� ���� �� ������ ����
����≤x≤ ����� ��� ���������� �� ������� �� ��� �������� �� � ������ ������� ���� �� ��� ���
������������� ��� ������ �� �������� �� ���� ������ ������� ���� ���� �� ���������� �� ��
������ ������������� �� ��� ����������

��� ������� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ����� �� ��� ��� ������������� � ������ �������



���� ����� ����������� ��

���� �������� ���� ������ �� �������� �� ��� ������� ���� ��� �� ������� �������� �������� ����
�� ����������� �� ��������� ��� �������� �� ��� ������ ���� �� ���������� ������ ��� �� ��� ���
�������� ���� ��� ������� ���� �� �������� ���� ������������� �������� ��� �������� ������
��� ������� �� ��� ���� ���������� �� ��� ������������ ��� ��� ������ ��� ������� �� ���� ����
��� ������ �� ������������ ���� ��� ������� �� ��� �������� ���� �� ��� �������� ���� ���� ���
������������ ������� �� ����� ���� ��� ������� �������� ����� ����� � ������ ������� ���� ��
��� ��� ������ �� � �������� �������� ��� ��� ������� ������������ ������� �� ��� ������ �����
�������� ��� ��� ��������� �� ���� ������� ���� ���� �� �������� ����������
�� ��� ������������ ���� ������ ������� ���� �� ����� �� ��� ���� ��� �� ������� ��������� ����
����������� ���������� ��� �������� ������� �� ��� ������ ���� ��������� ��������� ��������� ���
�������� ������� ��������� �� ���� ���� ����������� ���� ��� ����� ������� �������� ��������
��� �������� �� ��� ���������� ����� �������� ��� ������ ���� ��� ������ ����� ��� ��� �����
������������ �x����� � ������ ��� �������� ������� �� ��� ������ ���� ���� ������� �������� ���
���� ������ ������������� ��� ��� ������� �� ���� ���� �� �� ����� ���� ��� �������� �� ���
������������ �� �����������
��� ��� ������������� ���� ��� �������� ������� �� ��� ������ ���� �� ���� ��� ������������� �����
����� �33 ���� ������� � �������� ��� ����������� �� ���� ������� ���� �� �������� �� �� �3

���������� ��� ����������� �� ��� �������� �� ��� ������������� ��������� �33 �� �3 ����������
���� ��� ������ �� ��� ��� ������������ �� �������� �� ������� � ���� �����

�� ��� ��� ������� ��� �������� �� � ������ ���� ���� ��� ���� �� ��� �������� ������� �������� ��
��� ��� �� ��� ��������� �� ������ ��������� ���� ������� ����� �� � ����������� ��� ����������
������ ���� ������ ���� ��� �� ��� ������ �� �� ��� ����� �� �� � �� ����� ���� �������
������� ��� ������ ������ ���� ����������� �� ��� ����� ����� ��� �������� �� � ������ ����
���� ��� ���� ���� �� �������� ������� �� ��� ��������� �� ������ ��������� ���� ��� �� ������
��� �� ��� �������� �� ��� ������ ���� ���� ��������� ��� ������ �������� ������ ���� ��� ��������
�� ��������� �� � ����������
����� ����� �3� ������ ��� �� ���� �� � ��������� �� ��� ������������� ������ ���� ����� �3

������ ��� �� ���� ������ �� � �� ����� ���� ������� ������� �� ��� ������� �� ��� ����������
����� �� �� �� ��� ����� �������� � ��������� ������ ���� �� ��� �������� �� ��� ����������
��������������
�� ������� �� ����������� �� ������� ����� ����� ������ ��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ����
���� �� ��������� ������������ ��� ������ �� �������� �� ��� ��� ������ �� �3 ���� �� �������� ��
� ������ �� ��� ���� �� ������ ���� �������� ����� �3� ������ ���� ���������� ����� ��� �������
������ �������� ������� ����� �3 ��� ��������� ����� ��� ������������ ���� � �����������
����� �� ����� ���� ����������� �� ��� �������� �� � ���������� ������� �� ��� ��� � �� �����
���������� ������ ��� �� ���� �� �������� ���� ��� ��������������� �� ����� �� ������� �� ���
����� ������������� ������� ��� ��� ������������ ��� ���� ������� ��� ����������� �� �� ��������
���� ��� ����� �� ���� �������������

���������� �� ��� ����� �� ������������ ���������� ������������������� ���������� ��������
�����≤x≤ ������ � ������� �� ��� ������������� ��������� �33 ��� ���� ��������� ���� �����
��� ��� ���� �������� �� ��� �������� �� ��� ����� �������� ���� ������� �� ������� ��� ����������
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������ ����� ������� ������� ����� �� ��������� �� ��� ��� ������� ���������� ������������ ��� ������
������������ �� � �������� �� ������������

��� ������ ������������� �������� ��� �������� ������� ��������� �� ��� ����� �������������
���������� ���� ���� ��������� � ���������� ���� �� ��� �� � �� ����� ��� ���� �������� ���
����≤x≤ ����� ��� � ���������� ������� ��� �� ������ ��� ���� ��������� ��� ����≤x≤ �����

������� ������� ��� ����������� �� ��� ������� �������� �� ��� ���

����� ������������

�� �������� �� ���� �������� ��� ��������� �� ��� ���������� ��������� ��� ���������������������
���� ����� �� ���� �� ��� ��������������� ���� ����� ���� ���� ������� ��� ������������ ���� ����
���� �������� �� ��������� �� ������� � �������������������� �� ��� ����������� �� ��� �����
��� �� ��� ���������� ��������� ����≤x≤����� ��� �������������� ������������ ��� ����������
������������ ���� ���� ���������� �� ���������

��� ����� �� ��� ���������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ξ ��� ������� �� ������
���� ��� ����� ����������� �B ��� ����������� �� ��� ����� ����≤x≤ �����



���� ����� ����������� ��

��� �������� ����� ������������� ��� ������ ����≤x≤ ����� ��� ������������ ����� �� ���
������� ������������ ������ ��� �����1/3��1/3��3 �� �����1/3��1/3��3� �B �� ����� ����
������ ���� �m ��B ����� ��� ���� ���� �m ����� ��� ���� ������������ ����� �������
�B �� ���� ����� ��� ������ ���� �m �� ������� ���� �������� ��� ���� ���� ��� �������
����� �������� �� �� ��� ����� ������������ �� ���� ����� ��� ��� �� ��� ����� �����������
�� ��������� �������� ��� ��������� �� ��� ������������ �������� �� ��� ���������� �������� �� ����
������������ ��� ������ ���� ��� ������ ������ ���� ��������� ������� ��� �����������
�� ��� ��������� ���� ��� ����������� �������� ��� ��� ����� ����������� ���� �� ��������� ��
������� ��
��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ����� �� ��� ���� �������� �� ��������� ��� �����������
�� ����� ��� ���������� �������� �� ��� ����� ����������� �� ������ ������ �� �� ��������������
�������� ����� ��� ���������� �������� ������������� ��� ����� �� ��� ��������� �� ��� ���� ���
�������� ����������� ���� ���� ����� �� ���� ������������� ����� ��� ����� ����������� �� �����
�����

��� ������ �� �������� ��� ������� ���������� �������� �� ��� �������� ������������ ���� ����
������������� ��� ����� �������� �� ����� ��� �� ���� ��� ��� ������� ����������� ������
��� ����� �������� �� ����� ��� �� ������ �� �������������� ���� �� ��������� ��� ���� ���
������������ �� ��� ����� ����≤x≤����� ������� ��� ������ ���������� ��� �� ���� ���������
���� ��� ���� �������� �� ��� ����������� �� ���� ������������� ������ ����� � �������� ��������
�������� ���� � ������ � ������ �������� �� ��� ������������ �����
��� ������ ����� �� �������� ���� ���� ������ � ���������� ���������� �� �������� ��� ����������
�������� ������� ��� ����������� ��� ���� �� �m�
��� ������ ���� ��� ������ ����� ��� ���������� �������� ��� �� ������� ����� � �������
����������� ��� ���� � �������� �������� ����� �� � �� ���� ������������ ��� ���� � �����������
��� �� � ����������� ����� ������� ������� ����� �m�
� ������ �� �������� �� ��� ���������� �������� �� � ����������� �2 ����� �� ����� �� �f ���
���� ���� ���������� ��� �� � ������ �� ����� �� ��� ���������� �� ��� ������� �� ��� ����������
��������� ��� ������ �� ����� �� ���� ������ ��� ������������ ���� x����������� ��� ��� �����
������� ������������� ���� ��� �������������������� �� ξ �� �������� �� �2�

��� ����� ������������� ������������ �� ��� ������������ ��� ������ ���� ����� � �������� ��
��� ������� ������������� ��� �������� ����� ���� ���������� ������������ ��������� ��� ���
������������� �� ������������� ������� ����� ���������� ��� ���� ���������� ���� ��� �������
�� ��� ������������� ��������� �33� ���� ����� ���������� ��� ���� ����� �� �� ������� �� ���
��� �� ������ ��� ����≤x≤ ���� ��� ������� ��� �� ������ ��� ����≤x≤ ����� ��� ������
���������� ������� �� ��� ����������� �3 ���� �� ����� �� �2 ��� ������������ �� ��� �����
����≤x≤ ����� ��� ��� ����� ������������ ��� ������������ �2 ��� �3 ��� �������� ������
�� �� ���� ���� ��� ��������� �� ��� ��� �� �� ������������ ��������� ������ ��� ������������
���� ����≤x≤ ����� �� ������� �� �������� ��� ��� ���������� ���������� ���� ���� �������� ��
�2� ������� ������� �� ��� ������� ��������� �� ��� ���� ���������� �� �2 ��� ������ ����
����≤x≤ ���� ���� �������� ���������� ���� ����� �� ������ � ������ �� ��� ����� ����� �� �2�
��� ������ ����≤x≤ ����� �� ���������� ��������� ��� ��������� �� �2 ��� �� ����� ����
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������ ����� ��� �������� ����������� ����� ����� ����������� ���������� ��� ������ ������������ ��� ����
��������� �� ��� ����� ����≤x≤ �����
�m �� ��� ����������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� �������� �� � ��� ������
���������
�B �� ��� ����� ����������� ��� ��� ����������� �� ��� ��������� ���� ��� �����������
��������� ����� �����������
�f �� ��� �������� ����������� ���������� ����� ��� ������������� ��� �� ��������� �����
���� ���������
�2 ���������� �� ��� ������ �� �������� �������� �� ��� ������� ��������� �� ξ �������
�������
�3 �� ��� ����������� �� ��� ������� �� ��� ������������� ��������� d33 ���������� ����
��� �������� �� ���� �� ��� ������ ���� �� ��� ��� ������ ������ ���� ���� �����������

��� ��������������������� ���������� ����������� ��� �� ��� ������� ������ ���� �������� ��
����� ��������� ��� ������ �� �2 ��� �f � �� ����� ���������� ���� ��� ������ �� ��� ����������
�������� �������� �� �2 ��� ������ ���� ��� ������ ���� �� ������� �� ��� �������� �� ���
�����

���� ��� ����� ������������ ��� �������� ������� ����������� ���� �� ������ ��������� ��� ����
������ ��������� �� ��� ������� ����� �� ������ ����� ���������
���� ������ ������ ���� �������� � ���������� ���������� ���� ��� �� ����� ����� � ������
������� ���� ��� ���������� �������� ������� ���� �� �� ��� �������� ��� �� �� ���� ���� ���
���������� �������� ������� ��� ����������� ��� ����� ��� ����� �m� �� �� �������� ���� ����
�� ���� ������ �� �B ��� ������� ����� ������ ��������� ������ ���������� ��� ������ ��� ���
�������� ��������� � ���������� ������ � ��������������� ������ ����� �� �2∼�3∼�f �

������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ���� ������ �� �� ������� ����� ��� ���������� ��������
��� �� ����� ���� ��������� ������ ������� ��� ���� ���� �� ����������

�������� ������ ���� ��� ������ ���� ������� ��������� �������� ��������� ����� ���� ����



���� ����� ����������� ��

�� �� �������� �� ���������������� ��� �� ������� � ���������� ������ � ������������� �� ��������
���������� ����� �� � ����������� ������� ������� ����� �m� ������ ��� ����������� ��������
���������� �� ��� ����� ����������� ��� ���� � �������� ������� ��� ��� �� ��� ����� ����
�������� �� � ����� �����������
���� ��� ���������� �������� �� ���� ����������� �������� ��� ������� �� ��������� � ����������
��������� ��� �� �m ��� � ��������������������� ��� �� �2� ������ �� ��� ������� �� � �����
�������������� ���� ����������� ����� �� �� ����������� ������� ��� �������� �� � ������� ��� ���
��� �� � ������������� �� ������������������
����� � ����� �������� ����� ����� ������������ ������� �� ���������� ������ �� �������� �� �3

�� ��������� �� ��� ����� ����������

����� ��

�� �������� ��������� � ���� ����� ���� ������ x= ��������� ���� ����� ������ �� ����������
�������� ��� ���� ��� ����������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� �� ����������
����������� ��� ������� �� ���������� ������ ��� �������������� ������ �������
��� ��������� �� ��� ���������� �������� ���� ����������� ���� �� ��������� ����� � ������
������� ������������� �� ��� ���������� ���� ��� ���������������� �� ��� ���������������
�������
� ����� ������� ���������� �� �������� ��� ����≤x≤ ����� ����� �� ��� �� ��� ����� ����
��� ����� ������������� ���� ������� ���������� ��������� � ���������� ����� ����������� ���
���������� ���� �� ���������� �� �������� �� ��� ���������� �� ξ �� �c ��� ������ ���� ���
���� ������� �� ���������� ��� ������ ����� ��� ���� ����� ������ �� ��� ���������� �� ��� ��
���������� �� ��� ��� ����� ������������� �� ��������� �� ��� ���� ������� ������� �����������
��� ��������� ��� ���������� �� ξ �� �c �� ��� �� ����� �� ��� ��� ����� �������������
������� ��� ��������� �� ξ ���� ����������� ������� ���� ��� ���������� �������� ������� ���
����������� ��� ���� ����� ��� ���������� ��� x����������� ��� ��� ������������� ����� ���
����� ����������� ��� ���������� �������� �������� ��� �������� �� � ������� ��������� ����� ����
��������� ���� ����≤x≤���� �� ��� ������� � ����� ����������� �� �c��m� ��� � �����������
������ ���������� ��� ��������� �� ������� ���� ����
�� ���� ������ ������������ �� �� �������� �� ��� � ����������� �������� ��� ����� ξ �� ����
�������� ����������� �� ������ ���� ��� ���������� �������� ������� ��� ����������� ���� ���
����� ������� ��� ����� �������� C ����� ��� ����� ��� ����� ����������� ���±�����−1� ���
±�����−1 ��� ���±������−1 ��� ������ ����� ���� ��� ���� ������������ ������� �� ���������
�� �������� ���� ��� ����� ��� �������� ��� � ���������� ����� ����� ���������� ���� ���������
�������� ��� ����� �� ��� ����� ��������� �������� �������������� �� ����� �� � ��� ��� ��������
�������� ���� ���� ����� ����� ��������� �� ��� ������������� ����� ����≤x≤ ����� ������
���� ��� ������� � ����� ����� ���������� ��� � ������ ����������� ���������� ��� ������
��� ��� ����� �� ��� ���� �� �������
�������� ����� ���� �� ��� ���������� ����� ��� ����������� �������� �� ��� ���������� ��������
�� ���� ����������� ��� �� ���������� ����� �� ���� ������������ ��� ���������� �� ��� ����
���� �� �� ���� ���������� �tan δ �������� ��� �> ������ �������� � �������� ������� �� ���
��������������������� ���������� ����������� �������� ���� ��� ������� �������� �� ξ �� ����
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����������� �� ������ ��� �� � ����������� ���������� ��� ��� ��� �� ����������� ����������
���� ������� ������ ���� ����≤x≤ ���� �� ������������ ��� ��� ��� ���

��� ���������� ��� ������ ������������ �� � �������� �� ����������� ���� ��� ��������� ���
������ �� �� ��������� ��� ����� ������������ ���� �� �������� �� ���������� �� ����������
��� ������������� ����� ��� �� �������� ��� ������������ ����� �m ����� ���� �� ���������� ��
��� �������� �� ����� ������ ������������ ����� ������������ ���� ���� ���� ����� �� � �����
���������� ������� ��� ������������� ������ �� � ����������� ����� ���� �m� ���� ����������
���� �� ����������� ���������� �� ��� �������� �� ��� ����� �������� ���� ������� �� ����� ���
��� �������������

�������� ��� x= ����� ����� ��� ����� ���������� ��� ���������� �������� ���� ��� ������ ���
����������� ��� ����� ξ ��������� �������� ���� ������������ ������� ����� �� � ����� �������
���� ���� ����������� �� ������� ��� �� �� ��� ��� �� �� ��� ������������ ���� ������ ���
�� ����� ��� ��� ��������� ������ �� � ���� ����� ��� ��������� ������ ��� ��������� ���� ���
����������� ����

��� ������� ��� ���������� �� ��� ����� �������

�� ���� �������� ��� ����� �������� ������ ���� x��� ���� ��� ���� ������� ����� ����������
������������� ��������������������� ���� ��� ��������������� ���� ������������� �� � �������� ��
������������
����� ���� ���������� ������������� �� ��� ����� ���� ������������ ���� x≤ ���� ��� ��������
����������� ��� ���� ��� ��� �� �������� �� ��� ����� x����������� ������������ ��� ������
��������� ���������� �� ��� ������������ ����� �����≤x≤����� ���� ���� �� �� �������� �����
������������ �� ���������

��� ����� �� ��� ��������� �� ��� ����������������� ��� ������������������� ���������� ���������
���� ����������� ��� ���� ��� ��� ������ ���� ��� ����� ���� ����� ��� ������������ ���
����� ���� ��� ����� ����������� �� ���������� ������� �� ��� ����� ����������� �c ������� �
���������������� ������������ ����� ��� � ��������������� ��� ������
������ ���� ������� ��� ����������� ��� ����� ��� ����� ��� ������������������� ��������
���� �� ��� ������� �� ��� ���������� ��������� �m�
��� ��������� �� ��� ���������� �������� ���� ����������� �� ������ ���� ��� ������ ����
������� ��� ����������� ��� ���� � ������� ����������� ����� ����� ��� ����� ��� ����������
��������� �m� ����� ���� ���� ����������� ������ ��� ������� ��������� �� ��� ����������
�������� �� ���� ���������� ���� � ������� ���������
��� ������ ���� x= ���������� ��� ��������� �� ��� ���������� �������� ���� ����������� �� ���
��� �������� �� � ������� ���������
��� ����� �������� ������ ���� x = ��������� �������� � ������� �������� �� ���� �����������
��� �� ��������� � ����������� ��������������������� ����� ���������� �� Tm = Tc�
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PYN-PT 0.45 PYN-PT 0.50 PYN-PT 0.60
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������ ����� ����� ���������� �������� �ε�� �� ���� ��� x= ��������� �������� ����� ���������� �������
����� ������ ����� ��� ���������� ����������� ����� �����
�������� ������� �� ��� ���������� �������� �� ���� ��� x= ��������� �������� ����� ���
�������� ����������� ������ ����� ��� ���������� ����������� ����� ������ ��� ������ ���
�������� ����� ��� ����������������������� ���� �� ξ�
�������� ���������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ξ �� ������ ������ ��� ����
����������� ���� ����������� ��� ��������� ������� ��� ������� ����������� �� ��� �������
������� ��� ������� ������ ��� ������ ��������� �������������



�� ������� �� ����������

��������� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ���� ������� �� ���������� ���������� �� � ����
�������� ����� ���� �m � ����� ��� ����������� �� � ����� ����������� �������������� ���� �������
���� ��� ���� ��������� �� � ������� �� ��� ������������� ��������� �33� ���� ���������� �� ��
�������� ������ ��������� �� ��� ������������ � ���������� ������� �� ��� ��� � �� ������
��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ���� ��� ������� ��� �� ������ ��� ������������ �� ���
����� ����≤x≤ �����

����� ���� �������� ��� ��������� � ���������� ����� ���������� ���� ��� ����������������
������������ ����� ������ ��� ��������������� ��� ����� ����������� ��� ����� �������� ���� ��
�������� ��� ���� �������� ��� � ����� ������ �� ������������ �x≤ ������ ��� ������ ����
������ ������ �� �� ������������� ��� ���������� ������� ���� ������� �� ��������� �� ���
�������������������� �� �m� ���� ������ ��������� �� ��� ���������� �� ������� ���������� ����
��� ���������� �� ����������� �� � �������

�� ��� ���� �� ������ ����� ��� ���������� �������� �� ��� ��������������� ����� ��� �� ���
������� �� ��� ����������� ��� ���������� ������ �� ��� �� � �� ������ �� ������� ���� �����
�� �� ��� ����� �� ��� �������� �� �������������� ���������� �� ��� ����� ���������� �������
���������� �� ���������� ��� �� ��� ������������� ��������� ���� ��� ��� ����� �� ���� ���
������������������� ������� �� ��� ���������� �������� ��������� ��� �������� �� � ������� ���
������� ������ �� �� �������� ����� �� ������ ����� ����� ��� ������������ ���� ��� �����������
��� ��� ���������� ����������� ��� ��� �� ������ ����������� �� � ������������ ������ ��� ���� ���
�������� �� ����� ����� ��� ������������ ����� �� ��� �������� ����������� ��� �������� �� ���
������������ ���� ���� ���� �� ������� �������� �� ������� �� ���������� ������ ���� �����
�� � ��� ���� � ������� �� ����� ����������� �� ����������������� �������

��� ����� �� ������ ���� ��� ���� ��� ������� �� ��� ���� �� ������ ����� �� ��� �����
����� ���� � ������� ����������� ������ ��� ���������� �������� �� ����� ������������ ������� ��
�� ��� �������� ��� ������� ��� ������� ��� ����������� ��� ��� ����� ������������� ��������
�� ��� ���� �� ������ ���� ��� ������ ����� ��� ���������������� ��� ��� ���������������
������ ��� ������������� �������� �� ��� ������������ ����������� ����� �������� ������� �����
��� ���������� �� ������ ������� ������� ��� �������� ������� ��� ��� �� ��� ���������� ���
������� ��������� �� ��� ���������� �������� �� ����� ������������ �� ��� ��� �� � ������� ���
���������� ���� ��� ��������� �� �� ��� �� �� �������� ���������� � ����� ����������� ����
����� �� ���� ������ ��� �� ������� ���� ������ ����� ����� ������ ���� ��� ���� �����
������� �� ������ ����� �� ���� ��� ����� �� �������� ���� ����������� �� ����������������� ���
����� �������� ��� �������������������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� �� �������
������ ��� ����� ������������ ��� ��������� �� �� �������� ���� ����������� ���� ������� ����
����� ����������������� ������������

������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ���� ������ �� ��������� ��� ������������������� ������
������� ��� ������ ������������ �������� ���� ��� ���� �� ����� �� �� ��� ����� ��������� ���
���� ������� �� ������� ���������� ���� ��� ���� ��� ����������� �� ���� �������� ���� ��� �����
���� �� �� ������� �� ��� ������� ���� �x≥ ����� �� � ������ �� ������ �������� ������������
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������ ����� ����� ������� �������� ���� ��� ����� �� ��� ���������� ��������� ���������� ��� ������
������������ �� � �������� �� ������������ ����� ��� ������ ��� ��� �����
����� ��� ���� ����� ������� ����� �� �m ��� �c �������������
���� ���� ������� ��� �f ���������� ���� ��� ������������� ���������
���� ��� ����� ������� ��� ��� �������� ��� ��������� ������ �� ��� ����� ������������
�������������
����� ���� ������ �� ����������������� ����� ����������� ������ ���� ������ �� ������� �����
����������� ������ ���� ������ �� ������������� ���� �����������

�� ��� ����� ����≤x≤���� ��� �������� �� ���� ��� ����� �� ���� ��� �� �������� ��������
����������� ����� �� ��� ��������������� �� ��� ����� �������� �� ����� ��� �� ���� ���� ���
���� ��� ��� �������� �� �������� ���������

�� ����������� ��� ��� ������ ���� ������� ��� �������� �� ����������������� ���������� ��
��� ����� ��� �� ��� ������������ ������������� ������ ������ x= ��������� ������� �� ����
����������� � ������������� ������ �� �������� ��� ����� �������� �������� � ������� �������� ����
�� �������� ��������� �� ��� ��� �� ������� ��� ����� ���� x≤ ����� ��� ��� ����� �� �������
�� ����� ��� �x≥ ����� �����������
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�� ������� �� �� ������ ���� ��� ������ ����� �������� �������� ������������������ ������� ���
������������� ����������� �� ���� �������� �� ����� ������������ ��� ���������� ���� ����� ��������
���������
� ����� ��������� ���� ������� ���� ��� �������������� �������� ������� �� ��� �������� ����������
���������� �� �������� �� ��� ����������� � ���� ���� ������ ��������� ������ ������ �� ���
����������� �� ��� ��������
�� ������� ���� � ���� ����� ���� ��� ������� �� ��� ���������� ����������� ��� ���������������
���������� ��� �� �� �������������� �������� �������� �� ��� ������ ��� ����������������
����������
�� ������� ���� ��� ���������������� ��������� �� ��� ������� ������� ������������ ���� ��
��������� �� �������� ��� �� ������� ���� ����� ��������� ���� ������������ ���� ���� ������ ���
�� ��� ���������� ���������� �� ������� � ��� ����� ������� ����� �� ��� ���������� ���������
��� ���� ������� ���� �� ������� �� ��� ���������� �� ��� ����� �������� �������� ����
��� ���������� ������������ ���������� ���� ��� ��� ���� ��� ������������� �� ��� ����������
���������� ����
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�������� ����� ������ ��� ���������� ���� �������� ���������������� ����������� ���� ����������
������� ������ ���� �� ������������������� �������� ��� ��� ���� ���� �� ��������� ����� ��� ���
���������� ���������� ��������������������� �� ��� ��������� �������� � ������ �� ��������� �����
���������� ��� �������� ������� ����� ������� ���������� ���������� �� ������ �������� �� ����
�����
���������� �� ���� ���� ������ ��� ���������� ����������� �� ��� ������� ���������� ������� ��
������� ��

����� ��������������

��� �������������� ���� ��� ���� �������������� ��� ��� ���������� �� ���������������� �������� �
������������������� ������� �� ������� ��� �� ����������
��� ���������� �� �������� ������������� ��������� ���� ���� ����������� ������� ��� ��� ���� ����
������ ����� �� ��� ���� �� ����� �� ������� ���� ��� �������� ������������� ��������� ����
�� � ������ ������� ������ �� ���������������� ����� ������� R3m� Pm� Cm� P4mm� ��� ���
���������� ������ �� ���������������� ������������� ������ ����� ������ �������� �� ��������
������� ������������ ��� ��������� �� ��� ����� ��� ��� �������� ���������� ��� ������ �� �����
���� �� ��������� ��� ���������� �� ����������� ����� �� �������� �� ����������� ���� �� ���
�������� ����� ������� R3c ��� Cc ����� ����������� �� ��� a−a−a− ��� a−a−c− ���� ��������
������������ ������ ��� �������� ���� ������� ������ �� ����������
�� ��� ���� �� ������� ������ ���� ������� ��������� �������� �������� �� ��� ������ �������
��� �������� �� ��� ����� ������ �������� ��� ��� ��� �������� �������� �� ������������ ���
��� ��� �� ����� ������ ������ ���� ������� �������� �������� �� ����� �� ����� ����

������� �� ��� ����������� �� ��� ���������� �� ��� ������������ ����� �������� ������
� ��� �� ���������������� ������� ���� ������� �� ���� ������������� ����� �� ����� �� �������
���� ��� ��������� ������� �� ����� ����������� ���� �����������
�� ����� ������ �� ��� ���� ���������� ��� �������� �� � ���������� ����� �� ��� ��� ��
�����3������3 ����� ����� ��������� ������ � ���������� ����� ��� ���� ����� �� ��� ���
�� ���� ����� �������� ����� ��������� ���� �� �����1/2��1/2��3������3 �������� ���� ��
�����1/3��2/3��3������3 �������� ����� ���� ���������� ����� ����� � Pm �� Cm �����
������ ��� ������� ���� ����� �� ������� ���� ������������ ��� ���������� ������ ���� �
������������� ����� ������ ���� ��� ��� ���� ����� ��� ���������� ��� �������� ��������� �����

������ ���� ������������ ���� ��� ����������� ���� ������� ���� ������� ����� ���� ��� ��������
���� �� ��� ���������� �� ��� ��� �� ��� �� ��� ���������� �������� �� ��� ������������ ���
���������� ������ �������� �� ��� ���������� ����� �������� �� ���� �������� �� ��� ���������
����� ������ ��� ������������ �� ��� ������������ ��� ���������� ������ �� ����������� ���� ���
����� ��� ����� ���������� ������������ ��� �� ��������� ������� �� ��� ���������� ������ ���
������������ ��������� �� ��� ����������� ���� ��� ��������� ��� ������ � ������ ������ ����� ���
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������ ���� ���������� �� �������� ���������������� ������ �� ��� ����� �������� ����� ��� ��� ������
�������� ����� ����� ��� ���������� ��� �������� �� ����������� �� ����� �����

����� ��� Pm ��� Cm ����� ������ ������������ ��������� ���� ����

����� ������������������

��� ��������� �� ������������������ ����� ��� �� ��� �������� ������ ��������� �� ��� ��������
�������� �� ��� ����� ����������� ���� ������������ ���������� �������� �� ���� ������ ���� �� ���
���������� ��� ������������ ������ ���� ��� ������ ������ �� ��� ����� ����������� ����� ���
������� �������� ���������� ��� ������ ����������������� ��������� ���� �� ������ ���� ���� �� ���
����������� ���� �����������
��� ������ ����������� �� ������ �������� ���� ��� ��� ������ �������� ������ ��� ����������
��������� ��� ����� ���� �������� �� ������������ ��� ���������� ������������������ ���� � ����
������� ��������� �� ����� ��� ������� �� ���� ���� ����� �� ����� �� ��� ����������� ��� �����
���� �� ��� ���� �� ��� ����� ����������������� �����3� ��� ��������� ��� �� ��������� ���� ����
������������ ���� ����� ���� � ������ ������� �����

�������� �� ���� ������������������ ������1/2�1/2��3 �� �����1/2��1/2��3 ������ ��� �����
���� ��� ����������� ���� �������� ���������� �� ������������ ���� ��� ���� ��� ��� ������������
����������� �� ��� ������� �� ���� �������� �� ����� ����� ��� ��������� �� ��������� ����� ��
������� ������� ��� � ���������� ������ ���������� ��� ������������ �� ��� ������ ���� ��� ������
������������
����� ��� ������������ ��� ��� ������������ ������������ �� ��� ����� �� ��� ����������� �� ��
����������������� ����� �� ������� ��������� ���� � ���������� ������ �� ��� ������ ����� ����
��� �������� ����������� �� ����� ���� ��� ���������� ������ �� ������������� ���� ��� �������
��������
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������� ������� ���� x y z

Pm3m ������ ac�apc �� � � �
bc�apc �a��b ��� ��� ���
cc�apc � ��� ��� �

R3m ������ ah�apc�bpc �� � � �����
bh�bpc�cpc �a��b � � �
ch�apc�bpc�cpc � �����e��d �����d ����

Cm ������ am�apc�bpc �� � � �
bm�bpc�apc �a��b ����δxB � ����δzB

cm�cpc �� ����δxO1 � δzO1

�� ����δxO2 ����δyO2 ����δzO2

Pm ������ am�apc �� � � �
bm�bpc �a��b ����δxB ��� ����δzB

cm�cpc �� ����δxO1 � ����δzO1

�� δxO2 ��� ����δzO2

�� ����δxO3 ��� δzO2

P4mm ������ at�bt�apc �� � � �
ct�cpc �a��b ��� ��� ����δzB

�� ��� � ����δxO1

�� ��� ��� δzO1

����� ���� ����� ������ �������� �� ����a��b��3 ������� ����������� ���������� ������� �� �������������
����������� ������� ���� �����
��� ���� ����� ������ ��� ������� ������� ��� ����� ���� ������� �� ��� ����������� ���� ������
��� �� �� �� � �������� ���������� �� ��� ������������ R3m ��������� ��� ��� ���� ���������
�� ����� ��� ���������� �����
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������� ������� ���� x y z

Fm3m ��������� ac��apc �� ��� ��� ���
�Pm3m� bc��apc �a � � �

cc��apc �b ��� ��� ���
� ��� � �

R3m ��������� ah�apc�bpc ��� � � ���
�R3m� bh�bpc�cpc ��� � � ���

ch���apc�bpc�cpc� �a � � ���
�b ��� ��� �����
�� �����e��d �����d ���
�� �����e��d �����d ����

Im ��������� am�apc�bpc ��� ��� � ���
�Cm � bm�bpc�apc ��� � ��� ���

cm��cpc �a δxBa � δzBa

�b ����δxBb ��� ����δzBb

�� ����δxO1 ����δyO1 δzO1

�� ����δxO2 ����δyO2 δzO2

�� ����δxO3 ��� ����δzO3

�� ����δxO4 ��� ����δzO4

Cm ��������� am��apc ��� ��� ��� ���
�Pm� bm��bpc ��� ��� ��� ���

cm��cpc �a� δxBa1 � δzBa1

�a� ����δxBa2 � ����δzBa2

�b� ����δxBb1 � δzBb1

�b� δxBb2 � ����δzBb2

�� ����δxO1 � δzO1

�� ����δxO2 � δzO2

�� ����δxO3 � ����δzO3

�� ����δxO4 � ����δzO3

�� δxO5 � ����δzO5

�� δxO6 � ����δzO6

I4mm ��������� at�bt�apc�bpc �� ��� � ���
�P4mm� ct��cpc �a � � δzBa

�b � � ����δzBb

�� � � ����δzO1

�� � � ����δzO2

�� ��� ��� δzO3

����� ���� ����� ������ ���������� ���� ��� ���� �������� �������� �� ����a��b��3 ������� ����
�������� ���������� ������� �� ������������� ����������� ��� ����� ����� ������� ������ �����
���� ����������� �� ��� ������ �� ����� �� ����������� �� ��� ��������� ��������� �������
��� ���� ����� ������ ��� ������� ������� ��� ����� ���� ������� �� ��� ���������� Pm3m �����
������
��� �� �� �� � �������� ���������� �� ��� ������������ R3m ��������� ��� ��� ���� ���������
�� ����� ��� ���������� �����
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�������� ��� ��������� ��������� �� ��� �� �������� ��� ��� �� � �������� ���� �� ��������� ���
���������� ��� ��������� ������� � �������� ���������� ���� �� ��������� ����������� ��� ��
����������������� �� ��� ��������� ��������� ���� � �� ������

����� ��������

�������� ����� ���� �� ������ ����������� ������������ ��� ��������� ��� ��������� ���� ���
����� �� �������� ��������������� ����� �� ��� ���� �� ������ �������� ���������� �� ��� �����
Pm3m ������
������� �������� ���� ����� ����������� ��� �� ������� �� �������� ����� ������ ��� �����
����������� ������� ����� ����� ����������� ���� �� ��� ���������� �� ������ ���������� ����
��� ���� ��������� �� ����������
��� ������ ���������� ��� ���� ������ ������� �� ������ �������� ��� � ��� �������� �� �����
���������� �� ���� ���� ������� ��� �� ������ �������� �� ���������� �� ���������� ��������
��������� ���� ��� ������� � ���������� ����� ����� ��� � ����������� ������������ �����
�����
�� �������� �� ����� ������ �������� ������� ������ ������� ����� ������µ��� ��� �������� ��
�� ��� ���� ���� ����� ���� ��� ��������� �� ��� ���� �� �����1/3��2/3��3 ������� �� ��������
���� ��� ��������� �� ����� ��������� ������� ������� ���� ���� �������� �� �����1/3��2/3��3

�����

���� �������� ����� �����1/3��2/3��3 �� �����1/2��1/2��3 ������ ������� � �����������
���������� ������ � �� ����� ���� ������� ���� ����� �� � ������������������� ��������� ���
������� ���������� ������������ �� ����������� ���� ����������� ���������� �� �������� ���� ��
�������������3 ����� ��������� ����� ��� �������� �� ��4+ ������� �� ��� � ���� �� ��� ����������
������ ��� ���������� �� � �� ������
�������� ���� ���������� ��� ��� ������ �� ������ ��� ��� ����� ������� ��� ��� ���������
������������� ������ ��� ������� ���� � ����� ����������� ����� �∼ ��� �� �����1/3��2/3��3

������
������������ �� ��������� ���������� ����������� ������������� ����� ����������� ��� ��������
�� ����� �������� ����� ��� � ����� �������� �� ��� ������� ���������� ��� �������� �� ��� �����
�������� ������� � ������� ������ �� ����� �������� �������� ��� �� �� ������� �� ���� �����
���� ����������� ������������ ��������� ��� �������������� �������� ���������� ������� �������
������������ �� ��� ��� ����� �������� ��� ��� ������� ���� �������� �� ����� ����� �� ���������
��� ������������ ���� �����
������ ���� �� ��� ������������� ������ ���� ����� �������� �������������� �� ��� ������� �����
��� ����� �� ������� �� �������� �� ��� ���������� ������������� ������������

�������� ���� ������ ��� ��������� �� �������� ��� ������ ����� �� �������� ��� ������ ��
����� ���������� ���� ���������� �� �������� �� ��� ���� ��������� ��� ������� ��������� �� ���
���� ��������� ����������
�� ���� ������������ �� ��� ������������ ������ ��� ����� ���� ��������� a ��������� �������� ����
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������ ���� ��������� �� ��� ������������ ���� ���������� �� � �����1/3��2/3��3 ������ ��������
������� ���� �����

����������� ������� �� ������� ������������ �� ��� ����� ����������� TB� ��� ���������� ��
���� ������� ��� ����� �� ��� ������ �������� �� ��� ���� ���������� �� ��� �������� �����������
�� �� ����� ��� ���� ����� �� ��������� ����� ���� ������ �������� ������ ����� ��� ��� ����
��������� ������� �������� ���� ����������� ���� �� ��� �������� ����������� �f � ����� ���
�������� ����������� �f � ��� ���� ��������� ������ �� �������� �������� ����� ���� ������������
����� �� ��������� � ��������� �� ��� ����� ����� ��������� �� ��� ������ ����� ����������

����� �������������� ���������� ������

�� ������������ ��� ��������� �� �������� ��������� ���� ��� �������� ������� ���� ��� ����
����� ������ ��� ���������� ���� ��� ����� ����� ����� ������� �� ��������� ��� ��������� ���
�� ���� ������� ��� ������ ����� ���� ��� �� ��������� �� �������� ��� ���������� �� �� ��� ����
�� �������������������
����� ������ ���� ����� ���� �� ��� ���������� �� ��� ���������� ������� �� ����� ���������� ����
����� �� ��� ���� ���� ���� ��� ���� ��� ��� ��������� ��������������� ����������� ������� ���
������� �� ��� �������� �� ��� ���� ���� ��� �� �������� ��� ���� ������ �� �������� �����������
��� ��� ���������������� �������� �������� �������� ��� ���������� ������������ ��������������
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������� ������ �00l�pc �hhh�pc

����� �00l� �hhh�
���������� �h00� �= �00l� �hhh�
������������ �00l� �hhh� �= �hhh�
������������ �h00� �= �0k0� �= �00l� �hhh�
���������� �h00� �= �0k0� �= �00l� �hhh� �= �hhh�

����� ���� ��������� �� ��� �00l�pc ��� �hhh�pc ���������� ��������� �� ��� ������� �������

��� ������ ����� ��� ��������� �� ��� �hhh�pc ���������� �������� � ������������ �� � �����
������ ���������� �� ���� ������������ ��� �00l�pc ���������� �� ��� ����������� ����� ��� ����
��������� �������� �� ��� ���������������� ���������� ���� ���������� ����� �� ��� �� � ����
��� ��������� �� ��� ����� ����� ������ ���� ����� ������ ���� � ������������ �� � ����������
��������� ���� a≈ b≈ c� ��� ���� �������� �������� �� ����������� ����� ���� ���� ���� ����
��� ��������� �� �������������

��� ������ ���� ����≤x≤ ����� ��� �00l�pc ��� �hhh�pc ���������� ��� ������ �� ���� ����
�������� ��� ���� ������������ ��� ��� ����� ������������� ��� ���� ����� �� ���� �������
������ ��� ����� �� ���� ����������� ��� ���� ����������� ��������� ����� � ����� �������
����� ������ ��� ��� ������� �������� ���� ����������� ������ ��� �������������� �� ����������
��� �������� ������� ��� ���� ����������� ���� ��� ��� ���� ����������� ���� ��� ��� ����
���������� �������� ��� ������ ����� ��� ���� ��� ��� ����� ���������� �� �������� ������ ��
���� ����������� �������� �� ���� ����������� ��� ������� ������ ��� ����� �� ��� ����������
��� ��� ������ �������������� ���� �������� ���� �� �������� �� ��� ����� ���������� ���������
�� ������ ���� �� � �������� �� ����������� ����������� ���� �����
������ ���� ������������� ������ ������ ���� �������� ����� ���������� ����� �������� ��
��� ����� ������������� ���� �������� ����� �� ��� �� �������� ��������� �� ���� ������������
�������� ����� ������ ���� �� ��� ���� ����������� ������� ���� ��������� �� �� ������� ����
�� �� ������ ��� ����� ������� �� ���� ���������� ������ ���� ������ ��� ��������� ��� ����� ��
���� ������� ���� ������������ ����� �� ����� �� x����� ����� ������ ���� �����������

���������� ��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ���� �� ��� ���� ��� ��������� �� ��� �00l�pc

��� �hhh�pc ���������� ���������� � ����� ������ ��� �������� ����� �� ����� ������������ ��
����������� ���� ������ ���� ��� ���������� ��������� �� ������ ������������ ��� ����≤x≤ �����
��� ���������� ����� �� ������ ���� �� � �������� �� ����������� ���� ���� ���� ��� ������
�������� �� ����� �������� �� ��� ����������� �� ���������� ��� ���� ����� ��� �������� �����
������ ����������� �� ������ �����

��� ������������ ���� ����≤x≤ ����� ��� �hhh�pc ��������� �� ��� ������ ����� ������ �� ���
�������� ��������� �� ���� ��������� �� �� ��� ������ ��������� �� ��� �����
��������� ��� �00l�pc ����������� ����� �� � �������� ��������� ��� x≥ ����� ��� ������ �����
��� �00l�pc ��������� �� ����� ��� ���������� ����� ������ ������ � ����������� �� ���� ������
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�004�pc ��������� ��������� ��� ������� ������������ ��� ������������� ��� ����������������
���� �� ������� �� ����� ������� ��� ��� ���������������� ���� �� ������� �� ���� ����
�����

����� ��� ������ ���������� ��� �00l�pc ���������� ��� ����� ��� �� ��������� �� ��������� ���
�� ������� ��������� ����� ���� ����� ������ ������������ �� ��� �������� �� ����� �����������
������ ��������� ����� ������ �� �� ������������� ������ ��������� ����������� ��� ����
�� ���� ��� �00l�pc �� ����� ��� ��� �hhh�pc ����� ��� ��� ����������� ����� �������� ������ ���
���������� ������� ������� �� ��������� ���� ��� ���������� ���� ��� ����
�������� ��� ���� �������� �������� �� ��� ��������� ��������� �� ��������� ���� ���� ����� ����
�� ���� �������������� ��� ��������� �� ������ ��������� ������ �� ������ �� ������������
��� ���� ��� ���������� �� ������ ��� �� ��� ��������� �� ��� �00l�pc ��������� ��� ��������� ����
��� ��������� �� ������ ��������� �� �����������
������������ ����� ������������ ��� ����� �� ��� ������������ ����� �������� �x∼ ����� ���
����� � ����������� �� ������ �� �������� ��� ��������� ��� ������������ ���� ���� ��� �������
��� ���� �������� ������ ��� �������� ����������

����� ������ ������������ �� ��� ����� ������������� �������� ���� ���� ���������� ��� ��
������� �� ��� ������ ����� �������� ��� ������������ ���� ����� ���� �� ���� ���������� ����
������� ����� ������� � ������������ ������ ��� ����� �� ������ �� ������� ��� ��������
������ ����� ����� �� ��� ������������ ����� �������� �x∼ ������ ������������� ����������
��� ���������� ������ ��� ������� ��� �������� ��������

�� ��� ���� ���������� �������� �� ��� ���������������� ���������� ��������� ��� ����� �������
����� ���������� ��� ������������ ���� �� ��������� ����� �� ����� ������������ �� ��� ���������
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�� ���� ���������� ��� �� ��� �������� �� ���� ��� �� ������������ ������������� �� ��2+ �����
������ �� ��� ���� ���������
�������� �� �� ����������� �� ���� ���� ������ ����������� ���� ��� ����� ����� ��� �� ��������
�� ���� ����������� ��� ������ ����� ������ ���� ��� ������ ���� ������� ����� ����
��������� ���� �������� �� �������� �� ��� ������� ��������� �� ��� ����� �� ��� ���������� ���
���������� ���������� �������� ��� �������� ������� ���� ������������ ���������� ���� ��������
���� ���� ��� ��� ��������� �� ����� ���������� ��� ��� �������� �� ���� ��� �� ������������
������������� �� ��2+ ��� ������ ���� ��������� �� ��� ���� �������� ����� ������ ��������
����������������� ���� ������ ����� �� ������������� ��������� ���� ������ ���� ��� ������
������ ���� �������� ����������� ������� ��� ���������� ��� ���������� ������� ���� �� ���������
�� ������� ��
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����� �������� �������� �� ����� ������������ �� ���� ��� ���� ������������ ��� ������� ��
��������
�� �������� �� ��� ����� ����������� ���� ���������� ����� ��� �� �������� ��� ������������
�� �� x������ ����� ���������� ����� ��� �������������� ���������� ������ ��� ��� ����
���� ������� �������� ���� �� �������� ������ ������������ ������������� �� ����������� �����
��� ������������ ���������� �� ���� ����� �� ��� ������������� �� ��� ������� �� ����� �����
���� �������� ������� �� ��� ������������ ������������� �� ��2+ �������������� �������� ��������
����������� ��� ����������� ������� ����������� ���� �� ��������� ����� �� ��� ����������� �� ���
���� ��������� �� ���� ��������

��� ���� �������� �� �� ����� �������� ��� ���������� �� �� ��� ������ �� �������� ������
��� �� ��� � ���� �� �� ������������ ������������� �� ��2+ �� ��� � ���� ����� ��� ���� ����
���� �������� �� ���� �������� �������� ����� ��� ���������� ������� �� �������������� ���
����� ���� ������ ����������� ������� ���� ���� ���� �������� ����� �������� ����� �������
����� ������������� ���� ���� ���� ����� ���� �������� ����� ��������������� ����������� ����
������ �� ����� ��� ������ �� ��� ��������� ������ ��� ���� �������� ������� ��� ���� �� �����
�������� ��� ��������� �������� �������� ��� ������������ ������������� �� ��� � ���2+� �����
�� ��� ����� ��������� ��� ���� ��� �� �������� �������� ��� ������������ ������������� ���
��������� ����� �� ����� ��������� �� ���� ������������ ������� ���� ��� �� �������� ������
��� ��� ���������� ��� �� �� ��������������������� �� ��� ����������� ����� ������������ ���
��� ���������� ����������� ���������� ����� ���� ����������� �� ���� ����� ���� ��� �������
�������������������� ����������� �∼ ������������ ���������� ��� ���� ��������� �� ���� ����
�������� ��� ���������� �� �������� ����� ����� ������� �� ��������� ������� ��� ���� ���� ����
����������� �� ���� ����������� ��� ���������� �� ������������ ������������� �� ��2+ ������ ���
���� �� ���������
��������� �� ������ ���� ��� ���� ��������� �� ���� ����������� ��� ��� �� �������� ���������
�� ��� ������� ���� ����� sin(θ)/λ ��������� ���� �� ��������� ���� ������� ���������� ��������
��� ��������� �������� �������� �� ������������������� �h/2 k/2 l/2� ���� h� k� l ��� ��� ���������
����� ���� ��� �� �������� �������� ��� �� �������� ��� ������������ �� �� x= ���� ��� ����
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���� n ��������� ����� �� �� ��� ���� n �������� ������ ���� �� ���� ���� �� ��������� �� ����
������� �� ��������� ����� �����
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������ ������ ���� ��� ���� �� ��� ��� ������ ���� ����� ��� ��� ������ ���� �������
������ ����� ������ �� ��������� ������� ������ ���� �������� ����� ����� ����� �� �������� ���
������� �� ���������� ������ �������� ���� ��� ���� �� ��� ���� �� ��� ��� ������ ����� ���
�������� ����� �� ���� ��� �� ������������ ������������� �� ��2+ ���� �� �������� �� �����������
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������� ��� ���� ���� ����������� ������� �� �������� �� ������ ���� ������������ ������������� ��
��2+ ����� �� ����� ��������� �� �������� �� ��� ������� ������������ �� ��� �������� �� ���
����� �������� �� �� �������� ���� ��� ���������� ��� �� ����������� ������� ��� �������� �����
��� �������� ����� ��� �� �������� �������� ��� ������������ �������������� �������������
�������� �� ��� ��������� ����� �� ������ �� �������� �� ��� �������� �� ������� �� �����������
����� �� ��� ��������� �� ���� ����� ��� ����� ������ ����� �� ��� ��� ��� ������ ��� �����
����� ��� � ������� ������ �� ���� ���� ���� ���������� ��� �� �� ������ �������� ���� �����������
���� ����� ���� ���� �������� �� �������� ���� �����
�������� ���� ��� �� ����������� ������� ��� �� �������� �� ��� ������� ������������� ���
������ ���� ��� ������ ���� �� ��������� �� ��� �������� �� ����� ���������� �������� ��
��� ����� ������������� ���������� ��� �������� ����������� ���� ������� ���������� ���� �����
���� ���������� ���� �� ��������� �� ��������� ����������� ���� ��� �� ����������� ������� ����
��� �������� �� ��� ������� ������������� �� ������ ���� ��� ������ �����

�� �������� �������� �������� �� ������� �� ������ ��� ������������ �� �� x= ����� ���
����� �� ������������ ������������� ��� �������� ��� ��� ��� ������ ����� �� ��� ��� ����
��� ������ ����� �� ��� ����� ����� �������� ����������� ������� ��� �������� ��� ������
���� ��� ������ �����
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�� ����� �� ���������� ���� ��� �� �������� ����� ��� ������� ��� ������������ �� �� x������
���������� ������� ������� ���� �� ���� �� ������� ��� �������� ����� �� ��� ������ �����
���������
��� ����������� ��� ����� �� ��� �������� ����� �� ��������� �� ��� ����� ������������� �� ���
������������������ ������������ ����� �� ����� �� ��������� ��� ������������� ��� �� �����������
��� ������������ ��������������
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���������������� ������ ��� ���� �� ��� ����� ������ ���� ��������� ��� � Fm3m ����� �����
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����� ������� ��� �� �������� �� �� ������ ������� ��� �� ��� ����� ��������� �� ����� ������
�������� ��� ����� ��� �� ���������� ��������� ������� ��3+ ��� ��5+ ���� ������������ ����
���� ��� �������� ����� ������� �� ��� ���� ��� ��� ���������� � ��������� ������� ������
���������� ���� ��� ����� �� ����� ����� ���������� ��� ��������� ������� ��� ����� ��� ���
���� ��� ���� ���� ����� �������� ��� �� ��� ���� ������� �� ��� ����� ��� ��� �� ����� �����
�������� �� ����� �� � ������������ ����������� �� ��� �������
������� ��� ������������� ���� �������� �� ������ �� �������� ������������ � ������������ ������
������ �� �������� ���������� ����������� ���� ������ ������� �� ��� ��������� �������
�� ��� ����������� ������� ��� ����� ��� ��� ���� ����� ���� ��� �������� ����� �� ���� ����
��� �������� ����� ������������ ����� �� ��� ��������������� �� ��� �������� �� � ���������
������� ��� ��������� ���������� ��� ��������� ��� ����� ������� �� � ��������� ����������
��� ����������� ������� �� ����������� ����� ��������� ������ ��� ��� ���� ����� ����� ���� �����
�������� ���� ��� �������� �������� �� ���� ��� ���������� ��� ������� ��������� ���������
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��� ����� ��� ����� ��� �������� ��������� ����� ��� ����� ���� ��� ����������� ������� ���
��������� ������ ��������� ��� �������� ������ �� ���� ��������� �� � ��� ������ �� ��������
������ ��� ������ �������� ���� ���� �� �����������

�� ���� � ������ ���� �� ��� �������� ������������ �� ����� �� ��� ��� ������ ����������� ������
����� �� ���������������� ���������� ��� �������� ����� ��� ��������������� ���� ��������
����� ����� ��� ���������������� ��������� �� ���� ����� �������� ������ ����������� ����
������ �����1/2�1/2��3� �����1/2�1/2��3 ��� �����1/2��1/2��3� ���� �� ��� ����� �� ���
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���������� ������� ��� �������� � ������� ������������� �� ��� ������ �� �������� �������� �s��
�� ���� �������� ������ ������������������� ���������� ���� ��2+ ������ ����� ��� ����� ���
������� �������� ���� ��� �� ������ ���������� ������� ��� ���� ��� ��2+ ������ �� ��� �� ���
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��� ������������ �� ��� ��2+ ������ ���� �� ������� �� ��� ���� ������� ���� ����� ���� ������
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�� ��� ������ ����� ��������� ��� ������ �� �������� �� ��� �������� ����� �� ��������� ���
��� ��� ������� ����� ���� �������� ���� ���� ��� ����� � ������������� ���������� �� �����
��� ��� ��������� ��� ������������ ������ ��� ������������ ����� ��� ����� ������������ ����
��������� ��� ���� ��������� ����� ���� ������������� ���������� �� ��������� ����� ��� ��� ����
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������ ���� ���������� �� ����� �������� �������� �� ���� ���� �λ������ ��� ��� ��� ������
���� ���� ����� ���������� ������������ ��� �������� ��� ���������� ���� ������� �� ���
�����c ���������� ��� ��������� �������� ���� ������� ����� ��� ������� ���������
��� ������� ���������� ���� ��2+ �� ��� ����� ��������
��� ������� ���������� ���� ��2+ �� ��� ����� ��������
��� ���������� ���������� ���� ��2+ �� ��� ����� ��������
��� ���������� ���������� ���� ��2+ �� ��� ����� ��������

���� �������� �������� �������� ���� ���� �� ��� ��� ��� ���� �� ��� ��� ������ �� ��������
����� ������� ������ ���� ��� ������ ���� ��� ���� �������� ������� ��� �������� ������ ��
�������� ����� ����� ��� ������� ���� �� ��� ����� ���� ������� � ������� ��� ��� ����� ���
���� ���������� � ���������
������������ �� ����� �� �� ��������� �� ��������� ������� ��� ������� ��� ���������� ������ ��
��� ��� �� ��� ��������� ����� ��� ������ ��������� ����� ���������� �� ������� �� ������ ����
���������� ������ ���������� �������� ��� ������ �� ��������� �� �������� �����������

��� ��������������� �������� ������ �� ��� ���������� ���� ��� �������� ������� �� ��� ����
�� ��� ���������� ������� �� ���� ��� �� ���� ��� ������ ������� ��� �������� �� ��� ���� �� ����

β = βsize + βstrain = 4 ε tan θ +
λ

L · cos θ

�� β · cos θ = 4 ε sin θ +
λ

L
�����

���� β ��� �������� ������� �� ��� ���� �� ��� ���������� ����� θ� λ ��� ����������� L ��� ����
�� ��� ���������� ������� ��� ε ��� ������� βsize �� �������� �� �� �������� ���� ������� �� ���
���������� ����� ��� βstrain �� ������ �������� �� ��� ���������� ����� �����
����� �������� β ·cos θ �� � �������� �� sin θ ������� �� �������� ��� ���������� ��� �� ���� �����
���� ��� ��� ��� �� ������ ������ ����� ��� ����� ���� �� ����� �� ��� ������ ��� ��� ���������
�� ��� ���� ����������� ��� ���������� ���� �� ������� ��� �� ���� ����� ���� �� ��� ���� �� ���
���������� ������ �� ����� ∼ ��� �� ���� �� ��� ��������� ��������� ������ �� �������
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������ ����� ��������� �������������� �� ��� �������� ������������� �� ������ ��� ���� ����� �� ��� ��������
������� �β� �� � ��������������� ���������

��� ��������������� �������� ��� ��������� �� ������� ���� ��� ������� ������ �� �� ���
������� ���� ��� �� �������� ������ �������� ���� ��� �������� ������ �� ��������� ������ ����
�������� ���� �� �������� ��� ���� ������������ ��� ��������������� �������� ��� ����������
����� ��� ������� �������� ���� ���������� ��� ������� �� ��� ������ ���������� �� ��� ���������
�� ����������� ��� ����� ���������� ������ ��� ������� ���������� �� ��� �������� ����� ����������
�� ��� � ����� ��� ��� ���� ��� �� ��� �������� ������
��� ��������������� ���� ��� ������ x���������� ��� ��������� �� ��������� ��� ���� ����
��������� ��� ����� �� ��� ���������� ���� ��������� �������� ���� ��� ���������� ����� θ ����
��� ���� ����� ��� ����� ����� ��� ����� ��� ���������� ���� �� ������ ���� ��� ����� ����
��� ����� ������������� ���� ������ ������� ��� �������� �� ��� ���������� �� ��� ����� ����� ��
��������� �� ��������� �� ���� �� ��� ����� ����� �� ����� ������ ��� ����� ������� ������
���� ��� ������ ���� ��� �� ����� ����� ����� �� � ����� ��� ����������� �� ��� ������� ��
��� ���������� �������� ����������
��������� ��� ����� ����� ��� ����� ��� ��������������� ���� ���� ��� ������� � ������� ��
��� sin(θ) ������ ���������� ���� ����� �� �� ���� ����� �� ��� �������� ���� ��� ���������� ������
�� ����� �������� �� ��� ��������� ������ �� ������� ���� �� �� ��� ���� ����� �� ������ ���� ���
����� �� ���� ����� ��� ��� ������ ���� ���� �� ������� ��� ������� �� ��� ���� �� ��� ��������
�� ��� ������� ��� ������������ �� ��� ������� ��� ���������� ������ ��� ������ ���� ��� ��� ���
�������� ���� �� ����������� ����� ����� ���� ����������� �� �������� ��� ������ �����
�������� ����� �� ��� ������ �� ��� �������� �������� �� ������ ���� ��������� �� ��� ����
����������

������ �� ��� �������� �����

�� ������ ����� ��� �������� ����� �� �������� �������� ���� ��� ��� �������� �� ��� �����
������� ������������� ������� ��� ���� ��� �� ������ �� ����� ����� �������� �h/2 k/2 l/2�� ���
�������� ������� ������ ����� sin(θ)/λ ������ ����������� ���������� ���� ��� ���� ��� �� ������
�� ������� ���� �h/n k/n l/n� ���� n �������� ����� �� �� ��� ������������ ����� ����������
��� n �� ����� �± ������� ���� ����� �� ���� ����� �� ��� ������ ���� ������� ��� ���������� ��
��� ���������� ������� �������� ���� ��� ����� ������ ���������� ��� ��� ������ ��� ����������
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������� � �������� �������� �� ��� ���������� ����� ��� ��� ���� ������� �� ��� �������� ������
������ ��� ������������� �������� �������� ����� ����� �� ��� ���������� ��� ���������������
������� ��� ��������� �� ������ ���� ������ �� ��������� ������� �� � ������������� ����������
��� �� � ��������� �� � ��������� ������� ��� ���������� ������� �� ��� ������ �� ���������
������ �� �� ����������� ����� ���� � �������� ����� �������� ���� ��� ��������� ��������� ���
��������� �� �� � ��������� ���� ����� �������� �� � ���������� ����� ��� � ����� ���� ��������
����� �� ��� � ���� �������� ���� ��� ��������� ����
���� ������ ������������ �� ������ ���� ��� ���� �� ��������� ���������� ����� ������� ����� ���
�������� �� ��4+ ��� �� ������ ������������ �� � ��������� ���� � ��������� ������� ����� ���
� ���������� ��� �� ���������� ��� ������ �� ���� �� ���������� ��������
������ ��� ������ ����� �� ����� ���� ������ ���� ��� ����� �� ����������� ���� � ��������
����������� �� ��� � ������� ���� ������ �� ������� ��� � ���������� ������ ���� �� �������
����� ������ � �������� ����������� �������� ���� ��� ��� �� ��� ������������� �����������

����������

��� ���� ������� �� ��������� ��� �������� ����� �� ��� ������ �������������� ��� ���������
��������� ��� �������� ����� �������� ���� ��� ���� ��������� ��� ��������� ������� ��������
������� ������������ ���� ������ ��� ������ ��� �� �� ������� �� ��� ���� �� ��� ������
����� �������� ������� ��2+ ������� ��� ��������� ���� ����� ����� ����������



���� �������� �� ��� ������ ��������� ���

0.198 0.202 0.206 0.21 0.214

In
te

ns
ity

 (
ar

b.
 u

ni
ts

)

sin(θ)/λ (Å-1)

(111)

(1/2 1/2 3/2)

observed

observed

calculated calculated

������ ����� �������� ����� ����� ����� ��� ���������� ������ ������� ����� ���������� ������� ��� ����
�� ���� �� ��� ��� ��� ���������� ���������� ������� �� ����� �� ��� Fm3m ����� ������
���� �������� ������������ ��������� �������� ��������� �� �h/2 k/2 l/2��

����� � ���� ������� ������ �� �������� �� ����� ��� ������ �� �������� ����� �� ��� ������
����� ��������� � ��������� ���� � ��������� ����� ���� ��� ������� ��� ��� ���������� �����
�� ����� � ���������� �� ��� ��������� �� ��� � ���� ���� ������� �� ������������ ���� ����
����������� ��� ��������������� �������� ��� ����� ���� ��� ������� ��� ���������� �������
�� ��� ������� ������� ���� ��� ���� ��������� ������� ��������� �� ������ ����� �� ���
����� ���� ��� ������ �� �������� ����������� ��� �� � ������ �� ��� ���������� ���������
������ �� ������� ���� ������������ ���� x< ���� ���� ���� � ����������� ����� ����� ��
��� ��������������� �������� �������� ����� ��� �� ������� ���� ��� ������ ���� ��������
����� ���������� �� ���� �������������� ��� ������������� ���������� ����� ����� �� ��������
�� ���� � ������ ���� �� ��� ��������� ��� ��������� �� ����� ��� ������������

����� ���������� �������� �� ��� ������

�� ��� �������� �������� �� ��� ����� ���� ��� �������� �������� �� ��� ������ ����� ��������
������ �� ������ ���������� ���� ����� �������� ������� ��2+ �� ��� �� ��� ����� ��������
���� �� ���� ������������ �� ���� �������� ��� �������� �� ��� ��2+ ������ ���� �� �������� ���
������� �������������

�����������

��� ����� �������� ���� ��� ���� �������� ��� ��� ���� �������� �� ��� ���� �������� �� ����
��� ������������ �� ��� ����� �≤x≤ ���� ��� ��� ������ ����� ������ ���� ��� ���� ����
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������ ���� ���� �������� ������� �� ��� ���������� �� ��� �������� �������� �� ���� �����������
��������� �� ��������� ����� �����

�� � ���� ����� ������������ �� ��� ����� �≤x≤ ���� ���� �� �������� �� ��������� �������
������������� ����������� �����1/2� ��1/2��3 ���� �����3+���4+ ��� �����5+���4+ �� ���
�������� �� ����������� ����� ���� �� � ������ ����� ���� �� ��� ������������ ���� �� ��������
�� ��������� ���������� �������� ���� ��� ������ �� ��� ���������� ��������� ���� �� �������� ��
� ������������� � ���������3+���5+���4+ ���� ��� ��������� �� ���� ���� ���������� ��
����� ��� ����������� �� ��������� ������ ��� ��� �������� ����� �� � ��������� ������� �������
������ ���������� ��� � ���������� ���������� ���������� ��� ������������� ��� ������ �����
���� ��� ���������� ���� ��� �������� �� �� ���� ���������� ��� �� �������� ����� ��� �� ���
������� �� ���� ��� ���� ���� ������� ��� ���������� ����� ���� �� ������ ������� ������� �������
���� ���� ������ �������� �� � ���� ��������� �� ��� �������� �� ��2+�

��� ��2+ ������������ �� ��������� �� ��������� ��� ������� ��������� ������� �� ��� ���
������ ��������� �Rwp� Rp ��� ���� ���������� �� ��������� ����� ���� ��� �������� ���������
�� ��� ��2+ �������� ��� ��2+ ������� ���� ��������� �� �������� ���� ��������� ����� ��� �����
������ ����� ��� ����� �����������
��� ��������� ������� ���� ����� ����� ��� ��������� �� ��� ������� ��������� ��������� B ���
��� ��2+� ��3+ ��� ��5+ �������� ��� ��������� ���������� ��� ��� ������� ��� ���� ��������
������ ���� ������� ������������ ������ ��� �������� ��O ∼ ���2�� ��� ��� ���� �� ��������
������ �� ��� �������� ��� ��������� �� ��� ����� ���� ���� �������� �� ��� ���������� �� ���� ��
��� ����� ���� ��������� a ��� ��� ������ ���������� ���� ���� �������� �� � ������ ��������
�������� �������� ����������

�� ���� ��������� ��� ��������� �� � ������� �� ��� ��������� ������� ��� � �������� �����
�� � ��2+ ������������ ����� ����� ��� ��� �������� �� �������� �� ��� ���������� ���� ��������
��� �� �� ������� ��������

� ������� �� ��� ���� ������� ���� ��� ������ �������� �� �������

� ������ �� ��� ���� �� ������ ���� ��� ��������� ���� �������� ��� ���� ���� ��� ���� ����
�� ��� ������

�� ���� ������ ��� ������� �������� ��� ������ ������

�������

��� ��������� ������� �� � �������� �� ��� ��2+ ������������ ��� ������� ������������ ��� ����
������ �� �������� ��� ��� ���� �� ��� ������ ������� ������������� ���������� ��� �� ��������
��� ��� ���� �� ��� ������ ���������� ����������� ��� ���� ��������� ������� ������ ������ ��
��� ������� �������� ��� �������� ��� � ������������ �� ����� ����� ��� ��� ������������ ����
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��� ��������� �� ��� ���� �������� ����� �� �Pb∼ ����2 ��� ��� ���� ��������� �������� ���
��� ������������ �������������� ��� ��������� ������� ��� ��� ������ ������� �������� ����������
���������� ∼����2�
��� ��� ������������� ���� ��� ����� �������� �� ������� �� �� ��������� �������� ��� ���������
����� �� ������� ����� ��� ������� �� ��� ��������� ������� �� ������ �������� �� ��� �����
����������� ������� �� ��� ���������� ����� � ���� ��������� ��������� �� ������������ ��� ��
��� ��� �������
��������� ��� ���������� ��� ��� ������ ����� ��� ��2+ ������ �� ��������� ��������������
����� ��� ����� ���������� �� �� ��� ������� ����� ��� ��������� �� ��������� ������� �������
��� ���� ���������� ������ ��� ��� ����� ���������� �� ������� �� ��� ���������� ���� ���� �� ���
������� ����� ��� ����������� ��������
��� ������ ���� ��� ������ ����� �� ��� ���������� ����� �� ��������� �� ��������� �� ���
��2+ ��� ��� �������������

��������� ����� ��� ��� �������� ����� �������� ��� ����������� �� ����� ��� �������� �� ��2+�
��� ��������� �� ��� ������������ �� ��2+ �� ��� ����� �������� ��� �� ������������� ����������
�������� ���� ����� ����� ��� ������� �� �� ��� �������� �� ��������� ��� ��� ������������ �������
��� ������������ �� ��2+ �� ����� �� ��� ���������� �� �� ��� ������������ �� ���� ������ �� �����
�� ��� ����������

����������

�� ��� ���� �� ������������ ���� ������� ������������ ������������� �� ��2+ �� ��� ��������
���� ��� ��������� �� ��� �������� �� ���� �� ��� ����� ���������� ���� x≤ ����� ��2+ �������
��� ���� ��������� ��������� ����� ��� ����� ��������� �������� �� ��� ����� ����������� ���
������� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ���� �������� �� ��� ���������������� �����
����� �� ��� �������� ������ ����������� �����1/2�1/2��3 ��� �����1/2�1/2��3� �� ������
������ ��� ������������ ��������� ��� �� ����� ����� �����

�� ��� ���� �� ��� ���� ������� ������������ ��� ����� ��� ��� ����������� ����� �� ������
��������� ������ ����� �� �� �� ������������� ���������� ��� ��2+ �������� �� �� ��������� �����
��� ����� ��������� �� ����� ��� ����� ���������� ��� ��� ����� ���� ��������� ���� �� ���
����� ����������

�� ��� ������������ ������������� ������ ����≤x≤ ����� ��� ��������� �� ����� ��� ��2+ �������
�� ��������� �� �������� ��������� �� ��� �������� �������� �� ��� ������ ������� �� ���������
����������� ������ �� ����� ���� �� ��� � ���� �� ���������� ������� ����� ����� ��� ��2+ ������
���� �������� �������������� ����� ��� ����� ���������� ������� �� ��� �������� ����������� ��
���������� ��� ��2+ ������ ���� �������� �������� �� ��� ����������� ���� �� � �������

���������� �� ������ ����� ��������� ��2+ �� ���������� �� � ������ �������� �� ��� �����
�������� ���� � ������ �� ����� ������ ��� ���� ������������� ���� ������� ������ �� ��� ������
��� �������� ����� ������� ����������� ��� ����� ������������� ��� ���������� �� ��� ������
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�����1/2��1/2��3 ����� ����� ����
�����3 ����� ����� ����
�����1/3��2/3��3 ���������� ���������� ����
�����1/2�1/2��3 ����� ����� ����
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�� �� ���������� �� ��� �������� ����������� ��� ����� ��� �������� �� ��� ��2+ ������ ���
������� �� ��� ���������������� ������ ��� ��2+ ��� ����� �� �� ��������� ���� ��� �������
��������� ������� �� � ������� ���� ������ ����� ���������� �������� ��������� ���� ������� ���
�������� �� ����� ����
�� ������� ���� ���������� �� ��� ������ ������� ��� �������� ���� �� ������ ����� �� ������ ����
�������� �� ���� ������� ���� ��� ��� �� ��� ��� ����� ����� �������� ���������� �� ��� �� �����
����������� ����� �� � ������ ������� �� ��� �p �������� �� ��2+ ��� ��� �s �� �2−� ���� ��
�������� ��� �� ��� ������ �������� �� ��� �������� ���� ������� ��2+ ��� �2−� ������ ���
��������� �� ���������� ��������� �� ��2+ ��� �2− �� ����� �� ���� ������ ���� ��� ���� ����
������� �� ��� ������ ��� ��� ����� ����� ������� ����� ����� �� ������� ���� ��� ���� ��������
�� ������� �������� ����������� �� ������ ������ �� �������� ������������ ��� ���� ��� ������
������� ���� ������ �������� �� ���

����� ���� ��� �������� ������ ��������� �� ��� ���� ����� ��� ������ ������� ���� ������ �����
���� �� ��� ������������ �� ��2+ �� �������� �� ������� ��� ���� �� �������� �����������
�������� �� ����������� �� ��� � ���� ����� � ���������� ���� �� ��� ���������� �� ��� ������������
�� ��� ��2+ ����� � ������� ���� ���� �������� �� ��� ���������� �� ��� ������������ �� ��2+ ��
��� �� ����� ����������� �� ��� ����������� ���� ��� �� �������� ���������
������� ��� �������� �������� �������� �� ��� � ���� �� ������� ����������� ����� ���� ��
���� ����������� ����� �� �������� ���� ������ ����� ����������� ���� ��� ��� ������� �������
������ �� ��� ���� �� �������� ��������� ����� ����� ������ �� � ������� ����������� ������
��� ����� �������� ���� �� � ������� ��� ������ ��� ������ �������� ������� �������� �� � ����
�������� �� ��� ����������� ���� �������� � ������������ ������������ �� ��� ����������� ��2+�
�� ��� ���� �� �������� �������� �� ��� � ����� ����� �� �� ������ �� ���� � ������� �����������
�� ����� ��� ����� ����������� ���� ����� ����� ��� ���������� ��������� ��� ��� ��2+ ���������
����� � ��������� ������� ���� ����������� �� ��� ����������� ���� ��� �� ���������� ��������
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���� � ���� ������� ����� ������ ���� ������� ��� ��2+ ���������� �������� ������ �� ���� ��
��������� ��� ������ �� �������� ���������
���� ��������� ����� ���� ��� ������ ���� ��2+ ����������� �� ���� ������ ��� �����������
�� ��������� ��� ������ �� �������� �������� �� ������ ����� �� �������� ���� ���� �����
����� ��� �� ������ �� ��� ����� ����� ��� ��������� ����� ������ �������� �� ������ � �����
�� �������� �������� ������ ���� � �� �� ������������ ������ �� ������� ��������� ���������� ��
��2+� ������� ��� �������� �� ��� ��2+ ��� ��� ���� �� ��� ����������� �� ��� ����������
���������� ��� ��� ��������� �� ��� ����� ��� ��������� ����� ���� ��� ������ �� �� �������� ��
��������� ��� ������ �� �������� ��������� �� ����������� ����� ����� �� �� �������� ��� ������
���� ���� � ���������� �� ��� ��������� �� ��� � ����� ��� ������������� �� ���� ���������
���������� ����� ������� �� ����� ��� ���� �� ���� �� ���� ����������� ���� �������� ���������
����� ����� ����� ��� ������� ���������� �������� �� ���� ��������� �� ��� �������� ������ ��
����� �������� �� ��� ��� ��������� ����� ���� ������������ ���� �� ��� ���������
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�� �������� �� ���� �������� ��� ����������� ������� �� ��� ������ ����� �������� ���� ������
����� �� �������� ��� ��������� �� ���� �� ��� ����� ������

�� ���� ������������ ��� �������� � ���������� ���������� �� ��� ���������� ������������
����� ���� ���� ��� ���� ���������� ����������� �������� ��� ������ �����

��� ������ ����� ��� ���������� �� ���� ����� ��� �� ��� ��� �������� ���� ���� ������ ��������
�� ������ ������� � ������������ ��� � ���������� ����� ��� ���� �������� ����� �� ���
����������� ����� � ������ �������� �������� �� ��������� ����� ���� ���� ���� ���� ������
���� ��� � ������������ ���������� �� ���� ������������

��� ������������ �� ��� ������������ ����� �����≤x≤ ����� �� ���������� ����� �� ���������
��� ������ �������� �������� ����������� ���� ���� ���� ��� ������ ��� ���������� ����������
�� ��� ����� ����� ��� ����≤x≤ ���� ��� � ���������� ����� ��� ������ ����
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��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤����� �������� ��������� �� ����� ����� �� ���������
���������� ���� �������� ������������� ���������� ��� ���������� ����������� ������� ��
��� ��������� �� ����� ������������ ���� ��� ������������ ����� �������� �x∼ ������ ���
���� ������� �������� �� ��� ��������� ���� ���� � ����� ����������� �� ������� ����������
��� ��� ����� ������������ ����������� ���� �����

�� ��������� ��� �������� ��� ����� �� ������� ���� ���� ���������� ���� ��� �� �������� �����
��� ������������ �� �� x= ����� ���� ��� �� ���������� ������������ ������������� �� ��2+ ���
������������ �� �� x= ���� ��� ���� ��� �� ����������� ������� ��� ������ ���� ��� ������
�����
������������ � ����� �� �������� ��� ������ �� �������� �������� �� ��� ������ ���������� ���
��� �� � ������ ������������� ����� ��������� ���� ���������� ��� ����� �� �� ������� ��� ��
��� �������� �� ��� ��2+ ����� ���� � ���� �������� ������ �� ����� ��� �������� �� ���������
�� � ��������� �� �� ������� ��� ���������� ������ ��� ��� �������� �� ��������� ��� ������
�� �������� ��������� ������ ��� �������� ����������� �� ��� ������ ����� �������� ��� ����
�� ����� ���������� ��� �������� ���� �� ������� ��������� ��� ���������� ��� ��������� ��
��� � ����� ���� �������� ����� ������� ��� ��� �� �� ����� ��� ���� ����� ���������� �� ����
����������� ����� �� ��� ����� ������� ���� �������� ��������� ����� �� ����� �� �� ���� �� �����
��� �����������

�������� �� ���������� ����� ��� ��� ������������ ������������� ��2+ ��� ���������� �� � ������
�� ����� ����� �� ������ ��� ���� ��� �������� �� ��� ��2+ ��� �������� ��������� �� ���
�������� ����������� �� ��� � ����� �������� �� ���� ��������� ���� ��� ��� �������� ����
��������� ��� ��2+ ������������ �� ������ ������ �� ��� ���� ����� ��� � ������� ������ ����
�� �������� �������� ������� ��� ������������

�� ��� ���������� ��� ��������� �� ��� ������� ������������ �� ���� ����������� ���� �� ���
���������� ���� �������� ��� ������������ ���� �� ��������� �� �������� ��������� ����������
���� ���� ��� �� ������������ ������������� �� ��2+ ������� �≤x≤ ������ ����� �� �� ����
�������� ������� ����≤x≤ ����� ��� ���������� ���� ������ ����������� ��� �� ���� ��� ��
������������ ������������� �� ��2+ ������� ����≤x≤ ������
���� ���������� �� ������������ ����� �� ��� �������� ���������� ���� ��� ����� �������� ����
��� ���������� ���� �� ������� � ����� �� ��� ����������� ����������� ����� ���������� ����
�� ��������� �� ������� ��
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��������

��� ���������� ��������� ���� ���� ��� �� ������������ �������������� x������� ���� �����
�� ��� ������������ ���������� ���������� �� ��� ���� ����� ����� ��� ��������������
���������� ��� �� ������������ �������������� ���� ������� ���� ����������� ������������ ���
��������� ����� ������� �� ����� �������������

��� ���������� ��������� ���� ����� ������������ x���������� ���� ����� ��� ������������ ���
����� �� ��������� �� ��� ���� ����� ����� ��� ���� �������� ��� ���� � ������� ���������
�� ��� ����������� ����������

��� ���������� ��������� ���� ����� ������������ x���������� ���� ����������� ��� ������������
���������� ������ ��������� �� ��� ���� ����� ����� ��� ���� ��������� ��� �������� �����
����������� �� ����� �������������
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����� ��������� ���� ���� ��� �� ������������ �������������� x � ������

���� ������� �������� ��� ���������������� ��������� �� ������ ���� x≤ ����� ���� ��� ����
��������� ���� ������� ���� ��� �� ������������ ������������� �� ��2+� ��� ������� ���������
������ ���� ������� �������� ����� ������ �������� �� �� ��� ������������ ���� �� ��� �����������
���� �� ��������� ����� ����� � ����� �� ��� ���� ���� �� ��������� �� ������������
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�� ���������� ��� ����� �� ��� ��������� �� ��� �00l�pc ��� �hhh�pc ���������� ���� ����� � ������
��������� �� �hhh�pc ���������� ��� ��� ������������ �������� �� ���� ������� ��≤x≤ ����� ���
� �������� ��������� �� ��� �00l�pc ���������� ��� ���� ��� ��� ������ ����� ��� ������
����� ��� �00l�pc ���������� �� ������� �� ���� ����������� ���� �� ���� ������������ ��� ��
������� ��������� �� ��� ���� ����� �� ��������� ������ ��� ������������ ��������� ����� ��
���� ��� ��� ������ ���� �� ������� ����������� ������� ��� ��������� �� ������ ���� ��
������ ������������ �� �����������
���������� ��� ������� ��������� �� ������ ���� x������� ���� �� ������������ ����� ������
�������� ��������� � ���� ��� ������ �������� ����� ����� ��� ��� �������� ������� �������
���������� ���� ������������� ��� ����������� ������ ���� ������� �������� ����� �� ����� ���
��������� ��� �� ��������� � ���� �������� �������� ��� ���� ���� ��� ��������� �� �� ������
��������� ��� ���� ������ ������ � ������� ������������� �� ��� ������� �������
��� ���� ���������� �� � ���������� ���� �� ���� ��� ��� ������ ���� ���� ���������� ���
�������� ����� � ������ �������� �������� ���������� �� ��������� ����� ����� ��� ������� ���
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� ��� ���������� ���������� ���������� ���������� ���������
� ��� ���������� ���������� ���������� ����������
� ��� ���������� ��������� ��������� ����������
γ ��� ���������� ��������� ��������� ���������� ���������

����� ���� ���� ���������� �� ���� ��� ����������� ������ ������ ���� ����������� ����� ��� ������
���� ����������� ��� ������������� ������ ���� ��� ����� ������������� �������� �� ����
�� ���� ��� ������� ������������ �������� �� ��� �� ����

�������� �� ����� ���� ��� ���� ��� ��� ������ ����� ��� ��� ���������� ���� ���������� a
��� b ��� ������� ��� ��� ��������� �� �������� ��������� �� ��� ���������� ����� γm �� ����� ���
����������� �∼ ���� ���
�� �� ����� �� ��� ������� ���������� � ���� ���� ������� ��� ���� �������� ��� �� ��������
�������� ����� �� ������� ��� ��� ���� �� ��� ����������� �� ������� ��� �� ��������� ���� �����
�������� ��� ��� ������ � ������ � ���������� ��� ��� �������� ������ �a∼ b∼ � · �������������
c∼ � · ������������ ��� γ∼ ���� �� ��� ����� ���� ���� ���� ��������� �� ��� ����������� ���
��������� �� ������ ���� �� ������� �� ��� ��� �� ���� ��� �� ���� ���������� ��� ������
���� ���� ���� ��������� �� ��� ���� �� �� ����������

��� ������ ����� ������ �������� �������� ���� ��������� ��� ������������ ��� ����������
���������� �� �������� ��� ������� ��������� �� ���� ������������ ���� �������� ���� ���������
������� �������� ������� ��� ��������� ������� ��� Rwp������ ��� �������� ��� ����������
��� Rwp������ ��� �������� ��� ������������� �������� ��� ���������� ��������� �������
��� ��������� ���� ��� ������� �������� �� ������ �� �������� ��� ��������� ���� ���� ����� ��
��� ������������ ����������
�������� ��� ���������� ���� �� �������� ��������� ����� �� � ������������ ��� �� ��� ���� ���
�������� am� bm ��� cm ��� ��������� ������� �� ���� ����� ��� �� ��� ���� ���������� ar� ��
��� ������������ ��������� ������ �����
��������� ��� ������ �� � ������������ ���� �� ��������� �� ��� ��������� �� ��� ����� �� �00l�pc

��� �hhh�pc ���� ���� �� �������� �� ��������� ����� �����
���������� ��� ������ ����� ��� ���� ����������� �� ��� ������� ��������� �� � ������������
������

������ �� ��� ������ ����� ��������� ������������ ���� ������� ���� ��� �� ������������ ����
���������� �� ��2+ ������� �� ������� ��� �������� ����������� ���������� ��� x≤ ���� ���
������������ ��� ������ ����� �� ��� ���� �������� �� ���� ����� �� ������ �� ��� �������
��������� ��� �� ��� �����
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�������� �������� �������� ���� ��� ���� �� ��� ���� �������� �� ��� ����� �������� �� ���
��� ������ x����������� ��� ����� ���� ���� ���� ���������� ���� ������������ ���������
����� �� ��2+ ������� �� ��� ��� ����������������� ���������� ������� ����� ���� ��� ������
�� ��� ������������ ����� ������������ ���� ��� �� ����������� ��������� ���� ���� ���������
������� �� ������� ��� �� �������� ����������� �� ������� ����������� ��� ����� ������ ��
���������� ������� �� ��� ������������ ������������� �� ��2+ ������ ��������� ���� ��� �� ��
��������� ��������� ���� �� �������� ����������� �� ���� ���� ��������� �������� �� ������� ����
��� �� ����������� ��������� ���� ����������
�� ��� ������ ����� ��������� ��� ���� ��� �� ������������ ������������� ���� ���� �������
���� ��� ����� ����� �� ����� ���������� ������� ��� ���� �� ��� ��� ������ ����� �� ��� ���
���� ��� ��� ���� �� ������ ����� �� ��� ����� �����
�� ��� ���������� �� ���� ����� ���� �� ��� ��������� �� ��� ��� ������ ����� ������� ���
����� ���������� ������� �� ��� ��� ������ ���� ��� ��������� �������� ��� ��������� ��
������ ���� ���� �� ���������� �� �� ��� ���� �� ��� ��� �� ����
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��� ��������� ������ ������������� ��������� ���� ���� ��2+ ��� ��� � ������� ��� ��� �������
������ ����� ��� �����pc ����������
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��2+ ��� ��� ��3+ � ������� ������ ��� ����������� ������� ��� ��� ������� �� ��� ������
��������� �����������
������������ ������� ��� ��2+ ��� ��� ������� ��� �������� ������������ �� �� ����� ��������
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����������� �� ������� � ��� � �� ��2+ �� ��� ������� �� ��� ���������
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������� ��� ������� ������� ����� ��� ����������� ��� ��� �� ����� ��� ��� � ������ ��� �����
����������� ��� ��� ��� ����� ���� �� � ����� ������ �� ������������ ��� ������������ ��������
����� ������ �� ����pc ����� ��� ��������� ����� ������ ���� ���������� �������
�������� ���� ��� ������� ������������� �� ��� ���������� ����� �� �� ������ �� ����� ��� ����
��� �� �� ��� � ������ ���� ��� ������ ��� ������� �������������� ��� ������ �� ���� � ����
������������� �� ��� ��������� �� ����

������ ����

������� ��� �������� �� ���� �� ������ ���� ��� ��� �������� �� � ������ ���� �� ���� ��
��� ������ ����� �������� ���� ���� �������� �� ��� ����������� ���������� ��� ����������� ����
����� ����� ����� ���� ���� � �������� ������ ���� ������������ ������������� ��� ���� ��������
��� ����� ����� �� ��� ����� ������� �� ��� ���� ���� � ��������� ����� ����� ��� ���������
�� ��� ����� ����� �� ��� ���������� �� ��� �� ��� ���������� ���� ������ ��� ���������� ��
��� ������� �� �� � ����������� ��������� ����� ����� ����� ��� ���� ��� �������� �� �����
�������� �������� �� ������������ ����� ��� ����� ����������� ��c� ���������� ���� ���� ���
������ �� ��� ���� ����� ����������� ����� �� ����� ���� ����� ����� ����� �� ��� ������������
��� ��������� �� ��� ��������� �� ������ �����
������������ �� ��� ���� ����� ������� �������� �� ��� ���������� ��� ������ ���� ����� �����
����� ��� �� �������� �� ��� ���� sin(θ)/λ ����� �������������� �������� �� ��� ���������
������������ ��� ��������� �� ����� ����� �� �� ��� ��� ����� ����� �� �� ����� ���� ��� �����
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(3)

(4)

apc

bpc

������ ����� ��������� �������������� �� ��� ������������� �� ��2+ ��� � �������� ������� ���� ����
������� ��� ��������
��� � ����� ����������� �� ��� �� ������ ��� � ����� ��� �� ��������� �� ���� �������� �����
���� ���� ��� ��� ����
���� �������������� ���� ��� ������� ��� ��� ������ ���������� �� ���� ���������� ��� ��������
����������� ��� ������ ��2+ ��� � ������� ����� ��� �pc ��������� ��� �� ��� ����������
��������� �� ����



��� ������� �� ���������

����� �� ������ ��� �� ����� �� ��� ������������
���������� �� ���������� �� ���� ����� ���������� ���������� ��� ��� �� ���������� ������������
������������� ��� ��� ��������� ����������

������������������ ����� ��������� �� ��� ������������ ������� ����� ����������� �������������
���� ���� ��� �������� �� ������ ���� ���� ���� ���� ��� ������������� ������ ���������
�������� �� ������ ���� ���� ������� ���� ��� ���������������� ������ ���� ������ �������
�������� �� ��� ������ ��� �� ��� �� ����� ������� ������� �� ��� ����� ����������� �� ������������
������������� ��������� �� ��� �������� �� ����� �����

�� �� ��� ���� �� ���� ������� ���������� ������� ���� ����� �� �������� ��� ���� �� ������
�����
� ������ ������������ ��������� ������� ���� ������� ��� ������ �� �������� ��������� ����
� ���������� ������ ����� ��� �� ��� �������� �� ��� ����� �� ��� ������������ ���� �δ δ ��
��� � δ δ ��� ���� �� ��������� δ �� ��� ��� ������� ��� ���������� �� ������ ����� ��������
������� ��� ��������� �� ���� �������� ��������� �αrhombo�������� ��� ��� ���� ��� ����� �� ��
��� �������� �� ������� ��� ��������� �� ��� ���������� �������
���� ������ �� ��� ���������� ������ �������� �� ��� ��� ������ ���� ��� �� ��������
�� ��� �������� ���� �� � ������ �� ��� ������������ ������� �� ��� ��2+ �������� �� ��� ���
�� ��� ��� ������ ����� �� �� �������� ���� ���� ��� �������� �� �������� �� ��� ����������
��� ����� ����������� �� ��2+ ������� ���� ��� ��� �������� �� ��� ���������� �� ��� ���
�������� �� �����3 �������
��� ������ �� ��� ������������� �� ��� ������������� �� ��� ��2+ ��� ���� ��� ����� ���� ��pc

���������� ������ �� ��� � ������� ���������� �� ��� ����� �� ��� ��� ������ ���� �����
�������
�� ���������� �� ����� �� ������ ����� ��� ������������ �� �� �� ��� ������������ ��� ���������
����� ��� ��������� ���� ��� ��2+ ������������ ������������� ����� �� � ������� ����� �������
�� ��� ���������� �� ��� ������� ����� ������������ ����� ���� ��������������� �� ��� ���������
����� �� ��� �������� �� �� ���� �� �������� �� ������� ��

�������

��� ��������� �� ��� ��� �������� �� ��� ���������� �� �� ������������ ��� �� ��� ��������
�� � ������������� ���������� �� �� ������� ���������� ��������� ��� �� ��� ������� �� ���
��2+ ������������� ���� ���� ��� ����������� ���� ���� ���� ��������� ��� ������� ���� �� ���
���������� �� ���� �� � ���� �������������� ������������ ��� ��������� ������� �� �� ����
����������� �������� ��� �� ��� ���������� �� ���� ��2+ ��� � �������� ��������� �� ���
�������� �� ��� ����� �������� ��� ���������� ��� ������������� �� ��2+ ������ �������� �� ���
���������� ������ ��� ��� ������������� �� ���
��� ��������� �� ������ ���� ��� ��� ������� �� ���� ����� �������� ��� ������� ��� �����
������������� �� ��� ��� ������ ���� ��� ��������� �������� ��� ��������� �� ������ ����
�� ������� �� �� ������� �� ��� ��� �� ����



���� ���� ����������� ���������� ��� ���X�����X�� ���

��������� ��� ��������� �� ������ ����� � ���� ���������� ���� ��� ��������� ��� �� ���
����� ������������ ���� � ���������� ����� ��� �������� �� ��� ����� �� ��� ����������� ����
�� ��������� �� ���� ���� ���������� �� ��� ��������� ���� ������ �� � ����� ����� ����� ���
���������� ���� ��� ��������� ������ ��� ����� ������ �� ����� ������������� �������� �������
�������������� ��� ����� ������������� ������ ����������� �������� ���� ��� ���� �� ��� ���
������ �����

����� ��������� ���� ����� ������������ x � ���������

�� ���� �������� ��� ��������� �� ��� ������������ ������� ���� ����≤x≤ ����� ���� ����
���� ����� �� ��������� �� ������� ������� �� ���� ����������� ���� �� �������� �� ���� ��������
�� � ���� ����� ��� ����������� ���� �� ������������ ����� ������ �������� �� ����� �� ��� ���
������� ��������� �� ����� ������������� ����� ��� �������� �� ������ ���������� �� ��� ������
�� ��� ���� ���� �� �������� �������� ��� �������� ���������� �������� �� ��� ��2+ ���� ���� ��
�������������

������� ������� ���������

���������� ��� ���������� ��������� �� ��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ���� �� ������
������� �� ���������� ������ �������� �������� ����� ��� �������� ����� ������ �������� ��
��������� �� ��� ����� ����������� ���� �������� �� ���� ��� ��� ������������ ��� ��� �������
���� �������� ��� ������ ���� �� ����
��� ������� ��� ���� ����������� ��� ����� ��� ���������� �� ����� ����
���� ������� ����� ����� �� ������� ���� �� ���������� ��������� �� ��� ��������� ������� ���
�������� ����� ��� ������� ����� ������� ��� ��� ������������� ��� ���� ��� ����������� ���� ���
����� ����� ��� ��������� ����� �� ��� ������������� ���������� ��� ���������� ������� ����
� �������� �������� ����� ������ �� �������� �� ��� ����������

�� ��� ����� ����� ��� ������ �������� �������� ��������� �� ������� ���� ������� �� ���� ���
�� ����� ���� ����� � ����� ����������� ���� � ��������� �������� �� ���������� ��� ������
����� �������� ��� ���� ���������� �������� �� ������� ���� ��� ���� �������� ���� ��� ����
�������� �� ��� ����� ������ �������� ��������� ��������� ��� ���� ���������� ����� ����� ���
������� ���� ������ ���� �� � ����� ��������� �� ��� (00l)pc ��� (hhh)pc �� ��� ����� ��������
���� �� ��� ���������
���� ������ ��������� �� ��� ���� ���������� ��������� �� ��� ��������� ���� �� �������� �� ��
��� �� ������ ���������� �� ��� ���� �� ��� ������� ���������� ����� ���� ���� �� �������� ��
��� ���� �������� ����� ��� ���� �� ��� ���� �� ���������� ����� ���� ��� ������������ �������
�������� ���� �� �������� ��� ������ �� ���������� ������ ��� ��� ��������� ������� �������
��� ���� ���������� �� ����� �� ���� ���� ������� ��� ������ ����������� ����������� ���������� ���
������������ ���������� ������ �������� �������� ��� ��������� �� ��� ������� ���� ������� ���
���� ���������� �� ��� ���� ������ �� ����� ���� ����� ��� �� ����� �����
���� ��� ������� ������ �������� �������� ������������� ����� ���� ��� ��������� ������ ��� ���
����� ��������� �� ������ ���� ��� ��� ����� ����������� ������� �� ���������� ���������� ���
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����� ���� Rwp ��� ��� ��� ������� �� ��� ������ �������� ���� ���� �������� ����� ������ �� ��
��� ��� ������� ��� �������������� (a) ��� (b) ��������� ������ ������������ �� ��� �������
��������� ��������� ���� ���� ���� ���������� ��� ��� ��� ����� ���� ���������� ��� ��� ��
��� ���� ���������� ����� ����� �����������
��� ����� ������ ������� ������ ���� ������� ��� �������� ����� ��� ����� �� ������������

�� ���� ������� ��� ��������� ������� �� ��� ������������� ���������� ��� ���������� �������
��������� �� ���� ��� �� ����������� ������� ���� �������� �� ���������� ��� ��������� �� ����
�� ���� ��� �� �� ����� ���� ������
��� ����������� ������� ����� ���������� ��� �� ���� �� �������� ��� ���� ���������� �� �
�������� �� ����������� ������������ � �������� �������� �� (00l)pc ��� (hhh)pc �� ���� ����
�������� �������� �� ��� ���� ����������� ��� ������� ���� ��������� �� ��������� ����������
���������� ������������
���������� �� �� ��� �������� ����� �� ������� ��� ����� ������������� ���� ������� �� ��������
���� ��� ��������� �� ������ ���� �� �� ���������� ��������� ��� ������� ���������� ���������
��� ����� ����� ����� ���� �� �������� ���� �������� �����������

��� ��� ����� ������������� ������� ������������� ��� ��� ��������� ��� �� ���� ��������
��� �������� �� � �������� �� ����������� �� ��� ����� �������������� ���������� ��� ��������
����� �� ��� ����� ����≤x≤ ����� ��� ��������� ������� ����� ���� �� ���� ������������

�������� ��� �������� �������� �� ����� �������� ��� �������� ���� �� ������� �� ��� ���� ����
����� ����� ������ ���������� ��� �������� �� ��� ������� ������������ �� ������ ���� ���
��� ��������� ������� �������� �� ��� ����� ���������� ��� ���� ����������� �������� �� ���
������� �� ����� ��� ����� ���� ��� ������������ ���� ������ ������������ ���������� ���� �����
����� �� ���� ����� �������� ���� �� ����� ���������� ���������
�� ��� ������ ��������� �� ���� ���� ���� ��� �������� �� ������ ���������� �� ��� ���� �� ���
����� ��� �� ��� ��������� �� ������� ����� ��� ��������������� ���������



���� ���� ����������� ���������� ��� ���X�����X�� ���

������� ��������� �� ����� �����

��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ���� ������� ������� �� ���� ����������� ���� ��� ���
��� ������ ����� ������������ ���� ������������� �� �������� �� ������� � ����� �� ��� ������
��������� ���������� �� ��� ���������� ��������� �������� ��� ����� �� ���� � ����� ��� �������
������ ��������� ���� ����� �������� ����������� ���� ��� ���� ��� ������� ��������� �� ������
����������� ����� ����� �������� ��� ���� ���� ����� �������� ������������� �� ����� ������
������� �������� �� ��� ���������� �� ����� ������������� ������ �� ���� ����� ���� �� ���
����������� �� ������ ���������� �� ��� ���� �� ���� ���������� �� ��� ������ ����� ���������
��������� ��� ������ �� ��� ��������� �� � ����� ����� ���� ����������� ��� ������ ��� ������
����� ��� ��������� ��� ��������� �� ��� ����������� ���� ����������� ���� �� ������������ ����
����� ��� ��������������� ���������

������ ����������

��� ������ ���������� �� ��������� �� � �������� �� ��� ���� �� ���������� ������ ����������
��� �������� �� ������ ���������� ��� ���� ��������� ���� ��� ���������� �� ��� ���� �� �������
���� ��������� ���������� ��� �� � ��������� �������� ����6�� �� ���� ����������� ��� ����
������������ � ��������� �� ��� ���������������� ��� ���������������� ����� �� ��� �����
����� �������� ��� �������� �� ����� �������� �������� ���� ������������ ������� ��� ��������
���� ����� ������������ ���������� �� ���� ����� ���� ��� ����������� �������� �� ������ ���
�������� ������������ ������������� ��� �������� �� � ������ ���������� ���� �� �����������
��������� ���� �� ���������� �� ��� �������� �� �����

��� ����� �� ��� ���� ��� ��� ����� ��� ����� ���������� ��� ����������� �� ��������� �� ��������
�� ��� ����� �� ��� ���� �������� �� ��� ��� �� ���6 �� ��������� ������� �� ���� �����������
��� �� ���� ������������
�������� ��� �������� �� ��� ����� �� ��� ���� �� ������ ������ �� ��� ��������� ��������� ���6�
��� ��� ��������� �� ���������� �� ��� ������������ ������ �� ����� �� ������ �� ������� ���
���� ����� �� ������������� �������� �� � �������� ������������ ������

�� ����������� ������� �� ��� ������� ���������� ���� �������� �� ������ ����� � ����� ��������
���� ��� �� �������� �� �������� �� ��� ����� ����� ����������� ���� ���������� ��� ��� ����
�������� �� ����� ������� ��� �� ��������� ���������� �� ����� ��������� ��������� �� ���� �������
����� ����� ���������� ����� �� ��� �� �������� �������� �� ����� ������������ ���� ����� �
���������������� ���������� �� ��� ���� ������������ ����� ����� �� ��������� �� ��������
��������� ��� ������ �� ����� ����� ���������
������ ������ ���������� �� ������� �������� ���� �� ��� ������� ���������� �������� �� ��� ��
�������� ���� ����� �������� ��� ������� ���� ��� ������ ������������ ����� ����≤x≤ ���� �����
��� ��������� ������� �� ��� ����� ������ �������� �������� ��� ���� ��� ���� ��� �����������
������� ���������� ��� ���������� ���� ����� �����������
����� �� ������ ���������� ����� �� �������� �� ��� ����� ������������� ��� �� ����������
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0.24 0.25 0.24 0.25 0.24 0.25 0.24 0.25 0.24 0.25 0.24 0.25 0.24 0.25 0.24 0.25 0.24 0.25 0.24 0.25 0.26 0.24 0.25 0.26 0.24 0.25 0.26

PYN 0.05 0.10 0.16 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.60
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0.205 0.215 0.205 0.215 0.205 0.215 0.205 0.215 0.205 0.215 0.205 0.215 0.205 0.215 0.205 0.215 0.205 0.215 0.205 0.215 0.205 0.215 0.205 0.215

LaB6

LaB6

(002)

(111)

������ ����� ���������� ��� ��� ������������ �� ����� �� ��� ���� �� ��� ����� ��� ����� ����������
�� ���� ����������� ����� ��� ���� ����������� ��������� � ��������� �� ���6 ���� �
���������� ����� ����� �� ��� ���� �� ��� ������ ����� �������� �� ������� ��� ����������
�������� ���� ��� ������ �� ��� ���� ��������� ���������� �� ��� ������������
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sin(θ)/λ (Å-1)

Diffuse scattering

������ ����� ������� ������������ �������� ������� ��� ������ ������ ������ ����� ��� ������ �����

��� ������������ ������������� ������� ����������� ��� ��������� �� �������� ��������� ���
�������� ��� ���� �� ����� �������� ���� ��� ������ ������������� ������

������ ��������

�� ������� ����� ��� �������� �� ����� ��������� ��������������� �������� ���� ��������� ��
������ ���� x����������� �� ���� ������ ������ ���� ��� ���������� �� �������� �� ���
������������ ���������� ����� ������������ ������� ������ ���� ��� ���� ����� �� ���� �����
���� ���������� � ���������� �� ��� ��������� �� � ����� ����� ��������������
���������� �� ��������� ����� ����� ��� �� ������ ���� ���� ��� ��������������� �������� �������
���� ��� ����� �� ��� ���������� ����� �� ���� ��� �� ���� ��� ������ ������� ���� �� �����������
��� ������ �� ��������� ����� �� ��� ����� �� ��� ��������������� ���� �� ����� sin(θ)�
������ �������� ��� ��������� �� ��� ������ �� � �������� �� ����������� ��� ������������ ���
�������� �� ��� ���������� ����� ������ �� �������� ��� ��������� �� ���� ����������� ��� ����
�������� ��� ����� ��������������� �������� ���� ��������� ��� ��� ����� ������ ���������� ��
��� ����� �� ��� ������� ���������� ���� ����� ���������� ���� �������� �� ��� ���������������
����� ��� �������� ����� ������� �� ����������� ��� ������ ���� �� ������������ ��� ����������
�� ��� ������� ����� �� ��� ����� �� ����� sin(θ)� ������� �� �� ����������� �� ��� ����� ������
�� �������� ��� ����������
���������� �� ���� ������������ ��� ����� �� ��� ����� ��� ��������� ������ ��� ������� �� ���
������ �������� ��� �������� ����� ������ ��� ��� ����� ���� ��������� ��� ���������� �� �������
�� ���� ������������ ��� ����� ��� �������� ���� �� ��� ���� �� � ����� ������

�� ���� ������������ ��� ������ ��������� ������������ ���� ��� �������� �� �� �� ��� ��� ����
��������� �� �� x= ����� ���� ��� ����� �������� ��� ������ ���� �������� ���� ���� ������
������ ��� ����� �� ��� ����������� ��� ���������� ���� ����� ��� ������������� �� ��� ��������� ��
��� ���� ����� �� ������������ ��� � �������� ������ �� ���������� ���� ������� �������� ����
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������ ����� ��� ��������������� ���� ��� �������� ���������� ��� ������ ����
��� ��������� �� ��� ������������� ������ �� � �������� �� ��� ����������� �� ���� ����
�������� ����� �������� ��� ���� ����������� ������ ��������� �� ���� ������������ ���
������� �� ��� ������ ��� ������� ������ ���� �������� ����� ������ �� �������� ��� �����
���� ��������� ��� ������������� ���������� �� ��� ������ �� �����������������

��� ����� �� ��� ���������� ����� ���� ������ ��� ���� ������������ ���� �������� �� ��� �������
���� ����� ��� ���������� �� � ����� ������� �� ���� ���������� ������ �������� �� ��� �����
����� � ��������� ������� ��� ���� ������ �� ��� �������� ����� ��� ������ ���� �� ������������

�� ���� ������������ ��� ������������ ������� ������ �� �� ����������� �����≤x≤ ����� ����
��� ���� ������ ����� �� �� ���� ������������ ����� ��� ����� �� ��� ����� �� ��� ���� ��� ����
������������ ���� ������������� ���������� �� ���� ������������� ������ ��� ������ ���� ��� ����
�� �������� ���� ��������

��� ������ ����� �� ��� ����� ����� ��� ������ ������� ���������� ���� �������� ���� ��������
�� ��� ������ ����� ��� �� ������� �� ��� ���������� �� ��� ����� ���������� �� ��� ����������
�� ��������� �� ������������ ������������ ��� ������ �� ������ ����� ������� ���� �����������
��� ���� ����������� �� ����� �������� �� ��� ����� ���� ������������� ����������� �� ���
��������� ��� ������ ��� ��������� �� ��� ����� ������ �� ������ �� ������ ������

�� ����������� ��� ��� ������������� ��� ����������� �� ��� ����� �� ��� ����� ���������� �����
��� ��� ��������� ��� ������ ����������� ������ ���������� ��� ���� �������� ��� ������ ����
�� ������� �����������
�������� ��������������� �������� ���� ����� ���� ��� ������ ����� ������� ��� ���� �� ���� ����
�������� ��� ���� ����������� ��� ������������ ���� � ������������ ��������� �����≤x≤ ������



���� ���� ����������� ���������� ��� ���X�����X�� ���

���������� ��� ����� ������������� �� ��������� �� ��� ������ ����� ��� �������� ������� ����
����������� ��� ���� ������������ ��� ������ ����� �� �� ����� ���� ����� �� � ����� ���������
����� ������ ���������� ��� �������� �� ������� ����� ������ ���� ����� ��������� ���� ��� ���
������ �������� ������ ��� ������ ����� �� �� �������� ����� �� ��� ��������������� �������� ��
������ �����
�������� ����������� ��������� ��� ����� ��������� ������ �� �������� ���� ��� ������� ���� ���
���������� ����������� ������ �� ��������� �� ������������ ����� ����� ���������

������� ���������� �������� �� ��� ������

�� ���������� ��2+ ���������� �������� ��� ��������� �� ��� ���������������� ����� ��� ��� ����
��������� ������������� �� ��� ����� ���� ��� ��2+ �� ���������� �� � ������ ��� ���� ���
��������� ��� �� ���� ������������� ��������� ��� ��2+ ���� �������� �������� ��� ������� ��
��� � �����
�������� ����������� ���� ��� ��������� �� ��� ������������� ����� ����≤x≤ ����� ��� ����� ���
�������� �� � ���������� �������� �� ��� ��2+ ����� ������� ���� �� ��� ������������
���������� ��� �������� ��� �������� ������� �� ��� �������� �� ��� ��2+ ���� ���� �� ��������
��������� ��� ���������������� ��� ���������������� ����� �������������� �� �����������
������ �� ��������� �� ������� �� ��� ���� ����� ���������� ���� �������� �002��011� �111��011� ���
�111��002�
��� ���������� �� ��������� ������ ������� ��� ��� ������������ ��� ��������� ����� �<����
���������� ���� �������� �� ��� ��2+ ���� �� ����� ������� �� ���� ������������
��� ������ �� ��������� ������ ���� ����������� ����� ���� ���������� ��� ������ ���� ���
������ ���� ������� ���� ��� ������ ���� ��� ������ ���� ������� ��� �� ������� ��������
���� ��� �������� ���� ��� �������� ��� ������� ���� ������� �� ��� ����� �� ������ ���� ���
������ ����� ��� ��� ��������� �� ��� ��������� ������ ��� �� ����� ���� ����� ������� ��� ������
��� ������������ �������
���������� �� ������� �� ��� ������������� ����� ������� �������� ���������� ��� � �������
����� ��������� ��2+ �� ����� ���������� �� ���� ������������ �� ��������� ���� ��� ����������
����������� �������� ���������� ��� ��2+ ���������

����������

��� ����� �������� ������ �� ��� ������������� ����� ����≤x≤ ���� �������� � ���������
���� �� ������ ����� �� ��� ���� ������ ��� �������� ������� ��������� ���� ��������� ���
�������� �� ����� �������� ���� ��� ������ ���� ������� �� ��� ����� ����������� ������ ����
������� ������������ ���������� �� �� �������� ���� ����� �������� ��� ���� ������� ��� ��� �����
������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ����� ������� �������������� ���� ������� ���������� ����
��������� ��������� ��������� ��� ��������� ���������� �� ��� ������ ������� ���� ���������
���� ���� ����� ������� ����
������ ��� ���� ���� ������� �� �������������� ��� ��������� �� ������ ���� x���������� �����
���� ��� ��������� �� ������������ �� ��� ���������� ��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ����
��� ���������� ��� ������ ���� ���� ��������� ����� �������� ��� ���������� �������� �� ��2+�



��� ������� �� ���������

����� ��������� ���� ����� ������������ x � ���������

�� ���� �������� �� ���� ���� � ���� ������� ����������� �� ��� ��������� �� ��� ������������ ����
�� �������� �� ���� ������ ����������� ���� ��� ����� ����� �� ���������� ���� ������ ������
��� ������������� ����� ��������� ����� ����� ��� ������� ����� ���������� ���������� ������
������� �� ����������� ��� �������� �� ��� ������� ������������ ��� �������� ����� �����������
���� �� �������������

��� ����� �� ��� ��������� �� ���� �� ��� ���� ���������� �� ��������� ��� ����� ���� �� ����
�� ���� ����≤x≤ ����� ��� ��������� ��� �� ������ ������ �� ������������� ���������� ��
���������� ��������� �� ��� �� �������� ������ ���������� �� ���� ����� �� ����� ����� ��������
����������� ��� ������������ ����� ������ ���� ���� ������� �� ��� ���� �������� �� ������� ���
����� ������������ ���� ����������3 �� �����1/2��1/2��3������3� ����� ����� ������ �R3m�
Cm� Pm ��� P4mm� ���� ���� �������� �� ��������� ����� ����
��������� ��� ����������� �� ����� ����������� �� ��� ����� �������� ������ ����≤x≤ ���� ����
�� ���������� ������� �� ��� ������������� ��������� ���� ��� ������������ ����� ��������
�x∼ ������ ������� �� ��� ������� �������� ������������ ��� ����������� �� ��� �����������
���������� �� ��� ������������ ����� �������� ����� ��� ���� ������ �� � ���������� �����
�������� � ���������� �������� �� ��� ������������ ������� ��� ������������ ��� ����������
����� �� ��� ��� ��������� ���� ���� ������� ������� ���� ����� ���� ���� ���������� �����
�������� ���� ����� ������� ������ ������������� ���������� �� ���������� ���� � ����� ������
�������� ����� ���� ����

�� ��������� ����� ����� �� ��� ����� ���� ������ ���� �������� ���� ��� �� �����������
�������� ��� ��������� �� ����� ���� ��� ��������� ����� ��� ��� ����������� ������� ���� �� ���
������� �� � ���� ����� �� ���� ��� �� ��� ���� �������� ������� �� ��� ����� �� ��� �����������
�������� ���� ���� ������������� �� �����������

������� ����� �������������

� ������ �������� �������� ���� ��� �������� ���������� ���������� ����� �� ��� ����������
���� �������� �������� �� �������� ������� ����������� ������ ���� ���� ���� ��� �������
��� �� �������� ��� ���� ��������� ������ �� ������� �������� ���������� ��� ������� ��� ����
����������� ��� ����� ��� ���������� �� ����� ��� ��� ������� ���������� ��� ����� ��� ���
����� ����������� ��� ����������� ��� ����������� �� ����� ����������� ��� ������� �� � �������
�� ��� �������

��� ��������� �������� Rwp ��� ���� �������� ��� ��� ������� ���� �� ������ ���� ���
�������� ������ ���� ��� ��� ����� ������������� ����� ������ ������ ��� ��� �� ��� ���� ����
����������� ������� ��� ���� ��������� ���� ���� ���������� �� ������ ����� ����� ����������
������ �� ��������� �� ��� ����� ������ ���������� ����� ������������� ��� ��������� �������
��� ������ ���� ��� �����������
�� ��� �������� �� ��� ����� ��������� ��� ��������� ������� ��� ���� ������ ��� ������ ����
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����� ���� Rwp ��� ��� ��� ������� �� ��� ������ �������� ���� ���� �������� ������ �� �������
�������������� ���� ������� ��������� ��� ���� ��� ���������
(a) ��� ������ ����� ��� ��������� �� ��� ����� ����� ��� R3m ��� Pm ����� ������ ����
��������� �������� ��� �� ���� ����� ��� R3m ����� �� ������ ������ ���� ����� �� �����
������������ �� ������� ����� ����� ������� ���� ��� ������
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����� ���� Rwp ��� ��� ��� ������� �� ��� ������ �������� ���� ���� �������� ������ �� ����� �������
�������� ���� ������� ��������� ��� ���� ��� ���������
(a) ��� ������ ����� ��� ��������� �� ��� ����� ����� ��� R3m ��� Cm ����� ������ ����
��������� �������� ��� �� ���� ����� ��� R3m ����� �� ������ ������ ���� ����� �� �����
������������ �� ������� ����� ����� ������� ���� ��� ������



��� ������� �� ���������

���� ��� ��� ����� ������������� ����� ����� ��������� ������� ��� ��� �� ��� ���� ���� ���
�������� �������� ��� ��� ����� ���� ������� ����� ������ �� ��������� ����� ����� �� ��� �����
���� ��� �������� �������� �� ������ ���� �� ���� ����������� ���� ��� ��������� ���������
����������� ���� ���������� ���� ����������� ������� ���� �� �������� ��� ���� ������������

��� ��� ������������� ��� ������ �������� �������� ��������� �� ���� ��� ����� ��� �������
���� ��������� ���� ��� ���������� ��� ������ ��������� �� � ����������� �� ��� ������ ���� ����
� ������ ����
��������� ��� ��������� �� � ������������ ����� �� ��� ������ ����� �������� ���� ��� ���
���� ������� ���� ��� ������ �������� �������� ���� ����� ��� ��� ����� ����� ���� ������� �� �
������������ ����� �� ��� ������ ����� �������� ����� �� ������� ������������ ����� ��������
�����������
���� ��� ��������� ������� ����� � ������������ ����� ��� ���� � ������ ����� �� ��� �������
��������� ���� ���� ������������ ����� ��������� ����������� ��� ���� �� ��� ���������� ������ ��
���� ����� ��� ������������ ����� ����� �� �� ��������� ��� ������������� ����� ����� �� ����
������� ����������� ���� ��� ����� ������������ ������ �������� � ���� ������������� �� ��� �������
��������� ����� �� ��� �������� ����������� �� ���� �� �������� ���� ���� ���������� ��������
�� ��2+ �������� �� ��� ������������� ����� ������������ ���� �����≤x≤ ������ ���������� ���
������������ ����� ���������� ��� ���� �� ��� ����� ��������� ��� �������� �� ��� ���� �� ���
����� ������� �� ���� ���������� ���������

�� ����������� ��� ������ �������� �������� ����� ����������� ���� ����� ��� ������� ������
�� �������� �� ��� ������������� ����� ����≤x≤ ���� ��� ���� ��� R3m ������������ �����
�� ��� ��� �� ����� ������ ����������� ��� ������ ���� ��� ������ �����
��� ��������� ������� ��� ������� ������������� �� ����� ������ ���� �� ���� �� ����������
�������� �����������

������� �������� ����������

��� ������ �������� �������� ��������� ���������� ��� �������� ��� ����������� �� ������� ������
��� ���� ������������ ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ����� �� ��������� ���� ����� ������
����� �������� ���� ��� ����������� �������� ���������� ���� ��������� �� ��� ����� ������
���� ���� ����� �� �� ��� ���� ��������� ����� �� ��� ������ �������� ���������
������� ��� ���� ���� ��� ��������� ������� ���� ��� ������������ �� ��� ������ �������� ���������
����� ������ ���� ��� R3m ������������ ����� ��� ���� ���� ���������� ��� ������ �����
����� ���� ������������ ����� ��� ���� �������� �� ��� �������������� ���� �� ��� ������������
����� �������� ����� �� ��� ������� �������� ������� �����������

��� �������� ���������� ���� ��������� �� ��� ������� ���������� ���� ����� �������� ���
���� ��������� �� ��� ������ ��������� ���� ����� ���������� ���� �� ���������� ���������� ����
��� �� �� ��� � �� ������� ������������
��� ������ ����� ������� ������������� ��� ��� ��������� ��� ��������� �������� ����������
���� ������� ��� �� ����� ���������� ����� �� ������ ���� ��� ���� ��������� �������� ����
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����� ���� Rwp ��� ��� ��� ������� �� ��� ������ �������� ���� ���� �������� ������ �� �������
�������������� ���� ������� ��������� ��� ���� ��� ���������
� ������ ��� ���� ���� ��� ��������� ���� ��������� �� ����� �����
��� ����� ������ Pm�Cm ������� ���� �� ��� ������ �� ��� ����� ����� ��� �� �����������
���� ���������� ������ ��������� ��� ��������� ���������� ����� �� ���������

��� ��������� �� ����� ���� ������� ����� �� ���������� ���� ��� ���������� �������� ����
������� ����������� �������� ���������� ���� ��������� �� ���� ����� ��� ������� ����������
���� ��� ������ �����
�������� ���������� ���� ��� ��������� �� ������ ���� ������� �� ��� ����� ���������� ���
�������� �� ��� ������� �������� �������� ������� �� ��� � ���� ��������� �� ��������� �����
�����
��� Rwp ��� ��� �������� �� ��� ��� �� ��� �������� ���������� ��������� �� ������� ���
������ ���������� ���� ��� ���������� �� ����� ����

��� ������ ����� ��� ������ ��������� ��� ������� ��������� ���������� �� ��� ��2+ ���
� ������� �������� ���� ������ ���������� ��� ��� ���� �� ��� ���� �������� ���� �������
����������� ������ ������������ ������� ��� ������ ��������� ��� ������� ��������� ����������
�� ��� ������ ������ ��� ��� ��������� ��� ����� ��� ���� ��� ����������� ������ ����� ���
������ ��������� �� ������� ��� ����������� ��������� ������� ��� ���� �������� ���� ����������
���� ������ �����������
����� ��� ��������� �� ������ ����� ���� ��� ���� �� �������� ���� ������ ����������� ���
�� ���������� �������� �� ��� ����� ������������� �������� ��� ������ �������� ��� �������
��������� ���������� �� ������� ������ �� ���������� ���� ������� �����

��� ��� ������������� �� ��� ����� ����≤x≤ ����� ��� ��������� �� ���� ��������� �� � �����
������ �� ��� ������ ����� ��� Pm ��� Cm ���������� ������ ��� ��� P4mm ����������
������
������� ���� ��� ������ ���� ��� ����� � ������������ ����� ��� �������� �� ������� ����
����� �������� ����� ���������� ����������� � ������ �� ��� ������ ���� ��� �� ���� ����� ���



��� ������� �� ���������

������������ R3m ����� ���� �� ������ ����� ������ ��������� ������� �������� �� ��� ����
����������� ���������� ������ ���������� ������� ���� ������� �� � ������������ ����� �� ���
������ ������� �� ��� ��� �� ���������� ����� �� ��� ���� �������� �� ��� ���������� ������������
����� ��������� ���� �� �� ��� �����������
���� ������� �� ������������ ����� ���� �� ��������� ����� �� ���� ������� ��� ���� ������ ����
���������� ���� ������� �� ��� ���������� ������� ���� ��� ������ ����� ������� �� ������ ��
��������

��� ��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ����� ��� ��������� ������� �������� �������� �
������ �� ������ Pm/Cm� P4mm/Cm �� P4mm/Pm ��� ��� ��������� �������� ���� ���
��������
�������� ��� ������ ����� ��� ������ �� ������ Pm/Cm ����� ������ ������� ���� ��� �����
���������� �������
�� ��� ����� ����� ��� ������ �� ����� P4mm/Pm ������� �� ������ �������� ��� ��������� ��
������ �����
��� ������������ �� �������� ������ ���� ��� ������ ����� �������� � ������ �� P4mm/Cm
��� P4mm/Pm ����� �� ������� ��������� �������� ��� ��������� ��������� �� ��� ������ ����
����� ����� ������ � ������ ����������� �� ��� ��������� �� ������ ���� ���� � ������ �� P4mm
��� Cm �������
��������� ��� ������ ���� ��� ������ ����� ���� �� ��� ����� ������ ���������� ����� �����
���������� �������� �������� ������ ��� �������� ���� �������� ��� ���������� ������� ��� ����
�� ���� �������� ��� Cm/P4mm ������ ����� �� ��� ���� ���������� � ������� ���� �����������
�� ��� ������ �� ��� �������� �� � ����� ���������������� ������ ����� �� �� ���� �� ������ ����
������ ���� ��� ������ ���� ������ �� ��������� ����� ���� ��� ���������������� �������
��� ���� � ����� ��� �� ����������
������ �� �� ����� ���� ������ ���� ��� �� ��������� ���� � ������ �� Pm ��� Cm ��� ����
������ ���� ��� �� ��������� ���� � ������ �� Pm ��� P4mm� �� �� �������� ���� ������
���� ��� ������ ���� ��� �� ��������� ���� � ������ �� ��� ����� ������� Pm� Cm ���
P4mm�
����� ����� ������ ���� ���� �������� �� �� ������� ��� ������� ����� �� ��� ������������
����� �������� �� ����� �������� ����� ��������� ���� �� �����1/2��1/2��3������3 ���� ��
�����1/3��2/3��3������3 ���� ��� ����� ��� �� ��� ���������� �� � �������� ���������� �� ��
���������� �� ������ ���� ����� ����� ������ ������� �� ��� ��� �� ������� ���� ��� x∼ �����
������� � ��������� ���� ����� ������ �� �� ��������� ����������� ���� ��� ������ ������� ����
����� �� ��������� �� ����� �������� ����� ����� ������ �� ��� ������ ����� ���������

�� �������� �� ��� ������ ������� ���� �� ��� ���� ��� ��������� ��� �� ��������� ����
� ������ �� ��� ���������� ������� Cm ��� Pm� ���� ���������� ��� ������ �� ��� � �����
����� �������� ��� ���������� P4mm ������ �� ��� ������� ���� �� ��� ���� ��� ��������� ���
�� ���� ����� ��������� ���� ��� ������� ��� ���������� P4mm ��� ��� ���������� Pm� �����
���� ���������� ��� �� �������� ��� ���������� Cm ����� ���������� ��� ��� ���������� P4mm
�������� ��� ���������� Pm ����� �� ������� �� ���� ���� �� ��� ���� ��� ��� ���������� ��
��� Pm ����� �������� ���� ������� � ������� ����� �� ��� ����
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������ ����� ����� ������������� �������� ���� ����� ��� ������ ������ ������ ����� ������ ����� �� ���
�����pc ��� �����pc ���������� �������� � Cm/P4mm ����������

�������� ���� ��� ��������� ����� �� ��� ������������ ����� �������� �� ������ ��� ��
��������� ���� ��� ����������� �� ��� ������� �� ���� �������������� ��� ������ ����������
���������� ����������� �� ������� ���� ����������� ������ ��������� ��� ������� ��������� ���
��������� ��� ����� ��� ��� ������������ �� ����� ��� ��������� �� ���� �����
��� ������� ��������� ������� �� �� ��� � ��� ��������� ����� ∼ ���� �� ���������� ����
����� �������� ����������� ���� �� ����������� �������� �� ��� ������� ��������� ���������� ��
�������� �∼ ������ ����� ���� ������� ���������� ��� �������� ��� �� ���������� �������� ��
��� ��2+ ����� ������� ���� �������� ��� ���������� �������� �� ��2+� �� ���������� �� ��������
���� ���� ��2+ ��� �� ��� ����� ��������� ��� ������� ��������� ��������� ��� ����� ������� ��
������ ���� �� ���� ���������� ������ ���� ����������� �� ������������ �� ��2+� ���������� �
������� ��� ������� �� ��� ���� ������ �� ��� ��������� ���������� �� ��2+ �� ���� �����������
�� �� ��� �������� �� ���������� �������� �� ��� ��2+ �����
��� ��2+ ���������� �������� �������� �� ���� ����������� �� ������� �� �� ��� �� ��� ������
������� ������ ������� �� ��� �� ������ ��� ���������� �� ��2+ �� ��� ����� �������� ������ ���
�������� ��������� ����� �� ���� ����������� �� ��� ���� ���� ��� ��������� �� ����������� ��
��� ����������� �� ��� ������ ������� ���� ����������� �� ��� ����������� �� ��� ������ ��������
�� ������� ����� �� ��� ����� ������� ��������� ���������� ��� ����� ������������� �� ��� ������
�������� �� ��� ��������

���������� ���������� �������� �� ��2+ ����� �� �� ������� ���� �� ���� ����������� ��� ����
�� ���� x�����������
���� ��������� ������ ������� ��� ��������� ��������������� �� �� �������� ��������� ���� ��� ���
��������� �� � ����������� ���������� ���������� �� ��� ���������� ������������ ����������� ����
���� ������� �� ����� �������� �������� ����� �����1/2��1/2��3������3� ���������� � �������
����� ��������������������� ����� ����������� ��� ����� �������� ������� �� ��� ������� ����� ���
���� ��������� ���� �� ������� �� ��� ������������� ������
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������ �� ��� ������ ����� ��������� ��2+ �������� ������� �� ��� ���������������� �������
����� ��� ������� �� ���� ����������� ���� �� ������������ ���������� ������ ����������� ����
��� ����� ������ ���������� ���� ����������������� ����≤x≤ �����

������ ��� ������ ���� ����≤x≤ ����� �������� ���������� ���� ��������� ���� ��� ������
�� ����������� ��� ����� ��� ���������� Pm ��� Cm ��� ��� ���������� P4mm ����� ��������
���������� ���� ����� �� ���������� �� � ������������ ������ ���������� �� ���� ��� ��������
����� �� ��������� ���� ��� �������� ����������� ������� �� �� ���� ���������� �������� �� ��2+

��� ���� ������������ �� �� ������� �� ���� ����������� �� ��������� ���� �������� ����������
���������� ���� �������� ��������� �� ������� ���������� ������� ���� ����� ��� ����������� ��
��� ����������� ��������������������� �����������

����������

����������� �� ��� ��������� ���� �� ��� �������� ����� ���������� ��� ������� � ������������
����� ��� �������� �� ��� �������������� ���� �� ��� ���� ��������� �� ��� �������� ������
������� �� ��� ���� ��� ���������� ����������� �� ��� ������������ ��� ���������� ������
������� ���� � ��������� �� ��� ����������� �� ������������� �� ��2+ �� � ���������� �����������
��������� ����� ������ ��� �������� �� ��� ����������� ��������� �������� � ������ ����������
��������� ������� �� ��� ���������� �� ����������� ���������� ��� ������������ ������� ���
������� �� ��� ����������� �� ������������� �� ��2+� ���� ��� ��2+ ����� ��� ��������� ��
��� ���� ��������� ��� ���������� ��������� ������� ����������� ������� ���� ��2+ ����� ���
��������� �������� ��� ��� ������� ���������� ������������ ��� ���������� ��������� �������
�������������
���������� ����� �� ������ ��� ���������� ������������ ����� �� ��� ��������� ����� ��� ��
������� �� ����� ��2+ �� ��������� �������� ��� ��� ������� ���������� ������������
������ ��� ��2+ ��� ���������� �� ��� �������� ���� ������� �� ��� ���������� �� ��� ������
������ ���������� ������ ��� ��� �������� ��� ������ ������ �� ��� ��2+ ������������� ���
��� �� ������� �� ��� ���������� ������� �� ��� ���������� ��������� ���� ��2+ ����� �� �����
��������� ���������� �� � �������
��� ����������� ���� ��� ��2+ ��� �� ������������ ���������� ����� ���������� ����������� ���
�������� �� ��� ���������������� ������� ������ ������� �� ��������� � ���������� �������� �� ���
��2+ �� � ������ �������� �� ��� ���������� �������� �� �������� ���������
����� �� ������� ����� ����� �� ������� �� ������ �� ����� ��� �������� �� ��2+ ����� ��
������������� ����������� �� � ������ ��� ������������ ��� ������ �� ����� ��2+ ����� �� ���
��������� �� ��� ���� ��������� ���� ���� �� ������� �� ��� ���������� ���������� ������
�� ������� ����� ����� �� ����������� �� ����������� ���������� ��� � ���������� �������
������� �� ���� ����� ����� �� ����������� �� ����������� ���������� ��� ������������ �������
���� ��������� �� ��� ���������� ����������� ���������� �� ��� ������� ��� ���������� �� ���
����������� ��������� �� ������ ��� ���� �� �� ���� �������� �� ���� ��� ���� ����� ��������� �
����������� ���������� ���������� ��� ���� �������� ������������ �� ��� ��2+ ��������������
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��� ��������� ��� ��������� ������� �� ������ ��� ��� �������� �� ���� �� �� ��� �������� ��
����
������������ ��� �������� �� � ���������� ����� ���� �������� ��� ��� ���� ��������� �������
�� ������ �������� �������� ���� �������� ���� ��� ����� �R3m� ���������� ����� ������

���������� ��� �������� �� � ����� ���������� ��2+ ���������� �������� ���������� ���� ��� ���
����� �������� �������� �� ����� �� ���� ����������� ����� ���������� ��� ������ �� ����������
�� ������ �������������� �� ��� ��������� �� ������ �� ��� ����
�� ���� ����� ��� ��������� �� ������ ��� �������� ���� �� ��� ����������� ���� ���� �������
����� ��� ����������� �� ������� ����������� ������� ���� ���� ������������� ��� ��� ��������
���������� ��������� ��� �������� �� � ���������� ������ ��� ��������� �� ��� ��������� ������
��� ��� �� ������ ��� �� ��������� �� ��� �������� ����

� ����� �� ����������� �� ���� ����������� ������� ��� ���������� ������ �� ��� �������
���� �� ��� ��� ������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� ��� ���������� ������
�� ��� ������� ���� ������� ����� ���� �������� ��� ����������� �� ��� ����� �����������
������ ������ ����� �� ��� ��� ������� ���� ��� ������ �����

� ����� �� ����������� �� ����������� ������ ��� �� � ���������� ������ ��� ���������� �����
��� ��� ���������� ����� �� ��� ������� ���� �� ��� ��� ������� ���� ��� ������
����� ��� ���� ��� ������ �� �� ��������� ��� ���������� ����� ��� ��� ���������� ������
��������� �� ����� �� ��� ���������� ����� ���� ����������� �� ��� ����������� ����������
��� ���������� ������ ��� ��� ���������� ������ ��� ������ ���� ��� ������ ���� ����
�������� ������ ������

��� ������ ���������� ����� ���� ���������� �� ������� �� ��� ����� �������� ��� ������ ��
��� ��������� �� ���� ���������� ����� ���� �� �������� �� ������� ��

����� ����������� ������� ��� x � ���� ��� x � ����

���������� ���������� ��� �������� �� ������� ���������� �������� �� ����� ���������� ��� ����
�� ���� ��� ���� ���� ����������� ���� ���������� ���������� ���� ���� ���������� �� ��� ��������
�� ����������� ����� ��� �� ��� ������ ����������� �� ������� ���������� �� ������ ����� ����
����� �� ����� �����������
��� ���� ������ ���� ��� ������ ����� ��� ����� ���������� ������ �� ��� ���� ����������
����� ��� ��������� ��� ���� ������ �� �������� �� �� ��� ���� ��� ��� ��� ������������� ���
����� �� ��� ���� ������ ��� ���� ��������� �� ������ ���� ����� ��� ���� ��� ���� �������
��� ���� ������������
��� �������� ��������� �� ������ ���� ���� �� ���� ���� �� �������� ��� ����������� �������� ��
���� ��������� ��� ����������� ������� �� ��������� �� ���������� ��� ��������� �� ��� ���������
����� ���� �� ��� ����� ������������ ����� ���� ����� � ������ �� ������������ ��� ��������� ��
��� �������� ��� � ����������� ���������� ������� ��� �������� �� �������� ����� ��� �� ��� ����
��� �� �������� ��� ����������
��� ������� �� ����������� ����� ���� ������� �� ��� ���� ��������� �� ��� �������� �� ��� ���
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���������� ������ ���� ���� ���������� �� ��� �������� ������� ����������� �� �������� ������
���� �� �������� ���� ��� �������� ��������� �� ������ ����� Pm ��� Cm� ��� ���� �������
��������� �� ��������� �� ��� �������� ���������� ������ ���� ���������� ����� ��� ������ ���
����� ���� ����� ������ �� ������ �� ��� �����
����� ��� ����� ��������� ������ ��� ����������3 ���� � ��� �� ������������ ����� �� ����������
�������� ��� �� �� ������������� ��� ���� ������� �a−a−a−� �������� �� ����������3 ��� ����
����������� ������� ��� �������� ��������� ������� ���������� �� ��� ������� �� ������������
�������� ������
��� ���� �� ����� ������ ��� ���� ������� ���������� �� ��� ����������� �� ��� �����������
������� �� ������ ���� ��� ���������� �� ����� �����

������� ���� �� ��� �h k/2 l/2 � ����� �������������� �� �������� ��������� �� ��� ����������
��� ������ �� ��� ������� ���������� �������� ��� ���� ������� �� ������ ���� ��� ���� ����
��������� ���������� ����� ��� ����� ���� ������� ���� �������� ��������� ��� ��� ���������� ���
������� ���������������
���� ��� ��������� ��� �������� ���� �������� ������ �������� �������� ���� ��������� �� �����
�� ���� � ������� ���� ��� �������� ��� �� ��������� ��� �������� �� ������� �� ���� ����������
���� ����� ���� �������� ���� ����� ���� ������� ������ ���� ���� ��� ���������� ���� ��� ����
�������� �� ������ ����� a0b0c−� a−a−c0 ��� a−b−c0�
������ � �������� ��������� ����� �� ���� �� ������������ ������� ��� ������� ���� ��������
�������� ���������� � �������� ��������� ���� ��� ������� ���� �������� ������ ���� ����
��� ��� �� �������� �� ��������� ��� ������ ���� ������ ������� �� ��� ��� ��������� �� ���
����� ������ �� ���� �������� ���� �������� ��������� ����� ��� ����� ����� R3c ��������
��� a−a−a− ���� ������ ��� ���������� ������ ��� ���� ����� �� ������� ������� ���� ��� ��������
��������� ��������� ���� ��� R3m ����� ����� ��� ������ ���� ������� ����������� ���������
���������� ������� ���� ���� ������ �������� ���� ��� ��������� �� �������� ��������� ��� ����
������ �� ������ �����

������������� ���� ��� ����������� �� ��� ���� �� ���� ������� �� ������ ����� �� �� �����
���� ��� ���� ������ �� �������� ���� ��� ��� ���� ������ ���� ������� �� ��� �������� ��
������� ������������ a−a−a− ��� a−a−c−�
������� ��� a−a−a− ��� ���� �������� �� ����������3� ��� ���� ������� �� �������� ����
������� ���� �������� ����������� ������� �� ��� ���� ������ ��������� ���� ���� ������ ��� ����
���� ��������� �� ���� �������� �������� ����� �����1/2��1/2��3 ��� ���������������3� �����
������������� ���������� ���������
��� a−a−c− ���� ������ ��� ��������� ���� ���������� �� �� ������� �� ����������3 ����� ��
��� ������������ ����� ��������� ��������� ����� ���� ���� ������ �� �� ���� ���������� ����
������������� ����������3�
������ ��� ���� ������ �������� �� ������ ������� �������� �� ������ �� ��� ���������� �� ����
������� ����������

��� �������� ���� ������ �� �������� ��� �������� �� ��� ����� ������ ������� ������ ��� ����
������ ������� ������������������ �� ��� ��� �������� ������� ���� �� ���������������� ��



���� ���� ����������� ���������� ��� ���X�����X�� ���

���� ������ ����� ����� ����������
a0 a0 c+ Pc Cm ��������
a0 b0 c+ Pm Pm ��������
a0 b0 c+ Cm Pm ��������
a0 b0 c− Cm Pm ���������
a−a−c0 Cm Cm ���������
a−a−c− Cc Cm ���������
a−b−c0 Cm Pm ���������
a−a−a− R3c R3m ����������3

����� ����� ���� �� �������� ����������� ���� ������� ���������� ��� ������ �����
��� �������� �� �������� ��� ����������� ���� ������ �� ��� ��� ��������� �� ������ ����� ��
���� ��������� ��� ����������� ������� �� ��������� �� ���������� ��� ��������� �� ��� ���������
����� ���� �� ��� ����� ���� �� ��� ������������ ���� ����� ����� � ������ �� ������������
��� ��������� �� ��� �������� ��� � ����������� ���������� ������� ��� �������� �� ��������
����� ��� �� ��� ���� ��� �� �������� ��� �����������
��� ���� ������ a0b0c+ ����������� �� ��� �������� ����� ������� ��� ������ ������� ���
��� ����� ������ �� ���� ����� �� ��� ������������� �� ��� ��������
��� ���������� �� ��� ����� ����� ������� ����������� ��������

���������� �� ������ ����� ������ �� ��� ��������� ������� ���� ������ ������ ���� ���� ��������
�� ��� ���������� ������� ���������� ��������� �� ������ ��� ������ ���� ��� ���������� ���
��������� ���� �������� � ��� ������� ��������� ��� ��������� �� ��� ���������
��������� �� ������� �������� ������ ������� �� ����������� �� �������� �������� ����� �� ���
a−a−a− ����������� ���� ������ ��� ��� �� ��� ��� ���� �� �������� ���������� �� ����� ��
������ ���������� ���� ��� ����������� ������� ���� �� �������� ��� ������ ��������� ����� ��
��� �� ��� ���������� �������
�� ����������� ���� ��� ����������� �� ��� �������� ��� ������� �� ��� ���� ��� �� �����������
���������� ����� ���� ������� ���� ���� ����� �� �� �������� �� ������� a0b0c−� a−a−c0 ���
a−b−c0�
������� �������������� ��� ������ �� ��� ��� ���� ������ �� ���� ����� ��������� ��� ��� ���� ������
�� ������ ������� ������� �������� �� ������� �� ������� ��������

����� ������� ��� ����������

�� �������� ��� ��������� �� ���� ������������ �� ������������ �������� ������ ������������ ����
����������� ��� ����������� ������� ���� �������� �� ������ ������� �� ��� �������� �� ������
����� �� ��������������
��� �������� �������� ���� ��� ������� �������� ����������� �� ��� ���������������� �����
�� ��������� ����� ���� ��� ���������� �� ������ ��� ���� �� ���� ����������� ����� ���
����������� �� ����� ��� ���������� ����������� ���� ��������� ��� ���� ����� ���� ���
�������������������� ������������ ���������� �� ���� �������� �� ������� ����� �� ��� ��������
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�������� ��� ����������
����� ������������ ������������ ������������� ��� ����������� ������� �� ���� ����������� ���
��� ������� ������������ ���� ���� ������������ ���� ���������� ����� ������ �������� ��������
��� �������� ����������� ��� ������� �������� �� ���� ������� ��� ���������� �� ���������

��� ������ ���� x≤ ����� ��� ������ �������� �������� �������� ���� ��� ������� ������
���� �� ������ ���������� �� �� ��������� �� ��� �������� �� ��� ���������� ���� ��� ��� �� ���
���������� ���� ��� ��������� �� ��� ����� �� ����������
������ ��� ��� ������ ����� �������� ������� ������������ �� �� ��������� ��� ������ ����
��� ������������ �� �� ��������� �� ��� ������������� ����� ����≤x≤ �����
��� ������������ ���� ������ ������ �� �� �����≤x≤ ������ ��� ��������� ������� ����������
���� �������� ����������� �� ��� ���������� ������� Cm ��� Pm� ������ �� ��� ��� ���
������� ���� �� ��� ���� �� ������������ ����� ��� ��������� �� ���� ��������� ����������
����� ���������� �� ���� ��� �������� ����� �� ���� ������ �������� ������� ���� �� ����
����� ���������� ��������� ��� �� ������� ���� ����� �������� ����� ��������� ���� ��� ����
������ ���� ���� �������� �� ��� ����� �������� ������� x������������ � ���������� �P4mm�
����� ������� �� ��� ��������� �� ����������� ���� �� ����� ��� �� ��� ���������� �������
��� ��� ����������� ���� ��� ������� ������ �� �������� ���������� �� ���� ���� �x������� ���
��������� �� � ������ �� ��� ���������� P4mm ��� ��� ���������� Pm �������
�������� �� ��� ���������� ���� �� ��� ����� �������� ��� ��������� �� �� �� ���� ����������� ��
����� ���������� ���� � P4mm ����� ������
�� �������� ��� ����� �������� ������ ���� x≤ ���� �������� � ���������� ��������� ���� ������
����� ���� � ������������ ��� ������������ ������ ���� �������� �� ��� ����� �� ��� ����
��� ��������� ���� ���� � ���������� �� � ���������� ����� ������� � ����������� �� �������
������ ���� ��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ���� ���� ������������ �� ���� �������
�� ���� � ��������� ���������� ������� ����� ������������ ���� ����� �� ���� � ������� ���
������ �� ������� � ���� ��� ������� ���������� ���� � ������������ ���������� ���� ��������
����������� ���� �� ��������� �� ������� ��

������������� �� ����� ��������� �������� ���� ��� ���������� ��� ��� ���� �������� ��� ����
�� ����≤x≤ ���� ������� �� ������������ ����������� �� ��� ������ ���������� �������������
������ ����� ����������� ���� ���� ��� �������� �� ������ ���� �� ��� ������ ������������
������� �������� ����������� ���� ������� �������� ������ ���������� ���������� ��� �������� ��
����� ������������
����� ������� ����������� ����� ������� ����������� ��� ��������� �� �������� ��������� ���
�������� �� ����� �������� �� ��� ������������� ����� ����≤x≤ �����

������������ ��� ����� �� ��� ����� ������ ����� ��� ��������������� �������� ��� ����� ����
������ ��� ������ ���� ������� ��� ������ ����� ���� ������ ��� �� ��� �� ��� ����������
�� ��������� ����� �� � ����� ������ ������� �� ������ ����� ��� ���� ���������� ���� ���������
�������� ��� ��������� ����� ���������� � ����� ��������� ������ ��� ���� ������
���� ��������� �������� ��� �� ��������� �� � ���������� �� ������������� �� ������� �����
����� ���� ��� ��� ����� �������� �� ���� ���������� ��� �� ��2+ �� �������� ���� �� ���
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RT

Chemical ordering

x (%Ti)

Phase coexistence

RM M T=PbTiO3

Pm Cm P4mm

C

SSR1

anti //
SSR2

anti //

Pb2+-disorder

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Pm+Cm Pm+P4mm

a0b0c- or a-a-c0 or a-b-c0

tilt system

MPB

local 
distortions

������ ����� ��������� �� ��� ���������������� ��������� �� ��� ������ ����� �������� ��� ��� ���
���� �����
��� ������������� ����� ���� �������� ��������� ����������� ��� ��2+��������� ��� �����
����� ���� �������
��� �������� ��� ���� �� ���� ��� �� ������������ ������������� ��� ��������� ���� ����n

���� ���� n ������ �� ��� ���� �� ����� n�� ����������� �� ��� ����� ���� �������� ���
������ ���� x≤ ���� ��� n�� ��� ����� ���� ������� ��� ������ �����

����� ���������� �� � ������� �� ������� ���� ��� ���������� �������� �� ��� ��� ������
����� ���������� ����� ������ ��� ���� ���� ���� ������������
�� ��� ����� ��� ��������� �������� �� ������ ���� �� ����������� �������� ���� ��� ��� ���
������ �� ������ ���� x≤ ����� ������� �� ���� �������������� ��� ��������� �������� �� ����
�� ���� x≤ ���� ��� �� ��������� �� � ����� ����� ��pc ���������� �� ��� ��� ������������
���� ���� �� ��� ��2+ ���������� �� ��������� ���� ��� ���������� ���� ���� ��� ���� ����������
������ ������ ������� ��� �������� ���� ��� ��� ��������� �� ���� ������� ���� �������� ��
��� ����������� ��� ���� ��� ���� � ���� ����� �� �������� ��� ��������� �� �� ��� � ������
���������� ������ ����� �� ����pc ���� �� �������� �� �� ������� �� ��������� ������������� ��
� ��������
�������� ��� ��2+ ��� ��������� ����� ��� ���������� ������ ��� ��� ������������� �� �� �� ��
��� ����� �������� �������� ������������������ ������ ��� ��������� �������� ������� �� ������
x≤ ���� �������

��������� ��� ���������� �� ��� ��������� ������ �� ���� �� ��� ���� ����� ����� �� ���� �������
����� ��� ���� ����������� �� ��� ������������� ����� ����≤x≤ ���� ��� �������� ����������
��������� �� ������ ���� ����≤x≤ ���� ���� ���� ��� ���������� �������� �� ��2+ ���� ���
��������� �� ���� ����������� �������� �� ���� ������������
���� ���������� �������� �� ��2+ ��� ������ ���� x���������� ��� ���� ���������� ���� ���
������� ����� ������� �� ���� ����������� �� ���� �� ���� ����������� �� ��������� �� ������� ��
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�������� ����������� ����� �������� ��� ������ ���� ��� ������ ���� ���� �������� ���
���� ������ ��� �� ���������� �� ��� �� ��� ��������� ���� �������� a0b0c−� a−a−c0� �� a−b−c0�
���� �� ����� ���� ������� ���� ���� �������� �� �������� �� ����� ���������� �� �� ����������
���������� ��������� ����������� ������� ������ ������� �� �� ���������� ������ ���� ���
������ ����� �� ���� �� �������� ������ ��� �������� ����� ����������

�� ����������� ��� ���������������� ��������� �� ��� ����� �������� ������ ��� ������� ������
����� ����� ����������� ������ �������� �������� ��� �������� �����������
��� ������ ������� ����� ���� ��� ��������� �� ������ �� ���� ������� ���� ���� ��� ��������
�� ��� ���������� ��� �� ����������� ���� ��� ��� �� �������� ���� ��� ����� ����� ���� �������
�� ��� ������� �� � ������������ ����� �� ��� ������� ���� �� ��� ����

��� ����� �����������

�� ���� �������� ��� � ������ �� �������� ������������� ��� ��������� �� ��� ���� ���������� ��
� �������� �� ����������� ���� �� �������� ���� ���� ������ �� ������� ��� �������� �� ������
��� ������������ ������ ������� ��� ���������������� ����� ������ ��� ��� ����������������
���������� ��������� ����������� ���� ��������� ��� ���� �� ���������� ���� ���� �� ����������
��� ���������� �� ��� ���� ���������� �� � �������� �� ����������� ���� �������� �� �����
���������� �� ��� ���� ����������� ������� ���� ����� ���������� ����� ������ ����� ��� ������
���� �������� �� ������� ������������ ������� ��� ��� �����
�� �� ��� �������� �������� ��� ������� ������������ ��� ���������� ���������� ����� �� ���
�������� �� ����������� ��� ���� ��� �� ������������ ��������������

����� ��������� ���� ���� ��� �� ������������ �������������� x � ������

��� ���������������� ��������� �� ������ �� ��� ������������� ����� �≤x≤ ���� ��� ����
��������� �� ���������� �� ��� ����� ����� �� ���� ������������� ������ ��� ����� �������� ������
�������� � ��������� ��������� ���� ���� ���� ���� ���� ���������� �� ������������ ��������������
��� ������� ���������� ���� ���� ���������� �� �� ���������� ���� a � b �= c ��� ��� ���
������ ���� ��� ������������ ��� ������ ���� ������ ���� ���� �����
��������� ��� ���� �� ������ ���� ���� ���� ������������ �� �� �������� ���� ��� ���� ��
��� �� ������ ���� ����� �����
��� ��������� �� ��� ������� ��������� ���� ����������� ���� ��������� �� ������������ ����������
��� ������ ���� x������� ��� ������ �����
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��� ��������� �� ��� ���� ���������� ��� ��� ��� ������ ���� �� � �������� �� ��������
���� ��� ��������� �� �������� ����������� ��� ������������ ���� ������ ���� ��� ���� ���� ������
���� ������� ��� �������� ����� �� ��� � ���� ��� ��� ��� ������������ �������������� �� ����
��������� ��� ���������� ���� ���������� a ��� b ���� ���������� �� �� ����� ����� �� ��������
�� ��� ����������� ������ ��� �������� ���� �� ��� ������������
��� ������ �� ���� ���������� ������� ��� ���������������� ����� ����� ��� ��� ���������������
����� �� ������ ��� ������� �� ���� ��� ���� ��� ��� ��� ������ ���� ������������� ����
������ ������ �� ���� ���������� �������� � ���������� ������ �� ��� ����� �����������
��� ���������� ������ �� ��� ���������������� ���������� �� ���� ��������� �� ��� ������ �������
������������������ �� ��� ���� �� ��� ����� ����������� Tc�

������������ ���������� �� ���� ��� ����� �� �������� �� ��� ����� �� ��� ���� ��� �����
����������� ����� ����� ���������� �������� ���� ��� ��������������� ����� ������� ��� ������
������� ������ �� ��������� ���� ��� ������� �� ���� �� ��� �����

������ ����

��� ������ ����� ��� ������������ ���� ���������� �� ��� ��� ������� ������ ���� �������
��� �������� ����� ������ ��� ��������� �� ��� �hhh�pc ���������� �������� �� ���� �������
����� ����������� �� ������ ��� ��� ���� ���� ��������� ��� �� ��� ������� ��������������� ��
��� ����������� ����� �������������� �� ���� ������ � ���������� ��� ��������� �� �� ����� ���
��������� ��������� ��� ��������� �� ��� ���� ����� �� ������������ ������ �� ��� ������
��� ���������� �� ��� ������������ ���� ��������� ����� �� ���� �� ��� ��������� �� ��� ����
���� ����������� ��� ������� �� ���������
��� ������������ ���� ��������� �������� ��� ������� �� ��� ������� ���������� ��� �� ��� �����
����������� ��C� ��� ��� �� � ����� ������������ �∗
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��� ������ �� ����� �� ��� ���� ���������� �� ��� ������� ����������� ��� ���������� �� ��� �����
����������� ����� ��� ����� �� �����pc ��������� ��������� ������� ����� ���� �������� ��������
���� ���������� � ��������� �� ���� ��������� ��� ��������� ��� ���������� �� � �������� ����������
��� ������ �� ��� ������� ��������� �� ��� ���� ���������� �� �∗

2� �� ��� ����� ����� �� ���
����������� �� � ������� ������ �� ��� ���� �� ��� �� ��� ���������� �������� ������ ����
���������� ������pc� �����pc ��� �����pc�� ���������� ���� ������ �� ����� ��� �������� � �����
������ ������� ��� ������������ ������ �� ���� ��� ������������ ����� ���� ������� �� ���
����� ������������ ���� �������� ���� ��� ��������� ������ ����������� ���� ��� ��� �����������
������������ ��� ������� �� ������ �� �∗
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2 ������ �� ��� ��� �������� �� ��� ������� ��������� �� ��� ���������� ����
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�������� �� ��� ���������� ��������� ���� ������ ��� �������� �� ������� ����� ��� ������������



��� ������� �� ���������

8.16

8.2

8.24

8.28

8.32

8.36

100 200 300 400 500 600 700 800

90

90.3

90.6

ce
ll 

pa
ra

m
e

te
rs

 (
Å

)

γ(
°)

Temperature (K)

100 200 300 400 500 600 700 800

0.0880

s
in

(θ
)/
λ
 (
Å

-1
)

0.0878

0.0876

0.0874

0.0872

0.0870

cubic

Temperature (K)

a~ b

c

γ

(a) (b)

8.22

8.26

8.3

8.34

350 400 450 500 550 600 650 700

90

90.4ce
ll 

pa
ra

m
e

te
rs

 (
Å

)

γ(
°)

Temperature (K)

Tc

Tc

Tc

a~ b

c

γ

(c)

PYN PYN

PYN-PT 0.05

monoclinic

cubicmonoclinic

cubicmonoclinic

������ ����� �� ��� ������������ ���� ����� ������ ���� ������� �������� ������
��� ��������� �� ��� ���� ����������� �∼ �� �� ��� γ �� � �������� �� ����������� ��� ����
��� ��������� �� ��� �������� �� � ��������� ��� �� ������������ ������������ ��� ����� ����pc
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��� ���������� �� ��� ���� ������ �� ��������� ���� ���� �� ��������� �� ��� ������� � �������
�� ��� ���������� �� ��� ���������� ��� ���������� ��������

����� ��������� ���� ��� ������������ x � ���������

�� ���������� �� ���� ���� ���� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ���� ������� ��� �� �������
���������� ������������ ��� ��������� ������������ ��������� �� ��� ���������� ��� ���������
���������� ��� ������� ��������� ��������� ��� ����� ������������ �� ������� ��
�� ���� �������� � ���� ������� ��� ��������� ���� ����������� �� ��� ������� ��������� �� ���
������������ ���� ������ ������� ������ ���� ������� �������� �������� ������ �� �����������
������� �� ��� ������� ��������� �� ��� ���� ��������� ��� ����� ������� �� ������� �� ��� �����
����� ���� �������� ������� ��� ������� �� ��� ������� �������� ��� ��� ��������� �� ��� ���� ���
������� �� � �������� �� ����������� �� ��� ���������� ������� �����1/3��2/3��3 ��� ���������
�� �������� ���� �����
��������� ��� ������� �� ���� ��������� ���� �� ��� �� ����������� ���� ��� �������� �����������
�f � ��� ����������� ���������� ���� � ������ �� ��� ���������� �������� �2 ��� ��� �����������
���������� ���� � ������ �� ��� ��� ������ �3 �������� �� ��� ������� � ����� �� ��� ��������
���� �� ��� ���������� ��� ���������� ������������ �� � �������� �� ������������

��� ���� ��������� ��� ���������� �� ������ ��� �����pc� �����pc ��� �����pc ���������� ��
� �������� �� ����������� ��� ������ ����� ������ ���� ��� ������ ���� ��� ��� �������
�� ��������� ��� ������ ����� ��� ��������� �� ��� ���� ����� �� ���� ������� ������ �� ����
����� �� ��� ���� ������ ��� ���� �� ��� ��� ����� ������������ ��� ��� �������� ����� ��
������� ���� ���� ���������
��� ���� ������������ ������� �� ��� ������� ��������� �� ��� ���� ���������� ��� �� ���������
���������� ��� ������� �� ���� ���������� ���� �� ���������� ����� ����������� ����� ������������
��� ������ �� ����� ������� ���� �� ��������� �� � ������ �����

��� ������ ����� ����� �� � ����� ������ �� ����� �� ��� ������� ��������� �� ��� ���� ���
������� �� � ����������� ����� �� ����� ���� ������ �� ����� ������ �� � ����������� ����� ��
��� �� ��� ������������ �f � �2 �� �3 ������������� �� ������� ��
�������� � ���� ������ ������ �� ����� ��� �� �������� ������ ����� ���� ����������� ��
������� �4 ��� ��� ������ �� �������� ���������� ���� ���� ������ �� ����� ���� �� ���������
������� ������

��� ������ ����� ����� ��� ����� �������� ������� �� ����� �� ��� ������� ��������� �� ���
���� ���������� ��� ����� ������� �� ����� ��� �� ������� �� ��� �������������� ������������
�������� �� ������� ��

��� ������ ����� ����� ��� ��� ������� �� ����� �� ��� ��������� �� ��� ���� ��������� ��
� �������� �� ����������� ���� ��� �� ���������� ��� �� ��� �������� ������������ �f � ��� ���
�� ∼ ����� �������� �� �� �5� ���� ������ �� ����� �� ���� ���������� ���� �� �������� �� ���
���� �� ��� �����pc ����������
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��� ������� ��������� �� ��� ���� ��� ������ ���� �� ���� ��������� �� ����������
������� ��� �� �������� �� ��� ������� ��������� �� ������ ���� ��� ������ �����
�f � �2 ��� �3 �������� ��� �������� ������������ ��� ���������� ������������ �������� ��
��� ������� �� �4 ��� �5 �������� ������� �� ��� ������� ��������� �� ��� ���� ���������
���� �� ��� ����� ��� ���������� ������������ �������� �� ��� �������� ������������� ���
����� ��� ������ ��� ��� �����
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��������� ���� �������� ��� ���� �� ��� �����pc ��� �����pc ���������� ��������� �� �����
����� ���� ������ �� �������� ���� �� �������� �� ��� ���� ��������� �� �� �� ��� ���� ������
�� ��� ��� �������� �� ������ ���� ��� ��������� �� ���� ������� �4�
���� �������� �� ��� ���� ��� ������ ���������� �� �� ����� �������� �� ��� ���� ����� ���
�������� ��� ���� ������������ �������� ������� ��� ���������������� ��� ����������������
���� �������� �� ��� ������������� ������������� �� ���� ����������� ���� ����� �������� �
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����� ��������� ������������� ����� �� � ����� ����� �� ��������� �� ��� ����� ����� �� ���
����� ��������������� �������� ��������� �� ���������������� ��� ���������������� �������
���� ���� ����� �������� ������ ������ �� ��� ����������

��� ��������� ������� �� ������� ������ ��� ������ x����������� ���� ��� ������������ ����
�������� ����� ������������ �� ����������������� �� �������� �� � ����� ��������� ��������
���� ��� ���������� ����� ��� ��� ����� ��� �� ������������ ������������
�������� ��� ����� �� ��� ������� ��������� �� ��� ���� ���������� �������� ���� ������� �� ���
����� ��������� ������� ��� ���� ���� �� ���������� ��� ��������� ������� ������ ���� �� ���
������������ �� ����� ����� ������� ����� ���������� �� ��� ������������ ����� ������� ��
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������ ����� ����� ������� �������� ���� ��� ����� �� ��� ��������� ����� ����� ��� ������� ����������
�� � �������� �� ������������ ��� ��������� �� ���������������� ��� ��� ������� ��������
����� �� �������� �� ��� ������ �������� ���� ���������� ����� ��� ������ ��� ��� �����
��� ������� ������� ���������� ���� ��� ������� ��������� �� ��� ������� ������������ ���
����� ���� ���� �������� �� �� � ��� � ��������� �� ����������� ������������� ����� ���
����������� �������������
��� ������� ������������ ���������� ���� � ������ �� ���������������������� �� ��� ����
���������� ��� ���� ���������� ���� ������ ��������� ��� �������������� �� ��� �����
����������� ����� ����� �� ��� ��������������� ���������� �� ������������ ������ ���
�������� ���� ���������� �� ���� ��� �� ������������ �������������� ����� ������ ���������
��� ������ �� ����� �� �∗

2 �� ��� ������� ��������� �� ��� ���� ���������� �� ������ �����
���� �������� � ��� � �������� ������� �� ����� �� ��� ������� ��������� �� ��� ���� �������
���� �� ������������ �2� �3 ��� �f ���� ���� ���������� �� ������� � ����� ���������� ���
���������� ������������� ����� ������� ��������� �4 ��� �5 ���� ���� ���� ���������� ����
�� ��� �B � ��� ������ ���� x≥ ����� ��� �������������� �� �Cr ���� ��� ����� �����
�� ��� ���������� ����� �� ����������� ���� ���� ��������� ��� ��� �������������� ���� ���
���������� ����� �� ��� ���������� ����� �� ����������� ���� ����� ����������



��� ������� �� ���������

��� ���������� ��� ���������� �������� ���� �������� �� ������� �� ��� ������������ ��� �����
�� ������ �� ��� ���������� ��� ���������� ������������ ���� �������� ��� ������� �4 ��� �5�
����� ����������� ��� �������� �� ���������� �� ��� �������� ����������� �� ��� ��� �����
����������� �B� ������������� ����� �� ������������ ���� ����� ������� �������� �� �B� �����
����������� ������ ������ �� ��� ������������ ������ ��� ������ ���� ��������� �� ���

������ ���� ��������� � ���������������� ����� ���������� �� �m� �� ��������� �� ���� �����
����� �������������� �� ��� ���������� ����� ������� �� ��� ����� ��� ���������� ���������� ����
������� �� ��� ��������� �� ��� ���� ����������� ����� ������� ���� ����� �� ����������� �5

�������� �� ���������� �� ��� ����� ����������� �� � ������������ ������������ ��� �� ���
�������� ������������ �f ����������� �� ������� ���
������������ �� �������� �� ��� ���������� ���������� ���������� � ��������� �� � ���� �����������
������ �� ������ �� ������ ���������� �� ������� ������������

��� ������ ���� x����������� ��� ����� ����� ���������� ���� � ���������� ����� �� ���
�Cr ����������� ������ ���� ��� ����������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ����
������ ����� ���� ��� ���������������� ��������� �� �m�
��� ��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ����� ��� ���������������� ����� �� ���� ���������
�� � ����������� �� ������� ������ ����� ��� ���������� Cm ��� Pm ������ ��� ��� ����������
P4mm ���� ��������� �� ������������ ������ ����� �� �������� �� ��� ������ ������� ���� ��
��� ��� ������ ��� ������ ����� �������� �������� ����� ��� �������� ����� ����������

�� �������� ��� ������ x≤ ����� ��� ��������� ���������� ���� ��� ���������������� �����
����� �� ��� ��������������� ��������� ��� �� �C ���� � �������� ������ �� ��� ����� ������
���� �� ������ ���� �� �∗

2� ��� ������ ����≤x≤ ����� ��� ��������� ������� ������������
�� ��� ������ ����������� ����� ������������ ���� ������� �� � ����� ����� ���� ��������� ����
���� ��� ������� �������� �� ��� ���������� ��� ���������� ������������ �� ���� �� ���� �� ���
�B� ��� ������ ����≤x≤ ����� ���� �������� ��� ���������������� ����� ����� ����������
�� �5 �� �Cr ���� ���� � ���������� ��������� ��� �� ����� ���� � ������������ ����� ���� ����
���������� ���������� ��� ������ ������ ���� ���������� ��������� ���������� ���� ���� ���
��������������� ����� �� �m ��� ������ ����≤x≤ ���� ����� ���������� �� ��� �������� ���
������ ���� �������� ������� �� ������������ ������������� ��� �5 ��� �Cr ������������
���� ���� �������� �� ���������� �� � ������������ ����������� �� ����� ������������ ����
�� � ������������ ������ ������� �� ��� ��������� �� ����� ����������� �� �B�

�� ���� ������������ ��� ��������� �� ���������� ���� ������������ ������������� �� ��2+ ���
�������� �� ��� � ������� �� ���� ��� ������ ���� x≤ ����� ������ ��� ��� ������ �����
�������� ������� ������������ ��� ������ ���� ��� ������������ �� ��� ������������� �����
����≤x≤ ����� ��� ������������ ���� ������ ������ �� �� �����≤x≤ ������ ��� ��������� ���
����� ���������� ���� �������� ����������� �� ��� ��� ���������� ������ Pm ��� Cm� ������
���� ���� �������� �� ��� ����� �������� ������� x������������ � ���������� ����� �������
�� ��� ��������� �� ����������� ���� �� ����� ��� �� ��� ���������� ������� ��� ��� �����������
���� ��� ������� ������ �� �� ���������� �� ���� ���� �x������� ��� ��������� �� � ������ ��



���� ������� ��� ���������� �� ��� ����� ������� ���

��� ���������� P4mm ��� ��� ���������� Pm �������

�� �������� �� ��� ����� ������� �� ��������� ���� ����������� ��� ������������ ����� ����
������� �� ��� ����� �� ��� ��������� �� ��� ������ ����� �������� ���� �� �������� ���������
���������� �������� �� ��� ��2+ ���� ��� ����������� ������� ������� ��� ���� �������������
������� ��������� �������� �������� �� ��� ������ �� ��� ����� �������� ������ ��� ���� ���
������ ��� x≤ ����� ��� ������ �� �������� �������� ����� ��� �� ���������� ����� ������
������ ���������� ������� ���� ���� �� ���� �������� ���� ���������� ������ ���� ������� ��
��������� �������� �� ��2+� ���������� �� ��������� ��� ������ �� �������� �������� �� ����
�� ���� �������� �������������� ��� ������� ����� �� ����� ��� ���� �� ������������� �����
�������� ���������� ��� ���������� ������������ ��� ��������������� �������� ������� �����������
���� �������� �������� ������� �� � ���� ������
���������� �������� �� ��2+ ��� �������� ��� ��� ������������ �� ���� ����������� ��� �� ����
����������� �� ��� ������������� ����� ����≤x≤ ����� �� ���� ������������ ��� ��������
�� �������� �� �� ��� �� ��� ������ ������� ������� �� ��� �� �� ���� ������������ ���
��2+ �������� �� �� ���������� �� ��� ������� ���������� ������� �� ��� ������������� �����
����≤x≤ ����� �� ����� �� ���� ������������
�������� ����������� ������� �� ������� �� ������ ���� x����������� ��� ���� ������ ��� ���
���� ��������� ����������� �� ����� �� a0b0c−� a−a−c0� �� a−b−c0� �������� ��� �������� ����
������� �� ������ ����� ���� ��� ���� �������� �� ��� ����� �������� ������������� ������������

�� ����������� ��� ������ ����� �������� �������� ���� �������� ���������� ��� �� ��� ����� ���
����� �� ��� ����������� ����������� ������������������ ������� �� �������������� ��������� ��������
��������� ���������� �������� �� ��2+ ��� ����������� ������� ��������� ���������� ����������
�� ��� ����� �� ��� ��������� �� �������
�������� ���� ���� �������� ����� �� ��� ��������� �� ������ ��� ����� ���� ��� ��������� ��
���� ������� ���� ���� ��� �������� �� ��� ���������� ��������� ��� ��� ��� ��� �������� ��� ���
��� ��� ���� ��� �� ����������� ���� ��� ������������� �� ��� ��������� �� ��� ��� ������ ��
������ ���� �� ������� ���� ����� �������� ������� ������������
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�� ��� ��� ������ ��������� �����1/2��1/2��3������3 �������� ��� ������������ ����� �������
����� ������������� ��� ������������� ������������ �������� �� ��� ������� ������� ��� ����������
���������� �������� ���
���������� ��� ����� �������� �������� ���� ���������� ������������ ���������� ���� ���� ��
��� ��� ����� ��� ���������� �������������� ���������� ���� ����� �� ��� ����� ���� ���� ��
�������� ���� ���������� ���� ��� ����������� �� ����� ��� ����� �������� ���� �� ��������
����������
�������� �� �������� � ���� ������� �� ������������� �� ��� ��������� �� ��� ���������� ��� ������
����� �� ��� ����� ������� ��� ���� ��� ��� ���������� ������� �� ��� ���������� �� ����
������� ����� ��������

���
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��� ����� �������� �������� ���� ���������� ��� ����������
��������������

��� ����� �������� �������� ����� ��� ����� �� ��� �������� ���������� ��� �� ��� ��������� ���
�������� �� �������� ���� �� ��� ���� �������� �� ����� ������ �������� ���� �� ����������
����������

����� ����� ������� �������� ���� ���������� ������������

�� ��� ������� ��������� �� ��� ����� �� ��� �������� ����������� ��� ������������ ���� ���������
����� �� ��� ��������� ���������� �� ��� ���������� �������� ��� ����� �� ��� ������ �� ���
������� �� ��� ���������� ���������

� ������������ ������� ��������� ���������� ��� ��� ������ �� ��� ���������� �������� ����
�������� �� ������������������ ������ x≤����

� ������������ ���� ��������� ���������� �� ��� ���������� ���� ������� �� �������� ������
����≤x≤ ����

� ������������ ������� ��������� ���������� ��� ���� ������ �� ��� ���������� ��������
���� ����������� �� �������������� ����� x≥ ����

��� ��������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ��� ���� �������� ��� �������� �� �
������������ ����� �������� �� x∼ ��������� �� ��������� ���� �������� ����� ���� ����

��� ����������� �� ��� ������� ��������� �� ��� ���������� ���������� ��� ��� ���������������������
���� ��� ��������������� ���� ������������� ���� �������� ���� ������ x≤ ���� ��������� � ����
����� ����� ���������� ���� ��� ��������������� ��� ����� �� ��� ���������������� ���������
���� ���� ��� ������� ��� ���������� �� �� ������������ ������

��� ������� ������������ ������� ������� �� �������� ���� �������� �� � �������� �� �������
����� �� �2 ������������ �� ��� ���������� ��������� ��� �3 ���������� �� ��� ���� �������������
������������ ��� ������ ����������
������������ ������ ��� ������� ������������ �������� ��������� ���� �������� ��� x������
x����������� x���������� ��� x����������� ������� ��� ���������� �������� �� ������ ����
��� ����� �� ������ ��� ����������� ��� ����� ��� ����� ��� ����������� �� ��� ������� ��
��� ���������� �������� �m� ������ ���� ��� ������ ���� �������� ����� ����� �m� � �����
����������� ����� ����� ����� ���������� ��������� ������ ��� ����������� ���� �� ������ ����
���������� ��� ���������� �������� ������� � ���� ������������ ��������� �������� ��� ������ ��
��� ������� ��������� �� ��� ���������� �������� ���� ��� ����� �������� �� ����� ��� �� ����
��� ��������� ��� �������� ��������� ��� ������������ ���� x���������� ��� x���������� ���
�� ������ ��������� �� ��� ������ �� ��� ������ �� ���������� δ�
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��� ������� �� �������������������� ������������

��� ������������ ������� �� ���������� �����≤x≤ ������ �� ��� ������������ ����� ���� �����
���� ��� �� ����� ���������� ���� � ������� ����� �� ��� ����������� �� ��� ������� �� ���
���������� �������� �m� ���� ������� ����� ��� ����� �� �������� ��������� ���� � �� ����� ��
����� ����� ��� ���� �������������� ��� ��� �������� ��� �� ������������ ������������

����� ����� ������� �������� ���� ���������� ��������������

�� ��� ������� ������� �� ��� ����� �� ��� ���������� ��� ������������ ���� �������� ���������
�� ��� ����������� ����������� �� ����� ��������� ��� ����� �� ��� �������� �� ��������������
���������� ������ ��� �� ������������ �������� �� ��� ��������������

� ������������ ���� ����������� ����������� ��� ������������ ������ x≤����

� ������������ ���� �� ��� ������� ����������� ������������ ����≤x≤ ����

� ������������ ���� ����������� ����������� ��� ������� ������������ ������ x≥ ����

��� ����� �� ��� ��������� ��� �������� ���� ��� ��������� �������� �� �������� �� ��� ���� ��
������ x≤ ���� ��� ������ ����� ��������� ��� ����� �� ��� ��������� �� ��� ��������� ����
����������� ��� �������� ���� ��� ��������������� ��������� �� ������ x≤ ���� ����������
�������� �� ��� ���������������� ����� ����� �� ��� ����� ������������ �� ��� ����� �����
������ ���� ��������� � ������ �� ��� ��������� �� ��� ����� ����� �� �∗

2 ������ ������� �� ���
���������������� ����� ����� �� �m�

��� ������ ����≤x≤ ����� ��� ��������� ������� ����� ���� �� ��� ������ ������������ ����
���������� ���� ����� ����� ��� ���� ��������� �� ������� ���������� �������� �� ��� ��2+ �������
�������� ���������� �� ��� ��������� �� ��� ����� ����� ���� �������� �� �������� ������������ �2�
�3 ��� �f ������� �� ������� � �� ���� �� �� ������������ �4 ��� �5 ���� ���� �������� ��
���������� �� �� ��� ��� ����� ����������� �B� �������������
������ ���� �������� � ���������� ��������� ����� ������ ������������ �� ���� �����������
���� ��������� ���� ������� �� ��� ����� ����� �� �f ��� ���������� ���� � ���������� ����� ��
�m ���� ������ ��������� � ���������� ������ ��� ���������������� ����� ����� �� �5�

��� ���������������� ����� ��������� �� ��� ������������ ������� ����������� ��� �� ���������
�������� �����≤x≤ ������ ��� ������������ �� ��������� ���� � ���������� ��������� �� ��� �����
���� ����������� �Cr ��� �� ��� ��������������� ��������� �� �m� �� ���� ������������ ���
��������� ��� ����� �� �� ���� ��������� �� � ����������� �� ������� ������� ������ ��� �����
������ Cm ��� Pm ��� ��� ���������� P4mm ������ ���� ����� ������� ��� ������ ��������� ��
��� ������������� ��� ���������������� ��������� ��� ���� ������������ �� ������� ����������
�������� �� ��2+ ��������

�� ��������� �������� ����� ��� �������� ��� ������������ �� �� x����� ��� ����������� �����
��� ����≤x≤ �����



���� ������� �� ����������� ���

��� ������� �� �����������

�� ��� �������� ��������� ��� ���� �������� �� ��� ����� �������� ��������� ���� ��� ��������
���������� ������������ ��� ��� ���������� �������������� ���� ����������� ���������� �����
��� ����� �������� ���� �� �������� ���� ���� ���������� ��� ������� ���� �� ��� ������ ����
������� ���� �� ����������

������ ���� x≤ ����
���� ��� ����� �� ��� ���������� ���������� ��� �� ��� ��������� ���� ��������� ���� ������
���� x≤ ���� ���������� ���� �������� � ���������� ����� ���������� ���� � ���������������
����������������� ��������� ����� ������ � ���������������� ������������ ����� ������

������ ����

�� ��� ������� ��������� �� ��� ����� �� ��� ���������� ���������� �������� ��� ������ ���� ���
������������� �� ������� ������� �� ��� �������������������� �� ��� ���������� �������� �������
��� ���� ���� ��� ���������� �������� ������� ��� ����������� ��� ����� ��� ����� ��� �����
����������� ������ ��� ���������� �������� ����� ��� ����� ��� ����� ���������� ��� ����������
���� ��� ���������� �������� ����� �� ���� ������������ �� ��������� ����� �������������������
��������� ��� ����������� ��� ��� � ���������������� ����� ������������ ������
�� ��� ���� �� �� ���� ����� �� ��� ���������� ���� ��� �������������������� �� ��� ����������
�������� ���������� ������� �������� �� ��������� �� ���� ����������� ������ �� �������� ��
��� ������ �� ��� ����������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� �m� � ������ ��
��� ���������� �������� ��� ���� �������� �� �2 ��� � ������ �� ��� ��������� �� �∗

2� �����
��� ������������ ����� ��� ������� ������� ������ ��� ���������� ���� ��� ��� �������� ��
�������� ��������� � �������� ������ �� ��� ��������� �� �2� �������� ���������������� ���
���������� �������� �� ���������� ��� ��������� ���� ����������� �� ��� ���������� �� ��� �������
�� ��� ���������� �������� ξ� � ������ �� �∗

2 ��� �� �������� ��� ���������� �� ��� �������
�� ��� ���������� �������� ���� ������� � ������� �� �∗

2� ����� �∗
2� ��� ���������� ��������

����� �� ������ ��� ����������� ���� ���� ������� ������ �∗
2 ��� ����� ����������� ��� ���

����������������� ������
�������� ��� ������ ������� �� ��� ������� ��������� �� ������ ���� ����� �� ���� ���� ��������
��� ������������ ����� ��������� � ����� ���������� ������ �� ����������������� ������ ��� ����
���� ���������� ���� ��� ����� �������������� ���������� ��� ������� ��� ���� �������� �������
��������� �� �������� ������������ �������� ��� ���������� �� ��� ���������� ���������

������ ���� ����≤ x≤ ����
������������ �� ��� ����� ����≤x≤ ���� ���� �������� �� �� �������� ������� ����� ����������
�������� �� �������� �������������������� �������� ������� ������� � ������������ ���������
���� � �������� ��������� �� � ����� ������ � ����� ������� ������ ��� �������� �� ���� ��������
��� ���������� ��������� �� ����� ������������� ��� �� ���������� ��������� ��� ��������� �� ���
����� ����� ����� �� ����� ������� �� ������������ ������������
������������ ��� ������� ��������� �� ��� ���������� �������� ��� �� ��� ���� ���������� ����
����� ������� �� ��� ���� ������������� ��������� ������ ����� ��� ������� �� �4 ��������
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�� ��� ���������� ����������� ���� ���������� �� ��� ��� �������� ����������� ��� ������� ����
����������� ��� ���������� ���� ��� ����� ����������� ����� ��������� ��� ���������� ���������
����� ��������������� �� ��� ������� ��������� �� ���� ����������� ��� ���� ��������� ��� ���
��������� �� ���� �������� ����������� �� �����������
�� ����������� ��� �������� ��� ���������� ����������������� ��� ���������� ���� � ������� ��������
���������� ������� ������� ���� ������������ ��� ���� �� ������� ������ ����� �� ������� ����
��������� ��� ��� �������� ��� ��� ���� ������������ ��������� ���� ���� �� ���� �� ����������
��� ��� �������� ������������ �� ����� ������� ��� ������������� ������������

������ ���� ����≤ x≤ ����
�� ��������� ������ �������� ��� ������� ��������� ���� � ������������ ���������� ������� ��
��� ����� �� ���������� ���������� ����� ��������� ���� �� �����1/3��1/3��3������3 �����
��� �� �����1/3��1/3��3������3 �������� ���� ���������� ����������� ������ ��� ��������
�� ��� ������� ���� ���� ���������� ��� �� ������� ���� �����
������ ������ ���� x����������� ���������� ����������� ���� ��� ����� ����� �� ���� ����
�������� ��� ���������� ����������� ������� �� ��� ����� �� �������� ����� ��������� ����� ������
��� ��� �� ��������� ���������������
��� ������ ����� ��� ���������� ������� ���� ��� �������� ��� �������� ����������� �2 ���
������ �� ��� ���������� ��� ���������� ������������ ��� �� ������������ ����������� ������� ���
�������� �� ��� ��������� �� �2� �������� ��� ����������� �2 �� ����� �� ��� ����������� ��
��� ������� �� ��� ������������� ��������� �33 ����� ���� �� ��������� �� ������� � �� ��
������������� ��������� ���������� ��� ���� ���� ������� ��� ����� �� �2� ������������ �����
���� �������� ����������� �� ��� ����� ������������ �� ���� ��� �� ��������� ����������
��� ���������� �������������� ���� ������� �������� � ������ �� �������� �� ������ ���� ��
��� �������� ����������� �f ���������� ����� � ������������� �������� ��������� ��� ������
������������ ������� ��������� ��� ���������� ��� ��� ������� �������� �� ���� ������������
��� ������ ���� ��� ������ ����� ��� ������� �� ��� ���������� �������� �� �2 ��� ����������
���� ��� �������� �� ��� ����� ������� �� ��� ������� ������ �� ������������ ������������� ��
������� �� ��� ��������� �� ��� ���� ���������� ���� ����������� ����� �� �������� �� �2 = Tf �
�������� ���������� ����������� ���� ����� �� ������ ���� ������� �� � �������� ����������� �5

�� �Cr� ��� ���������������� �� ��� ��������� �� ��� ���������� �������� ���� ����������� ��� ��
���������� �� ��� ��������� �� ��� ���������� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� ξ� �����
���� ��� ���������� �������� ������� ��� ����������� ��� ����� �5 �� �Cr� ����� ����������
����������� ������� ���� ��� ��������������� ���������� ��������� �� �m�
�� �������� �� ��� ������������� ����� ����≤x≤ ����� ������ ���� ���� � ����� ������������
����� �� � ��������������������� ��� ����� �5 �� �Cr� ������ ��������� �� � ���������� �����
����� �m� ����� ����������� ���� �� ��������� ���������� ���� ��� �������� �� ���

������ ���� ����≤ x≤ ����
���� ��� ���������� ��� ���������� ������������ ������ ��� ��������� �� �� ������������� ��
���� ����������� �� ��� ������������� ����� ����≤x≤ ����� ������������� �������� �� ����
����������� �� ��������� �� ��� ������ ����������� ���� ��� ����� ����� �������� �� �����
���������� ������������
���� ������������� ����� ���������� �� � ������� ����� �� �m �� ��� ��������� �� ��� ����������



���� ������������� �� ��� ����� ������� �� ������ ���

���������� �� ��� ���������� ��������� ���� ������� ����� �������� ���������� ����������� ����
������ ��� ����������� �� ������������� �������� ����� �m ����� ���� �� ������������ �� �������
���
�� ������ ������������ ���� ������� ����� ���������� ���� � ����� ������������ ����� �� �Cr�
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�� ��� ���� �� ����� ���� ��������� �� ��� ���� ��� ������ �� ��� ������ ���������� �������
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������ �������� �� ��� ���� ���� ��anti// �������������
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��� ����� �� ����� �� ��� ������������� ����� ����≤x≤����� ��� �� ��� �������� ����� �� ���
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���� ������������ ���

��� ������������� ������� �������� g �� ���� �������� ����� ��� ���� ��� ������� ������ ��� ��������
���� �� ���������� ������������ ��� �������

Ei = −gijk · Tkl �� Sij = gkij · Dk �����

����� ��� ������������� ���������� ��� �������� ������� ������� ��� ���������� �������� �� ����
����� ������� d = g · ε0ε

T ��� ���� ��� ���� ���������� ��������� �� ��� �������� �������������
������� ��� ������������� ������ �������� d �� ���� ���������� �� ������������ ����� ��� ������
�������� �������� ���� ������� ������ ������� �� ���������� ���� �� ���������� ������� ���
������������� ������� �������� g �� ���� ���������� �� ����� ����� � ������ ������� ��������
���� �� ��������� ���� ������ �� �������� ���� ������� �������������

��� ������������� ���������� �������� ��� ������ ������������ ������� ������� ������� �������� ����
��� ���������� �������������� �������� �� ������������� ����� ��� ���������������� ���������� ��
��� ���������� �� �� �� ������ ��� ������ ������������� ��� ��� ��������� ��� ���� �� �� ��������� ��
����� ������ ��� ������� �� ����� ��� ��� ���������������� ����������� M ��� Q� ��� ��� ��������
��������� �������

Sij =dijk · Ek + Mijkl · EkEl �����

Sij =gkij · Dk + Qijkl · DkDl �����

���������� ����� ������ ��� ������� ������ ��������� ��� �� ���������� ��

Sij =dijk · Ek + Mijkl · E2
k �����

Sij =gkij · Dk + Qijkl · D2
k �����

��� ����������������� �������� ��������� k �� ���� �������� �������� �� �� �������� ��� ��������
�� ��� ���������� ������ ��������� �� ���������� ������ ��� ���� ������ ��

k2 =
������ ���������� ������
����� ���������� ������

�� k2 =
������ ���������� ������
����� ���������� ������

�����

����� ���������� ����� ������ ��� ���� ��� ���� �������� ����������� ��� �������� ��� ������
������������ ��������� λmax ������� ��� ����� ��� ������ �������� ��� ��� �������� η ����� ���
������ ��� ��� �������� �������� ���� ��

λmax =
������ ���������� ������
����� ���������� ������

�� λmax =
������ ���������� ������
����� ���������� ������

�����

η =
������ ���������� ������
�������� ���������� ������

�� η =
������ ���������� ������

�������� ���������� ������
�����

��� ��������� ������� ��� ����� ���������� ����� ���� �� ��� ���� ���� ��� ������ ������ ��
�������� �� ������� ��� ���� ��� ����� ������ �� �������� �� ���� ���� ������ ���������� ������
�� ���� ��������� ������� ��� ����������������� �������� ��������� k �������� ��� ����������
�� ����� ������ ������ ������� ��� ������ ������������ ��������� λmax ��������� ��� ����������



��� ������� �� ������������

���������� ������������ ��� �������� η ����� ���� ������� ��� ����������� �� ��� ������ ����
��� ���� ���� ������ �� �������� ���� ������� ������� �� ��� ������ ������������ ���������
λmax ���� ��� ������ ����� �� ��� ������� ���� ����� �� ����� ���� ��������

��� ���������� ������� ������ Qm �� ��������� ������������ �� ��� ���������� ������ �� ��� ���
������� ���� ������ ���� ���������� ��� ��������� �� ��� ��������� ���� ��� �� ������ ��

Qm =
f0

2Δf
������

���� f0 ��� ��������� ��������� ��� 2Δf ��� ���� ����� �� Ym/
√

2 ���� �m ��� ���������� ��
��� ����������
��� ���������� ������� ������ Qm �� � �������� ��������� �� ��������� ����� ����� �������������
��� ������ �� ��� ��������� �� ���� �������

�������� ��� �������� ��������� Z �� �� ��� ������� ���������� �� ����������� ������������
����� � ����� ��������� �������� ������� ��� ������������� ������� ��� ��� ������ ������
�������� ��� ���� ������������ ���� ��� ���������� �� ��� ������� ��� �������� ���������� ��
������� �� ��� ������� ρ ��� ��� ������� �������� c �� ��� �������� �� �������

Z =
√

ρc ������

��� ���� ������������� �� �� ��� ��� ������� �� ����� ������ ����� ���� ��� ��������� ��� �
����������� �� ����� ��� �������� �� ��� ���� �� ��������� ���������� ���� ����������� �������
�� ����� ��� Qmd �� Qmk� ������� kν ����� ν ��� ��������� ��������� �� Qmk2 ��� ���� ��������
��� ��������� ���������� �������������

���������������� ����������

��� ������� �� ����� ���������� ��������� ��� �� ���������� ����� �������� ����������������
����������� ��� ���� ������ ���������� ��� ����� ��

��� ������ ������������� ����� ��� ������� ��������� ����� �� �������� �������� �� ����
������

��� �������� ������������� ����� ��� ������ �������� ����� �������� ���� �� ��������� ����
������ ��� ���� ���� �� ���� ���� �� ������������ ��� ������������� ��������� �33 ���
���������������� ��������� �33 �������������

��� ����������� �� ��������� ����� ��� ��������� ��� ������������� ����������� �� �
���� ������ ��� ����������� ����� ����������� ����� ��� ����������� �� ��� ������� �����
������ �� ��� �������� ��� ��������� �� ��� ������������� ���������� ������� �������������
���������� ��� �� ��������� ����� �������� ������ ����������� ���� ������ ��� ����
���� �� ��������� ��� ����������������� �������� ��������� kt ��� kp ��������������

�� ��� ����������� ���� �������� ������ �� ��������� ������������� ���������� ��� �� ������ ����
�� �������� ������������ ����� �� ����� ����������� ������



���� ��������� �� ��� ������������� ���������� ���� ����������� ���

��� ��������� �� ��� ������������� ���������� ���� �������
�����

�� ���� ����� � ���� ������� �� ��� ��������� �� ��� ��������������� ���� �������� ���� ��������
���� ��� ������������ �� ��� ����� ����≤x≤ �����
��� ��������������� ���� �������� �� ������ ���� ��� �������� ���� �� ���� ����������� ���
����� ��� ���� ����� �� ��� �������� ���� �������� ��� ��� �� � ������� ����������� ����������
���� ��� ��� �������� �� ��� �� ����� ��� ������������ �� ���� ������������
������������ ���� x< ���� ���� ���� ��� ���������� ������ ���� ����� ��� ��� ���� ������� ���
������� ��� ����������������� ���������� �� ����� ������������ ��� �� ���� ��� ��������� �������
�� ��� ����� ������ ��������� ������ ��� ������������������������������� ������������� ������� �����
���������� ��������� ���� ���� �������� ��� ������������� �������� �� ������ ���� ����� ����������
�� ��������� ���� ��� �� ��� ��� �������� �� ����� �� ���� �������� ���� �� ��� ���� ��������
��������������
��������������� ���� ������������� ���� �������� ����� ��� ���������� ������������� ����������
������ ������� ���� �� ����������� ���� � ����������� ������ ������ ��� ������������ ���
����� ���� ��� ����������������� ������� ������������� �������� ��� ����������� ���������
����������� ��� ��������� �������� ������������ �����≤x≤ ����� ���� ������� ������������� �����
��� ��������� ������������ ������������� �� ��������� ���� �� ��� ����������������� ��������
�����������

����� ����������� ����������

������� �������� ������������� ������ �������������� ������������

��� ��������� �� ��� ��������������� ���� ������������ �� ��� ������� ���� ��������� �� �����
�� ��� �������� ������������� ������ � ������������� �������� �� �������� ���� �� �������� ���� ��
������� �� ���
�� ��������� �� �� ��� ������������ �� ��� ��� ������� ���������� �� � ����� ��������������� ��
��� ������ ����� �� ������� �������� ���� ���� �� �������� ��� ��� �������� ��� ������ ���������
�� ��� ����������� �� ���� �������� ����� ����� ��� ������ ������� �� ����� ��� ������ �� ���
�������� �� ��� ��� ������� ����������� �� ��� ������ �� ��������� �� ��� ������� ��� ������
��������� �� ��� ������ �� ���� ������ ��� ������ �� ��������� ��� �� ��� ������� �������� ����
���������� �� ��� ��������� �� ��� ������ ������� �� �������� �����
���������� ��� ��������������� ���� �������� ��� �� ������ �������� �������� �� �������� ���� ���
��������� ��� ������ �� �������� �� ��� ��� ��������

���� ��� ����� �� �� �������� ���� �� ������ �� ��������� ������������� ��� ���������������� �����
������� ��� �� ���������� �� ������ ��� ��������������� ���� �������
��� ��������� �������� �������� ���� ��� ������� ��������� ���������� ��� ������������� �����
������ �� ������ ��� ����� ������� ��� ����������� �������� �� ��� ������� ������� ��������
���� ��� ��� �������� ��������� ���� ����������� ��� �� ��������� ��������� ��� ����������
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������������ ����� �� �� � ������ ������� �� ��� �������� ������ �������� ��� � ����� �������� �����
������� ���� ����� ���� ��� ���������� �� ��� ��������� �� ��� ������������� ��������� ����� ��
�������� ��� ����� �� ��� ��������������� ���� ������ �� ���� �������� ����� ���������� � ������
������� �� ������� ��� ������ ������������� ��������� ���� ��� ����� �� ��� ������ �� ����
�������� ���� ��� ��������� �� ���� ���������� ��� ������������ ����� �� ��� ��������� �� �
��������� �������� ������� �� ��� ���� ����������� ���� ������� �� ������� �� ����������� ���
������������� ��������� ��� ������� ������������ ����� ��� ��������� ��������� ��� ��� ��������
����������� ��� ������ ���� �� ��� �������� �� ��� ��������� ����������
��� ������������� ��������� �33 �������� ���� ���� ��������� ��� ��������� �� ��������
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��� ������������� �� ��� ������������� ���������� ����� ��� ��������� ������ �� ���������� ��
��� ��� ��������� ������ ���������� ��� ����� ������������ ��� �������� �������� �� �� ���
�������������
��� ������������ ��� ������� ��� �������� ��� ������ ���� � ���� �� ������� ����������� ��
����� �� ������� ��� ��������� ��� ������������� ������������ ��� ������ ��� �� ������� �� ��
���������� �� � ���������� ������� �� ��� ���������� �� ���� ���� ����� �� ��� �������� �����������
��� ��������� ��� ������������� ����������� �� ������� �� ��� ���������� ��� ���������
��������� ���������� �� � ������� �� ��������� �������� �� ����������� ��� ��� ������
�� ��� �������� �� ����� ���������� ��� ������������� ��������� ����������� �� � ������� ��
��������� ��� ��� ������ �� ��� �������� �� �������� ��� �������� ���� �� ��� ����� ���� �� �����
���� ���� �� ����������������� �������� ��������� ����� �� �� ���� �� ��� ���� ���� ��� ��� �����
������ �� ������������
������� ��� ������������� ������������ ��������� ��� ��� ������ ��� �� ������ �������� �����
������ � ���� ������� ��� �������� �������� ������������� ���������� �������� �� ��� ������� ���
��� ��������� ��� ������������� ����������� ��� �� ������� ���� ��� ������� �������� ��� ���
����� ������������
������������ ��� ����� �������� �� ��� ���� ��� �� ���������� �������� ���� ��� ��������� ����
������� ������� ��� ������� �� ��� �������� ��� ������� ���������� ��� �� ���������� ���� ���
����� ���������
����������� ��� ����������������� �������� ��������� ��� �� ���������� ���� ��� ���������
��� ������������� ������������ �������� ��� ������������� ��������� ��� �� ����������� �����
��� ���������� ���������� ������� ���������� ��� ��� ����������������� �������� ��������� ���
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���� ������� ��������� ��� �� ���� �� ��������� ��� �� ��� ������������� ���������� �������
���� ������������� ��������� �������� ��� ��� �� � ������� ������ �������� �� ����� �� �����
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���������� ������������� ��������� ��� ����������������� �������� ���������� ��� ���������� ��
������� ���� ����������
�� ��� ����������� ���������� ��� ������������ ���� ������ �� ��� ����������� ���������� ����
����� �� ��� ����������� ����� ��� ������������ �� ����� ������� ����� ��� ��������� �� �����
������������ �� ������� �� ��� ����� ����� ������ ��� ������ �� ����� ��� ������������ �� ���
��������� �� ���������� ��������� ��� ������ ������� �� ������� ���� �������� ���������� ����
������ ���� ������
�� ��� ���� �� ��������� �� �� �������� ��� �������� �� ���� ��� ������������ �� ���� ����� ��������
�� ��� ���� ���������� �� ���� ����� �� �������� ��������� ������� �� �� �������� �� ���� ���
������������ �� � ����������� �������� ������ ��� ������� ������������ ���������� ��� ������
��������� �� ��� ������ �������� �� ��������� �� ��� ���� ��������
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�� ������� ��� ������������� �� �� ��������� �� ���� ��� ������� �� ����� �� ����� ����
��������� �� ���������� �� ���������� ��������� �������� ��� ������������ �� ��� ������� ���
������� ��������� ����� ������ � ������������ ��������� �� �� ��������������� ����������
��� ������������ ��������� ����� ��������� �� ��� ���������� �� ��� ���������� �������� �� ���
����� ����������� ������ ��� ������ ��������� ��������� �� ��� �������� ����� �� ���� �������
������ ���������� ��� ����������� �� � ���������� ����� �������� ����� �� ��� ����� �����������
��� ����� ��� ������� ������� �� ���� ����������� �� ����� ���� ��� ��������������
�� ��� ��������������� ���������� ��� ��������� �� ��� ������������ �� ���� �� �������� �� ��������
���� ���� �������� ���� ��� �������� ���� �� ���� ������������ ���� ��������� �����������
�� ��� ���� ����� �� �� ���������� ����� ��� ��� ������������ �������� �� ��� ������� �������������
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��� ���������� ��� ������ ������� ��� ���������� �� ��� ��������� �� ��� ������ �� ��������� ��
������� �� ��� ������ ����������������� �������� ���������� kp ������������ ����� ��� ��� ����
��� ��������� ������ ��� ������ �� �� ������ ��� ��� �����

����� ������� ��� ���������� ���� ����� �� ��� ����� �� ����� �������� ������� �����������
���� ���� ��� �������� ����� �∼ � ������ ��� �������� �� ������ � ���� ����� ������� ������
�������� ������� �� ���� ����� �������� ��� �������������������������� ���������� ����� �� ���
���������� �� ������ ������� �������� ���� ��� ��� ����� ��� ��� ������� ��������� �� ��������
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����� � ����� ������ �������� ����� ��� �������� ����� ��� ����� ������������
��������� �� ���������� ���������� �� ��� ������ ����������������� �������� ��� �� ���� ����
������� ����� ��� ���� �������� ����� �� ������������ �������� ������ �� �������� ����� ���� ���
����� ������������ ��� ���� ������ ������������� ����������������� �������� ��������� �� ��
���� ��� �� �������� ���� �������� � � ����� �������� ����� ������� ������ �������� ���� ������
�� ������� ������� �� ��� ��� ����� �� ��� ��������� ������������� �� ��� �� ������������ �� ����
�� ��� ����� ����������� �� ������ �����
����� ��� ��������� ������ �� ��� ��� ��� ��� �� ��� ������� ������ �������� ���� ����� �� �������
������ ��� ������� �� ��� ������ ��������� ��� ���������� ��� �� ���� ��� �� � ������ ���� �
������ ��������� ����� ��� ���� ������������ ��������� ������ ���� � ���� ����� ���� ���
������� ���� �������� ���� ��� ���� ����������� �� �������� ���� ����������� ��� ������� �����
����������� ��� ��� ������� ��� �� ����� �� �� ��� �� �∼ ������ � ����������� ���� ����� ����
��� ����� ����������� �� ������ ���� �∼ ��� ����
�� ���� ������� �� ������� ��� ������ ������� �� ����� ���� �∼ ��� ��� �� �� �� ����� ������ ��
���� ��� ������� ����� ����������� �� ���������� ����������� ��� ����� �������� ����� ��� ��������
���� �� ������ ��� ���� ��� ����� ����������� ��� ��� ���������� �������� �� ������� ���� �����
���� ��� ��� �� ��� ����� ����������� ������������� ��������� ��� ������ ���� �� ���� ���������
�� ������� �������� ���� ��� ������ �� ���� �������� ��� ��� �� ������ �������� ����� �� ������ ���
���� ������������ ����� �� ���� ���������� � ���� ������� ����������
�� ������ ��� ���� ������ ����������������� �������� ��������� �� ���� ��� ������ �� ����
������ ���� ��� ����� ����������� �� � ������ �� ������������� �� � ����� ���� �� �������
�� �����
���� ���� �������� ���� ������ �������� ������ ���� ��� ���������� ������� �� ��� ���������
�� ��� ������ ������ ������� ���� ���� ������� ����������������� �������� ���������� ���� ����
�������� ���� ������ �� ���� ������������� ��� �������� ���� ������ ���� � ������ ��� ����� ��
��� ����������������� �������� ��������� ��������� �� � ����� �� ����� �����

�������� ����� ��� ������� ����������������� �������� ��������� ��� �������� ��� � ������ �����
�� ����� �������� ����� ��� ������� ������������ �� ���� ����� �� ���� ��� ������ �� ���� ����
�������� �������� � ������ �������� ����� ������� ��� ���������� �������� �� ���� ����������� ��
���������� �� ��� ��� �� ���� ������ ��� ������ ������ �� ��������� �� �������� ���� �� ����
����������� �� �� ����� ������ �� ���� ����������� �� � ����� ����� �������� �� �����������
����� �� ��� ���� ������ �� �� ��� ���� �� ����� ����� ��� ����������������� �������� ����������
��� ����������

�� ��� ������������ ���� �� ����������� ��� �������� ����� ��� ��������� ������ �� ������ ����
�� ��������� �� ��� ������ ��������� �� ��� ������� �� ��� ��������� �� ��� ��������� ��R�
��� ������������� ��A� ����������� ������������ ��� �� ���������� �� ��� ���� ���� ��� �����
�� ��� ������� ��� ��������� ��� ������������� ����������� ��� ��� ����� ����� ��� ����� �����
������ ���� ���� �� �����
����� ������ �� ���� ����������� �� ����������� ������� ��� ����� �� �� ��������� ������ ������
�� ��� ������ �� ���� ��� �������� �� ���� ����������� ���� �� �������� ���� �� � ������
��� ������� �� ��� ��� ���������� ��������� �� ������ ����� ������ ���� ��� ������
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��� ������� ��������� �� ��� ������������� ��������� �33 �� ������� �� �������� �� ��� ���� ���
�������� ���� ������������ ��������� �� ��� ������� ���� ��������� ��� �������� ���� ���
������� ��������� �� ��� ����������� �������� ����������� ������ ���� ������������ ���������
�� ��� ����������� ����� �� ��� ����� �� ��� ������� �� ��� ���������� �������� �m ��������
�� ����������
��� ������ ��p� ��� ��������� ��t� ����������������� �������� ���������� �� ������ ����� ����
�� ���� ��� ������ ���� �� � �������� �� ����������� ��� ��������� �� ��������

��� ��� ������������ ������������� � ������� �� ��� ������������� ��������� �33 ��� �� ���
������ �� � �������� �� ������������ ��� ������� �� �33 ���������� ���� �������� ������� ���
������������ ���� x����� ��� x≥ ����� ��� ������ ���� x������ ��� ������� �� �33 ��
������� �� ��� ������ �� ������������� ���������� ����� �� ������ ����� �� �3 ���������� �� �������
��� ��� ������ ���� x≥ ����� ��� ������� �� ��� �� � ���������� ������� ��� �������������
�������

������ ���� x�����

��� ������������ ���� x< ����� ��� ������� �� ��� ������������� ��������� �33 ������ �� ���
����������� �3 �������������� �� � ������ �� ��� ��������������������� ���� ������������ ���������
�� ��������� ����� ���� ���� ������ �� �������� ��� ���������� ���� � ������ �� ��� �����������
������� ��� ������������� �� ��2+ �� ������� ��
����� �3� ��� ��������������������� ���� ��� ��������������� ���� ���������� ����� ��� ��� ���
�� � ������� ������������� �������� ���� �� ��������� ����� �3 ��� ��������������������� ���� ���
��������������� ���� ������������� ��� �� ����������� �� ������ ����� ������� �� �������� ������
��� �� �������������������� �� �� ������� ������������� ����� ������������ �� ��� ����������� ��
��� ���������� �3� ��� ��� ������������� ������ �� ��� ������ ����� ��� ������� �� ���� �������� ����
������� �� ��������� ����� ��� ������ �� ���� �������� ���� �� ������ �� ����� �������� ����������
�� ��� ������ ������� �� � ������ ����� ���������� �� ��� ���� �� ����������������� ������ ������
���������� �� �3� ��� ������� �� ��� ������������� ��������� �33 �� ��� �� ��� ������ ��
��������������������� ���� ��� ��������������� ���� ������������� ���� ��� ���������� ���� ������
������ �� ��� ����������� ������� ��� ��2+ ���� ��� �������� �� ���� ����� �� ���� �����������
�� ������� ��

������ ���� x≥ ����

��� ������������ ���� x≥ ����� ��� ���������� ���������� ��������� ������ �� �������� ���
��������� ��� ������� �� �33 ���� �� �� �������� ������� ��� ������� �� ��� �������������
��������� �33 �� ����������� ���� � ������ �� ��� ������� ��������� �� ��� ���������������
��� �������� ��������� �p ��� �t ��������� ��� �� ��� ���������� �������� �� ��� ����� �������
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� ������������� �������� ��� �� �������� ��� ����������� �� �� ������ ����� ���� ��� �������
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��� ������������ �� ��������� ��� ������� ��������� �� �t ����� ������� �� �� �� ���� ���� ��� ��
��������� ��� ������ �� ������������ ������� �� ��� �������� �� �� ��� ������� ����� �������
����� ���������� ��� ������� �� ���� �� ���� ������������ ��� ������� ��� ��������� �� �������
��� �������� �� ��� �t ������ �������� ���� ����� ������� ���� ������� ���� ���������� ��������
����� � ������� ��������� �� �� ����� � ��������� �� ����� ��� �� ��� ����� ��� ���������
����������������� �������� ��������� �� ��������� �������� ��� ������� �� ����� �� �FE−FE

�� ��� ������� ��������� �� �t �� �� ������ ������ ��� ��� ���������� �������� ���� ���� �� ���
��������� ��������� ���������� ����� ��� ���� ������� ������ ������ ���� ����� ������ ��� ��
������� � ��������������������������� ���������� ��� ��� ������������� ���������� ��� ������������
����������� ������ ������ ���� � ���� ������������ ��� ��������� �������� �� ���� �������
���� ����������� ��� ��� ���
���� ������������� �� ��� ����� ����� ���������� ��� �������� ���� ��� ������ ��������� ����
���� ���� ������������� ��� ������������� ����� ������� �� ��� �������� ���� ���� ��������� ���
������������� ������ ���� ������� ������� ����������� �� �� �������� ����� ���� ������ �� ��� ����
���������� ����� ���� ��� �������� ��� ��� �������� ������� �� ��� ������� ����� ��� ���� ���������
� ����������� �������������
������� ����������� ��� ��� ������������� �� ��� ������ �� �������� �� ��� ������������� ��� ���
�������� �������� �� � �������� �� ����������� ����� ��� ���� ������� ��������� ��� �� ���� ���
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�� ������� �� ����� ����� ��� ���� ������� ������ ��� ��������������������������� ���������� ������
����� ���������� ����� ��� ���������� �������� �������� ��� ���� �������� �� �� ��� ��������� �����
��� ���� ��� ���������� ����������� �� � �������� �� ����������� ���������� �� ��������� ��������
���� ��� �������� ��� ����� ���������� ������������ ����� ��� ����� �������� ���� ������� ������
��� ������ ��������� ����� ������ � ����� ���������� ������� ��� ������������� ������ ��� ���
������������ ������� ������������� ����� �� �������� ���� ����������� ������� �� ��� ���������� ��
� ��������������������������� ����� ����������� ���� ��������� �� � �������� ������������� ����� ���
��� ����� �������� ����� ����� �� ��������� �� ���������� ����� ���������� �� � ������� �������
�������� �������������� ��� ������� �� ��� ��������� ������� �� ������ �� ��� ������ �������
�� �� � ������ �� ��� ��������� ��� �� ������� ����� ��� ��������� ��������� �� ������ ����
��� ��� ��� ���� ���������� �����������

�� ��� ������ ��� �������� �� � ��������������������������� ����� ����������� �� ����� �� ��� ����
������� ���������� ��� ������ ����� ������� �� ��� ������� �� ��� ����� ���� �� �� ������
��� �� �������� ��� ����������� �� ����� �� ����� ��� ��������������������������� ���������� ��
����� ����������� �� ������ ���� ������ �� ��������� �� �� ��� ������������ �� ��������
��� ��������������������������� ���������� ����������� �� ������ ���� �����

��� ������������ �� ��� ��� ������ ���� ��� ������ ���� ��� ��� ������� ����������� �����
�� ���� ������������ ���� ������������ ���� ����� ������������� ��������� �33� �� ���� ����
��������� ��� ������ �� ��� ������������� ��������� ��� ����� ���� ��� ���� �� ������ ���� ��
������ ����� ��� ������� ����� ∼ ������� ����� ���� �� ��� ������� ����� �� ������ ����� ���
����
�������� ����������� ������ ��� ����� ��� ������ ���� ���� ����� �� ��� �� ����� ���� ����
�������� ��������� � ��������������������������� ������� ����� ���������� �� ����� ��� ��� ����
����� ������ ��� ����� ���� ������ ���� ����� ��� ����������� �� ��� ����� ����� ����������
�� ���� ������ �∼ ��� ���� ������������ ���� ����������� ����� ������ ����� ������� ����
����������� ��� ��� ��� ��� ������ ���� ���� ������������� ��� ������ ���������� �� ��� ������
�������� ��������� �33�

�� ����������� ��� �������� ������������ �� ���� ����������� ������ ���� �� � ���������
������������ ��������� ��� ������������ �� �� ��� ��� ������ ���� ��� ������ ���� ���
��������� �� ����������� ��������� �� � ������ ������������ ������ ���� ��� �� ��������� ����
��� �������� ���� �� �������� ��� ����� ����������� �� �� ���� �� ��� �������� �������
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�������������� ��� ��� �������� ������������ �������� ��� ���������� ��� ������� ������������
������ �������� ������� ����������� ����� ���� ��� ��� �� �������������� �� ������������ ��������
���� ���������� ��� ������� ������������
��� ���� ������ ���������� ������� �� ����������� �� ��� �������� �� ��� ������������� �������
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�� ����� ������������� ������������ ����� ��� ���������������� �������� ���� ��� ������� ������
���� ������� �� �� ����������������� ������ �� �� ������ ��� ������� �� ������ ���� ������� ��
������� ���� �� ����������� ��� ��� �������� �� ��� ������������� �������� ���� �����
������������ �� ���������������� ������ �� ��� ���������� ��������� ���������� �� ��� ����������
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������������ ��������� �33 �� ������� ������ �� ����������� ����������� �� ��������� �� ���
������ ������ ���� ������ ���� ���������� ���� ���� �������� ���� ���� ����� ���� �����
������������� ������������ ������
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������ ����� ��������������� ���� ������������ �� ������ ���� �� ��� ��� ��� ���� ���������� ��� �� �� ���
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������ �������� �� �� ��������� ��������� ��� �� ���� ��� ���������� �� ��� ��� ������ ����
��������� ���� ��������� ��������� �� ������� ������������ ��� �������� ������������� �� �����
������������ ����������� ��� ���������������� ��������� �33 ��� �������� ����� �� �� �����������
����������� �� ��� �������� �� �33�
�� ������� �� ��� ������������������� �������� ���������� �� ������������� �������� �� ���������
�� ��������� ��� ���������������� ��������� �33 ��� ������� ������������ �� ��� ������ �����
��������� �� ��������� �� ��������� ��� �33 ������ ��� ������ ����≤x≤ ���� ��� ����������
�� ��� ���� �������� �� �������
��� ������ ����≤x≤ ����� ��� ������ �� ��� �33 ��������� ��� ������ ����� ��� ��� �� ��� ��
������������ �� ���������������� �� ��� ������������������� ��������� ������� ���� ������ ��� �33

��������� ��� ���������� �� � ����������� ������ ���� ��� ����������� �� ��� ������� �� ���
���������� �������� �m �∼ ������� ���� �� �� �������� ���� ��� ������������ ���� �� ���� ��������
�� ����� ������� �m ��� ��� ������������ ����������� �Cr ��� ���������� �������������� ��
��� ������������������� �������� ���������� �� � ������ ������� �� ��� ������������������� ���
�������� ������������ �� ������ ������������ ���� ��� �������� ��� �� ���������� ���������
���������� ��� ����������� �� ��� �������������
���������� ��� ������ �� �33 �������� �� ��� ������������� ����� ����≤x≤ ���� ������ �� ���
������ ���� ��������

�� ����������� �� ��� ������������� ����� �� ����� ��� ���������������� �������� ��� �� ���
�������� ���� ��������� �����≤x≤ ������ ��� ������ �� �33 ��� ������ ��� ���������� �� ���
���� �� ������ ������ ������ � ���� ���������� ��� ������� ��� ���� �������� ����
���������������� �������� ������
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������������ ��� ��� �������� �����

��� �������� ���� ��� ������� ������������ �� ��� ������ ����� �������� �� ���� ��������
���� ��� �� ��� �� ��� ��������� �� ���������
���� � ������� �� ��� ������� ������������ �� ��µ����2 ��� x������ ��� ������ �����
�������� �������� ����� ������� ������������ ���� ���� ��� �������� ���� �� ��� ������
����� �������� ��� �� ��� ����� ����� ���������� �� ��� ��� �� ��� �� ��� ������������� �����
����≤x≤ ����� ������ ��������� ��� �� ������ ����� ��� ����� ��� ����������� ��� ������
�������� ������ ������ ������������ �������� �� ���� �� ���� ������������ �� �� ������ ��������
���� ������ ����������� �� ������� �� �� ��� ���� ���� �� ���� ��� ���� �� � �������� ����
������� ������������� ���������� ����������� ������ ��� ����� �������������
������������ �� ��� ������������� ����� ����≤x≤ ����� ������������� ���������� ������ ������� ��
�� ��� ��� ����� ���������� ������ ������� ���������� ���� ������� ������������ ��� ����������
�������� ����� ����� ����� ���� �� ����������� �� ��� ����� ������� ���������� �� ��������� ����
�������� ��������� �� ������ ��� �������� ����� ������������ �� ���� �� ���� �������������



��� ������� �� ������������

0

5

10

15

20

25

30

35

40

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

P
r(

µ
C

/c
m

2 )

x (% Ti)

0

5

10

15

20

25

30

35

40

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

E
c(

kV
/c

m
)

x (% Ti)

RT

RT

200 °C 200 °C

PZT

PZT

������ ����� ������� ������������ ��r� ��� �������� ���� ��c� �� � �������� �� ����������� �� ����
����������� ����� ������� ��� ��� �� ������ ���������
����� ��� ����� ��� ��� �����

�� ��� ����� ����� ������ ����� �� ���� �� ��� ������ �������� �� ������� �� ����� ��
��������� �� ������� ������ ����� �������� ����� �������� �� ����� ������� ��� �� ��� ������
������ �� ������ ���� ���� ��� ����� �������� ����������� �� �� ����������
���� �� ��� �������� �� ������ ���� ���� ��� ������� �� ��� ������������� ���������� ���
���� ������������� ������ ������ ��� ����� �� ��������� �� ���� ������������� ����������
������ ���� ��� ���� �� ��� ���� � �������� ������ ����������� ��������� �� ���� �� �������������
���������� ���������� �� ��� ���� �� ������ ���� � ���� ������ ����������� ����� ������
���������� ������ �� ��� � ������������������������� ���������� ���������� ��� �������� ����
���������������� ��������� ��� ���� ������������� ����������

��� ������� ����������� �� ��� ��������

������ ��� ����� �� �� �������� ��� � ����� ������ �� ������������� �������� �� �� ��������
�� ������ ��� ���������� �� ���� �� ������� �� �������� ��� ����������� ������������ �� ��������
�������� ��� �������� ������� ������� ������ �� �� ��� ���� �� ��� �� �� �������� ��� ����
�� ��� �������� �� �� ��� ���� �� ���������� ������ �� ������ ��������� ��� ��������
�� ��� ����������� ����������� �� ��� ������������� ���������� �� ������� ������ ��� ���������
�� ������� ������� ����� ��������� ���� �� ��������� ���� �� ���������� ����� ����� �������
����� ��������� ������� ������������� ��������� �33 �� �� ��� ���� ������� ����������� �� ���
����� ������������ ����� ������ �� ������������� ��������� ��� ����� ����������� ��� ������
����� �� ��� ������ �� ������ ��� ������ ����� ��� ∼ ��� ������ ���� ���� ��� �������� ���
������ ���� ������� �� ��� ���������� ���� ��� ���� ����� ���� ���� �� ��� � ������� �� ���
������������� ��������� �������� �� ������ ����� �� ��� �����



���� ������� ����������� �� ��� �������� ���

��� ���������� ������ ������������������ ���� �� �������� ��� �������� �� ���� ����� ����� ��
��������� ���� ������ ��� ���� ������� �������� ���� � ����� ���� ����� �� �µ� ���� ��� �����
�� �� ��� ������� ����� ���� ������ ��� ����� �������� ������������� ��������� ����� ����� ������
����� ����� �� ��� ���������� ��� ��� �������� ����� �� �� ����� ����������� �� ��� �������������
���������� �� ������� ������� ����� ���������� �������� ����� ������� ����� ��������� ���� �� ��
����������� �� ����� ��� �������� �� ������ ��������� �� ������� ����������� �� ����� ��
����������� �� ����� ������� ����� �������� ��������� ����� ���������������� �� ��� �� � ��� ���
��������� �� ��� ���������� ��� ���� �� �������� �������� �� ������ ��������� ��� ���� ����

�� ������� ��� ������������� ����������� �� ���� ����� �� ���� ������� �� ��������� ��� �����
��� �� ��� �������� �� ���������� ������ ����� ��������� ������� ��� �� ��� ������ ������ ���
����������������� ������� ������ ������ ����� ���� ��� ������ ���� ������ ��� �����
����� �� ��� �������� ���������� ���������� ��� ������������� ���������� ���� �������� �����������
�� ������������ �� ������� ���� ������ ��� ����� �� � �������� �� ��� ������� ��� �� �������� ��
��� ����� ����� ����� ��� �������� �� ��� ����� ��� �������� �������� ������ ��������� �������
�� ������ ����� ���� �� ������� ���� ���� ���� ��� ��� ������� �� ��� ����� ���������� ���
�� ������������ ����� ��������������� ���� ��� ��� ��� ����� �� ����� ���������� ������� �� �����
����� ��� ��������� ��� ������� �� ��� �������� ���������� ��� �������� �� ��� �������� ���
�������� �������� �� �������� � ������ ����� ������ ��� ��������� ������� ��� ��������� ��� ����
��������� ��������
��������� �� ������� ������ �� ���������� ��� ������ ��� ���� ����� �� ���� �� �� ��������
���� �� ��� ���������� �������� ��� ��� ������������� ��������� �33 �∼ ��� �������� �� ��� �����
������� ��� �������� �� ���� ��� �� ��� ����������� �� ��� �������� �� ��� ����� �����������
������� ��� ��� ������ ������������� ����� �� ��������� ������� ���� ���� ��� �������� ������
������ �� ��� ����� ���������� ������� �������� �� ���� ������� ���� �������� �� ��������
��� �������� ������� ���� ������� ��� ������ ���������� ���� ��� ���������� ��������� �� ���
����� ���������� �� ������� �� ��� ��� �� ������ ��� ������ ���� ���� ���������� ����
���������� ������ � ����� ������ �� ��� ������� � ������ ����� ��������� ��������� ��� �������
�� ��� �������� ����� �� ��� ���������� ��� ������������� ����������� ��� ������� �������� �� ���
��� � ����������� ����� �� ���� ��� ������� �� ��� ������� ��� ��� ����������� �����������
������ ���� � ����� ������ �� ��� �� � ���� �������� ����� �� ������� ��� ���������� ��� ����
��� �������� ������������ �������� �������� ��� ���� �� ������� ����������� �� ��� �����������

�� �������� �� ������� �� ��� �������� ������������ ������������� ���������� ��� �� ������� ��
��������� ��� �������������� �� ��� ������� �������� �� ����������� ���������� ���� ��������� ���
������ �� ��� ������� ���� ��� ���������� ��� ���� ����� �� ������� ��� ���������� �� ���������
��� �������� ����� �� ��� ����� ������ ���� �������� ��������� ��������� ������� ���������� ����
������� �� ���� �������� ��� ��������� ��������� ���� �� ����� �� ��� ����� �� ��� ������ ��������
�� ���������� ������
������������� ��������� ���������� ���� ��������� �� ���������� ���������� ���� ����� � ����
����� �� ��� ������������� ��������� �33 ������� � ����� �������� �� ��� ���������� ����� �������
���� ��������� �� � ���� ��� �� ��� ���� ���������� ���� ���������� ���������� ����� ������
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��������� ������ �� ������ ������� ���� ���� ���� �������� �� ������� �� ����������� ��
� ������ ����� �� ������������� ���������� �������� �� �������� ���� ����� ���� ���� ���� ����
����������� �� ��� ���������� ���� ��� ��� �� ������ �������� �� ���������� �� ��� ��� ��������
�� �������

�� ����������� ������ �� � �������� ���� ��� ���� ������������� ���������� �� ������ ���
��� ����� ����������� ��������� �� ��� ��� ����� ���������� ��� �� ������� ��������� �� ������
�� �������� ��� ���� ���� �� ��� �������������

��� ����������

�� ���� �������� ���� �� ��� ��������� ������������ �� ��� ������ ����� ��������� ���� ����
���������� �� ���������� ������ ��� ��������� �� ��� ���������� ������� ������������� ���������
�� � ���� �� ������������ �������� ��� ��������� ��������� ���������������� ��� ������ �������
�������������

� ������ ���� �� � ���� ��������� ��� ��������� ��� �� ������� �� �������� ����� ����
����������� ��� �� ��� ��� �������������

� ������ ���� ��� ������ ���� ����� �� ���� ���� ��� �������� ������������ �� �� ��� ��
���� ��� ������ ������� ��� ��� ������������ ����� �� ��� ������� ���� �� ��� �����������
�� ����� �� ����������� ��������� ��� ������������� �����������

� ������ ���� ����≤x≤ ���� ������� ���������������� ���������� ���������� �� �������
��� ���� ������ ���������������� �������� ���� ���������

� ������ ����≤x≤ ���� ����� �� ���� ��� ������������� ������ ������������ �������� ��
���� �� �� �� ����� ��� ���

������������ ��� ���������� �� ������ ����� �� ���� ���� �������� �� ������ �� �� �� ������
��� ��� ���� ����� ����� �������� ������� �� ������ �������� ��� ��������
�������� ��� �������� ������������ �� ������ ���� ��� �������� ��� ������� ������������ �� ����
����� �������� ����� �� ������ ��� �������� ������ ����� ���� �� ���� �� � ��������� ����
��� ������� ������������ �� ���� ������������ ����� ���� � ������� ����� �� ����� ���� �������
���� �� �� ��� ������ ������������

�� ����������� ��� �� ��� ����������� �� ��� ����� �������� ��� ��������� ���������� ������� �� ���
������ ����� ��������� ��� ������ �� ��������� ������������ �� ���� ����� �������� �� ���������
����� ������������ ��� ���� ��������������� ������ �� �� ���������
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� ������� � �

������� ��� ������� ����� �������

��� ���������� ����� �������� �����1/2��1/2��3������3 �������� �� ���������� �� �������
���� ������������� ���������� ��� ���� ����� ������������ ���� ����� �������� ��� ������������
��������� ������ ��������� ������� ��� ���������� �� � ������ �������� �����
�� ���� ����� ��������� �� ��� ��������� ������������� ������������ �� ���� ����� �������� �� ����
��������� �� �� ��� �� �∼ ������ ��� ����� ������� ��� ������� ������������
�� ���� ���� ��� ������ ����� ������� ��� ������������ ���������� ���� � ����������� ������
�������� ��� ������������� ���������� ����� �� ���� ��� ������� ��� �� ��� ��� ����� ���� �� ���
����� ����� ���� ��� ����� �� ���� �� ��� ��������� ��� ������� ���

�������

��� ����� �� ��� ���������� ��� �������� ��� ��������� �� ��� ����� ������ �� ���� �������
������ ����������������� ������ ������� ����� ��� ������������� ����� ��������� ���� ����� ���
�������� ���� ��� ������� ������ �� ��� ������������ ������������� ����� �����≤x≤ ������ ��
�������� ��������� �� ��� �������������������� ��� ���������������� �������� �� ������� ��� ������
�� �������� ������������� ���� ��� ��� �� �� ������� ���� ����� ����� �� �������� ����� �� ���
������ ����� �������� �x����������� x���������� ��� x������������

��� ����������� �� ��� ��������� ��� ������������ ���� ��� ��������� �� ��� ������ �����
�������� �� ���� ����������� ���� �������� ���� ��� ����������� ��� �� ����������� ���� ���
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��������� �� ��� ���������� ������ �� ���
�����1/2��1/2��3������3 ����� ��������

�� �������1,2� �� �������1� �� ���������1� �� ������2 ��� ���� �������1

1 ����������� ��������� ���������� �� ������������ ��� ������� ������� ������ �� ����������������
� ���������������� ������ ���� ��� ������� ����� ���������������� ������ ������
2 ������ �� ����������� ������������� � ��� ������������ ����� �������� ������

��������

��� ��������� ���� ���� ������������� ���������� ��� � �������� ����������� ����� ����� ���
������ ��� ������� ���������� ������������� ���� �� ��� ���������� �� ����� ����������� ���
�������1/2��1/2��3�������3 ������� �� ����� �������� �� � ���� ��������� ��� ���� ����
������������� � ���� ����������� ������������� �������� ���� ����������� ����� �������� �����
��� ���� ������� ����� ����� ��������� �������� ���������� ��� ����������������� ��� ����� �� ���
���������� ������ �� ���� �� ��� ����� ���� ��� �������� �������� �� �� ������� � ����� ��������
�������� ��������� ��� ��� ��������� �� ������� ��� ����� �������� ��� ������������ ���� �
���� ����� �� ���������������� ��������� ��� ���������� �����������

��� ������������

����� ��������� �� ������� ����������� ���� ���� ����������� ������� ������� �� ��� ����� ���
��������� �� ��� ���������� ��� ������������� ���������� �� ��� ������������ ����� ����������
����� ���� ��� ����� �� ������� ���� ��� ��������� ���������� ���� � ����� ����� �� �����������
� ����� �������� ���� � ���� ����� ����������� �� ��� ��� �� ������� ����������1/2��1/2��3�
������3 �������� ��� ���� �������� �� ���� � ����� ����������� �� ∼ ������� �� ��� �
������������� ��������� �33 ∼ ������� ���� �� ��� ��� �� = ��������� ��� ������������ �����
� ��� �������� �� ��� ������������� ���������� �������� �� ��� ������������ ��������� ��� ��
���� � ������� ����� ������������
�� ���� ���� �� ����� ���� ���� ��� ��������� ����� �� ������ ����� �������� ������ ���� �����
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���������3������3 ����� ��������� �� ��� ��� ��� ������� ��� ������ ������ ��� ����� ���������
������� ����� �������� �� �� ��������� �� ������ ������� �������� �� ����� ����� �������� ����
��������� �� ����� ��������� ������� ����� �������� ���� ����� �������� �� �������� ���������
��� ���������������� ��� ���� ���� ���������������� ������� �� ������ ������� �������� ����
������������ ������� ���� �=� �� �=�����
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���������������� ������ ��� ������������ ��2�3 ���������������� ��2�5 ��� ���2 �����
���� ������ ���� ������ ������� ���� ����� ���� ���� �� �������� ���������� ��� ���������
���� ����� �� �������� ������ ������� ��� ������������ ����� �� ��� �� �� �� ��� �� � ������
������������
��� ���������� �����4 ��� ���� ������ �� ��������� ��2�3 ��� ��2�5 �� ����� �� ��� ���
�� ������ ��� ����� �������� ������� ��� ����� ����� ��������� ������ ���� ���������� ��� ��
����� ��� ��� ����������� ����������� ��� ����� �� �������� �� �������� ��� ��������� ������
������ ��� � ���� ������������ ��� �� ����� ��� ���������� �� ����� ���� ��� ��� ���2

��������� ������ ���������4����2� ��� ����� ��� ������ �������� ����� ��� ��� �������
���� �������� �������� �� � ����� �� ������������ ���� �� � ����� ��� ��� ����� ����� �� �� ���
��� ���� ���������� ������ �� � ����� ����� ��� ��� ����������� �� ��� ������ �������� ���
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������ ����� ���������� ��� �α1,2� �� � ������ �� ������ ��� ���� �� ����� ��� �������������
��� ��� ������ �� ��� ������� ��� ��������� ��� �������� �� ��� ���������� �� ����� �� ��� ����
�� �������� ��� ���� ����������� �� ��������� ��� ������ ����� �������� ���� ��� ��� ��������
�� �������� ���� �������� �������� ���������� ����� ���������� ���� ������ ���������� �����
����� �������� ���� ������ ����� ���� ���� ��������� �� ��������� ������� �� �����������
��� �������������� ��� ������ �� ��� ������ ��� ������� ����� ���� ��� �������� ����� ��� ����
������������ ������ �� ��� ������ ������ ��� �������� ������� ��� �������� ����� �����������
��������� �� ��� ����������� ������ �������� ��� �������� ������� ��� ���� �������� �������
������ ���������� ���������� ������������ ���� ������� ��� ����� �� ������� ����� ���������
��������� �� ��� �������� ��������� ���� ���� ���������� ���� �� � �� ��� � �� ��� � ��� ��
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�� ����� �� ��������� ��� �������� ��������� ������� �� ������ ����� ��������� �� ��������
��� ��� ����������� �������� ������ �� ��� ���� ����������� ����� ���� �� ��� � �� �� ��� �����
�� ��� �������� �� ���������� ������ ��������� ���������� ��� �� ����� ������� ������������
����� ��� ������ ����� �������� ����� ����������� �� ��� ������� �������� ������������ ��
������ ������ ��� ���������4����2� �� ���� �������� ��� ������ ���������� �����
�� ������� �� ���� �� � ��� ����� ���������� ����� ���������� ��� �������� �� �� �������� ������
���� �������� � ����������� �� ��������� ��� ��� ��� ���������4����2 ������ ��� ��� ����
������� ���� ������ ���� ������������ ����� �� ��������� ��� ������� ����� ���� ����������� �����
�� ��� �� �������� ����� �������� ���� ��� ���������4����2 ������� ��� �������� ��������
�� ���� ��� ������ ����� �������� ����� ����� �� ��� ������ ����� ��� ��� ����������� ���
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������ �������� ���� ��� ���������4����2 �� ���� ��� ������ ������� ������ �����

������ ���� �� ��� ���� �������� �� ������ ���� ����������� ��� ���������4����2 ������
��� ������� �������� �� ��� �� ��� � �� ��� ������ ����� ������� �� ��� ������������� ������
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�� ��� ���� �� ������� ��� �������� ��������� �� ��� PbO�Y bNbO4�TiO2 ����� �������
�� �� ���� ������������ ��� ��� ����������� �� ��� ����� �������� ������� ��� ��� ��� ���
������ ����� ���������� ������� ��� ��������� �� � ����������� ��� ���� ��� ��� �����������
����� �� ���� ��� ������� ���������� ������
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������ ���� ������ ����� �������� �� ������ ��� ������ �������� ������� �������� ��������� � ���
������ ������� ��� ��� ���������4����2 ����� ���� �� ��� � ��� ������ � ������
����������� ���� �� ��� ����� ����� ���� ���������� ��� �������� ��������� �������� � ����
������ ������� ��� �� �������� ���� ��������� ����������� ����������� ��� ������� ���
�� �������� �� ���������������� ��� ��������� � ������ �������� ���������� �����������
������ ������� ��� ��� ������ ����� �����

�� ������� ��������� ��� ������ ��� ��� �������� ������� ������ ��� ��������� ������ ���
������� �� �������� �� ���� �������� ����������� ��� ������ ��������� ���� ������ ���� ���
���� ���������� �� ��� �������� ���������� �� ��� ���������� ������ �� ��� �������

�� ��� ����� ���� ��� ���������� ������ ��� � �������� �������� �� ��� �������� �������
������ ���� ��� ��� ���������� �������� ������������� ������� �������� ���� ��� ������ ������
�� ���������������� �������� ��� ������� �������� ������� ��� ���������� ��������� �����������
��� ������ �������� ������� ��� ���������� �������� ���� �������� ��� ��� ������� ���������� ����
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���������� �������� �� ��� �������� ������ �� ��� �������� �������� ��� ������� ���������� ��������
��������� ���� ��� �������� ������� ������ ��� ��� ������ ���� � ��� �������� �� ��� �� ������
��� ����� ��� ���������� �������� �� ��� ������� �� ���� ������� ��� �� ��� ����� ������ �� �����
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