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Introduction

Le probléeme suivant, dit probléme du cercle, a été formulé par C. F. Gauss (Disquisi-
tiones Arithmeticae, 1801, ou [Gau65] pour une référence moderne) : quel est le nombre
N(R) de points a coordonnées entiéres dans Bg2((0,0), R), la boule de rayon R et de
centre (0,0) de R?? C. F. Gauss a montré que

N(R) = 7R* + O(R).

On peut poser le probléme sous la forme suivante. On considére le groupe Z? agissant sur R?
par les translations (z,y) — (z,y+1) et (z,y) — (x+1,y). Avec le vocabulaire des actions
de groupe, le probleme du cercle revient a estimer le cardinal de Z.(0,0) N Bg2((0,0), R).
En ces termes, cette question est donc tres générale ; des qu'un groupe agit sur un espace
métrique, on peut se demander quel est 'ordre de grandeur du nombre de points d’une
orbite dans une boule de rayon R.

Dans nos travaux, on fait agir des groupes de surface compacte de genre g > 2 sur
différents espaces. Le cardinal des points d’une orbite dans une boule de rayon R grandit
exponentiellement vite. Cette croissance exponentielle est mesurée par I'invariant que ’'on
étudie, appelé ezposant critique. Initiée par S. J. Patterson dans [Pat76], I’étude de 'ex-
posant critique a été considérablement étendue. La nature des groupes que 'on fait agir
a été progressivement élargie (Fuchsiens [Pat76], convexes cocompacts, géométriquement
finis [Sul79, Sul84], non-élémentaires [BJ97]...). Le type d’espaces sur lesquels ces groupes
agissent aussi (plan et espace hyperbolique de dimension n [Pat76, Sul79], groupes hyper-
boliques, variétés a courbure négative, arbres localement finis [Pau97|, espaces symétriques
de rang supérieur [Qui02], variétés CAT(-1) [Rob03, Peil0], produit d’espaces d’Hadamard
[Lin08]...). Ce travail en poursuit I’étude dans deux cas.

Dans la these, nous utiliserons plusieurs définitions équivalentes de I'exposant critique
que nous présentons rapidement ici.
Soit (X, d) un espace métrique, G un sous-groupe de Isom(X,d) et o un point de X.
L’exposant critique associé a 'action de G sur (X, d) est le nombre défini par
log Card G.oN B(o, R)

6 := limsu .
R—>oop R

L’exposant critique dépend évidemment de la métrique sur X et du groupe G, mais ne
dépend pas du point base o en vertu de I'inégalité triangulaire. Pour que Card G.oNB(o, R)
soit fini, il faut que 'action de I' soit discréte. Nous nous restreindrons dans l'intégralité
de notre travail a ce cas-la.

On peut aussi définir 'exposant critique comme le rayon de convergence d’une certaine
série appelée série de Poincaré. 11 s’agit de la série associée & G et (X, d) définie par

P(s) := Z esdlgo0),

geG

5
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Il résulte de I'inégalité triangulaire que le rayon de convergence de cette série ne dépend
pas du point o. On montrera dans le corollaire 1.1.4 que

d = inf P(s) < 0.
seR+

Avant d’exposer la troisieme description de l’exposant critique dont on se servira, il
convient de rappeler ce qu’est le spectre des longueurs d’une variété a courbure négative
M. Soit C 'ensemble des classes d’homotopie libre des courbes fermées sur M, un élément
¢ € C correspond bijectivement a une classe de conjugaison d'un élément v € 1 (M).
Comme M est munie d’'une métrique & courbure négative, on peut associer a ¢ € C sa
longueur, c’est-a-dire la longueur de son unique représentant géodésique, que l’'on note
l(c).

Dans tout le texte, on désignera par S une surface compacte de genre g > 2 et I’
son groupe fondamental. La donnée de p, une représentation fidele, discrete de I' dans
Isom(H?) induit une métrique hyperbolique sur S par le difféomorphisme S ~ H?/p(T).
La longueur d’un élément ¢ € C correspond au déplacement de la classe de conjugaison
de l’élément v € T" associé & ¢, autrement dit I(c) = inf,cp2 d(p(7)z, x). La collection des
(I(c))eec est appelée spectre marqué de H?/p(T'). L'intérét d’introduire 'ensemble C repose
sur I'interprétation géométrique de I’exposant critique, comme un comptage asymptotique
du nombre de géodésiques fermées.

Théoréme 0.0.1. [Kni83]

<
oI~y H?) = lim sup log Card{c € C|¢(c) < R}‘
R—o0 R

Si X est une variété riemannienne et si 'action d’un groupe G sur X est cocompacte,
I'exposant critique a encore une autre interprétation. En recouvrant Bx (o, R), par 'orbite
d’un domaine fondamental pour G dans X, on voit que ’exposant critique est égal a
I’entropie volumique de X. On prouvera dans la proposition 1.1.5 que

d = h(X) := limsup log Vol Bx (o, R).
R—o00 R

Ainsi lorsque 'action est cocompacte, I’exposant critique est un invariant de X et non de
G.

Revenons & l'exemple précédent, I’action de I' sur H? est cocompacte. L’exposant
critique §(I' ~, H?) ne dépend pas de p, il est égal a l'entropie volumique de H2. Le
volume d'une boule de rayon R dans H? est égal & 27 (cosh(R) — 1), 'exposant critique de
I' ~ H? est égal & 1, il est donc constant sur Teich(S). Dans ce cas, I’exposant critique est
loin d’étre le plus fin des invariants calculables. Il est connu depuis J. Delsarte, [Del42], et
H. Huber, [Hub59], que

Vol B R
CardT.oN Bx (o, R) ~ 0;;(0’).

De nombreuses estimations du terme d’erreur! ont été réalisées & la suite de [Deld2,
Hub59]. Le livre de M. Babillot, R. Feres, et A. Zeghib, [BFZ02], en fait une présentation
trés compléte.

1. La meilleure borne connue est en O(e*/3), [Sel56], et il est conjecturé qu’elle puisse étre améliorée
en O(e®/2+9)) pour tout & > 0.



0.1. PREMIERE PARTIE 7

En relachant les contraintes précédentes sur GG ou sur X ’étude de I’exposant critique
devient trés complexe. L’idée originelle du résultat que nous voulons présenter est due a
S. J. Patterson et D. Sullivan. Ces derniers ont montré comment associer a un groupe
discret agissant sur H" une mesure qui « compte » le nombre de points a l'infini. Ce
travail précurseur a depuis été considérablement étendu. Une des formes les plus abouties
des théoremes découlant de leur construction est due a T. Roblin :

Théoréme 0.0.2. [Rob03] Soit T un groupe discret non-élémentaire d’isométries d’une
variété X simplement connexe a courbure négative pincée. On suppose que le spectre des
longueurs de X/T" n’est pas contenu dans un sous-groupe discret de R. Alors il existe une
mesure borélienne m sur T'X/T', dite de Bowen-Margulis telle que

— si ||m]| < oo, alors

1
Card{T.on B(o,R)} ~ meérR lorsque R — o0 ;

- st ||m|| = +o0, alors
Card{T.oN B(o,R)} = o(e’™®)  lorsque R — co.

Le choix de la normalisation de la mesure de Bowen-Margulis est expliqué dans le livre
[Rob03]. Par exemple, dans le cadre du groupe fondamental I" de S agissant sur X = H?,
la mesure m est la mesure de Liouville de masse Vol(S) /.

Le théoreme de T. Roblin utilise une hypothese de courbure négative. Dans le contexte
plus général des espaces symétriques, les travaux de J.-F. Quint montrent I’estimation
suivante :

Théoréme 0.0.3. [Qui02] Soit G un groupe de Lie semi-simple, réel, connexe et de centre
fini, et X Uespace symétrique de G muni d’une métrique riemannienne G-invariante. De
plus, soit H un sous groupe discret de G. Alors il existe T > 0 tel que pour tous x,y dans
X, on ait :

1
lim —logCard{h € H |d(z,hy) <R} =T
R—oo R

et
Card{h € H |d(z,hy) < R} = O(R" ™),

ou r est le rang de G.

Notre travail poursuit I’étude de ’exposant critique pour deux types d’actions de
I' = m(S). Dans la premieére partie de cette these, on considére deux représentations
fideles discrétes de I' dans Isom(H?). On y étudiera 'exposant critique de T' pour I'action
diagonale sur (X,d) = (H? x H?,dy), ol dy; désigne la métrique de Manhattan qui est
la somme des métriques de chacun des facteurs. Dans la deuxieéme partie, on étudiera
'action de T' sur H?, en considérant des représentations quasi-Fuchsiennes, perturbations
des représentations de I' — Isom(H?) dans Isom(H?).

0.1 Premiere partie

Le cadre de notre étude pour la premiere partie est le suivant. Comme nous ’avons
dit, S désigne une surface compacte de genre g > 2 et I' = 71(S) son groupe fondamental.
On se donne deux représentations, fideles et discrétes de I' dans Isom(H?), notées p1 et po.
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Nous faisons agir I sur H? x H? par I’action diagonale. Fixons (o0, 0) € H? x H?, 'action
de I' sur le produit est donnée par

7.(0,0) = (p1(0), p2(0)).

Dans toute la suite, on notera 7; au lieu de p;(y) pour ¢ € {1,2}. Pour définir un exposant
critique, nous devons aussi choisir une distance sur H? x H?. Dans ce travail, nous avons
choisi la distance de Manhattan dj; = di + da, ou d; désigne les distances sur chaque
facteur. Dans notre cadre, 'exposant critique associé a pi, ps est défini par

> log Card{~y € T'| das(7(0,0), (0,0)) < R}

o(p1,p2) = 1iénsu =
— 00
<
— limsup log Card{y € T'| d(y10,0) + d(y20,0) < R}
R—o0 R

ou comme le rayon de convergence de la série

P(S) — Z e—s(d(’Ylo,o)—I—d(vgo,o))‘
vyel

On montrera dans 'annexe comment généraliser le théoreme 0.0.1. On obtient
Définition-Théoréme 0.1.1.

. log Card{c € C|l1(¢c) + l5(c) < R
3(p1, p2) = lim sup —> { | 41.(c) + £2(c) }7
R—o0 R

ott 4;(c) pour i € {1,2} est la longueur de ¢ sur S; := H?/p;(T"). L’exposant critique
est un invariant des classes de conjugaison de p;, c’est-a-dire des métriques hyperboliques
sur S, il passe au quotient en une fonction du produit des espaces de Teichmiiller de S,
toujours notée ¢ :

5 Teich(S) x Teich(S) — R (1)
(S1, S5) — d(p1, p2).

Le but de la premiere partie de ce travail est ’étude de cette fonction. En notant 6(S1, S2)
a la place de d(p1, p2), nous voulons de la sorte insister sur le fait que § compare les deux
surfaces hyperboliques.

Il est vrai que le choix de la métrique de Manhattan parait assez artificiel et la majorité
des résultats est probablement transposable & peu de frais pour la métrique riemannienne
dr = \/d? + d3. Ce choix est néanmoins justifié par plusieurs articles sur le sujet a la
source de notre travail, dont voici un apercgu.

Tout d’abord, dans [BS91], C. Bishop et T. Steger ont montré le résultat de rigidité
suivant.

Théoréme 0.1.2. [BS91, Théoréme 2] Soit Sy et So deux surfaces hyperboliques. On a
alors

0(S1,52) <1/2,
avec égalité si et seulement si S1 = So dans l'espace de Teichmiiller.

C’est a ce théoréme que nous nous sommes particulierement intéressés. Plus précisé-
ment, nous nous sommes demandé si ce résultat admettait une généralisation « quantita-
tive » : si 'exposant critique est proche de 1/2 les surfaces sont-elles « proches » ?
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Ensuite, dans [Bur93], M. Burger a défini la courbe de Manhattan, que nous noterons
Cyr. Nous montrerons dans la proposition 2.1.6 que cette courbe est reliée de facon claire
a 0(p1,p2) et a d’autres invariants associés a (p1, p2). M. Burger associe a tout point
de C)js une mesure vérifiant les propriétés classiques des mesures de Patterson-Sullivan,
notamment le lemme de ’ombre, dont nous fournissons la preuve en 1.3.6 dans un souci
de complétude. Cette construction permet entre autres de retrouver le critere de rigidité
de C. Bishop et T. Steger.

Enfin, dans [SS93] et [Sha98] les auteurs ont montré le théoreme suivant

Théoréme 0.1.3. [SS93] [Sha98] Soient S1, Sy deuz surfaces hyperboliques difféomorphes.
1l existe K > 0 et C > 0 tels que

KeCR

1
ECard{c €C|li(c) € [R,R+1]et la(c) € [R,R+1[} ~ TR

De plus, C' peut étre lu sur la courbe de Manhattan. Il est appelé coefficient de corrélation
entre S1 et Ss.

Comme dit précédemment, le théoréme central de la premiere partie de notre these a
pour but de généraliser le résultat du théoreme 0.1.2 de [BS91]. Pour cela, expliquons ce
que I'on entend par deux surfaces proches dans l’espace de Teichmiiller. Il n’y a pas de
distance canonique sur Teich(S) et on a privilégié dans notre travail la distance de W.
Thurston, directement reliée aux métriques hyperboliques sur S, définie par

(i )

dr(S1,52) := logsup
ceC

Voici notre résultat principal.

Théoréeme 0.1.4. Soit S1 une surface hyperbolique. Pour tout n > 0, il existe € > 0 tel
que pour toute surface hyperbolique So difféomorphe a S1,

1
st [6(S1,52) — 5\ <e, alors dp(Si,S2) <n.

Dans notre texte, nous le formulons de la maniére équivalente suivante :

Théoréeme 0.1.5. Soit Sy une surface hyperbolique fizée et S, une suite de surfaces hy-
perboliques.

.. 1 .
Si nlgréo 0(So, Sn) = 3 alors nlglgo dr(So, Sp) = 0.

Afin de prouver ce résultat, nous avons continué ’étude de la courbe de Manhattan,
débutée par M. Burger, [Bur93], et généralisé les résultats de R. Schwarz et R. Sharp,
[SS93, Sha98]. Le chapitre 2 de ce texte rassemble les différents résultats sur la courbe de
Manhattan. Nous prouvons notamment un résultat étendant le théoreme 0.1.3. Si S1, 52
sont deux surfaces hyperboliques difféomorphes, on définit, en suivant W. Thurston, les

dilatations minimale et maximale par dil~ = inf.c¢ 28 et dilT = sup ¢ 2’8 respective-
ment.

Théoréeme 0.1.6. Soit 51,52 deux surfaces hyperboliques difféomorphes. Pour tout A €
[dil ™, dil™], il existe K > 0 et C(\,S1,S2) > 0 tel que

1 K eCNS1.52)R

= Card{c € C|li(c) € [R,R+ 1] et la2(c) € AR, AR+ 1[} ~ e

De plus C(\, S1,52) peut étre lu sur la courbe de Manhattan. Il est appelé coefficient de
corrélation de pente \.



10 TABLE DES MATIERES

Ce théoréme nous permet de retrouver un résultat de J.-F. Quint, selon lequel ’expo-
sant critique « sélectionne une direction » . Sans entrer dans les détails, il existe une no-
tion d’exposant critique directionnel, §(\), définie dans la section 2.1.3, qui correspond a la

croissance exponentielle du nombre de géodésiques vérifiant ifgg ~ A pour A € [dil™, dil*].
On retrouve dans le chapitre 2 le
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Théoréme 0.1.7. [] Soit S1,Se deux surfaces hyperboliques. Il existe un unique \ €
[dil ™, dil™] tel que
0(A) = d(S57, 52).

Revenons au théoreme 0.1.4. Ce n’est pas un résultat de comptage comme ceux de
T. Roblin ou de J.-F. Quint, qui donnent ’existence d’un exposant de croissance expo-
nentielle ; ici, on prouve un résultat quantitatif sur 'exposant critique. Il n’existe pas de
résultat d’isolation de ’exposant critique de ce type dans la littérature et il est tentant
pour prouver ce théoreme, d’utiliser les mesures de Patterson-Sullivan associées a la courbe
de Manhattan. Malheureusement M. Burger a montré que les mesures associées a deux
points distincts de la courbes de Manhattan sont singulieres I’'une par rapport a I’autre des
lors que S7 # Ss. Les projetés de ces mesures sont également singulieres aux mesures de
Patterson-Sullivan « classiques » sur chacun des facteurs. L’espoir de montrer le résultat
d’isolation par de telles méthodes est assez mince, I’étude comparative de deux mesures
singuliéres étant peu commode.

La preuve que nous proposons est de nature différente de ce qui a pu étre fait au-
paravant pour étudier ’exposant critique d’un groupe. On étudie les limites possibles de
I’exposant critique lorsque 'une des surfaces tend vers le bord de ’espace de Teichmiiller.
Considérons une suite S, telle que lim,,_, o 6(Sp, Sn) = 1/2. Si la suite S, reste dans un
compact, alors quitte a en extraire une sous-suite, on peut supposer qu’elle converge dans
Teich(S). Grace a un argument de continuité et au théoreme de rigidité 0.1.2, on montre
alors que S, tend vers Sy. Ainsi pour prouver le théoreme 0.1.4, il suffit de vérifier que
Iexposant critique 6(Sp, S, ) ne tend pas vers 1/2 lorsque S,, sort de tout compact.

Pour cela, nous avons tout d’abord remarqué qu’il était assez facile de prouver cette
propriété pour certaines suites de surfaces de Teich(S). Plus précisément, si S, est obtenue
par itération d’un twist de Dehn le long d’une courbe fermée simple de Sy, alors on prouve
aisément que ’exposant critique 6(Sp, Sp,) ne tend pas vers 1/2, (voir la section 3.4). Tous
les éléments de Teich(S) ne sont évidemment pas obtenus par un twist de Dehn & partir
de Sy, en revanche, par un théoreme de W. Thurston, ils sont obtenus par tremblements
de terre a partir de Sy. De facon imagée, ce résultat est appelé « théoréme de géologie »
par W. Thurston. Un tremblement de terre est une version continue et généralisée aux
laminations géodésiques mesurées d'un twist de Dehn. On décrit ces objets dans la section
3.2 en vue du résultat annoncé, c’est-a-dire le théoreme de géologie pour des laminations
de longueurs 1 (corollaire 3.2.12).

Cependant, il n’est pas possible d’appliquer la preuve mise au point pour la suite .5, ob-
tenue par itération de twists de Dehn a un tremblement de terre quelconque. La principale
différence est qu’un twist de Dehn ne change pas le spectre des longueurs des géodésiques
de Sy contrairement aux tremblements de terre. Une propriété fondamentale conservée par
les tremblements de terre est la convexité de la fonction longueur : le long d’un chemin
Sy € Teich(S) obtenu par tremblement de terre et pour toute courbe fermée simple ¢ € C
la fonction ¢t — £g,(c) est convexe. Ainsi, le long d’un tel chemin, la longueur d’une courbe
c est croissante sur R* ou bien atteint un minimum puis est croissante. L’étape cruciale
de notre démonstration a été de quantifier le nombre de courbes fermées dont la longueur
était croissante tout au long du chemin (ou plus exactement, croissante pour ¢ > 1). Pour
cela, nous avons fait appel a deux outils techniques : les courants géodésiques introduits
par F. Bonahon [Bon86, Bon88] et un théoréme de grande déviation du flot géodésique de
Y. Kifer [Kif94]. Nous montrons que les courbes fermées qui ne sont pas croissante le long
d’un tremblement de terre sont « peu nombreuses sur Sp ».2 L’exposant critique concerne

2. On dit que les courbes vérifiant la propriété P sont peu nombreuses pour Sp s’il existe n > 0 tel que
Card{c € C|vérifiant Pet fo(c) < R} < Card{c € Clo(c) < R}e ™.
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la somme des longueurs ¢y(c) + £,(c), il faut donc relier la longueur sur Sy a celle sur
S,. C’est ici que 'on utilise 'exposant critique directionnel. En effet, d’apres le théoréeme
0.1.7, pour controler 'exposant critique, il suffit de controler un certain exposant critique
directionnel. 11 suffit donc de considérer les courbes dont la longueur sur le premier facteur
est presque proportionnelle & celle sur le second facteur. Ainsi on peut majorer le nombre
de courbes qui ne grandissent pas le long d’un tremblement de terre au sens de la longueur
de Manhattan, ce qui termine la preuve de ce théoréme.

Théoréme 0.1.8. Soit Sy = (S, mg) une surface hyperbolique firée et S, = (S, my) une
suite de surfaces hyperboliques. Le coefficient de corrélation C(1) associé a (So, Sp) tend
vers 1 si et seulement si dp(Sy, So) tends vers 0.

Bien que I’étude du coefficient de corrélation et de ’exposant critique directionnel nous
ait semblé a priori annexe au théoreme d’isolation, il est intéressant de noter que nous
avons eu besoin d’estimations sur ces deux quantités pour la preuve du théoreme 0.1.4.
C’est le cas notamment du théoréme suivant, dont la preuve que nous apportons utilise
un grand nombre des propriétés de la courbe de Manhattan.

Théoreme 0.1.9. Soit Sy une surface hyperbolique fizée et S, une suite de surfaces hy-
perboliques. Soit Ay, l'unique réel défini par le théoréme 0.1.7, par §(A,) = §(So, Sp)-

1
S nlLHgO d(So, Sp) = X alors 7}1};0 An = 1.

Grace aux différentes relations que ’on obtient entre exposant critique, exposant cri-
tique directionnel et coefficient de corrélation, 1’étude de ’exposant critique profite a
celle du coefficient de corrélation (cf. corollaires 2.2.25,2.2.27 et 2.2.28). R. Schwartz et
R. Scharp se demandent dans [SS93|, si il est possible que le coefficient de corrélation
C(1, 51, 52) tende vers 0 lorsque les deux surfaces varient dans l’espace de Teichmiiller.
Nous répondons par 'affirmative a cette question. Effectivement, en complément de la
preuve du théoreme 0.1.4, on étudie une série d’exemples dans le chapitre 4. L’un d’eux
montre que l'exposant critique et le coefficient de corrélation C(1, Sy, S, ) peuvent tendre
vers 0.

Théoréme 0.1.10. Soit Sy une surface hyperbolique. Il existe une suite S,, dans Teich(S)
telle que
nh_)ngoé(So,Sn) = lim C(1, So, Sn) = 0.

Cette suite de surfaces est obtenue par itération d’un difféomorphisme pseudo-Anosov sur
So.

Un autre exemple montre la nécessité de fixer une des représentations dans le théoreme
0.1.4 :

Théoréme 0.1.11. [l existe une famille de surfaces (St)¢>0 € Teich(S) telle que

tlirgod(st,StH) = 1/2 et dT(St75t+1) > 1.

Cette suite est obtenue en pingant une géodésique fermée simple sur Sp.

Cet exemple suggere qu’il n’est pas possible de faire varier les deux surfaces dans le
théoreme 0.1.4. Nous avons tout de méme obtenu une condition suffisante pour cela, a
savoir que l'une des deux surfaces reste dans la partie e-épaisse de Teich(S), c’est-a-dire
que leur rayon d’injectivité est minoré par ¢ > 0. Grace au théoreme de compacité de
Mumford, on obtient enfin le :
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Théoréme 0.1.12. Soit S, et S), deuzx suites de surfaces hyperboliques. On suppose que
l'une des deux suites reste dans une partie e-épaisse de Teich(S).

o 1 .
Si Jim 6(Sn,S)) = > alors  lim_ dr(Sh, Sy,) = 0.

0.1.1 Quelques questions et remarques

Nous présentons ici certaines questions qui ont émergé pendant notre travail et dont
nous n’avons pas obtenu de réponse compléte.

Peut on construire une distance a partir de §? Le théoréme de rigidité 0.1.2,
montre que 'exposant critique permet de distinguer deux points différents de ’espace de
Teichmiiller. Une question naturelle est de savoir si I’on peut construire une distance sur
I’espace de Teichmiiller découlant de I’exposant critique. On peut par exemple penser a
une fonction de la forme d(S1, S2) := —log(26(S1, S2)), qui vérifie la positivité, la symétrie
et la séparation des points. Toutefois, cette fonction ne vérifie pas I'inégalité triangulaire.
En effet, on exhibe dans le chapitre 3 ’exemple suivant contredisant I’inégalité triangulaire
pour d.

Théoreme 0.1.13. Soit Sy une surface hyperbolique. Il existe deux suites de surfaces, Sy,
et S, de Teich(S) et deux constantes e,&’ > 0 telles que

6(S0,Sn) >¢e, 8(S0,9)) > et nh_{goé(SmS;L) =0.

Ces surfaces sont obtenues par pincement le long de deuxr décompositions en pantalons
transverses sur Sy.

Cet exemple montre qu’il y a peu d’espoir d’obtenir directement & partir de I'exposant
critique une distance sur l'espace de Teichmiiller. Cela étant dit, notons que M. Bridge-
man, R. Canary, F. Labourie et A. Sambarino [BCLS13] obtiennent une métrique sur un
sous-ensemble des représentations de I' dans SL(n, R), grace a des invariants dynamiques
proches de I’exposant critique, qui se restreint a la métrique de Weil-Petersson sur 1’es-
pace de Teichmiiller. L’idée est de considérer la Hessienne de l'exposant critique comme
un produit scalaire sur chaque plan tangent a Teich(.S).

La courbe de Manhattan est-elle un invariant complet 7 Dans le chapitre 2, nous
étudions la courbe de Manhattan associée a deux surfaces hyperboliques 51, So définie par

Crm(S1,52) == {(al, az) € R?|la série Zefs(‘“el(c)*‘m&(c))
ceC

a un rayon de convergence égal a 1}.

L’exposant critique directionnel et le coefficient de corrélation sont des invariants asso-
ciés aux métriques hyperboliques et on montre que la courbe de Manhattan est un invariant
plus fin, car on peut calculer ’'exposant critique (proposition 2.1.6), les exposants critiques
directionnels et les coefficients de corrélation (corollaire 2.2.25) & partir de la donnée de
Cy. Il serait intéressant de savoir si les courbes de Manhattan sont des invariants complets,
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autrement dit si Cpr(S1,S2) = Cp(S], S5) équivaut & Sq = S et So = S5. Formulée ainsi,
cette question a une réponse négative : il suffit de prendre S; = Sy # S| = 5%, qui vérifient
Chr(S1,52) = Car (S, 55) (il s’agit & chaque fois de la droite d’équation y = —z+1). Deux
questions en découlent naturellement :

— En dehors de la diagonale, C'j; est-elle un invariant complet ?

— Sil’on fixe une surface S; € Teich(5), la fonction So — Cp(S1, S2) est-elle injective

sur ’espace de Teichmiiller ?

Une réponse tres partielle a la deuxieme question est donnée dans le chapitre 1, si
Cr(S1,S2) = Cp(S1,S1), alors Sy = S1, qui se déduit rapidement du théoreme de ri-
gidité 0.1.2.

Quel est le maximum des exposants critiques? La derniére question que nous
souhaitons soulever est celle du maximum des exposants critiques sur I’ensemble des re-
présentations fideles, discretes du produit.

Dr(Isom H? x Isom H?) := sup {5 (p) | p représentation fidele et discrete

de T dans Isom H? x Isom ]HIQ}

Le cadre ici est différent puisqu’on s’autorise toutes les représentations p = (p1, p2) fidéles,
discrétes sur Isom(H?) x Isom(H?) mais qui ne sont pas nécessairement fideles ou discrétes
sur chaque facteur. Si la représentation p; est fidele et discréte et po triviale, alors I'ex-
posant critique vaut 1, donc D(I") > 1. Néanmoins, nous ne savons pas comment trouver
une meilleur borne.

Nous pouvons simplifier ce probleme en considérant les représentations du groupe libre
a deux éléments, 9 et chercher

Dr, (Tsom H? x Isom H?) := sup{d(p) | p représentation fidele discréte de Fy}.

Bien que cette question semble relativement simple, elle n’admet pas de réponse facile
méme dans le cas d’'un seul facteur. Pour n = 2, en considérant des groupes de Schottky
de plus en plus « grands » on peut montrer que :

{8(p) | p représentation fidele discréte de Fy dans Isom(H?)} =]0, 1].
Dans le cas de représentations dans SO(3, 1), les travaux de Thurston montrent que
{8(p) | p représentation fidele discréte de Fy dans Isom(H?)} =]0, 2].

Cette question est toujours ouverte pour n > 4.

Pour estimer Dp, (Isom H? x Isom H?), il serait utile de connaitre 'exposant critique
d’une représentation irréductible, c’est-a-dire telle que p; et p2 sont denses. Par exemple,
on pourrait essayer d’estimer celui de la représentation du groupe libre F?2 =< a,b >
suivante

pl: F? — Isom(H?) x Isom(H?)
a — (e1, h2)
b — (hl, 62),

ol e; sont des éléments elliptiques infinis et h; des éléments hyperboliques. Remarquons
que l'existence méme d’une représentation fidele, discréte de ce type n’est pas claire.
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0.2 Deuxieme partie

La deuxiéme partie de notre theése est largement indépendante de la premiere. On y
fixe toujours S, une surface compacte de genre g > 2 et on note I' son groupe fondamental.
On étudie I'exposant critique des représentations quasi-Fuchsiennes de I' agissant sur H?
et sur des surfaces invariantes plongées dans H?.

Une représentation de I' dans Isom(H?) est dite quasi-Fuchsienne si son ensemble
limite dans OH? est une courbe de Jordan. Elle est dite Fuchsienne si ’ensemble limite
est un cercle. En confondant la représentation et son image dans Isom(H?), on dira dans
ce cas que I' est un groupe quasi-Fuchsien et la variété quotient M := H?/T sera dite
quasi-Fuchsienne.

Notre recherche a été motivée par trois résultats différents. Le premier est le théoréeme
de rigidité de I’exposant critique des variétés quasi-Fuchsiennes de R. Bowen :

Théoréme 0.2.1. [Bow72] L’exposant critique §(T ~ H3) d’un groupe quasi-Fuchsien est
supérieur ou égal a 1. L’égalité a lieu si et seulement si le groupe est Fuchsien.

Le second est le théoréme d’entropie minimale de A. Katok en dimension 2 et dii & G.
Besson, G. Courtois, S. Gallot, en dimension > 3.

Théoréme 0.2.2. [Kat82, BCG95] Soit (M, go) une variété hyperbolique et (N,g) une
variété homotopiquement équivalente a et de méme volume que M. On a alors

h(g0) < h(g),

I’égalité ayant lieu si et seulement si (N, g) est hyperbolique.

Ce théoreme caractérise en particulier la métrique hyperbolique parmi les métriques a
courbures négatives sur une variété fixée.

Le dernier résultat motivant notre étude est un théoreme dii & G. Knieper. Ce théoreme,
proche du précédent, en renforce I'inégalité dans le cas particulier ou ’on considere deux
métriques a courbure négative sur la méme variété. Avant de citer le théoreme, expliquons
de fagon informelle ce que nous appelons I’ étirement géodésique entre deux métriques sur
une méme variété M. On choisit une mesure invariante par le flot géodésique sur le fibré
unitaire tangent pour I'une des métriques, 1’étirement géodésique mesure le rapport moyen
des longueurs des géodésiques de la seconde métrique par rapport a la premiere vis-a-vis
de cette mesure.

Théoréme 0.2.3. [Kni95] Soit (M, go) une variété a courbure négative. Pour toute mé-
trique g sur M on a

h(go) < EGpum(g,90)h(g)

ot EGpur(g,90) est Uétirement géodésique vis-a-vis de la mesure de Bowen-Margulis. De
plus, si g est aussi a courbure négative, l’égalité d lieu si et seulement si les spectres
marqués des longueurs sont proportionnels.

Les travaux de J.-P. Otal, [Ota90], impliquent que le spectre marqué des surfaces a
courbure négative caractérise la métrique. Ainsi, dans le cas des surfaces, on peut conclure
dans le théoréme précédent que g et ggp sont homothétiques.

C’est plus particulierement la preuve de ce dernier théoreme que nous avons adapté a
notre probleme. La question est la suivante : si M est une variété quasi-Fuchsienne, existe-t-
il une surface plongée S dans M, homotope a M dont I’entropie volumique pour la métrique
induite est égale & I'exposant critique du groupe quasi-Fuchsien ? La notion d’étirement
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géodésique vis-a-vis de la mesure de Bowen-Margulis de T''.S, notée EG(S, M), se prolonge
a ce cadre. Il représente la longueur moyenne (vis-a-vis de la mesure de Bowen-Margulis
sur T1S), des géodésiques fermées sur S par rapport & la longueur de leur représentant
sur M.

Théoréme 0.2.4. Soit M = H?/T une variété quasi-Fuchsienne et S une surface plongée
dans M, homotopiquement équivalente a M, que I'on munit de la métrique induite notée
g. On suppose de plus que (S, g) est a courbure négative. On a alors

h(S) < BG(S, M)§(T ~ H3).

De plus, l’égalité a lieu si et seulement si les spectres marqués des longueurs sont propor-
tionnels.

L’étirement géodésique est naturellement relié au rapport des longueurs ; si les spectres
marqués sont proportionnels, on montre que le coefficient de proportionnalité est égal a
I’étirement. On en déduit le corollaire suivant

Corollaire 0.2.5. Soit M = H3/T" une variété quasi-Fuchsienne et S une surface plongée
dans M, homotopiquement équivalente a M, que I'on munit de la métrique induite notée
g. On suppose de plus que (S, g) est a courbure négative. Si

alors M est une variété Fuchsienne et S est la surface totalement géodésique préservée par
Ir.

La preuve de ce théoréme suit les mémes lignes que la preuve du théoreme 0.2.3 de G.
Knieper. L’idée est de comparer les mesures de Patterson-Sullivan associées a M et a S,
il n’est donc pas facile de se soustraire a I’hypothese de courbure négative pour S.

Lorsque ’on suppose M Fuchsienne, nous sommes tout de méme parvenu a obtenir
un résultat d’entropie maximale parmi toutes les surfaces plongées homotopique a M.
Supposer M Fuchsienne parait étre une contrainte forte, mais on obtient en contrepartie un
résultat concernant toutes les surfaces plongées homotopes a M. L’hypothése nous permet
de comparer la métrique d’une surface quelconque avec celle de la surface hyperbolique,
totalement géodésique préservée par I'.

Théoréme 0.2.6. Soit M une variété Fuchsienne et S une surface plongée, homotopi-
quement équivalente a M. On munit S de la métrique induite. On a alors

h(S) < 1.

De plus, l’égalité a lieu si et seulement si S est la surface totalement géodésique préservée
par T.

0.2.1 Quelques questions et remarques

Quid de ’entropie minimale ? Remarquons qu’il n’existe pas de surface plongée d’en-
tropie minimale. En effet, comme on munit S de la métrique induite, le volume n’est ni
fixé, ni méme borné. Dans une variété quasi-Fuchsienne quelconque, il existe des surfaces
plongées dont ’entropie pour la métrique induite tend vers 0. Pour le voir, il suffit de
considérer les surfaces a distance R, d’'un bord du cceur convexe de M et faire tendre R
vers linfini.
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Si on renormalise par le volume, I'invariant que I’on considére est hr(X) := h(X)? Vol(X).
En appliquant le théoreme 0.2.2, comme le bord du cceur convexe S* est hyperbolique,
on voit que toute surface plongée ¥ vérifie

hr(X) > hr(S%) = 1.

Deux questions se posent naturellement. Tout d’abord, existe-t-il d’autres surfaces hyper-
boliques plongées dans M ? Ensuite, est ce que hr(X) admet un maximum sur I’ensemble
des surfaces plongées dans une variétés quasi-Fuchsienne ?

La surface minimale maximise-t-elle ’entropie?  On montre donc que ’entro-
pie d’'une surface plongée ne peut pas atteindre I’exposant critique de la variété quasi-
Fuchsienne sauf dans le cas Fuchsien pour la surface totalement géodésique. On montre
aussi I'unicité de la surface maximisant ’entropie dans le cas Fuchsien. Une question na-
turelle a laquelle nous n’avons pas obtenu de réponse est de savoir s’il existe une surface
plongée d’entropie maximale pour toute variété quasi-Fuchsienne. Intuitivement si le vo-
lume est plus grand ’entropie est plus petite, un candidat légitime de surface maximisant
I’entropie est donc une surface minimale. Les variétés quasi-Fuchsiennes admettant une
surface minimale dont les courbures moyennes sont bornées par 1 en valeur absolue sont
appelées presque-Fuchsiennes. Dans ce cas, K. Uhlenbeck,[Uhl83] a montré que la sur-
face minimale est unique et que la métrique sur M est caractérisée par la métrique et la
deuxieme forme fondamentale de cette surface.

Conjecture 0.2.7. Soit M une variété presque-Fuchsienne. Le supremum des entropies
des surfaces plongées homotopiques a M est un mazximum et il est atteint uniquement pour
la surface minimale.

Le fait que la surface minimale soit un bon candidat pour réaliser ce maximum est
motivé par les travaux de A. Sanders, qui montrent que l’entropie de cette surface est
strictement supérieure a 1 dés que M n’est pas Fuchsienne. Sanders montre le théoréme
suivant :

Théoréme 0.2.8. [San1j] Soit M une variété presque-Fuchsienne et S son unique surface

minimale on a alors
1 1
h(S) > 1+ =||BJ|%d
()2 Goigy Ju V1 + 51 B

ot ||B]| est la norme de la seconde forme fondamentale de S. De plus, I’égalité a lieu si et
seulement M est Fuchsienne et S est la surface totalement géodésique.

Par conséquent, la surface minimale a une entropie plus grande que 1, dés lors que
M n’est pas Fuchsienne. Remarquons qu’une surface contenue dans l'extérieur du coeur
convexe de M a une entropie plus petite que 1. En effet, la projection sur ce convexe
décroit les longueur et le bord est isométrique & H? qui a une entropie égale & 1.

Une idée pour répondre a la question de I'entropie maximale serait de considérer des
flots géométriques, comme le flot de courbure moyenne. En effet, les auteurs de [HW10],
montrent (presque?) que le flot de courbure moyenne appliquée & certaines surfaces plon-
gées converge vers la surface minimale. L’évolution de la métrique g; le long de ce flot
vérifie I’équation différentielle suivante

Igt

E — —Bt Tr(gt_lBt>

3. D’apres les discussions que j’ai pu avoir avec 'un des auteurs, leur preuve comporte encore une
lacune.
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Si g+ est a courbure négative alors le théoreme de A.Katok, G. Knieper et H. Weiss
[KKW91] reliant la dérivée de l'entropie a la dérivée de la métrique donne

Ohlg)|  _ —h(go)/ 9
t=0 2 Tis Ot

ot

ou g est la mesure de Bowen-Margulis pour la métrique gg sur S. La partie difficile est
alors de calculer I'intégrale vis-a-vis de la mesure de Bowen-Margulis, qui, dés lors que go
n’est pas a courbure constant, ne se décompose pas en produit d’une mesure sur (S, go) et
sur la fibre.

Ce schéma de preuve permettrait de résoudre la question de ’entropie maximale uni-
quement pour les surfaces a courbures négatives et nous ne savons pas comment aborder
la question générale d’une surface plongée avec une métrique quelconque.

gt(v,v)dpo(v),
t=0

A-t-on isolation dans le théoréme 0.2.17 Cette question est naturelle au vu des
résultats de la premiere partie de cette thése. Le théoreme de L. Bowen invite a obtenir un
résultat d’isolation de ’exposant critique pour les variétés quasi-Fuchsiennes. Si I’exposant
critique d’une variété quasi-Fuchsienne est proche de 1, la variété est-elle proche d’étre
Fuchsienne 7 Plus formellement, on pose la

Conjecture 0.2.9. Soit M, := H?/T,, une suite de variétés quasi-Fuchsiennes. Si
lim,, o0 6(I'y) = 1 alors il existe g, € Isom(H3) et un groupe Fuchsien T tels que gglfngn —
T algébriquement (ie. il existe des homéomorphismes W, : I'yy — T' convergeant vers l’iden-
tité), ou géométriquement (convergence pour la topologie de Hausdorff).

D’apres le théoréme d’uniformisation simultanée de L. Bers, [Ber60], une variété quasi-
Fuchsienne peut étre paramétrée par les deux structures conformes a l'infini (cf. chapitre
4). Soit I'gr(S1,52), le groupe quasi-Fuchsien associée a la variété quasi-Fuchsienne par
cette paramétrisation. La question de I'isolation a été partiellement résolue par A. Sanders
utilisant ses résultats sur les surfaces minimales dans les variétés presque-Fuchsiennes.

Théoréme 0.2.10. [Sanl14, Théoréme 5.5] Soit Sy, S), deux suites de surfaces dans l’es-
pace de Teichmiiller. On suppose qu’il existe € > 0 tel que pour tout n € N le rayon
d’injectivité de H? /T or(Sy, Spy) soit minoré par . Si

Jim §(Cor(Sn,S,)) =1, alors Jim dreich(Sn, Sh,) = 0.

Dans ce théoreme, dpe;cn, désigne la distance de Teichmiiller. Elle est plus naturelle
que la distance de Thurston dans ce contexte car la paramétrisation des variétés quasi-
Fuchsiennes par les bords conformes se fait grace au théoréeme d’uniformisation. Par
ailleurs, il est classique que dp(Sy, S},) < dreich(Sn,S,,). On peut donc aussi conclure que
limy, 00 d7(Sp, S),) = 0.

Pour savoir si ’hypothése sur le rayon d’injectivité est nécessaire, il serait intéressant
d’étudier 'exemple de Z. Li [Li03], qui exhibe deux suites hyperboliques de surfaces telles
que la distance de Thurston reste bornée tandis que la distance de Teichmiiller tend vers
I'infini.

Existe-t-il un invariant lorentzien équivalent a ’exposant critique? Le dernier
sujet auquel nous nous sommes intéressé pendant cette these est la géométrie dite, Anti de
Sitter. L’espace AdS?® est I’espace lorentzien & courbure —1 de dimension 3. Ce domaine
est situé a 'interface des deux parties de la thése. D’une part, un modele pour AdS? est
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le groupe de Lie PSLy(R) muni de sa métrique de Killing, qui est aussi la restriction de la
forme quadratique (— det) de Ms(R) sur PSLy(RR). Pour ce modele, les isométries de AdS?
sont de la forme (71, 72) € PSLa(R) x PSLy(R), ot 41 agit par la gauche et 7, par la droite.
Ainsi, regarder des actions sur AdS se ramene a 1’étude des représentations des groupes
dans Isom(H? x H?) ~ PSLy(R) x PSLy(R). D’autre part, un type particulier de variétés
AdS3, appelées globalement hyperbolique mazimale, se comporte « comme » des variétés
quasi-Fuchsiennes. Entre autres, le travail de G. Mess [Mes07] montre que ces variétés
sont paramétrées par le produit d’espaces de Teichmiiller. Ces variétés possedent aussi
un cceur convexe a l'instar des variétés quasi-Fuchsiennes. Le bord de ce coeur convexe.
Beaucoup de travaux montrent que 1’étude des variétés AdS® globalement hyperboliques
profite & celle de 'espace de Teichmiiller. B. Dialo montre par exemple que pour toute
paire (X,Y) € Teich(S), il existe une variété globalement hyperbolique maximale telle
que le bord du cceur convexe soit isométrique a (X,Y). La preuve consiste a transformer
ce probleme en une question de géométrie sur ’espace de Teichmiiller et sur 'existence de
certains tremblements de terre. Plus précisément, il montre que I’existence de cette variété
globalement hyperbolique est équivalente a ’assertion suivante. Pour toute paires X,Y de
points de I'espace de Teichmiiller Teich(S), il existe deux surfaces S; et So, telles que X, Y
soient les milieux des tremblements de terre gauche et droite reliant S; a Ss.

notamment les travaux de B. Dialo [Dial4] ou ceux de F. Bonsante et J.-M, Schlen-
ker [BST12], qui entremélent des résultats purement lorentziens & des résultats sur les
tremblements de terre.

En géométrie lorentzienne, la notion de distance n’étant pas définie, I’exposant critique
n’a pas de sens en tant que tel. Il faut donc déja déterminer une bonne notion d’expo-
sant critique pour ce type de variété. Les variétés globalement hyperboliques possedent
des surfaces, dites de Cauchy, telles que tout rayon de lumieére les traverse en un unique
point. Une telle surface munie de la métrique induite est de type espace, c’est-a-dire rie-
mannienne. De plus, d’apres les travaux de T. Barbot, F. Béguin et A. Zeghib, [BBZ07],
dans toute variété globalement hyperbolique, il existe une unique surface de Cauchy maxi-
male, I’équivalent lorentzien des surfaces minimales. Un invariant qui pourrait faire office
d’exposant critique pour ces variétés serait donc ’entropie volumique de I'unique surface
maximale. Il est probablement possible d’adapter la preuve du théoreme d’A. Sanders,
théoreme 0.2.8, au cas des variétés globalement hyperboliques afin d’obtenir un résultat
du type :

Conjecture 0.2.11. L’entropie de l'unique surface mazximale d’une variété globalement
hyperbolique est inférieure ou égale a 1 avec égalité si et seulement si la variété posséede
un plan hyperbolique totalement géodésique.

0.3 Plan de la these

Dans le chapitre 1, nous décrivons les principaux outils utilisés dans les chapitres
qui le suivent. Les résultats qui y sont présentés sont pour la plupart connus et souvent
classiques. Nous rappelons différentes compactifications d’'un espace métrique. Puis nous
expliquons la construction des mesures de Patterson-Sullivan sur H? x H? en suivant les
notes de M. Burger. Cette construction permet de faire d’une pierre deux coups, car
elle donne aussi celle des mesures de Patterson-Sullivan sur le bord d’une variété quasi-
Fuchsienne, dont on aura besoin dans le dernier chapitre. Enfin nous définissons et étudions
I’étirement géodésique. Nous finissons ce chapitre en montrant que 1’étirement géodésique
vis-a-vis de p s’écrit comme la limite des rapports des longueurs de géodésiques fermées
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qui s’équidistribuent vers p. Bien que ce résultat semble étre connu, ([Bur93],) nous n’en
connaissons pas de preuve dans la littérature.

Dans le chapitre 2, nous introduisons la courbe de Manhattan et en faisons une étude
approfondie. Nous décrivons les différents invariants étudiés : exposant critique, exposant
critique directionnel et coefficient de corrélation.

Au chapitre 3, nous rentrons dans le cceur de la preuve du théoréme 0.1.4 . La pre-
miere partie est consacrée a la définition des courants géodésiques, de 'intersection et des
tremblements de terre. Dans la seconde partie, nous exhibons une série d’exemples avant
de prouver le théoréme d’isolation a proprement parler.

Nous proposons en annexe de ces trois chapitres, une preuve d’un théoréme de G.
Knieper montrant 1’équivalence entre les notions d’exposant critique usuel et exposant
critique géodésique.

Le chapitre 5 est largement indépendant des premiers. Il concerne I’étude de ’entropie
des surfaces plongées dans une variétés quasi-Fuchsiennes. Nous y faisons la preuve des
deux théoréemes annoncés précédemment. Dans un premier temps, nous regardons le cas
Fuchsien, ce qui représente la partie la plus originale de ce chapitre,. Dans un second temps,
nous adaptons la preuve du théoréme 0.2.3 de G. Knieper afin de prouver le théoréme 0.2.4.



Chapitre 1
Préliminaires

Comme nous l'avons expliqué dans l'introduction, cette these concerne 1'étude des
exposants critiques dans deux cadres différents : I’action diagonale de représentations
Teichmiiller sur H? x H? et les représentations quasi-Fuchsiennes sur H?. Ce chapitre sera
I’occasion de rappeler les résultats connus sur les exposants critiques et les outils liés a
leurs études. Il s’organisera de la maniére suivante :

— Nous définirons dans un premier temps 'exposant critique et en expliquerons les
propriétés élémentaires afin de définir notre sujet d’étude.

— Ensuite, nous décrivons deux compactifications d’un espace métrique, la compactifi-
cation de Busemann et la compactification par rayon géodésique. Cette partie n’est
pas essentielle au travail présenté dans cette theése. La compactification de Buse-
mann est présentée dans le livre de W. Ballman, [Bal85], j’ai choisi de Iinclure car
on peut la décrire completement dans notre cas simple de H? x H?. Je proposerai
des preuves générale sur la compactification de Busemann accompagnées d’exemples
élémentaires. La compactification géométrique, par rayon géodésique, est bien plus
connue et étudiée, c’est entre autre de cette maniére que Gromov compactifie les
groupes hyperboliques, je ne présenterai pas les détails de toutes les preuves, les
ouvrages de références [EO73] [GAIHI0] étant déja trés complets.

— Indissociable a I’étude des exposants critiques, nous introduirons dans une troisieme
partie les mesures de Patterson-Sullivan. L’étude de ces mesures s’est avérée a de
nombreuses reprises étre un outil de choix pour estimer la croissance exponentielle
des orbites d’'un groupe sur un espace. Nous utiliserons les mesures de Patterson-
Sullivan dans la deuxieme partie de la theése ou la comparaison de ces dernieres,
associées d'une part & l’action d’un groupe quasi-Fuchsien sur H3, et, d’autre part
sur un disque plongé invariant par ce groupe, permettra d’obtenir une comparaison
similaire sur les exposants critiques respectifs. Ajoutons par ailleurs qu’il est remar-
quable et plutdt surprenant que le théoreme principal de la premiere partie de cette
these ne fasse pas directement appel aux mesures de Patterson-Sullivan. En effet,
contrairement au théoreme principal qui permet de majorer sa wvaleur, ces mesures
ne donnent que [’existence d’une croissance exponentielle de l'orbite d’un groupe.

— Nous finirons ces préliminaires par 1’étude de I’étirement géodésique entre deux mé-
triques sur une variété. Cette notion sera utilisée aussi bien dans la premiere que la
deuxieme partie de la these et sera revue dans le contexte des courants géodésiques
au cours du chapitre 3.
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1.1 Exposants critiques

Dans cette these, S désignera une surface compacte de genre g > 2 et I' := 711(.5) son
groupe fondamental. Soit (X, d) un espace métrique.

La notion d’exposant critique fait référence a la convergence d’une série, qui dans notre
contexte d’action de groupe sur un espace métrique, se nomme série de Poincaré.

Définition 1.1.1. Soit o un point de (X,d) et T' un sous-groupe discret d’isométries de
X. On appelle série de Poincaré la fonction suivante :

P(s) := Z e~ 54g0.0)

yel

L’exposant critique est le réel 6 > 0 défini par
d:=1inf{s > 0| P(s) < +o0}.

En utilisant I’inégalité triangulaire on voit que d ne dépend pas du point base choisi.
Selon les contextes, on privilégiera des écritures différentes. Si 'espace X est fixé et c’est
l'action de I" qui importe on choisira de mettre en parametre de 0 la fagon dont il agit (no-
tamment dans la premiére partie de la theése). Si au contraire, 'action est fixée est 1’espace
change, alors on choisira de mettre en parametre I'espace sur lequel T' agit (notamment
dans la seconde partie de la these).

Les premieres propriétés que nous établirons seront tres générales, n’utilisant que des
résultats sur les séries entieres. On précisera ensuite, dans le cas d’une action cocompacte,
I’égalité de I'exposant critique avec la croissance volumique. Enfin, on expliquera dans le
cas de la courbure négative, le lien avec la croissance exponentielle des géodésiques fermées.

Remarque Si deux séries de Poincaré vérifient P(s) < Q(s) alors dp < d¢.
Démonstration. Si s > dg alors Q(s) < oo, donc P(s) < oo et finalement s > dp. O

Montrons que l'exposant critique est égal a la croissance exponentielle du nombre de
points d’une orbite dans une boule de rayon R.

sn

Lemme 1.1.2. Soit u,, une suite de réels strictement positifs. La série ), une™*" admet

.. . logun
pour exposant critique lim sup .
Ici 'exposant critique est ’abscisse de convergence de la série de fonction de variable
s.

Démonstration. Posons z = e~ %, I’'exposant critique est ’'inverse du log du rayon de conver-
gence R de la série ), u,2" qui d’apres le lemme d’Hadamard vérifie :

L
i lim sup u /™.

Donc

1 :
p lim sup u/™.

En passant au log on obtient la propriété annoncée. ]

Lemme 1.1.3. On note la somme partielle U,, = > p_,u. Supposons que Y, u, diverge
alors les séries Y, une " et >, U,e " ont le méme exposant critique.
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Démonstration. Notons encore z = e~ 9. Comme u,, est positif, U,, > u,,. Donc le rayon de
convergence de > u,z" est plus grand que celui de Y U, 2"

La série ), u,2" a un rayon de convergence R inférieur ou égal a 1 car ), u,, diverge.
Donc le produit de Cauchy de ), u, 2" avec >, 2" a un rayon de convergence supérieur
a R. Or ce produit vaut exactement ), U, 2", ce qui conclut le lemme. O

Corollaire 1.1.4. On a

0= hmsup 7 log CardI".o N Bx (o, R).

R—o0

Démonstration. Notons I'(k) := {v € I'|k < d(y0,0) < k+ 1}, et n(k) := CardI'(k). On a

donc
k

i=1
Notons P(s) =3 cp e~54(10.0) et partitionnons I en U,T'(k) :

Z Z e—sd('yoo (11)

keN~el'(k)

Donc

Yoo et < Pl <y Y et (1.3)

keN el (k) keEN ~eT (k)
S n(k)e=* D < P(s) < > n(k)e ™k (1.4)
keN keN

Le lemme 1.1.2 assure que l'exposant critique des séries de gauche et droite est égal a
lim sup 2 n(k) . Le lemme 1.1.3 montre ensuite que lim sup log" logntk) — Jim sup M. Ainsi,
P a pour exposant critique lim sup M [

Montrons a présent que si 'action de I' sur (X,d) est cocompacte alors I’exposant
critique est égal a l’entropie volumique, c’est-a-dire au taux de croissance exponentielle
du volume des boules de X. On choisit comme notion de volume une mesure borélienne
invariante par ’action de I'. Dans le cas riemannien on peut par exemple choisir la mesure
de Lebesgue, mais on utilisera dans la deuxieme partie de la these une mesure dont le
support est 'orbite d’une boule par I'.

Proposition 1.1.5. Supposons que laction de I sur X est cocompacte alors

0 = limsup 1 log Vol(B(o, R)).
R—oo R

Démonstration. Soit F' un domaine fondamental compact (disons mesurable et tel que

le bord soit de mesure nulle pour que la mesure de 'union des translatés soit égale a la

somme des volumes.) pour l'action de I" sur X et D son diametre. Recouvrons By (o, R)

avec des translatés de F' par I'. Les domaines fondamentaux vF' tel que yo € Bx (o, R— D)

sont entierement inclus dans Bx (o, R). On a donc

Vol(F) Card(I".on Bx (o, R — D)) < Vol(Bx (o, R)) < Vol(F) Card (I'.oNn Bx (o, R)) .

Le passage au logarithme et a la lim sup donne 1’égalité annoncée.
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Expliquons enfin comment I’exposant critique est relié a la croissance exponentielle du
nombre de géodésiques fermées. Soit M une variété a courbure négative et GG son groupe
fondamental (répétons que I' est réservé au m; d’une surface compacte de genre g > 2).
Soit X son revétement universel de sorte que X/G = M. Notons C I'ensemble des classes
d’homotopies libres (non triviales) sur M. Comme M est a courbure négative, pour chaque
classe de ¢ € C il existe un unique représentant géodésique, on note ¢(c) sa longueur. Le
relevé de ce représentant géodésique a X est une union de géodésiques sur X invariante
par G, qui correspondent aux axes des éléments hyperboliques de G. Ce sont les éléments
g € G tel que {(g) := inf,cx d(gp,p) est non nul et atteint a I'intérieur de X (pour les
représentations géométriques de I' dans PSLo(R), tous les éléments sont hyperboliques).
Ce minimum est atteint le long d’une géodésique, que 'on appelle axe de g. Au quotient,
cet axe se referme en une géodésique fermé de longueur [(g). On a donc une correspondance
bijective entre classe de conjugaison des éléments de G et C, qui envoie £(g) sur £(c).

Définition 1.1.6. On appelle série de Poincaré géodésique la série :

Py(s) := Z e,

ceC

L’exposant critique géodésique est défini par
dg :=1inf{s | Py(s) < oo}

Pour certains groupes G, l'exposant critique géodésique coincide avec ’exposant cri-
tique dg(X). En ce qui nous concerne, cette propriété est vraie dans les deux cas que
'on étudie. Plus exactement, pour I'action diagonale de T' sur H? x H2, on appelle ¢;(c)
la longueur de l'unique représentant géodésique ¢ € C' sur les surfaces respectives :
S; :=H?/p;(T") on montrera en annexe le théoréme suivant, initialement dfi & G. Knieper
pour une seule représentation convexe cocompacte d’un espace d’Hadamard.

Théoréme 1.1.7. [Kni83] L’exposant critique de la série Y cc e—s(()+(9) et égal a
5(p1, p2)-

Dans le cas des groupes quasi-Fuchsiens agissant sur H3, ils rentrent dans la grande
catégorie des groupes « convexe-cocompact » (ie. 'action de I' sur I'enveloppe convexe de
I’ensemble limite est cocompacte) pour lesquels on a le théoréme suivant

Théoréme 1.1.8. [Kni83] Soit G un groupe convexe cocompact qui agit sur une variété
d’Hadamard, alors l’exposant critique géodésique coincide avec l’exposant critique usuel.

1.1.1 Exemples

Définition 1.1.9. Une représentation de I' fidéle, discréte dans Isom™ (H?) sera dite géo-
métrique.

— La donnée d’une (classe de conjugaison de) représentation géométrique dans
PSLy(R) est équivalent a la donnée d’une métrique hyperbolique sur S (& difféomor-
phisme isotope & I'identité prés). En effet, une telle représentation p définit la surface
hyperbolique H?/p(I") et deux représentations conjuguées donnent lieu & deux sur-
faces isométriques. Réciproquement, si on munit .S d'une métrique hyperbolique, le
théoréme d’uniformisation implique que son revétement universel est (isométrique a)
H? et I'application d’holonomie définit la classe de conjugaison de la représentation
de 71(S) dans PSLa(R),[God71].
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Définition 1.1.10. L’ensemble des métriques hyperboliques da difféeomorphisme iso-
tope a l’identité prés, ou de facon équivalente, l’ensemble des classes de conjugaison
des représentations géométriques de I dans PSLo(R), s’appelle 'espace de Teichmiil-
ler de S, on le note Teich(S).

Teich(S) =~ Hom(I' — PSLa(R) géométrique)/ PSLa(R) (1.5)
~ {métriques hyperboliques sur S}/Dif fo(S). (1.6)

Remarquons que I'exposant critique ne dépend pas de la classe de conjugaison de la
représentation et descend donc en une fonction de ’espace de Teichmiiller. De plus,
comme S est supposée compacte, la proposition 1.1.5 assure que ’exposant critique
de T sur H? est égal & I’entropie volumique de H?. Le volume de la boule de rayon R
de H? vaut 27(ch(R) — 1) ainsi, ép(H?) = 1. Par conséquent, la fonction « exposant
critique » sur Teich(S) est constante égale a 1.

— Pour obtenir une fonction qui n’est pas triviale, il faut donc s’intéresser a des actions
non cocompactes. Pour cela, donnons nous deux représentations géométriques de I
dans PSLa(R) : p1, p2. On fait agir I' diagonalement sur H? x H2, soit (0, 0) € H? x H?
et yel:

7-(0,0) := (p1(7)0, p2(7)0).
La premiere partie de cette these s’intéresse a ’exposant critique pour cette action
lorsque H? x H? est muni de la distance de Manhattan : dy; = di + do.

Remarque Essentiellement, ce choix facilite les calculs mais influence peu (& nor-
malisation pres) les résultats présentés. En particulier, le théoréme principal d’isola-
tion, théoreme 3.5.1, est tout aussi vrai pour la métrique riemannienne en remplagant
1/2 par 1/4/2. On soulignera cependant dans le Chapitre 2 les résultats pour lequel
ce choix est important.

De nouveau en utilisant 1'inégalité triangulaire, on voit que ’exposant critique ne
dépend pas des classes de conjugaison des représentations. On note la fonction ex-
posant critique :

5{ Teich(S) x Teich(S) — R (1.7)

([p1], [p2]) > 0(p1, p2)-

L’objet de la premiere partie de cette these est I’étude de 4.

— Le dernier exemple concerne I'action de I' sur H?. Choisissons un plongement iso-

métrique et totalement géodésique de H? dans H? (typiquement 1’équateur dans le
modele de la boule de Poincaré). Ce choix revient a fixer une classe de conjugai-
son de Isom(H?) C Isom(H3). De cette maniére, une représentation géométrique
de T' dans PSLy(R) ~ Isom(H?) s’étend en une représentation géométrique dans
PSLy(C) ~ Isom(H?).
Comme H? est totalement géodésique dans H?, pour tout point o € H? C H? on a
dy2(v0,0) = dys(v0,0) et on a donc §(H3) = §(H?) = 1. Considérons maintenant
un disque plongé ¥ dans H3, I invariant et munissons 3 de la métrique induite par
H3. On a donc pour tout point 0 € X : dx(y0,0) > d¥(y0,0) d’ott

5(%) < S(H3).

Le but de la deuxiéme partie est d’étudier le cas d’égalité dans cette inégalité pour
ces représentations qui préservent une copie de H? totalement géodésique et des
déformations de ces derniéres appelés quasi-Fuchsiennes (cf chapitre 4).
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1.2 Compactifications

En licence j’ai découvert la compactification d’Alexandrov : on ajoute un point infini
A& un ensemble et « Abracadabra » on obtient un ensemble compact. Emerveillé dans un
premier temps par cette construction et sa généralité, on reste sur sa faim, car elle manque
de précision géométrique.

En master 1, j’ai découvert le disque hyperbolique de Poincaré. Il est naturel de consi-
dérer sa frontiere topologique S' pour le compactifier et 13, se passe une nouvelle magie...
Il suffit d’étudier comment les isométries agissent sur ce bord, pour les comprendre entie-
rement ! L’étude des actions de groupes sur le disque devient presque subsidiaire & ’étude
sur sa frontiere : cette compactification topologique a finalement des retentissements géo-
métriques forts.

Une année s’écoule et en Master 2, j’ai découvert les espaces Gromov hyperboliques et
la compactification de Gromov : ce qui se produisait dans le disque hyperbolique n’était pas
dii au hasard !'' On utilise les rayons géodésiques comme point de départ pour compactifier
un espace métrique, ce qui assure par sa nature méme d’avoir un contrdle géométrique sur
cette compactification. Autre découverte, I’étude des ensembles limites. L’action « asymp-
totique » d’un groupe qui agit proprement discontinument se lit sur le bord a l’'infini.
On classifie et définit les groupes selon leur action au bord (groupes convexe-cocompact).
L’étude et I'utilisation des mesures de Patterson-Sullivan confirme I'intuition selon laquelle
I’analyse des actions de groupes sur les espaces devient subsidiaire a ’étude de ’action sur
le bord.

Enfin en premiére année de these, et c’est pour ¢a que je souhaite 'inclure ici, j’ai
découvert une fagon de compactifier tout espace métrique (suffisamment « joli » : com-
plet, localement compact). On le plonge dans I’ensemble des fonctions continues (modulo
constantes) grace aux fonctions « distance a un point » (qui assure que l'on garde les in-
formations géométriques) et on obtient de cette maniére un sous-ensemble des fonctions
continues, relativement compact. Mieux, pour les espaces métriques a courbure négative on
retombe sur la compactification de Gromov ! La boucle est bouclée, on a une fagon géomé-
trique d’obtenir une bonne notion d’ensemble limite pour n’importe quel groupe agissant
(proprement discontinument) sur n’importe quel espace métrique (complet, localement
compact).

Je présenterai dans un premier temps la compactification de Busemann en donnant
comme exemple la compactification d’un produit d’espace métrique muni de la métrique de
Manhattan, puis dans un second temps la compactification par les rayons géodésiques, pour
lequel je montrerai qu’elle coincide avec la précédente dans le cas des variétés d’Hadamard.

1.2.1 Compactification de Busemann

Je me suis inspiré de la présentation se trouvant dans [Bal85, §3] et des notes manus-
crites que M. Burger m’a transmises pour écrire cette partie. Soit X un espace métrique
complet localement compact. Pour tout = € X notons d, la fonction y — d(z,y). On consi-
dére C'(X) I’ensemble des fonctions continues sur X muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts et C*(X) := C(X)/{constantes} le quotient par les fonctions
constantes.

filx — of(X)

Proposition 1.2.1.
P — [da]

est un plongement, d’image relativement

compacte.

1. Ici pas d’« Abracadabra » , Gromov s’en charge...
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Démonstration. Montrons 'injectivité. Soit x et y tel que f(x) = f(y), il existe donc ¢ € R
tel que d(z,-) = d(y,-) + c. Ainsi, d(x,y) = cet 0 =d(y,z) + ¢, donc c =0 et z = y.

La continuité de f est une conséquence de 'inégalité triangulaire. Soit x,, € X une
suite de points qui converge vers z. Pour tout y € X on a |d(zp,y) — d(z,y)| < d(zp,x).
La fonction x — d, est donc continue et, par définition de la topologie quotient, f est
aussi continue.

Prouvons maintenant la continuité de I'inverse. Soit [d,, ] une suite d’éléments de f(X)
qui converge vers [d,] et montrons que x,, — x. Par définition il existe ¢, € R tel que

d(zp, ) — ¢ — d(z, ),
uniformément sur tout compact de X. En appliquant en = on a
d(xn,z) — ¢ — d(z,z) = 0.

Finalement on obtient,
d(xp, ) — d(zp, z) — d(x, ),

uniformément sur tout compact de X. Supposons que x,, sorte de tout compact et appli-
quons la convergence des fonctions a la suite de points y,, situés sur un segment géodésique
[z, x,) et & distance 1 de x. Par compacité locale de X, quitte a extraire, on peut supposer
que y, converge vers y € X. On a donc d’une part

d(xnyyn) - d(xmx) = _d(I7yn) = —1,

et d’autre part
d(mﬂn yn) - d(l’n, x) - d(.’E, y)a

ce qui est absurde. Ainsi, x,, reste dans un compact et quitte a prendre une sous-suite on
peut supposer que z, converge, disons vers z’. La convergence des fonctions appliquée a
z' implique que

. / /

limd(zy,x') — d(zp,z) = d(z,z").

Or, limd(zy,x') — d(zp,x) = d(2’,2") — d(2',x) donc d(z,z") = 0 et finalement = = 2.
Par conséquent, 'inverse est continue.

Enfin, montrons que l'image est relativement compacte. Soit g; € C*(X) une suite
d’éléments de I'image de f. Soit o un point de X et notons h; le représentant de g; qui
s’annule en o. Soit K un compact de X, on veut montrer que h; admet une sous suite
convergente sur K. L’inégalité triangulaire, implique d’une part que le sous ensemble
{hi(z) |x € K} est borné. D’autre part que |h;(z) — hi(y)| < d(z,y) ce qui assure 1’équi-
continuité de la famille h;. Ainsi, h; admet une sous-suite convergente sur K d’apres le
théoreme d’Ascoli et donc [g;] admet une sous-suite convergente dans C*(X).

O

Définition 1.2.2. On appelle bord idéal de X et on note X (00), la frontiére de f(X) dans
C*(X). On note X := f(X) U X(c0) appelée compactification de Busemann de X. Une
fonction h de C(X) qui se projette sur X (o0) est appelée une horofonction. Une horoboule
est un sous-ensemble de X définie par h=1(] — 00, 0[) ot h est une horofonction. De méme
une horosphére est un sous-ensemble de X définie par h=*(0).

Par léger abus de langage, un point de f(X) sera confondu avec sa préimage dans X.
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Exemples

— Soit (X,dX) et (Y,d") deux espaces métriques. On munit X x Y de la métrique de
Manhattan, d¥ := dX + d¥. Soit f € C(X) et g € C(Y) on note, f @ g la fonction
définie sur X x Y par

f@®g(z,y) = f(z)+9(y),

pour tout z,y € X x Y. L’application

o CX)xCY) — C(XxY)
(f,9) — f&y

passe au quotient, en une fonction toujours notée @

o CHX)xC*(Y) — C*(X xY)
(Lf1; [a]) — [fed]

En effet, pour deux couples de fonctions (f1, f2) et (g1, g2) qui différent d’une constante,
f1D g1 et fo @ go différent aussi d’une constante. Elles correspondent donc a la méme
classe d’équivalence de fonction dans C*(X x Y).
Proposition 1.2.3. La fonction @ restreinte @ X x Y est un homéomorphisme sur
X xY.

XxY~XxY.

En particulier si on munit H? x H? de la métrique de Manhattan,
H2 x H2 ~ A° x .

Démonstration. Soit (f1, f2) et (g1,g2) telles que [f1 @ g1] = [f2 @ g2]. On a alors,
pourtout z € X etyeY

fi(@) + 91(y) = fo(x) + 92(y) + ¢,

pour une certaine constante ¢ indépendante de = et y. Donc fi(z) — fa(z) = g2(y) —
91(y)+c et finalement les fonctions f1 — f2 et go— g1 sont constantes. D’ou 'injectivité
de .

Soit maintenant A une horofonction de X xY . On choisit un représentant qui s’annule
en des points bases ox € X et oy € Y. Par définition, il existe une suite de points
du produit : (2, y,) telle que

h(z,y) = lim d((2n, yn), (2,9)) — d((#n, yn), (0x, 0v))-

Or d((Z‘n, yn)7 (1’, y))_d((l‘nv yn)7 (0X7 OY)) = d(xny x)_d(xny OX)+d(yn7 y)_d(yn7 OY)'
Ainsi, en notant f une horofonction définie par x,, et g définie par y, on a f&®g = h,
d’ou la surjectivité de 'application. ]

— Cherchons « & la main » la compactification de Busemann de R? muni de la métrique
euclidienne d? := d? + d3, ol d; est la distance usuelle sur R, que I’on notera par la
suite comme la valeur absolue. Remarquons tout d’abord qu’il n’est pas possible de
faire la méme construction que dans ’exemple précédent. L’application naturelle &
considérer pour construire un homéomorphisme entre R2 et R x R serait

CR)x C(R) — C(RxR)

@{ (f.9) = VPrg
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qui ne passe pas au quotient et on ne peut donc pas finir la preuve comme dans
I'exemple précédent. Nous allons montrer que le compactifié de R? pour la métrique
euclidienne n’est pas homéomorphe & R x R. Montrons que R?(c0) ~ S!.

Soit [h] une horofonction de R2. 1l existe une suite (2, yn) de points de R? telle que

(@) ()] = [P() ]

Nous allons montrer que ”Ei”’z";” converge et que cette limite caractérise [h]. Soit h

un représentant de [h]. On a donc
d((l’m Yn), (17 0)) — d((zn,Yn), (0, 0)) — h(17 0) — h(0,0)

Remarquons que h(1,0) — h(0,0) ne dépend pas du choix de h € [h], pour simplifier
on choisit le représentant vérifiant £(0,0) = 0. On a

d((@n,yn), (1,0)) = d((2n, yn), (0,0) = /(2 — 1)2 + 92 — /a2 + 42
= \/x%—l—y%—an—i—l—\/x%—i—y%

2z, 1
- |IX 1- 1
1] W PAERETAE )

Ty +1 1
— 1% (< o)
ST
-z, +1 1

+ o ).
| Xl | Xl

Ou l'on a noté [|(zn, yn)|| = || Xn||- Ceci montre que la limite lim ﬁ existe et vaut
h(1,0). De méme
A 2), (0,1) = (), 0,0) = 16| (2 + ol )
ny In)» 9 nyIn)» ) n ||Xn||2 HXnHz
—Yn + 1 1
- Folrgr)
X 1

Finalement ( )
. Ln; Yn
lim ——————— = (h(1,0), h(0,1)).
(@, )l
Le méme type de calcul montre que h est linéaire, donc entierement déterminée par
(h(1,0), ~(0,1)).
On a montré que 'application

R2(o0) — St
[h] = [lim diy,, )]+ lim gz = (A(1,0), (0, 1)).

ou h est le représentant de [h] s’annulant en (0, 0), était bien définie. Elle est continue
car tout représentant d’une suite d’horofonctions [hy] qui tend vers [h] vérifie :

hie(1,0) = hy(0,0) = h(1,0) — R(0,0).

hi(0,1) — hy,(0,0) — h(0,1) — R(0,0).

L’injectivité est claire d’apres la linéarité de h. La surjectivité s’obtient facilement
en considérant des suites de points (z,,y,) de la forme (cos(0)n,sin(6)n).
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1.2.2 Compactification par rayons géodésiques

La compactification par les rayons géodésiques, a été introduite par P. Eberlein et B.
O’Neill dans [EOT73]. La description de cette compactification est particulierement « jolie »
dans le cas des variétés d’Hadamard pour lesquelles le bord géométriques est une sphere
(dont la dimension est égale a celle de I'espace compactifié -1). Cette compactification,
beaucoup plus géométrique, s’applique aux variétés riemanniennes. On se restreindra ici
aux variétés d’Hadamard, nos exemples de base étant H2, dans la premiére partie de
la thése et H? et le revétement universelle d’'une surface compacte & courbure négative
dans la seconde partie de la these. Nous ne ferons pas toutes les preuves, notamment les
plus techniques pour éviter d’alourdir cette partie. De plus pour ’espace hyperbolique,
un calcul simple montre que deux rayons sont asymptotiques si et seulement si ils ont la
méme extrémité dans le bord topologique ce qui suffit pour avoir une description claire
de cette compactification dans ce cas. La seconde partie de la these traitera de surfaces a
courbure négative quelconque, mais leur bord sera confondu avec I’ensemble limite d’un
groupe. Ainsi, I’étude extensive de la compactification géométrique n’est pas primordiale
et nous ferons seulement les preuves prouvant qu’elle coincide avec la précédente dans le
cas des variétés d’Hadamard.

Définition 1.2.4. On appelle variété d’Hadamard, une variété riemannienne, compléte,
simplement connexe, a courbure majorée par —e < 0. Les variétés d’Hadamard seront
notées X.

Définition 1.2.5. Une géodésique est une fonction ¢ : R — X telle que
d(c(t)7 C(S)) - ’t - 3’7

pour tout t,s € R.
Un rayon géodésique est une fonction ¢ : RT™ — X telle que

d(c(t), c(s)) = |t — s,

pour tout t,s € RT.
Deuz rayons géodésiques ¢ et ca sont dits asymptotiques si il existe K > 0 tel que

d(er(t), c2(t)) < K,

pour tout t € RT.

Les classes d’équivalence de rayons asymptotiques sont appelées points a l'infini et on
note cette ensemble 8X. On note X+ := X LUX. Enfin, pour tout rayon géodésique ¢, on
note c¢(00) € 0X sa classe d’équivalence.

Il existe un unique rayon géodésique reliant un point de ’espace X a un point de YR,
c’est ce que montre cette proposition prouvée dans [EOT73].

Proposition 1.2.6. [EO73, proposition 1.2] Soit x € X et z € YR, z # x, il existe un
unique rayon géodésique tel que

~c0)=zetzecRT) sizeX

—c(0) =z et c(oo) =2 siz € 0X
on note c; . ce rayon géodésique.

Quitte & insister, remarquons que pour H" cette proposition se démontre facilement
par un calcul de géométrie hyperbolique (se ramener a x = (0,...,0,1) et z = (0,...,0,¢)
par une isométrie) .

Soit T} X la sphére unité du plan tangent & X en x.
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Définition 1.2.7. Pour tout couple de vecteurs (v,w) € TLX on définit 'angle entre v et
w, par
=< (v, w) := arccos((v|w)).

Soitx € X et z1,20 € YR, tels que z1 # x, z9 # x. On définit angle entre z; et zo vu de
x par
<z (Zlv'ZQ) == (c.$721 (0)70.%22 (O))

Enfin, pour tout x € X, z € YR, z # x et e > 0, on définit le cone Cy(z,e) comme
l’ensemble

Colz,6) = {y € X'y #, < (2,9) < &},

La topologie conique sur X7 est la topologie engendrée par les ouverts de X et les cones
Cr(z,€).

Finalement, pour la topologie conique, une suite de points ¢; € X tend vers un point
a l'infini, z, si et seulement si pour tout point z € X,

d(x,q;) — o0

et
<z (27%) — 0.

La premiére condition assure que g; sort de tout compact et la deuxiéme que la suite tend
bien vers z précisément.

Expliquons comment le bord a I’infini s’identifie a une sphere euclidienne, plus précisé-
ment & la spheére unité de l'espace tangent 71X en un point x € X. L’identification est
obtenue par I'application qui & v € T} X associe lim; o, exp(tv). On note ¢, la géodésique
t — exp(tv). Cette application est un homéomorphisme car la topologie sur la sphére est
engendrée par les boules de la forme B(v,¢) := {w € T:X| <, (v,w) < e}. Ainsi, une
suite de point z; tend vers un point a l'infini z, si et seulement si la suite de vecteurs v;
de T} X tels que c,,(c0) = 2; tend vers v, tel que c,(00) = z pour la topologie sphérique.

En considérant la boule unité du fibré unitaire tangent, on montre de méme le

Théoréme 1.2.8. [EO73, Theorem 2. 1]. La compactification X7 est homéomorphe a
une boule euclidienne.

Le but de la fin de cette partie est de montrer ce que nous avons annoncé : dans le
cadre des variétés d’Hadamard, les deux compactifications sont homéomorphes. Rappelons
que les horofonctions sont des limites de fonctions distance, dans les variétés d’Hadamard
elles vérifient les propriétés suivantes.

Proposition 1.2.9. Une horofonction h d’une variété d’Hadamard vérifie les propriétés
suvantes :

1. h est conveze

2. [h(z) - hy)| < d(z,y)

3. Pour x € X et r >0 il existe un unique couple x1,x9 € S(x,7) (la sphére de centre
x de rayon r) tels que |h(x1) — h(x2)| = 2r.
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Démonstration. 1. et 2. Sont des conséquences directes des propriétés similaires pour les
fonctions distances. 3. Est une conséquence de la propriété suivante pour les fonctions
distances. Pour x € X et y ¢ B(x,r), il existe y1,y2 € S(x,r) tels que |dy(y1) — dy(y2)| =
2r. Il suffit pour cela de prendre l'intersection de la géodésique ¢, ,, reliant x a y, avec
S(x,r). Soit yy, une suite de points telle que h = lim d,,,. Comme h est une horofonction, v,
sort de tout compact, donc pour n suffisamment grand = ¢ B(y,,r). On applique ensuite
la propriété pour les fonctions distances dy, et on conclut par passage a la limite.
L’unicité se déduit du point 2. Normalisons h de sorte que h(x) = 0, quitte & intervertir
on peut supposer que h(z1) =7 et h(xe) = —r. Supposons qu’il existe 2, tel que h(xh) =
—r alors h(z1) — h(zh) = 2r < d(z1,24) < 2. On a donc d(z1,25) = 2 et xy = 2. O

Soit ¢ un rayon géodésique, d’apres l'inégalité triangulaire t — d(c(t),z) — t est une
fonction décroissante et minorée par —d(c(0), ) et admet donc une limite.

Définition 1.2.10. Soit ¢ un rayon géodésique de X. On appelle fonction de Busemann
les fonctions du type

Be(zx) := lim d(c(t), x) —t,

t—o00

Nous allons montrer que ’ensemble des horofonctions et des fonctions de Busemann
coincident.

Lemme 1.2.11. [Bal85, lemme 3.4] Soit h € C(X). Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1. h est une fonction de Busemann ;
2. h est une horofonction, ie. [h] € X (o0) ;
3. h vérifie les trois conditions de la Proposition 1.2.9;

4. h est une fonction convere Cl tel que || grad h| = 1.

Démonstration. 1 = 2 Par définition [5c] € X, en effet 3] := lim;o0[dc(y)]. Comme c(t)
n’a pas de point d’accumulation dans X, [5.] € X (00). Donc S, est une horofonction.

2 = 3 a été prouvé dans la Proposition 1.2.9

3 = 4. Soit 7 > 0. Pour tout z € X on pose {(z) le vecteur unitaire en x, tel que la
géodésique dirigée par £(x) passe par x1 'unique point de S(r, z) vérifiant h(x1) = h(z)+r,
I’existence et 'unicité d’un tel point est assuré par le point 3. de la Proposition 1.2.9. Par
continuité de h et unicité de zi, le champ & est continu. Soit ¢ : [—¢,e] — B(x,r) une
géodésique, telle que ¢(0) = z. On va montrer que h o ¢ est dérivable et que (ho ) (0) =
(¢(0)[&(x)). Ce qui montrera la propriété 4 par continuité de £. Quitte a ajouter une
constante on peut supposer que h(z) = 0. Ainsi, h(x;) = r et h(x2) = —r. La deuxiéme
propriété de la proposition 1.2.9 implique que

[h(c(s)) — h(z)| < d(c(s), 2:)
équivalente aux deux inégalités
h(c(s)) < ha(s) :=d(c(s),z2) — 15

h(c(s)) > hi(s) := —d(c(s),x1) + 7.

Comme h(c(0)) = h1(0) = h2(0) la formule de variation premiere implique que h}(0) =

h5(0) = (£(2)]¢(0)) et donc que (h o c)'(0) = (¢(0)|¢(z))-
4 = 1. Soit ¢ € X et ¢; : R = X une courbe intégrale du champ grad h, telle que
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¢z(0) = z. Comme h est unitaire et ¢ est une courbe intégrale on a h o c,(t) = h(x) +t et
donc pour tout réel tq,ts tel que t3 > t1 on a

to —t1 > d(cx(t2), ca(t1)) > [hoce(ta) —hocy(tr)] =t — t1.

Par conséquent, d(cy(t2),cz(t1)) = ta — t1 donc ¢ est une géodésique.

Soit z,y € X et montrons que ¢, (—00) = ¢,(—00). Remarquons que c,(—00) ne dépend
pas du point = sur ¢, on peut donc choisir x (respectivement y ) sur ¢, (respectivement
¢y ) tel que h(z) = 0 (respectivement h(y) = 0). On a donc h o cy(—t) = hocy(—t) = —t.
Comme h est convexe, les sous niveaux h~1(] — oo, t]) sont convexes. De plus comme c, et
¢y sont des courbes intégrales pour grad h, les vecteurs ¢;(—t), ¢,(—t) sont orthogonaux
a h=1(] — o0,t]). Les angles <., (s (cy(—t),¢c2(0)) et <., (—t) (ce(—t),¢,(0)) sont donc
supérieurs a /2. Finalement, d’aprés la formule de variation premiere, ([Bal85, §1,C]), on
a

d(cz(0),¢y(0)) = d(ca(=t), ¢y (—1)).

Les deux rayons géodésiques sont donc a distances bornées et déterminent le méme point
dans 0X. La fonction de Busemann h., a pour gradient grad hc, (y) = ¢,(0). Ainsi,
grad h., = grad h donc h et h., différent d’une constante t;. On vient donc de prou-
ver que h est la fonction de Busemann associée a la géodésique t — ¢, (t — to). O

La preuve montre aussi que /3. ne dépend pas de choix de ¢ dans sa classe [¢]. Pour
tout £ € X et pour tout ¢ € £, on note S := f..

Proposition 1.2.12. L’application ¥ de X" dans X

) ] sizeX
() = { 8] sizedX

est un homéomorphisme. 0X est homéomorphe a X (c0).

Démonstration. La fin de la preuve du Lemme 1.2.11 montre que si h. et ho sont deux
fonctions de Busemann, alors [h.] = [he] si et seulement si —é(zg) = grad he(xzg) =
grad hy (z9) = —¢(x0) pour un point quelconque xg € X, ce qui est équivalent & ¢(co) =
' (00). Donc ¥ est injective.

L’implication 2 = 1 du Lemme 1.2.11 montre que 'application est surjective.

Il reste a montrer la continuité de f et de son inverse, ie x; — = <= V(z;) — V(z).
Si z; et x sont dans X on a déja vu que

i = <= [dy,] = [da].

Soit z; € X et ¢(oc0) € 90X, on va montrer que x; — ¢(c0) si et seulement si [dy,]| — [he].
Soit z € X et ¢, la géodésique de = a c¢(c0) on a prouvé que grad dz, = —¢;(0) ol ¢; est
la géodésique de x a z;. D’apres la définition de la convergence conique,

x; — c(00) = cp(00) <= d(x,x;) — 00 et ¢(0) — ¢,(0).

D’apres la preuve du lemme 1.2.11, ¢;(0) — ¢,(0) <= grad d;, — —¢5(0). Donc

x; — c(00) <= [dg,] = [he]-
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Exemples

— Soit X = R? muni de la métrique euclidienne. Les rayons géodésiques partant de I’ori-

gine sont les droites y = ax et x = 0. Ils sont paramétrés par ¢ — (cos(0)t,sin(0)t),
ou 0 € R/2nZ, deux 6 distincts donne deux rayons géodésiques qui ne sont pas
asymptotiques, ainsi OR? ~ S!.
Présentons en une autre description, qui sera plus adaptée lorsque 1’on décrira
0 (H2 X H2). Le bord de R est en bijection avec {00}, correspondant aux deux
classes, cyoo = [t = t] €t c_oo = [t — —t]. Soit ¢1,c2 € IR, une géodésique de
OR? est donnée par t — (c1(cos(6)t), c2(sin(0)t)). Remarquons que cos(f) et sin(#)
peuvent étre choisis positifs puisque ¢; peut étre un représentant de —oo, on choisit
donc 6 € [0,7/2]. La géodésique t — (c1(cos(0)t), ca(sin(f)t)) est dite réguliére si les
projetés sur chaque facteur tendent vers U'infini, ¢’est-a-dire § €]0, 7/2[. Elle est dite
singuliére sinon. On a donc

OregR? =~ OR x IRx]0,7/2],

et
DsingR? =~ OR x {0} U IR x {r/2}.

Le bord régulier est constitué de quatre segments ouverts :
I := {+o0} x {+00}x]0,7/2];
Iy := {400} x {—00}x]0,7/2];
I3 := {—00} x {+00}x]0,7/2; [
Iy :={—o00} x {—00}x]0,7/2].

Le bord singulier est constitué de quatre points, qui « recollent » le bord régulier.

Ay =400 x {0}
Ay =400 x {m/2};
As = —o00x {0}
Ay = —o00 X {m}.

Ou par exemple I7 et Iy sont recollés par Ay

— Soit X = H? muni de la métrique hyperbolique. Dans le modéle du demi-plan de
Poincaré, les géodésiques sont les demi-droites euclidiennes orthogonales a la droite
réelle et les demi-cercles euclidiens dont le diametre est un segment de la droite
réelle. Il est classique que deux rayons sont asymptotes si et seulement si ils ont la
méme extrémités dans R U {oo}. On a donc OH? ~ R U {oo} ~ S!.

— Soit X = H? x H? muni de la métrique riemannienne produit. Comme dans le cas de
R?, un rayon géodésique de H? x H? est paramétré par t — (c1(cos(6)t), ca(sin(0)t))
ou 8 € R/27Z et ¢; sont des géodésiques (unitaires) de chacun des facteurs, de nou-
veau on peut choisir  €]0,7/2[. On distingue deux sous-ensembles de 9 (H? x H?).
L’ensemble régulier, 0,4 (]HI2 X ]HIQ), tel que 6 # 0,7/2. L’ensemble singulier
Dsing (H? x H?) tel que § =0 ou 7/2. On a

Oreg (H2 x H?) ~ OHZ x OH2x]0, +00]
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ou l'isomorphisme envoie le rayon géodésique c(t) = (c1(cos(0)t), ca(sin(f)t)) sur
(c1(00), c2(00), tan ) . De méme

Oying (H2 x H2) ~ OH? x {0} U OH? x {+oc}.

Dans ce cas, le projeté du rayon géodésique est constant sur I'un des facteurs.
Comme dans le cas de R?, le bord singulier « recolle » le bord régulier. Le bord
Ore f(H?xH?) est homéomorphe a un tore plein privé de son &me. On recolle OH? x {0}
au niveau de 'ame. Il est ensuite classique que S? privé d’un cercle est homéomorphe
a un tore plein. On obtient bien finalement que 9(H? x H?) ~ S3.

Enfin, calculons la fonction de Busemann en un point (§1,&2,A) € 0 (H2 X Hz). Soit
un représentant c(t) = (c1(At), ca(v1 — A%t)) ou [¢;] sont des rayons géodésiques
représentants de &;. Soit (z,y) € H? x H?,

diz w2 (c(t), (z,y)) —t = \/d[HI?(Cl()‘t)v )% + dg2 (c2(V1 = A1), y)? —
dig2(c1( M), 2)? + dz2 (c2 (V1 — N2t),y)? — ¢ ‘
Veliz (1 (M), )2 + dyg (ea (VT = N2t), )2 + ¢

On écrit cette derniere équation comme la somme de deux fonctions, dont les limites
sont les fonctions de Busemann sur H? :

(di2(e1 (M), )% — A2t2)
wﬂz (c1(At), )2 + dyga (ea (/I — A2t), ) +

(dze (c2(VT=N2), >2—<1—A2>t2)
\/ng (c1(A), )2 + dya (ca(V1 — N2t), )2 +

depz w2 (c(t), (2, ) — + ()

(1.8)
En remarquant que dy2(c1(At),z) ~ At, on a :
lim (duz(c1(At), x) + At) _\
e \/d (c1(A), )2 4 dygz (ca(V1 — N2t),y)2 + t
Par définition de la fonction de Busemann on a :
tlg(r)lo diz(c1(At), ) — Mt = B, (x).
Ainsi |
lim (duz(c1(At), x) — At) (dz(c1(At), x) + At) — ABe, (). (1.9)

e \/dH2(01(/\t)> 2)? + dg2 (ca(V1 = N2t),y)? + ¢
De méme, on a
o (eI - 122
120 s (1 (M), )2 + dgga (ea (VT — N2t), )2 + ¢
En passant a la limite dans ’équation 1.8 on obtient

B(€17§27>\) ("E’ y) = )‘ﬁ& (1:) + mﬁ{z (y)

= V1 X, (y).  (110)
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Remarque Ces exemples montrent que la compactification de Busemann n’est pas un
invariant de quasi-isométrie. En effet, la distance riemannienne dg et la distance de Man-
hattan dj; sont quasi-isométriques : %dM < dgr < dy, alors que leurs compactifications
de Busemann respectives sont différentes.

Fonction de Busemann pour la métrique de Manhattan

Enfin considérons X7 x X9 muni de la métrique de Manhattan pondérée par deux réels
positifs, dys := a1d; + asds. Ce produit n’étant pas riemannien, la notion de fonction de
Busemann tel que définie en 1.2.10 n’est pas adaptée (il y a beaucoup trop de géodésiques
entre deux points ). A l'instar du calcul fait pour le produit riemannien, on généralise la
définition de la maniere suivante.

Définition 1.2.13. Soit £ = (£1,&2) € Xi(00) x X2(00). On appelle fonction de Busemann
pour la métrique de Manhattan dy; = a1dy+asds, la fonction définie pour tout x € X1 X Xo
par

Be1 2 (x) = a1, (11) + a2Be, (v2),

ou les fonctions B¢, (x;) = limy, ¢, d(x;,p) — d(0i,p) sont les fonctions de Busemann sur
X, normalisées par Be,(0;) = 0.

Ces fonctions sont bien des horofonctions de H? x H? qui représentent le point £. Elles
vérifient les propriétés de 1.2.9, (ce sont des sommes de fonctions vérifiant 1.2.9) a part
I'unicité du 3 car il n’existe pas une unique géodésique pour la métrique de Manhattan
joignant le centre au bord d’une sphere.

1.2.3 Propriété métrique du bord d’un espace hyperbolique

Cette partie est consacrée a I’étude métrique du bord a l'infini. M. Gromov a proposé
une construction d’une métrique sur tout espace d—hyperbolique. Nous ne travaillerons pas
dans la généralité de ces espaces, le fait est qu'une variété d’Hadamard est hyperbolique
au sens de Gromov. Ainsi, nous confinerons notre présentation a ce cadre. Une référence
classique pour I’étude du bord d’un espace hyperbolique est le livre d’E. Ghys et P. De la
Harpe, [GdIH90].

Définition 1.2.14. Soit (X, d) un espace d’Hadamard et o € X un point base. On appelle
produit de Gromov de (z,y) € X? le réel défini par

(aly)o = 3 (d(.0) +d(y,0) — d(z.y).

Définition 1.2.15. Soit x; une suite de points de X. On dit que x; tend vers linfini si
lim; j oo (@i, )0 = 00. Cette définition ne dépend pas du points o choisi. Deux suites de
points x; et y; sont dites équivalentes si lim; j_o0 (i, Yj)o = 00

Cette compactification concorde avec celle donnée par les rayons géodésiques.

Proposition 1.2.16. [GdIH90, Ch7. Prop 4] L’ensemble des classes d’équivalence des
suites tendant vers linfini est en bijection avec le bord 0X.

Un point du bord £ € 90X est donc représenté soit par un rayon géodésique,c, soit par
une suite de points z;. On dit que ¢(t) — £ ou x; — . Soit £ € X on note

Vi(§) == {n € 9X[(&,m)o = 7}
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ol (&,7m)o := sup liminf; ;(x;,y;)0, et ol le supremum est pris sur I'ensemble des suites x;
et y; telles que z; — £, y; — 1. Le bord 0X est muni de la topologie engendrée par les
V. (€). Pour cette topologie 0X est compact.

Définition-Théoréme 1.2.17. [GdIH90] Soit X une variété d’Hadamard. La fonction

D 0X x 90X — RT
(&m) — e (&mo si&#m, 0 sinon

est une distance, dite de Gromov, qui induit la topologie conique.
Donnons tout de suite I’exemple élémentaire suivant :

Proposition 1.2.18. [BS07, lemma 2.4.4] Dans le modéle du disque hyperbolique,

exp(~(1.6),) = sin(?)

ot 0 est langle entre &1 et & vu comme des points de S'.

Démonstration. Soient ~y; : [0,00[— H? les rayons géodésiques entre o et & et h(t) =

d(71(t),72(t))- On a
e~ (Ené2)o — iy (eh(t)e—2t> 1/2.

t—o00

La formule du cosinus entre o, 7 (t) et y2(t) donne
cosh(h(t)) = cosh?(t) — sh%(t) cos(h).
Comme 1 — cos(#) = 2sin?(#/2) on a
")~ € sin?(0/2).
Ceci conclut la preuve. O

Corollaire 1.2.19. Pour H? les ensembles V,.(&) coincident avec {n € S'| <, (&,n) <
2arcsin exp(—r)}. La distance de Gromov définit la topologie usuelle sur S'.

Prolongement des quasi-isométries au bord Une quasi-isométrie entre deux espaces
est une fonction qui respecte les distances « a grande échelle » :

Définition 1.2.20. Soit (X1,d;) et (Xo,d2) deux espaces d’Hadamard. Une fonction F :
X1 — X9 est une quasi-isométrie si il existe C7 > 1 et Cy > 0 tel que pour tout x,y € X7 :

—di(z,y) — C2 < do(F (), F(y)) < Crda(z,y) + Co.

Une des propriétés clés des quasi-isométries est qu’elles s’étendent en des fonctions
continues entre les bords, par le lemme de Morse

Proposition 1.2.21. [GdIH90, Ch.5, Th.6] L’image d’une géodésique de X1 par une
quasi-isométrie est a distance bornée d’une unique géodésique de Xs.

Ceci permet d’étendre au bord de I'espace hyperbolique une quasi-isométrie. En effet,
soient F' une quasi-isométrie et ¢; un rayon géodésique représentant & € 0.X;. D’apres la
proposition, F(c1) est & distance bornée d’une unique géodésique : co. Si ¢} est un autre
représentant de £, ¢; et ¢} sont & distance bornée et comme F' est une quasi-isométrie F(c})
est & distance bornée de F'(c1) et donc de ca. Ainsi, [c2] ne dépend pas du représentant de
¢ et on définit F' au bord par F(§) = [ca].
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Exemple Munissons S de deux métriques a courbure négative : S7 et So. Soit f un
diffeomorphisme entre elles, par compacité, la norme de la différentielle est bornée sur S,
donc tout relevé F : S7 — Sy est une quasi-isométrie.

Théoréme 1.2.22. [Hyp90, Ch.7,Prop.14] [BS11, Theorem 6.5] L’application F obtenue
en relevant un difféomorphisme entre deux surfaces compactes a courbure négative difféo-
morphes, s’étend en une application continue entre les bords des revétements universels,
toujours notée F'. Cette fonction F' est Holder et vérifie la propriété dite de quasi-symétrie
suivante : il existe C > 0 tel que pour tout & € OH? pour tout r > 0 il existe 1’ tel que

1
C

Si S1 et So sont hyperboliques, les exposants Hélder peuvent étre pris égauz a dil* : il
existe C et Ay > 0 tel que pour tout &,n € OH? on a

B(F(§), z) C F(B(& 1)) € B(F(£),Cr) (L.11)

Zd(E )™ < d(F(E), Fn) < Clg, ),

ot A_ = infp ﬁmg et Ay = suprp 583

Démonstration. Le fait que F' soit Holder est prouvé dans [Hyp90, Ch.5,Prop.15]. D’apres
cette proposition, si F' vérifie d(F(z), F(y)) < Ad(z,y) + C, on peut choisir I'exposant
Holder de F~1 égal & X. Si S; et Sy sont hyperboliques, W. Thurston a prouvé dans
[Thu98] que la meilleure constante pour un homéomorphisme bi-Lipschitz entre S; et
Sy est donnée par dil™ = sup,co %. Par densité des fonctions C! dans les fonctions
Lipschitz, il existe un difféomorphisme, g : S1 — S dont la norme de la différentielle
est majorée par dil™ 4+¢ pour tout € > 0. Ainsi, il existe K > 0 tel qu'un relevé de ce

difféomorphisme G vérifie
da(G(2),G(y)) < (il +e)da(2,y) + K.

L’exposant Holder de G—! peut donc étre pris égal a dil™. En faisant le méme raisonnement
avec f~! on prouve que 'exposant Holder de G peut étre pris égal & % = dil”. Comme
su

F et GG sont a distance bornée, elles définissent la méme application au bord, ainsi on peut
choisir les exposants Hoélder de la fagon annoncée.

La propriété de quasi-symétrie est prouvée en plus grande généralité dans [BS11, Theo-
rem 6.5]. O

Finissons cette sous partie en introduisant la notion d’ombre qui permet de passer de
la géométrie de 'intérieur de X a la géométrie de son bord.

Définition 1.2.23. Soit X un espace d’Hadamard . Soient x et y deux points de X, et
R > 0 un réel positif. On appelle 'ombre de B(y, R) vu de x le sous-ensemble de 0X
définie par

O(z,y,R) :={[c] € 90X |c(0) =z et cN B(y,R) # 0}.

Soit p; les représentations de I' dans Isom(S;), notons 7; := p;(7), et choisissons F'
une quasi-isométrie, (pi, p2)équivariante, telle que F'(0) = o. Comme F' est une quasi-
isométrie, une géodésique a distance inférieure a R de 10 est envoyée sur une géodésique
a distance bornée (dont la borne ne dépend que R et des constantes de quasi-isométrie.)
de y20. Autrement dit, il existe K > 0 et Ry tel que pour tout R > Ry et tout v € ' on a

R
O(o,y20, ?) C F(O(o,7v0,R) C O(0,720, KR). (1.12)
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Les ombres sont comparables a des boules pour la distance de Gromov sur le bord. Ceci
est prouvé pour des groupes hyperboliques dans [Call3, Lemma 2.5.7] et dans la preuve
de [Call3, Lemma 2.5.10].

Proposition 1.2.24. [Call3, Lemma 2.5.7] 1l existe des constantes C > 1, R > 0 telles
que pour tout & € 0X et tout v > 0 on ait

B(¢, &) C 00,2, F) € B(E,Cr)

otz € X est tel que e~ 0x(@0) =
De méme, il existe C > 1, R > 0 tel que pour tout & € X, r > 0 il existe x,y € X
vérifiant O(o,z, R) C B(&,r) C O(o,y, R) et tel que %r < e~ o) of g=dloy) < O,

La deuxiéme propriété implique que |d(o,z) — d(o,y)| < 2log(C), comme de plus il
existe une géodésique [o, ) qui rencontre la boule B(x, R) et B(y, R) on a donc d(z,y) <
21og(C). Ainsi, on peut reformuler cette propriété par, il existe C' > 1, R > 0 tel que pour
tout £ € X et r > 0, il existe x € X tel que O(o,z, R) C B({,r) C O(o,, R+ 2log(C))
et %r < e~dox) < O,

1.2.4 Ensemble limite

Dans cette partie nous allons nous intéresser a l'action d’un sous groupe d’isométries
sur une variété simplement connexe. Notre cadre est le suivant, soit X un espace mé-
trique complet, localement compact, simplement connexe et I' sera considéré avec une
représentation géométrique dans Isom(X).

Définition 1.2.25. L’ensemble limite Ap de T’ est l’adhérence dans X de lorbite d’un
point.

Remarque Pour les espaces a courbure négative ou nulle, lorsque deux orbites sont
a distance bornée, elles représentent le méme point & l'infini. Ainsi, d’aprés 'inégalité
triangulaire, I’ensemble limite ne dépend pas du point base. Ceci n’est a priori pas vrai
en toute généralité, mais comme notre étude se porte sur 'action diagonale sur H? x H?,
on verra que ’ensemble limite ne dépend pas du point base choisi.

Proposition 1.2.26. 1) Une suite de points (zp,y,) € (H? x H2,dys) tend vers (£1,&2) €
H? x H?(00) si et seulement si limxz, = & et limy, = & (dans OH?).
2) Une suite de points (zn,yn) € (H? x H?, dRg) tend vers (£1,&2,\) € Opeg(H? x H?) si
d(yn,0)

et seulement si limz,, = &, limy, = & et lim qono) = A €]0, 00|

Démonstration. Le point 1) est une conséquence immédiate des homéomorphismes H? x
H?(00) ~ H?(c0) x H?(00) ~ OH? x OH?.

Prouvons le point 2). Soit ¢, 'inique géodésique de H? x H? reliant (0,0) & (2, yn)
et ¢ celle reliant (0,0) a (&1, &2, A). Par définition, ces géodésiques s’écrivent

cn(t) = (cp(cos(Bn)t), cp(sin(0,)1))

et
c(t) = (c!(cos(8)t), A (sin(6)t)).
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On choisit 0 comme origines des géodésiques (unitaires) sur chaque facteur, ¢, (0) = (0, 0).
Soit t, tel que cn(tn) = (Tn,Yn), on a cl(cos(fn)tn) = xpn et c2(sin(f,)tn)) = yn. On a
donc d(o, z,,) = cos(0,)t, et de méme d(o, y,) = sin(6,)t,. D’ou

tan(6,) =

Par ailleurs, le choix de I'identification 9.4(H? x H?) avec 0H? x OH? x RT implique
que tan(f) = A.
Supposons que (Zn,Yn) — (£1,&2, A). Ceci signifie que < (é,(0), ¢(0)) — 0 ou encore

cos(0) cos(0) (e4(0)[¢1(0)) + sin(6) sin(6) (¢2(0)[¢*(0)) — 1. (1.13)

1

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que 6, ¢5(0) et ¢2(0) convergent,

disons vers 0., ¢L.(0) et ¢2 (0), respectivement.

L’équation (1.13) donne
c08(6s0) cos(6) <¢;O(0)]c'1(0)> + sin(fs0) sin(6) <c'<2>o(0)‘c'2(0)> =1

Supposons par 'absurde que (¢ (0)|¢!(0)) # 1 (ou (¢2,(0)[¢%(0))). Comme tous les
vecteurs sont unitaires, par Cauchy-Schwarz on a (¢1(0)|¢!(0)) < 1. Donc

co8(6s0) cos(6) <c'3,0(0)’é1(0)> + sin(fs) sin(6) <¢§O(0)]8(0)> < cos(0 — 00)
< 1.

Ainsi, (¢1(0)|¢1(0)) = (¢2,(0)[¢*(0)) = 1 donc ¢}, — ¢! et ¢ — ¢? soit encore x,, — & et
Yn — 52‘
Enfin cos(f — 0~ ) = 1 si et seulement si § = O si et seulement si tan 6,, — tan(6) soit
encore 2w _y \
d(xn,0)
La réciproque résulte de I’équation 1.13.
O

Comme corollaire de cette proposition, nous allons regarder la limite de I'orbite d’un
point par les itérés d’un couple de transformations hyperboliques. Avant d’en donner
I’énoncé, posons quelques définitions.

Définition 1.2.27. On appelle pente d’un point (z1,x2) € H2 x H? | le réel A\(x1,22) =

3%223 On appelle pente d'un point limite régulier (c1(00),ca(00),tan@) le réel A =

tan(f).

Rappelons la définition du déplacement d’un élément de PSLo(R) :

Définition 1.2.28. Soit h € PSLa(R), on appelle déplacement de h le réel,

L(h) := inf d(hx,x).
() = inf, d(ha, )
Pour un élément hyperbolique cet infinimum est strictement positif et réalisé le long d’une
unique géodésique de H? appelé 'axe de h. Les deux extrémités de cette géodésique sont

les points fizes attractifs et répulsifs de h. On les note respectivement h™ et h™. Ainsi, par
définition lim,_,oo h¥"0 = h*.
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Comme S est compacte, une représentation géométrique de I' ne contient que des
éléments hyperboliques.

Définition 1.2.29. Soit p1, ps deux représentations géométriques de I'. La pente d’un
élément v € I est le réel

£(72)
£(y)

Corollaire 1.2.30. Soit v € I'. Pour la distance de Manhattan, on a

A(y) =

7"(0,0) = (7i,74) € H? x H?(00).
Pour la métrique riemannienne, on a
7"(0,0) = (775 A(7)) € O(H? x H?).

Démonstration. La premiere partie résulte de la définition des points fixes attractifs, on
a pi(y")o — ~;". Pour la convergence dans O(H? x H?), il suffit d’apres le point 2. de la
proposition 1.2.26 de montrer que A(y'0,v50) — A(y). Soit p; un point de 'axe de 7;. On
a d(v{'pi, pi) = nd(7i'pi pi) = nl(7) et |d(v]'pi, pi) — d(7i"0, 0)| < 2d(0,p;). Donc

o U(y2) +2d(0, o) /n
— < Ayfe150) < ((y1) — 2d(o, p1)/n’

A(11o,730) = A(7).
O

Dans ce corollaire, la convergence (dans O(H? x H?)) est radiale, c’est-a-dire que I'orbite
de 7" (0, 0) est & distance bornée d’une géodésique représentant (v;", 75, A(7)). Remarquons
que ce n’est pas une condition nécessaire, par exemple dans R?, en jouant sur la pente,
une suite de points peut converger sans étre a distance bornée d’une géodésique. Quand
bien méme cette suite de point n’est pas I'orbite d’un sous groupe d’isométrie de R?, nous
présentons cet exemple pour illustrer ce qu’il peut se passer dans le cas de H? xH?. On verra
en effet que le sous-ensemble des points récurrents (a distance bornée d’une géodésique)
de pente donnée a une dimension de Hausdorff plus petite que ’ensemble limite.

Rappelons que le bord & infini 9,.,R? ~]0, 1], out I'identification se fait par I'intermé-
diaire de la pente du rayon géodésique représentant un pont & l'infini. Soit § # 0,1, %
un point du bord, et r(t) := (6t,v/1 — 62t) un rayon géodésique le représentant. On va
exhiber une suite de points qui tend vers 6 et qui n’est pas a distance bornée de r. Soit
0, =0+ 1/log(n) et X,, := (6pn, /1 —602n). On note ry,(t) := (f,t, /1 — 62t) le rayon

géodésique de R? reliant (0,0) a X,,.
< (7(0),7(0)) = arccos (<(9, VI— )0, /1 eg)>)

= arccos <99n +V1-06%/1— 0%) .

arccos <09n +V1—-6%/1-62 — 1> .

Ainsi, X,, converge vers 6 dans la topologie conique.

Comme 6,, — 0,
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En revanche, montrons que X,, n’est pas a distance bornée de r.

\/d(et, 0,n)? +d(vV1—60%t,\/1 — 62n)?

> \}5 (d(at, 0,m)% + d(V/1 — 62t, @W)

1 2 2
> ﬁ(et—enm + 1—92t—,/1_9gn|>.

Supposons par 'absurde qu’il existe une suite ¢, € R telle que d(r(t,), X;,) reste bornée,
alors |0t,, — 0,n| et |[v/1 —602t, — /1 — 02n|? sont bornés indépendamment de n. Donc

d(r(t), Xn)

1-02 .
%n — \/\/1_7? n est borné. Or

0, VI—02

7 m| - ‘elo;w Ta- e;; log(n) ' (log1<n>)"

0. 1-0

2 1-62

3N

, . . L1 0 . —
n est borné si et seulement si i = 0, ce qui est

Par conséquent,

impossible car 6 # %

L’ensemble limite d’un groupe graphé dans X; x Xy

Soient p; deux représentations géométriques dans Isom(X;). Notons I'; := p;(T") et
S; := X;/T'; les surfaces a courbures négatives associées. Le groupe I agit sur X; x Xy par
laction diagonale, c’est-a-dire, (o1, 02) := (p1(7)o1, p2(7)02).

Soient f :S1 — S5 un difféomorphisme, F': X7 — Xo un relevé, on a vu précédemment
que

Proposition 1.2.31. L’application F' se prolonge au bord de X1 en un homéomorphisme
(p1, p2) équivariant, toujours noté F : 0X; — 0Xa.

Théoréme 1.2.32. Pour la métrique de Manhattan, l’ensemble limite de T est AM(T') =
graph(ﬂgl). Il est minimal : c’est le plus petit fermé T invariant de OH? x OH?.

Démonstration. Comme les actions de I'; sur chaque facteur sont discrétes, les points
d’accumulation de lorbite sont dans 0X; x 0Xs. Soit 7, tel que v,.(0,0) — (£1,&2) €
AM(T), alors V1m0 = &1 et y2,0 = &, par équivariance de F' on a F(y1,0) = 72,00 le
passage a la limite implique F(&;) = &, et donc AM(T) C graph(Fjpx, )

Réciproquement, soit (£, F'(§)) € graph(Flox,). Il existe une suite v, € I telle que
V1m0 — & Quitte a extraire une sous-suite, 72,0 converge vers {» et par équivariance

§2 = F(§). Ainsi, graph(Flax,) C AM(T). O

L’ensemble limite pour la métrique riemannienne a été étudié par G. Link dans [Lin08],
ou elle prouve le théoreme suivant :

Théoréme 1.2.33. [Lin08, Théoréme B] Pour la métrique riemannienne sur X1 X Xa,
ensemble limite de T' est un sous ensemble de Opeg (X1 x X2), AR(T) = graph(Flox,) x I
ot I est intervalle de Rt défini par I := [infr A(7), supp A(7)].

Sous cette forme il se cache deux résultats. Le premier est la description de I’ensemble
limite comme un produit du graphe de Fjpx, par un sous-ensemble des pentes régulieres
[Lin08, Théoréeme 4.4]. Le second résultat correspond justement & la description de toutes
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les pentes possibles. Autrement dit pour chaque point du graphe il existe une facon d’aller
au bord avec une pente arbitraire tant qu’elle est comprise entre dil~ et dil™. Ceci corres-
pond au fait que I’ensemble des points d’accumulation de {A(p1(y)o, p2(7)o) |~y € T'} est
égal & [dil™, dil"], cf. [Lin08, Théoréme 5. 2].

1.3 Mesures de Patterson-Sullivan sur 9 (H? x H?)

1.3.1 Construction des densités conformes

Cette partie sera consacrée a la construction d’une classe de mesures, définie par S.
J. Patterson puis généralisée par D. Sullivan, qui les ont introduites dans leur étude des
groupes Kleiniens agissant sur H". Cette théorie est tres classique dans ce cas [Pat76,
Sul79, Sul84, Nic89] et dans le cas des espaces Gromov hyperboliques et espaces CAT(-1)
[C0093, Rob03]. Nous détaillerons la preuve de I'existence et ['unicité de ce type de mesure
pour l'action d’un groupe graphé sur le produit de deux espaces d’Hadamard X; x Xo
muni d’une métrique de Manhattan du type ai1d; + asde, qui n’entre pas dans le cadre
des travaux cités précédemment, en suivant les notes manuscrites que nous a fournies M.
Burger. En posant as = 0, on retrouve la construction classique due a S. J.Patterson,
pour l'action de I'1 sur X;. Dans la deuxieéme partie de la thése nous considérerons les
mesures de Patterson-Sullivan sur H? et sur une surface & courbure négative quelconque.
Les propriétés de ces mesures sont essentiellement dues a leur construction comme limite
de somme de mesures de Dirac aux points d'une orbite, pondérées par e~47%:2)  Ainsi,
elles mesurent en quelque sorte le « nombre » de points de ’orbite qui s’accumulent en une
partie du bord. Le théoréme fondamental pour nous est celui du comportement local de ces
mesures ; grossierement, elles se comportent comme des mesures de Hausdorff de dimension
I’exposant critique, résultat précisé dans le lemme de ’'ombre 1.3.6 et le Corollaire 1.3.7.

Enfin & partir des mesures de Patterson-Sullivan, nous obtiendrons une autre mesure,
cette fois sur le fibré unitaire tangent d’une surface, invariante par le flot géodésique, appe-
lée mesure de Bowen-Margulis. Cette mesure a des propriétés dynamiques remarquables,
elle est notamment ergodique pour 'action du flot géodésique et elle nous servira pour
la deuxiéme partie de la these lors de I’étude de I'entropie des surfaces plongées d’un
quasi-fuchsien.

On fixe un point 0 = (01,02) € X1 x X9 une fois pour toute. On fixe aussi deux repré-
sentations géométriques p, p2 de I' dans Isom(X1) et Isom(X2). On suppose que X1 /p1(I")
et Xo/p2(T') sont compactes, on note alors F' une quasi-isométrie équivariante entre X
et Xy. Cette quasi-isométrie s’étend a l’ensemble limite de I'; en un homéomorphisme
équivariant entre Aj et Ay, cf. théoréme 1.2.22. Enfin, on fixe un couple de réels (a1, az),

_ aq,a
sdp 2 (70,0) 3 comme ex-

tel que la série de Poincaré, P(s) = P[p1, p2,a1,a2](s) = > cre
posant critique 1. Rappelons que d};** = a1d; + a2ds. On note M Pensemble des mesures
boréliennes sur X; x Xso. Le groupe I' agit sur M en tirant en arriére les mesures : soit
peM,veTl et EC X; x Xp un borélien, on note vuiu(E) = pu(y LE).

Précisons tout d’abord ce qu’on appelle une densité conforme.

Définition 1.3.1. On appelle densité (a1, az)-conforme, une fonction p: X1 x Xo — M
qui vérifie pour tout x € X7 X Xg :

supp (ue) C graph(F), (1.14)

qui est invariante par I', c’est-a-dire, pour tout g € T,

9xlbz = Hgzx, (1‘15)
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Et qui vérifie la relation de quasi-conformité, donnant la dérivée de Radon Nikodym entre
W et o : pour tout x € X1 X Xa, pour tout & € 0X1 X 0Xa,

T =R (1.16)

ot BZ“GQ (x) est la fonction de Busemann sur X1 X Xo définie dans 1.2.13.

Remarquons que la normalisation choisie par (a1, as) permet d’avoir un exposant de
conformité égal a 1 dans la relation 1.16, mais ceci ne change rien ni a la construction ni
aux propriétés des densités conformes. En prenant a1 = as = 1, 'exposant de conformité
serait pris égal a 'exposant critique 6(p1, p2) (1.7).

Il existe une construction classique de densité conforme pour un groupe discret d’iso-
métries dii a S. J. Patterson et D. Sullivan. L’objectif de cette partie est de présenter cette
construction dans le cas de la métrique de Manhattan d};* sur X; x Xs, pour l'action
diagonale de T' par (p1, p2). Considérons les mesures suivantes pour tout x € X; x Xo et
§>1:

_ Yere i Ten D,
/’LS,CE L P(S) 9

ou D,, est la mesure de Dirac au point (y101,7202). La fonction p, vérifie les propriétés
suivantes. Pour tout g € I'

Gx s,z = Ms,gxs (117)

ot pour tout borélien E C X1 X Xo, gupts+(E) = ps (g7 E). Pour tout x, 2’ € X1 x Xo
et tout u € I'.o,

Ziﬁs,r(u) s (ua)—d3h "2 (w0)) (1.18)

Par compacité de X; x Xo, chaque mesure p,, admet une sous-suite convergente quand
sp — 1. On note p1; une limite faible de pi,, . A priori, il peut exister différentes valeurs
d’adhérence pu,, on verra dans le théoréeme 1.3.11 que ce n’est pas la cas.

Il n’est pas clair non plus que p, ait pour support graph(F'). Il faut en effet supposer
pour cela que P(s) soit divergente en 1. Le lemme de Patterson permet de se ramener a
une série divergente sans changer 1’exposant critique :

Lemme 1.3.2. [Pat76] Soit Y, cya,® une série de Dirichlet, d’exposant critique 6. I
existe une fonction croissante k : [0, 00[— [0, 00| telle que :

— La série Y k(ap)a,® a pour exposant critique 0 et diverge en §.

— Pour tout € > 0 4l existe yo > 0 tel que pour tout y > yg, x > 1 on a :

k(y + ) < 2k (y). (1.19)
Ainsi, quitte & modifier la sériec en P(s) = Y .cp k(dj; " (7o, 0))e5h1 "% (0,0) et

3 er k(d2E 2 (roa))e > 00,
Hsx = e = on peut supposer que u, a son support dans

P(s)
graph(F').

Proposition 1.3.3. Ainsi choisie, u, est une densité (a1, as)—conforme.
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Démonstration. Soit u une fonction continue sur X7 x X9 dont le support est disjoint de
graph(F). Par discretude de l'action de I' en dehors de A, il existe qu'un nombre fini de
points de l'orbite I'o dans le support de u. Comme P(s) diverge en 1 on a donc

li =0.

lim 25,0 (u)

Ainsi, supp (uz) C graph(F).
L’invariance par I', (1.15), est une conséquence de I'invariance de j,, pour tout s.
Enfin Pabsolue continuité, (1.16), s’obtient par passage a la limite. Soit € > 0, yo

comme dans le lemme 1.3.2. Soit £ € graph(F'), et U C X; x X2 un voisinage de ¢ tel que
pour tout v vérifiant yo € U on a d};**(y0,0) > yo et

B @) — 2 < di™ (r0,2) — 5 (0.0). (120

Soit f une fonction continue de support inclus dans U. Calculons pu,(f) en fonction de

to(f)-
pa(f) = lim ps, r(f)

s—1
Z k(dyy " (vo, :r))e_Sdi}m (Wo’x)f('YO)

s—1 P

Comme k est croissante et en vertu de l'inégalité triangulaire on a k(d};**(yo,z)) <
k(dyy " (yo,0) + dyy** (o, x)). En utilisant la propriété (1.19) on a

k(352 (vo,3)) < #h 0T R(d5 " (70, 0)).

D’ou,

,Ux(f) ll—ﬁq P(S) e&‘d;/%“? (va)k(d(]]‘\},GZ (707 0))6_5d7\/}7a2 (’YO,:L‘)‘
Y

L’équation (1.20), assure que

6_5d3}7a2(70 z) < e—sﬁal “2(x )+ES€—8d;}’a2 (’Yo,o)_

On a enfin

salaQOm al,a —sB1 %2 (g S —5d%1%2 (0,0
nolf) < ;%P Gt DR (v, 0))e eI 00 £ (50)

S eadi} 2 (va)e_ﬂgl 2(m)+€/'1/0(f>

Comme ¢ est arbitraire (si le support de f tend vers £), on conclut en passant a la
limite que

pa(€) < e 7@ ).

En faisant le calcul dans ’autre sens on obtient

1o(€) < %@ 9,

d’ou ’absolue continuité 1.16.
L’absolue continuité et 1’équivariance montre que le support de p, est invariant par I,
la minimalité de I’ensemble limite 1.2.32 assure que supp (u,) = graph(F). O
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1.3.2 Densités (a;,ay)-conformes

De la relation de quasi-conformité 1.16, on peut déduire un grand nombre de propriétés
des densités conformes que 'on va exposer dans cette section. Les preuves des différentes
propositions sont dues a M. Burger dans des notes manuscrites qu’il m’a communiquées
personnellement

Proposition 1.3.4. [Bur]/ Une densité conforme n’a pas d’atome.

Démonstration. L’absolue continuité 1.16, assure que po(§) > 0 si et seulement si
p({€}) > 0, ainsi il suffit de prouver ce résultat pour p,. Supposons par 'absurde qu’il
existe £ € graph(F) tel que p,(§) > 0. Montrons tout d’abord que le stabilisateur de & est
trivial. Soit g € T tel que g¢ = £.Quitte & changer g en g~' on peut supposer que l'orbite
g"™o converge vers £. De plus, la convergence est radiale, c’est-a-dire que la distance entre
grro; et les géodésiques représentants &;, i € {1,2} est uniformément bornée. Ceci implique
notamment qu’il existe C; > 0 tel que pour tout n € N on a |B¢,(g"0) + d(g{ 0, 0i)| < C;
et donc

B2 (g7 0) + iy ** (970, 0)| < a1C1 + azCs. (1.21)

Comme & est fixé par g on a gl'uo({¢}) = po({£}). L’absolue continuité implique d’autre

part que g7 uo({£}) = e Pe Q(gno),uo({ﬁ}). En injectant I'inégalité (1.21) dans ces derniere
égalités on a pour tout n € N

Ho({€}) = Cetai™(9"00) y ({¢}),

ce qui est absurde car d};**(¢g™0,0) tend vers l'infini. Le stabilisateur de € est donc trivial.

On a donc
fo(graph(F)) > Y po({g€}) (1.22)
gel
> S e %0 ey, (1.23)
gel

Or, il existe une suite g, € I telle que g, converge radialement vers ¢ et donc vérifie
I’inégalité 1.21. Donc

a1,a2
po(graph(F)) = Y~ Cefat "m0y ({e}). (1.24)
n
Comme d};**(gn0,0) tend vers l'infini, cette derniére inégalité implique que f, est de
masse infinie ce qui est absurde. O

Dans X; x X3, on notera Op(z,y, R) le produit des ombres :
Om(z,y, R) = O(x1, 41, R) x O(22, 92, R).
Rappelons la définition des ombres sur un espace d’Hadamard X :
O(z,y,R) := {c(+) € 0X | ¢(0) = z et ¢N B(y, R) # 0}.

Soit £ € O(o,y, R), soit ¢ la géodésique vérifiant ¢(0) = z et ¢(4+00) = £, et notons p un
point de B(y, R)Ne¢, de sorte que d(c(t),0) = d(o, p) +d(p, c(t) pour ¢t suffisamment grand.
Par définition la fonction de Busemann en & vérifie : ¢ (y) = limy_o0 d(c(t), y) — d(c(t), 0).
Or par inégalité triangulaire |d(c(t),y) — d(c(t),p)| < R et |d(p,0) — d(y,0)| < R. Ainsi

B¢ (y) + d(y, 0)| < 2R. (1.25)

Pour la métrique de Manhattan, on a
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Proposition 1.3.5. Il existe C > 0 tel que pour tout (£1,&2) € Op(0,y, R),

1B, () + dyp ™ (y, 0)| < C.
Par ailleurs, comme les ombres vérifient la propriété suivante :
v YO0n (0,70, R) = Opr(v Yo, 0, R), (1.26)
on a
#o(Om(v'0,0,R)) = po(7, " (Onr(0. 70, R)))

= anO(OM(Oa O, R))
_ / e e 0mO) gy ). (1.27)
OM(O,’YnO,R)

Le résultat suivant connu sous le nom de lemme de [’ombre est un des lemmes clefs de
la théorie des densité conformes, il précise le comportement local de ce type de mesure.

Lemme 1.3.6 (Lemme de 'ombre). [Bur/ Il existe des constantes C, R > 0 telles que
pour tout vy € I’

%eid;}w (90) < 1y (Oni (0,70, R)) < Ce~hi ™ (00), (1.28)

Démonstration. Comme p, n’a pas d’atome, pour tout £ > 0 tel que p,(graph(F)) > ¢, il
existe R > 0 tel que pour tout v € I’

fio(graph(F)) > p1o(Onr(v~'0,0, R)) > po(graph(F)) —e.

(Remarquons par ailleurs que cette propriété est vraie pour tout R’ > R.) En particulier,
pour € = p,(graph(F'))/2 on a

po(graph(F)) > pio(Onr(v~ 10,0, R)) > po(graph(F))/2. (1.29)

Comme d’apres 1'équation (1.27) on a

poOuy o0 ) = [ a6
Onm(o,y0,R)

Et, d’apres la proposition 1.3.5, on a pour tout & € Ops(0,v0, R)

—Celit 2 (00) < (~BEE(0) < (Cdih ? (00)

Il vient
e %1101 (0,70, R)) < po(Opr(7y 1o, 0, R))e*di}’az(w’o) < e“1o(Onr(0,70, R)).  (1.30)
Le lemme découle de (1.29) et (1.30). O

Rappelons que I'on a muni le bord des variétés d’Hadamard de la distance de Gromov.
On note B(§,r) C 0X; la boule de centre £ de rayon r pour cette distance. Rappelons
que les boules pour la distance de Gromov sont comparables a des ombres, grice a la
proposition 1.2.24.
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Corollaire 1.3.7. Il existe C > 0 tel que pour tout £ € Ay pour tout r >0 on a

ST < pg(B(E 7) X F(B(E, 7)) < Cronr'™,

ou 1’ est défini par (1.11).

Démonstration. Soit R > 0, D > 0 et C > 1 tel que pour tout » > 0 et £ € Ay, il existe

v €T tel que
0(077107 R) C B(é,’f‘) C O(Oafho)R—i_ D)

Ainsi | il existe K > 1 tel que

O(o,y20, %) C F(B(&,r)) C O(o,v20, K(R + D)).

De plus, d’apres le théoréme 1.2.22, il existe C’ > 1 tel que B (F(f, %)) C F(B(&,r)) C
B(F(¢,C"r"), et, en appliquant la proposition 1.2.24, on obtient e~#129:9) = 7/, Finalement,

0.2y c Be,r) x F(B(€, 1)) € O(0.70, K(R + D)).

On (0,7 X

On conclut en appliquant le lemme 1.3.6. ]

On vient de voir que si (a1,a2) appartient a la courbe de Manhattan, alors il existe
une densité (aj, az)-conforme, le lemme de 'ombre permet de montrer la réciproque.

Corollaire 1.3.8. [Bur/ Si il existe x — py une densité (a1, az)—conforme, alors (ai,as)
appartient a la courbe de Manhattan.

Démonstration. Soit R > 0, vérifiant le lemme de 'ombre 1.3.6 et tel que pour tout sous
ensemble fini I C T,
graph(F) C U,¢rOp (0,70, R),

(il suffit pour cela de choisir R plus grand que le diameétre de S et S2.) On a donc

0 < po(graph(F)) < > o(Onr(0,70, R))
v¢1
< Y e 000, (1.31)
v¢l

La somme de droite de l'inégalité (1.31) est un reste de la série de Poincare qui est
minorée uniformément par un réel strictement positif. La série > cpe™ dy*?(70:0) st donc
divergente, autrement dit, ’exposant critique de P[aj, ag](s) est supérieur a 1.

Montrons qu'il est aussi inférieur & 1. On note I'(k) := {y € T'| d};**(y0,0) € [k, k+1[}.
Soit s > 1, 0n a

Play,as](s) = Ze*Sd;}’QQ(vo,O)
vyel’

— Z Z efsda1 “2 (y0,0)

keN~eI'(k)
Z Z e—sk
keN yel (k)

> e~k Card (k). (1.32)
keN

IN

IN



1.3. MESURES DE PATTERSON-SULLIVAN SUR 0 (H? x H?) 49

On va montrer grace au lemme de 'ombre qu’il existe une constante C > 0 telle que
CardT'(k) < Ce* ce qui impliquera que pour tout s > 1, la série Play,as](s) converge.
Pour ce faire, nous allons recouvrir I’ensemble limite par des ombres centrées en yo avec
v € I'(k).

Considérons un point du bord £ se trouvant dans deux ombres distinctes :
€ € Opn(o,v0, R) N Opr(0,7'0, R) avec v,y € T'(k), v # 7/, par définition on a :

{ [04,&) N B(’YIiOi,R) # 0
[0;,&) N B(v;0, R) # 0.

Ainsi, il existe p; € [0;,&;) et p; € [0, &), tels que

d(vioi,pi) < R
d(v;0i,p;) < R.

On a par ailleurs

d(oi,vi0i) + R

dloii0) =R < d(oi,p) <
R <d(o;,p;) < d(0i,7vi0;) + R.

d(0i,7i0i) —
Comme 7 € I'(k), en posant R’ = a1 R + agR, on a

k—1—-R <d}y“(o,p) <k+R
k—1-R <dy*(o,p)<k+R.

Il existe donc R” = 2R’ + 1, tel que
B (0.0) = B! < &5 (0.0) < 5 (0,1) + R,

Comme p et p’ sont sur la méme géodésique [0,€), on a donc dy;*(p,p') < R’. Fi-
nalement, d;**(y0,7'0) < C, ou C est une constante ne dépendant que de R, aj et
as. Par discrétude de laction Card{y € I'|d};*(y0,7'0) < C} < M ou M est in-
dépendant de . Tous les points £ € graph(F) sont donc recouverts par des ombres
{On (0,70, R) }yer) en nombre au plus égal a M, ot M est indépendant de k. On a

done jio(graph F) = j1o(User(ryOni (0,70, R)) = 2 S crge 11o(Oar(0,70, R)). Do

Y~ 1o(Oum(0,70,R)) < Mp,(graph(F)).

veT (k)
(1.33)
D’apres le lemme de 'ombre, 1.3.6, on a alors :
S e hi000 < CMp,(graph(F))
Y€l (k)
Yo e < CMp,(graph(F))
vel(k)
Card(I'(k)) < €*eCM pu,(graph(F)). (1.34)

On conclut que 'exposant critique de Play, ag](s) est inférieur a 1 grace aux deux inégalités
(1.32) et (1.34). O
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Les mesures u, ne sont pas invariantes par le groupe, mais quasi-invariantes 1.16 :

aj,ag (

oy E) = 7 1ol ) = ool B) = [ e 0%aug(s).

Pour ces mesures, on définit la notion d’ergodicité de maniére identique aux mesures
invariantes :

Définition 1.3.9. Soit u une mesure quasi-invariante au sens de 1.16, elle est dite ergo-
dique si pour tout borélien T' invariant A, on a u(A) =0 ou u(A) = 1.

Proposition 1.3.10. [Bur/ Une densité conforme est ergodique.

Démonstration. Soit A C graph(F) un borélien T' invariant tel que p,(A) > 0. Soit & =
(&1,&2) € A un point de densité, c’est a dire vérifiant

po(UNA)
im —————~% =1,
U—=¢ NO(U)
ou U est une suite de voisinages convergeant vers . D’aprés le théoreme de densité de

Lebesgue pour une mesure borélienne, presque tout point de supp (1) est un point de
densité. Soit (y,) € G une suite vérifiant

Jm pi(m)or = &
Jim py(yn)oz = &2

et telle que la convergence soit radiale. Il existe R > 0 tel que la suite O(o;, pi(7n)0i, R)
soit une suite de voisinages convergeant vers &;. Donc, par densité du point £ € A, on a

(o] b nY, A
i M (Or(0,vm0, R) N A)

=1. 1.35
A (On (0,70, ) (1.35)

Par invariance de A, on vérifie comme dans (1.27) que
:uO(OM(r%:lOv 0, R) N A) = MO(rVgl(OM(Q O, R) N A))
= /lL’yno(OM(Oa YnO, R) N A)
e P mO) gy (e, (1.36)

/OM(O,'yno,R)ﬂA
Pour tout £ € Ops(0,vn0, R), on a d’apres (1.21)
dyy** (yno,0) — C < _521@2 (7n0) < dy** (1m0, 0) + C.

Par conséquent, en reprenant 1’'égalité de 1.36,

_ge1a2 . o
/'LO(OM (777107 0, R) N A> = 1 - fO]VI(‘)”Y”OvR)mAC ¢ /85 o )dﬂo(g)
1o(Om (10, 0, R)) fONI(O,'YnO;R) e e (’ynO)dMO(O
> 1-— eCehai™ (109 o, (030,R)1 40 o (€)
- efcedﬂ}y % (7110,0) fOM(O,’YnO,R) d/‘o(f)
> 1- [(fOM(0,"/710,1%)(1/4C d,uo(ﬁ)
fOM (0,7n0,R) dho(§)
> 1_KMO(OM(07’77L07R)HA )

o MO(OM(07 O, R))
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D’apres (1.35), pour tout £ > 0, il existe n suffisamment grand tel que

to(Onrr (0, o, R) N A°)
MO(OM(Oa 7n07 R)) B

E.

Donc

to(Om (77:107 o,R)NA)
1o(Onr (v 0,0, R))

Enfin, comme p, n’a pas d’atome d’apres 1.3.4, il existe n suffisamment grand tel que

>1— Ke. (1.37)

116(On1 (7, 0,0, R) > pio(graph(F)) — e.

On a donc
NO(A) > /-LO(OM (’7_107 o, R) N A)
> (1 - Ke&)uo(On(ry, 0,0,R)  d’apres (1.37)
> (1 — Ke)(po(graph(F)) — ).
Comme ¢ est arbitraire, on a p,(A) = po(graph(F')) d’ou lergodicité de . O

L’ergodicité des densités conformes implique I'unicité de la limite dans la construction
de Patterson. En conclusion, on a

Théoréme 1.3.11. [Bur/ Six — gy est une densité (a1, as)-conforme, alors (a1, az) € Cpr
et x> [y est unique & constante prés. Enfin la série de Poincaré Play,as] diverge en 1.

Démonstration. La série de Poincaré diverge en 1 d’apres 1’équation 1.31.

Il reste a prouver l'unicité. Soient 1 et pa deux densités (aj, as)-conforme et considé-
rons v := % qui est aussi (a1, ag)-conforme donc ergodique. On va montrer que v = p.
Soit £ un ensemble de v-mesure nulle que I'on choisit I' invariant. Alors, par ergodicité,
pi1(E) =0ou 1, et comme 2v(E) = pui1(E) + p2(E) =0, on a u1(E) = 0. Par conséquent,
p1 est absolument continue par rapport a v. Soit f une fonction intégrable telle que

dpy = fdv.

Comme p; et v sont ['-invariantes, f est I'-invariante ce qui implique par ergodicité que f
est constante p1-p.p. Par le choix de la normalisation en mesure de probabilité, on a bien
f = 1. Finalement 2v = p1 4+ po = 2p1 donc g = po. O

1.4 Etirement géodésique

Nous présentons dans cette partie la notion d’étirement géodésique entre deux mé-
triques hyperboliques. On en verra une autre présentation en termes de courant géo-
désique dans le chapitre 3.1. Au chapitre 5, on verra une légére modification de cette
notion, ou ’on considérera 1’étirement géodésique entre une surface plongée d’une variété
quasi-Fuchsienne et la variété ambiante. Sans le vocabulaire des courants géodésiques, le
théoréme 1.4.13 explique en quoi les deux notions coincident. Ce théoreme semble connu,
[Bur93], mais nous n’en connaissons pas de preuve dans la littérature.

Soit 7 := (S, g1) et So := (S, g2) deux surfaces hyperboliques. Soit v € T'S] et ¢, (t)
le segment géodésique sur S de longueur ¢ dirigé par v.
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Définition 1.4.1. La longueur du segment géodésique pour go homotope a c,(t), a extré-
mités fixées, sera noté a(v,t).

Une autre fagon de voir a(v,t) est la suivante. Soit S le revétement universel de S. On
peut munir S de deux métriques distinctes, les relevées de g1 et de go. On note S;, I’espace
S muni de ces métriques respectives et on note d; les distances associées. Soit ¥ un relevé
de v & S;. Considérons le flot géodésique @1 sur S et 7 la projection T'S sur S. On a alors

da(7(v), 70 drv) = a(v,t).

Remarquons que nous avons choisi une fagon différente de considérer les objets. Nous
fixons un revétement universel qu’on munit de deux métriques différentes. Cela revient
bien siir au méme que d’uniformiser par H? les deux revétements puis de considérer un
difféomorphisme conjuguant les actions, mais ce point de vue est plus commode pour la
notion d’étirement géodésique.

On note ¢; le flot géodésique sur T1S;. G. Knieper donne le résultat suivant, qui est
une conséquence de l'inégalité triangulaire.

Proposition 1.4.2. [Kni95, Lemme 2.1] La fonction a(v,t) est un cocycle sous-additif
c’est-a-dire vérifie

a(v,t1 +t2) < a(v,ty) + a(qbtllv,tg). (1.38)
On déduit de la sous-additivité de a(v,t) et du théoreme ergodique sous-additif le

Corollaire 1.4.3. [Kni95, Corollaire 2.2] Soit y une mesure ¢;-invariante. Alors pour
u-presque tout v la limite suivante existe
. a(v,t)
EGH('U) = tli{go T

Si la mesure est de plus ergodique alors EG,, est constante presque partout.

Définition 1.4.4. On appelle EG,, 'étirement géodésique entre Sy et S vis-d-vis de la
mesure fi.

G. Knieper montre aussi, cf. la remarque suivant le lemme 3.5 de [Kni95], qu’il existe
C > 0 tel que a(v,t) — C soit sur-additif et en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.4.5. [Kni95, Lemme 3.5] Soit u une mesure ¢}-invariante et ergodique.
Alors il existe une constante L > 0 telle que pour p-presque tout v, il eriste une suite
t, € R tendant vers l'infini telle que

lim |a(v,t,) — EG, t,| < L.

Exemple Fixons une densité (a1, ag)-conforme (u;),cm2xm2 et considérons v l'image
direct de p, sur Aj 'ensemble limite de p; (T') sur H?. La mesure v vérifie la méme relation
d’équivariance que p, (1.16) :

d’}/ll/(f) o e*ﬂgl’%('yo)'

dv(§)
Rappelons que ﬁgha? (70) = a1B¢, (7101) + a2fe, (7202) et que l'on a ’égalité suivante,
2(&n)o = —Pe(v0) = By(70) + 2(§|n)r0- (1.39)

11 est facile d’associer & v une mesure sur le fibré unitaire tangent de S; invariante par
I.
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Définition 1.4.6. On définit la mesure de Bowen-Margulis (associée d p) sur T'S; ~

A x A X R : ( ) ( )
w“ a dv(&)dv(n)dt
1,42 | __
dmpi; = e—2a1(&In)1e—2a2(8)In)2

D’apres la relation d’équivariance de v et la relation (1.39) cette mesure passe au
quotient sur TSy et il est évident qu’elle est invariante par le flot géodésique. Ainsi,
m%y;;” descend sur T 18| en une mesure invariante par le flot géodésique

Comme g est ergodique, v l'est a fortiori. Etant une mesure produit, 'argument de

Hopf implique la

Proposition 1.4.7. Pour tout (a1,az) € Cpr N R?H la mesure de Bowen-Margulis sur
TS, myi’, est ergodique (vis-d-vis de laction du flot géodésique).

L N .10 . .y
En particulier si on considere la mesure de Bowen-Margulis m3,, associée une densité

(1,0)-conforme, autrement dit obtenue par la mesure de Patterson-Sullivan sur un facteur,

on retrouve la définition usuelle. En vertu de la structure produit de m}g’?w, G. Knieper

déduit le théoreme suivant

Proposition 1.4.8. [Kni95, Corollaire 3.6] Soit 0 € S et v la mesure de Patterson-
Sullivan sur Ay, centrée en o. Il existe une constante L > 0 tel que pour v—presque tout
& € Ay il existe une suite t, € R tendant vers linfini telle que pour tout n € N

|da (0,7 0 ¢y (vg)) — EG, er02 t| < L,
BM
ol vg € TS est le vecteur unitaire basé en o qui dirige la géodésique pointant vers £, i.e.
ve = ¢p.¢(0).
Cette derniere propriété permet d’obtenir

Théoréme 1.4.9. Soit (a1,a2) € Cp N Ra_. Pour v—presque tout &, il existe une suite
Yn € ' et des constantes K(&) >0, C(&) > 0 telles que

. dl('YnOa [0,5)1) <C
(Ra) - { b0, [0 6)2) < C

et
(m2) : |d2(7n07 0) - EGmfglj(;z dy (’yno, 0)] < K.

Démonstration. 11 suffit de prendre des éléments de lorbite a distance bornée de
mo ¢t1n (ve). Pour tout ¢ vérifiant la proposition 1.4.8, on choisit une suite v, tel que

d1 (Yno, Wogin (ve)) est bornée, ce qui est possible car I'action de I'y sur S1 est cocompacte.
Soit C' > 0 tel que

di ("m0, o @7 (ve)) < C. (1.40)

Ceci prouve la premiére partie de (!R;). La seconde s’en déduit car, les deux distances sont
quasi-isométriques.
Montrons maintenant (fRz). L’inégalité triangulaire et I’équation (1.40) montrent que

di(700,0) = di (0,7 0 B (ve))| < C.
Soit encore,

|d1(gno,0) —tn)| < C. (1.41)
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Comme ds est quasi-isométrique a dy, il existe C” tel que
’dg('yno, 0) —ds(o, o &%n (vf))’ <.
Or, par le choix de v¢ et d’apres la proposition 1.4.8, il existe L > 0 tel que
‘d2(07 o é%n (’Ug)) - EGmal’a2 tn‘ < L.
BM
Ces deux dernieres inégalités donnent
‘dQ ('77107 0) - EGm‘g]’;? tn‘ <L+C. (142)

On conclut griace aux équations (1.41) et (1.42). O

Comme nous 'avons dit au début de cette partie, il a été plus commode de considérer
un revétement universel muni de deux métriques différentes. Si I’on veut revenir au cadre
du reste de ce chapitre, le théoreme précédent se formule ainsi. Rappelons que ’on note
F un difféomorphisme conjuguant les actions de p; et py sur H? U OH?2.

Théoréme 1.4.10. Soit (a1,a2) € Cpr N Ri. Pour v—presque tout &, il existe une suite
Yn € T et des constantes K(&) >0, C(§) > 0 telles que

{ d(pl(f}/n)()? [07 6)) < C
<

d(ﬂ?(')’n)ov OvF(g))) C

et
|d(p2(m)0,0) = EGa1.02 di(p2(m)o, 0)| < K

Corollaire 1.4.11. [l existe K > 0 et un ensemble A C A1, de v-mesure positive tel que
pour tout £ € A, il existe v, € I tel que

(%) : d(p1(m)o1,[01,€)) < K
v d(p2(yn)o2, [02, F(§))) < K

et
(R2) : |di(p1(yn)o1,01) — EG da(pa(m)o2,00)| < K.

Démonstration. 11 suffit pour cela de considérer
A, = {5 e M\ | (9%1) et (9‘{2)} .

D’apres le théoréme précédent v(U,A,) = 1. Par conséquent, il existe K € N tel que
I/(A K) > 0.
O

Enfin nous voulons relier I’étirement géodésique au rapport des longueurs des géodé-
siques sur Sp et So.

Soit ¢ une géodésique fermée sur S muni d’une métrique hyperbolique et v un vecteur
directeur de c¢. On associe une mesure de probabilité invariante par le flot géodésique de
la facon suivante, pour tout borélien E de TS,

£(c)
oE) = g(l) [ oo
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Définition 1.4.12. On dit qu’une suite de géodésique c, s’équidistribue vis-d-vis d’une
mesure v si ¢, tend faiblement vers v.

Théoréme 1.4.13. Soit ju une mesure invariante, ergodique sur T'Sy. Il existe une suite
Cn qui s’équidistribue vis-a-vis de p et telle que

lim la(en)
n—00 61 (Cn)

—EG,.

Démonstration. Rappelons quelques théoremes. On note A la distance sur le fibré unitaire
tangent T15.

1. D’apres le lemme de fermeture d’Anosov, [Ano67] (ou [Kat82, 1.3] pour la version
anglaise) pour tout ¢ > 0 il existe §; > 0 tel que pour tout v € T1S; et T > 0
vérifiant

A(Ua QS%U) S 517

il existe un vecteur w, directeur d’une géodésique fermée de période I(w) € [T —
e, T + €] et tel que

Apiv, piw) < e

pour tout s € [0, 7.
2. D’apres le lemme de récurrence de Poincaré pour tout é > 0 et pour u presque tout
v € T'S; il existe T}, une suite de réels qui tend vers 400 tel que

A(v, ¢}, v) < 4.

3. D’apres le théoréme ergodique de Birkhoff [Bir31] (ou [W*39, Theorem II'] pour
la forme donnée ici) pour toute fonction f € C°(T'S;) et pour tout £ > 0, pour
p-presque tout v € T1Sy, il existe T, > 0 tel que pour tout ¢ > T,

<e.

3 et [ sdutw

4. D’apreés la compacité de T1S7, pour toute fonction f € CO(T'S1) pour tout e > 0 il
existe do > 0 tel que pour tout v, w € T1S; vérifiantA(v, w) < 6 on a

[f(v) = f(w)] <e.

Fixons ¢ > 0 et f € CO(T1S;) et prenons § = min(dy,d2). Pour p-presque tout v les
propriétés (2) et (3) sont réalisées. Il existe donc T;, une suite de réels qui tend vers I'infini
tel que A(v, qﬁlTnv) < 4. Ainsi, par la propriété (1) il existe w,, un vecteur directeur d’une
géodésique fermée de période l(wy,) € [T), — €, Ty, + €] et tel que

A(plv, ptwy) <,

pour tout s € [0,7},]. Donc d’aprés la propriété (4), pour tout s € [0,7T}], |f(dlv) —
f(tw,)| < e. Donc

<e.

1 Th 1 Tn
T /0 Flotv)dt - - /0 F(Shwn)dt

Comme T, tend vers l'infini, il existe n tel que T}, > Te ce qui donne en utilisant la
propriété (3) :
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< 2e.

1 (Tn
7 | f@twar— [ )

Notons ¢, la géodésique fermée dirigée par wy,. Par (1), on a |[¢1(c,) — Ty| < €, ainsi

b
fl (Cn)

D’ou en conclusion

< JIfII

Zl(cn) 1 1 Th 1
| s [ ptwaa < o

< (Ce

()= [, St

Par un procédé diagonal on obtient une suite de géodésique fermée s’équidistribuant vers

. D’apres le corollaire 1.4.3 on peut choisir dans la construction précédente un v tel que

lim 2) — BG - Montrons maintenant que la suite des ¢, ainsi définie, vérifie lim ﬁfggng =

;
EG,.

On note ¢, le relevé de la géodésique ¢, a Sy et &, celle des relevés de ¢,. Soit w, un
vecteur directeur de ¢,, tel que A(v,w,) < e. Par définition

a(wy, l1(cn)) > la(cy).

Notons d,, la géodésique pour g reliant m(w,) & m( lil(c")(wn)), par définition, la longueur
de d,, pour la métrique g est exactement a(wy,¢1(c,)). De plus la géodésique pour go
reliant w,, & w;", appelons la e,, est & distance bornée uniformément, par une constante C
dépendant que de g et go. Soit x;, un point & distance inférieur & C' de 7(w,,) appartenant
a en. Soit v, € I' le représentant de &,. Par définition do(xy,, ynzn) = f2(cy), car z, est
sur ’axe de I’élément hyperbolique correspondant pour gs. On a donc

a(wn, €1 (cp)) = da(m(wn), 7 (wn))) < do(@n, Yazn) + 2C = la(cy) + 2C.
On a donc
lo(cn) < a(wn, b1(cn) _ la(en) +2C
gl(cn) o gl(cn) 51((:”)
Li(cn)

Montrons maintenant que W tend vers EG,. En effet A(¢; " (v), il (C")(wn)) <

g, en particulier, on a : dy (wgi)lf (c”)(v), Wqﬁ?(c”)(wn)) < e. Comme dy est quasi-isométrique

a dq, il existe C1,Cy > 0 tel que

<

oy (v), w67 ) (wn)) < £C1 + Co
En appliquant 'inégalité triangulaire on obtient :
da(m(uwn), w61 (wn) — da(m(v), w(1 ) (0)] < 2(eCr + o).
Soit |a(wn, £1(cyn)) — a(v, l1(cy))| < 2(eCy + C3) donc

a(wy, l1(cp)) B a(v,41(cy)) < 2(eC1 4 Cy)
él(cn) El(cn) - El(cn) )

Comme /1 (cy,) tend vers +o0, on a

lim a(wn, £1(cn)) — lim a(v, l1(cn))
n—00 El(cn) n—00 el(cn)

— EG,.

Ce qui acheve la preuve.
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On note dil™ := inf ¢ gf 8 et dil™ := sup, ¢ 28

Corollaire 1.4.14. Pour toute mesure ergodique invariante par le flot géodésique, EG,, €
[dil ™, dil™].
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Chapitre 2

Courbe de Manhattan

Ce chapitre fait I’étude de ’exposant critique sur le produit d’espaces hyperboliques,
munis de la (des) métrique(s) de Manhattan dy; = a1d; + asdz. On étudiera les propriétés
de la courbe de Manhattan définie de la maniere suivante :

Définition 2.0.15. La courbe de Manhattan (pour les représentations (p1, p2)) est le sous-
ensemble de R?, Cyr(p1, p2) défini par :

Cy =1 (a1,a2) € R2\ Z e—s(a1d(710,0)+a2d(720,0)) 1 omme exposant critique 1
~yel'

Dans ce chapitre, on définit, puis établit plusieurs relations, entre I’exposant critique,
I’exposant critique directionnel et le coefficient de corrélation. L’exposant critique direc-
tionnel et le coefficient de corrélation que I’on définit en 2.1.21, sont des quantités mesurant
la, croissance asymptotique du nombre de géodésiques ¢ € C dont la longueur (de Man-
hattan : ¢1(c) + ¢2(c)) est inférieure & R et ou 'on a, qui plus est, imposé le rapport des
longueurs des représentants géodésiques sur Sy et Sz (on fixe le quotient ¢3(c)/¢1(c)). Ce
sont des invariants associés aux métriques hyperboliques et on montre que la courbe de
Manhattan est un invariant plus fin, car on peut calculer I'exposant critique, (proposi-
tion 2.1.6), les exposants critiques directionnels et les coefficients de corrélation (corollaire
2.2.25) a partir de la donnée de Cjs. Comme on I’a dit en introduction, il serait intéressant
de répondre a ces deux questions :

— En dehors de la diagonale, Cj; est-elle un invariant complet ?

— Si on fixe, une surface, la fonction So — Ch(S1, 52) est-elle injective sur 'espace

de Teichmiiller ?
Une réponse treés partielle a la deuxieme question a été donnée dans le chapitre 1 : si
CM(Sl,SQ) = CM(Sl, Sl) alors SQ = 51.

Les deux premieres sections sont dévolues a deux définitions de la courbe de Manhattan.
La premiere, que 'on a déja définie au début de ce préambule, est « classique » au sens
ou elle provient de la série de Poincaré des métriques de Manhattan. La seconde provient
de la série de Poincaré « géodésique » . L’équivalence des deux définitions nous permettra
de démontrer la continuité de ’exposant critique sur le produit Teich(S) x Teich(S). On
prouvera a la fin de la deuxiéme section que la courbe de Manhattan est comprise entre

deux droites, de pente ﬁf, ot dilt = sup,c¢ % et dil” = inf.c¢ gfgg Cette propriété

géométrique nous permettra de paramétrer Cps par | dil~, dil*[, et donc d’associer un point
privilégié de la courbe de Manhattan a chaque direction que I'on a choisie pour définir
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I’exposant critique directionnel. L’encadrement entre deux droites sera précisé a la fin de
ce chapitre, ou 'on montrera que Cj; admet une droite asymptotique en 4oo.

On définira, dans la section suivante, les exposants critiques directionnels et on ob-
tiendra dans un premier temps une inégalité entre ces exposants et une quantité liée a
Chur, lemme 2.1.23. Cette inégalité se précise en égalité, pour certains parametres, qui sont
justement ceux obtenus par la paramétrisation de Cy; par |dil~, dil™ [, corollaires 2.1.31,
2.1.33. Le cas d’égalité est plus délicat a obtenir, nous en proposons deux démonstrations.
La premiere est basée sur ’étirement géodésique et la seconde sur le formalisme thermo-
dynamique. La premiére a 'avantage de n’utiliser essentiellement qu'un outil géométrique
simple : le lemme de 'ombre. En contre-partie, cette preuve ne s’applique que pour cer-
tains exposants directionnels, a savoir ceux que ’on peut interpréter en terme d’étirement
géodésique, cf. section 1.4. La seconde démonstration a ’avantage de s’appliquer a tous
les exposants critiques directionnels, mais utilise des outils plus sophistiqués, tels que la
pression, les mesures d’équilibres et un théoreme de S.J. Lalley, théoreme 2.2.21.

L’un des intéréts de ces égalités est d’obtenir la preuve de 'existence et 'unicité d’un
exposant critique directionnel égal & I’exposant critique entre S7 et Sz, et de connaitre la
pente (cf. définition 2.1.21) correspondant & cet exposant directionnel, corollaire 2.1.36. On
prouvera dans un premier temps l’existence, et I'unicité sera prouvée grace aux formules
obtenues entre I’exposant critique directionnel et la courbe de Manhattan. Ce résultat sera
utilisé dans la preuve du théoreme principal.

Il est certainement possible d’obtenir le corollaire 2.1.36 d’une maniere plus directe que
celle que ’on propose, mais les résultats sur I’exposant critique directionnel et le coefficient
de corrélation permettent par ailleurs de répondre a une question posée par R. Schwarz et
R. Sharp dans [SS93| concernant le comportement asymptotique de ces quantités lorsque
les surfaces Sy et S varient dans ’espace de Teichmiiller de S.

2.1 Exposants critiques
Rappelons la proposition suivante :

Proposition 2.1.1. Si deuz séries de Poincaré vérifient P(s) < Q(s) alors op < dq.

2.1.1 Courbe de Manhattan

Le cadre pour tout ce chapitre, sauf mention explicite contraire, est le suivant :

On consideére une surface topologique S compacte de genre g > 2, de groupe
fondamental I'. On note p; deux représentations géométriques de I' dans PSLy(R),
I'; les images p;(I') et v; := p;(7) les images des éléments de v € I'. On associe
aux représentations p; les surfaces hyperboliques S; := H?/T};.

Définition 2.1.2. On appelle série de Poincaré, (pour la métrique de Manhattan et pour
les représentations (p1,p2)) la série :

Putlpr, p2, a1, as](s) = 3 e *(rdmoorreadinoc)),
vyel

Lorsque les deux représentations ou les deux coefficients (aj,ag) seront fixés, on les
omettra dans les parameétres. De méme, pour l'exposant critique on notera 9, 6(ay,az),
0(p1, p2, a1, az) selon les parametres fixés.
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Rappelons la

Définition 2.1.3. La courbe de Manhattan (pour les représentations (p1,p2)) est le sous-
ensemble de R?, Cpr(p1, p2), défini par :

Cr(p1,p2) = {(al,ag) € R?|Pas[p1, p2, a1, az)(s) a comme exposant critique 1}.

Remarque La courbe de Manhattan est le graphe d’une fonction, pour tout a; € R
il existe un unique ag tel que Pysay, az](s) a pour exposant critique 1. Ceci se voit sim-
plement en considérant, a a; fixé, 'ensemble des ay pour lesquels la série Pyslaq, ag](1)
converge, qui, d’apres la proposition 2.1.1, est un intervalle qui contient +oo. Par défini-
tion, la borne inférieure de cet intervalle est 'unique nombre, ag, tel que Pys[as, az](s) a
pour exposant critique 1.

Ce graphe divise R? en deux parties, celle contenant (0,0) sera dite en dessous de
Cr(p1, p2) Pautre au dessus de Car(p1, p2). De nouveau, d’apres la proposition 2.1.1, si
Pexposant critique de Ppslp1, p2, a1, az](s) est inférieur (respectivement strictement infé-
rieur) a 1, (a1, az) se trouve au dessus (respectivement strictement au dessus) de Cas(p1, p2).

Définition 2.1.4. On appelle exposant critique de (p1, p2), l'ezposant critique de la série
Paslpr,pa. 1 1](s) = 5 ep e @01001400209) _0n le mote 5(pu, p2).

Nous allons établir dans un premier temps quelques faits simples sur la courbe de
Manhattan et sur 'exposant critique.

Proposition 2.1.5. La courbe de Manhattan est convexe.

Démonstration. Soit (ai,az), (b1,b2) € Cypr et t € [0,1]. La distance de Manhattan est
notée dy;*(v0,0) = a1d(y10,0) + azd(v20,0). Par convexité de la fonction exponentielle,

on a
s b1,b s b1,b
efs(td(]z\/} “2 (7070))+(17t)d1\,]j 2(7070)) < tefsdl]l\} 2 (7070) + (1 — t)efsd]\} 2(’7070).

En sommant sur I', on obtient I'inégalité au niveau des séries de Poincaré :
PM[t(al, ag) + (1 - t)(bl, bg)}(s) < tPM[al, ag](s) + (1 — t)PM[bl, bg](s).

Par définition, les exposants critiques de Pps(ai,a2) et Py(by,be) sont égaux a 1. En
utilisant la proposition 2.1.1 on voit que 'exposant critique de Pys[t(a1,a2)+(1—1t)(b1,b2)]
est inférieur a 1. Ainsi t(a1,a2) + (1 — t)(b1,b2) est au dessus de Cps ce qui implique la
convexité de Cyy. O

Proposition 2.1.6. L’exposant critique 0(p1,p2) est égal a l'abscisse (ou 'ordonnée) de
Uintersection de Cyy et de la droite d’équation y = x.

Démonstration. Le point en question a pour coordonnées (aq,ay) et vérifie Pys[aq, a1](s) =
> yer e—sa1(d(10,0)+d(1200) — Py 11 1](ays). Comme (ay,a1) € Chy, Pexposant critique de
Pyrlai,aq](s) est égal a 1, donc celui de Py[1, 1] vaut a;. O

Corollaire 2.1.7. L’ezposant critique 6(p1, p2) est inférieur a 1/2.

Démonstration. Comme S est une surface compacte, la courbe de Manhattan contient
(1,0) et (0,1) d’apres la section 1.1.1. Par convexité la droite d’équation y = 1 — z est
au dessus de C)y entre 0 et 1. L’intersection entre y = 1 — z et y = z est (1/2,1/2). La
proposition 2.1.6 permet de conclure. ]
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En outre, C. Bishop et T. Steger ont prouvé dans [BS91] le résultat de rigidité suivant :

Théoréme 2.1.8. [BS91, Théoréme 2] L’exposant critique est égal a 1/2 si et seulement
st Sl = Sg

Le résultat principal de la premiere partie de ce travail donne 'isolation dans le théo-
reme précédent.
Terminons ce paragraphe par deux observations. Soit (a1, az) € R? et notons

Nyr(ai,az, R) := Card{y € I'la1d(v10,0) 4+ a2d(~20,0) < R}.
Le corollaire 1.1.4 implique la
Proposition 2.1.9. Le point (a1, a2) appartient a la courbe de Manhattan si et seulement

S
lOg NM(ala az, R)

lim sup =1
R—o0 R
C . 5 oy . z A1 IOgNJV[(Ll,R)
orollaire 2.1.10. L’exposant critique de (p1,p2) est égal a imsupp_,,, ——5=.

2.1.2 Exposant critique géodésique

Comme on 'a expliqué dans le chapitre 1, a tout élément v € PSLo(R) on associe, par
les représentations p;, ses déplacements dans H?2, définis par I(p;(y)) := inf g2 d(pi(v)p, p).Les
géodésiques sur S; = H?/p;(T") sont les projetés des géodésiques de H2. Ainsi, pour tout
élément v € T' | axe de p;(7y) se projette sur une géodésique fermée de S; de longueur
?;(7). Réciproquement, le relevé d’une géodésique fermée ¢ C S; sur H? est une union de
géodésiques, qui sont les axes de la classe de conjugaison de v € I', ou v est un repré-
sentant de ¢ dans le groupe fondamental. La longueur de la géodésique sur S; est égal au
déplacement de 7, ¢(p;(7y)), pour v un représentant de c. On note C ’ensemble des classes
d’homotopie libre des courbes fermées sur S. Sur une surface hyperbolique, pour chaque
classe ¢ € C, il existe un unique représentant géodésique. On note ¢;(c) la longueur de
cette géodésique sur S;. En conclusion, il y a une bijection naturelle entre C et les classes
de conjugaison de I', qui envoie ¢;(c) sur £(p;(vy)) pour tout représentant v € I" de c.

Définition 2.1.11. On appelle série de Poincaré géodésique, la série

Pi[81, 83,1, a5)(s) 1= 3 e (0rta(0)oata(e),
ceC

On appelle courbe de Manhattan géodésique, le sous-ensemble de R? défini par
C%,(S1,82) := {(a1,a2) € R*| P{,[S1, S2, a1, as)(s)a pour exposant critique 1}.

On appelle exposant critique géodésique associé a (S1,52), lexposant critique de la
série PY;[S1,52,1,1](s). On le note §(S1,S2).

Le théoreme suivant est une généralisation d’un résultat de G. Knieper. Sa preuve est
trés semblable a la preuve du résultat original et on reporte sa démonstration en annexe.

Théoréme 2.1.12. Les deuz courbes de Manhattan sont identiques : si S; = H2/p;(T)
alors

C%,(51,52) = Cr(p1, p2).
En particulier §(S1,S2) = 6(p1, p2).
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Ce théoréme nous permet de ne plus faire la distinction entre les deux séries de Poincaré
et les deux courbes de Manhattan. On privilégiera la notation §(Si,S2), en y pensant
comme une facon de mesurer la déformation de Se par rapport a 5.

Soit N3,;(R) := Card{c € C|¢i(c) + ¢2(c) < R}. De la méme maniére qu’au corollaire
2.1.10, on peut montrer

Corollaire 2.1.13. On a l’égalité suivante :
log NY (R
0(S1,S2) = limsup LM().
R—oc0 R

L’espace de Teichmiiller est muni d’une distance - dite de Thurston - dont la définition
permet de comparer la géométrie entre deux surfaces.

Définition-Théoréme 2.1.14. [Thu98]/ On munit S de deuz structures hyperboliques
S1 et So. La fonction suivante

dr(S1,52) == ;Slcl’p log max (2&;7 ﬁ?ég) ’

est une distance qui induit la topologie usuelle sur Teich(S). On lappelle distance de
Thurston entre S; et Ss.

Remarquons que dr(S1, S2) = % logmax(dil™, =), ot dil™ := sup,¢¢ ?8 et dil™ :=

7 dil
. la(c
inf.ce Zlgc;

L’un des intéréts de considérer la série de Poincaré géodésique est de pouvoir comparer
la distance de Thurston entre S; et So et l'exposant critique §(S1,S2). C’est I'objectif
principal de la premiere partie de cette these. L’interprétation géométrique de ’exposant
critique et la distance de Thurston permettent une preuve simple du théoreme suivant :

Théoréme 2.1.15. L’exposant critique est continu sur Teich(S) x Teich(S).

Démonstration. Soit S et S deux surfaces hyperboliques fixées. Comme la distance de
Thurston induit la topologie usuelle, nous allons considérer des suites de surfaces S, et S},
telles que dp(Sh, Seo) — 0, et dp(S),, S,) — 0. Par définition de la distance de Thurston,
pour tout € > 0, il existe n suffisamment grand tel que pour tout ¢ € C on a

ln(c)
1—¢ foo(c)
et p
1-e< n(¢) <l+e.

too(c)

Ce qui implique pour la distance de Manhattan que
(1 =) (fos(c) + £oo(€)) < ln(e) +£,(c) < (1 +¢) (boo(c) + oo (c)) -
Donc
26_5(1 &) (loo () +4e (0)) > Ze—s (ln(e)+£,(0)) > Ze—s(1+s)(€oo( ) +oo ()
ceC ceC ceC
Ainsi, les exposants critiques vérifient

0(S00,SL)
1—¢

(800, S5)
14+¢

On conclut en faisant tendre € vers 0. O

> §(Sn, S;,) >
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Nous allons montrer un résultat simple sur 'existence d’asymptote & la courbe de
Manhattan en +oo.

Proposition 2.1.16. — Cy est comprise entre les droites d’équation y = ﬁx et
Yy = d_i—lix + di%, sur la partie x > 1.
— Oy est comprise entre les droites d’équation x = ——=x et y = —=x + -, sur la

dil dil™ dil=’

partie < 0.
Démonstration. Montrons la propriété sur [1,4+00], la seconde se prouve de la méme ma-
niere. Soit (a1, a2) € Cpr. Comme (1,0) € Cyy, si a; > 1, on a ag < 0. Par définition de

dil*, pour tout ¢ € C, 2’8 < dil* donc agla(c) > ag dilt 41 (c). Ainsi,

a1ty (C) + ageg(c) > (a1 + ao dﬂ+)£1 (C)

Donc
Play, as)(s) < Y ems((ertozdina),
ceC

Comme (a1, a2) appartient & Cjyy Pexposant critique de Plaj,as] est 1. Comme S est

compacte, ’exposant critique de la série de droite est m. On obtient donc

1
~ a1 +agdil™’

ce qui implique d’une part que aj +as dil™ > 0 et d’autre part a; +as dil™ < 1. Soit encore

-1 < < -1 n 1
—a1 < a —a1 + —
dirt ot T T T it T ant
d’ou la conclusion de la proposition. O

Remarquons que cette proposition ne concerne pas les points compris dans [0, 1] et en
particulier ne concerne pas l’exposant critique §(S7,S2). Il existe d’ailleurs des surfaces
pour lesquelles 'exposant critique est proche de 1 et telles que dil~ (respectivement dil™)
est proche de 0 (respectivement proche de +00).

Nous utiliserons le théoreme suivant, dii a R. Sharp et R. Schwartz. Nous présenterons
leur preuve dans la section 2.2 :

Théoréme 2.1.17. [S593]. La courbe de Manhattan est analytique. Elle est strictement
convezxe st S1 # S3.

Remarquons que ’on retrouve grace a ce dernier théoreme le résultat de rigidité de C.
Bishop et T. Steger, 2.1.8. En effet, comme (0, 1) et (1,0) appartiennent a C)y, la stricte
convexité de la courbe de Manhattan implique que 6(S1,S2) < 1/2.

Lorsque S = S, la courbe de Manhattan est la droite y = —z 4+ 1. Nous supposerons
a partir de maintenant et pour le reste de la thése que S; # Sa. Notons ¢ la fonction dont
le graphe est la courbe de Manhattan. La stricte convexité de ¢ et la proposition 2.1.16
impliquent le

Théoréme 2.1.18. La fonction
R — ]dil™,dil"]
A -1
T T

est un difféeomorphisme.

A associe la pente d’un vecteur normal a Cj; en x.
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Remarque Par convexité de la fonction ¢, la courbe de Manhattan est au dessus de la
droite d’équation y = ﬁ(aﬁ — 1), ce qui implique facilement que §(S1, S2) > ——

TFA(D)

D’aprés le théoréme 2.1.18, pour tout A €]dil~,dil*[, il existe un unique point de Cps
tel que la pente d’un vecteur normal en ce point soit égale a A. On pose la notation
suivante :

Définition 2.1.19. Pour tout A €]dil™, dil™[ , on note (a1(\), az(N)) le point de la courbe
de Manhattan tel que la pente d’un vecteur normal en ce point soit égale a \. Formellement,

on a (a1(N), as(N) = (A71(A), g(A"L ().

2.1.3 Exposants critiques directionnels

On a vu, dans le chapitre précédent, que I’'on pouvait voir 'exposant critique associé
a (p1, p2) comme la croissance exponentielle du cardinal de

Ty (R) := {g € T|d(v1,0,0) + d(y20,0) < R}

ou de
Cr(R) :={ceClti(c) + l2(c) < R}.

P(our a)ufﬁner 1(’é)tude, on peut de plus imposer la pente des éléments -, c’est-a-dire le rapport
d(y20,0 lo(c
d(v10,0) li(c)”

Définition 2.1.20. Pour tout A €]dil™, dil*[ on pose

d(y20,0
F(p17p2a)‘75) = {7€F| ’dgzjo)_)\‘ SE}

et

C(S1, 5, ) €) == {c cc |2 _ )\‘ < g} |

fl (C)

log Card I'(p1,p2,M,e)NTar (R)
& .

On note 6(p1, p2, A, €) := limsupp_,
Définition 2.1.21. L’exposant critique directionnel de pente A\ est défini par
=1 .
5(p17/027)‘) 51_%5(,01”027)&5)

Comme avant, dés que p1, p2 (ou S1, Sy ) seront fixées, on notera (A, €) et d(A) en lieu
et place de d(p1, p2, A, €) et 0(p1, p2, A).

Remarques
— L’adaptation du théoreme de G. Knieper a ce cas, montre que

5()\) = lim lim sup log CardC()\jg) N CM(R)‘

e=0 R R

— La preuve de la proposition 2.1.9, permet de montrer que (A, &) est égal a
Iexposant critique des séries de Poincaré }  cro ) e~ 8(d(7110,0)+d(720,0)) ot de

Ycec(ne € AT,
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Le but de ce qui suit est de démontrer le lemme 2.1.23, qui donne une inégalité entre
I’exposant critique directionnel et un invariant de la courbe de Manhattan, puis de ca-
ractériser le cas d’égalité au corollaire 2.1.31. Le lemme 2.1.23 découle facilement de la
définition d’exposant critique directionnel et de manipulations algébriques simples. L’éga-
lité dans le corollaire 2.1.31 s’obtient grace au lemme de 'ombre et ne concernera donc pas
tous les A €]dil™, dil*[. Ici, en effet, on obtiendra un résultat seulement pour les points
de la courbe de Manhattan dont les deux coordonnées sont positives, car, la construction
des mesures de Patterson-Sullivan faites au chapitre 1, ne s’applique qu’aux points de
coordonnées positives. Rappelons que I'on souhaite aussi montrer qu’il existe une unique
pente pour laquelle 'exposant critique directionnel est égal a ’exposant critique, corol-
laire 2.1.35, il faudra donc se charger des cas ot I'une des coordonnées de la courbe de
Manhattan est négative. C’est le but du corollaire 2.1.24.

Par définition, pour tout A €]dil~, dil*[ , Pexposant critique directionnel vérifie §()\) <
6 ou J est I'exposant critique entre S7 et Sy, c’est-a-dire ’exposant critique de la série
e €S OTEE) On o

Proposition 2.1.22. II existe au moins un X €]dil™, dil™[ tel que §(\) = 4.

On prouvera au corollaire 2.1.35 que ce A est unique.

Démonstration. On note I =]dil™, dil*[. Remarquons que I'exposant critique directionnel
est nul pour A ¢ I. Supposons par I'absurde que pour tout A € I, §(\) < . Pour tout
A, il existe ) tel que 0(A,e)) < 6. Par compacité de I, il existe un recouvrement I C
Uies |Ai — e, Ai + ey, [ avec Card J < +o0. Ainsi I' = U;e jT(N;, €),). Donc

PL(s) <> > e~ 5(d(710,0)+d(720,0))
ieJ F()\i’s)‘i)

Ce qui implique que 6 < max;ecy d(A;, €y,) < 0, d’ou I'absurdité. O

Finissons cette partie par une inégalité entre I'’exposant critique directionnel et une
quantité liée a la courbe de Manhattan.

Lemme 2.1.23. Pour tout (a1,a2) € Cpr et pour tout A €]dil~, dil*[ on a

SN < LT Aez

- 14X (21)

Comme nous 'avons dit au début de ce chapitre, nous allons prouver ce lemme par
une manipulation algébrique simple. Le résultat caractérisant 1’égalité est moins direct et
sera prouvé dans la suite de ce chapitre.

Démonstration. Soit (a1, as) € Cpr, A €]dil™,dilT[, et ¢ € C(\, ). Supposons a; > 0 et
az > 0, on a alors

<a 1 ta 62(0)/61(6)
14600/t 1+ b(e) /(o)

a1+ (A +¢)a
< ﬁ(fl(c)ﬂ%z(c)).

arli(c) + azla(c) ) (l1(c) + £2(c))
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En sommant, on obtient pour les séries de Poincaré :

ceC ceC(Xe)
s ()G

ceC(\e)

Ze—s(a1€1(c)+a2€2(c)) > Z 6—5(a1€1(0)+a2€2(c))

>

Comme (a1, a2) € Cyr, exposant critique du membre de gauche est égal & 1, ainsi

1 —
1> 5(\e) <+)‘€> ’
a; + (A +¢)az
donc
ai + (A +¢)as
N < ————2 =
O g
Le passage a la limite donne
a1 + Aas
I\ < —=.
() = 1+ A

Sia; > 0 et as <0, on obtiendrait de la méme maniere :

mt(@) +arha(d) < (T o) (B0 + ()

D’ou N
al — &
> 0(Ae).
Tia—e T irage220e)
On conclut en faisant tendre € vers 0. De méme, si a1 < 0 et as > 0. ]

Remarque On reprend les notations du théoréeme 2.1.18 et de la remarque correspon-
dante. Par stricte convexité de Cyy, il y a égalité dans Iinégalité (2.1) pour au plus un

couple (a1, a2). En effet, fixons A\ et considérons la fonction g définie sur R par g(a) :=

aJrl)f)(\a), ou ¢ est la fonction dont le graphe est Cjs. Par définition, A\ est la pente de la

normale au point aq(\), c’est-a-dire A = —1/¢'(a1(\)). La dérivée de g est donc égale

ag'(a) = % et la stricte convexité de ¢ implique que ¢'(a) = 0 équivaut a

a = aj(N), ce qui finalement montre que g(a) > g(ai(A)) pour tout a # a;(\). Ainsi,
s’il y a égalité dans I'inégalité (2.1), cela ne peut se produire qu’au point (aj (M), az(N)).
On montrera que c’est effectivement le cas pour certains A dans le corollaire 2.1.33 et
en toute généralité dans le corollaire 2.2.25. Rappelons qu’on a prouvé dans le corollaire
1.4.14 que I’étirement géodésique entre S7 et Se pour une mesure ergodique appartient a
] dil~, dil*[. La preuve du cas d’égalité dans (2.1) se fera en deux temps. Nous prouverons
tout d’abord qu’elle a lieu pour les pentes A correspondant a 1’étirement géodésique pour
certaines mesures invariantes. Nous prouverons ensuite que toutes les pentes comprises
dans [A(0), A(1)] correspondent a I’étirement géodésique d’une mesure invariante dans la
section suivante.

Le lemme 2.1.23 permet aussi d’obtenir un encadrement de la pente A pour laquelle
Iégalité d(N\) = §(S51,S2) est réalisée. Ceci permet de se charger des points (a;(A), az(X))
de la courbe de Manhattan dont I'une des coordonnées est négative pour lesquelles on ne
peut pas prouver par cette méthode 1’égalité 2.1.33.
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Corollaire 2.1.24. Si A > A(1) ou A < A(0), alors 6(\) < 4.

Démonstration. Montrons le résultat pour A > A(1). Par convexité, la droite d’équation
y — az(X\) = 5L (z — a1(N)) est en dessous de Cjy. Cest-a-dire pour tout (z,y) € Cps on a

T+ Ay > ar(A) + Aaza(N).

En particulier comme (1,0) € Cys, a1(A) + Aaz2(A) < 1 et donc

< 1 < 1 .
S1+x " 1+AD)

5(N)

On conclut avec la remarque suivant le théoreme 2.1.18. O

A linstar du chapitre 1, section 1.4, on note 192 le projeté de la densité de Patterson-
Sullivan (a1, az)-conforme sur A et m%;7? la mesure de Bowen-Margulis sur 7S] associée.

Définition 2.1.25. On note EG(a1,aq) 'étirement géodésique entre Sy et So vis-d-vis de
En particulier, EG(1,0) est I’étirement géodésique « classique » au sens ou m}é?w est
la mesure de Liouville.
On a montré au corollaire 1.4.14 que EG(a1, az) € [dil™, dil*]. M. Burger a montré le

Théoréme 2.1.26. [Bur93] Pour tout a; € [0,1] et (a1,a2) € Cy on a EG(a,a2) =
A(ay).

Nous en donnerons une preuve, légerement différente de celle de M. Burger, dans la
section suivante.

Pour I'instant, nous souhaitons montrer que 1’égalité a lieu dans le lemme 2.1.23, aux
points (aj(A),a2(A)) € Cy pour lesquels la pente A est 1’étirement géodésique entre Sp
et So pour une certaine mesure invariante. Rappelons le résultat suivant, obtenu dans la
section 1.4, corollaire 1.4.11

Corollaire 2.1.27. [I existe K > 0 et un ensemble A C Ay, de v**2-mesure positive tel
que pour tout § € A, il existe une suite v, € I' (7, distincts) telle que

{ d(p1(n)or, [01,€)) < K
d(p2(yn)o2, [02, F(£))) < K

et
|da(p2(vn)02, 02) — EG(a1, az)di(p1(yn)o1,01)| < K.

On fixe dorénavant un tel K > 0 et A C A;y.

Définition 2.1.28. On définit I’ensemble suivant

S(A) :=A{y e I'| [d(p2(7)0,0) = Ad(p1(v)0,0)| < K} .

Ainsi, pour tout £ € A, il existe une suite d’éléments ~,, € S(EG(aq,a2)) dont lorbite
converge radialement vers (&, F'(§), EG(a1, az2)). La convergence radiale assure qu’il existe
K > 0, tel que (&, F(£)) appartient a une infinité d’ombres Oj(0,v,0, K) avec 7, €
S(EG(a1,a2)). Le lemme de 'ombre permet de prouver le résultat suivant
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Proposition 2.1.29. L’exposant critique de la série de Poincaré suivante est égal a 1 :

Y e 000,
veS(EG(a1,a2))

Démonstration. On a de maniére évidente

Z e (re0) < Play, as](s).
’YES(EG(CLLGLQ))

L’exposant critique de la somme sur S(EG(a1,a2)) est donc plus petit que 1, par définition
méme de la courbe de Manhattan. Vérifions que la série diverge en 1. Comme A est inclus
dans une infinité d’ombres, on a, pour tout sous-ensemble fini F' C S(EG(a1,a2)) :

A C Uyes(EG(ar,a2))\FOM (0,70, K).

On a donc
VUaz(A) < Z v (Opr(0,v0, K)) (2:2)
yES(EG(a1,a2))\F
< Z Cefd}t}’” (v0,0) (2.3)

vES(EG(a1,a2))\F

Comme %2 (A) > 0 et que l'inégalité est vérifiée pour tout F' C S(EG(a1,as)), la série
e~ (100) diverge. O
v€S(EG(a1,a2)) D)

Proposition 2.1.30. Pour tout A €]dil™,dil*[, la série

3 e—5dy; (1n0,0)
vES(A)

a un exposant critique inférieur ou égal a 0(N).

Démonstration. Soit € > 0 et v € S(A). On a donc

|d2(p2(n)o1,01) — Adi(p1(n)02,02)| < K
soit encore
da(p2(m)o2,02) ’ K
di(p1(m)o1,01) = di(p1(ym)or,01)

Comme I’action de I'y est discréte sur H2, il existe un ensemble fini F' C S(\) tel que pour
tout v € S(A) \ F on ait :

da(p2(yn)o2,02) )\’ <
d1(p1(yn)o1,01)

Ainsi, pour tout € > 0, il existe F' C S(A) tel que

SO\ F c T(\¢).

1,1
Notons s(\) I'exposant critique de nye SN e—5%r (1n9:0)  D’apres I'inclusion précédente, on

a

s(A) < (N )

pour tout €. On termine la preuve en faisant tendre € vers 0. O
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On obtient finalement le cas d’égalité dans I'inégalité (2.1) pour les pentes correspon-
dant a des étirements géodésiques :

Corollaire 2.1.31. Pour tout (a1,az) € Cy avec aj, a2 >0 on a

a1 + EG(ay,az)as

§(EG(a1,a2)) = 1+ EG(aq,a2)

Démonstration. D’apres le lemme 2.1.23 et la proposition 2.1.30, il suffit de prouver que
s(EG(a1,a2)) > % ou s(A) a été défini dans la preuve précédente.
Soit v € S(EG(a1,a2)), par définition on a, d’'une part :

aird(y10,0) + azd(y20,0) > (a1 + a2 EG(ay, a2))d(v10,0) — as K

et d’autre part d(vy10,0) + EG(a1, az)d(y10,0) > d(y10,0) + d(720,0) — K soit en divisant
par (1 +EG(a,a2)) :

d(y10,0) + d(y20,0) — K

d >
(y10,0) 2 1+ EG(a1, a2)

Ainsi

a1 + EG(al, ag)ag
1+ EG(al, ag)

a1d(v10,0) + azd(y20,0) > (d(v10,0) + d(v20,0)) — K'.

Ce qui implique
ana _ a1+EG(aj,ag)ag 7
Z efsdjv}’ 2 (y0,0) < Z e s( 1+EG(ay,a3) (d(v10,0)+d(y20,0)) K)
~ES(EG(a1,02)) ~ES(EG(a1,02))

L’exposant critique de la série de droite est égal & s(EG(ay, ag))%. L’exposant

de la série de gauche est égal a 1 d’apres la proposition 2.1.29. Par conséquent, on a bien

a1 + EG(CLl, CLQ)CLQ
1+ EG(ai,a2)

s(EG(a1,a2)) >
O

Remarque On ne peut pas directement conclure que pour tout A €]dil™, dil™[, 6(\) =
% car on n’a pas prouvé que toutes les pentes correspondaient a des étirements
géodésiques. D’ailleurs, on ne prouvera 1’égalité précédente que pour A € [A(0), A(1)]. Cest

le but de la partie suivante.

2.1.4 Un théoréeme de M. Burger

L’objectif de cette partie est de donner une preuve du théoreme suivant de M. Burger,
[Bur].

Théoréme 2.1.32. [Bur93] Pour tout a; € [0,1] et (a1,a2) € Cy on a EG(ay,a2) =
A(ay), ot EG(a1,a2) a été défini en 2.1.25 . En particulier, [’étirement géodésique entre
deuz surfaces hyperboliques S1, So, vis-a-vis de la mesure de Liouville se lit comme la
pente de la normale ¢ Cyr en (1,0).
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Ici encore, nous supposerons que C'M est dérivable et nous montrerons que Cj; admet
en (a1, a2) une tangente de pente m Une fois lanalyticité de la courbe prouvée,
le théoreme en découlera. La preuve originelle de M. Burger fait intervenir la série de
Poincaré pour les métriques Riemanniennes dg := \/a%d% + a%d%. Je propose ici une preuve

différente, plus directe.

Démonstration. Soit (a1, az) € Cpr et A = EG(aq, az). On consideére la droite D d’équation

—(z —ay).

(D) LY — a2 = \

Montrons que (D) est tangente a Cys en (a1, a2), ce qui signifie exactement que A(a;) =
EG(ay,a2). Il est clair que (a1, a2) € (D), il suffit donc de prouver que les autres points de
(D) sont en dessous de Cjy ; autrement dit pour tout (z,y) € (D), montrons que I’exposant
critique de Pps[x, y](s) est supérieur a 1. On a

=y (
Py Z G_Sd (yo, o)
765’ A)

De plus, pour tout v € S(\) :

dyf (vo,0) < wd(v10,0) + Ayd(y10,0) + K
zd(y10,0) + (Aag — (z — a1))d(y10,0) + K
ald(’)qoa 0) + AQQd(’lea O) + K

dyy™ + 2K.

IAN A N IA

Donc,
a1:02(
Py Z e —sd,, ’y0,0)+25K.
’YGS( )

D’apres la proposition 2.1.29, la série de droite a un exposant critique égal a 1, d’ou
o(x,y) > 1.
O

Corollaire 2.1.33. Pour tout A € [A(0),A(1)], on a

al ()\) + )\ag()\) .

o) = 1+ A

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme 2.1.32 et du corollaire 2.1.31.
O

Corollaire 2.1.34. Soit Sy une surface hyperbolique et S, une suite de surfaces hyperbo-
liques.
1
Si lim EG(Sp,Sn) =1, alors  lim (S, Sn) = =.
n—oo n—oo

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 2.1.32 et du fait que % >6> 1++(1)’
comme on I'a vu apres le théoreme 2.1.18.

Les trois corollaires qui suivent seront les seuls résultats de ce chapitre que I'on utilisera
au chapitre 3. On les utilisera dans la fin de la preuve du théoréme principal d’isolation.
Le corollaire 2.1.35 permettra de se restreindre a des courbes dont les représentants géo-
désiques auront des longueurs presque proportionnelles. Le corollaire 2.1.36 completera le
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résultat précédent, car il permet justement d’estimer ce facteur de proportionnalité lorsque
I'exposant critique associé a deux suites de surfaces tend vers 1/2. Enfin, on utilisera le
corollaire 2.1.37 pour prouver une inégalité sur I'intersection de deux courants géodésiques.

Le corollaire suivant est implicite dans les travaux de G. Link [Lin04, Theorem 3.12,
Theorem 5.1] et J.-F. Quint [Qui02]. Remarquons tout de méme que G. Link, aussi bien
que J-F Quint, consideérent des espaces symétriques (donc riemanniens), le résultat n’est
donc pas connu pour la métrique de Manhattan.

Corollaire 2.1.35. Il existe un unique X\ € [dil~, dil"], tel que 6(\) = §(S1, Sa).

Démonstration. D’apres le lemme 2.1.22 et le corollaire 2.1.24, il suffit de vérifier que
I'inégalité 0(A) < §(S1,S2) est stricte sauf pour une valeur dans [A(0), A(1)]. Nous allons
le montrer grace a la stricte convexité de ¢ comme dans la remarque suivant le lemme
2.1.23. D’apres le corollaire 2.1.33

a+A(a)g(a) _ aq'(a) — q(a)

O(Ala)) = 1+ A(a) q(a) -1

On a donc "a)( (@)
—a—+qla
5(Aa)) = LA 74 ,
=) - 1p
qui est du méme signe que —a + ¢(a). Rappelons que I'exposant critique (51, .S2) est égal
a l'abscisse (ou l'ordonnée) de lintersection entre C)s et la droite y = z. Ainsi 'unique
solution de —a + ¢(a) = 0 est a = ¢(a) = 6(S1,S52). De plus 6(A(a))’ < 0 pour tout
a > 6(S1,52) et 6(A(a))’ > 0 pour tout a < §(S1, S2). Donc pour tout a # §(S1, S2), on a
0(A(a)) < 6(A(6(S1,952))) = (S1,52) . O

On note A(S1,S2) la pente pour laquelle on a §(A\(S1, S2)) = (51, S2), (Avec les nota-
tions de 2.1.18, on a A(S1,52) = A(d(S1,52))).

Corollaire 2.1.36. Soit Sy une surface hyperbolique fixée et S, une suite de surfaces
hyperboliques dans l’espace de Teichmiiller.

Si Jim 5(So, Sn) =1/2,  alors JLHSOA(SO’S”) =1.

Démonstration. Le résultat se montre de nouveau par convexité de la courbe de Manhat-
tan. En effet, Cs est au dessus de la droite y — (S, Sp,) = G050 Sn) (z—08(So, Sp)). Comme

(1,0) appartient & Cys, on a —d0(Sp, Sp) > e S’n)( —6(S0,5n)), d’ou

1 —4(So, Sn)
P e
AlS0,5n) < =505 755

De méme, comme (0,1) € Cyr, on a 1 —6(Sp, Sy) > Wlsn)(—é(so,&l)), d’out

3(S0, Sn)

Ao, Sn) 2 T 550, 5)

On conclut en passant a la limite. O

Le corollaire suivant est connu depuis les travaux de W. Thurston, il est prouvé dans
[Bur93]. On note EGr, (S1, S2) 'étirement géodésique entre S et Sa, vis-a-vis de la mesure
de Liouville sur S; (c’est aussi EG(1,0)).
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Corollaire 2.1.37. [Bur93] On a EGp, (S1,S2) > 1 avec égalité si et seulement si S; = Sa,

Démonstration. D’apres le corollaire 2.1.33,

1 1
EGr,(51,952) = —1>——-1
b5 = SEG, (50 5) T 85,9
On conclut grace au théoreme de rigidité de Bishop-Steger 2.1.8. O

2.2 Nombres de corrélation directionnelle

Cette partie est consacrée a 1’étude des nombres de corrélation directionnelle et leur
lien avec ’exposant critique directionnel. Cette terminologie reprend le terme corrélation
de [SS93] et le terme directionnelle de [Lin08]. Elle compléte la partie précédente mais
on n’en utilisera pas les résultats dans d’autres chapitres. Elle permet notamment de
répondre a une question posée dans ’article de R. Sharp et R. Schwarz sur le comportement
asymptotique du coefficient de corrélation ¢(1). En effet, dans [SS93, Sha98], les auteurs
définissent le coefficient de corrélation entre deux représentations par :

c(1) := }%i_r};o%logCard {ceC|tli(c) € [R,R+ 1[etla(c) € [R,R+ 1]},

et ils se demandent si ¢(1) peut tendre vers 0 lorsque S; et Se varient dans 'espace de
Teichmiiller. Les corollaires 2.2.27 et 2.2.28, montrent que le comportement asymptotique
de ¢(1) est équivalent a celui de § et de §(1). Nous répondrons a leur question par affir-
mative grace aux exemples présentés dans le chapitre suivant.

Par analogie, posons la définition suivante.

Définition 2.2.1. Pour tout A €]dil~,dil™[ on note
CO\(R) :=={ceC,li(c) € [R,R+1] et la(c) € [AR, AR+ 1]}.

Le nombre de corrélation de pente X €] dil™, dil™ [ est défini par
(A) i= liminf ~ log Card CC/(R)
c(A) = liminf — log Car .

La notation CC' signifie « Courbes Corrélées » . Le fait de prendre une limite inférieure
n’a pas d’importance, on prouvera en effet que cette limite inférieure est une vraie limite
dans le théoreme 2.2.24, on obtiendra méme un équivalent de Card CC(R).

On va montrer la relation suivante entre c(\) et §(\).

Théoréme 2.2.2. Pour tout A €]dil~,dil™[, on a
c(A) =N (14 N).

Sur le modele de la preuve du corollaire 2.1.33, nous prouvons tout d’abord une inéga-
lité. Le reste de ce paragraphe sera consacré a la preuve de 1’égalité.

Lemme 2.2.3. Pour tout A €]dil™,dil™[, on a

c(A) < S(A) (1 + N).
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max(1,))
= on a

Démonstration. Soit € > 0 et ¢ € CC\(R) alors, pour tout R >
g, c’est-a-dire ¢ € C(\, ) (cf définition 2.1.20). Donc

Z Z 41(C+f2(0))_ Z e st (c)+L2(c))

k>max(1,A)/e ceCCy (k) ceC(Xe)

BEE

Le membre de droite a comme exposant critique d(\, €). Par ailleurs pour tout ¢ € CC)(k),
on a f2(c) < Xk +1 < Mi(c)+ 1, ainsi le membre de gauche vérifie

Z Z —5(21 (e)+£2(c)) > Z Z —s€1 Y(14+A)—s

k>max(1,X)/e ceCC\ (k) k>max(1,X)/e ceCC\ (k)
Par définition de ¢(\) pour tout n > 0, il existe kg € N, tel que pour tout k > ko,
Card CCy\(k) > elcN)—mk,

Posons k; := max(ko, max(1,\)/e), alors

Z Z e—s(t(O+()) > Z Z o5 ()(1+HN) s

k>max(1,X)/e ceCC\ (k) k>max(1,A)/e ceCCy (k)
> Z Z o= s(kF1)(142)—s
k>k1 ceCCi (k)
> efs(1+)\)fs Z e(c(/\)fn)kefsk(lJr)\)'
k>kq

Finalement, l'exposant critique de 3> max(1,3)/e 2ocecCs (k) e s(1(©+2() egt plus

grand que C(l/\_l)_gn, on a donc pour tout € > 0 et n > 0, ¢(A\) —n < J(A,e)(L + N). On

conclut en passant a la limite sur € et 7. O

Pour prouver qu’il y a égalité dans le théoreme 2.2.2, on suit la méthode proposée
dans l'article de R. Sharp [Sha98], le seul fait nouveau étant la proposition 2.2.23. Voici
les grandes lignes de la démonstration. Le point de départ est le fait qu’il existe une inter-
prétation thermodynamique de la courbe de Manhattan d’une part, théoréme 2.2.16, et du
nombre de corrélation d’autre part, corollaire 2.2.22. La courbe de Manhattan sera inter-
prétée comme une pression pour un certain potentiel, le nombre de corrélation comme une
entropie, définition 2.2.4. A partir de cette observation, il est facile de voir que le nombre
de corrélation directionnelle s’écrit comme la somme d’une pression et d’une dérivée de
pression. La fin de la preuve consiste a calculer cette dérivée afin de la relier a celle de la
courbe de Manhattan.

Il n’est pas possible d’énoncer le théoréme permettant d’interpréter le coeflicient de
corrélation comme une entropie sans poser quelques définitions, nous le formulerons donc
a la suite des deux premiers paragraphes, mais il est conseillé de garder en téte I’énoncé
du corollaire 2.2.22. On va donc, dans un premier temps faire une présentation du for-
malisme thermodynamique, pour poser les définitions et obtenir les résultats importants,
théoremes 2.2.7, 2.2.10. Puis on expliquera comment, grace a la reparamétrisation du flot
géodésique, ces résultats permettent d’interpréter la courbe de Manhattan comme une
pression, théoreme 2.2.16. Enfin, on montrera comment le théoréme de S.J. Lalley 2.2.21
permet de voir le coefficient de corrélation comme une entropie.
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2.2.1 Formalisme thermodynamique.

Ce paragraphe présente des résultats connus sur le formalisme thermodynamique. Nous
introduisons la notion de pression et nous rappelons les théoréemes de dérivabilité de cette
fonction. Le théoréme concluant cette partie, théoreme 2.2.10, permet de faire le lien entre
les séries de Poincaré et la pression d’une fonction. On utilisera ce théoréme afin d’obte-
nir une interprétation thermodynamique de la courbe de Manhattan dans le paragraphe
suivant.

Définition 2.2.4. Soit une fonction Hélder continue f : T'S1 — R, on définit sa pression
par

PP =sw {n)+ [ fav}.

ou le supremum porte sur toutes les mesures de probabilité ¢;-invariante et h(v) est l'en-
tropie du flot géodésique relativement a la mesure v.

Ce supremum est atteint pour une unique mesure py appelée état d’équilibre de f.
En particulier, I’état d’équilibre de la fonction f = 0 est la mesure de Liouville, qui est
localement le produit de la mesure de Lebesgue associée a la métrique hyperbolique sur
St avec la longueur d’arc le long de la fibre.

Définition 2.2.5. On dit qu'une fonction f: T'S; — R est continuement différentiable
le long du flot ¢} si la limite

(y) = Tim f6i(y) — fy)

t—0 t

existe pour tout y € T1Sy, et la fonction y — f'(y) est continue.

Définition 2.2.6. Deux fonctions f : T'S; — R et g : T'S; — R, Hélder continues,
sont dites cohomologues si il existe une fonction v, continument différentiable le long du
flot, telle que f—g=1".

W. Parry et M. Policott montrent dans leur livre [PP90, proposition 4.8], le théoréme
suivant, dont la version que ’on donne est tirée de [SS93, p. 429].

Théoréme 2.2.7. [PP90, proposition 4.8][SS93, p. 429] Si une fonction f: T'S; — R ,
Holder continue, n’est pas cohomologue a une constante, alors Uapplication t — P(tf) est
analytique, strictement conveze et de plus, on a pour toutt € R,

d
P(tf) = ) = /Tls fdpg.

Nous allons voir que la pression d’une fonction f est liée a une certaine série faisant
appel a l'intégrale de f le long des géodésiques.

Définition 2.2.8. Pour f € C°(T'Sy) et ¢ € C, on note Jo, [ Uintégrale de f pour la
mesure de longueur d’arc sur la géodésique fermée associée a ¢ sur Si.

Le théoreme suivant est un théoréme classique de la théorie de la thermodynamique.
Il a été prouvé par P. Walters dans [Wal75, Theorem 4.1] et nous en énoncons la version
suivante, plus proche de nos notations, cf. [Led94, p. 106 eq. 10].
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Théoréme 2.2.9. [Wal75, Theorem 4.1][Led94, p. 106 eq. 10] Soit f : T*S; — R une
fonction Hélder continue, on a alors

. 1 —f sf
Tgrfmflogge 17 = P(—sf).

F. Ledrappier en déduit le résultat suivant

Théoréme 2.2.10. [Led94, Lemma 1, p106] Soit f : T'S; — R une fonction Hélder
continue. L’exposant critique de y . 4 (cy<T € Jost est égal a 1 si et seulement si P(—f) =0
Par conséquent, il suffit de construire une fonction sur le fibré unitaire tangent telle

que [ o f=a1li(c)+ azls(c) pour voir que la courbe de Manhattan est définie en terme de
pression. C’est I'objectif du prochain paragraphe.

2.2.2 Reparamétrisation du flot géodésique et interprétation thermody-
namique de la courbe de Manhattan.

Le but de ce paragraphe est d’expliquer comment on obtient une fonction Holder sur
le fibré unitaire tangent de S7 dont l'intégrale le long des géodésiques de Sy est égale a la
longueur de la géodésique correspondante sur So. Pour ce faire, on utilise les travaux de
F. Ledrappier, [Led94].

Définition 2.2.11. Soit f : T'S; — R une fonction continue. On appelle période de f la
Jamille {[., f}ciec)-

Par exemple, si f = 1, les périodes de f coincident avec le spectre (marqué) des
longueurs des géodésiques de Sy.

Nous voulons obtenir une fonction f telle que pour tout ¢ € C, [ ol = ly(c), en d’autres
termes, il faut montrer 'existence d’une fonction f dont les périodes coincident avec le
spectre marqué de S. Pour cela, nous allons utiliser la notion de cocycles Holdériens
que nous décrivons & présent, puis revenir aux fonctions Holder grace a un résultat de F.
Ledrappier.

Définition 2.2.12. Un cocycle Hildérien est une application ¢ : T' x OH? — R telle que
pour tout g € T la fonction c(g,-) est Holdérienne sur OH? et satisfait :

c(gh, &) = c(h, &) + c(g, hé).
La fonction de Busemann permet de définir un cocycle :

. I'x 9H? — R
19,8 — Belpi(gT)o).

En effet, pour tout z € H? on a
d(pilg~)pi(h )0, 2) = d(0,2) = (A(pi(g~")o, 2) — d(0,2) )+
(d(pi(h )0, pilg)=) = d(0, pi(9)=) )

Finalement, en faisant tendre z vers £ € OH? on a

Be(pi(g™")pi(h™1)0) = Be(pi(g™)0) + Byygre(pi(h)o).
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Définition 2.2.13. La famille {c(g,9")}ger est appelée période du cocycle Holdérien c .

Les périodes des cocycles de Busemann B¢ (p;(g71)o) coincident avec le spectre marqué
des longueurs de .S;. Le théoréme suivant de F. Ledrappier établit I’équivalence entre les
cocycles Holdériens et les fonctions Holder continues qui ont les mémes périodes.

Théoréme 2.2.14. [Led94, p.106, Corollaire 1] Soit ¢ un cocycle Holdérien. Il existe une
fonction Hélder f: T'S; — R qui a les mémes périodes que c.

Corollaire 2.2.15. Il existe une fonction Holder, que lon note H : T'S; — R, dont les
périodes coincident avec le spectre marqué de So. Ainsi, on a

Z e—s(a€1 (¢)+az2t2(c)) — Z 6_8 fc a1+a2H‘
ceC ceC
Enfin, en appliquant le théoreme 2.2.10 a la fonction f = a1 + asH on obtient le

Théoréme 2.2.16. [Sha98] La courbe de Manhattan est définie en terme de pression de
la maniere suivante :

CM = {(al,ag) € RQ, P(—a1 — azH) = 0} = {(al,ag) (S RZ , P(—agH) = al}.
Comme la courbe de Manhattan est le graphe d’une fonction q, on a pour toutt € R :
P(—q(t)H) = t.

La fin de ce paragraphe a pour but de montrer que la fonction g est analytique, stricte-
ment convexe et de calculer sa dérivée. Pour cela, on va utiliser le théoreme des fonctions
implicites et I'analyticité de la pression.

Lemme 2.2.17. [S593, independance lemma] Si S1 # S2 alors la fonction H n'est pas
cohomologue d une constante.

On se place donc sous 'hypothése que S7 # Ss, ainsi le lemme 2.2.17 et le théoréme
2.2.7 montrent que

Proposition 2.2.18. La fonction u : t — P(—tH) est analytique et strictement conveze.
De plus, pour toutt € R

/

(t) g, HHatt)

Pour conclure nous devons signaler qu’il est possible de choisir une fonction H > 0
comme dans la construction de [SS93] et c’est ce que nous supposerons dorénavant. Ainsi
u' < 0.

Corollaire 2.2.19. La fonction q est analytique et strictement convere. En outre, pour

toutt € R )

N leS1 Hdpg

Démonstration. Par définition, la fonction ¢ est I'inverse de u. Comme u'(t) # 0, le théo-
reme des fonctions implicites montre que ¢ est analytique. De plus, un calcul montre que

q(t) = u'olq(t)

ce qui donne la formule de la dérivée de g attendue, et

q'(t)

o o)
0= o)

Comme u” > 0 et v/ < 0, la fonction ¢ est bien strictement convexe. O
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2.2.3 Interprétation thermodynamique du coefficient de corrélation.

Les paragraphes précédents nous ont permis d’interpréter la courbe de Manhattan en
termes de pression. Dans celui-ci, nous allons voir les coefficients de corrélation comme des
entropies pour un certain potentiel. De cette maniére, on aura interprété les deux objets
en termes de formalisme thermodynamique ce qui permettra de les comparer.

Définition 2.2.20. Soit f : T'S; — R une fonction Hélder continue, qui n’est pas coho-
mologue a une constante. On note

J(f) ={P'(~af), q € R}.
De plus, par stricte converité, sia € J(f), il existe un unique q, € R tel que P'(—qqf) = a.

Le théoréme suivant a été montré par S.P. Lalley dans [Lal87], c’est ce théoréeme qui
nous permet de faire le lien entre coefficient de corrélation et entropie.

Théoréme 2.2.21. [Lal87, Theorem 1][SS93, proposition p.429] Soit f : T1S1 — R une
fonction Holder continue, qui n’est pas cohomologue a une constante. Soit a € J(f), il
existe K > 0 tel que,

eh(M—Qa.f)x

Card{c € C|li(c) € [z, + 1], /f € laz,ax + 1)[} ~p—00 KW

Il suffit d’appliquer ce théoréeme & H pour obtenir :
Corollaire 2.2.22. Pour tout A € J(H), il existe K > 0 tel que

eh(ﬂfq)\H)x

Card{c € C|li(c) € [z,z + 1[, l2(c) € Az, Az + 1)[} ~1500 KT

En particulier, si A € J(H), le coefficient de corrélation est une entropie :

e(N) = h(s_gy11).

On verra dans le théoréeme 2.2.24 que gy = g(a1(\)) ot a;(A) a été défini en 2.1.19. Ce
corollaire montre par ailleurs que dans la définition de ¢(\) (2.2.1), la lim inf est une vraie
limite.

La partie nouvelle de la preuve est la proposition suivante, sa preuve suit celle de [SS93]
ou ils prouvent que 1 € J(H).

Proposition 2.2.23. |dil~,dil"[c J(H)

Démonstration. Soit k €]dil™, dil*[. Par définition, il existe des géodésiques fermées c et
d telles que la(c) < kly(c) et la(c') > kb1(c)

Soit I(H), I'’ensemble des valeurs prises par [, s, Hdv, lorsque v décrit 'ensemble des
mesures de probabilité ¢} invariantes sur T1S;. Il est clair que I(H) est un intervalle
fermé. Soit v et v/ les mesures de probabilité ¢ invariantes (sur 715;) dont les supports
%8' On voit donc que 28 € I(H).

1
De méme, on a gfgi:g € I(H). Ainsi il existe ¢ > 0 tel que |k — 2¢,k + 2¢[e I(H).
Comme k+e € I[(H), on a

respectifs sont c et ¢, alors [ Hdv = ﬁ J.H =

VteR, kt+|tle eti(H).
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Par définition de la pression de H, si y € I(H) alors P(tH) > ty, donc
VteR, P(tH)>suptl(H).
Les deux dernieres inégalités donnent
VteR, P(tH)—kt > |t|e.

Considérons la fonction Q(t) := P(tH) — kt. D’une part Q(0) = P(0) = 1 et d’autre
part on vient de prouver que pour |t|> 1/¢, on a Q(¢) > 1. Ainsi ) admet un minimum
qr € [—1/e,1/¢], pour lequel Q'(gr) = 0, c’est-a-dire P'(qH) =k et k € J(H). O

2.2.4 Une extension de la formule de R. Sharp pour le coefficient de
corrélation directionnelle

Nous allons maintenant prouver la formule qui étend le résultat de R. Sharp [Sha98]
aux nombres de corrélation directionnelle. Il ne nous reste plus qu’a calculer la dérivée de
la courbe de Manhattan au point ¢y défini en 2.2.22.

Théoréme 2.2.24. Soit X €]dil™, dil"[. I eziste K > 0 et c¢()\) tel que
cCNT
Card{c € C|t1(c) € [T, T + 1] et la(c) € [NT,\T + 1[} ~ KW
De plus ¢(A) = a1(A) + Xaz(N), ot (a1(N),az2(N)) est le point de la courbe de Manhattan
ot la pente de la normale vaut X (cf. définition 2.1.19).

Démonstration. Soit A €]dil™, dil™[, d’aprés la proposition 2.2.23, on sait que A € J(H).
Donc, d’apres le corollaire 2.2.22,

eN) = h(pi_gp11).
Il nous reste donc a montrer que h(p—qg, i) = a1(A) + Aag(X). Par définition de h(p_q, 1),
ona:

c(A) = h(p—qyr) = P(—pH) + /(D\Hd,uquH'

Le théoréme 2.2.16, montre que le point (P(—g\H), g)) appartient a la courbe de Man-
hattan. On le note (a1, ¢g(a1)) (gn = g(a1)). On a donc

e = Pl-ale)H) +a(@) [ Hiu_yun (24

= a1+ Q(al) /Tlsl Hd/UJ—Q(m)H- (2'5)
Par définition de gy, on a P'(—g\H) = \. Par conséquent, en utilisant le théoréme
2.2.7,
VP - [ A
TS,
Soit, en reportant dans I’équation (2.5) :
C()\) =a] + q(al))\.
Enfin, d’apres le corollaire 2.2.19,
dq( ) -1 -1
—\ai1) = = N
"™ T, Bl gy A

donc a; est le point ol la pente de la normale a ¢ vaut A, ie. a; = aq(\), d’ou

c(A) = a1(N\) + Ag(ai (X)) = a1 (A) + daz(A).
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Relation entre §, () et c(A). Grace a ce théoreme, on peut étendre le corollaire
2.1.33 & toutes les valeurs de A €] dil™, dil*].

Corollaire 2.2.25. Pour tout A €]dil™,dil*[, on a

c(N)

B al()\) + )\CLQ()\)
1+X

14+

5(N) =

Démonstration. D’apres les lemmes 2.1.23 et 2.2.3, pour tout (aj,as) € Cys et pour tout
A €]dil™, dil™[, on a I'inégalité

c(A) <A1+ X) < ar + Aas.
Le théoreme 2.2.24, prouve que I’égalité a lieu lorsque (a1, a2) = (a1(A), az(N)). O
Ce résultat précise ’encadrement obtenu en 2.1.16 de la courbe de Manhattan en +oo.

Corollaire 2.2.26. La courbe de Manhattan admet des asymptotes d’équation y = d;—liw—i—

Biso en +0o et d’équation y = ﬁx 4+ B_oo €n —00, 0t Bio = 5(dil+)% et B_o =
q—\dil~ +1

6(dil™) F

Démonstration. Le corollaire 2.2.25 montre que

a+ Aa)q(a)
(A =—

@) =71
Comme limg_ ;400 A(a) = dil*, les équations des asymptotes s’obtiennent par un passage
a la limite. ]

Corollaire 2.2.27. Soit S, et S), deux suites de l'espace de Teichmiiller de S. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes.

— limy, 00 6(Sp, S;,) =0,

~ limp 00 6(Sp, S, 1) =0,

- limy, 00 ¢(Sn, Sh,, 1) = 0.

Démonstration. D’apres le corollaire 2.2.25, §(Sy,S,,1) = ¢(Sn,S),,1)/2, le deuxiéme
et le troisieéme points sont donc clairement équivalents. Montrons 'équivalence entre les
deux premiers. Par définition 0 < §(S,,S),1) < 6(Sy,S),), donc si 6(Sy,S,,) — 0 alors
5(Sn, S;,,1) =0

Réciproquement, d’aprés le corollaire 2.2.25, on a 6(Sy,S),1) = , ol
(a}(1),a5(1)) est le point de C}; (la courbe de Manhattan associée aux surfaces S, et
S;,) tel que la pente de la normale en ce point soit égale & 1. La convexité de C}; assure
que a}(1) > 0 et af(1) > 0. Dong, si §(Sp, S),,1) — 0, on a alors at(1) — 0 et a5 (1) — 0.
Par continuité de CY;, ceci implique qu’il existe des points de C}; arbitrairement proches
de T'origine. L’exposant critique étant égal a I’abscisse entre I'intersection de C'}; et de la
droite y = x, §(Sy, SJ,) est arbitrairement proche de 0. O

at(1)+ay (1)
2

Corollaire 2.2.28. Soit S,, et S!, deux suites de l’espace de Teichmiiller de S. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

= limy—y00 6(Sp, Sh) = 1/2,

= limy, 00 6(Sp, S5, 1) =1/2,

— limy—y00 ¢(Sp, S5, 1) = 1.
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Démonstration. De nouveau, la seconde et la troisieme propriétés sont équivalentes d’apres
la formule 2.2.25.

Prouvons I’équivalence entre les deux premieres propriétés. Par définition I'exposant
critique directionnel est plus petit que 'exposant critique. De plus, la convexité de la
courbe de Manhattan montre que ’exposant critique est plus petit que 1/2 on a donc :

8(Sn, S5, 1) < 6(Sy, S,) <1/2.

Par conséquent, la seconde propriété implique la premiere.

Réciproquement, si §(S,,S),) — 1/2, d’apres le corollaire 2.1.36, A(S,,,S),) — 1 (on a
noté \(Sy, S},) est la pente de la normale & C}; au point (6(Sy, S},), (S, S;,)) ). Comme
la courbe de Manhattan est C!, ceci implique que

lim(a7(1), a3(1)) = m(3(Sn, 5,), 6(Sn, S4)) = (1/2,1/2).

Ainsi
lim 6(S,,S,,1) = lim ai(1) +af(1)
n—00 n—00 2
/ !
_ iy 9050 Sh) £ (S, S)
n—oo 2
= 1/2.
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Chapitre 3

Théorie géométrique de ’espace
de Teichmiiller

Ce chapitre est le cceur mathématique de la premiere partie de cette thése. On y prouve
le théoreme d’isolation de I’exposant critique : théoreme 3.5.1 et cite une série d’exemples
montrant le comportement asymptotique de é dans l’espace de Teichmiiller, section 3.4.
La preuve du théoréeme d’isolation nécessite 1'utilisation d’outils techniques, dont on fait
une présentation dans les sections précédentes.

Dans la section 3.1, on introduit les courants géodésiques qui nous permettent de plon-
ger l'espace de Teichmiiller, les courbes fermées, ainsi que I’ensemble des laminations géo-
désiques mesurées dans un méme espace. On y présentera deux fonctions : la premiere
est la fonction intersection qui généralise a ’ensemble des courants géodésiques la notion
d’intersection entre deux géodésiques; la seconde, est la fonction longueur, qui généralise
encore une fois la définition classique pour une géodésique fermée a l’ensemble des cou-
rants. Le résultat important de cette section que 'on souhaite utiliser par la suite est la
compacité des courants de longueurs bornées. De plus, on verra que I’étirement géodésique
entre deux métriques que l'on a défini au chapitre 1 est relié a I'intersection des courants
géodésiques.

La deuxieme section définit une transformation de I'espace de Teichmiiller, introduite
par W. Thurston, qui généralise la notion de twist de Dehn. Cette transformation a été
nommée de facon imagée par W. Thurson, tremblements de terre, car elle correspond
géométriquement a découper la surface le long de géodésiques et a la recoller apres ’avoir
décalée le long de cette découpe. Deux résultats nous seront utiles dans la preuve du
théoréme d’isolation. Le premier est le théoréme de « géologie® » , corollaire 3.2.12, qui
permet de relier deux points de ’espace de Teichmiiller par un tremblement de terre. On
utilisera ce théoréme pour aller au bord de l’espace de Teichmiiller. Le second résultat
que nous utiliserons dans la preuve est le théoreme de convexité de la fonction longueur
le long des tremblements de terre, théoréeme 3.2.10. La convexité implique d’une part que
la fonction longueur est croissante le long d’un tremblement de terre sur un voisinage de
I’infini, d’autre part elle permet d’avoir un comportement global des fonctions longueurs
pour certaines géodésiques fermées, d’évaluer la distorsion des longueurs de ces dernieres
entre deux surfaces éloignées et finalement de minorer une série de Poincaré sur tout le
chemin du tremblement de terre.

1. C’est, ici aussi, la terminologie de W. Thurston.

83
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On présentera les courants géodésiques et les tremblements de terre de facon synthé-
tique, afin d’énoncer les théoréemes que ’on utilisera dans la preuve du théoréme 3.5.1
sans systématiquement entrer dans les détails des théories impliquées. On présentera la
construction de la fonction intersection, mais celle-ci n’est pas nécessaire dans le sens ou le
théoreme stipulant ’existence d’une telle fonction est suffisant quant a la compréhension
du reste de ce chapitre. D’ailleurs, on ne présentera pas la construction des tremblements
de terre, qui demande beaucoup de travail et pour qui 'heuristique des « twists de Fenchel-
Nielsen généralisés » est suffisamment proche de la notion formelle.

La troisiéme section est courte, on y énoncera un théoréeme de grande déviation du flot
géodésique de Y. Kifer, théoreme 3.3.1. Ce théoreme sera utilisé dans la preuve du théoreme
d’isolation. Comme on ’a dit précédemment, la fonction longueur est croissante sur un
voisinage de l'infini, le théoreme de grande déviation permettra de minorer le cardinal des
géodésiques dont la longueur décroit sur un trop long intervalle.

On traite une série d’exemples dans la section 3.4. Ces exemples, dans notre cadre de
deux représentations agissant sur H? x H?, correspondent & ceux étudiés par C. McMullen
pour les représentations quasi-Fuchiennes dans [McM99]. Ces exemples répondent par
ailleurs & la question de R. Sharp et R. Schwarz, que 'on a évoquée dans le chapitre
précédent, sur le comportement asymptotique du coefficient de corrélation ¢(1). Dans 'un
des exemples, on étudie I’exposant critique associé a la suite n — (Sp, 72"Sp), ol T est
un twist de Dehn. Comme les tremblements de terre sont des généralisations des twists
de Dehn, cet exemple est en quelque sorte l'idée originelle de la preuve du théoréme
d’isolation.

Enfin, la derniere section sera consacrée a la preuve du théoréeme principal, théoreme
3.5.1 et de ses corollaires. On y expliquera en préambule les grandes lignes de la preuve.

3.1 Courants géodésiques

La notion de courant géodésique a été introduite par F. Bonahon dans [Bon86] afin
d’obtenir une meilleure compréhension des classes d’homotopies des courbes fermées sur
une surface. ? Les courants géodésiques sont aussi un outil remarquable pour comprendre la
compactification de Thurston de I’espace de Teichmiiller, Teich(S). En effet, dans [Bon88],
F. Bonahon prouve qu’il est possible de plonger I'espace de Teichmiiller d’une surface dans
I’ensemble de ses courants géodésiques et de voir le bord de ’espace Teichmiiller comme
I’ensemble des courants d’intersection nulle. Ceci permet d’avoir le méme formalisme pour
le bord de l’espace de Teichmiiller et le bord de l’espace hyperbolique dans le modéle
de I’hyperboloide, ou la fonction d’intersection dans l’espace des courants géodésiques
remplace la forme quadratique de signature (n,1) dans R*+1.

Tout ce qui sera présenté ici est tiré de [Bon86, Bon88, Bon92, Ota90]. Nous choisirons
d’approfondir seulement la partie de la théorie dont nous avons besoin pour le théoréme
d’isolation. Plus précisément, nous allons expliquer comment la fonction d’intersection
se prolonge en une fonction sur I’ensemble des courants géodésiques et comment on en
déduit une fonction longueur sur cet ensemble. Il n’est pas indispensable pour la compré-
hension de la preuve du théoreme principal de savoir comment cette forme d’intersection
est construite, on 'inclut dans un souci de complétude. Les points importants, (c’est-a-
dire ceux que I'on réutilisera par la suite) sont la continuité de Iintersection, la compacité

2. F. Bonahon, [Bon88], écrit : « get a better understanding of homotopy classes of unoriented closed
curves on S » .
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des courants géodésiques de longueur bornée et le théoreme de plongement de I’espace de
Teichmiiller a travers le courant de Liouville dans I’espace des courants géodésiques.

3.1.1 Définitions et exemples

Soit S une surface de genre g > 2. Afin de définir les courants géodésiques, on la
munit d’une métrique hyperbolique. On peut vérifier a posteriori que les définitions ne
dépendent pas de cette métrique. On note C.S I'ensemble des géodésiques fermées, non-
orientées, primitives de S. Une géodésique est dite primitive, quand elle est représentée
par un élément indivisible de I'. L’ensemble des classes d’homotopies libres des courbes
fermées non-orientées est en bijection avec ’ensemble des géodésiques fermées, primitives,
non-orientées, munies d’une multiplicité correspondant au nombre de fois ou la courbe
fermée s’enroule sur elle-méme. Nous n’avons pas fait la distinction entre les géodésiques
primitives et non primitives dans le chapitre précédent, car il est simple de voir que les
séries de Poincaré associées a ces deux ensembles ont le méme exposant critique :

Proposition 3.1.1.

= <
hm sup log Card{c € CS | E(C) — R} — llm sup log Card{c S C | E(C) S R} .
R—+o00 R R—s+00 R

Rappelons que C est I’ensemble des géodésiques fermées, pas nécessairement primitives.

Démonstration. Onnote N(R) = Card{c € C|¢(c) < R} et NS(R) = Card{c € CS | {(c) <
R}. La différence entre C et CS est que 1’on ne considére pas les géodésiques qui s’enroulent
plusieurs fois sur elles-mémes dans CS. On a donc clairement NS(R) < N(R). Réciproque-
ment pour tout ¢ € C il existe une géodésique primitive ¢y telle que ¢ = c. Si ¢ € C vérifie
{(c) < R, alors nf(cp) < R et donc n < £ ot s est la systole de S. Donc N(R) < NS(R)Z.
On conclut en passant au logarithme et a la lim sup. O

Définition 3.1.2. Soit S le~revétement universel de S. On note g§ l’ensemble des géo-
désiques (non-orientées) de S.

On peut paramétrer GS grace au bord a l'infini. En effet, une géodésique de S possede
deux extrémités dans le bord et réciproquement, deux points distincts du bord sont reliés

par une unique géodésique. Ainsi GS ~ <8§ x 98 \ A) /Zs ou Zg agit en échangeant les
deux facteurs et A est la diagonale de 85 x 5.

Une géodésique fermée de S se releve en un ensemble I' invariant de géodésiques de
S. On peut identifier cette géodésique avec la mesure portée par les couples de points de
(6§ x 8 \ A) /Z2 qui sont les extrémités des relevés de la géodésique sur S. Ainsi, une
géodésique primitive de S peut étre naturellement identifiée en une mesure I' invariante
de GS. Si on considére une géodésique non-primitive, on peut multiplier la précédente
mesure par le nombre de fois ou la géodésique s’enroule sur elle-méme afin de prendre en
compte la multiplicité. Finalement une union de géodésiques, pas nécessairement primi-
tives, peut naturellement étre identifiée & une mesure I' invariante de GS. Nous en venons
a la définition des courants géodésiques.

Définition 3.1.3. Un courant géodésique est une mesure borélienne sur g§, I'-invariante.
L’ensemble des courants géodésiques, que l'on note GC, est muni de la topologie faible*,
définie par les semi-distances, df(a, B) = |a(f)—B(f)| ot f décrit ’ensemble des fonctions
continues & support compact f : GS - R.
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Exemples.

e D’apres ce qui précede, ’ensemble des classes d’homotopies des courbes fermées sur S
se plonge dans GC. Les éléments de C (ou de CS x R') sont donc naturellement
des courants géodésiques. Ainsi une géodésique fermée, une union de géodésiques
fermées, ou encore une union de géodésiques fermées pondérées, sont des exemples
de courants géodésiques.

e Un exemple de courant géodésique, qui n’est pas du type précédent, a déja été vu au
chapitre 1. En effet, & partir d’une densité de mesure de Patterson-Sullivan (p),cpn2
sur A1 on peut associer la mesure

dpe(&)die
dv(&,m) = /JJ6<_£2)(§|/;)0(77)‘

Cette mesure est invariante par I' grace a la relation d’absolue continuité vérifiée par
(t2) gem2, c’est donc un courant géodésique.

e Plus généralement, soit v une mesure sur T'S invariante par ' et par le flot géodésique.
Le fibré unitaire tangent est un produit : T'S = GS x R. Comme on a supposé v
invariante par le flot géodésique, le théoréme de Fubini implique que v s’écrit aussi
comme un produit ¥ = U xdt, ou U est une mesure sur G S et dt la mesure de Lebesgue
sur R. De plus, comme v est supposée invariante par I', v est invariant par I' c’est
donc un courant géodésique. Réciproquement, la donnée d’un courant géodésique
v, permet de construire une mesure, invariante par I' et par le flot géodésique sur
TS , en posant v := v X dt. Ainsi, il y a une bijection entre I’ensemble des mesures
invariantes par le flot géodésique sur TS et I'ensemble des courants géodésiques.

Comme on vient de le voir, CS xR se plonge naturellement dans I’ensemble des courants
géodésiques. 1l est clair qu'une combinaison linéaire positive de deux courants géodésiques
est encore un courant géodésique. F. Bonahon a prouvé la densité de ’ensemble de ces
combinaisons linéaires :

Proposition 3.1.4. [Bon88, proposition 2] L’espace GC est complet et l’ensemble des
combinaisons linéaires (positives) de classe d’homotopies de courbes fermées sur S est

dense dans GC.

Ce théoréeme admet un énoncé analogue pour les laminations géodésiques que 1’on
introduira dans la prochaine section, qui stipule que ’ensemble des combinaisons linéaires
de géodésiques fermées simples est dense dans ’ensemble des laminations, théoreme 3.2.3.

3.1.2 Intersection entre deux courants

La définition d’intersection entre deux géodésiques est géométriquement claire, elle
compte le cardinal des points d’intersection. Nous allons expliquer comment étendre cette
définition a I’ensemble des courants géodésiques, en une fonction symétrique, bilinéaire et
continue.

Définition 3.1.5. Soient [a] et [5] deux classes d’homotopies de courbes fermées simples
sur S. On définit I’ intersection géométrique de [a] et [B] comme le minimum du cardinal
de o/ N B pour tout &/ € [a] et p' € [B] et on la note i([a], [B]).

La proposition suivante montre qu’il suffit pour calculer l'intersection entre deux
courbes de calculer I'intersection des représentants géodésiques.



3.1. COURANTS GEODESIQUES 87

Proposition 3.1.6. [FLP79, Ch 3, proposition 10] L’intersection i([c], [B]) est égale au
cardinal de ag N By ol oy et By sont les représentants géodésiques de [a], [f].

F. Bonahon a montré que la fonction intersection peut s’étendre a ’ensemble des
courants géodésiques, c’est I'un des points importants de cette partie.

Théoréme 3.1.7. [Bon86, Paragraph 4.2][Bon88, Proposition 3] Il existe une fonction
bilinéaire, symétrique, continue i : GC x GC — RY qui coincide sur ’ensemble des classes
d’homotopies des courbes fermées sur S a lintersection précédemment définie.

Expliquons comment cette fonction est définie. Soient p et v deux courants géodé-
siques. Considérons DGS le sous-ensemble de GS x g§, formé des couples de géodé-
siques qui se croisent transversalement. Cet ensemble DGS s’interprete comme deux paires
({a, b}, {c,d}) de points distincts sur OH? et tels que c et d appartiennent aux deux com-
posantes connexes distinctes de OH? \ {a, b}. Le groupe I' agit proprement discontinument
et librement sur Dg§ et on note DGS son quotient.

Les courants géodésiques u, v permettent de construire une mesure produit sur GS x
Q§ , on note ,u%/ cette mesure restreinte a Dg§ . Cette mesure est I' invariante, ce qui
permet de définir une mesure sur le quotient DGS en poussant localement la mesure
produit, sur tout ouvert ou la projection DGS — DGS est un homéomorphisme. On
obtient ainsi une mesure sur DGS notée p X v. Par définition, l'intersection est la masse
de DGS pour cette mesure :

i(p,v) = /DQS dp x v. (3.1)

Montrons que cette définition coincide avec la fonction intersection sur les géodésiques
fermées. Expliquons avant comment interpréter une intersection au sens des géodésiques
fermées. On s’intéresse pour cela au fibré sur S :

P(S)® P(S) = {(x, [u],[v]) | [u], [v] sont deux directions au point x € S }.

D’un point de vue formel, ce fibré est la somme de Whitney P(S) — S, ou P(S) est obtenu
a partir de T1S par lapplication d’antipodie sur la fibre. Ainsi, un point d’intersection
entre deux géodésiques sur S correspond exactement a un point de P(S)®P(S). L’ensemble
DGS peut s’interpréter comme le sous-ensemble de P(S) @ P(S) des points ou les deux
directions sont distinctes.

Revenons a l'intersection de deux géodésiques fermées. Comme on 'a vu précédem-
ment, un point d’intersection entre deux géodésiques définit un point de P(S) & P(S5),
et I'intersection entre deux géodésiques correspond donc au nombre de points définis par
cette identification dans P(S) @ P(S). Soit «, 8 deux géodésiques fermées, et 1o, 115 les
courants correspondants. Ces courants sont des sommes de mesures de Dirac sur les ex-
trémités des relevés de «, respectivement [, a S. Ainsi, pour tout borélien F C DGS ,
puxv(E) compte le nombre de points ({a,b}, {c,d}) de E, ou {a,b} sont des extrémités
d’un relevé de « et {c,d} sont les extrémités d’un relevé de 5. Cette mesure descend sur
DGS C P(S) @ P(S), en une somme de mesures de Dirac sur les points (z, [u], [v]) ou =
est un point d’intersection entre « et 3, et, [u], [v] sont les deux directions tangentes a ces
géodésiques au point x. Finalement, i(a, 3) définie par 3.1.5 et 3.1.6, est égale a i(jta, 1g)
définie par ’équation (3.1).

Enfin, expliquons d’une autre maniére comment on peut calculer l'intersection entre
une géodésique fermée et un courant quelconque. Ce point de vue est expliqué dans [Ota90].
Soit o une géodésique fermée et p un courant géodésique. Relevons o a S , choisissons en
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un représentant, g, et sur g un intervalle correspondant a un domaine fondamental de a.
Soit A C GS ’ensemble des géodésiques qui rencontrent I transversalement. On a alors

i(o, p) = p(A).

Sans entrer dans les détails, le fait de prendre un domaine fondamental correspond a
sélectionner un ouvert tel que la projection de DGS sur DGS est un homéomorphisme.

FEnongons maintenant les différents théorémes dont on se sert sur les courants géodé-
siques. Si on fixe un courant « dont le support est suffisamment « gros », alors I’ensemble
des courants dont I'intersection avec « est borné est un sous ensemble compact de GC.

Définition 3.1.8. On dit qu’un courant géodésique o remplit S si toute géodésique de S
rencontre transversalement au moins une géodésique dans le support de .

Un tel courant peut s’obtenir en considérant une union de géodésiques fermées dont
le complémentaire dans S est une union de disque (topologique) ou, bien évidemment, en
considérant un courant dont le support est tout Gs , on pense notamment au courant de
Liouville que I'on définira dans le prochain paragraphe.

La propriété de compacité suivante est trés utile dans notre travail et on 1'utilisera a

plusieurs reprises.

Théoréme 3.1.9. [Bon88, Proposition 4] Soit o un courant géodésique qui remplit S.
Alors, l’ensemble
{B€GC,ila,B) <1} est un sous ensemble compact de GC.

On définit I’ensemble des courants projectifs PGC := GC/R7, ou R’ agit par homothé-
tie sur la mesure. On munit PGC de la topologie quotient. Soit a un courant qui remplit
S. Pour tout [3] € PGC, on choisit le représentant S tel que i(a, §) = 1, en appliquant le
théoreme précédent on obtient le :

Corollaire 3.1.10. [Bon88, Corollary 5] L’espace PGC := GC/R™* est compact.

Dans la preuve du théoreme d’isolation, nous n’utiliserons pas ce résultat précisément,
mais un autre, dont la démonstration est tres proche et qui découle aussi du théoreme
3.1.9 : 'ensemble des courants géodésiques de longueur inférieure & 1 est compact. Pour
cela nous sommes amenés a définir la longueur d’un courant géodésique quelconque.

3.1.3 Longueur d’un courant

Rappelons que 'on a vu dans les exemples de la section précédente que les mesures
invariantes par le flot géodésique sur S correspondent aux courants géodésiques. Une
mesure invariante privilégié sur TS est la mesure de Liouville, définie comme le produit
entre la mesure de Riemannienne sur S par la mesure de Lebesgue le long des fibres.
Cette mesure, et donc le courant associé, dépendent de fagon essentielle de la métrique
hyperbolique.

Définition 3.1.11. Soit S,, = (S, m) une surface hyperbolique, on note Ly, le courant de
Liouville associé a m.

Les courants de Liouville permettent d’une part de prolonger la notion de longueur a
I’ensemble des courants géodésiques et d’autre part de plonger ’espace de Teichmuiiller de
S dans I’ensemble des courants.
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Théoréme 3.1.12. [Bon88, proposition 14] Soit (S, m) une surface hyperbolique. Pour
toute courbe fermée c € C, on a i(Ly,c) = lm(c).

Cette propriété remarquable se prouve par un calcul en coordonnées pour la mesure
de Liouville. On définit la longueur d’un courant géodésique quelconque par extension de
la formule précédente :

Définition 3.1.13. Soit m une métrique hyperbolique sur S, pour tout o € GC, on définit
la m—longueur de o par Uy, (a) := i(Lp,, «).

Comme on ’a dit précédemment, il est clair que le courant de Liouville remplit S, son
support étant tout (85 X 0S8\ A) /Z2, on a donc le

Théoréme 3.1.14. [Bon86, Proposition 4.7] Soit m une métrique hyperbolique sur S.
L’ensemble des courants géodésiques de m-longueur inférieur ou égal a 1 est compact.

En outre, les courants de Liouville permettent d’obtenir un plongement de ’espace de
Teichmiiller de S dans I’ensemble des courants géodésiques.

Théoréme 3.1.15. [Bon88, theorem 12] L’application m — Ly, est un plongement propre
de lespace de Teichmiiller dans ’ensemble des courants géodésiques.

Fixons une métrique hyperbolique mg sur S. Un calcul montre que i(Ly,, Ly,) =
72|x(S)|, [Bon88, Proposition 15]. Soient deux métriques hyperboliques m et m’ telles
que Ly, = kL, (k>0), alors d'une part i(Ly, L) = i(Lyy, L) = 72|x(S)| et d’autre
part i(Ly, L) = k%i(Lyy, Ly ), donc k=1 et m = m/.

Ainsi, on a

Corollaire 3.1.16. Soit (Sy, mgy) une surface hyperbolique. L’application

. L, L,
m = =
emO(Lm) Z(LmOvLm)

est un plongement de l’espace de Teichmiiller dans I’ensemble des courants de mqg-longueur
1.

On peut donc identifier une métrique hyperbolique avec son courant de Liouville et on
notera parfois i(m, m’) pour désigner i(Ly,, Ly).

3.1.4 Intersection et étirement géodésique

Nous terminons cette section par un théoréme qui montre que I’étirement géodésique
entre deux surfaces hyperboliques par rapport a la mesure de Liouville, cf. 1.4, peut se
voir comme le rapport de deux intersections.

Théoréme 3.1.17. Soit Sy et So deuz surfaces hyperboliques. On a

(L1, L
EGy,(S1,5:) = m

Démonstration. Prenons une suite ¢, de géodésiques qui s’équidistribuent pour la mesure

de Liouville, alors par définition ﬁ tend vers un multiple de L1, le courant de Liouville



90 CHAPITRE 3. THEORIE GEOMETRIQUE DE L’ESPACE DE TEICHMULLER

sur S1, disons kLq. Le théoreme 1.4.13 implique que

€2(cn)

El(cn)

i(LQ, Cn)

i(Ll, Cn)

i(La2, cn/ti(cn))
(L1, en/ti(cn))

EGpr,(S1,52) = lim
= lim

= lim

O]

On en déduit que 'intersection entre deux métriques atteint un minimum sur la dia-
gonale. Ce résultat est connu depuis W. Thurston, il est prouvé par F. Bonahon dans
[Bon88] et par M. Burger dans [Bur93].

Corollaire 3.1.18. [Bon88, Théoréme 19][Bur93, Corollary p219]. Pour toutes surfaces
hyperboliques S1,52 on a :
i(Lo, L1) > (L1, L)

avec éqgalité si et seulement si S1 = Ss.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire 2.1.37 et du théoréeme
3.1.17. 0

3.2 Tremblements de terre

Les tremblements de terre sont des homéomorphismes de ’espace de Teichmiiller qui
généralisent la notion de twist de Fenchel-Nielsen. L’idée générale est de faire un twist
le long d’une lamination géodésique plutot que le long d’une courbe fermée simple. Nous
débuterons par la définition des laminations géodésiques, puis des laminations géodésiques
mesurées. On verra ensuite comment les laminations géodésiques mesurées peuvent étre
interprétées en termes de courant géodésique. On aura ainsi plongé, les courbes fermées,
les laminations géodésiques mesurées et ’espace de Teichmiiller de S dans ’espace des
courants géodésiques. On définira ensuite les twists de Fenchel-Nielsen et les tremblements
de terre. On conclut cette partie par le théoreme de convexité de la fonction longueur le
long des tremblements de terre et le théoréme de géologie.

La plupart des résultats présentés ici ont des preuves trop longues pour y étre incluses
et nous renvoyons donc aux articles originaux.

3.2.1 Lamination géodésiques mesurées

On définit ici les laminations géodésiques mesurées que ’on replace dans le contexte
des courants géodésiques.

Définition 3.2.1. [CB88, Ch. 3] Une lamination géodésique L de S est un sous-ensemble
fermé de S, constitué d’une union de géodésiques, tel que par chaque point de L passe
eractement une unique géodésique incluse dans L.
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Afin de quantifier la « vitesse » a laquelle on twiste le long d’une lamination générale,
on va munir ces laminations de mesures transverses.

Définition 3.2.2. [TM79, Ch 8.6] Une lamination géodésique mesurée (L,u) est une
lamination géodésique L munie d’une mesure transverse . Une mesure transverse est
la donnée pour chaque arc T, transversal a L, d’une mesure p., supportée par T N L. La
famille de ces mesures i est invariante par holonomie. On note ML ’ensemble des lami-
nations géodésiques mesurées que [’on munit de la topologie définie par les semi-distances
d.(L, L") = |u(c) — i/ (c)| ot ¢ parcourt I’ensemble des courbes simples sur S transverses d

Letl.

On confondra souvent la lamination avec son support et on écrira £ pour désigner
(L, p). L’exemple le plus simple d’une lamination géodésique mesurée est 1'union de géo-
désiques fermées simples pondérées, ou les mesures transverses sont données par les me-
sures de Dirac sur les géodésiques pondérées par le poids correspondant. En fait, toute
lamination géodésique mesurée est une limite de tels exemples. Le théoreme suivant est
I’analogue de celui énoncé pour les courants géodésiques au théoreme 3.1.4 :

Théoréme 3.2.3. [Bon86, proposition 4.9] [TM79] L’ensemble des combinaisons linéaires
(positives) de géodésiques fermées, simples, deux d deur distinctes, est dense dans ML.

La construction qui suit est tirée de [Bon88, p153]. On montre que les laminations
géodésiques sont naturellement des courants géodésiques d’auto-interesection nulle.

Considérons un courant géodésique o € GC, d’auto-intersection nulle, i(a, ) = 0. Soit
£ le support de a.. Par définition, c’est un fermé s’écrivant comme une union de géodésiques.
Deux géodésiques distinctes de L ne s’intersectent pas car i(a,a) = 0. Comme Lest T
invariant, il se projette sur S en une lamination géodésique, £. Montrons que a munit
£ d’une mesure transverse. Soit k un arc transverse a £ et relevons le en un arc k C S.
L’ensemble des géodésiques de S qui rencontrent k est compact. On associe & A C k la
masse pour « des géodésiques qui rencontrent A. Ceci définit une mesure sur k et donc sur
k. L’invariance par holonomie le long des feuilles de £ est claire par définition. Ainsi, un
courant d’auto-intersection nulle s’interprete comme une lamination géodésique mesurée.

Réciproquement, considérons £ une lamination géodésique mesurée. La préimage de £
dans S est une union de géodésiques disjointes, on la note £ C (85 x 8 \ A) /Zs. Nous

allons définir une mesure dont le support est L. Soit g une géodésique de L et k un arc
transverse a g. L’ensemble des géodésiques de L qui rencontrent k est un voisinage de g
dans l’ensemble des géodésiques (si g est isolée et k suffisamment petit alors, k ne rencontre
que g.) Ainsi, la mesure transverse sur k, définie par £, définit une mesure sur un voisinage
de g. Ceci définit une mesure sur £ et donc sur (8§ x 85\ A) /Zy. Cette mesure est par
définition invariante par I', c’est donc un courant géodésique. Il est d’auto-intersection
nulle car son support est une union de géodésiques disjointes.

L’application que ’on vient de construire est une bijection entre I’ensemble des courants
d’auto-intersection nulle {a € GC, i(a, ) = 0} et ensemble des laminations géodésiques
mesurées ML. F. Bonahon montre que cette bijection est en fait un homéomorphisme,

Théoréme 3.2.4. [Bon88, Proposition 17] L’ensemble {a € GC , i(a, ) = 0} est homéo-
morphe a ’ensemble des laminations géodésiques mesurées.

W. Thurston a introduit une compactification de ’espace de Teichmiiller d’une surface
grace a 'ensemble des laminations mesurées projectives, PML := ML/R% ou (L, pu) ~
(L', W) si L=L et p=ty pourteREL.
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Définition 3.2.5. La topologie de Thurston sur Teich(S)UPML est définie comme suit :

Teich(S) est ouvert dans Teich(S) U PML et une suite m; € Teich(S) converge vers L

2y 3 . . .
st et seulement si le rapport % converge vers zgﬁgg pour toute paire de géodésiques
mj 9.

fermées simples a, 5 vérifiant i(L, 3) # 0.

Nous verrons des exemples de convergence dans la partie 3.4. Dans la partie précédente,
on a vu que l'on peut plonger Teich(S) dans PGC. De méme, on a vu a l'instant que
I’ensemble des laminations géodésiques mesurées se plonge naturellement dans GC et donc
que PML se plonge dans PGC. Ainsi, Teich(S)UPML peut s’identifier & un sous ensemble
de PGC. Le théoréme suivant permet de voir qu’il n’y a pas d’ambiguité sur la topologie
induite par la topologie de PGC sur Teich(S) U PML.

Théoréme 3.2.6. [Bon88, Theroem 18] La topologie de Teich(S)UPML vue comme un
sous ensemble de PGC est la méme que la topologie de Thurston.

A partir de maintenant, on identifiera les laminations géodésiques et les courants
qu’elles définissent.

3.2.2 Tremblement de terre

Comme on ’a dit en introduction, les tremblements de terre sont une généralisation
des twists de Fenchel-Nielsen. Nous allons définir ces twists, puis énoncer le théoréme de
S. Kerckhoff montrant I’existence d’une extension continue de ses twists a 'ensemble des
laminations géodésiques mesurées.

Définition 3.2.7. Soit (¢, ) € ML une géodésique fermée simple sur S pondérée par i €
R% et un réel t € R. On suppose S orientée. La surface S\ ¢ est une surface (possiblement
non connexe) hyperbolique a bords géodésiques. Ces bords sont deux cercles de longueur
l(c). On recolle ces deuz cercles en faisant une rotation de longueur ut (ici, les cercles
sont orientés par l'orientation de S). La surface hyperbolique dans la classe d’isotopie de
cette surface obtenue par recollement sera notée chyu)S, on dira que T(’;M)S a été obtenue
par un twist de Fenchel-Nielsen le long de (c, ) de longueur t.

La mesure u correspond a la vitesse de rotation.

Un twist de Fenchel-Nielsen le long de (c,1) de longueur £(c) s’appelle un twist de
Dehn. On le note 1.

Une définition des twists de Fenchel-Nielsen en termes de transformation quasi-conforme
se trouve dans [Wol81].

Soit (¢, ) une courbe simple. Rappelons que 1’ensemble des combinaisons linéaires de
courbes fermées simples, deux a deux distinctes, et pondérées est dense dans I’ensemble
des laminations géodésiques mesurées. Remarquons que deux twists de Fenchel-Nielsen le
long de deux courbes distinctes commutent. On définit les tremblements de terre comme
une limite de twists de Fenchel Nielsen :

Définition 3.2.8. [Ker83]/[Bon92, Proposition 1] Soit (L,u) € ML et t € R. Le trem-
blement de terre le long de (L, i) de longueur t est la limite des twists de Fenchel-Nielsen
le long de (cn, pin), 0U (Cn, pin) est une suite de (combinaisons linéaires de) géodésiques
fermées simples, deux d deux distinctes, qui tend vers (L,pu) € ML.

Théoréme 3.2.9. [Ker83] Cette définition ne dépend pas de la suite (cy, fin) et détermine
une fonction continue, notée & : ML x R x Teich(S) — Teich(S), qui vérifie pour tout
Le ML, tout X\ e R et toutt € R

Ec() =EX().
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La fonction £ coincide évidemment avec les twists de Fenchel-Nielsen lorsque £ est une
géodésique fermée simple.

Enfin, nous allons énoncer deux théorémes d’une importance cruciale dans la preuve
du théoreme d’isolation : d’une part la convexité le long des tremblements de terre de la
fonction longueur et d’autre part le théoreme de « géologie » de Thurston, a savoir que
deux métriques hyperboliques sont reliées par un tremblement de terre.

Théoréme 3.2.10. [Ker83, p253, Theorem 1] Soit m une métrique hyperbolique , L une
lamination géodésique mesurée, et ¢ une courbe fermée. La fonction t — ng(m)(c) =
i(EL(m), c) est conveze.

Sii(c,L) > 0, la fonction est de plus strictement conveze.

Théoréme 3.2.11. [Ker83, Appendiz] Soient (S1,m1) et (S2,ma) deur métriques hyper-
boliques sur S, il existe une unique lamination géodésique mesurée L telle que

Eé(ml) = ma.

En normalisant par la longueur de la lamination, vue comme un courant géodésique,
on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.12. Soient (S1,m1) et (Sa,ma) deux métriques hyperboliques sur S, il
existe une unique lamination géodésique mesurée L de mq-longueur 1 et un unique réel
T > 0 tels que

EX(my) = ma.

3.3 Théoréeme de grande déviation

Nous décrivons a présent un théoreme de Y. Kifer qui permet d’estimer le nombre
de géodésiques fermées se « comportant » comme une géodésique aléatoire, c’est-a-dire
comme le courant de Liouville, [Kif94]. Soit P I’ensemble des probabilités ¢; invariantes
sur T'S. Une géodésique fermée ¢ peut étre considérée comme un élément de P ; pour
cela, il suffit de lui associer la mesure de probabilité %, ou ¢ est la mesure de Dirac le
long de c.

Comme on I’a vu dans les exemples de courants géodésiques, I’ensemble des mesures
de probabilités ; invariantes est en bijection avec l’ensemble des courants géodésiques
de longueur 1. Soit L la mesure de Liouville normalisée sur T3, associée au courant de
Liouville L et notons, comme dans le chapitre précédent, C(7T') I’ensemble des géodésiques
fermées de longueurs inférieures ou égales a T

Théoréme 3.3.1. [Kif9), Theorem 2.1] Pour tout voisinage U de L dans P, il existe
n > 0 tel que
1 ¢
——— Card T), — =0(e™).
Card C(T) Car {’yEC( )’E(c) ¢L{} O(e™™)
De plus, n = inf, g {1 — h(v)}, ou h(v) est l’entropie du flot géodésique py par rapport a
v.

Ce théoreme a été utilisé par Y. Herrera dans sa these [HJ13], pour estimer le nombre
moyen d’auto-intersections d’une géodésique. Nous avons été largement inspiré par sa mé-
thode dans la preuve du théoreme d’isolation. En lieu et place de ’auto-intersection, nous
utilisons le théoreme de Y. Kifer, pour estimer la longueur d’une géodésique « aléatoire »
aprés un tremblement de terre. Cette définition est empruntée a M. Bridgeman, [Bri98]
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qui appelle le courant de Liouville « géodésique aléatoire ». Expliquons en le sens. Soit
v € T'S, et notons ay(t) la géodésique de longueur ¢, dirigée par v. A partir de a,(t) on
forme une géodésique fermée, notée ¢, (t), qui est la géodésique dans la classe d’homotopie
de la courbe fermée obtenue en reliant les deux extrémités «,(0) et a,(t) par un segment
géodésique. La dénomination géodésique aléatoire vient de la propriété suivante, montrée
par F. Bonahon dans [Bon88|.

Théoréme 3.3.2. [Bon88] Soit L' le courant de Liouville normalisé en probabilité. Pour
presque tout v € TS, on a

lim Cvi(t) =L
t=00 £(cy(t))

3.4 Exemples

Dans T’article [SS93], R. Schwarz et R. Sharp demandent comment se comporte le
nombre de corrélation, ¢(1), quand les métriques que I’on considére varient dans ’espace de
Teichmiiller. Plus précisément, ils demandent si ¢(1) peut tendre vers 0. On a vu que
le comportement asymptotique de ¢(1), 6 et §(1) sont les mémes, cf. corollaires 2.2.27
et 2.2.28. Ceci nous permet de donner une série d’exemples montrant comment varient
ces invariants quand les métriques parcourent l’espace de Teichmiiller et on répond en
particulier par 'affirmative a la question de Schwartz et Sharp.

e Le premier exemple consiste & itérer des difféomorphismes pseudo-Anosov afin de
faire tendre ’exposant critique vers 0.

Définition 3.4.1. [CTO07, Section 13] Un difféomorphisme A : S — S est dit pseudo-
Anosov si il existe deux laminations géodésiques mesurées (L4, p+), (L, u—), transverses
lune a Uautre, et un réel k > 1 qui vérifient :

- Ly UL_ remplit S.

- ALy)=L4.

- A*uy = kpy. (image inverse de puy par A)

- Afu_ = %u_. (image inverse de p—_ par A)
Les laminations Ly, L_ sont appelées respectivement attractive et répulsive, le réel k est
appelé la dilatation de A.

Soit (S, mp) une surface hyperbolique. Soit A un difféomorphisme pseudo-Anosov et
L ses laminations géodésiques mesurées associées et k sa dilatation. On considére la suite
de surfaces hyperboliques suivantes.

S = (S, A" (my))

et
S o= (S, A* " (my))

Proposition 3.4.2. Soit a un courant géodésique qui remplit S et 5 un courant géodésique
quelconque. Il existe K > 0, tel que pour tout c € C on a :

i(a,¢) > %z’(ﬁ,c).

Démonstration. En effet, la fonction ¢ — (3, ¢) est continue sur I’ensemble des courants
géodésiques. Comme {c € GC |i(a,c) = 1} est compact, théoreme 3.1.9, il existe K > 0
tel que pour tout ¢ € {c¢ € GC|i(a,c) =1} on a

i(B,c) < K.
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On conclut par homogénéité de la formule. O
En particulier, en fixant o = Lo et = L4 on a

Corollaire 3.4.3. Il existe K+ > 0 tel que pour tout c € C on a

1.
lsy(c) > Ez(ﬁi,c).
Nous allons aussi avoir besoin de la propriété suivante qui montre que le mapping class

group? agit « par isométries » sur la forme d’intersection.

Proposition 3.4.4. Soit D un difféeomorphisme de S. Alors pour toute paire de courants
géodésiques (o, ) € GC on a
i(Da, DB) = i(a, B).

Démonstration. La relation est vraie pour toute courbe fermée et plus généralement pour
toute combinaison linéaire de courbes fermées, car D est un difféomorphisme et ne change
donc pas le nombre d’intersections géométriques. On conclut par densité et continuité de
Iintersection. O

On en vient finalement & ’estimation sur les longueurs des géodésiques sur S, et S/,.

Proposition 3.4.5. [ existe K+ > 0 tel que pour tout c € C et tout n € N on a

lp(c) > ?i(£+, c).

0 (c) > fi(ﬁ,, c).

Démonstration. En effet, on vient de voir que ¢, (c) = i(A™"Lg,c) = i(Lg, A"c). Ainsi,
d’apres le corollaire 3.4.3, il existe K > 0 tel que

1 .
ln(c) > K—+z(£+,A c).

Et, de nouveau grace a la proposition 3.4.4, on a
i(Ly,A) =i(A™" Ly, ).

La troisieme propriété d’un difféomorphisme pseudo-Anosov implique finalement que
(A" Ly, c) =K (L4, c).

Les trois relations impliquent l’inégalité annoncée. La seconde se montre de la méme
maniere. O

On a donc montré qu’il existe K > 0 tel que pour tout ¢ € C

n

L@+ > S oo

Comme L4 U L_ remplit S, la proposition 3.4.2 montre qu’il existe K’ > 0 tel que
pour tout ¢ € C on a
o(c)

K’

3. (le mapping class group est défini par MCG = Dif f(S)/Dif fo(S), ot Dif fo(S) sont les difféomor-
phismes isotopes a 'identité)

1
WLy UL-c) 2 75i(Lo,0) =
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On a donc

lo(c)+ O (c) >

KK,KO(C)-

Finalement, il existe K” > 0 tel que

Z efs(ﬁn(c)Jré;L(c)) < Z e—sanueO(c)

ceCS ceCS

Ainsi, Pexposant critique associé & (S, S},), vérifie 6(Sy, S),) < W et tend donc vers 0.

Remarquons que I'on peut fixer mg et obtenir tout de méme un exposant critique qui
tend vers 0. En effet, soit D un élément du mapping class group, 'exposant critique de
5(S,8") est égal & lexposant critique de §(D(S), D(S”)), car le spectre des longueurs est
invariant par MCG. Soit Sy une surface hyperbolique et considérons ’exposant critique
associé a (Sp, A%2"Sp) oit A est un difféomorphisme pseudo-Anosov. Cet exposant critique
est donc égal a celui de (A7"Sp, A™Sp), qui tend vers 0 d’apres ce que 'on vient de voir.

e Soit Sy une surface hyperbolique. Soient P et P’ deux familles de géodésiques qui
décomposent Sy en pantalon, et, telles que le complémentaire de P U P’ soit composé de
disques topologiques. On considere les suites de métrique définie par les coordonnées de
Fenchel-Nielsen de la fagon suivante. La suite S, est définie en pingant les géodésiques de
P : on fixe les coordonnées de twist et on réduit les coordonnées de longueur le long de
P d’un facteur e ™. La suite S/, est définie en pingant les géodésiques de P : on fixe les
coordonnées de twist et on réduit les coordonnées de longueur le long de P’ d’un facteur
e~ ™. D’apreés le lemme du collier [Hal81, collar lemmal, il existe M > 0 tel que pour toute
courbe ¢ € C, ,(c) > Cllog(e™")|i(c,P) = Ci(c, P)n, car la longueur des géodésiques
dans P sont plus petites que e~". De maniére identique on a ¢, (c) > M|log(e ")|i(c, P’) =
nMi(c,P'). Ces deux inégalités impliquent,

ln(c) + €,(c) > nMi(c,PUP’),

Comme P U P’ remplit Sy, la proposition 3.4.2 implique qu’il existe Ky tel que pour tout
ceConailc, PUP") > Koly(c), donc

ln(c) + £, (c) > nMKyly(c).

1

TR et tend donc

De nouveau, l'exposant critique associé a (S, S),) vérifie §(Sp, S,) <
vers 0.

Cet exemple permet de montrer le théoreme 0.1.13 de I'introduction et met en lumiere
le probleme de I'inégalité triangulaire lorsque ’on veut essayer de fabriquer une distance a
partir de ¢. En effet, soit P un pantalon de Sp\P et P’ un pantalon de Sy\P’. On peut choi-
sir deux éléments du groupe fondamental de P : «, 3, engendrant un groupe libre de rang 2,
que I'on note F' =< «, 8 >. On appelle pg, pn, p!, les représentations de 71 (S) — Isom(H?),
définissant Sp, S, et S;,. Remarquons que les longueurs de translations de py () et pp(53)
sont minorées uniformément en n. Ainsi Pexposant critique §(po(F'), pn(F')) est minorée
uniformément en n. De méme, en considérant, F/ =< o/, 3" >, le groupe fondamental
d’un pantalon de Sy \ P’, on voit que §(po(F"), pl,(F")) est minoré uniformément en n. En
particulier, il existe €, ¢ > 0 tel que pour tout n € N :

5(S07Sn) > 5(p0(F),pn(F)) > €
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5(S0, S) = 8(po(F), dy(F')) = €.

Ce qui conclut la preuve de 0.1.13

e Dans 'exemple qui suit, on fait agir le mapping class group par des twists de Dehn
et on y montre que l'exposant critique est décroissant. Soit Sy = (.5,mp) une surface
hyperbolique et o une courbe fermée simple sur .S. Soit 7, le twist de Dehn le long de «
et définissons S,, := 77(So) et S, := 7,"(So). Comme la longueur d’une courbe le long

d’un tremblement de terre est convexe et puisque S,, = 52‘0(“)(50), on a pour tout n >0
et toute courbe fermée c,

bo(te) — bo(TR7 L) S 0o(Ta c) — Lo(1; ")

n—(n-1) - —(n—1)—(—n)

Donc,
lo(T7¢) — Lo(77 ) > Lo (V) — by(777¢).

Soit encore,
Un(c) + £ (c) = Ln-1(c) + 4,1 (c)

Donc la suite des exposants critiques 6(Sy, S,) est décroissante en n, ce qui implique que
la limite existe. Comme S7 # S}, on a 6(S1,5]) < 1/2 et par décroissance on a finalement

. /
lim 5(Sy, 5,) # 1/2.

Comme 7. ne change pas le spectre des longueurs, cet exemple montre que la suite
§(S0, 72"8p) ne tend pas vers 1/2. L’idée de la preuve du théoréme principal repose sur cet
exemple. On souhaite montrer que le long d’un tremblement de terre ’exposant critique
ne peut pas tendre vers 1/2. Le probléeme qui se pose pour un tremblement de terre quel-
conque est qu’il change le spectre des longueurs. Par conséquent, on ne peut pas utiliser
la méme méthode consistant & écrire §(7. ™Sy, 77Sy) = §(So, 72" S).

e On donne finalement un exemple d’une famille de surfaces (S, S]) telle que leur
distance de Thurston est minorée par 1 mais dont ’exposant critique tend tout de méme
vers 1/2. Soit Sy une surface hyperbolique sur S et ¢ une courbe fermée simple. Soit S; la
métrique obtenue, & l'instar du deuxiéme exemple, par pincement de ¢ d’un facteur e~

La distance de Thurston entre Sy et S;11 vérifie :

(c)

—t
> [
em(c)) =108 =

dr(St, Si+1) > log ( = log(e) = 1.

Ainsi, dp(St, St41) > 1 mais
Théoréme 3.4.6. L’exposant critique 6(Sy, Si+1) tend vers 1/2 lorsque t — 0.

Démonstration. La preuve utilise la distance de Weil-Petersson sur 1’espace de Teichmiil-
ler. Nous n’allons pas en rappeler la définition précise mais seulement certaines de ses
propriétés. La premiere est que la longueur du chemin p : RT — Teich(S), p(t) = S; pour
cette distance est finie, d’aprés un résultat de S. Wolpert [Wol75]. Ainsi, la distance de
Weil-Petersson entre S; et Sy+1 tend vers 0. La seconde est le lien lien entre I'intersec-
tion et la distance de Weil-Petersson. F. Bonahon a prouvé dans [Bon88, Theorem 19]
que i(S,S5") = i(S,S) + o(dwp(S,S")). On a donc % — 1. On conclut a l'aide du
théoreéme 3.1.17 et du corollaire 2.1.34 que 0(S¢, Si+1) — 1/2. d



98 CHAPITRE 3. THEORIE GEOMETRIQUE DE L’ESPACE DE TEICHMULLER

exp(-t)

3.5 Théorémes d’isolation

On montre dans cette section le théoréme principal de la premiere partie de ce travail,
le théoréme d’isolation de ’exposant critique :

Théoréme 3.5.1. Soit Sy = (S, mg) une surface hyperbolique fizée et S, = (S, my) une
suite de surfaces hyperboliques. On a alors

nlij& 0(So,Sp) =1/2 <= nlg]go dr(Sn, So) = 0.

La preuve consiste & montrer que Iexposant critique 0(Sp, S,) ne tend pas vers 1/2
lorsque S,, va au bord de I’espace de Teichmiiller. Pour cela, on découpe la série de Poin-
caré en trois sommes dont on sait majorer ’exposant critique indépendamment. L’une
des sommes a un exposant critique qui tend vers 0 griace a la convexité de la fonction
longueur le long des géodésiques, cette série correspond aux géodésiques dont la longueur
est croissante le long de tout le tremblement de terre que ’on considere. La deuxiéme série
correspond aux géodésiques de Sy qui, de plus, ont une longueur quasiment proportionnelle
a celle sur S, avec le coefficient de proportionnalité correspondant a la pente maximale
(formellement ce sont les géodésiques de C(So, Sy, A=1(6(So, Sn)),€)). Ainsi, on peut esti-
mer la longueur de ces géodésiques sur Sy a la longueur sur S,. De plus grace au théoréme
de grande déviation on montre que ces géodésiques sont « peu nombreuses » vis-a-vis de
la métrique Sp. Ces deux propriétés permettent de majorer I'exposant critique de cette
série. La derniere somme correspond aux autres géodésiques, qui sont peu nombreuses au
sens de la métrique de Manhattan par le choix du coefficient de proportionnalité dans la
somme précédente.

Démonstration. Si dr(Sp, So) — 0 alors 6(Sp, Sp) tend vers 1/2 par continuité de 1'expo-
sant critique pour la métrique de Thurston 2.1.15

Réciproquement, supposons par I’absurde que dr(Sp, Sy,) ne tend pas vers 0. Si la suite
Sy, reste dans un compact de Teich(.S), elle admet une sous-suite, toujours notée S, qui
converge. On note S, sa limite. Si Sy, # Sp I'exposant critique §(Sp, Soo), €st strictement
inférieur & 1/2. Par continuité de l'exposant critique, §(So, Sn) — (S50, 5«) < 1/2 ce
qui est contraire & I’hypothése. On peut donc supposer que S, sort de tout compact de
Teich(S).
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Le but est de montrer que l'exposant critique (Sp, S,) ne peut pas tendre vers 1/2
lorsque S,, va au bord de l’espace de Teichmiiller.

La premiere étape de la preuve consiste a utiliser le théoréme de géologie de Thurston
pour trouver un tremblement de terre, qui relie Sp & .S,, dans Teich(S), puis de montrer que
la longueur de « la plupart » des courbes grandit le long de ce chemin. Ceci impliquera que
I’exposant critique de la série de Poincaré restreinte a ces courbes diminue. Considérons la
fonction suivante, qui est continue d’apres la continuité de l’intersection, théoreme 3.1.7
et la continuité des tremblements de terre, théoréme 3.2.8 :

./\/lﬁl(So) ch — R
(€4 (mo)v)

(Ev V) — i(Lo,l/) I

ou ML1(Sp) est 'ensemble des laminations géodésiques mesurées de mo-longueur 1 et Ly
est le courant de Liouville associé & mg. L’ensemble ML;(Sy) est compact donc g(v) :=
ming f(L£,v) est bien définie et continue. . Toujours par compacité de ML;(Sp), il existe
une lamination £y € ML1(Sp) qui réalise le minimum, pour v = Ly, ¢’est-a-dire

i(EL, (mo), Lo)
i(Lo, Lo)

Par le corollaire 3.1.18, g(Lo) > 1, car £ (So) # So. Posons € > 0 tel que g(Lg) = 1 +e¢.

Soit U le voisinage de E) dans P, ’ensemble des mesures de probabilités invariantes
par le flot géodésique, défini par

U:={nePllgp) —g(Lo)| <e/2}

et considérons le sous-ensemble de C suivant

Go {ceC%| ()eu}

g(Lg) = mﬁin f(L,Ly) =

Par définition, si la courbe ¢ est dans Gy, elle vérifie g(c) — g(Lo) > —e/2, c’est-a-dire
i(££(50).0)

(
ming W > 1+ ¢/2. Ainsi, pour tout £ € ML;(Sp) et c € Ty
55}(50)(0)
to(c)
Par convexité de la fonction longueur le long des tremblements de terre, théoreme 3.2.10,
on a, pour tout £ € MLy (Sp), pour tout t > 1 et tout ¢ € Gy,

le1(s0)(€) = (14 te/2)lo(0).

Cette derniere inégalité est le pendant mathématique du fait que la longueur de « la
plupart » des courbes est croissante le long de n’importe quel tremblement de terre. En
effet, le théoreme de grande déviation de Y. Kifer stipule que G§NCy(T") a une croissance
exponentielle plus petite que Co(T).

Regardons la série de Poincaré associée a (Sp, Sy,),

PlSh, Sul(s) i= 3 e 00,
ceCS

>1+4¢/2.

D’apres le corollaire 3.2.12, il existe une lamination £, € ML1(Sy) et un réel ¢, > 0 tels
que EZ’;(SQ) = Sy, ainsi,
78(60 +€ tn (S )( ))

P[Sy, Sp Z e

ceCS
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Divisons la somme en deux, d’une part en sommant sur les courbes de Gy et d’autre part
sur le complémentaire de Gy.

Comme S,, sort de tout compact de Teich(S) et par continuité de (¢, £) — £4(So), la
suite t,, doit tendre vers l'infini. Donc, pour n suffisamment grand ¢,, > % De plus,

78(50 C)+A€ tn

e <S) < S e o)(1+¢tn/2))

ceGo ceCS

L. (ZO(C)J’_Z tn (S )(C)) ol . . .
Donc la série ZCeGO a un exposant critique strictement plus petit que

1/2 pour n suffisamment grand. On peut méme noter que ’exposant critique de cette
somme tend vers 0.

Le but de la seconde partie de la preuve est d’obtenir une majoration de l’exposant
critique de la série de Poincaré restreinte au complémentaire de Gy. Comme on ’a expliqué,
on va utiliser le théoreme de grande déviation de Y. Kifer qui nous permet de majorer la
croissance exponentielle de G§ N Cy(5), mais, comme on veut majorer la croissance vis-a-
vis de la métrique de Manhattan, on se servira de l'exposant critique directionnel pour
contréler la métrique sur S, par rapport a celle sur .Sp.

Soit A, la pente pour laquelle ’exposant critique directionnel entre Sy et S, est
maximale, c’est-a-dire formellement X\, = A~1(5(Sp,S,)). On a donc §(Sy, Sp, \n) =
0(So0, Sn ) Soit u > 0 et notons de maniere plus concise Cp(u) = C(S1, S, An,u) =
{c eC | - A ’ < u} D’apres le corollaire 2.1.35, pour tout u > 0

50

T s+ (o)
c€Cp (u)e

a un exposant critique strictement plus petit que 0(Sp, S,). Remarquons que 1’exposant
critique de P[Sp, Sy est le maximum des exposants critiques des trois séries suivantes :

—s(Lo(c)+Ln(c)) ,

N S IO
c€GENCh(u ’

—s(lo(c)+n(c)).

i ZCEGO €

i ZCEGSF‘ICTL (u)e €

On vient de voir que ’exposant critique de la premieére série tend vers 0. La troisieéme sé-
rie & un exposant critique strictement plus petit que §(Sp, S,) car Zcecn(u)c e s(lo(e)+n(c))
a déja un exposant critique plus petit que §(Sp, Sy,). Ainsi, pour n suffisamment grand,
3(So, Sn) est égal & l'exposant critique de Y .cqenc, () e—slo()+n () 1] gagit donc de
majorer ce dernier.

Pour tout ¢ € C,(u), on a £,(c) > lo(c)(N\, — u), il suit que

Z e 5(to()Hn(9)) < Z e~ slo()(LHAn—u)
c€G§NCn (u) cEGENCr (u)

D’apres le théoreme de grande déviation 3.3.1, le complémentaire de G est « petit »
pour la métrique Sy, c’est-a-dire qu’il existe 5 > 0 et M > 0 tels que

Card(GENC(T)) < M Card (C(T)) e < M7,

Notons G§(k) = {c € G§ et {y(c) € [k, k+ 1[}.
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Z e—sfo(c)(l-l—)\n—u) < Z Z —sfo () (14+Xp—u)

c€G§NCn (u) keN ceG§ (k)

<Y Y e —sk(1+An—u)
keN ceG (k)
< Z Z e—sk(1+)\n—u)
keN ceGSNC (k)
< Z Card{c € G N C(k)}e~skHAn—u)
keN
< 3 M-k sk )
keN
< ZMlek(lfnfs(lJr)\nfu))'
keN

—slo(

Ceci implique finalement que ZceGCmcn (u) € )(1+An=u) 5 un exposant critique plus

petit que 1+>\7 Or, 'exposant critique de P[Sy, S,| est égal a ce dernier, en prenant la
limite v — 0, on voit que :
1-n
0(Sp, Sn
(S0, 5n) < 95
Supposons & présent que 6(Sp,S,) — 1/2. D’apres le corollaire 2.1.36, on a A, — 1 et
en prenant la limite n — oo, on obtient % < 1 ce qui est absurde. Ceci conclut la

2
preuve. ]

Comme on 'a vu dans le dernier exemple, si on fait varier les deux surfaces dans
I'espace de Teichmiiller, I'exposant critique peut tendre vers 1/2 bien que la distance de
Thurston reste minorée par une constante strictement positive. En revanche, si on suppose
qu’une des suites reste dans la partie « épaisse » de Teichmiiller alors I’exposant critique
tend vers 1/2 si et seulement si la distance de Thurston tend vers 0.

Définition 3.5.2. Soite > 0. On appelle partie mince de Teichmiiller et on note Teich.(S)
le sous-ensemble de Teich(S) tel qu’il existe au moins une géodésique fermée de longueur
inférieure a . On appelle partie épaisse de Teichmiiller et on note Teich>.(S) le complé-
mentaire d’une partie mince.

Le mapping class group ne change pas le spectre des longueurs de S et agit donc sur la
partie épaisse de Teich(S). Le théoréeme de compacité de Mumford assure que le mapping
class group agit cocompactement sur la partie épaisse.

Théoréme 3.5.3. [Mum71] Pour tout € > 0, Teich>.(S)/MCG est compact.

Par conséquent, si il existe € > 0 tel que la suite de surfaces S,, = (S, m,,) reste dans
Teich>.(5), alors il existe une suite D,, de difféomorphismes, tel que D, (S,) reste dans
un compact.

Corollaire 3.5.4. Soit S,, = (S, m,) et S}, = (S, m],) deuz suites de l’espace de Teichmiil-
ler. On suppose que l'une des deuz suites reste dans une partie épaisse : Teich>.(S) pour
un certain € > 0. On a alors

. A . AN
Jim 3(Sn,Sy) =1/2 <= Jim dr(Sy,S,) =0
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Démonstration. Quitte & échanger S, et S; on peut supposer qu’il existe ¢ > 0 tel que
pour tout n € N, S;, € Teich>.(5). Il existe donc un compact K € Teich(S) et une suite
de difféomorphismes D,, tels que D,,S, € K pour tout n € N. On peut quitte a extraire,
supposer que D, (S,,) € K converge vers So, € K

Soit u > 0, pour n suffisamment grand on a pour tout ¢ € C

Cp,(sp)(c)

1—u<
— As (o)

<1+ u.

L’exposant critique vérifie donc
(1 = u)d(Soo; Dn(Sy)) < 0(Dn(Sn), Du(Sy)) < (14 u)d(Soo, Dn(Sy))-

Comme 'exposant critique ne change pas le spectre des longueurs et que la série de
Poincaré est positive donc absolument convergente, ’exposant critique de (S, S},) est égal
a Pexposant critique de (Dy,(Sy), Dn(S),)). Supposons que exposant critique de (Sy, S},)
tend vers 1/2, alors celui de (D,,(Sy), Dn(S))) tend aussi vers 1/2. Par les inégalités
précédentes ceci implique que §(Sx, Dp(S},)) — 1/2 car u est arbitrairement petit. On
applique maintenant le théoréme 3.5.1, on a donc dr(Sso, Dn(S},)), Seo) — 0, et finalement
dr(Sy,S),) — 0. O



Chapitre 4

Annexe : Un théoreme de Knieper

4.1 Un théoréme de G. Knieper

L’objet de cette annexe est de montrer ’égalité entre ’exposant critique « géodésique »
et 'exposant critique « des distances » pour un groupe graphé agissant sur le produit
H? x H2.

Rappelons que 'on a défini deux courbes de Manhattan a priori distinctes. L’une en
sommant sur les éléments de I,

Cur = { (a1, az) € R?| Z e~ s(amdi(nonon)Fazd2(1202,02))5 yup rayon de covergence égal & 19,
vyel

I’autre en sommant sur les géodésiques fermées,

C$ = {(al, az) € R?| Z e~slati(e)+azt2(€) y yy rayon de covergence égal A 1} .
ceCS

On veut prouver le théoréme suivant. La preuve que nous proposons est essentiellement
la méme que celle de G. Knieper. Il suffit juste de vérifier a la fin de chaque argument que
si on obtient une inégalité pour pi(y) alors on en a une du méme type pour pa(7).

Théoréme 4.1.1. [Kni83] C)y NR2 = C§ NRE

On se restreint aux coefficients positifs des courbes de Manahttan pour éviter de multi-
plier les différents cas dans les inégalités. Remarquons que ceci implique en particulier qu’il
y a égalité entre les exposants critiques classiques et géodésiques : §(S1, S2) = d(p1, p2)-
Nous indexerons les objets concernant I’espace hyperbolique de « gauche » par 1 et par 2
ceux concernant l’espace hyperbolique de « droite ». On notera la métrique de Manhattan
dy;*, pour tout v € G dy;*(y0,0) = ai1di(y101,01) + azdz(v202,02). De méme, pour
tout ¢ € C, on note £1;*(c) = a1l1(c1) + azla(c).

On définit les ensembles suivants :

ree(t) .= {yerl, dyy*(yo,0) < t}.

Ca2(t) :={ce C, 54" (c) < t}.

Rappelons que lexposant critique 0% de la série de Poincaré suivante,

e g%1:22 4 N . . \
P (s) =37 cre sdy” 7 (70.0) et égal A la croissance exponentielle de ['%:92(t), c’est-a-
dire :

1 [rat.az
0942 = lim sup og Card( (t))

t
103
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De méme ID'exposant critique pour la série de Poincaré géodésique,
a1 ,(l2 , < . .
PE(s) = Y ec e%1" (9 est égal A la croissance exponentielle de C*-%2(t) :

log Card(C%1%2 (¢
o s DECHC(0)
On va montrer que §*0%2 = §4"**, ce qui impliquera le théoréme 4.1.1.

Une des inégalités entre 65" et §*1:%2 est facile & obtenir, on la prouve dans le lemme

suivant. On fixe un domaine fondamental Ny pour 'action de I'7 sur ]H[% tels que o1 € Ny.
Soit F' le relevé dun difféomorphisme entre S; et Sz tel que F'(01) = 0a. Cette application
est équivariante vis-a-vis des deux représentations. On pose No = F(Np), qui est un
domaine fondamental sur H3 de I’action de I's. On appelle D; leurs diamétres respectifs.
Remarquons que 'on peut choisir dans chaque classe de conjugaison d’un élément ~1,
un représentant dont l'axe, Axe(y1) est une géodésique rencontrant Nj. Par définition
F(Axe(v1)) rencontre Np. Comme F' est une quasi-isométrie, 'axe de -2 est a distance
bornée (indépendamment de ) de N, on note cette distance Q. Nous allons montrer qu’il
existe k > 0 tel que ce choix est une injection de C**2(R) dans I'**2(R + k)

Lemme 4.1.2. I existe un réel k > 0 tel que
Card(C***?(R)) < Card(I'*V**(R + k)).
En particulier, 54 < §%1:02,

Démonstration. Soit ¢ € C*%2(R) et Cy une géodésique de H; qui si projette sur ¢; €
H; /T et telle que Cp N Ny # (). 11 existe 4, € 'y dont I'axe est Cy. Soit p; € C; N Ny, on
a donc

d(y101,01) < d(v1p1,p1) + 2d(o1,p1) < f1(c) +2D;.

Rappelons que d(Cs, No) < @, ou Cy l'axe géodésique de ~o. Soit pa € Cy, tel que
da(p2,02) < Q + Do,

d(202,02) < d(y2p2, p2) + 2d(02, p2) < La(c) + 2D2 + 2Q).

Ainsi d};" (y0,0) < ali(c) + 2a1 D1 + agls(c) + 2bD3 et v € T(t + 2a1D1 + 2a2(D2 + Q)).
On a obtenu une injection de C**2(t) dans I'*"*2(R + 2aD; + 2a2(D2 + Q)) ce qui
prouve le lemme. O

L’autre inégalité demande un peu plus de travail. Regardons la projection :
w92 (R) — C*"*2(R),

qui associe a un élément v € I'““2(R), sa classe de conjugaison, [y]. L’idéal serait de mon-
trer que le cardinal de ’ensemble des antécédents d’un élément grandit sous-exponentiellement
vite en R. Ce n’est pas le cas. On va se ramener au sous-ensemble de I'*>2( R), dont l'axe
de v est & distance bornée de 01, que 'on note B?%2(R) par la suite. On montre en
premier lieu que le cardinal de 7~1([y]) N B®%2(R) est polynomial en R. Ensuite, on verra
que B*?2(R) a le méme taux de croissance exponentielle que I'*1*2(R).

On note

B®%2(R) = {y € T'|di(Axe(y1),01) < Dy et £3;**([7]) < R}.

Comme nous ’avons déja dit, dans chaque classe de conjugaison d’un élément de v € T', il
existe un représentant de y; dont ’axe passe par Nj. L’application 7 restreinte a B*%2(R)
est donc une surjection dans C%+%2(R). Regardons maintenant le cardinal de 7~1([v]).
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Lemme 4.1.3. Il existe K > 0 tel que pour tout R > 0 et tout [y] € C**2(R),
Card (71'_1([’7]) N B2 (R)) < KR.

En particulier, Card C**2(R) > ﬁ% Card B™*2(R).

Démonstration. Fixons [vy] € C**2(R), v € I' un représentant de [7] et A; l'axe de 7.
On cherche a majorer le cardinal de

E = {g€[]ldi(Axe(g1,01) < D1} (4.1)

Pour cela considérons s; la longueur de la plus petite géodésique de Sy, notons 1 := s1/4
et pour tout p; € H2, majorons le cardinal de

Fp, = {g € [7]|di(Axe(g1,p1) < 71}

Remarquons que par compacité de Ny, il existe un nombre fini N de boules B(p;, 1) telles
que Ny C U;B(p;,71). Ainsi Card(E) < N max; Card(F),). Il suffit donc de montrer une
majoration polynomiale de F}, afin de prouver le lemme.

Soient g et ¢’ deux éléments distincts de Fj,,. Par définition, il existe 3 et 3’ tels que
g =Py tetg =Byt On a Axe(g1) = Bi(A1) et Axe(g]) = B1(A1). Fixons un
segment [ sur A qui est un domaine fondamental de I'action de ;. La longueur de Iy
est donc égale & ¢1(y1). Comme g,¢" € F,,, par définition, il existe ¢; et ¢} dans I et
n,n’ € Z tels que

Bivtq € B(pr,r1) et Bivi'q € B(pi,r).

Comme ¢1,¢} € I, on a

d(q1,q1) < i([y])- (4.2)

Nous allons maintenant minorer la distance entre ¢; et ¢}, ce qui majorera le cardinal de
F,,. Appelons o := B9} et o := B|4}. Comme g # ¢/, on a a # /. Par définition de la
systole s1, on a

< d(atagq,q1) = d(ag, o' q1)
< d(agi,o'qy) +d(o’q, o qq)
< 2 +d(q,q1) = s1/2+ d(q1, q1)-

S1

Les points ¢ et ¢} vérifient alors

(a1, q1) > s1/2. (4.3)

Les équations (4.2) et (4.3) impliquent donc Card F),, < % Finalement, il existe K; > 0
tel que

Card E < K141([])- (4.4)
Remarquons que par équivariance de F', en notant As 'axe de 9, on a
E C {g € [7]| Axe(g2) N B(oz, D2 + Q) # 0}.
Le méme argument appliqué a 79, montre qu’il existe Ko > 0 tel que
Card E < Kals([v]). (4.5)

Les inégalités (4.4) et (4.5) montrent que Card E < K£3;"*([7]).
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Nous allons montrer que le cardinal de B“*2(R) a la méme croissance exponentielle
que 1?92 (R). Nous allons procéder en deux temps. On choisit deux ouverts Uy, V5 de S,
tels qu'une géodésique dont les extrémités sont dans ces ouverts rencontre Ni. On montre
dans un premier temps que si un éléments v € %2 (R) vérifie y1U; N V4 # () alors on
peut « ramener » cet éléments dans B*“?(R + ¢), ol ¢ est une constante indépendante
de R. Dans un second temps, on montre que les éléments de I'*"*2(R) ne vérifiant pas
vy Ui N'V; # 0 sont peu nombreux, ce qui permet de minorer le cardinal de B*2(R) et
de conclure.

Nous utiliserons les deux lemmes classiques suivants :

Lemme 4.1.4. Il existe Uy, V; C St tel que pour tout £ € Uy,m € Vi, on a di((&€,n)1,01) <
Dy. De plus, tout voisinage inclus dans Uy et V1 a la méme propriété.

Désormais et jusqu'a la fin de cette annexe, on fixe un élément r € T' dont l'axe
(r{,7]) = Ay de r1 rencontre Ni. On rappelle que r{ désigne le point attractif de r; et
r; son point répulsif. Cet élément servira a renormaliser les éléments de I' afin que leur
axe rencontre N, en vertu du lemme suivant.

Lemme 4.1.5. Pour tout voisinage Uy C OH? de v et Vi C OH? de r| il existe n € N

tel que
ri (OHF \ V1) C UL,

r"(OHT \ Uh) € V1.
Montrons maintenant le premier lemme, minorant le cardinal de B**2(R)

Lemme 4.1.6. Pour tout voisinage Uy de r{ et Vi de rf, il existe ¢ > 0 tel que pour tout
R>0o0na

Card{y € T**(R) | 1U1 N Vi = 0} < Card B**?(R + ¢).

Démonstration. Avant d’entamer la preuve, remarquons que si deux ouverts Uy, V; vérifient
le lemme 4.1.6, alors tous les ouverts contenant U; et V7 le vérifient avec la méme constante
c. Il suffit donc de le vérifier pour des ouverts suffisamment petits. Choisissons U; et
V1 comme dans le lemme 4.1.4. Quitte a restreindre U; et Vi, on peut supposer que
Vi C OH% \U;j et Uy C 0]1-]1% \ V1. Choisissons n comme dans le lemme 4.1.5 et considérons
la renormalisation f(v) = r"4r". De la sorte, pour tout v tel que y,U; NV =0, on a

p1(f(v))(Ur) C Uy

et
p1(f(7) "' (V1) C Vi

Ceci assure que les points fixes de p1(f (7)) sont dans U; et V4 et donc que 'axe de p1(f(7))
rencontre Vj.

Calculons maintenant le déplacement de f(v). Soit ¢; un point de 'axe de p1(f(7))
contenu dans Np. On a

LD = dlr"yr™ )i, a1) (4.6)
< dmq,q1) +2d(riq, 1) (4.7)

Soit p; sur 'axe de r; et appartenant a Ny, on a

G (Lf()]) d(vy101,01) + 2d(q1, 01) + 2d(r{'p1,p1) + 2d(p1, q1) (4.8)

<
< d(y101,01) + 2Dy + 2nly(r) + 2D, (4.9)
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Comme F est une quasi-isométrie, il existe une constante ) > 0 telle que les axes vérifient
da(Axe(p2f (7)), F(Axe(p1f(7)))) < Q et da(Axe(rs), F(Axe(r1))) < Q. On obtient, en
refaisant les calculs précédents pour pa(f(7)) :

O] < d(r202,02) +2D2 + 2nly(r) + 2D; + 4Q. (4.10)
Si bien que,

Gr(fF) < dyp™(yo,0) +e (4.11)

ou ¢ = a1(2D1 + 2nly(r) + 2D1) + a2(2Dy + 2nls(r) + 2Dy + 4Q). Par conséquent, pour
tout v € T2 (R), tel que U1 NVy =0, 0on a :

f(v) € B**(R+¢),
ce qui conclut le lemme. ]

Montrons maintenant que les éléments vérifiant v, U; N Vi # @ sont peu nombreux.
L’idée est de montrer qu’il n’existe pas d’élément + qui échange U; et V;. La preuve que
I’'on propose est plus simple que celle de G. Knieper car notre cadre est moins général.

Lemme 4.1.7. [ existe des ouverts Uy et Vi tel que pour tout R >0 on a
1
Card{y e T""?(R) | U1 NV} # 0} > 3 (Card T2 (R))
Démonstration. On note :

A(U1, Vi, R) i={y € T"(R) ImU1 N V1 = 0}

et
A(R) = A(Ul, Vi,R)U A(Vl, Ui, R).

Remarquons que Card A(Uy, Vi, R) = Card A(V1, U, R), car la fonction inverse est une
bijection entre les deux ensembles. Par conséquent, Card(A(R)) = 2Card A(U1, V1, R).
Montrons maintenant que A(R) = I'***2(R). Pour cela, montrons que I'**2(R) \ A(R)
est vide. En effet, un élément v € I'*%2(R) \ A(R) doit vérifier

MU NVL #£0
MnVinU #0.

Vérifions que ces deux conditions ne sont pas simultanément réalisables. Pour le voir,
considérons la position de 'axe de ~y; par rapport a U; et V.

— Si le point fixe attractif de 71 est dans U; (respectivement Vi), alors v,U; C U
(respectivement 1V, C V1) et la premiére (respectivement la seconde) condition ne
peut étre respectée.

— Si le point fixe répulsif de v, est dans U; et 'attractif en dehors de Uy U V;. Alors
~v1V7 se rapproche du point fixe attractif, donc v; V4, N U; = (). Le méme argument
fonction si le point fixe répulsif de 7 est dans V.

— Si aucun des points fixes n’est dans Uy U V; alors il y a deux possibilités. Soit 'axe
de 71 est dans une composante connexe de S!\ (U; U V). Soit I'axe de 7 sépare
S! en deux composantes connexes, I'une d’elle contenant U;, l'autre V;. Dans le
premier cas, comme -y préserve 'orientation, I'une des deux conditions ne peut étre
réalisée. Dans le deuxiéme cas, comme 'action au bord est continue, aucune des
deux conditions ne peut étre réalisée.
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Ceci montre que I'2(R) \ A(R) = (). Finalement, comme on a clairement A(R) C
"2 (R), on obtient
% (R) = A(R),

ce qui conclut la preuve. ]
Les lemmes 4.1.3, 4.1.6 et 4.1.7 montrent finalement le

Corollaire 4.1.8. §; % > §91-92,



Chapitre 5

Entropie des surfaces plongées des
variétés quasi-Fuchsiennes

Cette partie est largement indépendante des deux derniers chapitres. Notre but est
de comparer I’entropie volumique d’une surface compacte plongée dans une variété quasi-
Fuchsienne avec ’exposant critique du groupe définissant la variété. Pour une variété
compacte I'entropie volumique coincide avec I'exposant critique du groupe fondamental
agissant sur le revétement universel de la variété. Ainsi, on est ramené a comparer deux
exposants critiques, pour le méme groupe, qui agissent sur deux espaces différents.

Dans ce chapitre, S désigne encore une surface compacte de genre g > 2 et I' = m1(5)
son groupe fondamental. Une représentation géométrique de I' dans PSLy(R) est appelée
représentation Fuchsienne. On choisit un plongement isométrique, totalement géodésique
de H? dans H?, le plan équatorial dans le modele de la boule hyperbolique, par exemple.
Ceci donne une inclusion 4 : Isom(H?) — Isom(H?). Ainsi, une représentation Fuchsienne,
p, définit une variété hyperbolique de dimension 3 par M = H?/i o p(T'). Le plan hy-
perbolique H? est stabilisé par p(I'), il descend au quotient en une surface hyperbolique
totalement géodésique plongée dans M. Cette surface est de plus incompressible, autre-
ment dit le plongement f : .S < M de S sur la surface totalement géodésique dans M
induit un homéomorphisme injectif sur les groupes fondamentaux f, : 71 (S) < w1 (M).

Comme la surface f(S) est totalement géodésique, elle est de courbure de Gauss
constante, K = —1, autrement dit f(S) est une surface hyperbolique. Le volume d’un
disque de rayon R dans le plan hyperbolique vaut 27 (cosh(R) — 1), Pentropie volumique
de f(S) vaut donc 1, c’est aussi I'exposant critique de I' pour I’action sur H2. Par ailleurs,
'exposant critique de I' pour I’action sur H? est aussi simple & calculer, en effet, pour tout
point o € H? C H3 et pour tout v € I' on a

ds (i © p(7)o, 0) = dg2(p(7)0,0),

car H? est totalement géodésique dans H3. L’exposant critique pour 'action de I" sur H3

vaut donc
op(H3) = 6p(H?) = 1.

A la lumitre de cet exemple trivial, deux questions se posent. Que se passe-t-il si I'on
regarde I'entropie d’une autre surface incompressible plongée dans M 7 Que se passe-t-il si
I’on modifie la représentation Fuchsienne en une représentation géométrique de PSLgy(C) ?

Nous avons répondu a la premiére question. Comme p est Fuchsienne, ’exposant cri-
tique de T' sur H? vaut 1, et on a le

109
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Théoréme 5.0.9. Soit X une surface compacte incompressible dans M et h(X) son en-

tropie volumique. On a
h(X) <1,

avec égalité si et seulement si 3 est 'unique surface incompressible, totalement géodésique.

Nous prouvons ce théoréme dans la premiére partie de ce chapitre.

La deuxieme question demande quelques précisions; il faut définir ce que nous enten-
dons par modifier une représentation Fuchsienne. Nous définissons ces représentations, ap-
pelées quasi-Fuchsiennes dans la deuxieme section de ce chapitre et nous faisons quelques
remarques quant a la géométrie du quotient. Ensuite, nous rappellerons les énoncés ob-
tenus a la fin du premier chapitre sur ’étirement géodésique. Ils doivent étre légerement
adaptés a notre cadre : on doit définir un étirement géodésique entre une surface incom-
pressible et la variété hyperbolique de dimension 3 ambiante. Il suffit de remarquer qu’a
une géodésique d’une surface a courbure négative correspond exactement une géodésique

de H3.

Nous répondons partiellement a la seconde question dans la derniére partie de ce
chapitre. En effet, I'utilisation de 1’étirement géodésique suppose une hypothese supplé-
mentaire sur la géométrie de X, a savoir qu’elle est a courbure négative. Nous obtenons le
théoreme suivant :

Théoréme 5.0.10. Soit p une représentation quasi-Fuchsienne, M = H3/p(T') et ¥ une
surface compacte incompressible dans M d courbure négative, alors

h‘(z) < EG(27H3)6p(F) (HS)’
ou EG(X,H3) désigne I'étirement géodésique entre . et H3.

Ce théoreme est a comparer d’une part avec un résultat similaire obtenu par G. Knieper
qui compare les entropies d’une variété compacte munie de deux métriques différentes.
Notre preuve est calquée sur son travail.

Théoréme 5.0.11. [Kni95, Théoréme 1. 2] Soit (M, go) une variété compacte a courbure
négative et g une autre métrique sur M. Alors

h(g0) < EG(g,90)h(9),

ot EG(g, go) est Uétirement géodésique entre g et gy défini au chapitre 1. De plus si g
est aussi a courbure négative, [’égalité a lieu si et seulement si les flots géodésiques sont
conjugués a homothétie pres.

Et, d’autre part aux résultats de M. Bridgeman et E. Taylor [BT00] U. Hamenstadt
[Ham02, Théoréme 1] qui s’intéresse a la question de ’étirement géodésique entre le bord
de I’enveloppe convexe d’une variété quasi-Fuchsienne et H?.

Nous obtenons comme corollaire au théoreme 5.0.10, sous les mémes hypothéses, que
h(E) < 6,y (H?), avec égalité si et seulement si p est Fuchsienne et ¥ est I'unique surface
incompressible totalement géodésique.

Les preuves des deux théoreémes sont tres différentes 'une de 'autre. Pour le cas Fuch-
sien, nous utilisons des outils de géométrie hyperbolique, nous parvenons a montrer que
la distance intrinseque sur une surface incompressible qui n’est pas totalement géodésique
est en quelque sorte bien plus grande que la distance extrinseque. Pour les variétés quasi-
Fuchsiennes, nous adaptons I'article de G. Knieper [Kni95]. La preuve consiste a comparer
les mesures de Patterson-Sullivan sur ¥ et sur H? grace a 1’étirement géodésique.
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5.1 Cas Fuchsien

Dans cette section on va prouver le théoreme 5.0.9. Ce théoreéme suppose une condition
forte sur M mais seulement une condition topologique sur ¥, et on ne peut donc pas utiliser
la théorie de Patterson-Sullivan sur . A priori, il peut exister plusieurs géodésiques entre
deux points de X et on ne peut pas donc pas non plus utiliser ’équivalence avec la croissance
exponentielle du nombre de géodésiques fermées.

La preuve du théoreme est basée sur la comparaison entre la métrique de la surface
totalement géodésique préservée par I' et la métrique de la surface qui est a distance
constante de la surface totalement géodésique. Nous prouvons plusieurs lemmes qui, mis
bout-a-bout, prouvent le théoréeme 5.0.9. L’inégalité stricte de I'entropie h(¥X) < 1 pour
une surface qui n’est pas totalement géodésique résulte directement des lemmes 5.1.4 et
5.1.10. On note D le disque totalement géodésique préservé par I' dans H? et gg la métrique
induite sur ID. On confond le plan hyperbolique avec D muni de gy que I'on note H2. On
verra tout d’abord que parmi les surfaces équidistantes de D, H? a I’entropie la plus grande.
Ensuite, on verra comment raffiner cet argument en montrant qu’il suffit qu'une partie
de X soit « loin » de D pour que son entropie soit strictement plus petite. Pour cela nous
allons considérer une autre distance sur D, d,,, qui permettra de comparer d’une part
I'entropie de X avec l'entropie de (D, d,,) puis de comparer l'entropie de (D, d,,) avec celle
de (D, go). Nous expliquerons, apres avoir défini cette distance, comment se déroulent les
deux comparaisons.

Paramétrons H? par H? x R de la maniére suivante. On choisit une orientation pour
le fibré unitaire normal & T H2. A un point de z de H?, on associe la géodésique, normale
a H? et passant par x. L’intersection entre cette géodésique et H? correspond au premier
terme de la paramétrisation de H?. La distance orientée (par la normale & H? ) entre z et
H? est le deuxiéme terme de la paramétrisation.

Définition 5.1.1. On appelle s la projection de H? sur H?. Les coordonnées de Fermi
sont données par

A

{H3 — H2xR
z o (s(2),d(z,5(2))),

ot d est la distance orientée par le choiz d’un vecteur normal d H?2.

Proposition 5.1.2. La métrique de H? s’écrit avec les coordonnées de Fermi de la maniére
sutvante :
gus = cosh?(r)go + dr.
Soit S(r) le plan & distance r de H?, sa métrique induite par H? est donc g, =
cosh?(1)go. Ainsi, S(r) est isométrique & un plan hyperbolique de courbure —Flll(r), et
son entropie volumique est

2
MS(r)) = cﬁiﬂj(:) - cosli(r)'

L’entropie de S(r) est donc maximale pour r = 0. La preuve du théoréme 5.0.9 est un
raffinement de cet argument. On montrera qu’il suffit qu’'une partie seulement de ¥ soit
différente de D pour que ’entropie soit strictement inférieure a 1.

On note ¥ un disque plongé dans H?, I'-invariant. On suppose que ¥ est différent de
D et on munit 3 de la métrique induite.
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Soit x, y deux points de X. Soit cx: une géodésique de X reliant = a y, que I'on paramétre
grace aux coordonnées de Fermi, ¢y, = (¢, 7). On a alors

L
ds(ey) = [l
L
_ /0 VT (02 + cosh®(r(8) (1) 2, dt.
L
> [ cosh(r(®)1¢ (1)t (5.1)

Nous allons munir ID d’une autre distance que celle provenant de la métrique hyperbo-
lique. Cette distance va jouer le réle d’intermédiaire permettant de comparer la distance
ds(z,y) sur ¥ avec dg,(s(x), s(y)) sur H2.

Appelons o la restriction de s a ¥. Comme ¥ # D, il existe xg € D\ X, e >0et n >0
tel que

dys (07 B(xzg,¢),D) > 1.

Ceci signifie que tous les points de la pré-image de B(zp,¢) par o sont a distance plus
grande que 1 de D. Nous supposerons de plus que € est plus petit que le rayon d’injectivité
de H? /T afin que les boules obtenues comme translation par I' de B(z, ) soient disjointes.

On considére maintenant sur I la métrique g,, définie en pondérant la métrique hy-
perbolique sur les translatés de B(xg,e) par T

Définition 5.1.3. On définit g,, par

gm = cosh(n)?go,

sur I' - B(zg,¢). Et
9m = 40,

sinon.

On indexera par m les objets qui dépendent de cette métrique. Cette métrique n’est
pas continue mais définit un espace de longueur. Soit ¢ : [0,1] — D un chemin C*, alors

1
) = [ 1Ot
Ceci permet de définir la distance d,, sur D par
dm (2, y) := inf{ln(c) | c(0) = z, c(1) = y}.

On va prouver le théoréeme 5.0.9, en comparant les entropies de (D, d,,) avec celle de
Y et celle de H?. La comparaison avec lentropie de ¥ est assez simple et résulte de la
définition de la distance d,, et de I'inéquation (5.1). La comparaison avec I’entropie de H?
est plus fine. En effet, il existe des géodésiques de H? qui sont des géodésiques de (I, d,,)
(par exemple le relevé d’une géodésique fermée sur H?/T" qui ne rencontre pas B(zo,¢)/T).
En premier lieu, on montrera que deux points de D qui sont reliés par une géodésique de
H? qui rencontre souvent I'- B(xg, €), sont beaucoup plus éloignés pour la distance d,,, que
pour la distance hyperbolique (lemme 5.1.6). Ensuite, nous allons utiliser un théoréme de
grande déviation, (théoréeme 5.1.8) qui montre que les géodésiques qui ne rencontrent pas
souvent I' - B(xg,e)/I" sont peu nombreuses (lemme 5.1.9). Cela permettra de montrer
que les boules de rayon R pour la distance d,, sont presque entierement incluses dans des
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boules de rayon R/C pour un C' > 1 (lemme 5.1.10). Les deux comparaisons fournissent
la preuve du théoreme 5.0.9.

La relation (5.1) et la définition de d,, permettent d’obtenir la premiére comparaison
entre l'entropie de ¥ et I'exposant critique de (D, d,,).

Lemme 5.1.4. On a
h(X) < o((D,d)).
c .

Démonstration. Soit x € ¥ et 0o = o(x) € D. Comme X/T" est compacte, on a d’apres le

corollaire 1.1.4 et la proposition 1.1.5,

1 d I'|d <
h(E) = lim og Card{y € I' | ds(yz, x) < R}'
R—o0 R
Et

1 T <
5(Dy dy)) = lim 2By €T dn(10,0) < B}
R—o0 R
I suffit donc de prouver que ds(z,y) > dn(s(x),s(y)), pour tout z,y € X. On note

denouveau ¢y, = (¢, r) une géodésique de X reliant = a y. Rappelons qu’on a obtenu

L
ds(z,y) > /0 cosh(r(£))[1¢/() | goctt.
Si c(t) € T+ Bz, €), alors [/(8)]lgn, = [I/(£)]|go- B particulier,

1" (®) g, < cosh(r(E))lIc'(t)]lgo-

Sic(t) € T'- B(wo, €), alors par définition de la métrique m, ||c/(t)]]4,, = cosh(n)||c(t)|lg, et
comme ¥ est loin de D, r(¢) > n. En particulier,

1" )l g < cosh(r (&)l (£)go-

Finalement

L
ds(ey) = [0
e

dm(s(x), s(y))

(AVARAVARNV]

O]

La fin de la preuve consiste a comparer la distance dy2 et la distance d,,. Fixons
quelques notations avant d’énoncer le lemme comparant ces deux distances. Pour tout
v € TTH?, soit (p la mesure de probabilité sur T'H?, définie pour tout borélien £ C T'H?
par

1 (R 2
v _ = H
G(E) =3 [ e (6 @) at
ou xg est la fonction indicatrice de E. Pour un borélien E s’écrivant comme le fibré
unitaire tangent d’une partie de D, E :=T'A, on a

CU(E) = %Leb{t € [0, Rlleo(t) € A}

car ¢’ (v) € E est équivalent & ¢, (t) = ¢l (v) € A.
Soit L la mesure de Liouville sur le fibré unitaire tangent de la surface quotient 7' H?/T.
On appelle K :=TY (T - B(zo, €)).
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Définition 5.1.5. Soit k > 0 tel que L(K/T') — 2k > 0. On définit ’ensemble,

E(R) := {v e T'H?| |CR(K) — L(K/T)| < &},
et pour tout point o € HQ, on note

Eo(R) = {v € T,H?| |(R(K) — L(K/T)| < x}.

Une géodésique de longueur R dirigée par un vecteur v € £(R) rencontre 7K « sou-
vent » c’est-a-dire au moins proportionnellement a R. En effet, si v € £(R) on a

%Leb{t € [0, Rljco(t) N 7K £ 0} > L(K/T) =k > k> 0.

car ¢o(t) € K est équivalent & ¢o(t) € 7K par définition de K.

FIGURE 5.1 — T'- B(zj,¢), E(R) et ES(R).

Le lemme suivant est 'argument clef de la preuve du théoréme. Il montre que ’on peut
comparer la longueur d’une géodésique de H? qui rencontre « suffisamment » souvent mK
avec sa longueur pour d,.

Lemme 5.1.6. I existe C > 1, tel que pour tout R > 0, pour tout v € E,(R) et pour tout
x € {exp(tv) |t € [R,2R]}, on a :

dm(0,z) > Cdgz(0, x). (5.2)

Démonstration. Soit cg la géodésique pour gg entre o et z. Soit ¢, une courbe reliant o et «.
Notre but est de minorer sa longueur vis-a-vis de la métrique g,, grace a la longueur de cg
pour la métrique hyperbolique. Par définition, la distance d,, entre o et x est I'infinimum
des longueurs des courbes ¢, pour la métrique g,,. Ainsi, en minorant la longueur de
toutes les courbes, on minore la distance entre o et zx.

L’hypothese ¢t € [R,2R] peut sembler artificielle. La borne inférieure ne l'est pas, en
effet il faut que la géodésique ¢y rencontre suffisamment de fois 7K afin que la longueur
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de ¢, soit grande. On pourrait par exemple imaginer une géodésique ¢y qui ne rencontre
mK seulement qu’a partir de R/2. Cette courbe ¢g serait alors une géodésique pour g,
de 0 & R/2 et l'inégalité (5.2) n’aurait donc pas lieu dans cet intervalle. En revanche, la
borne supérieure est (presque) artificielle. On verra a la fin de la preuve qu’il est possible
de prendre n’importe quelle borne linéaire en R.

Soit d la distance hyperbolique entre o et z, d = dyz(0, ). Paramétrons ¢y a vitesse
unitaire constante de telle sorte que co(d) = x. Soit N(R) le nombre de fois ol ¢ rencontre
K entre 0 et R. Autrement dit, N(R) est le nombre de composantes connexes de co([0, R])N
K. D’une part toutes les composantes connexes de ¢y([0, R]) N K sont incluses dans des
boules de rayon ¢, ainsi ¢ « reste » au plus 2¢ dans chaque composante (ie la longueur de
¢p pour la métrique gp dans chaque composante est au plus 2¢). D’autre part, ’hypothese
v € E(R), implique que

1
ELeb{t € [0,R]|co(t) N K # 0} > L(K/T) — Kk > k.
On a donc 2e N(R) > kR, c’est-a-dire,

N(R) > —R. (5.3)

&=

On choisit un point (x;);e[1,n(r)) dans chaque composante connexe de 7K N co([0, R]).
Pour tout ¢ < N(R), on note t; € [0,d] tel que ¢o(t;) = z; € K. Il existe 7; tel que
x; € B(viz,e) donc B(z,e) C B(v;z,2¢e). Ainsi, afin de simplifier les calculs ultérieurs,
quitte & diviser € par 2 on peut supposer que le centre de v;B(z,¢) se situe sur ¢y. Nous
venons de partitionner cp, en segments géodésiques [z;, z;+1] ol chaque x; est le centre
d’une boule de rayon € > 0, sur laquelle la métrique g, vérifie g, = coshz(n) 490-

On appelle y; le milieu de [x;, ;1] et on restreint maintenant notre étude & un segment
[Yi, Yi+1]. Soit 0 < a < 1 un réel qui ne dépendra que de 1 et dont la dépendance sera
claire dans ce qui suit. On sépare deux cas, selon que ¢, rencontre ou ne rencontre par
B(x;, ae).

Supposons que ¢, rencontre B(z;,ac)

Soit A; les droites (géodésiques de H? ) orthogonales & ¢ et passant par y;. Soit 2} et
22 les points de S(z;,€) N ¢y définis par 2z} = co(t; — €) et 22 = co(t; + ¢). Autrement dit
[2122] est le diametre de B(w;,¢) défini par ¢o. Appelons D} et D? les droites orthogonales
a ¢y et passant par zz»l et z? Soit enfin A;, B;,C; et A;11 les intersections de ¢, avec
respectivement A;, Di1 , DZ-2 et A1 L Ces points découpent c,, en trois composantes
connexes, dont on va minorer la longueur successivement, cf Figure 5.2.

La gp-longueur de ¢, de A; a B; est égale a sa gg-longueur car la métrique g, est
égale a la métrique gy en dehors de K. De plus la gg-longueur de ¢, de A; a B; est plus
grande que dg, (y;, z}) car la projection orthogonale diminue les longueurs. On a donc

dm (A, B) > dgy (i, 2}).
Aux mémes causes les mémes effets, on a donc
A (Ci, A1) > dgy (27, yira)-

On veut enfin minorer la g,,-longueur de ¢,, entre B; et C;. On a supposé que ¢,
rencontre la boule B(z;,ae) donc ¢, reste au moins 2¢ — 2ae dans la boule B(z;,¢).

1. Si ¢ rencontre plusieurs fois ces droites, on choisit la premiere intersection, ce choix n’a aucune
importance.
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Autrement dit, si ¢, est unitaire pour gy on a Leb{t|c,,(t) N B(x;,e) # 0} > 2e — 2ae.
Sur la boule B(x;,¢), la métrique g, est égale & cosh(n)%go donc la g,,-longueur vérifie

/ Jém (Ol m
{tlem()NB(zi,e)#0}

cosh(n)

/{t |em (£)NB(z,6)#0}
> ecosh(n)(2 — 2a).

Choisissons a tel que cosh(n)(2e — 2ae) > 2¢, c’est-a-dire a < 1 — m Pour fixer les

1

m) Ceci implique que

idées, on choisit a = %(1 —
dm(Bi,C;) > ecosh(n)(2 —2a)

= ecosh(n) <2 o (1 B (308111(77)>>

= (cosh(n) +1)e
= 2+ ¢lcosh(n) —1)]
— (2], 22) + lcosh(n) — 1)

Finalement, on a prouvé que

dm(Ai, Aiy1) > dgo (Y, yiv1) + €[cosh(n) — 1]. (5.4)

FIGURE 5.2 — ¢, rencontre B(z;, ag).

Supposons que ¢, ne rencontre pas B(z;,a¢)

Soit A; la droite orthogonale a ¢g et passant par y; et €2; celle passant par z;. On appelle
A; lintersection de ¢, et A; et E; l'intersection de ¢, avec ;. Comme ¢, ne rencontre
pas B(x;,ae), E; est dans 'une des composantes connexes de €;\B(x;, ag). On appelle e;
le projeté orthogonal sur B(z;, ac) de Ej, cf Figure 5.3. Paramétrons la géodésique €); par
R : on se donne w : R — H? tel que w(R) = ;. On suppose de plus que w(0) = z; et
que 'orientation est choisie de maniére a avoir w(ae) = e;. La fonction ¢t — dg,(w(t), A;)
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est une fonction convexe, qui atteint son minimum en 0, elle est donc croissante sur R*.

Ainsi, dg, (A, E;) > dy2(Aj, e;). On a donc
dm(Aza EZ) > d]HI2 (Azy El) > dgo (Ala El) > dgo (Alv 6’@').

Calculons maintenant dg,(A;, e;). On note

L = ng(Ai,ei)
I = dgo(yivl”i)
H = dg(yi,ei)

Le théoreme de Pythagore dans le triangle (y;z;e;) rectangle en x; donne
cosh(l) cosh(ae) = cosh(H).

Soit 6 I'angle Z;y;¢;. On a
_ tanh({)
cos(6) = anh(H)’

et

sin(r/2 — 0) = :112}}11((?)

Donc
tanh(()
tanh(H)
cosh(H) tanh(()
= cosh(ag) sinh(l).

sinh(L) = sinh(H)

De cette équation, on ne peut pas directement conclure qu’il existe u > 0, tel que L > [+ u.
En effet, si L tend vers 0, [ aussi. On va éviter ce probleme en supposant que [ est plus
grand que le rayon d’injectivité de S.

Remarquons la propriété suivante de la fonction sinh qui se déduit d’une simple étude
de fonction. Pour tout xg > 0 et o > 1, il existe u > 0, tel que pour tout x > xp, on a
w sinh(x) > sinh(z + u). Maintenant remarquons que 'on peut choisir y; sur ¢y de telle
sorte que dgo(zi,y;) > s/2 oul s est le rayon d’injectivité de H?/I'. Par conséquent, en
appliquant la propriété précédente avec w = cosh(ag) et zp = s/2, il existe u > 0 tel que

cosh(ae) sinh(l) > sinh(l + u).

Par croissance de la fonction sinh on conclut que
L>1+u.

Les inégalités mises bout-a-bout, montrent qu’il existe u > 0 tel que

A (Ai, Ei) > dgy (i, z4) + u.
De la méme maniére on a

dm(Ei, Aig1) > dgo (i, yit1) + u.

Donc, si ¢, ne rencontre pas B(x;, ae), la g,-longueur de ¢, entre A; et A;;q vérifie,

dm(Ai, Aiv1) > dgo (Yis Yiv1) + 2u. (5.5)
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FIGURE 5.3 — ¢, ne rencontre pas B(z;, ae).

Conclusion Posons « := min{e[cosh(n) — 1];2u}. Par (5.4) et (5.5) on a :

dm(Al7 Ai+1) > ng (y’ba yi-i—l) + a.
En sommant sur ¢ on obtient
dm(0,x) > dgy(0,z) + N(R)c.
L’équation (5.3) et le fait que dgy, (o, z) < 2R? impliquent que
K K
> —R>— .
N(R) > 2€R > 46dgo(o, x)

Par conséquent,
Q

K
dm(0,x) > (1 + 45) dg, (0, ).
Ce qui prouve le lemme avec C' = (14 9%). O

Nous allons maintenant comparer 1’entropie volumique de (D, d,,) avec l'entropie de
H2. Soit F,(R) = {exp(tv) |t € Rt ,v € &(R)},3. On note By,(0,2R) la boule de rayon
2R pour la distance d,,.

Lemme 5.1.7. Soit C' := min(2,C) ou C vérifie I’hypothése du lemme 5.1.6. On a pour
tout o € D, tout R > 0 :

Byu(0,2R) C By (0,2R/C") U (By2(0,2R) N FE(R)).

Démonstration. En effet on a By, (0,2R) = (Bm(o, 2R)N fo(R)) U (Bm(o, 2R)N ]-"g(R)).
Soit x € By, (0,2R) N Fo(R). Comme dy2 (0, ) < dpp(0,z), on a donc dyz(o,z) < 2R. Iy
a deux possibilités. Si dy2(0,z) < R, on a en particulier dgz(0,z) < 20—173. En revanche, si
dg2(0,z) > R, on peut appliquer le lemme 5.1.6 et on obtient dy2(0,z) < % < 20—1",2. Ainsi,

2R

Bu(0,2R) N Fo(R) C By (0, 22) A Fo(R) € Byalo, =)

) C/

2. C’est ici que I'on utilise la majoration sur dg, (0, z). On voit que toute borne polynomiale marcherait.

3. Si H? est une tarte, £ (R) nous donne les positions du couteau et F,(R) correspond aux parts
(infinies!).
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Par ailleurs, on a pour tout R > 0, B;,(0,2R) C Bpz(0,2R), donc
Bp,(0,2R) N FS(R) C Byz2(0,2R) N FS(R).
D’ou le lemme. O

La mesure de Liouville sur T'H? est le produit de la mesure riemannienne sur H?>
avec la mesure angulaire sur chaque fibre. On note ce produit L = du(z) x df(z). Notre
but & présent est de montrer que ’ensemble ES(R) est petit et donc que le volume de
(BHQ (0,2R) ﬂ]:g(R)) est petit relativement a celui de Byz (0, 2R). Pour cela, on va utiliser
un théoreme de grande déviation qui mesure exactement la masse des vecteurs qui ne se
comportent pas comme la mesure de Liouville.

Soit P I’ensemble des mesures de probabilités sur T'H?/T" et P! le sous-ensemble des
mesures ¢%’H2—invariantes. On note aussi L la mesure de Liouville sur T'H?/T" et pour
un vecteur v € T'H?/T" on note ¢ la mesure de probabilité définie pour tout borélien

E C T'H?/T par
H2 /r
Théoréme 5.1.8. [Kif90, Théoréme 3.4/ Soit A un sous ensemble compact de P,

li log L TYH?/T Al < — inf
mowp g {o € TEYT| T € A} < nt 1)

2 2
ot f(p) =1 — hy( ]tHIQ/F) et hu(d);HI /F) est lentropie du flot géodésique (;SEH T vis-a-vis de
L.
Lemme 5.1.9. I existe o € H?, o > 0 et Ry > 0 tel que pour tout R > Ry

0,(ES(R)) < e of,

Démonstration. On garde les notations d’avant le lemme 5.1.6, K = T'T" - B(z,¢) et on
considere le sous-ensemble compact suivant

A:={peP||uK/T) - LIK/T)| = k}.
Comme L ¢ A et que L est 'unique mesure d’entropie maximale vérifiant h(L) =1, on a

;Ielgf( p) =—a<0.

Par ailleurs, il est clair que ensemble £¢(R) = {v € TTH?| |(4%(K) — L(K/T)| > Kk} est
I' invariant d’aprés la I' invariance de K. Par définition, on a

ER)/T = {veT'W/T| (f e A}.
Le théoréme 5.1.8 assure qu’il existe Ry > 0 tel que pour tout R > Rg on a

L(ES(R)/T) < ™R,

La structure produit de L assure qu’il existe o € H?/T tel que

0o (£5(R)/T)) < ™o

et le lemme en découle en choisissant un relevé de o € HZ2. O
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Ce dernier lemme compare ’exposant critique pour la distance d,, et la distance hy-
perbolique. Les lemmes 5.1.4 et 5.1.10, prouvent le théoréme 5.0.9.

Lemme 5.1.10. Il existe u > 0 tel que
(D, dy)) <1 —u.

Démonstration. Nous allons montrer que I’entropie volumique de (D, d,,, ) vérifie I'inégalité,
ce qui impliquera celle du lemme.
Soit 0 € D vérifiant le lemme 5.1.9. D’apres le lemme 5.1.7, on a

Byn(0,2R) C Bes(o, %]?) U (Bus(o,2R) N FE(R)).

On a d’une part la majoration classique Vol (BHz(o, %—5)) = O(e2R/C"). D’autre part, la

forme volume sur H? s’écrit en coordonnées polaires sinh(r)drdf, donc pour R > Ry on a
2R
Vol (Bys(0,2R) N F5(R)) = / / sinh(r)ddr
0 §(R)
2R

/ e e qr
0

IN

Soit u > 0, défini par 1 —u = max(%, (1—«/2)) < 1. Les deux majorations précédentes
donnent
O(€2R/C”) + O(e(Q—a)R)
0(62(1—u)R)

Vol(B,(0,2R))

En passant au log et a la limite on obtient 'inégalité annoncée. O

5.2 Cas Quasi-Fuchsien

5.2.1 Géométrie des variétés quasi-Fuchsiennes

On définit dans cette section les variétés quasi-Fuchsiennes et nous énoncons deux
théoremes sur le comportement de l'exposant critique des groupes quasi-Fuchsiens. Ils
montrent la similarité entre I’étude faite pour les actions diagonales sur H? x H? et les
groupes quasi-Fuchsiens agissant sur H?. Soit I' le groupe fondamental de S et p : I' —
PSLy(C) ~ Isom™ (H?) une représentation géométrique (ie. fidele, discréte). Le groupe T'
agit sur H3, on note A(I') son ensemble limite et Q(I') € OH? son ensemble de discontinuité
sur le bord de H?3.

Définition 5.2.1. Une représentation p : I' — PSLy(C) est dite quasi-Fuchsienne si
A(T) est une courbe de Jordan. Le groupe p(I') est dit quasi-Fuchsien. Une variété quasi-
Fuchsienne est le quotient de H® par un groupe quasi-Fuchsien.

L’ensemble de discontinuité d’un groupe quasi-Fuchsien est 'union de deux ouverts
simplement connexes Q_ LI Q. Le groupe I' agit sur Q4 et Q(I)/I = X~ LU X+ est
I'union de deux surfaces hyperboliques marquées, ou X+ désigne la surface hyperbolique
munie de 'orientation opposée. Le théoréme d’uniformisation permet d’associer & X* les
surfaces hyperboliques H?/p (T). Ainsi, p définit deux représentations p+ dans PSLa(R).
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On dit que les surfaces X* sont les structures conformes a Uinfini de T'. Réciproquement le
théoreme d’uniformisation simultanée de Bers, montre que pour toute paire de structures
hyperboliques (X,Y), il existe un groupe quasi-Fuchsien ayant comme structure conforme

a Uinfini (X,Y) :

Théoréme 5.2.2. [Ber60] Soit (X,Y’) € Teich(S) x Teich(S), il existe une représentation
quasi-Fuchsienne p : T' — PSLa(C) unique a conjugaison preés telle que Q(T')/T =X UY.

Définition 5.2.3. On appelle U'gr(X,Y) le groupe quasi-Fuchsien associé par le théoréme
de Bers.

Rappelons le théoréeme suivant qui caractérise les représentations Fuchsiennes parmi
les quasi-Fuchsiennes grace a I'exposant critique de I'gr(X,Y).

Théoréme 5.2.4. [Bow79] L’exposant critique vérifie
2> 6(Tor(X,Y) ~H?) > 1.
De plus, §(Tor(X,Y) ~H3) =1 si et seulement si X =Y.

Nous pouvons comparer ce résultat avec celui de rigidité de I’exposant critique pour
l'action de deux représentations Fuchsiennes sur H? x H? étudié dans les chapitres 3 et
4. Notons I'ys(X,Y) C PSLa(R) x PSLa(R) le groupe associé & la paire de structures
hyperboliques (X,Y). Le théoréme de Bishop-Steeger donne

Théoréme 5.2.5. [BS91] L’exposant critique vérifie
0<6Tu(X,Y)~H? xH?) <1/2.
De plus, §(Tp(X,Y) ~ H? x H?) = 1/2 si et seulement si X =Y .

Les exemples que nous avons présentés dans le chapitre 3 pour les groupes I'y/(X,Y)
ont été étudiés par C. McMullen pour les groupes I'gr(X,Y).
Théoréme 5.2.6. [McM99]

1. Soit X,, = A"(Xy) ot A est un difféomorphisme pseudo-Anosov de S. Alors

lim §(Cor(Xn, V) ~ H?) = 2.

2. Soit X, obtenu en pincant un systéme de géodésique fermée simple dans les coor-
données de fenche-Nielsen. Alors

lim §(Cor(Xn, Y) ~ H?) < 2.

3. Soit Xy obtenu en faisant un twist de Fenchel Nielsen le long de ¢ une courbe fermée
simple de X. Il existe § une fonction continue {x (c)-périodique telle que

lim [§(Tor (X, Y) ~H?) — §(t)] = 0.

Notre but dans ce chapitre est de comparer I’exposant critique des surfaces plongées
dans une variété quasi-Fuchsienne avec ’exposant critique du groupe quasi-Fuchsien dé-
finissant la variété. Une surface plongée incompressible se releve sur H? en un disque
plongé.

Nous allons donc considérer un groupe quasi-Fuchsien I' et un disque plongé, I'-
invariant, que 1’on note 3. Nous avons obtenu le résultat de rigidité suivant :
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Théoréme 5.2.7. Soit ¥ un disque plongé, a courbure négative et I'—invariant. On a

alors
ST AX)<§T ~H?,

avec égalité si et seulement si I' est Fuchsien et X est le disque totalement géodésique
préservé par T.

Pour prouver ce théoréme nous allons adapter la preuve d’un résultat de G. Knieper
[Kni95] qui compare l’entropie de deux métriques & courbure négative sur une méme
surface. Afin de prouver le théoréme 5.2.7, nous allons établir une inégalité plus forte
entre les exposants critiques qui fait intervenir I’étirement géodésique entre ¥ et H?. Nous
obtiendrons le théoréme de rigidité comme un corollaire de cette inégalité. Nous rappelons
la définition d’étirement géodésique dans la prochaine section puis nous établissons les
inégalités.

5.2.2 Etirement géodésique

Nous allons définir I’étirement géodésique entre ¥ et H?3. La définition est similaire
a Détirement géodésique entre deux métriques sur une méme variété que l'on a défini
au chapitre 1. On note qb%p, + les flots géodésique sur T'Y et T'Y respectivement. On
appelle 7 la projection de T'H? sur H3. Il y a deux distances que I’on peut considérer
sur Y. La distance intrinseque, dy;, c’est-a-dire celle définie par la métrique riemannienne
induite par H3. La distance entre deux points pour la distance intrinséque est le minimum
des longueurs des chemins restant sur Y reliant ces deux points. Et il y a la distance
extrinseque, d ou la distance entre deux points est donnée par la distance dans H? entre
ces deux points.

La proposition suivante permet de voir que le théoreme 5.2.21 n’est pas une consé-
quence du théoreme de G. Knieper 5.0.11.

Proposition 5.2.8. 5i X n’est pas totalement géodésique, il n’existe pas de métrique rie-
mannienne sur X qui induit la distance extrinséque d.

Démonstration. Supposons qu’une telle métrique, nommée ¢’ existe. Soit ¢y : [0,1] — X
une géodésique pour ¢’ sur 3, comme ¢’ induit d, on a pour tout z € [0, 1],

d(cg(0), cgr(2)) + d(cg (), ¢ (1)) = d(cg (0), ¢g (1))

Ceci implique que ¢y est une géodésique de H3. Ainsi, toutes les géodésiques de X sont
des géodésiques de H? soit, en d’autres termes, 3 est totalement géodésique. ]

Rappelons comment on définit 1’étirement géodésique. On consideére le cocycle suivant

a{ T'Y xR — R
(v,t)  — d(mp(v),m(v)).

Soit t1,t2 € R et v € T3, I'inégalité triangulaire implique que

a(v,ti +ta) = d(nd; 4y, (v),7(v))
< d(ny 4, (v), 77 () + d(mdy; (v), 7(v))
< d(woy, (6 0), 7y, (v) + d(xdy; (v), 7(v))
< a(¢pv,t2) +a(v,ty).
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Ceci montre que a est un cocyle sous-additif pour le flot géodésique ¢;. Comme a est
I-invariant, il définit un cocycle sous-additif sur 713, que I'on note toujours a.

Le théoreme ergodique sous-additif assure que la limite en ¢ de a(v,t) existe pour
presque tout v.

Théoréme 5.2.9. [Wal00] Soit i1 une mesure borélienne de T'Y invariante par ¢ et par
I' qui descend en une mesure finie sur T*X/T'. Alors

EG,, (3, H3,v) := lim alv,t)

t—00 t

existe pour p-presque tout v € T's.
De plus, si p est ergodique, EGH(Z,H?’,U) est constant p-presque partout.

Nous allons faire une hypothese supplémentaire sur 3 afin d’utiliser les mesures de
Patterson-Sullivan et de Bowen Margulis.

Hypothese : ¥ muni de la métrique induite est a courbure négative.

Remarquons que ce type de surface existe, par exemple le bord de I’ensemble convexe
de I’ensemble limite est isométrique a H?2.

Ainsi, la mesure de Bowen-Margulis sur X, que ’on note u% v est ergodique. On définit
’étirement géodésique entre ¥ et H? comme I’étirement vis-a-vis de la mesure de Bowen
Margulis. Dans tout ce chapitre on considére toujours comme mesure invariante sur 3 la
mesure de Bowen Margulis, c’est pourquoi nous ne faisons pas apparaitre la dépendance
de la mesure dans ’étirement géodésique.

Définition 5.2.10. On appelle étirement géodésique entre X et H? la valeur presque-sire
de EG#% (3, H3,v) que Uon le note EG(X, H?).

M

Nous aurons besoin dans la preuve du théoreme 5.2.12 suivant de nous ramener a un
point fixe et a la mesure de Patterson Sullivan centrée en ce point. Rappelons les notations
suivantes. Pour tout vecteur v € T'H3, on note ¢, la géodésique dirigée par v. On note
v € OH? Iextrémité de la géodésique c,, ie lim;_oo ¢y (t). On dit dans ce cas que v pointe
vers v+, Pour tout £ € A, Pensemble limite de I" et pour tout p € ¥ on note v,(£) le vecteur
unitaire de TI}Z qui pointe vers &, ie. lim¢_,oo m(¢7v,(€)) = €. La structure produit de la
mesure de Bowen-Margulis implique le lemme suivant. Je remercie B. Schapira qui m’a
aidé a terminer la preuve.

Lemme 5.2.11. Pour tout x € ¥ et pour u? presque tout £ € A on a

lim W = BEG(X, H3).

t—00

Démonstration. Notons

t
A+ = fot e A lim 22D _ e, B, ot v € TIS).
t—00
L’énoncé du lemme revient & montrer que pour tout x € 3 on a p,(Af) = 1. Nous

allons montrer dans un premier temps que A} ne dépend pas de z. Soit v et v/ deux
vecteurs unitaires qui pointent vers £. On a alors dys(cy (1), ¢y (0)) < dpa (e (t), (cu(t)) +
dys (cy(t), (€p(0)) + dys (¢ (0), (¢ (0)), et la méme inégalité a lieu en échangeant les roles
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de v et v'. Comme v et v/ pointent vers le méme point, la distance dx (¢, (t), (¢,(t)) tend
vers 0. A fortiori dys(cy (t), (cy(t)) tend vers 0. Ainsi, il existe C' > 0 tel que pour tout
t>0

la(v,t) —a(v',t)| < C.

Donc limy o0 ) existe et vaut EG(X, H?) si et seulement si lim;_ oo VD) oviste et vaut

? t
EG(S, H).
Ainsi, Al ne dépend pas du point z et on le note A™.

On note A = {v € T'Y| lim;_, 00 Q(Z’t) = EG(Z,H3)}. Le flot géodésique est ergodique

vis-a-vis de la mesure de Bowen-Margulis u3%,,, on a donc pour ux,,-presque tout v €
'Y :

lim a(v,?)

t—o00

— BG(S, HY),

c’est-a-dire pp,,(A°) = 0.
Notons II; la projection sur le premier facteur

I T'S~AxAxR — A
! (vF, 07, 1) — vt

On a donc
A° =TI7H(AT).

Par ailleurs, la mesure de Bowen-Margulis est absolument continue par rapport au pro-
duit des mesures de Patterson-Sullivan, du%,,(v) > dus (vt)dus (v™)dt. Donc %, (A¢) =
0 implique

i x iy x dt (T171(49)) = 0.

En remarquant que II71(AT°) = AT x A x R on conclut :
py (A7) =0,
O

Citons enfin le théoréme qui relie les exposants critiques pour ¥ et H? avec 1’étirement
géodésique 5.0.10, que nous prouvons dans la section 5.2.4

Théoréme 5.2.12. On a
5(X) < EG(X,H?)S(H?).

De plus ’égalité a lieu si et seulement si les spectres marqués de ¥/T et H?/T sont pro-
portionnels, ou la constante de proportionnalité est EG(XZ, H?).

Remarquons que la distance intrinseque est toujours plus grande que la distance ex-
trinséque. Autrement dit pour tout t € R et tout v € T'Y on a a(v,t) < t. Ainsi,

EG(Z,H?) < 1.

Le théoréme 5.2.7 et I'inégalité sur EG, impliquent clairement que §(X) < §(H?), avec
égalité si et seulement si les spectres marqués de /T et H?/T sont égaux.
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5.2.3 Comparaison des mesures de Patterson Sullivan

Dans cette section, on compare les boules de ¥ aux boules de H?. Ce travail nous
permettra ensuite de comparer les mesures de Patterson-Sullivan des deux espaces grace
aux lemmes de I’ombre pour les mesures respectives. Ensuite, on prouve que si les mesures
sur ¥ et H? sont équivalentes alors les spectres marqués sont proportionnels. Ce résultat
est & comparer & celui de U. Hamenstadt [Ham92| pour une variété compacte munie de
deux métriques a courbures négatives. Dans ce cas, elle montre que si les mesures de
Patterson-Sullivan associées aux deux métriques sont équivalentes alors & homothétie pres
les flots géodésiques sont conjugués avec préservation du temps.

On appelle A I’ensemble limite de I' agissant sur H?3.

Soit ¢y une géodésique sur X, on note cx(400) ses extrémités dans A. Il existe une
unique géodésique de I'espace ambiant H?, cys, dont les points limites sont ex(d-00). Ces
deux géodésiques sont a distance bornée.

Soit p € ¥ et appelons prE la projection de 3 vers A définie de la maniére suivante.
Pour tout point x € ¥ on appelle cﬁx la géodésique sur X qui relie p & . On définit alors

) .
pry, (z):= cp@(—i—oo).
En utilisant les notations similaires pour H3, on définit, de méme, la projection de H? vers

OH? par
3 3
priljI (z) := cﬁx(Jroo).

Notons deux distinctions entre les projections prys et prE. Premiérement, prEIS est,
définie pour tout point de H?, alors que la projection pT‘E n’est définie que pour les points
de Y. Deuxiémement, I'image de la projection sur X, pr? est exactement A alors que celle
de przlgl13 est tout S% = OH3.

Si & € A on note ¢, ¢ la géodésique joingnant p a & c’est-a-dire cp¢(400) = &

Lemme 5.2.13. Il existe C1 > 0 tel que pour tout £ € A la distance de Hausdorff entre
CEE et CEZ est plus petite que CY.

Démonstration. En effet, grace au lemme de Milnor-Svarc, 3. est quasi-isométrique a I’
car /T est compacte. De méme I' est quasi isométrique a I'enveloppe convexe de A,
C(A). Ainsi, ¥ et C(A) sont quasi-isométriques. Les géodésiques de ¥ sont donc des
quasi-géodésiques de C(A) qui sont & distance bornée d’une unique géodésique, celle de
H3. O

Lemme 5.2.14. Soit x € ¥ et R > 0 alors
pry (Bys(z, R) NE) C pri (Bys (z, R+ C1)) N A C pri(Bys (z, R + 201)).
Démonstration. Soit £ € prE(BHs (z, R)NX) et considérons la géodésique de ¥ qui relie p

a g, CE,E‘ D’apres le lemme précédent, dHaus(cEz, cig) < (1. Comme C?ﬁ N Bys(z,R) £ 0

on a CE{Z N By (z, R+ C1) # (). En d’autres termes :

3
e prgI (Bgs(z, R+ C1)).
Comme € € A on a la premiere inclusion. La seconde se montre de la méme maniere. [
Lemme 5.2.15. Pour tout R > 0 il existe Cy > 0 tel que pour tout x € 3 on a

By (x,R) C Bygs(x, R)N'YX C By(x, R+ Cb).
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Démonstration. La premiere inclusion est évidente. Si on se restreint a sous-ensemble
compact de ¥, la deuxiéme inclusion se prouve par grace a la continuité de la fonction
distance. Soit D un domaine fondamental compact pour I'action de I' sur X. Il existe donc
Cs tel que pour tout € D, Bys(z, R) N X C By(z, R+ C2). Soit x € X, il existe y € T
tel que vz € D, donc

Bys(yz, R) N3 C By (vyz, R+ Cy).

Comme + est une isométrie de H? et de 3 on a v~ ! Bys(yx, R) = Bys(x, R) et v~ By (yx,
R+ C3) = By(vyx, R+ C3). D’ou

Bys(z, R) "X C Bx(x, R+ Cb).
O

Récapitulons ces deux lemmes dans un théoreme. On écrit horizontalement le lemme
5.2.14 et verticalement le lemme 5.2.15.

Théoréme 5.2.16. Soit R > 0, il existe C = max(Cq,C2) tel que pour tout x € X on a

pTE(BE(:UvR))
N
prf,ﬂg(BHs(x, R-C)NA C prg(BHa(x, R)NY) C pr§3(BH3(x, R+0))
N
pTE(BZ(xaR"i_ C))

On note “;E et uyg les mesures de Patterson-Sullivan associées respectivement a 3 et
a H3. Rappelons le comportement local de ces mesures.

Lemme 5.2.17 (Lemme de 'ombre pour H?). Pour tout p € H® et tout R > 0 il existe
¢ > 1 tel que pour tout x € H?

L s3)d HS, M3 —§(H%)d

e (H)dy3 (@) < 1 (pri’ (Bgs (z, R))) < ce (H®)dyy3 (z,p)
Lemme 5.2.18 (Lemme de 'ombre pour X). Pour tout p € ¥ et tout R > 0 il existe
c > 1 tel que pour tout x € X

L 52y —6(%)d
Considérons sur A les distances de Gromov, Dy et Dpgs, issues respectivement de
la métrique sur ¥ et de la métrique sur H3. Nous allons montrer que si les mesures de
Patterson-Sullivan associées & ¥ et H? sont équivalentes, alors les distances de Gromov res-
3

pectives sont bi-Holder équivalentes, ou 'exposant Holder est égal a r = %. Autrement
dit, il existe C' > 0 tel que pour tout (£,7) € A on a

é Ds:(€,1) < Diya(€,) < CDs (€, n).

Par ailleurs, si les deux distances sont bi-Hoélder équivalentes on a le lemme suivant
qui montre que les spectres marqués sont proportionnels.

Lemme 5.2.19. Si Dx; et Dys sont bi-Hélder équivalentes les spectres marqués sont pro-
portionnels.
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Démonstration. Dans [Ota92], J. P. Otal montre que pour g € T', et pour tout & # ¢g* € A
on a:

97,97, 9(€),€] = &9,

ou £(g) désigne le déplacement de g et [¢—, 9T, g(£),&] = ggz::gggﬂﬂgg. Ainsi, en appli-

quant ce résultat & ¥ et H? on obtient

[g_ag+ag(€)7£]2 = efz(g)

et
97,97, 9(8), s = e ).

Par 'Holder équivalence de Dy et Dys, il existe C' > 1 tel que pour tout g € I' on a

%eréH;a,(g) < 652(9) < CGMH?’(Q),

En particulier, en regardant les itérés g™ de g et en passant au logarithme on obtient pour
tout n > 0 et pour tout g € I' on a

—10§(C) + rnfies(g) < nls(g) < log(C) + rfs(g).

En divisant par n et en prenant la limite, on obtient pour tout g € I'

ls(g) = rlys(g)-

Ce qui conclut le lemme.
O

Comme nous ’avons dit au début de ce paragraphe, le résultat suivant est & comparer
a celui d’U. Hamenstadt pour une variété compacte admettant deux métriques a courbures
négatives distinctes.

Théoréme 5.2.20. 5@ ,u% et ,uEIs sont équivalentes, le spectre marqué des longueurs de
Y /T est proportionnel d celui de H?/T. Le coefficient de proportionnalité est égal %.
Démonstration. Grace au lemme 5.2.19, il suffit de vérifier que les distances de Gromov
sont bi-Holder équivalentes ou ’exposant Holder est le rapport des exposants critiques.
Pour cela on considére sur A? les courants de bowen-Margulis

dupE & dupE
deH3 d,upH3
vis (§,1) ) )

 Dps(&,m2E)

La définition des fonctions de Busemann (f¢(z) = limy ¢ d(z,u) — d(o,u)) et celle du
produit de Gromov (< &,1 >= lim,_,¢ y—y 3 (d(u, 0) + d(v, 0) — d(u,v)) montre que I'on a
pour Y aussi bien que pour H?

Be(yp) + By(yp) =2 <~y 6,y I > —2< & >

Comme D(&,n) = e~ <"> et par la relation d’absolue continuité des mesures de Patterson
Sullivan, les mesures vy, et vz sont I' invariantes.
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Comme 4, et uyg’ sont équivalentes, ceci implique que vy, et vgs sont équivalentes. Par
I" invariance et ergodicité, il existe ¢ > 0 tel que

Vs, = CUps.

Soit f: A — R tel que ,u%({ )=Ff (5);1}]1;13 qui existe et est positive presque partout car
les mesures sont équivalentes. On a donc

FEOFmDE) (€, n) = eDIP (e, 7).

La fonction f est donc égale presque partout a une fonction continue, on peut donc la
supposer continue sur A et strictement positive. Par compacité, il existe C > 1 tel que
& < f(€) < C. Finalement, on obtient la relation annoncée :

C

3
Dy (Em) < D6 m) < CPeDyP (Em).

5.2.4 Inégalité entropique.

Dans cette section, on prouve 'inégalité pour les variétés quasi-Fuchsiennes. La preuve
suit les lignes de la preuve de G. Knieper [Kni95|. Les modifications sont dues au fait que
H?3 /T n’est pas compacte, mais le théoréme 5.2.16 permet finalement de se ramener & la
preuve initiale de G. Knieper.

Théoréme 5.2.21. Si %, est a courbure négative,
5(X) < EG(X,H?)S(H?).

Démonstration. D’apres le lemme 5.2.11, il existe p tel que pour ,u? presque tout £ € A
on a

lim “(”Pf)t) = EG(Z, H3).

t—o00
Pour tout € > 0 et T" > 0 on définit 'ensemble
t
a’(vp(tg)7 ) o EG(Z,H?))

Te _
Aps_{geA\ <e, VtZT}.

Pour tout d €]0, 1] et tout € > 0, il existe 7' > 0 tel que ,uE(Ag’E) > d. Pour tout t > T,
considérons le sous-ensemble {Cig(t) |& € Al*} € Sx(p,t) de la sphere de rayon t et de
centre p sur 3.

Choisissons un recouvrement de ce sous-ensemble par des boules de rayon R,
{Bx(z;, R)|i € I}, tel que x; € Sx(p,t) et tel que les boules By (x;, R/4) sont deux-a-
deux disjointes. Alors, par le comportement local de ME, il existe une constante ¢ > 1
indépendante de t telle que

%e_é(z)t < uE(prE(Bg(xi, R))) < ce 0,

Par définition, on a Ag’s - UieIpTE(Bg(xi, R)) et donc,

d < py (UieIPTE(BZ(«??i, R))) (5.6)

< > uy(pry (Bs(a, R))) (5.7)
el

< cCard(1)e 0™ (5.8)
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Soit Cg(A), le Q-voisinage du coeur convexe de A. Comme Cp(A)/I" est compact, il est
clair que Cg(A)/T" est aussi compact. Ainsi, pour tout > 0,

5T A H) = Rhm log VOI(BH3(OéR) N CQ(A)).
—00

Prenons ) > 0 suffisamment grand afin que ¥ soit contenue dans Cg(A). D’apres la
définition méme de Ag’s, pour tout ¢ € I,

ds (xi,p) < HEG(Z,H?) +¢).
Ainsi, pour tout x € U;erBy(x;, R/4) on a
digs (2, p) < dys (, ;) + dygs (24, p) < HEG(E,H?) 4 ¢) + C.
Finalement
Uier Bs: (%, R/4) C Bys(p, t(EG(Z,H?) + &) + R) N Cq(A).

Soit V' = Vol(Bpys(x;, R/4)). D’apres I'inégalité 5.8 on a

S < 2 Card([])
C
< = ; Vol bys (Bys (z;, R/4) N Cq(A))
< 5 Vol fgs (Bys (p, LEG(S, H?) + ) + R+ K) N Co(A)).

dav

Ainsi,

i) < % (log % + log Vol Bys (p, t(EG(Z,H?) 4+ ¢) + R+ K) N CQ(A))> .

En prenant la limite ¢ — oo on obtient donc
5(%) < (EG(Z,H?) + ¢)s(H?)

on conclut car € est arbitraire. O

5.2.5 Cas d’égalité.

Pour la preuve du cas d’égalité dans le théoreme 5.0.10 on va utiliser un lemme donnée
par G. Knieper dans [Kni95] pour montrer que les mesures de Bowen-Margulis sur ¥ et
H? sont équivalentes. Le théoréme 5.2.20 permet de conclure.

Lemme 5.2.22. [Kni95] Soit p € ¥ et ME la mesure de Patterson-Sullivan en p associée
a 2. 1l existe une constante L telle que pour u%—presque tout £ € 0% il existe une suite
t, — oo telle que

|d(p, 7 vp(€)) — BG(S, HP)t,,| < L.

Théoréme 5.2.23. Si §(3) = EG(X, H3)§(H?) alors les spectres marqués de ¥ /T et H? /T
sont proportionnels.



130 CHAPITRE 5. ENTROPIE DES SURFACES PLONGEES

Démonstration. Comme nous ’avons dit, d’apres le théoreme 5.2.20, il suffit de vérifier
que les mesures de Pattersons Sullivan associées & ¥ et H? sont équivalentes. Soit p € ¥
et £ € A. Posons y, := ﬂgf)i vp(€). D’apres le lemme précédent, pour ,ug—presque tout &, il
existe une suite t,, — 0o telle que

|d(p,yn) — EG(Z,H)t,,| < L.

Fixons un réel R > 0. Par le comportement local des mesures de Patterson-Sullivan
sur H3, il existe ¢; tel que

leﬂs(r)d(p,yn) < MEIB (pregs Bas (yn, R)) < cre0Mdyn)
€1

d’apres le théoréme 5.2.16 comparant les boules hyperboliques aux boules de ¥, on a
prigs (Bys (Yn, B — C)) N A C prs(Bys(yn, B) N X) C prigs (Bys (yn, R+ C)).

Il existe donc ¢y > 0 tel que

1 : .
e SE)d(pyn) < /‘EI& (prs:Bys (yn, B) N'E) < ce 0E)d@an)

c2
Par le comportement local des mesures de Patterson-Sullivan sur ¥, il existe ¢g > 0

tel que

L =0503m) < % (pry By (g, R)) < eze3)s0am),
C3

et de nouveau d’apres le théoreme 5.2.16 on a
prs(Bs(yn, R — C)) C pre(Bgs (yn, R) N X) C prs(Bs(yn, R+ C)).
Il existe donc ¢4 > 0 tel que
Ctemdz (r:0) < 1% (prss Bygs (yn, R) N 5) < eI pam).
Par le choix de ¥, et comme §(X) = EG(X, H3)§(T')

e~ Le=0({)d(pyn) <« o=0(X)du(Pyn) < oLo—0(H)d(p,yn)

Il existe donc c5 > 0 tel que

L o=80dp0m) < 2 (pry, Bya (yn, R) N 5) < cxeEdwam),
Cs

Finalement il existe une constante cg > 0 telle que

1 1y (prs B (yn, R) N X) .
1 < g
c6 — pp (preBys(yn, R) N'X)

Comme pry(Bys (yn, R) N X) — £ les mesures /‘E et uys sont équivalentes. On conclut
par 5.2.20. O

Corollaire 5.2.24. Si (X, g) est da courbure négative,
§(X) < 6(H?),

avec égalité si et seulement si I' est Fuchsien et ¥ est le disque totalement géodésique
préservé par T.
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Démonstration. En effet, les théorémes 5.2.21 et 5.2.23, impliquent que
(%) < §(HY),

avec égalité si et seulement si les spectres marqués de X/T" et H3/T" sont proportionnels
et de plus la constante de proportionnalité est égale & EG(X, H?). Si 6(X) = §(H3) alors
EG(X,H?) = 1. Donc les spectres marqués de X /T" et H? /T sont en fait égaux. Ainsi, toute
géodésique fermée de /T est aussi une géodésique de H?/T'. Donc une géodésique fermée
de ¥/T se releve en une géodésique de ¥ qui est aussi une géodésique de H®. Soient deux
géodésiques de ¥ qui s’intersectent. Comme ce sont des géodésiques de H? leur extrémités
sont cocycliques. Ainsi, tous les couples de points qui sont les extrémités d’un relevé d’une
géodésique fermée sont cocycliques. Par densité de ces points dans A x A, I’ensemble limite
est un cercle. Ainsi, I' est Fuchsien et ¥ est le disque totalement géodésique préservé par
T. O
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