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Résumé

Résumé

Cette thése a pour objectif de montrer que les paquets de représentations cohomolo-
giques d’un groupe réductif classique quasi déployé, défini sur R, construits par J. Arthur
coincident avec les paquets précédemments définis de maniére plus élémentaire et plus ex-
plicite par Adams et Johnson. Ceci est finalement établi ici pour certains paquets, dont
le paramétre v : Wg x SL(2,C) — LG a caractére infinitésimal régulier, s’écrit sous la
forme Y1 @ 12, somme de deux morphismes avec 1; de restriction a SL(2,C) une somme
de représentations irréductibles ayant toutes une dimension inférieure ot égale & 4 et 1y tel
que II,, la représentation irréductible de GL(N2, R) associée, est un caractére ou I'induite
d’un caractére de GL(Ny — 1,R) avec un caractére de R*.

Pour obtenir ce résultat on sépare le probléme en deux parties bien distinctes. La
premiére consiste a établir un résultat de réduction, qui raméne le cas d’un paramétre
1 général a celui d’un paramétre irréductible. Ceci fait 'objet des chapitres 3 et 5. La
seconde consiste a traiter le cas des paramétres irréductibles, ce qu’on parvient & faire par
des méthodes combinatoires si ceux-ci sont de rang < 4, et ceci fait 'objet du chapitre 4
et de laannexe A.

Le chapitre 1 concerne les représentations tordues et leur normalisation & ’aide des
modeéles de Whittaker. Le chapitre deux rappelle les constructions d’Adams et Johnson et
les résultat de la thése de Johnson qui donnent des résolutions pour les représentations qui
nous intéressent.

Mots-clefs

Programme de Langlands, paquets d’Arthur, paquets d’Adams-Johnson, endoscopie
tordue, trace tordue, transfert tordu.

Arthur’s packets of cohomological representations

Abstract

The aim of this thesis is to prove that the packets of cohomological representation of
quasi-split classical groups, defined over R, by Arthur coincide with the packets defined



previously in a more elementary way by Adams and Johnson. We prove this for certain
packets, those whose parameter ¢ is of the form v = 11 B, direct sum of two morphisms
with the restriction of 11 to SL(2,C) a direct sum of irreducible representations of dimen-
sion less or equal than 4, and 13 such that the associated irreducible representation 11, of
GL(N2,R) is a character or the induced of a character of GL(N2 — 1,R) with a character
of R*.

To obtain this result we split the problem into two distinct parts; the first one consists
of establishing a reduction result which allows us to reduce to the case of an irreducible
parameter instead of a general parameter 1. This is done in chapters 3 and 5. The second
part consists of treating the case of irreducible parameters, which we do by combinatorial
methods when the parameters are of rank less or equal than 4, this is done in chapter 4
and appendix A.

In the first chapter we introduce the twisted representations and their normalisation
using Witthaker models. In the second chapter we recall the construction of Adams and
Johnson and the results of the thesis of Johnson wich gives us resolutions for the represen-
tations we are interested in.

Keywords

Langlands program, Arthur packet, Adams-Johnson packet, twisted endoscopy, twisted
trace, twisted transfer.
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Introduction

Soit G un groupe classique défini sur le corps des réels, quasi-déployé, c’est-a-dire
SO(p,q) avec p —q = 0,1 ou 2 ou Sp(2n). Notons par G son groupe dual et par “G le
L-groupe associé,

LG:@NWR,

ot Wg est le groupe de Weil de R. Considérons aussi le groupe lineaire GL(N) avec N
égal & 2[p + q/2] si G est un group orthogonal et égal a 2n + 1 si G = Sp(2n). Soit Oy
I'automorphisme involutif de GL(N) opérant par,

On(g) = J5' (g™ ")In,

ol Jy denote la matrice antidiagonale,

In = : (1)
(_1)N+1

Formons le produit semi-direct GL(N) x (fn) et considérons la composante connexe
G(N) := GL(N) x 0.

Soit g un paramétre d’Arthur pour G, c’est-a-dire une classe de @—conjugaison d’ho-
momorphismes continus, g : Wg x SL(2,C) — G, tel que,

i.) La restriction & W de la composition de 1)g avec “G — Wg nous donne Idw,.
ii.) La restriction ¥c|sr2,c) est holomorphe.
iii.) La restriction ¥g|w;, définit un homomorphisme admissible.

Pour cette thése, nous supposons que le caractére infinitésimal associé & g est régulier et
entier, ce qui simplifie grandement la situation.

L’inclusion standard St : G — GL(N,C) x Wg, voir equation (2.2), nous permet
d’étendre 1g en un paramétre d’Arthur pour GL(N) et en suivant J. Arthur on peut
associer a ¢ = St o ¢ un L-paramétre ¢y, de GL(N) donné par,

w20
s (s (M 0,))

On sait associer & un tel morphisme une représentation irréductible I, de GL(N,R) en
généralisant la correspondance de Langlands comme expliqué par J. Arthur. Pour tout



1 la représentation IL; est unitaire et 6y-invariante, c’est a dire il existe un opérateur
d’entrelacement Ay, entre IL; et 1L, o 0. D’apres le lemme de Schur 'opérateur Ay, est
unique & multiplication par un scalaire prés et on peut en plus le choisir de maniére a ce
que AgN = Id. Le choix de Ay, avec AzN = Id nous permet en définissant ﬁ¢ (On) = Agy

d’étendre I, en une représentation ﬁ¢ de GL(N,R) x (An). Par conséquent pour I, on a
deux extensions possibles & GL(N,R) x (0y), lesquelles différent par un signe. La théorie
des modeles de Whittaker comme I’a montré Arthur ([Art13] chapitre deux section (2.2))
nous donne une extension canonique Il de Ily. Soit p, le module standard associé a
alors comme opérateur d’entrelacement il faut prendre I'opérateur d’entrelacement d’ordre
deux qui preserve une fonctionnelle de Whittaker de py.

Supposons que notre paramétre ¢ satisfait aussi les deux propriétés suivants ;

a. La restriction de ¢g & Ryg — W < Wg est triviale.
b. 1¢(SL(2, C)) contient un élément regulier unipotent du centralisateur Cent (g (We), G).

A un tel paramétre ¥g, J. Adams et J. Johnson ont associé dans [AJ87], définition (2.11)
un ensemble fini de représentations que nous notons Hﬁg . Tout représentations dans Hfzg
a été décrite par Vogan et Zuckerman dans [VZ84]. Elles sont toutes unitaires et avec leur
(g, K)-cohomologie non-nulle. La conjecture & démontrer est que ces représentations sont
exactement celles associées par Arthur dans [Art13], théoréme (2.2.1), au parameétre ¢¢.

Dans [AJ87] J. Adams et J. Johnson ont construit une combinaison linéaire & coeffi-
cients plus ou moins 1 des ces représentations en montrant que cette combinaison linéaire
que nous notons Oy, est stable (théoréme (2.13) de [AJ87]). En plus ces représentations
vérifient les transfert endoscopiques ordinaires (théoréme (2.21) de [AJ87]) par consé-
quent ce qu’il nous faut démontrer est que la distribution stable construite par Adams-
Johnson se transfére en la trace tordue de la représentation de G(N,R) associée a St o 9)¢.

L’idée pour démontrer cela est d’utiliser I’écriture de la distribution stable d’Adams-
Johnson, Oy, en termes de modules standard comme écrit dans [AJ87] corollaire (8.9).

Cette écriture est particuliérement bien adaptée au transfert car elle a les propriétés
suivantes :

On considére ’ensemble des modules standard dont le quotient irréductible est inférieur
ou egal (au sens de Vogan) a l'une des représentations dans Hﬁg ; cela donne un ensemble
d’induites Ip, (o) (ou Pg est un sous-groupe parabolique de Levi Mg de G(R) et o une
repésentation irréductible tempérée modulo le centre de Mg (en fait, grace a la regularité
du caractére infinitésimal, o est une série discréte modulo le centre)). Si Ip, (o) est dans
cet ensemble alors Ip,(0’) y est aussi si o est dans le méme paquet de Langlands que o.
Et la combinaison linéaire stable s’écrit aussi,

O =y (1) Ip, (o), (2)
(PGzo)

ou [(Pg, o) est la longeur de Vogan du sous-quotient de Langlands de Ip, (o) et ou (Pg, o)
décrit un sous-ensemble de ’ensemble ci-dessus ot la restriction ne porte que sur le fait que
si Ip, (o) apparait alors Ip, (e - o) n’apparait pas si € est un caractére quadratique de Mg
et €- o n’est pas isomorphe a o. D’aprés le lemme (8.8) de [AJ87] le sous-ensemble garde
la propriété que si Ip, (o) y est alors Ip,(o’) y est aussi si 0’ est dans le meme paquet de
Langlands que o. Le choix des o dans leur orbite sous les caractéres quadratiques est assez
subtil (Voir [Joh84] chapitre 5 théoréme (1) et chapitre 6 théoréme (1)) mais le probléme



est facilement contourné dans ce travail. Considérons pour tout Ip, (o) intervenant dans
(2) le L-parameétre de G associé au paquet de Langlands contenant le sous-quotient de
Langlands de Ip, (o), notons par ¢ l'ensemble de ces paramétres et pour tout g € g
soit O4,, la somme des modules standards avec pg comme paramétre associé. D’apreés (2)
pour Oy, on a I'égalité,

Oyg = Z (_1)Z(WG)@<PG’ (3)

relsidel

ot [(pq) est la longueur de Vogan de I, c’est-a-dire la longueur de Vogan de n’importe
quel élément intervenant dans la somme O, (la longueur I(pg) est bien défini car la
longueur de Vogan pour tout élément intervenant dans la somme O, est la méme, voir
paragraphé qui précéde le théoréme (8.2) de [AJ87]). Par conséquent pour le transfert
tordu de O, on a l'égalite,

Tranf (0,,) = 3 (~1#) TranG(0,,). @)
pcEPG

Gréce aux résultats récents de Paul Mezo [Mez| (Voir chapitre deux section (2.2.2) pour
une description plus détaillée, ot en plus on explique un probléme avec le facteur de trans-
fert spectral), on sait comme transférer vers GL(N,R).0y la trace d’'un module standard
de G(R), c’est la trace tordue (défini par rapport a I'opérateur Ay, ) du module standard
qui s’obtient par transfert des paramétres, plus clairement, pour ¢ un L-paramétre de
G on définit le transfert tordu TrangL (O ) de ©,, comme la trace tordue du module
standard associé au L-paramétre ¢ := St o o de GL(N, R).

Le but de la thése est de montrer donc pour tout paramétre d’Arthur ¥g de G qui
satisfait les proprietés a.) et b.), I'égaliteé,

Trg, (ILy) =€y, Trang" (O y,,)

= Y e (1)) Trang" (0,,). (5)
relsldel

ol €y, € {—1,1} (Voir chapitre 2 section (2.2.2) pour une description précise) et la trace
tordue est défini par rapport a 'opérateur Ay, .

Par des propriétés d’algeébre linéaire élémentaire, on décompose le morphisme ¢ =
St o0 ¢ en somme de morphismes élémentaires : disons qu'un morphisme est élémentaire
si la représentation de Wg x SL(2,C) définie par ¢ est irréductible, c’est-a-dire que la
représentation Iy est un module de Speh basé sur une série discréte de GL(2,R) ou est
un caractére de GL(N,R) mais il faut considérer aussi le cas particulier qui apparait pour
les groupes SO(N), N pair, ot Il est I'induite d'un caractére de GL(N — 1,R) avec un
caractére de R*. On remarque que dans ce dernier cas le caractére infinitésimal de Il
n’est pas régulier, ce cas la induit une différence qui est expliquée dans la thése et empéche
d’avoir une belle résolution.

Le premier résultat est de ramener le probléme général au probléme d’un morphisme
élémentaire. Ce résultat découle d’une description précise du comportement des traces
tordues par induction et utilise de fagon clé 'hypothése sur le caractére infinitésimal ; les
induites que 'on a a regarder sont irréductibles mais ’action de 6 est subtile, il faut utiliser
de fagon fine la théorie des opérateurs d’entrelacement et leurs propriétes de méromorphie.



Plus precisement, soit ¢ = @©!_,1; une décomposition de 1) en somme de morphismes
élémentaires avec chaque 1); une représentation irréductible de Wg x SL(2,C) de dimension
N;. Soit M =1I}_;GL(N;), sur M on fait agir 'automorphisme involutif,

Opr(m) = Ja('m~ )Ty

ou Jps est donné par une matrice défini par blocs avec chaque bloc une matrice anti-
diagonale d’ordre N; défini comme dans (1). Notons aussi, wy; = Jy - J]\}l. Pour tout
ie{l,---,r} soit I(Ily,) le module standard de GL(N;, R) avec Il comme unique sous-
modules irréductible et définissons IIyy = ®@]_;1(ILy,).

Au chapitre trois on montre (Lemmes (3.1.4), (3.1.5) et (3.1.6)) pour tout représen-
tation s irréductible, 8/-invariante et isomorphe a un sous-quotient de II;, que si nous
choisissons un opérateur Ar,, : mpr — mas 0 0y (normalisé par rapport & une fonctionnelle
de Whittaker du module standard avec 7y; comme unique sous-module irréductible) alors
le morphisme défini pour tout f € Indp(mys) (P le sous-groupe parabolique de Lévi M (R)
contenant ’ensemble des matrices triangulaires supérieurs) par la composition,

Ay (N (war, 0,7ar) (1)) (0n(9)), g € GL(N,R), (6)

(ot N(wpr,0,7pr) est Vopérateur d’entrelacement entre Indp(war) et Indpr(wps(war)) (P
le sous-groupe parabolique de Lévi wys (M (R)) contenant 1’ensemble des matrices trian-
gulaires supérieurs) normalisé par rapport au choix d’une fonctionnelle de Whittaker de
Indp(IIas) et Indpr (war(mar))) définit une action de € qui provient de la normalisation
de Whittaker, c’est-a-dire elle est equivalent a l'action de 6y introduit plus haut. Cette
fagon d’exprimer I'action de 6 va nous permettre de montrer que, si pour ppr = T]b —1—71%/[,
avec par, 7']%4 et 71%4, fas-invariantes, on a,

Tr@M (PM) = Tr9M (TJ%/[)

alors la trace tordue de I'induite Indys(pps) satisfait I'égaliteé,

Trg, (Indps(par)) = Tra, (Indas(74))).

Supposons maintenant qu’il existe pour chaque 5, i € {1,---,7r} un ensemble de L-
paramétres ®; de GL(NV;), constitué par de L-paramétres ¢; tels que le module standard
I(p;) associé & ; est Oy,-invariant, de maniére a ce que pour la trace tordue de chaque
représentation Il on ait une décomposition,

Trgy, (Thy) = Y € Tray (1(01)) (7)
pi€d;

ol €y, € {0,1} et chaque trace tordue est défini par rapport a une action de 6y, normalisée
avec un modéle de Whittaker de fagon conforme a ce que a été fait plus haut. Alors ce qui
a été dit plus haut sur ’action de #ny nous permettra d’établir I'égalité,

Trg, (Iy) = Y _ e, Tray (I(0)). (8)
ped

T

ou = {p=0®_,pi:¢; € D;}, e(p) =1III_,€e(p;) et I(p) correspond au module standard
associé a . Par conséquent en comparant (8) & (4) on peut grace a ce qui a été dit aprés
(4) de raméner la preuve de (5) & montrer 'égalité ® = {Sto ¢ : ¢ € P} et a prouver
ensuite que le signe avec lequels les modules standards interviennent dans (8) est le méme
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que celui avec le quel ils interviennent a droite de (5).

Le probléme de décrire la trace tordue de IL;, ¥ un paramétre élémentaire, a l'aide de
traces tordues de modules standard 6y-invariants (égalité (7)) se résout facilement dans
le cas de Il un caractére de GL(N,R) ou dans le cas de II, I'induite d'un caractére de
GL(N — 1) avec un caractére de R* car dans ce cas, il n'y a pas de mystére sur ce qu’est
le paquet d’Arthur, il est réduit a un élément, un caractére, que nous notons my,,. Par
conséquent le paquet d’Adams-Johnson et le paquet d’Arthur associés & g sont egaux
et du théoréme (2.2.1) de [Art13] on peut conclure que Trg, (IT;) = Tran&(Tr(my)).
L’égalité (7) s’obtient donc aprés du coté droite de (3) pour 7y, .

Pour résoudre les cas restants, on s’appuie sur le calcul explicite de la trace de la
combinaison linéaire ©,,, décrite par Adams et Johnson. Il nous faut un calcul de Il a
I’aide de modules standards 8 y-invariants. Dans la situation d’un module de Speh basé sur
une série discréte, les modules standards y-invariants qui doivent apparaitre sont tous
des modules standards correspondant & 'un des sous-quotients irréductibles 6 -invariants
intervenant dans le modules standard avec 1l comme unique sous module irréductible;
ces modules standard ont une longueur définie par Vogan et on transforme facilement
cette notion de longueur en une notion de #-longueur. On note X; la somme des modules
standards fy-invariants devant intervenir et de #-longueur i. Chaque module standard
considéré a une action de 05 que I’on normalise avec un modeéle de Whittaker comme plus
haut. Ainsi chaque X; a une action de 6y, notée A;(6y). Notons ly la f-longueur du module
standard avec II,;, comme unique sous module irréductible, on veut que,

Te(ILy (f)Aoy) = (=1 "Tr(mx, (f) Ai(6n))-

i

En fait on veut méme mieux, on veut construire des morphismes de X; — X;;1 pour tout
1 de facon a former un complexe,

0=y =X, ==X, = X;o1— - = Xo— 0. 9)

Ce complexe doit généraliser celui de Johnson dans le cas non tordu mais il n’est certai-
nement pas exact. Il doit étre f-exact, c’est-a-dire que la trace tordue des noyaux modulo
les images des fléches est nulle. Ce complexe n’est pas écrit en général dans la thése méme
si une partie de la combinatoire I'est. On a réussi a mettre au point le cas de GL(2n,R)
jusqu’an = 4; n = 4 n’est pas un blocage, les méthodes employées pourraient certainement
donner aussi n = 5 mais il faudrait une idée supplémentaire pour traiter le cas général. De
toute fagon on a reussi & montrer que la combinatoire du complexe & des similitudes avec la
combinatoire associé a la suite BGG (Voir [BGG75], sections 10 et 11 et [HumO8] cha-
pitre 6). On montre que pour tout paire de modules standards 6y-invariants X () et X (v')
avec une différence de f-longueur de 2 et X (v) € JH(X (1)), X (y) 'unique sous-module
irréductible de X (), on a un diagramme commutatif,

X() (10)

/ \
X(m) X(72)
)/
.

N

X(

11



ot X (1) et X(72) sont les seuls modules standards 6y-invariants entre X () et X (7).
Par conséquent la construction du complexe (9) se rameéne a choisir correctement les signes
qui vont accompagner les fleches de (10), la principale difficulté se trouve en montrer la
f-exactitude.

La conclusion de la thése est donc que les paquets d’Arthur sont les paquets d’Adams-
Johnson pour tout morphisme ¢, a caractére infinitésimal régulier et entier, tel que ¥ =
St o g s’écrit sous la forme 91 @ 1)2, somme de deux morphismes avec I, un caractere
de GL(Ny,R) ot l'induite d'un caractére de GL(N; — 1,R) avec un caractére de R* et
19 de restriction & SL(2,R) une somme de représentations irréductibles ayant toutes une
dimension inférieure ou égale a 4.

0.1 Plan de la Thése

_ Chapitre 1. On rappelle dans un premiér chapitre la définition du groupe tordu
G(N) = GL(N) x 6y, le concept de représentation tordue et celle de trace tordue. On
rappelle aussi la normalisation & la Whittaker de 'action de 0y utilisée par Arthur.

Chapitre 2. Au chapitre deux, on introduit les paramétres d’Arthur correspondant aux
représentations ayant un caractére infinitésimal entier et régulier (pour le groupe classique
fixé), on donne la défininition des paquets d’Adams-Johnson et pour les groupes classiques
une description explicite des paramétres.

Chapitre 3. Le chapitre trois ouvre sur un résultat qui caractérise les sous-quotients
de II. Cette caractérisation va nous permettre de montrer que I’action définie par I’opéra-
teur (6) provient de la normalisation de Whittaker, c’est-a-~dire il est équivalent a action
introduite au premiére chapitre. On montre finalement comme ramener le probléme général
au probléme d’un morphisme élémentaire.

Chapitre 4. Dans la premiére partie du quatriéme chapitre on montre 'equation (7)
pour un paramétre 1) de G associé & un caractére de G(R). En suite on donne une pa-
ramétrisation de I'ensemble des modules standard intervenant dans la resolution de II,
pour II, la représentation de Speh basée sur une série discréte de GL(2,R). L'etude des
propriétés combinatoires de cette paramétrisation va nous permettre de construire le com-
plexe différentiel #-exact (9) pour le cas de GL(2n,R) jusqu’a n = 4.

Chapitre 5. Au chapitre cinq on donne la preuve de 1’égalité (5) aprés avoir supposé
pour tout parameétre élémentaire la véracité de (7). On peut finalement conclure que les
paquets d’Adams-Jhonson sont des paquets d’Arthur.

Appendice A Au appendice A on montre pour tout paire de modules standards 6y-
invariants X (y) et X(9/) (intervenant dans la resolution d’un module de Speh basé sur
une série discréte) l'existence et commutativité du diagramme (10).

Appendice B Au appendice B on montre le résultat suivant,

Lemme 0.1.1. Soit oy > - -+ > ay, une collection ordonnée d’entiers, m une représentation
irréductible de GL(N,R) de caractére infinitésimal celui de linduite des caractéres |-|“, i €
[1,n] et I(m) le module standard ayant © comme sous-module irréductible. Alors il existe
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des caractéres quadratiques €; pour i € [1,n| et un morphisme surjectif de linduite des
caractéres | - |“ie; sur I(m).

L’existence de ce morphisme est necessaire pour montrer que l'opérateur N(wyy,0,-)
de (6) a été normalisé correctement, comme on explique dans la preuve du lemme (3.2.1).
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Chapitre 1

Groupes Tordus

1.1 GL(N)-tordu

Un groupe tordu est la donnée d’un couple (G, é) ou G est un groupe réductif connexe
défini sur un corps F' et G une variété algébrique définie sur F' munie de deux actions
commutantes & droite et & gauche par G, pour chaque action, G est un espace principal
homogeéne sous G.

Soit V un espace vectoriel sur R de dimension finie N. Notons par G = GL(V) le
groupe des automorphismes linéaires de V. On note G lensemble des formes bilinéaires
non-dégénérées sur V x V. Sur G on peut définir une action & gauche et a droite de la
facon suivante, pour tout g, ¢’ € G et T € G on définit la forme bilinéaire gZg', par,

(v,0') = (g™ 0, g'V).
Ces actions font de (G, CNJ) un groupe tordu.
Considérons le groupe linéaire GL(N). Soit 6y I'automorphisme involutif de GL(N)

opérant par,
On(9) = Iy (‘g7 N, (1.1)

ou Jy est la matrice antidiagonale,

Iy = . (1.2)
(_1)N+1

Le carré de 0y est I'identité et on peut introduire le produit semi-direct,
GL(N)T = GL(N) x (0n) .
Munissons V' d’une base {ek}{y:l, on dispose alors d’un isomorphisme de groupes,
t:G— GL(N,F).

Si en plus nous fixons un élément v € R* et pour tout paire 1 < j < k < N nous notons
par 6; n4+1—k le symbole de Kronecker, alors I’élément 6 € G' donné par,

5]\[(63', €k) = V(—1>j5j,N+1fka
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nous permet de définir un isomorphisme, G — GL(N) x 0y, donné pour tout g € G par,
90N — 1(g)0n-
En d’autres termes le choix d’une base dans V' nous fournit un isomorphisme,
G = GL(N) % 0y.

Dans tout ce qui suit on ne travaillera qu’avec le groupe tordu, é(N ) := GL(N) x 0y
(Pour une description plus détaillée des groupes tordus voir [LW13] chapitre deux).

1.2 Représentations tordues

Considérons V un espace vectoriel. On appelle représentation tordue de GL(N,R) dans
V pour GL(N) % 0y, ou simplement représentation de GL(N,R) x 0y, la donnée pour
tout = € GL(N,R) x fn d’un endomorphisme inversible,

7(z) € GL(V)
et d’une représentation m de GL(N,R) dans V,
m: GL(N,R) — GL(V),
vérifiant pour tout g,¢' € GL(N,R) et T = x x Oy € GL(N,R) x 0, 'égalité,
T(92g') = n(g9)7(@)7 (). (1.3)
En particulier,
7(Zg) = 7(@)n(g9) = T(20n(9)2™'T) = m(xbn(9)a~")7(Z)

et donc (%) entrelace 7 avec % 0 O, ot 7%(g) = w(xgx~!), g € GL(N,R). La donnée de
7 détermine 7. Réciproquement la représentation tordue 7 est déterminée par 7 et par le
choix, pour un élément T = x x Oy € GL(N,R) x 0y, d'un opérateur A qui entrelace 7 et
7 0 0. On peut reconstruire 7 en posant pour tout g € GL(N,R),

T(gz) = m(g)A. (1.4)

On dit d’une représentation tordue 7™ qu’elle est admissible si w I'est. On dit que 7 est
unitaire s’il existe un produit hermitien défini positif sur V' invariant par I’action de 7. Pour
7 unitaire et 7 irréductible, le lemme de Schur montre que 7 détermine A = 7(Z), T €
GL(N,R) x 0y, a un scalaire non nul prés, indépendant de .

Deux représentations tordues (71, 71, V1) et (72, w2, Va) sont dites équivalentes s’il existe
un opérateur d’entrelacement inversible,

IV =V,
tel que pout tout * € GL(N,R) x 0y on ait,
I (Z) = ma(T)1.

Sion fixez € GL(N,R) %60y et on pose Ay = m1(T) et Ay = m2(T), pour tout g € GL(N,R)
on aura l’égalité,

I (g9z) = m2(92)1,
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par conséquent,
I7T1 (g)Al = 79 (g)AQI
et comme en particulier, IA; = Asl avec A; inversible, on conclut,

Imi(g) = m2(g)1.

Les représentations 71 et my sont donc équivalentes. Mais la réciproque est fausse puisque
meéme si, 7 est unitaire irréductible, la classe de m ne détermine A qu’a un scalaire non nul
pres.

Soit H le module de Hecke de GL(N) x 6. Il est constitué par toutes les fonctions lisses a
support compact dans GL(N,R) x )y, K-finies & gauche et a droite par rapport a I'action
sur G(R), K le sous-groupe compact maximal de GL(N,R).

Definition 1.2.1. Soit (7,7, V') une représentation unitaire irréductible de GL(N,R)x 6.
Pour tout f € H définissons l'opérateur,

7= F@F) dy = [ JaOn)()Aay o
GL(N.R)x0y G(R)
avec Ag,, :=T(0n). La trace tordue de (7,7, V) est définie comme la distribution,
fet—=Trg(f) = Te(w(f)).

1.2.1 Extensions de représentations invariantes

Definition 1.2.2. On dit d’une représentation (m,V') de GL(N,R) qu’elle est Oy -invariante
si T est équivalente 4 7N = 1o Oy.

Pour toute représentation admissible y-invariante 7, le choix d’un opérateur d’entre-
lacement A, entre 7 et 7 nous permet en définissant 7(0y) = A,, d’étendre 7 en une
représentation ™ de GL(N,R) x 6. Si nous supposons 7 irréductible et unitaire, d’aprés
le lemme de Schur I'opérateur A, est unique & multiplication par un scalaire prés et on
peut en plus le choisir de maniére a ce que A2 = Id. Par conséquent pour 7 on a deux
extensions possibles & GL(N,R) x (0x), lesquelles difféerent par un signe.

Dans ce qui suit, on va donner pour toute représentation admissible, irréductible et
On-invariante (m, V) de GL(N,R) une extension canonique au groupe GL(N,R) x 6y,
cette extension utilise la théorie des modéles de Whittaker. Pour cela on aura besoin des
données suivantes ; Notons par B le sous-groupe de Borel de GL(N), constitué par le sous-
ensemble des matrices triangulaires inferiéures. Fixons un caractére additif non nul 3 de
R et définissons sur le radical unipotent U(R) de B(R) le caractére x donné pour tout
u = (u;;) € UWR) par,

x(u) = ug1 + -+ unpn-1). (1.5)

La paire (B, x) définit une donnée de Whittaker 6y-invariante, c’est-a-dire, On(B) = B et
X (O (u)) = x(u).

Pour commencer on suppose que 7 est une représentation irréductible, tempérée et 0p-
invariante de GL(N,R). La représentation 7 admet une (B, x)-fonctionnelle de Whittaker
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w, unique multiplication par un scalaire prés (Voir [Sha74]). Par définition, w est une
forme linéaire non nulle sur 'espace V., de vecteurs lisses pour 7, telle que pour tout
n € Np(R), v € Vi,

w(m(n)v) = x(n) - w(v).
Soit A; un opérateur non nul qui entrelace 7 et m o 6. Comme la donnée (B, x) est
O n-invariante, pour tout v € V° n € Np(R) on a 'égalité,
wo Az(m(n)v) = w(r(On(n))Arv)
=x(n)-wo Az(v).
Ceci fait de wo A, une (B, x)-fonctionnelle de Whittaker pour 7. Par conséquent il existe ¢ €

C* tel que, wo A, = c-w. Notons, 7(fy) := ¢ ' A, c’est I'unique opérateur d’entrelacement
entre 7 et o Oy tel que,

w=wom(fn). (1.6)

Cette définition nous donne une extension unitaire de 7 & GL(R, N) x (fy), elle nous
permet en particulier de définir une extension de m & GL(R, N) x 6y qui satisfait (1.3).

Considérons maintenant au lieu de 7, un module standard y-invariant p de GL(N,R).
Le module standard p est I'induite d'une représentation 7y, définie comme la torsion par
un caractére réel positif, d’une représentation tempérée, irréductible d’un sous-groupe de
Levi M(R) de GL(N,R). Il existe une partition de N, (mq,---,my), de maniére & ce que
M puisse étre identifié avec un sous-groupe des matrices diagonales par blocs,

GL(ml) X oo X GL(mk),
et my7,\ avec une représentation,
m| det(-)[M @ ma| det()* - - @ my| det ()|,

ol pour tout i € [1,k], m; définit une représentation irréductible tempérée de GL(m;) et
A; un réel tel que A\; > --- > X\; > -+ > M. Par conséquent pour p on a I’égalité,

p =1Indp(mar),

ou P est le sous-groupe parabolique des matrices triangulaires inférieurs associé a la par-
tition de N, (mq,---, my). La paire (P, m7) on l'appelle la donée de Langlands associé
a p. Soit p I'unique sous module irréductible de p. Considérons la donée de Langlands
(On(P), 7719\}[\(/\) associée au module standard Indy, (p) (Wg}:/\). 11 est facile de voir que l'opé-
rateur défini pour tout f € Indyn(mary), g € GL(N,R) par,

I(f)(g9) = f(On(9))s

est un isomorphisme qui entrelace p’~ et Indy (P (7??@’ ,)- Comme par hypothése p est 6 x-
invariant, ¢’est-a-dire p = pf~ = IndgN(p)(ﬁgj[\’/\), on obtient que p = pf~ = Indg, (p) (7719\?)\).
La donnée (P, 7)) est donc conjuguée a (GN(P),TI'?\}[V}) et on conclut que O5(P) = P,
On(M) = M et donc,

67n,L- ~

T = Tk+1—i,

=i = Ng1—i-
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En particulier, M est 0 y-invariante et 7y isomorphe a W%V/\. On peut donc, grace a ce
qui a été dit dans le cas tempéré, d’étendre mys \ en une représentation, mys x, du produit
semi-direct,

M(R) % (Oy).

Voyons un peut plus en détail comme 7ps\ est défini. Si k est impair, alors w1/ =

emk+1/2

Thet1/2 et Apy1/2 = 0, Tpy1/2 est donce tempérée et on peut comme plus haut choisir

. Gm . .
un opérateur By /o qui entrelace myq/9 et 7rk+§;21/2 de maniére d’avoir (1.6) pour une

fonctionnelle de Whittaker de ;. q/9. Pour les autres facteurs, fixons des opérateurs d’en-

. . Om,, .
trelacement inversibles, B;, entre mj41—; et m;, ", pour tout 1 <1 < |k/2].
L’opérateur,

[% 0
AWM,)\ :7T1|'|)\1®'”®7rk‘| ’ ’/\k _>7rkmk|"/\1®"'®7T1M1|")\k gﬂﬂN;
défini par le produit,

4 . B;l®B51---®B];/12®Bk/2---®B2®Bl si k est pair,
T Bl @By @By © Blijaj41 @ Blrjg) - @ By ® By sik est impair.

est donc un isomorphisme qui entrelace mys ) et 71']9\14\])\. Si maintenant pour tout i € [1, k]
on prend une fonctionnelle de Whittaker w; de m;, comme,

Wk+1—i © B, = cuw;, ¢ € Cc*
ot ¢; = 1 si k est impaire et i = k + 1/2, pour w = w; ® - - - ® w, on obtient,

woAr, ,=wioB1® - ®wgo By
= w1 ® - ® ¢y lwy,
= w. (1.7)

Finalement, pour définir 77 x on prend simplement, Ty x(0n) = Axy, -

Le produit semidirect, P x (fy), définit un sous-groupe parabolique de GL(N) x (6x)
et le pullback de M(R) x (fn) & P(R) x (fn) de la représentation 7y peut étre induite
a GL(N,R) x (fy). Ce qui nous donne une extension p de p & GL(N,R) x (fy) et en
particulier une représentation de GL(N,R) x 6. L’action de 6y sur I'espace Indp(masz)
est en conséquence défini par 'opérateur,

Aoy f(9) = Ary 1 (F(On(9))), [ € Indp(mary), g € GL(N,R). (1.8)

Soit finalement 7 une représentation admissible, irréductible et §y-invariante de GL(N, R).
Alors 7 est I'unique sous module irréductible d'un module standard p = Indp (7 5) unique-
ment déterminé. Par la correspondance bijective entre représentations irréductibles et stan-
dards on peut conclure que p est aussi §y-invariant. L’extension p de p & GL(N,R) x (0x)
nous donne donc une extension canonique 7 de 7 &8 GL(NN,R) x(0x) et en particulier une re-
présentation de GL(N,R) x@y. En effet, comme p = p¥ on obtient 7 = 7V = Indp(ﬂ'ﬁ/]}i)\)
et la restriction de Ay, a m définit donc un opérateur qui entrelace 7 et mo Oy .

Pour finir, on montrera que Ay, preserve une fonctionnelle de Whittaker de Ind s (mas,2)-
Pour cela, il nous faut d’abord rappeler la construction de la fonctionnelle de Whittaker
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pour un module standard basé sur une représentation générique (Pour une description
plus détaillée voir [Shal0] chapitre 3 section 6 ou [Art13] chapitre 2 section 5 d’ou cette
section est en grande partie inspirée).

Soit donc 7y, une représentation tempérée, irréductible d’un sous-groupe de Levi M (R)
de GL(N,R) avec w comme (B N M, x)-fonctionnelle de Whittaker. Pour tout point A €
a}‘wc considérons la représentation induite Indp(mps ) ot mar ) correspond a la torsion par
A de mys et P au sous-groupe parabolique de GL(N,R) de Levi M (R) contenant le sous-
groupe de matrices triangulaires inférieurs. On réalise I’espace de la représentation induite
Indp(mps) comme un espace de Hilbert Hp(mys) de fonctions sur le sous-groupe compact
maximal K, cet espace restant le méme lorsque 7 est remplacée par mys y (cdest laaction

de GL(N,R) qui change). Si f € Hp(mar), il faut poser
Fraa(@) = mar(Mp(x)) - f(Kp(2))eXTPPIUIPE) g e GL(N,R), (1.9)

avec les notations de [Art89a], p.26, pour obtenir un vecteur dans ’espace usuel de
Indp(mar,y). Pour tout f € Hpoo(mas) définissons I'intégrale de Whittaker,

W mai ) = [l ) )., (1.10)

*

avec N, le radical unipotent du sous-groupe parabolique standard P, = M, N, de Levi,
M, = w*Mw*_l, Wy = wlwlM,

ol w; et wlM sont les éléments de longueur maximale dans le group de Weyl de GL(N)
et M respectivement. L’intégrale de Whittaker (1.10) converge absolutement dans une
certaine chambre de Re()\) et peut étre étendue analytiquement comme une fonction, noté
aussi W(f,mar, A), entiére de A (Voir [ShalO] Lemme (3.6.8) et Corollaire (3.6.11)).
Finalement notre (B, x)-fonctionnelle de Whittaker (7 ) de Indp(mary) est définie
pour tout f € Indp (7)o par,

Qra)(f) = W, A). (1.11)

La fonctionnelle Q(mpz\) est unique multiplication par un scalaire prés (Voir théoréme
(2.2) de [Has79] ou théoréeme (1.1) de [Sha80]).

Supposons maintenant que my; définit un module standard de M (R) basé sur une re-
présentation tempérée et irréductible, oy, d’un sous-groupe de Levi M'(R) de M(R),
c’est-a-dire, myy = IndyM (opr), avec Py un sous-groupe parabolique de M (R) de Levi
M'(R). Notons par ys(o) la fonctionnelle de Whittaker de 7y, définie par (1.11) & partir
d’une fonctionnelle de Whittaker wy;s de opy comme plus haut. Formons la représentation
Indp(mas) de GL(N,R), P un sous-groupe parabolique de Levi M(R) de GL(N,R). Il est
alors facile de voir de la construction de la fonctionnelle de Whittaker pour des représenta-
tions induites que la fonctionnelle de Whittaker de Indp(mar ), A € a}; ¢, définie & partir
de Qpr(op) par (1.10) la ou lintegrale converge et étendue analytiqﬁement pour tout
A € a}; ¢, est égal a la fonctionnelle de Whittaker de Indp(mas,y), définie par (1.11) a
partir de la fonctionnelle de Whittaker wy de o

Finalement soit mp; une représentation irréductible, tempérée, 6 y-invariante de M(R) et
Indp(mps) Uinduite associée. Comme le caractére x est fy-invariant, alors (1.7) et un
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changement de variable nous donne, la ou (1.10) converge, 1'égalité,

Qmar2)(Agy f) = / (A 1) O (w7 ) () y~ (),

*

W(f(On (wi)0n (ne)))x " (1) dns

I
oz

*

w(f(On(we) " ma))x (O (m.))dm
O (Nx)

(mar ) (f)-

Finalement de 'unicité de ’extension analytique on obtient,

<

Q(?TM) OA@N = Q(WM)
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Chapitre 2

Paquets d’Arthur vs Paquets
d’Adams-Johnson

2.1 Paquets d’Arthur locaux

Soit G un groupe classique défini sur le corps des réels, quasi-deployé, c’est-a-dire
Sp(2n) ou SO(p,q) avec p — ¢ = 0,1 ou 2. Notons par G son groupe dual et par “G le
L-groupe,

LG:éNWR.

ou Wr est le groupe de Weil de R, qui est défini comme une extension de C* par Z/27Z,
c’est-a-dire,

Wr = C* U jC*,
ol, j2=—let jzj =2 2 € C".
Pour le L-groupe “G on a les égalités ;

i.) Si G = Sp(2n) alors G est déployé, G= SO(2n+1,C) et LG = SO(2n+1, C) x Wkg.

ii.) Si G = SO(p,q), p—q = 1 alors G est déploys, G = Sp(p + ¢ — 1,C) et
LG =Sp(p+q—1,C) x WLG.

iii.) Si G = SO(p,q), p— ¢ = 0 alors G = SO(p + ¢q,C). Pour p — g = 0 le groupe G
est déployé et “G = SO(p + ¢,C) x Wg. Par contre si p — ¢ = 2, G est quasi-déployé et
le L-groupe est un produit semi-direct non-trivial “G = SO(p + ¢, C) x Wk, oil le groupe
de Galois agit par un automorphisme exterieur sur SO(p+ ¢, C), automorphisme exterieur
doné par I'action d’un elément de O(p + ¢, C).

2.1.1 Paramétres de Langlands

Definition 2.1.1. Un parameétre de Langlands pour G est la G-classe de conjugaison d’un
homomorphisme de groupes g : Wr — LG tel que,
i.) pg définit un homomorphisme continu.
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ii.) Le diagramme,

WR—>LG

~N

est commutatif.
i41.) Les éléments dans la projection de pc(C*) dans G sont semi-simples.

iv.) Le plus petit sous-groupe de Levi de “G contenant o(Wg) est le sous-groupe de Levi
d’un sous-groupe parabolique relevant de “G.

On note par ®(G) l'ensemble de L-paramétres de G. Associée & ®(G) on a la fa-
mille II(G(R)) des classes d’equivalence infinitésimal des représentation irréductibles et
admissibles de G(R).

2.1.2 Paramétres d’Arthur

Definition 2.1.2. Un paramétre d’Arthur pour G est défini comme une classe de G-
conjugaison d’homomorphismes,

Yo Wr x SL(2,C) — L@,
tel que,

i.) Le diagramme,

Wi x SL(2,C) —Y¢ . 1q

est commutatif.
1. ) La restriction Yalsre,c) est holomorphe.

141. ) La restriction Yg|w, définit un homomorphisme admissible avec image, Im(yc|wy),
borné.

On note ¥(G) I'ensemble des paramétres d’Arthur. A chaque g € ¥(G) on peut en
suivant Arthur associer un parametre de Langlands ¢y, donné par,

ou | -] : Wg — R est 'homomorphisme norme qui envoie j sur 1 et z € C* sur zZz.
L’application g — ¢y, définit une injection entre ¥(G) et ®(G). Soit N égal a p+q—1
siG=S0(p,q), p—qg=1,égalap+qsi G=SO(p,q), p—q=0,20uégal a 2n+ 1 si
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G = Sp(2n). Dans le chapitre précédent on a défini le groupe tordu, G(N) := GL(N) x 6y,
ol Oy correspond a 'automorphisme involutif de GL(N), opérant par,

On(g9) =I5 ("g™")In,

avec, Jy, la matrice antidiagonale,

JN =
(_1)N+1

Considérons pour le groupe GL(N), 'ensemble W(N) des classes d’equivalence de repré-
sentations, auto-duales et de dimension N du produit Wgr x SL(2,C) et ’ensemble ®(NV)
des classes d’equivalence de représentations, auto-duales et de dimension N de Wrg.

Pour chacun de groupes classiques, on dispose d’un représentation naturelle du L-
groupe dans un GL(N,C),

St: G — GL(N,C). (2.2)

Dans le cas de G = Sp(2n), elle est donnée l'inclusion de SO(2n+1, C) dans GL(2n+1,C),
dans le cas G = SO(p, q), p—q = 1, de l'inclusion de Sp(p+¢—1,C) dans GL(p+q—1,C),
dans le cas G = SO(p,q), p — g = 0, de l'inclusion de SO(p + ¢, C) dans GL(p + ¢,C).
Le cas G = SO(p,q), p — q = 2, est plus délicat car comme on a dit plus haut le groupe
étant non déployé le L-groupe est un produit semi-direct non trivial SO(p + ¢,C) x Wg .
Mais l'action de Wg sur SO(p + ¢, C) est donée par 'action d’un elément de O(p + ¢, C),
de sorte que 1'on a un morphisme

SO(p+¢,C) x Wg — O(p+¢,C),

et la composition avec 'inclusion de O(p + ¢,C) dans GL(p + ¢, C) nous donne la repré-
sentations voulue.

L’inclusion St : G — GL(N, C) nous donne donc une application injective entre ¥(G)
et ¥(N), a chaque ¢ € ¥ on associe 1) = St 0 ). En méme temp pour tout ¢ € U(N)
I'application, ¥ — ¢y, ¢y, définie comme dans (2.1), nous donne comme pour G, une
injection entre les ensembles W(N) et ®(NV). Finalement si on restreint la correspondance
de Langlands & ’ensemble des représentations auto-duales de Wrg, on obtient une bijection
entre I’ensemble des paramétres ®(N) et l'ensemble II(N) des classes d’equivalence de
représentations auto-duales irréductibles de GL(N,R). La composition,

U(G) < U(N) < &(N) = II(N)
nous donne donc une injection,

Ya = y, ¢ :=Stoyg,

de ¥(G) dans II(N). La représentation ILy, ¢ = Stoyq, g € ¥(G) est donc y-invariante
et on peut étendre 11, en une représentation du produit semi-direct GL(N R) x <0> et par

conséquent définir comme dans le chapitre précédent une extension H¢ de IL, a G(N R).
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2.1.3 Facteur de transfert et paquets d’Arthur
Un élément v € G(R) est dit fortement régulier si le centralisateur,
G = Cent(y, G)

est un tore maximal de G. Associé & tout élément ~ fortement régulier on a l'intégrale
orbitale invariante de f € H(G) (le module de Hecke de G(R)) définie par,

fe) = 1D [ fla™ ) de
Gy (R\G(R)
ot D(7) est le discriminant de Weyl.

On dit que deux éléments fortement réguliers v et 7/ sont stablement conjugués s’ils
sont conjugués par un élément de G(C). On peut montrer que le nombre de classes de
G(R)-conjugaison dans n’importe quelle classe de conjugaison stable est fini. La somme
des intégrales orbitales associées aux classes de G(R)-conjugaison 7 dans la classe de conju-
gaison stable ¢,

FE0)=> falr), feH(G),

s’appelle I'intégrale orbitale stable de f en §. Ecrivons,

S(G) ={f°: feH(G)}, (2.3)

pour l'espace des fonctions sur les classes de conjugaison stable d obtenues de cette maniére.
On dit d’une distribution sur G(R) (plus correctement, une forme linéaire continue sur
H(G)) qu’elle est stable, si elle est contenue dans la cloture de I’espace vectoriel engendré
par les intégrales orbitales stables.

Dans [KS99] Kottwitz et Shelstad ont étendu les résultats de [LS87] au cas de groupes
endoscopiques tordus. On définit comme dans [KS99] section (3.3) la notion d’élément
fortement régulier 3 de G(N,R) et pour tout f € H(N) (le module de Hecke de G(N, R))
I'intégrale orbitale tordue f@(N) de ¥ par,

N

f@(N)ﬁ) =[D(®)| f(xilﬁx)dx,

/éfy(N,]R)\GL(N,R)
ou,
G5(N) = Cent(5, GL(N)).

Kottwitz et Shelstad en suivant [LS87] définissent dans [KS99] une fonction A(4,7)
entre une classe G(N)-fortement régulier stablement conjuguée § € G(R) et une classe
de conjugaison tordue fortement régulier 7 € G(N ,R) (pour les définitions, voir [KS99]
section (3.3)), ils appellent cette fonction le facteur de transfert tordu. Le facteur de
transfert sert a définir la fonction de tranfert qui a tout f € H(N) associe la fonction,

FE0) =D A N,
v

d’une classe é(N )-fortement régulier stablement conjuguée §. Kottwitz et Shelstad ont
conjecturé que cette fonction appartient & S(G). Récemment Shelstad [Shel2] a montré
la veracité de la conjecture dans le cas archimédien.

Pour tout f € H(N) notons donc par f¢ la fonction dans S(G) associée. Le résultat
suivant s’obtient du théoréme (2.2.1) du livre [Art13] de James Arthur,
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Théoréme 2.1.1. Pour ¥g € V(G) soit = St o 1g. Alors il existe un ensemble fini
II(vpq) de représentations de G(R) tel que,

Te(Ily(f)Aoy) = Y e(mm(mTa(x(f9),  feHD).

m€ll(Ye)

ot e(m) € {£1} et m(m) est un entier positif. L’ensemble II(vq) associé a g est appellé
le paquet d’Arthur de Yq.

2.2 Paquets d’Adams-Johnson

L’exposition qui suit est en grande partie inspirée de [Tai], (4.2.2) et de [Art89b],
section (5).

Pour G un groupe classique, considérons une paire (T,B) ou T est un tore maximal
de G avec T(R) maximalement compact et B un groupe de Borel de G¢ contenant Tc.
Soit (B,7T,A) un scindage de é, on a un isomorphisme T~T.

Fixons 1) € ¥(G). Notons par £ le centralisateur de ¢¢(C*) dans G. Comme C* est
commutatif,

Ya(C* x SL(2,C)) C L.

Considérons les deux propriétés suivantes pour un élément g € ¥(G),
i. La restriction de ¥g & Ryq est triviale.
ii. Yg(SL(2,C)) contient un élément régulier unipotent de L.

Definition 2.2.1. On note par ¥55(G) l’ensemble des paramétres g € V(G) qui satisfont
i.) et i.).

On donne maintenant une description de tout paramétre g € ¥a;(G). D’apreés i.) il
existe (aprés conjugaison par un élément de G) pg € %X* (T) de maniére a ce que pour
tout z € C* on ait, ¥ (2) = 2uo(z/|z|). De plus 'ensemble des racines o € R(T, G) telles

que (a, po) > 0 définit un sous-groupe parabolique Q de G de facteur de Levi égal a L.
Par la propriété ii.) on peut, & conjugaison prés, supposer,

d(Yalsrec)) (- ( 8 (1) >> = > Xa

Soit n: W(G,T) x Wg — N(G, T) x Wg I'application définie dans |LS87] section (2.1).
Soit wy, respectivement wy, 1’élément de longueur maximal de W(G, T), respectivement
W (L, T). Notons ng x j = n(wiwg x j), alors ng x j préserve A(L) et agit par t — ¢~
sur Z(L). Par la proposition (9.3.5) de [Spr98], ng x j préserve (Xa)aea(r), il commute
donc avec ¢¥g(SL(2,C)) et comme pour tout z € C* on a,

ba(z7h) = (ng % j)va(2)(ng x j) ™ = va(i)va(2)ve(i)
1

I'élément g (j)(ng » 7)™ commute avec 1)g(C*) et appartient donc & £. Comme en plus
il commute avec ¥g(SL(2,C)) on conclut que g (j)(ng x 7)™t € Z(L). Soit t € Z(L) tel

que ¥g(j) = t-(ng xj), alors, g (§)? =t-((ng x j)-t)(ng x j) = (tt71)(ng x 7)? et pour
2p0(—1) on obtient I'égalité,

200(—1) = va(—1) = va(j)? = (ng x j)?
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Comme en plus par le lemme (2.1.A) de [LS87] on a, (ng x j)* = Hacrya’(—1), avec
Rg l'ensemble des racines du radical unipotent &/ de Q, on peut grace a la proposition
(1.3.5) de [She81] conclure,

o € X (Z(£)°) + % > av. (2.4)

a€ERg

Soit ¢y, le parameétre de Langlands associé a 1. Définissons,

1 1
M:M0+§ Z aV et M,:HO—§ Z aV (2.5)

a€ERBA, a€Rpnc

Alors p1 € Xo(T) + > 4cr, @ et on peut pour tout z € C* écrire,

SquG(Z) = N(Z)M/(Z)a
= (n+ 1) (2D (1 = 1) (/|2

On appelle caractére infinitésimal de g, 'orbite du caractére u sous I'action du groupe
de Weyl. On suppose dans ce qui suit que le caractére infinitésimal p de 1 est regulier.

Dans [AJ87] J.Adams et J.Johnson ont associé a notre parameétre g € ¥ 3(G) un en-
semble fini Hfzg de représentations irréductibles et unitaires de G(R). On appelle I’ensemble
quzg paquet d’Adams-Jonhson de 1. Passons maintenant & sa description.

A la paire (Q, L) on peut associer un sous-groupe parabolique Q D B de G¢ et un
sous-groupe de Levi L¢ D T¢ de Q. Considérons I'ensemble Yo des classes de conjugaison
(sous G(R)) de paires (Q,L) ou Q D B définit un sous-groupe parabolique de G¢ avec
Q >~ 9 et L un sous-groupe réel de G avec L¢ un sous-groupe de Levi de Q. Si nous
fixons un paire (Q, L) I'application g € N(G(C), T(C)) — (¢9Qg~*,¢gTg~') nous permet
d’identifier I'ensemble ¥ g a

S = W(L,T)\ W(G,T)/W(G,T).

o W(G,T) correspond au groupe de Weyl réel de G.

Pour toute classe cl(Q, L) il existe un isomorphisme L = £. Soit (Q',L’) une autre
classe dans Y.p, il existe un unique élément dans G(C)/L(C) qui conjugue (Q, L) avec
(Q’,L’) et qui nous donne un isomorphisme “L = L/, On veut définir une inclusion,

ZeN LL — LG (2.6)
qui étend L = L. Pour cela on définit,

we,n(z) = HaeRQav(z/|z|) Xz, zeC¥
La,L(j) = ng % j.

La caracterisation qui a été faite pour le paramétre ¢ nous permet voir que pour tout
classe de conjugaison cl(Q, L) € ¥ il existe un unique paramétre d’Arthur,

Yo : Wr x SL(2,C) — *L

tel que, & conjugaison prés, ¥ = tg. © Q.. Clairement g (SL(2,C)) contient un
élément regulier unipotent de L et v¢g 1 (Wr) appartient & Z (L) x Wg. Associé & g 1,
on a une représentation my, ; unitaire de dimension un de L(R). J.Adams et J.Johnson
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utilisent cette représentation pour définir grace au foncteur d’induction cohomologique la
représentation my, .1, de G(R) donnée par,

Tyl = Ry(Tyg ) (2.7)

ot i = (1/2)dim(t/IN¢), (¢ la complexification de I’algébre de Lie associée au groupe com-
pact maximal standard K de G(R)), et q = Lie(Q). Finalement ils définissent ’ensemble

Hizg par,

Les représentations dans Hfzg; ont été décrites par Vogan et Zuckerman dans [VZ84]| elles
sont toutes unitaires et ont une (g, K)-cohomologie non-nulle.

2.2.1 Construction explicite pour les groupes classiques

Fixons pour notre groupe classique G un parameétre ¢g € Ua3(G). Soit L le centrali-
sateur dans G de 1Y (C*). C’est un sous-groupe de Levi d’une algébre parabolique Q = LU
de G tel que pour N on a une égalité N =dini + -+ dyn,, ou d;, i € [1,r] est égal a 2
sauf peut etre un seule ¢ € [1,r] pour qui d; = 1, de maniére a ce que, pour £ on ait un
isomorphisme,

L=Ly X XLy,
ou L;, i € {1,---,r} est égal a,
L; = GL(n;,C),
sid; =2 et égal &,

ro SO(n;,C) si G =Sp(2n) ot G =SO(p,q), p—q=0,2,
"1 Sp(ni,C) siG=80(p,q), p—q=1,

si d; = 1. Par conséquent si L définit un groupe de Levi de G avec L~ L, pour i € [1,7]
avec d; = 2 il existe une paire (b;,¢;) € N x N tel que n; = b; + ¢; et pour i avec d; = 1,
G = SO(p,q), p —q = 0,1,2 une paire (b;,¢;) € N x N tel que b; + 22#1- b = p et
¢ + 22;;% ¢; = q, de maniére que pour L on ait 'isomorphisme, L & L; x --- X L¢, ou
L;, i € [1,7] est égal a,

Li = U(bi,Ci),
sid; =2 et égal &,

L — SO(b;,c;) si G =S0(p,q), p—q=0,10u2,
1 Sp(n; —1) si G = Sp(2n),

si d; = 1. Pour tout entier d > 0, notons par Ry la représentation irréductible de dimension
dde SL(2,C). Par les égalités (2.4) et (2.5) il existe pour chaquei € {1,--- ,r} avec d; = 2
un caractére y; de Wg dont la restriction a C* est donnée par,

Xiles (2) = (2/12D)7,  pi €27, (2.8)
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de maniére que pour la restriction de g & C* x SL(2,C) on ait I'isomorphisme,
Yalosxsrec) = By (2.9)
ou,
Wi = (Xi X Rn; ® X;'* % Ry,) (2.10)
sid; = 2 et égale &,

i = Xi X R, si G =8p(2n) ou G =8S0(p,q), p—q=1, (2.11)
G~ X%XRnrl@X?XRl si G =S0(p,q) p—q=0,2. . '

avec ! et x? de caractéres quadratiques de R. En plus si nous considérons pour i € [1,7]
I’ensemble ¥, défini par,

Wi i={Ep; +n; — 1, £pi+ni — 3, ,£pi —n; + 1}
si d; = 2 et par,

si d; = 1. Alors d’apreés les equations (2.4) et (2.5), pour que ¢ appartient & Ua3(G),
I’ensemble,

UyU---U Wy,

doit définir un sous-ensemble de 27Z de cardinalité > . ;n; si G = Sp(2n), > _;n; — 1
si G = SO(p,q), p—¢q = 0,2 et un sous-ensemble de cardinalité > ;_; n; de 2Z + 1 si
G=80(p,q), p—q=1

Considérons maintenant la représentation standard St : G — GL(N,C) de LG.
Notons ¢ le paramétre d’Arthur St o ¢g de GL(N,C). Pour tout ¢ disons que v est
élémentaire si ¢ est irréductible. D’aprés (2.9), le parameétre v est élémentaire si et seule-
ment la decomposition pour 1g|cxsr(2,c) se réduit & une seule composante, c’est-a-dire
Yalcrxsr,c) est défini comme dans (2.10) ou (2.11).

Pour n € Z~¢ et 6 un caractére quadratique de R* ou une série discréte de GL(2,R)
deéfinissons la représentation de Speh basée sur §, Speh(d, n), comme 1'unique sous-module
irréductible de l'induite,

n—1 n—1

5||_Txx5||T

On peut facilement voir que si ¢ définit un parameétre élémentaire alors la correspondance
de Langlands attache a ¢, une représentation irréductible I, donnée par une des possi-
bilités suivantes,

i.) La représentation de Speh, Speh(d,n), basée sur une série discréte de caractére
infinitésimal (p/2, —p/2), avec p choisit comme dans (2.8) si ¢ est défini par (2.10).

ii.) La représentation de Speh, Speh(d, N), basée sur un caractére quadratique de R*
si pg est défini par (2.11) et G =SO(p,q), p—q¢=10u G =Sp(2n+1).

iii.) L’induite de la représentation de Speh, Speh(d;, N — 1), §; un caractére qua-
dratique de R*, avec un caractére quadratique d2 de R* si ¢ est défini par (2.11) et
G =8S0(p,q), p—q=0,2.
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Soit maintenant ¢ = St o ¢g, avec g € Waj(G) quelconque, d’aprés (2.9) pour 9 il
existe une decomposition ¢ = @!_,v; en somme de parametres élémentaires, ot chaque 1);
définit un parameétre d’Arthur de GL(N;) donné comme ci-dessus. Soit Il,, i € [1,r], la
représentation attachée a ¢y, par la correspondance de Langlands. Le produit x;_,II, est
irréductible et il est facile de voir que le L-parameétre associé a x;_;11,, est ¢,. Par consé-
quent pour Ily, la représentation irréductible de GL(N,RR) associée & ¢y, on a l'égalité,

1y = Xf:1ﬂwi'

avec chaque IL, la représentation irréductible de GL(N;,R) attachée a ¢y,

2.2.2 Transfert tordu de représentations cohomologiques

Soit g € Wa3(G). Pour tout my, 0.1 € Hf?;g; notons 0(my,.0..) = (1/2) dim(L(R)/L(R)N
K), K le groupe compact maximal standard de G(R). Du théoréme (2.13) de [AJ87] la
somme,

Ope = >, (-1)mweetr, o, (2.12)

AJ

Ty,Q,LEIL,

est stable (voir le paragraphe qui succéde a l'equation (2.3) pour une définition) et du
théoréme (2.21) de [AJ87], elle satisfait des propriétés de tranfert endoscopique ordinaire.
Pour montrer la stabilité, Adams et Johnson donnent (corollaire (8.9) de [AJ87]) une
écriture de ©y,, en termes de modules standards, cette écriture est particulierement bien
adaptée au transfert car elle a les propriétés suivantes :

On considére I'ensemble des modules standard dont le quotient irréductible est inférieur
ou egal (au sens de Vogan) a l'une des représentations dans Hﬁg ; cela donne un ensemble
d’induites Ip, (o) (ot Pg est un sous-groupe parabolique de Levi Mg de G(R) et o une
repésentation irréductible tempérée modulo le centre (en fait, grace a la regularité du
caractére infinitésimal o est une série discréte modulo le centre) de Mg). Si Ip, (o) est
dans cet ensemble alors Ip,(0’) y est aussi si o’ est dans le méme paquet de Langlands
que o. Et la combinaison linéaire stable s’écrit aussi,

Ope = (1) Ip (0), (2.13)
(Pg,0)

ou [(Pg, o) est la longeur de Vogan du sous-quotient de Langlands de Ip, (o) et ou (Pg, o)
décrit un sous-ensemble de ’ensemble ci-dessus ot la restriction ne porte que sur le fait que
si Ip, (o) apparait alors Ip, (e - o) n’apparait pas si € est un caractére quadratique de Mg
et €0 n’est pas isomorphe a 0. D’apreés le lemme (8.8) de [AJ87] le sous-ensemble garde
la propriété que si Ip, (o) y est alors Ip,(o’) y est aussi si 0’ est dans le meme paquet de
Langlands que o. Considérons pour tout Ip, (o) intervenant dans (2.13) le L-paramétre
de G associé au paquet de Langlands contenant le sous-quotient de Langlands de Ip, (o),
notons par ®g l'ensemble de ces paramétres et pour tout pg € ®g soit O, la somme
des modules standards avec ¢ comme paramétre associé. D’aprés (2.13) pour Oy, on a
donc I'égalité,

Ope = Y (=1)¥90,,, (2.14)

vcEPG
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ou I(¢g) est la longueur de Vogan de n’importe quel élément intervenant dans la somme
O, (la longueur [(pq) est bien défini car la longueur de Vogan pour tout élément inter-
venant dans la somme O, est la méme, voir paragraphé qui précede le théoréme (8.2) de
[AJ87]). Ainsi Oy, est stable car du lemme (4.3) de [AJ87], toute somme O, est stable.

Grace aux résultats récents de Paul Mezo sur le transfert tordu de représentations tem-
pérées, on sait transférer la trace d’'un module standard stable de G(R), c’est la trace
tordue du module standard qui s’obtient par transfert des paramétres. Plus clairement,
soit g : Wg — TG un morphisme admissible de G et “M’ un sous-groupe de Levi
minimal de “G a travers duquel g se factorise,

oo W 25 Ly - La.
Notons,
I, = {Ind%’;{/(ﬂ'M/) LM oy € M (parr)}s (2.15)

ou v (par) est le paquet des séries discrétes de M’ (modulo le centre) associées & ppy.
L’ensemble II,, on I'appelle le pseudo-paquet associé¢ a ¢¢. L’inclusion naturelle Lg =
GL(N,C) nous permet d’étendre ¢ en un L-paramétre fy-invariant ¢ de GL(N). Soit
L M un sous-groupe de Levi minimal de GL(N, C) tel que im(¢) € “M. Notons par TM,p la
série discréte (modulo le centre) de M correspondant a ¢y, ot ¢ : Wg M LN GL(N).
Le résultat suivant est un cas trés particulier du théoréme (6.7) de [Mez],

Théoréme 2.2.1. Soit pp; et pppr défini comme plus haut, alors il existe un constante
A(QDMUWM,(P) tel que,

Tran}/, Z T pry | = Alonrs par) Tro(mar,)-

Tt o S0 p 0

La constant A(yar, mar,,) du théoréme, s’appelle le facteur de transfert tordu et d’apres
[Mceg] elle est égal & 1. D’aprés les travaux de Shelstad le facteur de transfert commute a
I'induction (Voir [Moeg14], début section 2.7, pour comprendre comme la compabilité des
facteurs de transfert a I'induction se déduit du théoréme 3.4.2 de [She82]), par conséquent,
pour tout paramétre ¢ de G on obtient grace au théoréme (2.2.1) que le transfert tordu
du module standard stable ©,, = Z”M’,le em,,, Indpp (marp,,,) est égal a,

Tran’ (O,) = Troy (Indas (Tar,)).

Revenons a notre parameétre ¢g € Waj5(G). L'égalité (2.14) et le calcul fait ci-dessus pour
le transfert tordu de modules standard nous donne pour le transfert de ©,,,, 1'égalité,

Tran&*(0,,) = Z (—1)Z(WG)TrangL(9ch) (2.16)
(Zel=l fe]

= Y (=) Ty, (Indpr(mary)), (2.17)
pcEPc

oll ¢ := St o g et mp, ainsi que M sont associés a ¢ comme plus haut.

On peut maintenant énoncer le résultat principal de la thése,
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Théoréme 2.2.2. Soit 1) = St o g, g € Vas(G). Alors,
Trg,, (Iy) = (—1)'¥) Tranl(0,,,). (2.18)

ot (1) est défini comme la longueur de Vogan d’un module standard avec comme unique
sous-module irréductible, [’élément my, 0.1 € Hﬁg avec L quasi-deployé.

D’apies (2.16) la preuve de (2.18) revient a prouver I'égaliteé,

Trgy (Iy) = 3 (~1)0) 166 TranGE (@), (2.19)
pcEdPG

A droite de I'égalité (2.19) on a une somme de modules standards fy-invariants de
GL(N,R), par conséquent, pour montrer (2.19) on aura besoin de calculer la trace tordue
de II, a I’aide de modules standards 0 y-invariants de GL(N,R) ensuite le résultat s’obtien-
dra par comparaison du coté droit de (2.19) avec cette écriture de la trace tordue de IIy
par de modules standards 6y-invariants. Ce calcul de 11, a I'aide des modules standards
O n-invariants sera fait d’abord pour I, ¢ un parameétre élémentaire, plus clairement on
montrera,

Lemme 2.2.1. Soit ) = St oY, g € Vaj(G) élémentaire, alors il existe un ensemble
de L-paramétres ® de GL(N), constitué par des L-paramétres ¢ : Wr — GL(N,C) tels
que le module standard 1(p) associé a ¢ est On-invariant, de maniére que pour la trace
tordue de la représentation Il on ait une décomposition,

Trgy (Ty) = > €, Trgy (I(9)) (2:20)
ped

ot €, € {—1,1} et chaque trace tordue est défini par rapport a une action de Oy normalisée
comme au chapitre 1.

La constant €,, ¢ € ® sera défini au cours du chapitre 4. Ensuite on montrera que le cas
de ¥ = St oY, g € Yas(G) quelconque, se rameéne au cas d’un paramétre élémentaire,
c’est-a-dire que, 'on montre,

Lemme 2.2.2. Soit 9 = Stoq, ¥g € Yaj(G) et considérons une décomposition 1) =
®7_1¢; de Y en somme de paramétres élémentaires. Supposons que pour tout 1,7 € [1,n]

il existe un ensemble ®; décrit par le lemme (2.2.1) tel que Troy (Ily,) satisfait Uégalité
(2.20) alors,

Troy (Tly) = ) e, Troy (1(9)). (2.21)
ped
ot ®:={p=0_ 10 pi € V;}, e(p) =1I]_,€e(p;) et I(p) correspond au module standard
associé a .
Une fois les lemmes (2.2.1) et (2.2.2) prouvés, le théoréme (2.2.2) s’obtient en prou-
vant 1’égalité,

®={p=Stoys: pg e g} (2.22)
et pour tout ¢ € ¢ avec ¢ = St o pg I'égalité,
€, = (—1)1We)lva), (2.23)

Le lemme (2.2.1) sera prouvé au chapitre 4 pour tout parameétre ¢ avec Il un caractére
de GL(N,R), l'induite d'un caractére de GL(N — 1,R) avec un caractére de R* ou la
représentation de Speh de GL(N,R), N < 8 basée sur une série discréte de GL(2,R). Le
lemme (2.2.2) sera prouvé au chapitre trois en supposant la conjecture (2.2.1). Finalement
au chapitre 5 on montrera (2.22) et (2.23).
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Chapitre 3

f-Résolution pour un certain type de
représentations du groupe lineaire
tordu

Comme dans le chapitre précédent soit G un groupe classique défini sur le corps des
réels, quasi-deployé et N la dimension de la représentation standard St : “G — GL(N, C).
Pour tout ¢¢ € Ua3(G) notons 1) = Stot)g le paramétre de Arthur de GL(N) associé. Au
chapitre précédent on a pu voir qu’il existe pour 1) une décomposition 1) = @©_,1; en somme
de paramétres élémentaires, c’est-a-dire, pour N on a une égalité N = diny + -+ + d,n,,
ol d;, i € [1,7] est égal & 2 sauf peut-étre un seul i € [1,r] pour qui d; = 1, de maniére a
ce que pout tout ¢ € [1,7], ¥;, définit un paramétre de Arthur de GL(N;), N; = din;, tel
que II, est donnée par une des possibilités suivantes,

(a) ILy, = Speh(6;,n;), avec §; une série discréte de GL(2,R) si d; = 2.

(b) I1,, = Speh(d;, N;), avec d; un caractére quadratique de R* sid; = 1 et G = Sp(2n)
ou G =S0(p,q), p—q=1.

(c) Iy, = Speh(d;,1, N; — 1) X §; 2, avec d; 1 et J; 2 une paire de caractéres quadratiques
de R*sid;=1et G=SO(p,q), p—q=0,2.

Par conséquent, si par M nous notons le sous-groupe des matrices diagonales par blocs de
GL(N,R) défini par,

M := GL(n1,R) x --- x GL(n,,R),
alors on a 'isomorphisme,
ITy, = IndM(le Q- ® H¢T).

L’objectif du présent chapitre est de montrer le lemme (2.2.2) (en supposant pour tout
Vi, i € [1,r] la véracité du lemme (2.2.1)). Ce résultat résulte d’une description précise
du comportement des traces tordues par induction, les induites que 'on a a regarder sont
irréductibles mais 'action de 6y est subtile, il faut utiliser de fagon fine la théorie des
opérateurs d’entrelacement et leurs propriétés de méromorphie. Le chapitre s’organise de
la maniére suivante, on commence par une description des sous-quotients irréductibles de
I'induite dont II,;, est I'unique sous-module irréductible, ensuite on donne une définition de
I’action de 6y équivalente & celle décrite au premier chapitre. On finit le chapitre avec la
preuve du lemme (2.2.2).
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3.1 Un résultat d’irréductibilité

Dans tout la suite, on note ¢ la représentation donnée par une des possibilités suivantes,

(i) Un caractére d’ordre au plus deux de R*.

(ii) Une paire ordonné ¢ := (d1,02) avec d; et d2 une paire de caractéres d’ordre au
plus deux de R*.

(iii) Une série discréte auto-duale de GL(2,R). Dans ce dernier cas soit p € {1,2,---}
tel que le caractére infinitésimal de 0 est (p/2,—p/2). Alors on va parfois noter §(%, —%)
au lieu de ¢ pour rendre le caractére infinitésimal explicite.

Definition 3.1.1. Soit n un entier positif. Définissons pour toute représentation § donnée
par (i) ou (iii) le module standard,

n—1 n—1__ n—1

I(8,n) = 6] - [ 2 x 8] - | 270 x4 - [T

ot linduite est pris par rapport au sous-groupe parabolique de Léui H?ZIGL(d, R), avec
d =1 sid est définie par (i), d = 2 si 0 est définie par (iii), contenant le groupe de
matrices triangulaires inférieurs de GL(dn,R).

Si 6 := (01, 02) est définie par (it) notons par I(5,n) le module,

I(6,n) = 81| - |"F° x - x 81| - |"T 2 s 5y 1] | x| |

ot linduite est pris par rapport au sous-groupe de matrices triangulaires inférieurs de

GL(n,R).

Prenons maintenant un paramétre ¢ = St o ¥, g € Vas(G) de GL(N). Soit
Y = @I_,1; une décomposition de ¢ en somme de parameétres élémentaires comme dé-
crit au début du chapitre. On a donc pour tout i € [1,7] que IL, est I'unique sous-module
irréductible de I'induite I(6;,n;), avec ¢; définie par (iii) si 1L, est donnée par (a), par (i)
si I, est donnée par (b) et par (ii) si I, est donnée par (c). Soit P le sous-groupe para-
bolique de GL(N,R), de Lévi M, contenant le groupe des matrices triangulaires inférieures.
Considérons l'induite,

x{zll(éi, nz) = Indp(I(él,nl) XX I(5r, nr))

Il découlera du lemme (3.1.3) que II;, est 'unique sous-module irréductible de x}_; 1(d;, n;).
Le suivant lemme technique sera d’une grand utilité dans la suite.

Lemme 3.1.1. Pourg € ¥4, soit xi_,1(8;,n;) le module standard de GL(N,R) associé
a @y, Y = St orpg. Alors pour toute paire j, k € {1,--- ,r} avec dj = dj, = 2 et,

Pj nj —1 Pk ne — 1
2 2 2 2

on a,

p; nj—1 P np—1
2 2 2 2

Si ke {l,---,r} est tel que dj, =1 alors pour tout j € {1,--- ,r} avec dj =2 on a,

2 2

p; mnj—1 ”"'2_1 si 0y est définie par (1),
- > ng—2

> 81 0}, est définie par (ii).
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Preuve. Au chapitre precédent on a pu voir que ’ensemble,
UiU--- U, (3.1)
ou pour tout i € [1,n], ¥; est défini par,

{ni—1,n; —3,---,—n; + 1} si 0 est définie par (i),
Uyi=q {(ni—1)—1,(ni —1)—=3,---,—(n; —1) + 1} si J est définie par (ii),
{£pi+mn; —1,+p;+n; —3,--+ ,£p; —n; + 1} si 0 est définie par (iii),

définit un sous-ensemble de 2Z de cardinalité > ., n; si G = Sp(2n), >.._;n; — 1 si
G = SO(p,q), p —q = 0,2 et un sous-ensemble de cardinalité > . | n; de 2Z + 1 si
G =S0(p,q)p—q=1.

Pour i € {1,--- ,r} soit n} égal a n; si 0; est définie par (i) ou (iii) et égal & n; — 1 si
d; est définie par (ii). Si pour ¢ € {1,--- ,7} d; est égal a 1 définissons p; := 0. Fixons un
pair j,k € {1,--- ,r}. Comme (3.1) définit un sous-ensemble de 2Z ou 2Z + 1 on obtient,

coni—1 nt—1

2 2 2 2

’ =1, (3.2)

avec [ un entier positif. Comme le caractére infinitésimal de ©g est, en plus, régulier, on
doit en méme temps avoir,

e =1 fpj -1 p mj—l
vk Lt} AU 3.3
5 T3 §Z{2+ 5 5[ (3.3)
et
pj =L fpe np—1 pe ny—1
— —= cee = — . 3.4
2jL 2 €{2+ 2 772 2 (34)
Sidj =d =2et
i n;—1 pe  mp—1
2+ 2 >2+ 2
I'entier [ est plus petit que nj; — 1 et on obtient 'inégalité,
pi ;=1 _ p np—1
- >7
2 2 2+ 2

Si di, = 1 Paffirmation (3.3) nous donne 'inégalité,

pj -1 np-1
— >
5 T 2

et de (3.4) on obtient,

Considérons ’ensemble,
&y = {®_ym;,avec 7; un sous-quotient de I(d;,n;)}. (3.5)
Le resultat suivant nous donne une classification de l’ensemble des sous-quotients de

nglf((si, TL,L)
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Lemme 3.1.2. Pour toute répresentation myr € Ey irréductible, linduite Indp(myr) est
wrréductible.

Avant de donner la preuve du lemme (3.1.2) on aura besoin de connaitre pour chaque 4
compris entre 1 et r quel est 'ensemble des modules standards de GL(N;, R) correspondant
a I'un des sous-quotients irréductibles de I(d;,n;).

Etudions d’abord le cas d'un module standard, I(d;,n;), basé sur une série discréte §; (%, —%)
de GL(2,R). On définit,

Pj n; —1
2+ 2

mj7j/: +1_.j/7 léjlgnjv

et on note par §(m; j, —m; j») I'unique série discréte (modulo le centre) de GL(2,R) avec
caractére infinitésimal (m; j, —m; j»). On peut alors écrire,

I(65,m5) = 6(myj1, —=myjm;) X -+ X 6(mjn;, —my1).

Soit s une permutation de [1,7n;]. Pour tout j' € [1,n;] définissons,

850 = 0(myjr, = s(jn)) (3.6)
_ 5(mj,j/ +2mjys(j/) ’ My —1—2mj,s(j/) )| - ‘M (37)

Soit jé,) : [1,n4] — [1,n;] une bijection tel que,

Mgy — Mys(Gy) 200 2 My

hy T Ms(if )

3:3! it ;

alors on définit,

I(s)=x"6

I (3.8)

avec l'induite pris par rapport au sous-groupe parabolique de Lévi H;LZIGL(Z R) contenant

le groupe de matrices triangulaires inférieurs de GL(N,R). Comme d’habitude on note I(s)
pour l'unique sous-module irréductible de I(s).
La proposition suivant découle du théoréme (1) section (6) de [Joh84].

Proposition 3.1.1. La module X est un sous-quotient irréductible de I(6;,n;) si et seule-

ment s’il existe une permutation, s : [1,n;] = [1,n;] tel que X = I(s).

Au chapitre 5 section (5.2.2) on décrira I’ensemble des L-paramétres de GL(IV;) atta-
chés aux sous-quotients irréductibles de I(d;,7n;).

Considérons maintenant le cas de I(d;,n;) avec 0; définie par (i) ou (ii). Notons,

—1
my == +1-f,  1<i <, (3.9)
si 9; est donnée par (i) et,
M2l sil << [ny/2),
mj = 0 si j' = [n;/2] +1, (3.10)

nj

22— si[ng/2+2<j <ny
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si d; est donnée par (ii).

Soit s une permutation de [1,n;] avec s> = Id et tel que s(n;/2) # n;/2 + 1 si n; est
pair et ¢; est définie par (ii). Prennons pour tout j" € [1,n;| avec s(j') = j' un caractére
€;,;+ d’ordre au plus deux de R* et définissons,

m, .
0j4r = gyl - |7 (3.11)
On note € = {¢j j } 5(j)=j- Définissons aussi pour tout j" € [1,n;] avec j* < s(j'),
8550 = 6(my 0, Mjs(y7)) (3.12)
m.: Ms it — M (it r+m ,s(57)
— 5 jod’ - ]S(J),_ 3J 5 J,S(J))‘.‘+' (3.13)
Soit jE.) [1,ds] = {j' € [1,nj] 7' < s(3)}, (ds la cardinalité de {j" € [1,n;] : j' < s(3')})
une bijection tel que m;'fji > > m” ol
5 Jag

mj = + O
3.3 J’ ;”7 G g 8(]’)#]’

* { my, 5! si s(j') =7’

et considérons le module standard,

I(s,€) = x{,8; 5, (3.14)
ol l'induite est pris par rapport au sous-groupe parabolique de Lévi Hf;lGL(al,]R), avec
a; = 1si s(j]) = j; et ay = 2 si s(jj) # jj, contenant le groupe de matrices triangulaires
inférieurs de GL(N,R).

Finalement, si X définit un sous-quotient irréductible de I(d;,n;) alors il existe une
permutation s (définie comme plus haut) de [1,7n;] et une famille € = {¢;;/}s;=; de

caractéres d’ordre au plus deux de R* de maniére a ce que X = I(s,¢€).

Avant de pouvoir prouver le lemme (3.1.2) on aura besoin du résultat suivant,

Lemme 3.1.3. Pour toute paire j, k avec 1 < j < k < r soit sj, respectivement s, une
permutation de [1,n;], respectivement [1,ny], avec sj, respectivement s, comme dans le
paragraphe qui suit a (3.10) si d;, respectivement dy, est définie par (i) ou (ii). Alors pour
toute paire, §; j1, O i, avec §; jr, respectivement Oy, i, définie par (3.8) sid;, respectivement
Ok, est donné par (iii.) et par (3.11) ou (3.12) si d;, respectivement Oy, est donnée par
(i) ou (ii), la représentation,

054 X O (3.15)
est irréductible.

Pour prouver ce résultat on aura besoin du théoréme suivant du a B.Speh [Spe82]
(théoréme (2.1) et (2.2)).

Théoréme 3.1.1. Pour i = 1 ou 2 soit t; € C et n; un entier égal ¢ 1 ou 2. Soit J;
un caractére d’ordre au plus deux de R* si n; = 1 et une série discréte de GL(2,R) de
caractére infinitésimal (5, —81), p; € {1,2,---} sin; = 2. Alors,

Sy - " x by - |72

définit une représentation irréductible si et seulement si ty —ta ¢ R ou on est dans une des
situations suivants,
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(]) Sinl :Tlg:l,

|t1 - t2| ¢2Z - {0} Si, 51 75 (52,
|t1 — t2| ¢QZ +1 si, 01 = 0o.

(2) Sing =2 etny =1,
—5 I -l ¢ {12},
(3) Sinl ZTL2=2,
1
—5\]31 —p2| +[t1 —t2| £ {1,2,--- }.

Avant de commencer avec la preuve du lemme (3.1.3) on donnera une version plus
adéquate a notre situation du point trois du théoréme (3.1.1). Pour cela considérons
un ensemble de demi-entiers distincts {my, mo, ms,m4} tels que my > ma, ms > my et
mj—my € Z, 1 < j < k < 4. Notons par §(m1, mg), respectivement §(ms, ma), la série dis-
créte (modulo le centre) de GL(2,R) avec caractére infinitésimal (my,ms), respectivement
(ms3, my). Alors la représentation,

d(my, ma) X d(mg, my) (3.16)
est irréductible si et seulement si,
(3 my > ms et mo < my ou my < ms et mo > my.
On donne d’abord la preuve du point (3’).

Preuve. On a pour d(my, ma), respectivement d(ms, my), I'égalité,

—my My —ma
2 ' 2

mi+mg
2

)=,

§(mi,ms) = (12

respectivement,

m3 — My ms — My m3+my
— 2 .

g, ma) = 6(E T, O

On peut sans perte de généralité supposer, my > mgs. Il nous faut voir si (3.16) vérifie la
condition trois du théoréme.
Si mo < my alors,

1

S (—l(m1 —ma) — (m —ma)| + (ma + ma) — (mg + ma)]) ={ s — i

msg — Mmsj.

2

Dans le deux cas on obtient un entier negatif, ce qui vérifie le point trois du théoréme. La
représentation (3.16) est donc irréductible. D’un autre cote, si mg > my,

(-l = ma) = (s = )|+ s+ ) (oma ) = {

(ma — ma),
(m1 — mg).

Dans le deux cas on obtient un entier positif. Comme la représentation (3.16) ne vérifie
aucune des conditions du théoréme elle est réductible. O
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Donnons maintenant la preuve du lemme (3.1.3).

Preuve (3.1.3). Le lemme sera donc prouvé si on arrive a montrer que la représen-
tation (3.15) vérifie une des conditions du théoréme (3.1.1). Comme dans le produit
X1<j<rI(0j,nj) intervient au plus un module standard I(d;,n;), basé sur §; définie par
(i) ou (ii), au moins une des deux représentations d; j, 0y p» doit étre une série discréte de
GL(2,R).

Considérons d’abord le cas ou d; et i sont des séries discrétes de GL(2,R). Notons par

(%,-%), pj € {1,2,---}, respectivement (55, —E), py € {1,2,---} le caractére infinité-

simal de d;, respectivement ;. On peut sans perte de généralité supposer,

oons—1 ng — 1
LOANIC Bk L

2 2 2 2

Alors du lemme (3.1.1) on sait que,

&_nj—l Pk nk—l

> 2k 3.17
2 2 2 + 2 (3:17)
Pour 4, j/, respectivement dy jr on a I'égalité,

G40 = 6(my g1 =5, (1))

Okt = O(Mpprs =M s (k7))
ou,
pj—mnj+1 pj—mnj+1 ) pj—nj+1 . pj+n;—1
Sy = T my g = T — s () < T

(3.18)

respectivement,

—ni+1 —ng+1 —ni+1 +ng—1
Pk k Smkk/:pk k 14K, M (1) _ Dk k — 1+ sk Spk k .
2 ’ 2 ’ 2 2

(3.19)

Par conséquent de (3.17) on arrive aux inégalités,
Mgt > Mk O Mg, (57) > M (k)

ce qui vérifie le point (3’). La représentation (3.15) est donc irréductible.

Considérons maintenant le cas ot §; définit une série discréte de GL(2,R) et 5, est donnée
par le point (i) ou (ii) du début du chapitre.
Du lemme (3.1.1) on sait que,

Dj nj—l nk—l

2 2 ” 2

(3.20)

Comme plus haut §; j» = §(my jr, —=mj ;1)) et la paire m; ;1, m
Or ) on a deux possibilités,
(a) Si si(k') =k il existe € 1, un caractére d’ordre au plus deux de R* tel que,

j.s; ;) satisfait (3.18). Pour

5k,k/ = 6k,k’| . |mk,k/’
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avec my, j défini par (3.9) si 6 est donnée par (i) et par (3.10) si dj, est donnée par (ii).
(b) Si s (k') # k" alors dg pr = d(1mp s, M 5, (k7)) AVEC My g € My g, 1y défini par (3.9)
si 0 est donnée par (i) et par (3.10) si J; est donnée par (ii).
Dans le cas ou dj i est donnée par (b), I'inégalité (3.20) nous permet d’obtenir,
Mg > Mkt ©8 M5, (57) > Miksi (k')

ce qui vérifie le point (3’). La représentation (3.15) est donc irréductible.

Considérons maintenant le cas ol 0y est donnée par (a). Il nous faut voir si la
représentation (3.15) vérifie la condition (2) du théoréme (3.1.1). Comme % + L mg—l

2 2
est un entier positif on peut trouver un entier positif R tel que,
pj  mj—1
r=—=4+ —=——R.
Mk 9 + 5
Pour 4, j» on a I'égalité,
Mg+ Mysin Mg+ Mysry 20 70500
0,41 = O - =) - | 2
2 2
Notons,
P _ Mgt T My (i) M = Myjs;(j'
12] _ 2J5J(.7 otz = 238;])’
alors,
DPjg 1 . 2
i (= 1) = (7 + 557
s -4
N 9
et on peut voir que,
P’ 1 y t—j" pj _mnj—1
— iy —mpr|=—={pj+n; —1)— t - = = R
9 + |25, k| 2(])]4-(] )= +1)+ 5 5 5 +

_ R-I—t-}—l—pj—nj,
—(t+ R).

/2= (pj —nj)/2,
= { LR,

Dans le deux cas on obtient un entier negatif, ce qui vérifie le point (2). La représentation
(3.15) est donc irréductible. O

Donnons maintenant la preuve du lemme (3.1.2)

Preuve. Soit pJT/[, respectivement p,,, un module standard de,
M = GL(Ny) x --- x GL(N,),

avec mp; comme unique sous-module irréductible, respectivement comme unique sous-
quotient irréductible. Pour chaque j, 1 < j < r existe une partition de Nj, {Nj1,- -+, Nj, }
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en sommes de 1 ou 2 ainsi que un sous-groupe parabolique P]\JZ, de Lévi H’;:lH;f:lGL(NM/),
contenant le groupe de matrices triangulaires inférieures de M, tel que,
M Tj ! .
p& = IndPI\_; (®JJ:1 ®;/:1 Uj,j’| . ‘J»‘J,J ),

ol pour tout j € [1,7] la représentation ®7,_ o, js| - |“3' est définie comme dans (3.8) si
d; est donnée par (iii) et par (3.14) si §; est donnée par (i) ou (ii).

Le module standard p,, s’obtient aprés réarrangement des blocs, o j/| "3, qui consti-
tuent p&. Ca veut dire,

_ M T 4 .
Py = IndPJ\_l (®5L ®f_q 0j o - [%33").

N . Ljop il — . L.
ot o’ |+ [¥93" = 0y p1je| - [T et Py est le sous-groupe parabolique de M, de Lévi

H;Zlﬂgf:ll - GL(Nj ), contenant le groupe de matrices triangulaires inférieures de M.
On peut par définition de pX/[ et p,, écrire pour my; le diagramme suivant,

Py = TM = Pag- (3.21)

Réarrangeons les blocs, ;| - |*+#', respectivement 0;., j,\ - |34 qui constituent Ind P(p&%
respectivement Ind p(p]}[), de fagon & ce que si, aprés réarrangement, nous notons la nou-

velle représentation par,

,0+::0'1|"z1X"'XO’["FZX"',

respectivement,

— / /
P ;:0’1’.|y1 X"'XO’t"|yt X oo,

on ait, x; > xp si l <, respectivement, y; < yp si t < t'. D’aprés le lemme (3.1.3), pour
toute paire de blocs o /| - [%39", op | - ["6+, j < k, qui constituent px/l la représentation
ajj| [ X op | - |+ est irréductible, par conséquent,

~

|xj:j/ X Ok,k/| . |xk:,k/ = O‘k‘,k/| . ‘xk,k/ X O'j7j/| . |xj,j’.

7'l -
et un processus de récurrence nous permet de montrer que l'induite Ind M(p&) est iso-
morphe & pT. Il en est de méme de Indp(p,,) et p~. Du diagramme (3.21) on peut donc
écrire,

p~ 2 Indp(py) = Indp(mar) — Indp(p},) = pt.
Soit pt* 'unique sous-module irréductible de pT, il est isomorphe & I'unique quotient ir-
réductible de p~. Comme pt est I'unique sous-module irréductible de pT, par la fléche &
droite de Indp(myr), I'image de Indp () dans p™ contient p* comme sous-module et on
peut écrire l'inclusion,

pt = Indp(mpr). (3.22)

Soit J I'unique sous-module maximal de p~, alors p™ = p~/.J. Par la fleche & gauche > de
Indp(mar), le quotient entre Indp(mys) et 'image de J dans Indp(7as) est isomorphe a pt.
On peut donc écrire la surjection,

Indp(mps) = pT. (3.23)
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D’ou on obtient pour Indp(7ys) I'isomorphisme,
Indp(m) = pF @ ker (Indp(ﬂM) » pT). (3.24)

Mais comme la multiplicité de p* dans pt est égal a 1, le noyau de 'application (3.23)
doit étre zéro et 'equation (3.24) nous donne un isomorphisme entre Indp(ms) et pt. La
répresentation Indp(mys) est donc irréductible. O

3.2 L’action de 6

Sur M on fait agir ’automorphisme involutif,
Ori(m) = Ja('m )Ty
ou Jps est donné par la matrice définie par blocs,

I,
Jy =
JN,

T

avec Jy;, 1 < j <k la matrice antidiagonale d’ordre N; définie comme dans le chapitre 1
equation (1.2). On note Jy la matrice antidiagonale d’ordre N, equation (1.2), Notons,

wy = Jn - J]\}l.

Soit P’ le sous-groupe parabolique de matrices triangulaires inférieurs, avec facteur de Levi
wpr(M). Notons par Nps le radical unipotent de P’. Soit ), une représentation de M.
Pour chaque r-tuple, s := (s1,---,s,) € C", on définit sur M, le caractére,

Xs = |det [*t---|det|*.
On définit 'opérateur d’entrelacement,
M(wM,§, 7TM) : Indp(ﬂM . X§) — Indp/(wa(ﬂM . X§)).

comme fonction meromorphe de s par prolongement analytique daune formule intégrale
(voir [Art89a], chapitre 1). Plus précisement, on considére une autre réalisation de Ind p(mp;-
Xs), ol I'espace de la représentation est un espace de fonctions Hp(mas) sur le compact
maximal K de GL(N,R), cet espace ayant laavantage de ne pas dépendre de s (ciest laac-
tion de GL(N,R) qui en dépend). Si f € Hp(mar), soit fs la fonction de Indp(mps - xs)
qui lui correspond par 'isomorphisme (donné en (1.9) avec des notations légérements
différents) entre Hp(mas) et Indp(mar - xs). On pose alors,

(M (war, s, mar)(fs)) = f(wying)dn, (3.25)

/’l;}j\{prlul ﬁNP/\NP/

ou Np est le radical unipotent de P. Cette intégrale converge absolument dans un certain
cone de C" et est analytique en s dans ce cone. Elle admet un prolongement méromorphe
a C". On commence par donner une normalisation de M (wyy,s,:) compatible avec la
normalisation du chapitre 1 section (1.2.1).
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Lemme 3.2.1. Soit ¥ = St o ¢g, Vg € V45(G) et considérons une décomposition 1) =
@i_ i de 1 en somme de parametres élémentaires. Notons par Ilyr la représentation de
M donnée par,

I, = 1(51,n1) & - ®I(57'5n1”)7

ow pour tout i € [1,r] linduite I1(5;,n;) a Ily, comme unique sous-module irréductible.
Alors il existe une fonction méromorphe,

S = (817 te 787“) — T(wM7§)7
telle que,
N(’U]M,§, HM) = 7"('LUM7§)_1M('LUM,§, HM)7

définit un opérateur holomorphe et bijectif au point, s = 0.

Si en plus nous fizons comme au chapitre 1 section (1.2.1) une fonctionnelle de Whit-
taker Qpr de de Ilps et notons par Q(I1yy), respectivement Q(war(Ilar)), la fonctionnelle de
Whittaker de Indp(I1y), respectivement Indp(war(I1ar)), définie par la formule (1.11) a
partir de Qpr, alors on peut choisir r(wyyr, s) de maniére & avoir,

Q) = Q(war(Ily)) © N(war, 0, ). (3.26)

Considérons maintenant une représentation wpy de M avec tout sous-quotient contenu dans
Ey (equation (3.5)), alors lopérateur,

N(’U)M,ﬁ, T‘—M) - 7"<’LUM,§)_1M('U)M,§, T‘—M)v

est aussi holomorphe et bijectif au point, s = 0.

Si myr est un module standard, alors entre la fonctionnelle de Whittaker (définie par la
formule (1.11) a partir d’une fonctionnelle de Whittaker Q' de wpr) Q(mar) de Indp(mar)
et Uwpr(mar)) de Indpr(wpr(mwar)) on a lidentité,

Qmar) = Qwn(mar)) o N(war, 0, 7). (3.27)
Preuve. Définissons pour toute paire j, k avec 1 < j < k < r, Popérateur d’entrelacement,
Bjk(s) : - X I(8j,m5)| - [% X -+ X T(Sk,mp)] - [% % - -
- ... X I<5k7nk>‘ . ’51@ X o0 X I(5J7nj)| . ‘Sj X oeen

B i(s), interchange le bloc j et le bloc k et laisse inchangé tout autre bloc. On a pour

M (way, s, 15p) égalite,

M(’U]M,§7 HM)) - Bl,T+1—l(§) O0--+0 BQ,T—l(ﬁ) o Bl,r(§), (328)

N . ) . =1 _: s .
ou | = 5 si r est pair, respectivement [ = 5= si r est impair.

Pour tout j € [1,r] et j° € [1,n;] soit o, égal & d; si J; est définie par (i) ou (iii),
égal & 0;1 si d; est définie par (ii) et j” # [n;/2] + 1 et égal & d;2 si J; est définie par (ii)
et 7/ = [n;/2] + 1. Notons aussi,

n; —

1
S 14,

xjvjl = 2
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si d; est définie par (i) ou (iii) et si ; est définie par (ii) notons,

TL]'—2

+1—j" sil<j' <|[n;/2],
g = 0 sijh=[n;/2]+1,
-7 sin/2]+2<j <n;.

Considérons maintenant pour toute paire (j,j’), (k, k'), avec 1 < j" < nj;, 1 <k < ny et
j < k, Vopérateur,

Mj,j’,k,k’(3j73k> : Uj,j" . ’a:j’j,-l—sJ' % Uk,k/‘ . ‘zk,k/-i-sk - 5k’ . ‘mk,k/-i-sk % 5j‘ . ’a:j}j/—i-sj.

D’aprés [BW80], (p.126-127), il existe une fonction meromorphe, r; i 1 1 (55, sk), tel que
I’opérateur,

Nj ok (855 8k) 1= 753 ke (855 6) My g1 ke ke (855 Sk )

est holomorphe et different de zéro au point s; = 0, s, = 0. Comme du lemme (3.1.3)
la représentation, o ji| - |%3:3" X o g | - |+, est irréductible 'opérateur N; jr 1 1(s5, i) est
bijectif. Une fois fixé une fonctionnelle de Whittaker Q; ;s iy de o j¢| - |[%53" X op | - [7#:#,
M x X : o .
respectivement §, s ; i de o g |- ["6+ X 0 | - [%39", la fonction 7 js i 1 (5, Si) sera choisie
de maniére & avoir,
Qj,j’,k:,k:’ = Qk k! 5,57 © N /7k7k/(0, 0) (329)

Notons x1<j<m fj la composition f,0---ofi. On a pour opérateur B(j, k), j < k, 'égalité,

. 1 ki1
B(j,k)(s) = X;L/J 0 Xp:{ nﬁpMJ n;—j’' ,J+p,p’(5j75j+p) (3.30)
. 1
0 X kg X )T My~ o (Sk—t k)

Pour j < k on définit la fonction méromorphe,

k-
bjk(s) == X jra 0 ><p 1 ' x ’J+1TJ nj—j"j+pp’ (Ss Sjtp) (3.31)
CXE Xf ] X 1 ek (Sk—1s Sk (3.32)
Alors,
Njk(s) = bjr(s)B(j, k)(s),

est holomorphe et bijectif au point s = 0. Ce qui nous conduit & définir la fonction méro-
morphe, r(way, s), par,

r(war, s) == b ry1-1(8) 0+ 0 bar_1(8) 0 b1 (s),

ou [ = 5 si r est pair, respectivement [ = % si r est impair. Définissons finalement

Vopérateur, N(wyr, s, ), par,

N(wpr, s, pr) == r(war, s) M (war, s, ).
De l’égalité (3.28) on a pour N(wyr, s, mar) la factorisation,
(s

N(wpr, 8,11pr) = Nyjpg1—1(s) o--- 0 Nop_1(5) o Ny (8), (3.33)

ou [ = § si r est pair, respectivement [ = % si r est impair. Chaque facteur qui intervient

dans le produit est holomorphe et bijectif au point s = 0, N(wyy, s,I15,) définit ainsi un
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opérateur holomorphe et bijectif au point s = 0.

Fixons comme au chapitre 1 section (1.2.1) une fonctionnelle de Whittaker 2y, de
de IIps et notons par Q(IIys), respectivement Q(was(I1ar)), la fonctionnelle de Whitta-
ker de Indp(Ilps), respectivement Ind pr(wps(Ilps)), définie par la formule (1.11)) & partir
de Qp7. On prend de maniére analogue une fonctionnelle de Whittaker (définie par rap-
port & w) pour toute représentation intermédiaire qui nous permet d’aller de Indp(Ily/) a
Indpr (wpr(Ipr)). Clest par rapport a ce choix qu’on choisit les fonctions 7 1 v de fagon
d’avoir I'égalité (3.29). Ce choix nous permettra donc avoir,

Qwar(Iar)) © N(war, ) = ().

Prennons maintenant pour 1(d;,n;) d; définie par (i) ou (ii), une suite € := {e1,--- , €, }
de caractéres quadratiques de R*. Définissons,

I(8j,m5)" = x3L€je0 ] - "'

et notons,
H?\/l = 1(51,7}1) XX I(5j_1,nj_1) X I(5j,nj)€ XX I((Sr,nr).

Avant de donner la preuve de la deuxiéme partie du lemme on aura besoin de montrer pour
tout suite € := {e1, -+, en; } que l'opérateur, N(wyr, s,119,) := F(war, 8) M (wpr, s, 115,) est
holomorphe, bijectif et satisfait (3.26) au point zéro.

Pour o; y|-[%9", j € [1,n;] et tout bloc o, |- |+, k € [1,7]\{j}, on a I'isomorphisme,

(o540 - [P99" X oppr| - [T6H) @ €50 2 €jrayjr| - [T99" X o pr] - [THH. (3.34)

Comme,
Niorr =1 (55, 5K) M ; (55,88) : 00| - [F3' 5 x | - [Pk T8k
.]).]/J’l, - J:]l7k7k/ 7 k ]’],)k)kl 7 k) - 0-.77.], ’ Uk7k, ’
= Oppr] - [TE T  age| -|MaaT
est holomorphe et bijectif au point s; = s, = 0 on peut d’aprés I'isomorphisme (3.34) dire
de méme de,
€ I . €57 . R T 1+ Ty 1! Sk
N jrapr = 750 b (555 Sk)Mj,j’7k7k’(S]7sk) pejr 0| [P X o | TR
Ty 1 TSk PR N E e P
— O-k‘,k’| . | k.k X E]’UJ,]’| ’ 3,3 7,

Comme en plus tout bloc oy, i|-|"#*, k € [1,r]\{j} constitue a la fois un bloc de Ind p(II5s)
et de Indp(II,), la méme construction qui a été suivi pour obtenir (3.33), nous permet
d’écrire, N(war,s,115,) == r(war, )M (wa, s,115,) comme un produit d’opérateurs holo-
morphes et bijectifs au point zéro. Ainsi N(wyr, s,119,) définit un opérateur holomorphe
et bijectif au point zéro.

Comme pour o j|-|%34’, j' € [1, Nj] et tout bloc oy |- [“%#, k € [1,r]\{j}, on a (3.34),
la fonctionnelle de Whittaker Q5 , \ 1/ de o /| - [*5+ xej0; | - [*39 doit étre donnée par
la tensorisation de la fonctionnelle de Whittakker Qy i/ ;i de op pr| - [*#" X0 jv| - |*3" pris
plus haut, c’est-a-dire pour tout f € oy |- |+ Xxej0; 5] - |“34", la fonctionnelle Qi1 ks
est définie par,

Qi () = Qg (€5 0 det) - (1)), (3.35)
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Si maintenant oy et oy, ) définissent des séries discrétes de GL(2,R) on sait que oy |- |1/
et op | - |+ constituent des blocs de Indp(IIys) et de Indp(IIS,), notons dans ce cas
Qle,l’,k,k’ = Ql,l’,k,k’v avec Ql,l’,kz,kz’ la fonctionnelle de Whittakker de Ul,l’| N RN Uk:,k:’| o | TRk
pris plus haut. Comme tout fonction 744, a été choisi de maniére d’avoir (3.29), pour
toute paire des blocs (I,1'), (k, k'), | < k qui constitue Indp(II,) on obtient,

€ . € €
Qv er = Y10 © N 10

avec Nf 1 = Niegray si kL€ [1,r]\ {j}. Ce qui nous permet de conclure (3.26) pour
N(wp,0,119,).

Considérons maintenant une représentation my; € &, irréductible. Soit V; 2 Vo un paire
de sous-modules de II,;, tels que,

Vi/Va = .
Comme N (wyy, s,11ps) est holomorphe et bijectif au point s = 0, on obtient de I'inclusion
Indp(Iarlv; - Xs) = Indp(Iar - Xs),
que 'opérateur,
N(war, 8, arlvy) = r(war, ) M (war, s, s v ),

est aussi holomorphe et bijectif au point s = 0. On note par F(s) et Fy,,(s), s € C" la
paire de morphismes surjectif,

F(s): Indp(Ilps]v, - xs) — Indp(mar - xs)-
Fyp () : Indpr(war (Harlvs - xs)) = Indpr(war(mar - Xs))-

On définit,
N(war, s, ma) = r(war, ) M(war, X, Tar)-

On a, car M (wys, Xs, -) s’obtient par prolongement analytique de 'intégrale (3.25), que le
diagramme suivant est commutatif,

Indp(Harlvy - Xs) ————=—— Indpr(wpr (Marfvs - xs))
N(wpr,s,1ar]vy)
F(S)l F’WILI (S)J

Indp(7 - xs) Indpr (wa (7 - Xs)),

N(wnr,8,70)

Donc Fy,, (s)oN (war, xs, Harlvy) = N(war, xs, ar)oF (s) et comme Fy,,, (s)oN (war, xs, arlvy )
est holomorphe et surjectif au point s = 0 on peut dire de méme de N(wps, Xs, Tar) ©
F(s).L’opérateur N(was, xo,7ar) est en conséquence surjectif et comme F'(s) est holo-
morphe est surjectif au point s = 0 on obtient que N(was, xs, ar) est holomorphe au
point s = 0.

On prend maintenant un élément v € ker(N(waz, 0,7ar)), soit w € Indp(Iar]yy) tel
que F(w) = v (F := F(0)), alors Fy,, o N(was,0,Ip|v,)(w) =0 (Fy,, = Fu,,(0)), si et
seulement si, N(wpr,0, v, ) (w) € ker(Fy,,), donc w € ker(F') et v = 0. D’0u on peut
conclure que l'opérateur N (wpr, Xs, 7ar) est holomorphe et bijectif au point s = 0.
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Soit a présent )7 une représentation de M avec tout sous-quotient dans &,. Supposons
que,

N(wpr, s, mar) = r(war, s)M(war, s, mar ),

a un pole en s = 0. On choisit une fonction meromorphe [(s) tel que [(0) = 0 et I(s) -
N(wpr, s, mar) est holomorphe et différent de zéro au point s = 0. Soit H un sous-module
irréductible de,

Indp(mas)/ ker(1(0) - N(war,0,7ar))-

Comme tout sous-quotient de mys est contenu dans &y il existe m’ € &y, irréductible, tel
que,

H = Indp(r).

Par définition de I(s) I'opérateur, I(s) - N(wps, s, ") est holomorphe et différent de zéro au
point s = 0, au méme moment on a vu plus haut que N(wyy, s, 7') est aussi holomorphe
au point s = 0, par conséquent, [(0) - N(wys,0,7") = 0, ce qui est une contradiction.
L’opérateur N (wpy, s, mpr) est donc holomorphe au point s = 0.

Choisissons maintenant un sous-module irréductible H de ker(N (wpy, 0,77)). Il existe
' € &y, irréductible, tel que,

H = Indp(r).

Comme on a vu plus haut, Popérateur N(wpys,0,7") est bijectif et on peut dire de méme
de, N(wpr,0,mpr)| . Par conséquent H est P'espace nul et opérateur N(wpys, s, myr) est
injectif au point s = 0. Par un calcul analogue a celui qui a été suivi jusqu’ici, ’opérateur
N(wy}, 0,war(mar)) : Indpr (was(mar)) — Indp(mar) est injectif, on peut donc conclure que
N(wpr,0,mpr) est surjectif.

Il nous reste & montrer pour tout mys, module standard de M avec tout sous-quotient
dans &y, lequation (3.27). Pour chaque i € [1,7] existe un module standard 7%, de
GL(N;,R) de maniére & ce que,

TV E Ty @ @y

Pour i € [1,7] avec d; une série discéte de GL(2,R) on peut toujours définir un morphisme
surjectif ¢, de I(d;,n;) sur ;. En suite pour I(d;,n;), j € [1,7] avec §; définie par (i)
ou (ii), il existe, d’aprés le lemme (B.0.2) de 'appendice B, une suite € = {ej/};.\fil de
caractéres quadratiques et un morphisme surjectif qﬁg\/l de I(d;,n;)¢ sur W%/[. Comme plus
haut, soit, II§, = I(d1,m1) ® --- ® I(6j,n;)* ® - -- ® I (0, n,) et notons par,

quIHM—)WM.

le morphisme surjectif qu’on obtient aprés tensorisation des morphisme ¢%,, i € [1,7]. On
induit ¢p; pour obtenir,

qﬁ : Indp(Hﬁw) — Indp(WM),
et

Gwy, - Indp(wpr(11)) — Indpr (war(mar)),
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Fixons comme au chapitre 1 section (1.2.1) une fonctionnelle de Whittaker ', de mps et
notons par Q(myy), respectivement Q(wpys(mar)), la fonctionnelle de Whittaker de Ind p(7ay),
respectivement Indp/(wps(mar)), définie par la formule (1.11) a partir de €),. Comme
Q(mar) o ¢, respectivement Q(wpr(mar)) © Puyy,» définit une fonctionnelle de Whittaker de
Indp (115, ), respectivement Indpr(wpr(115,)), on peut choisir ¢ps de maniére a ce que,

Q(mar) 0 ¢ = Q(ITY), (3.36)
respectivement,
Qwnr(mar)) © Puy = Uwar(Ilyy)). (3.37)
On a le diagramme commutatif suivant,
Indp(II§,;) ————— Ind pr (wps (I1ps€))

N(wpy,0, H?VI)
¢J ¢le

Indp(mpy) Non Oﬂ_M)IndP/(U}M(ﬂ'M)),

Car, Q(wps(mar)) © N(wpy, 0, mp) définit une fonctionnelle de Whittaker de Indp(may), il
existe une constante Cr,, € C* tel que, Q(wpr(mar)) o N(war, 0, mar) = Cry, Qmar), alors,
Q(I15,) = Qwar(I19,)) o N(war, 0,115,)
Q (WM)) Puwn ON(vaoaHj/[)
= Qwn(mar)) o N(war, 0,mar) 0 ¢
Crpy U )
ar§

[O

TM) O
I5).

Donc Cr,, =1 et on peut conclure que,

Q(wM(’/TM)) o N(UJM, 0, ’/TM) = Q(TI’M)

O]

Soit (mar, Var) un module standard 6j/-invariant de M avec tout sous-quotient dans
Ep. On vient de construire un opérateur d’entrelacement normalisé entre Indp(mas) et
Indp(wpr(mar)), notre objectif est de définir un opérateur d’entrelacement entre Indp(myy)
et Indp(ﬂ'M) e} (9]\[.

Si nous fixons un opérateur d’entrelacement Ay, entre mys et 77?\}[” = w0 Oy tel que

2 - 1s s
Az =1Id et considérons I'opérateur,

9 Indpr(wpr(mpr)) — Indp(wje\}‘f),

deéfinit pour tout f € Indp(was(mar)) par,

I(f)(g9) = f(On(9)),

alors la composition,

Apy (f) = Ay 09 0 N(war, 0,mar) (f).
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ot Ay ,, est I'induit de A,,, nous donne un opérateur d’entrelacement entre Indp(mps) et
Indp(mpr) 0On. Ce qui nous permet d’étendre Indp(myy) en une représentation de 'espace
tordu GL(N,R) x Oy. Il nous reste a savoir si l'action de 0y définie par /TgN provient
de la normalisation de Whittaker donnée au chapitre 1. Les deux résultats suivants nous
donneront la réponse a cette question.

Lemme 3.2.2. L’opérateur A};N définit une action de Oy sur Indp(mpr) qui préserve le
modele de Whittaker si Ar,, préserve le modéle de Whittaker de myy.

Preuve. Fixons une fonctionnelle de Whittaker 5, de mps tel que, Qpr 0 Az, = Q.
Soit Q(IIps), respectivement Q(wpr(Ilar)), la fonctionnelle de Whittaker de Indp(IIxr),
respectivement Indps(wpr(I1ys)), définie par la formule (1.11) a partir de ;7. Par le
lemme (3.2.1) on a,

Q(mar) = Qwnr (mar)) o N(wM70 ™)

= Q(wy(mar)) o9 o ATl 0 Ap .

Soit Q( M) la fonctionnelle de Whittaker de Indp( 7). Pour tout point A € aj; ¢, soit

mar,x la torsion par A de myr. Soit f € Ind p(ﬂ'M ). Comme le caractére générique x (Voir
equation (1.5)) est fy-invariant, un changement de variable nous donne, pour A ot (1.10)
converge, ['égalité,

Q0N = [ Qs x(0)g (. )an,

= / ) QM(f(ON(w*)_ln/))XEI(QN(n/))dn/, n = 9]\[(71*)
= Qwn (ma,0))(f)-

Finalement de I'unicité de I'extension analytique on obtient, (7} 0y o) = Q(war(mar)).
On peut donc écrire,

Q(mar) = Qi) 0 AL

M O149N7

et comme par hypothése, QA Qr, on obtient,

Q( HM) A= 1 _ (7TM)

M

D’ol1 on conclut,

Q(mar) = Qmar) o AVQN.

Il nous reste a prouver,

Lemme 3.2.3. Soit mys € &y iwrréductible et O0yr-invariante. Si Ar,, provient de la norma-
lisation de Whittaker alors Ag, provient aussi de la normalisation de Whittaker.

Preuve. Soit pps un module standard de,

M := GL(ni,R) x --- x GL(n,,R),
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avec m)s comme unique sous module irréductible. Pour chaque j, 1 < j < r, il existe une
partition de Nj, {Nj1, -+, Nj4, }, en somme de 1 ou 2 tel que,

t; -
PM = Ind%u (®;:1 ®j]’:1 5j,j’| < [Faat).

ot xj v > xjjn sij < j” et §;; définit une série discréte de GL(N; j, R). L’induite est
pris par rapport au sous-groupe parabolique Py, de Lévi H;ZIH;]}:lGL(Nj7j/) contenant le
groupe de matrices triangulaires inférieures de M.

Réarrangeons les blocs, d; /| - [“9', qui constituent Indp(pas), de fagon a ce que si,
aprés réarrangement, nous notons la nouvelle représentation par,

p;:(51|.|331><...><5l|.|xl><...7

‘7117 7'* —

on ait x; > xp si | < I’ et pour tout | avec z; # 0, dprpq_yg| - |[Prrt1-t = §y| -
t1 + -+ t-. On a demontré au cours de la preuve du lemme (3.1.3) que Indp(pas) est
isomorphe a p. Notons par L l'isomorphisme entre Indp(par) et p. Il nous faut montrer la
commutativité du diagramme suivant,

Indp(mp)——— Indp(pps) —=———p

ZQNJ/ AvgNl AGN\L
L

Indp (7)) Indp(par) —=—

ou Ay, correspond a 'opérateur défini au chapitre 1 equation (1.8).
Pour tout bloc §; /| - [%34" soit I € [1,7*], r* =t1 4 --- 1, tel que §; |- |"33" = gy - |*1.
Fixons maintenant un élément s € ‘R non nul et définissons,

S = 0 si T4 = 0,
P sgn(w ) s -max(lr* +1—1) siaxj i #0.

Soit,
Indp(par(s)) := Indp(Indj, (®)—4 ®;{:1 85| - [T +5547)).
et,
p(s) i=61) - P15 s oo x gy TS

ol ;= 855 si 6] - | =0, j| - ["33'. Comme pour toute paire s; j/, Si On a s; 1 — Sp /&
R ou sjj — sk = 0, du théoréme (3.1.1) on sait que la représentation Indp(par(s)),
respectivement p(s), est irréductible. Pour tout s € iR on a un diagramme,

[

L(s
Indp (pa (5)) —t—— p(s)
AVBN(S)J AeN(S)J/
L(s)

Indp(par(s)) ——— p(s).

Fixons comme au chapitre 1 section (1.2.1) une fonctionnelle de Whittaker w de 01| |*! ®
@G| ®--- et notons par €(s), s € iR, la fonctionnelle de Whittaker du module
standard p(s) définie par (1.11) a partir de w, pour w on al'égalité w = w1 Q- QW - - -,
avec chaque w; une fonctionnelle de Whittaker de ¢;. D’aprés 1’equation (1.16),

Q(s) = Q(s) o Ag, (). (3.38)
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Soit Qps(s) la fonctionnelle de Whittaker de pjs(s) définie par (1.11) a partir de ®§:1®;{:1
wjj, ol wjjr est pour chaque (j,;j") avec §; | - ["33" = & - |*, 1 € [1,7*], définie par
wj o = w. Notons aussi par Q(pp(s)), la fonctionnelle de Whittaker de Indp(par(s)),
définie par (1.11) a partir de Qpz(s). Comme Q(s) o L(s) définit une fonctionnelle de
Whittaker non-nulle pour Indp(pas(s)), I'unicité multiplication par un scalaire prés de
la fonctionnelle de Whittaker, nous permet de conclure l'existence de A € C* tel que,
AQ(par(s)) = Q(s) o L(s), par conséquent Q(par(s)) o L(s)~H = A71Q(s) et comme, d’aprés
le lemme (3.2.2), 'opérateur Ay, (s) préserve Q(par(s)), on obtient,

Q(s) = Q(s) o L(s) o Ay (s) o L 1(s). (3.39)

En combinant (3.38) et (3.39) on conclut, car p(s) est irréductible, I'égalité, L(s)oﬁ(;N (s)o
L71(s) = Ag,(s). Comme finalement L(s) o Ag,(s) o L™1(s) définit un opérateur holo-
morphe au point s = 0, on peut écrire, L o Ag, © L= Ay, - [

3.3 Preuve du Lemme (2.2.2)

Cette derniére section est destiné a la preuve du lemme (2.2.2).

Preuve. Prenons un paramétre ) = St o ¢q, g € Ya3(G) de GL(N). Soit ¢ = &I_v;
une décomposition de 1 en somme de parameétres élémentaires comme décrit au début du
chapitre et supposons que pour chaque 1;, i € [1,7] le lemme (2.2.1) est vrai, c’est-a-dire
qu’il existe pour chaque i € [1,7], un ensemble de L-paramétres ®; de GL(N;), constitué
par des L-paramétres ¢; : Wr — GL(N;, C) tels que le module standard I(p;) associé a
@; est f-invariant, de maniére a ce que,

Tr@Ni (H%) = Z esoiTmNi (I(i)),
Pi€P;

ol €y, € {—1,1} et chaque trace tordue est définie par rapport a une action de 6y, nor-
malisée avec un modéle de Whittaker de fagon conforme a ce que a été fait au chapitre
1.

Pour tout i € [1,7] notons R(GL(N;,R) x (fn,)) le groupe de Grothendieck des re-
présentations de longueur finie de GL(N;,R) x (fn;,). Le groupe R(GL(N,R) x (fn,)) a
comme base ’ensemble des représentations irréductibles de GL(N,R) x (Ay,). Pour toute
représentation irréductible 7 de GL(N,R) x (f,) on a une de deux posibilités suivants,

a. La restriction 7|y, r) de ™ & GL(N;, R) est irréductible.

b. La restriction de 7 & GL(N;, R) satisfait I'égalité 7|qr (v, r) = 0 @ oNi avec o une
représenation irréductible de GL(N;, R).

Notons par ILy,, respectivement I(p;), ¢; € ®;, la représentation de GL(N;, R) % ()
obtenue a partir de IL,, respectivement I(y;), comme au chapitre 1 section (1.2.1). Dans
R(GL(N;,R) x (fn,)) on a donc I'égalité,

Oy, — Y e d(e)= > mr)nm +m(r)r + ) m(3)6,
0 €D; vy Ni g

our; = ’7’2~+|G L(N;R) = T; |GL(N,,R) définit une représentation irréductible y,-invariante de
GL(N;,R) tel que 7; (0) = —7;" (On;) et chaque &; définit une représentations irréductible
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~ On, . . .
de GL(N,R) x (0n;) avec o4l qr(n,r) = 0i ® 0; i ofl 0; est une représenation irréductible
non-60y,-invariante de GL(N;,R). Comme par hypothése,

Troy, (My,) — Y € Tray, (I(g1)) =0,
P €D,

+

on obtient m(7;") = m(7; ). Par conséquent si nous notons, m(r;) := m(7;

dans R(GL(N,R) x (On;,)),

Considérons mainteinant le produit I, = x7_;ILy,. Dans R(M x (far)) on a pour le
produit tensoriel ®%_,IIy, I'¢galite,

T

DIy =Q) | D eolle)+ D> mm)r +17) +Zm(5i)5i . (3.40)

J=1 \ pi€d; N, &

Ti— Tl

Egalité qui nous permet d’écrire dans R(M x (6yr)),

DMy, = D > e XX, I(p1) @ @ I(gy)+
p1€P 0redy

> mlran)(ry + ) + Z m(Gar)on, (3.41)

avec Ty = T]\Z\ M = Tp;|m une représentation irréductible #ps-invariante de M telle que
73(0n) = —7i;(0n) et chaque Gas une représentation irréductible de M x (fp) avec
oMl =opm @ J?\}‘f, ol o)y est une représentations irréductible non-6,,-invariante de M.
Ainsi on a,

Tro, (Ty) = D -0 D €y X o+ X g6 Trg, (I(p1) @ - @ I(pr)).
p1€P1 pred,

D’apres 'identité (3.41) la représentation 11, satisfait dans le groupe de Grothendieck de
GL(N,R) l'égalite,

Hw = Z ewf(go) + Z m(TM)(IndP(TM) + IndP(TM))

I ~ 00
TM*TIM
+> m(Gy)(Indp(or) @ Indp(ah))), (3.42)
oM

ou®:={p=0I_0;:pi € D;}, e(p) =III_ €e(y;) et I(p) correspond au module standard
de GL(N,R) associé a ¢. Rappelons que d’aprés le lemme (3.1.2) pour toute représen-
tation Tps, respectivement oy, qui intervient dans la somme (3.42), l'induite Indp(7ar),
respectivement Indp (o), est irréductible.
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Soit maintenant ﬁw, respectivement I(¢), ¢ € ®, la représentation de GL(N,R) x (Ay)
obtenue a partir de IL, respectivement (), comme au chapitre 1 section (1.2.1). D’aprés
(3.42), dans le groupe R(GL(N,R) x (Ay)), on 'égaliteé,

My — > epl(p)= Y mlran) Indp(rar) ™+ m(rar) Indp(rar)~

ped O

T]Wg‘rjw

+3 " m(Gy)Indp(on), (3.43)

oM

ou IndP(UM>|GL(N,]R) = IndP(O'M)EBIndP(O'gf[/I), 2m(TM) = m(TM)++m(TM)7, IndP(TM) =
Indp(mar) " |ervey = Indp(tar) " larvr) et Indp(rar) ™ (On) = —Indp(7ar)~ (6n) avec
Indp(mpr)t (On) Vopérateur d’entrelacement entre Ind p(73/) et Indp(737)?~ normalisé comme
au chapitre 1 section (1.2.1) par le choix d’une fonctionelle de Whittaker.

A la fin de la section précédent on a démontré pour my € &y, irréductible et 0y-
invariante que si l'action de 6j7, qu'on représente par Ar,,, provient de la normalisa-
tion de Whittaker, alors 'action de 6y sur Indp(mys) définie par 'opérateur, Ay,, o9 o
N(wpr,0,mar), ot on rappelle que Ay, est Uinduit de Ar,, et N(war,0,mp) = r(war, 0)-
M (wpy, 0, 7ar), provient aussi de la normalisation de Whittaker, c’est-a-dire, est équivalent
a l'action de 0y définie au chapitre 1. On fait remarquer que la constante r(wjy,0) dans la
définition de N (wr, 0, 7ar) est la méme pour toute 7, elle ne dépend que de ®]_,I(d;, n;).
D’aprés (3.40) et (3.41) toute représentation 7py de M qu'intervient dans (3.41) est
donnée par un produit tensoriel 7yy = ®;_;7ar; avec chaque 7p7; un sous-quotient irré-
ductible de I(d;,n;). La représentation 7p; appartient donc a &,. Soit Ar,, Popérateur
d’entrelacement entre 7); et Tg/}” tel que 9}&(91\/1) = A;,,, on peut sans perte de généra-
lité supposer que A;,, provient de la normalisation de Whittaker. Comme on l'a dit plus
haut, I’action sur Indp(7rps) définie par Popérateur A.,, o9 o N(was,0,7ar) provient de
la normalisation de Whittaker, c’est-a-dire Indp(7p7)T(0n) = Ary, © 9 o N(war, 0, 7).
Comme en plus 6;,(0r) = —GL(HM) = —A;,, on obtient que Indp(mps)” (On) = — A7, ©
Yo N(wpr, 0, Tar). Pour I'action définie par ﬁw(HN), respectivement 1(¢)(fy), ¢ € ®, on a
une égalité analogue, c’est-a-dire, il existe un opérateur d’entrelacement A, entre ®@;_; 1Ly,
et (®7_,IL,,)%, respectivement A, entre ®!_;I(¢;) et (R_I1(¢:)™, ¢ = @I_1p;, de
maniére & ce que ﬁ¢(9N) = Ay o9 o N(wp,0,®]_,IIy,), respectivement T(@)(QN) =
Ay oo N(wp,0,®;_11(p;)). Cette maniere d’exprimer, pour toute représentation qu’in-
tervient dans (3.43), 'action de 0, nous permet en regardant ’égalité (3.43), de conclure,

®%_1 11y, — Z Z €y X - X €p I(01) @ -~ @ I(ipr)
p1€P 0re®;

— Z m(TM)-i-T]\Z +m(Tar) Ty + Zm(&M)gM_

2y F
T™ ET]\/I M

Et pour tout 737 on obtient de (3.41) que,

+

m(ar)" =m(tar) =m(Tp) .

Finalement si, oy 2 ai}f , alors l'induite Indp(ojs) n’est pas fy-invariant et on obtient
donc que si,

Tegy | > m(ra)(ra + ) + Y m(Gan)(om @ o3)t) | =0,

0rr c
T]\,I%T]M M
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alors,

Trg, | > mlrar)(Indp(rar) + Indp(rar)) + Y m(Gar)(Indp(oar) ® Indp(af))) | = 0.

0 o
T, M M

Ce qui nous permet, d’aprés (3.43), de conclure,

Trgy (Ty) = Y e, Tray (I(0)),
pe®

ou chaque trace tordue est définie par rapport & une action de 6y normalisé avec un modéle
de Whittaker de facon comforme a ce que a été fait au chapitre 1. O
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Chapitre 4

0-Resolution dans le cas d’un
parameétre élémentaire

Dans tout ce qui suit, soit G un groupe classique défini sur le corps des réels quasi-
déployé et ¢ = St oY, Ya € Uas(G) un paramétre élémentaire de GL(N). L’objectif
de ce chapitre est de prouver le lemme (2.2.1). Le chapitre s’organise de la fagon suivant,
on commence par la preuve du lemme (2.2.1) pour 9 avec Il un caractére quadratique
de GL(N,R) ou l'induite d’un caractére quadratique de GL(N — 1,R) avec un caractére
quadratique de R*, en fait on montre plus, on donne d’abord la preuve du théoréme (2.2.2),
qui s’obtient grace a la structure trés particulier des paquets d’Arthur dans le cas présent.
Le lemme (2.2.1) s’obtient ensuite comme conséquence directe de (2.2.2). La deuxiéme
partie du chapitre est dédié a la preuve de (2.2.1) pour II,; une représentation de Speh
basée sur une série discréte de GL(2,R).

4.1 Le cas d’un paramétre élémentaire associé a un caractére
d’un groupe classique

On commence la section par un exemple qui explique comment la perte de la régularité
du caractére infinitésimal entraine une différence qui nous empéche de prouver le lemme
(2.2.1) par les mémes methodes que pour IL, une représentation de Speh basée sur une
série discréte de GL(2,R).

Soit G = SO(2,2). Soit g € ¥a 5(G) tel que St o ¢ est isomorphe a,

St o1 = triv x R3 @ triv x Ry,

Ou on rappelle que R;,i = 1,3 est la représentations irréductible de dimension 7 de
SL(2,C). Le paquet d’Adams-Johnson associé & g est constiué par une unique repré-
sentation, le caractére trivial, trivgp(g9). D’aprés le Théoréme (5) section 5 de [Joh84]
pour trivgp(z,2) on a la resolution,

0 — trivgp,2) = Y2 = Y1 — Y5 — 0. (4.1)
o,
Yo = Indpg ., @ - [ X triv),
Bso(2,2) le sous-groupe de Borel de matrices triangulaires inférieures de SO(2,2),

Y = Indp+ (5(1,0)) & Indp- (6(1,0)).
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ou PT, respectivement P~ est le sous-groupe parabolique de Levi GL(2,R) de G(R)
contenant le groupe des matrices triangualaires supérieures, respectivement inférieures.
Et Yy la somme directe des représentations dans le paquet de séries discrétes associé au
L-paramétre ¢g de G avec ¢ = St o g défini par,

1 1

_ (z/12) N
p(z) = (Z/|Z|)_1 , () =

1 1

)
S =

Par la correspondance de Langlands attachée a 1) = St o ¢, on a la représentation irré-
ductible,

Speh(triv, 3) x triv.

Tout module standard #-invariant correspondant a 'un des sous-quotients irréductibles,
f-invariants, du module standard avec Speh(triv,3) x triv comme unique sous-module ir-
réductible, est donné par une des trois possibilités suivantes,

Xo = || x triv x triv x |- |71,
X1 = 8(1,0) x 6(0, —1),
Xo = triv x (1, —1) x sgn.

et il est facile de voir pour tout i € [0,2] que,
Tran&X(V;) = X

Pour prouver le théoréme (2.2.2) on a besoin d’obtenir pour la trace tordue de Speh(triv, 3)
Xtriv une expression comme somme de traces tordues des modules standards f-invariants,
c’est-a-dire ils nous faut prouver que dans le groupe de Grothendieck de GL(4,R) on a la
possibilité d’écrire,

Speh(triv, 3) x triv = Xo — X7 + Xo + R, (4.2)

ot Trp(R) = 0. Dans le cas ou, attaché & 1) on a une représentation Speh(d,n) basée sur
une série discréte 6 de GL(2,R), on verra que la somme (4.2) s’obtiendra (au moins dans
le cas de GL(2n,R), n = 1,2,3,4) a partir de la construction d’une resolution #-exacte
par somme de modules standards #-invariants, ce qui n’est pas possible d’étre fait dans la
situation présent ; en effet, comme 'application naturel ¢ : Xo — X7 est surjectif, la suite,

0 — Speh(triv, 3) x triv — Xa % X; — 0. (4.3)
défini un complexe différentiel. Par conséquent,
Trg(ker(¢1)/Speh(triv, 3) x triv),

est non nulle, car X est un sous-quotient de ker(¢;)/Speh(triv, 3)xtriv, et pour Speh(triv, 3)
xtriv on ne peut pas construire une suite f-exacte. Le methode & suivre pour obtenir (4.2)
devra étre différent & celle de construire une suite f-exacte.

Prenons maintenant ¢ = Sto g, ¥g € Uaj(G), un paramétre élémentaire de GL(N), tel
que I, est donnée par un caractére quadratique de GL(NN,R) ou l'induite d'un caractére
quadratique de GL(N — 1,R) avec un caractére quadratique de R

Le paquet d’Arthur de ¢ a été defini au chapitre deux, théoréme (2.1.1). Dans ce cas
particulier on a pour II(¢¢) le résultat suivant,
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Lemme 4.1.1. Le paquet d’Arthur Il(¢g) de ¥ est réduit & un élément, un caractére
T -

Preuve. On calcule explicitement le parameétre de Langlands ¢y,,. Dans le cas ou G est
donné par SO(p,q), p — q = 1, c’est celui de la représentation triviale. Dans autres cas,
c’est celui de la représentation triviale ou du caractére du groupe orthogonal G(R) trivial
sur la composante neutre et valant —1 sur 'autre. Il suffit dans tous les cas de traiter le cas
de représentation triviale, les paquets étant préservé par tensorisation par un caractére.
Le paquet II(t)qg) contient donc, car le paquet de Langlands associé & ¢y, est un sous-
ensemble de II(1g), la représentation triviale, et toutes les autres représentation de ce
paquet ont méme caractére infinitésimal que celle-ci. Soit m € II(¢)g). On globalise la
situation sur Q en considérant le paramétre global donné par un SL(2) régulier dans G.
En toute place, la représentation triviale est dans le paquet local associé & ce paramétre.
Considérons la représentations global dont la composante locale a toute les places finies
est la représentation triviale sauf & la place archimédiene elle est égale & w. D’aprés le
théoréme (1.5.2) de [Art13] cette représentation globale intervient dans la partie discréte
de la formule des traces. Elle donne nécessairement une représentation de carré intégrable
du groupe des adéles, G(A). Donc elle se réalise dans I'ensemble des fonctions de carré
intégrable. Mais une fonction invariante a gauche sous G(Q) et invariante sous l’action du
groupe en toute place sauf une est nécessairement une fonction constante. Donc 7 est la
représentation triviale. ]

Cette structure trés particulier du paquet est 1’élément clé pour prouver le théoréme
(2.2.2).

Preuve, Théoréme (2.2.2). Comme le paquet de Langlands associé a ¢y, est a la fois
un sous-ensemble de Hﬁg et II(¢)g), on obtient, car Hﬁg se réduit aussi & un élément, que

Hgg =1(¢q) = {my. } et du théoréme (2.1.1) on peut écrire I'égaliteé,
Trgy (TIy) = Tran&t (my,). (4.4)

Ce qui prouve (2.2.2) pour ¢ un paramétre élémentaire avec I, un caractére quadratique
de GL(N,R) ou l'induite d'un caractére quadratique de GL(N — 1,R) avec un caractére
quadratique de R*. O

Le lemme (2.2.1) s’obtient comme conséquence directe de la égalité (4.4). En effet ;

Preuve, Lemme (2.2.1). D’apreés le corollaire (8.9) de [AJ87] il existe un ensemble
fini ®¢ des L-parameétres de G, de maniére a ce que m,, puisse étre exprimé comme une
somme stable de modules standards de G(R) donnée par,

ﬂ’w = Z (-1)“#’6')7[(50@)@%0(;7 (45)

rcEPG

oll O, est la somme des représentations dans le pseudo-paquet IL,, associé & pq, [(¢q) la
longueur de Vogan du module standard qui a 7, comme unique sous-module irréductible
et [(pq) la longueur de Vogan de Il,,. Au chapitre deux on a expliqué comme transférer
a GL(N,R) x 0y la trace du module standard stable O, c’est égal a la trace tordue du
module standard @y-invariant associé au L-paramétre de GL(N), ¢ = St o pg. D’aprés
(4.5) pour le transfert tordu de 7y, on a I’égalité,

TYangL(ﬂ¢):: j{: (_l)KwaJ@%ﬂT}angL(QWG)
pcEP
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et grace a (4.4) on obtient,
Ty () = Y (10160 TanH (@),
pcEP

On a ainsi montré le lemme (2.2.1) avec ® = {9 = Sto g : pg € Pg} et €, =
(—1)We)=lve) | =St o pg. O

4.2 Le cas d’'un module de Speh basé sur une série discréte

Soit ¢ = Stog, Ya € Yas(G), un paramétre élémentaire de GL(N), N pair, tel que
II;, est donnée par une représentation de Speh, Speh(d,n), n := N/2, basée sur une série
discréte de GL(2,R) de caractére infinitésimal (p/2, —p/2), p € Z~o. On rappelle que la
représentation Speh(d, n) est 'unique sous-module irréductible du module standard,

I(6,n) = d(my,—my) X« X (M, —my),

ol l'induite est pris par rapport au sous-groupe parabolique de Lévi H?ZlGL(Q, R) conte-
nant le groupe de matrices triangulaires inférieurs de GL(2n,R) et pour tout i € [1,n],

P n—1
mz—2+ 5

11— (4.6)

Pour prouver le lemme (2.2.1) il nous faut un calcul de II;, a 'aide de modules standards
O n-invariants, on s’appuira pour cela sur la resolution construite par J. Johnson (Voir
[Joh84] chapitre 6 théoréme (1)). Pour Speh(d, n) on a donc une résolution par des sommes
directes de modules standards de GL(N,R) donnée par,

0 — Speh(é,n) = I(6,n) = - =Y, =Y, 1 = - =Y, =0 (4.7)

ou chaque Yj est une somme directe de modules standards de GL(N,R) avec longueur
de Vogan égal a j. En plus, d’aprés la proposition (3.1.1), il existe une bijection entre
I'ensemble des permutations de {1,--- ,n} et 'ensemble des modules standards intervenant
dans (4.7) et il est facile de voir que le module standard est 6 -invariant si et seulement si
la permutation associée est involutive. Tout module standard intervenant dans (4.7) a une
longueur définie par Vogan, on transformera au cours du chapitre cette notion de longueur
en une notion de #-longueur sur les modules standards 6y-invariants. Notons par X; la
somme directe des modules standards y-invariants devant intervenir et de 6-longueur j.
Chaque module standard considéré a une action de 6 que ’on normalise avec un modéle
de Whittaker comme au chapitre 1. Ainsi chaque X; a une action de 6y, notée A;(0n).
Soit g la f-longueur de I(d,n) notre objectif est de montrer,

lg

Tr(ILy (f)Aoy) = D (=1)" " Tr(mx, (£)Ai(On))-

1=0

On aura ainsi prouvé le lemme (2.2.1) avec ® I’ensemble constitué par tout L-paramétre
¢ : Wr = GL(N,C) tel que I(p), le module standard associé, est §y-invariant et intervient
dans (4.7) et e, égal & (—1)0~1(?) ot Iy(p) définit la H-longueur de I(p). En fait, on veut
montrer un peut plus, on veut construire des morphismes de X; — X; ;1 pour tout ¢ de
fagon & former un complexe différentiel,

0—=1Iy - X3, == X; =+ X1 — - = Xog— 0. (4.8)
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Ce complexe doit généraliser celui de Johnson dans le cas non tordu mais il n’est certai-
nement pas exact. Il doit étre f-exact, c’est-a-dire que la trace tordue des noyaux modulo
les images des fleches est nulle.

Le reste du chapitre s’organise de la maniére suivante. On commence par prouver une
série de propriétés combinatoires de ’ensemble de modules standards intervenant dans la
resolution de II,, Ensuite, en s’appuyant sur ces propriétés combinatoires on donnera le
pas a suivre pour construire le complexe différentiel (4.8). On finit avec une preuve de la
f-exactitude de (4.8) dans le cas de GL(2n,R), n < 4.

4.2.1 Propriétés combinatoires de ’ensemble des modules standards

On se place dans un contexte un peu plus général que celui qui a été introduit au début
de 4.2. Au lieu de considérer ’ensemble défini par la formule (4.6), prenons une suite,
mi > - -+ > My, de demi-entiers tel que, pour toute paire 1 < i < j < n, la somme m; +m;
est un entier. A toute permutation o : [1,n] — [1,n], o(i) = i’ associons I’ensemble suivant
de séries discrétes (modulo le centre) de GL(2,R),

v o= {0(ma, —mir) 1y (4.9)

Definition 4.2.1. Pour o une permutation de [1,n] soit v = {5(mi, —mg()) iy On dit
pour tout ensemble ~' défini par (4.9) que ~' <~ s’il existe une paire j, t, 1 <j<t<mn
avec mj < my et une permutation,

k:[1,n] = [1,n],
k(g =1,
(k) =o(k), k#j,t,

tel que dans il n’y a pas des séries discrétes 6(my, —my), 1 <k < n avec mj > my > my,
my < My < My, et,

v ={8(m1, —mg(1y), - 0(my, —my), - 8(me, —mye), - 6 (M, =M ) }-

Notons,

d = {6(mj, —my), 0(ms, —my) },
et,

c={6(my,—my),6(mys, —mjr)},
Alors on écrit,

Y =@w\dUec
Finalement on dit que 7' < vy, s’il existe une suite , v = o, -+ , Yk = 7, tel que,
V=0 <m < < e <=7

Associé a tout élément «y, on a un élément du groupe de Grothendieck de GL(2n,R)
que nous définissons maintenant ;
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Definition 4.2.2. Soit v = {§(m;, —my)}i_; et considérons une bijection (. : [L,n] —
[1,n] tel que,

A tout ensemble v = {§(m;, —my)}1, on associe la classe dans le groupe de Grothendieck
de GL(2n,R), du module standard I(vy) défini par,

I(y) = 6(mi,, _mi’l) X e X 6(my,,, =My ),

ot l'induite est pris par rapport au sous-groupe parabolique de Lévi H?ZlGL(Q, R) contenant
le groupe de matrices triangulaires inférieurs de GL(2n,R).

Notons que si pour une paire v, 7' on a v < v alors I(7), 'unique sous-module irré-
ductible de I(v), est un sous-quotient de I(v") (Voir lemme (4.2.6)).
Sur tout ensemble v définissons le suivant concept de longueur ;

Definition 4.2.3. Pour,
v =A{0(mi, —ma) }ily,
définissons ’ensemble,
E(y) = {(6(mi, —my); 6(mj, —myr)) : my > my et my < my i< j}.

Alors la longueur, 1(), de vy, se définit comme la cardinalité de E(v). Il est facile de voir
que la longuer de Vogan de l'induite I(vy) associé a «y est égale a (7).

Pout tout série discréte d(m, —m') notons 06 (m, —m') := §(m’, —m) et définissons pour
v = {d(m;, —m;)}' 'ensemble 0 - v par,

Oy = {06(m;, —my)}.

On dit que v est f-invariant si et seulement si 6y = . Il est evident de la définition du
module standard I(vy) que I(y) est Oy-invariant si et seulement si 7 est #-invariant.

Definition 4.2.4. Soit,

v = {(mi —my)}is,,
O-invariant. On définit la O—longueur, lg(7y), de 7y, comme la cardinalité de ’'ensemble des
orbites de 0 dans E(7y).

On a entre la longueur et la #-longueur, 'identité suivante.

Lemme 4.2.1. Soit v = {6(m; — my )}, O-invariant. Notons par C() le nombre de
points fizes dans E(v). Alors la 0-longueur de y est donnée par la formule,
I +CH)

lo(y) = L (4.10)

Preuve. Silélément a; j = {6(m; —my);(mj—mj)} € E(7) n'est pas un point fixe sous
'action de 6 dans £(7), la cardinalité de I'orbite de a; ; sous la action de 6 est égale a deux.
Par conséquent, la cardinalité de £(7) est égal a 2ly(y) — C(v) d’ou on conclut,

() +C0)

lo(v) = 2
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Notons maintenant par D(7) la cardinalité de 'ensemble des séries discrétes 6 (m;, —my)
avec i = i’ dans . On a pour n, I’égalité,

n =2C(v) + D(7).
Cette égalité et 'equation (4.10) nous permettent d’écrire,

(y) + 5(n — D))

lo(v) = 2

Lemme 4.2.2. Soient v et v/, 6—invariants. Supposons que v < 7 et lg(y') = lg(v) — 1,
alors () = 1(v') < 3.

(4.11)

Preuve. L’équation (4.11) nous donne 1’égalité,

I(7) =1(7) = 2+ 5(D(y) = DKY)),
Supposons que [(y) —I(y") = d > 3. Par conséquent, D(v) — D(v) = 2(d —2) et dans v on
peut trouver 2(d — 2) éléments de la forme §(ms, —ms), 1 < s < n, qui n’appartiennent
pas a 7. Soit,

Y=o > > > Va1 > Ya =7

ou I(y;) = l(y; + 1) + 1, une suite qui conduit de v & 4. Prenons un élément §(mg, —m)
contenu dans v mais non dans . Soit v;, 0 < j < d, tel que d(mg, —ms) € v \ Yj+1-
Comme pour toute paire de séries discrétes d(mg, —ms) et d(mg, —mg) la représentation
0(ms, —ms) X 0(mg, —my) est irréductible, pour faire disparaitre d(ms, —my) il faut qu’il
existe dans 7; une série discréte 6(mg, —my), k # k' de maniére a ce que la représentation
d(mp, —my) X §(ms, —ms) soit réductible. On ne peut donc pas faire disparaitre deux séries
discrétes f-invariantes en un seul mouvement, par conséquent, pour aller de v a 7/ on a
besoin d’au moins 2(d — 2) mouvements, un pour chaque série discréte f-invariante non
contenue dans 7. Pour tout ensemble des séries discrétes o on définit,

N(a):={d€ea:0-6 &a}

A chaque fois qu’on passe de §(mg, —m) X8 (my, —mp), k # k', a4 8(mg, —myp) X6 (my, —my)
la cardinalité de l’ensemble N (7;41) augmente par rapport a la cardinalité de N(v;) de
trois, si 0(my, —my), appartient a y; ou d’un, si 6(my, —my) n’appartient pas a ;. L'élé-
ment ;11 n’est donc pas #-invariant, ce qui nous donne, car 4 est f-invariant, & minimum
de 2(d — 2) + 1 mouvement pour aller de v & 7. Finalement comme d > 2(d —2) + 1 si et
seulement si d < 3, on conclut que, I(vy) —I(y') < 3. O

Lemme 4.2.3. Soient v et v tels que v < ~v et I(7) = U(y) — 2. Alors, ils existent
exactement deuz ensembles vy et vo tels que v < v; <, i = 1,2. Si en plus on suppose
que v et v sont O-invariants entre vy et v on aura la relation yo = 6 - 1.

Preuve. Soit vy, tel que v/ < 1 <y et I(y1) =1(y) — 1. Il existe un sous-ensemble, d; de
v, donné par,

di = {6(mj17 _mji)7 5(mt1a _mt’l)}a

ol My > My, My < My tel que si nous notons,

= {5(777,]'1, _mt’l)v 6(my, _mji)}’
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pour 71 on a l’égalité,

71 =(y\di)Uci.

Comme en plus I(y1) = I(y) — 1, dans ~, n’existent pas de séries discrétes §(my, —my), 1 <
k < n, telles que,

mj, > my > my, et my < myy < my (4.12)

De maniére analogue on construit 7/, mais cette fois-ci a partir de ;. Plus explicitement,
dans v il existe un sous-ensemble ds, qui satisfait des propriété analogues & d; mais avec
1 & la place de «, & partir duquel on construit un ensemble ¢y < do tel que,

7' = (7 \d2) Ues.

Soient d et ¢ avec d un sous-ensemble de 7y et ¢ < d une paire d’ensembles définis de maniére
analogue a dy et ¢;. Supposons en plus que d n’est pas un sous-ensemble de dj U (dz2 \ ¢1). 11
est alors évident pour tout module standard o = (v \ d) U¢, que le nombre de permutations
a faire dans a pour aller jusqu’a «/ doit étre plus grand que 1, donc o # 7. Par conséquent,
le probléme de savoir quel est le nombre de modules standard entre v et 4/ se raméne au
probléme de savoir quel est le nombre de modules standard entre d;U(d2\c1) et (c1\da)Ucs.
Sids Nep =0, il est clair que di U ey et ¢; Uds, sont les seuls deux modules standard
entre d; U ds et ¢1 U cg, par conséquent (v \ di) Ucy et (7 \ d1) U e, sont les seuls deux
modules standard entre v et +'.
Dans tout la suite on suppose da N ¢y # (). On a les possibilités suivantes,
1.)

dl U (d2 \ Cl) = {5(mj7 _mj/)a 5(mt7 _mt’)v 5(mq7 _mql)}

ou mj > my > mg et | # I’ au moins pour deux entiers de {j,¢,q}.
1.a) Si my < my < mg, pour (c1 \ d2) Ucz on a les deux possibilités suivantes,

[(c1\ do) Uca]' = {6(mj, —my),6(my, —myg ), (mg, —myj)}
[(Cl \ d2) U 62]2 = {5(mj’ _mQ’)’ 5(77%, _mj’)> 5(mq7 _mt’)}

et on peut aprés inspection conclure qu’entre di U (da \ ¢1) et [(c1 \ d2) Uca]¥, k=1,2 on
trouve uniquement,

1 = {0(my, —my), 6(my, —myr), 0(mq, —mq)},

72 = {5(mj’ *mj’)a 6(mtv *mq’)a 5(mqa *mt’)}'
1.b) Si mjy < mg < my, pour (ci \ d2) Uco on a I’égalité suivante,
(Cl \ d2) Ucy = {6(mj7 _mt’)v 5(mt7 _mq’)7 5(mq7 _mj/)}

et on peut aprés inspection conclure qu'entre dy U (da \ ¢1) et (c1 \ d2) U c2 on trouve
uniquement,

Y1 = {5(mj’ _mt’)v 5(mt’ _mj’)v 5(mQ’ _mQ')}7

Y2 = {5(mj7 _mq')v 5(mt) _mt’)7 5(mq7 _mj,)}’
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1.c) Simy < mj < mgy, pour (c1 \ d2) Ucy on a 'égalité suivante,
(c1 \ d2) Uca = {6(mj, —my), 6(my, —myjr), 6(mg, —myr) }

et on peut aprés inspection conclure qu'entre dy U (da \ ¢1) et (¢1 \ d2) U c2 on trouve
uniquement,

" = {0(myj, —mjr), 6(my, —=mg), 6(mg, —my)},
Y2 = {6(mj, —mg), 6(me, —my), 6(mq, —m;)}.
2.)
di U (d2 \ c1) = {6(my, —myr), 6(my, —my), 6(mg, —myq)}
ot mj > my > mg > myj. Pour (¢ \ d2) Ucy on a l'égalité suivante,
(c1\ da) Uca = {d(mj, —my), 6(me, —my), (mg, —my)}

et on peut aprés inspection conclure qu'entre dy U (da \ ¢1) et (c1 \ d2) U c2 on trouve
uniquement,

= {5(mj7 _mt)7 6(mta _mj')v 5(mq’ _mq)},
Y2 = {0(my, =mg), 0(my, —my), 6(mg, —m;)}.
Le cas ot d1U(d2\c1) = {d(my, —m;), 6(myg, —=my), 6(my, —mey )} avec my > my; > my > my
se fait de maniére analogue.
La derniére partie de I’énoncé du lemme s’obtient du fait que si v et v sont #-invariants

et v <y <~ alorsy < 0.7 <+ et comme entre v et 4/ il n'y a que deux modules
standards on conclut v = 6 - 7. O

Lemme 4.2.4. Soient v et v/, O-invariants. Supposons que 1(7') = () — 3 et lg(7/) =
lo(vy) — 1. Alors v < v si et seulement si existe un sous-ensemble d de -y, donné par,

d:= {5(mi17 _mi’l)> 5(77%‘2, _miz)a 5(’1’)’1@'3, _mig)a 6(mz’17 _mil)}a

0U My > My > Mz > My, tel que dans vy, n’existent pas de séries discrétes §(my, —my ) 1 <
t < n qui satisfont une des conditions suivantes,

My, > My > My, et mg <My < My,
Miy > My > mir et mi; < my < my,,

My > My > My, €t My < My < My -
Si cette propriété est remplie par v, pour v' on a l’égalité,
/Y/ = (f)/ \ d) U {5(7717;1, _miz)y 5(mi27 _mi1)7 6(m237 _mz’l)v (5(mz’17 _ml3)}

Preuve. Comme l(v) = 1(y)—3 et lp(y') = lg()—1 on peut trouver une paire d’ensembles
non-f invariants v1, y2 avec 7 < vo <1 < yet l(y) =1(y1)+1 =1(y2) +2. Alors il existe
un sous-ensemble, dy de -y, donne par,

dy = {6(777,]'1, _mji)7 6(mt1’ _mt’l)}’
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Ou Myjy > Mgy, Myjr < Myt tel que si nous notons,

1= {6(mj17 _mt’l)v S (M, _mj{)}a
71 est donné par ’égalité,

71 =(y\d1)Ucr.

Comme en plus I(y1) = I(y) — 1, dans v n’existent pas de séries discrétes §(mg, —mg), 1 <
k < n, telles que mj, > my > my,, myr < My < My, .

De maniére analogue on construit o, mais cette fois-ci & partir de ;. C’est-a-dire, il
existe un sous ensemble dy de 1 avec les mémes propriétés que d; mais avec ;1 a la place
de v et ¢ < dy tel que,

2 = (7 \ d2) Uco.

Supossons d’abord que tout élément inclus dans d; n’est pas f-invariant, comme v n’est
pas f-invariant, on sait que d(m;,, _mji) #0-6(my,, —mtrl). Par conséquent, dans v; on a
quatre séries discrétes (modulo le centre), d, tels que € -0 ¢ 1. Si en plus nous supposons
dy N ey = 0, alors,

’YQZV\(dlUdQ)UClUCQ

et du fait que v2 n’est pas f-invariant et lp(y) = lg(7")+1 on obtient ds # 0-dy et da # 0-ds.
SidyNO-dy =0, la cardinalité de ’ensemble des séries discrétes (modulo le centre), § € 72,
tels que 0 - 6 ¢ 2 est égal a huit si tout élément inclus do n’est pas f-invariant ou égal a
sept s’il y en a un qui 'est. Par contre si dy N6 -d; # () la cardinalité de I’ensemble des
séries discrétes (modulo le centre), § € 79, tels que 6 - § ¢ 2 est égal a six si I’élément
contenu dans dg \ 0 - d; n’est pas f-ivariant ou égal a cinq s’il en est. Dans tous le cas on
conclut que, tout module standard ' tel que 7' < 75 et I(7') = l(72) — 1 ne peut pas étre
f-invariant.

On peut donc supposer que ds N ¢ # (. Pour v9 on a I'égalité,

Yo = [(v\d1) \ (d2 \ e1)] U [(c1 \ d2) U ca].

SidaNB-dy =0, la cardinalité de I'ensemble des séries discrétes (modulo le centre), § € 72,
tels que 0.6 ¢ 79 est égal a six si I’élément contenu dans ds \ ¢ n’est pas f-ivariant ou égal
a cing s’il en est. Dans les deux cas on conclut que, tout module standard ' tel que ' < o
et [(7") = l(y2) — 1 ne peut pas étre f-invariant. Si doN6-dy # 0, la cardinalité de 'ensemble
des séries discrétes (modulo le centre), € 72, tels que 0 -5 ¢ 9 est égal a trois ou quatre.
Ce dernier ensemble est constitué par les séries discrétes non f-invariantes de c2 U (¢; \ d2)
et par celle qui est dans 6 - d; \ da. Par conséquent, si on veut obtenir un module standard
f-invariant 7' < 2 tel que I(y') = I(y2) — 1 il faudra que on puisse faire une permutation
entre deux de ces trois, respectivement quatre, éléments. Ce qui permet de ramener le pro-
bléme a celle de savoir si dans GL(8,R) on peut trouver un module standard -invariant ~
constitué par quatre séries discrétes non f-invariants et un module standard 6-invariant 7/
tel que v/ <7, 1(Y) =1(y) — 3 et lg(y') = lg(y) — 2. Mais dans la section (4.2.5) on verra
que dans GL(8,R) n’existent pas des modules standard ~y et 7" avec les propriétés énoncées.

On peut donc supposer dans ce qui suit, que I’ensemble d; contient une élément 6-
invariant, par conséquent dans 7 il y a trois séries discrétes (modulo le centre), ¢, tels
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que 6 -6 ¢ ~1. On considére d’abord le cas ot do Nep = 0. Si de UG- dy = (), comme
lg(7) = lp(y') + 1, la cardinalité de ’ensemble des séries discrétes (modulo le centre),
0 € 9, tels que 0-0 ¢ 9 est égal a sept si tout élément inclus dans ds n’est pas #-invariant
ou égal a six 8’il y en a un qui 'est. Comme avant on conclut que tout module standard
v tel que v/ < 75 et (7)) = I(y2) — 1 ne peut pas étre f-invariant.

Si maintenant on suppose que do N6 -dy # 0 et tout élément inclus dans do n’est pas
f-invariant, la cardinalité de I’ensemble des séries discrétes (modulo le centre), 6 € s, tels
que 6§ ¢ 9 est égal a cing et on peut encore une fois conclure que, tout module standard
v tel que v/ < 75 et (7)) = 1(y2) — 1 ne peut pas étre f-invariant.

Si a présent dy N6 -dy # 0, et 'élément contenu dans dg \ 0 - dy est f-invariant, dans o,
la cardinalité de I’ensemble des séries discrétes (modulo le centre), 6 € 72, tels que -0 ¢ 72
est égal a quatre. Par conséquent, si on veut obtenir un ensemble f-invariant 7' < ~o tel
que I(v") = I(y2) — 1, il faudra que on puisse faire une permutation entre deux de ces
quatre éléments. Alors, pour qu’il existe 4/ il faut d’abord que dans GL(8,R) on puisse
trouver o un module standard #-invariant constitué par deux séries discrétes f-invariantes
et deux séries discrétes non f-invariants et un module standard #-invariant o/ < « tel que
() = l(a) — 3 et lg(a) = lg(cr). Comme on peut voir dans la section (4.2.5) il existe
dans, GL(8,R), a et o' avec les propriétés énoncées ci-dessus si et seulement si,

Q= {6<m17 _m4)7 5(m27 _m2)7 5(m37 _m3)7 5(m47 _ml)}7
ol my > meo > mg > my. Comme d; est constiué par une série discréte f-invariante et une
serie discréte non f-invariante, dans GL(8,R) on a pour (a \ d1) U ¢ les posibilités,

O‘% - {5(m1?_m2)75(m27 -m )7 mg,—m )75(m4y_m1)}7

4),0(m3, —ms3
a? = {8(my, —m3), 8(ma, —ma), 8(ma, —my), §(ma, —m1)},
1 5( _m3)75(m47_m2)}7

ail = {5(m17 _m4)7 5(m27 _m2)7 6(m37 _m1)7 6(m47 _m3)}

a? = {(5(7711, _m4)7 5(’[’77,2, —m )7 ms,

et comme dy N - dy # 0 on a respectivement pour (aq \ d2) U co les posibilités,

Dans tous le cas on obtient,
o = {5(m1, —mz),d(ma, —ms), (ms, —my), 6 (mg, —m3)}.
Revenons & GL(2n,R). Notons,
Yi=(@\a)Uaf, j=1,2k=1,2314

et choisissons un chemin v — 7{ — 7% — v/, 7=1,2,3,4, pour aller de v & 7/, par example
celle donne par j = 1. Comme & chaque cran la longueur doit se réduire d’un, dans 7 il
n'y a pas des séries discrétes 6(my, —my) 1 < ¢t < n qui satisfassent une des conditions
suivantes,

mi > mg > ma et my < my < ma,

ms > mg > my et my < my < mq,

mo > My > ms3 et my < my < my.
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I est facile de prouver que si la derniére condition est satisfaite par 7, alors pour tout
j=2,3,4onal(y) =1(v]) =1(1]). Le méme est possible d’étre dit pour n’importe quel
chemin choisit. D’ott on conclut que toute paire de modules standard v et ' construit
comme ci-dessus satisfait les propriétés énoncées dans le lemme.

Il nous reste a voir le cas ot da N ey # 0. Si élément contenu dans ds \ ¢1 n’est pas
f-invariant. Comme 7, n’est pas f-invariant on obtient do N6 - d; = (), par conséquent, la
cardinalité de I’ensemble des séries discrétes (modulo le centre), & € 7, tels que 6 - § ¢ o
est égal a cing et tout module standard 7/ tel que v < v2 et I(7') = I(72) — 1 ne peut pas
étre f-invariant.

Supposons que I’élément contenu dans da \ ¢ est f-invariant, la cardinalité de I’ensemble
des séries discrétes (modulo le centre), & € 72, tels que 0-§ ¢ o est égal & quatre et comme
avant on se raméne a GL(8,R), ou a nouveau on conclut que,

a = {6(m1, —my), d(ma, —my), d(ms, —m3), d(ma, —m1)},
of = {0(m1, —ma), 6(ma, —my4), 6(m3, —m1), 5(ma, —m3)},

(ar\ d1)Ucy est encore un fois donné par les quatre posibilités du cas derniere, mais comme
cette fois-ci, da N ey # 0, pour (ag \ d2) U ce on a respectivement les posibilités,

ms, —my),0(mg, —mq)},
), 0(my, —ma)},
ms, —ma),0(myg, —ms)},
my), o

ma, —my), 6(ms, — my, —ms3)}.

ag = {5(ma, —ma), §(ma, —mg), 6(
af = {6(m1, —ma),d(ma, —ms), 6(ms, —m4
aj = {8(m1, —ma), 6(ma, —m1), §(
ay = {8(ma, —ma), §(

)

Et pour que chaque permutation qui conduit de v a 4" réduise d’un la longueur il faut que
dans + ils n’existent pas des séries discrétes 6(my, —my) 1 <t < n qui satisfissent une des
conditions précédemment énoncées. Par conséquent, toute paire de modules standard ~y et
~" construit comme ci-dessus satisfait les propriétés énoncées dans le lemme. ]

Lemme 4.2.5. Soient v et 7, 6-invariants. Supposons que ' < v et lg(y) = lg(7') — 2.
Alors il existent exactement deuzr ensemble §-invariants, v, et v tels que vy < v; <4/, j =
1,2.

Preuve. Voir I’Annexe A. O

4.2.2 Construction d’un complexe différentiel

Revenons & Speh(d,n), 0 une série discréte de GL(2,R) de caractére infinitésimal
(p/2,—p/2), p € N, c’est-a-dire 'unique sous-module irréductible de 'induite,

I(0,m) = 6(my, —my) X -+ X 6(my, —my),

ou pour tout ¢ € [1,n],

p n—1 )
m; =~ + +1—i.
2 2
C’est par rapport a I’ensemble de demi-entiers m; > --- > m, qu’on construit dans ce

qui suit les ensembles v de séries discrétes (modulo le centre) de GL(2,R). Considérons
I'ensemble I'j := {7 : I(y) = j} et l'espace,

Y= P10

’YEF]‘
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Pour former la resolution de Speh(d,n), J. Johnson prend pour toute paire v, 7' avec
I(y) =1(¢') — 1, un morphisme,

(bi;y’ : 1(7/) — I(f)/)a
qu’on appelle le morphismme de Johnson entre I(v') et I(vy), de maniére a définir,
(b‘;']_]_ : Y] — }/‘vj—lv
¢}‘]—1 = Oyer; Byer; Py

Ensuite, comme il & été dit au debut de la présent section, il démontre au théoréme (1)
du chapitre 6 de [Joh84] que la suite,

o7
0 — Speh(d,n) = I(§,n) = --- =YV} =5 Yj_1 —--- — Xg — 0. (4.13)
est exacte. '
Considerons maintenant 'ensemble I := {v : 0y = ~, lp(y) = j} et définissons
I’espace,

Xj=a 1)
On a pour objectif construire une suite #-exacte,

0 — Speh(d,n) = I(6,n) = --- = X; h>Xj,1 — = X9 —0, (4.14)

c’est-a-dire, un complexe différentiel tel que,

Tro(ker(¢;—1)/im(¢;)) = 0.

Pour définir le morphisme ¢; ils nous faut d’abord fixer pour toute paire de modules
standard I(y") et I() avec lp(y) = lg(7') — 1 un morphisme,

Gy L(Y) = I(). (4.15)
On aura besoin du lemme suivant,

Lemme 4.2.6. Soient v et 7 un ensemble des séries discrétes définies comme plus haut
tels que I(y) <1(7/). Siy £+ alors dimHom(I(v'),I(v)) = m(y,1(7')) =0. Siy <+ et
I(y) <1(v) =1 alors dimHom(I(y'), I(v)) = m(y,I(y")) = 1 et tout morphisme non nul
de cet espace est surjectif.

Preuve. Montrons la premiére assertion. Comme I(7y) est 1'unique sous-représentation
irréductible de I(vy), elle est dans I'image de tout morphisme non nul vers I(v). Si 'on
suppose Hom(I(v), I(v)) # {0}, on voit alors que I(7) est facteur de composition de I(v')
et on conclut que v < ' d’oul on obtient le résultat. Passons maintenant a la preuve de la
seconde affirmation. Notons,

7/ = {mj7 _mj’}?:l

Comme I(y) € JH(I(7)) et I() = I(7')—1 on sait qu'il existe une paire [, t, 1 <l <t <n
avec my < my et une permutation,

k:{l,--- ,n} = {1,-- n},

k(') =1,

k(k) =K, k#£1t,
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tel que dans 4 il n’y a pas des séries discrétes 6(my, —myr), 1 < k < n avec m; > my > my,
mpy < my < my, et,

Y= {5(m17 _ml’)v co 75(mlv _mt’)a o 76(mta _ml’)7 o 75(mn7 _mn’)}

Par conséquent, d’apreés le théoréme (3.1.1), pour tout terme 6(m;, —m;) entre §(m;, —my )
et 6(my, —my), (resp. entre d(my, —my) et 6(my, —my)), dans Pécriture de I(v'), (resp. de
1(7)), on a soit 6(my, —my) x §(mj;, —myr), (resp. 6(my, —my ) x 0(m;, —my)), irréductible et
(5(777,[, —ml/) X (5(771“ —mi/) = 5(ml, —mi/) X (5(777,[, —ml/), (resp. (5(777,[, —mt/) X (5(771“ —mi/) =
0(my, —my ) Xd(my, —myr)), soit 6(my, —m ) X §(my, —my ), (resp. 0(mg, —my ) xd(my, —myr))
irréductible et §(m;, —m;r) X §(my, —my) = 0(my, —my ) X 5(m;, —my), (resp. §(m;, —my) X
d(my, —my) = 0(my, —my) x 6(m;, —my)). On peut en conséquence sortir tous les termes
entre d(my, —my) et d(my, —my) soit par la gauche, soit par la droite, et de méme pour
les termes entre §(my, —my) et d(my, —my) de I(y'). Autrement dit, on écrit I(y) et 1(v")
sous la forme,

I(7') = m x d(my, —myp) X 6(my, —my) X 12,
I(v) =m x 6(my, —my) X 6(me, —myr) X 1,

ou 7;, i = 1,2 sont des produits de d(m;, —my), i ¢ {l,t}. Or dans GL(4,R) on a la suite
exacte,

0— 5(ml, —ml/) X (5(mt, —mt/) — (5(ml, —ml/) X (5(mt, —mt/)

— (5(ml, —mt/) X (5(mt, —ml/) — 0.

Par les propriétés de I'induction, on en déduit qu’il existe un morphisme surjectif de I(v')
dans I(7y). Pour obtenir I'assertion dim Hom(Z(v), I(y)) = 1 on utilise le lemme suivant,

Lemme 4.2.7. Soit X, Y deux modules de Harish-Chandra de longueur finie. Supposons
que Y admette un unique sous-module irréductible Y et que celui-ci apparaisse avec multi-
plicité un dans J.H(X). Alors dim Homg i (X,Y) < 1.

Preuve. Supposons que dim Homg r(X,Y") > 1. Soit ¢ : X — Y un morphisme non nul.
Son image est un sous-module de Y, et contient donc Y. On adonc Y C Im¢y = X/ ker(¢y).
Posons ker(¢1) = U. 1l existe donc un sous-module V' de X contenant U tel que V/UY .
Soit ¢ € Homg (X, Y’) un autre morphisme non nul. Nous voulons montrer qu'il est egal
A ¢1 & un scalaire non nul prés. Remarquons tout d’abord que la restriction de ¢ & U est
nulle : sinon laimage de ¢o|y contient Y et Y apparait dans J.H(U), ce qui contredit la
multiplicité 1. On a donc U C ker(¢s). Soit ¢o : X/U — Y le morphisme induit. Notons
aussi ¢; : X/U — Y le morphisme induit par ¢1. Par le lemme de Schur, les restrictions
de ¢, et ¢y & V/U coincident & un scalaire prés. De plus ¢, n’est pas nul sur V/U , sinon
¢o est nulle sur V, et ¢o induit un morphisme de X/V vers Y dont I'image contient Y,
ce qui contredit encore une fois la multiplicité un. Ainsi ¢ et ¢; coincident sur V & un
scalaire non nul prés, disons ¢2|y = c¢1|y. Le morphisme ¢y — ¢y est nul sur V. Par le
méme argument de multiplicité un, il est nul sur X. O

Finalement pour montrer la affirmation concernant la multiplicité, m(vy, I(v')), on rap-
pelle que la représentation Speh(d,n) ainsi que toutes les modules standard intervenant
dans sa résolution, sont, dans le cas du caractére infinitésimal régulier ot I’on est, obtenus
par induction cohomologique & partir d’un caractére unitaire de GL(n,C) et des modules
standard intervenant dans sa résolution. Le calcul des multiplicités dans ces modules stan-
dard, se fait donc via les polynémes de Kazhdan-Lusztig-Vogan. Et il resulte, d’aprés les
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formules décrites dans [Vog83], proposition (6.14), que pour ce cas trés particulier, ils
valent 1, d’ott on obtient la derniére assertion. ]

Pour tout ~ soit €, la fonctionnelle de Whittaker du module standard I(y) (Voir
chapitre 1 section (1.2.1)). Fixons une paire v, 7' tel que I(y) = I(7/) — 1. Si v < «/
d’apres le lemme (4.2.6) tout morphisme non nul ¢ € Hom(Y (7'),Y (7)), est surjective,
par conséquent la composition,

Q’70¢7

définit une fonctionelle de Whittaker non nulle de I(v') et d 'unicité, multiplication par un
scalair pres, de la fonctionelle de Whittaker (Voir théoréme (2.2) de [Has79] ou théoréme
(1.1) de [Sha80]), il existe une constante C' € C* tel que,

C . Q»\/ [¢] ¢ = Q’Y’
Définissons,

© Y)Y (), (4.16)

comme 'unique élément de Hom(I(v'), I(y)) tel que,
Qyody =0y (4.17)

Si au contraire y £ 7 on définit (;5“ , comme le morphisme nul. On fait noter que d’aprés
le lemme (4.2.6) pour toute paire 7, 7" avec I(y) = I(7') — 1 le morphisme ¢% , est
proportionnel au morphisme de Johnson entre I(y') et I(7).

Fixons a présent v € I} et 7/ € Féﬂ tels que I(y) < I(y'). Si v </, d’aprés le lemme
(4.2.2) on sait que I(y') — I() < 3. Sil(v") — () > 1, choisissons un chemin qui conduit
de v a~/,

y<m <y, sil(y)—1(y) =2
v<m <y <7, sil(y) - l(y) =3

Alors on définit,
M I(Y) = I(v), (4.18)

comme ¢, sil(y') —I(v) =1 ou comme la composition,

’Y’Y = "’YJ’YQ ’72771 ¢’71 " si l(’y/) - Z(PY) =3
Finalement si v ¢ +/, on définit o I(y') — I() comme le morphisme nul.

Pour que ¢2 _, soit bien défini, 1ls nous faut montrer pour I(v") —I(y) = 2 ou 3, que la
définition de ¢‘“ . he depend pas du chemin choisi. On fait remarquer d’abord, que pour
tout chemin, ~ < ~v1 < 7/, respectivement v < y1 < 2 <7/, on a,

Qy=Qy0¢7,, 095 v =Qy 087, (4.19)
Qyr =0y 0075, 0 m 0Py = Ly o gy, (4.20)

en effet, comme chaque morphisme intermediaire satisfait (4.17), on obtient respective-
ment,
_ w J— w w — w
Q“f' =Ly 0 ¢Wm/’ =0 (b%’h © ¢71 T Q0 ¢7 v
_ w _ w ) w _ w
Oy =Qyy 005, =Dy 005, 5, 005, =y 08, 095, 5, 005, 1 =Ry 08
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Si maintenant 1(y) = 1(7’) — 2, du lemme (4.2.3) existent uniquement deux éléments 7,
et 2 avec v < 7 <7/, j = 1,2. Par conséquent, entre 7 et v on a deux chemins possibles,
comme en plus le morphisme (4.16) est proportionnel au morphisme de Johnson on sait
grace a la suite construit par J. Johnson que ¢5 o (bf/)hv’ et ¢y, 0 ‘;’2’7, sont proportion-
nels, donc égaux car ils satisfont I’égalité (4.17).

Si 1(y) =1(7') — 3, du lemme (4.2.4) il existe un sous-ensemble o de y donné par o’ =
{(mu,, —muy), ((muy, —mu,), (Mg, —muy), (may, —mu, )} tel que si nous notons vio=("\
VU, 1<k<4,1<j<2 oq,

a% = {5(77111, mlz)v 5(ml2’ ml4)> 5(ml3a _mlg)a 5("71147 _mh)}a
Oé% = {5(m11? mls)v (S(le, m12)7 5(ml35 ml4)a 5(ml47 ml1)}7
O‘% = {5(77”17 ml4)7 (5(77112, ml2)7 5(m137 mll)’ (5(77114, mls)}r
04421 - {5(m117 ml4)v 5(ml27 mh)a 5(ml3a _mlg)a 5(ml4> mh)}
et,
ai = {(5(777,[1, mlz)v 5(m127 ml:’,)? 5(m137 ml4)7 (5(777,[4, mll)}?
O‘% = {5(m117 mlz)a 5(ml27 ml4)> 5(ml3a ml1)a 5(ml4> mls)}a
O‘é = {6(ml1’ _mla)a 5(ml2’ _ml1)> 5(ml3a _ml4)’ 5(ml4v _ml2)}a
O‘}L = {5(mll7 ml4)75(m127 mll)75(ml37 _mlz)ﬂé(mlw mls)}'

ol on a note une fleche a la place du morphisme (4.16). On constate grace au lemme
(4.2.3), que pour aller de I(7/) & un module standard de la forme I(v}) (pour k conve-
nable) il y a exactement deux chemins, on trouve aussi la méme quantité de chemins pour
aller de I(v2) (pour k' convenable) a I(7y). Comme le morphisme (4.16) est proportionnel
au morphisme de Johnson on sait grace & la suite construit par J. Johnson que ces deux
chemins sont proportionnels, donc égaux car ils satisfont I’égalité (4.17). En regardant le
diagramme on peut grace a ces égalités conclure que tout chemin entre I(v") et I(+) donne
le méme morphisme. Le morphisme (biij” v E I”é et 7 € I"(;H est donc bien défini.

Continuons avec la construction du morphisme (4.15). Du lemme (4.2.5) entre y € I'; ! et

v € Fé“ existent seulement deux éléments v; € Fg, j=12telsquey<vy; <+ j=1,2.
En plus on a le resultat suivant,
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Lemme 4.2.8. Soient v et 4/, O-invariants. Supposons que lg(y) = lg(v') — 1 et v < +/,
alors

:,’Yl © ¢‘“’/J1ﬁ’ - i/ﬁ © ‘;277"
o I(m) et I(y2) forment la paire de modules standard donnée par le lemme (4.2.5).
Preuve. Voir I’Annexe A. O

Du lemme (4.2.8) la construction du complexe différentiel (4.14) se rameéne donc a
trouver pour toute paire de caractéres u € I'; et 4/ € T';;1 des constantes A, ,» € C de
fagon a ce que, pour n’importe quelle paire v € I';_1 et v/ € I';11 on ait,

)‘%71 : /\71,“/’ + )‘%w ’ )"yz,'y’ =0,

ou I(v1) et I(y2) forment la paire de modules standard donnée par le lemme (4.2.5).
Une fois les constantes choisies, nous définissons pour toute paire v € I'; et 7/ € T4 le
morphisme,

Pyt 1= Ay 95
la suite définie & partir des morphismes,
¢i s Xip1 — X
ou,
Gi = Dyer; Dyelisy Pry

est donc un complexe différentiel.

4.2.3 6-Resolution dans GL(2,R) et GL(4,R)

Dans le cas de GL(2,R) il n’y a rien a prouver, car toute série discréte 6(m, —m), 2m €
Z~q est f-invariante et irréductible.

Situons nous dans GL(4,R). Comme I(y") := §(my, —mq) x §(ma, —ma) est 'unique
sous-quotient de I(y!) := 6(my, —ma) x §(ma, —my1), la suite,

0—=I(yY) = I(v) = I(y°) =0, (4.21)

est exacte, en plus chaque représentation qui intervienent est #-invariante, par conséquent
elle est ausi f-exacte.

4.2.4 0#-Resolution dans GL(6,R)

Dans le diagramme ci-dessous, on a abusivement noté ”yg a la place du module standard
I(~]), une fleche pleine au lieu du morphisme standard, alors qu'une fleche pointillée est
I'opposée du morphisme standard. On a :
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Proposition 4.2.1. Ce diagramme définit un complexe :

m3—myi)
L (m1—ma) 1 (m1—m2)
Vo= |:(m2m3):| Yoy 1= |:(m2m1):|
(m3—m2) 7 (m3—mg)

Il est clair que I(y?) est dans l'intersection ker( y1y2) Nker(gy1 2). 11 faut prouver
que la somme des morphismes obtenus en suivant 'un ou 'autre des chemins est nulle. Et
on sait que cette somme des morphismes est nulle si et seulement si cette somme annule
le modéle de Whittaker. Or cette somme annule le modéle de Whittaker puisque 'un des
chemins a une fléche pleine et une fléche pointillée alors que ’autre a ses deux fléches pleines.

f-exactitude de la suite. Il nous faut a présent démontrer que la suite ci-dessus est
f-exacte, c’est-a-dire, montrer I’égalité,
Tro(ker(¢i—1)/im(¢;)) = 0.
Situons nous dans le cran (2 — 1),
I(y?) = 1(v%) = ®i I (),
Notons,
p = {(m1, —ma2), (m2, —mg3), (m3, —ma1)},
Op := {(m1, —m3), (ma2, —my), (m3, —ma2)}.
Dans tout la suite on note pour tout ensemble A,
Ky = N ker (¢ ). (4.22)
N, I()=I(N) -1

. . J J
Soit w € ker(¢,1 ,2) Nker(¢,y 2). On a respectivement, ¢ »(w) € Ky et ¢y, _»(w) € K.
L’exactitude de la suite (4.13) nous permet de choisir w; € ker(gbgH 72), respectivement

wo € ker(gbiﬁg tel que,

0 a2 (wi) = 7 _a(w) et ¢y, 2 (w2) = ¢, 2 (w).
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Soit y = w — (w1 + wy) alors y € ker(qbi 72) N ker(qSeJu 72) et on peut écrire,

w = (w1 +y) + wa.
Ce qui démontre le résultat suivant ;

Lemme 4.2.9.

ker(¢1) = ker(qbiﬁz) + ker(gbg“#;)

Du lemme ils nous est donc possible conclure,

Trg(ker(¢1)) = Tro(ker(¢] 2) + ker(¢y, 2))
= Try(ker(@; ) Nker(67, .2))
= Tro(1(7?))-

et clairement,
Try(ker(61)/T(72)) = 0.
Cran 1 — 0,
2 2 1
I(v7) = &=L (v;) = I(70),
ou,
70 = {(ml? _ml)a (m2> _m2)7 (m?n _m3)}'

Pour chaque 1 < j < 2 on a, car m(vo,v}) =1, I'égalité,

ker(¢,, ;1) = 1(7;).

Comme en plus chaque I ('y}), 1 < j <2il est contenu dans im(¢7) on conclut,

ker(¢p)/im(¢1) =

4.2.5 0-Resolution dans GL(8,R)

Situons nous a présent dans GL(8,R). Dans le diagramme ci-dessous, on a, comme
dans le cas de GL(6,R), abusivement noté v a la place du module standard I (’yz), une
fléche pleine au lieu du morphisme standard, alors qu’une fléche pointillée est 'opposée du
morphisme standard. On a :
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Proposition 4.2.2. Ce diagramme définit un complexe :

Il est clair que I(y*) est dans l'intersection ker( 3. 44) Mker( 73’74)' Fixons i € [4,2];
on constate que pour aller d’'un module standard de la forme I(7;) (pour j convenable)
a un module standard de la forme I (7;72) (pour j’ convenable) il y a exactement deux
chemins. Il faut prouver que la somme des morphismes obtenus en suivant I’'un ou l'autre
des chemins est nulle. Et on sait que cette somme des morphismes est nulle si et seulement
si cette somme annule le modeéle de Whittaker. Or cette somme annule le modéle de Whit-
taker puisque I'un des chemins a une fléche pleine et une fléche pointillée alors que 'autre
a soit ses deux fleches pleines soit ses deux fléches pointillées.

f-exactitude de la suite. Il nous faut & présent démontrer que la suite ci-dessus est
f-exacte. Situons nous dans le cran (4 — 3),

IV = I(y") = @, I(7)),
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Rappelons que,
7? {(mlv ),(mg,—mz),(mg,—mg),(m4,—m1)},
’YS {(mlv ),(mg,—m4),(m3,—m1)7(m4,—m2)},

et notons,

o= {(mla _m3)7 (m% _m4)7 (m3a _mQ)v (m4a _ml)}a
Ou = {(m1, —my), (ma, —ms3), (ms, —my), (mg, —ma)}.

On aura besoin du résultat suivant ;

Lemme 4.2.10.

ker(¢3) = (ker(QS a) Nker(¢,s 14)) + (ker(¢9Ju’W4) Nker(¢,s 14))

Preuve. Soit w € ker(¢vfﬂ4)ﬂker(¢7§ﬁ4). Comme (4.13) définit un complexe différentiel,
¢iﬂ4(w) € K, (Voir formule (4.22)) et ¢gu774(w) € Ky,. L'exactitude de la suite (4.13)
nous permet de choisir wy € ker(gbgm%) N ker( 7%'?74), respectivement wy € ker(qbi ,v:”) N
ker(¢ys 43) tel que,

J J J J
P (W1) = B, a(w) et @, pa(w2) = Py, a(w).
Soit y = w — (w1 + wy) alors y € ker(¢iﬁ4) N ker(qbguﬁzl) Nker(¢,s 14) et on peut écrire,

w = (w1 +y) + wa.

Ce qui nous donne l'inclusion, ¢3 C (ker(gbi 74) Nker(¢s 44)) + (ker(qﬁgu L) Nker( 3 t))-
L’inclusion opposé est evident du fait que (4.13) définit un complexe différentiel. O]

Du lemme (4.2.10) ils nous est donc possible conclure,
Trg(ker(¢s,4)) = Trg(ker(

= Tro(ker(¢

= TI‘@( )

i 1) Nker(¢., 74) + (ker((ﬁgm%) N ker( 7;1>,774))
i 4)N ker(gZ) ) Nker(dys 14))
)-

et clairement,

Trg(ker(¢s,4) /im(¢s)) = Trg(ker(¢sa)/I(*)) = 0.

Cran 3 — 2,
I(y") = @F1(7}) = @3 I(77),
% {(m17_ )?(mQa_m2)v(m37_m1)7(m4>_m4)}7
% {(mlv )7(m2a_m1)7(m3’_m4)7(m47_m3)}’
?2> = {(m17 )7(m27_m4)7(m37_m3)7(m47_m2)}‘
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Le fait que tout élément de I(43) soit possible d’étre écrit comme la somme d'un élément
dans im(¢3) plus un élément dans I (’yg’) nous permet de raméner le probléme de I'étude
de ker(¢)/im(¢3) & I'étude du space ker(¢p2) N I(3)/im(¢p3) N I(73). Notons,

v = {(m1, —ma), (ma, —ma), (m3, —ma), (ma, —m3)},
Ov := {(m1, —ms3), (ma, —ma), (m3, —ma), (M4, —m2)}.
Comme pour le cran précédent on démontre,

Lemme 4.2.11.
ker(¢2) N 1(75) = (kex(¢;_s) Nker(,z ,3) Nker(¢,z 1))

+ (ker(¢y, ,3) Nker(¢,2 g) Nker(¢,z 13)).

Preuve. Comme,
ker(,z ,3) = ker(¢;_s) + ker(¢j, s)

(e 3) " (ker(6,2.,) \ {03) N (7, 5) " (ker (672 5,) \ {0})
on peut écrire,
ker(¢2) N 1(73) = ker(¢,2 3) Nker(¢,z 13) N [ker(¢y_s) + ker (¢, s)
+(9),2) " (ker(d,2,) \ {0}) N (85,,,2) " (ker(67 5,) \ {0})]
Choisissons @ € (¢;_) ™! (ker(¢; ) \ {0}) N (¢, ,2) " (kex(¢; 5,) \ {0}), y € kex(¢) _s)

et z € ker(aﬁeijg), tels que x +y + 2z € ker(gbﬁﬁg) N ker(gbwgﬁg). Soit n tel que v > n,

I(n) = I(v) — 1 et n # ~2. Notons aussi par 7 'unique caractére différent de v tel que
v >n' >n, alors f =2 oun’ =43. On a,

d)'r{,y o gbi,'yg (‘7; + Z) = gb'r{,y 0 qbi"yg (‘T +y+ Z)
= =G © d’i’ﬂé’ (@+y+2)
= —¢;,(0) =0.
En plus,
¢;’§7V o ¢jﬁ§, (z+2)=—¢J, 4,0 %ng, (z) = 0.
Donc,

053() + ) s (2) € K.

Le méme calcul est possible d’étre fait, cette fois-ci, pour gzﬁgy -3 (z +y), d’ott on obtient,
Y2

Bz (@) + 3,15 (y) € Koy

Des égalités suivants (qu’on démontre a la fin de la preuve),

Lemme 4.2.12.

K, = ‘751{,73 (ker(gﬁ‘é,ﬂg) N ker(qﬁﬁﬁg) N ker(gf)ﬁﬁg)),
Koy = 6, 3 (ker(]) 5) Nker(dyz ,8) Nker(d.2 1s)),
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il existe wy € ker(qSeJM%) Nker(¢,2,3) N ker(¢7§7vg), wy € ker(gf)iﬁ ) Nker(¢,z .3) N

3
2

ker(gb%gﬁg), tel que,

¢,{,73 (w1) = ¢iﬁ§ (z) + ¢,{,73 (2) ¢§m§ (w2) = ¢Z,,ﬁg (z) + %Jy,yg ().

Il nous est désormais possiblé écrire,

:L'+y—|—z—w1+w2+m—|—y+z—|—w1—w2

SC+y+Z: 9 2 )

ou le premiére terme & droite de ’égalité est contenu dans ker(qbi 73) et le deuxiéme dans
Y2
J
ker(qﬁayﬁg). Donc,

ker(¢2,3) N I(f}g’) = ker((z)'y%;yg) N ker((pwg,yg) N (ker((bi,’yg) + ker(d)gu,’yg))'

Considérons maintenant = € ker(¢’ ;) et y € ker(qbg 5) tels que, x +y € ker(¢.23) N
VY5 VY5 Y172
ker(¢,2 ,3). On définit,

21 =02 3(2) = =02 3 (y)

19

et
20 =02 3(x) = =02 5 (y).
Notons,
a = {(m1, —m2), (M2, —mg3), (M3, —m1), (ma, —ma)},
Oo = {(mlv _m3)7 (m27 _m1)7 (m37 _m2)7 (m4, _m4)}
Comme,
¢iﬁ?(zl) - qbinf ° q#fﬁg ()
— —gbi’,/ (o] ¢i’7§’ ([B) = 0
et

= D00 © Dpy,a(—y) = 0.

on conclut z; € va. Le méme calcul est possible d’étre fait, cette fois-ci, pour zs, alors,
29 € K’Y%' Dans le cours de la preuve de la 6-exactitude pour le cran (2 — 1) on donne une
preuve aux égalités suivants,

K,
K= I(73).

3

On peut donc choisir, z; € ker((ﬁvgﬁg)ﬁker(qﬁiﬁ;)ﬂker(gﬁ‘afuﬂg), Zy € ker(qﬁﬁﬂg)ﬂker(gbiﬁg)ﬂ

ker(qﬁe‘]yﬁg) tel que ¢ 2 3 (21) = 21 et gbﬁﬁg,(iz) = 2. Ce qui nous permet d’écrire,

r+y=(x—21—2Z2) + (y+ 21 + Z2),
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olxr—z—2z9 € ker(¢l{7§,)ﬂker(¢ﬁﬁg)ﬂker(gbﬁﬁg) et y+z1+22 € ker((bgyﬁg)ﬂker(gbﬁﬂg)ﬂ

ker(gb%gﬁg).
Il ne nous reste maintenant qu’a démontrer le lemme (4.2.12). Soit z € K,,. Notons,

A= {(mlv _m4)7 (m2’ _m2)7 (m3’ _ml)7 (m4v _m3)}’

OX := {(m1, —ms3), (ma, —m2), (M3, —my), (M4, —m1)},
et,

(m1, —=m2), (mg, —ma), (m3, —ms), (m4, —m1)},

(m1, —ma), (m2, —ma), (m3, —ms), (M4, —m2)}.

Par I'exactitude de la suite (4.13) il existe a € I(\), @ € I(0)), b € I1(¢), b € I(6¢) et
c € 1(73), tel que,

z= <Z>LI,,\(@) + </>L],g(b) + ¢iﬁg (c),
et pour tout n # v avec l(n) = l(v),
0= ¢1{,)\(a) + ¢#79)\(d) + ¢>#,g(b) + ¢g,9<(5) + ¢,°77,73(C)-

Soit u € I(u), respectivement 4 € I(0u), tel que ¢y, (1) = —a, respectivement %Jg 0, (W) =
—b. On écrit a3 = a + ¢§,eu(ﬂ), by =b+ qﬁg’lj(u) et cp =c+ ¢ig7u(u) + qj%’,@u(a)' Alors

2= gyalar) + 65 (b1) + ¢ _s(cr),
0= ¢(§Img (c1),
et pour tout n # v, n # Qv avec I(n) = l(v),
0= ¢y 5(a1) + ¢y (b1) + ¢Zﬁg(01)~
Notons,

a = {(my, —mg), (m2, —m3), (m3, —my), (M4, —my) },

Oa = {(m1,—m3), (m2, —m1), (M3, —ma), (M4, —my) }.
Et,

T = {(mlv _m4)7 (7TL2, _ml)’ (m37 _m2)7 (m47 _m3)}7

97’ = {(ml, —Tnz), (mg, —mg), (mg, —m4), (m4, —ml)},

On a, car 75 # 7 et ¢ # 7, l'égalité ¢, (a1) = 0, donc,
Oz © B2 5 (01) = =B - 0 &7 (@) = 0.

et 1’élément ¢”, | (a1) appartient a ker(¢? ), par conséquent,
71 7)‘ 9111'71

¢i,yf o gbi%’/\(al) € ker(gbill’a) N ker(qﬁ%’a).
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Considérons le couple suivant des morphismes de Johnson pour GL(6,R),
fLiﬁ) I({0(m1, —ma2),0(m2, —m3), 6(m3, —m1)}) —
I({d(mla _mQ)a 6(m2) _ml)) 5(m37 _m3)})a
et
G5 < I({3(my, —mz), 8(mz, —m3), 6(ms, —m1)}) =
I({é(mla _ml)a 6(m3) _m2)) 5(m27 _m3)})
Alors,

ker(gzﬁiia) ﬂker(gb o) = ker¢ 1 6) A ker ¢GL( x I(my, —my).

Comme on I’a dit plus haut, le calcul des multiplicités pour les modules standard in-
tervenant dans la résolution d’un module de Speh, Speh(d,n), se fait via les polyndomes
de Kazhdan-Lusztig-Vogan. Et d’aprés la proposition (6.14) de [Vog83] il est facile de
conclure que pour toute paire v, 7" avec I(7') — I(v) < 2 on a m(v,I(7’)) = 1. On obtient
donc,

kerqb 1 % A ker ng 1 = I({6(m1, —m2), 6(ma, —m3), (ms, —m1)}),
d’ott on peut écrire,

ker(d)%a) N ker(gbi;a) = I({6(m1,—mz2),d(ma, —ms3),d(mg, —mq)}) x I(myg, —my)
(c).

I
~

Par conséquent,

¢Jm ¢ 2 A(al) € I(a),

et on peut choisir un élément v € I(0u) tel que, (;5{79#(17) = —aj et %Jg 0u( v) = 0. De
maniére analogue on choisit un élément v € I(u) tel que, gbé u(V) = —by et (be/\ (v) = 0.
On écrit co = ¢1 + gbig#(v) + qﬁ%,’eu(@), alors ¢y € ker(qﬁejyﬁg) Nker(¢,z 13) N ker(gb ~3) et
¢iﬁ§ (c2) = =. ]

Du lemme (4.2.11) ils nous est désormais possible d’écrire,

Trg(ker(¢z3) N I(vg’)) Try [ker(gb‘] ) N ker(qb ) N ker(gf)%g’,yg)
+ ker(qﬁe ) N ker(¢ +2) Nker(¢yz 15)]
= TYG(K')/S)

Comme en plus,

J J
3= ¢7§ L ﬂ ker(¢y ) | + ¢7§”9# ﬂ ker (¢ ’9u
V'#W%’ V/7£,7
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on obtient,

Trg(er(2.3) 1 X (43)) = Trofng ([ Ker(62,0) N6% ([ er(@dp, )l
V'#3 V'#3

Soit = € mv/#vg ker(¢i,7u) ety € ﬂy,;ﬁﬁ, ker(¢i,7eu) tel que,
J J
(Z)VQ,M( 7) = 933 .01 )-
Par I'exactitude de la suite (4.13) il existe un élément z € I(7*) N ker( 341) tel que,

¢i774 (Z) =7, ¢0J,u,’y4(z) =Y,
d’o1,
(bigyu ﬂ ker(¢y: ) | N ¢J3 ou m ker(¢ g,) | = é3(1(v*) Nker( i)

V'#3 VI#YS

et on peut clairement conclure,

Tro(1(73) Nker(¢2)/1(73) Nim(gs)) =

Cran 2 — 1,
I(07) © 1(73) = @iy L(vk) — ®F—11(7)),
ou,
711 = {(mlv ),(7712,—777,1),(mg,—mg),(m4,—m4)}7
’721 {(m1, —my), (m2, —m3), (m3, —ma2), (M4, —my4)},
’Y% {(mlv - )7 (m27 _m2)7 (’I?’Lg, _m4)> (m4a _m3)}'

Le fait que tout élément dans I(?) soit possible d’étre écrit comme la somme d'un élément
dans im(¢y3) plus un élément dans I(73) @ I(y3) permet raméner le probléme a I'étude
de l'espace ker(¢1) N (I1(73) @ I(73)). Soit (v,yz,vﬁ/z) € ker(¢1) N (I(v3) @ I(42)). Alors
! ~2(v2) = ¢, 73( vg)' Puisque, m(y%,93) = 1, et la suite (4.13) définit un complexe

d1fferentlel on obtient (bv%,v%( 2) = —Py1 42 (vvz) € I(v3). Par conséquent, il existe z €

I(7v3) N ker(¢,2 ,3) tel que ¢72772( z) = vz et vz — ¢ s(z) € Kp. Pour (v,2,0,2) on a
donc 'égalité,

(V42 v32) = (Vy2,002.33(2)) + (0,052 — D2 13(2)),

avec (vy2, 042 13(2)) € im(¢2) et vz — @2 3(2) € K,2. Ce qui permet de ramener I'¢tude
de I'espace ker(¢1) N I(72) @ I(73)/im(pa3) N I(v3 @ I(73) a Pétude de,

ker(¢1) N 1(v3)/im(¢2) N 1(33).

Notons maintenant,

CE
08 :=

{(m1, —=ma), (ma, —=m3), (M3, —ma), (M4, —ma2)},
{

(ml’ m1)7 (m2a _m4)7 (mg, _mQ)a (’I’)’L4, _m3)}'
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Considérons le couple suivant des morphismes de Johnson pour GL(6,R),

053" I({8(ma, —ma), 5(ms, —ms), 6(ma, —ms)}) —
I({d(ma, —ms3), d(ms3, —ma), d(ma, —m2)}),
O . 1({5(ma, —ma), 8(ms, —ms), 6(ma, —ma)}) —

08,73
I({6(ma, —my), d(ms, —ma), §(my, —m3)}).

De la définition du morphisme d)é 2 respectivement qﬁg 52> O obtient 1’égalité,
ER) 113

G
ker(qﬁéﬁg) = §(my, —my) X ker gbﬂ’%@,

respectivement,

ker(%‘fﬁﬁg) = §(mq, —my) X ker gb?ﬁ%ég).

Considérons aussi les orphismes de Johnson pour GL(6,R) suivants,

s I({8(ma, —ma), 8(ms, —ms), 8(ma, —m2)}) —
I({6(ma, —m3), d(m3, —mz2), 6(m4, —ma)}),
D I({8(ma, —ma), 8(ms, —ma), 8(ma, —ms)}) —
I({d(m2, =ma), 6(ms, —m2), §(ma, —ms3)}).
Du lemme (4.2.9) on sait que,

GL(6)

ker QS%L%) N ker gb%Li = ker qbﬁ % 4+ ker gf)% <

Par conséquent, on peut écrire,

ker(¢1,2) N 1(73) = ker(d,y 12) Nker(¢1 ,2)
= ker(qbgﬂ/g) + ker(gbg‘]ﬂﬁg).

Do,
Tro(ker(¢1) NI(73)) = Trg(ker(gbﬂ 2) N ker(qb%, 2)). (4.23)

Comme en plus,
ker(gbgﬁg) N ker(gbg@%’) ker ¢GL(6) N ker ¢§5LA(,§) x I(my,—my),

et de 'exactitude de la suite de Johnson pour GL(6,R) on a,

ker ¢ 4% Nker 6% = T(3(ma, —m3) @ 3(mz, —mz) ® 6(ms, —m1)).

on peut conclure,

ker(gbé%%) N ker(qbgﬁﬂg) = I(6(m1, —m3) ® d(mg, —ma) ® d(ms3, —mq)) x I(my, —my)
_103). (1.24)
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On unit I'égalité (4.23) et (4.24) pour obtenir,
Tr(ker(¢1) N 1(13)) = 1(73)-
Ce qui nous permet de conclure que,
ker(¢1)/im(¢2) = 0.
Cran 1 — 0,
Si () = @I I(v)) —= I(0),
ou,
7= {(ma, =ma), (ma, —ma), (m3, —mg), (ma, —ma)}.

Pour chaque 1 < 7 < 3 on a, car m('yo,v}) =1, l'égalite,

ker(<b,m%1) = I(’y}).
Comme en plus chaque I(v}), 1 < j <3 est contenu dans im(¢1,2), on conclut,

Trg(ker(¢1) N 1(73)/im(d2) N1(73)) = 0.
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Chapitre 5

Comparaison de resolutions

5.1 Les resolutions a comparer

Comme dans les chapitres précédents soit G un groupe classique défini sur le corps des
réels, quasi-deployé et N la dimension de la représentation standard St : G — GL(N, C).
Pour ¢ € Wa;5(G), soit ¢ = St o 9g le parameétre d’Arthur de GL(NV) associé et Il la
représentation irréductible de GL(N,R) attachée a 1, comme expliqué au chapitre deux,
section (2.1.2). Notons par Hfzg le paquet d’Adams-Johnson associé a g et définissons
comme au chapitre deux, equation (2.12), la somme,

Oye = (—1)°Mr. (5.1)
ﬂeﬂﬁé
L’objectif du présent chapitre est de prouver le Théoréme (2.2.2). Il nous faut donc montrer
I’égalité,

TT&VUI¢)::(—J)K¢G)TkangL(@¢G), (5.2)
ot [(¢¢) est défini comme la longueur de Vogan d’un module standard avec comme unique
sous-module irréductible, ’élément de Hﬁg associé au groupe de Levi (défini au chapitre
deux section (2.2)) quasi-deployé de G, comme explique au chapitre deux section (2.2).
Rappelons que d’aprés le corollaire (8.9) de [AJ87] il existe un ensemble fini ®g de L-

paramétres de G, de maniére a ce que O, puisse étre exprimé comme une somme stable
de modules standards de G(R) donnée par,

Oy = Z (—1)llvadg,,., (5.3)

prcEPa
oll O, est la somme des représentations dans le pseudo-paquet Il associé & o et [(pq)
la longueur de Vogan de IL, . Par conséquent pour le transfert tordu de ©,,, on a I'égalité,
Tran&(0,,) = Z (=)' Tran&l(0,,.). (5.4)

Crelst el

Au chapitre deux on a expliqué comme transférer la trace du module standard stable
Oy, c’est égal a la trace tordue du module standard 6 y-invariant associé au L-parametre
¢ = St o g de GL(N,R). Montrer (5.2) se réduit donc & montrer I’égalité,

Trgy (L) = 37 (~1)e) 1) TranGE(@,,,).
Zrelsli el
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Soit 1 = @]_,v; une decomposition de 1) en somme de parameétres élémentaires comme
décrit au chapitre deux. S'il existe i € [1,7] tel que II, est un caractére quadratique de
GL(N;,R) ou l'induite d'un caractére quadratique de GL(N; — 1,R) avec un caractére
quadratique de R*, notons par g, € Uaj(G;) le paramétre d’Arthur du groupe classique
G; qui factorise v;, c’est-a-dire le paramétre tel que,

Ui s Wi x SL(2,C) 2% L@, — GL(N;,C). (5.5)
Le groupe classique G; est donné par une des posibilités suivants ; il est égal & Sp(N; — 1)
si G = Sp(2n), égal a SO((N; —1/2) + 1,(NV; —1/2)) si G = SO(p + 1,p) ou égal a
SO(N;/2,N;/2) si G = SO(p,p), finalement si G = SO(p + 1,p — 1), G; est égal a
SO(N;/2+1,N;/2 —1) si le nombre de entiers j € [1,r|, j # i avec n; = N;/2 impair est
pair ou zéro et G; = SO(n;/2,n;/2) si le nombre de entiers i € [1,7], j # i avec nj; = N;/2
pair est impair.

Continuons avec g, défini par (5.5) et notons par Tyq, I'unique élément du paquet
d’Adams-Johnson H&_‘] de v; (Voir chapitre 4 théoréme (4.1.1)). Pour 7y, (colollaire (8.9)
de [AJ87]) il existe un ensemble fini @, des L-paramétres de Gy, de maniére a ce que e,
puisse étre exprimé comme une somme stable de modules standards de G;(R) donnée parl,

Tpe, = Z (_1)l(¢ci)—l(wci)@@g7 (5.6)

1
v, €Pq,

oll O, est la somme de représentations dans le pseudo-paquet Il associé a ¢g,, l(¢Vq,)
la longllleur de Vogan du module standard qui a Ty, comme uniaue sous-module irré-
ductible et I(¢q,) la longueur de Vogan de Il . Cette expression pour 7y, nous permet
montrer au chapitre 4 section (4.1) que, '

Trg(Ty) = 37 (~1)6) @) TrandH(@,,). (57)
pi€P;
ou ®; = {(bl = Sto ¢Gi pa; € (I)Gi}7 l9(¢l) = l(¢Gi)7 le(@i) = Z(SOGi)v si ¢ = Sto (bGi et

Trangf (Oy,;) est le module standard de GL(N;,R) associé au L-paramétre ¢; = St o ¢g,.

Supposons maintenant que le lemme (2.2.1) est vrai pour tout paramétre ¢; € [1,r]
avec Il donnée par une représentation de Speh, Speh(d;,n;), n; := N;/2, basée sur une
série discréte de GL(2,R). C’est-a-dire, on suppose que si <I>;7 est le sous-ensemble de L-
paramétres de GL(N;,R) qu’interviennent dans la resolution de Johnson pour Speh(d;, n;)
et nous notons par ®; le sous-ensemble de CID;] constitué par tout L-paramétre ; avec
module standard I(p;) associé, 0y,-invariant, alors pour la trace tordue de Speh(d;, n;) on
a I'égalité,

Trgy, (Ty) = Y (=)W 00Ty, (1(4:)), (5.8)
P €P;

ou lg(v);) respectivement lyg(y;) est la f-longueur de I(d;,n;) respectivement I(ip;).
Par conséquent du lemme (2.2.2) on a pour la trace tordue de II, = x}_,II,, I'égalité,

Trgy (Iy) = Y (1)@ Ty (1(4)), (5.9)
ped

ol on a noté ® pour l'ensemble,

o ={p=0_10i: pi € Pi},
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I(0,) pour le module standard associé & ¢ et lp(p), ¢ = Di_,¢;, pour la somme lp(p) =
22:1 lo(i)-

Pour ¢ € ¥A;(G) notons par () la longueur de Vogan du pseudo-paquet associé
au L-parameétre ¢y, alors les égalités (5.4) et (5.9) nous permettent de raméner la preuve
de (5.2) a prouver 'égalité,

Z (_1)I(¢G)*l(‘PG)TrangL(C—)SOG) — Z(—1)19(w)’l9(@)Tr9N(I(go)). (5.10)
Yelstiite] ped

La preuve de cette derniére égalité se fera en deux parties. D’abord on montre que tout
module standard qu’intervient & gauche de ’égalité (5.10) intervient aussi a droite et
vice-versa. On aura besoin du lemme suivant,

Lemme 5.1.1. L’application, pg — @ = St o g, définit une bijection entre ®g et ’en-
semble de L-paramétres ®.

Le lemme prouvé, la définition de transfert décrit par Mezo nous donne pour tout
parameétre ¢ := St o pg 'égalité,

Trand(O,,) = ().

Par conséquent tout module standard qu’intervient a gauche de 1’égalité (5.10) intervient
aussi a droite et vice-versa.

Montrer ’égalité (5.10) se raméne donc & montrer que le signe avec lequel intervient
chaque module standard dans (5.4) est celui avec lequel intervient le méme module stan-
dard dans (5.9),

Comme ¢y = St o ¢y, la deuxiéme partie de la preuve consiste donc a montrer le
lemme suivant,

Lemme 5.1.2. Pour tout pg € ®g, soit p = St o pg. Alors on a ’égalité,

lea) =lo(e). (5.11)

Ce qui nous donne 'égalité (5.10) et par conséquent la véracité du théoréeme (2.2.2).

Le reste du chapitre sera structuré de la fagon suivante ; dans la section (5.2) on donne
la preuve des lemmes (5.1.1) et (5.1.2) dans le cas d’un paramétre élémentaire pour finir
dans la section (5.3) avec le cas de ¥ général.

5.2 Le cas d’un paramétre élémentaire

Si pour le parameétre élémentaire 1) la représentation Il est définie par un caractere de
GL(N,R) ou 'induite d’un caractére de GL(N —1,R) avec un caractére de R* il n’y a rien
a prouver, les lemmes (5.1.1) et (5.1.2) on les obtient automatiquement par construction,
comme on peut voir dans (5.7). On va se restreindre donc aux parameétres 1 avec Il
définie par une représentation de Speh, Speh(d,n), 2n = N, basée sur une série discréte §
de GL(2,R) de caractére infinitésimal (p/2, —p/2), p € Z=o.

Notons par g € Uaj(G) le paramétre d’Arthur du groupe classique G qui factorise 1,
c’est-a-dire le paramétre tel que,

¥ W x SL(2,C) 2% LG — GL(N,C).
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Le groupe classique G est donné par une des possibilités suivantes

SO(n,n+ 1),
G = SO(n,n),
SO(n—1,n+1).

Avec D'entier n soumis, dans le cas orthogonal pair, a la restriction n € 2N si G = SO(n,n)
et n € 2N+1si G = SO(n+1,n—1). En plus l'entier positif p associé a §, doit étre choisi
de maniére a ce que,

I'={2my,2mo, -+ ,2m,}, (5.12)
ou,
m;:=(p+n—-1)/2—i+1, i€l n],

soit un sous-ensemble de 2Z + 1 si G est un groupe orthogonal impair ou un sous-ensemble
de 27Z si G est un groupe orthogonal pair.

Avant de donner la preuve des lemmes (5.1.1) et (5.1.2) on aura besoin d’une description
des L-paramétres contenus dans ®q, respectivement &.

5.2.1 Caractérisation de I’ensemble de paramétres intervenant dans la
resolution d’une représentation cohomologique pour un groupe
classique

Au chapitre deux section (2.2) on a pu voir que toute représentation dans Hﬁg est
associée & un sous-groupe de Levi. Dans le cas présent ’ensemble des groupes de Levi &
considérer est donné par,

U(p, q) avec p + g = n.
Notons par L le groupe,

L — U(n/2,n/2) si n est pair et G = SO(n+1,n) ou G = SO(n,n),
| Un+1/2,n—1/2) sin estimpair et G =SO(n+1,n) ou G =80(n+1,n—1).

Soit 7 la représentation dans Hfzg (G) associée a L, d’aprés le chapitre deux section (2.2),
equation (2.7), 7 s’obtient par induction cohomologique & partir d’un caractére £ de L(R)
de différentiel,

(p//Za' o ap,/2)7
; p—n siG=S0(2n+1),
P=1Up-n+1 siG=80(nn), SOn+1,n—1)

et du théoréme (1) du chapitre 6 de [Joh84] tout module standard qui intervient dans la
resolution de 7 s’obtient, aprés induction cohomologique, d’'un module standard de L(R)
dans la resolution de £. En plus, d’aprés le théoréme (1) du chapitre 5 de [Joh84], un
module standard X de L(R) intervient dans la resolution de & si et seulement si le caractére
infinitésimal de X est donné par £ + pr, (plus correctement l'orbite de £ + pr, sous 'action
de W(T, L)), c'est-a-dire, si et seulement si le caractére infinitésimal de X est possible
d’étre représenté par une permutation, par un élément de W(T,L) = S,,, du vecteur,
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o,
mi =@ +n-1)/2—i+1, ie€[l,n],
Choisissons une permutation s : [1,n] — [1,7] tel que s? = Id et définissons les ensembles,

Iy =14y ell,n]:s() # 34, 7 <s()},
I{:=A{j € [Ln]: s(j) = 7}

Soit dp, respectivement di, la cardinalité de Ij, respectivement I et notons par k(. :
[1,do] — 1§, respectivement () : [1,d1] — I, une bijection tel que ky < ko < -+ < kg,
respectivement [; <lg < -+ <lg,.

Soit maintenant Lg, égal a U(d1/2,d1/2) si d; est pair ou égal & U(dy —1/2,d;1 +1/2)
si dy est impair et considérons le L-parameétre ¢y : Wr — LLd1 donné par,

Gar(2) = ((2/2)™0, o (2)2) "),
¢d,(J) = nr X o, (5.14)
(—1)h
nrg = 1
1

A chaque permutation s : [1,n] — [1,7] tel que s> = Id on attache la classe d’équivalence
du morphisme admissible ¢, : Wg — L défini par,

’ o/ ’ Y
SOL(Z) = (zm;ﬂg_m;(kl)’ .. 7zmkdo§ ms<k40)7 Pdy (2)7 zms(kdo)f "k, e ,Zm;(h)fimgcl )7
€1
er(j) = nr, X 0. (5.15)
€2dy
o,
mj +m’ .
ejeado+1—j = (1) % )€ [1,dol.

Soit,
(! /
)\<Pd1 - (mlp e vmldl)’

Le paquet de Langlands II, 4, ASSOCIC & g, est I’ensemble des représentations de la série
discrete correspondants a 'orbite de A4, sous l'action du groupe de Weyl (modulo le groupe
de Weyl réel) de Ly, . Par conséquent attaché au morphisme ¢, on a le pseudo L-paquet,
II,, , constitué par les modules standards de L(RR) définis par,

X1 X o X Xdy X T. (5.16)
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avec,

xj(z) = 2™k e (1, dp).
et 7 une représentation de la série discrete contenue dans II, 4, - Tout module standard qui
vient d’étre décrit & un caractére infinitésimal possible d’étre représenté par,

/ / / / / /
(mk17 T 7mkd0 y My 7mld1 ) ms(kd0)7 e ?ms(kl))' (5'17)

Comme (5.17) est clairement une permutation de (5.13) tout module standard décrit par
(5.16) intervient dans la resolution de £. En plus, il est facile de voir que tout module
standard qui intervient dans la resolution de & est associé & un L-paramétre de L défini
par (5.15) & partir d’une permutation s de [1,n] tel que s? = Id.

On note @, 'ensemble des L-paramétres de L(R) définis par (5.15) a partir de toute
permutation s de [1,7n] avec s2 = Id. On veut montrer I'égalité,

PG ={pc =tcrLopL, pL € DL}, (5.18)

(voir section (2.2) equation (2.6), pour la définition de ¢ ). Soit g = tq, o ¢L, @I €
. D’aprés le lemme (8.8) de [AJ87] tout module standard du pseudo L-paquet 1L,
intervient dans la somme (5.1), d’ou on obtient que g € Pg.

Considérons maintenant une représentation = € Hz‘zg quelconque. Il existe w € W(T, G)
tel que m s’obtient par induction cohomologique & partir du caractére wé de Ly, (R), le
groupe de Levi avec [, = wlw™!' comme algébre de Lie associée. En plus tout module
standard dans la resolution de 7 s’obtient, aprés induction cohomologique, d'un module
standard dans la resolution de w& et comme dans le cas de &, un module standard in-
tervient dans la resolution de w¢ si et seulement son caractére infinitésimal est possible
d’étre représenté par w€ + pr,,. Supposons que wé + pr,, peut d’étre représenté par un
vecteur, (&1, ,&Y), définissons Ty, = {&}, -+ ,&¥}, alors pour tout z € {m),---,m),}
onazxely, ou—z¢ely,. Comme “L = TL, on peut voir que tout module standard
stable dans la resolution de w¢ est parametré par un L-parameétre ¢, défini comme dans
(5.15) a partir d’une permutation s de [1,n] (tel que s* = Id) mais avec 'y, au lieu de
{m}, -+ ,ml} et soumis a la restriction que 'entier dy ne doit pas étre plus grand que la
dimension de la partie deployé du groupe de Cartan maximalement deployé de L,,(R). Par
conséquent pour tout L-paramétre ¢, (qu'intervient dans la resolution de w¢) il existe
un L-parameétre ¢y, € @1, tel que vq 1, © ¥L, = ta,L © ¢r. Ce qui nous permet de conclure
légalité (5.18).

5.2.2 Caractérisation de I’ensemble de paramétres intervenant dans la
resolution d’un module de Speh basé sur une série discréte

Soit £’ le centralisateur de ¢ dans GL(NN,C). On peut facilement voir que,
L' = GL(n,C) x GL(n,C).

Soit L tel que L/(R) = GL(n,C), alors L/ = £'. Comme au chapitre deux (equation (2.6))
on veut définir une inclusion,

v: ') - GL(N,C) x W,
qui étend L' = . Pour cela, pour z € C*, on définit,

u(2) = (/120" (2/12D) 7" -5 (212D (/12D 7)),
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si G = Sp(N, C) et,
u(2) = (/12D /1) D)™ (2 12) 7,
si G = SO(N, C). On définit aussi,
W(j) =N xj,

avec,

Na
ou pour tout i € [1,n],

0 (=1t

M:z(o (_1>n>,sié:Sp(N,C) et /\Q:z(l 0

1 0 ), si G =SO(N,C).

Tel comme pour le paramétre g de G, pour 1 existe un paramétre d’Arthur,
Yt We x SL(2,C) — L,

de maniére & ce que, a conjugaison prés, ¥» = ¢ o ¥r,. La correpondance de Langlands
attache & ¢y |, un caracere ¢ de L'(R) de différentiel,

W'/2,=p"/2,--- .0 /2, —1'/2)

et on sait que II, s’obtient & partir de & aprés induction cohomologique. Pour décrire
on s’appuie comme dans la section précéndent dans le travaux de J. Johnson. D’aprés le
théoréme (1) du chapitre 6 de [Joh84], tout module standard dans la resolution de II,,
s’obtient, aprés induction cohomologique, d’un module standard de L'(R) dans la resolution
de ¢. En plus du théoréme (1) du chapitre 5 de [Joh84] un module standard X de L'(R)
intervient dans la resolution de £ si et seulement si le caractére infinitésimal de X est
possible d’étre représenté par une permutation, par un élément de W(T,L') = S, x S,
du vecteur,

/ / / / / / / /
(mlv Mgy, Mgy =My 1500 5 M1, =M, My, *ml)' (5'19)

Prenons une permutation s de [1,n] et définissons,

o s(z) = (Zm/lzim;(l)’zim;(l)gmllv . ’Zmégfm'sw)?[m's(n)zm%), (5.20)

(70[/,5(].) = (1’ _1m/1+m/5<1>7 T ]-a _1m%+mls(n)) X 0. (521)
Le caractére infinitésimal du module standard Y de L/(R) associé & ¢y, s, est possible
d’étre représenté par,

(M, =gy, M, =M (9, =+, M1, =M 1) Mgy, =y ). (5.22)
Comme (5.22) est une permutation par s de (5.19), le module standard Y intervient
dans la resolution de £’. Il est en plus facile de se convaincre que tout module standard qui
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intervient dans la resolution de &’ est attaché & un L-paramétre de L’ défini par (5.20) a
partir d’une permutation s de [1,n].
Considérons maintenant le paramétre ¢ = ¢ o ¢/ s de GL(N). Pour ¢ on a 'égalité,

n
v =P i
i=1
ou,
@i(z) = (M7 M) 27 Z™) | z € C

w = § ).

Associé donc a ¢ on a le module standard,

X1 0 (Me(iys —Mg((i)))

avec # : [1,n] — [1,n] une bijection tel que, M1y — My(e1)) < Mip2) — My(r(2)) " <

Myg(n) — Ms(r(n))- Bt comme x?:15(mn(i), —Mg(x(i))) est On-invariant si et seulement si s
est une involution, pour ®, on a I’égalite,

(I):{(p:LOQpL/’SZSQZId}.

5.2.3 Comparaison des parameétres

Comme L = £ = Cent(1g(C*)), respectivement L' = £/ = Cent((C*)), I'inclusion
L C L' peut étre étendue en une inclusion,

Ll L - LL—) LL,.

Il suffit pour cela de définir, ¢/ 1 |cx = Id et,

Iy siG = Sp(N, C) et n pair,
v () = Ini9o x I_o si G =Sp(N,C) et n impair,
L) = I, x —I, st G=SO(N,C) et n pair,
Iy si G = SO(N,C) et n impair.
On obtient donc, le diagramme commutatif suivant,
L - GL(N,C) (5.23)

LG,LT LT
L

LL N LL/
Donnons maintenant la preuve du lemme (5.1.1).

Preuve. Soit ¢, respectivement ¢y, le L-paramétre de L, respectivement L', défini par
(5.15), respectivement (5.20), & partir de une permutation s de [1,7] tel que s?> = Id. On
peut facilement vérifier que,

Lol oYL =1opr. (5.24)

92



Comme @7/ + ¢ o ¢ nous donne une bijection entre ’ensemble des L-parameétre de L'
définis par (5.20) & partir d’une permutation s de [1,n] (tel que s> = Id) et ®, on peut
d’aprés (5.24) conclure que la fleche vertical de droite de (5.23) définit une bijection entre
I’ensemble,

P ={pr =t LopL: L € PL} (5.25)

et ®. On a vu aussi que la fleche vertical de gauche de (5.23) définit une bijection entre
®y, et P, par conséquent la bijection entre ®g et ® donnée par la fleche horizontale dans
haut de (5.23) s’obtient du fait que pour tout ¢y, € ®y, on a,

StowgrLowpr =touypopr.

5.2.4 Comparaison entre la longueur et la /-longueur

Donnons maintenant la preuve du lemme (5.1.2)

Preuve. Soit ¢g € @, on veut pour tout L-paramétre ¢ = St o g prouver 1’égalité,

lo(p) = l(¢)-

Associé a ¢ on a un L-paramétre de L, ¢, € @1, tel que, g = tq,1o¢r. Le L—paramétre
¢, est défini par (5.15) a partir de une permutation s : [1,n] — [1,n] tel que s*> = Id
comme explique dans la section (5.1.1). Tout module standard dans le pseudo-paquet II,,
de ¢, a un caractére infinitésimal possible d’étre représenté par,

_ / / / / / /
A= (mklv T ’mkdo’mh’ e 7mld17ms(kd0)7 e 7m’s(kl))' (5'26)

Soit maintenant ¢ = St o pg. Le module standard #-invariant de GL(N,R) associé & ¢ est
donné par,

(X?ilé(mki’ 7m3(ki)) X (Xgilé(mliv 7mli)) X (deil(s(ms(kdOJrlfi)’ 7mkd0+1—i))'
Considérons ’ensemble,

d d
Y= {(mkja _ms(kj))a (ms(kj)7 _mkj)}joz]_ U {(mlja _mlj) j1:1
et rappelons que la 6-longueur lg(p) (définition (4.2.4)) est défini comme la cardinalité de
I’ensemble des orbites de # dans,

8(7) = {(mu’ _mu’) X (mvv _mv’) : (mu’ _mu’) €, (mva _mv’) €y et my > my, My < mv’}‘

Avant de passer a la longueur de ¢, faisons la remarque suivante.

Remarque 5.2.1. Soit 7w € Hﬁc‘], L le groupe de Levi associé a w. Considérons un module
standard X, dans la resolution de w. Notons par Ocar, Uinvolution de Cartan. Associé
a X on a d’apres le théoréeme (1) du chapitre 6 de [Joh84] un triplet (H, A" (l,h) U
Au,b),x), ou H est un groupe de Cartan Ocap-invariant, u la partie nilpotent de [’algébre
de lie Ocor—invariante, @ = [+ u et x un caractére de H trivial sur Hy. En plus si nous
notons par &, le caractére de L(R) qu’a comme image aprés induction cohomologique la
représentation w, alors le module standard Y, dans la resolution de & qui est paramétré par
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le triplet (H, AT (L), x) a comme image aprés induction cohomologique le module standard
X

Pour tout groupe de Cartan H ecrivons, H = TyApyg, ot Ty := KN H et Ag est
un group de vecteurs. La longueur de Vogan de X, est alors défini comme la longueur de
(H, AT (L,h) UA(u,b),x), qui est donné par,

%card({a € AT(L) UAGb) : () € AH(LB)U A, B)}) + %dim(AH) _ %dim(AHf),

ou Hy définit un groupe de Cartan fondamental de G(R). Comme Ocaru = u pour tout
a € A(u,h) on a bear(a) € A(u,h) C AT(LH)UA(w, b)) d'ou la longueur de X, est égal au
longueur de Yy, c’est a dire égal a

%card({a € AT(LD) : Buue(a) & AT(LE))) + %dim(AH) _ %dim(AHf).

Par conséquent X, intervient dans la resolution de m avec le méme signe que Y, le fait
dans la resolution de &;.

Notons par H le groupe de Cartan de L(R) avec dimension de la partie deployé égal a
dp. On fait noter que dy correspond aussi au nombre des orbites de longueur un dans £(7).
Soit AT le systeme de racines positives de A([, ) défini par,

AT = {a € A(Il,b) : a(N) > 0}.

D’aprés la remarque, la longueur de tout module standard contenu dans le pseudo-paquet
associé a g est égal a la longueur de tout module standard dans le pseudo-paquet associé
a ¢, c’est-a-dire égal &,

lor) = %card({a €AY : Bon(a) ¢ AT + %dim(AH).

On rappelle que dans notre cas, la dimension de la partie deployé du groupe de Cartan
fondamental Hy de L(RR) est zéro.

Avant de pouvoir comparer la longueur de ¢g avec la 6-longueur de ¢ = St o g, ils
nous faut comprendre la fagon dont 6., agit sur chaque racine de A*. On donnera pour
cela une description de 1’algébre de Cartan h du groupe H. Tout élément h € h° est donné
par une matrice diagonale par blocs,

21
Zd,
h:= hc y Zj S (C, ] S [l,do],
—Zdy
—Z1
avec le bloc hg défini par,

1Qdy+1 1bdy+1

1Qdy+2 zbm+(12;1
he := , aj, by €R. (5.27)

ibdg+2 10gy+2

ibd0+1 iad0+1
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Sur tout matrice b, définie par (5.27) définissons,

fibe) = ia;, i €[do+1,do + [d1 +1/2]],
lz([]c) = 1b;, 1€ [d0+1,d0+[d1/2“.

Notons par x la matrice,

1 0 -+ 0 1
0 ¢ i 0
xr = T R : )
0O ¢z -~ —2 0
i 0 -+ 0 —1

aprés conjugaison par y := det(x) 'z on obtient pour toute matrice b. définie par (5.27)
Dégalité,
1dy+1 — tbdg+1

y by =
iado+1 1 1hdy11

Par conséquent pour tout j € [do + 1,dp + [d1 + 1/2]],
(fj - hj) o Admfl = €4,
(f5 + hj) o Ady-1 = €dytdy+1—;-

et comine,

on peut pour tout j ¢ [dy + 1,dp + d;] conclure,
Ocarej = €.
Comme en plus,
Ocarei = en+1—i, 1 € [1,do] U[do + d1,n],
pour tout e; —e; € A(l,h), i < j, on obtient l'identité,

—(entj-1— e€nti—1) sii,j€[l,do]U[do+ d1+1,n],
0car(ei — €j) = —(ej — en+1_i) sig € [1, do], j S [do + l,d() + dl],
—(€n+1_j —€;) sii € [dy+1,dy+di], j € [do+dy+ 1,n].

Maintenant pour tout racine +(e; —e;) € A(l,h), i < j, définissons R(%(e; — e;)) par,

e
E

Mes(kpy1— ’_mk’n+17i) x (mS(kn+1—j)7 _mknJrlfj) sid,j ¢ [do+di+1n]

On a le résultat suivant,
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Lemme 5.2.1. La restriction de l'application o — R(a), a € A(L,h) a AT, définit un
bijection entre A1 et E(v),

Preuve. Notons que o € AT si et seulement si —0.a,a0 € AT, Par conséquent pour mon-
trer la bijection il suffit de verifier que;

La paire {e; — €j,€nt1—j — ent1—i},i < j, 4,j € [1,do] est un sous-ensemble de AT
ssi (e — €j)(\) = my, — m;ﬁj = my, — mg; > 0 et epp1-j — en+‘1,i()\) = m;(kj) -
Mgy = Ms(k;) — Ms(ky) > 0 ssi my, > my,; et mgp,) < Mig(k,) SS1 {(mki,—ms(ki)) X
(M, =Ms(iy))s (M), —Me;) X (Mg, =M )} C E().

La paire {e; — ej, ept1—j — ent1—i}, @ € [1,do], j € [do + d1 + 1,n] est un sous-ensemble de
AT ssi (e —ej)(N) = mﬁcl — mls(an_j) = My, — Mg,y ;) > 0 et epp1—j — ent1—i(A) =

/ / :
mkn+17j ms(ki n+1—j n+i—j) n+1—j > 0 ssi

LMy =15 ki)) X (M) =M1 5)s (Mg a5 = Ms(h 1)) X (Mg, =)} € E().

) = Mk — Mg,y > 0 8sl mg, > myy et my(k,) < Mg

La paire {e; —ej,e; —ent1-}, © € [1,do), j € [do+1,do+ d1] est un sous-ensemble de AT
ssi (e;—ej)(A) = m;% - m;j =my, —my,; > 0et eny1—j—eny1-i(A) = mgj — m;(ki) =my; —
Mes(k;) > 0 ssi my, > my, et Mg(k) < MY ssi {(mkl, _ms(ki)) X (ml]., —mlj), (mlj, —ml].) X

(ms(ki)7 _mkz)} - 5(7) u

Finalement comme,

lo(7) = %Card(é’('y)) + %card({(mr, —mpe) X (Mg, —mg) € E(Y) My = My, My = mpe})

et la cardinalité de I'ensemble des orbites de longueur un de £(7y) est égal a la dimension
de la partie deployé du groupe de Cartan H (c’est a dire dp), on peut, d’aprés le lemme
(5.2.1), conclure,

1 1
log(v) == gcard({oz €AY Oearr ¢ ATY) + B dim(Apg)

= l(pc)-

5.3 Le cas général

On commence avec la preuve du lemme (5.1.1).

Preuve. Soit ) = Sto g € Uaj(G) et p = ®]_,1; une decomposition de 1) en somme
de parameétres élémentaires. Ainsi pour N on a une égalité N = dyny + --- + dn,, o
di, i € [1,r] est égal a 2 sauf peut etre un seule ¢ € [1,7] pour qui d; = 1, de maniére a
ce que pout tout ¢ € [1,7], ¥;, définit un paramétre de Arthur de GL(N;), N; = din;, tel
que ITy, est égal &, Speh(d;, n;), d; une série discréte de GL(2,R) de caractére infinitésimal
(pi/2,—pi/2), si d; = 2 et si d; = 1, égal & un caractére quadratique de GL(N;,R) ou
I'induite d’un caractére quadratique de GL(N; — 1,R) avec un caractére quadratique de R.

Comme on a dit dans le cas d’un seul bloc associé a toute représentation dans Hﬁg on a un
sous-groupe de Levi attaché & une algébre parabolique 0.,,-invariante. Dans le cas présent
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I’ensemble des sous-groupes de Levi a considérer est donné par les produits L} x --- x Ly,
ou,

L* = U(bi, Ci),

1
avec b; +¢; = n; si d; = 2 et égal &,

L — SO(b;,c;) st G=8S0O(p,q), p—q=0,1,2,
i SP(n;) si G =SP(2n),

avec by =p— .4 bj et ¢; =3, ¢jsi d; = 1. Définissons finalement pour i € [, r] avec
d; =2,

L = { UU(%, ) si n; est pair et G; = SO(n; + 1,n;) ou G; = SO(n;,n;),

("iTH, %1) si n; est impair et G; = SO(n; + 1,n;) ou G; = SO(n; + 1,n; — 1)

et considérons le groupe de Levi L quasi-deployé de G isomorphe au produit L x - - - x L, ol
pour i € [1,r] avec d; = 1, L; = G;. La représentation m € Hfzg (@) associée a L s’obtient
par induction cohomologique & partir du caractére £ de L(R) défini par le produit,

=& % X XEp,

ou &; correspond a la représentation de G;(R) définie dans (5.6) si d; = 1 et au caractére
de L;(R) de différentiel,

(pi/2,- ,1i/2),

si d; = 2. Comme dans le cas d’un seul bloc tout module standard qui intervient dans la
resolution de 7 s’obtient, aprés induction cohomologique, d’un module standard dans la
resolution de &. Décrire donc les modules standard dans la resolution de 7 revient comme
dans le cas d’un seul bloc a décrire les modules standards dans la resolution de &.

Pour tout i € [1,r] avec d; = 2 soit ®1,; 'ensemble des L-paramétres de L; définis par
(5.15) a partir de toute permutation s; de [1,n;] tel que s7 = Id. De la section précédent
on sait que tout module standard stable qui intervient dans la resolution du caractére &;
pour i € [1,7] avec d; = 2 est paramétré par un L-paramétre ¢, € ®r,,. Dans le cas de
i € [1,7] avec d; = 1 les modules standard stables dans la resolution de &; sont paramétrés
par 'ensemble ®p,, défini dans le paragraphe qui précéde (5.6), on rappelle que L; = G;.
Choisissons pour chaque i € [1,7] un L-paramétre ¢, € ®r,,, tout module standard dans
le pseudo L-paquet attaché au L-paramétre de L,

PL =P X XQPL,, (5.28)

est donné par un produit x;_;X; avec X; un module standard dans le pseudo L-paquet
Iy, attaché a ¢r,. Définissons ensemble,

(EL:{SDL:SOI X X Pp, SDZ'G(PL-N 1€ [177']}

Comme £ est donné par un produit des caractéres £ = &1 X - - - X &, un module standard X
de L intervient dans la résolution de £ si et seulement si X est égal & un produit x!_; X;
ou pour chaque i € [1,r] le module standard X; de L; intervient dans la resolution de
&;. Par conséquent tout module standard stable qu’intervient dans la resolution de & est
paramétre par un L-paramétre ¢y, contenu dans Py,.
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Soit ¢ le L-paramétre de G défini par la composition pg = tq,,0¢r, tout module stan-
dard dans IL,, tombe, aprés induction cohomologique, dans le pseudo paquet Il attaché
a @g. D’aprés le lemme (8.8) de [AJ87] tout élément dans 11, intervient dans la somme
(5.1) et comme pour le cas d'un seul bloc on peut conclure que pour tout L-paramétre
pa € Pg existe un unique L-paramétre ¢;, € P, de maniere a ce que ¢g = (G, © QI

Considérons maintenant le groupe, L' = xI_; L/, ou,

, [ GL(n;,C) sid; =2,

Pour tout i € [1,r] soit Py, défini par (5.25) si d; = 2 ou comme dans le paragraphe qui
suit 'equation (5.7) si d; = 1. Définissons 1’ensemble,

Oy = {pr = Dic1L; i € Py}

et rappelons que ’ensemble de L-paramétres & de GL(IN) est défini par,

O ={p=0_1pi: i € Di}.

ou pour tout i € [1,r], ®; est défini dans le paragraphe qui précéde (5.8) si d; = 2 ou
comme dans le paragraphe qui suit I'equation (5.7) si d; = 1. D’aprés la section précédent,
pour tout i € [1,r], Papplication ¢z, — t; 0@ (4 LL! — GL(N;,C)) nous donne une
bijection entre ®y, et ®;, par conséquent ¢rs +— 1o ¢rs (v: “L' — GL(N,C)) définit une
bijection entre <I>L/1 et ®.

Fixons un L-paramétre ¢;, € ®r,. Soit ¢ le L-paramétre de G défini par p¢ = tq,1 © @1,
et ¢ : Wgp — GL(N,C) le L-paramétre de GL(N) donné par la composition ¢ = St o ¢¢.
Pour tout i € [1,7] soit ¢y, tel que o1 = ®j_;¢r, et notons @ := vy 1. 0L, il est alors
facile de voir que ¢ se décompose en une somme directe ¢ = 692“:1%-, ot w; =tiopr. On
a le diagramme commutatif suivant, '

PG = LGLOPL——Stopg =p=10pL (5.29)

| T

or = ®j_1pL, ——— P = Bi1¥L

La fléche vertical de gauche nous donne une bijection entre @y, et . D’aprés la définition
de @y, 'application ¢r, — t1/ 1,1/ nous donne pour tout 4 € [1,r] une bijection entre
o, et ®y,, la fléche horizontale dans bas du diagramme est en conséquence une bijection
entre Py, et ®y, et comme @y — 1oy, définit une bijection entre @1, et ®, la composition
tovyy 1, nous donne une bijection entre @, et ®. Par conséquent I'application, pg — Stopg,
est une bijection entre ®g et . O

Donnons maintenant la preuve du lemme (5.1.2).

Preuve. Pour tout L-morphisme g dans ®g soit ¢ = St o pg. Pour chaque i € [1,7]
choisissons ¢, € ®1,, de maniere a ce que pour ¢y, = @;_;¢r, on ait pg = tq,1,0¢r. Notons
PrL; =l L, OPL, i € [1,7], alors, ¢ = @1 i, 01l pour tout i € [1,7], @; :=1; opr;. On
a comme objectif montrer I’égalité,

lo(p) = l(pa). (5.30)
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Rappelons que I(¢g) = I(¢L) et que lp(p) est défini par la somme,

() = > lo(p2),
1=1

ol lg(¢;) se définit comme dans (5.8) si d; = 2 ou comme dans (5.7) si d; = 1. D’aprés
ce qui a été fait dans le cas d’'un paramétre élémentaire, pour tout ¢;,7 € [1,7] on a,

lo(pi) = U(epL;)-

Montrer (5.30) se raméne donc a prouver I'égalité,

Z(QDL) = Z l((pLi)'
=1

Pour tout i € [1,7] notons par A; le caractére infinitésimal de ¢r,,. Pour i € [1,7] avec
d; = 2, \; est défini par l'equation (5.26). Le caractére infinitésimal de tout module
standard dans II,; est donné donc par,

)\:)\1><'--X)\r.

Pour tout i € [1,7] soit H; le groupe de Cartan 6., -invariant de L;(R) necessaire pour
définir I(¢y,). Soit H isomorphe & H = Hy x --- X H,, et notons par AT le systeme de
racines positives de A([, h) défini par,

AT = {a € A(l,b) : a(N) > 0}.
Pour la longueur de ¢, on a donc 1’égalité
lor) = Seard({a € AT : fun(a) ¢ A)) + & dim(Ap).
Considérons maintenant le systeme de racines positives donné par,
Af = {a; € AL, Bi) : a;(N;) > 0},

Alors la longueur de chaque module standard contenu dans le pseudo-paquet associé & ¢y,
est donné par,

1 1
lpr,) = icard({a €A Ocar(a) g AT} + 3 dim(Ag).
L’isomorphisme,
L=L, X--'XLT.

Nous donne pour A(l, ) I'égalité,

r

AL ) = [ A b

i=1
Ce qui nous permet conclure I'identité,

AT ={a € A(LLD) : a(N) > 0}

= [J{ai € AL, b) : cil(A) > 0}
=1
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D’ou on obtient, car fcar(A(L, bi)) = AL, bi) et dim(Ag) = Y, dim(Ag,), Végalité,

pr) ==Y UeL.)-
=1
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Annexe A

Lemme (4.2.5) et (4.2.8)

Lemme A.0.1. Soient v et v O-invariants. Supposons que v < v et lg(y) = lg(v) — 2.
Alors ils existent exactement deuz ensemble 0-invariants, y1 et s tels quey < v; </, j =
1,2. En plus on a l’égalité,

w —

d'kyj’,'yl © Py nyd’,'m © gjzw‘ (A1)
Preuve. Notons,
v ={0(mp, —my) : 1 <k <n}.

Du lemme (4.2.2) pour tout ensemble f-invariant v tel que 7/ < v et lp(7') = lg(v) — 2
onal(y)=I(y)—1i,avecie {2, -+ ,6}.

i.) Supposons i = 2. Soit 73 un ensemble f-invariant tel que 7/ < 3 < ~. Alors,
I(m) =1(y) — 1 et il existe dans 7 un sous-ensemble d; avec les propriétés énoncées dans
(4.2.1). Comme ~; est f-invariant, I’ensemble d; 1’en est aussi, par conséquent, il est consti-
tué par une paire de séries discrétes de la forme, 6(my,, _mji)’ 5(mji’ —my, ), my, > mj .
Pour ~; on a donc I'égalité,

n=0O\d)Ue,

olt 1 est donné par, ¢y := {d(mj,, —my, ), d(my, —mj)}. Le méme processus est nécessaire
d’étre suivi pour aller de v & 7/, c’est-a-dire, il existe dans 47 un sous-ensemble dy, avec

les propriétés énoncés dans (4.2.1), de fagon a ce qu’on puisse écrire,

v =\ d2Ucy,

ol cg < dy. Comme v; et 7/ sont f-invariants, '’ensemble dy ’en est aussi, d’ot, dy =
{6(my,, —myy ), 6(myy, —my,)}, mj, > my,, respectivement ¢y = {6(mj,, —my,), 6(mj,, —mj )}
Par conséquent ds N ¢y = @) et pour 7' on a 1'égalité,

v =y \ (d1Uda)]U(c1Uca).

Du lemme (4.2.3) 71 et 72, ol 2 est définit par v, := (7v\ d2)Neg, sont les seules ensembles
¢-invariants tels que v/ < y; < 7, j = 1,2. Ce qui nous permet de conclure qu’entre v et
~" on a deux chemins possibles, comme en plus le morphisme (4.16) est proportionnel au
morphisme de Johnson on sait grace & la suite construit par J. Johnson que d:;’m o ‘:Y’l -
et d)“;,m o gb‘,’;z’ - sont proportionnels, donc egaux car ils satisfont 1’égalité (4.17).
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ii.) Supposons i = 3. Soit 71 un ensemble f-invariant tel que v < v < 7. Pour la
longueur de 7; on a les posibilités suivants, I(y1) = I(y) — 1 ou I(y1) = I(7y) — 2. Supposons
d’abord (1) = I(7y) — 1. Comme pour le point précédent, dans + il existe un sous-ensemble
dy constitué par, dy = {d(m;,, —my ), é(my,—my,)}, my > my, de maniére a ce qu’on
ait 1’égalite,

U
1

"= (’Y\dl)uch

ot ¢ est donné par, ¢1 = {d(mi,, —my,), d(my,—my)}. Comme I(v) = l(y1) — 2 et
1 ainsi que v/, sont f-invariants, du lemme (4.2.3) on sait qu’il existe dans v, un sous-
ensemble f-invariant dy de cardinalité trois ou quatre de facon & ce qu’on puisse écrire
v = (11 \ d2) Ucg ot ¢g < dy et I(c2) = 1(d2) — 2. SidaNep =0, do est un sous-ensemble
de «y et on peut écrire,

Y = [y\ (d1 Ud2)] U (c1 Uca),

d’ou il est facile de voir que 71 et 2, avec y2 définit par vo = (v \ d2) N c2, sont les
seules ensembles f-invariants tels que ' < v; < 7, j = 1,2. Considérons maintenant le
cas ol d2 N ¢y # 0. Supposons da N ¢y = {6(my,, —m;,)}. Comme dy est f—invariant et
1(v") = l(1) — 2, dans 7 il existe une paire de séries discrétes, 6(mj,, —my,), 6(mj,, —my,),
de maniere a ce que m;, > m;, > mj, et da puisse étre écrit par,

do = {(5(ij, _mjz)v 5(mi17 _mi1)7 5(mj27 _mjl)}‘

Notons d :=dj U (d2 \ ¢1) et ¢ = (¢1 \ d2) Uca, alors, v/ = [y \ d] U ¢ et pour tout ensemble
" avec v < 4" < v, existe d’ < d tel que 4" = (v \d")U " ot ¢ < " < d". Pour la
deuxiene séries discréte que constitue d; on a m;, < mj, ou mj, > ms,, d’olt pour d on a
une de deux posibilités suivants,

d' = {6(mi47 _mi1)7 5(mi27 _mis)’ 6(mi3’ _miz)v 5(mi4v _mh)}’

d* = {5(mi17 _mi3)7 5(mi27 _mi4)7 5(mi37 _mi1)7 5(mi47 _miz)}'
Les deux possibilités pour d, nous donnent respectivement pour c, les posibilités suivants,

= {6(mi17 _mil)a 5(mi27 _mi4)> 5(mi37 _mi3)7 5(mi47 _miz)}v
2

¢ = {5(77%’1, _mil)a 5(7’)%2, _mi2)a 5(mi37 _mi4)7 5(171@'4, _mis)}a
= {5(mi17 _miz)’ 6(mi27 _mil)v 5(mi37 _mis)’ 5(mi47 _mi4)}
On ne considérera pas le cas ¢* car il est equivalent au cas ¢2. Par conséquent, le probléme
de trouver tout ensemble f-invariant entre «y et ' se raméne a trouver dans GL(8,R) tout
ensemble #-invariant entre d et ¢. Aprés inspection on conclut que tout ensemble #-invariant
entre d et ¢ est donné par une des deux posibilités suivants,

d% = {5(mi47 _mil)’ 6(mi2a _miQ)v 5(mi37 _mi3)7 5(mi4’ _mi1)}v

d% = {5(mi17 _mi?,)a 5(mi2a _mi4)7 5(mi37 _mi1)7 5(mi47 _miz)}a
respectivement,

d% - {6(mi17 _mil)v 5<mi2a _mi4)> (5(mi37 _mi3)7 5(mi47 _miQ)}v

d% = {5(77%1, _miz)a 5(7”%’2, _mil)v 5(mi3? _mi4)7 5(17%4, _mig)}'
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On passe maintenant a la preuve de ’égalité (A.1). Notons, %j = (y\ &)U dg, i,j=1,2.
1dA 3 .7+ e i 47+ 47_ P j '7_ S 4 — e

Considérons le paire V= (N\F)UdPT, AT = (W\d@)ud) T, i, j = 1,2 ot le quadruplet

ot dyT, dyt, dyT est donné par,

d}’Jr = {5(mi1> miz)a 5(m12a mi4)v 5(m137 mi3)7 5(ml47 mi1)}v
di’i = {5(77%’1, mi4)a 5(m12a mi1)7 5(77%3, mis)v 5(ml47 miQ)}a
d1’+ = {5(17%1, mis)a 5(m12a mi4)7 (S(sz, mi2)7 5(77%4, mil)}a
dé’_ = {5(1717;1, mi4)v 6(m12’ mi3)7 5(m13’ mi1)75(ml47 m12)}
si 2 = 1 ou par,
di;’— = {6(mi17 _mi1)7 5<mi2a mi3)7 5(mi37 mi4)7 5(mZ47 mi2)}7
d%_ = {5(m117 _mh)a 5(mi2a mi4)7 5(mi37 _m12)7 5(m147 mia)}a
d;—i_ = {5(mi17 _mia)a 5(mi27 mil)a 5(mi37 mi4)7 5(m247 mi2)}7
d;_ = {5(mi17 _miz)a 5(mi27 mi4)7 5(mi37 _ml1)7 (5(777,14, mh)}

si ¢ = 2. On a le diagramme suivant,

I(v)
SN
Im) 1) 1)
[ X X
Iv)  I0y) I
NS
1)

ot on a note une fléche a la place du morphisme (4.16). Comme le morphisme (4.16) est
proportionnel au morphisme de Johnson on peut conclure grace au lemme (4.2.3) et a la
suite construit par J. Johnson que tout chemin entre I(v’) et I(7) est proportionnels, donc
égaux, car chaque morphisme intermediaire satisfait 1'égalité (4.17). Par conséquent on
obtient 1’égalité,
#’:’Yl © ;Jlﬁ = d)EYJ'Wz © oszﬁ'

On a suppose qu’il existe un ensemble f-invariant, 1, de longueur I(y) — 1 tel que 7' <
1 < 7v. Supposons que un tel ensemble n’existe pas. Un processus similaire & celle que on
a fait plus haut nous permet de rameéner le problame a celle de trouver dans GL(8,R) tout
ensemble f-invariant entre d et ¢ quand entre d et ¢ il n’existe pas un ensemble #-invariant
de longueur I(d) — 1. Mais pour avoir dans GL(8,R) une paire d et ¢ avec les propriétés que
viennent d’étre mentionnée, il faut que d soit donné par une des deux possibilités suivants,

d* = {5(mi17 _mi1)7 6(mi27 _mi4))’ 5(mi37 _mi3)v 6(mi47 _miz)}’

db = {5(77%1, _mis)a 5(7’)%2, _mi2))7 5(17%'3, _mil)a 6(mi4a _mi4)}7
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et ¢ par,
C:i= {5(77%1, _mil)v 5(mi23 _miz))v 6(mi3a _mis)a 5(mi4v _mi4)}'

On ne considérera pas le cas d°, car il est equivalent au cas d®. Aprés inspection on conclut
que tout ensemble f-invariant entre d® et ¢, est donné par,

dy = {5(milv _mi1)7 5(mi27 _miQ))v 5(mi37 _mi4)a 5(mi47 _mig)}v

do = {5(mi17 _mi1)7 6(mi27 _mi:s))v 5(mi37 _mi2)a 6(mi47 _mi4)}'

On passe maintenant a la preuve de 'égalité (A.1). Notons, v; := (y\ d*) Ud;, j =1,2.
Considérons le paire 41 := (y\ d*)Ud™, v~ := (y\d*)Ud~ ou le paire d, d~ est donné
par,

d+ = {5(77%’1, _mi1)7 5(mi2a _mi3)> 5(77%3, _mi4)a 5(’1’)@1’4, _miz)}a

d- = {5(m2'1’ *mh)v 5(mi2’ *mi4)v 5(mi37 *miz)a 5(mi47 *mi3)}'

Dans le diagramme suivant on note une fleche a la place du morphisme (4.16). On a,

Le méme argument utilisé plus haut nous permet en regardant le diagramme conclure que
tout chemin entre I(v) et I(y) donne le méme morphisme, d’ott on obtient I’égalité (A.1).

Avant de commencer avec le cas i = 4 on aura besoin de la notation suivant ;

Notation Soit « et o/ une paire f-invariant tel que o/ < « et l(a) = I(a’) + 2. De la
preuve du lemme (4.2.3) on sait qu’il existe dans a un sous-ensemble f-invariant a de
cardinalité trois ou quatre de fagon a ce qu’on puisse écrire @ = (a\a)Ubou b < a
et I(b) = l(a) — 2. Les deux ensembles définis dans le lemme (4.2.3) seront, dans tout
la suite, notés par, T;:, o €6 Ty o Ol ’7’:{,’ ., est I'ensemble qui s’obtient apres avoir fait une
permutation sur le sous-ensemble de cardinalité deux de a, qui contient la série discréte de
caractére infinitésimal (mg, —my) avec my maximal dans a, c’est-a-dire, tel que pour tout
série discréte 6(mj, —m;) € a, m; < my,.

iii.) Supposons i = 4. Soit 41 un ensemble f-invariant tel que v’ < 41 < 7. Pour la longueur
de 1 on a les posibilités suivants I(y1) = I(y) — 1 ou l(y) = (y) —2 ou l(71) = I(y) — 3.
Supposons d’abord I(y1) = I() — 2. Du lemme (4.2.3) on sait qu’il existe dans 7 un
sous-ensemble f-invariant d; de cardinalité trois ou quatre de fagon & ce qu’on puisse écrire
= (y\di)Ucy ot ¢y < dj et l(c1) = U(d1) — 2. Comme I(v") = (1) — 2, 7/ s’obtient
de maniére analogue, mais cette fois-ci, a partir de ;, c’est-a-dire il existe dans v; un
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sous-ensemble f-invariant ds de cardinalité trois ou quatre de fagon & ce qu’on puisse écrire
m = (y\d2)Ucg ot g < dg et l(ca) = 1(dg) —2. SidaNey =10, il est facile de voir que v
et 9, ol 9 est définit par,

Yo : =\ d2 Necy,

sont les seuls ensembles f-invariants tels que, v/ < v < «, ¢ = 1,2. On suppose donc
c1 Ndy # (). Supposons aussi que dy est constitué par les trois séries discrétes suivants,

dg := {5(mi17 _mi3)7 5(mi2’ _mi2)v (5(m137 _mi1)}7

ol m;;, > my, > mj,. Si di définit un sous-ensemble f-invariant de cardinalité quatre, on a
pour d; deux possibilités,

i.)
dy = {(5(ij, _mj4)v 5(mj27 _mjs)’ 6(mj3’ _mjz)a 6(mj47 _mj1)}a
mj, > mj, > mj, > m;,, d’oll ¢1 est oblige a s’écrire par,
cr = {6(my,, —my,), 6(myjy, —my,), 0(myy, —my, ), 6(my,, —my,) }-
ii.)
di = {5(mj1a _mj3)v (5(ij, _mj4)’ 5(mj37 _mjl)? 5(mj4v _mjz)}a
mj, > mj, > mj, > mj,, d’oll ¢ est oblige a s’écrire par,
C1 = {(5(ij, _mj2)7 5(mj27 _mj1)7 5(mj37 _mj4)v 6(mj47 _mj3)}'
Si d; définit un sous-ensemble f-invariant de cardinalité trois, pour d; on a 1’égalité suivant,
iii.)
di = {(5(ij, _mjs)v (5(ij, _mj2)a 5(mj37 _mj1)}a
mj, > mj, > mj,, d’oll pour ¢; on a au moins une des deux posibilités suivants,
1
G = {5(mj1’ _mj2)7 5(mj27 _mj1)7 6<mj37 _mj3)}7
2
€= {5(mj1a _mj1)7 6(mj2> _mjs)a 5(mj37 _mjz)}'

Comme les deux posibilités sont symétriques on considérera uniquement c}.

Considérons d’abord le cas ou d; s’écrit comme dans i.). Pour ¢; N dz on a deux possibi-
lités, c1 N dg = {0(myy, —mjy), 6(mjy, —myj, )} ou 1 Ndy = {6(my,, —my, ), 6(mj,, —myj,)}.
Comme les deux cas sont symétriques on considérera uniquement, c1 Ndy = {d(m;j,, —mys, ),
d(mj,, —mj,)}. Pour dy on a légalité doy = {0(mj,, —mj,), 0(msy, —mi,), 6(mjy, —mj, )}
Par conséquent si on note, d = dy U (da \ ¢1), les séries discrétes qui constituent d doivent
étre distribuées de la maniére suivant,

d:= {5<mj17 _mj4)v 5(mj27 _mj3)7 d(miy, —miy), 5(mj37 _mjz)a 5(mj47 _mji)}a
ol My, > My, > Myjy > My, et my > my, > mj;.

Le probléme de trouver tout ensemble f-invariant entre v et 4’ se raméne donc au probléme

105



de trouver dans GL(10,R) tout ensemble #-invariant entre d et,

a.)

d" = {d(myy, —miy), 6 (Mg, —myy), 0 (May, =, ), 6(Myjy, =My ), 6(my,, —my, )}
b.)

d" = {o(my,, —mjy), d(myy, —mjy), 6(miy, —mjy), 6(myy, —miy ), 6(my,, —my,)}.

Si mj, > mj, > my, > mj, > mj,. Aprés inspection on conclut que tout ensemble 6-
invariant entre d et d’ est donné par une des options suivants,

dy = {6(myy, —mys), 6(mjz, —myy), 6(miy, —miy ), 6(mjy, —my, ), 6(myjy, —my, )}
et,

dy = {8(mjy, =myy), 6(myy, =iy ), 6(miy, =1y ), 0(myg, —mjg ), 6(myy, —my, )},
si mj, > mj, >m;, >mj, >m;, et d est donné par a.).

dy = {8(myy, =mj,), 0(myy, —mj,), 6(miy, —mys), 0(my, —miy ), 6(my,, —my, )},
si mj, > mj, > mg, > mj, >mj, et d est donné par b.).

dy := {0 (mjy, =mjy), 6(1miys =iy ), (Mo, =y, ), (Mg, —myy ), 6(myy, —myy )},
si mj, > mg, > mj, >mj, >m;, et d est donné par a.).

dy == {6(mjy, =myjy ), 6(miy, —myy,), 6(myja, =mys), 6(myjs, —mj, ), 6(myy, —mis )},
st mj, > mj, > mj, > mj, >mj, et d est donné par b.).

On passe maintenant a la preuve de 'égalité (A.1) de I’énoncé. Notons, v; := (y\d)Ud;, i =
1,2. Considérons d’abord le cas ou I(v1) + 2 = I(y2) + 2 = I(7), alors il existe une famillie
{74+:7=,71.2,74,7} de facon & ce qu’on puisse écrire le diagramme suivant,

/\

(A.2)

N AT
[N
N,

7

ol on a note une fléche a la place du morphisme (4.16). Si l(y1) +1 = I(y2) + 2 = I(v),
on peut choisir un chemin v > 7 > 7 entre v et 1, un chemin v > 7’ > v entre v; et v/,
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ainsi qu’un chemin ~y > 7' y > T’Y e +' entre v9 et 4" de maniére a ce qu’il existe une

famillie {72172)}?:1 de fa(;on a ce qu’on puisse écrire le diagramme suivant,

I(v) (A.3)

/l\

ot on a note une fléche a la place du morphisme (4.16). Supposons que les deux affirmations
ci-dessus ont été prouvées, comme le morphisme (4.16) est proportionnel au morphisme
de Johnson on peut conclure grace au lemme (4.2.3) et a la suite construit par J. Johnson
que tout chemin entre I(v’) et I(v) est proportionnels, donc égaux, car chaque morphisme
intermediaire satisfait 1’égalité (4.17). Par conséquent on obtient 1'égalité,

w W _ w w
Dy © Py = D51y © Py

Il ne nous reste qu’a prouver la véracité des deux diagrammes ci-dessus. On le fait cas par
cas.

Si mj, > mj, > mji, > mj, > mj, et d’ est donné par a. on a l(%) = l(’yg) = [(y)—2. Pour

prouver (A.2) il suffit de prendre ’ensemble suivant, {v; := 71 y V= ;;W, Y,2:7y

7';7’71,7’_ = 7‘,?72} avec y1,2 := (y\ d) Udy 2 on,

d1,2 = {5(mj17 _mi2)7 6(mj27 _mj4)’ 5(mi2’ —ij), 6(mj37 _mjz)’ 5(Tnj4 - mjl)}'

Si myj, > mj, > m;, > mj, > mj, et d est donné par b.) on a l(y1) = l(y2) =1(y) — 2 et
pour prouver (A.2) il suffit de prendre le méme ensemble que dans le cas précédent.

Si mj, > mg, > mj, >mj, >m;, et d’ est donné par a.) on a l(’yl) +2=1(y)+1=1).

On choisit entre v et 71 respectivement ~; et 4/, le chemin, v > 7, 'n ~ > 71, respectivement,

v > Ty, > ~'. Considérons maintenant entre v2 et 7/ le chemin suivant,
1 2 /
22 Tye 2 Ty =7
J - =J - N
avec T, 1= (v\d)U T J=1,2 01,

%71’,72 = {6(myy, —miy), 0(miy, =gy ), (M, , =, ), 0(my, —myy ), 6(myg, —my, )},

%72’,72 = {6(myy, —miy ), 0(miy, =y ), (Mg, , =y ), 0(my, —my), 6(myj, — my, )}
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Alors pour prouver (A.3) il suffit de prendre I'ensemble {v; 2i}%_; de la fagon suivant ; on
définit ~f 5 par 7} 5 := (v \ d) Udf , on,

d%,Q = {5(mj17 Miy ), 6 (Mg mj4)7 5(mj27 mj3)> 5(mj3v _m]2)7 5(mj4 - m]l)}
d%,2 = {(5(ij, m22)7 5(mi27 m]4)7 5(mj27 m]2)7 5(m]'3v m]s)v 5(mj4 - mh)}
di{),Q = 5(mj1v m22)? 5(mi27 m33)7 5(mj27 m]4)> 5(mj3v m]2)7 5(mj4 - m]1)}
dll1 2 1= {0(myy, =iy ), 6(miy, =My, ), 6(myy, —my, ), 8(myy, —my, ), 6(my, —my, )}

Si mj, > mg, > mj, > mj, > mj, et d est donné par b. on a l(y1) = I(y2) =1(7) — 2 et
pour prouver (A.2) il suffit de prendre le méme ensemble que dans le premiére cas.

Supposons en suite que d; est donné par ii.). Pour ¢; Nda on a deux posibilités ¢; Ndy =
{6(mj,, —mj,), 6(mj,, —mj, )} ou c1Ndy = {0(mjy, —myj, ), 6(m;,, —mjy)}. Comme les deux
cas sont symétriques on considérera uniquement, ¢; Ndy = {0(m;,, —mj,), 0(mj,, —m;j, )}
Pour dy on a l'égalité, do = {5(mj,, —mj,), 6(m4,, —m;,),0(mj,, —m;, )}, d’ot les séries
discrétes qui constituent d doivent étre distribuées de la maniére suivant,

d:= {6<mj17 _mj3)7 5(mi27 _m’i2>v 5(mj2’ _mj4)7 (5(ij, _mj1)7 6<mj47 _mjz)}v

ol mj, > my, > mj, > mj, > mj,. On a par conséquent réduit le probleme a celle de
trouver dans GL(10,R) tout ensemble #-invariant entre d et,
a.)

d = {5(mj17 _miQ)v 5(mi27 _mj1)7 5(mj2a _ij)v 5(mj3a _mj4)a 5(mj47 _mjg)}'
b.)
d = {5(mj17 _mj1)7 5<mi2a —ij), 5(mj27 _mi2>v 5(mj3’ _mj4)v 5(mj47 _mjs)}'

Aprés inspection on conclut que tout ensemble #-invariant entre d et d’ est donné par une
des possibilités suivants,

dy = {6(myy, —myy ), 6(May, =iy ), 6(mjy, =g, ), 6(myy, —my, ), 6(my,, —mys,) ),
et
5 = {0(myy, —=may,), 6(miy, =y, ), 6(myy, —myy), 6(myy, —mys ), 6(my,, —mys,) ¥,
Si d' est donné par a.).
dy := {8(mjy, —myy), 8(mig, —miy ), 6(mgy, —mj, ), 6(myy, —miy), 6(myj,, —mg,)}.

Si d' est donné par b.).
On passe maintenant a la preuve de 'égalité (A.1) de I’énoncé. Pour cela il suffit de
montrer, dans le cas présent, la véracité du diagramme A.2 ou (A.3). On le fait cas par cas.

Simj, > my, > mj, > mj, > mj, et d est donné par a. on a (1) = I(72) = () —2. Pour
prouver (A.2) il suffit de prendre I'ensemble suivant, {y; := 77,y =7, 71.2,7} =
T;Cm,v'_ = T,;m} avec 71,2 := (y\ d) Udy 2 on,

d1,2 = {5(mj17 _mi2)> 5(77%’2, _mjz)’ 5(771]'2, _mj4)v 5(mj37 _mj1)7 6(mj4 - mjg)}

108



Simj, > mg, > mj, > mj, > mj, et d est donné par b. on a l(y1) = I(72) = I(y) —2. Pour

prouver (A.2) il suffit de prendre 'ensemble suivant, {v4 := 7,7 = 7, 712,74 ==
7';7771 Y= 7';7772} avec 71,2 := (7\d)Udy 2 ol dj 2 est définit comme dans le cas précédent.

Considérons maintenant le cas ou d; est donne par iii.) On a donc pour ¢; N dy deux
possibilités ¢; Ndy = {6(m;,, —mj,),6(mj,, —m;,)} ou ¢1 Ndy = 6(mj,, —mj,). Prenons
d’abord c1Ndy = {d(mj,, —my, ), d(mj,, —m;, ) }. Pour dy on a I'égalité, dy = {0(m;,, —m;,),
d(miy, —mi,), 6(mj,, —myj, )}, d’ott les séries discrétes qui constituent d doivent étre distri-
buées de la maniére suivant,

d= {5(mj1a _mjs)v 5(mi2a _mi2)7 5(mj27 _ij)v 5(mj3a _mj1)}7

ol my, > mj, > M, > Mmy,. On a réduit le probléme a celle de trouver dans GL(8,R),
tout ensemble f-invariant entre d et,
a.

d = {5(mj17 —Miy ), 6 (Mg, _mj1)7 5(mj27 _mjz)v 5(mj37 _mj3)}'

d = {5(mj17 _mj1)7 6<mi27 _mj2)v 5(mj27 _mi2>v 5(mj37 _ij)}'

Aprés inspection on conclut que tout ensemble #-invariant entre d et d’ est donné par une
des possibilités suivants,

dy = {(5(ij, _ij)a 5(mi27 _miz)’ 5(mj23 _mj1)7 5(mj37 _mj3)},
et
C2L = {5(mj17 _miz)v 5(mi27 _mj1)’ 5(mj27 _mj3)7 5(mj37 _mjz)}’
si d’ est donne par a.).
db = {6<mj17 _mj1)7 5(mi27 _mja)v 6<mj27 _mjz)a 5(mj37 _mi2)}v

si d’ est donne par b.).

On suppose finalement ¢iNdy = {6(m;,, —mj,)}. Pour da on al'égalité, do = {5(my,, —my ),
d(mjy, —myy), 8(mi,, —m;, )}, d’out les séries discrétes qui constituent d doivent étre distri-
buées a de la maniére suivant,

d= {6(mj1’ _mjs)a 5(mj2a _mj2)7 6(mi1’ _mis)v 5(mj37 _mjl)’ 6(mi3a _mil)}7

olt mj, > mj, > mj, et my > mj, > my,. Une fois de plus on est capables de rduire le
probléme a celle de trouver dans GL(10,R) tout ensemble f-invariant entre d et,

a.)

d = {5(mj17 _mj2)7 5(mj27 _mj1)7 6 (miy, _mj3)7 5(mj37 =iy ), 0(Mig, —Mig) }
b.)

d = {5(mj17 _mj2)7 5(mj27 _mjl)? 5(mi17 _mi1)7 5(771]'3, _mi3)7 5(77%3, _mjs)}
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Aprés inspection on conclut que tout ensemble #-invariant entre d et d’ est donné par une
des possibilités suivants,

dy = {5(mj17 _mjz)’ 5(mj27 _mj1)7 5(mi17 _mis)a 6(mj37 _mj3)7 5(mi3’ _mi1)}7
et,

dg := {5(mj17 _mj3)7 d(mijy, —my, ), 6(miy, —may ), (5<ij, _mji)? d(mig, —miz) },
st mj, > mj, > m;, > mj, > my, et d’ est donné par a.).

d2 = {5(mj1v _mil)a 5(mj2’ _mj2)7 5(mi17 _mjl)’ 5(mj3’ _mis)a 5(mi3a _mj3)}a
si mj, > mj, >m;, > mj, >m;, et d est donné par b.).

dg := {5(mj17 =My ), 6 (Miy, =My ), 0(mgy, =iy ), 6 (s, —my, ), 6 (g, —Miy) },
st mj, > mg, > mj, > mj, > m;, et d’ est donné par a.).

dg == {5(mj1> _mjs)? 5(mi17 _mil)v (5(ij, _mis)v 5(mj3a _mj1)7 (5(77%3, _mjz)}>
si mj, > m;, > mj, > mj, >m;, et d’ est donné par b.).

dg := {5(mi17 _mjs)a 6(mj1’ _mis)a 6(mj27 _mjz)a 6(mj3’ _mi1)a 6(mi3’ _mj1)}7

si my, > myj, > mj, > mj, > m;, et d’ est donné par a.).

On passe maintenant a la preuve de 'égalité (A.1) de I’énoncé. Pour cela il suffit de
montrer, dans le cas présent, la véracité du diagramme (A.2) ou (A.3). On le fait cas par
cas.

Simj, > mj, > my, > mj, > m, et d est donné par a. on a 1(71) +2=1(y2)+1=1(y).
On choisit entre 7 et 71, respectivement ;1 et 4/, le chemin, v > 7.7 _ > 7, respectivement,

71 it
M > Ty/m > ~'. Considérons maintenant entre v5 et 7/ le chemin suivant,
1 2 /
Yo > T,y/7,y2 > 7',\,/’,‘,,2 >,
J o N
avec 7, = (y\d)U 72, j=1,2 ou,
1
Tyt g = {5(mj1a _mjg)v 5(mj27 _mjs)u §(miy, —miy ), (5(mj37 _mj1>v d(miy —mig) },
2
Tyt g = {(5(ij, _ij)v (5(ij, _mjs)v 5<mi1a _mj1)v 5(mj37 _mi1>v 5(mi3 - ng)}

Alors pour prouver (A.3) il suffit de prendre I'ensemble {71 2i};_; de la fagon suivant ; on
definit 7] 5 par 7i == (v \ d) U dj 5 o,

d%2 - {5 myjy, m]s)a

Simj, > mj, > m;, > mj, > m;, et d est donné par b. on a l(’yl) = l('yg) = l( ) — 2. Pour
prouver (A.2) il suffit de prendre ’ensemble suivant, {v; = 71 y V= 72 v V1,25 v

7‘7_,’71,7_ 772} avec v12 := (v \ d) Ud; 2 on,

d1,2 = {5(771]'1, _mj2)a 5(mj2a _mi1)7 5(mi17 _mi3)7 5(771]'3, _mj1)7 5(171@3 - mjs)}'
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Si mj, > my, > mj, > mj, > my, et d est donné par a. ou b. on a l(y) = () =
I(y) — 2. Pour prouver (A.2) il suffit de prendre Uensemble suivant, {y4 := 7.} ., 7 =

+ VA It o N
Ty V1,2,V =7 L =1} avec yi2 == (v \ d) Udy 2 o,

dl,Q = {6(mj1’ _mjz)v 5(mi17 _mj:a)v 6(mj2a _mis)v 5(m]'3v _mj1)7 6(mi3 - mu)}

Sim;, > mj, > mj, > mj, > my, et d’ est donné par a. on a (1) = l(y2) = () — 2. Pour
prouver (A.2) il suffit de prendre I'ensemble suivant, {y; := 77,y =7}, 712,7} =

T;Cm,’y’_ = 7‘,?72} avec 71,2 := (y\ d) Udy 2 on,

d1,2 = {5(771,‘1, —ij), (5(ij, _m]é)a 5(mj27 _mi3)7 5(mj37 _mj1)7 5(mi3 - mll)}

Si maintenant on suppose que dy définit un ensemble de cardinalité quatre, pour ds on a
deux posibilités,
i.)
dy == {6(miy, —miy), 0(miy, =miy ), 0(miy, =iy ), 0(miy, —ma )},
My > My > Mg > My,
ii.)
dg := {5(mi17 _mi3)7 5(mi27 _mi4)7 5(mi37 _mi1)7 5(mi47 _miz)}a

Mgy > My > Mg > My

Considérons d’abord le cas ol dz est donné par 1.). Si d; est donné par i.) alors pour

c1 Ndy on a deux possibilités ¢ N dy = {6(mj,, —mj,),6(mj,, —mj,)} ou ¢ Ndy =
{6(mjy, —mj,), 6(mj,, —mj,)}. Comme les deux cas sont symétriques on considérera uni-
quement, ¢ Ndy = {§(mj,,—mj,),d(mj,, —m;,)}. Pour dy on a deux posibilités do =
{0(my,, =myy ), 0(miy, —miy ), 6(miy, —may,), 6(myy, —my, )} oudy = {6(ma,, —ma,), 0(my,, —my;,),
d(mjy, —mi, ), 6(mi,, —my, ) }. Par conséquent, les séries discrétes qui constituent d doivent

étre distribuées par une des options suivants,

a.)

d = {0(mjy, —mj,), 6(miy, —miy), (Mg, =iy ), 6(myjy, =y, ), 6(myy, —myy, ), 0(my,, —my, )},
oll My, > Myjy > My, > Mj,, My, > My, > M4y > My, et le quadruplet {my,, m4,, mj,, m;,
ne satisfait pas m;, > mj, > mj, > my,.

b.)

d = {6(mi,, —mi,), (5(ij, _mj4)v 5(mj27 _mjs)’ 6(mj3’ _mjz)a 6(miy, —miy ), 5(mj4’ _mj1)}7
ol mj, > mj, > mj, > mj, et m;; > mj, > mj, > m;,. On peut donc réduire le probléme

a celle de trouver dans GL(12,R) tout ensemble #-invariant entre d et,

a.

d = {5(mj17 _mi3)7 5(mi27 _mjg)a 5(mi37 _mj1)7 6<mj27 _mj4)a 5(mj37 _mi2)7 6<mj47 _mjz)}v

b.)

d = {6(mi13 —ij), 5(mj17 _mi4)> 5(mj23 _mj4)v 5(mj37 _mi1)> 5(mi4v _mjl)? 5(mj47 _ij)}'
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Aprés inspection on conclut que tout ensemble #-invariant entre d et d’ est donné par une
des possibilités suivants,
a.)

dy = {6(myy, —myy), 6(miy, —miy ), 6 (Mg, =My ), 0(mgy, —myy ), 6(myy, —my, ), 6(my,, —myy )},
et,

dy = {6(myjy, —miy), 0(miy, —my, ), 6(mas, —my, ), 0(myy, —myy ), 6(myy, —my, ), 6(my,, —ma,) },
si d est donné par a.) et on n’a pas l'inégalité, mj, > mj, > mj, > mi, > mj, > mj,.

dy = {6(mjy, —my,), 6(mjy, —mig ), 0(miy, —myy), 6(may, —my, ), 0(myy, —may,), 6(myg,, —my, )},

si d est donné par a.) et mj, > m;, > mj, > mi; > mj, > mj,.
b.)

dy = {0(msy, —mi,), 6(myy, —mjs), 6(my,, _mj4)> 5(mj37 _mj1)v 8(miy, —myy ), o (mjy, —ij)},
et,

dg = {5(mi17 _mj3)> 5(mj1’ _mj4>v (5(ij, _mi4)> 5(mj3’ _mi1)7 5(mi47 —ij), 6(mj4v _mjl)}7
si d est donné par b.) et m;; > mj, > mj, > mj, > m;, > mj,.

dy = {5(mi17 _mi4)7 6(mj17 _mi4)7 5(mj27 —ij), 5(mj37 _mj2)> 5(mj4v _mil)7 6(mi4¢ _mjl)}7

si d est donné par b.) et m;, > mj, > mj, > mj, > mj, > m,.
On passe maintenant a la preuve de I'égalité (A.1) de ’énoncé. Pour cela il suffit de mon-
trer, dans le cas présent, la véracité du diagramme (A.2). On le fait cas par cas.

Si d est donné par a. il suffit de prendre I’ensemble suivant, {v; := Tjh,y, v = T,y+27,y, T2,V =
T;Cm,’y’, = 7';;772} avec y12 = (y\d)Udy 2 on, ,

d1,2 = {5(mj17 _mi3)v 6(mi27 _mj3)7 5(mi37 _miz)a 5(mj27 _mj4)7 5(mj3 - mj2)7 5(mj4 - mj1)}'

Si d est donné par b. il suffit de prendre I’ensemble suivant, {7y := 7’,;’1 N T;;m T2, 7, =
T,;?m,q/_ = 7';772} avec 712 := (y\d)Ud;y 2 on, ,

d1,2 = {5(mi17 _mjs)a 5(mj1’ _mi4)a 5(mj27 _mj4)a 5(mj3> _mjz)v 5("7%'4 - mi1)v 5(mj4 - mjl)}‘

Supposons maintenant que d; est donné par ii.), pour ¢;Ndy on a deux possibilités c;Ndy =
{6(my,, —my,), 6(mj,, —myj, )} ou ciNda = {d(mj,, —my, ), d(mj,, —mj,)}. Comme les deux
cas sont symétriques on considérera uniquement, ¢; Ndy = {6(m;,, —mj,), 6(mj,, —m;j, )}
Pour dy on a deux posibilités da = {d(mj,, —myj, ), (Mg, —miy), 6(Miy, —miy ), 6(myj,, —m;j, )}
ou dy = {0(m4,, —mg,), 0(mj,, —mj,), 6(mj,, —m;j, ), 06(m4,, —m;, ) }. Par conséquent, les sé-
ries discrétes qui constituent d doivent étre distribuées par une des options suivants,

a.)
d= {5(mj17 _mj3)7 5(777,1‘2, _mizs)v 5(mi37 _mi2)7 5(mj27 _mj4)7 5(mj3v _mj1)7 5(mj47 _mjz)}'

ol My, > Myy > Myy > Mgy > My > My,
b.)

d= {5(mi1a _mi4)v 5(mj1a _mj3)a 6(mj27 _mj4)a 5(mi4a _mi1)7 5(mj37 _mjl)? 6(mj4a _mjz)}v
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ol mj, > mj, > mj, > mj, et my > mj, > mj, > m;,. On peut donc réduire le probléme
a celle de trouver dans GL(12,R) tout ensemble #-invariant entre d et,

a.

d = {5(mj1a _mi3)7 5(mi27 _mj2)> 5(7711'3, _mj1)7 5(171]'2, _mi2)7 5(771]'3, _mj4)7 5(171]'4, _mjs)}'
b.

d = {o(mi,, —ij), (5(ij, —my,), (5(ij, —my, ), 0(miy, _mj1)7 5(mj37 _mj4)7 5(mj47 _mj3)}7

Aprés inspection on conclut que tout ensemble -invariant entre d et d’ est donné par une
des possibilités suivants,

a.)

di = {6(myy, —myy,), 6(miy, —miy ), 6(miy, =iy ), 6(myy, —my, ), 6(mys, —my, ), 6(my,, —mys) -
et

dy = {0(myy, —mig), 6(miy, =mijs), 6 (Mg, =y, ), 6(mjy, =iy ), 6 (Mg, =iy ), 6(m, =iy ) -
b.)

di = {0(ms,, —mi,), 0(mj,, —mj,), 0(mjy, —mj, ), 0(m4,, —m;, ), 6(my,, —mj, ), 6(mj,, —mj,)},
et,

dy = {6(miy, —=my, ), 6(myy, —mys), 6(mygy, —ma, ), 0(miy, —my,), 0(myy, —my, ), 6(my,, —ma, )},
Si, Mgy > Mgy > My, > My, > My > M.

dy = {6(miy, —myy), 0(myy, —ma,), 6(mgy, —my, ), 6(mys, —miy ), 0(miy, —my, ), 6(myg,, —my, )},
i, My > My > My > My > My, > My,

dy = {6(mi;, —myy), 0(my,, —ma,), 6(mgy, —my, ), 6(mys, —mi, ), 0(my,, —my, ), 6(miy,, —my, )},
SL, My > My > My, > My > Mj, > My,

On passe maintenant a la preuve de l'égalité (A.1) de I’énoncé. Pour cela il suffit de
montrer, dans le cas présent, la véracité du diagramme (A.2). On le fait cas par cas.

Si d est donné par a. il suffit de prendre ’ensemble suivant, {v; := 7';;77, v = 7';;’7, Y2,V =
7‘,;’;’71,’)//_ = 7';;772} avec 71,2 += (7 \ d) U dL? ou,

d1,2 = {6(mj17 *mis)a 5(mi27 *mjz)’ 5(mi3a *miz)v 5(mj2’ *mj4>v 6(mj3 - TTle), 5(mj4 - mjs)}

Si d est donné par b. il suffit de prendre I’ensemble suivant, {7y := 7';; = 7',;;77, Y2,V =
T;Cm,’y’_ = 7‘,?72} avec 71,2 := (y\ d) Udy 2 on,

d1,2 = {6(mi17 *mjz)a 6(mj1’ *mi4)a 5(mj27 *mj4)a 5(mi47 *mh)v 6(mj3 - mj1)a 5(mj4 - mja)}

Considérons maintenant le cas ot dg est donné par 2.). Si d; est donné par i.), pour
c1 Ndy on a deux possibilités ¢1 Ndy = {6(my,, —my,), d(mj,, —m; )} ou ¢1 Ndy =
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{6(mjy, —my,), 6(mj,, —mj,)}. Comme les deux cas sont symétriques on considérera uni-
quement, ¢y Ndy = {§(mj,,—mj,),d(mj,, —m;,)}. Pour dy on a deux posibilités dy =
{5(mj1’ _mjs)’ 6(miy, —miy ), 5(mj3’ _mj1)7 6(miy, —mi,) } oudy = {0(myy _mis)a 6(mj1’ _mjs)a
d(miy, —my, ), 0(mj,, —mj, ) }. Par conséquent, les séries discrétes qui constituent d doivent

étre distribuées par une des options suivants,

a.)
d:= {(5(ij, _mj4>v 5(mj27 _ij)v 6(mi27 _mi4)7 6(mj37 _mj2)> 5(mi47 _mi2)7 5(mj4, _mjl)}7

ol Myjy > Myjy > My > Myjy > Mjy, My,
b.)

d:= {5(mi17 _mi3)7 6(mj17 _mj4)> 5(77%'3, _mil)a 5(mj27 _mj3)7 5(mj37 _mj2)7 5(771]'4, _mjl)}

ol mj, > mj, > mj, > mj, et my; > mj, > my, > mj,. On peut donc rameéner le probléme
a celle de trouver dans GL(12,R) tout ensemble #-invariant entre d et,

a.)
d' = {8(mjy, —miy ), 6(myy, —my, ), 6(miy, —my, ), 0(myy, —ma, ), 0(miy,, —my, ), 6(my,, —my, )},
b.)
d" = {8(miy, —myy), 6(my,, —mi, ), 0(miy, =), 6(myy, —my, ), 0(myy, —may ), 6(my,, —my, )}

Aprés inspection on conclut que tout ensemble #-invariant entre d et d’ est donné par une
des possibilités suivants,
a.)

dy := {5(mj17 _mj3)7 5(m]'2v _mj4)7 5(mi27 _mi4)’ 5(mj37 _mj1)7 5(mi47 _miQ)a 6(mj47 _mjz)}v
et
d2 = {5(771]'1, _mj4)v 5(mj27 _mi2)7 5(mi27 _mj2)7 5(m]'37 _mi4)7 5(171,1'4, _mjs)a 5(mj47 _mj1)}a

b.)

et,

dy = {6(miy, —my, ), 6(myy, —miy ), 0(mig, —my, ), 6(mygy, —mys), 6(mys, —my, ), 6(my,, —mig ) }
si, mi, > My, > My, > My, > My, > My,

dy == {6(miy, =my,), 6(my,, —my, ), 6(myy, —miy ), 6(miy, —myy), 6(myy, —miy ), 6(my,, —my, )}
I, My > My > My > Mg > My > My,

On passe maintenant a la preuve de I’égalité (A.1) de I’énoncé. Pour cela il suffit de
montrer, dans le cas present, la véracité du diagramme (A.2). On le fait cas par cas.

Si d est donné par a. il suffit de prendre I’ensemble suivant, {4 := leﬂ, v = Tj%v, T2,V =
T;Cm,’y'_ = ’7';;772} avec 1,2 := (y\ d) Udy 2 on,

d1,2 = {5(mj1v _miz)a 6(mj2’ _mj4)7 5(mi27 _mi4)a 6(mj37 _mjz)a 5(mi4 - mjg)a 5(mj4 - mjl)}‘
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Si d est donné par b. il suffit de prendre I’ensemble suivant, {7y := 7’,;’1 o T;;m T2, =
7',;?7,”,’7/_ - T’?’Yz} avec y1,2 1= (v \ d) Udy,2 o,
d1,2 = {5(mi17 _mj1)7 5(mj17 _mj3)7 5(mi37 _mi1)v 5(mj27 _mj4)7 6<mj3 - mjz)a 5(mj4 - mZB)}

Supposons maintenant que d; est donné par ii.), pour ¢;Ndy on a deux possibilités c;Ndy =
{6(mj,, —mj,), 6(mj,, —my, )} ou c1Nde = {6(mjy, —mj,), 6(mj,, —mj,)}. Comme les deux
cas sont symétriques on considérera uniquement, ¢; Ndy = {0(m;,, —mj,), 6(mj,, —mj; )}
Pour dy on a deux posibilités dy = {6(m;,, —mj,), §(miy, —my, ), d(mj,, —mj, ), §(miy, —m,) }
ou dy = {0(my4,, —mgy), 0(my,, —mj,), 6(Mm4y, —my, ), 6(my,, —myj, ) }. Par conséquent, les sé-
ries discrétes qui constituent d doivent étre distribuées par une des options suivants,

a.)
d:= {5(mi17 _mis)’ 5(m]'17 _mjs)’ 5(mi37 _mi1)a 6(mj2’ _mj4)7 6(mj37 _mj1)7 5(mj4v _mjz)}v

ol Mgy > Myjy > Myy > Mjy > Myjy > M.

b.)

d:= {6(mj1a _mjg)a 6(mi27 _mi4)’ 5(mj23 _mj4)7 5(mj37 _mjl)? 6(mi4a _miz)’ 5(mj47 _ij)}v
ol My, > Mjy, > My, > Myj,, My, > My, > My, > mj, > my,. On peut donc rameéner le
probléme & celle de trouver dans GL(12,R) tout ensemble f-invariant entre d et,

a.)

d = {5(mi17 _mjl)? 5(mj17 _mi1)7 (5(777,13, _mj2)7 5(mj27 _mi3)7 5(mj37 _mj4)7 5(mj47 _ij)}a
b.)

d = {5(mj17 —Miy ), 6 (M, _mjl)? 5(mj27 —Miy), 5(mj37 _mj4)’ 6(mi,, _mj2)’ 5(mj47 _mj3)}v

Aprés inspection on conclut que tout ensemble #-invariant entre d et d’ est donné par une
des possibilités suivants,

a.)

dy == {6(miy, —miy ), 6(myy, —my, ), 8(mig, —my ), 6(my,, —my,), 0(my,, —my, ), 6(my,, —my,)},
et

dy = {6(miy, —my, ), 6(myy, —miy ), 6(mig, —mysy), 6(mygy, —my, ), 6(mys, —miy ), 6(my,, —my, )},
b.)

dy = {6(myy, —myy), 6(miy, —miy ), 6(my,, —my, ), 6(myy, —my,), 6(miy, —miy ), 6(my,, —my,)},
et,

dy == {0(my,, —may,), 6 (miy, —my, ), 6(myy, —my, ), 6(mys, —may ), 0(miy, —my, ), 0(my,, —my,) },
SL, My > My, > Mjy > My > My, > My,

dy := {6(my,, —my,), 6(miy, —my,), 6(my,, —miy), 6(myy, —my, ), 6(my,, —miy ), 6(ma,, —my,) b,

Si, mj;, > My, > Mjy > Mjy > My > My,
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On passe maintenant a la preuve de ’égalité (A.1) de I’énoncé. Pour cela il suffit de
montrer, dans le cas présent, la véracité du diagramme (A.2). On le fait cas par cas.

Si d est donné par a. il suffit de prendre I’ensemble suivant, {4 := leﬁ, v = Tj%,y, T2,V =
+ I+ o .
TV =10, avec yi2 1= (v \ d) Udy 2 o,

d1,2 - {(5(177,1'1, _mjl)? 5(mj17 _mj2)7 (5(17%3, _mi1)v 5(mj27 _mj4)’ 5(mj3 - mis)v 5(mj4 - mj3)}

Si d est donné par b. et m;, > m;, > mj, > mj, > m;, > m;, il suffit de prendre I’ensemble
; o o — Tt — o

SL\llvant’ {re =l - = T = Tw’m’vl— - T’Y’Km} avec y1,2 := (v \ d) Udi

ot,

d1,2 = {5(mj17 _miz)a 5(’1’)@1’2, _mi4)a 5(mj2a _mj4)7 5(mj37 _mjl)’ 5(mi4 - mjz)v 5(mj4 - mjs)}

Si d est donné par b. et m;, > my, > mj, > mj, > mj, > m;, il suffit de prendre I’ensemble

: — t e A o /It N
suivant, {v4 =T V= B T M Ve S T = T’Y’ﬁz} avec 12 == (y\ d) Udi2
ol dy 2 est défini comme dans le cas précrédent.

iv.) Supposons i = 5. Soit 71 un ensemble f-invariant tel que v/ < 71 < ~. Pour la
longueur de 1 on a les posibilités suivants (1) = {(y) — 2 ou I(y1) = l(y) — 3. Supposons
d’abord I(y1) = I(7) — 2. Du lemme (4.2.3) on sait qu’il existe dans 7 un sous-ensemble 6-
invariant d; de cardinalité trois ou quatre de fagon a ce qu’on puisse écrire y; = (y\di)Ucy
ou ¢; < dj et l(c1) =1(dy) — 2. Comme I(y') = I(y1) — 3, du lemme (4.2.4) on sait qu’il
existe dans 1 un sous-ensemble do donné par,

dy = {5(mi17 _mi4)’ 6(mi2a _miz)a 6(mi3a _mi3)v 5(mi47 _mi1)}’

mi, > mg, > mi, > m;,, de maniére a ce que 7y, puisse étre écrit par, y2 = 71 \ d2 U c2, ol
co est définit par,

C2 = {5(7711'1, _miz)’ 5(mi2’ _mi1)7 (5(mi37 _mi4)7 5(mi47 _mis)}'
Si dy Ney =0, il est facile de voir que 1 et 2, oll o est définit par,
Y2 :=7\d2Nez,

sont les seuls ensembles f-invariants tels que, v/ < v; < 7, i = 1,2. On suppose donc
do N1 # ). Supposons en plus que dy est constitué par les trois séries discrétes suivants,

dy = {(5(ij, _mjs)v (5(ij, _mj2)a 5(mj37 _mj1)}a
ol mj, > mj, > mj, et que ¢y est donné par,
€1 = {5(77”&]‘1, _mjz)v 5(mj27 _mjl)’ 5(mj37 _mjs)}'

Le cas ot ¢; est donné par, {§(m;,, —myj, ), d(mj,, —my, ), d(mj,, —mj,)}, se fait de maniére
analogue, par conséquent, on ne le consideérera pas. On a pour ¢y N dy deux possibilités,
c1Ndy = {6(mj,, —mj,)} ou c1 Ndy = {5(m;j,, —my, ), §(mj,, —m;, ) }. Supposons ¢ Ndy =
{6(mj,, —mj,)}. Pour dy on a deux posibilités do = {d(m,, —m, ), 6(mj,, —myjy), 6(miy, —myy),
d(miy, —mg, )} ouds = {6(m4,, —mi,), 6(M4y, =M, ), 6(Myjs, —myjy,), 6(m4,, —my, ) }. Par consé-
quent si on note, d = dy U (da \ ¢1), les séries discrétes qui constituent d doivent étre dis-
tribuées par une des options suivants,

a.)

d= {5(mj1’ _mj3)7 6(m2'17 _mi4)a 6(mj27 _mjz)a 5(mj37 _mjl)’ 5(mi37 _mi3)a 6(mi4a _mil)}a
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OU My, > Mjy > My €6 My > My > My, > My,

b.)

d = {6(myj,, —myy), 6(miy, —miy ), 0(miy, =My ), 6(mjy, —my ), 6(myy, —my, ), 6(miy, —may )},
ou My > My > My > Mjy > Mjz > My,

Le probléme de trouver tout ensemble f-invariant entre v et 4" se rameéne donc au probléme
de trouver dans GL(12,R) tout ensemble #-invariant entre d et,

d = {5(mj17 _mj2)7 5(mi17 _mj3)’ 5(mj27 _mj1)7 5(mj37 _mh)’ 5(mi37 _mi4)7 5(mi47 _mi3)}’
si d est donné par a.).

d = {5(mj17 _mj2)> 5(mi1> _mi2)a 5(mizv _mil)v (5(ij, _mj1)v 6(mj37 _mi4)7 5(mi4v _mjs)}'

si d est donné par b.). Aprés inspection on conclut que tout ensemble #-invariant entre d
et d’ est donné par une des posibilités suivants,
a.

di = {d(mj,, —mj,), 8(my,, —my, ), 8(mj,, —mj, ), 8(mjy, —myjy ), 8(Mmiy, —miy ), 8(miy,, —mg, )},
et,

dy = {d(mj,, —mj,), 8(myy, —my,), 6(myjy, —my, ), 8(myy, —myj, ), 0(miy, —ma, ), 0(ma,, —mi,) }
si, mj, > my, > mj, > mj, > m, > my, et d est donné par a.).

dy = {6(myy, —mys), 6(myy, =y ), 6(may, —miay ), 6(mys, —ma, ), 6(may, —ma, ), 6(may, —mas) },
si, mj, > mj, > m; > mj, > mg, > my, et d est donné par a.).

dy = {d(my,, —myy,), 6(my,, —my, ), 8(mj,, —myj,), 8(mjy, —mi, ), 6 (Mg, =My ), 6(mi,, —m;j, )}

si, mg, > my, > mj, > mj; > mg, > my, et d est donné par a.).
b.

dy = {5(mj17 —ij), 8 (miy, —miy), 8(miy, —miy ), 5(mj2’ _mj1)v 5(mj37 _mj3)a d(miy, —maiy )},

dg == {6(mj17 —ij), 5(mi17 _mi2)a 5(mi27 _mil)v 5(mj2a _mi4)7 5(mj3a _mj1)7 5(mi4v _mjz)}'

si d est donné par b.).

Passons maintenant au cas ou ¢; N dy = {d(m;,, —mj,),d(mj,, —m;j,)}. Pour dy on
a l'égalité do = {6(mj,, —my,), 6(miy, =My, ), 6(miy, =My, ), 6(my,, —my, )} d’oit les séries
discrétes qui constituent d = d; U (dz \ ¢1) doivent étre distribuées de la maniére suivant,

d:= {6(mj17 _mjs)’ 5(m2'27 _miz)v 5(mi3v _mi3)7 5(mj27 —ij), 5(mj3amj1)}'

Le probléme de trouver tout ensemble f-invariant entre v et 4" se raméne donc au probléme
de trouver dans GL(10,R) tout ensemble #-invariant entre d et,

d = {5(mj1’ _mi2)7 (5(mi27 _mj1)7 5(mi37 _mjz)a 5(mj27 _mi3)7 5(mj3amj3)}'

Aprés inspection on conclut que tout ensemble f-invariant entre d et ¢ est donné par une
des posibilités suivants,

dy = {6(mj17 _mj2)v 6(mi2a _miz)a 5(mi3a _mi3)7 5(?71]'2, _mj1)7 5(mj3amj3)}a

dg := {5(mj17 _miz)a 5(mi27 _mj1)7 5(mi37 —ij), 5(mj27 —ij), 5(mj37 mls)}
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On passe maintenant a la preuve de 'égalité (A.1) de I’énoncé. Notons, v; := (y\d)Ud;, i =
1,2. Considérons d’abord le cas ot l(y1) = l(72) = l(’y) —2. Alors, on peut choisir un chemin
Y>T>M entre vy et v, respectivement vo > 7' > 7/ entre 72 et v/, ainsi qu’un chemin
o> Tvl/m > 77 > ~" entre ~; et «/, respectlvement ¥ > T 72 5 > T,YQ ~ > 72 entre 7y et
~2, de maniére & ce qu’il existe une paire {7(1 9y 7(1 2)} de facon a ce qu’on puisse écrire le

diagramme suivant,

1() (A.4)

~
—~
=2
=
S~—

/

)

~

ol on a note une fléche a la place du morphisme (4.16). Si l(y1) +2 = I(y2) + 2 = I(7),
on peut choisir un chemin v > vy > 7 entre 'y et 71, respectivement v > vy_ > v

entre 'y et 79, ainsi qu’un chemin ~; > 771, > TA/ > ~' entre 7, et /', respectivement
Yo > 7' , > 77 o >~/ entre v; et 7/, de maniére & ce qu’il existe une famillie {fyfl 2)}?:1

de fa(;on a ce qu’on puisse écrire le diagramme suivant,

/\
\/

(A.5)

I(m) I(715) I(72)
N oSN S
I(Tylfm) I( 7%72) I( 7%,2) I( ’Yiz) I(Tyl ,72)

\

T

’771) I 2)

ot on a note une fléche a la place du morphisme (4.16). Supposons que les deux affirmations
ci-dessus ont été prouvées, comme le morphisme (4.16) est proportionnel au morphisme

/

I(T
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de Johnson on peut conclure grace au lemme (4.2.3) et a la suite construit par J. Johnson
que tout chemin entre I(v') et I(7) est proportionnels, donc égaux, car chaque morphisme
intermediaire satisfait 1’égalité (4.17). Par conséquent on obtient 1'égalité,

w w _ w w

Yo © Py = Pyiye © Prasy
Il ne nous reste qu’a prouver la véracité des deux diagrammes ci-dessus. On le fait cas par
cas.

On commence par le cas ot ¢; Ndy est donné par {6(mj,, —mj,)}.
Simj, > my, > mj, > mj, > my; > my, et d est donné par a)onal(y)+2=1I(7n)+3=

(7). On choisit entre v et 71, respectivement entre o et 4/, le chemin, v > 7 ’Yl 5 > 71, Tes-
pectivement, g > T7 o ~'. Considérons maintenant entre y; et ’y , respectlvement v et
72, le chemin suivant, vy; > 7 1 > T,Y O respectivement vy > 7, 72 ,Y > 772 5 > 72, avec

T,i, oy =1,2, respectlvement Twﬁ j = 1,2 défini par fy = (y\d)UT; 7 > Tespectivement
7’42,’7 (v\d)u 7’72,% ou,

7_—’%’,’?1 = {5(mj17 —ij), 6(miy mj3)7 5(mj27 m]1)7 5(mj3a Miy)s 0 (Mg, =My ), 0(miy, —miy ) },
7_—V2’,’Yl = {5(mj17 —ij), 6(miy mj3)7 5(mj27 m]1)7 5(m]3a Miy )5 0 (Mg, =My ), 6 (Mg, =My
7_—'%2,7 = {(5(mJ17 _mj3)> 5(m217 mj2)7 (5(mj27 _m24)7 (5(m]3, mj1)7 5(ml37 _mi3)7 5(ml47 My, }7
)

Thyory = {6(mj17 _mj3)7 5(m117 ij)v 5(mj27 ml4)7 5(m]3v mj1)7 5(m23, _mi1)7 5(ml4’ Mg }

Alors pour prouver (A.4) il suffit de prendre le paire {y12i}2; de la facon suivant; on
définit ] 5 par 71 5 == (v \ d) Udj, ot

d%,Z = {5(mj17 _mjz)a 5(mi1a _mjg)a 6(mj27 _mi4)a 6(mj3a _mj1)a 5(mi3a _mi3)> 5(mi47 _mil)}a
d%,2 = {(5(ij, _mj2)7 5<mi1a _mjs)v 5(mj27 _mi4>v 5(mj3’ _mj1)v 5(mi37 _mi1)7 5(mi47 _mi3)}'

Simj, > mj, > m;i, > mj, > mi, > my, et dest donné para.) onal(y)+2=10(y)+2=
[(7y). On choisit entre 7 et 71, respectivement entre v et o, le chemin, v > T,;tﬂ > v,
respectlvement v > > . Considérons maintenant entre vy, et v/, respectivement Y2

et 7/, le chemin sulvarz‘s 771 > Ty > T,y L respectivement Yo > 7' . > T,Y e 2
avec 7'7  hIi=12, défini parT =(y\d)U 7 s OU

ﬂ’m = {d(mj,, —my,), d(mj,, —mj, ), 0(myy, —myy ), 6(myy, —myy ), 0(may, —myy ), 6 (M, —my,
if/m = {d(mj,, —my,), 8(mj,, —myj, ), 0(my, —myy), 6(myjy, —miy), 0(my, —may ), 0(ma, , —ms,
i},W = {d(mj,, —myy), 0(mjy, =My ), 8(myy, —mj, ), 6 (M, — g, ), (Mg, — gy ), (M, — iy
%'3’,72 = {d(mj,, —myy), 8(mjy, =My ), 0y, —mj, ), 6 (M, — g, ), (Mg, — iy ), (M, — M,y

Alors pour prouver (A 5) il suffit de prendre la famillie {y12i}?_; de la facon suivant ; on
definit 7{ 5 par 7{ 5 := (v \ d) Udj o,

d%,Z = {5(mJ17 mjz)a 5<mj27 _mjg)a 8 (miy, =iy ), 5(mj3’ mj1)v 8(mig, —miy), 6(miy, —may) },
d%,Q = {5(mj17 mjz)v 6(m32, _mjl)’ 6(mi17 mi3)v 5(mj3’ mj3)v 5(mi37 mi4)7 5(ml47 My

d:f,z = {5(mJ17 ij), 5(m327 _mjs)’ d(miy, My, )s 5(mj37 Miy), 6 (Mg, —miy), 6(miy, —miy) },
dzll,Q = {5(mJ17 mjz)v 5(mj2’ _mj3)7 6(mi1) mil)v 5(mj37 mjl)’ 5(mi37 mi4)7 5(ml47 Mg }



Simg, > my > mj, > mj, > mi, > my, et dest donné par a.) onal(y)+2=1(y)+3=
(). On choisit entre ’y et 1, respectivement entre v et 79, le chemin, v > T,;Ey,y > v,
rebpectlvement, v>T > 72. Conbidérons maintenant entre v, et v/, respectivement Y2

et 7/, le chemin sulvar;ft2 V’yl > ’7' > T7 > respectivement Yo > 7' , > T7 e > V25

avec Ti,’% i,j = 1,2, défini par 7' =(y\d)U ,Y s OU

ﬂ’m = {d(myy, —my, ), 6(my,, ij),5(m]2, My, ), 0(Mjy, =My ), 0(My, — g, ), (M, —miy )},
if/m = {d(miy, —myy), 6(myy, —my,), 6(myjy, —my, ), 6(Mmys, —my ), 8y, —my, ), (M, —may )},
i}/m = {0(miy, —myy), 0(myj,, —miy), 6(myjy, —myy ), 6(Myjy, —my, ), 0(Miy, —my, ), 6(miy, =My, )},
7_',3,772 = {0(miy, —myy), 0(my,, —miy ), 6(Myjy, —ma, ), 0(myy, =y, ), 6(Miy, —my, ), 0(ma,, —miy) }

Q.

Alors pour prouver (A 5) il suffit de prendre la famillie {1 2i}}_; de la fagon suivant ; on

definit 7] 5 par 7i 5 == (v \ d) U dj 5 o,

d1,2 = {5(mi17 _mJ3)v 5(mJ1’ mj2)v 5(mj27 _mi4)v 5(mj3’ mj1)v 5(mi37 mi3)7 5(mi47 mil)}v
d2 1,2 *— {5(mi1’ *mj3>v 6(mJ1a mjz)v 5(m327 7mj1)’ 6(mj37 mi4)v 5(mi4’ *mls)v 5(mi47 mil)}’
d 1,2 *— {(5(77%1, _mJ3>> 5(m31’ m]2)7 5(mj27 _mi4)> 5(mj3’ mj1)7 5(mi37 My, )7 6(mi47 miB)}v
d1,2 = {5(mi1’ m]3) 6(m]1, sz)a 5(mJ27 _mi4)v 5(mj3’ mil)v (5(m13, mls) 6(mi4’ mj1)}'

Si d est donné par b.) on a l(y1) +2 = l("}/g) + 2 = [(y). On choisit entre v et ",
respectivement entre 72 et 7/, le chemin, 7 > T 71 ~ > respectivement, y2 > 7, 7 o

~'. Cons1derons malntenant entre v et 7/, respectivement ~y et s, le chemin suivant,

Y>> T 7,71 > 7'7 " > 7, respectlvement ¥ > T 7127 > 7'7227 > 79, avec 7' ' 7 = 1,2
respectivement 73, 4 j = 1,2 défini par 7’ RO = (v\d)U 7 o respectivement 772,7 =

(v \ d) U734, o,

77_’}’(71 = {(myy, —myy ), 6(miy, —miy ), 0(miy, —miy), 6(myy, —myy ), 6 (Mg, —ms), 6(miy, —mi, )},
77_3’,71 - {6(mJ17 m]2)75(m117 mlz)’5(mi2’ ml4)’6(mJ2’ m]l)’é(mjs’ mll)’é(mua mjs)}v
7’%2,7 = {5(mj1’ _mj3)v 5(m“, mi2)75(ml2’ ml4)a 6(m32’ m]z)a 6(m]3’ m]1)76(mi47 mi1)}7
_32,7 = {5(7’%17 m]3),5(m21, Miy), 0(Miy, —Miy), 5(mj27 mll)vé(mj:‘w m]1) d(miy, —miy) }.

Alors pour prouver (A.4) il suffit de prendre le paire {y12i}2; de la facon suivant; on
définit ] 5 par 71 5 == (v \ d) Udj , ot

d1,2 = {5(mj17 _mjz)a 6(mi17 _mi2)7 5(mi27 _mi4)7 5(mj27 _mj3)’ 5(mj37 _mjl)7 5(mi47 _mi1)}v
d%,Q = {5(mj17 _mj2)7 (5(77%1, _mi2)7 5(mi27 _mi4)7 5(?71]'2, _mil)a 5(mj3’ _m]d)? 5(?7%4, _mjs)}'
Supposons maintenant que c¢; Ndy est donné par {d(m;,, —m;,), 5(mj2, —m;,)}. On choisit

entre ’y et 71, respectivement entre o et 4/, le chemin, v > 7 71 T respectivement,

Yo > T,y o ~'. Considérons maintenant entre ; et 'y respectlvement v et 72, le chemin
suivant, y; > 7' s T,Y s respectivement v > 7. 72 y > 7' ~ > 72, avec 7' ' 71=12,
respectlvement 7'72 ~ j = 1,2 défini par i =0\ u %v’m’ respectlvement T, =
(7 \ d) U s, O,
Tty o= {0(myy, =iy ), 8(miy, —my, ), 8(mig, —miy ), 8(mjy, —my, ), 8(myy, —my, )},
T2y = {0(myy, —miy ), 8(miy, —my, ), 8(mig, —myy ), 6(my,, —miy), 8(myy, —my,) },
Ty = {0y, —miy ), 8(miy, —miy), 8(mig, —miy), 8(mjy, —my, ), 8(myy, —mj, )},
ooy = {0(mys —miy ), 6(mig, —mgy ), 6 (mag, —my,), 6(my,, —mg,), 6(myjy, —mi,)}



Alors pour prouver (A.4) il suffit de prendre le paire {71 2i}?_; de la facon suivant; on
définit ~f 5 par 7} 5 := (v \ d) Udf , on,

d%,Z = {5(mj17 _mjz)a 5(mi1a _mi2)7 5(mi27 _mi4)7 5(mj27 —ij), 5(171]'3, _mj1)7 5(77%'4, _mil)}a

d%,2 = {5(mj17 —ij), (5(77%1, _miz)a 5(mi27 _mi4)7 5(mj27 _mi1)7 6(mj37 _mj1)7 5(mi47 _mj3)}'

Il nous reste & voir qu’est ce qui se passe quand d; définit un sous-ensemble #-invariant de
cardinalité quatre. Pour d; on a deux possibilités,

i.)

di = {5(mj1a _mj4)v 5(mj27 _mjs)v 5(mj37 _mjé)a 5(mj4> _mj1)}a
mj, > mj, > mj, > mj,, d’oll ¢ est oblige a s’écrire par,

C1 = {5(mj1a _mjs)v 5(mj27 _mj4)’ 6(mj37 _mjl)’ 5(mj4v _mj2)}7
ii.)

di = {(5(ij, —myy), 0(mjy, —myy ), 6(myy, —my, ), 6(my,, _mjé)}a
mj, > mj, > mj, > mj,, d'oll ¢ est oblige a s’écrire par,

€= {(5(ij, _mjz)u 5(mj27 _mj1)a 6(mj3’ _mj4)a 6(mj47 _mj3)}a
Considérons d’abord le cas o dj s’écrit comme dans i.). Pour ¢; Nds on a deux possibilités,
ciNdy = {(5(ij, _mja)v 5(mj37 _mjl)} ouciNdy = {5(mj27 _mj4)> 5<mj47 _mjz)}' Comme
les deux cas sont symétriques on considérera uniquement, ciNdy = {§(mj,, —myy, ), 6(mj,;, —m;j, ) }.
Pour dy on a I'égalité do = {6(mj,, —my,), 6(miy, =iy ), 6(Miy, =iy ), 6(myj,, —my, )} d’ott
les séries discrétes qui constituent d doivent étres distribué par une des options suivants,
d= {6(mj1’ _mj4)7 5(mi27 _mi2)v 5(mi3a _mis)’ 5(m]'2v _mj:a)v 5(mj3’ _mjz)v 5(mj4’ *mj1)}v
ol My, > My, > My > My, €6 My > my, > My, > mys,.

Comme plus haut, le probléme de trouver tout ensemble f-invariant entre et 7/ se raméne
donc au probléme de trouver dans GL(12,R) tout ensemble f-invariant entre d et,

d = {5(mj17 _mi2)7 5(mi27 _mj1)7 6(mi37 _ij)v 5<mj27 _mj4)a 6(mj37 _miB)v 5<mj47 _mjz)}'

Aprés inspection on conclut que tout ensemble #-invariant entre d et d’ est donné par une
des posibilités suivants,

dy = {5(mj17 —ij), 5(mi27 _miz)a 5(771@'3, _mis)a 5(mj2a _mj4)v 6(mj3> _mjl)a 5(mj47 _mj2)}7
et,

dg := {6(mj17 _mi2)7 5(mi27 _mi1)v 5(mi37 _mj4>v 5(mj2a _mjs)v 5(mj37 _mjz)a 6<mj47 _mia)}v
si, My > Miy > Mg > Mjy > Myjg > My,

dy := {5(mj17 _mj4)7 5(mi27 _miz)v 6(mj27 _ij)v 5(mi37 _mj:s)? 5(mj37 _mis)a 6(mj47 _mj1)}7
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si, My > Miy > Mjy > My > Mjy > My,
dg := {5(mj1a _mj4)v 5(mj27 _miz)’ 5(77%’2, —’ITL]'2), 5(771@'3, _mjs)v 5(mj3> _mis)a 6(mj4’ _mjl)}a

si, My > My > My > Mg > Myjz > Mjy.

Considérons maintenant le cas ot d; est donné par ii.). Pour ¢; Ndy on a deux possibilités,
ciNdy = {6(m;,, —my, ), 6(mj,, —my, )} ou ciNdg = {6(myy, —my, ), 6(my,, —m;y) . Comme

les deux cas sont symétriques on considérera uniquement, c;Ndy = {J(m;,, —m, ), d(mj,, —m;, ) }.
Pour dy on a I'égalité do = {6(mj,, —my, ), 6(miy, =iy ), 6(Miy, =My, ), 6(my,, —my, )} d’olt

les séries discrétes qui constituent d doivent étres distribué de la maniére suivant,

d= {6(mj17 _mj:s)v d(miy, —may ), (Mg, —miy), 5(mj27 _mj4)7 5(mj37 _mj1)7 5(mj47 _mjz)}'

ol mj, > mg; > M, > My, > mj, > mj,. On a par conséquent réduit le probleme a celle
de trouver dans GL(12,R) tout ensemble #-invariant entre d et,

d = {5(mj17 _miz)v (5(17%2, _mjl)? 5(mi37 _ij)v 5(mj2? _mi3)v 5(mj37 _mj4)’ 5(mj47 _mj3)}'

Aprés inspection on conclut que tout ensemble #-invariant entre d et d’ est donné par une
des posibilités suivants,

dy = {5(mj13 _ij)v 5(mi27 _mi2)a 5(m2'37 _mis)a 5(mj2a _mj1)7 5(mj37 _mj4)a 5(mj4’ _mjs)}a
dy 1= {5(mj17 _miz)v 5(mi2’ _mj1)a 5(mi37 _mjs)a 6(mj2’ _mj4)7 6(mj37 _mis)a 6(mj4’ _mjz)}'
On passe maintenant & la preuve de I'égalité (A.1) de 'énoncé. Pour cela il suffit de mon-

trer, dans le cas présent, la véracité du diagramme (A.4) ou (A.5). On le fait cas par cas.

On commence par le cas otl d; est donné par i.). Si mj, > mg, > m; > mj, > mj, > mj,
on al(y1)+2=1(y)+ 3 =1I(y). On choisit entre v et 71, respectivement entre v, et v/,

le chemin, ~v > T,;g ~ > M1, respectivement, vz > 7';;772 > v/. Considérons maintenant entre

~v1 et v/, respectivement « et 7o, le chemin suivant, v; > T;,m > 7',3/’71 > 71, respective-
ment 7y > 7:}277 > 7'3277 > 9, avec Ti,m Jj = 1,2, respectivement 7, , j = 1,2 défini par
T,Jy,m = \d) U ?,Jy,m, respectivement 74, 5 := (v \ d) U7, -, ou,

7_—71’,% = {5(mj17 Miy), 6 (Miy, mj3)75(mi37 ng),d(mm, mj4)75<mj37 mjl),(S(mM, _mj2)}7
%72’,% = {0(my,, =may), 6(may, =gy ), 0(miy, —my, ), 6(myy, —my, ), 6(myy, —miy ), 0(my,, —my, )},
7_—%2,7 = {0(myy, —may), 6(miy, —my, ), 0(Mig, —Mig), 6 (Myy, —Myy), 6 (Myy, —myy), 6(myy, —myy )},
Ty = 10(myy, =iy ), 8(miy, —my, ), 8(mig, —my, ), 8(myy, —my,), 6(myy, —my, ), 6(my,, —mi, )}

) il suffit de prendre le paire {1 2i}2_; de la fagon suivant; on
\ d) Udj, on,

Alors pour prouver
définit 732 par 7{72 :

—~

A4
(v

d%,Q = {5(mj17 _miz)v 5(mi27 _mj3)7 5(mi37 _mi3)7 5(mj27 _m]'4)7 5(mjsa _mj2)> 5(mj4v _mj1)}7

d%,2 = {5(mj17 _miz)v 6(mi27 _mj3)7 5(mi37 _mj1)7 5(mj27 _mj4)7 5(mj37 _mjz)v 5(mj4v _mi3)}’

Simy, > my, > mj, > mi; > my, > my, on al(y) +2 = 1(y2) +2 = I(y). On choisit
entre v et 1, respectivement entre v et 2, le chemin, v > 7';'177 > 71, respectivement,

¥ > TWEW > 5. Considérons maintenant entre v; et 4/, respectivement 75 et 7/, le chemin
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suivant, y1 > T, s 72, s respectivement Yo > 7‘ , > 72, o > V2, Avec 7, 1,] =

o 04 v i
1,2, défini par T =(y\d)U v 0 OU
7_-’%',71 = {5(mj1a Miy)s 0(Miy, mjs)’ 5(m]'27 mj4)’ 5(mi37 mia)a 6(mjs’ mjl)? 5(m]47 mjz)}a
7__'3’,7 = {5(m31’ Miy ), 6 (M mia)a 6(mj2’ mj4)7 5(m2'37 mjs)a 6(mjs’ mjl)? 5(m]'47 mjz)}a
7_-’%',’72 = {5(mj1’ Miy)s 0(Miy, mj4)7 6(m]27 ij)? 5(mi37 ij), 5(mj37 mis)v 5(m]47 mjl)}a
7_-’3'772 = {5(mj17 Miy ), 0(Miy, ij), 5(mJ27 mj4)’ 5(misv ij), 5(mj37 mis)v 5(m]47 mjl)}‘

Alors pour prouver (A.5) il suffit de prendre la famillie {71, 2i}#_, de la fagon suivant ; on
définit 7] 5 par 7] 5 == (vy\d)U alL2 o,

di 1,2 := {0(myy, —=miy ), 0(miy, —miy ), 6(myy, —my, ), 6(miy, —mys), 0(mys, —my, ), 6(my,, —my, )},
di 1,2 7= {6(myy, —=miy), 0(miy, =iy ), 6(myy, —my, ), 6(miy, —myy ), 0(my,, —my, ), 6(my,, —my, )},
d 1,2 7 = {0(mj,, —mi, ), 6(miy, —miy), 6(myy, —my, ), 6(miy, —my, ), 6(myy, —my,), 0(my,, —my,)},
di o = {8(mjy, —my,), 0(mig, —mmi,), 0(myy, —my, ), 6(may, —my, ), 6(myy, —miy), 6(my,, —my, )}

Si mj, > mj, > mi, > mi; > mj, > my,.onally)+2= l(’yg) + 3 = I(7y). On choisit

entre fy et 71, respectivement entre o et 4/, le chemin, v > 7 71 ~ respectivement,

Y2 > T, V,W > ~'. Considérons maintenant entre v, et 'y respectlvement v et 72, le chemin
suivant, vy, > 7' > 7'7 gt respectivement vy > T, 72 y > T v > 72, avec 7' ' 7 =1,2,
respectivement 772,7 Jj = 1,2 défini par Tf/,m = (y\d)U ﬁ’m’ respectlvement Twﬁ =

(Y \d) U, 4, ot

ﬂ/m = {d(myy, =iy ), 0(mjy, —mg, ), 0(miy, =y ), 6 (Mg, =iy ), (M, —my, ), 0(my,, —my,) b,
f?/m = {d(myy, =iy ), 0(mjy, =g, ), 0(miy, =y ), 8 (Mg, —myy ), 6 (Mg, —mig ), 0(my,, —my,) b,
Toy 1= {0(myy, =m,), 8(myy, —miy ), 6 (miy, —m,), (g, —miy), 8(myy, —my,), 8(my,, —my, )},
%«32,7 = {0(myy, =), 6(Mjyy =iy ), 0(Miy, =gy ), 8 (Mg, =1y ), 6 (Mg, —Mig), 6(mjy, —m, )}

Alors pour prouver (A.4) il suffit de prendre le paire {y12i}2 ; de la fagon suivant; on
definit 7] 5 par 7i 5 == (v \ d) U dj 5 o,

d%,Q = {5(mj17 _miz)v 5(mj2’ _mj4)v 5(mi27 _mj3)7 5(mi37 _mi3)’ 5(mj37 _mj2)7 5(m]'4v _mjl)}’

d%,Z = {(5(ij, _mi2)7 5(mj2’ _mj4)v 5(mi2v _mj3)7 5(mi3v —ij), 5(mj37 _mi3)¢ 5(mj4v _mjl)}‘

Finalement si d1 est donné par ii.), on choisit entre ~ et 71, respectivement entre v et v/, le

chemin, v > 7, 71 4 > M1, respectivement, o > T,y o ~'. Considérons maintenant entre ~y;

et v/, respectivement v et 7o, le chemin suivant, vy, > 7' L > T,Y 71 > 71, respectivement

’yA> 7'7127 > 7'7227 '> Y2, avec TfY ” 7 = 1,2, respectlvement Ty~ J = 1,2 défini par
T, = (Y\d) U T, respectivement 74, 5 := (7 \ d) U 7,5, ol

7__;’,71 = {5(mj1a Miy)s 0(Miy, *mj2)76(mi3’ mls)aé(mm’ mj1)a6(mj3’ mj4)75(m]47 mjs)}a
—2

Tty = {5(mj1’ mZQ)? 5(ml27 *mj2)76(mi3’ mj1)75(mj27 mis)a 5(mj3’ mj4)75(mj47 mjs)}a
~1

Ty = {5(mj17 mZQ)? 5(ml27 _mj3)75(mi3’ mls)’ 5(m127 mj4)a 6(mj3’ mj1)75(mj47 mjz)}a
7_—'32,7 - {(5(ij, m22)76(m127 _mj3)75(mi37 mj1)75(mj27 mj4)75(mj37 m13)75(mj47 ij)}'



Alors pour prouver (A.4) il suffit de prendre le paire {71 2i}?_; de la facon suivant; on
définit ~f 5 par 7} 5 := (v \ d) Udf , on,
1
d1,2 = {5(mj17 _miz)a 5(mi23 _mj2)7 5(mi37 _mi3)7 5(mj27 _mj4)7 5(171]'3, _mjl)? 5(mj47 _mjs)}y
2
d1,2 = {5(mj17 _mi2>v 5(mi27 _m]é)a 5(mi37 _mj1)7 5(mj27 _mj4)7 5(mj37 _mi3)7 5(mj47 _mj3)}'
v.) Supposons ¢ = 6. Dans ce derniére cas, pour la longueur de tout ensemble #-invariant

1 contenu entre 7' et v on a légalité I(y1) = I(y) — 3. Du lemme (4.2.4) on sait qu'il
existe dans v un sous-ensemble d; donné par,

dy ::{5(mi17 _mi4)7 6(mi27 _miz)v 5(mi37 _mi:s)’ 5(mi47 _mi1)}7

mi, > mg, > m;, > m;,, de maniére a ce que <y; puisse étre écrit par, y1 = (v \ d1) U ey,
ol ¢ est définit par,

1= {5(mi17 _mi2)’ 6(mi2’ _mil)v 5(mi37 _mi4)7 6(mi47 _mig)}'

Le méme processus doit étre suivi pour aller de v; a 72, c’est-a-dire il existe dans v; un
sous-ensemble dy définit comme d; tel que (72 \ d2) U ca, avec o définit comme pour ;. Si
c1 Ndy = () il est facile de voir que ~y; et v, olt Y9 est définit par,

Y2 ::’y\dQQCQ,

sont les seuls ensembles #-invariants tels que, v < ~; <, 7 = 1, 2. Supposons ¢y Ndy # (.

Le lemme (4.2.4) nous donne pour ¢;Ndg deux possibilités c;Ndy = {d(my,, —my,), 6(m4,, —m;, )}
ou ¢; Ndg = {§(mjy, —mi, ), d(mi,, —mi,) }. Comme les deux cas sont symétriques on consi-
dérera uniquement, c¢; Ndy = {6(m;,, —m,,), 8(m4,, —m;, ) }. Du lemme (4.2.4), il existe

dans vy une pair de séries discrétes f-invariantes, d(m;,, —m;,), 6(mj,, —m;,), de maniére

a ce que m;, > mj, > mj, > my, et da soit égal a,

dy = {5(mi1a _miQ)v 5(mj17 _mj1)7 5(mj2a _ij)a 6(mi27 _mil)}'
ce qui nous donne pour cy ’égalité,
C2 = {(5(77%1, _mj1)7 5(mj1a _mi1)7 5(mj2’ _mi2)> 5(mi27 _mjz)}'

Par conséquent, le probléme de trouver tout ensemble f-invariant entre v et 7/ se raméne
au probléme de trouver dans GL(12,R) tout ensemble f-invariant entre,

d:= {5(mi1’ *mi4)’ 5(mj17 7mj1)’ 6(mj2’ *ij), 6(m2'27 *miz)v 5(mi3’ *mis)v 5(mi47 7m’i1)}
d = {5(mi1’ _mj1)7 6(mj17 _mil)’ 6(mj2’ _miz)’ 6(mi2’ _mjz)v 5(mi3’ _mi4)7 5(mi47 _mis)}'

Aprés inspection on conclut que tout ensemble #-invariant entre d et d’ est donné par une
de deux posibilités suivants,

dy = {5(mi17 _mi2)7 5(mj17 _mj1)7 5(mj27 —ij), 5(mi27 _mi1)= (5(7711‘3, _mi4)7 5(mi47 _mi?,)}v
dg := {6(mi17 _mj1)7 5(mj17 _mi1)7 5(mj27 _mi4)7 5<mi2a _miQ)a 5(mi37 _mi3)7 5(mi47 _mjz)}'

On passe maintenant & la preuve de l'égalité (A.1). Notons, v; == (y \d)Ud;, j =

1,2. Prenons entre v et 71, respectivement v et ~s, le chemin, v > Tvluv > Tv21,v > 7,
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Thary = Tyay

respectivement y >
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1

Ty

J

On choisit aussi entre y; et 7/, respectivement 5 et 4/, le chemin suivant, v; >

-
¥

'y < 2, AVEC

2
T’Y

/772 >

1
T’Y

'e L respectivement o >

o =] N
Ly = (v\d)uU Ty s OU,

1
7
J

T

(’y\d)ud’izoﬂ,

i

Ty

)

1 Par v gy i=

5
%

Alors si on définit la famillie {’yzl 2)}-

1

2 ::{5(mi17 _mi2)v 5(mj17 —mj, )v 6(mj27 _mjz)’ 5(miz7 _mis)v 5(mi3v _mi4)7 5(mi4’ —Mmy )}7

17

(A.6)

di o ={6(miy, —miy), 8(mjy, —my,), 8(my, —miy ), 6 (miy, —=mi,), 8(mig, —miy ), 8(miy, —my,)},
d} 5 :={6(miy, —may), 6(myy, —my,), 6 (myjy, —miy), 6 (miy, —miy), 6(miy, —ma, ), 6(ma,, —my, )},
di 5 ={8(miy, —myy), 8(myjy, —miy), 6(mjy, —miy ), 6(miy, —miy), 6(mig, —miy), 6(ms,, —mj, )},
d3 o :={6(miy, —my,), 6(my,, —miy), 6(mjy, —miy ), 6(miy, —miy ), 8(miy, —ma, ), 6(mi,, —my,)}

il nous est possible d’écrire le diagramme suivant,



ol on a noté¢ une fléche a la place du morphisme (4.16). Comme le morphisme (4.16) est
proportionnel au morphisme de Johnson on peut conclure grace au lemme (4.2.3) et a la
suite construit par J. Johnson que tout chemin entre I(4’) et I(7) est proportionnels, donc
égaux, car chaque morphisme intermediaire satisfait 1'égalité (4.17). Par conséquent on
obtient 1’égalité,

w w w w
D5 © Pri iy = D51y © Py
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Annexe B

Construction d’un morphisme
surjectif

Soit a7 > --- > «, une collection ordonnée d’entiers. Et soit 7 une représentation
irréductible de GL(n,R) de caractére infinitésimal celui de l'induite des caractéres ||
pour ¢ € [1,n]. On note I(7) le module standard ayant 7 comme sous-module irréductible.
(on travaille avec les paraboliques inférieurs)

Lemme B.0.2. ] existe des caractéres quadratiques €; pour i € [1,n]| et un morphisme
surjectif de linduite des caractéres | |*e; sur I(m).

Soit ¢ un entier et o pour j € [1,t] des représentations non nécessairement irréductibles
de GL(nj,R) (ce qui définit n;), on note alors I (o1, - - - , 0¢) I'induite des ces représentations
a partir du parabolique inférieur dont la diagonale est formée des blocs GL(nj,R) pour
J € [1,t].

Le lemme se démontre par récurrence sur ’entier n. Il n’y a rien & démontrer si n =1
et les cas n = 2,3 sont faciles. On suppose donc que n > 4. Comme I(7) est un module
standard, on écrit :

I(r) = 1(6,0"),

ou § d’une série discréte modulo le centre de GL(d1,R) avec dj = 1 ou 2 et ou o’ est
lui-méme un module standard pour GL(n — di,R). On peut toujours supposer que la
représentation de GL(dp,R) est soit un caractére de valeur abolue a; (c’est-a-dire de la
forme x — |xz|* €1 (z), ol €; est un caractére quadratique) soit une série discréte modulo
le centre de la forme (aq, ;) avec i € [2,n].

Dans le premier cas, on conclut par récurrence de fagon évidente : on applique le lemme
a o’ qui est le module standard d’une représentation irréductible ayant les propriétés du
lemme pour «; avec i € [2,n]. Donc il existe des caractéres quadratiques €; pour i € [2,n]
tel que ¢’ soit un quotient de I(||*2€g,---,||*"€,). On reprend la description de § déja
donnée. On utilise le fait que I'induction est un foncteur exact pour en déduire que 1(4, ")
est un quotient de I(||“tey,||*2eq, -, ||* €n).

Considérons le deuxiéme cas : ici § est une série discréte de la forme (aq, ;) avec i €
[2,n] et ag > «;. La représentation ¢’ est encore le module standard d’une représentation
irréductible qui vérifie les hypotheses du lemme pour la collection des «; avec j € [2,n]—{i}.
On applique encore le lemme par récurrence. On écrit ¢’ comme quotient de I(|[*¢j;j €
[2,n] — {i}). Ainsi I(7) est un quotient de l'induite :

I(6,[|**€2,|[*€j3 5 € [3,n] — {i}).
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Si a1 = ag linduite I(6,||*?€2) est irréductible et donc isomorphe a I(]|*?€2,0). Mais
comme o = o on est ramené au cas précédent.

On considére maintenant le cas ot a1 > as > ;. Si ag = oy, on a aussi oj =
pour j € [2,i]. Comme 4 est un quotient de I(||“'e1,]||*) pour un caractére quadratique
€1 convenable, on voit que I(m) est un quotient de I(]|* ey, ||, ||% €555 € [2,n] — {i}) ce
qui est le résultat annoncé en renumérotant les indices.

Il reste le cas ou I(4, ||*2€2) est un quotient de I(||*tey,d’) on & est la série discréte de
GL(2,R) que l'on a noté (ag, ;) et ol €1 est un caractére quadratique convenable. Comme
I(6,]]%€j;5 € [3,n] — {i}) est un module standard & qui on peut appliquer le lemme, on
conclut comme dans le premier cas.
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