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Laboratoire de mathématique d’Orsay (UMR 8628 CNRS)

Discipline : Mathématiques
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M. Ayman KACHMAR (Codirecteur de thèse)
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mes travaux.
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LE MODÈLE DE GINZBURG-LANDAU AVEC CHAMP MAGNÉTIQUE

VARIABLE

Résumé

La thèse de doctorat comporte trois parties rédigées en anglais. Les deux premières parties cor-

respondent principalement à l’étude de l’énergie de l’état fondamental. La dernière partie est

consacrée à l’analyse de l’effet de ‘pinning ’ dans la supraconductivité.

Dans une première partie de cette thèse, nous considérons la fonctionnelle de Ginzburg

-Landau avec un champ magnétique variable appliqué dans un domaine borné et régulier de

dimension 2. Nous déterminons le comportement asymptotique du paramètre d’ordre dans le

régime où le paramètre de Ginzburg-Landau et le champ magnétique sont grands et de même

ordre. Comme conséquence, nous montrons que le paramètre d’ordre est localisé asymptotique-

ment dans la region où le profil du champ magnétique appliqué est petit.

Dans une autre partie, nous considérons la fonctionnelle de Ginzburg -Landau avec un

champ magnétique variable appliqué dans un domaine borné et régulier de dimension 2. Le

profil du champ magnétique appliqué varie régulièrement et peut s’annuler exactement à l’ordre

1 le long d’une courbe. En supposant que la l’intensité du champ magnétique appliqué varie

entre deux échelles caractéristiques, et que le paramètre de Ginzburg- Landau tend vers l’infini,

nous déterminons une formule asymptotique précise pour minimiser l’énergie et montrer que les

minimiseurs de l’énergie ont des vortex. Nous mettons en évidence que la présence d’un champ

magnétique variable implique que la distribution de la vorticité dans l’échantillon n’est pas uni-

forme.

Dans la dernière partie, nous étudions l’énergie de Ginzburg-Landau d’un supraconducteur

avec un champ magnétique variable et un terme de ”pinning” dans un domaine borné et régulier

de dimension 2. En supposant que le paramètre de Ginzburg-Landau et l’intensité du champ

magnétique sont grands et de même ordre, nous déterminons une formule asymptotique précise

pour l’énergie. De plus, nous discutons l’existence des solutions non-triviales et déterminons le

comportement asymptotique du troisième champ critique de la supraconductivité.

Mots clés

Opérateur de Schrödinger magnétique, théorie spectrale, analyse semi-classique, fonctionnelle

de Ginzburg-Landau avec champ magnétique variable.
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Chapitre 1

Le modèle de Ginzburg-Landau avec

champ magnétique variable

1.1 Motivations et notations

1.1.1 Supraconducteurs et champs magnétiques

Dans les années 50, les physiciens Vitali Lazarevitch Ginzburg et Lev Davidovitch Landau ont

proposé la théorie éponyme de la supraconductivité.

La supraconductivité est un phénomène caractérisé par l’absence de résistance électrique

et l’expulsion du champ magnétique. Elle permettrait de transporter de l’électricité sans perte

d’énergie.

A très basses températures, le matériau devient supraconducteur. Lorsqu’il est soumis à un

champ magnétique de faible intensité, le champ magnétique est repoussé, comme indique la

figure ci-dessous.

Figure 1.1 – Champ magnétique repoussé par un superconducteur.

Dans un supraconducteur, deux effets différents permettent de faire léviter un aimant :
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l’effet Meissner, et le piégeage des vortex. L’effet Meissner est la propriété de repousser un champ

magnétique appliqué en créant un contre champ opposé de même intensité (c.f. Figure 1.5),

alors que le piégeage des vortex va maintenir l’aimant à l’endroit où il se trouvait quand le

supraconducteur a été refroidi. Autrement dit, l’un repousse, et l’autre piège (sans attirer pour

autant). On observe l’un ou l’autre de ces effets selon la force de l’aimant.

1.1.2 Présentation du modèle

L’analyse des problèmes mathématiques liés à la théorie de superconductivité a été intensivement

développée depuis une quinzaine d’années. Après une série de réductions, le modèle 2D de

Ginzburg-Landau permet de décrire l’état de l’échantillon supraconducteur soumis à un champ

magnétique variable B0 au-dessous de la température critique Tc. Plus précisément, on considère

la fonctionnelle

Eκ,H,B0(ψ,A) =

∫
Ω

[
|(∇− iκHA)ψ|2 +

κ2

2
(1− |ψ|2)2

]
dx+κ2H2

∫
R2

| rot A−B0|2 dx . (1.1.1)

Cette fonctionelle a suscité de nombreux travaux mathématiques, on peut citer, les travaux de

Helffer, Serfaty, Rubinstein, Fournais, Kachmar, Phillips, X.B. Pan, Sandier, H.Kwek...

Dans cette expression, Ω ⊂ R2 est un ensemble ouvert, qui dans notre étude est toujours supposé

simplement connexe, borné et à bord régulier. On peut imaginer qu’il correspond par exemple

à la section horizontale d’un cylindre vertical infiniment long.

Il sera pratique de soustraire la constante κ2

2 |Ω| de la fonctionnelle Eκ,H,B0 . Ceci change juste

l’énergie du point zéro et n’a aucune conséquence physique.

La fonction B0 (champ magnétique variable) est initialement définie sur R2. Lorsque le domaine

Ω est simplement connexe, on peut remplacer le domaine d’intégration de | rot A−B0|2 sur R2

par Ω (cf. [13, Section 11.5]). Ainsi, nous considérons :

Êκ,H,B0(ψ,A) =

∫
Ω

[
|(∇− iκHA)ψ|2 − κ2|ψ|2 +

κ2

2
|ψ|4

]
dx+ κ2H2

∫
Ω
| rot A−B0|2 dx .

(1.1.2)

1.1.3 Notations

Pour la paire (ψ,A) ∈ H1(Ω;C)×H1(Ω;R2) de l’énergie Êκ,H,B0 :

• La fonction ψ : Ω −→ C est appelée le ‘paramètre d’ordre’ en physique, sorte de ‘pseudo-

fonction d’onde’, qui décrit l’état local du matériau. Dans la théorie quantique (microsco-

pique) BCS de Bardeen, Cooper et Schrieffer, |ψ|2 mesure la densité locale de paires de

Cooper d’électrons supraconducteurs. Dans la théorie phénoménologique :

1. Si |ψ| 6= 0, alors le matériel est dans la phase purement supraconductrice.

2. Si |ψ| = 0, alors le matériel est dans la phase normale.

• Le champ magnétique induit dans le matériau est rot A (défini par rot A := ∂1A2−∂2A1),

A : Ω −→ R2 étant le ’potentiel-vecteur du champ magnétique’, qui est donc une fonction
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à valeurs réelles.

• B0 ∈ C∞(Ω) est le profil du champ magnétique appliqué, variable et satisfait :{
|B0|+ |∇B0| > 0 in Ω

∇B0 × ~n 6= 0 on Γ ∩ ∂Ω ,
(1.1.3)

où,

Γ = {x ∈ Ω : B0(x) = 0} .

Figure 1.2 – Représentation schématique d’un champ magnétique qui peut s’annuler sur des
courbes régulières.

Dans cette fonctionnelle deux paramètres réels interviennent :

• Le paramètre κ > 0 est une caractéristique du matériau et il est appelé le ’paramètre de

Ginzburg-Landau’. Le matériau est dit du type I si κ est suffisamment petit
(
κ < 1√

2

)
et

il est dit du type II lorsque κ est grand
(
κ > 1√

2

)
. Mathématiquement, cela conduit à

l’analyse des divers régimes asymptotiques κ −→ 0 ou κ −→ +∞. C’est ce dernier cas qui

sera analysé dans notre thèse. Il est aussi appelé limite de London.

• Le paramètre H > 0 est l’intensité par rapport du champ magnétique variable appliqué

au champ magnétique de référence B0.

L’hypothèse dans (1.1.3) implique que pour tout ensemble ouvert ω relativement compact dans

Ω l’ensemble Γ ∩ ω est vide ou une union finie disjointe de courbes régulières. Ici, la définition

de la fonctionnelle (1.1.2) est prise comme dans [13]. Dans [12], la mise à l’échelle de l’intensité

du champ magnétique externe (notée h) est différente.
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1.1.4 Invariance de jauge et équations

La fonctionnelle Êκ,H,B0 est invariante par changement de jauge :{
ψ → ψeiΦ

A→ A +∇Φ

ce qui signifie que pour n’importe quelle fonction Φ ∈ H2(Ω,R), on a

Êκ,H,B0(ψ,A) = Êκ,H,B0(ψeiΦ,A +∇Φ) .

Deux configurations équivalentes de jauge étant physiquement équivalentes, ceci nous conduit

à ne chercher la solution du problème qu’à changement de jauge près. Il est alors mieux de

restreindre la fonctionnelle à un sous-espace plus petit H1(Ω,C)×H1
div(Ω), avec

H1
div(Ω) = {A = (A1,A2) ∈ H1(Ω)2 : div A = 0 in Ω , A · ν = 0 on ∂Ω } ,

où ν est le vecteur normal extérieur de ∂Ω. En général, nous considérerons la fonctionnelle

Êκ,H,B0 sur cet espace.

Nous définissons l’énergie de l’état fondamental de Ginzburg-Landau comme l’infimum de

la fonctionnelle Êκ,H,B0 :

Êg(κ,H) = inf
{
Êκ,H,B0(ψ,A) : (ψ,A) ∈ H1(Ω;C)×H1

div(Ω)
}
. (1.1.4)

Typiquement, Ω correspond au matériau supraconducteur1, c’est-à-dire au-dessous de sa

température critique, entouré par un matériau normal c’est-à-dire au-dessus de sa température

critique.

Puisque Ω est bornée, l’existence de minimiseurs est assez classique. Ainsi l’infimum est effecti-

vement un minimum. La démonstration de l’existence de minimiseurs est rappelée par exemple

dans le livre de Fournais et Helffer [13, Section 11.2].

Soit F : Ω→ R2 l’unique champ de vecteurs tel que,

div F = 0 et curl F = B0 dans Ω , ν · F = 0 sur ∂Ω. (1.1.5)

Si (ψ,A) ∈ H1(Ω,C)×H1
div(Ω) est un point critique2 de Eκ,H,B0 , donc, (ψ,A) est une solution

faible du système constitué des équations suivantes, que nous appelons ‘équations de Ginzburg-

1Mentionnons ici que le paramètre de Ginzburg-Landau κ ne dépend que du matériau supraconducteur dans
Ω

2Nous disons que (ψ,A) est un point critique de Eκ,H,B0 si pour chaque (ψ̃, Ã) a support compact, nous avons :

d

dt
Eκ,H,B0(ψ + tψ̃,A + tÃ)|t=0 = 0.
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Landau’ (c.f. [43, Section 3.2]),
−(∇− iκHA)2ψ = κ2(1− |ψ|2)ψ dans Ω

−∇⊥ rot(A− F) =
1

κH
Im(ψ (∇− iκHA)ψ) dans Ω

ν · (∇− iκHA)ψ = 0 sur ∂Ω

rot A = rot F sur ∂Ω .

(1.1.6)

Dans les équations ci-dessus, le champ vecteur ∇⊥ rot A est défini par

∇⊥ rot A = (−∂x2(rot A), ∂x1(rot A)).

Le vecteur ν désigne la normale unitaire en un point de ∂Ω pointant vers l’extérieur.

L’analyse du système (1.1.6), peut être effectuée par des techniques d’équations aux dérivées

partielles.

Nous rappelons que ce système est non linéaire. H1(Ω) est, (quand Ω est borné et régulier dans

R2) d’injection compacte dans Lp(Ω) pour tout p ∈ [1,+∞). De plus, on peut montrer que la

solution dans H1(Ω,C)×H1
div(Ω) du système elliptique (1.1.6) est en fait, quand Ω est régulière,

dans C∞(Ω,C)× C∞(Ω,R2). (c.f. [13, Théorème F.2.1]).

1.1.5 Les vortex

Quand l’intensité du champs magnétique H augmente progressivement tout en passant par des

valeurs critiques (voir Section 1.1.6), le champ magnétique B0 ne sera plus repoussé. Autrement

dit, il traverse l’échantillon de part en part par le biais des vortex qui sont représentés par des

disques D qui peuvent être vus comme l’ensemble {|ψ|2 ≈ 0}.

Figure 1.3 – Représentation schématique d’un supraconducteur avec tourbillons (vortex).
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Pour permettre à ce champ magnétique (représenté en noir) de passer à travers le vortex,

le matériau développe des courants supraconducteurs (représentés en vert) :

j =
i

2κH

(
ψ(∇− iκHA)ψ − ψ(∇− iκHA)ψ

)
qui circulent autour de ces disques, sous forme de tourbillon qui justifie le nom ‘vortex’. Autour

de ces disques, la phase ϕ de ψ a un nombre d’enroulement non nul d = 1
2π

∫
∂D

∂ϕ
∂τ d’éfinie sur

le bord du disque, appelé le degré du vortex, où les vortex de degré 1 et −1 sont représentés.

Figure 1.4 – Vortex de degré +1 et −1, les flèches représentent le courant.
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1.1.6 Les champs critiques

Pour un κ donné, le comportement des minimiseurs et plus généralement des points critiques de

la fonctionnelle est déterminé en fonction de la valeur du champ magnétique H.

Quand le champ magnétique est constant, il y a trois valeurs principales du H ou champs

critiques HC1 , HC2 et HC3 , pour lesquelles des transitions de phase se produisent.

En dessous du premier champ critique HC1 , le supraconducteur est partout dans sa phase

supraconductrice |ψ| 6= 0 et le champ magnétique ne pénètre pas (cela s’appelle l’effet Meissner

ou état de Meissner (c.f. Figure 1.5). Mathématiquement, le champ magnétique induit rot A est

asymptotiquement très petite.

À HC1 , un premier vortex apparâıt. Entre HC1 et HC2 les phases supraconductrices et

normales (sous la forme de tourbillons) coexistent dans l’échantillon, et le champ magnétique

pénètre à travers les vortex. C’est ce qu’on appelle l’état mixte (c.f. Figure 1.6).

À HC2 , quand κ est grand, une deuxième transition de phase se produit. |ψ| ≈ 0 à

l’intérieur de l’échantillon, c’est-à-dire que la supraconductivité dans la plus grande partie de

l’échantillon est perdue. Mathématiquement, le champ magnétique induit rot A et le profil du

champ magnétique appliqué B0 sont asymptotiquement égaux.

Entre HC2 et HC3 , la supraconductivité persiste près de la frontière, c’est ce qu’on appelle

la supraconductivité de surface, et après HC3 , la supraconductivité est complètement détruite

et |ψ| = 0 dans tout l’échantillon. L’échantillon est alors complètement en phase normale.

Figure 1.5 – Etat Meissner. Figure 1.6 – Etat mixte.

Nous allons donner maintenant le comportement asymptotique des trois champs critiques

dans des plusieurs cas :

Le cas du champ magnétique constant :

HC2 =
κ

B0
et HC3 ∼

κ

Θ0B0
.

Ici, Θ0 est une constante universelle telle que, Θ0 ∈ (1/2, 1).

Le cas du champ magnétique variable qui ne s’annule pas :

HC2 =
κ

inf
x∈Ω

B0
et HC3 ∼

κ

Θ0 inf
x∈∂Ω

B0
avec

(
inf
x∈Ω

B0 > Θ0 inf
x∈∂Ω

B0

)
.
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Dans le cas où
(
infx∈ΩB0 < Θ0 infx∈∂ΩB0

)
, le phénomène de la supraconductivité de surface

disparâıt. Ceci nous donne que les comportements asymptotiques de HC2 et HC3 sont égaux.

HC2 = HC3 ∼
κ

Θ0 inf
x∈∂Ω

B0
.

Le cas du champ magnétique variable qui s’annule le long d’une courbe simple et

régulière Γ :

HC2 =
κ2

λ
3
2
0 min
x∈Ω∩Γ

|∇B0(x)|
et HC3 ∼

κ2

min
x∈∂Ω∩Γ

λ0(R+, θ(x))
3
2 |∇B0(x)|

avec

λ
3
2
0 min
x∈Ω∩Γ

|∇B0(x)| > min
x∈∂Ω∩Γ

λ0(R+, θ(x))
3
2 |∇B0(x)| .

Ici, λ0 est introduite dans (??), λ0(R+, θ(x)) est le bas du spectre de l’opérateur qui est défini

dans (??) et θ(x) désigne l’angle entre |∇B0(x)| et le vecteur normal −ν(x).

Dans le cas où λ
3
2
0 min
x∈Ω∩Γ

|∇B0(x)| < min
x∈∂Ω∩Γ

λ0(R+, θ(x))
3
2 |∇B0(x)| , la supraconductivité de

surface disparâıt. Alors, nous ne distinguons pas entre HC2 et HC3 , de plus

HC2 = HC3 ∼
κ2

min
x∈∂Ω∩Γ

λ0(R+, θ(x))
3
2 |∇B0(x)|

.

Pour ce qui concerne le premier champ critique HC1 , nous ronvoyons à Sandier et Serfaty

[43].
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1.2 L’énergie de l’état fondamental de la fonctionnelle de Ginzburg-

Landau avec un champ magnétique appliqué variable dans

un domaine de R2

1.2.1 Problème posé

Ici on prend κ grand ce qui correspond à une hypothèse que le matériau est fortement de type

II. Les propriétés supraconductrices sont décrites par les minimiseurs (ψ,A) de la fonction-

nelle Êκ,H,B0 définie en (1.1.2). On s’intéresse juste à déterminer le comportement asymptotique

du paramètre d’ordre ψ dans le régime où le paramètre de Ginzburg-Landau κ et le champ

magnétique H sont grands et de même ordre, i.e.

∃κ0 ≥ 0 , ∀κ ≥ κ0, Λmin κ ≤ H ≤ Λmax κ , (1.2.1)

où Λmin et Λmax sont des constantes strictement positives telle que Λmin ≤ Λmax.

Comme conséquence, nous montrons que le paramètre d’ordre ψ est localisé asymptotiquement

dans la region où B0 <
κ
H lorsque H vérifie (1.2.1).

1.2.2 Résultats principaux

Étant donné b ≥ 0. Nous définissons l’énergie de Ginzburg-Landau dans un ensemble ouvert

D ⊂ R2,

Gb,D(u) =

∫
D

(
b|(∇− iA0)u|2 +

1

2
(1− |u|2)2

)
dx , ∀u ∈ H1

0 (D) .

Ici,

A0(x) =
1

2
(−x2, x1) , ∀x = (x1, x2) ∈ R2 .

Compte tenu de la définition de l’énergie de l’état fondamental Êg dans (1.1.4). Nous donnons

une estimation asymptotique de Êg, qui est valable quand H satisfait (1.2.1). Le comportement

de l’énergie Êg(κ,H) implique une fonction auxiliaire f̂ qui est la limite de minimum de l’énergie

de Ginzburg-Landau Gb,QR avec QR =]−R/2, R/2[×]−R/2, R/2[,

f̂(b) = lim
R→+∞

inf
u∈H1

0 (QR)
Gb,QR(u)

R2
. (1.2.2)

La fonction f̂ a les propriétés suivantes :

- Pour tous b ≥ 1, f̂(b) = 1
2 , et f̂(0) = 0.

- f̂ : [0, 1] −→ [0, 1
2 ] est une fonction croissante, continue et concave.

-

f̂(b) =
b

2
ln

1

b
(1 + o(1)) , lorsque b −→ 0 . (1.2.3)
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La fonction f̂ a été introduite par Sandier-Serfaty dans [44], puis analysée en [3, 17]. Cette

fonction joue un rôle important dans la description de la distribution de la supraconductivité

dans la plupart des échantillons à deux et trois dimensions, voir [44], [3, 16, 17] et les articles

récents [5, 26].

Théorème 1.2.1. Supposons que B0 vérifie (1.1.3) et H vérifie (1.2.1). Alors, l’énergie de l’état

fondamental Êg satisfait,

Êg(κ,H) = κ2

∫
Ω

{
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

2

}
dx+ o(κ2) , (κ→ +∞) . (1.2.4)

Remarque 1.2.2. Plus précisément, quand κ est grand, on peut montrer l’existence de C > 0

et τ0 ∈ (1, 2) tels que ;∣∣∣∣Êg(κ,H)− κ2

∫
Ω

{
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

2

}
dx

∣∣∣∣ ≤ Cκτ0 . (1.2.5)

Notons que, le deuxième terme à droite dans (1.2.4) est petit par rapport au premier terme

κ2

∫
Ω

{
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

2

}
dx qui est donc le terme dominant.

Le théorème 1.2.1 a été prouvé par E. Sandier et S. Serfaty (cf. [44, Théorème 1.4]) lorsque

le champ magnétique B0 est constant (B0 = 1). Cependant, ces auteurs ne contrôlent pas

le reste avec la même précision dans [26]. Pour être plus précis, l’énergie de l’état fonda-

mental dans le cas B0 = 1 qui était κ2 |Ω|
{
f̂

(
H

κ

)
− 1

2

}
, devient maintenant l’intégrale

κ2

∫
Ω

{
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

2

}
dx. L’approche utilisée dans la preuve du Théorème 1.2.1 est différente

de celle du [44] et elle s’inspire plutôt de celle dans [16] qui étudie le même problème lorsque

Ω ⊂ R3 et B0 constant.

L’énoncé du Théorème 1.2.3 nous donne que l’énergie magnétique est petite, comparée à

celle du terme dominant qui est d’ordre supérieur à O(κτ0).

Théorème 1.2.3 (Estimation de l’énergie magnétique.). Avec les notations et l’hypothèses du

Théorème 1.2.1, il existe deux constantes C > 0 et κ0 > 0, telles que, si κ ≥ κ0, alors l’énergie

magnétique satisfait,

(κH)2

∫
Ω
| rot A−B0|2 dx ≤ Cκτ0 . (1.2.6)

Dans notre démonstration, la valeur de τ0 dépend des propriétés de B0 : nous trouvons

que τ0 = 7
4 lorsque B0 ne s’annule pas en Ω et que τ0 = 15

8 dans le cas général.

Nous allons maintenant donner une version locale du Théorème 1.2.1. Tout d’abord, si

(ψ,A) ∈ H1(Ω;C)×H1
div(Ω), nous introduisons la densité de l’énergie,

e(ψ,A) = |(∇− iκHA)ψ|2 − κ2|ψ|2 +
κ2

2
|ψ|4 .
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Nous introduisons aussi l’énergie locale de ψ dans un domaine D ⊂ Ω :

E0(ψ,A;D) =

∫
D
e(ψ,A) dx . (1.2.7)

De plus, nous definissons l’énergie locale de Ginzburg-Landau de (ψ,A) dans un domaine D ⊂ Ω

comme suit,

E(ψ,A;D) = E0(ψ,A;D) + (κH)2

∫
Ω
| rot A−B0|2 dx . (1.2.8)

Théorème 1.2.4 (Estimation de l’énergie locale.). Supposons que D ⊂ Ω soit un ensemble

ouvert. Alors, il existe une constante κ0 > 0 telle que, lorsque H vérifie (1.2.1) et (ψ,A) un

minimiseur de (1.1.2), nous avons

E(ψ,A;D) = κ2

∫
D

{
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

2

}
dx+ o(κ2) . (1.2.9)

Dans le cas où B0 = 1, Sandier et Serfaty (cf. [44]) ont donné un comportement asympto-

tique du E(ψ,A;D) quand (ψ,A) est un minimiseur de (1.1.2).

Théorème 1.2.5 (Sandier-Serfaty). Il existe une constante κ0 > 0 telle que, lorsque H vérifie

(1.2.1), nous avons

E(ψ,A;D) = κ2 |D|
{
f̂

(
H

κ

)
− 1

2

}
+ o(κ2) , (κ→ +∞) . (1.2.10)

Le théorème suivant nous donne un comportement asymptotique du paramètre d’ordre ψ,

quand (ψ,A) est un minimiseur global.

Théorème 1.2.6 (Concentration du paramètre d’ordre.). Avec les notations et hypothèses du

Théorème 1.2.1. Il existe deux constantes positives C, κ0 et une constante τ1 ∈ (−1, 0) telles

que, si κ ≥ κ0, et D est un ouvert régulier tel que D ⊂ Ω, alors,

1. Si (ψ,A) ∈ H1(Ω;C)×H1
div(Ω) est une solution de (1.1.6), alors,

1

2

∫
D
|ψ|4 dx ≤ −

∫
D

{
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

2

}
dx+ Cκτ1 . (1.2.11)

2. Si (ψ,A) ∈ H1(Ω;C)×H1
div(Ω) est un minimiseur de (1.1.2), alors,∣∣∣∣∫

D
|ψ|4 dx+ 2

∫
D

{
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

2

}
dx

∣∣∣∣ ≤ Cκτ1 . (1.2.12)

La valeur de τ1 trouvée dépend des propriétés de B0 : nous trouvons que τ1 = −1
4 lorsque

B0 ne s’annule pas en Ω et que τ1 = −1
8 dans le cas général.

Notons que f̂(·) ∈ [0, 1
2 ], ce qui implique

−
∫
D

{
2f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

}
dx ≥ 0 .
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Le théorème 1.2.6 a été prouvé par E. Sandier et S. Serfaty (cf. [44]) lorsque Ω ⊂ R2 et B0 est

constant.

Théorème 1.2.7 (Sandier-Serfaty). Supposons que Ω ⊂ R2, B0 = 1, H vérifie (1.2.1) et que

D est un ouvert régulier tel que D ⊂ Ω. Alors,

1. Si (ψ,A) ∈ H1(Ω;C)×H1
div(Ω) est une solution de (1.1.6), alors,

1

2

∫
D
|ψ|4 dx ≤ −

{
f̂

(
H

κ

)
− 1

2

}
|D|+ o(1) , (κ→ +∞) . (1.2.13)

2. Si (ψ,A) ∈ H1(Ω;C)×H1
div(Ω) est un minimiseur de (1.1.2), alors,∣∣∣∣∫

D
|ψ|4 dx+ 2|D|

{
f̂

(
H

κ

)
− 1

2

}∣∣∣∣ ≤ o(1) , (κ→ +∞) . (1.2.14)

1.2.3 Méthodes de démonstration.

Les techniques appliquées dans la démonstration sont étroitement liées à la définition de la

fonction f̂ (voir (1.2.2)), qui est la densité d’énergie de l’état fondamental associé à un champ

appliqué constant b. Elle devient très grande à l’échelle naturelle du problème, mais reste pe-

tite à l’échelle de Ω et des variations de B0. À l’aide de cette fonction nous avons obtenu le

comportement asymptotique de l’énergie dans le régime où H et κ sont grands et de même

ordre.

La preuve des résultats ci-dessus consiste à subdiviser le domaine Ω en carrés de côté

` en excluant ceux qui rencontrent |B0| < ε, et à approximer l’énergie dans chaque carré en

approximant B0 par un B0 constant, carré dans lesquel on utilisera les bornes supérieures et

inférieurs triviales. Les valeurs de ` et ε sont également à optimiser pour que l’erreur soit la plus

petite possible.

Dans l’estimation du reste, nous nous référons aux estimations a priori des solutions des

équations de Ginzburg-Landau (1.1.6) qui jouent un rôle essentiel dans le contrôle des erreurs

résultant des diverses approximations.

De plus, nous utilisons la version locale de l’énergie pour démontrer que l’énergie magnétique

est dans l’erreur, ce qui nous donne l’asymptotique de l’energie de l’état fondamental de Ginzburg-

Landau dans un sous-domaine.

1.2.4 Discussion des résultats principaux

Si Γ 6= ∅ et H = bκ, b > 0, alors,

f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

2
6= 0 en D =

{
x ∈ Ω :

H

κ
|B0(x)| < 1

}
,

et

|D| 6= 0 .
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Par conséquent, pour κ assez grand, nous obtenons le résultat suivant :∫
D
|ψ|4 dx > εD dans L2(Ω) ,

où εD est une constante positive dépendant de D.

Ceci nous indique que la supraconductivité est localisée dans la région où B0 <
κ
H contrairement

au cas lorsque le champ magnétique est constant.

Il y a donc une différence importante entre nos résultats et ceux pour le champ magnétique

constant. Quand le champ magnétique est d’intensité constante non nulle, (cf. [13]), il existe

une constante universelle Θ0 ∈ (1
2 , 1) telles que, si H = bκ et b > Θ−1

0 , alors ψ = 0 dans Ω. De

plus, dans la même situation, lorsque H = bκ and 1 < b < Θ−1
0 , ψ est asymptotiquement petit

partout sauf dans un petit voisinage de ∂Ω (cf. [47]). Notre résultat est dans le même esprit

que dans [46], où les auteurs ont établi que, sous l’hypothèse (1.1.3), pour κ assez grand, quand

H = bκ2 et b > b0, alors ψ = 0 in Ω. (b0 est une constante).

1.3 Énergie et vorticité pour un modèle de Ginzburg-Landau

avec un champ magnétique variable

Nous allons déterminer une formule asymptotique précise pour le minimum de l’énergie et mon-

trer que les minimiseurs de l’énergie ont des vortex quand l’intensité du champ magnétique

appliqué H varie entre deux échelles caractéristiques, et que le paramètre de Ginzburg-Landau

κ tend vers l’infini, autrement dit, quand H satisfait,

Cminκ
1
3 ≤ H � κ lorsque κ −→ +∞ , (1.3.1)

où Cmin est une constante positive.

De plus, nous allons mettre en évidence que la présence d’un champ magnétique variable implique

que la distribution de la vorticité dans l’échantillon n’est pas uniforme. Notons que, dans le

cas où B0 est constant, Sandier et Serfaty ont prouvé que la distribution de la vorticité dans

l’échantillon est uniforme.

1.3.1 Énoncé des résultats

Théorème 1.3.1. Supposons que B0 vérifie (1.1.3) et que H vérifie (1.3.1), alors, l’énergie de

l’état fondamental dans (1.1.4) admet le comportement asymptotique suivant lorsque κ tend vers

+∞ :

Êg(κ,H) = κ2

∫
Ω

{
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

2

}
dx+ o

(
κH ln

κ

H

)
. (1.3.2)

Le deuxième terme à droite dans (1.2.4), qui peut s’écrire plus simplement o(κH lnκ)

quand (1.3.1) satisfaite, est d’ordre inférieur à celui du premier terme κ2

∫
Ω

{
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

2

}
dx

qui est le terme dominant.
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Sachant que f̂ satisfait (1.2.2), nous pouvons réécrire (1.2.4) comme suit,

Êg(κ,H) =
1

2

[∫
Ω

(
κH|B0(x)| ln κ

H|B0(x)|
− 1

)
dx

]
(1 + o(1)) . (1.3.3)

Quand le champ magnétique est constant, (1.3.3) est prouvé par Sandier-Serfaty [45] sous la

condition :
ln κ

κ
� H � κ . (1.3.4)

Théorème 1.3.2. Supposons que B0 = 1 et H vérifie (1.3.4), alors, l’énergie de l’état fonda-

mental dans (1.1.4) satisfait

Êg(κ,H) =
1

2
|Ω|

(
κH ln

κ

H
− 1
)

(1 + o(1)) , (κ→ +∞) . (1.3.5)

La raison pour laquelle nous n’obtenons pas (1.3.3) sous la condition ci-dessus est pro-

bablement technique. La méthode consiste à construire des tests de configurations avec une

condition au bord de Dirichlet. Nous ne pouvons pas construire des configurations périodiques

comme dans [45], parce que le champ magnétique B0 est variable.

L’approche utilisée dans la preuve du Théorème 1.2.5 est inspirée de celle dans [30] qui étudie

le même problème quand Ω ⊂ R3 et B0 est constante.

Rappelons que quand H vérifie (1.2.1), nous avons obtenu

Êg(κ,H) = κ2

∫
Ω

{
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

2

}
dx+ o (κH) , (κ −→ +∞) . (1.3.6)

Si nous supposons qu’il existe des constantes positives Cmin et Cmax avec H(κ) satisfaisant

Cminκ
1
3 ≤ H(κ) ≤ Cmaxκ , (1.3.7)

alors (1.3.6) et (1.3.2) deviennent

Êg(κ,H) = κ2

∫
Ω

{
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
− 1

2

}
dx+ o

(
κH

(∣∣∣ ln H
κ

∣∣∣+ 1

))
. (1.3.8)

En particulier, l’hypothèse faite sur H couvre la situation considérée dans (1.2.1).

Quand l’ensemble Γ = {x ∈ Ω, B0(x) = 0} est une union finie de courbes régulières et que

l’intensité de champ magnétique H satisfait

κ� H ≤ O(κ2) . (1.3.9)

Helffer et Kachmar ont donné dans [26] le comportement asymptotique de l’énergie Eg(κ,H)

suivant :

Théorème 1.3.3. Supposons que B0 vérifie (1.1.3) et H vérifie (1.3.9), alors,

Êg(κ,H) = κ2

∫
Ω
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
dx+

κ3

H
o(1) , (κ→ +∞) . (1.3.10)
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Le théorème suivant nous donne que l’énergie magnétique est petite comparée avec le

terme dominant dans (1.3.8).

Théorème 1.3.4 (Estimation de l’énergie magnétique.). Avec les notations et l’hypothèse du

Théorème 1.3.1, l’énergie magnétique du minimiseur satisfait

(κH)2

∫
Ω
| curl A−B0|2 dx = o

(
κH ln

κ

H

)
, lorsque κ −→ +∞ . (1.3.11)

Ce théorème a été prouvé par Helffer et Kachmar [26] quand H vérifie (1.3.9).

Nous allons donner un développement asymptotique de l’énergie locale du minimiseur

E(ψ,A;D) définie dans (1.2.8) où D ⊂ Ω est un ensemble ouvert.

Théorème 1.3.5. Supposons que B0 vérifie (1.1.3) et D un ouvert régulier tel que D ⊂ Ω, nous

avons,

1. Si (ψ,A) est un minimiseur de (1.1.2) et H(κ) vérifie (1.3.1), alors,

E(ψ,A,D) ≥ κ2

∫
D
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
dx+ o

(
κH ln

κ

H

)
, lorsque κ −→ +∞ . (1.3.12)

2. Si (ψ,A) est un minimiseur de (1.1.2) et H(κ) satisfait

C1
minκ

3
5 ≤ H � κ lorsque κ −→ +∞ , (1.3.13)

où C1
min est une constante positive, alors,

E(ψ,A,D) ≤ κ2

∫
D
f̂

(
H

κ
|B0(x)|

)
dx+ o

(
κH ln

κ

H

)
, lorsque κ −→ +∞ . (1.3.14)

Helffer et Kachmar ont étudié le même problème quand H vérifie (1.3.9). Pour être plus

précis, le reste sous la condition (1.3.9) était
κ3

H
o(1), il devient maintenant κH ln κ

H o (1).

Dans le théorème suivant, pour des champs appliqués qui vérifient (1.3.1) et pour des

configurations (ψ,A) d’énergie minimale, on définit des vortex en s’inspirant des méthodes de

Sandier et Serfaty [45] qui nous aident à obtenir des informations sur la distribution de la

vorticité dans Ω. Partant de là, on peut associer à (ψ,A) une mesure de vorticité

µκ =
2π

κH

m∑
i=1

diδai ,

où les paires (ai, di)i sont les positions et les degrés des vortex de (ψ,A).

Théorème 1.3.6. Avec les notations et l’hypothèse du Théorème 1.3.1. Il existe m = m(κ)

disques disjoints (Di(ai, ri))
m
i=1 dans Ω tels que, lorsque κ −→ +∞ ,

1.
∑m

i=1 ri ≤ (κH)
1
2

(
ln κ

H

)− 7
4
∫

Ω
1√
|B0(x)|

dx (1 + o(1)) .

2. |ψ| ≥ 1
2 sur ∪i∂Di .
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3. Si di = deg
(
ψ
|ψ| , ∂Di

)
désignet les degrés des vortex de ψ

|ψ| sur ∂Di, alors lorsque κ −→
+∞

µκ =
2π

κH

m∑
i=1

diδai −→ B0(x) dx et |µκ| =
2π

κH

m∑
i=1

|di|δai −→ |B0(x)| dx ,

au sens de la convergence faible3, où dx est la mesure de Lebesgue de R2 restreint à Ω .

Le théorème 1.3.6 nous donne que si (ψ,A) est un minimiseur et B0 un champ magnétique

variable vérifie (1.1.3), alors ψ a des vortex qui sont distribués partout dans Ω mais avec une

densité non uniforme.

Mentionnons ici que dans [45], Sandier et Serfaty ont obtenu (lorsque H vérifie (1.3.4) et B0 est

constant) que ψ a des vortex qui sont distribués uniformement dans Ω.

1.3.2 Méthodes de démonstration.

Une première étape du travail est d’analyser l’état fondamental avec conditions aux limites

de Neumann et avec conditions aux limites de Dirichlet. Nous démontrons l’existence d’une

constante positive C, telle que si R > 1 et 0 < b < 1 alors :

eD(b, R) ≤ eN (b, R) + C R b
1
2 .

De plus, à l’aide de la fonction f̂ introduite en (1.2.2) nous avons décrit le comportement

asymptotique du eD(b, R), ce qui nous permet (après avoir subdiviser le domaine Ω en carrés de

taille `) en utilisant l’inégalité ci dessus de minorer l’énergie dans chaque carré. Nous utilisons

dans chaque carré des estimations qui nous permettent de montrer que le champ B0 peut être

considéré comme constant.

Dans la majoration de l’énergie, la méthode consiste à construire dans chaque carré

des tests de configurations avec une condition aux limites de Dirichlet en utilisant le résultat de

Proposition ?? qui contient la majoration de l’état fondamental eD.

Notons que dans les deux estimations (majoration et minoration), nous approximons l’énergie

en excluant les carrés qui rencontrent |B0| < ε.

Dans une autre partie nous montrons que l’énergie magnétique est dans l’erreur en uti-

lisant les résultats sur l’énergie de l’état fondamental et nous déterminons une version locale

de l’énergie. Ceci nous donne l’asymptotique de l’énergie de l’état fondamental dans un sous-

domaine.

Dans la dernière partie, nous nous inspirons des méthodes de Sandier et Serfaty sur la

distribution des vortex dans Ω. À nouvau nous resubdivisons chaque carré en M2 carrés parmi

lesquels on distingue entre bons et mauvais carrés, ceci nécessitant une optimisation fine des

paramètres. Pour les détails nous renvoyons le lecteur à la Section ??. Nous démontrons que

le nombre des mauvais carrés sont relativement petits, comparé à celui des bons carrés. En

3µκ est faiblement convergente vers µ c’est-à-dire :

µκ(f) −→ µ(f) , ∀f ∈ C0(Ω) .
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utilisant le résultat de la Proposition ?? qui a prouvé par Sandier et Serfaty, nous obtenons que

les minimiseurs ont des vortex qui sont distribués dans Ω avec une densité non uniforme.

1.4 Énergie pour un modèle de Ginzburg-Landau avec un champ

magnétique variable et un terme de “pinning”

Nous allons étudier un modèle de Ginzburg-Landau avec un champ magnétique variable et

avec pinning. Le pinning traduit l’existence d’impuretés dans le matériau, il peut avoir des

conséquences importantes sur la localisation des vortex (sujet que nous n’abordons pas ici) et

aussi sur la température critique et l’apparition de la supraconductivité. Il est modélisé (selon la

littérature physique) par un terme de poids a(x) qui correspond à l’inhomogénéité du matériau.

L’énergie à étudier devient alors :

Eκ,H,a,B0(ψ,A) =

∫
Ω

(
|(∇− iκHA)ψ|2 +

κ2

2
(a(x, κ)− |ψ|2)2

)
dx+ κ2H2

∫
Ω
| curl A−B0|2 dx ,

(1.4.1)

où a(κ, x) peut dépendre de l’échelle κ. La fonction a(x, κ) est réelle, définie sur Ω × [κ0,+∞)

pour un certain κ0 > 0 et satisfait les hypothèses suivantes :

(H1)

∀κ ≥ κ0 , a(·, κ) ∈ C1(Ω) . (1.4.2)

(H2)

sup
x∈Ω, κ≥κ0

|a(x, κ)| < +∞ . (1.4.3)

(H3)

∀κ ≥ κ0 , sup
x∈Ω

|∇x a(x, κ)| < +∞ . (1.4.4)

(H4) Il existe une constante positive C1, telle que,

∀κ ≥ κ0 , L (∂{a(x, κ) > 0}) ≤ C1 κ
1
2 , (1.4.5)

où L est la longueur de ∂{a(x, κ) > 0} dans Ω. Pour les détails nous renvoyons le lecteur

à la section ?? (plus précisement à l’équation ??).

L’hypothèse H3 nous donne un contrôle uniforme sur l’oscillation de a(·, κ) qui sera précisé

ultérieurement par une hypothèse sur

L(κ) = sup
x
|∇xa(x, κ)| .

Si (ψ,A) ∈ H1(Ω,C)×H1
div(Ω) est un point critique de Eκ,H,a,B0 , donc, (ψ,A) est une solution

faible du système constistué des équations suivantes, que nous appelons ‘équations de Ginzburg-
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Landau’, 
−(∇− iκHA)2ψ = κ2(a(x, κ)− |ψ|2)ψ dans Ω

−∇⊥ rot(A− F) =
1

κH
Im(ψ (∇− iκHA)ψ) dans Ω

ν · (∇− iκHA)ψ = 0 sur ∂Ω

rot A = rot F sur ∂Ω .

(1.4.6)

La fonctionelle Eκ,H,a,B0 a un point critique du type (0,A) avec A ∈ H1
div(Ω) tel que rot A = B0.

Un point critique ayant cette forme est appelé un état normal (ou une solution triviale). Il est

donc naturel d’étudier si cet état normal est un minimiseur local de la fonctionnelle Eκ,H,a,B0 en

présence d’un champ magnétique fort avec pinning. Le Hessien de Eκ,H,a,B0 en un état normal

est donné par :

Hess(0,F)[φ,B] =

∫
Ω

(
|(∇− iκHF)φ|2 − κ2 a(x, κ)|φ|2

)
dx+ (κH)2

∫
Ω
| rotB|2 dx . (1.4.7)

Nous sommes conduits alors à étudier la positivité de la forme quadratique

QΩ
κHF,−κ2a(u) =

∫
Ω

(
|(∇− iκHF)u|2 − κ2 a(x, κ)|u|2

)
dx (u ∈ H1(Ω)) . (1.4.8)

En observant que QΩ
κHF,−κ2a est semi-bornée inférieurement, i.e. qu’il existe une constante C

telle que : ∫
Ω

(
|(∇− iκHF)u|2 − κ2 a(x, κ)|u|2

)
dx ≥ −C‖u‖2 ,

nous considérons la réalisation auto-adjointe définie par le théorème de Friedrichs. C’est l’opérateur

de Schrödinger magnétique PΩ
κHF,−κ2a de domaine D(PΩ

κHF,−κ2a) :

PΩ
κHF,−κ2a = −(∇− iκHF)2 ,

D(PΩ
κHF,−κ2a) = {u ∈ H2(Ω); ν · (∇− iκHA)u|∂Ω

= 0} .

Notons µ1(κ,H) le bas du spectre de l’opérateur PΩ
κHF,−κ2a. À l’aide du principe du min-max,

µ1(κ,H) est défini par :

µ1(κ,H) = inf
φ∈H1(Ω)
φ 6=0

(
QΩ
κHF,−κ2a(φ)

‖φ‖2
L2(Ω)

)
. (1.4.9)

Beaucoup d’articles sont consacrés à l’estimation de minimum de l’énergie de Ginzburg-Landau

avec pinning, la plupart de ces papiers ont étudiée l’influence du pinning sur la localisation des

vorticités. Dans le cas où B0 = 0 dans (1.4.6), l’influence du pinning a été étudié par Lassoued et

Mironescu dans [36] et récemment par Michaël dans [38]. Le pinning (i.e. la fonction a) dans [36],

est une fonction indépendante de κ, et est considéré dans [38] comme une fonction périodique

dépendant de κ. La version magnétique de la fonctionnelle dans [36] a été étudiée dans [30, 32].

Dans [4], Aftalion, Sandier et Serfaty ont considéré une fonction a régulière dépendant de

κ qui satisfait :
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• L(κ)� κH.

• il existe une fonction a(x) continue, une constante positive a0 et, pout tout κ ≥ 0, il existe

deux fonctions σ(κ) = o
((

ln
∣∣ln 1

κ

∣∣)− 1
2

)
et β(x, κ) ≥ 0 telles que,

min
B(x,σ(κ))

β(x, κ) = 0 , a(x, κ) = a(x) + β(x, κ) , et 0 < a0 ≤ a(x) ≤ 1 .

Cette étude contient le cas quand a(x, κ) = a(x) (β = 0), mais elle contient aussi des cas avec

des fonctions β(·, κ) dont l’oscillation en x peut crôıtre avec κ.

La fonctionnelle Eκ,H,a,B0 dans (1.4.6) est proche des modèles de Bose-Einstein (voir [1, 2]).

1.4.1 Résultats principaux

Nous allons analyser comment le pinning apparâıt dans l’asymptotique de l’énergie en présence

d’un champ magnétique externe, variable et fort.

Nous nous concentrons sur le régime κ grand (i.e. κ→ +∞) et nous étudions l’énergie de

l’état fondamental de Ginzburg-Landau comme suit :

Ẽg(κ,H, a,B0) = inf
{
Eκ,H,a,B0(ψ,A) : (ψ,A) ∈ H1(Ω;C)×H1

div(Ω)
}
. (1.4.10)

Pour être plus précis nous donnons une estimation asymptotique de Ẽg, qui est valable quand

H vérifie (1.2.1). Le comportement de l’énergie Ẽg fait intervenir la fonction f̂ déjà définie dans

(1.2.2).

Théorème 1.4.1. Supposons que les hypothèses (H1) − (H4) sont satisfaites et que H vérifie

(1.2.1), et

L(κ) = O(κ
1
2 ) lorsque κ→ +∞ . (1.4.11)

L’énergie de l’état fondamental dans (1.4.10) satisfait, lorsque κ→ +∞,

Ẽg(κ,H, a,B0) = κ2

∫
{a(x,κ)>0}

a(x, κ)2 f̂

(
H

κ

|B0(x)|
a(x, κ)

)
dx+

κ2

2

∫
{a(x,κ)≤0}

a(x, κ)2 dx+o
(
κ2
)
.

(1.4.12)

Notons que quand Ω ∩ {a(x, κ) > 0} = ∅, nous obtenons directement du (1.4.1)

Eκ,H,a,B0(ψ,A) ≥ κ2

2

∫
Ω
a(x, κ)2 dx = Eκ,H,a,B0(0,F) .

Par conséquent le minimiseur de Eκ,H,a,B0 est l’état normal. En termes physiques, ce cas corres-

pond au cas où nous sommes au dessus de la température critique.

Les hypothèses du Théorème 1.4.1 couvrent le cas où la fonction a est constante et égale

à 1, qui a été étudié dans [5] (voir (1.2.4)) lorsque H vérifie (1.2.1).

Le théorème suivant nous donne une estimation de l’énergie magnétique.
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Théorème 1.4.2 (Estimation de l’énergie magnétique). Avec les notations et les hypothèses du

Théorème 1.4.1, nous avons

(κH)2

∫
Ω
| curl A−B0|2 dx = o(κ2) , lorsque κ −→ +∞ . (1.4.13)

Nous introduisons l’énergie locale de (ψ,A) dans un domaine D ⊂ Ω :

E0(ψ,A; a,D) =

∫
D
|(∇− iκHA)ψ|2 dx+

κ2

2

∫
D

(a(x, κ)− |ψ|2)2 dx . (1.4.14)

Le théorème suivant, nous donne une estimation de l’énergie locale E0(ψ,A; a,D) et aussi

un comportement asymptotique de la norme L4 dans D du paramètre d’ordre ψ, quand (ψ,A)

est un minimiseur global.

Théorème 1.4.3. Avec les notations et les hypothèses du Théorème 1.4.1, si (ψ,A) est un

minimiseur de (1.4.1) et D est un ensemble régulier tel que D ⊂ Ω, alors, lorsque κ→ +∞,

• Estimation de l’énergie locale :

E0(ψ,A; a,D) = κ2

∫
D∩{a(x,κ)>0}

a(x, κ)2 f̂

(
H

κ

|B0(x)|
a(x, κ)

)
dx

+
κ2

2

∫
D∩{a(x,κ)≤0}

a(x, κ)2 dx+ o
(
κ2
)
. (1.4.15)

• Concentration du paramètre d’ordre :∫
D
|ψ(x)|4 dx = −

∫
D∩{a(x,κ)>0}

a(x, κ)2

{
2f̂

(
H

κ

|B0(x)|
a(x, κ)

)
− 1

}
dx+ o (1) . (1.4.16)

La formule (1.4.16) indique que ψ est localisé asymptotiquement dans la région où a > 0.

Quand a(x, κ) = 1, le Théorème 1.4.3 a été prouvé dans [5].

Nous allons maintenant étudier le troisième champ crtitique, i.e. le champ au-dessus duquel

l’état normal (0,F) est le seul point critique de la fonctionnelle dans (1.4.6). Nous définissons

les trois ensembles suivants :

N cp(κ) = {H > 0 : Eκ,H,a,B0 a un point critique non normal} , (1.4.17)

N (κ) = {H > 0 : Eκ,H,a,B0 a un minimiseur non normal} , (1.4.18)

et

N loc(κ) = {H > 0 : µ1(κ,H) < 0} . (1.4.19)

Ici, µ1(κ,H) a été défini dans (1.4.9).

Nous renvoyons à [10, 31, 37, 46] pour des contributions précédentes.
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Nous introduisons les champs critiques suivants (cf. e.g.[15, 34]) .

H
cp
C3

(κ) = sup N cp(κ) , Hcp
C3

(κ) = inf (R+ \ N cp(κ)) , (1.4.20)

HC3(κ) = sup N (κ) , HC3
(κ) = inf (R+ \ N (κ)) , (1.4.21)

H
loc
C3

(κ) = sup N loc(κ) , H loc
C3

(κ) = inf (R+ \ N loc(κ)) . (1.4.22)

Au dessous du HC3
, les états normaux perdront leur stabilité, et au dessus du HC3 , l’état

normal est (après une transformation de jauge) le seul point critique de la fonctionnelle dans

(1.4.6).

Notre objectif est de determiner le comportement asymptotique de tous les champs cri-

tiques lorsque κ −→ +∞.

Il s’agit détudier des quantité spectrales liées à trois modèles qui dépendent de Γ (Γ étant

vide ou non). Nous introduisons

Θ0 = inf
ξ∈R

µ(ξ) ,

où µ est la valeur propre de l’opérateur

hN,ξ := − d2

dt2
+ (t+ ξ)2 dans L2(R+) ,

avec la condition de Neumann au bord u′(0) = 0.

Théorème 1.4.4. Supposons que B0 > 0 dans Ω et que a ∈ C1(Ω) vérifie {a > 0} 6= ∅. Alors,

lorsque κ −→ +∞, tous les champs critiques satisfont :

HC3(κ) = max

(
sup
x∈Ω

a(x)

|B0(x)|
, sup
x∈∂Ω

a(x)

Θ0|B0(x)|

)
κ+O(κ

1
2 ) . (1.4.23)

Nous introduisons,

λ0 = inf
τ∈R

λ(τ) , (1.4.24)

où λ(τ) est la valeur propre de l’opérateur autoadjoint :

M(τ) = − d2

dt2
+

1

4
(t2 + 2τ)2 in L2(R) . (1.4.25)

Nous considérons, pour tous θ ∈ (0, π) le bas du spectre λ(R2
+, θ) de l’opérateur

P
R2

+

Aapp,θ,0
with Aapp,θ = −

(
x2

2

2
cos θ,

x2
1

2
sin θ

)
. (1.4.26)

Théorème 1.4.5. Supposons que Γ = {x : B0(x) = 0} 6= ∅, que (1.1.3) est satisfaite et que

a ∈ C1(Ω) vérifie {a > 0} 6= ∅. Lorsque κ −→ +∞, les six champs critiques dans (1.4.20)-

(1.4.22) satisfont :

HC3(κ) = max

 sup
x∈Γ∩Ω

a(x)
3
2

λ
3
2
0 |∇B0(x)|

, sup
x∈Γ∩∂Ω

a(x)
3
2

λ(R2
+, θ(x))

3
2 |∇B0(x)|

 κ2 +O
(
κ

11
6

)
.
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Ici, θ(x) désigne l’angle entre ∇B0(x) et le vecteur normal −ν(x).

1.4.2 Méthodes de démonstration

Notre but principal est de déterminer des estimations de l’énergie de l’état fondamental en

présence d’un poids qui peut changer de signe et de donner une étude détaillée du troisième

champ critique HC3 quand a ne dépend pas du paramètre κ, qui peut être défini de plusieurs

façons (voir (1.4.20)-(1.4.22)), mais qui correspond à la transition entre l’état où il y a supra-

conductivité de surface au bord du domaine, et l’état normal.

Dans l’estimation de l’énergie, les techniques utilisées dans la démonstration sont inspirées

de celles de [5] et [6] (où le cas a(x, κ) = 1 a été traité). Au niveau technique, l’approche utilisée

dans les preuves est différente de celles de [5, 17, 43] puisque nous n’utilisons pas les estimations

elliptiques uniformes. Ces estimations sont utilisées fréquemment dans les articles sur la fonc-

tionnelle de Ginzburg-Landau (voir [13]) avec un pinning constant. Elles sont d’abord apparues

dans [34] et ont été étendues au régime complet dans [14]. Plus précisement nous donnons une

généralisation de la formule (1.2.4), où l’intégrand doit être remplacer par a2(x, κ) f̂
(
H
κ
|B0(x)|
a(x,κ)

)
dans la région où a(x, κ) > 0, et par a(x,κ)2

2 ailleurs. De plus nous montrons que les vortex sont

localisés dans la région où le pinning a est positif.

L’étude asymptotique du troisième champ critique HC3 , nous conduit lorsque le champ

magnétique appliqué B0 est constant à l’analyse spectrale de l’opérateur de Gennes :

hN,ξ := − d2

dt2
+ (t+ ξ)2 dans L2(R+) ,

avec conditions aux limites de Neumann u′(0) = 0.

Dans le cas où le champ magnétique variable s’annule sur une courbe régulière, nous sommes

conduit à faire l’analyse spectrale de l’opérateur de Montgomery :

M(τ) = − d2

dt2
+

1

4
(t2 + 2τ)2 dans L2(R) ,

et de l’opérateur de Pan et Kwek :

−(∇− iAapp,θ)
2 dans L2(R+) ,

où

Aapp,θ = −
(
x2

2

2
cos θ,

x2
1

2
sin θ

)
et 0 ≤ θ < π .

Nous proposons six définitions sur HC3 , selon qu’on se place du point de vue de l’unicité de l’état

normal comme point critiquede l’énergie Eκ,H,a,B0 , du caractère minimisant de l’état normal, ou

de sa stabilité linéaire. (plus précisement voir (1.4.20), (1.4.21) et (1.4.22)).

Nous montrons dans les Théorèmes 1.4.4 et 1.4.5 que ces six définitions ont la même valeur de

HC3 lorsque κ→ +∞.
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[8] F. Bethuel, H. Brezis and F. Hélein. Ginzburg-Landau Vortices. Progress in Nonlinear Dif-

ferential Equations and their Applications, vol 13. Birkhäuser Boston Inc., Boston, MA
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[38] D.S. Michaël. The Ginzburg-Landau functional with a discontinuous and rapidly oscillating

pinning term Part II : the non-zero degree case. Indiana Univ. Math. J. vol. 62 (2), 551-641

(2013).

[39] X.B. Pan. Surface superconductivity in 3 dimensions. Trans. Amer. Math. Soc. Vol. 356

(2004), no. 10, 3899-3937.

[40] X.B. Pan. Surface superconductivity in applied magnetic fields above HC2 . Commun. Math.

Phys., vol. 228, 228-370 (2002).

[41] X.B. Pan, K.H. Kwek. Schrödinger operators with non-degenerately vanishing magnetic

fields in bounded domains. Trans. Amer. Math. Soc. vol. 354 (10), 4201-4227 (2002).

[42] J. Rubinstein. Six lectures on Superconductivity. Proc. of the CRM school on ”Boundaries,

Interfaces, and Transitions”.

[43] E. Sandier, S. Serfaty. Vortices in the magnetic Ginzburg-Landau model. Progress in Non-

linear Differential Equations and Their Applications, Vol. 70, Birkhäuser, (2007).
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