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Résumé

Cette these traite de quelques problémes classiques en géométrie complexe.

La premiére partie est consacrée a la géométrie Finslérienne complexe. Etant donnés
deux fibrés vectoriels holomorphes F; et Eo, munis respectivement de deux structures Fins-
lériennes F et F5, on construit une métrique Finslérienne F' sur le fibré F; ® E5 faisant
intervenir les structures Finslériennes initiales. Moyennant une hypothése sur les sections
globales de Ej et E3, on donne une condition optimale sous laquelle F' est strictement
pseudoconvexe & courbure négative. Ce résultat est présenté aprés un chapitre constituant
un background Finslérien témoignant de la recherche bibliographique en amont de cette
theése et de quelques initiatives et essais personnels.

La seconde partie de ce travail traite d'un probléme en géométrie Kéhlerienne. On
prouve l'existence d’une fonction "extrémale" minorant toutes les fonctions admissibles
(c’est & dire strictement pseudoconvexe a la métrique initiale prés) a sup nul sur des va-
riétés de Fano non toriques, a savoir la grassmannienne complexe Gy, nm (C). Les fonctions
considérées sont invariantes par un groupe d’automorphismes convenablement choisi. Cette
minoration est faite dans le but de calculer I'invariant de Tian sur de telles variétés, les
initiatives dans le cas non torique restant trés rares, méme sur les variétés les plus simples.

Mots-clefs

Structure Finslérienne complexe, Connexion Finslérienne de Chern, Courbure de la connexion
Finslérienne de Chern, Négativité d’'un fibré vectoriel.

Meétrique Einstein-Kéahler ; Grassmannienne complexe, Fonction admissible, Premiére classe
de Chern, Variété de Fano, Invariant de Tian.



Abstract

This thesis deals with some classical problems in complex geometry.

The first part is devoted to a problem in complex Finsler Geometry. Giving two holo-
morphic vector bundles F, and FEs, respectively endowed with two Finsler structures F
and Fy, we build a Finsler metric ' on E; ® Es involving the two initial Finsler structures.
This is done under some assumptions on global sections of F} and F3. We give an optimal
condition under which F' is strictly pseudoconvex with negative curvature. This result is
preceded by a chapter containing a background material in complex Finsler geometry and
some personal attempts.

The second part of this thesis deals with a problem in Kéhler Geometry. We prove the
existence of an "extremal" function lower bounding all admissible functions (ie plurisub-
harmonic functions modulo a metric) with sup equal to zero on the complex Grassmann
manifold G, m(C). The functions considered are invariant under a suitable automorphisms
group. This gives a conceptually simple method to compute Tian’s invariant in the case of
a non toric manifold.

Keywords

Complex Finsler structure, nonlinear connection, Chern-Finsler connection, Complex Fins-
ler Curvature, Negative vector bundle.

Einstein-Kéahler metric, Grassmann manifold, Admissible function, First chern class, Fano
manifold, Tian’s Invariant.
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Introduction

Le cadre général de cette thése est la géométrie complexe et plus particuliérement de
certains problémes liés & la géométrie Finslérienne complexe et a la géométrie Kahlérienne.
Sa présentation s’articule autour de deux articles intitulés "Structures Finslériennes
complexes sur le produit tensoriel" et "Enveloppe inférieure de fonctions ad-
missibles sur la grassmannienne G, nm(C)". Bien que d’apparence différents, les deux
thémes traités sont connexes. En effet, les variétés Kéhlériennes considérées étant de Fano,
leur fibré anti-canonique A"7T X est ample a 'instar du dual de ceux considérées dans I’étude
du produit tensoriels de deux fibrés Finslériens. Dans les deux cas, il s’agit de manipuler
certaines classes de métriques sur des variétés complexes : Des métriques Finslériennes
complexes sur un produit tensoriel F; ® Fy et des métriques Kéhlériennes sur un cas de
variétés non toriques a savoir la Grassmanniennes des m-plans de C"™ : Gy, i (C).

0.1 Structures Finslériennes complexes sur le produit
tensoriel

Le premier travail de cette thése se place dans le cadre de la géométrie Finslérienne
complexe, initialement introduite par Rizza en 1963 [R1| utilisant des méthodes d’ana-
lyse tensorielle. En 1966 Rund [R2]| a développé ce théme par des considérations purement
locales motivées par les calculs des variations et identiques au cas de la géométrie Fins-
lérienne réelle. En effet, une métrique Finslérienne F' sur une variété complexe X ou sur
un fibré vectoriel holomorphe F est la donnée pour chaque point de la base d’une norme
de Minkowski complexe sur la fibre associée. Une norme de Minkowski complexe est une
fonction F' définie sur C" fortement homogéne dans le sens ot F'(An) = |A|F(n) pour tout
A € C et pour tout n € C", positive pour tout n € C" (nulle si et seulement si n = 0), C™

2 12
) est définie

sur C" \ {0} et telle que pour tout n € C", la matrice Hermitienne < 5
1 on
positive sur C"\ {0}. Par conséquent si une métrique Finslérienne F' est définie sur un fibré
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vectoriel 7 : ' — X de rang r, chaque fibre E, est considérée comme un C"-espace de
Minkowski muni de la norme || n ||.= F(z, 7).

Dans le méme article [R2](voir aussi [R3]), Rund introduit une définition d’une connexion
dans le cas de la géométrie Finslérienne complexe ainsi que les structures géométriques as-
sociés (courbures, torsion, équations des géodésiques...). Cette connexion est uniquement
déterminée par ses composantes horizontales. Ainsi, la courbure de Rund est de type hh-
courbure et hv-courbure. Les symboles "h" et "v" se référent aux composantes horizontales
et verticales dans un sens précis qui sera expliqué ultérieurement.

En 1975 Kobayashi a proposé une définition "compléte" de la connexion Finslérienne
complexe (voir [K2] et [K3]). C’est une connexion Hermitienne de type (1,0) définie sur les
sections du fibré p~'E pull-back d’un fibré vectoriel 7 : E — X dont la base est le fibré
projectif p : P(E) — X. Sa courbure €2 posséde 4 coefficients R, H, P et ) tels que R est
nommée la hh-courbure, P et H sont les ccefficients de la hv-courbure et @) est celle de la
vv-courbure. Suivant ’approche de Kobayashi, il existe un biholomorphisme entre un fibré
vectoriel holomorphe E \ {0} et le fibré tautologique L(E) défini par

L(E)|spy = {Z € E.|1Z € Cn} = p™ Elo )y, V(2. [n]) € P(E)

privé de sa section nulle. De ce fait, & toute métrique Hermitienne h sur L(E) correspond
une métrique Finslérienne F sur E telle que F2(n) = h(n) pour tout € E. Réciproquement

2 2
si E est muni d’une métrique Finslérienne I, le tenseur fondamental G;; = < 8?7’?1# (z, n))
définit une métrique Hermitienne sur p~'E, étant donné qu’il est zéro homogéne par rap-
port aux variable de la fibre p™'E|. ;) (e Gij(z,An) = Gij(2,m)) et est défini positif.
Ainsi, pour le fibré vectoriel holomorphe hermitien p~'E il existe une unique connexion
Hermitienne de type (1,0) (connexion de Chern associ¢ a la métrique Hermitienne ainsi
définie sur p~' E), cette connexion est nommée connexion Finslérienne complexe sur le fibré
E. Plus tard, ce résultat a été développé par les travaux de M.Abate et G.Patrizio [A-P| qui
ont mis en évidence 'importance des composantes horizontales de cette connexion pour dé-
crire les propriétés géométriques d’une variété complexe muni d’une métrique Finslérienne.

La géométrie Finslérienne complexe a aussi suscité 'intérét d’autres mathématiciens tels
que Lembert, Faran, et Aikou. Ceci reléve des applications intéressantes qu’elle présente.
En effet, il existe deux métriques Finslériennes remarquables en géométrie Finslérienne
complexe, la métrique de kobayashi qui est seulement semi-continue supérieurement et la
métrique de Carathéodory qui est continue. En revanche, Lembert en [L1]| (Voir aussi [L.2])
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prouve que sur un domaine D C C" borné strictement convexe, la métrique de Kobayashi
ainsi que la métrique de Carathéodory (qui coincident dans ce cas sur D) sont de classe
C*°. Ce résultat s’ouvre a plusieurs problémes en géométrie Finslérienne complexe tels que
les équations de géodésiques, le potentiel de Monge-Ampére, etc...

Parmi les autres problémes classiques de la géométrie Finslériennes complexe, Faran [F],
s’inspirant de ce qui a été fait par Chern [C] dans le cas de la géométrie Finslérienne réelle,
a étudié le probléme d’équivalence de métriques (relatif a certains type de transformations).

Enfin, 'application de la géométrie Finslérienne complexe qui nous intéresse dans cette
thése est liée a I'étude de la négativité des fibrés vectoriels holomorphes. Cette application
a été établie par Soshishi Kobayashi par les théorémes suivants :

Théoréme 0.1.1 (Kobayashi [K2]) Soit F' une métrique Finslérienne complexe sur E et
h la métrique Hermitienne correspondante sur L(E). Alors F' est a courbure négative si et
seulement si h est a courbure négative.

Par conséquent :

Théoréme 0.1.2 (Kobayashi [K2]) Un fibré vectoriel holomorphe E au dessus d’une va-
riété complexe X est négatif si et seulement si il admet une métrique Finslérienne stricte-
ment pseudoconvexe a courbure négative.

En outre, la courbure 9d1log F* de L(E) est donnée par :(Voir [B-K], [A3]) :

_ 1 - 0*log F? _ | :
00log F?2 = — R~ =n'i’ dz* AN dz® — —="6n' A 67 0.1.1
0g Fa o T A2 N2 = =5 Somon A 07 (0.1.1)
ou
o P2 F2 P2 F2 -1 PF2 92F?
R ~niil — — — _ : 0.1.2
U = F L?n’nﬂ] 0z oy 0z 0n! 012
et
0% log F? 1 0*°F? 1 OF2?0F?
o8l _ (0.1.3)

oo Flogonw | Fion om

F' étant une métrique Finslérienne strictement pseudoconvexe, la matrice Hermitienne
(82 log F?

Srion ) est alors définie positive. Par conséquent 00log F? est définie négative si et
n'on
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seulement si Riiagniﬁj est définie négative.

A Tissue de cet article [K2], Kobayashi avait posé un certain nombre de question parmi
lesquelles celle qui consiste a retrouver en termes de géométrie Finslérienne le théoréme de
Hartshorne sur la négativité du produit tensolriel F; ® Fs de deux fibrés holomorphes F;
et By négatifs. Une réponse partielle a été donnée par Ben Abdesselem [B| sous I’hypothése
(E1, F1) négatif et E; (le dual du fibré Es) engendré par ses sections globales.

Notre but dans "Structures Finslériennes complexes sur le produit tensoriel"
est de construire une métrique Finslérienne F' sur le fibré E; ® F, faisant intervenir les
deux métriques Finslériennes F et Fy définies respectivement sur F; et Es (et non pas une
seule comme dans [B]).

Considérons N; sections globales (cpl, e goNl) sur E5, et N, sections globales (wl, e @DNZ)
sur EY, vérifiant 'hypothése (H) suivante :

(H) : En tout point 2 € X ona: (¢'(2), ..., o™ (2)) engendrent (E3)|. ou (¢'(z), ..., v"(2))
engendrent (E7)|,.

Cette hypothése est plus faible que le fait que Ej et EJ soient engendrés par leurs sections
globales. En fait, les sections globales de I'un I’engendrent dés que ceux de l'autre lui font
défaut. Cette hypothése nous permet d’assurer que F' ainsi définie sur le fibré £y ® E5 est
strictement pseudoconvexe. Nous obtenons finalement le résultat suivant :

Théoréme 0.1.3 Soient (Ey, ) et (Ey, ) deuz fibrés vectoriels holomorphes au dessus
d’une variété complexe X, munis des structures Finslériennes Fy et Fy, et soient p et q deux
entiers tels que FT et Fy soient C* au dessus de la section nulle (on choisira les plus petits).
On suppose ’existence de sections globales (gol, ...,goNl) (respectivement (1/11, ...,wNz)) sur
E3 (respectivement EY ) vérifiant ['hypotheése (H).

Alors Uapplication F : By @ Fy — R, définie par

a=Q1 P c=Q2 q
Vbe By ® By, F(b)= (Z F{’(ba)> + (Z F;(EC)) (0.1.4)

est une structure Finslérienne de classe C* strictement pseudoconvere sur le fibré
E1 X Eg, oub e E1 (029 Eg, ba = b(.,(ﬂa) S El, et bc = b(lpc, ) S E2 .

Dans un second résultat, nous présentons les conditions optimales en termes de traces
des métriques F et F; sur les sections globales de Fy et Fy qui puissent nous permettre
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d’affirmer la négativité du produit tensoriel, c’est a dire la négativité de la courbure de la
structure Finslérienne proposée. Posons :

RF2  [9?F217! 9?F2 O°F?
ba = - 1 .71 1. L .
Ba(z.0) =~ 555+ \oue | 95900 02000 (0.1.5)
et
r 1-1
~ 2F2 2F2 2F2 2F2
R2(z,bc)=—? 2 |05 ? 2 IF (0.1.6)
0z°P0z% | obibk | 0ZPObL 020k
On obtient :

Théoréme 0.1.4

Soient (Ey, F1) et (Ea, Fy) deux fibrés vectoriels holomorphes munis respectivement de
deux métriques Finslériennes Iy et Fy. Sous les hypothéses du théoreme 1, F' est a courbure
négative dés que

a=Q1 %_ a=Q1 c=Q2 3_ c=Q2
(Z F{’(ba)> Z FP72(b,) Ry (2, by) (Z F(b )) Z b.)Ra(z, b.)
! (0.1.7)

est définie négative.

Ces résultats font 1'objectif du second chapitre. En revanche, le premier chapitre est

un témoignage du travail bibliographique fait en amont de ma thése sur la géométrie
Finslérienne complexe. Dans une premiére partie nous présentons l’approche donnée par
Kobayashi en [K2| et [K3] pour définir les structures Finslérienne complexes (connexion,
courbure,...) ainsi que les théorémes fondamentaux traitant la négativité d'un fibré vectoriel
holomorphe.
D’autre part, ce chapitre contient aussi un essai personnel consistant a reprendre ces notions
dans un langage plus intrinséque tout en nous inspirant du cas de la géométrie Finslérienne
réelle. En particulier on remplace la base P(E) de p~'E par le fibré £/{0}. Nous suivons
essentiellement l'approche des auteurs [A-P| et de [A4] ou nous pouvons percevoir d'une
maniére explicite la technique des connexions non linéaires et des repéres mobiles s’adap-
tant & une décomposition du fibré tangent holomorphe TH°E? en sous-fibré horizontal et
vertical. Cette manipulation nous permet de retrouver une définition de négativité d’un
fibré vectoriel holomorphe équivalente a celle présentée par Kobayashi.
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0.2 Enveloppe inférieure de fonctions admissibles sur la
grassmanniennes G, ,;,(C)

Ce deuxiéme travail se place dans le cadre de la géométrie Kahlerienne. Nous nous inté-
ressons essentiellement au calcul de I'invariant de Tian sur des variétés de Fano. Ce calcul
procure une méthode qui permet de mettre en évidence une métrique d’Einstein-Kéhler
sur certaines variétés Kéhleriennes compactes a premiére classe de Chern positive.

Le probléme d’origine est celui de l'existence de métriques d’Einstein-Kéahler sur les
variétés Kéhleriennes compactes X. Ici, on ne s’intéresse qu’a l'estimation de la constante
de Tian, le variétés considérées étant munies de métriques d’Einstein-Kéhler "naturelles".
Rappelons qu'une métrique est dite d’Einstein-Ké&hler si la une (1,1)-forme associée w
vérifie, pour un nombre réel A, la relation

R =)w (0.2.1)

ol R est la forme de Ricci de w, i-e la (1, 1)-forme réelle fermée associée a la courbure de
Ricci. Siw = ig,zdz" A dz” est la forme de Kéhler associé a la métrique Kihlerienne g sur
X, alors sa forme de Ricci est donnée, en écriture locale par ses composantes :

R.5 = —0,5log(det(gas)) (0.2.2)

82
: 0z007" . 1
miére classe de Chern réelle du fibré T X. Par conséquent, la variété Kéahlerienne X ne
peut admettre une métrique d’Einstein que si C1(X) est positive, négative ou nulle (i.e
contient une (1, 1)-forme positive, resp. négative, resp. nulle).

olt 9,5 = . Sa classe de cohomologie est [R] = 27C}(X) ou C1(X) désigne la pre-

Le cas C1(X) = 0, qui est un cas particulier de la conjecture de Calabi, a été résolu par
Yau [Y] et Aubin en [Al].
Plagons-nous maintenant dans le cas C;(X) > 0 (resp. C1(X) < 0). Le probléme 0.2.1 se
raméne & trouver des fonctions ¢ réelles lisses et g-admissibles (i.e g,5 + J,5¢ est définie
positive) telle que :

Jop = Jop + Ouptp (0.2.3)
soit d’Einstein-Kéhler. Par ailleurs, on montre que (c.f. [Al]) :

R, 5= —0a5l0g(M(p)) + Roj (0.2.4)
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oit M(p) = det(g'g™"). Finalement, le choix de A\w dans la premiére classe de Chern im-
plique P'existence d'une fonction f € C*°(X) telle que :

RQB - )‘gaﬁ_ = aaﬁ_.f'

Ceci nous meéne a une reformulation du probléme 0.2.1 : Il s’agit de trouver ¢ lisse sur X
telle que :

log M(p) = —Xp+ f (0.2.5)

Une telle équation est de type Monge-Ampére complexe. Pour entreprendre la résolution de
0.2.5 dans le cas C1(X) < 0 (qui correspond au cas A < 0), Aubin [A] considére la famille
d’équations :

(%) s log M(p) =@+ tf, ¢ est Cg-admissible

et utilise la méthode de continuité.

Dans le cas de la premiére classe de Chern positive, et contrairement aux deux cas pré-
cédents, des obstructions a l'existence des métriques d’Einstein-Kéahler ont été découvertes
par Lichnnerowicz L] (réductivité du groupe d’automorphisme, ie toute représentation li-
néaire est complétement réductible) et Futaki [F'1] (existence d’un invariant lié aux champs
de vecteurs holomorphes). Il s’agit donc de trouver des conditions sous lesquelles ces varié-
tés admettent ou pas des métriques d’Einstein-Kahler. L’opérateur linéarisé des équations
ci-dessus n’étant plus inversible dans le cas positif (un signe moins apparait devant ),
Thierry Aubin introduit alors une nouvelle famille d’équations donnée par :

(%), s log M (@) = —tp + f, ¢ est C*g-admissible.
Les estimées a priori raménent 1’étude de I'existence de solution & la recherche de I'estimée
C° de la suite de solutions (), de I'équation (*x);. Pour cette derniére estimée T. Aubin

introduit un invariant holomorphe £(X) dont la valeur permet de décider I’existence d’une
métrique d’Einstein-Kéhler sur X.

Théoréme 0.2.1 (Aubin [A2]) Soit (X, g) une variété Kdhlerienne compacte de dimension
compleze n, de volume V et a premiére classe de Chern positive. Considérons l’inégalité

/Xe_“"dv < Cexp <§I(<p) — %/Xgo dv) (0.2.6)
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ot @ est C g-admissible. I(p) = / (1 — M(p)) dv, et w = igadz* Ndz’ € C'(X), C
X
et & étant des constantes positives. Posons :

£n(X) =1inf {€ > 0 tel que C existe dans (0.2.6) pour les fonctions ¢ C*g-admissible}

Alors si n(n + 1)&,V < 1 l’équation 0.2.5 admet une solution A = 1 et X admet une
métrique d’Finstein-Kdhler.

Quelques années plus tard, se basant sur une inégalité de Hérmander [H| et sur les deux
fonctionnelles introduites par Aubin dans le résultat précité, G.Tian |[T] introduit un nouvel
invariant holomorphe a(X), plus malléable en terme de calculs que celui d’Aubin, et dont
I'estimation donne une condition d’existence de solution pour I’équation 0.2.1 (I'unicité au
groupe d’automorphismes-prés est démontrée par Bando et Mabushi dans [B-M]).

Théoréme 0.2.2 (Tian [T]) Soit (X, g) une variété Kihlerienne compacte de dimension
compleze n, de volume V et a premiére classe de Chern positive. Considérons l’inégalité :

/ e *dv < Cexp (_E/ © dv) (0.2.7)
b Vx

ot p est Cg-admissible et o > 0 assez petit. Posons :

a(X) =sup{a > 0, C existe dans 0.2.7 pour les fonctions p C*°g-admissible}

Alors dés que a(X) > Ll I’équation 0.2.5 admet une solution pour X = 1 et X admet
n

une métrique d’Einstein-Kdhler.

Tian considére de plus un autre invariant ag(X) pour les fonctions C* g-admissibles
invariantes par un groupe d’automorphismes G.

Théoréme 0.2.3 (Tian [T]) Soit (X, g) une variété Kihlerienne compacte de dimension
compleze n & C'(X) > 0.
ag(X) =sup {a > 0, C existe dans 0.2.7 pour les fonctions ¢ C*g-admissible, G-invariante}

Alors si ag(X) > %, X admet une métrique d’Einstein-Kdhler.
n
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S’appuyant sur I’évaluation de l'invariant de Tian, plusieurs constructions de métriques
d’Einstein-Kahler ont été obtenues sur différents types de variétés de Fano. Le cas le plus
simple a été traité par Yau et Tian (|T1] [T-Y] [T]) lui méme, & savoir les variétés de
dimensions deux, plus précisément deux cas particuliers des hypersurface de Fermat. Par
la suite il a généralisé ce résultat pour des hypersurfaces de degré n et (n+ 1) de P"*(C).
Dans |R], Christophe Réal a montré 'existence de la métrique d’Einstein-Ké&hler sur le fibré
projectif P"(C) éclaté en (n + 1) points.

Par ailleurs, Ben Abdesselem et Pascal Cherrier (|[B1] [B-C| [B-C-1]) se sont intéressés
a la mise en évidence des métriques d’Einstein-Kéahler sur certaines variétés de Fano, ainsi
qu’au calcul de la constante de Tian sur celles qui par des obstructions de Futaki, n’en
admettent pas. Ceci permet en effet, de donner une minoration du tenseur de Ricci en
fonction du tenseur métrique (voir [B-C-2| et [B-C-3]).

Dans un second travail, Ben Abdesselem donne un "outil" pour le calcul de 'invariant
de Tian sur les variétés de Fano. Il utilise I’aspect algébrique de ces derniéres pour mettre
en évidence une fonction "extrémale" minorant les fonctions ¢ C*°g-admissible a sup nul,
invariantes par un groupe d’automorphisme convenablement choisi, ramenant de ce fait
le calcul de la constante de Tian a ’estimée de l'intégrale de 1’exponentielle d’une seule
fonction. Dans un premier article [B2], il étudie le cas torique le plus simple, a savoir celui
de la sphére S? = P*(C). Une minoration similaire a été prouvée sur le projectif complexe
[B3] ainsi que sur des variétés obtenues a partir de ce dernier par éclatements [B1] (voir
aussi [B-D|) et par fibration [B-C-4]. Dans un travail récent [B-J], il prouve le résultat dans
un cas de variété non torique : La grassmannienne Go4(C). En outre, le calcul de I'inva-
riant de Tian pour la grassmannienne complexe G, ,C (I'espace des p-plans dans CP*9) a
déja été établit par J.Grivaux en |G|, moyennant une méthode qui s’appuie sur un groupe
d’isométries opérant transitivement sur G, ,C ainsi qu'un plongement naturel de (P'(C))?

dans G, ,C.

Notre but dans le second article "Enveloppe inférieure de fonctions admissibles
sur la grassmanniennes G, nm(C)" est de généraliser le résultat obtenu par Ben Ab-
desselem sur la grassmannienne G 4(C). On montre que les fonctions ¢ € C(Gy, m(C),
g-admissibles, invariantes par un groupe d’automorphismes adéquat G, a sup nul, sont mi-
norées par une fonction extrémale 1 tendant vers l'infini sur le bord des cartes usuelles de

G (C).
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Théoréme 0.2.4 Soit p € C(Gyynm(C)) une fonction g-admissible et G-invariante,

vérifiant  sup @ =0 . Alors on a : ¢ > 1.
Gm,nm((c)

Cette minoration permet de trouver une constante de Tian plus grande que celle calcu-
lées dans [G].

1
Théoréme 0.2.5 Vo < —, on a linégalité de type Tian-Hormander suivante (Voir [H],
m

[T]) :
/ e ¥dv < Cst
Gm,nm(C)

pour toute fonction ¢ € C°(Grnum(C)), g-admissible et G-invariante vérifiant sup ¢ = 0
sur Gpnm(C).

Le chapitre 3 est consacré a la démonstration de ces deux résultats.



Chapitre 1

Structures Finslériennes complexes :
Préliminaires et généralités

Soit 7 : E — X un fibré vectoriel holomorphe hermitien de rang r au dessus d’une
variété complexe X de dimension n. E est négatif au sens de Griffiths si pour tout vecteur
décomposable non nul U =Y ® s € T'"X ® E, la forme de courbure

0p(U,U) = 0,5;Y Y s's’ (1.0.1)
est définie négative. Les 0,5,; sont les ccefficients de la courbure Hermitienne de Chern du
fibré E. En [K2| et [K3], Kobayashi a revisité la notion de négativité d’un fibré vectoriel
holomorphe £ sous un aspect plus géométrique, faisant appel aux structures Finslériennes
complexes F' et prouve qu'un fibré vectoriel holomorphe E est négatif si et seulement si il
admet une structure Finslérienne F' strictement pseudoconvexe a courbure négative.

Le présent chapitre comporte deux volets. Le premier consiste & rappeler rapidement
la technique utilisée par Kobayashi pour définir les notions classiques en géométrie Finslé-
rienne complexe. En particulier nous présentons les principaux théorémes traitant la néga-
tivité d’un fibré vectoriel holomorphe dans le cas Finslérien tout en mettant en évidence le
lien avec le cas hermitien.

Le deuxiéme consiste a reprendre les calculs de Kobayashi dans un autre cadre en consi-
dérant le pull-back du fibré initial au dessus du fibré lui-méme privé de sa section nulle, a
la place du fibré tautologique L(E) au dessus de P(F). D’autre part, nous effectuons les
différents calculs des structures Finslériennes complexes (connexion, courbure,..) dans une
nouvelle base s’adaptant & la décomposition de T*°E° en sous-fibré vertical et horizontal.
Ceci illustre d’une maniére plus explicite 'approche développée dans [A-P| et dans [A4]. De
plus, une méme définition de la négativité d’un fibré vectoriel holomorphe £ muni d’une
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métrique Finslérienne F' que celle donnée par Kobayashi, nous permet de retrouver ’équi-
valent de son théoréme sur le nouveau fibré considéré. Ce chapitre résume les différentes
notions fondamentales de la géométrie Finslérienne complexe telle qu’elles sont présen-
tés par ces auteurs. Nous développerons les calculs nécessaires pour la compréhension du
prochain chapitre.

1.1 Théorémes de Kobayashi

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1 Une structure finslérienne complexe sur un fibré vectoriel holomorphe E
est la donnée d’une fonction continue F' : . — R, telle que :

F? est C* sur E° = E\ {0g}.

F(z,m) > 0 pour tout z € X etn € E.

F' est fortement homogéne enn : F(z,\n) = |\|F(z,n) pour tout A € C.

F' est fortement pseudoconveze, c’est a dire que la matrice Hermitienne d’ordre

S e 0 o @

02 F?
ooy

Gi(z,m) = < (2, n)) e (1.1.1)

est définie positive sur E°.

La grandeur G';(z, n) introduite en 1.1.1 est appelée tenseur fondamental de la métrique
Finslérienne complexe F'. C’est une fonction qui dépend non seulement de la variable de
base mais aussi de celle de la fibre. En outre, G;;(2,7) est homogéne de degré zéro en 7 :
Gi5(z,An) = G;5(2,m) pour tout A € C.

Remarque 1.1.1

1. Si le tenseur fondamental de la métrique Finslérienne ne dépend que de la variable
de base z (G;(z,n) = G(2)) alors F' est une métrique Hermitienne.

2. Si le tenseur fondamental de la métrique Finslérienne ne dépend que de la variable
de la fibre n (Gi;(z,m) = Gi(n)) alors F' est une norme de Minkowski sur chaque
fibre E..
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Dans ce qui suit (chapitres 1 et 2), les indices latins font référence aux variables de la
fibre et les indices grecs a celles relatives a la base. Nous adopterons aussi les notations
suivantes :

oG oG

= F? = Gj=—.
e 0°G o GaGa v agﬁj 0G5
o Gj= G = 2 Gi“:_azcj’ Gig = az;j‘

ij W’ ijl 8—771’

Le tenseur fondamental de la métrique Finslérienne posséde des propriétés de dérivations
par rapport a la variable de base z € X et celle de la fibre n € E,, nécessaires pour le calcul
de la connexion et la courbure Finslérienne complexe. Ces propriétés sont une conséquence
directe de la (1, 1)-homogénéité de la fonction G :

G(z, ) = A\G(z,1) (1.1.2)

En effet, en dérivant 'équation 1.1.2 par rapport a A et \, on obtient :

G:(z, \n) = A\G(z,n) (1.1.4)

On dérive I'équation 1.1.3 par rapport a 77 et 'équation 1.1.4 par rapport a 7, il résulte
que :

Gii(z, dn)n' = G;(z,n) (1.1.5)
Gyi(z, M)’ = Gy(z,n) (1.1.6)

Par conséquent les équations 1.1.4 et 1.1.6 donnent :
Gi(z,mn'’ = G(z,1) (1.1.7)
On dérive I’équation 1.1.3 par rapport a n® et ’'équation 1.1.4 par rapport & 77, on obtient :

Gz, M)A + Gi(2, M) = AGi(2,7) (1.1.8)
Gir(z, ApAP + Gz, An) = AGi(z, 1) (1.1.9)

Pour A =1 dans les équations 1.1.8 et 1.1.9, on a :

Ga(z,mn' =0, Gy(z,n)i7 =0 (1.1.10)
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Une dérivation de I’équation 1.1.5 par rapport a n* et de 'équation 1.1.6 par rapport a 7'
donne :

G2, Ay’ + Gz, An) = Gij(z,n) (1.1.11)
Gigi(z, AT + Gz, An) = MGz, ) (1.1.12)
Et pour A =1 dans 1.1.11 et 1.1.12 on obtient :
Gir(z,mn' =0, Gz, )i =0 (1.1.13)
Pour une dérivation de I'équation 1.1.13 par rapport z et z° on a :
Gira(z.mn' =0, Giai(z, )7 =0 (1.1.14)

1.1.2 Connexion et courbure Finslérienne complexe

Soit X une variété complexe compacte de dimension n et 7 : E — X un fibré vectoriel
holomorphe de rang r > 2 au dessus de X. On considére 'action multiplicative fibre par
fibre de C* sur F. Le projectivisé des droites du fibré E est I'espace quotient

P(E) = (E\{0})/C

muni de la projection naturelle p : P(F) — X. C’est une variété complexe de dimension
(n4+1r —1). Les points de P(E) sont donc identifiés aux couples (z,[n]) ou z € X et [n] est
la droite complexe de E. engendré par le vecteur n € EY.

Soit p~'E le pul-back du fibré E au dessus de P(E). Le fibré tautologique L(E), sous-
fibré vectoriel de p~'E, est défini par :

LE)= ] LE) e
(=.[)€P(B)

ou
L(E)| ey ={Z € E.|Z € Cpy = p ' E| .1

Nous résumons la construction par le diagramme suivant :
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Soit (2',...,2") un systéme de coordonnées locales sur X et (z',...,2"n', ....n") un
systéme de coordonnées locales sur la fibre E, défini par une base de section locales
holomorphe (e1(2), ...,e,(2)). (z,[n], Z) = (z',....,2" [n",....,n"]; Z*,..., Z") est un systéme
de coordonnés locales holomorphe de p~'FE |2,y défini par une base de section locales
(é1(z,[n]), ..., €r(2,[n])), pull-back de (e1(2),...,e.(2)) par p. Par définition du fibré tau-
tologique, (2, [n],n) = (', ..., 2" 0", ....,n"];n*, ...,n") est alors un systéme de coordonnées
locales holomorphe de L(E)|(, - Il existe un biholomorphisme entre L(E) privé de sa
section nulle P(E) x {0z} et E°. Ce biholomorphisme est donné par I'application

¢ :E° — L(E)\ (P(E) x {0g})
(z,m) — (2 [nln)

Par conséquent une structure Hermitienne h sur L(E) définit une structure Finslérienne
F sur E. En outre, si ||n||z = v/h(¢(n)) désigne la norme associée a h pour tout n € E°,
par continuité de la norme on peut étendre cette définition sur tout le fibré E et la métrique
Finslérienne F' sur FE est alors donnée par F(z,1) = ||n||&-

Réciproquement si F est muni d’'une métrique Finslérienne F', le tenseur fondamental
G; définit une métrique Hermitienne sur p 'E, étant donné qu'il est invariant le long de
la fibre p' Bl (Gij(2, An) = Gij(2,n)) et est défini positif.

Le fibré vectoriel holomorphe p™'E, muni de sa métrique Hermitienne donnée par la
métrique Finslérienne F'; admet une unique connexion Hermitienne de type (1,0). Cette
connexion est nommeée connexion Finslérienne complexe pour le fibré (E, F'). 1l est bien
clair que la connexion Finslérienne complexe n’agit pas directement sur le fibré £ muni
de sa structure Finslérienne mais sur son pull-back p~'E dont la base est le fibré projectif
P(E). En effet, I'idée de base en géométrie Finslérienne est de transférer le fibré initial £
vers un autre fibré Hermitien puis y appliquer les techniques classiques de la géométrie
Hermitienne et les lire en termes de structures Finslériennes.

0

Les ceefficients de la connexion Finslérienne sont donnés dans la base {W’ W}
270N ) 1<a<n, 1<i<r

du fibré T"°P(E) par :

#9G;i i _ 9%
0z’ gk onk

re, =G (1.1.15)

est la matrice inverse de (G3(2,7)),<; h<,- Par conséquent la matrice

ol (G’h(z,n))
1<i,h<r
de la connexion Finslérienne complexe s’écrit :

Y= GHIG; = T d2" + Cldn (1.1.16)
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Ainsi, la matrice de la courbure Finslérienne complexe 2 = (Q;) de la connexion
T = (7)) est donnée par :

@ = O] (1.1.17)
RY 5dz* NdZ° + Pl dz" AN 07 + P son® Adz” + Q' on® Aoii (1.1.18)
ou
. or ) or

7 _ Jo 7 _ Jo
RjaB - _Wa Pjai = - Oﬁl (1119)

i aClij i 8012]’
Pz 555 Q1= o7 (1.1.20)

En utilisant les propriétés du tenseur fondamental rappelées dans la section précédente, on
obtient :

0*Gy; +Ghl—8Gh;aﬁil—

Rl = — 1.1.21
s = 28 g2 057 0z (1.1.21)
PP = Psoii =0 (1.1.22)
F)ijkﬁni = Pijkﬁﬂk =0 (1.1.23)
Qijun’ = Q" =0 (1.1.24)
Pour toute section Z de p~'E, la forme Hermitienne 1 sur p~'E définie par
w(% 777 Z) = RijaB_ZiZjdzadzﬁ + Pijal_ZiZdeadT]Z
+ PupZ Zdnfd?’ + Q' 7 dnfdnf
est égale a

U(z,m,m) = Rijuan'iP dz*dz’ (1.1.25)

sur le fibré tautologique L(E) C p 'E. (E,F) est négatif dés que 1(z,1,n) est définie
négative. Par conséquent on a :

Théoréme 1.1.1 (Kobayashi [K2]) Soit F' une métrique Finslérienne complexe sur E et
h la métrique Hermitienne correspondante sur L(E). Alors F' est a courbure négative si et
seulement si h est a courbure négative.



1.2. STRUCTURES FINSLERIENNES COMPLEXES 29

Théoréme 1.1.2 (Kobayashi [K2]) Un fibré vectoriel holomorphe E au dessus d’une va-
riété complexe X est négatif si et seulement si il admet une métrique Finslérienne stricte-
ment pseudoconvexe a courbure négative.

Remarquons que la négativité d’un fibré vectoriel (£, F') au sens de Kobayashi est issue
essentiellement de la définition de négativité au sens de Griffiths en appliquant celle ci au
fibré tautologique L(F) muni de sa métrique Hermitienne issue de F. En effet la difficulté
majeure de la conjecture de Griffiths est de construire une métrique Hermitienne sur £ a
partir d’'une métrique Hermitienne sur le fibré L(F). Néanmoins grace au biholomorphisme
¢, il y a une maniére naturelle pour passer d’une métrique Hermitienne sur L(E) a une
métrique Finslérienne sur E. Par conséquent il y a équivalence entre la négativité du fibré
E et de son fibré tautologique L(E).

1.2 Structures Finslériennes complexes

Notre objectif dans cette section est de reprendre les calculs de Kobayashi dans un autre
cadre. En particulier nous remplacons P(E) — X par E° — X, ainsi p~'E — P(E) est
remplacé par 7' E — E°.

Soit m : £ — X un fibré vectoriel holomorphe de rang » > 2 au dessus d’une variété
complexe X de dimension n. Soient

Vo 7 (Uy) —> Uy xC"
z,1) — (zl,...,z";nl,...,n’")

et
vg :W_I(UB) — Ua x C"

deux trivialisations locales du fibré E relatives aux deux cartes locales (U,, @) et (Us, pp)
de la variété X. On obtient ainsi un biholomorphisme

vgouv,' 1 (UyNUg) x C" — (UaNUg) x C
(z,1) — (2,95m)

ol les w;- € GL(r,C) sont les fonctions de transitions holomorphes du fibré E. Le change-
ment de coordonnées sur E est de la forme suivante :

2P =282 ., 20

0=y, rang ¢ =r (1.2.1)
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Le pull-back du fibré E, 77'E — E°, dont la base est le fibré E privée de sa section
nulle £° = E\ {0z}, peut étre décrit comme une collection de la fibre E, en chaque point de
la base E°. Plus explicitement, au dessus de tout point p = (z,1) € E°, la fibre 77 E|, )
est définie par :

-1
T Bl = Exe) = E-

comme schématisé par le diagramme suivant :

I E

E° z X

Dans la suite, nous désignons par 75°X le fibré tangent holomorphe associé a la variété
X et T%' X le conjugué de TH°X . De méme T'PE° représente le fibré tangent holomorphe
associé au fibré E° et T®'E° son conjugué :

TeX=TX®C=TYXaT"X, TcE°=TE°@C=T""E"¢ T*E°

On note aussi par §1, $s, etc.. les sections du fibré 7' E. Quant aux champs de vecteurs
de fibré T"OE°  ils sont désignés par Y, W, etc..

Soit (e1(2), ..., e,(2)) une base de sections locales holomorphes de £. Etant donné qu’en
tout point (z,m) de E°, la fibre 77 'E|,,,) est égale & E., la base (&;(2))1<i<, induit une
base de sections locales sur 7' E définie comme suit :

éi(z,m) = (n,ei(m(2))), ounl <i<r.

En considérant le systéme de coordonnées holomorphes (z',...,2" n',...,n") sur EY

o 0 _ .
{—,=—,1<a<n; 1 <i<r} est une base de sections locales de TYWED.
0z ont
Le fibré 77'E admet aussi une section holomorphe o : E° — 7~ 'E nommeée la section
de Liouville et définie par :

a(z,m) = (z,1,1).

On munit F d’une structure Finslérienne complexe F' strictement pseudoconvexe , alors
le tenseur fondamental G;; définit une métrique Hermitienne g sur le fibré pull-back 1 'E.
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En effet, pour toute section §; = & (z,7)é; et 85 = 54(z,7)é& de 7 'F on a :
§(51,8) = Gi(2,1)3, 5 (1.2.2)

Pour la section de Liouville o on vérifie que : §(o, o) = Gy5(z,nn'i’ = G(z,1) = ||o][3-

1.2.1 Distribution horizontale HE dans T1YE"
Grace a I'application linéaire tangente m, : T'OE? — T X vérifiant

0 0 0
W*(@) = @ba W*(a—ni)

nous définissons le sous-fibré vertical V E' comme étant le noyau de m,
VE =kerm, C T'WE®

Ainsi, V E est un sous-fibré vectoriel holomorphe de T*°E°| et en tout point p = (z,7) €

0 B
E°, { 3 -1 <1< 7’} est une base de sections locales holomorphes de V E. Etant donné
nZ

I'isomorphisme entre VE et 7 'E | la section de Liouville o peut aussi étre considérée
comme une section du fibré VE.

Construisons maintenant un supplémentaire HE a VE dans TH°E°. Rappelons que le
choix d’un tel supplémentaire correspond a la donnée d’une connexion. Une fois ce choix
fixé, un changement de coordonnées dans la variété X fait apparaitre des termes "parasites"

attendus comme le montre le calcul suivant : En effet, supposons ¥ = Yaa— € HE alors
ZO[
= ~5 O
Y = Y/~
0z .
oo ope{ 0 o0
gy B 0z* 0z 0nd

~,02% 0 ~, OU D
Bri_ 7 7
e R

0
ainsi HE n’est pas engendré par {— 1 <a<ng (on voit ici le terme "parasite" di au

0z’
fait que la quantité n’est pas intrinséque). Effectuons maintenant une construction annexe
sur le fibré 771 E afin de trouver un supplémentaire a V E dans T'°E°.
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On note par A¥(77'E), 'ensemble des k-formes de classe C* définie sur E° & valeurs
dans 7' E. L’ensemble A°(7 ' E) de sections de classe C*° de 7' E sera noté simplement
A(r7'E). Soit V : A(m'E) — A'(n7'E) la connexion C-linéaire définie sur (7' E, ).
Ona:

V(f3)=df ®5+ fVs (1.2.3)
pour toute section § de 7' E et toute fonction f € C*(E°).

La décomposition TeE? = THEY @ T EY de T¢E® induit une décomposition de
AY(77'E) de la forme A' (77 'E) = AY (77 E) @ A™ (7' E). Par conséquent, on obtient
deux nouveaux opérateurs :

v AT E) — A (7' E)

et
Vo AT E) — A (7 'E)

tels que, pour toute section § € 7 'E, on ait :

Vi= V5 vOis (1.2.4)
avec
VIO = g0 4 A0 of YOI = @0t 4 A0 (1.2.5)
ou 9 9
dWf = —fdzo‘ + —f.dni, Vf e C®(E°)
5y
v f = O e 9T (Y
f 8Zaz+8ﬁln7 vfec( )

et o A (respectivement A%') représente une matrice de 1-formes de classe C™ dans
(T"°E®)* (respectivement dans (T%'E°)*).

(77'E,§) étant un fibré vectoriel holomorphe Hermitien, il admet alors une unique
connexion Hermitienne de type (1,0) : V = V'* 4+ d%! nommée connexion de Chern. En
revanche contrairement au cas Hermitien classique, il y a des ccefficients de dérivation par
rapport a la variable de la fibre qui s’ajoutent. La connexion de Chern V sur (7 'E,§)
permet de définir une connexion Finslérienne complexe sur (E, F).
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Définition 1.2.1 [A-P] La connexion Hermitienne de type (1,0) sur le fibré (7 E, §) est
nommée connezion Finslérienne de Chern pour le fibré (E, F).

La connexion de Chern sur (7 'E, §) permet de définir un supplémentaire & V E dans
T'OE° moyennant I’application surjective p de classe C™ définie par :

,u:Tl’OEO — 7 lE
Z — V%0

0 - 0
Localement, pour un champ de vecteur Z = Zo‘(z,n)a— + L’(z,n)? de T"°E° et
' Za nl
o(z,m) =n'€;(z,n) la section de Liouville de 77'E, on a :
Vilo = Z%zm)VY o+ Li(zn)V'io

0z% ant

O’ , 5 . o 5
= Z%zn) {a% + 1’ (V:é%)} + L'(2,m) {% + 7’ (Vla’ioiej)}

ou

VLg éj = F;-a(z, n)ém VLiOéj = C’;k(z,n)él (126)

9z ant

Les F;a et Cj’k ne sont autres que les coefficients de la connexion Finslérienne complexe
calculés par Kobayashi. Les 7, vérifient bien la relation de symétrie C7), = C};. Ainsi, on
peut en déduire que F' est une métrique Hermitienne si seulement si les C%; sont nuls.
Moyennant ’équation 1.1.13 on obtient niC’fj = 0. Ainsi :

Vo = {L5zm) + 2%z, Tha(z,m) } (z,m) (1.2.7)
Posons :
N!, =1'T%, (1.2.8)

Les formes linéaires N, ainsi définies sur E° sont nommées les coefficients de la connexion
non linéaire sur E. Elles sont homogénes de degré zéro par rapport a la variable de la fibre :

Ni(z M) = ANi(z,), VA € C.

Définition 1.2.2 Soit V la connexion de Chern définie sur le fibré pull-back 7 'E.
HE = ker i définit un sous-fibré horizontal de classe C™ supplémentaire o VE dans T"OE°.
Ainsi : T'"’E° = HE® VE.



34 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET GENERALITES

L’application p est surjective donc HE est bien de dimension n. De plus, la restriction
de p sur V E est un isomorphisme de fibrés vectoriels par conséquent si Z € HENV E alors
7Z € Kerp|yg et par suite Z = 0. Les quantiteés :

) 0 .0

—=—-—-N'— 1.2.
0z* 0z« “ont (129)

forment une base de sections locales du sous-fibré horizontal H E. Suivant le changement

4}
de coordonnées 1.2.1, les 5o se transforment de la fagon suivante :

V4
) azv o
— = —. 1.2.1
0z%  0ze0zv ( 0)
Ce qui donne :
02" - R VA
Nk =N — iy 1.2.11
aza v wz « azan ( )
POUI" les co-vecteurs nous avons :
on' = dn' + N'dz". (1.2.12)

. o 0
Ainsi {—a, —Z}
0z dn 1<a<n, 1<i<r
une base de son dual (T*°E")*. A présent, notre but est d’exprimer les ceefficients de la
connexion Finslérienne de Chern dans cette nouvelle base.

forment une base de THYE°, et {dza,éni, }1gagn, 1<icy €St

1.2.2 Connexion Finslérienne de Chern

Soit f : E° — C une fonction de classe C™. La différentielle de f relativement a la
o 0
base { —, —,1<a<n,1<i<ry de T'E" est définie par :
0z Ont
of

of
dYOf = ——dz* .
/ 52" +0n’

on' (1.2.13)

J - 0 .
Soit Z = Zo‘(z,n)—(S + U(z,n)—a - un champ de vecteurs de T°E° et § = §'(z,7)é;
Za T]Z

une section du fibré 7' E. La connexion linéaire V° vérifie la formule de Leibniz, ainsi on
obtient :
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s ,
5 6]>}—|—L’ (z,m) {8—78%2.—1—53 <Vaa e])}

Or V) . €; est une section de 7' E, ceci prouve l'existence des fonctions 77, : E° — C de

classe C’ telles que

VY e =7l (z,meE;, et V' & =C(z,n)é. (1.2.14)

6z% ank
Par conséquent, la matrice de 1-forme A"? (Ak ) de la connexion est donnée par
Al =k dz* + Clion'. (1.2.15)
Ainsi
V5 = d"% + A0S (1.2.16)

La connexion de Chern est compatible avec la métrique Hermitienne ainsi définie sur
7 'E a partir de la métrique Finslérienne sur . Par conséquent la condition

dg(s,t) = g(Vs,t)+ g(s, Vi) (1.2.17)
donne :
d"G; + d"' G5 = G AL + G AL

Comme la matrice de la connexion est de type (1,0), on conclut dl’OGﬁ = G,;Af€ et par
suite A} = Gjidl’Oij, ou encore

Gyz (;GMd + sz aaGI;J 5 l
L’équation 1.2.15 donne :
0G oG
’}/ak = Gﬂ kj Ck‘l G]Z kj (1218)

0z’ ont
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Remarque 1.2.1 Il y a une relation entre les formes linéaires ), (z,m) et T, (z,n). En
effet :
VY& =qké = V& — Nsvl’io_éi = Yhé

520 920 ond

En conséquence :

Vin = Dl = NGCF (1.2.19)
Etant donné que ninj =0, on obtient : n'v*. =Tk .

L’équation 1.2.19 relie les coefficients de la connexion Finslérienne complexe calculés par

Kobayashi dans la base { 0 9

9z Ony’ }1§a§n, 1<i<r
o 0
dans la base de {—a, —Z} de TY°E° obéissant a la décomposition de 70 E°
02" dn 1<a<n, 1<i<r

en somme directe de sous-fibrés vertical et horizontal, & travers une expression faisant
intervenir les coefficients de la connexion non linéaire N;* et les caeefficients C% reliés a la
dérivation par rapport aux variables de la fibre.

de TYPE? & ceux qu’on vient de calculer

1.2.3 Courbure Finslérienne de Chern

Nous passons désormais au calcul des coefficients de la courbure Finslérienne de Chern.
Une connexion V : A(77'E) — A'(77'E) peut étre étendue de A*(77'E) dans A** (77! E)
en posant

Via®si) =da®3i+ (-1)fax Vs (1.2.20)

pour toute k-forme sur E° et toute section § de 7 'E. La courbure de la connexion V est
alors définie par Q = V?: A(7 'E) — A*(7 'E). Localement on a :

Q) = dA] + A] A AF (1.2.21)

Puisque V est de type (1,0) alors Q € A"(E° End(7'E)). La forme de courbure est
donnée par

Q) = 0A! (1.2.22)
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Dans la base {dza, 577i, 1<a<n, 1<:1< r} de (Tl’OEO)* et dans une base de sections
locales {&;(z,17)},<,<, de 7' E, Q admet 4 coefficients R, H, L et Q. R est nommée la hh-
courbure, L et H sont les ceefficients de la hv-courbure et () est celle de la vv-courbure. Si F
est Hermitienne alors P = H = () = 0. En d’autres termes, la hh-courbure correspond & la
courbure Hermitienne de Chern lorsque le tenseur fondamental correspond a une métrique
Hermitienne G;;(z,1) = G;;(2). Nous montrons aussi le lien entre ces nouveaux ceefficients
et ceux calculés par Koabayshi dans [K3].

Proposition 1.2.1 Soit {€;(2,71)},<,<, une base de sections locales de 7 'E et soit
{d=2,6n'},__ ... une base de sections locales de (T"°E°)*. La matrice de la courbure
Finslérienne est donnée par :

O = M. 5d=" A2’ + H ydz=" A6 + LY 500" AdzP + QL yon®™ A orf (1.2.23)

Jjo

Les ceefficients de la hh-courbure sont :

o i 0N,

R5=— =5 — Cirgzs (1.2.24)
On pose R;5,5 = Gthz}'laB’ on obtient alors :
52G 0G: 6G; 0G5 6N/
2 Pl Wi Thj ~ il Yo 1.2.25
oB 5B 2 678 620 " Oyt 678 ( )
Les ceefficients de la vv-courbure sont
; oCt,
= _8—7_;1 (1.2.26)
De méme, soit Q. = Gth?kl—, on a :
G5 _0G; 0Gy;
P —— Z Ghm J 2 T 1.2.27
Qukl 6771017’“ Oﬁl ank ( )
Enfin les cefficients de la hv-courbure sont les L;kg et Hjal— ot
, 5C"! . oV - ONF
7 _ jk v Jjo 7 ]
ijB T 538 Tadd T o' - Cjk onl (1.2.28)
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Posons L5 = GhEL?kB' On a :

G5 _0Gim 0G5 7 PG _0Gm 0G

I U4 e Tim 7)) AL U4 gem D) 1.2.29
o ( ofazr o oy ) ’ ( o " o onf ) 1229
De méme si l'on pose H;z,; = Gth:;l‘; on obtient :

92G- 9G. 0G,- 0°G.- 9G,- 0G,
H--=(— ) kh ih ki y Nk ij hm hj im 1.9.
ijol < ooz 7 oz o “\agor T on oy (1.2.30)

Preuve 1.2.1 Dans la base {dza, dn
Finslérienne de Chern est donnée par

k 1,0 770+ :
}1<a<n7 Lene, de (TPE7), la matrice de la courbure

. or or ac: . aC: .
i _ o Ja g« B8 _ Jja g« —l kj k B _ kj k ~1
Q= 538 dz* Ndz o7 dz“ A dn 557 dn® N dz o7 dn® Ndnt (1.2.31)
En remplacant
dn® = on* — NFdz~ (1.2.32)
dij' = 67 — Ndz’ (1.2.33)

Et en réécrivant ’équation 1.2.31 dans la base {dzo‘, 5nk}1<a<n Lene, de (THOE®Y*, il vient :

O = R 5dz* N2+ L5 o0t AN dZ + Hp d2® AT+ Qydn® A ST (1.2.34)

J jap JkB Jold
ol
R 5= —%1;“ + Ngaargla + Ngfaaiéj - NgNgfa&(;; ’jﬂ (1.2.35)
H ;= —a;ff + N} aaon ’7 (1.2.36)
Lis= —%i’% + Néaai%j (1.2.37)
- _% (1.2.38)

Pour évaluer chacun de ces termes, rappelons que :

Vi =T%0 — NﬁCjk (1.2.39)
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et
— _ Nt
6z8  07P A on!

avec : Ng = Né , ainst on déduit :

: or 6C" .
U _ Jjo k kj
Rios = —525 + Niss
07; . ONE 5Ci, 5Ci
— __ e 7 (S Nk J Nk) J
9z8 Cit 0zP o §5z8 T Na 538
=%z Cigm
i _ _8F;la v aC};
jod afll @ 0ﬁl
_ Dia e ONE a0 0Ck
o' * o o' o
o _ ONF
_ Dl _ o N
o I+ o
. ICy, ;0C},
kB = T 5B + N o
oCY;

o8

Commencons par les cefficients de la hh-courbure. On a :

_57}1 — _i Gifdel_
0zP 0zP 0z

GGy g6 (5Gﬂ—)
0zP 5zo 0zZ8 " §zo

- 0G s 0GT - 0%G 7

__ vim vkl km JL il 4l

-GG 0z 2o G 0ZP0 2o
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En posant R Ghjm?ag, et sachant que :

ijaB —
Gh]C GhEG h 877’f
on obtient :

R - = PGy ni0Gr; 0Gy 0G5 ONE

N 678 6z Ok 67°

Pour les ceefficients de la vv-courbure, on a :

h aC},
ikl — 017l
_ 9 him 8G277L
o (G ot )
hm o 9200
_[96 0G| i #Cin
ot onk onkit
_ Gh(ijm aGP‘? 8G2m _ him 82sz

on' - on* onki
On pose Q1 = GhiQ?kz‘- 1l vient :

azG'_' = im aG 7
Quit = s 4 G 2m 2

- o on ot o
Pour les ceefficients de la hv-courbure, on a :
_ac};
h ik
szﬁ 525
och ;OCh
“oz Vo ay
or
act
T oz gk = zkﬁ_(zgg)
86’

8ﬁl zkl = (1 2. 2)

(1.2.40)

(1.2.41)
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Par conséquent :
h h I Ah
Liyg = Pig — NgQu (1.2.42)
On pose L5 = GhiL?kB- On a :
Lijes = GrjPls — GiNyQly
= L5kB — N éQﬁki
onkozP onk  ont p onkont onk ot ’
Finalement on a :
o - _8F;-a N Nk@C';j
h kh
= Pial' - NaQikl_

De méme, en posant H,; = Ghjﬂfal—, on obtient :

Hijai = Pijai - Ng@iikl’ (1-2-43>

Proposition 1.2.2 Soit R;5,5, Qiri; Lijrp et Hijor les ceefficients de la courbure Fins-

ijor

lérienne de Chern du fibré (E,F). En utilisant les propriétés de dérivations du tenseur

fondamental G;; on obtient :

0°G g 0°G G

miiaﬁ_niﬁj =
Qijkmi = Qijkmk =0
LijanZ = Lijkénk =0

Hijoel_nlﬁj = Hijoel_nzﬁl =0

Preuve 1.2.2
Rappelons que la hh-courbure est donnée par :

R,

0709z dz8 onk 9z0 01

3G i0Ghs 6Gy  OGg SNE

I R R

(1.2.48)
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Commencons par le calcul de la premiére partie de l’équation 1.2.48, on a :

Gy . PGy . . ONFOG; , 0°G,;
2 i) LN = a (VI Nk i
0800 1T = 9285, 1T T gz8 gk 1T T Magzagnr

l i
- Baﬁlazan /s B ont ok mn O‘Nﬁankﬁﬁln /s
Moyennant ’équation 1.1.13 et l’équation 1.1.14 on en déduit :
Gz-;kn"ﬁj =0, Gi;kmiﬁj =0

imj 9 imj
Gipan'’ = 957 (Gin'’) =0
imj d imj
Gt = 5 (G 7’) =0
Par conséquent :
62Gz§ i—j 82G23 i—j 82G
- nn = 4 nn = == .
02862 07z 0z 0780z

D’autre part on vérifie

(SGh; i 8Gh3 _j [aGhj _j
oz T g T T o
e
—ozPomh

De méme on a :

5Gil‘ i aGil' i kaGil_ i
il LN Sl o N N 7
5ol T 9ra “ Onk

B G

©0z00n

En conséquence :

. »a | G 0°G
%Uaﬁn n 028z 825877}‘ azaaﬁl ‘

(1.2.49)

Nous remarquons ainsi qu’en contractant les coefficients de la hh-courbure par n'n’, on

0

obtient les mémes ceefficients calculés par Kobayashi dans la base {—a, —Z}
9z dn 1<a<n, 1<i<r
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du fibre TYEC.

Concernant les coefficients de la vv-courbure on vérifie aussi qu’ils sont les mémes que ceux
, . . . i

calculées par Kobayashi. Ainsi Q;z,m" = 0.

Concernant les coefficients de la hv-courbure, on a :

Lijks = Pirs — NyQi (1.2.50)
d’ou :
Lt = Pian’ — NyQuum'- (1.2.51)

Moyennant les équations 1.1.23 et 1.1.24, on obtient : Lijkgni =0.
Enfin, concernant le deuxiéme coefficients de la hv-courbure on a :

H.

)

sl = Pl — NEQM; (1.2.52)

ial «

D’aprés 1.1.22 on a : Pijami =0, et d’apres 1.1.24 on a : Qijkmi = 0, il vient : Hijami = 0.

1.3 Négativité d’un fibré vectoriel

Dans les sections précédentes, nous avons présenté deux différentes approches de calcul
des structures Finslériennes. La premiére est celle donnée par Kobayashi et ot les calculs

sont effectués dans la base 1<a<n,1<i<r,dufibré TYEY. La deuxiéme

approche est celle introduite dans les travaux de M. Abate, G. Patrizio, et T. Aikou, et ou
o 0

les calculs sont effectués dans la base {5—, ErE 1<a<n, 1<:1< r} de T E° obéis-
ZO[ /r]Z

sant a la décomposition de THPE° en somme directe de sous-fibrés vertical et horizontal.
En outre, ces deux approches qui s’appuient essentiellement sur le tenseur fondamental
G35, sont équivalentes et peuvent étre obtenues I'une a partir de 'autre a travers certains
calculs comme nous venons de le montrer dans la Proposition 1.2.2. Nous espérons main-
tenant retrouver la définition de négativité d’un fibré vectoriel holomorphe (E, F') donnée
par Kobayashi sur le nouveau fibré 7' E — E°.

J
Soit Z = Z%(z, 77)5 -+ Y"™(2,1m) 8—8 un champ de vecteur de T'°E° et 5 = 5%¢,(2,7)
ZCY nm

une section de fibré 77 'E. On associe a la matrice de courbure :

O = R 5dz" AdZ’ + Hj jd=" N6 + LYy z00* Adz" + QLyon®™ Ao

Jjo
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la forme Hermitienne ¢ définie sur tout vecteur décomposable U = Z ® 5§ € T'°E®@n 'E,
par :
W(Z @3, 7@ 35) =NR532°2°55 + H5qZOY'55 + + L5V 2°58 + QY P Y158

Gal

Si § =0 =n'é(z,1n) (la section de Liouville du fibré 77! E), compte tenu de la Propo-
sition 1.2.2, on a :

WZ®0,Z®0) =R’ 202",

La restriction de cette forme sur la section de Liouville du fibré 7! E ne fait apparaitre
que les coefficients de la hh-courbure et les composantes horizontales du champ de vecteurs

Z.

Proposition 1.3.1 Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang r > 2 au dessus d’une
variété complexe X, muni d’une métrique Finslérienne F strictement pseudoconvexe. Soit
Z € TYYEY et o la section du Liowville du fibré 7 'E. E est négatif si et seulement si
W(Z ®0,Z ® o) est définie négative.

Preuve 1.3.1 En [K2] et [K3] Kobayashi prouve qu’un fibré vectoriel holomorphe E est
négatif si et seulement s’il admet une métrique Finslérienne pseudoconvere a courbure
négative. Par ailleurs F' est a courbure négative si et seulement si la métrique Hermitienne
induite sur L(E) est a courbure négative. En outre, et suivant [’approche que nous venons
de proposer dans la deuxieme section, F induit une métrique Hermitienne § sur m 'E |
On vérifie que §(o,0) = Gi;(z,nn'if = F*(z,n) = ||O’||?]. De ce fait ||O’||§ = [? est une
métrique Hermitienne sur L(E). Par suite la matrice de courbure 901og F* de (L(E), F?)
est donnée par (voir [B-K])

0? log F?

_ 1 .
2 _ il gL =B
00log I'" = —Rz,5m' 17 dz" N dz" — Trom

N
I U] n
0? log F?
_ OOy
quent 00log F? est définie négative si et seulement si la forme de courbure Y(Z®0, ZQ0) =
%iiaﬁ-niﬁj est définie négative.

La pseudo-convezité de F' suppose la définie positivité de la matrice . Par consé-



Chapitre 2

Structures Finslériennes complexes sur
le produit tensoriel

Ce chapitre traite la négativité du produit tensoriel de deux fibrés vectoriels holo-
morphes en termes de structures Finslériennes complexes. Il s’agit d’une extension de la
question posée par Kobayashi dans I'un de ses articles concernant ce sujet [K3]. Peut-on
retrouver le théoréme de Hartshorne sur la négativité du fibré E; ® E, dans le cas ou
E1 et E5 sont munis de deux métriques Finslériennes & courbures négatives 7 Une réponse
partielle a été donnée par Ben Abdesselem en [B| sous I'hypothése que E; est & courbure
négative et F5 est engendré par ses sections globales.

Par le choix d’une structure Finslérienne utilisant les deux structures initiales F; et
Iy sur By et E5, et par un calcul direct, le présent travail donne des conditions optimales
en termes de traces de ces métriques sur les sections globales de EY et EJ qui puissent
nous permettre d’affirmer la négativité du produit tensoriel, c’est a dire la négativité de
la courbure de la structure Finslérienne proposée. D’autre part, une hypothése sur les
sections globales de EY et Ej nous permet d’assurer que cette structure est strictement
pseudoconvexe sur le fibré Fy ® Fs.

2.1 Position du probléme

Soient F; et Ey deux fibrés vectoriels holomorphes de rang r et s respectivement au
dessus d’une variété complexe compacte de dimension n. Soit Z = (zl, - z") un systéme
de coordonnées locales sur X, ( = (C L. Cr) un systeme de coordonnées locales sur la
fibre E)|,, défini par une base de sections locales holomorphes ¢t = (t1(z), ..., t,(2)) tel que
¢ = (' . Et soit n = (n',...,n°) un systéme de coordonnées locales sur la fibre B,
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défini par une base de sections locales holomorphes e = (ey, ..., e,), tel que n = n’e;. Par
suite, (z,() = (zl,...,z",g“l,...,(r) et (z,m) = (zl,...,z",nl,...,ns) sont des systémes de
coordonnées locales holomorphes sur les fibrés F; et Ey respectivement.

Considérons maintenant N; sections globales (cpl, Y 1) sur 5, et N, sections globales
(wl, ...,wNQ) sur EY, vérifiant 'hypothése (H) suivante :
(H) : En tout point = € X ona: (¢'(2), ..., o™ (2)) engendrent (Ej)|. ou (¢'(2), ..., v"(2))
engendrent (EY)|,.
L’hypothése (H) est plus faible que le fait que sur E7 et sur Ej soient engendrés par leurs
sections globales. En fait, les sections globales de I'un I’engendrent dés que ceux de 'autre
lui font défaut.

Un point b € F; ® Es, est une application bilinéaire définie sur Ef x E5 a valeurs
complexes. On lui associe N; formes linéaires {by,...,bn, } de E}, considérées comme des
points de E1, et qui sont définies par :

V¢ € EY, ba(C) = b(C, ¢%)

De méme, on définit Ny formes linéaires {bl, ...,bN2} de EJ, considérées comme des

points de Es par

Vi ek, be(n) = b7, n)
Si localement b = b"t; ® e;, ¢ = <p?ej, Y = St alors b, = bijgog et ZBZC = bE.

Nl(Nl — ].) NQ(NQ — ].)

2

points de E; donnés par : by, 11 = by + ba,

Notons Q1 = N; + et Qo = Ny + . On ajoute aux N; formes

Ni(N; — 1
linéaires {by,...,bn, } les MM = 1)
ban,—1 = b1 + by, ban, = ba + b3, by, —3 = by + by, ..., 00, = by, —1 + by,

Par ailleurs {bn, 41, ..., bo, } sont définies par : b (., % +¢°) = by +b.,1 < a < e < Np de
sorte que cleH = <p1 + <p2, - gle = gle_l + cle.

NQ(NQ — 1)

De méme on ajoute aux N, formes linéaires {51, e l~)N2} les points de E, don-

nés par : Z;N2+1~: by + bs, 521\72—1 =b + ENQ, 521\71 = by + bs, 53N2—3 =by + Oy s
bo, = bny—1 + bn,.
Ainsi {Z)NQH, s BQZ} sont définies par : b (@DC + 7, ) = b, + ZN)f, 1 <e< f < N;de sorte

que N =y g g = g gt
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2.2 Structure Finslérienne sur le produit tensoriel

Théoréme 2.2.1 Soient (Ey, F1) et (Eq, Fy) deuz fibrés vectoriels holomorphes au dessus
d’une variété complexe X, munis des structures Finslériennes Fy et Fy, et sotent p et q deux
entiers tels que FT et Fy soient C* au dessus de la section nulle (on choisira les plus petits).
On suppose ’existence de sections globales (gpl, ...,gle) (respectivement (1/)1, ...,2/)N2)) sur
E3 (respectivement EY ) vérifiant l’hypotheése (H).

Alors lapplication F' : Ey ® Es — R, définie par

2N

a=Q1 % c=Q2
Vb€ By @ Ey, F(b) = (Z Ff(ba)> + (Z qu(Bc))

est une structure Finslérienne de classe C? strictement pseudoconvexe sur le fibré
Ey ® Ey. On rappelle que by, = b(., %) et b. = b(¢°,.) .

La preuve du Théoréme 2.2.1 nécessite le lemme donné en [B], que nous rappelons
ci-dessous :

Lemme 2.2.1 On a
E Ql . Ql 4 8F12 8F12 k‘l
/g p a ¥

p— a P— e v
- (YA (b)(%k o X § F (%Z (b )5 X

a=1
Q1 2
OF} OF}? g
—4 4 2 e vi 2 a i,
= ZF (ba) FY™ (0] | B () G ()5 XY = Y (be) i () X
De méme on a
c=Q2 c=Q2
8F2 OF% - o
F Fq 4 b cxi chl
(> )z 10 2200 2 g
f=Q2
2 c 2 c i
(ZFq b %XM> (ZFP bf (bfW )
g it | 2 \OFS 2 N cx
= D FT B FET (o) | B (be) =2 (b)) XV = F (by) - (b X
c,f=1 f c
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2.2.1 Preuve du Théoréme 2.2.1.

e Homogénéité : Soit A € C

a=Q1 % c=Q2 q
F(A) = \ (Z Ff(Aba)) " <Z Fsuz?c))

a=Q1 % c=Q2 q
= \ A2 (Z Ff(ba)> + AP <Z Ff(gc))

2
P q

a=Q1 c=Q2 B
= [Al (Z Ff(ba)> + (Z F2q(bc)>

= [AF(D)

e Il est clair que F est positive et que F'(0) = 0. Montrons que si F(b) = 0 alors
nécessairement b = 0.

Soit b € E; ® Es tel que F(b) = 0. Par définition de F, sachant que Fj et Fy sont
deux structures Finslériennes, on a b, = 0 pour tout a € {1,...Q1} et b. = 0 pour tout
ce{l,..Q:}.

Supposons qu’il existe (¢,n) € Ef x Ej tel que b((,n) # 0. D’aprés ’hypothése (H), on
peut décomposer ou bien ¢ sur les 1), ou bien n sur les ¢®. Par conséquent :
ou bien

b(C,m) = b(C, Map™) = Maba(C) # 0

ou bien

b(¢,m) = b(C,m) = Cbeln) # 0

ce qui absurde car les b, et les BC sont tous nuls.

e Stricte convexité : Montrons que la matrice hessienne

2 F? o
apiaga > DX XN
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2

85 (2,0)X"“. On a

est définie positive. Commencons en premier lieu par le calcul de

aFQ( bX7 = aleF” EX“H— 0 c§2F‘1(8) EXU (2.2.1)
b5 - 8le oy \ & T2\ -

La dérivée de la premiére partie de I’équation 3.3.2 donne :

a= Ql % B 2 7_1‘1 Ql an )
i > F) ) X7 = C(RG) ot F )T S )X
a=Q1
2 2_ an o ~rid
= D)+t FY00))F Y G ) X
a=1 a
2 P p 2—1a:Qla(F12)g a yij
= D)+t F0))F T Y S ()X
a=1 a
2_1 = 2 an -
= (F{(0) 4+ Flb@ )T Y FI7 (b)) X
a=1,bq#0 a

Un calcul identique nous permet d’obtenir la dérivée de la deuxiéme partie de 1’équation
3.3.2, soit :

c=Q2 % 2 c=Q2
0 ~ g ~ 2-1 8F2 -
(Y R0 xv = (Fg(bl) b F2 (D ) S R0 S (v X
o\ = 860
= c=1,b.#0
On pose
a=Q1 % c=Q2 ~ %
= (Z Ff(ba)> et Tp= (Z Fg(bc)> .
a=1 c=1
On obtient :
0*F* ij skl o | rp X = 2 8F2 wwiil o
gy DX = g | 2 A ) g (B XY | X

0 |12 S :
T cyij| Ykl
+ o qZF" = b)ij’]X

Cc
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Pour (2) on a

a=Q1
a 2— —2 8F"12 a v ij vkl

a=Q1 2—
—2 8F12 avij aT‘l i vkl
- (E:Ff (o) g ()X | Gt X

a=1
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)

Et d’aprés le Lemme 2.2.1

(2) _ 22p{ZFp4 Fp4(b)

a,e=1

OF? OF? i
Fz(b ) abz (b )80 X Fz(b ) abzl (ba)SOJXJ

a

b, Ok

a=1 a~"a

2-p = p—2 P} ayij =a 7kl
+ T ZFl (ba) 5 (ba)SOjX o X

De la méme maniére :

2—2q q— 4 q— 4 2 a}72 fyij 2 8F22 cx
(3) = —T Z FY 4 (be) F3~(by) | F5 (be) === (by) 0] X7 — F3 (by)—=(be)t5 X
e 8bf b’c
2 = 2 P Fy ki
+ 1S B ()2 (b XX
? ; ? b 9k
Par conséquent :
P F* ij vkl (p—2) 00
gogp XA = T
OF? DF? 2
{Z FH )00 |F(b) i (0e) 5 X = F(be) 5 (b) 0§ X }
a,e=1
T2—P ‘& Fp—2 b 82F12 b aXij 7anl
+ (q ; 2>T22—2q %
2
S E ) E ) | 20022 00— F30) 22 s x
) 8bf ob.,
+ T2—q CEQ:Q Fq—2(b ) a Fq (6 ) cXij,l?Echl
P\ & g

D’aprés 'hypothése H, on sait que si b # 0 alors, il existe a € {1, ..., N1} tel que b, # 0,
ou il existe ¢ € {1, ..., No} tel que b. # 0.
Dans le cas ou il existe a € {1,..., N1} tel que b, # 0, deux possibilités se présentent : Si
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2 172
X* # 0, la matrice %(z, b) X7 X est définie positive.

Sinon, sachant que X # 0, il existe e € {1,..., N1} tel que X, # 0. Si b, # 0 alors
%(z, L)X X* > 0. Sinon on ajoute les éléments by = by + be et Xy = X, + X,, pour
de{N+1,...,Q1}. ) )

Méme chose pour les b.. S’il existe ¢ € {1,..., Ny} tel que b. # 0 et X. # 0, on a
ﬂ(z,b)X“Xkl > 0. Sinon il existe f € {1,..., No} tel que X; # 0. Si by # 0 alors

m(z, b) XX > 0. Sinon, on considére les éléments b = be + ZN)f et X,, = X, + Xf,
pour m € {Ny+1,...,Qs}.

2.3 Négativité du produit tensoriel

En vertu du Théoréme 2.2.1, I’application
F:FE®FEy, — R+

définie par

a=Q1 % c=Q2 %
Vbe By ® By, F(b) = <Z Ff’(m)) + <Z Ff(h))
a=1 c=1

est une métrique Finslérienne strictement pseudoconvexe. Nous allons maintenant mettre
en évidence les conditions sous lesquelles la courbure de F' est définie négative. Comme
nous ’avons mentionné dans le chapitre 1, F' est & courbure négative si et seulement si :

P F?2 52 F?2 -1 92p2 2?2
TR {WW’)} gzran V) gaag (4 (23.1)
2 2 -1 2 72
est définie négative (ou l%(z, b)} est la matrice inverse de %(2, b)).
Posons - 2 12 2271 9212 922
R(Zb)__aFl O°F} O°Fy  O°F;
N 92020 T Ok | 0ZPOb 0z Obk
et B
Ro(2.5,) = — O*F} O*F} O*F} O*F3
T 000 ol | 02900, 0000k
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On obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.3.1 Soient (Ey, Fy) et (Eq, Fy) deuz fibrés vectoriels holomorphes munis res-
pectivement de deux métriques Finslériennes Fy et Fy. Sous les hypothéses du théoréme 1,
F est a courbure négative des que

a=Q1 %_1 a=Q1 c=Q2 3_1 c=Q2 ~ ~
<Z Ff’(ba)) > FP7(ba) Ra(z,ba) <Z F2(b ) > F{ 7 (be) Ry(z, be)
a=1

a=1 c=1

est définie négative.

2.3.1 Preuve du Théoréme 2.3.1

Calculons chacun des termes intervenant dans 1’équation 3.3.3. Commengons par la
2 2

matrice ~(2,0). On a:

07892

82F2 82 a=Q1 % 82 c=Q2 ~ q
5 0 = G | 2 1))+ gm | 2 FH 0 232

Conformément a ce qui précéde et en se référant a [B] :

SN

%(ZQM)) - TZQ 220 | SR + S0 S
>< {gf;@maa% (m)b"ﬂ'%}
B e S
S S

a=Q1 2 2 —a
2—D o9 p—2 OF} OFF 51 0P
t+ —h (Z Fi™"(ba) | 555 (ba) + a—g,g(ba)b 255

a=1

a=Q1
_ OF} OF? 0%
X (Z FP2(b,) {82; (bo) + (%j (ba)bﬂaZiD (2.3.3)

a=1
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De méme pour F3 :

QP (= : =Q2
T 2 4
s (L 00) = 13 ey
c=1

=

OF} - OFy - wawc

% [020‘( o) + 8[92 (0c)b 820‘]
c=Q2 7.c
OPF; - I PF; - Bklawl

2—q q— 2
b ZF? be) | gzmzm 0z00bs 0%

a?pg oyt PR - OUS o
2 (b DY J 2 b bzy 1kl s
- aéﬁabé( R + ag¢ag~)k c) 0z 9z
c=Q2 "
8F2 8F2 ~ o OUF
2 2q z : q— 2 2 kl l
a=Q2
o~ [OFF - OF3 = . 0U]
q—2 2 2
X < ;:1 (b, {02‘“ (be) + 8[32 (be)b" 82‘4) (2.34)
) 2F2 i
Pour la matrice W(z, b)X™ on a :

O F* ki 0 =y P ’ ki 0 = (7 ! ki
Xt = —— (S )| X _ Fb) | X
gz A = g ; £(b) " 20000 ; 2 (b)

Toujours en se référant a [B|, on a :

T ai%lF”(b) %(zb))_(kl _ 2P
Ozeobk \ = e o2

a=Q1
OF? -
Fp—2 ba _1 ba 7anl
> o1 |

a=Q1
_ OF} _ OF} - 0pF
p—2 1 p—2 1 ] J
’ Z; FE () e (o) ) 0 ()0 aza]
2—p p 8F2 a vkl aF112
+ Tl 8bk (b )SOIX Oz (ba)

82F2 S
Fp_2 1_ 7anl
+ 1 (ba) 820‘8[?]; (ba)gpl ]
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a=Q1

2—p z : p 2 8F2 ]agpg 8}7112 —a Ykl
+ T l abl (b )b 8Za 86]; (ba)WlX
3 82F2 L 0p?
FP2(bg) - (ba) 07 2 o7 XH |
BT ) g (b)Y 0 ]

De la méme maniére on obtient :

c=Q2 P
T vkl 2—-2
e (S e - 2o

a=Q2 2 5 2 o
ZFz“ aF be) + EI2(50) 22 <bc>b”ﬂ]

c=Q2 2
> )22 (o) e X
36

c

' bt 0z
c=Q2
859 OF} -
T2 q Fq 4 Xkl
' Z 8b6( WX 5 be)
- 82F2 ~ _
+ F(b) (be)ef XM
? 820‘86’“ :
c=Q2 c
2—q -2 a4 8F2 7 81/’ 8F2 7
c=1
. O2F2? . e
Fq—2 bc 2 bc bzy J chl
+ B G ]
Posons :
1 Xkl o 2 — p 2 2p < Qle 2 anl Fp 2 an b bj&p?
Wak = Z 8b’f Z 86’ (b )b’ a0

8F2 00§ OF? _
2 -p p— 4 ' j J 1 —a vkl
+ E F} ay —(by)V* 5;52%5‘@9@rx

_ 82F2 Op?
FP 2 1 ij YJ 7anl
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c=Q2 c=Q2
_ 2—q, o o~ OF2 o5 \OFF 5 O]
w2, XM = =1y F72(be) === (be )by X ™ F§ 2 (be be
i Z <>8b§<>¢l > F O G
q— 8F ~ &DC OF? .
+ Z abzz (be)p" 9z (%’3( S XE
82F oYs
F 72 (be) —2(be)b” XM
B ) W ]
a=Q1 :Ql
- 2—p o OF . ., _ OF
s & L EE ISP SR e
a=1 a a=1
a=Q1 2 2 2 12
2—p p—2 p—A4 aFI a klaF p—2 0 Fi —a vkl
+ Tl — 2 Fl (ba) 865 (ba) l aza (ba) _'_ Fl (b )a aabg( )
:Q2
— 2 — _ _ OF? . OF? -
Xt = AT | Y F 2(b —2( le’“] F‘f (be) 5= (be)
c=1
2 q

8F2 O*F}
Fq 4 ’QDCXk b + Fq 2 bc ’QDCXM
Z 8bc< DRG0+ P00 G

Ceci permet d’obtenir la décomposition suivante :

O*F?

8zaabkl( ) XM = ( Wopr + 5akl) XH (wikl + 53&1) XH (2.3.5)

2 172

Par un raisonnement similaire on calcule la derniére matrice W(z, b) X",
Z

D*F?

i P 17 q i
9erays & XY = azﬂab” (ZF ) X (92505” (ZF ) v

= (wgy + 05;5) X7 + (why; + 5;;) XV
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ou
2 2 ‘& 2 ‘X 2 w1 007
1 i D p— 1 a v pP— kLT
wh XY = ZF %2 Xﬂ] ZF Wb)b FEd
a=Q1
2 8F ol 0P
T>P p axii OLT o \pet CPL
+ Z abz (ba)QOJ 05’; (b )b 825
_ 82F2 op
Fp b b a zybkl l
R0 g )X M]
j 2q 0F2 o
2 i _ 2 2q q—2 cvi q—2 Tkl l
Wi XY = ZF b be) X ZF 8bk (o) 555
2 q q ~ aF T cvi an kla'l/)l
b X4 b
+ Z () 55 B e i
o\ OPFF 5 g OUF
q—2 2 cyijpkl 2l
+ (bC)aBéﬁzﬁ(bc>ij b 825]
1 yij 2—p o9 s b2, OF! arij = o2, OF]
0pi; X T D F ) g () XL Y F T (ba) 5 (ba)
a=1 a a=1
a=Q1
p 2 8F OF? _ O?F? i
+ Z ) g B X T )+ FY 7 0) g () X
g OF}
(%inU — T2 2q Z Fq 2 b Q/)CXZ]] Z Fq 2 a_ )

+ 1y

8F2 - OFY - PE? -
Z— %(bc)%x ag(b) Fy (b)8 ﬁ&bz(b)¢Xj]

C
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En vertu de ce qui précéde, on a :

0*F? -1 522 922
[06“5’“( ’ >] om0 V) gragpi )
1 2 1 2 0*F? -1 . ) .
= [(wakl + wakl) + (5akl + 6akl):| W(z, b) [(wﬁw —+ wBZ]) (652] + 5ﬁly):|
82F2 -1 82F2 -1
= (wikl + wikl) |:abijbkl (Z, b)] (wéij + w%ij) + (wikl + wikl) {W (Z, b);| (5éw + 5§2J)
-1 3

82F2 . N 82F2 . )
+ (Oap + 0211) W(z’ b) (wm'j + wm']) (Gos + O2rs) BRI ———(2,0) (55@ + 55ij)

- - 22 ot
En remplagant 7 X" (respectivement ¢5X") dans ———- LT (z b) XY XM par b ((;0 (respec-
Za

C

0z

tivement 7 X " par b¥ —L), on remarque que :

(why +wiy) XM = —T2 2 Z FP3( )@t XM Z P2 an (b )bij&p;
akl akl 8bk 8bl 820
a=Q1
8F2 00 OFE o
+ T12 : Z Fi” 4 abzl (b )bjazia—gé(ba)@l*xkl
_ 82F2 0P
+ FY 2(ba)m(b )bjﬁi szl]
22 |'S =N 2 & 2 (0
c vkl 7
+ —T ! ZF; c abc ¢lX ] ZF; c Né bc) aza]
c= Q2
8F ~ 0¢C OF? -
T2 q Fq 4 2 Y72
_ 82F2
Fq—2 bc g . bu chl
+ R >8ggagk< ety ]
O*F?

o LA
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2 172
De méme, en remplagant @ X* (respectivement ¢¢X*) dans Sy (2,0) X X* par bM ?;pé
(respectivement par b*! 5 5) il vient :
1 2\ XU — 2 — pT2 2p = FP—2 b 8}7112 b a xij = FP—2 b 8}7112 b Bklg@?
(wﬁij +w6ij) = B az:; 7 (ba) b ( a)%pj ; 7 “)8—5{3( a) 978
a=Q1 2
2 p P—2 _p4, \OFF " UOF kl&pl
+ Tl ; 2 Fl (ba) abz (ba)gp X abk (b )b 025
_ 0P F} op
Fp 1 a 2] 1kl l
) g g ()2 XD 026]
2q 2 2q q— 2 7 2 klawl
5 CX” Fj~
* Z bc 2 Z abc =
2q q— 4 0F2~ cza2~klawl
b )XY —=(b.)b
; Z )G (e 0
202 o c
bRy jX”b’“aig
abcabk 0z
O*F? :
= G HXIXN
Par conséquent,
o [ PR
(Wart + i) X* { ET } (whj + whi;) XV
a=Q1 a’] [e=@: ~a
2—p oo 2, OFF e oy, \OFT o 00
= Py | NT pre i1 FP2(by) Sk ()0 =22
5 Z P00 G (Bt 52 Z P 0) G 0V 523
a=Q1 _
_ 2 OF? 09T OF? 0%
2P p s it WA s Bl & kY ¥k
+ 1 pat 2 1 (ba) abz (b )b aza (%’; (b )b azﬁ
_ O*F? 09T 0P}
p—2 1 ij ") 3kl
) G (%) e 026]
c=Q> 2 c c=Q c
2—4q. 2q q—2(7 aF2 7 8¢ q—2(7 (9 klaw
+ 2 T2 ; F2 (bc) agé (b) aza ; F (bc) 83’; (bc)b 025
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c=Q2 _
8 3¢c OF} oS
Ty 4—= b, i ikt Pk
i Z 8b’ ( )7 0z abk , () 0z°
_ 82F2 OS¢
E (b, b, pia 0 DU 2.3.6
_I_ 2 ( )8bcabk( ) aza 8251 9 ( )
et
-1
(w0 + wy) X [ L] (51 402, ) x7 (23.7)
akl akl Obid hil Bj Bij 0.
a=Q1 a=Q1 2
_ 2 2p p— 2 1 2] (pj p— 2 8F
B Z f 862 92 Z h (ba)
a=Q1 a
T2 p 2 8F1 ;095 OF} 9 O*F? - 0¢S
P 2 -1 Fp : ij T J
" Z B0 g (o)t e i () - F1 () i (o)
c=Q2 2 c = 2
ﬂ 2—2q q—2 aF 7 ¢ q—2 8F ~
+ 5T ZF <b>8bc<b> X ZF (be) 55 (be)
c=Q2
_ —2 4 OFF - OUSOFY - O*FZ - ..OUf
T4 9 2 pa—t : i
+ Ty ; 51y (be) ==~ ohi (b )b 5 5 2 (be) + F§7*(b. )azﬁabz (b )V’ aza]
et aussi :
- O*F? .
(5ékl + 52191) X" {aszbkl] (wéij + wgij) XV (2.3.8)
_2- pTz 2 ale Fr- 2 )8F kla% ale FP- 2 12 (b)
2 g a5 P 5 ) g (e
a=Q1 —a 2 =a
2-p p aFl T OP) OFF p—2 O F? ’kl%
+ T Z FE ™ (0n) G (00" 555 g (0) + Y o) 5 al—),;(ba)b o
+ _T2 2q Z Fq 2 bkla,lvbl Z Fq 2 )
8bk 0zP
c=Q2 c A2 2
2—q =2 ga; % 7 —kl%an q—2 O*F3 bkl a@Dl
+ T Z T H ) I g b+ B (be )(%aabk(bc) o
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OF} OF}
Pour le dernier terme on remplace 8—a(b ) par o0 —©3X"(b,). On remarque que :
Z
O F2 O*F? 2R O*F? f9?F: 17 9 [OF?
— (b, ——— (b, —(by) = —=—(ba —— (b, — ba
azﬁabg( >[8bgab'g( )} 8zaab'g( ) azﬁab;( )_8bgab'g( )_ bk (aza( )>
O F2 [ORF: 17N o [OF? y
— e a F—— a N7 L . a U‘XZ.]
e e Al ((%g (ba) ] )
PF? [o2F2 17" OF?
= —Ya P~ a P~ a X
g7a0; ) | Goran: )| ap e (P
02F12 a yij
= on L)X
2 2
De méme OF; 0F CX” on obtient :
9z P
P
a=Q1 a=Q1
. 2—p o 2p p—2 8F12 p—2 8F12
= ST ;Fl (ba) e ;Fl (ba) 5 (ba)
a=Q1 -1
2 OF? OF? O?F? O*F? O*F?
T2 D P ) L L () + FP 2 (b,)——— (b, L_(b, L_(p,
I D T ) () + Y ) g ) | g )| g )
c=Q2 c=Q2
2—-2 2 a}72 2 8}7’2
e ISR B | PO (8

PF} -

+ T5 2 (b,)
A Ak

c=Q2
8 OF2 - - O0*F? -
Fq 4 2 2~
Z 820‘ (b )azg (b ) 2 (bc)azﬁabi (bc)

-1
82F2 _
Z(be)
0z*0bF

Les développements précédents permettent de faciliter le regroupement des termes une
2

fois que l'on ajoute — ~(2,0). On obtient finalement :

078922
O*F? O F? -1 522 922
“ozge 2 [W( )] g >V gagpn ()

— —(3.34) — (2.3.4) + (2.3.6) + ( 2.3.7 ) + (2.3.8) + (2.3.9)
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a=Q1 1

Py D*F? OPF? OPF?

= T2—P Fp—2 ba _ 1 '71 1‘ L
1 Zl P )[ 07020 {(%gb’;} RER R
& ~ 2 [12 22 | 22 9212
by )| - Ly |2 0RO
p— 0200z | hipk | 9ZPOB 9rodbk

Ceci nous permet de conclure que F' est a courbure négative des que :

a=Q1 [ r 1-1 )
OPF2 [02F2)TY PFE ORFR

2P 2| — i | L L
! ; N R = Rl ey B e ey
c=Q> T 2 12 F22] ™' a2m2 22 ]

T D () A Sy i § A WL |
p— | 0200z | pipk | 0ZPObL 9z oMk |

est définie négative.



Chapitre 3

Enveloppe inférieure de fonctions
admissibles sur la grassmannienne

Gm,nm((c)

Dans le présent chapitre on prouve l'existence d’une fonction extrémale minorant toutes
les fonctions admissibles & sup nul sur des variétés de Fano non toriques, a savoir la grass-
mannienne complexe G, ,m(C). Les fonctions considérées sont invariantes par un groupe
d’automorphismes convenablement choisi. Cette minoration est faite dans le but de calculer,
pour cette classe de fonctions, 'invariant de Tian sur ces variétés.

3.1 Définitions et constructions

On désigne par G, nm(C) la grassmannienne complexe des m plans de C"™. 1l s’agit
d’une variété complexe compacte de dimension m*(n — 1). Soit Mm..(C) espace des
matrices complexes nm x m (nm lignes et m colonnes) et Lym.(C) le sous-espace des
matrices de rang m. Un point de Gy, nm (C) est repéré par une matrice M € Ly, m(C)

Zy
M=
Zn—1
ljm+l
oules Z; = : (pour 0 < j <n — 1) sont des matrices complexes d’ordre m, et

l(j—i—l)m
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les ({jm+k)1<k<m représentent les lignes.

Soit I = {i1,..c,im}, o0 1 < iy < ... < i, < nm, Z; représente la matrice d’ordre m
donnée par :
L,
Zr = :
l;,

Ainsi, les ouverts de cartes usuelles U; de Gy, 5m (C) sont donnés par :

Ur ={M € Gpnm(C) tel que det Z; # 0}.

Zy
Zy
Par exemple, tout point M = . e Uy, ou Iy ={1,2,...,m} s’écrit :
Zn—l
Id,
/
M = ! ou Idy est la matrice identité d’ordre m et, pour j € {1,...,n — 1},
.
-1
Z;=2;Z;" .

On munit Gy, ,,m(C) de la métrique g, obtenue a partir de celle de Fubini-Study sur

_ nm
PIC avec r =
m

carte Uy,, g s’écrit comme suit :

). Dans un systéme de coordonnées locale (2%)i<q<m2(n—1) dans la

g=adzln [ 1+ > |det Z]?
Ic{1,....nm}\Ip
82

0200728~
bien dans la premiére classe de Chern C4(G,y,,mC) de Gy nmC. g est bien une métrique
Kéhlerienne sur Gy, ., C et sa (1, 1) forme fermé associé est donnée par :

ol a, = nm et J,5 = La constante a,, est choisie de sorte que la métrique soit

w=1a,0,5In | 1+ Z |det Z;|? | dz A d2”
Ic{1,....nm}\Ip
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Définition 3.1.1 Une fonction ¢ € C*(GpnmC) est g-admissible si g + 0,5 est définie
positive.

La fonction ¢ de nm? variables définie sur Lym.m(C) et donnée par :
5 I=n=1) det Z;|2m
’QD(M) _ lIl HJ:O ‘ ]‘ —
(ZIC{l,...,nm} | det ZI|2)

induit une fonction sur Gy, ., (C) privé des bords des cartes Us. En effet, la multipli-
cation & droite de chaque matrice Z; d’ordre m (pour 0 < j < n — 1) d’un point M de

ZoA
Gmnm(C) par une matrice A € Gl,,,(C) donne M’ = : . Sachant que a, = nm,
L1 A
il vient :
sy = [ 1t AP L e 2
et AP (e 1y | et Z02)
= (M)

Son expression dans la carte Uy, est donnée par :
j=n-—1 2m
Hj:O | det Z]|

(1 + EIC{I,...,nm}\IO | det ZI|2>

Y(M) =1n

an

Posons ¢ = ¢ —sup ¢ = ¢ + a,mIn(n). Cette nouvelle fonction atteint un sup égal a
Id,

zéro en les points : € Gunm(C) et tend vers moins 'infini sur les frontiéres des
[dn—l
cartes Uy. Ce résultat sera démontré ultérieurement (Voir Proposition 3.3.1).

3.2 Isométries de G, m(C)

Le groupe des matrices U,,,(C) agit transitivement par multiplication a gauche sur
Gmnm(C). Par conséquent, étant donnés deux points M et N de Gy nm(C), il existe tou-
jours une isométrie qui transforme M en N.



CHAPITRE 3. ENVELOPPE INFERIEURE DE FONCTIONS ADMISSIBLES SUR LA
GRASSMANNIENNE
66 Gonnm (C)

On considére les isométries i : Gy pm(C) — Gy um (C) vérifiant
i(M) =D

ou D est donnée par la description suivante :
Soit

M = : € [){det Z; # 0}

Les matrices Z; (pour 1 < j < n — 1) étant inversible, d’aprés la décomposition polaire,
on sait il existe un unique couple (Uj, H;) € U,,(C) x H;(C) tel que Z; = U;H;. Tou-
tefois, H; étant Hermitienne définie positive, H; est diagonalisable et ses valeurs propres
sont des réels strictement positifs, en d’autres termes H; = Pj_lePj ou P; € Uy, (C) et

1
A0 0

D; = 0 ' C est la matrice diagonale m x m dont les éléments diagonaux
S ||
0 - 0 AF

sont les valeurs propres de H;.

L’existence d'un tel automorphisme est assuré par ’action transitive du groupe des
matrices unitaires U, (C) sur Gy, nm(C). En particulier, parmi ces automorphismes on
considére aussi les applications ¢y et P;; (pour 4,5 € {0,...,n — 1}), définies comme suit :

(bU : Gm,nm(©) — Gm,nm(©)

Zy UZy
Z Z
— .
Zn—l Zn—l

¢u correspond donc & la multiplication a gauche des matrices Z; (pour 0 < j <mn —1) par
une matrice unitaire U € U,,(C). P;; échange les matrices Z; (pour {0 < j <n —1}) entre
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elles. En d’autres termes on a :

Pi' : Gm,nm(c) — Gm,nm((c)

Zo Zo
A A
Zi — Zj
Z; 7
Zn—l Zn—l

Ces deux applications sont bien définies. On note G le groupe engendré par les isométries
1. La métrique g est, par définition, invariante par l'action de G.

3.3 Enveloppe inférieure de fonctions admissibles sur la
grassmannienne G, ;,,(C)

Tous les calculs qui vont suivre s’effectuent dans la carte définie par
U, ={M € Gy nm(C) tel que det Z;, # 0}.

Dans la carte Uy,, une fonction ¢ définie sur Gy, ., (C) G-invariante vérifie en particulier :

Id Zy Uz, Idy

Zl Id(] Ido UZl

ol 2 = 2 |=¢| 2 |=e| 2
Zn—l Zn—l Zn—l Zn—l

et, dans 'intersection des cartes (m {det Z; # 0}),
I

Ido Zl IdO
A Id Z7t x Id
©@ Z2 = ZQ = Z2Z1_1

Zn—l Zn—l Zn—lzl_1
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L’objectif de cette section est de montrer que les fonctions ¢ € C™(Gnm(C), g-
admissibles et G-invariante & sup nul sont minorées par la fonction v définie précédemment.
Ce qui justifie 'appellation "enveloppe inférieure".

Théoréme 3.3.1 Soit p € C(G,nm(C)) une fonction g-admissible et G-invariante,
Idg

vérifiant  sup = : =0. Alors on a : ¢ > 1.
Gm,nm((c) [d 1

3.3.1 Preuve des Théorémes 3.3.1

Proposition 3.3.1 ¢ est G-invariante et atteint son sup sur Gn,nm(C), égal a zéro, en
tout point de U,,(C). ¥ et ¢ vérifient :

g = O = —g
Preuve 3.3.1 La preuve s’effectue en trois étapes.

Etape 1 : Les fonctions 1 et 1; sont G-invariantes. En effet, dans la description Z; =

UH; = Uij_lePj (pour 1 < j <n—1) on a:detZ; = det D;. D’autre part le poten-

tiel logarithmique de la métrique (1 + Z |D;|?) ,visible au dominateur de la fonction 1,
I\Io

est invariant par laction des isométries 1. Par conséquent 1& est G-invariante ainsi que la

fonction 1.

2

Etape 2 : 0y;0 = Oyath = —g car (In(|£(2)|*) = 0) lorsque f est holomorphe.

020z
Etape 3 : Par les propriétés de G-invariance de v, on se raméne au cas ol
1d,
D, ,
M = . . Dans ce cas, la fonction 1 est égale a :

Dn—l

Y(M) =1n ( [T} | det D, )

(1+ ZI\IO | Dy|?)en
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o (1L Ol A P
(1+ ZI\IO | Dy[?)e

1d,
Montrons que pour tout point M = _1 € Gmmn(C), on a :
Dn—l
Idy
Id,
sy <v|
Idn—l
Idy
D,
Soit f la fonction définie en tout point M = _ € Uy, de Gpmn(C) par :
Dn—l

[1;=1 | det Dy[>™
1+ [D1?)

Remarquons que la fonction K : (R7)* — R définie par

f(M) =

1

(Io...xn_l);
K(xy,...,x,) = P

atteint son sup en les points (1,...,1). Par conséquent , YM = , € Gummn(C) on

obtient : )
H;:l | det Dj|2m

(1452520 et D)

Cette derniére fonction n’est autre que la fonction K™ (avec xg =1 et x; = | det Dj|2 pour
1<j<n-—1). Ainsi f atteint son sup en det D; =1 (pour 1 < j <n—1). En revanche

fM) <
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Idy
Id,
le point . vérifie cette condition, ainsi la fonction f atteint son sup en ce point.
]dn—l
Lemme 3.3.1 Soit ¢ € C®°(Gy.1mn(C)), g-admissible et G-invariante. On a :
Ido [dO .
D, (Dy---Dy_q)7 1
(p =) : > (¢ — ) :
D,_; (D; -- .Dn_l)ﬁ

Preuve 3.3.2 La démonstration se fait par récurrence. Supposons que pour 1 < p <n—1
on a :

Idy
1
Dy---D,)»
Id, ( 1 . :n)
D, : )
(¢ — ) : > (=) | (Dy-- D> (3.3.1)
D, . Dy
Dn—l
et montrons que
Id
Dy Dy q)r
Id, ( 1 . p+1)
D, )
(SO—ID) > (<P—¢) (Dle_i_l)ﬁ
D, _, Dp+2
Dn—l

Supposons que l'inégalité 3.3.1 n’est pas satisfaite au rang (p + 1), alors il existe un point
Idy
Dy
MO - . S Gm,nm(c)
Do

n—1
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tel que
Idy
_1
Id, (DY "D2+1)p !
DY : )
=9 . <(p=¢)| (DY-- DY, )r (3.3.2)
o, oL
Dy

En utilisant la G-invariance de @ on peut supposer que (A})1<j<pi1 (relatifs auz DY, ..., D)., )

vérifient \] < -+ < )\;H. D’autre part, toujours par G-invariance de p, l'hypothése de ré-

currence donne :

D? 0 0 01
. (Di--- D, D,)?
DO 1 1
(e=9¢)| po | Z2@=¥)| (D) DY DY)» (3.3.3)
P 0
Dg_l D2—1
et
D? 0 0 0 3
: (Dy-- 'Dp—le+1)p
Dy > 0 0 0 )% 3.3.4
Dg D:n
DO_1
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s 1y 1 1 1 B .
Considérons, pour t € |(\,)7, ()\p+1)P] , la courbe c(t) définie par :

C[ll}(t) 0o --- 0
0 . ) .
: 0
0 0 ¢m(t)
C[lp}(t) 0o .- 0
0 S .
C(t) = : .o 0
0 0 G
() 0 0
0
: 0
0 - 0 (i@
Dy
Dy

ol

{lnwm%/(xz)é)}
(G0, = (X A@%((;)l) () /O | o cicm
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et
( )‘1>‘1+1
Cprn(t) = =25 1 1
{1n<<A;>p/<A;+1>p>
i o (PN | In((AL,)F /(L)) .
\le](t) = Aot (A_},) P P , V2<i<m

Compte tenu de [’équation 3.53.2, les matrices D?, 1 <7 < p+1 ne peuvent étre tous égau.

Comme on a choisi \} < --- < \L_, la courbe c(t) passe ent = ()\;,)% par le point

1d,
(Dg...pg_ng)a

B =

P = (D?...Dg_lpg)
DO

p+1

D’ |

n

12 :
et ent = (\,1)? par le point

P, = (DY...DY

Al

Le point to = (ApApsq)/ (AL - )\119_1)%) € [()\;)%, (Ap1)? |- Enfin pour t = to, la courbe c(t)
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passe par le point

1d,

_1

(D D0,

Py=1 (D 'QSH)ﬁ
p+2
Dy,

De ce fait en utilisant les relations 3.53.2, 3.3.3 et 3.3.4 on déduit que :

(o =) (Ps) > (¢ = ¥)(P) et (o = ) (Ps) > (¢ — ¥)(Fa).

Ceci prouve que la fonction (¢ — 1) admet un mazimum local sur la courbe c(t). De plus
et encore par G-invariance de la fonction (p — ), on a :

C[ll] t 0 - 0
0 . . )
: T 0
0 oo 0 qﬁ (t)
() 0 0
0
(p=¥)e(®) = (p—=7) : 0
0 c 0 C[Zi (t)
Céﬂ-l} (t) 0 o 0
0 :
: . 0
0 0 Cpin(d)
p+2
Dy
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1 0
Cu(te®) 0 -0 i(z) 0
0 e e : 0
: . - 0 .
0 0 (fhi(te”) 0 0
Cp(te”) 0 0 (p(2) 0
0 s : 0
=(p—v) : 0 = (p—1)
0 0 ¢pite”) 0 0
() () 0 0 pry(2) 0O
0 e 0
. 0 :
0 ()gﬁﬂw% 0 0
Dp+2 D;D-I-Q
.Drr;_l Dn—l

ot ¢(z) est la courbe définie sur la couronne {()\11))% <z < ()\;H)%}.
La fonction (¢ — ) admet donc un mazimum local & Uintérieur de cette couronne, sa

hessienne est donc négative en ces points, par conséquent

Pl(p =) (c(2))]
020Z

o) = T i) < 0.

Ceci contredit l’admissibilité de .

Lemme 38.3.2 Etant donné une fonction ¢ € C™(Gpnm), g-admissible, G-invariante, on
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a:
IdO L Ido
(Dy -+ D)ot Id,
(p—¥) : > (p— )
(Dy -+ Dyy)i Id,
Preuve 3.3.3 On pose
AL 0 0
A=(Dy- Dy y)iT = ’
' 0
0 0 (AT )T
Comme (¢ — 1) est G-invariante alors on peut écrire :
1d _ 1d,
AO A~ A‘O1
A Idy Id
(o =) =(p—1) : =(p—1) 2
A Tdns Id,_,

En appliquant maintenant le Lemme 3.5.1, on obtient :

i o
—u)| Ido | > (p—uv) (A7 Idy - Tdyy)
Id;_l (A~'Id, - Id, )™
Idy
1y L
> pou | )T
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Toujours par G-invariance, on a :

Id
1dy R I
(A= () At
(o =) : = (p—19) Idy = (p—9)| Ido
—1\:4 : :
(A7) Ido I,
Or
Id(] [dO N
AT ((Dl . Dﬂ_ﬂﬁ) et
(p=y)| 1d [=(p—¥) Id, (3.3.5)
I, Idy

Par conséquent en itérant q fois ce procédé (q € N*), on obtient :

Idg Idy
1 1
(Dy---Dp_q)71 (Dy---Dy_y) @07
(o — ) : > (p— ) :
(D1 .- -l)n_l)ﬁ (Dl .. 'Dn—l) (nf1)q
ol
(AL Ay ) @07 0 0
DDy |
: S 0
0 0 (AT T

1 1
On pose x1 = (A[..AL_ )7 2, = (AP A" ) T07 . Ces suites (;)1<i<m tendent
vers 1 quand q tend vers [infini. Dot le résultat.
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Preuve du Théoréme 3.3.1. Soit ¢ une fonction vérifiant les conditions de Théoreme
3.3.1, dans la carte

U, ={M € Gpnm(C) tel que det Z;, # 0}

Idy
Z
et pour un point M = ) vérifiant det Z; # 0, pour 1 < j <n—1, le Lemme 3.5.1
Zn—l
implique
Ido IdO )
4 (D1 Dyoy) s
(p =) ; > (p =) : (3.3.6)
D1 (Dy - .Dn_l)ﬁ

ot Dj est la matrice diagonale formée par les valeurs propres de la matrice Hermitienne
H; donnée par la décomposition polaire de Z; (pour 1 < j < n —1). Puis en utilisant le
Lemme 3.3.2 on obtient :

1d, 1d,
7 Id,
=) . [=2-v) : (3.3.7)
Zn—l ]dn—l
Par conséquent ¢ > 1) en tout point M de la carte Uy, vérifiant det Z; # 0 (pour 1< j <
Id,
Z
n—1). Pour les points M = ) ayant au moins une matrice Z;, 1 < j <n—1 tel
Zn—l

que det Z; =0, on a ¢ = car ¢ = —oo. Ceci acheve la preuve du Théoreme 3.3.1.

1
Théoréeme 3.3.2 Ya < —, on a l'inégalité de type Tian-Hormander suivante (Voir [H],
m

[T]) :
/ e ¥dv < Cst
Gm,nm((c)

pour toute fonction ¢ € C(Gryum(C)), g-admissible et G-invariante vérifiant sup p = 0
sur Gnm(C).
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3.3.2 Preuve des Théorémes 3.3.2 : Calcul de 'invariant de Tian

Soit p € C°(Grnm(C)), g-admissible et G-invariante vérifiant sup ¢ = 0 sur G, nm(C).
D’aprés le Théoréme 3.3.1, on a ¢ = 1 en tout point M € Gymn(C), par suite pour tout

az20ona:
/ e dv < / e du
Gm,nm((c) Gm,nm((c)

Calculons cette derniere intégrale dans la carte définie par
U, = {M € Gpnm(C) such that det Z;, # 0}.

Dans cette carte l’élément de volume relatif a la métrique g sur G, m(C) est donné par

(Voir [G]) :

—an

do=0b, |1+ ) |detZ dzy A dz,

Ic{1,....nm}\Ip

ot a, =nm, b, = (%)mz("_l) et J={1,...,(n — 1)m?}. Ainsi on obtient :

/ e~ du
Gm,nm ((C)

— —an

1—[] =n— 1|deth|2m
e (1 + 21 mmypg, | et ZI|2) [

. / [IZ77" | det Z;|~2me

\

an(l—a) dZJ VAN dZJ
e (1 + it mp g | d€E Z1[? )
1+ > det )"
+oo Foo IC{1,...nmM\ o 9€ 1) . .
= bn/ / ] —n—1 N\ ma (du%-.-du:t )-.-(dui_l...dun_l)
0 0 —1 (det D})
Yl
ub 0 0
. 0 U
ot (Di)icjenr=1| . . et (uj)icjen—1 = (Aj)i<jcn -
0 -~ 0 um

J

1

Cette intégrale converge pour a < —.
m

1+ Z |detZ]|2 dZJ/\dZ]
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Guide de symboles et notations

E : fibré vectoriel holomorphe de rang r. page 17.

e X : variété complexe de dimension n. page 17.

o E° : fibré vectoriel E privé de sa section nulle {0g}. page 17.

e TH0X : fibré tangent holomorphe associé a la variété X . page 17.
o T'OEY : fibré tangent holomorphe associé au fibré E°. page 17.

® 0.5;  les coefficients de la connexion Hermitienne de Chern. page 17.
e P(E) : fibré projectif. page 17.

e L(FE) : fibré tautologique . page 17.

e [’ : métrique Finslérienne complexe. page 18.

e G5 : le tenseur fondamental de la métrique Finslérienne. page 18.
e p 'E : pull-back du fibré E au dessus de P(E) . page 20.

e h : métrique hermitienne sur p~'E. page 21.

o I, i : les coefficients de la connexion Finslérienne de Chern (notation adoptée

par Kobayashi). page 21.

° Tj- : la matrice de la connexion Finslérienne de Chern. page 21.
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° R;aﬁ—, ;kl—, ij@’ Pjal— : les coefficients de la courbure Finslérienne de Chern (nota-
tion adoptée par Kobayashi). page 22.
o 7 'E : pull-back du fibré E au dessus de E° . page 23.
o T:E° : le complexifié du I'espace tangent réel Tx E°. page 24.
e o0 : la section de Liouville du fibré n7'E . page 24.
e VE : sous-fibré vertical . page 25.
e HE : sous-fibré horizontal . page 25.
o A¥(r7'E) : I'ensemble des k-formes de classe C* du fibré 7 'E. page 26.
e § : métrique Hermitienne sur le fibré 7 'E . page 24.
e N! : les coefficients de la connexion non linéaire sur E . page 27.
° 7;?& : les coefficients de la connexion Finslérienne de Chern . page 29.
e O :la (1,1)- forme de la courbure Finslérienne de Chern. page 30.
° %;aﬁ— : hh-courbure. page 31.
° é'ki : vv-courbure. page 31.
° H;al—, L;.ké . hv-courbure. page 31.
o Gnm(C) : la grassmannienne complexe de m plans de C"™. page 57.
 Myumm(C) : I'espace des matrices complexes nm x m. page b7.
® Lymm(C) : Pespace des matrices complexes nm x m dont les m colonnes sont linéai-
rement indépendants.. page 57.
e g : la métrique kihlerienne sur la grassmannienne G, ,m(C).. page 58.



GUIDE DE SYMBOLES ET NOTATIONS

83

¥ : la fonction extrémale. page 59.

GL,,(C) : les matrices inversibles d’ordre m.. page 59.

U (C) : le groupe des matrices unitaires d’ordre m.. page 60.

e HI(C) : I'espace des matrices Hermitienne définie positive d’ordre m.. page 60.
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