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❛ ❞✬❛❜♦(❞✱ ❛✉① ❞&❜✉,$ ❞❡ ❧❛ ❧✐❜(❛✐(✐❡✱ &,& ✉♥ ❥♦②❡✉① ❝❛$$❡✲,?,❡ ❛✈❛♥, ❞❡ ♣(♦❣(❡$$✐✈❡✲

♠❡♥, ❞❡✈❡♥✐( ✉♥ ♣❧❛✐$✐( ❞❡ ♣❛( ❧❡$ ❞✐$❝✉$$✐♦♥$ ❛♥✐♠&❡$ ❡, ❧✬❡♥,(❛✐❞❡ ♣❡(♠❛♥❡♥,❡ ❞❡

❇❛$✐❧❡✱ ▲✐♦♥❡❧✱ !✐❡((❡✱ ❙②❧✈❛✐♥ ❡, ❚❤♦♠❛$✳

❊, ♣♦✉( ,❡(♠✐♥❡(✱ ❥❡ ,✐❡♥$ F (❡♠❡(❝✐❡( ,♦✉$ ❧❡$ ♠❡♠❜(❡$ ❛❝,✉❡❧$ ♦✉ ♣❛$$&$ ❞❡ ❧✬&1✉✐♣❡✱

❛✈❡❝ 1✉✐ ✐❧ ❥✬❛✐ ♣✉ ♠❡ ❧✐❡( ❞✬❛♠✐,✐& ♦✉ ♣❧✉$ $✐♠♣❧❡♠❡♥, ❛✈❡❝ 1✉✐ ✐❧ ❢❛✐, ,♦✉❥♦✉($ ❜♦♥

❞✐$❝✉,❡( ♦✉ ♣❛$$❡( ❞❡$ ♠♦♠❡♥,$ ❞❡ ❞&,❡♥,❡ ❛✉ ❧❛❜♦(❛,♦✐(❡ ♦✉ ❛✐❧❧❡✉($✳ ➚ ❝❡ ,✐,(❡✱ ❥❡

(❡♠❡(❝✐❡✱ ♦✉,(❡ ❧❡$ ♣❡($♦♥♥❡$ ❞&❥F ❝✐,&❡$✱ ❡, ❡♥ ,❡♥,❛♥, ❞❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡( ♣❡($♦♥♥❡✱ ❆❧❡①✱

❆❧✈❛(♦✱ ❆♠✐(✱ ❆(❛$❤✱ ❈❛(♦❧✐♥❡✱ ❉♦♠✐♥✐1✉❡✱ ➱,✐❡♥♥❡✱ ●♦♥③❛❧♦✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ●✉♦❧✐❛♥❣✱

❏♦♥❛,❤❛♥✱ ❏✉❧✐❡♥✱ ◆✐❝♦❧❛$✱ ◆♦✉(❛✱ !❛$❝❛❧ ❡, !❛$❝❛❧✱ !✐❡((❡✱ ❙❛❜❛❤✱ ❚❤♦♠❛$✱ ❚♦♥✐ ❡,

❱❛$②❧✳

❏✬❛✐ &❣❛❧❡♠❡♥, ❡✉ ❧✬♦❝❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦(❡( ❛✈❡❝ ❞❡$ ♣❡($♦♥♥❡$ ❞✉ ❞&♣❛(,❡♠❡♥, ❞✬✐♥✲

❢♦(♠❛,✐1✉❡ ❡♥$❡✐❣♥❡♠❡♥,✳ ▼❡(❝✐ ❛✐♥$✐ F !✐❡((❡ ✭❚❡❧❧✐❡(✮✱ ❙♦♣❤✐❡✱ ❇❡♥♦T,✱ ●❛❜(✐❡❧ ❡,

❙,❡❧❧❛ ❛✐♥$✐ 1✉✬F ♥♦✉✈❡❛✉ F ◆✐❝♦❧❛$ ✭!❛$$❛,✮ ❡, ❇❛$✐❧❡ ♣♦✉( ❧❡✉($ ❝♦♥$❡✐❧$✱ ❧❡✉( ❛❣(&❛❜❧❡

❝♦❧❧❛❜♦(❛,✐♦♥ ❡, ❧✬❛✉,♦♥♦♠✐❡ 1✉✬✐❧$ ♠✬♦♥, (❛♣✐❞❡♠❡♥, ❛❝❝♦(❞&$✳ ▼❡(❝✐ ❛✉$$✐ ❛✉① &,✉✲

❞✐❛♥,$ 1✉✐ $❡ $♦♥, ✐♥,&(❡$$&$ F ♠♦♥ ♣(♦❥❡, ❞♦❝,♦(❛❧ ❡♥ ,(❛✈❛✐❧❧❛♥, $✉( ❞❡$ ♣(♦❥❡,$ ②

❛✛&(❛♥,✱ ❝❡ 1✉✐ ❡$, ❧❡ ❝❛$ ❡♥ ♣❛(,✐❝✉❧✐❡( ❞❡ ◆✐❝♦❧❛$✱ ❆(♠❡❧❧❡ ❡, ❏❛❝1✉❡$✳

❊, ♣♦✉( ,❡(♠✐♥❡( ❝❡,,❡ $❡❝,✐♦♥ ✓ ❝♦❧❧6❣✉❡$ ✔✱ ❥❡ $♦✉❤❛✐,❡ ❡①♣(✐♠❡( ✉♥ ❣(❛♥❞ ♠❡(❝✐ ,♦✉,

♣❛(,✐❝✉❧✐❡( F ▲✐♦♥❡❧✱ ❛✈❡❝ 1✉✐ ❥❡ ♣❛(,❛❣❡ ♠❡$ ❥♦✉(♥&❡$ ✉♥✐✈❡($✐,❛✐(❡$ ❞❡♣✉✐$ ❜✐❡♥,X,

✾ ❛♥$✳ ■❧ ❛ &,& ❞✬✉♥ ❣(❛♥❞ $♦✉,✐❡♥✱ ❞&❥F (✐❡♥ 1✉❡ ♣❛( $♦♥ &❝♦✉,❡ ❡♥ ❝❛$ ❞❡ ♣&(✐♦❞❡$

❞✐✣❝✐❧❡$✱ ♠❛✐$ ❛✉$$✐ ♣❛( ❞✬✐♥♥♦♠❜(❛❜❧❡$ ❝♦♥$❡✐❧$ ❡, ♥♦,❛♠♠❡♥, ♣❛( ,♦✉, ❝❡ 1✉✬✐❧

❛ ♣✉ ♠✬❛♣♣(❡♥❞(❡✳ ❏❡ ♠❡ $♦✉✈✐❡♥❞(❛✐$ ,♦✉❥♦✉($ ❞❡ ♠♦♥ ♣(❡♠✐❡( ❚! ❡♥ ❧✐❝❡♥❝❡ ✶ ❡♥

$❡♣,❡♠❜(❡ ✷✵✵✺✱ ♦_ ,✉ &,❛✐$ ♠♦♥ ✈♦✐$✐♥ ✭✐♥❝♦♥♥✉ ♣♦✉( ♠♦✐✮ ❡♥ $❛❧❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚✉ ♠✬❛$

❣&♥&(❡✉$❡♠❡♥, ❢❛✐, $✉(✈✐✈(❡ ❧❛ $&❛♥❝❡ ❡♥ ♠✬❡①♣❧✐1✉❛♥, ❝❡,,❡ ❝❤♦$❡ ❜✐③❛((❡ 1✉✬&,❛✐, ❧❛

❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✉1✉❡❧ ❥❡ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐$$❛✐$ ❛❜$♦❧✉♠❡♥, (✐❡♥ F ❧✬&♣♦1✉❡✳ ▲✐♦♥❡❧✱ ♣♦✉(

,♦✉, ❝❡❧❛ ✿ ♠❡(❝✐ ✦

❉✉(❛♥, ❝❡$ ❛♥♥&❡$ ♣❛$$&❡$ F ,(❛✈❛✐❧❧❡( $✉( ♠♦♥ ♣(♦❥❡, ❞♦❝,♦(❛❧✱ ❥✬❛✐ &❣❛❧❡♠❡♥,

❡✉ ❧❛ ❥♦✐❡ ❞❡ ❞&❢❡♥❞(❡ ❧❛ ❝❛✉$❡ ❞❡$ ✓ ❥❡✉♥❡$ ❝❤❡(❝❤❡✉($ ✔ ❛✉ $❡✐♥ ✭❡, ✉♥ ♣❡✉ ❛✉✲

❞❡❧F✮ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡($✐,& ❞❡ ❙,(❛$❜♦✉(❣✳ ❏✬❛✐ F ❝❡ ,✐,(❡ ♣✉ (❡♥❝♦♥,(❡( ❡, ,(❛✈❛✐❧❧❡( ❛✈❡❝

❞❡ ♥♦♠❜(❡✉$❡$ ♣❡($♦♥♥❡$ ✐♥,&(❡$$❛♥,❡$ ❡, ✐♠♣❧✐1✉&❡$✱ ♣❛(,❡♥❛✐(❡$ ✐♥$,✐,✉,✐♦♥♥❡❧$ ♦✉

❜&♥&✈♦❧❡$ ❝♦♠♠❡ ♠♦✐✱ 1✉✐ ♠✬♦♥, ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣♦(,& ❡, ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣(✐$ ❡♥ ,❡(♠❡$ ❞❡

,(❛✈❛✐❧ ❞✬&1✉✐♣❡ ❡, ❞❡ (❡❧❛,✐♦♥$ ❤✉♠❛✐♥❡$✳ ❏❡ (❡♠❡(❝✐❡ ❛✐♥$✐ ,♦✉,❡$ ❧❡$ ♣❡($♦♥♥❡$ ❛✈❡❝

1✉✐ ❥✬❛✐ ♣✉ ,(❛✈❛✐❧❧❡( ❞❛♥$ ❧❡$ ✐♥$,✐,✉,✐♦♥$ ✉♥✐✈❡($✐,❛✐(❡$ ❛✐♥$✐ 1✉❡ ❞❛♥$ ❧❡$ ❛$$♦❝✐❛✲

,✐♦♥$ ❆❞❞❛❧✱ ❉❊❍❙!❯❙ ❡, ❉♦❳,(❛✳ ❏✬❛✐ ♣❛(,✐❝✉❧✐6(❡♠❡♥, ❛♣♣(&❝✐& ❞❡ ,(❛✈❛✐❧❧❡( ❛✈❡❝

❆♥✐$✱ ❆♥,♦✐♥❡✱ ❈&❝✐❧✐❛✱ ▼✐❦❡✱ ❖❧✐✈✐❡( ❡, ❙✐♠♦♥✱ ✈&(✐,❛❜❧❡$ ❞&❢❡♥$❡✉($ ❞❡ ❧❛ ❝❛✉$❡ ❞❡$

❞♦❝,♦(❛♥,$ 1✉✐ ❝❤❡(❝❤❡♥, ,♦✉❥♦✉($ F ♦❜,❡♥✐( ❞❡$ ❛✈❛♥❝&❡$ ❝♦♥❝(6,❡$✳
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▲✬✉#✐❧✐&❛#✐♦♥ ❞✉ ♠3❞✐✉♠ ✈✐&✉❡❧ ♣❡,♠❡# ❞✬❛✉#,❡ ♣❛,# ❞✬❛♠3❧✐♦,❡, ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐✲

❝❛#✐♦♥ ❡♥✈❡,& ❧❡ ♣✉❜❧✐❝ ♥♦♥ ❡①♣❡,#✱ ❞♦♥# ❧❛ ❝♦♠♣,3❤❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❡#

❞❡ &♦♥ ✉#✐❧✐#3 ❢♦,♠❡ ✉♥ ❡♥❥❡✉ &♦❝✐3#❛❧ ✐♠♣♦,#❛♥#✳ ❖♥ ♣❡✉# ✐❝✐ ♣❡♥&❡, 4 ❧❛ ♠✐&❡

❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ♠♦♥#❛❣❡& ✈✐❞3♦ ♠❡##❛♥# ❡♥ &❝%♥❡ ❞❡& ♦❜❥❡#& ,3❡❧& ✈✐,#✉❛❧✐&3&✳

▼✐+❡ - ❞✐+♣♦+✐(✐♦♥ ✉♥✐✈❡1+❡❧❧❡✳ ❆❧♦,& <✉✬✉♥❡ ♣❛,#✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧#✉,❡ ❡&# 4 ❧✬❤❡✉,❡

❛❝#✉❡❧❧❡ ,3&❡,✈3❡ ❛✉① 3❧✐#❡& ❛②❛♥# ❧❡& ♠♦②❡♥& ❞✬② ❛❝❝3❞❡,✱ &❛ ✈✐,#✉❛❧✐&❛#✐♦♥

♣❡,♠❡# ❞❡ ❣❛,❛♥#✐, ❧✬❛❝❝%& 4 ❢❛✐❜❧❡ ❝♦X# ♣♦✉, #♦✉&✳ ❉❡ ♥♦♠❜,❡✉① ♠✉&3❡& ✈✐,✲

#✉❡❧& ✈♦✐❡♥# ❛❝#✉❡❧❧❡♠❡♥# ❧❡ ❥♦✉, ❡# ♣❡,♠❡##❡♥# ❛✐♥&✐ ❞❡ ✈✐&✉❛❧✐&❡, ✉♥❡ ♣❡✐♥#✉,❡

♦✉ ✉♥ ♦❜❥❡# ❞♦♥# ❧✬♦,✐❣✐♥❛❧ ❡&# ♣,3&❡♥# 4 ❧✬❛✉#,❡ ❜♦✉# ❞✉ ♠♦♥❞❡✳

❆1❝❤✐✈❛❣❡✳ ❈❡,#❛✐♥& 3❧3♠❡♥#& ❞✉ ♣❛#,✐♠♦✐♥❡ ♣❡✉✈❡♥# B#,❡ <✉❛❧✐✜3& ❞❡ ✓ ❝♦♥❞❛♠✲

♥3& ✔✳ ■❧ &✬❛❣✐# ❞✉ ❝❛& ♦] ❧✬❤✉♠❛✐♥ ✈❛ ❞3❣,❛❞❡, ❧✬♦❜❥❡# ❡♥ <✉❡&#✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐%,❡

✈♦❧♦♥#❛✐,❡ ♦✉ ♥♦♥✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡&#,✉❝#✐♦♥ ✈♦❧♦♥#❛✐,❡ &❡ ♣,♦❞✉✐# ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞❡ ❢♦✉✐❧❧❡& ♣❛✲

❧3♦♥#♦❧♦❣✐<✉❡& ♦] ❧✬❡①#,❛❝#✐♦♥ ❞❡& ♠♦,❝❡❛✉① ,❡#,♦✉✈3& ❡&# ✐♥❞✐&♣❡♥&❛❜❧❡ ♣♦✉,

❞3❝♦✉✈,✐, ❧❡ &✐#❡ ❝♦♠♣❧❡#✳ ▲❡& &❝✐❡♥#✐✜<✉❡& ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ &♦♥# ❛✐♥&✐ ❞❡♠❛♥❞❡✉,&

❞✬♦✉#✐❧& ♣❡,♠❡##❛♥# ❧❛ ,❡❝♦♥&#,✉❝#✐♦♥ ✈✐,#✉❡❧❧❡ ❞✉ &✐#❡ ❬❙✉❜&♦❧ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞3❣,❛❞❛#✐♦♥ ✐♥✈♦❧♦♥#❛✐,❡ ❞X 4 ❧❛ &✐♠♣❧❡ ♣,3&❡♥❝❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡&#

❝❡❧✉✐ ❞❡& ♣❡✐♥#✉,❡& ❞❡ ❧❛ ❣,♦##❡ ❞❡ ▲❛'❝❛✉① ❞3❝♦✉✈❡,#❡& ❡♥ ✶✾✹✵✳ ▲❡ &✐#❡ ❛ 3#3





❖❜❥❡❝%✐❢ ❣)♥)+❛❧ ✿ +❡❝♦♥0%+✉✐+❡ ❧❛ ❣)♦♠)%+✐❡ ❡% ❧❛ +❛❞✐❛♥❝❡ ✼

❱♦❝❛❜✉❧❛✐(❡

*❤♦,♦♠.,(✐❡ ✿ ♠❡$✉&❡ ❞❡ ❧✬❛$♣❡❝-✳ /❛& ❛❜✉$ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♥♦✉$ ❞5$✐❣♥♦♥$ ♣❛&

❝❡ -❡&♠❡ ❧✬❛$♣❡❝- ❞✬✉♥ ♦❜❥❡- ❞❡ ❢❛9♦♥ ♣❧✉$ ❧❛&❣❡✳ ◆♦✉$ ♣❛&❧❡&♦♥$ ❛✐♥$✐

❞✬❛❝;✉✐$✐-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦-♦♠5-&✐❡ ✭♣&✐$❡ ❞❡ ♣❤♦-♦$✮✱ ❞❡ ❞❡$❝&✐♣-❡✉& ♣❤♦-♦✲

♠5-&✐;✉❡ ❞❡ ❧❛ $✉&❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡- ✭❡✳❣✳ ❝♦✉❧❡✉&✱ &❛❞✐❛♥❝❡ ♦✉ &5✢❡❝-❛♥❝❡✮

♦✉ ❞❡ ❞✐$-❛♥❝❡ ♣❤♦-♦♠5-&✐;✉❡ ✭❞✐$-❛♥❝❡ ❞❛♥$ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❝♦&&❡$♣♦♥❞❛♥- A ✉♥

❞❡$❝&✐♣-❡✉&✮✳

❘❡♣&5$❡♥-❡& ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡$ ♦❜❥❡-$ ✸❉ ♥✉♠5&✐$5$ ❡$- ✐♥❝♦♥-♦✉&♥❛❜❧❡ ♣♦✉& -♦✉-❡ ❛♣♣❧✐✲

❝❛-✐♦♥✳ ❈❡&-❛✐♥❡$ &❡;✉✐F&❡♥- 5❣❛❧❡♠❡♥- ✉♥❡ &❡♣&5$❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛$♣❡❝- ✿ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡

❧✬❛&❝❤✐✈❛❣❡ ❡- ❧❛ ✈✐$✉❛❧✐$❛-✐♦♥ ❞❡ ♣❡✐♥-✉&❡$ ♦✉ ❞❡ ❢&❡$;✉❡$✳ ▲❡$ -❡①-✉&❡$ ❢♦&♠❡♥- ✉♥❡

$♦❧✉-✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❡- 5-✉❞✐5❡✳ ▲❡✉& ✉-✐❧✐$❛-✐♦♥ ❡♥ ✐♥❢♦&♠❛-✐;✉❡ ❣&❛♣❤✐;✉❡ ❡- ❡♥

✐♥❢♦❣&❛♣❤✐❡ ❡$- ❣5♥5&❛❧✐$5❡✳ ❖&✱ ❧✬❛❥♦✉- ❞❡ ❞❡$❝&✐♣-❡✉&$ ♣❤♦-♦♠5-&✐;✉❡$ ❝♦♠♣❧❡①❡$ ✐♥✲

❝❧✉❛♥- ❞❡$ ❡✛❡-$ ❞✐&❡❝-✐♦♥♥❡❧$ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐F&❡ ✭&❛❞✐❛♥❝❡✱ &5✢❡❝-❛♥❝❡✱ ❡-❝✳✮ ❛✉❣♠❡♥-❡

❣&❛♥❞❡♠❡♥- ❧❡ &5❛❧✐$♠❡ ❞❡$ ♠♦❞F❧❡$ ✈✐$✉❛❧✐$5$ ✭✈♦✐& ✜❣✉&❡ ✶✳✸✮✳ ❈❡$ ❞❡$❝&✐♣-❡✉&$ ♥❡

$♦♥- ❝❡♣❡♥❞❛♥- -♦✉❥♦✉&$ ♣❛$ $✉✣$❛♠♠❡♥- ♠O&$ ♣♦✉& ✉♥❡ ✉-✐❧✐$❛-✐♦♥ &5♣❛♥❞✉❡✳ ▲❡$

$♦❧✉-✐♦♥$ ♣&5$❡♥-5❡$ ❞❛♥$ ❝❡ ♠❛♥✉$❝&✐- ♣❡&♠❡--❡♥- ❞❡ ❢❛❝✐❧✐-❡& ❧✬✉-✐❧✐$❛-✐♦♥ ❞❡$ ♦✉-✐❧$

✉-✐❧✐$5$✳

✷ ❖❜❥❡❝&✐❢ ❣*♥*,❛❧

▲✬♦❜❥❡❝-✐❢ ♣&✐♥❝✐♣❛❧ ❡$- ❞❡ &❡❝♦♥$-&✉✐&❡ ✉♥ ❛✈❛-❛& ❞✬✉♥ ♦❜❥❡- &5❡❧ -♦✉- ❡♥ ❝♦♥$✐❞5&❛♥-

❧❡$ ❝♦♥-&❛✐♥-❡$ ❧✐5❡$ ❛✉ ❝❛❞&❡ ❛♣♣❧✐❝❛-✐❢✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐;✉❡ ❞❡$ ❝♦♥-&❛✐♥-❡$ ❞❡ #$❛❧✐(♠❡✱

❞✬❛✉+♦♠❛+✐(❛+✐♦♥✱ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐+$✱ ❡- ❞❡ #❛♣✐❞✐+$ ❞❡ ✈✐$✉❛❧✐$❛-✐♦♥✱ $✐ ♣♦$$✐❜❧❡ A ❝♦1+

#❛✐(♦♥♥❛❜❧❡✳ ➚ ❝❡ ❥♦✉&✱ ❧❡$ $❡✉❧❡$ ❝♦♣✐❡$ ✈✐&-✉❡❧❧❡$ &5♣♦♥❞❛♥- A -♦✉$ ❝❡$ ❝&✐-F&❡$ $♦♥-

❞❡ $✐♠♣❧❡$ ♣❤♦-♦❣&❛♣❤✐❡$✱ ❛✉-&❡♠❡♥- ❞✐- ❞❡$ ♣&♦❥❡❝-✐♦♥$ ✷❉ ❞✬✉♥ ❡$♣❛❝❡ &❡$-&❡✐♥-✱ A

✉♥ ✐♥$-❛♥- ❞♦♥♥5 ❡- ❞❛♥$ ❞❡$ ❝♦♥❞✐-✐♦♥$ ❞✬5❝❧❛✐&❛❣❡ ✜①❡$✳ ❊❧❧❡$ ❢♦&♠❡♥- ❧❛ ♠❛❥♦&✐-5

❞❡$ S✉✈&❡$ ❞❛♥$ ❧❡$ ♠✉$5❡$ ✈✐&-✉❡❧$✳

❈❡♣❡♥❞❛♥-✱ ❧❡$ ❡✛♦&-$ ❡♥-&❡♣&✐$ ❞❛♥$ ❧❡$ ❝♦♠♠✉♥❛✉-5$ ;✉✐ $✬② ✐♥-5&❡$$❡♥- -❡♥-❡♥-

❞✬❛✉❣♠❡♥-❡& ❧❡ &5❛❧✐$♠❡✱ ❡♥ ♣❛$$❛♥- A ❞❡$ ❞♦♥♥5❡$ ✸❉ ❡- A ✉♥ ❡♥&✐❝❤✐$$❡♠❡♥- ❞❡$

❞❡$❝&✐♣-❡✉&$ ♣❤♦-♦♠5-&✐;✉❡$✳ ▲❛ ❝&5❛-✐♦♥ ❞❡ $❝❛♥♥❡&$ ✸❉ ♣❡&♠❡- ❛✐♥$✐ ❞❡ ♠❡$✉&❡&

❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣&5❝✐$✐♦♥ &❛✐$♦♥♥❛❜❧❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡-✳ ▲❛ ♥✉♠5&✐$❛-✐♦♥ ❞✉ ❉❛✈✐❞ ❞❡

▼✐❝❤❡❧✲❆♥❣❡ ✐❧❧✉$-&5 ❡♥ ❡①❡&❣✉❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐-&❡ ❡♥ ❡$- ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ &❡♥♦♠♠5 ❬▲❡✈♦②

❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ▲❛ ♥✉♠5&✐$❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦-♦♠5-&✐❡ ❡$- ;✉❛♥- A ❡❧❧❡ ♣❧✉$ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿ ❧❛

❝♦✉❧❡✉& ❛♣♣❛&❡♥-❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡- ❞5♣❡♥❞ ❞❡ ♥♦♠❜&❡✉① ♣❛&❛♠F-&❡$✱ ❞♦♥- ❝❡✉① ❧✐5$ ❛✉①

❞✐&❡❝-✐♦♥$ ❞✬♦❜$❡&✈❛-✐♦♥ ❡- ❞✬5❝❧❛✐&❛❣❡ ❛✐♥$✐ ;✉✬❛✉ ♠❛-5&✐❛✉ ❝♦♠♣♦$❛♥- ❧✬♦❜❥❡-✳

❋♦&❝❡ ❡$- ❞❡ ❝♦♥$-❛-❡& ;✉❡ ❧❡$ $♦❧✉-✐♦♥$ $❛-✐$❢❛✐$❛♥-❡$ $♦♥- ❛✉ ♣&✐① ❞❡ ❣&❛♥❞$ ❡✛♦&-$

♠❛-5&✐❡❧$ ❡-✴♦✉ ❤✉♠❛✐♥$✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛&- ❞❡$ ♠5-❤♦❞❡$ ❞❡ ♥✉♠5&✐$❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❛&❛❝-5&✐$✲

-✐;✉❡$ ♣❤♦-♦♠5-&✐;✉❡$ ❞✐&❡❝-✐♦♥♥❡❧❧❡$ $❡ ❜❛$❡♥- $✉& ❞❡$ ❛❝;✉✐$✐-✐♦♥$ ❛✈❡❝ ❞❡$ $-&✉❝✲

-✉&❡$ &✐❣✐❞❡$ ✭✈♦✐& ✜❣✉&❡ ✸✳✸ ♣❛❣❡ ✹✽ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✮ ♦✉ ✉♥❡ ♣❤❛$❡ ❞❡ &❡❝♦♥$-&✉❝-✐♦♥
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❡♥ ❡♥/+,❡✳ ◆♦✉' ❛✈♦♥' ❞,❥D ,✈♦0✉, 0✉✬❛✉ ✈✉ ❞❡' ❝♦♥/+❛✐♥/❡' ❞✬❛❝0✉✐'✐/✐♦♥✱ ♥♦✉' ♥♦✉'

❧✐♠✐/♦♥' D ✉♥ ♠❛/,+✐❡❧ ❧,❣❡+✳

❯♥❡ '♦❧✉/✐♦♥ ❝❧❛''✐0✉❡♠❡♥/ ✉/✐❧✐',❡✱ ❝❛+ ♥,❝❡''✐/❛♥/ ♠♦✐♥' ❞❡ /+❛✈❛✐❧ ❛❧❣♦+✐/❤♠✐0✉❡✱

❡'/ ❧✬❛❝0✉✐'✐/✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥/❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❣,♦♠,/+✐❡ ❬▲❛+✉❡ ❡/ ❉✐'❝❤❧❡+✱ ✷✵✵✻❪✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐0✉❡

0✉❡ ❝❤❛0✉❡ ♣❤♦/♦❣+❛♣❤✐❡ '♦✐/ ❛''♦❝✐,❡ D ✉♥ '❝❛♥ ✭♣♦'✐/✐♦♥ ✐❞❡♥/✐0✉❡ ♦✉ ♣+♦❝❤❡✮✳

▲❛ ❣,♦♠,/+✐❡ ♣❡✉/ N/+❡ ♥✉♠,+✐',❡ ❡♥ 0✉❡❧0✉❡' '❝❛♥' ✭✉♥❡ D ❞❡✉① ❞✐③❛✐♥❡' ❡♥ +Q❣❧❡

❣,♥,+❛❧❡✮✳ ▲❛ ❞✉+,❡ ❞✬✉♥ '❝❛♥ ♣❡✉/ ✈❛+✐❡+ ❞✬✉♥❡ D 0✉❡❧0✉❡' ♠✐♥✉/❡'✳

■♥✈❡+'❡♠❡♥/✱ ✐❧ ❡'/ '♦✉✈❡♥/ '♦✉❤❛✐/❛❜❧❡ ❞✬❛❝0✉,+✐+ ❧❛ ♣❤♦/♦♠,/+✐❡ D ♣❛+/✐+ ❞✬✉♥ ♣❧✉'

❣+❛♥❞ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ♣♦✐♥/' ❞❡ ✈✉❡✳ ❈❡❝✐ ❡'/ ♣♦''✐❜❧❡ ❣+S❝❡ D ❧❛ ♣♦+/❛❜✐❧✐/, ❞✉ ♠❛/,+✐❡❧

❡/ ❧❛ +❛♣✐❞✐/, ❞✬✉♥❡ ❛❝0✉✐'✐/✐♦♥ ✭♠♦✐♥' ❞❡ 0✉❡❧0✉❡' '❡❝♦♥❞❡'✮✳

❊♥ '♦♠♠❡✱ ❧✐❡+ ❢♦+/❡♠❡♥/ ❧❡' ❞❡✉① ✐♠♣❧✐0✉❡ '♦✐/ ❞✬❛❧❧♦♥❣❡+ ❝♦♥'✐❞,+❛❜❧❡♠❡♥/ ❧❡ /❡♠♣'

❞❡ ♥✉♠,+✐'❛/✐♦♥✱ '♦✐/ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡+ ❧✬,❝❤❛♥/✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❤♦/♦❣+❛♣❤✐0✉❡✳ ❆✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡'

'♦❧✉/✐♦♥' ♥✬❡'/ ❡♥✈✐'❛❣❡❛❜❧❡✳

❆✐♥'✐✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ✉/✐❧✐', ✉♥❡ ♣+♦❝,❞✉+❡ 0✉✐ ❞,❝♦++Q❧❡ ❧❡' ❞❡✉① ♣+♦❝❡''✉'✱ ❣❛❣♥❛♥/

❛✐♥'✐ ❞✉ /❡♠♣' '❛♥' ♣♦✉+ ❛✉/❛♥/ ♣❡+❞+❡ ❡♥ 0✉❛❧✐/,✳ ▲❛ ♣+✐'❡ ❞❡' ♣❤♦/♦' '❡ ❢❛✐/ ❛✈❡❝

✉♥ ❛♣♣❛+❡✐❧ ♥✉♠,+✐0✉❡ ❝♦♠♠❡+❝✐❛❧ ❤❛✉/❡ ❞,✜♥✐/✐♦♥

✸

✳ ▲❡' ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥/' ❞❡' ♣+✐'❡' ❞❡

✈✉❡ '♦♥/ ❞,/❡+♠✐♥,' ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥/✳ ❊♠♣✐+✐0✉❡♠❡♥/✱ ♦♥ '♦✉❤❛✐/❡+❛ /❡♥❞+❡ ✈❡+' ✉♥❡

❝♦✉✈❡+/✉+❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡/ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉+❡ +,♣❛+/✐/✐♦♥ ♣♦''✐❜❧❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉/ N/+❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✉

❢❛✐/ ❞✬♦❜'/❛❝❧❡' '✐/✉,' ❞❛♥' ❧❛ '❝Q♥❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❣+❛♥❞❡ /❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

✺✳✶ ❘❡❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ♣❤♦-♦.

❉✬❛♣+Q' ❧❡ ♠♦❞Q❧❡ ❞❡ ❚'❛✐ ❬✶✾✾✷❪✱ ❧❡ +❡❝❛❧❛❣❡ ❞❡' ♣❤♦/♦' ♣❛+ +❛♣♣♦+/ ❛✉ ♠♦❞Q❧❡

❣,♦♠,/+✐0✉❡ ♣❡✉/ '❡ ❢❛✐+❡ ❡♥ ❝♦♥♥❛✐''❛♥/ ❧❛ ❣&♦♠&!)✐❡ ♦♣!✐,✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣+✐'❡ ❞❡ ♣❤♦/♦ ✿ ✐✳❡✳

❧❡' ♣❛+❛♠Q/+❡' ✐♥/+✐♥'Q0✉❡' ❡/ ❡①/+✐♥'Q0✉❡' ❞✉ ♠♦❞Q❧❡ ♣+♦❥❡❝/✐❢✳ \♦✉+ ❝❡ ❢❛✐+❡✱ ♥♦✉'

❛✈♦♥' ✉/✐❧✐', ✉♥ ❛❧❣♦+✐/❤♠❡ ❞❡ /②♣❡ ✓ .!)✉❝!✉)❡ ❢)♦♠ ♠♦!✐♦♥ ✔✳ ■❧ ❡'/✐♠❡ ❧❡' ♣❛+❛♠Q/+❡'

❞❡ ❧✬❛♣♣❛+❡✐❧ ❡♥ ❡①♣❧♦✐/❛♥/ ❧✬✐♥❢♦+♠❛/✐♦♥ ♠✉/✉❡❧❧❡ ❡♥/+❡ ♠♦❞Q❧❡ ❣,♦♠,/+✐0✉❡ +❡♥❞✉

✭❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥, ❞❡ ♣❛+❛♠Q/+❡' ✈✐+/✉❡❧'✮ ❡/ ✐♠❛❣❡ ❛❝0✉✐'❡ ❬❈♦+'✐♥✐ ❡! ❛❧✳✱

✷✵✵✾❪✳

❈❡/ ❛❧❣♦+✐/❤♠❡ ♥✬,/❛♥/ ♣❛' +♦❜✉'/❡✱ ❡♥ ♣❛+/✐❝✉❧✐❡+ ❛✉① ♦❜❥❡/' ❛✉/♦✲'✐♠✐❧❛✐+❡' ✭/❡❧ 0✉❡

❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞+❛❣♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✶✳✷ ♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❛❥♦✉/, ❞❡' ♠✐+❡' ❞❛♥' ❧❛

'❝Q♥❡ ♣❤♦/♦❣+❛♣❤✐,❡✳ ❈❡❝✐ '❡ ❢❛✐/ ❞❡ ❢❛`♦♥ ♥♦♥ ✐♥/+✉'✐✈❡ ❡/ '❛♥' ❝♦♥/❛❝/✳ ■❧ '✬❛❣✐/ ❞❡'

✸✳ ❆♣♣❛%❡✐❧ ❈❛♥♦♥ ❊❖❙ ✺❉ ▼❦ ■■ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛♣-❡✉% ❞✬❡♥✈✐%♦♥ ✷✵ ♠✐❧❧✐♦♥4 ❞❡ ♣✐①❡❧4✳





◆✉♠#$✐&❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛&♣❡❝( ✶✼

❱♦❝❛❜✉❧❛✐(❡

*✐①❡❧, ❞✐(❡❝.✐♦♥♥❡❧, ✿ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡% (v, ωr) ❛%%♦❝✐0% 1 ✉♥ ♣♦✐♥2 ❞❡ ❧❛ %✉3✲

❢❛❝❡ ❡2 ✐%%✉% ❞❡ ❧❛ 3023♦✲♣3♦❥❡❝2✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧% ❛❝8✉✐%✳ ❈❡% ❝♦✉♣❧❡% ❞0✜♥✐%%❡♥2

❧❛ ❝♦✉❧❡✉3 v ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥2 ❧♦3%8✉✬✐❧ ❡%2 ✈✐%✉❛❧✐%0 1 ♣❛32✐3 ❞❡ ❧❛ ❞✐3❡❝2✐♦♥ ωr✳

❙✐ ❧✬♦♥ ✉2✐❧✐%❡ ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐3❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✓ ♣❤♦2♦✲%✐♠✉❧❛2✐♦♥ ✔ ♣❧✉2B2

8✉❡ ❞✉ ✓ 3❡♥❞✉ ❜❛%0 ✐♠❛❣❡ ✔✱ ♦♥ ♣❡✉2 ❞✐3❡ 8✉❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉3 c ❡%2 0♠✐%❡ ❞❛♥%

❧❛ ❞✐3❡❝2✐♦♥ ωr✳

▲❡ ♥♦♠❜3❡ ❞✬0❧0♠❡♥2% ❡%2 ✈❛3✐❛❜❧❡ ❡♥23❡ ❧❡% ♣♦✐♥2% ❡2 ❞0♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡32✉3❡ ♣❤♦✲

2♦❣3❛♣❤✐8✉❡ ❡2 ❞❡% ♦❝❝✉❧2❛2✐♦♥% ❣0♥030❡% ♣❛3 ❧✬❡♥✈✐3♦♥♥❡♠❡♥2 ♦✉ ❧✬♦❜❥❡2 ❧✉✐✲♠F♠❡✳

◆♦2♦♥% 2♦✉2❡❢♦✐% 8✉✬✉♥ ♣✐①❡❧ ♥✬❡%2 ♣❛% ♦3✐❣✐♥❛✐3❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥2 ❞❡ ❧❛ %✉3❢❛❝❡✱ ♠❛✐% ❞✬✉♥❡

♣♦32✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❞♦♥2 ❧✬02❡♥❞✉❡ ❞0♣❡♥❞ ♥♦2❛♠♠❡♥2 ❞❡ ❧❛ 30%♦❧✉2✐♦♥ ♣❤♦2♦❣3❛✲

♣❤✐8✉❡✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐%2❛♥❝❡ ❡♥23❡ ❧❡ ❝❛♣2❡✉3 ❈❈❉ ❡2 ❧❛ %✉3❢❛❝❡✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐%2❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ❛✐♥%✐

8✉❡ ❞❡ ❧✬♦3✐❡♥2❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %✉3❢❛❝❡ ♣❛3 3❛♣♣♦32 1 ❧✬❛①❡ ❞❡ ♣3♦❥❡❝2✐♦♥✳ ▲✬✉2✐❧✐%❛2✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❝❛♠03❛ ❤❛✉2❡ ❞0✜♥✐2✐♦♥ ✭❣3❛♥❞ ❝❛♣2❡✉3 ❈❈❉✮ ♣❡3♠❡2 ❞❡ 30❞✉✐3❡ ❝❡ ♣3♦❜❧K♠❡✱ ♠❛✐%

✉♥❡ ❝❡32❛✐♥❡ ❛♣♣3♦①✐♠❛2✐♦♥ ❡%2 ✐♥0✈✐2❛❜❧❡ ❡2 ❞✐✣❝✐❧❡ 1 8✉❛♥2✐✜❡3✳

✺✳✸ ❈♦♥&'(✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥& ❞❡ (❛❞✐❛♥❝❡

▲✬02❛♣❡ ✻ ❞✉ %❝❤0♠❛ ✶✳✹ ✈✐%❡ 1 ❝♦♥%23✉✐3❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐K3❡ %✉3❢❛❝✐8✉❡ 1 ♣❛32✐3 ❞✬✉♥

0❝❤❛♥2✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❤♦2♦❣3❛♣❤✐8✉❡✳ ◆♦23❡ ❝♦♥23✐❜✉2✐♦♥ ❛♠0❧✐♦3❡ ❝❡ ♣3♦❝0❞0 ❡♥ 2❡3♠❡%

❞✬❛✉"♦♠❛"✐&❛"✐♦♥✱ ❞❡ (♦❜✉&"❡&&❡ ❡2 ❞❡ (+❛❧✐&♠❡✳

❉❡ ♥♦♠❜3❡✉%❡% %♦❧✉2✐♦♥% ❞❡ 3❡❝♦♥%23✉❝2✐♦♥ ❡2 ❞❡ 3❡♥❞✉ ❞❡ ❝❤❛♠♣% ❞❡ ❧✉♠✐K3❡ ♥❡ ❢♦♥❝✲

2✐♦♥♥❡♥2 8✉❡ ❧♦3%8✉❡ ❧✬0❝❤❛♥2✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❤♦2♦❣3❛♣❤✐8✉❡ ❡%2 23K% ❞❡♥%❡✳ O♦✉3 ❣❛3❛♥2✐3

❝❡❧❛✱ ❞❡% ❞✐%♣♦%✐2✐❢% ❧♦✉3❞% ♣❡3♠❡22❛♥2 ❧❡ ♣♦%✐2✐♦♥♥❡♠❡♥2 ❞✬❛♣♣❛3❡✐❧% ♣❤♦2♦% ❛✉2♦✉3

❞❡ ❧✬♦❜❥❡2 ✭✈♦✐3❡ ✉♥❡ ✈❛3✐❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬0❝❧❛✐3❛❣❡✮ ♦♥2 020 ✐♥✈❡♥20% ❬❉❡❜❡✈❡❝ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀

❍❛✇❦✐♥% ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ✷✵✵✺❀ ❋✉❝❤% ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❜✱❛❀ ❑♦❤❧❡3 ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ◆♦23❡ ❝♦♥2❡①2❡

♥❡ ♥♦✉% ♣❡3♠❡2 ♣❛% ❞❡ 2❡❧% ❞✐%♣♦%✐2✐❢% ✿ ♥✉♠03✐%❛2✐♦♥ ✐♥ &✐"✉ ❞✬♦❜❥❡2% ❢3❛❣✐❧❡% ❡2✴♦✉

❣3❛♥❞%✳

▲❛ ♣3✐%❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❡ ♣❤♦2♦% ❡2 ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥2 ❡♠♣✐3✐8✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛3❡✐❧ ♣❤♦2♦ ❣0♥K3❡♥2

✉♥ 0❝❤❛♥2✐❧❧♦♥♥❛❣❡ %❛♥% ❣❛3❛♥2✐❡% ❞❡ 8✉❛❧✐20 ❡♥ 2❡3♠❡% ❞❡ 30♣❛32✐2✐♦♥ ❡2 ❞❡ 8✉❛♥2✐20✳

❉❡ ♣❧✉%✱ ❧❡% ❞✐✈❡3%❡% ❛♣♣3♦①✐♠❛2✐♦♥% 0✈♦8✉0❡% ✭3❡❝♦♥%23✉❝2✐♦♥ ❣0♦♠023✐8✉❡✱ ♣❧❛❝❡✲

♠❡♥2 ❡2 3023♦✲♣3♦❥❡❝2✐♦♥ ❞❡% ♣❤♦2♦%✮ ✐♥23♦❞✉✐%❡♥2 ❞✉ ❜3✉✐2✳ ▲♦3%8✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥%✐❞K3❡

❧❡ ♣3♦❜❧K♠❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥2 ♣❛3 ♣♦✐♥2 ❞❡ ❧❛ %✉3❢❛❝❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛3❛]2 8✉✬✉♥ ♣♦✐♥2 ♥✬❡%2 ✈✐%✐❜❧❡

8✉❡ ❞❛♥% ✉♥ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❤♦2♦%✳ ❈❡2 ❡♥%❡♠❜❧❡ ♣❡✉2 F23❡ ♣❡2✐2✱ ❞✉ ❢❛✐2 ❞❡ ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐20 ❣0♦♠023✐8✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡2 ✐♥❞✉✐%❛♥2 ❞❡% ♦❝❝✉❧2❛2✐♦♥%✳ ❆✐♥%✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞❡

♣✐①❡❧% ❞✐3❡❝2✐♦♥♥❡❧% %❡3❛ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉3 ✉♥ ♣♦✐♥2 ❞❡ ❧❛ %✉3❢❛❝❡ %✐2✉0 ❞❛♥% ✉♥ ❝3❡✉① ♣❛3

❡①❡♠♣❧❡✳

◆♦✉% ❛❧❧♦♥% 23❛✈❛✐❧❧❡3 %✉3 ❧✬❛❥✉%2❡♠❡♥2 ❞❡ ❢♦♥❝2✐♦♥% ❞❡ 3❛❞✐❛♥❝❡ %✉3 ❞❡% ♣✐①❡❧% ❞✐3❡❝✲
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"✐♦♥♥❡❧(✳ ▲❡ +,(✉❧"❛" ❞❡ ❝❡" ❛❥✉("❡♠❡♥" ❡(" ❡♥ +3❣❧❡ ❣,♥,+❛❧❡ ❢♦+"❡♠❡♥" ❞,♣❡♥❞❛♥" ❞❡

❧✬,❝❤❛♥"✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧♦❝❛❧✳ ◆♦✉( (♦✉❤❛✐"♦♥( ❛✉ ❝♦♥"+❛✐+❡ :✉❡ ❝❡ ♣+♦❝,❞, (♦✐" +♦❜✉("❡ <

❞❡ ❢❛✐❜❧❡( ✈❛+✐❛"✐♦♥(✳

➚ ♥♦"+❡ ❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐("❡ ♣❛( ❞✬♦✉"✐❧ ❞✬❛♥❛❧②(❡ ❞❡ ❝❡""❡ +♦❜✉("❡((❡✱ ♥✐ ❞❡ ❢❛B♦♥

,❧,❣❛♥"❡ ❞❡ +,(♦✉❞+❡ ❝❡ ♣+♦❜❧3♠❡✳ ▲❛ (♦❧✉"✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉( ❝♦♠♠✉♥,♠❡♥" ✉"✐❧✐(,❡ ❝♦♥(✐("❡

< (✉+✲,❝❤❛♥"✐❧❧♦♥♥❡+✱ ❝❡ :✉✐ ♥✬❡(" ♣❛( (♦✉❤❛✐"❛❜❧❡ ♣♦✉+ ❞❡( ❞♦♥♥,❡( ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉✲

♠✐3+❡✳ ◆♦✉( ❛❧❧♦♥( ❢❛✐+❡ ❧❡ ❝♦♥("❛" ❞✉ ♣+♦❜❧3♠❡ ❞❡ +♦❜✉("❡((❡ ❡" (✉❣❣,+❡+ ✉♥❡ (♦❧✉"✐♦♥

(✐♠♣❧❡ ✿ ("❛❜✐❧✐(❡+ ❧✬❛❥✉("❡♠❡♥" ❡♥ ♠✐♥✐♠✐(❛♥" ✉♥❡ ,♥❡+❣✐❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡+♠❡" ❞❡ ❞,✜♥✐+ ✉♥

❝♦♠♣+♦♠✐( ❡♥"+❡ +♦❜✉("❡((❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛+" ❡" ♣+,❝✐(✐♦♥ ♣❛+ +❛♣♣♦+" ❛✉① ❞♦♥♥,❡( ♠❡(✉✲

+,❡( ❞❡ ❧✬❛✉"+❡✳ ◆♦✉( ❝❤♦✐(✐((♦♥( ✉♥❡ ,♥❡+❣✐❡ ❛❞,:✉❛"❡ ❡♥ ❛♥❛❧②(❛♥" ❧✬❡✛❡" ❞❡ ♣❧✉(✐❡✉+(

✈❛+✐❛♥"❡(✱ "❛♥" (✉+ ❞❡( ❝+✐"3+❡( ❞❡ :✉❛❧✐", ✈✐(✉❡❧❧❡ ❝♦♠♣❛+,❡ ❛✉① ❞♦♥♥,❡( ❞✬❡♥"+,❡ :✉❡

❞❡ +♦❜✉("❡((❡✳ ❈❡❝✐ (❡ ❢❛✐" ♥♦"❛♠♠❡♥" < ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦✉"✐❧ ("❛"✐("✐:✉❡ :✉✐ ♣❡+♠❡" ❞❡

❞,✜♥✐+ ❧❡ ❝♦♠♣+♦♠✐( ♦♣"✐♠❛❧ ❡♥"+❡ ♣+,❝✐(✐♦♥ ❡" +♦❜✉("❡((❡✳

✻ ❚"❛✐%❡♠❡♥% ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐/"❡ 0✉"❢❛❝✐2✉❡

▲❡( ,"❛♣❡( ✼ ❡" ✽ ❞✉ (❝❤,♠❛ ✶✳✹ ✈✐(❡♥" +❡(♣❡❝"✐✈❡♠❡♥" < (✐♠♣❧✐✜❡+ ❧❡( ❞♦♥♥,❡( +❡✲

❝♦♥("+✉✐"❡( ❡" < ❡♥ ,"❛❜❧✐+ ✉♥❡ ✈✐(✉❛❧✐(❛"✐♦♥ ❞❡ :✉❛❧✐",✳

✻✳✶ ❱✐%✉❛❧✐%❛)✐♦♥

◆♦"+❡ ❝♦♥"+✐❜✉"✐♦♥ ❛♠,❧✐♦+❡ ❧❡ ♣+♦❝,❞, ❞❡ ✈✐(✉❛❧✐(❛"✐♦♥ ❡♥ "❡+♠❡( ❞❡  !❛❧✐%♠❡✳

▲❡( ❢♦♥❝"✐♦♥( ❞❡ +❛❞✐❛♥❝❡ ❞,✜♥✐((❡♥" ❧❛ ❝♦✉❧❡✉+ ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐+❡❝"✐♦♥ ❞✬♦❜(❡+✲

✈❛"✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞✐(❝+❡" ❞❡ ♣♦✐♥"( ❞❡ ❧❛ (✉+❢❛❝❡✳ ❈❡""❡ ❞✐+❡❝"✐♦♥ ❡(" ✜①,❡ ❧♦+(

❞✉ +❡♥❞✉ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✿ ❧❡( ❝♦✉❧❡✉+( ♣❡✉✈❡♥" ❛✐♥(✐ J"+❡ ❞,"❡+♠✐♥,❡( ❡♥ ,✈❛❧✉❛♥" ❝❡(

❢♦♥❝"✐♦♥(✳ ■❧ ❢❛✉" ❝❡♣❡♥❞❛♥" ♣♦✉✈♦✐+ ✐♥"❡+♣♦❧❡+ ❡♥"+❡ ❝❡( ♣♦✐♥"( ❛✜♥ ❞❡ ❞,✜♥✐+ ✉♥❡

❝♦✉❧❡✉+ (✉+ ❧❛ (✉+❢❛❝❡ ❡♥"✐3+❡✳

■❧ ❡(" ❞✬✉(❛❣❡ ❞✬,✈❛❧✉❡+ ❧❡( ❢♦♥❝"✐♦♥( ♣✉✐( ❞✬✐♥"❡+♣♦❧❡+ ❧✐♥,❛✐+❡♠❡♥" ❧❡( ❝♦✉❧❡✉+( +,✲

(✉❧"❛♥"❡(✳ ◆♦✉( ♠♦♥"+♦♥( :✉❡ ❝❡❝✐ ❡(" ♥,❢❛("❡ ♣♦✉+ ❧❡ +❡♥❞✉ ❞❡( ❝❛+❛❝",+✐("✐:✉❡(

❞✐+❡❝"✐♦♥♥❡❧❧❡( ✭❡♥ ♣❛+"✐❝✉❧✐❡+ +❡✢❡"( (♣,❝✉❧❛✐+❡(✮✳ ▲✬✐♥"❡+♣♦❧❛"✐♦♥ ❞❡( ❢♦♥❝"✐♦♥( ❛✈❛♥"

,✈❛❧✉❛"✐♦♥ ❡(" ♣❧✉( ❥✉❞✐❝✐❡✉(❡ ♠❛✐( ❞❡✉① ✈❡++♦✉( (✉❜(✐("❡♥" ✿

✖ ▲❡( ❢♦♥❝"✐♦♥( ♣❡✉✈❡♥" J"+❡ ❞,✜♥✐❡( ❞❛♥( ✉♥ +❡♣3+❡ ❞❡ ❋ ❡♥❡*✱ ❞♦♥❝ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥"✳

❈❡❝✐ ❝♦♠♣❧✐:✉❡ ❧❡✉+ ✐♥"❡+♣♦❧❛"✐♦♥✳

✖ ■❧ ❢❛✉" "❡♥✐+ ❝♦♠♣"❡ ❞❡( +❡✢❡"( (♣,❝✉❧❛✐+❡( ❞♦♥" ❧❡( ❞✐+❡❝"✐♦♥( ❞❡ +,✢❡①✐♦♥

❞,♣❡♥❞❡♥" ❞❡( ♣♦(✐"✐♦♥( ❞❡( (♦✉+❝❡( ❧✉♠✐♥❡✉(❡( ❡" ❞❡ ❧✬♦+✐❡♥"❛"✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡

❧❛ (✉+❢❛❝❡✳

▲❛ (②♠,"+✐(❛"✐♦♥ ❞❡( ❢♦♥❝"✐♦♥( ❛✉"♦✉+ ❞❡ ❧❛ ♥♦+♠❛❧❡ < ❧❛ (✉+❢❛❝❡ ♣❡+♠❡" ❞❡ "❡♥✐+

❝♦♠♣"❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡+♥✐❡+ ♣❛+❛♠3"+❡✱ ❝❡ :✉✐ ✈❛ ♥♦✉( ♣❡+♠❡""+❡ ❞✬❡①♣❧✐:✉❡+ ❝♦♠♠❡♥"

❞,✜♥✐+ ✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ✐♥"❡+♣♦❧,❡ (♦✉❤❛✐",❡✱ "❛♥" ♠❛"❤,♠❛"✐:✉❡♠❡♥" :✉❡ ❝♦♥❝+3"❡♠❡♥"
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✻✳✷ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛+✐♦♥
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▲❡" ❢♦♥❝(✐♦♥" ❞❡ $❛❞✐❛♥❝❡ "✉$ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❢♦$♠❡♥( ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ✈♦❧✉♠✐♥❡✉①✱ ❝❡ .✉✐

♣❡✉( ❡♥❣❡♥❞$❡$ ❞❡" ❞✐✣❝✉❧(<" ♣♦✉$ ❧❡ "(♦❝❦❛❣❡✱ ❧❛ ($❛♥"♠✐""✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ✈✐"✉❛❧✐"❛(✐♦♥

(❡♠♣"✲$<❡❧✳ ❯♥❡ ❢❛@♦♥ ❞❡ $<"♦✉❞$❡ ❝❡ ♣$♦❜❧A♠❡ ❡"( ❞❡ ❞<✜♥✐$ ✉♥❡ ✈❡$"✐♦♥ "✐♠♣❧✐✜<❡
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❞❡ ❝♦♥"✐❞<$❡$ ❧❛ ❞<❣$❛❞❛(✐♦♥ ❡♥ (❡$♠❡" ❞❡ ❣<♦♠<($✐❡ ❡( ❞❡ $❛❞✐❛♥❝❡ ❞❡ ❢❛@♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥(❡

❡( ❝♦❤<$❡♥(❡✳

◆♦✉" ❛❧❧♦♥" ❞<✜♥✐$ ❝♦♠♠❡♥( "✐♠♣❧✐✜❡$ ✉♥ ♠♦❞A❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐A$❡ ♥✉♠<$✐"<
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Chapitre2

Représenter le monde réel
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❘❡♥❞✉ ❜❛'( ✐♠❛❣❡ ✷✺

❈❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ♣♦*)❡ ✉♥ ✐♥)✐)✉❧/ ❜✐❡♥ ♣*/1♦♠♣)✉❡✉① ❝❛* ✐❧ ♥✬❡1) 5 ❝❡ ❥♦✉* )♦✉❥♦✉*1 ♣❛1

♣♦11✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡* ✉♥❡ )♦)❛❧❡ ✐❧❧✉1✐♦♥ ❞❡ */❛❧✐)/ ❞❛♥1 ✉♥❡ 1❝8♥❡ ✈✐*)✉❡❧❧❡ *❡❝♦♥1)*✉✐)❡✳

◆♦✉1 ❛❧❧♦♥1 ❝❡♣❡♥❞❛♥) ✈♦✐* ❝♦♠♠❡♥) ❡1) 1✐♠✉❧/ ❧❡ ♠♦♥❞❡ */❡❧ ❛✜♥ ❞❡ ❜✐❡♥ 1✐)✉❡* ❧❡1

❛♣♣*♦①✐♠❛)✐♦♥1 =✉❡ ♥♦✉1 ❢❛✐1♦♥1 ♦✉ ❧❡1 ❝♦♥)*❛✐♥)❡1 =✉❡ ♥♦✉1 ♥♦✉1 ✐♠♣♦1♦♥1 ❧♦*1=✉✬♦♥

*❡♣*/1❡♥)❡ ✉♥ ♦❜❥❡) ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐8*❡ 1✉*❢❛❝✐=✉❡✳

◆♦)*❡ ♠/)❤♦❞❡ ❞❡ ♥✉♠/*✐1❛)✐♦♥ ❡) ❞❡ *❡❝♦♥1)*✉❝)✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐8*❡ 1❡ 1✐)✉❡

5 ❧❛ ❝*♦✐1/❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣*♦❝❤❡1 ✿ ❧✬✉♥❡ ♣*♦✈❡♥❛♥) ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉  ❡♥❞✉ ❜❛'( ✐♠❛❣❡✱

❧✬❛✉)*❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦/♦✲'✐♠✉❧❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❧❧✉♠✐♥❛)✐♦♥ ❡) ❞❡ ❧❛ */✢❡❝)❛♥❝❡✳ ▲❡✉*

❢♦♥❞❡♠❡♥) ❡1) ❤✐1)♦*✐=✉❡✳ ▲❡ ♣*❡♠✐❡* ♣*♦✈✐❡♥) ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐1✐♦♥✱ ❞❛✈❛♥)❛❣❡

❧✐/ ❛✉ )*❛✐)❡♠❡♥) ❞✉ 1✐❣♥❛❧✱ ❧❡ 1❡❝♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞/❧✐1❛)✐♦♥✱ ♣❧✉)D) ❧✐/❡ 5 ❧✬✐♥❢♦*♠❛)✐=✉❡

❣*❛♣❤✐=✉❡✳ ❈❡1 ❝♦♠♠✉♥❛✉)/1 ♦♥) /)/ ❛♠❡♥/❡1 5 1❡ ❝D)♦②❡* ❞❛♥1 ❧❡1 ❛♥♥/❡1 ✶✾✾✵ ❛✉

*②)❤♠❡ ❞❡1 ❛✈❛♥❝/❡1 )❡❝❤♥♦❧♦❣✐=✉❡1✱ ❡) ♦♥) ❞/1♦*♠❛✐1 ✉♥❡ ✐♥)❡*1❡❝)✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥1

❝♦♥1/=✉❡♥)❡✳

❉❛♥1 ❧❡  ❡♥❞✉ ❜❛'( ✐♠❛❣❡✱ ✐❧ ❡1) ❞✬✉1❛❣❡ ❞❡ ❝❛*❛❝)/*✐1❡* ✉♥❡ 1❝8♥❡ ♦❜1❡*✈/❡ ♣❛* ❞❡1

*❛②♦♥1 ❞❡ ❧✉♠✐8*❡ )*❛✈❡*1❛♥) ❧✬❡1♣❛❝❡✳ ❯♥ *❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ 1❝8♥❡✱ ♦❜1❡*✈/ 5 ♣❛*)✐* ❞✬✉♥

♣♦✐♥) ❞❛♥1 ✉♥❡ ❞✐*❡❝)✐♦♥ ❡) 5 ✉♥ )❡♠♣1 ❞♦♥♥/✱ ❡♥ ❡1) ✉♥ /❝❤❛♥)✐❧❧♦♥✳

▲✬❛♣♣*♦❝❤❡ ♣❤♦/♦✲'✐♠✉❧❛/✐♦♥ ❝❛*❛❝)/*✐1❡ ❧❛ */✢❡❝)❛♥❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉1❡ ❞❡ ❝❤❛=✉❡ ♦❜❥❡)

❞❛♥1 ❧❛ 1❝8♥❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡*♠❡) ❞❡ ❞/)❡*♠✐♥❡* ❧❛ ✭=✉❛♥)✐)/ ❞❡✮ ❧✉♠✐8*❡ */✢/❝❤✐❡ ❞❛♥1 ❧❛

❞✐*❡❝)✐♦♥ ❞✬♦❜1❡*✈❛)✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧❛ *❛❞✐❛♥❝❡✮ /)❛♥) ❞♦♥♥/1 ✉♥❡ ❝❡*)❛✐♥❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛)✐♦♥ ❡)

✉♥ ♣♦✐♥) 1✉* ❧❛ 1✉*❢❛❝❡✳

▲❡ ♣*♦❝/❞/ ❞❡ ♥✉♠/*✐1❛)✐♦♥ =✉❡ ♥♦✉1 ✉)✐❧✐1♦♥1 ✐♠♣❧✐=✉❡ ❧❡1 ❞❡✉① ❛♣♣*♦❝❤❡1 ✿ ❜❛1/ 1✉*

❞❡ ❧❛ ✈✐1✐♦♥ ✭♣❤♦)♦❣*❛♣❤✐❡1 ❢♦*♠❛♥) ✉♥ /❝❤❛♥)✐❧❧♦♥ ❞❡1 *❛②♦♥1 ❧✉♠✐♥❡✉① )*❛✈❡*1❛♥) ❧❛

1❝8♥❡✮✱ ♦♥ ❞/❞✉✐) ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❡①♣*✐♠❛♥) ❧❛ *❛❞✐❛♥❝❡ 1♦*)❛♥)❡✳ ❆♣*81 ❛✈♦✐* ♣*/1❡♥)/

❝❡1 ❞❡✉① ❛♣♣*♦❝❤❡1 ✭1❡❝)✐♦♥1 ✶ ❡) ✷✮✱ ♥♦✉1 ❡①♣❧✐=✉♦♥1 =✉❡ ❝❡ ♣*♦❝/❞/ 5 ❧✬✐♥)❡*❢❛❝❡

❞❡ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡1 ♣❡*♠❡) ❞❡ )✐*❡* ❧✬❛✈❛♥)❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥)*❡ ❡❧❧❡1 ✭1❡❝)✐♦♥ ✸✮ ✿

*❡1♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ❧❡ ♣❤♦)♦✲*/❛❧✐1♠❡ ❡) ❧❡ *❡♥❞✉ )❡♠♣1✲*/❡❧✳

✶ ❘❡♥❞✉ ❜❛() ✐♠❛❣❡

❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ 1❡ ❜❛1❡ 1✉* ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ♣❧/♥♦♣)✐=✉❡

✶

✳ ❈✐)♦♥1 ❧✬❛*)✐❝❧❡ ❞✬❆❞❡❧'♦♥ ❡) ❇❡ ✲

❣❡♥ ❬✶✾✾✶❪ ✐♥)*♦❞✉✐1❛♥) ❝❡))❡ ❢♦♥❝)✐♦♥✳ ❯♥❡ )*❛❞✉❝)✐♦♥ ❛♣♣*♦①✐♠❛)✐✈❡ ❞❡ ❧❡✉* ♣*✐♥❝✐♣❡

1❡*❛✐) ❧❛ 1✉✐✈❛♥)❡ ✿ ✓ ▲❡ ♠♦♥❞❡ ❡'/ ❝♦♥'/✐/✉( ❞✬♦❜❥❡/' / ✐❞✐♠❡♥'✐♦♥♥❡❧' ♥❡ ❝♦♠♠✉✲

♥✐9✉❛♥/ ♣❛' ❧❡✉ ' ♣ ♦♣ ✐(/(' : ❧✬♦❜'❡ ✈❛/❡✉ ✳ ❊❧❧❡'  ❡♠♣❧✐''❡♥/ ♣❧✉/=/ ❧✬❡'♣❛❝❡ ❛✉/♦✉ 

❞✬❡✉① ❛✈❡❝ ❞❡'  ❛②♦♥' ❧✉♠✐♥❡✉① 9✉✐ ❝♦♥'/✐/✉❡♥/ ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ♣❧(♥♦♣/✐9✉❡✳ ❯♥❡ ♦❜'❡ ✈❛✲

/✐♦♥ ❞❡ ❝❡/ ❡'♣❛❝❡ ❝♦♥'/✐/✉❡ ✉♥ (❝❤❛♥/✐❧❧♦♥ ❞❡ ❝❡//❡ ❢♦♥❝/✐♦♥✳ ▲❡ '❡✉❧ ❧✐❡♥ ❡♥/ ❡ ❧✬♦❜❥❡/

♣❤②'✐9✉❡ ❡/ ❧❡' ✐♠❛❣❡'  (/✐♥✐❡♥♥❡' ❡'/ ❞♦♥♥( ♣❛ ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ♣❧(♥♦♣/✐9✉❡✳ ❊❧❧❡ ❢♦ ♠❡

❧✬✐♥/❡ ♠(❞✐❛✐ ❡ ❡♥/ ❡ ❧✬B✐❧ ❡/ ❧❡ ♠♦♥❞❡✳ ✔✳

❈❡))❡ ❝♦♥1)❛)❛)✐♦♥ ❡1) ❛11❡③ ♣*♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡♦♥❛*❞♦ ❉❛ ❱✐♥❝✐ ❝✐)/❡ ❡♥ ❡①❡*❣✉❡✱

=✉♦✐=✉❡ ♣❧✉1 ❢♦*♠❛❧✐1/❡✳ ❊❧❧❡ ❛ 1❡*✈✐ ❞❡ ❜❛1❡ ♣♦✉* ❧❡1 )*❛✈❛✉① ❞❡ ♥✉♠/*✐1❛)✐♦♥ ❞❡ ❝❡

✶✳ ✓ #❧%♥♦♣)✐+✉❡ ✔ ✿ ❞✉ ❧❛)✐♥ ♣❧❡♥✉%✱ ♣♦✉3 ❝♦♠♣❧❡) ♦✉ ♣❧❡✐♥✱ ❡) ♦♣'✐)✉❡✳



✷✻ ✷✳ ❘❡♣%&'❡♥)❡% ❧❡ ♠♦♥❞❡ %&❡❧

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✿ ■❧❧✉#$%❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ♣❧/♥♦♣$✐0✉❡ ❞/$❡%♠✐♥❛♥$ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉% ♦❜#❡%✈/❡

❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ✼ ✈❛%✐❛❜❧❡#✳ ■♠❛❣❡ ✐##✉❡ ❞❡ ❬❩❤❛♥❣ ❡$ ❈❤❡♥✱ ✷✵✵✹❪✳

✢♦$ ❧✉♠✐♥❡✉①✳

▲❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ♣❧2♥♦♣$✐3✉❡ ♣❡✉$ 4$5❡ ✐❧❧✉6$52❡ ♣❛5 ❧❛ ✜❣✉5❡ ✷✳✶✳ ❊❧❧❡ ❞2❝5✐$ ✉♥ ❡♥✈✐5♦♥✲

♥❡♠❡♥$ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ✸❉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ A 6❡♣$ ❞✐♠❡♥6✐♦♥6 (Vx, Vy, Vz, θ, φ, λ, t)✳
❈❡$$❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞2❝5✐$ ❧❡ ✢✉① ❧✉♠✐♥❡✉① ♣❛5 ♣♦✐♥$ ❞❡ ❧✬❡6♣❛❝❡ (Vx, Vy, Vz) ∈ R3

✱ ♣❛5

❞✐5❡❝$✐♦♥ ❞✬♦❜6❡5✈❛$✐♦♥ (θ, φ) ∈ [0, π] × [0, 2π]✱ ♣♦✉5 $♦✉$❡ ❧♦♥❣✉❡✉5 ❞✬♦♥❞❡ λ ❡$ A

$♦✉$ $❡♠♣6 t✳ ■❧ ❡6$ A ♥♦$❡5 3✉✬❛✉❝✉♥❡ ❣2♦♠2$5✐❡ ♥✬❡6$ ❡①♣❧✐❝✐$❡♠❡♥$ 5❡♣526❡♥$2❡✳

▲❡ 5❡♥❞✉ ❜❛62 ✐♠❛❣❡ ❛ ❣2♥252 ✉♥❡ $5G6 ❣5❛♥❞❡ 3✉❛♥$✐$2 ❞❡ ❝♦♥$5✐❜✉$✐♦♥6 6❝✐❡♥$✐✜3✉❡6

3✉❡ ♥♦✉6 ♥❡ ♣♦✉✈♦♥6 $♦✉$❡6 ❞2❝5✐5❡ ❞❛♥6 ❝❡$$❡ $❤G6❡✳ ❉❡6 ❛5$✐❝❧❡6 ♣❛66❛♥$ ❡♥ 5❡✲

✈✉❡ ❧✬2$❛$ ❞❡ ❧✬❛5$ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡✉✈❡♥$ 4$5❡ ❝♦♥6✉❧$26 ♣♦✉5 ♣❧✉6 ❞✬✐♥❢♦5♠❛$✐♦♥ A ❝❡

6✉❥❡$ ❬❙❤✉♠ ❡$ ❑❛♥❣✱ ✷✵✵✵❀ ❙❤✉♠ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❩❤❛♥❣ ❡$ ❈❤❡♥✱ ✷✵✵✹❀ ❙❤✉♠ ❡$ ❛❧✳✱

✷✵✵✻❪✳

✶✳✶ ➱❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡' -.❞✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥

▲❡ %❡♥❞✉ ❜❛#/ ✐♠❛❣❡ ❡6$ ✉♥ ♣5♦❝2❞2 ❝♦♠♣♦62 ❞❡ ❞❡✉① 2$❛♣❡6 ✿ ❧✬2❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉

6✐❣♥❛❧ ❝♦♥$✐♥✉ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ♣❧2♥♦♣$✐3✉❡✮ ❡$ 6♦♥ 5❡♥❞✉ A ♣❛5$✐5 ❞❡6 2❝❤❛♥$✐❧❧♦♥6 ♦❜✲

$❡♥✉6✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜$❡♥✐5 ✉♥ 5❡♥❞✉ ❞✬✉♥❡ ❝❡5$❛✐♥❡ 3✉❛❧✐$2✱ ❧❛ $❤2♦5✐❡ ❞❡ ❧✬2❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥❛❣❡
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❞✬❛,'❡❢❛❝'$ ❞❡ ♣❛,❛❧❧❛①❡✳

❈❡''❡ ❤②♣♦'❤A$❡ ❡$' ❝❡♣❡♥❞❛♥' ❝♦♠♠✉♥&♠❡♥' ✉'✐❧✐$&❡ ❞❛♥$ ❧❛ ❧✐''&,❛'✉,❡ ❬●♦,'❧❡,

❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❀ ▲❡✈♦② ❡' ❍❛♥,❛❤❛♥✱ ✶✾✾✻❪✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉$ ❧❡ ✈❡,,♦♥$ ❛✉ ❝❤❛♣✐',❡ ✸ ♥♦✲

'❛♠♠❡♥'✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡♠♣L❝❤❡ ♣❛$ ❧✬♦❜'❡♥'✐♦♥ ❞❡ ,&$✉❧'❛'$ ✉'✐❧✐$❛❜❧❡$ M ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❞❡ %✉'✲

)❝❤❛♥!✐❧❧♦♥♥❡' ♦✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛/!'❡ ❧❛ ❣)♦♠)!'✐❡ ❞❡ ❧❛ $❝A♥❡✳

✶✳✶✳✷ ❘❡%&'✐❝&✐♦♥% ❞✬❡%♣❛❝❡ ❡& ❞❡ &❡♠♣%

▲❛ ,&❞✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ♣❡✉' ❛✉$$✐ ♣❛$$❡, ♣❛, ❧❛ ,❡$',✐❝'✐♦♥ ❞❡ ❧✐❜❡,'& ❞❡ ♠♦✉✈❡✲

♠❡♥' ❞❡ ❧✬❡$♣❛❝❡ ,❡❝♦♥$',✉✐'✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉' L',❡ ❛❝❝❡♣'❛❜❧❡ ♣♦✉, ❝❡,'❛✐♥❡$ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥$✳

❘❡"#$✐❝#✐♦♥ ✶ ✿ ▲❛ %❝3♥❡ ❡%! %!❛!✐4✉❡✳

❉❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ♦N ❧✬♦♥ $✬✐♥'&,❡$$❡ M ✉♥❡ $❝A♥❡ $'❛'✐8✉❡ ✕ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡$' ❧❡ ❝❛$ ❞❛♥$ ♥♦$

',❛✈❛✉① ✕✱ ❧❛ ❞)♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✉ !❡♠♣% ♣❡✉! 7!'❡ )❧✐♠✐♥)❡ ❞✬❡♠❜❧&❡✱ ,&❞✉✐$❛♥' ❞✬✉♥ ❧❛

❞✐♠❡♥$✐♦♥✳

❘❡"#$✐❝#✐♦♥ ✷ ✿ ▲❡ ❞)♣❧❛❝❡♠❡♥! ❞❡ ❧✬✉!✐❧✐%❛!❡✉' ❡%! ❧✐♠✐!) 9 ✉♥❡ %✉'❢❛❝❡ ♣')❞)✜♥✐❡✳

▲♦,$8✉❡ ❧✬♦♥ ♠❡' ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛'✐♦♥ ❞❛♥$ ✉♥ ♠♦♥❞❡ ,&❛❧✐$'❡✱

✐❧ ♣❡✉' L',❡ ,❛✐$♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ,❡$',❡✐♥❞,❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬✉'✐❧✐$❛'❡✉, ❛✜♥ 8✉✬✐❧ $❡

♠❛✐♥'✐❡♥♥❡ $✉, ✉♥ ♣❧❛♥ ✭❧❡ $♦❧ ♣❛, ❡①❡♠♣❧❡✮ ♣❧✉'S' 8✉❡ ❞❛♥$ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❧✐❜,❡✳ ❈❡❝✐

,&❞✉✐' &❣❛❧❡♠❡♥' ❧❛ ♣♦$✐'✐♦♥ ❞❡ ',♦✐$ M ❞❡✉① ❞✐♠❡♥$✐♦♥$✳

❘❡"#$✐❝#✐♦♥ ✸ ✿ ▲❡ ❞)♣❧❛❝❡♠❡♥! ❞❡ ❧✬✉!✐❧✐%❛!❡✉' ❡%! ❧✐♠✐!) 9 ✉♥❡ !'❛❥❡❝!♦✐'❡ ♣')❞)✜♥✐❡✳

❈❡''❡ ,❡$',✐❝'✐♦♥ ,&❞✉✐' ❧❛ ♣♦$✐'✐♦♥ M ✉♥❡ $❡✉❧❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥✳



❘❡♥❞✉ ❜❛'( ✐♠❛❣❡ ✷✾

❘❡"#$✐❝#✐♦♥ ✹ ✿ ▲✬✉#✐❧✐&❛#❡✉) ♥❡ ♣❡✉# ♣❛& &❡ ❞-♣❧❛❝❡)✱ ✐❧ ♣❡✉# ✉♥✐0✉❡♠❡♥# ✈✐&✉❛❧✐&❡)

❝❡ 0✉✐ ❧✬❡♥#♦✉)❡✳

❙✐ ♦♥ ✜①❡ ❧✬✉,✐❧✐-❛,❡✉/ 0 ✉♥ ❡♥❞/♦✐, ❡, 2✉✬♦♥ ♥❡ ❧✉✐ ❛✉,♦/✐-❡ 2✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡/ ❞❡ ❞✐/❡❝,✐♦♥

❞❡ ✈✉❡✱ ♦♥ ♦❜,✐❡♥, ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭♣❛♥♦/❛♠✐2✉❡ ♦✉ -♣❤</✐2✉❡✮ ❛✉,♦✉/ ❞❡ ❧✉✐✳ ❈❡❝✐ <❧✐♠✐♥❡

,♦,❛❧❡♠❡♥, ❧❛ ❞<♣❡♥❞❛♥❝❡ 0 ❧❛ ♣♦-✐,✐♦♥✳

❉❛♥- ,♦✉, ❝❡ 2✉✐ ♣/<❝A❞❡✱ ♥♦✉- ♥❡ ♥♦✉- ❛❜-,/❛②♦♥- ❥❛♠❛✐- ❞❡- ♣❛/❛♠A,/❡- ❞❡ ❞✐/❡❝✲

,✐♦♥ ❞✬♦❜-❡/✈❛,✐♦♥ (θ, φ)✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① /❛✐-♦♥- 0 ❝❡❧❛✳

▲❛ ♣/❡♠✐A/❡ ❡-, 2✉✬✐❧ -❡/❛✐, ✐♥♦♣♣♦/,✉♥ ❞❡ 2✉❛❧✐✜❡/ ✉♥❡ ,❡❧❧❡ ❞♦♥♥<❡ ❞❡ ✓ ❜❛-<❡ ✐♠❛❣❡ ✔

❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❞<✜♥✐,✐♦♥ ✉-✉❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦, ✐♠❛❣❡ ✿ ✓ /❡♣/♦❞✉❝,✐♦♥ ✷❉ ❞✬✉♥❡ -❝A♥❡ ✸❉ ♣/♦✲

❥❡,<❡ ❡, ✈✐-✉❛❧✐-<❡ 0 ♣❛/,✐/ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥, ❞❡ ✈✉❡ ✜①❡ ❡, ♣♦✉/ ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐/❡❝,✐♦♥-

❞✬♦❜-❡/✈❛,✐♦♥ ❞<✜♥✐❡ ♣❛/ ❧✬❛♥❣❧❡ ✭-♦❧✐❞❡✮ ❞❡ ✈✉❡ ✔✳ ▲❡- ❞✐♠❡♥-✐♦♥- (θ, φ) -♦♥, ♣/<✲

❝✐-<♠❡♥, ❧❡- ❞✐♠❡♥-✐♦♥- ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ K❛/ ❛✐❧❧❡✉/- ❧✬✐♥,</L, ❞✬✉♥❡ ,❡❧❧❡ /❡♣/<-❡♥,❛,✐♦♥

-❡/❛✐, /<❞✉✐, ❡♥ ✐♥❢♦/♠❛,✐2✉❡ ❣/❛♣❤✐2✉❡ ✿ ✈✐-✉❛❧✐-❡/ 2✉✬✉♥❡ -❡✉❧❡ ❞✐/❡❝,✐♦♥ ✭✉♥ ♣✐①❡❧

0 ❧✬<❝/❛♥✮ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦✉/❜❡ ♥❡ ♣❡/♠❡, ♣❛- ❞❡ /❡♣/<-❡♥,❡/ ❣/❛♥❞ ❝❤♦-❡✳

❉❡✉①✐A♠❡♠❡♥,✱ ❧❡- ❝❛♣,❡✉/- ✉,✐❧✐-<- ✭❛♣♣❛/❡✐❧- ♣❤♦,♦- ❡, ❝❛♠</❛-✮ -♦♥, ,♦✉- ❞<✈❡❧♦♣✲

♣<- ♣♦✉/ <❝❤❛♥,✐❧❧♦♥♥❡/ ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐/❡❝,✐♦♥- ❞✬♦❜-❡/✈❛,✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ -❡✉❧❡ ❛❝,✐♦♥✳

❈❡, ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞<♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❣<♦♠<,/✐❡ ♦♣,✐2✉❡ ❞✉ ❝❛♣,❡✉/ ✭♠♦❞A❧❡ ♣/♦❥❡❝,✐❢ ♥♦,❛♠✲

♠❡♥,✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ❧❡- ❛♣♣❛/❡✐❧- ❞❡ ♠❡-✉/❡ ❝♦♠♠❡/❝✐❛✉① ✉-✉❡❧- ♥❡ -♦♥, ♣❛- ♣♦✉/ ❛✉,❛♥,

❝❛♣❛❜❧❡- ❞❡ ♠❡-✉/❡/ ,♦✉, ❧✬❡-♣❛❝❡ ✷❉ ✭❧❛ -♣❤A/❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥,❡✮ ❡♥ ✉♥❡ -❡✉❧❡ ❢♦✐-✳ ❉❡-

❝❛♠</❛- ♦♠♥✐❞✐/❡❝,✐♦♥♥❡❧❧❡- ❬◆❛❧✇❛✱ ✶✾✾✻❀ ◆❛②❛/✱ ✶✾✾✼❪ ♦✉ ❛②❛♥, ❞❡- ❧❡♥,✐❧❧❡- ❞❡ ,②♣❡

✜&❤✲❡②❡ ❬❳✐♦♥❣ ❡, ❚✉/❦♦✇-❦✐✱ ✶✾✾✼❪ ♣❡✉✈❡♥, -✬❡♥ ❛♣♣/♦❝❤❡/✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉- ❧❡ ✈❡//♦♥-

❝✐✲❛♣/A-✱ ❞✐✈❡/- ,/❛✈❛✉① ,/❛✐,❡♥, ❞❡ ❧❛ /❡❝♦♥-,/✉❝,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡-♣❛❝❡ -♣❤</✐2✉❡ 0 ♣❛/,✐/

❞✬✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞✐-❝/❡, ❞❡ ♣❤♦,♦- ❧✬<❝❤❛♥,✐❧❧♦♥♥❛♥,✳

✶✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥, -.,✉❧)❛♥)❡,

K❛/♠✐ ❧❡- /<❞✉❝,✐♦♥- ❞❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ❝✐,<❡- ❝✐✲❞❡--✉-✱ ♥♦- ,/❛✈❛✉① ❝♦♥-✐❞A/❡♥, ❧❡- ❤②♣♦✲

,❤A-❡- ✭✶✮ ❡, ✭✷✮ ❡, ❧❛ /❡-,/✐❝,✐♦♥ ✭✶✮ ✭-❝A♥❡ -,❛,✐2✉❡✮✳ ❆✐♥-✐✱ ❛✉ ♣/✐① ❞✬❛♣♣/♦①✐♠❛,✐♦♥-

2✉❛❧✐,❛,✐✈❡-✱ ♥♦✉- ❛❧❧♦♥- ♠❛✐♥,❡♥✐/ ❧❛ ❧✐❜❡/,< ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬✉,✐❧✐-❛,❡✉/ ✭❞❛♥- ❧❛

❧✐♠✐,❡ ❞✬✉♥❡ -❝A♥❡ -,❛,✐2✉❡✮ ❡, <❝❤❛♥,✐❧❧♦♥♥❡/ ♣✉✐- /❡❝♦♥-,/✉✐/❡ ✉♥ -✐❣♥❛❧ 0 ✹ ❞✐♠❡♥✲

-✐♦♥- ✭✐✳❡✳ ❞❡✉① ♣♦-✐,✐♦♥♥❡❧❧❡- ❡, ❞❡✉① ❞✐/❡❝,✐♦♥♥❡❧❧❡-✮✳ ❱✉ 2✉❡ ♥♦✉- ❝♦♥♥❛✐--♦♥- ❧❛

❣<♦♠<,/✐❡✱ ❧✬❛♣♣/♦①✐♠❛,✐♦♥ ✐♥❞✉✐,❡ ♣❛/ ❧✬❤②♣♦,❤A-❡ ✭✷✮ ♣❡✉, L,/❡ ❝♦//✐❣<❡ ♣❛/ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ❧❛ /<,/♦✲♣/♦❥❡❝,✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧- -✉/ ❧❡✉/ ♣♦✐♥, ❞❡ ♣/♦✈❡♥❛♥❝❡✳

❆✈❛♥, ❞✬❡♥,/❡/ ❞❛♥- ❧❡- ❞<,❛✐❧-✱ ♥♦✉- ♣/♦♣♦-♦♥- ✉♥ ,♦✉/ ❞✬❤♦/✐③♦♥ ❞❡- ❞✐✈❡/-❡- ❛♣✲

♣❧✐❝❛,✐♦♥- ❞❡ /❡❝♦♥-,/✉❝,✐♦♥ ❞✬✉♥ -♦✉-✲❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ♣❧<♥♦♣,✐2✉❡ ❛②❛♥, ✈✉

❧❡ ❥♦✉/✳ ▲❛ ❧✐-,❡ ❞❡ ,/❛✈❛✉① ❝✐✲❞❡--♦✉- ❡-, /❡♣/<-❡♥,❛,✐✈❡ ❞❡- ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥- ♠❛✐- ♥♦♥

❡①❤❛✉-,✐✈❡✳ K❧✉-✐❡✉/- ✈❛/✐❛♥,❡- ❡, ❛♠<❧✐♦/❛,✐♦♥- ♥❡ -♦♥, ❛✐♥-✐ ♣❛- /❛♣♣♦/,<❡- ❞✉ ❢❛✐,

❞❡ ❧❡✉/ ❣/❛♥❞ ♥♦♠❜/❡✳



✸✵ ✷✳ ❘❡♣%&'❡♥)❡% ❧❡ ♠♦♥❞❡ %&❡❧

✭❛✮ ❆❝"✉✐%✐&✐♦♥% ) ♣❛,&✐, ❞❡ ♣♦✐♥&% ❞❛♥%

❧✬❡%♣❛❝❡ %✐&✉1% ,❡%♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❡♥ C0✱ %✉,

❧❡ ♣,❡♠✐❡, ❝❡,❝❧❡ ✭C1 ) Ck✮✱ %✉, ❧❡ %❡❝♦♥❞

✭Ck+1 ) Cn✮✱ ❡&❝✳✳

✭❜✮ ❘❡❝♦♥%&,✉❝&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✉, ✉♥❡

✈✐%✉❛❧✐%❛&✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥& p✳ ▲❡% ✐♠❛❣❡% ❛❝✲
"✉✐%❡% CMk ❡& CMl %♦♥& ♥♦&❛♠♠❡♥& ✉&✐✲

❧✐%1❡% ♣♦✉, ❣1♥1,❡, ❧✬✐♠❛❣❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✿ ▼♦"❛$%✉❡" ❝♦♥❝❡♥*+✐%✉❡"✳ ■♠❛❣❡" ❞❡ ❬❙❤✉♠ ❡* ❍❡✱ ✶✾✾✾❪✳

◆♦✉% &'♣❡&*♦&✐♦♥% ✐❝✐ ❧❡% &❡♣&'%❡♥*❛*✐♦♥% ❡* ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥% ❝♦♥❝&0*❡% &❡❝♦♥%*&✉✐%❛♥* ✉♥

%✐❣♥❛❧ ❛❧❧❛♥* ❞❡ ✷ 4 ✻ ❞✐♠❡♥%✐♦♥%✳

✷ ❞✐♠❡♥,✐♦♥,✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❡%* ✉♥ '❝❤❛♥*✐❧❧♦♥ 4 ❞❡✉① ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ✭❛♥❣❧❡% ❞❡ ✈✉❡ ✈❛✲

&✐❛❜❧❡%✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ♣❧'♥♦♣*✐B✉❡ ❛♣&0% ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡% ❞❡✉① ❤②♣♦*❤0%❡% ❡* ❞❡%

&❡%*&✐❝*✐♦♥% ✭✶✮ ❡* ✭✹✮✳ ❯♥❡ &❡♣&'%❡♥*❛*✐♦♥ ✷❉ ❝♦✉✈&❛♥* *♦✉% ❧❡% ❛♥❣❧❡% ♣❡✉* H*&❡ &❡✲

❝♦♥%*&✉✐*❡ 4 ♣❛&*✐& ❞✬✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝B✉✐%✐*✐♦♥% ♣❛&*✐❡❧❧❡%✳ ❆✐♥%✐✱ ♣❧✉%✐❡✉&% *&❛✈❛✉①

&❡❝♦♥%*&✉✐%❡♥* ❞❡% ✐♠❛❣❡" ♣❛♥♦+❛♠✐%✉❡" %♣❤'&✐B✉❡% ♦✉ ❝②❧✐♥❞&✐B✉❡% ♣❛& ♣&♦❝'❞' ❞❡

♠♦"❛✐❝✐♥❣

✸

❬▼❛♥♥ ❡* M✐❝❛&❞✱ ✶✾✾✹❀ ❈❤❡♥✱ ✶✾✾✺❀ ▼❝▼✐❧❧❛♥ ❡* ❇✐%❤♦♣✱ ✶✾✾✺❀ ❙③❡❧✐%❦✐✱

✶✾✾✻❀ ❙③❡❧✐%❦✐ ❡* ❙❤✉♠✱ ✶✾✾✼❪✳ M♦✉& '✈✐*❡& ❞❡% ❡✛❡*% ❞❡ ✢♦✉✱ ❧❡% ✐♠❛❣❡% ❞♦✐✈❡♥* H*&❡

❛❝B✉✐%❡% ❛✈❡❝ ❧❛ ♠H♠❡ ❢♦❝❛❧❡✳

➚ ❧❛ ❞✐%❝&'*✐%❛*✐♦♥ ❞❡% ❞✐&❡❝*✐♦♥% ❞✬♦❜%❡&✈❛*✐♦♥ ♣&0%✱ ❧✬❤②♣♦*❤0%❡ ✭✷✮ ♥♦✉% ❣❛&❛♥*✐*

❧❛ ♣♦%%✐❜✐❧✐*' ❞✬'❝❤❛♥*✐❧❧♦♥♥❡& ❝♦♠♣❧0*❡♠❡♥* ❧❛ %❝0♥❡ ✈✐%✉❛❧✐%'❡✳ ❯♥❡ &'%♦❧✉*✐♦♥ %✉❢✲

✜%❛♥*❡ ♣❡&♠❡* ❛❧♦&% ❞❡ ❞♦♥♥❡& ❧✬✐❧❧✉%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ &❡❝♦♥%*&✉❝*✐♦♥ ❝♦♥*✐♥✉❡ ❡* ❧✐%%❡ ❞❛♥%

❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ❞✐&❡❝*✐♦♥% ❞✬♦❜%❡&✈❛*✐♦♥✳

✸ ❞✐♠❡♥,✐♦♥,✳ ▲❛ ✈✐❞<♦ ♣❛♥♦+❛♠✐%✉❡ ❬❈❤❡♥✱ ✶✾✾✺❀ ❋♦♦*❡ ❡* ❑✐♠❜❡&✱ ✷✵✵✵❀ ◆❡✉✲

♠❛♥♥ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❡%* ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ 4 *&♦✐% ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ✿ ❧❛ ❞✐&❡❝*✐♦♥ ❞✬♦❜%❡&✈❛*✐♦♥

✭✷❉✮ ❡* ❧❛ *&❛❥❡❝*♦✐&❡ ✭✶❉✮ ❞❡ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥*✳ ❊❧❧❡ ❡♥❝♦❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ♣❧'♥♦♣*✐B✉❡ ❛♣&0%

❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡% ❤②♣♦*❤0%❡% ✭✶✮ ❡* ✭✷✮ ❡* ❞❡% &❡%*&✐❝*✐♦♥% ✭✶✮ ❡* ✭✸✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡&♠❡* ❞❡

%❡ ❞'♣❧❛❝❡& ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ *&❛❥❡❝*♦✐&❡ *♦✉* ❡♥ ♦❜%❡&✈❛♥* %♦♥ ❡♥*♦✉&❛❣❡ ❡♥ *♦✉*❡ ❞✐&❡❝✲

*✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡%* ♣&'❝✐%'♠❡♥* ❝❡ B✉✐ ❡%* ✉*✐❧✐%' ❞❛♥% ●♦♦❣❧❡ "*+❡❡* ✈✐❡✇ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✳ ❉❡%

❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥% ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉&❡ B✉❛❧✐*' ❡①✐%*❡♥* '❣❛❧❡♠❡♥*✳

❯♥❡ ❛✉*&❡ &❡♣&'%❡♥*❛*✐♦♥ ✸❉ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ♣❧'♥♦♣*✐B✉❡ ❡%* ❧❛ *❡❝❤♥✐B✉❡ ❞❡%♠♦"❛$%✉❡"

❝♦♥❝❡♥*+✐%✉❡" ❬❙❤✉♠ ❡* ❍❡✱ ✶✾✾✾❪ ✭✈♦✐& ✜❣✉&❡ ✷✳✷✮✳ ▲❡ &'%✉❧*❛* ❡%* 'B✉✐✈❛❧❡♥* 4 ❝❡❧✉✐

❞✉ ♣❛♥♦&❛♠❛ ♠❛✐% ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣&' ❞❡ ❧✐❜❡&*' ❞❡ ♣❧✉% ✿ ❝❡**❡ &❡♣&'%❡♥*❛*✐♦♥ ♣❡&♠❡*

✸✳ ✓ ❆$$❡♠❜❧❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦$❛01✉❡ ✔ ✐❝✐ ❝♦♠♣♦$6 ❞❡ ♣❧✉$✐❡✉7$ ✐♠❛❣❡$✳



❘❡♥❞✉ ❜❛'( ✐♠❛❣❡ ✸✶

❞✬❛❥✉'(❡* ❧❛ ❢♦❝❛❧❡ ✈✐*(✉❡❧❧❡ ❧♦*' ❞✉ *❡♥❞✉✳ ▲✬❛❝4✉✐'✐(✐♦♥ ❞✬5❝❤❛♥(✐❧❧♦♥' ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲

(✐♦♥ ♣❧5♥♦♣(✐4✉❡ '❡ ❢❛✐( ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡*❝❧❡' ❝♦♥❝❡♥(*✐4✉❡' ❛✉(♦✉* ❞✬✉♥ ♣♦✐♥(✱ ❝♦✉✈*❛♥(

❛✐♥'✐ ❧❛ ♣♦'✐(✐♦♥ ❡( ❧❛ ♣*♦❢♦♥❞❡✉*✳ ▲❡' *❛②♦♥' ❡( ❧❛ 4✉❛♥(✐(5 ❞❡ ❝❡*❝❧❡' ❝♦♥❝❡♥(*✐4✉❡'

❞♦✐✈❡♥( ❝❡♣❡♥❞❛♥( <(*❡ ❡♥ ♣*♦♣♦*(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ '❝=♥❡ > *❡♣*5'❡♥(❡*✳ ❯♥❡ '❝=♥❡

❡①(5*✐❡✉*❡ ♥✬❡'( ❛✐♥'✐ '♦✉✈❡♥( ♣❛' 5❝❤❛♥(✐❧❧♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛B♦♥ '✉✣'❛♠♠❡♥( ❞❡♥'❡✳

❖♥ ♣❡✉( 5❣❛❧❡♠❡♥( ♠❡♥(✐♦♥♥❡* ❧❛ ✈✐❞#♦ ❝❧❛((✐)✉❡✱ 4✉✐ ❡'( ✉♥❡ *❡♣*5'❡♥(❛(✐♦♥ ✸❉ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ♣❧5♥♦♣(✐4✉❡ ❛♣*=' ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❞❡' ❤②♣♦(❤='❡' ✭✶✮ ❡( ✭✷✮ ❡( ❞❡ ❧❛ *❡'(*✐❝✲

(✐♦♥ ✭✹✮✳ ▲❡ (❡♠♣' ❡( ❧❡' ❞❡✉① ❞✐*❡❝(✐♦♥' ❞✬♦❜'❡*✈❛(✐♦♥ ✭*❡'(*❡✐♥(❡' > ❝❡❧❧❡' ❝❛♣(5❡' ❡♥

✉♥❡ ❛❝4✉✐'✐(✐♦♥ ♣❛* ✉♥❡ ❝❛♠5*❛✮ '♦♥( ❡♥ ❡✛❡( ✈❛*✐❛❜❧❡'✳ ▲❛ ♣♦'✐(✐♦♥ ♣❡✉( 5❣❛❧❡♠❡♥(

✈❛*✐❡*✱ ♠❛✐' ♥✬❡'( ♣❛' ✉♥ ❞❡❣*5 ❞❡ ❧✐❜❡*(5 ❝❛* ❡❧❧❡ ❡'( ❞5(❡*♠✐♥5❡ ❞❡ ❢❛B♦♥ ✉♥✐4✉❡ ♣❛*

❧❡ (❡♠♣'✳

✹ ❞✐♠❡♥&✐♦♥&✳ ➚ ✹ ❞✐♠❡♥'✐♦♥'✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐/0❡ ♣❧#♥♦♣2✐)✉❡ ❛ '✉'❝✐(5 ✉♥ ❣*❛♥❞

✐♥(5*<( ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉(5✳ ❆♣*=' ♣*✐'❡ ❡♥ ❝♦♠♣(❡ ❞❡' ❤②♣♦(❤='❡' ✭✶✮ ❡( ✭✷✮ ❡( ❞❡

❧❛ *❡'(*✐❝(✐♦♥ ✭✶✮✱ ✉♥❡ ❞❡'❝*✐♣(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉* ❞❡ ❧❛ '❝=♥❡ > ♣❛*(✐* ❞❡ (♦✉( ♣♦✐♥(

✭✷❉✮ ❡( ❡♥ (♦✉(❡ ❞✐*❡❝(✐♦♥ ✭✷❉✮ ❞✬♦❜'❡*✈❛(✐♦♥ ❡'( ♦❜(❡♥✉❡✳ ▲❛ ♣*♦❜❧5♠❛(✐4✉❡ ❧✐5❡

> ❝❡' *❡♣*5'❡♥(❛(✐♦♥' ❡'( ❧❡ ♣❛*❛♠5(*❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡' *❛②♦♥' ✹❉✳ ▲❡' ❞❡✉① ❛*(✐❝❧❡'

♣✐♦♥♥✐❡*' ❬▲❡✈♦② ❡( ❍❛♥*❛❤❛♥✱ ✶✾✾✻❀ ●♦*(❧❡* ❡2 ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ❝♦♥'✐❞=*❡♥( ✉♥ ♣❛*❛♠5(*❛❣❡

♣❛* ❧✬✐♥(❡*'❡❝(✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣❧❛♥' ✿ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡' ♣♦'✐(✐♦♥' ❡( ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧✳ ▲❡' ♣♦✐♥('

❞✬✐♥(❡*'❡❝(✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡' ❞❡✉① ♣❧❛♥' '♦♥( ❞5(❡*♠✐♥5' ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡' ♣❛*❛♠=(*❡' ❞❡

✈✐'✉❛❧✐'❛(✐♦♥ ❧♦*' ❞✉ *❡♥❞✉✳ ▲❡' *❛②♦♥' ❛❝4✉✐' ❧❡' ♣❧✉' ♣*♦❝❤❡' '♦♥( ❛❧♦*' *❡❝❤❡*❝❤5'

❛✜♥ ❞❡ ❞5✜♥✐* ❧❛ ❝♦✉❧❡✉* ❞✉ *❛②♦♥ ✈✐*(✉❡❧✳

✺ ❞✐♠❡♥&✐♦♥&✳ ❯♥❡ ❡①(❡♥'✐♦♥ (*✐✈✐❛❧❡ ❡♥ ❝♦♥❝❡♣( ♠❛✐' ❝♦♠♣❧❡①❡ > *5❛❧✐'❡* ❡'( ❧❡
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❝✐✲❞❡..♦✉.✮✳

▲✬❛✉&9❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ✷❉✱ ❞1♣❡♥❞❛♥& ❞❡ ωi✱ .✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛)✐♦♥ ❡& ❞1✜♥✐&
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✐♥❝✐❞❡♥&❡ ωi ❡& .♦9&❛♥&❡ ωr✳

f(ωi, ωr) =
dL(ωr)

dE(ωi)
✭✷✳✶✮
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❧✬1❞✐&❡✉9 ❞❡ ❇❘❉❋ ❝911 I ❧✬✉.❛❣❡ ❞❡. ❣9❛♣❤✐.&❡. ❞❡. .&✉❞✐♦. ❉✐0♥❡② ❬▼❝❆✉❧❡② ❡) ❛❧✳✱

✷✵✶✷❀ ❲❛❧& ❉✐.♥❡② ❆♥✐♠❛&✐♦♥ ❙&✉❞✐♦.✱ ✷✵✶✷❪✳
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❧❛ ❇❘❉❋ ❡& ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥&❡ ✿

R(ωr) =

∫

H
B(ωi, ωr)E(ωi) < ωi,n > dωi ✭✷✳✷✮

♦Z B ❡.& ❧❛ ❇❘❉❋ ❡& < ωi, n > ✉♥ ❢❛❝&❡✉9 ❞✬❛&&1♥✉❛&✐♦♥ ♣9❡♥❛♥& ❡♥ ❝♦♠♣&❡ E✉❡ ❧❡

✢✉① ❧✉♠✐♥❡✉① ❡.& ❞✐❧✉1 .✉9 ✉♥❡ ♣❧✉. ❣9❛♥❞❡ ♣♦9&✐♦♥ ❞❡ .✉9❢❛❝❡ ♣♦✉9 ✉♥❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛&✐♦♥

9❛.❛♥&❡✳ ❈❡&&❡ 1E✉❛&✐♦♥ ❞1✜♥✐& ❧❛ 9❛❞✐❛♥❝❡ .♦9&❛♥&❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥& ❞✬✉♥❡ .✉9❢❛❝❡ ♥♦♥

1♠❡&&9✐❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐H9❡

✻

✳

✺✳ "❛$ ❛❜✉' ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♦♥ ❞/'✐❣♥❡$❛ ✐♥✈❛$✐❛❜❧❡♠❡♥3 ❧❛ $/✢❡❝3❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠❛3/$✐❛✉ ♦✉ '❛ ❇❘❉❋✳

❉❡ ♠;♠❡✱ ❧❛ $/✢❡❝3❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ '✉$❢❛❝❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡3 ❞/'✐❣♥❡$❛ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛3/$✐❛✉ ❧❡ ❝♦♠♣♦'❛♥3✳

✻✳ ▲✬/A✉❛3✐♦♥ ❞✉ $❡♥❞✉ ❝♦♠♣❧B3❡ ✐♥❝❧✉3 ❞✬❛✉3$❡' ♣❛$❛♠B3$❡' ✿ 3❡♠♣' ✭♣♦✉$ ✉♥❡ '❝B♥❡ ❛♥✐♠/❡✮✱ ❡3

❧♦♥❣✉❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ A✉❡ ❧✬♦♥ $❡♠♣❧❛❝❡$❛ ♣❛$ ✉♥❡ $❡♣$/'❡♥3❛3✐♦♥ ♣❛$ ❡'♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉$ ✭✈♦✐$ ❝❤❛♣✐3$❡ ✸✮✳



❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +,✢❡❝&❛♥❝❡ /✉+❢❛❝✐1✉❡ ✸✺

❍②♣♦$❤&'❡ ✸ ✿ ❆❞❞✐#✐✈✐#%✳ ▲✬✐♥$%❣'❛$✐♦♥ ❞❡, ,♦✉'❝❡, ❞❡ ❧✉♠✐1'❡ ,✉' ❧✬❤%♠✐,♣❤1'❡

❞❡, ❞✐'❡❝$✐♦♥, ♣❡✉$ 4$'❡ ❛♣♣'♦❝❤%❡ ♣❛' ✉♥❡ ,♦♠♠❡ ✿

∫

H
B(ωi, ωr)E(ωi) < ωi,n > dωi ≈

2π

K

K∑

k=1

B(ωk
i , ωr)E(ωk

i ) < ωk
i ,n >
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*♦✉5❝❡* ❧✉♠✐♥❡✉*❡* ❥✉❞✐❝✐❡✉*❡♠❡♥( ♣❧❛❝6❡*✳ ▲✬❛❧(❡5♥❛(✐✈❡ ♣❧✉* ❝♦F(❡✉*❡ ♣♦✉5 5❡♥❞5❡

✉♥❡ (❡❧❧❡ *❝)♥❡ ❡*( ❞✬♦♣65❡5 ✉♥❡ ✐♥(6❣5❛(✐♦♥ ♣❛5 ✉♥❡ ♠6(❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥$❡ ❈❛'❧♦ ❬▼❡✲
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∀ωi ∈ H,

∫∫

ωr∈H
B(ωi, ωr) < ωi, ωr > dωr 6 1 ✭✷✳✸✮
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BBF (ωi, ωr) = kaIa + kd < ωi,n > Id + ks < ωr, r >α Is

r

r = symn(ωi) ka kd ks Ia
Id Is
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❉❛♥4 ❧❡ ❝❛4 ❞❡ ❧✬❛❝:✉✐4✐$✐♦♥ 4♦✉4 ❝♦♥❞✐$✐♦♥4 ❞✬,❝❧❛✐%❛❣❡ :✉❡❧❝♦♥:✉❡4✱ ❧❡4 ❞♦♥♥,❡4 ❛❝✲

:✉✐4❡4 4♦♥$ ,❝❧❛✐%,❡4 ♣❛% ✉♥ ❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥$ ❧✉♠✐♥❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ●%a❝❡ 2 ❧✬❛❞❞✐$✐✈✐$,

✭❤②♣♦$❤?4❡ ✭✸✮✮✱ ❧❛ %❛❞✐❛♥❝❡ 4❡%❛ ❛❧♦%4 ❢♦%♠,❡ ❞✬✉♥❡ ❣,♥,%❛❧✐4❛$✐♦♥ 2 ♣❧✉4✐❡✉%4 ♣✐❝4

4♣,❝✉❧❛✐%❡4 ♦%✐❡♥$,4 ❞✐✛,%❡♠♠❡♥$ ❡$ ❛②❛♥$ ❞❡4 ✐♥$❡♥4✐$,4 ❧✉♠✐♥❡✉4❡4 ❞✐✛,%❡♥$❡4✳ ❯♥

❡①❡♠♣❧❡ 4❝❤,♠❛$✐:✉❡ ❡4$ ❞♦♥♥, ❞❛♥4 ❧❛ ✜❣✉%❡ ✺✳✼❜ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✷✻✳ ▼f♠❡ 4✐ ❧❛ %❛✲

❞✐❛♥❝❡ ❡4$ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥$ ✓ ♠♦❞,❧✐4❛❜❧❡ ✔✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉$ ♥,❛♥♠♦✐♥4 f$%❡ %❡♣%,4❡♥$,❡ 4♦✉4

❢♦%♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❛♥4 ❧❡ ❝❛❞%❡ ❞❡ ❧✬❛❝:✉✐4✐$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❛❞✐❛♥❝❡✳ ❉❛♥4 ❝❡ ❝❛4✱ ❞❡4

❜❛4❡4 ❞❡ ❢♦♥❝$✐♦♥4 ✓ ❣,♥,%✐:✉❡4 ✔ 4♦♥$ ❛❥✉4$,❡4 4✉% ❞❡4 ,❝❤❛♥$✐❧❧♦♥4 ❛❝:✉✐4✳ ❈✬❡4$ ❧❡

♣%♦❝,❞, :✉❡ ♥♦✉4 ♠❡$$♦♥4 ❡♥ j✉✈%❡ ❞❛♥4 ♥♦4 $%❛✈❛✉①✳ ❉❛♥4 ❧❡ ❝❤❛♣✐$%❡ ✸✱ ♥♦✉4 ✈❡%✲

%♦♥4 ❞✐✛,%❡♥$❡4 ❜❛4❡4 ❞❡ ❢♦♥❝$✐♦♥4 :✉✐ ♣❡✉✈❡♥$ f$%❡ ✉$✐❧✐4,❡4 ♣♦✉% %❡♣%,4❡♥$❡% ✉♥❡

❇❘❉❋ ♦✉ ❞❡ ❧❛ %❛❞✐❛♥❝❡✱ ❡$ :✉✐ 4♦♥$ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣$,4 ♣♦✉% ❧✬❡4$✐♠❛$✐♦♥ ❞❡ ♣❛%❛♠?$%❡4 2

♣❛%$✐% ❞❡ ❞♦♥♥,❡4 %,❡❧❧❡4✳
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◆♦✉% ❛✈♦♥% ❞*❝,✐. ❧❡  ❡♥❞✉ ❜❛'( ✐♠❛❣❡ 1✉✐ ❡%. ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣,♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐%✐♦♥ ❡. ❞❛♥%

❧❡1✉❡❧ ❡', ♥(❡ ❧❛ ♥✉♠( ✐'❛,✐♦♥ ❝♦❧♦ ✐♠(, ✐0✉❡✳ ▲❡% ❞✐✣❝✉❧.*% ② %♦♥. ❧✐*% 9 ✿

✖ ❧✬*❝❤❛♥.✐❧❧♦♥♥❛❣❡ %✉✣%❛♠♠❡♥. ❞❡♥%❡✱

✖ ❛✉ .,❛✐.❡♠❡♥. ❞❡ ❧❛ ❣,❛♥❞❡ 1✉❛♥.✐.* ❞❡ ❞♦♥♥*❡% 1✉✐ ❡♥ ❡%. ❧❡ ,*%✉❧.❛.✱ ❡.

✖ ❛✉ ,❡♥❞✉ ✐♥.❡,❛❝.✐❢ ❞❡% ❞♦♥♥*❡% %✉, ❝❛,.❡ ❣,❛♣❤✐1✉❡✳

▼A♠❡ %✐ ❧❡% ❝❛♣❛❝✐.*% ❞❡ %.♦❝❦❛❣❡ ❞❡% ❝❛,.❡% ❣,❛♣❤✐1✉❡% %♦♥. ❣,❛♥❞✐%%❛♥.❡%✱ ❡❧❧❡%

%♦♥. .♦✉❥♦✉,% ❧✐♠✐.*❡% 9 1✉❡❧1✉❡% ❞✐③❛✐♥❡% ❞❡ .❡①.✉,❡%

✼

✳ ❊♥ ♦♣.✐♠✐%❛♥. ❧❡ %.♦❝❦❛❣❡✱

✐❧ ❡%. ❛✉ ♣❧✉% ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ %.♦❝❦❡, ✉♥❡ ❝❡♥.❛✐♥❡ ❞❡ ♣❤♦.♦%✱ ❝❡ 1✉✐ ♥✬❡%. ♣❛% %✉✣%❛♥.

♣♦✉, ❜✐❡♥ ❝❛,❛❝.*,✐%❡, ❧✬❛♣♣❛,❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ %❝H♥❡ ✈✐%✉❛❧✐%*❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡% ❝❤❛♠♣% ❞❡

❧✉♠✐H,❡ ♦✉ ❞❡ ❢♦♥❝.✐♦♥% ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ♣❧✉% *❧❡✈*❡%✳ ■❧ ❢❛✉. ❛❧♦,% ❛✈♦✐, ,❡❝♦✉,% 9 ❞❡

❝♦♠♣❧❡①❡% ❝❛❧❝✉❧% ❤♦,% ❧✐❣♥❡✱ ❝♦♠♣,❡♥❛♥. ❞❡ ❝♦J.❡✉① *❝❤❛♥❣❡% ❡♥.,❡ ❝❛,.❡ ❣,❛♣❤✐1✉❡

❡. ♣,♦❝❡%%❡✉, ❝❡♥.,❛❧✳

➚ ❧✬♦♣♣♦%*✱ ✐❧ ② ❛ ❧✬❛♣♣,♦❝❤❡ ♣❤♦,♦✲'✐♠✉❧❛,✐♦♥✱ ❜❡,❝❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝ (❛,✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥,❡♥✉ ♣❛ 

♠♦❞(❧✐'❛,✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧.* ② ,*%✐❞❡ ❡♥

✖ ❧❛ ❞*✜♥✐.✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞H❧❡% ♠❛.❤*♠❛.✐1✉❡% ♣❡,.✐♥❡♥.%✱ ❡.

✖ ❧❛ ❣❡%.✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉,% ♣❛,❛♠H.,❡%✳

❉❡% ♠♦❞H❧❡% %❡ ❧✐♠✐.❛♥. 9 ❞❡% ❞❡❣,*% ❞❡ ❧✐❜❡,.* ❞✐,❡❝.✐♦♥♥❡❧% ✭❝♦✉❧❡✉, ❡. ❇❘❉❋✮ ♦♥.

*.* ❝♦♥S✉% ❞❛♥% ❞❡% ❜✉.% ❞❡ ♠♦❞*❧✐%❛.✐♦♥ ✿ 1✉❡❧1✉❡% ♣❛,❛♠H.,❡% ♣❡,♠❡..❡♥. 9 ❞❡%

❣,❛♣❤✐%.❡% ❞✬♦❜.❡♥✐, ❧❡ ,*%✉❧.❛. ❞*%✐,*✳ ❉❡% ♠♦❞H❧❡% ❛✈❡❝ ✈❛,✐❛.✐♦♥% %♣❛.✐❛❧❡% ✭❡✳❣✳

.❡①.✉,❡✱ ❙❱✲❇❘❉❋✱ ❇❙❙❘❉❋✮ %♦♥. ♣❧✉% ❢❛%.✐❞✐❡✉① 9 ❞*✜♥✐, ✿ ✐❧ ❢❛✉. ❞*.❡,♠✐♥❡, ❞❡%

♣❛,❛♠H.,❡% ♣♦✉, ❝❤❛1✉❡ *❧*♠❡♥. ❞❡ %✉,❢❛❝❡✳ ▲❛ ❞*✜♥✐.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❛,❡♥❝❡ ♣❤♦.♦✲

,*❛❧✐%.❡ ,❡%.❡ ✉♥ ♣,♦❜❧H♠❡ ❞✬❛❝.✉❛❧✐.* ❛✈❡❝ ❝❡% ♠♦❞H❧❡% ✭%❛✉❢ ♣❡✉.✲A.,❡ ♣♦✉, ❧❛ .❡①.✉,❡

%✐♠♣❧❡✮✳

▼!"❤♦❞❡' ( ❧✬✐♥"❡-❢❛❝❡ ❞❡' ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉"!'✳ ▲❡% ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉.*% ♦♥.

*.* ❛♠❡♥*% 9 %❡ ❝W.♦②❡, ❛✜♥ ❞❡ .,♦✉✈❡, ✉♥❡ %♦❧✉.✐♦♥ ♣❧✉% ❛❜♦,❞❛❜❧❡ 9 ❝❡% ♣,♦❜❧H♠❡%✳

■❧ ❡%. ❛✐♥%✐ ❞❡✈❡♥✉ ♣♦♣✉❧❛✐,❡ ❞❡ ❝,*❡, ❞✉ ❝♦♥.❡♥✉ ♣❛, ♥✉♠*,✐%❛.✐♦♥ ♣✉✐% ❞*❞✉❝.✐♦♥ ❞❡

♠♦❞H❧❡% ♠❛.❤*♠❛.✐1✉❡% ✐♥.❡,♣♦❧❛♥. ❧❡% ❞♦♥♥*❡%✳ ❈❡❝✐ ❝✉♠✉❧❡ ❧❡% ❛✈❛♥.❛❣❡% ❞✉ ✓ ❜❛%*

✐♠❛❣❡ ✔ ✭♣❤♦,♦✲ (❛❧✐'♠❡✮ ❡. ❞❡% ♠♦❞H❧❡% ♠❛.❤*♠❛.✐1✉❡% ✭❝♦♠♣❛❝✐,( ❡.  ❛♣✐❞✐,(✮✳

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ .,❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡,♥❛♥. ❧❛ ♥✉♠*,✐%❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✭❙❱✲✮❇❘❉❋ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❇❙❙❘❉❋

✭❞♦♥. ❧❡ ❝♦♥❝❡♣. ❡%. ♣,♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ .❡①.✉,❡ ❜✐❞✐,❡❝.✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❇❚❋✮ ❬❉❛♥❛

❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✮ ❞❡ ♠❛.*,✐❛✉① ,*❡❧% ♦♥. ❛✐♥%✐ ✈✉ ❧❡ ❥♦✉,✳ ❈❡% %♦❧✉.✐♦♥% %♦♥. ❝♦♠♣❧❡①❡%

❡. ♠❛.*,✐❡❧❧❡♠❡♥. ❝♦J.❡✉%❡%✱ .❡❧% ❧❡ ❣♦♥✐♦,*✢❡❝.♦♠H.,❡ ❬❋♦♦✱ ✶✾✾✼❀ ▲✐ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ♦✉

❞❡ ❣,❛♥❞% ❞W♠❡% ,✐❣✐❞❡% ❬■%❛❦%❡♥ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ♣❡,♠❡..❛♥. ❞❡ ♣♦%✐.✐♦♥♥❡, ❝❛♠*,❛% ❡.

%♦✉,❝❡% ❧✉♠✐♥❡✉%❡% 9 ❞✐✈❡,% ❡♥❞,♦✐.% %✉, ❧✬❤*♠✐%♣❤H,❡ ♦✉ ❧❛ %♣❤H,❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥.❡ ❛✜♥

❞✬♦❜.❡♥✐, ✉♥ ❜♦♥ *❝❤❛♥.✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳
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Chapitre3

Champs de lumière
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❝♦♥❝❡♣+% ✐♥✐+✐❛✉① ✿ ✐❧% ♣❡,♠❡++❡♥+ ♣❛, ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♠1❧✐♦,❡, ❧❡% ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡% ❞❡ ,❡♥❞✉

♦✉ ❡♥❝♦,❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥+❡, ❧❡ ,❛+✐♦ 6✉❛❧✐+1 %✉, ❝♦[+ ♠1♠♦✐,❡✳ ◆♦✉% ♥✬❛❜♦,❞♦♥% ♣❛% ♦✉

♣❡✉ ❝❡% ❛♠1❧✐♦,❛+✐♦♥% ♠❛✐% ♣,1%❡♥+♦♥% ❧❡% ❝♦♥❝❡♣+% ❛✜♥ ❞✬✐♥+,♦❞✉✐,❡ ❧❡% ♣,♦❜❧5♠❡%

❡+ ❞❡ ❝❧❛,✐✜❡, ❧✬✉+✐❧✐+1 ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐5,❡ %✉,❢❛❝✐6✉❡ ♣❛, ,❛♣♣♦,+ \ %♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡

♣❧1♥♦♣+✐6✉❡✳

]♦✉, ,❛♣♣❡❧✱ ♥♦✉% ❝❤❡,❝❤♦♥% ❞❛♥% ❝❡++❡ +❤5%❡ \ ❞1+❡,♠✐♥❡, ♣✉✐% \ +,❛✐+❡, ❡+ ✈✐%✉❛❧✐%❡,

✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐5,❡ %✉,❢❛❝✐6✉❡ \ ♣❛,+✐, ❞❡ ❞♦♥♥1❡% ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐5,❡ ♣❧1♥♦♣✲

+✐6✉❡ ♥✉♠1,✐%1✳ ❈❡ ❞❡,♥✐❡, ❞1❝,✐+ ✉♥❡ %❝5♥❡ ✈✐%✉❛❧✐%1❡ ❞❡♣✉✐% ❧✬❡①+1,✐❡✉, ❞✬✉♥❡ %✉,❢❛❝❡

❡♥❣❧♦❜❛♥+❡✳ ❊❧❧❡ ❡%+ ✹❉ ❞✉ ❢❛✐+ 6✉✬❡❧❧❡ ❞1✜♥✐+ ✉♥ %✐❣♥❛❧ ✷❉ ✭✐♠❛❣❡✮ ♣♦✉, +♦✉+ ❡♥❞,♦✐+

%✉, ❝❡++❡ %✉,❢❛❝❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐5,❡ %✉,❢❛❝✐6✉❡ ❞1+❡,♠✐♥❡ 6✉❛♥+ \ ❧✉✐ ✉♥❡ ❞♦♥♥1❡

❞❡ ,❛❞✐❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥+% ❞❡ ❧❛ %✉,❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡+✳ ▲❛ ,❛❞✐❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥

♣♦✐♥+ ✭✷❉✮ 1+❛♥+ ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❜✐✲✈❛,✐1❡ ✭❝♦✉❧❡✉, ❞1♣❡♥❞❛♥+❡ ❞✉ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ ✷❉✮✱ ✐❧

%✬❛❣✐+ ✐❝✐ ❛✉%%✐ ❞✬✉♥ %✐❣♥❛❧ ✹❉✳

❙✐ ❧✬♦♥ ,❡%+,❡✐♥+ ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞✬✐♥+1,`+ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐5,❡ ♣❧1♥♦♣+✐6✉❡ \ ✉♥ ♦❜❥❡+✱ ❝❡% ❞1✲

✜♥✐+✐♦♥% ♣❡,♠❡++❡♥+ ❞❡ ,❡♣,1%❡♥+❡, ❧❡% ♠`♠❡% ❞♦♥♥1❡%✳ ❉❛♥% ❧❡ ❝❤❛♣✐+,❡ ✶ ✭♣❛❣❡ ✶✻✮✱

♥♦✉% ❛✈♦♥% ❞1✜♥✐ ❧❛ ,1+,♦✲♣,♦❥❡❝+✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧% ♣❧❛a❛♥+ ❧❡% ❞♦♥♥1❡% ❞✬❡♥+,1❡ %✉, ❧❡

♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥% ❧❡ ❝❤❛♣✐+,❡ ✹✱ ♥♦✉% ✈♦②♦♥% ❝♦♠♠❡♥+ ❛❥✉%+❡, ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❝♦♥+✐♥✉❡ %✉,

❝❡% ❞♦♥♥1❡%✳ ❆✈❛♥+ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉% ❢❛✐%♦♥% ✉♥ 1+❛+ ❞❡ ❧✬❛,+ ❞❡% ,❡♣,1%❡♥+❛+✐♦♥% ❞❡ ❝❤❛♠♣%

❞❡ ❧✉♠✐5,❡✱ ❞❛♥% ❧✬♦,❞,❡ ❝❤,♦♥♦❧♦❣✐6✉❡ ❞✬❛♣♣❛,✐+✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♣♣,♦❢♦♥❞✐%%❡♠❡♥+ ❞❡

❧❛ ,❡♣,1%❡♥+❛+✐♦♥ 6✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❝❤♦✐%✐❡ ❡+ ❛❞❛♣+1❡ \ ♥♦% ❜❡%♦✐♥%✳

✶ ❈❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐+,❡ ♣❧-♥♦♣0✐1✉❡

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐5,❡ ♣❧1♥♦♣+✐6✉❡ ❡%+ ✉♥❡ ,❡%+,✐❝+✐♦♥ \ ✹ ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥

♣❧1♥♦♣+✐6✉❡ ✿ ♣❛, ,❛♣♣♦,+ \ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❝♦♠♣❧5+❡ 6✉✐ ❡♥ ❛ ✼✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛% ❞❡ ❞1♣❡♥❞❛♥❝❡

\ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉, ❞✬♦♥❞❡ ♥✐ ❛✉ +❡♠♣%✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ❧✬❡%♣❛❝❡ ✺❉ 6✉✐ ❡♥ ,1%✉❧+❡ ❡%+ ,1❞✉✐+ ❞✬✉♥❡

❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥%✐❞1,❛♥+ 6✉❡ ❧✬♦❜%❡,✈❛+✐♦♥ ❞❡ ,❛②♦♥% 1♠✐% ❞✬✉♥ ♠`♠❡ ♣♦✐♥+ ❡+ ❞❛♥%

✉♥❡ ♠`♠❡ ❞✐,❡❝+✐♦♥ ❡%+ 16✉✐✈❛❧❡♥+❡ ❡♥ +♦✉+ ♣♦✐♥+ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ,❛②♦♥✳ ▲❡ ♣,♦❜❧5♠❡

❡♥ ,❡♥❞✉ ❜❛%1 ✐♠❛❣❡ ❡%+ ❞✬1❝❤❛♥+✐❧❧♦♥♥❡, ❝❡++❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ✹❉ ♣♦✉, %+♦❝❦❛❣❡ ❞❛♥% ✉♥

♣,❡♠✐❡, +❡♠♣%✳ ❊♥%✉✐+❡✱ ✐❧ %✬❛❣✐,❛ ❞✬❡①♣❧♦✐+❡, ❧❡% 1❝❤❛♥+✐❧❧♦♥% ♣♦✉, ✈✐%✉❛❧✐%❡, ❧❡ ❝❤❛♠♣

❞❡ ❧✉♠✐5,❡✱ ✐✳❡✳ 1✈❛❧✉❡, ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❡♥ +♦✉+ ♣♦✐♥+ ❞❡ %♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✹❉✳
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✺✵ ✸✳ ❈❤❛♠♣' ❞❡ ❧✉♠✐-.❡

✶✳✺ ❇❡%♦✐♥ ❞❡ ❣+♦♠+-.✐❡

❙✉✐%❡ ❛✉ ❝♦♥+%❛% ❞❡ ❈❛♠❛❤♦0% ❡! ❛❧✳✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉%3 +✬❡+% ❞✐0✐❣3❡ ✈❡0+ ❧✬❛❥♦✉% ❞✬❛✉%0❡+

❞♦♥♥3❡+✱ ❡♥ ♣❛0%✐❝✉❧✐❡0 ❞❡ ❧❛ ❣3♦♠3%0✐❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡0♠❡% ❞❡ 03%0♦✲♣0♦❥❡%❡0 ❧❡+ ♣✐①❡❧+ ❞❡+

✐♠❛❣❡+ ❛❝<✉✐+❡+ +✉0 ❧❛ ❣3♦♠3%0✐❡ ❡% ❛✐♥+✐ ❞❡ 03✲3❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❡0 ❝♦00❡❝%❡♠❡♥% ❧❡+ ❞♦♥✲

♥3❡+ ❛✜♥ ❞❡

✖ ♣0❡♥❞0❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❛ ♣❛0❛❧❧❛①❡ ♣♦✉0 3✈✐%❡0 ❧❛ ❞3❢♦0♠❛%✐♦♥ ❞❡+ +%0✉❝%✉0❡+ ♣03✲

+❡♥%❡+ ❞❛♥+ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✐♥+✐ <✉❡ ❧❡ ✢♦✉✱

✖ ❞✐♠✐♥✉❡0 ❧❛ <✉❛♥%✐%3 ❞❡ ♣❤♦%♦+ A ❛❝<✉30✐0✱

✖ ❞3+%0✉❝%✉0❡0 ❧✬❛❝<✉✐+✐%✐♦♥✳

❆❥♦✉$ ❞❡ ❣(♦♠($*✐❡✳ ▲✬❛0%✐❝❧❡ ✓ ❚❤❡ ▲✉♠✐❣,❛♣❤ ✔ ❬●♦0%❧❡0 ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ✐♥%0♦❞✉✐%

❞3❥A ❞❡ ❧❛ ❣3♦♠3%0✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦00✐❣❡0 ❧❡+ ❡00❡✉0+ ❞❡ ♣0♦❥❡❝%✐♦♥ 0❡+♣♦♥+❛❜❧❡+ ❞✬✉♥ ❡✛❡%

❞❡ ✢♦✉ ✭✜❣✉0❡ ✸✳✷❜✮✳ Q♦✉0 ❝❡ ❢❛✐0❡✱ ❝❤❛<✉❡ 0❛②♦♥ ❝♦♥+✐❞303 ♣♦✉0 ❧✬✐♥%❡0♣♦❧❛%✐♦♥ ❡+%

♣3♥❛❧✐+3 +❡❧♦♥ ♣❧✉+✐❡✉0+ ❝0✐%S0❡+ ❣3♦♠3%0✐<✉❡+ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡0 ❞✉ ♣♦✐❞+ <✉✬❛✉① ♣❧✉+

❛♣♣0♦♣0✐3+✳

▲❡ ✓ ✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥! !❡①!✉,❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✔ ✭❱❉❚▼✮ ❞❡ ❉❡❜❡✈❡❝ ❡! ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❀ ✶✾✾✽❪ ✉%✐❧✐+❡

✉♥❡ ❣3♦♠3%0✐❡ +✐♠♣❧❡ ✕ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ✈✐+❛✐% ❞❡+ ❜[%✐♠❡♥%+ ✕ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐0 ✐♥%❡0♣♦❧❡0

❡♥%0❡ ❧❡+ ✐♠❛❣❡+ 03%0♦✲♣0♦❥❡%3❡+✳ ▲❡+ %0♦✐+ ✐♠❛❣❡+ ❞❡ 03❢30❡♥❝❡ ❧❡+ ♣❧✉+ ♣0♦❝❤❡+ ❞✉

♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ +♦♥% ✐♥%❡0♣♦❧3❡+ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦♥❞30❛%✐♦♥ ❞3♣❡♥❞❛♥%❡ ❞❡ ❧❛ 03%0♦✲♣0♦❥❡❝%✐♦♥✳

❈❡❝✐ ❡+% ❧❡ ♣0❡♠✐❡0 ❛❧❣♦0✐%❤♠❡ %❡♠♣+✲03❡❧ ✭♥♦%❛♠♠❡♥% ❣0[❝❡ A ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ <✉❛♥%✐%3

❞✬✐♠❛❣❡+✮✳

▲✬❛0%✐❝❧❡ ✉♥7!,✉❝!✉,❡❞ ❧✉♠✐❣,❛♣❤ ,❡♥❞❡,✐♥❣ ❬❇✉❡❤❧❡0 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ❢❛✐% ✉♥ 3%❛% ❞❡+

❧✐❡✉① ❞❡ ❝❡ <✉✬✉♥ +②+%S♠❡ ❞❡ 0❡❝♦♥+%0✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐S0❡ ❡+% +❡♥+3 ♣♦✉✈♦✐0

❛❝❝♦♠♣❧✐0 ✭♥♦✉+ ② 0❡✈✐❡♥❞0♦♥+ ❛✉ ♠♦♠❡♥% ❞✉ ❜✐❧❛♥ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❤❛♣✐%0❡ ✼✮✳ ■❧ ❞3✜♥✐%

✉♥ +②+%S♠❡ <✉✐ 03♣♦♥❞ A %♦✉+ ❧❡✉0+ ❝0✐%S0❡+✳ ■❧ ♣❡0♠❡% ♥♦%❛♠♠❡♥% ❞✬❡①♣❧♦✐%❡0 ❞❡ ❧❛

❣3♦♠3%0✐❡ ❧♦0+<✉✬✐❧ ② ❡♥ ❛✱ ❡% ❞❡ +❡ 03❞✉✐0❡ ❛✉ ▲✉♠✐❣,❛♣❤ ❧♦0+<✉✬✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ ♣❛+ ♦✉ ♣❡✉✳

❊♥ ♣❛0%✐❝✉❧✐❡0✱ ✐❧ ❡①♣❧♦✐%❡ ✉♥❡ ❞❡+❝0✐♣%✐♦♥ ❣3♦♠3%0✐<✉❡ ♣♦✉0 ♣❡0♠❡%%0❡ ✉♥❡ ❧✐❜❡0%3

❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥% ❞❡+ ❝❛♠30❛+ ❧♦0+ ❞❡ ❧✬❛❝<✉✐+✐%✐♦♥✳ Q♦✉0 ❧❡ 0❡♥❞✉ %❡♠♣+✲03❡❧✱ ❝❡+ ✈✉❡+

+♦♥% ❞✐0❡❝%❡♠❡♥% 03✲✉%✐❧✐+3❡+ ✭✐✳❡✳ +❛♥+ 03✲3❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡✮ ❡♥ ✐♥%❡0♣♦❧❛♥% ✉♥ ♥♦♠❜0❡

❛0❜✐%0❛✐0❡ ❞✬✐♠❛❣❡+ ✭❤❛❜✐%✉❡❧❧❡♠❡♥% ✹✮ ❝❤♦✐+✐❡+ +❡❧♦♥ ❞❡+ ❝0✐%S0❡+ ❜✐❡♥ ♣03❝✐+✱ ♣0❡♥❛♥%

❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥%0❡ ❧❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ ❡% ❧❛ +✉0❢❛❝❡✱ ❧❡ 0❛%✐♦ ❞✐+%❛♥❝❡✴03+♦❧✉%✐♦♥✱ ❡%❝✳

❇✐❧❛♥✳ ▼❛❧❣03 ❝❡+ ❛✈❛♥❝3❡+✱ ✉♥❡ <✉❛❧✐%3 3❧❡✈3❡ +❛♥+ ❛0%❡❢❛❝%+ ♥3❝❡++✐%❡ ✉♥❡ ❣0❛♥❞❡

<✉❛♥%✐%3 ❞✬✐♠❛❣❡+✳ ▲✬❡✛❡% ❞❡ ✢♦✉ ❡+% 03❞✉✐% ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ♠❛✐+ ♥✬❛ ♣❛+ ❞✐+♣❛0✉ ✿ ❝❡❧❛

0❡+%❡ ❧✐3 A ❧❛ <✉❛♥%✐%3✱ ❧❛ ❞❡♥+✐%3 ❡% ❧❛ 03+♦❧✉%✐♦♥ ❞❡+ ✐♠❛❣❡+✳

◆♦✉+ ❛❧❧♦♥+ ✈♦✐0 ❞❛♥+ ❧❛ +❡❝%✐♦♥ +✉✐✈❛♥%❡ <✉❡ ❝❡+ ♣0♦❜❧S♠❡+ ♣❡✉✈❡♥% d%0❡ 03❣❧3+ ❛✈❡❝

✉♥❡ 0❡♣03+❡♥%❛%✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝%❡✳



❈❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐*+❡ ,✉+❢❛❝✐/✉❡ ✺✶

✷ ❈❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐+,❡ -✉,❢❛❝✐0✉❡

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐-.❡ /✉.❢❛❝✐1✉❡ ♥❡ /✬✐♥45.❡//❡ 1✉✬6 ✉♥ ♦❜❥❡4 ✉♥✐1✉❡ ❞♦♥4 ❧❛ /✉.❢❛❝❡

❡/4 /✉♣♣♦/5❡ ❝♦♥♥✉❡ ❬▼✐❧❧❡. ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❀ ❲♦♦❞ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❈♦♦♠❜❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀

❏❛❝❤♥✐❦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ❊①♣❧♦✐4❡. ❧❛ ❣5♦♠54.✐❡ ♣❡.♠❡4 ❞❡ .54.♦✲♣.♦❥❡4❡. ❧❡/ ♣✐①❡❧/ ❡4 ❛✐♥/✐

❞✬5✈✐4❡. ❧❡/ ♣.♦❜❧-♠❡/ 5✈♦1✉5/ ❞❛♥/ ❧❛ /❡❝4✐♦♥ ✶ ✭♣❛.❛❧❧❛①❡✱ ✢♦✉✱ 1✉❛♥4✐45 ❞❡ ❞♦♥♥5❡/✮✳

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐-.❡ /✉.❢❛❝✐1✉❡ .❡❞5✜♥✐4 ❧❛ ❢❛Q♦♥ ❞❡ .❡♣.5/❡♥4❡. ❧❡/ ❞♦♥♥5❡/✳ ❊♥

❡✛❡4✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥/✐❞5.❡. ❧❡/ .❛②♦♥/ .❡❣.♦✉♣5/ ♣❛. ♣♦✐♥4 ❞❡ .5❝❡♣4✐♦♥ ✭❧❡/ ♣♦/✐4✐♦♥/

❡4 ❞✐.❡❝4✐♦♥/ ❞✬❛❝1✉✐/✐4✐♦♥✮✱ ❡❧❧❡/ /♦♥4 .5✲❛..❛♥❣5❡/ ❛✜♥ ❞✬T4.❡ .❡❣.♦✉♣5❡/ ♣❛. ♣♦✐♥4

❞✬5♠✐//✐♦♥ ✭❧❡/ ♣♦/✐4✐♦♥/ ❞❡ ❧❛ /✉.❢❛❝❡ ❡4 ❞✐.❡❝4✐♦♥/ ❞❡ .❛❞✐❛♥❝❡✮✳

✷✳✶ ❘❛❞✐❛♥❝❡ *✉,❢❛❝✐.✉❡

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐-.❡ /✉.❢❛❝✐1✉❡ ❡/4 51✉✐✈❛❧❡♥4 6 ❧❛ .❛❞✐❛♥❝❡ /✉.❢❛❝✐1✉❡✳ ■❧ /✬❛❣✐4 ❞✬✉♥

❡/♣❛❝❡ 6 ✹ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/ ✿ ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉. ❡/4 ❞5✜♥✐❡ ♣❛. ♣♦✐♥4 ❞❡ /✉.❢❛❝❡ ✭✷❉✮ ❡4 ♣❛. ❞✐✲

.❡❝4✐♦♥ ✭✷❉✮✳ ❉❛♥/ ✉♥❡ /❝-♥❡ .5❡❧❧❡✱ ❝❡44❡ .❛❞✐❛♥❝❡ ❡/4 ❧❡ .5/✉❧4❛4 ❞❡ .5✢❡①✐♦♥/ /✉. ❧❛

/✉.❢❛❝❡ ❞❡ .❛②♦♥/ ❧✉♠✐♥❡✉① 5♠❛♥❛♥4 ❞❡ ❧✬❡♥✈✐.♦♥♥❡♠❡♥4✳ ❈❡ /♦♥4 ❧❡/ ♣.♦♣.✐545/ ❞✉

♠❛45.✐❛✉ ❝♦♠♣♦/❛♥4 ❝❡44❡ /✉.❢❛❝❡ 1✉✐ .5❣✐//❡♥4 ❧❛ .❛❞✐❛♥❝❡ ❣5♥5.5❡ ♣❛. ✉♥❡ ✐❧❧✉♠✐✲

♥❛4✐♦♥ ❛.❜✐4.❛✐.❡ ❞♦♥♥5❡ ✭✈♦✐. ❝❤❛♣✐4.❡ ✷✮✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐-.❡ /✉.❢❛❝✐1✉❡ ❝❤❡.❝❤❡

6 ❡♥❝♦❞❡. ❝❡44❡ .❛❞✐❛♥❝❡✳

❆✈❛♥$❛❣❡'✳ ▲❛ .54.♦✲♣.♦❥❡❝4✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧/ ♣❡.♠❡4 ❞❡ /❡ .❛♠❡♥❡. 6 ❞❡/ ❞♦♥♥5❡/

❧♦❝❛❧✐/5❡/ /✉. ❧❛ /✉.❢❛❝❡✱ ❝❡ 1✉✐ ✐♠♣❧✐1✉❡ ✉♥ ♣.❡♠✐❡. ❡✛❡4 ❞❡ ❜♦.❞ ✐♥45.❡//❛♥4 ✿ ❧❡/

❞♦♥♥5❡/ /✉♣❡.✢✉❡/ ✐//✉❡/ ❞❡/ ✐♠❛❣❡/ ❛❝1✉✐/❡/ ✭❧❡/ ♣✐①❡❧/ ♥❡ /❡ .54.♦✲♣.♦❥❡4❛♥4 ♣❛/ /✉.

❧✬♦❜❥❡4 ❞✬✐♥45.T4✮ /♦♥4 5❧✐♠✐♥5❡/ ❞✬❡♠❜❧5❡✳ ❆✐♥/✐✱ ✉♥❡ ♣❛.4✐❡ ❝♦♥/51✉❡♥4❡ ❞❡/ ❞♦♥♥5❡/

❡/4 ❞5❥6 5❝❛.45❡✳

❊♥/✉✐4❡✱ ❧✬5❝❤❛♥4✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡/♣❛❝❡ .❡♣.5/❡♥4❛♥4 4♦✉/ ❧❡/ .❛②♦♥/ ❡/4 ❝.❡✉① ✿ ✉♥ ♣♦✐♥4

❞❡ ❧❛ /✉.❢❛❝❡ ♥✬5♠❡4 ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉. 1✉❡ ✈❡./ ❧❡/ ❞✐.❡❝4✐♦♥/ ❡①45.✐❡✉.❡/ 6 ❧❛ /✉.❢❛❝❡✱

❞♦♥❝ ❞❛♥/ ❧❡ ❞❡♠✐✲❡/♣❛❝❡ ❞5❧✐♠✐45 ♣❛. ❧❡ ♣❧❛♥ 4❛♥❣❡♥4 ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥4 ✭✈♦✐. ✜❣✉.❡ ✸✳✺✮✳

❉❡ ♣❧✉/✱ ❧❡/ ❛✉4♦✲♦❝❝✉❧4❛4✐♦♥/ ✭✐❧❧✉/4.5❡/ ❡♥ ♣❛.4✐❡ ❞.♦✐4❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✸✳✺✮ ✐♠♣❧✐1✉❡♥4

1✉❡ ❝❡.4❛✐♥❡/ ❞✐.❡❝4✐♦♥/ /♦♥4 ✐♠♣♦//✐❜❧❡/ 6 ❛❝1✉5.✐.✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥4✱ ✐❧ /✬❛❣✐4 ❞✬✉♥ ❡/♣❛❝❡ ♣♦✉✈❛♥4 ❡①❤✐❜❡. ✉♥❡ ❣.❛♥❞❡ ❝♦❤5.❡♥❝❡ ✿ ❞❡✉① .❛✲

❞✐❛♥❝❡/ ✈♦✐/✐♥❡/ /✉. ❧❛ /✉.❢❛❝❡✱ ♦✉ ❞❡✉① .❛②♦♥/ ♣.♦❝❤❡/ 5♠✐/ ❞✉ ♠T♠❡ ♣♦✐♥4✱ ♦♥4

/♦✉✈❡♥4 /✐♠✐❧❛✐.❡/✳ ❈❡❝✐ ❡/4 ❡♥ ♦♣♣♦/✐4✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡/ ✈♦✐/✐♥❡/ ♦✉ ❞❡✉① ♣✐①❡❧/

✈♦✐/✐♥/ ❞❛♥/ ✉♥❡ ♠T♠❡ ✐♠❛❣❡ 1✉✐ ♥✬♦♥4 ❣5♥5.❛❧❡♠❡♥4 1✉❡ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦/❡/ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥

❞✉ ❢❛✐4 ❞❡/ ❡✛❡4/ ❞❡ ❧✉♠✐-.❡ ❡4 ❞✬♦♠❜.❛❣❡ ❛✐♥/✐ 1✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛.❛❧❧❛①❡✳



✺✷ ✸✳ ❈❤❛♠♣' ❞❡ ❧✉♠✐-.❡

✷✳✷ ❘❡♣%&'❡♥)❛)✐♦♥'

◆♦✉# #$♣❛'♦♥# ❧❡# '❡♣'$#❡♥+❛+✐♦♥# ❡♥ ❞❡✉① ❝❛+$❣♦'✐❡# ✿ ❧❡# ❛♣♣'♦❝❤❡# ❣❧♦❜❛❧❡# ❡+ ❧❡#

❛♣♣'♦❝❤❡# ❧♦❝❛❧❡#✳

▲❛ '❡♣'$#❡♥+❛+✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ #+♦❝❦❡ ❧❡# ❞♦♥♥$❡# ❜'✉+❡# ✿ ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ '❛②♦♥# ✹❉ ❞❛♥#

Ω×R2
✳ ▲❡ ♣'♦❜❧;♠❡ < '$#♦✉❞'❡ ❡#+ #✐♠✐❧❛✐'❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐;'❡ ♣❧$♥♦♣+✐=✉❡ ✿ ❣$'❡'

❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞❡# ❞♦♥♥$❡# ❡+ ❞$+❡'♠✐♥❡' ❧❡# '❛②♦♥# < ✐♥+❡'♣♦❧❡' ❧♦'# ❞✉ '❡♥❞✉✳

❘❡♥❞✉✳ ▲❡ '❡♥❞✉ ❞$+❡'♠✐♥❡ ❧❡# ♣❛'❛♠;+'❡# ❞✉ '❛②♦♥ ✈✐'+✉❡❧ ❡+ +'♦✉✈❡ ❧❡# '❛②♦♥#

❛❝=✉✐# ❧❡# ♣❧✉# ♣'♦❝❤❡# ❛✜♥ ❞❡ ❧❡# ✐♥+❡'♣♦❧❡'✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣$♦♠$+'✐❡

❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ ❣$♥$'❛+✐♦♥ ❞❡ ✢♦✉ ❡+ ❞✬❛❧✐❛#✐♥❣ ✿ ♦♥ ❝♦♥♥❛B+ ♣'$❝✐#$♠❡♥+

✶

❧❛ #✉'❢❛❝❡

✐♠♣❛❝+$❡ ♣❛' ❧❛ '$+'♦✲♣'♦❥❡❝+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧✳ ❈❡❝✐ ❡#+ ❞♦♥❝ ♣'✐# ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❞❛♥#

❧✬✐♥+❡'♣♦❧❛+✐♦♥ ❞❡# '❛②♦♥# ❛❝=✉✐#✳ ❙✐ ❧❡# ❛'+❡❢❛❝+# ♣❡'#✐#+❡♥+✱ ❝❡❧❛ #❡'❛ ❞✉ #❡✉❧

❢❛✐+ ❞❡ ❧✬✐♥+❡'♣♦❧❛+✐♦♥ =✉✐ ❛ +❡♥❞❛♥❝❡ < ❣$♥$'❡' ❞✉ ✢♦✉✳

❈♦♠♣*❡++✐♦♥✳ ▲❛ ♠❛##❡ ❞❡ ❞♦♥♥$❡# < ❣$'❡' ❡#+ ✐♥❢$'✐❡✉'❡ < ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉✲

♠✐;'❡ ♣❧$♥♦♣+✐=✉❡✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡①❝❧✉+ ♣❛# =✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐##❡ ♣♦#❡' ♣'♦❜❧;♠❡✳ ❉❡ ♥♦♠✲

❜'❡✉① +'❛✈❛✉① +'❛✐+❡♥+ ❛✐♥#✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣'❡##✐♦♥ ❞❡ ❝❡# ❞♦♥♥$❡#✳ ❯♥ ❛❝❝;# ❛❧$❛✲

+♦✐'❡ ❡#+ +♦✉+❡❢♦✐# ♥$❝❡##❛✐'❡ ♣♦✉' ❧❡ '❡♥❞✉ +❡♠♣#✲'$❡❧✳ ❈❡❝✐ ✈✐❡♥+ ❝♦♥+'❛✐♥❞'❡

❧❛ ❝♦♠♣'❡##✐♦♥✳

◆♦✉# ♥❡ ❢❛✐#♦♥# ♣❛# ❞❡ '❡✈✉❡ ❡①❤❛✉#+✐✈❡ ❞❡# ❛'+✐❝❧❡# +'❛✐+❛♥+ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣'❡##✐♦♥✳

❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❧✐#+❡ ❞✬♦✉+✐❧# =✉✐ ♦♥+ $+$ ❛♣♣❧✐=✉$# ❛✉① ❝❤❛♠♣# ❞❡ ❧✉♠✐;'❡ #✉'❢❛❝✐=✉❡#

❣❧♦❜❛✉① ✿

✖ ❝♦❞❛❣❡ ♣❛' ❜❧♦❝# ❬▼✐❧❧❡' ❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ✭< ❧✬✐♥#+❛' ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❏T❊●✮✱

✖ '$✲$❝❤❛♥+✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❜❛#$ #✉' ❧❡ #♣❡❝+'❡ ❞❡ ❧❛ +'❛♥#❢♦'♠$❡ ❞❡ ❋♦✉'✐❡' ❬❈❤❛✐

❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✱

✖ =✉❛♥+✐✜❝❛+✐♦♥ ✈❡❝+♦'✐❡❧❧❡ ✭❱◗✮ ❬❲♦♦❞ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ▲❡❧❡#❝✉ ❡+ ❇♦##❡♥✱ ✷✵✵✹❪✱

✖ +'❛♥#❢♦'♠$❡ ❡♥ ❝♦#✐♥✉# ❞✐#❝';+❡ ✭❉❈❚✮✱

✖ +'❛♥#❢♦'♠$❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡++❡# ❬●✐'♦❞ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱

✖ ❛♥❛❧②#❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦#❛♥+❡# ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡# ✭T❈❆✮ ❡+ ❞$❝♦♠♣♦#✐+✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉'#

#✐♥❣✉❧✐;'❡# ✭❙❱❉✮ ❬◆✐#❤✐♥♦ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❈❤❡♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❈♦♦♠❜❡ ❡' ❛❧✳✱

✷✵✵✺❪✳

❈❡'+❛✐♥# ❞❡ ❝❡# ♦✉+✐❧# #♦♥+ ♥❛c❢# ❛❧♦'# =✉❡ ❞✬❛✉+'❡# ❡①♣❧♦✐+❡♥+ ❧❛ ❝♦❤$'❡♥❝❡

$✈♦=✉$❡✳ ❈❡# ♠$+❤♦❞❡# ❞❡ ❝♦♠♣'❡##✐♦♥ #♦♥+ ♣❧✉# ❡✣❝❛❝❡# #✉' ❝❡# ❞♦♥♥$❡# =✉❡

#✉' ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐;'❡ ♣❧$♥♦♣+✐=✉❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐+✳

▲❛ '❡♣'$#❡♥+❛+✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞$❝♦♠♣♦#❡ ❧✬❡#♣❛❝❡ ✹❉ ❡♥ ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝+✐♦♥# ✷❉

❞✐'❡❝+❡♠❡♥+ ❧♦❝❛❧✐#$❡# #✉' ❧❛ #✉'❢❛❝❡ ❬❲♦♦❞ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❈♦♦♠❜❡ ❡+ ▲❛#+'❛✱ ✷✵✵✻❪✳

❆✐♥#✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ -❛❞✐❛♥❝❡ ❡#+ ❛##♦❝✐$❡ < ❝❤❛=✉❡ ♣♦✐♥+ ❞❡ ❧❛ #✉'❢❛❝❡✱ ❞$✜♥✐##❛♥+

❧❛ ❝♦✉❧❡✉' ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐'❡❝+✐♦♥ < ♣❛'+✐' ❞❡ ❧❛=✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❡#+ ✈✐#✉❛❧✐#$❡✳ ❈❡#

❢♦♥❝+✐♦♥# #♦♥+ ❡①♣'✐♠$❡# ❞❛♥# ✉♥❡ ❜❛#❡ ❞❡ ❧✬❤$♠✐#♣❤;'❡ ❞❡# ❞✐'❡❝+✐♦♥# ❡①+$'✐❡✉'❡# ♣❛'

✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+#✳ ❈❡✉①✲❝✐ #❡'♦♥+ ❞$❞✉✐+# ♣❛' ❛❥✉#+❡♠❡♥+ #✉' ❞❡# ❞♦♥♥$❡#

♥✉♠$'✐#$❡#✳ ■❧ #✬❛❣✐+ ❞❡ ❧❛ '❡♣'$#❡♥+❛+✐♦♥ =✉❡ ♥♦✉# ✉+✐❧✐#♦♥# ❞❛♥# ♥♦# +'❛✈❛✉①✳ ◆♦✉#

✈♦②♦♥# ❞❛♥# ❧❛ #❡❝+✐♦♥ ✸ ❝♦♠♠❡♥+ '❡♣'$#❡♥+❡' ❡+ #+♦❝❦❡' ❝❡# ❢♦♥❝+✐♦♥#✳

✶✳ ➚ ❧❛ ✜♥❡((❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣.♦♠.01✐2✉❡ ♣14(✳



❈❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐*+❡ ,✉+❢❛❝✐/✉❡ ✺✸

❆❥✉#$❡♠❡♥$✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ✹ )*❛✐)❡ ❞✉ ♣❛..❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ♣✐①❡❧. ❞✐*❡❝)✐♦♥♥❡❧. 4 ✉♥❡

❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ *❛❞✐❛♥❝❡✳ 7♦✉* ❧❡ *❡♥❞✉✱ ♦♥ ❞✐.♣♦.❡ ❞♦♥❝✱ ❡♥ )♦✉) ♣♦✐♥) p✱ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝)✐♦♥ ❝♦♥)✐♥✉❡ Rp(ω) ❛✈❡❝ ω ∈ H ✭♦✉ Ω✮✳

❘❡♥❞✉✳ ■❧ .✬❛❣✐) ❞❡ ❞>)❡*♠✐♥❡* ❧❡ *❛②♦♥ .✐♠✉❧> ♣♦✉* )♦✉) p ✭✐✳❡✳ ❧❛ ❞*♦✐)❡ ♣❛..❛♥)

♣❛* ❧❛ ❝❛♠>*❛ ✈✐*)✉❡❧❧❡ ❡) p✮ ❡) ❞✬>✈❛❧✉❡* ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❡♥ ❧❛ ❞✐*❡❝)✐♦♥ ω = ωr

❝♦**❡.♣♦♥❞❛♥)❡✳ 7♦✉* ❞>✜♥✐* ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉* .✉* )♦✉)❡ ❧❛ .✉*❢❛❝❡✱ ✉♥❡ ✐♥)❡*♣♦❧❛✲

)✐♦♥ .✉*❢❛❝✐C✉❡ ❞❡ ❝❡. ❞♦♥♥>❡. .❡*❛ >❣❛❧❡♠❡♥) ♥>❝❡..❛✐*❡✳ ▲❛ ❝♦♥)*✐❜✉)✐♦♥ ❞✉

❝❤❛♣✐)*❡ ✺ )*❛✐)❡ ❧✬✐♥)❡*♣♦❧❛)✐♦♥ ❞❡. ❢♦♥❝)✐♦♥. .✉* ❧❛ .✉*❢❛❝❡ .✉* ❧❛ .✉*❢❛❝❡✳

❈♦♠♣.❡##✐♦♥✳ ❈❤❛C✉❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❡.) ❞>✜♥✐❡ ♣❛* ✉♥ ❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥).✳ ❆✐♥.✐✱

❧❛ C✉❛♥)✐)> ❞❡ ❞♦♥♥>❡. 4 .)♦❝❦❡* ❡.) ❞>♣❡♥❞❛♥)❡ ❞❡ ❞❡✉① >❧>♠❡♥). ✿ ❧✬>❝❤❛♥✲

)✐❧❧♦♥♥❛❣❡ .♣❛)✐❛❧ ❡) ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐)> ♠>♠♦✐*❡ ❞❡ ❧❛ *❡♣*>.❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥

✭✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥).✮✳ ❊♥ ♣*❛)✐C✉❡✱ ❡) ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐)❡* ❧❡ ❝♦K) ❞✬>✈❛✲

❧✉❛)✐♦♥ .✉* ❧❡ ♠❛)>*✐❡❧ ❣*❛♣❤✐C✉❡✱ ✐❧ ❡.) ❞✬✉.❛❣❡ ❞✬✉)✐❧✐.❡* ❞❡. *❡♣*>.❡♥)❛)✐♦♥.

❢❛✐❜❧❡♠❡♥) ❝♦♥.♦♠♠❛)*✐❝❡. ❡♥ *❡..♦✉*❝❡.✱ ❡♥ ♣❛*)✐❝✉❧✐❡* ❝♦♥❝❡*♥❛♥) ❧❛ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐)> ✉♥✐)❛✐*❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐)> ♠>♠♦✐*❡ .❡*❛ ❛✐♥.✐ ❧❛*❣❡♠❡♥)

✐♥❢>*✐❡✉*❡ 4 ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡. ♣✐①❡❧. ❞✐*❡❝)✐♦♥♥❡❧. ✐..✉. ❞❡. ❞♦♥♥>❡. ❞✬♦*✐❣✐♥❡✳

◆♦)♦♥. C✉❡ ❧❡. ❢♦♥❝)✐♦♥. ♣❡✉✈❡♥) M)*❡ ♣❛* ❧❛ .✉✐)❡ C✉❛♥)✐✜>❡. ❡♥ ❡①♣❧♦✐)❛♥)

❧❛ ❝♦❤>*❡♥❝❡ ❡♥)*❡ ❢♦♥❝)✐♦♥. ❞❡ *❛❞✐❛♥❝❡ ❝❛* *❡♣*>.❡♥)❛♥) ✉♥ ♠M♠❡ ♠❛)>*✐❛✉

✐❧❧✉♠✐♥> ❞✬✉♥❡ ♠M♠❡ ❢❛N♦♥ ❬❲♦♦❞ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ❉❛♥. ❧❡ ❝❤❛♣✐)*❡ ✺✱ ♥♦✉. ❡①♣❧♦✐✲

)♦♥. ❝❡))❡ ❝♦❤>*❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥)❡♥✐* ✉♥❡ ❝❡*)❛✐♥❡ C✉❛❧✐)> ♣♦✉* ✉♥❡ *>.♦❧✉)✐♦♥

.♣❛)✐❛❧❡ *>❞✉✐)❡✳
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❍❛✐♥❞❧✱ ✷✵✵✾❪✳

◆♦✉. ❝❤♦✐.✐..♦♥. ❝❡♣❡♥❞❛♥) ❞✬✉)✐❧✐.❡* ❧❡. *❡♣*>.❡♥)❛)✐♦♥. ❧♦❝❛❧❡. ♣♦✉* ❧❡ ♠❛✐♥)✐❡♥ ❞✉

❝♦♥)*[❧❡ ❧♦❝❛❧ ❡) ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐)> C✉❡ ❝❡❧❛ ✐♥❞✉✐) ❡♥ )❡*♠❡. ❞❡ )*❛✐)❡♠❡♥) ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿ ❧❡.

❞♦♥♥>❡. ❣>♦♠>)*✐C✉❡. ❡) ❞❡ *❛❞✐❛♥❝❡ .♦♥) ❛✐.>♠❡♥) ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡. ❞❡ ❢❛N♦♥ .>♣❛*>❡✳

❈❡❝✐ ❡.) ♣*✐♠♦*❞✐❛❧ ♣♦✉* )♦✉)❡. ♥♦. ❝♦♥)*✐❜✉)✐♦♥. ✿

✶✳ ❧✬❛❥✉.)❡♠❡♥) ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥. .❡ ❢❛✐) ♣❛* ✉♥ ♣*♦❝>❞> ❧♦❝❛❧✱ *>♣>)> ❡♥ )♦✉) ♣♦✐♥)

❞✬❛))❛❝❤❡ pi✱

✷✳ ❧❛ ✈✐.✉❛❧✐.❛)✐♦♥ ❡♥ )♦✉) ♣♦✐♥) .✉*❢❛❝✐C✉❡ ✉)✐❧✐.❡*❛ ❧❡. ❞♦♥♥>❡. ❧♦❝❛❧✐.>❡. ❡♥ .♦♥

✈♦✐.✐♥❛❣❡✱ ❝❡ C✉✐ ♣❡*♠❡) ✉♥❡ ✐♠♣❧>♠❡♥)❛)✐♦♥ ●7❯✱ ❡)



p

E

Radp : Hp → E :





R1 : Hp → R : ω 7→ CT
1 Φ(ω)

R2 : Hp → R : ω 7→ CT
2 Φ(ω)

R3 : Hp → R : ω 7→ CT
3 Φ(ω)

p R

Hp



❋♦♥❝$✐♦♥& ❞❡ )❛❞✐❛♥❝❡ ✺✺

▲✬❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦(❤/0❡ 0(✐♣✉❧❛♥( 2✉✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉3 4♠✐0❡ ❡0( ❝♦♥0(❛♥(❡ ❡♥

(♦✉( ♣♦✐♥( ❞✬✉♥❡ ❞❡♠✐✲❞3♦✐(❡ ❞❡ ❝❡( ❡0♣❛❝❡ ❡( ♣❛00❛♥( ♣❛3 p ♣❡3♠❡( ❞❡ 3❡0✲

(3❡✐♥❞3❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞4✜♥✐(✐♦♥ 0♣❛(✐❛❧ 8 ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❞✐"❡❝%✐♦♥( ❡( ♥♦♥

❞❡0 ♣♦✐♥(0 ❞✉ ❞❡♠✐✲❡0♣❛❝❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ 0❡3❛ ❞/0 ❧♦30 3❡♣340❡♥(4 ♣❛3 ❧✬❤4♠✐0♣❤/3❡

✉♥✐(❛✐3❡ Hp ♦3✐❡♥(4 ❧♦❝❛❧❡♠❡♥( ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦3♠❛❧❡ np ♣❛00❛♥( ♣❛3 0♦♥ ♣=❧❡✳ ▲❛

❞✐3❡❝(✐♦♥ ωr ∈ Hp 4(❛♥( 8 ❞❡✉① ✈❛3✐❛❜❧❡0✱ Rp ❡0( ✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❜✐✲✈❛3✐4❡✳

◆♦✉0 ✈❡33♦♥0 2✉❡ ❝❡3(❛✐♥❡0 ❜❛0❡0 ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥0 ♣3❡♥♥❡♥( ♣♦✉3 ❞♦♠❛✐♥❡ ❧❛ 0♣❤/3❡

❡♥(✐/3❡ Ω✳ ▼C♠❡ 0✐ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛3(✐❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥❡ 0❡3❛ ❥❛♠❛✐0 ✉(✐❧✐04 ❧♦30

❞❡ ❧❛ ✈✐0✉❛❧✐0❛(✐♦♥✱ ❝❡❝✐ ❛ ❞✬❛✉(3❡0 ❛✈❛♥(❛❣❡0 2✉❡ ♥♦✉0 ❞4(❛✐❧❧♦♥0 ❛✉ ❞4❜✉( ❞✉

❝❤❛♣✐(3❡ ✺ 4❣❛❧❡♠❡♥(✳

■♠❛❣❡ E✳ Rp ❞4✜♥✐( ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉3 ❞✐3❡❝(✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❙♦♥ ✐♠❛❣❡ ❡0( ❛✐♥0✐ ✉♥ ❡0♣❛❝❡ ❞❡

❝♦✉❧❡✉3 (3✐✲❞✐♠❡♥0✐♦♥♥❡❧ E✳ G❧✉(=( 2✉❡ ❞❡ ❞4✜♥✐3 ✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ✈❡❝(♦3✐❡❧❧❡✱ ♥♦✉0

❞4✜♥✐00♦♥0 ❡♥ p (3♦✐0 ❢♦♥❝(✐♦♥0 0❝❛❧❛✐3❡0 ❞4(❡3♠✐♥❛♥( ❝❤❛❝✉♥❡ ❧❛ 3❛❞✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥

❞❡0 ❝❛♥❛✉① ❞❡ E✳ ❊♥ 0❡❝(✐♦♥ ✸✳✶✱ ♥♦✉0 ♣340❡♥(♦♥0 ❡( ❝♦♠♣❛3♦♥0 ❧❡0 ❞✐✛43❡♥(0

❡0♣❛❝❡0 ❞❡ ❝♦✉❧❡✉3✳

❉❛♥0 ❧❛ 0✉✐(❡✱ ♥♦✉0 ♣❛3❧♦♥0 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ 3❛❞✐❛♥❝❡ Rp : Hp → R ❞✬✉♥

♣♦✐♥(✳ ■❧ 0✬❛❣✐( ❞✬✉♥ ❛❜✉0 ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ 2✉✐ ❞40✐❣♥❡ ❡♥ 34❛❧✐(4 ❧❡0 (3♦✐0 ❢♦♥❝(✐♦♥0

3❛((❛❝❤4❡0 8 ❝❡ ♣♦✐♥( ❡( 2✉✬✐❧ ❡0( ♣♦00✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐3❡ ♣❛3❝❡ 2✉❡ ❝❤❛2✉❡ ❝❛♥❛❧ ❡0(

(3❛✐(4 ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥( ❞❛♥0 (♦✉( ❝❡ 2✉✐ 0✉✐(✳

❇❛'❡ Φ✳ ❯♥❡ ❧❛3❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ 3❡♣340❡♥(❛(✐♦♥0 ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥0 ❡0( ❡♥✈✐0❛❣❡❛❜❧❡✳ ◆♦✉0 ❡①✲

♣❧✐2✉♦♥0 ❞❛♥0 ❧❛ 0❡❝(✐♦♥ ✸✳✷ 2✉❡ ♥♦✉0 ♥♦✉0 ❧✐♠✐(♦♥0 ❛✉① ❜❛0❡0 Φ = [φ1 . . . φN ]T

❛✜♥ ❞✬❡①♣3✐♠❡3 ❧❛ ❝♦✉❧❡✉3 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐0♦♥ ❧✐♥4❛✐3❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥(0

R : H → E : ω 7→
∑

i ciφi(ω)✱ ♦Q C = [ci . . . cN ]T ❡0( ❧❡ ✈❡❝(❡✉3 ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥(0

❞4(❡3♠✐♥❛♥( ❧❡0 ✈❛❧❡✉30 ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❡♥ ♣❛3(✐❝✉❧✐❡3✳

❊♥ 0❡❝(✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉0 ♣340❡♥(♦♥0 ❡( ❝♦♠♣❛3♦♥0 ❧❡0 ❞✐✛43❡♥(❡0 ❢♦♥❝(✐♦♥0 ♣❡3♠❡(✲

(❛♥( ❞❡ 3❡♣340❡♥(❡3 ❧❛ 3❛❞✐❛♥❝❡✳

❚♦✉(❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ 3❡♥(3❛♥( ❞❛♥0 ❝❡ ❝❛❞3❡ ✭✐✳❡✳ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬42✉❛(✐♦♥ ✭✸✳✶✮✮ ♣❡3♠❡( ❞❡ 3❡♣34✲

0❡♥(❡3 ❞❡0 ❢♦♥❝(✐♦♥0 ❞❡ 3❛❞✐❛♥❝❡✳ ■❧ 3❡❧/✈❡ ❞❡ ❧✬✉(✐❧✐0❛(❡✉3 ❞❡ ❢❛✐3❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ♣♦✉3 (♦✉0

❧❡0 ♣❛3❛♠/(3❡0 4✈♦2✉40 ❞✬❛♣3/0 ❧❡0 ❝3✐(/3❡0 2✉✐ ❧✉✐ ♣❛3❛✐00❡♥( ✐♠♣♦3(❛♥(❡0 ✿ 2✉❛❧✐(4✱

❝♦♠♣❛❝✐(4✱ 3❛♣✐❞✐(4✱ ❡(❝✳ ❉❛♥0 ♥♦0 ❝♦♥(3✐❜✉(✐♦♥0✱ ♥♦✉0 ♠❡((♦♥0 ❡♥ ❛✈❛♥( ❧✬✐♥✈❛3✐❛♥❝❡

❞❡ ♥♦0 340✉❧(❛(0 ♣❛3 3❛♣♣♦3( 8 ❝❡0 ❝❤♦✐①✳ ❈✬❡0( ♣♦✉32✉♦✐ ♥♦✉0 ❡♥ ❛✈♦♥0 ✐♠♣❧4♠❡♥(4

♣❧✉0✐❡✉30✳ ▲❡0 ❞❡✉① 0❡❝(✐♦♥0 8 ✈❡♥✐3 ♣340❡♥(❡♥( ❞❡0 ✈❛3✐❛♥(❡0 ♣♦✉3 Φ ❡( E✱ ♥♦(❛♠♠❡♥(

(♦✉(❡0 ❝❡❧❧❡0 ✉(✐❧✐04❡0 ♣♦✉3 ✐❧❧✉0(3❡3 ❧❡0 ❝❤❛♣✐(3❡0 8 ✈❡♥✐3✳

✸✳✶ ▼♦❞&❧❡) ❞❡ ❝♦✉❧❡✉,

❯♥❡ ❝♦✉❧❡✉3 ♠♦♥♦❝❤3♦♠❡ 0✬❡①♣3✐♠❡ ♣❛3 0❛ ❧♦♥❣✉❡✉3 ❞✬♦♥❞❡✳ ❖3✱ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉3 ❞✬♦♥❞❡

♥❡ ♣❡3♠❡( ♣❛0 8 ❡❧❧❡ 0❡✉❧❡ ❞❡ ❞4✜♥✐3 (♦✉(❡ ❝♦✉❧❡✉3 ✈✐0✐❜❧❡✱ 0♦✉✈❡♥( ❝♦♥0(✐(✉4❡ ❞✬✉♥❡

❛❝❝✉♠✉❧❛(✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉0✐❡✉30 ❧♦♥❣✉❡✉30 ❞✬♦♥❞❡0 ♠♦♥♦❝❤3♦♠❡0✳ ❆✐♥0✐✱ ✉♥❡ ❞❡0❝3✐♣(✐♦♥

❝♦♠♣❧/(❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉3 ❝♦♥0✐0(❡3❛✐( ❡♥ 0❛ ❞4❝♦♠♣♦0✐(✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉30 ♠♦♥♦❝❤3♦♠❡0

✭✐✳❡✳ 0❛ ❞4❝♦♠♣♦0✐(✐♦♥ 0♣❡❝(3❛❧❡✮✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡0( ♣❛0 34❛❧✐0❛❜❧❡ ♥✉♠43✐2✉❡♠❡♥(✱ ❝✬❡0( ♣♦✉3✲

2✉♦✐ ❧❡0 ❝♦✉❧❡✉30 0♦♥( ❛♣♣3♦①✐♠4❡0 ♣❛3 ❞❡0 ❡0♣❛❝❡0 8 (3♦✐0 ❝♦♠♣♦0❛♥(❡0✳



✺✻ ✸✳ ❈❤❛♠♣' ❞❡ ❧✉♠✐-.❡

▲✬✐♥&♣✐(❛*✐♦♥ ♣(❡♠✐.(❡ ♣♦✉( ❧❛ ❝♦♠♣♦&✐*✐♦♥ ❞✬✉♥ *❡❧ ❡&♣❛❝❡ ✈✐❡♥* ❞❡ ❧✬4✐❧ ❤✉♠❛✐♥✳

❈❡ ❞❡(♥✐❡( ❡&* ♠✉♥✐ ❞❡ ❝❛♣*❡✉(& ✭❧❡& ❝!♥❡$✮ ❞❡ *(♦✐& *②♣❡&✱ ❝❤❛❝✉♥ &❡♥&✐❜❧❡& = ✉♥❡

❣❛♠♠❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉(& ❞✬♦♥❞❡& ❞✐✛@(❡♥*❡&✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♦♥* (❡&♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❞❡& ♣✐❝& ❞❡

&*✐♠✉❧❛*✐♦♥ ❛✉*♦✉( ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉(& ❞✬♦♥❞❡& ❝♦✉(*❡& ✭420 − 440nm✱ ♣(♦❝❤❡ ❞✉ ❜❧❡✉✮✱

♠♦②❡♥♥❡& ✭530−540nm✱ ♣(♦❝❤❡ ❞✉ ✈❡(*✮ ❡* ❧♦♥❣✉❡& ✭560−580nm✱ ♣(♦❝❤❡ ❞✉ (♦✉❣❡✮✳

▲❡ ❝❡(✈❡❛✉ ✐♥*❡(♣(.*❡ ❛✐♥&✐ ❧❡& ❝♦✉❧❡✉(& ♣❛( &②♥*❤.&❡ ❛❞❞✐*✐✈❡ ✿ ✐❧ ♠@❧❛♥❣❡ ❧❡& ✢✉① ❞❡

❝♦✉❧❡✉(& (♦✉❣❡&✱ ✈❡(*❡& ❡* ❜❧❡✉❡& (❡&&❡♥*✐❡& ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥*✐✜❡( ❧❛ ❝♦✉❧❡✉( F✉✐ ❡♥ (@&✉❧*❡✳

G❧✉& ❧❡ ✢✉① ❧✉♠✐♥❡✉① ♣❡(H✉ ❡&* ❣(❛♥❞✱ ♣❧✉& ❧❛ ❝♦✉❧❡✉( &❡(❛ ♣❡(H✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝❧❛✐(❡

✭❞✬♦I @❣❛❧❡♠❡♥* ❧❛ &❡♥&✐❜✐❧✐*@ ✈♦✐(❡ ❧❛ ❞♦✉❧❡✉( ♦❝✉❧❛✐(❡ ❧♦(&F✉❡ ❧✬♦♥ (❡❣❛(❞❡ ✉♥❡ &♦✉(❝❡

❧✉♠✐♥❡✉&❡✮✳

▲✬❛♣♣(♦①✐♠❛*✐♦♥ ❢❛✐*❡ ♣❛( ❝❡**❡ ✐♥*❡(♣(@*❛*✐♦♥ *(✐✲$%✐♠✉❧✐ ❡&* F✉❡ ❧✬4✐❧ ♣❡(H♦✐* ✉♥❡

❝♦✉❧❡✉( ♠♦♥♦❝❤(♦♠❡ ✭♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❥❛✉♥❡ ♣✉(✮ ❡* ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉( ✐&&✉❡ ❞✬✉♥ ♠@❧❛♥❣❡

✭♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❥❛✉♥❡ ✐&&✉ ❞✬✉♥ ♠@❧❛♥❣❡ ❞❡ (♦✉❣❡ ❡* ❞❡ ✈❡(*✮ ❞❡ ❧❛ ♠L♠❡ ♠❛♥✐.(❡

♠❛❧❣(@ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦&✐*✐♦♥ ♣❤②&✐F✉❡ ❡♥ *❡(♠❡& ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉(& ❞✬♦♥❞❡& ❞✐✛@(❡♥*❡&✳ ▲✬❡&♣❛❝❡

❘❱❇ ✭&❡❝*✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮ ❡&* ✉♥❡ (❡♣(@&❡♥*❛*✐♦♥ ♥✉♠@(✐F✉❡ (❡♣(❡♥❛♥* ❝❡& ✐❞@❡& ❡♥ ❢❛✐&❛♥*

❧❛ ♠L♠❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛*✐♦♥✳

✸✳✶✳✶ ❊$♣❛❝❡$ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉-

❚(♦✐& ❢♦♥❝*✐♦♥& ❞❡ (❛❞✐❛♥❝❡ ✈♦♥* ♣❡(♠❡**(❡ ❞❡ ❞@*❡(♠✐♥❡( *(♦✐& ❝♦♠♣♦&❛♥*❡& ♥✉♠@✲

(✐F✉❡& ❞✬✉♥ ❡&♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉(✳ ▲♦(& ❞✉ (❡♥❞✉✱ ❝❤❛❝✉♥❡ &❡(❛ @✈❛❧✉@❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥*

❡* ✉♥ *(✐♣❧❡* ❞❡ &❝❛❧❛✐(❡& ❢♦(♠❡(❛ ❛❧♦(& ❧❛ ❝♦✉❧❡✉( = ❛✣❝❤❡(✳ ▲❡& ❡&♣❛❝❡& ❞❡ ❝♦✉❧❡✉(

&❡ ❞✐✛@(❡♥❝✐❡♥* ♣❛( ❧❡✉( &*(✉❝*✉(❡ ♠❛*❤@♠❛*✐F✉❡ ✿ ❧❛ ❢❛H♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦&❡( ❧❛ ❝♦✉❧❡✉(

✜♥❛❧❡ ❞✐✛.(❡✳ ▲❡& ❡♥❥❡✉① (@❣✐&&❛♥* ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❡&♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉( &♦♥* ❧❡& &✉✐✈❛♥*& ✿

❈♦"# ❞❡ ❝♦♥✈❡)*✐♦♥ ✈❡)* ❘❱❇✳ G❛( ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈✐&✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡✱ ❡* ♣❛(❝❡

F✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❢♦♥❞❡♠❡♥* ♣❤②&✐F✉❡ ❜❛&@ &✉( ❧❛ &②♥*❤.&❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉(&✱ ✐❧ ❡&* &♦✉✈❡♥*

❞✬✉&❛❣❡ ❡♥ ✐♥❢♦(♠❛*✐F✉❡ ❞✬✉*✐❧✐&❡( ❧✬❡&♣❛❝❡ ❘❱❇ ✿ ❧❛ ♠❛❥♦(✐*@ ❞❡& ❝❛♣*❡✉(&

❈❈❉✱ ♠♦♥✐*❡✉(&✱ ❡*❝✳ ✉*✐❧✐&❡♥* ❝❡* ❡&♣❛❝❡✳ ❈❤♦✐&✐( ✉♥ ❛✉*(❡ ❡&♣❛❝❡ ❡①✐❣❡ ❞♦♥❝

❞❡ ❢❛✐(❡ ❞❡& ❝♦♥✈❡(&✐♦♥& ❛♣(.& ❧✬❛❝F✉✐&✐*✐♦♥ ♦✉ ❧♦(& ❞✉ (❡♥❞✉✳ ❈❡& ❝♦♥✈❡(&✐♦♥&

♦♥* ✉♥ ❝♦R* ❞♦♥* ✐❧ ❢❛✉* *❡♥✐( ❝♦♠♣*❡✳

❯♥✐❢♦)♠✐#0 ♣❡)❝❡♣#✉❡❧❧❡✳ ▲❛ ❞✐&*❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥*(❡ ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉(& ♥✬❡&* ♣❛& ❧❛

♠L♠❡ ❞❛♥& *♦✉& ❧❡& ❡&♣❛❝❡&✳ ❉❛♥& ❧❡& ❝❤❛♣✐*(❡& = ✈❡♥✐(✱ ♥♦✉& ❛✉(♦♥& = ❢❛✐(❡ ❞❡&

♠❡&✉(❡& ❞✬@❝❛(* ♦✉ ❞❡& ✐♥*❡(♣♦❧❛*✐♦♥& ❡♥*(❡ ❢♦♥❝*✐♦♥& ❞@✜♥✐&&❛♥* ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉(✳

▲❛ ♣(♦①✐♠✐*@ ❞❡& ❞✐&*❛♥❝❡& ♠❡&✉(@❡& ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♣❡(H✉❡ ♣❛( ❧✬❤✉♠❛✐♥ ❡&* ❛✐♥&✐

✉♥❡ ♣(♦♣(✐@*@ ✐♠♣♦(*❛♥*❡ ❞❡& ❡&♣❛❝❡& ❞❡ ❝♦✉❧❡✉(✳

❉0✜♥✐#✐♦♥

❊*♣❛❝❡ ♣❡)❝❡♣#✉❡❧❧❡♠❡♥# ✉♥✐❢♦)♠❡ ✿ ❡&♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉( ❞❛♥& ❧❡F✉❡❧

❧❛ ❞✐&*❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡&* ♣(♦♣♦(*✐♦♥♥❡❧❧❡ = ❧❛ ❞✐&*❛♥❝❡ ♣❡(H✉❡ ♣❛(

❧✬❤✉♠❛✐♥✳

G❧✉& ❧✬❡&♣❛❝❡ ✉*✐❧✐&@ &❡ (❛♣♣(♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦(♠✐*@ ♣❡(❝❡♣*✉❡❧❧❡✱ ♣❧✉& ❧❡& ❝❛❧❝✉❧&

&❡(♦♥* ♣(♦❝❤❡& ❞❡ ❝❡ F✉✬❛**❡♥❞ ❧✬♦❜&❡(✈❛*❡✉(✳



❋♦♥❝$✐♦♥& ❞❡ )❛❞✐❛♥❝❡ ✺✼

✭❛✮ ❘❱❇✳ ✭❜✮ ❈▼❨✳ ✭❝✮ ❍❙❱ ♣♦❧❛✐-❡✳

✭❞✮ ❳❨❩✳ ✭❡✮ ▲✯❛✯❜✯✳ ✭❢✮ ▲✯✉✯✈✯✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✿ ❱✐"✉❛❧✐"❛&✐♦♥ ❞❡" ❡"♣❛❝❡" ❞❡ ❝♦✉❧❡✉-✳ ❙♦✉-❝❡ ✿ ❤&&♣✿✴✴✇✇✇✳❝♦✉❧❡✉-✳♦-❣✳

◆♦✉% ♣❛%%♦♥% ✐❝✐ ❡♥ ,❡✈✉❡ ❞✐✛0,❡♥1❡% ❢❛♠✐❧❧❡% ❞✬❡%♣❛❝❡% ❞❡ ❝♦✉❧❡✉, ❡1 ❧❡% ❝♦♠♣❛,♦♥%

❡♥%✉✐1❡ ❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❝❡% ❝,✐16,❡%✳ ▲❛ ✜❣✉,❡ ✸✳✻ %❡,1 ❞✬✐❧❧✉%1,❛1✐♦♥ = ♥♦% ♣,♦♣♦%✳

❊+♣❛❝❡+ ❝✉❜✐0✉❡+✳ ❉❡✉① ❡%♣❛❝❡% %♦♥1 ❜❛%0% %✉, ❧❡ ♠0❧❛♥❣❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉,% ♣,✐♠❛✐,❡% ✿

❧✬❡%♣❛❝❡ -♦✉❣❡✲✈❡-&✲❜❧❡✉ ✭❘❱❇✮ ❡1 ❧✬❡%♣❛❝❡ ❝②❛♥✲♠❛❣❡♥&❛✲❥❛✉♥❡ ✭❈▼❏✮✳ ■❧% ✈✐✈❡♥1 1♦✉%

❧❡% ❞❡✉① ❞❛♥% ✉♥ %♦✉%✲❡%♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ [0, 1]3 ∈ R3
❛②❛♥1 ♣♦✉, ❜❛%❡ 1,♦✐% ✈❡❝1❡✉,%

♦,1❤♦❣♦♥❛✉① ❞✐,❡❝1%

✷

✳ ❈❤❛N✉❡ ❝❛♥❛❧ ❞0❝,✐1 ❧❛ N✉❛♥1✐10 ,❡%♣❡❝1✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡%

❝♦♠♣♦%❛♥1❡% = ♠0❧❛♥❣❡, ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦%❡, ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉,✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡,%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉,

,0❡❧❧❡ ✭❞0❝,✐1 ♣❛, %♦♥ %♣❡❝1,❡ ❝♦♥1✐♥✉✮ ✈❡,% ✉♥ ❡%♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉, 1,✐✲❝❤,♦♠❛1✐N✉❡ %❡

❢❛✐1 = ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞✬❡✣❝❛❝✐10 ❧✉♠✐♥❡✉%❡ %♣❡❝1,❛❧❡ ❬❈♦♠♠✐%%✐♦♥ ✐♥1❡,♥❛1✐♦♥❛❧❡

❞❡ ❧✬0❝❧❛✐,❛❣❡ ✭❈■❊✮✱ ✶✾✽✽❪✳

▲✬❡%♣❛❝❡ ❘❱❇ %❡ ❜❛%❡ %✉, ❧❛ %②♥1❤6%❡ ❛❞❞✐1✐✈❡ ✿ ❧❡% N✉❛♥1✐10% ❞❡ ,♦✉❣❡✱ ❞❡ ✈❡,1 ❡1

❞❡ ❜❧❡✉ %✬❛❥♦✉1❡♥1 ♣♦✉, 1❡♥❞,❡ ✈❡,% ❧❡ ❜❧❛♥❝✱ ❛❧♦,% N✉❡ 1,♦✐% ✈❛❧❡✉,% ♥✉❧❧❡% ,❡♣,0✲

%❡♥1❡♥1 ❧❡ ♥♦✐,✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉1 X1,❡ ✐❧❧✉%1,0 %✉, ✉♥ ❝✉❜❡ ✉♥✐10 ✿ ❧❡% 1,♦✐% %♦♠♠❡1% ❞❡

❝♦♦,❞♦♥♥0❡% [0, 0, 1]✱ [0, 1, 0] ❡1 [1, 0, 0] ❝♦,,❡%♣♦♥❞❛♥1 ❛✉① 1,♦✐% ❝♦✉❧❡✉,% ,❡%♣❡❝1✐✈❡%

✭✈♦✐, ✜❣✉,❡ ✸✳✻✮✳ ▲❛ ❝♦♦,❞♦♥♥0❡ [0, 0, 0] ,❡♣,0%❡♥1❡ ❧❡ ♥♦✐, ❡1 ❧❛ ❝♦♦,❞♦♥♥0❡ [1, 1, 1] ❧❡
❜❧❛♥❝✳

✷✳ ❯♥❡ ✈❛'✐❛♥)❡ *♦✉✈❡♥) ♠✐*❡ ❡♥ .✉✈'❡ ❡*) ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ *♦✉* ❢♦'♠❡ ❞✬❡♥)✐❡'* *✉' [0, 255]3✳



✺✽ ✸✳ ❈❤❛♠♣' ❞❡ ❧✉♠✐-.❡

▲✬❡%♣❛❝❡ ❈▼❏ ✉*✐❧✐%❡ ❧❛ %②♥*❤0%❡ %♦✉%*2❛❝*✐✈❡ ✭✉*✐❧✐%5❡ ❡♥ ✐♠♣2❡%%✐♦♥ ❡* ❡♥ ♣❡✐♥*✉2❡

♥♦*❛♠♠❡♥*✮ ✿ ❧✬❛❞❞✐*✐♦♥ ❞❡% ❝♦♠♣♦%❛♥*❡% *❡♥❞ ✈❡2% ❧✬❛❜%❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉2✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦✐2

✭❝♦♦2❞♦♥♥5❡ [1, 1, 1]✮ ❡* ❧❛ ❝♦♦2❞♦♥♥5❡ [0, 0, 0] 2❡♣25%❡♥*❡ ✐♥✈❡2%❡♠❡♥* ❧❡ ❜❧❛♥❝✳ ❈❡*

❡%♣❛❝❡ ❡%* 5❣❛❧❡♠❡♥* 2❡♣25%❡♥*❛❜❧❡ %✉2 ❧❡ ❝✉❜❡ ✉♥✐*5✳

■❧ ❡①✐%*❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝*✐♦♥ 5✈✐❞❡♥*❡ ❡♥*2❡ ❧❡% ❝♦♦2❞♦♥♥5❡% ❘❱❇ ❡* ❈▼❏ ❞✬✉♥❡ ♠B♠❡

❝♦✉❧❡✉2 ✿

[r, v, b] = [1− c, 1−m, 1− j]

[c,m, j] = [1− r, 1− v, 1− b]
✭✸✳✷✮

■❧ ❡%* E ♥♦*❡2 F✉❡ ❝❡% ❡%♣❛❝❡% ♥❡ ♣❡2♠❡**❡♥* ♣❛% ❞❡ ❝❛2❛❝*52✐%❡2 ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉2%

❛✉%%✐ ❧❛2❣❡ F✉❡ ❝❡❧❧❡ F✉❡ ❧✬G✐❧ ♣❡✉* ♣❡2❝❡✈♦✐2✳ ▼❛✐% %❛❝❤❛♥* F✉❡ ❧❡ ♠5❞✐✉♠ ❡♥*2❡

❧❛ 2❡♣25%❡♥*❛*✐♦♥ ✐♥*❡2♥❡ ❡* ❧✬♦❜%❡2✈❛*❡✉2 ✭✐✳❡✳ ❧✬5❝2❛♥✮ ✉*✐❧✐%❡ 5❣❛❧❡♠❡♥* ❝❡* ❡%♣❛❝❡✱

❛✉❝✉♥❡ ❛✉*2❡ ❝♦✉❧❡✉2 ♥❡ ♣♦✉22❛ B*2❡ ❛✣❝❤5❡✱ ❝❡ F✉✐ 2❡♥❞ ✐♥✉*✐❧❡ *♦✉*❡ *❡♥*❛*✐✈❡ ❞❡

2❡♣25%❡♥*❡2 ❞❛✈❛♥*❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉2%✳

❊!♣❛❝❡! ❝②❧✐♥❞+✐,✉❡!✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡% ❡%♣❛❝❡% ❝②❧✐♥❞2✐F✉❡% %5♣❛2❡ ❧❛ *❡✐♥*❡ ❍

✸

❡* ❧❛ %❛*✉2❛*✐♦♥ S ❞✬✉♥❡ ❛✉*2❡ ✈❛❧❡✉2✱ F✉✐ ♣❡✉* B*2❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✱ ❧❛ ❝❧❛2*5 ♦✉ ❧❛

❧✉♠✐♥♦%✐*5✳ ❊❧❧❡% %✬❛♣♣❡❧❧❡♥* ❛✐♥%✐ HSV ✱ HSL✱ ❡*❝✳ ❈❡% ❡%♣❛❝❡% %♦♥* ♣♦♣✉❧❛✐2❡% ♣♦✉2
❧❛ ❞5✜♥✐*✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉2% ❞❛♥% ✉♥❡ ✐♥*❡2❢❛❝❡ ❣2❛♣❤✐F✉❡ F✉✐ ♣❡✉* %❡ ❢❛✐2❡ ❞❡ ❢❛N♦♥

✐♥*✉✐*✐✈❡ ❡♥ ❞5✜♥✐%%❛♥* ✉♥❡ *❡✐♥*❡ ❛✈❛♥* ❞❡ 25❣❧❡2 ❧❛ %❛*✉2❛*✐♦♥ ❡* ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛2

❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡% ❡%♣❛❝❡% %♦♥* ❞✐*% ❝②❧✐♥❞2✐F✉❡% ❝❛2 ❧❛ *❡✐♥*❡ ❞5❝2✐* ✉♥ ❝❡2❝❧❡ ❛❧♦2% F✉❡

❧❛ %❛*✉2❛*✐♦♥ ❧✬5*❡♥❞ E ✉♥ ❞✐%F✉❡ ❡* F✉❡ ❧❛ ❞❡2♥✐02❡ ❝♦♠♣♦%❛♥*❡ ✈❛2✐❡ %❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡

❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉2 ❞✉ ❝②❧✐♥❞2❡ ✭✈♦✐2 ✜❣✉2❡ ✸✳✻❝✮✳ ❈❡% ❝♦♦2❞♦♥♥5❡% %✬❡①♣2✐♠❡♥* ❡♥ ❞❡❣25%

♣♦✉2 ❧❛ *❡✐♥*❡ ❡* ❡♥ ♣♦✉2❝❡♥*❛❣❡ ♣♦✉2 ❧❡% ❛✉*2❡% ❝♦♠♣♦%❛♥*❡%✳ ❊♥ ♣2❛*✐F✉❡✱ ✐❧ ♣2❡♥❞

✉♥❡ ❢♦2♠❡ ❞❡ ❝P♥❡ ❝❛2 E ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✴❝❧❛2*5✴❧✉♠✐♥♦%✐*5 ♥✉❧❧❡✱ %❡✉❧ ❧❡ ♥♦✐2 ♣❡✉* B*2❡

2❡♣25%❡♥*5 ✿ ♣❧✉% ❝❡**❡ ❝♦♠♣♦%❛♥*❡ ❡%* ♣❡*✐*❡✱ ♠♦✐♥% ❧❡ ❞✐%F✉❡ ❡%* ❣2❛♥❞✳

▲❛ ❝♦♥✈❡2%✐♦♥ ❡♥*2❡ ❘❱❇ ❡* ✉♥ ❡%♣❛❝❡ ❞❡ ❝❡**❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡%* ♠♦✐♥% *2✐✈✐❛❧❡✳ ❱♦✐❝✐✱ E

*✐*2❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡2%✐♦♥ ❞❡ (r, v, b) ✈❡2% (h, s, L) ✿

Cmax = max(r, v, b)

Cmin = min(r, v, b)

∆ = Cmax− Cmin

h =





60◦ × (v−b∆ mod 6) %✐ Cmax = r

60◦ × ( b−r∆ + 2) %✐ Cmax = v
60◦ × ( r−v∆ + 4) %✐ Cmax = b

L =
∆

2

s =

{
0 %✐ ∆ = 0
∆

1−|2l−1| %✐♥♦♥

✭✸✳✸✮

✸✳ ❍✉❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐(✳
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❳❨❩ $,♣❛8❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❨ ❞❡ $❡$ ❞❡✉① ❛✉+8❡$ ❝♦♠♣♦$❛♥+❡$ ❳ ❡+ ❩ ❞,❝8✐✈❛♥+ ❧❛

+❡✐♥+❡✳ ❈❡$ ❞❡8♥✐❡8$ ♦♥+ ,+, ❞,✜♥✐❡$ ❞❡ ❢❛F♦♥ G ❝❡ H✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐$+❛♥❝❡$ ❡♥ ❳❨❩

❝♦88❡$♣♦♥❞❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❛✉① ❞✐$+❛♥❝❡$ ♣❡8F✉❡$ ♣❛8 ❧✬I✐❧ ❤✉♠❛✐♥✱ $✉8 ❜❛$❡ ❞✬❡①♣,8✐♠❡♥✲

+❛+✐♦♥$ ♠❡♥,❡$ ❛✉+♦✉8 ❞❡ ✶✾✸✵ ♣❛8 ❲"✐❣❤$ ❬✶✾✷✾❪ ❡+ ●✉✐❧❞ ❬✶✾✸✷❪✳ ▲✬❡$♣❛❝❡ ❳❨❩ ❛

,+, ❝8,, ♣♦✉8 $❡ 8❛♣♣8♦❝❤❡8 ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦8♠✐+, ♣❡8❝❡♣+✉❡❧❧❡ ❡♥ $❡ ❧✐♠✐+❛♥+ G ✉♥❡ +8❛♥$✲

❢♦8♠❛+✐♦♥ ❧✐♥,❛✐8❡ ♣❛8 8❛♣♣♦8+ G ❘❱❇ ✭✈♦✐8 ✜❣✉8❡ ✸✳✻❞✮✳ ❆✐♥$✐ ❧❡ 8,$✉❧+❛+ ♥✬❡$+ ♣❛$

♣❛8❢❛✐+ ♠❛✐$ ❧✬,H✉❛+✐♦♥ ❞❡ ♣❛$$❛❣❡ $♦♥+ $✐♠♣❧❡$ ✿




x
y
z


 = M




r
g
b




❛✈❡❝ M =




0.412453 0.357580 0.180423
0.212671 0.715160 0.072169
0.019334 0.119193 0.950227




✭✸✳✹✮

M ,+❛♥+ ✐♥✈❡8$✐❜❧❡✱ ❧❡ ♣❛$$❛❣❡ ✐♥✈❡8$❡ $✬,❝8✐+ ✿




r
g
b


 = M−1




x
y
z




❛✈❡❝ M−1 =




3.240479 −1.537150 −0.498535
−0.969256 1.875992 0.041556
0.055648 −0.204043 1.057311




✭✸✳✺✮

➚ ♥♦+❡8 H✉❡ ❧✬❡$♣❛❝❡ ①②❨ ❡♥ ❡$+ ✉♥❡ ✈❡8$✐♦♥ ♥♦8♠❛❧✐$,❡✱ ♦U ❧❡$ ❝♦♦8❞♦♥♥,❡$ ①② 8❡✲

♣8,$❡♥+❡♥+ ❧❛ +❡✐♥+❡✳

▲✯✉✯✈✯ ❡' ▲✯❛✯❜✯ $♦♥+ ❧❡ 8,$✉❧+❛+ ❞❡ +8❛♥$❢♦8♠❛+✐♦♥$ ♥♦♥ ❧✐♥,❛✐8❡$ ♣❡8♠❡++❛♥+

❞❡ $❡ 8❛♣♣8♦❝❤❡8 ❞❛✈❛♥+❛❣❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦8♠✐+, ♣❡8❝❡♣+✉❡❧❧❡✳ ❈❡$ ❡$♣❛❝❡$ ♦♥+ ,+, ❛❞♦♣+,$

♣❛8 ❧❡ ❈■❊ ❡♥ ✶✾✼✻✳ ❊❧❧❡$ $,♣❛8❡♥+ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦$✐+, L∗ ❞❡ ❧❛ +❡✐♥+❡ ❞♦♥+ ❡❧❧❡$ ♦♥+ ❝❤❛❝✉♥❡

✉♥❡ 8❡♣8,$❡♥+❛+✐♦♥ ♣8♦♣8❡✳

▲❡$ ,H✉❛+✐♦♥$ ❞❡ ♣❛$$❛❣❡ ❡♥+8❡ ▲✯✉✯✈✯ ❡+ ❳❨❩ $♦♥+ ❞♦♥♥,❡$ ♣❛8 ❧✬,H✉❛+✐♦♥ ✭✸✳✻✮✳

■❧ $✉✣8❛ ❞❡ ❧❡$ ❝♦♠♣♦$❡8 ❛✈❡❝ ❧❛ +8❛♥$❢♦8♠❛+✐♦♥ ❡♥+8❡ ❳❨❩ ❡+ ❘❱❇ ♣♦✉8 ♦❜+❡♥✐8 ❧❛

+8❛♥$❢♦8♠❛+✐♦♥ ❝♦♠♣❧X+❡ ❞❡♣✉✐$ ❧✬❡$♣❛❝❡ RV B✳

L∗ =





116
(

Y
Yn

)1/3
− 16 $✐

Y
Yn

> 0.008856

903.3 Y
Yn

❛✉+♦✉8 ❞✉ ♥♦✐8✳

u∗ = 13L∗(u′ − u′n)

v∗ = 13L∗(v′ − v′n)

✭✸✳✻✮

♦U

u′ =
4X

X + 15Y + 3Z
=

4x

−2x+ 12y + 3
❡+ v′ =

9Y

X + 15Y + 3Z
=

9y

−2x+ 12y + 3
✭✸✳✼✮

❡+ ♦U (u′n, v
′
n) $♦♥+ ❝❛❧❝✉❧,$ ♣♦✉8 ✉♥ ❜❧❛♥❝ ❞❡ 8,❢,8❡♥❝❡✳ ▲❡ ❜❧❛♥❝ ❞❡ 8,❢,8❡♥❝❡ D65

❡$+ $♦✉✈❡♥+ ✉+✐❧✐$, ❝❛8 ✐❧ ❛♣♣8♦❝❤❡ ❧❛ ❧✉♠✐X8❡ ❞✉ ❥♦✉8✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉8 ❡$+ (Xn, Yn, Zn) =
[0.950456, 1, 1.088754) ♦✉ (u′n, v

′
n) = [0.197832, 0.468340]✳



✻✵ ✸✳ ❈❤❛♠♣' ❞❡ ❧✉♠✐-.❡

▲✬❡%♣❛❝❡ ▲✯❛✯❜✯ ❡%) ❞+✜♥✐ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠2♠❡ L∗ 3✉❡ ❞❛♥% ❧✬+3✉❛)✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ❡) %❡ ❞+✜♥✐)

♣❛: :❛♣♣♦:) ; ❳❨❩ ❝♦♠♠❡ %✉✐) ✿

a∗ = 500

(
f

(
X

Xn

)
− f

(
Y

Yn

))

b∗ = 200

(
f

(
Y

Yn

)
− f

(
Z

Zn

))
✭✸✳✽✮

♦A

f(t) =

{
t
1

3
♣♦✉: t > 0.008856

7.787 t+ 16
116 %✐♥♦♥

▲❛ %❡✉❧❡ ❞✐✛+:❡♥❝❡ ❡♥):❡ ❝❡% ❞❡✉① :❡♣:+%❡♥)❛)✐♦♥% :+%✐❞❡ ❡♥ ❧❡✉: ♣❛:❛♠+):❛❣❡ ❞❡

❧✬❡%♣❛❝❡ ❞+❝:✐) ♣❛: ❧❛ )❡✐♥)❡ ✿ ❧❡% ❝♦♠♣♦%❛♥)❡% ❛✯ ❡) ❜✯ %♦♥) ♦:)❤♦❣♦♥❛❧❡%✳ ❆❧♦:%

3✉❡ ❝❡% ❡%♣❛❝❡% %♦♥) ❛❝)✉❡❧❧❡♠❡♥) ✉)✐❧✐%+% ❞❛♥% ❧❡ ):❛✐)❡♠❡♥) ❞✬✐♠❛❣❡ ❬▼✐))❛❧ ❡% ❛❧✳✱

✷✵✶✷❪✱ ❞❡% +)✉❞❡% ♣♦✉%%+❡% %♦♥) )♦✉❥♦✉:% ❡♥ ❝♦✉:% %✉: ❧❡% ❞✐✛+:❡♥❝❡% ✐♥):✐♥%N3✉❡% ❡♥):❡

❝❡% ❡%♣❛❝❡% ❡) ❧❡✉:% ✈❛:✐❛♥)❡% ❬❚❤♦♠❛% ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ▲❛ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛)✐♦♥ ❛❝)✉❡❧❧❡ ❞✉

❈■❊ ❡%) ❞✬✉)✐❧✐%❡: ❧✬❡%♣❛❝❡ ▲✯✉✯✈✯ ♣♦✉: ❧❛ ❝❛:❛❝)+:✐%❛)✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥✐)❡✉:% ❞❡ ❝♦✉❧❡✉: ❡)

❧✬❡%♣❛❝❡ ▲✯❛✯❜✯ ♣♦✉: ❧❛ ❝❛:❛❝)+:✐%❛)✐♦♥ ❞❡ %✉:❢❛❝❡% ❝♦❧♦:+❡%✳

✸✳✶✳✷ ❈♦♠♣❛)❛*✐❢

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉: ✈❛ ✐♥✢✉❡: 3✉❛❧✐)❛)✐✈❡♠❡♥) %✉: ❞❡✉① +)❛♣❡% ❞❡ ♥♦%

):❛✈❛✉① ✿

✖ :❡❝♦♥%):✉❝)✐♦♥ ✿ ❧✬❛❥✉%)❡♠❡♥) ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥% ❛✉① ❞♦♥♥+❡% ❞✬❡♥):+❡ ✐%%✉❡% ❞❡%

♣❤♦)♦❣:❛♣❤✐❡% %❡ ❢❡:❛ ♥♦)❛♠♠❡♥) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡%✉:❡ ❞✬+❝❛:) ❡♥):❡ ❝♦✉❧❡✉:% :❡✲

❝♦♥%):✉✐)❡% ❡) ♠❡%✉:+❡% ❀

✖ %✐♠♣❧✐✜❝❛)✐♦♥ ✿ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♠✐♥✐♠✐%❡:❛ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥) ❧✬+❝❛:) ❡♥):❡ ❞♦♥♥+❡% ❞❡♥%❡% ❡)

❞♦♥♥+❡% %✐♠♣❧✐✜+❡%✳ X♦✉: ❝❡ ❢❛✐:❡✱ ✉♥ +❝❛:) ❝♦❧♦:✐♠+):✐3✉❡ ❞❡ :❛❞✐❛♥❝❡ %❡:❛

♠❡%✉:+✳

❉❡ ♣❧✉%✱ ✐❧ ② ❛✉:❛ ✉♥ ❝♦[) ❞❡ ❝♦♥✈❡:%✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❡♥❞:♦✐)% %✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐%✐) ✉♥ ❡%♣❛❝❡

❛✉):❡ 3✉❡ ❘❱❇ ✿

✖ ❡♥ ❛♠♦♥) ❞❡ ❧❛ :❡❝♦♥%):✉❝)✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡:%✐♦♥ ):❛♥%❝:✐:❛ ❧❡% ❞♦♥♥+❡% ❞❛♥%

❧✬❡%♣❛❝❡ ❞+%✐:+ ❀

✖ ❧♦:% ❞❡ ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡ ✈✐%✉❛❧✐%❛)✐♦♥ ♦A ✐❧ ❢❛✉❞:❛ :❡❝♦♥✈❡:)✐: ❧❡% ❝♦✉❧❡✉:% ♣♦✉:

♦❜)❡♥✐: ✉♥ ❛✣❝❤❛❣❡✳

▲❡ ❝:✐)N:❡ ♣:✐♥❝✐♣❛❧ ❡%) ❛✐♥%✐ ❧✬✉♥✐❢♦1♠✐%3 ♣❡1❝❡♣%✉❡❧❧❡ ❝❛: ✐❧ %✬❛❣✐) ❜✐❡♥ ❞❡ ✈✐%✉❛❧✐%❡:

✉♥ ♦❜❥❡) ):✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❢❛^♦♥ ; ❝❡ 3✉✬✐❧ :❡%%❡♠❜❧❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ; ❧✬♦:✐❣✐♥❛❧✳ ❈♦::+❧❡:

❧❛ ♠+):✐3✉❡ ❞✬+❝❛:) ; ❧❛ ♣❡:❝❡♣)✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡%) ❞♦♥❝ ♣:✐♠♦:❞✐❛❧❡✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐%3 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣♦:)❡ ♣❡✉ ❧♦:% ❞❡ ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡ :❡❝♦♥%):✉❝)✐♦♥ ❝❛: ✐❧ %✬❛❣✐)

❞❡ ♣:+✲❝❛❧❝✉❧✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉) ♣❛: ❝♦♥):❡ 2):❡ ❧✐♠✐)❛♥)❡ ❞❛♥% ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡ ✈✐%✉❛❧✐%❛)✐♦♥ ❝❛:

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦✐) %❡ ❢❛✐:❡ ; ❧❛ ✈♦❧+❡✳

▲❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥% ♣❤②:✐;✉❡ ♥✬❡%) ♣❛% ✉♥ ❝:✐)N:❡ ✐♠♣♦:)❛♥)✳ ❯♥ ❧✐❡♥ ♣❡✉) ❝❡♣❡♥❞❛♥) ❡①✐%)❡:



❋♦♥❝$✐♦♥& ❞❡ )❛❞✐❛♥❝❡ ✻✶

❡♥$%❡ %&❛❧✐$& ♣❤②-✐.✉❡ ❡$ ♣❡%❝❡♣$✐♦♥✱ ♠❛✐- ❝❡❝✐ ♣❡✉$ 4$%❡ ❝♦♥-✐❞&%& ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡✛❡$ ❞❡

❜♦%❞✳

▲❡ $❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ❝❛$&❣♦%✐-❡ ❧❡- ❢❛♠✐❧❧❡- ❞✬❡-♣❛❝❡- ❞❡ ❝♦✉❧❡✉% ❞✐-❝✉$&- ❝✐✲❞❡--✉- -❡❧♦♥ ❧❡-

❝%✐$?%❡- ❝❧❛--&- ❞❛♥- ❧✬♦%❞%❡ ❞✬✐♠♣♦%$❛♥❝❡✳

❊-♣❛❝❡ ❯♥✐❢♦%♠✐$&

❞❡ ❝♦✉❧❡✉% ♣❡%❝❡♣$✉❡❧❧❡ ❚%❛♥-❢♦%♠❛$✐♦♥

▲✯❛✯❜✯✴▲✯✉✯✈✯ ❚%?- ❜♦♥♥❡ ◆♦♥ ❧✐♥&❛✐%❡

❳❨❩ ❇♦♥♥❡ ▲✐♥&❛✐%❡

❘❱❇ ✴ ❈▼❏ ❋❛✐❜❧❡ ▲✐♥&❛✐%❡

❍❙❱ ❚!"# ❢❛✐❜❧❡ ▲✐♥,❛✐!❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ✕ ❚❛①✐♥♦♠✐❡ ❡5 ❝♦♠♣❛!❛✐#♦♥ ❞❡# ❡#♣❛❝❡# ❞❡ ❝♦✉❧❡✉!✳

◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❞"# ❧♦!# ✐♠♠,❞✐❛5❡♠❡♥5 ,❝❛!5❡!

✖ ❧✬❡#♣❛❝❡ ❈▼❏✱ >✉✐ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ❛✈❛♥5❛❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛5♦✐!❡ ♣❛! !❛♣♣♦!5 @ ❘❱❇ ❡5 >✉✐

♥✬❡#5 ♣❛# ✐♥5,!❡##❛♥5 ❞"# ❧♦!# >✉❡ ♥♦✉# ♥✬✉5✐❧✐#♦♥# ♣❛# ❞✬✐♠♣!✐♠❛♥5❡#✳

✖ ❧❡# ❡#♣❛❝❡# ❝②❧✐♥❞!✐>✉❡#✱ >✉✐ ♥✬❛♣♣♦!5❡♥5 ♣❛# ❞✬✉♥✐❢♦!♠✐5, ♣❡!❝❡♣5✉❡❧❧❡ ❡5 ♥❡

!❡♣!,#❡♥5❡♥5 ❛✉❝✉♥❡ !,❛❧✐5, ♣❤②#✐>✉❡ ❬D♦②♥5♦♥✱ ✶✾✾✼❪✳

❆✐♥#✐✱ ❧❡# ❡#♣❛❝❡# ▲✯✉✯✈✯ ❡5 ▲✯❛✯❜✯ #♦♥5 ❧❡# ♠✐❡✉① ❢♦♥❞,# ❞❡ ♣❛! ❧❡✉! ✉♥✐❢♦!♠✐5,

♣❡!❝❡♣5✉❡❧❧❡✱ @ ❝♦♥❞✐5✐♦♥ >✉❡ ❧❡✉! 5❡♠♣# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦♥✈❡!#✐♦♥ @ ❧❛ ✈♦❧,❡ !❡#5❡ !❛✐✲

#♦♥♥❛❜❧❡✳ ▲✬❡#♣❛❝❡ ▲✯✉✯✈✯ ❡#5 ♣❧✉# ❛♣♣!♦♣!✐, ♣♦✉! ❧❛ #②♥5❤"#❡ ❛❞❞✐5✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉!

>✉❡ ♥♦✉# ❡①♣❧♦✐5♦♥# ❧♦!# ❞❡ ❧✬✐♥5❡!♣♦❧❛5✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉!# #✉! ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❬❲②#③❡❝❦✐ ❡5

❙5✐❧❡#✱ ✷✵✵✵❪✳ ◆♦✉# ❛✉!♦♥# ❞♦♥❝ 5❡♥❞❛♥❝❡ @ ♣!,❢,!❡! ❝❡5 ❡#♣❛❝❡ @ ▲✯❛✯❜✯✳

◆♦✉# ❛✈♦♥# ,5❛❜❧✐ ✉♥ ♦!❞!❡ ❞❡ ♣!,❢,!❡♥❝❡ ♠❛✐# ♥❡ ❢❛✐#♦♥# ♣❛# ❞❡ ❝❤♦✐① ❛ ♣-✐♦-✐✳ ▲✬✉5✐✲

❧✐#❛5❡✉! ♣❡✉5 ❡♥ ❡✛❡5 ❛✈♦✐! #❡# !❛✐#♦♥# ♣!♦♣!❡# ♣♦✉! ❝❤♦✐#✐! ✉♥ ❡#♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉! ✿

❝♦R5 ❞❡ ❝♦♥✈❡!#✐♦♥ !,❞❤✐❜✐5♦✐!❡ #✉! #♦♥ ❛!❝❤✐5❡❝5✉!❡✱ ✉5✐❧✐#❛5✐♦♥ ❞❡ ❜✐❜❧✐♦5❤">✉❡# #✉♣✲

♣♦!5❛♥5 ✉♥ ❡#♣❛❝❡ ❡♥ ♣❛!5✐❝✉❧✐❡!✱ ❞❡♠❛♥❞❡# ❞❡ ❣!❛♣❤✐#5❡# ♠♦❞,❧✐#❛♥5 ❞❡# ♦❜❥❡5#✱ ❡5❝✳

❆✐♥#✐✱ ♥♦✉# #♦✉❤❛✐5♦♥# ❢♦✉!♥✐! ❞❡# #♦❧✉5✐♦♥# !♦❜✉#5❡# @ ❝❡ ❝❤♦✐①✳ D♦✉! ❝❡ ❢❛✐!❡✱ ♥♦✉#

❛✈♦♥# ✐♠♣❧,♠❡♥5, ❧✬❡#♣❛❝❡ 5!✐✲01✐♠✉❧✐ ❘❱❇ ❡5 ❧❡# ❡#♣❛❝❡# #❡ !❛♣♣!♦❝❤❛♥5 ❞❡ ❧✬✉♥✐✲

❢♦!♠✐5, ♣❡!❝❡♣5✉❡❧❧❡ ✿ ❳❨❩✱ ▲✯❛✯❜✯ ❡5 ▲✯✉✯✈✯✳ ◆♦✉# ❢♦✉!♥✐!♦♥# ❞❡# ❡①❡♠♣❧❡# ❞❡

!,#✉❧5❛5# !❡♣!,#❡♥5❛5✐❢# ♠❡55❛♥5 ❡♥ T✉✈!❡ ❘❱❇ ❡5 ▲✯✉✯✈✯ ❛✜♥ ❞❡ ❞,♠♦♥5!❡! ❧✬✐♥❞,✲

♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦# ❛❧❣♦!✐5❤♠❡# @ ❧✬❡#♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉!✳

✸✳✷ ▼♦❞&❧❡) ❞❡ ❢♦♥❝-✐♦♥

◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ✈♦✐! ✐❝✐ ❞✐✛,!❡♥5# ♠♦❞"❧❡# ❝♦♥♥✉# ♣❡!♠❡55❛♥5 ❞✬❡①♣!✐♠❡! ❡5 ❞❡ #5♦❝❦❡!

❧❡# ❢♦♥❝5✐♦♥# ❞❡ !❛❞✐❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡# ♦♥5 5♦✉5❡# ✉♥ ♣♦✐♥5 ❝♦♠♠✉♥ ✿ ✐❧ #✬❛❣✐5 ❞❡ ❢♦♥❝5✐♦♥#

❞,✜♥✐❡# ♣❛! ✉♥❡ ❜❛#❡ ❡5 ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥5#✳



✻✷ ✸✳ ❈❤❛♠♣' ❞❡ ❧✉♠✐-.❡

❱♦❝❛❜✉❧❛✐(❡

▼♦❞,❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ ✿ ❧❡ ♠♦❞(❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❝♦♠♣/❡♥❞ ❧❛ ❜❛2❡ Φ✱ 2❛ ,❛✐❧❧❡ N
❡, ❧❡ ♣❛/❛♠4,/❛❣❡ 2✉/ ❧✬❤4♠✐2♣❤(/❡ Hp ✭♦✉ ❧❛ 2♣❤(/❡ Ω✮✳

❈❛♣❛❝✐/2 ❞❡ (❡♣(23❡♥/❛/✐♦♥ ✿ ♥♦,✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥, =✉❛♥,✐✜❛❜❧❡ ❞4✜♥✐22❛♥, ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐,4 ❞❡ /❛❞✐❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ /❡♣/42❡♥,❛❜❧❡ ♣❛/ ❧❡ ♠♦❞(❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝,✐♦♥

❝❤♦✐2✐✳ ❈❡,,❡ =✉❛♥,✐,4 ❡2, A ❝♦♥2✐❞4/❡/ ❡♥ ♣/♦♣♦/,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,❛✐❧❧❡ N ✳

▲❡2 ❝/✐,(/❡2 2✉✐✈❛♥,2 /4❣✐22❡♥, 2♦✉✈❡♥, ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❜❛2❡ ✿

✖ ❈❛♣❛❝✐%& ❞❡ )❡♣)&*❡♥%❛%✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐,4 ❞❡ ❧❛ /❛❞✐❛♥❝❡ ♥✉♠4/✐24❡ ❡, ❧❡ ❞❡❣/4

❞❡ /4❛❧✐2♠❡ 2♦✉❤❛✐,4✳

✖ ❈♦♠♣❛❝✐%& ✿ ❧❡2 ❝♦♥,/❛✐♥,❡2 ♠❛,4/✐❡❧❧❡2 ❡♥ ,❡/♠❡2 ❞❡ ♠4♠♦✐/❡ ✐♥❞✉✐2❡♥, ✉♥❡

❧✐♠✐,❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐,4✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐,4 ♠4♠♦✐/❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛ =✉❛♥,✐,4 ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥,2 A

2,♦❝❦❡/ ♣❛/ ❢♦♥❝,✐♦♥✮ ❞❡✈/❛ ❛❧♦/2 F,/❡ ❧✐♠✐,4❡ ❞✬❛✉,❛♥, ♣❧✉2 =✉❡ ❧❡ ♠♦❞(❧❡ ✸❉

❡2, ❣/❛♥❞✳

✖ ❈♦♠♣❧❡①✐%& ❞✬&✈❛❧✉❛%✐♦♥ ✿ ❧❡2 ❝♦♥,/❛✐♥,❡2 ♠❛,4/✐❡❧❧❡2 ❡, ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡2 ✭✐✳❡✳ ✐♠♣❧4✲

♠❡♥,❛,✐♦♥ ❈J❯ ♦✉ ●J❯ ❡, ♣✉✐22❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡2 ❞❡/♥✐❡/2✮ ❡, ❧❛ ,❛✐❧❧❡

❞❡2 ❞♦♥♥4❡2 ✐♥✢✉❡♥, 2✉/ ❧❛ ✈✐,❡22❡ ❞❡ /❡♥❞✉✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐,4 ❞✬4✈❛❧✉❛,✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❢♦♥❝,✐♦♥ ❞4♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❜❛2❡ ❡, ❞❡ 2❛ ,❛✐❧❧❡✳

✖ ❈♦♠♣❧❡①✐%& ❞❡ ❧✬❛❥✉*%❡♠❡♥% ✿ ❧❡2 ❝♦❡✣❝✐❡♥,2 2❡/♦♥, ❡2,✐♠42 ❛✜♥ ❞✬❛♣♣/♦❝❤❡/

❧❡2 ❝♦✉❧❡✉/2 ❛❝=✉✐2❡2✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❜❛2❡ ❝❤♦✐2✐❡✱ ♦♥ ♣♦✉//❛ ❛✈♦✐/ /❡❝♦✉/2 A ✉♥ ❛❥✉2✲

,❡♠❡♥, ❧✐♥4❛✐/❡ ♦✉ ♥♦♥✳

✖ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞&✜♥✐%✐♦♥✳ ❈❡/,❛✐♥❡2 ❜❛2❡2 2♦♥, ❞4✜♥✐❡2 2✉/ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡/♠4

✭❡✳❣✳ 2♣❤4/✐=✉❡✮✱ ❞✬❛✉,/❡2 2✉/ ✉♥ ♦✉✈❡/, ✭❡✳❣✳ ❤4♠✐2♣❤4/✐=✉❡✱ ♣❧❛♥ ,❛♥❣❡♥,✮✳

❙❡❧♦♥ ❝❡ ❝❤♦✐①✱ ♦♥ 2❡/❛ ❝♦♥,/❛✐♥, ♦✉ ♥♦♥ ❞✬❡①♣/✐♠❡/ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❛♥2 ✉♥ /❡✲

♣(/❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧✉2 ❝♦♠♣❛❝, ♠❛✐2 ♥4❝❡22✐,❛♥, ❞✬F,/❡ ♦/✐❡♥,4 ❡①♣❧✐❝✐,❡♠❡♥,✱ ❝♦♥,/❛✐✲

/❡♠❡♥, A ✉♥ /❡♣(/❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ◆♦✉2 ❡♥ ✈❡//♦♥2 ❧❡2 ❡♥❥❡✉① ❛✉ ❝♦✉/2 ❞❡2 ❝❤❛♣✐,/❡2

A ✈❡♥✐/✳

❉✬❛✉,/❡2 ❝/✐,(/❡2 ♥♦♥ 2❝✐❡♥,✐✜=✉❡2 ♣❡✉✈❡♥, F,/❡ ✐♠♣♦/,❛♥,2 ♣♦✉/ ✉♥ ♣/♦❣/❛♠♠❡✉/✱ A

2❛✈♦✐/ ❧❛ ❞✐2♣♦♥✐❜✐❧✐,4 ❞✬♦✉,✐❧2 ❞❛♥2 ❞❡2 ❜✐❜❧✐♦,❤(=✉❡2 ❡, ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐,4 ❞✬✐♠♣❧4♠❡♥✲

,❛,✐♦♥✳

❈❡/,❛✐♥2 ❝/✐,(/❡2 2♦♥, ♣❧✉2 ✐♠♣♦/,❛♥,2 =✉❡ ❞✬❛✉,/❡2 2❡❧♦♥ ❧❡2 ❝♦♥,❡①,❡2✳ ❉❡ ♣❧✉2✱

❝❡/,❛✐♥2 ❞✬❡♥,/❡ ❡✉① 2♦♥, ❝♦♥,/❛❞✐❝,♦✐/❡2✳ ■❧ ❡2, ❞♦♥❝ ✐♠♣♦22✐❜❧❡ ❞❡ ,♦✉,❡2 ❧❡2 2❛,✐2❢❛✐/❡✳

◆♦✉2 2♦✉❤❛✐,♦♥2 ❧❛✐22❡/ ❧❛ ❧✐❜❡/,4 ❞❡ ❝❤♦✐① A ❧✬✉,✐❧✐2❛,❡✉/ ❡, ♥✬❛❧❧♦♥2 ❞♦♥❝ ♣❛2 ❧✬✐♠♣♦2❡/

❛ ♣)✐♦)✐✳ ◆♦✉2 ♣♦/,♦♥2 ✉♥ 2♦✐♥ ❛❝❝/✉ A ✈❛❧✐❞❡/ ♥♦2 ❝♦♥,/✐❜✉,✐♦♥2 2✉/ ,♦✉, ,②♣❡ ❞❡

♠♦❞(❧❡ ❞❡ /❛❞✐❛♥❝❡✳ ❆✐♥2✐✱ ♥♦✉2 /❡♥❞/♦♥2 ♥♦2 ❝♦♥,/✐❜✉,✐♦♥2 /♦❜✉2,❡ A ❝❡ ❝❤♦✐①✳

✸✳✷✳✶ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥) ❛♥❛❧②+✐1✉❡)

❉❛♥2 ❧❛ 2✉✐,❡ ❞❡ ❝❡,,❡ 2❡❝,✐♦♥✱ ♥♦✉2 ♣/42❡♥,♦♥2 ❞✐✈❡/2❡2 ❜❛2❡2 ✐22✉❡2 ❞❡ ❧❛ ❧✐,,4/❛,✉/❡✱

❞♦♥, ,♦✉,❡2 ❝❡❧❧❡2 =✉❡ ♥♦✉2 ♠❡,,/♦♥2 ❡♥ T✉✈/❡✳ ❊❧❧❡2 2♦♥, ✐❧❧✉2,/4❡2 ❞❛♥2 ❧❛ ✜❣✉/❡ ✸✳✼✳
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✻✹ ✸✳ ❈❤❛♠♣' ❞❡ ❧✉♠✐-.❡

■❧ ❡%& ' ♥♦&❡* +✉❡ ❧❛ ♠♦✐&✐0 ❞❡ ❧❛ %♣❤4*❡ ♥❡ %❡*❛ ❥❛♠❛✐% ✈✐%✉❛❧✐%0❡✳ ❖*✱ ✐❧ ❡%& ✐♠♣♦*&❛♥&

♣♦✉* ❧✬♦✉&✐❧ ❞❡ ❝♦♠♣*❡%%✐♦♥ +✉❡ ♣*0%❡♥&❡ ❝❡& ❛*&✐❝❧❡ ❞✬❛✈♦✐* ✉♥❡ ❞0✜♥✐&✐♦♥ ♦♠♥✐❞✐*❡❝✲

&✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ *❛❞✐❛♥❝❡✳ ▲❛ +✉❛♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ✉&✐❧✐%0❡ ❡①♣❧♦✐&❡ ❡♥ ❡✛❡& ❞❡% %✐♠✐❧✐&✉❞❡%

❡♥&*❡ ▲✉♠✐$♣❤❡(❡$ ❝♦**❡%♣♦♥❞❛♥& ' ❞❡% ♦*✐❡♥&❛&✐♦♥% ❞❡ %✉*❢❛❝❡ ❞✐✛0*❡♥&❡%✳

❇❛"❡" ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡"✳ ▲❡% ❜❛%❡% ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡% %❡ &*♦✉✈❡♥& ❞❛♥% ❧❡% &❡①&✉*❡% ♣♦❧②✲

♥♦♠✐❛❧❡% ✭E❚▼

✹

✮ ❬▼❛❧③❜❡♥❞❡* ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ ■❧ %✬❛❣✐& ❞❡ &❡①&✉*❡% ❞♦♥& ❝❤❛+✉❡ &❡①❡❧ ❡%&

❞0❝*✐& ♣❛* ✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❤0♠✐%♣❤0*✐+✉❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❜✐✲+✉❛❞*❛&✐+✉❡ ❞♦♥& ❧❡ ♣❛*❛♠4&*❡

❡%& ❧❛ ❞✐*❡❝&✐♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥&❡ ωi ❞✬✉♥❡ %♦✉*❝❡ ❞✬0❝❧❛✐*❛❣❡ ♣♦♥❝&✉❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡% ♣❡*♠❡&&❡♥& ❞❡

*0✲0❝❧❛✐*❡* ✈✐*&✉❡❧❧❡♠❡♥& ❞❡% ♦❜❥❡&% ✭❛❝+✉✐% ♦✉ %✐♠✉❧0%✮ ✈✐%✉❛❧✐%0% ' ♣❛*&✐* ❞✬✉♥ ♣♦✐♥&

❞❡ ✈✉❡ ✉♥✐+✉❡✳

❈❡% ❢♦♥❝&✐♦♥% %♦♥& ♠✐%❡% ❡♥ R✉✈*❡ ❝♦♠♠❡ %✉✐&✳ ❯♥❡ ♣❛✐*❡ ❞❡ ❝♦♦*❞♦♥♥0❡% (u, v) ❞0❝*✐&
❧✬❤0♠✐%♣❤4*❡ ❡♥ ♣❛*❝♦✉*❛♥& ❧❡ ❞✐%+✉❡ ✉♥✐&❛✐*❡ +✉✐ ❡%& ❧❡ *0%✉❧&❛& ❞❡ ❧❛ ♣*♦❥❡❝&✐♦♥

♦*&❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤0♠✐%♣❤4*❡ %✉* ❧❡ ♣❧❛♥ &❛♥❣❡♥&✳ ❯♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ N = 6 ❝♦❡✣❝✐❡♥&%

%✉✣& ❛❧♦*% ♣♦✉* ❞0&❡*♠✐♥❡* ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥✳

L(u, v) = [c1 . . . c6][1 u v uv u2 v2]T ✭✸✳✾✮

◆♦✉% ✉&✐❧✐%♦♥% ❝❡ ♠♦❞4❧❡ ♣♦✉* *❡♣*0%❡♥&❡* ❞❡ ❧❛ *❛❞✐❛♥❝❡ ✿ u ❡& v ❞0❝*✐✈❡♥& ❛❧♦*%

&♦✉❥♦✉*% ✉♥ ❞✐%+✉❡ ♠❛✐% *❡♣*0%❡♥&❛♥& ❧✬❤0♠✐%♣❤4*❡ ❞❡% ❛♥❣❧❡% %♦*&❛♥&% ωr ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡

ωi✳ ◆♦✉% 0&❡♥❞♦♥% ♣❛* ❛✐❧❧❡✉*% ❧✬0+✉❛&✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ' ❞❡% ❞❡❣*0% %✉♣0*✐❡✉*%✱ ♥♦&❛♠♠❡♥&

❜✐✲❝✉❜✐+✉❡ ✭✶✵ ❝♦❡✣❝✐❡♥&%✮ ❡& ❜✐✲+✉❛*&✐+✉❡ ✭✶✺ ❝♦❡✣❝✐❡♥&%✮✳ ❉❡ ❢❛[♦♥ ❣0♥0*❛❧❡✱ ✐❧ ② ❛

N = (d+1)(d+2)
2 ❝♦❡✣❝✐❡♥&% ♣❛* ♣♦❧②♥\♠❡ ✭♦] d ❡♥ ❡%& ❧❡ ❞❡❣*0✮✳

❍❛-♠♦♥✐.✉❡" "♣❤1-✐.✉❡"✳ ▲❡% ❤❛*♠♦♥✐+✉❡% %♣❤0*✐+✉❡% ❬▼❛❝❘♦❜❡*&✱ ✶✾✹✽❪ %♦♥&

❞❡% ♣♦❧②♥\♠❡% ♣❛*❛♠0&*0% ❡♥ ❝♦♦*❞♦♥♥0❡% %♣❤0*✐+✉❡% %✉* ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡*♠0 +✉✬❡%&

❧❛ %♣❤4*❡✳ ■❧ %✬❛❣✐& ❞❡ ❧❛ ♣♦*&✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐*❡ ❞❡ ❧❛ %♦❧✉&✐♦♥ ' ❧✬0+✉❛&✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡♥

❝♦♦*❞♦♥♥0❡% %♣❤0*✐+✉❡%✳ ▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ %✬❡①♣*✐♠❡ ❡♥ ♥♦♠❜*❡% ❝♦♠♣❧❡①❡% ♠❛✐% ❛❞♠❡&

✉♥❡ ✈❛*✐❛♥&❡ *0❡❧❧❡ +✉✐ %✬0❝*✐& ❝♦♠♠❡ %✉✐& ✿

f(θ, φ) =

∞∑

l=0

l∑

m=−l

cml Km
l Pm

l (cosθ)cos(mφ) ✭✸✳✶✵✮

♦] ❧❡% cml %♦♥& ❧❡% ❝♦❡✣❝✐❡♥&% ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥✱

♦] Km
l = 2(l−m)!

(l+m)! ❡%& ✉♥❡ ❝♦♥%&❛♥&❡✱

❡& ♦] Pm
l (x) ❡%& ✉♥ ♣♦❧②♥\♠❡ ❛%%♦❝✐0 ❞❡ ▲❡❣❡♥❞(❡✳
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✹✳ "♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❚❡①-✉/❡ ▼❛♣2✳



❋♦♥❝$✐♦♥& ❞❡ )❛❞✐❛♥❝❡ ✻✺

❝✐❡♥&' ❝♦♥'&❛♥&' ❬●❛✉&-♦♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ❉❛✈❛♥&❛❣❡ ❞❡ ❞8&❛✐❧' '✉- ❝❡&&❡ -❡♣-8'❡♥&❛&✐♦♥

♣❡✉✈❡♥& '❡ &-♦✉✈❡- ❞❛♥' ❧❛ &❤<'❡ ❞✬❖❧✐✈✐❡- ●!♥❡✈❛✉① ❬✷✵✵✻❪✳

❆✉"#❡% #❡♣#'%❡♥"❛"✐♦♥%✳ ❉❛♥' ❧❛ '✉✐&❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉'❝-✐&✱ ♥♦✉' 8✈♦@✉♦♥' ❧❡' -❡✲

♣-8'❡♥&❛&✐♦♥' @✉❡ ♥♦✉' ✈❡♥♦♥' ❞✬8♥♦♥❝❡-✳ ◆♦✉' ❡♥ ✐♠♣❧8♠❡♥&♦♥' ❝❡-&❛✐♥❡' ✭❧❡' ❤❛-✲

♠♦♥✐@✉❡' '♣❤8-✐@✉❡' ❡& ❧❛ ❜❛'❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✮ ❡& ❞✐'❝✉&♦♥' ❧❡✉-' ❞✐✛8-❡♥❝❡' ❞❛♥' ❧❛

'❡❝&✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳

■❧ ❡♥ ❡①✐'&❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥& ❞✬❛✉&-❡'✳

❈✐&♦♥' ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❜❛'❡ ❞❡' ♦♥❞❡❧❡&&❡' '♣❤8-✐@✉❡' ❬❙❝❤-M❞❡- ❡& ❙✇❡❧❞❡♥'✱ ✶✾✾✺❪

@✉✐ ♣❡-♠❡& ❞❡ -❡♣-8'❡♥&❡- ❞❡' ❢♦♥❝✐♦♥' '✉- ❧❛ '♣❤<-❡✳ ➚ ❧✬✐♥'&❛- ❞❡ &♦✉&❡ ❜❛'❡ ❞✬♦♥✲

❞❡❧❡&&❡'✱ ❡❧❧❡ ♣❡-♠❡& ❞✬❡①♣❧♦✐&❡- ❧❛ ❝♦❤8-❡♥❝❡ ❞✐-❡❝&✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉- ❞✐♠✐♥✉❡- ❧❡ ♥♦♠❜-❡

❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&' ♥8❝❡''❛✐-❡' T ❧❛ -❡♣-8'❡♥&❛&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥✳ ❊✉ 8❣❛-❞ ❛✉① ♣-♦❜❧8✲

♠❛&✐@✉❡' @✉❡ ♥♦✉' ❞✐'❝✉&♦♥' ❞❛♥' ❧❛ '❡❝&✐♦♥ T ✈❡♥✐-✱ ❝❡&&❡ ❜❛'❡ ❡①❤✐❜❡ ❞❡' ♣-♦♣-✐8&8'

❛''❡③ '✐♠✐❧❛✐-❡' ❛✉① ❤❛-♠♦♥✐@✉❡' '♣❤8-✐@✉❡' ✿ ❢♦-&❡ ❝❛♣❛❝✐&8 ❞❡ -❡♣-8'❡♥&❛&✐♦♥ ❞✬❡✛❡&'

❞✐-❡❝&✐♦♥♥❡❧' ❡& ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞8✜♥✐&✐♦♥ ❢❡-♠8 ❡& '♣❤8-✐@✉❡ ♥♦&❛♠♠❡♥&✳

❉❛♥' ❬❏❛❝❤♥✐❦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✜♥❛❧❡♠❡♥&✱ ❧✬❤8♠✐'♣❤<-❡ ❞❡' ❞✐-❡❝&✐♦♥' ❡'& ❞✐'❝-8&✐'8❡ -8✲

❣✉❧✐<-❡♠❡♥& ❡♥ ✉♥ ❝❡-&❛✐♥ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❝❡-❝❧❡' ❝♦♥❝❡♥&-✐@✉❡' ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣-♦❥❡❝&✐♦♥

♦-&❤♦❣-❛♣❤✐@✉❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡' ♣❛-❛❧❧<❧❡' '✉- ❧✬❤8♠✐'♣❤<-❡✮✱ &②♣✐@✉❡♠❡♥& ✻✵✳ ❙✉- ❝❤❛@✉❡

❝❡-❝❧❡✱ ✉♥❡ -8'♦❧✉&✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐-❡ ❞8&❡-♠✐♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ♣♦✐♥&' ♣♦✉- ❧❡'@✉❡❧' ✉♥❡

❝♦✉❧❡✉- ❡'& '&♦❝❦8❡✳ ■❧ '✬❛❣✐& ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ -❡♣-8'❡♥&❛&✐♦♥ ❛''❡③ ♣-♦❝❤❡ ❞❡' ▲✉♠✐)♣❤❡,❡)

✭✉♥❡ -❡♣-8'❡♥&❛&✐♦♥ ❞✐'❝-8&✐'8❡✮ T ❝❡❧❛ ♣-<' @✉❡ ❧❡ -❡♥❞✉ '❡ ❢❛✐& ♣❛- ✐♥&❡-♣♦❧❛&✐♦♥ ❞❡

❝♦✉❧❡✉-' '&♦❝❦8❡'✱ ❛❧♦-' @✉❡ ♣♦✉- ❧❡' ▲✉♠✐)♣❤❡,❡) ✐❧ '✬❛❣✐& ❞✬8✈❛❧✉❛&✐♦♥' ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥'

❧✐♥8❛✐-❡' '❛♥' ✐♥&❡-♣♦❧❛&✐♦♥✳ ▲❛ -❡♣-8'❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❬❏❛❝❤♥✐❦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❡'& ❞♦♥❝ ❛''❡③

♣-♦❝❤❡ ❞❡' ▲✉♠✐)♣❤❡,❡) ❝♦♥❝❡-♥❛♥& ❧❡' ❝-✐&<-❡' ❛❜♦-❞8' ❞❛♥' ❧❛ '❡❝&✐♦♥ T ✈❡♥✐-✳

✸✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛(❛)✐❢

❚♦✉&❡' ❝❡' -❡♣-8'❡♥&❛&✐♦♥' ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥' ✭T ❧✬❡①❝❡♣&✐♦♥ ❞❡' ❞8-✐✈8❡' ❞✉ ♠♦❞<❧❡ ❞❡

▲❛❢♦,!✉♥❡✮ '♦♥& ❡①♣-✐♠❛❜❧❡' ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐'♦♥ ❧✐♥8❛✐-❡ ❞❡' ❝♦❡✣❝✐❡♥&' ✭✈♦✐-

8@✉❛&✐♦♥ ✭✸✳✶✮✮✳ ❈❡❝✐ ❞8❧✐♠✐&❡ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ❢♦♥❝&✐♦♥' '✉- ❧❡@✉❡❧ &♦✉' ♥♦' &-❛✈❛✉①

-8❛❧✐'8' '✬❛♣♣❧✐@✉❡♥& ❡& ♦♥& 8&8 &❡'&8'✳

◆♦✉' ❛❧❧♦♥' ❝♦♠♠❡♥&❡- ❧❛ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡ ❞❡' ❞✐✛8-❡♥&❡' ❜❛'❡' '❡❧♦♥ ❧❡' ❝-✐&<-❡' '✉'✲

♠❡♥&✐♦♥♥8'✳ ◆♦✉' ♥✬❛✈♦♥' ♣❛' ❢❛✐& ❞✬8&✉❞❡ ❝♦♠♣❛-❛&✐✈❡ ❞❡ ❝❡&&❡ ❝♦♠♣❧❡①✐&8 ✿ ❧❡'

❝♦♠♠❡♥&❛✐-❡' @✉✐ '✉✐✈❡♥& ❞8❝♦✉❧❡♥& ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐&8 &❤8♦-✐@✉❡ ❞❡' 8@✉❛&✐♦♥' ❞❡'

❢♦♥❝&✐♦♥' ❡&✴♦✉ ❞✬✉♥❡ ❡①♣8-✐❡♥❝❡ ❡♠♣✐-✐@✉❡ ❞❡ ❧❡✉- ✉&✐❧✐'❛&✐♦♥ ✭♥♦✉' 8✈♦@✉♦♥' ✉♥❡

♣♦''✐❜❧❡ 8&✉❞❡ ❞❛♥' ❧❡' ♣❡-'♣❡❝&✐✈❡'✮✳ ▲❡ &❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ -8'✉♠❡ ♥♦' ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥'✳

❈❛♣❛❝✐"' ❞❡ #❡♣#'%❡♥"❛"✐♦♥✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐&8 ❞❡ -❡♣-8'❡♥&❛&✐♦♥ ❡'& ✐♥❤8-❡♥&❡ T ❧❛ ❜❛'❡

✉&✐❧✐'8❡ ❡& ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞8✜♥✐&✐♦♥ ❞❡' ❢♦♥❝&✐♦♥'✳ ❆✐♥'✐✱ ❞❡' ♠♦❞<❧❡' T ❜❛'❡

❞❡ ❧♦❜❡' ✭✐✳❡✳ ❤❛-♠♦♥✐@✉❡' '♣❤8-✐@✉❡' ❡& ▲❛❢♦,!✉♥❡✮ '♦♥& ♣❧✉' ❛♣♣-♦♣-✐8' @✉❡



✻✻ ✸✳ ❈❤❛♠♣' ❞❡ ❧✉♠✐-.❡

❇❛#❡ ❞❡ ❆❥✉#)❡♠❡♥) ❈❛♣❛❝✐)0 ❞❡ ❈♦♠♣❛❝✐)0 ❘❡♣34❡ ❈♦♠♣❧❡①✐)0

❢♦♥❝)✐♦♥# ❛✐#0 4❡♣40#❡♥)❛)✐♦♥ ❞✬0✈❛❧✉❛)✐♦♥

❍❙ ❖✉✐ ▲♦❜❡# ❈♦44❡❝)❡ ▲✐❜4❡ ❚43# ❢♦4)❡

❇@ ❖✉✐ ❋❛✐❜❧❡ ❈♦44❡❝)❡ ▲♦❝❛❧ ❚43# ❢❛✐❜❧❡

▲✉♠✐#♣❤✳ ❖✉✐ ❋❛✐❜❧❡ ❋❛✐❜❧❡ ▲✐❜4❡ ❋❛✐❜❧❡

▲❛❢♦$%✉♥❡ ◆♦♥ ❙♣0❝✉❧❛4✐)0 ❇♦♥♥❡ ▲♦❝❛❧ ❋♦4)❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛4❛✐#♦♥ ❞❡# ❜❛#❡# ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥#✳

❧❡# ▲✉♠✐+♣❤❡$❡+ ♦✉ ❧❡# ❜❛#❡# ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡# ♣♦✉4 4❡♣40#❡♥)❡4 ❞❡# 40✢❡①✐♦♥# #♣0✲

❝✉❧❛✐4❡#✳ ▲❡# @❚▼ #❡ #❛)✐#❢♦♥) ❡♥ ❡✛❡) ❞✬✉♥❡ 4❡♣40#❡♥)❛)✐♦♥ ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ 4❡✲

♣40#❡♥)❡4 ❞❡ ❢♦4)❡# ✈❛4✐❛)✐♦♥# ❞✐4❡❝)✐♦♥♥❡❧❧❡# ✿ ❧❡ 40✲0❝❧❛✐4❛❣❡ ✐♥✢✉❡ ❞❛✈❛♥)❛❣❡

#✉4 ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥) ❞✬♦♠❜4❡# O✉❡ #✉4 ❧✬❛♣♣❛4✐)✐♦♥ ❞❡ ♣✐❝# #♣0❝✉❧❛✐4❡#✳ ▲❡# ▲✉✲

♠✐+♣❤❡$❡+ O✉❛♥) P ❡✉① ♦♥) 0)0 #✉4✲0❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥0# ❞❛♥# ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❥✉#O✉✬P

#❛)✐#❢❛❝)✐♦♥ ❞✉ 40#✉❧)❛) ❛✉ ♣4✐① ❞✬✉♥ ❝♦Q) ♠0♠♦✐4❡ ♣❧✉# 0❧❡✈0✳

◆♦✉# ♥❡ #❛✈♦♥# ❛ ♣$✐♦$✐ ♣❛# ❝❡ O✉❡ ❝♦♥)✐❡♥♥❡♥) ❧❡# ❢♦♥❝)✐♦♥# ❞❡ 4❛❞✐❛♥❝❡ O✉❡

❧✬♦♥ #♦✉❤❛✐)❡ 4❡♣40#❡♥)❡4 ✿ ❝❡❧❛ ❞0♣❡♥❞ ❣4❛♥❞❡♠❡♥) ❞✉ ♠❛)04✐❛✉ ❝♦♠♣♦#❛♥)

#❛ #✉4❢❛❝❡ ❡) ❞❡ ❧✬❡♥✈✐4♦♥♥❡♠❡♥) ❧✉♠✐♥❡✉①✳ ◆♦✉# ✈❡44♦♥# O✉✬❡♥ ♣4❛)✐O✉❡ ♦♥

♦❜#❡4✈❡ #♦✉✈❡♥) ✉♥ ❝♦♠♣♦4)❡♠❡♥) #♣0❝✉❧❛✐4❡✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❛# ❧❡# ❜❛#❡# ♣❡4♠❡))❛♥)

❞❡ 4❡♣40#❡♥)❡4 ❞❡# ❧♦❜❡# #♦♥) ♣❧✉# ❛❞0O✉❛)❡#✳

❈♦♠♣❛❝✐'(✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛❝✐)0 ❞0❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ O✉❛♥)✐)0 ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥)# ♥0❝❡##❛✐4❡# ♣❛4

❢♦♥❝)✐♦♥ ✿ ❧❛ )❛✐❧❧❡ N ❞❡ ❧❛ ❜❛#❡✳ ■❞0❛❧❡♠❡♥)✱ ✐❧ ❢❛✉❞4❛✐) ❞0)❡4♠✐♥❡4 ❧❡ ❝♦Q)

♠0♠♦✐4❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ P O✉❛❧✐)0 ❝♦♥#)❛♥)❡ ♠❛✐# ❝❡❝✐ ❡#) ❝♦♠♣❧❡①❡ P 40❛❧✐#❡4

✭♥♦✉# ② 4❡✈✐❡♥❞4♦♥# ❞❛♥# ❧❡# ♣❡4#♣❡❝)✐✈❡#✮✳ ◆♦✉# ♥♦✉# ❜❛#♦♥# ❞♦♥❝ #✉4 ♥♦)4❡

❡①♣04✐❡♥❝❡ #✉❜❥❡❝)✐✈❡✳

❉❡# 40#✉❧)❛)# ✈✐#✉❡❧# #❛)✐#❢❛✐#❛♥)# #♦♥) ♦❜)❡♥✉# ♣♦✉4 ♥♦# ♥✉♠04✐#❛)✐♦♥# ❛✉

♣4✐① ❞✬✉♥❡ O✉✐♥③❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥)# ♣♦✉4 ❧❛ ❜❛#❡ ❞❡# ❤❛4♠♦♥✐O✉❡# #♣❤04✐O✉❡#

❡) ❧❡# ❜❛#❡# ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡#✳ ❈❡❝✐ ✈❛4✐❡ #❡❧♦♥ ❧❡# ♦❜❥❡)# O✉❡ ❧✬♦♥ 4❡♣40#❡♥)❡ ✿ ❧❡#

♣♦❧②♥Y♠❡# ♥0❝❡##✐)❡♥) ❞❛✈❛♥)❛❣❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥)# ❧♦4#O✉❡ ❧✬♦♥ 4❡♣40#❡♥)❡ ❞❡#

♦❜❥❡)# ❤❛✉)❡♠❡♥) #♣0❝✉❧❛✐4❡#✳

▲❡# ▲✉♠✐+♣❤❡$❡+ ♦♥) ✉♥ ❝♦Q) ❝♦♥#)❛♥) ❞❡ 778 ❝♦❡✣❝✐❡♥)# ♣❛4 ❢♦♥❝)✐♦♥✳

▲❡# ♠♦❞3❧❡# ❞❡ ▲❛❢♦$%✉♥❡ ❡) ❧❡# ♦♥❞❡❧❡))❡# #♣❤04✐O✉❡# ♥✬♦♥) ♣❛# 0)0 ✐♠♣❧0♠❡♥✲

)0❡#✳

❈♦♠♣❧❡①✐'( ❞✬(✈❛❧✉❛'✐♦♥✳ ❯♥❡ ❜❛#❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡#) ❛✐#0❡ P 0✈❛❧✉❡4✱ )♦✉) ❝♦♠♠❡

❧❛ ❜❛#❡ ❧✐♥0❛✐4❡ ♣❛4 ♠♦4❝❡❛✉① ❞❡# ▲✉♠✐+♣❤❡$❡+✳ ▲❡# ❢♦♥❝)✐♦♥# ❞❡ ▲❛❢♦$%✉♥❡

#♦♥) ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉# ❝♦♠♣❧❡①❡# P 0✈❛❧✉❡4 ❞❡ ♣❛4 ❧❡✉4 ❝❛4❛❝)34❡ ♥♦♥ ❧✐♥0❛✐4❡

❛✈❡❝ ❢♦♥❝)✐♦♥# )4✐❣♦♥♦♠0)4✐O✉❡#✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ❧❡# ❤❛$♠♦♥✐/✉❡+ +♣❤0$✐/✉❡+ 4❡✲

O✉✐34❡♥) ❞❛✈❛♥)❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛4 ❧✬0✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥# )4✐❣♦♥♦♠0)4✐O✉❡# ❡)

❞❡# ♣♦❧②♥3♠❡+ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞$❡ ✭✈♦✐4 0O✉❛)✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ ❧❡# ❝♦♥#)❛♥)❡# ♣❡✉✈❡♥) ])4❡

♣40✲❝❛❧❝✉❧0❡# #✐ ❜❡#♦✐♥✮✳

❈♦♠♣❧❡①✐'( ❞❡ ❧✬❛❥✉3'❡♠❡♥'✳ ▲✬❛❥✉#)❡♠❡♥) ❞❡# ❢♦♥❝)✐♦♥# #❡ ❢❡4❛ ♣❛4 ♠✐♥✐♠✐#❛✲

)✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡44❡✉4 ✭✈♦✐4 ❝❤❛♣✐)4❡ ✹✮✳ ◆♦✉# ✈❡44♦♥# O✉❡ ❝❡ ♣4♦❜❧3♠❡ ❡#) O✉❛❞4❛✲

)✐O✉❡ ❧♦4#O✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❡#) ❡①♣4✐♠0❡ ❞❛♥# ✉♥❡ ❜❛#❡ ✭#❡# ✈❛❧❡✉4# #♦♥) ❝❛❧❝✉❧0❡#

♣❛4 ❝♦♠❜✐♥❛✐#♦♥ ❧✐♥0❛✐4❡ ❞❡ #❡# ❝♦❡✣❝✐❡♥)#✮ ❡) ✐❧ ♣❡✉) ])4❡ 0❝4✐) ❝♦♠♠❡ ❧❛ #♦❧✉✲



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ✻✼

"✐♦♥ ❞✬✉♥❡ *+✉❛"✐♦♥ ❧✐♥*❛✐.❡✳ ❯♥❡ ❞*❝♦♠♣♦4✐"✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉.4 4✐♥❣✉❧✐7.❡4 ♦✉ ✉♥❡

❞❡4❝❡♥"❡ ❞❡ ❣.❛❞✐❡♥" ♣❡.♠❡" ❛❧♦.4 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡. ❧❡ .*4✉❧"❛" 4♦✉❤❛✐"*✳ ▲✬❛❥✉4"❡✲

♠❡♥" ❡4" ♣❧✉4 ❞*❧✐❝❛" 4✐ ❧❛ ❜❛4❡ ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥4 ♥✬❡4" ♣❛4 ❧✐♥*❛✐.❡ ❡♥ 4❡4 ❝♦❡✣❝✐❡♥"4

✭❡✳❣✳ ♣♦✉. ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ▲❛❢♦'(✉♥❡✮ ✿ ❧❡ ♣.♦❜❧7♠❡ ❡4" ❛❧♦.4 ♥♦♥ +✉❛❞.❛"✐+✉❡✳

❉♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞(✜♥✐*✐♦♥✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❜❛4❡ ❝❤♦✐4✐❡✱ ❧❡ ♣.♦❣.❛♠♠❡✉. ❡4" ❧✐❜.❡ ♦✉ ♥♦♥

❞❡ ❞*✜♥✐. ✉♥ .❡♣7.❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦✉ ❧♦❝❛❧✳ ◆♦✉4 ✈❡..♦♥4 ❞❛♥4 ❧❡4 ❝❤❛♣✐".❡4 ✺ ❡" ✻

+✉✬✉♥ .❡♣7.❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢❛❝✐❧✐"❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ 4✉. ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿ ❝♦♠♣❛.❛✐4♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥4

❡" ✐♥"❡.♣♦❧❛"✐♦♥ ♥♦"❛♠♠❡♥"✳ ▲❛ ❞*✜♥✐"✐♦♥ ❡♥ .❡♣7.❡ ❧♦❝❛❧ ♣.*4❡♥"❡ ❡♥ ❡✛❡" ❞❡

♥♦♠❜.❡✉① ♦❜4"❛❝❧❡4 I ❝❡❧❛ ✿ ♥*❝❡44✐"* ❞❡ ❞*✜♥✐. ❞❡ ❢❛4"✐❞✐❡✉4❡4 ".❛♥4❢♦.♠❛"✐♦♥4

❞❡ .❡♣7.❡4 +✉✐ ♥❡ 4♦♥" ♣❛. ❛✐❧❧❡✉.4 ♣❛4 "♦✉❥♦✉.4 ♣♦44✐❜❧❡4 ❛♥❛❧②"✐+✉❡♠❡♥"✳

▲❛ ❜❛4❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞*✜♥✐" ✉♥❡ ♣.♦❥❡❝"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤*♠✐4♣❤7.❡ 4✉. ✉♥ ❛✉".❡ ❡4✲

♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♦.❞♦♥♥*❡4✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉" ✐♥❞✉✐.❡ ❞❡4 ❞✐4"♦.4✐♦♥4✳ ◆♦✉4 ❛✈♦♥4 ♠❡♥* ✉♥❡

*"✉❞❡ +✉❛❧✐"❛"✐✈❡ ❝♦♠♣❛.❛♥" ❞✐✈❡.4❡4 ♣.♦❥❡❝"✐♦♥4 ✿ ♦'(❤♦❣♦♥❛❧❡✱ ❛✉(❤❛❧✐.✉❡ ❡"

❝♦♥❢♦'♠❡✳ ▲❛ ♣.♦❥❡❝"✐♦♥ ❝♦♥❢♦'♠❡ ❣*♥7.❡ ✉♥❡ ♣.♦❥❡❝"✐♦♥ ✉♥✐❢♦.♠❡✱ ✐✳❡✳ ❧❡4

❛✐.❡4 4♦♥" ♣.*4❡.✈*❡4✳ ◆♦✉4 ❥✉❣❡♦♥4 ❝❡♣❡♥❞❛♥" ♣❡✉ ✉"✐❧❡ ❞❡ ❧✬✉"✐❧✐4❡. ❛✉ ✈✉ ❞❡4

❢❛✐❜❧❡4 ❞✐✛*.❡♥❝❡4 +✉❡ ♥♦✉4 ❛✈♦♥4 ❝♦♥4"❛"*❡4 ✿ ♥♦✉4 ✉"✐❧✐4♦♥4 ❞♦♥❝ ❧❛ ♣.♦❥❡❝"✐♦♥

♦."❤♦❣♦♥❛❧❡✱ ♥*❝❡44✐"❛♥" ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♠♦✐♥4 ❝♦L"❡✉①✳

✹ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥

◆♦✉4 ❛✈♦♥4 ♣.*4❡♥"* ❧❛ .❡♣.*4❡♥"❛"✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐7.❡ ✿ ✉♥ ❡4♣❛❝❡ ✹❉ ❞*✜♥✐44❛♥"

❧❛ ❝♦✉❧❡✉. ❞✬✉♥ ♦❜❥❡" ♦✉ ❞✬✉♥❡ 4❝7♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥" ❞❡ ✈✉❡✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ♥♦".❡

❝❛❞.❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐❢✱ ♥♦✉4 4♦✉❤❛✐"♦♥4 .❡♣.*4❡♥"❡. ✉♥ 4❡✉❧ ♦❜❥❡" ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣.❛♥❞❡ ✜♥❡44❡

❣*♦♠*".✐+✉❡✱ ❝✬❡4" ♣♦✉.+✉♦✐ ♥♦✉4 ❛✈♦♥4 ❝❤♦✐4✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐7.❡ 4✉.❢❛❝❡✳ ❉❛♥4

❝❡ ♠♦❞7❧❡✱ ❧❡4 ❞♦♥♥*❡4 ❛❝+✉✐4❡4 ✕ ✉♥ ❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣✐①❡❧4 ✐44✉4 ❞❡4 ♣❤♦"♦❣.❛♣❤✐❡4 ✕

4♦♥" .❡❣.♦✉♣*4 ♣❛. ♣♦✐♥" ❞✬*♠✐44✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 4✉.❢❛❝❡✳ ❉❛♥4 ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ +✉❡ ♥♦✉4

♠❡""♦♥4 ❡♥ Q✉✈.❡✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ .❛❞✐❛♥❝❡ ❡4" ❞*✜♥✐❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡4 ♣♦✐♥"4✱ ❞♦♥"

❧❛ +✉❛♥"✐"* ❡4" ✜♥✐❡✳

◆♦✉4 ❛✈♦♥4 ❞*"❡.♠✐♥* ✹ *❧*♠❡♥"4 +✉✐ ♣❡✉✈❡♥" ✈❛.✐❡. ❧♦.4 ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ .❡♣.*4❡♥✲

"❛"✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥4 ❞❡ .❛❞✐❛♥❝❡ ✿ ❧❡ ♣♦✐♥" ❞✬❛""❛❝❤❡ ✭4♦♠♠❡" ♦✉ "❡①❡❧✮✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

✭❤*♠✐4♣❤*.✐+✉❡ ♦.✐❡♥"* ❧♦❝❛❧❡♠❡♥" ♦✉ 4♣❤*.✐+✉❡ ♦.✐❡♥"* ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥" ♦✉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥"✮✱

❧✬❡4♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉. ❡" ❧❛ ❜❛4❡ ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥✳

▲❡4 ❡♥❥❡✉① ❞❡4 ❞❡✉① ♣.❡♠✐❡.4 4❡.♦♥" ❞*"❛✐❧❧*4 ❡♥ ❞*❜✉" ❞❡ ❝❤❛♣✐".❡ ✺✳ ▲❡ ♣♦✐♥" ❞✬❛"✲

"❛❝❤❡ ✐♠♣♦."❡ ♣❡✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐".❡ ✹ ❝❛. ❧❡4 .❡❝♦♥4".✉❝"✐♦♥4 ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥4 4❡ ❢♦♥" ✐♥❞*♣❡♥✲

❞❛♠♠❡♥" ❞✬✉♥ ♣♦✐♥" I ❧✬❛✉".❡✳

◆♦✉4 ✈❡..♦♥4 ❞❛♥4 ❝❡ ♠R♠❡ ❝❤❛♣✐".❡ +✉❡ ❣.S❝❡ I ♥♦".❡ ❝♦♥".✐❜✉"✐♦♥ ❞❡ .❡❝♦♥4".✉❝"✐♦♥

.♦❜✉4"❡✱ ♥✐ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞*✜♥✐"✐♦♥✱ ♥✐ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡4♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉.✱ ♥✐ ❝❡❧✉✐

❞❡ ❧❛ ❜❛4❡ ♦✉ ❡♥❝♦.❡ ❞❡ 4❛ "❛✐❧❧❡ ❢♦.♠❡ ✉♥ ♦❜4"❛❝❧❡ ♣♦✉. ❧❛ .❡❝♦♥4".✉❝"✐♦♥✳ ❆✐♥4✐✱ ♥♦✉4

♥❡ ❢❛✐4♦♥4 ❛✉❝✉♥ ❝❤♦✐① ♣.✐✈✐❧*❣✐* ❛ ♣'✐♦'✐✳ ❆✉ ❝♦♥".❛✐.❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞*♠♦♥".❡. ❧❛ .♦❜✉4✲

"❡44❡ ❞❡ ♥♦4 ❝♦♥".✐❜✉"✐♦♥4✱ ♥♦✉4 ♥♦✉4 ❞♦♥♥♦♥4 ❞❡✉① ✈❛.✐❛♥"❡4 ♣❡.♠❡""❛♥" ❞❡ ❢❛✐.❡

✈❛.✐❡. ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛.♠✐ ✉♥❡ .❡♣.*4❡♥"❛"✐♦♥ 4♣❤*.✐+✉❡ ♦✉ ❤*♠✐4♣❤*.✐+✉❡✱ ♣❛.❛♠*".*

❡♥ ❝♦♦.❞♦♥♥*❡4 4♣❤*.✐+✉❡4 ♦✉ ❝❛."*4✐❡♥♥❡4✱ 4✉. ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦✉✈❡." ♦✉ ❢❡.♠* ✿



✻✽ ✸✳ ❈❤❛♠♣' ❞❡ ❧✉♠✐-.❡

✖ ❤❛%♠♦♥✐*✉❡- -♣❤/%✐*✉❡- ♣❛%❛♠/0%/- ❡♥ ❝♦♦%❞♦♥♥/❡- -♣❤/%✐*✉❡- -✉% ❧❛ -♣❤4%❡✱

❞♦♥❝ -✉% ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡%♠/✱

✖ ❜❛-❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣❛%❛♠/0%/ ❡♥ ❝♦♦%❞♦♥♥/❡- ❝❛%0/-✐❡♥♥❡- -✉% ❧❡ ❞✐-*✉❡ ♣%♦❥❡0/

♦%0❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥0 ; ♣❛%0✐% ❞❡ ❧✬❤/♠✐-♣❤4%❡✱ ❞♦♥❝ -✉% ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ ❜♦%❞-✳

❊♥ ♣%❛0✐*✉❡✱ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ✉0✐❧✐-/ ❞❡- ❤❛%♠♦♥✐*✉❡- -♣❤/%✐*✉❡- ❞❡ ❞❡❣%/- ✵ ; ✶✾ ❡0 ❞❡-

❜❛-❡- ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡- ❞❡ ❞❡❣%/- ✷ ; ✹✳ ▲❛ ❜❛-❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡-0 ♦❜❧✐❣❛0♦✐%❡♠❡♥0 ❧♦❝❛❧❡✳

❉❛♥- ❧❡ ❝❤❛♣✐0%❡ ✹✱ ✐❧ -✬❛❣✐0 ❞❡ ❞/0❡%♠✐♥❡% ✉♥❡ ❢♦♥❝0✐♦♥ ✭✐✳❡✳ -❡- ❝♦❡✣❝✐❡♥0-✮ ❛✜♥

❞✬❛♣♣%♦❝❤❡% ❧❡- ♣✐①❡❧- ❞✐%❡❝0✐♦♥♥❡❧- ❛❝*✉✐- ❡♥ ❡♥0%/❡✳ ❉❛♥- ❧❡ ❝❤❛♣✐0%❡ ✺✱ ✐❧ -✬❛❣✐0 ❞❡

❞/0❡%♠✐♥❡% ❧❛ ❝♦✉❧❡✉% ; %❡♥❞%❡ ❡♥ 0♦✉0 ♣♦✐♥0 ❞❡ ❧❛ -✉%❢❛❝❡ ♣❛% ✐♥0❡%♣♦❧❛0✐♦♥ ❞❡- ❢♦♥❝✲

0✐♦♥- ❞❡ %❛❞✐❛♥❝❡ ❞/✜♥✐❡- ❡♥ ✉♥❡ *✉❛♥0✐0/ ✜♥✐❡ ❞❡ ♣♦✐♥0-✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥0✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐0%❡ ✻✱

✐❧ -✬❛❣✐0 ❞❡ -✐♠♣❧✐✜❡% ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐4%❡ -✉%❢❛❝✐*✉❡ ♦❜0❡♥✉ ❞❡ ❢❛O♦♥ ;

♠✐♥✐♠✐-❡% ✉♥ /❝❛%0 ; ❧✬♦%✐❣✐♥❛❧✳



❉❡✉①✐%♠❡ ♣❛)*✐❡

❚!❛✈❛✉① !&❛❧✐)&)





Chapitre4

Reconstruction robuste de
fonctions de radiance
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❈❡ ❝❤❛♣✐)*❡ )*❛✐)❡ ❧❡ ♣❛,,❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥1❡, ✐,,✉❡, ❞❡, ✐♠❛❣❡, ❛✉① ❢♦♥❝)✐♦♥, ❞❡ *❛❞✐❛♥❝❡✳

❆♣*8, ❧❛ *1)*♦✲♣*♦❥❡❝)✐♦♥✱ ❧❡, ❞♦♥♥1❡, ✓ ✐♠❛❣❡ ✔ ,♦♥) *❛))❛❝❤1❡, > ❧❛ ,✉*❢❛❝❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥✲

,❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥), A✉❡ ❧✬♦♥ )*❛✐)❡*❛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥)✳ ❊♥ ❝❤❛A✉❡ pi✱ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡

♣✐①❡❧, ❞✐*❡❝)✐♦♥♥❡❧, ✭✐✳❡✳ ❝♦✉❧❡✉*, ❛,,♦❝✐1❡, > ✉♥❡ ❞✐*❡❝)✐♦♥ ωr ❞1✜♥✐❡ ,✉* ❧✬❤1♠✐,♣❤8*❡

✈✐,✐❜❧❡✮ ❢♦*♠❡♥) ✉♥ 1❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ *❛❞✐❛♥❝❡✳ ◆♦✉, ❛❥✉,)♦♥, ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡

*❛❞✐❛♥❝❡ ❝♦♥)✐♥✉❡ ,✉* ❝❤❛A✉❡ ❤1♠✐,♣❤8*❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❛❥✉,)1❡ ❛ ✈♦❝❛)✐♦♥ > ❛♣♣*♦❝❤❡*

❧❛ *❛❞✐❛♥❝❡ ♠❡,✉*1❡✳

❱♦❝❛❜✉❧❛✐(❡

➱❝❤❛♥-✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ pi ✿ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ K ♣✐①❡❧, ❞✐*❡❝)✐♦♥♥❡❧, {(ωr, v)k =
(ωk
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k), k ∈ [1,K]} *1)*♦✲♣*♦❥❡)1, ❡♥ pi✳ ◆♦✉, ✈✐,✉❛❧✐,♦♥, ❧❡, 1❝❤❛♥)✐❧❧♦♥✲

♥❛❣❡, ,✉* ✉♥ ❞✐,A✉❡ ✐,,✉ ❞❡ ❧❛ ♣*♦❥❡❝)✐♦♥ ♦*)❤♦❣*❛♣❤✐A✉❡ ❞❡ ❧✬❤1♠✐,♣❤8*❡

✈✐,✐❜❧❡ ,✉* ❧❡ ♣❧❛♥ )❛♥❣❡♥)✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥, ❧❡, ✜❣✉*❡, ✹✳✶❜✱ ✹✳✷

♦✉ ✹✳✹❛✳

❆❥✉1-❡♠❡♥- ✿ ❡,)✐♠❛)✐♦♥ ❞❡, ♣❛*❛♠8)*❡, ❞1)❡*♠✐♥❛♥) ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ *❛❞✐❛♥❝❡

❞❡ ❢❛M♦♥ > ❛♣♣*♦❝❤❡* ❧✬1❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❢♦✉*♥✐✳ ▲❡, ❢♦♥❝)✐♦♥, ❛❥✉,)1❡, ,♦♥)

1❣❛❧❡♠❡♥) ✈✐,✉❛❧✐,1❡, ,✉* ✉♥ ❞✐,A✉❡✱ )❡❧ A✉❡ ❞❛♥, ❧❡, ✜❣✉*❡, ✹✳✷ ♦✉ ✹✳✹❜✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧)1 A✉❡ ♥♦✉, ❛❧❧♦♥, ❛❜♦*❞❡* ❡,) ❞✉❡ > ❧❛ ❣*❛♥❞❡ ✈❛*✐1)1 ❞✬1❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥❛❣❡,✳

▲❛ ✜❣✉*❡ ✹✳✶ ✐❧❧✉,)*❡ ❧✬♦❜❥❡) ✓ ❞♦✉❜❧❡ ❞*❛❣♦♥ ✔ ❡) ,♦♥ ❛❝A✉✐,✐)✐♦♥ ♣❤♦)♦❣*❛♣❤✐A✉❡✳

▲❛ ✜❣✉*❡ ✹✳✶❛ ♠♦♥)*❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥) ❞❡, ♣*✐,❡, ❞❡ ♣❤♦)♦, ♣❛* *❛♣♣♦*) > ❧✬♦❜❥❡) ✿ ✐❧,

,♦♥) ♥♦♠❜*❡✉① ❡) ♣❧✉)O) ❜✐❡♥ *1♣❛*)✐, ❞❛♥, ✉♥ ❤1♠✐,♣❤8*❡ ❛✉✲❞❡,,✉, ❞❡ ❧✬♦❜❥❡) ✭✐❧

❡,) ✐♠♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ ♣❤♦)♦❣*❛♣❤✐❡* ❧✬♦❜❥❡) ❞✬❡♥✲❞❡,,♦✉, ✈✉ A✉✬✐❧ ❡,) ♣♦,1 ,✉* ✉♥ ,♦❧✐❞❡✮✳

▲❛ ✜❣✉*❡ ✹✳✶❜ ♠♦♥)*❡ A✉❡ ♠❛❧❣*1 ❝❡))❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦✉✈❡*)✉*❡ ♣❤♦)♦❣*❛♣❤✐A✉❡✱ ❧❡, 1❝❤❛♥✲

)✐❧❧♦♥♥❛❣❡, ,♦♥) )*8, ✈❛*✐1, ✿ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦*✐❡♥)❛)✐♦♥ ❡) ❞❡, ❛✉)♦✲♦❝❝✉❧)❛)✐♦♥,✱ ❧❡

♥♦♠❜*❡ K ❞❡ ♣✐①❡❧, ❞✐*❡❝)✐♦♥♥❡❧, ♣❛* ❤1♠✐,♣❤8*❡ ✈❛*✐❡ ❞✉ ,✐♠♣❧❡ ❛✉ ❝❡♥)✉♣❧❡✳

◆♦✉, ✈❡**♦♥, ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝)✐♦♥ ✷ A✉✬❛❥✉,)❡* ❞❡, ❢♦♥❝)✐♦♥, ❞❡ *❛❞✐❛♥❝❡ ♥❛P✈❡♠❡♥)

,✉* ❝❡, ❞♦♥♥1❡, ✭✐✳❡✳ ❛✈❡❝ ♣♦✉* ,❡✉❧❡ ❝♦♥)*❛✐♥)❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐,❡* ❧✬1❝❛*) ❛✉① ♣✐①❡❧, ❞✐✲

*❡❝)✐♦♥♥❡❧, ❢♦✉*♥✐,✮ ❡,) ♣*♦❜❧1♠❛)✐A✉❡ ✿ ❧❡ *1,✉❧)❛) ❡,) ,♦✉✈❡♥) ✐♥❛))❡♥❞✉ ✈♦✐*❡ ✐♠✲

♣*1✈✐,✐❜❧❡✳ Q❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ,♦✉,✲❝♦♥,)*✐❝)✐♦♥ ♥✉♠1*✐A✉❡ ❞❡ ❧✬❛❥✉,)❡♠❡♥) ♣❡*♠❡) ❞❡

❣1♥1*❡* ♣❧✉,✐❡✉*, *1,✉❧)❛), ✐♥)❡*♣♦❧❛♥), ❞✐✛1*❡♥),✳ ❉❡ ♠T♠❡✱ ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐,❡ *1♣❛*)✐✲

)✐♦♥ ❞❡, 1❝❤❛♥)✐❧❧♦♥, ❞❛♥, ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❤1♠✐,♣❤1*✐A✉❡ ♣❡✉) ❣1♥1*❡* ✉♥ *1,✉❧)❛) ♥♦♥

,♦✉❤❛✐)1 ❞❛♥, ❞❡, ♣❛*)✐❡, ♥♦♥ ❝♦✉✈❡*)❡,✳

❉❡ ♥♦♠❜*❡✉① ♣❛*❛♠8)*❡, ❝♦♥♥✉, ✐♥✢✉❡♥) ,✉* ❧❡ *1,✉❧)❛) ✿

✖ ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛,❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ N ❞❡ ❞❡❣*1, ❞❡ ❧✐❜❡*)1✮✱

✖ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞✬1❝❤❛♥)✐❧❧♦♥, ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ K ❞❡ ❞❡❣*1, ❞❡ ❧✐❜❡*)1 ❝♦♥)*❛✐♥),✮✱

✖ ❧❛ ✓ ♥❛)✉*❡ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛,❡ ✭✐✳❡✳ ,❛ ❝❛♣❛❝✐)1 ❞❡ *❡♣*1,❡♥)❛)✐♦♥✮✱

✖ ❧❛ *1♣❛*)✐)✐♦♥ ❞❡, 1❝❤❛♥)✐❧❧♦♥,✱

✖ ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉* ❝❤♦✐,✐✱ ❡)

✖ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞1✜♥✐)✐♦♥ ❡) ,♦♥ ♣❛*❛♠1)*❛❣❡✳
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❙-❛❜✐❧✐-+ ✿ %❡ ❞✐( ❞❡ ❧✬❛❥✉%(❡♠❡♥( ❣$♥$#❛♥( ✉♥ #$%✉❧(❛( ♣#$✈✐%✐❜❧❡✳ @❛# ❛❜✉% ❞❡
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✳
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N CT = [c1 . . . cN ]
K {∀k ∈ [1,K], (ωk

r , v
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R : ω 7→ CTΦ(ω)|∀k,R(ωk
r ) = vk
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Φ(ω1
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T

Φ(ωK
r )T
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C =


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v1

vK




argmin
C

E(C) E(C) =
1

K
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
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∥∥∥∥∥∥∥
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✳

✳
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✳

✳
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✭❡♥ ♣❛-'✐❝✉❧✐❡- ♣✐❝# #♣0❝✉❧❛✐-❡#✮ #♦♥' ♣❡✉ -❡♣-0#❡♥'0# ❛✉ #❡✐♥ ❞✬✉♥ 0❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❛❣❡

❝❛- ❧❛ ♣-♦❜❛❜✐❧✐'0 ❞❡ ❧❡# ❛❝3✉0-✐- ❡#' ❢❛✐❜❧❡✳ ❯♥ ❛❥✉#'❡♠❡♥' ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦-♠❡ L2 ♥♦✐❡-❛✐'

❛❧♦-# ❧❡# 3✉❡❧3✉❡# ♣✐①❡❧# ❞✐-❡❝'✐♦♥♥❡❧# -❡♣-0#❡♥'❛♥' ❧❡# ♣✐❝# ♣❛-♠✐ ❧❡# ❝❛-❛❝'0-✐#'✐3✉❡#

♥♦♥ ❞✐-❡❝'✐♦♥♥❡❧❧❡# ✭❧❛ ❝♦✉❧❡✉- ❞✐✛✉#❡✮ ♣-0#❡♥'# ❡♥ ♥♦♠❜-❡✳ ❈✬❡#' ❡♥ ❝❡ #❡♥# 3✉❡ ♥♦✉#

❛✈♦♥# ❡①♣0-✐♠❡♥'0 ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❥✉#'❡♠❡♥' ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ #❡❧♦♥ ❧✬03✉❛'✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡

♥♦-♠❡ Lp #✉♣0-✐❡✉-❡ ✿ p > 2✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ❝❤♦✐#✐ ❞❡ ❝♦♠♣❛-❡- ❧❡# ♥♦-♠❡# L2✱ L4✱

L6 ❡' L8 ✭❧❛ '❡♥❞❛♥❝❡ #❡ ❝♦♥✜-♠❡-❛ ❛✉✲❞❡❧K✮✱ 3✉✐ -❡♥❢♦-❝❡ ❧✬✐♠♣♦-'❛♥❝❡ ❞❡# ✈❛❧❡✉-#

❡①'-L♠❡#✳

❊①♣0(✐❡♥❝❡.✳ ❆✜♥ ❞❡ ✈0-✐✜❡- ❧✬✐♠♣❛❝' ❞❡ ❧✬❛❥✉#'❡♠❡♥' ❛✈❡❝ ❞❡# ♥♦-♠❡# #✉♣0✲

-✐❡✉-❡#✱ ♥♦✉# ♥♦✉# #♦♠♠❡# ♣❧❛❝0# ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# #✉-✲❝♦♥'-❛✐♥' ✭3✉✐ ❣0♥0-❡-❛ ✉♥ -0#✉❧'❛'

❞0'❡-♠✐♥✐#'❡✮✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# #✐♠✉❧0 ✉♥ 0❝❧❛✐-❛❣❡ ❡' ✉♥❡ -0✢❡❝'❛♥❝❡ #✉- ❞❡# ♠♦❞C❧❡# ❣0♦✲

♠0'-✐3✉❡# ❝♦♥♥✉# ✭✐✳❡✳ ❧❡# ♠♦❞C❧❡# ✈❛❝❤❡✱ ❜✐♠❜❛ ❡' )♣❤+,❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✸✮✳ ❉❛♥# ❝❡

❝❛# ❞✬0❝♦❧❡✱ ✐❧ #✬❛❣✐' ❞✬✉♥ ♠♦❞C❧❡ ❞❡ '②♣❡ ❞✐✛✉# ✰ #♣0❝✉❧❛✐-❡ 0❝❧❛✐-0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ #♦✉-❝❡

❧✉♠✐♥❡✉#❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ♣❧❛❝0❡ K ❣-❛♥❞❡ ❞✐#'❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡'✳

❙✉- ❧❛ #♣❤C-❡✱ ❧❛ -0✢❡❝'❛♥❝❡ ♥❡ #✬❛♣♣❧✐3✉❡ 3✉❡ #✉- ✉♥❡ ♠♦✐'✐0✳ ▲✬❛✉'-❡ ♠♦✐'✐0 -0✢0✲

❝❤✐' #❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞C❧❡ ▲❛♠❜❡,.✐❡♥✳ ▲❡ ♠♦❞C❧❡ #✐♠✉❧0 ❝♦♥#'✐'✉❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ✈0-✐'0 '❡--❛✐♥

❞♦♥' ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❛❝3✉✐# ✉♥ 0❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✐-❡❝'✐♦♥♥❡❧ -0❣✉❧✐❡- ✭#✉- ❧❛ #♣❤C-❡ ❡♥❣❧♦✲

❜❛♥'❡✮ ❡' ♠♦②❡♥♥❡♠❡♥' ❞❡♥#❡ ✭✉♥❡ ❝❡♥'❛✐♥❡ ❞✬❛❝3✉✐#✐'✐♦♥# ✈✐-'✉❡❧❧❡#✮✳ ➚ ♣❛-'✐- ❞❡

❝❡# ❞♦♥♥0❡#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❢❛✐' ❞❡# ❛❥✉#'❡♠❡♥'# ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥# ❡①♣❧♦✐'❛♥' ❧❡# ❞✐✛0-❡♥'❡#

♥♦-♠❡#✳

▲❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✸ ♠♦♥'-❡ 3✉❡❧3✉❡# -0#✉❧'❛'# -❡♣-0#❡♥'❛'✐❢# ❞❡# ❝♦♥#'❛'❛'✐♦♥# ❡♠♣✐-✐3✉❡#

3✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣✉ ❢❛✐-❡✳ ❘❡♠❛-3✉♦♥# '♦✉' ❞✬❛❜♦-❞ 3✉✬❛✉❝✉♥❡ ♥♦-♠❡ ♥❡ ♣❡-♠❡' ❞❡

-❡♣-0#❡♥'❡- ♣-0❝✐#0♠❡♥' ❧❛ ✈0-✐'0 '❡--❛✐♥✳ ❈❡❝✐ ❡#' ❞S K ❧✬❛❥✉#'❡♠❡♥' #✉- ✉♥ 0❝❤❛♥✲

'✐❧❧♦♥♥❛❣❡ '-♦♣ ♣❡'✐' ✭✐✳❡✳ ❧❛ ❢-03✉❡♥❝❡ ❞✬0❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡#' ✐♥#✉✣#❛♥'❡ ♣❛- -❛♣♣♦-'

K ❝❡❧❧❡ ❞✉ #✐❣♥❛❧ ❞✬❛♣-C# ❧❡ '❤0♦-C♠❡ ❞❡ ◆②2✉✐).✲❙.♦❦❡)✮✱ ♠❛✐# ❛✉##✐ ♣❛-❝❡ 3✉❡ ❧❡ ♠♦✲

❞C❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉'✐❧✐#0 ✭❞❡❣-0 ✹✮ ♥❡ ♣❡-♠❡' ♣❛# ❞❡ -❡♣-0#❡♥'❡- ❝❡ ♠♦❞C❧❡ ❞❡ -❛❞✐❛♥❝❡

❤❛✉'❡♠❡♥' #♣0❝✉❧❛✐-❡✳

❙✉- ❧❡ ♠♦❞C❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉' ✈♦✐- 3✉❡ ❧❛ ♥♦-♠❡ L4 ❛ ❧✬❡✛❡' ❡#❝♦♠♣'0 ✿ ✉♥❡

✐♠♣♦-'❛♥❝❡ ❛❝❝-✉❡ ❛ 0'0 ❞♦♥♥0❡ ❛✉ ♣✐❝ #♣0❝✉❧❛✐-❡ ❞♦-#❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❝❡❝✐ -0#✉❧'❡ ❡♥

✉♥ 0❝❧❛✐-❝✐##❡♠❡♥' ❞❛♥# '♦✉'❡# ❧❡# ❞✐-❡❝'✐♦♥# ❞✬♦❜#❡-✈❛'✐♦♥✳ ❆✐♥#✐✱ ✉♥ 0❝❧❛✐-❝✐##❡♠❡♥'

❡#' 0❣❛❧❡♠❡♥' ♦❜#❡-✈0 #✉- ❞❡# ③♦♥❡# ♥♦♥ #♣0❝✉❧❛✐-❡# ❞❛♥# ❧❛ ❞✐-❡❝'✐♦♥ ❞✬♦❜#❡-✈❛'✐♦♥

❝♦✉-❛♥'❡ ✭❡♥'-❡ ❧❡ ❝♦✉ ❡' ❧❛ 'L'❡ ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡✮✳
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❉!✜♥✐%✐♦♥

EMSE ✿ ❧✬%♥❡(❣✐❡ ❞✬❡((❡✉( -✉❛❞(❛/✐-✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡3/ ❞%✜♥✐❡ ♣❛( ❧✬%-✉❛/✐♦♥ ✭✹✳✸✮

❛✈❡❝ Lp = L2✳

❱♦❝❛❜✉❧❛✐-❡

❙♦❧✉%✐♦♥ ❛✉ 0❡♥0 ❞❡0 ♠♦✐♥❞-❡0 ❝❛--!0 ✿ (%3✉❧/❛/ ♠✐♥✐♠✐3❛♥/ EMSE ✳

➱❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝-♦0❝♦♣✐6✉❡ ✿ ❧✬%❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡/ ❡♥/✐❡( ✭❡✳❣✳ %❝❤❛♥/✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❤♦✲

/♦❣(❛♣❤✐-✉❡ ❣❧♦❜❛❧✱ ✈✐3✉❛❧✐3❛/✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✮✳

➱❝❤❡❧❧❡ ♠!0♦0❝♦♣✐6✉❡ ✿ ❧✬%❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ (❛❞✐❛♥❝❡ ✭❡✳❣✳ %❝❤❛♥/✐❧❧♦♥✲

♥❛❣❡ ❧♦❝❛❧✱ (%3✉❧/❛/ ❞❡ ❧✬❛❥✉3/❡♠❡♥/ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥✮✳

✷ ❘♦❜✉%&❡%%❡ ❞❡ ❧❛ +❡❝♦♥%&+✉❝&✐♦♥

❉❛♥3 ❞❡ ❜♦♥♥❡3 ❝♦♥❞✐/✐♦♥3 D ❧✬%❝❤❡❧❧❡ ♠%3♦3❝♦♣✐-✉❡ ✭♥♦/❛♠♠❡♥/ -✉❛♥/✐/% ❡/ (%♣❛(/✐✲

/✐♦♥ ❞❡3 ♣✐①❡❧3 ❞✐(❡❝/✐♦♥♥❡❧3✮✱ ✉♥ ❛❥✉3/❡♠❡♥/ ❛✉ 3❡♥3 ❞❡3 ♠♦✐♥❞(❡3 ❝❛((%3 ❞♦♥♥❡ ❞❡3

(%3✉❧/❛/3 ✓ ❝♦((❡❝/3 ✔✳ ❖(✱ ❝❡3 ❝♦♥❞✐/✐♦♥3 ❞%❝♦✉❧❡♥/ ❞❡ ♣❤%♥♦♠I♥❡3 ♠❛❝(♦3❝♦♣✐-✉❡3 ✿

❝♦✉✈❡(/✉(❡ ♣❤♦/♦❣(❛♣❤✐-✉❡ ❡/ ♦❝❝✉❧/❛/✐♦♥3 ♥♦/❛♠♠❡♥/✳ ❆✉ ✈✉ ❞✉ ❝❛❞(❡ -✉✐ ❡3/ ❧❡

♥♦/(❡ ✭♦❜❥❡/3 ❢(❛❣✐❧❡3✱ ❞❡ ❣(❛♥❞❡ ❡♥✈❡(❣✉(❡ ♦✉ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥/ ❛❝❝❡33✐❜❧❡3✮✱ ❧✬❛❝-✉✐3✐/✐♦♥

♣❤♦/♦❣(❛♣❤✐-✉❡ 3❡ ❢❛✐/ ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥/ ❡♥ ♣❧❛K❛♥/ ✓ ❛✉ ♠✐❡✉① ✔ ❧✬❛♣♣❛(❡✐❧ ♣❤♦/♦ ❛✉✲

/♦✉( ❞❡ ❧✬♦❜❥❡/✳ ▲✬%❝❤❛♥/✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❤♦/♦❣(❛♣❤✐-✉❡ ❡3/ ❞♦♥❝ ❞❛♥3 ✉♥❡ ❝❡(/❛✐♥❡ ♠❡3✉(❡

✐♥❝♦♥'()❧+❡ ❡/ ❧✬%❝❤❛♥/✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❞✬✉♥ ❤%♠✐3♣❤I(❡ ♣❡✉/ M/(❡ -✉❡❧❝♦♥-✉❡✳

✷✳✶ ❉$❢❛✉( ❞❡ +♦❜✉.(❡..❡

▲❛ ♠%/❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐3❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬%-✉❛/✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ❡3/ /(I3 3❡♥3✐❜❧❡ ❛✉ ❝♦♥❞✐/✐♦♥♥❡✲

♠❡♥/ ❞✉ ♣(♦❜❧I♠❡ ❞✬❛❥✉3/❡♠❡♥/✳ ■❧ ② ❛ /(♦✐3 ❝❛✉3❡3 ♣♦33✐❜❧❡3 D ❝❡❧❛ ✭♣♦✉( (❛♣♣❡❧✱ ✉♥

❛❥✉3/❡♠❡♥/ 3✬♦♣I(❡ 3✉( K %❝❤❛♥/✐❧❧♦♥3 ❡/ N ❡3/ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❞❡❣(%3 ❞❡ ❧✐❜❡(/% ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝/✐♦♥ D ❛❥✉3/❡(✮ ✿

✶✳ ▲❛ 3♦✉3✲❝♦♥3/(✐❝/✐♦♥ ❞❡ ❧✬%-✉❛/✐♦♥ ❞✬❛❥✉3/❡♠❡♥/ ✭❡♥ ❣%♥%(❛❧

✸

❧♦(3-✉❡ K < N✮

❞P D ✉♥❡ ❛❝-✉✐3✐/✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡ ♦✉ ❛✉① ❛✉/♦✲♦❝❝✉❧/❛/✐♦♥3 ❣%♥%(❛♥/ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡

-✉❛♥/✐/% ❞❡ ❞♦♥♥%❡3✳

❱♦❝❛❜✉❧❛✐-❡

➱❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡♥0❡ ✿ K ≫ N ✱ ❧✬❛❥✉3/❡♠❡♥/ ❡3/ 3✉(✲❝♦♥/(❛✐♥/✳

➱❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❝-❡✉① ✿ K ≈ N ✱ ❧✬❛❥✉3/❡♠❡♥/ ❡3/ 3♦✉✈❡♥/ ❧%❣I(❡♠❡♥/

3✉(✲❝♦♥/(❛✐♥/✳

➱❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡ %-90 ❝-❡✉① ✿ K ≪ N ✱ ❧✬❛❥✉3/❡♠❡♥/ ❡3/ 3♦✉3✲❝♦♥/(❛✐♥/✳

✸✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡() ❡①❛❝) ,✉❡ (✐ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❡() ✉♥✐✲✈❛3✐4❡✳ ❉❛♥( ♥♦)3❡ ❝❛( ❜✐✲✈❛3✐4✱ ❝❡❧❛ ❞4♣❡♥❞ 4❣❛❧❡♠❡♥)

❞✉ ♣❧❛❝❡♠❡♥) ❞❡( ♣✐①❡❧( ❞✐3❡❝)✐♦♥♥❡❧( ✿ (✐ )♦✉( ❧❡( ♣✐①❡❧( ❞✐3❡❝)✐♦♥♥❡❧( (♦♥) ♣❧❛❝4( (✉3 ✉♥ ❛①❡ ❞✉

❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞4✜♥✐)✐♦♥✱ ❧✬❛✉)3❡ ♥❡ (❡3❛ ❥❛♠❛✐( ❜✐❡♥ ❝♦♥)3❛✐♥)✳



N = 15 K = 3



✽✷ ✹✳ ❘❡❝♦♥'()✉❝(✐♦♥ )♦❜✉'(❡ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥' ❞❡ )❛❞✐❛♥❝❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✺ ✿ ❘!✲!❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡. ❞✐/❡❝'✐♦♥. ❞✬♦❜.❡/✈❛'✐♦♥ ✭✐♠❛❣❡ ❞❡ ❬▲❛/✉❡✱

✷✵✵✽❪✮✳ ✶✮ ❧❡. !❝❤❛♥'✐❧❧♦♥. ✐♥✐'✐❛✉①✳ ✷✮ ♣/♦❥❡❝'✐♦♥ .✉/ ❧❡ ♣❧❛♥ '❛♥❣❡♥'✳ ✸✮ '/✐❛♥❣✉❧❛'✐♦♥

❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❞❛♥. ❧❡ ❞✐.F✉❡ ♣/♦❥❡'!✳ ✹✮ ❡①'/✉.✐♦♥ ❞❡. ❜♦/❞. ❞❡ ❧❛ '/✐❛♥❣✉❧❛'✐♦♥ ♣♦✉/

❝♦✉✈/✐/ '♦✉' ❧✬❤!♠✐.♣❤H/❡ ❞❡. ❞✐/❡❝'✐♦♥. ❞✬♦❜.❡/✈❛'✐♦♥✳ ✺✮ ❣!♥!/❛'✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①

!❝❤❛♥'✐❧❧♦♥. /!❣✉❧✐H/❡♠❡♥' /!♣❛/'✐. ❞❛♥. ❧❡ ♣❧❛♥ '❛♥❣❡♥'✱ ♣❛/ ✐♥'❡/♣♦❧❛'✐♦♥ ❜✐✲❧✐♥!❛✐/❡

❞❡. ✈❛❧❡✉/. ❛✉① .♦♠♠❡'.✳

❞✐✛%&❡♥)*✱

✸✳ ❞❡✉① ♠1♠❡* %❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥❛❣❡* ❞♦♥) ✉♥ ♣✐①❡❧ ❞✐&❡❝)✐♦♥♥❡❧ ❛ %)% *✉♣♣&✐♠% ❛❧%❛✲

)♦✐&❡♠❡♥) ❞♦♥♥❡♥) ❞❡* &%*✉❧)❛)* *❡♥*✐❜❧❡♠❡♥) ❞✐✛%&❡♥)* %❣❛❧❡♠❡♥)✳

❊♥ *♦♠♠❡✱ ❧❡* ❢♦♥❝)✐♦♥* ❛❥✉*)%❡* ❡①❤✐❜❡♥) ✉♥❡ ❣/❛♥❞❡ ✈❛/✐❛♥❝❡ ♣❛& &❛♣♣♦&) ❛✉ ❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥) ♠✐♥✐♠❡ ❞❛♥* ❧✬%❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡♥ ❡♥)&%❡✳

❉+✜♥✐.✐♦♥

❆❧❣♦$✐.❤♠❡ ❞✬❛❥✉8.❡♠❡♥. $♦❜✉8.❡ ✿ ❛❥✉*)❡♠❡♥) ❞♦♥) ❧❛ ✈❛&✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲

)✐♦♥ ❛❥✉*)%❡ ❡*) ❢❛✐❜❧❡ ♣❛& &❛♣♣♦&) ❛✉① ✈❛&✐❛)✐♦♥* ❞❛♥* ❧❡* %❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥❛❣❡*✳

A❧✉* ❞%&❛♥❣❡❛♥) ❡♥❝♦&❡ ✿ ❧❛ ♠❛✉✈❛✐*❡ &%♣❛&)✐)✐♦♥ ❞❡* ♣✐①❡❧* ❞✐&❡❝)✐♦♥♥❡❧* ❞❛♥* ❧✬❤%✲

♠✐*♣❤B&❡ ❧❛✐**❡ ❧✐❜&❡ ❝♦✉&* C ❧❛ ❣%♥%&❛)✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉/. ✐♥❛))❡♥❞✉❡*✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉) ❣%♥%&❡&

❞❡* ❛&)❡❢❛❝)* ❞❡* ♣❧✉* ❞%*❛❣&%❛❜❧❡* C ✈✐*✉❛❧✐*❡&✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✶ ✭C ❞&♦✐)❡✮ *✉& ❧❛ ♣❛❣❡ ✾✶

❡♥ ❡*) ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳

◆♦✉* ♥♦✉* )&♦✉✈♦♥* ❞❛♥* ❧❛ *✐)✉❛)✐♦♥ ♦M ❧✬❛♣♣❛&✐)✐♦♥ ❞✬❛&)❡❢❛❝)* ❞%♣❡♥❞ ❞❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥*

❞✬%❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♥♦♥ ♠❛N)&✐*%❡*✳ ◆♦✉* *♦✉❤❛✐)♦♥* ❛✉ ❝♦♥)&❛✐&❡ O✉❡ ❧✬❛❥✉*)❡♠❡♥) *❡

❝♦♠♣♦&)❡ ❞❡ ❢❛P♦♥ &♦❜✉*)❡✱ &%*✉❧)❛♥) ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ &❛❞✐❛♥❝❡

✖ ❛②❛♥) ❞❡* ❝♦✉❧❡✉&* ♣/!✈✐.✐❜❧❡. ✿ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉& ♥♦♥ *♦✉❤❛✐)%❡ ❞♦✐) ❛♣♣❛&❛N)&❡ ❀

✖ ♣❡✉ ❞%♣❡♥❞❛♥)❡ ❞❡ O✉❡❧ ❜&✉✐) O✉❡ ❝❡ *♦✐) ❀

✖ ♣❡✉ ❞%♣❡♥❞❛♥) ❞❡ ❧✬❛❥♦✉) ♦✉ ❞❡ ❧❛ *✉♣♣&❡**✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❞✐&❡❝)✐♦♥♥❡❧ ✭✐✳❡✳

❞✬✉♥ ♣♦✐♥) ❞❡ ✈✉❡ ♦❝❝✉❧)% ♦✉ ♥♦♥✮✳

▲❛ *♦❧✉)✐♦♥ &❡)❡♥✉❡ ♣♦✉& &%❣❧❡& ❝❡ ♣&♦❜❧B♠❡ ❞❛♥* ❧❛ ❧✐))%&❛)✉&❡ ❡*) ❧❡ &%✲%❝❤❛♥)✐❧❧♦♥✲

♥❛❣❡ ❬❈❤❡♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ▲❛&✉❡✱ ✷✵✵✽❪ C ♣❛&)✐& ❞❡* ❞♦♥♥%❡* ❞✐*♣♦♥✐❜❧❡* ✭✜❣✉&❡ ✹✳✺✮ ✿

✉♥ &%✲%❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥❛❣❡ *✉& ✉♥❡ ❣&✐❧❧❡ &%❣✉❧✐B&❡ ❡*) ❞%❞✉✐) C ♣❛&)✐& ❞✬✐♥)❡&♣♦❧❛)✐♦♥*

❡) ❞✬❡①)&❛♣♦❧❛)✐♦♥* ❜✐✲❧✐♥%❛✐&❡* ❞❡* ❞♦♥♥%❡* ❞✐*♣♦♥✐❜❧❡*✳ ❆✐♥*✐✱ ❧❡ ♣&♦❜❧B♠❡ ❡*) ❜✐❡♥

❝♦♥)&❛✐♥)✱ ♥❡ ❣%♥%&❛♥) O✉✬✉♥❡ *❡✉❧❡ *♦❧✉)✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐*❛♥) ❧✬%O✉❛)✐♦♥ ✭✹✳✸✮✳ ▲✬❤%♠✐✲
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❈❡❝✐ ❡*) ❝❡♣❡♥❞❛♥) ❛✉ ❞%)&✐♠❡♥) ❞❡ ❧❛ O✉❛❧✐)% ✿ ✉♥❡ &%❣✉❧❛&✐*❛)✐♦♥ ❛✉&❛ )❡♥❞❛♥❝❡

C ❧✐**❡& ❧❡* ❡✛❡)* ❞✐&❡❝)✐♦♥♥❡❧* ❞❛♥* ❧✬❡*♣❛❝❡ ❞❡* ❞✐&❡❝)✐♦♥* ❞✬♦❜*❡&✈❛)✐♦♥✳ ■♥*)❛✉&❡&



❘♦❜✉$%❡$$❡ ❞❡ ❧❛ *❡❝♦♥$%*✉❝%✐♦♥ ✽✸

❝❡$$❡ ✐♥$❡'♣♦❧❛$✐♦♥ ❧✐♥,❛✐'❡ '❡✈✐❡♥$ . ❛❥✉1$❡' ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❧✐♥,❛✐'❡ ♣❛' ♠♦'❝❡❛✉①✱ ♣✉✐1

. ❧❛ ',✲,❝❤❛♥$✐❧❧♦♥♥❡' ❛✈❛♥$ ❞✬❛❥✉1$❡' ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ '❛❞✐❛♥❝❡✳ ▲✬✐♥$,'<$ ❞✬✉$✐❧✐1❡'

❞❡1 ❢♦♥❝$✐♦♥1 ♣❧✉1 ❝♦♠♣❧❡①❡1 ♣♦✉' ♠✐❡✉① '❡♣',1❡♥$❡' ❧❡1 ❞♦♥♥,❡1 ❞❡✈✐❡♥$ ❛❧♦'1 ❡①$'<✲

♠❡♠❡♥$ ',❞✉✐$✳

✷✳✷ ❙#❛❜✐❧✐(❛#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❥✉(#❡♠❡♥#

◆♦✉1 ♣'♦♣♦1♦♥1 ✉♥❡ ❛✉$'❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ♣♦✉' ',1♦✉❞'❡ ❧❡1 ♣'♦❜❧?♠❡1 ❞✐1❝✉$,1 ❝✐✲❞❡11✉1 ✿

1$❛❜✐❧✐1❡' ❧❡ ♣'♦❝,❞, ❡♥ ❛❥♦✉$❛♥$ ✉♥❡ ❛✉$'❡ ❝♦♥$'❛✐♥$❡ A✉❡ ❧✬❛$$❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥,❡1

✭,A✉❛$✐♦♥ ✭✹✳✸✮✮✳ ■❧ 1✬❛❣✐$ ❞✬✉♥❡ ,♥❡'❣✐❡ ❞G♠❡♥$ ❝❤♦✐1✐❡ ❡$ A✉❡ ♥♦✉1 ❛♣♣❡❧♦♥1  ♥❡#❣✐❡

❞❡ '(❛❜✐❧✐'❛(✐♦♥✳

argmin
C

(1− λ)EMSE(C) + λEstab(C) ✭✹✳✻✮

❆✐♥1✐✱ ♥♦✉1 ♠♦❞✐✜♦♥1 ❧❡ 1②1$?♠❡ ❞❡ ❧✬,A✉❛$✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ❡♥ ❞,✜♥✐11❛♥$ ✉♥❡ ♣♦♥❞,'❛$✐♦♥

❡♥$'❡ ❛$$❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥,❡1 ✭♠✐♥✐♠✐1❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡''❡✉' A✉❛❞'❛$✐A✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ EMSE✮ ❡$

✉♥❡ ❛✉$'❡ ,♥❡'❣✐❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡'♠❡$ ❞❛♥1 ✉♥ ♣'❡♠✐❡' $❡♠♣1 ❞❡ ',1♦✉❞'❡ ❧❡ ♣'♦❜❧?♠❡ ❞❡

1♦✉1✲❝♦♥1$'✐❝$✐♦♥ ♥✉♠,'✐A✉❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛❥♦✉$❡ ✉♥❡ ❝♦♥$'❛✐♥$❡ 1✉' ❧❡ ✓ ❝♦♠♣♦'$❡♠❡♥$ ✔

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥✳ ❆❧♦'1 A✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉① ❝❤♦✐① ♣❡✉✈❡♥$ ',1♦✉❞'❡ ❧❡ ♣'♦❜❧?♠❡ ♥✉♠,'✐A✉❡✱
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❞❡ ❞✐"❡❝(✐♦♥& ❞✬♦❜&❡"✈❛(✐♦♥ ♥♦♥ ♣❤♦(♦❣"❛♣❤✐$& ✭❧❡& ✈✉❡& ✓ ❞✬❡♥ ❞❡&&♦✉& ✔✮✳

▲✬"♥❡%❣✐❡ E1 ♣❡"♠❡( ❧❛ "❡❝♦♥&("✉❝(✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉& ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥(❡✳ ▲❡& ❝♦✉❧❡✉"& ❛❝.✉✐&❡&

✭✐✳❡✳ ❧❡& ♣✐①❡❧& ❞✐"❡❝(✐♦♥♥❡❧&✮ &♦♥( ❝♦""❡❝(❡♠❡♥( "❡❝♦♥&("✉✐(❡& ❡( ❜✐❡♥ ✐♥(❡"♣♦✲

❧$❡&✳ ▲❡& ❞✐✛$"❡♥❝❡& ❛✈❡❝ ❧✬$♥❡"❣✐❡ E2 &♦♥( ♠✐♥✐♠❡& &✉" ❧❡& ❞♦♥♥$❡& "$❡❧❧❡& ✭♣❛"

❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛"❛♥( ❧❡& ✜❣✉"❡& ✹✳✶✶❞ ❡( ✹✳✶✶❡✮✳ ▲❡& ❞♦♥♥$❡& &②♥(❤$(✐.✉❡&

✕ ❝♦♥&("✉✐(❡& ❞❛♥& ❧❡ ❜✉( ❞❡ ♠♦♥("❡" ❝❡& ❞✐✛$"❡♥❝❡& ✕ ♠♦♥("❡♥( ❝❡♣❡♥❞❛♥(

.✉❡ ❧✬$♥❡"❣✐❡ E1 ♥❡ &♦✉✛"❡ ♣❛& ❞✉ ❞$❢❛✉( ❞✬❡①("❛♣♦❧❛(✐♦♥ ❞❛♥& ❧❡& ♣❛"(✐❡& ♥♦♥

❝♦✉✈❡"(❡& ❞❡ ❧✬❤$♠✐&♣❤3"❡ ✭✜❣✉"❡ ✹✳✽❝ ♣"❡♠✐3"❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ✜❣✉"❡ ✹✳✶✵❝ ❡( ✹✳✶✷

❞❡✉①✐3♠❡ ❧✐❣♥❡✮✳ ▲❡& ❝♦✉❧❡✉"& ❣$♥$"$❡& ❡♥ (♦✉(❡ ❞✐"❡❝(✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❡♥ (♦✉( ♣♦✐♥(

❞✉ ❞✐&.✉❡✮ ❢♦♥( ♣❛"(✐❡ ❞❡& ❝♦✉❧❡✉"& "♦✉❤❛✐-.❡"✳

▲✬"♥❡%❣✐❡ E2 ♣❡"♠❡( ❛✉&&✐ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐♥(❡"♣♦❧❛(✐♦♥ ❡♥("❡ ❧❡& ♣✐①❡❧& ❞✐"❡❝(✐♦♥♥❡❧&

✭✜❣✉"❡& ✹✳✽❝ G ❞"♦✐(❡ ❡( ✹✳✶✶❡✮✳ ❊❧❧❡ ❡&( ❝❡♣❡♥❞❛♥( ♣"♦♣✐❝❡ ❛✉① ♣"♦❜❧3♠❡& ❞✬❛♣✲

♣❛"✐(✐♦♥& ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡& ❝♦✉❧❡✉"& ✿ ✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❧✐♥$❛✐"❡ ♥✬❡&( ❥❛♠❛✐& ♣$♥❛❧✐&$❡✱
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❛❧♦%& '✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉, ❝%.❡% ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡& ❝♦✉❧❡✉%& ✐♥❛,,❡♥❞✉❡& ❡, ♥♦♥ &♦✉❤❛✐,.❡&✳

▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✽❝ : ❣❛✉❝❤❡ ♠♦♥,%❡ ❧✬❛♣♣❛%✐,✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉♥❡✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✵❞ ♠♦♥,%❡

❧✬❛♣♣❛%✐,✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉%& ❡①,%@♠❡& ✿ ✐❧ &✬❛❣✐, &♦✉✈❡♥, ❞❡ ✈❛❧❡✉%& ♥✉♠.%✐'✉❡& ❣.✲

♥.%.❡& ♣❛% ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ %❛❞✐❛♥❝❡ '✉✐ &♦%,❡♥, ❞❡& ❜♦%♥❡& ❞❡ ❧✬❡&♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉%

✭&♦✉✈❡♥, ❞✉ ♥♦✐% ♦✉ ❞✉ ❜❧❛♥❝ ♦✉ ❞❡& ❝♦✉❧❡✉%& &❛,✉%.❡&✮✳

G♦✉% %.&✉♠❡%✱ ❧❡& .♥❡%❣✐❡& E1 ❡, E2 &,❛❜✐❧✐&❡♥, ❧❡ ♣%♦❝.❞. ❡, ❣.♥I%❡♥, ❡♥ %I❣❧❡

❣.♥.%❛❧❡ ❞❡ ❜♦♥& %.&✉❧,❛,&✳ ◆♦✉& ❛✈♦♥& ❝❡♣❡♥❞❛♥, ♣✉ ♠❡,,%❡ ❡♥ ❡①❡%❣✉❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦%✲

,❡♠❡♥, ❞.%❛♥❣❡❛♥, ❞❡ E2 '✉✐ ♥♦✉& ❢❡%❛ ♣%.❢.%❡% ❧✬✉,✐❧✐&❛,✐♦♥ ❞❡ E1✳

❈✐✲❞❡&&♦✉&✱ ♥♦✉& ♣%♦♣♦&♦♥& ✉♥❡ ❛♥❛❧②&❡ ❞❡ ❧❛ %♦❜✉&,❡&&❡ ♣❛% %❛♣♣♦%, ❛✉① ❞✐✛.%❡♥,&

❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞I❧❡ ✭❡&♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉%✱ ❜❛&❡ ❞❡ ❢♦♥❝,✐♦♥& ❡, ,❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✮ ❛✐♥&✐ '✉❡

❞✉ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♣❤♦,♦& ❛❝'✉✐&❡&✳

✷✳✸✳✸ ❘♦❜✉'(❡''❡ ❛✉① ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉(✐❧✐'❛(❡✉2

◆♦✉& ❛✈♦♥& ❝♦♠♣❛%. ❧❡& ❝♦♠♣♦%,❡♠❡♥,& ❞❡& ✈❛%✐❛♥,❡& ❞❡ &,❛❜✐❧✐&❛,✐♦♥ ♣❛% %❛♣♣♦%,

❛✉① ❝❤♦✐① ❞❡ %❡♣%.&❡♥,❛,✐♦♥ ❡, ❞❡ ♣%✐&❡ ❞❡ ♣❤♦,♦&✱ : &❛✈♦✐% ✿

✶✳ ❧✬❡&♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉%✱

✷✳ ❧❛ ❜❛&❡ ❞❡ ❢♦♥❝,✐♦♥&✱

✸✳ ❧❛ ,❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛&❡ ❞❡ ❢♦♥❝,✐♦♥&✱

✹✳ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♣❤♦,♦& ❛❝'✉✐&❡&✳

❋♦%❝❡ ❡&, ❞❡ ❝♦♥&,❛,❡% '✉❡ ❧✬✉,✐❧✐&❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬.♥❡%❣✐❡E1 &❡ ❞.♠❛%'✉❡ ♣❛% &♦♥ ✉♥✐❢♦%♠✐,.✳

✶✕❊#♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉,✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✷ ♠♦♥,%❡ ❧❡& ✈❛%✐❛♥,❡& ❝♦♠♣♦%,❡♠❡♥,❛❧❡& &❡❧♦♥

❧✬❡&♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉% ❝❤♦✐&✐✳ ▲❡& ❝♦❧♦♥♥❡& ✹✳✶✷❛ ❡, ✹✳✶✷❝ ✐❧❧✉&,%❡♥, ❧❡ %.&✉❧,❛, ♣♦✉% ✉♥❡

♠@♠❡ ❜❛&❡ ✭❍❙✮ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❡&♣❛❝❡& ❞❡ ❝♦✉❧❡✉% ❞✐✛.%❡♥,&✳ ▲❡& ❝♦❧♦♥♥❡& ✹✳✶✷❜ ❡, ✹✳✶✷❞

❢♦♥, ❞❡ ♠@♠❡ ♣♦✉% ✉♥❡ ❛✉,%❡ ❜❛&❡ ✭❇G✮✳ ❖♥ ❝♦♥&,❛,❡ '✉❡ ,♦✉,❡& ❧❡& .♥❡%❣✐❡& &❡

❝♦♠♣♦%,❡♥, ❞❡ ❢❛T♦♥ ❛&&❡③ ❤♦♠♦❣I♥❡&✳

❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ❧✬.♥❡%❣✐❡ E1 ❡&, ❧❛ &❡✉❧❡ : ❝%.❡% ❞❡& ❢♦♥❝,✐♦♥& '✉✐ ♠❛✐♥,✐❡♥♥❡♥, ❧❡& ❝♦✉✲

❧❡✉%& ♣%♦❝❤❡& ❞❡ ❝❡❧❧❡& ❛❝'✉✐&❡& ✭❡♥ ♦♣♣♦&✐,✐♦♥ : ,❡♥❞%❡ ✈❡%& ❧❡ ♥♦✐% ♦✉ ✈❡%& ✉♥❡

❡①,%❛♣♦❧❛,✐♦♥ ❧✐♥.❛✐%❡✮✳

▲✬❡&♣❛❝❡ ❈■❊✲▲✯✉✯✈✯ ❡&, ♣%♦♣✐❝❡ ❛✉① ♣%♦❜❧I♠❡& ❞❡ ❞.♣❤❛&❛❣❡ ❞❡& ❝❛♥❛✉①✳ ■❧ ✈✐, ❡♥

❡✛❡, ❞❛♥& ✉♥ &♦✉&✲❡&♣❛❝❡ ♣❧✉& ✈❛&,❡ '✉❡ [0, 1]3 ❡, ♥♦♥ ❤♦♠♦❣I♥❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ : ❧✬❛✉,%❡✳

▲❡& ❢♦♥❝,✐♦♥& ✈❛%✐❡♥, ❞♦♥❝ ♣❧✉& ❢♦%,❡♠❡♥, ❞❛♥& ❝❡, ❡&♣❛❝❡ ❡, ✐❧ ❡&, ❛✐♥&✐ ♣❧✉& ❞✐✣❝✐❧❡

❞❡ ❢❛✐%❡ ♣❛&&❡% ❧❡ &❡✉✐❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉% ♥♦✐%❡ ❛✉ ♠@♠❡ ❡♥❞%♦✐, &✉% ❧✬❤.♠✐&♣❤I%❡ ♣♦✉% ❧❡&

,%♦✐& ❢♦♥❝,✐♦♥& %❡♣%.&❡♥,❛♥, ❧❡& ❞✐✛.%❡♥,& ❝❛♥❛✉①✳ ❯♥ ,♦✉, ♣❡,✐, .❝❛%, ✐♥❞✉✐, ❧✬❛♣♣❛✲

%✐,✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉%& ❧♦%& ❞✉ ♣❛&&❛❣❡ ❞❡ ❝❡ &❡✉✐❧✱ ✈✐&✐❜❧❡ ❞❛♥& ❧❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✷❝ ♣♦✉% E0 ❡,

❧❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✷❞ ♣♦✉% E0 ❡, E2✳ G♦✉% ❝♦%%✐❣❡% ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♣♦♥❞.%❛,✐♦♥ ❡♥,%❡ ❛,,❛❝❤❡ ❛✉①

❞♦♥♥.❡& ❡, &,❛❜✐❧✐&❛,✐♦♥ ❞❡✈%❛ @,%❡ ❛❞❛♣,.❡ ❝❛♥❛❧ ♣❛% ❝❛♥❛❧✳ ▲✬.♥❡%❣✐❡ E1 ♠❛✐♥,✐❡♥,
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❧❛7✐♦♥ ❡27 ♣❧✉2 ❧✐♠✐7: >✉❡ ♣♦✉< ❧❡2 ♣♦❧②♥U♠❡2 ❡①♣<✐♠:2 ❞❛♥2 ❧❡ ♣❧❛♥ 7❛♥❣❡♥7✳
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?✉✬✉♥ 8B,✉❧%❛% ❞B%❡8♠✐♥✐,%❡ ❡% ,♦✉❤❛✐%B ❡,% ♣8♦❞✉✐% ❡♥ %♦✉% B%❛% ❞❡ ❝❛✉,❡✱ ❝✬❡,%✲O✲❞✐8❡

♠>♠❡ ,✐ ♣❡✉ ❞❡ ♣❤♦%♦, ,♦♥% ✉%✐❧✐,B❡, ❡%✴♦✉ ,✐ ❧❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ ✈✐,✉❛❧✐,B ♥✬❡,% ♣❛, ✐♥✲
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❜✐❡♥ ❝♦♥%8❛✐♥% ❞F, ?✉✬✉♥ ✭8❡,♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% %8♦✐,✮ ♣✐①❡❧, ❞✐8❡❝%✐♦♥♥❡❧, ,♦♥% ❢♦✉8♥✐, ❞❛♥,
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❡*+ *♦✉✈❡♥+ ❛**♦♠❜'✐ ❡+ ❧✬❛++❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥$❡* *✬❡♥ '❡+'♦✉✈❡ '$❞✉✐+✳ ◆♦✉* ❧✬$❝❛'+♦♥*

❞♦♥❝✳ ▲❡* $♥❡'❣✐❡* E1 ❡+ E2 ❣$♥0'❡♥+ ❞❡* '$*✉❧+❛+* *+❛❜❧❡* , ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦>+ ❞✬❛++❛❝❤❡

❛✉① ❞♦♥♥$❡*✱ ♣❛'+✐❝✉❧✐0'❡♠❡♥+ ❧✬$♥❡'❣✐❡ E2✳ ❖'✱ ❝❡++❡ $♥❡'❣✐❡ *♦✉✛'❡ ❞✬✉♥ ♠❛♥B✉❡ ❞❡

'$❞✉❝+✐♦♥ ❞✬❛'+❡❢❛❝+* ❡♥ ❝❡'+❛✐♥❡* ❝♦♥✜❣✉'❛+✐♦♥* ✿ ❞❡* ❝♦✉❧❡✉'* ❡①+'❛♣♦❧$❡* ♣❡✉✈❡♥+

❛♣♣❛'❛D+'❡✳

▲❡* ❡①+'❛♣♦❧❛+✐♦♥* *♦♥+ ❞❡ ❢❛❝%♦ ❢♦'+❡♠❡♥+ '$❞✉✐+* *✉' ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡'♠$ ✭*♣❤$'✐B✉❡

❞❛♥* ♥♦+'❡ ❝❛*✮ *✐ ❧❛ ❜❛*❡ ❡*+ , *✉♣♣♦'+ ❣❧♦❜❛❧ ✭✐✳❡✳ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝+✮✳ ❊❧❧❡ ❡*+ ❡♥ ❡✛❡+

♦❜❧✐❣$❡✱ ❧♦'*B✉✬❡❧❧❡ B✉✐++❡ ❧✬❤$♠✐*♣❤0'❡ ✈✐*✐❜❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❞❡ ❧❛ '❡❥♦✐♥❞'❡ ❞❡ ❧✬❛✉+'❡

❝I+$ ❞❡ ❧✬$B✉❛+❡✉'✳ ▲❡* ✈❛❧❡✉'* ❞✉ ❝I+$ ✈✐*✐❜❧❡ $+❛♥+ ❝♦♥+'❛✐♥+❡* ✭♣❛' ❧✬❛++❛❝❤❡ ❛✉①

❞♦♥♥$❡* ✈♦✐'❡ ✉♥❡ $♥❡'❣✐❡ ❞❡ *+❛❜✐❧✐*❛+✐♦♥✮✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐B✉❡ B✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❛✉'❛ ✉♥❡

+❡♥❞❛♥❝❡ ♣❧✉* ❢❛✐❜❧❡ ❛✉① ❢♦'+❡* ✈❛'✐❛+✐♦♥* ♣❛' '❛♣♣♦'+ , ✉♥❡ ❜❛*❡ ❤$♠✐*♣❤$'✐B✉❡ ♦✉

, *✉♣♣♦'+ ❝♦♠♣❛❝+✳ ❆✐♥*✐✱ E2 ❡*+ ♠♦✐♥* *✉❥❡++❡ ❛✉① ❛'+❡❢❛❝+* ❛✈❡❝ ❧❡* ❤❛'♠♦♥✐B✉❡*

*♣❤$'✐B✉❡* B✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛*❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭✜❣✉'❡ ✹✳✶✷✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ♣♦✉' B✉❡ ❧❡ ♣'♦❜❧0♠❡ *♦✐+ ❜✐❡♥ ❝♦♥+'❛✐♥+✱ E2 ♥$❝❡**✐+❡ 3 $❝❤❛♥+✐❧❧♦♥*✱ ❛❧♦'*
B✉❡ E1 ♣'♦❞✉✐+ ✉♥ '$*✉❧+❛+ ❞$+❡'♠✐♥✐*+❡ ❛✈❡❝ ✉♥ *❡✉❧✳ ❊♥ ♣'❛+✐B✉❡✱ ❝❡❝✐ ♥✬❛ ♣❛* ♣♦*$

❞❡ ♣'♦❜❧0♠❡* ✢❛❣'❛♥+* *✉' ❧❡* ❞♦♥♥$❡* '$❡❧❧❡* ♦Q ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣✐①❡❧* ❞✐'❡❝+✐♦♥♥❡❧*

$+❛✐❡♥+ ♣'$*❡♥+* ❞❛♥* +♦✉* ❧❡* ❤$♠✐*♣❤0'❡* ✿ ❧❡* ❞❡✉① +❡❝❤♥✐B✉❡* ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♥+ ❜✐❡♥

❞❛♥* ❝❡ ❝❛*✳ ❙✉' ♥♦* ❞♦♥♥$❡* *②♥+❤$+✐B✉❡*✱ ② ❝♦♠♣'✐* ❧❡ ❙%❛♥❢♦+❞ ❜✉♥♥②✱ ♥♦✉* ❛✈♦♥*

✈✉ B✉❡ ❝❡❧❛ ❡*+ *♦✉'❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉① ❛'+❡❢❛❝+*✳

❊♥ *♦♠♠❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉+✐❧✐*❡' E2 ♣♦✉''❛ *❡ ❢❛✐'❡ ❞❛♥* ❞❡* ❝♦♥❞✐+✐♦♥* ♣❛'+✐❝✉❧✐0'❡* ✿

❧♦'*B✉✬✉♥❡ '❡♣'$*❡♥+❛+✐♦♥ , ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡'♠$ ❡*+ ✉+✐❧✐*$❡ ❡+ ❧♦'*B✉✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣✐①❡❧*

❞✐'❡❝+✐♦♥♥❡❧* ♣❛' $❝❤❛♥+✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥+ S+'❡ ❣❛'❛♥+✐*✳ ❉❛♥* ❧❡ ❝❛* ❣$♥$'❛❧✱ E1 ❞♦♥♥❡

❞❡* '$*✉❧+❛+* *❛+✐*❢❛✐*❛♥+*✳ ◆♦✉* ♥✬❛✈♦♥* ♣❛* ❡♥❝♦'❡ ❡✉ , '❡♠❡++'❡ ❡♥ ❝❛✉*❡ ❧❡ ❝❤♦✐①

❞❡ ❧✬✉+✐❧✐*❡' ❧♦'* ❞❡ ♥♦* +'❛✈❛✉① ❞❡ ♥✉♠$'✐*❛+✐♦♥✳

❯♥❡ ❞❡* B✉❛❧✐+$* ♣'✐♠♦'❞✐❛❧❡* ❞❡ ❝❡++❡ '❡❝♦♥*+'✉❝+✐♦♥ ❡*+ ✐❧❧✉*+'$❡ ♣❛' ❧❡* ✜❣✉'❡* ✹✳✶✸

❡+ ✹✳✶✹ ✿ B✉❡❧B✉❡ *♦✐+ ❧❡* ♠♦②❡♥* ♠✐* ❡♥ W✉✈'❡ ✭❜❛*❡ ❞❡ ❢♦♥❝+✐♦♥* ❡+ +❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲

❝✐✮ ❡+ ❧❡* ❞✐✣❝✉❧+$* ❞✬❛❝B✉✐*✐+✐♦♥ ✭$❝❤❛♥+✐❧❧♦♥♥❛❣❡*✮✱ ✉♥ '$*✉❧+❛+ ♣❧❛✉*✐❜❧❡ ❡*+ '❡♥❞✉✳

❈❡❧✉✐✲❝✐ *❡'❛ +❛♥+I+ ❞❡ +'0* ❢♦'+❡ B✉❛❧✐+$✱ +❛♥+I+ *❡✉❧❡♠❡♥+ ✓ ♣❛**❛❜❧❡ ✔ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥

❞❡ +♦✉+❡* ❝❡* ❝♦♥❞✐+✐♦♥* ❡①+❡'♥❡*✳ ❈❡❝✐ ♣❡'♠❡+ ❞❡ ❢❛✐'❡ ❞❡* ❛❝B✉✐*✐+✐♦♥* ♣❧✉* ❛✐*$❡*

✭, ❝♦>+ '$❞✉✐+✮ ❡+✴♦✉ ❞❡ ❣$♥$'❡' ✉♥ '$*✉❧+❛+ ❝♦''❡❝+ ♠S♠❡ ♣♦✉' ❞❡* ♦❜❥❡+* ❞♦♥+

❧✬❛❝B✉✐*✐+✐♦♥ *✬❛✈0'❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

✸ ❆♥❛❧②&❡ &(❛(✐&(✐*✉❡

▲❛ ❣❡*+✐♦♥ ❞✉ ♣❛'❛♠0+'❡ λ ❞❡ ❧✬$B✉❛+✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ♥♦✉* ♣❡'♠❡+ ❞❡ ❝❤♦✐*✐' ✉♥ ❝♦♠♣'♦♠✐*

❡♥+'❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ '❡❝♦♥*+'✉✐+❡ ♣'♦❝❤❡ ❞❡* ❞♦♥♥$❡* ❞✬❡♥+'$❡ ❡+ ✉♥ '$*✉❧+❛+ *+❛❜❧❡

♣❛' '❛♣♣♦'+ ❛✉① ♣❡'+✉'❜❛+✐♦♥* '❡❝❡♥*$❡*✳ ▲❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✶✺ ✐❧❧✉*+'❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡

♣❛'❛♠0+'❡ ✿

✖ , λ = 0✱ ❧❡ '$*✉❧+❛+ ✐♥+❡'♣♦❧❡ ❧❡* ❞♦♥♥$❡* ♠❛✐* ❡①❤✐❜❡ ✉♥❡ ❣'❛♥❞❡ ✈❛'✐❛♥❝❡

❣$♥$'❛♥+ ❞❡* ❛'+❡❢❛❝+*✱



λ = 0 λ = 0.1 λ = 0.99

λ

λ
λ

λ
EMSE λ = 0



✾✽ ✹✳ ❘❡❝♦♥'()✉❝(✐♦♥ )♦❜✉'(❡ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥' ❞❡ )❛❞✐❛♥❝❡

❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡✮✳ -♦✉* ❝❡*♥❡* ❧❡2 ♥♦)✐♦♥2 ❞❡ ♣*3❝✐2✐♦♥ ❡) ❞❡ *♦❜✉2)❡22❡✱ ♥♦✉2 ❛❧❧♦♥2

6✉❛♥)✐✜❡* ❧❡✉*2 ✐♥✈❡*2❡2 ✿ ❧❡ ❜✐❛✐# ✐♥)*♦❞✉✐) ❡) ❧❛ ✈❛%✐❛♥❝❡ ❞✉ *32✉❧)❛)✳

▲❡ ❜✐❛✐% 2❡ ❞3✜♥✐) ♣❛* ❧✬3❝❛*) ❡♥)*❡ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ *❡❝♦♥2)*✉✐)❡ ❡) ❧❡2 ❞♦♥♥3❡2 ❢♦✉*♥✐❡2

❡♥ ❡♥)*3❡✱ ❛✉)*❡♠❡♥) ❞✐) ❧✬3❝❛*) 6✉❛❞*❛)✐6✉❡ ♠♦②❡♥ EMSE ✳ ❱✉ 6✉❡ ❧✬3)❡♥❞✉❡ ❞❡2

✈❛❧❡✉*2 ❡2) ❣*❛♥❞❡✱ ♥♦✉2 ✉)✐❧✐2♦♥2 ✉♥ *❛)✐♦ 2✐❣♥❛❧ 2✉* ❜*✉✐) ❬●❡*2❤♦ ❡) ●*❛②✱ ✶✾✾✷❪ ✿

PSNR = 10 log10

(
Emax

EMSE

)
✭✹✳✶✵✮

❛✜♥ 6✉✬✉♥❡ ❞✐✛3*❡♥❝❡ ❛❜2♦❧✉❡ *❡♣*32❡♥)❡ ✉♥ *❛)✐♦ *❡❧❛)✐❢ ♦I 10dB ✈❛✉) ✉♥ ❢❛❝)❡✉* 10✳

◆♦✉2 ❛✈♦♥2 ❞3❥L 3✈♦6✉3 ❧❡ ❜✐❛✐# ♠♦❞,❧❡ 6✉✐ ❡2) ❧❡ ❜✐❛✐2 ✐♥)*♦❞✉✐) ❞❡ ❢❛❝/♦ ♣❛* ✉♥❡

❢♦♥❝)✐♦♥ ♥✬❛②❛♥) ♣❛2 ❧❛ ❝❛♣❛❝✐)3 ❞❡ *❡♣*32❡♥)❡* ✭❞♦♥❝ ❞✬✐♥)❡*♣♦❧❡*✮ ❧❡2 ❞♦♥♥3❡2 ❡♥

❡♥)*3❡✳ ➚ ❝❡❧❛ ✈❛ 2✬❛❥♦✉)❡* ❧❡ ❜✐❛✐# ❞❡ #/❛❜✐❧✐#❛/✐♦♥ 6✉✐ ❡2) ❞N ❛✉① ❢❛❝)❡✉*2 ❝♦♥)*❡✲

❜❛❧❛♥Q❛♥) ❧✬❡**❡✉* 6✉❛❞*❛)✐6✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✿ ❞❛♥2 ♥♦)*❡ ❝❛2✱ ❧❡2 3♥❡*❣✐❡2 ❞❡ 2)❛❜✐❧✐2❛)✐♦♥✳

❉'✜♥✐*✐♦♥

❇✐❛✐% ❞❡ %*❛❜✐❧✐%❛*✐♦♥ ✿ )♦✉) ♦✉ ♣❛*)✐❡ ❞✉ ❜✐❛✐2✱ L 2❛✈♦✐* ❧❛ ♣❛*) ❞✉❡ L ❧❛ ♣*✐2❡

❡♥ ❝♦♠♣)❡ ❞❡ ❧❛ 2)❛❜✐❧✐2❛)✐♦♥✳

❈❡ ❜✐❛✐2 ❛✉❣♠❡♥)❡ ❛✈❡❝ λ ❡) ♥♦✉2 ❛✉*♦♥2 ❞♦♥❝ )❡♥❞❛♥❝❡ L ✈♦✉❧♦✐* ❧✐♠✐)❡* ❝❡) ❡✛❡)✱

❞♦♥❝ L ♣*3❢3*❡* λ ♣❡)✐)✳

▲❛ ✈❛0✐❛♥❝❡ 2❡ ❝♦♠♣*❡♥❞ ✐♥)✉✐)✐✈❡♠❡♥) ❝♦♠♠❡ ❧❛ 2❡♥2✐❜✐❧✐)3 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦*✐)❤♠❡ ❞✬❛❥✉2✲

)❡♠❡♥) ❛✉① ♣❡*)✉*❜❛)✐♦♥2 ❡♥ ❡♥)*3❡ ✿ ❜*✉✐)✱ ❞❡♥2✐)3 ❡) *3♣❛*)✐)✐♦♥ ❞❡ ❧✬3❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳
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(✉✬✉♥❡ ♠9%❤♦❞❡ ❞❡ 19❣1❡$$✐♦♥ ♥♦♥ 19❣✉❧❛1✐$9❡ ❣9♥J1❡ ✉♥ 19$✉❧%❛% ❢♦1%❡♠❡♥% ✈❛1✐❛♥%

❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥%1❛K♥❡♠❡♥% ❡% (✉✐ $❡1❛ ♠❛❧ ❛❞❛♣%9 A ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡

✈❛❧✐❞❛%✐♦♥✳

●(❛♣❤❡-✳ ➱%❛♥% ❞♦♥♥9 ✉♥❡ ♠9%❤♦❞❡ ❞❡ 19❣1❡$$✐♦♥✱ Ê ♣❡✉% F%1❡ ❞9✜♥✐❡ ♣♦✉1 %♦✉%

λ ∈ [0, 1[ ✼✳ ◆♦✉$ ❡①♣❧✐(✉♦♥$ ❞❛♥$ ❧❛ $❡❝%✐♦♥ $✉✐✈❛♥%❡ ❝♦♠♠❡♥% ❝❛❧❝✉❧❡1 Ê✳ ■❧ ❡$% ❛❧♦1$

♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ %1❛❝❡1 ❧❛ ❝♦✉1❜❡ ❞❡ ❝❡%%❡ ❡11❡✉1 ✭✈♦✐1 ✜❣✉1❡ ✹✳✶✻✮✳ ▲✬❡11❡✉1 ❡$% ❣1❛♥❞❡ A

λ = 0 ❝❛1 ❧❛ ✈❛1✐❛♥❝❡ ❡$% 9❧❡✈9❡✳ ▲♦1$(✉❡ ❧❛ 19❣✉❧❛1✐$❛%✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ ✈❛1✐❛♥❝❡ ✭❡% ❢❛✐%

❛✉❣♠❡♥%❡1 ❡♥ ♠♦✐♥❞1❡ ♠❡$✉1❡ ❧❡ ❜✐❛✐$✮✱ Ê ❞✐♠✐♥✉❡ ❢♦1%❡♠❡♥% ❥✉$(✉✬A ❛%%❡✐♥❞1❡ ✉♥

♠✐♥✐♠✉♠✳ ❊♥$✉✐%❡✱ Ê 1❡♠♦♥%❡ ❧♦1$(✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ❜✐❛✐$ ❞9♣❛$$❡ ❧❛ ♣❡1%❡ ❞❡ ✈❛1✐❛♥❝❡✳

▲♦1$(✉❡ λ ❛%%❡✐♥% ❞❡ ❣1❛♥❞❡$ ✈❛❧❡✉1$✱ ❧❛ ❝♦✉1❜❡ ❡$% 9❧❡✈9❡ ❞✉ ❢❛✐% ❞✉ ❣1❛♥❞ ❜✐❛✐$

✐♥%1♦❞✉✐% ♣❛1 ❧❛ 19❣✉❧❛1✐$❛%✐♦♥✱ ❡% ❝❡ ♠❛❧❣19 ✉♥ 19$✉❧%❛% ❞9$♦1♠❛✐$ $%❛❜❧❡✳

❱♦❝❛❜✉❧❛✐(❡

❈♦♠♣(♦♠✐- ✿ ♣♦♥❞91❛%✐♦♥ ❡♥%1❡ ❛%%❛❝❤❡ ❛✉① ❞♦♥♥9❡$ ❡% $%❛❜✐❧✐$❛%✐♦♥✳

❈♦♠♣(♦♠✐- ♦♣/✐♠❛❧ ✿ ❝♦♠♣1♦♠✐$ (✉✐ ♠✐♥✐♠✐$❡ ❧✬❡11❡✉1 ❞❡ ♣19❞✐❝%✐♦♥✳

✼✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉( ♠❛①✐♠❛❧❡ λ = 1 ♥✬❛ ♣❛/ ❞❡ /❡♥/ ❝❛( ✐❧ ♥✬② ❛✉(❛✐3 ♣❧✉/ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥3(❛✐♥3❡ ❞✬❛33❛❝❤❡

❛✉① ❞♦♥♥6❡/✳



Ê λ

Ê

Ê

Ê



✶✵✷ ✹✳ ❘❡❝♦♥'()✉❝(✐♦♥ )♦❜✉'(❡ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥' ❞❡ )❛❞✐❛♥❝❡

▲❛ %❡❝❤♥✐+✉❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ ❝1♦✐23❡ ❞3❝♦✉♣❡ ❧✬3❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ❡♥ ♣❧✉2✐❡✉12 2♦✉2✲❡♥2❡♠❜❧❡2✳

❯♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❡2% ❛❥✉2%3❡ 2✉1 ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❡% %❡2%3❡ ♣❛1 1❛♣♣♦1% ❛✉① ❛✉%1❡2 ✭✐✳❡✳ EMSE

❡2% 3✈❛❧✉3❡✮✳ ❯♥❡ +✉❛♥%✐%3 ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥3❡2 ❡2% ♥3❝❡22❛✐1❡ ♣♦✉1 ❝❡❧❛✳

▲❛ ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ ❝1♦✐23❡ ❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉* ❡2% ✉♥❡ ✈❛1✐❛♥%❡ +✉✐ 23♣❛1❡ ❧❡2 3❝❤❛♥%✐❧❧♦♥2 ❡♥

✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥ 2❡✉❧ ♣✐①❡❧ ❞✐1❡❝%✐♦♥♥❡❧ ❡% ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❝♦♥%❡♥❛♥% ❧❡ 1❡2%❡✳ ❈❡❝✐ 2❡

❢❛✐% ❞❡ ❢❛A♦♥ ❛❧3❛%♦✐1❡ ❡% 13♣3%3❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❡2% ❛❥✉2%3❡ 2✉1 ❧❡ ♣1❡♠✐❡1 ❡♥2❡♠❜❧❡

❡% ✈❛❧✐❞3 ❛✈❡❝ ❧❡ ♣✐①❡❧ ❞✐1❡❝%✐♦♥♥❡❧ ♥♦♥ ✉%✐❧✐23✳ ❈❡%%❡ ♠3%❤♦❞❡ ♥❡ ♣1❡♥❞ ♣❛2 ❜✐❡♥ ❡♥

❝♦♠♣%❡ ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛1✐❛%✐♦♥ ❞✉❡ C ❧❛ ♠❛✉✈❛✐2❡ 13♣❛1%✐%✐♦♥ ❞❛♥2 ❧✬❤3♠✐✲

2♣❤D1❡ ✿ ✉♥ 3❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❜✐❡♥ 13♣❛1%✐ ❧✬❡2% %♦✉❥♦✉12 ❛✈❡❝ ✉♥ 3❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ ❡♥ ♠♦✐♥2✳

◆♦✉2 ❧✬❡①❝❧✉♦♥2 ❞♦♥❝ 3❣❛❧❡♠❡♥%✳

◆♦✉2 ❛❧❧♦♥2 ❡♥ 1❡✈❛♥❝❤❡ ❝❛❧❝✉❧❡1 ❧✬❡11❡✉1 ❞❡ ♣13❞✐❝%✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣1♦❝3❞3 ❞❡ ❜♦♦*,✲

*-❛♣♣✐♥❣✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ♥3❝❡22✐%❛♥% ♣❛2 ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❣3♥31❛%1✐❝❡ ♥✐ ♠I♠❡ ✉♥❡ +✉❛♥%✐%3

♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬3❝❤❛♥%✐❧❧♦♥2✳ ❈❡ ♣1♦❝3❞3 ♣❡1♠❡% ❧❛ ❣3♥31❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣1❛♥❞❡ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥

2%❛%✐2%✐+✉❡ C ♣❛1%✐1 ❞✬✉♥ 2❡✉❧ 3❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❊♥ ❡♥%13❡✱ ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ T ❞❡ N ♣✐①❡❧2

❞✐1❡❝%✐♦♥♥❡❧2 ❡2% ❢♦✉1♥✐✳ ■❧ 2✬❛❣✐% ❛❧♦12 ❞✬✐%31❛%✐✈❡♠❡♥% ❞✐✈✐2❡1 T ❡♥ ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥✲

%1❛L♥❡♠❡♥% ✭❧❡ ❜♦♦*,*-❛♣✮ ❡% ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥✳ ▲❡2 ❢♦♥❝%✐♦♥2 2♦♥% ❛❥✉2%3❡2 2✉1

❧❡2 ❜♦♦%2%1❛♣ ❡% ❧✬❡11❡✉1 ❡2% ❡♥2✉✐%❡ ❝❛❧❝✉❧3❡ ♣❛1 1❛♣♣♦1% C ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥✳

▲❡ ♣1♦❝3❞3 1❡+✉✐❡1% %1♦✐2 3%❛♣❡2 ❬❍❛2%✐❡ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ✿

✖ B ❜♦♦%2%1❛♣2 {T1, . . . , TB} 2♦♥% ❝1332✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡2 Tb ❡2% ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❝♦♠✲

♣♦23 ❞❡ N ♣✐①❡❧2 ❞✐1❡❝%✐♦♥♥❡❧2 ❝❤♦✐2✐2 ❛❧3❛%♦✐1❡♠❡♥% ❡% ❛✈❡❝ 1❡♠✐2❡ ✭❞♦♥❝ ❛✈❡❝

❞♦✉❜❧♦♥2✮ ♣❛1♠✐ ❝❡✉① ❞❡ T ✳
✖ ❯♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ R̂b ❡2% ❛❥✉2%3❡ 2✉1 ❝❤❛+✉❡ ❜♦♦%2%1❛♣ Tb✳

✖ Q♦✉1 %♦✉% ♣✐①❡❧ ❞✐1❡❝%✐♦♥♥❡❧ n ∈ T ✱ ❧✬❡11❡✉1 +✉❛❞1❛%✐+✉❡ ❡2% ♠♦②❡♥♥3❡ 2✉1

%♦✉2 ❧❡2 ❜♦♦%2%1❛♣2 ♥❡ ❧❡ ❝♦♥%❡♥❛♥% ♣❛2 ✿ ❝✬❡2% C ❞✐1❡ ♣♦✉1 %♦✉% Rb ❛❥✉2%3 2✉1

✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ♣1✐✈3 ❞❡ n✳ ▲✬❡11❡✉1 ❡2% ✜♥❛❧❡♠❡♥% ❝♦♠♣♦23❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡

❝❡ ❝❛❧❝✉❧ 2✉1 %♦✉2 ❧❡2 N ♣✐①❡❧2 ❞✐1❡❝%✐♦♥♥❡❧2✳

Ê =
1

N

N∑

n=1

1

#{b/n /∈ Tb}

∑

b/n/∈Tb

(
nn − R̂b(ω

n
r )
)2

✭✹✳✶✶✮

▲✬❛♥♥❡①❡ ❆ ❞♦♥♥❡ ❧✬❛❧❣♦1✐%❤♠❡ ❢♦1♠❡❧ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥%❡1 ❝❡%%❡ ♠3%❤♦❞❡✳

❯♥❡ ♣1♦♣1✐3%3 ✐♥%31❡22❛♥%❡ ❞✉ ❜♦♦%2%1❛♣♣✐♥❣ ❡2% +✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉% ❛✉❣♠❡♥%❡1 ❧❛ ♣♦♣✉❧❛✲

%✐♦♥ 2%❛%✐2%✐+✉❡ ✭B✮ ✐♥❞3♣❡♥❞❛♠♠❡♥% ❞✉ ♥♦♠❜1❡ N ❞❡ ♣✐①❡❧2 ❞✐1❡❝%✐♦♥♥❡❧2 ❡♥ ❡♥%13❡✳

❈❡❝✐ ♥♦✉2 ♣❡1♠❡%%1❛ ❞❡ ❢❛✐1❡ ❞❡2 %❡2%2 2✐❣♥✐✜❝❛%✐❢2 2✉1 ❞❡2 ❞♦♥♥3❡2 13❡❧❧❡2✱ ❞♦♥% ❧❛

❞❡♥2✐%3 ❧♦❝❛❧❡ ❞✬3❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡2% ✐♥❝♦♥%1U❧3❡✳ ❊♠♣✐1✐+✉❡♠❡♥%✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ❝❤♦✐2✐

B = 104 ❜♦♦%2%1❛♣2 ❛✜♥ +✉❡ ♥♦2 ❡①♣31✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞♦♥♥❡♥% ❞❡✉① ❝❤✐✛1❡2 2✐❣♥✐✜❝❛%✐❢2

C Ê✳ ■❧ ❡2% C ♥♦%❡1 +✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ 104 ❜♦♦%2%1❛♣2 ♣1❡♥❞ ❡♥ ♣1❛%✐+✉❡ ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡

2❡❝♦♥❞❡2

✽

✳

✽✳ "♦✉% ❞❡( ❤❛%♠♦♥✐.✉❡( (♣❤0%✐.✉❡( 1 ✹ ♥✐✈❡❛✉① (✉% ✉♥ ♣%♦❝❡((❡✉% ■♥"❡❧ ❈♦'❡ ✐✺✳



❆♥❛❧②%❡ %'❛'✐%'✐)✉❡ ✶✵✸

✸✳✸ ❘#$✉❧'❛'$ )✉❛♥'✐'❛'✐❢$

❇❡"♦✐♥ ❞❡ "'❛❜✐❧✐"❛'✐♦♥✳ ❉❛♥& ✉♥ ♣)❡♠✐❡) -❡♠♣&✱ ✐❧ ❡&- ✉-✐❧❡ ❞✬♦❜&❡)✈❡) ❧❛ ❝♦))6✲

❧❛-✐♦♥ ❡♥-)❡ ❧✬❛♥❛❧②&❡ &-❛-✐&-✐9✉❡ ❡- ❧❡& ❝♦♥&-❛-& 9✉❛❧✐-❛-✐❢& ❞❡ ❧❛ &❡❝-✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ✿ ❧✬❡))❡✉)

❞❡ ♣)6❞✐❝-✐♦♥ ❡&- ❣)❛♥❞❡ ❧♦)&9✉✬❛✉❝✉♥❡ &-❛❜✐❧✐&❛-✐♦♥ ♥✬❡&- ❢❛✐-❡ ✭❝❢✳ -♦✉-❡& ❧❡& ❝♦✉)❜❡&
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✾✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡() ♣❛( ✐❧❧✉()./ ❞❛♥( ♥♦( ✜❣✉.❡( ❝❛. ❧❡( ❣.❛♣❤❡( (♦♥) ❧✐♠✐)/( 6 ❧✬✐♥)❡.✈❛❧❧❡ λ ∈ [0, 0.5]
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✐♥%$'❡88❛♥% ❞❡ ❞$%❡'♠✐♥❡' ❝❡8 ❝❧❛88❡8 ❞❡ ❢❛K♦♥ ♥♦♥ ❡♠♣✐'✐5✉❡✳

▲❡ ❝❛8 $❝❤$❛♥%✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞'❛✐% ❞❡ '❡♣'❡♥❞'❡ ♥♦%'❡ $%✉❞❡ 8✉' ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♥♦'♠❡

❛♣♣'♦♣'✐$❡ M ❝♦♥8✐❞$'❡' ♣♦✉' ❧✬❛❥✉8%❡♠❡♥%✳ ▲❛ ♥♦'♠❡ L4 ♥✬❛ ♣❛8 $%$ ❡①❝❧✉❡ ♠❛✐8 ✐❧

❢❛✉❞'❛✐% ❛✈❛♥% %♦✉% ✈$'✐✜❡' 8♦♥ ✉%✐❧✐8❛%✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥8 ♥♦♥ ❝♦♥%'O❧$❡8✳ ▲❛ 8%❛❜✐❧✐8❛✲

%✐♦♥ ♥♦✉8 ♣❡'♠❡% ❞$8♦'♠❛✐8 ❞❡ ❧✬❡♥✈✐8❛❣❡'✳

❯♥ ❛✉%'❡ ♣'♦❜❧9♠❡ ❛②❛♥% ❢❛✐% 8✉'❢❛❝❡ ❧♦'8 ❞❡ ♥✉♠$'✐8❛%✐♦♥8 ❡8% ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣❛'%✐❡8 ❞❡ ❧❛

8✉'❢❛❝❡ ❞$♣♦✉'✈✉❡8 ❞❡ ♣✐①❡❧8 ❞✐'❡❝%✐♦♥♥❡❧8 ✭✐✳❡✳ ♥♦♥ ✈✐8✐❜❧❡8 ❞❛♥8 ❧❛ ♠♦✐♥❞'❡ ♣❤♦%♦✮✳

❉❛♥8 ❝❡%%❡ $%✉❞❡✱ ♥♦✉8 ♥✬❛✈♦♥8 ♣❛8 %'❛✐%$ ❝❡ ♣'♦❜❧9♠❡ ❝❛' ❝❤❛5✉❡ $❧$♠❡♥% ❛ $%$ ❝♦♥8✐✲

❞$'$ ✐♥❞$♣❡♥❞❛♠♠❡♥%✳ ❯♥❡ ❞$❝✐8✐♦♥ '❛❞✐❝❛❧❡ ❡8% ❞✬✐♥%❡'❞✐'❡ ❧❛ ✈✐8✉❛❧✐8❛%✐♦♥ ❞❡ %❡❧❧❡8

♣❛'%✐❡8 ❞❡ ❧❛ 8✉'❢❛❝❡ ✿ ❛♣'98 %♦✉%✱ ♥♦✉8 ♥✬❛✈♦♥8 ♣❛8 '$✉88✐ M ❧❡8 ♣❤♦%♦❣'❛♣❤✐❡' ✿ ♣♦✉'✲

5✉♦✐ ❛❧♦'8 ❧❡8 ✈✐8✉❛❧✐8❡' ❄ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ✐♠❛❣✐♥♦♥8 ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ♠♦❞✐✜❛♥% ❧✬$❝❤❡❧❧❡

❞❡ ❧✬♦❜❥❡% ❡% ♦R ✐❧ 8❡'❛✐% ♣♦88✐❜❧❡ ❞❡ 8❡ ✓ ♣'♦♠❡♥❡' ✔ ❡♥ %♦✉% '❡❝♦✐♥ ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡✳ ❯♥

%❡❧ ❞$%♦✉'♥❡♠❡♥% ❞✬♦❜❥❡% ♥✉♠$'✐8$ ✭♣♦✉' ✐♥%$❣'❛%✐♦♥ ❞❛♥8 ✉♥ ❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥% ❛✉%'❡

5✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬♦'✐❣✐♥❡✮ ♥$❝❡88✐%❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐' ❣$♥$'❡' ✉♥❡ ✈✐8✉❛❧✐8❛%✐♦♥ ♣❧❛✉8✐❜❧❡ M ♣❛'%✐'

❞❡ %♦✉% ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡✳

▲✬❡①♣❧♦✐%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤$'❡♥❝❡ 8♣❛%✐❛❧❡ ♣❡'♠❡%%'❛✐% ❞❡ ❞✐✛✉8❡' ❞❡8 ♣✐①❡❧8 ❞✐'❡❝%✐♦♥✲

♥❡❧8 8❡❧♦♥ ❝❡'%❛✐♥8 ❝'✐%9'❡8✳ ❈❡ ♣'♦❜❧9♠❡ ❡8% ❝❡♣❡♥❞❛♥% ❛'❞✉✱ ❝♦♠♠❡ ❞$♠♦♥%'$ ♣❛'

❧❡8 ♣'❡♠✐❡'8 %'❛✈❛✉① ❡♥%'❡♣'✐8 ❞❛♥8 ♥♦%'❡ $5✉✐♣❡ M ❝❡ 8✉❥❡% ❬❙❝❤♠✐%%✱ ✷✵✶✸❪✳

❉❡ ❢❛K♦♥ ♣❧✉8 ❣$♥$'❛❧❡✱ ❧❛ ❞✐✛✉8✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧8 ❞✐'❡❝%✐♦♥♥❡❧8 ♣❡'♠❡%%'❛✐% ❞✬❛✉❣♠❡♥%❡'

❧✬$❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ❤$♠✐8♣❤9'❡✳ ❉❡8 %'❛✈❛✉① '$❝❡♥%8 %'❛✐%❡♥% ❝❡ ♣'♦❜❧9♠❡ ♠❛✐8

❛✈❡❝ ✉♥❡ '❡♣'$8❡♥%❛%✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡% ♣♦✉' ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ '$✢❡❝%❛♥❝❡ ❜✐❞✐'❡❝%✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ ❬❘✉✐%❡'8 ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳

✹✳✸ ❖✉✈❡'(✉'❡ ❛✉① (❡①(✉'❡+ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡+

\❛' 8♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦❤$'❡♥❝❡✱ ♥♦✉8 ♥✬❛✈♦♥8 $✈♦5✉$ 5✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ♥♦8 %'❛✈❛✉① 8✉'

❧✬❛❥✉8%❡♠❡♥% ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥8 ❤$♠✐8♣❤$'✐5✉❡8 ❛✉① ❝❤❛♠♣8 ❞❡ ❧✉♠✐9'❡ 8✉'❢❛❝✐5✉❡8✳ ❉❛♥8

❧✬❛'%✐❝❧❡ ❬❱❛♥❤♦❡② ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❛❪✱ ♥♦✉8 ♠♦♥%'♦♥8 5✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉% C%'❡ $❧❛'❣✐❡ M ❞❡8 ❛♣♣❧✐✲

❝❛%✐♦♥ ✈♦✐8✐♥❡8✱ %❡❧ ❧❡ '$✲$❝❧❛✐'❛❣❡ ❞❡ %❡①%✉'❡8✳

\♦✉' ✐❧❧✉8%'❛%✐♦♥✱ ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 ❛♣♣❧✐5✉$ ♥♦%'❡ ❝♦♥%'✐❜✉%✐♦♥ ❛✉① %❡①%✉'❡8 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡8



ωi H

36 1000×750



36

λ



Chapitre5

Visualisation de fonctions de
radiance sur la surface
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✉♥❡ ❛38,❡ ❡&, ❛❞❥❛❝❡♥,❡ 9 ❞❡✉① &♦♠♠❡,& ❡, ❞❡✉① ,3✐❛♥❣❧❡&✱ ✉♥ ,3✐❛♥❣❧❡ 9 ,3♦✐& ❛38,❡&

❡, ,3♦✐& &♦♠♠❡,&✱ ✉♥ &♦♠♠❡, 9 ✉♥ ♥♦♠❜3❡ =✉❡❧❝♦♥=✉❡ ❞✬❛38,❡& ❡, ❞❡ ,3✐❛♥❣❧❡&✳ ❚♦✉&

❧❡& ♠♦❞H❧❡& =✉❡ ♥♦✉& ❛✈♦♥& 3❡❝♦♥&,3✉✐,& 3❡♥,3❡♥, ❞❛♥& ❝❡ ❝❛❞3❡ ✭❡, &♦♥, ♣❛3 ❛✐❧❧❡✉3&

❞❡& &✉3❢❛❝❡& ❢❡3♠4❡&✮✳

▲❡& ❛,,3✐❜✉,& &♦♥, ❡♥ ❣4♥43❛❧ ❛,,❛❝❤4& 9 ✉♥ &♦♠♠❡, ❝❛3 ❧❛ ❝❛3,❡ ❣3❛♣❤✐=✉❡ ♥✬❛❝❝❡♣,❡

=✉❡ ❝❡❧❛ ❡♥ ❡♥,34❡

✶

✳ M❛3♠✐ ❡✉①✱ ✐❧ ② ❛ ❛ ♠✐♥✐♠❛ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥, ❣4♦♠4,3✐=✉❡ ❞❛♥&

❧✬❡&♣❛❝❡✳ M❛3 ❛✐❧❧❡✉3&✱ ✐❧ ❡&, ❝♦✉3❛♥, ❡♥ ✐♥❢♦3♠❛,✐=✉❡ ❣3❛♣❤✐=✉❡ ❞✬② ❛&&♦❝✐❡3 ❞❡& ♥♦3✲

♠❛❧❡& ♦✉ ❞❡& ❝♦✉❧❡✉3&✳

■❧ ❡①✐&,❡ ❞❡& ,❤4♦3✐❡& 4❧4❣❛♥,❡& ❡, ❡✣❝❛❝❡& 9 ✐♠♣❧❛♥,❡3 ♣♦✉3 3❡♣34&❡♥,❡3 ❧❡& ♠❛✐❧❧❛❣❡&

❛✈❡❝ ❛,,3✐❜✉,&✳ ◆♦✉& ✉,✐❧✐&♦♥& ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥,❛,✐♦♥ ❞❡& ❝❛3,❡& ❝♦♠❜✐♥❛,♦✐3❡& ✈✐❛ ❧❛ ❧✐❜3❛✐✲

3✐❡ ❈●♦●◆

✷

✳ ❈❡,,❡ ,❤4♦3✐❡ ❡, &♦♥ ✐♠♣❧❛♥,❛,✐♦♥ &♦♥, ❞4❝3✐,❡& ❞❛♥& ❧✬❛3,✐❝❧❡ ❬❑3❛❡♠❡3

❡ ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ❆❧♦3& =✉❡ ❧❛ ❢❛❝✐❧✐,4 ❞❡ ♣❛3❝♦✉3& ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ =✉✬♦✛3❡ ❝❡ ♠♦❞H❧❡ ❡&,

♣3♦✜,❛❜❧❡ ♣♦✉3 ❧✬✐♠♣❧4♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &✐♠♣❧✐✜❝❛,✐♦♥ ✭❝❤❛♣✐,3❡ ✻✮✱ ✐❧ &✉✣, ♣♦✉3 ❝♦♠✲

♣3❡♥❞3❡ ❧❛ ♣3♦❜❧4♠❛,✐=✉❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐,3❡✱ ❞❡ 3❛✐&♦♥♥❡3 ,3✐❛♥❣❧❡ ♣❛3 ,3✐❛♥❣❧❡✳

❈♦✉❧❡✉%& ♣❛% &♦♠♠❡* ♦✉ ♣❛% *❡①❡❧✳ ▲❡& ❛,,3✐❜✉,& ❧✐4& 9 ❧❛ ❝♦❧♦3✐♠4,3✐❡ ✭❝♦✉✲

❧❡✉3&✱ ♥♦3♠❛❧❡&✱ 3❛❞✐❛♥❝❡✮ ♣❡✉✈❡♥, 8,3❡ ❛,,❛❝❤4& ❛✉① &♦♠♠❡,& ♦✉ &,♦❝❦4& ❞❛♥& ✉♥❡

,❡①,✉3❡ ❝♦✉✈3❛♥, ❧❛ &✉3❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡,✳ ❉❛♥& ❝❡ ❞❡3♥✐❡3 ❝❛&✱ ❞❡& ❝♦♦3❞♦♥♥4❡& ❞❡ ,❡①,✉3❡

&♦♥, ❛&&♦❝✐4❡& 9 ,♦✉, &♦♠♠❡,✱ ❛✜♥ ❞✬4,❛❜❧✐3 ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥,3❡ &✉3❢❛❝❡ ❡, ❧❡& ✐♥❢♦3♠❛,✐♦♥&

&,♦❝❦4❡& ❞❛♥& ❧❡& ,❡①❡❧&✳ ◆♦✉& &,♦❝❦♦♥& ❞❡& ❢♦♥❝,✐♦♥& ❞❡ 3❛❞✐❛♥❝❡ ❡, ❧❛ ✜❣✉3❡ ✺✳✶

✐❧❧✉&,3❡ ❧❡& ❞❡✉① ✈❛3✐❛♥,❡& ❞✬❛,,❛❝❤❡& ✿ ❛✉① &♦♠♠❡,& ✭,✉3=✉♦✐&❡✮ ♦✉ ❛✉① ,❡①❡❧& ✭❜❧❡✉✮✳

▲❡& ❞❡✉① ♦♥, ❧❡✉3& ❛✈❛♥,❛❣❡& ❡, ✐♥❝♦♥✈4♥✐❡♥,&✳

✶✳ ◆♦✉% ♣'♦♣♦%♦♥% ✉♥❡ ♦✉✈❡'+✉'❡ , ❝❡ %✉❥❡+ ❞❛♥% ❧❡ ❝❤❛♣✐+'❡ ✼✳

✷✳ ❈♦♠❜✐♥❛'♦(✐❛❧ ❛♥❞ ●❡♦♠❡'(✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐'❤ ●❡♥❡(✐❝ ◆✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ▼❛♣3 ✿ ♣❧❛+❡❢♦'♠❡ ❞9✈❡✲

❧♦♣♣9❡ ❞❛♥% ❧✬9<✉✐♣❡ ■●●✱ ❡+ , ❧❛<✉❡❧❧❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣✉ ❝♦♥+'✐❜✉❡'✳
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❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ )❛❞✐❛♥❝❡ ❡%3 ❞*✜♥✐❡✳ ▲✬❛❥♦✉3 ❞❡ ❞❡✉① ✈❡❝3❡✉)% ♣❛)❛♠*3)❛♥3 ❧❡ ♣❧❛♥ 3❛♥✲

❣❡♥3 ✭3❛♥❣❡♥3❡ ❡3 ❜✐♥♦)♠❛❧❡✮ ♣❡)♠❡3 ❞❡ ❧❡ ♣❛)❛♠*3)❡)✳ ❆✐♥%✐✱ ❧❡ )❡♣G)❡ ❞❡ ❋$❡♥❡&
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✈✐-✉❛❧✐-❡+ -❡❧♦♥ ❧❡- ♣✐①❡❧- :✉✐ -♦♥% ❛✣❝❤6- @ ❧✬6❝+❛♥ ❛✜♥ ❞❡ %+❛✐%❡+ ♣❛+❛❧❧C❧❡♠❡♥% ❝❡-

❞❡+♥✐❡+- ❣+E❝❡ @ ❧✬❡①6❝✉%✐♦♥ ❞✉ ♣✐①❡❧ ♦✉ ❢%❛❣♠❡♥&  ❤❛❞❡% ✭✜❣✉+❡ ✺✳✷ ❡♥ ❜❛-✮✳ ❙♦♥

+K❧❡ ❡-% ❞✬❛❣+6♠❡♥%❡+ ❝❤❛:✉❡ ❢+❛❣♠❡♥% ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉+ ✭❞❛♥- ❧✬❡-♣❛❝❡ ❘❱❇✮✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡

❧✬❛✣❝❤❛❣❡ @ ❧✬6❝+❛♥✳

❊♥ ❡♥%+6❡ ❞❡ ❝❡  ❤❛❞❡%✱ ❧❡- ❛%%+✐❜✉%- +❛%%❛❝❤6- ❛✉① %+♦✐- -♦♠♠❡%- ❞✬✉♥ %+✐❛♥❣❧❡ -♦♥% ✐♥✲

%❡+♣♦❧6- ❜✐✲❧✐♥6❛✐+❡♠❡♥% ✭-❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♦+❞♦♥♥6❡ ❜❛+②❝❡♥%+✐:✉❡ ❞✉ ❢+❛❣♠❡♥% ❝♦✉+❛♥% ❞❛♥-

❧❡ %+✐❛♥❣❧❡✮✳ ❆✐♥-✐✱ ❧❛ ♣♦-✐%✐♦♥ ❣6♦♠6%+✐:✉❡ ✭♠❛✐- 6❣❛❧❡♠❡♥% ❧❛ ❝♦✉❧❡✉+ ♦✉ ❞✬❛✉%+❡-

❛%%+✐❜✉%-✮ ❡-% ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉+ ❝❤❛:✉❡ ♣✐①❡❧✳

✷✳✷ ❘❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉+ ,✐♠✉❧/❡

❉❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ -❛♥- ❛%%+✐❜✉% ❞❡ ❝♦❧♦+✐♠6%+✐❡✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉+ ❡-% -♦✉✈❡♥% -✐✲

♠✉❧6❡ ♣❛+ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞C❧❡ ❞❡ +6✢❡❝%❛♥❝❡ ❡% ❞✬✉♥ 6❝❧❛✐+❛❣❡ ♣+6✲❞6✜♥✐✳ ▲♦+-

❞✉ +❡♥❞✉✱ ❧❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ ❡-% ❝♦♥♥✉✱ ❝❡ :✉✐ ♣❡+♠❡% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡+ ❧❛ +❛❞✐❛♥❝❡ ❞❛♥- ❧❛

❞✐+❡❝%✐♦♥ ❞✬♦❜-❡+✈❛%✐♦♥✳ ❈♦♥%+❛✐+❡♠❡♥% @ ❝❡ :✉❡ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ❧✬❤❛❜✐%✉❞❡ ❞❡ +❡♣+6-❡♥%❡+

❞❛♥- ❝❡%%❡ %❤C-❡✱ ❝❡%%❡ +❛❞✐❛♥❝❡ -✐♠✉❧6❡ ♥✬❡-% ♣❛- -%♦❝❦6❡✱ ♠❛✐- ❝❛❧❝✉❧6❡ @ ❧❛ ✈♦❧6❡✳

❙❡✉❧ ❧❡ ♠♦❞C❧❡ ❞❡ +6✢❡❝%❛♥❝❡ ❡% ❧✬6❝❧❛✐+❛❣❡ -♦♥% ♣+6✲❞6✜♥✐-✳ ◆♦✉- ❞6❝+✐✈♦♥- ✐❝✐ ❧✬❛♣✲

♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞C❧❡ ❞❡ ❇❧✐♥♥✲4❤♦♥❣ -✉+ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥%✐❡+✳ 2♦✉+ +❛♣♣❡❧✱ ❝❡ ♠♦❞C❧❡

❞❡ +6✢❡①✐♦♥ ❞6✜♥✐% ❧❛ ❝♦✉❧❡✉+ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥% p ❣+E❝❡ @ ❧✬6:✉❛%✐♦♥

fBF (ωi, ωr) = kaIa + kd < ωi,n > Id + ks < ωr, r >α Is

❊♥ ♣❧✉- ❞❡- ♣❛+❛♠C%+❡- ❣❧♦❜❛✉① ❡% ❝♦♥♥✉- ✭ka✱ kd✱ ks✱ Ia✱ Id ❡% Is✮✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥6❝❡--✐%❡
❧❡- ♣❛+❛♠C%+❡- ❧♦❝❛✉① -✉✐✈❛♥%- ✿

✖ ❧❡ ✈❡❝%❡✉+ ωi ❡♥%+❡ p ❡% ❧❛ -♦✉+❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉-❡

✹

✱

✖ ❧❡ ✈❡❝%❡✉+ ωr ❡♥%+❡ p ❡% ❧❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡✱

✖ ❧❡ ✈❡❝%❡✉+ ♥♦+♠❛❧ n @ ❧❛ -✉+❢❛❝❡ ❡♥ p✳

❱♦❝❛❜✉❧❛✐#❡

▲❡- 6❧6♠❡♥%- -✉✐✈❛♥%- -♦♥% ❞❡- ❞♦♥♥6❡- ❣❧♦❜❛❧❡- ❛❝❝❡--✐❜❧❡- ❞❛♥- %♦✉%  ❤❛❞❡%

❞❡- ♣-❡✉❞♦✲❝♦❞❡- @ ✈❡♥✐+✳

✈❡❝✸ ♣♦+❈❛♠ ✿ ❧❛ ♣♦-✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠6+❛✳

✈❡❝✸ ♣♦+▲✉♠ ✿ ❧❛ ♣♦-✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -♦✉+❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉-❡✳

&#❛♥+❢♦ ✿ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ %+❛♥-❢♦+♠❛%✐♦♥ ❣6♦♠6%+✐:✉❡✳

❇❋ ✿ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ +6❣✐--❛♥% ❧❡ ♠♦❞C❧❡ ❞❡ ❇❧✐♥♥✲4❤♦♥❣✳

✹✳ ◆♦✉% ♥❡ ❝♦♥%✐❞+,❡,♦♥% -✉✬✉♥❡ %❡✉❧❡ %♦✉,❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉%❡ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐4❡, ❧✬❡①♣❧✐❝❛4✐♦♥✳



❘❡♥❞✉ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✶✶✾

✭❛✮ ❘❡♥❞✉ ✓ & ♣❧❛* ✔ ✭❜✮ ▲✐..❛❣❡ ❞❡ ●♦✉#❛✉❞ ✭❝✮ ■♥*❡1♣♦❧❛*✐♦♥ ❞❡ &❤♦♥❣

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ✿ ❘❡♥❞✉% ❞❡ %✉&❢❛❝❡% ❛✈❡❝ ❝♦✉❧❡✉&% %✐♠✉❧/❡% ♣❛& ♠♦❞1❧❡ ❞❡ ❇❧✐♥♥✲&❤♦♥❣✳

➱+❛♥+ ❞♦♥♥./ ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ 4.✢❡❝+❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡+ ✉♥❡ ❣.♦♠.+4✐❡ ♣❛4 /♦♠♠❡+✱ ✐❧ ②

❛ +4♦✐/ ❢❛;♦♥/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡4 ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉4 ♣❛4 ❢4❛❣♠❡♥+ ✿

✶✕❘❡♥❞✉ ✓ 0 ♣❧❛4 ✔✳ ❊♥ ❝❤❛>✉❡ +4✐❛♥❣❧❡✱ ❧❛ ♥♦4♠❛❧❡ ❡/+ ❞.+❡4♠✐♥.❡✳ ❊♥ ❝❤❛>✉❡

❢4❛❣♠❡♥+✱ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ 4.✢❡❝+❛♥❝❡ ♣❡✉+ @+4❡ .✈❛❧✉.❡ ❝❛4 n✱ ωi ❡+ ωr ② /♦♥+

❞.+❡4♠✐♥./✳ ❆✐♥/✐✱ ❧❡ ❣❡♦♠❡5&② %❤❛❞❡& ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♥♦4♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡✱ ❧❛ +4❛♥/♠❡+

❛✉ ❢&❛❣♠❡♥5 %❤❛❞❡& >✉✐ ❞.+❡4♠✐♥❡ ❧❡/ ❞✐4❡❝+✐♦♥/ ωi ❡+ ωr ❡♥ ✉♥ ❢4❛❣♠❡♥+ ❛✜♥ ❞❡

❝❛❧❝✉❧❡4 ❧❛ ❝♦✉❧❡✉4 4❡♥❞✉❡✳ ▲✬❛❧❣♦4✐+❤♠❡ ✭✶✮ ❞.❝4✐+ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛>✉❡ %❤❛❞❡&

/♦✉/ ❢♦4♠❡ ❞❡ ♣/❡✉❞♦✲❝♦❞❡✳

❆❧❣♦$✐4❤♠❡ ✶ ❘❡♥❞✉ J ♣❧❛+✳

✴✴ ❱❡#$❡① &❤❛❞❡#

■◆ ✴✴ ♣❛# &♦♠♠❡$

/♦&✐$✐♦♥ ♣❀

❈❆▲❈❯▲

✈❡❝✸ ♣$ ❂ $#❛♥&❢♦✭♣✮❀

❖❯❚

/♦&✐$✐♦♥ ❂ ♣$❀

✴✴ ●❡♦♠❡$#② &❤❛❞❡#

■◆ ✴✴ ♣❛# $#✐❛♥❣❧❡

/♦&✐$✐♦♥& ♣❬✸❪❀

❈❆▲❈❯▲

✈❡❝✸ ♥ ❂ ✭♣❬✶❪✲♣❬✵❪✮

❫ ✭♣❬✷❪✲♣❬✶❪✮❀

❖❯❚

/♦&✐$✐♦♥&❬✸❪ ❂ ♣❀

◆♦#♠❛❧❡&❬✸❪ ❂ ④♥✱♥✱♥⑥❀

✴✴ ❋#❛❣♠❡♥$ &❤❛❞❡#

■◆ ✴✴ ♣❛# ❢#❛❣♠❡♥$

/♦&✐$✐♦♥ ♣❀ ✴✴ ✐♥$❡#♣

◆♦#♠❛❧❡ ♥❀

❈❆▲❈❯▲

✈❡❝✸ ❲# ❂ ♣♦&❈❛♠ ✲ ♣❀

✈❡❝✸ ❲✐ ❂ ♣♦&▲✉♠ ✲ ♣❀

✈❡❝✸ ❝ ❂ ❇❋✭♥✱❲#✱❲✐✮❀

❖❯❚

❋❘❆●❴/❖❙ ❂ ♣❀

❋❘❆●❴❈❖▲❖❘ ❂ ❝❀

▲❛ ✜❣✉4❡ ✺✳✸❛ ♠♦♥+4❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ 4./✉❧+❛+ ✿ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉4 ❡/+ ❝♦♥/+❛♥+❡ ♣♦✉4

+♦✉+ ❢4❛❣♠❡♥+ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡

✺

✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡❝✐ ❧❡ ✢❛5 %❤❛❞✐♥❣✱ ❞✬❛♣4O/ ❧❡/ +4✐❛♥❣❧❡/

✺✳ ◆✳❇✳ ✿ ❝❡❝✐ ♥✬❡() ✈+❛✐ -✉✬/ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ -✉✬♦❜(❡+✈❛)❡✉+ ❡) (♦✉+❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉(❡ (♦✐❡♥) (✉✣(❛♠♠❡♥)



✶✷✵ ✺✳ ❱✐$✉❛❧✐$❛(✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥$ ❞❡ /❛❞✐❛♥❝❡ $✉/ ❧❛ $✉/❢❛❝❡

❞♦♥& ♦♥ ✈♦✐& )✉✬✐❧- -♦♥& ♣❧❛&-✳

✷✕▲✐$$❛❣❡ ❞❡ ●♦✉#❛✉❞✳ ▲❡ ❧✐--❛❣❡ ❞❡ ●♦✉#❛✉❞ ❬✶✾✼✶❪ ♣8♦♣♦-❡ ❞❡ ❞9&❡8♠✐♥❡8 ✉♥❡

♥♦8♠❛❧❡ ✈❛8✐❛♥& ❞❡ ❢❛<♦♥ ❝♦♥&✐♥✉❡ -✉8 ❧❡ &8✐❛♥❣❧❡✳ >♦✉8 ❝❡ ❢❛✐8❡✱ ❧❡- ♥♦8♠❛❧❡-

-♦♥& ♣89✲❝❛❧❝✉❧9❡- ♣❛8 -♦♠♠❡& ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥& ❝❡❧❧❡- ❞❡- &8✐❛♥❣❧❡- ❛❞❥❛❝❡♥&-✳

❊❧❧❡- -♦♥& ❛❧♦8- ♣❛--9❡- ❛✉ ●>❯ ❝♦♠♠❡ ❛&&8✐❜✉&- 8❛&&❛❝❤9- ❛✉① -♦♠♠❡&- ❡&

❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ 89✢❡❝&❛♥❝❡ ❡-& 9✈❛❧✉9❡ ❞❛♥- ❧❡ ✈❡#(❡① *❤❛❞❡# ❛✜♥ ❞❡ ❣9♥98❡8

✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉8 ♣❛8 -♦♠♠❡&✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡-& ✜♥❛❧❡♠❡♥& ✐♥&❡8♣♦❧9❡ ❜✐✲❧✐♥9❛✐8❡♠❡♥&

❞❛♥- ❧❛ ♣❤❛-❡ ❞❡ 8❛-&❡8✐-❛&✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜&❡♥✐8 ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉8 -✉8 &♦✉&❡ ❧❛ -✉8❢❛❝❡✳
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❞✬(✈❛❧✉❡+ ❧✬(#✉❛)✐♦♥ ✭✺✳✸✮ ♣♦✉+ ❞()❡+♠✐♥❡+ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉+ ✜♥❛❧❡ ✭✈♦✐+ ❛❧❣♦+✐)❤♠❡ ✺✮✳

❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ✺ ❋!❛❣♠❡♥' (❤❛❞❡! ♣♦✉+ ❧✬(✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦+♠✉❧❡ ✭✺✳✸✮✳

✴✴ ❊♥ ❡♥$%&❡✿

(♦*✐$✐♦♥ ♣❀ ✴✴ ✐♥$❡%♣♦❧&❡

◆♦%♠❛❧❡ ♥❀ ✴✴ ✐♥$❡%♣♦❧&❡

❈♦♦%❞❇❛%②❝❡♥$%✐7✉❡* ❜❛%②❝♦♦%❞*❀

❋♦♥❝$✐♦♥* ❘✵✱ ❘✶✱ ❘✷❀

✈♦✐❞ ♠❛✐♥✭✮

④

✈❡❝✸ ❲% ❂ ♣♦*❈❛♠ ✲ ♣❀

✈❡❝✸ ❙♥✇ ❂ ✷✯✭✇✳♥✮✯♥ ✲ ✇❀ ✴✴ *②♠&$%✐*❛$✐♦♥ ❛✉$♦✉% ❞❡ ♥

❋❘❆●❴❈❖▲❖❘ ❂ ❜❛%②❝♦♦%❞*✳① ✯ ❘✵✭❙♥✇✮❀

❋❘❆●❴❈❖▲❖❘ ✰❂ ❜❛%②❝♦♦%❞*✳② ✯ ❘✶✭❙♥✇✮❀

❋❘❆●❴❈❖▲❖❘ ✰❂ ❜❛%②❝♦♦%❞*✳③ ✯ ❘✷✭❙♥✇✮❀

⑥

❈❡ ♠(❝❛♥✐1♠❡ (✈✐)❡ ❛✐♥1✐ ❞✬❛✈♦✐+ & ✐♥)❡+♣♦❧❡+ ❞❡1 ❢♦♥❝)✐♦♥1 & ♣+♦♣+❡♠❡♥) ♣❛+❧❡+✳ ▲❡

❝♦B) ❧✐( & ❝❡))❡ ♦♣(+❛)✐♦♥ 1❡+❛ ❞✐1❝✉)( ❞❛♥1 ❧❛ 1❡❝)✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳

✸✳✸✳✷ ❉$%❛✐❧) ❡% ❝♦♠♠❡♥%❛✐/❡)

❱♦❝❛❜✉❧❛✐$❡

■♥&❡$♣♦❧❛&✐♦♥ 3❝❛❧❛✐$❡ ✿ ✐♥)❡+♣♦❧❛)✐♦♥ ❞❡1 1❝❛❧❛✐+❡1 ❛♣+D1 (✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡1 ❢♦♥❝✲

)✐♦♥1 ✭(#✉✐✈❛❧❡♥) & ❧❛ ❢♦+♠✉❧❡ ✭✺✳✶✮✮✳

■♥&❡$♣♦❧❛&✐♦♥ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ✐♥)❡+♣♦❧❛)✐♦♥ ❞❡1 ❢♦♥❝)✐♦♥1 ❛✈❛♥) ❧❡✉+ (✈❛❧✉❛✲

)✐♦♥ ✭(#✉✐✈❛❧❡♥) & ❧❛ ❢♦+♠✉❧❡ ✭✺✳✷✮ ❡) ♠✐1 ❡♥ F✉✈+❡ ♣❛+ ❧❛ ❢♦+♠✉❧❡ ✭✺✳✸✮✮✳

❉6❜♦$❞❡♠❡♥& ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❛ 1✉+❢❛❝❡ +❡♣+(1❡♥)(❡ ♣❛+ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡1) ❧✐♥(❛✐+❡

♣❛+ ♠♦+❝❡❛✉①✳ ❆✐♥1✐✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ +❛❞✐❛♥❝❡ ❛))❛❝❤(❡ & ✉♥ 1♦♠♠❡) ♣❡✉) J)+❡ ✈✐✲

1✉❛❧✐1(❡ ❡♥✲❞❡❤♦+1 ❞❡ 1♦♥ ❤(♠✐1♣❤D+❡ ❞❡ ❞(✜♥✐)✐♦♥ ✿ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ♦K ❧❛ 1✉+❢❛❝❡ ❡1)

❧♦❝❛❧❡♠❡♥) ❝♦♥✈❡①❡✳ ❉❛♥1 ❝❡ ❝❛1 ❡) 1✐ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❡1) ❞(✜♥✐❡ 1✉+ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❤(✲

♠✐1♣❤(+✐#✉❡✱ ❛❧♦+1 ❧❛ ❝♦✉❧❡✉+ ♣❡✉) J)+❡ ✐♥❞(✜♥✐❡ ♣♦✉+ ❝❡+)❛✐♥1 ♣♦✐♥)1 ❞❡ ✈✉❡✳ M♦✉+

+(1♦✉❞+❡ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉1 ♣+♦❧♦♥❣❡♦♥1 ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❛✉ ❜♦+❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡1 ♠(+✐❞✐❡♥1

❛✜♥ ❞✬❛11✉+❡+ ✉♥❡ ✈✐1✉❛❧✐1❛)✐♦♥ ❝♦♥)✐♥✉❡ ❧♦+1 ❞✉ ♣❛11❛❣❡ ❞✉ ❜♦+❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳



✶✸✵ ✺✳ ❱✐$✉❛❧✐$❛(✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥$ ❞❡ /❛❞✐❛♥❝❡ $✉/ ❧❛ $✉/❢❛❝❡

 ❡"❢♦"♠❛♥❝❡)✳ ▲✬%✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞❡ *0♦✐1 ❢♦♥❝*✐♦♥1 ♣❛0  ❤❛❞❡% ♣❧✉*5* 6✉✬✉♥❡ 1❡✉❧❡ ❝♦♠✲

♣♦0*❡ ✉♥ 1✉0✲❝♦9* ✭✉♥ ❢❛❝*❡✉0 3 ❛✉ ♠♦✐♥1✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ 0❛♣♣♦0*❡0 ❞❡1 *❡♠♣1 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥❡ 1❡0❛✐* ♣❛1 *0@1 ✉*✐❧❡ ✿ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❞❡ ❧❛ ❢♦0♠✉❧❡ ✭✺✳✶✮ ✭%✈❛❧✉❛*✐♦♥ ♣❛0

1♦♠♠❡*✮ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐*% ❡1* ❧✐%❡ ❛✉ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ 1♦♠♠❡*1 ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❛❧♦01 6✉❡ ❞❛♥1

❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦0♠✉❧❡ ✭✺✳✷✮ ✭%✈❛❧✉❛*✐♦♥ ♣❛0 ❢0❛❣♠❡♥*✮✱ ❡❧❧❡ ❡1* ❧✐%❡ ❛✉ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ ♣✐①❡❧1

❛✣❝❤%1 H ❧✬%❝0❛♥ ❡* ❝♦✉✈0❛♥* ❧✬♦❜❥❡*✳

❯♥❡ 0%✢❡①✐♦♥ ✐♥*%0❡11❛♥*❡ ❡1* ❧❛ 1✉✐✈❛♥*❡ ✿ ❧♦016✉❡ ❧✬♦❜❥❡* ❡1* ✈✐1✉❛❧✐1% ❞❡ ❧♦✐♥✱ ✉♥ ♣✐①❡❧

❝♦✉✈0❡ 1♦✉✈❡♥* ♣❧✉1✐❡✉01 *0✐❛♥❣❧❡1✱ ❡* ❛✐♥1✐✱ ✐❧ ② ❛ ♠♦✐♥1 ❞✬%✈❛❧✉❛*✐♦♥1 H ❢❛✐0❡ ❧♦016✉❡

❧✬%✈❛❧✉❛*✐♦♥ 1❡ ❢❛✐* ❞❛♥1 ❧❡ ❢%❛❣♠❡♥*  ❤❛❞❡% 6✉❡ ❧♦016✉❡ *♦✉*❡ ❧✬%✈❛❧✉❛*✐♦♥ 1❡ ❢❛✐* ✉♥❡

❢♦✐1 ♣❛0 1♦♠♠❡*✳ ■♥✈❡01❡♠❡♥*✱ ❧♦016✉❡ ❧✬♦❜❥❡* ❡1* ✈✐1✉❛❧✐1% ❞❡ ♣0@1✱ ❧✬%❝0❛♥ ❡1* 1❛*✉0%

❞❡ ♣✐①❡❧1 ❝♦✉✈0❛♥* ❧✬♦❜❥❡*✱ ❡* ❧❡1 *❡♠♣1 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ 1♦♥* ❛❧♦01 ❛✉❣♠❡♥*%1✳ ❖0✱ ❞❛♥1 ❝❡

❝❛1 ♣0%❝✐1✱ ❝❡ 1✉0✲❝♦9* ❡1* ❜%♥%✜6✉❡ ❡♥ 0%❛❧✐1♠❡ ❝❛0 ✐❧ 1✬❛❣✐* ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉0❛*✐♦♥ ❞❛♥1

❧❛6✉❡❧❧❡ ✉♥ *0✐❛♥❣❧❡ ❝♦✉✈0✐0❛ ❛✉ ♠♦✐♥1 ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♣✐①❡❧1 ✿ %✈❛❧✉❡0 ♣❧✉1 ✜♥❡♠❡♥*

6✉❡ ♣❛0 1♦♠♠❡* ♣❡0♠❡* ❞❡ ❣❛❣♥❡0 ❡♥ 0%❛❧✐1♠❡✳

❖♣-✐♠✐)❛-✐♦♥)✳ ▲❡ ♣❛11❛❣❡ ❞❡1 ❢♦♥❝*✐♦♥1 ❞❡ 0❛❞✐❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡✉01 ❝♦❡✣❝✐❡♥*1 ❡* ❧❡✉0

0❡♣@0❡ ❧♦❝❛❧✮ H *0❛✈❡01 ❧❡1 %*❛♣❡1 ❞✉ ●R❯ ❡1* ✐♠♣♦11✐❜❧❡ ❧♦016✉❡ ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛1❡ ❡1*

❣0❛♥❞❡ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ❞✬❛**0✐❜✉*1 ♣❛0 1♦♠♠❡* ❡1* ❧✐♠✐*% ♣❛0 ❧❡ ♠❛*%0✐❡❧ ❡* ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛*✐♦♥

❞❡1 ❢♦♥❝*✐♦♥1 ❞❛♥1 ❧❡ ❣❡♦♠❡*%②  ❤❛❞❡% ❡1* ❧♦✉0❞❡✳ ❯♥❡ ❛1*✉❝❡ ❝♦♥1✐1*❡ ❛❧♦01 H 1*♦❝❦❡0

❝❡1 ❞♦♥♥%❡1 ❞❛♥1 ❞❡1 *❛❜❧❡❛✉① ✭❧❡1 *❡①*✉0❡1 ●R❯✮ ❡* ❞✬❛11♦❝✐❡0 ❧❡1 ✐♥❞✐❝❡1 ❛✉① 1♦♠✲

♠❡*1✳ ▲❡ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ *❡①*✉0❡1 ●R❯ ❡1* %❣❛❧❡♠❡♥* ❧✐♠✐*%✱ ♠❛✐1 ❝❡**❡ ❛1*✉❝❡ ♣❡0♠❡* ❞❡

♣❛11❡0 ❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥*1 ♣❛0 ❢♦♥❝*✐♦♥ H ✉♥❡ ❝❡♥*❛✐♥❡✳ ❆✉✲❞❡❧H✱ ✐❧ ❢❛✉❞0❛

❛✈♦✐0 0❡❝♦✉01 H ❞❡1 *❡❝❤♥✐6✉❡1 ❞✐*❡1 ❞❡ ✓  *%❡❛♠✐♥❣ ✔✱ ❝❤❛0❣❡❛♥* ❡* ❞%❝❤❛0❣❡❛♥* ❧❛

♠%♠♦✐0❡ ●R❯ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡1 ❜❡1♦✐♥1✳ ▲❡ 0❡♥❞✉ *❡♠♣1 0%❡❧ ❞❡✈✐❡♥* ❛❧♦01 ✐♠♣♦11✐❜❧❡✳

✸✳✹ ❘$%✉❧(❛(%

▲✬✐♥*❡0♣♦❧❛*✐♦♥ ❞%✜♥✐❡ ♣❛0 ❧✬%6✉❛*✐♦♥ ✭✺✳✷✮ ❣%♥@0❡ ❧❡ 0%1✉❧*❛* 1♦✉❤❛✐*% ✿ ✉♥❡ ✐♥*❡0♣♦❧❛✲

*✐♦♥ ♣0%1❡0✈❛♥* ❝♦00❡❝*❡♠❡♥* ❧❛ ❝♦✉❧❡✉0 ❞✐✛✉1❡ ❡* ❧✬✐♥*❡♥1✐*% ❛❝❝0✉❡ ❞✬✉♥ ♣✐❝ 1♣%❝✉❧❛✐0❡

❡♥ *♦✉* ❢0❛❣♠❡♥*✳

❏❡✉ ❞❡ -❡)-✳ ▲❛ ✜❣✉0❡ ✺✳✽ ✐❧❧✉1*0❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♣❛0 0❛♣♣♦0* H ✉♥ 0❡♥❞✉ ❛✈❡❝ %✈❛❧✉❛*✐♦♥

♣❛0 1♦♠♠❡* ♣✉✐1 ✐♥*❡0♣♦❧❛*✐♦♥ ❞❡1 ❝♦✉❧❡✉01✳ ■❧ 1✬❛❣✐* ✐❝✐ ❞❡ ❞♦♥♥%❡1 1②♥*❤%*✐6✉❡1 6✉✐

1♦♥* ❧❡ 0%1✉❧*❛* ❞✬✉♥❡ 0❡❝♦♥1*0✉❝*✐♦♥ H ♣❛0*✐0 ❞✬✉♥❡ ❛❝6✉✐1✐*✐♦♥ 1✐♠✉❧%❡ ✭H ❧✬✐♥1*❛0 ❞❡

❧✬♦❜❥❡* ❜✉♥♥② ❞❛♥1 ❧❡ ❝❤❛♣✐*0❡ ✹✮✳ ▲❡ ♠♦❞@❧❡ ❞❡ 0%✢❡❝*❛♥❝❡ 1✐♠✉❧% ❡1* ❝♦♠♣♦1% ❞✬✉♥❡

❝♦✉❧❡✉0 ❞✐✛✉1❡ ❜❧❡✉❡ ❡* ❞✬✉♥ ❡✛❡* 1♣%❝✉❧❛✐0❡ ❜❧❛♥❝✳

▲✬♦❜❥❡* *%✐❛♥❣❧❡ ✭✜❣✉0❡ ✺✳✽❛✮ ❡1* ❝♦♠♣♦1% ❞✬✉♥ 1❡✉❧ *0✐❛♥❣❧❡ *♦♣♦❧♦❣✐6✉❡✳ ❯♥❡ 1♦✉0❝❡

❧✉♠✐♥❡✉1❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❡1* ♣❧❛❝%❡ ❛✉✲❞❡11✉1 ❞✉ ♣❧❛♥ ❞%✜♥✐ ♣❛0 ❧❡ *0✐❛♥❣❧❡✳ ▲❡1 ❤%♠✐1♣❤@0❡1

❞❡1 *0♦✐1 ❢♦♥❝*✐♦♥1 ❞❡ 0❛❞✐❛♥❝❡ 0❡❝♦♥1*0✉✐*❡1 1♦♥* ♦0✐❡♥*%❡1 1❡❧♦♥ ❧❡1 ♥♦0♠❛❧❡1 ✐❧❧✉1✲

*0%❡1 ❡♥ 0♦✉❣❡ ❞❛♥1 ❧❛ ✜❣✉0❡ ✿ ❧❡1 ♦0✐❡♥*❛*✐♦♥1 1♦♥* *0@1 ❞✐✈❡0❣❡♥*❡1✳ ▲❛ ♥♦0♠❛❧❡ ❞✬✉♥
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✶✸✷ ✺✳ ❱✐$✉❛❧✐$❛(✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥$ ❞❡ /❛❞✐❛♥❝❡ $✉/ ❧❛ $✉/❢❛❝❡

▲❛ ✜❣✉(❡ ✺✳✽❛ ✐❧❧✉/0(❡ ❝❡00❡ ❛002♥✉❛0✐♦♥✳ ▲♦(/5✉❡ ❧✬♦❜/❡(✈❛0❡✉( ❡/0 ♣❧❛❝2 ❞❛♥/ ❧✬❛①❡

❞❡ (2✢❡①✐♦♥ /♣2❝✉❧❛✐(❡ ❞✬✉♥ ❞❡/ /♦♠♠❡0/✱ ✉♥ ♣✐❝ /♣2❝✉❧❛✐(❡ ❡/0 ✈✐/✐❜❧❡ ✭✜❣✉(❡/ ❞✉

❤❛✉0✱ ❛✉① ❡①0(A♠❡/ ❣❛✉❝❤❡ ❡0 ❞(♦✐0❡✮ ♣(♦❝❤❡ ❞✬✉♥ /♦♠♠❡0✳ C♦✉( ✉♥❡ ♦❜/❡(✈❛0✐♦♥ D

♣❛(0✐( ❞✬✉♥❡ ♣♦/✐0✐♦♥ ✐♥0❡(♠2❞✐❛✐(❡ ✭❝❡♥0(❡✮✱ ❛✉❝✉♥ (❡✢❡0 ♥✬❡/0 ✈✐/✐❜❧❡✳ ▲✬✐♥0❡(♣♦❧❛0✐♦♥

/❝❛❧❛✐(❡ ♥✬❡/0 ❡♥ ❡✛❡0 ♣❛/ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ (❡♣(♦❞✉✐(❡ ❧❡/ (❡✢❡0/ ❝♦((❡❝0❡♠❡♥0✳

▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❜❛/ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✺✳✽❛ ♠♦♥0(❡ 5✉❡ ❧✬✐♥0❡(♣♦❧❛0✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝0✐♦♥/ /②♠20(✐/2❡/

♣❡(♠❡0 ❞❡ ❜✐❡♥ (❡♣(2/❡♥0❡( ❧❡/ (❡✢❡0/ ❡♥ 0♦✉0 ❢(❛❣♠❡♥0✳ ▲✬✐♥0❡♥/✐02 ❛❝❝(✉❡ ❞✉ ♣✐❝

/♣2❝✉❧❛✐(❡ ❡/0 ♣(2/❡(✈2 ❡♥ 0♦✉0 ❢(❛❣♠❡♥0✱ ♠A♠❡ ❧♦(/5✉❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ✈✐/✉❛❧✐/❛0✐♦♥ ♥✬❡/0

♣❛/ ❧✬✉♥ ❞❡/ ❛①❡/ ❞❡ (2✢❡①✐♦♥ ✐❞2❛✉① ❞✬✉♥ ❞❡/ 0(♦✐/ /♦♠♠❡0/✳ ●(I❝❡ D ❧✬✐♥0❡(♣♦❧❛0✐♦♥

❢♦♥❝0✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡/ 0(♦✐/ ❢♦♥❝0✐♦♥/ /♦♥0 2✈❛❧✉2❡/ ❡♥ ❧❡✉( ♣✐❝ /♣2❝✉❧❛✐(❡ ❧♦(/5✉❡ ❝❡❧❛ ❡/0

❥✉❞✐❝✐❡✉① ❡0 ♣♦✉( 0♦✉0 ❢(❛❣♠❡♥0✳

❯♥ ❡✛❡0 ❞❡ ❜♦(❞ ❞❡ ❧✬❛002♥✉❛0✐♦♥ ❞❡/ ♣✐❝/ ❧♦(/5✉❡ ❧❛ ❢♦(♠✉❧❡ ✭✺✳✶✮ ❡/0 ❛♣♣❧✐5✉2❡ ❡/0 ❧❛

(❡❝♦♥♥❛✐//❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ /0(✉❝0✉(❡ 0(✐❛♥❣✉❧❛✐(❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡0 ♥♦♥ ❞❡♥/2♠❡♥0 ♠❛✐❧❧2✱ ✈✐/✐❜❧❡

❞❛♥/ ❧❛ ♣❛(0✐❡ ❤❛✉0❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✺✳✽❜✳ ▲❡/ ✜❣✉(❡/ ❞✉ ❜❛/ ✐❧❧✉/0(❡♥0 5✉❡ ❧✬✐♥0❡(♣♦❧❛0✐♦♥

❞❡ ❢♦♥❝0✐♦♥/ /②♠20(✐/2❡/ ❛✈❛♥0 2✈❛❧✉❛0✐♦♥ ✭❢♦(♠✉❧❡ ✭✺✳✷✮✮ ♣❡(♠❡0 ❞✬2✈✐0❡( ❝❡0 2❝✉❡✐❧✳

❆✈❡❝ ✉♥❡ 0❡//❡❧❛0✐♦♥ 0♦✉0❡ ❛✉//✐ ♣❡✉ ❞❡♥/❡✱ ❧✬✐♥0❡(♣♦❧❛0✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝0✐♦♥/ /②♠20(✐/2❡/

♣❡(♠❡0 ❞❡ ❞♦♥♥❡( ❧✬✐❧❧✉/✐♦♥ ❞✬✉♥❡ /♣❤M(❡ ❧✐//❡ ❡0 ❞✬✉♥❡ (2✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐M(❡ ❝♦♥0✐♥✉❡✳

❙✉( ❧❡/ ❞♦♥♥2❡/ (2❡❧❧❡/✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡/0 ♣❧✉/ ❞✐✣❝✐❧❡ D ✐❧❧✉/0(❡( ✿ ❧❡/ ♠❛✐❧❧❛❣❡/ (❡❝♦♥/0(✉✐0/

❛♣(M/ ♥✉♠2(✐/❛0✐♦♥ /♦♥0 0❡❧❧❡♠❡♥0 ✜♥/ 5✉❡ ❧✬✐♥0❡(♣♦❧❛0✐♦♥ /✬❛✈M(❡ ♣❡✉ ✉0✐❧❡ ✭✐✳❡✳ ✐❧

✭❛✮ ▼❛✐❧❧❛❣❡✳ ✭❜✮ ■♥)❡*♣♦❧❛)✐♦♥ -❝❛❧❛✐*❡✳ ✭❝✮ ■♥)❡*♣✳ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✾ ✿ ❈♦♠♣❛(❛✐)♦♥) ❡♥+(❡ (❡♥❞✉) )❡❧♦♥ ❧❡) ❢♦(♠✉❧❡) ✭✺✳✶✮ ❡+ ✭✺✳✷✮ (❡)♣❡❝+✐✲

✈❡♠❡♥+✳ ❯♥ ❝❡(+❛✐♥ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ (❡✢❡+) )♦♥+ ♠✐❡✉① (❡♥❞✉) ❞❛♥) ❧❛ ✜❣✉(❡ ✺✳✾❝ ;✉❡ ❞❛♥)

❧❛ ✜❣✉(❡ ✺✳✾❜✳ ❈❡❝✐ ❡)+ ♣❛(+✐❝✉❧✐<(❡♠❡♥+ ✈✐)✐❜❧❡ )✉( ❧❡ ♠❡♥+♦♥✱ ♠❛✐) >❣❛❧❡♠❡♥+ )✉( ❧❡)

)♦✉(❝✐❧) ❡+ ❧❡ ♥❡③✳
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② ❛ ♣❧✉' ❞❡ '♦♠♠❡,' -✉❡ ❞❡ ❢/❛❣♠❡♥,' 2 ❛✣❝❤❡/✮✳ ▲✬✐♥,❡/♣♦❧❛,✐♦♥ '❡/❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥,

❝❛♣✐,❛❧❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝❤❛♣✐,/❡ '✉✐✈❛♥, ♣♦✉/ ❧❛ ✈✐'✉❛❧✐'❛,✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥<❡' '✐♠♣❧✐✜<❡' ♦> ❞❡

❣/❛♥❞' ,/✐❛♥❣❧❡' ♣❡✉✈❡♥, ❛♣♣❛/❛?,/❡✳ ▲❛ ✜❣✉/❡ ✺✳✾ ♠♦♥,/❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ '✐♠♣❧✐✜< ❞❡ ❧❛

✜❣✉/❡ ✻✳✾ ✭♣❛❣❡ ✶✻✵✮ /❡♥❞✉ ❛✈❡❝ ❡, '❛♥' ✐♥,❡/♣♦❧❛,✐♦♥ ❞❡' ❢♦♥❝,✐♦♥' ❞❡ /❛❞✐❛♥❝❡✳ ■❝✐

❛✉''✐✱ ♦♥ ♣❡✉, ✈♦✐/ -✉❡ ❧❡' ❡✛❡,' ❞✐/❡❝,✐♦♥♥❡❧' ❞❡ ❧❛ /❛❞✐❛♥❝❡ '♦♥, ♠✐❡✉① /❡❝♦♥',/✉✐,'

❞❛♥' ❧❡' ❢/❛❣♠❡♥,' <❧♦✐❣♥<' ❞❡' '♦♠♠❡,' ✿ ❧❡ /❡✢❡, ❞✉ ♠❡♥,♦♥ ❡', ♠✐❡✉① /❡♥❞✉✱ ❝❡❧✉✐

❞✉ ♥❡③ ❡, ❞❡ ❧❛ ♣❛✉♣✐L/❡ ❣❛✉❝❤❡ ♥✬❛♣♣❛/❛✐''❡♥, -✉❡ ❞❛♥' ❧❛ ✜❣✉/❡ ✺✳✾❝ ❡, ❧❡' /❡✢❡,'

❞❡' '♦✉/❝✐❧' '♦♥, <❣❛❧❡♠❡♥, ♣❧✉' /<❛❧✐',❡'✳

✹ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥

▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐'✉❛❧✐'❛,✐♦♥ ♠✐'❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣❡/♠❡, ❞❡ ♣❛''❡/ ❞✬✉♥ /❡♥❞✉ ❞❡ ❢♦♥❝,✐♦♥' ❞❡

/❛❞✐❛♥❝❡ ♦♣</< ❞❡ ❢❛M♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❧✐''❛❣❡ ❞❡ ●♦✉#❛✉❞ 2 ✉♥❡ /<❡❧❧❡ ✐♥,❡/♣♦❧❛,✐♦♥

❞❡ &❤♦♥❣ <,❡♥❞✉❡ ❛✉① ❢♦♥❝,✐♦♥'✳ N♦✉/ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉' ♥♦✉' ♣❧❛M♦♥' ❞❛♥' ✉♥ ❝❛❞/❡ ♦> ❧❡'

❤②♣♦,❤L'❡' ✭✶✮ ❡, ✭✷✮ '♦♥, ✈</✐✜<❡' ✭❝❡ -✉✐ ❡', '♦✉✈❡♥, ❧❡ ❝❛'✮ ❡, ❛✈♦♥' /❡❝♦✉/' ❛✉①

❢♦♥❝,✐♦♥' '②♠<,/✐'<❡' ❡, 2 ✉♥❡ /<✲<❝/✐,✉/❡ ❞❡ ❧✬<-✉❛,✐♦♥ ❞✬✐♥,❡/♣♦❧❛,✐♦♥✳ ◆♦✉' ❡①♣❧♦✐✲

,♦♥' ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐,< ❞✉ ❣❡♦♠❡,#② .❤❛❞❡# ♣♦✉/ ❝♦♥,♦✉/♥❡/ ❧❡' ❧♦✉/❞' ❝❛❧❝✉❧' ❛♥❛❧②,✐-✉❡'

❡, ✐♠♣❧<♠❡♥,❡/ ❧❡ ,♦✉, '✉/ ●N❯✳

❈❡,,❡ ✐♥,❡/♣♦❧❛,✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥,❡ ❧❡ /<❛❧✐'♠❡ ❞❡ ❢❛M♦♥ ❝♦♥'✐❞</❛❜❧❡ ❧♦/'-✉✬♦♥ ❞✐'♣♦'❡ ❞✬✉♥

♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉ ❞❡♥'❡ ♦> ❞❡' ❞✐③❛✐♥❡' ❞❡ ♣✐①❡❧' ❝♦✉✈/❡♥, ✉♥ ,/✐❛♥❣❧❡✱ ♦✉ '✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥

❛ '♦✉✈❡♥, /❡❝♦✉/' 2 ❞❡ ❢♦/,' ③♦♦♠'✳ ❯♥ ❝♦/♦❧❧❛✐/❡ ❡', -✉❡ ❧❡ /❡♥❞✉ ♣❡/♠❡, ❞✬♦❜,❡♥✐/

✉♥ /<❛❧✐'♠❡ <-✉✐✈❛❧❡♥, ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦✐♥' ❞❡♥'❡✳

▲❡' ❧✐♠✐,❡' ❞❡ ❝❡,,❡ ♠<,❤♦❞❡ /<'✐❞❡♥, ❞❛♥' ❧❡ ❝♦V, ❞❡ ❝❡,,❡ ✐♥,❡/♣♦❧❛,✐♦♥ ❡, ❞❛♥'

❧❡' ❤②♣♦,❤L'❡'✳

▲❡ '✉/✲❝♦V, ❡', ❧✐< ❛✉ /<❛❧✐'♠❡ ♦❜,❡♥✉ ✿ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦✐♥' ❞❡♥'❡ ♣♦✉//❛ W,/❡ /❡♥❞✉
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♥✐✈❡❛✉ ♣❧✉. ✜♥✳ ❯♥❡ ✐♥4❡%♣♦❧❛4✐♦♥ .❝❛❧❛✐%❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛. ❧❡ %5.✉❧4❛4 .♦✉❤❛✐45✱

❝♦♠♠❡ ♥♦✉. ❧✬❛✈♦♥. ✈✉ ❞❛♥. ❝❡ ❝❤❛♣✐4%❡✳

■❧ .❡%❛✐4 ❝❡♣❡♥❞❛♥4 ❡♥✈✐.❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡% ❡♥ ❡①♣❧♦✐4❛♥4 ❧✬✐♥4❡%♣♦❧❛4✐♦♥ A✉❡

♥♦✉. ❛✈♦♥. ❞5✜♥✐❡ ❞❛♥. ❝❡ ❝❤❛♣✐4%❡ ✭5A✉❛4✐♦♥ ✭✺✳✷✮ 54❡♥❞✉❡ = ❧✬✐♥4❡%♣♦❧❛4✐♦♥

❞❡ A✉❛4%❡ ✈❛❧❡✉%. ❞❡ 4❡①❡❧. ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 4%♦✐. ✈❛❧❡✉%. ❞❡ .♦♠♠❡4.✮✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡.4

❢❛✐.❛❜❧❡ ❛♥❛❧②4✐A✉❡♠❡♥4 ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥ %❡♣?%❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭✐❧ .✉✣4 ❞✬✐♥4❡%♣♦❧❡% ❧❡.

❝♦❡✣❝✐❡♥4. ❞❡ ❢♦♥❝4✐♦♥. .②♠54%✐.5❡.✮✳ ❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥ %❡♣?%❡ ❧♦❝❛❧ ❝❡♣❡♥❞❛♥4✱

♥♦✉. ❛✈♦♥. ✈✉ A✉✬✉♥❡ ✐♥4❡%♣♦❧❛4✐♦♥ ❛♥❛❧②4✐A✉❡ ❡.4 ❝♦♠♣❧❡①❡ ✈♦✐%❡ ✐♠♣♦..✐❜❧❡ ✿

❝❡❧❛ ❞5♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❜❛.❡ ❞❡ ❢♦♥❝4✐♦♥.✳

❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✉ ✜❧4%❛❣❡ ❞✐4 ✓ ♠❛♥✉❡❧ ✔✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥4❡%♣♦❧❛4✐♦♥ ❞❡. ✐♥❢♦%♠❛✲

4✐♦♥ ❞❡. 4❡①❡❧. ✐♥❝❧✉. ❞❛♥. ❧✬❡♠♣%❡✐♥4❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ .❡ ❢❛✐4 ❡①♣❧✐❝✐4❡♠❡♥4 ❧♦%. ❞✉

%❡♥❞✉ ✭✐✳❡✳ ❞❛♥. ❧❡ ♣✐①❡❧ )❤❛❞❡,✮✳ ■❧ ❢❛✉4 ♣♦✉% ❝❡❧❛ ❞5.❛❝4✐✈❡% ❧❡ ✜❧4%❛❣❡ ♠❛45%✐❡❧

❡4 ❢❛✐%❡ ❧❡. ❛❝❝?. 4❡①4✉%❡. ❛❞5A✉❛4. ✭✐✳❡✳ %5❝✉♣5%❡% 4♦✉. ❧❡. 4❡①❡❧. ✐♥❝❧✉. ❞❛♥.

❧✬❡♠♣%❡✐♥4❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ 5❝%❛♥✮ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥4❡%♣♦❧❛4✐♦♥ .❡❧♦♥ ✉♥❡ ❢♦%♠✉❧❡

♣❡%4✐♥❡♥4❡ ✐♠♣❧5♠❡♥45❡ ❞❛♥. ❧❡ ❢,❛❣♠❡♥0 )❤❛❞❡,✳ ▼T♠❡ .✐ ✉♥❡ ❢♦%♠✉❧❡ ♣❡✉4

T4%❡ ❞5✜♥✐❡ ❡♥ %❡.♣❡❝4❛♥4 ❧❛ ❧♦❣✐A✉❡ ❞❡. ❢♦♥❝4✐♦♥. ❞❡ %❛❞✐❛♥❝❡ .②♠54%✐.5❡.✱ ❧❡.

4❡♠♣. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧. .❡%♦♥4 ❧♦✉%❞❡♠❡♥4 ✐♠♣❛❝45. ✿ ❧♦%.A✉❡ ❧❛ 4❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠♣%❡✐♥4❡

❞❡✈✐❡♥4 4%♦♣ ❣%❛♥❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉4 ❛❧♦%. ❢❛✐%❡ ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉① ❛❝❝?. 4❡①4✉%❡. ♣♦✉% ❝❤❛A✉❡

♣✐①❡❧✱ ❝❡ A✉✐ %❛❧❡♥4✐4 ❣%❛♥❞❡♠❡♥4 ❧❡ %❡♥❞✉✳

■♥"❡$♣♦❧❛"✐♦♥✳ ▲✬✐♥4❡%♣♦❧❛4✐♦♥ ❡.4 ♥5❝❡..❛✐%❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜4❡♥✐% ✉♥ %5.✉❧4❛4 ❧✐..❡✳ ▲✬❡♠✲

♣%❡✐♥4❡ ❞❡ ♣✐①❡❧ 4♦♠❜❛♥4 ❡♥4%❡ A✉❛4%❡ 4❡①❡❧. ✭✈♦✐%❡ ❝✐♥A ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡ ♠✐♣✲

♠❛♣)✮✱ ✐❧ .✉✣4 ❞❡ ❧❡. ✐♥4❡%♣♦❧❡%✳ ❈❡ ♠5❝❛♥✐.♠❡ ❡.4 ❞5✜♥✐ ❡♥ ❞✉% ❞❛♥. ❧❡ ♠❛45✲

%✐❡❧ ❣%❛♣❤✐A✉❡ ❡4 ❡.4 ❞♦♥❝ ❡✣❝❛❝❡✳ ❖%✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✐4 A✉✬✐♥4❡%♣♦❧❡% ❧❡. ❝♦❡✣❝✐❡♥4. ❞❡

❢♦♥❝4✐♦♥✳ ❈♦♥4%❛✐%❡♠❡♥4 ❛✉ ♣%5✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠✐♣✲♠❛♣✱ ✐❧ ♥❡ .✬❛❣✐4 ✐❝✐ A✉❡ ❞✬5✈❛✲

❧✉❡% ✉♥❡ ❢♦♥❝4✐♦♥ ✐♥4❡%♣♦❧5❡✱ ❡4 ♥♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞5✜♥✐% ♣♦✉% ❧❛ .4♦❝❦❡%✳ ❆✐♥.✐✱ ♦♥

♣❡✉4 ❛♣♣❧✐A✉❡% ❧✬5A✉❛4✐♦♥ ✭✺✳✸✮ ✭54❡♥❞✉❡ = ♣❧✉.✐❡✉%. ❢♦♥❝4✐♦♥.✮✱ A✉✐ ♣❡%♠❡4 ❞❡

❣5%❡% ❧❡ ❝❛. ❞✉ %❡♣?%❡ ❧♦❝❛❧✳

❊♥ .♦♠♠❡✱ ♥♦. 4%❛✈❛✉① ❞✬✐♥4❡%♣♦❧❛4✐♦♥ .♦♥4 4❤5♦%✐A✉❡♠❡♥4 4%❛♥.♣♦.❛❜❧❡. ♣♦✉% ❧✬✐♥✲

4❡%♣♦❧❛4✐♦♥ ❞❡ 4❡①4✉%❡. ❞❡ %❛❞✐❛♥❝❡✳ ▲❛ ❣❡.4✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧✐❛)✐♥❣ ♣❛% ❧❡ ♣%5✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡

♠✐♣✲♠❛♣ ♥✬❡.4 ❝❡♣❡♥❞❛♥4 ❢❛✐.❛❜❧❡ A✉❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ♦9 ❧❡. ❢♦♥❝4✐♦♥. .✬❡①♣%✐♠❡♥4 4♦✉4❡.

❞❛♥. ❧❡ ♠T♠❡ %❡♣?%❡ ✭❣❧♦❜❛❧✮✳ ▲❛ ❣❡.4✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝4✐♦♥. ❡①♣%✐♠5❡. ❡♥ %❡♣?%❡. ❧♦❝❛✉①

♥5❝❡..✐4❡ ❞❛✈❛♥4❛❣❡ ❞✬❛44❡♥4✐♦♥ ❛✈❛♥4 ❞✬♦❜4❡♥✐% ✉♥❡ .♦❧✉4✐♦♥ ❢♦♥❝4✐♦♥♥❡❧❧❡✳





Chapitre6

Simplification de maillage
surfacique avec attribut de

radiance
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❘!"✉♠!✿

◆♦✉' ❛❜♦*❞♦♥' ✐❝✐ ❧❛ '✐♠♣❧✐✜❝❛3✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐6*❡ '✉*❢❛❝✐8✉❡ 3❡❧ 8✉❡ ♥♦✉' ❧❡

*❡♣*9'❡♥3♦♥'✳ ▲❡' ♠❛✐❧❧❛❣❡' ❡3 ❧❡' ❢♦♥❝3✐♦♥' ❞❡ *❛❞✐❛♥❝❡ 8✉✐ ② '♦♥3 ❛33❛❝❤9' ♣❡✉✈❡♥3

?3*❡ ✈♦❧✉♠✐♥❡✉① ❡3 ✐❧ ② ❛ ❛✐♥'✐ ✉♥ *9❡❧ ❜❡'♦✐♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐* '✐♠♣❧✐✜❡* ❧❡' ❞♦♥♥9❡'✳ A♦✉*

❝❡ ❢❛✐*❡✱ ♥♦✉' '✉*✈♦❧♦♥' ❧❡' ♠93❤♦❞❡' ❞❡ '✐♠♣❧✐✜❝❛3✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡3 ❛♥❛❧②'♦♥' ❧❡'

❝*✐36*❡' ❞❡ '✐♠♣❧✐✜❝❛3✐♦♥ ♣♦*3❛♥3 '✉* ❞❡' ❛33*✐❜✉3' '❝❛❧❛✐*❡' ❡3 ✈❡❝3♦*✐❡❧'✳ ◆♦✉' ②

❝♦♥'3❛3♦♥' 9❣❛❧❡♠❡♥3 8✉✬❛✉❝✉♥❡ ♠93❤♦❞❡ ♥❡ 3*❛✐3❡ ❞✬❛33*✐❜✉3' ❢♦♥❝3✐♦♥♥❡❧'✳ ◆♦✉'

♣*♦♣♦'♦♥' ❡♥'✉✐3❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝*✐36*❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛❞*❡ ❞❡ ❧❛ '✐♠♣❧✐✜❝❛3✐♦♥

❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❛33*✐❜✉3 ❞❡ ❝♦✉❧❡✉* ♣❛* '♦♠♠❡3 ✈✐❛ ✉♥ ❛❧❣♦*✐3❤♠❡ ❞❡

❝♦♥3*❛❝3✐♦♥' ❞✬❛*?3❡'✳ ❈❡ ❝*✐36*❡ ❛ ❧❛ ♣❛*3✐❝✉❧❛*✐39 ❞❡ ❝♦♥'✐❞9*❡* ❧❛ ❢❛E♦♥ ❞♦♥3 ❧❡

♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡'3 *❡♥❞✉ ❡♥ 3♦✉3 ♣♦✐♥3 ✭❡3 ♥♦♥ '❡✉❧❡♠❡♥3 '✉* ❧❡' '♦♠♠❡3'✮ ❡3 ❞✬?3*❡

❢❛❝✐❧❡♠❡♥3 ❡①3❡♥'✐❜❧❡ H ❞❡' ❢♦♥❝3✐♦♥' ❞❡ *❛❞✐❛♥❝❡✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉' ♣❡*♠❡3 ✜♥❛❧❡♠❡♥3 ❞❡

♣*♦♣♦'❡* ✉♥ ❝*✐36*❡ ♣♦*3❛♥3 '✉* ❧❡' ❢♦♥❝3✐♦♥' ❞❡ *❛❞✐❛♥❝❡✳ ■❧ ❡'3✐♠❡ ❧❛ ♣❡*3❡

8✉❛❧✐3❛3✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥3*❛❝3✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛*?3❡ ♣❛* ✉♥❡ ❞✐✛9*❡♥❝❡ ❢♦♥❝3✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥3*❡ ❧❛

*❛❞✐❛♥❝❡ ❞✉ '♦♠♠❡3 8✉✐ ❡'3 ❛♠❡♥9 H ❞✐'♣❛*❛K3*❡ ❡3 ❧❛ *❛❞✐❛♥❝❡ 8✉✐ '❡*❛ ❧❡ *9'✉❧3❛3

❞❡ ❧✬✐♥3❡*♣♦❧❛3✐♦♥ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥3 ❛♣*6' ❝♦♥3*❛❝3✐♦♥✳ ◆♦✉' ♠♦♥3*♦♥' ✜♥❛❧❡♠❡♥3 ❞❡'

*9'✉❧3❛3' 8✉❛❧✐3❛3✐❢' ❞9♠♦♥3*❛♥3 ❧❡ ❜❡'♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠93*✐8✉❡ '✉* ❧❡' ❢♦♥❝3✐♦♥' ❞❡

*❛❞✐❛♥❝❡ ❞❛♥' ✉♥ ♣*❡♠✐❡* 3❡♠♣' ❡3 ❞❡' *9'✉❧3❛3' ❞❡ '✐♠♣❧✐✜❝❛3✐♦♥' '❛3✐'❢❛✐'❛♥3❡'

❡♥'✉✐3❡✳ ◆♦✉' ❞✐'❝✉3♦♥' 9❣❛❧❡♠❡♥3 ❞❡ ❧✬❡①3❡♥'✐❜✐❧✐39 ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡' ♣*♦❣*❡''✐❢' ❡3 ❛✉

*❛✣♥❡♠❡♥3 ❛❞❛♣3❛3✐❢✳

❙♦♠♠❛✐%❡
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❙♦✐❡♥) {Pi} : aix+biy+ciz+di ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧❛♥& ❞❡ ♥♦/♠❛❧❡& ✉♥✐)❛✐/❡& [ai bi ci]✳
❙♦✐❡♥) ❧❡& )/✐♣❧❡)& {APi

,bPi
, cPi

} = {[ai bi ci]
T · [ai bi ci], di[ai bi ci], d

2
i } ❛&&♦❝✐.& ?

❝❡& ♣❧❛♥&✳

❆❧♦/& ❧❛ &♦♠♠❡ ❞❡& ❞✐&)❛♥❝❡& 6✉❛❞/❛)✐6✉❡& ❞✬✉♥ ♣♦✐♥) p ❞❡ ❝♦♦/❞♦♥♥.❡& [x y z] ? ❝❡&

♣❧❛♥& &✬.❝/✐)

d(p, {Pi}) = [x y z]

(
∑

i

APi

)


x
y
z


+ [x y z]

(
∑

i

bPi

)
+

(
∑

i

cPi

)

▼4'-✐+✉❡ ❞✬❡--❡✉- +✉❛❞-❛'✐+✉❡✳ ❙♦✐) {Av,bv, cv} =
∑
P∈v̂{AP ,bP , cP} ❧❛ &♦♠♠❡

❞❡& ♠❛)/✐❝❡& ❞❡& ♣❧❛♥& ✐♥❝✐❞❡♥)& ❛✉ &♦♠♠❡) v ✷

✳ ❆❧♦/& ❧✬❡//❡✉/ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥)/❛❝)✐♦♥

(v0, v1)→ v ✈❛✉)

∆((v0, v1)→ v) = [vx vy vz](Av0 +Av1)




vx
vy
vz


+ [vx vy vz](bv0 + bv1) + (cv0 + cv1)

✷✳ ▲❡ $②♠❜♦❧❡ v̂ ❞+$✐❣♥❡ ❧✬♦♠❜0❡❧❧❡ ❞✉ $♦♠♠❡2 v✳



Qv = {Av,bv, cv} v

Qv1 +Qv2 = {Av1 +Av2 ,bv1 + bv2 , cv1 + cv2}

Qv =
Qv0 +Qv1

∆((v0, v1) → v)



1
50 000

v
∆((v0, v1) → v) v

∆

∇(∆) = 0⇔
∂∆

∂x
=

∂∆

∂y
=

∂∆

∂z
= 0

v = −bT
v A

−1
v

Av

v v1 v2

∆((v0, v1) → v)
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❝♦✉❧❡✉( (r, g, b) ∈ R3
❡0 ❝♦♦(❞♦♥♥D❡/ ❞❡ 0❡①0✉(❡ (u, v) ∈ R2

✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥0✱ ❧❛ ♣♦(0D❡

❞❡ ❧❡✉(/ 0(❛✈❛✉① /❡ ❧✐♠✐0❡ ❛✉① ❛00(✐❜✉0/ ❧✐♥0❛✐&❡♠❡♥- ✐♥-❡&♣♦❧0❡3 /✉( ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡

✻

✳

❆✜♥ ❞❡ ♣(D/❡(✈❡( ❧❛ ♣♦//✐❜✐❧✐0D ❞❡ ♠✐♥✐♠✐/❛0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡((❡✉(✱ ❧❡/ ❛✉0❡✉(/ ♣(♦♣♦/❡♥0 ❞❡

♠D❧❛♥❣❡( ❣D♦♠D0(✐❡ ❡0 ❛✉0(❡/ ❛00(✐❜✉0/ ✈❡❝0♦(✐❡❧/ ♦✉ /❝❛❧❛✐(❡/ ❞❛♥/ ❞❡/ ?✉❛❞(✐?✉❡/

D0❡♥❞✉❡/✱ ❡♥ /❡ ❜❛/❛♥0 /✉( ❧❡ ♣(✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ◗❊▼ ❝❧❛//✐?✉❡✳ ❙♦✐0 m ❧❛ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ❞❡/

❛00(✐❜✉0/ ❛✉0(❡/ ?✉❡ ❧❛ ❣D♦♠D0(✐❡✳ ❊♥ ❝♦♥/✐❞D(❛♥0 ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥0 ❣D♦♠D0(✐?✉❡ ✭❞❛♥/

R3
✮ ❡0 ✉♥ ❛00(✐❜✉0 ❞❡ ❝♦✉❧❡✉( ✭❞❛♥/ R3

✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ m = 3✳
❉D/♦(♠❛✐/✱ ♦♥ /❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥/ ❧✬❡/♣❛❝❡ R3+m = R6

❛✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐?✉❡( ❧❡/ ♠^♠❡/ ❝❛❧❝✉❧/

?✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ◗❊▼✳ ❚♦✉0 0(✐♣❧❡0 ❞❡ /♦♠♠❡0/ ❞D✜♥✐0 ❛❧♦(/ ✉♥ ❤②♣❡(✲♣❧❛♥ ❝❛❧❝✉❧D @ ♣❛(0✐(

❞❡/ ❝♦♦(❞♦♥♥D❡/ [x y z r g b] ∈ R6
✳ ▲✬❡((❡✉( ∆ ❡/0 ❛❧♦(/ ❧❛ ♠^♠❡ ?✉❡ ♣♦✉( ❧❛

◗❊▼ ❝❧❛//✐?✉❡✱ ❡①♣❧♦✐0❛♥0 ❞❡/ ?✉❛❞(✐?✉❡/ D0❡♥❞✉❡/ @ ❧❛ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ✻✳ ▲❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥0

♦♣0✐♠❛❧ ❡/0 D❣❛❧❡♠❡♥0 ❞D✜♥✐ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥0✳

■♥❝♦♥✈%♥✐❡♥()✳ Q(❡♠✐R(❡♠❡♥0✱ ❧❡ ❝♦5- ♠0♠♦✐&❡ ❣(❛♥❞✐0 (❛♣✐❞❡♠❡♥0✳ ▲❡ ♥♦♠❜(❡

❞❡ (D❡❧/ @ /0♦❝❦❡( ❛✉ /❡✐♥ ❞❡/ ?✉❛❞(✐?✉❡/ ❡/0 ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐0D ?✉❛❞(❛0✐?✉❡ ❡♥ m✳

❉❡✉①✐R♠❡♠❡♥0✱ ❧❛ ♠D0(✐?✉❡ ❝❤♦✐/✐❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥/ ✉♥ ♠^♠❡ ❡/♣❛❝❡ ❞❡/ ❞♦♥♥D❡/ ❞❡ ♥❛0✉(❡

❞✐✛D(❡♥0❡✳ ❈❡0 ❡/♣❛❝❡ ❡/0 ❞♦♥❝ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣R♥❡✳ ❆❧♦(/ ?✉❡ ❧✬♦♥ /♦✉❤❛✐0❡(❛✐0 ♣♦✉✈♦✐(

✻✳ ❉❛♥% ♥♦'(❡ ❝❛%✱ ❧✬✐♥'❡(♣♦❧❛'✐♦♥ ❡%' ♣❧✉% ❝♦♠♣❧❡①❡ 3✉❡ ❝❡❧❛ ✿ ✈♦✐( ❝❤❛♣✐'(❡ ✺✳



✶✹✻ ✻✳ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 0✉2❢❛❝✐4✉❡ ❛✈❡❝ ❛**2✐❜✉* ❞❡ 2❛❞✐❛♥❝❡

♠❡%✉'❡' ✉♥❡ ❞✐%+❛♥❝❡ ❣/♦♠/+'✐1✉❡ ❞❛♥% R3
❡+ ② ❛❥♦✉+❡' ❞❡% ❞✐%+❛♥❝❡% ❧✐/% ❛✉① ❛✉+'❡%

❛++'✐❜✉+%✱ ❧❡% ♠❡%✉'❡% %❡ ❢♦♥+ ❡♥ R3+m
✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ❧❛ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣/♥/✐+/ ❞❡% ❡%♣❛❝❡% '❡✲

✈✐❡♥+ ? ✜①❡' ✉♥❡ ♣♦♥❞/'❛+✐♦♥ ❡♥+'❡ ❧❡% ♠❡%✉'❡% %✉' ❝❤❛1✉❡ ❛++'✐❜✉+✳ A❛' ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡

♠❡%✉'❡ ❞❡ ❞✐%+❛♥❝❡ ❞❛♥% ✉♥ ❡%♣❛❝❡ ♠/❧❛♥❣❡❛♥+ ❞❡ ❧❛ ❣/♦♠/+'✐❡ ✭R3
✮ ❡+ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉'

❞❛♥% ❧✬❡%♣❛❝❡ ❘❱❇ ✭[0, 1]3✮ ♥✬❡%+ ♣❛% ✐♥✈❛'✐❛♥+❡ ♣❛' ♠✐%❡ ? ❧✬/❝❤❡❧❧❡ ✿ ❧❛ ❣/♦♠/+'✐❡

%❡'❛ ♣'/♣♦♥❞/'❛♥+❡ %✐ ❧❡% ❝♦♦'❞♦♥♥/❡% ❣/♦♠/+'✐1✉❡% %♦♥+ ❣'❛♥❞❡% ❡+ ✐♥✈❡'%❡♠❡♥+✳ ❊♥

%♦♠♠❡✱ ❧❛ ♣♦♥❞/'❛+✐♦♥ ❡%+ ✐♠♣❧✐❝✐+❡✱ ♥♦♥ ❝♦♥+'J❧/❡ ❡+ ❞♦♥❝  ✉❜✐❡✳

✷✳✷✳✷ ❊①$❡♥'✐♦♥ ◗❊▼ ❞❛♥' R3
❡$ Rm

❉❛♥% ❬❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✾❀ ❍♦♣♣❡ ❡+ ▼❛'%❝❤♥❡'✱ ✷✵✵✵❪✱ ✐❧ ❡%+ ♣'♦♣♦%/ ❞❡ ♠❡%✉'❡' ✉♥❡ ❡''❡✉'

%✐♠✐❧❛✐'❡ ? ❬●❛'❧❛♥❞ ❡+ ❍❡❝❦❜❡'+✱ ✶✾✾✽❪✱ ♠❛✐% ♦V ❧✬❡%♣❛❝❡ ❣/♦♠/+'✐1✉❡ ❡%+ %/♣❛'/ ❞❡

❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ❛++'✐❜✉+% ❛✜♥ ❞❡ ♠❡%✉'❡' ✉♥❡ ❞✐%+❛♥❝❡ ❣/♦♠/+'✐1✉❡ '/❡❧❧❡ ❞❛♥% R3
✳

▲✬❡''❡✉' +♦+❛❧❡ ? ✉♥ %♦♠♠❡+ v ❡%+ ❞♦♥♥/❡ ♣❛' ✿

∆(v) = ∆g(v) +

m∑

j=1

∆j(v) ✭✻✳✶✮

♦V

✖ ❧✬❡''❡✉' ❣/♦♠/+'✐1✉❡ ∆g(v) ❡%+ ❧❛ ❞✐%+❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ 1✉❛❞'❛+✐1✉❡ ❞✉ %♦♠♠❡+

v ? ✉♥ ❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧❛♥% {Pi}✱ +❡❧ ❧❛ ◗❊▼ ✐♥✐+✐❛❧❡✱

✖ ❧✬❡''❡✉' ❡♥ ❛++'✐❜✉+ %❝❛❧❛✐'❡ ∆j(v) ✭❛✈❡❝ j ∈ [1,m]✮ ❡%+ ❧✬/❝❛'+ 1✉❛❞'❛+✐1✉❡

❡♥+'❡ ❧✬❛++'✐❜✉+ vj ❡+ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡% ❛++'✐❜✉+% ✐♥+❡'♣♦❧/% ❛✉ ♣♦✐♥+ ❝♦''❡%♣♦♥❞❛♥+

? ❧❛ ♣'♦❥❡❝+✐♦♥ ♦'+❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ v %✉' ❝❤❛❝✉♥ ❞❡% ♣❧❛♥% Pi✳ ❊❧❧❡ ❡%+ ❞♦♥❝ ❢♦♥❝+✐♦♥

❞✉ ♣❧❛❝❡♠❡♥+ ❣/♦♠/+'✐1✉❡ ❞❡ v✳
▲✬❡''❡✉' ❣/♦♠/+'✐1✉❡ 1✉❛❞'❛+✐1✉❡ ♣❡✉+ %✬/❝'✐'❡ ? ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ 1✉❛❞'✐1✉❡% /+❡♥❞✉❡% ? ❧❛

❞✐♠❡♥%✐♦♥ m+ 3 ❛✐♥%✐ ✿

{A, b, c}g =

{(
Av 0

0 0

)
,

(
bv

0

)
, cv

}
✭✻✳✷✮

♦V ❧❡% ❧✐❣♥❡% %/♣❛'❛+'✐❝❡% ❞✐%+✐♥❣✉❡♥+ ❧❡% ✸ ♣'❡♠✐['❡% ❧✐❣♥❡% ❡+ ❝♦❧♦♥♥❡% ❞✉ '❡%+❡ ❞❡

❧❛ ♠❛+'✐❝❡✳ ▲✬❡''❡✉' 1✉❛❞'❛+✐1✉❡ ♣♦✉' +♦✉+ ❛++'✐❜✉+ j %✬/❝'✐+ /❣❛❧❡♠❡♥+ ? ❧✬❛✐❞❡ ❞❡

1✉❛❞'✐1✉❡% ❞❡ ♠\♠❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥

✼

✳

▲✬/1✉❛+✐♦♥ ✭✻✳✶✮ ♣❡✉+ %✬/❝'✐'❡ %♦✉% ✉♥❡ ❢♦'♠❡ 1✉❛❞'❛+✐1✉❡ ❡♥ ✉♥ ✈❡❝+❡✉' ❞❡ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥+% [x y z a1 . . . am] ❡+ ? ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ +'♦✐% ♠❛+'✐❝❡% ❝♦♠♣♦%❛♥+ ✉♥❡ 1✉❛❞'✐1✉❡✳ ▲❛

♠✐♥✐♠✐%❛+✐♦♥ ❡%+ ❛✐♥%✐ ♣♦%%✐❜❧❡ ❛✉%%✐ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥+ 1✉✬❛✉♣❛'❛✈❛♥+ ✿ ❡♥ '/%♦❧✈❛♥+ ✉♥ %②%✲

+[♠❡ ❧✐♥/❛✐'❡✳ ▲❛ ♣♦♥❞/'❛+✐♦♥ ❡♥+'❡ ❧❡% /❧/♠❡♥+% ❞❡ ♥❛+✉'❡ ❞✐✛/'❡♥+❡ ❡%+ ❝❡♣❡♥❞❛♥+

+♦✉❥♦✉'% %✉❜✐❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡%+ ❞/+❡'♠✐♥/❡ ♣❛' ❧✬♦'❞'❡ ❞❡ ❣'❛♥❞❡✉' ❞❡% ❡%♣❛❝❡% '❡%♣❡❝+✐❢% ❞❡%

❛++'✐❜✉+%✳

✼✳ ❱♦✐% ❧✬❛%)✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣♣❡ ❬✶✾✾✾❪ ♣♦✉% ❝♦♥♥❛5)%❡ ❧❛ ❢❛7♦♥ ❞♦♥) ❝❡8 ♠❛)%✐❝❡8 8♦♥) ❝♦♥8)%✉✐)❡8✳◆✳❇✳ ✿

❧❡8 ❧✐❣♥❡8 ❡) ❝♦❧♦♥♥❡8 ✶ < ✸ 8♦♥) ♥♦♥ ❝%❡✉8❡8 ❝❛% ∆j ❞>♣❡♥❞ ❞✉ ♣❧❛❝❡♠❡♥) ❣>♦♠>)%✐?✉❡✳



❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥&$❛❝&✐♦♥ ❞✬❛$/&❡0 ✶✹✼

❆✉"#❡ ♠&"#✐(✉❡✳ ❉❛♥& ❬❑✐♠ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ✉♥❡ ❛✉23❡ ♠423✐5✉❡ &♣4❝✐✜5✉❡ ❛✉① ❝♦✉✲

❧❡✉3& ♣❛3 &♦♠♠❡2 ❡&2 ♣3♦♣♦&4❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡&2 ♣❛& ❡①♣3✐♠4❡ &♦✉& ❢♦3♠❡ 5✉❛❞3❛2✐5✉❡

❡♥ &❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥2&✱ ✐❧ ♥✬❡&2 ❞♦♥❝ ♣❛& ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐&❡3 ✈✐❛ ❧❛ 34&♦❧✉2✐♦♥ ❞✬✉♥❡

45✉❛2✐♦♥ ❧✐♥4❛✐3❡✳ ❆✐♥&✐✱ &❡✉❧❡ ❧❛ &❡♠✐✲❝♦♥23❛❝2✐♦♥ ❞✬❛3F2❡ ❡&2 ❝♦♥&✐❞434❡✳

❉&✜♥✐"✐♦♥

❙❡♠✐✲❝♦♥"#❛❝"✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♥23❛❝2✐♦♥ (v0, v1) → v0 ♦✉ v1✳ ▲❡ %♦♠♠❡' ()%✉❧'❛♥' ❛

❧❛ ♣♦%✐'✐♦♥ ❡' ❧❡% ❛''(✐❜✉'% ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡% ❞❡✉① ❛♥❝4'(❡% ✐♠♠)❞✐❛'%✳ ❯♥❡

%❡♠✐✲❝♦♥'(❛❝'✐♦♥ ❡%' ✐❧❧✉%'()❡ ❞❛♥% ❧❛ ✜❣✉(❡ ✻✳✹✳

❊❧❧❡ ❝✉♠✉❧❡ ❧✬❡((❡✉( ❣)♦♠)'(✐<✉❡ ❞❡ ❧❛ ◗❊▼ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡((❡✉( ❝♦❧♦(✐♠)'(✐<✉❡✳ ❈❡''❡

❞❡(♥✐A(❡ ❡%' ❝♦♠♣♦%)❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦'✐♦♥ ❞✬✐♠♣♦$%❛♥❝❡ ✈✐+✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛<✉❡ %♦♠♠❡' ❡'

❞✬❡$$❡✉$ ❝♦❧♦$✐♠.%$✐/✉❡ ❞❡ ❝♦♥%$❛❝%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛<✉❡ ❛(4'❡✳ ▲✬✐♠♣♦('❛♥❝❡ ✈✐%✉❡❧❧❡ ♠❡✲

%✉(❡ ❧✬)❝❛(' ❡♥ ❝♦✉❧❡✉( ❞✬✉♥ %♦♠♠❡' ✈✐%✲C✲✈✐% ❞❡ %❡% ✈♦✐%✐♥%✳ ❊❧❧❡ ❡%' ❛❞❞✐'✐♦♥♥)❡ ❧♦(%

❞❡% ❝♦♥'(❛❝'✐♦♥% ✿ ❧❡ %♦♠♠❡' ()%✉❧'❛♥' ❛ ♣♦✉( ✐♠♣♦('❛♥❝❡ ✈✐%✉❡❧❧❡ ❧❛ %♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡

❞❡ %❡% ♣()❞)❝❡%%❡✉(%✳ ▲✬❡((❡✉( ❝♦❧♦(✐♠)'(✐<✉❡ ❞❡ ❝♦♥'(❛❝'✐♦♥ ♠❡%✉(❡ ❧✬)❝❛(' ❡♥'(❡ ❞❡✉①

%❝❛❧❛✐(❡% ✿ ❧❡ ♣(❡♠✐❡( )'❛♥' ❧❛ %♦♠♠❡ ❞❡% )❝❛('% ❞❡ ❝♦✉❧❡✉( ❡♥'(❡ ❧❡ %♦♠♠❡' ❞✐%♣❛(❛✐%✲

%❛♥' v0 ❡' ❧❡% ❝♦✉❧❡✉(% ❞❡ %❡% ✈♦✐%✐♥% ❀ ❧❛ %❡❝♦♥❞❡ )'❛♥' ❧✬)❝❛(' ❞❡ ❝❡% ♠4♠❡% ✈♦✐%✐♥% C

❧❡✉( ❢✉'✉( %♦♠♠❡' ✈♦✐%✐♥✱ C %❛✈♦✐( v1✳

◆♦✉% ♥✬❡♥'(♦♥% ♣❛% ❞❛♥% ❧❡% ❞)'❛✐❧% ❝❛❧❝✉❧❛'♦✐(❡% ✐❝✐ ❝❛( ❝❡❧❛ ♥✬❡%' ♣❛% ♣❛('✐❝✉❧✐A✲

(❡♠❡♥' ✉'✐❧❡ ♣♦✉( ♥♦✉%✳ ❘❡♠❛(<✉♦♥% %✐♠♣❧❡♠❡♥' <✉✬❡♥ ❝❛% ❞❡ %❡♠✐✲❝♦♥'(❛❝'✐♦♥✱

✐❧ ❢❛✉' ❝♦♥%✐❞)(❡( ❞❡✉① ❝♦♥'(❛❝'✐♦♥% ♣❛( ❛(4'❡ ❝❛( ❧✬❡((❡✉( ❡%' ♥♦♥ %②♠)'(✐<✉❡ ✿

∆((v0, v1)→ v0) 6= ∆((v0, v1)→ v1)✳

✷✳✸ ❇✐❧❛♥ ❞❡ ❧✬❡①✐,-❛♥-

❈♦♥#$❛❝#✐♦♥ ❞✬❛$*#❡,✳ ▲✬❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ♣❛( ❝♦♥'(❛❝'✐♦♥% %✉❝❝❡%%✐✈❡% ❞✬❛(4'❡% ❡%' ❞❡✲

✈❡♥✉ ♣♦♣✉❧❛✐(❡✳ ■❧ ❡%' %'❛♥❞❛(❞ ❞❛♥% ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉%❡% ❜✐❜❧✐♦'❤A<✉❡% ❞❡ ❣❡%'✐♦♥ ❞❡

♠❛✐❧❧❛❣❡%✱ ♥♦'❛♠♠❡♥' ❈●❆▲ ❬✶✾✾✻❪✱ ▼✉❧%✐✲❚❡++❡❧❛%✐♦♥ ❬✶✾✾✽❪✱ ❖♣❡♥▼❡+❤ ❬❇♦'%❝❤

❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ▼❡+❤▲❛❜ ❬✷✵✵✺❪✱ ❈●♦●◆ ❡' ❬❑(❛❡♠❡( ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ❖✉'(❡ ❧❡% ❛✈❛♥'❛❣❡%

<✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❧✐%')% ❞❛♥% ❧❛ %❡❝'✐♦♥ ✶✱ ❝❡' ❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ♣❡(♠❡' ❞✬4'(❡ )'❡♥❞✉ ❛✉①

♠❛✐❧❧❛❣❡% ♣(♦❣(❡%%✐❢% ✈♦✐(❡ ❛✉ (❛✣♥❡♠❡♥' ❛❞❛♣'❛'✐❢✳



✶✹✽ ✻✳ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 0✉2❢❛❝✐4✉❡ ❛✈❡❝ ❛**2✐❜✉* ❞❡ 2❛❞✐❛♥❝❡

❉!✜♥✐%✐♦♥

▼❛✐❧❧❛❣❡ ♣-♦❣-❡..✐❢ ❬❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✻❪ ✿ $%&✉❝%✉&❡ ❞❡ ❞♦♥♥-❡$ ♣❡&♠❡%%❛♥% ❞❡

♥❛✈✐❣✉❡& 4 %&❛✈❡&$ ❧❡$ ❞✐✛-&❡♥%❡$ $✐♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥$ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ■❧ ❡$%

❝♦♥$%&✉✐% ♣❛& ♠-♠♦&✐$❛%✐♦♥✱ ❧♦&$ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛$❡ ❞❡ $✐♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ $✉✐%❡

❞✬❛&=%❡$ ❝♦♥%&❛❝%-❡$ ❥✉$?✉✬4 ❛&&✐✈❡& ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉$ $✐♠♣❧✐✜- ❝♦♠♣♦$-

❞❡ ?✉❡❧?✉❡$ %&✐❛♥❣❧❡$ $❡✉❧❡♠❡♥%✳ ❈❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣&♦$$✐❡& ❢♦&♠❡ ❡♥$✉✐%❡ ❧✬-❧-✲

♠❡♥% ❞❡ ❜❛$❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣&♦❣&❡$$✐❢✳ ➚ ♣❛&%✐& ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉$

❞-%❛✐❧❧- ♣❡✉% =%&❡ ♦❜%❡♥✉ ♣❛& &❛✣♥❡♠❡♥%$ ♣&♦❣&❡$$✐❢$ $♦✉$ ❢♦&♠❡ ❞✬-❝❧❛✲
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❈❡%%❡ $%&✉❝%✉&❡ ♣❡&♠❡% ❧❛ ✈✐$✉❛❧✐$❛%✐♦♥ ❡% ❧❛ %&❛♥$♠✐$$✐♦♥ ♣&♦❣&❡$$✐✈❡✳

❘❛✣♥❡♠❡♥% ❛❞❛♣%❛%✐❢ ❬❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✼❪ ✳ ▲❡ &❛✣♥❡♠❡♥% ❛❞❛♣%❛%✐❢ ❛❞❛♣%❡ ❧❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞-%❛✐❧ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥%✱ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡$ ❜❡$♦✐♥$ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐$✐♦♥✳
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♥♦%✐♦♥$ ❞❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ ❡% ❞❡ ✈✐$✉❛❧✐$❛%✐♦♥✳ ▲❡ &❛✣♥❡♠❡♥% ❛❞❛♣%❛%✐❢ ♣❡&✲

♠❡% ❞❡ ❣❛❣♥❡& ❡♥ ✈✐%❡$$❡ ❞✬❛✣❝❤❛❣❡✳

❊♥ ♠❛&❣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ❞❡ $✐♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉% ❢❛✐&❡ ❛%%❡♥%✐♦♥ ❛✉① ❝♦♥%&❛✐♥%❡$

%♦♣♦❧♦❣✐?✉❡$ ?✉❡ ❧✬♦♥ $♦✉❤❛✐%❡ ❝♦♥$✐❞-&❡&✱ ♥♦%❛♠♠❡♥% ❡♥ %❡&♠❡$ ❞❡ ♣&-$❡&✈❛%✐♦♥ ❞❡$

❜♦&❞$ ❡% ❡♥ ?✉❛❧✐%- ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ %&✐❛♥❣✉❧- ✭❡✳❣✳ &-❣✉❧❛&✐%- ❞❡$ %&✐❛♥❣❧❡$✱ %&✐❛♥❣❧❡$ ❞-❣-✲

♥-&-$✱ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡$ $♦♠♠❡%$✮ ❬●♦✉&❞♦♥✱ ✶✾✾✺❀ ●✉-③✐❡❝✱ ✶✾✾✺❪✳ ❈❡&%❛✐♥❡$ ❛&=%❡$ ♣♦✉&✲

&♦♥% ❛✐♥$✐ =%&❡ ♣-♥❛❧✐$-❡$ %&H$ ❢♦&%❡♠❡♥% ✈♦✐&❡ ✐♥%❡&❞✐%❡$ ❞❡ ❝♦♥%&❛❝%✐♦♥✳ ■❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡

♠=♠❡ ♣♦✉& ❧❡$ ❛&=%❡$ ❞✉ ❜♦&❞ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡$ ♦✉✈❡&%$✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡$% ♣❛$ ✐♠♣♦&✲

%❛♥% ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞-✜♥✐%✐♦♥ ❞✬✉♥ ✭♥♦✉✈❡❛✉✮ ❝&✐%H&❡ ♠❛✐$ ❞❡✈&❛ =%&❡ ♣&✐$ ❡♥ ❝♦♠♣%❡

❞❛♥$ ❧✬✐♠♣❧-♠❡♥%❛%✐♦♥✳
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$✉& ❞❡$ ❛%%&✐❜✉%$ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧$✳

▲✬❡①%❡♥$✐♦♥ ❞❡ ♠-%&✐?✉❡$ %❡❧❧❡$ ?✉❡ ❧❛ ◗❊▼ 4 ♥♦$ ❛%%&✐❜✉%$ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧$ ♥❡ ♣❡✉% $❡

❢❛✐&❡ ❞❡ ❢❛V♦♥ %&✐✈✐❛❧❡✳ ▲❛ $❡✉❧❡ ♣♦$$✐❜✐❧✐%- $❡&❛✐% ❞❡ ❝♦♥$✐❞-&❡& ❧❡ ✈❡❝%❡✉& ❞❡ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥%$ [c1 · · · cN ] ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ &❛❞✐❛♥❝❡ R(ω) =
∑N

i=1 ciφi(ω) ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛%%&✐❜✉%

✈❡❝%♦&✐❡❧ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐?✉❡& ✉♥❡ ◗❊▼ ❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ (3 +N) ❞❡$$✉$✳
❖&✱ ❧❛ ❞✐$%❛♥❝❡ ❡♥%&❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%$ ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥$ ❡$% ♥✉❧❧❡♠❡♥% ❧❛ ❞✐$%❛♥❝❡ ❡♥%&❡ ❢♦♥❝%✐♦♥$

❞❡ &❛❞✐❛♥❝❡ ✿ ❝❤❛?✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥% -%❛♥% ✉♥ ❢❛❝%❡✉& ❞✬✉♥ -❧-♠❡♥% ❞✐✛-&❡♥% ❞✬✉♥❡ ❜❛$❡

Φ✱ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ N ❝♦♥$✐❞-&- $❡&❛✐% ♥♦♥ ❤♦♠♦❣H♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ $✐ ❧✬✉%✐❧✐$❛%❡✉&



◆♦✉✈❡❛✉ ❝'✐)*'❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥) ❣/♦♠/)'✐❡ ❡) ❝♦✉❧❡✉' ✶✹✾

❝❤♦✐'✐( ❞✬❡①♣.✐♠❡. ❧❡' ❢♦♥❝(✐♦♥' ❡♥ ✉♥ .❡♣4.❡ ❧♦❝❛❧✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛.❛✐'♦♥ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥(' ❡'(

✉♥ ♥♦♥✲'❡♥'✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ '❡.❛✐( ♣♦''✐❜❧❡ ❡♥ .❡♣4.❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ▼❛✐' ❧> ❛✉''✐✱ ❧✬?❝❛.( ❡♥(.❡

❝♦❡✣❝✐❡♥(' ♥✬?@✉✐✈❛✉( ♣❛' > ❧✬?❝❛.( ❡♥(.❡ ✈❛❧❡✉.' ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥✳ ❊( ✉♥ ♦❜'(❛❝❧❡ '❡.❛✐(

❧❛ ❣❡'(✐♦♥ ❞❡' ♦.❞.❡' ❡♥(.❡ ❧❡' ❞✐✛?.❡♥(❡' ❡♥(✐(?' ❞❡ ❧❛ ♠?(.✐@✉❡✳

▼!"#✐%✉❡ ❝♦♠❜✐♥!❡✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉' ❛♠4♥❡ > ❧❛ ♣.♦❜❧?♠❛(✐@✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♥❞?.❛(✐♦♥ ❡♥(.❡

❡♥(✐(?' ♠❡'✉.?❡' ✿ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡' ♣✉❜❧✐❝❛(✐♦♥' ♠❡♥(✐♦♥♥?❡' ♥✬❡①♣❧✐@✉❡ ❝♦♠♠❡♥( ❧❡ ❣?.❡.✳

▲❛ ♣♦♥❞?.❛(✐♦♥ .❡❧❛(✐✈❡ ❡♥(.❡ ❡♥(✐(?' ❞❡ ❞✐✛?.❡♥(❡ ♥❛(✉.❡ ❡'( ✐♠♣❧✐❝✐(❡ ❞❛♥' ❧❛ ♠?✲

(.✐@✉❡ ◗❊▼ ✿ ❝❡❧❛ ❞?♣❡♥❞ ❞❡' ❞✐✛?.❡♥(' ♦.❞.❡' ❞❡ ❣.❛♥❞❡✉.✳ ❆✐♥'✐✱ ✐❧ ❡'( ❞✬✉'❛❣❡ ❞❡

♥♦.♠❛❧✐'❡. (♦✉' ❧❡' ❛((.✐❜✉(' ✿ ❣?♦♠?(.✐❡ ❞❛♥' ✉♥❡ ❜♦✐(❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥(❡ ❞❡ (❛✐❧❧❡ [0, 1]3✱
✐❞❡♠ ♣♦✉. ❧❛ ❝♦✉❧❡✉.✱ ❧❡' ♥♦.♠❛❧❡'✱ ❧❡' ❝♦♦.❞♦♥♥?❡' ❞❡ (❡①(✉.❡'✱ ❡(❝✳ ❖.✱ ❝❡❝✐ ♥❡

❣❛.❛♥(✐( ♣❛' @✉❡ ❧❡' ?❝❛.(' ❡♥(.❡ ❞✐✛?.❡♥(❡' ❡♥(✐(?' '♦✐❡♥( ❞❡ ♠I♠❡ ♦.❞.❡ ✿ ❧✬❡..❡✉.

❣?♦♠?(.✐@✉❡ ❣.❛♥❞✐( ❞❡ ❢❛J♦♥ @✉❛❞.❛(✐@✉❡ ❡♥ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❛❧♦.' @✉❡ ❧❡' ❛✉(.❡'

❡♥(✐(?' ♥❡ ❣.❛♥❞✐''❡♥( ♣❛'✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐@✉❡ @✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞' .❡❧❛(✐❢ ❞❡ ❧❛ ❣?♦♠?(.✐❡ ❞❛♥'

❝❡((❡ ♠?(.✐@✉❡ ✈❛.✐❡ (♦✉( ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ '✐♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥✱ ❝❡ @✉✐ ❡'( ❞✬❛✉(❛♥( ♣❧✉' ✈.❛✐

❛✈❡❝ ❧❛ ✈❡.'✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛(✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ◗❊▼ ♦L ❧❡' ❡..❡✉.' ❣.❛♥❞✐''❡♥( ♥♦♥ '❡✉❧❡♠❡♥( ❡♥

❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥'✐(? ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠❛✐' ?❣❛❧❡♠❡♥( ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ @✉❛♥(✐(? ❞✬❛♥✲

❝I(.❡' ❞✬✉♥❡ ❛.I(❡ > ❝♦♥(.❛❝(❡.✳

◆♦✉' ♣.♦♣♦'♦♥' ❞✬?(❛❜❧✐. ✉♥❡ ♠?(.✐@✉❡ ❝✉♠✉❧❛♥( ✉♥❡ ❡..❡✉. ❣?♦♠?(.✐@✉❡ ✭❞❛♥' R3

❡( ♥♦♥ ❞❛♥' ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ❞❡ ♣❧✉' ❤❛✉(❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠?(.✐@✉❡ ♣.♦♣.❡ ❛✉① ✐♥❢♦.✲

♠❛(✐♦♥' ❝♦❧♦.✐♠?(.✐@✉❡'✳

∆ = µEgeom + (1− µ)Ecolorimetrie ✭✻✳✸✮

❆✜♥ ❞❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥( ❝♦♥(.R❧❡. ❧❡ ♣♦✐❞' .❡❧❛(✐❢ ❡♥(.❡ ❝❡' ❞❡✉① ❡♥(✐(?'✱ ♥♦✉' ✉(✐❧✐'♦♥'

❞❡✉① ♠❡'✉.❡' ❞✐✛?.❡♥(❡' ♣♦♥❞?.?❡' ♣❛. ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥(✳ ▲❛ ❣?♦♠?(.✐❡ ❡'( ♠❡'✉.?❡ ♣❛.

❧❛ ◗❊▼ ♥♦♥ ❝✉♠✉❧❛(✐✈❡ ❡( ♥♦✉' ✈❡✐❧❧♦♥' > ❝❡ @✉❡ ❧❛ ♠?(.✐@✉❡ '✉. ❧❛ ❝♦✉❧❡✉. ❛✐( ✉♥

♦.❞.❡ ❞❡ ❣.❛♥❞❡✉. '✐♠✐❧❛✐.❡ ✿ ❡❧❧❡ ❞♦✐( ❣.❛♥❞✐. @✉❛❞.❛(✐@✉❡♠❡♥( ♣❛. .❛♣♣♦.( > ❧❛ (❛✐❧❧❡

❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

✸ ◆♦✉✈❡❛✉ ❝(✐*+(❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥* ❣0♦♠0*(✐❡ ❡* ❝♦✉❧❡✉(

❉❛♥' ❧❡ ❝❛❞.❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐(❤♠❡ ❞❡ '✐♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥ ♣❛. ❝♦♥(.❛❝(✐♦♥ ❞✬❛.I(❡'✱ ♥♦✉' ♣.♦✲

♣♦'♦♥' ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠?(.✐@✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥( ✉♥ (❡.♠❡ ❣?♦♠?(.✐@✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ (❡.♠❡ '✉.

❧❛ ❝♦✉❧❡✉.✳ ▲✬❡..❡✉. ❣?♦♠?(.✐@✉❡ ❡'( ♠❡'✉.?❡ ♣❛. ❧❛ ◗❊▼ ♥♦♥ ❝✉♠✉❧❛(✐✈❡✳ ▲✬❡..❡✉.

❞❡ ❝♦✉❧❡✉. ❡'( ❞?✜♥✐❡ ❞❛♥' ❝❡((❡ '❡❝(✐♦♥✳ ◆♦✉' ❧✬✐♥(.♦❞✉✐'♦♥' ❛✜♥ ❞❡ ❧✬?(❡♥❞.❡ ❛✉①

❢♦♥❝(✐♦♥' ❞❡ .❛❞✐❛♥❝❡ ♣❛. ❧❛ '✉✐(❡✳

◆♦✉' ♥❡ ❝♦♥'✐❞?.♦♥' @✉❡ ❧❛ '❡♠✐✲❝♦♥(.❛❝(✐♦♥✳ ❉❛♥' ❧❡' .?'✉❧(❛(' @✉❛❧✐(❛(✐❢' ✭'❡❝✲

(✐♦♥ ✸✳✸✮✱ ♥♦✉' ♠♦♥(.♦♥' @✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝( ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ❡♥ (❡.♠❡' ❞❡ @✉❛❧✐(? ❡'( ❢❛✐❜❧❡✳

❊( ❞❛♥' ❧❛ '❡❝(✐♦♥ ✺✳✸✱ ♥♦✉' ♣.?'❡♥(♦♥' ❝❡ @✉✐ .❡♥❞ ❧❛ ❝♦♥(.❛❝(✐♦♥ ♦♣(✐♠❛❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡

> ♠❡((.❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ◆♦✉' (.❛✐(♦♥' ❧❡' ❝♦✉❧❡✉.' ❛((❛❝❤?' ❛✉① '♦♠♠❡(' ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡(

❞✐'❝✉(♦♥' ❞❡ ❧✬❡①(❡♥'✐♦♥ ❞❡ ♥♦' (.❛✈❛✉① > ✉♥❡ (❡①(✉.❡ ✭'❡❝(✐♦♥ ✺✳✷✮✳



(v0, v1)
v1

v0 vi vj

p C

Ecol =
∑

∆ij1

Aire(∆ij1)d
2
col (C0, C1 +∇Cij1 · (p0 − p1))

∑
∆ij1

∆ij1

Aire(∆ij1)
d2col

p0

C0 p0

C1+∇Cij1 ·(p0−p1) p0

∆ij1 ∇Cij1

∆ij1



Ecol =
Aire(∆)d2(G,G) = 0

Ecol =
Aire(∆)d2(B,G)

Ecol =
Aire(∆)d2(B,B) = 0

Ecol =
Aire(∆)d2(B,N)

Ecol =
∑

∆
Aire(∆)d2(N,B)

Ecol

Ecol

Ecol

Ecol

Ecol = 0
Ecol = Aire × d(B,G)

Ecol

v0 v1



✶✺✷ ✻✳ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 0✉2❢❛❝✐4✉❡ ❛✈❡❝ ❛**2✐❜✉* ❞❡ 2❛❞✐❛♥❝❡

#✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡##❡ ♠,#-✐.✉❡ -✐✈❛❧✐1❡♥# ❛✈❡❝ ❧❡1 1#❛♥❞❛-❞1 ❛❝#✉❡❧1 ✿ ♥♦#❛♠♠❡♥# ❧❛ ♠,#-✐.✉❡

◗❊▼ ,#❡♥❞✉❡ 7 ❧❛ ❝♦✉❧❡✉- ✭✈♦✐- 1❡❝#✐♦♥ ✸✳✸✮✳

✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣*❛❞✐❡♥.

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣-❛❞✐❡♥# ❞❡ ❝♦✉❧❡✉- 1✉- ❧❛ 1✉-❢❛❝❡ ❡1# ♥,❝❡11❛✐-❡ ❞❛♥1 ❧✬,.✉❛#✐♦♥ ✭✻✳✹✮✳

▲❛ ❝♦✉❧❡✉- -❡♥❞✉❡ ❡1# ❧✐♥,❛✐-❡ ♣❛- ♠♦-❝❡❛✉①✱ ❝❡ .✉✐ ✐♠♣❧✐.✉❡ .✉❡ ❧❡ ❣-❛❞✐❡♥# ❡1#

❝♦♥1#❛♥# 1✉- ❧❡ #-✐❛♥❣❧❡ ∆ij1✳ ❙♦✐# ei = (v1, vi) ❡# ej = (v1, vj) ✭✈♦✐- ✜❣✉-❡ ✻✳✹✮✱ ❛❧♦-1

❧❛ ❞✐✛,-❡♥#✐❛#✐♦♥ 1✉- ❧❛ 1✉-❢❛❝❡ ♥♦✉1 ❞♦♥♥❡

✶✵

✿

∇Cij1 = J(JTJ)−1
[
Ci − C1

Cj − C1

]
♦H J =

[
ei, ej

]
✭✻✳✺✮

❆✐♥1✐✱ ∇Cij1 ✈❛✉#

1

(2Aire(∆ij1))2

((
‖ej‖

2(Ci − C1)− ei · ej(Cj − C1)
)
ei

+
(
‖ei‖

2(Cj − C1)− ei · ej(Ci − C1)
)
ej

)
✭✻✳✻✮

J♦✉- -❡♥❞-❡ ❧❡ #♦✉# 1✐♠♣❧❡ ❡# ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ❢❛✐# ❞❡✉① ❛♣♣-♦①✐♠❛#✐♦♥1✳

✖ ❊♥ #♦✉#❡ -✐❣✉❡✉-✱ C ❡1# ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉- ✭C ∈ R3
✮ ❡# ∇C ❞❡✈-❛✐# M#-❡ ✉♥❡ ♠❛#-✐❝❡

❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉1 ❛✈♦♥1 ❝❡♣❡♥❞❛♥# ❝♦♥1✐❞,-, ✐❝✐ .✉❡ C ❡1# ❧❛ ✈❛❧❡✉- 1❝❛❧❛✐-❡

❞✬✉♥ ❞❡1 ❝❛♥❛✉①✱ #♦✉1 #-❛✐#,1 1,♣❛-,♠❡♥#✳ ❆✐♥1✐✱ ∇C ❡1# ❜✐❡♥ ✉♥ ✈❡❝#❡✉-✳

◆♦✉1 ❛✈♦♥1 ❡♠♣✐-✐.✉❡♠❡♥# ❝♦♥1#❛#, .✉✬✉#✐❧✐1❡- ✉♥ ❡1♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉-1 ♣❡-❝❡♣✲

#✉❡❧❧❡♠❡♥# ✉♥✐❢♦-♠❡ ♥✬❛♣♣♦-#❡ .✉❡ ♣❡✉✳ ❆✐♥1✐ ♥♦✉1 ✉#✐❧✐1♦♥1 ❧✬❡1♣❛❝❡ ❘❱❇

❞♦♥# ❧❡1 ❝❛♥❛✉① 1♦♥# ❤♦♠♦❣R♥❡1✳

✖ ▲❡1 ❣-❛❞✐❡♥#1 ❝❛❧❝✉❧,1 1♦♥# ✈❛❧❛❜❧❡1 7 ❧✬✐♥#,-✐❡✉- ❞❡1 ♣❧❛♥1 ❞❡1 #-✐❛♥❣❧❡1✳ ▲❛

❢♦-♠✉❧❡ ✭✻✳✹✮ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✐♥1✐ ❞❡1 ✐♥#❡-♣♦❧❛#✐♦♥1 ✈❛❧✐❞❡1 ❞❛♥1 ❧❡ #-✐❛♥❣❧❡ ✉♥✐.✉❡✲

♠❡♥#✳ ❖-✱ p0 ♥❡ 1❡ 1✐#✉❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❣,♥,-❛❧ ♣❛1 ❞❛♥1 ❧❡ #-✐❛♥❣❧❡✱ ♥✐ ♠M♠❡ ❞❛♥1

1♦♥ ♣❧❛♥✳ ❉❛♥1 ❧❛ ❢♦-♠✉❧❡ ✻✳✺✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ✐♠♣❧✐❝✐#❡♠❡♥# ,#❡♥❞✉ ❧❛ ❞,✜♥✐#✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉- -❡♥❞✉❡ 7 R3
✿ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉- ❡1# ❧✐♥,❛✐-❡ ❞❛♥1 ❧❡ ♣❧❛♥ ❡# ❝♦♥1#❛♥#❡

❞❛♥1 ❧❛ ❞✐-❡❝#✐♦♥ ♦-#❤♦❣♦♥❛❧❡✳

✸✳✸ ❘01✉❧.❛.1 2✉❛❧✐.❛.✐❢1

▲❡ ❜✉# ❞❡ ❝❡ ❝-✐#R-❡ ❝♦❧♦-✐♠,#-✐.✉❡ ❡1# ♥♦♥ ♣❛1 ❞❡ 1✉-♣❛11❡- ❧❡1 1#❛♥❞❛-❞1 ❛❝#✉❡❧1✱

♠❛✐1 ❞❡ ♣-♦❞✉✐-❡ ❞❡1 -,1✉❧#❛#1 ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥#1 ❡# ❞✬M#-❡ ❡①#❡♥1✐❜❧❡ 7 ❧❛ -❛❞✐❛♥❝❡✳ ◆♦✉1

♠♦♥#-♦♥1 ✐❝✐ .✉❡ ❧❛ 1✐♠♣❧✐✜❝❛#✐♦♥ ✉#✐❧✐1❛♥# ♥♦#-❡ ❝-✐#R-❡ -✐✈❛❧✐1❡ ❛✈❡❝ ❧❡1 1#❛♥❞❛-❞1

❛❝#✉❡❧1✳ ◆♦✉1 ❛❧❧♦♥1 ♥♦✉1 ❝♦♠♣❛-❡- 7 ❧❛ ♠,#❤♦❞❡ ◗❊▼ ,#❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ❛##-✐❜✉# ❞❡

❝♦✉❧❡✉- ❬❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✾❪ .✉❡ ❧✬♦♥ ♣❧❛❝❡-❛ ❞❛♥1 ❧❡1 ♠M♠❡1 ❝♦♥❞✐#✐♦♥1 .✉❡ ❧❛ ♥Y#-❡1 ✿

✶✵✳ ❱♦✐& ❛♥♥❡①❡ ❇✳



◆♦✉✈❡❛✉ ❝'✐)*'❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥) ❣/♦♠/)'✐❡ ❡) ❝♦✉❧❡✉' ✶✺✸

✭❛✮  ❧❛❝❡♠❡♥' ♦♣'✐♠❛❧✳

✭❜✮ ❙❡♠✐✲❝♦♥'.❛❝'✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✻ ✿ ❈♦♠♣❛%❛✐'♦♥ ❡♥*%❡ '✐♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥' ♣❛% ❝♦♥*%❛❝*✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣❧❛❝❡♠❡♥* ♦♣✲

*✐♠❛❧ ♦✉ '❡♠✐✲❝♦♥*%❛❝*✐♦♥'✱ 2 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ◗❊▼ ♥♦♥ ❝✉♠✉❧❛*✐✈❡✳ ▲❡ ♠♦❞:❧❡ ♦%✐❣✐♥❛❧

✭2 ❣❛✉❝❤❡✮ ❛ ✻✻ ✺✻✷ '♦♠♠❡*'✳ ▲❡' ♠♦❞:❧❡' '✐♠♣❧✐✜B' ♥✬❡♥ ♦♥* ♣❧✉' C✉❡ ✷ ✵✽✵ ✭♠✐❧✐❡✉✮

❡* ✺✷✵ ✭2 ❞%♦✐*❡✮✳ ■❧ ❡'* ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ C✉❛❧✐✜❡% ✉♥ %B'✉❧*❛* ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉% C✉❡ ❧❡' ❛✉*%❡'✳

#❡♠✐✲❝♦♥+,❛❝+✐♦♥ ❡+ ♥♦♥ ❝✉♠✉❧ ❞❡# ❡,,❡✉,#✳

▲❛ ◗❊▼ ❛✈❡❝ ♣❧❛❝❡♠❡♥+ ♦♣+✐♠❛❧ ❣9♥:,❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥+ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉,# ,9#✉❧+❛+# ;✉❡ ❧❛ #❡✉❧❡

#❡♠✐✲❝♦♥+,❛❝+✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❣9♥:,❡ ❡♥ ❡✛❡+ ❞❡# +,✐❛♥❣❧❡# ♣❧✉# ❤♦♠♦❣:♥❡# ❡+ ♣❧✉# ♣,♦❝❤❡#

❞❡ ❧❛ ❢♦,♠❡ 9;✉✐❧❛+9,❛❧❡✳ ❊♥ ♣,❛+✐;✉❡✱ ❧❛ ❞✐✛9,❡♥❝❡ ♥❡ #❡ ✈♦✐+ ;✉❡ ♣♦✉, ❞❡ ❢♦,+#

+❛✉① ❞❡ #✐♠♣❧✐✜❝❛+✐♦♥ ✿ ❧❡ +❛✉① ❞❡ #✐♠♣❧✐✜❝❛+✐♦♥ C ♣❛,+✐, ❞✉;✉❡❧ ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❡#+ ❥✉❣9

✓ +,♦♣ ❞9❣,❛❞9 ✔ ❡#+ ❧9❣:,❡♠❡♥+ #✉♣9,✐❡✉, #✐ ❧✬♦♥ ❡①♣❧♦✐+❡ ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥+ ♦♣+✐♠❛❧✳ ▲❛

❞✐✛9,❡♥❝❡ #❡,❛ ♠✐♥✐♠❡ ♣❛,+✐❝✉❧✐:,❡♠❡♥+ ♣♦✉, ❞❡# ♠❛✐❧❧❛❣❡# ♥✉♠9,✐#9# ❝❛, ❝❡✉①✲❝✐ #♦♥+

♣❡✉ ❤♦♠♦❣:♥❡# ❞:# ❧❡✉, ❝♦♥#+,✉❝+✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣❛,❛✐#♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡# ♠❛✐❧❧❛❣❡# ♠♦❞9❧✐#9#✳

▲❛ ✜❣✉,❡ ✻✳✻ ✐❧❧✉#+,❡ ❧❛ ❞✐✛9,❡♥❝❡ ;✉❛#✐♠❡♥+ ✐♠♣❡,❝❡♣+✐❜❧❡ ❡♥+,❡ ❝❡# ❞❡✉① ✈❛,✐❛♥+❡#✳

▲❛ ✜❣✉,❡ ✻✳✼ ❝♦♠♣❛,❡ ❧❛ ◗❊▼ 9+❡♥❞✉❡ ✭❝♦♥+,❛❝+✐♦♥ ♦♣+✐♠❛❧❡ ❡+ #❡♠✐✲❝♦♥+,❛❝+✐♦♥✮

❡+ ♥♦+,❡ ♠9+,✐;✉❡ #✉, ✉♥❡ #✐♠♣❧✐✜❝❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞:❧❡ ❞✉ ♠❛#;✉❡ ❝♦♠♣♦,+❛♥+ ✶✾✸ ✵✵✵

#♦♠♠❡+# #✉, ❧❡#;✉❡❧# ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉, ❞✐✛✉#❡ ❡#+ ❞9✜♥✐❡

✶✶

✳ ❖♥ ② ✈♦✐+ ;✉❡ +♦✉+❡# ❧❡# ♠9✲

+,✐;✉❡# ♣,9#❡,✈❡♥+ ❜✐❡♥ ❧❡# ❝❛,❛❝+9,✐#+✐;✉❡# ❝♦❧♦,✐♠9+,✐;✉❡# ♣,♦♥♦♥❝9❡# ✭♥♦+❛♠♠❡♥+

#✉, ❧❡ ❢,♦♥+✮✳ ▲❡# ✈❡✐♥✉❧❡# ❞❡ ❜♦✐# ❞✉ ♠❛#;✉❡ #♦♥+ ❡♥❝♦,❡ ✈✐#✐❜❧❡# ❛✉ ♣,❡♠✐❡, +❛✉①

✭25% ❞❡ #♦♠♠❡+# ,❡#+❛♥+#✮ ❛❧♦,# ;✉✬❛✉ #❡❝♦♥❞ ✭1, 5%✮ #❡✉❧ ❧❡# ❝❛,❛❝+9,✐#+✐;✉❡# ❝♦✲

❧♦,✐♠9+,✐;✉❡# ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡# #♦♥+ ♣,9#❡,✈9❡#✳ ▲❛ ❞✐✛9,❡♥❝❡ ❡♥+,❡ ❧❡# +,♦✐# ♠9+,✐;✉❡# ❡#+

❢❛✐❜❧❡✳

✶✶✳ ❈❡$$❡ ❝♦✉❧❡✉) ❛ +$+ ❞+✜♥✐❡ ♣❛) ❧✬❡①$)❛❝$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉) ♠♦②❡♥♥❡ 5 ♣❛)$✐) ❞❡6 ❢♦♥❝$✐♦♥6 ❞❡

)❛❞✐❛♥❝❡ ❛❝8✉✐6❡6✳



✶✺✹ ✻✳ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 0✉2❢❛❝✐4✉❡ ❛✈❡❝ ❛**2✐❜✉* ❞❡ 2❛❞✐❛♥❝❡

✭❛✮ ❖!✐❣✐♥❛❧

✭❜✮ QEM ✭♦♣*✐♠❛❧❡✮

✭❝✮ QEM ✭.❡♠✐✮

✭❞✮ Ecol ✭.❡♠✐✮

❋✐❣✉$❡ ✻✳✼ ✿ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥ ❞✉ ♠❛-.✉❡ ❛✈❡❝ (1♦✐- ❝1✐(21❡- ❞❡ ❝♦✉❧❡✉1✳ ▲❡ ♠♦❞2❧❡

♦1✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥(✐❡♥( ✶✾✷ ✼✺✼ -♦♠♠❡(-✳ ▲❛ ♣1❡♠✐21❡ -✐♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥ ✭< ❣❛✉❝❤❡✮ ♥❡ ❝♦♥(✐❡♥(

♣❧✉- .✉❡ ✹✽ ✶✽✾ -♦✐( 25% ❞❡- -♦♠♠❡(-✳ ▲❛ -❡❝♦♥❞❡ ✭❛✉ ❝❡♥(1❡✮ ❡♥ ❝♦♥(✐❡♥( ✸ ✵✶✶✱

-♦✐( 1, 5%✳ ▲❛ ❞❡1♥✐21❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✐❧❧✉-(1❡ ❝❡ ♠D♠❡ ♠♦❞2❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ✜❧✲❞❡✲❢❡1

-✉1✲✐♠♣1✐♠G✳

❇✐❧❛♥✳ ▲❛ ♠&'(✐*✉❡ *✉❡ ♥♦✉/ ✈❡♥♦♥/ ❞❡ ♣(♦♣♦/❡( ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛/ ❞❡

❞✐✛&(❡♥❝❡ ♥❡''❡ ❡♥'(❡ Ecol ❡' EQEM ✳ ❊❧❧❡ ✐♥'=❣(❡ ❧❛ ❢❛?♦♥ ❞♦♥' ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦❧♦(&

❡/' (❡♥❞✉ ✿ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥'❡(♣♦❧❛'✐♦♥ ❜✐✲❧✐♥&❛✐(❡ ❞❡/ ✈❛❧❡✉(/ ❛✉① /♦♠♠❡'/✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ❡❧❧❡

♥✬❡/' ♣❛/ ❝♦D'❡✉/❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧/ ✿ ✐✳❡✳ ✐❧ /✬❛❣✐' ♣(✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥' ❞✬&✈❛❧✉❡( ❧❛ ❢♦(♠✉❧❡ ✭✻✳✺✮✳

❊' /✉('♦✉'✱ ❝♦♥'(❛✐(❡♠❡♥' ❛✉① ❛✉'(❡/ ♠&'❤♦❞❡/ ❡①✐/'❛♥'❡/✱ ❡❧❧❡ ❡/' ❡①'❡♥/✐❜❧❡ ❛✉①

❛''(✐❜✉'/ ❞❡ (❛❞✐❛♥❝❡ ❣(I❝❡ J ❧✬✐♥'❡(♣♦❧❛'✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥/ ❞❡ (❛❞✐❛♥❝❡ *✉❡ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/

❞&✜♥✐/ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❤❛♣✐'(❡ ✺✳ ◆♦✉/ ✈♦②♦♥/ ❧✬✐♠♣♦('❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬&'❛❜❧✐//❡♠❡♥' ❞✬✉♥ ❝(✐'=(❡

/✉( ❧❛ (❛❞✐❛♥❝❡ ❞❛♥/ ❧❡/ (&/✉❧'❛'/ ❞❡ ❧❛ /❡❝'✐♦♥ /✉✐✈❛♥'❡✳

✹ ❈"✐$%"❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥$ ❣.♦♠.$"✐❡ ❡$ "❛❞✐❛♥❝❡

◆♦✉/ ♠❡''♦♥/ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠&'(✐*✉❡ /✉( ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐=(❡ /✉(❢❛❝✐*✉❡ (❡♣(&/❡♥'&

♣❛( ❞❡/ ❢♦♥❝'✐♦♥/ ❞❡ (❛❞✐❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ❡/' ❝♦♠❜✐♥&❡ ❞✬❛♣(=/ ❧✬&*✉❛'✐♦♥ ✻✳✸ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠&✲



❈!✐#$!❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥# ❣-♦♠-#!✐❡ ❡# !❛❞✐❛♥❝❡ ✶✺✺

"#✐%✉❡ ❣)♦♠)"#✐%✉❡✳ ❊♥ ❝❤❛%✉❡ 2♦♠♠❡"✱ ♥♦✉2 ❞✐2♣♦2♦♥2 ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ R(ω) ❡" ❞✬✉♥
#❡♣8#❡ ✐♥❞✐%✉❛♥" ❧✬♦#✐❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤)♠✐2♣❤8#❡ ✈✐2✐❜❧❡ ✭2✐ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❡2" ❞)✜♥✐❡ ❞❛♥2

✉♥ #❡♣8#❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭❡" ❞♦♥❝ 2♣❤)#✐%✉❡✮✱ ❧❛ ♥♦#♠❛❧❡ n ✐♥❞✐%✉❛♥" ❧❛ ♠♦✐"✐) ✈✐2✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛

2♣❤8#❡ 2✉✣"✮✳

◆♦✉2 ✐♥")❣#♦♥2 ❧✬)❝❛#" ❞❡ ❝♦✉❧❡✉# ❞)✜♥✐ ❞❛♥2 ❧❛ 2❡❝"✐♦♥ ✸ 2✉# ❧✬❤)♠✐2♣❤8#❡ ❛✜♥ ❞❡

❞)✜♥✐# ✉♥ )❝❛#" 2✉# ❧❛ #❛❞✐❛♥❝❡✳ ■❧ 2✬❛❣✐" ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥" ❞❡ #❡♠♣❧❛❝❡# ❧✬)❝❛#" ❞❡ ❝♦✉✲

❧❡✉# ♣❛# ✉♥ )❝❛#" ❡♥"#❡ ❢♦♥❝"✐♦♥2 ❞❛♥2 ❧✬)%✉❛"✐♦♥ ✭✻✳✹✮✳ ❖♥ 2♦✉❤❛✐"❡ %✉❡ ❝❡" )❝❛#"

♣#❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ #❡♥❞✉✱ %✉✐ ❡2" ❞)✜♥✐ ❝♦♥"✐♥✉ ♣❛# ♠♦#❝❡❛✉① ❣#H❝❡ I

❧✬✐♥"❡#♣♦❧❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣)♦♠)"#✐❡ ❡" ❞❡ ❧❛ #❛❞✐❛♥❝❡ "❡❧ %✉✬)"❛❜❧✐ ❛✉ ❝❤❛♣✐"#❡ ♣#)❝)❞❡♥"✳

■❧ ♣#❡♥❞#❛ ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❧❛ ❢❛J♦♥ ❞♦♥" ❧❛ #❛❞✐❛♥❝❡ ❡2" #❡♥❞✉❡ ❡♥ "♦✉" ♣♦✐♥" ✿ ♣❛#

✐♥"❡#♣♦❧❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ 2②♠)"#✐2)❡✳

✹✳✶ ❈$✐&'$❡ )✉$ ❧❛ $❛❞✐❛♥❝❡

▲❛ ❢♦#♠✉❧❡ ❣)♥)#❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠)"#✐%✉❡ ❡2" ❧❛ 2✉✐✈❛♥"❡ ✿

ERF =
∑

∆ij1

Aire(∆ij1)
∥∥∥R̃0 − R̃1 −∇R̃ij1 · (p0 − p1)

∥∥∥
2

L2

✭✻✳✼✮

♦O ❧❛ ♥♦#♠❡ L2 2✉# ❧❡2 ❢♦♥❝"✐♦♥2 ❞❡ ❝❛##) ✐♥")❣#❛❜❧❡ 2✉# ❧✬❤)♠✐2♣❤8#❡ H ❡2" ✉"✐❧✐2) ✿

‖R‖L2
=

(
1

2π

∫

ω∈H
R(ω)2dω

)1/2

✭✻✳✽✮

❈❡""❡ ♠)"#✐%✉❡ ❡2" ❛♥❛❧♦❣✉❡ I ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬)%✉❛"✐♦♥ ✭✻✳✹✮✳ ❊❧❧❡ ♠❡" ❡♥ R✉✈#❡ ❧❛ ❞✐2"❛♥❝❡

2✉✐✈❛♥"❡ ❡♥"#❡ ❢♦♥❝"✐♦♥2 ❞❡ #❛❞✐❛♥❝❡ ✿

dRF (R1, R2) =
∥∥∥R̃1 − R̃2

∥∥∥
L2

✭✻✳✾✮

▲❡2 ❞✐✛)#❡♥"2 ❝❤♦✐① 2♦♥" ❥✉2"✐✜)2 ✿

❘❡♣#$%❡♥'❛'✐♦♥ %②♠$'#✐%$❡✳ ▲❛ ♠)"#✐%✉❡ ♣#❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❧❛ #❛❞✐❛♥❝❡ ✐♥"❡#♣♦❧)❡

❡♥ "♦✉" ♣♦✐♥" ❞❡ ❧❛ 2✉#❢❛❝❡ 2❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡ ❞)✜♥✐❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐"#❡ ♣#)❝)❞❡♥"✳ V♦✉#

❝❡ ❢❛✐#❡✱ ♥♦✉2 ✉"✐❧✐2♦♥2 ❡①❝❧✉2✐✈❡♠❡♥" ❧❡2 #❡♣#)2❡♥"❛"✐♦♥2 2②♠)"#✐2)❡2 R̃✳ ❈❡❝✐

♣❡#♠❡""#❛ ❞❡ ❞)"❡#♠✐♥❡# %✉❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝"✐♦♥2 2♦♥" ❞✐✛)#❡♥"❡2 2✐ ❡" 2❡✉❧❡♠❡♥" 2✐

❝❡""❡ ❞✐✛)#❡♥❝❡ ♥✬❡2" ♣❛2 ❞✉❡ I ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ ♠❛")#✐❛✉ ♦✉ ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛"✐♦♥✳

❊♥ ❡✛❡"✱ 2✐ ❧✬♦♥ 2✬❛✉"♦#✐2❡ ✉♥❡ ❝♦♥"#❛❝"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛#W"❡ #❡❧✐❛♥" ❞❡✉① 2♦♠♠❡"2

✈♦✐2✐♥2 ❞♦♥" ❧❛ #❛❞✐❛♥❝❡ 2②♠)"#✐2)❡ ❡2" ✐❞❡♥"✐%✉❡ ♦✉ ♣#❡2%✉❡✱ ❧❛ ✈✐2✉❛❧✐2❛"✐♦♥

✐♥"❡#♣♦❧)❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥" ✭❉✬❛♣#82 ❧❛ ❞)✜♥✐"✐♦♥ ❞❡ ❧✬)%✉❛"✐♦♥ ✭✺✳✷✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✷✺✳✮

2❡#❛ ✐❞❡♥"✐%✉❡ ♠❛❧❣#) ❧❛ ❝♦♥"#❛❝"✐♦♥✳

◆♦"♦♥2 ♣❛# ❛✐❧❧❡✉#2 %✉✬❛❧♦#2 %✉❡ R̃1 − R̃2 ♥✬❡2" ♣❛2 ❧❡ 2②♠)"#✐2) ❞❡ R1 − R2

✭❧❡✉#2 ♥♦#♠❛❧❡2 ❞✐✈❡#❣❡♥"✮✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ‖R‖L2
= ‖R̃‖L2

❡" R ❡" R̃ 2♦♥" ❞)✜♥✐❡2

2✉# ❧❡ ♠W♠❡ ❤)♠✐2♣❤8#❡✳



✶✺✻ ✻✳ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 0✉2❢❛❝✐4✉❡ ❛✈❡❝ ❛**2✐❜✉* ❞❡ 2❛❞✐❛♥❝❡

◆♦"♠❡ ✉&✐❧✐)*❡✳ ♥♦✉& ✉'✐❧✐&♦♥& ❧❛ ♥♦+♠❡ L2 &✉+ ❧❡& ❢♦♥❝'✐♦♥& ❞❡ ❝❛++1 ✐♥'1❣+❛❜❧❡

♣❛+ ❝♦❤1+❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠1'+✐7✉❡ ❝♦✉❧❡✉+✳ ❖♥ &♦✉❤❛✐'❡ ❡♥ ❡✛❡' 7✉❡ ❧❛ ❞✐&'❛♥❝❡

❡♥'+❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝'✐♦♥& ❞❡ +❛❞✐❛♥❝❡ ❞✐✛✉&❡& &♦✐' 1❣❛❧❡ < ❝❡❧❧❡ ❡♥'+❡ ❧❡& ❝♦✉❧❡✉+& ✿

✐✳❡✳ ERF = Ecol &✐ ❧❡& ❢♦♥❝'✐♦♥& ❞❡ +❛❞✐❛♥❝❡ &♦♥' ❝♦♥&'❛♥'❡&✳

❍*♠✐)♣❤/"❡ ❞✬✐♥&*❣"❛&✐♦♥✳ ❉✬❛♣+@& ❧✬17✉❛'✐♦♥ ✭✻✳✾✮✱ ❧❛ ❞✐&'❛♥❝❡ ❡♥'+❡ ❢♦♥❝'✐♦♥& ❞❡

+❛❞✐❛♥❝❡ ❡&' ❞1✜♥✐❡ &✉+ ✉♥ ❤1♠✐&♣❤@+❡✳ ❖+✱ ❞❡✉① ❢♦♥❝'✐♦♥& &♦♥' ❣1♥1+❛❧❡♠❡♥'

❞1✜♥✐❡& &✉+ ❞❡& ❤1♠✐&♣❤@+❡& ❞✐✛1+❡♥'& ✿ H0 6= H1✳ ◆♦✉& ❞❡✈♦♥& ❞♦♥❝ ❝❤♦✐&✐+

❛ ♣%✐♦%✐ &✉+ 7✉❡❧ ❤1♠✐&♣❤@+❡ 1✈❛❧✉❡+ ❧✬17✉❛'✐♦♥ ✭✻✳✼✮✳ H❛+ ❝♦❤1+❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛

♥♦+♠❛❧❡ ✐♥'❡+♣♦❧1❡ ❛✉ ♣♦✐♥' ❞✬1✈❛❧✉❛'✐♦♥ p0✱ ♥♦✉& ❝❤♦✐&✐&&♦♥& H = H0✳

▲♦+&7✉❡ H1 6= H0✱ ❧✬✐♥'1❣+❛❧❡ ♥1❝❡&&✐'❡ ❞✬1✈❛❧✉❡+ R̃1 ❤♦+& ❞❡ &♦♥ ❤1♠✐&♣❤@+❡

❝❛+ H1 * H0✳ H♦✉+ ❝❡ ❢❛✐+❡✱ ♥♦✉& ♣+♦❧♦♥❣❡♦♥& ❧❛ ❞1✜♥✐'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ♣❛+

✉♥❡ ❝♦♥&'❛♥'❡ &✉+ ❧✬❤1♠✐&♣❤@+❡ ♦♣♣♦&1✱ < &❛✈♦✐+ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉+ ♠♦②❡♥♥❡ ❝❛❧❝✉❧1❡

&✉+ ❧✬❤1♠✐&♣❤@+❡ ❞❡ ❞1✜♥✐'✐♦♥✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡&' ❢❛✐' ♣❛+ &♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦❤1+❡♥❝❡ ❛✈❡❝

❧❛ ♠1'+✐7✉❡ ❝♦✉❧❡✉+✳

✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡++❡✉+

●"❛❞✐❡♥&✳ ▲❡ ❣+❛❞✐❡♥' ∇R̃ij1(ω) ❞❡& ❢♦♥❝'✐♦♥& &②♠1'+✐&1❡& ❡&' ✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ &✉+

❧✬❤1♠✐&♣❤@+❡✳ ■❧ ♣❡✉' M'+❡ ❞1✜♥✐ ❡♥ +❡♠♣❧❛N❛♥' C ♣❛+ R̃ ❞❛♥& ❧✬17✉❛'✐♦♥ ✭✻✳✺✮✱ &♦✐' ✿

∇R̃ij1(ω) =
1

(2Aire(∆ij1))2

((
‖ej‖

2(R̃i(ω)− R̃1(ω))− ei · ej(R̃j(ω)− R̃1(ω))
)
ei

+
(
‖ei‖

2(R̃j(ω)− R̃1(ω))− ei · ej(R̃i(ω)− R̃1(ω))
)
ej

)
✭✻✳✶✵✮

❈❡''❡ ❢♦+♠✉❧❡ ❡&' ♣❛+ ❧❛ &✉✐'❡ ✐♥'1❣+1❡ &✉+ ω ∈ H &❡❧♦♥ ❧✬❤1♠✐&♣❤@+❡ ❝❤♦✐&✐✳

■♥&*❣"❛&✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡++❡✉+ ✭17✉❛'✐♦♥ ✭✻✳✼✮✮ +❡7✉✐❡+' ❧✬✐♥'1❣+❛'✐♦♥ ❞✉ ♠1✲

❧❛♥❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥& ❤1♠✐&♣❤1+✐7✉❡& ✭✈♦✐+ 17✉❛'✐♦♥ ✭✻✳✽✮✮✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ &❡& '❡+♠❡& 1'❛♥'

✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐&♦♥ ❧✐♥1❛✐+❡ ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥&✱ ❞1✜♥✐+ ✉♥❡ ✐♥'1❣+❛❧❡ ❛♥❛❧②'✐7✉❡ &✬❛✈@+❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①❡ ✈♦✐+❡ ✐♠♣♦&&✐❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐' ❞❡& ♥1❝❡&&❛✐+❡& +1✲❛❧✐❣♥❡♠❡♥'& ❞❡& +❡♣@+❡& ❧♦❝❛✉①✳ ❆✐♥&✐✱

♥♦✉& 1✈❛❧✉♦♥& ❝❡''❡ ✐♥'1❣+❛❧❡ ♥✉♠1+✐7✉❡♠❡♥' ❡♥ ✉'✐❧✐&❛♥' ✉♥❡ 7✉❛❞+❛'✉+❡ ❞❡ ▲❡❜❡✲

❞❡✈ ❬✶✾✼✻❪ &✉+ ❧❛ &♣❤@+❡✳

✹✳✸ ❘./✉❧0❛0/ 1✉❛❧✐0❛0✐❢/

▲❛ ♠1'+✐7✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ✉'✐❧✐&1❡ ♣♦✉+ ❧❛ &✐♠♣❧✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣& ❞❡ ❧✉♠✐@+❡ ❡&' ❧❛ ♣+❡♠✐@+❡

❡♥ &♦♥ ❣❡♥+❡✳ ■❧ ♥✬❡&' ❛✐♥&✐ ♣❛& ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐+❡ ✉♥❡ ♠②+✐❛❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛+❛✐&♦♥&✳ ◆♦✉&

❛✈♦♥& '♦✉'❡❢♦✐& ♠✐& ❡♥ ❡①❡+❣✉❡ ❧❡ ❜❡&♦✐♥ ❞✬✉♥ ❝+✐'@+❡ &✉+ ❧❛ +❛❞✐❛♥❝❡✳ H♦✉+ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉&

❛✈♦♥& ♣+♦❝1❞1 < ❞❡& &✐♠♣❧✐✜❝❛'✐♦♥& ❛✈❡❝ ❞❡& ❝+✐'@+❡& ❛❞✲❤♦❝ ❝♦♠♣♦&1& ❞❡ ♠1'+✐7✉❡&

❡①✐&'❛♥'❡& ✿
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✖ ❈%✐'(%❡ ♣✉%❡♠❡♥' ❣/♦♠/'%✐1✉❡ ✭◗❊▼✮✳ ❈❡❝✐ ❣❛%❛♥'✐' ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣%♦①✐♠❛✲

'✐♦♥ ❣/♦♠/'%✐1✉❡✱ ♠❛✐> ❧❡> ❝❛%❛❝'/%✐>'✐1✉❡> ❝♦❧♦%✐♠/'%✐1✉❡> ♥❡ >♦♥' ♣❛> ♣%✐>❡>

❡♥ ❝♦♠♣'❡✳

✖ ❈%✐'(%❡ ❣/♦♠/'%✐1✉❡ ✰ ❝♦✉❧❡✉% ✭◗❊▼ /'❡♥❞✉❡ ❡' Ecol✮ ❡♥ ♣$❡♥❛♥& ♣♦✉$ ❝♦✉❧❡✉$

❧❛ ❝♦✉❧❡✉$ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛/✉❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ $❛❞✐❛♥❝❡✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉$ ❡4& ♣$✐4❡ ❡♥

❝♦♠♣&❡✱ ❧❡4 ❝❛$❛❝&6$✐4&✐/✉❡4 ❞✐$❡❝&✐♦♥♥❡❧❧❡4 ♥♦♥✳

✖ ❈$✐&9$❡ ❣6♦♠6&$✐/✉❡ ✰ ❝♦✉❧❡✉$ ✰ ♥♦$♠❛❧❡ ✭◗❊▼ 6&❡♥❞✉❡✮ ✿ ❛✐♥4✐✱ &❛♥& ❧❛

❝♦✉❧❡✉$ /✉❡ ❧❡4 ❡✛❡&4 ❧✐64 ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥& ❞❡ ♥♦$♠❛❧❡ 4❡$♦♥& ♣$✐4 ❡♥ ❝♦♠♣&❡✳

❙❡✉❧❡ ❧❛ 4❡♠✐✲❝♦♥&$❛❝&✐♦♥ ♣❡✉& D&$❡ ❝♦♥4✐❞6$6❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛$❛♥&✐$ ❧❛ ♣♦44✐❜✐❧✐&6 ❞❡ ✈✐4✉❛✲

❧✐4❡$ ❧❛ $❛❞✐❛♥❝❡ 4✉$ ❧❡4 ♠❛✐❧❧❛❣❡4 4✐♠♣❧✐✜64 ✭❧❛ $❛❞✐❛♥❝❡ ❡4& &♦✉❥♦✉$4 ♣$64❡♥&❡ 4✉$ ❧❡4

4♦♠♠❡&4 4✐♠♣❧✐✜64✮✳ ◆♦✉4 ❡4&✐♠♦♥4 /✉✬✐❧ 4✬❛❣✐& ❧K ❞❡4 ❝$✐&9$❡4 ❧❡4 ♣❧✉4 ❛❞❛♣&64 ❛✉①

❝❤❛♠♣4 ❞❡ ❧✉♠✐9$❡ ✉&✐❧✐4❛♥& ❞❡4 ♦✉&✐❧4 ❡①✐4&❛♥&4✳

➚ ❝N&6 ❞❡ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉4 ❛✈♦♥4 ♥♦&$❡ 4✐♠♣❧✐✜❝❛&✐♦♥ ❞♦♥& ❧❛ ♠6&$✐/✉❡ ❡4& ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐4♦♥

❧✐♥6❛✐$❡ ❞✉ ❝$✐&9$❡ ❣6♦♠6&$✐/✉❡ ✭◗❊▼✮ ❡& ❞❡ ERF ✳ ❊♥ ♣$❛&✐/✉❡✱ ♥♦✉4 ❛✈♦♥4 ♥♦$♠❛❧✐46

♥♦4 ♠♦❞9❧❡4 ✭❧❡4 ❝♦♦$❞♦♥♥6❡4 ❣6♦♠6&$✐/✉❡4 4♦♥& ❛❧♦$4 ❝♦♠♣$✐4❡4 ❡♥&$❡ 0 ❡& 1✮✳ ◆♦✉4

✉&✐❧✐4♦♥4 ❧❛ $❛&✐♦ 4✉✐✈❛♥& ✿ 1% ❞✬❡$$❡✉$ ❣6♦♠6&$✐/✉❡ ❡& 99% ❞✬❡$$❡✉$ 4✉$ ❧❛ $❛❞✐❛♥❝❡

✭µ = 0, 01 ❞❛♥4 ❧✬6/✉❛&✐♦♥ ✭✻✳✸✮✮✳ ❈❡ $❛&✐♦ ❛ 6&6 ❞6✜♥✐ ❡♠♣✐$✐/✉❡♠❡♥&✳ ■❧ ❡4& ❛✐46 ❞❡

❧❡ ❞6✜♥✐$ ❣$R❝❡ K ❧✬✐♥❞6♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦4 ❞❡✉① ❝$✐&9$❡4 ❡& ❧❡✉$ ❤♦♠♦❣6♥6✐&6 ❞❡ ❧❡✉$

♣$♦♣♦$&✐♦♥ K ❧❛ &❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❖♥ ♣❡✉& $❡♠❛$/✉❡$ /✉❡ ❝❡❝✐ ♥✬❡4& ♣❛4 ❧❡ ❝❛4 ♣♦✉$

❧❡4 ♠6&$✐/✉❡4 ❞❡ ◗❊▼ 6&❡♥❞✉❡4✳

✹✳✸✳✶ ❉♦♥♥'❡) )②♥+❤'+✐.✉❡)

▲❛ ✜❣✉$❡ ✻✳✽ ✐❧❧✉4&$❡ ✉♥ ❝❛4 4②♥&❤6&✐/✉❡ /✉❡ ♥♦✉4 ❛✈♦♥4 ♠✐4 ❡♥ ♣❧❛❝❡ 4♣6❝✐✜/✉❡♠❡♥&

♣♦✉$ ♠♦♥&$❡$ ❧❡ ❜❡4♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡4✉$❡ 4✉$ ❧❛ $❛❞✐❛♥❝❡✳ ❯♥ ♠♦❞9❧❡ 4♣❤6$✐/✉❡ ❝♦♠♣♦46

❞❡ &$✐❛♥❣❧❡4 ❤♦♠♦❣9♥❡4 ❝♦♥&✐❡♥& ❞❡4 ❢♦♥❝&✐♦♥4 ❞❡ $❛❞✐❛♥❝❡ ♣❧❛❝6❡4 ❡♥ 4❡4 4♦♠♠❡&4✳

❈❡❧❧❡4✲❝✐ ❡♥❝♦❞❡♥& ✉♥ ♠♦❞9❧❡ ❞❡ &②♣❡  ❤♦♥❣ ❛✈❡❝ ✐❧❧✉♠✐♥❛&✐♦♥ ♣❛$ ❞❡✉① 4♦✉$❝❡4

❧✉♠✐♥❡✉4❡4 ♣♦♥❝&✉❡❧❧❡4 6❧♦✐❣♥6❡4✳ ❉❡✉① ❜❛♥❞❡4 ❞❡ 4♦♠♠❡&4 ♥❡ ❝♦♥&✐❡♥♥❡♥& /✉❡ ❞❡4

$❛❞✐❛♥❝❡4 ❞✐✛✉4❡4 ✭✐✳❡✳ ❢♦♥❝&✐♦♥4 ❝♦♥4&❛♥&❡4✮✳ ▲❡4 ❞❡✉① ❞❡♠✐✲4♣❤9$❡4 ♦♥& 6❣❛❧❡♠❡♥&

❞❡4 ❝♦✉❧❡✉$4 ❞✐✛✉4❡4 ❞✐✛6$❡♥&❡4 ❛✜♥ ❞✬✐❧❧✉4&$❡$ &❛♥& ❞❡4 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥&4 ❡♥ &❡$♠❡4 ❞❡

❝❛$❛❝&6$✐4&✐/✉❡4 ❞❡ ❝♦✉❧❡✉$ ❡& ❞❡ ❝❛$❛❝&6$✐4&✐/✉❡4 ❞✐$❡❝&✐♦♥♥❡❧❧❡4✳

▲❡ ❝$✐&9$❡ ❣6♦♠6&$✐/✉❡ ♣❡$♠❡& ❞❡ ❜✐❡♥ 4✐♠♣❧✐✜❡$ ❧❛ 4♣❤9$❡ ❣6♦♠6&$✐/✉❡♠❡♥& ✿ ❧❡ ♠❛✐❧✲

❧❛❣❡ /✉✐ ❡♥ $64✉❧&❡ ❡4& $❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& $6❣✉❧✐❡$✳ ◆✐ ❧❡4 ❝♦✉❧❡✉$4✱ ♥✐ ❧❡4 ❝❛$❛❝&6$✐4&✐/✉❡4

❞✐$❡❝&✐♦♥♥❡❧❧❡4 ♥❡ 4♦♥& ❝❡♣❡♥❞❛♥& ♣$✐4❡4 ❡♥ ❝♦♠♣&❡✳

▲❡4 ❝$✐&9$❡4 ❝♦❧♦$✐♠6&$✐/✉❡4 ♣❡$♠❡&&❡♥& ❞❡ ❜✐❡♥ ♣$64❡$✈❡$ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ &$✐❛♥❣❧❡4 46✲

♣❛$❛♥& ❧❡4 ❝♦✉❧❡✉$4 ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡4 ✭❜❧❡✉ ❡& $♦✉❣❡✮✱ ♠❛✐4 ♥❡ ❢❛✐& ♣❛4 ❧❛ ❞✐✛6$❡♥❝❡ ❡♥&$❡

❜❛♥❞❡4 ♥♦♥ 4♣6❝✉❧❛✐$❡4 ❡& 4♣6❝✉❧❛✐$❡4✳

▲❡ ❝$✐&9$❡ ❞❡ ♥♦$♠❛❧❡ ✈❛ ♣❧✉&N& ♣❧❛✐❞❡$ ♣♦✉$ ❞❡4 ❝♦✉$❜✉$❡4 ✉♥✐❢♦$♠6♠❡♥& 6❝❤❛♥&✐❧❧♦♥✲

♥6❡4 ✭❡♥ &❡$♠❡4 ❞❡ 4♦♠♠❡&4✱ ❞♦♥❝ ❞❡ &❛✐❧❧❡4 ❞❡ &$✐❛♥❣❧❡✮ ✿ 4✉$ ❧❛ 4♣❤9$❡✱ ❝❡ ❝$✐&9$❡

❝❤❡$❝❤❡ K 4✐♠♣❧✐✜❡$ ❧❡4 ③♦♥❡4 ♣$♦❝❤❡4 ❞❡4 ♣N❧❡4✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉4 ❞❡♥4❡4✳ ❊❧❧❡ ♥❡ $9❣❧❡

❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛4 ❧❡ ♣$♦❜❧9♠❡ ❞❡ ❞6&❡❝&✐♦♥ ❞✬❡$$❡✉$4 ❡♥&$❡ ③♦♥❡4 4♣6❝✉❧❛✐$❡4 ❡& ❜❛♥❞❡4

♥♦♥ 4♣6❝✉❧❛✐$❡4✳
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❋✐♥❛❧❡♠❡♥*✱ ❧❡ ❝-✐*.-❡ ♠❡/✉-❛♥* ✉♥ 1❝❛-* /✉- ❧❛ -❛❞✐❛♥❝❡ ♣❡-♠❡* ❞❡ ❜✐❡♥ ♣-1/❡-✈❡-

❧✬❛/♣❡❝* ❣❧♦❜❛❧✱ ♣-❡♥❛♥* ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❡ ❢❛:♦♥ 1;✉✐❧✐❜-1❡ ❧❛ ❣1♦♠1*-✐❡✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉- ❡* ❧❡/

❝❛-❛❝*1-✐/*✐;✉❡/ ❞✐-❡❝*✐♦♥♥❡❧❧❡/✳



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ✶✺✾

✹✳✸✳✷ ▼♦❞'❧❡* ♥✉♠./✐*.*

▲❡% ❞✐✛)*❡♥❝❡% %♦♥. ♠♦✐♥% ✢❛❣*❛♥.❡% %✉* ♥♦% ❞♦♥♥)❡% ♥✉♠)*✐%)❡% ♠❛✐% ♥♦✉% ♣♦✉✈♦♥%

.♦✉. ❞❡ ♠6♠❡ ❧❡% ❛♥❛❧②%❡* ❡. *❡♠❛*9✉❡* ❧❡% ❛✈❛♥.❛❣❡% ❞✉ ❝*✐.:*❡ %✉* ❧❛ *❛❞✐❛♥❝❡✳ ▲❛

✜❣✉*❡ ✻✳✾ ✐❧❧✉%.*❡ ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❞✉ ♠❛%9✉❡✳

▲❛ ♣❛*.✐❡ %✉♣)*✐❡✉*❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ❢*♦♥.✮ ❝♦♥.✐❡♥. ❞❡% ♠♦.✐❢% ❞❡ ❝♦✉❧❡✉*% ♥❡.%✳ ▲❛ %✐♠♣❧✐✲

✜❝❛.✐♦♥ ❛✈❡❝ ERF ❣)♥:*❡ ❞❡% *)%✉❧.❛.% ❝♦♠♣❛*❛❜❧❡% ✕ ❡♥ .❡*♠❡% ❞❡ ♣*)%❡*✈❛.✐♦♥ ❞❡

♠♦.✐❢% ✕ D ❧❛ %✐♠♣❧✐✜❝❛.✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝*✐.:*❡ %✉* ❧❛ %❡✉❧❡ ❝♦✉❧❡✉*✳ ❊♥ ❝❡ %❡♥%✱ ❡❧❧❡ ❡%. %❛✲

.✐%❢❛✐%❛♥.❡✳

▲❛ ♣❛*.✐❡ ✐♥❢)*✐❡✉*❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ✈✐%❛❣❡✮ ❝♦♥.✐❡♥. ❞❡% ❝❛*❛❝.)*✐%.✐9✉❡% ❞✐*❡❝.✐♦♥♥❡❧❧❡% ❢♦*.❡%✳

❖♥ ♣❡✉. ✈♦✐* %✉* ❧❛ ✜❣✉*❡ 9✉❡ ❧❡% *❡✢❡.% ♥❡ %♦♥. ❜✐❡♥ ♣*)%❡*✈)% %✉* ❧❡% ♠❛✐❧❧❛❣❡% %✐♠✲

♣❧✐✜)% 9✉❡ ❧♦*%9✉❡ ❧❡ ❝*✐.:*❡ %✉* ❧❛ *❛❞✐❛♥❝❡ ❛ ).) ✉.✐❧✐%)❡ ✿ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡% *❡✢❡.% %✉*

❧❡ ♥❡③ ♦✉ ❛✉.♦✉* ❞❡% %♦✉*❝✐❧%✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡%. ♣❧✉% ❞❡♥%❡ ❧D ♦K ❧❛ *❛❞✐❛♥❝❡ ❡①❤✐❜❡ ❞❡%

❝❛*❛❝.)*✐%.✐9✉❡% ❞✐*❡❝.✐♦♥♥❡❧❧❡% ❝❤❛♥❣❡❛♥.❡%✳

❆✜♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ❛♣♣*)❝✐❡* ❧❡% ❝❛♣❛❝✐.)% ❞❡ ❝❡. ❛❧❣♦*✐.❤♠❡ ❡. ❞✉ ❝*✐.:*❡ ❝❤♦✐%✐✱ ♥♦✉% ♠♦♥✲

.*♦♥% 9✉❡❧9✉❡% %✐♠♣❧✐✜❝❛.✐♦♥% %✉❝❝❡%%✐✈❡% ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❞(❛❣♦♥✳ N♦✉* *❛♣♣❡❧✱ ❝❡ ❞❡*♥✐❡*

❡①❤✐❜❡ ❞❡% ❝❛*❛❝.)*✐%.✐9✉❡% ❢♦*.❡% D ❧❛ ❢♦✐% ❡♥ .❡*♠❡% ❞❡ ❣)♦♠).*✐❡✱ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉* ❡.

❞❡ *❡✢❡.% ❞✐*❡❝.✐♦♥♥❡❧%✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✻✳✶✵ ♥♦✉% ♠♦♥.*❡ 9✉❡ ❧❡% ♠♦❞:❧❡% %✐♠♣❧✐✜)% ❛♣✲

♣*♦❝❤❡♥. ❜✐❡♥ ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ♦*✐❣✐♥❛❧ ❥✉%9✉✬D ❞❡% .❛✉① ❞❡ %✐♠♣❧✐✜❝❛.✐♦♥ ❞*❛%.✐9✉❡%✳ ▲❡%

❞❡*♥✐:*❡% %✐♠♣❧✐✜❝❛.✐♦♥% ♠♦♥.*❡♥. ❞❡% ❧❛❝✉♥❡% ❡♥ .❡*♠❡% ❞❡ ❝♦✉❧❡✉* ✭✢♦✉✮✳ ❈❡% ♠♦✲

❞:❧❡% ♣❡✉✈❡♥. ❝❡♣❡♥❞❛♥. 6.*❡ %❛.✐%❢❛✐%❛♥.% ♣♦✉* ✉♥❡ ✈✐%✉❛❧✐%❛.✐♦♥ D ❞✐%.❛♥❝❡ ♦✉ %✉*

❞❡ ♣❡.✐.% )❝*❛♥%✳

✺ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥

◆♦✉% ❛✈♦♥% ♣*♦♣♦%) ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠).❤♦❞❡ ❞❡ %✐♠♣❧✐✜❝❛.✐♦♥ ✐♥.)❣*❛♥. ✉♥ ❝*✐.:*❡ %✉*

❧❛ *❛❞✐❛♥❝❡ ❡♥ ♣❧✉% ❞✬✉♥ ❝*✐.:*❡ ❣)♦♠).*✐9✉❡✳ ❈❡..❡ ❝♦♥.*✐❜✉.✐♦♥ ❡%. ❧❛ ♣*❡♠✐:*❡ D

♣*♦♣♦%❡* ✉♥❡ ♠).*✐9✉❡ ❞❡ %✐♠♣❧✐✜❝❛.✐♦♥ ❜❛%)❡ %✉* ❞❡% ❝*✐.:*❡% ❞✐*❡❝.✐♦♥♥❡❧% ♦✉ ❢♦♥❝✲

.✐♦♥♥❡❧%✳ ❆✐♥%✐✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣*♦♣♦%) ✉♥❡ ❝♦♠♣❛*❛✐%♦♥ D ❞❡% ♦✉.✐❧% ❡①✐%.❛♥.% ❛❞❛♣.)%

✓ ❛✉ ♠✐❡✉① ✔ ♣♦✉* ❣)*❡* ❝❡% ❛..*✐❜✉.%✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ♠♦♥.*) 9✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ *)❡❧ ❜❡%♦✐♥ ❞❡

♣*❡♥❞*❡ ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❝❡% ♣❛*❛♠:.*❡% ❞✐*❡❝.✐♦♥♥❡❧% ✭✜❣✉*❡% ✻✳✽ ❡. ✻✳✾✮ ✿ ❝❡❝✐ ❡%. ✢❛❣*❛♥.

%✉* ❧❡% ❝❛% %②♥.❤).✐9✉❡% ❡. ❞).❡❝.❛❜❧❡ %✉* ❧❡% ❞♦♥♥)❡% ♥✉♠)*✐%)❡%✳ ◆♦% .❡%.% ♠♦♥.*❡♥.

❡♥%✉✐.❡ 9✉❡ ❧❡% %✐♠♣❧✐✜❝❛.✐♦♥% %✉❝❝❡%%✐✈❡% %♦♥. ❞❡ 9✉❛❧✐.) *❛✐%♦♥♥❛❜❧❡✱ ❣)♥)*❛♥. ❞❡%

♠❛✐❧❧❛❣❡% .*♦✉✈❛♥. ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣*♦♠✐% ❡♥.*❡ ❝♦♠♣❧❡①✐.) ❡. *)❛❧✐%♠❡✳

✺✳✶ ❇✐❧❛♥

❉❛♥% %♦♥ ❛*.✐❝❧❡ ❬✶✾✾✻❪✱ ❍✉❣✉❡- ❍♦♣♣❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛* ✐❞❡♥.✐✜❡* ❧❡% ♣*♦❜❧)♠❛.✐9✉❡%

❧✐)❡% ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡% ♦❜.❡♥✉% ♣❛* %❝❛♥% ✸❉✳ ■❧ ❧✐%.❡ ♣❧✉% ♣❛*.✐❝✉❧✐:*❡♠❡♥. ❧❡% ❜❡%♦✐♥%

%✉✐✈❛♥.% ✿



✶✻✵ ✻✳ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 0✉2❢❛❝✐4✉❡ ❛✈❡❝ ❛**2✐❜✉* ❞❡ 2❛❞✐❛♥❝❡

✭❛✮ ❖!✐❣✐♥❛❧ ✿ ✶✾✷ ✼✺✼ -♦♠♠❡1-✳

✭❜✮ ❙✐♠♣❧✐✜6 ❛✈❡❝ Ecol ✿ ✸ ✵✶✶ -♦♠♠❡1- ✭1, 5%✮✳

✭❝✮ ❙✐♠♣❧✐✜6 ❛✈❡❝ ERF ✿ ✸ ✵✶✶ -♦♠♠❡1- ✭1, 5%✮✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✾ ✿ ❈♦♠♣❛%❛✐'♦♥ ❞❡ '✐♠♣❧✐✜❝❛.✐♦♥' ❛✈❡❝ ❡. '❛♥' ❝%✐.0%❡ '✉% ❧❡' ❢♦♥❝.✐♦♥'

❞❡ %❛❞✐❛♥❝❡✳

✶✳ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡' ❛✜♥ ❞❡ ✈✐+✉❛❧✐+❡. ❡♥ /❡♠♣+ .2❡❧✱

✷✳ ❆♣♣%♦①✐♠❛.✐♦♥ 8 ❞✐✛:%❡♥.' ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞:.❛✐❧' ❛✜♥ ❞❡ ♥✬❛✣❝❤❡. ❞❡ ❧❛ ❤❛✉/❡

.2+♦❧✉/✐♦♥ :✉❡ +✐ ❝❡❧❛ ❡+/ ♥2❝❡++❛✐.❡✱

✸✳ ❈♦♠♣%❡''✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡' ♣♦✉. ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞2/❛✐❧ ❞♦♥♥2✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐/❡. ❧❡

❝♦</ ❞❡ +/♦❝❦❛❣❡✱

✹✳ ❚%❛♥'♠✐''✐♦♥ ♣%♦❣%❡''✐✈❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛.❛♥/✐. ✉♥❡ :✉❛❧✐/2 ✈✐+✉❡❧❧❡ ♣.♦❣.❡++✐✈❡ ❧♦.+

❞❡ ❧❛ /.❛♥+♠✐++✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥2❡+ ❡♥ ❛✣❝❤❛♥/ ❞✬❛❜♦.❞ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣.♦++✐❡. ♣✉✐+

♣❧✉+ ❞❡ ❞2/❛✐❧+ ❧♦.+ ❞❡ ❧✬❛..✐✈2❡ ❞❡+ ❞♦♥♥2❡+✱

✺✳ ❘❛✣♥❡♠❡♥. ❛❞❛♣.❛.✐❢ ❛✜♥ ❞✬❛❞❛♣/❡. ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞2/❛✐❧ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡+ .2❣✐♦♥+

❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈✐+✉❛❧✐+2+✳

■❧ ♣.♦♣♦+❡ ❡♥+✉✐/❡ +✉❝❝❡++✐✈❡♠❡♥/ +❡+ ♦✉/✐❧+ ❞❡ +✐♠♣❧✐✜❝❛/✐♦♥ ♣❛. ❝♦♥/.❛❝/✐♦♥ ❞✬❛.D/❡+✱

❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡+ ♣.♦❣.❡++✐❢+ ♣✉✐+ ❞❡ .❛✣♥❡♠❡♥/ ❛❞❛♣/❛/✐❢ ❬❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✼❪✳



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ✶✻✶

✭❛✮  ❧❡✐♥❡ %&'♦❧✉*✐♦♥ ✿ ✾✷✶ ✷✶✽ '♦♠♠❡*'✳

✭❜✮ ❙✐♠♣❧✐✜& ✭6%✮ ✿
✺✼ ✺✼✻ '♦♠♠❡*'✳

✭❝✮ ❙✐♠♣❧✐✜& ✭3%✮ ✿
✷✽ ✼✽✽ '♦♠♠❡*'✳

✭❞✮ ❙✐♠♣❧✐✜& ✭1, 5%✮ ✿
✶✹ ✸✾✹ '♦♠♠❡*'✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✵ ✿ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥+ +✉❝❝❡++✐✈❡+ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❞(❛❣♦♥✳



✶✻✷ ✻✳ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 0✉2❢❛❝✐4✉❡ ❛✈❡❝ ❛**2✐❜✉* ❞❡ 2❛❞✐❛♥❝❡

▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣+♦❣+❡--✐❢ ♣❡+♠❡/ ❧❛ /+❛♥-♠✐--✐♦♥ ♣+♦❣+❡--✐✈❡ ❣+2❝❡ 4 ❧❛ ❞6✜♥✐/✐♦♥ ❞✬✉♥

♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣+♦--✐❡+ -✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ -6:✉❡♥❝❡ ❞✬6❝❧❛/❡♠❡♥/- ❞❡ -♦♠♠❡/-✳
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Chapitre7

Conclusion
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❆♣♣♦#$% ♣♦✉# ❧❡ #❡♥❞✉ ❞❡ ❝❤❛♠♣% ❞❡ ❧✉♠✐0#❡ ✶✼✶

✶✕❘❡❝♦♥'()✉❝(✐♦♥ )♦❜✉'(❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐3)❡ '✉)❢❛❝✐5✉❡✳ ❉❛♥% ❬❲♦♦❞

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✱ ✉♥❡ %01✉❝0✉1❡ 1✐❣✐❞❡ ❡%0 ✉0✐❧✐%6❡ ♣♦✉1 ♣♦✉✈♦✐1 16♣❛10✐1 16❣✉❧✐91❡♠❡♥0 ❧❡%

♣♦✐♥0% ❞❡ ✈✉❡ ❛❝;✉✐%✳ ❈❡❝✐ ♣❡1♠❡0 ❞✬♦❜0❡♥✐1 ✉♥ 6❝❤❛♥0✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧♦❝❛❧ 16❣✉❧✐❡1 ❡0 ❞❡♥%❡

♠❛✐% ❧♦❝❛❧❡♠❡♥0 ♥♦♥ ❝♦♠♣❧❡0 ❞✉ ❢❛✐0 ❞❡% ❛✉0♦✲♦❝❝✉❧0❛0✐♦♥%✳ ❉❛♥% ❬❈♦♦♠❜❡ ❡0 ▲❛%01❛✱

✷✵✵✻❪✱ ✉♥❡ 16%♦❧✉0✐♦♥ ♥✉♠61✐;✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❡1♠❡0 ❞✬❛❥✉%0❡1 ❞❡% ♣♦❧②♥H♠❡% I %✉♣♣♦10

❝♦♠♣❛❝0% %✉1 ❞❡% 6❝❤❛♥0✐❧❧♦♥♥❛❣❡% ✐♥❝♦♠♣❧❡0%✳ ❈❡ ♣1♦❝6❞6 ❡%0 ✉♥✐;✉❡♠❡♥0 ❣✉✐❞6 ♣❛1

❧❛ ;✉❛❧✐06 ✈✐%✉❡❧❧❡ ❡0 ♥6❝❡%%✐0❡ 6❣❛❧❡♠❡♥0 ❞❡% 6❝❤❛♥0✐❧❧♦♥♥❛❣❡% ❞❡♥%❡%✳

◆♦01❡ ❝♦♥01✐❜✉0✐♦♥ ❞❡ 1❡❝♦♥%01✉❝0✐♦♥ 1♦❜✉%0❡ ♣❡1♠❡0 ❞❡ %✬❛❜%01❛✐1❡ ❞❡ 0♦✉0❡ ❝♦♥01❛✐♥0❡

❞❡ ;✉❛♥0✐06 ❡0 ❞❡ 16♣❛10✐0✐♦♥ ❞❡% ❛❝;✉✐%✐0✐♦♥%✳ ❉❛♥% ✉♥ ♣1❡♠✐❡1 0❡♠♣%✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥%

♠✐% ❡♥ ❛✈❛♥0 ❧❡% ♣1♦❜❧9♠❡% ;✉✬✐♠♣❧✐;✉❡ ✉♥ 6❝❤❛♥0✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♥♦♥ %01✉❝0✉16 ❡0 ♥♦♥

❝♦♥01H❧6✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ❛❧♦1% ♣1♦♣♦%6 ❞❡ 16❣✉❧❛1✐%❡1 ❧✬❛❥✉%0❡♠❡♥0 ❞❡ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❡♥ ♠✐♥✐✲

♠✐%❛♥0 ✉♥❡ 6♥❡1❣✐❡ ❞❡ %0❛❜✐❧✐%❛0✐♦♥✳ ▲❛ 16❣✉❧❛1✐%❛0✐♦♥ ♣❡1♠❡0 ❞❡ ❞6✜♥✐1 ✉♥ ❝♦♠♣1♦♠✐%

❡♥01❡ ♣16❝✐%✐♦♥ ❡0 %0❛❜✐❧✐06✳ ❈❡❧❛ ♣❡1♠❡0 ❞❡ ❣6♥61❡1 ✉♥ 16%✉❧0❛0 ❞60❡1♠✐♥✐%0❡✱ ♣❡✉ %❡♥✲

%✐❜❧❡ ❛✉① ❛❧6❛% ❞✬✉♥ 6❝❤❛♥0✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♥♦♥ %01✉❝0✉16 ❡0 ♥♦♥ ❝♦♥01H❧6✳ ❚1♦✐% 6♥❡1❣✐❡% ❞❡

%0❛❜✐❧✐%❛0✐♦♥ ♦♥0 606 ❝♦♠♣❛16❡% ✿ ❡❧❧❡% 16%♦❧✈❡♥0 0♦✉0❡% ❧❡ ♣1♦❜❧9♠❡ ❞❡ %❡♥%✐❜✐❧✐06 ❛✉①

❛❧6❛% ♠❛✐% %❡✉❧❡ ✉♥❡ ♣❛1♠✐ ❡❧❧❡%✱ ❧✬6♥❡1❣✐❡ ❞❡ ❉✐'✐❝❤❧❡!✱ ❣6♥91❡ ✉♥ 16%✉❧0❛0 %♦✉❤❛✐06

✐♥❞6♣❡♥❞❛♠♠❡♥0 ❞❡% ❝❤♦✐① ;✉✐ ♦♥0 ♣✉ N01❡ ❢❛✐0% ♣♦✉1 1❡♣16%❡♥0❡1 ❧❛ 1❛❞✐❛♥❝❡✳

❉❛♥% ✉♥ %❡❝♦♥❞ 0❡♠♣%✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% 6✈❛❧✉6 ♥♦% 16%✉❧0❛0% ♥✉♠61✐;✉❡♠❡♥0 ❣1O❝❡ I ❧❛

♠✐%❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡%✉1❡ ❞❡ ❧✬❡11❡✉1 ❞❡ ♣16❞✐❝0✐♦♥✳ ❈❡00❡ ♠❡%✉1❡ %0❛0✐%0✐;✉❡ ♣❡1✲

♠❡0 ❞✬6✈❛❧✉❡1 ❧❛ ❝❛♣❛❝✐06 ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❛❥✉%06❡ I ❜✐❡♥ 1❡♣16%❡♥0❡1 ✉♥ ♠♦❞9❧❡ ❞❡

1❛❞✐❛♥❝❡ ❞♦♥0 ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛P0 ;✉✬✉♥ ✭♣❡0✐0✮ 6❝❤❛♥0✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ●1O❝❡ I ❝❡00❡ ♠❡%✉1❡✱ ✉♥

❝♦♠♣1♦♠✐% ♦♣0✐♠❛❧ ♣❡✉0 N01❡ ❝❛❧❝✉❧6 ❛✜♥ ❞❡ 16❣✉❧❛1✐%❡1 %✉✣%❛♠♠❡♥0 ♣♦✉1 %0❛❜✐❧✐%❡1

❧✬❛❥✉%0❡♠❡♥0 ♠❛✐% %✉✣%❛♠♠❡♥0 ♣❡✉ ♣♦✉1 ♥❡ ♣❛% 01♦♣ ❞✐♠✐♥✉❡1 ❧❛ ♣16❝✐%✐♦♥✳

❊♥ %♦♠♠❡✱ ❝❡00❡ ❝♦♥01✐❜✉0✐♦♥ ❢♦✉1♥✐0 ✉♥ ❛❧❣♦1✐0❤♠❡ ❣6♥61❛♥0 ✉♥ 16%✉❧0❛0 %❛♥% ❛10❡✲

❢❛❝0% ❡0 ♣❧❛✉%✐❜❧❡ ❡♥ 0♦✉0 60❛0 ❞❡ ❝❛✉%❡✳ ❙✐ ❧✬6❝❤❛♥0✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡%0 ❜♦♥ ✭❜✐❡♥ 16♣❛10✐ ❡0

❞❡♥%❡✮ ❡0 ;✉❡ ❧❛ ❜❛%❡ ❡%0 ❣1❛♥❞❡✱ ❧❡ 16%✉❧0❛0 %❡1❛ ❞❡ ;✉❛❧✐06 6❧❡✈6❡✳ ❆✉ ❝♦♥01❛✐1❡✱ %✐

❧✬6❝❤❛♥0✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡%0 ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ;✉❛❧✐06 I ❝❛✉%❡ ❞✬♦❝❝✉❧0❛0✐♦♥%✱ ❞✬✉♥ ♠❛♥;✉❡ ❞❡ ♣❤♦✲

0♦% ♦✉ ❞❡ ❜1✉✐0✱ ❧❡ 16%✉❧0❛0 %❡1❛ ✓ ♣❧❛✉%✐❜❧❡ ✔ ✭✐✳❡✳ ✐❧ ❝♦11❡%♣♦♥❞1❛ I ✉♥❡ %♦❧✉0✐♦♥

❛❝❝❡♣0❛❜❧❡✮ ❡0 %❛♥% ❛10❡❢❛❝0%✳

❆✐♥%✐✱ ❧❛ %01✉❝0✉1❛0✐♦♥ ❞❡% ❛❝;✉✐%✐0✐♦♥% ❡0 ❧❡✉1 ;✉❛♥0✐06 ♣❡✉0 N01❡ ;✉❡❧❝♦♥;✉❡ ✿ ✉♥ 16✲

%✉❧0❛0 ❛❝❝❡♣0❛❜❧❡ %❡1❛ ❣6♥616✳ ➚ ♥♦01❡ ❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡✱ ❞❡ 0❡❧❧❡% ❝♦♥❞✐0✐♦♥% ♥✬♦♥0 ❥❛♠❛✐%

606 ❝♦♥%✐❞616❡% ❞❛♥% ❞❡% 01❛✈❛✉① ❞❡ 1❡❝♦♥%01✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣% ❞❡ ❧✉♠✐91❡✳ ❈❡❝✐ ❢♦1♠❡

✉♥❡ ♣1❡♠✐91❡ 16♣♦♥%❡ ❝♦♠♣❧90❡ ❛✉ ♣♦✐♥0 ✷ ✿ ♥✐ %01✉❝0✉1❛0✐♦♥ ♥✐ ;✉❛♥0✐06 ♠✐♥✐♠❛❧❡

%♦♥0 1❡;✉✐%❡%✳

✷✕❙✐♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡' '✉)❢❛❝✐5✉❡' ❛✈❡❝ ❛(()✐❜✉( ❞❡ )❛❞✐❛♥❝❡✳ ▲❛

♣1♦♣1✐606 ✽ ✭1❡♥❞✉ 0❡♠♣% 16❡❧✮ ❡%0 6❣❛❧❡♠❡♥0 ✉♥ ♣1♦❜❧9♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❛✉;✉❡❧ 0♦✉0 ❝❤❛♠♣

❞❡ ❧✉♠✐91❡ %✉1❢❛❝✐;✉❡ ♥❡ 16♣♦♥❞ ♣❛% ❢♦1❝6♠❡♥0✳ ❚♦✉% ❧❡% %②%09♠❡% ❞❡ 1❡♥❞✉ ❞❡ ❝❤❛♠♣%

❞❡ ❧✉♠✐91❡ %✉1❢❛❝✐;✉❡% ♦♥0 ✉♥❡ ❧✐♠✐0❡ ❞❡ 0❛✐❧❧❡ ❡0 ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐06 ❞❡% ❢♦♥❝0✐♦♥% ❞❡

1❛❞✐❛♥❝❡ ❛✉✲❞❡❧I ❞✉;✉❡❧ ✐❧ ♥✬❡%0 ♣❛% ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ 1❡♥❞1❡ ❡♥ 0❡♠♣% 16❡❧✳



✶✼✷ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥

◆♦✉& ❛✈♦♥& ♣+♦♣♦&, ✉♥ ♦✉-✐❧ ♣❡+♠❡--❛♥- ❞❡ ❞,-❡+♠✐♥❡+ ✉♥ ❝♦♠♣+♦♠✐& ❡♥-+❡ 4✉❛❧✐-,

✈✐&✉❡❧❧❡ ❡- -❛✐❧❧❡ ❞❡& ❞♦♥♥,❡&✳ ❈❡- ♦✉-✐❧ &❡ ❜❛&❡ &✉+ ❧❛ &✐♠♣❧✐✜❝❛-✐♦♥ ♣❛+ ❝♦♥-+❛❝-✐♦♥&

❞✬❛+:-❡&✳ ◆♦✉& ② ❛✈♦♥& ✐♥-,❣+, ✉♥❡ ♠,-+✐4✉❡ &✉+ ❧❛ +❛❞✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡--❡

♠,-+✐4✉❡ ❝♦♥&✐❞=+❡ ♥♦♥ &❡✉❧❡♠❡♥- ❧❡& ❢♦♥❝-✐♦♥& ❞❡ +❛❞✐❛♥❝❡ &-♦❝❦,❡& ♠❛✐& ❧❛ +❛❞✐❛♥❝❡

❡♥ -♦✉- ♣♦✐♥- ❞❡ ❧❛ &✉+❢❛❝❡ -❡❧❧❡ 4✉✬❡❧❧❡ &❡+❛ +❡♥❞✉❡✳ ❊❧❧❡ ♠❡&✉+❡ ❛✐♥&✐ ❞❡& ,❝❛+-& ❡♥-+❡

+❛❞✐❛♥❝❡& ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥- ❞❡ ❧❛ &✉+❢❛❝❡ ❛✈❛♥- ❡- ❛♣+=& ❧❛ ❝♦♥-+❛❝-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛+:-❡✳

▲❡& +,&✉❧-❛-& ♠♦♥-+❡♥- 4✉❡ ❝❡--❡ ♠,-+✐4✉❡ ♣❡+♠❡- ❞❡ ♣+,&❡+✈❡+ ❞❡& ❝❛+❛❝-,+✐&-✐4✉❡&

4✉❡ ❧❡& -❡❝❤♥✐4✉❡& ❝♦♥✈❡♥-✐♦♥♥❡❧❧❡& ♥❡ ❝♦♥&✐❞=+❡♥- ♣❛& ✿ ❧❡& +❡✢❡-& ❞✐+❡❝-✐♦♥♥❡❧&✱ ❡♥

♣❛+-✐❝✉❧✐❡+ ❧❡& ♣✐❝& &♣,❝✉❧❛✐+❡&✳ ❯♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✉♠✐=+❡ &✉+❢❛❝✐4✉❡ ♣❡✉- ❛✐♥&✐ :-+❡ &✐♠✲

♣❧✐✜, ❥✉&4✉✬I ❛--❡✐♥❞+❡ ❧❛ -❛✐❧❧❡ ♦✉ ❧❛ 4✉❛❧✐-, &♦✉❤❛✐-,❡✳

❈❡--❡ ❝♦♥-+✐❜✉-✐♦♥ ♣❡+♠❡- ❞❡ +❡♣♦✉&&❡+ ❧❡ &❡✉✐❧ ❞❡ +❡♥❞✉ -❡♠♣& +,❡❧ ♣❛+ ❧❡ ❜✐❛✐& ❞✬✉♥

❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♠♣+♦♠✐& 4✉❛❧✐-,✕❝♦♠♣❧❡①✐-,✳ ❙♦✉✈❡♥- ✉♥ -❡❧ ❝♦♠♣+♦♠✐& ❡&- ♣❛+ ❛✐❧❧❡✉+&
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♣❛. ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉✈♦✐. ❞24❡.♠✐♥❡. ❧❡ ❝♦U4 ♠2♠♦✐.❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝4✐♦♥ @ 9✉❛❧✐42 2❣❛❧❡ ❡4

✐♥✈❡.,❡♠❡♥4✳
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♣❡2❝❡♣$✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡✳
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❧❡ ♣❛&&❛❣❡ ❞✬✉♥❡ 2❛♥❣+❡ ❞❡ &♦♠♠❡$& +$✐'✉❡$+& ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉2 C ✉♥❡ 2❛♥❣+❡ ✈♦✐&✐♥❡ ❞❡
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♣%♦✜* ❞❡ ❧❛ ✈✐*❡))❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡✳

✸✳✺ ▲♦♥❣ )❡*♠❡
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♥❡❧) ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ )*♦❝❦0) ♣❛% )♦♠♠❡* ♦✉ ♣❛% *❡①❡❧✳ ❖♥ ♣❡✉* ❞@) ❧♦%) ❡♥✈✐)❛❣❡% ❞❡

♣❛))❡% ❛✉① ❛**%✐❜✉*) ❞❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ )✉♣0%✐❡✉%❡ ✿ ❧✬❛)♣❡❝* )♦✉) ❢♦%♠❡ ❜✐❞✐%❡❝*✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❖♥ ♣❡✉* ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡♥)❡% ❛✉① ❢♦♥❝*✐♦♥) ❞❡ *❡①*✉%❡) ❜✐❞✐%❡❝*✐♦♥♥❡❧❧❡) ✭❇✐❞✐#❡❝&✐♦♥❛❧

❚❡①&✉#❡ ❋✉♥❝&✐♦♥ ✭❇❚❋✮✮ ❬❉❛♥❛ ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳ ❈❡ )♦♥* ❞❡) *❡①*✉%❡) ♥✉♠0%✐)0❡) ❞♦♥*
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❞✬♦❜)❡%✈❛*✐♦♥✮✳ ■❧ )✬❛❣✐* ❞♦♥❝ ❞✬✉♥ ❡)♣❛❝❡ ✻❉ ✭❞❡✉① ❝♦♦%❞♦♥♥0❡) )♣❛*✐❛❧❡)✱ ❡* ❞❡✉①

❢♦✐) ❞❡✉① ❞✐%❡❝*✐♦♥♥❡❧❧❡)✮✳ ❊❧❧❡) )♦♥* ❛❝:✉✐)❡) ♣❛% ❞❡ *%@) ♥♦♠❜%❡✉)❡) ♣❤♦*♦) ♣%✐)❡)

❞❡♣✉✐) ❞❡) ❛♥❣❧❡) ❞❡ ✈✉❡ ❞✐✛0%❡♥*) ❡* ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬0❝❧❛✐%❛❣❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ 0❣❛❧❡♠❡♥*✳

▲❛ ♠✐❝%♦✲❣0♦♠0*%✐❡ ❡* ❧❡) ❡✛❡*) ❞❡ %0✢❡①✐♦♥) )♦✉)✲)✉%❢❛❝✐:✉❡) ♥❡ )♦♥* ♣❛) ♠♦❞0❧✐)0)

❡①♣❧✐❝✐*❡♠❡♥* ♠❛✐) )♦♥* ❞❡ ❢❛❝&♦ ✐♥❝❧✉) ❞❛♥) ❧❡) ❛❝:✉✐)✐*✐♦♥) ♣❤♦*♦❣%❛♣❤✐:✉❡)✳

▲❡) ❇❚❋ )♦♥* *%@) ✉*✐❧✐)0) ♣♦✉% *❡①*✉%❡% ❞❡) )✉%❢❛❝❡) ❞✬✉♥ ♠❛*0%✐❛✉ ❛②❛♥* ❞❡) ♣%♦♣%✐0✲

*0) %0✢❡❝*✐✈❡) %0❛❧✐)*❡)✳ ▲❡ ♣%♦❜❧@♠❡ ♣%✐♥❝✐♣❛❧ %❡)*❡ ❧❛ :✉❛♥*✐*0 ❞❡ ❞♦♥♥0❡) M *%❛✐*❡%

❡* M 0✈❛❧✉❡% ❬❙❝❤✇❛%*③ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✱ ❡* ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉*0 ❝❤❡%❝❤❡ *♦✉❥♦✉%) M )✐♠♣❧✐✜❡%

❧✬❛❝:✉✐)✐*✐♦♥✳ ◆♦✉) ❞✐)♣♦)♦♥) ❞❡) ♠♦②❡♥) ♣♦✉% ❛❝:✉0%✐% ❞❡ *❡❧❧❡) ❞♦♥♥0❡) ❬❆♠♠❛♥♥✱
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AnnexeA

Algorithme de bootstrapping

❙♦✐# T ❧✬&❝❤❛♥#✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❛❝-✉✐/ ❞✬✉♥❡ 1❛❞✐❛♥❝❡ ❞♦♥♥&❡✳ ▲❛ ♣1♦❝&❞✉1❡ ❞❡ ❜♦♦#/#1❛♣✲

♣✐♥❣ ❝♦♥/✐/#❡ 7

✖ ❝1&❡1 B ❜♦♦#/#1❛♣/ {T1, . . . , TB}✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡/ Tb ❡/# ✉♥ ❡♥/❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣♦/& ❞❡

N ♣✐①❡❧/ ❞✐1❡❝#✐♦♥♥❡❧/ ❝❤♦✐/✐/ ❛❧&❛#♦✐1❡♠❡♥# ❡# ❛✈❡❝ 1❡♠✐/❡ ✭❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❞♦✉✲

❜❧♦♥/✮ ♣❛1♠✐ ❝❡✉① ❞❡ T ✳
✖ ❯♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ R̂b ❡/# ❛❥✉/#&❡ /✉1 ❝❤❛-✉❡ ❜♦♦#/#1❛♣ Tb✳

✖ B♦✉1 #♦✉# ♣✐①❡❧ ❞✐1❡❝#✐♦♥♥❡❧ n ∈ T ✱ ❧✬❡11❡✉1 -✉❛❞1❛#✐-✉❡ ❡/# ♠♦②❡♥♥&❡ /✉1

#♦✉/ ❧❡/ ❜♦♦#/#1❛♣/ ♥❡ ❧❡ ❝♦♥#❡♥❛♥# ♣❛/ ✿ ❝✬❡/# 7 ❞✐1❡ ♣♦✉1 #♦✉# Rb ❛❥✉/#& /✉1

✉♥ ❡♥/❡♠❜❧❡ ♣1✐✈& ❞❡ n✳ ▲✬❡11❡✉1 ❡/# ✜♥❛❧❡♠❡♥# ❝♦♠♣♦/&❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡

❝❡ ❝❛❧❝✉❧ /✉1 #♦✉/ ❧❡/ N ♣✐①❡❧/ ❞✐1❡❝#✐♦♥♥❡❧/✳

Ê =
1

N

N∑

n=1

1

ci

∑

b/n/∈Tb

(
nn − R̂b(ω

n
r )

)2
✭❆✳✶✮

❛✈❡❝ ci = #{b/n /∈ Tb}✳
❘❡♠❛1-✉♦♥/ -✉✬✐❧ ♥✬❡/# ♣❛/ ♣♦//✐❜❧❡ ❞✬✐♥✈❡1/❡1 ❧❡/ ❞❡✉① /♦♠♠❡/✱ ❝❛1 ❧❡ ❞&♥♦♠✐♥❛#❡✉1

ci ♥✬❡/# ❝♦♥♥✉ -✉✬❛♣1J/ #♦✉/ ❧❡/ #✐1❛❣❡/✳

B♦✉1 ❝❛❧❝✉❧❡1 Ê ❣1K❝❡ 7 ❝❡##❡ ♣1♦❝&❞✉1❡✱ ❧✬❛❧❣♦1✐#❤♠❡ ✭✼✮ /✬❛♣♣❧✐-✉❡✳



✶✽✹ ❆✳ ❆❧❣♦%✐'❤♠❡ ❞❡ ❜♦♦'-'%❛♣♣✐♥❣

❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ✼ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡ ❞❡ ❜♦♦)/)'❛♣♣✐♥❣ ❡/)✐♠❛♥) ❧✬❡''❡✉' ❞❡ ♣'5❞✐❝)✐♦♥

Ê = 1
N

∑N
n=1

1
ci

∑
b/n/∈Tb

(
nn − R̂b(ω

n
r )

)2

✶✿

✷✿ ❢✉♥❝$✐♦♥ ❇♦♦"#"$❛♣✭T ✱B✮ ⊲ #❛%❛♠'(%❡ T ✿ ❧✬-❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ❝♦♠♣❧❡( ✭(❛✐❧❧❡ N✮

✸✿ ⊲ #❛%❛♠'(%❡ B ✿ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❜♦♦(6(%❛♣6

✹✿

❉♦♥♥(❡*✿ e 7✉✐ ❡6( ❧✬❡6(✐♠❛(✐♦♥ Ê
❉♦♥♥(❡*✿ P ❧✬-❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ❞❡ ❜♦♦(6(%❛♣ ✭(❛✐❧❧❡ N✮

❉♦♥♥(❡*✿ C ❧❡ ✈❡❝(❡✉% ❛❝❝✉♠✉❧❛♥( ❧❡6 ci ✭(❛✐❧❧❡ N✮

❉♦♥♥(❡*✿ E ❧❡ ✈❡❝(❡✉% ❛❝❝✉♠✉❧❛♥( ❧❡6 ❡%%❡✉%6 ♣♦✉% ❝❤❛7✉❡ -❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ✭(❛✐❧❧❡ N✮

❉♦♥♥(❡*✿ Oc ❧❡ ✈❡❝(❡✉% ❞❡6 ♦❝❝✉%%❡♥❝❡6 ❞❡ ❝❤❛7✉❡ -❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ❞❛♥6 P ✭(❛✐❧❧❡ N✮

✺✿

✻✿ C ← 0
✼✿ E ← 0
✽✿ ♣♦✉- b ❞❡ 1 : B ❢❛✐-❡ ⊲ #♦✉% ❝❤❛7✉❡ ❜♦♦(6(%❛♣

✾✿ Oc← 0 ⊲ ❈❛❧❝✉❧❡% ❧✬-❝❤❛♥(✐❧❧♦♥

✶✵✿ ♣♦✉- i ❞❡ 1 : n ❢❛✐-❡

✶✶✿ k ← Random(1, n)
✶✷✿ P [i]← T [k]
✶✸✿ Oc[k]← Oc[k] + 1
✶✹✿ ✜♥ ♣♦✉-

✶✺✿ R̂b ← ajuster(P ) ⊲ ❢❛✐%❡ ❧✬❛❥✉6(❡♠❡♥(

✶✻✿ ♣♦✉- i ❞❡ 1 : n ❢❛✐-❡ ⊲ ❛❝❝✉♠✉❧❡% ❧❡6 ❡%%❡✉%6

✶✼✿ *✐ Oc[i] = 0 ❛❧♦-*

✶✽✿ E[i]← E[i] +
(
yi − R̂b(xi)

)2

✶✾✿ C[i]← C[i] + 1
✷✵✿ ✜♥ *✐

✷✶✿ ✜♥ ♣♦✉-

✷✷✿ ✜♥ ♣♦✉-

✷✸✿ e← 0 ⊲ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡%%❡✉% ❣❧♦❜❛❧❡

✷✹✿ ♣♦✉- i ❞❡ 1 : n ❢❛✐-❡

✷✺✿ *✐ C[i] > 0 ❛❧♦-*

✷✻✿ e← e+ E[i]/C[i]
✷✼✿ ✜♥ *✐

✷✽✿ ✜♥ ♣♦✉-

✷✾✿ e← e/n
✸✵✿ -❡$♦✉-♥❡- e
✸✶✿ ✜♥ ❢✉♥❝$✐♦♥

✸✷✿



AnnexeB

Gradient sur un triangle

◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ❞(✜♥✐+ ❧❡ ❣+❛❞✐❡♥. ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ #❝❛❧❛✐+❡ #✉+ ❧❡ .+✐❛♥❣❧❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛#

♦2 ❝❡..❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❡#. ❧❡ +(#✉❧.❛. ❞✬✉♥❡ ✐♥.❡+♣♦❧❛.✐♦♥ ❜✐✲❧✐♥(❛✐+❡ ❞❡ #❝❛❧❛✐+❡# ❞(✜♥✐#

❛✉① #♦♠♠❡.# ❞✉ .+✐❛♥❣❧❡✳ ❈♦♥#✐❞(+♦♥# ❧✬❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ γ : p 7→ c ∈ R✱ .+❛♥#❢♦+♠❛♥.
✉♥ ♣♦✐♥. ;✉❡❧❝♦♥;✉❡ ❞✉ .+✐❛♥❣❧❡ ❡♥ ✉♥ #❝❛❧❛✐+❡✳ ▲❡ ❣+❛❞✐❡♥. ♥✬(.❛♥. ♣❛# ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡

❞✐+❡❝.❡♠❡♥. #✉+ ❧❡ .+✐❛♥❣❧❡✱ ♦♥ #✬❡♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣❛+❛♠(.+❛❣❡ S(u, v)✳ ▲❡ +(#✉❧.❛. #❡+❛
❛✉ ✜♥❛❧ ✐♥❞(♣❡♥❞❛♥. ❞❡ ❝❡ ♣❛+❛♠(.+❛❣❡✳

❖♥ ❛ ❛❧♦+# ✿

S(u, v) = u · pi + v · pj + (1− u− v) · p0

γ ◦ S(u, v) = u · ci + v · cj + (1− u− v) · c0

▲❡ ❣+❛❞✐❡♥. ❞❡ γ #✉+ ❝❡..❡ ♣❛+❛♠(.+✐#❛.✐♦♥ #❡ ❞(✜♥✐. ❛❧♦+# ♣❛+ ❬❉♦ ❈❛+♠♦✱ ✶✾✼✻❪ ✿

▽γ(S(u, v)) = JS(J
T
S JS)

−1
▽(γ ◦ S)(u, v) ✭❇✳✶✮

♦2



✶✽✻ ❇✳ ●#❛❞✐❡♥) *✉# ✉♥ )#✐❛♥❣❧❡

✖ JS = J(S(u, v)) ❡%& ❧❛ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ [∂S(u,v)∂u
∂S(u,v)

∂v ]3×2 = [(pi− p0), (pj − p0)] =
[ej,−ei]✳

✖ ▽(γ ◦ S)(u, v) =

[
∂(γ◦S)(u,v)

∂u
∂(γ◦S)(u,v)

∂v

]
=

[
ci − c0
cj − c0

]

❖♥ ♦❜&✐❡♥& ❛❧♦1% ✿

JT
S JS =

[
ej

T

−ei
T

]
[ej − ei] =

[
‖ej‖

2 < ej,−ei >
< −ei, ej > ‖ei‖

2

]

2×2

✭❇✳✷✮

▲❡ ❞9&❡1♠✐♥❛♥& ❞❡ ❧❛ ♠❛&1✐❝❡ ✭❇✳✷✮ ❡%& ♥♦♥ ♥✉❧ ❧♦1%<✉❡ ❧✬❛✐1❡ AT ❞✉ &1✐❛♥❣❧❡ ❡%& ♥♦♥

♥✉❧❧❡ ✿

Det(JT
S JS) = ‖ej‖

2‖ei‖
2− < ej,−ei >< −ei, ej >= ‖ej ∧ ei‖

2 = (2AT )
2 = 4A2

T

✭❇✳✸✮

❆✐♥%✐✱ ✉♥❡ ♣19❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣1❛❞✐❡♥& ❡%& ❞❡ ❝♦♥%✐❞91❡1 ✉♥ &1✐❛♥❣❧❡ ❞✬❛✐1❡ ♥♦♥

♥✉❧❧❡✳ ❙✐ ❝❡&&❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❡%& ❜✐❡♥ ✈91✐✜9❡✱ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ✿

JT
S J

−1
S =

[
‖ei‖

2 < ei, ej >
< ei, ej > ‖ej‖

2

]

2×2

✭❇✳✹✮

❡& ❛✐♥%✐ ✿

JS(J
T
S J

−1
S ) =

1

4A2
T

[
‖ei‖

2ej− < ei, ej > ei , < ei, ej > ej − ‖ej‖
2ei

]
3×2

✭❇✳✺✮

❖♥ ♣❡✉& ❛❧♦1% ❞9❞✉✐1❡ <✉❡ ❧❡ ❣1❛❞✐❡♥& ✈❛✉&

▽γ(S(u, v)) =
1

4A2
T

[
‖ei‖

2ej− < ei, ej > ei , < ei, ej > ej − ‖ej‖
2ei

] [ ci − c0
cj − c0

]

✭❇✳✻✮

❝❡ <✉✐ ❡%& 9<✉✐✈❛❧❡♥& H

1

4A2
T

[(‖ei‖
2|ci − c0|+ < ei, ej > (cj − c0|))ej

−(‖ej‖
2(cj − c0|)+ < ei, ej > (ci − c0))ei]

✭❇✳✼✮
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Génération à la volée
de textures multi-échelles
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■♥ ❘❡♥❞❡'✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐E✉❡2 ✬✾✽✱ ❊✉.♦❣.❛♣❤✐❝?✱ ♣❛❣❡? ✶✶✼✕✶✸✵✳ ❙♣.✐♥❣❡. ❱✐❡♥♥❛✳

❈●❆▲ ❖♣❡♥ ❙♦✉-❝❡ 9-♦❥❡❝2 ✭✶✾✾✻✮✳ ❈●❆▲✳ ❤&&♣✿✴✴✇✇✇✳❝❣❛❧✳♦.❣✴✳

❈❤❛✐✱ ❏✳✲❳✳✱ ❚♦♥❣✱ ❳✳✱ ❈❤❛♥✱ ❙✳✲❈✳ ❡& ❙❤✉♠✱ ❍✳✲❨✳ ✭✷✵✵✵✮✳ #❧❡♥♦♣&✐❝ ?❛♠♣❧✐♥❣✳

■♥ B'♦❝❡❡❞✐♥❣2 ♦❢ &❤❡ ✷✼&❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉&❡' ❣'❛♣❤✐❝2 ❛♥❞ ✐♥&❡'✲

❛❝&✐✈❡ &❡❝❤♥✐E✉❡2✱ ❙■●●❘❆#❍ ✬✵✵✱ ♣❛❣❡? ✸✵✼✕✸✶✽✱ ◆❡✇ ❨♦.❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼

#.❡??✴❆❞❞✐?♦♥✲❲❡?❧❡② #✉❜❧✐?❤✐♥❣ ❈♦✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✷✵✶

❈❤❡♥✱ ❙✳ ❊✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ◗✉✐❝❦0✐♠❡ ✈4✿ ❛♥ ✐♠❛❣❡✲❜❛;❡❞ ❛♣♣4♦❛❝❤ 0♦ ✈✐40✉❛❧ ❡♥✈✐4♦♥♠❡♥0

♥❛✈✐❣❛0✐♦♥✳ ■♥ "#♦❝❡❡❞✐♥❣* ♦❢ ,❤❡ ✷✷♥❞ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉,❡# ❣#❛♣❤✐❝* ❛♥❞

✐♥,❡#❛❝,✐✈❡ ,❡❝❤♥✐6✉❡*✱ ❙■●●❘❆E❍ ✬✾✺✱ ♣❛❣❡; ✷✾✕✸✽✱ ◆❡✇ ❨♦4❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

❈❤❡♥✱ ❲✳✲❈✳✱ ❇♦✉❣✉❡(✱ ❏✳✲❨✳✱ ❈❤✉✱ ▼✳ ❍✳ ❡0 ●*③❡,③❝③✉❦✱ ❘✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ▲✐❣❤0 ✜❡❧❞

♠❛♣♣✐♥❣✿ ❡✣❝✐❡♥0 4❡♣4❡;❡♥0❛0✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛4❞✇❛4❡ 4❡♥❞❡4✐♥❣ ♦❢ ;✉4❢❛❝❡ ❧✐❣❤0 ✜❡❧❞;✳ ■♥

"#♦❝❡❡❞✐♥❣* ♦❢ ,❤❡ ✷✾,❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉,❡# ❣#❛♣❤✐❝* ❛♥❞ ✐♥,❡#❛❝,✐✈❡

,❡❝❤♥✐6✉❡*✱ ❙■●●❘❆E❍ ✬✵✷✱ ♣❛❣❡; ✹✹✼✕✹✺✻✱ ◆❡✇ ❨♦4❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

❈♦❤❡♥✱ ❏✳✱ ❖❧❛♥♦✱ ▼✳ ❡0 ▼❛♥♦❝❤❛✱ ❉✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆♣♣❡❛4❛♥❝❡✲♣4❡;❡4✈✐♥❣ ;✐♠♣❧✐✜✲

❝❛0✐♦♥✳ ■♥ ❙■●●❘❆"❍ ✬✾✽✿ "#♦❝❡❡❞✐♥❣* ♦❢ ,❤❡ ✷✺,❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉,❡#

❣#❛♣❤✐❝* ❛♥❞ ✐♥,❡#❛❝,✐✈❡ ,❡❝❤♥✐6✉❡*✱ ♣❛❣❡; ✶✶✺✕✶✷✷✱ ◆❡✇ ❨♦4❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

❈♦♠♠✐,,✐♦♥ ✐♥(❡*♥❛(✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬7❝❧❛✐*❛❣❡ ✭❈■❊✮ ✭✶✾✼✻✮✳ ❈✐❡❧✉✈ ❛♥❞ ❝✐❡❧❛❜

❝♦❧♦4 ;♣❛❝❡;✳

❈♦♠♠✐,,✐♦♥ ✐♥(❡*♥❛(✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬7❝❧❛✐*❛❣❡ ✭❈■❊✮ ✭✶✾✽✽✮✳ ❙♣❡❝04❛❧ ❧✉♠✐♥♦✉;

❡✣❝✐❡♥❝② ❢✉♥❝0✐♦♥ ❢♦4 ♣❤♦0♦♣✐❝ ✈✐;✐♦♥✳

❈♦♦❦✱ ❘✳ ▲✳ ❡0 ❚♦**❛♥❝❡✱ ❑✳ ❊✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ❆ 4❡✢❡❝0❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦4 ❝♦♠♣✉0❡4 ❣4❛✲

♣❤✐❝;✳ ❆❈▼ ❚#❛♥*❛❝,✐♦♥* ♦♥ ●#❛♣❤✐❝*✱ ✶✭✶✮✿✼✕✷✹✳

❈♦♦♠❜❡✱ ●✳✱ ❍❛♥(❛❦✱ ❈✳✱ ▲❛,(*❛✱ ❆✳ ❡0 ●*③❡,③❝③✉❦✱ ❘✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❖♥❧✐♥❡

❝♦♥;04✉❝0✐♦♥ ♦❢ ;✉4❢❛❝❡ ❧✐❣❤0 ✜❡❧❞;✳ ■♥ ❘❡♥❞❡#✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐6✉❡*✱ ♣❛❣❡; ✽✸✕✾✵✳ ❊✉✲

4♦❣4❛♣❤✐❝; ❆;;♦❝✐❛0✐♦♥✳

❈♦♦♠❜❡✱ ●✳ ❡0 ▲❛,(*❛✱ ❆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆♥ ✐♥❝4❡♠❡♥0❛❧ ✇❡✐❣❤0❡❞ ❧❡❛;0 ;_✉❛4❡; ❛♣♣4♦❛❝❤

0♦ ;✉4❢❛❝❡ ❧✐❣❤0; ✜❡❧❞;✳ ■♥ ●❘❆""✱ ♣❛❣❡; ✽✹✕✾✶✳ ■◆❙❚■❈❈ ✲ ■♥;0✐0✉0❡ ❢♦4 ❙②;0❡♠;

❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡; ♦❢ ■♥❢♦4♠❛0✐♦♥✱ ❈♦♥04♦❧ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥✳

❈♦*,✐♥✐✱ ▼✳✱ ❉❡❧❧❡♣✐❛♥❡✱ ▼✳✱ B♦♥❝❤✐♦✱ ❋✳ ❡0 ❙❝♦♣✐❣♥♦✱ ❘✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♠❛❣❡✲0♦✲

❣❡♦♠❡04② 4❡❣✐;04❛0✐♦♥✿ ❛ ♠✉0✉❛❧ ✐♥❢♦4♠❛0✐♦♥ ♠❡0❤♦❞ ❡①♣❧♦✐0✐♥❣ ✐❧❧✉♠✐♥❛0✐♦♥✲4❡❧❛0❡❞

❣❡♦♠❡04✐❝ ♣4♦♣❡40✐❡;✳ ❈♦♠♣✉,❡# ●#❛♣❤✐❝* ❋♦#✉♠✱ ✷✽✭✼✮✿✶✼✺✺✕✶✼✻✹✳

❈♦*,✐♥✐✱ ▼✳✱ ▲❛*❛❜✐✱ ▼✳ ❈✳✱ ▲❛✈♦✉7✱ ●✳✱ B❡(➦F❦✱ ❖✳✱ ❱H➨❛✱ ▲✳ ❡0 ❲❛♥❣✱ ❑✳

✭✷✵✶✸✮✳ E❡4❝❡♣0✉❛❧ ♠❡04✐❝; ❢♦4 ;0❛0✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ 04✐❛♥❣❧❡ ♠❡;❤❡;✳ ❈♦♠♣✉,❡#

●#❛♣❤✐❝* ❋♦#✉♠✱ ✸✷✭✶✮✿✶✵✶✕✶✷✺✳

❈♦,,❛✐*(✱ ❖✳✱ ◆❛②❛*✱ ❙✳ ❡0 ❘❛♠❛♠♦♦*(❤✐✱ ❘✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▲✐❣❤0 ✜❡❧❞ 04❛♥;❢❡4✿ ❣❧♦❜❛❧

✐❧❧✉♠✐♥❛0✐♦♥ ❜❡0✇❡❡♥ 4❡❛❧ ❛♥❞ ;②♥0❤❡0✐❝ ♦❜❥❡❝0;✳ ❆❈▼ ❚#❛♥*❛❝,✐♦♥* ♦♥ ●#❛♣❤✐❝*✱

✷✼✭✸✮✿✺✼✿✶✕✺✼✿✻✳

❈✉*❧❡,,✱ ❇✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❋4♦♠ 4❛♥❣❡ ;❝❛♥; 0♦ ✸❞ ♠♦❞❡❧;✳ ❙■●●❘❆"❍ ❈♦♠♣✉,❡#

●#❛♣❤✐❝*✱ ✸✸✭✹✮✿✸✽✕✹✶✳

❉❛♥❛✱ ❑✳✱ ❱❛♥✲●✐♥♥❡❦❡♥✱ ❇✳✱ ◆❛②❛*✱ ❙✳ ❡0 ❑♦❡♥❞❡*✐♥❦✱ ❏✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❘❡✢❡❝0❛♥❝❡

❛♥❞ ❚❡①0✉4❡ ♦❢ ❘❡❛❧ ❲♦4❧❞ ❙✉4❢❛❝❡;✳ ❆❈▼ ❚#❛♥*❛❝,✐♦♥* ♦♥ ●#❛♣❤✐❝* ✭❚❖●✮✱

✶✽✭✶✮✿✶✕✸✹✳



✷✵✷ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❉❛✈✐$✱ ❆✳✱ ▲❡✈♦②✱ ▼✳ ❡' ❉✉*❛♥❞✱ ❋✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❯♥.'/✉❝'✉/❡❞ ❧✐❣❤' ✜❡❧❞.✳ ❈♦♠♣✉%❡'

●'❛♣❤✐❝- ❋♦'✉♠✱ ✸✶✭✷♣'✶✮✿✸✵✺✕✸✶✹✳

❉❡ ❋❧♦*✐❛♥✐✱ ▲✳✱ ▼❛❣✐❧❧♦✱ ?✳ ❡' 1✉♣♣♦✱ ❊✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ▼❚ ✭▼✉❧'✐✲❚❡..❡❧❛'✐♦♥✮

♣❛❝❦❛❣❡✳ ❤''♣✿✴✴✇✇✇✳❞✐.✐✳✉♥✐❣❡✳✐'✴♣❡/.♦♥✴▼❛❣✐❧❧♦?✴▼❚✴✐♥❞❡①✳❤'♠❧✳

❉❡❜❡✈❡❝✱ ?✳✱ ❍❛✇❦✐♥$✱ ❚✳✱ ❚❝❤♦✉✱ ❈✳✱ ❉✉✐❦❡*✱ ❍✳✲?✳✱ ❙❛*♦❦✐♥✱ ❲✳ ❡' ❙❛❣❛*✱

▼✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆❝O✉✐/✐♥❣ '❤❡ /❡✢❡❝'❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ ❢❛❝❡✳ ■♥ 1'♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ %❤❡ ✷✼%❤

❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉%❡' ❣'❛♣❤✐❝- ❛♥❞ ✐♥%❡'❛❝%✐✈❡ %❡❝❤♥✐9✉❡-✱ ❙■●●❘❆?❍

✬✵✵✱ ♣❛❣❡. ✶✹✺✕✶✺✻✱ ◆❡✇ ❨♦/❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼ ?/❡..✴❆❞❞✐.♦♥✲❲❡.❧❡② ?✉❜❧✐.❤✐♥❣

❈♦✳

❉❡❜❡✈❡❝✱ ?✳✱ ❨✉✱ ❨✳ ❡' ❇♦$❤♦❦♦✈✱ ●✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❊✣❝✐❡♥' ✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥' ✐♠❛❣❡✲

❜❛.❡❞ /❡♥❞❡/✐♥❣ ✇✐'❤ ♣/♦❥❡❝'✐✈❡ '❡①'✉/❡✲♠❛♣♣✐♥❣✳ ❘❛♣♣♦/' '❡❝❤♥✐O✉❡✱ ❯♥✐✈❡/.✐'② ♦❢

❈❛❧✐❢♦/♥✐❛ ❛' ❇❡/❦❡❧❡②✱ ❇❡/❦❡❧❡②✱ ❈❆✱ ❯❙❆✳

❉❡❜❡✈❡❝✱ ?✳ ❊✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡♥❞❡'✐♥❣ ❆'❝❤✐%❡❝%✉'❡ ❢'♦♠ 1❤♦%♦❣'❛♣❤-✳

❚❤`.❡ ❞❡ ❞♦❝'♦/❛'✱ ❯♥✐✈❡/.✐'② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦/♥✐❛ ❛' ❇❡/❦❡❧❡②✱ ❈♦♠♣✉'❡/ ❙❝✐❡♥❝❡ ❉✐✈✐.✐♦♥✱

❇❡/❦❡❧❡② ❈❆✳

❉♦ ❈❛*♠♦✱ ▼✳ ?✳ ✭✶✾✼✻✮✳ ❉✐✛❡'❡♥%✐❛❧ ●❡♦♠❡%'② ♦❢ ❈✉'✈❡- ❛♥❞ ❙✉'❢❛❝❡-✳ ?/❡♥'✐❝❡✲

❍❛❧❧✳

❉✉♣✉②✱ ❏✳✱ ❍❡✐?③✱ ❊✳✱ ■❡❤❧✱ ❏✳✲❈✳✱ 1♦✉❧✐♥✱ ?✳✱ ◆❡②*❡?✱ ❋✳ ❡' ❖$?*♦♠♦✉❦❤♦✈✱

❱✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▲✐♥❡❛/ ❡✣❝✐❡♥' ❛♥'✐❛❧✐❛.❡❞ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥' ❛♥❞ /❡✢❡❝'❛♥❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❆❈▼

❚'❛♥-❛❝%✐♦♥- ♦♥ ●'❛♣❤✐❝-✱ ✸✷✭✻✮✿✷✶✶✿✶✕✷✶✶✿✶✶✳

❋✐❧✐♣✱ ❏✳ ❡' ❍❛✐♥❞❧✱ ▼✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❇✐❞✐/❡❝'✐♦♥❛❧ '❡①'✉/❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ .'❛'❡

♦❢ '❤❡ ❛/' .✉/✈❡②✳ ■❊❊❊ ❚'❛♥-❛❝%✐♦♥- ♦♥ 1❛%%❡'♥ ❆♥❛❧②-✐- ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥%❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱

✸✶✭✶✶✮✿✶✾✷✶✕✶✾✹✵✳

❋❧❡✐$❤♠❛♥✱ ❙✳✱ ❉*♦*✐✱ ■✳ ❡' ❈♦❤❡♥✲❖*✱ ❉✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❇✐❧❛'❡/❛❧ ♠❡.❤ ❞❡♥♦✐.✐♥❣✳ ■♥

❆❈▼ ❙■●●❘❆1❍ ✷✵✵✸ 1❛♣❡'-✱ ♣❛❣❡. ✾✺✵✕✾✺✸✳

❋♦♦✱ ❙✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❆ ●♦♥✐♦'❡✢❡❝%♦♠❡%❡' ❢♦' ▼❡❛-✉'✐♥❣ %❤❡ ❇✐❞✐'❡❝%✐♦♥❛❧ ❘❡✢❡❝%❛♥❝❡

♦❢ ▼❛%❡'✐❛❧ ❢♦' ❯-❡ ✐♥ ■❧❧✉♠✐♥❛%✐♦♥ ❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥✳ ❈♦/♥❡❧❧ ❯♥✐✈❡/.✐'②✱ ❆✉❣✳

❋♦♦?❡✱ ❏✳ ❡'❑✐♠❜❡*✱ ❉✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❋❧②❝❛♠✿ ♣/❛❝'✐❝❛❧ ♣❛♥♦/❛♠✐❝ ✈✐❞❡♦✳ ■♥ 1'♦❝❡❡❞✐♥❣-

♦❢ %❤❡ ❡✐❣❤%❤ ❆❈▼ ✐♥%❡'♥❛%✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ▼✉❧%✐♠❡❞✐❛✱ ▼❯▲❚■▼❊❉■❆ ✬✵✵✱

♣❛❣❡. ✹✽✼✕✹✽✽✱ ◆❡✇ ❨♦/❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

❋✉❝❤$✱ ❍✳✱ ❇✐$❤♦♣✱ ●✳✱ ❆*?❤✉*✱ ❑✳✱ ▼❝▼✐❧❧❛♥✱ ▲✳✱ ❇✐$❤♦♣✱ ❍✳ ❋✳ ●✳✱ ❇❛❥❝$②✱

❘✳✱ ▲❡❡✱ ❙✳ ❲✳✱ ❋❛*✐❞✱ ❍✳ ❡' ❑❛♥❛❞❡✱ ❚✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❱✐/'✉❛❧ .♣❛❝❡ '❡❧❡❝♦♥❢❡/❡♥❝✐♥❣

✉.✐♥❣ ❛ .❡❛ ♦❢ ❝❛♠❡/❛.✳ ■♥ 1'♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ %❤❡ ❋✐'-% ■♥%❡'♥❛%✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥

▼❡❞✐❝❛❧ ❘♦❜♦%✐❝- ❛♥❞ ❈♦♠♣✉%❡' ❆--✐-%❡❞ ❙✉'❣❡'②✱ ♣❛❣❡. ✶✻✶✕✶✻✼✳

❋✉❝❤$✱ ▼✳✱ ❇❧❛♥③✱ ❱✳✱ ▲❡♥$❝❤✱ ❍✳ ?✳ ❡' ❙❡✐❞❡❧✱ ❍✳✲?✳ ✭✷✵✵✼❛✮✳ ❆❞❛♣'✐✈❡ .❛♠♣❧✐♥❣

♦❢ /❡✢❡❝'❛♥❝❡ ✜❡❧❞.✳ ❆❈▼ ❚'❛♥-❛❝%✐♦♥- ♦♥ ●'❛♣❤✐❝-✱ ✷✻✭✷✮✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✷✵✸

❋✉❝❤$✱ ▼✳✱ ❑&❝❤❡❧❡✱ ▼✳ ❡' ❘✉$✐♥❦✐❡✇✐❝③✱ ❙✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❉❡-✐❣♥ ❛♥❞ ❢❛❜5✐❝❛'✐♦♥ ♦❢

❢❛❝❡'❡❞ ♠✐55♦5 ❛55❛②- ❢♦5 ❧✐❣❤' ✜❡❧❞ ❝❛♣'✉5❡✳ ❈♦♠♣✉%❡' ●'❛♣❤✐❝- ❋♦'✉♠✳

❋✉❝❤$✱ ▼✳✱ ▲❡♥$❝❤✱ ❍✳ @✳ ❆✳✱ ❇❧❛♥③✱ ❱✳ ❡' ❙❡✐❞❡❧✱ ❍✳✲@✳ ✭✷✵✵✼❜✮✳ ❙✉♣❡55❡-♦❧✉'✐♦♥

5❡✢❡❝'❛♥❝❡ ✜❡❧❞-✿ ❙②♥'❤❡-✐③✐♥❣ ✐♠❛❣❡- ❢♦5 ✐♥'❡5♠❡❞✐❛'❡ ❧✐❣❤' ❞✐5❡❝'✐♦♥-✳ ❈♦♠♣✉%❡'

●'❛♣❤✐❝- ❋♦'✉♠✱ ✷✻✭✸✮✿✹✹✼✕✹✺✻✳

❋✉4✉❦❛✇❛✱ ❨✳ ❡' 5♦♥❝❡✱ ❏✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆❝❝✉5❛'❡✱ ❞❡♥-❡✱ ❛♥❞ 5♦❜✉-' ♠✉❧'✐✈✐❡✇ -'❡5❡♦♣✲

-✐-✳ ■❊❊❊ ❚'❛♥-❛❝%✐♦♥- ♦♥ 3❛%%❡'♥ ❆♥❛❧②-✐- ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥%❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✸✷✭✽✮✿✶✸✻✷✕✶✸✼✻✳

●❛4❧❛♥❞✱ ▼✳ ❡' ❍❡❝❦❜❡4:✱ @✳ ❙✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❙✉5❢❛❝❡ -✐♠♣❧✐✜❝❛'✐♦♥ ✉-✐♥❣ R✉❛❞5✐❝

❡55♦5 ♠❡'5✐❝-✳ ■♥ ❙■●●❘❆3❍ ✬✾✼✿ 3'♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ %❤❡ ✷✹%❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥

❈♦♠♣✉%❡' ❣'❛♣❤✐❝- ❛♥❞ ✐♥%❡'❛❝%✐✈❡ %❡❝❤♥✐E✉❡-✱ ♣❛❣❡- ✷✵✾✕✷✶✻✱ ◆❡✇ ❨♦5❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳

❆❈▼ @5❡--✴❆❞❞✐-♦♥✲❲❡-❧❡② @✉❜❧✐-❤✐♥❣ ❈♦✳

●❛4❧❛♥❞✱ ▼✳ ❡' ❍❡❝❦❜❡4:✱ @✳ ❙✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ -✉5❢❛❝❡- ✇✐'❤ ❝♦❧♦5 ❛♥❞

'❡①'✉5❡ ✉-✐♥❣ R✉❛❞5✐❝ ❡55♦5 ♠❡'5✐❝-✳ ■♥ ❱■❙ ✬✾✽✿ 3'♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ %❤❡ ❝♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥

❱✐-✉❛❧✐③❛%✐♦♥ ✬✾✽✱ ♣❛❣❡- ✷✻✸✕✷✻✾✱ ▲♦- ❆❧❛♠✐'♦-✱ ❈❆✱ ❯❙❆✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉'❡5 ❙♦❝✐❡'②

@5❡--✳

●❛✉:4♦♥✱ @✳✱ ❑4✐✈❛♥❡❦✱ ❏✳✱ 5❛::❛♥❛✐❦✱ ❙✳ ❡' ❇♦✉❛:♦✉❝❤✱ ❑✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆ ♥♦✈❡❧

❤❡♠✐-♣❤❡5✐❝❛❧ ❜❛-✐- ❢♦5 ❛❝❝✉5❛'❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥' 5❡♥❞❡5✐♥❣✳ ■♥ 3'♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ %❤❡ ❋✐❢✲

%❡❡♥%❤ ❊✉'♦❣'❛♣❤✐❝- ❝♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡♥❞❡'✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐E✉❡-✱ ❊●❙❘✬✵✹✱ ♣❛❣❡- ✸✷✶✕✸✸✵✱

◆♦55❦✫★✷✹✻❀♣✐♥❣✱ ❙✇❡❞❡♥✳ ❊✉5♦❣5❛♣❤✐❝- ❆--♦❝✐❛'✐♦♥✳

●<♥❡✈❛✉①✱ ❖✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❙✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✐E✉✐❞❡- J ❧✬❛✐❞❡ ❞❡- KE✉❛%✐♦♥- ❞❡ ◆❛✈✐❡'✲

❙%♦❦❡-✱ ❡% ✈✐-✉❛❧✐-❛%✐♦♥✱ J ❞❡-%✐♥❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦❣'❛♣❤✐❡✳ ❚❤g-❡ ❞❡ ❞♦❝'♦5❛'✱ ❯♥✐✈❡5-✐'h

▲♦✉✐- @❛-'❡✉5 ✲ ❙'5❛-❜♦✉5❣ ■✳

●❡4$❤♦✱ ❆✳ ❡' ●4❛②✱ ❘✳ ▼✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❱❡❝%♦' E✉❛♥%✐③❛%✐♦♥ ❛♥❞ -✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣'❡--✐♦♥✳

❑❧✉✇❡5 ❆❝❛❞❡♠✐❝ @✉❜❧✐-❤❡5-✱ ❉♦5❞5❡❝❤'✱ '❤❡ ◆❡'❤❡5❧❛♥❞-✳

●❡4$❤✉♥✱ ❆✳ ✭✶✾✸✾✮✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤' ✜❡❧❞✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝- ❛♥❞ 3❤②-✐❝-✱ ✶✽✿✺✶✕

✶✺✶✳ ❚✐'5❡ ♦5✐❣✐♥❛❧ ✓ ❙✈❡'♦✈♦❡ @♦❧❡ ✔✱ ♣✉❜❧✐h k ▼♦-❝♦✉ ❡♥ ✶✾✸✻✳

●✐♠❜✉:❛$✱ ❩✳ ❡' ●4❡❡♥❣❛4❞✱ ▲✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙❤♦5' ♥♦'❡✿ ❆ ❢❛-' ❛♥❞ -'❛❜❧❡ ♠❡'❤♦❞

❢♦5 5♦'❛'✐♥❣ -♣❤❡5✐❝❛❧ ❤❛5♠♦♥✐❝ ❡①♣❛♥-✐♦♥-✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉%❡'- ❛♥❞ 3❤②-✐❝-✱

✷✷✽✭✶✻✮✿✺✻✷✶✕✺✻✷✼✳

●✐4♦❞✱ ❇✳✱ ❈❤❛♥❣✱ ❈✳✲▲✳✱ ❘❛♠❛♥❛:❤❛♥✱ @✳ ❡' ❩❤✉✱ ❳✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ▲✐❣❤' ✜❡❧❞ ❝♦♠✲

♣5❡--✐♦♥ ✉-✐♥❣ ❞✐-♣❛5✐'②✲❝♦♠♣❡♥-❛'❡❞ ❧✐❢'✐♥❣✳ ■♥ 3'♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ %❤❡ ✷✵✵✸ ■♥%❡'♥❛✲

%✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ▼✉❧%✐♠❡❞✐❛ ❛♥❞ ❊①♣♦ ✲ ❱♦❧✉♠❡ ✷✱ ■❈▼❊ ✬✵✸✱ ♣❛❣❡- ✸✼✸✕✸✼✻✱

❲❛-❤✐♥❣'♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉'❡5 ❙♦❝✐❡'②✳

●♦♥③C❧❡③✱ ❈✳✱ ❈❛$:❡❧❧D✱ @✳ ❡' ❈❤♦✈❡4✱ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆ '❡①'✉5❡✲❜❛-❡❞ ♠❡'5✐❝

❡①'❡♥-✐♦♥ ❢♦5 -✐♠♣❧✐✜❝❛'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞-✳ ■♥ ●❘❆33 ✭●▼✴❘✮✱ ♣❛❣❡- ✻✾✕✼✻✳

●♦4:❧❡4✱ ❙✳ ❏✳✱ ●4③❡$③❝③✉❦✱ ❘✳✱ ❙③❡❧✐$❦✐✱ ❘✳ ❡' ❈♦❤❡♥✱ ▼✳ ❋✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡

❧✉♠✐❣5❛♣❤✳ ■♥ 3'♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ %❤❡ ✷✸'❞ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉%❡' ❣'❛♣❤✐❝- ❛♥❞
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✐♥"❡$❛❝"✐✈❡ "❡❝❤♥✐)✉❡+✱ ❙■●●❘❆)❍ ✬✾✻✱ ♣❛❣❡2 ✹✸✕✺✹✱ ◆❡✇ ❨♦:❦✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

●♦✉#❛✉❞✱ ❍✳ ✭✶✾✼✶✮✳ ❈♦♥E✐♥✉♦✉2 2❤❛❞✐♥❣ ♦❢ ❝✉:✈❡❞ 2✉:❢❛❝❡2✳ ■❊❊❊ ❚$❛♥+❛❝"✐♦♥+

♦♥ ❈♦♠♣✉"❡$+✱ ✷✵✭✻✮✿✻✷✸✕✻✷✾✳

●♦✉#❞♦♥✱ ❆✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛E✐♦♥ ♦❢ ✐::❡❣✉❧❛: 2✉:❢❛❝❡ ♠❡2❤❡2 ✐♥ ✸❞ ♠❡❞✐❝❛❧

✐♠❛❣❡2✳ ■♥ ❈❱❘▼❡❞✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾✵✺ ❞❡ ▲❡❝"✉$❡ ◆♦"❡+ ✐♥ ❈♦♠♣✉"❡$ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡2

✹✶✸✕✹✶✾✳ ❙♣:✐♥❣❡:✳

●✉'③✐❡❝✱ ❆✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❙✉:❢❛❝❡ 2✐♠♣❧✐✜❝❛E✐♦♥ ✇✐E❤ ✈❛:✐❛❜❧❡ E♦❧❡:❛♥❝❡✳ ■♥ ❙❡❝♦♥❞

❛♥♥✉❛❧ ✐♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ +②♠♣♦+✐✉♠ ♦♥ ♠❡❞✐❝❛❧ $♦❜♦"✐❝+ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉"❡$ ❛++✐+"❡❞ +✉$❣❡$②

✭▼❘❈❆❙ ✬✾✺✮✱ ♣❛❣❡2 ✶✸✷✕✶✸✾✳

●✉✐❧❞✱ ❏✳ ✭✶✾✸✷✮✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦:✐♠❡E:✐❝ ♣:♦♣❡:E✐❡2 ♦❢ E❤❡ 2♣❡❝E:✉♠✳ D❤②❧♦+♦♣❤✐❝❛❧ ❚$❛♥✲

+❛❝"✐♦♥+ ♦❢ "❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡"②✱ ✷✸✵✭✻✽✶✲✻✾✸✮✿✶✹✾✕✶✽✼✳

●✉-❤❡✱ ▼✳✱ ▼0❧❧❡#✱ ●✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡#✱ ▼✳ ❡E ❑❧❡✐♥✱ ❘✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❇E❢✲❝✐❡❧❛❜✿ ❆ ♣❡:✲

❝❡♣E✉❛❧ ❞✐✛❡:❡♥❝❡ ♠❡❛2✉:❡ ❢♦: X✉❛❧✐E② ❛22❡22♠❡♥E ❛♥❞ ❝♦♠♣:❡22✐♦♥ ♦❢ ❜E❢2✳ ❈♦♠♣✉"❡$

●$❛♣❤✐❝+ ❋♦$✉♠✱ ✷✽✭✶✮✿✶✵✶✕✶✶✸✳

❍❛♠❛♥♥✱ ❇✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❆ ❞❛E❛ :❡❞✉❝E✐♦♥ 2❝❤❡♠❡ ❢♦: E:✐❛♥❣✉❧❛E❡❞ 2✉:❢❛❝❡2✳ ❈♦♠♣✉"❡$

❆✐❞❡❞ ●❡♦♠❡"$✐❝ ❉❡+✐❣♥✱ ✶✶✭✷✮✿✶✾✼✕✷✶✹✳

❍❛♣❦❡✱ ❇✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡♦$② ♦❢ ❘❡✢❡❝"❛♥❝❡ ❛♥❞ ❊♠✐""❛♥❝❡ ❙♣❡❝"$♦+❝♦♣②✳ ❚♦♣✐❝2 ✐♥

❘❡♠♦E❡ ❙❡♥2✐♥❣✳ ❈❛♠❜:✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡:2✐E② ):❡22✳

❍❛7-✐❡✱ ❚✳✱ ❚✐❜7❤✐#❛♥✐✱ ❘✳ ❡E ❋#✐❡❞♠❛♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ❊❧❡♠❡♥"+ ♦❢ ❙"❛"✐+"✐❝❛❧

▲❡❛$♥✐♥❣✳ ❙♣:✐♥❣❡: ❙❡:✐❡2 ✐♥ ❙E❛E✐2E✐❝2✳ ❙♣:✐♥❣❡: ◆❡✇ ❨♦:❦ ■♥❝✳✱ ◆❡✇ ❨♦:❦✱ ❯❙❆✳

❍❛✇❦✐♥7✱ ❚✳✱ ❈♦❤❡♥✱ ❏✳ ❡E ❉❡❜❡✈❡❝✱ )✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❆ ♣❤♦E♦♠❡E:✐❝ ❛♣♣:♦❛❝❤ E♦

❞✐❣✐E✐③✐♥❣ ❝✉❧E✉:❛❧ ❛:E✐❢❛❝E2✳ ■♥ D$♦❝❡❡❞✐♥❣+ ♦❢ "❤❡ ✷✵✵✶ ❝♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥ ❱✐$"✉❛❧ $❡❛❧✐"②✱

❛$❝❤❡♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❝✉❧"✉$❛❧ ❤❡$✐"❛❣❡✱ ❱❆❙❚ ✬✵✶✱ ♣❛❣❡2 ✸✸✸✕✸✹✷✱ ◆❡✇ ❨♦:❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳

❆❈▼✳

❍❛✇❦✐♥7✱ ❚✳✱ ❊✐♥❛#77♦♥✱ )✳ ❡E ❉❡❜❡✈❡❝✱ )✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ ❞✉❛❧ ❧✐❣❤E 2E❛❣❡✳ ■♥ D$♦✲

❝❡❡❞✐♥❣+ ♦❢ "❤❡ ✶✻"❤ ❊✉$♦❣$❛♣❤✐❝+ ❝♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡♥❞❡$✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐)✉❡+✱ ❊●❙❘✬✵✺✱

♣❛❣❡2 ✾✶✕✾✽✱ ❆✐:❡✲❧❛✲❱✐❧❧❡✱ ❙✇✐E③❡:❧❛♥❞✱ ❙✇✐E③❡:❧❛♥❞✳ ❊✉:♦❣:❛♣❤✐❝2 ❆22♦❝✐❛E✐♦♥✳

❍❡✱ ❳✳ ❉✳✱ ❚♦##❛♥❝❡✱ ❑✳ ❊✳✱ ❙✐❧❧✐♦♥✱ ❋✳ ❳✳ ❡E ●#❡❡♥❜❡#❣✱ ❉✳ )✳ ✭✶✾✾✶✮✳ )✳✿ ❆

❝♦♠♣:❡❤❡♥2✐✈❡ ♣❤②2✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦: ❧✐❣❤E :❡✢❡❝E✐♦♥✳ ■♥ D$♦❝❡❡❞✐♥❣+ ♦❢ "❤❡ ✶✽"❤ ❆♥♥✉❛❧

❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉"❡$ ●$❛♣❤✐❝+ ❛♥❞ ■♥"❡$❛❝"✐✈❡ ❚❡❝❤♥✐)✉❡+✱ ❙■●●❘❆D❍ ✶✾✾✶✱

♣❛❣❡2 ✶✼✺✕✶✽✻✳

❍❡❝❦❜❡#-✱ )✳ ❡E ●❛#❧❛♥❞✱ ▼✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❙✉:✈❡② ♦❢ )♦❧②❣♦♥❛❧ ❙✉:❢❛❝❡ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛E✐♦♥

❆❧❣♦:✐E❤♠2✳ ❘❛♣♣♦:E E❡❝❤♥✐X✉❡✱ ❈❛:♥❡❣✐❡ ▼❡❧❧♦♥ ❯♥✐✈❡:2✐E②✱ )✐EE2❜✉:❣❤✱ )❆ ✶✺✷✶✸✳

❍❡✐❣❧✱ ❇✳✱ ❑♦❝❤✱ ❘✳✱ A♦❧❧❡❢❡②7✱ ▼✳✱ ❉❡♥③❧❡#✱ ❏✳ ❡E ❱❛♥ ●♦♦❧✱ ▲✳ ❏✳ ✭✶✾✾✾✮✳

)❧❡♥♦♣E✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ :❡♥❞❡:✐♥❣ ❢:♦♠ ✐♠❛❣❡ 2❡X✉❡♥❝❡2 E❛❦❡♥ ❜② ❤❛♥❞✲❤❡❧❞ ❝❛♠❡:❛✳

■♥ ▼✉+"❡$❡$❦❡♥♥✉♥❣ ✶✾✾✾✱ ✷✶✳ ❉❆●▼✲❙②♠♣♦+✐✉♠✱ ♣❛❣❡2 ✾✹✕✶✵✶✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ❯❑✳

❙♣:✐♥❣❡:✲❱❡:❧❛❣✳
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❍❡"③♦❣✱ ❘✳✱ ❈❛❞✐❦✱ ▼✳✱ ❆②❞❝✐♥✱ ❚✳ ❖✳✱ ❑✐♠✱ ❑✳ ■✳✱ ▼②2③❦♦✇2❦✐✱ ❑✳ ❡, ❙❡✐❞❡❧✱

❍✳✲/✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ◆♦5♠✿ ◆♦✲5❡❢❡5❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ >✉❛❧✐,② ♠❡,5✐❝ ❢♦5 5❡❛❧✐B,✐❝ ✐♠❛❣❡ B②♥,❤❡B✐B✳

❈♦♠♣✉%❡' ●'❛♣❤✐❝- ❋♦'✉♠✱ ✸✶✭✷♣,✹✮✿✺✹✺✕✺✺✹✳

❍♦♣♣❡✱ ❍✳ ✭✶✾✾✻✮✳ /5♦❣5❡BB✐✈❡ ♠❡B❤❡B✳ ■♥ ❙■●●❘❆4❍ ✬✾✻✿ 4'♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ %❤❡ ✷✸'❞

❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉%❡' ❣'❛♣❤✐❝- ❛♥❞ ✐♥%❡'❛❝%✐✈❡ %❡❝❤♥✐A✉❡-✱ ♣❛❣❡B ✾✾✕✶✵✽✱

◆❡✇ ❨♦5❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

❍♦♣♣❡✱ ❍✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❱✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥, 5❡✜♥❡♠❡♥, ♦❢ ♣5♦❣5❡BB✐✈❡ ♠❡B❤❡B✳ ■♥ 4'♦✲

❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ %❤❡ ✷✹%❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉%❡' ❣'❛♣❤✐❝- ❛♥❞ ✐♥%❡'❛❝%✐✈❡ %❡❝❤✲

♥✐A✉❡-✱ ❙■●●❘❆/❍ ✬✾✼✱ ♣❛❣❡B ✶✽✾✕✶✾✽✱ ◆❡✇ ❨♦5❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼ /5❡BB✴❆❞❞✐B♦♥✲

❲❡B❧❡② /✉❜❧✐B❤✐♥❣ ❈♦✳

❍♦♣♣❡✱ ❍✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ◆❡✇ >✉❛❞5✐❝ ♠❡,5✐❝ ❢♦5 B✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ♠❡B❤❡B ✇✐,❤ ❛♣♣❡❛5❛♥❝❡

❛,,5✐❜✉,❡B✳ ■♥ ❱■❙❯❆▲■❩❆❚■❖◆ ✬✾✾✿ 4'♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ %❤❡ ✶✵%❤ ■❊❊❊ ❱✐-✉❛❧✐③❛%✐♦♥

✶✾✾✾ ❈♦♥❢❡'❡♥❝❡ ✭❱■❙ ✬✾✾✮✱ ❲❛B❤✐♥❣,♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉,❡5 ❙♦❝✐❡,②✳

❍♦♣♣❡✱ ❍✳✱ ❉❡❘♦2❡✱ ❚✳✱ ❉✉❝❤❛♠♣✱ ❚✳✱▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ❏✳ ❡, ❙;✉❡;③❧❡✱ ❲✳ ✭✶✾✾✸✮✳
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❑7❛❡♠❡7✱ )✳✱ ❯♥*❡7❡✐♥❡7✱ ▲✳✱ ❏✉♥❞✱ ❚✳✱ ❚❤❡7②✱ ❙✳ ❡J ❈❛③✐❡7✱ ❉✳ ✭✷✵✶✸✮✳

❈●♦●◆✿ ◆✲❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ▼❡1❤❡1 ✇✐J❤ ❈♦♠❜✐♥❛J♦9✐❛❧ ▼❛♣1✳ ■♥ 4%♦❝❡❡❞✐♥❣/ ♦❢ *❤❡

✷✷♥❞ ■♥*❡%♥❛*✐♦♥❛❧ ▼❡/❤✐♥❣ ❘♦✉♥❞*❛❜❧❡✳ ❙♣9✐♥❣❡9 ❇❡9❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡9❣✳

▲❛❢♦7*✉♥❡✱ ❊✳ )✳ ❋✳✱ ❋♦♦✱ ❙✳✲❈✳✱ ❚♦77❛♥❝❡✱ ❑✳ ❊✳ ❡J ●7❡❡♥❜❡7❣✱ ❉✳ )✳ ✭✶✾✾✼✮✳

◆♦♥✲❧✐♥❡❛9 ❛♣♣9♦①✐♠❛J✐♦♥ ♦❢ 9❡✢❡❝J❛♥❝❡ ❢✉♥❝J✐♦♥1✳ ■♥ 4%♦❝❡❡❞✐♥❣/ ♦❢ *❤❡ ✷✹*❤ ❛♥♥✉❛❧

❝♦♥❢❡%❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉*❡% ❣%❛♣❤✐❝/ ❛♥❞ ✐♥*❡%❛❝*✐✈❡ *❡❝❤♥✐2✉❡/✱ ❙■●●❘❆)❍ ✬✾✼✱ ♣❛❣❡1

✶✶✼✕✶✷✻✱ ◆❡✇ ❨♦9❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼ )9❡11✴❆❞❞✐1♦♥✲❲❡1❧❡② )✉❜❧✐1❤✐♥❣ ❈♦✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✷✵✼

▲❛♠✱ !✳✲▼✳✱ ▲❡✉♥❣✱ ❈✳✲❙✳ ❡( ❲♦♥❣✱ ❚✳✲❚✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ◆♦✐2❡✲3❡2✐2(❛♥( ✜((✐♥❣ ❢♦3

2♣❤❡3✐❝❛❧ ❤❛3♠♦♥✐❝2✳ ■❊❊❊ ❚#❛♥&❛❝(✐♦♥& ♦♥ ❱✐&✉❛❧✐③❛(✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉(❡# ●#❛♣❤✐❝&✱

✶✷✿✷✺✹✕✷✻✺✳

▲❛♠❜❡*+✱ ❏✳ ❍✳ ✭✶✼✻✵✮✳ 6❤♦(♦♠❡(#✐❛ &✐✈❡ ❞❡ ♠❡♥&✉#❡ ❞❡ ❣#❛(✐❜✉& ❧✉♠✐♥✐&✱ ❝♦❧♦#✉♠

✉♠❜#❛❡✳ ❊❜❡3❤❛3❞ ❑❧❡((✳

▲❛*✉❡✱ ❋✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ◆✉♠<#✐&❛(✐♦♥ ❞❡ ♣✐=❝❡& ❞✬❛#( ❡♥ (❡#♠❡& ❞❡ ❢♦#♠❡ ❡( ❞✬❛♣♣❛#❡♥❝❡

♣♦✉# ❧❛ ✈✐&✉❛❧✐&❛(✐♦♥ #<❛❧✐&(❡ ❡♥ &②♥(❤=&❡ ❞✬✐♠❛❣❡&✳ ❚❤L2❡ ❞❡ ❞♦❝(♦3❛(✱ ❯♥✐✈❡32✐(O

▲♦✉✐2 !❛2(❡✉3 ✲ ❙(3❛2❜♦✉3❣ ■✳

▲❛*✉❡✱ ❋✳ ❡( ❉✐.❝❤❧❡*✱ ❏✳✲▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆✉(♦♠❛(✐❝ 3❡❣✐2(3❛(✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜3❛(✐♦♥ ❢♦3

❡✣❝✐❡♥( 2✉3❢❛❝❡ ❧✐❣❤( ✜❡❧❞ ❛❝U✉✐2✐(✐♦♥✳ ■♥ 6#♦❝❡❡❞✐♥❣& ♦❢ (❤❡ ✼(❤ ■♥(❡#♥❛(✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡✲

#❡♥❝❡ ♦♥ ❱✐#(✉❛❧ ❘❡❛❧✐(②✱ ❆#❝❤❛❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ■♥(❡❧❧✐❣❡♥( ❈✉❧(✉#❛❧ ❍❡#✐(❛❣❡✱ ❱❆❙❚✬✵✻✱

♣❛❣❡2 ✶✼✶✕✶✼✽✳ ❊✉3♦❣3❛♣❤✐❝2 ❆22♦❝✐❛(✐♦♥✳

▲❛✈♦✉3✱ ●✳✱ ●❡❧❛.❝❛✱ ❊✳ ❉✳✱ ❉✉♣♦♥+✱ ❋✳✱ ❇❛.❦✉*+✱ ❆✳ ❡( ❊❜*❛❤✐♠✐✱ ❚✳ ✭✷✵✵✻✮✳

!❡3❝❡♣(✉❛❧❧② ❞3✐✈❡♥ ✸❞ ❞✐2(❛♥❝❡ ♠❡(3✐❝2 ✇✐(❤ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ (♦ ✇❛(❡3♠❛3❦✐♥❣✳ ■♥ ❙6■❊

♣#♦❝❡❡❞✐♥❣&✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✸✶✷✳

▲❡❜❡❞❡✈✱ ❱✳ ✭✶✾✼✻✮✳ ◗✉❛❞3❛(✉3❡2 ♦♥ ❛ 2♣❤❡3❡✳ ❯❙❙❘ ❈♦♠♣✉(❛(✐♦♥❛❧ ▼❛(❤❡♠❛(✐❝&

❛♥❞ ▼❛(❤❡♠❛(✐❝❛❧ 6❤②&✐❝&✱ ✶✻✭✷✮✿✶✵ ✕ ✷✹✳

▲❡❧❡.❝✉✱ ❉✳ ❡( ❇♦..❡♥✱ ❋✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❘❡♣3❡2❡♥(❛(✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❧✐❣❤( ✜❡❧❞ ❞❛(❛✳

●#❛♣❤✐❝& ▼♦❞❡❧&✱ ✻✻✭✹✮✿✷✵✸✕✷✷✺✳

▲❡♦♥❛*❞♦ ❉❛ ❱✐♥❝✐ ✭✶✺✵✵✮✳ ❚❤❡ ♥♦(❡❜♦♦❦2 ♦❢ ❧❡♦♥❛3❞♦ ❞❛ ✈✐♥❝✐✳ ❊✲❜♦♦❦ ♦♥❧✐♥❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛( ❣✉"❡♥❜❡&❣✳♦&❣✳

▲❡✈♦②✱ ▼✳ ❡( ❍❛♥*❛❤❛♥✱ !✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ▲✐❣❤( ✜❡❧❞ 3❡♥❞❡3✐♥❣✳ ■♥ 6#♦❝❡❡❞✐♥❣& ♦❢

(❤❡ ✷✸#❞ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉(❡# ❣#❛♣❤✐❝& ❛♥❞ ✐♥(❡#❛❝(✐✈❡ (❡❝❤♥✐K✉❡&✱ ♣❛❣❡2

✸✶✕✹✷✳

▲❡✈♦②✱ ▼✳✱ ◆❣✱ ❘✳✱ ❆❞❛♠.✱ ❆✳✱ ❋♦♦+❡*✱ ▼✳ ❡( ❍♦*♦✇✐+③✱ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▲✐❣❤( ✜❡❧❞

♠✐❝3♦2❝♦♣②✳ ■♥ ❆❈▼ ❙■●●❘❆6❍ ✷✵✵✻ 6❛♣❡#&✱ ❙■●●❘❆!❍ ✬✵✻✱ ♣❛❣❡2 ✾✷✹✕✾✸✹✱

◆❡✇ ❨♦3❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

▲❡✈♦②✱ ▼✳✱ B✉❧❧✐✱ ❑✳✱ ❈✉*❧❡..✱ ❇✳✱ ❘✉.✐♥❦✐❡✇✐❝③✱ ❙✳✱ ❑♦❧❧❡*✱ ❉✳✱ B❡*❡✐*❛✱

▲✳✱ ●✐♥③+♦♥✱ ▼✳✱ ❆♥❞❡*.♦♥✱ ❙✳✱ ❉❛✈✐.✱ ❏✳✱ ●✐♥.❜❡*❣✱ ❏✳✱ ❙❤❛❞❡✱ ❏✳ ❡( ❋✉❧❦✱

❉✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡ ❞✐❣✐(❛❧ ♠✐❝❤❡❧❛♥❣❡❧♦ ♣3♦❥❡❝(✿ ✸❞ 2❝❛♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧❛3❣❡ 2(❛(✉❡2✳ ■♥ 6#♦✲

❝❡❡❞✐♥❣& ♦❢ (❤❡ ✷✼(❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉(❡# ❣#❛♣❤✐❝& ❛♥❞ ✐♥(❡#❛❝(✐✈❡ (❡❝❤✲

♥✐K✉❡&✱ ❙■●●❘❆!❍ ✬✵✵✱ ♣❛❣❡2 ✶✸✶✕✶✹✹✱ ◆❡✇ ❨♦3❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼ !3❡22✴❆❞❞✐2♦♥✲

❲❡2❧❡② !✉❜❧✐2❤✐♥❣ ❈♦✳

▲✐✱ ❍✳✱ ❋♦♦✱ ❙✳ ❈✳✱ ❚♦**❛♥❝❡✱ ❑✳ ❊✳ ❡( ❲❡.+✐♥✱ ❙✳ ❍✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆✉(♦♠❛(❡❞ (❤3❡❡✲

❛①✐2 ❣♦♥✐♦3❡✢❡❝(♦♠❡(❡3 ❢♦3 ❝♦♠♣✉(❡3 ❣3❛♣❤✐❝2 ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥2✳ ■♥ ❖♣(✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡#✐♥❣✱

♣❛❣❡ ✷✵✵✻✳



✷✵✽ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

▲✐♣♣♠❛♥♥✱ ●✳ ✭✶✾✵✽✮✳ ➱♣,❡✉✈❡0 ,1✈❡,0✐❜❧❡0 ❞♦♥♥❛♥9 ❧❛ 0❡♥0❛9✐♦♥ ❞✉ ,❡❧✐❡❢✳ ❏♦✉#♥❛❧

♦❢ (❤②+✐❝+ ❛♥❞ ❚❤❡♦#❡#1✐❝❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛1✐♦♥+✱ ✼✳

▲♦✇✱ ❑✳✲▲✳ ❡9 ❚❛♥✱ ❚✳✲❙✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ▼♦❞❡❧ 0✐♠♣❧✐✜❝❛9✐♦♥ ✉0✐♥❣ ✈❡,9❡①✲❝❧✉09❡,✐♥❣✳ ■♥

(#♦❝❡❡❞✐♥❣+ ♦❢ 1❤❡ ✶✾✾✼ +②♠♣♦+✐✉♠ ♦♥ ■♥1❡#❛❝1✐✈❡ ✸❉ ❣#❛♣❤✐❝+✱ ■✸❉ ✬✾✼✱ ♣❛❣❡0 ✼✺✕✛✳✱

◆❡✇ ❨♦,❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

▲②*+♦ ■♥❝✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❤99♣✿✴✴✇✇✇✳❧②9,♦✳❝♦♠✴✳

▼❛❝❘♦❜❡+*✱ ❚✳ ▼✳ ✭✶✾✹✽✮✳ ❙♣❤❡#✐❝❛❧ ❤❛#♠♦♥✐❝+✿ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥1❛#② 1#❡❛1✐+❡ ♦♥ ❤❛#✲

♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝1✐♦♥+✱ ✇✐1❤ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥+✳ ❉♦✈❡, Z✉❜❧✐❝❛9✐♦♥0✳

▼❛❧③❜❡♥❞❡+✱ ❚✳✱ ●❡❧❜✱ ❉✳ ❡9❲♦❧*❡+8✱ ❍✳ ✭✷✵✵✶✮✳ Z♦❧②♥♦♠✐❛❧ 9❡①9✉,❡ ♠❛♣0✳ ■♥

(#♦❝❡❡❞✐♥❣+ ♦❢ 1❤❡ ✷✽1❤ ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉1❡# ●#❛♣❤✐❝+ ❛♥❞ ■♥1❡#❛❝1✐✈❡

❚❡❝❤♥✐F✉❡+✱ ❙■●●❘❆Z❍ ✬✵✶✱ ♣❛❣❡0 ✺✶✾✕✺✷✽✱ ◆❡✇ ❨♦,❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

▼❛♥♥✱ ❙✳ ❡9 9✐❝❛+❞✱ ❘✳ ❲✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❱✐,9✉❛❧ ❜❡❧❧♦✇0✿ ❈♦♥09,✉❝9✐♥❣ ❤✐❣❤ _✉❛❧✐9②

09✐❧❧0 ❢,♦♠ ✈✐❞❡♦✳ ■♥ ■❈■( ✭✶✮✱ ♣❛❣❡0 ✸✻✸✕✸✻✼✳ ■❊❊❊✳

▼❛+:✉❡8✱ ❘✳✱ ❇♦✉✈✐❧❧❡✱ ❈✳✱ ❘✐❜❛+❞✐>+❡✱ ▼✳✱ ❙❛♥*♦8✱ ▲✳ Z✳ ❡9 ❇♦✉❛*♦✉❝❤✱ ❑✳

✭✷✵✶✸✮✳ ❙♣❤❡,✐❝❛❧ ✜❜♦♥❛❝❝✐ ♣♦✐♥9 0❡90 ❢♦, ✐❧❧✉♠✐♥❛9✐♦♥ ✐♥9❡❣,❛❧0✳ ❈♦♠♣✉1❡# ●#❛♣❤✐❝+

❋♦#✉♠✱ ✸✷✭✽✮✿✶✸✹✕✶✹✸✳

▼❛8❤✐❦♦✱ ❚✳✱ ❨❛❣♦✉✱ ❍✳✱ ❲❡✐✱ ❉✳✱ ❉✐♥❣✱ ❨✳ ❡9 ❲✉✱ ●✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ✸❞ 9,✐❛♥❣❧❡

♠❡0❤ 0♠♦♦9❤✐♥❣ ✈✐❛ ❛❞❛♣9✐✈❡ ♠♠0❡ ✜❧9❡,✐♥❣✳ ■♥ ✷✵✵✹ ■♥1❡#♥❛1✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥

❈♦♠♣✉1❡# ❛♥❞ ■♥❢♦#♠❛1✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❈■❚ ✷✵✵✹✮✱ ✶✹✲✶✻ ❙❡♣1❡♠❜❡# ✷✵✵✹✱ ❲✉❤❛♥✱

❈❤✐♥❛✱ ♣❛❣❡0 ✼✸✹✕✼✹✵✳

▼❝❆✉❧❡②✱ ❙✳✱ ❍✐❧❧✱ ❙✳✱ ❍♦❢❢♠❛♥✱ ◆✳✱ ●♦*❛♥❞❛✱ ❨✳✱ ❙♠✐*8✱ ❇✳✱ ❇✉+❧❡②✱ ❇✳

❡9 ▼❛+*✐♥❡③✱ ❆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ Z,❛❝9✐❝❛❧ ♣❤②0✐❝❛❧❧②✲❜❛0❡❞ 0❤❛❞✐♥❣ ✐♥ ✜❧♠ ❛♥❞ ❣❛♠❡
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◆❡✇ ❨♦,❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

▼❝▼✐❧❧❛♥✱ ▲✳ ❡9 ❇✐8❤♦♣✱ ●✳ ✭✶✾✾✺✮✳ Z❧❡♥♦♣9✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ❛♥ ✐♠❛❣❡✲❜❛0❡❞ ,❡♥❞❡✲
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❆❈▼✳
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❆♠❡#✐❝❛♥ +1❛1✐+1✐❝❛❧ ❆++♦❝✐❛1✐♦♥✱ ✹✹✭✷✹✼✮✿✸✸✺✕✸✹✶✳
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♣❛❣❡0 ✷✽✶✕✷✾✷✳ ❙♣,✐♥❣❡,✳
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❊✉6♦❣6❛♣❤✐❝1 ❆11♦❝✐❛(✐♦♥✳

◆❛❧✇❛✱ ❱✳ ❙✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❆ (6✉❡ ♦♠♥✐❞✐6❡❝(✐♦♥❛❧ ✈✐❡✇❡6✳ ❘❛♣♣♦6( (❡❝❤♥✐9✉❡✱ ❇❡❧❧

❧❛❜♦6❛(♦6✐❡1✳

◆❛②❛$✱ ❙✳ ❑✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❈❛(❛❞✐♦♣(6✐❝ ♦♠♥✐❞✐6❡❝(✐♦♥❛❧ ❝❛♠❡6❛✳ ■♥ "#♦❝❡❡❞✐♥❣* ♦❢ ,❤❡

✶✾✾✼ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉,❡# ❱✐*✐♦♥ ❛♥❞ "❛,,❡#♥ ❘❡❝♦❣♥✐,✐♦♥ ✭❈❱"❘ ✬✾✼✮✱ ❈❱Q❘

✬✾✼✱ ♣❛❣❡1 ✹✽✷✕✱ ❲❛1❤✐♥❣(♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉(❡6 ❙♦❝✐❡(②✳

◆❛②❛$✱ ❙✳ ❑✳✱ ■❦❡✉❝❤✐✱ ❑✳ ❡( ❑❛♥❛❞❡✱ ❚✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❙✉6❢❛❝❡ 6❡✢❡❝(✐♦♥✿ Q❤②1✐❝❛❧ ❛♥❞

❣❡♦♠❡(6✐❝❛❧ ♣❡61♣❡❝(✐✈❡1✳ ■❊❊❊ ❚#❛♥*❛❝,✐♦♥* ♦♥ "❛,,❡#♥ ❆♥❛❧②*✐* ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡

■♥,❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✶✸✿✻✶✶✕✻✸✹✳

◆❡✉♠❛♥♥✱ ❯✳✱ 5✐♥6❛$✐❝✱ ❚✳ ❡( ❘✐③③♦✱ ❆✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ■♠♠❡61✐✈❡ ♣❛♥♦6❛♠✐❝ ✈✐❞❡♦✳
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❚■▼❊❉■❆ ✬✵✵✱ ♣❛❣❡1 ✹✾✸✕✹✾✹✱ ◆❡✇ ❨♦6❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

◆✐❝♦❞❡♠✉(✱ ❋✳ ❊✳ ✭✶✾✻✺✮✳ ❉✐6❡❝(✐♦♥❛❧ 6❡✢❡❝(❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♠✐11✐✈✐(② ♦❢ ❛♥ ♦♣❛9✉❡

1✉6❢❛❝❡✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❖♣,✐❝*✱ ✹✭✼✮✿✼✻✼✕✼✼✸✳
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❚✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ●❡♦♠❡(6✐❝❛❧ ❝♦♥1✐❞❡6❛(✐♦♥1 ❛♥❞ ♥♦♠❡♥❝❧❛(✉6❡ ❢♦6 6❡✢❡❝(❛♥❝❡✳ ■♥ ❘❛❞✐♦✲
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♣❛❣❡1 ✹✺✹✕✹✻✶✳
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