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HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Contributions à l’observation par commande
d’observabilité et à la surveillance de pipelines par

observateurs
Ignacio Eduardo Rubio Scola

To cite this version:
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���� ���� ���������

�� ������� ���������� ��� ����� ������ �� ����������� ������������ �� �� ���� ����
������������ ���� ����� ����� ���� ���� �

��������� ���� ����������� �� ������� ������ �� ����������� ��� ����� ��� �� ������� �����
������ � �

ẋ(t) = F (x(t), u(t), y(t), t)

x̂(t) = H(x(t), u(t), y(t), t)
�����

�� �� ��� ����������� ��� ����� ��� �������� ����������� �� ��� �������� �� �� �� � ���� ��������� ��� �������
� u



�� �������� �� ������ ������������ �������������

�� ����� ����� ��� �

��� x̂(0) = x(0) ⇒ x̂(t) = x(t), ∀t ≥ 0

���� �x̂(t)− x(t)� → 0 ����� t → ∞;

�� ���� ��� ���� ���� ���� x(0)� x̂(0)� ����� ������������� ��� �������
�� ���� ��� ���� ���� ��� ����������� �������������� ����� ������������� ��� ������������
�� ���� ��� ���� ���� ��� ����������� ������������� �� ��������� ����� ������������� ��� ���������

����� ��� ��������� �� ����� �� ������ �� ��������� x̂(t)−x(t) ��� ������� ������ ��������������

��� ���������� ���� ����������� ����� �������� �� �������� ������������� ���� ������ ���
�� ������ ����������������

• ������������� � ����� ������ ����������� �� ���� ��� ������������� �� ������ ������� ��� �����
�������� ������ ��� ��� ��������� �� ������ �� ����� �� ������

���� �� ��� ��� �������� ��� ������ ��������������� ������ ������������� ��� �������� ������
A �� �� ������ C �� ������� ���������� �� ���� �� ������ ������

���� ������������� ���� ���� ���� ������ � ������ �� �� ������ ������������������ ���� �

��������� ��� �������������������
��� ����� (x0, x�0) ∈ Rn×Rn ���� ���� ������������� ��� u �� ��� ��������� x(t) �� x�(t) � ������
�� x0� x�0 ���������

∀u ∈ U, ∀t ≥ 0, h(x(t)) = h(x�(t)).

�� ���� x ��� ������������� �� x0 �� �� ����� (x, x0) ��� ��������������

� ������ �� ����� ��������� �� ���� ������ ��������������� ����� �

��������� ��� ����������������
�� ������� ����� ��� ���������� ���� ������� ������ ����� ��������������

�� ����� ���������� �� �������� ��� ��������������� ���� �������� �� �������� ����������

��� �������� ���� �������� ������ ��� ������� ���������� �� ��������� ������ ������� ����
������� ������������ ����������� �� ��� ������� ���� �������� ������� �������������

��������� ��� ������� �������������
��� ������ u ��� ���� ������ ����������� ���� �� ������� ����� �� �� ��������� �� ���� ����
x0 �= x�0�

∃t ≥ 0 : h(x(τ), u(τ), τ) �= h(x�(τ), u(τ), τ)

��� ������ ��� ���� ���������� �� ���� ����� ��� ������������

��������� ��� ��������� ������������ ������������
�� ������� ��� ������������ ���������� �� ����� ������ ��� ������������



���� �������� �������������� �������������� �� �������� ��

���� �� ��� ���� ������� ��� ����� ��� ������������ ����������� ������ ������ ���� �������
����� ��� ��� ������� �� ����� [0, t] ����� ��� �������� ���� ������������ ������ �� ���� ������
������� ����� ������� �� ������� ��� ���� �

A =

�
0

√
u

0 0

�
�� C =

�
1 0
�

���� �� ������� �� u(t) = 2 ���� [0, t] �� u(t) = 0 ���� t1 > t� �� �� ��� ������������ ������
����� t1� ����� ������������� �� ������ ���� �������� ������ �������

���� ��������� �� ��������� �� ������ �� ����������� �� �������� � ��� ���������� ���� ��
���� ��� �������� �� ���� ���� �� ������� ���� ���� ���� ����������� � ������ �� �� ������ ��
�������� ����������������

• �������� ��������������� � �� �������� ��������������� ���������� �� ����������� ��� ���
������� �� ������ �� �������� ��� ������� � �� ��������� �������� �� ������ ���������� �����
�� ������� ������ ��������� ������ ��� ��������� �������� x0 �� ����� t = t0 = 0 ������� ��
����� t = t1 > t0�

�� ����������� �� ������� ��� ��������

ẋ = f(u, x)

y = h(u, x)
�����

�� �������� ��������������� ��� ���� ����� ��� �

Γ(t0, t1) =
∂E

∂x0
=

� t1

t0

∂y

∂x0

T ∂y

∂x0
dt =

� t1

t0

�
∂h

∂x

∂x

∂x0

T� ∂h

∂x

∂x

∂x0
dt ������

�� x ������� �� �������� �� ��� ���������� �� x0 � t = t0�

���� �� ��� ��� �������� ����� �� ������ ������ ��� ������ ��������� ���������� ���� ��
��������� �

∂h

∂x
= C

∂x

∂x0
= Φu(t, t0)

������

�� Φu(t, t0) ��� �� ������� �� ���������� ��������� �� ��������� �� �������� ������ ��� �

dΦu(τ, t)

dτ
= A(u(τ))Φu(τ, t), Φu(t, t) = I ������

�� ������ ���� ������� ���� �� ������ ���� �� �������� � ��������� t ��� �

y(t) = CΦu(t, t0)x0



�� �������� �� ������ ������������ �������������

�� ��������� �� �� ������ ����� t0 �� t1 ��� ���� �

Ey =

� t1

t0

�y(τ)�2dτ =

� t1

t0

y(τ)T y(τ)dτ =

� t1

t0

xT0 Φu(τ, t0)
TCTCΦu(τ, t0)x0dτ ������

���� �� ���������� ���������� ������� �� �������� ���� �������� �

Γ(t0, t1) =

� t1

t0

Φu(τ, t0)
TCTCΦu(τ, t0)dτ ������

� ������ �� ����� ������� �� ���� ������������ �� ������ �� ����������� �������� ����� ��
������ �� ����������� �� ���� �� �������� ������� �� ����� �� ����� ����� ���� ��� �������� �

��������� ���� ��� ������ ��� ������������� ����������� ���� �� ������� ���� �� ������
����� �� �

∃t0, T,α :

� t

t−T
ΦT
u (τ, t− T )CTCΦu(τ, t− T )dτ ≥ αI > 0 ∀t ≥ t0, ������

���� �� ��� �� �� ����������� ��� �������� �� ����� �������������� ������ �� �

��������� ���� ��� ������ ��� ���������� ��������� ���� �� ������� ���� �� ������ ����� �� �

∃t0,α : ∀T ≤ T0, ∀t ≥ T,

� t

t−T
ΦT
u (τ, t− T )CTCΦu(τ, t− T )dτ ≥ α

1

T




T 0

T
� � �

0 Tn




2

������

�������� � ���������� �� ��������� �� �� ������ ������� �� ���� ������� ��� Ey =

xT0 Γ(t0, t1)x0� ��������� �� ������ ��� � �� ��������� �������� ��� ������������ �� ����� �� �����
��� �� �������� ����������������

�� �������� ��������������� ������ ����� ��� ��������� ����������� ���� ������ ��� �������
������� ���� �������������� �� �� ��������� ��� �������� ������� �� �������� �� ���� �������
���� ��� ��� ����� �������������� ��� ���� ������� ������� ������� ���� ��� ���� ����������� ��
��� ��� ����� ���� �� ����� �� �������� ������������� � �������� �������������� �� ��������

����� ������� ������ �� ��� ������ �� ������� ��� �� �������� ��������������� Γ(t0, t1) ��� ��
�������� ���������� �� ������ ��������� ������� �� ����� t = t0 �� ���������� ������������� ��
�������� ���� ��� �

Ẇ0 = A(u)TW0 +W0A(u) + CTC

���� W0(t1) = 0�



���� ������������ �� ���� ������ ��

��� ������������ �� ���� ������

���� ��� �������� ��������� �� ���� ��� ����� �� ��� ����� ��� ��������� �� �������� ��
�������� ������������� ���� ���� ������ ������ ��� ������� �������� �� ���������� ���� ��
������ ����� ���� ����� ������ ���� ������ �������� ��� ���������� �� ��� ��� �������� ���
������ ������ ��� �� ����� �� ��� ���������� ��� �� ����� ����� ����� ����������� �� ������
����� ������

����� ����������� �� ������ �� ������ ������ �����

���� ��� �������� ��� ������ �� � �� �������� ������� �

�������� ��� ������������ �� ������ ���� ��� �������� � ����� ����������
�� �� ������� ����� ������ ��� ��������� �� �������� ������� ����� �� ������ �� �����������
�� �� ����� �

˙̂x(t) = A(t)x̂+B(t)u(t)−K(t)(C(t)x̂− y(t))

���� �� ������� K(t) ����� ��� �

Ṁ = A(t)M +M(t)A(t)T −M(t)C(t)TW−1C(t)M(t) + V + δM(t)

K(t) = M(t)CTW−1

M(0) = M0 = MT
0 > 0

W = W T > 0

������

���� δ > 2�A(t)� ���� ���� t �� V T = V > 0�

�� ���� �������� ��� ���� �� ��� �� ���������� ������ ��� ��������� ��� �� ����� ��������
����� ��������� �� ���������� Q� �� ���������� �� ������ ��� �� ����� ���������� �� ���������
�� ���� ������� �� ���������� R� ����� ������ ����� ������������ x̂ ��� �������� �� �������
�� �������� x̂− x �� ������ ��� ���� ��� V = Q� W = R �� σ = 0 �����

��� ��������� ��������� �� �������� ��� ���� ��� �������� ������������� ��� �� ������ ��
������ ������ ������ ��� �������� �� ������� ���� ��� ��������� �� ���� ��� ������������
�������� �

��������� ��� ������� �� ������ ������ ����� ������
����� ����� �� ������� �� �� ����� �

ẋ = f(x(t), u(t))

y(t) = h(x(t))

�� ����� �� ������ ������ ������������� ��� �

˙̂x = f(x̂(t), u(t))−K(t)(h(x̂)− y(t))



�� �������� �� ������ ������������ �������������

���� K(t) ������� ��� ��� ��������� ������ �� ����������� �

A(t) =
∂f

∂x
(x̂(t), u(t)) �� C(t) =

∂h

∂x
(x̂(t))

��� ����������� ������ ���� ��� �������� ������������ ���� ��� �������� ��������������
���� �� ���� ����� ������ ��� �� ����������� ������� ����� ������������ ��� �������� ���� �
��������� �� ���������� ���������� ��� ���������� ���������� ��� ������������ � �����������
�������� �� �� �������� ������������ �������� ����� ���� ���� ���� �� ���������

����� ����������� ���� ������� � ��������� ���� �� ������

�� ��������� �� ������� �� �� ����� �

ẋ = A(u(t), y(t))x(t) + b(u(t), y(t))

y = C(u(t))x(t)
������

�� ��� ������� A(u(t), y(t))� b(u(t), y(t)) �� C(u(t)) ���� ������� ���� ���� t �� ��������� ���
��������� �� ����������� �� ���� ������ ���� �� ������� ���� �� ���������� ����� ����
���� �

�������� ����

�� ū(t) = (u(t), y(t)) ��� ��� ������ ������������� ����������� ���� ẋ = A(ū(t))x(t)�
y(t) = C(ū(t))x(t) ���������� ����� ����� �� ����������� ���� �� ������� ��� �

˙̂x = A(u(t), y(t))x̂(t) + b(u(t), y(t))−K(t)(C(u(t))x̂(t)− y(t))

Ṁ(t) = A(u(t), y(t))M(t) +M(t)A(u(t), y(t))T

− C(u(t))TW−1C(u(t)) + δM(t) +M(t)VM(t)

M(0) = MT (0) > 0,

W = W T > 0

K(t) = M(t)CTW−1

������

���� δ > 2�A(u(t), y(t))� �� V = V T > 0�

���� �� ��� �� A �� B �� ��������� ��� �� y� ������ �� ������ � �� ������� ���� �����
���� ������ ������ ����� �� ����������� ������� �� ���� �� ������ ��� � ��� ��� ������ ������
�� �� ������ � ��������� ��� V �� W ������ �������� ����� �������������



���� ������������ �� ���� ������ ��

����� ����������� ���� ������� ���� �� ������ � ������������ ��������
������������

�� ��������� ��� �� ������� ���� �� ����� �

˙̂x = A(u(t), y(t))x(t) + ψ(u(t), x(t))

y = C(u(t))x(t) + η(u(t))
������

�� ��� �������� ��� ��� ��������� ������������ �

A(u(t), y(t)) =




0 A1,2(u(t), y(t)) 0 · · · 0
� � � � � �

���
���

� � � � � � 0

Aq−1,q(u(t), y(t))

0 · · · 0




ψ(u(t), x(t)) =




ψ1(u(t), x1(t))

ψ2(u(t), x1(t), x2(t))

· · ·
ψq−1(u(t), x1(t), . . . , xq−1)

ψq(u(t), x(t))




C(u(t)) =
�
C1(u(t)) 0 · · · 0

�
,

������

���� x(t) = ���(x1(t), . . . , x2(t)) ∈ RN � zi ∈ RN
i ���� i = 1, 2, . . . , q� Ai−1,i ∈ RNi−1×Ni ����

i = 2, . . . , q �� C1(u) ∈ R1×N1 �

�������� ��� ������������ ���� ������ ���� ����� ���� ������
�� �� ������� ������� ���� ��� ��������� ������� �������� ��� ���������� ��������� �

� �������� u(t) ����� ��� ū = (u, y) ���� ���������� ��������� ���� ẋ = A(ū)x ���� A(ū)

�������
� ��� ��� ���������� ψ ���� ����������� ��������� �� x �� ������������ �� u�

����� ���� ���� δ > 0 �� ������ λ� γ > 0 ��� ��� �� ������� �

˙̂x(t) = A(u(t), y(t))x̂(t) + ψ(u, x̂)− Λ(λ)K(t)(C(u(t))x̂+ η(u(t))− y(t))

Ṁ(t) = λ(M(t)A(u(t), y(t)) +A(u(t), y(t))TM(t)−M(t)CTW−1CM(t) + δM(t))

M(0) = MT (0) > 0, W = W T > 0

K(t) = MC(u(t))TW−1

������

���� δ > 2�A(u, y)�� λ = 1
T ����� ����� ��

Λ(λ) =




λIN1 0

λ2IN2

� � �
0 λqINq


 ������



�� �������� �� ������ ������������ �������������

��� �� ����������� ��� ���� ���� x̂(0) ∈ RN ��������� ���� ���� t ≥ 1
λ �

�x(t)− x̂(t)� ≤ µe−σt ������

���� µ > 0�

������ ��� ����� ������� ������ ��� ������� �� ��������� ��������� ��� ��� ������� ��������
�� ����� �������� ��� ���� ����� �� ���� �������� ���� �� ������

��� �������� �� ������������ �� ���� ������ �� ����� ����
����

����������� ��� ��� �������� �� ����� ������� ���� �� ����� ���� �� ������ �������� �

xk+1 = A(uk, yk)xk +B(uk, yk)

yk = C(uk)xk

���� x0 ����� ��������� ��������

������

�� x� u� y �� k ����� ��������������� �� ������� ������� �� ������� ���������� �� ������� ��
������� �� �� ��� �� ����� �� �� ���������������

���� �� ���� �� ���������� �� �������� ������������� ���� ���� ������ �� ��� ���� �������
�������� ���� ��� ���������� ������� ���� �� ����� ���� �

xk+1 = Akxk +Bk

yk = Ckxk
������

�� Ak� Bk �� Ck ���� ��� ��������� �� k ��������

���� �� ���� �� ������� �� ���������� ������ ��� ������ ����� ���� �

Φ(k, k0) = Ak−1Ak−2 · · ·Ak0 , Φ(k, k) = I ������

�� ��������� ��� ������ ��� �������� Ak ���������� ���� �� ������� ���� ������������
Φ(k, k0) ����� ��� �������� ����� Φ(k0, k)�

��������������� �� ������� ���� �� ������� ���� ����������� � ������ �� �������� ��������



���� �������� �� ������������ �� ���� ������ �� ����� ������� ��

��������� ��� ��� ��� ������ �� ��������� �� �� ������� � ��������� k� ����� �� �� ������ �������
��������� ������ ��� ��������� �������� x0 ��� ��� ������� �� σ ��� �� ����� �

E0 =

N�

l=0

�yl�2 =: xT0 Γ(N, 0)x0. ������

�� Γ ���������� �� �������� ��������������� ��� [0, N ]�

��� ��� ������� [k1, k2]� �� ��� ���� ����� ��� �

Γ(k2, k1) =

k2�

l=k1

Φ(l, k1)
TCT

l ClΦ(l, k1) ������

�� ��� �� ������� ������ �� ������� ��� �� �������� ��� ����� �������� � k = k1 �� ����������
����� ���� ���� ���� �� �������� �

Wk = AT
kWk+1Ak + CT

k Ck

Wk2 = 0
������

�� ����� �������� �� ��������� �� �������� ��� ���� ����� ����������� ���������� �� ����
����� �������� �� ��� ���� ���� ��� ��� ������� ������� ���� ��������� �� ������� ���������������
��� ���� ������������ ��� �� ���� ��� �� ���� ������ ������ ������ �� Γ ����� ����� ����������
� ���� ����������� �� ������� ����� ���������������� �� ��� ������� ������������ ������� � ����
���� ���� ������� ����� ���� ����� �����

��������� ���� ��� �������� �������� uk ��� ���� ������������� ����������� ���� ������ ���
���� ����� ��������� �������� x0� �� ������� �������� � ����� ������� ���������� ��� ������
��������� �� ��������� �������� �
�� ������ �� ������ σ ��� ���� ���� ���� k ≥ 0 �

0 < α1In ≤ Γ(k, k − σ) ≤ α2In. ������

���� ��� ���������� α1 �� α2� •

���� ����� ���������� �� ����������� ����������� ���� ���� ����� ���� ������ ����� ����
����� ������ ����� �



�� �������� �� ������ ������������ �������������

�������� ���� ����� ����� �� ������ ������� �� �� �������� ��������� uk ��� �������������
����������� �� ������� ��������������� �� A(uk, yk)� ����� �� ����������� ���� ��� �����������
������������� �� ������� ��� ����� ��� �

x̂k|k = x̂k|k−1 −Kk(C(uk)x̂k|k−1 − yk)

x̂k+1|k = A(uk, yk)x̂k|k +B(uk, yk)

Pk+1|k = γ−1A(uk, yk)(Pk|k−1 −KkC(uk)Pk|k−1)A(uk, yk)
T

����

Kk = Pk|k−1C(uk)
T (C(uk)Pk|k−1C(uk)

T +R)−1

P0|−1 = P T
0|−1 > 0, R = RT > 0, �� 0 < γ < 1

������

�

�� ������� �� ����������� ���� ���� ������ ��� �� ��������� γ ����� ��������� �� �������
�� �������� �� ���� �������� γ��

�������� ���� �� ���� ����� ��� �� ��������� ������ ����� ��� ���������� ���� �� ����
����� ��� ����� �� ����� ���� ���� ��� ������� ��� ��� ���� ��� ��� �������� Ak ���� ������ ��
������������

��� �����������

���� �� �������� ���� ����� ������� �������� ���������� �� ���� ���� � ������������� ���
�������� ��� ���������� ����� ��� �������� ��������� ���������� �� �������� ���������������

���� ����� �� ����������� ��� �������� ��� ��� ������������ �� ���� ������� �� ����� ������
��� ����� �� ����� �������� �� ��� ������� ��������������� �������� �� ������ �� ���������

��� ������ ����������� �� �������� ���� �� ����� ��� ���������� �� ����� �������� ����������
�� �������� ��������������� ���� �������� ��� ������������ �����������



�������� �

�������� �� ��������������� �� ��

������ ��� �� ��������

��������
��� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������� ����� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������� ����� �� ������ ���� ��������� �� �� ������ � � � � � � � � � � ��

����� ���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������������

������ �� ������� ��� ��� ������� ���� �� ��� �������������� �� ������������� �� �������
���� �� ��������� ���� ������������� ���� ���������� ��� ������ ����������� ���� ��� ��������
����� �� ������ ���������������� ������������

������ ��� ��� �� �������� ��� ������ ��� ������������ � ������ ���� ������� ��� �� ��������
����������������

������������ ���� ��������� ��� ��������� ��� ��������� ��������� �������� �����������
����������� ����� � ���� ��� �� ������� ������ �� �� ������� �� ������ �� ���������� ��� �� ��
�������� �������� u�

������������� �� ��������� ��� �������� ����� �� ������ ���� �� ������� ������ ������
����� �� �������� �� �� �� ������� ���� �� ��� �� �������� �� ������������ ����� ���� �������� ��
����� ���� ��� �� �� ���� ��� ������� �� ������ y(t) � ����� �� �� �������������� �� �������
������ x(t)�

��



�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �� ��������

��� ���� ����������� ��������� �� ������ ��� �� �������� ��������������� ���� �������� ��
����� ��������������� ������� �� ����� �� ������

��� ���������� ����� �� ������

���������� �� �� ���������� ��� �� �������� ��� ������������ ���� ������� ���������� ���
������ ����������� ��� ���������� �� ��������� ��������������� ����� ��� �� �������� ������� ���
���� ��������������� �� ������� ��������� �� ����������� ���� ���� ��������� � ������ �� �������
���� �� ������� ����� �� ������� ���� ��������� ���� �� ������ ����� ���� �

xk+1 = A(uk)xk +B(uk, yk)

yk = C(uk)xk

���� x0 ����� ��������� ��������

�����

���� �������� ��������� ������� ��� ������ ����������� ��� ���������� �� ��������� �� �����
���� ������ ��� ����� ������� ���������� �� �� ��������� ���� �������� �������� �� �� �����
����� ���� B = 0 �� A ���� ��� ��� ������ ��������� � �� Ts ��� �� ����� �����������������
���� �

A1(u1) =

�
1 Tsu1
0 1

�
, C1 =

�
1 0

�
�����

A2(u2) =




1 Tsu2 Ts

0 1 0

0 0 1


 , C2 =

�
1 0 0

�
�����

�� ��������� �� �������� ����� ���� ��� ��������� ������ ���� ��� ��������� �� ��� ������
�� �������� ��������������� ���� �� ���� �� �� ��������� ��� ��� ���������� ��������� �

� �� �������� �������� u1 ��� ��� ������������� ����� ���� �� ��� �� ������� ����� �
� �� ��������� ����� ���� �������� ����������� �� �� �������� �������� u2 ��� ��� �������

������� ����� ���� �� ������� ������

��������������� ���� ��� �������� ���� ���������� �� ����� ��� �� ������ �� �������
�������������� ��� ������ ����������� ����������� ����� �������� � �� ��������� �� �������
�� ���������� �������������� ���������� ��� �� ������� ��� ������ ����������� ���� �� �������
��� ��� ������� �� ����� �� N ����
���� ����� �� ������� ����� �� �������������� ��� �� ��������� ��� ���� �� ��������
����������� �� ������������ N ����� ���� ���� ����� ��� �� ��������� �� �������� ���������
��� ��� ����� ���� ������� ������� ���������� ����������� ������� ���� ���� ������� �� M



���� ���������� ����� �� ������ ��

���� �� � ��� �� ��������� �� ��������

�� ���� ��������� ����� ������� �� ������ ��� �������� ������ ��������� ������������ ����
�� �������� ����� ���� ���� ��� ���� ���������� ��� ��������� ���������� ���� ��������� ��
���� ���������� ��� ����� ��������� ���������

�� ������ ����� ����� ��� �������������� �� ������ ��� ������� ��������� ��� �������� ��
�������� ������������ ����� ��� ���������� ����� ����� �� ����������� ��� �� �������� ��������
uk ������ ���������� �

� ��� ������ �������� �Umax� �� ��� �������� �Umin� ���� ������ ������� �� �� ���
������ ���������

� ��� ������ �������� �T2� ���� �� ��������� �� ���������� �� ���������
� ��� ������ ������� �������� �δUmax� ��� �� ��������� ����� ���� �������� �����������

�� �� ���������

�������� � �� �������� ��������� �������� ��� �� �������� ����� ���� ������� ��� ���
��� �� ����� ����� �� ���������� � T2� ���� �������� ��� �� ������ �� �������� ����� �����
��� �� ������� ������ �� ������� ��� ���������� ������� ������������ T2 ��� ���� �� ������ ���
�� ���������

���� ����� ������� �� ������ ������ ����������� �� �������� �� ���� ������� ��� �����
����� ���� ��������� ���� ��������� ���������� ���� �� �������� �� ���� �� ������������ ���� ��
��������� ����� �� ������ �� ��������� �uref � �� �������� ����������� ���������� �uk��

����� ���������� ���������

�� �� ��� ����������� ����������� �� �������� �������������� ��������� ���� ���� ������
����� ���� �

min
U

N−1�

k=0

(uref − uk)
2

Γ(U) � αI

Umin < uk < Umax, ���� 0 ≤ k ≤ N − 1

|uk+1 − uk| < δUmax, ���� 0 ≤ k ≤ N − 2

����

U = [u0, u2, ..., uN−2, uN−1]

�����

�� Γ(U) ���������� �� �������� ��������������� ��� �� ������� �� ����� [0, N − 1] ���� ��
�������� �������� U ��������� ������ ������ ��� ���������� ������



�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �� ��������

�� ���� ���� �������� �� ����������� � ����������� ������������� ������������� �������� ����
���� ��������� ���� �� ������ ���� ������ ������ �� ������� �� ���� �������� �������� �� �����
�� ����� ���� �� ���������� ��� ���������� ��� �� �������� ���� ����� ������� �� ������� N
���������� � ���� ������� ���� ���� ��������� �� ����������� �� �������� �������������� ��
N−1 ����������� ������� ��� N−1 ��������� ��� ���� �������� ���� ����� ������� ������������
��� ������� ���� ������� ��� �� ����������� ���������� ��� ������� �� ������� �������� �����
������������� �� ������ ��� �������� ��� ��������

u0 u1 · · · uN−1 u0 u1 · · · uN−1

U2 → Γ(U2)

U1 → Γ(U1)

UN−1 → Γ(N − 1)

UN → Γ(N)

������ ��� � ������� ��������� ��� ������� � �� ������� �� �������� �������������

�� ����������� �� �������� �������������� � �������� ���� ������� ��� �������� ���������
����������� ������������� ����������� �� �������� ���� �� ������� ������� ������ ��� ����� ��� �

min
U

N−1�

k=0

(uref − uk)
2

Γ(U1) � αI

Γ(U2) � αI

���

Γ(Uh) � αI

U1 = [u0, u2, ..., uN−2, uN−1]

U2 = [u1, u2, ..., uN−1, u0]

���

UN−1 = [uN−1, u0, ..., uN−3, uN−2]

Umin < uk < Umax, 0 ≤ k ≤ N − 1

|uk+1 − uk| < δUmax, 0 ≤ k ≤ N − 2

�����

���� U = [u0, u2, ..., uN−2, uN−1] ����� �������������

���� ������ ��������� �� ������ �������� ��� �������� Uk ��� ����������� �� ������
�������� ��� ������ � ������� ��� ������ �� ��������� �������������� ��� ��������� ���� �� ������



���� ���������� ����� �� ������ ��

N − 1 ���������� ���� ������� �� ������ �������� �� ��������� �� ��������� �� �����������
���������� ������������ ���� ������ ���� ������ �� ������������ ��� ������������ ��� ���
�������� �� U ���� �� �������� ����������� �� ���� ������� �� ����� ����������� ����� ���� �

min
U

N−1�

k=0

((uref − uk)(e
−k + 1))2, �����

���� ������ ��� ����������� ����������� �������������
��� ���������� ���� ���� ���������� �������� ��� �� �������� ���� ��� ��������� �� �������������
��������������

����� ������� ����������

����� ����������� �� ����� ���� ��������� ������ ���� �� �������� ������ �� �� ����������
�� ������� ��� � �� ��������� �� ������ ��� �� �������� ��� ������� ���� �� ������ �������������
���� ���� ���� ������������ �������� ���� �� ����� � �� ���� ��������� �� ���� ���������� �����
������ ���� ������� �����������

���� �� ������� ����������� ������� �

ẋ1 = −ax2 − ax3
√
u+ ax4

ẋ2 = −b(u− x1)− cx2|x2|
ẋ3 = 0

ẋ4 = 0

y = x2

�����

�� a�b�c ���� ��� ���������� �� u ��� ������ ��������� �� ���� �� ��������� ����� �

˙̄x = A(u)x̄+B(u, y)u

y = Cx̄
�����

���� ��� �������� �

A(u) =




0 −a −a
√
u a

b 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




�����



�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �� ��������

B(u, y) =




0

−bu− cy|y|

0

0




������

C =
�
0 1 0 0

�
������

��� �������� ����� �� ������ ������� ���� ������������ � ������ �� �� ������� �������������
������ ��� ����� ������ �������� �� ����� �

�
Ak Bk

0 I

�
= exp

�
TS

�
A(k) B(k)

0 0

��
. ������

�� 0 ������� ��� ������� ������ ����� �� I ��� ���������� ������������ ��� ���� ���� ���
���������� ����������� �� TS ������� �� ��� ������������������

�� ��������� ��� ��������� ������� �� ����������� ��� ��������� ���� ��� ���������� �� ���
������ R �� γ� �� ������� ��� ������ ��� ������� ���������� ��� ���������� �� ������� �� ��
�������������� ����� ���� �������� ���� ������������ �� ������������ �� �������� ������������

��������� ������ ��������� ������

a 4.896 · 104 ����� 0.1%

b 42.048 Umin ���

c 3.924 · 10−4 Umax ���

γ 0.998 U̇max �

R 1 Ts 0.2

α 3 · 10−5 N 4

����� ��� � ������� ��� ���������� �� �������� �� ������������� �� �� ��������

����� �����������

�� ���������� �� �������� �������������� ���� �������� ����������� �� ��� ����������� ���
��� �������� ���� ������ ����� ��� �� ���������� �������� ���� ��� ���������� ��������� x0 =

[6, 4 · 10−3, 0, 4 · 10−3]T � ���� � t = 8 min� x3 ��� ������ �� 0 � 4 · 10−5� �� ���� ��� x4
���� ��� �� ����������� �� ���� ��� ����������� ������� ���� �� ������� �� ����� ����� ��������
��� ������ � �� ������ �������� ����������� �������� � 0.1% �� y� �� ���� ��������� ��������
�������� ����� ��� �� ������ ���� �� ����� �� ��� ������ ��� �� ����� ���� ��� ������ ��� ��������
��� ������� ������������ ��� ��� ����� x1 �� x2 �� ��� ����� ������� �� x3 �� x4�



���� ���������� ����� �� ������ ��
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������ ��� � ������� ��� ��� ����� x1 �� x2 �� ������� ��� ����� x3 �� x4

�������� ������� ������������ ������� ���� �������� �� ������� ��� ������� ��� ����������
�� �������������� � �� ����� ��������������� α �� �� ������ �� ��� �� ����� �� �� ������� ��
�������� N � ��� ����������� ��� ����� ����� �������� ����������� �� ������������ �� x3 ���
������� � ��������� �� �������� ���� �� ����� ��� ���� ��������� ������ Gα = α

N � �� �����������
������� �� ����� �������� ������� ��������� �� �������� ���� ����� ���� � ��� ������������ ��
�������� ����������� �������������

��� ���������� ������� ������������� ��� ������� �� �� ����� ��� ���� �������� ���� ��
����� ���� �� �������� ������ ��� ����� �������� ���� ��� ��������� �� �� ����� ����

Gα ������ ����������� ������� ������� �

7.5 · 10−6 2 · 10−4 1.5753 · 10−5 �

7.5 · 10−6 7.1756 · 10−5 4.1115 · 10−5 �

3.75 · 10−6 1.0116 · 10−4 3.0666 · 10−5 �

3.75 · 10−6 3.5881 · 10−5 7.9278 · 10−5 �

1.875 · 10−6 5.0605 · 10−5 5.9010 · 10−5 �

1.875 · 10−6 1.7942 · 10−5 1.5470 · 10−4 �

����� ��� � Gα �� �������� ����������� ��� X3

�� ��������� � �� ���� �� ������� �� �������� � ���� ��� ����� ���������



�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �� ��������
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������ ��� � ������� ������������ ���� ��� ���������� �� �� ����� ���

����� �� ���� ���������� ��� ��������� �� ������ ����������� �� �������� � ��� ������ ����
����� �� �������� �� ���������� ��������

��� ���������� ����� �� ������ ���� ��������� �� �� ������

���� ����� �������� ������� ��� �������� �������� ����� �� ������ ���� ��� ��������� ��
������ ���� �� ������� ������ ���� ���������� ���� ����������� ��� �������� ���� �� �� �����
������ �� ����� �� �������� � ��� ��� ��������� ������� ���������� ��� ��� �� �������� �������
�� ������� ����� ���������������� ��� �� ������� �� ����� �������� α1 > 0 ���� �� ���� ������
������ ������ �� �������� Γ ��� ��� ������� �� ����� γ ����� �������� ��������

������ ��� �� �������� �� �������� ��� ��� ������� ��� �������� ���� �� ������ �� ��� ��
��������� �� ���������� �� ������� �� �� �������� �������� � ������ ��� �� ������ ���� �� ���
����������� �� ����� ��������� �� Γ� ������� ��������� �� ������ α1� ���� ��� �� ���� ��������� ��
���� �������� ����� ������ ��� �������� ��������� Uk ��� ��� ������� �� ����� ����� ��������
�� �� �������� σMAX ��� ��������� �� ��������� ������� � ���� �� ���� �� �������� ����� σ �� ��
������� �� ��������� ������� ���� ���������� �� ����� � σMAX �

����������� �� ����������� ��� ��������� ��������� ����� ������� ��������� �� ��������
2σMAX � �� ��������� ������ �� ���� ���������� � ���� ���������� ��� �� ���� ��� �� ���� ��� �����
������� �� ��������� ���� ������������� ��� �������� ������� ����� ���� �� ���� ����� ��������
���� �� ������� �� �������� 2σMAX � �� ����� ��� �������� ������� �� ��������� ��� �� ��������
��� ������� �� ��� �� � ������ ��� �� ������� �� �������� ��� �������������� ��� ������ Γi

�� ��� ������ ���� ��������� ���� ������������ ��� �������� �� �� ��������� ��� �������� ��
���� �������� ��� �� ������� �� �������� 2σMAX ������ �������� �� ����� �� �������������
��������

�� �� ����� ��������� ����� ����������� ����� ������ ������ ����������� �� ������ ���� ������� ����� �������
������ �������������� ��� ���� ��������� ���� ���� ����������� ����� ������ ����������� ���� �������� ���� ��
���� ��� ����������� ������������ �� ����� ����� ���������� � ���������� ��� ������� ������������



���� ���������� ����� �� ������ ���� ��������� �� �� ������ ��

Γ Γ2 Γ3 Γ4

σM A X σM A X

σMAX

La couleur représente
quand le grammien 
approprié satisfait la 
borne inférieure.

1 TS

������ ��� � ����������� �� �� ��������� �� �������� ��� ��� ������� �� 2σMAX �� ���������

����������������� �� ������������ �� ���� ��� �� ��������� �������� ����� �

��������� ���� ���� ���� �������� ����������� �� ������� �������������� A �� B� �� λA ���
�� ���� ������ ������ ������� �� A� λB �� ���� ������ ������ ������ �� B �� λAB �� ���� ������
������ ������ �� (A+B) ����� �

max(λA,λB) ≤ λAB, ������

�� �� ����� �� ����� ���������� ��� ������� ������� �� �������� ���� ��� ������� ��
�������� 2σMAX �� ���� �������� ���������� ���� ��������� ���� �������� ���� ��� ��������
�������� σMAX �

����� ���������� ���������

������������� �������� ��� ���������� ��� � ��� ��� �� ��������� ��� ������� ������� ��
�������� ��� ���� ������������� ���� ��� ���� �� ���������� �� ������� ���� ��� ������ ��
�� ����� −q2(λi − λ0i)� �� λi ������� �� i��� ������ ������� �� λ0i ����� ������� �� ��������
�� ���� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������ �� ���� ��� �� ��� ������ ������ �� ���� ���
���� ��������� � �� ����� ������������� ���� �� ������� ��� ����� ����� ��� �� ���� ���� ����
���������� �� ���� �������� �� ��������� ����� ������ �������

��� ����������� �� ����������� �� ������������� �������������� ��� ������� �������
����������� � α1 ��� �������� �� �������� � ������ ��� ���� ���� ����������� � α1 �� ���������
��� ����������� �� �� ����� q

(α1−λ0i)
3 �

������� ����� ���� ����� ������ ����� �������� ������ �� ��������� uref �� �������� � �������
������� �� ����� ������ ����������� �� �������� �� ���� ����� � ����������� ����� ���������
��������� ���������� �� ����� q1(uref − uk)

2 ���� ���� ������ ���� �� ��������



�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �� ��������

�� ��������� q1 ���� ���� ������ ���� ���� ����� ��� q2 �� q3 ���� ������ ��������������
��������� ��� ��� ������� ��������

����������� ������������ �������������� ���� ����� ����� ������ ��� ������� ��� ���������
����� �

� ��� ������ ������� �������� Umax �� �������� Umin ���� ������ ������� �� ��
�������� �������� �

� ��� ��������� ������� �������� δUmax ����� ���� ������� �������������
�� ������� �� ������� � ��������� ���� ���� ������� ����� �

min
uk

[q1(uref − uk)
2 +

n�

i=1

−q2(λi − λ0i)q
(α1−λ0i)
3 ]

����

Umin < uk < Umax,

|uk−1 − uk|
TS

< δUmax,

u−1 = uref ,

������

��� q1� q2 �� q3 ���� ��� ����� �������� � ������� ���������������� ���� ��������� �� ������������
���� ��������� ��� ���� q1 ���� ���� ����� ��� q2 �� q3�� λi ������ λ0i� ���� ��� ������� �������
�� �������� ��������� ���� �������� uk � ��������� �� ��� k ������ ���� uk = uk−1�� �� uref
��� �������� �� ����������

����� ������ ���� ��� ������� ������� �� �������� ������� ���� ����������� � �� ����� ����
������ �� ����������� � α1� ����� �� ������� ��� ������������� � ������� �� ������� ������� ��������
�� �� ��������� ��������� �� ������� ��� ��������� ���� ���� �� ����������� ����� ������ ���
�������� �� ������� �������� ����� � σMAX ��� ����������� ����� �� �������� �� �� ������� ��
������� ����

����� ������� ����������

����� ���� �� ���������� ���������� �� ������� �� ������� ��� � �� ��������� �� ������ ��
������������ �� ���������� ��� �� �������� ��� ���� �������� ���� �� �������� �� ��� ���������
�������������� ������������� �� ������� ������ x = [x1, x2, x3, x4, x5] ���� �

ẋ1 = −ax2 − ax3
√
u+ ax4

ẋ2 = −bx1 − cx2|x2|x5 − bu

ẋ3 = 0

ẋ4 = 0

ẋ5 = 0

y = x2

������



���� ���������� ����� �� ������ ���� ��������� �� �� ������ ��

�� ������ ���� ���� �������� ���� �� ����� �� �������������� ������� ����� ���� �

˙̄x = A(u, y)x̄+Bu, y = Cx̄ ������

���� ��� �������� �

A(u, y) =




0 −a −a
√
u a 0

b 0 0 0 −cy|y|
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




������

B =




0

−b

0

0

0




������

C =
�
0 1 0 0 0

�

� ������ �� ����� ��������������� ���������� ������ ��� ������� �� ���� ��� ��� �������
������������ ��� ���������������� ������ ��� ���� ������������

��� �������� ������ �� ������ ���� ������������ �� ��������� ���������� ������ ���� y(t) �� u(t)
���������� ����� ���������� ����� ��� �������� k �� k + 1 �� ����������� �� ����� ��������
���������� ����������

����� ��������� ��������������� ������������ ���� ��������� ��� ����������� ��������� ��
�������� �� �������� �� �������� ���������� ��� �� ��������� �� ����� ��������� �� ��������� �

uk ⊂ [Umin, Umax] ���� k = [0, 2, ..., N − 1]

�� �������� ���������� ��� ��� �� ������ ������� �� �� ������� �� ��������� ���� ��������
��� �� ��������� ������� ����� ���� �������� ����������� �� �������� uk� ������� ��� TS � ����
���� ��������� |U̇max|� ���� �

|ui+1 − ui| < |U̇max|TS ���� i = [0, 2, ..., N − 2]

�� �������� ���������� ��� �� ��������� �������� �� �������� � ����� �������� ��� ��������
�� ������ � ������ ��� �� ����� ���� ���� ���� ����������� ���� �� ��������� ���� ���� ����
������� ���� �� ����� ����������������� TS �� �������� �� ����� ����� ��� ���������� �� ����
���� ������������� ��� ���� ��������� �� ���� ��� ���� ������� �� ����� ������������� �� �������
������ ���� ��� �������� �� �� ��������� �������� ��� ���� ������ ��� ��������� �� ������������
������������������ ��� �������� ���������� ����������� ����� ����������



�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �� ��������

��������� ������ ��������� ������

a 4.896 · 104 ����� 0.1%

b 42.048 Umin ���

c 3.924 · 10−4 Umax ���

γ 0.999 U̇max �

R 1 Ts 0.5

����� ��� � ������� ��� ���������� �� �������� �� ������������� �� �� ��������
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�� �������� �������������� ��� ������ �� ��������� �� �������� ������� �� ����������� ���
�� ������ ��� ����������� ��� ��� ��������� ���� �� ���� ��������� ��� ������� �������� ���� ���
���������� �� ������� �� ������������� �� ������������� ������� ���� �������� ���� �� �����
���� ��� ������� ��� ��� �������� � ������ �� ��������� ������� �� ������ ���� ���� ������������
�������� ���� ��� ����������� �����������

��� ������ ��� �� ��� ���������� ��� ��������� �� �� ���������� �� �������� ������������� ��
������������� ���� ��� ������� �� ���� ���� ���� t = 50 mins �� ���������� ��� ������ ���
��� ��������� x3� x4 �� x5 ��� ����� ��� �� ������ ����� ��������� �� ��� ������� �� ������ ���
���������� ��� ��� ������ ���������� ����������

������� ��� ������� ������������� �������� ����������������� ���� ��� ����� ����� �� �������
� ������ �� �� ������ ������� �0.1% �� ����� ����� ����������

�� ����� ��� ������ �� ������ ���� �� ���� ����� �� �� ������ �������� ������� ��� ��������
��������������� �� �������� ��� ���������� ������� ��� �������� ��� ��������� ���� ��������
���� �� ����� ����
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������ ��� � ����� ������� �� ������ ��� �������� ��� ���������

���������� ������� �����������

α 10−3 ����� ���������� �� ��������

q1 10−3 ����� ��� ��������� ��������

q2 108 ����� ��� �� ��������� ��� ������� �������

q3 103 ����� ��� �� ���� �� ��������������� ��� ������� �������

R � ������� ��� ������������ ���������� ������ ��������

γ ����� ����������� �� �� ������� �� �����������

����� ��� � ���������� �� ������� �� ������������ �� �� �������������

����������� ��� ����������� �������� ��� �������� ������� ��� �������������� ��� �����������
�� ������������� ������ ���� � ������� ��� ����� �� �������� ���� ��� ������������ ��� �������
�� ����� ���� ����� ��������� �� �������� ���� ���� ���������������� ������ �� �������� �������

��� �����������

���� �� �������� ������ ���� �� ���� ��� �� ����������� �������������� ���� �������� ��
���� ���� �� ������ ������ �� ��������� ���� ����������� ��� ��� �������� ���� ���������� ���
������� ������������ ����� ��� �� �������� ����������������

�� ������� ��� �� ���������� ��� ���������� ��� �������� ����� �� ������ �� ��� ���� ��
�������� ����������� ����� ��� �� �������� ������� ��� �������� ����� �� ������ ���� ���������
�� �� ������ ���� ���� ���� ������ �� ������

���� ��� ���� ������������ ��� �������� ����������� �� ��� ����������� ���� ���������
������������ ��� ��� ��������� ���� �� ������� ��� ������������� � �� ��������� �� ����� ������
������ �� �������� ��
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���� �� �� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �������� �� ���� �� ����� �� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������������

���� ����� �� �� �������� ��������� ��� ����� �� ������� �� ������ ������� ���� ��������
������ � ���� �� �������� ���������������� ��� ����������� ���� ���� �� �������� ��� �������
����������� ��� ������������ �� ����� �������������� ����� ��� ����� ���� ����������� ���
������������ ����� �� ��� ���� ���� ������� ��� ����� ���� �� ��������� ����� �� ������ ����
������������ �������� ������������� �������� �� �������� � ��� ���������� ������ ��� ��������
���� �� ��������� �� �������� ���� ����� ���� �������� ����� �� �������� �� ��������
�������� ���� ���������� �� ���� ��������������

���� �� ������� ������ ������ ��� �������� ���� ��� �������� ����� �� ������ � ������������
������������� ���� ����������� ���������� �� �������� �� ����������� �� ������������� ��������

���� �� �������� ������ �� �������� ������� �� ��� �������� ������� ���� ���� ���� ��
��� �� �������� ���������� ����� �� ������ ����� ���� ���������� �� ���������� ��� ��
�������� ���������� �� ��������� �� �������� ���� �� �� �������� ���� ������������ ���� ������
�� ������������� �� ������ ��������� �� ����� ���� ��� ���������

��



�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������

����������� ����������� ��� ���� ��� ����������� ���������� ���� ������ �������������
��� ��� ��������� ���� �� ���� ����������� � �� ��������� �� ������ ��� ���� �������� ���� ��
������� �� �������� ��

��� ������������ ��������������� ��� �������� �� ����������
�� ������������� ���������

����� �������� �������

���� �� ���������� �� �������� ��� ��� ������ �� �������� ����� ��������� ��� ����������
���� �� ����� �

ẋ(t) = A(u(t), v(t))x(t) + f(x(t), u(t), v(t))

y(t) = Cx(t)
�����

�� x ∈ RN ������ �� ������� ��� ������ u ∈ Rm ��� ������ �� �������� ��� ���� ����
�������� ���� �� ���������� �� �������������� y ∈ R �� �������� �������� �� v ∈ Rq ��������
������� ��� ������� ���� �������� ���� ������������� ��������� t �� y(t) ��� ���������
��������� ��� �A(u, v)� ≤ a(u) ���� ���� u, v� �� a(u) ∈ C∞� ��������� ����� ��� f ���
����������� ��������� �� x� ������������ �� u, v� ���� ��� ��������� γ�

�� ������� ����� � ��������� ��� ��� �� ������� ���� � ������ �������� ��� ������� ���� ���
������� ��������������� ��� ������ ����������������� ���������� ������ ��������� ���������
����� �� �� �������� �� ��� ���� ��� ���������� ��������� �� ����������� ������� ���� �� �����
�������� ������ ���� ���� ��� ���� �

˙̂x(t) = A(u(t), v(t))x̂(t)

+ f(x̂(t), u(t), v(t))− Λ(λ)P (t)CTW−1(Cx̂(t)− y(t));

Ṗ (t) = λ[σP (t) + P (t)AT (u(t), v(t)) +A(u(t), v(t))P (t)

− P (t)CTW−1CP (t)];

P (0) � 0;

�����

���� ��� ���������� �� ������� �������� σ� λ �� ��� ������� �������������� Λ ����������� ��
� ������� ����� ��������

���� �� ��� �� f(x, u, v) = f(u, v) ��� �������� λ ���� ���� ���� � 1� Λ � �� ������� ��������
I� �� �� ������� ������������� �� ������ ����� ������� �������� ���� ����

�� A� f ��������� �� ��������� ���� �� ������ ����� ����� ����� ����� ������� �� �����������
���� ����� �� λ ��� ���������� ����� � �� Λ ��� ������� ��������� ���� ��� �������� ���������
���������� �� ���������� �� λ ����� �� ������� ����� ���� ����� ���� �� ����������� �� λ = 1�
Λ = I �� σ ��� ������ ����� ����� �����



���� ������������ ��������������� ��� �������� �� ���������� �� �������������

��������� ��

���� ���� ��� ���� �� �� �������� ��� ������ ��������� �� ��������� �� ���������� ���� ��
����������� �� ������������� ��� �������� � ��� �������� �� �������� ������ � ������ �� P−1�
�� ����������� �� �������� ��� ������ � ��� ���������� ���������� �� ���������

�� ��������� ����� ����� ��� �������� ������� ����� ��� �������� u� �� �������� ��������
������ �� ���������� �� �� �������� �� ��������� ���� �� ���� ��� u ���� ���� ������ ����
��� P−1 ����� �������

�� ��� ����� ������ ������ �������������� � ��� �������� ������������� �� ��������� ���� ����
���� ������� ��� ��� �������� �� �������� ��������� �� ���������� P � ���� ���������� P−1�
�� ���� ���� ���� �� ������ ������ �� ��������� �� �������� �� ���� ������ ����������� ��
��������� ��� �������� �� ���� ������������ �� ���� ����������� �������� ����������� ��� u�
����� ��� ��� ����������� ���������� ��� P �� ���������� ���� ������� ���� �������� �� ���������
�� ���������������

�� ����� ������ ���� ������� ����� ������� �� �������� ������������ �� �������� ��������
���� ���� ������ �� �� ���� �������� ��� ������ �������������� ���� ����������� � ��� �����

���� �������� �� ��������� ��� ����� ��� �� ����������� ���� ����� �� �� �������� �� Ṗ

����� ��� ������ ��������� ����������� �� ����������� �� ���� ���� �������� ���� ������������ ��
��������� �� ������������� ���� ��� �������� ����������� �� ��������� �� �� �� �������� ���
P ���������� ��� �������� ����������� ��� ������ ������� ����������

�������� ���� ������� ������ �� ��� ���� �

����������� ���� �� ��������� �� ������� �� �� ����� ������ �� �� ������� ��� ���� ��
λ �� �� σ ������ �� ������ �� ������� u ���������� ��� ��� ����� ��� �� ����������� ���� ��
������� ����� �� �������� ������� P�� ����� ��� ����� ������ ���������� ���� �� ������� ��� ��
���������� [0, T ]� �� ��������� �� �������� �� �� ����� �

min
u

� T

0
[ρ�u(s)�2 + �P (s)�2]ds

����� ��� ��������� �����, P ∈ P, �� u ∈ U
�����

���� U ���������� ��� ������� ������������ �� ρ > 0�

���� �� ��� �� f(x, u, v) = f(u, v)� ��� ����������� ��� P �� ��������� � ��� ����� �����������
������� ���� �� ��� λ ���� ������ �� �� �� ���� ��� �� ����� ���������� ��� P ��� �������� ����
�� σ ����� ����� ����� a(u) ��� ����� ����� ��� ������� ������

��� ����������� ���������� �� ��������� ���������� ���� ������������� ������������� �����
������� ������ ���� ���� ��� ��������

���� �� ��� �� f ������ �� x ����� ����� λ����������� ���� A� f ������������ �� ����������
����� ������ �� ���� ���������� ��� ���������� ������������� ��� P ���� �������� �� ���������
�� �������������� ��� ���� ��� ������� ���� �� �� ����� �

γ2P 2 − λσP + I < 0, �����



�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������

���� λσ > 2γ ���� �� ����������� �� ��������� �� P (0) ������ ���� ���������� ������ ���� �� ����
�� ����� ���������� ��� P ��� ������ �������� ��� �� ����� ��������� �� σ� ������ ��� �� �����
���������� ��� �������� ��� ������ �� �� ���� ����� ���������� V (e) = eTΛ−1P−1Λ−1e �����
��� �������� ��������� �� �������� ���� �� ��������� �� �������� ���� e := x̂− x� � ������
�� ������� �������� �� ������� �� ���� ��� �

V̇ ≤ −λσV + 2eTΛ−1P−1Λ−1Δf

�� Δf = f(x̂, u, v)− f(x, u, v)�
�� ����� ���� ������� ������� �

V̇ ≤ −λσV + eTΛ−1P−1P−1Λ−1e+ΔfTΛ−2Δf

�� �� ��������� ��������� �� ������������� ����� ���� ��������� �� ��� �������� �� ������� �

V̇ ≤ −λσV + eTΛ−1P−1P−1Λ−1e+ γ2�Λ−1e�2.

����������� ����� �������� ��� �

−λσP−1 + P−1P−1 + γ2I < 0

��� ����� �� ����������� ���� ���� �� �������� ������������ e ���� ��� ��������� ��������� ��
�������� �����

������ ��� ���� ����������� ���� �� �������� �� ����������� ���� �������� ������� ���� ����
��������� ��� ��� ��������� ���������� ��� ��������� ����������� ���� ��� ������� �������
Tu�� � ������� � ������ ���� ��������� ����� �� ��������� �� ��������������� �� ��� �����������
�������������� ��� ��� ���������� �� ����� �������

���� ������� ������ �������� �������� ��������� ���� �� ���������� �� ���������� ���� ����
k ≥ 0 �

minuk

� (k+1)Tu

kTu

�
ρ�u�2 + �P (s)�2

�
ds

sous (3.2), P ∈ P, etu ∈ U
�����

�� ���� ���������� ��� ������� ���� ��� ���������� �� ��������� ������ ��� ���������� ���
�������� ��� ������� U ���� �� ������ ��� ��� ���������� �� �� ����� �ui� ≤ Uimax ���� �����
������ ui �� ������� u�

��� ������� �� ����������� ��� P � ����� ���� �������� �� �� ������ ��������� �� �������
��������� ����� ������� �������������

�� �� ���� �������� �� ����� �� λ ������ ����� �� �� ����� �� �������� ������ ��� σ ����
���� ������ ����� ����� ��� ������� � �� ����� ���������� �� a(u)�

�� ��������� ρ ���� �� ������� ��� �� ��������� �� ����� ���������� ��� �� �������� ���
������ ����� ����� ���� ��������� �� ������������ �� P �



���� ������������ ��������������� ��� �������� �� ���������� �� �������������

��������� ��

��������� ���������� �� �������� �������� ����� �������� �������� v(t) ���� ��� ����������
�� P � ���������������� �� �� ��������� �������������� ��������� ����� ����� ����� kTu� v(s)
���� ������ ��� s ∈ [kTu, (k+ 1)Tu]� ���� ���� k ≥ 0� �� �� ����� ��� �� ���� �� ���� ���� ������
��� �� ������ �������� ������� 0 �� 1�

������ ���� ����� ��������� ���������� �� ���� �� ������������� ����� ���� ���� ���������
�� �������� ��� �������� � �� � ������� ������������� �� �������� ��������������� ��� �������
�������� ����� �� ������ �� ����� ���� �� ������ �� ��� ����� ��������������� �����������������
���� � ���� �� ���� ���� �� ��� ��� ��������� �� ����� �� ������� �� �� ������� ����� �� ������
� �� ������� ���� �� ������� �� ���� �� ���� �������� �������� ������� � ��������� ��� ����������
�� ������� ���� �������������� ����� �������� ���� ��������� �� ������� ���� �� ���������� ����

����� ������� �����������

���� ��������� ���������� �������� ���������� ����������� �� ������� �� ������� ��������
������ � �� ��������� �� ������� ��� ���� ������ ���� �� ������ 2 �� �� ���������� ���� �����
�������� ������ �� �� �� ���������� ����� �� ������� �����������

�� ������� ��� ������� �� ������ ������ x = [x1, x2, x3, x4]
T � ��� ������� y = x1� ���

������ �� u� ��� ���������� ��� ����� ���� �������� ��� ��� ��������� ��������� �

ẋ1 = a(x2 − u)− by|y|x3
ẋ2 = c(v − y −√

ux4)

ẋ3 = 0

ẋ4 = 0

�����

���� v = f(u, x2) = −1
2

�
θ −
�
θ2 − 4d(e+ x2 − u)

�
�� v ��� �������� ��� ���� ����� �� ��

��� ����� �������� ����� ���� ��� ��� ���� �� �����������

• ��� (i) � �� v ��� ��� ������� ����� �� ������� �� ������� ���� ����� ����������� �

ẋ = A1(u, y) +B1(u, y, v)

y = C1x
�����

���� �

A1(u, y) =




0 a −by|y| 0

0 0 0 c
√
u

0 0 0 0

0 0 0 0


 , B1(u, y, v) =




−au

c(v − y)

0

0


 , �� C1 =

�
1 0 0 0

�
�����

���� �� ���� �� ������� �� ����������� ��������� �� ���� ������ ���� ��������� � ������
��� ��������� ������ ���� ��� ������� λ = 1 �� Λ = I�



�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������

• ��� (ii) � �� v ����� ��� �������� ����� �� ������ ������� �

ẋ = A2(u, y) +B2(u, y, x)

y = C2x
�����

���� �

A2 = A1, C2 = C1 �� B2(u, y, x) =




−au

c(f(u, x2)− y)

0

0


 ������

���� �� ���� ������������� � ������ ����� ��������� ���� ������ ������ ���� ���� λ �����
������ ����� ���� ����� �� ����� ���� λ = 1 �� σ ����� ����� ������ ���� ������

���� ��� ���� ���� �� �������� ��� ��������������� ������ �� ��������� �� ���� ����������
��������� �������� ���� ���� ���������

�� �������� ���� �������� ��������� ����������� ��� ���� ��������� �� ����� ������� ����
��������� �� �������� ����
�� ����� ��� ������ ��� ������� ���������� ��� ���������� �� ������� ���� ��� ���� ����

������� �������

a 3.9240 · 10−4

b 2.2043 · 103

c 4.8960 · 104

d 2.7883 · 10−6

e −2.73 · 101

θ 1.91 · 10−4

����� ��� � ���������� ��������� �� �������

���� ������ ��� �� ������� ���� �� �� ��������� ����������� �x1 = 4.3 · 10−3� �� � t = 500s

��� ����� x3 �� x4 �������� ����������� � ����� ���� ������ ��� �� �������� ���� �� ��������
�� �������� ����� ����� ��� ������������� ������ � ������� ��� ��������� �������� ���� ��� ����
������������ σ = 0.01� R = 1 · 10−9� Q = 1 · 10−13I� ������ ��� λ = 1 ���� �� ��� (i) ��
λ = 1.05 ���� �� ��� (ii)�

������������� ��� ����� ��� �� ��� �������� ��� ������� ��� ����������� �������� ���� ���
������ �� ���� ���� ��� �� ����������� ��� ���� ��������� �������� �������������� ������� ���
���������� �������������� ���� �� ���� ���� �� ����� ��� ���� ����������� ���� � Umin = 3.1 ��
Umax = 3.7�� �� ���� �� ���� ������ �� ������ �� ������ ������ �������� �� P � �� ��������
������� ��� ������ ���� �� ���� �� �� �����������

�� ����� ���������� ���� �� ��� (ii)� ��� ����� ��� �� ��� �������� �������� ������������ ���



���� ������������ ��������������� ��� �������� �� ���������� �� �������������

��������� ��

����� �� �� ����� ��� �������� �������� �������� �� ��� ������� ������� ��������� �� �� �������
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������ ��� � ������ �������� �� ������� ������� ��������� �� P ���� �� ��� (ii)�

��� ������������ �� ��������������� � ������ �� ���������� ��
������������� �� �� ��������

���� ����� ������� �� ������ ��� ���� �� ��� �� ������� ���������� ���� �� �������
�� ����������� ���������� �������������� �� �������� ���� ����� �� �������� �� ���� ��
�������������� �� ���� ������� ��� ������ ������������ ��������� ��������� ��� ��� ���������
���������� �� ����������� �� �������� ������������ ���� ����� ��� �������� ��� ������������ ��



���� ������������ �� ��������������� � ������ �� ���������� �� ������������� �� ��

�������� ��

������������� ��� ������� �� ����� �� ������� ������� ���� �� ������ �� ���� ��� ������

�� �� ���� ��� ��� �� ��������� �� ������������� �� ������ �� ����� ������� ���� ����� ���
���������� �� ���������� ��� ������� �� ������ �� �� ������� �� �������� ��������������� ����
�������� �� ��������� �� ��������������

��������� ���������� �� �������� �������� ��� �������� ������ ��������� ���� ����������
�� ���������� ������� �� ������� �������� ����������� �������� �����������

���������� ������������ ���� �������� ��� �� ������� ������ �� ����� ������� �� ��� ���
������� �� ����������� ������������ ��� ������������ ����������������

����� �������� �� ���� �� ����� �� ��������

����������� ��� �������� �������� �� �� ����� �������� �

xk+1 = A(uk)xk +B(uk) + wk

yk = C(uk)xk + vk
������

�� x ∈ IRn ������� �� ������� ������� u ∈ IRm �� ������� �� ��������� ��������� ��������
��� ������� ���� ��������� ���� �� ���������� �� ������������� �� y ∈ IR �� �������� �� ������
�������� ��� ������ w ∈ IRn �� v ∈ IR ���� ������� �� ������� ����� ��� ��������� �� ��� ���
�������� �� ���������� ������� Q �� R ���������������

���� �� ���� �� ��������� ��� �������� �������� ������ ������ �� ������� �������� �������
���� �� ����� �� ��������������� ���� ���� ������� ����� ������� ����� �

xk+1 = Akxk +Bk + wk

yk = Ckxk + vk
������

�� Ak � Bk �� Ck ���� �������� ������� ������ �� ��� ��� ������� �� uk ����� �� ��� ��������
�� ��� ���� ��������� ��� ������� � ����� �����������
����� ���� ������ ��� ����������� ����������� �� ������� ���� � ������ �������� ��� ������� ��
��������������� ����� ��� �������� �� ��� ������ ������� �������������� ������� ���� ����������� �
������ �� �������� ���� Γ ��� ��� ������� [k−σ, k] ����� �������� ������ �� �� ���� ���������
������ ���� ���������� �� �������� ��� ������

�� ���������� �� �������� ��� ������������ ��� ������� � u� ����� �� ������ �� �������� ���
���� U ��������� ��� ������������ �� ��������� λmin(Γ(k,σ)) ≥ α1� �� �������� ���������������
�� ���������� �� �� �������� �� ��������� �� ����� �� �� ���� ��� u ���� ���� ������ �� �����
����� ��� Γ(k,σ) ����� ������

�� �� ������� ������ ��� ������ ��� ��� ������ ����������� u �u ∈ U�� ����� �� ����� �� ������



�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������

���� �� ������� ���� �������� ���� �� ����� �������� ������ �

�������� ��� ������� �� ������ ���� ��� �������� ����� �� ��������
���� ����� �������� �������� ������ ������������� ����������� Uk �������� �� ������� ������
� ������ �� ������� �� ������� ������� �

x̂k+1 = Akx̂k +Bk +AkKk(yk − Cx̂k)

Kk = PkC
T
k (CkPkC

T
k +R)−1

Pk+1 = Ak(Pk −KkCkPk)A
T
k +Q

P0 = P T
0 � 0, R = RT � 0, Q = QT � 0

������

��� �� ����� ������� ���� �� ������� �������

�������� � ���� �� ����� �� ������ ��������� �� ������� Q ��� ����������� ��������� ��
���� �� ��� �� ����� �A� Q1/2� ���� ���� ����������� ���� ���� k� ���� �� ��������� �� �������
��� Q ��� ����� ������� �� ��� �������� �� �������������� �� �� ����� �A� Q� ���� ���� k�

���������� ��� ��������� ������ ��� �� �������� �� �������� �������������� ��� ��������
�� ����� �� �� ���������� �� �� ������� �������� ������������ Pk ���� ��� �

min
x̂

E{(xk − x̂k)
T (xk − x̂k)}. ������

�� �������� �������� �� �� �������� ���������� ������� ���� �� ����� ��� �������� �� ��������
u� ����� �������� �������� ������ �� ������� ��� ������ �������� ����������� ū ∈ Ū ∈ U ���
�������� ���������� ������� �� Ū ��� ���������� ��� ������� ��������� �� ������������� ����
���� � �� ������� �������� �������������� �

min
ū

min
x̂k

E{(xk − x̂k)
T (xk − x̂k)} ������

�� �������� �� �� ������� �������� ����� ��� ������ �������� ���� �� ����� ������� ���
������� ��� ������ w �� v�

���� � ��� �������� �������� ���� ���������� ��� ������ �������� ��� �������� ��������
����� �� �� ������� �� ������� � ��� ��������� ���� ����� ����� ���� ��� ��������� ���� ����
������ ��� ���� ����� ��� �� ����� �� ������ ������� ���� ������ �������� �� ������������
����� ��� ���� �� ������� �� ������� ��� ��������� ��� ���� ������ �� �������� ���������������
�� �� ����������� �� ������� ��������

���� ������� ������� ��� �������� �� �������� ������� �� ��������� �� �������� �� ����
����� ��������� �� ����� �������� ��� ��� ������� �� ����� ��������� ���� ��� ����������
����������� �������� ����� ���� ����� ����� ��� ���� ���� �� �������� �

min
u0...uN−1

qTr(Pk+N ) +

k+N−1�

l=k

{Tr(Pl) +
r

2
�ul�2} ������



���� ������������ �� ��������������� � ������ �� ���������� �� ������������� �� ��

�������� ��

���� ��� ���������� ��������� �

Pl+1 = AlPlA
T
l −AlPlC

T
l (ClPlC

T
l +R)−1ClPlA

T
l +Q ������

Wl = AT
l Wl+1Al + CT

l Cl ������

���� �� ��������� ��� �� �������� �� ��� ���������� ������� �

Pk = P T
k � 0 ������

Wk = 0 ������

− det(Wk+N − αId) ≤ 0, α > 0 ������

�������� ���� �� ������� �� �� ������� �������������� N ���� ���� ���������� ������ ����
�������� �� �������������� �� ���� ��� ����� ������������ �� �� ������� PN

�������� ���� ��������� �� ������ ��� ��������� ���� ������� ��� ������ �������� ������� ��
����� �� �������� �� �� �������� ������� � ��� ������ �������� ����������� ��������� ���������

�������� ���� ���� �� �������� ������� ������������ �� ������������ �� ���� ���� Pk = P0

�� P0 � 0� ���� ���� ��� ������ �� ����� Pk = P ∗
k+1 ���� ��������

∗ ���� �������� �� �������
�����������

�� ��������� �� ��������� ���������� ���� ����� ����������� ���� ���� ������� ���� �� �������
���� �������� �

Lc = qTr(Pk+N ) +

k+N−1�

l=k

{Tr(Pl) +
r

2
�ul�2}+

1

2c
((max(0, pi + cI(Wk)))

2 − (pi)2) ������

�� pi ��� �� �������������� ���������� ������� � �� ����������� � ����������� ����� i� �� c > 0

��� �� ��������� �������������� �� �����������

���� ��������� ������������ ��������� �� ���� �� ���� �������� � ������������ �

����� ���� �� �� ����� �{ul}l=0,N �pi�� ������ ����� �� ������ ��� �������� �� �������� ����
��� ������� �

min
{ul}l=0,N

max
pi

Lc = max
pi

min
{ul}l=0,N

Lc ������

����� {ul}l=0,N ��� ��� �������� �� �������� �������������

����� ���� ����� �� �������� �� �������� �������� ������������� ����� ��� �����������
�������� �� ���� ������� ����� ����� ����� ���� Lc ������ �������� � ��������� �� ������� c

���������� ������



�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������

����� ���������� ���������

���� �������� �� �������� ������� �� ���� �������� �� �������� ������� �

max
pi

min
{ul}l=0,N

Lc = max
pi

wc(p
i) ������

�� wc(p
i) = min{ul}l=0,N

Lc ��� ������� �������� ����� �� ���������

�� ���������� ������ ��������� ���� ������� wc ��� ����� ��� �
�� ��������� ���� ({u0l }l=k,k+N−1, p

0)� ���� i = 0�
�� � ������ ��������� i+ 1� �������� �� �������� �

min
ui+1
l

qTr(Pk+N ) +

k+N−1�

l=k

{Tr(Pl) +
r

2
�ui+1

l �2}

+
1

2c
((max(0, pi + cI(Wk)))

2 − (pi)2)

������

����� ��� ��� ���������� ������������� �� ��� ���������� ��������� ��������������
�� {ui+1

l }l=k,k+N ��� ��� �������� �� ������� ����� �� � ������� wc(p
i) ��� � ����� �������

W i+1
k � ������ �� ���������� ��������

�� ���������� p ���� �� ������� �� �������� �

pi+1 = (1− ρ

c
)pi +

ρ

c
max(0, pi + cI(W i+1

k )), 0 < ρ ≤ c. ������

�� �� �ui+1
l − uil� < ǫ� ∀l = k, . . . , k+N � �� �pi+1 − pi� < ǫ ����� �� ������� �� ��� ����� ��

��� � ���� ���������� i ����������� �� 1

�� �������� �� ��� � ������� �� �� �������� ������ ��� �������� �� ��������� �� ������� ��
������ ������� ��� ��� ��������� ���������

���� ��� ��������� ��� ���������� ��� ����� ��� �������� Pk �� Wk ���� ������� ���� �����
������������ ������� ��� ������ ��� ���� ���� ������������ �� ������� ��� zl �� wl ��� ��������
�� �� ������ ������������ ���������� ������������ �� Pl �� Wl ��������������� �� FP (zl, ul) ��
FW (wl+1, ul) ��� �������� �� �� ������ ������������ ���������� ������������ �� Pl+1 �� Wl ����
������������ �� ������� ��� ���������� ��������� zl+1 = FP (zl, ul) �� wl = FW (wl+1, ul)� ��
��������� ��� T (zl) = Tr(Pl)� �� �������� �������������� ���� ���� �������� ����� ���� �

min
{ul}l=k,k+N

= qT (zk+N ) +
k+N−1�

l=k

{T (zl) +
r

2
�ul�2}

+
1

2c
((max(0, pi + cI(wk+N ))2 − (pi)2)

������

���� i ����������� ����� �� ���� �

zl+1 = FP (zl, ul), zk ����� ��� Pk �� ����� �� �� �������

wl = FW (wl+1, ul), wk+N = 0
������



���� ������������ �� ��������������� � ������ �� ���������� �� ������������� �� ��

�������� ��

���� �������� ����� ������������� �� ������� �� ���������� �� ��� ���������� �� ������������
�� ���������� ���� �������� �

L({ul}l=k,k+N−1, {zl}l=k,k+N−1, {wl}l=k,k+N−1, {λ1
l }l=k,k+N−1, {λ2

l }l=k,k+N−1, p) =

= qT (zk+N ) +
k+N−1�

l=k

{T (zl) +
r

2
�ul�2 + λ1

l+1(FP (zl, ul)− zl+1)+

+ λ2
l+1(FW (wl+1, ul)− wl) +

1

2c
{max(0, pi + cI(wk))

2 − (pi)2}

������

��� ���������� �� ����������� ��� �������� ���� �

∂L

∂u
= 0 ⇔ rul +

∂FP

∂ul
(zl, ul)λ

1
l+1 +

∂FW

∂ul
(wl+1, ul)λ

2
l+1,

���� l = k, . . . , k +N − 1

������

����� ��� ���������� ��� ��� ����� z ������� �

∂L

∂zl
= 0 ⇔ ∂T

∂zl
(zl) +

∂FP

∂zl

T

(wl, ul)λ
1
l+1 − λ1

l = 0

���� l = k + 1, . . . , k +N − 1

∂L

∂zk+N
= 0 ⇔ λ1

k+N − q
∂T

∂zk+N
(zk+N ) = 0

������

�� ��������� ��� ���������� ��� ��� ����� w ���������� �

∂L

∂wl
= 0 ⇔ −λ2

l+1 +
∂F

∂wl
(wl, ul−1)

Tλ2
l = 0

���� l = k + 1, . . . , k +N − 1

∂L

∂wk
= 0 ⇔ −λ2

k+1 +max(0, pi + cI(wk))
∂I

∂wk
(wk) = 0

���� I(wk) = −���(Wk − αId)

������

���� �������� �� �������� ��������������� �� ������ �� ������� λ1
k+1 �� λ2

k+N ���� ��� �

λ1
k+N = q

∂T

zk+N
(zk+N )

λ2
k+1 = max(0, pi + cI(wk))

∂I

∂wk
(wk)

������

����� �������� ������� ������� �� ���� ����� �������� F (λ1
k+1,λ

2
k+N )�

���� ���������� ��� ��������� ���������� �������������� �� ���������� ��� ��� ���������
������ ���� �� ����� ���������� ����� ��� ��� ��������� ������ ���� �� ����� ������� ������ ���



�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������

�� �������� �� ������� ��� �������� ������� � ������ ���������� (l, l + 1) �

zl+1 = FP (zl, ul)

wl = FW (wl+1, ul)

λ1
l =

∂FP

∂zl
(zl, ul)

Tλ1
l+1 +

∂T

∂zl
(zl)

λ2
l+1 =

∂FW

∂wl
(wl, ul−1)

Tλ2
l

0 = rul +
∂FP

∂u
(zl, ul)

Tλ1
l+1 +

∂FW

∂u
(wl+1, ul)

Tλ2
l+1

������

�� ������� ��� ������� �� 5 ��������� ���� 5 �������� (zl+1, wl,λ
1
l+1,λ

2
l , ul, ul−1) ��

������� ��� (zl, wl+1,λ
1
l ,λ

2
l+1) ���� ���� ������� �� ������ ������ �� l = k + 1 � k +N − 1�

�� �� ������� ����� �� ������� � 5(N − 1) ��������� ���� 5(N − 1) ��������� �� ��� ������
�� �������� λ1

k+N − q ∂T
∂zk+N

(zk+N ) �� λ2
k+1 −max(0, pi + cI(wk)

∂I
∂wk

(wk)) �� ���� ��������� ��

�������� F (λ1
k+1,λ

2
k+N )� �� ����� �������� ��� ����� ����� �� �������� �������� {uil}l=k,k+N ���

�� �������� �� �������� �������������� �������

�������� ���� �� �� ���� ������� ����� �������� ��� �������� ����� �� ������ ���� ���������
�� ������ (A(uk, yk))� ���������� �� ������� �� �������� �� �� ������ yk� ���� ������� �� ������
���� �� ������� �������������� �� ����� �������� ������������ �� ������ x̂k� �� ��� �������� ��� ��
�������� �� �������� �������������� �� ���� �������� �� ������ ������ (u∗k(x̂k))� �� ������������
�� �������� �� ���� ���� �������� �� ������ ������ (W (u(x̂))) �� ��������� ����� ���������� ��
�� ������ ��� �������� ��������������� �� ������� ��� ���� �� �������� �� ������ �� �������
����� �� ������� ����

����� ������� �����������

���� ��������� ���������� �������� ��������� �� ��������� �� ������� ������� ������� �

x1,k+1 = x1,k + x2,kTeuk + x3,kTe

x2,k+1 = x2,k

x3,k+1 = x3,k

yk = x1,k

������

���� Te = 1s �� ����� ������������������

�� ���� ��������� �� ������� ���� ����� ����������� ���� �

A(uk) =



1 Teuk Te

0 1 0

0 0 1


 , B(u) =



0

0

0




C =
�
1 0 0

�
������



���� ������������ �� ��������������� � ������ �� ���������� �� ������������� �� ��

�������� ��

��� �������� �� ����������� �� ����� ������ Q �� �� ������ R ���� ��������� ���� ������� �

R = 10−2

Q = 10−3Id
������

�� ������� ��� ��� ������������ ����������� ��� ������� �� u = 0 ����� x2 ��� ��� �������
������ � ������ ��� ������� ��� ��������� �� ������� ��� ������� ���� ��������� ��� ���������������
�� �� �������� ����� ��� �� �������� ��������������� ���� �� ������� ���� �����

����� ��� ���������� ��� �������� ������� P �� ��� ������� ������ �� ��������� 3× 3 �� ��
������� z� ������������ ��� ������ ��� �� ������� �� ��������� 1× 6� ������ ��� �� ������� ��
�� �������� T (zl) ���� ���� �������� ��������������� �� ��� ������� �� �

∂T (zl)

∂zl
= [1 0 0 1 0 1]T ������

��� ������� ��� ������� �� F (zl, ul) ���� ����������� �������� � �������� ���������������
�� ��� �������� ����������� ��� �� �������� ��� ������������� ����������

�� ��������� �� �������� �������������� ������ � ��� ������ �� ��������� ������ ���� �� ������
��� ����������� ��� ��� ��������� ���� �� ���� ��������� ��� ���������� �� ������������ ���
��� ������� ����� q = 1000� r = 10� c = 0.1 �� ρ = c� �� ��� �������� �� ������� ��������� ��
������������ �� �� ����� �� P � �� �� �� �� ������� �� ������ ���� �� ���������� ��������� ��
�������� �� �� ����� �� P � ����������� �� �� �������� �� ������ �� �� ������� ��������� ������� ���
����� � 3 ����

��� �������� ������ ������������ �������� ��� ������� � ��������� �� ����� ���������� ���
�� ��������� ��� ������� ���� ������������ ���������� P0 �� �� ��������� �������� P0 ��� ��������
� �� �� �������� ��� ������������ �� �� �������� ������ ��� ������� � �����������

����������� �� ���� ��������� P0 ∈ P0 �

P0 =




0.0180 −0.0052 0.0052

−0.0052 0.0076 −0.0005

0.0052 −0.0005 0.0039



T

������

����� �� ������� ������������� z0 ��� �

z0 =
�
0.0180 −0.0052 0.0052 0.0076 −0.0005 0.0039

�T
������

���� ������ ��� ������ ���������� ���� �� ��������� �� ������� ����� ���������� �������� �������
��� �� �������� �� �� ������� ����� ��� �� �������� �������� �� �������� �� ������������ �������
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�� ��� ���������� ���������� ��� ���������� ��� ������� ��������� ��� ������ ����������� ���
��������� ��� ������� �� ���� ��� ���������� ���������� �� ��� ���������� ��������� ���������
����� ������ �������� � ��������� �������� ��� ���������� ��������� ������� �������� ���� �� �����



��

�������� �� ������� ��� �� ������������ �� ��������� ���� ������� �� ���

���������� �� ������������ ���������

�������� �
H(x, 0) = H0(x)

Q(x, 0) = Q0(x)

��� ��������� �� ���� �� ������ ��������� ������������ ������������ �� ���� �� ������ ����
��������� �������� ������� ����������� ������ �� ������������ �������� ������ ������ ������ �
������ ���������� �� ���������� �� �� ������������� �� ���� ���������� ��� ��������� ��������
��������� ��� ���������� ��� ���������� ��� ������� �� ������������ ������ ��� ��� ������� ���
��������� ���������������� �� ���������� ��� ������� ���� �������� �� ���������� ��� �������
������ ���� �� ���������

����� ���������� � ������� �� � ������

�� ���� �������� ��� ��������� ������ � ������� �� ��� ��������� ������ � ������� ���� ���
�������� ���� �� ������ �� ����� ����� � ������ ���������� ��������� � Hin� Hout� Qin� Qout�
����� ������ ���������� ������������ ��� ������ ���������� ��������� � Hin − Hout� Qin −
Hout� Hin −Qout� Qin −Qout� ���� �� �������� ��������� ��� ���������� ��� ������� ���� ���
��������� ����� �� ����� �� �� �������� ��� ������������ ��� ���������� ���� ��� �������������
��� ��������� ���� �������� ���� ����������� ��� �������� �� ���� ���������� ���� ������ ����
�� ����� ��� �� ����������� ��� ���������� ��� ������� ���� ������� ��� ��� ��� ��������� �
������� ����� ���� ���� �������

��������� ��������

����� CA
�

2gH(pos, t)

��������� �������� H(pos, t)| ∂H(pos,t)
∂t

=0

����� ���������� H(pos, t) = H(ext, t) +APQ(pos, t)2 +BPQ(pos, t) + CP

���������� H(pos, t) = H(ext, t)−RQ(pos, t)2

����� ��� � �������� �� ���� ����������

C� AP � BP �� CP ���� �������������� ��� ���������� �� �������� �� �� ���������� ����
�������� �� �� ������ �������� �pos� ���������� �� �������� ���� �� ������������ �� ������ �� �
�������� �� �������� �ext� ���� ��������� � ����������� �� �� �������������

����� ���������� ��������

��� ��������� ������� �� ����� ��� ��������� ����� ��� ���������� � ������� �� � �������
���� ���� ����� ��� ������� � ��� ������ ��� ����� ������ ��� ������������ ���� ��� ����������
�������� ������������ ��� ������������� ��� ��������� ��� ��������� ���� �� ������� ��������
��� ���������� �������� ����������� ���� ����� ����� ���� ���������� ��������� �� ���� ��� ������
�� ����� ������� ��� ��� ������ �� ��� ������������ ���� ��� �������������



���� ������ �� ��������� ������ ��

������� �����

��� ����� �������� ��� ������������� ��� ������ �� ���� �� �������� � �� �������� x = xf ����
��� ����� �� ������Qf (xf , t)� ���������� ����� ����� �������� ������ ���� x ∈ [0, xf [U ]xf , L](x �=
xf )� ���� ����� ���� ���������� ���� �� ����� ���� �� ��������� �� xf � �� ������������ �� ��
����� �� x ∈ [x−f x

+
f ] �������� ��� �

Q(x−f , t)−Q(x+f , t) = Qf (xf , t) �����

���� Q(x−f , t) � ����� ����� xf � Q(x+f , t) � ����� ����� xf �

Q(x−
f , t)

Qf (xf , t)

Q(x+
f , t)

xf

������ ��� � ����� ��������� � xf

�� ���� ��������� ��� �� ����� ��������� �� ������ ������������ ���������� ����� ����� ���
������� �� x = xf � ���

�� ����� �� ����� �� xf ��� ������ ��� �� �������� ����� �������� �������� ���� ��� ���� �

Qf (xf , t) = H(t)F
�
H(xf , t) �����

�� F = AfCf ≥ 0� ���� Af � ������ �� �� ������ Cf � �� ��������� �� ��������� H(t) � �� ��������
�� ��������� ������ ����������� �� ������������ ����� ����� � ��������� tf �

H(t) =

�
0 �� t < tf
1 �� t ≥ tf

�����

���� �� ��� ������������ �� ��������� ������� ���� ���������� Qfk(xfk , t) ����� ����� ���
������ �� ����� ���� k ��� �������� �� ������ ��� ����������� �� ����� ������ ������������ ���
Hk(t) ��������� ��� ������ �� ����� Qfk(xfk , t)� ��� �������� �� ������ tfk � ���������� Fk � ��
��������� xfk �

������� ����������� ����������

������������� � �� ������ ��� ����������� �������� ��� ������������� ��� ���������� ������
����� ���� �� �������� �� x = xobs� ���� ������� �� ���� �� �������� Hobs�

����������� ��� �� ��� ����� ����������� ���������� ��� ���� ���� ������� ��� ������ �
������ ����� ���� ����� �� ����� ��� �������� ��� ������������ ���� ��� ����������� �� ����
�� x = xobs� H− ���������� �� �������� � �� �������� ����� ����� ������������� ��������� ���



��

�������� �� ������� ��� �� ������������ �� ��������� ���� ������� �� ���

���������� �� ������������ ���������

��������� � �� �������� x−obs�� ����� �������� ���� ���� �������� �� �������� ��� ������ ���������
�� ��������� ���������� �� ��������� ����� x−obs �� xobs ������ �

b

H H
-

Q

obsx

A A

������ ��� � ������������ ���� ��� ����������� ����������

P− +
ρ−(V −)2

2
+ ρ−gh− + PW − PL = P +

ρ(V )2

2
+ ρgh �����

���� �� �������� �� P ���� �� �������� �� ������ V ���� �� ������� �� ������ ρ ���� ��
������� �� ������ h ���� �� ������� ������������� PW ���� ��������� ������� � ��������� PL

���� ��� ������ ���� �� ������������� �� ���������� �−� ���� ��� ��������� ������������� � x−obs�
����� �� ����� ��� ��������������� ��� �������� ������������ ���� ��� ����� � xobs �� x−obs�
�� ��������� ������� ��� ���� ����� �� ��� ����������� �� ������� ���� �

P− +
ρ(V −)2

2
= P +

ρ(V )2

2
− PL

�� ���� ��� ���������� �

ρV −A = ρV Ab → V − = V
Ab

A

���� Ab ������ �� �� ������� ������������ �� �� �������� �������������� �� ��������� ��� ����
���������� �� ������� �

P− = P − ρ(V )2

2

��
Ab

A

�2

− 1

�
− PL

�� ��������� ��� Q = V A �� P = ρgH� �� ������� ��������� �

H− = H − Q2

2gA2

�
1−
�

A

Ab

�2
�
− hL

�� ����� hL ���������� ��� ��������� ��������� ��� ������� ��� ���� ���� �������� � ������� �
����� �� ���� ���������� ����� �� � �� ��������� �� ��������� ���� ��� ������� ���������� ����
�� �������� �� ����� �� ���� ��������� ����� ���� �� ��� ������� ���������� �� ���� ��� ��� ��
���� ������������� ��������� ���� �������� ���� ������ ��� ������������� ������� ����� ����
�� ������ �� ������� �� �������� �� ��������� ����� ���� ������� ����� ������������� � ������ ����



���� ������ �� ���������� ����� ��

������� ����� tobs �� �� ������� ���� ������������� �

H−(t) = H(t)−H(t)
Q(t)2

2gA2

�
1−
�

A

Ab

�2
�

������

���� ��������� �� ���� ��������� ��� ����� ����� ��� ����������� ���������� ���� ���
���� ������������� �������� ���� �� ������

��� ������ �� ���������� �����

����� ������� ��� ���������� ����� ��������� �� �����

�� ������ ��������� ������ �� ���������� ����� ����� ���� �� ��� ��������� �� ����� ������
���� �� �������� �� ���� ��� ��� �������������� �������� ����� �� ������ �� �� ����� ���� ���� ���
�������������� �� �������������� ��������� �

� H(x, t) ∼= Hi(t) �������� � ���������� �������� �������� i�

� Q(x, t) ∼= Qi(t) ����� � ���������� �������� �������� i�

�
∂H(x, t)

∂t
∼= Ḣi(t) ��������� ���������� �� �������� � ���������� �������� �������� i�

�
∂Q(x, t)

∂t
∼= Q̇i(t) ��������� ���������� �� ����� � ���������� �������� �������� i�

H1 H2 Hi−1 Hi Hn

Q1 Q2 Qi Qi+1 Qn

X1 X2 Xi−1 Xi Xi+1 Xn

������ ��� � �������������� �������� ����� ������������

��� �������� ���������� ��� ������� � x ���� ���������� ��� ���������� ����� �� �������
����� �� ������ �� � ������� �

�
∂H(x, t)

∂x
≈ ΔHi(t)

Δxi
=

Hi+1 −Hi

Δxi
��

Hi −Hi−1

Δxi
�

�
∂Q(x, t)

∂x
≈ ΔQi(t)

Δxi
=

Qi+1 −Qi

Δxi
��

Qi −Qi−1

Δxi
�

�� ���� ����� ��������� ��� �� ������ ������� �� ������� ����������� ������ ��� ����������
��� ������� ��������� �� ��� ���� ����� ������ ������ ������� ��������� ���� ��� ������ ������ ��
���������� ���������� ��� ������� ���� ������� ���� �� ������� ����



��

�������� �� ������� ��� �� ������������ �� ��������� ���� ������� �� ���

���������� �� ������������ ���������

��������� ������� ���������

Hin �� Hout Q̇i =
a1
Δxi

(Hi −Hi+1)− a3Qi|Qi| H1 = Hin

Ḣi+1 =
a2
Δxi

(Qi −Qi+1 Hn+1 = Hout

Qin �� Hout Q̇i+1 =
a1
Δxi

(Hi −Hi+1)− a3Qi+1|Qi+1| Q1 = Qin

Ḣi =
a2

Δxi−1
(Qi −Qi+1) Hn = Hout� Δx0 = 1

Hin �� Qout Q̇i =
a1
Δxi

(Hi −Hi+1)− a3Qi|Qi| H1 = Hin

Ḣi+1 =
a2
Δxi

(Qi −Qi+1) Qn = Qout� Δx0 = 1

Qin �� Qout Q̇i+1 =
a1
Δxi

(Hi −Hi+1)− a3Qi+1|Qi+1| Q1 = Qin

Ḣi =
a2
Δxi

(Qi −Qi+1) Qn+1 = Qout� Δx0 = 1

���� a1 = −gA� a2 = − c2

gA �� a3 =
f

2DA

����� ��� � ��������� ������� �� �������������� ��������� ��� ���������� ��� �������

����� ���������� �������� ���� ��� �����

����� ��� ����� �� �������� ���� �� �������� ���������� ����� ��� ���������� �� ������������
�� �� ����� ���� ���� ���������� ��� ��������� �� ��������� �������� �� �� �������� �� �������
��� ���������� ����� ����� ��� ����� �� �������� ����� ��� �������� xi �� xi+1 � ���������� �����
������� �

Qi −Qi+1 −Qfk = 0

����� � ������ ���������� ����� ������ �� �������� ��� ������ ����� ��� ���� ��������

ΔQi

Δxi
=

Qi −Qi+1

Δxi

���� ���� ��������� ���
ΔQi

Δxi
=

Qi −Qi+1 −Qfk

Δxi
������

���� Qfk ������� ��� ���������� ������ �� k ����� ����� �������� �� �������

��� ������ �������� �����������

���� �� ����������� ����� �������� ��� �� �������� �� ������ �������� ����� ������������
���� �� ������� ����������� ������� � ��� ������� ��������� �� ������� ���� ����� � ������ ���
��������� �� ���� �� ������ �� ��������� ��� ������ ����������� �� ������� ��� �������� ��
��������� ���� ��� ������� ����� ������������� ���� ���� ���������� �� ��������� �� ������ �
��������� ��� ������ ��� ������� ������������� �� ���� ���� �� ������� ���������� ��� ����� ��
��� ����������� �����������



���� ������ �������� ����������� ��

����� ������� �� ����������

����� ���������� �� ������ ����������� ������� ��� �� ������������ ��� ������� ��� ���
������� ���������� �� �������� ���� ����� ����������� �� ����� ����� ���������� ���� ��� �����
���� ��� ������ ��� ��������� ��������� ���� ��� ��������� ���������� �� ������ ����������� ���
������� �� �� ��������� ��������� �� ������ ������������ ���������� ����� ����� ���� ���� ���� ��
��������� ���� �� ������� ������ �� ��������� ��� ��������� �� ���� �� ������� ��������� �����
�� ������ ������ ���� ����� ����������� ����� ��� ��� ��������� H0(x) �� ��� ������ Q0(x) �

0 =
∂(H0 + h)

∂t
+

c2

gA

∂(Q0 + q)

∂x

0 =
∂(Q0 + q)

∂t
+ gA

∂(H0 + h)

∂x
+

f(Q0 + q)|(Q0 + q)|
2DA

�� h �� q ���� ��� ���������� ��� ��������� �� ������ ��������������� ��� ��������� �� ������������
∂Q0

∂t �� ∂H0
∂t ���� ����� �� �� � �

∂H0

∂x
= −fQ0|Q0|

2DgA2
������

��� ���� �� ����� ����������� ������� �� ��������� �� ����� �� �������� ������������ φ(x) =
fx0|x0|
2DgA2 �� ��������� �� ������������� �� ������ �

φ(x) = φ(a) +
∂φ

∂x

����
a

(x− a) +
∂2φ

∂x2

����
a

(x− a)2

2
+ . . .

�� ������� x = Q0 + q �� a = Q0 �� �� ���������� ��� ������ ������� ��������� � 1� ���� �

f(Q0 + q)|Q0 + q|
2DA

∼= fQ0|Q0|
2DA

+
2f |Q0|
2DA

q ������

����������� � ������ �� ������ �� �� ������ �� ���� ������� ��� ��������� �� ���� �� �������
����� �� ������ ����������� �� ���� ������� ���������� ������ �� ����� ����������� �

0 =
∂h

∂t
+

c2

gA

∂q

∂x
������

0 =
∂q

∂t
+ gA

∂h

∂x
+

f |Q0|
DA

q ������

���������� �� ��������� �� ������� �� ���������� ��� ��������� �� ���� ������� ����������
������ �



��

�������� �� ������� ��� �� ������������ �� ��������� ���� ������� �� ���

���������� �� ������������ ���������

∂h = − c2

gA

∂q

∂x
∂t

���� �� ��������� ����� �������� ���� ������ �� ������ � �

∂2q

∂x2
=

1

c2
∂2q

∂t2
+

f |Q0|
c2DA

∂q

∂t
������

�� �� ��������� ��� ��� ���������� ���� ���������� ������������ ����� ��������� ω� �� ����
������� ������ ���� �� ������� ����������� ����� ���� �� ���� ���� ���� �������� �

∂2q

∂x2
= µ2q

���� �

µ2 = −ω2

c2
+

jωf |Q0|
c2DA

������

����� �������� � ����� �������� �

q = c1 sinh(µx) + c2 cosh(µx) ������

�� �� ���� ������ �� ��������� ������ ���� ������ � �� ������� �

h = − c2µ

jgAω
(c1 cosh(µx) + c2 sinh(µx)) ������

�� �� ������ qin �� hin ��� ������� ��� ��������� � �� �������� x = 0 �� qout �� hout ����
�� �������� x = L� �� �������� ��� ��������� ������ �� ������ ���� x = 0 �� ������� �

c1 = −jgAω

c2µ
hin

c2 = qin

�� �� ���� ������ qout �� hout �� �������� �� qin �� hin �

qout = cosh(µL)qin − 1

Zc
sinh(µL)hin

hout = −Zc sinh(µL)qin + cosh(µL)hin

������



���� ������ �������� ����������� ��

���� Zc ����������� ��������������� ������� �� �� ������������ �

Zc =
µc2

jωgA
������

�� ����������� ��� ��������� ������ ���� ����� ������������ �� ������� �

�
q

h

�

out

=

�
cosh(µL) − 1

Zc
sinh(µL)

−Zc sinh(µL) cosh(µL)

��
q

h

�

in

������

�� ������� ������� �� ���������� �� �� ������������ �� ������� F �

F =

�
cosh(µL) − 1

Zc
sinh(µL)

−Zc sinh(µL) cosh(µL)

�
������

���� �� ��� �� �� ��� ������ ��� �� ��������� ���� f = 0� �� ������������� ������ ����� ����
����������� ��� ���������� ����� ������� ��������� �� ���� �� ������� �� ���������� �� �� ��������
������ �� ����� �� ����� ���� �� ������ ������������ ��������� �������

F =

�
cos(Lc ω) −j gAc sin(Lc ω)

−j c
gA sin(Lc ω) cos(Lc ω)

�
������

����� ������������ �� ���� ������������

�� ������������ �� ���� ������������� ����� ����� ���� ����� ��������� ���������� ������
����� �� �� ������ ��������� �� ����� �� ��������� ������ ����������� �� ��� ��������� ���������
�� ������ �� ������������� ���� �� ���� �� �� ��������� �� ��������� ��� ������ �L� �� �R�
���� �������� ��� ��������� ��� ����������� ������ �� ������ ��������������� ����� ������� ��
�������������

hR
1,out

qR1,out

qL2,in

hL
2,in

hL
1,in

hR
2,out

qR2,out

qL1,in
Canalisation 1 Canalisation 2

������ ��� � ������������ ���� ��������� �� ������ ���� ���� ������������

�� ������� �� ���������� �� ���������� ��� �

qLi+1 = qRi ������

�� �� ��� ������ �� ��������� ������� ��� �� ������������ ���� ��������� ����� �



��

�������� �� ������� ��� �� ������������ �� ��������� ���� ������� �� ���

���������� �� ������������ ���������

hLi+1 = hRi ������

�� ��� ����� ���� ����� ����������� �

�
q

h

�L

i+1

= Prc

�
q

h

�R

i

������

�� �� ������� �� ������������ Prc �������� ����� ������ ���� ����� ��� ���� ���������� �

Prc =

�
1 0

0 1

�
������

���� �� ������ ������� ����� ���� �� ����� ����

����� ������� ���� �������� ���� �� �� ������������ ����� ����������� �������� ���� ����� ��
���������� ��� ������� ������ ������� ����� ���� ������� ������ �������� ����� �������������

����� ������ � ������ � ������������ ����� ������ ��� ����������� �� ���
�����

�� ������� �� ������������ ���� ��� ����� �� ���� ��� ������ � ������ ��� ������� �� ��
������������� �� ���������� �� �� ����� �� �� �� ������� ����� ������������� ����������� ��� ��
������� ������� �� ��� ���������� �� �������� ��� �� ����� ���� ������� ��� ������� �� ����� ��
���������������

������������ ���� ��������� �� ��� ����� ����� ����������� �� ��������� �� ���������
���������� �� ����������� �� �� ������ ����� �������� ��� �� ����� ���� �� ������� �� ��� ��
�������� ���� �������� �� ����� � ������� �� ������ ����� �

Q = CdAb

�
2g|HL −HR| ������

�� Cd ���������� �� ��������� �� ��������� Ab ����� ������ �� �������� �� ��� ��������� R� L ��
�������� � ����� �� ������ ��������������� �� ����������� ��� ���������� q� h �� ab ������ ����
����� ����������� ����� ��� Q0� H0 �� Ab0��� �� ��������� ����� ��� ��� ��������� �����������
�� ������ � ������� �� ������� �

q =
CdAb0g�
2gΔH lr

0

(hL − hR) + abCd

�
2gΔH0 ������

�� ΔH0 = HR
0 − HL

0 � ��� ����������� ��� ������ ������� �� ������� �� �������� ���� �����
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hR
i hL

i+1

qRi qLi+1

Q0 Ab A
hR
i hL

i+1

qRi qLi+1

Q0

u

������ ��� � ����������� ������ ������������ Ab �� ����� ���� ��������� u

qRi = qLi+1� �� �� �� �������� ��� ����������� ����������� �� ��� � ��� �� ��������� ���� �� ������
�� ��������� ���� ah = 0� ��� ������ �� �� �������� ��� ������ Ab = U ��� �� ������ U0 = Ab0

���� ����������� �� �� ����� �� ������ ����������� ��� ��� ������ �� � ������ ��� ���������
�������� ���� �� ����� ���� �� ������� ��� ��������� ���� ����� ����������� ���� ��� ����� �

�
q

h

�L

i+1

=

�
1 0

− Q0

(CdU0)2
1

�

� �� �
Pov1

�
q

h

�R

i

+

�
0
Q2

0
(CdU0)2U0g

�

� �� �
Pov2

u ������

���� �� ��� �� ����������� ��� ���������� �� ������� �� ��������� ����� ����������� �����
������� �� �� ������� �� ������������ ������� �

Pobs =

�
1 0

−2ΔH0
Q0

1

�
������

�� ΔHx
0 ������� �� ���������� �� �������� ����� ��� ������� ������ �� ������ �� ��������������

��� ��� ���������

����������� �� ��������� ��� ������������ ��������� �� ���� ��������� ��� ����� ���� ���
������������� ����� �������� ���� �� ����� ��� � �� ����� �� ����� ���� �������� �� �������� �� ��
�������� � ������ �� ���������� �� ��������� ����� �

QL = CdAL

�
2gHL ������

�� AL ��� �� ������ �� �������� �� �� ������ �� ����������� ������ ���� ����� ������������ �����
��� QL �� HL� �� ������� �� �������� �������� ���� ��� ������� ���������� �

qL =
CdALg√
2gHL

hL ������

�� ��� ���������� �� ���� ��� �� ����� ����� �� ����� qRi = qLi+1− qL� ���� qRi �� qLi+1 �� ���������
�� ����� �� �� ����� ����� �� ����� �� ����� ��������������� �� ���� ���������� ��� �� ����� ��
������ ��� ���������� ���������� ���� ���� hRi = qLi+1� �� ���� ���������� ������ �� �������
�� ������������ ����� ����� � �

q

h

�L

i+1

= Pf

�
q

h

�R

i

������



��

�������� �� ������� ��� �� ������������ �� ��������� ���� ������� �� ���
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���� �

Pf =

�
1 − QL

2HL

0 1

�
������

hR
i hL

i+1

qRi qLi+1

Q+ Q−

QL

������ ��� � ������������ ���� ��� ����� �� ����� QL

����� ������������� ����� ������������

��������������� ��� ��������� �� ���� �� ������ �� ��������� ������ ���� ���������� ����
��� �������� �� ��������� ��������������� ��������� ���� ���� �� ����� ��� �������� ��������� �� ��
������� ���� ����������� ��� ��� ��������� �������������� ���������� ������������� ���������������
���������������� �� ������� ������ ���� ��� ���������� ��� ������� ������������� ����������
���� �� ��� ��� ��������� �������������� ����������� ��� ������� ��������� ������� ����� ���� ���
������� � �� ��������� ���� �� ������� ��������� ������� �� �� ��� �������� ���� ��� �������
�������� ���� �� ������� ������� �� �� �������� ������� ��������������� �� ������� � ������ ���
������� � �� ���������� �� ����� ��������������� ������ ����������

���������� ����� ��������� ���� �� ������� ����� ��� ������ �� ����������� ��� �����������
�� ������ �� ����� ����� �� �������� ���� �� ��� ���� ��� ������ ���� �� �������� �� ���
����������� ������ ��� ��� �������� ���� �� �������������

�� ��� �� ���������� ��� ������������ ���� �� ��������� �� ������� ���� ��� ������������� ��
������ ���� ��������������� ��� ��������� �� ���� �� ������ �������� ��� �� �������� �� ������
���������� ����� ����� ����� ��� � ��� �������� �������� ��� ������������ �� ��������� ������
���� ���������� ��������������� ��� ��������� �� ���� �� ������ ���� ����������� �� ������� ��
�� ����� ���� ���� �������� ��� ��� ������� �� ��������� ���� ������� ���� ������ �������

��� ������������ � ������ �� ������ �� ���������� ����

�� �������� ��� ���������� �� ��������� �� ������������ �� ������ ����������� ��������������
���� ��� ������� ���� ���� ��� ���� ������ ��� ��� ������������ ��� ���������� �� ������ �� ��
����� ��� ������ ��� ������������ ���� ��� ����� ������ ���� ����� ������ �� ���� ���� ����
����� �� �� �������� ����� ������ �� ������������ ��� ������� �� ���� ��������� ������ ���� ��
���������� ���� ������������ �� � ������ ���� ������ �� ��������� ���� ��� ���������� ��
����� ��� ���� ��������� ����������� �������������� ��� ������������ �� ��� ���������� ���
������� ���� ��� ��������� � ������� �� � ������� Hin ��Hout� ����������� �� ����� �� �������������
��� ������� ��� ������ ��� ��������� Qin �� Qout � �� ������ �������� ������� ��� ���������� �



���� ������������ � ������ �� ������ �� ���������� ���� ��

L

xf L− xf

xf

������ ��� � ������������ ���� ��� �����

Q̇1 = −µQ1|Q1|+
a1
xf

(Hin −H2)

Ḣ2 =
a2
xf

(Q1 −Q2 − F
�
H2)

Q̇2 = −µQ2|Q2|+
a1

L− xf
(H2 −Hout)

������

���� � a1 = −gA� a2 = − c2

gA �� µ = f
2DA = fa3�

�� ������ ������ ��� ������ ��� �� ������� �� ���������� ����� � ������ ��� ��������� ��
�� ����� ��� ���� n = 2� �� �������� �� �� ����� xf ���� �� ��������� �� ����� F ��� ����� ���
�� ������ �� �� ������� xf ������������ �������� ����� 0 �� L��

����� ���������� �� �� �������� ����� ����� �����

�� �� ���� ��������� ��� ����� ��� ��� ��� ����������� �� ���� ������� �� ���� �� �������
������� ���� ����� ���������� �� ��������� �� �� ��������� �� ����������� ��� ����� ���������
��� ���������� ���� ����� �

ẋf = 0

��� ��������� �� �� ��������� ��� �� ����� ����� � ����� �� �� ����� ��� �������� Qf = 0� �� ���
�� ����� ����� ��� ����� ��� �� �������� Qf = Q1 −Q2 � �� ���� ������� ��� �

Ḣ2 = 0

���� ��� ������������� �� ������� ������ ������� �

Q̇1 = −µQ1|Q1|+
a1
xf

(Hin −H2)

Ḣ2 = 0

Q̇2 = −µQ2|Q2|+
a1

L− xf
(H2 −Hout)

ẋf = 0

�� ���� ���� �� ������� ����� �� ������� ����������� ��� ��������� ���� ���� ���������
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�������� �� ������� ��� �� ������������ �� ��������� ���� ������� �� ���

���������� �� ������������ ���������

��������� xf �� L− xf �

ẏ1 + µy1|y1| = a1u1ξ1 − a1ξ2

ẏ1 + µy2|y2| = a1

�
ξ2

ξ1L− 1

�
− a1

�
u2ξ1

ξ1L− 1

�
������

���� y1 = Qin� y2 = Qout = Q2� u1 = Hin� u2 = Hout� ξ1 = 1
xf

�� ξ2 =
H2
xf

�

�� �������� ����� ����� ��������� ������������ ���� ���������� �������� �

Δxf =
ẏ2L+ µy2|y2|L+ a1(u2 − u1)

−ẏ1 − µy1|y1|+ ẏ2 + µy2|y2|
������

����� ��� ������ ���� ���������� ����� �������� ��� ������� ������� �� �� �������� �������
������ ���� ������

����� ���������� �� �� �������� �� ������ ����� ����� ����� �� �� ���������
�� �������� ������

�� ��� ��� �� ���������� �� ����������� � ������ �� ������� ������ ��� ��������� �� ��������
�� �� ����� ������ ��� �� ������ �� �� ������� xf � �� ������ Ff �� �� ��������� �� �������� f �

������������ �� �� �������� �� �� ������ xf � ���� ���� ������ ����� �� ����������� �������
�� ����� ������� ���� �� �������� �� �� ������ �� ����������� ���� ��������� �� xf � �� ����� ��
������� ���� �� ��������� �� ����� �� ������� ��� ����� ��� �� �������� L− xf � ��� ��� �� ������
�� �� �������� ������� ����� �� ����� �����

����� ���� �� ��� ���������� �� ��������� ��� ���������� ��� ���������� � �������
����������� �� ������� ������ ���� ���������� �������� ��� �������� ����� �

ẋf = 0

Ḟf = 0

ḟ = 0
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�� ������� ������� ���� ��� ����� ������������� ������� �� ������ ������ ���� �� ����
���� �������� x = [x1, x2, x3, x4, x5, x6] = [Q1, H2, Q2,Δxf ,σf , f ]

T � �� ������� ���������
u = [u1, u2] = [Hin, Hout] �� �� ������� �� �������� y = [y1, y2] = [Q1, Q2]�

�� ������� �� ���������� �� ����������� ������� �

Φ(x) : x → ξ = [x1, x6,
1

x4
,
x2
x4

,
x5

√
x2

x24
, x3] ������

��� ��� ���������� ���� ��� ���������� �� �������������� ��������� ��� H2 �= 0� �� �� ��������
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����� ����� xf �

�� ������� �� ������� ������ ���� ��� ����� ������������ ������ �� �� ���������� �� �����
������� ������� �� ������� ����� �� ������� ������� �

ξ̇1 = −a3y1|y1|ξ2 + a1u1ξ3 − a1ξ4

ξ̇2 = 0

ξ̇3 = 0

ξ̇4 = −2a2ξ5 + ξ23(y1 − y2)

ξ̇5 =
a2
2

ξ23ξ5
ξ4

(y1− y2)− a2
2

ξ25
ξ4

ξ̇6 = −a3y2|y2|ξ2 +
a1ξ4

ξ3L− 1
− a1u2ξ3

ξ3L− 1

y1 = ξ1

y2 = ξ6

������

�� ������� ���� �������� ���� ����� ����������� �

ξ̇ = A(u, y)ξ + ψ(ξ, u)

y = Cξ

���� ��� �������� �

A(u, y) =




0 −a3y1|y1| a1u1 −a1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −2a2 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




ψ(ξ, u) =




0

0

0

ξ23(y1 − y2)
a2
2

ξ23ξ5
ξ4

(y1− y2)− a2
2

ξ25
ξ4

−a3y2|y2|ξ2 + a1ξ4
ξ3L−1 − a1u2ξ3

ξ3L−1
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�
1 0 0 0 0 0
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�

�� ���� ���� ��� �� ������� ������ ���� �� ���������� �� ����������� ������ ��� ���� �� �����
������������� ���� �� �������� � �� � ������� ������� ���������� �� ����������� � �����������
����������� ���� �� �������� �������� ���� � ��������� ��� �������� ���� ������������ ���������
���� ������������� � �� ��������� ���������� �� �� �������� ������� �� �������� ���� ��� �������
��� ��������� ���� �����������
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����������� � ������ ���� ������ �� ���������� ����� ��������� ���� �� �������� ��

��� ������������ � ������ �� ������ �����������

xobs

AbA

H0 u

Q0

������ ��� � ������� ��� �������� ���� �� ��������� ����� ����������� ����������

���� �� ���������� ��� �������� �� ��������� �� ��������� ������������� ���������� ����
�����

�� ��������� �������� � �������� ��� ����� � ������� ��� �������� � �������� ��������������
���� ������� ��� ������� ������������� ���������� � ���������� ����������� � ������� �� ������
���� ����� � � �� ��������� ��� �������� ��� �������� ���������� �� ����������� ��� �������� ���
��������� ���� �� ����� ����

�� ��������� ��������� ����������� ω ∈ (0,ωmax]� �� �� ������� ������� �� ������� ����
���������� �� �� ��������� ��� ��������� ��������� �������� ������ ����� ����� �� ������ ��
����������� ��� ���� �������� �� �������� �� ���� ��� ������� ��� ��� ������������� ��������
�� ������� ��� �������� ������� ������ ���� ����� �������� ��������� �������� ������ ��
��� �� �� ���� ���� ���������� ���� �� ����� ���� �� ���� �� ����� ��������������� ����� �
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���� ������� ������� �� ��� �� ���� ������� �� �������� �� ��������� U ����� �����������
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�� ������������ �� �� ������� ����������� ���� � ������ �� ������ ����� �� ���� �������� ����
�������� �� ����������� �������� ������� ���� ��� ������������� �� �������� xD �� ��� ����� ��
�������� L − xD� ���� ��� ������� �� ������������ ���� �� ������ ����� � x = xD� ��������
������ ���� ��� ����������� �� �������� ������ ���� ��� ������ �� ��� ������� �� ������������
���� �� ����� �������� ������� ������ � x = L�
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qL3
hL3

�
= Pov1PL−xPobsPx

�
qL1
hL1

�
+ Pov2u ������

�
qL3
hL3

�
= Pov1

�
qR2
hR2

�
+ Pov2u ������

���� ��� ���������� �� ��������� hL1 = 0 �� hL3 = 0� ��� ��������

Px =

�
cosh(µxobs) − 1

Zc
sinh(µxobs)

−Zc sinh(µxobs) cosh(µxobs)

�
������

PL−x =

�
cosh(µ(L− xobs)) − 1

Zc
sinh(µ(L− xobs))

−Zc sinh(µ(L− xobs)) cosh(µ(L− xobs))

�
������

Pobs =

�
1 0

−2ΔH0
Q0

1

�
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Pov1 =

�
1 0

− Q0

(CdU0)2
1

�

Pov2 =

�
0
Q2

0
(CdU0)2U0g
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��� ���������� µ �� Zc ���� ������ ��� ��� ��������� ������ �� ������ �� �� ������ �� ������
�������� ������ ��� ΔH0�

�� ������� ����������� ������������� ��� ������� �� ������ ��������� ��������� �� ������
��������� ��������� ��������� �qL1 �q

R
2 �q

L
3 �� hR2 �� ����� ��� �������� �Pv� PL−x� Pobs �� Px�

���� ����������� �� �������� � ��� �������� �������

�� ����� �������������� �� �� �������� ��� ����������� ���� ���������� ��������� ���� ���
������� �� ���� �������� ���� �� ������� ����

���������� �������
L 1600

c 1200

D 0.3046

f 0

A/Ab ���
H0

in 50

H0
out 50

Q0 0.1

����� ��� � ������� ����� ������������ ���� ��� ����������� ������

�� ��������� �� ������� ������������� �� �� �������� hL4 ���� ω ∈ (0− ωmax] �� ����������
��������� ����� ������������ ���� �� �� ����������� ��� ���� ����������� ��������� �� �������
�� ���� ���� ������ ��������� ����� ���� �������� ���� �� ����� ����� �� �������� �� ��
��������� ���� ����������� ��� hr = h/H0 �� ωr = ω/ω0

0 2 4 6 81 3 5 7 9

0.6

0.54

0.56

0.58

0 2 4 6 81 3 5 7 9

0.6

0.54

0.56

0.58

0 2 4 6 81 3 5 7 9

0.6

0.54

0.56

0.58

0.62

PPFR pour di érentes positions de l'obstruction

0 2 4 6 81 3 5 7 9

0.6

0.52

0.54

0.56

0.58

0 2 4 6 81 3 5 7 9

0.6

0.54

0.56

0.58

0 2 4 6 81 3 5 7 9

0.6

0.54

0.56

0.58

PPFR pour di érentes positions de l'obstruction

������ ���� � ���� � ������� �� �� ����� ���� ���������� ��������� ����� �����������

� ������ �� �� ����� �� ���� ������ �� �������� �� ������������� �� ������� �� ���������
�������� ���� �



���� ����������� ��

�� ������� �� ���� ���� �� ���� �� ���������� (0− ωmax] �� ������� �� ������ �� ����
�N�
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xobs
L

=
2N

ωmax
������

�� �� ���� �������� ��� �� ������ ��

1− xobs
L

=
2N

ωmax
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������ �� ����� ����� ��� ���� �� ��� ����� ���� ��� ���������� ������� ������������� �� �� ����
���� �� ����� Q0 ������ ��� ���� �� ������ ������� ���� �� ����� ������ �� ������ �����������
�� �������������� �� ���� ����� ��� ���� ������������� ���������� �� ������ �� �� ������������
xobs → L

2 ���� ��������� ��� ������� ������� �������� ��� �� ����� ���� ���� �����

���� �������� �� ��������� ��� ������ ��� ������� ���� ��������� ��� �������� ���� ����� ��
�� �� ���������� ��� ���� �� ���������� ���� ���� �� �������� � �� ������� ��� �������� ������
������� ���� �� ��������� �� ������������ �� ����� �� ������������ ���� �� ����������� ������������
�� ��������� �� ���������� �������� �� ���� �� ����� ��� ���������� � �� ����� ������� ����
��� ��������� ���������

��� �����������

�� �������� � ��� ����� �� ������ ��� ���������� �� ������������ ��� ��������� �� ���� ��
������ �� ��� ��������� �� ������������ �� ������ ���� ��� ������������ ���� ����������� ����
�� ������������

�������������� ���� ������� ��� ��� �������� �� ������ �������� ����������� ���� ��� ��
������ ������������ ���������� �� �� ������ �� ���������� �����

������ ������ ��� ������� ���� ���������� ��� ������������ �� ��������� �� �������������

���� �� ������ �� �� ������ ��� ��� �������� ���� ��������� �� ��������� �� ��������
������� �� ��������� ���������� �� ������������ �� �������������





�������� �

������������� � �� ������������ �����

������������ ���� �������

��������
��� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������ �� ��������� ����� ���� ��������������� � � � � � � � � � � � � ��

��� ������ �� ���������� ����� ���� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������������ ��� ���������� ����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���������� ������������� ���� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������������

��� �� ���� ��� ������� �� �������� ��������� ������ ��� ������� �� ���������� ���� ������
���� ��� ��� ������ �� ������������ ���������������� �� ��� �� �������� ������� �� ���������
�������� �� �������������

��� ������ ����� ���� ��������� ��� ����������� �� ���� ������������ ��� ���� ������
�� �������� ��� ������� ���� ��������� �� ������� ���� �� ���������� ��������� ������� ����
���� ����������� �� ��������� �� ������� ��� ������� �� ������������

���� ������������ �� ������ �� ���������� ����� �� ���� ������������� ������� ���� �� ���
������� �� ������������ �� ������ ������ ���� ����� ��� ���� ������� �������� ��� �� ����� ��
������ �� ����������������� �� �������� ��������� � ������ ���������� � �� ������� �������

��



�� �������� �� ������������� � �� ������������ ����� ������������ ���� �������

���� �� ��������� ���� ��� �� ����� �� ������ �� ������� �� ���� ������������ ��������� ���
���������� ���� ����� ����� �� ������ ���� ��� ������� �����������

��� ����� �� ����������� ��� ������� ��� ������� � �������� ���� �� ���� �� ������� �� �� ��
����������� ��� ��� ������� � ������ ��������� �� ��������� ��� ������� ��������� ����������
���� ������ ��� ����� ��� ������������ ���� ���������� ���� �� ����� ����� ������� ������ ���
����������� ����� �������� ������

�� ������������ �� ������ ��� ���������� ����� ���������� ��� ����� ��������� ���� ��������
��� ��������� ������������ �� ������ ����� ������������ ������ ��� ����������� ���� �� ������
������������

��� ������ �� ��������� ����� ���� ���������������

���� �� ����������� �� ��������� ��� ��� ������� ���������� ��� �� ��������� �� �� �����
�������� �� ������ � ���� �� ������ �� ���������� ����� ����� � ����� ������������ ��� ����
������ �� ����������������� �� ��������� ���� ������������ ��� ������� �� ����������� ��
�� ���� �� ������ ���� ��� ����� � ������� �� ��� ���������� � ������� ����� �������� ����
�� ����� ����

Hin

Hb
H1 H2 H3

Q1 Q2 Q3 Hatm

Rin Rout

0 xf L
Pompe

������ ��� � ������ �� ������� ���� �������������� �������� �� �� ������������

������ ����� ���� ��� ��� ���� ����������� ��� ����� ����� ��� ���� ���������� x = 0 ��
x = L� �� ������ �� ���� ������ ��� � ���� ��������� ����� �� �� �������� �� ������� ��� �� � ��
����� �� ������ �� �� ����� ����� �� ������� ����� �� �������� ���������� �� ������ � 4 �����
����� ���� �

Ḣ1 =
a2
xf

(Qin −Q2)

Q̇2 = −µQ2|Q2|+
a1
xf

(Hin −H2)

Ḣ2 =
a2
Δxf

(Q1 −Q2 − F
�

H2)

Q̇3 = −µQ3|Q3|+
a1

L−Δxf
(H2 −Hout)

�����

�� �������� i ������� ��� ��������� �������� � �� ������� i �� �� ������������� �� Q1 = Qin�



���� ������ �� ��������� ����� ���� ��������������� ��

H3 = Hout ���� ����������� ����� ��������� ��������

��� �� ����� ���������� �� ������������ ���� ������� ���� ����� ���������� ����� �����
�� ��� ��������� �� ���� ������������ ������� ���� �������� ������ �� �������������� ������
����������������� �� �� ����� ����� �� ��� ������ �� ������� ��� ������ �� �������� ����������
��� ��� ������������

�� ����������� ��� ��������� ����� ����� ���������� �� ����� ����������� ����������� �����
������� ����� ����� ����� �� �������� Hn ������ �� �������� �� �� ����������� �� ������ Rout

����� �

Hn = Hatm −RoutQ
2
n �����

���� Hatm �� �������� �������������� �� ������� ����� �� ����� �������� Q1 ���� �������� �
������ �� ���������� �� �� ����� �� �� �� ���������� �������� Rin ����� �

Q1 =
−C1 +

�
C2
1 − 4(Rin + C0)(−C2 +H1 −Hin)

2(Rin + C0)
�����

���� C0� C1 �� C2 ��� ���������� �� �� ������

�� ��� �� �� ����������� �� ������ � ����� ��� ��� �� ����� ���� �� ���������� ������ ���
�� ��� ��������� �������� ���� ��� ������� ������������� � �� ���� ��������� �� 85 ������ ��
���� �� ������ �� ��������� �������� ������������� ���� ���� ��� ���������� ���� ������
��� �� ������� ����

g (m/s2) c (m/s) A (m2) f (s−2) L (m)

���� ��� ����� ������ ��

����� ��� � ���������� �� ��������� �� ������������ ��������� ����

��� ������� ������������� � ������������ �� ����� ������ ������������ ��� ����� t =

100, 400, 700s ��������������� ��� �� ����������

��� ���������� �� �� ����� ���������� ��� ��� ����� � C0 = 27.27� C1 = −274 �� C2 =

−415860� ������ ��� ���������� �� ������ ������ ������� � ������ �� �� ������ �������������
�� �� ������

�� ������������ ������ � ������ �� ������ ������� ��� �������� ���� �� ����� ���� �� ���
��������� �������� �� �� ������ �� ������ �� �� ������������ ������� ���� ��������� ���� ���
������� ������� ������������ ��� �� ����������

����� ����� ������ ������������� ��� ������� �� ���������� Hin� Hout� Qin �� Qout �� ���
������� �������� �� ��������� hin� hout� Qin �� qout�
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������ ��� � ������� ������� ��������� ��� ��������� �� ����������

���������� ����� ����� �� ����� ����������� ����������� ���������� �� ������� ��� �����
�� �������� �������� ��� ��� ����������� �������� ������� ����� �� ���� ���� ��� ��� ���� ���
Qin �� Qout �������� �� ����� �� �� ����������� ����� ��� �� ���� ���� �� ������� ����� �� � �
����� ��� ���������� �� Hin � �� ����� �� ������ ������

������� ����� ����������� ����������� ��� ���� ���������� �� �� ������������ ������ ��
������ �� ������� ��� ��������� �� Q �� H � �������� �� �� ������ �� �� ������������ ����� ���
����� ��������� ������ �� ����������� ���� ��� ���������� ������� �� ��������

�� ���� ��������� ��� ��� ������ �� ��� ������������� �� ���� ��� � ���� ���������� ���
�� ������ ������� ��� ������� �� �� ����� �� ��� ������������ ���� ������ ������� ��������
���� �� �������� � �� ���� ������

��� ������ �� ���������� ����� ���� �����������

���� ����� �������� ���� ������� �� �������� �� ����� �� ������ �������������� ���� ���
������������ ��� ���������� ������ � ������ ��� ������� �� �������� �� �� ��� �� ���� ���������
�� ������������ ������ ���� ���� ���� ��� ��������

����� ����������� ����������

���� �� ��� ����� ����������� ���������� � ������� �� ������ ���� �� ������ ��� �����
������ ������ �� ������������� �� �������� ����� ��� ������ xi �� xi+1 � ���������� ������ �������
����� ����� �� �

H−
i = Hi −

Q2
i

2gA2

�
1−
�
A2

Ai

�2
�

�����



���� ������ �� ���������� ����� ���� ����������� ��

���� Ai ������ �� �������������� ����� � ������ ���������� ����� ������������ �� �������� ���
��������� ����� ��� ���� ��������

ΔHi

Δxi
=

Hi −Hi+1

Δxi

���� ���� ��������� ���
ΔHi

Δxi
=

H−
i −Hi+1

Δxi

���� �� ������ � ���������� ������

����� ����������� �������

�� ������������ ����� ����������� ���� ���� ������� �� ��� ����� ����������� ��� �������
��� ��� �������� l0 ���� �� ��������� ����� �������� ��� �� ����� ���� ���� �� ��� �� �������
����� ����������� ��������

���� �� ��������� �� ���� ���������� �� ���������� ������ �� ����� ������������ �� ������
�� A � A0� �� � �� �� �� ������������� ���������� �� ������ �� A0 � A�� ���� �� ������� �������
�� �������� l0� ��� ��������� ��������� ������� ����� ���� �������� �� ������� �� ����� �� ��
������������ �

Ḣo = − c2

gAo

Qo+1 −Qo

lo

Q̇o+1 = −Aog
Ho+1 −H−

o

lo
− fo+1Qo+1|Qo+1|

2DAo

Ḣo+1 = − c2

gA

Qo+2 −Qo+1

xo+2 − xo+1

Q̇o+2 = −Ag
Ho+2 −H−

o+1

xo+2 − xo+1
− fo+2Qo+2|Qo+2|

2DA

�����

H1

Q1

Ho+1Ho HN 

QNQo Qo+1

Ho Ho+1

Qo+2

Ho+2
- -

x1 xo xo+1 xo+2 xN

lo

A Ab

������ ��� � ������������ ���� ��� ����������� ������� ��� ��� �������� l0

��� ��������� ����� ����� �� ������������ �� � �� �� �� �������������� H−
o �� H−

o+1� ����
�������� �� ��������� ���������� �� ��������� ���� ����������� ��� ����� �� ���������� ������
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������������ �� �� ������� �� �� �������������

H−
o = Ho −

Q2
o

2gA2

��
A

Ab

�2

− 1

�
�����

H−
o+1 = Ho+1 −

Q2
o+1

2gA2
b

��
Ab

A

�2

− 1

�
�����

��� ������� �� �����������

���� ����� ������� �� ����������� � �������� �� ����������� ��� ���������� ������� �� ������
��������� ��������� �� ����� � ������ ���������� � ������ ����� ����������� ���� �� ������������
��������� ���������

��� �� ��������� ��� ����� ��� ���������� ��������� �� ������������� ��������� �� ������
������ Sy

x ����� ������ y �������� � �� �������� x ��� ���������� ����� �� ��������� �� ���������
Ey �� ����� ������ ��� ������� � �� �������� x �

Sy
x =

∂Ey

∂x
=

∂

∂x

�� T

0
y(x)2 dt

�
�����

����������� ���� ����� �������� ��� ������� ���� ������ ��� �� ����������� �� ���� ��������
��������� � ������ �� ����� ������� ����� ������� �� ����������� ��� ���������� � ��� �������
���������������� ������������ ����� ������

���� ����� ����� �������� ��� 2 ������� ��������� ������������ ��� ��� ������� ���� ���
������ �� ������������ �� ������� ���� �� ��� ����� �������� ���� ��������� ����� �� ��� �������
�� ��������� ������� �� ��������� ��� ��������� ���� �������� �� ���� ������� ������� ��� ��
������� ���� ������� ���� Hin = 1+0.5sin(2πft)� ���������� f = 1� f = 0.5� Hout = 1� ������
�� �������� N = 10� N = 85 �� T = 2s ���� ���� ���� �� ������� ��� � ������� ��������� H1�
HN � Q1� QN ���� ��������� ��� Hin� Hout� Qin� Qout �� ��� ������� ���������� ������ ����
��� �������� ��� ������� ������� ��� ��������� �� ������������ ������� ���� ��� �� ���������
���������� ��������� �� ��������������

���� ���� ���������� ����� ������ ��� ������� ��� ��������� H1 �� HN ��������� ����� 6.5

�m� �� 3.5 �m� �� ��� ������ ������ �� 4.3·10−3 �m3/s�� �� ������ ���� ������������� ����������
������� ����� ��� ����������� ���� ������ ��� ������� ������� �� ��������� ����� �� ������� ����
�� ���� ������ ����������� ��� �Hin�Qout�� ���� ����� ������ ���� ������ ��� �� �� ������ ��
����� ����� �������� ������ �� 1% ��� ��� ������� ����� ���� ��������� ���������� ����������
���������������

���� ���� ��� ��� ��� ������� �� ����������� �������� ���� �������� ������� �� ���������� �����
���� ���������� ��������� ��� ���� �������� �� ��� ���� �� �������� ������������� ��� �����

���� ������� � �� �������� �� ������� �������� ��� ������� ���� ������� �� ��������������



���� ������������ ��� ���������� ����� ���������� ��

������ ����������� ���������� ����������� ������� � �

Hin 8.99 · 10−05 1.51 · 10−04 �� �
Hout 1.08 · 10−05 1.58 · 10−05 �� �
Qin 3.85 · 10−12 3.86 · 10−12 �� �
Qout 1.04 · 10−11 1.0138 · 10−11 �� �

Hin 2.31 · 10−05 1.43 · 10−04 �� �
Hout 8.27 · 10−07 1.35 · 10−05 �� �
Qin 8.52 · 10−12 9.46 · 10−12 �� �
Qout 1.31 · 10−12 2.33 · 10−11 �� �

Hin 2.07 · 10−04 2.44 · 10−04 �� ���
Hout 4.5 · 10−06 1.92 · 10−05 �� ���
Qin 2.15 · 10−12 2.2 · 10−12 �� ���
Qout 3.75 · 10−12 8.39 · 10−11 �� ���

Hin 2.57 · 10−05 1.79 · 10−07 �� ���
Hout 5..34 · 10−07 5.3 · 10−06 �� ���
Qin 2.3 · 10−13 3.19 · 10−13 �� ���
Qout 4.3 · 10−13 4.1 · 10−13 �� ���

����� ��� � ������� �� �� ��������� �� ��������� ���� ������ ������ �� ������ ������

��� ��������� ��� �������� ����������� ���� �� ��� ����������� �� �������������� ����� ����
��������� ������������� ����������� �� ������� �� ����� ����������� ��� ��������� �� ���������
�� ������������ ��������������

��� ������������ ��� ���������� ����� ����������

�� ��������� ��� �� ������� ������� ���� ����� ��������� � ����������� ����� �� �� �����
�������� �� ��� ����� � ����������� ���� ���� �������� ���� ������������� ����� �� �������
�� �� ����� ��� � ��� ��� �� ���� ��� ����� �� �������� ���

xobs

AbA

H0 u

Q0

������ ��� � ������� ��� �������� ���� �� ��������� ����� ����������� ����������

�� ��������� � ����������� ����� �x = 0� �������� ��� �������� ��������� Hin = Hres�
������ ��� �� ����� �� ���� �x = L� ���� �� �������� �������� ���� �� �

Qt =
Qsu√
Hs

�
Ht �����
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���� Hs� Qs �� Ht� Qt ��� ��������� �� ����� � ������� �� �� ����� ���� ������ ������������
�� ����������� ��������������� u ��� ����� ����� �

u =
CdAv

(CdAv)s
������

�� Cd ��� �� ��������� �� �������� �� Av ��� ����������� �� �� ������ �������� �s� �������
��� ���������� ���� ������ ������������

����� ��������

���� ������� ��� ��������� �� ������ ����� ���� �� �������������� �������� �� ����� ����
��������� �� ���� �� ����� �������� ��� ���������� ��� �������� ��� ������ ����������������� ��
������� ��� ������� ����� ���� ������ �� ����� ��������� ���� �� ����� ����

1 + 1/2

1 2

2 + 1/2

i

i+ 1/2 m+ 1/2

m

������ ��� � ������ �������� �������������� �� �����������������

���� ��� ������ �� �������� ��������������� �������� Δx� �� ��������� �� ����� �����������
Q(t, x) ��� �� ������ �� xi = Δx × (i − 1) �� �� �������� ����������� H(t, x) ��� ����� ��
xi+1/2 = Δx× (i−1/2)� ���� i = 1, 2, . . . ,m� ��� ����������� �� ������ �������� ��� �� ����
��� ����� �� ����� Q1 �� �� ������� ���� �� ���� ��� ������ �� �������� Hm+1/2� ������� ��
��������� �� �� ������� ��� Δx ���� �������� ����� Δx = L/(m− 1/2)�

��� ��������� �� ���� �� ������ ���� ������������ ���� �������� ���� �� ������� ��� �����
������ ����� ��� �� ������ ������� �� �� ����� ����
�� ����� �� ���������� ����� ���������� �� ���������� �� ������������ �� �� ����� ��� �� �����
xi+1/2 ���� i = 1, 2, . . . ,m− 1 �� �� ��� �� ����� �������� h ��� �

Hn+1
i+1/2 −Hn

i+1/2

h
+

c2

gA

Qn+1
i+1 −Qn+1

i

Δx
= 0 ������

���� �
� �������� i ���� �� �����
� �������� n ���� �� ������
�� ������� ���������� ���������� �� ��������� ��� ����������� ��� xi ����� �

Qn+1
i −Qn

i

h
+ gA

Hn+1
i+1/2 −Hn+1

i−1/2

Δx
+

f

2DA
|Qn+1

i |Qn+1
i = 0 ������

���� i = 2, 3, . . . ,m�



���� ������������ ��� ���������� ����� ���������� ��

�� ���� ��� ����� ���� ��������� �� ����� �� ������ ��� ���������� �������� ���� �� �������
������ ���� ������ ���� �� �������������

����� �����

�� ����������� ��� ����� � �� �������� ���� f + 1/2 �� ������� �� ������ �� �� ����� ����

Hf−1/2 Hf+1/2

Qf Qf+1QF

Hf+3/2

������ ��� � ����� ���� �� ����� QF �� � �� �������� f + 1/2 ��� �� ������ ������������

�� ��������� ��� ��������� ����� �� ����� �� ������� �

Qf+1 = Qf − F
�
Hf+1/2 ������

�� �������� ����� �������� �������� ���� ���������� �� ����� �� ���� f+1/2� �� ������� �

Hn+1
f+1/2 −Hn

f+1/2

h
+

c2

gA

Qn+1
f −Qn+1

f+1 − F
�
Hn+1

f+1/2

Δx
= 0 ������

����� ����������� ����������

���� ��������� ��� ����������� ���� �� ������� ��������� ����� ������ ���� �� �����
���� �� �� ���� ��� ���������� ������� ��� ���� �� ��������� ����� �

Ho+1/2 = Ho−1/2 +
1−
�

A
Ab

�2

2gA2
Q2

o ������

�� �������� o ������� �� ���� �� �� ������� ������������� �� �� ������� �� ��������� �� ������

�������� ����� ΔHb =
1−

�
A2

Ab

�2

2gA2 �

�� ���� ��������� ��������� ���� �� ������ ��� ���������� ������ �� �������� ����������
�� ����� Qo �� ���� o ����� �

Qn+1
o −Qn

o

h
+ gA

Hn+1
o+1/2 +ΔHb(Q

n+1
o )2 −Hn+1

i−1/2

Δx
+

f

2DA
|Qn+1

i |Qn+1
o = 0



�� �������� �� ������������� � �� ������������ ����� ������������ ���� �������

Ho−1/2 Ho+1/2

Qo Qo+1Qo−1

Ab

������ ��� � ����������� ������ Ab �� ������ o ��� ��� ������ �����������

����� ����������� �������

���� �� ��� ����� ����������� �������� �� ���� ���������� ��� ����� �� ���� o1 �� ������
�� o2 �� �� �������������� ����� ��� �� ����� ����

Ho1−1/2 Ho1+1/2

Qo1 Qo1+1Qo1−1

Ab Ho2−1/2 Ho2+1/2

Qo2 Qo2+1Qo2−1

������ ��� � ����������� ������� ������ Ab ��� �������� �� ���� ��� ���� o1 �� o2

���� �� ���� o1 �� � � ��� ����������� �� ������ �� �� ������������� ��� ������� �� ��� �����
�� �������� �� ���� �� ��������� �� ��������� ��������� ����� �

Ho1+1/2 = Ho1−1/2 +
1−
�

A
Ab

�2

2gA2
Q2

o ������

������������� �� ���� o1� ���� �� ���� o2 �� � � ��� ��������� �� ������ �� �� �������������
�� ������ ��� ���� �� ��������� ���������� �� ������� �

Ho2+1/2 = Ho2−1/2 +
1−
�
Ab
A

�2

2gA2
b

Q2
o ������

���� �� ������ �� �� ������������ �������� ����� ��� ����� o1 �� o2� ��� ��� � ���� ������������
������� Ab� ���������� �� ������������ �� �� ����� ������� �

Hn+1
i+1/2 −Hn

i+1/2

h
+

c2

gAb

Qn+1
i+1 −Qn+1

i

Δx
= 0 ������

���� i = o1, o1 + 1, . . . , o2 − 1� �� ���������� �� ��������� ��� �

Qn+1
i −Qn

i

h
+ gAb

Hn+1
i+1/2 −Hn+1

i−1/2

Δx
+

f

2DAb
|Qn+1

i |Qn+1
i = 0 ������

���� i = o1 + 1, o1 + 2, . . . , o2�
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����� ���������� �������

�� ������� ���� ���� �������� ��� ��� ���������� ��� ������� ������������ ��������� ����
������������ ���� ����������� �������� � ����� �� ����� �� �� ������������ ��� ��������� ���
����� i = 1, 2 �� ���� ��� ������� ����� �� ��������� �� ��� ��� ���������������� H̄1� H̄2 �� ��
���� i = 1 + 1/2 �� ������������ Q̄1+1/2� �� ���� ����� ����������� ���������� �� ���������
��� �� ���� i = 1 + 1/2 ����� �� ����� ���� �� �

Q̄n+1
i+1/2 − Q̄n

i+1/2

h
+ gA

H̄n+1
2 − H̄n+1

1

Δx
+

f

2DA
|Q̄n+1

1+1/2|Q̄
n+1
1+1/2 = 0 ������

���� ��� ������������� �
Q̄n+1

1+1/2 = (Qn+1
1 +Qn+1

2 )/2

Q̄n
1+1/2 = (Qn

1 +Qn
2 )/2

�� ��� ���������������� �
H̄n+1

2 = (Hn+1
1+1/2 +Hn+1

2+1/2)/2

H̄n+1
1 = Hin

H1+1/2H̄1 H̄2

Q̄1+1/2Q1 Q2

Hm−1/2 H̄m

Q̄m−1/2 Qm

Hm+1/2

Q̄m+1/2

������ ��� � ��������� ��� ����������������� ��� ������� �� �� ������������

�� ���� �� �� ������������ �x = L�� ���� ���� ��� ����� m+1/2 �� m− 1/2� ��� ������ ��
���� ��� ������� �� �� ���� ����� ������������ ������ ��� ������������� Q̄m+1/2 �� Q̄m−1/2

�� �� ���� m �� ������ �� ��������������� H̄m ������ ����� �� ������� ���� ���������� ��
���� �

0 =
H̄n+1

m − H̄n
m

h
+

c2

gA

Q̄n+1
m+1/2 − Q̄n+1

m−1/2

Δx

���� ��� ���������������� �

H̄n+1
m = (Hn+1

m+1/2 +Hn+1
m−1/2)/2

H̄n
m = (Hn

m+1/2 +Hn
m−1/2)/2

�� ��� ������������� �
Q̄n+1

m−1/2 = (Qn+1
m−1 +Qn+1

m )/2

Q̄n
m+1/2 =

Qsu(t)√
Hs

�
Hn+1

m+1/2
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����� ���������� ���������

������� ��� ���������� ��������� ����������� �� ������� ����� ���� ������� ��� ������� ����
�� ������������ ����� ��� �������� �� ��� ������� ���� � ������� ��� �� �������� ��� ����������
���� �� ������ ���������� �� ��� �������� ��� ���������� ������� ����������� ���������� ��
��� ���������� ����������� ������ �Hn

i+1/2 = Hn+1
i+1/2 �� Qn

i = Qn+1
i �� ��� ������� � ���� �� ���

���� ������ �� ����� ������ ����� �������� �� ����������� ������ ��� ���������� ������������
���� ������� ��� ���������� ��������� �� ���� �������� �� ������� ����������� ������� �

0 =
c2

gA

Q0
i+1 −Q0

i

Δx
x ∀i = 1, 3, . . . ,m− 1

0 = gA
H0

i+1/2 −H0
i−1/2

Δx
+

f

2DA
|Q0

i |Q0
i ∀i = 2, 3, . . . ,m.

������

���� ��� ��������� ������� ���� ������� �

0 = gA
H̄0

2 − H̄0
1

Δx
+

f

2DA
|Q̄0

1+1/2|Q̄0
1+1/2

H̄0
2 = (H0

1+1/2 +H0
2+1/2)/2

H̄0
1 = Hin

Q̄0
1+1/2 = (Q0

1 +Q0
2)/2

������

�� ��� ���������� ������� ���� ������ �

0 =
c2

gA

Q̄0
m+1/2 − Q̄0

m−1/2

Δx

Q̄0
m−1/2 = (Q0

m−1 +Q0
m)/2

Q̄0
m+1/2 =

Qsu(0)√
Hs

�
H0

m+1/2

������

����� ���������� ������������� ���� �����������

���� ������� �� �������� ������������ ����� ������������ ���� ��� ������������ ���������
���� � ���� ������� ��� �� �������� �� ������� ��������������� � �� ������ �� ������� ���
������������ ��������� ����� ��� �� ������������ ����������� ���� ������� ��������� ��
������ �� ������� �� ������ �� �������� �� �������� ���� �� ����� ���� �� ������ ��� ��� �����
����� ������ �� ������� �� ������� �� ��������� �� ���������� ���� ��������� ����� �� ��������
������� �� �������� �� ����������� �� ������������� ���� ���� ���������� ����� ��� �����
��������� ����� ������������ ��� ���� ����� ������������ �� �� ������� ���� �������� �� ����
������ �� ���� �� ������ �� ���������� ����� ���������� ���� ����� �� ������ �����������
����������

���� ����� ������� ��� ��������� ��������� �� ������ ����� �������� ������� �x =



���� ������������ ��� ���������� ����� ���������� ��

[Qi, Hi+1/2]
T �� ����������� �� �� ����� ����� �������� �������� �u� �� ����� �������� ��

������ �� �������� � ������� �� �� ������ �� ������� ��� �������� �� �� ����� �

f(xn+1, xn, un) = 0

yn = Cxn
������

���� n �������� ��������� �� ��������� �� ������������� � ������� ������ ���� ����� �������
����� �x0, u0�� ��� ���������� �� ����� �� �������������� ������������ �xn+1 = xn� �����
������������� ��� �������� ���� �� ������������� �� �� ����� � ��� ��������� ��������� �������
������� � �� ������ ������� �������������� �� ������� �

0 = f(x0, x0, u0) +
∂f

∂xn+1

����
(x0,x0,u0)

(xn+1 − x0) +
∂f

∂xn

����
(x0,x0,u0)

(xn − x0) +
∂f

∂un

����
(x0,x0,u0)

(u− u0)

��� ���������� ������ f(x0, x0, u0) = 0� �� �� ��������� Δxn+1 = xn+1 − x0� Δxn = xn − x0�
Δun = un − u0 �� �� ������������ ��� ������� �� ������� �� ������� ��������� �� �� ����� �

Δxn+1 = AΔxn +BΔun

yn = CΔxn
������

���� ��� �������� �

A =

�
∂f

∂xn+1

����
(x0,x0,u0)

�−1
∂f

∂xn

����
(x0,x0,u0)

B =

�
∂f

∂xn+1

����
(x0,x0,u0)

�−1
∂f

∂un

����
(x0,x0,u0)

�������� � �� ����� ����������� ���� ���� ������ ��� ��� �� ������� ∂f
∂xn+1

���
(x0,x0,u0)

���� �����������

��� ���� �� ������� ���������� �� ������� �� ��������� �� ���� ������������� �� ���������
��� ���������� �� �� ����� ��� ���� �� ������ �� ����� m = 256� ����� ���� �� �������
�������� �� ������ ���� �� ������� �� ���� ���� ���� ��������� ���������� ������������� �xobs =
11/16L �� xobs = 15/16L�� ���� �� ������ ������������ �� ��������� �� ���� ��������� ��
��������� ����������� �������� �� �� �������� � ������� �� �� ����� ��� ������� � �����������
�� ����������� �� �� ����� ���� ���������� ���������� ����� ����������� �� �������� 20 log(·)��
�� ����� ���� �������� ��� ���������� �� ���� �� ������� ������������� ���� ��� ���� ���������
����������� �� ������� FM ������� �� ������ ����������� �� D2 ������� �� ������ ����������
���� ��� ������ ������������ �� ���� ���� �������� ����� ��� ������� ���� �� ����� ����� �� ��
����������� ����� ���������� ��� ������ ���������� � 0.1dB ����� �� ���� ������ �� ������ ��
�������� �� ������ ����� 0 �� 0.35Hz�
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��� �������� �������� �� �� ������ ������� ��� ����� u = Hout �� y = Qout� �� �� ������� ������
� ������ ��� ��������� ����� �� ������ �� ������� ������ �� ��������� ������ ������ � �����
������� �

ẋ1 = − c2

agL
x2 −

c2

agL
x3

√
u+

c2

agL
x4

ẋ2 = −ag

L
(u− x1)−

1

2Da
x2|x2|x5

ẋ3 = 0, ẋ4 = 0, ẋ5 = 0, y = x2

�� ��������� x1 �� ���������� x̄1 =
ga
Lcx1 ���� ������� �� ������� ������ �

x̄T = (x̄1, x2, x3, x4, x5)
T .

�� �� ������ ���� ����� ����������� �

˙̄x = A(u, y)x̄+Bu, y = Cx̄ �����

���� ��� �������� �

A(u, y) =




0 − c
L2 − c

L2

√
u c

L2 0

c 0 0 0 − y|y|
2Da

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




������

B =




0

−ag
L

0

0

0




������

C =
�
0 1 0 0 0

�

�� ��������� �� �� ������ ���������� � �� ������� ���� �� ������ ���� ��������� �� �������
�������� ���������������� ����������� ���� �� �������� � �� � �������� �� ���������� ����
������� ��� ������ ����������� �� �������� �� ����� �� ��� ����������� ���� �� ���� �� ��������

���� ����������� ��� ������� ������ �� ������ �� ������� ���������� ������ �� ����� ��������
���������� ����� ���� ������ ���� ��� u(t) �� y(t) ������ ��������� ����� ���� ������������
����������� �k, k + 1��

�� ���������� ��� ��������� ������ �� ��������� ��� ������ �������� ����������� ��� � ����



���� ������������ � ������ ���� ������ ������ ������ ��

������������� �� ��� ��������� �� �� ������� ������� ��� �������� ��� ������� �� ������� ����
�� ������ �� ��������� ����� ��� ��������� �� ������������� �� ������ �� ������� ���������
����� ��� ����� �� ������� ������� ���� �������� ��� ���������� �� ������� �� ������������
�������������� ����� ��� �� ������������� ���� ���� �� ����� ����

��� ������ ���� ��� �� ��� ���������� �� ������������ �� ������� �� �� �������������� ����
��� ������������ �� ����� t = 50mins �� ����� �������� �F = 0 → 4 · 10−5� ������������� ��
��������� �� �������� ������ �f = 0.0189 → 0.0236�� ����� ������ ������������� �� �����
��� ��������� �� ����� ��� �� ����� ����� �� ������ ���� �������� ��������� �� ����� ���� ���
������ ���������� �������� �� �� ������ �� �� ���� ��� �������� �� ������ ���� �� �������� �� ��
������ ��� ����������� ���� �� ������� ���� �� ����� ���������� ���� �� �������� �� ������� ����
��� ������ ��� �� ����
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����� ��������� �� ������������ �� �����

���� ����� �������� �� ����������� � �� ��������� �� ������������ ����� ����� � ������ ����
������ �� ��� ���� ������� �������� �� �������� � ��� ������ �� ������� �� ������ �� �������
��� ������� � �� ��������� ���������� ���� ���� ��� ��� �������� ��� ��� �������� �� ��������
��

��� ������������ ����� ��� �� ����������� �� ������ ������ ����� ��������� ���� ���
�������� ���� ������������ ������������� �� �� ������ ����� ����� �� ��� �� �������� ���� ��
������������ ��� ��� ����������� �� �������� �� ��������� ��� ���� �� ������ �� �� ������ ���
��������� ���������� ��� ������� ������������ ��������� ���� ������� ��� �� ������������ ����
����������� � �� �������� �������� �� �� ����� �� ������� ������ ��� ���� ��� ��������� ���
����������� ��������������� ��������� ��� �������� ���������� ���� ������ �� ������ �� ������
��������� ��� ���������� ���� �������� �� �������� ����� ��� ����

�� �������� ��� ���� ������� ��������������� ������������� ��� ���������� ������� ��� ����
��� ������� ���������� ���� ����� �������� ������������� ������������� � �� �������� ��������
�� �� ����� �� � �� �������� �������������� ��������������� ���� ���������� ��� ������������
���� ������� ����������� �� ����� �� ��� �� ��������� ������� �� ��������� �� ���������

�� ������� ��� �� ������ �� �� ����� ����� � ����� � ����� ������� �� �������� � ����
����������� ��� ���������� ������������ �� ����� ���� ��� ������������ ���� ������������� ���
������ �� ��� ������ ��������� ����� ������ ��� �� �� ��������� ������ ���������� �� ������
�� ������ �� �� ��������������� ���� ���� �� ��� �� ���������� �� ����������� ���� �������
�� ���� �� ������ �� ������������� �� ������ ������ �� �������� ��� ����������� ���� ��������
�� ��������� �� ������ �� ���� �� ����� ����� ������� �� ���� ��������� �� ������� � �������
������� �� �������� �� �� ������ ���� ������� ��� �������������� ������ �� ������ �������������
��� ��������� ������ ����� �

x1 = H1

x2 = Q2

x3 = H2

x4 = Q3

Hin

Hb
H1 H2 H3

Q1 Q2 Q3 Hatm

Rin Rout

0 xf L
Pompe

������ ��� � ������ �� ������� ������������������ ���� �� �������������� ��������



���� ������������ � ������ ���� ������ ������ ������ ��

� �������� ���� �� ��� �� ��������� �� �� ������������ ��� ���������� �� �� ������ �� ����
������� �� ������ ���� �

x5 = z2

x6 = F

�� ����� �� ���� ���������� ��� u1 = Hin �� u2 = Hatm ���� ��� ��������� �������� ����
�� ������������� �� �������� ��� y1 = H1 �� y2 = Q3 ���� ����������� �������� ����������� ��
������ ������� �

ẋ1 = − c2

gA

x2 − −C1+
√

C2
1−4(Rin+C0)(−C2+x1−u1)

2(Rin+C0)

x5

ẋ2 = −Ag
x3 − x1

x5
− f2

2DA
x2|x2|

ẋ3 = − c2

gA

x4 − (x2 − x6
√
x3)

L− x5

ẋ4 = −Ag
(Routx

2
4 + u2)− x3
L− x5

− f3x4|x4|
2DA

ẋ5 = 0, ẋ6 = 0

y1 = x1, y2 = x4

������

�� ������� ���� ���� �������� ���� ����� �������� �

ẋ = f(x, u)

y = Cx
������

��� �� �������� f �� �� ������� C ���� �������� ����������� � ������ ��� ��������� �������

� ������ �� ������� ������ ��� �� �������������� ������� ��� ���������� ����� ����� ���������
�� ���������� ������� ���� ������� ��� �� ����������� �� ������ ������ ����� �����

��� ����������� �� ���������� ���� ����������� �� ������� ���� �� ������� ������� ���������
���� ���������� �����

� �������� � � ���� ������ �� ����� �� ��� ����������� ���� �� ������ ������� �� ��������
xi|xi| ���� ���� ���������� ��� ��� ��� ���� ��������������

� �������� � � ��� ��������� �������� u1 = Hin �� u2 = Hatm ���� ������� ����������
���� ����� ������������ �� �� ������������ ����� ����� ����� ��� �� �������� Hin ���
���� ��� �� ������ �� ��������� ��������� �� Hout ��� �� �������� ������������� � ��
������ �� �������� ���� �������� ��� ���� ����� ������������ ������������� ���������
��������� ���� ������� y1 = H1 �� y2 = Q3 ���� �������� �� ��������� ��� ����� �����
�� ������� u1� u2 ���������� �� �� ��� �������� ����������� ����������� �� ������ ��
������ ��������� u1� u2� y1 �� y2�

�� ��� ��������� �������� ���������� ���������� ������������� �� �������� �� ������������� ��
�� ������ �������� Hin ����� ��� �������� �� �� �������� �� ������ ����� ��� ���������������



��� �������� �� ������������� ��� �������� �� ������������ �� ���������

Hout �= Hatm� ��� ������� � ���� �� ���� ��� ������� �� Hin �� Hout ���������� ����������� �
�� ������� ���������� ���� ������ ���� ������������� ���������� ����� ������� ��������� ��� ���
��������� ��� ��� ��������� �� ��� ��� ������ ���� ��� ������� ���� �� ������� ���� ���������
�� ����������

�� ����� ����������� ��� ��������� ���� �� ����� �������� u1 = Q1 = 0.0043m3/s �� ���
�������� �� ������ u1 = 3.5m� �� ��� ������� � ��������� ���� ������������������ ���������
�������� ��� �� ����� ����� �������� ������� �� �������� ��� ��������� ��� ����������� ����
��� ����� ������� ���� ��� ������ �� 10% �� ����� Q1� ���� Qfuite = 0.1Q1� �� � ��� ��������
xfuite = 63.75m� �� ���� ��� �������� ���� �� ����� ����
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������ ��� � ���������� �� �� ������ �� �������� ����� ����� ���� �� ���� ����� ����������

������������ �� ������ x5 ��� ����������� ���� �� ������ ������ �� �� ����� ���� �� �� ����
���� ������� �� ������ �� �� �������� �� �� ����� ��� ������� ���� ���������� �� ���� ���
������ ���������� �� ����� �� ������ ������ �� �� ����� ��� ������ ������������ �� Qleak� ���
��� ������� ���� ���������� ��� ����� �� �� �������� �� �� ������

��� �� ������� �� �������� �� ������������� � ������� ��� ����� �� �� �������� ����� ���� ��
�������� �� ������ ��� ���������� ��� ����������� �� ���������� ��������� �� ����� �� ���� ��
�� ������������� ���� ��� ������������ ��������� �� ������ �� ������ ��� �������� ��� ���������
�������������� ���� ��� ������ ������� � ��� ��������� 28.33m� 56.67m �� 70.83m� �����������
���� �� ��� ����� ��������� ������������ �� ����� ��������������� � ������ 10� 20 �� 30% ��
����� �������� Q1� �� �������� �� ���������� ��� ���� �� ��������� ��� ����� ���������� ������
�� �� ���������� ��� ��������������

����� �� ���� �� ���� ��� �� �� ���� ������������� ��� �� ���� ������� ��������� ��� �����
��������� �� ����� ��� ����� �� ������������� ���� ������ ���� ���� �������� ���� ��������������
������ ��� �� ������������ ��� ������� ���� �� ������ � ����� ���������� ��� �� ���� ������
�� ���� ��� ������������� ���� ������� ���� ���� ����� ������������ ��������� �� ����� �

����������� ���� ������� ������ ���� ���������� ��� ����������� ��������� ��� ���������
��� ����������� ���� ��������� �������� �� ��������� �� ���� ������������ ���� ��� ��� �������
������� ������ ����� ���������� ����� ��� �� ���� ��������� �������� ��� ����� ������ ���� ��
������� ���� ��� ���������������� �������������� ���� ��� ��������� � ��� ����� ����� �� �������
�� ����� t = 128s �� � �� �������� xf = 20m� ��� ��������� �� ������������ ��������������
���� ��������� ���� �� ����� �����

�� ���� ������� ��� ����� ����� �� �������� �� �� ����� �� ��� ��������� ���� �� ���� ����
��������� ��� ����������� ��� �������� ���������� �� ����� ��������� �������� �� ��������� ��
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�� ���� ������� ������������� ������ �������� �� �������� �� �� ����� �xf = 20m� �����
������� ����������� ����� ��� ��� ���������� ��� ������� ��������� ����������� �� ��� ����
����������� ��� �� ������� ������ �� ��������� �� ������ ���� �� ������ ��������� ��� �������
��� ���������� �� ������������� ���� �� ������� ������

���� ���� ������ ��� ���� �� ���������� ��� �� ������ ������ ��������� ���� ��������
�������� ����������� �� ���� ������� �� ���� ���� ���������� ��� ������� ���� �� ��� ���������� ��
�������� ��������������� �������������� ���� �� ����� ���� ������� � ����������� �� ���������
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������ �� ������� ��� ���������� ���� ������� �� ��������� ��������� �� ��������� �� ����������
�� ���������� � ��� ����� ���� ������ ��� �������������� �������

����� ��������� �� ������������ ����� ����������� � �������� ��� ���������
����

�� ��������� ��� ��� ������������ ���� ��� �������� ����������� � ��� �������� xobs �� ���
���� ������� Ab ������ ���� ���������� �� ������� ��� �������� ���� �� ����� �����
�� ������� ��� ��������� �� ���������� ����� �� ������� ��� ������������� ��� ����������
������� Qin �� Hout �� ��������� ���������� ����� ����������� ���������� ������ �� ������� �

Ḣ1 = − c2

gA

Q2 −Q1

xobs

Q̇2 = −Ag
H−

2 −H1

xobs
− f2Q2|Q2|

2DA

Ḣ2 = − c2

gA

Q3 −Q2

L− xobs

Q̇3 = −Ag
H3 −H2

L− xobs
− f3Q3|Q3|

2DA
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Xobs0 L

������ ���� � ������ ����� ������������ ���� ��� �������� �����������

�� �� ������ u1 = Q1 �� u2 = H3 ����� ��� ��������� �������� �� �������� x1 � x4 �����
��� ��������� ������ ��� ������������ ��� ��������� H1 � Q3� x5 = xobs ����� �� �������� ��
�������������� ��

x6 = A2/(Ab)
2 ������
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ẋ1 = − c2

gA

x2 − u1
x5

ẋ2 = −Ag

�
x3 − x2

2(1−x6)
2gA2

�
− x1

x5
− fx2|x2|

2DA

ẋ3 = − c2

gA

x4 − x2
L− x5

ẋ4 = −Ag
u2 − x3
L− x5

− fx4|x4|
2DA

ẋ5 = 0

ẋ6 = 0

������

������ ��� ��� �� ��������� �� ���������� f ��� ��������� ����� �� ������� ��� ����������
f2 �� f3�

����������� ���� ��� ������ �� ������������ �� �������������� ��� ����� �� ������� ���
��������� ���� ��� ������ �� ������ ���� �� �� ������������� ���� ���� �� ��� �� ��������� ���
��������� �� ������ �� H1 ��� ����������� ���� y = x1�

��� ��� ������ �� ������ �� ������������ ��� ������� �� ���� ����� � ������� �� ���������
�� ������������� ���� ���������� �� ��� ��������� �x6� �� ������� ������������ �� �� ���������

• ��������� � ���� �� ���������� �� ������� ������ ��� ������� �� ����������� ���������
��� ��������� �� ������ ���������� � ������ �� ������ ������� �� ������� �� ���� �

x2 = x4 = u1

x3 = −αx2|x2|x5 + y +
x22(1− x6)

2gA2

x3 = u2 + αx4|x4|(L− x5)

������

���� α = f
2gDA2 , �� ���� �

x6 = 1 +
2gA2(y − u2 − αu1|u1|L)

u21
������

��� ����������� u1 �= 0�

� ������ �� ������������ ��������� ���� ���������� �� �������� ���� ���� �������� �� ���
����� ����������� ��� ���������� x̂6 ���� x6� �� �� ��������� ������ ���� �� ���������� ���
����������� �� ����� ������ ���� 1 � �� ������ ��� ����������� �� x6 > 1� �� �� x6 = 1� ����� ��
��� � ��� ������������� ���� �� �������������

���� �� ��������� �� ���� ���������� ����� ������ ��� ����������� ��� ���� ��� |x̂6− 1| ≥ Tb

���� �� ����� Tb � ��������
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• ������������ � �� �������� �� ��������� �� ������ ��������� ��������� ��� �� �������� ��
���� ��� ���� ������� �� ������ ���������� ��� �������� ��� ���� ���� ������� ������������� ���
��������� �� ������ �� �������������� ����� �� ���� �� ����� ��� �� �������� �� �������������
������ ���� ������� � ���� ���� ��� ������� ���� ������� ��� ������������ ������� �� �� ���������
����� �� �������� ������� �� ����� �������� � ������ ���� ������� ����� ���� �� �������
��������������� ��� ������ �� ������� ����� �������� ��� ��������� ���� �� ������

• ������� ����������� � �� ��������� ��� �� ��� ����� ������������ ������� � ������ ���� ���
���� ���� �� ����� �� ������� ���� ���� ���������� ������� Qin Hout� �� �� ������ �� ��������
������ � 5 �Δx = L/5��

��� �� ����������� ��� ������ �� ������� �� ��������� �� ��������� �� ������������ ����
���� ����� ��� �� ������ � 2 �������� ���������� ��� ������� ���������� ��� ���������� ����
���� �� ��������� �������� ���� ���� �� ��������� ���� �� ����� ��� �����������

g (m/s2) c (m/s) A (m2) f (s−2) L (m)
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����� ��� � ���������� �� �� ������������ ������� ������� ���� ����

�� ����� ����������� ��� ��� ��� �� ����� �������� u1 = 0.0043m3/s �� �� �������� �� ������
u2 = 3.5m� ��� ����������� ����� ������ �� 60% �� �� ������� ������������ A �Ab = 0.4A� ���
������� � �� �������� xobs = 34m� ������������ �� ����� t = 10sec�

��� ������������� ���������� ��� ��������� �� ������ ���������� �� ������������ �����
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y = H1 + w

���� w �� ����� �� ������� ���� ���� ��� ��������� �������������� � �������� ��������� ��
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�� ������ ������ ���� �������� ������������ �� �� �������� �� ��������������

���� �� ���� �� ������ ���������� ����������� ��� ��������� �� ��������� ������������ ������
���� �� ��� ��������� ���� �� �������������� �� �� ������������� ��� ������ �� ����� ��������
u1 ������� ���� �� ����� ������ �� ������� � ������ �� ����� �� ��������� �������������� �
�� ������ �� ������ ��������� ������ �� ������ ��� ���� ���������� ��� ��� ������� �� ����� �����
�� ��������� ������ �������� ���� �� ����� ����� �� xobs ��� ������ �� ���������� �� ����� ��
����� ����� ����� ������ �� ����� ������� ��� �� ������ �� 2 �������� ������ ��� �� ������� ��
����� �����������

0 10 20 30 40 50 60
4

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6
x 10

-3

Time (s)

Débit d'entrée  commandé u1

0 10 20 30 40 50 60
3

4

5

6

7

8

9

10

Mesures de la sortie avec variation de l'entrée 

Temps (s)

������ ���� � ������ �� �������� u1 ���� �� ������������ �� ����� ��� �� �������
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x̂6 = 35.86m,

����� �������� ���� �� ����� ���� ����������� ��� ������� �� �������� ���� ��������� 2% ���������
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Q̇1 = −Ag
H2 −H1

xobs
− f2Q1|Q1|

2DA

Ḣ2 = − c2

gA

Q2 −Q1

L− xobs

Q̇2 = −Ag
H3 −H−

2

L− xobs
− f3Q2|Q2|

2DA

������

H−
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���� ������ � ������ ��� ��������� �� �� ����� ���� �� �������� � ������� �� � ������ �� ��
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FP (Hin, Q1) = H1 = −(Rin + CP )Q
2
1 −BPQ1 −AP +Hin

FR(Hout, Q2) = H3 = RoutQ
2
2 +Hout

������

�� ������ �� ������� ������� ����� �

xT = [Q1, H2, Q2, z2, Obs]T

Obs =

�
A
Ab

�2
− 1

2gA2
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�� ��� ��������� ������� ������ �� ������� �� ������ ������ ������� �

ẋ1 = −Ag
x2 − FP (u1, x1)

x4
− f2x1|x1|

2DA

ẋ2 = − c2

gA

x3 − x1
x4

ẋ3 = −Ag
FR(u2, x3)− x2 + x23x5

L− x4
− f3x3|x3|

2DA

ẋ4 = 0

ẋ5 = 0

y1 = x1

y2 = x3

�� y ������ ��� ��������� ��������� �� u1, u2 ������������� ��� ���������� �������� ��������
����� �������� ����� � �� ������� ����������� �� ���� �������� ��� �� ���� ����� � ���������
����� ���������� ������� �� x5� ���� ������������ ���� �������������

• ��������� � �� ��������� ���� �� �������� �� ������ ��������� �� ����������� u1 �� u2
��������� ���� �� ����� ���������� ����� ��� ���������� �� �� ������������ ����������
���� �ẋ = 0�� �� ��� ������ ��� �������� ���� ������ ������ ���� �� ���� �� �� ������������
�f2 = f3 = f�� ������������� �� ������������� ���� ����� �� ������� �� ��������� ��� ���������
��������� �

x̂5 =
FR(u2, y2)− FP (u1, y1)

y22
+

fL

2DA2g

|y2|
y2

˙̂x5F = α(x̂5 − x̂5F )

Ab

A
=

1�
1 + 2gA2x5F

������

�� α ��� �� ��������� �� ������� ��� x̂5�

• ������������ � ��� ��� ������������� ��� ��������� �� ����������� ���� �� ��������� ����
���� ��� �� ������

���� �� ���������� �� ����������� ζ1 = x1
Ag � ζ2 = 1

x4
�� ζ3 = −x2

x4
�� ������� �� ���������

������ �������� �

ζ̇1 = FP (u1, y1)ζ2 + ζ3 −
f2y1|y1|
2DA2g

ζ̇2 = 0

ζ̇3 =
c2

Ag
(y2 − y1)ζ

2
2

��� ����� �� ������� �� ���� �

ζ̇ = Aζ(u, y)ζ + Φζ(ζ, u, y)

y = Cζ



��� �������� �� ������������� ��� �������� �� ������������ �� ���������

���� ��� �������� �

Aζ(u, y) =




0 FP (u1, y1) 1

0 0 0

0 0 0




Φζ(u, ζ) =




− f2
2DA2g

y1|y1|
0

c2

Ag (y2 − y1)ζ
2
2




C =
�
1 0 0

�

���� ��� ������ ���������� ����������� u1� �� ����������� � ����������� ��������������
���� �� ������� ��� ����� ��� �� �������� ���� ���� R� Q �� γ ����� ���������� �� ��������

�������� � ���� �������� �� ����������� �� �������������� Φ ���� ���� ��� �������� ����
������� ����� �� �� ������� ��� �� �������� �� ������������� �� ������ ���� ������������ [ε, L− ε]

���� �� ����� ǫ > 0� Φ ���� ���� ������ ���� ���� ��������� ���� IR3 ���� �� ���������� ��
��������������

�� �������� �� ������������� ���� ��������� ������ ��� �� �������� x4 =
1
ζ2

�

���� ��� ���������� ���������� ����������� �� �� ��������� ���� ������������� ����� ������
������������ �� ���� �������� � ������������� ��������� �� �������� ���� ��� �� ��������

���������� ξ1 =
x3(L−x4)

Ag � ξ2 = x5 �� ��� ������� uξ1 = − ζ̂3
ζ̂2

�� uξ2 = 1
ζ̂2
� �� ������� ����� �

ξ̇1 = −FR(u2, y2) + uξ1 − y22ξ2 −
f3(L− uξ2)

2DA2g
y2|y2|

ξ̇2 = 0

��� ��� �� ������� �� ���� �
ξ̇ = Aξ(u)ξ +Bξ(u)

y = Cξ

���� ��� �������� ��������� �

Aξ(u) =

�
0 −y22
0 0

�

Bξ(u) =

�
uξ1 − FR(u2, y2)− f3(L−uξ2)

2DA2g
y2|y2|

0

�

C =
�
1 0

�

������

�� ����������� ���� �� ������� �� ��������� ���� ��� ��������� �� �������� �������� RO� QO

�� γO ����� ���������� �� ��������

�� ����� Ab/A ��� ����� ��� ���������� ������ �� ���������� x5F ��� ξ2�

���� ��� ����������� ���������� �� ��������� �� ��������� ������ ���� ��� ����� �������
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�������� ���� �� ���������� �� ���������� ��������� ��� ���������� �������������� ���� ����
�� ����� ����

�� ���������� �������� ���� �� ���� �� �������������� �� ������ ���������� ����
u1 = 6.5m �� u2 = 1� �������� �� ����� t = 10s� ��� ������������ ���� Ab = 0.9A� ��������
� xobs = 78m� ����� ������������� ��� ��������� ��� ������ ����������� ��� ��������� u1 =

6.5+0.5sin(2πt)+1.5sin(2.06πt)� �� �� �������� ��� �������� ���� ������� �� ������� ������ ��
�������������� �������������� � t = 500s� �� ������� ���� xobs = 70m �� �������� � Ab = 0.5A�

���� �������������� �� ������ �� ������� ��� �������� ��������� ��� �� ����� ����� ��������
������� �� �������� ��������� �� �� ������ �� ������ �� ������� � ������� �� ����� �� �������

��� ������� ���������� ��� ���������� �������� ���� ��� ����������� ���� � α = 1� R = 1�
Q = ID� γ = 4� RO = 1� QO = ID �� γO = 1� �� ����� ���� ������ ��� ��������� ��� ����������
���������� ������������� �������� ���� �� �������� �� �� ������ �� �������������� �� ����������
������ ����� ��� �� ���������� �� ����� �������� ���� �� ������ �� ��������������
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������ ���� � ���������� ����� ����������� ���� ���� ��������� �� ���� ������� �����������

��� ������������ � ������ ���� ������ �����������

���� ����� ������� �� ������� ��� ������������ ���������� �� ������������ ������������� ����
���� �� �������� �� ���� �� ��������� �� �� ������������ �������������� �� ������ ���� ��� ����
��������������
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����� ��������� �� ������������ ����� ����������� ���������� �� ����� �����

�� ������� �� ������ �������� ����������� ����� ������������ ���� �� ������� ��� �����������
�� ��� ������ �� �������� � ��������� ���� �� ����� ����� �� ������� ��� ������� �� ������
��������� ���� ������������� ���������� �� ��������� xD �� L−xD� �� ������� ��� �����������
���������� �� ��� ������ �� ��� ����� ����������� u ��� �������� � �������� �������������
������ �������� ��� �� ������ �� �� ����� ������

xobs

AbA

H0 u

Q0

xf

H0 u

Q0

Qf

������ ���� � ������� ��� �������� ���� �� ��������� ����� ����������� ���������� �� �����
�����

hL
1

qL1

hR
1 hL

2

qL2

hR
2

qR2

hL
3

qL3qR1

xD

xD L− xD

0 L

u

PD

xD

������ ���� � ������� ��� �������� ���� �� ��������� ����� ����������� ���������� �� �����
�����

�� ��������� ��� ��������� ���� �� ������ ����� ����� ���� �������� ��� �������� ���������
� ������� Ho ��� ����� �� ����� ����������� �� ������ ��������� �� ������� �� ����� � ������
Q = Qo ���� ��� ��������� �� �� ����� U0�

�� ��������� ��� ����������� �� �� ����� ������� ��������������� ������ �� ����� ��������
����� ���������� ���������� ��� �� �������� �� �������� � ������� �� �� ����� ���� ��� ���������
������������� ω � ���� ���� �� ������� ��� �������� ���� ���������� ���� �� �������� �� �� ���
������� ��� ���� �������� �� ������������ ��� ������� ��� ��� �������� �� ���������� Fi ��
�������� li �� ���������� Zc �� µi ���� i = 1, 3 �

�
qi
hi

�R

=


 ����(µili) − 1

Zc
����(µili)

−Zc����(µili) Zc����(µili)



�
qi
hi

�L



���� ������������ � ������ ���� ������ ����������� ���

���

Zc = −i
µia

2
i

wgAi

µi =

�
−ω2

a2
+ j

gAωR

a2

R =
Qof

DA2g

�� �� ������ ��� ��� ����������� ����������� ����� �� ������� ��� ������� �� ������������
Po �

�
q

h

�L

2

=

�
1 0

−2ΔHo
Qo

1

��
q

h

�R

1

ΔHo ��� �� ����� �� �������� ������ ��� �������������

�� �� �� ������ ��� ��� ����� �� ������� �� ������� �� ������������ Pf �

�
q

h

�L

2

=

�
1 − QL

2Ho

0 1

��
q

h

�R

1

QL ��� �� ����� �� ����� ������ ��� �� �����

���� �� ������� �������� �� ����� ����������� �� ������� �� ������������ ��������������
��� �

�
q

h

�L

3

=

�
1 0

− Q0

(CdU0)2
1

�

� �� �
Pov1

�
q

h

�R

2

+

�
0
Q2

0
(CdU0)2U0g

�

� �� �
Pov2

u

�� ���������� ��� �������� �� ������� �� ������� ��� ��������� �� ���������� ����� �������
�� ������ �� �� ������������ �� �� �� ������ ����� ���� �
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q

h

�L

3

= Pov1F(L−xD)PDFx

�
q1
h1

�R

1

+ Pov2u

�
q

h

�R

2

= Pov1

�
q

h

�L

3

+ Pov2

�� PD = Po �� �� ������� ��� ����������� �� PD = Pf �� �� ������� ��� ������ ��� ����������
�� ��������� ������� ��� �� ��������� �� ������������ ���������� ��� �

hL1 = 0

hL3 = 0
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������� ���� �� �������� ������� ��� �� �������� � ������� �� �� ����� �

y = hR2

�� ������� �� ������� ��� ��������� ��������� ξ� ���� ���� �� ��������� ������������� �

ξ = [Re(qR1 ), Im(qR1 ), Re(qR2 ), Im(qR2 ), Re(qL3 ), Im(qL3 ),ΔHo, xD]
T

�� ���� �� ��������� ����� ����� �

ξ = [Re(qR1 ), Im(qR1 ), Re(qR2 ), Im(qR2 ), Re(qL3 ), Im(qL3 ), QL, xD]
T

���� ������� �� ������ �� ������� ξ� �� ���� �������� �� �������� �� ������� �� ���� �� ��
�������� �������� �

F (ξ) =




Pov1F(L−xD)PDFx

�
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�L
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+ Pov2 −
�
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�L

3
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�
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�L
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���� ��� ����������� ���������� ���� ��� ����������� �

0 < ξ7 < H0

0 < ξ8 < L

�� ���� ��� ����� �
0 < ξ7 < Q0

0 < ξ8 < L

�� �������� ��� F (ξ) ��� ������� �� 4 ��������� ���������� �� ��� �� ������� �� 8

��������� ������� ���(F (ξ)) = 0 �� ��(F (ξ)) = 0� ���� � ��������� ���� ����� ��� ���������
���� �� ���� ���� ��� �������� ���� ��� ��������� ���������� �� �� ���� ��� ���� ��� ���������
������ �� ������ ��������� ��������� �� �������� ������� ���� �� ���� �������� ����� ��� ���
������ ����������� �� �� ������� ��� ��� ���������� ���� ����� ������� ���� ��� ������ ���� ��
���� �� ���� ��������� �� ����������� �� �� ������� �� �������� � ������� �� �� ������ ���� ���
���������� ���� �� ������ �� �� �������� ����� ����������� �� ����� ������

����� �� ����� ����������� ���� ���������������� ��������� �� �� ��������� �� ��������
����� ��� ����������� �� ������ ��� ��� �� ����� ������� ���� �� �� ������� �� �����������
��������� ��� �� ������ �� �� ������ ��� ������� ���� �� ����� ������ �������� �� ������� �����
���� ������� ��� ���������� �� �� �������� ��� ������� � �� ������ �� ������ �� �� ��������
������� ��� �� ������� ��� �������� ������ �
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min
ξ
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F1(ξ)

���

FN (ξ)

��������

��������

�� ������� ��� �

0 < ξ7 < A

0 < ξ8 < L

������

�� �� ������� �� ������� �� ���������� �� ����� ���� ������ ������ �� �� ������� W � �����
�� ���� �������� ����� ����������� ���� ������� �� �������� �������� ��� ������� � �� �����
���� �

min
ξ




F1(ξ)

���

FN (ξ)




T

W−1




F1(ξ)

���

FN (ξ)


 ������

�� ����� �������� ��� ���� ����� � �� ��������� �� ������������� �� �� �� ����� ��� ��
���������� ���� �� ������������� ������� ������� ���� �� ����������� �� ��������� �� ����������
��� �������� ��������� ���� ���� ����� ��������� �� ��������� �� ���������� ���� ���� ��������
�� ����� ��� ������ �� ���� ������� ��� ����� ���������� ����������� ���� �������� ������ ��
���������� �� �������� ��� ����� ��������� �� ������������ �� �������

�������� ���� ������ �� ���������� ���� ���� ������� �� ���������� �� ��������� ���������
�����

lim
ω→ωmax

µ =
w

a

�
j
gAR

w
− 1 � wmax

a

√
−1 ������
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������ ���� � ����������� �� �� �������� � ������� �� �� ����� ���� ���������� ������� ��
��������� �� ������

�� ����� ���� �������� ��� ��������� ��������� �hr = hL4 /Ho� ��� ������� � �� ���������
������������ �������� �wr = w/wn� �� ������� ���� 6 ��������� ������������� ���������� �� ��
���������� f = 0� �� ���� ��������� ��� ���������� ���� ��� ������� ��������������� ��� ��������
�� ��������� ����� ��� ��� ����� �� ��������� �� ���������� ��� ��� ��������� ���� ��� ����
�� ��������� ��������� �� �������� �� ����������� �� ����� ���� �� �� ���������� ��� �� �����
����������� �� �������� ���� ������������� �� ������������� ��� ������� � �� ������� �� ����
����� ��� ���������� ������������ �� ��������� ��� ������� ������ ����������� ����������� ��
������������� �� �� ������ ��� ����� ����� � ������� �� �� ������������� �� ������� �� �� ���� ����
�������������� �� ������� � ��� ������ ����������� ���� ��� ���������� �������� �� ����� ��
������� �� ������ ���������� ���� �������� ��� ������������ �������� �� �������� �������������
��� ����������� �� ��� ������
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������ ���� � ��������� � ������� �� �� ����� ���� �� ��������� �� ���������� f = 0.5

���� ��������� �� ���������� �� ������������� �� ���� ����������� �� �������� ������ ����
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8 ��������� �� �� ������� �������� ���� ������� �� �� ���� ������� �� ���� ����� �������� � 2

���������� ��������� ���� ������� ��� 6 ������ ��������� �� ����� ��������� �� �������� ���
��������� �� �������� ������ ���� ��� �������� �������� ��� ���� ���� �������� ���� �� ����� �
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���� ��� �������� U = PLFL−xD
PDFxD � E = P u

L �� V = PL� �� �� �������� U(1,1) ���� ���������
�� U ���� �� �������� (1, 1)� ��� ���������� �������� �� ξ ������� �� ������� ���������� �
������ ��� ��������� ��������� �� �������� �� ������ �

qL1 =
hL
3 −U(2,2)h

L
1 −E(2,1)u

U(2,1)

qL3 = U(1,1)q
L
1 + U(1,2)h

L
1 − E(1,1)u

hR2 =
hL
3 −

V(2,1)
V(1,1)

qL3 +
V(2,1)
V(1,1)

E(1,1)u−E(2,1)u

(V(2,2)−
V(2,1)V(1,2)

V(1,1)
)

������

���� ����� ��������� ������ �� �������� ����� ���� ����� �������� �� �������� ��� ��������
2× 2 ���� ������� �� ������� ���� �� ��� ����� ����������� �

Gu(ΔH0, xD) = hR2 − gu(ΔH0, xD) = 0 ������

�� ���� �� ��� ����� ����� �

Gu(QL, xD) = hR2 − gu(QL, xD) = 0 ������

���� ������������� �� ������ �� ������� ����� � ������� �� ������� ξ ���� �� �������� �����������
� ������ �� ����� �������� �

qR2 =
qL3 − V(1,2)h

L
3 − E(1,1)u

V(1,1)
������

���� ��������� �� ���� ������� � ������ �� ����������� �� ����� �� �� �������� Gu ����
���� �� ������� ������ �� ��� �������� ������� ��� ��������� ������� ���� ������ ������ ����
���� ���������� �� ���� �� ��������� �� �� �������� ��� �� ��� ���� ��� ������������

���� ���� �� ������ �� �������� �� ���� Gu(ΔH0, x)� ����������� ���� ��� ���������� ��
������� ��� ���� ��� ����������� �� A/A0 = 0.5� � �� �������� xobs = 0.6875L �� ���� ����
���������� ω = 0.5ωn �� ω = 3.5ωn� �� ����� ���� ������ ��� ���������� �������� ��� ��
�������� Gu(ΔH0, x) ����������� ��� ������� ��� ��������� ������� �� ��������� �� �������������
���������� �� ������ ���� ������ ������� ������� ������������ � �� �������� ���� ��� ����������
����� �� ��������������

���� ��� ��������� �������������� �� ������� ��� ��� ��������� �� �� ����� ����� ��������
��� ������� �� ���������� ������� �� ����� ��������� ���� �� ����� ����� ���� �� ���� ��� ����� ����
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������ ���� � ������� �� �� �������� ���� �� �������� �� �� ������ �� �� �������� ����� ��������
�����

�� ������ �� �� �������� ��� ������� �� ���� ���� ��� ���� ��� ���� ����� ��������� �� ������
������ ���� ������� ����� ��� ���� ��� ��������� ���� ����� �� ������ ��������� �������� ������
������ �������� ���� �� ����� ������ ���� ��� ���� ��� �� ���� ���� ����� ������ �����������
�� ������� �������

������ ���� � ���� ���������� �� �� ����� ����� ���� �� ���� ��� ����� ���� ������ ��� �� ������
�� �� ��������

�������������� �� �� ��������� �������� �� �������� �������������� ����� ����� ��� ������
������ ��� �� �������� �� ���� ��� ����������������� ��� �� ����� �� ������� ������� �� �����
���� ������ ��� ������� �� �� �������� �� ���� ���� ���������� ��������� ����� �����������
�� ��������� �� ������ �� �������� ������� ���� �� ��� ������� �� ������� ������ �� ������ �
x = 0.6875 �� �� ���� ��������� �� �������������������� �� �� ��������� ���� �������� ��� ����
�������� �� �������� �������������� ������ �� ������� �� ���� ��� �������� ��� ����������� ����
������������ �� �������� ���������

����������� �� ��������� ��� �� ������ ��� ��������� ��� �� ����� � ������ �������� ��
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������ ���� � ���� �� �� ����� ���� ������ �� ������� ������� �� ���� ���� ���������� ���
�������� �������
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������ ���� � ������� �� �� �������� G∗(x) ��� ������� � �� �������� �� ������������� ��
��������� �� ������ ������� �� �������� ��� �� �������� ����� ��� ������������� ��� �� ��������

�� ������� ����� � �� ������ ���� �� ����� ��� ��� ������� ��������� ��������� �� ��������
���� ����� ��������� ����������� ���� ���������� ���������� �� ����� �� ���������� ����������
������������� ��� ���������� ���� ����� � ωr = 0.5ω0 �� ���� ��������� � ������ �� 0.1ω0 ����
���� 4ω0� �� �������� ��� �������� ��� ���� ���� ������ ������� �� ��������� ������������ �����
���� ������ ������� ���� �� ��� ��������������� �� �������� ��������� �� ���� ��������� �����
������������ �� �� ���������� ��� ������� ��� ����� ���� �� ��������� �� �� ����������

���� �� ������ �� ������ ��� ��������� ���� �������� �� ��������� ��� ����������� ��������

����� ��������� �� ������������ ����� ����������� �������

� ������� ���������� ��� �� ������� �� ��������� ��� ����������� �������� ����� � ���� ������
������� �� �� ������������ �� ����� ��� ���� ������������ �� �� ��������� �� ���������� ���������



��� �������� �� ������������� ��� �������� �� ������������ �� ���������

����� ������ �� ������� ������ ������� ���� �� ����������
1% �� 0.5% �����
10% �� 6% �����
1% ��� 0.05% �����
10% ��� 2% �����
1% �� 0.05% ���������
10% �� 1% ���������
1% ��� 0.01% ���������
10% ��� 0.2% ���������

����� ��� � ���������� �� ����� �� �������� �� ������������

��� ������� ��� ������� ����������

��� ����������� ������� ���� ���� ������������ ��� 4 ����������� �� �������� ����� �� �����
�� ������������� �� �� ����� �� �� ������������� ����� xobs� �� ������� �� ��� ���� �������������
Ab� �� �������� l0 �� �� ������� �� ��� ��������� �� ���������� ���� �� ���� �� ��������������

���� �� ������� ������� ������������� �� �� ������� ������� ��� ���� ���������� � ������
�� �� ������ � ������� �� �� ������ ���� ����������� �� ��� ������������� �������� �� �������
��� �������� ����� � ������� �� �� ������������ �� �� ������� �� ������ �� �� �������� � ������
�� ��������� �� ������ ���� ���� ��� �������� � ���� �������� ���� ���� ������������ ���������
��� ������� ���� ��� ���� ������������ �������� ���� ������ �� �� ���������� ��� �������� ���� ��
����� �����
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������ ���� � ������� �� ������ ���� �� ��������� ����� ����������� ��������

���� ����� �� ������ �� ������� ��� �������� �� ��������� ����� ������� �� ������������ ��
��� �������� �� ������������ ����� ����� �� ����� �������� �� ������������� ����� ����� ���
��� �������� �� ��������� ���� ��������� �� ���� �������� ��� ���������� �� ��������� �� �� ������
�� ��������� �� �������� �� ������������� � �� ������� �� ������� ������ ��� ���������� ����
��� ����� �������� �� �������� ��� ������� �� ����� � ������� ���� ��� ��������� ω1� ���
��������� u1 �� �� ����� � ������ �� �������� ����� ��� ����������� ����������� �� ���� ��
������ ���� �� �������� ����� ���� ��� ��������� ω2 �� ��� ��������� u2� ��� ���������� ��
���������� ������������ ������� ���� ����������� �� ������������ ����� ������� ���� �� ����
��� ���������� ���� ��� ����� ��� ���� ������ ������ �� ����� ��� ���������� �������� � ������
�� ������������ �� ������ ������ ��� ��������� ��������������� ���� ���������� ����������� ��
���������� ������������ ��� �� ����� � �������� ���� �

ω = ω1, u1 �= 0, u2 = 0
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���� ������� �� ������ ��� ���������� �� ������������� ������� �� ������� �� ���� ����� ��������
F (ξ) ���� �� ������� ξ �

ξ = [Re(qR,ω1
1 ), Im(qR,ω1

1 ), Re(qL,ω1
2 ), Im(qL,ω1

2 ),

Re(qL,ω1
5 ), Im(qL,ω1

5 ), Re(qR,ω2
1 ), Im(qR,ω2

1 ),

Re(qL,ω2
2 ), Im(qL,ω2

2 ) Re(qL,ω2
5 ), Im(qL,ω2

5 ),

ΔH0, xobs, f1, l0]

�� �� �������� F (ξ) �
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�� ���� ����� ��� �������� �������� G(u1,u2)� � ������ ��� ��������� �������� �� ���������
�������� ��� ���������� �� ������������� ������� ���� �� ������ ������� �� �����

G(u1,u2)(y
ω1 , yω2 ,ΔH0, xobs, f1, l0) =

�
yω1
1

yω2
2

�
− g(u1,u2)(ΔH0, xobs, f1, l0) = 0 ������

�� ������� ���� �� �������� ����� ������ ���������� ��� �� ���� ���� ������ � ���������
�� �������� ��� ���������� �� ������������� ������� � ������ �� G(u1,u2)� �� ������� �� ������
��� �������� U1� U2� V1� V2� E1 �� E2� ���� ����� ������ ��� �������� ���� ����������� �����
ω > 0�� � ������ �� ������ �� �������� ���������� ���� ��� �������� �� ������� ξ �� ���� �� �
������ �� �������� �������

� ������������� �� ����� ���� ������ �� �������� �� ���� Gu1,u2 �� �������� ��� ����������
x �� ΔH0 �� ��������� ��� ��� ������ ���������� ���� ������ �f1 = 130%f �� l0 = 5%L��
��� ������� ��������� �� ������������� ���� ΔH0 = 0.2 �� xobs = 11/16L� ������� ����� ��
����� ���� ������ ��� ������� �� �� �������� �� ���� Gu1,u2 �� �������� �� �� �������� ��
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����������� ������� ���������� �� ����� ����������� �� ����� ���� ��������� 4 �����������
�� �������� �� �� ����� �� �� ������������� �� ���� ������� ���������������� ������� xobs� xfui�
ΔH0 �� QL ��������������� �� ������� ��� ������������ �� ���� ������ ��� ���������� ��
�� ������������� ��� � ������� ��� ��������� ��� �� ��������� �� �������� � ������ � ��������
�������������� �� ����� ���� ������ ����� ������������� �� �������� ����� ���� ����� ����
��� � ���� �� ������� ��� ������������� ��� � ������� �� �� ����� �� �� ��� ��������� �� ����� �
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F (ξ) =
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F 1(ξ) ��� xobs < xfui
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