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1 Introduction

Ces derniéres années, les études sur les systémes dynamiques commandés de différentes
disciplines se progressent trés vivement. Parmi ces systémes, nous nous intéressons
dans cette thése par le modéle de roulement de deux variétés Riemanniennes connexes
et orientés (M, g) et (M,Q) de dimensions n et n respectivement. Deux types de
contraintes sont considérés, ils sont notés par roulement sans pivotement et roulement
sans pivotement et sans glissement. La plupart des travaux dans ce domaine traite le
cas ou les deux variétés ont méme dimensions [8, 9, [IT].

En particulier, considérons le probléme de roulement de deux surfaces convexes I'une sur
l’autre comme par exemple le roulement d’une boule sur un plan dans R3. Lorsque les
deux surfaces sont en point de contact, leurs vecteurs normaux extérieurs sont opposés
en ce point. Un tel roulement sans glissement exige qu’au point de contact, le vecteur
vitesse tangent a la premiére surface est égale au vecteur vitesse tangent & la deuxiéme
surface tourné d’un angle 0(-). Tandis que la condition d’absence de pivotement signifie
que les axes de rotation de deux surfaces restent dans le plan tangent commun, ce qui
traduit en une condition sur 6(-). Alors, 'espace d’état de ce modéle de roulement sans
pivotement, ni glissement est de dimension cinq parce que, comme on a vu, un point
de cet espace est défini en fixant un point sur chaque surface et un angle.

Généralement, l'espace d’état de roulement des deux variétés Riemanniennes est un
espace fibré et sa fibre typique est I’ensemble des isometries formées entre les espace
tangents des variétés considérées. Géométriquement, le roulement sans rotation signifie
que I'image d’un champ de vecteurs paralléle a une courbe dans M par A est un champ
de vecteurs paralléle & une courbe dans M. Comme ceci, la distribution de roulement
sans pivotement Zyg sur ) est définie comme étant la dérivation du transport parallele
des champs de vecteurs X et X tangents a M et M respectivement. Par ailleurs, la
distribution Zg qui décrive les deux containtes du roulement est une sous-distribution
de Dng, obtenue en faisant X = AX. Ainsi, on a défini les deux systémes dynamiques
commandés affines sans dérives (X)ng et (X)gr sur @ correspondants & Zyg et & Zg
respectivement.

Le point focal est de résoudre le probléme de la commandabilité de (X)g et (X)ns
par des outils géométriques sur M et M. Plus précisement, c’est de chercher des
conditions nécessaires et/ou des conditions suffisantes afin d’obtenir que pour toute
paire (qinit, ¢rinar) de points dans @), il existe une courbe ¢(-) tangente & Zr (& Pns
respectivement) et qui oriente le systéme (X)g ((X)ng respectivement) de (Ginit & Gfinal)-
Cette approche nous motive de chercher I’ensemble atteignable par de telles courbes
a partir d’un point quelconque gy € (). Ce sont les orbites de roulement associées a
Dns et Y. On dit que le systéme de roulement est complétement commandable si les
orbites de roulement des certains points sont égales & 'espace d’état.

Au titre de 'exemple précédent, c’est-a-dire lorsque M et M sont deux variétés Rie-
manniennes de dimensions 2, le systéme (X)g est complétement commandable si et
seulement si les variétés ne sont pas isométrique. En particulier, la dimension des en-
sembles atteignables soit 2 ou 5 (cf. [I]). D’autre part, [II] nous donne des réponses



satisfaisantes pour la question de la commandabilité de (X)g dans le cas o les deux
variétés sont de dimensions 3. Les mémes auteurs fournissent des conditions néces-
saires et suffisantes pour la commandabilité lorsque 'une des variétés est de courbure
constante (cf. [12]).

Les travaux de Y. Chitour et P. Kokkonen traitent le cas de roulement sans pivotement
et sans glissement d’une variété Riemannienne, lisse, connexe et orientée (M, g) sur une
variété Riemannienne compléte (]\7[ ,g) de courbure constante et de méme dimension
que M. En particulier, si la courbure de M est nulle, alors (X) g est complétement con-
trollable si et seulement si le groupe d’holonomie de M, par rapport a la connexion de
Levi-Civita, est égal au groupe spécial orthogonal SO(n). Le deuxiéme auteur explique
dans [24] et |26] le développement des variétés affines qui n’ont pas nécessairement des
tenseurs de torsion nuls.

Dans Chapitre 2 de cette thése, on présente dans deux parties les définitions d’espace
d’état, des relévements, des distributions de roulement des deux variétés Riemanni-
ennes, lisses, connexes et du développement de roulement des variétés affines. La
référence de base dans la premiére partie est [10] ot on étend ses définitions et ses
résultats vers le cas o les deux dimensions n et n, des variétés considérées (M, g) et
(M , ) respectivement, ne sont pas égales. Par exemple, lorsque n > 7, il nous faut
prendre en compte que I'image d’'un isométrie A doit étre dans I'espace tangent T:M
en un point fixé Z. Dans la deuxiéme partie, on joint le contexte de développement des
variétés affines qui est défini dans [24] et le contexte de roulement sans pivotement par
rapport a une connexion affine quelconque qui est donné dans [26], alors on définit le
développement de roulement des variétés affines.

On introduit les principaux résultats sur la controllabilité du systéme de roulement
des variétés Riemanniennes de différentes dimensions dans Chapitre 3. Concernant le
systéme (X)yg, di aux études dans [§] et [9], la résolution du probléme de la com-
mandabilité est clairement réliée & la caractérisation des groupes d’holonomie de M
et M. Alors que dans le cas de (X)) g, la situation est plus compliquée. La premiére
propriété remarquée est que la distribution de roulement %y est de dimension n. Ce
qui nous conduit a la conclusion suivante: le probléme de roulement des deux variétés a
deux dimensions différentes n’est pas symétrique en prenant en compte 'ordre de deux
variétés. D’ou, la stratégie consiste a calculer les crochets de Lie dans I'espace des sec-
tions de Zg. Le premier crochet de Lie duquels nous permet de définir le tenseur Rol
disant la courbure de roulement, il peut-étre considéré comme étant la différence entre
les deux tenseurs de courbure de Riemann de M et M. On constate que la command-
abilité de (X)g se rattache d’une maniére directe a ces valeurs des courbures et & leurs
dérivées covariantes. Dans cette description, il y en a un résultat important: lorsque
n < f strictement et la courbure de M est constante alors le probléme de roulement
sans pivotement et sans glissement n’est pas commandable.

Par contre, lorsque (n,n) = (2,3), on a réussi a trouver quelques conditions nécessaires
pour la non-commandabilité dont soit g est involutive et M est isométrique & une
sous-variété totalement géodésique de M , soit M est un produit tordu d’un intervalle
réel avec une sous-variété totalement géodésique de dimension 2, soit M est de courbure



constante et M est isométrique localement au produit Riemannien d’un intervalle réel
avec une sous-variété de dimension 2. Les calculs de Chapitre 4 montrent aussi que la
dimension de chaque orbite appartient a 'ensemble {2,5,6,7}.

Dans le dernier chapitre, on définit le groupe d’holonomie H, a partir des lacets
tangents a une distribution complétement commandable A sur une variété affine M
par rapport & une connexion affine V. De plus, le développement de roulement d’une
variété affine (M, V) sur (R”,@”), oil V" est la connexion Euclidienne, nous permet
de définir le groupe d’holonomie affine HY sur M et le groupe d’holonomie horizontal
affine H Y .. sur A. Ce sont des sous-groupes du groupe Aff M de tous les transformations
affines inversibles de M sur elle-méme. Nous avons prouvé que H AVR est un sous-groupe
de Lie de Aff(n) et HY est un sous-groupe de Lie de GL(n). On a aussi répondu & une
question n’est pas évidente telqu’on a montré qu’en général, la fermeture de groupe
d’holonomie horizontal restreint (H . )° n’est pas égale au groupe d’holonomie complet
de M. Pour cela, on a étudié le roulement d’'un groupe de Carnot homogéne d’ordre
2 (M, g) munie de la métrique Riemannienne g sur (R”,s") ou s" est la métrique
Euclidienne. On a le résultat grace au fait que les groupes d’holonomie affines ont
les méme structures géométriques des orbites de développement de roulement sur un
espace Fuclidien.

2 Notations

Le long de cette thése, on note par A} I'élément en i*™-ligne et j*™°-colonne d’une
matrice réelle A et par AT sa matrice transposée. En outre, soit L : V — W un
morphisme R-linéaire ot V et W sont deux espaces R-linéaires de dimensions n et n’
respectivement. Si F' = (v;), et G = (w;)?, sont deux bases de V et W respective-
ment, alors la (n' x n)-matrice réelle qui représente L par rapport aux I et G est notée
par Mgg(L) et donnée par L(v;) = ¥; Mpe(L)jw;. Par ailleurs, si g et h sont des
produits scalaires sur V' et W respectivement, nous symbolisons I’application transposé
(adjointe) de L par rapport a g et h par LTor : W — V ou g(LTsrhw,v) = h(w, Lv).
Ainsi, on écrit (MF,G(L))T = Mpg(LTg’h).

Dans la suite, toutes les variétés considérées sont lisses, connexes et de dimension
finie. Soient 2, M, F' des variétés différentielles, un espace fibré 7g ;1 £ — M est un
morphisme lisse qui vérifie que pour tout € M il existe un voisinage U de = dans M
et un difféomorphisme 7 : 7}, (U) = U x F tel que pryor = WE,M|;(1U), ou pry signifie
la projection sur le premier facteur. On appelle E, := w5, () la fibre au-dessus du
point z, F' la fibre typique de mg s et 7 sa trivialisation locale. La fibre typique est
unique a un difféomorphisme prés. De plus, une section lisse du fibré 7w 5, est un lisse
morphisme s : M — E qui satisfait 7 ps 0 s = idys. L’ensemble de toutes les sections
de 7 est noté par I'(E). Si F est un espace R-linéaire de dimension finie, on dit que
mg,m est un fibré vectoriel. D’autre part, si G est un groupe de Lie, alors 7 : £ — M
est un fibré principal de groupe structural G sur M s’il existe une action libre de G sur
E qui conserve les fibres de 7 (cf. [23]).



Soit I'(E') 'espace des sections lisses du fibré vectoriel E sur M. Une connexion linéaire
sur E est un morphisme I'(E) — T'(E x T*M) linéaire sur R et qui vérifie la régle de
Leibniz sur ’ensemble des fonctions lisses C*°(M). On note par X' (M) 'ensemble des
sections lisses du fibré tangent T'M. Une connexion affine V sur M est une connexion
linéaire sur T'M et qui est donnée par le morphisme bilinéaire sur R suivant,

X(M)x X(M) = X(M); (X,Y)— VyY.

Elle est linéaire sur C*°(M) par rapport au premier facteur et vérifiée la régle de Leibniz
sur C°°(M) par rapport au deuxiéme facteur. Ainsi, on dit que (M, V) est une variété
affine. De plus, si lapplication exponentielle expy de (M, V) est définie sur I’ensemble
de 'espace tangent T,,M pour tout = € M, alors (M, V) est géodésiquement compléte.
La connexion Euclidienne V" sur R" est une connexion affine tel que V. E; = 0 pour
n’importe quels deux champs de vecteurs entre la base canonique {F, ..., E,} sur R".
Les définitions intrinséques du tenseur de courbure RV et du tenseur de torsion TV
associés a la connexion affine V sont,

RY(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — VixvZ,
TV(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y],

ot X, Y et Z sont des champs de vecteurs quelconques sur M. Si TV(X,Y) est nulle
pour tout champs de vecteurs X et Y sur M, alors on dit que la connexion V est
sans torsion ou symétrique. Une variété M munie d’une métrique définie positive g est
appelée variété Riemannienne et notée par (M, g). De plus, dans cette thése, on admet
qu’une variété Riemannienne est compléte et orientée. Dans ce dernier cas, on utilise
|v|l, pour noter g(v,v)? pour tout v € T,M et x € M.

On rappelle qu’une distribution A sur la variété M est un sous-fibré lisse de T'M de telle
sorte que pour tout z € M, A|, est localement engendrée par m champs de vecteurs
linéairement indépendants. On dit alors que A est de dimension m. A partir de Al
on définit, en € M, la collection des distributions Al|, ¢ A?|, C --- C A", C ...
verifiee A, := A, et AT, := A%|,+[A, A%]|, pour s > 1. On dit que la distribution
A est complétement commandable si, pour tout x € M, il exist un entier r = r(x) tel
que A", = T, M. Ainsi, r est 'ordre de Al,. D’autre part, une courbe absolument
continue ¢ : I — M définie sur un intervalle réel I C R est A-admissible courbe si elle
est tangente & A presque partout (p.p.): ¢(t) € Alew) pour presque tout t € I. Fixons
To € M, une A-orbite en xq est I'ensemble de points finaux atteints par toutes les
courbes A-admissibles qui commencent par zy. Par Théoréme de I’'Orbite, O (zg) est
une sous-variété lisse immergée de M contenant zo (cf. [I], [20]). II convient de noter
qu’on peut restreindre la définition de 'orbite aux courbes continues par morceaux.
Une distribution A’ sur M est une sous-distribution de A si A’ € A. Evidemment, on
a Oa/(z9) C Oa(zo) pour tout g € M. On note que I’évaluation de l'algébre de Lie
engendré par A en x € M par Lie(A),.

Soit m : E'— M un espace fibré et y € E. On note par V |, (m) Iensemble de tous les
champs de vecteurs Y € T |, E tels que m.(Y) = 0. Si 7 est un espace fibré alors la
collection des espaces V|, (7), y € E définit une sous-variété lisse V(7) de TE, c’est la
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distribution verticale. Dans ce dernier cas, Ty () := Trg|v(x) est un sous-fibré vectoriel
de mrg: TE — E.

Supposons maintenant que 7 : E — M et n: F' — M sont deux fibrés vectoriels sur la
variété différentielle M. On note par C*°(m,n) I'ensemble des morphismes f : E — F
tel que no f = m. Fixons f € C®(m,n) et u,w € 7 (z), alors la dérivée verticale de
f en u dans la direction de w est le morphisme R-linéaire suivant

v()lu(f) 77 2) = n (=) (1)
w = v(w)l|, (f) = %|0f(u+tw).

Selon cette définition, v(w)|, est bien un élément de V|,(7). En conséquence, w —
v(w)|, est un isomorphisme R-linéaire entre 7! (x) et V|, (7) avec m(u) = .

En théorie de groupes de Lie, puisque I'espace tangent T, M d’une variété n-dimensionelle
lisse connexe M en x est identifié a 1'espace Euclidien R™, alors le groupe GL(7,M)
de tous les endomorphismes linéaires et inversibles de T, M est isomorphe au groupe
GL(n) de toutes les matrices réelles et inversibles n x n. Si, de plus, (M, g) est une var-
iété Riemannienne, alors le groupe O(n) de toutes les transformations g-orthogonales
de T, M en x € M est isomorphe & O(n). De méme, on a bien SO(7,M) = SO(n) et
s0(T, M) = so(n). On note par s0(M) := Uzens 50(T, M) I'ensemble {B € T*M QT M |
BT + B =0} avec BT est la matrice transposée de B dans GL(n).

D’autre part, si (R")* ® R™ est 'ensemble de matrices réelles 7 x n, le groupe spécial
orthogonal est donné par

SO(n) = {A e (R @R" | ATA= AAT = idg»}.

Puisque, dans ma texte, nous nous intéressons a des variétés des dimensions différentes,
nous introduisons

{Ae R") @R" | ATA =idg.}, if n<n,
SO(n,n) =4 {Ac (R")* @R | AAT =idgs}, if n > n, (2)
SO(n), if n=n,
ot AT est la matrice transposée de A par rapport au produit scalaire de 'espace

vectoriel approprié.

Nous donnons la forme matricielle suivante 1, ;, € SO(n, n),
idgn . .
(M), irnsn
Lnj = (3)
Retournons aux notions de la géométrie différentielle, on note par TF M Tespace des

sections de (k, m)-fibré tensoriel de (M, V). Siy: I — M est une courbe absolument
continue dans M et définie sur un intervalle réel I > 0, alors le transport paralléle



(PY)b(7)To d’un tenseur Ty € T |, )M par rapport a V le long de v en ¢ € I est la
solution unique de 'ODE

Vi (PV)o(N)Ty) =0, pp. te,

de la condition initiale,
(PY)o ()T = To.

Soit (M, V) une autre variété affine et f : M — M un lisse morphisme. Alors, on dit
que f est affine si pour toute courbe absolument continue v : [0, 1] — M, on a

Fay 0 (PT)o(3) = (P¥)o(f ©7) 0 Fulo- (4)

On utilise la notation Aff(M) pour le groupe de toutes les transformations affines et
inversibles de la variété M et on l'appelle le groupe affine de M. FEn particulier, le
groupe affine de 'espace R™ muni de la connexion Euclidienne est noté par Aff(n).
Rappelons aussi que Aff(n) est égal au produit semi-direct R™ x GL(n) ou le produit
de groupe ¢ est donné par

(v,L)o (u, K) := (Lu+wv, Lo K).

En outre, un morphisme lisse f : M — M est une isométrie locale entre deux variété
Riemanniennes (M, g) et (M, §) si, pour tout « € M, f.|, : T,M — Tf(x)]\?[ est un
morphisme isométrique. En addition, si f est bijectif alors elle est une isométrie et on
dit que (M, g) et (M, §) sont isométriques. Ces variétés sont localement isométriques
s’il existe une variété Riemannienne (N, h) et des isométries locales F' : N — M et
G:N—> M qui sont aussi des revétements. Par ailleurs, on utilise Iso(M,g) pour
noter le groupe de Lie des isométries de (M, g). De plus, pour toute courbe absolument
continue v : [0,1] — M et F € Iso(M,g), on a (cf. [32], page 41, Eq. (3.5))

Fulyw o (PY")i(7) = (PY")y(F 07) 0 Filys), Vs, t € [0,1]. (5)
Dans les équations et , f« et I, sont les applications tangentes de f et F' respec-
tivement.

D’autre part, on dit d’'une courbe 7 : [a,b] — M un lacet basé en point z € M s'il
vérifie y(a) = v(b) = x. On note par Qy(x) 'ensemble de tous les lacets absolument
continus [0,1] — M basés en point = € M. Pour toutes courbes absolument continues
v [0,1] — M et d:[0,1] — M sur M satisfaites v(0) = z, v(1) = 6(0) = y et
d(1) =z on z,y,z € M, on définit 'opération ” -7 de telle sorte que 0 - 7y est la courbe
absolument continue

s @o={ 250 e )

Les définitions de transport paralléle et d’ensemble des lacets nous permettent de définir
le groupe d’holonomie HV|, de M en x par rapport a V comme suivant

HY[o = {(PY)o(7) | 7 € Qu()}-

8



Pour tout & € M, HV|, est un sous-groupe de GL(T,M), c’est-a-dire le groupe de
toutes matrices n x n inversibles. Dans la situation ou M est connexe, on peut joindre
deux points quelconques = et y de M par une courbe absolument continue  : [0, 1] —
M. Ainsi, on aura (PV)§(v)HY|.(PV)?(y) = HY|,, ou également, HY|, et HV|, sont
deux sous-groupes conjugués de GL(T,M). Si (M, g) est une variété Riemannienne et
V est la connexion Levi-Civita associée a g alors HV |, est un sous-groupe de O(T,M).
De plus, supposons que M est orientée, alors HY|, est un sous-groupe de SO(T,M).
Prenons un repére orthonormal F' de M défini localement en z, on a

HV|F = {MF,F(A) | Ae Hv|x}

C’est bien un sous-groupe de SO(n). En particulier, les deux groupes de Lie HY|p et
HY|, sont isomorphes. On notera l'algébre de Lie du groupe d’holonomie HV|, (resp.
HY|p) par hV|, (resp. hV|r). Ainsi, hV|, est sous-algébre de Lie de 'algébre de Lie
s0(T, M) et hV|r est une sous-algébre de so(n).

Fixons deux entiers naturels k,m € N, I’ensemble de tous les morphismes linéaires
R* — R™ est noté par L,(R™). On définit O,(R™) I'ensemble de tous B € L;(R™)
vérifié
() Si k < m, || Bu llan=] u |a+ pour tout u € B
(ii) Si k > m, B est surjective et || Bu ||[gm=|| u ||gs pour tout u € (ker B)* (ou S+
est le complément orthogonal de S C R* par rapport a (., .)gx).

Selon cette définition, on obtient les propositions suivantes

1. Og(R™) est une sous-variété lisse et fermée de L (R™).

2. La restriction du morphisme £, (R™) = £,,(R*); A — AT, on AT est la transpose
de A, sur Ox(R™) — O,,(R*) est un diffeomorphisme.

3. Si k # m, alors O(R™) est connexe. Si k = m, O (R¥) est diffeomorphe & O(k)
I’ensemble de k x k-matrices orthogonales.

Ensuite, on va restreindre les définitions et les propriétés précédentes sur une variété
Riemannienne (M, g) de dimension n. Donc, pour tout point x de M et tout k € N, on
note par Ly(M)|, I'espace des morphismes linéaires R¥ — T, M. On pose Li(M) :=
Uzenr 'Ck‘<M)|E

Definition 2.1. On définit le sous-ensemble Ox(M) de Li(M) de tous les éléments
B € Lx(M)|., v € M vérifié

(i) Si1<k<dimM, ||Bul|, = ||ullgs pour tout u € R¥;

(i) Si k> dim M, B est surjective et ||Bull, = ||ul|gr pour tout u € (ker B)* (o L
est l'orthogonal par rapport au produit scalaire euclidean dans RF).



En d’autres termes, Op(M) est constitué des isométries partielles R¥ — T, M qui sont
de rang mazimal.

Considérons 7z, (ary : Li(M) — M; B+ z pour B € L(M)|, et To, (ar) 1= e, (i) o (1) :

Proposition 2.2. 1. Pour nimporte quel k € N, m, (v est un fibré vectoriel lisse
sur M isomorphe & la somme de Whitney @, TM — M.

2. Le morphisme o, (v est un sous-fibré lisse de w, vy d’une fibre typique égale a
Ok(R™) ot R™ est munie de la métrique Euclidienne.

Or(M) est connexe pour n’importe quel k # n.

3.
4. On(M) est connexe si M n’est pas orientable.

Pour la preuve des Proposition ci-dessus, voir Part 3, section 9 en [24]).

Dans cette thése, on désigne par (M, ) := (M, g) x (M, §) le produit Riemannien des
variétés M et M muni par le produit métrique g := g @ g. De méme, V, @, V (resp.
R, R, R) sont les connections Levi-Civita (resp. les tenseurs de courbure de Riemann)
de (M, g), (M, ), (M,g), respectivement. D’aprés la formule de Koszul, on a,

Vi VY) = (VxY,VgY), VX, Y eVF(M), VX, Y eVFM), (7)
et,

R(X,X),(Y,Y)Z, 2) = (R(X,Y)Z,R(X,Y)Z), VX,Y, ZeT,M, VX,Y,ZecT;M.
(8)

Finalement, on rappelle que si (U, p) est une variété Riemannienne munie de la métrique

Riemannienne p et si (IV, py) est une sous-variété de (U, p) munie de la métrique induite

de p sur N, alors N est totalement géodésique si toute géodésique de (N, py) est une

géodésique de (U, p). D’autre part, si (V, ) est une autre variété Riemannienne et

f € C®(U). Définissons la métrique hy sur U x V par

hy = pri(p) + (f o pr1)?pri(o),

ou pry et pry sont les projections dans le premier et le deuxiéme facteurs du produit
U x V respectievement. Alors, la variété Riemannienne (U x V, hy) est dite le produit
tordu de (U, p) et (V, o) pour la fonction tordue f.

3 Les Résultats

3.1 Roulement et Développement des variétés

Dans cette section, on va présenter les définitions fondamentales de roulement et de
développement des variétés. On commence par fixer deux variétés Riemanniennes
connexes complétes orientées (M, g) et (M, g) de dimensions n et n respectivement.
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Definition 3.1. L’espace d’état Q) = Q(M, M) de roulement de M sur M est défini
comme Sutvant:

(1) sin <n,
Q(M, M) :={AeT*"M QTM | §(AX,AY) = ¢(X,Y), X,Y € T,M,z € M}.
(ii) sin >n,

QM, M) := {AeT*MTM | §(AX,AY) = g(X,Y), X,Y € (ker A)*,
im(A) est dans Uespace tangent de M}.

On écrit ¢ = (z,2;A) pour un point ¢ € . On a =z = 7TQ(M7M)7M<(]) et T =

T oo (4), ol

TQ(M,N),M = 7TT*M®TM,M|Q(M,M) :Q(M, M) — M,

~ ~

TQ(M, NN = ”T*M@TMM‘Q(MM) tQ(M, M) — M.

Ecrivant la matrice transposée de A par rapport a la métrique (g,g) comme AT :
T:M — T, M, on a (ker A)* = im(AT). D’ou, si n < n alors ATA =idg, ) et sin > n
alors AAT =id; ;.

Proposition 3.2. (i) Q= Q(M, M) est une sous-variété lisse et fermée de T*M @
TM, sa dimension est égale a

N(N +1)

dim(Q) =n+n+nn— , where N := min{n,n}.

De plus, mqn est un sous-fibré de Ty oy de la fibre typique OH(M)
(73) L’application
TM,M T*M @TM — T*M @ TM: (z,2; A) > (2, 2; AT),

est un difféomorphisme et sa restriction sur Q = Q(M, M) est aussi un difféo-
morphisme,

To =Ty lg: QM M) = Q(M, M) =: Q; Tq(x,#;A) = (#,2;AT).  (9)

(7i1) Simn # n ou bien si une de deuz variétés M et M n’est pas orientable, alors Q
est connexe.

L’application inverse de TM, 1y est le morphisme
S:Q—Q; S(i,ax;B)=(x & B").
S est bien définie parce que (ker B)* = im(B7T) et BBT = idr, .
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Corollary 3.3. Qi) Q(M, M) — M x M est un espace fibré et sa fibre typique
est diffeomorphe a O, (R™).

Remark 3.4. Sin # 7, on peut prouver (i) de Proposition [3.2|facilement en utilisant
le corollaire précédent avec le fait que O,,(R™) est connexe (voir Notation [2.2)). De toute
évidence, on va considérer SO(n,n) comme le fibre typique de T QM)

Proposition 3.5. Soit ¢ = (v,3;A) € Q et soit B € T)M ® T:M. Le champ de
vecteurs v(B)|, est tangent & Q, en d’autres mots, il est bien un élément de V|,(mg) si
et seulement si

(i) ATB € so(T,M), sin <.
(ii) BAT € so(T;M), sin > .

Puisque nous nous intéressons en roulement sans pivotement ni glissement, nous écrivons
ces conditions géométriquement en prenant d’abord une courbe absolument continue

q:la,b] = Q; t— (y(t),3(t); A(t)) sur @, alors

Definition 3.6. (i) La courbe q(-) décrive un roulement de M contre M sans pivote-
ment si

<

(it) La courbe q(-) décrive un roulement de M sur M sans glissement si

AW®A(E) = 4(t) pp. t € [a,b). (12)

(iii) La courbe q(-) décrive un roulementde M contre M sans glissement ni pivotement
si (i) et (ii) sont vérifiés.

(131) peut reformuler comme suivant, les courbes q(-) de QQ qui décrivent un movement
de roulement sans pivotement ni glissement de M contre M sont exactement les courbes
intégrales du systéme de commandes affine sans dérive suivant

10 - ),
(X)r{ A1) = A(t)u(t), Jor a.e. t € [a,b], (13)
V@), a@muenAlt) =0,

ot le controle u est fonction mésurable définie sur un intervalle réel fini I C R et eue
des valeurs dans T M.

Afin de définir les distributions de roulement, il est nécessaire de qualifier quelques
termes d’ou la proposition suivante.
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Proposition 3.7. Soit Ay un (1,1)-tensor sur M x M appartient & T} (20.30) (M X M)
avec (z9, %) € M X M et soit t — (y(t),5(t)) une courbe absolument continue sur
M x M et définie sur Uintervalle réel I > 0 tel que v(0) = xq,%(0) = &o. Alors,
Ay eT*"M @ TM =  A(t) = P{(3) 0o Ago P'(7) e T"M @ TM  Vtel,
AeQ= Alt)=F(H)oAoP(y)€Q Viel

Les définitions de relévement et de la distribution de roulement sans pivotement sont
déterminées prochainement.

Definition 3.8. (i) Fizons ¢ = (x,2;A) € T*M ®TM, X eT,M et X € T, M, le
relévement de roulement sans pivotement de (X, X) est l'unique vecteur Lns(X, X)|,
de TyM QT M en g donné par

N d R . ~
Lys(X, X)ly = 5| Pii) o Ao () (€T, ("M & TID)),
ot y (resp. %) est une courbe lisse sur M (resp. M) vérifiant v(0) = x et
F(0) = X (resp. ¥(0) = & et 4(0) = X ).

(it) La distribution de roulement sans pivotement Png sur T*M & TM est une dis-
tribution lisse de dimension (n+n) définie par

Dnslg = Lns(Tiaz) (M x M),

Ainsi, on définit le relévement et la distribution de roulement sans pivotement et sans
glissement.

Definition 3.9. (i) Pour q = (z,4;A) € T*M @ TM et X € T,M, on définit le
relevement de roulement de X comme étant l'unique vecteur Lr(X)|, de TiM ®
T:M en q suwiwvant

Lr(X)]g = Lns(X, AX)]q.
(it) La distribution de roulement Pr sur T*M ® TM est une distribution lisse de
dimension égale 4 n définie en chaque q = (x,2;A) € T*M @ T M par
@R|q = gR(Tx(M”q
Par Proposition Ins(X, X)|q et Zr(X)|, appartiennent a 7,() pour tout g € @,
X €T, M et X € T; M vérifiants les donnés de Définition Ainsi, Iysl, C T,Q et
Dr|, C T,Q pour tout ¢ € Q. Donc, Zns|g et Zr|g sont distributions lisses sur () de

dimension n + n et n respectivement, on les note simplement par Zyg et dr. Certaines
propriétés de ces distributions sont collectées dans les corollaires suivantes.

Corollary 3.10. Concernant le roulement sans pivotement, on a les propriétés suiv-
antes,
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(i) Pour tout q = (z,&;A) € T*M @ TM (resp. € Q), (T prgrar )« (18D (TQ)+)

est un isomorphisme de Dnglq @ Tizz (M x M).

(i) Soient X € Tipzy(M x M), A une section locale de Trenmerir € Ax sa dérivation,

(iii)

(iv)

alors

Ins(X)|a@a) = A(X) = v(VxA)|a@,a)- (14)

Une courbe absolument continue t — q(t) = (y(t),5(t); A(t)) dans T*M @ TM
ou Q) définie sur un intervalle réel I est tangente o Dys presque partout sur I si

et seulement si Vw(wt))A = 0 presque partout sur I.

On a, T(T"M & TM) = Ins Br-morn V(Trmsrir) €6 TQ = Dns ©q V(mq).

Corollary 3.11. Concernant le roulement sans pivotement et sans glissement, on a
les propriétés suivantes,

(i)
(i)

(iii)

(iv)

Pour tout g = (z,2; A) € Q, (mg.m)« est un isomorphisme de Dp|, ¢ T, M.

Fizons qo = (xo,Z0; Ao) € Q et une courbe absolument continue vy : [0,a] — M,
a > 0 telle que v(0) = xq, alors il existe une unique courbe absolument continue
q:[0,d] = Q, q(t) = (v(t),5(t); A(t)), 0 < a’ < a, tangente o D presue partout
et telle que q(0) = qo. On la note par par

t = qa(7,90)(t) = (V(t), Y9 (7, @) (1); Agr (7, q0) (). (15)

De plus, si (M,g) est une variété complete, alors a' = a.

Si q : [0,a] — Qest une courbe tangente & Pr presque partout alors elle peut
s’écrire comme qg,(7,¢(0)) ot v =T .M 0 q.

~

Une courbe absolument continue t — q(t) = (y(t),7(t); A(t)) définie sur un inter-
valle réel I est une courbe de roulement dans Q) si et seulement si elle est tangente
a Dr presque partoul sur I, c’est-a-dire si et seulement si §(t) = ZLr(Y(1))|qe
presue partout sur I.

Remark 3.12. On définit une bijection AY"(-) entre Uensemble des courbes a.c. 7 :

[0, 1]

— M commengant du point x € M et un ouvert de 'espace de Banach des

courbes a.c. [0,1] — T, M commencant de 0 comme suivant

ATG)) = [[(POGYi(s)ds € TM, e € [0,1]

La méme définition est appliquée sur M. L’écriture intrinséque de la courbe de roule-
ment de conditions initiales (v, qo) est:

47 (7, @0) (8) = (7(1), A7, (Ao © Ay (7)) (1): Po(AZ (Ao 0 Ay (7)) © Ag 0 P(7). (16)
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Si «=§N\S et D/ZZ{ (resp. % et .@}) sont les relévements de roulement (resp. les distribu-
tions de roulement) de Q= Q(M, M), alors dim % =n+ n = dim ZYyg tandis que
dim@; = n et dim Zr = n. Par conséquent, le modéle de roulement des variétés M
et M a dimensions différentes n’est pas symétrique par rapport a I'ordre de M et M.

Proposition 3.13. Soit T := T le morphisme défini par (9), on a,

L. T*-@NS = %;
2. T.V(mg) = Vi(mg),
3. lorsque n < n, alors T, Pr C @;.

On va présenter les différents types des crochets de Lie sur Q).

Proposition 3.14. Soit O C T*M ® TM une sous-variété immergée. Prenons T =
(T,7), S = (5,9) € C®(mo, Trorxan) tels que pour tout ¢ = (2,2;4) € O, on a
Ins(T(q))lqs Lns(S(0))|g € T,0 et soient U, V € C®(7o, Ty pyory) tels que pour
tout g = (3,5 4) € O, on & UU(g)) o> V(@) € T,O. Alors,

[Zvs(T(), Lus(SOlg = Ls(Lus(T(@))|eS = Lus(S(@))leT)lq

T

8 +0(AR(T(q), S(q)) — R(T(q), 5(0)A)l,,
2 Lns(T(), (U D)]lg = —Zns U @)Dlg + v(LusT@)]0)]g

3. (U0, vVl = (U @)V = (V@)D

Les deux cotés des Equations 1. , 2. et 3. sont tangents a O.

On peut généraliser Remarque pour obtenir un modéle de roulement des variétés
affines, c’est qu’on 'appelle le développement de roulement. Soient (M, V) et (M, V)
deux variétés affines de dimension n avec V et V sont connexions affines complétes
associées & M et M respectivement. On a les définitions suivantes tirées de [10] et [24]
concernant le développement des variétés affines.

Definition 3.15. Soit v : [0,1] — M une courbe a.c. sur M commencant en xo. Le
développement de v dans T, M par rapport & V est la courbe a.c. AXO (v) : [0,1] —
T,,M définie par

t
AL = [[(PVRG)is)ds,  tefo.1]
Definition 3.16. Soient (xo,20) € M x M, Ay € T;OM®T,,30M et v:10,1] = M une

courbe a.c. commencant en v(0) = xo. Le développement de ~ sur M en passant par
Ao par rapport o 'V est la courbe a.c. Ay () :[0,1] — M définie par

AL, (7)) == (AY) (Ao AY (W)(t),  te 0, 1].
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De plus, le transport paralléle relative de Ay le long de v par rapport a V est le mor-
phisme linéaire suivant

(PV) (7)Ao : T M = T= )(t)M, such that for t € [0, 1],

(PY)5(7) Ao = (PV)E(AXO (7)) o Ay o (PYV);(7).

Alinsi,

Definition 3.17. L’espace d’état de développement de roulement de (M, V) sur (M, V)
est
Q:=QMM)={AcT:MT;M|AcGL(n), x€ M et & e M}.

Un point q € Q est rédigé comme avant, c’est-a-dire ¢ = (x,%; A).

Le relévement de développement de non-pivotement, la distribution de développement
de non-pivotement, le relévement de développement de roulement et la distribution de
développement de roulement sont données comme suivants.

Definition 3.18. Soit ¢ = (2,#;4) € Q, (X, X) € Taz) (M x M) et~y (resp. 4) une
courbe a.c. sur M (resp. sur M) commencant par @ (resp. &) avec vitesse initiale X

(resp. X) Le relévement de développement de non-pivotement de (X, X) est [unique
vecteur Lns(X, X)|, de T,Q en q = (v, 2; A) qui vérifie

d

Lns(X, X)] =2l

1P 0 Ao (PI)().

La distribution de développement de non-pivotement Pns en q = (x,2; A) € Q est la
lisse distribution de dimension 2n qui est égale a

@NS|q XNS( xxMXM”

Si X = AX, alors le relevement de développement de roulement en q € Q est le
morphisme injectif Lr(X)|,

d

ZLalX)ly 1= Ls(X, AX)], = 2,

— | (P)h(A) 0 Ao (PY)(7),

La distribution de développement de roulement Pr en q = (x,2; A) € Q est la lisse
distribution de dimension n qui est égale a

Drlq = ZLr(TaM)lq.

On dit que la courbe absolument continue I > ¢t — q(t) = (y(t),5(t); A(t)) sur Q
est une courbe de développement de roulement si et seulement s’elle est tangente a
Pr presque partout sur I, c’est-a-dire si et seulement si ¢(t) = Zr(¥(t))|qq) presque
partout sur [.
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Proposition 3.19. Pour tout qo := (7o, T0; Ag) € Q et toute courbe a.c. v : [0,1] — M
de position initiale xo, il existe des courbes a.c. et uniques () := AY (7)(t) et A(t) :=
(PY) () A telles que A()(t) = A(t) et Vs 4 Alt) = 0, pour tout t € [0, 1].

At

Notons RY et TV (resp. RY et TA@) sont le tenseur de courbure et le tenseur de torsion
respectivement de M par rapport & V (resp. de M par rapport a @) Alors Proposition
3.7, Lemma 3.18, Proposition 3.24, Proposition 3.26, Proposition 4.1, Proposition 4.6
de [26] nous donnent la proposition suivante.

Proposition 3.20. Soit O C T*M @ TM une sous-variété immergée. Prenons Z =
(2.2), S = (S,5) e C®(To, Tpeprerar) tels que, pour tout ¢ = (z,2;A) € O, on a
Lns(Z()|q: Lns(S(q))|g € Ty0 et soient U, V€ C®(To, Tpu prornr) tels que pour
tout ¢ = (z,2;A) € O, on a v(U(q))|q, v(V(q))|q € T,0. Alors,

Lns(Z(A)]gS() = Vz4)(S(A)) = (Vz A)leS (), (17)

(Zns(Z(), Lns(S(DNle = Lus(Lns(Z(A)S () — Lus(S(A)Z())lg

+ v(ARY(Z(q),S(a)) — R¥(Z(q), S(a)A)l,,

LR(Z(), Zr(S]le = Zr([Z(a), S(@))],
+ Dns(ATY(Z(q),S(q)) — TY(AZ(q), AS()))], (19)

+ v(ARY(Z(q),S(q)) — RY(AZ(q), AS(q))A)],,
(Lns(Z (), v(UO)ly = —LusWU AN Z())]g + (Lns(Z(A)] U)o, (20)

(U),v(Vllg = v (UA)V = v(V(A))]U)lg (21)

3.2 Des Résultats sur la Commandabilité

Utilisons Equation 1. de Proposition pour introduire la notion de la courbure de
roulement.

Definition 3.21. Pour un point ¢ = (z,&; A) € Q, on définit la courbure de roulement
Rol, en q par

Rol,(X,Y) := AR(X,Y) — R(AX,AY)A, X,Y € T, M.
Nous écrivons Rol,(X,Y) = Rol(X,Y)(A).
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D’ou le crochet

[ZLr(X), Zr(Y)lly = Zr([X, Y])g + v(Roly(X, V)],

Nous passons maintenant a présenter un principal résultat de la commandabilité du
systéme de roulement sans pivotement de (M, g) sur (M,g). Soit ¢ = (x,2; A) € Q,
fixons des repéres orthonormaux F’ et Fde M et Men et respectivement. On note
par b := h|p C s0(n) et b := | C so(7) les algébres de Lie des groupes d’holonomie
de M et M par rapport aux repéres F' et F respectivement.

Theorem 3.22. Soit gy = (29, Zo; Ao) € Q, Uintersection de Uorbite Oy, ,(q0) avec la
fibre de mg au-dessus de (xo, To) vérifie

Oy (@0) N 7o (w0, 30) = {ho Ago h | h € H|sy, h € Hlyy} =t Hlzy 0 Ag 0o Hly,
Ainsi, sur l’espace tangent, on a

T Oss(0) NV ly(mq) = v({ko Ao = Agok |k € bl k€ Bls Pl
= v(Blz, © Ao — Ao 0 Blag)|go-

Le systéme de roulement (X)yg n’est pas commandable dans T*M ® TM. Tandis que
dans @), on va établir prochainement deux conditions équivalentes a la commandabilité
de (Z)NS.

Theorem 3.23. Fizons deuz bases orthonormales F et F de M et M en x et &
respectivement. Alors, le systéme de roulement sans pivotement (X)ys de M sur M
est compleétement commandable si et seulement si, pour tout A € SO(n,n), on a

hA — Ah = {Be (R")*@R"| ATB € s0(n)}, sin<n,
“ 1 {Be R @R"| BAT € s0(n)}, sin > .

Theorem 3.24. Supposons que (M,q) et (M,f]) sont simplement connexes. Alors,
le systeme de roulement sans pivotement (X)ns de M sur M est complétement com-
mandable si et seulement si

61, 1 5= BER)V ORI, BEso(n)}, sin<
mi T Al T (B e (R @R | BIL, € s0(i)}, sin>n.

Concernant la commandabilité du systéme de roulement sans pivotement ni glissement
(X)r de (M, g) sur (M, g), on a les résultats suivants.

Proposition 3.25. Fizons un qo = (xo, Zo; Ao) € Q, un X quelconque de VF(M) et
une série réelle (t,)°2, qui vérifie t,, # 0 pour tout n et lim, ,t, = 0. Supposons
qu’on a

V’(PzR(X)(tn,(Jo)(ﬂ'Q) - T<O@R(q0))7 vn. (22)

Alors Lns(Y,Y)|go € Too(Ouy(q0)) pour tout champ de vecteurs Y orthogonal d X|,,
dans T, M par rapport & g et tout champ de vecteurs Y orthogonal & AgX|., dans
TiOM par rapport & § et appartenu & Ag(X|s,)*. Parsuite, la codimension de ’orbite
de roulement Og,(qo0) dans Q est plus pelite ou égale ¢ |0 —n| + 1.
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Corollary 3.26. Supposons qu’il existe un point qo = (xg,Zo; Ag) € Q et un nombre
€ > 0 tel que pour tout X € VF(M) satisfaisant | X||, < € sur M, on a

VICP_%’R(x)(t,qo)(WQ) CTOg,(q0), [t <e

Alors Uorbite Og,(qo) est ouverte dans Q). En conséquence, (X)r est complétement
commandable si et seulement si

Vg e @, V|¢I(7TQ) - TQO@R(Q)'
Soient (M, g) et (M, §) des variétés Riemanniennes de dimensions n et 7 respective-
ment.

Corollary 3.27. Supposons que n < n. Alors, les deux cas suivants sont équivalents,

(i) Dr est involutive,

(17) les courbures de (M, g) et (M,f]) sont constantes et égales.
Autrement, si n > n, alors les deuz cas suivants sont équivalents,

(a) Pgr est involutive,
(b) (M, g) et (M,§) sont des variétés plates.

Proposition 3.28. Supposons que (M, g) et (M,Q) sont compleétes. Les propositions
sutvantes sont équivalentes

(i) Il existe un point qo = (xg, To; Ao) € Q tel que Og,(qo) est une variété intégrale
de QR.

(11) 1l existe un point qo = (o, To; Ag) € Q tel que
Rol,(X,Y) =0, VYq=(z,4 A) € Oy (q), X,Y € T, M.
(ii1) Il existe une variété Riemannienne compléte (N, h), a un revétement Riemannien
F: N — M et un lisse morphisme G : N — M wvérifiant

(1) sin <n, G est une immersion Riemannienne dont 'image des h-géodésiques
par G sont des g-géodésiques,

(2) sin>n, G est une submersion Riemannienne dont la distribution co-noyau
(ker G,)* C T'N est involutive et les fibres G™1(&) sont variétés totallement
géodésiques de (N, h) pour toutt € M.

La proposition et la corollaire suivantes établient des conditions nécessaires de la non-
commandabilité du systéme X(g) lorsque n < 7.
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Proposition 3.29. Soient (M, g) et (M, §) deuz variétés Riemanniennes de dimen-
stons n et n respectivement avec n < n. Assumer qu’il existe une sous-variété Rieman-
nienne compléte et totallement géodésique N de M d'une dimension égale a m avec
n <m < n. Alors, le systéme de roulement Xry de Q(M, M) n’est pas completement
controllable.

Corollary 3.30. Considérons une variété Riemannienne (M, g) de dimension n et une
variété Riemannienne (M,fy) d’une courbure constante et de dimension N avec n < n.
Alors le systéme de roulement sans pivotement ni glissement de (M, g) sur (M, g) n'est
pas controllable.

3.3 Roulement de Variété Riemannienne 2-dimensionnelle sur
Variété Riemannienne 3-dimensionnelle

Une application d’un systéme de roulement des variétés Riemanniennes a deux dimen-
sions différentes est le cas de roulement d’une variété Riemannienne de dimension 2 sur
une autre de dimension 3. D’abord, on fixe un ¢ = (z,#; A) € Og,(qo) puis on définit
un repere g-orthonormal local X, Y € T, M. Notons Ty = *(AX NAY) € T; M, alors
AX, AY, Z 4 forment un repére orthonormal et local dans 75 M.

La courbure Gaussienne de M est K(x) := g(R(X,Y)Y, X). Tandis que les courbures
sur M sont

Devant ces notations, Rol,(X,Y) sera égal a

X 0 —(K —64)
Rol(X,Y) = AR(X,Y) — R(AX,AY)A= | K -6, 0
Iy —1IIx

On a résolu ce probléme de commandabilité par distinguer plusieurs cas.

Theorem 3.31. Soient (M, g) et (M,§) deux variétés Riemanniennes de dimensions
2 et 3 respectivement, on rédige les conditions nécessaires de la non-commandabilité du
systéme de roulement sans pivotement ni glissement de (M, g) sur M, g comme suivant,

1. Si K — 64 =0 sur un ouvert de ¢ = (x,%; A) € Og,(q0) et (Ilx,Iy) =0 sur un
voisinage de z, alors dim Og, (qo) = 2 et M est isométrique a une sous-variété
Riemannienne totalement géodésique de M.
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2. 81 K — 64 # 0 sur un ouvert de ¢ = (x,2; A) € Og,(qo) et (x,Ily) =0 sur un
voisinage de &, alors dim Og,(qo) =5 et M est un produit tordu d’un intervalle
réel avec une sous-variété Riemannienne totalement géodésique de dimension 2.

3.8 K —64 =0 sur un owvert de ¢ = (x,2;A) € Og.(q) et (lx,Iy) # 0
sur un voisinage de &, alors dim Og,(q0) = 7, M est de courbure constante et
M ressemble localement au produit Riemannien d’un intervalle réel et une sous-
variété Riemannienne de dimension 2.

4. Si K — 64 # 0 sur un ouvert de ¢ = (z,2;A) € Og,(qo) et (Ilx,Ily) # 0 sur
un voisinage de T, alors la dimension de Og,(qo0) est égale 4 5 ou 6 ou 7. Si
dim Oy, (q0) = b alors M est une variété plate et et M ressemble localement
au produit Riemannien d’un intervalle réel et une sous-variélé Riemannienne
totalement géodésique de dimension 2.

Concernant le dernier cas du théoréme précédent, on n’a pas réussi a trouver les aspect
geéométriques de M et de M lorsque dim Og,(qo) = 6 et lorsque dim Oy, (q0) = 7.

3.4 Le Groupe d’Holonomie Distributionel

Soit (M, V) une variété affine et soit A une distribution complétement controllable sur
M.

Definition 3.32. On définit [’ensemble de lacets absolument continues et A-admissible
basés en x € M par

Qa(z) ={v|~v:[a,b] = M a.c., y(a) =~(b) =z et ¥(t) € A‘Fy(t) p.p.}.

Proposition 3.33. Pour chaque x € M, Qa(x) n’est pas vide et il est stable pour la
loi” -7 donnée dans @

On définit le groupe d’holonomie associé a la distribution A comme suivant.

Definition 3.34. Le groupe d’holonomie associé a la distribution A en un point v € M
est

HY o = {(P¥)o(7) | 7 € Qa(2)}.

Proposition 3.35. Pour tout points v € M, HY |, est un sous-groupe de HY|,. Siy
est autre point de M alors HY |, et HAV|y sont des sous-groupes conjugués.

La question fondamentale ici, est-ce que la fermeture de HY est égale, en général,
a HV? La réponse est non et notre preuve est un exemple de roulement de groupe
de carnot homogéne d’ordre 2 sur un espace Euclidien. Pour cela, on considére le
développement de roulement de (M, V) sur espace Euclidien (R™, @”) et on désigne
la situation & partir des résultats de Section 4 dans [12].

21



Proposition 3.36. L’espace fibré mga : Q — M est un Aff(n)-fibré principal avec
Paction a gauche p : Aff(n) x @ — Q donnée par

w((9,C),q) = (2,02 +3;C o A), pour q = (z,&;A) € Q.

L’action p conserve la distribution Pr, c’est-a-dire que pour tout q € Q) et B € Aff(n),
on a (11B)«Zrlqg = Drlus(g) 00 pp : Q@ = Q; q — (B, q). De plus, il existe un sous-
groupe unique qu de Aff(n) qu’on lappelle le groupe d’holonomie affine de (M, V) et
qui vérifie

u(HY x {a}) = Ogy(q) N g ().

Si ¢ = (x,2'; A") € Q appartient & la méme fibre de mg  au-dessus de q, alors "qu et
H% sont conjugués dans Aff(n) et les classes de conjugaison de qu sont de la forme
H, - Cette classe de conjugaison est notée par HY.

D’aprés [27] et le produit semi-direct Aff(n) = R™ x GL(n), on a le prochain corollaire.

Corollary 3.37. La projection du groupe d’holonomie affine qu de (M, V) sur SO(n)
est le groupe d’holonomieHY de (M, V).

Considérons maintenant une distribution lisse complétement commandable A sur (M, V).

Definition 3.38. La distribution de roulement Ar de A est la sous-distribution lisse
de Dr définie en (x,1; A) € Q par

ARl(za;4) = Lr(AlL)] (@,8:4)- (23)

Puisque A est complétement commandable, on a,

Corollary 3.39. Pour tout qo = (¢, Z0; Ao) € Q et toute courbe y : [0,1] — M a.c. et
A-admissible qui commence en xo, il existe une unique courbe ga,(7v,q) : [0,1] — @
a.c. et Ag-admissible.

Corollary 3.40. L’action u mentionée dans Proposition [3.30 conserve la distribution
Agr. De plus, il existe un sous-groupe unique ”HAVqu de qu qu’on appelle le groupe
d’holonomie affine sur Ar et qui vérifie

P(HR e % {a}) = Oapla) Naghy (),

ot Onp(qo) est Uorbite associée a la distribution Ag en qq.

Comme ce qui précéde, on a le corollaire suivant d’aprés [27].

Corollary 3.41. La projection du groupe d’holonomie horizontal affine 'HAVR sur Ag
sur SO(n) est le groupe d’holonomie horizontal Hy sur A,

Proposition 3.42. Pour tout gy = (o, Zo; Ao) € Q, la restriction de mgn : Q - M
sur Uorbite Oa,(qo) est une submersion dans M.
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Corollary 3.43. Pour tout v € M, le fibre w5y () N Oa,(qo) de Oa,(qo) au-dessus
de x est vide ou bien une sous-variété plongée et fermée dans Oa,(qo) de dimension

0 = dim O, (qo) — dim M.

Le résultat principal de la derniére partie de la thése est le suivant.

Proposition 3.44. Le groupe d’holonomy horizontal HY est un sous-groupe de Lie
de GL(n) et le groupe d’holonomie horizontal affine HAVR est un sous-groupe de Lie de

Aff(n).

On donne la définition de groupe de Carnot homogéne d’ordre 2 sur RY comme elle
est citée dans [5].

Definition 3.45. A. Soit o un loi de groupe sur RY, le groupe (RY, o) est un groupe
de Lie sur RN si Uapplication

RY xRN =R, (z,y) =y lox
est un lisse morphisme.

B. On dit que (RN, 0) est un groupe de Lie homogéne s’il existe N-uplet des nombres
réels o = (01, ...,0n) vérifiant 1 < o1 < ... < oy et tels que la dilatation

Sy RY = RY: 0y(2q, ..., 2n) = (A2, .., AV 2y)

est un automorphisme de groupe pour tout réel A > 0. On note ce groupe de Lie
homogéne par (RN o,6,).

C. On dit que le groupe de Lie G := (RY o) est groupe de Carnot homogéne si les
deux conditions suivantes sont satisfaites,

C-1. RN peut étre écrire comme RY = RM x ... x RN et la dilatation 6y : RN —
RN

6x(z) = on(zW, s D) = ()\x(l), Nz® Az, pour 2 e RN,

est un automorphisme de groupe pour tout réel X > 0.

C-2. Notons l'algébre de Lie de G comme g. Prenons les champs de vecteurs Z;,
pouri =1,..., Ny, convenus avec les champs de vecteurs canoniques sur RY,
c’est-a-dire les %. On a

1

LiE(Zl, ey ZN1> =9,

ou Lie(Zy,...,Zy,) est lalgébre de Lie engendré par les vecteurs Z;, i =
1,...,Ny.

On constate d’aprés le roulement du groupe de Carnot G homogéne d’ordre 2 et de
dimension N sur I'espace Euclidien R” le suivant.
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Proposition 3.46. 5i G est un groupe de Carnot homogene d’ordre 2, de dimension
N > 3 et muni de la connexion de Levi-Civita V9 associée & une métrique Riemanni-
enne g, alors,

a) Le groupe d’holonomie horizontal affine ”HAVR est un sous-groupe de SE(N) de
dimention 2N,

b) Le groupe d’holonomie horizontal HY est un sous-groupe de Lie compact et con-
neze de SO(N) de dimention N,

¢) Les inclusions Hy C SE(m+n) et HY C SO(m-+n) sont strictes si et seulement
st N > 3.
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