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Résumé

Résumé

Dans cette thése, on introduit la notion de revétement potentiellement inséparable et
on se propose de développer une théorie de la ramification pour ces derniers. Le langage
utilisé est celui des schémas en groupoides.

Aprés avoir établi quelques résultats préliminaires au chapitre 1, on prouve au chapitre
2 un théoréme de quotient d’un schéma en groupoides par un sous-groupoide.

Au chapitre 3, on utilise ces résultats pour entreprendre ’étude générale du formalisme
des revétements inséparables.

Enfin, au chapitre 4, on spécialise au cas des revétements sous un schéma en groupes
diagonalisable et on étudie en détail la structure de ces derniers. En particulier, on exprime
le lieu Gorenstein de ces morphismes en fonction des constantes de structure du revétement
et on prouve dans ce cadre une formule analogue & la formule de Riemann-Hurwitz des
revétements ramifiés classiques.

Mots-clefs

Revétements, ramification, morphismes inséparables, groupoides, quotients, torseurs,
schémas en groupes diagonalisables, morphismes Gorenstein, formule de Riemann-Hurwitz

Ramification theory for inseparable coverings

Abstract

In this thesis, we introduce the notion of inseparable coverings and we try to develop
a ramification theory for such objects. We make use of the groupoid scheme formalism.

In section 1, we establish preliminary results on scheme epimorphisms. We use these
results in the next section to prove a quotient theorem for groupoid schemes.

Then in section 3 we introduce the general formalism of inseparable coverings.

Finally, in the last section we consider in greater details inseparable coverings given by
the action of a diagonalizable group scheme. We compute the Gorenstein locus of these
mrophisms and we prove a formula analogous to the classical Riemann-Hurwitz formula.
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Introduction

L’objet de cette thése est ’étude des revétements inséparables de schémas en caracté-
ristique positive. Notre but est de développer une théorie de la ramification qui étend celle
des revétements génériquement étales.

Rappelons qu’on appelle revétement génériquement étale un morphisme de schémas
f Y — X fini, surjectif, localement libre et étale au-dessus d’un ouvert schématique-
ment dense de X. Ces objets forment une catégorie fibrée au-dessus de la catégorie des
schémas Et — Sch dont la fibre en un schéma X est la catégorie Et/X des revétements gé-
nériquement étales de X. Rappelons briévement les propriétés principales des revétements
génériquement étales et de leur ramification.

(E1) La catégorie Et est stable par composition : si Y — X est un revétement de X et si
Z — Y est un revétement de Y alors la composée Z — X est encore un revétement
de X.

(E2) La catégorie Et posséde une sous-catégorie pleine EtS dont les objets sont dits galoi-
siens. Il s’agit des revétements Y — X dont le groupe d’automorphismes G := Autx (Y)
agit transitivement sur les fibres. De plus les revétements galoisiens peuvent se dévisser :
si Z — X est un revétement galoisien de groupe G et H <1 G est un sous-groupe dis-
tingué de G, on obtient un revétement Z — Y := Z/H galoisien de groupe H et un
revétement Y — X galoisien de groupe G/H dont la composition donne le revétement
initial.

(E3) Pour les revétements f : Y — X suffisamment réguliers, il existe une notion de
diviseur de ramification, que 'on note Ry, x. Ce dernier mesure I'obstruction de f a étre
étale. On le définit comme le diviseur Ry, x = Div (s, / ) associé au faisceau 3, /X des

formes différentielles relatives de f, qui est un faisceau de torsion puisque f est généri-

quement étale. Cette notion est transitive par composition : Si Z/X est un revétement

se factorisant en g : Z — Y suivi de Y — X on a ’égalité de diviseurs sur Z

Rz/x = Rzyy + 9" Ry)x (1)

La théorie de la ramification des extensions d’anneaux locaux génériquement séparables
permet le calcul des multiplicités locales du diviseur de ramification.

Nous souhaitons construire et étudier une catégorie analogue de revétements insépa-
rables jouissant de telles propriétés.

Lorsque 'on tente de généraliser ces définitions aux cas des morphismes finis plats
éventuellement inséparables, le fait que le faisceau des formes différentielles ne soit plus
de torsion 6te l'espoir de calquer les constructions de (F3). Pour la définition habituelle
de ramification, un morphisme inséparable est ramifié partout. Cependant, on peut faire
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10 INTRODUCTION

I’observation que si f : Y — X est un revétement galoisien de groupe G, alors f est
étale si et seulement si 'action de G sur Y est libre, c’est-a-dire si et seulement si f est un
G-torseur. Le diviseur de ramification Ry,x mesure alors également le défaut de f a étre
un G-torseur. Cette derniére remarque sert de guide pour adapter les définitions ci-dessus
au cas des morphismes finis et plats de schémas munis d’une action génériquement libre
d’un schéma en groupes infinitésimal. En effet, si f : Y — X est un tel morphisme, on
peut toujours poser la question de mesurer ’obstruction de f a étre un torseur. Ceci méne
a considérer qu'un revétement quotient Y — X = Y/G est non ramifié si et seulement si
G agit librement. Pour ce point de vue, les torseurs jouent alors le role d’objets galoisiens
non ramifiés.

On est alors confronté & un autre probléme. En effet, contrairement au cas générique-
ment étale, un méme morphisme peut étre vu alternativement comme le quotient d’une
action avec ou sans point fixe. C’est le phénoméne qu’illustre le morphisme de Frobenius
relatif de la droite affine sur un corps k de caractéristique positive, qui peut étre vu comme
un q, ;-torseur ou comme le quotient d’une action de ce méme schéma en groupes, cette
fois avec un point fixe en 0. Il peut également étre vu comme le quotient d’une action du
schéma en groupes i, ;;, non isomorphe a «, . On constate donc que ni le groupe de struc-
ture, ni le caractére ramifié ou non ne sont déterminés par le seul morphisme ¥ — X.
Dans une telle situation, la question de décider si un morphisme de quotient est un torseur
n’a donc de sens que relativement a un groupe et a une action, c’est-a-dire seulement si on
impose la donnée du groupe agissant et de 1’action.

Ces phénoménes montrent que, afin d’obtenir une théorie similaire a la théorie classique
des revétements génériquement étales, la définition de revétement généralisé doit faire
intervenir une donnée supplémentaire, pour pallier a I’absence de choix privilégié de groupe
d’automorphismes. Nous proposons d’utiliser les groupoides qui donnent un cadre naturel,
incluant les actions de schémas en groupes mais aussi les feuilletages infinitésimaux et
suffisamment souple pour obtenir la plupart des propriétés analogues & celles listées ci-
dessus. Plus précisément, on propose la définition suivante (def. BITT]) :

Définition 1 Soit X un schéma. On appelle pré-revétement (généralisé) de X un couple
Y — X,9=2Y), avec

1) Y — X un morphisme fini localement libre de schémas.

2) G = Y un groupoide en schémas fini, localement libre, laissant X invariant et

agissant librement sur un ouvert schématiquement dense de Y .

On abrégera souvent la notation d’un pré-revétement en (Y,SG). On dit que (Y,G) est un
revétement de X si de plus [§ : Y] = [Y : X]| et qu’il est galoisien si de plus G est
le groupoide correspondant & 'action sur Z d’un schéma en groupes fini localement libre
d’ordre [Y : X].

Décrivons plus en détails le contenu de cette thése.

On commencera, dans un premier chapitre, par rappeler quelques résultats sur les
épimorphismes effectifs de schémas qui joueront un role dans le théoréme de quotient
par un sous-groupoide au chapitre Nous prouvons ensuite une version précisée d’un
résultat de factorisation en épimorphismes finis annoncé par Grothendieck dans [Gr095].
On démontrera également un critére d’effectivité pour les épimorphismes finis, améliorant

1. Nous remercions l'utilisateur « user27920 » du site Mathoverflow pour ses remarques et suggestions
qui ont permis a cette preuve de voir le jour.
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un résultat antérieur d’Olivier [Oli70] et Mesablishvili [Mes04] dans ce cadre. Ce dernier
permet de tester 'effectivité d’un épimorphisme aprés un nombre fini de changements de
base, par opposition au théoréme d’Olivier et Mesablishvili. On obtient le résultat suivant

(th. [CZTI0l et rq. [C2ZTT)) :

Théoréme 1 Soit Y un schéma noethérien et f : X — Y un épimorphisme fini. Sup-

posons que pour toute factorisation de f en produit X Iy E Y de deus morphismes
finis schématiquement dominants, les conditions suivantes soient satisfaites :
1. Le changement de base gx : X xy X — X Xy E de g par f est schématiquement
dominant.
2. Le changement de base X Xy E — FE Xy E de g par h est schématiquement
dominant.
Alors f est un épimorphisme effectif.

Afin de disposer d’un formalisme assez souple pour I’étude des revétements inséparables
de schémas, on est amené a étudier le probléme de la construction d’un groupoide quotient
par un sous-groupoide. Cette construction est nécessaire si I’on souhaite pouvoir dévisser
les revétements généralisés, comme dans le cas classique. C’est 'objet du second chapitre.
On commence par y rappeler certaines notions générales sur la catégorie des schémas en
groupoides, ainsi que le théoréme de quotient par un groupoide fini localement libre de
[Grollal, Exp. V|, di & Grothendieck. Ensuite, étant donnés un schéma en groupoides
§ = Z et un sous-groupoide fini localement libre H = Z agissant librement au-dessus
d’un ouvert schématiquement dense de Z, on utilisera ces outils pour dégager des conditions
suffisantes a la construction d’un quotient de § = Z par H = Z dans la catégorie des
schémas en groupoides. En se restreignant & un ouvert schématiquement dense U de Z sur
lequel H agit librement, il est facile de trouver les schémas Q et Y destinés respectivement
a devenir les schémas des fleches et des objets du groupoide quotient. On posera

Q:=H\G/H et Y = Z/H.

Les morphismes s,t : § = Z induisent des morphismes o,7 : Q == Y qui seront les
morphismes source et but du quotient. La difficulté est alors de montrer que l'on peut
construire un morphisme de composition ¢ : Q X5y, Q — Q qui munit Q = Y d’une
structure de schéma en groupoides et tel que le couple de projections canoniques p : § — Q
et m: Z — Y induise un morphisme de groupoides (§ = Z) — (Q = Y) qui vérifie la
propriété universelle attendue dans la catégorie des schémas en groupoides. Pour ce faire, la
premiére stratégie que nous adopterons consistera & introduire un groupoide intermédiaire
H3 x G X5zt 9 = G X5,z G correspondant a une action de H3 sur les paires de fléches
composables de G et & dégager des conditions suffisantes sur H = Z pour que le quotient
de ce groupoide intermédiaire s’identifie & Q X5y, Q, auquel cas on obtiendra le morphisme
¢ cherché en factorisant la composition de §. Nous verrons que 1’on est dans cette situation
notamment lorsque les morphismes p:§ — Qet p xp: G x52; G — Q X5y, Q donnés
par la projection canonique p sont plats. Le fait remarquable est alors que I’on obtient un
théoréme de quotient exempt de toute hypothése de normalité sur H. Néanmoins, comme
les actions en présence sont & priori non libres, la compréhension de ces morphismes est
trés délicate car on ne connait pas les foncteurs de points de leurs sources. On donnera des
conditions suffisantes pour qu’il en soit ainsi.

Enfin, une autre approche consiste a imposer, au lieu des hypothéses de platitude des
morphismes de quotients, des propriétés d’homogénéité sur les orbites de H. Il s’agit ici
d’imposer que le morphisme jy : H = Z Xy Z induit par les morphismes source et but
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de H soit un épimorphisme effectif. Un tel groupoide fini localement libre et dont I'action
est libre sur un ouvert schématiquement dense sera appelé raisonnable. On détaillera cette
notion dans la section 2.4l Sous cette hypothése, on présentera une autre construction du
morphisme de composition de Q en passant par un autre quotient intermédiaire. C’est
ce qui a motivé la recherche de critéres d’effectivité d’un épimorphisme fini entreprise au
chapitre [II On obtiendra alors I’énoncé suivant (th. Z5.T]) :

Théoréme 2 Soit § = Z un S-groupoide et H = Z un sous-groupoide fini et localement
libre de G agissant librement sur un ouvert schématiquement dense de Z, avec des orbites
contenues dans des ouverts affines. Soit Y le quotient de G par ’action de H et Q le quotient
de G par Uaction de H? par pré- et post-composition. On note p : G — Q le morphisme
de quotient. Supposons que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :
(i) Le morphisme 6 : G Xs7z,t9/ﬂ-(3 — O X4y, Q induit par p X p est un isomorphisme.
(ii) Les groupoides 5 C G sont donnés par laction de groupes finis constants et le
groupoide H est distingué dans G.
(17i) Le morphisme Q — Y est plat et le groupoide H = Z est raisonnable et distingué
dans G.
Alors on peut munir Q =Y d’une structure de groupoide qui en fait un quotient de G = Z
par H = Z dans la catégorie des schémas en groupoides, c’est-a-dire qui vérifie la propriété
universelle suivante :

Un morphisme de S-groupoides (§ = Z) — (T = T') se factorise par Q =3Y si et
seulement si son noyau est contenu dans J.

Enfin, dans les cas (i1) et (iii), le groupoide Q =Y est fini et localement libre.

Pour conclure cette partie, on donnera des exemples et contre-exemples de groupoides
raisonnables.

Dans le troisiéme chapitre, on commencera par introduire la notion de revétement
généralisé. On obtiendra une catégorie Rev — Sch, fibrée en schémas et dont la fibre
en un schéma X est la catégorie Revy des revétements de X. On cherchera ensuite a
déterminer dans quelle mesure cette catégorie posséde des propriétés similaires a celle des
revétements génériquement étales. En particulier, on s’intéressera au probléme du dévissage
des revétements généralisés. On montrera, grace a notre théoréme de quotient Pl que dans
les cas d’application de ce dernier on peut également dévisser les revétements généralisés.

On obtient I'énoncé suivant (th. BZL2T]) :

Théoréme 3 Soit X un S-schéma, (Z — X,G) un (pré-)revétement de X et H = Z
un sous-groupoide de G. On note Y = Z/H. On suppose que H = Z vérifie l'une des
conditions d’application du théoremel[2 et on note Q =Y le groupoide quotient de § = Z
par H = Z. 51 Z — Y est plat alors
(i) (Z — Y, H) est un (pré-)revétement de Y.
(i) (Y — X, Q) est un (pré-)revétement de X. Dans ce cas les morphismes de quotient
induisent un morphisme de (pré-)revétements de X

(Z—X,9 — (Y — X,Q).

En particulier on voit que, comme dans le cas des revétements classiques, si (Z, §) est un
revétement généralisé galoisien de groupe G fini localement libre et H est un sous-groupe
fini localement libre et distingué de G, on peut dévisser (Z, G) en l'action de H sur Z suivie
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de laction de G/H sur Z/H. Dans une seconde section, on étudiera les stabilisateurs des
schémas en groupoides correspondant & des revétements généralisés de schémas. Le but
est d’étudier le comportement de ces stabilisateurs par dévissage. Le résultat principal de
cette section est le suivant (th. [3.2.0) :

Théoréme 4 Soit § = Z un S-groupoide fini localement libre. Soit H — G un sous-
groupoide fermé, fini localement libre et agissant librement sur on ouvert schématiquement
dense de Z. On suppose que l’on est dans l'une des situations d’application du théoréme
et l'on note Q =Y le groupoide quotient de G par H et p=(p,7): (§=22) — (A=Y
le morphisme de quotient, que ’on suppose plat. Alors p induit une suite de Z-schémas en
groupes 1 — Sty — Stg —%5 7 Sto, ezacte au sens ou :

(i) Stgc — Stg est une immersion fermée.

(11) Stgc ~ ker(a).

Dans la troisiéme section de ce chapitre, on utilisera une construction générale de
IMFK94| due & Mumford, Forgarty et Kirwan, qui permet d’associer un diviseur de Car-
tier effectif & un faisceau de torsion sur un schéma suffisamment régulier, pour définir un
invariant de ramification pour les revétements généralisés a I’aide des idéaux d’augmenta-
tion des stabilisateurs de leurs groupoides structuraux. Plus précisément, on proposera la
définition suivante (def. B.3.5)) :

Définition 2 Soit X un S-schéma et (Z — X,9 =% Z) un revétement de X. On définit
son diviseur de ramification comme étant le diviseur Rg = Div(o.mg) associé a l'idéal
d’augmentation mg du stabilisateur o : St¢ — Z du groupoide G.

On donnera ensuite des exemples de revétements inséparables dont on calculera la
ramification. Dans la section suivante, on se propose de comparer l'invariant de ramifica-
tion ainsi défini avec celui de la théorie classique dans le cas des revétements galoisiens
génériquement étales sous des groupes constants d’ordres premiers aux caractéristiques ré-
siduelles. On montrera que ces deux invariants sont égaux. Enfin, dans la derniére section
de chapitre, on étudiera le comportement de cet invariant par dévissage. Comme dans la
théorie classique, on posera la question de ’existence d’une formule permettant de relier
le diviseur de ramification d’un revétement généralisé & ceux obtenus lorsqu’on le dévisse.
D’apreés ce qui précéde, c’est le cas pour les revétements galoisiens modérés. La suite exacte
du théoréme [ montre que c’est également le cas lorsque le sous-groupoide par lequel on
dévisse contient toute la ramification. Enfin, on donnera des exemples montrant que notre
invariant de ramification ne vérifie pas en général la formule [I] de la théorie classique.

Dans la quatriéme et derniére partie de cette thése, on s’intéresse plus particuliérement
aux revétements généralisés galoisiens sous des schémas en groupes infinitésimaux diagona-
lisables. On souhaite relier 'invariant de ramification défini dans le chapitre précédent a la
géométrie de ces derniers. Plus précisément, a l'instar de la théorie classique, on cherche a
relier le diviseur de ramification d’un revétement sous un schéma en groupes diagonalisable
au faisceau dualisant du morphisme de quotient. Aprés quelques rappels généraux sur les
schémas en groupes diagonalisables, on déterminera dans la section la structure locale
des revétements sous de tels groupes. On verra qu’ils sont déterminés par un nombre fini de
sections du faisceau structural du schéma de base, qu’on appellera constantes de structure
du revétement. Dans la section suivante, on dégage une condition nécessaire et suffisante
sur les constantes de structure d’un revétement sous p,» pour que le morphisme de quo-
tient soit Gorenstein, c’est-a-dire que son faisceau dualisant soit inversible. On obtient le

résultat suivant (£3.2.0)) :
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Théoréme 5 Soit f:Y — X un pyn-revétement. On note

A:@Ai

1E€EL/p"Z

la Ox-algebre de fonctions de Y, graduée par Z/p"Z. Pour tous i,j € Z/p"Z on note Uj;
Uouvert de X ot le morphisme de faisceauz inversibles

Ai @ox Aj — Aiyj

induit par la multiplication de A est un isomorphisme. Pour tout | € Z/p"™Z on pose
Ui = Niyj=iUs;.

Alors louvert de X au-dessus duquel le revétement f :' Y — X est Gorenstein est
la réunion des U pour | € Z/p"Z. En particulier, le revétement f est Gorenstein si et

seulement si
X = U U,.
1€Z/p" T

Signalons que des résultats similaires ont été obtenus indépendamment dans [TonI4].
Ensuite, on calculera explicitement les invariants de ramification des revétements sous les
schémas en groupes diagonalisables et on déterminera leur comportement par dévisage.
On verra que, 1a encore, la formule ([l est vérifiée. Ceci nous permettra, dans la derniére
section de ce chapitre, d’utiliser les résultats récents de [Tzil5] pour relier la ramification
des revétements sous les schémas en groupes diagonalisables a leur ramification. On obtient
le théoréme suivant (th. [£.6.2) :

Théoréme 6 Soit X un k-schéma de dimension 1, o k un corps algébriquement clos de
caractéristique p > 0. Soit (Y — X, G) un revétement galoisien de X sous un schéma en
groupes diagonalisable avec Y régqulier. Si le morphisme Y — X est Gorenstein, alors on
a

Wy/x = Oy (Rg),

ot Rg désigne Uinvariant de ramification défini enld et wy,x désigne le faisceau dualisant
du morphisme Y — X.

Dans le cas d’un revétement de courbes projectives lisses, on obtiendra comme corollaire
une formule reliant les genres des courbes en présence, prouvant ainsi un exact analogue
de la formule de Riemann-Hurwitz dans ce cadre et généralisant le résultat [Ems13| cor.
7.3].



Chapitre 1

Epimorphismes effectifs de schémas

Le chapitre 2 a pour but de montrer 'existence du quotient catégorique d’un schéma
en groupoides § = X par un sous-groupoide H = X sous des conditions assez générales
(en particulier, en imposant le moins possible d’hypothéses de platitude). Pour cela, on
aura besoin de considérer les groupoides finis localement libres H = Y dont le morphisme
de composantes source et but H — X xy X (o0 Y = X/H) est un épimorphisme effectif.
Dans cette optique on est amené & étudier les critéres d’effectivité d’un épimorphisme.
L’objet de ce chapitre est de donner quelques rappels et compléments sur la notion d’épi-
morphisme effectif. On prouvera un critére pratique d’effectivité pour un épimorphisme de
schémas.

Il existe peu de critéres pour tester l'effectivité d’un épimorphisme. Le résultat le plus
connu est le suivant da a Olivier ([Oli70, cor. au th. 2.6]) et Mesablishvili ([Mes04] th.
5.11]).

1.0.1 Théoréme.
Soit f un morphisme quasi-compact de schémas. Alors f est un épimorphisme effectif
universel si et seulement si f est universellement schématiquement dominant.

Un morphisme obtenu comme quotient d’un schéma par 'action d’un groupoide est un
épimorphisme effectif. Dans un tel exemple, le fait que la formation du quotient commute
au changement de base est assez rare, et plus rare encore pour des quotients de groupes
unipotents comme ceux qui motivent notre étude. A cause de cela, il est rare ou en tout cas
difficile & vérifier que le morphisme de quotient est un épimorphisme effectif universel, et
le fait que le théoréme d’Olivier et Mesablishvili ne permet de détecter que ceux-ci est un
probléme. Ces considérations nous aménent & essayer de trouver des variantes du théoréme
précédent qui soient effectives au sens oul elles demandent de tester que f reste schémati-
quement dominant aprés un nombre prescrit, aussi petit que possible, de changements de
base. Nous présentons ci-dessous une telle variante, pour les épimorphismes finis.

Pour ce faire, on démontrera une version précisée d'un résultat énoncé par Grothen-
dieck dans son exposé n° 190 au Séminaire Bourbaki de 1959 que l'on utilisera ensuite.
Dans [Gro95| partie A, par. 1, page 190-08, Grothendieck écrit : « On peut prouver que
si S est un préschéma noethérien, tout morphisme fini S” — S qui est un épimorphisme,
est le composé d’une suite finie d’épimorphismes stricts (également finis) ». Le terme strict
est synonyme de effectif dans ce contexte. Plus précisément, on donnera en [[2.7 une dé-
monstration constructive du fait que tout épimorphisme fini se factorise en un nombre fini
d’épimorphismes effectifs et que cette factorisation est fonctorielle. On se servira de ce ré-
sultat pour démontrer le théoréme principal de ce chapitre, qui affirme qu’un épimorphisme

15
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fini de schémas est un épimorphisme effectif si et seulement si il reste schématiquement do-
minant aprés certains changements de bases, en nombre fini. On renvoie a [L2.10] et [L2.1T]
pour les énoncés précis.

1.1 Epimorphismes de schémas

On commence par rassembler quelques résultats sur les épimorphismes de schémas qui
nous seront utiles.

1.1.1 Définition.
On dit qu’un morphisme f : X — Y entre objets d’une catégorie C est un épimor-
phisme s’il est simplifiable a droite, c’est-a-dire que pour tout objet Z de C, 'application

f*: Hom(Y,Z) — Hom(X,Z2)
g = gof

est injective. On dira parfois que f est simplifiable & droite.

1.1.2 Remarques.

e Il est clair que la composition de deux épimorphismes est un épimorphisme.

e Les épimorphismes d’ensembles sont les surjections.

e Tout morphisme surjectif d’anneaux commutatifs est un épimorphisme dans la caté-
gorie des anneaux mais la réciproque n’est pas vraie. Par exemple les morphismes de
localisation sont des épimorphismes d’anneaux commutatifs.

e Compte tenu de I'équivalence de catégories entre les schémas affines et les anneaux
commutatifs, on voit immédiatement qu’'un morphisme d’anneaux A —> B est un
monomorphisme (resp. épimorphisme) d’anneaux si et seulement si le morphisme
de schémas affines correspondant Spec(B) — Spec(A) est un épimorphisme (resp.
monomorphisme) de schémas affines. En revanche il n’est pas vrai en général que
Spec(B) — Spec(A) soit un épimorphisme (resp. monomorphisme) dans la catégorie
de tous les schémas.

On s’intéressera ici aux épimorphismes dans la catégorie € = Sch /S des schémas
sur une base S. Sauf précision contraire, le terme épimorphisme signifiera épimorphisme
de S-schémas. Dans cette catégorie il n’existe pas de théoréme de structure général sur
les épimorphismes (ni sur les monomorphismes). Nous disposons néanmoins de quelques
résultats. Le lemme ci-dessous est extrait de [Gro63, Exp. VIII, Prop 5.1].

1.1.3 Lemme.
Soit f : X — Y un morphisme de S-schémas qui vérifie les deux conditions suivantes :
1. f est surjectif
2. ff: 0y — f.Ox est injectif.
Alors f est un épimorphisme de S-schémas (et méme d’espaces annelés sur S).

Preuve :

Soient Z un S-schéma et g, h deux S-morphismes Y = Z tels que go f = ho f. On
note gg et hg les applications ensemblistes sous-jacentes & g et h. Comme f est surjectif,
I'égalité gof = ho f implique gg = hg et donc 1'égalité des images inverses g 107 = h=10.
Notons F ce faisceau. Par adjonction les données de g et hf sont équivalentes aux données
de morphismes ¢’ et b’ : F — Oy. Par hypothése go f = ho f donc (go )10z = f71F =
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(ho f)~10z et les morphismes f~1F — Oy et f~1F — Ox sont égaux. Appliquant une
/ t
nouvelle fois I'isomorphisme d’adjonction on trouve que les composées F 25 0y f—) f+O0x

et 71 Oy fHu f.Ox sont égales. Or par hypothéses f? est injective donc ¢’ = A’ puis
g% = h¥ et enfin g = h. Comme remarqué dans [SGA1] cette preuve n’utilise pas le fait que
les espaces annelés (X, Ox), (Y,0y) et (Z,07) soient des schémas et s’applique donc telle
quelle dans la catégorie des S-espaces annelés.

0

1.1.4 Corollaire.
Les morphismes fidelement plats sont des épimorphismes universels.

L’implication du lemme [[LT.3] n’est pas une équivalence puisqu’il existe des épimor-
phismes de schémas non surjectifs.
En revanche, ils sont toujours schématiquement dominants, au sens suivant :

1.1.5 Définition.
Un morphisme de schémas s : S — S est dit schématiquement dominant s’il ne se
factorise par aucun sous-schéma fermé strict de S.

1.1.6 Remarque. Cette définition différe de celle donnée dans EGA.

Les sous-schémas fermés de S correspondant aux idéaux quasi-cohérents de Og, on
voit que s est schématiquement dominant si et seulement si le plus grand sous-idéal quasi-
cohérent de ker(s?) est nul. Bien stir si s* est injectif alors s est schématiquement dominant
au sens ci-dessus mais la réciproque est fausse. Elle est vraie lorsque s est quasi-compact
et quasi-séparé.

1.1.7 Lemme.
Un épimorphisme de schémas est schématiquement dominant.

Preuve : Soit f : X — Y un épimorphisme de schémas. Soit Z — Y un sous-schéma
fermé par lequel f se factorise. Le coproduit de Y par Y au-dessus de Z existe dans la
catégorie des schémas (d’aprés [Fer03, Théoréme 7.1]) et 'on a le diagramme cocartésien
suivant :

Z—Y

|l

Y —Y][[,Y

(2

Comme f se factorise par Z on a uo f =vo f et donc u = v. Soit U = Spec(A) un
ouvert affine de Y et I I'idéal définissant UNZ. On a U [[7n5 U = Spec(A x 4/1 A). Alors
I'égalité u = v signifie que deux éléments de A ont méme image dans A/I si et seulement
si ils sont égaux. Ainsi I = {0} et Z =Y.

O

La réciproque n’est pas vraie : il existe des morphismes schématiquement dominants
qui ne sont pas des épimorphismes. On doit imposer une condition supplémentaire pour
obtenir une équivalence.
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1.1.8 Lemme.
Soit f : X — Y un morphisme de S-schémas. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :
1. f est un épimorphisme de S-schémas.
2. f est schématiquement dominant et ne se factorise par aucun sous-schéma ouvert
strict de Y.
3. f ne se factorise par aucun sous-schéma strict de Y.

Preuve :

Supposons 1. D’aprés le lemme précédent, f est schématiquement dominant. Si f se
factorise par un ouvert U, on considére le recollement Y [[;; Y de deux copies de Y le long
de U. On dispose du diagramme cocartésien

Z——Y
| L
Y —= Y[ Y

et 'onauof=vofetdoncu=vpuislU =Y.
Supposons 2. Soit Z un S-schéma et u, v deux morphismes Y = Z tels que uo f = vo f.
Alors f se factorise par le schéma E, , donné par le produit fibré suivant :

Eyp———Y

l l(u,v)oAy

L ——— 7 Xg Z
Az

Comme la diagonale de Z est une immersion, il existe un ouvert j : W — Y de Y et
une immersion fermée ¢ : F,, — W tels que f se factorise par j o ¢. En particulier f se
factorise par W donc W =Y. Mais alors E, , est un sous-schéma fermé de Y par lequel f
se factorise et 'on a E, , =Y et donc v = v. Ainsi f est un épimorphisme.

Enfin, on constate que les conditions 2. et 3. sont équivalentes. En effet, on a clairement
3 = 2. Mais si 2. est vérifiée, soit Z un sous-schéma de Y par lequel f se factorise. Alors
il existe une immersion ouverte j : Z' < Y et une immersion fermée i : Z < Z’ telles que
f se factorise par j oi. Comme précédemment, on en conclut que Z = Z' =Y.

0

1.1.9 Remarques.

e On voit que si f est schématiquement dominant alors c’est un épimorphisme de
schémas séparés puisque si Z est séparé alors F, , est toujours un sous-schéma fermé
de Y.

e Si f est fini alors f est quasi-compact et quasi-séparé donc f est schématiquement
dominant si et seulement si f? est injectif. D’autre part un morphisme fini et sché-
matiquement dominant est surjectif d’aprés le théoréme de Cohen-Seidenberg. Ainsi
d’aprés le lemme [[LT.3] un morphisme fini et schématiquement dominant est un épi-
morphisme.
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1.2 Epimorphismes effectifs

1.2.1 Définition.
On dira qu'un morphisme f : X — Y est un épimorphisme effectif si pour tout
Y-schéma T le digramme

Homg(Y,Z) — Homg(X, Z) = Homg(X xy X, Z)

induit par f et les deux projections X xy X = X est exact (c’est-a-dire que la premiére
fleche est injective et que son image est I’égalisateur des deux suivantes).

On dira que f est un épimorphisme effectif universel si pour tout changement de base
S’ — S le morphisme f': X xg S — Y xg 5" est un épimorphisme effectif.

1.2.2 Remarques.
e Il est équivalent de demander que le diagramme du produit fibré

X xy X —X

|

X—Y

soit & la fois cartésien et cocartésien.

e La définition se formule de la méme facon dans toutes les catégories avec produits
fibrés.

e On peut montrer que dans une catégorie abélienne, tous les épimorphismes sont
effectifs.

e [l existe des épimorphismes de S-schémas non effectifs. Par exemple, considérons le
morphisme f : X — Y de normalisation de la courbe d’équation 3 = x*. On a
Y = Spec(A) et X = Spec(B) avec A = (:3[:3’;/]1) et B = k[t], le morphisme A — B
étant donné par xz — t3 et y — t*. Le morphisme f est fini et schématiquement
dominant donc surjectif. De plus le comorphisme f* est injectif. Ainsi d’apreés [L13)
c’est un épimorphisme. On verra en [L2.9 que f n’est pas effectif, sa factorisation

canonique en produit d’épimorphismes effectifs comportant deux crans.

La question de savoir si un épimorphisme est effectif est en général difficile. Le lemme
suivant donne un critére facile d’effectivité :

1.2.3 Lemme.
Un morphisme de schémas qui admet une section est un épimorphisme effectif.

Preuve :

Soit f : X — Y un morphisme admettant une section s : ¥ — X. Soient Z un S-
schéma et  : X — Z un S-morphisme dans le noyau de la double flecche Homg (X, Z) =
Homg (X xy X,Z). Si p; et py désignent les deux projections on a donc z o p; = x o pe.
On remarque que le couple de morphismes (idx,s o f) définit un X-point de X xy X
puisque foso f = f. Ainsi xoso f = x et donc z se factorise par Y. L’unicité d’une telle
factorisation est évidente : si z1 et 25 sont deux Y-points de Z tels que z1 0 f = z90 f alors
z1 = 29 en composant & droite par s.

O

Un autre cas bien connu est le suivant. On renvoie a [Gro63), V, Cor. 5.3| pour la preuve.
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1.2.4 Lemme.
Un morphisme fidélement plat et quasi-compact est un épimorphisme effectif universel.

1.2.5 Lemme.

Soit f: X — Y un morphisme et u : Y — Y wun épimorphisme effectif. Posons
X =XxyY,Y'=Y"xyY et X' =X xyY".

Supposons en outre que :

(i) f': X' — Y’ est un épimorphisme effectif ;

(i1) ux : X' — X est un épimorphisme;

(ii1) f": X" —Y" est un épimorphisme.

Alors f est un épimorphisme effectif.

Preuve : On considére le diagramme suivant, dans lequel tous les carrés sont commutatifs :

Xxy X——x— .y

[ L=l

o I'on a noté f/ : X' — Y et f’/ : X” — Y” les morphismes correspondant aux
changements de base de f respectivement par Y/ — Y et Y” — Y. Comme uf’ = ux f
est un épimorphisme, f est un épimorphisme. Soit Z un schéma et g : X — Z tel que
gp1 = gp2. On a alors guxqi = guxqe. Puisque f’ est effectif il existe h : Y/ — Z tel
que gux = hf’. De plus comme guxry = guxro on a hsif” = hsyf” et comme f” est un
épimorphisme on a hs; = hsy. Comme u est effectif, il existe k : Y — Z tel que h = ku.
On a alors guy = hf' = kuf’ = kfuyx. Comme ux est un épimorphisme on a g = kf.
Ainsi f est un épimorphisme effectif.

0

Lorsqu’on spécialise au cas des morphismes finis, I’équivalence mentionnée dans la
quatriéme remarque de [[L1.2] devient vraie.
Pour tout S-schéma f: X — S on posera Ax = f.Ox.

1.2.6 Lemme.

Soit f: 8" — S un morphisme et S” = S' xg S'. On considére les assertions :

(i) le morphisme f est un épimorphisme effectif ;

(ii) le diagramme de faisceaur As — Agr = Agr est exact.

Si f est quasi-compact et quasi-séparé, (i) implique (ii). Si f est une submersion, (ii)
implique (1).

Preuve :
(i) = (ii) Posons A = Ag, A’ = Agr et A” = Agr. On note B le noyau de A’ = A”.
D’apres [LT7 A — A’ est injective. Posons T' = Specy(B) et S;g = Specy  (A’).

Les morphismes A — B — A’ induisent des morphismes de schémas S’ ——

S! I tels que f = hgm. Comme gmp; = gnps et que f est un épimorphisme
effectif, il existe e : S — T tel que g = ef. Ainsi grm = ehgm de sorte que e est
une section de Pinjection hf : A — B qui est donc un isomorphisme.
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(ii) = (i) Il s’agit de [LT.3
O

Donnons & présent 1’énoncé de la version précisée du théoréme de factorisation en
épimorphismes effectifs de Grothendieck annoncé en introduction.

1.2.7 Théoréme.
Soit f : X — Y un épimorphisme fini. On suppose de plus que Y est noethérien. Alors
il existe une unique factorisation de f comme composée d’un nombre fini de morphismes :

X—Xi—...— X1 —Y

vérifiant les propriétés suivantes :

(i) pour tout i < n, le morphisme X; — X, 1 est un épimorphisme effectif fini;

(ii) pour tout i < n, on a un isomorphisme X; xx,,, X; ~ X; xy X;.

En particulier f est effectif si et seulement sin = 1. Cette factorisation est fonctorielle
en f; on Uappelle la factorisation canonique de f.

1.2.8 Remarque.
La factorisation que l'on obtiendra est fonctorielle, au sens ou, étant donnés deux
épimorphismes finis f : X — Y et f' : X’ — Y’ qui s’insérent dans un diagramme

commutatif

x—1 .,y

L

X/T)Y/

)

les morphismes « et § induisent des morphismes

X=X X, X, =Y
S J
X=X X! X!

entre chaque cran des factorisations de f et f’ en produit d’épimorphismes effectifs, ou I’'on
a fait la convention de compléter la factorisation la plus courte par le morphisme identité
pour que les deux factorisations obtenues aient la méme longueur.

Preuve :
On introduit la suite de Oy-algébres quasi-cohérentes (A, )nen de la fagon suivante :
— On pose Ag = fOx.
— Pour tout n € N et tout ouvert U C Y on pose

Ap1(U) ={a € Ay(U) | a®1=1®a € A, @, An(U)}

Comme f est un épimorphisme, f¥ est injective. Ainsi pour tout n € N, on a des injections
de Oy-algébres Oy — A,+1 — A,,. Elles sont finies puisque f l'est.

Le noyau de la surjection A, ®og Apn — Ap @4, , An est engendré localement par les
1®a—a®1 pour a € A,y1. Par définition il est est donc nul, et 'on a

A, Koy A, ~ A, ®An+l Ay,



22 CHAPITRE 1. EPIMORPHISMES EFFECTIFS DE SCHEMAS

Le diagramme A, 1 — A, = A, ®4,, An est donc exact. Posons X,, = Spec(A,,)
(spectre relatif de la Oy-algébre quasi-cohérente A,,). D’aprés le lemme ci-dessus, le mor-
phisme X,, — X, 41 correspondant & A,1; — A, est un épimorphisme effectif.

Montrons que la suite (A, )nen est stationnaire.

Remarquons tout d’abord que (A,,) est constante & partir du rang m si et seulement si
Oy — A, est un isomorphisme. En effet, si A,, = A, 41 alors la multiplication

An @0y An — An

est un isomorphisme. Alors X,, — Y est un monomorphisme. Comme il est schémati-
quement dominant et fini, d’aprés [Gro66, 8.11.5], ¢’est un isomorphisme. Il s’ensuit que
Oy — A, est un isomorphisme.

On voit ensuite que l'on peut se ramener au cas ot Y est affine. En effet, Y étant

noethérien par hypothéses, il existe un recouvrement de Y par un nombre fini d’ouverts
!

affines. SiY = U U; est un tel recouvrement et si pour tout 1 < ¢ < [ il existe un entier n;
i=1

tel que la suite (.An‘ Ui) est constante a partir du rang n;, alors la suite (A, ) est constante

a partir du rang N = max;(n;). Dés lors on peut supposer que Y = Spec(A) est affine. Les

faisceaux A, sont alors déterminés par les A-algébres de leurs sections globales, que 'on

notera A,,.

De plus si en un point y € Y on dispose d'un isomorphisme Oy, ~ A, , alors cet
isomorphisme s’étend en un isomorphisme Oy‘ vy = Ay, sur un voisinage Uy de y. Comme
Y est noethérien donc quasi-compact, il suffit donc de montrer que pour tout y € Y, la
suite (A, ) est constante & partir d’un certain rang.

Quitte & localiser en I'image d’un point de X on peut donc supposer que A est un
anneau local de dimension finie d. On note s le point fermé de Y.

On va raisonner par récurrence sur d.

Sid = 0 alors A est noethérien de dimension 0 donc artinien. Comme Ay est fini sur
A donc de longueur finie donc artinien et que chaque A, ;1 est un sous-A-module de A,,
la suite (A,) est stationnaire.

Soit d > 0 et supposons la propriété démontrée pour les schémas possédant une di-
mension < d. Comme U := Y \ {s} est noethérien, pour montrer que la suite (A, ;) est
stationnaire on peut, quitte & le recouvrir par des ouverts affines, supposer qu’il est affine
de dimension d — 1. Par hypotheése de récurrence la suite (An‘U) est constante & partir d’'un
certain rang N. Alors comme noté précédemment, pour tout ouvert V C U le morphisme
Ay — Apnjy est un isomorphisme. On note m I'idéal maximal de A. Comme A est noe-
thérien, m admet un systéme fini de générateurs (my, ...,my). Soit ¢ un entier entre 1 et [.
Posons M = Ay /A. On a D(m;) C U donc A — A est un isomorphisme aprés locali-
sation en m;, c’est-a-dire que M,,, = 0. Ainsi tout € M est annulé par une puissance de
m;. Comme M est fini, on en déduit qu’il existe un entier n; tel que pour tout x de M on
ait m"z = 0. Sin = maxmn; on a donc m*M = 0 pour tout i. Par suite on a m'M = 0

avec t = nl+ 1. Ainsi M est un A/m’-module fini. Comme A/m! est artinien on en déduit
que M est de longueur finie. La suite décroissante (A, /A),>n de sous-modules de Ayx/A
est donc stationnaire. On en déduit que la suite (A,,) est elle-méme stationnaire.

On a donc une factorisation de f sous la forme
X—Xi—...— Xy —Xny2Y
avec pour tout ¢, X; — X;11 épimorphisme effectif. Cette factorisation est fonctorielle et
X ~ X; Xy X;

X X Xiv1
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par construction.

1.2.9 Exemple.

Reprenons I'exemple du morphisme de normalisation f : X — Y de la courbe cuspi-
dale d’équation y> = z* donné Nous allons voir que sa décomposition canonique en
produit d’épimorphismes finis effectifs est de longueur n = 2, de la forme :

X > X1 Y
. singularité singularité
Ak szpatiale planaire
Yy =xz cuspidale
2 _ 2 3 4
z5 = x‘y Yy =
yz =

On a Y = Spec(A) et X = Spec(B) avec A = k[z,y]/(y> — x*) et B = k[t], le morphisme
A — B étant donné par z = t3 et y = t*, i.e. A~ k[t3,t*] < k[t]. On écrit :

E[t1,to]

B®4B=
(] — 83,11 — t3)

et les deux fleches B = B ® 4 B envoient ¢ sur t7 et ts respectivement. L’anneau
By =ker(B = B®y B)

contient A ainsi que I'élément >, puisque t] = t1t3 = t1tot} = tto = t3. Il contient donc
E[t3,t*,¢5]. En observant que 'annulateur de ¢; — t5 dans B ® 4 B est l'idéal engendré par
t2 + titg + 13 et (t; + t2)(t3 + t3), on voit que B; ne contient pas d’élément de la forme
at + bt?. Ceci montre que By = k[t?,t4,t°]. En posant z = t° on obtient une présentation :

klz,y, 2]

By = 5

(2 22,22 —aPy,yz — )

En particulier By est un k[z]-module libre de rang 3 avec pour base {1,y, z}. Nous allons
montrer que 'on a A =ker(B; = B; ®4 By). On écrit :

klx,y, 21, z2]

By ®4 B, = .
— 22y, yz; — 23, 2(21 — 22),y(21 — 22), 2% — 22)

(y2 — Tz, Z%
et les deux fleches By = B1 ®4 By envoient z sur z; et z9 respectivement. Soit P =
a(z) + b(x)y + ¢(z)z un élément de B; tel que P(x,y,z1) = P(z,y,22), c’est-a-dire que
c(x)z1 = ¢(x)zy. Compte tenu de la structure de 'annulateur de z; — zo dans By ®4 B,
ceci implique que z divise ¢(x), donc P € k[x,y,xz] = k[z,y] = A, comme annoncé.

Nous terminons cet exemple par une remarque & propos des hypothéses du théo-
réme [[L2.T0] dans ce cas. Il s’agit de souligner le fait suivant : alors que les morphismes
X — X; — Y induisent des isomorphismes V —= V; —— U en restriction aux lieux de
lissité des trois schémas considérés, 'ouvert Vi XV n’est pas schématiquement dense dans
X1 Xy X7. En effet, dans chacune des courbes en question 'ouvert de lissité est I'ouvert
x # 0. Le morphisme de restriction des fonctions de Xy xy X7 & Vj Xy Vi est le morphisme
de k-algébres By ® 4 B1 — (B1 ®4 B1)[1/x], dont le noyau contient z; — zo. Ce phénomeéne
est bien stir di a I'apparition au bord de points immergés.
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La conjonction de ces résultats permet de montrer le résultat suivant :

1.2.10 Théoréme.

Soit Y un schéma noethérien et f : X — Y un épimorphisme fini. Supposons que
pour toute factorisation de f en produit X Iy E Y de deus morphismes finis sché-
matiquement dominants, les conditions suivantes soient satisfaites :

1. Le changement de base gx : X Xy X — X Xy E de g par f est schématiquement

dominant.

2. Le changement de base X Xy E — FE Xy FE de g par h est schématiquement

dominant.

Alors f est un épimorphisme effectif.

Preuve :
Soit f : X — Y un tel épimorphisme.
D’apreés le théoréme[[.2.7]on dispose d’une factorisation de f en une suite de morphismes

X—X—..—X,-1—Y
avec pour tout i, f; : X; — X;11 épimorphisme effectif. Soit ¢ un entier entre 0 et n et
formons le changement de base X xy X; — X, de f par X; — Y. Changeant encore de

base par X;_1 — X; on voit que (X Xy X;) xx, Xi—1 ~ X Xy Xi—1
On la donc le diagramme de changements de bases successifs par les X :

XXy X —X

XXyX14>X1

X Xy Xp1— X

X———Y

En particulier on a, pour tout ¢ entre 0 et n, les factorisations X — X; — Y de f
en produit de morphismes finis et schématiquement dominants.

Or la diagonale de f est une section de X xy X — X donc d’aprés [[L2.3] c¢’est un
épimorphisme effectif. La condition 1. appliquée successivement aux factorisations

X —X,—Y
montre que toutes les fleches verticales gauches dans le diagramme ci-dessus sont schéma-
tiquement dominantes. Etant finies, ce sont des épimorphismes.

De méme en appliquant la condition 2. on trouve que pour tout ¢ le morphisme

Xi Xy Xi — Xiy1 Xy Xip
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est schématiquement dominant. Mais pour tout ¢ on a le diagramme commutatif

XXyXZ' XyXZ‘—)XZ' XyXZ'

l l

X Xy Xip1 Xy Xip1 —— Xip1 Xy Xin

de sorte que si la fleche horizontale supérieure est schématiquement dominante, alors la
fleche horizontale inférieure l'est également. Comme X xy X — X est schématiquement
dominant on en déduit que pour tout i, X xy X; Xy X; — X; Xy X est schématiquement
dominant, donc un épimorphisme. Mais on a X; x x,., X; ~ X; xy X; de sorte que, d’aprés
le lemme [[L2.5] si X xy X; — X; est un épimorphisme effectif alors X xy X;11 — X1
aussi. Mais X xy X — X admet une section, la diagonale de f, donc est un épimorphisme
effectif d’aprés[[.2.3] On peut donc utiliser n fois le lemme [[L2.5] pour descendre 'effectivité
de X xy X — X a f.
O

1.2.11 Remarque.
On voit qu’il suffit en fait de tester les conditions du théoréme pour un nombre fini de
factorisations, celles données par [L2.7]
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Chapitre 2
Groupoides

Au chapitre suivant, on proposera une définition généralisée de la notion de revétement,
qui fera intervenir la notion de groupoide agissant. Dans ce chapitre, aprés avoir mis en
place le vocabulaire des schémas en groupoides et rappelé le théoréme de quotient de Gro-
thendieck sur I'existence du quotient d’un schéma par un groupoide fini localement libre,
nous étudions le probléme de la construction du groupoide quotient d’un groupoide par un
sous-groupoide fini localement libre dans la catégorie des schémas. Le résultat principal du
chapitre (théoréme [25.]) propose deux conditions suffisantes distinctes d’existence pour
ce dernier quotient.

Notons que le probléme de construire le quotient d’un groupoide par un sous-groupoide
présente une différence majeure avec le cas du quotient d’un groupe par un sous-groupe.
En effet, si § = X est un groupoide et H = X est un sous-groupoide fini localement
libre, on voit que le schéma des fléches Q du groupoide quotient G/H doit étre construit
comme le schéma quotient de G par le groupoide produit H x H agissant par pré- et post-
composition sur les éléments de G. La différence majeure avec les quotients de groupes est
que cette action n’est pas libre en général. Ainsi le schéma Q ne représente pas & priori un
faisceau fppf quotient et on ne sait donc pas décrire ses points.

Dans la définition de revétements généralisés que nous proposons, le groupoide qui inter-
vient agit librement sur un ouvert schématiquement dense de son schéma des objets. On
est donc principalement intéressé par les groupoides dont ’action est génériquement libre.
Une conséquence surprenante de cette hypothése et du fait que les points de Q ne se dé-
crivent pas par le procédé faisceautique ensembliste habituel est que la condition naturelle
de sous-groupoide distingué, nécessaire a ’existence d’un quotient dans le cas des grou-
poides ensemblistes, ne ’est pas dans le contexte des groupoides en schémas. De fait, nous
obtenons un théoréme de quotient exempt d’une telle hypothése.

2.1 Rappels et définitions

On commence par rappeler la notion de groupoide en ensembles. Les définitions sui-
vantes seront ensuite transposées dans le cadre des groupoides en schémas.

2.1.1 Définitions.

Un groupoide est une petite catégorie dont tous les morphismes sont inversibles. Consi-
dérons un groupoide dont on notera X ’ensemble des objets, § ’ensemble des morphismes,
s,t ' § — X les applications source et but, ¢ : § x,; § — G la composition. Il existe
une application inverse i : § — G et une application neutre e : X — G qui & un objet
x € X associe le morphisme identique id,. Elles sont déterminées par (X, 9,s,t,c). On
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désigne par j le morphisme donné par le couple d’applications (s,t). On notera souvent
j:9— X xX,9= X (ou G lorsque X est sous-entendu) un groupoide.

Si C est une catégorie, on dira qu’un quintuplet (X, 9, s,t,¢) est un C-groupoide si X
et G sont des objets de C, si s, t, ¢ sont des morphismes dans G et si pour tout objet T de C,
le quintuplet des T-points (X (T'), §(T), s(T),t(T),c(T)) est un groupoide en ensembles.

Un morphisme entre deux groupoides (X, G, s,t,¢) et (X', G, s',t',¢) est un foncteur
entre les deux catégories qu’ils définissent. Un tel foncteur est déterminé par une application
f:G — G veérifiant la condition de compatibilité ¢ o (f x f) = f o . Notons qu’alors f
induit un morphisme fp : X — X’ défini pour tout € X par fo(z) = ¢'(f(id;)). On a
alors (fo X fo)oj=1jof.

On utilisera souvent la notation = —2» y pour signifier que g € G est tel que s(g) = x
et t(g) = y. L’idée sous-jacente a cette notation est que g « relie » x a y.

2.1.2 Exemples.
e Toute relation d’équivalence donne lieu & un groupoide en ensembles, de la fagon
suivante :
Si E est une relation d’équivalence sur A, on obtient un groupoide (E, A, s,t,c) en
posant s(x,y) =z, t(z,y) =y, c(x,y, z,x) = (z,9).
e Si X est un ensemble et G un groupe agissant sur X on obtient un groupoide Gx X =
X en posant, pour tout (g,z) € G x X,

- s(g,z) ==

— t(g,x) = g.x

o C((gax)7 (9/7'%'/)) = (gg/w%'/)
- e(z) = (1g, z)

o 2(97'%') - (gilag'x)‘
Le morphisme j est donné par :

GxX — XxX
(g,2) = (2,92)

Cet exemple sert d’inspiration pour adapter aux groupoides les notions de théorie
des groupes. Si (X, 9,s,t,c) est un groupoide, on pense & § comme « agissant sur
X »etsiz -1 y on notera parfois y = g.z. De méme si (g,h) € § x5+ G on notera
souvent gh := c(g, h) et i(g) = g~ L.

Les différentes constructions naturelles (produits, noyaux et & plus forte raison images,
quotients, conoyaux) dépendent beaucoup de la catégorie € dans laquelle on considére
les groupoides. Nous développons ici le formalisme des groupoides dans la catégorie des
schémas.

Soit S un schéma et Sch /S la catégorie des schémas au-dessus de S. On appellera
S-schéma en groupoides ou simplement S-groupoide les Sch /S-groupoides.
On détaille dans ce cadre certaines constructions catégoriques naturelles.

2.1.3 Produits.

Si (X,G,s,t,¢) et (X,9,5,t,) sont deux S-groupoides on peut définir leur produit
(X,9",s",t" ") de la fagon suivante :
— G est donné par le produit fibré § X xx.x 9.
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— Les morphismes source et but sont donnés par pry o s et pry o t.
— La composition se fait composante par composante : si o = («a,a’) et 5" = (8, 5')
sont dans §” on pose o’ " = (a3, d/ ') lorsque cela a un sens.

Les deux projections induisent des morphismes de groupoides §” — G et §” — G'.
Le groupoide (X, 5", s”,t" ") est le produit des groupoides G et §’ dans la catégorie
Gpd /X des groupoides d’objets X. On le notera § x §'.

2.1.4 Préimages.

Soient Y, X deux S-schémas et f : Y — X un S-morphisme. Si § = X est un
groupoide sur X on définit la préimage de G par f de la fagon suivante :

- Onpose f*G = (Y x5 Y) Xpxfxxsx S

~ On pose f*s(y1,y2,9) = y1 et f*t(y1,¥2,9) = yo.

— La composition est donnée par f*c((y1,y2,9), (21, 22,h)) = (y1, 22, gh).

On vérifie que (Y, f*G, f*s, f*t, f*c) est un S-groupoide, on l'appelle la préimage de
G = X par f. On la notera souvent 9‘y.

2.1.5 Sous-groupoides.

Si § = X est un S-groupoide, on appelle sous-groupoide (resp. sous-groupoide fermé,
resp. sous-groupoide ouvert) un S-groupoide H = X muni d’une immersion (resp. immer-
sion fermée, resp. immersion ouverte) H < § qui est un morphisme de groupoides. Cela
signifie que la structure de groupoide de H est induite par celle de G.

2.1.6 Noyaux.

Soit f un morphisme entre deux groupoides § = X et §’ = X’. On appelle noyau de
f, et T'on note ker(f) le groupoide de base X suivant :
— Le schéma des fléches est le produit fibré

ker(f) —— X’

|k
5L g

— Les morphismes source et but sont les composées ker f — § = X.

— La composition est induite par celle de G.

Les points de ker(f) sont les points de § dont I'image par f est une identité de §'.
Notons que €’ est une immersion puisque s o ¢’ = idys. Ainsi ker(f) — G est un sous-
groupoide de G.

2.1.7 Stabilisateurs.

Soit § == X un S-groupoide. On définit son stabilisateur, que 'on note Stg, par le
produit fibré de § — X x g X avec le morphisme diagonal de X :

Stqg —— G

L, b

X 2X, X o X
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Les points de Stg sont les points de G dont la source et le but sont égaux. La composition
¢ induit un morphisme Stg X x Stg — Stg qui fait de Stg un X-schéma en groupes. Il s’agit
du plus grand sous-groupoide de G qui est un X-schéma en groupes.

2.1.8 Sous-groupoides distingués.

Soit § = X un groupoide et H = X un sous-groupoide. On dit que H est distingué
dans G et on note H <1 G si pour tous h € Sty et ¢ € G on a ghg*1 € H. Notons que
la condition h € Stg est celle sous laquelle le produit ghg™' est défini. Ainsi la condition
H <G ne dépend que du stabilisateur de J{. En particulier si Stg est trivial alors tout
sous-groupoide de G est distingué.

Si § = X est donné par l'action d’un S-schéma en groupes G sur X et H = X
est laction d’un sous-groupe H de G alors H est distingué dans G si et seulement si le
stabilisateur H, est distingué dans G pour tout z € X, au sens habituel de la théorie des
groupes.

En particulier pour tout groupe G et tout sous-groupe H C G, le groupoide H Xg
G = G correspondant & 'action de H par translation sur G est toujours distingué dans
G xXg G = G, méme lorsque H n’est pas distingué dans G.

Notons également que le stabilisateur d’'un groupoide, muni de la structure induite,
forme toujours un sous-groupoide distingué du groupoide ambiant.

2.1.9 Exemples. Dans ces exemples, en prévision de la suite, on notera plutdét § = Z les
groupoides.
e Actions de schémas en groupes.
L’exemple a un exact analogue dans la catégorie Sch /S : on obtient un S-
groupoide G Xg Z =% Z en faisant agir un S-schéma en groupes GG sur un S-schéma
Z.

e Relations d’équivalence.
Si X et Y sont des S-schémas on dira qu’un morphisme j : Y — X X g X est une
S-relation d’équivalence (ou simplement relation d’équivalence) si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :
(i) Pour tout S-schéma T, 'image de I’application induite j(T) : Y(T) — X(T') x
X(T') est une relation d’équivalence ensembliste.
(ii) j est un monomorphisme dans Sch /S.

Lorsque § = Z est donné par 'action d’un S-schéma en groupes G sur Z, j est une
S-relation d’équivalence si et seulement si G agit librement sur Z, si et seulement
si Stg — Z est un isomorphisme. On étend cette terminologie au cas général : si
G = Z est un groupoide tel que j est un monomorphisme on dira que G agit librement
sur Z.

e Action sur les fleches par pré- et post-composition.
Soit § = Z un groupoide et H = Z un sous-groupoide. On peut former un groupoide

(‘{H Xz j{) X (s,5),Zx gZ(t,s) =G

dont les applications source et but sont données par s(p,1,g) = g et t(p,1,g9) =
©0gp~1. Les fléches de ce groupoide sont donc de la forme

(p,1,9) 1 g — pgv™ .



2.2. QUOTIENT CATEGORIQUE D’UN SCHEMA PAR UN GROUPOIDE FINI LOCALEMENT LIBRE3

Deux fléches (¢,,9) et (¢',4',¢') sont composables si g = ¢'g/y/'~!, auquel cas
leur composée est (o', 1)’ ¢'). Ce groupoide interviendra dans la formulation de
I'énoncé du théoréme 2511 On y fera référence comme « le groupoide H? x § = G
correspondant & laction de H? sur § par pré- et post-composition ». Remarquons
que l'égalité g = pgip~! entraine 'appartenance de ¢ et ¢ au stabilisateur de J.
Ainsi si H agit librement sur Z alors H? agit librement sur G.
o Action sur les paires de fleches composables par pré- et post-composition.
Avec les notations de ’exemple précédent, considérons le groupoide

H3 X3 (G %620 9) = G %624 G,

dont les applications source et but s’écrivent respectivement s(\, p, v, o, 8) = (v, 5)
et tO\ v, 0, 8) = (Aap—1, uBr~1). (Par souci de lisibillité, nous avons simplifié
la graphie du schéma des fléches du groupoide, qui est un produit convenablement
fibré de maniére a assurer la composabilité évidente des fleches qui apparaissent.)
Les fleches sont donc de le forme

A vy, B8) « (o, B) — (Ao, B ).

Deux fleches (A, p, v, v, B) et (N, 1/, v/, o/, 8') sont composables si
(0.8) = (Yol ™ B/,

auquel cas leur composée est (AN, up/, v/, o/, 8'). Ce groupoide interviendra lui aussi
dans le théoréme 25T et on y fera référence comme au « groupoide H3 x (Gx 7 G) =
G x 7§ correspondant & I’action de 33 par pré- et post-composition simultanée sur les
paires de fléches composables de G ». De méme, on constate que si H agit librement
sur Z alors H? agit librement sur G X, 7.t 9.

2.2 Quotient catégorique d’un schéma par un groupoide fini
localement libre

2.2.1 Définition.

On dit qu’un S-groupoide (X, G, s,t,¢) est fini localement libre si le morphisme s (ou,
de fagon équivalente, t) 'est. On dira que G est d’ordre n et on notera o(§) = n (ou
[G: X] =mn)si§ est fini localement libre et si deg(s) = n.

2.2.2 Lemme.
(1) Si G = X et Go = X sont deux S-groupoides finis localement libres alors le
groupoide produit Gi X Go lest aussi et l'on a 0o(G1 x G2) = 0(G1)0(G2).
(2) Si f:Y — X est un morphisme de S-schémas et § = X wun groupoide fini
localement libre alors f*G est aussi fini localement libre et o(f*G) = o(9).

Preuve :
(1) On constate que le morphisme (id, 41 X i2) induit un isomorphisme entre G1 X x x4 x
Go et la diagonale de G1 X4, 5, G2 X5 G1 X4, ,5, G2 de sorte que G1 X xx x G2 est fini
localement libre d’ordre deg(G;1 Xs,,5, G2 — X) = 0(91)0(92).
(2) Eneffet § x5 x Y — Y est fini localement libre de rang deg(s) = o(9).
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0

On rappelle ici la notion de quotient d’un schéma par un groupoide fini localement
libre. Soit § = Z un S-groupoide fini localement libre. Le morphisme

jiG—ZxgZ

est une S-pré-relation d’équivalence. Pour tout S-schéma T, on note ~7 la relation d’équi-
valence induite sur I'ensemble Z(T).

2.2.3 Théoréme. [Grolld, Exp V, th. 4.1]

Soit G = Z un S-groupoide. On suppose vérifices les conditions suivantes :

- § =3 Z est fini localement libre

~ Pour tout z € Z, l’ensemble s(t1(2)) (que l'on appellera l’orbite de z) est contenu

dans un ouvert affine de Z.

Alors il existe un conoyau p : Z — Y de la double fleche § — Z dans la catégorie
Sch /S. On notera parfois Y = Z/G et on dira que Y est le quotient de Z par l'action de G.
Le schéma Y wvérifie la propriété universelle du quotient, ¢’est-a-dire représente le foncteur

Sch/S — Ens
T = {fezZl)|fos=fot}

Le morphisme p est ouvert, entier et (s,t) := jy : § — Z Xy Z est fini et surjectif. Si
Z = Spec(A) est affine alors Y est aussi affine, égal a Spec(B), o B = {a € A, | s%(a) =
th(a)} est le sous-anneau des éléments G-invariants de A.

Si de plus Uaction de G sur Z est libre, alors p : Z — Y est fini localement libre,
le morphisme jy = G — Z Xy Z est un isomorphisme et Y représente le faisceau fppf
quotient (X/G)ppt, faisceautisé pour la topologie fppf du préfaisceau

Sch/S — Ens
T = Z(T)) ~r

Enfin dans ce cas la formation du quotient commute au changement de base, c’est-a-
dire que pour tout morphisme Y' — Y, le schéma Y’ est le conoyau du groupoide S\ Zxyy
défini ci-dessus.

2.2.4 Remarques.

(i) Si on accepte de travailler avec des espaces algébriques plutot qu’avec des schémas,
on peut se passer de la condition portant sur les orbites des points de Z. On renvoie &
[Ryd13, Th. 5.3| pour un énoncé détaillé. Cette hypothése sera souvent sous-entendue.

(ii) Lorsque § = Z n’agit pas librement, le faisceau fppf quotient (Z/G)gpr peut ne
pas étre représentable. On dira parfois que Z/§ est le quotient schématique de Z par
S.

(iii) Théoréme de Lagrange pour les schémas en groupoides.

Soit § = Z un S-groupoide et H = Z un sous-groupoide. Considérons le groupoide

g Xs,Zt H=SG

h
dont les fleches sont de la forme g (’LQ gh, c’est-a-dire 'action de H a droite sur
G. Il s’agit d’'une action libre. Si § = Z et H == Z sont finis localement libres a

orbites contenues dans des ouverts affines alors le théoréme précédent s’applique et
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on dispose du schéma quotient §/H. Le morphisme but t : § — Z étant invariant
pour Paction de H, il se factorise par G/H et l'on a le diagramme commutatif

G—25G6/H

| A

VA

Comme p est fini localement libre par le théoréme précédent, le critére de platitude
par fibres assure que ' est plat. On a alors deg(t) = deg(p) deg(t’). Or deg(p) = [H :
Z) et deg(t') = [G/H : Z] donc

G:Z]=[9/H: Z][H : Z].
Ainsi 'ordre de H divise 'ordre de G.

2.2.5 Exemples. Reprenons les deux derniers exemples de 2191 Avec les notations pré-
cédentes, supposons que H = Z soit fini, localement libre et agisse de telle sorte que ses
orbites soient contenues dans des ouverts affines de Z.

e On constate qu’alors le groupoide H? x § = G correspondant a I’action de I par pré-
et post-composition sur G est également fini localement libre. En effet, le morphisme
source s’ de H? x G est le changement de base par § — Z du carré du morphisme
source de H, selon le diagramme suivant :

H2 x G—— H?

[T

§G—=>—7Z

Comme t' et s’ sont échangés par l'inversion, on en déduit que H? x § = G est
également fini et localement libre. Ainsi, si I’'on suppose que ses orbites sont incluses
dans des ouverts affines de G, on dispose du schéma quotient §/H, que 'on notera
Q.

e On voit de méme que si H = Z est fini localement libre alors H3%xGxzG=G%x4G
est aussi fini localement libre. Si I’on suppose que ses orbites sont contenues dans des
ouverts affines de § Xz G, on dispose également du schéma quotient de § x ;7 G par
ce groupoide, que I'on notera G x z G/33.

2.3 Quotient dans la catégorie des S-schémas affines

Il existe une notion plus faible de quotient d’un schéma par un groupoide qui ne né-
cessite aucune hypothése : le quotient dans la catégorie des schémas affines sur S. Nous
détaillons cette construction.

On aura besoin de la notion d’enveloppe affine d’un schéma, que I'on introduit main-
tenant.

Soit Z un S-schéma quasi-compact et quasi-séparé. On cherche a construire un schéma
Z.g, afline sur S et tel que, pour tout schéma Y affine sur S, on ait

Homg(Z,Y) ~ Homg(Z.g,Y).

Si f:Z — S est un S-schéma quasi-compact et quasi-séparé alors f,Oz est une
sous-Og-algébre quasi-cohérente, que I'on notera plus simplement Az. Nous pouvons alors
donner la définition suivante :
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2.3.1 Définition.

Soit f : Z — S un S-schéma quasi-compact et quasi-séparé. On définit ’enveloppe
affine de Z, que l'on note Z,g, comme le S-schéma affine Specy (Az), oit Az est la Og-
algébre quasi-cohérente construite ci-dessus. Cette construction est fonctorielle en X et on
a un morphisme canonique Z — Z,g correspondant & l'inclusion Az(Z) — 0z(Z).

Alors Z,g vérifie la propriété universelle voulue :

Pour tout S-schéma T affine sur S, ’application
Homg(Z,T) — Homg(Zag, T')
est un isomorphisme. C’est une conséquence directe de [Gro61l, prop.1.2.7]

Nous allons utiliser cette construction pour construire le quotient d’un S-schéma par
un groupoide dans la catégorie des S-schémas affines.

Soit Z un S-schéma quasi-compact et quasi-séparé et (s,t) : § = Z un S-groupoide
agissant sur Z. On dispose des S-schémas affines Gag = Specy(Ag) et Zag = Specy(Az).
Les fleches s et t induisent des morphismes (s, %) : Az = Ag. Notons Ay = ker(Az = Ag)
leur égalisateur. L’égalisateur d’'un couple de morphismes de Og-algébres quasi-cohérentes
est encore quasi-cohérent. Posons Y = Specy (Ao).

2.3.2 Proposition.

Le schéma Y vérifie la propriété universelle suivante :

Tout morphisme G-invariant Z — T wvers un S-schéma affine se factorise de facon
unique par 'Y .

Preuve : C’est une conséquence immédiate des constructions ci-dessus.

En effet, soit f : Z — T un morphisme §G-invariant vers un S-schéma affine T' =
Specy, (Or). Par construction, f se factorise par fag : Zag — T. Ce morphisme est
également G-invariant donc l'image de fgﬁ : O — Az est contenue dans A, de sorte que
fatt se factorise par Y = Specgy(Ap). Par suite f se factorise par Y.

L’unicité est immédiate car les morphismes 7 — Z,g et Z,g — Y sont des épi-
morphismes. En effet un morphisme de schémas U — V dont le but est affine est un
épimorphisme si et seulement si Oy (V) — Op(U) est injective.

O

En d’autres termes, Y est un quotient de Z par G dans la catégorie des schémas affines
sur S.

2.3.3 Remarque.

On n’a donc besoin d’aucune hypothése pour construire le quotient d’un S-schéma par
un groupoide quasi-compact et quasi-séparé dans la catégorie des schémas affines.

Cependant il s’agit d’un notion trés faible de quotient. On ne peut rien dire en général
sur la géométrie de Y et le morphisme Z — Y. En particulier ce dernier n’est pas en
général un quotient de Z dans la catégorie des tous les S-schémas : on ne peut pas étendre
la propriété universelle du quotient aux morphismes G-invariants vers les S-schémas non
affines.
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2.4 Homogénéité des orbites et morphisme j

Dans cette section, on s’intéresse a diverses notions de transitivité sur les orbites pour
I’action d’un groupoide. Nous reprendrons certaines de ces notions pour énoncer notre
théoréme de quotient dans la section suivante.

Soit § = Z un groupoide fini, localement libre et & orbites contenues dans des ouverts
affines. Par définition, pour tout S-schéma V et tout morphisme G-invariant Z — V', on
dispose d’un morphisme

jv=(s8t): G — Z xy Z.

SiY = Z/G est le quotient du groupoide, les qualités d’épimorphicité du morphisme
Jy mesurent le degré d’homogénéité des orbites de 'action de §. Rappelons par exemple
que jy est un isomorphisme si et seulement si 'action de G sur Z est libre, si et seulement
si jy est un épimorphisme. On sait, d’aprés Z.2.3] que jy est fini et surjectif. Ainsi, d’aprés
[[.1.9]c’est un épimorphisme si et seulement s’il est schématiquement dominant. I’exemple
suivant montre que ce n’est pas toujours le cas.

2.4.1 Exemple. On considére un anneau k, le point épais Z = Spec(k[z]/(z?)), et le
groupe G = pgp = Spec(k[z]/(z3 — 1)) agissant sur Z par z ~ zz. Le quotient est le
schéma Y = Spec(k[y]/(y?)) avec y = 23, et on a Z xy Z = Spec(k[x1, x2]/ (2}, x5, 23 —
73)). Le morphisme jy : G x Z — Z Xy Z est donné par le morphisme de k-algébres

k[, z0]/(x], 25, 23 — 23) — K[z, 2]/(2*, 2) tel que 21 — = et x5 > zx. L'élément (z129)?

est non nul et est envoyé sur z2z% = 0, donc jgi/ n’est pas injectif et jy n’est pas schémati-

quement dominant.

En général, méme en considérant des cas & priori moins pathologiques que I'’exemple
précédent, notamment en partant de groupoides agissant sur un schéma de base Z réduit,
des nilpotents peuvent apparaitre dans les anneaux de fonctions des produits fibrés du
type Z Xy Z, en particulier lorsque Z — Y est inséparable et il n’est pas aisé de décider
si le morphisme jy est schématiquement dominant. On est alors amené a distinguer les
groupoides pour lesquels le morphisme jy posséde de bonnes propriétés.

2.4.2 Définition.

Soit § = Z un groupoide fini localement libre & orbites contenues dans ouverts affines
et Y = Z/G le quotient. On dit que § = Z est correct si le morphisme jy : § — Z xy Z
est un épimorphisme, i.e. est schématiquement dominant. On dit que § = Z est raisonnable
si le morphisme jy est un épimorphisme effectif.

Ainsi si § = Z est un groupoide correct, le morphisme de quotient Z — Y est G-
invariant, est un épimorphisme effectif, et jy est un épimorphisme. Réciproquement, le
lemme suivant montre que ces trois propriétés caractérisent le quotient.

2.4.3 Lemme. Soit Z — V un morphisme G-invariant qui est un épimorphisme effectif
et tel que jyv : G — Z Xy Z est un épimorphisme. Alors Z — V identifie V au quotient de
Z par G, i.e. le morphisme Z/G — V est un isomorphisme.

Preuve : Il suffit de montrer que Z — V vérifie la propriété universelle du quotient de
Z par G, c’est-a-dire que tout morphisme G-invariant f : Z — W se factorise de maniére
unique par Z — V. Par hypothése, ce dernier morphisme est un épimorphisme effectif. Pour
montrer que f se factorise par Z — V, 1l suffit donc de montrer que f o pr; = f o pry,
ol pry,pry : Z Xy Z — Z sont les deux projections. Comme par hypothéses jy est un
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épimorphisme, il suffit de montrer que f o pry ojiy = f o pryojy. Or cette derniére égalité
n’est rien d’autre que 1'égalité f os = f ot qui est vérifiée lorsque f est G-invariant. [

Dans la section suivante, étant donné un groupoide § = Z, on sera amené a déterminer
les fleches de G invariantes sous l'action de son stabilisateur par multiplication & gauche.
Le prochain lemme répond & cette question dans le cas des groupoides raisonnables.

2.4.4 Lemme.

Soit § = Z un groupoide fini localement libre raisonnable, & orbites contenues dans
des ouverts affines. Soit Y = Z/G. Alors le quotient de G par 'action & gauche de son
stabilisateur dans la catégorie des schémas affines est Z xy Z, c’est-a-dire que ['on a
légalité d’algebres de fonctions (Og)5's ~ Ozyy 7.

Preuve :
En effet, remarquons que 'on a 'isomorphisme

T: GXzxyz§G — Stgxsz.5
(91.92) = (91,9195 ")

Ainsi, si f: § — T est un morphisme de schémas avec T affine, le diagramme

Stg XS,Z,SS =G L) T

est exact si et seulement si le diagramme

9XZXy2939i>T

I’est. Par hypothése, jy : § — Z Xy Z est un épimorphisme effectif donc le diagramme
ci-dessus est exact si et seulement si f se factorise par jy. On voit donc que dans ce cas
Z Xy Z vérifie la propriété du quotient de G par I’action & gauche de son stabilisateur dans
la catégorie des schémas affines.

0

En résumé, on a la chaine d’implications, toutes strictes,

groupoide agissant librement = groupoide raisonnable = groupoide correct = groupoide
quelconque.

2.5 Quotient d’un groupoide par un sous-groupoide

Etant donnés un S-groupoide § = Z et un sous-groupoide H < G, on souhaite
construire un quotient Q =Y de § = Z par H dans la catégorie des S-groupoides.

On se place dans les conditions d’application du théoréme 2.2.3]: on suppose que H = 7
est fini localement libre, & orbites contenues dans des ouverts affines.

Le schéma pressenti pour étre le schéma des objets du groupoide que 1'on cherche
a construire est le schéma quotient Y = Z/H, quotient schématique de Z par H dont
Pexistence est garantie par le théoréme 2.2.3]

Le candidat naturel pour étre le schéma des objets est le schéma Q = G/H?, quotient
de G par le groupoide H? x G = G correspondant & l'action de H? sur G par pré- et post-
composition, décrit dans I'exemple 2.9 11 est facile de trouver les applications Q = Y
destinées & devenir les applications source et but du groupoide que I’on cherche & construire.
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La difficulté est bien siir de montrer que 'on peut munir Q d’une loi de composition qui
s’insére dans un diagramme commutatif :

G X520 G——9

|

QXpy,r Q—25Q

Nous y parviendrons dans deux situations distinctes. Dans la premiére, on supposera
que le morphisme
pxp:§ Xs,Zt §g—9Q XeoY,r Q

induit par la projection canonique p : § — Q est un isomorphisme et on exploitera le fait
que ’'action de H sur Z est libre sur un ouvert schématiquement dense. Dans la seconde
situation, on fera I’hypothése que H = Z est raisonnable.

Nous pouvons maintenant énoncer notre théoréme de quotient.

2.5.1 Théoréme. Soit G = Z un S-groupoide et H = Z un sous-groupoide fini et loca-
lement libre de G agissant librement sur un ouvert schématiquement dense de Z, avec des
orbites contenues dans des ouverts affines. Soit Y le quotient de G par laction de H et Q
le quotient de G par Uaction de H? par pré- et post-composition. On note p : G — Q le
morphisme de quotient. Supposons que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :
(i) Le morphisme 0 : G X 74 G/3H3 — Q Xg,v,r Q induit par p X p est un isomorphisme.
(ii) Les groupoides H C G sont donnés par ’action de groupes finis constants et le
groupoide H est distingué dans G.
(iii) Le morphisme Q — Y est plat et le groupoide H = Z est raisonnable et distingué
dans §G.
Alors on peut munir Q =Y d’une structure de groupoide qui en fait un quotient de G = Z
par H = Z dans la catégorie des schémas en groupoides, c’est-a-dire qui vérifie la propriété
universelle suivante :

Un morphisme de S-groupoides (S = Z) — (T = T) se factorise par Q =3'Y si et
seulement si son noyau est contenu dans H.

Enfin, dans les cas (ii) et (iti), le groupoide Q =2'Y est fini et localement libre.

2.5.2 Remarques.
1) On est dans la situation () notamment lorsque les morphismes

p:§—Q

et
pxp:§ Xs,Zt §—9Q Xa,Y,r Q

sont plats.

Soit U C Z un ouvert schématiquement dense au-dessus duquel G, donc H, agissent li-
brement. Par platitude, la préimage de U dans G est schématiquement dense. Notons-
la W. Encore par platitude, I'image p(W) de W dans Q est un ouvert schématique-
ment dense qui représente le faisceau fppf quotient de W par §'.

Si p x p est plat, on peut se placer en un point d’un ouvert schématiquement dense
de § x4 7+ G sur lequel I'action est libre pour calculer son degré, donc supposer que
Q représente le faisceau fppf quotient de G par §'. Soit alors (@, ) un point de
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Q X4y, Q. Deux points («, 3) et (o, ") de § x5 7+ G relévent (@, ) si et seulement
si fppf localement il existe (A, i, ) € H3 tel que (o/, ') = (Aap™t, pBr~—1). On voit

donc que le degré de p x p est o(3)3.

Ainsi p x p est fidélement plat, 3> x G x 5,7t 9-invariant et de méme ordre que ce
groupoide. On sait, d’aprés B3] que cela implique que (G xz §)/H? s’identifie a
Q Xo,Y,r Q.

En particulier, si G est donné par 'action d’un S-schéma en groupes G fini localement
libre et si H = Z est donné par l'action d’un sous-groupe distingué H de G de telle
sorte que Z — Y = Z/H soit plat, alors la condition (i) du théoréme est vérifiée.
En effet, démontrons que dans ce cas on a Q = G/H xgY. On va montrer que Q et
G/H xgY vérifient la méme propriété universelle. Explicitons I'action de H? sur §
dans ce cas. Elle s’écrit (h, k).(g,2) = (hgk™!,kz). Comme H est distingué dans G,
la fléche
GxsZ— G/H xgY

induite par les deux projections canoniques est H>-invariante.
Soit un morphisme f : G xg Z — T tel que le diagramme

H2 x (G xsZ) = (G xsZ) LT

soit exact. Soient h et k deux points de H. Alors pour tout point (g, z) de G xg Z on
a (hg,kz) = ((hgkg=')gk™"', kz). Or comme H est distingué dans G on voit que b/ :=
hgkg~! est encore un point de H. Ainsi (hg,kz) = (I, k).(g, 2). De plus le quotient
de G x g Z par 'action de H x g H définie sur les points par (h, k).(g,z) = (hg, k.z) est
G/H xgY. En effet H xgG — S est plat donc la formation du quotient de Z par
H commute au changement de base par GG. Ainsi le quotient de G x g Z par I'action
de H sur le deuxiéme facteur est G X g Y. De plus 'action de H sur G est libre donc
la formation du quotient G/H — S commute a tout changement de base. Donc le
quotient de G xg Y par laction de H sur le premier facteur est G/H XgY. On en
déduit que le quotient de G xg Z par l'action produit de H? est bien G/H xg Y.
Ainsi, puisque le morphisme f est invariant pour cette action, il se factorise par
G/H xgY. On voit donc que le morphisme G xg Z — G/H xgY est H2-invariant
et vérifie la propriété universelle du quotient de G xg Z par I'action de H?, d’oit la
conclusion. On adonc §x57:G=Gxs5GXxsZ et Aoy ,Q=G/H xgG/H xgY.
Ainsi p X p n’est autre que le produit au-dessus de S de deux copies du morphisme
de quotient G — G/H avec Z — Y. On voit donc que p X p est plat.

2) On rappelle que les actions de H? et 33 sur G sont libres si Sty est trivial, cf. 210

on utilisera ce fait dans la démonstration.

Preuve :

(i) Supposons que le morphisme 0 : (G xz G)/H3 — Q X,y Q soit un isomorphisme.

On constate que la composition §x 79 <3G — Qest (H3xG X,z 3)-invariante.
Par hypothese elle se factorise par Q X, 7z - Q. On note ¢ le morphisme obtenu. On a
alors le diagramme commutatif recherché.

Vérifions que ¢ définit bien une structure de groupoide Q = Y et que p induit un
morphisme de groupoides (§ =2 27) — (2 2Y):

La ﬂéche 7 -5 G —» Q est H-invariante donc induit une fléche Y —°4 Q. De méme
G -5 G —» Q est §-invariante donc induit un morphisme 7 : Q — Q.
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Les diagrammes

G x5zt G—G+—Z

I L

Axpy, Q-0 Y

i,

VW@
VW@

sont donc commutatifs. Il en découle immédiatement que (Y, Q,0,7,¢) est un grou-
poide et que € et i en sont respectivement la section neutre et le morphisme d’inver-
sion.

(ii) Pour tout schéma X, on notera X, = Spec(Ox ;) le schéma local de X en un point
x. Fixons des points g € G et z € Z. Notons (‘)SZ}TZ le hensélisé strict de 'anneau Oz ..

Comme Spec(OSZ’?Z) — Z, est fidélement plat, par descente on peut supposer, ce que
I'on fera par la suite, que Oz , est strictement hensélien. Notons ¢ I'image de (g, 2)
dans Q et y I'image de z dans Y. Notons H, = {h € H,hz = z} le stabilisateur de
z; le morphisme Z, — Y}, s’identifie au quotient Z, — Z,/H., car Z, est le spectre
d’un anneau strictement hensélien, donc n’a pas d’extension étale non triviale et H,
s’identifie alors au groupe d’inertie en z. Le groupe H X H agit sur § = G X Z par
(A 1).(g,2) = (A\gu~!, uz), de sorte que le stabilisateur de (g, 2) est le sous-groupe :

I'={(gug"'.p) € Hx H; p€ H.Ng 'H.g}

qui est isomorphe & K, ) := H.Ng 'H.g. Le schéma local de G en (g, 2) est {g} x Z.,
et laction de I' dessus se fait par l'action de K, ) sur Z,. Ainsi le morphisme
S(g,2) = Qg s’identifie au quotient Z, — ZZ/K(g,Z) et le morphisme o : 9, — Y}
s'identifie & Z. /K, .y — Z./H.. Sous I'hypothése que H est distingué dans G, on
a Ky, = H,eto:Q; — Y, est un isomorphisme. En particulier o : Q — Y est
localement libre, de méme que 7 =0i: Q9 — Y.

D’aprés (i), pour conclure il suffit de montrer que 6 : G x5z §/H?> — Q Xyy., Q
est un isomorphisme. Notons V' C Z l'ouvert maximal (schématiquement dense) sur
lequel G agit librement, U C Y son image par Z — Y, et U’ C Q sa préimage dans
Q par o ou 7 (qui sont égales). Comme 0,7 : Q — Y sont plates, l'ouvert U’ X, 7, U’
est schématiquement dense dans Q X,y Q. Il s’ensuit que 6 est schématiquement
birationnel. Nous allons voir que de plus, c’est un isomorphisme sur les schémas lo-
caux. Notons ((g1, 21), (g2, 22)), avec 21 = gaz2, un point de G x5 7 +9. Soit (¢1, ¢2) son
image dans Q X,y Q, avec 0(q1) = 7(g2). Nous utiliserons les notations simplifiées
H,=H, et K; = K(%Zi) = H; ﬂg;lHigi, et Z; = Z,,, pour ¢ = 1,2. Le groupe H3
agit sur G x5 2+ G =G x G x Z par (\, p1,v).(9,¢',2) = Agu™t, ug'v=1,v2). On voit
que le stabilisateur de ((g1, 21), (92, 22)), identifié & (g1, g2, 22), est le groupe

A ={(q192v(g192) ", govgy ', v) € H? v € HyN gy ' Hago N (g192) ' Hog192}

qui est isomorphe & Lqg := HQﬂgngQ'gzﬂ(9192)_1H29192. Le schéma local de G x4 7 ¢
G en le point ((g1,21), (g2,22)) s’identifie & Zs, et action de A dessus s’identifie &
I’action de Lis sur Zs. Compte tenu de la description précédente des morphismes
§—Qeto,7:9—Y, on voit que le morphisme 6 s’identifie sur les anneaux locaux
au morphisme

Z2/L12 — Zl/Kl Xcan,Zl/Hl,gQ ZQ/KQ.

Sous I’hypothése que H est distingué dans G, on a Hy = Hy = K1 = Ky = Lqo.
Alors le morphisme précédent est isomorphe a l'identité Zy/Hy — Zs/Ho, donc est
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un isomorphisme, comme désiré. Finalement 6 est un morphisme fini, plat, schéma-
tiquement birationnel, donc c¢’est un isomorphisme.
(iii) On suppose maintenant que H est raisonnable et distingué dans G.

On introduit le groupoide Go == Gy défini de la maniére suivante :

— G1 =9 X2+ H Xg7:+ G est 'ensemble des triplets («, ¢, 8) composables.

- Gy = (ﬂ-( X (Stg{ Ng'(:) X %2) x G
est I'ensemble des octuplets (k, \, X, u, v, o, @, B) avec (k,pu,v) € H3, (x,\) €
Sty XH et (o, @, B) € G vérifiant les relations de composabilité requises pour que
ce qui va suivre ait du sens.

— Les fléches sont de la forme (o, ¢, 8) — (kaA™! Axpu™t, uBr=1), selon le dessin

suivant :
B @ X a
r——>Y Y z z z—t
p1 n uwt vl N
.’I}/ y/ ZI tl

Afin d’alléger les notations, on a omis les conditions de composabilité dans la défini-
tion de Gs.

La composition est définie pour 0; = (K, Xi, Xi, ti, Vis i, i, Bi)i=1,2 tels que (o, B1, 1) =
(k2a2Ay ", Aaxawouy ', pofovy ) par

0102 = (k12 M A2, X12 X2, 1 fi2, V12, G, 92, Ba),

ot 'on a posé, pour (x,A) € Sty X z4+H, XA = AT

On désigne par G1/G2 le quotient du groupoide G /G2 dans la catégorie des schémas
affines sur Y, cf. 2.3 Il convient de noter que, le stabilisateur Sty étant & priori non
plat, I'existence d’un quotient dans la catégorie des Y-schémas n’est pas garantie.
Cependant comme tous les schémas qui interviennent ici sont finis, donc affines, sur
Y, la notion faible de [2.3] sera suffisante ici.

Notons & I'image d’un élément o € G dans Q. Le morphisme

S1 — 9 Xg7y_77 Q

(e, f) =  (@p)
est Go-invariant vers un Y'-schéma affine, donc se factorise par une fléche
v 91/92 —Q Xo,Y,T Q.

On va voir en Z5.3] que si H est raisonnable alors 7 est un isomorphisme. Supposons
ceci acquis. Remarquons que le morphisme

é G — Q
(,0,8) = apb
est Go-invariant. En effet, soit (k, A, X, 4, v, a, 0, ) € G2. Ona & (kaX™!, Axpu~!, uBr=1) =

Kax Py~
Or H est distingué dans G donc il existe ¥’ € H tel que axy = x'a de sorte que

(ke Ao uBrt) = kx/ (apB)r—t =@ (a, ¢, B).
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Comme Q est fini, donc affine, sur Y, @ induit un morphisme G1 /G5 — Q. On définit
alors la composition dans Q & 'aide de I'isomorphisme Q X,y Q =~ G;/92 — Q.
On note ¢ le morphisme obtenu.
Vérifions que cette construction définit bien une structure de groupoide Q = Y et
que p induit un morphisme de groupoides (§ = 27) — (2 =3Y) :
— La fleche Z -5 G — Q est H-invariante donc induit une fleche Y - Q. De
méme § — G — Q est §'-invariante donc induit un morphisme 7 : Q — Q.
— Si (o, B) € G X527+ alors lisomorphisme envoie (@, 3) sur I'image de (o, idg(ay, B)
dans G1/Gs Ainsi &(a, B) = af.
Les diagrammes

i

GXeziG—— G Z :

L1

QXgyr Q—s QY

(2

—

|

sont donc commutatifs. Il en découle immédiatement que (Y, Q, o, 7, ¢) est un grou-
poide et que € et i en sont respectivement la section neutre et le morphisme d’in-

| OR V0]

version.

Il reste & prouver le lemme suivant.

2.5.3 Lemme.
St H = Z est raisonnable, le morphisme v est un isomorphisme.

Preuve :

(a) On commence par montrer que v est un isomorphisme si H agit librement. Dans ce
cas l'action de G’ sur G est également libre. Les schémas Y et Q représentent donc aussi
les faisceaux fppf quotients. Montrons que v est un monomorphisme de faisceaux. Soit
T un Y-schéma et (o, i, Bi)i=1,2 deux T-points de Gy tels que (ay,B1) = (da, B2)
dans Q X,y Q(T). Alors localement pour la topologie fppf sur T, il existe x, A, p, v €
H(T) tels que as = kar A~ ! et Bo = pBir~ . Les fléches 1 et A lpou de H ont
toutes deux pour source ¢(/31) et pour but s(aq). Elles différent donc par un élément

du stabilisateur de H. comme ce dernier est trivial , on a o1 = A lpou. Ainsi
(a1, 1, 51) et (ag,p2, B2) sont localement dans la méme Go-orbite, donc égaux dans
S1/G2(T).

On montre maintenant que - est un épimorphisme de faisceaux. Soit T un schéma
et un point de Q X,y Q(T'), que l'on reléve en un point (a, 5) € 9(T') x §(T'), fppt-
localement sur 7. Comme l'image de o(a) = 7(f3), fppf-localement sur T il existe
p € H de source s(a) et de but ¢(3). Le point («, ¢, 8) € G1(T) s’envoie donc par 7y
sur le pont initial de Q x4 y,» Q(T').

(b) Dans le cas général, soit U C Z la réunion des ouverts sur lesquels H agit li-
brement et V C Y l'image par m : Z — Y de U. Comme 7 est plat et sché-
matiquement dominant, V' est un ouvert schématiquement dense de Y. Comme
Q — Y est plat, la préimage Q de V dans Q est schématiquement dense et
Qv Xovir Qv = (2 Xgy,r Qv est un ouvert schématiquement dense de Q X,y Q.
Or en restriction a U = 7~ (V), I'action de H est libre. D’aprés (a), la restriction YN
est donc un isomorphisme. Ainsi v est schématiquement dominant. Le morphisme
A O0x,y,0 — 7%0g, /g, est donc injectif. On montre maintenant que 7* est un
surjectif. Soit € G1/92 et f une fonction locale en x (c’est-a-dire dans la tige en x
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du faisceau (Og, )92 C Og ®p, O3 ®p, Og des fonctions Go-invariantes sur Gp). En
particulier f est invariante sous I'action du stabilisateur de H, de sorte que f est
dans la tige en 2 du faisceau Og ®¢, (O%)Stf}f ®0, Og. Mais par hypothéses, H = Z
est raisonnable donc on a, d’aprés le lemme 2.4.4] (‘)?{t“ ~ 0z ®o, Oz et donc

Og Koy, (Og{)StH X0y, Og ~ Og X0y Og

Par ailleurs f est invariante par I'action de §’ sur les deux facteurs de sorte que f
provient de (9g)% ®p, (05)% = Og ®p, Oq, ce qu’on voulait.

0

Vérifions enfin que I’on a la propriété universelle annoncée. Si f : (§ = Z) — (T = T)
est un morphisme de groupoides dont le noyau contient H alors f est H2-invariante donc
se factorise par Q. A fortiori 'application induite Z — T sur les schémas d’objets est
H-invariante donc se factorise par Y. Ainsi f se factorise par (Q = Y'). Réciproquement,
tout morphisme qui se factorise par (Q = Y) doit contenir H dans son noyau.

O

2.5.4 Remarque. Ordre du quotient.

On sait déja, d’aprés la remarque 2.2.4] que 1'ordre d’un sous-groupoide divise I'ordre
du groupoide ambiant. Dans le cas ot il existe un groupoide quotient, on peut préciser ce
résultat. La situation est 1a encore analogue & celle des groupes finis classiques.

Avec les hypothéses et notations du théoréme, sip : § — Qet 7 : Z — Y sont
plats, on a [§ : Z] = [H : Z][Q : Y]. En effet, si tel est le cas alors Q est plat sur Y par
le critére de platitude par fibres. De plus par définition de Q, on a deg(p) = [H : Z]? et
deg(m) = [H : Z].

La commutativité du diagramme

VRN
o

I

montre que deg(p)[Q : Y] =[G : Z]deg(m) d’ou 'égalité :

G:Z]=[H:Z][Q:Y].
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2.5.5 Exemples. A propos de I’hypothése « raisonnable ».

On note S = Spec(k), ou k est un corps de caractéristique p > 0. Tous les schémas
sont définis sur k.

— Considérons le groupoide G défini par 'action de p, = Spec( t’:_ﬂl) sur Z = Al =
Spec(k[z]) par z — tz.
Le quotient de Z par ce groupoide est donné par Y = Spec(k[y]) et le morphisme
quotient par y — 2P,
On a Ogyq = % L’action de Stg sur § par composition est donnée par le
morphisme d’algébres

k[z,t] klz,t,t']
1 T o

z — z
t — tt’

k[zt]
1

un degré nul en ¢'. Or 'image par la coaction de Z aijz i est Zaijz 7t . Donc

Les invariants de cette action sont les P(z,t) € dont 'image par la coaction a

i,J i,J
P est invariant si et seulement si tous ses termes de degré non nul en ¢ ont le méme
degré en z, c’est-a-dire que P est un polynéme en z et tz.
OronaZxyZ = Spec(k[zl’”]) Le morphisme § — Z Xy Z est donné par le
23

morphisme d’algébres

k[z1,22] k[z,t]
zf —zg tP—1
21 d z
29 — tz

Il est injectif car § — Z Xy Z est schématiquement birationnel.

D’aprés ce qui précéde, ce morphisme induit un isomorphisme kz[,f 1’;2,} ~ (k[tzpt] )5t Ce
1772

groupoide est donc raisonnable.
— Considérons maintenant le groupoide § donné par I'action de o, = Spec(%) sur

Z = Spec(k[z]) par z — 13-

Son stabilisateur est Stg = Spec(:;°25 Kzt

1]

), agissant sur § = Spec(lC ) par la formule

P 122

k2,1 y  _k[ztt]
tP P17 17 22
z — z

t — t+t

Le morphisme § — Z Xy Z est donné par le

On a encore Z Xy Z = Spec(k[zl’jﬂ)
21 2

morphisme d’algébres

] klz, [zt

S tsd
21 — p
22 = o = 2=tz 1727 — L (=1

On constate que t2z2 % est invariant sous la coaction du stabilisateur. En effet
il est envoyé sur (¢t + t/)222 = 1222 + tt'2% + 1222 = 1222,

A

L’image de jy- est constituée des expressions polynomiales en z et a coefficients

1+t
dans k. Elles s’écrivent Zaij I =tz 41227 — 4 (—1)PHPT P T gagit de

0,
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sommes de mondmes dans lesquels le degré en t est soit nul soit strictement inférieur
au degré en z. On voit donc que t?22, bien qu’invariant, n’est pas dans I'image de

A
Jy-
Ainsi ce groupoide n’est pas raisonnable.



Chapitre 3

Revétements généralisés

Dans ce chapitre, on introduit la notion de revétement généralisé sous l'action d’un
groupoide. Il s’agit de proposer un cadre adapté a ’étude des morphismes, éventuellement
purement inséparables, qui sont génériquement des torseurs sous des schémas en groupes.
On est naturellement amené a considérer la notion de groupoide agissant génériquement
librement sur un schéma. Ceci permet d’inclure dans notre formalisme des morphismes qui
ne sont plus des morphismes de quotient par I'action d’un schéma en groupes mais aussi
des feuilletages.

Dans une premiére partie, aprés avoir rappelé la notion de groupoide agissant sur
un schéma, on définira la catégorie des (pré-)revétements généralisés, que 1'on appellera
souvent simplement (pré-)revétements. On étudiera la possibilité de composer les pré-
revétements. Pour ce faire, il est nécessaire de ne pas imposer que les groupoides qui
interviennent agissent transitivement sur les orbites.

Dans un second temps, on s’intéressera au probléme du dévissage des pré-revétements.
On rassemblera quelques lemmes utiles sur les liens entre morphismes de groupoides et
morphismes induits sur les stabilisateurs. Enfin, on prouvera le résultat principal de cette
section (th. B.2.6) qui affirme l'existence d’une suite exacte reliant les stabilisateurs des
différents groupoides qui interviennent lors du dévissage d’un pré-revétement.

Dans une troisiéme section, on rappellera la construction de Mumford qui permet d’as-
socier un diviseur de Cartier effectif & un faisceau de torsion sur un schéma assez régulier
et on utilisera cette construction pour proposer une définition d’invariant de ramification
pour l'action d’'un groupoide. On montrera dans une quatriéme partie que l'on retrouve
le diviseur de ramification des revétements galoisiens modérés classiques, c’est-a-dire les
morphismes de quotient sous l'action de groupes constants d’ordres premiers aux caracté-
ristiques résiduelles. Enfin on étudiera le comportement de cet invariant par dévissage, en
appliquant les résultats du chapitre précédent, en particulier le théoréeme 2.5.11

3.1 La catégorie des revétements généralisés

3.1.1 Deéfinitions

On définit la notion de revétement ramifié sous un groupoide puis on discute certaines
constructions dans la catégorie de ces revétements. On fixe un S-schéma X.

3.1.1.1 Définition.
On appelle pré-revétement de X un couple (Y — X,§ =Y, on
— Y est un S-schéma

45



46 CHAPITRE 3. REVETEMENTS GENERALISES

- § = Y un X-groupoide fini localement libre & orbites incluses dans des ouverts
affines et dont l'action est génériquement libre, c’est-a-dire qu’il existe un ouvert
schématiquement dense V' C Y tel que Gy agisse librement sur V.

— Y — X est un morphisme fini localement libre G-invariant, c’est-a-dire égalisant la
double fléche § = Y.

On abrégera souvent la notation (Y — X, = Y) en (Y — X, G) ou méme (Y, 9).
On dira que Y et G sont respectivement 1'espace total et le groupoide de structure
du pré-revétement (Y, G).

On dira qu'un pré-revétement (Y,G) est un revétement si de plus l'ordre de G est
égal au degré du morphisme ¥ — X.

3.1.1.2 Remarques.

e Puisque Y — X est fidélement plat, 'image U C X de V par ce morphisme est un
ouvert schématiquement dense de X. On dira aussi que G agit librement au-dessus
de U.

e Dans la définition d’un pré-revétement, on n’impose pas que G agisse transitivement
sur 'espace total. Cela a pour conséquence que X ne s’identifie pas forcément au
quotient de l’espace total par le groupoide agissant. C’est le cas lorsqu’on est en
présence d’un revétement, en vertu du lemme suivant.

3.1.1.3 Lemme.
Si (Y, 9) est un revétement de X alors on a un isomorphisme X ~Y/S.

Preuve :
Soit (Y, G) un revétement de X. Nous allons montrer que les hypothéses du lemme 243
sont satisfaites. Comme Y — X est fidélement plat il suffit de montrer que le morphisme

j)(:g—)YXXY

est un épimorphisme. Ce dernier étant fini, d’aprés la remarque [LT.9] il suffit de montrer
qu’il est schématiquement dominant. Soit V' C Y un ouvert schématiquement dense de Y
sur lequel G agit librement. Alors V' — V/G est plat de degré o(9) = [Y : X]. Ainsi si W
désigne I'image de V dans X, on a un diagramme commutatif

U——W

|~

U/S

d’ott on conclut que U/G — W est fini et plat de degré 1, c’est-a-dire un isomorphisme.
Ainsi Z/G — X est un isomorphisme au-dessus d’un ouvert schématiquement dense de
X. De plus, par platitude de Y — X, la préimage U Xy U de U dans Y xx Y est un
ouvert schématiquement dense et I'on a U Xy7/g U ~ U Xy U. Or l'action de § est libre
au-dessus de U, de sorte que jy : § — U Xy7/q U est un isomorphisme. On en déduit que
jx est schématiquement birationnel donc en particulier schématiquement dominant. Ainsi,
d’aprés [[LI.9 c’est un isomorphisme. D’aprés 2.4.3] on a donc X ~ Y/G.

O

3.1.1.4 Définition.
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Si (Y1,91) et (Y2,52) sont deux pré-revétements de X un morphisme entre ces deux
pré-revétements est un morphisme de groupoides (f, fo) : §1 — G2 tel que le diagramme

suivant commute :

6 —7" g,

SIH/tI HtQ

Y — v

3.1.1.5 Remarque.

Les morphismes qui interviennent dans un revétement sont tous finis donc en particu-
lier propres. Or d’aprés |[Gro66, 8.11.5], un monomorphisme de schémas est propre si et
seulement si ¢’est une immersion fermée. Ainsi un groupoide fini plat § = X agit librement
si et seulement si j est une immersion fermée.

Soit X un S-schéma. Etant donnés un pré-revétement (Y, G) de X et un pré-revétement
(Z,H) de Y on cherche a construire un pré-revétement de X, composé des précédents. On
propose la définition suivante :

3.1.1.6 Définition.

Si (Y, 9) est un pré-revétement de X et (Z,H) est un pré-revétement de Y, on note
(Y,9) o (Z,H) le pré-revétement de X construit de la maniére suivante :

— L’espace total est Z.

— La fleche Z — X est la composition des fléeches Z — Y et Y — X.

— Le groupoide structural est H x g*§.

3.1.1.7 Lemme.
Awvec les notations et définitions précédentes, (Y, G)o(Z,H) est un pré-revétement de X .

Preuve :

Notons X = H x ¢*G. Par définition la composée f o g est K-invariante. Comme
(Y,9) est un pré-revétement de X il existe un ouvert schématiquement dense U C Y tel
que Gy —> U xx U soit une immersion fermée. Si V. = U xy X on obtient alors par
changement de base par g X g une immersion fermée g*SG; — V xx V. De plus V C X
est un ouvert schématiquement dominant de X par platitude de g.

Remarquons que Z Xy Z est un sous-schéma fermé de Z x x Z, obtenu en changeant
de base Z xx Z — Y xx Y par 'immersion diagonale Y — Y x x Y. Il existe un ouvert
V' C Z schématiquement dense de Z et une immersion fermée Hy» — V' xy V', Par
composition on obtient une immersion fermée H;,» — V' xx V'. L'intersection V' x 7 V'
est encore un ouvert schématiquement dense de Z (par platitude des immersions fermées).
La fleche H x g*G — Z X x Z est donnée par le produit fibré suivant :

Hx g*G——— K

|

g —— I xx 7



48 CHAPITRE 3. REVETEMENTS GENERALISES

3.1.1.8 Remarque.

On constate que, méme si les groupoides G et H agissent transitivement, le groupoide
structural de la composition H x ¢*G peut ne plus agir transitivement. En d’autres termes,
la composition de deux revétements n’est plus en général un revétement mais seulement
un pré-revétement.

3.1.2 Dévissage

Soit X un S-schéma. On pose maintenant le probléme suivant : étant donné un pré-
revétement (Z,G) de X et un sous-groupoide H de G, construire un pré-revétement (Y, Q)
de X avec Y = Z/H. Nous utilisons les constructions de la section

3.1.2.1 Théoréme.

Soit (Z,9) un pré-revétement de X et H un sous-groupoide fini localement libre de
G. On note Y = Z/H. On suppose que Z — Y est plat et que H = Z vérifie l'une des
conditions d’application du théoréemelZ51. On note Q =Y le groupoide quotient de § = Z
par H = 7.

Alors :

(i) (Z,H) est un pré-revétement de Y .

(i) St Z —'Y est plat, (Y, Q) est un pré-revétement de X.

Les morphismes de quotient induisent un morphisme de pré-revétements de X

(Z,9) — (v, 9).
de plus si (Z — X, G) est un revétement alors il en va de méme pour (Z — Y, H).

Preuve :
(i) Si U est un ouvert schématiquement dominant sur lequel § agit librement alors
Sy — U xx U est une immersion fermée et 'on a le diagramme commutatif

Ho— 5

| l

UxyU——UxxU
Comme U Xy U — U X x U est une immersion fermée, on en déduit que
:H:|U — U Xy U

est également une immersion fermée.

(ii) Si G agit librement sur Z alors Q agit librement sur Y, comme on le voit on
considérant les faisceaux quotients que représentent Y et Q. Si U C Z est un ouvert
schématiquement dense sur lequel G agit librement alors par fidéle platitude de Z —
Y, son image V C Y est un ouvert schématiquement dense de Y sur lequel Q agit
librement. De plus le critére de platitude par fibres montre que ¥ — X est plat
puisque Z — X et Z — Y le sont.

O
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3.1.3 Revétements Galoisiens

3.1.3.1 Définition.
On dira qu’un revétement (Y, G) d’un schéma X est galoisien s’il existe un S-schéma
en groupes fini localement libre G d’ordre [Y : X| agissant sur Y librement sur un ouvert

schématiquement dense tel que G soit le groupoide induit par cette action, donc que § =
G x S Y.

Dévissage des revétements galoisiens

En général, le probléme du dévissage d’'un revétement est délicat et I'on doit vérifier
que le groupoide par lequel on quotiente vérifie les conditions d’application du théoréme
2511 Une situation pour laquelle il est aisé de vérifier de telles hypothéses est lorsque les
groupoides en présence sont donnés par des actions de groupes, c’est-a-dire le cas galoisien.

3.1.4 Proposition. Soit X un S-schéma, (Z,5) un revétement galoisien de X donné par
laction d’un S-schéma en groupes fini localement libre sur Z.

Soit H <1 G un sous-groupe distingué et Y = Z/H. Alors si Z — Y est plat, laction
résiduelle de G/H sur'Y donne lieu a un revétement galoisien de X par lequel (Z,9) se
factorise.

Preuve :

I1 suffit de noter que H agit librement sur G donc que G — G/H est plat. Alors la
formation du quotient Y = Z/H commute au changement de base par G/H. On obtient
un diagramme commutatif

GxgZ—7,

| ]

G/H xgY —Y

d’ou la conclusion. O

Si (Y,9) est un pré-revétement d'un S-schéma X, on considére le stabilisateur Stg
de G. Il s’agit d’'un Y-schéma en groupes fini. Puisque § agit librement sur un ouvert
schématiquement dense, Stg est génériquement trivial. On en déduit que son idéal d’aug-
mentation, que I'on note mg, est un faisceau de torsion. On peut considérer qu’il s’agit
d’une mesure du défaut de G & agir librement, c’est-a-dire d’'un mesure de la ramification
du pré-revétement (Y, G), destinée a remplacer le faisceau des formes différentielles d’un
morphisme génériquement étale.

Dans cette optique, on cherche a étudier le comportement de ce faisceau par dévissage.
On obtiendra une suite exacte reliant les idéaux d’augmentation de H, G et Q, que l'on
peut envisager comme un analogue de la premiére suite exacte fondamentale des 1-formes.

3.2 Stabilisateurs et dévissage

On considére un pré-revétement (Z,9) d'un S-schéma X. Si H = Z est un sous-
groupoide fini localement libre G vérifiant une des conditions d’application du théoréme
2.5 on considére le pré-revétement quotient (Y,Q) par lequel (Z,9) se factorise. On
cherche a relier mg;, mg et mg.

On commence par énoncer deux lemmes généraux sur les relations entre morphismes
de groupoides et morphismes induits sur les stabilisateurs.
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3.2.1 Lemme. Soit f = (f, fo) : (A =2 A) — (B = B) un morphisme de S-groupoides.
f induit un morphisme f’: Sty — Sty et l'on a ker f' = ker f NSty = ker f x4 Sty.

Preuve :

Puisque f est un morphisme de groupoides, si un élément de A a méme source et but
alors f(a) aussi. On obtient donc un morphisme Stq4 — Stg. On vérifie que c’est un
morphisme de schémas en groupes.

Comme ker f = B xg A,on aker f xSty = BxgAXx45tg=BxXxgsSty. Or B— B
se factorise par les immersions fermées B < Stg < B de sorte que

B x5 Sty = B Xgt, Stg = kerf/.

3.2.2 Lemme.

Soit f = (f, fo) : (A = A) — (B = B) un morphisme de groupoides et f*B = A le
groupoide de base A, préimage de B par fo : A — B. Alors f induit un morphisme de
groupoides f : (A = A) — (f*B = A) et l’'on a ker f = ker f NSty = ker f x4 Stg.

Preuve :
La préimage f*B est définie par le produit fibré B xpx,p A xg A. Puisque f est un
morphisme de groupoides le diagramme suivant est commutatif :

A———3B

L]

AxgA—— B xg B

On obtient donc un morphisme

fi A — f*B
o= (f(r),s(r),t(r)

ol s et t sont les morphismes source et but dans A.
La section neutre de f*B est donnée par

A — B
a = (idfo(a),a,a)

Ainsi ker(f) = ker f N St4.

3.2.3 Remarque. Le noyau de A — f*B est donc le méme que celui du morphisme de
A- schémas en groupes f’: Sty — Stg. On voit en particulier que si A agit librement, le
noyau de A — f*B est trivial pour tout morphisme f: A — B.

On spécialise maintenant la situation a celle rencontrée lors du dévissage d’un revéte-
ment, & savoir le quotient par un sous-groupoide.
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3.2.4 Lemme.

Soit § = Z un groupoide agissant librement sur un ouvert schématiquement dense de
Z et H — G un sous-groupoide localement libre vérifiant ['une des conditions d’applicaiton
du théoreme [Z21L. On note Y = Z/G et Q = §/G', ou §" = (H x5 H) X(5.6),2x2,t,s) 9
correspond & Uaction de H? par pré- et post-composition. Sous ces hypothéses, on sait
d’apres le théoreme 251 qu’il existe une structure de groupoide Q = Y. On [appelle le
groupoide quotient de G par H. On note

p=(pm:(§=2) —(Q=Y)

le morphisme de quotient.

On a la propriété universelle suivante : Un morphisme de groupoides
G=2)— (T=T)
se factorise par p si et seulement si H est contenu dans son noyau.

Preuve : On notera ,s',t' les morphismes composition, source et but dans T. Le sens
« seulement si » est évident puisque ker p contient . On note jq, jg, j les morphismes
de composantes source et but dans les groupoides correspondants.

Soit f = (f, fo): (§ = Z) — (T = T) un morphisme de groupoides. On suppose que
ker f contient K.

Alors le morphisme fy est H-invariant puisque jyo f = fpojg. Ainsi fy se factorise par
fo Y —T.

De méme f est G'-invariant donc se factorise par f: Q — 7.

Vérifions que (f, fo) est un morphisme de groupoides.

Comme (f, fo) est un morphisme de groupoides on a jyo f = fyojg. Or f = fopet
fo= foom Donc jyo fop= fyomo jg. Comme (p,7) est un morphisme de groupoides
on a 7o jg = jg op.

Ainsi jyo fop = fyojgop. Mais p est un épimorphisme de schémas car p est surjectif
et p' est injectif.

On a donc jyo f = fyojg et le diagramme suivant, dont il faut montrer qu’il commute.

o

T Xgpp T ——7T

f

Comme f est un morphisme de groupoides on a ¢ o (f x f) = foec.
Par ce qui précéde f = f o p de sorte que I'égalité précédente s’écrit aussi

foco(pxp)=dco(fxf)o(pxp).

Comme p X p est un épimorphisme, le diagramme ci-dessus est bien commutatif et (f, fo)

est bien un morphisme de groupoides.
O

3.2.5 Proposition.
Avec les hypotheses et notations du lemme précédent, si H agit librement sur un ouvert
schématiquement dense de Z et si G — Q et Z — Y sont plats on a ker p ~ H.
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Preuve : On note J5¢ C Og l'idéal qui définit H dans G. Soit f € J5c N Og une section
globale. Cette section définit une fonction f : G — Al, G-invariante et nulle sur 3. Elle
induit une fonction f: Q — A! et on a le diagramme commutatif suivant :

ALl
A

Al

H

Ona foéom = foe =0 et 7 est un épimorphisme donc foe =0 puis f € mgp, l'idéal
noyau de !, Ainsi J5c N Og C mo.
Réciproquement, si f € mg on a foé = 0. Or d’aprés le diagramme ci-dessus,

(foe)o(mos)= foi.

Donc foi=0, f s’annule sur H et f € Iy N Og.
On a donc Jg N Og = mq.
Le noyau ker p est défini par le produit fibré suivant :

kerp——Y

.

Son faisceau de fonctions est donc Og ®o, Oy = Og/mg0g.
Comme J5c N Og = mg on a mgOg C Jg. On en déduit une surjection

Og/mQOQ — Og/gg{

et une immersion fermée H < ker p.

Soit U C Z un ouvert schématiquement dense sur lequel H agit librement. On peut
supposer que U est saturé, ie U = 7~ 1(7(U)).

Alors 'action de QTU = ((H x5 H) X(5,6),2x2,t,5 9w sur Gy est également libre.

En effet, pour g € G et (p,1) € H x H, I'égalité g = pgrh~! entraine gi) = g et donc
s() = t(¥) = s(g) et s(p) = t(p) = t(g). Donc ¢ et ¢ sont dans le stabilisateur de 3
qui est trivial.

Alors Q7 et V' = m(U) représentent les faisceaux quotients associés (la formation du
quotient commute au changement de base par U < Z, qui comme toute immersion ouverte
est plate).

On vérifie que Hjy est le noyau de la projection G — Q).

En effet, si T est un S-schéma et g € G(T') est tel que p(g) = 1r(y), ot = = s(g), il
existe un recouvrement fppf 77 — T et o, dans H(T”') tels que, en restriction a T”,
1, = pgy~!, donc g = o'y € H(T").

On voit donc que I'immersion H < kerp induit un isomorphisme H;; ~ ker pj;;. Or
G — Q est plat donc kerp — Y est plat. Notons z : kerp — Z et y : kerp — Y.

Puisque U est saturé, on a 2~ 1(U) = y~}(V) C kerp. Notons W cet ouvert. Le mor-
phisme 7 est fidélement plat donc V' est schématiquement dense dans Y. Comme y est
plat, W est schématiquement dense dans ker p.
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La préimage de U dans kerp est donc schématiquement dense. Ainsi ker p;; est scheé-
matiquement dense dans ker p. L'immersion fermée H < ker p est schématiquement domi-
nante, c’est donc un isomorphisme.

0

3.2.6 Théoréme.

Soit § = Z un S-groupoide fini localement libre. Soit H — G un sous-groupoide fermé,
fini localement libre et agissant librement sur on ouvert schématiquement dense de Z. On
suppose que l'on est dans 'une des situations d’application du théoreme [Z.5 1) et I’on note
Q = Y le groupoide quotient de G par H et p = (p,7) : (§ = Z) — (A = Y) le
morphisme de quotient, que [’on suppose plat. Alors p induit une suite de Z-schémas en
groupes 1 — Sty — Stg -2, 7% Sto, ezacte au sens ou :

(1) Stge — Stg est une immersion fermée.
(11) Stgc =~ ker(a).

Preuve :
Le morphisme p induit un morphisme p : § — 7*Q dont le noyau est kerp xg Stg
d’aprés le lemme [3.2.21 Notons « : Stg — 7" Stg le morphisme induit sur les stabilisateurs.
(i) Stge —> Stg est le changement de base de l'immersion fermée H — G par la
diagonale Z — Z xy Z. C’est donc encore une immersion fermée.
(ii) On a d’apres les lemmes B.2.T] et B.2.2] ker o = ker p. D’aprés la proposition précé-
dente, kerp = H. Ainsi ker v = H X g Stg = Sty.
O

3.2.7 Corollaire.
Avec les notations et hypothéses précédentes, on a la suite exacte de Oz-modules

0— W*mQOStS — Mg — My — 0

ot mq, mg et myc sont les idéauxr d’augmentation des Z-schémas en groupes Stq, Stg
et Stg{.

Preuve :

Stgc est un sous-schéma en groupes fermé de Stg, changement de base de I'immersion
fermée H — G par la diagonale Z7 — Z xg Z.

Soit J le noyau de la surjection Ogggs — Ogg,e- On a la suite exacte

0—J — Ostg — Ostye — 0.

L’idéal définissant ker o est 7" mgOst-
Comme ker a =~ Stg¢, on a § = 7*mgOgty, d'ott la suite exacte

0— W*mQOStS — OStg — OStg}( —0

puis, quotientant par Oz qui est facteur direct de Ogtq et Ost,,, la suite exacte annoncée.
O
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3.3 Un diviseur de ramification pour les revétements généra-
lisés
Diviseur associé a un faisceau cohérent

On rappelle une construction générale, en suivant [MFK94 V, §3].

Soit X un 8-schéma noethérien.

Soit F un faisceau cohérent sur X. On suppose satisfaites les deux conditions suivantes :

(i) le support de F ne contient aucun point associé (c’est-a-dire de profondeur 0) de
X.

(ii) Pour tout point z € X, JF est de Tor-dimension finie, c’est-a-dire admet une réso-
lution projective finie.

Enfin, si € est un Ox-module localement libre de rang r on note det(€) le faisceau
inversible A" E.

3.3.1 Lemme. Si0 — &, — &,_1 — ... — &y — 0 est une suite exacte de
n

faisceauz localement libres sur X, on a un isomorphisme canonique ®det(8i)(_1)i ~ Ox.
=0

On renvoie a [MFK94l V, §3, Lemma 5.6] pour la preuve.

Par hypothése, tout * € X posséde un voisinage ouvert U tel que F posséde une
résolution finie

0—&, — .. — & —Fy—0

par des Oy-modules libres &;. Soit U’ = U \ Supp(¥F). Appliquant le lemme ci-dessus a la
suite exacte

0—¢& —>...—>80‘U,—>0

TL‘U/

n
on obtient un isomorphisme Op: =~ ®det(8i)|((;ll)z. De plus comme les &; sont libres
=0
n .
sur U, on a un isomorphisme ®det(8i)(_1)z ~ Opy. En les composant on obtient un
i=1
automorphisme de Oy et donc une section (unique & un inversible prés) f € Ox(U’). Or
par hypothése U’ contient tous les points associés de U donc, d’apres [Gro66, 11.10.2], U’
est schématiquement dense dans U puisque X est noethérien. Ainsi on a un isomorphisme
de faisceaux de fonctions rationnelles Ky ~ Ky et f définit un diviseur de Cartier sur U.
D’apres [MEK94l V,§3,p.106], on peut recouvrir X par des ouverts comme ci-dessus pour
obtenir un diviseur de Cartier effectif Div(F) qui ne dépend pas des résolutions choisies.

Vérifions que ce diviseur est effectif. D’aprés [Mum66, 9 p.65] 11 suffit de le vérifier en
tous les points de profondeur 1.
Soit € X de profondeur 1 et

0—&, — .. — & —Fy—0
une résolution (libre, cohérente) de F dans un voisinage U de z. On pose & = ker(&g — 7).

3.3.2 Lemme. B
1l existe un voisinage Uy C U de x sur lequel € est libre.
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Preuve :
D’aprés la formule d’Auslander-Buschbaum [BH93| 1.3.3] on a, pour tout Ox z-module
M de dimension projective finie,

1 = prof(Ox ) = dimp(M) + prof (M),

ou dimp désigne la dimension projective. Comme Ox , est local, un Ox z-module est pro-
Jectlf si et seulement si il est libre. Ainsi si 8 n’est pas libre on a dlmp(E ) = 1et
prof(&,;) =0. Or prof(&,;) =min{i € N | Ext!(k(z), m) # 0} donc il existe un morphisme
non nul de Oy ;-modules k(x) — :‘l; et par composition avec l'injection :‘l; — &p,z ON
obtient un morphisme non nul k(xz) — g 5. On a alors prof(€g ) = 0. Mais £ , est libre
donc dimp(€p,) = 0, ce qui contredit la formule d’Auslander-Buschbaum. Ainsi é; est
libre. Comme & est cohérent, il est libre sur un voisinage de x.

0

Dés lors, puisque le résultat de dépend pas de la résolution choisie, on peut calculer
Div(%F) en un point de codimension 1 & partir d’une résolution de longueur 2. En notant h
la fleche & —» &y on a alors Div(F), = (det(h)),. Ainsi Div(F) est effectif en tout point
de profondeur 1, donc effectif.

Lorsque X est régulier en codimension 1 on peut préciser Div(F) :

3.3.3 Lemme.
On suppose que X = Spec(A) est le spectre d’un anneau de valuation discréte. Soit

m € A une une uniformisante. Alors il existe un A-module M tel que F = M et l'on a
Div(F) = (!4, on, 14(M) est la longueur du A-module M.

Preuve :

T
Il suffit d’écrire M ~ EB A/7m"™ pour un certain r-uplet d’entiers (n,..,n,). On a alors
i=1
la résolution
0— A" A" s M —0
ou h est la matrice diagonale (7™8;;)1<i j<r, de déterminant rla(M),
d

Ce résultat permet de calculer Div(F) dans le cas ot X est régulier en codimension
1. En effet, si x est un point de codimension 1 et U = Spec(A) un voisinage affine de z,
comme le localisé¢ Ox , est un A-module plat on peut tensoriser une résolution projective
cohérente de J sur U par Ox , pour obtenir une résolution libre de F,. La multiplicité de

Div(F) en x est donc la méme que celle de Div(é’i) sur Spec(Ox z), & savoir lo , (Fz).

3.3.4 Remarque.
On peut définir plus généralement les déterminant et diviseur d’un complexe parfait F,
de Ox-modules acyclique en tout point de profondeur 0. On obtient un diviseur Div(F,)

sur X tel que Ox(Div(F,)) ~ det(F,).
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Diviseur de ramification associé a un revétement

On utilise les notions de la section précédente afin de proposer une définition d’invariant
de ramification pour un revétement de schéma.

3.3.5 Définition.

Soit (Y, §) un pré-revétement d'un S-schéma X. On suppose que Y est régulier en
codimension 1, de sorte que tous les Oy-modules admettent des résolutions projectives
au voisinage des points de codimension 1. Soit Stg le stabilisateur du groupoide § = Y.
On note o : Stg — Y le morphisme de structure faisant de Stg un Y-schéma en groupes.
Puisque (Y, 9) est un pré-revétement, § = Y est génériquement libre donc son stabilisateur
est génériquement trivial. Ainsi o,mg est un Oy-module de torsion. D’aprés ce qui précede,
on peut définir son diviseur sur Y. On pose

Rg = DiV(O'*mg)
On dira que Rg est le diviseur de ramification du pré-revétement (Y, G).

Reprenons les exemples des actions des schémas en groupes «y, et pu, sur la droite
affine d’un corps k de caractéristique p > 0 donnés en 2.5.5] et calculons leurs diviseurs de
ramification.

3.3.6 Exemples.
e Considérons le groupoide § défini par I'action de p, = Spec(tf[_ﬂl) sur X = Ai, =
Spec(k[z]) donnée par z — tz.
Le quotient de Z par ce groupoide est donné par Y = Spec(k[y|) et le morphisme
quotient par y — 2P.
Le produit fibré définissant le stabilisateur Stg est donné par le diagramme cartésien

suivant :
Stg — G X, Z

| ]

Z—— 7% 7

Le comorphisme définissant la diagonale Z — Z X Z est donné par

klz1,20] — k[Z]
21,22 — z

Le comorphisme G Xy Z — Z X}, Z est quant & lui donné par

klz1,22] — fp[z,tl]
21 d z
29 — tz
Ainsi on a Oggq = I:p[itl] Oklz1,20] K[2] = % L’idéal d’augmentation de Stg est
donc Kz )
z
=(t—-1)—"="
ms = (-~ =1

On obtient la résolution libre de o,mg suivante :

klz,t]

__MEH
tP—1,(t—1)z ’

0 — k[z]Pt 25 k[P — (t—1)
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ou la premiére fleche est la multiplication de toutes les coordonnées par z. Son dé-
terminant vaut 2P~!. Ainsi le diviseur de ramification de cette action est supporté
au point 0 et a pour multiplicité p — 1, c’est-a-dire

Rg = (p— 1I[0]

k[t]

e On considére a présent le groupoide G donné par l'action de o, = Spec(7;) sur
Z = A} = Spec(k[z]) par z — s = 21—tz + 1222 — 4 (=1)P P17 Le
morphisme diagonal Z — Z X Z est le méme que dans l’exemple précédent et le
comorphisme de

GXpZ — Z Xy Z

est donné par

k[z,t]
k[zh 22] — i
21 — z
z
22 N
_ ]{I[Z,t] _ ]{I[Z,t] z — tz2
On a donc Osig = 527 ®nlz,z) blz] = iz car 2 — o = 155

On obtient alors la résolution libre de o,mg suivante :

k[z,t]

2
0 — k[z]P Z5 k[Pt — ¢
P, 22

— 0,

olt la premiére fléche est la multiplication de toutes les composantes par z2. Ce
morphisme est de déterminant 22~ On a donc dans ce cas

Rg = 2(p — 1[0].

e Donnons maintenant un exemple en dimension supérieure.

Soit n € N* un entier et k un corps de caractéristique p > 0. Considérons ’action

du groupe GL,, = Spec ( klas; 0]

@et(a,)y=T) SUr M,, ~ A" = Spec k[z;;] par multiplication a

gauche :

GLn Xk M, — M,
(P,M) +— PM

Pour tout entier a > 0, notons G, le noyau du a-éme morphisme de Frobenius

F, : GL, — GL{®

Si 8> a, G, est un sous-groupe de Gg.
On a

kla;;, 1<i,5<n
Ga = Spec z[)alj" \ ,‘Z,a\ ]
ajj iF g, a; —1
(notons que les relations ci-dessus impliquent I'inversibilité du déterminant), c’est-a-
dire
G; = Spec(klai;]/m”™),

ot mP"! désigne I’idéal engendré par les puissances p®-iemes de 1'idéal d’augmentation
de GL,,. Il s’agit d’un k-schéma en groupes fini d’ordre pa”2.
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L’action de GL,, définie ci-dessus induit pour tout entier o > 0 une action de G, sur
M,,. La coaction est donnée par le morphisme

pi K[zl — Kz, ay)/mP”]
Zij — Z a2y
=1

Remarquons que cette action est libre sur I'ouvert schématiquement dense GL,, C
M,,. Notons Z = Spec(k[zij](a)), ol

n

A= Z g(U)HZi,o(i)

ceS, i=1

désigne le déterminant en les z;;. Il s’agit d’'un polynéme irréductible, de sorte que Z
est un diviseur premier dans M,,. Les actions de GL,, et de ses noyaux de Frobenius
sur M, induisent des actions sur Z. Notons que, puisque M,, est régulier, k[z;;](a) est
un anneau de valuation discréte, en particulier ce dernier est sans torsion. De plus
la normalité est préservée par passage aux invariants sous ’action d’un groupoide
fini localement libre. Ainsi le schéma quotient Z/ G, est également normal. On en
conclut que le morphisme de quotient Z — Z/ G,, est fini plat, de degré pa”Q. Or
le morphisme correspondant au morphisme d’anneaux

klyijlar — Klzig]a
Yij = Zf)j 7
ot A’ désigne le déterminant en les variables Yij, est également G,-invariant, fini et
plat de degré p®°. Notons Y = Spec(klyijlas). Comme Y est le spectre d’'un anneau
de valuation discréte et que Z/ G, est sans torsion, le morphisme Z/ G, est plat. Par
ce qui précéde, il est de degré 1. C’est donc un isomorphisme et 'on a Z/ G, ~ Y.
Soit &« € N* un entier. On cherche a calculer le stabilisateur du groupoide G, = Z
défini par l'action du a-iéme noyau de Frobenius de GL, décrite ci-dessus. Pour
alléger les notations, on le notera St,,.

Ce dernier est donné par le produit fibré

St, ——— K
Z—— 7 x1 7

On a donc
Alaij]

- 7
(o7
mlP) E a1z — Zij
!

Ost, = 03¢ ®o,,, , Oz

ot 'on a posé A = k[z;;](a)-
Les relations Z a;x; — zi; = 0 pour tout (i, 5) € [1, n]? expriment le fait que, si P

!
désigne la matrice des (a;;) et X désigne la matrice des (z;;), on a PX = X, ce qui

s’écrit aussi QX = 0, ou ) est la matrice P — 1,,.

De plus la matrice X est de rang maximal dans Frac(A) puisqu’elle est inversible
dans k((2i5):,;). Remarquons aussi que tous ses coefficients sont inversibles dans A
puisqu’aucun des z;; n’est divisible par A. L’algorithme du pivot de Gauss montre
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alors qu’on peut trouver une matrice T, produit de transvections a coefficients dans
A, telle que XT = D, (A), ot D,,(A) est la matrice de dilatation I,, +(A — 1) E,,,
matrice diagonale a coefficients égaux a 1 excepté le dernier valant A.

Comme T est inversible la relation QX = 0 équivaut 4 QXT = 0, soit & QD,,(A) = 0.
On trouve alors :

V(Z,]) € [[Ln]]Q’ j 75 n = Q5 = 0,
Vi e [1,n — 1], Aai, = 0.

et
A(apy, —1) = 0.

On convient de noter a; = a;, pour ¢ € [1,n — 1] et a, = any — 1. On a alors la
présentation de OSM’ , Suivante :

Alay,...,ap,
Ost, = = o1 ]

p(!
ay ,...,an ,Aay,...,Aay
Calculons maintenant le diviseur de ramification associé a ’action de G, sur Z.
n

avec Vj € [1,n], i; < p® — 1. L’idéal d’augmentation de St, est engendré par les
meémes expressions avec la condition supplémentaire que les 7; ,ne soient pas tous

En tant que A-module, Og;, est engendré par les monémes de la forme a’f ...aln

nuls. Ces mondémes sont au nombre de p** — 1. On obtient donc une surjection

AGBpOM?l — MGy,
envoyant chaque copie de A sur la droite engendrée par le mondéme correspondant
dans my,.
Le noyau de cette surjection est I'image du morphisme A®P”
multiplie chaque coordonnée par A.
Le déterminant de ce morphisme est AP*" 1,
On trouve ainsi

n—1 an _q

— AP qui

Ra = Div(mg,) = (p°" — 1)(A).

3.4 Cas particulier des revétements galoisiens génériquement
étales

Comme rappelé dans l'introduction, la théorie classique de la ramification associe a
tout morphisme fini génériquement étale de schémas

f:Yy—X

un diviseur qui mesure l'obstruction de f a étre étale.

On cherche dans cette sous-section a relier cette théorie au formalisme développé dans
cette these.

On démontre le résultat suivant, qui relie le diviseur de ramification classique avec la
définition dans le cas des revétements modérés galoisiens génériquement étales.
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3.4.1 Proposition.

Soit f: Y — X un revétement génériquement étale galoisien de groupe G, au sens de
[Gro63]. On suppose que Y est réqulier en codimension 1 et on note G le groupoide induit
par l'action de G. Soit Rg le diviseur associé au stabilisateur du groupoide G xx Y =Y
défini par Uaction de G surY et Ry/x = diV(Q;/X) le diviseur de la théorie classique. On
a U’égalité

Rg = Ry/x -

Preuve :

Il s’agit de montrer une égalité de diviseurs, on peut donc pour cela se placer en un
point de codimension 1 de Y. De plus par hypothése, Y est régulier en codimension 1. Sans
perte de généralité, on peut donc supposer que Y = Spec(A) et X = Spec(A4p) sont des
spectres d’anneaux de valuations discrétes dont l'extension de corps des fractions K /K|
est galoisienne de groupe G.

Si B est une Ag-algebre, on notera B[G] 'algebre des fonctions de G considéré comme
B-schéma en groupes constant, dont une B-base est formée par les fonctions

eg: G — B
h — 6h,g
La multiplication est donc donnée par ejey = g 4€4.

L’action de G sur Y est équivalente & la donnée, pour chaque élément g € G, d’un
automorphisme de A-algébres que 'on note encore

g = (gﬁ)_1 A — A.
Le comorphisme de G xx Y — Y s’écrit alors

Pt A —  A®a, AlG) ~ A[G]
a Zg_l(a)eg

geG
La fleche j : G xx Y — Y X x Y est quant & elle donnée par
jti : A®A0A — A[G]

a®b — Zag_l(b)eg
geG

Calculons I'idéal I définissant le stabilisateur St du groupoide G xx Y =3 Y.
Il s’agit de I'idéal engendré par I'image par j* de I'idéal définissant 'immersion diagonale

Y=Y xxY

(notons que Y est affine donc séparé). On sait que I'idéal de la diagonale de Y est engendré
par les expressions de la forme (1 ®a—a® 1) pour a € A. Or on a

Fl®a—a®1)=)Y (9" () - 1)
geG

car, dans A[G], on a 1 = Z eq. Ces expressions engendrent 1'idéal 1.
geG

L’idéal d’augmentation m de St est engendré par les images des e, pour g # 1 dans

A[G)/I.
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Notons de plus que si t = Z tgeq € AlG] et u = Z(g_l(a) — a)eg pour un certain
geG geG

tu="> ty(g"(a) — a)eg

geG

a€ A, ona

car egeq = g g€4.
Ainsi on a un isomorphisme de A-algébres

OSt — @ A/Ig,

gelG

ot I, est I'idéal engendré par les expressions (g~!(a) — a) pour a € A.
Par suite, comme A-module, on a

m= @A/Ig.
g#1

Par hypothéses, I'extension résiduelle de A/A est séparable donc, d’aprés [Ser68|, 111,
§6, prop.12], A est monogéne sur Ag. Notons x un générateur et v la valuation dans A.
Pour tout g € G on a

v(ly) =v(g~ (x) — z) == ia(g)

m o @ A/mie(9),

geG

Avec ces notations on a

ol 7w désigne une uniformisante de A.
On obtient alors une résolution de m par des A-modules libres :

0 —s A®IGITT _y g®IG-1 sy 0,

otl M est une matrice diagonale de taille |G| —1 dont les éléments diagonaux sont les 7°6(9),
Son déterminant a pour valuation Z ia(g).

g#1
Or on sait, d’aprés [Ser68, IV, prop. 4], que

> iclg) = v(Dasa,),
g#1

ott D 4/4, désigne la différente de I'extension A/Ag.
On voit donc que les multiplicités des diviseurs Rg et Ry, x sont égales en tout point de
codimension 1 de Y, d’ou le résultat annoncé.

0

3.5 Comportement du diviseur de ramification par dévissage

Comme rappelé dans l'introduction, une des principales propriétés du diviseur de rami-
fication de la théorie classique est son comportement par dévissage : si I’on a un diagramme

commutatif

Z%Y

NS

X
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de revétements génériquement étales alors on a ’égalité de diviseurs de ramification

Rz/x = Rzy +f" Ry/x -

On commence par 'observation suivante, conséquence facile de la proposition [3.2.0]

3.5.1 Proposition.

Soitent X un schéma, (Z,9) un revétement de X. Soit H = Z un sous-groupoide
fini localement libre de G tel que (Z,H) soit un revétement de 'Y := Z/H. On note f le
morphisme de quotient Z — Y. On suppose qu’il existe un groupoide quotient Q = Y
de G par H et que (Y,Q) est un revétement de X. Alors si Q = Y agit librement, on a
Rg = Ry.

Preuve : C’est une conséquence immédiate du corollaire B.2.71 En effet, on voit que si
mg = 0 alors mg ~ my. Les diviseurs qu’ils définissent sont donc égaux. U

Dans la suite de cette section on reprend les actions des exemples [3.3.6] et on détermine
le comportement de leurs diviseurs de ramification par dévissage.

3.5.2 Exemples. La lettre k£ désigne toujours un corps de caractéristique p > 0.

e Soit » > 1 un entier. On considére I'action du schéma en groupes G := oy =
Spec( tp]fl[ﬂl) sur la droite affine Z := A} = Spec(k[z]) donnée par la formule
z
t.z = .
1+tz

On notera X le quotient de Z par cette action. On a X ~ A} = Spec(k[z]), le
morphisme de quotient Z — X étant donné par le morphisme d’algébres z +— 2P".

Soit 1 < m < n un entier. Considérons le schéma en groupes H := apm = Spec(fp[frl)
comme sous-schéma en groupes de G via la surjection ¢t 5. On a G/H ~ apn-m =

Spec(plfl[f‘,}n) et le morphisme de quotient G — G/H est donné par le morphisme

d’algébres v — t?"'. L’action de G sur Z induit une action de H, par la méme
formule. Notons Y le quotient de Z par H. On a encore Y ~ Al = Spec(k[y]), le
morphisme de quotient f : Z — Y étant donné par y — 2P . Enfin on vérifie
que l'action résiduelle de G/H sur Y se fait également via la méme formule. Notons
respectivement G, H et Q les groupoides induits par ces actions et Rg, Rg¢ et Rqg
leurs diviseurs de ramification. Des calculs identiques & ceux de montrent que
I'on a Stg = Spec( hzf ), Stg¢ = Spec( hz.5] ) et Stg = Spec(%). Ainsi on a

tP" 122 " 522 ur
Rg = 2(p™ — 1)[0], Rgc = 2(p™ — 1)[0] et f*Rg = 2p™(p" ™ — 1)[0]. On voit donc
que l'on a, comme dans la théorie classique, 1’égalité

Rg = Ry +f" Ro

entre les diviseurs de ramification.

Cependant, on va voir qu’il ne s’agit pas d’un fait général. Les actions de noyaux de
Frobenius du groupe spécial linéaire rencontrées en [3.3.6l donnent un contre-exemple.
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e Soient 0 < o < 3 deux entiers. Soient G, et Gg les noyaux de Frobenius d’ordre o et
B de GL, . On note H = Z et § = Z les groupoides donnés par les actions de G,
et Gg sur Z = Spec(k[zij](a)), ol A est le déterminant en les variables z;;, décrites
en Ces groupoides sont finis et localement libres de sorte qu’on dispose des
schémas quotients

Y =27/, et X :=27/3s

Le méme raisonnement que dans montre que l'on a Y = Spec(k[yi;](a)) et
X = Spec(k[zijlar), on A’ et A” désignent respectivement les déterminants en les
variables y;; et x;;. Les morphismes de quotients sont donnés respectivement par
Yij — zfja et z;; — zfjﬂ. De plus d’aprés [Jan03, I, § 9.4] on a Gg /G =~ Gg_q.
L’action résiduelle de Gg_, sur Y se fait encore par multiplication des matrices.
Les calculs de montrent que 'on a Rg = (p™ — 1)[A], Ry = (p°" — 1)[A] et
Rp_o = (p¥~%" —1)[A’], ott Pon a noté R; le diviseur de ramification correspondant
a l'action de G;. Or A/ est envoyé sur AP” par le comorphisme de f: Z — Y. On a
donc f*[A’] = p*[A]. Ainsi on a Ry +f*Rs_o = (0™ — 1)[A] 4+ p*(pB~In —1)[A].

On voit donc que

Rs # Ra +f* Rg—a -

Dans 'exemple précédent, on a Rg = R, +p(n—1) f*Rg—q. L’exemple suivant montre
qu’en général il n’est pas possible de trouver un coefficient entier ¢(G, H, Q) := ¢ tel que

Rg = Ry +¢f* Ro.

e Soit A la sous-variété de Mg formée par les matrices de la forme

o I1 X2
M = 0 g X3
0 0 i)

et G C A le groupe de ses éléments inversibles, c’est-a-dire les matrices M de la forme
ci-dessus pour lesquelles g est inversible. Soit ¢ > 1 un entier et G; le i-éme noyau
de Frobenius de G. L’action de G sur le localisé de A en xg par multiplication induit
une action de G; dont on va calculer le stabilisateur. On note O I'anneau de fonctions
de A localisé en xg. Comme en [3.3.6, on montre que I'on a Spec(0Q)/ G; = Spec(OP").
Pour décrire le stabilisateur de G;, on doit résoudre ’équation PM = M. Notons

ap ap a2
P-1= 0 ap as
0 0 a

P p* P P - N :
avec ap = ay; = ay = az = 0. On obtient le systéme suivant :
apgroy = 0
apx1 +aixg =0
aprz + ayr3 + azxro = 0
aprs + agxg = 0.

Remarquons que, dans O, les éléments x1, xo et x3 sont inversibles. La seconde
équation s’écrit donc aussi ag = —xl_lxoal. En reportant cette expression dans la
troisiéme équation on trouve aj(x3 — xflxoxgal) + aoxg = 0 puis en multipliant par
x1 on a aj(r1x3 — xox2) + azx1xg = 0. De méme dans la derniére équation on trouve
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—xgr3a; + xoxri1az = 0. Le systéme est donc équivalent a :

Toag = 0

z1a0 + xoa; =0

($1$3 — $0$2)a1 + xgx1a2 =0
1‘3(—1‘0@1) + xgx1a3 =0

De plus l'élément d := x123 — xpx2 € O est également inversible. La troisiéme
équation du systéme ci-dessus s’écrit donc aussi a; = d~'zox1as. En reportant dans
la derniére équation on trouve xoxl(xoxgagd*I +ag) = 0. Comme xl_ld est inversible,
cette derniére équation est équivalente a xg(xgrsas +dag) = 0. On a alors le systéme

Toag = 0

r1ag + xrgay =0

day + xgr1a2 =0
(1‘01‘3@2 + dag)m'o =0

De la troisiéme équation on tire a; = —d~'zgz1as. En reportant dans la seconde on
trouve ag = —xflxoal = x%d_chQ. La premiére équation devient alors x%agd_l =0
et est donc équivalente a x%ag = 0. Ainsi, en posant a4 = zoxsas + daz et z = xg, on

trouve que I'équation PM = M est équivalente au systéme :

a1 = —d 1zzia9
ap = d 12%as
23a9 =0

zaly =0

Le stabilisateur de I'action de G; sur Spec(O) est donc le O-schéma affine d’anneau

O[a2’ ag]

P' o \pi L3 /
as , (a5)P*, z3aq, zah

Son idéal d’augmentation m; est engendré comme O-module par :

3 A
, en nombre p* — 1,

- les éléments a% avec 1 < j < p* — 1, annulés par z
- les éléments a%(ag)k avec 0 < j < p'—1let 1< k< p'—1, annulés par z, en nombre
P —1).

On obtient donc une résolution de m; comme O-module de la forme suivante :

24 2% _
0— P71 2, 071 im0,

oll ¢ est une matrice diagonale dont p* — 1 termes diagonaux valent 2'37, les autres
valant z. Son déterminant est donc det(p) = 3@ =D+p'(P'=1) — ') =D - Ainsi,
en notant R; diviseur de ramification associé & cette action on a

R; = (p' +3)(p" = 1)[z].

Etudions maintenant son comportement par dévissage. On se donne deux entiers

naturels 1 < i < j. On note Z = Spec(09), Y = Z/G; = Spec(OF') et X = Z/G; =
Spec((‘)pj). Ici encore on a G; / G; ~ Gj_;. Le morphisme de quotient f : Z — Y est
donné par I’élévation a la puissance p’-éme sur les anneaux de fonctions. On a donc,
d’aprés les calculs précédents, f*R;_; = p'(p? " +3)(p! " — 1)[2] = () + 3p))(p’ —
P[]
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Supposons qu’il existe un entier ¢ = c(i, j) tel que R; = R; +cf*R;_;. On doit donc
avoir (p' + 3)(p' — 1) + c(p? + 3p")(p? — p*) = (p’ + 3)(p’ — 1). Alors on trouve une

égalité de la forme (3 —c+ (c—1)p' ~))p'*tJ = a, ot les valuations p-adiques des deux
termes de 1’égalité sont différentes. C’est donc impossible.



66

CHAPITRE 3. REVETEMENTS GENERALISES



Chapitre 4

Revétements sous les schémas en
groupes diagonalisables

Une fois la notion de ramification pour les revétements généralisés introduite, se pose
naturellement la question, a I'instar de la situation classique, de relier la ramification d’un
revétement (Y — X,§ = X) a la géométrie du morphisme Y — X. C’est ce qu'on
se propose de faire dans ce chapitre pour les revétements sous les schémas en groupes
diagonalisables.

On fixe un schéma de base S de caractéristique p > 0 et un S-schéma noethérien X.

4.1 Actions de schémas en groupes diagonalisables

Nous rassemblons ici quelques définitions et faits utiles sur les schémas en groupes
diagonalisables et leurs actions. Pour plus de détails, voir [Grollbl Exp.VIII].

4.1.1 Définitions.

Un S-schéma en groupes G est dit diagonalisable si il est isomorphe au groupe des
caractéres d’un S-schéma en groupes constant, c¢’est-a-dire si il existe un groupe abstrait
M et un isomorphisme de S-schémas en groupes G ~ Homg_g,(Mg, Gy, g). Cette condition
équivaut & l'existence d’un groupe abélien M et d’un isomorphisme de Og-algébres de Hopf
Og ~ Og[M], ot Og[M] est 'algébre de M a coefficients dans Og.

Si M est un groupe on notera D(M) le S-schéma en groupes diagonalisable qui lui cor-
respond. On obtient un foncteur contravariant M +— D(M) entre la catégorie des groupes
et la catégorie des schémas en groupes diagonalisables. En effet tout morphisme de groupes
M — N g’¢tend de maniére unique en un morphisme de Og-algeébres Og[M| — Og[N]
donc en un morphisme D(N) — D(M). D’aprés [Grollbl Exp.VIII, th 3.1], ce foncteur
est exact (ot 'on a plongé la catégorie des schémas en groupes dans la catégorie abélienne
des faisceaux fppf en groupes).

4.1.2 Exemple.
Si n est un entier naturel, en appliquant D & la suite exacte de groupes abéliens 0 —
7257 —7 /nZ — 0 on trouve la suite exacte de faisceaux fppf en groupes

1 — pns — Gpg (7—)> Gm,s — 1,
dite suite de Kummer.

67
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Notons que p, g est étale si et seulement si n est premier a toutes les caractéristiques
résiduelles de S, auquel cas la suite ci-dessus est exacte pour la topologie étale. C’est une
incarnation d’un fait général. On peut en fait montrer 1’équivalence suivante (cf [Grollbl
Exp VIII, prop 2.1]) :

D(M) — S est lisse si et seulement si M est de type fini et 'ordre de son sous-groupe
de torsion est premier aux caractéristiques résiduelles de S.

Un groupe diagonalisable est toujours fidélement plat et affine sur S, cf loc. cit.

Rappelons qu’une action d’un S-schéma en groupes G sur un S-schéma X est la donnée
d’un morphisme p : G xg X — X induisant, pour tout S-schéma 7', une action du groupe
G(T) sur X(T'). Les actions de groupes diagonalisables se décrivent facilement en termes
d’algébre graduée.

4.1.3 Définition.
Soient M un groupe abélien et A une Og-algébre. On dit que A est graduée de type M
si elle admet une décomposition comme Og-module

A:@Am

meM

ou
— Ag est une sous-Og-algébre de A
— Pour tout (m,n) € M?, A An C Aman

On a alors la proposition suivante, cf [Grolla, Exp I, 4.7.3] et [Grol1bl Exp VIII, Prop.
4.1-4.6] :

4.1.4 Proposition. Soit M un groupe abélien. Le foncteur A — Spec(A) induit une
équivalence de catégories entre la catégorie des Og-algébres quasi-cohérentes et graduées de
type M et la catégorie opposée a celle des S-schémas affines munis d’une action de D(M).

Soit Y = Spec(A) un X-schéma muni d’une action de D(M). Alors Y — X est un
D(M)-torseur si et seulement si les deuz conditions suivantes sont réunies :
(a) Pour tout m € M, A, est un Ox-module inversible.
(b) Pour tout (m,n) € M?, le morphisme de O x-modules Am®o An — Apn induit
par la multiplication est un isomorphisme.
Les conditions (a) et (b) sont aussi équivalentes a :

(a’) Le morphisme Ox — Ag est un isomorphisme.
(b’) Pour tout m € M, Ap. A_p = Aop.

4.2 Revétements sous les groupes diagonalisables

Nous fixons X un S-schéma. Comme rappelé ci-dessus, la donnée d’une action d’un
schéma en groupes diagonalisable G = D(M) sur un 8-schéma Y et d’'un morphisme G-
invariant f : Y — X tel que Y/G s’identifie & X est équivalente & la donnée d'une
O x-graduation de type M sur Oy. On fixe un tel couple (Y, G) et on suppose de plus que
G est fini. Alors Y est affine sur X. Notons Y = Spec(A). Alors A est une O x-algébre finie
et on a une décomposition A = @ Am.

meM
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L’action de G sur Y est donnée par le morphisme de Og-algébres

A — A®opoq Os[M]
a= Z Ay Z Am @M
meM meM

La sous-algébre des invariants est Ag, de sorte que X ~ Y/G = Spec(Ay).

Supposons maintenant que (Y, G) est un revétement galoisien de X, au sens de la
définition B.I.TTl Il existe donc un ouvert schématiquement dense V C Y sur lequel G agit
librement. Quitte & remplacer V par sa G-orbite, on peut supposer que V est G-stable.
Alors le morphisme

w:GxgY —Y xxY

défini sur les foncteurs de points par (g,y) — (y,g.y) induit un isomorphisme G xg V' ~
V xx V. Ainsi ¢ est schématiquement dominant. Le morphisme

o' Oy Qo Oy — 0.(0g @og Oy)

correspondant est donc injectif. Puisque f est plat, chaque A, est Ox-plat donc localement
libre. On peut donc recouvrir X = U;U; par des ouverts affines tels que A et tous les A,,
soient libres en restriction aux ouverts affines f~(U;) de Y. Quitte & recouvrir 'image de
U; par des ouverts affines V; de S et considérer les restrictions f~1(V;) — V;, on peut
supposer que S est également affine.

4.2.1 Structure locale

On se place sur un ouvert f~1(U;) — U; comme ci-dessus. Pour décrire la structure
locale du revétement (Y, G) on peut supposer que S, X et Y sont des schémas affines et que
Oy est libre (nécessairement de rang fini) sur Ox. On note Y = Spec(A) et X = Spec(Ap)
et S = Spec(B). Soit m € M. Comme A,, est facteur direct de A considéré comme Ag-
module, il est projectif donc localement libre si Ay est noethérien. Quitte & localiser encore
dans X, on peut donc supposer que A,, est libre. Pour calculer le rang de A,, on peut se
placer sur un ouvert ou 'action est libre. Alors la condition (b') de 14l montre que le
rang de A,, sur Ay est 1.

On a alors le théoréme suivant :

4.2.1.1 Théoréme. Avec les notations précédentes, il existe une base (em)men de A
comme Ag-module avec ey = 1 et des éléments (Cmn)mnem de Ao, non diviseurs de 0,
avec g = Qmo = 1, Qmp = Qpm €t

VZ, m,n € M7 A mA4mn = OmnOmin,

possédant les propriétés suivantes :

(i) pour tout m € M, on a Ay, = Agem ;

(11) pour tous m,n € M, on a epen = O pemn.

De plus si M = Z/p"Z, les éléments o ; sont déterminés par les a; 1. Plus précisément,
notons s(i) € 7Z l'unique représentant de i € Z/p"Z dans {0,...,p" — 1}. On définit
Uapplication

o: LIPLXTL/pP"TL — z
(4,7) = oa(s() +s() —s(i+7))
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Alors st l’on pose By = 1, Bit1 = .1 ... 01 pour tout i #p'—1let f =ap1...0pm_171,
on a :
i = BBy By T (*)
Réciproquement, pour tout choiz d’un (p" —1)-uplet (ai1)iez/prz d'€léments de Ag non
diviseurs de 0 on obtient un pyn-revétement de X = Spec(Ayg) de la fagon suivante :
- On pose A = ASBp"} on attribue & chaque copie de Ay un indice i € Z/p"7Z et on note
ei = (0ij)jez/prz-
— On définit, pour tous i,j € Z/p"Z, lélément «; j € Ay selon la formule ().
— On donne a A une structure de Ag-algebre 7. /p™Z-graduée en posant, pour chaque
(4, 7),
€€ = O €y j.

Alors Y = Spec(A) est un pyn-revétement de Spec(Ap).

Preuve : D’aprés les remarques précédentes, chaque A,, est un module libre de rang 1
sur Ay dont on note e, un générateur. On peut de plus choisir g = 1. Comme, pour tout
(n,m) e M 2ona An,A, C Apin, en notant o, , le déterminant de la multiplication

Am ®Ao An — Am+n

O & €€ = Qm nCmtn-

Remarquons d’abord que la commutativité et P’associativité de A s’expriment par les
relations suivantes dans Ay :

— Pour tout (m,n) € M2, amn = o

~ Pour tout (I,m,n) € M3, 0y mQuimn = CmnQlmin-

On peut aussi supposer que aq ;, = 0 = 1 pour tout m € M. Puisque le morphisme

Y : A®y A — A®p B[M] induit par ¢f est injectif entre deux Ag-modules libres de
méme rang, son déterminant est non diviseur de zéro dans Ag. Calculons ce dernier sur la
base des e, ® e, a la source et e, ® [ au but. On voit la matrice de ¢ comme une matrice
indexée par M?2.

On a ¢(ep ® e,) = em(en @ n) = tmpemin © n. La matrice de ¢ dans ces bases est
donc monoémiale : son coefficient d’indice ((k,1),(m,n)) vaut 0 si (k,l) # (m + n,n) et
Q. sinon. Son déterminant vaut donc e(o) H Qm.n, OU €(0) est la signature de la

(m,n)eM?
permutation associée. On en conclut que tous les «,, , sont non diviseurs de zéro.

Supposons & présent que M = Z/p"Z, donc G = ppn g, pour un certain entier naturel
n. On peut dans ce cas préciser les observations ci-dessus.

Dans le localisé de Ag par rapport & la partie multiplicative des éléments non diviseurs
de 0, on considére le sous-groupe multiplicatif engendré par les «; ;, que I'on note N. On
le considére comme un Z/p"Z-module trivial.

D’aprés ce qui précéde on a, pour tous i,j et k dans Z/p"Z, ai,jai—l—ﬁka;,i};a;jk,@' =1,
de sorte que la famille (o ;) définit un 2-cocycle de Z/p"Z a valeurs dans N.

Tout élément f € N définit un 2-cocycle (f%) de telle sorte que si f = gP" est
une puissance p"-iéme, alors (f?%7) est le cobord induit par la cochaine (g*s(i)). Or on
a, d’aprés [Ser68, VIII, §4|, H*(Z/p"Z,N) = N/NP". 1l existe donc f € N et un cobord
B :Z/p"Z — N tel que, pour tous i et j dans Z/p"Z,

—1 p—1 po; 5
&g = BB By 7.
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Notons que la paire (3, f) n’est pas uniquement déterminée : on obtient encore le cocycle
(aj5) en remplacant (8, f) par ({g°®B;}, ¢*" f). En particulier, quitte a multiplier par
g = f1, on peut supposer que 51 = 1, ce que l'on fait désormais. Fixons i € Z/p"Z. La
relation (&) avec j = 0 montre que Sy = 1; pour j = 1 elle donne f;11 = a;15;f~7%1. On
distingue deux cas :

— Sii#p" —1alors ;1 =0 et Bi11 = a;,15;. Ainsi par récurrence

Bit1 = Qi1...011.
~ Sii=p" —1alors 0;1 =1et comme fy =1onal=am_118_1f et donc

f = H 51

JEZ/p"Z

4.3 Revétements Gorenstein sous [y g

4.3.1 Faisceaux dualisants

On rappelle ici quelques notions de base de dualité pour les schémas. Soit f: T — T’
un morphisme propre de S-schémas et F, G des faisceaux cohérents sut 7.

Si V est un ouvert affine de 7", tout morphisme ¢ : F|;-1(y) — Gy-1(y) induit des
morphismes H'(p) : R'f,F(V) — R'f,G(V). On obtient, pour tout 4, un accouplement
naturel

feHomp, (F,9) x R'f.F — R'f.S.

4.3.1.1 Définition.

Soit ¢ un entier naturel.

On dit que f admet un faisceau i-dualisant si il existe un faisceau quasi-cohérent wy
sur 7" muni d’un morphisme de O7/-modules

try: Rif*wf — Opr
tel que, pour tout Op-module quasi-cohérent F, la composition
FoHome, (F,ws) x REF — R faop —L O
induise un isomorphisme de O7s-modules
fHomo, (F,wy) = Home,, (R £.F,07).

Un tel faisceau, s’il existe, est unique. On rappelle le résultat général suivant, cf [Liu02]
6.4, Thm 4.32] :

4.3.1.2 Proposition.

Soit f: T — T un morphisme plat, projectif et localement d’intersection compléte a
fibres de dimension relative < r avec T’ localement noethérien. Alors f admet un faisceau
r-dualisant. Si de plus f est lisse alors wy ~ ATQ%F/T,,

Si f est fini alors les images directes supérieures s’annulent et la dualité se résume au
degré 0. Ces morphismes admettent toujours un faisceau dualisant que ’on peut préciser :
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4.3.1.3 Proposition. [Liu02] 6.4.25]
Si f: T — T est un morphisme fini de schémas localement noethériens alors f admet
un faisceau 0-dualisant et l'on a
wr ~ [0,

0w f'Ops désigne le faisceau Homo,, (f«Or, Or1) muni de la structure de Or-module défini
localement par a.0 = (x — 6(ax)). La trace try est I’évaluation en 1, définie localement par
trp(0) = 0(1) pour 6 € f'Orp.

On dira que f est Gorenstein si de plus wy est inversible.

4.3.1.4 Remarque.

La théorie de dualité que nous présentons ici est une version trés simplifiée de la théorie
générale. Nous nous limitons aux morphismes projectifs de schémas localement noethériens.
La théorie générale concerne les morphismes propres et se formule en termes de catégories
dérivées. Voir a ce sujet [Har66]. Nous n’en aurons pas l'usage.

4.3.2 Le cas des p,» s-revétements

On reprend les notations et hypothéses de la section précédente : on fixe un schéma
noethérien S et on se donne un S-schéma X muni d’un pyn» g-revétement que ’on note
simplement f : Y — X. On cherche a exhiber une condition nécessaire et suffisante sur
les constantes de structure du revétement f introduites dans la proposition 211l On a
le résultat suivant :

4.3.2.1 Théoréme.
Soit f:Y — X un pyn-revétement. On note

A= P A

1E€EL/p"L

la Ox-algebre de fonctions de Y, graduée par Z/p"Z. Pour tous i,j € Z/p"Z on note Uj;
Uouvert de X ot le morphisme de faisceauz inversibles

Ai @0y Aj — Aiyj

induit par la multiplication de A est un isomorphisme. Pour tout | € Z/p"Z on pose
Ui = Niyj=iUi;.

Alors DVouvert de X au-dessus duquel le revétement f :' Y — X est Gorenstein est
la réunion des U; pour | € Z/p"Z. En particulier, le revétement f est Gorenstein si et

seulement si
X = U U,.
leZ/p™Z

Preuve :

Remarquons d’abord que, puisque f est fini localement libre de rang p”, d’aprés [£3.1.3]
f admet un faisceau 0-dualisant (que ’on appellera simplement dualisant) et 'on a wy =
Homep, (f+Oy, Ox) considéré comme Oy-module.

Supposons que f soit Gorenstein. Comme f est fini localement libre, wy est cohérent
donc cette condition est équivalente a la condition suivante :
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Pour tout y € Y, wy,, est libre de rang 1.

Quitte a localiser dans X, on peut supposer que X et Y sont des spectres d’anneaux
locaux. On reprend les notations de EZ.TT]: on pose Y = Spec(A) et X = Spec(4p), ot A
et Ap sont des anneaux locaux et A est un Ap-module libre de rang p™. L’action de jipn g sur
Y est donnée par un cocycle (o ;) vérifiant les propriétés établies en 2.1.2. Enfin on notera
A* = Homa, (A, Ao), que 'on considére comme A-module par la loi a.0 = (z — 6(ax)).

Il existe donc une forme linéaire ¢ : A — A telle que A* = Ayp. Notons (e;);cz/pnz une
Ap-base de A avec eg = 1 et (€} );ez /pnz la base duale. Toute forme linéaire 6 : A — Ay
s’écrit 0 = ) . 6;ef comme combinaison linéaire & coefficients dans Ay des e}. L’égalité
A* = Ay signifie qu’on peut trouver, pour tout j € Z/p"Z, un élément b; = >, b;je; tel
que €5 = bj..

Or pour tout triplet (i, j, k) € Z/p"Z3 et tout z € A on a
ei-€j(ex) = ej(eier) = €] (i reitk) = % kOitk,;,

ou ¢ est le symbole de Kronecker, de sorte que

*

J

*

€;.e am,iejfi

Ainsi, en notant ¢ = Zm Pmer,, ON a
E3
bj.p = E bijPmei-em,
i,meZL/p"Z
*
= E bij Pm i m—i€m_;
i,meZ/p™7

= E bk, Ptk Otk 1€]
k+l=m

L’égalité bj.o = e;f signifie donc que Z bijPi+k0k,1 = 0. Ainsi ¢ engendre A*
kEZ/p"Z
comme A-module si et seulement si la matrice M (p) = (@ j9itj)ijez/prz est inversible.

Or, dans le localisé de Ay par rapport a la partie multiplicative des éléments non
diviseurs de 0, on a d’aprés 2111 pour tout (4,5) € (Z/p"Z)?,
1 o
CiiPiti = g Bijpiri f7,

de sorte que si N(p) désigne la matrice (Bi+;9it;jf7%7); jez/pnz, OD &

det(M () det(N(¢))

_ 1
I #

1E€EL/p"ZL

Nous allons calculer le déterminant de la matrice N(¢). En notant v; = B;¢;, on a

Yo 71 Y2 .. Tpr—1
O TS U S S Yo f
N((p) - . . . .
Yo f Ypn—3f

Yor—1 Yof mf .. Ypr—2f
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On remarque que , si n;; désigne le coefficient d’indice (i, j) de N(yp), on a
_ e osis(i) +s(f) <pt -1
Vi+;f sinon

On fait les opérations élémentaires consistant & échanger la i-éme ligne avec la (p™ —
1 —i)-iéme. On obtient la matrice

YW1 vf mnf .. Ypr—2.f
Ypr—2 Ypr—1 Yof . Yr-sf
N/((p) - . . . . . .
" Y2 3 Y.f
Y0 4! Y2 . Tpr—1

Les coefficients (n;;); jez/pmz de N'(¢) sont donnés par

) {’Yj—z‘—l si s(i) > s(j)

T .
Yj—i—1f sinon

et ne dépendent donc que de la différence entre 'indice de ligne et I'indice de colonne.

Soit Gpyn le groupe symétrique d’ordre p™, que 'on voit comme les bijections de Z/p™Z.
Pour k € Z/p"7Z on note 7 la permutation (i — i + k). Remarquons que pour tout couple
(k,l) on a 1, 0 7 = Tg4;. Ainsi le groupe Z/p"Z agit sur Syn par la formule

LI X G — G
(k,o) = TpoooT !

On désigne par €2 I’ensemble des orbites de cette action. On a G,n = H w. On peut

weN
regrouper par orbites les termes intervenant dans le déterminant de N'(yp) :

det(N'(9) = Y. elo) [] nioe

o€Gyn 1€EL/p"L
/!
=22 <) I miae
weQ oEw i€Z/p"T.

ou ¢ désigne la signature. C’est un morphisme de groupes vers {—1,1} donc elle est
constante sur les orbites.

Remarquons de plus que si o et 6 sont dans la méme orbite, alors les ensembles
{n} oyt € Z|p"ZL} et {n oGyt € Z/p™Z} sont égaux. En effet si il existe k tel que
0 =T,000T, 1 on obtient une bijection entre ces deux ensembles en envoyant n’ o)) =

/ / .
nl’,o’(ifk)Jrk sur ni“rk,g(i*k) pour tout 7.
Ainsi, si 0 et o sont dans la méme orbite on a

e0) D nmigw=clo) Y mia
iE€EZ/p™L €L/ L

Or chaque orbite est, par la formule des classes, de cardinal une puissance de p. De plus
I’orbite d’'une permutation o est de cardinal 1 si et seulement si ¢ commute a tous les 7, si
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et seulement si o7 = 7 00 puisque 7, = 7. Si tel est le cas on trouve o(i) = o(i—1)+1
puis o(i) = o(0) 4+ ¢ pour tout i, c’est-a-dire que o est I'une des permutations 7. Ces
derniéres sont de signature 1 pour tout k.

Enfin pour k € Z/p"Z on a (1) =1 et

/ {’Yk1 sis(i) = s(i + k)

n. N =
47 (3) Ye—1f sinon

! _ Pt ept—1-k
et donc H M () = V1S .
1E€EL/p"ZL

Ainsi le déterminant de N'(p) se met sous la forme
det(N'(9)) = D> A 7" 4 pz
1E€EL/p"L
avec z € Ag et comme p = 0 dans Ap on a
pt—1 pt=1 n n_1_4
det(N(p)) = (=1)"7 det(N'(p)) = (=1)"2 > A7 /7
1€EZ/p™ L

n

pr—1
Notons € = (—1) 2 . Pour tout ¢ € Z/p"Z on a

1 n n . n
o pt—1—7 __
,32 %'_1f = Cz@f
II &
JEZ/p"Z

P’ epm—1—i

avec ¢; = 61f72

II &

JEZ/p"Z

Avec ces notations on a donc

det(M(p)) =2 > el .
1E€EL/p"ZL

On va donner une autre expression des ¢; qui montrera directement que ces derniers
sont dans Ag. A cet effet on remarque que si 6; désigne la forme linéaire dont la j-iéme
coordonnée vaut d;;, la matrice M(6;) est une matrice monomiale : son terme d’indice
(i,7) vaut 0y ;4 045 La signature de la permutation (i — | — i) étant € on a det(M (6;)) =
£ H Qjj.

i+j=l
Ainsi on trouve, pour tout [ € Z/p"Z,

Cc] = H aij-
itj=I
On a donc, pour tout ¢ € A*,
det(M(p)) = > ([[ cp)el”
I€Z/pnZ i+j=l

La Ag-algébre A est de Gorenstein si et seulement si on peut trouver ¢ € A* qui rende

ce déterminant inversible. Puisque A et Ap sont locaux, c’est le cas si et seulement si il

existe | € Z/p™Z tel que oy soit inversible dés que i4j = [, auquel cas la forme e} engendre
le A-module A*.

O
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4.4 Ramification des revétements sous les p-groupes diago-
nalisables

On fixe un S-schéma X. Soit M un p-groupe fini (abstrait) dont on notera |M| le
cardinal et G := D(M) le S-schéma en groupes diagonalisable Spec(Og[M]) associé. On
notera X" I’élément de Og[M] correspondant & m € M. La multiplication dans Og[M]
s’écrit alors X™X"™ = X™*" Soit enfin (Y, G) un revétement galoisien de groupe G. On
propose dans ce chapitre de calculer le diviseur de ramification du revétement (Y, G), au
sens de la définition B3]

Il s’agit d’un calcul local. On supposera que Y est régulier en codimension 1. Si y est
un point de Y de codimension 1, 'anneau Oy,, est un anneau de valuation discrete, que
I’on notera A et dont on notera v la valuation. On dispose d’une graduation de type M

A:@Am

meM

induite par I’action de G. Comme (Y, G) est un revétement, chaque A,, est un Ap-module
libre de rang 1 dont on notera e,, un générateur. On fera également la convention ey = 1.

La formation du stabilisateur commute au changement de base donc le stabilisateur
Sta,y du revétement en y est donné par la produit fibré

StG,y—>GXSYy
o
Yy, —— Y, XsY,

ou 'on a posé Y, = Spec(A). L'immersion diagonale de Y, est donnée par le morphisme
d’anneaux

ARA — A
a®b —  ab

Le morphisme G xgY, — Y, xg¥, est quant a lui donné par le morphisme d’anneaux

A A — A[M]
a®b  — Z ba, X™

meM
On a alors
AlM
Oste,, = A[M] ®aga A = [M] -
( > bamX™ —ab, a,b € A>
meM

En considérant les éléments e,, pour m € M on voit que les relations Z ba, X™ —

meM
ab = 0 pour a,b € A sont équivalentes aux relations e,,(X™ — 1) = 0 pour m € M. On a

donc

OStG’y =
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Son idéal d’augmentation est engendré par les images des éléments X™ — 1, m # 0
dans Ogtg -
On notera alors donc
Msee, = Y (X —1)0s, .
meM*
Remarquons que la collection des éléments X™ — 1 pour m € M forme encore un
systéme de générateurs de A[M]. On obtient donc une surjection de A-modules

M|—1
w: ABIMI=1 oMt ,

en envoyant le i-éme vecteur de la base canonique de A®IMI=1 gur X™ — 1. On cherche a
déterminer son noyau.

Remarquons d’abord que si e, est inversible dans A alors X = 1 dans Ost,, ,. Notons
de plus que si e, et e,y sont inversibles alors e,,,,, l'est aussi, en vertu de 1’égalité
emEm! = Ol m/€m+m/- Ainsi 'ensemble

N:={neM]|e, € A"}

est un sous-groupe de M. Notons de plus que e, est inversible si et seulement si e_,, ’est,
si et seulement si v, —p, est inversible dans Ay, en vertu de 'égalité e,,e_,, = qup —m € Ao.
On a donc également N ={n e N | ap—, € AJ }.

On a alors la proposition suivante :

4.4.1 Proposition.
Si N = {0} alors il existe d € M tel que :
(i) eq est une uniformisante de A.
(ii) Le noyau de o soit égal au sous-A-module (eqA)PIMI=1 de ABIMI=1,

Preuve :
Remarquons d’abord que les valuations des e,, sont distinctes. En effet, soit (m,n) €
M? tel que v(ey,) = v(e,). Alors il existe un élément inversible a € A* tel que e, = aen,.

Ecrivons
a = E A€
keM

sur la base (e;); de A comme Ag-module. On a alors

aem = 5 Agemtk = €n
keM

Ainsi on a ap = 0 pour k # n —m et donc @ = ap_m€n_m € An_m. Mais a € A* est
inversible donc e,,_, est également inversible. Comme N = {0} on a n = m.

Notons ensuite que 'on a, pour tout m € M, v(e,) < |M| — 1. En effet, supposons
qu'il existe n € M tel que v(e,) > |M|. On peut alors écrire e, = 7/MIb, ott b € A et 7 est
une uniformisante de A.

Or pour tout z € A on a z/Ml € Ay.

En effet, si z = Z ., s’envoie sur Z Zm X™ par la coaction alors, comme | M| est

meM meM
un puissance de p, z!M| s’envoie sur

Z Ty X M

meM
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Mais |M| annule M d’aprés le théoréme de Lagrange. Ainsi pour tout m € M on a
XMlm — 1 et done zMl e A,.
Ecrivons alors

b= bye.

keM

€n = E WIM‘bkek.

keM

On a donc

D’aprés ce qui précéde, pour tout k € M on a wMlb, € Ay. Ainsi by, = 0 si k % n et donc
€n = 7TI]V[‘fn
avec f,, € A,. On a alors Age, C Agfn ce qui est absurde par définition de e,.

Ainsi les valuations des e, sont toutes distinctes et inférieures ou égales a |M| — 1.
On en conclut que pour tout i € {0,..,|M| — 1} il existe m € M tel que v(e,,) = i. En
particulier il existe d € M tel que v(eg) = 1, c’est-a-dire tel que ey soit une uniformisante

(em)

de A. Si m € M on peut alors écrire e, = aez ,ou a € A* est un inversible de A. Or

on a ez(em) = Bey(en)d> 01 B € Ap. Ecrivons a = Z arer. On a alors
keM
€m = Z ﬁakekJrv(em)d-

keM
Puisque Bap € Ay pour tout k € M on a ap = 0 pour k # m — v(ey,)d. Ainsi
4 = Gp—y(ep)dCm—v(em)d €St inversible. Comme N = {0} on doit avoir m — v(ey)d = 0 et
donc m = v(ey,)d.
Alors dans A[M] on a I’égalité

v(em)—1
Xm-1=(X%-1 Y x4
=0

Dans Ogt,,, on a donc, pour tout m € M*,
eq(X™ —1)=0.
Ainsi, si a € A n’est pas inversible dans A, étant divisible par ey il vérifie :
Vm e M*, a(X™ —1) =0.
Réciproquement, soit = (zg)perr € APMI=1 tel que p(z) = 0. Ecrivons, pour
ke M*,
Tk = Yk + 2k

avec zi € egA et yp € A*.

Alors on a

p(r) = > (X" —1)=0.
keM

Mais les X* —1 pour k € M forment une k-base de k[M], ott k4 est le corps résiduel
de A. Dés lors I’égalité ci-dessus implique yi = 0 pour tout k € M*. Ainsi z € (edA)@M‘*l.

On voit donc que ker(p) = (edA)@|M‘_1,

O
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4.4.2 Définition.
Avec les définitions précédentes, lorsque N = {0} on dira que (Y,G) est totalement
ramifié en y.

Avec les notations de la proposition précédente, on a donc la suite exacte de A-modules
— Xe _
0 — APIMIZL Z JOIMIZL 25 5 mgy, — 0,

ou la premiére fléche est la multiplication de toutes les coordonnées par e4. Son déterminant
est (eq)!M|=1, de valuation |M| — 1.

Lorsque N # {0} le calcul ci-dessus permet encore de déterminer la multiplicité en y
du diviseur de ramification. On a la proposition suivante :

4.4.3 Proposition.
Avec les définitions et hypothéses précédentes, la multiplicité en y du diviseur de rami-
fication Rg est |[M/N| — 1.

Preuve :
Notons H = D(M/N) et K = D(N). La suite exacte de groupes abstraits

0—N-—M-— M/N—0
donne, par application du foncteur D, la suite exacte de S-schémas en groupes
0—H—G—K—0.

L’action de G sur Y}, se découpe en I'action de H suivie de l'action de G/H, selon le

diagramme suivant
Y, Y,/ H

Y,/G

Cela se traduit sur les anneaux de fonctions de la fagon suivante : la graduation de type

M
A:@Am

meM
correspondant a l'action de G peut se réécrire

A= @ @Am-‘rna

meM/N neN

ou l'on a choisi, pour chaque m € M/N, un représentant m € M.
Par définition, pour tout couple (n,n’) € N? on a

Ap @4 Ay =~ An+n/

de sorte que le morphisme Y, /H — Y, /G est un K-torseur. Son diviseur de ramification
est donc trivial. D’apreés B.2.6] on a donc Rg = Ry, ot § et H sont les groupoides induits
par les actions de G et H.
De plus par définition de N, le revétement (Y, H) de Y, /H vérifie I'hypothése de la
proposition précédente. La multiplicité de Rg¢ en y est donc |M/N| — 1.
O

On vient donc de démontrer le théoréme suivant :
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4.4.4 Théoréme.

Soit X un S-schéma et (Y,G) un revétement galoisien de X sous un S-schéma en
groupes diagonalisable G = D(M). On note Rg son diviseur de ramification.

Pour tout point y € YU N Supp(Rg) de codimension 1 du support de Rg, il existe un
sous-groupe mazimal H, = D(M/Ny) de G tel que

(i) Le revétement (Spec(Oy,y), Hy) de Spec(Oy,y)/Hy induit par laction de G est to-

talement ramifié.
(it) Le revétement résiduel Spec(Oy,y)/H, — Spec(Oy,y)/G est un G/H,-torseur.
(iit) La multiplicité de Rg en y est |M/Ny| — 1.

4.4.5 Remarque.

Un autre candidat naturel pour mesurer la ramification d’un revétement généralisé
galoisien (Y — X, G) est la partie de codimension 1 du sous-schéma des points fixes de
laction p: G xgY — Y de GG sur Y. Ce dernier est défini comme le schéma représentant
le foncteur

Fixg: Sch/S — Ens
T = {teY(T)|po(idg xt) =pyo(idg xt)} ’

oups: GxgY — Y désigne la seconde projection. Sous des hypothéses raisonnables,
le foncteur Fixg est représentable par un sous-schéma fermé de Y, que I'on note Ygy et
dont on note Jgy le faisceau d’idéaux. On renvoie a [Fog73| pour plus de détails. Explicitons
Jsx dans le cas d'un revétement (Y — X, G) sous un schéma en groupes diagonalisable
G = D(M). Quitte a recouvrir Y par des ouverts affines, on peut supposer que Y =
Spec(A) est affine et on note A = EB A, Quitte & localiser un peu plus dans Y, on

meM
peut supposer que les A,, sont des Ag-modules libres de rang 1, dont on note e, des

générateurs. Soit 7" un S-schéma et (t : T — Y') € Fixg(T'). Alors ¢ correspond a une
morphisme ! : A — Or(T). Par définition, ¢t € Fixg(T) si et seulement si, pour tout
a= Z am € A, on a Z t* (@) X™ = t*(a). Comme les variables X™ sont A-libres, on

meM meM
doit avoir

tﬁ(am):{Osi m#0

ag  sinon.

C’est le cas si et seulement si t! se factorise par A/I, ot I est I'idéal engendré par
les e, pour m # 0. On en déduit que I, =< €,, m # 0 >. En particulier, si A est un
anneau de valuation discréte, I, est engendré par 1’élément de valuation minimale parmi
les e,,. Si le revétement est totalement ramifié, on sait d’aprés .41l qu'un des e, est de
valuation 1. Alors I, n’est autre que 'idéal maximal de A. Or, toujours d’apres [£4.1] la
multiplicité du diviseur de ramification Rg en un point de codimension 1 est p™ — 1. Ainsi,
si (Y — X, G) est totalement ramifié on a, en tout point y € Y de codimension 1,

Oy (= Rg)y = (Jrixy) " .

4.5 Dévissage du diviseur de ramification des p,»-revétements

Dans cette section on propose d’étudier le comportement par dévissage du diviseur de
ramification, évoqué en 3.5.2 dans le cas particulier des ppyn-revétements de courbes. On
suppose que S = Spec(k) est le spectre d’un corps algébriquement clos k de caractéristique
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p > 0. Soit X un schéma k-schéma de dimension 1, p un nombre premier, n > 1 un entier
naturel et (Z — X, pipn ) un ppn p-revétement de X, ot Z est régulier. On abrégera
la. notation fipn 1 en ppn. On se donne un entier naturel 1 < m < n et on considére

'action induite sur Z du sous-groupe fim < fpipn. Notons ppn = Spec( tp]fl[ﬂl) et ppm =
Spec(sp]frgsll ). L’immersion fermée i,m < pn est donnée par t — s. On dispose du schéma

en groupes quotient jiyn/ppm = fyn-m = Spec(u:k}m). Soit Y = Z/ppm. Alors (Z —»
Y, ppm) est un ppm-revétement de Y et (Y — X, pin-m) est un pin-m-revétement de X.
On note St,,, St,,, St les stabilisateurs et R,, R,, et R,_., les diviseurs de ramification
associés a ces actions. Notons enfin f : Z — Y le morphisme de quotient. Alors on a la

proposition suivante :

4.5.1 Proposition.
Avec les notations précédentes, on a l’égalité de diviseurs de ramification

Rn = Rm +f* Rn—m

Preuve :

Pour comparer ces diviseurs, il suffit de se placer un en point de codimension 1 de
Z. Comme ce dernier est régulier en codimension 1 et que la normalité est préservée par
passage aux anneaux d’invariants sous un schéma en groupes fini, Y et X sont également
réguliers en codimension 1. On peut donc supposer que Z = Spec(A), Y = Spec(B) et
X = Spec(C) sont des spectres d’anneaux de valuations discrétes. D’aprés la proposition
B350 et le théoreme [£474] on peut également supposer que les revétements Z — X,
Z — Y et Y — X sont totalement ramifiés. Alors les calculs de [£.4.T] montrent que 1'on

— Alt] A — Als] — Bly]
a Og, = P e De méme Og;,, = e o p et Ost,_,, = T L (e D)

(resp. m') désigne une uniformisante de A (resp. de B).

Si f*: B — A désigne le comorphisme de f, on va montrer que 'on a ff(n’) = 7P™.
En effet, soit (€;);cz /pmz, une base de A comme B-module adaptée a la graduation A =
@z‘eZ/an A; donnée par I'action de p,m sur Z. On remarque que, pour tout %, on a

oum

pT—1
m
el = ( H Qi ki)epmi € Ag = B.
k=1

Ainsi le comorphisme du m-iéme morphisme de Frobenius relatif

Fho.o o oAm 4
a®@X —  \a?"

est & valeurs dans B. On a donc une factorisation

Am) % A

N

B

Or A, A™) et B sont des anneaux de valuation discréte donc en particulier intégres.
Ainsi les morphismes du diagrammes ci-dessus sont tous plats. Or f* et F,EL sont tous les
deux de degré p™. Ainsi 7 est fini plat de degré 1, c¢’est donc un isomorphisme. On a donc
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bien f#(r') = 7P Ceci nous permet de calculer le tiré en arriére par f du stabilisateur de
l'action de fiyn-m sur Y. On a

©p A= Al
wP" " =1, (u— 1) B L™ (u—1)

Of« Sty =

On peut alors déterminer la multiplicité du diviseur f*R,,_,,. En effet on obtient la réso-
lution de I'idéal d’augmentation de f* St,,_,, comme A-module suivante :

n—1m n—m A
0 AT 2y et Y gy Alul —0,
wP"" = 1, 7P (u — 1)
ol 1 envoie le i-éme vecteur de la base canonique de A®P" " ~1 sur (u — 1)’ et ot ¢ est la

multiplication de toutes les coordonnées par 7. Le déterminant de ¢ est
det(p) = 77" 7P,

La multiplicité de f*R,,_, est donc p™ — p™. Or des résolutions similaires montrent que
les multiplicités des diviseurs R, et R,, sont respectivement p” — 1 et p™ — 1. Ainsi les
diviseurs R,, et R,,, +f* R,,_;, ont méme multiplicité en tous les points de codimension 1
de Z, ils sont donc égaux.

O

On cherche désormais & relier l'invariant de ramification défini et calculé ci-dessus
avec la géométrie du morphisme ¥ — X. Par analogie avec la situation classique des
revétements génériquement étales, on se propose de le comparer & la classe canonique de
Y — X.

4.6 Comparaison avec le faisceau dualisant

Dans cette section, on cherche a comparer le diviseur de ramification d’un revéte-
ment sous un schéma en groupes diagonalisable infinitésimal avec le faisceau dualisant du
morphisme de quotient. Notons tout d’abord que les morphismes correspondant a des re-
vétements galoisiens de groupe diagonalisable sont toujours Cohen-Macaulay et que leur
faisceau dualisant est localement libre. En effet tout morphisme fini est Cohen-Macaulay
d’apreés 1313l De plus par hypothéses les morphismes de revétements sont localement
libres. Or si

f:Yy —X

est fini est localement libre, toujours d’aprés [£.3.1.3 on a
wf = J{OmOX (f*OYa OX)

qui est également localement libre.

On fera encore I’hypothése que les schémas qui interviennent sont définis sur le spectre
S = Spec(k) d’un corps k ce caractéristique positive algébriquement clos. On fixe un k-
schéma X. Soit (Y, G) un revétement de X donné par I'action d'un k-schéma en groupes
G = D(M) sur un k-schéma Y régulier en codimension 1, c¢’est-a-dire une k-courbe lisse.
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Cas des p,n-revétements

Supposons d’abord que l'on ait G = pyn. Récemment, N.Tziolas, dans [Tzi15] a prouvé
le résultat suivant :

4.6.1 Théoréme. [Tzil5, Th 8.1]
Soit Y un S-schéma muni d’une action de p, et m:Y — X =Y /p, le quotient. On
suppose que Y admet un faisceau dualisant wy , satisfait la condition So de Serre et que
ses singularités éventuelles sont a croisements normaux. Alors X a également un faisceau
dualisant wx . De plus, si Jgx désigne le faisceau d’idéaux définissant le sous-schéma des

points fires de'Y, on a
Wy = (W*WX ® JEX_P})[H

)

ot, pour tout Oy -module F, on a noté F = (FEY** la puissance n-ieme réflexive de F.

Grace au formalisme développé dans la partie B et aux calculs ci-dessus, on peut
étendre ce résultat pour étudier la ramification des revétements sous les schémas en groupes
diagonalisables de hauteur quelconque. On a résultat suivant :

4.6.2 Théoréme.

Soit X un k-schéma de dimension 1 et f: (Y — X, upn) un ppn-revétement de X
avec Y régulier. On note G le groupoide induit par l'action de ppyn sur Z. On suppose de
plus que Y est noethérien, régulier en codimension 1 et que f est Gorenstein. Alors on a

wr = OY(RS)’

ot Rg désigne le diviseur de ramification du revétement défini en et wy le faisceau
dualisant de f.

Preuve :

On va montrer le résultat par récurrence sur n.

Pour n = 1, c’est une conséquence du résultat de Tziolas [Tzil5, Th 8.1 - Step 2.
En effet, par hypothése f est Gorenstein donc wy est inversible et en particulier réflexif.

Or le résultat susmentionné affirme que l'on a (wy)* = JIL{)X_H. Alors wy = (Jg)x_”)* =
(J?ffl)* puisque (J?ffl)* est le dual d’'un module de type fini donc est réflexif. De plus

comme Y est noethérien et que J?f 1 est cohérent, d’aprés [Har66, III, prop. 6.8] pour

tout point ¥y € Y on a (J?}f’;l)* = (J?}f’_l)z. Mais, d’aprés @40 pour tout y € Y de

codimension 1 on a Oy(—Rg), = J?f ;1. Par ce qui précéde on a donc, en passant au
dual, Oy (Rg)y = ( ?f;l)* = (J?ffl)z = wy,y. Ainsi les faisceaux Oy (Rg) et w sont deux

faisceaux réflexifs égaux en tout point de codimension 1, ils sont donc égaux et on a bien
I'égalité Oy (Rg) = wy. Soit n > 1 un entier et supposons la formule vraie pour tous les
ppm-revétements avec m < n. Soit (Z — X, ppn) un pyn-revétement de X. Considérons
I'action induite du sous-groupe p,n-1 de pyn sur Z et notons Y = Z/i,n-1 le quotient. Alors
(9:Z — Y, pyn-1) est un pi,n-1-revétement de Y et 'on a un diagramme commutatif

AR v

| A

X

qui donne lieu & un revétement résiduel (h: Y — X, pp,) de X. Si G, H et Q désignent les
groupoides associés, on a d’aprés 5.1 Rg = Ry +7* Rg. Or par hypothése de récurrence,
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on a Oy(Rq) = wp, et Oy (Ry) = wy. De plus, d’aprés [Liu02, 6.4, Lemma 4.26], on a
W =Wy ® g*wy. Ainsi

wy = 0z(Ry) ®o, 9" 0y (Ra) = 0z(Rec +9" Ra) = 0z(Rg)

et la formule est démontrée au rang n.

Extension aux revétements de groupe diagonalisable arbitraire

Les résultats de la section précédente se généralisent par dévissage au cas des revéte-
ments sous un groupe diagonalisable quelconque. En effet, si G est un tel groupe alors il
existe des entiers (ny,...,n,) tels que

s
G ~ H/,Lpni’s
=1

Si (Y, G) est un revétement de X on peut donc décomposer le morphisme
f:Yy—X

donné par ce revétement en une composée de morphismes de quotients successifs par des
groupes du type p,» g. Plus précisément, on décompose f en
fl fr—l
Y=Yy —Y —..—Y. =X
ou pour tout ¢ € {1,...r}, ¥; est le quotient de Y;_1 par pipni g.
L’application successive de la proposition ci-dessus donne le théoréme suivant :

4.6.3 Théoréme.
Soit X un k-schéma de dimension 1 et (Y,G) un revétement galoisien de X avec'Y
régulier. St G est diagonalisable et si le morphisme

Y — X

est Gorenstein alors on a la formule suivante :

wyyx = Oy (Rg),

ot Rg est le diviseur de ramification du revétement (Y, Q).

4.6.4 Remarque.

Cette formule doit étre considérée comme un analogue de la formule de Riemann-
Hurwitz pour les morphismes de quotient par des schémas en groupes diagonalisables,
comme l'illustre "application suivante :

4.6.5 Application.

Soit C' une courbe projective et lisse sur k. Supposons donnée une action d’un schéma
en groupes diagonalisable, libre sur un ouvert schématiquement dense et transitive sur les
fibres du quotient f : C — D := C/G, qui est fini localement libre d’ordre |G|. D’aprés
le théoréme précédent on a

we/p = 0c(Rg).



4.6. COMPARAISON AVEC LE FAISCEAU DUALISANT 85

De plus on a
weoyk = ffwpk ®oe weyp-

En prenant les degrés de chacun des membres de 1’égalité ci-dessus on trouve la formule
ci-dessous reliant les genres des courbes C' et D :

2g(C) — 2 =|G|(29(D) — 2) + deg(Rg)

On trouve ainsi une formule identique & la formule de Riemann-Hurwitz dans ce cadre.

4.6.6 Exemple.
A titre d’exemple, considérons l'action de p, j sur IP)/,lg par multiplication :

1 1
Ppk X Py — Py

(€, 1) =t

Cette action a deux points fixes : 0 et 0o. Le calcul du stabilisateur en chacun de ces
deux points a été détaillé en [3.3.0]
On a donc

Ra = (p—1)[0] + (p — 1)[oc].

Ce diviseur est de degré 2(p —1). Si f : Pt — P+ désigne le morphisme de quotient (qui
n’est autre que le morphisme de Frobenius) on a donc

deg(wy) =2(p — 1).

Par ailleurs on sait que wp1 = (‘)]p]lc (—2) est de degré —2. En prenant le degré de chacun
des membres dans la formule

w]PIE; — f*wPllc (8(")]}]711C wf — f*wPi ®O]P’,1€ O]Pllc (RG)

on trouve
-2 = p(—2) +2p — 2.
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