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Résumé :

Cette thése est consacré a I'étude des T-variétés affines a l'aide de la pré-
sentation due & Altmann et Hausen. On s’intéresse plus particuliérement au cas
des actions hyperboliques du groupe multiplicatif G,,. Dans une premiére partie,
on étudie les espaces affines exotiques, c’est-a-dire des variétés affines lisses et
contractiles, en supposant de plus qu’elles sont munies d’'une action de G,,. En
particulier, dans le cas de dimension 3, on réinterpréte la construction des variétés
de Koras-Russell en terme de diviseurs polyédraux, et on donne des constructions
de variétés affines lisses et contractiles en dimension supérieure a 3.

Dans une deuxiéme partie, on introduit la propriété pour une G-variété d’étre
G-uniformément rationnelle, ¢’est-a-dire que tout point de cette variété admet un
voisinage ouvert GG-stable, qui est isomorphe de maniére equivariante a un ouvert
G-invariant de 'espace affine. En particulier, on exhibera des G,,-variétés qui sont
lisses et rationnelles mais qui ne sont pas G,,-uniformément rationnelle.

Abstract :

This thesis is devoted to the study of affine T-varieties using the Altmann-
Hausen presentation. We are especially interested in the case of hyperbolic actions
of the multiplicative group G,,. In the first part, exotic affine spaces are studied,
that is, smooth contractible affine varieties, assuming in addition that they are
endowed with a G,,-action. In particular, in the case of dimension 3, we reinterpret
the construction of Koras-Russell threefolds in terms of polyhedral divisors and
we give constructions of smooth contractible affine varieties and in dimensions
larger than 3.

In the second part we consider the property of G-uniform rationality for a
G-variety. This means that every point of this variety there exists an open G-
stable neighborhood, which is equivariantly somorphic to a G-stable open subset
of the affine space. In particular we will exhibit (G,,-varieties which are smooth
and rational but not G,,-uniformly rational.
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Introduction

Dans cette thése, on va étudier des variétés algébriques affines munies d’action
d’un tore. On cherchera & déterminer quelles propriétés topologiques sont iden-
tifiables a partir de leur structure de T-variétés. Afin de réaliser cette étude, on
donnera une présentation particuliére des T-variétés.

Pour illustrer cette présentation on va la réaliser sur un exemple particulier,
puis on explicitera la présentation générale.

On considére la G,,-variété A? = Spec(Cl[z,y]) munie d’une action linéaire de
G, donnée par I'action sur les générateurs de 1'algébre des fonctions réguliéres :
A (z,y) = (Az, A\y) pour tout A € G,,.

En notant A = C|x,y], on a alors une Z-graduation, correspondant a la gra-
duation usuelle, de 'anneau A = __, A, avec :

i) A, = 0sin <0,

iii) A,, = C[z,y], 'ensemble des polynomes homogénes de degrés n si n > 0.

On a de plus A?//G,, ~ Spec(C[z,y]®) =~ Spec(C).

meZ




Il est naturel de considérer P! comme 'espace paramétrant les orbites géné-
rales de cette G,,-variété. L'unique orbite fermée est le point fixe (0,0), les autres
orbites forment un pinceau de droites passant par l'origine, privées de cette ori-
gine. L’ensemble A,, des polynomes homogénes de degrés n en x et y s’identifiant
de maniére naturelle & I'(P', Op1(n)), on conclut que 'on peut reconstituer 1al-
gébre graduée (donc de maniére équivalente A? muni de l'action considérée) a
partir de la simple donnée de “I’espace d’orbite” P! et d'un diviseur sur ce quo-
tient par exemple le point [0 : 1]. En effet on a A, = I'(P*, Op1(n)) on obtient
ainsi un isomorphisme entre algébres graduées en degrés positifs, A est isomorphe
4 D,ez., (P!, Op1(n)) et donc A? muni de Paction de G, est isomorphe de ma-

niére équivariante a Spec(@, o, I'(P*, Op1(n))).

Plus généralement, on considére une variété Y et un diviseur D sur celle-
ci. On peut de la méme maniére considérer les sections globales de D et de ses
multiples, I'(Y, Oy (nD)). Alors, sous de bonnes conditions garantissant que la
somme directe, P, ['(Y,Oy(nD)) est une algebre graduée de type finie, on
peut prendre le spectre de cette algébre et ainsi obtenir une variété affine munie
d’une action de G,, |[D, F-Z1]. On remarque que cette construction permet de
générer des algébres graduées uniquement en degrés positifs. Ainsi pour construire
des algébres Z-graduée il faut considérer Y une variété et une paire de diviseurs
(D4, D_) sur Y, I'un pour encoder la partie positive de I'algébre et I'autre la partie
négative. Sous de bonnes conditions sur Y, D, et D_, on a alors une algébre de
type finie Z-graduée :

P ry,ovmb )P r(y.0y) @ I(Y,0y(mD.)).

mEZ<0 mEZ>0

Ainsi le spectre de cette algébre va coincider avec une variété X munie d’une
action de G,,. X est isomorphe de maniére équivariante a :

Spec( @ T'(Y,0y(mD_)) P I(Y.0y) @ I'(Y,0y(mD.))).

meZ<o meZxo

Chaque G,,-variété affine est réalisable de cette maniére.

D’autre part, si on considére maintenant une variété torique X de dimension
n, c’est a dire, une variété contenant comme ouvert dense, un tore algébrique
T ~ (G,,)". Dans ce cas, le quotient n’apporte pas d’informations puisqu’il est
réduit & un point. Quant a 'anneau des fonctions réguliéres de la variété, il est
muni d’une Z"-graduation induite par ’action de T sur X. Une maniére purement



combinatoire d’encoder toute 'information concernant X est de considérer un cone
convexe dans un réseau de taille n [C-L-Sc, Fu, O|. De maniére analogue au cas
des actions de G,,, sur des variétés affines, illustrons ce cas.

Exemple. Soit A? = Spec(Clz,y]) muni d’une action de (G,,)* donnée par
(A1 A2) - (2, ) = (M, Aoy).

En notant A = C[z,y| , on a alors une Z*graduation de A avec
A= ®(m1am2)ez2 A(m17m2) :

i) A4y =C.

ii) Amyme) = 0si my <0 oumy <O0.

i) A, m,) correspond au Ag-module généré par (z™'y™?) si my > 0 et my >
0.

Alors on considére le réseau M = Ze; + Zesy et le cone oV tel que o¥ N M soit
généré par (eq, ey).

o' N M

On a ainsi un semi-groupe S, = ¢ N M engendré par deux générateurs indé-
pendants. On obtient alors une algébre C[S,], que I'on peut munir de la graduation
induite par le réseau M, et de type fini, C[S,] = g C - u. Il existe un iso-
morphisme évident entre C[S,| = @D,cq, C-uet A =D, neze Aumims) ce qui
donne A? ~ Spec(C[S,]).

On vient d’illustrer deux constructions pour des T-variétés avec des tores de
dimensions minimale (action de G,,) et maximale (variétés toriques), on peut
alors étudier les cas général d'une T-variété en effectuant la réunion de ces deux
constructions.

La théorie généralisant ces deux constructions est due a Altmann et Hausen
[A-H|. On considére une variété Y et un diviseur D dont les coefficients sont des



polyédres dans un réseau. Alors la donnée de Y et du diviseur D nous permet de
considérer une algébre graduée qui sous de bonnes hypothéses est une algébre de
type fini. Ainsi le spectre de cette algébre graduée nous donne une variété affine
avec une action d'un tore T de méme dimension que celle du réseau. Réciproque-
ment, toutes les T-variétés admettent une décomposition sous cette forme.

La théorie Altmann-Hausen nous permet de construire un dictionnaire :

(Y, D) e~ X et une action de T sur X.

Un des objectifs est de déterminer sous quelles conditions sur le couple (Y, D)
une G,,-variété est un espace exotique, c’est a dire, une variété affine lisse de
dimension d diffécomorphe a I'espace affine euclidien R?? mais non isomorphe a A%,
On va considérer le cas le plus simple possible. D’aprés un résultat de Ramanujan
[Ra], il n’existe pas de surface exotique. On se place donc dans un premier temps
en dimension 3 avec des variétés munies d’action de G,, hyperbolique, c¢’est a
dire, tel que leur algébre des fonctions réguliéres soit graduée en degrés positifs et
négatifs.

L’ensemble des espaces exotiques de dimension 3, munis d’actions hyperbo-
liques de G,, a été classifié par Koras et Russell [K-R|, et ce comme étape dans
la démonstration de la linéarisation des actions de G,, sur A® . L’ensemble des
variétés ainsi construites correspondent aux variétés de Koras-Russell.

La plus connue de ces variétés est la cubique de Russell, réalisable comme
hypersurface de A* et donnée par I’équation :

{z +a%y +2° +1° = 0} C A" = Spec(Clz, y, 2,1]).

Elle admet une action hyperbolique de G,, induite par une action linéaire sur A* :
A (z,y,2,t) = NSz, A0y, A3z, \?t).

Donnons deux constructions possibles de la cubique de Russell.

La cubique de Russell construite comme recouvrement bicyclique équivariant
de A® [K-R] :

On considére A3 = Spec(C|z,y, 2]) muni de Paction hyperbolique de G,,, don-
née par A - (z,y,2) — Az, \7ly, \2).

On effectue un recouvrement cyclique d’ordre 3 le long du diviseur {z + z2y +
x = 0} stable pour l'action de G,,. On obtient ainsi V = {z +2?y+2+¢> =0} C
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A* = Spec(C[z, y, z,t]) isomorphe a A3 et munie d’une action hyperbolique de G,
induite par Paction linéaire suivante sur A% : X (z,y,2,t) — (Mz, A3y, A3z, M\t).

On effectue un recouvrement cyclique d’ordre 2 le long du diviseur {z = —(t3+
r?y+x) = 0} stable pour 'action de G,,. On obtient ainsi : X = {z+a?y+22+t* =
0} C A* = Spec(Clx,y, 2, 1]) la cubique de Russell.

La construction peut s’effectuer de maniére analogue en considérant en pre-
mier un recouvrement cyclique d’ordre 2 ,suivi d'un autre d’ordre 3. On résume
la situation par le diagramme suivant :

T

X//,ung?’ X///LQZAS

\/

X/ /(2 % pz) =~ A?

avec [i; le groupe des racines i-iéme de 1'unité.

La cubique de Russell vue comme modification affine équivariante de A3 :

On considére A* = Spec(Clz, z,t]) muni de 'action de G,, donnée par A -
(,2,t) = (A8, A\32,\%t) ainsi que [ = (f,g) o f = —x?et g = x + 22 + 13,
I'idéal I est supporté par la courbe cuspidale contenue dans le plan {z = 0} et
qui a pour équation : C = {z = 22 + 3 = 0}, on remarque de plus que I et
f sont stables par l'action de G,,. Alors la modification affine de A3 le long du
diviseur Dy = 2D, avec pour centre 'idéal I = (=22, 2+ 2% + %) C A® (voir 2.1),
nous permet de construire la variété dont I'anneau des fonctions réguliéres est
donné par Clz, z, t][%], sous algébre du corps des fractions de A3. Ainsi en posant

Yy = %, on obtient la sous-variété de A* = Spec(Clz, y, z, t]) satisfaisant 1’équation
{z + 2%y + 22 + 13 = 0}, c’est a dire, la cubique de Russell. Le poids de y = i
pour l'action de G,, est induit par le poids de chaque polynome, f et g.

Les deux transformations que sont la modification affine et le recouvrement mul-
ticyclique, vont permettre de générer un grand nombre d’espaces exotiques. C’est
pourquoi on va étudier les répercussions de ces deux transformations sur les pré-
sentations A-H des T-variétés.

En particulier, la cubique de Russell X est encodée par A? = Spec(C|u,v])



éclaté a l'origine et par D donné par :

o~ (B (Aol

ol F est le diviseur exceptionnel de I’éclatement de A2, et ou Dy et D sont les
transformés stricts des courbes {u = 0} et {u + v + v* = 0} dans A? respective-
ment.

On va montrer dans la section 3.2 que cette présentation découle directement
de sa structure de recouvrement bicyclique de A3. On obtient facilement les pré-
sentations A-H de X//uo et de X //us.

X// s est encodée par A? = Spec(Clu,v]) éclaté a l'origine et par Dy donné
par Dy = {3} Dy + [0, 3]E out D, est le transformé strict de la courbe{u = 0} et
E le diviseur exceptionnel de I’éclatement.

X// s est encodée par A? = Spec(C[u, v]) éclaté a Porigine et par D3 donné par
Dy = {3}D;3+ [0, 1]E ou Ds est le transformé strict de la courbe{u’ = 0} et E le
diviseur exceptionnel de 1’éclatement.

On va donc généraliser ce résultat aux variétés de Koras-Russell puis utiliser
cette présentation particuliére pour générer un grand nombre d’espaces exotiques.

Cette thése est organisée comme suit, le premier chapitre sert a décrire la
théorie Altmann-Hausen et & donner des méthodes effectives pour calculer les
présentations A-H des T-variétés. Le deuxiéme chapitre met en lien deux types
de transformations, modification affine et recouvrement cyclique avec les présen-
tations A-H. Dans le troisiéme chapitre en utilisant le précédent on construit des
espaces affines exotiques avec action hyperbolique de G,,. Le quatriéme chapitre
traite de la propriété d’étre uniformément rationnelle d’un point de vue équi-
variant pour des G-variétés. Le dernier chapitre est un ensemble de questions
ouvertes.

On va détailler maintenant les principaux résultats chapitre par chapitre.

Chapitre 1

Le premier chapitre est une introduction aux actions de groupes algébriques
affines, suivi d’une spécialisation au cas des actions de tores, ce qui nous per-
met ensuite d’exposer la théorie Altmann-Hausen avec une attention particuliére
portée aux actions de (G,,.

Une T-variété est une variété algébrique affine normale munie d’une action
effective du tore T. Une action de T sur une variété affine X = Spec(A) est
en relation biunivoque avec une coaction sur A [R1]. L’action d’un tore sur une
variété induit ainsi une M-graduation de A ou M est le réseau des caractéres



de T. Or M ~ Z* pour k = dim(T), ainsi la donnée d’une algébre de type fini
ZF-graduée est équivalent a la donnée d’une T-variété. On a alors :

A= P A

meoVNM
ou A, ={fe€eA|IVAET, A fr, = X™(\) fn} avec X un caractére de T et o
est le cone de poids, c’est a dire, le cone engendré par les éléments m du réseau
tel que A,, # 0.

On appelle complexité d’une action de T sur X la codimension d’une orbite
générale, ce qui dans le cas des actions effectives se traduit par dim(X) — dim(T).

Les Ap-modules constituant ’algébre graduée sont alors obtenus a ’aide d’une
variété Y, que l'on appellera quotient A-H, de dimension dim(X)—dim(T) et d’un
diviseur polyédral D sur Y, noté p-diviseur. Ce diviseur est une généralisation des
diviseurs pour des tores de dimension supérieure : D peut étre vu comme une
collection de diviseurs D(u) paramétré par le cone de poids V.

Théoréme (Altmann-Hausen). Pour tout diviseur polyédral D sur une variété
normale et semi-projective Y, le schéma :

S(Y, D) = Spec( €D T(Y, Oy (D(u))))

ucoVNM

est une T-variété affine normale de dimension dim(Y’) + dim(T).

Réciproquement, toute T-variété affine normale est isomorphe de maniére équi-
variante a S(Y, D) pour un couple (Y, D) bien choisi.

On appellera une telle présentation, une présentation A-H. Pour une T-variété
X donnée, le couple (Y, D) n’est pas unique [A-H, corollaire 8.12] cependant il
existe une construction canonique que ’on utilisera pour les démonstrations.

Dans le cas particulier des actions hyperboliques de G,, sur une variété X =
Spec(A) lisse, on a alors une méthode effective pour calculer la variété Y quotient
A-H de X |T, Théoréme 1.9, proposition 1.4].

Théoréme. Soit X = Spec(PnezAm) une variété lisse munie d’une action hy-
perbolique de G, isomorphe de maniére équivariante a S(Y, D).

Alors Y peut étre choisie isomorphe a ’éclatement de X//G,, le long du sous-
schéma Z correspondant & lidéal T = (Aq- A_g)avec d > 0 el tel que @, ., Aan
est généré par Ag etAiq.

Ce dernier théoréme justifie la notation de quotient A-H pour la variété Y
en effet, celle-ci est définie comme un éclatement (non nécessairement réduit) du
quotient algébrique de X par G,,.



Exemple. On considére A® = Spec(Cly, z,t]) = Spec(A) muni d’une action de
G,, donnée par \ - (y, z,t) = (\"ly, Az, At).

Dans ce cas A3//G,,, = Spec(Clyz?, yt®]) ~ Spec(Cl[u, v]), et A3 est isomorphe
de maniére équivariante a S(A?u,v)’ [—1,0] E) avec A%W) ’éclatement de A? & Iori-
gine et F est le diviseur exceptionnel cet éclatement.

Chapitre 2

Dans le deuxiéme chapitre on va considérer deux types de transformations
affines, la modification affine |Du, Ka-Z, Z| et le recouvrement cyclique |Es-V,
tD2, Z]. Ces deux transformations peuvent étre effectuées sur des variétés affines
mais aussi sur des variétés quasi-projectives et donc, a priori sur les quotients
A-H. On veut donc comprendre quelle est I'influence de ces deux transformations,
lorsqu’elles sont faites de maniére équivariante, sur la présentation A-H des T-
variétés.

En particulier pour les modifications affines on obtient le résultat suivant,

Théoréme. Soit X = S(Y,D) une T-variété et 7 : Y' — Y une modification
affine de Y. Alors S(Y',7*(D)) est isomorphe & un ouvert T-invariant de X.

Dans le cas des recouvrements cycliques, on va considérer G un groupe cyclique
agissant sur une T-variété X tel que les deux actions commutent. On pose alors
Hr, le sous-groupe de T constitué des éléments agissant trivialement sur X//G,
la variété X //G est alors munie d'une action effective de TV = T/Hy. On obtient
la caractérisation suivante :

Théoréme. Soit X = Spec(A) une T-variété et soit G un groupe fini agissant
sur X tel que les deuz actions commutent. Alors on a les résultats suivants :

1) I existe une variété semi-projective Y munie d’une action de G et un p-
diviseur G-invariant Dg sur'Y tel que X soit isomorphe de maniére T X G équi-
variante a S(Y, D).

2) Il existe un p-diviseur D' sur Y//G tel que X//G soit isomorphe de maniére
équivariante & la T'-variété S(Y//G,D'). De plus en notant F : MY — M"Y
Uapplication linéaire induite par Uinclusion du réseau des caractéres M’ de T’ dans
celui M de T, D' peut étre choisi tel que F.(Dg) = ¢5&(D'), ot o : Y — Y//G
est le morphisme quotient.

Exemple. On considére A2 muni d’une action hyperbolique de T ~ G,,, donnée
par \-(z,y) — (A\%z, A\"1y) ainsi que de I'action du groupe iz, les racines carrées de
I'unité, donnée par €-(z,y) — (z, ey) on remarque que les orbites par 'action de s
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sont incluses dans celles de G,,,. Ainsi, A% est isomorphe de maniére équivariante
Maintenant, on pose X’ = A?//u, en tant que T'-variété :

AQ//,ug ~ Spec(Clz, yQ]) ~ A?

est muni d’une action du tore T’ ,donnée par \ - (z,y) — (Az, A\"'y). A Daide
du théoréme précédent, A?//uy ~ A* = Spec(C[z?, y]) est isomorphe de maniére
équivariante a S(A!, [—1,0] ® {0}).

De maniére inverse, on considére une T-variété X, possédant une structure de
revétement bicyclique. Alors a partir de la donnée de deux variétés quotient et de
leurs présentations A-H on peut totalement déterminer la présentation de X. On
obtient de cette maniére la présentation A-H des variétés de Koras-Russell.

Chapitre 3

L’utilisation combinée des modifications affines et des recouvrements cycliques
va permettre de générer un grand nombre de T-variété et de déterminer totalement
leurs présentations A-H. L’intérét est que la topologie d’une variété obtenue a
partir d’une variété X, soit par modification affine, soit par recouvrement cyclique,
est connue en fonction de celle de la variété initiale X.

Dans le troisiéme chapitre, aprés avoir énoncé les résultats établis dans [tD1,
tD2, Z] sur la topologie des variétés algébriques, on utilisera les résultats obtenus
dans le chapitre deux pour construire des espaces affines exotiques, munis d’action
hyperbolique de G,,. En particulier, aprés avoir donné les présentations A-H de
I’ensemble des variétés de Koras-Russell, on généralisera la construction en di-
mension supérieure. Pour cela, on va caractériser le fait pour une variété d’étre
lisse et contractile dans les cas auxquels on s’intéresse :

Soit YV = {p(u1,...,u,) = 0} C A" = Spec(Cluy, ..., u,|), une hypersurface
lisse contenant 'origine, et 7 : Y — Y I’éclatement le long du sous-schéma d’idéal
(Ul, c. ,Un).

—

Z—} fIi + 10, —1—| E avec f[i transformé strict

k

[I7np

dans Y de H; = {hi(uy,...,u,) =0} CY tel que pged(n;,n;) =1etay,...,a; €
k k

Z vérifient > (a; [[ np) =1

i=1  p=1,p#i

k
De plus on considére D = >
i=1

Théoréme. La variété S(Y, D) est une variété lisse si et seulement si pour i =

k
1,...,k, H; €Y est un diviseur lisse et irréductible tel que ,Ule‘ 501t a4 croisements
1=

normaux dans Y.
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St de plus, le groupe d’homotopie du complémentaire 1 (Y\UYH,) est un groupe
abélien, alors S(Y', D) est une variété lisse et contractile.

Exemple. On considére A3 = Spec(Clu, v, w]) et

S(A*, D)ou D = {71} Dy + {%} Dy + {%} D3+ {0, 3—10} E.

Avec A3 Téclatement de A3 a lorigine, E le diviseur exceptionnel de cet écla-
tement, D; le transformé strict de la surface {u = 0}, D5 le transformé strict de
la surface {w = 0} et D5 le transformé strict de la surface {p(v) + v+ w = 0}
avec p(v) un polynome régulier et tel que p(0) = 0.

S(A3, D) est alors isomorphe de maniére équivariante a hypersurface X lisse
et contractile de A5 = Spec(Clz,y, 2,t,0]) , donnée par équation {p(xy)y~' +
2?2 + 13+ 60° = 0} qui est un espace exotique [Ka-ML2, proposition 11.1]. De plus
X est munie d’une action hyperbolique de G,, induite par I’action linéaire sur A°
suivante : A - (z,y, 2,t,0) = (A%, \730%, A2, A10¢ \60).

Chapitre 4

Dans un quatriéme chapitre, on étudiera la notion équivariante de la propriété
suivante : une variété X est dite uniformément rationnelle si tout point de cette
variété admet un voisinage ouvert, pour la topologie de Zariski, qui est isomorphe a
un ouvert de l'espace affine [Gr|. Une question toujours ouverte, pour dim(X) > 2,
est la suivante :

Soit X une variété lisse et rationnelle de dimension n, est-il vrai que pour
chaque point x dans X il existe un ouvert de Zariski U qui contient z et qui est
isomorphe a un ouvert de A"™?

Pour le cas d'une variété lisse et rationnelle de dimension 1 ou 2 , la réponse
a la question est oui. Le sujet a était traité dans [Bo-Bo, Bod-Hau-S-Vi|, avec
de plus certains résultats pour les éclatements de centres lisses dans les variétés
uniformément rationnelles. Cependant, il n’existe pas de résultat général en di-
mension supérieure. Cependant, dans le cas des T-variétés de complexité 0 ou 1
il y a équivalence entre étre lisse et rationnelle ou bien uniformément rationnelle
[Ke-Kn-Mu-S, Chapitre 4]. On s’intéresse donc au cas des G-variétés avec une
définition équivariante.

On dira qu’une G-variété est G-linéairement uniformément rationnelle si pour
tout point x dans X, il existe un voisinage ouvert G-stable U, de x, une repré-
sentation de G donnée par (A",G — GL,) et V. C A" un ouvert stable par G tel
que U, soit isomorphe de maniére équivariante a V.
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Des variétés qui sont G-linéairement uniformément rationnelle sont donc uni-
formément rationnelles. En utilisant la présentation A-H d’une T-variété X, on
est ramené a considérer des diviseurs a coefficients polyédraux dans le quotient
A-H de X, qui est de dimension dim(X ) —dim(T). On considére alors un probléme
géométrique dans des espaces de dimensions inférieures avec des coefficients fixés.

On développe ainsi une technique nous permettant de déterminer si des G-
variétés de dimension 3 sont, ou ne sont pas, G,,-linéairement uniformément ra-
tionnelle, en utilisant d’une part la présentation A-H de celle-ci mais aussi le fait
que les actions de G,, sur A® sont linéarisables [Ka-K-ML-R|. Ce dernier point
nous donne une caractérisation en terme de présentation A-H de A3 muni d’une
action hyperbolique de G,,.

Proposition. Soit A3 muni d’une action hyperbolique de G,,. Alors A® est iso-
morphe de maniére équivariante a S(Y, D).

i)Y isomorphe a Z/p oty est un groupe cyclique et Z est l'éclatement le long
d’un sous-schéma supporté par ’origine.

ii) D est de la forme :

D={p1} ® D1+ {p2} ® Dy + [p3, ps] ® E,

ot Dy, Dy sont les transformés stricts de droites linéaires dans le méme systéme
de coordonnées et E correspond au diviseur exceptionnel de [’éclatement.

On obtient alors avec la technique développée dans ce chapitre des familles de
variétés g,,-linéairement uniformément rationnelles, en particulier :

Théoréme. Toutes les variétés de Koras-Russell de premiere espéce données par
Uéquation X = {x + 2%y + 2°2 +t* = 0} dans A* = Spec(C|z,y, 2,t]) sont G,,-
linéairement uniformément rationnelles.

Exemple. La cubique de Russell X = {z + 2%y + 22 + 3 = 0} C A! =
Spec(Clz,y, 2, t]) est une variété linéairement uniformément rationnelle.

Bien que l’ensemble des variétés de Koras-Russell soient des variétés lisses
rationnelles contractiles, en utilisant un invariant birationnel et des résultats de
géométrie en dimension 2, on est capable d’établir le résultat suivant :

Théoréme. Il existe des variétés de Koras-Russell qui ne sont pas G,,-linéairement

uniformément rationnelles.

Exemple. La variété de Koras-Russell définie par {z%2 — \x(zy — p) + y(x +
y(2°2 — Az(zy — p))?)? +t3 = 0} € A* = Spec(Clx, vy, z,t]) n’est pas une variété
G,,-linéairement uniformément rationnelle.
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1.1 Quelques généralités sur les actions de groupes
algébriques

Dans cette section on rappelle rapidement les notions de groupe algébrique
affine puis celle de G-variété pour finalement définir et construire les différents
types de quotients que sont le quotient catégorique, le quotient géométrique ou
encore le bon quotient.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Un groupe algébrique affine G est une variété algébrique affine
munie de trois morphismes de variétés :

i) la loi de composition i : G x G — G, (g1, 92) — G192,

ii) I'application inverse i : G — G, g — g},

iii) le morphisme “élément neutre” e : Spec(C) — G,

qui satisfont les axiomes usuels d’une loi de groupe. En particulier le diagramme

suivant commute :
exId

Spec(C) x G——G x G

J ul

G Id G

Définition 1.1.2. Soit G, H deux groupes algébriques affines. Un morphisme de
groupe algébrique ™ : G — H est un morphisme de variété qui est compatible avec
la structure de groupe.

Exemple 1.1.3.

i) Pour tout espace vectoriel complexe V' le groupe GL(V') des endomorphismes
inversibles de V' est un groupe algébrique affine. En effet GL(V') est isomorphe a
I'ouvert de I'espace affine End(V) ~ A" x A", o n = dim(V'), formé des matrices
dont le déterminant A ne s’annule pas. Comme le déterminant est une fonction
polynomiale en les coefficients des matrices, on a donc GL(V) ~ GL,(C) ~
Spec(Clxy, ..., zu2, y]/(Ay — 1)).

ii) Tout groupe fini est un groupe algébrique affine. En effet d’aprés le Théo-
réme de Cayley tout groupe fini est isomorphe & un sous-groupe du groupe symé-
trique §,, pour n bien choisi. Ce dernier est isomorphe au groupe P, C GL,, des
matrices de permutations, qui est un sous-ensemble algébrique fermé de I’ensemble
des matrices.

iii) Le groupe additif G,, c’est a dire la droite affine munie de la loi d’addi-
tion, est isomorphe au sous-groupe de G L, constitué des matrices de la forme
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1 )

0 1
Spec(Clza)).

iv) Le groupe multiplicatif G,, est isomorphe a G'L; ~ Spec(C[z}]).

, x2 € C. On a donc, G, ~ Spec(Clzy, x9, x3, x4] /(23,21 — 1,24 — 1)) =~

Plus généralement tout groupe algébrique affine est isomorphe a un sous groupe
algébrique de GL,,(C) pour n bien choisi (voir [S, Théoréme 2.3.7]).

Définition 1.1.4. i) Une représentation rationnelle V d’un groupe algébrique
affine GG est la donnée d’un espace vectoriel V' de dimension finie et d’un homo-
morphisme de groupe algébrique p : G — GL(V). Une représentation induit une
action linéaire de G sur v, g x v = p(g)v.

ii) On appelle sous-représentation de V' un sous-espace G-stable de V.

iii) Une représentation V est dite irréductible si ses seuls sous-espaces vectoriels
G-stable sont V et {0}.

iv) Une représentation V' est dite semi-simple si elle est une somme directe de
sous-représentations irréductibles.

Définition 1.1.5. Soit G un groupe algébrique affine, eg I’élément neutre de G
et X une variété algébrique. Une action de G sur X est la donnée d’un morphisme
de variété algébrique p: G x X — X qui satisfait aux axiomes d’une action d’un
groupe sur un ensemble, & savoir :

i) u(eq, ) = x pour tout x € X

i) p(g192, ) = (g1, p(ge, x)) pour tout g1, g2 € G et pour tout z € X.

On appelle une telle variété une G-variété et on notera u(g,z) := g - x.

Exemple 1.1.6. i) Tout groupe algébrique affine G est une variété algébrique et
donc une G-variété pour 'action sur lui méme par translations.

ii) La droite affine A munie de 'action de G,, définie par \-z = Az pour tout
A\ € G,, et pour tout x € Al

iii) Le plan affine A? muni de 'action de G, définie par t- (z,y) = (t+z,t+vy)
pour tout ¢ € G, et pour tout (z,y) € A2

Lorsque X est affine, X = Spec(A), une action algébrique p: G x X — X est
déterminée de maniére unique par son homomorphisme de co-action :

A= OG)® A=0(G x X).
Pour tout f € A, g € G et pour tout z € X, on a p*(f)(g,z) = f(g- z).

Définition 1.1.7.
i) Soient G et G’ deux groupes algébriques affines et soient X une G-variété
et Y une G'-variété. Un morphisme équivariant est la donnée d’un couple (¢, 1))
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ol ¢ : G — G’ est un morphisme de groupe algébrique et ¢ : X — Y est un
morphisme de variété tel que ¢(g - z) = ¥(g) - ¢(x) pour tout = € X et pour
tout g € G. Lorsque G = G’ on appelle par convention morphisme G-équivariant
¢ : X — Y un couple (¢,idg) au sens précédent.

ii) Etant données X une G-varié¢té X et Y une variété quelconque, un mor-
phisme ¢ : X — Y est dit G-invariant si ¢ est G-équivariant pour 'action triviale
sur Y ce qui se traduit par ¢(g - ) = ¢(x) pour tout g € G et pour tout z € X.
Une fonction G-invariante sur X est un morphisme G-invariant f : X — Al

Définition 1.1.8. Soit X une G-variété,

i) L’action de G est dite effective si pour tout g1, go € G avec gy # g» il existe
x € X tel que g1 -x # go - .

ii) Un point z € X est dit fixe si g- 2 = x pour tout g € G.

iii) On appelle orbite d'un point = € X le sous-ensemble Gz := {g-x | g € G}
de X.

iv) On appelle stabilisateur de € X le sous-ensemble G, = {g € G | g-x = =}
de G.

v) Un sous-ensemble Y C X est dit G-stable si g -y € Y pour tout y € Y et
pour tout g € G.

1.1.2 Différentes notions de quotients

Le premier objet naturel associé & une variété algébrique X munie d’une ac-
tion d’un groupe algébrique G, est I’ensemble des orbites de X sous 'action de
ce groupe. En général, il n’est pas possible de munir cet ensemble d’une structure
de variété algébrique de sorte que, 'application ensembliste qui & x associe son
orbite Gx soit un morphisme de variétés algébriques; c’est le cas par exemple
dés que certaines orbites ne sont pas fermées pour la topologie de Zariski. Une
solution consiste & considérer diverses notions plus faibles de variétés quotients
paramétrant “au mieux” les orbites. Dans cette section, on rappelle différentes
constructions de quotients possibles, telles que quotient géométrique et bon quo-
tient.

Soit X une G-variété. Alors tout morphisme invariant X — Z ol Z est une
variété, peut étre considéré comme une sorte de quotient de X. Cela conduit
directement a une premiére notion de quotient, dite quotient catégorique.

Définition 1.1.9. Soient X une G-variété, Z une variété et 7 : X — Z un
morphisme G-invariant. On dit que le couple (Z,7) est un quotient catégorique
si pour tout morphisme G-invariant ¢ : X — Y il existe un unique morphisme
¢ : Z —Y tel que ¢ se factorise par ™ via ¢ = po7 :
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Dans le cas ou X est affine, un quotient catégorique 7 : X — Z dans
la catégorie des variétés affines est donc une variété affine Z dont le comor-
phisme 7 : ['(Z,0yz) — T'(X,Ox) se factorise par la sous-algébre I'(X, Ox)“
de T'(X,Ox) formée des fonctions réguliéres G-invariantes et qui est universel
pour cette propriété. Lorsque Z existe on le note X//G.

On voit en particulier que ce quotient catégorique existe dés lors que I'(X, Ox )¢
est une algébre de type finie. Cela n’est pas toujours le cas, il existe par exemple
des G,-variétés affines X dont I'algébre des invariants O(X)® n’est pas de type
finie (voir [Fr, Chapitre 7]). On se place dorénavant dans une classe particuliére
de groupes, dits groupes réductifs, pour lesquels 'existence de quotient de ce type
est garantie.

Définition 1.1.10. Un groupe algébrique G est dit réductif s’il ne contient aucun
sous-groupe fermé distingué isomorphe a (G,)". En caractéristique 0, cela est
équivalant a la propriété pour G d’étre linéairement réductif, c’est-a-dire que toute
représentation rationnelle de G est semi-simple (|[Mu, p.27 |).

En particulier, tout tore algébrique est un groupe réductif.

Théoréme 1.1.11 (Nagata). [Do, Théoreme 3.3] Soit G un groupe algébrique ré-
ductif agissant sur une variété affine X. Alors l'algebre des invariants T'(X, Ox)%
est de type fin.

L’inclusion T'(X, Ox)¢ — I'(X, Ox) induit un morphisme de variété 7 : X —
Spec(T'(X, Ox)%) qui, d’aprés la discussion précédente est un quotient catégorique
dans la catégorie des variétés affines.

Donnons des exemples & la fois de quotients catégoriques et d’orbites pouvant
apparaitre :

Exemple 1.1.12.

i) On considére I'action de G,, sur A? = Spec(Clx,y]) donné par A - (x,y) —
(Az, A\y). On a donc A?//G,, ~ Spec(Clx,y|®m) ~ {pt}. L’unique orbite fermée
est le point fixe (0, 0), les autres orbites forment un pinceau de droites passant par
'origine, privées de cette méme origine. Ces orbites sont donc ouvertes et ont {0}
dans leur adhérence, ainsi elles ont la méme image par le morphisme quotient.
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ii) On considére I'action de G,, sur A? = Spec(Clx,y]) donné par X - (z,y) —
(Az, A\™Yy). Les orbites fermées sont 'origine, qui est un point fixe, ainsi que les
hyperboles d’équations {xy = a | a # 0}. On a donc :

A?//G,, ~ A' = Spec(C[z,y]®™) = Spec(Clzy]).

Cependant les deux axes {z = 0} et {y = 0} tous les deux privés de Porigine
constituent des orbites ouvertes.

Définition 1.1.13. Un morphisme G-invariant 7 : X — Z ou Z est une variété
est appelé un quotient géométrique si chaque fibre de 7 est une orbite. Cela im-
plique en particulier que toutes les orbites sont fermées et que l'application est
surjective.

Exemple 1.1.14. On considére une variété affine X et un groupe algébrique
fini G et linclusion I'(X,0x)®" — T'(X,Ox). L’existence d’une section f —
ﬁ > gec 9+ [ de l'inclusion garantit que le morphisme 7 : X — Spec(I'(X, Ox))
est un quotient géométrique.

L’exemple précédent 1.1.12 illustre le fait que pour des groupes plus géné-
raux, le quotient catégorique, lorsqu’il existe, n’est en général pas un quotient
géométrique.

Définition 1.1.15. Un morphisme G-invariant 7 : X — Z, ol Z est une variété,
est appelé un bon quotient catégorique pour I'action de G si 7 satisfait :

1) Pour tout ouvert U C Z, 7 induit un isomorphisme, O(U)=O(x~Y(U))¢.

2) Si W C X est un fermé G-invariant, alors m(W) C Z est un fermé.

3) Si Wi, Wy C X sont des fermés G-invariants et que de plus Wy N W, = (),
alors (W) N (W) = 0.

En particulier un bon quotient catégorique est un quotient catégorique. Un bon
quotient catégorique qui satisfait les propriétés pour étre un quotient géométrique
est appelé un bon quotient géométrique.

Proposition 1.1.16. [B1, Théoreme 4.3.1] Si G est un groupe fini et que X
est une G-variété quasi projective, alors m : X — X//G est un bon quotient
géométrique dans la catégorie des variétés quasi-projectives et m est un morphisme

fini.

Exemple 1.1.17.

i) Soit G, agissant sur A%\ {(0,0)} par \-(z1,xs) = (A1, Az3). La variété X =
A%\ {(0,0)} est quasi-affine, et Papplication 7 : X — P! définie par 7(z1, 7)) =
[1 : 2] est un bon quotient géométrique dans la catégorie des variétés algébriques.
En effet les plus petits sous-ensembles G,,-stables sont exactement les orbites et
deux orbites différentes sont envoyées sur deux points différents. Par contre, le
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quotient catégorique dans la catégorie des variétés quasi-affines est I'application
constante de I'exemple 1.1.12.

ii) Soit G, agissant sur X = A2\ {(0,0)} par A - (z1,72) = (Azy, A\ za).
L’application 7 : X — A! donnée par 7(z1,22) = 7172 est un quotient dans la
catégorie des variétés. Pour obtenir un quotient géométrique il faut considérer
la droite a deux origines (|[Har, Exemple 2.3.6]) qui n’est pas un schéma séparé.
En effet X est recouvert par deux ouverts affines Uy = A? \ {z; = 0} et U, =
A%\ {z5 = 0}, chacun admettant un bon quotient géométrique, U; //G,, = A’ pour
i = 1,2. Le bon quotient est obtenu en recollant U, //G,, et Uy //G,, par 'identité
le long de (U; NU,)//G,,, =~ A\ {0}.

iii) Soit G,, agissant sur Al x Al = Spec(C[z{", z3']) par A - (z1,22) = (A~
x1, \71 - 1), Alors application m : X — Al tel que m(x1,22) = (z122) est un bon
quotient géométrique.

Théoréme 1.1.18. [Ro/ Soit X une G-variété affine irréductible, alors il existe
un ouvert affine Xqg C X non vide et stable par G qui admet un bon quotient
géométrique dans la catégorie des variétés affines.

Supposons maintenant que X est une variété algébrique irréductible quasi-
projective. L’idée générale pour obtenir le “meilleur quotient possible” est alors de
recouvrir X par des ouverts affines G-invariants U; tel que I'on puisse considérer le
quotient U;//G au sens de la définition 1.1.9. On espére pouvoir ensuite construire
X//G par recollement des U;//G. Un tel recouvrement n’existe pas systématique-
ment et d’autre part le recollement n’est pas toujours possible dans la catégorie
des variétés, de maniére similaire a Pexemple 1.1.17 ii).

Exemple 1.1.19. On considére P! muni d’une action de G, définie par ¢ - [u :
v] = [u+tv : v] alors dans ce cas le point a I'infini, [1 : 0] n’admet pas de voisinage
ouvert G,-invariant.

On va cependant pouvoir réaliser cette construction pour un ouvert U de X et
ainsi définir le quotient U//G, le but étant de considérer un ouvert U maximal. La
construction de 'ouvert U va dépendre du choix d’un fibré en droites G-linéarisé.

Définition 1.1.20. Soit X une G-variété et 7 : L — X un fibré en droites sur X.
Une G-linéarisation de L est un relevé de l'action p : G x X — X en une action
i sur L tel que :

i)
Gx L2 L , commute
e |
GxX-t—sX

ii) G opére linéairement dans les fibres de L. En particulier la section nulle de
L est G-invariante.
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Exemple 1.1.21. On considére A" = Spec(C|xy, ..., z,]) muni de Paction de G,
donnée par A - (x1,...,2,) = (Ax1,...,A\x,). Pour tout k € Z, le fibré en droites
trivial, Ly = A" x A! muni de action X - (z1,...,2,,1) = (Azq, ..., A\, \¥I) est
G,,,-linéarisé.

Définition 1.1.22. Soit L un fibré en droites G-linéarisé sur X, et soit =z € X :
i) On dit que x est semi-stable si il existe m > 0 et s € I'(X, L)Y tel que
Xs ={y € X : s(y) # 0} soit un ouvert affine contenant z. L’ensemble des points
semi-stables est noté X**(L).
ii) On dit que x est stable si il existe s satisfaisant les hypothéses de i) avec de
plus, G est fini et toutes les orbites de G dans X, sont fermées. L’ensemble des
points stables est noté X*(L)

Les ensembles X*°(L) et X*(L) sont des ouverts G-invariants. Si x € X n’est
pas semi-stable on dit qu’il est instable.

Exemple. (Suite de 'exemple 1.1.21) On considére Ly le fibré en droites G,,-
linéarisé construit précédemment. L’espace des sections I'(A", L) s’identifie a
Clzy, ..., x,) via I'application :

feCley,...,xn] = s(xy,...,xn) = (21, ., &, f(T1, .00, 20)).

Ainsi, s € [(X, LY™) % si et seulement si f(A-x1,..., A x,) = A f(z1,...,2,)
pour tout (z1,...,x,) € A" et XA € Gy,.

Si k = 0, alors le polyndome constant égal a 1 définit une section invariante de
L¥™ pour tout m et done X*%(Lg) = A" et

A"//G,, = Spec(C[zy, ..., 2,]°™) = Spec(C).

Si k > 0, puisque ’ensemble des points semi-stables et le quotient correspon-
dant sont inchangés si on remplace Ly par une de ses puissances tensorielles, on
peut supposer que k = 1. On a alors :

Prar, L™ = @PClar, ., 2nlm = Clan, ., 2050,
m=0 m=0

ou Clzy,...,x,]m est ensemble des polyndmes homogénes de degré m. De plus
P (A2 LY™)Cm = Clay, ..., z,]s0 est 'idéal engendré par 1, ..., 7,. On a donc
m>0

X*(Ly) = D(x1)U...UD(z,) =A"\ {(0,...,0)}.
ot D(x;) est le sous-ensemble de A" ou x; ne s’annule pas pour i = 1,... n.
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Théoréme 1.1.23. [Mu/ Soit X une G-variété irréductible et L un fibré en droites
G-linéarisé. Alors il existe un bon quotient :

7 X%(L) = X*(L)//G.

De plus il existe un ouvert U C X*(L)//G tel que n='(U) = X5(L) et mr—1(v
soit un bon quotient géométrique.

Exemple. (Suite de 'exemple 1.1.21) Pour le fibré en droites G,,-linéarisé Ly
construit précédemment, le morphisme

7 X55(Ly,) = A"\ {(0,...,0)} — X*(L)//G,, ~P" ! = Projc(Clzy,...,x,])
(x1,...,2p) — [T1 ... )

est un bon quotient.

Soit A un anneau de type fini gradué en degrés positifs A = @, ., A,. Clest-
a-dire, un anneau A de type fini, un sous-anneau A, et une famille de Ag-modules
A, tel que pour tout n et m € N, A, - A,, € A, 1. Pour la construction suivante
on se référera a [E-Ha, I11.2].

Définition 1.1.24. Le spectre premier homogene d’un anneau gradué en degrés
positifs A = €D, 5y An, noté Projc(A), est 'ensemble des idéaux premiers homo-
génes de A ne contenant pas @, ., An.

Une base d’ouverts de Projc(A) est donnée par les ensembles Spec(A;°), ou f
est un élément homogéne de A et Spec(A;°) est 'ensemble des idéaux premiers
de Spec(A) ne contenant pas f. L’anneau des fonctions réguliéres est la partie
homogéne de degré 0, (A;°) du localisé Ay, c’est a dire, {fim € A1 a € Apgeg(r) }-

Exemple 1.1.25. Soient dy,...,d, 1 des entiers strictement positifs. On consi-
dére A = Clz1,...,2n11] = @,59 A 00t Ag = C et A, est engendré par les mo-
nomes de la forme Tz} tel que Y n;d; = n. Alors Projc(A) = P(dy, ..., d, 1) l'es-
pace projectif a poids (voir [Do, p.39]). En particulier si pour tout i =1,...,n+1
on a d; = 1 alors Projc(A) = P(1,...,1) est 'espace projectif P" et les idéaux
homogénes sont engendrés par des polynomes homogénes pour le degré usuel.

Proposition 1.1.26. [Mu/ Reprenons les hypothéses du Théoréeme 1.1.25. Si de
plus X est projectif et L est ample, alors en posant R = Gadzo ['(X,L%) on a :

X*(L)//G ~ Proj(R®).
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Exemple 1.1.27. Si on considére G, agissant sur A" via X - (z1,...,2,11) =
Mgy, .o Mg, ) alors Clay, . .., 0,41 est naturellement gradué comme dans
I'exemple précédent avec Ag = C et dans ce cas-la on obtient :

ATINA0}//Gr = P(dy, - - dnsa)-

On va maintenant considérer la normalisation d’'une G-variété X et montrer
que la variété ainsi obtenue X est elle-méme une G-variété. De plus dans le cas
d’un groupe fini G' la normalisation et le quotient par G commutent.

Proposition 1.1.28. Soit X une G-variété affine et n : X — X sa normali-
sation alors l'action de G se releve de maniere unique a X de telle sorte que la
normalisation soit équivariante.

Démonstration. Soit X = Spec(A) et X = Spec(A) avec A C A C Frac(A). Or A

~

et Frac(A) sont G-stables, on veut montrer que A est aussi G-stable.
~ k .
Soit o € A alors par définition il existe P = X**1 + "¢, X* un polynome

i=1
unitaire & coefficients dans A tel que P(a) = 0, on fait agir G sur P(«a) ce qui
donne :

(97" P)@)=(g- )" +> (g-a)(g-a) =0,

i=1

or g-a; € Apour tout i =1,...,k car A est G-stable donc pour tout o € A son
image par un élément g de G est aussi dans A donc la normalisation de A est
stable par G. n

Proposition 1.1.29. Soit Y une variété quasi-projective munie d’une action d’un
groupe fini G. Alors la normalisation de Y et le quotient par G commutent, on a

donc }/}//G ~ Y///\G

Démonstration. D’aprés la proposition précédente 'action du groupe G remonte
a la normalisation Y. De plus étant donné que Y est une variété quasi-projective
et que G est fini, tout y € Y admet un voisinage affine ouvert G-invariant. La
normalisation est une propriété locale on peut donc supposer que Y est une variété
affine.

En utilisant la propriété universelle de la normalisation, c’est a dire, si f :
Z —'Y est un morphisme dominant et que Z est une variété affine normale alors
il existe un unique f': Z — Y tel que f = no f’ et la propriété universelle du

25



quotient (cf) on obtient le diagramme commutatif suivant :

- Y//G
T
= Y)/G
N T
Y /G

<) — =

Ainsi on a (C[Y///\G] C C[Y]°. Inversement si Uon considere f € C[Y]%, alors
g - f =g pour tout g € GG et il existe un polyndéme unitaire P avec ses coefficients
dans C[Y] tel que P(f) = 0. Or G est fini donc Q = []g.P est un polynéme
geG
unitaire G-invariant tel que G(f) = 0. On a donc f € C[Y//G] et le diagramme
devient donc :

Y — Y/|G
to 1
Y = Y/G~Y/G
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1.2 Tores algébriques, cones et diviseurs polyédraux

Le but de cette partie est de rappeler la correspondance entre une action
d’un tore algébrique sur une variété affine et une Z"-graduation de son anneau de
fonctions. Puis dans un second temps on introduira la notion de diviseur polyédral,
en commencant par les diviseurs a coefficients entiers puis rationnels.

1.2.1 Tores algébriques et réseaux des caractéres

Définition 1.2.1. On appelle tore algébrique de dimension n le sous-groupe al-
gébrique de GL,, composé des matrices diagonales. Ce groupe algébrique est iso-
morphe & (G,,)" ou G,, est le groupe multiplicatif.

Si il n’y a pas de confusion possible on notera T pour désigner un tore algé-
brique de dimension n et on le nommera simplement tore. L’anneau de coordonnée
de T est I'algébre C[T] ~ C[z7", ..., 2] des polynémes de Laurent en n variables.

Définition 1.2.2. Un caractére d’un tore T est un morphisme de groupe algé-
brique x : T — G,,.

Pour (ay,...,a,) € Z", Iapplication x* : T — G,, définie par
Xty .oy tn) =85t

est un caractére de T. Tous les caractéres sont en fait de cette forme.
Soit x : T — G,,, un caractére, alors :

X(t1, . oo tn) = x(t, 1,0, Dx(L e, .0 1) - x(1, .00, 1, Ey,)

car x est un homomorphisme de groupe. Ainsi, déterminer un caractére revient
a déterminer son évaluation sur les générateurs. Chacun de ces sous-groupes est
clairement isomorphe a G,,. Ainsi x est déterminée par des automorphismes y; :
G, — G, pour @ = 1,...,n ce qui implique que x;(t) = t* pour un certain
a; € 7.

Etant donné deux caractéres x* et x* d’un tore T, on peut considérer la mul-
tiplication x® - x* = x**’. L’ensemble des caractéres d’un tore forment alors un
groupe abélien M isomorphe a Z".

Définition 1.2.3. Un réseau est un groupe abélien libre de rang fini. Un réseau
de rang n est donc isomorphe a Z".

Ainsi on dira que M est le réseau des caractéres du tore. Etant donnée une
base {e1,...,e,} on a des isomorphismes d’algébre :

C[T] ~ @(C)(m o~ @Cxa ~ C[t, ... 5],

meM ASYAL
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ou t; = x“. Il existe une notion duale aux caractéres :

Définition 1.2.4. Un sous-groupe a un parametre d’'un tore T est un morphisme
de groupe algébrique v : G,, — T.

De la méme maniére que précédemment, tout b = (by,...,b,) € Z" détermine
un sous-groupe a un paramétre 7° : G,, — T tel que °(t) = (t*,...,t"), et I'on
peut montrer que tous les sous-groupes a un parameétre du tore T sont de cette
forme. L’ensemble des sous-groupes a un parameétre forme aussi un groupe abélien
libre de rang n, noté N.

Etant donné un caractére y® et un sous-groupe a un paramétre 7°, on peut
alors considérer la composition x® o 4* : G,, — G,, donnée par t — ™ ou

m = > a;b; := {(a,b). On a alors M = Hom(N,Z), de sorte que M et N sont des
i=1

réseaux duaux avec l'application donnée par (x,v) = x o y(t) = m.

Supposons que X = Spec(A) soit munie d’une action d’un tore T = Spec(C[M])
soit A = (A1,...,A\,) € T et soit f € A. Alors f satisfait :

(A N@)=FOT2) = ) x(u) ful),

uEL™
ouf,(x) € A veérifie t - f, = x"(t)fu. Ainsi f = >_ f, ot I est un sous ensemble
uel
fini de M.
On peut alors décomposer A sous la forme : A= P A, ou

ucM

Un élément de A, est appelé un semi-invariant de poids u.

On obtient ainsi une structure d’algébre M-graduée avec A,, - Ay, C Ayitu,
pour tout u; et us € M.

Réciproquement, (voir [R1]) étant donnée une algébre de type fini M-graduée

A= @ Ay, la variété X = Spec(A) admet une action de T = Spec(M) détermi-
ueM
née comme suit par son comorphisme :

Etant donné un systéme de générateurs (z1,...,2,) de A, on pose Fy(z, \) =
> x"(N)xyy, ainsi pour tout 7 = (71,...,7,) € T et pour tout £ = (&1,...,&,) € X
ona:t-&=(F(r¢),..., (7).

Ainsi il y a une correspondance bi-univoque entre les variétés affines munies
d’une action de T = Spec(M) est les C-algebres de type fini M-graduées.
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1.2.2 Cobnes convexes polyédraux

Soit N ~ ZF un réseau de rang k et M = Hom(N,Z) son réseau dual, on
notera Ng et Mg les Q-espaces vectoriels N ®z Q et M ®z Q respectivement.

Définition 1.2.5. Soit S C Np, un sous-ensemble fini, on appelle céne conveze
polyédral rationnel (ou cone convexe dans Ng ) le sous-ensemble déterminé par S

o= Cone(S) = {Z)\uu | Au € Qo) C Ng.

uesS

Définition 1.2.6. Un cone convexe polyédral o dans Ng est dit pointé si o N
(—0) = 0. En d’autres termes o est pointé si il ne contient pas de droite vectorielle
de NQ.

Exemple 1.2.7.

i) Si N est de rang 1, c’est a dire N ~ Z alors les seuls cones convexes
polyédraux pointés sont 0 = {0}, 0 = Q>¢ et 0 = Q<.

On remarquera que si o est un cone convexe polyédral pointé pour un réseaux
de rang n c’est alors aussi un cone convexe polyédral pointé pour un réseau de
rang n + 1 pour le plongement naturel.

ii) Dans le cas d’un réseau de rang 2 :

o C Ng est un cone convexe polyédral
pointé

Définition 1.2.8. Etant donné un coéne convexe polyédral o dans Ng on appelle
cone dual de o, le cone dans Mg défini par :

o' :={ve Mg |Vueo (uv) >0} C My=M ®;Q.

Celui-ci est constitué de toutes les formes linéaires positives ou nulles sur o. De
plus ¥ est un cone convexe polyédral dans Mg et o = (o¥)Y(voir [C-L-Sc]).

Définition 1.2.9. Etant donné o un cone convexe polyédral dans Ng, on appelle
intérieur relatif et on note relint(o) ’ensemble suivant :

relint(o) :={u € o |Vme ", (m,u) > 0}.
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Définition 1.2.10. Etant donné o un cone convexe polyédral dans Ng, on appelle
face du cone o et on note 7 < o 'ensemble o N H,, pour tout m € ¢ et pour :

H,, :={u € Ny |= (m,u) = 0}.

Définition 1.2.11. On appelle éventail dans Ng une collection de cones convexes
rationnels satisfaisant :

i) Pour tout o € 3, chaque face de o est encore un cone dans .

ii) L’intersection de deux cones 01,09 € X, est une face de o7 et de 0.

L’ensemble Y est partiellement ordonné par 'inclusion.

Définition 1.2.12. On appelle polytope rationnel 'enveloppe convexe d'un nombre
fini de point dans Ng. On notera les polytopes II.

II = Conv(S) = {Z)\uu | A € Q>0 Z/\“ =1}

u€esS uesS

Définition 1.2.13. On appelle polyédre convexe rationnel l'intersection d’un
nombre fini de demi-espaces affines dans Ng. On notera les polyédres convexes
rationnels A.

Tout polyédre convexe admet une décomposition A = IIn + oa ou IIA est un
polytope, oo un cone convexe polyédral pointé et ou la somme est la somme de
Minkowski. De plus le cone o considéré dans la décomposition est unique [O,
Théoréme A.13|. On Pappelle cone de récession de A.

On rappelle que la somme de Minkowski de deux polyédres A; et Ay dans Ng
est le polyedre : Ay + Ay = {v; + v9,v1 € Ay, 09 € Ag}.

La somme de Minkowski de deux polyédres convexes rationnels ayant le méme
cone de récession o est un polyédre convexe rationnel ayant o comme cone de
récession.

Définition 1.2.14. Etant donné un cone polyédral ¢ C Ng on note Polt(Ng)
I'ensemble des polyédres convexes dans Ng ayant o comme cone de récession.
Pol’ (Ng) est un semi-groupe abélien pour la somme de Minkowski avec o comme
élément neutre.
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1.2.3 Diviseurs & coefficients entiers, rationnels, polyédraux

On considére Y un schéma noethérien, séparé et normal. Dans un premier
temps on introduit la notion de diviseur entier sur Y. On définit ensuite les Q-
diviseurs et les diviseurs a coefficients polyédraux.

1.2.3.1 Diviseurs de Welil et de Cartier.

Définition 1.2.15.

i) Un diviseur premier sur Y est un sous-schéma fermé intégre de codimension
ldeY.

ii) Un diviseur de Weil sur Y est une somme formelle finie D = > nzZ de
diviseurs premiers oit ny € Z. On note WDiv(Y') 'ensemble des diviseurs de Weil
sur Y.

iii) Un diviseur est dit effectif si nzy > 0 pour tout Z.

iv) Le support de D est la réunion des diviseur premiers Z C Y tel que ny # 0.

Définition 1.2.16.

i) Un diviseur est dit principal si il est le diviseur d’une fonction rationnelle
non nulle f. On le note div(f) = > vz(f)Z on l'entier vz(f) correspondant a
l'ordre de f le long de Z.

ii) Deux diviseurs sont linéairement équivalents si leur différence est un diviseur
principal.

Définition 1.2.17.

i) Soit Y une variété normale. Un diviseur de Weil D sur Y est localement
principal s'il existe un recouvrement (U;);cr de Y et des fonctions rationnelles f;
sur Y tel que D N U; = div(fi)u,-

ii) Soient D et D" deux diviseurs de Weil localement principaux sur Y donnés
respectivement par (U, f;) et par (V}, g;), alors D et D' coincident si f;/g; est une
fonction rationnelle inversible sur U; N'V; pour tout 7 et j.

iii) Un diviseur de Cartier sur Y est la donnée d’une classe d’équivalence de
diviseurs de Weil localement principaux. L’ensemble des diviseurs de Cartier sur
Y est noté CDiv(Y).

Remarque 1.2.18. On a supposé que la variété Y était normale ainsi on peut
associer a un diviseur de Cartier D défini par une famille (U;, f;) un diviseur de
Weil :

anz,
Y
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ol ny est Uentier vz(f;) correspondant a I'ordre de f; en Z pour n’importe quel ¢
tel que Z N U; soit non vide. Cette somme est une somme finie (voir [Har,
Lemme 6.1]).

Définition 1.2.19. Un diviseur de Cartier est effectif s’il a une représentation
(Ui, fi), ou les fonctions f; sont réguliéres sur U;. Dans ce cas toutes ses représen-
tations sont alors réguliéres.

Pour un diviseur de Weil D sur une variété Y donnée on peut définir un sous
faisceau du faisceau constant C(Y') des fonctions rationnelles sur Y :

Oy (D)(U) = {f € C(Y) [ div(f) + Dy = 0} U {0} € C(Y).

L’espace des sections globales de I'(Y, Oy (D)) s’identifie & un I'(Y, Oy )-module
constitué des diviseurs effectifs linéairement équivalents a D.

1.2.3.2 (Q-diviseurs de Weil et de Cartier

Définition 1.2.20.

i) Un Q-diviseur de Weil sur Y est une somme formelle finie D = > qzZ de
diviseurs premiers ot gz € Q. L’ensemble des Q-diviseurs de Weil sur Y est donc
Q ®z WDiv(Y).

ii) Un Q-diviseur de Cartier est un élément de 'ensemble Q ®z CDiv(Y).

On remarquera qu’un Q-diviseur de Weil principal est un diviseur principal,
en particulier tous ses coefficients sont entiers.

De la méme maniére que pour les diviseurs de Weil, pour tout Q-diviseur de
Weil D = Y ¢;D;, I'espace des sections globales de I'(Y, Oy (D)) s’identifie a un
I'(Y, Oy)-module constitué des diviseurs effectifs linéairement équivalents a | D |
ou |D| =>"1q - D; et |g;] est la partie entiére de g;.

Définition 1.2.21.

i) Un Q-diviseur de Cartier D sur Y est dit semi-ample si pour m assez grand
I’ensemble des complémentaires des supports des diviseurs effectifs linéairement
équivalents & mD recouvre Y.

ii) Un Q-diviseur de Cartier D sur Y est dit abondant si pour m assez grand
il existe un diviseur effectif linéairement équivalent a mD dont le complémentaire
du support soit affine.

1.2.3.3 Diviseurs polyédraux

Soit N un réseau et ¢ un cone convexe polyédral rationnel, on construit des di-
viseurs ayant pour coefficients des polyédres convexes appartenant au semi-groupe
Polt (Ng), pour définir une évaluation compatible entre ceux-ci et I'ensemble des
Q-diviseurs sur Y.
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Définition 1.2.22. Un diviseur o-polyédral D sur une variété algébrique Y est
la donnée d’un élément :

D =) A;® D; € Pol}(Ng) @z WDiv(Y),
oll les D; sont des diviseurs premiers sur Y et les A; des polyédres convexes avec
o comme cone de récession, A; = o sauf pour un nombre fin de polyédres.
Pour tout élément u € 0¥ N M, la dualité (.,.) entre Mgy et Ng induit une
application de Pol} (Ng) dans Q définie par A — miil (u,v). Cette application est
ve

bien définie car les cones considérés sont des cones pointés convexes de sorte que
le minimum existe et est unique.
On en déduit une application :

((¢¥ N M), (Polt (Ng) @z WDiv(Y))) — Q @z WDiv(Y)

A; ®D;) — D(u

() Aiw ) =2 min (u,v)

qui a tout u e oV N M et tout d1V1seur o-polyédral D sur Y associe le Q-diviseur
de Weil, D(u Z mm (u,v) D; sur Y.

L’ analogue des d1v1seurs principaux dans le cas des diviseurs polyédraux est
le suivant :

Définition 1.2.23. Une plurifonction f = > v;® f; € N®z;C(Y)* sur Y respec-
tant le réseau N est la donnée de points v; € N et de fonctions f; € C(Y)*.

Pour toute plurifonction f =) v; ® f; on a une évaluation :
M = Hom(N,Z) — C(Y)*,
donnée pour tout v € M par f(u) =[] fi<uwi>'

Définition 1.2.24. Le diviseur principal o-polyédral d’'une plurifonction f =
S v @ f; est le diviseur polyédral div(f) = > (v; + o) ® div(f;) € Pol!(Ng) @z
WDiv(Y).

Définition 1.2.25. Un diwviseur polyédral propre D sur Y, abrégé p-diviseur, est
un diviseur o-polyédral D = Y A;® D; sur Y satisfaisant les propriétés suivantes :
i) Pour tout i, D; est un diviseur premier.
ii) Pour tout u € ¥ N M, D(u) est un Q-diviseur de Cartier sur Y.
iii) Pour tout w € 0¥ N M, D(u) est semi-ample.
iv) Pour tout u € relint(c¥) N M, D(u) est abondant.
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1.3 T-variétés normales

Soit X = Spec(A) une T-variété, ¢’est-a-dire, une variété affine normale munie
d’une action effective d'une tore algébrique T ~ (G,,)* pour un certain entier k. La
description d’une telle variété X, ou plus précisément de son anneau de fonctions
réguliéres A munie de la graduation correspondante, & 1’aide d’un couple (Y, D) est
due & Altmann et Hausen (voir [A-H]). Dans cette présentation, Y est une variété
de dimension dim(X) — dim(T) et D un p-diviseur sur Y. Cette présentation est
la généralisation de deux descriptions déja existantes : d’une part la description
purement combinatoire a ’aide de cones dans un réseau pour le cas des variétés
toriques [C-L-Sc, Fu, O], et d’autre part la description des G,,,-variétés a 'aide de
Q-diviseurs (|D, F-Z1]).

On remarquera que 'on considére des variétés uniquement affines mais la des-
cription de Altmann et Hausen a été généralisée dans [A-H-Sii] au cas des variétés
projectives.

Définition 1.3.1. Pour une T-action sur une variété X la complexité est définie
comme la codimension d’une orbite générale.

Soit X = Spec(A) une variété affine munie d’une action de T = Spec(C[M])

correspondant & une graduation A = @ A,. On appelle cone de poids de A le
ueM
cone polyédral dans Mg engendré par les éléments u € M tel que A, # {0}.

L’action est effective si et seulement si le coéne de poids et de dimension maxi-
male dans le réseau des caractéres, et pour tout u € 0¥ N M on a A, # {0}

Si I’action du tore est effective alors la complexité de 'action est donnée par
dim(X) — dim(T). A partir de maintenant toutes les actions considérées seront
supposées effectives.

1.3.1 T-variétés normales

Définition 1.3.2. Une variété Y est dite semi-projective si le morphisme 7 : ¥ —
Spec(I'(Y, Oy)) est projectif et I'(Y, Oy ) est de type fini.

Exemple 1.3.3.

i) Si Y est affine ou projective alors Y est semi-projective.

ii) L’éclatement Y’ — Y, de Y une variété affine, le long d’un sous-schéma est
semi-projectif.

Théoréme 1.3.4. [A-H] Pour tout p-diviseur D sur une variété normale et semi-
projective Y, le schéma :

S(Y,D) := Spec( @ T(Y,0v(D(u))))

ucoVnNM
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est une T-variété affine normale de dimension dim(Y’) 4+ dim(T).

Réciproquement toute T-variété affine normale est isomorphe de maniére équi-
variante a S(Y, D) pour un couple (Y, D) bien choisi.

Pour une T-variété X donnée, il n’y a pas en général unicité du couple (Y, D),
par exemple S(Y, D) est isomorphe de maniére équivariante a S(Y, D + div(f)) ou
f est une plurifonction (voir définition 1.2.23). De méme la variété Y n’est pas
unique (voir [A-H, corollaire 8.12]).

L’existence d’une application qui pour tout u, ' € ¥ N M est définie par :

I'(Y, Oy (D(u))) @ I(Y, Oy (D(w))) = I'(Y, Oy (D(u + u'))),

garantit que @ T'(Y,Oy(D(u))) est bien une algébre graduée. Cette applica-
ueoVNM
tion est bien déterminée. En effet ’évaluation min (u, v) avec les notations précé-

VEA;

dentes est une évaluation convexe car ¢ est un un cone convexe polyédral dans
Ng(voir [O, Appendice A]), ainsi pour tout u,u’ € ¥ N M on a D(u) + D(v') <
D(u+ ). De plus D étant un p-diviseur I'algébre M-graduée ainsi obtenue est
de type fini, ’hypothése que D est semi-ample intervient a ce moment de la
construction (voir [A-H, p.14]). Ainsi l'algébre construite correspond a I’anneau
des fonctions d’une variété affine munie d’une action du tore T = Spec(C[M]).

Exemple 1.3.5.

i) On considére A? = Spec(C|z,y]) muni de laction de G,, donnée par ) -
(z,y) — (Az,Ay). L’anneau des fonctions réguliéres est ainsi naturellement Z-
gradué, le bon quotient pour paramétrer les orbites de cette action est P! =
Proj(Clz, y])(voir 1.1.17). On peut alors identifier C|x,y] muni de la graduation
correspondante avec l'algébre @, -, T'(P', Opi(n)), les sections globales de Op:i(n)
pour n > 0 s’identifiant aux polynémes homogénes de degré n pour la gradua-
tion usuelle. Cette identification se traduit en terme de p-diviseurs de la maniére
suivante :

A? =S(P', D) = Spec( @D T'(P", Op: (D(w)))),

u€Zsg
en posant D = [1,00[®{0} € Poll(Q) ®z WDiv(P!).
En effet, Opi1(D(u)) = Op1(u) si u > 0.
ii)[A-H, section 12| On considére la variété
X = {2 +y* + 2t} C A* = Spec(Clx, y, 2, 1]),
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munie de action de (G,,)? induite par action linéaire sur A* donnée par (A;, \s)-
(M, My, Aoz, A2 ).
Alors X est isomorphe de maniére équivariante a :

S(PY,D)ouD = Ay ® {0} + A, ® {1} + A, ® {00},

avec Ag = (1/3,0) + 0, Ay = (—1/4,0) + 0, A = {0} x [0,1] + 0 et o est le
cone généré par les vecteurs (1,0) et (1,12).

b

0 Ay

A

Dans ce dernier exemple on constate que contrairement a i) 1'algébre n’est
pas engendrée en degré 1. En effet les générateurs de l'algébre des fonctions ré-
guliéres de A?; et donc de X, que sont (z,y,2,t) sont des semi-invariants pour
I'action de (G,,)? et appartiennent aux Ay-module Ay, Az, Ay et Az i)
respectivement.

1.3.2 Construction d’un couple quotient d’aprés Altmann
et Hausen

Pour construire la variété semi-projective Y qui apparait dans la description
d’une T-variété dans le Théoréme 1.3.4, on utilise une partie des définitions et
des notions de la partie précédente. En effet la variété Y est obtenue a I'aide la
la théorie des invariants géométriques. La construction générale n’est pas celle
utilisée pour un calcul effectif d’une présentation mais c’est celle qui sera utilisée
pour les preuves des théorémes de cette thése. Dans la pratique pour une action de
tore explicite sur une variété affine normale donnée, on utilisera la section suivante
dans le cas des actions d'un tore de dimension 1, et dans le cas général on utilisera
la méthode décrite dans [A-H, section 11].

1.3.2.1 Construction du quotient A-H

Définition 1.3.6. La variété Y correspondant & une T-variété X construite a
I’aide de la méthode ci-dessous sera appelée le quotient A-H de X.
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Soit M un réseau, T = Spec(C[M]) et X = Spec( @ A,) une T-variété. Pour
ueM
construire Y (X) on considére pour tout u € M l'ensemble X*°(u) des points

semi-stables,
X¥w):={x e X /In€lspet f € A, tel que f(x) # 0} .

Pour tout u € M, X**(u) est un ouvert T-invariant de X qui admet d’aprés le
Théoréme 1.1.23 un bon quotient Y, :

Y= X"(u)//T = Proju,( @ Anu) = Spec(Ay),

TLGZZ()
qui est semi-projectif au dessus de Spec(Ay).

On peut se restreindre & un nombre fini d’éléments u € M. Plus précisément,
d’aprés [Be-H, section 2|, il existe un éventail A € Mg engendré par un nombre
fini de cones \ ayant les propriétés suivantes :

i) pour tout u et «’ dans Uintérieur relatif de A\, X**(u) = X*°(u’). On notera
Wy = X*(u) pour tout u € relint(\).

ii) Si v est une face de \ alors W, est un ouvert de W.. On pose alors :

W = N W, =limW,.
AEA —

Les applications quotients : g : Wy — W, //T forment un systéme inverse indexé
par les cones de ’éventail A. La limite existe comme produit fibré d’'un nombre
fini de variétés Y, et est donné par le morphisme ¢ : W — Z = limY,. En

—

particulier la normalisation Y (X) de I'adhérence de I'image de W par ¢ est
semi-projectif au dessus de Spec(Ap).

W W W, X
QL %N l v l
Z Y, Y. 0
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Exemple 1.3.7. On considére A*> = Spec(Clx,y, z]) muni d’une action de G,,
donnée par - (x,y,2) = (Az, X'y, \2). Ainsi C[z, y, 2| est Z-gradué, Clz,y, 2] =

P A, avec Ay = Clu,v] ott u = yz et v = yx ainsi Yp(A3) ~ A%u »- De plus on
neL '
observe que l'algébre est engendrée en degré 1, c’est-a-dire, par Ay, A; et A_;.

On a d'une part A_,, = Ay - y" C Clz,y, 2] car tous les polynémes semi-
invariant de poids négatif sont divisibles par y ce qui implique :

Y_1(A®) ~ Proj( @ Agy™) = Yo(A?) ~ A%

nEZZO

D’autre part, € A, ~ Sym, ,A; ot Ay est le Ap-module libre engendré par x et
ne>0
Z, ainsi :

Y,1(A%) ~ Proj( @ A,) ~ A%

neZZO

ot A? correspond a 'éclatement de A2 a Porigine.
On obtient le quotient A-H de A® comme le produit fibré de Y_;(A?) et Y, ;(A3)
au dessus de Spec(4y) :

Y(A%) = Y.1(A%) Xyyas Yia(A%) ~ A%

1.3.2.2 Construction de p-diviseurs

La construction des p-diviseurs est effectuée dans la preuve de [A-H, Théo-
réme 3.4], et cette construction laisse un choix pour construire un p-diviseur sur
Y correspondant & X = Spec(A) une T -variété. Celui-ci n’est totalement déter-
miné que modulo le choix d’un homomorphisme de groupe h : M — Frac(A), tel
que pour tout u € M | h(u) est semi-invariant de poids u. Un tel h étant fixé, si
u € oV N M est un élément saturé, ¢’est-a-dire, un élément v € oV N M tel que
I'anneau €, Anu est généré en degré 1, il existe un unique diviseur de Cartier
D(u) tel que : A, = h(u).I'(Y, Oy (D(u))). Les équations locales de ce diviseur sur
les ouverts Y complémentaires du support de s € A, sont données par h(u)/s .
Siu € ¢V N M nest pas un élément saturé on considére un multiple de u suffi-
samment grand pour étre un élément saturé et on effectue la construction.

Une autre méthode possible pour construire un p-diviseur D correspondant a
une T-variété X = S(Y, D) consiste a se ramener au cas torique. Cette méthode,
développée dans [A-H, section 11|, procéde comme suit :
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On peut supposer que X = Spec(A) est plongée dans A" avec n suffisamment
grand pour que X soit réalis¢é comme sous-variété T-stable d'une variété torique
pour un certain tore T = (G,,,)" contenant T (voir [H]). En effet les générateurs,
T1,...,o, de Vanneau A = @ A,, on A, ={f € A|VAe€ T, A fu = x"N)ful}s

ueM
sont des semi-invariants pour action de T, ainsi x; € A,,. La variété torique que

I'on considére est alors A™.

L’inclusion T < T’ va ainsi correspondre & une inclusion du réseau N des
sous-groupes a un parameétre du tore T dans celui N’ du tore T” . On obtient alors
la suite exacte :

00— N ~ZF N' ~7" N'/JN ——0,

P

tel que F soit donné par 'action de T sur A" et que s soit une section de F
(so F =id).

La variété torique pour le tore T’ est alors obtenue en considérant les cones
unidimensionnels engendrés par chaque vecteur colonne de la matrice P et pour
chacun de ces cones on prend le premier vecteur a coefficients entiers. On notera
ce vecteur v; pour la i-éme colonne. L’ensemble des v; forme un éventail dans Z"
et chacun correspond a un diviseur torique. Le support de D; qui apparait dans
la décomposition de D = > A; ® D; est alors l'intersection de X avec le diviseur
torique correspondant a v;. Les polyédres A; = s(R2, N P~!(v;)) sont formés des
polytopes II; et du cone de récession o := s(Q2, N F(Q)).

Exemple. (Suite de I'exemple 1.3.7)
Pour la construction du p-diviseur correspondant a cette action sur A® on consi-
dére alors la suite exacte :

s

—
0— =N~Z N~ 78— N'JN ——0,
I 1 01
Avec F = | =1 |, s = (1,0,0) et P = <O 11 ) On remarquera au
1

passage que la variété torique admettant comme rayons les vecteurs colonnes de
P est bien A%u,v)'

De plus on a 0 = s(Q%, N F(Q)) = {0} ainsi en appliquant la formule II; =
s(RZ N P71 (w;)) = A ,Ap = {1}, Ay = {0} et Az = [0,1], on obtient :

D={1}®D;+0,1]® E,
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ol Dj est le transformé strict de {u = 0} et E correspond au diviseur exceptionnel
de I'éclatement.

A® muni de Paction hyperbolique de Gy, A+ (X,Y,Z) = (AX,A7'Y,AZ) est
donc isomorphe de maniére équivariante a S(A%ujv), D). )

Remarquons que D; 4+ E est un diviseur principal sur A?u p) On a ainsi D ~ D’
ot D' = [~1,0] ® E. Ceci correspond & un autre choix de section s’ = (0,0, —1).
Donc S(A?, ), D) est isomorphe de manié¢re équivariante a S(AZ, ), D).

Remarque 1.3.8. En particulier si X ~ A" est muni d’une action linéaire d’un tore
T de dimension dim(T) < n, la variété torique considérée est donc A™ lui méme.
Ainsi la variété Y (X) et les supports des diviseurs sont totalement déterminés par
I'utilisation des variétés torique et un plongement. Cette remarque sera exploitée
dans la section 4.

1.3.3 Morphismes équivariants, applications entre p-diviseurs

On va a présent définir les applications entre p-diviseurs. L’idée étant qu’un
morphisme entre des p-diviseurs sur des quotients A-H, (Y, D) et (Y',D’), devrait
correspondre & un morphisme équivariant pour les variétés correspondantes. Soit
Y et Y’ deux variétés normales et semi-projectives, N et N’ deux réseaux et o
et o’ deux cones pointés convexes inclus respectivement dans Ng ~ N ®z Q et
Ny ~ N'®z Q. On considére de plus D = Y A; ® Dy et D' = ) A ® D; deux
p-diviseurs avec pour coénes de récessions o et o’ sur Y et Y’ respectivement.

Définition 1.3.9.
i) Soit ¢ : Y — Y’ un morphisme tel que ¢(Y) n’est inclus dans aucun des
support des D} pour tout i. Alors l"image inverse polyédrale de D’ est donné par :

o"(D') =) Al@ (D)),

ou ¢*(D5) est 'image inverse de D] par ¢. On a alors ¢*(D’) qui est un diviseur
o’-polyédral sur Y.
ii) Soit Y fixé, F' : N — N’ une application linéaire tel que F'(o) C o'. Alors

[image directe polyédrale de D est donnée par :
F.(D):=> (F(A)+0")® D,
c’est un diviseur o-polyédral sur Y.

Ainsi chaque application entre p-diviseurs est complétement déterminée par
un triplet (¢, F, f) constitué d’un morphisme dominant ¢ : Y — Y’ d’une ap-
plication linéaire F' : N — N’ et d’une plurifonction f € N’ ®z Frac(C[Y])* telle
que :
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" (D) < F(D) + div(/f).

Ce triplet donne un morphisme dominant et équivariant (voir §1.1.7). Ce sont
ces morphisme que ’on va considérer. En général, une description compléte des
morphismes équivariant de S(Y, D) vers S(Y’, D’) est obtenue via [A-H,
Théoréme 8.8|.

L’application identité entre p-diviseurs correspond au triplet (id,id, 1). Quant a
la composition de deux telles applications (¢, F, f) et (¢, F', f') elle est donnée

par (@' o @, F' o F,F(f).0*(f')).
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1.4 G,,-variétés

On va, dans cette section, détailler le cas des actions du groupe G,, sur des
variétés X qui seront normales, voire lisses. Cette spécialisation de la section
précédente a un double objectif. On veut premiérement faire le lien entre la pré-
sentation A-H et celle donnée par Flenner et Zaidenberg dans le cas des surfaces.
Le deuxiéme objectif est de donner une construction beaucoup plus effective pour
le cas des actions dites hyperboliques de G,, sur des variétés lisses.

On rappelle que si on considére une variété affine X = Spec(A) munie d’une
action de G, alors A est naturellement Z-graduée, A = P A,,.

nez
Définition 1.4.1. Une action de G,, est dite hyperbolique si il existe ni,ny € Z
avec ny < 0 et ny > 0 tel que A, et A, soient non vides.

Si 'action de G,, est hyperbolique alors la présentation A-H se simplifie. On
a 0 = {0}, ceci découle directement de la formule o := s(Q%, N F(Q)) donnée
dans §1.3.2.2. Ceci implique pour des p-diviseurs, D = . A; ® D; que A; = II;,
or dans ce cas les réseaux M et N sont isomorphes a Z et II; est soit un singleton
soit un intervalle fermé avec des bornes rationnelles.

Ainsi lalgébre A peut s’écrire :

A= @nEZAn = @n<OF(Y> OY(nD—)) ¥ F(Y, OY) @n>0 F(Y, Oy(ﬂD+)),

pour un triplet (Y, D,,D_) constitué du quotient A-H Y et de deux Q-
diviseurs D, et D_ sur Y.

Les diviseurs encodent chacun une partie, soit positive, soit négative de 1’al-
gébre. Dans la section précédente les hypothéses de abondant et semi-ample pour
le p-diviseur sont indispensables pour la construction de I’algébre graduée. Dans le
cas d'un tore de dimension 1, les Q-diviseurs doivent vérifier certaines propriétés
pour que les deux parties se rassemblent correctement pour obtenir une structure
d’algébre graduée. Cela est obtenu en posant comme hypothése que Dy et D_
vérifient D, + D_ < 0 cela donne alors pour n > m >0 :

LnDya+omD_L2 < c(n—m)D,

et ainsi A,, - A_,, C A, _.

1.4.1 Surfaces normales et action de G,,

Revenons au cas le plus simple d’action de G,, aprés les variétés toriques
c’est-a-dire le cas des surfaces (voir [F-Z1|) dans ce cas le triplet (Y, Dy, D_) est
constitué d’une courbe normale et donc lisse Y et de deux Q-diviseurs D, et D_
sur Y. Les supports des QQ -diviseurs sont donc des points y; € Y .

42



Théoréme 1.4.2. [F-Z1] Soit S une surface normale munie d’une action de G,
alors les trois cas possibles sont :

1) Le cas elliptique, S = S(Y, D) avec Y une courbe projective lisse et D est
de la forme > [q;; 00[@{y;}-

2) Le cas parabolique, S = S(Y, D) avec Y une courbe affine lisse et D est de
la forme 3" [q;; 0o[®@{yi}-

3) Le cas hyperbolique, S = S(Y, D) avec Y une courbe affine lisse et D est de

la forme > [qi, pi] @ {yi}-

Faisons le lien entre la présentation dite F-Z et la présentation A-H. La courbe
Y est soit affine soit projective, si elle est projective alors o # {0} [A-H, exemple
3.5].

Le cas elliptique :

Il correspond au cas ot I'action posséde un unique point fixe attractif xy dans
la surface S = Spec(A). Celui-ci est contenu dans la cloture de toutes les orbites de
dimension 1. Dans ce cas le complémentaire du point fixe S’ admet un bon quotient
m: S8 — Y avec Y projective. Y est alors la courbe utilisée dans la décomposition
en terme de QQ-diviseurs. De plus 'anneau A est gradué uniquement en degrés
positif D => {¢;} ® {y;} avec y; € Y | ¢; € Q pour tout i.

Tout cela peut bien entendu se réécrire dans une présentation A-H. On conserve
la méme courbe projective Y. On a de plus 0 = Q¢ et D = > [¢;; oo[@{y;} et la
correspondance est donnée par :

D=D(1) = Z{Qz} ® {yi}-

L’exemple le plus simple pour illustrer le cas elliptique est A2 muni de P'action
de G,, donnée par A - (z,y) = (Az, \y).

Le cas parabolique :

Il correspond au cas ou ’action posséde un ensemble de points fixes de dimen-
sion 1 dans la surface S = Spec(A). L’anneau est dans ce cas lui aussi gradué
en degré positif mais on a de plus Ay qui est un anneau intégre correspondant
a 'anneau des fonctions réguliéres d’une courbe affine Y. On a donc le quotient
m:S =Y =Spec(Ag) et D => {q:} @ {y:} avecy; €Y , ¢; € Q pour tout i .

La réécriture en terme de présentation A-H est donnée par la méme courbe Y
de plus 0 = Q>g et D = > [¢;; 00[®@{y;}. La correspondance est donnée par :

D=D(1) = Z{Qz} ® {yi}-

On peut illustrer le cas parabolique en considérant le cylindre Y x A! au dessus
d’une courbe affine Y.
Le cas hyperbolique :
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Il correspond au cas ou I'anneau A est gradué a la fois en degré positif et
négatif. On a donc le quotient 7 : S — Y = Spec(Ap) et Y affine il faut alors
deux diviseurs D, et D_ donnés respectivement par D, = > {¢;} ® {vy;} et
D_ =>{-pi} ® {y;} vérifiant D, + D_ < 0 et ¢;,p; € Q tel que ¢; < p; pour
tout 7.

La réécriture en terme de présentation A-H est donnée par la courbe affine
Y = Spec(Ay), o = {0}, et le p-diviseur est alors D = > [q;, ;] ® {y; }avec y; € Y.
La correspondance est donnée par :

Dy =D(1)=> {a}® {y}

et
D_=D(-1) =Y {-pi}®{u}.

Dans 'autre sens D est ré-obtenue a partir de Dyet D_ par : D = {1} ® Dy —
0,1]® (D_+ Dy).

L’exemple le plus simple pour illustrer le cas hyperbolique est A% muni de
'action de G,,, donnée par - (z,y) = (A\z, \"1y) .

Ces trois cas sont les seuls possibles pour les actions de G,, sur des surfaces.
On va donner un exemple d’action elliptique sur une surface ainsi que deux cas
d’actions hyperboliques sur des surfaces.

Exemple 1.4.3. Action elliptique :

On considére la surface X = Spec(Clz,y, 2]/(2* + v* + 2°)), avec une ac-
tion induite par une action linéaire de G,, sur A® définie par \ - (z,9,2) —
(A2, MO X62). Alors la présentation F-Z de X est obtenue (voir [D, exemple
3.6]) avec

Y ~PletD= %{O} + %{oo} — %{1}

De plus ce Q-diviseur D correspond au p-diviseur

D = [£:00[{0} + [5500[®{00} + [~ 5; o0l {1}

Exemple 1.4.4. Actions hyperboliques.
i) On considére A? = Spec(C[z,y]) muni d’une action hyperbolique de G,,
donné par A - (x,y) — (Azr,A\"'y) alors A? est obtenu avec A! et la paire de

Q-diviseurs (D, ,D_) donné par D, = —{0} et D_ = 0, ce qui correspond &
D =[-1,0] ® {0}.
ii) On considére la surface X = Spec(Clz,y, z|/(z*y + = + 2?)), avec une

action induite par une action linéaire de G,, sur A3 définie par \ - (z,y,2) —
(A2, A2y, A\12). Alors la présentation F-Z de X est obtenue avec Y ~ Al et la
paire de Q-diviseurs (D,, D_) donné par
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D, = %{1} ot D_ = —%{0} - %{1}.

De plus ces Q-diviseurs (D, D_) correspondent au p-diviseur

D= [0, 5H0} + 51},

1.4.2 Actions de G,, en complexité quelconque

On suppose désormais que T ~ G, agit sur une variété X = Spec(A) de dimen-
sion quelconque. I’anneau A est donc muni d’une Z-graduation, A = ®,,czA.
D’apreés le Théoréme 1.3.4, X est isomorphe de maniére équivariante a S(Y (X)), D),
ou Y (X) est le quotient A-H construit en §1.3.2.1 et D un certain p-diviseur sur
Y (X). Y(X) s’identifie & une des composantes irréductibles du produit fibré :

Proj 4, ( @A >< Pl“OJA @A

n€l<o n€Zxo
ou Yy (X) ~ X//G,, =~ Spec(Ay) (voire |[Do, TJ).

Théoréme 1.4.5. Soit X = Spec(®nezAnm) une variété lisse munie d’une action
hyperbolique de G,, isomorphe de maniére équivariante a S(Y, D). Alors

1) Le produit fibré Proj, ( @ An) x Proj, ( @ A,), est irréductible,

n€Z<o Yo(X n€Zso
2) Y est isomorphe o Uéclatement de X/ /G, le long du sous-schéma Z de
Vidéal T = (Ag- A_g)ou d > 0 est choisi de tel maniére que @, ., Aan est généré
par Ay et Aqq.

nel

Démonstration. |T, Théoréme 1.9, proposition 1.4]. ]

On va donner un exemple provenant de |T] illustrant le fait que ce produit
fibré n’est pas nécessairement irréductible si les hypothéses du Théoréme ne sont
pas vérifiées.

Exemple 1.4.6. Soit G,, agissant A* = Spec(Cla, b, c,d]) via laction linéaire
suivante \ - (a,b, ¢, d) — (Aa, \71b, Ae, \71d).

On considére R = Cla?, ab, b?,c,d] C Cla,b,c,d], I I'idéal engendré par (ad —
be) et on pose alors B = R/(RN ). On peut ainsi définir une variété normale
mais singuliére,

X = Spec(B).

On a alors :

B®m = R /(R®» N I),
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et RCm est engendré par (ab,a’d?, cd,b*c?). Ainsi B®™ est engendré par les
classes de ab et cd et X//G,, ~ A%

De plus,Proj, ( @ A,) est isomorphe a I'éclatement de A? a l'origine que
TLEZSO

on notera A% de méme Proj,,( €@ An) est isomorphe a I'éclatement de A? &
TLGZZU
I'origine par symétrie.

Alors le produit fibré est done A2 x A2 qui contient deux composantes irré-
AQ

ductibles Pune est isomorphe & A? et I'autre est isomorphe a P! x PL. Les deux
composantes s’intersectent en une copie de PL. Ici Y(X) est la composante A%

L’éclatement défini dans le Théoréme 1.4.5 n’est pas forcément le long d’un
sous-schéma réduit, illustrons ceci.

Exemple 1.4.7. On considére A% = Spec(C|y, z,t]) muni de Paction hyperbolique
de G,, donné par \- (y,2,t) = (A "1y, Az, \%t).
Dans ce cas

A®//G,, = Spec(C[yz, y*t]) ~ Spec(Clu, v]),

et d > 0 correspondant au nombre du Théoréme 1.4.5 est le plus petit commun
multiple des poids sur les générateurs correspondant a I'action de G,, sur A3,
Ainsi d = 2 et on éclate A? le long du sous-schéma d’idéal ((yz)?,y%t) ~ (u?,v)
qui correspond a l'origine dans A2, mais le sous-schéma engendré n’est pas réduit.

Dans la suite on notera m : )Z'I — X léclatement de la variété affine X
le long du sous-schéma d’idéal I. De plus, si X peut étre plongée dans A" =
Spec(Clz1,. .., 2,]) alors m : X — X sera Déclatement le long du sous-schéma
d’idéal (xy,...,x,) dans A" restreint a X.

Proposition 1.4.8. Soit [’espace affine :
A" = Spec(Clz1, ..., Tk, Y1y - -+ s Yn—k)),
muni de l'action linéaire deG,, donnée par :
A (Z1y e Tl YLy - Ynek) — A2, AT, Ay A ).

Alors on a :

i) Sik=mn, Y(A") ~ P!

i) Sik=n—1,Y(A") ~ A", o0 A" correspond o Uéclatement de Uorigine
dans A",

iii) Dans le cas général Y (A™) ~ Yy, o m : Yy — Yy est Uéclatement de
Yo = A"//G,,, dans le sous-schéma correspondant o l'idéale (x;y;) pouri=1,...k
etj=1,....n—k .
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Démonstration. i) Si Clzy, ..., o6, Y1, .., Yn—k] = D,z An est gradué unique-
ment en degré positif alors clairement :

Proj 4, ( @ A,) Y>(<X) Proj 4, ( @ Ay) ~ Proj, ( @ Ap) ~ Pt

nEZSO TLEZE() ”6220
ii) Si il existe une unique variable de poids négatif, y, alors :
Yo(A™) ~ A"//G,, ~ A" = Spec(Clyzy, ..., yTn_1]).

De plus la somme directe €, ., A, est générée par Ay et Aiq, donc d’apres le
Théoréme 1.4.5 :
1= <A1 . A_1> = (yl’l, e ,yl’n_l),

qui correspond & lorigine dans A" !,
iii) Dans le cas général Yo(A") ~ A" //G,, est générée par les éléments u; ; =

ryjpour i =1,... ket j=1,...,n—k et par les déterminants des mineurs de
Uy - Uln—k

taille 2 X 2 de la matrice : : : de taille k& x (n — k).
Ug1 0 Ukn—k

La variété affine ainsi obtenue correspond au cone au-dessus du plongement
de Segre de PF~! x P"~*~1 dans P"~%)~1 De plus la somme directe €D, , A4, est
générée par Ag et Ay , donc d’aprés le Théoréme 1.4.5 :

1= <A1 : A—1> = (yxla e ,?/xn—ﬂ-
]

Exemple 1.4.9. On considére A% = Spec(C[Y, Z,T]) = Spec(A) muni d’une
action hyperbolique de G,, donné par A - (Y, Z,T) = (A\70Y, \3Z, \T).
Dans ce cas

A?//G,, = Spec(C[Y Z?,YT?]) ~ Spec(C[u, v]),

et U'entier d > 0 du Théoréme 1.4.5 est alors le plus petit commun multiple des

poids correspondant a 'action de G,, sur A3. Ainsi d = 6 et on éclate A? le long

du sous-schéma d’idéal (Y Z2,YT?) ~ (u,v) c’est-a-dire I'origine de A2
Montrons que A? est isomorphe de maniére équivariante a S(A?M), D) avec

o (g 3
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ol £ est le diviseur exceptionnel de I'éclatement de A? & lorigine, Dy et D,
sont les transformés stricts de div(f;) = {u = 0} et div(fy) = {v =0} dans A?
respectivement.

Pour ce faire on calcule directement les Ag-modules A; C A. On utilisera les
faits suivants, si m > 6, on effectue la division euclidienne par 6, m = 6p+k et on
a alors A, = Ag,- Ar = Sym”(Ag) - Ak, de la méme maniére, si m < —6 on effectue
la division euclidienne par 6, m = —6p — k et on a alors A, = (A_¢)" - A_j .

si m = 0 alors

F(A%u,vﬁ OA?

u,v)

) ={f € C(A, ) | div(f) > 0} U {0},

ce qui donne Clu, v] = Ay.
Pour le cas de la partie positive de 'algébre graduée,
si m = 1 alors
DB, Op (D) ={f € O(A,,) | div(f)+ }D1 = 4Ds > 0} U {0}

(0,07
={fe C(A%u,v)) | div(f) — Dy > 0} U {0},

ainsi f € (f2) Clu,v] et Ay est un Ap-module généré par (z;)
si m = 2 alors

O

. (D(2)) ={f€C(AL,,) |div(f) + Dy — D > 0} U {0}

= {f € C(A}, ) | div(f) + D1 — Dy > 0} U {0},

ainsi f € (%) Clu,v] et Ay est un Ag-module généré par (z2)
si m = 3 alors
DB, O5, (D)) = {f € CB3,,) | div(f) +3D1 — Dy 2 0} U {0}
={f € C(A},,)) | div(f) + D1 — Dy > 0} U {0},

ainsi f € (%) Clu,v] et Az est un Ag-module généré par (z3)
si m = 4 alors

[(B2,. 05 (DW) —{f € (&2, )| div(f) +2D) - 1Dy > 0} U {0)
={f¢€ C(A?u,v)) | div(f) +2D1 — 2Dy > 0} U {0},

Y

2
ainsi f € (%) Clu,v] et Ay est un Ag-module généré par (z4)
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si m = 5 alors

(Al Osz, (D)) ={f € C(AT, ) [ div(f) + 3D1 = §D2 > 0} U{0}
= {f € C(A}, ) | div(f) + 2D, — 2D, > 0} U {0},

2
ainsi f € (%) Clu,v] et A5 est un Ap-module généré par (z5)

si m = 6 alors

[(Af,.), Osz, (D(6))) ={[ € C(A},,)) | div(f) + 3Dy — 2D, > 0} U {0},

ainsi f € (;%,u, ;%, v) Clu,v] et Ag est un Ag-module de rang 2 généré par (2, Te)-
Pour le cas de la partie négative de ’algébre graduée,
sim = —1 alors

DB, 04 (D(-1) = {f €C(R2, ) |div(f) ~ LDy + 1Ds — LE > 0} U0}
={fe C(A%u,v)) | div(f) — D1 — E > 0} U {0},

ainsi f € (f1) Clu,v] et A_; est un Ag-module généré par (z_,)
si m = —2 alors

DAl Oz, (D(=2))) ={f¢€ C(A2,,) | div(f) = D1+ 2D, — 2E > 0} U{0}
={f € C(A?, ) | div(f) = Dy — E > 0} U {0},

ainsi f € (f1) Clu,v] et A_5 est un Ay -module généré par (z_s)
si m = —3 alors

(82,00, s (D(-8) = {f € C(A2,.) | div(f) ~ 4Dy + Do — 26> 0} U {0}
== {f € C(A},,)) | div(f) —2D: + D, — E > 0} U {0},

ainsi f € <f1> Clu,v] et A_3 est un Ay -module généré par (z_3)

si m = —4 alors

D(B2,, Op (D)) = {/ € (A2, ) | div(f) ~2D; + 4D, ~ 45> 0} U {0}
—{fGC( )|d1V(f)—2D1+D2—EZO}U{O}a

ainsi f € (;—f) Clu,v] et A_4 est un Ag-module généré par (z_4)
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si m = —5 alors

T(A%,,. 0 (D(-5) ={f€C(A2,,)|div(f)—3Di+ 35D, — 2E >0} U {0}
={f € C(A?,,)) | div(f) = 3Dy + Dy — E > 0} U{0},

ainsi f € <f—1> Clu,v] et A_5 est un Ay -module généré par (x_s)
si m = —6 alors

D(A,.), 05 (D(=6))) = {f € C(A2,.)) | div(f) = 3D; +2D; — E > 0} U{0},

ainsi f € <f2> Clu,v] et A_g est un Ay -module généré par (z_g)

De plus ces Ap-modules vérifient les relations suivantes :

i) pour tout i = —5,...,—1, A, = A_; - A_g, ce qui donne x; = x_;z_g.

ii) Ay = Ay - Az - A_g, ce qui donne xq = x4237 .

iii) Ay = Ay - Ay, ce qui donne x4 = xoxs.

iv) A5 = Ay - A3, ce qui donne x5 = xox3.

v) On a aussi u = 26,26 €t v = 6,7 ainsi que (22)°x_g = fo et (z3)%z_6 =
it

Or par hypotheése fo = v et f; = u ce qui donne (23)* = xq,, et (22)% = z4,.

Ainsi on obtient I'anneau gradué suivant :

Clz_¢, z2, x3] ce qui correspond bien & A* muni d’une action hyperbolique de
G, donnée par \ - (v_g, T2, x3) = (A %x_g, 215, A323) et prouve que la présenta-
tion est la bonne.

Soit H = {h(u1,...,u,) =0} C A" une hypersurface réduite et irréductible
contenant Porigine comme point régulier, soit H son transformé strict dans A™.

Pour tout p > 1, on note :
1] ~ 1
,DH,P = {_} H + [07 _]Ev
p p

ou FE est le diviseur exceptionnel de T'éclatement 7, et on considére Xy, =
S(A™, Dy ).

Proposition 1.4.10. La variété Xy, est isomorphe de maniere équivariante a
la sous-variété lisse Z(H,p) de A" x Spec(Cly,t]) définie par I’équation :

{y"h(2ry, ..., zay) + 1" = 0},

munie d’une action hyperbolique de G,, induite par une action linéaire \-(x1, ..., T,,y,t) =

NPz, ooy NPy APy, L) sur A2
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Démonstration. Le fait que Z = Z(H, p) soit lisse se vérifie a 'aide du critére jaco-
bien. On considére la graduation induite par I'action de G,,, Z = Spec(6D,,.,, An),
alors Ag = Clayy, ..., zny] et @,y Apn est engendré par Ay et Ay, Ainsi Y(Z)
est isomorphe a 'éclatement 7 : A" — A™ de A" = Spec(Clu, ..., u,]) & lorigine.
On applique alors la méthode décrite dans 1.3.2.2, avec la suite exacte :

S

/_\

0 Z Z? z+

F P 0

ou F=%p,...,p,—p,1), P= : O avec I, la matrice identité de
p
taille n x n et s = (0, ...,0, 1).

On trouve que le p-diviseur pour Z est de la forme D = {%} H + [0, %]E O
Exemple 1.4.11. Sion considére n = 2 et H = {h(u1,uz) = u; = 0} alors Xp, =
S(A™, Dy ) correspond a A* = Spec(Clxy,y,t]) muni d’une action hyperbolique
et linéaire de G,, donnée par A - (x1,y,t) = (Nx1, APy, \t)

La présentation A-H des variétés Z(H,p) ~ Xy, illustre leur construction
en deux étapes. Elles sont obtenues par deux modifications qui vont donc étre
introduites dans les prochaines sections de maniére détaillée. Premiérement une
modification particuliére appelée modification hyperbolique ([tD1]) qui & partir
de H on construit une variété de dimension dim(H) + 1 munie d’une action hy-
perbolique de G,,. On obtient ainsi Z(H,1) ~ Xp; dont le quotient A-H est
isomorphe a l'éclatement 7 : A" — A" de A" = Spec(Cluy, ..., u,]) a Iorigine.
Deuxiémement, on effectue un recouvrement cyclique d’ordre p ([tD2]), pour obte-
nir Z(H,p) ~ Xpg, — Xp, qui est elle aussi munie d’une action hyperbolique de
G, induite par celle de Z(H,1) ~ Xp ;. Ces deux procédés combinés permettent
de générer un grand nombre de variétés avec action de G,,.
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Chapitre 2

Transformations affines et
présentations A-H
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2.1 Modifications affines

Dans un premier temps on va considérer certaines transformations biration-
nelles, dites modifications affines. Ces modifications vont permettre a partir d'une
variété affine irréductible X = Spec(A) de construire une nouvelle variété X' =
Spec(A’) birationnelle & X. On s’intéressera particuliérement aux modifications
hyperboliques : cas particulier des précédentes modifications. Elles ont la particu-
larité de créer des variétés munies en plus d’une action du groupe G,,. On va par
la suite quand cela est possible décrire I'influence d’une modification affine sur la
présentation Altmann-Hausen d’une T-variété. On débutera par les modifications
affines en commencant par une étude générale des hypothéses nécessaires et en
évoquant les problémes possibles qui peuvent apparaitre pour avoir une équiva-
lence entre une modification affine de la T-variété et une modification affine de
son quotient A-H. Puis dans le cas des actions hyperboliques de G,, on donnera
des conditions suffisantes sur les modifications affines des G,,-variétés pour que
la modification affine corresponde a une modification affine du quotient A-H .
Cette partie est basée essentiellement sur les résultats de Kaliman et Zaidenberg
(|Z, Ka-Z]) ainsi que sur 'article de tom Dieck [tD1]. On donnera cependant la
définition de modification affine dans le cadre plus général des variétés quasi-
projectives telle qu’elle apparait dans [Dul.

2.1.1 Modifications affines, définition et exemples

2.1.1.1 Généralités sur les modifications affines

On rappelle la construction dans le cas des variétés quasi-projectives d’une
modification affine d’aprés [Du], qui coincide dans le cas affine avec la définition
donnée dans [Ka-Z].

Définition 2.1.1. [E, 5.2 Soit X une variété et Z C X un sous-schéma fermé
d’idéal Z C Ox alors Projy (D, ,(Z"t")) Ox, correspond a I’éclatement de X le
long du sous-schéma Z défini par 'idéal Z.

Définition 2.1.2. Soit X un schéma, un morphisme 7 : Y — X est affine sur X
si il existe un recouvrement (X;) de X par des ouverts affines, tel que pour tout
i, 7 1(X;) est un ouvert affine de Y.

Définition 2.1.3. [Du, 2.9] Soit (X,Z, D) un triplet constitué d’'un schéma X,
d’un diviseur de Cartier effectif D sur X et d’un idéal quasi-cohérent de type fini
Z C Ox contenant l'idéal Ox(—D), alors la modification affine de X de centre
(Z, D) est le X-schéma affine :
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O'LDiXI,D:SpeC( @I@OX nt”)/(l-t)) — X.

Dans le cas d’une variété affine X = Spec(A) et d’un diviseur D sur X princi-
pal, cette notion coincide avec celle donnée dans [Ka-Z]. Une modification affine
d’une variété affine 7r s : X7 — X correspond a une sous-algébre de type fini
A" de Frac(A), le corps des fractions de A. Plus précisément A’ est de la forme
A[It]/(1 — ft) avec I C A un idéal et f € I un élément non nul, ¢’est pourquoi
on introduit la notation suivante A’ = A[I/f].

Céométriquement, on a une immersion canonique i : X ; < X = Proj(A[[t])
qui réalise X; ¢ en tant que l'ouvert principal de X ou f ne s’annule pas. Ce
qui donne d’apres la proposition précédente que 7y s se factorise, via I'immer-
sion 7, par I'éclatement de X le long du sous-schéma Z d’idéal I. Ainsi Xy s
s'identifie via I'immersion i, au complémentaire dans X du sous-schéma fermé
DY~ Proj(A[It]/(ft)) que 'on appellera le transformé propre de D = div(f).

Exemple 2.1.4.
i) La modification affine de A" = Spec(C[zy,...,7,.1]) de centre (I, f), ou
I =(x1,...,2,,Tpy1) et f = x,41, donne :

Xr1.r = Spec(Clz1/@pi1, - -, Tn/Tng1, Tpia]) = A"

X1,r s'identifie donc de maniére naturelle & une carte de I’éclatement de A™ a
I'origine.

ii) La modification affine de A? = Spec(C|x1,25]) de centre (I, f), ou [ =
(x1, f), donne la surface :

S = Spec(Clzy, x2,y] /(1 — yf(x1,22))).

Il est connu ([Har, Théoréme 7.17]) que tout morphisme birationnel projectif
7 : X' — X entre variétés quasi-projectives est isomorphe a I'éclatement de X le
long d’un sous-schéma.

Il existe un énoncé analogue dans le cas des variétés affines :

Proposition 2.1.5. [Ka-Z, Du/Tout morphisme birationnel affine entre variétés
quasi-projectives est une modification affine.

Démonstration. On va montrer uniquement le cas ot X est affine. Soit 7 : X' —
X un tel morphisme, comme f est birationnel, il existe un isomorphisme 7* :
Frac(C[X]) — Frac(C[X']) entre le corps des fonctions rationnelles de X et celui
de X',
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Posons A = (7#)~}(C[X"]), alors :
C[X] C A C Frac(C[X]),

de plus A est finiment engendré A = C[X][§L, ..., 35 donc en posant f =b; ...
= 07 pour tout i = 1,..., ket I = (c1,...,cx, f) on obtient
€1 Ck
A=, ... % = i)

2.1.1.2 Modifications hyperboliques

Définition 2.1.6. Soit X une variété. On appelle modification hyperbolique de X
de centre Z C X un sous-schéma fermé, la modification affine de X x A! avec [

l'idéal de Z x {0}, et pour diviseur X x {0}.

La particularité des modifications hyperboliques dans le cas des variétés affines

est la suivante :

Proposition 2.1.7. La modification hyperbolique X' d’une variété affine X de
centre un point p € X est munie naturellement d’une action hyperbolique de G,,,

de plus, on a X'//G,, ~ X

Démonstration. La démonstration découle de la remarque suivante, si on considére

la modification affine de A"*' = Spec(Clz1,...,2z,,T,41]) de centre (I, f) ou
I =(x1,...,2,,Tps1) €t f = x,.1, On Obtient :
xr xn n
(A" ) 1) = Spec([=——, ..., "= @pi1]) = Spec([ur, ..., un,y]) = A",
Tnt1 Tni1

Si on suppose que A"! était muni d’une action de G,, donnée comme suit,
~1
)\'(xla"‘axnaxn-"-l):(xlw"axn;)\ xn—&-l)v

alors (A"*1) 1 ¢y posséde une action hyperbolique de G,, induite donnée par

€ Tn, € T, -1
s ey 7$n+1):(>\ ,...7A_,)\ I'n+1).
Tni1 Tnt1 Tni1 Tni1

A (

Considérons maintenant une variété affine X,

X = Spec(Clzy, ..., x|/ (h1, ..., k),

ou hy, € Clzy,...,x,] pour m =1,... k. Aprés une translation dans A", on

peut toujours supposer que la modification hyperbolique de X au point p
correspond a la modification hyperbolique de X a l'origine de A". Ainsi;

{0,...,0} x {0} € X x A' C A" x A’ ~ A"

a7



et la modification hyperbolique de X au point p correspond a la restriction de la
modification affine de A" a la sous-variété X x A(|Z, Lemme 4.6]).

Ainsi la pré-image totale de X x A ¢ A" est 'union du diviseur exceptionnel
E = {z,41 = 0} et de la sous variété H, ou H est définie par 'intersection des
sous-variétés :

B (2= Lo i)
X, n 17"‘7:E n 1
F[m { n+1 n+1 0 E Qn+17

(@ y1)0m

ol q,, désigne la multiplicité de 'hypersurface {h,,(x1,...,z,) =0} C A™ a
'origine. Donc H correspond au transformé propre de X x Al.

Ceci donne aprés réécriture des équations dans un systéme de coordonnées
adapté que la modification hyperbolique de X au point p est donnée par

g0 0oy

h e U, h sy Uy
X' = Spec (C[ul,...,un,y]/( 1(u1y;ya1 , Uny) k(myyak u y)))

De plus X’ est stable pour I'action hyperbolique de G,,induite par I’action linéaire
sur (A™1) (g 5 suivante X - (u, ..., Uy, y) = (Aug ..., Auy, A 1y).
On remarque de plus que

A" /G, = Spec(Cluy, . . ., tn, y]®™) = Spec(Clyuy, . . . , yu,]) ~ A",
ce qui pour Y’ correspond 4 :

X'/|G,, ~ Spec(Clyzy, ..., yx,))/(h(yz1, ..., yz,)) ~ X.
]

Dans le cas d’une hypersurface de X = {h(z1,...,2,) = 0} C A" conte-
nant l'origine comme point régulier, on retrouve la modification hyperbolique au
sens de |Z|. La modification hyperbolique de X & l'origine est alors en notant

Q(mla e 7xn7y) = h(yxla s 7?J917n)/y S (C[xla s 7xn7y] :
X' = Spec(Cluy, - . ., un, y/(q(z1, ..., 20, 9)))

Le fait que X contienne I'origine de A™ assure que h(yz1, ..., yz,) est divisible
par y et le fait que h soit régulier & 'origine assure que q est irréductible. De plus
a laide du critére Jacobien on obtient que X’ est lisse si et seulement si X Dest
aussi.
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Exemple 2.1.8. On considére la courbe cuspidale excentrée lisse a I'origine
X ={h(z,2) = (x — 1)*+ (2 — 1)> = 0} € A* = Spec(Clz, 2])
la modification hyperbolique de X a l'origine est alors :
X' ={((zy = 1)* + (2y = 1)°) Jy = 0} C A°.
Aprés réécriture :
X' = {2%y — 22 + 2%* — 32%y + 32 = 0} C A® = Spec(C|z, y, 2]).
De plus si I'on considére I'action linéaire de G,, sur A" induite par la mo-

dification hyperbolique de X donnée par \- (xq,...,2,,y) = (Az1,..., AT, A 1y)
alors X’ est quasi-invariant de poids 1 pour cette action.

AH—H//Gm ~ A"
ce qui pour X’ donne :

X'/|G,, ~ Spec(Clyzy, ..., yx,))/(h(yz1, ..., yz,)) ~ X.

2.1.1.3 Modifications affines équivariantes

Si 'on part d’une variété affine X munie d’une action de groupe algébrique
G et que de plus l'idéal I et la fonction réguliére f sont stables par G alors la
nouvelle variété X’ est munie d’une action de G.

Proposition 2.1.9. Soient une G-variété X , un sous-schéma fermé G-invariant
Z C X, didéal J C Ox et un diwviseur de Cartier G-invariant et effectif D
contenant Z.

Alors la modification affine X 7 p est munie d’une G-action.

Démonstration. Soit p : Gx X — X l'action de G sur X, comme Z est G -invariant
ona pu'(J)=G x J.On applique la propriété universelle de I'éclatement |[Har,
Corollaire 7.15| ainsi il existe un unique morphisme fi : G x Bl7(X) — Bl7(X))
qui donne le diagramme commutatif suivant :

G x Bly(X) % Bl (X)
i\ O 4
GxX — X

De plus pour tout = € Bl (X) \ E, [ satisfait les fi(e,x) = z et fi(g1g2,x) =
f(g1, fi(ge, z)) it s’étend alors de maniére unique pour tout x € Bl7(X) et ainsi
Bl7(X) est une G-variété.

D est un diviseur de Cartier GG -invariant sur X donc son transformé propre
D" est un diviseur G-invariant sur Bls(X) ainsi X7p = Bls7(X) \ D’ est une
G-variété. O
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La présentation Altmann-Hausen est valable uniquement pour des T-variétés
normales, or la modification affine d’une variété normale n’est pas nécessairement
normale. Cependant la normalisation d’'une G-variété est elle aussi munie d’une
G-action (voir 1.1.28).

La normalisation est un morphisme affine birationnel ainsi la composition des
deux applications équivariantes que sont la modification affine X s p suivie de la
normalisation X 7.0 donne encore une modification affine équivariante. On peut
donc supposer que Xy p est une G-variété normale, sous les hypothéses de la
proposition 2.1.9.

Exemple 2.1.10. On considére A = Spec(Clz, z,t]) muni d’une action de G,,
donnée par X - (z,z,t) — (NSx,A32,A%t). Soit I = (f,g) on f = 2% + 2% et
g = x+ 2% +¢3. Alors la modification affine de A? le long du diviseur D; avec
pour centre 'idéal I donne la variété :

X' ={(@*+ 2y —x+ 22 +1*} € A* = Spec(Clz, v, 2, t]),

qui est elle aussi munie d'une G,,-action induite par une action sur A* donné par
A (xyy, 2,t) — (N, A0y, A3z, A\2t).

Le choix du poids des polynémes qui engendrent I est important : dans
I'exemple précédent on a obtenu une action hyperbolique de G,, sur X’. Ceci
vient du fait que le poids de f pour I'action de départ sur A® était supérieur a
celui de g.

2.1.2 Modifications affines et présentation A-H

On détermine un cadre dans lequel on va pouvoir mettre en lumiére les relations
entre d’une part certaines modifications affines d’une T-variété X et d’autre part
certaines modifications affines de son quotient A-H que 'on note Y. Il est clair
que les modifications affines de X devront au minimum étre équivariantes pour
Iaction du tore. Puisque le quotient A-H d’une T-variété est semi-projectif, donc
quasi projectif d’aprés [EGA, Théoréme 5.5.3|, la notion de modification affine
peut étre considérée dans ce cadre.

2.1.2.1 Modifications affines du quotient A-H

Théoréme 2.1.11. Soit X = S(Y,D) une T-variété et m : Y' — Y une modifi-
cation affine de Y. Alors S(Y',7*(D)) est isomorphe & un ouvert T-invariant de
X.
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La preuve de ce théoréme peut se décomposer en deux parties, chacunes consé-
quences directes de la construction en deux étapes d’une modification affine. Soit
orp : Yr,p = Spec (P, ,(Z ® Oy(D))"t")/(1 —t)) — Y la modification affine
de centre (Z, D) de la variété normale et semi-projective Y (voir définition 2.1.3),
alors on peut décomposer oz p en deux étapes.

On note m : Y — Y léclatement de Y le long du sous-schéma fermé Z C Y
d’idéal Z. Le résultat [A-H, corollaire 8.12] admet comme conséquence directe :

Proposition 2.1.12. Soit D un p-diviseur sur une variété semi-projective Y.
Alors pour tout morphisme projectif birationnel 7 :Y — Y la variété S(Y, D) est
isomorphe de maniére équivariante o S(Y, 7*(D)).

Démonstration. On a

S(Y, D) = Spec( €D T(Y,0y(D(u))))

ucoVNM

et

S(Y,7*(D)) == Spec( @ T(Y,O0p(7*(D)(u)))).
ueoVNM
Ainsi il suffit de montrer que pour tout u € ¢/ N M on a I'(Y, Oy(D(u))) =~
LY, Oy (7*(D)(u))). On considére un entier k positif tel que kD (u) est un diviseur
de Cartier a coefficients entiers pour tout v € ¥ N M. On a alors :

L(Y,Oy(D(w))) = {f € C(Y) | f* € (Y, Oy (kD(u)))}.

Or Y est une variété normale et 7 est un morphisme projectif ainsi par le
Théoréme principal de Zariski 7.0y = Oy et par la formule de projection ([Har,
p-124]) on a : I'(Y, Oy (D(u))) = {f € C(Y) | f € I'(Y, Og (7" (kD)(u)))} =

I'(Y, Oy (7*(D)(u)))

O

On considére le transformé strict D' de D par 7, ainsi Yz p s’identifie au
complémentaire de D’ dans Y ce qui se traduit par une immersion ouverte 7 :
Yip~Y\D =Y.

Proposition 2.1.13. Soit X une T-variété isomorphe de maniére équivariante a
S(Y, D) et soit D un diviseur de Cartier surY n’étant pas contenu dans le support
de D, alors en notant i : Y' =Y \ supp(D) — Y lUimmersion ouverte naturelle
on a les résultats suivants :

1) i*(D) est un p-diviseur sur'Y’

2) i induit une immersion ouverte j : X' = S(Y',i*(D)) — X = S(Y, D).
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Démonstration. 1) D =" Ar® Dy, est un p-diviseur sur Y et ¢ est un morphisme
affine. Ainsi i*(D) = Y Ay ® i*(Dy) satisfait :

i) Pour tout k, i*(Dy) est un diviseur effectif et pour tout u € oV N M i*(D)(u)
est un Q-diviseur de Cartier sur Y.

ii) Pour tout u € 0¥ N M, i*(D)(u) est semi-ample.

iii) Pour tout u € relint(c¥) N M, D(u) i*(D)(u) est abondant.

Ainsi i*(D) est un p-diviseur sur Y.

2) Soit u € 0¥ N M et g € T(Y,O0(D(u))), c’est-a-dire, g € C(Y) et div(g) +
D(u) > 0. Puisque Y/ =Y \ D on a C(Y) = C(Y”) et les équivalences suivantes :

g eT(Y,0(D(u))) < g € CY") et  div(g)+D(u) >0
& g€ CY’) et i*(div(g) +D(u)) >0
& g€ CY") et div(g)y + Dy (u) >0

Ceci valant pour tout u € 0¥ N M on a I'(X,O0x) C I'(X’, Ox/), l'inclusion
respectant la graduation donnée par ’action de T. ]

Ce qui donne, dans le cas de la modification affine que 'on considére oz p, si
D' n’est pas dans le support de 7%(D) ce qui revient & demander que D ne soit
pas dans le support de D, on obtient :

j:S(Yz,p,i*(7*(D))) < S(Y, 7*(D)) =~ S(Y, D).

Donc il existe une modification affine équivariante de centre (7, D) tel que 'on a
OgD: S(YI,D; Z*(W*<D>)) — S(Y, D)

2.1.2.2 Modifications affines équivariantes d’une T-variété

2.1.2.2.1 Discussion sur le cas général

Dans le cadre général on considére la G-variété X et la modification affine de
centre (J,D) de X, osp : X7p — X. On cherche des conditions pour que la
modification affine soit tout d’abord G-équivariante.

Dans le cas d’une T-varieté X = S(Y,D) on voudrait déterminer les mo-
difications affines correspondantes a des modifications affines de Y. On veut
donc que I'application entre p-divieurs soit donnée par un triplet (oz p,id, 1) ou
orp : Yrp — Y est la modification affine de centre (Z, D) de la variété Y. Un
premier élément de réponse est que cette modification affine équivariante ne doit
pas modifier le type d’action (hyperbolique, elliptique, etc) ceci dans le but de
ne pas modifier le cone de récession o qui est utilisé pour la décomposition de D
(définition 1.2.22).

62



En particulier la modification affine de A® donnée dans 'exemple 2.1.10 change
le type d’action . En effet I'action de G,, sur A*> = Spec(C|z, z,t]) est donné par
A (z,2,t) = (M%2, 32, A?t) cette action n’est donc pas hyperbolique et dans ce
cas 0 = [0,00[. A contrario 'action sur I’hypersurface,

X' ={(2*+ Yy -2+ 22+ 13} € A* = Spec(C[z, y, 2, 1]),

qui est induite par une action linéaire sur A* donné par \-(z,y, 2,t) — (A5z, A\=%y, A3z, \?¢)
est une action hyperbolique puisque X -y = A%y et donc o = {0}.

Méme dans le cas o 'action est préservé, une modification affine équivariante
d’une T-variété ne correspond pas nécessairement & une modification affine du
quotient A-H :

Exemple 2.1.14. On considére X = A = Spec(C[z, y, z]) muni d’une action li-
néaire de G,, donnée par \-(z,y, z) — (A, A2y, A2). On effectue une modification
affine de centre (I, f) on [ = (X,Y) et f =Y alors

X1y = Spec(Clz/y, y, z]) ~ Spec(Clr', y, 2]) ~ A®.

Xr,¢ est alors munie d’une action linéaire de G,,, donnée par

A (2, y,2) = (A2, Ny, Az). Cependant le quotient A-H de X est donné par
P(3,2,1) et celui de X ¢ par P(1,2,1) et il n’existe pas de modification affine de
P(3,2,1) donnant P(1,2, 1), en effet une variété obtenue par modification affine
n’est pas une variété compacte.

2.1.2.2.2 Le cas des actions hyperboliques de G,, sur des variétés lisses

Dans le cas particulier des actions hyperboliques de G,, sur des variétés lisses
X on connait exactement Y a l'aide du Théoréme 1.4.5, il existe un idéal I dans
Yo ~ X//G,, tel que Y ~ Bl;(Yy). Ainsi si on a les hypothéses de la proposition
1.1 on obtient alors le diagramme suivant en utilisant la propriété universelle du
quotient et celle de I’éclatement :

XgDp X

|

Yy~ X7p//Gm

Yo ~ X//Gp.

Et Yj est bien une modification affine de Y. Si de plus on suppose que I’éclatement
nécessaire a la construction de Y commute avec cette modification affine on obtient
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alors :

X7D X

| |

Yy~ Xg0//Gm Yo = X//Gy,

| |

YI,D ~ BlJ(Yg) Y ~ Bl[(Yo)

Exemple 2.1.15. On considére A® muni de I’action hyperbolique linéaire donnée
par A - (z,y,2) = (Az,A\"ly, \2) et la modification affine de celui-ci le long du
diviseur {z%y + x = 0} avec centre I = (z%y + x,1 + zy). Ainsi on obtient

X' ~ Spec(Clz, y, z, 1] /(1 + zy)t — °y + x)),

qui est une variété lisse munie d’une action hyperbolique de G,,, induite par ’action
linéaire sur A? suivante : A« (z,y, z,t) = (Az, \"'y, Az, At).

D’une part A? est isomorphe de maniére équivariante a S(AQ,D) avec D =
[—1,0]F ou E est le diviseur exceptionnel de I’éclatement.

D’autre part X’ est isomorphe de maniére équivariante & S(S’ , D) avec :

S ~ Spec(Clu, v, w]/(w + uw + v +v"),
et D =[—1,0]E ou E est le diviseur exceptionnel de I’éclatement.
De plus S est bien la modification affine de A? le long du diviseur {v+v* = 0}
et de centre (v2 + v, 1+ u).

Proposition 2.1.16. Soit Y une variété affine normale et m, : Y, = Y Uéclate-

ment d’un point lisse de Y alors S(Y,,[—1,0]E) est isomorphe de maniére équi-
variante & la modification hyperbolique de Y au point p.

Démonstration. On considére un plongement de Y dans A" tel que 'on a :
Y = Spec(Clxy, ..., x|/ (h1, ..., hg)),

ot hy, € Clxy,...,z,| pour m =1,... k. Aprés une translation dans A", on peut
toujours supposer que la modification hyperbolique de Y au point p correspond a
la modification hyperbolique de Y a lorigine de A™.

Alors la modification hyperbolique de Y est donnée par :

V' = Spee (Ol (Pt o)) )

Yy Y
De plus Y’ est stable pour I'action hyperbolique de G,,induite par 1’action linéaire
sur A" suivante X - (ug, ... Un, ) = (Mg ..o, A, A7),

Ainsi d’aprés la proposition 2.1.7 et en considérant la construction donnée en
§1.3.2.2 (appliqué dans un cas similaire pour la proposition 1.4.10), on obtient le
résultat. u
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2.2 Recouvrements cycliques

De maniére analogue a la section précédente, on va étudier le lien entre recou-
vrements multicycliques d’une T-variété X et la présentation Altmann-Hausen de
celle ci. On commencera par donner la définition de recouvrement cyclique dans
le cadre général (voire [Es-V]), puis on se focalisera sur le cas des variétés affines.
Plus précisément on va étudier les T-variétés X qui sont de plus munies d’une
action d’un groupe abélien fini G commutant avec 'action du tore et on donnera
le lien entre la présentation en termes de p-diviseurs de la variété X et celle de
son quotient X' = X//G.

2.2.1 Recouvrements cycliques, définition et exemples

Soient X une variété algébrique pas nécessairement affine, D = >  ay - Dy,
un diviseur de Cartier effectif sur X et £ un faisceau inversible tel que 'on a
L" = Ox (D) pour un entier naturel positif n.

On considére une section s € I'(X, L"), s : Ox — L™ tel que le diviseur des
zéros de s est exactement D. Alors son dual sV : L7 — Ox permet de munir le
Ox-module A’ défini comme suit :

n—1 .
i i
A =@ o, Ox(| 0]
de la multiplication donnée par

i1+

(250, 0x([2D])) & (£ 80, 0x(| D)) = £ 480, 00| ),

qui est de plus isomorphe a L7777 ®o, Ox(|FL2D]) sii+ j > n.

Définition 2.2.1. [Es-V] De la construction précédente on obtient Y = Spec(A) =
X qui est appelé le recouvrement cyclique de X d’ordre n le long de D.

Cette construction se traduit localement, c’est-a-dire, en considérant une va-
riété affine et un diviseur D principal par ceci :

Définition 2.2.2. Soit X une variété affine :
i) Soit ¢ un polynéme dans C[X] pour tout entier k£ > 0 on considére la sous
variété de X x Al
Xj. = Spec(C[X][y]/(a(x) — y")}.
Alors ¢y @ X, — X est appelé le recouvrement cyclique de X d’ordre £ le long du
diviseur D = {q(z) = 0}.
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ii) On peut de méme considérer une suite de polynéome ¢; dans O(X), pour
1 =1,...,1 et une suite d’entiers k1, ..., k; positifs. Alors la variété

V ={ul = q(x),i=1,...,k} C X x A" = Spec(C[X][uy, . .., u)),

est appelé le recouvrement multicyclique de X d’ordre k; le long du diviseur
{qi(z) = 0}.

Exemple 2.2.3.
i) Le recouvrement cyclique de Iespace affine A" = Spec(Clzy, ..., x,]) d’ordre
k le long d'un hyperplan {z; = 0} est encore un espace affine :

A™ = Spec(Clzy, ..., iy, 2F zip1, ..., 21]).

ii) On considére X = A% = Spec(C[z,y]), le polynome q(x,y) = x + 2%y et
I’entier n = 2 alors :

Xy = {z + 2%y + 2> = 0} C Spec(C[z, y, 2]),

est donc le recouvrement de A? d’ordre 2 le long du diviseur {z + 2%y} =0
iii) On considére X = A? = Spec(C|z, y|), les polynomes ¢, (z,y) = = + 22y et
¢2(,y) = y ainsi que les entiers n; = 2 et ny = 3 alors :

Y = {x +2°y* + 2> = 0} C Spec(C[z, y, 2]),

est donc le recouvrement bicyclique de A% d’ordre 2 le long du diviseur {x+z%y =
0} et d’ordre 3 le long du diviseur {y = 0}.

On remarque que les recouvrements cycliques peuvent étre effectués dans un
ordre quelconque a condition que les diviseurs soient tous définis sur la variété
de départ X. De plus en notant u, pour désigner le groupe des racines k-éme
de T'unité, on remarque qu’en effectuant un recouvrement cyclique d’ordre £ le
long d’un diviseur on créé une variété X, = {(z,y) € X x A'/q(z) = y*} munie
d’une action de groupe py donné par € - (z,y) — (z,€ey). Il en va de méme avec
les recouvrement multicycliques.

2.2.2 Groupes cycliques et présentation A-H

Le but de cette section est d’étudier le cas des T-variétés X qui sont de plus
munies d’une action d’un groupe abélien fini G commutant avec ’action du tore.
Etant convenu d’aprés le Théoréme 1.3.4 que X admet une écriture sous la forme
S(Y, D) de la méme maniére la variété X' = X//G est elle aussi une T’-variété et
admet donc une présentation sous la forme S(Y’,D’). Dans ces conditions T’ est
isomorphe a T et il est obtenu comme quotient de T par un groupe fini. Bien que
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le couple (Y, D) ne soit pas unique on va montrer, qu’il existe un choix adapté
a notre cas. Ce choix correspond a une variété Y munie d’une action de G et
d’un p-diviseur D¢ sur Y qui est G-invariant. On va pouvoir ainsi construire la
présentation de X’ en fonction de ce couple. L’application de ce résultat permet
de calculer la présentation de certaines variétés quotients.

On considére une variété X munie d’une action de G x T alors X//G est
munie d’une action de T qui n’est pas nécessairement effective. On pose alors
Hry le sous-groupe de T constitué des éléments agissant trivialement sur X//G, la
variété X //G est alors munie d’une action effective de T" = T/Hry. On obtient la
caractérisation suivante :

Théoréme 2.2.4. Soit X = Spec(A) une T-variété et soit G un groupe fini agis-
sant sur X tel que les deux actions commutent. Alors on a les résultats suivants :

1) I existe une variété semi-projective Y munie d’une action de G et un p-
diviseur G-invariant Dg sur'Y tel que X soit isomorphe de maniére T X G équi-
variante o S(Y,Dg).

2) Il existe un p-diviseur D' sur Y//G tel que X//G soit isomorphe de maniére
équivariante & la T'-variété S(Y//G,D'). De plus en notant F : MY — M"
Uapplication linéaire induite par Uinclusion du réseau des caractéres M’ de T' dans
celui M de T, D' peut étre choisi tel que F.(Dg) = ¢5&(D'), ot o : Y — Y//G
est le morphisme quotient.

Le diviseur D’ dans le théoréme précédent peut étre choisi égal a m(go@*(l)g)
vu comme un p-diviseur dans le réseau M"Y, ol (¢g)«(Dg) est défini de maniére
analogue a l'image inverse d’un p-diviseur (voir §1.3.9 ). En général deg(y¢) est

différent du cardinal de GG en particulier si I’action est triviale.

2.2.2.1 Descente des actions de groupes au quotient A-H et diviseur
G-invariants.

Dans un premier temps on va montrer que si G un groupe abélien fini agit sur
une T-variétés S(Y, D) tel que les deux actions commutent alors la construction
donnée en §1.3.2.1 donne une variété ¥ munie d’une action de GG. On notera par
n:Y — Y la normalisation de Y.

Proposition 2.2.5. Soit X une T-variété munie de plus d’une action d’un groupe
fini G tel que les deux actions commutent. Alors il existe une variété semi-projective
Y et un p-diviseur D sur'Y tel que X soit isomorphe de maniére G x T équiva-
riante & S(Y,D) et que laction de G sur S(Y,D) induise une action de G sur
Y.

Démonstration. La construction de Y donnée en 1.3.2.1 est celle qui correspond
a I’énoncé. En effet puisque les actions de G et T commutent, pour tout A € A et
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pour tout u € relint(A) I'ouvert de point semi-stable
X*¥w) ={ze X /In€Zspand f € Ay | f(x)#0},

est stable par G en effet si f € A,, alors A\ - f € A,,. Ainsi W = NyeaW,
est de méme stable par G, on rappelle que W, = X*(u) pour n’importe quelle
u € relint(\). De plus le quotient par T de W que l'on a noté ¢ : W — Z
commute avec I'action de G et cela induit une action du groupe fini sur 'image de
W par ¢'. La cloture ¢'(W) est de méme stable par G' et comme de plus ¢/ (W) est
quasi-projective on obtient par la proposition 1.1.28 que 'action de G sur S(Y, D)

induit une action de G sur Y. O

Maintenant que sous les bonnes hypothéses G agit sur Y, il est naturel de
considérer I'action de G sur les diviseurs de Y.

Définition 2.2.6. Soit Y une variété semi-projective munie d’une action v :
G xY — Y d’un groupe algébrique G et soit D un diviseur de Weil sur Y. Alors
D est dit G-invariant si pour tout g € G on a ¥(g,-)*D = D. Cette notion se
généralise aux p-diviseurs sur Y, soit Dg un p-diviseur sur Y, alors Dg est dit
G-invariant si pour tout g € G on a ¥(g,-)*Dg = Dg.

Le lemme suivant établit 'existence de tel p-diviseurs et montre que pour une
variété X munie d’une action de G x T on peut toujours trouver un p-diviseur G-
invariant D¢ tel que X soit isomorphe de maniére G x T équivariante a S(Y, D¢).

Lemme 2.2.7. Soit X = Spec(A) une T-variété et G un groupe fini agissant sur
X tel que les deux actions commutent. Alors il existe un p-diviseur G-invariant Dg
défini sur'Y tel que X soit isomorphe de maniére G x T équivariante ¢ S(Y, Dg).

Démonstration. On a montré précédemment que 'action de G sur S(Y, D) induit
une action de G sur Y. De plus dans §1.3.2.2, on a explicité le fait que un p-
diviseur sur Y correspondant 4 X est totalement déterminé par le choix d’un
homomorphisme h : M — Frac(A) tel que pour tout v € M, h(u) est semi-
invariant de poids u. Or, par définition I’homomorphisme h est donné par h(u) = g
avec [ et g deux fonctions non nulles semi-invariantes de poids respectifs u; et
ug tel que u; — ug = u, ceci garantissant que h(u) est semi-invariant de poids w.
On a de plus par hypothése le fait que chaque partie A, de notre anneau gradué
A est stable par G ceci vient du fait que les actions de G et T commutent et
donc que l'action de G ne doit pas changer la graduation induite par I'action de
T. Ceci valant pour tout u € M, on peut choisir f € A,,, g € Ay, polyndémes
semi-invariants pour sous I'action de G. avec u; — uy = w. Ainsi h(u) = f/g est
aussi semi-invariant par ’action de G.

Le diviseur que l'on construit ainsi D(u) est alors G-invariant. Dans le cas
général u € 0¥ N M ou u n’est pas obligatoirement un élément saturé il suffit de
choisir un multiple nu de u on peut alors définir le diviseur D(u) = D(nu)/n. O
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2.2.2.2 Preuve du Théoréme 2.2.4.

Les propositions précédentes permettent d’exhiber un couple (Y, Dg) adaptée
au cas d’un groupe abélien fini G commutant avec l'action du tore, on se doit
maintenant de considérer toutes les situations possibles d’action de ce groupe fini
G sur une T-variété X tel que les deux actions commutent. Les trois cas possibles
sont donc en premier le cas ou G est un sous-groupe d’isotropie du tore, ce cas est
traité par le lemme 2.2.8. Le deuxiéme cas, traité dans le lemme 2.2.11, correspond
a une action effective de G x T, et enfin le cas dit général ou G peut s’écrire a
I’aide de deux sous-groupes chacun correspondant a un des deux cas précédents.

Lemme 2.2.8. Soit X la T-variété S(Y,D) et soit G un sous-groupe fini du
tore T = Spec(C[M]). Alors X' = X//G est une T'-variété pour T' ~ T//G et
elle est de plus isomorphe de maniére équivariante a la variété S(Y, Fi(D)) ou
F:N=MY— N = (M) est Uapplication linéaire induite par linclusion du
réseau des caractére M' de T’ et M de T.

Démonstration. Soit Y construit comme dans 1.3.2.1. Alors, étant donné que par
hypothése les orbites de GG sont incluses dans les orbites de T, 'action induite de
G sur Y est triviale. Dans ce cas on a pour tout u € oV N M, A% est soit A, soit
{0}. En notant M’ le sous-réseau de M généré par les éléments u € ¥ N M tel
que AS #0,

X'=X//G =Spec( P AT
u€aVNM’
X’ est une T’-variété pour T" = Spec(C[M’']) un tore de la méme dimension que
celle de T. L’inclusion du réseau des caractéres M’ de T’ dans celui M de T donne
Iapplication linéaire voulue F': N = MY — N’ = M. O

Remarque 2.2.9. Ce lemme explicite une application entre p-diviseurs, cela corres-
pond donc & un triplet (id, F), 1) d’aprés la définition 1.3.9. En effet le morphisme
quotient ¢ : Y — Y//G correspond a l'identité puisque 'action de G sur Y est
triviale.

Exemple 2.2.10. Soit A? = Spec(C|x, y]) muni d’une action de (G,,)? donnée par
(A1, X2) - (z,y) = (M1, A\ay), alors A? en tant que variété torique est complétement
déterminée par le réseau M = Ze; + Zey et le cone oV tel que 0¥ N M soit généré
par (e, eg).

De plus on considére 'action du groupe cyclique us des racines carrées de
'unité donnée par € - (z,y) = (ex,ey). Etant donné que I'action de s, sur AZ
se factorise par celle de (G,,)?, on applique le lemme 2.2.8 pour obtenir que
A?//uy ~ Spec(C[X,Y, Z] /(XY — Z?)) en tant que variété torique est comple-
tement déterminée par le réseau M = Z(2e1) + Z(e1 + e3) et le cone oV tel que
oV N M’ est généré par (2eq,2ey, €1 + €3).
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Lemme 2.2.11. Soit X une variété affine normale munie d’une action effective
de GXT ot G est un groupe abélien fini. Alors il existe une variété semi-projective
Y sur laquelle G agit et un p-diviseur G-invariant Dg sur Y tel que X soit 1s0-
morphe de maniére G x T équivariante a S(Y, Dg).

De plus X //G est isomorphe de maniére T-équivariante a S(Y//G,D’) 0 Dg =
va(D').
Démonstration. Par les lemmes 2.2.5 et2.2.7, Y est munie d’une action de G, et
on peut supposer que X isomorphe de maniére G x T équivariante a S(Y, Dg).
Puisque D¢ est stable par G, pour tout, u € 0¥ N M, T'(Y, O(Dg(u)))est un sous-
module de I'(X, Ox) G-invariant et de plus, il existe D’ vérifiant ¢, (D') = Dg.
On a donc :

L(X//G,Oxpa) = ( @ T(Y,0(De(w)) = € T(Y,0(Da(w)".

ucoVNM ucoVNM

Par hypothése, ¢ : Y — Y//G est le morphisme quotient, et D’ vérifie ¢f, (D) =
De¢.
Donc

D(Y.0(Dcw))® = {f € C(Y)%.div(f) + Do(u) > 0} U {0}

{h € C(Y//G),¢"(div(h) + D'(u)) = 0} U {0}
= {heC(Y//G),div(h) + D'(u) > 0} U{0}.

Ceci valant pour tout v € 0VNM, on a bien X//G ~ Spec( @ T(Y//G,O(D'(u)))).

ucoVNM
U]

Remarque 2.2.12. Comme pour le lemme précédent, cette application décrit une
application entre p-diviseurs, celle-ci est donnée par (g, id, 1) d’aprés la définition
1.3.9. Ce lemme est analogue a la construction effectuée dans |D, 4.1], dans lequel
Demagzure établit un résultat semblable dans le cas des Q-diviseurs.
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Pour achever la démonstration il faut considérer le cas général pour une action
d’un groupe fini G agissant sur une T-variété X = S(Y, D) tel que les deux actions
commutent. A 'aide des lemmes 2.2.5 et 2.2.7, on peut supposer que G agit sur
Y et que de plus D est un p-diviseur G-invariant.

On considére maintenant H le sous-groupe de G x T qui est constitué des
éléments agissant trivialement sur X. On pose alors Gg C G et Tg C T les
images de H par les deux projections et on pose G' = G/Ggy et T = T/T,. Par
construction les orbites de 'action induite de Gy sur X sont incluses dans les
orbites de laction induite de Ty sur X. Ainsi X//Gy est alors munie d’une action
effective de G’ x T’. La conclusion découle alors des lemmes 2.2.8 et 2.2.11.

2.2.2.3 Exemples d’application du Théoréme 2.2.4.

[llustrons le résultats dans le cas d’une action de G,, sur le plan affine puis
sur Pexemple déja utilisé donné dans [A-H, section 12].

Exemple 2.2.13. On considére A? muni d’une action hyperbolique de T ~ G,,
donné par A - (z,y) — (\2x, \"ly) ainsi que de I’action du groupe s les racines
carrées de 'unité donné par € - (z,y) — (z,€y) on remarque que les orbites par
I'action de ps sont incluse dans celle de G,,. On va donc en premier calculer a

'aide des méthodes usuelles la présentation de A? = Spec(@ A,) en tant que
nez
T-variété puis on calculera a I'aide du théoréme précédent A?//us, en tant que

T’-variéteé.
Le quotient algébrique est donné par :

A?)/G,, ~ A" ~ Spec(4y) ~ Spec(C[zy?]).

De plus on a que Proj, ( @ A,) ~ Proj,,( @ A,) ~ A" donc en appliquant

nEZgo nGZZO
les résultats de §1.4 on obtient que Y(A?%) ~ Al

Pour ce qui est du p-diviseur il va ici étre de la forme D = > [a;, b;)] ® {p;}
avec a;,b; € Q et p; € Al et cela est dii au fait que o = {0} (voir §1.4).

Pour le calcul explicite des valeurs on utilise la construction a I’aide de la suite
exacte donnée en §1.3.2.2 pour obtenir D = [—1,0] ® {0}. Ainsi A? est isomorphe
A S(AL[-4,0/® {0)).

Maintenant on pose X’ = A%//u, en tant que T’-variété :

A?[/ s =~ Spec(Clz, y?]) ~ A%,

est muni d’une action du tore T' donné par A - (z,y) — (Az,A"'y). On est dans
le cas du lemme 2.2.8 donc Y (X') ~ A et de plus D' =2-D = [-1,0] ® {0}.

Donc A?//uy ~ A? = Spec(Clx?,y]) est isomorphe a S(A!,[-1,0] @ {0}) on
retrouve I'exemple 1.4.3.

71



Exemple 2.2.14. On considére la variété
X = {2 +y* + 2t = 0} C A* = Spec(Clx, y, 2, 1]),

munie de laction d’un tore T ~ (G,,)? induite par l'action linéaire sur A% :
(A1s A2) - (M, Ay, Aoz, /\%2)\2_175)-
Alors X est isomorphe de maniére équivariante a S(P', D) ou :

D=A;®{0} +A @ {1} + Ay ® {00},

avec Ag = (1/3,0) + 0, Ay = (—=1/4,0) + 0, Ase = {0} x [0,1] + 0 et o est le
cone généré par les vecteurs (1,0) et (1,12) d’aprés [A-H, section 12].

On considére maintenant p3 le groupe des racines troisiémes de 'unité agissant
sur A? via € - (z,y,2,t) — (ex,y,2,t). On vérifie facilement que p3 est un sous-
groupe de T donné par (A, A2) = (€,0) avec € € ugz et de plus X est stable par pg.
Ainsi X//pz ~ {z + y* + 2t} ~ A* C A* = Spec(C[z, y, 2, t]) est muni de I'action
d’un tore T' ~ (G,,)? induite par I’action linéaire sur A? :

<)\17 )‘2) ’ (I’, Y, z, t) = ()\111% /\1y7 >‘2Z7 )\411)\271t)

Le fait de passer au quotient sous I'action de p3 modifiera ainsi uniquement les
coefficients A; du diviseur et cela en multipliant la premiére coordonnée par I'ordre
du groupe 3. En effet on peut décomposer T ~ T; x Ty on a alors T//u3 ~

Ty //ps x Tq. Si on note 'anneau gradué de la variété X par A= P 2A(ulm)
(u1,u2)€Z
alors "anneau A’ de la variété variété X //us est donné par A’ = ( Q}) 2A(3u17ug).
ul,u2)EZL

Ainsi X//u3 est isomorphe de maniére équivariante a S(P!, D’) ou :
D' =A;@{0} + Al ® {1} + A, ® {oo},

avec Ay = (1,0) + o', Al = (=3/4,0)+ o', A, = {0} x [0,1] 4+ ¢’ et ¢’ est le cone
généré par les vecteurs (3,0) et (3,12).

Ce qui est équivalent a dire que X //us3 est isomorphe de maniére équivariante
a S(P',D”) ou :

D' =A@ {1} + Al ® {0},

avec A = (1,0) + o', Al = (—=3/4,0)+ o', Al = {0} x [0,1] + 0’ et ¢’ est le cone
généré par les vecteurs (1,0) et (1,4).

Ceci est dii au fait que Aj®{1} correspond a un o’-polyédral diviseur principal.

L’intérét de ce théoréme est double : évidemment comme illustré précédem-
ment, dans un sens on peut déterminer la présentation de X //G une T-variété sous
les bonnes hypothéses. Mais on peut aussi & I’aide de la présentation d’au moins
deux variétés quotients bien choisis X//G; et X//G5 reconstruire la présentation
de la T-variété X.
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Chapitre 3

Espaces affines exotiques avec
Gy,-actions
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3.1 Topologie

Dans cette section on va décrire la topologie de certaines variétés affines ob-
tenues a partir des deux constructions étudiées précédemment, les modifications
affines et les recouvrements cycliques. On rappelle que X est une variété algé-
brique définie sur C et que de ce fait on peut munir X de la topologie euclidienne
induite par la topologie euclidienne sur R. La plupart des résultats proviennent
des articles de Kaliman et Zaidenberg (|Z, Ka-Z|) ainsi que des articles de tom
Dieck [tD1, tD2]

Définition 3.1.1. Une variété irréductible X est dite acyclique si pour tout ¢ > 0,
H;(X,Z) =0. De méme X est dite Q-acyclique si pour tout i > 0, H;(X,Q) =0
et Z,-acyclique si pour tout i > 0, H;(X,Z,) = 0.

Définition 3.1.2. Une variété X est contractile si elle est non vide et si 'appli-
cation identité de X est homotope a une application constante de X dans X.

On caractérise la propriété d’étre contractile ainsi : une variété topologique
non vide est contractile si et seulement si elle a le méme type d’homotopie qu'un
point. D’aprés le Théoréme de Whitehead [tD3, Théoréme 20.1.5], une variété X
est contractile si elle est acyclique, et que de plus son groupe fondamental est
trivial, m (X) = 1.

Théoréme 3.1.3. [Ch-Di, Di] Une variété algébrique compleze lisse et contractile
de dimension d > 3 est difféeomorphe a R*?.

Définition 3.1.4. Une variété affine lisse de dimension d difféomorphe a I’espace
affine euclidien R?? mais non isomorphe a A? est appelée un espace affine ezxotique.

D’aprés un résultat de Ramanujan |Ral, il n’existe pas de surface exotique.
Cependant il existe des exemples de surfaces affines lisses contractiles non iso-
morphe au plan affine A%2. En dimension supérieure, diverses techniques per-
mettent de construire des espaces affines exotiques. Dans ce qui suit on présentera
des constructions faisant intervenir des modifications affines et des recouvrements
cycliques.

3.1.1 Topologie des modifications affines

On considére une variété affine X et X; ; la modification affine de X de centre
(I, f). On va expliciter des conditions qui garantissent que X; ; posséde la méme
topologie que la variété affine de départ X.

Soit 77 : X — X Déclatement le long du sous-schéma défini par Uidéal I et
soit E € X son diviseur exceptionnel. On pose E' := E N Xr,r la restriction de F
a la modification affine de X de centre (I, f) et Dy = div(f) on a alors :
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Théoréme 3.1.5. [Ka-Z|Supposons les conditions suivantes remplies :
i) Les variétés X et X; 5 sont lisses.
i) Les diviseurs E' et Supp(Dy) sont irréductibles et E' = w7} (Supp(Dy)).
i) Les diviseurs E' et Supp(Dy) sont des variétés topologiques.
Alors la variété Xy est contractile si et seulement si X , le sous-schéma
correspondant & 'idéal I et Supp(Dy) le sont.

Le Théoréme 3.1 dans [Ka-Z] garantit sous ces conditions que I’homologie est
préservée par la modification affine en utilisant une suite exacte d’homologie et
I'isomorphisme de Thom. Pour le groupe fondamental, la proposition 3.1, dans
le méme article de Kaliman et Zaidenberg, garantit qu’il est préservé par une
modification affine respectant les conditions ci-dessus. Donc d’aprés le Théoréme
de Whitehead X7 ; est bien contractile si et seulement si X l'est.

Exemple 3.1.6. On considére la modification du plan affine A? de centre (I, f)
ot [ = (z— 1,y — 1) et f correspond a la courbe cuspidale {z* —3' = 0} C A?
k,l > 2 et pged(k,l) = 1. La surface ainsi obtenue X; ; est une surface de tom
Dieck—Petrie [tD1, tD2].

(rz+1)F = (yz+ 1) — 2

Xrr=A{ =0} C A’ = Spec(Clx, y, 2]).

Or une courbe cuspidale du type précédent est contractile : on peut par exemple la
munir de 'action de G,, induite par I’action linéaire sur A%, \- (x,y) = (A, \y),
et faire tendre continument A\ vers 0 de maniére a obtenir une équivalence d’ho-
motopie entre la courbe et origine de A2, Ainsi par le théoréme précédent, cette
surface est une surface contractile.

Théoréme 3.1.7. [tD1] Soit X une hypersurface lisse et contractile de A™, n > 3
contenant 'origine. Alors la modification hyperbolique de X a lorigine est une
hypersurface difféomorphe & l'espace affine A™T1.

Exemple 3.1.8. Soit X = {x+2%+t> = 0} C A3 un plongement du plan A? dans
A3 tel que (0,0,0) € X. Alors X’ la modification hyperbolique de z a I'origine est
une variété lisse contractile de dimension 3 munie d’une action hyperbolique de
Gy

En effet X’ = {x + y2% + y?t> = 0} C A? est un plongement de A3 dans A?
stable pour laction linéaire de G,, donnée par \ - (z,v, 2,t) = (Az, \"1y, Az, M\t).

3.1.2 Topologie des revétements cycliques

On va expliciter des conditions qui garantissent que le recouvrement cyclique
d’ordre k le long d'un diviseur D d’une variété affine conserve la topologie de la
variété initiale.
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Théoréme 3.1.9. [Ka/ Soit q : A — A' un polynéme quasi-invariant de poids
I pour une action linéaire de G, sur A™. On suppose de plus que Fy = ¢~*(0)
est une hypersurface lisse et Zy-acyclique avec k et | premier entre eux et F, =
q (a) est conneze pour a # 0. Alors le recowvrement d’ordre k le long du diviseur
{q(u) = 0}, X = {(z,u) € A x A" | 2% + q(u) = 0} est acyclique. De plus si
m (A" \ Fy) ~ Z, alors X est contractile.

Ce dernier théoréme est un des points clés pour démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.1.10. [tD2] Soitn > 2 et p: A™ — A un polyndme quasi-invariant
de poids | pour une action linéaire de G, sur A", tel que p~'(a) = F, soit une
hypersurface réguliére pour a = 0 et qu’elle soit connexe pour a # 0. Soit k et s
deux entiers naturels premiers avec [.

Alors
X ={(x,y,u) € A> x A" | 2" 4+ y* + p(u) = 0},
est diffeomorphe o R?"2.
De plus la fibre générale :

X ={(z,y,u) € A’ x A" | 2" +y° + p(u) = a # 0},
n’est pas contractile si F, ne [’est pas.

Le théoréme suivant est une réécriture des théorémes énoncés dans |[K-R] qui
permettent de déterminer toutes les variétés de dimension 3, lisses, contractiles
avec action hyperbolique de G,,, ce résultat est donné sous cette forme particuliére
dans |Z].

Théoréme 3.1.11. Soit X une variété affine lisse, contractile munie d’une ac-
tion effective de G,,. Soient q; € C[X]| des polynomes semi-invariants de poids

respectifs dy, ..., dy tous positifs pour i =1,..., k et une suite d’entiers ny,...,ng
positifs. Supposons les conditions suivantes remplies :
i) Pour tout i = 1,... k, les diviseurs F; := qf(0) sont lisses et irréductibles,

leur union UYF; est un diviseur & croisements normauz et le groupe fondamental
du complémentaire 71 (X \ UYF}) est un groupe abélien
ii) pged(d;, n;) = pged(ng,n;) =1 pour tout i,j =1,... .k

iti) Pour tout i =1,.... k, F; est Z,-acyclique pour tout p premier qui divise
n;.

Alors le recouvrement multicyclique Y — X de X d’ordre n; le long de F; pour
1=1,...,k est une variété affine lisse contractile.

Y ={ul =q(x),i=1,...,k} € X x A* = Spec(C[X][u, . .., uz)).
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3.2 Constructions historiques des variétés de Koras-
Russell

Soitt X = Spec(A) une variété affine de dimension 3, lisse, rationnelle et
contractile. On la suppose de plus munie d’une action hyperbolique de G,, avec
un unique point fixe xy tel que I'action linaire de G,, dans I'espace tangent au
point fixe T, ~ A3 soit donné par \- (Y, Z,T) — (A2Y, X2 Z \=T) avec a; < 0
et ag,az > 0 et pged(ay, az,as) = 1. Alors X est soit A® soit une variété dite de
Koras-Russell.

Historiquement ces variétés ont été classifiées par Koras-Russell |[K-R|, comme
étape dans la démonstration de la linéarisation des actions de G,,, sur A3. La linéa-
risation des actions non-hyperbolique sur A?® était établie auparavant par Kam-
bayashi et Russell dans [Kam-R, Théoréme 3.4] mais la démonstration compléte
fut achevée aprés avec la collaboration de Kaliman et Makar-Limanov [Ka-K-ML-R]
qui ont démontré que les variétés de Koras-Russell étaient des espaces exotiques.
On va donner dans cette section les différents procédés de construction de ces
variétés. Elles serviront par la suite d’exemples de T-variétés de complexité 2.

3.2.1 Construction algébrique des variétés de Koras-Russell

Voici la construction telle quelle apparait dans [K-R] :

On considére W = Spec(C[X,Y, Z]) = Spec(B), ou X,Y, Z sont des coordon-
nées, on munit W d’une action linéaire de G,,, tel que les poids de Y, X et Z soient
respectivement aq, as et as. On considére F := (Fy, Fy, F3) un automorphisme
équivariant de W pour I'action de G, tel que T'= F|(X,Y,2), Y = F»(X,Y, Z)
et X' = F3(X,Y, Z) soit respectivement semi-invariants de poids as, a; et as.

On choisit finalement un triplet d’entiers (ay, g, a3) deux a deux premiers
entre eux vérifiant de plus pged(ay,a;) = 1 pour i = 1,2,3. On construit alors
le recouvrement multicyclique de W d’ordre oy le long du diviseur {Y = 0},
d’ordre s le long du diviseur {Z = 0} et d’ordre a3 le long du diviseur {T" =
Fi(X,Y,Z) = 0}. Ainsi X = Spec(A) ou A = C[X,y, z,t]/(t* — Fi(y*, X, 2%2))
et le morphisme X — W est donné par (y, z,t) — (Y, Z,T) = (y*, 2%2,t*3)

Etant donné G := (G, Gy, G3) linverse de F on a également X comme le
recouvrement multicyclique donnant A ~ C[X",y, z,t]/(2*2 — G3(y**, X', t*3)).

Exemple 3.2.1 (La cubique de Russell). C’est la plus connue de ces variétés.
Elle a comme équation {z + 2%y + 2% + > = 0} C A* = Spec(Clz,y, z,t]) et
admet une action hyperbolique de G,, induite par une action linéaire sur A* :
A (2,y, 2,t) — (Ao, A0y, A3z, \2t).

On remarque que X est donc construit comme recouvrement bicyclique de
A3, En effet on considére les actions de jiq, et fia, les groupes des racines -
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iéme et as-iéme de l'unité. Alors X est stable par I'action de p,, X jto, donnée
par (€a,, €as) - (T, Y, 2,1) = (T,9, €4y 2, €ast). De plus X est stable par I'action de
Lo, donnée par €., - (z,y,2,t) = (x,€4,Y,2,t) ainsi on a deux tours de variétés
obtenues par recouvrements cycliques :

/\

X/ pay = A’ X// tag = A

\ /

A3 ~ X//(Maz X :uas)

|

A = X/ (Hay X flay X Hag)

X/ (fay X fray) = A? X/ (foy X fag) = A

S P

A% ~ X//(Nal X fhay X Nas)

Dans ces deux tours de recouvrements cycliques il n’y a que X et X//fiq,
qui peuvent ne pas étre isomorphes a A3. En effet si on considére les deux pré-
sentations de X = Spec(A) avec A = Clz,y, z,t]/(t*® — G(y**,x,2°?)) ou A =
Cl2',y, z,t] /(222 — F(y*',2/,t*3)) on constate que Atz = Cla',y,,t] et Atos =
Cl2',y,, z].

On pose d le degré en la variable x du polynome G(y*',z,2%?) et € = (d —
1)(ay — 1)(ag — 1) alors Makar-Limanov a établi le résultat suivant :

Théoréme 3.2.2. [K-R, Théoréme 5.1]Avec les notations précédentes, X est iso-
morphe & A% si et seulement si € = 0.

En particulier si ap —1 = 0 ou a3 —1 = 0 cela revient a dire que 1'on a effectué
un recouvrement cyclique d’ordre 1 le long d’un diviseur sur A3, ce qui correspond
simplement a un changement de variables.
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3.2.2 Construction géométrique des variétés de Koras-Russell

La construction précédente peut étre reformulée, ceci afin de faire intervenir
de maniére plus explicite la topologie des diviseurs sur lesquels sont effectués les
recouvrements cycliques.

Soient a’, ' et ¢ des entiers naturels positifs deux a deux premiers avec b’ > ¢.
Soit 14, le groupe des racines a’-iéme de I'unité, agissant sur A? = Spec(Clu, v])
comme suit : e, - (u,v) — (eSu, €%v). On considére un polynome f € Clu, v] qui
admet les propriétés suivantes :

i) f est semi-invariant pour l'action de pu, tel que le poids de f soit congru a
b modulo o

ii) L = {f = 0} est isomorphe a une droite et coupe 'axe u = 0 transversale-
ment a l'origine et en d — 1 autres points distincts.

Sous ces hypothéses le polynome s~ f(s¢u, s"v) peut alors étre réécrit sous
la forme F(w,u,v) avec w = s% et F est semi-invariant de poids b'pour I'action
hyperbolique de G,, donnée par A - (w,u,v) — (A~%w, A\ u, \'v).

On choisit maintenant un triplé d’entier (ay, s, as) tel qu’ils soient deux a
deux premiers et que de plus pged(ay, a;) = 1 pour i = 1,2, 3 alors 'hypersurface

X ={(z,y,2,t) € A4/ta3 + F(y°, 2°% x) = 0},

est une hypersurface de Koras-Russell.

La construction initiale débute avec deux polynomes f et g € Clu,v| semi-
invariants et tel que les lieux de leurs zéros soient isomorphes a A'(|[K-R]), le
recouvrement bicyclique de A? ainsi obtenu est alors une sous-variété de AS de
codimension 2 (2.2.2). Or par le Théoréme d’épimorphisme (JAb-M]|) on peut
supposer sans perte de généralité que g(u,v) = u et ainsi se ramener au cas ci-
dessus. Cela revient a dire que les variétés de dimension 3, lisses, contractiles et
munies d’une action hyperbolique de G,, sont réalisables comme hypersurfaces de
A* mais que dans le cas ol la variété est de dimension supérieure on ne peut pas
garantir une telle représentation.

Il existe deux sous-familles particuliéres dans les hypersurfaces de Koras-Russell,
la distinction provient des actions du groupe additif G, dont elles sont munies (voir
[Ka-ML1, Théoréme 8.4)) :

i) Les hypersurfaces dites de premiére espéce, elles admettent comme équation :

X, = {o + 2% + 2°2 4t = 0},

avec 2 < d, 2 < ay < ag et pged(ag, az) = 1. Elles sont munies d’une action
hyperbolique de G,,, induite par une action linéaire sur A* donné par

M- (z,y,2,t) = (Ao208p, \~(d=Dazasy, yas» \az4)  Cela correspond au choix de
f =u+v+v? dans la construction précédente et a; = 1.
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ii) Les hypersurfaces dites de seconde espéce, elles admettent comme équation :
Xy = {z +y(@® + 222) + ¢ = 0},

avec 2 <d, 1 <1,2 < ay < az et pged(ag, d) = pged(as, ag) = 1. Elles sont
munies d'une action hyperbolique de G,,, induite par une action linéaire sur A*
donné par \ - (z,y, z,t) — (A\*208g, \~(d=Dazesy ydes, Ne2y)  Cela correspond au
choix de f = v+ (u + v%)! dans la construction précédente et a; = 1.

3.2.3 Topologie des variétés de Koras-Russell

On démontre a présent, a 'aide des résultats de la section précédente, que ces
deux sous-familles sont bien des variétés contractiles.

Proposition 3.2.3. Les hypersurfaces de Koras-Russell de premiére et de seconde
especes sont des variétés contractiles.

Démonstration. Dans le cas des hypersurfaces de Koras-Russell de premiére es-
péce, X1, on considére A = Spec(C|z, 2,]) ainsi que I = (f,g) ou f = —z% et
g =z + 2%+t alors la modification affine de A® le long du diviseur D; = dD,
avec pour centre l'idéal I = (—z? x + 2°2 +t*) C A3, Iidéal I est supporté
par la courbe cuspidale contenue dans le plan {z = 0} et qui a pour équation :
C = {x = 2"+t = 0}. Alors les conditions du Théoréme 3.1.5 sont satisfaites
ainsi X; = {x + 2%y + 2°2 4+t = 0} est contractile.

De méme pour les hypersurface Xy = {x+y(x¢+2°2)! 4+t = 0}, on considére
A3 = Spec(C[z, z,t]) ainsi que I = (f,g) ott f = —(z?+2°?) et g = x+13, alors la
modification affine de A® le long du diviseur D; (qui est une courbe cuspidale car
par hypothése pged(d, ap) = 1) avec pour centre I'idéal [ = (—(2%422), 2+1%) C
A3, I'idéal I est supporté par la courbe cuspidale contenue dans I’hypersurface
{z +t* =0} ~ A% Alors les conditions du Théoréme 3.1.5 sont satisfaites ainsi
Xo = {z +y(a?+ 2°2)! + 1% = 0} est contractile. O

Un autre moyen de prouver que ces variétés sont contractiles est d’utiliser le
Théoréme 3.1.11. On va appliquer ce théoréme dans certains cas pour montrer
qu’il correspond bien a la construction précédente, 'idée est de les construire
en deux temps, premiérement des modifications hyperboliques pour obtenir des
polynomes semi-invariants de poids 1 (proposition 2.1.7) puis des recouvrements
multicycliques bien choisis.

On considére X = A% = Spec(C|z, 2]), et on choisit deux courbes Ly = {f = 0}
et Ly = {g = 0} avec f, g € C[z, z| chacune isomorphe a A'. On suppose de plus
que L; et Ly s’intersectent a l'origine et en d— 1 autres points. Aprés utilisation du
théoréme d’épimorphisme on peut toujours supposer que g(z, z) = z. On suppose
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que L, est un graphe, ¢’est-a-dire, f(z, z) = z+p(z). On applique une modification
hyperbolique & f et g, on obtient alors F'(z,y,2) = z + p(zy)/y et G(z,y,2) = z.

Les deux hypersurfaces ainsi obtenues dans A% = Spec(C|z, y, 2]) sont chacune
isomorphe & A%, se rencontrent transversalement et 7 (A3\ ({F = 0}U{G = 0})) ~
ZF est un groupe abélien, la valeur de k dépend du type d’intersection de L; avec
L. Grace a la modification hyperbolique les polyndémes F et GG sont semi-invariant
de poids 1 pour I'action hyperbolique de G,, sur A3 : X - (z,y,2) — A\v, A"y, \z.

On considére alors le recouvrement bi-cyclique de A% d’ordre s le long de
{G =0} et d’ordre a3 le long de {F = 0}, on obtient ’hypersurface :

X = {p(zy)y~ ' + 2> +1* =0},

et par le Théoréme 3.1.11 X est contractile. On reconnait ici la construction
effectuée en début de section.

Exemple 3.2.4.

i) On considére le polynome f(x,2) = x + 2%+ 2 et ay = 2, az = 3, on obtient
alors la Cubique de Russell {z + %y + 22 + ¢* = 0}.

ii) On considére le polynome f(x,z) = x + 2% + 2 sans spécialiser ay et as, on
obtient alors la variété X = {x + xdy?=t + 22 + 3 = 0}.

La variété obtenue dans le second exemple est donc contractile, elle est lisse,
il suffit de calculer les dérivés partielles, est munie d’une action hyperbolique de
G,,. C’est donc une variété de Koras-Russell, cependant elle ne correspond ni a
une hypersurface de Koras-Russell de premiére espéce ni a celle de seconde espéce.
Cette variété et toutes les autres qui correspondent & cette description font partie
de troisiéme espéce, elles sont caractérisées par le fait quelles ne possédent pas de
Gg-action|Ka-ML1].

Cependant il faut remarquer que {z+x%y4=1+22+13 = 0} est le recouvrement
cyclique d’ordre d — 1-iéme de la variété Xy 1 = {z + 2% + 2% + 3 = 0} le long
du diviseur {y = 0}. On a X//puq—1 ~ X4_1, cela correspond a la deuxiéme
tour de variétés obtenues a l'aide de recouvrement cyclique que 1'on a construit
précédemment.

3.3 Présentation A-H des variétés de Koras-Russell

On utilise maintenant le Théoréme 2.2.4 dans ’autre sens, c’est-a-dire, construire
la présentation d’une variété a partir de la présentation de deux de ses quotients.
On commencera par décrire la présentation en terme de p-diviseur de la cubique
de Russell, ce résultat était déja établi dans [I-V] mais il est utile de le rappeler, il
servira de modéle pour la présentation générale. La cubique admet pour équation
X ={z+ 2%y + 22 + 13 = 0} dans A* = Spec(C[x,y, 2,t]). On rappelle que cette
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variété est donnée par les paramétres o’ =0 = =1, a1 =1, ap =2, a3 = 3
et f(u,v) = u+ v+ v? dans la construction générale 3.2. Par construction X est
munie d’une action hyperbolique de G,, induite par une action linéaire sur A*
donnée par X - (z,y,2z,t) = (A\x, A%, A32, \%t). Son quotient algébrique X//G,,
est isomorphe a A? = Spec(Clu, v]) avec u = yz? et v = yx. On aurait pu choisir
un autre systéme de coordonnées donné par A? = Spec(C[u/,v]) avec v/ = yt3 et
v = yz, en effet les variables z et t jouent un role symétrique.

Proposition 3.3.1. La cubique de Russell est isomorphe & S(A?

()’
1 1 1

D={-4Ds+{—=tDy+|0,-| E
Lopoee {5} o og) e

ou FE est le diviseur exceptionnel de [’éclatement m : A%M) — A% et ou Dy et

D) pour

D3 sont les transformés stricts des courbes {u = 0} et {u+ v +v* =0} dans A?
respectivement.

Démonstration. On considére les deux projections ®; = pr,,, : X — X5 = A’
et &3 =pr,, . X = X3 = A? qui correspondent au fait que X est construit
comme recouvrement bi-cyclique de A® de degré 2 et 3. Ainsi on peut considérer
'action des groupes cyclique ps et ps agissant sur X via §-(z,y, 2,t) = (z,y,&z,t)
et - (z,y,2,t) = (z,y, z,(t) respectivement. On remarque de plus que ces deux
actions commutent et que le quotient X = X//(p2 X uz)est isomorphe a A3 =

Spec(Clz,y, z]). Soit A = @ A, 'anneau de coordonnées de X munie de la gra-
nez
duation correspondant a I'action de G,,, on a alors X, = Spec(P Aw), { = 2,3,6.
nez
Ce qui permet de retrouver le diagramme G,,-équivariant :

Xo = X//(p2 % p13)

ot G,, agit linéairement sur Xy, X3 et Xg via A (z,9,t) — (\z, A3y, A1) pour
Xo, X+ (z,y,2) = (A2, A2y, \2) pour X3 et \- (x,y,2) — (Az,\"1y, \2) pour
Xﬁ.

De plus on est dans le cas particulier ot 'action de pus X pug sur X se factorise
par celle de G,,, ce qui implique par le Théoréme 2.2.4 que ®, correspond a
I'application entre p-diviseurs (id, F3, 1) et ®3 correspond a I’application (id, F3, 1)
avec F} (D) =D, { = 2,3,6.
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On a donc que les variétés Y (X) et Y (X,), £ = 2,3,6 sont toutes isomorphes
a A2, Tl faut maintenant déterminer les p-diviseur D. On va I'obtenir a partir de
Dy et D3 qui sont les p-diviseurs correspondant a X, et X3 respectivement.

Avec les résultats de 1.4.11, Xy = S(A%ujv), Dy = {3}D2+0,3]E) ot Dy est le
transformé strict de la courbe {u = 0} et E'le diviseur exceptionnel de 1’éclatement
de méme X3 = S(A(Qu,m), Dy = {1}D5 + [0,3]E) ot Dj est le transformé strict
de la courbe {u' = 0} et E le diviseur exceptionnel de I'éclatement. Le Théoréme
2.2.4 implique que 2D ~ Dy = {3} D+ [0, 3]E et 3D ~ Dy = {3} D3+10, 3]E. On
a donc Dy + D = D3 ce qui correspond blen aD= { } Ds + {——} Dy —1—2[0, 6

Le choix des coefficients n’est pas unique. En effet, on & D' ~ D + div(f)
pour n’importe quelle fonction rationnelle f sur Y. Cela correspond par exemple
a D' ~ D+ D3+ E et plus généralement, pour toutes les paires (a,b) € Z?* tel que
3a+2b=1onaD~ {2} Ds+ {2} D, +[0,1] E.

3.3.1 Les variétés de Koras-Russell de premiére espéce.

On utilise dans cette section une méthode similaire a la précédente pour toutes
les variétés de Koras-Russell de premiére espéce, c’est-a-dire de la forme :

X = {z+ 2%+ 22 +1* = 0} € A* = Spec(Clz, y, 2, t]).
L’action hyperbolique de G,,, est induite par I'action linéaire sur A* donné par :
A (z,y, 2,t) = (\o20sg \~(d-Dazasy yas, yazpy

La différence dans ce cas est que X //C* est isomorphe a A?W)// fa—1 OU fig_7 agit
via & - (u,v) = (§u, Ev).

On considére donc un recouvrement cyclique V' de X d’ordre d — 1 le long du
diviseur {y = 0}, donné par équation V = {z + 29y¢~! + 22 4+ t* = 0} dans
A* = Spec(C[z,y, 2,t]), V est alors elle aussi munie d’'une action hyperbolique de
G, mais celle ci est induite par 'action linéaire sur A*donné par \- (z,y, 2,t) —
(A0 \"o203y Aoz Ae2t). Ainsi V//G,, est isomorphe & A% = Spec(C[u, v]) ou
U =yz*? et v =yz.

De plus fla, X flas X pa—1 agit sur V via ((,€,€) - (z,y,2,t) — (x, &y, (z, €t).
Dans ces conditions on a que i, X [a, Sur V se factorise par celle de G,,, cela
donne le diagramme suivant sur le morphismes quotients :

\%
D, j Doy
Pug_y
A? = V], X =V//1i A? = Vo
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On applique alors le Théoréme 2.2.4, I'application ®,, correspond alors a
I'application entre p-diviseurs (id, F,,, 1) et ®,, correspond alors a Iapplication
entre p-diviseurs (id, F,,,1) avec F; (D) = oD, i = 2,3. De plus Y (V') est iso-
morphe & Péclatement A%u » de A% a Torigine sur le quel fiq, X fa, X pa-1 agit via

(e 6) - (u,0) = (Eu, Ev).

On a alors le diagramme suivant :

Y(V)

1

Y(VOQ) Y(X) = Y(V>//,U/d—1 Y(Va3>‘

Avec les résultats de 4.2.6 on obtient la présentation A-H de V//jia, et de
V// o, donné par S(A%u,w D., = {a—l?)}DOQ + [0, QLS]E) ou D,, est ~1e transformé
strict de la courbe {u =0}, E est le diviseur exceptionnel et S(A%u,’v), Doy =
{2} Das + [0, 5] E) ot Dy, est le transformé strict de la courbe {u' = 0}, E est

le diviseur exceptionnel. Ce qui implique que V est isomorphe a S(A?

()"
b 1
D:{ﬁ}Da3+{—}Da2+ {o, ]E(*),
Qi Qg Qa3

v A% D,, et D,, sont les transfor-
més stricts des courbes {u = 0} et {u+ v+ v? =0} dans A%W) respectivement,

D) avec

ol E est le diviseur exceptionnel de 7 : A%u
et (a,b) € Z? sont choisis tel que aasz + bay = 1.
En appliquant le Théoréme 2.2.4 pour 'action de py_; on obtient alors :

Proposition 3.3.2. Les variétés de Koras-Russell données par I’équation X =
{z+aly+202 4t = 0} dans A* = Spec(C[x,y, 2, t]) sont isomorphe a S(A7, ,// t1a—1, ')

avec
a b 1
D=<—3%D — D 0,—— | F
{042} a3+{043} o { ’(d—l)@zai

o D =y} (D), D étant donné dans la relation (x) et D], ,D;,, sont des divi-

a3’
seurs premiers et E' est le diviseur exceptionnel de ’éclatement de la singularité

dans A%// g1 .

3.3.2 Les variétés de Koras Russell de seconde espéce

Pour les variétés de Koras-Russell de seconde espéce données par 1’équation

X ={x+y(® +22) +1* =0} ¢ A* = Spec(C[z,y, 2,1]),
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la construction de la présentation A-H va étre quelque peu différente. Fn effet les
variables z et t ne jouent pas un role symétrique dans le cas présent. On va tout
de méme considérer un recouvrement cyclique V' de X, mais dans ce cas V//q,
ne sera pas isomorphe & A3. On rappelle que oy et d sont premiers entre eux.

Soit V = {z 4y~ (z? + z92)! + ¢ = 0} le recouvrement bi-cyclique de X de
degré d le long du diviseur {z = 0} et de degré dl — 1 le long du diviseur {y = 0}.

Alors V' est munie d’une action hyperbolique de G,, induite par une action
linéaire sur A*donné par \-(z,y, z,t) — (2293, \72203y A%z \°2t) et de plus elle
est munie d'une action de fia, X fiay X fla—1 X ftg donné par ((,€,£,0) - (z,y, z,t) =
(z,&y, 0z, et). L’action de iy, X pa, sur V se factorise pas l'action de G,,, on
obtient donc le diagramme suivant :

v

‘Dag (I’u j ‘I)QB
d
Voo, = V// ey Va=V//1a Vs = V// tay
Pugi_1
X =V//(pa X pa-1)

Par le Théoréme 2.2.4, on considére ®,,, et on obtient que Y (V')est isomorphe
a l’éclatement A%M) de A? ot u = Y22 et v = yx et sur lequel pia, X flas X flai—1 X fa
agit via ((,€,£,0) - (u,v) = (£6*2u, &v). On obtient donc le diagramme suivant :

Y(V)
/ %j \
Y (Va,) Y (Va) Y (Vay)
o

L’équation de V,, est donnée dans A* = Spec(Clz,y, z,t]) par V,, = {z +
y=1 (244 2%) 412 = 0} ou si on réécrit 'équation, V,, = {y 1 H (zy, 2y)+t* = 0}
avec H(z,2) = z + (2% + 2%)! ainsi d’aprés la proposition 1.4.10 V,,, = Z(H,p)
pour H(z,z) = x + (a + 2%)! et p = 3.

On a alors V,, = S(A?, ), Da, = {O%S}Da2 + 10, ais]E) ou D,, est le transformeé
strict de la courbe {v + (v? + u)!) = 0} et E est le diviseur exceptionnel.

Pour Vo, ~ A% on a Vo, = S(AJ, ), Day = {5;}Das + [0, 5;]E) 0t Dy, est le
transformé strict de la courbe {u = 0} et E est le diviseur exceptionnel.
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On a donc V' =S(A, ), D) avec

b 1
p={ap ot {a et o] B
(8% Q3 Qallg

ol E est le diviseur exceptionnel de 7 : A%u ) — A% et ot Do, et Do, sont les
transformés stricts de {v + (v? + u?)") = 0} et {u = 0} dans A? respectivement,
(a,b) € Z? satisfont quant & eux aasz + bay = 1. )

On peut alors appliquer le Théoréme 2.2.4 et on obtient que V; = S(A?u’,v’d)’ Dy)

avec , y .
Dy = {i} Do, + {—} Dgq, + [07 } Eq (xx),
Qo a3 Qia0lg

ot a’ = a/d, ¥ =b, Ey est le diviseur exceptionnel de 7 : A%u, iy = A? ceci étant

di au fait que A%u, o/t = A%u, way Pour Vaction depig décrite en préambule, et
ol Dy, €t Dygq, sont les transformés stricts des courbes {v/ + (v +v'?)!) =0}
et {u' =0} (v = pq(u?)) dans A? = Spec(C[u’,v']) respectivement.

On peut alors appliquer le Théoréme 2.2.4 pour obtenir :

Proposition 3.3.3. Les variétés de Koras-Russell de seconde espéce X = {x +
y(z? + z22) 413 = 0} dans A* = Spec(Clz, y, z,t]) sont isomorphes de maniére

équivariante S(A?u,’v,d)//udl_l,Dd(dl_l)) avec

a v 1
Daai—1) = 3 — ¢ Datdgi—1).a — ¢ Datai—1).0 0, ————— | Eqa—-1),
d(di—1) {042} d(dl—1),a3 + {043} d(dl—1),00 T+ [ (dl — 1)a2a3] d(di—1)

ots Dg = ¢}, (Dai-1)) , Da étant défini dans la relation (¥x) et Ega-1) est le
diviseur exceptionnel de l’éclatement de la singularité dans A%// g 1.

On peut a présent mieux comprendre le role des paramétres (aq, g, as) et f,
g dans la construction de ces variétés (voir§3.2). Ainsi le choix des paramétres nu-
meériques (aq, a, a3) sont & mettre en relation avec les coefficients des p-diviseurs
et ont donc un role combinatoire, alors que f, g vont donner le support des p-
diviseurs et ainsi jouer un role géométrique.

3.4 Groupes d’automorphismes des variétés de Koras-
Russell

Les groupes d’automorphismes des variétés de Koras-Russell de premiére es-
péce ont été étudiés par Moser-Jauslin dans [M-J|, on rappelle ici le résultat :
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Théoréme 3.4.1. Soit X = {x+z%+2°2 4+t = 0} une variélé de Koras-Russell
de premiére espece alors le groupe d’automorphisme de X est donné par :

Aut(X) ~ Ay 1 Gy,

o Ay := {p € Aut(Clz, z,t]) | p(z) = x,¢ = id mod(x) et p(I) C (I)} avec
I = (z+ 2% 4t 29).

La méme approche permet de déterminer les groupes d’automorphismes des
variétés de Koras-Russell de seconde espéce : I'idée générale est que I'action de
G, est connue et que les actions de groupes additifs G, sont elles aussi connues
en terme de dérivations localement nilpotentes (voir [Fr]). Ici 'ensemble LN D(X)
des dérivations localement nilpotentes de ’anneau de coordonnées de X est de la
forme C[z, z]0 ou 0 est la dérivation irréductible donnée par :

0 0
0—p~ _p2
"oy Vot
avec P(z,y, 2,t) = -+ y(x? 4+ 2°2) +19 et ses deux dérivées partielles P, := 22 =

t
agt® et P, = %—1; = (2% + 2°2)l. On a alors :

Théoréme 3.4.2. Soit X = {z + y(z? + 2°2)! + t*3 = 0} une variété de Koras-
Russell de seconde espéece. Alors le groupe d’automorphisme de X est donné par :

Aut(X) ~ A x G,
ot A i= {p € Autcy(Clo, % 8]) | () = t+ (2 + 222)p(z, 2) | p € Cle, 2]},

Démonstration. X est donné par I’équation d’une hypersurface dans A, X = {x+
y(z?+ 292) + 123 = 0} avec d > 2, pged(dl, az) = pged(d, as) = pged(ag, asz) = 1.

L’image de la variable y par un automorphisme de X est uniquement détermi-
née par celle des autres variables en réécrivant y = (; Eiij;;))l a 'aide de I’équation
de X.

1) On pose f := (2% + 2z°2)!, on montre alors que tout automorphisme ¢ de X
induit un automorphisme ¢ de A? = Spec(C[z, z]) qui préserve I'idéal (f).

[existence d’un tel automorphisme provient du fait que d’aprés [Ka-ML1,
Théoréme 8.4] :

ML(X) = N C[X]? =Clx, 2],
deLND(C[X])
ou l'ensemble LND(C[X]) désigne 'ensemble des dérivations localement nilpo-
tentes et que cet invariant est préservé par tout automorphisme de X. Pour mon-
trer que 'on préserve la courbe cuspidale engendrée par (f), on regarde 'image
inverse de la projection suivante :
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IT: X — A% = Spec(Clx, z]).

Soit (g, 20) € A? on pose fo:= (zd + 25?)', on décompose en trois cas :

Al st fo#o
(20, 20) =~ < A si fo=0etxz=0

as copies de A1 si fo =0

Ainsi la courbe cuspidale doit étre envoyée sur elle méme par ¢ pour préserver
cette fibration, il existe donc A\; € G,, tel que ¢(f) = Ao f .

b) On montre que modulo, un élément de A' non nul, ¢ est I'identité sur A2

On pose pig tel que (ps)%2 = A\g. Sion considére la surface de Riemann ouverte
S définie par {z¢ + 22 +1 = 0} et S sa compactification, alors on a S\ S est
réduit a un point p. De plus Autp(S ) I'ensemble des automorphismes de S qui fixe
p est isomorphe au groupe Aut(S), ce groupe est d’ordre fini.

On a alors G(f) = () f et G(f +1) = ()™ (f + ks )

Soit 1, 'automorphisme de A? = Spec(Clz, z]) qui préserve I'idéal (f) tel que
V(@) = 25 et ¥u(z) = 5 . Alors clairement 1), o ¢ est un automorphisme de S.

Donc pour tout ¢, il existe p € G, tel que 1, o ¢ soit l'identité sur S. On
peut donc supposer que ¢ est I'identité modulo un élément de A non nul.

2) 11 faut & présent déterminer 'image de la variable ¢ par un automorphisme
p de X.
On va montrer qu’il existe ¢ € A' non nul et h € Clz, 2] tel que ¢(t) =
ct + h(zx, z).
On considére pour cela la dérivation 0 localement nilpotente et irréductible
sur X définie en préambule de ce Théoréme.
On a bien d(z) = 0, d(z) = 0, () = —P, = —(a% + 2°2)! € ker(9) et
I(y) = P, = azt®s™! € ker(9°). Ainsi LND(C[X]) ~ C[z, z]0
Soit 9y := p~todoy alors dy est une dérivation localement nilpotente irréduc-
tible car O 'est. Ainsi il existe ¢ € A! non nul tel que 9, = —cd. Donc en utilisant
que o(f) = fou f=(z¢+2?) on a:
Bolt) = odop(t) & po(—cdlt)) =dop(t)
& ap(f) = dop(l)
& cf =00 p(t)
ce qui donne 0o p(t) = O(ct) et donc ¢(t) — ct € ker(0) = Clx, z]. Ainsi
©(t) = ct + h(z, 2) et les automorphismes de C[X] préservent Clz, z, t].

3) Si on considére I = (f,x + t*3) idéal dans C[x, z,t] et J = (f) idéal dans
C[X] alors I = JNClz, z, ]
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En effet si on considére H € C[X] alors h s’écrit de maniére unique H =
Soai(x, z,t)y" avec pour i = 1,...,n f qui ne divise pas a; car y = w
i=1

Ce qui implique

fH = fao+ fya1 + ...+ fy"a, = fag — (x +1t**) (a1 + yas + .. .y"flan),

et donc fh € (f,z+1%3).

Or f et z sont préservés par action d’un automorphisme ¢ de X donc ¢(t) =
ct + h(x, z) avec ¢ une racine az-iéme de l'unité et h(x, z) dans 'idéal engendré
par f dans Clz, z].

O
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3.5 Espaces affines exotiques avec G,,-actions

Le but de cette section est de généraliser la construction des variétés de Koras-
Russell X obtenues précédemment par recouvrement bi-cyclique de A3.
On rappelle que l'on a le diagramme suivant :

X
/ \
X/ /pay = A X/ pay = A

N

X// Hag X /~La3 —=

Ce qui correspond en terme de présentation A-H a :

/\

S(Y,D)//ttas = S(Y, asD) S(Y, D)/ /prar = S(Y, a2D)

\/

Y D)// Hay X p“oc3) — S(Y OQCY;),D

Or as et ag étant premiers entre eux, il existe aq, as € Z tel que aja+asaz = 1
ainsi en multipliant par D, on obtient ajasD + asaz3D = D ainsi si on peut
calculer la présentation en terme de p-diviseur de X//pa, et de X//p,, on a
totalement déterminé la présentation de X. C’est ce qui a été effectué dans la
section précédente. Dans le cas d’action hyperbolique de G,, les p-diviseurs sont
réduits a des intervalles et bien que les p-diviseurs ne forment que un semi-groupe
si on les munis de la somme de Minkowski, ce semi-groupe est régulier pour notre
cas et donc D est bien totalement déterminé.

3.5.1 Construction multicyclique générale

On veut maintenant généraliser cette construction en dimension quelconque.
Pour cela, on considére X' une variété affine lisse, contractile équipée d’une action
effective de G,,,. On considére une suite de polynomes dans O(X’) réguliers et
semi-invariants ¢;, © = 1,...,k de poids respectifs dy, ..., d; tous positifs et une
suite d’entiers ny, ..., ny positifs tel que pged(d;, n;) = pged(n;, n;) = 1 pour tout
,7=1,...,k

On pose alors :
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X ={u =q(x),i=1,....k} € X x AF = Spec(C[X][u, . .., ux)),

le recouvrement multicyclique de X’ d’ordre n; le long du diviseur {¢;(z) = 0}
pourt=1,... k.

X est alors munie d’une action du groupe cyclique ji,,, X ... X p,, et sil'on
note fin, = fpy X ... X fin,_; X [,y X ... X [in, , O obtient alors une tour de
variétés :

X' X /[ phgy, =—— s ~— X/, == X

Il faut de plus remarquer que les quotients peuvent étre effectués dans un ordre
quelconque, ce qui donne le diagramme suivant :
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Avec les notations précédentes on a les résultats suivants :

Proposition 3.5.1. i) Pour tout i = 1,...,k les variétés X//ji; sont lisses si et
seulement si {q;(z) = 0} C X' est un diviseur lisse.

k
ii) La variété X est lisse si et seulement si D = gl{qz(x) = 0} est un diviseur

a croisements normauz tel que pour tout i = 1,...,k,{q(z) = 0} C X' est un
diviseur lisse.

Démonstration. Pour le premier énoncé il suffit de calculer le Jacobien, on obtient
que X//fi; est lisse si et seulement si le gradient de {¢;(z) — u;" = 0} est non nul
pour tout (z X u;) € X' x Al ce qui est équivalent a {¢;(z) = 0} C X’ est lisse.

Pour le second énoncé, clairement, les diviseurs doivent étre lisses pour les
mémes raisons que précédemment. De plus le fait d’étre lisse étant une propriété
locale et étant donné que I’on raisonne avec pour corps de base C, on va se ramener
a des arguments analytiques locaux. On va traiter le cas d'un diviseur D composé
de deux composantes irréductibles D; et Dy et par induction on aura le résultat
général. Localement les trois cas possibles sont :

i) Dy = {z1 = 0} et Dy = {xy = 0}, ce qui revient & avoir localement une
intersection transverse, alors, clairement, le recouvrement cyclique d’ordre n; le
long de D; sur X’ donnée par p : X — X’ implique p*(Ds) lisse, Dy ne change
pas.

ii) D1 = {x1 =0} et Dy = {f(x1,...,2,) = 0} tel que l'intersection soit non
transverse alors le recouvrement cyclique d’ordre n; le long de D; sur X’ donnée
par p : X — X' implique p x (Dy) = {f(27*,...,z,) = g(x1,...,2,) = 0} &
I'aide du critére Jacobien on trouve que p*(Ds) est singulier si et seulement si
%g(o, ...,0) =0 pour tout i > 1 ce qui est équivalent a %f(O, ...,0) =0 pour
tout 7 > 1 et %f(o, ...,0) # 0 car Dy est lisse a l'intersection avec D;. Donc
flz, .. xn) = 1 + H(z1,...,2,) ot H n’admet que des éléments de degré au
moins 2. On regarde alors I'intersection Dy N Dy donnée par {H(0,...,x,) = 0}
qui n’est pas lisse on arrive a une contradiction. O

Si on se place sous les hypothéses de la proposition précédentes on a alors que
les variétés X//g; pour i = 1,...,k sont des variétés lisses munies d’une action
de G,,, on peut donc écrire X'//ji; = S(Y;, D;) et de méme pour X qu’on notera
X'=8S(Y,D).

De plus pged(d;, n;) = pged(n;,n;) = 1 pour tout 4,5 = 1,...,k ce qui im-
plique que a chaque recouvrement, l'action du groupe cyclique se factorise par
celle de G,,,. On peut alors appliquer le Théoréme 2.2.4. Ce qui donne alors le
diagramme suivant :
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S(Y, 01 D) v ~ S(Y,nyD)
S(K nlnﬂ)) """""""" S(K nlnkD) """""""""" S(Y, nknk_lD’)

k—1 k k
S(Y, (ITnp)D) - SY, ( II 1p)D) SV, ([17p)D’)
p=1 p=1,p#i p=2
k
S(Y, (I1np)D)
p=1
k
De surcroit 'ensemble { [[ n, | p=1,...,k} constitue un ensemble d’en-
p=1,p#i

tiers premiers entre eux, il existe donc une suite de k entier aq,...,a, € Z tel que

k k
Y(ai [I np) =1 ceci donne :
=1 p=1,p#i

k

k
Z(ai H n,)D = D.
i=1  p=lp#i
Ainsi, calculer indépendamment les k recouvrements cycliques d’ordre n; le
long des diviseurs {¢;(z) = 0} pour i = 1,..., k détermine totalement X.

On va a présent pour certains cas particuliers caractériser la propriété d’étre un
espace exotique avec action hyperbolique de G,,. Pour cela on commencera par
la propriété d’étre lisse pour une G,,-variété construite comme suit.

Soit Y = {p(u1,...,u,) = 0} C A" = Spec(Cluy, . .., u,]), une hypersurface lisse

passant par lorigine, et m: Y — Y D’éclatement de Y le long du sous-schéma
d’idéal (uq,...,u,).
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k . -
De plus on considére D = ) {%} H; + |0, 1| E avec Q; transformé strict
] =1 ) p];[lnp
dans Y de Q; = {qi(u1,...,u,) =0} C Y tel que pged(n;,n;) =1 et
k k
aiy,...,a; € Z vérifient > (a; [[ np) = 1.
=1 p=1,p#i

Théoréme 3.5.2. La variété S(Y, D) est une variété lisse si et seulement si pour
k

1= 1,...,k, Q; € Y est un diviseur lisse et irréductible tel que 'U1Qi s0it a
1=

croisements normauz dans 'Y .

Démonstration. D’aprés la proposition 1.4.10 et de la construction par recouvre-
ment cyclique précédente, la variété S(f/, D) correspond & la modification hyper-
bolique de la variété Y suivie du recouvrement multicyclique d’ordre n; le long
du diviseur déterminé par équation {y~'¢;(z1y,...,2,y)} C Y x Al. Ces divi-

seurs sont semi-invariants de poids 1 par construction. De plus par hypothése on
k

k
aday,...,a; € Ztelque Y (a; [[ np) =1
i=1  p=1,p#i

k k
i a; b ;(ai l_[ 'np) 1
Z[O’—z]‘[“’ ‘Z]‘ L ll Lo
[In, [In,
p=1 p=1

Or I'union des modifications hyperboliques des hypersurfaces @); est un diviseur
a croisements normaux si et seulement si ) I’était donc d’aprés la proposition 3.5.1
on obtient le résultat voulu. O]

On peut exactement de la méme maniére réinterpréter le Théoréme 3.1.11 dans
le cas particulier d’une hypersurface lisse de A™ obtenue par modification hyper-
bolique. Cela implique en terme de p-diviseur et aprés utilisation de [Z, remarque
6.2 :

Théoréme 3.5.3. Soit S(?,D) respectant les hypothéses du Théoreme 3.5.2 et
si de plus le groupe fondamental du complémentaire m (Y \ UkQ;) est un groupe
abélien. Alors S(Y,D) est une variété lisse et contractile.

On remarque que les variétés ainsi obtenues peuvent s’écrire comme des hyper-
surfaces de A"*2 si k — 1 des hypersurfaces H; sont rectifiables en méme temps. Ce
qui était bien le cas par le théoréme d’épimorphisme pour les variétés de Koras-
Russell ot I'on avait comme diviseur dans A? deux courbes chacune isomorphe 2
Al
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Exemple 3.5.4. On considére A* = Spec(Clu, v, w]) et S(A*, D)ou D = {_71} D1+
(3} Dot (3} Do+ [0, E

Avec E le diviseur exceptionnel de 1’éclatement, D, le transformé strict de la
surface {u = 0}, Dy la transformé stricte de la surface {w = 0}et Dj le transformé
strict de la surface {p(v) + v+ w = 0} avec p(v) un polynéme régulier et tel que
p(0) = 0.

S(A3, D) est alors isomorphe de maniére équivariante a I’hypersurface X lisse
et contractile de A® = Spec(Clz, y, 2, t, 0]) donnée par 'équation {p(zy)y~— + 22+
34+ 05 = 0}. X est munie d'une action hyperbolique de G,, induite par ’action
linéaire sur A’suivante : X - (x,y, z,t,0) = (A2, A73%, A5z, A19¢ 760).

Cette variété est un espace exotique; ceci est démontré dans [Ka-ML2, propo-
sition 11.1].

Exemple 3.5.5. On considére A> = Spec(Clu, v, w]) et S(A>, D) ot D = {1} Di+
(-4 Dt 0L E

Avec F le diviseur exceptionnel de I'éclatement, D, le transformé strict d’une
surface isomorphe a un plan et définie par {p(u, v, w) = 0}, Dy le transformé strict
d’une surface isomorphe & un plan et définie par {q(u,v,w) = 0} tel que les deux
surfaces contiennent 'origine et s’intersectent normalement.

S(A3, D) est alors isomorphe de maniére équivariante a la sous-variété de co-
dimension deux X lisse et contractile de A® = Spec(Clz,y, 2,t,0,:]) définie par
lidéal (p(xy, zy, ty)y~t + 6%, q(zy, 2y, ty)y~ + 3). X est munie d’une action hy-
perbolique de G,, induite par 'action linéaire sur A®suivante : A« (z,y, 2,t,0,1) =
(A8, A5y, A6z A8t A30, \2,).
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Chapitre 4

Variétés G-uniformément
rationnelles
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4.1 Définitions et propriétés

Une variété X (pas nécessairement affine) est dite uniformément rationnelle si
tout point de cette variété admet un voisinage ouvert, pour la topologie de Zariski,
qui est isomorphe & un ouvert de I'espace affine. Cette propriété a été étudiée en
premier dans un article de Gromov [Gr, p.885|, dans lequel il pose la question
suivante :

Soit X une variété lisse et rationnelle de dimension n, est-il vrai que pour
chaque point x dans X il existe un ouvert de Zariski U qui contient x et qui est
isomorphe a un ouvert de A™ ¢

La question est toujours ouverte mais certains articles [Bod-Hau-S-Vi| et [Bo-Bo|
ont donné des éléments de réponse.

On va donner une définition équivariante analogue : on dira qu’une G-variété
est G-linéairement uniformément rationnelle si pour tout point z dans X, il
existe un voisinage ouvert G-stable U, de x, une représentation de G donnée
par (A" G — GL,) et V. C A™ un ouvert stable par G tel que U, soit isomorphe
de maniére équivariante & V. Une variété G-uniformément rationnelle est donc
clairement uniformément rationnelle. On montrera que pour cette propriété, dans
le cas ou G ~ T, il existe un critére donné par les présentations A-H de X et
de A™. L’intérét d’utiliser la présentation A-H est de pouvoir faire des construc-
tions équivariantes en effectuant de la géométrie dans le quotient A-H Y de X.
On a ainsi diminué la dimension des variétés considérées en passant de dim(X) a
dim(Y) = dim(X) — dim(T).

Exemple 4.1.1. A" et P" sont des variétés uniformément rationnelles. De méme,
les ouverts et les produits de variétés uniformément rationnelles sont eux aussi
des variétés uniformément rationnelles.

On commence par considérer, pour commencer, le cas en dimension 1. Les
uniques variétés lisses rationnelles sont P! et des ouverts de P!, on a donc une
équivalence, une courbe qui est lisse et rationnelle est uniformément rationnelle.

Considérons a présent le cas en dimension 2,

Proposition 4.1.2. Toute surface lisse et rationnelle est uniformément ration-
nelle.

Démonstration. On considére donc X une surface lisse et rationnelle, sans perdre
de généralité on peut supposer que X est une variété projective, or les variétés
projectives lisses et rationnelles sont classifiées, elles sont obtenues a partir d’un
nombre fini d’éclatements sur une surface minimale, ¢’est-a-dire P2 ou une surface
de Hirzebruch F, = P(Op © Op1 (1)) pour r > 2.

Mais un éclatement 7 : S — S d’une de ces surfaces en un point admet
deux cartes chacune isomorphe a une copie de A?, en réitérant le processus pour

99



plusieurs éclatements, on obtient ainsi qu'une surface lisse et rationnelle est uni-
formément rationnelle. ]

Pour les dimensions n > 2 on ne posséde pas une classification aussi précise
comme dans le cas n = 2 et donc on ne peut pas généraliser ce résultat. Cependant
il a été démontré que 1’éclatement le long d’une sous-variété lisse dans une variété
uniformément rationnelle est une opération qui permet de rester dans la classe
des variétés uniformément rationnelles [Bod-Hau-S-Vi| et [Bo-Bo] :

Proposition 4.1.3. Soit X une variété uniformément rationnelle et Y C X une
sous-variété lisse. Alors l'éclatement Xy est encore uniformément rationnel.

Démonstration. Voici I'idée de la preuve développé par [Bo-Bo]. On considére
y € Y. Par hypothése, y posséde un voisinage ouvert isomorphe a un ouvert de
I'espace affine. On peut donc supposer que Y C A" et dim(Y) =m <n — 2.

On peut alors considérer une application birationnelle ¢ : A™ — A™ définie en
y et tel que I'image de Y soit une hypersurface de L ~ A™*! c A"

Pour cela on considére une décomposition générique de A" = L M, ou M ~
A"~™~1 et on considére la projection adaptée a notre situation m; : A" — A™T!
et on a que my; restreint & Y est un isomorphisme entre un voisinage de y et
7 (Y) N U pour un certain U € L ouvert affine.

Y peut étre alors donné par les zéros d’un polynéme f en m + 1 variable,

Y = {f(mlv"'amerl) :O} C AT~ [
L’éclatement est alors donné dans une des cartes par :

V= {<x17 o ,ZIJn), (yla R 7yn—m—1) C AnXAnimil | Tm+2 = ylf? s lpn = yn—m—lf}7

on a alors un isomorphisme entre V' et A" en considérant la projection sur les
coordonnées (T1,...,Tn, Y1y Ynm—1)-

Pour les points dont le transformé n’est pas contenu dans la carte donnée par
V, il faut alors considérer un automorphisme de A™ bien choisi qui envoie Y sur
Y’ et ainsi on réitére la construction pour obtenir une nouvelle carte V' elle aussi
isomorphe a A" et qui contient le transformé des points non contenus dans V. [

Cela permet ainsi de produire des variétés uniformément rationnelles a partir
de variétés qui vérifient déja cette propriété :

Corollaire 4.1.4. Les modifications affines de centres lisses et les modifications
hyperboliques en un point lisse d’une variété uniformément rationnelle sont aussi
des variétés uniformément rationnelles.

La modification hyperbolique d’une variété X est obtenue comme modification
affine du cylindre X x A! qui est uniformément rationnelle si X est.
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Exemple 4.1.5. On considére A" = Spec(Clzy,...,x,]) qui est une variété uni-
formément rationnelle, et I = (f,g) tel que la sous-variété de A™ définie par [
soit lisse. Alors la modification affine X’ de A" le long du diviseur {f = 0} et de
centre I = (f, g), donné par I’équation :

{9(z1,...,2n) —yf(z1,...,2,) =0} C ATt = Spec(Clzy, ..., zn,y]),
est une variété uniformément rationnelle.

On sait d’apreés la proposition 3.2.3 que les variétés de Koras-Russell sont ob-
tenues comme modification affine de I'espace affine A3, cependant le centre de
cette modification est supporté sur une courbe cuspidale contenue dans un plan,
et donc c’est une modification affine de centre singulier. Le corollaire précédent ne
permet donc pas de conclure pour les variétés de Koras-Russell. On constate donc
que cette proposition s’avére étre assez restrictive. On va pourtant voir plus tard
(Théoréme 4.3.5) que certaines de ces variétés sont uniformément rationnelles.

Supposons maintenant que X est une variété lisse et rationnelle mais de plus
munie d’une action effective d’un tore, c’est-a-dire, X est une T-variété. On va uti-
liser la structure induite par I’action pour prouver que la variété est uniformément
rationnelle dans certains cas :

Théoréme 4.1.6. Soit X une T-variété lisse et rationnelle alors X est unifor-
mément rationnelle si la complexité de ['action est 0 ou 1.

Les variétés de complexité 0 sont des variétés toriques, or les variétés toriques
sont couvertes par des cartes isomorphes a AF x (G,,)"* (voir [Fu, p.29] pour
plus de détails). Pour le cas des T-variétés de complexité 1 la preuve est donnée
dans [Ke-Kn-Mu-S, Chapitre 4].

Voici une idée de la preuve qui utilise la présentation A-H des T-variétés de
complexité 1. Pour la démonstration on utilise le fait que le quotient A-H d’une
T-variété de complexité 1 est une courbe lisse et, de plus, si X est rationnelle, la
variété Y 'est aussi. Ainsi on se raméne directement & I'é¢tude des T-variétés de
complexité 1 ayant pour quotient P!. Puis on s’intéresse aux diviseurs polyédraux
sur P! qui vont permettre de se ramener au cas des variétés toriques. On va donc
chercher & utiliser la présentation en terme de p-diviseurs des T-variétés pour
obtenir des résultats en dimension supérieur a 2.

Dans le cas des variétés de complexité 1, si de plus la variété est compléte
c’est-a-dire, que pour toute variété Y la projection X XY — Y est un morphisme
fermé, alors il a été démontré dans [Ar-Pe-Sii| le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.7. Toutes les T-variétés de complexité 1, lisses, rationnelles et
complétes sont recouvertes par des cartes isomorphes a des espaces affines.
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4.2 Variétés G-uniformément rationnelles

On va maintenant introduire une nouvelle définition adaptée aux G-variétés
et expliquer la stratégie pour traiter des cas de G,,-variétés en toute dimension
n > 2, le cas des dimensions inférieures étant traité par les théorémes précédents.

4.2.1 Premiéres définitions

Définition 4.2.1. i) Soit X une G-variété et x € X. On dit que X est G-
linéairement rationnelle au point x si il existe un voisinage ouvert G-stable U,
de z, une représentation de G donnée par (A", G — GL,) et V .C A" un ouvert
stable par G tel que U, soit isomorphe de maniére équivariante a V.

ii) Une G-variété qui est G-linéairement rationnelle en tout point est dite G-
linéairement uniformément rationnelle.

iii) Une variété qui admet un unique point fixe z pour 'action de G sera dite
G-linéairement rationnelle pour signifier qu’elle est G-linéairement rationnelle en
Zo-

Les variétés qui sont G-linéairement uniformément rationnelles sont clairement
uniformément rationnelles.

Définition 4.2.2. i) Soit X une G-variété et © € X. On dit que X est G-
rationnelle au point x si il existe un voisinage ouvert G-stable U, de z, une action
de G sur A" et V. C A™ un ouvert stable par G tel que U, soit isomorphe de
maniére équivariante a V.

ii) Une G-variété qui est G-rationnelle en tout point est dite G-uniformément
rationnelle.

iii) Une variété qui admet un unique point fixe z pour 'action de G sera dite
G-rationnelle pour signifier qu’elle est G-rationnelle en xg.

On se focalise sur les actions hyperboliques de G,,, sur des variétés affines lisses.
On va donc déterminer la présentation A-H des espaces affines de dimension 2 et
3 munis d’une action hyperbolique de G,,.

Gutwirth a démontré dans [Gu| que les actions de G,,, sur A? sont linéarisables.
Ce résultat peut étre illustré en utilisant les p-diviseurs (voir |F-Z2, Corollaire
4.6]).

Proposition 4.2.3. Soit A muni d’une action hyperbolique de G,, alors A? est

isomorphe de maniere équivariante @ S(A', [2, Z—;]D) avec ayby — ashy = 1.

Démonstration. Le quotient A-H de A% muni d’une action hyperbolique est Al
puisque A?//G,, ~ A;, c’est 'une des particularités de ce cas, le quotient A-H
correspond au quotient catégorique dans la catégorie des variétés affines.
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De plus, le cone de récession o = {0} car I'action est hyperbolique donc D =
k
> lai, b;]D;. Or, chaque intervalle non réduit & un singleton correspond a deux
i=1
orbites dont les clotures s’intersectent en un point fixe. Pour montrer cela, on
calcule S(AY, [a;, b;] D;) pour i = 1,. ..k, chacune de ces variétés posséde un point
fixe et par le lemme 2.1.13, on peut les plonger dans A%. Cependant A% muni d une
action hyperbolique ne posséde qu'un unique point fixe donc D est de la forme

k—1
D= Z%Dz + [a, b]D
=1

(2
De plus I'anneau des fonctions réguliéres de A? est factoriel ainsi ¢; € Z, pour

k=1
tout i = 1,...,k — 1 (voire [F-Z1, Corollaire 4.23]) d’'oa D = > D; + [a,b]D ~
=1

[a, b] D.

On constate de plus que S(A!, [a, b] D) est isomorphe de maniére équivariante
b

a A? et donc lisse si et seulement si a = Z—; et b= é satisfont :

a; by

by by =1.

]

Le résultat de Gutwirth a été généralisé par Bialynicki-Birula dans [B2] qui a
montré le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.4. Une action effective d’un tore algébrique T sur A™ est linéari-
sable pour dim(T) > n — 1.

Ainsi dans le cas des T-variétés de complexité 0 et 1 la propriété d’étre T-
linéairement uniformément rationnelle est équivalente a la propriété d’étre T-
uniformément rationnelle puisque les actions sont linéarisables. En complexité 2,
on peut donner la présentation générale pour toutes les actions hyperboliques de
G,, sur A3 a I'aide du théoréme suivant.

Théoréme 4.2.5. [Ka-K-ML-R] Toute action de G,, sur A3 est linéarisable.

Ainsi dans le cas des G,,-variétés de complexité 2, la propriété d’étre T-
linéairement uniformément rationnelle est équivalente & la propriété d’étre T-
uniformément rationnelle.

En toute généralité, on considére une action hyperbolique de G, sur

A3 = Spec(C[X, Z,Y]) donné par \- (XY, Z) — (A\*X, X\ Z, A\~¢Y), avec a, b et ¢
qui sont positifs et de plus premiers entre eux. La présentation en terme de
p-diviseur de l’espace affine A% va en découler :
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Corollaire 4.2.6. Soit A*> muni d’une action hyperbolique de G,,. Alors A3 est
isomorphe de maniére équivariante o S(Y,D) ou Y et Dsonl comme suit :

i)Y isomorphe & Z/p ot p est un groupe cyclique et Z est isomorphe a l’écla-
tement de A% le long d’un sous-schéma supporté a l'origine.

ii) D est de la forme :

D={p1} ® D1+ {p2} ® Dy + [p3,ps] ® E,

ot Dy, Dy sont les transformés stricts de droites linéaires dans le méme systéme
de coordonnées et E correspond au diviseur exceptionnel de [’éclatement.

Ce corollaire se démontre rapidement de deux maniéres différentes.

Démonstration. 1l suffit de considérer le cas o a = b = ¢ = 1 traité dans 'exemple
1.3.2.2 puis d’appliquer le Théoréme 2.2.4.

On peut aussi le calculer directement dans le cas général en considérant la
construction 1.3.2.2 correspondant & A3.

S
S~

3 2
OQ-ZQF-Z ?Z —0

N U1 U3 U3
ou F =%a,b,—c) et P = ’ ’ ) avec u; ; > 0.
U1 U22 U223

La variété torique engendrée par les vecteurs ( Y11 ), ( t1,2 ) et ( H1.3 )

U211 U2,2 U2.2
correspond a I’éclatement & poids de A? le long d’un sous-schéma supporté a
I'origine, suivie du quotient par un groupe cyclique.

]

Pour n > 4 on n’a pas un résultat analogue au Théoréme 4.2.5. Autrement dit
on ne sait pas si chaque action de G,, sur A" est linéarisable.

4.2.2 Le cas des actions hyperboliques de G,, sur des varié-
tés lisses et rationnelles

On va maintenant développer une stratégie pour décider si une variété X
de dimension quelconque munie d’une action hyperbolique de G,, avec un point
fixe o est G,,-rationnelle. Le but est de trouver le bon ouvert X’ C X qui
soit G,,-invariant et qui contient le point fixe. On va exprimer celui-ci comme le
complémentaire des zéros d’une fonction réguliére f € I'(X, Ox) semi-invariante
par laction de G, ainsi X’ = X \ V(f). De plus, cette stratégie permet de
construire un isomorphisme explicite entre cet ouvert X’ et un ouvert de A",
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Proposition 4.2.7. Soit X une variété affine, lisse et munie d’une action hyper-
bolique de G, isomorphe de maniére équivariante 4 S(Y (X), Dy). Alors détermi-
ner si X est G,,-rationnelle est équivalent a déterminer si il existe A" muni d’une
action hyperbolique de G, isomorphe de maniére équivariante & S(Y (A"™),Dy), et
une application birationnelle ¢ : Y (A") — Y (X) tel que ¢*(Ds) = D;.

La fin de cette section est dévolue a prouver ce résultat. Dans un premier
temps on a que si f € ['(X, Ox) est une fonction semi-invariante de poids u tel
que f(zg) # 0 alors f est invariant par G,,. On a ainsi, A - f(zo) = A\“f(z) =
JOAt - zg) = f(xo) pour tout A € G,,, de plus f(zg) # 0. Ceci est donc possible
si et seulement si u = 0 et donc si f est invariant par 'action de G,,.

Deuxiémement X admet une présentation en terme de p-diviseur, ainsi on
peut noter X = S(Y,D) avec Y semi-projective au-dessus de Yy = X//G,, =
Spec(C[X]®m). On a donc que si f est une fonction réguliére sur X vérifiant les
propriétés du lemme précédent, alors f € I'(X, Ox)®m = I'(Yy, Oy,) = (Y, Oy),
tel que V(f) C Y n’intersecte pas le sous-schéma éclaté dans Yy. On notera par
Y’ =Y \ V(f) l'ouvert ainsi obtenu.

On veut étudier des variétés lisses et rationnelles munies d’une action hyper-
bolique de G,,, donc le Théoréme 1.4.5 s’applique et on peut résumer la situation
par le diagramme suivant :

X =X\V(f)l— X
//Gml //G'IYLL
Yo=Y \V(f)——Y,
S
Y = Y\ V(f)——Y = Biy(Y,)

On connait la présentation en terme de p-diviseur de X. Elle est donnée par
S(Y, D), et de celle-ci on va obtenir celle de X’ a I'aide du lemme 2.1.13. On trouve
ainsi que X' est isomorphe de maniére équivariante a S(Y’,i*(D)).

Pour démontrer que X est G,,-rationnelle on cherche X’, un ouvert contenant

le pont fixe xy, isomorphe de maniére G,,-équivariante & un ouvert de A", c¢’est-
a-dire, X’ doit satisfaire le diagramme suivant :
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AP J > X/C J X
//Gm L //Gm L //Gm
Yo(A") ———¥{— Yy(X)

o]

V(A" <y’ L Y (X)

D’un coté on a A” muni d’une action hyperbolique de G,,, encodé par (Y (A"), D),
et de autre coté X munie d’une action hyperbolique de G,,, encodée par (Y (X), Dy).
En utilisant le lemme 2.1.13 et la proposition (|[A-H, Corollary 8.12.]), déterminer
si une variété X est G,,-rationnelle est équivalent & une question naturelle de
géométrie birationnelle de dimension n — 1 :

Existe-il une application birationnelle ¢ : Y(A") — Y (X) tel que ¢*(Dy) =
D7

Dans le cas particulier des G,,-variétés de dimension 3, on utilise donc des
arguments de géométrie birationnelle en dimension 2. On a de plus classifié les
actions hyperboliques de G,, sur A% (Corollaire 4.2.6) en terme de p-diviseur.
Ainsi aprés résolution des singularité cyclique grace au Théoréme 2.2.4, on va
pouvoir se ramener a la rectification de courbes ou d’une paire de courbes par des
applications birationnelles de AZ2.

4.3 Applications

Dans cette section on prouve que certaines hypersurfaces de A* sont G,,-
linéairement uniformément rationnelles en particulier, toutes les variétés de Koras-
Russell du premier type sont G,,-linéairement uniformément rationnelles. De la
méme maniére on montre qu’il existe des variétés de Koras-Russell qui ne sont
pas G,,-rationnelles et donc pas G,,-uniformément rationnelles. Pour effectuer
ces démonstrations, on va définir un invariant birationnel, appelé dimension de
Kumar-Murthy et on calculera celui-ci pour certaines variétés.

Définition 4.3.1.

i) Soient X et Y deux variétés algébriques, une application ¢ : X --» Y est
dite birationnelle si elle induit un isomorphisme entre un ouvert non vide de X
et un ouvert non vide de Y.

ii) Une variété X est dite rationnelle si il existe une application birationnelle
0: X --» PV,
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iii) Soit D; un diviseur de Cartier sur une variété X; et soit Dy un diviseur
de Cartier sur une variété Xy alors (Xp, D) et (X, Dy) sont birationnellement
équivalents (ou Cremona équivalents) si il existe une application birationnelle

v X1 --+ X5 tel que p*(Ds) = Dy.
k
iv) Soit X une variété rationnelle et un diviseur D = ) H; ou H; correspond a

=1
une hypersurface rationnelle pour tout ¢ = 1, ..., k. On dit que D est birationnelle-
ment rectifiable si il existe une application birationnelle ¢ : PV --» X tel que le do-
maine de définition de ¢ =" intersecte D et ¢*(D) = {u1...up = 0} C Pf]

avec k < n.
k
v) Soit X une surface et soit D = > D; un diviseur sur X alors D est dit a
i=1
croisements normaux simples (snc) si pour tout 7, le diviseur irréductible D; est
lisse et que les D; s’intersectent uniquement deux a deux et de maniére transverse.

Exemple 4.3.2. Dans le cas des surfaces, soit D = C} + Cs un diviseur sur une
surface rationnelle S avec C; une courbe rationnelle pour i = 1,2. Alors D est
birationnellement rectifiable si il existe une application birationnelle ¢ : P2 --» S
tel que ¢*(D) = {uv =0} C P?

[wvw]”

4.3.1 Famille de variétés G,,-linéairement uniformément ra-
tionnelles.

On va construire des paires de courbes dans A? qui seront birationnellement
équivalentes aux axes de coordonnées. Ainsi en utilisant le Théoréme 3.5.2, on
obtiendra une famille de variétés G,,-uniformément rationnelles parmi lesquelles
on va obtenir les variétés de Koras-Russell de premiére espéce et certains recou-
vrement cycliques de celles-ci.

Théoréme 4.3.3. Soit X Uhypersurface définie par I’équation
{y2°* + yt* 4 p(zy) = 0} C A* = Spec(Clz, y, 2, t]) si p(0) # 0,
ou par
{y" 2% +1% + p(ay) /y = 0} € A" = Spec(Clz, y, 2,1]) 5i p(0) = 0.

On munit X d’une action hyperbolique de G,, induite par une action linéaire
sur A* donnée par X - (x,y,2,t) = (A28, \=92%y \dasy \o2t) o4 d et ag sont
premiers entre eur, de mémeas et ag sont premiers entre eut.

1) Alors X est isomorphe de maniére équivariante & S(A%uwd),D) avec

1
D:{i}D1+{i}D2+[O7 }E
Qo a3 Qoll3
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ou E est le diviseur exceplionnel de 7 : A?Wd) — A%, Dy et Dy sont les transformés
stricts des courbes Ly = {u =0} et Ly = {u+ p(v) = 0} dans A? respectivement,
et (a,b) € Z* sont choisis tel que adag + bag = 1.

2) X est lisse et admet lorigine comme point fize si et seulement si D = L+ Lo
dans A? est un diviseur a croisements normaux et Lo contient par l'origine (ce
qui revient & demander p(0) =0 et p est a racines simples).

3) Sous ces conditions, X est G,,-linéairement rationnelle au point (0,0,0,0).

Démonstration. 1) On commence par déterminer la présentation A-H de la variété
X en utilisant 1.3.2.1 et 1.3.2.2. On considére pour cela la suite exacte suivante :

s

o 4 3
OQ-ZQF-Z ?Z —0

11 0 0
Ou F = Yz, —asas,dag,as), P = | 0 d ay 0 et s = (0,0,a,b)
01 0 (0%
choisis tel que adag + bay = 1.

On considére I'éventail engendré par les rayons {v;},_, , olt v; est le premier
vecteur a coefficient entier du cone unidimensionnel engendré par le i-éme vecteur
colonne de P. Cet éventail correspond a 1’éclatement de A® = Spec(Clu, v, w]) le
long du sous-schéma d’idéal I = (u,v?, v w, ... vw? ! w?), en tant que variété
torique.

La variété Y correspond donc au transformé strict par 7 : A3 — A3 ~ A?//C*

de {u+w + p(v) = 0} C A%, ce qui donne Y ~ A?

(u,0h)”
Le p-diviseur D quand a lui est de la forme {a%} D, + {a%} Dy + [O, ﬁ] b,
ol D; correspond a la restriction dans Y du diviseur torique donné par le rayon wvs
et Dy correspond a la restriction dans Y du diviseur torique donné par le rayon vy,
c’est-a-dire les transformés stricts des courbes {u = ydz = O} et{w = yt* = u+ p(v) = 0}
dans A? respectivement. Le diviseur E correspond au diviseur donné par vs, ¢’est-
a-dire le diviseur exceptionnel.
2) On suppose que X admet un point fixe, donc X contient I'origine de A* qui
est 'unique point fixe pour 'action linéaire décrite dans I’énoncé et ainsi p(0) = 0.
Ceci implique pour X :

k
X = {yd7tz2 s 4 xH(xy + ;) = 0} C A* = Spec(Clx, y, 2, 1]).
i=1
A T'aide du critére Jacobien, X est lisse dans ce cas si et seulement si o; # a;
pour i # j dans I'équation de I'hypersurface X ce qui est équivalent & p(v) ne
posséde que des racines simples et donc D = L4 + L, dans A?M) est un diviseur
a croisements normaux.
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3) On va traiter complétement un cas particulier, le cas deg(p) = 2, ¢’est-a-dire,
p(v) = v+v% Puis on expliquera comment généraliser & un degré quelconque. On
ne donnera pas immeédiatement les équations des éclatements, puisque la formule
dans le cas général est explicitée a la fin de cette démonstration. Pour ce faire on
va plonger D = Ly + Ly C A dans IP’ Vi) considérer ainsi I'image de D par
ce plongement union la drmte A l infini. On effectue une suite d’éclatements et de

contractions pour obtenir un diviseur SNC correspondant a I'union des axes de
coordonnées dans [P2.

D =L+ Ly dans A(u )

Plongement dans P2.
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On éclate alors le point d’intersection
de la courbe C et de la droite a l'in-
fini dans le but d’obtenir un diviseur

SNC.

On se retrouve alors dans une surface
de Hirzebruch Fy et il faut éclater de
nouveau le point d’intersection de C
et du diviseur exceptionnel.

On contracte maintenant la (—1)-
courbe qui ne correspond pas au divi-
seur exceptionnel du précédent écla-
tement, on est alors dans [y, surface
de Hirzebruch.

On éclate le point d’intersection dif-
férent de celui défini par l'idéal
(u,v). L’image inverse de la fibre pas-
sant par le point éclaté est donnée
par deux courbes d’auto-intersection

(=1).

c1

c2
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c5

Aprés contraction d’une (—1) courbe
différente du diviseur exceptionnel
du précédent éclatement, on obtient 1
des diviseurs dans [F;.

Ccé

Résolution finale dans P2, obtenue
aprés contraction de la derniére (—1)
courbe .

Ainsi si deg(p) = 2, D = Ly + Ly dans A? est rectifiable. On va maintenant
généraliser la situation avec un diviseur D respectant ces hypothéses avec p(v) de
degré d.

N

/\/ FIGURE 4.3.2 — Aprés une suite
d’éclatement de points donnés par
I'intersection de la courbe et L.,

suivi d'une suite de contraction, on
FIGURE 4.3.1 — Plongement dans P2 obtient Fy
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/\

/ \
FIGURE 4.3.3 — Résolution des autres
croisements, F;_o FIGURE 4.3.4 Résolution finale, P?

Cette résolution permet d’obtenir I'isomorphisme G,,-équivariant entre un voi-
sinage ouvert de l'origine et un ouvert de A®. Pour cela dans A%W), on a supposé
que la courbe passée par l'origine et intersectée normalement ’axe de coordonnées
{u = 0}, on peut ainsi éclater les points d’intersection de la courbe avec I'axe de
coordonnées {u = 0} différent de 1'origine.

Soit D = Ly + Ly dans A2 avec Ly = {u = 0} et Ly = {u+v [\ (v+a;) = 0}
on va montrer que D est birationnellement équivalent a D' = {uv = 0}.

On considére 'éclatement de A? le long du sous-schéma d’idéal (u,v + ay) |
alors I'équation de le transformé strict de D dans une des cartes est donnée par
D =1L+ Lyou Ly = {u =0} et Ly = {u + o' [[Z} (v + oy) = 0} ainsi par
récurrence D est birationnellement équivalent & D” = L] + L] ou L = {u" = 0}
et Ly = {u" +v" =0}.

Alors d’aprés le corollaire 4.2.6, le lemme2.1.13 | et [A-H, Corollary 8.12.] X
est G,,-linéairement rationnel. [

Plus précisément on explicite 'application birationnelle sur le quotient A-H
afin de la remonter en une application birationnelle équivariante entre X et A3.
Soit p(v) = v(1 + g(v)). On considére I"application birationnelle :

¢ (u,v) = (—u'(g(v" +u') + 1), + ),

son inverse étant donné par

u N u
1+g(v) 1+g(v)

¢~ () = ( )-

Alors ¢(u + p(v)) = V' (g(v" + o) + 1).
Notons :

V! = Al \ V(1 +9(0) = Al oy \ V(v +1) +1),
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eti:Y — A%’u,vd)’ alors S(Y’,i*(D)) = U est un voisinage ouvert du point fixe qui
est isomorphe de maniére équivariante a un ouvert de A% = Spec(C[Y, Z, T]) muni
de I'action hyperbolique de G,, donné par X - (Y, Z,T) = (A\~2223Y, \das Z \e2T'),

On peut remarquer, premiérement, que la rectification du diviseur est toujours
possible s’il n’est pas & croisements normaux. Cela va correspondre au cas oil la
variété X n’est pas lisse, elle sera alors G,,-linéairement rationnelle au point fixe
et 'ouvert obtenu ne contiendra pas les singularités de X.

Deuxiémement, la famille de variétés que ’on considére peut étre vue comme
une modification en plusieurs étapes de la variété :

{24+t +p(z) = 0} ~ A? € A® = Spec(C[z, 2,1]),

qui correspond & un plongement de A2 dans A3. On commence par effectuer une
modification hyperbolique de ce A% qui donne :

{2+t + play)y™ = 0} ~ A> € A" = Spec(Cl, y, 2, 1)),

on construit un revétement bi-cyclique d’ordre ay le long du diviseur {z = 0} et
d’ordre a3 le long du diviseur {t = 0} ainsi V =~ {yd71z9%2 4t 4 p(ay)y~! =
0} € A* = Spec(Clz, y, z, t]). Pour finir, on quotiente V par le groupe pg qui agit
via € (x,y,z,t) = (x,y,€ez,1).

Corollaire 4.3.4. Les variétés suivantes dans A* = Spec(Clz, y, z,t]) sont G,,-
linéairement rationnelles :

Xy = {x+ 28y 422 4t =0}

Xy = {o + 9" Ha® + 2°2) + 1% = 0}.

Démonstration. On applique le Théoréme 4.3.3. X; correspondant au choix d = 1
et p(v) = v+ v* et X, correspondant au choix d > 2 et p(v) = v + v

On peut alors expliciter un voisinage ouvert du point fixe et un isomorphisme
équivariant pour chacune de ces variétés, cela en relevant les applications bira-
tionnelles de A% données précédemment :

1) On considére X; \ V(1 + (zy)?71) et A3\ V(1 + (Y Z°2 + YT*)471) ainsi
que l'application ¢ donnée par :

¢(ZE) = _1+(YZZ§;r$;i3)d71; lb(y) = —Y(l + (yZaz + YTa3>d—1);
Y(2) = Z; Y(t) =T,

et son inverse ¢! :
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-1 _ Y =1 =Ly
(0 (Y>—W,¢ (Z) =z (T) =t.

2) On considére Xy \ V(1 + (2y)® ) et A2\ V(1 4 (Y4Z°2 + YT)?"1) ainsi
que l'application ¢ donnée par :

Y(x) = —Yizee - 1+(deagii/Ta3)d71; U(y) = =Y (1L + (YZ92 4 YT*)"1);
Y(z) = Z; U(t) =T,
et son inverse ¢! :
V) = g ¢ (D) = s ) =t

]

Théoréme 4.3.5. Toutes les variétés de Koras-Russell de premiére espece sont
Gy -linéairement uniformément rationnelles.

Démonstration. Soit X = {z + 2Fy + 2%2 +t* = 0} une variété de Koras-Russell
de premiére espéce et soit U C X l'ouvert donné par x différent de zéro. Alors
clairement X est G,,-linéairement rationnelle en tout point inclus dans U, si x # 0
alors y = W D’apreés le corolaire 4.3.4 on a explicitement un isomorphisme
G,n-équivariant entre un voisinage ouvert du point fixe dans X; = {z + xdyd~1 +
292 + 1% = 0} est un ouvert de A3 De plus X; admet une action du groupe
cyclique pg—q donnée par € - (x,y,z,t) — (x,ey,z,t) et le quotient pour cette
action et l'isomorphisme commute en effet les orbites de ce groupe cyclique sont
incluses dans les orbites de G,,. Dans le cas de A% le quotient pour l'action de
ftq—1 est encore isomorphe & un A%, Etant donné que X //pq_, ~ X, I'application
G-équivariante ¢ dans le corolaire 4.3.4 donne 'application appropriée 141 qui
est G,,-équivariante en substituant y & y¢ ! :

X\ V(A + ()t — A3\ V(1L + (Y202 4 Y To0)i).
l//#dl L//‘udl
X\V(1+yztt) VL AB\ V(14 V(2% + T)).

On vérifie alors facilement que U'ouvert 4 C X donné par x # 0 et Pouvert
VY C X donné par 1+ yz? ! # 0 recouvre X. O

Proposition 4.3.6. Les variétés de Koras-Russell de seconde espéce données par
Uéquation X = {x + y(z? + 2°2) + 1% = 0} pour | =1 oul =2 ou d = 2 sont
G -linéairement uniformément rationnelles.
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Démonstration.
Dans le cas ou [ = 1 on considére la variété :

Xy = {x +y¥ 2 + 2°2) + 1% = 0}

donnée dans le corollaire 4.3.4 et on applique exactement la méme méthode que
dans le Théoréme 4.3.5 en considérant 1’action du groupe cyclique pg_1 sur Xo
donné par € - (x,y, z,t) = (z, ey, z,1).

Dans le cas ot | = 2 ou d = 2, on a besoin d’un nouvel argument. On considére
le recouvrement cyclique de X d’ordre di—1 le long du diviseur {y = 0} on obtient
ainsi Xy = {x +y¥@ 1 (ad + 292)! + 122 = 0}

On va prouver que X,4_; est G,,-linéairement rationnelle et ainsi expliciter une
application birationnelle entre X et A® qui sera un isomorphisme équivariant sur
un ouvert de X contenant le point fixe. La présentation A-H de X, ( voir 3.3 )
est S(A%u,vd)’p) avec

b 1
D_{i}Da3+{_}Da2+ |:07 }E’
(%3 (6%} Qa3

ol E est le diviseur exceptionnel de :

T A%’u,vd) — A% ~ Spec(C[u, v]) ~ Spec(C[y?2°2, yx]),

et ol Dy, et Dy, sont les transformés stricts des courbes {v + (u +v?)") = 0} et
{u =0} dans A? = Spec(Cl[u,v]) respectivement, quant a (a,b) € Z? , ils sont
choisis tel que adas + bag = 1.

Premiérement le role de [ et d peut étre échangé, il suffit de considérer ’auto-
morphisme de A? = Spec(Clu,v]) qui envoie u sur u — (v — u')? et v sur v — ul.
Alors il envoie v + (u + v%)!) sur v. On supposera désormais que [ = 2.

On considére Papplication birationnelle ¢ de A? = Spec(C[u,v]) envoyant

u sur % et v sur v — u?. Cette application permet de montrer que

D = Ly + Ly est birationnellement équivalent & D' = {uv = 0}. Ainsi X, 1 est
Gyy-linéairement rationnelle. De plus 'application ¢ est poq_1-équivariante, si on
considére I'action de pog—; donnée par € - (u,v) — (eu,ev). On obtient alors le
résultat désiré en appliquant la méme technique que pour le Théoréme 4.3.5. [

4.3.2 Variétés non G,,-rationnelles et certains cas spéciaux

Il est clair que la propriété d’étre G-uniformément rationnelle est plus res-
trictive que d’étre seulement uniformément rationnelle pour une variété. Il n’est
donc pas surprenant qu’il existe des variétés lisses rationnelles et de plus munies
d’une action d’un groupe G mais qui ne sont pas G-uniformément rationnelle .
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L’intérét de cette propriété réside dans le fait, comme expliqué précédemment,
que dans le cas des actions de tore algébrique, on peut prouver en utilisant des
arguments géométriques sur la non-rectifiabilité birationnelle de paire de courbes,
affirmer que des variétés ne sont pas T-linéairement uniformément rationnelles et
donc ne sont pas T-uniformément rationnelles pour T ~ G,,, et dim(X) = 3. Dans
cette partie on va exhiber certaines de ces variétés en commencant par un cas
trés simple. Cependant on n’a pas de méthode pour décider si ces variétés sont
uniformément rationnelles sans action de G,,.

Considérons X une variété lisse rationnelle munie d’une action hyperbolique
de G,, avec un point fixe pour cette action, de telle maniére que son quotient
A-H soit donné par Y (X) ~ A%u,v) I'éclatement de A? dans le sous-schéma d’idéal
(u,v). On suppose de plus que dans sa présentation en terme de p-diviseur, il
apparait le transformé strict d’une courbe elliptique affine passant par l'origine
avec pour coefficient un élément non entier. Alors X n’est pas G,,-rationnelle et
donc n’est pas G,,-uniformément rationnelle.

1

P
E est le diviseur exceptionnel de ’éclatement et D est le transformé strict de la
courbe elliptique affine C = {h(u,v) = 0} C A? passant par l'origine, est une
variété lisse rationnelle mais non G,,-uniformément rationnelle.

Proposition 4.3.7. La G,,-variété S(A?M),D) avec D = {%} D +[0,+]E, ou

Démonstration. C’est une conséquence directe de la classification donnée dans le
corollaire 4.2.6 des A®> muni d’une action hyperbolique, les diviseurs sont dans ce
cas rationnels. De plus la variété S(A’(@u’v), D) est obtenue a 'aide de la proposition
1.4.10 et D est une courbe elliptique qui n’est pas rationnelle. Les variétés ainsi
obtenues sont donc non G,,-linéairement uniformément rationnelle et ainsi non
G,,-uniformément rationnelle car les deux définitions sont équivalentes pour des

G,,-variétés de complexité deux. O

La proposition précédente donne ainsi la famille suivante de variétés non G,,-
rationnelles :

{h(zy,zy)/y + " = 0} € A* = Spec(C[z, y, 2, 1)),

ot V'(h) est une courbe elliptique, ou plus généralement un ouvert affine d’une
courbe lisse projective de genre g > 0. On ne sait pas si ces variétés sont
uniformément rationnelles

L’action de G,,est induite par une action linéaire sur A* donnée par X -
(z,y,2,t) = (NPx, \"Py, NPz, \t).

Plus surprenant maintenant, ’obstruction due au genre de la courbe qui com-
pose le support du p-diviseur pour la G,,-variété n’est pas 'unique obstruction
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au fait d’étre G,,-rationnelle. En effet, il existe des diviseurs D = L; + Lo ol
L; est isomorphe & A' pour ¢ = 1,2 mais tel que D n’est pas birationnellement
équivalent & D' = {uv = 0}. Pour démontrer cela on va utiliser la dimension de
Kumar-Murthy (voir [Ku-Mul), celle-ci a été utilisée initialement pour démontrer
la rectification d’un courbe irréductible, mais la définition s’adapte au cas d’une
paire de courbes.

Définition 4.3.8. i) Soit (X, D) un couple tel que X est une surface lisse pro-
jective et D un diviseur & croisement normauz simples. Alors on dit que le couple
(X, D) est lisse.

ii) Pour tout diviseur D sur une variété projective lisse on peut définir la
dimension de litaka :

k(X, D) := sup dimej,p|(X) € {—o0,...,dim(X)},

avec @pp| 1 X --» PV qui est I'application rationnelle associée au systéme
linéaire [nD| sur X.

On remarque que si deux diviseurs sont équivalents D ~ D’ alors la dimen-

sion d’litaka, étant définie par le systéme linéaire complet du diviseur D, on a
k(X,D)=kr(X,D).

Définition 4.3.9. On appelle dimension de Kumar-Murthy de (X,, D) la dimen-
sion d’litaka k(X,2Kx + Dx). On la notera ky(Xo, D)

Proposition 4.3.10. Soit D = Ele D; est un diviseur réduil, avec D; vrréduc-
tible pour 1 =1...k, sur Xy une variété compléte de dimension 2. Soitm : X — X,
tel que le transformé strict Dx de D est un diviseur a croisements normauz
simples. Alors la dimension d’litaka k(X,2Kx + Dx) ne dépend pas du choiz
de la résolution.

Démonstration. Par le théoréme de Zariski, il suffit de montrer que cette dimen-
sion est invariante par un éclatement. Soit (X, Dy) une résolution du couple
(X0, D) tel que Dy soit a croisement normaux simple.

On considére 7 : X — X léclatement de X au point p. Il existe alors trois cas
possibles car Dx est a croisements normaux simples :

i) Sip ¢ Dx alors 7%(Dx) = Dy le transformé strict de Dy.

ii) Si p appartient uniquement a une composante irréductible de Dy alors
™ (Dx) = D + E ou E est le diviseur exceptionnel de Iéclatement.

iii) Si p est un point ou se croisent deux diviseurs irréductibles de Dy, alors
m(Dx) = Dg + 2E ou E est le diviseur exceptionnel de I'éclatement.

De plus on a 7*(Kx) = K¢ — E. Ainsi

2K+ Dy =2(n"(Kx)+ E)+7"(Dx) —nE, n=0,1,2

117



2K¢+ Dy =m"2Kx+Dx)+(2—n)E, n=0,1,2.

Ainsi,
NX,02K4+Dyg)) =1(X,0(r"(2Kx+Dx)+(2—n)E)) = I'(X, O(r"(2Kx+Dx))),

donc par la formule de projection (|[Har, I1.5]), on obtient I'(X, O(r*(2Kx +

La dimension de Kumar-Murthy est ainsi bien définie et ne dépend pas du
choix de la résolution.

Exemple 4.3.11. Soit D = L; + L, un diviseur snc tel que L; est isomorphe a
P! pour i = 1,2 et que D soit a croisements normaux alors ky;(P? D) = —oo.

Corollaire 4.3.12. Soit D = Dy + D5 un diviseur sur P2, si D est birationnelle-
ment rectifiable alors ky (P?, D) = —cc.

Lemme 4.3.13. I eziste des diviseurs D dans A* = Spec(Clx,y]), D = D; +
Dy ot Dy et Dy sont isomorphes o Al et tel que D n'est pas birationnellement
rectifiable.

Démonstration. Pour cela on va exhiber un exemple d’'un tel diviseur. On consi-
dere les deux copies de A! plongées dans A? suivantes Dy = {z + (y + 2?)*} et
Dy = {\y(y — pu) +x = 0} out (A, ) € C? sont des paramétres génériques choisis
tel que Dy et Dy s’'intersectent normalement. On pose C' et C’ la cloture de D, et
de D, respectivement. On va montrer que ky (P2, (C'+ C') # —o0

On peut réaliser indépendamment les éclatements correspondant & C et C7,
en effet elle n’intersectent pas la droite a I'infini au méme point. On va effectuer
dans un premier temps une suite d’éclatements pour que le transformé total de la
courbe C' et de la droite a I'infini donne un diviseur snc. On se placera dans une
carte isomorphe a A? et pour chaque éclatement ; les coordonnées du diviseur
exceptionnel, isomorphe a P!, seront données par (z; : 2;).

Lx

Ly

{z2® + (yz + 2)* = 0} C P? Lz
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On considére la carte donnée par y #
0, on éclate alors la singularité.

Une des cartes de l'éclatement est
donnée par x; # 0 et donc z = xz
i (C) = {a*z} + (z21 + 22)? =0} =
2E, + C4 .
et O = {222} + (21 + 2)* = 0}

Lx

Lz

On éclate de nouveau la singularité.
On a alors une des cartes de 1’écla-
tement donnée par zy # 0 et donc
T = X221

m5(Ch) = {x320 4 (21 +2221)* = 0} =
2E, + O

et Oy = {2327 + (1 + 22)* = 0}

Lz

Aprés changement de coordonnées
afin de placer la singularité a [’ori-
gine, on éclate celle-ci.

On a alors une des cartes de I'écla-
tement donnée par z3 # 0 et donc
To + 1= T321

m3(Co) = {(zsz1 — 1)) + a3z =
0} =2F3+ Cj

et O3 = {(x321 — 1)%2; + 22 = 0}

Lz

On éclate de nouveau a l'origine
dans notre systéme de coordonnées :

On a alors une des cartes de 1'écla-
tement donnée par x4, # 0 et donc
T3z24 — 21

mi(Cs) = {(2321 — 1)%2324 + 2§ =
0} =E,+Cy

et Oy = {(2324 — 1)?2z4 + 23 =0}

Lz
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On veut une résolution snc ce qui
implique d’éclater une derniére fois :

On a alors une des cartes de 1'écla-
tement donnée par x5 # 0 et donc
T3Zy5 — 24

i (Cy) = {(x325 — 1)%w325 + 23 =
0} = E5 + Cs

et C5 = {(2221 — 1)?z; + 1 = 0}

Lz

Et on effectue dans un deuxiéme temps une suite d’éclatements pour le cas
de la courbe C’. On se placera dans une carte isomorphe a A? et pour chaque
éclatement 7; les coordonnées du diviseur exceptionnel, isomorphe & P!, seront

données par (y; : z;).

{My(y — pz) + xz2 =0} C P?

On considére la carte donnée par x #
0, on éclate alors 'origine.

Une des cartes de l'éclatement est
donnée par y; # 0 et donc z = yz;
1 (C") = {Ay(y— pyz1) +yz = 0} =
E 4+

et Cf = {Ay — pyz1) + 21 = 0}

On veut une résolution snc ce qui
implique d’éclater une derniére fois :

On a alors une des cartes de 1'écla-
tement donnée par y, # 0 et donc
Yzo = =21

m5(C1) = {My — py*z2) +yz = 0} =
E, 4+ Cj

et Oy = {A(1 — pyz) + 22 = 0}
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FIGURE 4.3.5 résolution globale (S;, D = L; + L)

On note par 7w : S; — P2 lapplication finale. On rappelle que le diviseur
canonique de P? est —3[ avec [ une droite générique, de plus pour tout éclatement
m:X - Xonan*(Ky)=Kg—E.

Ce qui implique pour le diviseur canonique de la surface aprés éclatement :
Kg, = =3l + Ey + 2E5 + 3E3 + 6E, + 10E5 + E} + 2E}, ou [ est un hyperplan
générique.

Pour ce qui est du transformé total de C'+C" , on a 7*(C' + C") = L+ 2F; +
AEy +6Fs3 + 11E, + 18E5 + L' + E} + 2E5.

Or C était de degré 4 et O’ de degré 2 d’ott 2K, + D = 2Kg, + 7 (C 4+ C") —
(2E1 + 4E2 + 6E3 + 11E4 + 18E5 + Ei + 2Eé) = E4 + 2E5 + Ei + QEé qui est un
diviseur effectif.

Donc ky(P?, D) # —oo et D n’est pas rectifiable. O

Revenons & la construction initiale des variétés de Koras-Russell (voir §3.2).
Ces variétés sont obtenues en considérant au départ deux copies de Al qui s’inter-
sectent normalement a ’origine et en d—1 autres points. Le diviseur précédemment
considéré répond & ces critéres avec d = 8, ainsi on peut affirmer :

Théoréme 4.3.14. [] existe des variétés de Koras-Russell qui ne sont pas G,,-
rationnelles au point fize.

Démonstration. Pour cela on va montrer qu’il existe des variétés de Koras-Russell
qui ne sont pas G,,-linéairement rationnelles au point fixe, puisque c’est équi-
valent dans ce cas. On considére la variété de Koras-Russell isomorphe de maniére
équivariante a S(A?um), D) avec

b 1
D:{i}Dl—k{—}Dg—l—[O, ]E
Qo Qg €5]8%:]

ol E est le diviseur exceptionnel de 7 : A%u 0 A2 Dy et Dy sont les transformeés

strictes des courbes L et L’ données dans le lemme 4.3.13, de plus (a,b) € Z?
vérifient aas + bay = 1. O
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Le théoréme précédent donne la famille de variétés de Koras-Russell non G,,-
rationnelles suivante :

{292 =Xz (zy—p)+y(z+y(2*2 =N (ry—p))?)?+t** = 0} € A* = Spec(Cla, y, 2, t]).

L’action hyperbolique de G,, est induite par I'action linéaire sur A* donnée
par A - (x,y, z,t) = (A998, \7*293y N3z \*2¢),
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Chapitre 5

(Questions ouvertes

T-variétés lisses et linéarisation des action de G,,.

Dans la sous-section §3.5 on a caractérisé la particularité d’étre lisse dans le
cas d’une action hyperbolique de G,, et un quotient A-H du type Y, les questions
qui viennent immédiatement aprés sont les suivantes :

i) Peut-on caractériser la propriété d’étre lisse pour n’importe quelle T-variété
de complexité 27

ii) Si l’on considére des actions de n’importe quelle complexité, mais en gardant
une action de G,,, est-il possible aussi dans ce cas de caractériser la propriété d’étre
lisse 7

Pour ce qui est de la seconde question elle est reliée au probléme de linéarisation
des actions de G,, sur A". Cependant la linéarisation des actions de G,, est un
probléme ouvert déja dans le cas n = 4, on va développer quelques éléments pour
étudier le probléme de linéarisation du point de vue de la théorie Altmann-Hausen.

Si on considére une variété X lisse de dimension 3 munie d’une action hy-
perbolique ayant un unique point fixe, alors I'action linéaire de G,, sur le plan
tangent a ce point fixe est de la forme :

A (.131, T2, LU3) = ()\aflfl, )\bSCQ, /\76333),
avec a, b et ¢ de méme signe.
C’est I'un des points de départ pour la construction des variétés de Koras-
Russell avec le fait que ’on connait le quotient algébrique d’une variété contractile
par une action de G,, si le quotient est de dimension 2.

Théoréme 5.0.15. [Kr-Pet-Ra, Théoréeme B[ Soit X une variété munie d’une
action de groupe réductif alors si X est contractile X//G Uest aussi et si X est
acyclique X//G ['est aussi.

On rappelle qu'un morphisme 7 : X — Y est dominant si I'image de X dans
Y est dense.
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Théoréme 5.0.16. /G-K-R] Soit X une variété contractile dominée par A™ on
suppose de plus X munie d’une action d’un groupe réductif G tel que le quotient
X//G est de dimension 2 alors X//G est isomorphe ¢ A?/T ou T est un sous-
groupe fini de Gls.

On a alors le quotient A-H afin de construire de possibles candidats & étre A3
muni d’une action de G,,.
Dans le cas d'une action linéaire de G,, sur X = A* donnée par :

A+ (1, 09, 03, 04) = (21, A2, A3, Al ay),

le quotient A-H est bien compris, il est alors isomorphe a A3,
Mais ce n’est pas la seule possibilité. Il y a aussi le cas ou

A (x17 T2, T3, I4) - ()\.Tfl, )\1'2, A—ll.?” )\_11'4).

Cette exemple est traité entiérement dans [Do, exemple 8.6]. On ne fait que rappe-
ler ici la construction pour montrer la diversité croissante des quotients possibles
quand bien méme la variété reste un espace affine.

Dans ce cas on a :

A*)/G,, ~ Yy ~ Spec(C[ty, tg, t3, ta]/(tits — tat3)),

avec t| = 1123, toy = 114, t3 = Xox3 et t4 = Tox4 et cela correspond a un cone
quadrique. Ainsi en utilisant le Théoréme 1.4.5 le quotient A-H est isomorphe a
}70 ol 170 est défini par ’éclatement 7 : }70 — Yy de Yj le long du sous-schéma
d’idéal 7 = (t17 to, 13, t4>

Si 'on veut alors étudier le cas de la linéarisation des actions de G,,, en dimen-
sion n, le nombre de quotient A-H est de n/2 si n est pair et de (n+1)/2 sinon. Il
faut alors déterminer les p-diviseurs admissibles, c’est-a-dire ceux qui permettent
de construire des variétés lisses et contractiles.

Une fois les constructions réalisées il resterait a déterminer quelles variétés
sont des espaces exotiques et lesquelles sont isomorphe & A*, cette classification en
dimension 3 n’est pour le moment possible qu’en utilisant la théorie des dérivations
localement nilpotentes. Ce qui laisse penser que la théorie Altmann-Hausen elle-
seule ne suffit pas.

Un autre probléme possible dans cette classification provient du fait qu’en
dimension 3 les variétés de Koras-Russell sont représentables comme hypersurface
de A?, mais ceci n’est vrai que grace au théoréme d’épimorphisme qui permet de
rectifier par un automorphisme le support d’un des p-diviseurs (voir §3.2 et §3.5).
En dimension supérieure il n’existe pas de théoréme comparable.
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G-uniformément rationnelle, version faible.

La propriété d’étre G-linéairement uniformément rationnelle est une propriété
trés forte, en effet on demande que les ouverts de A" soient munis d’actions li-
néaires de GG. On a donné la définition de G-uniformément rationnelle qui est une
version affaiblie de cette derniére, mais on peut introduire la définition suivante :

Définition 5.0.17. i) Soit X une G-variété et z € X. On dit que X est G-
faiblement rationnelle au point x si il existe un voisinage ouvert G-stable U, de
x, et V. C A" muni d'une action de G tel que U, soit isomorphe de maniére
équivariante a V.

ii) Une G-variété qui est G-faiblement rationnelle en tout point est dite G-
faiblement uniformément rationnelle.

On va donner un exemple d’action du groupe G' = Z/2Z sur une surface tel
que la surface soit uniformément rationnelle car lisse et rationnelle. On montre
que cette surface est G-faiblement rationnelle mais pas G-rationnelle.

On considére une courbe elliptique lisse, affine : C' = {y?> + 23 — 1 = 0} C A?
et on effectue le recouvrement cyclique de A% d’ordre 2 au-dessus de cette courbe,
on obtient ainsi la surface S suivante :

S={—y -2 +1=0}={(z—9y)(z+y) —2°+1=0} C A*.

Cette surface est une surface de Danielewski lisse, rationnelle et elle est de plus
I'union de trois ouverts chacun isomorphe & A2. Cette surface est donc A-couverte
au sens de [Ar-Pe-Sii|.

Cette surface admet de plus une action du groupe G = Z/2Z, provenant du
recouvrement d’ordre 2, donnée par € - (x,y, z) — (z,y, €z).

L’ensemble des points fixes pour 'action de G correspond & la courbe C' par
construction, C' n’est pas rationnelle. Mais si G agit sur A% action est linéarisable
et de plus 'ensemble des points fixes devrait étre rationnel. En particulier si on
considére le point p = (1,0,0) € S, ce point est fixe pour l'action de GG, mais il
n’existe pas de voisinage ouvert G-invariant de p qui soit isomorphe de maniére
équivariante & un ouvert G-invariant de A? et tel que G admette une représentation
sur le plan affine.

Cependant il existe un ouvert U de A% qui peut étre muni d’une G-action tel
que U soit isomorphe de maniére équivariante & un voisinage G-invariant de p
dans S.

Posons u = z+y et v = 2 —y. Alors S est donnée par I’équation {uv —z3+1 =
0} € A3. On considére louvert V; = S\{1+z+2% = u = 0}, qui est isomorphe & A?
avec coordonnées u et v/(1+x+2%) = (r—1)/u = walors V = S\ {1+z+2? = 0}
est un ouvert de V; stable par G et qui contient le point p.
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En effet on a x = ww+1 ainsi 'anneau des fonctions réguliéres sur V' est donné
par :

1 C 1
= u., w .
(vw+1)2+uw+1+1 " (uw)? + Buw + 3

L’action de 7 € G I’élément non trivial sur V' est ainsi déterminé par :

C |u,w,

7(u) = w((vw)? + 3uw + 3);  7(w) = u((uvw)? + Juw + 3) .

Une variété G-faiblement uniformément rationnelle est uniformément ration-
nelle. Avec cette nouvelle définition, deux questions apparaissent naturellement.

i) Pour une G-variété X, avec G un groupe réductif connexe, il y a-t-il équiva-
lence entre uniformément rationnelle et G-faiblement uniformément rationnelle 7

En effet, le fait que X soit uniformément rationnelle donne une collection
d’ouverts et des isomorphismes de ces ouverts vers des ouverts de ’espace affine.
Dans le méme temps par le théoréme de Sumihiro [Su|, on sait que pour tout
point x € X, il existe un ouvert affine G-invariant de X contenant z. Il faut donc
déterminer si ces deux collections d’ouverts peuvent fournir les ouverts voulus.

ii) Si on considére une action d’un tore T sur un ouvert abstrait U d’un espace
affine A", 'action de T s’étend-elle toujours en une action de T sur A™?

Dimension de Kodaira et recouvrement cycliques

Soit X une variété de Koras-Russell construite comme dans §3.2 alors des
conditions sont énoncées [K-R, proposition 6.5 pour que la variété posséde une
dimension de Kodaira égale a 2. Ces conditions sont as > 0, ag > 0 et a3 >
ajapas, une remarque est donnée aprés cette proposition dans ’article, les auteurs
déclarent que ces conditions ne sont pas optimales et qu’il doit étre possible de
déterminer les valeurs exactes de aq, az et a;. Cependant cette remarque n’est
pour le moment pas exploitée entiérement, une premiére étape est réalisée par
Russell dans [R2], il donne la dimension de Kodaira des recouvrements cycliques
du plan affine. On peut supposer que certaines variétés de Koras-Russell ne sont
pas G,,-uniformément rationnelles car leur dimension de Kodaira vaut 2. Ainsi
déterminer avec précision les valeurs de «is, ag et aq pourrait permettre de raffiner
la classification déja existante.
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