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Chapitre 1

Introduction

1.1 Problématiques générales

Comprendre le vieillissement d'un composant ou d'un systéme est un enjeu crucial pour un industriel, car
cela lui permet de mieux maitriser le(s) risque(s) associé(s) a son utilisation. L'élaboration et I'étude de
modeles (tant les propriétés probabilistes que les problémes d'inférence statistique) s'avérent donc é&tre un
travail important. Deux grandes approches peuvent étre distinguées : (1) les modéles de durée de vie; (2) les
modéles de dégradation. Le choix de I'une de ces deux approches dépend évidemment du contexte industriel.

Dans un modéle de durée de vie, on suppose que |'événement étudié (typiquement la panne du composant
ou du systéme) survient au bout d'une durée qui est la réalisation d'une variable aléatoire positive (dans
certaines situations, on peut aussi s'intéresser a la survenue d'un événement parmi plusieurs possibles - par
exemple, un composant peut tomber en panne pour diverses causes : on parle alors de modéles a risques
compétitifs). Des questions de nature probabiliste portent alors sur la caractérisation de la loi de cette
variable aléatoire via les notions usuelles de vieillissement (IFR/DFR, NBU/NWU, etc.). Quant a l'inférence
statistique, dans un cadre paramétrique, |I'estimateur des paramétres de la loi dépend des données disponibles :
on est rarement dans le cas classique de I'inférence ol toutes les durées sont observées de maniéere exacte
et pour certaines unités, on disposera d'une information partielle. Par exemple, on sait uniquement que
|"événement se produira aprés une date donnée : on parle de durées censurées a droite. D'autres cas de censure
(ou de troncature) sont également étudiés (censure a gauche ou par intervalle). Enfin, des covariables (ou
facteurs environnementaux) peuvent influencer la durée de vie du composant/systéme. Ces éléments doivent
étre intégrés dans les modéles de durée de vie et plusieurs modéles paramétriques ou semi-paramétriques
ont été proposés et étudiés (modéle de durée de vie accélérée, modéle a risques proportionnels, etc.). Enfin,
on s'intéresse également a I'étude de politiques de remplacement des composants pour éviter des périodes
d'indisponibilité, etc. Il s'agit de les optimiser afin de trouver un compromis entre un nombre trop élevé de
remplacements et une éventuelle indisponibilité du composant.

A travers les grandes questions étudiées pour les modeéles de durée de vie, on aura noté que I'observation
de durées exactes est d’'autant plus rare que le composant/systéme est "fiable" (dans le sens ou la probabilité
qu'il tombe en panne durant sa vie utile est faible). S'il est possible de mesurer le niveau de dégradation d'un
composant/systéme, alors il peut étre plus avantageux de modéliser la dégradation. Un autre avantage réside
dans la possibilité de proposer des politiques de maintenance préventive plus fines. La mesure de dégradation
peut étre soit qualitative, soit quantitative. Dans le premier cas, on parle de modéles multi-états. Ces modéles
sont également utilisés dans d'autres domaines, en particulier en biostatistique. Ce sont, en général, des
processus markoviens ou semi-markoviens. Dans le second cas, on parle de modéle de dégradation continue
et, la plupart du temps, des processus a accroissements indépendants (et, éventuellement, stationnaires) sont
considérés. Dans tous les cas, il est possible de classer les problémes étudiés en trois groupes : (1) I'inférence
paramétrique ou semi-paramétrique des modeles ; (2) I'étude du temps d’atteinte d'un niveau de dégradation
(considéré comme étant un seuil critique) vu comme le temps de panne du composant/systéme; (3) I'étude
d'une politique de maintenance ou d'un ensemble de politiques de maintenance (préventive et/ou corrective).
Néanmoins, il possible de croiser les problémes : étude de I'estimation du temps de panne (problémes 1 et
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2), estimation des paramétres du modéle de dégradation et maintenance optimale (problémes 1 et 3), etc.

1.2 Contexte

Mes travaux de recherche dans ce domaine portent essentiellement sur les modéles de dégradation, que
ce soit des modeles multi-états (chapitre 2) ou des modeéles de dégradation continue (chapitre 3). La prise
en compte des incertitudes est étudiée au chapitre 4 pour un modéle de dégradation, puis pour un modéle
de durée de vie. Le chapitre 5 est consacrée a I'étude de problématiques liées aux durées de vie. Enfin, des
perspectives sont présentées au chapitre 6.

J'ai travaillé avec Laurent Bordes (UPPA) via le co-encadrement de trois théses, dont deux ont déja été
soutenues :

1. co-encadrement de la these d'Ali Salami (novembre 2007 - janvier 2011) [168], financée par une
allocation de recherche du Conseil Régional d"Aquitaine. Actuellement, Ali est enseignant dans plusieurs
universités au Liban;

2. co—directionE] de la thése CIFRE d'Aurélie Billon (février 2009 - mai 2012) [64], en partenariat avec
Turbomeca/Safran. Aurélie est actuellement ingénieure siireté de fonctionnement (CDI) chez Safran
Engineering Service.

3. co—directionE] de la thése CIFRE de Maider Estécahandy (depuis mars 2013), en partenariat avec
TOTAL. La thése porte sur les méthodes de simulation d'événements rares pour les réseaux de Petri.

Enfin, les contrats industriels furent également des occasions de collaborer avec différents collégues palois.
Il s’agit en général des problemes liés a des données de dégradation, mais également sur des problémes liés
aux durées de vie.

Le tableau ci-dessous résume quantitativement mon activité de recherche sur ce théme.

Publications 17, 18], (16} 6], 15, [5] [14], 7, 1]
Actes de congrés 22, 20, 21, 24, 29, [30, 23, 27]
Pré-publications [43]

Theéses soutenues co-encadrées | [168], 64]

Contrats industriels Alstom

EDF R&D

Rivage Pro Tech

Turbomeca

TOTAL

1. La co-direction a été reconnue par le Président de I'Université de Pau et des Pays de I'Adour, le 3 avril 2012, sur
proposition de la directrice de I'Ecole Doctorale des Sciences Exactes et Applications de Pau (ED211) et apreés avis du Conseil

Scientifique de I'établissement.
2. La co-direction a été reconnue par le Président de I'Université de Pau et des Pays de I'Adour, le 7 mars 2013, sur
proposition de la directrice de I'Ecole Doctorale des Sciences Exactes et Applications de Pau (ED211) et aprés avis du Conseil

Scientifique de |'établissement.



Chapitre 2

Modéles de dégradation multi-états

Les modéles multi-états (markoviens ou semi-markoviens) sont utilisés pour des études en fiabilité lorsqu'on
dispose de mesures qualitatives de la dégradation d'un composant (voir, par exemple, [112] et [I13]). Ces
modéles sont utilisés principalement en biostatistique et en épidémiologie [104] 79, [51], mais également dans
d'autres domaines comme, par exemple, I'ingénierie [100} [138]. Dans [77], on trouvera une introduction claire
et détaillée sur les processus markoviens et semi-markoviens avec leurs applications en fiabilité.

Trois parties distinctes constituent ce chapitre. La premiére partie correspond a mon travail de these
(1999-2002), effectué sous la direction de B. Ycart (Université Paris 5, a I'époque). Il s'agissait d'étudier
le comportement asymptotique de temps d'atteinte pour des systemes monotones et redondants constitués
de composants indépendants, identiques et réparables (I'asymptotique porte sur le nombre de composants).
Les deux derniéres parties portent sur des travaux dans le cadre de contrats industriels. Dans |'une des
collaborations avec EDF R&D, on a considéré un composant dont la dégradation est décrite par une chaine
de Markov non-homogéne, le caractére non-homogéne étant lié au fait que les probabilités de transition
peuvent dépendre de covariables qui évoluent dans le temps. La collaboration avec Turbomeca a porté sur la
modélisation stochastique de dégradation de composant sur un turbomoteur (ces travaux s'inscrivent dans
le cadre de la thése CIFRE d'A. Billon [64]).

2.1 Systémes markoviens redondants, monotones et réparables [18,
17]

On s'intéresse ici a un systéme constitué d'un grand nombre de composants indépendants et identiques. La
qualité du fonctionnement de ces composants est mesurée sur une échelle ordinale : on parle de composants
multi-états. Dans cette étude, nous formulons une hypothése importante qui est la suivante : les composants
du systéme sont partiellement interchangeables (on peut changer les positions de certains d’entre eux dans
le systéme sans que cela ne change I'état du systéme global), ce qui traduit en général une certaine forme
de redondance. En effet, il existe plusieurs systémes de ce type parmi lesquels on peut citer : les systémes k-
sur-n, les systémes k-consécutifs-sur-n, les systémes série-paralléle et les systémes paralléle-série. Le premier
exemple est le cas extréme ol tous les composants sont interchangeables. Les résultats obtenus sont des
théorémes asymptotiques portant soit sur la fiabilité du systéme, soit sur la disponibilité du systéme. On
rappelle que la fiabilité R(t) a I'instant t est la probabilité que le systéme ait toujours fonctionné entre 0 et
t tandis que la disponibilité A(t) a I'instant t est la probabilité que le systéme fonctionne a I'instant t. Il est
immédiat de voir que, pour tout t, R(t) < A(t) et que ces deux quantités coincident si le systéme n'est pas
réparable (i.e. si les composants ne sont pas réparables).

On note E |'espace d'états (discret) des composants. Un systéme a n composants est donc a valeurs dans
E". Certains éléments de cet espace produit conduisent a un état de panne du systéme : on les notera par
B,. Le systéme est supposé étre monotone; en théorie des ensembles, ceci se traduit par la propriété de
croissance de B, :
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Définition 2.1.1 Le sous-ensemble B, C E" est dit croissant si et seulement si il vérifie :
nmeB, e v=n)=veEB,,
oll < est une relation d'ordre partiel sur E”.

Enfin, le caractére (partiellement ou totalement) échangeable des composants dans le systéme se traduit,
quant a lui, par une propriété de symétrie de B, basée sur les sous-groupes de permutation d'un ensemble
a n éléments :

Définition 2.1.2 Le sous-ensemble B, C E” est dit symétrique si et seulement si il existe un sous-groupe
G de S, (groupe des permutations) transitif sur {1, ..., n} et tel que B, soit invariant par |'action de G, i.e.
tel que :

Vge G,VneB,, g'n:(77971(1),...,7]971(,7))6Bn.
On dit que B, est totalement symétrique si et seulement si il est invariant par I'action de n'importe quelle
permutation (G = 8,).

Enfin, la dynamique de dégradation de chaque composant est modélisée par un processus markovien de
sauts a valeurs dans E. De plus, on suppose que ceux-ci sont initialement dans I'état minimal e, € E
correspondant a |'état de parfait fonctionnement des composants (dont on supposera |'existence et I'unicité).
On note X1, ..., X, le n-échantillon de processus markoviens de sauts représentant |'état des composants
(on rappelle que les composants du systéme sont supposés indépendants et identiques). Le générateur
infinitésimal de ces processus est noté A et la loi de I'état d'un composant, sachant qu’il est initialement
dans I'état enn, p(t).

On peut alors définir les deux grandeurs mentionnées précédemment : la disponibilité et la fiabilité. On
rappelle que la disponibilité est la probabilité que le systéeme soit en état de bon fonctionnement a un instant
t donné :

A(t) = P[(Xa(t), ..., Xn(t)) & Bl

La fiabilité peut, quand a elle, étre définie comme la fonction de survie du temps d'atteinte de I'état B, :
R(t) =P[T, > t],

ou :
T,=inf{t >0; (X(t),...,X,(t)) € Bp}.

2.1.1 Composants totalement échangeables [18]

Dans le cas d'un systéme ol les composants sont tous interchangeables, il est possible d'établir une loi des
grands nombres (chapitre 3 de [46]) et un théoréme central limite (chapitre 2 de [46] ; voir aussi [18]) pour
le temps d'atteinte du sous-ensemble B,. Autrement dit, ces résultats concernent la fiabilité du systéme.

Comme le sous-ensemble B, est croissant et totalement symétrique, alors il doit étre de la forme suivante :

n
B, = {(xl, LX) Y () = k(n)},

i=1
ol f est une fonction définie de E dans Ry et k(n) > 0 est un seuil. La fonction f peut étre interprétée
de la maniére suivante dans notre contexte : elle mesure le niveau de dégradation des états possibles d'un
composant. On notera m(t) I'espérance et v(t) la variance de la dégradation a I'instant t. L'exemple le plus
simple est celui ot £ = {marche, panne}, f(marche) = 0 et f(panne) = 1 : on obtient un systéme k-sur-n
(i.e. le systéme tombe en panne dés qu'au moins k composants sont en panne). On reviendra plus loin sur
cet exemple.

On considére alors la dégradation globale du systéme que I'on définit comme étant simplement la somme
des dégradations individuelles de chaque composant :

Vt>0, S,(t)= zn: F(Xi(t)).
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Ce processus n'est pas forcément markovien (cela dépend du choix de la fonction de dégradation ). Néan-
moins, il vérifie le théoréme central limite suivant :

Proposition 2.1.1 Pour tout n € N*, on définit le processus Z, = (Z,(t))=0 par :

1
YVt >0, Z,(t)= W(Sn(t) — nm(t)).
La suite de processus (Z,)nen+ converge en loi vers le processus gaussien centré Z de fonction d'auto-
covariance définie par :
VO<s<t, CoVZ: Z="FK(s, t)f,

avec f = (f(e))eck et
K(s, t) = diag(p(s)) exp(A(t — s)) — p(s)*p(t).

ot diag(p(s)) est une matrice diagonale constituée des éléments du vecteur p(s). De plus, les trajectoires
de Z sont presque slirement a trajectoires continues.

La démonstration de ce résultat repose sur I'application conjointe d'un résultat de Hahn [I02] et d'un
résultat de Whitt [189]. Ce résultat a été étendu par Lachaud dans [123].

On s'intéresse ensuite au temps nécessaire pour que la dégradation totale dépasse un seuil intermédiaire
k(n) = an+ o(y/n) (ou a sera précisé plus bas) :

Tp=inf{t>0; Sn(t) = k(n)}.

Théoréme 2.1.1 On suppose que m est croissante sur un intervalle [0, 7] avec T < +o0. Soit (k(n)), une
suite telle que k(n) = an + o(y/n) avec m(0) < a < m(T). Alors,

VAT, = ta) —— N(0,07),
n—oo
avec .

2 _ V(ta)
(m'(ta))?

La démonstration figurant dans [46] différe de celle proposée dans I'article [18]. La premiére démonstration
repose sur une inégalité de la fonction de répartition de T, :

ta=inf{t>0; m(t)=a} et o

Proposition 2.1.2 Pour tout réel b, on pose t,(b) = max {O, —%}. I existe deux constantes c; et ¢, telles

que pour n > ci et b > ¢, on ait I'inégalité suivante :

2
P[Th < ta(b)] < exp (—; (W) ) + 2exp (_b\/igéfa)) ’

ot 6 =max{f(e) —f(e') e e € E} et u(ty) =inf{m'(t); 0 <t < ty}.

La seconde démonstration, celle figurant dans [18], est plus directe : elle utilise a plusieurs reprises le théoréme
de représentation de Skorokhod [156].

Remarque 2.1.1

1. Il existe un cas assez général ot I'"hypothése de monotonie sur m est satisfaite. En effet, si les processus
markoviens de sauts sont stochastiquement monotones [178] et si la fonction de dégradation f est
croissante, alors la fonction m est croissante.

2. Le théoréeme [2.1.1] peut étre vu comme une généralisation du théoréme central limite pour les valeurs
centrales d'un n-échantillon ordonné (correspondant au cas de composants non réparables) [160]. En
effet, si les composants ont des durées de vie de fonction de répartition G et de densité g, alors on a
m(t) = G(t) et donc, pour tout a €]0,1[, on a t, = G () et

5 a(l —a)

- 9(G M)



38 CHAPITRE 2. MODELES DE DEGRADATION MULTI-ETATS

Cela correspond au résultat classique sur les statistiques d'ordre. Cependant, on ne peut appliquer
notre théoréme qu'a des composants dont la loi de la durée de fonctionnement est de type phase
(mais on rappelle que I'ensemble des lois de type phase est dense dans I'ensemble des lois portées par
R.).

3. Le théoréme central limite pour T, a été depuis étendu au cas ou les composants ne sont plus néces-
sairement indépendants. En effet, Doukhan et al. [86] ont démontré ce genre de résultat en présence
de composants faiblement dépendants.

Pour conclure, présentons des exemples de modeéles.

Exemple 2.1.1 L'exemple le plus simple est celui, déja présenté, ou les composants peuvent étre dans deux
états possibles (marche et panne) et ou f est a valeurs dans {0, 1} : f(marche) = 0 et f(panne) = 1. Dans
ce cas, on est dans le cas d'un systéme k/n classique avec composants markoviens (i.e. avec des durées de
fonctionnement et des durées de réparation exponentielles). On note X le taux de défaillance et u le taux de
réparation. On peut calculer explicitement toutes les quantités qui interviennent dans les résultats énoncés
précédemment. En particulier, on montre que :

A A
)=~ - *(>\+M)f_
m(t) A+ U >\+ue

A
"M

_ 1 a(A+u)
te = >\+u|og(1 X )

De plus, la variance asymptotique est égale a :

C'est une fonction croissante sur Ry : 7 = oo et a €]0 [. Pour toute valeur de o dans cet intervalle,

on a donc :

2 _ a(l —a)
O —a(d )

Exemple 2.1.2 On peut approcher le cas ol les durées de fonctionnement et/ou de réparation ne sont pas
exponentielles, en utilisant les lois de type phase [140]. Un exemple est proposé dans [46] et dans [18] ou
les durées de réparation sont déterministes. Dans ce cas, on peut montrer [59, [I05] que la fonction m est

donnée par : o .
A K\ —ae-£y
m(t)—l—;k! (t—u) e M]I[Koo['
Cette fonction est dans un premier temps croissante, puis présente des oscillations amorties autour de
sa limite A\/(A 4+ w). Les durées de réparation peuvent étre approchées par des variables aléatoires de loi
d'Erlang de paramétre (r, ri). On introduit donc r états fictifs pour les états de panne. On a donc E =

{marche, panney, ..., panne,} et le générateur infinitésimal suivant :
X A 0o .- 0
0 —ru ru
A=l s o
0 L o—ru
ri 0 0 —r
Naturellement, la fonction f est donnée par : f(marche) = 0 et f(panne;) = 1, pour tout j € {1,...,r}.

La transformée de Laplace de la loi marginale p(t) peut se déduire facilement a partir des équations de
Chapmann-Kolmogorov associées au générateur infinitésimal A du processus décrit ci-dessus. On peut en
déduire la transformée de Laplace de m :

/°° estm(t)dt — — 2T = ()]
0

sl(s+X)(s+rw)" — (rw)1

Cependant, les autres quantités ne peuvent pas étre calculées explicitement. On est alors obligé de se
contenter de calculs numériques.
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Exemple 2.1.3 Ce troisitme exemple reprend une situation étudiée dans Pham et al. [153] avec des
composants partiellement réparables. Le composant peut étre dans un des trois états suivants : E =
{parfait état, partiellement dégradé, panne}. On suppose qu'un composant en parfait état peut devenir par-
tiellement dégradé ou tomber directement en panne. Un composant partiellement dégradé peut tomber en
panne ou bien étre réparé. Un composant en panne est remis a neuf. On a donc le générateur suivant :

—(A1+X2) A1 A2
A= U1 —(u1+X3) A3
M2 0 —H2

La loi marginale du processus (partant initialement du parfait état) peut &tre calculée explicitement. Avec nos
notations, Pham et al. [153] choisissent la fonction f ainsi : f(parfait état) = f(partiellement dégradé) =0
et f(panne) = 1. Dans ce cas, on obtient :

A A

_ e~ (A tu2)t
At At

m(t) =
On peut alors appliquer le théoréme pour tout a €]0, ﬁ[ On aboutit a des expressions similaires a
celles obtenues dans le cas d'un composant binaire markovien (voir le premier exemple ci-dessus).

On peut considérer un autre choix pour la fonction f qui prendrait plus en compte la différence
entre les deux premiers états. Par exemple, on pourrait faire le choix suivant : f(parfait état) = 0,
f(partiellement dégradé) = 1 et f(panne) = 1. Dans ce cas, la fonction m n’est pas toujours croissante sur
un intervalle [0, 7] (cela dépend de la valeur de wu2) et notre résultat ne peut pas étre toujours appliqué.

Exemple 2.1.4 On considére un composant pour lequel il y a deux types de panne possible (voir [77]
par exemple). Afin de les distinguer, on introduit deux états distincts de panne. On a donc E =
{marche, panne;, panne,}. L'espace d'états possibles d'un composant est donc partiellement ordonné (les
deux types de panne ne peuvent pas étre comparés). On a donc des transitions (dans les deux sens) entre
I'état de marche et les états de panne (mais pas entre états de panne). On a donc le générateur suivant :

=X px (1-p)A
N=1|p - 0
2 0 —2

On choisit naturellement la fonction f suivante : f(marche) = 0 et f(panne;) = f(panne,) = 1. Malheu-
reusement, on ne dispose pas d'expressions explicites pour les quantités intervenant dans le théoreme|2.1.1]
Des exemples numériques ont été étudiés dans [46].

2.1.2 Composants partiellement échangeables [17]

On s'intéresse maintenant au cas plus général ol les composants du systéme ne sont que partiellement
échangeables. On peut alors établir une loi du zéro-un (chapitre 4 de [46] ; voir aussi [17]), mais cette fois-ci
pour la disponibilité. L'idée est la suivante : dans un systéme monotone constitué d'un grand nombre de
composants, la disponibilité devrait étre proche de 0 ou de 1 la plupart du temps.

On suppose ici que E est totalement ordonné (on notera < l'ordre sur E); cela induit un ordre partiel
sur E" définie coordonnée par coordonnée (on le notera <). On note en;n et emax respectivement I'élément
minimal et I'élément maximal de E. Soit (p;)¢=0 une famille de probabilités sur E représentant la loi de |'état
d'un composant a tout instant. On suppose que p; est une fonction dérivable du temps et que la famille
(pt) est stochastiquement monotone, i.e.

) < th =Vee€ E, F(e) = F,(e),

Vt>0,Vee E, Fe)= Z p:(€").

e'<e



10 CHAPITRE 2. MODELES DE DEGRADATION MULTI-ETATS

Cette hypothése de monotonie stochastique traduit le fait que les composants ont une tendance a étre de
plus en plus dégradés avec le temps. L'indisponibilité a I'instant t sera notée :

i (Bn) = PI(X1(2), ..., Xn(t)) € Bil.

On supposera que B, est tel que uj(Bn) = 0 (le systéme est initialement en état de marche) et que
liMt—oo 47(Bn) =1 (le systéme est a long terme en panne, malgré les réparations). Pour tout € €]0, 1], on
pose t/ la valeur de t telle que uf (B,) = €. L'objectif est d'établir une loi du zéro-un pour t/, autrement
dit que, pour tout € €]0, 5[, t7 et t]_, sont proches.

Pour tout t, on note F; le pseudo-inverse de F; :

Yu€l0, 1], F7 =inf{x € E; F(x) > u}
qui est bien défini puisque E est totalement ordonné. Notons 7 la loi uniforme sur [0, 1]. Soit Uy, ..., U,
des variables aléatoires indépendantes et de loi . On a :
pi(Bn) = Pl(F(U1),....F (Un)) € Byl
P[(Us, ..., U,) € Al
T (AL,

ol ® désigne le produit tensoriel et Al est le sous-ensemble de [0, 1] défini par :
AL = {(u1, ..., up) €10, 1] (F7 (w1), ..., Fy (un)) € By}
Par construction de ce sous-ensemble, on a le résultat suivant :

Lemme 2.1.1

1. Si B, est un sous-ensemble croissant de E", alors Al est un sous-ensemble croissant de [0,1]" et
wi(Bn) est une fonction croissante de t.

2. Si B, est un sous-ensemble symétrique de E", alors AL est un sous-ensemble symétrique de [0, 1]".
3. Si B,, est un sous-ensemble croissant de E", alors

t 2 th = Aﬁl - Aff

L'intérét de transporter le probléme a un sous-ensemble de I'hypercube en dimension n muni de la loi
uniforme est de pouvoir utiliser les résultats de Bourgain et al. [69] (voir également [94]). On obtient alors
la loi du zéro-un suivante :

Théoréme 2.1.2 Supposons que B,, est un sous-ensemble croissant et symétrique de E" et supposons que,
pour tout € €]0, 1], il existe A; > 0 tel que, pour tout n,

dFt(e)

vt <t min T > A,

eEE\emax

Alors, il existe une constante C telle que, pour tout € €]0, %[,

1
tffg _ tg < %
Ai_¢logn

Le terme en log n dans cette inégalité peut étre amélioré dans le cas particulier ou B, est totalement
symétrique (voir la partie précédente) ; dans ce cas, on obtient du +/n a la place du log n.

La démonstration repose sur la notion d’influence d’une coordonnée d'une fonction définie sur un espace
produit telle qu’elle a été introduite dans la littérature. Dans le cas de composants binaires, cette notion
coincide avec le facteur d'influence proposé par Birnbaum [65] dans le domaine de la fiabilité.

Passons maintenant a quelques exemples de composants et de systémes pour lesquels on a la loi du zéro-un
énoncée ci-dessus. Commencons par présenter quelques modéles possibles pour les composants. L'hypothése
de monotonie stochastique, bien que naturelle, est assez difficile a vérifier pour un modéle donné. Certains
processus markoviens de naissance et mort, englobant en particulier les processus binaires, vérifient cette
hypothése (voir [178] par exemple). C'est pourquoi nous avons considéré les deux types de composants
suivants :



2.2. MODELE MARKOVIEN AVEC COVARIABLES DEPENDANTES DU TEMPS 11

1. composants binaires : il s'agit du méme type de composants que ceux vus dans le premier exemple de
la partie précédente.

2. composants a dégradations progressives et réparations minimales : il s'agit d'une généralisation du cas
précédent. Un composant dans I'état e € E \ {emin, €max} Peut, soit passer dans I'état plus dégradé
e+ 1 (état plus dégradé que e le plus proche de e), soit passer dans I'état moins dégradé e — 1 (état
moins dégradé que e le plus proche de €). On a donc le générateur suivant :

—Xo Ao

—u1 —(p1+A) M

A= - - :

1 —(pu1+Ar) A
ey —Hey

Pour terminer, nous allons présenter brievement deux exemples de systémes pour lesquels le sous-ensemble
des états de panne est croissant et symétrique. En croisant ces exemples de systémes avec les exemples de
composants, on peut construire plusieurs exemples de couple systéme/composant. Dans certains cas, les
calculs ne peuvent pas étre faits explicitement. Les exemples ci-dessous utilisent la fonction f de dégradation
introduite dans la partie précédente et proposent donc des versions multi-états de modéle classique pour des
systéme.

1. Systéme k-sur-n : il s'agit du systéme étudié dans la partie précédente. Dans ce cas, le sous-ensemble
B, est totalement symétrique.

2. Systéme k-consécutifs-sur-n : les composants d'un tel systéme sont disposés en ligne ou en cercle
(d'un point de vue asymptotique cela est équivalent). Ces systémes sont en panne dés que la somme
des dégradations de k composants consécutifs dépasse un certain seuil k.

Pour plus de détails et/ou pour d'autres exemples, on pourra consulter le chapitre 4 de [46] ou [17].

2.2 Modéle markovien avec covariables dépendantes du temps [15]

L'objectif de cette étude est de proposer un modéle de dégradation qui prenne en compte des covariables
qui dépendent du temps. Pour une entreprise comme EDF, il est important de déterminer les facteurs
physiques qui influencent la dégradation et les pannes des éléments constituant ses installations afin de
pouvoir gérer leurs vieillissements. Ces facteurs sont souvent liés au mode d’exploitation des installations
(par exemple, le nombre d’heures de fonctionnement, le nombre de démarrages a froid, intermédiaire ou a
chaud, etc. d'une centrale). Cependant, il n'est pas toujours évident de savoir quels sont les facteurs les plus
déterminants. Un modéle statistique peut donc aider les ingénieurs a les classifier par ordre d'influence sur
la vitesse de dégradation et a déterminer un mode d’'exploitation qui limite la cinétique de dégradation du
mécanisme étudié.

La méthodologie présentée ici a été développée pour mieux comprendre le vieillissement de certains compo-
sants installés sur des centrales. Ces composants assurent une étanchéité. Si ce composant n’assure plus sa
fonction d'étanchéité, des jets de vapeur peuvent survenir pouvant endommager des composants voisins. On
consideére alors que le composant est en panne s'il a perdu sa fonction d'étanchéité. Des inspections visuelles
sont effectuées de temps en temps : on dispose donc d'informations qualitatives sur le niveau de dégradation
(il n'y a pas de mesure quantitative de la dégradation). Lors des inspections, le niveau de dégradation des
composants est relevé selon une échelle ordinale E (i.e. E est un ensemble fini). Sans perte de généralité,
on note E = {0,...,q} ot O correspond au parfait état, g a I'état de défaillance et les autres états a des
niveaux de dégradation intermédiaire. Par exemple, dans le cas de cette étude, g = 3 et on a deux états
de dégradation intermédiaires : 1 est |'état de dégradation mineure et 2 est |'état de dégradation majeure.
On supposera que les composants tombant en panne (i.e. dans I'état g) sont immédiatement décelés. On
sait donc qu'au moment de la fin de I'étude les composants encore en usage ne sont pas défaillants. Une
observation sera donc associée a une date d'inspection ou un instant de panne. De plus, une décision de
remplacement est associée a chaque niveau de dégradation. Par exemple, dans le cas de notre étude, la
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Etat Niveau de dégradations Remplacement ?
0 Parfait état Non
1 Dégradation mineure Non
2 Dégradation majeure Qui
3 Panne QOui

Table 2.1 — Niveaux de dégradation et actions de remplacement associées

politique de remplacement est décrite par le tableau 2.1 Ce tableau souligne la différence entres les états 1
et 2. Un composant classé dans I'état 1 signifie que, lors d'une inspection, une dégradation a été observée
sur le composant mais qu’elle a été jugée suffisamment faible pour supposer que le composant ne tombera
pas en panne avant la prochaine inspection. Un composant dans I'état 2 signifie que, lors d'une inspection,
une dégradation assez importante a été observée sur le composant si bien qu'on a décidé de le remplacer
par un composant neuf.

Dans une premiére partie, on présente le modele de dégradation a temps discret sans, puis avec covariables.
La seconde partie porte sur I'inférence statistique pour ces modeéles. On trouvera dans [15] une application
du modele sur des données simulées (uniquement pour le modéle sans covariable), puis a un jeu de données
EDF.

2.2.1 Modéle de dégradation a temps discret

On propose d'abord une chaine de Markov a temps discret et a valeurs dans E pour décrire I'évolution
de la dégradation d'un composant. Ce modéle dépend donc de g paramétres correspondant aux probabilités
de transition a un pas de la chaine. Cependant les probabilités de transition peuvent dépendre de quelques
covariables qui évoluent dans le temps. Ces covariables correspondent au mode d'exploitation de la centrale
et sont observées chaque mois. Puisqu'on dispose d'observations mensuelles des covariables, nous avons
retenu un modéle a temps discret. L'influence des covariables est modélisée par des régressions logistiques
pour chacune des probabilités de transition. On obtient donc un second modéle qui est non-homogéne en
temps.

Modéle sans covariable

Le modéle sans covariable est donc une simple chaine de Markov sur |I'ensemble des niveaux de dégrada-
tion possible. Sans action de maintenance préventive sur le composant (autre que remplacements par des
composants neufs), il s’agit donc d'une chaine de naissance pure (il n'y a pas de transition possible d'un
état / vers un état j < i) et donc les probabilités de transition sont données par la matrice suivante :

1—=po  po 0 0

p_ 0 1-p1 P 0

0 0 1—p2 p2

0 0 0 1
[l s'agit donc d'un modéle & g = 3 paramétres. Pour tout / € {0,...,q — 1}, soit S; le temps de séjour
dans I'état /. Ce sont des variables aléatoires de loi géométrique dont les paramétres respectifs sont les
probabilités de transition. Pour tout / € {0, ..., g— 1}, le temps moyen de séjour dans |'état j est donc égal

a 1/p;. Pour tout i € {1,...,q}, soit T; le temps d'atteinte de I'état j : T, = Sg + - -- + S;. Clairement, le
temps de panne d'un composant (i.e. le temps d'atteinte de I'état q) est presque siirement fini et le temps
moyen jusqu'a la panne (MTTF) est égal a :

qg—1

1
MTTF =E[T] =) o
i=0 ™'



2.2. MODELE MARKOVIEN AVEC COVARIABLES DEPENDANTES DU TEMPS 13

Un cas simple apparait quand toutes les probabilités de transition sont égales : py = -+ = pg—1 = p; dans
ce cas, pour tout i € {2,...,q}, la loi marginale de T; est la loi binomiale négative de paramétres (/, p).
Pour g = 3, les lois de T, et T3, dans le cas général, sont données par le lemme suivant.

Lemme 2.2.1 La loi de T, est donnée par :

Vke{2,3,...}, P[To=kK= % [(1— o) — (1 — p1)*]

et la loi de T3 est donnée par :

_ poprpe [(L=p2)* P = (1 —po)t  (L—po)t = (1 p)?

Vke{3,4,...}, P[T3=Kk]
p1 — Po Po — P2 b1 = P2

Modéle avec covariables

On suppose que r covariables sont observées toutes les fins de mois (dans notre cas d'étude, r = 2).

Soit (z(t))tez le vecteur des covariables disponibles : pour tout t € N, z(t) = (z1(t), ..., z(t)) € R" avec
2p(0) = 0 en général. De plus, pour tout j € {1,...,r}, t — z(t) est supposé étre une fonction croissante
du temps.

Pour tout / € {0,...,g—1}, on note Q; C {1,..., r} I'ensemble des covariables influencant la probabilité

de transition de I'état / vers i + 1. On considére que la relation entre les covariables et les probabilités de
transition est décrite par une régression logistique :

exp (o + > jeq Bijz(t))
1+exp (o + X jeq,Biz(t))

Vie{0,...,q—1}VteN, pi(t)=

ol a; € R (intercept) et B, = (Bij)jeq; € R‘f". Pour tout / € {0,...,q — 1}, soit §; = (O“"Qi) €06, =
R x le" et © = Oy x --- x ©4_1 (espace des paramétres). Le modéle complet correspond au cas o
Qo=--=Q4-1=0=1{1,...,r} et est décrit par g(r+1) paramétres (dans notre cas d'étude, le modéle
complet contient 9 paramétres). Alors que l'intercept peut prendre n'importe quelle valeur réelle, il serait
plutot attendu que les paramétres associés aux covariables soient positifs. Plus la covariable est élevée, plus
les probabilités de transitions seront grandes. Une covariable n'ayant pas d'influence sur une probabilité de
transition donnée devrait donner un coefficient nul.

2.2.2 Inférence statistique

Apreés avoir décrit toutes les observations possibles, nous allons expliquer comment la fonction de vrai-
semblance peut étre calculée. Afin de comprendre le vieillissement, nous proposons une estimation de la loi
du temps de panne en considérant un comportement moyen des covariables.

Observations

Puisqu’on considére une chaine de Markov de naissance pure (que des covariables soient incluses ou pas),
il est possible de donner une liste exhaustive de toutes les observations possibles. Dans le cas de I'étude ou
g = 3, cela donne dix-huit cas différents recensés dans le tableau 2.2} La mention cens indique qu’a la fin
de I'étude, le composant n'est pas en panne. Il y a donc trois états finaux possibles : cens (composant non
encore en panne a la fin de I'étude, i.e. encore en service), 2 (composant fortement dégradé), 3 (composant
en panne). Une telle énumération est possible pour un autre nombre d'états et/ou pour un autre choix de
la politique de remplacement.

Fonction de vraisemblance

On note H(E,R) le nombre de cas distincts qui dépend donc a la fois de I'espace d'états E et de la
politique de remplacement R appliquée. Dans notre cas d’étude, on a H(E, R) = 18 (voir plus haut). Pour
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Cas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
t1 cens 2 3 0 1 0 1 0 1 0 0O o0 1 1 1 0 0 O
t - - - cens cens 2 2 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
t3 - - - - - - - - - cens 2 3 cens 2 3 1 1 1
ta - - - - - - - - - - - - - - - cens 2 3

Table 2.2 — Liste exhaustive des cas possibles avec g = 3
tout h € H(E,R), on note m;, le nombre de temps d'inspection ou de défaillance (ici, m, € {1,..., 4}) et

np le nombre de composants dans I'échantillon correspondant a ce cas. La fonction de vraisemblance s'écrit,
en toute généralité, sous la forme suivante :

H(E,R) nNnp ) ) )
L(gldonnees) = [] [P [Xﬁo’f;') =0.X! €A, XD e Ap,
h=1 i=1

ot X sont des copies i.i.d. de la chaine de Markov X décrite précédemment et ol Ay, ..., Am, sont des
sous-ensembles convenablement choisis pour décrire le h-ieme cas. Par exemple, pour le cas 1 du tableau
2.2l onam =1et Ay ={0,1,2} et pourlecas 2, ona m,=1et Ay = {2}, etc. Pour tout h € H(E, R)
et pour tout i € {1, ..., np}, ona:

mp
h,i h,i h,i h,i h,i
PX{) =0, X0 € Ar XD € A | =TT (X7 € AlX( € Ay
j=1
avec Ag = {0}, parce qu'on a toujours X = 0. Chaque contribution a la fonction de vraisemblance
correspond a la probabilité de la trajectoire observée pour chacun des composants.

Estimateur du maximum de vraisemblance

On obtient alors I'estimateur du maximum de vraisemblance en optimisant la fonction L :
0, = argmaxgeo L (8|données),

avec n = ZheH(E’R) np. La théorie du maximum de vraisemblance paramétrique permet de supposer rai-

sonnablement I'approximation de la loi de 8 convenablement renormalisée par la loi normale centrée et de
matrice de variance-covariance /71(9) :

Vi (8, - 8) KN (0.174(®)

la matrice d’'information de Fisher /(8) pouvant é&tre estimée par la hessienne du logarithme de la vraisem-
blance évaluée en En. Ainsi, si I'on dispose d'un échantillon de grande taille, on peut construire des intervalles
de confiance asymptotiques pour chacun des paramétres (ou des ellipsoides de confiance pour plusieurs pa-
ramétres). En présence d'échantillon de taille petite ou moyenne, on pourra préférer I'obtention d'intervalles
de confiance par bootstrap.

Comparaison et sélection de modéles

[l est bien connu que, plus on considére des covariables, plus la fonction de vraisemblance augmente.
C’est pourquoi il est important d'utiliser un critére pénalisant la fonction de vraisemblance a I'optimum par
la dimension du modéele. On propose de considérer le critére d'Akaike (AIC). Si I'ensemble des covariables
pour un modéle donné est :

qg—1
e = HR X R‘f"

i=0
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alors
qg—1

AIC = =210g L(6,) +2 > (1 +|]).
i=0
On pourra donc chercher le sous-modéle donnant la plus petite valeur du critére d’Akaike. Cependant,
une recherche exhaustive n'est pas toujours envisageable (d'autant plus que les calculs de I'estimation des
paramétres d'un modéle sont assez longs). En effet, le nombre de sous-modéles croit exponentiellement avec
le nombre de covariables. Par exemple, pour un modéle a quatre états et deux (resp. quatre) covariables, il
existe 63 (resp. 4095) sous-modéles. Ainsi, excepté pour un petit nombre de covariables et/ou d’états, une
recherche exhaustive n'est pas applicable en pratique. Une stratégie possible est la suivante :

1. étapes globales : une procédure ascendante de sélection de covariables est appliquée. Les covariables
sont introduites une a une pour toutes les probabilités de transition tant que le critére d'Akaike diminue.

2. étapes locales : une procédure pas-a-pas peut alors étre appliquée pour affiner le modéle obtenu a la
fin de la premiére étape (qui peut étre jugée acceptable). Des covariables peuvent étre introduites ou
retirées pour une probabilité de transition donnée.

Estimation de la loi du temps de panne

Une fois un modeéle ajusté, on peut souhaiter estimer la loi du temps de panne. Pour le modéle sans
covariable, on utilisera le lemme précédent. Dans le cas d'un modeéle avec covariables, la situation est plus
complexe. On peut considérer un comportement moyen des covariables pour avoir une idée de la loi du temps
de panne. Pour cela, on pourra effectuer des simulations de Monte-Carlo afin d’obtenir un échantillon simulé
de temps de panne pour ces covariables moyennes. Partant de cet échantillon, on peut estimer la loi du
temps de panne a I'aide de la fonction de répartition empirique ou d'un estimateur a noyau de la densité.

2.3 Composant soumis a plusieurs modes d’endommagements [5]

Dans le cadre du suivi des moteurs en exploitation, on s'intéresse a la modélisation de la dégradation
d'un moteur pouvant conduire a un événement redouté (événement étudié dans le cadre des analyses de
sécurité). On considére par exemple I'événement redouté « arrét en vol du moteur ». Cet événement peut
résulter de différentes pannes sur différents composants, elles-mémes dues a une ou plusieurs dégradations.
L'objectif est alors de mettre en place, pour chaque composant, un modéle de dégradation dans lequel
plusieurs mécanismes de défaillance sont en concurrence vis-a-vis de la défaillance de ce composant. Ces
modéles permettront, par exemple, de vérifier que les exigences fixées de fiabilité et de sécurité du composant
sont satisfaites, ou encore d'étudier I'impact d'un nouvel événement survenu en service sur la probabilité
d'occurrence de I'événement redouté. Comme exemple de composants, on peut considérer le pignon qui est
une roue d'engrenage permettant de transmettre un mouvement. On peut, par exemple, trouver ce genre
de composant dans la boite accessoires ou le réducteur. On considére les modes de dégradation qui peuvent
conduire a la défaillance « perte de transmission du mouvement ». On suppose, pour simplifier, qu'il en existe
deux : 'usure et la criqueE]. Ces deux dégradations ne peuvent étre détectées que lors des inspections ol
différentes actions de maintenance peuvent étre réalisées. Elles se différencient par le fait que la présence
d'usure sur le pignon est tolérable dans une certaine limite, alors que la présence d'une crique n'est jamais
acceptable. Lors de |I'opération de maintenance, la piéce sera donc rebutée si I'usure a dépassé la tolérance
fixée et/ou si une crique est présente (dans les autres cas, le composant sera remis en service en |'état).
Le tableau décrit la classification des différents niveaux de dégradation pour un endommagement. Les
données disponibles (pour le pignon, mais aussi pour tous les autres composants d'un turbomoteur) dans le
retour d'expériences (REX) correspondent aux heures de fonctionnement du composant lors de I'inspection
ainsi que le niveau de dégradation du composant. Si une dégradation est observée lors d'une inspection, on
ignore depuis quand celle-ci est présente. De maniére générale, les différentes dégradations sont détectables

1. Fente a la surface d'un métal, de profil irrégulier, résultant de la séparation entre grains sous l'effet de contraintes
anormales (source : Larousse)
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Etat | Description

0 Pas d’endommagement

1 Endommagement dans les limites de tolérance
2 Endommagement hors des limites de tolérance
3 Défaillance

Table 2.3 — Classification des niveaux d’endommagement

dans seulement deux situations : (a) lors d'une inspection si la dégradation est présente mais n'a pas
encore conduit a la défaillance du composant (effet non observable en exploitation) ; (b) par son effet sur le
systéme si la dégradation a conduit a la défaillance du composant. L'état de panne du composant est observé
seulement si la défaillance a lieu avant qu’une inspection ait révélé une dégradation hors tolérances. Donc,
seuls les temps de défaillance sont exacts : on se trouve ainsi en présence de durées censurées. Pour chaque
composant, on ne dispose de |'état de celui-ci qu'a une seule date. Le tableau contient un exemple
de données qui peuvent étre extraites du REX (données modifiées pour des raisons de confidentialité), en
utilisant la classification décrite dans le tableau [2.3] Si on s'intéresse seulement au temps jusqu'a I'état de

Heures de vol | Etat endommagement 1 | Etat endommagement 2
1203 0 1
3201 3 0
908 0 2
2805 2 0

Table 2.4 — Exemple de données issues du REX (données modifiées)

défaillance pour chacun des modes d’endommagement, on peut essayer d'ajuster une loi paramétrique (par
exemple, une loi de Weibull). Dans ce cas, le REX, comme montré dans le tableau ci-dessus, fournit de
nombreuses durées censurées a droite et plus rarement des durées exactes. Durant une inspection, plusieurs
actions sont possibles. Si aucune dégradation n’est présente ou si elle est dans les tolérances fixées, le
composant sera remis en service en |'état. Si la dégradation détectée est en dehors des tolérances fixées, le
composant sera rebuté, i.e. remplacé par un composant neuf.

Dans la sous-section [2.3.2] on propose une modélisation de la dégradation d'un composant sur la base
du retour d'expériences. Deux cas sont distingués selon que les mécanismes de défaillance sont supposés
indépendants ou non. Des estimateurs des paramétres de ce modéle sont proposés dans la sous-section
[2:3:3 La sous-section développe une méthode permettant d'évaluer les paramétres du modéle de la
dégradation intrinséque, i.e. de la dégradation du composant non maintenu. Ce modéle, une fois ajusté,
permet par exemple d'optimiser la politique de maintenance préventive. Dans [64] (voir également [5], des
études numériques sur des données simulées sont proposées.

2.3.1 Modélisation des mécanismes de défaillance d’'un composant

En partant du cas d'étude, on propose un modéle ol deux types de mécanismes de défaillance sont
considérés.

Mécanisme de défaillance « avec tolérance »

Considérons dans un premier temps un mécanisme de défaillance qui évolue au cours du temps et dont
la présence sur le composant est acceptable sous certaines conditions (par exemple, une usure sur un
pignon). La tache de maintenance associée a ce type de mécanisme de défaillance dépend d'un critére de
tolérance (critére qualitatif ou quantitatif vérifié lors de I'inspection). Par conséquent, ce type de mécanisme
de défaillance est caractérisé par le fait que I'on observe deux stades successifs de dégradation : le premier
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stade correspond a un niveau de dégradation dans les tolérances, il est acceptable pour le maintien en service
du composant ; le second correspond a un niveau de dégradation hors tolérances qui entraine la remise a
neuf du composant. Ce type de mécanisme de défaillance résulte de dégradations « avec tolérance ». Les
différents états sont résumés sur la figure [2.1(a)}

Ce modéle fait donc intervenir quatre états. Nous supposerons par la suite que les durées dans chacun des
états (sauf le dernier état qui est absorbant) sont des variables aléatoires indépendantes. On peut décrire
I’évolution de la dégradation a I'aide d'un processus stochastique (Zﬁ‘”))tzo a valeurs dans {0, 1,2,3}. On
fait I'hypothése que Zéat) = 0 presque slirement.

Compte tenu du REX disponible (taux de censure élevé), on impose des lois exponentielles aux temps de
séjour. On obtient alors un modele markovien dont les transitions sont décrites sur la figure [2.1(b)} Pour
tout couple d'états (u, v) avec u < v, on note X( 9 la durée pour passer de I'état u a I'état v. En particulier,

Xl(ffll est le temps de séjour dans I'état u qui est donc de loi exponentielle dont le paramétre sera noté

t t
>\E,au)+1 Enfin, le temps de défaillance associé a ce mécanisme est la durée X(a ) dont on peut calculer la
loi explicitement. Par exemple, si tous les taux de transition sont différents, on obtlent I'expression suivante

pour la densité de la loi de Xé;t) (on peut aussi calculer les densités pour les temps d'atteinte des autres

états) :
)\(at)A(at)A(at) ( e MYt oAt o ex(a”t>

VE2 0, fee(t) = N NI SO PN O O

Il est possible de calculer la densité de X at) lorsqu’exactement deux taux sont identiques ou lorsque tous
les taux sont égaux (dans ce cas, on obt|ent une loi d’Erlang).
H t 2 L. L. . N .
On peut relier le processus (Z,fa ))tzo aux durées de séjour décrites ci-dessus de la maniére suivante :

P [Zgat) — u} =P [Xéif) <t< Xéf}rl} pour u € {0,1,2,3},

en ajoutant les notations Xp,0 = 0 et Xp 4 = +00.

(at)
St

Evolution de I'usure

X EEEEEEY CEEEIEE t% eurgndcee Etat neuf Etat de panne

Dégradation

Temps hors tolérances

(a) Exemple d’évolution de dégradation « avec (b) Graphe de Markov de la dégradation « avec tolérance »
tolérance »

Figure 2.1 — Dégradation « avec tolérance »

Mécanisme de défaillance « sans tolérance »

Considérons maintenant un mécanisme de défaillance dont la présence n'est jamais tolérée sur le com-
posant (par exemple, une crique sur un pignon). Dés leur apparition, ces dégradations sont hors tolérance.
Ce type de mécanisme de défaillance résulte de dégradation « sans tolérance ». Les différents états sont
résumés sur la figure [2.2(a)l Ici également, on peut décrire I'évolution de cette dégradation a I'aide d'un
processus stochastique (Z;°")¢>0 a valeurs dans {0, 1,3} (avec la méme condition initiale ZC()“) = 0 presque
slirement).

De méme que pour un mécanisme de défaillance « avec tolérance », on suppose que les durées dans chaque
état sont des variables aléatoires indépendantes et de lois exponentielles. Le modéle markovien obtenu est
décrit par la figure On obtient la densité suivante pour le temps avant défaillance Xégt) si les deux

taux sont différents :
>\(5t)>\(5t)

_)\(St)t —>\(5t>f
vt > 0, fXégr)(t) W (e 3L g7 2 ) )
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Evolution de la crique

Etat neuf Etat de panne

Dégradation
hors tolérances

(a) Exemple de dégradation « sans tolé- (b) Graphe de Markov de la dégradation « sans tolérance »
rance »

Figure 2.2 — Dégradation « sans tolérance »

2.3.2 Modélisation de la dégradation d’'un composant

Les mécanismes de défaillance sont mis en concurrence pour obtenir un modéle de la dégradation du
composant. On commence par considérer que les deux mécanismes sont indépendants. Puis, on proposera
un exemple ot I'un des deux mécanismes a une influence sur |'autre

Indépendance des mécanismes de défaillance

Considérons maintenant un composant, comme le pignon, soumis a une dégradation avec tolérance et
a une dégradation sans tolérance indépendantes I'une de I'autre. Ces deux modes de dégradation sont mis
en concurrence, cela signifie que la défaillance du composant aura lieu dés que I'un des deux mécanismes
de défaillance aura atteint le dernier état. Le composant peut donc se trouver dans les états (u, v) ol u
correspond a I'état de la dégradation avec tolérance et v a celui de la dégradation sans tolérance (figure

2.3).

Etats de
panne

Etat
neuf

t
A

02)

Figure 2.3 — Processus de Markov d'un systéme a deux mécanismes de défaillance

Les états pour lesquels une des dégradations est dans un état de panne sont des états absorbants. Une
fois un état de panne atteint, on procéde a une opération de maintenance pour remettre le composant en
état de marche. Lorsque les deux dégradations sont markoviennes on vérifie facilement que la probabilité
que les deux mécanismes de défaillance conduisent simultanément a la défaillance du composant est nulle,
i.e. qu'il n'existe pas de cause commune de défaillance.
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Un exemple avec dépendance des mécanismes de défaillance

Le modele proposé ci-dessus repose donc sur I'hypothese d’indépendance des mécanismes de défaillance en
concurrence vis-a-vis de la défaillance du composant. Cette hypothése peut étre acceptée par avis d'expert
qui peut confirmer que les mécanismes de dégradation considérés sont bien distincts et qu'ils n'interagissent
pas. Cependant, il n'est pas toujours évident d'avoir un tel avis. On propose ici une solution pour évaluer la
présence d'une dépendance entre deux mécanismes de défaillance.

On suppose que le niveau d'une dégradation a un impact sur I'évolution de la seconde dégradation. On va
donc modifier le modéle précédent afin de prendre en compte cette dépendance. L'objectif sera de pouvoir
diagnostiquer I'existence d'une dépendance entre deux mécanismes de défaillance mis en concurrence vis-a-vis
d'un événement redouté.

Par exemple, on peut raisonnablement supposer qu'une usure en dehors des tolérances puisse avoir un
impact sur la survenue d'une crique. Si aucune usure n'est présente sur le composant ou si I'usure présente
est toujours dans des tolérances acceptables, I'usure n'a pas d'impact sur le risque d'apparition d'une crique.
La probabilité d'occurrence d'une crique est donc la méme que dans le cas de I'indépendance. Dans ce cas, on
considére que le taux de tran5|t|on A(St 9eP) entre I'état O (état neuf du composant) et I'état 2 (dégradation
hors tolérance) de la crique est >\o2 . Si une usure hors tolérance est présente sur le composant, on suppose
qu’elle peut avoir un impact sur le risque d'apparition de crique. Pour traduire cet impact, on considére que
le taux de transition A(St 9¢P) entre les états 2 et 3 devient égal a CA(St) Ce taux de transition dépend alors
du temps et est constant par morceaux : conditionnellement a X(at) é;t)

vi>0, Aghder (t|x(at)) AGD 1 (t € [O,Xé;t)[) +aag? 1 (t e [x3Y, +oo[) .

Cela revient a modifier le taux de transition de I'état (2, 0) vers I'état (2,2) sur la figure [2.3]: on a donc
effectué une modification locale du graphe de Markov. Le modéle bivarié reste donc markovien. Un modéle
bivarié markovien « complétement » dépendant correspond a la situation ol tous les taux de transition serait
directement définis sur le modéle bivarié (et non pas a partir des processus marginaux comme pour le premier
modeéle). Un tel modele ferait intervenir un grand nombre de paramétres. Or, dans les applications industrielles
visées, il est préférable d'avoir un modéle parcimonieux, eu égard a des taux de censure élevés. Enfin, notons
que le modéle retenu pour la transition de I'état 0 vers I'état 2 est un modéle paramétrique de Cox avec
covariable dépendante du temps partiellement observée (rappelons que la durée Xé;t) est systématiquement
censurée).

2.3.3 Inférence statistique

Afin d’estimer les parametres du modéle proposé précédemment, on propose d'appliquer la méthode du
maximum de vraisemblance. On va donc donner I'expression de la fonction de vraisemblance correspondant
aux données disponibles dans le REX.

Modeéle avec indépendance des mécanismes

On note n le nombre d'individus observés. Pour le i-eme individu, on note (t;, 8, 5" les observations
le concernant : a l'instant t;, ce composant était dans I'état 5/@) pour le mode d’endommagement avec
tolérance et dans I'état 6,(5” vis-a-vis du mode d'endommagement sans tolérance. Les deux mécanismes

d'endommagement étant supposés indépendants, on obtient la fonction de vraisemblance suivante :
n
L (8ldata) = [T fyen (8 6°716%9) 0 (1.516¢0)
=1 !
ol 8 = (60, 060), avec @) = (AG) AL ME) et 660 = (XY L), et ot

P73 — 5(at) S (5(at) €012
ot (tiy5l(at)|9(at)) _ { [ t; ) ] ; { }

Zy fXégt)(tj) si 5fat) =3
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et de maniére analogue :

(st) __ s(st) - o(st)
fys0 (t,- 5(“)\9(50) _ ) Pz =67 s 5,@) €{0.2}
' I oo (t1) si 6¢Y =3

Détaillons le cas ot (Z(at) Z(St)) (2,0) pour un instant t donné (pour les autres cas, voir [64]) :

DAY t) t) (at)
@0 X X2 X (@0 X, dx$3 dx (at) A X,
/ /tx(af)/t a0 a0 x (23 ), (12 ) (01 )dxo3 12 01
A at)>\ (at) (e_x(lazz)t e )\éalr)t e )\gt)t _ e_)\(()it)t>

+
I L IV (e)

fzgaz) (2)

et, de maniére évidente,
A&
fzgsr)(O) =e "2

On peut en déduire numériquement |'estimateur du maximum de vraisemblance :
6 = (éTaﬂ, éTSt)) = argmaxgeps L (f|data) .

La théorie du maximum de vraisemblance paramétrique permet de justifier I'approximation de la loi de
Vn (9 - 9) par la loi normale centrée et de matrice de variance-covariance /~1(8), ce qui sera noté :

Vi (0-6) PN (0,171(0))

De plus, la matrice d'information de Fisher /() est estimée par la hessienne de la log-vraisemblance évaluée
en 6. On peut alors construire des intervalles de confiance asymptotiques pour chacun des taux (ou des
ellipsoides de confiance pour plusieurs taux). De maniére alternative, on peut construire des intervalles de
confiance par bootstrap, surtout en présence d'échantillons de taille petite ou moyenne.

Pour les applications industrielles, on peut utiliser la -méthode pour obtenir des intervalles de confiance
pour la fiabilité a un instant donné. Pour tout t > 0, on note R(t;0) la fiabilité a l'instant t :

R(t:6) = P[min(x3) x5 > t] =P [xE) > | P [x) > ¢

P [max(Z{(*, Z¢*) < 3|

Celle-ci est naturellement estimée par R(t; 5). En appliquant la §-méthode, on obtient que

Vi (R(£:8) - R(1:6)) a”%”'N(o %’;(t 0)I- 1(9)6R/(t; e))

oul a’;(t 0) est estimée par ’g(t; g).

Modeéle avec dépendance des mécanismes

En reprenant les mémes notations, la fonction de vraisemblance est donnée par :
n
t t
L (6. cldata) =[] £ o0 o0, (169,656, c)
i=1

oll, pour tout t > 0, f est la densité jointe du couple (Zgat), ZESt)). Il est possible d'expliciter cette

(z79.29)
densité jointe :
P[Z0 = x, ZY = y] si (x,y) €{0,1,2} x {0,2}
t
fygzo () Figan (£ = NPZEY = y|X$EY = uldu six=3etye{0,2}

f @t a0y (X, y) = O ) - _
(2:7.257) P[Z; —X]X(st)(t) sixe{0,1}ety=3

/ P[Xégt) >t —u Xé;t)‘xégt):u(t)fxé;t)(U)du six=2ety=23.
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En fait, un certain nombre de contributions restent inchangées par rapport au modéle avec indépendance. En
effet, tant que I'état 2 n'est pas atteint pour le mécanisme avec tolérance, celui-ci n'a aucune influence sur
le mécanisme sans tolérance et donc les contributions correspondantes sont les mémes que précédemment.
Comme pour le modeéle avec indépendance, nous allons détailler le cas ot (Z§"’”, th)) = (2,0) pour un
instant t donné (pour les autres cas, voir [64]) :

fizo0 7601(2,0) = / / o / X(ao(xo2 Nf, (at)(xégt)) (st)lx(ag(X02t)|Xoat))dx(St)dx(at)dx(at)
t—Xx,
Ag‘i_t >\(at) ei)\(at)tL ei()\(at)+>\l()52t))t ei()\(at)+>\(st))t_ *Aéit)f
+
(St)o\(at) (at)) (af)+>\($f) )\éit) )\(af)+>\(sf) }\git)

Ici également, on peut en déduire numériquement |'estimateur du maximum de vraisemblance :
(6, ) = argmaxg cyers L (6, c|data).

De méme que précédemment, la théorie du maximum de vraisemblance paramétrique permet de justifier
I"approximation normale de la loi de cet estimateur. On pourra, en particulier, construire un intervalle de
confiance de niveau a €]0, 1[ pour le paramétre ¢ : ainsi si 1 appartient a cet intervalle, on pourra accepter
I"hypothése d'indépendance des mécanismes de dégradation au risque de premiére espéce a.

2.3.4 Evaluation d’une politique de maintenance périodique

On dispose maintenant d'un modéle pour la dégradation d'un composant soumis a plusieurs modes de
défaillance, qui tient compte de I'information disponible dans le REX. Mais les paramétres estimés via ce
modéle dépendent des données de dégradation observées sur des composants soumis a une politique de
maintenance. Autrement dit, a ce stade, on dispose d'un modéle pour la dégradation d'un composant pour
la politique de maintenance en cours. Or, pour pouvoir envisager d'autres politiques de maintenance, il est
nécessaire de disposer d’'un modeéle de dégradation « intrinséque » du composant, c'est-a-dire d'un modéle
de dégradation du composant non soumis a une politique de maintenance. C'est I'objectif de cette partie.
On fera I'hypothése que la dégradation intrinséque peut étre modélisée par le méme processus bivariée.

Nous nous limitons ici au cas d'endommagements indépendants. En conséquence, pour simplifier la pré-
sentation de la méthodologie, nous ne considérons qu'un seul endommagement (« avec tolérance »). On
commence par présenter un modeéle de dégradation qui prend en compte la politique de maintenance pério-
dique appliquée et qui est implicitement inclus dans les données du REX.

Modéle de dégradation avec maintenance périodique

On suppose désormais que les composants subissent une maintenance préventive toutes les M heures
de service. La politique de remplacement appliquée reste la méme que celle décrite précédemment : s
lors de I'inspection un endommagement hors tolérance est constaté, le composant est remis a neuf. Le
modéle suivant intégre donc cet aspect ignoré dans le premier modele. Le modéle de dégradation devient
donc un processus de renouvellement markovien. On peut donc calculer, de maniére récursive, la fiabilité du
composant pour ce modéle. On notera § = (5\01, A2, 5\23)’ I'ensemble des paramétres de ce second modéle.

Soit P, = (Pt(/rf))(i,J')e{o.1,2,3}2 la matrice de transition du processus markovien de sauts modélisant
I"évolution de I'endommagement. En particulier, Py indique les probabilités de transition entre la mise en
service du composant et sa premiére inspection. La matrice P; peut étre calculée explicitement, soit de
maniére directe, soit en résolvant les équations de Chapman-Kolmogorov (P; = AP;). En supposant tous
les taux de transition distincts, nous obtenons ainsi les probabilités de transition dont les termes utiles au
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calcul de la fiabilité du composant sont les suivants : pour tout t € RT,

; 5 o
pe(0,0) = e Pat pe(0,1) = —2 (e—xmt _ e*mt) ,
A2 = Aot
(0,2) Mohio (—ehet g etut N eHast _ g~ Ruit
pe(U, = = = _ _ _ €
A23 — A1 A2 — Aot No3 — Aot
_ No1A12 —e~ 2t | g=dait N et _ o=t
A2z — A12 A12 — Ao1 X3 — ho1 :
X X " .
pt(l, 1) = e*>\12f’ pt(]-, 2) — # (ef)\lgt o ef)\23t) .
A2z — A12

On note Ro(t;6) (resp. Ry(t;6)) la fiabilité du composant a I'instant t sachant qu'il était initialement
dans I'état O (resp. dans I'état 1) :

Ro(t;§) =P [zg‘“) £3 ‘zéaf) - o} et Ri(t;f) =P {Zgaw £3 ‘z(gar) _ 1} .

Enfin, soit Rma,-,,(t;é, M) la fiabilité du composant a l'instant t. Comme on applique une maintenance
préventive toutes les M heures, on a :

vt e [Mm,(M+1)m[,  Rmain(t;8, M) = R'™ (t:8, M),

main

ou an'z),-n(t; 6, M) correspond a la fiabilité du composant sachant qu'il a déja eu m maintenances avant

I'instant t. Dans le cas o m = 0, et sous I'hypothése que le composant est initialement neuf, on a

R© (t;8, M) = Ro(t;8). Par récurrence, nous obtenons I'expression suivante :
RO (6, M) = i§g (£:6, M) + 1§ (:6, M),
ou

rig) (6, M) (pr(0, 0) + pw(0, 2))Ro(t — M; B),

(66,M) = pu(0, DR:(t — M; ),
D6, M) = pu(l DRL(t — M;6),
rfé)(t;é,/\/l) = pm(1,2)Ro(t — M;0).,
et pour m>2
R (66, M) = (pu(0,0) + pum(0,2))(rsgV (£:8, M) + 1TV (£:6, M)),
K6 6,M) = (0, 1)(r D (86, M) + D (¢, 6, M)),
A6, M) = pu(1, )T (66, M) + (¢, M),
A8 M) = pu(1.2)(riy Y (88, M) + (77D (86, M)).

Méthodologie d’évaluation de la dégradation intrinséque

On décrit ici la méthodologie proposée pour estimer les paramétres du modéle de dégradation intrinséque
et étudier I'impact d'une autre périodicité de maintenance préventive. Cette méthodologie est schématisée
sur la figure pour le cas d'un composant soumis a deux mécanismes de dégradation.

Etape 1 On commence par estimer la fiabilité du composant a partir des données du REX a I'aide du
premier modéle. Nous estimons ainsi la fiabilité du composant correspondant a la maintenance préventive
appliquée en service (nous rappelons que les effets de la maintenance préventive sont implicitement inclus
dans les données). On note R,ex(-;§) I'estimation de la fiabilité a I'instant t.



2.3. COMPOSANT SOUMIS A PLUSIEURS MODES D'ENDOMMAGEMENTS 23

Etape 1 : estimation de la fiabilité Etape 2 : prise en compte de la
a partir du REX maintenance dans le modele
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Figure 2.4 — Résumé de la méthodologie proposée

Etape 2 On estime ensuite les paramétres du second modeéle en minimisant la distance (par exemple, celle
de Cramér-von Mises) entre les fiabilités fournies par les deux modéles (pour la périodicité de maintenance
appliquée en service). On va donc déterminer les paramétres 6 tels que les fiabilités Ryex(+; 5) et Ronain(-; 6, M)
soient les plus proches, ol M représente la périodicité de la maintenance préventive appliquée en service. On
propose d'utiliser la distance de Cramér-von Mises (notée dc,n) définie par :

. +o0o N N2 N
deM(er M) = / (Rmain(t; 9, M) - Rrex(t; 9)) frex(t; 9) dt
0

ol frex (resp. Frex) représente I'estimation de la fonction de densité (resp. fonction de répartition) du temps
de fonctionnement du composant estimé a partir des données de retour d'expérience. On obtient donc :

6= argmingeRidCVM(é, M),

oll, en pratique, la distance dCVM(é, M) est estimée par la méthode de Monte-Carlo.

Ce choix de méthode d'estimation des parametres du modeéle de dégradation avec maintenance résulte de
la nature du REX qui ne permet pas directement un ajustement du modeéle incluant la maintenance a partir
des données. En effet, les données disponibles sont obtenues suite a une dépose d'un moteur en centre de
réparation. Les raisons de cette dépose peuvent étre diverses, par exemple, suite a |'allumage d'un voyant
d'alerte, a un événement en service ou encore lors d’'une maintenance préventive. Cependant, lors d'une
dépose pour une raison quelconque, une maintenance est effectuée sur le composant incriminé, mais un
autre composant peut également étre inspecté de part sa proximité ou parce qu'il semble endommagé. |l
n'est donc pas toujours possible d’identifier la raison de la maintenance effectuée sur un composant : la
dépose est-elle due a une maintenance programmée ou a une inspection opportuniste ? Nous ne pouvons
donc pas estimer directement le paramétre 8 sur les données issues du REX puisque nous ne savons pas
quelles sont les données correspondant a un retour dii @ une maintenance préventive.
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Chapitre 3

Modéles de dégradation continue

La plupart des processus utilisés pour modéliser une dégradation continue appartiennent a la famille des
processus de Lévy (processus a accroissements indépendants et stationnaires). Plus particuliérement, trois
processus sont les plus fréeqguemment employés : le mouvement brownien avec tendance linéaire (positive),
les processus de Poisson composés et le processus gamma. Seul le premier processus est a trajectoires
continues presque siirement, les deux autres étant des processus a sauts positifs (on parle de processus
de Lévy spectralement positifs). Ceci justifie en partie que le mouvement brownien avec tendance linéaire
a été utilisé pour modéliser une dégradation bien que n'étant pas a trajectoires monotones. Le processus
gamma peut étre interprété comme la limite d'un processus de Poisson composé. Pour un état de I'art sur
I'utilisation du processus gamma (avec applications en maintenance), on pourra consulter I'article de van
Noortwijk [184]. Les processus de Lévy ont tous une tendance linéaire. Cela constitue une hypothése parfois
trop restrictive quand on s'intéresse a la modélisation d’une dégradation. Donc, dans certains cas, on essaye
de relacher I'hypothése de stationnarité des accroissements. Une solution possible consiste a dilater I'échelle
de temps d'un processus de Lévy par une fonction déterministe, croissante et bijective sur R..

Il est d'usage d'associer a ces processus de dégradation un temps de défaillance défini comme le temps
de franchissement d'un seuil considéré comme critique (dans le sens, par exemple, ol au-dela de ce seuil le
niveau de sécurité n'est plus garanti). Ainsi, pour un modéle de dégradation donné, on peut distinguer trois
types de question.

1. Loi du temps d'atteinte d'un seuil (ce seuil est généralement supposé constant et déterministe, mais
on pourra aussi envisager le cas d'un seuil critique aléatoire indépendant du processus de dégradation) :
on s'intéresse dans ce cas a la loi du temps de panne et a d'éventuelles propriétés de vieillissement
(IFR, IFRA, NBU, etc).

2. Estimation des paramétres du modéle : il est assez naturel de s'intéresser a |'estimation des paramétres
d'un modéle de dégradation. Il s'agit de problémes d'inférence paramétrique, semi-paramétrique ou
non-paramétrique selon le modele considéré. Les observations correspondent, en général, a des mesures
de dégradation d'un ou de plusieurs processus indépendants a un ou plusieurs instants.

3. Définition et optimisation d'une politique de maintenance : pour un modéle de dégradation donné et
un temps de défaillance associé, il est possible de définir une politique de maintenance. Cette politique
de maintenance dépend de colits associés a chaque type d'actions possibles et de paramétres que
I'on peut chercher a optimiser sur la base d'un critére (fonction de colt a minimiser). En général, on
considére le colit unitaire asymptotique en utilisant la théorie asymptotique du renouvellement.

Dans ce chapitre, plusieurs modéles de dégradation continue sont étudiés. Dans la premiére section, on
considére le processus gamma non-homogéne. Dans le cadre de la thése d'A. Salami, nous nous sommes
intéressés a la loi du temps d'atteinte d'un seuil critique pour ce processus, le seuil critique pouvant étre
déterministe ou aléatoire (et indépendant du processus de dégradation). La deuxiéme section est consacrée
a I'étude statistique du processus gamma perturbé par un mouvement brownien (supposé indépendant du
processus gamma) sans ou avec covariables. Ce travail, en collaboration avec L. Bordes (UPPA), fait égale-
ment partie des travaux de thése d'A. Salami. La troisiéme section porte sur une généralisation du modéle
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précédent (mais sans covariables). En effet, avec L. Rabehasaina (Université de Franche-Comté), nous avons
considéré un subordinateur perturbé (par un mouvement brownien) comme modéle de dégradation. Pour ce
modeéle, nous avons étudié le probléme du temps de passage d'un seuil critique déterministe. Comme les
trajectoires d'un tel processus ne sont pas monotones, il y a deux choix possibles pour définir un temps
de panne, suivant la discussion de Barker et Newby [58] : le premier ou le dernier temps de passage du
niveau critique, le premier cas étant le choix classique. Les lois de ces deux temps de passage sont étudiées
dans cette section. Dans la quatriéme section, toujours en collaboration avec L. Rabehasaina, nous avons
considéré un processus gamma évoluant dans un environnement aléatoire. Cet environnement est modélisé
par un processus markovien de saut binaire et influence le processus gamma a travers sa fonction d’'échelle
linéaire par morceaux (la pente dépend du processus binaire). Enfin, dans la derniére section, nous étudions
le cas d'un processus de Wiener retardé. En effet, dans certains cas, le composant ne commence pas a se
dégrader tout de suite une fois en service, mais uniquement aprés une période de latence aléatoire.

3.1 Processus gamma non-homogéne [16]

Pour commencer, on rappelle la définition du processus gamma afin de bien fixer les notations. Soit £ € R
et 1 = (n:)+>0 une fonction croissante telle que 1g = 0 et lim¢_,oo M = 00. On dit que (D;) est un processus
gamma s'il satisfait : (1) Do = 0; (2) ses accroissements sont indépendants; (3) ses accroissements sont
de loi gamma. Plus précisément, pour tout t et §, D15 — D; est une variable aléatoire de loi gamma de
paramétre (s — N:, €). En particulier, cela implique que toutes les marginales sont de loi gamma. Pour
tout t > 0, la densité D; est donnée par :

. 1 x\ M e
0= gty (5) €00
ol I'(+) est la fonction gamma. L'espérance de D, est donc égale a £m; et la variance de D; a £2n;.

Un cas particulier souvent considéré dans la littérature est celui de la fonction de forme 7 linéaire (n: = at).
Dans ce cas tres particulier, (D;) est un processus a accroissements stationnaires : pour tous t et §, Dyy5— Dy
et D; ont la méme loi. Alors, (D;) devient un processus de Lévy. Quelques cas non linéaires ont également
été étudiés. Le cas non linéaire le plus fréquemment étudié est celui ou ny = at?, souvent sur la base d'études
empiriques qui permettent de justifier ce choix. Cependant, pour des problémes d'inférence statistique sur
ce modéle, le paramétre B est souvent supposé connu et donné par un jugement d'expert. Récemment,
Wang a proposé un estimateur semi-paramétrique pour un processus gamma non homogéne, avec effets
aléatoires [186] ou (éventuellement) en présence de covariables [185]. On considére ci-dessous la loi du
temps d'atteinte d'un niveau critique par un tel processus. Le niveau sera supposé déterministe dans un
premier temps, puis aléatoire dans un second temps.

3.1.1 Temps d’atteinte d’un seuil déterministe

Soit ¢ une constante positive correspondant au seuil critique de dégradation. On considére alors le temps
de panne T, associé :
Tc=inf{t>0; D; > c}.

Puisque le processus stochastique (D;) est croissant, on a la relation suivante :
Vt>0, P[T:>t]=P[D: <]

Le théoréme ci-dessous généralise un résultat de Park et Padgett [I145] (qui avaient uniquement considéré
le cas linéaire) :

Théoréme 3.1.1 La fonction de répartition de T, est donnée par :

VE=0, Fr(t)= (e, c/)

F(ne)
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ot T'(-,-) est la fonction gamma incompléte supérieure. De plus, si ) est dérivable, la densité de T, est :

/ Nt
Vt>0, fr.(t)=mn (\U(m) — log (2)) 7(?2;;)/5) + nz:(tnt) (2) 2F2(Ne, neime + 1, M + 15 —c /),

ou V est la fonction di-gamma (ou dérivée logarithmique de la fonction gamma), (-, -) est la fonction
gamma incompléte inférieure et »F» est la fonction hypergéométrique généralisée d’ordre (2,2).

D’autres expressions ont été proposées dans le cas stationnaire (voir I'état de I'art sur le processus gamma
proposé par van Noortwijk [184] et les références dedans). Partant de remarques faites par Frenk et Nicolai
[93], nous avons la relation suivante : T @ n~1(T.) ot 71 est la fonction réciproque de 7 et oti T, est le
temps de panne associé au processus gamma homogeéne de fonction de forme t et de paramétre d'échelle

£. On en déduit alors une approximation un peu grossiére du temps moyen avant panne (MTTF) :
E[Te] = E[n(To)] =~ n M (E[T.]).

De plus, Bérenguer et al. [61] ont obtenu I'approximation suivante :

E[T,] ~ % + %

En utilisant ces deux approximations, on obtient :

E[T]~n <g + ;) :

Comme remarqué par Park et Padgett [145], la loi de Birnbaum-Saunders peut étre utilisée pour approcher
la loi ci-dessus dans le cas linéaire. En effet, puisque la loi gamma est infiniment divisible, on peut utiliser
le théoréme de la limite centrale pour obtenir une approximation. Soit t > 0 fixé et Y; = Dy, — Dy, avec
ti=it/npouri€e{0,..., n} :Y; est de loi gamma de paramétres (&, ., —Mr._, ). En appliquant le théoréme
de la limite centrale de Lindeberg-Feller, on a :

De—&ne _ 3maYi—€me d g q),

gm gm n—o0

D'ou il résulte I'approximation suivante :

_ 27:1\/1*57715 C*&"]t]w B (C*g"h>: \/? %_ <
P[T. < qt] =P N >q£m ~1-¢ N (D e\V e Véne ) )"

oli ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. On retrouve bien la loi de Birnbaum-
Saunders dans le cas linéaire.

3.1.2 Temps d’atteinte d’un seuil aléatoire

Depuis un article d’Abdel-Hameed paru en 1975 [47], quelques auteurs ont étudié le probleme de la loi
du temps d'atteinte d'un niveau aléatoire. On supposera ici que le seuil critique C est une variable aléatoire
indépendante du processus gamma (D;).

Seuil de loi exponentielle

Partant de I'expression de la fonction de répartition donnée dans le théoreme [3.1.1} on peut en déduire
I'expression de celle de T¢ lorsque C est une variable aléatoire de loi exponentielle.

Théoréme 3.1.2 Supposons que C est une variable aléatoire de loi exponentielle d’espérance A. La fonction
de répartition de T¢ est donnée par :

Vt=0, Fr.(t)=1—-(14¢&/XN7™,
De plus, si m est dérivable, la densité de T¢ est :

VE>0, fr.(t)=n(1+&/X)™log(1+ &/N).
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On regarde maintenant briévement quelques propriétés de vieillissement dans ce cas [a. On commence par
rappeler les notions classiques.

Définition 3.1.1 Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition F. Soit R sa fonction de
survie, H = —In R son taux de risque cumulé et h son taux de risque instantané (s'il existe).

1. (IFR/DFR) F est a taux de risque croissant (resp. décroissant) si et seulement si H est convexe (resp.
concave). Si h existe, cela équivaut a la croissance (resp. décroissance) de h.

2. (IFRA/DFRA) F est a taux de risque croissant (resp. décroissant) en moyenne si et seulement si H
est étoilée (resp. anti-étoilée), i.e. si et seulement si t — H(t)/t est croissante (resp. décroissante).

3. (NBU/NWU) F est meilleure (resp. pire) neuve que vieille si et seulement si H est sur-additive (resp.
sous-additive), i.e. si et seulement si, pour tout (t,s) € R3, H(t+s) > H(t)+H(s) (resp. H(t+s) <
H(t) + H(s)).

Ces notions sont reliées entre elles de la maniére suivante. D'un coté, on a IFR = IFRA = NBU; et,
d'un autre coté, on a DFR = DFRA = NWU.

Dans le cas d'un seuil aléatoire de loi exponentielle, les propriétés de vieillissement découlent immédia-
tement du théoréme précédent puisque le taux de risque cumulé est égal a la fonction de forme n, a une
constante prés.

Proposition 3.1.1 La loi de T¢, lorsque C est de loi exponentielle, est
1. IFR (resp. DFR) si et seulement si m est convexe (resp. concave),
2. IFRA (resp. DFRA) si et seulement si n est étoilée (resp. anti-étoilée) ;
3. NBU (resp. NWU) si et seulement sim est sur-additive (resp. sous-additive) .

Ces résultats peuvent en fait étre aussi obtenus en appliquant le théoréme 1 dans [47], puisque la loi
exponentielle est a la fois IFR et DFR, IFRA et DFRA, etc.

Seuil de loi gamma
Le cas d'un seuil de loi gamma peut également étre calculé de maniére similaire.

Théoréme 3.1.3 Supposons que C est une variable aléatoire de loi gamma de paramétres (X, u). La fonction
de répartition de T¢ est donnée par :

(e +w) E\ ™ A\ _ RS
FTc(t)—r(er)r(m)(HA) (1+£> 2F1(1,nt+u,u+1,w)_

De plus, si m est dérivable, la densité de T¢ est donnée, pour tout t > 0, par

fr (1) = T (e T R) ( ¢ )“( A )m
e Mu+ D) \E+x) \E+a
_Iog<£+>\ 13 )+ 13 11F§;ﬁbl[nt+u+1,2:1,nt;1; K3

| . § §
A))QH(LW‘*‘N:M"‘L&_’_)\ >\+$/J'+ 2,,U,+2?']t+1,*, myxﬁ_g

(w(m + 1) — P(ne)

ou F22::12,'01 est la fonction de Kampé de Fériet [50].

Frenk et Nicolai [93] ont obtenu une expression différente (a une erreur prés) pour la fonction de répartition

Tc quand u € N :
ARV RIS AY
s (o) TE ) ()

Jj=0
En appliquant le théoréme 1 dans [47], on peut en déduire des propriétés de vieillissement.

Proposition 3.1.2 La Joi de T¢, lorsque C est de loi gamma de paramétres (X, u), est
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1. IFR (resp. DFR) si et seulement si m est convexe (resp. concave) et > 1 (resp. p < 1),
2. IFRA (resp. DFRA) si et seulement si m est étoilée (resp. anti-étoilée) et > 1 (resp. < 1),
3. NBU (resp. NWU) si et seulement si m est sur-additive (resp. sous-additive) et > 1 (resp. u < 1).

La loi gamma peut étre utilisée pour approcher la loi de Dirac en un point donné. Donc, on peut utiliser la
proposition ci-dessus pour obtenir des propriétés de vieillissement dans le cas d'un seuil constant déterministe.
En effet, la limite d’une suite de fonctions convexes, si elle existe, est convexe [70].

Proposition 3.1.3 Soit ¢ > 0 un seuil fixé. La loi T, est :
1. IFR si et seulement si m est convexe,
2. IFRA si et seulement si m est étoilée;

3. NBU si et seulement si m est sur-additive.

Les calculs ne sont pas aussi aisés dans le cas général. Une solution consiste a utiliser les lois de type
phase pour approcher une loi positive donnée pour C [140]. En effet, soit C une variable aléatoire positive et
C,, une variable aléatoire de loi de type phase telle que C,, converge en loi vers C quand n tend vers l'infini.
On en déduit que T, converge en loi vers T¢ quand n tend vers l'infini. Les deux propositions précédentes
peuvent donc étre utilisées a ces fins-la. En effet, il existe un certain nombre d'articles dans la littérature
sur la fagon dont les mélanges de lois exponentielles (appelés lois hyper-exponentielles) et les mélanges de
loi gamma peuvent approcher une loi positive [68]. De nombreux logiciels ou packages de logiciel ont été
développés pour ajuster une loi de type phase a une loi donnée. Par exemple, Asmussen et al. [54] ont proposé
un algorithme EM. Malhotra et Reibman [I29] ont étudié I'approximation par des lois de type phase pour
des lois apparaissant plus spécialement dans les modéles semi-markoviens : loi de Dirac, loi log-normale et
loi de Weibull. lls affirment que la loi log-normale peut étre bien approchée par un mélange de lois d'Erlang
(chacune des lois d'Erlang ayant le méme nombre de phase pour réduire le nombre de paramétres). lls ont
aussi considéré la loi d’Erlang pour approcher la loi de Weibull avec taux de risque croissant. Pour une loi de
Weibull avec taux de risque décroissant, une loi hyper-exponentielle peut étre considérée, voir [88] ou [174]
(et leurs illustrations numériques).

3.2 Processus gamma perturbé [6), 43]

La principale partie de la thése d'Ali Salami a porté sur I'inférence statistique du processus gamma perturbé
par un mouvement brownien (indépendant du processus gamma). On considére le modéle de dégradation
suivant :

vVt >0, D(t)=G(t)+oB(t),

oll G est un processus gamma homogéne de paramétre de forme a et de paramétre d'échelle £, ¢ est un
mouvement brownien indépendant de G et o une constante (qu'on peut supposer étre positive sans perte de
généralité en utilisant la propriété de symétrie du mouvement brownien). Pour &tre plus précis, Gy est une
variable aléatoire de loi gamma de paramétre (a, £) dont la densité est :

&'Oct 1
f(x) = Y e ™ Ty sy

Par rapport au modéle précédent, on a donc une fonction d'échelle linéaire, i.e. Ny = at.

Ce modeéle peut étre justifié de deux maniéres distinctes selon le regard que I'on porte sur un modéle.
Du point de vue de la modélisation méme, on peut voir la perturbation brownienne soit comme reflétant
les erreurs de mesure (la dégradation n'est pas mesurée parfaitement, mais elle est bruitée), soit comme
reflétant des petites réparations (action de maintenance de bas niveau) ou des petites dégradations (en plus
de la dégradation intrinséque modélisée par le processus gamma). Il n'est pas rare d'étre confronté a des
données correspondant a des trajectoires de dégradations non toujours croissantes. Du point de vue de la
statistique, ce modele peut étre utilisé a des fins de sélection de modéles. En effet, ce modéle englobe deux
des approches les plus classiques dans le domaine : tout d'abord, on a évidemment le processus gamma
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pur si o = 0; ensuite, lorsque a/€ tend vers une constante u > 0 et que a/&? tend vers zéro, alors le
processus gamma est dégénéré en devenant une droite affine de pente u et donc on obtient le mouvement
brownien avec tendance linéaire (positive). Ainsi, on pourra construire des tests afin de choisir parmi un de
ses modéles.

L'environnement dans lequel un systéme fonctionne influe en général sur la dégradation de celui-ci. Il est
donc naturel d'intégrer des covariables dans un modéle de dégradation. Différentes maniéres de les inclure
dans des modéles ont été proposés. Nous avons déja vu (voir la partie précédente) I'approche proposée par
Lawless et Crowder [125]. Ici, nous retenons I'approche proposée par Bagdonavicius et Nikulin [55] dans le
cas du processus gamma pur. Nous nous sommes restreints au cas de covariables ne dépendant pas du temps
et nous avons suppose que les covariables n'agissent que sur la dégradation liée au processus gamma. Si
x = (xW, .. x(p)) est un vecteur de covariables, alors, conditionnellement a x, alors le modéle précédent
devient :

Vt>0, D(t)=G (teﬁTX) +0B(t),

ouB=(B,... ﬁp)T est un vecteur de paramétres inconnus. Il en résulte que G est désormais un processus
. . ~ 1P T

gamma stationnaire de paramétres d'échelle ¢ et de forme ae® *. De plus, on suppose que le vecteur de

covariables x est une observation de vecteur X de densité fx par rapport a une mesure o-finie u, de RP.

3.2.1 Inférence dans le modéle sans covariable [6]

On suppose qu'on observe la dégradation de n systémes indépendants et identiques. Deux situations ont
été étudiées. Dans le premier cas, on considére que les systémes sont observés au(x) méme(s) instant(s)
et on notera N le nombre de ces instants. Dans ce cas, les accroissements sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées. On peut donc facilement appliquer la méthodes des moments
pour estimer les paramétres du modeéle : 8 = (¢, a, 72). Deux régimes asymptotiques sont considérés : 1) n
tend vers l'infini et N est fixé; 2) n et N tendent vers I'infini. Dans la seconde situation, on considére que le
cas général ou le nombre d'observations par systéme ne sont pas nécessairement identiques et |'asymptotique
porte uniquement sur n.

On suppose que l'on observe n processus gamma perturbés indépendants et de méme loi, notés
DM, .. D" Le j-éme processus est observé N; fois aux instants 0 = tjg < tj; < --- < tin. On
pose At,J =t;j—tij-1et AD;; = Dg'l) D(') | qui sont des variables aléatoires indépendantes. On note m(k)
les moments non-centrés :

it~ [0}

et ﬁ,(jk) les moments centrés :
) =E [(AD; — E[AD])"].

On a trois moments linéaires en temps :

a 2a
m® = At D = < +72) Aty et mP = ZAg;

ij ¢ ij €2 ij ¢3
On pose :
m®) mM /At
m=| m® | = ( /nt; | = F(9).
m *<J3)/Atu
Les moments empiriques m,, sont :
r77,(71) ) ADj;/At;

) n - n N 1)
o= | 7? | = (Z’V') » (AD,J—At,Jmn ) /At

%573) i=1 =1 j=1 (ADU-—At,Jmnl)) /At
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On peut donc alors construire I'estimateur de 6 par la méthode des moments :
0, = ().
Partant d'une loi des grands nombres pour des variables indépendantes [I50], on montre la convergence
de I'estimateur 6,

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothéses

() £ 506" (3 N) <

n=ql j=1

(H2) 3d,, VieN , Vjed{l, ..., Ni}, Aty < qd,

5,, converge p.s. vers 6 quand n tend vers I'infini.
Le théoréeme central limite de Lindeberg-Feller permet de montrer la normalité asymptotique des moments
empiriques. En appliquant la d-méthode, on en déduit la normalité asymptotique de 6,

Théoréme 3.2.2 Sous les hypothéses (Hi), (Ha) et

=1 =1 j=1
il existe une matrice symétrique définie poszt/ve > telle que :

(Z N,-) - (5,, - e) — N(0,3).

Cette matrice ¥ est décrite explicitement dans [6]. On peut donc utiliser ce résultat pour donner des
intervalles de confiance asymptotiques. Nous avons également étudié I'interprétation des hypothéses requises
dans les théorémes précédents. En particulier, nous avons construit des situations ot |'estimateur proposé
est convergent et/ou asymptotiquement normal. Nous avons également étudié le comportement de cet
estimateur sur la base de données simulées.

(Hs) Yue{0,1,3}, lim (ZN) ZZAt = ¢, <0,

3.2.2 Inférence dans le modéle avec covariable [43]

On doit donc estimer un paramétre supplémentaire 3. On suppose que |I'on observe n processus gamma

perturbés indépendants et de méme loi, notés pw D Ces processus sont observés aux mémes ins-
tants sur I'intervalle de temps [0, 7] : 0 =ty < t; < --- < ty avec tj = jT/N (N est donc le nombre
d'observations par processus). On observe aussi les n vecteurs de covariables x, . . ., Xp ASSOCiées aux pro-

cessus de dégradation.
On propose ici un estimateur de moindres carrés en deux étapes. On commence par estimer () = (v7.8)
avec vy = a/€ en minimisant :

n N ] 2 n N i 'YT T 2
i—1 =1 i=1 j=1

Puis on estime 62 = (o, 72) en minimisant :

ol (62),60)) = 22 ({AD(’)(Q] - m® (x,-,ém)>2
i=1 J
n N

_ZZ<[ AD{ ( fj} mé?))(xl)g ms) () T2T/N)2_

=1 j=1
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On suppose que la covariable x est la réalisation d'un vecteur aléatoire de densité fx par rapport a la
mesure p, sur R?. On a donc une loi des grands nombres :

2
P T 1
A (607) L2 0y (o) = [ {DX (N) —m®) (x)] fie(x) ditp (x)
" () (p2 a1 _Pr 2) a1 o (T @) Nk
n
d (9< ), g >) £ d, (e< ) g >) — /Ego {DX (N> —m?) (x, o >)} Fe(x) dizp (x) .

Nous avons démontré un résultat général pour une procédure d'estimation de moindres carrés en deux
étapes :

Lemme 3.2.1 On suppose que :
1. © est un ensemble compact

2. Pour i€ {1,2}, 6 — d; (0) est continue et vérifie :
— d;(6) > q0,
— d1 (0) a un unique minimum en 981) €6y,
— d» () a un unique minimum en 6y € ©.

3. sup [[d™ (8) — d (8) | -2 0.
96@ n—oo
Alors (§n)n>qo converge en probabilité vers 8y quand n tend vers I'infini.
On peut donc appliquer ce lemme & notre situation :

Proposition 3.2.1 Sous les hypothéses suivantes :

(A1) © est un ensemble compact tel que 6y € O ety #0
(A2) X est un vecteur aléatoire uniformément borné

(As) Soit A C RP tel que p, (X) =0. Il existe xq, . . ., Xp+1 € A tel que :
(a) Vie{l,..., p+1}, fx(x)>0
(b) pour tout i € {1,..., p+1} on pose & = (1 xT). Alors %1,..., Xp+1 sont linéairement
indépendants,

A Pr
ona6, —— 6.
n—oo
Nous avons également montré la normalité asymptotique :

Théoréme 3.2.3 Sous les hypothéses (A1) — (Asz) et
(As4) pour tout 6 € ©, | (0) est inversible
(As) il existe une constante € > 0 et des fonctions Ey, x, tels que :

1 — r
ki kB X;
sup |- xe —Exk, (B)) —— 0,
BEB(Boe) | N ; PR n—ee
ou :

1 if kk=0
ok _ X if k=1
’ xixIif k=2
xix x¥2 if k=4

il existe une matrice symétrique définie positive ¥, telle que :
Jn (5,7 - 90) 4 N(0, ).
n—o0

Cette matrice X, est décrite explicitement dans [43].
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3.3 Subordinateurs perturbés [14]

On s'intéresse ici a une classe plus large de processus de dégradation que précédemment. En effet, on
considére ici le modéle de dégradation suivant :

YVt >0, Dt:Gt+GBt (331)

ol (G¢) est un subordinateur, i.e. un processus de Lévy croissant (le processus gamma est donc un subor-
dinateur). Puisque les sauts du processus (D;) sont dus au subordinateur et sont positifs, on dit que (D;)
est spectralement positif. Ce processus est caractérisé par son exposant de Lévy ¢p défini par :

YueR, E[eP] =exp(tpp(u)) = exp(tps(u)) exp(f%tu202),

oll ¢ est I'exposant de Lévy du processus (G;) qui, en toute généralité, est caractérisé par un réel i € R
et une mesure Q dont le support est inclus dans R \ {0} tels que :

be() = ifu+ [ (e~ 1 i1 (0)Q().
R\{0}

Comme (G¢) est un subordinateur, ¢g(u) peut aussi s'écrire ainsi :

w6(u) = i+ /O e — 1Q(d),

avec u = 0.

Le temps de panne d’'un composant est traditionnellement obtenu a partir d'un modéle de dégradation en
considérant le premier temps d'atteinte T, d'un niveau critique ¢ > 0. Le premier temps de passage dans le
linéaire (on I'appellera aussi processus de Wiener), correspondant au cas oli G = ut, u > 0, la loi de T, est
la loi gaussienne inverse, voir par exemple [75]. Le second cas est celui du processus gamma pur (i.e. 0 =0
et (G;) est un processus gamma), cela a été étudié, comme on I'a vu précédemment, par exemple par Park
et Padgett [145].

Un des objectifs de ce travail est de discuter de la notion de temps de panne pour cette famille de processus
dont les trajectoires ne sont pas croissantes. En effet, récemment, Barker et Newby [58] ont proposé de
considérer plutdt le dernier temps de passage du seuil critique comme instant de défaillance. Ce choix est
justifié par le fait que, méme si {D;, t > 0} passe au-dessus du seuil critique ¢ impliquant que le composant
est temporairement dégradé, il peut encore revenir en-dessous de ¢ @ moins que ce soit le dernier temps de
passage du niveau c. Puisqu'aprés le dernier temps de passage, le processus ne reviendra plus en-dessous
du seuil ¢, cet instant peut donc étre légitimement considéré comme le temps de panne du systéme. La
situation devient plus complexe car, a la différence du premier temps de passage, le dernier temps de passage
n'est pas un temps d'arrét (intuitivement, il faut connaitre le futur pour pouvoir dire qu'un temps de passage
est le dernier). Cette discussion n'a évidemment de sens que pour des processus dont les trajectoires ne sont
pas croissantes.

Un des inconvénients de ces modeéles est que, pour tout t, D; peut étre négatif avec une probabilité
strictement positive. Ce probléme peut étre contourné en considérant la version réfléchie du processus (D;)
défini de la facon suivante :

YVt >0, Dj:=D;— inf (DsADO0). (3.3.2)
0<s<t

Intuitivement, Dj est égal a D; quand ce dernier est positif et est égal a zéro tant que D, est négatif. Ce
type de processus apparait dans de nombreux domaines en probabilités appliquées, voir par exemple chapitre
4.1 of [120]. Le processus réfléchi constitue donc une approche intéressante pour modéliser une dégradation.

Dans la premiére partie, on considére la loi du temps de premier passage. Pour cela, via une approximation,
on calcule la transformée de Laplace de T. conjointement avec une fonction de pénalité dépendant de
|'undershoot et de I'overshoot du processus :

¢w(58,b) =E [e 7w (Dr,_, Dr.)] (3.3.3)
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ol 6 > 0 et w une fonction continue et bornée. On comparera cette approche avec celle récemment
développée dans le cadre général des processus de Lévy, reposant sur les fonctions d'échelle. Dans la seconde
partie, on considére donc le dernier temps de passage du seuil critique. Nous avons calculé la fonction de
répartition du dernier temps de passage, ainsi que la transformée de Laplace du dernier temps de passage
conjointement a I'overshoot et I'undershoot. La transformée de Laplace du dernier temps de passage pour le
processus réfléchi est également obtenue. Dans [14], on a également proposé une application a un probléme
de maintenance inspiré de I'article de Barker et Newby [58] et pour lequel on peut calculer les quantités
intervenant dans cette application.

3.3.1 Premier temps de passage comme instant de panne

On considére donc ici le premier temps de passage d'un seuil déterministe b > 0 par le processus perturbé
{D;, t>0}:
Tc=inf{t>0; D; > c}
qui est presque sirement fini (car lim;_,o, Dy = +00 presque slirement). On étudie la loi de (T, D1.—, Dt.) en
déterminant la quantité . Dans la suite, on notera ¢(9, ¢) au lieu de ¢, (6, ¢) s'il n’y a pas d’ambiguité.
Dans [14], trois exemples sont traités afin d'illustrer nos résultats : processus de Wiener, processus gamma
perturbé et processus de Poisson composé perturbé avec des sauts de loi de type phase.

Approche par les fonctions d’échelle

Il est également possible d'obtenir la loi jointe du temps de premier passage T, et de Dr. (overshoot) a
I"aide des fonctions d’'échelles. On rappelle la proposition suivante, voir par exemple Kyprianou et Palmowski
[121], qui donne la transformée de Laplace de T :

Proposition 3.3.1 Pour tout § > 0, on définit la fonction d’échelle W®) via sa transformée de Laplace :

/ e WO (x)dx =

: ROETI

et la fonction Z9 par : ;
ZO(x) =1 +5/ W® (y)dy,
0

ot p(8) est la solution de I'équation de Lundberg wp(X) = 6. Alors,
0
Ele 7] = 2O (¢) — ——W®(c). (3.3.4)
p(6)
Précisons que, dans [I2I] (comme dans la plupart des articles), Kyprianou et Palmowski considérent le
cas de processus spectralement négatif alors qu'ici on a affaire a un processus spectralement positif. Il faut
donc appliquer le résultat de Kyprianou et Palmowski au processus D; := —D; avec Dy = c¢. De maniére

similaire, le résultat obtenu par Biffis et Kyprianou [63] donne une expression de (3.3.3)) a I'aide des fonctions
d'échelle.

Théoréme 3.3.1 Soit Dy,_ := sup;.t. D¢ le dernier maximum avant le temps d’atteinte du niveau c. On
5
E[e " w(Dr.—,D7.,Dr._)] = / Lsyyw(u+c,—v —c, —y — c)K®(du, dv, dy),
(0,400)3

ot la fonction w(-, -, ) vérifie w(-,c,-) =0 et
KO (du, dv, dy) = e POV [W@)’(c —y) = p(EW®O (¢ — y)} Q(du + v)dydv.
En particulier,

ow(d, c) = /(o+ . w(u+c,—v—c)KDW)Q(du + v)dv (3.3.5)

ou K9(v) = / e PO=) [W(‘”’(c —y) = p(EW®O(c - y)} dy.
y=0
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Les remarques suivantes seront utiles pour la suite.

Remarque 3.3.1 (Régularité des fonctions d’échelle) Une condition nécessaire pour la fonction W) de-
finie dans la proposition soit différentiable est que (D) ne soit pas a variation bornée, ce qui est le cas
grace a la composante gaussienne (i.e. o > 0). En effet, Chan et al. [I79] ont montré que W) est deux
fois différentiable si o > 0.

Remarque 3.3.2 (Valeur initiale de la fonction d’échelle) D'aprés le lemme 8.6 p.222 dans [120],
comme (D;) n'est pas a variation bornée, on a W (0) = 0.

L’approche donnée par la proposition [3:3.3] a tout de méme un codt qui est I'inversion de la transformée
de Laplace ci-dessus nécessaire pour calculer la fonction d'échelle. Cependant, récemment, des expressions
explicites de W) ont été obtenues dans des cas particuliers, voir par exemple [106] et [87].

Approche par les équations de renouvellement

Une autre maniére de calculer I'équation consiste approcher la partie a sauts du processus (G;)
par un processus de Poisson composé. Cette technique a été déja été proposée par Garrido et Morales dans
le cadre de subordinateur non perturbé (pour plus de détails, voir I'appendice A.1 dans [95]). On peut alors
appliquer des résultats existants en théorie de la ruine pour obtenir le résultat suivant. On rappelle que la
convolution de deux fonctions f et g de [0, +00) dans R est définie par f x g(z) = fOZ f(x)g(z — x)dx.

Proposition 3.3.2 Soit w(x) := ["w(x,y —x)Q(dy). La fonction (&, -) = ¢w (8, ) satisfait 'équation de
renouvellement :
¢(6,c) = (5, -) x 9(3,-)(c) + h(s, c) (3.3.6)
ou les fonctions g(-, ) et h(-,-) sont définies par :
a6y) = = / Y o l2u/o* o) y—9) / e P09 (dx) ds (33.7)
o 0 s
hG.y) = e-lauredly 4 2 / Y 2/ o)) / T e POy (x)dxds.  (3.3.8)
' o2 0 s

Autrement dit, la fonction ¢(0, c) est donnée par :

$(6.0) =D _g™(8,) x h(6,-)(8, ). (33.9)

k=0

Ci-dessous, on expliqgue comment il est possible d'approcher le processus (G;). Comme affirmé précédem-
ment, on peut I'approcher ponctuellement par une suite de processus de Poisson composés ((S(t, n))>0)nen
telle que :

1. (5(t, n))nen est croissant pour tout t > 0,
2. put+lim,_ o S(t, n) = Gy pour tout t > 0,
3. pour tout n, (S(t, n))¢=o est d'intensité A, = Q(1/n) et la fonction de répartition des sauts est P,(x)
avec : _ -
Po(x) = WH{X>1/H}
otl Q(x) := Q([x, +00)).

Cette approximation est particuliéerement intéressante lorsque A, = Q(1/n) — Q(0) = Q([0, +00)) = +o00
quand n — oo, i.e. lorsque le processus a une infinité de (petits) sauts sur tout intervalle de temps (ce qui
est le cas du processus gamma). Intuitivement, {S(t, n), t > 0} est obtenu en supprimant tous les sauts de
taille inférieur a 1/n. Puisque {S(t, n), t > 0} est croissant et tend vers {D;, t >0}, on a :

TNy T, n— oo, ps., (3.3.10)
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ol T est le temps de premier passage du niveau ¢ par le processus {Df, t > 0} défini par D} = ut +
S(t,n) + oB; pour tout t > 0 et pour tout n € N. On rappelle que T/ est aussi presque slirement fini et
que T/ peut étre interprété comme le temps de ruine dans un probléme d'actuariat. On s'intéresse donc a
la transformée de Laplace ¢,(8) := E(e %" w(D%, , D%,)) de T/ avec la fonction de pénalité w(-,-) pour
tout § > 0. Soit p, = p,(d) la solution positive decl’équafcion suivante :

o2

5 Pn -+ Ko (3.3.11)

xn/ e PPy (x) = Ay + 6 —
0

appelée équation de Lundberg généralisée. On commence par montrer la convergence de p,, quand n — oo.

Proposition 3.3.3 Quand n — oo, p, converge vers I'unique solution p > 0 de I'équation de Lundberg
généralisée : )
o
§- 50 =9s(p) < 6=e0(p) (3.3.12)
On peut alors appliquer & T un résultat de Tsai et Wilmott (voir le théoréme 2 dans [182]) :

Théoréme 3.3.2 Soit w une fonction bornée et continue. On pose :
n() = [ wx.y = x)dPy(y).

Alors, b+ ¢n(8, ¢) ;== E(e "¢ w(D?1,_, D1,)) satisfait I'équation de renouvellement suivante :

Gn(0, ¢) = dn(8, ) * gn(6, -)(c) + hn(d, ¢) (3.3.13)
ol les fonctions g,(+,-) et h,(-,-) sont définies par :
200 [V 2w/ tonN-s) [ g=pa(8)(x=5)
gn(6,y) = 2 e lmek/omTPnlO)Iy =S e P9 d P, (x)ds (3.3.14)
0 s

hn (0, y)

e T-2u/o> o)y 2%2 / Y o l2u/o*4,(8)](y-9) / T e -9y (x)dxds. (3.3.15)
0 s

En passant a la limite dans le théoreme [3.3:2] on obtient la proposition [3:3:2]

On conclut cette partie par un résultat qui combine les propositions [3.3.2] et [3:3.1] donnant une expression
explicite de la fonction d'échelle :

Proposition 3.3.4 La fonction d'échelle W) est donnée par :

WO (x) = /X e PO H(5, y)dy (3.3.16)
0
avec !
H(6, x) == WO (x) — p(6)W® (x) = —@ i [g*%(6, ) + g**(8,-) x (8, ) (6, x)] (3.3.17)
k=0

ot g(6, ) est donnée par (3.3.7) et h'(8,-) est la dérivée de h(é,-) avecw =1, i.e.
2 e _
B8, y) = —[-2u/02 + p(8)]e [2u/o*+e@)ly 4 = /y e 172w/ eI Q(x) dx
2 Y oo _
C[ou/o? + p(5)]§/ o [-2/0%+p(8)](y ) / PO (x)dxds. (3.3.18)
0 s
On remarquera que I'équation ({3.3.16|) nécessite de calculer la série apparaissant dans I'équation ([3.3.17)),

ce qui peut étre difficile a calculer en pratique.

Remarque 3.3.3 Soit T} le premier temps de passage du niveau ¢ du processus réfléchi {Dj, t > 0}. |l
est possible d'obtenir, a partir de la remarque 4 p.14 dans [84], une expression de la transformée de Laplace
de T conjointement avec |'overshoot et de 'undershoot, i.e. ]E[e‘éTgﬂ{D*T*iedyv D;*Edz}]. Cette expression

repose sur la fonction d'échelle W) et la mesure de Lévy vp(+) du processus non réfléchi (D;).
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3.3.2 Dernier temps de passage comme instant de panne

Soit L. et L% le dernier temps de passage respectivement par les processus (D;) et {Df, t > 0} du niveau
c:

Lei=sup{u>=0; D,<b} et Li:=sup{u>=0; D} <b}

qui sont bien définis car lim¢_, oo Dt = lim¢_, o Df = 400. On cherche ici a obtenir des résultats sur la loi
de L. et de L%. En partant d'un résultat de Kyprianou et al. [122], on montre le théoréeme suivant :

Théoreme 3.3.3 Pour tout t > 0 et a € R,
(e e]
P(L.<t)= / E[D,]W(a — b)fp,(a)da
c

et
P(L. > t, Dy € da) = [1 — E[D1]JW(a — b)]fp,(a)da

ot fp,(.) est la densité de D; et W(.) = W@ () avec § = 0. De plus, pour tout § > 0, et pour tout
b>y >0, w >0, la transformée de Laplace de L. conjointement avec I'undershoot et overshoot est
donnée par :

- . 1 -
Ele™**“I(p-p,,_cdy, Di.—beaw}] = {ep(é)(b Vs = WO(b—y) | dy [1 - e PO™]Q(dw + ).
©p(p(9))

(3.3.19)
Pour le cas du processus réfléchi, on a montré le résultat suivant :

Théoréme 3.3.4 La transformée de Laplace de L% est donnée par :
E[e7%] = E[Dl]/ W'(a— b)¢(d, a)da
C

ot $(5,a) = E[e 0] = ¢,,(6,a) avec w = 1.

3.4 Processus gamma modulé par un processus markovien [38]

Dans plusieurs articles, des covariables et/ou des effets aléatoires ont été introduits dans un processus
gamma afin de prendre en compte |'environnement et/ou une hétérogénéité entre individus. Par exemple,
un effet aléatoire a été considéré par Lawless et Crowder [125] qui supposent que le paramétre d’'échelle
est aléatoire. Quant a BagdonaviCius et Nikulin [55], ils ont proposé un modéle de dégradation accélérée
en dilatant I'échelle de temps par des covariables dépendant du temps. Cependant, dans tous ces travaux,
les covariables (dépendant ou pas du temps) sont supposées étre déterministes. Dans cette section, on
étudie un processus gamma qui intégre des covariables qui évoluent selon un processus markovien de sauts
(supposé indépendant du processus gamma sous-jacent). Pour des raisons de simplicité, on se restreint au
cas d'un processus markovien binaire, mais tout ce qui suit peut s'étendre facilement au cas multivarié. Ce
processus markovien représente |I'environnement dans lequel I'unité est utilisée. Par exemple, on suppose que
le composant est utilisé alternativement sous une condition de stress nominal (état 0) et sous une condition
de stress accéléré (état 1). Pour des modéles similaires, on pourra regarder [167], [195] [194], [175].

Dans la premiére sous-section, on définit le modéle pour lequel on donne des propriétés de base. Un tel
modéle est appelé processus gamma modulé par un processus markovien ou encore processus gamma avec
changement de régime markovien. Ensuite, on étudie la loi du temps d'atteinte d’'un niveau critique par ce
processus, ainsi que des propriétés de comparaison stochastique. Enfin, dans la derniére sous-section, on
considere deux politiques de remplacement associées a ce processus.
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3.4.1 Modéle de dégradation avec un environnement aléatoire
Dynamique de la covariable

La covariable (ou conditions de sollicitation) est modélisée par un processus markovien binaire (J(t)). On
note A\ (resp. u) le taux de transition de I'état O vers I'état 1 (resp. de I'état 1 vers I'état 0). Alors, le
générateur infinitésimal Q est donné par :

9= (_lj\ —Au> |

On rappelle qu'un processus markovien (sur un espace d'état discret) est caractérisé par son générateur
infinitésimal et par sa loi initiale v. Pour tout t > 0, la matrice de transition entre les instants O et t est
égale a P = exp(tQ) et donc la loi de J(t) est vexp(tQ). Dans le cas d'un processus binaire, pour tout

t>0, (Au)t
1 A EAROLEVAD N
Atp \B A Atp \—K W

Il en résulte que son unique loi stationnaire 7 est :

b
™= (AK“) .
pe

Dans un cas plus général, on supposera que (J(t)) est un processus markovien homogeéne, irréductible et
récurrent. Souvent, la matrice de transition ne peut pas étre calculée explicitement.

Dynamique de la dégradation

Le processus de dégradation (D(t)) proposé ici est un processus gamma non-homogéne de fonction de
forme (n(t)) et de paramétre d'échelle €. La fonction de forme est linéaire par morceaux et aléatoire car
dépendante du processus des covariables (J(t)) de la maniére suivante :

N(T2n) + co(t — T2p) if Top <t < Topgr
vneN, n(t)=
N(Tont1) + o1 (t — Tong1)  if Topp1 < t < Topgo

ol (Tn)n>0 sont les instants de sauts de (J(t)), avec par convention 7o = 0 et n(0) = 0. La suite de variables
aléatoires (7,)n>0 €st un processus de renouvellement alterné.

Ce processus peut aussi étre décrit en considérant ses accroissements ainsi que ceux dans le cas non-
modulé. Soit (D©(t)) (resp. (DM (t))) le processus gamma homogéne de paramétre de forme o (resp.
o) et de paramétre d'échelle €. Alors, conditionnellement a (T,)n>0, On a :

d
vt € (Tva 7-2n+1], D(t) — D(TQH) (:) D(O)(t — 7-211)

et
d
Vt € (Topt1, Tont2],  D(t) — D(T2ny1) @ D(O)(T2n+1 —t)

—~
~

oll = signifie "égalité en loi".

3.4.2 Loi du temps de panne

Comme de maniére classique, le temps de panne associé a ce processus est défini comme le premier instant
pour que le processus gamma modulé par un processus markovien atteigne un niveau fixe ¢ > 0 :

Te=inf{t>0; D(t) >c}.
Comme (D(t)) est aussi un processus a trajectoires croissantes, il en découle qu'on a :
Vt>0, P[T:>t]=P[D(t)<c].

Dong, il est suffisant d'étudier la loi de D(t) pour tout t > 0. Dans la suite, on commence par rappeler des
résultats connus pour le processus gamma non-modulé. Ensuite, on s'intéressera au cas modulé.
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Cas d’un processus gamma non-modulé

Park e Padgett [I45] ont obtenu I'expression suivante pour la fonction de répartition de T.. Pour tout
t>0,
_ (at, c/§)
 (at)

ou (-, -) est la fonction gamma incompléte supérieure. lls ont également I'expression suivante pour la densité.
Pour tout t > 0,

Fr.(t) = P[D(t) > c] (3.4.1)

1 c\*
+—= 1= F(at,at;at+ 1, at +1;—c/€),
g (5) /)
ou VW est la fonction di-gamma (ou dérivée logarithmique de la fonction gamma), «y(-, ) est la fonction
gamma incompléte inférieure et »F> la fonction hypergéométrique généralisée d'ordre (2,2). Voir [48] ou
[98] pour plus de détails sur les fonctions spéciales.

Cas d’un processus gamma modulé

Considérons maintenant le cas d'un processus gamma modulé par un processus markovien. Soit A 4 le
temps d'occupation de I'état O sur I'intervalle de temps [0, t] par le processus markovien binaire (partant
initialement de I'état 0) :

t
Ap,g :/o Iy(uy=o0du.

Ce type de variable aléatoire a été étudié dans la littérature, voir [I19] et les références dedans. Dans ce
papier, Kovchegov et al. [I19] ont obtenu une expression explicite pour la transformée de Laplace de la
densité de Ao s pour tout processus markovien de sauts. Dans le cas particulier d'un processus binaire, la
densité généralisée a été obtenue pour la premiére fois par Pedler [148] : pour tout v € [0, t],

A
fA[O,t](u)du _ e‘“ét(u) 4 e M emh(t-u) [X/o (2 Apu(t — U)) + ; iLLIIJ 1 (2 Auu(t — U)>‘| du,
ol 0; est la masse de Dirac au point t et /, est la fonction de Bessel modifiée de la forme :

i 1 Z\ 2k+r
Wz =S — = (2 f 1,
(2) kz:_ok!F(k—l—r—l—l)(Q) o forr=

La loi de A,y peut étre vue comme un mélange entre une loi de Dirac (correspondant a I'événement
qu'aucun saut ne s'est produit entre O et t) et une loi absolument continue.

La propriété d'indépendance des accroissements du processus gamma ainsi que I'hypothése d’indépendance
entre le processus gamma de base et le processus markovien de saut impliquent I'égalité en loi suivante :

(d)
D(t) = DO(Lp4) + DD (t — Do q).

Ainsi, en conditionnant sur A[O,t]x on obtient I'expression suivante :

[t Mogu + ai(t —u), c/€)
P[T. > 1] _/O {1 e o) | fea(u)dn (3.4.2)

en utilisant le fait que la convolution de lois gamma avec le méme parameétre d'échelle est de loi gamma.
Il semble difficile d'obtenir une expression plus explicite. Cependant, des calculs numériques peuvent étre
menés facilement car les fonctions de Bessel sont déja implémentées dans de nombreux langages ou logiciels
scientifiques.
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Comparaison stochastique

Soit TC(O) (resp. Tc(l)) le temps jusqu'a la panne pour le processus gamma D@ (resp. DM)). Le résultat
suivant, assez naturel et intuitif, établit un ordre stochastique entre les trois de temps de panne.

Théoréme 3.4.1 On a TV <. To <o T,

Comme il est bien connu, ce résultat implique un ordre entre les temps moyens jusqu'a la panne (MTTF) :
E[TM] < E[T] < E[TP)].

En utilisant une approximation du MTTF (dans le cas non-modulé) obtenu par Bérenguer et al. [61], on
obtient des approximations pour les bornes inférieures et supérieures du MTTF dans le cas modulé (a
condition que ¢/£ soit assez grand) :

1 /fc 1 1 fc 1
w(E+3)smmas g (5+2).

En fait, il est possible d'obtenir des relations explicites entre les fonctions de survie ST(O> et ST“) respec-
tivement de T” et TSP, En effet, en partant de leurs expressions (voir I'équation , ona:

Yt >0, STél)(t) = STC(O) (vt)

avec v = a1 /agp > 1. Donc, on a IE[Tc(l)] = fy‘l]E[TC(O)]. Il 'en découle que leurs densités o) e f o) vérifient
I'identité suivante :
vVt >0, ch(l)(f) = ’Yf.[_c(o) (vt)

et, enfin, leurs fonctions de risque hT(O) et hT(l) :
Vvt >0, h-[-c(l)(t) = ’Yh.[_c(o) (vt).

Abdel-Hameed [47] a montré que 70 (et donc aussi Tc(l)) a un taux de risque croissant. Alors, pour tout
t >0, hyo(t) > hpo(t). Ces relations seront utiles plus loin.

3.4.3 Etude de deux politiques de remplacement

Dans cette sous-section, on considére deux politiques de remplacement, la politique de remplacement par
blocs (block replacement policy) et la politique de remplacement selon I'dge (age replacement policy). Pour
plus de détails sur ces politiques de remplacement (ainsi que sur d'autres), on pourra consulter respective-
ment les chapitre 5 et 3 dans [136]. Ces politiques de remplacement dépendent d'un unique paramétre o
correspondant au délai entre deux inspections successives induisant un certain cot. On peut alors s'inté-
resser au délai inter-inspection optimal d,. Pour cela, on considére le colit asymptotique par unité de temps
défini ainsi : c

C(d) = lim f(é),
t—o00 t

oll C¢(0) est le colit sur l'intervalle de temps [0, t] quand I'unité est inspectée aux instants (kd)xen. Comme
il est bien connu, en appliquant la théorie du renouvellement, on a :

c(8) = co(it moyen sur un cycle
~ durée moyenne d’'un cycle’

Politique de remplacement par blocs

On suppose que le niveau de dégradation d’une unité ne peut étre mesurée que durant des inspections
(i.e. il n'y a pas de mesure en continue de la dégradation) et que, a chaque remplacement, I'unité est
remplacée par une unité neuve ou bien est parfaitement réparée (As Good As New - AGAN), la durée de
remplacement/réparation étant supposée étre négligeable. De plus, les remplacements ne peuvent avoir lieu
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qu'aprés une inspection (en particulier, il n'y a pas de remplacement au moment de la panne et I'unité est
indisponible entre la panne et la prochaine inspection.
[l existe donc deux colits différents : le colit ¢, de remplacement d'une unité et le colit ¢, d'indisponibilité.
Ona:
e + (0 = To)4] _ &+ fy Fro(u)du)
0 0 '

ou Fr. est la fonction de répartition du temps jusqu'a panne T.. On a :

E
Cbrp (5) =

gm} Cbrp(6) =+00 € 6HTOO Cbrp(é) = Cy.

On note 0, := argmingsqCprp(9). En dérivant I'expression ci-dessus du co(t, d, est la solution de I'équation
suivante par rapport a t :

Burolt) = [ (u)du = B[Telrece] = (< 1)

u

La solution ne dépend donc des deux colts ¢, et ¢, a travers leur rapport (et donc ne dépend pas de I'unité
monétaire considérée, ce qui est trés intuitif). Puisque ¢y, est croissante avec E[T.] comme limite, il en
résulte que 4, est finie si E[T.] > ¢,/c, et infinie autrement.

La comparaison stochastique entre les trois temps jusqu'a défaillance induit une relation similaire entre
les trois fonctions de cofits :

W6 >0, Cia(8) < Corp(8) < Ci(0),
ou C,g% et Cgi; sont les fonctions de cots associées aux processus D(®) et D). Cependant, cet ordre n'est

plus respecté pour les fonctions qbf?%, Porp et qbfjlrij. En fait, on peut au moins montrer que ¢$L et qbfjlri) se
croisent. Cela vient du résultat suivant dans un cadre plus général avec des lois uni-modales (en utilisant des

notations similaires a celles précédentes).

Théoréeme 3.4.2 Soit X et Y deux variables aléatoires positives telles que X =<s+ Y et telles que les lois
absolument continues de X et de Y sont uni modales de mode respectif mx # 0 et my avec mx < my.
Alors, il existe un unique point § tel que dx(t) > ¢y (t) pour tout t < §, ¢x(8) = ¢y () et dpx(t) < dy(t)
pour tout t > §.

On conjecture I'existence et |'unicité du mode pour TC(O) (et donc aussi pour Tc(l)), ce qui est supporté par
plusieurs calculs numériques. Soit mg et my les modes des lois de TC(O) et de Tc(l). En partant de la relation
entre les densités de TC(O) et de Tc(l), ona:

¥t >0, flo(t) =7 f0(rt),

et donc :
0= fé(l)(ml) = ’)’2%0) (ym1) = f;—c(o) (ymo).

Ainsi, mg = ym; > my. Alors, en utilisant le résultat ci-dessus, on obtient I'existence et I'unicité du point

d'intersection § des fonctions (,bg% et qbf)l,a]. En conséquence, on conclut que :

§ <50 <o i g0 = 0 < o/
(59) < 6£0) <0 otherwise

Politique de remplacement selon I'age

On considére ici une autre politique de remplacement. Une unité est remplacée soit dés qu’'elle tombe en
panne, soit quand elle atteint un dge § (a condition que la panne ne soit pas survenue entre les instants 0
et §, § = oo signifiant que le remplacement n'a lieu que suite a une panne). Il y a donc, ici également, deux
colits : ¢f correspondant a un remplacement d’une unité en panne et c,r < ¢r correspondant & une unité
encore en état de marche. On a :

crFr.(6) + Cor ST.(0)

CorelO) = T




42 CHAPITRE 3. MODELES DE DEGRADATION CONTINUE

Lorsque ¢ tend vers I'infini, puisque cela correspond au cas de remplacements uniquement suite a une panne,
il est facile de voir que Ca,.p(é) tend vers ]E[T] = Carp(oo). _ _

D'apres I'ordre stochastique entre les trois temps jusqu’'a panne et puisqu’'on a supposé que Cpr < Cf, il
en découle qu'une relation similaire existe entre les trois fonctions de colits :

Vo > 0, C(O) (6) < Carp(é) C(l) (6)'

arp arp

ol Cg,p et C;(,,,p correspondent aux fonctions de colit associées aux processus DO et D). De plus, la
comparaison entre les MTTF implique que I'ordre est aussi respecté a la limite :

CL9 (00) < Carplo0) < C(0).

arp arp

Soit §, 1= argmingoCarp(0). L'ordre entre les fonctions de colits ne peut pas étre utilisé directement pour
essayer d'établir un ordre entre les délais optimaux d,, 6&0) et 6£1). Si T¢ a une fonction de risque strictement
croissante et continue et si hr_(o0) > c¢r/(E[Tc](cr — car)), alors 8, est I'unique solution finie de I'équation
(voir le théoreme 3.2 dans [136]) :

br. (1) —/m(t)/ Sr.(u)du — Fr.(t) =

Cf — Cnf

Nakagawa ([136], page 74) a démontré que ¢7. est une fonction strictement croissante (pourvu que hr, soit
continue et strictement croissante). Ce résultat implique que 651) < 6(0) a condition que h 70 satisfasse les
conditions ci-dessus (Abdel-Hameed [47] a montré la croissance de cette fonction). En effet du lien entre

hT(O) e hTm, on en déduit que :
c c

VE20, ¢ro(t) =dro(rt) > dro(t),

du fait de la croissance de d)T@ et puisque vy > 1. En conséquence, 59) < (5&0).

3.5 Processus de Wiener avec période d’initiation aléatoire

La plupart des modeles classiques supposent que le composant se dégrade dés qu'il est mis en service.
Cependant, dans de nombreux cas, la dégradation ne débute qu'aprés une certaine période d'initiation (ou de
latence). Le probléme devient plus délicat car cette période est en général inconnue (aléatoire) et rarement
observée exactement (durée censurée). Il existe seulement quelques articles traitant de ce type de modéle.
Par exemple, Liao et al. [101] ainsi que Nelson [139] ont étudié un modéle de type trajectoire de dégradation
(degradation path). Peng et Feng [149] ont considéré le modele de croissance logistique de Verhulst avec
un taux de croissance aléatoire démarrant a un instant aléatoire et & un niveau aléatoire, comme modele de
dégradation. Enfin, Zhang et Liao [193] ont considéré un processus gamma avec effet aléatoire et période
d'initiation aléatoire.

Dans [45], on considére un autre modéle de dégradation ainsi qu'un autre modéle d'échantillonnage par
rapport aux articles cités plus haut. Le modéle de dégradation (X(t)):>o est la suivant :

X(t)=0 vt e [0,S)
{ X(t)=u(t—S)+oB(t-25) Vt €[S, 00),

ol S est une variable aléatoire positive absolument continue (de fonction de répartition Fs), indépendante
du mouvement brownien (B(t))s>0 : 0 correspond a I'instant ou le composant est mis en service et, aprés
un délai S, le composant commence a se dégrader. Autrement dit, (X(t))s>o est un processus de Wiener
de tendance p et de volatilité o2, démarrant a I'instant aléatoire S.

Dans la premiére sous-section, on commence par introduire plusieurs notations utiles par la suite et on
énonce un lemme important. Dans la sous-section suivante, on propose une méthodologie pour estimer les
différents parameétres du modéle dans le cas d’une hypothése paramétrique pour la loi de S. On supposera
que n copies indépendantes Xy, ..., X, du processus stochastique X sont observées aux mémes instants
réguliérement espacés 0,9, 26, . . ., md = 7. On s'intéressera enfin a I'estimation du temps moyen jusqu'a
panne (MTTF).



3.5. PROCESSUS DE WIENER AVEC PERIODE D'INITIATION ALEATOIRE 43

3.5.1 Notations

L'instant ol commence a se dégrader un composant n'est pas observé puisque le niveau de dégradation
est connu seulement aux instants d'inspection 0, 8,26, ..., md = 7. On introduit alors le temps d'inspection
aléatoire ol la mesure de dégradation est non nulle pour la premiére fois. Pour le i-eme composant, on R;
la variable aléatoire a valeurs dans N* tel que (R; —1)0 < S; < R;d. La loi de R; s’exprime facilement en
fonction de celle de S, :

VreN*, PR =r=P[(r—1)6<S; <rd]=Fs((r—1)8) — Fs(rd),

ol Fs est la fonction de survie de S. Nous allons distinguer trois cas importants.

1. Si R; > m, cela signifie que S; > md = T et donc X;(j6) = 0 pour tout j € {0, ..., m}. Ces individus
apportent de I'information uniquement sur la loi de S (censure a droite). On note Ay I'ensemble des
individus dans cette situation et Ny son cardinal.

2. Si R; = m, cela signifie que (m—1)0 < S < md et X;(j6) = 0 pour tout j € {0,...,m — 1}
mais X;(md) # 0. Une seule mesure de dégradation non nulle est observée, mais elle ne peut pas
étre (facilement) utilisée pour estimer u et o2. Aussi, on ne considérera que ces individus apportent
également de I'information uniquement sur la loi de S (censure par intervalle). On note N7 I'ensemble
des individus dans cette situation et N; son cardinal.

3. Si Rj < m, alors au moins deux mesures non nulles de dégradation sont observées et ces individus
apportent de I'information sur tous les paramétres du modéle. On note N>, I'ensemble des individus
dans cette situation et N4 son cardinal.

Le vecteur aléatoire (Ng, Ny, N ) est de loi multinomiale de paramétres (n; Fs(T), Fs(T—6)—Fs(T), Fs(T—
0)). En particulier, on a :
E[No] = nFs(7), E[M]=n[Fs(T—-06)—Fs()] et E[Noy] = nFs(T—0).

On considére ensuite le nombre aléatoire Q, d’accroissements strictement positifs pour les individus de Aoy :

Qn=Y_ (m=-R)

€N+

si Moy est un sous-ensemble non vide et @, = 0 autrement. Si Ao, est vide, cela signifie qu'aucune
dégradation n'est observée sur I'ensemble des n individus et, dans ce cas, aucune estimation ne peut étre
fournie. A partir de maintenant, on supposera que N> est non vide. Conditionnellement a N>, # 0 (ce qui
équivaut a Ny # 0), Q, est une variable aléatoire discrete a valeurs dans {1,...,(m — 1)n}.

Enfin, on introduit le vecteur aléatoire K = (K1, ..., Km) tel que, pour tout r € {1, ..., m},

n n
Kr = Zﬂ(r_1)5<51§r5 = E HR,‘:;’,
i=1 i=1

qui est de loi binomiale de paramétres n et Fs((r—1)8) — Fs(rd). Le nombre aléatoire @, d'accroissements
strictement positifs peut aussi étre exprimé a l'aide de K :

m—1

Qn=>_(m—)K;. (3.5.1)

j=1
Le lemme suivant donne d'importants résultats sur Q.
Lemme 3.5.1
1. Pour tout o € [0, 1),
Qn Pr
— ——

n% n—oo
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2. Soit a(m, 1) = % Jm:_ol Fs(t/m). On a

Qn Pr
— —— ma(m, T).
n n—oo

3. Conditionnellement a @, > 0, I'espérance de Q' tend vers zéro quand n tend vers I'infini :

3.5.2 Estimation des paramétres

Les observations seront utilisées pour estimer soit les paramétres de la loi de S, soit les paramétres du
processus de Wiener.

Estimation des paramétres de la loi de S

Comme expliqué précédemment, tous les individus apportent de I'information sur la loi de S, mais la
nature de I'information peut étre différente : les individus du sous-ensemble Ay correspondent a des durées
censurées 3 droite, alors que les individus du sous-ensemble A7 UN>, correspondent a des durées censurées
par intervalle.

On suppose que la loi de S appartient a une famille paramétrique de loi de probabilités. On note par 6 € ©
le paramétre inconnu, oll © est un espace euclidien, et par Fs(+;6) la fonction de répartition de S (au lieu
de Fs(-) comme précédemment). La fonction de log-vraisemblance est donnée par :

m
£(6|data) = Nglog Fs(7:0) + > _ K, log (Fs((r — 1)5:8) — Fs(r6;9)) .
r=1
L'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 peut étre calculé numériquement en maximisant la fonction
ci-dessus (il n'y a pas d'expression explicite dans le cas général) :

6, = argmaxgcof(6]data).

Sous des hypothéses de régularité sur Fs (par rapport a ), on peut montrer que I'estimateur du maximum
de vraisemblance 6,, de 6 est asymptotiquement normal. Pour des raisons de simplicité, on considére le cas
d'un paramétre uni-dimensionnel pour la loi de S et on suppose que 8 € R. On a :

m

OeFs(T;0) Z K BoFs((r —1)6) — 89F s(rd)
Fs(T:6) " Fs((r—1)8) — Fs(rd)

2 (6|data) = N
r=1
ol Oy est la dérivée partielle par rapport a 8. Ainsi, 5,7 est solution de I'équation #'(6|data) = 0. En appliquant
une version de la -méthode pour des vecteurs aléatoires définis implicitement proposée par Benichou et Gail
[6Q] et en utilisant la convergence en loi de (K4, ..., Km) vers un vecteur gaussien, la normalité asymptotique

de 6, en découle. La variance asymptotique est obtenue en calculant I'information de Fisher. La dérivée
seconde (par rapport a 8) de la fonction de log-vraisemblance peut étre décomposée de la maniére suivante :

¢'(6ldata) = Nog(6) + > _ K:9,(8),

r=1

ou

[02.Fs(7:0)] Fs(7:60) — [8eFs(T;6)] 2
[Fs(r;0)]°

avec 832 désignant la dérivée partielle seconde par rapport a 0 et ot

9(0) =

1 — — 2
) = e —Fauh 9)]2{ ~ [06F s((r — 1)6:6) — B5F s(16:6)]

+ [0 Fs((r = 1)8:6) — 0 Fs(r6:0)] [Fs((r — 1)8:6) - Fs(r5:6)] }.
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Alors, I'information de Fisher est égale a :
m
1) = —Fs(1:0)9(6) = Y [Fs((r — 1)6:8) — Fs(r6:0)] g(6).
r=1

Exemple 3.5.1 Supposons que S est de loi exponentielle de paramétre A. Dans ce cas, |'estimateur du
maximum de vraisemblance X\, est calculable explicitement :

/X llog( No'T—F(SZ;n:HKr >

" \NoT 4+ 6% L, (r — DK,

En appliquant les résultats précédents, on a :

Vi (Rn =) = N(0, %),

A6 __1)2 . . L . - .
ol p? = % On notera que la variance asymptotique p? est décroissante avec § décroissant. De

plus, on peut facilement calculer sa limite quand § tend vers zéro (dans ce cas, les temps d'initiation sont
observés de maniére exacte, mais tronqués a droite) :

2
5 A
0 ] e
60 1 — e AT
Ensuite, quand T tend vers I'infini, cette limite tend vers A2 qui est la variance asymptotique de I'estimateur
du maximum de vraisemblance lorsque les durées sont observées de maniére exacte et sans troncature.

Estimation de p et o2

Pour tout / € Aoy et tout j € {1,..., m — R;}, on pose AX;; = Xi((Ri +/)8) — Xi((Ri +j — 1)d). Ces
accroissements sont des variables aléatoires i.i.d. de loi normale de moyenne ud et de variance 025. On en
déduit un estimateur naturel pour w :

m—R;
> > Xy Qu

~ iEN2y =1 1
Mn = = Zp,
5> (m=Ry) 5th;
IEN2
ou Zy,..., Za, sont les accroissements rangés dans |'ordre lexico-graphique (par exemple). De méme, un
estimateur naturel pour o2 est le suivant :

Qn
~2 1 ~ 2
= — Zh — O0lhn)”.
0, 5(Qn — 1) ;( h Hu )

Ces estimateurs s'expriment donc comme des sommes d'un nombre aléatoire de variables aléatoires. De
nombreux articles ont étudiés des théoréemes de la limite centrale pour un nombre aléatoire d'observations.
Ici, nous pouvons appliquer, par exemple, un résultat de Rényi [I61] pour montrer la normalité asymptotique

de [, et de 62, en utilisant le lemme[3.5.1]
Proposition 3.5.1
1. [k, est asymptotiquement normale :

2
V@G- w) o (0.5 )

et

2
ﬁ(ﬁn—mﬁN(o,me),

ot a(m, T) est donné dans le lemme|3.5.1}
2. 02 est asymptotiquement normale :

VQn (02 —0?) ﬁ N (0,20%) .
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3.5.3 Estimation du temps moyen jusqu’a la panne

Comme pour tout modéle de dégradation, on peut définir le temps de panne comme T, le premier temps
d'atteinte d'un niveau critique ¢ donné :

Te =inf{t > 0; X(t) > c}.

Soit T, le premier temps d’atteinte du niveau ¢ par un processus de Wiener partant de 0 a I'instant 0. On
rappelle que T, est de loi inverse gaussienne de paramétres c/u et ¢/o (voir [75] pour une référence générale
sur cette loi). Pour le modéle étudié ici, T, et S + 'fc sont égaux en loi, S et 7’C étant indépendants. Il en
résulte que le temps moyen jusqu'a panne (MTT F) est tout simplement donné par :

c
MTTF =E[S] + —.
n
Supposons que 8 € © C R. Le temps moyen jusqu'a panne peut étre estimé par :

E[S] = /O " Fs(u By)du.

Sous les mémes hypothéses de régularité sur Fs (par rapport a ) que précédemment, on en déduit que E[S]
est un estimateur asymptotiquement normal de I'espérance de S en appliquant la §-méthode :

NG (E’[§] - IE[S]) LNy (o, 1(6)! (/oo BeFs(u; 9)du)2> .
n—oo 0

Il en découle que /\ﬁ/—_n = Iﬂg] + ﬁ—cn est un estimateur asymptotiquement normal de MTTF avec une
variance asymptotique égale a :

1(6)~* (/OOO OoFs(u; 9)du>2 + co’

urra(m, )’



Chapitre 4

Prise en compte des incertitudes dans
certains modeéles en fiabilité

Une question importante, mais guére peu abordée dans la littérature, porte sur I'intégration et/ou I'impact
des incertitudes sur une politique de remplacement ou de maintenance. Ce probléme peut étre abordé de
deux maniéres possibles : soit une approche bayésienne, soit une approche fréquentiste. Dans la premiére
section, avec N. Bousquet (EDF R&D), M. Fouladirad (Troyes) et A. Grall (Troyes) [7], nous avons proposé
une procédure d’'estimation bayésienne pour le processus gamma dans le but d'optimiser une politique de
maintenance conditionnelle. Ensuite, dans la seconde section, en collaboration avec M. Fouladirad (Troyes)
et A. Grall (Troyes), nous avons opté pour une approche fréquentiste pour I'étude d’une politique de rem-
placement. Les paramétres d'un modeéle de durée de vie n’étant pas connus, ils sont estimés et donc on
n'obtient au final qu'un estimateur du délai optimal et du colit optimal : quelles sont les propriétés de ces
estimateurs ? On peut considérer ce probléme comme une étude de sensibilité.

4.1 Inférence bayésienne pour le processus gamma [7]

Comme expliqué en introduction, un des principaux problémes est celui de I'inférence statistique des mo-
déles de dégradation. La plupart du temps, une approche fréquentiste est considérée. Quand on dispose d'avis
d'experts, une démarche bayésienne constitue une alternative intéressante et peut améliorer la robustesse
des estimateurs [23-25]. La capacité des approches bayésiennes a gérer les incertitudes dans des modéles de
dégradation a été expliquée dans [26]. Mener une étude bayésienne informative induit une premiére étape
d'explicitation de la loi a priori qui refléte bien I'information fournie par les experts. Cette tache est difficile
puisque soumise a des choix subjectifs. Il est donc fondamental que ce choix puisse étre compris des experts,
des ingénieurs fiabilistes et des preneurs de décision, comme cela a été indiqué dans [27]. Une seconde tache
est la proposition d'unz régle simple et claire pour I'estimation du délai optimal de maintenance. Souvent,
un systéme est supposé étre en panne dés que la mesure de dégradation est supérieure a un seuil critique
pré-déterminé, ce qui conduit a une opération de maintenance corrective. Les fondements théoriques de la
décision bayésienne permet de construire de tels estimateurs possédant des propriétés souhaitées [23-25], en
minimisant une fonction de co(it moyennée par la loi a posteriori.

Dans ce travail, nous proposons une approche permettant de répondre a ces deux objectifs dans le cadre
du processus gamma homogeéne. On notera que des approches bayésiennes ont déja été employées pour le
processus de Wiener homogéne ou non-homogeéne dans [28-30]. Dans la sous-section suivante, on commence
par décrire le modele d'échantillonnage, inspirée par un jeu de données disponibles chez EDF R&D. Puis,
I"approche bayésienne est détaillée, y compris dans ses aspects calculatoires. Ensuite, plusieurs fonctions de
co(it sont proposées pour définir une régle appropriée de maintenance.

47
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4.1.1 Modéle statistique

On considére un ensemble de M composants identiques soumis a un stress important pouvant provoquer
une fissuration, par exemple. On suppose donc que, pour tout k € {1,..., M}, la détérioration du k-éme
composant est caractérisée a l'instant t par une longueur de fissure Xy + : X ¢ est donc positif et croissant
dans le temps. Une fois apparue, une fissure ne peut pas étre observée avant qu’elle ne soit d'une longueur z
a cause des limitations des appareils de mesure (par exemple, les ultra-sons). On suppose que le composant
est en panne si la fissure est de longueur p > z. Notons t,, le dernier instant avant que la fissure soit
observable.

tre1 = min  {t;, Xt > 2z},
ie{l,....nc}
Pour tout k € {1,..., M}, la vraisemblance associée au k-éme composant va donc comporter différents

termes de censure en fonction t,. Un terme de censure a gauche est lié au fait que la fissure ne soit pas
observable entre les instants ty = 0 et t,, (en supposant que Xjt = 0) :

v (o 3)

P (Xm S X S-S Xiep, < Z) T T (aty,)

N b a1 . . o R )
ou «y(a, b) = fo x3~1e™* dx est la fonction gamma incompléte inférieure. Un terme de censure a droite est
lie au fait que I'on observe Zj ;41 = Xk,t,k+1 — z, qui est une borne inférieure de Zy 41 :

r (a(trkJrl - tl’k)v (Xk.frk+1 - Z)/ﬁ)
r (a(trk+l - trk))

ot (a,b) = fb°° x?~1e™ dx est la fonction gamma incompléte supérieure. Au final, la contribution des
observations dx du k-éme composant a la fonction de vraisemblance correspond a I'un des trois cas suivants :

v (e 3)

M (aty,)

P(Zkn+1 > Xty — 2) =

1. si aucune mesure exacte n'est observée :

L (a, Bldk) =
2. si une seule mesure exacte est observée,

v (et 1, 5) T (altn, =t 1), k., —2)/B)
M (atn—1) T (@(tn, — tn1))

3. si plus de deux mesures exactes sont observées,

(Xh.yn — 2)/B)

Li(a, Bldy) =

v (ot &) T (altysn — t),
(o, Bldk) = o
r (atfk) r(a(tl’k-H - tf'k)) H r(a(ti - ti—l))
I=re+2
1 Ny Ny o
% ﬁ—a(tnk—trk+1) exp{— Z Zk,i} [ H Z,f//-t’_;| .
6i:rk+2 i=rc+2 ’

La fonction de vraisemblance £(o,3|d) associée aux observations d est le produit des contributions
£1(o, Bldy), ..., Ly (o, Bldym) des M composants.

4.1.2 Estimation bayésienne

Un cadre bayésien est donc proposé ici pour estimer § = (a, 3) € R2 , mais également toute fonction des
paramétres h(0) (par exemple, un temps optimal de maintenance qui sera défini plus loin). Plus précisément,
le vecteur des paramétres 0 est considéré comme aléatoires. On lui adjoint une loi a priori de densité m(0) et
I'estimation consiste alors a obtenir la loi a posteriori w(6|d)  7(0)£(6]d) a partir des données d a travers
la fonction de vraisemblance £(6|d).
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Cadre bayésien objectif

Pour éviter des problémes bien connus portant sur le choix de la loi a priori [162], une démarche bayésienne
objective peut étre proposée [114, [191]. Particuliérement défendu par Clarke [76], une mesure a priori, non-
informative et pertinente, 7(0) est celui de Jeffreys. Il est défini comme la racine carrée du déterminant de la
matrice d'information de Fisher et il est donc intrinsequement lié a la forme de la fonction de vraisemblance
(voir [114] pour plus de détails).

Dans tout contexte bayésien objectif, la loi a posteriori est plus influencée par les données que par la loi
a priori. Aussi, les contributions correspondant aux termes de censure dans la fonction de vraisemblance
ne seront pas pris en compte ici afin de faciliter la construction de la loi a posteriori. De plus, afin de
s'affranchir d'un effet d'échelle lié a I'hétérogénéité des pas de temps entre deux observations (pour une
trajectoire mais aussi entre individus), la loi a priori est défini a partir de la loi gamma standard, c’est-a-dire
pour la vraisemblance de la premiére occurrence du processus Z. D'aprés [192], on a :

(o, B)s o % aVi(a) —1

ot Wy (.) est la fonction tri-gamma. Il n'est pas possible de déterminer la loi a posteriori de maniére explicite.
Une alternative consiste donc a utiliser des simulations de la loi a posteriori en utilisant des techniques
numeériques spécifiques comme les méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov. Cependant, il est
possible de prendre en compte la structure des données manquantes dans le modeéle pour implémenter
I'algorithme de Gibbs [163]. En effet, si toutes les statistiques manquantes Sy = > 7%, Zix; pouvaient
étre connues (directement ou bien reconstituées) sous la contrainte que Sx < z), la loi a posteriori de B
conditionnellement a o et d serait la loi inverse gamma (notée ZG) :

M M N
Blo,d ~ I (awa,Z Sk+ Y. zk,,-D.
k=1 k=1 i=rc+1

Une telle approche ne peut pas étre menée pour la loi conditionnelle a posteriori de a. La méthode de
Metropolis-Hastings peut alors étre utilisée a chaque pas dans I'algorithme de Gibbs pour produire une
chaine de Markov ergodique [163]. L'algorithme complet de simulation est décrit dans [7].

Cadre bayésien subjectif (informatif)

Comme expliqué précédemment, I'explicitation d'une loi a priori w(6) informative est plutét délicate puisque
cette approche introduit souvent un niveau de subjectivité lié au modeéle. Cependant, des informations sup-
plémentaires, telles que des avis d'experts, peuvent parfois étre d'une plus grande importance que les obser-
vations qui peuvent étre rares a cause de la fréquence des inspections et des limites des appareils de mesure.
Pour cette raison, il est donc utile de fournir une méthodologie claire pour la construction de la loi a priori,
sous la forme d'un modéle paramétrique pour 7(8), les paramétres devant avoir une interprétation concréte
pour les utilisateurs (experts et ingénieurs fiabilistes). A notre connaissance, aucun travail n'a été publié dans
ce sens pour le processus gamma, dans le contexte de la fiabilité. La plupart du temps (dans des articles
en fiabilité ou pas), la loi gamma est utilisée comme loi a priori pour des modéles non-paramétriques ou
semi-paramétriques d'intensité de défaillance [132] 108, [141]. Une approche bayésienne non-paramétrique
pour le processus gamma a été étudiée dans [176]. L'algorithme complet de simulation est décrit dans [7].

4.1.3 Reégle de décision pour la maintenance

Une fois les paramétres du modéle estimés, le temps de panne peut étre prédit et une stratégie de
maintenance peut étre proposée. On rappelle que les fissures ne sont pas observées en temps continu et
donc les données ne sont disponibles qu'aux temps d'inspection.

On note T, l'instant de panne, c'est-a-dire le premier temps d’atteinte du seuil  :

T, =inf{t > 0; X; > u}.
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La fonction de répartition de T, est donnée par :

P(T, < t) = //]P’(Xt > pla, B)m(a, Bld)dad = //w m(a, Bld)dadB.

Pour une fonction de perte L donnée, I'instant du remplacement préventif est défini comme étant I'estimateur

bayésien suivant :
ﬂ = argmin, /// L(x, t)ar(at'M/ﬁ)/r(at)ﬂ(a,mmdad,@dt (4.1.1)

ot
ou, d'aprés Park et Padgett [145],

or(at, u/B)/T(at) w\\ (et w/B)
ot - o (v (5))

at
(g) of2(at,at;at +1,at + 1, -F/B)

vt >0,

1
* at?l(at)

est la densité de T,, avec W la fonction digamma et »f» la fonction hypergéométrique généralisée d'ordre
(2,2). La méthode d'inversion de la fonction de répartition peut étre utilisée pour simuler une telle variable
aléatoire, pour un couple (o, B) donné. Il en résulte que toute fonction de T, peut étre estimée par le biais
de simulations de Monte Carlo.

Le choix d'une fonction de perte est donc d'une grande importance dans I'optique d'une stratégie de
maintenance. Différents choix de L vont mener a différentes stratégies de maintenance, certaines étant
plus conservatives que d'autres. Néanmoins, il n'est pas évident pour un ingénieur fiabiliste de déterminer
la fonction de perte. Ainsi, des choix simples et faciles & comprendre doivent étre faits pour des raisons
pratiques. Trois différentes fonctions de perte vont étre considérées ici pour répondre & ces objectifs. Leur
différence réside principalement sur la maniére dont les remplacements sont pénalisés.

La fonction de perte quadratique L1(x, t) = ||x — t||?> pénalise davantage les valeurs éloignées de celles
attendues du temps de panne. Ainsi, cette fonction est adaptée s'il est important d’'éviter des remplace-
ments ni trop précoces, ni trop tardifs. Dans ce cas, selon la théorie classique bayésienne [162], I'instant de
remplacement 71 est |'espérance de la loi a posteriori définie par :

. /// T LIOVTED) o o) agpar

qui peut donc étre évaluée par le biais d'une méthode de Monte Carlo comme expliqué précédemment. Si
Bu est assez grand, I'espérance conditionnelle de T, E(T,), est approximativement égale a 2 (Bu+ 1) [61],
alors

~ 1 1
7= [[ 2u+ 3)n(a.pla)dads,

Il s’agit de I'estimateur bayésien le plus utilisé en pratique.

Une autre fonction de perte est celle de I'erreur absolue : Ly(x,t) = |x — t|. Elle traite de maniére
similaire que la fonction de perte précédente les petits et les grands écarts aux valeurs attendues. Pour cette
fonction de perte, les instants de maintenance préventive ou corrective sont traités de la méme maniére que
les écarts, ce qui implique que les pannes ne sont pas nécessairement plus coliteuses qu'un remplacement
préventif. Ainsi, cette deuxiéme fonction de perte est plus adaptée a des systémes pour lesquels toute action
de maintenance est coliteuse et donc pour lesquels il n'y a aucun avantage a effectuer des maintenances
trop tét. Pour cette fonction de perte, I'instant de remplacement se calcule de la maniére suivante :

ce qui implique que P(T,, < 7A'u) = % Alors, I'instant optimal de remplacement 7A'u est la médiane de la loi
marginale a posteriori de T,,.

Enfin, considérons une troisieme et derniére fonction de perte définie par :L3(x, t) = Ci|x—t|¥ >+ Calx—
t|¥«<¢. Elle est congue pour pénaliser les remplacements tardifs dans la mesure ol la panne (dépassement
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du seuil @) induit un codt C; alors que I'action de remplacement préventif induit un colit C, < C;. Cette
fonction de perte va donc conduire a faire des remplacements avant la panne. Dans ce cas, I'instant optimal
de remplacement est la solution de I'équation suivante :

a% /// La(x f)ar(at'Méf)/r(at)ﬂa,md)dtdadg iy

ce qui donne :
1

Ci1+ G

Ainsi, I'instant optimal de remplacement 7A'M est le quantile d'ordre C;/C; + C, de la loi marginale a posteriori
de T, (qui peut étre, ici aussi, évaluée a I'aide d'une méthode de Monte Carlo). Plus I'écart entre C; et C,
augmente, plus les actions de maintenance corrective sont coliteuses et plus I'instant de remplacement sera
donc court.

P(Tu < 7A_) =

4.2 Analyse de sensibilité pour une politique de remplacement

Pour un modeéle paramétrique de durées de vie, on peut déterminer le délai optimal entre deux inspections
pour la politique de remplacement par blocs. Cependant, ce délai optimal dépend des paramétres de la loi
des durées de vie qui sont, en général, inconnus. Ces paramétres peuvent étre estimés, par exemple, a partir
d'un échantillon de durées de vie et cela fournit donc un estimateur du délai optimal. Il est alors Iégitime de
se poser la question suivante : quelle est la variabilité induite par la phase d'estimation ?

Aprés avoir fait quelques rappels sur cette politique de remplacement, des résultats généraux sur son
analyse de sensibilité sont établis, en se basant sur I'hypothése de normalité asymptotique des estimateurs
des paramétres. Cette hypothése permet d'utiliser la §-méthode et des variantes de celle-ci. Enfin, le cas de
la loi exponentielle est détaillée.

4.2.1 Reésultats généraux sur I'analyse de sensibilité

On commence par rappeler la définition de la politique de remplacement étudiée, ainsi qu'un certain
nombre de résultats connus (voir le chapitre 5 dans [136], par exemple). Puis, en utilisant une généralisation
de §-méthode au cas de variables aléatoires définies implicitement, on établit des résultats généraux sur
I"analyse de sensibilité.

Rappel sur la politique de remplacement

Soit T la durée de vie d'un composant. Supposons que la loi de T dépend de paramétres 8 € © C R”. On
utilise les notations usuelles : fr(+; 8) pour la densité de T, Fr(+; 6) pour sa fonction de répartition et St(+; 9)
pour sa fonction de survie. On suppose que I'état du composant n’est connu qu'au moment des inspections :
la panne d'un composant n’est donc pas détectée immédiatement. Un composant décelé en panne lors d'une
inspection est remplacé par un composant neuf, la durée de remplacement étant supposée négligeable. I
existe deux colits associés a cette politique de remplacement par blocs : le colit ¢, de remplacement d'un
composant en panne par un composant neuf et le colt ¢, d'indisponibilité. On suppose que ¢, > ¢,.

Cette politique ne dépend que d'un seul paramétre 9, le délai entre deux inspections consécutives. Le choix
du délai méne a un colit. On cherche donc a déterminer le délai optimal 0* qui minimise ce co(t. Afin de
déterminer ce délai optimal, on considére le colit unitaire asymptotique défini de la maniére suivante :

C(6;6) = tILm Ctlgé),

ol C¢(0) est le codit sur I'intervalle de temps [0, t] quand le composant est inspecté aux instants (kd)ken.
D’apres la théorie du renouvellement [89], on a :

Colit moyen sur un cycle
Longueur moyenne d'un cycle’

C(6;0) =
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Pour la politique de remplacement par blocs, cela donne :

Ele, + c(6—T)y] ¢ + ¢ fy Fr(u;6)du
5 - 5 '

C(6;0) =

Alors,
gLrlwoC(é:G) =+4oc0 et 6£TOOC(5;9) = Cu.

Soit §* := argming-C(0; 6). En dérivant cette fonction de colt, on obtient que §* est la racine de la fonction
suivante (par rapport a ) :
¢
$(6,0) = E[T1lr<s] — C— (4.2.1)

u

ou

5 5

E[T17<s] 2/ ufr(u; 8)du = —557(6;9)4—/ St(u;0)du (4.2.2)

0 0
(en rappelant que g— < 1). Cette solution ne dépend des deux colits qu'a travers leur ratio (et donc ne
dépend pas de I'unité monétaire considéré). Puisque, pour tout 8 € ©, § — ¢(J;60) est une fonction
croissante tendant vers E[T] — ¢,/c, (qui dépend de 0) avec ¢(0;0) = —c,/cy, il en découle que §* est fini
si E[T] > ¢, /c, et infini autrement. Sous cette hypothése de finitude de ¢*, il est bien connu que le colit
optimal vérifie I'équation suivante :

C*=C(6%;0) = cyFr (6% 9).
Il en découle que le délai optimal est solution de I'équation :
8 = F-H(C/cu: 0),

ou FT‘1(~; 0) est la fonction quantile de T. En remplacant cela dans la fonction ¢ et aprés calculs, on obtient
que C* est défini implicitement par la fonction 1 suivante :

C /ey fop
z[/(C*;Q):/ Fri(u;0)du— = =0.
0

Cu

Analyse de sensibilité

Soit 6y € © la vraie valeur du paramétre pour la loi de la durée de vie. Comme expliqué précédemment, le
délai optimal §5 entre deux inspections successives peut étre calculé numériquement en cherchant le zéro de
la fonction ¢(; 8p) (s'il existe). La plupart du temps, le paramétre 6y est inconnu et peut étre estimé a partir
d'un échantillon de temps de panne. Soit 5,7 un estimateur de 6, par exemple I'estimateur du maximum de
vraisemblance. Supposons que cet estimateur posséde de "bonnes" propriétés, comme la convergence :

8, — 6, (4.2.3)
n—oo
et comme la normalité asymptotique :
NG (5,, _ 90) —9, N(0,T2), (4.2.4)
n—oo

o la matrice de variance-covariance ¥3 dépend de 6. Puisque 6y est inconnu, on peut remplacer 6y par
5,7 afin d’obtenir une estimation de ;5. Un probleme naturel est alors le suivant : quelles sont les propriétés
satisfaites par 5A,*,? De méme, le colit optimal est inconnu mais peut étre estimé par 5; . quelles sont les
propriétés satisfaites par 5; 7 Comment est éloignée cette estimation de sa vraie valeur Cg 7

Un outil pratique pour répondre a ces questions est la d-méthode qui peut étre formulée de la maniére
suivante :
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Théoréme 4.2.1 Soit (X,)nen+ une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans RP. Supposons qu'il existe
ux € RP et X une matrice définie positive tels que

Vi (X = x) == N(0,%).

Soient fi, ..., fq des fonctions réelles admettant des dérivées partielles continues en ux, avec au moins une
dérivée partielle non nulle en ce point. Pour i € {1,..., q} et pour tout n € N*, on pose Y, = fi(X,),
Yo=Mn ., Yon)! et ux = (Alux), ..., fo(ux))T. Alors, la suite (Y,)nen- Vérifie la propriété suivante :

Vi (Vs = py) = N(0, KEKT),
n—oo

ol K est la matrice q x p avec ki j = 0f;/Ox; pouri € {1,..., pretjed{l, ..., q}.

Ce résultat permet, ici, de montrer que |I'estimateur de la fonction de co(it est ponctuellement asymptoti-
quement normal. Cependant, il ne permet pas d’en conclure que I'estimateur du délai optimal et I'estimateur
du colit optimal sont aussi asymptotiquement normaux. En effet, 5 et Cj sont les solutions d'une équation
implicite et donc la §-méthode classique ne permet pas de traiter ce cas-1a. Il nous faut donc une version
adaptée a notre situation. Un tel résultat existe et a été montré par Benichou et Gail [60].

Théoréme 4.2.2 Soit (X,)nen+ Une suite comme dans le théoreme précédent. Soient ux € RP et uy € RY.
Soient g1, . .., gq un ensemble de q fonctions continues de R” x RY dans R avec des dérivées partielles conti-
nues sur un ouvert contenant (ux, ty ). Soit'Y;,, un vecteur aléatoire a valeurs dans R9 tel que g,(X,,Yn) =0
pour tout r € {1, ..., q}. Soit Jy,, une matrice q X q avec g—i(x,y) et soit Hy, une matrice q x p avec
9gi

o (X,¥). Si | duxuy| # O et si chaque ligne de J;}, H,, ., contient au moins un élément non nul, alors

d _ _
V(Y = tiy) =5 N(O, I Fh i T (i),

KX by KX by NT X Y

On commence par considérer un estimateur de la fonction de codt obtenu par plug-in :

¢ +cy f(f Fr(u;8,)du
5 .

En appliquant le théoréme de la continuité séquentielle et en supposant que I'équation (4.2.3)) est satisfaite,
il s'agit d'un estimateur ponctuellement convergent :

V6 >0, C(8:0,) =

V56 >0, C(8;6,) — C(5:60).
n—oo
La proposition suivante établit la normalité asymptotique (également de maniére ponctuelle). Il s’agit d'une
application directe de la §-méthode (voir le théoréme [4.2.1)).

Théoréme 4.2.3 Supposons que I'équation est satisfaite et que 6 — C(§;0) est différentiable pour
tout § > 0. Soit VeC(6;0) le gradient (par rapport a 8) de la fonction de coit. Si VoC(§;0) est continu et
si VgC(0; 60) # Ogre, alors C(8;6,) est un estimateur (ponctuel) asymptotiquement normal de C(6;0p) :

W6 >0, Vi (C(8:8,) ~ C(5:00)) — N(0,0%,00),

avec 02, = VC(6;00)ZoVeC(5;00)".

En appliquant le théoréme , on peut aussi montrer que 6A,*7 est également un estimateur asymptoti-
quement normal de §; sous certaines conditions de régularité de la fonction ¢.

Théoréme 4.2.4 Supposons que I'équation est satisfaite et que 6 — ¢(3; 0) est différentiable pour
tout§ > 0. Soit Ved(; 0) le gradient de ¢ (par rapport a6). Si Ved(; ) est continue avec Ved(8; 0o) # Oe
et si fr(05;60) # 0, alors 8} est un estimateur asymptotiquement normal de 0f :

VI (8 = 85) = N0, 0251 geray).
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ol 02

opt.delay est donné par :

2 Ved(6:00) TaVed(65:60)
opt.delay [05fr (05 90)]2

De la méme maniére, le théoréme peut &tre utilisé pour montrer la normalité asymptotique du délai
optimal Cj,.

Théoréme 4.2.5 Supposons que I'équation est satisfaite et que 6 — (C*;0) est différentiable
pour tout C* > 0. Soit Vep(C*;0) le gradient de 4 (par rapport a 6). Si Ve(C*;0) est continue avec
Vo (C§: 6p) # Oge, alors C} est un estimateur asymptotiquement normal de Cjj :

o * d 2
Vi (o= ) =2 N(0, 0251 cost).
n—oo
ol 02 est donné par :
opt.cost :

2  C2Ve(Cyi00) o Ve (Cyi 60)T

o =
opt.cost [F_Fl(CS/CU;GO)]z

[l est immédiat de voir que le gradient de ¥ (par rapport a ) est égal a :

Cé/cu
Ve (Cgi: 00) =/ VoFs(u; 60)du.
0

4.2.2 Exemple de la loi exponentielle

On suppose ici que le temps jusqu’a la panne T est une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre
inconnu A\g € Ry = 0O
YVt >0, Sr(t)=e Mt

Supposons qu’'on observe un n-échantillon T4, ..., T, de méme loi que T. L'estimateur du maximum de

vraisemblance de \g est donné par : "

n=— <n =--
i Ti
Il est bien connu que c'est un estimateur asymptotiquement normal :

ﬁ(in - xo) — N(0.23).

)

Pour un telle loi, la fonction de colit devient :

5
1{Cr+Cu/ (1—exp(—>\ou))du}
6 0
1 _ S _ A= Aab
6{c,+cu6 e (1—e )}

Pour toute valeur fixée de 9, la dérivée partielle de C par rapport & Ay est égale a :

a1 0 1 B
GXC(é; >\O) = g ()\% — ()\O + >\%> e )\05> )

Il en découle que, pour tout § > 0, la variance asymptotique dans le théoréme vaut :

1 1 2
U<2:ost = Cg |:>\06 — <1 + m) €_>\05:| .

Maintenant, examinons la fonction ¢ introduite précédemment. Pour la loi exponentielle, on obtient :

¢@Mﬁ=1—6+1)€m_ql

C(0; Mo)
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La dérivée partielle d'ordre 1 de ¢ est égale a :
B5$(8: Ao) = Xobe >

et

1 1
hP(0; Xo) = 32 + (1 + b — >\2> g N0l
0 0

Il en découle que la variance asymptotique dans le théoréeme [4.2.4] est égale a :

2 _ dge % ’
Oopt.delay — (1 + }\% + 56)\8)e—>\065 -1

Enfin, en utilisant I'expression de la fonction quantile de la loi exponentielle, on obtient que le colt optimal
C; satisfait I'équation suivante :

(& Cx Cx .
Y(Coiho) = (1—C0> log (1_0> p S0y o

u CLI CU CLI

Alors, la dérivée partielle d'ordre 1 de ¢ est égale a :

1 Cy
%wcaw:—cmgﬁ—cﬂ

u

et c
OP(CTi ho) = =

u

D’ou, on obtient I'expression suivante pour la variance asymptotique dans le théoréme [4.2.5 :

C:\1°2
s = a1~ G
u
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Chapitre 5

Comparaison d’échantillons de petite
taille et applications

Un autre probléme avec un fort enjeu industriel est celui de la surveillance de durées de vie. Par exemple,
une entreprise manufacturiére doit assurer la qualité et la fiabilité des biens qu'elle produit. Pour cela, elle
dispose de durées de vie issues du retour d'expérience (REX=. Ces données permettent d'estimer le temps
moyen jusqu'a panne (MTTF). Au cours du temps, des durées de fonctionnement sont donc observées et on
s'intéresse ici a la détection d'un éventuel moment a partir duquel les durées de vie sont plus "courtes". Une
telle modification dans les unités produites peut étre due a un changement de fournisseur, a un changement
dans le processus de fabrication, a un nouveau processus de maintenance, etc. Cependant, les produits étant
de plus en plus fiables, ils ont des taux de panne faibles. Cela améne a travailler sur des échantillons de
petites ou moyennes tailles. Un probléme important est donc le suivi en ligne et la détection précoce d'une
rupture dans les données.

Dans ce chapitre, deux approches connexes sont considérées afin de répondre a ces défis. La premiére
consiste a proposer un test de détection de rupture. Dans ces modéles-1a, on suppose que, s'il y a rupture,
alors I'échantillon est divisée en deux sous-échantillons, chaque sous-échantillon étant constitué de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi (mais les deux lois sous-jacentes ne sont pas les mémes). La
difficulté est que I'on ne sait pas s'il y a rupture, ni l'instant (le cas échéant) de rupture. Il s’agit d'un
travail en collaboration avec N. Balakrishnan (Université de McMaster, Canada), L. Bordes (UPPA) et J.-C.
Turlot (UPPA) et qui trouve son inspiration dans un contrat industriel avec Alstom Transport [24], 23]. Plus
"dynamique", la seconde approche repose sur un outil issu de la maftrise statistique des procédés : les cartes
de contrdle. A partir d'un échantillon de référence et pour une statistique donnée, on détermine une zone
de controle. Ensuite, a chaque nouvel échantillon, on teste si sa statistique est dans la zone de contréle ou
pas. Avec N. Balakrishnan et J.-C. Turlot [I], nous avons proposé des cartes de contréles unilatérales pour
le suivi de durées de vie.

En collaboration G. Verdier (UPPA), nous avons également travaillé sur la construction de cartes de
contréle pour le suivi de données physico-chimiques mesurant la qualité des eaux, dans le cadre d'un contrat
de recherche avec Rivage Pro Tech, filiale de la Lyonnaise des Eaux.

5.1 Tests de détection d’une rupture dans un petit échantillon [24,
23]

Le probléme de la détection de rupture dans une suite de variables aléatoires indépendantes est étudié
depuis plusieurs décennies. Les premiers articles sur le sujet remontent au moins aux années 1950 [142] (143
144]. Cependant, la plupart des études se situent dans un cadre asymptotique (voir le livre de Csorgé et
Horvath [80], par exemple) et les vitesses de convergence sont en général trés lentes. Ces résultats ne sont
pas toujours utilisables quand on doit traiter des échantillons de petite taille. Nous avons ainsi développé
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des approches permettant d'obtenir de meilleures puissances. La méthodologie générale est détaillée dans la
premiére sous-section. Puis, dans les sous-sections suivantes, deux approches sont développées, |'une étant
basée sur I'hypothése de loi exponentielle pour les durées de vie, I'autre étant non-paramétrique. Ce choix
est lié au fait qu'en pratique, la loi exponentielle est trés souvent utilisée. Cependant, il est parfois difficile
de valider ce choix (par un avis d'expert ou par un test statistique - qui serait peu puissant pour un petit
échantillon). C'est pourquoi nous avons proposé un autre test non-paramétrique basé sur la statistique de
Wilcoxon-Mann-Whitney (WMW).

5.1.1 Description de la méthodologie proposée

Soient Xj, ..., X, des variables aléatoires représentant des durées de vie, des durées inter-événements,
etc. Elles sont supposées étre indépendantes, mais on n'est pas certain qu’elles soient toutes de méme loi.
En particulier, on souhaite détecter un éventuel instant de rupture dans cette suite. On dit qu'il y a une
rupture s'il existe un entier k € {1,...,n—1} tel que X1, ..., Xx sont de méme loi F et Xxi1,..., X, sont
de méme loi G avec F # G (ici, en fait, on s'intéresse au cas o F < G). La difficulté dans ce type de
probléme est qu'on ne sait pas s'il y a rupture et, s'il y a rupture, ou elle se produit. On doit donc considérer
tous les sous-échantillons possibles obtenus en séparant |'échantillon complet en deux parties consécutives.
Dans [24], 23], la méthodologie proposée est basée sur le schéma suivant :

1. découpage de I'échantillon en deux sous-échantillons : (Xi,..., Xx) et (Xka1,...,X,), pour k €
{m,....n—m}avecm=>=1;

2. calcul de la statistique de test pour chaque découpage en deux sous-échantillons;

utilisation de toutes ces statistiques pour construire une décision quant a la présence éventuelle d'une

rupture.
La décision finale est, soit I'absence d’une rupture, soit la présence d'un instant de rupture k* € {m, ..., n—
m}. Cependant, I'identification de k* n'est pas un objectif prioritaire dans ce travail.
On se donne un test de comparaison des deux sous-échantillons (X1, ..., Xk) et (Xk+1,...,Xpn). On note

par Spk la statistique qui mesure la "distance" entre les lois sous-jacentes aux deux sous-échantillons. En
se basant sur les n — 2m + 1 statistiques possibles, on propose plusieurs statistiques de test globales :

1. statistique de type maximum :
M. — Sn,k
h = max

m<k<n—m \ /var(S, )’

2. statistique de type x° de premiére espéce :

n-m g2
2 nk .
Xn = Z var(Sp k)’

k=m
3. statistique de type x? de seconde espéce :
n—m 2
%= 3 (i)

4. statistique de type quadratique :
=s/'y-1s,,

oll ST (Spm -+, Snn—m) et T est la matrice de variance-covariance de S, ;

5. statistique linéaire :
n—m
Un = Z Wk,nsn,ky
k=m

ou les poids W, .. ., Wn—m.n Sont choisis afin de minimiser la variance de U, sous la contrainte que
E[U,] = ¢ pour une valeur de ¢ donnée.
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On observe qu'on a imposé que les sous-échantillons contiennent un nombre minimal d’observations (égal
a m) afin d'assurer une estimation qui ne soit pas trop incorrecte des grandeurs définissant la statistique
de test. Le choix de la valeur m sera précisé plus loin. Enfin, bien qu’on s'intéresse plus a la détection de
rupture qu'a la localisation de celle-ci (le cas échéant), on notera tout de méme que la statistique de type
maximum permet de répondre a cette derniére question si on le souhaite.

5.1.2 Une approche basée sur la loi exponentielle

Nous supposons ici que les durées de vie X1, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes et de loi
exponentielle (mais donc pas nécessairement de méme paramétre). Pour deux sous-échantillons { X1, ..., Xk}
et {Xk+1, ..., Xn}, on souhaite donc tester si les deux paramétres sont égaux (Ho : pas de rupture) ou pas
(H; : une rupture). La statistique classiquement utilisée pour ce probléme est le rapport de vraisemblance.
Sous I'hypothése nulle, le rapport de vraisemblance est égal a :

n
(=)
S Xi
Nen = _
k,n ( K )k ( n—k )nfk
25:1 Xi Z/n:k+1 Xi

Dans notre situation, on rejettera I'hypothése nulle Hy quand le maximum du logarithme du rapport de
vraisemblance Z, défini par

Z,= mgnkwgaggm{—2 log Ak.n}
est trop grand. La valeur critique peut étre obtenue, soit en utilisant des résultats asymptotiques (voir [80],
par exemple), soit par le biais de simulation de Monte Carlo (surtout quand on dispose d'un échantillon de
petite ou moyenne taille). La construction des statistiques globales basées sur Ak, s'avére étre compliquée, a
cause du calcul des variances et covariances. De plus, une étude numérique semble indiquer que les puissances
de ces tests sont relativement faibles quand n est petit. C’est pour ces raisons que nous avons introduit une
autre statistique de comparaison basée sur le rapport des moyennes empiriques des deux sous-échantillons :

n—k Tk
k T,— Tk

Tn,k =

avec

k n

Te=> X et T,—Te= Y X

i=1 i=k+1
La statistique suivante est une statistique non biaisée du rapport des taux de risque et pourra donc naturel-
lement servir de statistique de comparaison :
k—1 Ty
k Th— Tk

1 n—
st =

Sous I'hypothése nulle, E (S,glz) = 1. Cette statistique tend a étre plus grande que 1 lorsque la fréquence

de pannes augmente. La matrice de variance-covariance de Sﬁ,l) = (55,,1,37, e s )T est donnée dans la

n.n—m
proposition suivante.

Proposition 5.1.1 Pour tout k € {m,...,n— m} avec m > 2,

var (Sﬂ) = k(nn—;kl—2)

et, pour tout (k, k') € {m,...,n— m}? tel que k' > k et m > 3,

W cm)_ n-1
cov (Snvk' 5n,k’> T Kn—k-2)
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L'inverse de la matrice de variance-covariance ¥ = () m<ii<n—m de Sf,l) peut étre calculée explicite-
iy NYOAS
ment. On peut montrer que, pour | < J,

m(m+1)(n—m —2)? . o

CESCE) Si i=j=m,

522
m si i=j=m+1...n—m-1,

(Z(l))al =< (m=2)(m—1)(n—m)? . S

(n—1)(n—2) s eSEamm
(”_’_(:)(”1)_(,’7_?)(’+1)’ Si j=i+1 e i=m...n—m-—1,
0 Si J>i+1.

La statistique Qg,l) de type quadratique peut alors s'écrire sous la forme suivante :

2 2
-1 1 1 1
ow " 1 Zm: 5,(113 _ Sr(7,l2+l n 1 Sih L 1 S
O
n=21 = \var (5,(71,2) var (557,112+1) m-\ var (S,(,l,)n) m=2\ var (S,(,‘lg,m)

ol on rappelle que var (5,(712) = W’L;,iz) pour k € {m, ..., n—m}.
Considérons maintenant la statistique linéaire. Soit wf}) = (W,(nl% ..... ,, m n) des poids tels que U(
T
w'V S On souhaiter déterminer les poids wi tels que var(USY) = f,l) T Mw Y soit minimale avec la

contrainte que E[U,(,l)] = ¢. On montre que la meilleure statistique linéaire ne dépend pas de ¢ et est que
les poids sont donnés par :
()™
wl) = 2=/~
n 17 (zM)-11°
On remarquera que (Z(0)~11 est égal a la somme des lignes de (X))~ alors que 17 (X(M)~11 est tout
simplement égal & la somme de tous les éléments de (=(1))~1. En utilisant ces expressions pour les éléments
de (Z(l)) L et aprés quelques calculs, on obtient que la combinaison linéaire optimale de s$}> est U,gl) =

> kem kn nﬁ ov w = (wilh, . Wn,, )| est donné par :
W = m(m+1)(n—m+2)/8,
W = 2k((n—2-K)/A, pourke{m+1,...,n—m—1},
Wi, = (m=2)(m—1)(n—m)/A,
et
n—m—1
A=mm+1)(n—-m—=2)+2 > k(n—2—=k)+(m=2)(m—1)(n—m).
k=m+1

5.1.3 Une approche non-paramétrique

Dans cette partie, on suppose toujours que les variables aléatoires sont indépendantes, mais on ne formule
plus d'hypothése paramétrique sur leur loi. Une maniére de comparer non-paramétriquement deux sous-
échantillons est le test de Wilcoxon-Mann-Whitney. On rappelle que cette statistique, notée ici S,(f,z est

définie par :
k n
2
St =2 2 Lugexy

i=1 j=k+1

L'espérance et la variance de S( sont bien connues :

<5(2)) k(nz— k)
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et

var (5220 _ k(n— /1)2(n +1)

La covariance entre S,(fz et 5,(1,2;3/ peut aussi étre calculée. On peut facilement montrer que, pour tout
(k,q)e{1,..., n}? tel que g > k,

k(n—q)(n+1)
cov (55722 5533) I S—

(ce résultat figure dans un article de Pettitt [I51], mais sans preuve). La loi de S,(fz n'est pas calculable
explicitement, mais il est possible de trouver une récurrence.

Partant de ces statistiques, on peut en déduire des statistiques globales comme expliqué précédemment.
D'autres statistiques globales basées sur ces statistiques de Wilcoxon-Mann-Whitney ont été proposées dans
la littérature [169, 151, [152] [62], [128]. En utilisant les expressions données ci-dessus, on peut calculer I'inverse
de =@ -

(m+1)/mn si i=j=1,

2/n si i=j=2,..., n—2m,
(ZON,t =% (m+1)/mn si  i=j=n—-2m+1,

—1/n Si J=i+1 and /i=1,...n—2m,

0 si Jj>i+1

Alors, la statistique Q?) se décompose comme la somme d’une statistique quadratique Q}, et d'un terme de

correction :
_ 24 o 12(m-1) 2 (c@ )2
Q7 = n(n+ 1)Q” n(n+1)m ((S’(’Q’%) + (S”'”’m) ) ’
ou
n—m n—m—1
Q=Y (s8) - Y s@s2,,

k=m k=m
On peut également voir cette statistique comme la somme du carré de différences consécutives, a un facteur
de correction preés :

-1

S (58 -580) + i ((58) + (52,)°).

n—m
k=1

12
(2 —
@ n(n+1)

Comme précédemment, on peut déterminer la statistique linéaire optimale de 55,2)

n
(Sﬁ?r)n ..... Snn—m(2)), notée par U,Sz) = w£,2) SE,Q) selon le méme critére. En utilisant les expressions
pour les éléments de (Z(Q))*1 et aprés quelques calculs, on obtient que la combinaison linéaire optimale de
S est U = o W,E?S,(fz oll wy, = (W,(72n)q ..... Wﬁ?”)_m)T est donné par :

wid = (m+1)/A,

W,S2k) = 2/A, pourke{m+1,..., n—m-—1},

2

Wim = (m+1)/A,

avec
n—m—1

A=m(m+1)(n—m)+2 Z k(n— k).
k=m+1
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5.2 Cartes de contrdle unilatérale pour durées de vie [1]

On s'intéresse ici a un probléme connexe a la détection de rupture : les cartes de contréle. Les cartes de
contrdle constituent un outil important dans le domaine de la maitrise statistique des procédés (on parle
aussi de controle de la qualité). On dispose d'un échantillon de référence (ou échantillon sous controle)
que I'on compare successivement a des échantillons tests. La collecte des données permettant |'obtention
de I'échantillon de référence et la détermination des limites de contrdle constituent la phase I, alors que la
période de comparaisons d’échantillons est la phase II. On notera X1, ..., X, (resp. Y1, ..., Y,) I'échantillon
de référence (resp. un échantillon test) : ce sont des variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition F
(resp. G). En général, les échantillons tests sont de plus petites tailles que I'échantillon de référence. Depuis
quelques années, plusieurs cartes de contrdle non-paramétriques ont été étudiées, voir [I] pour un état de
I'art ainsi que les autres articles dans le méme numéro spécial.

Nous nous intéressons ici au suivi de durées de vie. Plus précisément, nous souhaitons détecter au plus
tét une "réduction" dans les durées de vie. Il est donc plus naturel de considérer des cartes de controles
unilatérales, plutot que des cartes bilatérales qui sont plus largement étudiées dans la littérature. De méme,
pour I'étude des performances des cartes de contrdle, I'hypothése de translation est la plupart du temps
formulée (c'est-a-dire qu’on suppose que G(-) = F(- — u)). Or, cette hypothése n'est pas compatible avec
la "réduction" des durées de vie. Aussi, nous avons choisi de considérer les deux hypothéses alternatives de
Lehmann : (1) G(-) = F(-)"; (2) G(-) =1 — (1 — F(+))". Dans notre cas, on supposera que y €]0, 1] pour
la premiére alternative de Lehmann et que <y € [1, +o00[ pour la seconde alternative de Lehmann. Ces deux
caractéristiques (cartes unilatérales et alternatives de Lehmann) sont des éléments originaux de ce travail.

Deux familles de cartes de controle sont proposées ci-dessous. La premiére repose sur la statistique des
prédécesseurs et la seconde sur une version pondérée de cette statistique. Dans chacun des cas, on étudie
les performances en terme de fausse alarme et de longueurs de run.

5.2.1 Carte de controle unilatérale basée sur la statistique des prédécesseurs

La statistique des prédécesseurs d'ordre b compte le nombre d'observations de I'échantillon test plus petite
que la b-éme statistique d'ordre de I'échantillon de référence, notée Xy :

Vbe{l,....m}, Puy = Tcx, (¥ €{0,....n}.
i=1

Le lemme suivante donne la loi de P dans le cas général.

Lemme 5.2.1 Pour toutes lois F et G absolument continues, on a, pour tout ¢ € {0, ..., n},

P[P(b) = C] = B(b,fﬂ(c—)b—|-1)/0 [GF_l(LI)]C []_ — GF_l(U)]n7C Ub_l(]_ _ U)m_bdu,

et:

P[Py > c] = L § (D" (n—c /1 [GFﬁl(u)]Hh P71 — u)™ Pdu
W= 2T Blent1-c)Blbm—b+1) < c+h\ h ) ’

ot B(-,-) est la fonction beta.

On notera que la loi de P,y dépend de F et G qu'a travers la composée de fonctions GF~. Cela permet
d'obtenir des expressions trés simples sous les hypothéses alternatives de Lehmann.

Calcul du taux de fausse alarme

Le résultat suivant est bien connu (voir [56], par exemple) et découle du lemme précédent.
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Proposition 5.2.1 Sous I'hypothése G = F (c'est-a-dire que le processus est sous contréle),
(b+c—1) (m+n—b—c)

C n—c

(")

Clairement, de grandes valeurs de P traduisent le fait que le processus devient hors contréle. Ainsi, la
région critique est de la forme Wy = {P) = Cha} <= {Yo,0in < Xb:m}, OU  est le taux de fausse alarme
(FAR) nominal (fixé a I'avance). En utilisant la proposition précédente, il est possible de calculer la limite
supérieure de contrdle (c'est-a-dire la valeur critique pour un test statistique) cp o. Plus précisément, soit ¢
tel que

Ve e {O ..... ﬂ}, P[P(b) = C] =

n (b+/}1) <m+n—b—/) n (b+{—1) (m+n7b—i)

i n—i <a< i n—i
i;ﬂ (m+n) = ; (m+n)

n n
Alors, la limite supérieure de contrdle associée a la statistique P, est donnée par :

_Jc sia— 3L 1 PlPey =i 2 XL PPy =il —
Cho = { c+1 autrement. (5.2.1)

Une autre possibilité consiste a toujours choisir ¢, = ¢ + 1 (valeur critique conservative). On remarquera
que, pour tout a €]0, 1] fixé, la limite de controle ¢, o n'existe pas toujours. Soit by max tel que, pour tout
be{l,..., ba,max}. la limite de controle cp, o existe. En effet, pour tout b > by max, on a P[Py = c] > a
pourc € {1,..., n}, puisque ces variables aléatoires ont des queues a droite trop lourdes (et donc conduisent
a un taux de fausse alarme nominal trop élevé). En prenant ¢ = n dans la proposition précédente, on obtient
que by, max est le plus grand entier satisfaisant I'équation suivante :

) <e(7)

Calcul du taux d’alarme sous les hypothéses de Lehmann

On considére ici le taux d'alarme (AR) pour les deux hypothéses alternatives de Lehmann. On commence
donc par déterminer la loi de Py sous ces hypothéses en utilisant le lemme précédent.

Proposition 5.2.2

1. Sous la premiere hypothése de Lehmann G = F7, pour tout v €]0, 1] et pour tout ¢ € {0, ..., n}, on
i
P[Py =c] = L”—C n—c (=1)"B(b+ (c+ h)yy,m—b+1);
© == Bbm-b+1) &\ h v '

2. Sous la seconde hypothése de Lehmann G = 1 — (1 — F)", pour tout v €]1,4o0[ et pour tout
ce{0,..., n}, ona:

C

P[Py = c] = B(b,m(C)bH)% (h>(—1)”8(b, m—b+y(n+h—c)+1).

Puisque Py est une variable aléatoire discrete, le taux de fausse alarme ne peut pas étre exactement égal
a la valeur nominale a.. Pour pouvoir comparer les taux de fausse alarme pour différentes valeurs de b, on a
considéré la procédure randomisée suivante :

& — 1 siPp) 2 Cha OF siFypy=cpa— 1 avec probabilité ppq
T 1 0 s Pp) = Cba — 1 avec probabilité 1 —pp o oU  Si Fpy < Cpo — 2

ol Cp,q est le seuil conservatif précédemment défini et pp o est tel que :
P[Py = chal + pb.aP[Pb) = Chal = .
Le taux d'alarme est alors égal a :
AR = PWs|G # F] + (1 = pb,a)PIOW|G # F],
ot OWp = {Pp) = Cha — 1}.
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Calcul de la période opérationnelle moyenne

Au lieu de considérer le taux d'alarme, la période opérationnelle moyenne ou longueur moyenne de run
(ARL) est souvent utilisée pour évaluer la performance d'une carte de contréle. Soit N la longueur de run de
la carte de controble, c’est-a-dire le nombre d’échantillons tests avant d’'en observer un hors contréle. Pour
la carte de contrdle étudiée ici, la loi de la longueur de run peut étre calculée dans le cas général [166].

Proposition 5.2.3 Pour toutes lois absolument continues F et G, la fonction de survie de N est donnée

par :
Vk € N S(k) =P[N > k] = /l[p (u)]k;ub_l(l — u)m_bdu
- o TR B(b,m—b+1) '
ou
1 Cha—1 Cha — 1 , [1 _ G/_—fl(u)]nJrhfcb,aJrl
pr6(U) = B(cporN— Cpo + 1) hz::o ( h >(_1) n+h—cpa+1 '

Puisque ARL(F,G) = E[N] = }_,-, S(k), on peut facilement déduire du résultat précédent la longueur
moyenne de run.

Corollaire 5.2.1 Pour toutes lois absolument continues F et G, la longueur moyenne de run (ARL) pour la
carte de contrble unilatéral basée sur la statistique Py est donnée par :

1 /1 Ub71(1 _ u)mfbdu
B(b,m—b+1) J, 1— prc(u) '

ol pr(u) est donné dans la proposition précédente.

ARL(F,G) =

Comme précédemment, il n'est pas possible d'atteindre de maniére exacte une longueur moyenne de run
fixée a I'avance. Aussi, nous avons utilisé une procédure randomisée pour déterminer la carte de controle la
plus performante au regard de la longueur moyenne de run. Une telle approche est rarement considérée dans
la littérature sur les cartes de contréle. Notons ARLg la valeur nominale de la longueur moyenne de run.
Pour m, n et b fixés, la longueur moyenne de run est une fonction croissante de ¢ et donc on peut définir
un seuil conservatif ¢, arr, de la maniere suivante :

chArL, = min{c € {1, ..., n}; ARLo(c) = ARLo},

ol ARLg(c) est la longueur moyenne de run quand le processus est sous contrdle et pour une valeur critique
égale a c. La décision randomisée est alors définie par :

1

&= 1 si Ppy 2 CharL, OU  si Py = cparL, — 1 avec probabilité pp arL,
0 si Py = cparL, — 1 avec probabilité 1 — pp ar, OU  Si Ppy < ChARLy — 2

pour une valeur pp ari, €]0, 1[ assurant que la longueur moyenne de run est exactement égale a ARLq quand
le processus est sous controle (la constante pp ari, Ne peut pas étre déterminée de maniére exacte, on doit
se contenter d'un calcul numérique).

5.2.2 Carte de controle unilatéral basée sur la statistique pondérée des prédéces-
seurs

Comme expliqué dans [56], un effet masquant peut apparaitre lorsqu’on considére la statistique des prédé-
cesseurs. Un moyen de contourner ce probléme est de considérer une version pondérée de cette statistique.
La statistique des prédécesseurs peut étre vue comme la somme des b premiéres statistiques de placement
Nl, ey, Nb .

b
Puy=_N.
=1
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ou N; est le nombre d’observations dans I'échantillon test comprises X(;_1.m) et X(j.m) :

Vie{l....om}y, Ni=> Tx_, x.(¥) €{0,...n}

(avec, pour convention, que Xp.,, = 0). On considére donc la statistique suivante :
b
=> (m—j+1)N;.
j=1

Les poids sont décroissants et accordent donc une plus grande importance aux premiéres statistiques de
placement. Cette statistique est a valeurs dans E, pp = {0} U{m—b+1,..., mn}.

Calcul du taux de fausse alarme

Comme pour la statistique précédente, de grandes valeurs de P(*) conduisent a croire que le processus est
hors contréle et donc la région critique est aussi de la forme {F/, (b) = > Cpa)- Laloi de P(*b) ne peut pas étre
calculé directement. Cependant, la loi jointe (N1, ..., Np), quand le processus est sous controle, est connue
[56, 57].

Proposition 5.2.4 Sous I'hypothése que G = F, pour tout (ny,...,np) € {0,... . n}> avecny+---+n, < n,

ona:
(m+n—2f.’:1 n,—b)

m—>b
(m+n)
n

On notera que ces probabilités ne dépendent que de ny; + - - - 4+ np. Soit Ap ¢ s I'ensemble suivant :

P[Ni=n1,....,Np=np] =

b b
Apcs = (nl,...,nb)e{O,...,n}b:Z(m—j—&-l)nj:c et an:s

Jj=1 Jj=1

pour tout ¢ € E,, pp et pour tout s € {0, ..., n}. Dans [1], on a montré un lemme permettant de calculer
par récurrence le cardinal de Ap ¢ s. On peut ainsi déterminer la loi de P(*b)

Proposition 5.2.5 Sous I'hypothése que G = F, pour tout c € Epynp, 0N a:

(m+n s5— b)

P(b) - C] Z #Ab c,s (m+n)

n

Ce résultat permet de calculer numérique la loi de P/, et donc d’en déduire la valeur critique. Soit ¢ I'entier
tel que P[P (b) S cl] <a < PP by S C T 1]. Alors, le seuil critique cp o pour cette statistique est égale soit a
¢ soit a ¢+ 1 (voir la discussion pour la carte de controle précédente). Notons N} o I'ensemble des b-uplets
menant a une valeur dans la zone critique : Np o = Uescpa Ui—g Ab,c,s- La région critique est donc aussi de
la forme : W, = {Ppy: = oot = {(N1,.... Np) € Npa}

Calcul du taux d’alarme sous les hypothéses de Lehmann

La loi du vecteur aléatoire (Ny, ..., Np) peut étre également facile a calculer pour les deux hypothéses
alternatives de Lehmann

Proposition 5.2.6 Soit k la constante suivante :

nlml!
[Ty n'(n =327 n)H(m = b)lyb=t

K =
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1. Sous la premiére hypothése de Lehmann G = FY pour v €]0, 1], pour tout (ny, ..., np) € {0, ..., n}P
avec ny +---+np < n,

b—1 J .
P[N: =, ..., sznb]ZI{HB(Zn,-+rjy,nj+1+l>
j=1 i=1

b
”*ZJ:1 n;

b b
X Z (n 2/37j1ﬂ1>(1)h5 v an+h +bm—b+1
h=0 j=1

2. Sous la seconde hypothése de Lehmann G =1 — (1 — F)Y pour«y €]1, +o0[, pour tout (ny, ..., np) €
{0,..., n}b avec ny 4+ +np < n,

b bl m—>b+j
P[lenl ..... Nb:ﬂb]ZI{HB<ﬂ— Z n,-+ry,nbj+1+1>

% i (’2>(_1)h {’y(n +h i m)+m

h=0

Calcul de la période opérationnelle moyenne

Le calcul de la longueur moyenne de run a déja été considéré dans [57] pour une carte de controle bilatérale.
Il est facile d'adapter ces calculs dans le cadre unilatéral :

ARL(F, G) :/ !

f. pm(ur, ..., up)duy -+ - dup,
1 1 —Q(GFH(u),. .., GF(u,)) b b:m (U1 b)duy b

ol Q est la fonction suivante :

n b
n! _ b
Q)= XY Y " T - v - v S,
c>Cho S=0 (n1,....,np)EApc.s H nj!(n N Z nj)! j=2

J=1 J=1

et i pm est la densité jointe de (U, ..., Up:m), le vecteur des b premiéres statistiques d'ordre de m
variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1] :

m!

A, bem(UL, up) = m(l — )" Plocuy <<t

Ainsi, il est possible de calculer ARLy = ARL(F, F) ainsi que la longueur moyenne de runs sous les deux
hypothéses de Lehmann (aucune simplification dans les calculs n'apparait ici).



Chapitre 6

Quelques perspectives de recherche

Dans ce chapitre, nous présentons quelques perspectives de recherche en lien avec les travaux exposés
dans cette premiere partie. Ces problémes portent tant sur des modéles de dégradation que sur des modéles
liés aux durées de vie. Certains de ces projets sont déja en cours d'étude et les premiers résultats ont parfois
été présentés dans des congreés.

6.1 Modeéles de dégradation

Cette section regroupe quelques travaux de recherche en cours ou a venir sur les modéles de dégradation
a espace discret ou continu.

6.1.1 Estimation de la redondance dans des systémes k-sur-n non réparables [30]

On considére ici un systéme constitué de n composants indépendants, identiques et non réparables. On
suppose qu'un jugement d’expert sur le systéme indique que le systéme est en redondance de type k-sur-n
mais que le nombre minimal k de composants en panne impliquant la panne du systéme est inconnue. De
plus, on pourra également supposer que la loi de la durée de vie des composants est également inconnue.

On note Xi, ..., X, la durée de vie des n composants de densité commune f et de fonction de répar-
tition commune F (on suppose que la loi des durées de vie est absolument continue). On propose ici une
méthodologie pour estimer I'entier k et éventuellement f et/ou F, sur la base de |'observation des durées
de plusieurs systémes identiques et indépendants. Cette situation est proche de celle d'échantillons censurés
de type Il ou les durées de vie sont observées jusqu’a la panne du systéme.

Puisque les composants ne sont pas réparables, on rappelle que la durée de vie T d'un systéme k-sur-n
est alors la k-ieme statistique d'ordre du n-échantillon X, ..., X,. La fonction de répartition et la densité
de T peuvent étre écrite en fonction de F et de f :

Théoréme 6.1.1 Soit Xi,..., X, un n-échantillon de fonction de répartition commune F et de densité
commune f. Soit T = Xy la k-éme statistique d’ordre associée a cet échantillon.

1. La fonction de répartition de T est égale a :

VteR, Fr(t)= Zn: <”> F(t)'(1—F(t))"". (6.1.1)

- !
i=k

2. La densité de T est égale a :
-1
vVteR, fr(t)= n(Z B 1) F()*1f(t)(1 — F(t))" k. (6.1.2)

Les deux cas particuliers les plus courants sont évidemment celui d'un systéme en série (k = 1) et celui
d'un systéme en paralléle (k = n). Dans ces deux cas, les expressions données ci-dessus se simplifient.

67



68 CHAPITRE 6. QUELQUES PERSPECTIVES DE RECHERCHE

Comme I'a montré Mood [134] (voir également [73]), la fonction de répartition F+ de T peut étre vue
comme une transformation continue de F :

Vt>0, Fr(t) = /OS n<:_ 1) F(s)k1f(s)(1 — F(s))™*ds

F(t)

= / B(k,n—f—l—k)uk_l(l—u)”_kdu
0

= he(F(t))

ot B(-,-) est la fonction beta. Il en résulte que Fr(t) peut étre vue comme la fonction de répartition d'une
loi beta de paramétre (k, n+1—k) au point F(t). La fonction hy est strictement croissante et uniformément
continue sur l'intervalle unité. On a donc existence et unicité de la fonction réciproque h;l.

On détaille ici une méthodologie pour estimer k. Une difficulté et une originalité est qu'il s'agit d'un
paramétre a valeur entiére. Trois cas sont distingués. Dans le premier cas, on suppose que la loi des durées
des composants est complétement connue. Dans le deuxiéme cas, on suppose que la loi des durées de
vie appartient a une famille paramétrique indexée par le paramétre 6 inconnue. Il faudra donc estimer k
et 6. Enfin, dans le dernier cas, on ne formulera pas d'hypothéses paramétriques sur la loi. En revanche,
on il semblerait nécessaire de disposer d'une information supplémentaire, par exemple le temps moyen de
fonctionnement (MTTF) des composants.

Dans tous les cas, on supposera que I'on observe les temps de panne de m systémes indépendants et
identiques a celui décrit précédemment. Soit T4, ..., T, un m-échantillon de méme loi que T. On rappelle
que les durées de vie des composants ne sont pas observées.

Cas ou f est complétement connue Dans ce cas, la vraisemblance associée a I'échantillon ne dépend
que d'un parametre entier :

Lt tn) = [T rte) =T o () Fep e - ey

L'estimateur du maximum de vraisemblance k de k est donc simplement donnée par :
k = argmax L(k|t1, ..., tm).

On rappelle que k € {1, ..., n} (avec n connu). La plupart du temps, le nombre n de composants du systéme
est suffisamment petit si bien que la log-vraisemblance peut étre évaluée rapidement pour toutes les valeurs
possibles de k. Donc I'estimateur du maximum de vraisemblance k peut étre déterminée en effectuant une
recherche exhaustive. On peut montrer que cet estimateur converge en probabilité vers la vraie valeur.

Cas ou f appartient a une famille paramétrique On suppose maintenant que f (et donc F aussi)
dépend d'un parametre euclidien 6. La vraisemblance de |'échantillon est donc désormais une fonction de k
et de 6, le premier paramétre étant discret (toujours avec n valeurs possibles) et le second étant continu. Les
paramétres peuvent étre estimés dans une procédure en deux étapes. Conditionnellement a k, on peut calculer
|"estimateur du maximum de vraisemblance §k de 6. Alors, I'estimateur du maximum de vraisemblance k de
k est donnée par :

k= argmax L(k, §k|t1, o tm).

Au final, I'estimateur du maximum de vraisemblance de (k, 0) est (? 5;) On peut voir cet estimateur comme
un estimateur de vraisemblance profilé.

Cas ou f est complétement inconnue Le probléme devient alors beaucoup plus complexe. Pour le mo-
ment, il est nécessaire de supposer la disposition d'une certaine information sur la loi des durées de vie des
composants.
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La fonction de répartition empirique Fr de la loi de la durée du systéme peut étre calculée classiquement
de la maniére suivante :

~ 1
Vt>0, FT(t) = E ZHTjgf'
=1

D’apres la relation fonctionnelle entre F et F+, on en déduit une estimation non-paramétrique de F a partir
de Fr:
vt>0, F(t)=h(Fr(b)).

Cet estimateur est uniformément convergent et asymptotiquement normal (voir [73] pour plus de détails).

On suppose maintenant que I'on connaisse le MTTF des composants (par exemple, il s'agit d'une donnée
fournie par le fournisseur). L'idée consiste alors & comparer ce MTTF a celui qui peut étre estimée a partir
de I'estimateur non-paramétrique F construit ci-dessus (qui dépend de k). En effet, on a :

MTTFy = /00(1 — F(t)) dt .
0

Cette estimation dépend du paramétre k et peut étre calculée pour tout k € {1,...,n}. On peut donc
estimer k en retenant la valeur qui conduit & I'estimation la plus proche (en valeur absolue) du MTTF
théorique : .

k = argmin {|MTTFx— MTTF|, k=1,...,n}.

6.1.2 Estimation semi-paramétrique pour quelques modéles non-homogénes de dé-
gradation [32, 31]

Les processus de Lévy sont les processus les plus frequemment employés comme modéles de dégradation.
On rappelle que, parmi eux, les trois modéles les plus courants sont le mouvement brownien avec tendance
linéaire (ou processus de Wiener), le processus gamma et les processus de Poisson composés. La dégrada-
tion moyenne de tous les processus de Lévy est linéaire en temps. Cela constitue une hypothése restrictive,
parfois inacceptable. Par exemple, la propagation d'une fissure est un phénoméne non linéaire dans le sens
ol la longueur moyenne a une évolution plutdt exponentielle que linéaire. Il est donc nécessaire de disposer
de modeles pour lesquels la dégradation moyenne n'est plus nécessairement linéaire. Une solution possible
consiste a relacher I'hypothése de stationnarité des accroissements d'un processus de Lévy (on conserve en
revanche I'hypothése d'indépendance des accroissements) : on parle de processus non-homogeénes de Lévy.
On suppose que ces processus dépendent de deux paramétres, I'un dans un espace euclidien, I'autre dans
un espace fonctionnel (en général, I'ensemble des fonctions réelles, positives et croissantes). Se pose alors
naturellement le probléme de I'inférence semi-paramétrique du modeéle de dégradation sur la base de |'obser-
vation de plusieurs individus a plusieurs instants (non nécessairement identiques). Wang [185), [186], 187, [188]
a étudié ce probléeme pour deux modéles non-homogeénes, le processus gamma non-homogeéne et le processus
de Wiener avec échelle de temps dilatée par une fonction croissante, avec présence éventuelle de covariables
ou d'effets aléatoires. Pour les modeéles sans covariables ni effets aléatoires, il a suggéré d'utiliser I'estimateur
du maximum de pseudo-vraisemblance (obtenue en ignorant le fait qu'il y a dépendance entre les mesures
pour un méme individu). On peut alors adopter la méme approche pour I'inférence d'autres modéles tels que
le mouvement brownien avec tendance non linéaire ou le mouvement brownien géométrique non-homogeéne.
Les premiers résultats obtenus sur ce sujet ont fait I'objet de présentation lors de deux congrés internatio-
naux en 2013 [32] [3T]. Outre I'estimation semi-paramétrique par maximum de pseudo-vraisemblance, on a
étudié la loi du temps de panne pour ces modeéles et son estimation. |l reste encore a établir les propriétés
asymptotiques de ces estimateurs. On pourrait envisager d'autres méthodes d'estimation. Enfin, on peut se
poser la question de la sélection du meilleur modéle pour un jeu de données.

6.1.3 Probléme inverse pour le processus gamma non-homogéne basée sur des
durées de défaillance

On consideére ici le processus gamma non-homogéne comme modéle de dégradation. On note (\;) sa
fonction de forme et w son paramétre d'échelle. Une forme paramétrique peut étre spécifiée pour (X;) (par
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exemple, \; = at® pour tout t € R,) ou pas (modéle semi-paramétrique). Comme on I'a vu, le temps
de panne associé a un modéle peut étre défini comme le premier temps de passage T, d'un seuil critique
¢ connu. Supposons que la loi du temps de panne est connue, par exemple a partir d'un avis d'expert,
éventuellement a des paramétres prés (par exemple, on sait que la durée est une variable aléatoire de loi
de Weibull). Le probleme est alors de déterminer (A;) et w de sorte que la loi de T, soit la plus proche
possible de la loi donnée par les experts. Il s'agit d'un probléme déterministe si la loi donnée par les experts
est complétement connue.

Notons F(-;0), avec 8 = c((A¢), 1), la fonction de répartition de T, et G(+;n) la fonction de répartition
donnée par les experts. Le vecteur de paramétre n est connue ou bien estimée a partir d’observations. On
peut alors essayer de déterminer 0 tel que F et G soit les plus proches possibles pour une distance donnée.
Par exemple, on peut utiliser la distance de Cramer - von Mises :

deuu(®im) = [ [F(x:6) = 60 mPdG ;)
R
ou bien la distance de Kolmogorov-Smirnov :
dks(0;m) = max|F(x;0) — G(x;m)|.
x€R
En supposant qu'il existe une solution, pour tout m, on pose :
Ocvm = mein devm(0;m) et Oks = mein dks(6;m).

Si n est inconnue, on le remplace dans les équations précédentes par une estimation 7. On obtient alors des
estimations pour 8¢, p et Oxs. On peut alors étudier plusieurs problémes. Tout d'abord, peut-on trouver des
conditions d’existence aux problémes de minimisation? On sait que la loi de T. a une fonction de risque
croissante (IFR), cela impliquerait a priori qu'on ne puisse pas considérer n'importe quelle loi G de maniére
raisonnable. Ensuite, on peut étudier les propriétés des estimations pour O¢, s et Oxs quand n est inconnue.
Ces problémes s'apparentent aux estimateurs de la distance minimale [66l [146].

6.1.4 Temps de panne : premier ou dernier temps de passage ?

Pour un processus non-monotone (X;)r>o modélisant la dégradation d'un composant ou d'un systéme,
I'instant de défaillance est classiquement défini comme le premier temps de passage d'un seuil critique
(déterministe ou aléatoire) par le processus. Comme expliqué par Barker et Newby [58], le dernier temps
de passage peut aussi étre un candidat légitime pour définir I'instant de défaillance. c'est pourquoi, avec L.
Rabehasaina, nous avions étudié sa loi dans le cas d'un subordinateur perturbé [14]. Cependant, le choix
du dernier temps de passage comme instant de défaillance est difficilement acceptable pour I'industriel. En
effet, il en résulte un trop grand risque lié au fait d'étre pendant un moment (ou plusieurs) éventuellement
long au dessus du seuil critique et il est donc peu souhaitable de laisser le composant/systéme fonctionner.
Le premier temps de passage apparatt donc comme un choix plus prudent. En revanche, pour définir un seuil
de maintenance préventive comme dans [61] et [99], on pourrait considérer le dernier temps de passage d'un
seuil préventif a définir. Considérons les instants suivants :

T.=inf{t; Xy > c}
définissant I'instant de défaillance du composant/systéme,
Tm = inf{t; X; = m}

définissant I'instant de maintenance préventive basée sur le premier temps de passage du seuil de maintenance
préventive m et

Tm =sup{t; X¢ < m}
définissant I'instant de maintenance préventive basée sur le dernier temps de passage du seuil de maintenance
préventive m. Usuellement, les modéles considérent le couple (T,,, T¢) alors qu'ici on propose de baser la
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politique de maintenance sur le couple (7N'm, Tc). Il existe plusieurs difficultés. La premiére est que T nest
pas un temps d'arrét. La seconde est que T, n'est pas nécessairement presque slirement plus petit que
T. (bien que cela n'apparaisse que dans des cas pathologiques peu cohérents avec le phénoméne modélisé,
les fluctuations devant étre "petites"). En considérant T, on pourrait s'attendre a un niveau optimal de
maintenance préventive inférieur a celui qu’'on obtiendrait avec T,,. On pourrait donc étudier ce nouveau
modele de maintenance en reproduisant ce qui a été fait dans [61] et/ou [99] et comparer les deux approches.

6.2 Modéles de durées de vie

Cette section regroupe quelques travaux de recherche en cours ou a venir sur les cartes de contréle pour
le suivi de durées de vie.

6.2.1 Cartes de controle basées sur la statistique de prédécesseur et des excédants

Dans le travail avec N. Balakrishnan et J.-C. Turlot, nous avons montré que la carte de contrdle unilatérale
basée sur la statistique des prédécesseurs est performante (tant du point de vue du taux d'alarme que de
la période opérationnelle moyenne) sous la premiére hypothése alternative de Lehmann. Pour la seconde
hypothése alternative de Lehmann, la performance est comparable a celle de la carte de contrdle basée sur
la statistique de Wilcoxon-Mann-Whitney. Notre objectif est donc d’étudier d'autres statistiques, comme les
statistiques des excédents, pouvant aboutir a des cartes plus performantes pour cette derniére alternative.
On espére alors combiner I'ensemble de ces statistiques pour construire des cartes de contréle qui soient
performantes pour les deux hypothéses de Lehmann.

6.2.2 Autres cartes de controle

D'autres cartes de contrdle pour le suivi de durées de vie mériteraient d'étre étudiées. En partiuclier, une
carte de controle (non-paramétrique) basée sur la statistique de Savage pourrait se montrer performante.
En effet, ce test a été élaboré spécifiquement pour la loi exponentielle. Ce test est localement plus puissant
pour la loi exponentielle (c'est-a-dire lorsque I'alternative est proche de I'hypothése nulle). Cela en fait donc
une statistique pertinente pour |'élaboration d'une carte de contrdle pour le suivi de durées de vie.
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en informatique et en écologie






Chapitre 7

Introduction

7.1 Problématiques générales

Considérons I'ensemble des vecteurs aléatoires a valeurs dans A, le simplexe d'ordre n :

An:{(ul,...,un)e[o,l]”; zn:u,-:l}.

La loi d'un tel vecteur aléatoire est appelée loi discréte aléatoire [116] et intervient dans de nombreux
domaines : génétique, écologie, informatique théorique, statistique bayésienne, etc. [155].

Une construction possible des lois discrétes aléatoires (p1, ..., p,) consiste a renormaliser un ensemble de n
variables aléatoires positives et indépendantes (pas nécessairement de méme loi) par leur somme. Autrement
dit, pour toutes variables aléatoires Xj, ..., X, positives et indépendantes, on pose :

Xi

Vie{l,....n},pj= ———"—.
el b X1+...+ X,

Kingman [116] avait proposé une construction différente, reposant sur |'utilisation d'un subordinateur
défini sur [0, 1]. On rappelle qu'un subordinateur (£(t))sc[o,1) est un processus de Lévy, croissant et positif.
Il s'agit donc d'un processus de sauts, a accroissements indépendants et stationnaires. On construit alors
une variable aléatoire (p1, ..., pn) sur le simplexe A, en posant :

EUn ) —&U—-1n™)
£(1) '

On a ainsi un vecteur aléatoire dont les lois marginales sont identiques. Deux exemples fondamentaux
avaient été traités par Kingman [116] dans le cadre de I'algorithme move-to-front correspondant aux cas
d'un subordinateur gamma et d’'un subordinateur «y-stable. Dans le premier cas, la loi conjointe de (p1, ..., pn)
est connue explicitement et porte le nom de loi de DirichletE].

De manieére plus générale, Regazzini et al. [I59] ont introduit les mesures aléatoires normalisées a accrois-
sements indépendants dont la construction est la suivante. Soit 0 =t < t; < --- < t, = 1 une partition de

vie{l,....n}, p=

I'intervalle [0, 1]. Alors, pour une partition ty, ..., t, et un subordinateur £ donnés, on pose :
. £(ty) — €(tj-1)
vje{l,...,n}, p ="—"FF""7"5
’ €(1)
Les lois marginales de (ps1, ..., pn) ne sont donc plus nécessairement identiques.

1. Le nom de cette loi est, semble-t-il, di a Wilks [190].

75
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7.2 Contexte

Lors de mon séjour post-doctoral au Chili (CMM, Université du Chili, janvier a aolt 2003), j'ai travaillé,
avec Javiera Barrera, sur I'analyse de |'heuristique auto-organisatrice move-to-front. Les paramétres de
cet algorithme sont les probabilités de requéte. Nous nous étions intéressés au cas ou ces probabilités
sont supposées étre aléatoires, ce qui nous a amené a travailler sur les lois discrétes aléatoires. Ce séjour
post-doctoral a été le point de départ d'une collaboration avec Javiera BarreraE], qui s'est enrichie d'une
collaboration avec Thierry Huillet. Ces questions-la constituaient ma principale activité de recherche jusqu’en
2007 (i.e. peu de temps aprés mon arrivée a Pau). Puis, j'ai de nouveau travaillé sur ce sujet en 2009 et
2010, suite a une discussion avec Fabrizio Leisen a Jaca.

Dans le chapitre suivant, on présente les différents résultats obtenus dans le cadre de |'utilisation des
lois discretes aléatoires pour deux algorithmes : move-to-front et move-to-root. Dans le second chapitre de
cette partie, on présente quelques résultats sur des probléemes d'inférence statistique sur la loi de Dirichlet.
Le tableau ci-dessous résume quantitativement mon activité de recherche sur ce théme.

Publications 14, 2, 111 3, 12, [13]
Acte de congres | [19]

2. Javiera était ensuite venue trois ans en France dans le cadre de sa thése en co-tutelle.



Chapitre 8

Utilisation en analyse d’algorithmes

8.1 Move-to-front [4, 2, 3]

8.1.1 Description de I'heuristique

Soit n objets stockés dans une liste (livres dans une bibliotheéque, fichiers sur un disque dur, ...). La liste
est une structure de données importante en informatique. On accéde aux éléments d'une liste de maniére
séquentielle : de la téte de la liste a la queue. Par exemple, pour acceder au troisiéme élément de la liste, on
est obligé de commencer par accéder au premier puis au deuxiéme élément. Aussi on souhaiterait arranger
la liste de sorte a avoir les objets les plus populaires en téte de liste. Mais les popularités ou probabilités de
requéte de chacun des objets sont inconnues. Une solution a été proposée de maniére indépendante par le
russe Tsetlin en 1963 [183] et I'américain McCabe en 1965 [131] : I'heuristique move-to-front. A chaque
unité de temps discret, un objet est demandé par un utilisateur et cet objet est mis en téte de liste : les
objets avant celui demandé sont décalés d'une position vers la queue, les positions des autres objets étant
inchangées.

On note p1, ..., pn les probabilités de requéte des n objets. L'heuristique proposée peut étre vue comme
une chaine de Markov o, sur I'ensemble S, des permutations a n éléments. Cette chaine est ergodique de

mesure stationnaire :
n

Vs € Sn Plo,=s] = ps H
i=2

Ps;
17p517“'7p5,,1’

appelée permutation biaisée par la taille [103] [85].

Une quantité intéressante est alors le codt de recherche S, (t) définie comme la position de I'objet demandé
dans la liste au temps t. En effet, il s'agit du nombre de comparaisons nécessaires pour la requéte a l'instant
t. Par convention, la premiére position (téte de liste) est 0 : S,(t) est donc une variable aléatoire a valeurs
dans {0,...,n—1}. On peut la voir comme le mélange de n variables aléatoires :

Sp(t) = Pre(R),
ol R est une v.a. discréte de loi (py, ..., pn) et

Pre(i) =D Li(t)
J#I
avec [;i(t) égale a 1 si j précéde j dans la liste a I'instant t et O sinon. On a [91] :

P[Sh(t) = k] =Y piP[P:(i) = K].
i=1

Dans la suite, on ne s'intéressera qu'au colt de recherche a I'équilibre que I'on notera S,,.

7
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8.1.2 Résultats de Kingman

Le colit moyen de recherche asymptotique est bien connu [131] :

n

PiPj
u=E[S,] = —_
=52 25
J=1
i#]
On dispose d'un majorant : )
n—
<
HS

De plus, si les popularités sont connues, alors la permutation optimale est p;1y = --+ = p(,) et le colt de
recherche associé est égal a :
n
m = Z(I — 1)[)(,-).
i=1

On peut aussi montrer I'encadrement suivant :
m<u<2m.
Supposons maintenant que les popularités sont un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet D,(a) de paramétre

a. La densité jointe de (p1, ..., pn) est donc :

n

M(na) _
flxa, ... Xn) = M(a)" erq e,
i=1

..... Xn)EN, -

Kingman [I16] a montré que I'espérance du colit moyen de recherche est égale a :

(n—1Da
1+ 2a

1 M1+2
E[m](nn(zr(li;r)z;‘l)m).

On peut s'intéresser a un régime asymptotique particulier, la limite Poisson-Dirichlet : n — oo, @ — 0 et
na — A. On obtient alors :

E[u] =

et que :

E[lu] — X et E[m] — Xlog2.

Plus généralement, pour toute fonction intégrable ¢, on pose s = Z}’Zl @(p;). Alors, on a:

Blss] = nE9(p0)] — A | 800x71(1 = x) 1

Par exemple, dans le cas de I'entropie h de (py, ..., Pn), ¢(x) = —xlog, x et :
I & A
E[h(py, . .. = .
[ (pL ,pn)] Iog ) ; n(n ¥ )\)

En fait, le cas de popularité Dirichlet apparait comme un cas particulier de popularité construite a partir
d'un subordinateur (en prenant le subordinateur gamma). On rappelle qu'un subordinateur £ est un processus
de Lévy croissant (donc a sauts) qui vérifie la formule de Lévy :

E[e%(0)] — ¢ t¥(6)

avec Y(0) = [;°(1 — e ®)u(dx) sa mesure de Lévy. Dans le cas d’un subordinateur gamma, on a 9(8) =
log(1 +0) et u(dx) = x~te *dx. Comme expliqué en introduction, on peut alors construire le vecteur des
popularités (p1, ..., pn) de la maniére suivante :

€0 — &= D)

vied{l, ..., ny, pj= 1)
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Kingman [116] a alors donné des expressions générales pour E[u], E[m] et E[sg]. Il a également étudié un
autre exemple, celui du subordinateur ~y-stable :

P(O) =ay lr(1—v)8" et wu(dx)=ax""tdx.

[l a montré [116] le comportement asymptotique de E[u] :

2 siy< i
lim E[u] = =2y = 2
Jim Elu] { o sinon
et de E[m] : .
im Efm] = { TomEs S <3
n—o0 00 sinon

8.1.3 Geénéralisations

Le théoréme ci-dessous donne la transformée de Laplace de S, :

Théoréme 8.1.1 [91] Pour tout vecteur déterministe (p, .. ., pn) de popularités,
00 n n
E[e~4*] = / e’ Zp? H(l + e Y(e® —1))ds.
0 i=1 k=1
k#i
On peut déduire de ce résultat la transformée de Laplace dans le cas de popularités aléatoires construites
construites a partir de variables aléatoires indépendantes X1, ..., Xp normalisées par leur somme. Pour tout
ied{l,..., n}, on notera f; la densité de X;, ¢; sa transformée de Laplace et u; son espérance (finie ou
pas)

Théoréme 8.1.2 [4] Pour toute suite (Xp)nen+ de v.a. indépendantes,

n 0o 00 n
w520 ¢55)= [ | [ 0 [veastr)dr | ot
=170 t k=1
k#i
ou, pour tout i € {1, ..., n},
VE>0,Vr >t Prsi(r)=¢i(r) +e*(¢i(r —t) — ¢i(r))
On en déduit facilement les deux premiers moments dans le cas de v.a. indépendantes et de méme loi :

Corollaire 8.1.1 [4] Pour toute suite (X,)nen+ de v.a. indépendantes et de méme loi,

BiS,| = n(n-1) [ ()" ( [ @y dt) dr

et

BIS3) = n(n - 1)(20-3) [ ()" ( [ ey dr) dr
~2n(n-1)(n-2) [ G ( / T o0 (1) dr) dr.

On peut aussi en déduire un développement asymptotique de la transformée de Laplace de S, dans le cas
de v.a. indépendantes et de méme loi :

Théoréme 8.1.3 [4] Pour toute suite (X,)nen+ de v.a. indépendantes et de méme loi,

V20, gs (o)~ [ OB g

quand n tend vers I'infini.
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Toujours dans le cas de v.a. indépendantes et de méme loi, on en déduit la limite pour les deux premiers
moments sous une condition de finitude de u :

Corollaire 8.1.2 [4] Pour toute suite (X,)nen+ de v.a. indépendantes et de méme loi d’espérance . finie,
TElS] 2 [ @R
n n=oo W Jo
et 1 5 oo
SESH == = [ a - 0@ ar.
Plus précisément, on peut calculer la loi limite sous les mémes hypothéses.
Théoréme 8.1.4 [3] Pour toute suite (X,)nen+ de v.a. indépendantes et de méme loi d’espérance w finie,

Sn .5

n n—oo

ol S est une v.a. aléatoire de densité fs :

147670 =x),
w (g1 =)

avec pp = P(X1 = 0) et ¢! la réciproque ¢.

fs(x) = (x)

Il est assez surprenant de constater que la loi limite peut étre calculée explicitement pour toutes les lois
classiques.

Exemple 8.1.1 On suppose que Xi, ..., Xp sont de loi de Dirac en 1. On obtient, a la limite, la loi uniforme
sur [0, 1]. Ce résultat avait déja été montré par Fill [90].

Exemple 8.1.2 On suppose que X1, ..., Xy sont de loi géométrique sur N de paramétre p. On obtient, a
la limite, la densité suivante :

P [2(1—vy)
fs(y) = 1-p {p =1 Tjo,1—p(¥)-
Exemple 8.1.3 On suppose que X, ..., Xp sont de loi de Poisson de paramétre A. On obtient, a la limite,
la densité suivante : In(1 )+ A+1
ntLt—y
fs(y) = X ljo,1—e2(¥)-
Exemple 8.1.4 On suppose que X1, ..., X, sont de loi de Pareto de paramétre 1/a. Dans ce cas, on obtient,

a la limite, la loi de la v.a. A(a) obtenue et décrite par Fill [90] quand les popularités sont connues et de loi
de Zipf généralisée.
Exemple 8.1.5 On suppose que X1, ..., X, sont de loi béta de paramétre (1/s,1). Dans ce cas, on obtient,

a la limite, la loi de la v.a. B(s) obtenue et décrite par Fill [90] quand les popularités sont connues et de loi
puissance généralisée.

Exemple 8.1.6 En dernier exemple, on considére le cas ou X, ..., X, sont de loi gamma de paramétre a,

autrement dit le cas de popularité Dirichlet. Les deux premiers moments sont égaux a :

a(n—1)
2a+1

et E[S2] = a(2an+1)(n—1)

E[Sn] = T a+1)@Bat+l)’

On retrouve le résultat de Kingman [116] pour I'espérance. De plus, la loi limite est la loi béta de paramétre
(1,1/(1 + o).

On peut aussi regarder le cas du régime Poisson-Dirichlet. En utilisant les propriétés de loi de Dirichlet, on
a pu montrer directement que la loi limite de S, sous ce régime est la loi géométrique sur N de paramétre
v [2] (attention : il n'y a pas de renormalisation a effectuer dans ce cas).
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Pour finir, on considére le cas ou les popularités py, ..., p, sont construites a partir d'une mesure aléatoire
normalisée & accroissements indépendants. Lijoi et Priinster [126] ont obtenu une généralisation du résultat
de Kingman :

Proposition 8.1.1 [126] Pour toute mesure aléatoire normalisée a accroissements indépendants

(P1. - Pn), .
E[Sn] = ) ——L[1+Z(a, a))],
5= 3 e+ e
i#
ou @ =oa;/ Y. a pourtouti€{l,...,n} et

(e, o)) = / — / 3O (U + v)e(@ra@ErI=0) gy gy
(0.00) (0.00)

Le résultat de Kingman [116] apparait donc comme un coromlaire du résultat ci-dessus :

Corollaire 8.1.3 [126] Dans le cas particulier d'un subordinateur y-stable,

a;a 1 ~ ~
E[S,] = E O_LI_ITJO_U[l—(l—’Y)QH(l,l;l—F;;l—oz,-—ozj)],
ij=1

I#)

ol 2 Fy est la fonction hypergéométrique. De plus, si pour tout i € {1,...,n}, a; = % alors

sioy=1/2.

n—-+o00

lim E[S,] = { Zé(l —2y) s y<1/2

En fait, la proposition de Lijoi et Priinster [I26] peut aussi étre vue comme un corollaire de nos résultats.
On peut donc alors les utiliser pour montrer un résultat analogue a celui de Kingman pour les autres moments.
Ainsi, Fabrizio Leisen, Antonio Lijoi et moi nous avons obtenu le résultat suivant :

Théoréme 8.1.5 [13] Si € est un subordinateur «y-stable et si &; = 1/n pour tout i € {1, ..., n}, alors
k (1? (k) : 1
lim E(SF) = Lim o S < T
n—0o0 00 sinon
avec
agk) =1
a,(k) = a,(le)—i—/a,(k_l) [=2,...,k—1
a,((k) =1

8.2 Move-to-root [19]

Les arbres constituent une autre structure de données utilisée en informatique. Ici nous ne nous intéres-
serons qu’'a une famille particuliere d’arbres : les arbres binaires de recherche. Un arbre binaire de recherche
est un arbre enraciné, orienté, étiqueté et dont les nceuds ont au plus deux descendants. L'étiquette (ou la
clef) d'un nceud est plus grande que toutes celles de son sous-arbre gauche et plus petite que toutes celles
de son sous-arbre droit. Cette structure de données permet d’effectuer une recherche efficace d’un élément.

On considére que n objets sont insérés dans un arbre binaire de recherche. Le co(t de recherche d'un objet
est donc égal au nombre d'ancétres de celui-ci (ou encore la profondeur de I'objet dans I'arbre moins un).
On suppose qu'a chaque unité de temps un objet de I'arbre est demandé par un utilisateur. Lorsque les po-
pularités des objets sont connues, Knuth ([I18], p.433-477) a proposé une construction optimale de I'arbre
binaire de recherche (arbre de colt minimal).

Lorsque les popularités ne sont pas connues, afin d'espérer obtenir un arbre binaire de recherche optimal,
Allen et Munro [49] ont proposé I'heuristique "move-to-root" sur la base d'échanges simples faisant remon-
ter progressivement |'objet demandé a la racine. En effet, on ne peut pas remonter directement I'objet a la
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Figure 8.1 — Exemple d'un échange simple

racine sans perdre la propriété d’'arbre binaire de recherche. On doit donc procéder pas a pas. Un échange
simple consiste a déplacer un objet a la place de son ancétre de la maniére suivante :

Algorithme 8.2.1 Soit a I'élément demandé.
1. Si a est la racine, on ne fait rien.

2. Si a est le descendant gauche de I'objet r, on modifie le sous-arbre dont la racine est r de la maniére

suivante :
— on bouge a a la place de r de sorte que a devienne la racine du nouveau sous-arbre;

— I'ancien sous-arbre gauche de a est inchangé;
— I'ancien sous-arbre droit de a devient le sous-arbre gauche de r;
— |'ancien sous-arbre droit de r est inchangé.
3. Si a est le descendant droit de I'objet r, on modifie le sous-arbre dont la racine est r de maniére
analogue au cas précédent.

La figure [BI] donne un exemple d’échange simple. Cette maniére de mettre a jour un arbre binaire de
recherche est analogue a I'heuristique "move-to-front" pour une liste (car cette derniére heuristique peut
étre vue comme une suite de transposition jusqu'a ce que I'objet demandé arrive en téte de liste).

Il est clair que I'heuristique "move-to-root" induit une chaine de Markov sur I'ensemble des arbres binaires
de recherche a n éléments (on rappelle que le nombre d'arbres binaires de recherche a n éléments est égal
au n-ieme nombre de Catalan). Cette chaine de Markov a été étudiée par Dobrow et Fill [82, [83]. lls ont
montré en particulier I'existence d'un lien entre les chaines de Markov induites par les deux heuristiques. |l
en résulte I'existence d'une unique mesure stationnaire.

Comme pour I'heuristique précédente, on considére que les popularités sont aléatoires. On note SnT (resp.
Sf) le colit de recherche lorsque la chaine induite par I'heuristique "move-to-root" (resp. "move-to-front")
est a |'état stationnaire.

Théoréme 8.2.1 [19] Soit (X,)nen+ Une suite de v.a. indépendantes et de méme loi.
1. Le moment d'ordre 1 de S est égal a :

E[S]] =2 nz: /ODO /too(n — N (u)?P(u) rp(t)"" dudt. (8.2.1)

2. Le moment d’ordre 2 de S| est égal a :

E[(S7)*] = E[S]]
n—2 n—i—1

-8 > (n—i-)) /ooo /too /uoo<15’(v)2<1>’(u)<1>(v)"1<1>(u)flqs(t)"’f1 dvdudt. (8.2.2)

=1 j=1
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Remarque 8.2.1
1. On a la majoration suivante :
E[ST] < 2log n.
L'ordre de grandeur de cette borne n'est pas une surprise car la hauteur d'un arbre binaire de recherche
a n éléments est de I'ordre de log n.

2. On rappelle que la transformée de Laplace d'une v.a. positive est une fonction décroissante. On en
déduit alors I'inégalité suivante :

2 ) / (/ ¢(r)¢>(r)dr)quk(t)dt—]E[sﬁ]

1<i<j<n
k;élj

Le colt de recherche dans un arbre binaire de recherche mis a jour par "move-to-root" est donc
toujours inférieur en moyenne a celui dans une liste mise a jour par "move-to-front".

3. Le cas de v.a. indépendantes mais pas de méme loi est plus fastidieux a traiter. Pour |'espérance, on
obtient :

EST=2 Y / / ¢<u>¢(u>H¢k<t> H d) T #u(t) dud.
1<i<j<n =j+1 k=j+1

Pour conclure, nous allons présenter deux exemples :

Exemple 8.2.1 On considére oli les v.a. Xy, ..., Xn sont de loi de Dirac respectivement au point ay, ..., an
(popularités déterministes). Dans ce cas, on a :

djdj
E[S,,T] =2 Z —_—,
1\<igi<n An(a, + -+ aj)
ol Ay = a1 +---+a,. Dans le cas de popularités déterministes identiques (sans perte de généralité, on pose
a; = 1 pour tout /{1, ..., n}), on obtient :
E[ST]_Q(H >H —4

oll H, est le nombre harmonique d'ordre n. Asymptotiquement, on obtient que E[(ST)?] ~ 2logn. On
retrouve le résultat déja montré par Allen et Munro [49]. Pour le moment d'ordre 2, on a :

1 2 10 16
E[(ST)?] =8 (1 + n) HyHp_1 — 4 (1 + n) (Hﬁ,1 + Hﬁi)l) - <14 : ) Hy+20 = .

On obtient alors E[SnT] ~ 4log n? quand n tend vers 'infini. En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
il en résulte que SnT/IE[S,,T] converge vers 1 en probabilité. Autrement dit, la loi de SnT est de plus en plus
concentrée autour de son espérance avec n croissant.

Exemple 8.2.2 On considére le cas de popularités (py,..., pn) de loi de Dirichlet non symétrique
D(ay, ..., ap), i.e. le cas ou, pour tout i € {1,..., n}, X; est de loi gamma de paramétre (a;,1). Le
premier moment de S7 est égal 4 :
aja;
E[S]1=2 ) -

As(ai+---+a+1)

1<i<j<n

ol A, = ai + -+ a,. Dans le cas symétrique, i.e. dans le cas ou pour tout /i € {1,..., n}, aj = a, cette
expression se simplifie ainsi :

_Qan_l n—i a+1 1 2(n—1)
E[S”T]_n;(i+1)a+1_2<a >Z(/+1)a+1 n
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On retrouve le méme ordre de grandeur que dans |'exemple précédent, i.e. qu'asymptotiquement ]E[S,,T] ~
2log n. Pour le moment d'ordre 2, on a :

882 n—2 n—i—1

< n—i—j
T Z:: ai+j+1)+1)a(i+1)+1)

=1

E[(S])%] = E[S]] +

Si a = 1, les deux expressions précédentes se simplifient et on montre le méme phénoméne asymptotique
de concentration de ST autour de son espérance.



Chapitre 9

Problemes d’inférence autour de la loi
de Dirichlet

La loi de Dirichlet apparait dans de nombreux domaines des probabilités appliquées et de la statistique,
par exemple en écologie, génétique, analyse d'algorithme (cf. ci-dessus), statistique bayésienne, ... (voir
[I55] et ses références). On note par S, = (S1,...,Sp) un vecteur aléatoire de loi de Dirichlet symétrique
D,(0) de paramétre 6.

Avec Thierry Huillet, nous avons travaillé sur le probléme de I'estimation pour la loi de Dirichlet symétrique.
Deux cas ont été successivement considérés : le cas ol seul le paramétre 6 est inconnu, puis le cas ou a la
fois n et 8 sont inconnus.

9.1 Estimation du paramétre 6 [11]

Le probleme de I'inférence statistique pour la loi de Dirichlet a été étudié par Ronning [165] dans le cas d'un
m-échantillon de loi de Dirichlet non-symétrique (dans ce cas, il y a donc n paramétres a estimer). Narayanan
a développé une procédure pour de petits échantillons [I37]. Dans [11], nous avons regardé le probléme de
|'estimation du parameétre 8 dans le cas de la loi de Dirichlet symétrique sur la base de |'observation d'une
seule réalisation (ce qui est possible puisque nous avons alors un paramétre unidimensionnel a estimer).
Nous avons proposé cing estimateurs différents. Nous ne reprendrons ici que deux de ces estimateurs. lls
reposent sur la notion de permutations biaisées par la taille (PBT, en abrégé) du vecteur S,,. On peut voir
ces estimateurs comme obtenus par une méthode de bootstrap.

Dans une premiére étape d'un échantillonnage biaisé par la taille, on choisit au hasard un fragment. Soit
U; une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. On note par My I'intervalle auquel U; appartient et par L; la
longueur de cet intervalle. La partition aléatoire S,, conduit a une nouvelle partition :

(Ll, 51, e Slel, 5M1+1, R Sn) = (le (1 - Ll)sgl))

1 1 1
S = (s, 80 S0 L sy,

est une partition aléatoire de l'intervalle unité en n — 1 fragments aléatoires. On montre que Sr(f) est
indépendante de L et suit la loi de Dirichlet D,,_1(68). On a donc une propriété d'invariance et il s'agit d'une
des propriétés fondamentales de cette famille de lois de probabilité. On peut itérer ce processus sur Sﬁl) (pour
effectuer des tirages sans remise des fragments) et sur les suivants. A la fin, on obtient ce qu'on appelle
une permutation biaisée par la taille, qui sera notée L,. Pour une référence générale sur les permutations
biaisées par la taille, on pourra consulter le chapitre 9 de [I17]. La permutation biaisée par la taille L, peut
se factoriser de la maniére suivante (on parle alors de modéle d’allocation résiduelle) :

1. On pourra remarquer le lien entre ces étapes de I'échantillonnage et I'heuristique "move-to-front" étudiée précédemment.
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Proposition 9.1.1 La permutation biaisée par la taille L, du vecteur aléatoire S, de loi D,(8) vérifie la

propriété suivante : \V/ @ L et
k—1
(d)
Ly = Vi H(l - Vi),
i=1

ou, pour tout i € {1, ..., n— 1}, Vi est une variable aléatoire de loi béta de paramétres (146, (n — i)6).

En utilisant ces propriétés-la, par simulation on génére un m-échantillon Lgl) ..... fLE,’”) de permutations
biaisées par la taille de S,,. Autrement dit, pour tout k € {1,..., n — 1}, on dispose d'un m-échantillon
Vk(l) ..... Vk(m) de variables aléatoires i.i.d. de loi béta de paramétres (146, (n—k)6). Nous avons donc proposé
deux méthodes pour estimer le parameétre 8, la premiére par la méthode du maximum de vraisemblance et
la seconde par la méthode des moments.

Meéthode du maximum de vraisemblance

Pour tout k € {1, ..., n—1}, on note éﬁlg'm I'estimateur du maximum de vraisemblance qui est la solution
de I'équation suivante :

VO+1)+(n—kV({(n—k)0)—(n—k+1V(n—k+1)0+1) = %zm:(log Xi + (n—k)log(1l — x;))

oll W est la fonction digamma ou dérivée logarithmique de la fonction gamma. Cet estimateur est asympto-
tiguement normal :
A1 d
vm(8) —8) —— N(0,0%, 4)
m—o0

k,n,m

avec
Ok =Vi(0+ 1)+ (n—k)*Wi((n—k)B) — (n— k+ 1)°W1((n— k+1)6 + 1)

ol W est la fonction trigamma (i.e. la dérivée premiére de la fonction W). On peut alors regarder la moyenne
de ces estimateurs : )
1 Ao
n—1 k,n,m*
1

3
|

39, =

x
Il

C’est aussi un estimateur asymptotiquement normal :
A1 d 2
Vm(8(, —8) —— N(0,07y,)

avec

n—1
03, = ﬁ ((n —DWi(0+ 1) + > (KW (k8) — (k + 1)W1 ((k +1)0 + 1))> .
k=1

Méthode des moments

Pour tout k € {1, ..., n—1}, on note @,@vm I'estimateur de la méthode des moments donné explicitement
par : _

kmm = (p—k+ 1)V — 1

ol Vj est la moyenne empirique des variables aléatoires i.i.d. Vk(l) ..... Vk(m). Il s'agit également d'un estima-
teur asymptotiquement normal :

A d
\/E(el(fl)v,m —0) —— N0, ohmk)

avec
, 0(6 + 1)(n— K)((n— k +1)0 +1)?

TMME = T ) (- k£ 1)8 + 2)
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On peut ici également considérer I'estimateur moyen :

>
|
-

1

3= 1

x
I
i

qui est asymptotiquement normal :
= d
Vm(85), - 6) — N, )

ou

06 +1) 22 ((k+1)8+1)2
T = (n— 1) 4 Z k(k+1)8+2)°

Dans [11], nous présentons une étude basée sur des données simulées, en particulier sur la comparaison
des variances asymptotiques a%/,L et af/,M (I'une n’est pas toujours plus petite que I'autre, cela dépend de la
valeur de ). Une application sur le nombre de naissances en 1999 dans trois pays (France, Israel et Malte)
est également proposée.

9.2 Estimation des paramétres n et 6 [12]

On s'intéresse au probléme de |'estimation du nombre n d'espéces présentes sur une zone géographique
donnée. Lors d'une campagne d'échantillonnage, k individus ont été prélevés. On note A(q) le nombre
d'espéces présentes g fois dans |'échantillon : Z,;:o A(g) = n et Zgzl qA(q) = k. De plus, le nombre
P, « d'especes différentes observées dans I'échantillon s'exprime également en fonction de ces données :
Pok = 25:1 A(q). On cherche donc a estimer n sur la base de ces données synthétiques.

9.2.1 Modéle

On considére le modéle suivant : on suppose que les espéces sont présentes en proportion aléatoire
Si ..., S,, le vecteur (51, ..., S,) étant de loi de Dirichlet symétrique de paramétre 6. Ce modéle avait
déja été considéré par Keener et al. [I15]. Il généralise quelques modéles classiques en écologie. Si 6 = 1,
on obtient le modéle du baton brisé utilisé par MacArthur [I30] ; si & — oo, on obtient des proportions
déterministes toutes égales; enfin, si & — 0, n — oo et n@ — v > 0, le vecteur des proportions est de loi
Poisson-Dirichlet PD(7y) et on obtient le modéle log-séries de Fisher [92].

En complément des notations précédemment introduites, on pose :

— pour tout j € {1,..., k}, M; est I'espéce du j-éme individu de I'échantillon;

— pour tout m € {1, ..., n}, Ke(m) = Zj;l]l(/\/lj = m) est le nombre (éventuellement nul) d'occur-
rences de chaque espéce dans I'échantillon;

— pour tout g € {1, ..., p}, Bik(q) > 0 est le nombre non nul d'individus de I'espéce g dans I'échantillon ;

— pour tout i € {0, ..., k}, Ak(i) est le nombre d'espéces observées i fois dans I'échantillon :

Ac(i) = #{me{l,..., n} : Ke(m) =i}
= Y I(Ke(m)=1i).
m=1

On dispose de formules d'échantillonnage de type Ewens pour la loi de Dirichlet [107] :

Théoréme 9.2.1
1. Pour tout (b, ..., by) tel queVq € {1, ..., P}, bg=1ety o ) by =k,

P (V), Bk(j) = bj; Pox = p) = (Z) (nk@!)k 11 (2‘: (9.2.1)

ol (x)n est le symbole de Pochhammer (ou factorielle croissante) : (x), = x(x + 1)(x +2)--- (x +
n— 1) _ Frx+n)'
()
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2. Pour tout (ay, ..., ax) >0 tel que YK L ia; =k et Y5 a,=p,

k

. . n'k! ()7
P =a;:P,k=p)= — 2.2
(Vir Akl = a5 Po = P) = 51007 [[1 Tzl (9.22)
Partant de ce résultat, on obtient la loi de la statistique P, x :
Théoréme 9.2.2 Pour tout p > 1,
PP =p) = —— LB, (0) (92.3)
P =)t (ne), -
ot By p(+) sont les polynémes de Bell définis par :
k! 20 (0)?
Bk,p(e):a > 11 = BIEet
b1 g=1 9 a;>0 i=1 !
Sh_y b=k S ai=p
25:1 iaj=k

Keener et al. [I15] avaient obtenu précédemment une autre expression de la loi de P, « :

Théoréme 9.2.3 [115] Pour tout p > 1,

B(Poy = p) = ;(—1)'“7 (Z) (g) 2235: (92.4)

09.2.2 Estimation de n

On souhaite estimer n en supposant que le paramétre 6 est connu. Les théorémes [0.2.3] et [9.2.2] montrent
que P, est une statistique suffisante. Le paramétre n étant entier, |'estimateur du maximum de vraisem-
blance 7y, est définie par :

I[D(Pn,k = ,D) -1
P(Pnfl,k = P) .

Partant de la loi de P, «, on obtient que ﬁhp est la solution de I'équation suivante :

— ((Mhp — 1)9)k_

Nhp = P+ Npp 5f)C (9.2.5)
P
En comparaison, I'estimateur fys, proposé par Keener et al. [115] est le suivant :
~ Bk,p—l(e)
Nksr = ——,
ksr p + ka(e)

Cet estimateur présente I'avantage d'étre explicite. Cependant, il fait intervenir les polyndmes de Bell dont
le calcul numérique peut se révéler complexe. Si 8 = 1, alors les deux estimateurs sont :

~ pk
o=, e =T

Si 6 tend vers I'infini, ﬁhp est alors la solution de I'équation suivante :

~ 1\"
p:nhp 17 17?
P

Sk,pfl
Sk.p

et :

ﬁksr =p+

ou Sk p sont les nombres de Stirling de seconde espéce.
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0.2.3 Estimation de n et de 0

En général, le paramétre 6 est également inconnu. On va donc devoir estimer conjointement n et 6. Cette
situation n'est pas détaillée dans I'article de Keener et al. [115], bien que mentionnée dans les applications.
Pour estimer ces deux paramétres, on va reprendre un des estimateurs étudiés dans [11]. Soit 4 et b deux
animaux observés. On note §,,;, la variable indicatrice de I'appartenance a la méme espéce pour ces deux
animaux : n

Onp = Z:H(/\/I,1 =m; M, =m)
m=1

On peut alors définir I'homozygosité de I'échantillon [180] :

Pk B (C]) 2 1
D= k(k* Z 5/1/2* — (Z( kk > k)

h#h=1 g=1
L'espérance de D peut étre calculée facilement :
1+906
E(D E
( ) (6/1 /2) 1+ ﬂ@

On en déduit un estimateur de 6 par la méthode des moments :
~ 1-D
0= )
nD—1
Cet estimateur de 8 dépend de n. On peut donc utiliser cet estimateur avec |'un des deux estimateurs de n
introduits précédemment. En utilisant I'estimateur que nous avons proposé, on a :

(1) a(1)
?7\571) p+7i 41) ((nhp - 1)9hp )k ot Aﬁl) _ 1-D
’ MG LN © Ay D-1

De méme, en utilisant I'estimateur que Keener et al. ont proposé, on a :

B (9 ) 1-D

~1) _ k.p—1 ksr (1) _

Mg =p+———— K et 0, ) = ——
> Bx D( ksr) > /\ils)rD - 1

Au lieu de considérer I'homozygosité, on peut considérer des fonctionnelles additives de la forme :

d)n = Z h(sm)
m=1

Par exemple, pour h(s) = s, on obtient I'indice de Simpson de biodiversité [173] ou bien pour h(s) =
—slogs, on obtient I'entropie de Shannon [154]. Un estimateur naturel de ¢, est le suivant :

-2 (7)

2

On montre que :

> d
¢k ” Cbn
k—o00

et
E (k) —— E(dn).

Cependant, (Ek dépend de n qui est inconnu. En revanche, on peut considérer |'estimateur suivant qui posséde
les mémes propriétés asymptotiques :
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Dans le cas particulier ot h(s) = s? (indice de Simpson), on a :

E (@) P 11j:9'

On peut donc obtenir un autre estimateur de 6 en appliquant la méthode des moments a I'indice de Simpson.
En utilisant ﬁhp, on obtient les estimateurs suivants :

@) _ 1\5® -
5 _ py 5@ (M, = 1)6p, )k ot B _ _1— (2
hp T h ORONEEE ey =
° GRS k-1

De méme, en utilisant Nks,, ON obtient les estimateurs suivants :

5 ~

o B0 o 1o
sr 2 sr 2) ~ :
Bkvp(é\/((s)r) ﬁf(s)r'lpk -1

Dans [12], nous avons considéré des questions connexes a ce probléme. En particulier, nous avons re-
gardé des critéres d'arrét d'échantillonnage. Trois régles d'arrét ont été proposées, basées sur les questions
suivantes : quand est-ce que I'espéce la plus rare est observée? combien d'animaux faut-il prélever pour
observer toutes les espéces ? quand est-ce que la probabilité d'observer une nouvelle espéce est inférieure a
un certain seuil 7 De plus, nous avons également étudié un critére d’ajustement.

9.2.4 Applications

Deux exemples d'applications sont donnés ici. Le premier exemple est une situation o, en fait, le paramétre
a estimer est connu. Il avait été étudié par Keener et al. [115].

The Federalist Papers

Entre 1787 et 1788, une série de 77 articles, appelés The Federalist Papers, a été écrite pour soutenir la
nouvelle constitution de I'Etat de New-York, publiée dans plusieurs journaux sous différents pseudonymes.
On sait que ces articles ont été écrits par trois personnes (un seul auteur par article) : James Madison,
Alexander Hamilton et John Jay. Pour la plupart des articles, I'auteur a été clairement identifié, mais Madison
et Hamilton se disputent la paternité de douze articles. Afin de les départager, des chercheurs (voir, par
exemple, le livre de Mosteller et Wallace [135]) ont étudié les textes ou la paternité de Madison ou de
Hamilton est indiscutable. lls ont compté les occurrences des mots courants répertoriés de la liste Miller-
Newman-Friedman. Keener et al. [IT15] n'ont utilisé que I'occurrence du mot "may" dans les textes attribués
a Madison et I'occurrence du mot "can" dans les textes attribués & Hamilton. On connait donc le paramétre
n que I'on cherche a estimer. On a donc appliqué notre estimateur a ces données et comparé avec les
résultats obtenus par Keener et al. [I15]. Pour les données relatives a Madison, on a : n =262, k = 172 et
p = 106. Les résultats sont les suivants.

’ Estimateur. .. \ n \ 0 ‘

basé sur I'homozygosité 2746 | 1,09
basé sur I'indice de Simpson | 274,6 | 1,09
de Keener et al. 217 1,998

Table 9.1 — Application aux données sur Madison

Pour les données relatives a Hamilton, on a : n =247, k =90 et p = 139. Les résultats sont les suivants.
Les estimateurs que nous avons proposé, en particulier celui basé sur I'homozygosité, semblent donc plus
performant, du moins sur ce jeu de données, que celui proposé par Keener et al. [115]. Malheureusement,
Keener et al. n'expliquent pas comment ils procédent pour I'estimation conjointe de n et de 6. L'estimateur
basé sur I'homozygosité semble sur-estimer le paramétre n.
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Estimateur. . . \ n 0
basé sur I'homozygosité 253,5 0,85
basé sur I'indice de Simpson 4526,3 0,01
de Keener et al. 10 000 001 | 1,09 x 107>

Table 9.2 — Application aux données sur Hamilton

Insectes tropicaux

Janzen [109] a observé des scarabées sur ving-cing sites au Costa-Rica et dans les Caraibes. Son article
contient toutes les données synthétisées comme dans le tableau ci-dessous (dans [I2], nous avons utilisés
deux autres jeux de données). Sur 835 scarabées observés, Janzen a donc observé 151 espéces différentes.

g T 1] 23457 8]9]10[11]12
A(

)| 6124 |13|12| 5|6 |52 |4]|2]3
g |[13[15]17]18[19] 26|30 3340 ] 44 | 62
Al 111|221 |1]1]1]|1]2

Table 9.3 — Osa secondary/night/dry/1967 data

En utilisant le premier estimateur, on obtient ﬁﬁ) =184.1et 5,(;) = 0.268. En utilisant le second estimateur,

on obtient A\ = 184.1 et 8{) = 0.252.
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Troisiéme partie

Etudes statistiques dans le domaine de
la santé et de I'environnement






Chapitre 10

Introduction

La troisieme partie de ce manuscrit rassemble plusieurs études pour lesquelles j'ai contribué a I'analyse
statistique des données. Il s'agit donc plutét d'applications de la statistique que des développements statis-
tiques originaux et novateurs. Néanmoins, dans certains cas, un travail de modélisation a été effectué. Ces
travaux ont en commun de concerner deux champs disciplinaires : la médecine et |'écologie.

En 2004, Jean-Francois Delmas (CERMICS, ENPC) m'a proposé de travailler sur un projet dans le cadre
du CEMRACSE], en collaboration avec des collégues biologistes (Université Paris 6 et IRD Montpellier).
Durant I'été 2004, j'ai donc travaillé essentiellement avec Guillaume Constantin de Magny (alors doctorant
a I'IRD) et Michel de Lara (CERMICS, ENPC) sur ce projet. La collaboration s'est prolongée au-dela du
centre d'été et un article a été publié dans les actes du CEMRACS [26]. Une partie du travail a porté sur la
modélisation conjointe de I'évolution de I'épidémie de choléra et de la dynamique du phytoplancton.

Dés mon arrivée a Pau en février 2005, Noélle Bru (UPPA) m'a proposé de travailler sur des problématiques
liges a I'environnement. En collaboration avec des collégues biologistes d"Arcachon (Université Bordeaux 1)
et d'Anglet (IFREMER), un premier sujet a porté sur I'analyse de données de palourdes (Bassin d'Arca-
chon). L'objectif était double : étudier la dynamique de population ainsi que la croissance des palourdes. La
modélisation de la dynamique de population a été réalisée en collaboration avec Laurent Bordes (UPPA) i
I'aide de modéles de mélange de lois. Quant aux modéles de croissance, les problémes étudiés provenaient
de questions autour d'un logiciel gratuit spécialisé pour les données halieutiques. Une question a porté sur
la comparaison des paramétres de croissance selon le site et le niveau hypsométrique (profondeur) [9]. Par
ailleurs, en collaboration avec Laurence Després, une collégue biologiste de Grenoble, nous avons travaillé sur
I"analyse de données sur la production annuelle de cénes de méleze dans le Brianconnais. Nous avons alors
étudié et comparé deux approches complémentaires : les modéles de régression pour données catégorielles
et les modéles auto-régressifs discrets [44].

Depuis 2010, j'ai été sollicité par des médecins du CHU de Bordeaux pour les aider a mener I'analyse
statistique de leurs données. Cela a été I'occasion de faire travailler des étudiants de premiére année de
master. De cette collaboration, deux articles [8], [I0] ont été publiés dans revues a comité de lecture et un
article [35] dans les actes d'un congrés européen.

Enfin, plus récemment, je travaille avec Béatrice Lauga (UPPA), sur I'analyse statistique des données
d'abondance de bactéries dans des drainages miniers acides. Afin d'étudier les interactions entre les bactéries
et leurs environnements, nous utilisons les outils d'analyse que sont les graphes et les réseaux.

A quelques exceptions prés, on aura donc constaté que ma participation a ces travaux de recherche est
essentiellement du soutien méthodologique pour |'analyse de données. Les colléegues des autres disciplines
sont de plus en plus confrontés a I'acquisition de données (éventuellement massives) et se retrouvent parfois
démunis sur le traitement statistique adapté a appliquer.

Le tableau ci-dessous résume quantitativement mon activité de recherche sur ce théme, ainsi que les
collaborations trans-disciplinaires.

1. Centre d'Eté Mathématique de Recherche Avancée en Calcul Scientifique.
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Publications (9] 8] [10]
Actes de congres [26] [35]
Pré-publications [44]

Collaborations trans-disciplinaires AZTI

CHU Bordeaux, Université de Bordeaux

IFREMER, Anglet

IPREM-EEM, UPPA

IRD, Montpellier

EPOC, Université de Bordeaux

Laboratoire d'Ecologie Alpine (LECA), Université de Grenoble
LLaboratoire Ecologie et Evolution, Université Paris 6

2. AZTI est un centre technique spécialisé dans la recherche marine et alimentaire, financé par la Communauté autonome
du Pays basque.



Chapitre 11

Etudes dans le domaine de la santé

11.1 Epidémiologie du choléra et environnement [26]

Cette étude a été effectuée durant I'édition 2004 du CEMRACS. Durant quatre semaines, G. Constantin de
Magny (alors étudiant en thése) et moi-méme, nous avons séjourné au CIRM pour travailler quotidiennement
sur ce sujet, tout en étant en contact régulier avec les autres membres impliqués dans le projet. Cette
collaboration s'est ensuite poursuivie durant toute la thése de Guillaume (2006).

Ce projet reléeve du domaine émergent de I'écologie de la santé. Il s'agit d'une approche transdisciplinaire
d'un probléme de santé publique. L'étude en question a porté sur le choléra, maladie infectieuse qui demeure
un grave probléme de santé publique dans les pays en développement avec une mortalité importante et avec
de nombreux phénomeénes de ré-émergences ces dix derniéres années. Les analyses antérieures ont évoqué
des processus complexes a I'origine de la dynamique de la maladie et plus particulierement des relations avec
les écosystemes aquatiques et les facteurs environnementaux associés. Les modéles mathématiques sont
nécessaires pour améliorer la compréhension de la complexité de ces processus écologiques et épidémiolo-
giques, et pour mieux appréhender la dynamique des épidémies de choléra. Aprés avoir fait un état de I'art
des modeles épidémiologique sur le choléra, nous avons proposé un modéle modifié intégrant des forcages
environnementaux. En effet, des analyses statistiques ayant révélé que la concentration en chlorophylle dans
I'eau avait une influence significative sur les épidémies de choléra, notre modéle intégre cette association et
nous avons proposé un modéle dans lequel I'épidémie est initiée par un bloom (pic) phytoplanctonique puis
se propage dans la population humaine.

Le choléra est une maladie ancienne qui a disparu de la plupart des pays développés durant la seconde
partie du vingtiéme siécle, mais reste présente dans différentes parties du monde, essentiellement dans des
zones tropicales et cela malgré des efforts sanitaires (traitement des eaux, etc.). Cette maladie hautement
contagieuse est due a de I'eau contaminée par la bactérie vibrio cholerae qui est présente dans |'écosystéeme
de nombreuses zones estuariennes ou cotiéres. Cette bactérie est fortement liée aux phytoplanctons et aux
zooplanctons. Ainsi une modification climatique et/ou environnementale peut étre la cause de I'émergence
d’'épidémie dans des populations humaines. Le premier modéle mathématique intégrant des variables envi-
ronnementales a été proposé par Capasso et Paveri-Fontana en 1979 [71]. Depuis ce modéle, seulement
quelques autres modéles ont été proposés |78, [147, [157].

Le choléra est une maladie a déclarations obligatoires et les données sont publiées dans le Bulletin Epi-
démiologique Hebdomadaire de I'Organisation Mondiale de la Santé (OMS) disponible en ligne. Tous les
pays sont censés déclarer a 'OMS le nombre d'infections et de morts liés a certaines maladies dont le
choléra. Nous avons donc collecté toutes les données disponibles pour deux pays d'Afrique, le Mozambique
et la Somalie. Par ailleurs, la Terre faisant I'objet d'une surveillance de plus en plus étroite, des images
satellites de la NASA sont disponibles concernant la concentration en chlorophylle. Aprés un traitement des
images, on retient la concentration maximale a 50 Kilométres des cétes. Nous disposons ainsi de données
épidémiologiques et environnementales sur la période allant de septembre 1997 a décembre 2002.

En se basant sur les modéles existants et sur les données disponibles, nous avons proposé un modéle
reposant sur deux hypothéses qui différent des modeéles déja étudiées. Tout d'abord, compte-tenu de la
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période de I'étude (vingt-cing années), nous devons intégrer la croissance de la population humaine. De
plus, des études sur des volontaires ont montré une certaine immunité temporaire. Cela nous a conduit a
considérer le modeéle a compartiments ci-dessous (I'unité de temps est le mois) :

ds
G = (b= d)Se—BSd - [+ IR
dl
4D, (11.1.1)
W = >\’T/t+d(5t+Rt)
dR

Le tableau résume les différentes variables et les différents parametres.

Symboles Description

Variables

S nombre d'individus susceptibles

/ nombre d'individus infectés

D nombre d'individus morts

R nombre d'individus en rémission

C concentration en chlorophylle

Paramétres

H population initiale totale

b taux de natalité (uniquement pour les susceptibles)

d taux de mortalité naturelle (uniquement pour les susceptibles)

] paramétre de décalage (en mois™1)

6] taux d'infection par contact entre infectés et susceptibles

k quantité de phytoplanctons donnant 50% de chance d'étre contaminé
T taux de rémission

A taux de mortalité lié au choléra

Jod taux de perte d'immunité

v taux d'infection d’un individu susceptible par de I'eau contaminé

Table 11.1 — Modéle SIDR - liste des variables et des paramétres

Certains paramétres ont été fixés. Les autres paramétres de ce modéle ont été ajustés en minimisant la
fonction non-linéaire suivante :

N

kAt 2
J(lo, Ro. B, k):Z(AYk_/( T/sd5> .

s k—1)At

ol AYj est le nombre d'hospitalisations et de décés sur I'intervalle de temps [(k — 1)At, kAt] et N le nombre
de périodes observations. Les résultats sont présentés dans le tableau [I1.2]
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Paramétres fixés Mozambique Somalie
b 0.0033 0.0038
d 0.0013 0.0015
H 3 960 000 1 980 000
T 15.25 15.25
A 8% 8%
0o 0.167 0.167
] 3.5 3.5
Paramétres estimés  Mozambique Somalie
lo 37.438 4.144
Ro 8.920 8.377
6] 1.76 x10719  7.22 x1078
2.18 x107% 2.20 x107*
k 0.79 0.26

Table 11.2 — Modéle SIDR - paramétres fixés et estimés

11.2 Applications de la statistique en médecine [35, 8, 10]

Depuis 2010, j'ai été régulierement sollicité par des médecins et des chercheurs du CHU de Bordeaux pour
les aider a analyser leurs données. Les méthodes statistiques utilisées restent relativement classiques, le plus
difficile étant de bien comprendre les questions et de pouvoir y apporter des éléments de réponse.

11.2.1 Etude CIRS [35]

J. Youssef (alors chef de clinique en réanimation a I'Hépital Saint-André, CHU de Bordeaux) et ses
collégues s'intéressent a I'intérét de mesurer le nombre de cellules dendritiques (un type de cellules immu-
nitaires) chez des patients dans un état de choc. En effet, on sait que ce type de cellules est diminué lors
d'une infection grave et cette diminution I'est d’autant plus que le pronostic est mauvais. lls souhaitent
comprendre le comportement de ces cellules dans un état de choc non infectieux (choc cardiogénique) et
dans une infection sévére sans choc (sepsis sévére) afin de pouvoir déterminer la valeur diagnostique dans un
état de choc (entre choc cardiogénique et choc septique) et la valeur pronostique dans le cas d'une infection
sévére avec ou sans choc.

11.2.2 Etude NESAKI [8]

Cette étude a été en partie réalisée par deux étudiants palois en 1lére année de master. Leur travail
arrive en soutien de la thése de médecine de S. Oger sous la direction du Docteur F. Camou. L'étude
prospective NESAKI (NGAL Evaluation In Septic Acute Kidney Injury) concerne I'intérét du dosage du
marqueur biologique NGAL comme marqueur prédictif de I'insuffisance rénale aigué par nécrose tubulaire
au cours du choc septique. Au cours des septicémies, les reins voient leur performance diminuer ce qui a
pour conséquence |'apparition d'une insuffisance rénale aigué sur quelques heures. Dans certain cas, cette
insuffisance rénale n'est que transitoire et régresse avec la ré-hydratation, mais dans d'autres cas, elle
s'aggrave et justifie le recours a une dialyse, il s'agit alors d'une insuffisance rénale organique. Dans ce
dernier cas, il est connu que le retard a la mise en route de la dialyse a un impact sur le pronostic. L'objectif
de I'étude statistique était de déterminer |'existence ou pas d'un seuil critique du marqueur NGAL pour la
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mise sous dialyse d'un patient (si existence, quelle la meilleure date : dés I'arrivée dans le service? & J+17
a J+27).

11.2.3 Etude sur la croissance tumorale [10]

L'objectif de cette étude est de déterminer si certains lymphocytes humains peuvent inhiber la propagation
des tumeurs in vivo dans le célon humain et d'en évaluer son potentiel immunothérapeutique. Dans cette
étude, des cellules humaines exprimant une activité bioluminescente ont été injectées dans des souris immu-
nodéficientes. Pour analyser la relation entre le volume et la lumiére émise par des tumeurs sous-cutanées
bioluminescentes, nous avons utilisé le coefficient de corrélation de Spearman sur I'ensemble des données
(ensemble des souris et a des instants d’observation). Puis une version du test de Wilcoxon-Mann-Whitney
pour des durées censurées par intervalle a été appliqué pour comparer le temps d'apparition de métastases
dans les deux groupes de souris (un groupe témoin et un groupe traité), mais également pour comparer la
taille des tumeurs primaires lors de leur apparition.

En utilisant les techniques d'imagerie par bioluminescence pour suivre I'apparition de cellules cancéreuses
dans I'intestin, cette étude montre qu'un traitement systémique par des cellules lymphatiques permet d'in-
hiber non seulement la croissance de la tumeur primaire de l'intestin, mais aussi I'émergence de tumeurs
secondaires situées dans les poumons et le foie.



Chapitre 12

Etudes dans le domaine de
I’environnement

12.1 Dynamique de croissance de palourdes [9]

Dans le cadre d'un projet en collaboration avec le LRHA de I'lFREMER, la Station Marine d'Arcachon
du laboratoire EPOC et I'AZTI, avec N. Bru (UPPA), nous avons travaillé sur la dynamique de croissance
de palourdes dans le Bassin d’Arcachon. Une contribution au projet a porté sur I'ajustement des paramétres
dans un modéle (déterministe) de croissance de la longueur des palourdes. Le modéle de base est celui
proposé par von Bertalanffy. On suppose que la longueur (L+)¢>o est de la forme :

V>0, Li=Lo(l—exp(—k(t—rty)).

Les paramétres L., et k représentent respectivement la longueur maximale pouvant étre atteinte par une
palourde et la vitesse a laquelle cette longueur maximale peut étre atteinte. Le paramétre tp correspond
a la date ou la longueur est nulle. Ce paramétre, propre a chaque individu, n’est pas connu. On ne peut
pas ajuster les parameétres a partir de données dges-longueurs. On se placera dans le cas de données de
marquage-recapture, situation pour laquelle il existe des méthodes d'estimation spécifiques.

Une variante de ce modéle, le modéle de Somers, consiste a prendre en compte des effets saisonniers dans
la croissance. Le modéle devient alors le suivant :

_ck

k
V>0, Li=Ly (1 — exp <k(t — 1) sin2m(t — ts) + Esin 27 (ty — ts)>) .

2T 2T

ol ts + 0.5 est le point hivernal, i.e. le moment de I'année ol la croissance est la plus lente et ¢ est un
paramétre modulant la saisonnalité dans la croissance :

— sic =0, alors il n'y a pas de saisonnalité;

— si ¢ =1, alors le taux de croissance est nulle exactement une fois par an;

— si 0 < ¢ < 1, alors le taux de croissance baisse en période hivernale sans pourtant étre nulle;

— si ¢ > 1, alors le taux de croissance est nul sur plusieurs semaines ou mois par année.

[l existe plusieurs méthodes d’estimation des paramétres dans le modéle de von Bertalanffy ou dans le
modéle de Somers pour des données de marquage-recapture. Dans ces cas-la, on s'intéresse a tous les
paramétres, excepté to (qui varie d'un individu a un autre). La méthode de Gulland et Holt repose sur une
équation différentielle satisfaite par (L¢)>0 pour le modéle de von Bertalanffy, qui est ensuite approchée
par leur accroissement (ce qui peut manquer de précisions). Toujours pour le modéle de von Bertalanffy, la
méthode de Munro repose sur une expression de k en fonction des accroissements et de L. Ainsi, pour une
valeur de L., fixée, on peut déterminer k* en minimisant un critére des moindres carrés. On optimise alors
le critére par rapport a L, pour déterminer a la fin le couple optimal des paramétres (il s'agit donc d'une
méthode d'estimation profilée). Enfin, la méthode d'Appeldoorn permet d'ajuster les paramétres du modéle
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de Somers. Ce modéle peut étre écrit de la maniére suivante :

Loo_Lt

i =exp(—k(t —to) — St + Sy,).

ol (St)t>0 est la composante saisonniére (composante sinusoidale dans le modéle de Somers), i.e. pour tout
t>0, 5= %sin 27(t — ts). Do, pour t; < tp, on obtient que :

LOO - Ltz

—— = =exp(—k(tp —t1) + S, — S1,). (12.1.1)
LOO - Ltl

D’ou, on en déduit une expression de L, en fonction de Ly, :
Lt2 = Loo — (Loo — Lt1 eXp(*k(tQ — t]_) + Stl — St2)~

En partant de cette équation, Appeldoorn (1987) a proposé d'estimer les paramétres du modéle de Somers
par régression non-linéaire. Soriano et Pauly (1989) ont proposé une régression linéaire lorsque le paramétre
L o est fixé et on peut alors procéder comme avec la méthode de Munro.

Toutes ces méthodes d'ajustement sont implémentées dans le logiciel gratuit FISAT Il développé pour la
FAO pour des données obtenues par marquage-recapture. La multiplicité des méthodes proposées peut laisser
un collégue biologiste dubitatif sur laquelle choisir. C'est un des points sur lequel nous avons été sollicités
dont la question peut se résumer ainsi : quel modéle faut-il choisir et quelle méthode d'estimation faut-il
employer ? Pour répondre a cette question, nous avons étudié de prés le logiciel de la FAO. De trop nombreux
bugs ont alors été décelés mettant en cause sérieusement la validité de ce logiciel : erreur dans I'affichage
des résultats (I'ordre des coefficients n'est pas celui indiqué), informations répétées a différents endroits
mais avec des valeurs différentes, saturation des contraintes dans les méthodes d'optimisation numérique
avec bornes, coefficients de détermination négatifs, etc. Ceci nous a obligé a implémenter ces méthodes
d'estimation avec R.

Dans le cadre de ce projet, les données ont été recueillies sur quatre sites différents sur le bassin d'Arcachon
(Lanton, Gujan, Andernos et Anguin) et sur quatre niveaux hypsométriques différents. On a donc ajusté les
paramétres pour ces seize localisations. La question naturelle était alors de déterminer si le site ou le niveau
hypsométrique ont une influence sur |'estimation des parametres. Pour répondre a cette question, nous nous
sommes basés sur le test de Kruskal-Wallis.

Ce projet a été soutenu par le Fond Commun de Coopérations Aquitaine-Euskadi qui a financé, entre
autre, la thése de C. Dang (biologie).

12.2 Etude de 'assemblage des communautés microbiennes

Une partie de la these de F. Javerliat a été consacrée a I'étude statistique de données pour mieux com-
prendre |'assemblage des communautés microbiennes. Les données faisant I'objet de cette étude avaient été
produites grace au séquencage massif d'amplicons ciblant les génes 16S des communautés microbiennes de
douze drainages miniers acides (DMA) répartis sur trois zones géographiques distinctes (France, Espagne et
Bolivie). Dans un premier temps, la fouille de données publiques qui a permis de révéler les micro-organismes
inféodés a ce milieu. Puis, nous avons construit des réseaux de cooccurrence permettant de révéler des
interactions spécifiques entre certains de ces micro-organismes. Un article est en cours de rédaction. Cette
collaboration a recu le soutien de I'Université via un BQR en 2013.


http://www.fao.org/fi/statist/fisoft/fisat/index.htm
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Résume

La premiére partie de ce mémoire porte sur I'étude de modeéles en fiabilité, essentiellement des modeéles
de dégradation pour un composant ou un systéme, mais également des modéles de durées de vie. On
s'intéresse tant a |'étude des propriétés probabilistes de ces modéles qu'a des problémes d’'estimation et qu'a
I'optimisation d'une politique de remplacement ou de maintenance.

Au chapitre 2, différents modéles de dégradation multi-états sont étudiés. Il s'agit de situations ou la
détérioration se mesure sur une échelle qualitative. Le premier modéle étudié est un systéme monotone et
redondant constitué de composants indépendants, identiques et réparables, pour lequel on étudie le compor-
tement asymptotique du temps d'atteinte d'un seuil critique. Les deux autres modéles ont été développés
dans le cadre de collaborations industriels. Dans le premier cas, on a considéré un composant dont la dégra-
dation est décrite par une chaine de Markov non-homogéne, le caractére non-homogéne étant lié au fait que
les probabilités de transition peuvent dépendre de covariables qui évoluent dans le temps. Dans le second cas,
on a modélisé la dégradation d'un composant soumis a plusieurs modes d'endommagement dans |'objectif de
réduire éventuellement la périodicité des maintenances tout en garantissant un niveau acceptable de sécurité.

Au chapitre 3, on considére différents modéles de détérioration continue (la dégradation est mesurée
quantitativement). On a d'abord étudié la loi du temps de panne pour un processus gamma non-homogéne,
défini comme le temps de franchissement d'un seuil critique (déterministe ou aléatoire). On a ensuite étu-
dié le processus gamma (homogéne) perturbé par un mouvement brownien. Pour ce modéle (sans ou avec
covariables), on s'est intéressé a l'inférence statistique. Pour une classe de modeles plus large, on a ensuite
déterminé la loi du temps de panne. Puis, on a étudié le cas d'un processus gamma modulé par un processus
markovien (ce dernier représente I'environnement dynamique dans lequel évolue le composant dont on mo-
délise la dégradation). Enfin, on s'est intéressé a I'inférence statistique pour un processus de Wiener avec
une période d'initiation aléatoire (période pendant laquelle le composant ne se dégrade pas).

Aux chapitres 4 et 5, on étudie des problémes connexes. D'abord, on s'intéresse a la prise en compte
des incertitudes pour un modéle de dégradation ou pour un modéle de durée de vie. Ensuite, des problémes
de comparaison de deux échantillons de durée de vie sont étudiés, I'un avec sous I'angle de la détection de
rupture, I'autre sous I'angle des cartes de contrdles. Le chapitre 6 présente quelques perspectives liés aux
travaux précédemment menés.

La deuxieme partie de ce mémoire est articulé autour des lois discrétes aléatoires (c'est-a-dire I'ensemble
des lois de probabilités a valeurs dans un simplexe). Ce type de lois, en particulier la loi de Dirichlet, trouvent
des applications dans divers domaines. Au chapitre 8, on les a utilisé pour étudier le colit de recherche asymp-
totique pour deux heuristiques auto-organisatrices pour lesquels les popularités des objets sont inconnues et
aléatoires. Le chapitre 9 est consacré a des probléemes d'inférence statistique pour la loi de Dirichlet, avec
des applications en écologie (estimation du nombre d’espéces a partir d'un échantillon).

Enfin, la troisiéme et derniéere partie de ce mémoire est consacrée a un apercu de travaux plus appliquées,
en collaboration avec des biologistes, des médecins, etc.
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Summary

The first part of this dissertation is devoted to the study of several models in dependability, essentially
about degradation analysis for a component or a system, but also on lifetimes problems. We are both
interested in probabilistic properties and statistical inference of these models, and in the optimization of
some maintenance/replacement policy.

In Chapter 2, different multi-states models are studied. In such case, the deterioration is measured accor-
dingly to a qualitative scale. The first model is about a monotone and redundant system made of independent,
identical and repairable components, for which we study the asymptotic behaviour of first-passage time of a
critical threshold. The next two models has been developed within industrial collaborations. In the first case,
we have considered a component whose degradation is described by a non-homogeneous Markov chain (the
transition probabilities are functions of time-dependent covariates). For the second case, we have studied a
model of component subject to several types of degradations, the aim being here to reduce eventually the
periodicity of the maintenance, but keeping an acceptable level of security.

In Chapter 3, we consider different continuous degradation models (here, the deterioration is measured
quantitatively). First, we study the distribution of the time-to-failure for a non-homogeneous gamma process
(defined as the hitting time of a deterministic or random critical threshold). Then, we consider an homoge-
neous gamma process perturbed by an independent Brownian motion, including eventually static covariates.
For such kind of models, we propose estimation procedures for which we provide asymptotic results. For a
wider class of models (the gamma process is replaced by any subordinator), we have studied the distribution
of the time-to-failure. Next, we look the case of a gamma process modulated by a Markovian jump process
(which represents the dynamical environments of the component). At least, we consider the statistical infe-
rence for the Wiener process with a random initiation period (the degradation of the component is assumed
to start after a random delay).

In Chapters 4 and 5, we consider some related problems as those studied above. First, we are taking
into account uncertainty for a degradation model or for a lifetime model. Then, two-sample comparison
problems are studied by considering it as a change-point detection problem or by designing some control
charts. Chapter 6 provides some future works related to those mentioned here.

The second part of this dissertation is guided around random discrete distributions (i.e. the set of all
distributions taking values on a simplex). This kind of distributions, in particular the Dirichlet distribution,
find applications in many different areas. In Chapter 8, we use it to study the asymptotic search cost for
two self-organizing heuristics for which the popularities are unknown and random. Chapter 9 is devoted to
some statistical inference problems for the Dirichlet distribution, with applications in ecology (estimation of
the number of species from a sample).

At least, the third and last part of this dissertation gives an overview of some more applied studies, in
collaboration with biologists, medical doctors, etc.
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