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Résumé

La modélisation des hydrosystémes souterrains est devenue un outil crucial dans la gestion des
ressources d’eaux souterraines ainsi que pour la surveillance des sites contaminés. L’objectif de ce
travail de thése est de modéliser I’écoulement d’une phase non-aqueuse liquide dense (DNAPL)
dans les sols, et de développer un code pour la simulation des écoulements triphasiques de fluides
incompressibles en milieux poreux.

Le modéle mathématique pour les écoulements multiphasiques de fluides en milieux poreux est
généralement constitué d’une équation de pression et de deux équations de saturation. Notre
approche est fondée sur une formulation en pression globale : elle permet un découplage partiel
des équations de pression et de saturations, et elle est plus efficace en termes de résolution
numérique. Le nouveau modéle est discrétisé selon un schéma Implicite en Pression-Explicite en
Saturation.

Dans ce travail de thése, la méthode des Eléments Finis Discontinus de Galerkine est combinée
a un schéma de Godunov généralisé pour la résolution de la partie convective de 1’équation
de saturation. Un écoulement diphasique non miscible avec effets gravitaires importants et sans
capillarité a été simulé. Une analyse fonctionnelle démontre que le profil de saturation de la phase
non-aqueuse entrante dépend essentiellement du rapport de la vitesse totale sur la différence de
densité entre la phase non aqueuse et ’eau. Un écoulement 2D dans un milieu hétérogéne a
également été simulé avec ce code. Lorsque les effets capillaires sont pris en compte, I’équation
de saturation est également composée d’'une partie diffusive, résolue dans cette étude par une
Méthode des Eléments Finis Mixtes Hybrides. Le code développé a permis de simuler un drainage
gravitaire & grande échelle.

Enfin, un modéle numérique non-linéaire d’écoulement triphasique de fluides utilisant la Méthode
des Lignes est introduit. Les causes d’oscillations instables du systéme en zone elliptique sont
examinées. Des méthodes de relaxation et la construction d’un modeéle de perméabilités relatives
vérifiant la condition de Différentielle Totale sont envisagées.

Mots-clés: écoulement multiphasique, pression globale, condition de différentielle totale



Abstract

Numerical simulation has become a crucial tool in addressing water-resource management
and other environmental problems such as polluted sites monitoring. The aim of this work is to
model the flow of a dense non aqueous phase liquid (DNAPL) in the subsurface by developing a
numerical code to simulate three-phase (DNAPL, water, and gas), incompressible flow in porous
media.

The mathematical model for multiphase flow in porous media is generally composed of a system
of one pressure and two saturation equations. Our approach is based on a global pressure model :
it leads to a partial decoupling of the pressure and the saturation equation and is more efficient
from the computational point of view. The new model is discretized by a Mixed Hybrid Fi-
nite Elements Method (MHFEM), Discontinuous Galerkin Finite Elements (DGFEM), Implicit
Pressure-Explicit Saturation (IMPES) resolution method.

In this work, the DGFEM scheme is combined with a generalised Godunov scheme to solve
the convective part of the saturation equation. An immiscible two-phase flow with predominant
gravity effects and whithout capillary effects has been modelled. It has been shown that the sat-
uration profile of a displacing non-aqueous phase liquid (NAPL) in an initially water-saturated
porous medium depends strongly on the ratio between the total specific discharge and the den-
sity difference between the NAPL and water. We also apply the developped scheme to a 2D
heterogeneous porous medium.

In presence of capillary effects, the saturation equation also contains a diffusive part, solved in
this work by a Mixed-Hybrid Finite Element Method (MHFEM). The 2D-code enabled a simu-
lation of a large-scale gravity drainage.

Finally, a non-linear three-phase 1D flow formulation using Method of Lines (MOL) has been
introduced. Unstable oscillatory behavior of the system when the initial state are in the elliptic
region of the ternary diagram is examined. Non-equilibrium formulation and construction of rel-
ative permeability model satisfying the Total-Differential are foreseen.

Keywords: multiphase flow, global pressure, total differential condition.
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Introduction générale

La préservation des réserves d’eau potable est un enjeu contemporain majeur. Les contami-
-nations d’origine anthropique des réservoirs d’eaux souterrains sont essentiellement dues aux
nitrates, pesticides ou micropolluants organiques comme les hydrocarbures ([Blum, 2004]). Les
hydrocarbures et dérivés d’hydrocarbures tels que le trichloréthyléne (TCE) et le perchloréthyléne
(PCE) sont hautement toxiques et faiblement solubles dans 'eau. En outre, des traces de con-
tamination peuvent subsister plusieurs dizaines d’années. En France, le Ministére de 1’Ecologie,
du Developpement durable et de ’Energie a engagé un inventaire (Base de données sur les sites
et sols pollués BASOL) ainsi qu’une gestion des sites et sols pollués en partenariat avec 1’Agence
De 'Environnement et de la Maitrise de I’Energie (ADEME). Dans ce contexte, la modélisation
des hydrosystémes souterrains est devenue un outil crucial pour la surveillance et le traitement
des sols et aquiferes pollués, particuliérement dans les zones ol les études in situ sont difficiles,
puisqu’elle permet d’obtenir de bonnes estimations de 'extension des zones de contamination
(Rapport MACAOH de PADEME [Coéme et al., 2008]).

Ce travail de thése en Hydrologie et Mathématiques appliquées s’inscrit dans la suite des
travaux de R. di Chiara R. [di Chiara R., 2009] pour I’¢laboration d’un code de calcul multi-
phasique multiconstituants performant, prenant en compte les transferts de masse entre phases
(volatilisation, dissolution, sorption), des mécanismes de dégradation (biodégradation de la phase
dissoute), dans le cadre du programme R&D "code complet" cofinancé par 'TADEME et dont
les partenaires sont le bureau d’études BURGEAP, le Laboratoire d’Hydrologie et de Géochimie
de Strasbourg ainsi que I'Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse.

Le sujet de mes recherches concerne plus particuliérement le phénoméne d’écoulement des
phases eau, air et polluant non miscible dans les sols. Ce mémoire est constitué de cing chapitres
et s’articule autour de trois problématiques rencontrées au cours du projet "code complet" :

e La question des effets gravitaires dominants relatifs aux écoulements diphasiques incom-
pressibles.

e La simulation d'un drainage (écoulements diphasiques) sur un bassin d’expérimentation,
et une comparaison avec un modéle pétrolier déja existant. Jusqu’alors, les simulations de
drainage avec le code "MPTRACES" ne concordaient pas avec les observations.

e La question de I'influence du choix du modéle de perméabilités triphasiques sur la stabilité
numérique du systéme d’équations.

Ce mémoire détaille les analyses mathématiques ainsi que les algorithmes réalisés pour le
modéle numérique d’écoulements triphasiques incompressibles en milieux poreux utilisant la for-



2 Introduction générale

mulation en pression globale. Aprés une présentation des différents modéles existants et des équa-
tions constitutives, les outils analytiques (systémes hyperboliques, interpolation triphasique) et
numériques (schéma IMPES, éléments finis mixtes hybrides, éléments finis discontinus) sont in-
troduits.

Le premier chapitre présente le contexte de I’étude, les variables primaires et secondaires, ainsi
que les modéles de perméabilités relatives dont sont issues les variables secondaires (|Helmig, 1997]).
On expose ensuite les différentes formulations d’équations possibles pour les écoulements mul-
tiphasiques. En effet, le choix des variables primaires dans le modéle mathématique d’écoule-
ment triphasique de fluides est déterminant pour l'efficacité de la méthode. A partir de formu-
lations classiques pression / saturation, pression / pression ([Durlofsky, 1993]), une reformula-
tion de I’écoulement en pression globale / saturation est proposée ([Chavent and Jaffre, 1986] et
[Amaziane et al., 2010]). Ce choix permet un découplage partiel des équations de pression globale
et de saturation, avec un gain en temps de calcul. Mais cette approche requiert une étape préal-
able de traitement des données initiales par interpolation des variables secondaires diphasiques
pour I'obtention des variables secondaires triphasiques compatibles (|di Chiara R. et al., 2010]),
sur lesquelles il n’existe généralement pas d’information.

Le second chapitre de ce mémoire est consacré au modéle numérique utilisé pour la simula-
-tion des écoulements de fluides. Une bréve revue des questions d’existence et d’unicité des
solutions aux équations d’écoulement en milieux poreux ([Chavent and Jaffré, 1986]) est don-
née. Le schéma Implicite en Pression Explicite en Saturation est d’abord présenté. La discréti-
sation de l’équation de pression globale par la méthode des Eléments Finis Mixtes Hybrides
([Huber and Helmig, 1999]) est ensuite détaillée. Les équations de saturation (terme de trans-
port) sont constituées d'une partie diffusive ainsi que d’une partie convective. La discrétisation
de la partie diffusive est également obtenue par la méthode des Eléments Finis Mixtes Hybrides.
La partie convective est traitée a 'aide d’un schéma d’Eléments Finis Discontinus de Galerkin. Le
terme de transport est traité aprés discrétisation par décomposition d’opérateur. La discrétisa-
tion du terme convectif & ’aide des éléments finis discontinus est tout particuliérement détaillée.
Et enfin plusieurs formulations pour le terme diffusif sont proposées.

Le troisiéme chapitre de ce mémoire répond & la premiére problématique, qui est celle des
effets gravitaires dominants en écoulement diphasique de fluides incompressibles sans effets capil-
laires. Les équations de saturation sont une généralisation du probléme de Buckley-Leverett. On
commence par démontrer a ’aide d’outils d’analyse fonctionnelle que la forme de I’écoulement
unidirectionnel diphasique incompressible eau-huile dépend essentiellement d’un nombre gravi-
taire matérialisé par le rapport entre les différences de masse volumique huile-eau sur le rapport
des viscosités. On démontre que ce nombre adimensionnel conditionne les formes du profil de
saturation, ainsi que les valeurs de saturation en entrée. Dans une seconde partie, ’étude est
étendue a un écoulement en dimension deux, dans un milieu poreux hétérogéne. Les profils de
saturation présentent des similitudes avec le cas 1D.

Le quatriéme chapitre de la thése est consacré a la simulation d’un drainage sur un modéle
du bassin d’expérimentation SCERES (projet ADEME de R&D MACAOH et le projet ANR



FLUXOBAT). Lors d’un essai de drainage (eau-air) du milieu poreux initialement saturé en
eau effectué par un rabattement abrupt du toit de la nappe, I’écoulement de 'eau et de I’air
est suffisamment lent pour que ’on puisse supposer les deux phases fluides incompressibles.
Tout d’abord, on teste I'implémentation du terme diffusif (effets capillaires) dans 1’écoulement
diphasique avec gravité proposée dans le chapitre deux. Ce modéle est ensuite confronté avec les
solutions semi-analytiques du probléme de Mc Worther Sunada. Le code est validé dans différents
cas de figure. Dans un dernier temps, nous avons réalisé une simulation d’un drainage avec effets
gravitaires et prise en compte de la capillarité dans le bassin d’expérimentation SCERES, et nous
comparons les résultats obtenus avec les courbes issues des simulations réalisées avec le logiciel

SIMUSCOPP.

Le cinquiéme chapitre de ce mémoire est une ouverture vers la derniére problématique, qui
est celle des instabilités du modéle numérique. On se basera sur un modeéle d’interpolation de
données triphasiques (Stone 1, Stone 2), et nous travaillerons avec un code numérique d’écoule-
ment basé sur des Volumes Finis et une méthode des lignes (MOL) issu du projet CubicM. Dans
un premier temps, les causes d’instabilités dans le modéle triphasique sont analysées. Puis, on
étudie les effets du critére de convergence sur la propagation d’instabilités dans le cas d’un écoule-
ment triphasique sans capillarité ni gravité. Une piste de recherche prévoit d’élaborer un modéle
de permeéabilités triphasique synthétique issu des flux fractionnaires respectant la condition de
différentielle totale, et conforme aux mesures expérimentales. Des travaux ultérieurs pourraient
étre menés sur les effets gravitaires en systéme triphasique. Il existe & ce jour peu de publications
sur le sujet.



4 Introduction générale




Modélisation des écoulements
multiphasiques dans les hydrosystémes
souterrains

Les hydrosystémes souterrains, composés du sol, ainsi que de l'air, de I'’eau et des polluants
inclus dans ce sol sont le résultat de processus multiples et complexes entre ses éléments. Ainsi,
les écoulements, le transport, les réactions chimiques sont des réactions de premier plan régissant
Pévolution des hydrosystémes (la figure 1.2 illustre quelques unes des interactions existantes).
Bien que celle-ci soit cruciale, nous ne prendrons pas en compte dans cette thése I'influence des
micro-organismes sur la nature et 1’évolution des sols. L’étude du phénoméne d’écoulement des
phases eau, air et polluant (NAPL) permet d’estimer I’étendue d’une contamination dans les
différentes couches d’un sol (zone saturée ou non saturée), et notamment de déterminer si elle
est susceptible d’entrer en contact avec un aquifére ou des habitations (figure 1.1). La densité
des fluides en présence joue notamment un role important dans 1’écoulement.

Exposition des personnes?

{ Zone Non Saturée

Frange Capillaire

Substratum

FIGURE 1.1 — Schéma de la migration d’un polluant dans les différents niveaux du sol.
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On définit dans ce premier chapitre les notions de phase, de sol, d’espace poral, ainsi que les
principales propriétés permettant la caractérisation d’un sol pour I’étude. On introduit ensuite
les formalismes mathématiques utilisés pour rendre compte de I’évolution des constituants de ces
hydrosystémes a 1’échelle de I'aquifére, puis dans une troisiéme partie, on pose les équations aux
dérivées partielles (EDP) pour une modélisation des écoulements en milieux poreux saturé.

1.1 Caractérisation des hydrosystémes souterrains

1.1.1 Phases

Une phase est définie par Bear et Bachmat [Bear, 1972] comme une partie chimiquement ho-
mogéne du systéme considéré, séparé des autres parties par une frontiére physique bien définie.
Une phase peut comprendre plusieurs constituants et espéces chimiques. Trois phases cohabitent
principalement dans les systémes étudiés : une phase aqueuse, souvent I’eau d’un aquifére, une
phase gazeuse, généralement de 1’air, et une phase liquide non aqueuse, le polluant, appelée Non-
Aquous Phase Liquid (NAPL), peu soluble dans I’eau. La nature et le comportement de cette
derniére est cruciale pour le suivi de la contamination des hydrosystémes souterrains, puisque
cette appellation regroupe de nombreux contaminants (hydrocarbures, mercure, etc...). On dis-
tingue ainsi deux types de NAPL : le type "Light Non-Aquous Phase Liquid" (LNAPL), composés
moins denses que I’eau, et le type "Dense Non-Aquous Phase Liquid" (DNAPL), composés dont
la densité est supérieure a celle de I'eau. Le second chapitre fait d’ailleurs I'objet d'une analyse
approfondie des effets de la densité de la phase NAPL sur I’écoulement. On retrouve la probléma-
tique des écoulements triphasiques en ingénierie des réservoirs, lorsque les basses pressions dans
les réservoirs pétroliféres engendrent une transformation d’une partie de la phase hydrocarbure
liquide sous forme gazeuse. On supposera enfin que les phases ne sont pas miscibles entre elles.
On se trouve alors en présence d’eau, d’huile sous forme liquide et d’huile sous forme gazeuse
("black-oil reservoir").

1.1.2 Les sols et leur architecture

Les sols, au sein desquels évoluent les phases fluides, forment un environnement dynamique
a part entiére, en interaction avec ces phases. Quelques-uns de ces phénoménes sont illustrés
dans la figure 1.2. La complexité de la structure des sols contraint les scientifiques a proposer
des représentations plus ou moins fidéles a la réalité : ainsi les sols sont-ils considérés comme
des milieux poreux. Par définition, les milieuz poreux sont constitués d’une matrice solide et
d’interstices nommés pores, communiquant éventuellement entre eux, et formant un espace poral
dans lesquels peuvent s’écouler les phases fluides (figure 1.3). Les roches, les argiles, les sables
sont des milieux poreux, mais également certains matériaux industriels comme le béton, la fibre
de verre, etc...

L’interaction fluide-sol & 1’échelle microscopique fait I’objet de nombreux travaux actuels
(on trouvera un exemple de modélisation d’un réseau de pores dans [Nsir et al., 2011 ou dans
[Raoof et al., 2012]), car les sols sont des milieux poreux trés complexes. Les modéles dynamiques
constituent également une autre approche ([Joekar-Niasar et al., 2010]). Les milieux fracturés ou
karstiques font souvent 'objet de modélisations spécifiques. Mais dans le contexte du suivi des
pollutions dans les sous-sols & large échelle, de l'ordre de plusieurs métres cubes de volume, en
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Migration dans le milieu souterrain des composés organo-chlorés aliphatiques
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négligeant les effets thermiques (fluides chauds), ’échelle d’évolution temporelle de la matiére
solide étant plus grande que les phénomeénes observés, la matrice solide du milieu poreux est
supposée invariable.

Proposition 1. Notre modéle d’espace poral doit remplir trois conditions [Helmig, 1997] :

1. L’espace poral doit étre connexe, c’est-a-dire que chaque point de l’espace poral peut étre
relié a un autre par une ligne continue (milieu continu,).

2. Les dimensions du volume des vides doivent étre grandes comparées aux dimensions des
molécules de fluide.

3. Les dimensions du volume des vides doiwent étre suffisamment petites pour que le fluide soit
soumis uniquement auz forces adhésives a l'interface fluide-solide et aux forces cohésives a

linterface fluide-fluide.

FIGURE 1.3 — Milieu poreuz rempli par de l'eau et de l'huile (systéme diphasique)

1.1.3 Les fluides dans le sol

Voyons a présent comment caractériser les interactions entre fluides a trés petite échelle : il
est naturel de nous focaliser en premiére approche sur un petit volume de 'aquifére (figure 1.4),
puis en passant entre les grains du sol, jusqu’a ’échelle de pore. Précisons cependant que nous
ne descendrons pas jusqu’a 1’échelle moléculaire, ot se produisent les réactions de dissolution et
d’adsorption.

Définition 1. Capillarité

Les interactions entre deux phases a 1’échelle moléculaire ont cependant un effet a I’échelle du
pore : elles se traduisent par une tension de surface o[V -m~1] entre les deux fluides. Il en résulte
la présence visible a I’oeil nu d'un ménisque plus ou moins bombé selon la valeur de ’angle «
défini dans la figure 1.5.

Si on définit par og_1 la tension entre la matrice solide et le fluide 1, nommé fluide mouillant,
og_9 celle entre la matrice solide et le fluide 2, fluide non mouillant et o1_o la tension de surface
entre le fluide 1 et le fluide 2, la loi de Young-Dupré donne la relation entre ces forces a I’équilibre,
ainsi que ['angle de mouwillabilité o :

05_1 = O0§_9-+01_9C0SQ (1.1)
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FIGURE 1.4 — Ecoulement de phases dans un milieu poreux - Détails de 'interface entre deuz
phases.
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FiGure 1.5 Tension de surface et angle de contact a l’équilibre

On note que le fluide mouillant, noté w est toujours situé du coté concave du ménisque,
par définition du coté de ’angle de contact aigu. Le fluide non mouillant est, d’autre part, noté
nw. En systéme diphasique eau-huile, I'eau est le fluide mouillant, tandis que I'huile est le fluide
mouillant pour un systéme huile-gaz.

1.1.4 Dynamique des fluides

Introduisons a présent quelques notions formelles de mécanique des fluides pour décrire les
écoulements dans ’espace poral :

Soit © C R3 un domaine compact du fluide. On définit en tout point de la frontiére 99 le
vecteur normal n. On repére le point x par ses coordonnées (z,y, z) (figure 1.6) et on deéfinit la
profondeur Z(z,y, z) du point (x,y, z) par Z = —z.

La trajectoire d'un point x € O, avec O un ouvert de €2 de t=0 a t est donnée par
O x(0,t) =0
X0 — X(X=0,t) = Xy
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X(X,y,2) o

FIGURE 1.6 — Repére

Définition 2. Vitesse
On note V(x,t) la vitesse du fluide a l'instant t en x € Q. v est le champ du vecteur vitesse.

Définition 3. Pression
La pression p(x,t) |Pal est une variable intensive, définie en tout point x € 2. On notera P le
champ de pression.

Pour un fluide idéal, le tenseur de cisaillement 7 vérifie :

T-n=-P-n (1.2)

Définition 4. Masse volumique
La masse volumique dun fluide p [kg - m~3] est donnée par le rapport de la masse de fluide
contenu dans un certain volume sur ce volume.

On admet qu’il existe une mesure positive dugq telle que :

/dun—/ ) (1.3)

On définit le facteur de volume B(p) comme le rapport entre la densité du fluide et sa masse
volumique dans des conditions de pression et de température de référence (notations et définitions
d’aprés [Chavent and Jaffrée, 1986]) :

B(p) = Z@; (1.4

Définition 5. Viscosité
Le coefficient de viscosité dynamique d’un fluide p > 0 [Pa - s est un indicateur de sa capacité a
résister aux déformations. Elle est généralement fonction de la température du fluide. Nous nous
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intéresserons & un écoulement isotherme, et nous prendrons une viscosité constante dans toute
la suite.

Conservation de la masse

Considérons une portion de fluide sur O; = x(O,t) C Q. D’apres le théoréme de transport
de Liouville [Betounes, 2010] que I’on prouve aisément par changement de variable :

%m(i’)t) = c;it/ot p(x, t)dx = % Op(x(u,t),t)det(x’)du
= [ 5ot 000+ Tlotut.00.0) v -+ plxt .07 v det(
o (1.5)
= /O ap(x, t) + V(p(x,t)) - v+ p(x,t)V - v} dx
- /O [aatp(x, £+ V- (p(x, t)v)] dx
La conservation de la masse s’exprime :
d
Sm(0n) =0 (1.6)

Proposition 2. D’aprés la relation établie en 1.5, on obtient par équivalence ’équation de con-
servation de la masse :

%p(x, )+ V- (px,t)v) =0 (1.7)

Equation de Navier-Stokes

Afin d’établir la conservation de la quantité de mouvement a I’échelle du pore, on pose une
série d’hypothéses :

e Le fluide est incompressible, il vérifie la relation :
V-v=0 (1.8)
e Le tenseur de déformation s’écrit :

D(v) = %(Vv + Vv (1.9)
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e Le fluide est Newtonien, il vérifie :

7=—pIld+n (V- v)Id + 2uD(v) (1.10)
ou 7 [Pa - s] désigne la viscosité de volume du fluide.

L’hypothése d’incompressibilité 1.8 permet de simplifier 1.10 :

7 = —pld + 2uD(v) (1.11)

Proposition 3. Equation de Nauvier-Stokes
Soit U C Oy un compact. Alors la conservation de la quantité de mouvement (Loi de Newton)
pour un fluide soumis aux seules forces extérieures de gravité se traduit par la relation :

d
/ p(X,t)V(X,t)dx :/ p(X,t)gdx+/ 7 - ndl’
dt Ju U o

= / (p(x,t)g+ V - 7)dx
U

(1.12)

Un remaniement vectoriel sous ['hypothése d’incompressibilité conduit également aux égalités :

d

it/ p(x, t)V(x,t)dx = p% /UV(X,t)dx = ,o/U (gtv + (v V)V) (x,t)dx (1.13)

Finalement, on obtient [’équation de Navier-Stokes pour un fluide parfait incompressible :

ov

pE-Fp(V-V)V:pg—VP-l-,uAV (1.14)

Bien que la puissance grandissante des calculateurs ouvre de belles perspectives pour la simu-
lation des écoulements fluides, il n’est pas envisageable a I’heure actuelle de modéliser un aquifére
en prenant en compte les spécificités de chaque pore. Nous avons besoin d’une vision plus globale,
autrement dit, de passer de I’échelle microscopique a 1’échelle macroscopique.

De I’échelle microscopique au Volume Elémentaire Représentatif (VER)

Les présentes recherches ont été menées a 1’échelle macroscopique : partant du principe que les
effets macroscopiques résultent d’une conjonction d’effets élémentaires de ’échelle microscopique,
les variables et équations régissant ’écoulement des fluides sont le résultat d’une moyenne des
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variables microscopiques. Ainsi, les équations d’écoulement & 1’échelle macroscopique sont le pro-
longement de l’équation de Navier-Stokes 1.14.

Il est donc naturel de mener notre étude sur un ensemble de parties suffisamment grandes du
sol pour compenser des variations importantes, beaucoup plus grandes que I’échelle moléculaire,
mais aussi suffisamment petites pour que la prise de moyenne de ces propriétés soit précise.

Ainsi, & partir d’analyses microscopiques, de méthodes statistiques ou encore d’homogénéi-
sation, on peut établir une échelle d’espace appropriée et y définir des fonctions continues et
différentiables. Le volume associé est appelé Volume Elémentaire Représentatif (VER).

D’apres [Bear, 1972], le VER est "un volume suffisamment grand pour qu’il permette d’es-
timer statistiquement tous les parameétres associés & la configuration de I’espace poral et suffisam-
ment petit pour étre considéré comme une fraction négligeable d’un volume plus grand décrivant
I’échelle macroscopique". Dans la section suivante, nous montrons comment établir rigoureuse-
ment un VER, et les fonctions caractéristiques sur I’espace poral. L’ordre de grandeur du diamétre
du VER est de quelques dizaines de fois celui du diameétre des grains moyens (|Sposito, 1998]).
Il est d’environ 17 mm pour une argile limoneuse [Belfort, 2006].

1.2 Formalismes mathématiques pour la caractérisation des écoule-
ments en milieux poreux

1.2.1 Porosité

Soit  C R? un domaine du milieu poreux. Soit S(xg,r) la sphére de centre xq et de rayon 7.
Soit la fonction v :  — {0, 1} définie par :

_ 1 si x € espace poral
1) = { 0 si x € matrice solide Vx € (1.15)

Définition 6. La porosité est la fonction :

$:Q — [0:1]

Xp 1/ ~v(x)dx (1.16)
fS(Xo,T) dx S(x0,7)

Ainsi, la fonction porosité est obtenue par intégration sur des volumes microscopiques de la
fonction v (espace des vides). On déduit de I'évolution de la porosité selon le diamétre du REV
dans ce type de milieu qu’une taille acceptable de r est supérieure a r,;cr0, €n deca de laquelle les
hétérogénéités microscopiques engendrent des disparités au sein des VER, mais aussi inférieur &
T'macro, au dela de laquelle apparaissent des hétérogénéités macroscopiques (failles) [Bear, 1972]
[Helmig, 1997]. L’évolution de la porosité est illustrée dans la figure 1.7.

Y
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FIGURE 1.7 — Evolution de la porosité ¢ en fonction du diamétre moyen r [Helmig, 1997/

1.2.2 Saturation

Afin d’évaluer la quantité de fluide présent dans les pores, on introduit en tout point x la
fonction indicatrice :

1 si x estalintérieur de la phase j
0 sinon

V(X 1) = { ¥x € Q (1.17)

et en sommant sur les Volumes Elementaires Représentatifs (recouvrement du domaine), on

définit la saturation d’une phase j :

Définition 7.

(x0:1) e (1.18)
Si(x0,t) = 1.18
/VERfy(x,t)dx

Autrement dit, la saturation d’un fluide indique & quels endroits et en quelles proportions il
remplit le milieu poreux. On notera géneralement S la saturation en eau, Sy la saturation en
huile, et S3 la saturation en gaz.

Proposition 4. 1l résulte de la définition de la saturation la propriété suivante :
0<5;<1 (1.19)

Définition 8. On dit qu’un milieu poreux est saturé lorsque :

>, 8 =1 (1.20)
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Les hydrosystémes de subsurface sont constitués de plusieurs couches, dont une zone saturée,
et éventuellement une zone non saturée lorsque 'aquifére n’affleure pas.

Lorsqu’un fluide s’écoule & travers un milieu poreux, il y subsiste presque toujours une petite
quantité minimale matérialisant la phase immobile : c’est la saturation résiduelle S; .

Propriété :
On obtient par conséquent la propriété suivante :
Sjr <Sj<1=) Sps
B#j

On travaillera toujours avec la saturation effective :

g _ 5= Sir
! 1—255/5,1”

Et on désignera désormais par S; la saturation effective.

(1.21)

1.2.3 Pression capillaire

Définition 9. A Dinterface entre deux fluides, une différence de pression les maintient séparés.
On définit donc la pression capillaire & ’échelle macroscopique, qui est définie positive par la
relation suivante :

‘pc =Ppw —Puw =0 (122)

La pression capillaire dépend de la géométrie des pores, donc de la saturation, de la tem-
pérature et de la composition du fluide [Belfort, 2006],[Helmig, 1997]. C’est pourquoi il est rel-
ativement complexe d’établir de maniére empirique des courbes de pression capillaire rendant
compte des spécificités du milieu. On peut penser aux travaux de Muskat (|[Muskat, 1937]). Pour
les écoulements en milieux poreux homogeénes, il existe de nombreux modeéles satisfaisants, et
fonction de la seule saturation effective, bien définie a I’équilibre : p.(Sy).

Ajoutons que la pression capillaire est une variable secondaire de ’écoulement. Nous utilis-
erons deux modéles classiques pour notre étude : le modéle de Brooks-Corey et le modéle de
Van-Genuchten. Ils présentent l'avantage d’une expression analytique. Le modéle de Brooks-
Corey a été utilisé en particulier pour les essais numériques car il rend compte de la pression
d’entrée, représentant un palier & franchir pour que la phase mouillante puisse pénétrer le milieu.

Le modéle de Brooks-Corey
Le modéle de Brooks-Corey [Brooks and Corey, 1964] est donné par :

Fa

A
) pe = Py (1.23)
Pe

(o) =

avec P la pression d’entrée et 0,2 < \ < 0, 3 des paramétres adimensionnels (voir figure 1.8).
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Le paramétre A est un indicateur de I'uniformité des grains du sol : 'uniformité s’accroit
lorsque A diminue. Helmig définit la pression d’entrée Py comme : "la valeur de pression capil-
laire requise pour déplacer le fluide mouillant & travers le plus grand pore" [Helmig, 1997].

Et finalement :

pe=Pi(8,)% pe>P; S.elol] (1.24)

Le modéle de Van-Genuchten

Le modéle de Van Genuchten [Van Genuchten, 1980] pour la phase mouillante est donné par :
Sw(pe) = (L+ (ap)")™,  pe =0 (1.25)

1
avec m = 1 ——, n les paramétres de Van-Genuchten qui caractérisent le milieu. Il est possible

n
d’exprimer les paramétres de Van-Genuchten en fonction de ceux de Brooks-Corey.

On a donc le modéle suivant :

_1 n
(Sw "o 1> . pe>0 (1.26)

La figure suivante 1.8 donne les deux modeéles de pression capillaire dans le cas d'une imbi-
bition (lorsqu’on sature le milieu en eau) et d’un drainage (lorsqu’on évacue 'eau présente dans
le domaine, qui est alors remplagée par de I'air jusqu’a saturation résiduelle).

Il est important de préciser que les courbes de perméabilités relatives différent selon que 'on
se place en situation de drainage ou d’imbibition. Le drainage aprés une imbibition est influencé
par un phénomeéne d’hystérésis. Pour plus de détails consulter [Helmig, 1997].

On note que seul le modeéle de Brooks-Corey permet de modéliser l'effet de seuil, & savoir
la pression minimale nécessaire au remplissages des pores. Remarquons enfin la présence d’une
branche asymptotique sur les courbes de pression capillaire au voisinage de zéro.

1.2.4 Perméabilités

Définition 10. La conductivité hydraulique K; est un paramétre macroscopique qui rend
compte de la viscosité et de 'adhésion du fluide & la matrice solide [Helmig, 1997] :

K, = Kkr; 222 [Pa-m - 4 (1.27)
n

Elle est fonction de la perméabilité intrinséque K [m?] (paramétre propre au milieu poreux
et indépendant de la nature des fluides), ainsi que de la viscosité et de la masse volumique du
fluide, mais aussi de la perméabilité relative, fonction de la saturation de la phase.

Il existe plusieurs modeéles de perméabilité relative (Burdine, Mualem, Van Genuchten, Brooks
Corey), établis sur la base d’une relation entre saturation de la phase et pression capillaire.
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P Brooks-Corey P. Van Genuchten
5000 \ \ \ \ 4500 ‘ ‘
4500 drainage | |
imbibition 4000¢]
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3500
35001
\ 3000} |
3000f | ‘
| 25001
2500}
2000}
2000}
15001
1500f
1000} 1000}
5001 1 500f
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Saturation effective S, Saturation effective S,

FIGURE 1.8 — Courbes capillaires sur le modéle de Brooks-Corey (gauche) et de Van Genuchten
(droite) dans le cas d’un drainage et d’un imbibition. Pour le drainage : X = 2.89, Py = 873 Pa,
n =5.5, j = 0.00077 Pa~'. Pour l’imbibition : A\ = 2.29, P; = 667 Pa, n = 4, j = 0.0011 Pa~!
[Turner, 2004]

Soient a,b, et ¢ des paramétres réels. Alors un exemple de relation constitutive est donné
par :

Cc

Sw
/ pc(s)*bds

kro(Se) = S4 [ L2r——— (1.28)
/Opc(s)bds

et

SU) C
pc(s)fbds
krnw(Sw) = (1 —5y)° /0 (1.29)

/O 1 pe(s)~ds

En substituant dans les relations (1.28), (1.29) le modéle de pression capillaire de Brook-
Corey 1.24 et en posant a = 2, b = 2 et ¢ = 1, on obtient le modéle capillaire de Burdine
Brooks-Corey :

kro(Sw) = Su (1.30)

et

Ernw(Sw) = (1—8,)%(1 =8, ) (1.31)
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De méme, le modéle mathématiques de Mualem-Van Genuchten est obtenu avec la pression
capillaire de Van Genuchten 1.26 et pour a = 1/2,b = 1 et ¢ = 2 soit [Morel-Seytoux et al., 1996] :

kro(Sw) = S2 <1 _ (1 _ Sé>m>2 (1.32)
et
Frow(Sw) = (1—Su)} (1 - 53)27” (1.33)

Dans la figure 1.9 sont représentés en exemple les modeéles de Burdine Brooks-Corey ainsi que
Mualem-Van Genuchten

kr Burdine Brooks Corey kr Mualem Van Genuchten
1 i i 1 ; ; ;
\ kr,, imbibition |
0.9} {1 o9}
kr,, drainage
0.8r k7 imbibition 1 081 ]
0.71 k7. drainage 1 o7t |
/
0.6 / B 061 /,’ i
0.5 1 ost /o
/ /
y y
04t / 1 o4} / 1
/ /
/ /
//

0.3r 1 03f i
0.2 4 02t |
0.1 1 041 / .

0 L I I f— 0 — I I

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Saturation effective S, Saturation effective Sy,

FIGURE 1.9 Perméabilités relatives associées au drainage et a l'imbibition. Parameétres pour le
drainage : X = 2.89, P; = 873 Pa, n = 5.5, a = 0.00077 Pa~'. Parameétres pour Uimbibition :
A =229 P;=667Pa, n=4, a=0.0011Pa"" [Turner, 2004]

Un modeéle de perméabilité relative simplifié est donné par le modéle de Todd en systéme
diphasique (cf figure 1.10) :
kr, = S2 (1.34)

Ernw = (1 —S,,)? (1.35)

1.2.5 Flux fractionnaires
Autre variable secondaire que nous définissons, le flux fractionnaire s’écrit, pour la phase j :
ij(Sw)

14j
fi(Sy) = Fri(SL) , FralS.) (1.36)

M1 H2
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FI1GURE 1.10 — Modéle de Todd diphasique eau-huile

Nous verrons dans la suite comment construire les variables secondaires de perméabilité en
systéeme triphasique a partir de chaque paire de perméabilités diphasiques : eau-gaz, eau-huile et
huile-gaz.

1.3 Modélisation des écoulements multiphasiques dans les hy-
drosystémes souterrains
1.3.1 Equation de conservation de la masse

Considérons un volume de référence GG C 2 et la normale en chaque point de la surface n. On
suppose que le volume G est invariant en temps et en espace. Soit o(x) la section du domaine
étudié. On définit alors la masse du fluide saturant le volume G (|Chavent and Jaffré, 1986]) :

mG:/Ga(x)¢p(X,t)dx (1.37)

I’équation de continuité pour une seule phase en formalisme Lagrangien est cette fois fonction
de la porosité du milieu :

L(¢,p,v) = /G [a(tgfp) + V- (op;v) — pQ] dx =0 (1.38)

avec pQ) un terme-source et v - n la vitesse [m - s7!] du fluide a travers o = dS.

En présence de plusieurs phases coexistantes dans le milieu poreux, on a :

oS bp
L(S},pj,Vj) = /G [(Uajt(bp]) + V- (opjv;) — an} dx =0 (1.39)
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avec la vitesse moyenne de la phase j au sein du pore :
v

"5

Nous supposons que la masse volumique du fluide est une fonction de la pression P;. En
divisant par la masse volumique de référence, I’équation de continuité généralisée pour la phase
j s’écrit (|Chavent and Jaffré, 1986]) :

Vi

(o9B;(p;)S;)

Y + V- (opjvj) —pQj =0 (1.40)

1.3.2 Loi de Darcy
Loi de Darcy pour un écoulement monophasique

Les premiers modéles d’écoulement macroscopiques en milieu poreux datent du 199"¢ siecle :
ce sont les lois de Darcy.

Soit un systéme de coordonnées cartésiennes, avec Z la profondeur d’apreés la figure 1.6. Alors
la loi de Darcy s’écrit :

v=-K 2vn (1.41)
1

ol :
P

e h = — + z [m] est la hauteur piézométrique
P9

e K [m?] est le tenseur de perméabilité intrinseque

e g=9.81 [m-s2] est la constante d’accélération gravitationnelle

Loi de Darcy-Muskat

En présence de plusieurs phases, le coefficient de perméabilité de la phase j s’écrit :

Kj = kT‘jK
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En présence de deux fluides non miscibles, Muskat a montré par des études expérimentales
que la loi de Darcy est toujours applicable aux deux phases distinctes, a savoir : la vitesse de

Darcy v; du fluide j s’exprime :

]{ZT‘B‘ .
v; = —J/j(p])K-(VPj_pj(Pj)gVZ)
J

et le flux associé dans un domaine de section o(z) est donné par :

kT'B' .
) = o 2L (Vs - (P99 2)
J

On obtient pour chaque phase [Chavent and Jaffré, 1986] :

0(06B;(p1)55) _ . ( kriBi
ot 14

1.3.3 Variables primaires et secondaires

(1.42)

(1.43)

(1.44)

Pour résumer, rappellons les variables du systéme ainsi que les équations de 1’écoulement

multiphasique (j—1,2,3).

du systeme sont :

e S; la saturation de la phase j ) )
e f; le flux fractionnaire

B;(p;)

J

capillaire eau-huile

capillaire gaz-huile

Les variables primaires/inconnues Les variables secondaires du systéme sont :

e krj(p;) la perméabilité relative

e P; la pression de la phase j o dj = d= Zkrjdj
Ky ;
e ov; le flux volumique de la .y — kr;d;
phase j J d
o ;i(P)) p=_vibi

e P'2(81,85) = P, — P, la pression

e P32(81,83) = P3 — P la pression
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Les équations régissant le systéme sont :

J

> Si=1

J
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1.4 Quelques formulations classiques pour les écoulements mul-
tiphasiques

Les équations d’écoulement multiphasique peuvent étre de forme diverse selon le choix des
variables primaires. Ce choix a une forte influence sur la résolution numeérique du systéme. Citons
par exemple les formulations pression-pression, les formulations pression pondérée, ou pression
globale ([di Chiara R., 2009], [Chen and Ewing, 1997|, [di Chiara R. et al., 2010]).

1.4.1 Formulation pression-pression

Par exemple, la combinaison des équations de continuité avec la loi de Darcy (Voir
[Binning and Celia, 1999]) en systéme diphasique génére un systéme d’équations paraboliques
fortement couplées "pression-pression” pour les phases mouillantes et non-mouillantes puisque
la variable primaire de ce systéme est la pression :

Qbo'aat(Bw(pW)SW) - V- (o’MBw(pw)K . (va _ pwgVZ)> -0
(1.45)

1o} k7w
¢Ua(3nw(pnw>snw) - V. <U an(pnw)K : (vpnw - ingVZ)> = 0.

Le systéme est clos grace a la relation de saturation 1.20. Les conditions aux limites peuvent
étre de type Dirichlet, Neumann ou Mixte.

1.4.2 Formulation pression mouillante - saturation non mouillante

Une autre méthode consiste a se servir de la définition de la pression capillaire 1.22 pour
dériver une relation Pression mouillante - Saturation non mouillante :

0 krg,
qﬁaa(Bw(pw)Sw) - V- <0Bw(pw)K -(VPR, — pwgVZ)> =0
0 kg
qbaa(an(pnw)Snw) - V- Uian(pnw)K : (vpnw - VF, — ingvz) =0

(1.46)

Lorsque la pression capillaire est fonction de la seule saturation, on a la relation différentielle
suivante :

dP,
VP. = ds., AV ou
VP, dF. VSnw

~ dSn.,
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et en ré-injectant dans la relation précédente 1.46 :

1o} kre,
¢Ua(3w(pw)sw) -V <UBw(Pw)K (VP — pwgVZ)>

M

Convection

kry, dP.,

. —B,(p,)—K - w) | = 1.4
+V <a o (p )dsw (Vs )) 0 (1.47)
Dif fusion

On note que I'équation de saturation est composée d’une partie convective et d'une partie
diffusive, comportant un gradient de pression capillaire, plus délicat a discrétiser au voisinage
des saturations résiduelles oul le gradient prend des valeurs trés grandes.

Le couplage non linéaire entre les deux équations engendre des difficultés de résolution. La
formulation en pression globale introduite en 1981 par Chavent et Jaffré et en paralléle par
Antoncev and Mohanov 1978 puis reprise par Amaziane et al. [Amaziane et al., 2010], se propose
d’y remédier. Elle a été construite de diverse maniére, toutefois le principe de construction reste
le méme.

1.4.3 Formulation en pression globale pour les écoulements multiphasiques

Le principe de la formulation en pression globale ([Chavent and Jaffrée, 1986],

|Amaziane et al., 2010], |di Chiara R. et al., 2010]) consiste & introduire une nouvelle variable,
homogeéne & une pression, mais qui n’a pas de correspondant physique, la pression globale p, en
fonction de laquelle on exprimera les variables secondaires, et grace a laquelle on pourra décou-
pler partiellement les équations d’écoulement. On note P le champ de pression globale. On dérive
des équations d’écoulement un systéme en pression globale (parabolique) - saturation (systéme
parabolique ou hyperbolique en l’absence de terme de diffusion), non linéaire mais faiblement
couplé.

Tout d’abord, on suppose qu’il existe une variable p, telle que v; = v;(S1, S3,p), j =1,2,3.

Soit la fonction pression capillaire globale dont le champ s’écrit P¢, définie implicitement (car
construite point par point a partir de la relation suivante) :

Vch(Slas37p) = Vl(S17537p)VP012(S 53)+V3(S17537p)vpc32(51753)
0

1,
Pg
¢ P 1.48
+ ap (517537p)v ( )

Cette condition est équivalente & la condition de Différentielle Totale suivante :

8V1 8P012 61/1 8P612 o 81/3 8PC32 81/3 anQ

_ = — 1.4
051 0S3 053 05 0Ss 0S1 051 053 (1.49)
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Cette égalité signifie concrétement que le calcul de la pression capillaire globale, illustrée par
un chemin d’intégration sur le diagramme ternaire (figure 1.11) ne dépend pas du chemin d’in-
tégration emprunté (cette propriété est également illustrée dans la figure). On pourra consulter
pour plus de détails la publication [di Chiara R. et al., 2010] sur la construction de la pression
globale, a partir des perméabilités relatives et pressions capillaires, qui sont interpolées sur le
diagramme ternaire.

S, water (1) cl S1 oil (2

FiGURE 1.11 — Diagramme ternaire T de la Pression capillaire globale en fonction des sat-
uration en eau (j = 1) et en gaz (j = 3). Deux chemins d’intégration C ~ C!' U C3
[di Chiara R. et al., 2010].

Lorsque cette condition est remplie, on pose :

P(Xat) = PZ(th) + ch(sl(xat)a Sg(X,t),p(X,t))
p1<p<p2 (1.50)
Vx € G vt >0

Ainsi, P est uniquement déterminée, sous la condition de stabilité :

oP?

A présent sommons les flux volumiques (d’aprés 1.3.3) :

3 3
V=) vi=—> dyK- (VP —pi(p;)gVZ) (1.52)
j j

En remplacant les pressions en eau et en gaz par :

P =PP + P
Py =P+ P
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et & partir de 1.49 puis 1.50 :

VP, +wuVP)+13VP; = I/1VPCI2 + V3VPC32 + (Vl —+ v + 1/3) VP,
—————

=1

oP?
VP + VP

op :
OP;
= V(P! 4 P) = 5 EVP

p
g g
:VP—apcVP: 1_8Pc vp
Op Op

_vpY—
(1.53)

Et finalement, ’équation en pression globale est donnée par :

(325 Bi(p))S;)
ot

OP?
- dK.|(1-
v g [( Op

P(Xat) - PQ(th) + P(?(Sl(xvt)v Sg(X,t),p(X,t))

( 0
oo

+V.-(ov)=0

(1.54)

) VP — ,F)gVZ}

C’est une famille d’équations paraboliques.

Les équations de saturation s’écrivent :

(, 0(Bj(p))S;)

po 9 +V.(ov;)=0 j=13

v; = —dv;K - (VP; — p;(P;)gV Z) j=13 (1.55)

3
d 5i=1 j=1,3
j

\

On constate que les termes de second ordre en saturation n’apparaissent plus dans I’équation
de pression : il s’agit d'un découplage partiel. Les équations en saturation sont paraboliques
dégénérées (le terme de diffusion peut prendre des valeurs nulles).
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1.4.4 Formulation variationnelle des équation de saturation

Proposition 5. En formulation pression globale, on peut réécrire les équations de saturation en
fonction des flux fractionnaires ainsi que du fluz total en distinguant une partie diffusive et une
partie convective. Par exemple, pour l’équation de saturation en eau ou en gaz, on a (pour plus
de détails, voir dans l'annexe A) :

+V-(ov;)=0 i=1,3

: 1 — .
v = ’;Jv —vdK - [W“’ﬁ - Ap]} gV Z —v;dK - [V(PJ? — P9)]

Partie dif fusive

Partie convective

Apy = (v2(p2 — p1) +v3(ps — p2))
(1.56)

Aps = (1/2(,02 — p3) + Vl(/)?) - pl))

1.4.5 Equations d’écoulement diphasique en formulation pression globale

On peut définir un équivalent de la formulation en pression globale en systéme diphasique
mouillant-non mouillant ([Amaziane et al., 2011a]). Ainsi :

Proposition 6. :
Il existe une fonction P, la pression globale, définie implicitement et une fonction P?(Snw,p),
telle qu’on puisse déterminer w(Syw,p) vérifiant :

0P,

VP, + VW(SW,p)mVSW = w(Spw,p)VP (1.57)
Il en résulte :
P = Py + P9(Spes, p) V(Snw, p) € [0, 1[X[pw, Pw]
St =1~ G Sd) WS € D,11X s

g S 9P,
Pc (Snva) = - VdeSnw V(Snwap) < [07 1[X[pw7pnw]
0 nw

Pc:in_Pw

\
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opP? -
Le terme 870 est appelé facteur de compressibilité.
p

Remarque :

Dans le cas ol un ou plusieurs fluides en présence sont compressibles, les densités de ces
fluides dépendent des pressions des fluides. Certains auteurs ont fait le choix d’évaluer la densité
en fonction de la pression de la phase ([Chavent, 2009]). Amaziane [Amaziane et al., 2011a] a
montré que les densités peuvent étres évaluées a la pression globale.

Proposition 7. On peut également exprimer ces équations & laide de la formulation flux frac-
tionnaire en pression globale pour un systéme diphasique compressible :

(0
¢

ot (an(pnw)snw + Bw(pW)Snw) +V-v=0

VvV =—dK.[wVP — pgVZ]

P =P+ P (1.58)
Sno QP
8= " s
| P.= P, — P,
aSnw o
<f> ot +V- Vipw = 0
dP.

Viw = VnwV + VVnwd(pnw — puw) K- Vz — wanwdF(Snw)K. VS (1.59)

\ Sw+Snw:1

On trouvera dans annexe A plus de détails sur la construction du systéme diphasique en
pression globale.

Proposition 8. En particulier, lorsque les fluides en présence sont incompressibles, on a :

Bj=1

vj = fj

pi(p) = pj (1.60)

oP?
dp

o w—=1

(S1,p) =0
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Dans toute la suite, on supposera que o = 1[m?].

Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons introduit les équations usuelles de ’écoulement multi-
phasique de fluide en milieu poreux. Les modeéles hydrologiques dont sont issus ces résultats sont
le fruit de plus d’un siécle de recherches en hydrogéologie sur le terrain, en laboratoire sur des
échantillons ou en bassin d’expérimentation. En ce qui concerne la question de 1’évolution des
systémes, la mécanique des fluides ainsi que les mathématiques, a travers ’analyse numérique,
permettent de modéliser de mieux en mieux le devenir des hydrosystémes. Il est donc naturel
de nous interroger, dans la section suivante, sur ’existence de solutions au cours du temps pour
les équations posées dans le premier chapitre. Enfin nous proposerons une résolution numérique
sous certaines conditions aux limites.
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2

Analyse numérique relative aux
écoulements multiphasiques de fluides
incompressibles

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé un modéle d’écoulement incompressible en
milieu poreux a partir de plusieurs hypotheéses simplificatrices. Comme bien souvent en modélisa-
tion, la question n’est pas de reproduire la réalité le plus finement possible, mais de proposer un
modéle bien posé mathématiquement et qui soit suffisamment précis pour décrire des phénoménes
physiques a 'échelle d’étude. Quel est donc l'intérét d’un probléme bien posé? Tout 'enjeu ré-
side dans la convergence des variables vers les solutions physiques, avec des moyens de calculs
et des temps les plus faibles possibles qui n’altérent pas l'acceptabilité des solutions. Ainsi, on
pourra trouver dans la littérature de nombreuses modélisations de processus de transport, d’é-
coulement ou de réaction aboutissant, selon les hypothéses avancées, a des systémes d’équations
aux dérivées partielles de nature paraboliques, hyperboliques ou elliptiques, comme c’est le cas de
notre équation en pression globale. Une fois le probléme posé et les résultats de convergence étab-
lis, nous détaillerons le schéma de résolution Implicite Pression Explicite Saturation (IMPES)
utilisé pour résoudre les équations de pression globale et de saturation dans le cas triphasique
incompressible. Ce schéma tient compte des effets gravitaires dans 1’équation de pression ainsi
que dans les parties convective et diffusive de I’équation de saturation.

2.1 Conditions aux limites

La résolution analytique ou numérique d’un systéme est dépendante des caractéristiques
du systéme & ses frontiéres. Nous devons avant tout analyser les valeurs possibles de variables
primaires aux bords du domaine. Soit © C R3 un domaine fixé sur le modéle d'un puit d’injection
et de pompage, aux frontiéres I' = T, UT'sUT'; (d’apreés le schéma 2.1), avec T le puit d’injection,
I's le puit de production et I'; les frontiéres imperméables.

On impose sur la pression globale :

e Des conditions de Neumannen I'; : v-n =20
e Des conditions de Dirichlet p = p. ou de Neumann v - n = v, sur I,

On en déduira les valeurs de la pression sur I'y connaissant la densité en tout point du domaine.

31
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Ffi

Remarque : Si plusieurs fluides sont en

présence a la frontiére, alors on a égalité des pres-

sions (|Chavent and Jaffré, 1986]). On utilisera

uniquement la condition de Dirichlet pour les

saturations aux frontiéres. Il faudra imposer

prudemment les valeurs de saturation selon la I,
physique du probléme, en particulier en cas

d’injection d’une phase a travers I'. (S = 1),

puisqu’une autre phase pourra également aller &

contre-courant. De méme, au bout d’un certain

temps de production d’huile, une autre phase T
pourra aussi traverser I'y. On pose également

I'intervalle de temps |0, T[, T' > 0. FIGURE 2.1 — Conditions auzx limites

Le systeme d’équations & résoudre en écoulement triphasique compressible s’écrit :

) 58 B,(P))S,
oPY ¢(j(8tj)j)+v'(vj)zo
v:—dK-Kl— ap)VP_pQVZ}

vj = —dviK - (VP; - p;(Pj)gVZ)
P(X,t) = PQ(X,t) + ch(Sl(th)a SS(th)’p(th))

3
> 8i=1
j

v-n =, sur Ie
P=PF sur L'y (Sie,S3¢) sur I
L v.-n=0 sur Iy

Depuis les travaux de Chavent et Jaffré en 1987, de nombreux écrits sur I'existence et 'unicité
de solutions de ’écoulement multiphasique de fluides ont étés publiés (|[Amaziane et al., 2011b],
|[Khalil and Saad, 2010|, [Khalil and Saad, 2011]).

2.2 Existence de solution pour I’écoulement diphasique incom-
pressible dégénéré

Sous certaines hypothéses de compressibilité, il est possible, a 'aide d’éléments d’analyse
fonctionnelle et notamment du théoréme de Lax-Milgram (cf [Brezis, 1983|), de prouver I'exis-
tence et I'unicité de solutions pour un écoulement faiblement compressible d’huile dans un milieu
poreux déformable (écoulement monophasique non saturé). On trouvera une démarche détaillée
de ce résultat dans le chapitre deux de [Chavent and Jaffré, 1986].

Todd et Arbogast ont élaboré un modéle d’écoulement diphasique immiscible incompressible
en milieu poreux avec plusieurs types de conditions aux limites ([Arbogast, 1992]). En 2008,
Galusinski et Saad ont proposé un modeéle d’écoulement immiscible compressible avec densité
dépendante de la pression globale (|Galusinski and Saad, 2008]).

En 2011, puis en 2012, les travaux d’Amaziane et al. ([Amaziane et al., 2011b]) prouvent
I’existence de solution pour un écoulement compressible immiscible gaz-eau, avec différentes
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conditions aux limites.

Nous allons présenter un exemple de preuve pour ’existence et 'unicité de solution en écoule-
ment diphasique incompressible. Ce développement ne se veut pas exhaustif, il donne un apercu
d’une technique de démonstration d’existence.

2.2.1 Formulation en flux fractionnaire pour un systéme diphasique

Tout au long du chapitre, nous supposons que les fluides en présence sont incompressibles.
D’apres 1.58, et 1.60, la formulation flux fractionnaire pression globale en systéme diphasique
huile-eau s’écrit :

V-(v)=0
v=—¢-|VP—pgVZ] P =dK

P(x,t) = Pa(x,t) + P(S1(x, 1), p(x, 1))

v-n=20 sur Iy
(2.1)
a5
¢aT2 FV - (va)=0
dPlQ

vo = Vo + fifa(p2 — p1)g¢ - VZ — f1fad dSCg - VSy

S1+S=1

S2e sur T,

So.s sur J

)

Dans |Chavent and Jaffré, 1986], les auteurs imposent moins de contraintes sur la pression
capillaire, et supposent qu’elle s’écrit en fonction de la pression capillaire et d’un facteur d’échelle
Pcop(x) € [0 : 1] en chaque point du domaine : P, = Popy(x)Pe(S2). On pose :
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12
a(S2) = —f1f2dP

a= /152 a(t)dt

bo = f1

by = f1f2dP??

(2.2)
by = f1fad(p2 — p1)
dpP}?
Yo = f1 S,
P12
fl dSQ dS2

Y2 = fip1 + fop2

Afin de prouver l'existence de solution, on fait les hypothéses suivantes : il existe m > 0 tel
que

p,p € L*(Q) ={ueQ | 3C e R, |u(x)| < C Vx € Q}

¢(x) >m, ¥(x) >m presque partout sur

v; € L*(2x]0,1[) L2Q)={ueQ | |[ull3, = [ ux)dx <o }
ve € L®(T)

A€ LTy

L A > m? presque partout sur €2

On suppose que d, «, a, £, b; (j=0,1,2), v, (j=0,1,2) sont des fonctions continues, bornées de
R dans R telles que :

d(S2) >m

a(Sy) =a/(S2) >0 VS, €]0: 1]
(2.4)
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Notons que pour les modéles proposés de Van Genuchten (VG) ou de Brooks-Corey (BC),
les hypotheéses ci-dessous sont toutes satisfaites.

2.2.2 Formulation variationnelle

Soient I'espace de Hilbert H'(Q) = {u e Q | [, u(x)]* + [Vu(x)?dx < oo } et ||u||g: =

(JJull, + HVuH%g)l/2 une norme associée.

Soit 'ensemble :
U={uecHQ)lur, =0} ; [ulo= / Vuldx ; H=I2Q)  (2.3)
Q

On définit un produit scalaire sur H : (u,v)4 [, ¢uvdx, et la norme qui en découle.

Soit :
T
U=TL*0:T;U) denorme |ul|f = / |u(x,t)||?dt (2.6)
0
K={weld | |ulp, >0) (2.7)
Et enfin :
du 9 p
W=(ueld | EEL(]O:T[;L{) (2.8)

La formulation variationnelle pour ce probléme est :

Trouver (Sa(x,t), P) € (W x L?(]0: T[; HY(Q2)) tel que P :

—/vadx+/\/ (P—Ps)wdx—/ vewdl Vw in  HY(Q) presque partout ]0: 1]
Q

v = —d(52(x,1))¢ - [VP + 71b1 + 72b2]
Sa(x,t) € W

dSs

<dt,u—5’2>¢+/vQ~V(u—Sg)20 Vue K Vtelo:T|
Q

SQ(X, 0) = S270(X)

Ce probléme se rapproche d’un probléme de type elliptique, souvent résolu & l'aide du
théoréme de Lax-Milgram. Le probléme ne peut étre résolu en ’état a cause du défaut de coer-
civité da a la dégénérescence du terme diffusif. Pour remédier a cela, il est courant de faire des hy-
pothéses supplémentaires : les deux théorémes qui suivent sont issus de [Chavent and Jaffré, 1986].
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Lemme de compacité

Supposons qu’il existe 6 €]0 : 1] tel que
£§—¢
SUPp<¢<¢<t
fg‘f Va(r)dr

< o0 (2.10)

Alors pour tout M >0, Sy = {u € L*(Qx]0: T[)] 0<S(x,t) <1 presque partout sur  Qx]0: 77}
et 0(Sas) sont relativement compacts dans L?(T).

Théoréme 1. Supposons que le Lemme de compacité précédent est vérifié et que pour j=1,2 :

SUPg<c<1 <5%<>) < 00 (2.11)

Alors le probleme 2.9 admet une unique solution (S,P).
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2.3 Schéma numérique de résolution des équations d’écoulement
triphasiques incompressibles

Parmi les diverses méthodes numériques ayant fait leurs preuves, on peut citer les méth-
odes des Eléments Finis, des Volumes Finis, la méthode fully-implicit Galerkin. La méthode des
Eléments Finis Mixtes Hybrides (EFMH |[Chavent and Jaffré, 1986], [Huber and Helmig, 1999])
a été retenue pour la résolution de l'équation de pression globale. L’hybridisation associée au
flux conduit & un systéme linéaire en traces de pression (voir description précise dans la section
suivante 2.4). Les équation de saturation (1.55) sont traitées en résolvant la partie diffusive avec
la méthode des Eléments Finis Mixtes Hybrides de maniére similaire, et la partie convective avec
la méthode des éléments finis discontinus (dans la section 2.5.1). Les deux parties sont traitées
I'une & la suite de 'autre par séparation d’opérateur. Le pas de temps diffusif est divisé en n,
pas de temps convectifs : At? = n, x Ate.

Le pas de temps convectif est déterminé de sorte que la condition CFL soit inférieure & 1 :

At
C=— A 2.12
T LAGUE (2.12)
v OoF _
avec A(S) = 5%(5) (|[LeVeque, 2002|) et F'(S) = fjv — f;dK - [p— Apjl gV Z
D’ot :
VAt oF
— | <C=1. 2.1
savamos] < =
Le systéme est régi par deux opérateurs :
ou
E + ([,conv + »Cdsz)(u) =0 (214)

que l'on résout séparément avec un schéma d’Euler d’ordre un :

k+1 _ ok

Ate

utl — U
—a— + Laigg(u) =0

N + Leonw(u) =0 (2.15)

La résolution des deux parties pression globale-saturation n’est pas simultanée, mais s’inscrit
dans un schéma numeérique IMPES ([Huber and Helmig, 1999]). Son principe est de résoudre
la pression implicitement et la saturation explicitement. Cependant, d’aprés [Helmig, 1997|, ce
schéma est optimal lorsque les effets diffusifs ne sont pas dominants.

2.3.1 Linéarisation du systéme

Du fait des fortes non-linéarités présentes dans les équations a travers les variables sec-
ondaires, nous sommes amenés & employer une technique de linéarisation. La méthode de PI-
CARD [Celia and Binning, 1992| qui a été mise en oeuvre pour le code MPTRACES repose sur
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I'itération du schéma IMPES jusqu’a atteindre le critére :

mazx||TC*™ — TC¥|| < €1 + e TCH| (2.16)

avec ||[TC*H|| = max (n}\gxﬂTPkH]),n}vax(|5f+1\),n}\?m(\S:I,fHD) et €1,€ex deux constantes
f f s

fixées.

L’adaptation du pas de temps dans la méthode de PICARD est essentielle car elle permet
de trouver un pas de temps optimal sachant que la méthode impose de grands pas de temps.
Le nombre d’itération maximum Njser maqz €t minimum Nizer min exigés sont fixés et on procéde
comme suit :

® Si Niter > Niter,maz, le pas de temps est diminué;
® Si Niter < Niter,min, le pas de temps est augmenté ;

® Si Niter min < Niter < Niter,maaz, le pas de temps reste inchangé.

2.3.2 Schéma numérique

Le schéma numérique est résumé dans la figure 2.2 et se déroule de maniére suivante :

1. On commence par initialiser le systéme, avec les conditions aux limites.

2. A chaque pas de temps, les variables secondaires, fonctions de la saturation et de la pression,
sont mises a jour d’aprés le pas de temps précédent ¢".

3. On résout la pression en commencant par les traces de pression TP"t!, puis on en déduit
le flux Q™! et la pression moyenne sur la maille P**.

4. On résout la partie diffusive de I’équation de saturation en calculant les traces de saturation

(diffusion capillaire), puis on en déduit le flux diffusif et la saturation moyenne S;‘Z."J;jlc.

5. Calcul de la partie convective de I’équation de saturation S?Ofl},’k, et stabilisation de la so-
lution par limiteur de pente de Chavent [Chavent and Jaffré, 1986]. On répéte le processus
pour les n. pas de temps convectifs.

6. Couplage des termes diffusifs et convectifs pour obtenir la solution S™*1.

7. Linéarisation de PICARD : si la convergence est atteinte, adaptation du pas de temps,
retour a I’étape 1. Sinon retour a I’étape 3 avec k—k—+1.

Ainsi la saturation est-elle mise & jour explicitement & chaque pas de temps.
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Conditions aux limites |

NQn
n=n+1 k=0

Initialisation S%., Pg, v% l

(VARIABLES SECONDAIRES J+——

Pr, S% TPR TS% of

¥

4

Oui At x6,; k=0

[EQUATION DE PRESSION]<—'— At x 0, k=0

EFMH

Oui:k=k+1

N, iter < N, itermax

Non

E

n+1,k+1 n+1,k+1
P . TP.

+1,k+1
71)%—&-,—&-

| TC | Oui ——

[EQUATION DE SATURATION]

2

operator-splitting

- 1E+1
Sconv,nJr s
E

n+1,k+1
TS

~

[lin.lli.‘.cjeur :de pente]

Fin du programme «— Sit=Tp —

FIGURE 2.2 — Schéma IMPES

1. 0, =0.5, 0, = 2 si Niter < Nitermin , 0o = 1 sinon.

N, iter < N, itermain
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2.4 Discrétisation de I’équation de pression globale par la méth-
ode des EFMH

2.4.1 Espace de Raviart-Thomas

Pour cette étude, nous avons discrétisé les équations sur un maillage triangulaire. Comme
établi dans [Raviart, 1984], I’espace de Raviart-Thomas d’ordre k sur 1’élément E est défini :

RTy(E) = Pi(E)" + xPp(E)"

Ainsi, I'espace RTy(E) est généré par des polynomes vectoriels u; (schématisés en 2.3) de
degré un dont la base est :

Uu u—1 U
RT2 =

De plus, en notant n; la normale aux cotés, ils vérifient :

1 1
oV ouj = i=j

* LV‘szl ./ (uj‘ni)dl“:&j.
OE;

Rappelons I'équation de pression en écoulement compressible d’aprés 1.54 et 1.60 :
V-v=0
v =—dK.[VP — pgVZ] (2.17)

P(Xa t) = P2(X7t) + Péq(Sl(Xa t)7 53(X> t)v P(th))

On pose A; = pg en systéme incompressible.
On note Pg I'approximation de la valeur moyenne de la pression sur ’élement E (respectivement
SE,; Papproxiation de la valeur moyenne de la saturation de la phase j), T'P; 'approximation de
la trace de pression resp. T'S;; 'approximation de la trace de saturation de la phase j sur E; (la

i-éme facette de E).

On approxime la vitesse volumique v par vg sur la base RT3(E) :

3
VE = ZQEiUi, (2.18)
i=1

avec Qp; le flux a travers E;



2.4. Discrétisation de l’équation de pression globale par la méthode des EFMH 41

ul —=
N\ Vi 7 U3 """""" =
/' N
NS 4 ‘“\;j\ 7 AN o
4 /7 X 7\ -
v \
. < AR = N =

FIGURE 2.3 — Espace de Raviart-Thomas

De méme, on approxime d, A; sur E : dg, Aj . Ajp et dp dépendent uniquement de la
saturation.
2.4.2 Formulation variationnelle de I’équation de pression
L’approximation du flux sur E nous donne :
vg = —[dpgK]| (VPg — A; gV Z) (2.19)
En multipliant par u; € H(div, E) ([Huber and Helmig, 1999], |di Chiara R., 2009]) et en

intégrant sur E :

/ (VPg —As EVZ) - wde = —/ [dEK]_l vE - wdr (2.20)
E E

Dans un deuxiéme temps, on relie le flux total aux pressions via la relation 2.17 sur E :

V-v=0 (2.21)

Remarque :

En considérant que ’eau et 1’huile comme incompressibles, et I'air comme un gaz parfait, et
en négligeant la pression capillaire gaz-huile par rapport a la pression globale, il est possible de
tenir compte de la compressibilité du gaz et de simplifier 'expression de Bs :

Bs = 3Py = c3(P — PY) (2.22)
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On approxime ensuite la relation de compressibilité 2.21 sur E, et par le théoréme on multiplie
par v € L?(E) et on intégre sur E :

/ (V- vg)vdQ =0 (2.23)
E

Finalement, la formulation faible de résolution de la pression s’écrit :

On cherche (vg,Pg) € (RT3(E) x L*(E)), tel que ¥(u;,v) € (RT3(E) x L*(E)) :

/ (VPg — Ay pVZ) - wd) = — / [deK] ' v - udQ
E E

(2.24)

/E (V - vp)udQ = 0

2.4.3 Discrétisation du flux associé a la pression globale

On commence par réécrire la premiére égalité du systéme 2.24 en fonction des valeurs du flux
aux facettes :

ZQE/ [dpK] "ty - udQ = /ApEvz w;dQ — /VPE wdQ =0

On applique la formule de Green sur le membre de droite Yu; € RT%(E) :

> 1
ZQEJ/ qufl'uidQ
‘= de e

(2.25)

:PE/ V~uidQ—/ TPEui-naEdF—i—Ap,E/ VZ - u;dQ)
E oF E

3
= PE/ VudQ) — Z/ TPg,u; - n;dl +Aﬁ7E/ VZ - u;dQ
E i E
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avec
1 —1
BEji = 711jK . uldQ (226)
e dE
et
GEl- = / vZ- uidQ (2.27)
E

Par les propriétés sur u; dans la section 2.4.1 on obtient :
3
> Qp,Bg,, = Pp — TPy, + N; 5Gr, (2.28)
j=1
Sachant la matrice B, inversible , on peut exprimer sur OF :

3 3
QEj = Z BE]IZ(PE — TPEZ-) + Ap,E Z ngllGEl (2-29)
i=1 i=1

2.4.4 Discrétisation du terme de gravité dans I’équation de pression globale

L’implémentation du terme de gravité dans I’équation de pression se fait & partir des termes :

G, = / VZ - wd (2.30)
E

Aﬁ,E - [fw(S>pw + fnw(S)pnw] g (2'31)

Et plus précisément, I'évaluation des termes G, pour une maille triangulaire E de sommets
(x1,21), (x1,21) et (x3,23) vaut :

(21 — 23) + (22 — 23)
Gea
Gg2 | = % (23 — 22) + (21 — 22) (2.32)
Ggg3

(22— 21) + (23 — 21)

Sachant que les flux fractionnaires dépendent uniquement de la saturation dans la maille,
nous avons proposé d’évaluer celle-ci au centre de la maille :

S =5 (2.33)

La pertinence de ce choix sera testée au chapitre 4.
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2.4.5 Discrétisation de la pression globale

La relation d’incompressibilité 2.21 s’écrit également, en intégrant sur E :

/ V-vgdQd=0 (2.34)
E

et en appliquant le théoréme de Green :
[2) )
Dans un deuxiéme temps, cela se traduit par :

3
i=1 oF

Et enfin par définition des u; :
3
> =0
i=1

Ensuite, on applique un schéma d’Euler implicite, avec t € [0,7]] :
by = nAAt = n ¥ € [[0,n]]
n =nAt=n—,n M
tel que :
3
> Qi =0 (2:37)
i=1

Et on injecte dans cette relation I'expression des flux aux facettes au temps ¢! d’aprés
2.29 :

3 3
> Bph (PR —TPEY) + Aop > Byl G, =0 (2.38)
4,j=1 i,j=1

Et PEH s’écrit finalement :

3 3
—1 +1 -1

E : BEijTng —ApE E BEz'jGEJ'

PE-‘Fl — t,j=1 4,j=1 (239)

3
> By

1,7=1
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2.4.6 Evaluation de la pression aux frontiéres et hybridisation

Enfin, pour achever la méthode, on exprime la valeur des flux en fonction des conditions aux
limites, et des pressions calculées a t"*! (hybridisation). Ainsi, pour deux facettes voisines E et
E

e Conditions de Dirichlet sur I'; : r_[‘P%j,'1 =TPp

e Conditions de Neumann sur I'c : Qr; = Qn
e Continuité des traces de pression sur toutes les facettes intérieures du maillage :
TPy = TP (2.40)
e Continuité des flux aux facettes :
Qn+1 Qn+1 — 0=
3 3 3
-1 pn+l -1 1
> Bl P Y TP A Y ()
ot e = (2.41)
3
+ZBEZan+1 Z(BE/Z]) TPn+1—|—ApEZ BE”@] GE’J‘ =0
7=1

Notons :
3
o api=Y (Bgij)
=1
3
e ap= Y (Bgy)
Q=1

L’expression de la pression 2.39 au temps ¢! se simplifie :

3 3
-1 +1 -1
Z BEiijgj —Ap e Z BEijGEJ'
ppt = M= = (2.42)
ap

L’égalité 2.41 se réécrit :

3 3
aEi —1 n+1 -1 n+1
o E BEijTPEj — A@E E BE‘z'jGEj — aEiTPEj + A,ijOéEiGEj
2,7=1 i,7=1

3
aEz n+l -1 n+1
E BE/’L]TP ﬁ,E E BE’ijGE‘; - OlE’iTPE/J + Aﬁ,EaE’iGE’,j =0
1,j=1 t,j=1
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puis encore

0550 QEp; _ n41
E BEU ap; + E B ,Z] — Qg TPEj
3,j=1 5,j=1

(655147

QEi
_Aﬁ7E g BEU GE]- — Aﬁ,E’ E BE,U QFE; GE; =0
7] 1 ,j 1

1 ap;
ap

Nous noterons 'y”+

On obtient au final un systéme algébrique dont les inconnues sont les traces de pression, a
chaque iter k+1. En notant N le nombre total de facettes :

(MP)foNfTPnJrl Al FNf — RNf (2.43)

Et pour chaque facette i, la contribution de la maille E aux traces de pression s’écrit :

n+1 k+1 Bl k+1 ntlk+1 n+1,k+1
§ B —ay! TPy (2.44)

3,j=1

Ainsi, le systéme mixte-hybride s’écrit :
» Matrice mixte-hybride Mp
e Termes diagonaux my,
Mgy = MpEii + Mprj; @ Mpi = (v%“ ket 1)(31%;1’“1)_1 (2.45)
e Termes spérique my,

Myy = mEgi; = 0si la facette i € E et j ¢ E, sinon

1,k+1 1,k+1\— 2.46
May =mpi « mpi; = (vg " = DBy )T (240)
» Membre de droite FNf
3
o +1 k n+1 k n—+1,ky—1
fo= Ao Z Fij L= (BT G,
t,j=1 Jj=1

(2.47)
3

+1,k n+1, k n+1,ky—1
~Aomr | 7/ Z By )™ = 2By ) | Gy
=1 =1
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Le vecteur Ry, représente les flux imposés (condition de Neumann). Ainsi, si la facette i de
I'élément E appartient a une limite a flux imposé (I'y), la composante 7g; du vecteur Ry, sera

telle que :

rgi = —Qn si la facette i C 'y (2.48)
rg; = 0 sinon |
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2.5 Discrétisation de I’équation de saturation

2.5.1 Traitement du terme gravitaire dans I’équation de saturation

Le choix de séparer ’équation de saturation en deux parties convectives et diffusives et
d’intégrer le terme gravitaire f1fodK(p2 — p1)gVZ dans la partie convective de I’équation de
saturation en formulation flux fractionnaire n’est pas anodin :

9(52)

. -0

o) o + V- (va)
dP12
vo =vfo+ fifad(ps — p1)gK - VZ — fi fod— K - VS,
- : dSs (2.49)
partie convective
partie diffusive

S1+5 =1

En effet, la nature convective du terme gravitaire suggére naturellement qu’il soit discrétisé
de fagon similaire au reste de la partie convective. D’autres ont fait le choix d'une intégration
du terme gravitaire dans la partie diffusive comme terme puit-source (|[Nayagum, 2001]). La
pertinence de notre démarche sera discutée en détails dans le chapitre 3.

2.5.2 Discrétisation de la partie diffusive des équations de saturation

Rappelons en premier lieu I’expression de la partie diffusive des équations de saturations
d’aprés 1.56 et 1.60 :

9(S1)
: =0 1=1,3

¢ at + V <Vl) s

vi = —ndK - [V(PP? - PY)] (2.50)

d §=1

\ [=1
On exprime tout d’abord le flux diffusif de la maniére suivante :
d(P? — P?

ds;

Pour [ = 1, 3, I’équation de saturation diffusive s’écrit :

a(51)
ot

6L 4V (@) =0  1=1,3



2.5. Discrétisation de l’équation de saturation 49

I’approximation de la partie diffusive de I’équation sur E nous donne :
a,p = —[hp]- VS = ZQ[ E;U;j (2.52)

Dans un second temps, on multiplie par 0; € H(div, E) et on intégre sur E :

/ [y ]~ qQ g 0dQ = / VS - 1;dS2 (2.53)
E E

Dans une troisieme étape, on relie le flux diffusif aux saturations via la relation 2.50 sur E :

9 (S1)

¢8t

+V-(q)=0 (2.54)

On approxime enfin ces relations sur E, on les multiplie par v € L?(E) et on intégre sur E :

¢>/ <8Sl Ly (ql,E)) vdQ =0 (2.55)

Finalement, la formulation faible de résolution des équations de saturation s’écrit :

On cherche (@ 5,43 ), (S1,8,53,5)) € (RT3(E)? x L?(E)?), tel que Y(1;,v) € (RTA(E) x
L(E)) :

/ [hLE]_l Ay p - udQ = / VSy - u;dS?
E E

/[hs gl Qg g 0d) = /VSg ,;d9

b / (85” (qs,m)vdﬂzo
of (aSlE <611,E>)vdﬂ=o

2.5.3 Evaluation des flux fractionnaires et de la pression capillaire en fonction
des traces de saturation

(2.56)

L’évaluation du terme de flux diffusif sur la maille E dépend des variables primaires de
saturation :
d(P? — P?)
dS;

dont on peut évaluer les pression capillaires analytiquement.

h g = vdK - (2.57)
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A(P ~ PY)

C .o , . . N
7S , une premiére démarche consisterait a prendre la valeur

moyenne de saturation sur la maille pour ’évaluation de la pression capillaire :

En posant op = yd -

Méthode A

=1

3
on(Si)E = o1 (Z TSf) (2:59)

Nous avons constaté une forte diffusion liée a cette formulation (voir chapitre 4), qui peut

étre partiellement réduite en diminuant le pas de temps. Nayuagum propose une évaluation a
partir des valeurs au centre des facettes ([Nayagum, 2001]) :

Méthode B :

op(S)e =Y UD(J;,SZ’Ei) (2.59)
i=1

Dans le chapitre 4, un cas-test sera étudié afin d’évaluer les deux méthodes.

2.5.4 Discrétisation du flux diffusif

On commence par réécrire la premiére égalité du systéme 2.56, avec [ = 1,3 (respectivement
les phases eau et gaz) :

3
j=1 B B

On applique la formule de Green sur le membre de droite :

3
> Qus, / fjh; L - @40
E
= SZ,E/ V - 1,;dQ2 — / TSZ,Eiﬁi -ngpdl’ Y, € RT%(E).
E oF

Notons :

Big, = / (ijhy )" - @;dQ (2.61)
E

Par les propriétés sur u; dans la section 2.4.1 on obtient :

3
ZQZ,EJ'Bl,Eji = SZ,E - TSZ,EL (262)
j=1
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Sachant la matrice B inversible , on exprime le flux diffusif sur 9F; :

3

Ql’Ej = Z BEElﬁ(Sl,E — TS, E,). (2.63)

i=1

2.5.5 Discrétisation de I’équation de continuité
Dans un deuxiéme temps les deux derniers termes du systéme 2.56 se réécrivent, pour ! = 1,3 :

3

/8SZ+ZQZE/V (i1;)vdQ = 0 (2.64)

En supposant que v = vg est une fonction constante non nulle sur E et en divisant par vg :

08k
: 2.65
5 (2.65)
Ensuite, on applique un schéma d’Euler implicite, avec ¢t € [0,T] :
T
n—nAt—n ,¥Yn € [|0,n|]
tel que, pour [ =1,3 :
TL+1 _ n 3.
| B| 1 ——LE ZQ?E = (2.66)

On récupére de 2.63 la valeur de Q™! que 'on injecte dans I’égalité précédente :

n+1
¢|E| Ey Z B, (S'5 = TS[g!) =0
i,5=1

Et les ngl s’écrivent finalement, pour [ = 1,3 :

¢>|E\ 1
SFE Z B;; EUTS?E]-

. =1
517;51 — b= (2.67)

+Z lE”

7]7
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2.5.6 Evaluation de la saturation aux frontiéres et hybridisation

En dernier lieu, pour achever la méthode, on exprime la valeur des flux en fonction des
conditions aux limites, et des saturations calculées a t"*! : c’est 'hybridisation. Ainsi, pour deux
facettes voisines E et E’ :

e Conditions de Dirichlet sur I, : TSE_rl =TSp

e Conditions de Neumann sur 'y : Qp; = Qn

e Continuité des traces de saturation sur toutes les facettes intérieures du maillage :

TSE! = TS (2.68)
e Continuité des flux aux facettes :
2 1 2 1
Qb +Q5i=0 &
3 3
H—1 +1 n—1 +1
> BiwiSis' = D By TSiE
=1 =1 (2.69)
3 3
H—1 +1 H—1 +1 __
+ > Bl Sie = D Bl TS5 =0
j=1 Jj=1

De méme que dans la section précédente, on obtient un systéme algébrique pour chaque phase
[ =1, 3 dont les inconnues sont les traces de saturation, & chaque iter k+1 :

(Mbigs) g, TS) A = By, = Ruw, (2.70)

2.6 Discrétisation du terme convectif de I’équation de saturation

La partie convective des équations de saturation s’écrit :

a(5))

¢8t

Ap1 = (1a(p2 — p1) + v3(ps — p2)) (2.71)

Aps = (va(p2 — p3) +vi(p3z — p1))

Nous proposons de discrétiser ce systéme avec une méthode des Eléments Finis Disconti-
nus de Galerkin ([Hoteit and Firoozabadi, 2005], [Younes et al., 2010]) combinée & un schéma de
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Godunov généralisé. De la méme maniére qu’avec les éléments finis, on divise le domaine §2 en
éléments triangulaires (on se raméne alors & un triangle de référence par transformation affine).
On utilise des fonctions ¢ € P1(Q), qui peuvent étres discontinues sur les facettes des éléments
E (consulter 'annexe B) :

On commence par exprimer la saturation de la phase [ en fonction des valeurs de saturation
aux noeuds :

SZ(X, t)E =

NE

S5 ()l (%)
=1

<
Il

De la méme maniére, on évalue v; ainsi que vjradg :

nx, e =Y _ v5tef (x) (2.72)
j=1
3
(mragd)(x,t)e = > ¥f5(1)ef (x) (2.73)
j=1

Le flux v est donné par ses traces sur les facettes :

3

v=Ydl();x)

=1

De méme :

q, = ApK-VZ =Y GF(t)®;(x)
J

En multipliant 2.71 par %E € Cy°, on obtient :

O(SE
¢ [ (aé )%E} =V (yv)eF + V- (nradgApK - VZ)oF.

En développant les variables de la saturation en fonction des saturations aux noeuds et des
fonctions test, il vient :

3 E 3 3
a(S)
3 [al{]wf‘ﬁ] =D V- whieivief +) V- Wlef MK -VZ)pf.
j=1 j=1 j=1

En utilisant le théoréme de Green (intégration par parties) :
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3 E 3
a(S%)
¢Z[ (9? /EQO;E‘PF] = Z/ l/ljgoj v - Vy; dX—i—Z/ ylEj(ijgpf )V - ndl’

J=1
A; Pt
3
j:1
Gj
3
_Z/ (Wl of ) ApK - VZ - ndl
oJoe
D;j
oSF,
87; (MCom),l)j,i = Bi,j — A@j + Ci,j — Di,j (2.74)
J
9SE 13,
W’] - ; Z(MCtlmv,l)i,j (Bi,j - Az’,j + Cz‘,j — Dz‘,j) (2_75)
=1

Pour finir, on discrétise la partie temporelle de I'équation & l'aide de la méthode d’Euler
d’ordre un :

3
Entl _ gEn At 1
S =85 > (Mon i (Bij — Aig + Cij — Dij) (2.76)
=1
\ gAp grad(z)
v
t
Q?le SNK,z//O
FIGURE 2.4  Répartition des noeuds dans les triangles

2.6.1 Evaluation des intégrales de volume

Afin de quantifier les intégrales A et C dans ’élément E; (Fig 2.4), on approxime I/lEj(Sl)
et ¢lEj(Sl) en prenant pour S; la valeur de la saturation au centre de la maille, qui dans notre
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modéle correspond & la moyenne des saturations aux noeuds (dans la maille F; dans la figure
2.4):

3

SNy,
SiEs) = 5" (277)
i=1

2.6.2 Evaluation de l'intégrale de contour liée au flux total

Le calcul de l'intégrale de frontiere B dépend de l’evaluation du terme VZE].(SI) aux noeuds
avals v-n;, puisque la fonction v(S) est monotone. Plus précisément, si on considére deux triangles
adjacents EjFE;, la méthode de Godunov est fondée sur la relation :

Vi (SNa), v (SN 2) si veong >0
,,f]q(sl) = (2.78)
VZ’E].J(SN[J),Z/EJ-‘] (SN[,Q) siv- n; S 0

2.6.3 Evaluation de l'intégrale de contour liée au terme de gravité

En revanche, lorsque la fonction flux n’est pas monotone, comme c’est le cas des fonction
1y, on est contraint d’appliquer un schéma de Godunov généralisé pour évaluer l'intégrale de
frontiere D (|[Kaasschieter, 1999, [Eymard et al., 1998]| (see fig 2.5). En effet, il est nécessaire de
rajouter une boucle conditionnelle qui compare la valeur de saturation aux noeuds avec S}, le
point maximal de la fonction ;d, qui vérifie :

/ *) _
Yi(S7) =0
2.5¢-05 — r T T
fifydgdpK (S) —— A1
A N
£ N\
/ \
/ \
2e-05 y \ E
/
/" \
z  15e0s | / \ E
= / \
2
F / + SNJ,1
; / \
= 1e-05 JSNK.1 \ ]
//’
56-06 - / \ B
/ \\
4 \
& \
v N
o L= ! ! L .
0 02 0.4 0.6 08 1

Oil saturation S5

FIGURE 2.5 — Ewaluation des saturations auz noeuds par rapport a S5 pour un écoulement
diphasique incompressible

Par exemple, étant donnés les deux triangles adjacents EjFE, on obtient au noeud 1 (coloré
en rouge dans la figure 2.4) :
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Si qg-n2<0,

’(ﬁlEJf](SNJJ) si SNK71 < 5* et SNJ71 < S*
Y7 (SNk) si SNky > S* et SNy > S*
WEI(S*) si SNgq > S* et SNy < S*

Ly

min{y{? (SNi1), 17 (SNy1)}

si SNk1 <S* and SNy > S*

U7 (SNy1) si SNk > S* et SNjy > S*
U7 (SNk1) si SNk < S* et SNjy < S*
FI(S*)  si SNgy < S* et SNy, > S*

Lj

mm{@bff (SNk 1), @ZJIE,JJ (SNj1)}

si SNk > 5" et SNy <S*

Remarque :

La saturation S* a été déterminée analytiquement dans le cas du modéle de Todd (pour plus
de précisions on consultera le chapitre 3). En ce qui concerne le modeéle de Brooks-Corey, S* fut
évaluée par une méthode itérative (dichotomie).

2.6.4 Alternative dynamique au calcul de 5*

Notre approche de résolution du terme convectif est fondée sur la séparation du vecteur flux
en deux entités traitées de maniéres distinctes. Nous avons également envisagé de conserver la
forme du vecteur flux et de lui appliquer le schéma de Godunov généralisé. 1l faut cependant
garder a I’esprit que les projections des vecteurs vitesse totale et flux gravitaire sont susceptibles
de varier. Ceci requiert un nouveau calcul de S* pour chaque noeud. De méme dans un cadre
dynamique : en cas de variation de la vitesse totale ou de la densité, il faudra proposer un calcul
de S* pour chaque facette, pour chaque noeud, a tous les pas de temps. Cette boucle condition-
nelle est susceptible d’étre coiiteuse en terme de temps de calcul.

Par exemple, pour un cas particulier d’écoulement diphasique eau-huile, on a représenté dans
la figure 2.6 les valeurs de la fonction :

F(S) = folge + filp2 — p1)gg)  Gqe=10"2m-s* p2 — p1 =800 kg -m™® (2.79)



2.6. Discrétisation du terme convectif de ’équation de saturation 57

0.012 . . . 0.0006
i q/qg=0.0001 ———
q4/qe=100 ———

q/q,=10, —— 0.0004

0.01
0.0002

0.008

-0.0002

0.006

-0.0004

-0.0006

Fonction flux [m/s]

0.004

Derivee de la fonction flux [m/s]

-0.0008

-0.001 |
0.002
qt/qg=0.0001 _— N
-0.0012 qt/qg=100 e e
3 : \
qt/qg=10 Y — |
qt/qg:IO — :
0 - -0.0014 ' ' '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.6 0.65 0.7 0.75

Saturation en eau S Saturation en eau S

FIGURE 2.6  Ewvaluation de la saturation ST pour un écoulement diphasique incompressible eau-
1
huile

En revanche, on peut montrer que dans certaines configurations diphasiques, les valeurs de
S* ne différent pas. On a représenté dans la figure 2.7 les valeurs de la fonction :

F(S) = fs(ge + filps — p1)gg)  qe=10""m-s7'  p3—p1=—1000kg-m™>  (2.80)

Un comparaison des profils de saturations obtenus avec les deux méthodes d’évaluation des
flux dans un cas d’écoulement monodirectionnel diphasique incompressible nous a conforté dans
notre choix.
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0.012 0.002 T T T T
0.01

0.0015
0.008 —
g
= :

= = 0.001
E 0.006 =
® .8
=
g e
S 0.004 ©

o o 0.0005
a8 )
(5]
2
o)
0.002 A

0

0
-0.002 ‘ ‘ ‘ ‘ -0.0005 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.8 0.81 0.82 0.83 0.84
Saturation en eau S Saturation en eau S

FIGURE 2.7  Ewvaluation de la saturation ST pour un écoulement diphasique incompressible eau-
gaz

Conclusion

Au terme de cette partie, nous avons mis en place les outils théoriques et numériques nous

permettant de modéliser les écoulements gravitaires en milieu homogéne. Nous décrirons plus en
détails par la suite les discrétisations choisies pour intégrer les effets gravitaires dans le code.
Une série de cas-test est menée dans les chapites 3 et 4 afin de valider les différents modules
convectifs /diffusifs.
Le prochain chapitre sera entiérement consacré aux écoulements diphasiques eau-huile & gravité
dominante. Lorsque les milieux présentent des hétérogénéités, la résolution des problémes au
niveau des interfaces est délicate. On pourra consulter avec intérét les travaux récents de Cances
[Cances and Pierre, 2012] sur le traitement des discontinuités de la pression capillaire.

0.85
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Ecoulements dominés par le terme de
convection

Dans ce chapitre, nous proposons une résolution possible du terme convectif de ’équation de
saturation. A chaque pas de temps en saturation, le terme de pression ou de flux est constant, ce
qui permet de nous ramener au probléme hyperbolique bien connu de Buckley-Leverett. Dans un
premier temps, nous présentons une introduction a la résolution des systémes hyperboliques. Dans
une deuxiéme partie, nous posons le probléme de Buckley-Leverett, qui concerne les écoulement
diphasiques incompressibles avec effets gravitaires. La troisiéme partie du chapitre est consacrée,
dans une publication soumise au journal Computational Geoscience, & une étude approfondie de
I'implémentation du terme gravitaire ainsi qu’a la présentation des résultats numériques.

3.1 Introduction aux systémes hyperboliques

Les définitions et théorémes de cette section sont issus de |Lagoutiere, 2011], [Toro, 2009]
[LeVeque, 2002].

)

3.1.1 Définitions, solutions faibles

Définition 11. Soit u(z,t) : RY x [0, +o0[— RN et A € RV x RY une matrice réelle.
Soit f(u) = A -u la fonction que I'on supposera convexe et de classe C2(RYN x [0, co]).

On dit que le systéme linéaire de lois de conservation :

Ou 91 _ g 4 RN [0, +oo[— RV
ot Ox
(3.1)
u(z,0) = up(x) t>0 RSRIN

est hyperbolique si et seulement si A est diagonalisable, & valeurs propres réelles.

Définition 12. Une solution réguliére u de 3.1 est une fonction C*(RY x [0, 00[) qui vérifie
I’équation du systéme en chaque point.

29



60 Chapitre 3. FEcoulements dominés par le terme de convection

A partir d’ici, on supposera que N = 1.

Définition 13. Une solution faible est une fonction L%~ (R x [0, +o00[) qui vérifie :

+oo
/ / uopp + f(u)0y1 de dt + / u(z,0)1(z,0)dz = 0,
0 R R

pour toute fonction test 1 € C¢(R x [0, +00]).

3.1.2 Conditions de Rankine-Hugoniot

Considérons a présent une solution faible v discontinue du Probléme de Riemann suivant :

ov  0f(v)

ot ox =0

(3.2)

| vg(x,t) siox<o(t)
v(z,0) = { va(x,t) si x> o(t)

ou ¥ = {o(t),t} est une courbe réguliere du demi-plan R x R4, et vy, vg sont des solutions

réguliére de VEDP : % + 8*’(;;“) —0.

Le saut de v sur ¥ est défini par :

[v] (t) = limy o)+ va(t) — limg_, (1) vg(t).

La notion de solution discontinue dans I’étude des systémes hyperboliques non linéaires est
trés importante. En effet, les discontinuités sont la traduction de "apparition d’un choc au sein
d’une solution initialement continue. Les solutions discontinues doivent étre interprétées en terme
de solutions faibles comme ci-dessus. De plus, les deux parties de la solution de part et d’autre
de la discontinuité ne peuvent pas étres arbitraires mais sont reliées par les relations de Rankine-
Hugoniot, comme l’illustre le théoréme suivant.

Théoréme 2. La fonction v définie en 3.2 est solution faible de 3.1 si el seulement si pour tout
t>0:

P () = T 0101 (1)

Par exemple, si o(t) = ¢ + st, et si au point (x,t), vy(x,t) = vg4 et vg(x,t) = vgq, alors :

f(vg) = f(va) = s(vg — va).
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0 0
Remarque : Une fonction C! par morceaux satisfait 'EDP : v + 1(v)

ot ox

= 0 dans le sens des

distributions si et seulement si :

e v est solution classique de 3.1 aux points ot v est C!

e v satisfait les conditions de Rankine-hugoniot au travers des discontinuités :

avec s la vitesse de propagation de la discontinuité.

3.1.3 La méthode des caractéristiques

La méthode des caractéristiques est une méthode utilisée pour la résolution des équations
aux dérivées partielles. Son principe est de trouver une courbe le long de laquelle FEDP peut se
ramener i une équation différentielle ordinaire, que ’on pourra résoudre.

Soit u une solution de : 5 5
Ou  Of(w) _

u(z,0) = up(z)

avec uqg assez réguliére.

Définition 14. Les courbes caractéristiques sont les courbes intégrales de ’équation différen-
tielle :

X (x,t) = f'(X(x,t),t)
X(z,0) = xo.

u est constante le long de ces courbes intégrales puisque :

du(X(z,t),t)  Ou 0X (z,t) Ou
— = E(X(a:,t),t) + T%(X(x,t),t)
(3.4)
ou , ou
= (E +f (X(a:,t),t)%)(X(x,t),t)
(3.5)
=0

Les courbes caractéristiques sont donc des droites passant par un point xp et de pente

f'(u(x0,0))-

Les caractéristiques pourront naturellement se croiser dans 'espace des phases (t,x), en cas
de variation des pentes (voir dans les figures 3.1 et 3.2). Dans ce cas, on ne pourra pas définir de
solution réguliére aux points de croisement des caractéristiques.
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0
FI1GURE 3.1 — Caractéristiques qui ne se croisent pas

Pour préciser ce point, rappellons ci-dessous un théoréme important de la théorie des équa-
tions hyperboliques :

Théoréme 3. Soit I’'EDP 3.1 avec donnée initiale ug(z) CH(R) N L¥(R), telle que uj(r) €
L>(R). Alors :

o si f"(up(x))uy(z) > 0,Vz € R, le probléeme a une unique solution u € C([0, +0o[xR)

-1
e sinon le probléme a une unique solution u € C*([0 [XR) qui ne

| infeend [ (uo(z)up )}
in foer{ f" (uo(z))ug (=)}

peut étre prolongée au dela de Tyar =

Dans les deuz cas, la solution vérifie : u(t,z + tf (ug(x)) = ug(z).

Ce théoreme signifie que, lorsque les pentes des caractéristiques sont croissantes, les carac-
téristiques ne se croisent pas. Et inversement, si ce n’est pas le cas, il existe au moins un point
de croisement.

3.1.4 Exemple de I’équation de Burgers :

Pour I’équation de Burgers :

ou, 1002)
ot 2 ox
1, <0 (3.6)
u(z,0) = l—2, 0<2<1
L 0, xz>1

La relation de Rankine-Hugoniot s’écrit :
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ey

t

0
FIGURE 3.2 — Caractéristiques qui se croisent

S8+ 2) = [o]lu]

Par conséquent, si [u] # 0 :

(ug + ug)

2

Pour t < T = 1, il existe une unique solution au probléme 3.6. Au-dela de T=1, un choc
apparait puis se propage, comme l'illustre la figure 3.3.

Lt
1— 1
u(zx) = o=
t=1 1—-1¢
u=1 u=20
x
0 r=1

FI1GURE 3.3 — Caractéristiques pour l’équation de Burgers

3.1.5 Introduction a la notion d’entropie.

Un schéma qui n’est pas sous forme conservative pourra converger vers une limite qui ne
satisfait pas les conditions de Rankine Hugoniot. Il s’agit de savoir si la limite faible est I'unique
solution entropique.

Donnons quelques définitions :



64 Chapitre 3. FEcoulements dominés par le terme de convection

Définition 15. Une entropie mathématique pour la loi de conservation :

=0

ou N of (u)

u(z,0) = up(z)

est une fonction 7 convexe réguliére telle qu’il existe une fonction réguliére, appelée flux d’en-
tropie £ : R — R, telle que :

5/ — n/f,
Définition 16. On dit que u est solution faible entropique du probléme de Cauchy :
0 0
JECR
u(z,t) = ¢ . (3.8)

u(,0) = uo() € LFpe(R)
lorsque :
1. u est solution faible de 3.8
2. Pour toute entropie de flux 7 associée a £, on a, Vo € C§°(R x [0, 00]), ¢ > 0 puis I'inégalite

suivante :

Iy Jip
- it > 0.
J 5 n(u) + axf(u) dxdt > 0

3.1.6 Solutions entropiques

Théoréme 4. Soit ug € L (R), que l’on suppose continue par morceauz. Alors le probléeme :

Ou , 9f(w)

ot ox

. ) (3.9)
Ug Ivt st x <oft
u(z,0) = { ug(z,t) si x> o(t)

admet une unique solution entropique uw € L>(R x [0,T).
On a de plus :

Il t) ooy <[l u(- 0) o) -

Le probléme de Riemann posséde la propriété d’étre invariant par similitude. Il en résulte que
la solution u est invariante le long des courbes : T est une constante. La solution u est constituée
de zones ot elle est constante séparées par des chocs ou des détentes.

Pour résumer :
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e une onde de détente reliant un point u7 & un point ug sera de la forme :

ug st x/t < f'(up)
u(z,t) =< v(z/t) si f(u) <z/t < f(u) (3.10)
w siox/t > f(ur),

ot v(x/t) est une solution auto-semblable du systéme ci-dessus.

e Une onde de choc reliant un point u; & un point ug sera une solution du systéme de la
forme :

ug st x < st
= A1
u(@,t) { uy st x> st, (3.11)

ou s est la vitesse de propagation de la discontinuité, donnée par la relation :

_ f(w) — f(u)
Uy — Up .
Nous invitons le lecteur a consulter le livre [LeVeque, 2002] pour plus de détails. Les solveurs
de Riemann sont des méthodes numériques de résolution des systémes hyperboliques. On pourra

aussi citer les méthodes de Godunov, de Van Leer [Van Leer, 1979, ou d’ordre supérieur
[Harten, 1983], [Toro, 2009].

3.2 Probléme de Buckley-Leverett avec effets gravitaires

3.2.1 Définition

Le probleme de Buckley-Leverett décrit le déplacement monodimentionnel d’une phase in-
compressible par une autre a vitesse constane v. Notons Sy(z,t) la saturation en NAPL en x et
au temps t. D’aprés les notations introduites dans le premier chapitre, le probléme de Buckley-
Leverett s’écrit :

( 052
o 5 + V. -F(S2) =0,

So(z,t) € LT (R x [0;4-00])

1 si <0
0 st >0

Sa(x,0) = { (3.12)

F(S2) = vfo+ fifod(p2 — p1)gK-VZ

F(S2) € C1([0;1])
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V-v=0
v =—dK.[VP — pgVZ] (3.13)

P(z,t) = Py(x,t) = Pi(x,t)

On peut réécrire I’équation de saturation de la maniére suivante :

0S8y  dF 05

e 7 ZRe 14
ot T dS, oz ) (3.14)

On en déduit la vitesse du front :

o, _ LdE(Sy)
T ¢ dS,

Nous avons vu dans la section précédente qu’il est possible de trouver une solution analytique
aux problémes hyperboliques. On obtient donc, le long des caractéristiques : Sa(t, z) :

dx 1, =
G =ve= EF (S2) (3.15)

Les caractéristiques sont déduites par intégration :

1 [ s
x(t):¢/0 F'(Sy)dt (3.16)

Le front de saturation correspond au point de croisement des caractéristiques, ou encore au
point d’inflexion de la fonction flux (figure 3.4).

De plus, la saturation en NAPL au front Sy ¢ satisfait la relation suivante :

1 (dF F(S5/)\°
Fobjectif(SQ,f) = % (dSQ ‘Sz,f - 5,2 ff ) =0 (317)

de par la valeur de la fonction flux a droite : F/(S3 4) = 0.

La fonction objectif définie ci-dessus (3.17) nous permet de retrouver la valeur de saturation
au front, puis d’en déduire une approximation quasi-analytique du profil. Nous avons utilisé la
méthode de Newton (on aurait pu utiliser aussi la méthode de Householder, schéma en théorie
deux fois plus rapide [di Chiara R., 2009]).

Afin de tester notre algorithme, nous simulons dans I'article qui suit I’écoulement avec vitesse
constante d'une phase huile dans une colonne saturée initialement en eau.
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FIGURE 3.4  Fonction flur F et valeur de saturation en huile au front (tangente de Welge)

3.3 Etude de cas d’un écoulement unidirectionnel diphasique en
milieux poreux saturé

Ce travail fait 'objet d’un article soumis & la revue Computationnal Geoscience le 29 mai
2014. On y développe une implémentation du terme de gravité dans le cadre d’une formulation
en pression globale, pour un schéma numérique fondé sur une approche Implicite en Saturation-
Explicite en Pression (IMPES). Afin de modéliser un écoulement diphasique non miscible avec
effets gravitaires dominants (figure 3.5), on utilise une Méthode d’Eléments Finis Discontinus de
Galerkin couplée avec un schéma de Godunov généralisé. Le profil de saturation de la phase non
aqueuse (NAPL) déplacant I’eau dans un milieu poreux initialement saturé en eau est fonction
du ratio entre la différence de densité entre les deux phases sur la vitesse totale. On propose
une solution a ’équation non linéaire de Buckley-Leverett, y compris dans les cas ou la fonction
flux n’est pas monotone. Par une analyse fonctionnelle de 1’équation hyperbolique fondée sur la
méthode des caractéristiques, on distigue trois cas que 'on a jugé représentatifs de la répartition
des chocs et des ondes de raréfaction. Les saturations d’entrée et du front qui en sont déduites
sont fonctions de la viscosité ainsi que du nombre de gravité G. On commence par tester le
modéle numérique dans le cas d’un écoulement monodimentionnel eau-NAPL en milieux poreux
dont le moteur sont les effets gravitaires. Les valeurs de saturation en entrée ainsi qu’'au front
correspondent aux prédictions de la théorie. De plus, on observe une réduction de la diffusion
numeérique au niveau du front en comparaison des simulations menées a partir d’'une méthode
des Volumes Finis d’ordre un, généralement utilisée en ingénieurie des réservoirs car elle présente
une grande robustesse. Enfin, on teste le schéma numérique dans le cas d’'un milieu poreux
hétérogeéne, et on analyse la réponse du schéma aux hétérogénéités en utilisant une méthode des
moments spatiaux.
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Pression (Pa) dans le milieu poreux
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FIGURE 3.5  Injection d’huile a vitesse constante dans une colonne saturée en eau : conditions
auz limites et valeurs de pression
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In this paper, we develop an implementation of gravity effects within a Global Pressure
formulation in a numerical scheme based on the implicit pressure explicit saturation (IMPES)
approach. We use the Discontinuous Galerkin Finite-Element Method (DGFEM) combined with
a generalised Godunov scheme to model an immiscible two-phase flow with predominant gravity
effects. The saturation profile of a displacing non-aqueous phase liquid (NAPL) in an initially
water-saturated porous medium depends strongly on the ratio between the total specific discharge
and the density difference between the NAPL and water. We discuss the solution of the nonlinear
Buckley-Leverett equation for the general case in which the flux function is non-monotonic. Using
a detailed functional analysis of the characteristics of the given hyperbolic equation, three limit
cases are identified as significant for modelling the shock and rarefaction regions. The derived
maximum (or entry) and front saturations of NAPL are functions of the viscosity ratio M and the
gravity number G. We first test the developed numerical model in the case of a one-dimensional
highly gravity-driven flow of NAPL within a homogeneous porous medium. The numerically
calculated NAPL entry and front saturations of NAPL agree well with the theoretical values.
Furthermore, the numerical diffusion of the shock front is much lower than that calculated using
a first-order finite-volume method, which is generally used in reservoir engineering because of
its robustness. Finally, we apply the developed DGFEM scheme to a 2D heterogeneous porous
medium and analyse its capability of modelling the non-uniform saturation field using spatial
moment analysis.

Introduction

Numerical simulation has become a crucial tool in addressing water-resource management and
other environmental problems such as COs sequestration in saline aquifers. Multiphase models
(water, NAPL and gas phases) were initially adopted in petroleum research for reservoir simula-
tion, and they are now successfully exploited for hydrosystem monitoring or remediation.

The major variables in the study of multiphase flow are the pressure and the saturation of
the fluid, the latter being defined as the ratio between the volume occupied by the fluid within a
reference volume over the pore volume within the reference volume, according to [Helmig, 1997].
Among the various formulations of multiphase flow, each one that is characterised by its own
pressure-saturation system of equations, the Global Pressure formulation, an approach that was
initiated by [Chavent and Jaffré, 1986] and modified by [Amaziane et al., 2010],

[Amaziane et al., 2011a|, presents the advantage of reducing the coupling between the satura-
tion and pressure equations. The numerical efficiency of three-phase flow schemes based on global
pressure formulation is discussed in [Chen, 2005], [di Chiara R., 2009], [Chen and Ewing, 1997].
The resulting saturation equations that govern the phases are degenerate parabolic equations,
with diffusive and advective parts (|[Chavent and Jaffré, 1986], [Kaasschieter, 1999],
[Langtangen and Tveiko, 1992], [Riaz and Tchelepi, 2004]). Difficulties arise from the gravity term
in the advective part of the saturation equation in the absence of capillary effects, which explains
why gravity has often been neglected in multiphase flow modelling. In fact, when gravity effects
are not neglected, the flux function in the saturation equation, the Buckley-Leverett hyperbolic
equation [Buckley and Leverett., 1942], is non-monotonic, which makes it complicated to solve.
The entropy arguments discussed in [Proskurowski, 1981], [Kaasschieter, 1999] have yielded sat-
isfactory recipes for the computation of the vanishing capillarity solution, the physical solution
of the Buckley-Leverett equation. Developements in calculating the vanishing capillarity solution
are summarised in [Andreianov and Cances, 2013|, [Kruzkov, 1970].
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Our research is motivated by the numerical modelling of multiphase flows in porous media for
hydrosystem monitoring, particularly the flow driven by a low total specific discharge and a
high density difference between the fluids, following the work of [di Chiara R., 2009]. We con-
struct our scheme based on the two-phase Global Pressure model of [Amaziane et al., 2012]
[Amaziane et al., 2010| and used an IMPES scheme from [di Chiara R., 2009] and

[Huber and Helmig, 1999].

Y

The first part of the article is dedicated to the presentation of the equations governing a two-
phase water-NAPL flow, taking gravity effects into account. From the theoretical (essentially
[Proskurowski, 1981], [Kaasschieter, 1999| and [Riaz and Tchelepi, 2007]) and experimental re-
search, it is well known that the behaviour of the water-NAPL saturation profile depends on
the ratio between the total specific discharge and the density difference between the NAPL and
water. Hence, for a given permeability model, we construct a relation between the maximum
NAPL saturation, also called the entry saturation, and the front saturation value as a function
of certain characteristic numbers, i.e., Bond, Gravity and Capillary numbers.

In the second part of the article, we present our numerical scheme based on the Discontinu-
ous Galerkin Finite-Element Method (see, among others, |[Binning and Celia, 1999],

[di Chiara R., 2009], [Hoteit and Firoozabadi, 2005]), combined with a Godunov scheme depen-
dent on the nature of the flux function.

We perform a numerical simulation of the gravity effects in the scenario of a one-directional
NAPL-water two-phase flow in a homogeneous porous medium. We discuss the shape of the
numerical results, compare it with the Buckley-Leverett quasi-analytical solution, and compare
the entry and front saturation values to their theoretical values.

Finally, we apply the developped DGFEM scheme to a 2D heterogeneous porous medium. We
analyse here its capability of modelling the NAPL saturation field.

3.4 Governing equations

The objective of this section is to recall the major mathematical results regarding a two-phase
immiscible flow with gravity effects.

3.4.1 Global Pressure formulation

Many mathematical models of reservoirs are based on mass-conservation relations in combi-
nation with the Darcy relation. In this article, we study a two-phase incompressible immiscible
flow, i.e., the simultaneous flow of an NAPL (j=2 for NAPL) and a water phase (j=1 for wa-
ter) that entirely saturate the porous medium. The primary variables in these relations are the
following :

Sj = Sjr

1= (S1r+ Szr)’
where Sy, and Sy, are the residual saturation of the water and the NAPL phase.

o the effective saturations S; =
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e the pressure pj(z,t) of the phase j.

Henceforth, S;(x,t) denotes the effective saturation of phase j.

In addition, we define the capillary pressure :

Pe = P2 — D1 (3.18)
3] of each
3,

We assume that the fluids are incompressible, such that the densities p; [kg - m™
phase j are constant in the domain. The density difference reads Ap = ps — p1 [kg-m™

The secondary variables governing the flow are the following :

e the relative permeabilities of the water and NAPL phases, for which we use Todd’s model,
as suggested in [Huber and Helmig, 1999] :

ki (S1) =57, S1 €[Sl —Soul; (3.19)
kT?(SQ) = S%? 52 € [52,1”7 1-— Sl,r]; (320)
k’f’“ .

e the phase mobilities \; = 5(5) [kg=!-m - s],

Hj
e d=X\+ X kg7t -m-s];
e the fractional flow f Aj [—]; and
T n w ;= —]; an
DYDY

o p(Sj) =210 firj kg -m™?].

Remark : we assume that the models of relative permeability are functions only of the local
saturation.

The mass-conservation and Darcy relations read as follows (see [Helmig, 1997],
[Chavent and Jaffré, 1986] and also [Chen and Ewing, 1997], [Ewing, 2001], [Chen et al., 1994]
|[Ewing and Berkowitz, 1998]) :

In a given domain 2 C R3, with boundary I'q,

06S;
ot

where v; the velocity of phase j defined by Darcy’s relation :

+V.-(v;)=0 x € Q,t>0, (3.21)

ki (S,
v = —ﬁJ)K (Vp; —pjgVz) z€Qt>0 (3.22)
j

where ¢ is the constant porosity of the medium, where z(z) is the depth [m] of point x, K is the
tensor of intrinsic permeability with norm K[m?], and p; [kg-m~1-s71] is the viscosity of phase j.
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Depending on the choice of primary variables, the nature of the equation obtained by com-
bining the equations may vary considerably. This diversity enables a wide range of numerical
resolution methods of various complexity, where the complexity depends directly on the formu-
lation.

The Global Pressure formulation, first proposed by Chavent and Jaffré [Chavent and Jaffré, 1986]
and later reformulated by [Amaziane et al., 2012], [Amaziane et al., 2010], [Chavent, 2009],

|di Chiara R., 2009] and |di Chiara R. et al., 2010 for numerical results using a fractional flow
approach, induces a partial decoupling in the Global-Pressures-saturation system, which enables
more rapid computation.

Given a function

o pe
PI(S1,p) = fl(Sl)as dSh, (3.23)
1 1
the Global Pressure is then defined implicitly :
p=p2+ PI(S1,p), p1<p<p2 (3.24)

By combining the mass-conservation equations (3.21) and the generalised Darcy Law (3.22), for
a two-phase flow and a constant porosity ¢, we obtain the following fractional flow formulation,
which consists of a system of two nonlinear coupled equations of the pressure and saturation :

0
(;5& (51 + 52) - V. (Vt) =0,
(3.25)
oS
¢872+v-(V2) =0,
with
vi:=vi+ve=—dK - (Vp—pgVz). (3.26)

In addition, we suppose that the porous medium is fully saturated by the two fluids. Hence, the
equation
S1+ 5 =1, (3.27)

closes the system.

In the following, we neglect the capillary pressure :

pe=p2—p1 =0. (3.28)

However, one must keep in mind that in presence of capillary effects, discontinuities in the sat-
uration (when the porous medium is heterogeneous) opens up a range of additional problems
|[Ern and Schuh, 2010].

For the remainder of the article, po = p; = p, and vy is referred to as the total velocity.
We impose a constant velocity vy through I'y C I'q in the water-saturated porous medium.

Finally, based on all previously stated hypotheses, the governing system of equations for the
two-phase flow under gravity can be written as follows :
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e the pressure equation :

V . (Vt) = 0,
(3.29)
with vy = —dK - [Vp — pgVz],
e and the saturation equation
059
¢W+V(V2) _05
with
(3.30)
vo = fo(S2)ve + K f1(52) f2(S2)d(S2)ApgVz
=F(5),
e and the closure condition :
S1+ S =1. (3.31)

We could also have used a phase pressure formulation directly (as done in

[Hoteit and Firoozabadi, 2008]), as the global pressure exactly reduces to the phase pressure in
this simplier case. But the global pressure formulation presents many advantages when one adds
capillary effects.

3.4.2 Gravity-driven flow

From the experimental point of view, gravity effects in a subsurface hydrosystem cannot be
separated from capillary and viscosity effects. One consequence of an unstable flow at the pore
scale is the fingering phenomenon, which is caused by unstable infiltration fronts breaking into
flow fingers. In the past, numerous detailed laboratory studies have been conducted by Nsir
et al. ([Nsir and Schéfer, 2010] and also [Frette et al., 1997|, [Lenormand and Zarcone, 1989],
[Lovoll et al., 2011], [Toussaint et al., 2005]) to describe the complex immiscible displacement
of fluids in a porous medium, driven by buoyancy, viscous and capillary forces. Some common
ratios used in viscous cases are usually defined as follows :

M = ﬂ[—] the viscosity ration , (3.32)
2
N. = _ Vi -] the capillary number , (3.33)
o12 cos(0)
2 A
Ny = w[—] Bond Number , (3.34)
o012 cos 0

where vy [m - s7!] is the norm of the total velocity, also called the total specific discharge;
012 [kg - s72] is the interfacial tension between the wetting and non-wetting fluids;  is the con-
tact angle at the water-NAPL interface ; « is the angle between the flow vector and the gravity
vector ; and a[m] is the mean diameter of the pores.

Gravity effects in combination with viscosity and capillary forces may generate flow instabil-
ities, characterised by fingers, that lead to the early breakthrough of the displacing fluid.
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e When N, < 0, the NAPL interface is stabilised by gravity forces, despite the presence of
destabilising viscosity or capillary forces.

e Conversely, in the case when N, > 0, the occurrence of fingering is amplified by gravity
forces. More experimental details regarding this phenomenon are described in
[Nsir et al., 2011].

A parameter that can be used for the comparison of water-NAPL flows with variable fluid
densities consists of the ratio of the Bond number (3.34) and the capillary number (3.33)

Ny a® cos ag/\p

N
Nc Vi

-] (3.35)

As our numerical model is based on a macroscopic approach, it will not be capable of simulating
fingering effects at the local pore scale. However, because our scheme is mass conserving, we can
use it to reproduce the global nature of the fluid displacement depending on the value of V.

The nature of the flux, whether gravity-driven or
pressure-driven, is directly linked to the gravity number G, which is defined as follows
[Riaz and Tchelepi, 2007] :

~ NK  cosaKgAp

G
2 Vil

; 1. (3.36)

3.4.3 Solution of the Buckley-Leverett equation

From the mathematical point of view, many issues can arise from the presence of gravity forces
in the saturation equation in system (3.30) when the flux function F(S2) is non-monotonic.
In fact, the equation governing the NAPL saturation is the well-known nonlinear hyperbolic
Buckley-Leverett equation :

98y 1
5 T gv -(F(S2)) =0 (3.37)

1-51, z€Tl,
SQ(Q:',tZO):{ Sy L reQ

For the simulation of NAPLs in reservoirs, gravity forces are often neglected, such that the flux
function is monotonically increasing and equal to

F(Ss) = fovy. (3.38)

As a result, the structure of the solution is always a shock wave followed by a rarefaction
wave (see |LeVeque, 2002], [Toro, 2009|, |Godlewski and Raviart, 1991a|, [Kaasschieter, 1999],
[Godlewski and Raviart, 1991b|, [Binning and Celia, 1999]), and the shock fulfils the Lax en-
tropy condition.

In case of non-convex flux, for example, in the presence of gravity or at permeability discontinu-
ities (see [Kaasschieter, 1999], [Proskurowski, 1981]), the sign of the characteristic speed may vary
strongly, which implies multiple shock and rarefaction waves and, potentially, entropy-violating
solutions. The sign of the characteristic speed depends on the eigenvalues of the Jacobian matrix
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of the system.
Therefore, it is necessary to study the sign of the flux gradient to construct the convex hull of

the flux function, a process that uses the entropy inequality to determine an adequate physical
solution, as demonstrated in [Van Duijn et al., 2007|, [Kaasschieter, 1999] and in figure 3.6.

3.4.4 One-dimensional flow

In the particular case of uniform NAPL injection on top of a water-saturated column in the
z direction, z being the depth from the top of the column, with @ = 0, the one-dimensional

equation reads
05y 1
ZV-F(S) =0 3.39

1-51, z€T,
S2(Z7t:0):{52’r‘ - z€eQ

with F(S2) - Vz = F(S2). (3.40)
The characteristic speed in the flow direction is the derivative F'(S3) of the flux function :
F':[So,:1] =R

ApgK
Vi k;zkrl - kr2k3;-1 + vpg

i (k2 Ky + MEZ k)

1 pod?

SQ—>

For Todd’s model, F” is written as

295(1 = So)vy [1+ G ((1 - S)* — MS3)]

F'(Sy) = : 3.41
(52) i1 prod? (3:41)
To determine the sign of F’(S3), we study the following function :
w:[S2, 1] = R
u(So) = [1+G((1—5)%—MS3)].
We write its derivative :
u'(S2) = —3G ((1 — S2)* + MS3), (3.42)
which is strictly negative when Ap > 0.
Thus, when Ap > 0, u is strictly decreasing, with a maximum value at
w(Say) =1+G ((1 = S2,)° — MS3,), (3.43)
and a minimum value at
u(l = S1,;) =1+G ((S1,)> = M(1 - 51,)*) (3.44)

Depending on the magnitude of this minimum value, three different cases can be identified :
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FIGURE 3.6 Flux function F for the Buckley-Leverett equation in Case 1 (v; = 107 3m - s71 |
Ap = 400kg-m~3 and M = 1)

— Case 1 : Ap>0and u(l —S1,) >0

In Case 1, u(S2) is nonnegative. The characteristic speed F’ is positive, and the flux function
F has the shape illustrated in figure 3.6. This is a classical configuration characterised by
a front shock followed by a rarefaction wave (figure 3.7), as shown by [Kaasschieter, 1999].
The shock speeds are given by the slopes

_ F(Sr) - F(51)

Vpr = 3.45
p = SR, (3.45)
where Sy, and Spg are the left and right end points of the shock, respectively.
Also note that the shock satisfies the Lax entropy criterion (|LeVeque, 2002]) :
F'(Sp) > F'(S) > F'(Sg) VS € [SL, Sg]. (3.46)

When these conditions are fulfilled, with « equal to zero, then the gravity number satisfies
the following relation :

_ ApgK - 1

G .
Vipr — M(1—=51,)3 = (51,)3

(3.47)

Conversely, when both relations (3.47) and Ap > 0 are satisfied, then (1 —S;,) > 0.
If we neglect residual water saturation, the criterion in terms of the gravity number for
Case 1 is simply

1

G< o (3.48)

— Case 2 : Ap>0and u(l —S1,) <0
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FIGURE 3.7 — Riemann solution for the Buckley-Leverett equation in Case 1, with M =1

The flux function is positive (figure 3.8), but the characteristic speed (3.41) takes both
positive and negative values. In fact, the negative values of the characteristic speed cor-
respond to a backwards-travelling shock. This component is defined only upstream of the
domain and corresponds to a countercurrent flow, as demonstrated in the studies of the
stability of a two-phase flow conducted by Riaz et al. |[Riaz and Tchelepi, 2006]. Moreover,

a rarefaction wave connects the backwards shock with the front shock.
When the condition u(1 —S;,) < 0 is fulfilled, then the gravity number satisfies

_ ApgK 1

G > )
Vi M(1—S51,)%—(S1,)3

(3.49)

or, if we neglect the residual NAPL saturation, the criterion for Case 2 with respect to the

gravity number is
1
G>—. 3.50
- (3.50)
When the density difference is reduced, the backwards shock and part of the rarefaction

wave vanish.

In the given model domain, the highest value of the saturation in the domain, S5, called
the entry saturation, for which the characteristic speed cancels out, may remain far below
the prescribed left boundary saturation condition, as illustrated in Examples 3 and 4 of
section 3.6. For a density difference of 400 kg-m™3 and a viscosity ratio M equal to 1, the
physical solution is described in figure 3.9. The fluid is then said to be highly gravity driven.

The given solution of the Buckley-Leverett equation is the only physical solution to the
problem because it satisfies the Lax entropy criterion for both shocks.
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Ap =400 kg-m~3 and M = 1)
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The flux function F can also take negative values. If the flux is negative, the fluid is driven
out of the domain. To simplify, we neglect any residual saturation. We study only the case
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in which the flux remains strictly positive, i.e., if and only if
Vi > maxg,eoq | Ap | gK]
=| Ap | gK.

and as a consequence,

|G| < 1.

When this condition is satisfied, a study of the characteristic speed is still necessary.

— Case 3 : Ap<0and1+G >0

When Ap < 0, u is strictly increasing, with a minimum value at u(0) = 1 4+ G and a
maximum value at u(1) =1—GM > 0.

Because |G| < 1 when Sy, = 0, the global shape is always the same as in Case 1.

Remark : Please note that the entry saturation presented here is not linked to the entry pressure
associated to capillary phenomenon (for example in the Brooks-Corey model [Turner, 2004]).

3.4.5 Entry saturations

As shown in the previous subsection, the entry saturation may be less than or equal to the

left boundary condition 1 — S1,, and its value depends on M = M1 and Ap. More specifically,

M2
in Case 1, it is equal to the left boundary condition. In Case 2, it may be very low and satisfies
the following criterion :

u(S5™MY) =0, (3.51)

Figures 3.10, 3.11 and 3.12 illustrate the evolution of the entry and front saturations as
functions of the density difference for several different values of the total specific discharge. The
evolution of the entry and front saturations as functions of M is also presented in figures 3.32,
3.33 and 3.34 in Appendix A. It is worth noting that the front saturation globally decreases as
the density difference or the rate M increases.

3.5 Numerical modelling approach

This section is devoted to the presentation of the numerical scheme. To model a two-phase
flow with gravity effects, we use a numerical method based on an implicit pressure explicit
saturation (IMPES) scheme adapted for gravity effects.

3.5.1 Description of the numerical scheme

Numerical schemes for multiphase flows are primarily based on finite-difference and finite-
volume schemes. Our study begins with an IMPES scheme, i.e., we solve the pressure equation
implicitly and the saturation equation explicitly. In fact, the resolution of the pressure equation
is based on a mixed hybrid finite-element method that consists of a simultaneous approximation
of the pressure (saturation) and the fluxes using the pressure traces (saturation traces). When
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capillary effects are present, the saturation equation contains a diffusive part in addition to the
advective part, and we require an operator-splitting technique. We also solve the diffusive part
using the mixed hybrid finite-element method. However, we solve the advective part of the satu-
ration equation explicitly in the IMPES scheme using a Discontinuous Galerkin Finite-Element
Method.

We choose to implement gravity effects in the advective part of the saturation equation be-
cause of the advective nature of gravity forces. Some examples of the implementation of gravity
effects in the diffusive part of the saturation equation are presented in [Nayagum et al., 2004],
[Nayagum, 2001].

We recall that the advective part of the saturation equation for the non-wetting phase is
written as follows (see equation (3.37)) :

08y 1 B
2+ Ev - (F(S2)) =0.

F(S2) = fovi + K f1 fad(p2 — p1)gV 2,

with boundary conditions :

1 z2<0

So(z,t =0) = { 0 oo (3.52)

We solve for the term fo(S2)vy, which is strictly monotonic, using an upstream DGFEM, by
evaluating of the flux v; at the edges and the saturation at the nodes of the cells.

We solve for the term K f1(S2)f2(S2)d(S2)ApgVz which is not monotonic, using the DGFEM
by evaluating of the flux ApgVz at the edges and the saturation at the nodes of the cells, as
detailed in subsection 3.5.2.

3.5.2 Evaluation of the saturation

As in classical finite-element methods, we divide the domain €2 into triangular elements,
called E. We use P*(Q) basis functions, which can be discontinuous at the edges of each triangle.
See [Hoteit and Firoozabadi, 2005], [Younes et al., 2010], [El Soueidy et al., 2009] or Appendix
B for more detailed discussions of the DGFEM scheme. The unknowns are the saturations at
each node of the cells. For each time step, we seek an approximation of the solution in the local
space :

Vi ={p € L™®(Q)|pp P (E)}. (3.53)

Multiplying (3.52) by ¢F € PL(E) and integrating over E, one obtains

o [ Grebax == [ V-lpviebax. (3.54)

- /EV K f1fad(p2 — p1)glpFdX.
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Then, using Green’s theorem, the weak formulation can be written as

/ o P dX =
A B

+/ f2vt'wde—/ fooEvy - ndlg
E OF

4 / K fofod(ps — p1)gVz - Vgl dX
E
C

- / K f1f2d(p2 — pl)gwiEVz -ndl".
OE

D

(3.55)

To quantify the volume integrals A and C in element E; (Fig 3.13), we approximate f;(5),

\ gAp grad(z)
Vv
t

3 SNig) \ N1

K2

F1GURE 3.13 — Nodes repartition in the triangles

f2(S) and d(S) by taking the saturation at the cell centre, which corresponds to the mean of the
NAPL saturation values at the nodes (see triangle E; in fig 3.13) :

SNjn
n=1,2,3

We calculate the contour integral B using the DGFEM by evaluating fs at the two upstream
nodes of vy - n;, i.e., two adjacent elements F; and E;, using a Godunov solver :

f2(SNj1), f2(SNy2) if v¢-n; >0,
f2(8) = (3.56)
J2(SNr1.1), f2(SN1p2) if v¢-n; <0.

To apply the generalised Godunov scheme, we must compare the saturation values with S*, the
maximum of the function fi fod, which satisfies

(f1f2d)'(S*) = 0.
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Hence, we calculate the contour integral D in E; using the DGFEM by evaluating f1 fod as a func-
tions of the extreme saturation S* and using a generalised Godunov solver from [Kaasschieter, 1999],
[Eymard et al., 1998] (see fig 3.14). For example, with the two adjacent elements F; and Fg,
we obtain the following at node 1 (node fulfilled in figure 3.13) :

it ApVz-ng <0,

(fifed)(SNy1) if SNigg <S* and SNy < S*,
(f1fod)(SNk1) if SNi1 > §* and SNy > S°,
(fif2d)(S*)  if SNg, > S* and SNy, < S*,
min{ (f1fod)(SNk 1), (f1f2d)(SNy1)}

if SN, <S* and SNy, > S*

orif ApVz-ny >0,

(flfgd)(SNjyl) if SNK,l > S* and SNJyl > S*,
(flfgd)(SNKyl) if SNKJ < S* and SNJ71 < 5%,
(flfgd)(s*) if SNKJ < S5* and SNJJ > S*,

min{(f1fod)(SNk 1), (fifad)(SNj1)}

if SNKJ > S* and SNJJ < S*.

We repeat the scheme for each node in the mesh.
Remark 1 : The numerical method is conservative. Moreover, the numerical flux is consistent
with (flfgd) - 1.
Remark 2 : In the following sections, we also compare the DGFEM scheme with a finite-volume
scheme based on the generalised Godunov flux. We expect the DGFEM scheme to produce less
numerical diffusion (with the cell saturation and the mean node saturation, as unknowns).
Remark 3 : When gravity effects are not neglected, S* # S;"”y, and the algorithm includes many
conditional loops. By contrast, when gravity is neglected, the upstream scheme is less costly from
the computational point of view.

3.5.3 CFL condition

The resolution of the advective part of the saturation equation is explicit, using a first-order
Euler method as a time approximation, and thus, we must respect the Courant-Friedrichs-Lewy
condition, which depends on the size of our mesh, the injection rate and the densities of the two
fluids. The Courant number is defined as follows, according to [LeVeque, 2002] :

At
c==" (S
N A
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FIGURE 3.14 — Evaluation of the nodal saturation according to S*

. Vi oF

where A(S) = Eﬁ(s) is the wave speed. Our time step must therefore satisfy :

Vit max or
¢ A xseo,1]| 0S
We impose At = 0.5 with a mesh of Az < 1072 m.

|<c-1

Remark 1 : To enforce the local maximum principle, we added a slope limiter proposed by
Chavent [Chavent and Jaffré, 1986] to the scheme.

Remark 2 : Under a suitable CFL condition, the scheme presented above is consistent and
stable and converges towards the entropy solution of the problem (3.37).

3.6 One-dimensional flow in a homogeneous porous medium

3.6.1 Properties of the fluid and porous medium

We tested the numerical scheme presented above on a two-phase water-NAPL flow simulation
in a 10 m high, 1 m wide column of sand, initially saturated with water (figure 3.15). From time
t=0 until the final time, we simulated the injection of an incompressible NAPL, with Neumann
boundary conditions, i.e., a constant total specific discharge v;. For Examples 2 and 3, the NAPL
phase has a density of py = 1456 kg - m™3.

We use the characteristics of medium-sized sand in the numerical simulations (table 3.1).
The convergence of the numerical schemes has been verified with and without gravity effects for
various densities and injection rates (table 3.2), and the results are compared with the quasi-
analytical Buckley-Leverett solution in section 3.4.3. The convergence of the scheme towards the
quasi-analytical Buckley-Leverett solution is illustrated in figure 3.16.
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I’ s {z=0m)=1

S,(z=10m)=0
P(z=10m)=2 bar

F1GURE 3.15 — Scheme of an NAPL injection into a water-saturated porous medium

TABLE 3.1  Properties of the porous medium,

permeability K [m?] 5x 1071
porosity |-| 0.32

a [m] 2 x 107*
al—] 0

Gravity constant [m-s72] 9.81

TABLE 3.2 — Properties of the fluid and boundary conditions

Example 1 2 3 4
lvie| [m-s7Y 1073 1073 107* 107
Ap [kg.m™3] 0/+/-600 456 456 600
p1 [Pa-s™! 1073 1073 1073 1073
Ty [s] 1000 1000 5000 10000
Sy(x = 0) 1 1 1 1
G [-] 0/0.294/ — 0.294 0.224 224 294
% ] 1/1/1 20 2 1

Case 1/1/3 1 2 2
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FIGURE 3.16 — Comparison of the numerical solution calculated using DGFEM with the quasi-
analytical Buckley-Leverett solution, for vi = 10™3m.s™! at 1000 s and for three different mesh
S42€8.

3.6.2 Results and discussion

In Example 1, we observe significant density effects in the two-phase flow simulation for a total
velocity of 1073m-s~1, at equal viscosities (figure 3.17). The NAPL saturation front decreases as
Ap increases, but goes further. Conversely, as Ap decreases, the NAPL saturation front rises, but
advances less. The variation in the front position as the density difference increases is consistent
with experimental observations. Figure 3.18 also provides a comparison of the results calculated
using the DGFEM scheme with those of a finite-volume scheme. The DGFEM scheme captures
the shape of the front more precisely.

Figure 3.19 presents the numerical results obtained for the second Example, in which the
behaviour of a viscous NAPL injected into a water-saturated porous medium is simulated. The
high viscosity is responsible for the filling of the pores, but we note that the NAPL moves
extremely slowly. This stability is attributable to the high viscosity of the displacing fluid. In
figure 3.20, we present the results of Example 3. This is an intermediate situation with a low
injection rate and a heavy and low-viscosity NAPL. The NAPL does not fill the pores completely,
but it moves quite rapidly. Once again, the DGFEM scheme is more precise in reproducing the
shape of the front than is the FV scheme.

In Example 4 (figure 3.21), we study the combined effect of a low flow rate and a high density

1
difference, as expressed by a gravity number that is significantly greater than a The flow is

literally driven by gravity : the NAPL saturation does not exceed the entry saturation, which
corresponds to the saturation in relation 3.51 (see figure 3.12), but the front velocity is higher
to preserve mass conservation. In this case, it is clear that the DGFEM captures the backwards
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FI1GURE 3.17 — Example 1.a; comparison of the numerical solution calculated using DGFEM with
the quasi-analytical Buckley-Leverett solution, for v = 1073m - s~ at 1000 s for three NAPL
densities and M = 1.
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FIGURE 3.18 — Example 1b; comparison of the numerical solution calculated using DGFEM and
F'V with the quasi-analytical Buckley-Leverett solution, for vi = 10™3m-s~1 at 1000 s and M = 1.
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FIGURE 3.19 — Example 2; comparison of the numerical solution calculated using DGFEM and
FV with the quasi-analytical Buckley-Leverett solution, for vi = 10™3m-s~! at 1000 s for NAPL
characteristics and M = 0.05.
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FIGURE 3.20 — Ezxample 3; comparison of the numerical solution calculated using DGFEM and
FV with the quasi-analytical Buckley-Leverett solution, for vi = 10™*m - s~ at 5000 sec. for
NAPL characteristics and M = 0.5.
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discontinuity more precisely.
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FIGURE 3.21 — Example 4 ; comparison of the numerical solution calculated using DGFEM and
FV with the quasi-analytical Buckley-Leverett solution, for vi = 10™m - s~! at 10000 sec. for
NAPL characteristics and M = 1.

3.6.3 Mass conservation and error analysis

The developed DGFEM numerical scheme converges towards the quasi-analytical solution
of the Buckley-Leverett equation. The Discontinuous Galerkin Finite-Elements Method with
a generalised Godunov scheme is well-adapted for highly gravity-driven flow and is facile to
implement. As demonstrated in figure 3.22, this approach conserves mass. However, the finite-
volume scheme conserves mass more accurately.

An error analysis (figure 3.23 and figure 3.24) indicates that both the DGFEM and FV
schemes have orders of convergence of less than one because of the discontinuity of the saturation.
We also observe a decrease in the order of convergence in Example 4, when a second discontinuity
appears in the front. However, globally, the DGFEM scheme exhibits a better order of convergence
than does the FV scheme : 0.86 for DGFEM compared with 0.8 for FV in Example 1 and
0.78 for DGFEM compared with 0.76 for FV in Example 4. Studies conducted by Hoteit et al.
[Hoteit and Firoozabadi, 2008] have demonstrated comparable orders of convergence in a similar
configuration.
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F1GURE 3.24 — Error analysis with parameters from Example 4, with Ap = +600 kg - m™, and

M =1 and growing mesh size

3.7 2D flow in a heterogeneous porous medium

In this section, we apply our DGFEM scheme to a 2D heterogeneous porous medium and
compare the results with those of a FV method with a generalised Godunov scheme for two test
cases, A and B. For this purpose, we simulate the injection of an NAPL phase into a water-
saturated heterogeneous domain 2y with boundary T'; (figure 3.25). We create less permeable
inclusions Qy C ; with a low permeability Ky = 5 x 10714 [m?] and a low porosity ¢2 = 0.1
compared to the permeability K1 = 5 x 107! [m?] and the porosity ¢; = 0.3 of Q1 \ Q. In
addition, we impose the Dirichlet condition Sy = 1 for the NAPL saturation on the injection
zone I's C I'; centred around zy. Neumann boundary conditions are imposed : vy = 0 on
'y \I's and vy = v on T's. To test gravity effects in heterogeneous conditions, the simulations
are performed with high density differences between the water and the displacing fluid, at two
different total specific discharge rates V. We recall that the latter quantity is constant over time
and is calculated via the DGFEM as we solve the pressure equation. Additional flow and soil
parameters are provided in table 3.3.

3.7.1 Spatial moment analysis

Spatial moment analysis is often used for fluid-plume monitoring. Following the definitions
of [Aris, 1956], |Yeh et al., 2005] and [Ounaies et al., 2013], the ij-th spatial moment of NAPL
saturation at a given time is

M;; = So(z, 2)a" 2! dudz (3.57)
R2

The location of the centre of mass of NAPL saturation is given by
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FIGURE 3.25 — 2D simulation domain and boundary conditions.
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The spreading of the NAPL saturation distribution

about its mass centre is described by the standard deviations in x-direction o,, and z-direction
0., which are given by the following spatial variances in the x or z direction :

Moy

Voo 7] (3.58)

= [m] and z =

M: M,
2, =2 7% [m? and o2, = % — 2% [m?],
Moo

- 3.59
Mo (3.59)

g

3.7.2 Results and discussion

In figures 3.26, 3.27 and 3.28, we present the results of the water-NAPL flow simulation with
a high injection rate. From figure 3.26 to figure 3.27, we note that the FV scheme is more dif-
fusive than the DGFEM scheme : the plume is wider, and we also observe in figure 3.27 that
the fluid breaks through the highest inclusion. However, when the DGFEM scheme is used, this
phenomenon is milder : as shown in figure 3.26, the obstacle seems to be captured more precisely,
such that the NAPL front passes it by. As a consequence, the fluid is diverted to the right, and
is held back by the large inclusion, whereas it travels down straight downwards in figure 3.27.
When we compare the results obtained using a fine mesh to those obtained using a coarse mesh
in figure 3.28, we observe that the fluid now pierces through the first obstacle, as observed for
the FV scheme. The consequence of this is quite spectacular : the plume is wider than for the
fine grid, and the saturation front extends much lower. In Example A, a significant component
of the NAPL is slowed by the large inclusion.

In all figures, the position of the centre of mass from the initial time to the final time indicates
that the NAPL front is globally diverted to the right in Example A. In Example A calculated
using the DGFEM on a fine grid, the effect is amplified because the NAPL passes by the inclusion.
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TABLE 3.3 — Setup of the numerical examples

Example A B
d [m] 0.5 0.5
al—] 0 0
[ve| [m-s™1] 1073 107°
Ty [s] 8000 80000
p1 [Pa-s71 12x107% 1.2x1073
% ] 2.4 2.4
Ap [kg.m™3] 600 600
|G| [-] 0.245 24.5
é1 [-] 0.3 0.3
b2 [-] 0.1 0.1

Depth z (m)

e | [ mass cgnter position |

0 02 04 06 08 1 ;
2 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6

FI1GURE 3.26 — Example A ; final distribution of NAPL saturation calculated with DGFEM on
a fine grid.
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Example A ; final distribution of NAPL saturation calculated with FV on a fine
grid.
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FiGURE 3.28 — Example A ; final distribution of NAPL saturation calculated with DGFEM on
a coarse grid.
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F1GURE 3.29 — Example B final distribution of NAPL saturation calculated with DGFEM on
a fine grid.

Figures 3.29 and 3.30 represent the results of the water-NAPL flow simulation with a low
injection rate. We observe that the Finite Volume scheme is characterised by higher diffusion.
Clearly, the heterogeneities are captured more precisely by the DGFEM. In both figures, a fast,
narrow flow of the heavy NAPL front is evident. In Example B, the NAPL front is no longer
diverted by the first inclusion. Furthermore, the saturation rate diminishes more abruptly in
Example B than in Example A.

Finally, we note that the centre of mass is still moving downwards and to the right in Example
B, a deviation that is amplified in Example A.

The spatial moment analysis presented in figure 3.31 yields the position of the centre of mass
as a function of time and the deviations along x and z.

The spatial moment analysis proves that the fluid globally spreads towards the bottom, as
expected, and to the right because of the geometry of the medium. In addition, the centre of
mass is diverted to the right in each case, which accounts for the global dispersion to the right.
In Example A, calculated using the DGFEM, we observe a slight increase followed by a decrease
in the centre-of-mass depth associated with an increase and a reduction, respectively, in the
standard deviations in the z direction at the beginning of the simulations. This behaviour could
be caused by an accumulation of NAPL on the highest lens at the beginning of the simulation,
followed by a decrease in the amount of accumulated NAPL when it pierces the lense

In Example A, we note that the standard deviation of the position of the centre of mass in
the z direction is more important for the DGFEM with a fine grid than for the FV scheme.
This finding could also be explained by the presence of the inclusions : in Example A calculated
using the DGFEM with a fine grid, the fluid does not truely pierce the highest inclusion and
thus passes by it, unlike for the FV scheme. The importance of the standard deviation of the
NAPL layer in the x direction in Example A calculated using the DGFEM with a coarse grid
must therefore be a consequence of numerical diffusion.
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R | o
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F1GURE 3.30 — Example B; final distribution of NAPL saturation calculated with FV on a fine
grid.

In Example B, we confirm our observation that the standard deviation of the NAPL layer
in the x direction is dramatically reduced as the gravity number increases. In fact, the fluid
no longer bypasses the inclusion according to the DGFEM scheme, and the flow is essentially
directed towards the bottom. Furthermore, the final standard deviation in the z direction is lower
for the FV scheme than for the DGFEM. Finally, we observe that the standard deviation in the
x direction diminishes for the DGFEM, whereas it increases for the finite-volume method. Once
again, in the DGFEM scheme, the NAPL is retained by the lens and laterally displaced resulting
in an initial increase followed by a narrowing of the NAPL spread.
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Example A DGFEM on a fine grid
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FI1GURE 3.31 — Spatial moments as function of time. On the left
centre (middle-line) and its deviations in z-direction (upper line z — o.., lower line = + 04,).
On the right : horizontal position of the mass centre and its deviations in x-direction (left line

T — Ogg, right line T + 04,).

: vertical position of the mass
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Conclusion

This paper analyses the impact of a significant density difference on the evolution of the
saturation front in a two-phase water-NAPL flow without capillary effects.

An analytical study allowed the evaluation of an entry saturation less than or equal to a
boundary condition at the top of the domain. A similar approach to multi-dimensional two-
phase flow with an analysis of the speed of the waves could be used to quantify the NAPL entry
saturation, which is important in field-scale applications.

We used a fractional flow approach with the global pressure formulation. The vanishing
capillarity hypothesis led us to a hyperbolic equation with a non-mono-
tonic flux function in the saturation equation ; therefore the classical DGFEM scheme required
the addition of a generalised Godunov scheme for the proper evaluation of the fractional flows
and mobilities of the water and NAPL. Our work demonstrated that a significant variation in the
density differences affects the overall behaviour of the flow, and we confirmed that this behaviour
is directly related to the gravity number.

In dimension two, we illustrated that the Discontinuous Galerkin Finite-Element Method
scheme can more precisely capture heterogeneities for both high and low injection rates than
can the finite-volume scheme. In addition, our modelling of the displacement of NAPL in a
water-saturated porous medium on a continuum scale is in agreement with similar displacements
observed in column studies in laboratory [Nsir and Schifer, 2010].

In our test cases, we imposed a Dirichlet saturation condition at the upper boundary of the
domain, and we reproduced one end of the rarefaction wave and the front shock wave using
the countercurrent flow described by [Riaz and Tchelepi, 2006]. The well-known fingering phe-
nomenon caused by gravity and viscosity effects at the pore scale is not discussed here because
our study focuses on macroscopic flow conditions without any perturbations in the initial satura-
tion field. However, studies by [Riaz and Tchelepi, 2006] based on matched-asymptotic-expansion
analysis accounting for perturbations in the initial saturation distribution have provided an in-
teresting approach to the study of instabilities in a two-phase flow.

In future, a generalised Godunov scheme could be applied with the entire flux function F taken
into account, and the results could be compared with those of our split approach in terms of
computational effort and the numerical efficiency of the calculated saturation field. Preliminary
tests pointed out the equivalence of the presented scheme and a similar scheme based on the
entire flux function.

Appendix A : Evolution of the entry and front saturations as a
function of M.
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Appendix B : The Discontinuous Galerkin Finite-Element Method

Let E be a reference triangle ((0,0);(1,0);(0,1)).

We consider basis functions in
Vi ={¢ € L*(Q)|¢p € P1(E)} as follows :
@f(ﬂ?,y) =1—-z- Y, SOQE(xay) =, @§($7y) =Y,
of (x5, y;) = 6ij-

We also define vectorial basis functions using H (div, §2) :

q)lE(xvy) = (x,y - 1)7 (I)QE(xay) = (.CI} - 17y) (3'60)
of(z,y) = (z,).

Let S’NJE be the oil saturation of the node (x;,y;) of cell E.
The saturation is expressed over E in the V}, basis :

3
So(x, 1) = 85 =) "SNP (t)pf (x).
j=1

In the same manner, we approximate the fractional flows to first order :

o f1(S2) =3; ilSN)y)ef

o f2(S2) = 3; fa(SNy)ef

o d(Sy) =3, d(SN;j)pF .
The fluxes v can be approximated using the trace values on the edges :

v="> vi®(x), g=> gdi(x)
z l

where
g=(p2—p1)gK-Vz.
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F1GURE 3.34 — Entry and front saturation as function of the density difference Ap for vy
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4

Déplacement de fluides non miscibles
induit par la diffusion

Apres avoir implémenté les effets gravitaires dans le code d’écoulement diphasique incom-
pressible, nous nous focalisons sur la validation de l'opérateur de diffusion de 1’équation de
saturation. Son principal inconvénient est d’étre trés fortement non linéaire, justifiant dés lors
l'usage du schéma IMPES introduit au chapitre 2. Nous testons ses réponses dans une série de
cas-tests, sur la base de ’écoulement diphasique incompressible & contre-courant (a vitesse totale
nulle) de Mc Worther et Sunada. Ces derniers ont démontré 'existence d’une solution analytique
de ’écoulement non gravitaire de deux fluides incompressibles [McWhorther and Sunada, 1990].

La deuxiéme partie du chapitre aborde la simulation d’un drainage sur le modeéle 2D d’un
milieu poreux saturé inspiré du bassin d’expérimentation SCERES (Site Controlé Expérimental
de Recherche pour la réhabilitation des Eaux et des Sols) du Laboratoire d’Hydrologie et de
Géochimie de Strasbourg, situé sur le campus CNRS de Strasbourg.

Nous travaillerons dans tout ce chapitre avec un systéme d’équations d’écoulement diphasique
incompressible fluide mouillant-fluide non mouillant :

0Snw .
¢ ot +V-vpe =0
dP,
Vnw = VnwV + Vanwd(pnw - pw)K -Vz — VanwdF(Snw)K - VSnw (41)

Sw+Snw:1

V.-v=0
v =—dK.[VP — pgVZ]

Sne 9P,
ch w) = — wicd nw
(S.) /O Vg dS

Pc:in_Pw

103
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4.1 Le probléme de Mc Worther Sunada

A la température de 20°C, la viscosité de 'eau est prés de 60 fois supérieure a celle de ’air. De
plus, il est raisonnable de considérer que lors d'un drainage sur le bassin, les variations temporelles
de la pression de I’air sont relativement lentes, et que la pression de I’air reste proche de la pression
atmosphérique. Nous supposerons dans toute la suite du chapitre que les fluides du systéme sont
incompressibles (la vitesse totale est constante au sein du domaine, mais pas nécessairement
dans le temps). Le probléeme de Mc Whorther Sunada est utilisé pour décrire le déplacement
unidirectionnel de deux phases, en particulier dans une configuration purement diffusive. Mc
Whorther et Sunada ont proposé une solution semi-analytique associée au probléme d’écoulement
a contre-courant (vitesse totale nulle en tout point et & tout instant) que nous examinons dans
cette section. Nous négligerons les effets gravitaires pour cet écoulement horizontal. Pour plus
de détails concernant la solution semi-analytique utilisée dans les comparaisons numériques, on
pourra se référer & 'annexe B.

Remarque : Compte tenu du probléme posé, il n’y a pas de résolution de la partie convective
de I’équation de saturation.

4.1.1 Evaluation du terme diffusif en fonction des traces de saturation

Le cas-test reproduit I’écoulement & contre-courant de Mc Whorther-Sunada sur un domaine
a maillage triangulaire représenté dans la figure 4.1 ci-dessous. On compte alors 8 mailles en
entrée. Dans 'exemple qui vient, les deux phases en présence sont I’eau (phase mouillante w) et
une huile (phase non mouillante nw) dont la viscosité est égale a celle de 1'eau.

_ eau -
52 — 00 huile SQ — 1
p3 =1-10° Pa vy =20
X r=0m z=10m

FIGURE 4.1 — Ecoulement a contre-courant d’eau dans un domaine initialement saturé en huile :
conditions aur limites

La partie diffusive de I’équation de saturation d’un fluide non mouillant déplagant un fluide
mouillant en formulation flux fractionnaire diphasique incompressible s’écrit :
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oS
2 4V -D(Spw) =0,
ot
Snw(z,t) € LT (Rx]0; +00[)
Snw(xy O) = Si,nw (43)

dP,

D = —c
(Snw) fnwfwddsnw

(Snw)K - VSn,

D () € C1(J0; 1))

Dans cette configuration, nous avons testé le code avec les méthodes de discrétisation A (2.58)
et B (2.59) décrites dans le chapitre 2. Les caractéristiques du milieu poreux ainsi que celles du
fluides utilisés pour le probléeme de Mc Worther Sunada a contre-courant (v = 0) sont consignées

dans le tableau 4.1 :

Parameétres du milieu symbole valeur unité
Porosité o 0.3 -]
Permeabilité intrinseque K 1 x10~7 [m?]
Paramétres du fluide symbole valeur unité
Masse volumique de 1’air 03 1.29 [kg/m?]
Masse volumique de I’eau p1 1000 [kg/m3]

Masse volumique de I’huile P2 1000 [kg/m?]
Modéle de perméabilité relative BC -

Pression d’entrée Py 1 x103 [Pa]
Parameétre de forme A 2 - -]
Saturation résiduelle en eau Sir 0.1 -]
Saturation résiduelle en huile Sor 0.01 -]
Saturation résiduelle en air Sap 0.01 -]
Viscosité dynamique de 1’eau i 1 x107%  [Pa- s
Viscosité dynamique de ’air 13 1 x107°  [Pa - s]
Viscosité dynamique de I’huile o 1 x1073  [Pa- s
Constante de gravité - 0 [m/s?]
Paramétres liés au modéle numérique  symbole valeur unité
Pas de temps At 0.1/0.5/1 - [s]

TABLE 4.1 — Paramétres utilisés pour le probleme de Mc Whorther Sunada
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es non miscibles induit par la diffusion

Les courbes d’évolution de la saturation en eau dans chaque maille pour un écoulement a
contre-courante eau-huile & viscosités égales sont représentés dans la figure 4.2. La formulation

A donnée dans le chapitre 2 conduit & so

us-estimer ’avancée du front de saturation, et donne

lieu & une solution non physique, tandis que la formulation B donne des courbes qui reproduisent

fidelement le front de saturation. Bien qu

1e la discrétisation utilise des mailles triangulaires et

non rectangulaires, nous observons un phénomeéne similaire & celui décrit dans [Nayagum, 2001].

Les valeurs de saturation sur une ligne de
dues, mais on constate tout de méme une

maille de méme ordonnée y sont globalement confon-
légére diffusion au niveau du front.

1
| | | | | | |
i i i MPTRACES METHODE A (TS, y), At=1 °
3 3 ‘ MPTRACES METHODE A G(TS 0% At=0.1 o
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FIGURE 4.2 — Simulation d’un écoulement eau-huile. Comparaison des profils de saturation
numériques et analytiques pour les méthodes A et B (en haut); distribution de saturation

numérique de la méthode B (en bas).
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4.1.2 Ecoulement diphasique & contre-courant : effet du contraste de viscosité

Le deuxiéme cas-test consiste en un écoulement horizontal eau-air, ce qui implique un fort
constraste de viscosités. Cette fois-ci, le fluide mouillant est I’eau et le fluide non mouillant est
Iair.

Nous traitons deux exemples : un écoulement d’air dans un milieu initialement saturé en eau
(exemple 1), ainsi qu’un écoulement & contre-courant d’eau dans un milieu initialement saturé en
air (exemple 2). Le pas de temps initial des simulations est de 0.5s. Les équations différentielles
et conditions aux limites sont rappelées ci-dessous (équations 4.4 et figures 4.3 et 4.4) :

0853
o903 D —
1 si <0
Exemple 1 : S3(z,0) = { 0 si x>0
1 st <0
Exemple 2 : Si(z,0) = { 0 si >0 (4.4)

dP,
D(S3) = fifsd—K - VS;
S,

v=v;+vy3=0

P(x,t) = Pi(x,t) = P3(x,t)

_ eau o
S3=1 gaz S3=0
p3 =1-10° Pa —_— vy =0
X r=0m r=10m

FI1GURE 4.3 — Conditions aux limites de l’ezemple 1.

Dans les figures 4.5 et 4.6 relatives respectivement au premier exemple et au second, nous
avons représenté la solution semi-analytique ainsi que la solution numérique générée par notre
code de I’évolution du front de saturation en gaz a t=>50s/t=100s puis & t=100s/t=200s. Pour
ces deux cas, la distance parcourue par le front diminue entre le premier et le second intervalle
de temps, car le flux diffusif diminue fortement en fonction du temps.
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_ gaz _
S1=1 eau S1=0
p3 =1-10° Pa - vy =20
X r=0m =10 m

FIGURE 4.4 — Conditions aux limites de l'exemple 2.

En comparant les deux figures, il apparait que le contraste de viscosité induit dans le premier
exemple un front beaucoup plus avancé et ramassé que dans le deuxiéme exemple. Ce dernier cas
montre une capacité de I’eau & saturer le milieu plus importante, tandis que le flux diffusif en
eau est plus faible. Cette tendance correspond aux observations expérimentales qui ont pu étre
réalisées en colonne horizontale (|[Lenormand and Zarcone, 1989]).
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FIGURE 4.5 — Exemple 1 : simulation d’un écoulement eau-gaz. Profils de saturation numériques
et analytiques (en haut) ; distribution de saturation numérique (en bas).

4.2 Etude d’un drainage gravitaire & grande échelle : test des
opérateurs de diffusion et de convection

4.2.1 Cas d’étude

Le cas d’étude est inspiré de la configuration de la plate-forme expérimentale SCERES
située sur le campus CNRS de Strasbourg (figure 4.7), qui a servi de support d’expérimentation
pour de nombreux projets d’étude et de suivi de pollution par des composés organo halogénés
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FIGURE 4.6 — Exemple 2 : simulation d’un écoulement eau-gaz. Profils de saturation numériques
et analytiques (en haut) ; distribution de saturation numérique (en bas).

volatils (projet R&D Modélisation Atténuation Caractérisation dans les Aquiféres des Organo
Halogénés 2001-2006, projet FLUXOBAT 2009-2013, projet ADEME préleveur d’eau multini-
vaux du 1/10/2011 au 30/06/2015).
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FIGURE 4.8 — Photo de la fosse amont sur le bassin SCERES

Le site expérimental SCERES représente un modeéle d’un aquifére alluvial, reconstruit dans
un bassin étanche en béton armé de 25 m de long sur 12 m de large et de 3m de profondeur, équipé
de divers appareils de mesure (piézométres, capteurs d’eau multi-niveaux,...). Il est composé de
sables différents, ce qui le rapproche d'un milieu hétérogéne. La hauteur d’eau dans le milieu
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poreux est susceptible de varier (les réglages se font via les fosses amont et aval 4.8), distinguant
ainsi une zone saturée et une zone non saturée. De plus, il est possible de maintenir un gradient
en hauteur d’eau dans la zone saturée lors des expérimentations comme indiqué dans la figure
4.9. Ce bassin présente l'intérét de pouvoir réaliser des études a une échelle intermédiaire en-
tre le laboratoire et le site réel, permettant ainsi ’acquisition de données en situation quasi-réelle.

Toit de la nappe avant drainage

T'"“““"“"“““““""““"" ________
Sable fin

|

|

[ | Bloc 1 , :

1 Zone saturée puis non saturée

1 Sable moyen

] Bloc 2 3m
* Toit de la nappe apres drainage

v

Zone saturée

z 25m Béton

T_. armeé
X

FIGURE 4.9 — Schéma simplifié du bassin SCERES : coupe transversale

En nous inspirant de la configuration du bassin SCERES, le domaine modélisé consiste en
un milieu homogeéne initialement saturé en eau. Le toit de la nappe est rabaissé de 2 meétres,
entrainant un drainage par les cotés inférieurs. Les conditions aux limites physiques correspondent
a la pression atmosphérique, ainsi qu’une saturation en gaz pleine en haut du domaine (figure
4.10). Dans les bacs amont et aval, le niveau de 'eau est abaissé de 2 métres. Sur le coté inférieur
du domaine, nous traduisons I’écoulement de I’eau par une saturation en air quasiment nulle.
Les surfaces de suintement au niveau des bacs amont et aval ont été supposés imperméables,
matérialisées par un flux nul a la frontiére. Pour les simulations, un maillage fin de 200 x 24
mailles a été choisi. Tous les graphiques sont issus de simulations sur ce maillage, sauf noté
contraire. Les paramétres choisis sont référencés dans le tableau 4.2.
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atmosphére
r=0m S3 =1 P;=1-10° Pa r=25m
zZ = —2m L, Z = —2m
Py =1-10° Pa Bassin : eau P;=1-10° Pa
S3 =0 S3=0
P;=1.1-10° Pa P;=1.1-10° Pa

FI1GURE 4.10 — Conditions aux limites

Paramétres du milieu symbole valeur unité
Porosité ) 0.4 -]
Permeabilité intrinséque K 8 x10711 [m?]
Parameétres du fluide symbole valeur unité
Masse volumique de I'air Prw 1.29 [kg/m?]
Masse volumique de I'eau 1 1000 [kg/m?]
Différence de densité Ap —998 [kg/m?]
Modeéle de perméabilité relative BC -

Pression d’entrée P, 2 x103 [Pa]
Paramétre de forme A 2 x10° -]
Saturation résiduelle en eau Sir 0.13 -]
Saturation résiduelle en air S 0.01 -]
Viscosité dynamique de 'eau 221 1 x1073  [Pa- 3]
Viscosité dynamique de Dair 13 1 x1075  [Pa- 3]
Constante de gravité - 9.81 [m/s?]
Paramétres liés au modéle numérique symbole  valeur unité
Nombre d’itérations Nyin 1 x10° -]
Pas de temps At 0.1 - [s]
Temps final Ty 10000 - [s]
Nombre de mailles Maillage fin Ny 200 x 24 - -]

Nombre de mailles Maillage Moyen Nom 100 x 12 - -]

TABLE 4.2 — Parameétres utilisés pour la simulation du drainage

Les équations 4.5 résument les équations constitutives du systéme couplé. Notons que les
variables primaires sont la pression globale et la saturation en air. Le couplage des équations a
nécessité une linéarisation de PICARD.
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(05 B
¢W+V-D(Sg) =0

4P

D(S:S) = fa3v— f3f1dd7S3

(Sg)K -VS3 + f3fidApK - Vz

V-v=0
(4.5)

v =—dK.[VP — gV Z]
P(Xat) :P3(Xat)+ch

S3 dPSl
Py = < s
; bil a5, 4

Les valeurs limites de la pression globale en haut et sur les cotés du domaine sont déduits
des valeurs de pression en air. De méme, les valeurs initiales de pression globale sont déduits des
conditions initiales de pression en air.

4.2.2 Simulation numérique du cas de drainage 2D
Distribution des saturations en air

La figure 4.11 correspond aux valeurs de saturation en air dans le domaine au début de la
simulation (t—0.2s), au bout d’une heure, de trois heures puis de dix heures de simulation. Aprés
une heure de drainage, on observe que le toit de la nappe est descendu depuis les bords du
domaine, et que la désaturation en eau s’est répercutée au centre au fur et a mesure du temps.
La forme caractéristique de dome du profil de saturation en air est due a la direction de 1’écoule-
ment. Au bout de six heures de simulation, la distribution de saturation est quasiment uniforme,
& 'exception de la région proche du toit de la nappe, et concorde avec la position du toit de la
nappe a 2m de profondeur.

On peut constater une légére disymétrie des distributions de saturation entre les deux fronts
de saturation sur les cotés du bassin. Cette différence pourrait étre un effet du maillage.
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Champ de saturation t=0.2s
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F1GURE 4.11 — Ewvolution des valeurs de saturation dans le domaine

Distribution de la pression globale

La figure 4.12 illustre les valeurs de pressions globales calculées dans le domaine. Elles sont
fonction des hauteurs d’eau liées aux saturations en eau du domaine. Le premier graphique
correspond ainsi aux valeurs de pression globales hydrostatiques puisque le milieu est rempli
d’eau. Nous retrouvons ensuite dans la distribution des pressions globales un déme "hydraulique"
caractéristique des distributions de saturation en eau. Au bout de 10h de simulation, comme
attendu, les valeurs de pression correspondent aux valeurs limites imposées sur le modéle.
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Champ de Pression t=0s
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FIGURE 4.12 — Valeurs de pression dans le domaine (Pa)

La figure 4.13 reprend I’évolution des pressions globales au centre du domaine.
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Pression Globale (Pa)
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FIGURE 4.13  Ewolution de la pression globale au centre du domaine

Distribution des vitesses totales

Les directions et les valeurs de vitesses totales dans le domaine obtenues au tout début de
la simulation (t—0.2s) sont présentées dans la figure 4.14. Elles sont calculées avec un maillage
moyen pour des raisons de clareté. Le champs de vitesse totale refléte quasi-instantanément le
drainage d’eau induit par les conditions aux limites en pression globale. On trouve par exemple
des valeurs en norme de la vitesse trés élevées sur les cotés du bassin, tandis qu’elles sont quasi-
ment nulles au centre du domaine. Les profils de vitesse sont parfaitement symétriques. De plus,
les vitesses sont dirigées vers les bords inférieurs du domaine, traduisant un écoulement dans ces

directions.
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F1GURE 4.14  Valeurs de vitesse totale en [m/s]| sur le domaine
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Champ de vitesses t=1h
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FIGURE 4.15  Distribution du vecteur vitesse totale en [m/s]

La figure 4.15 représente le champ de vitesses totales calculé au sein du domaine au bout
d’une heure, de trois heures, puis de dix heures. Les valeurs de flux appuient ’observation selon
laquelle ’écoulement de ’eau se produit préférentiellement sur les cotés au début de la simulation.
De plus, le flux correspondant & la fin de la simulation est bien nul en tout point du domaine.
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4.2.3 Comparaisons des profils de saturations obtenus avec ceux du logiciel
SIMUSCOPP

Les expériences de drainages sur SCERES ont été secondées par quelques simulations réalisées
a ’aide du logiciel SIMUSCOPP. 11 s’agit d'un logiciel de simulation d’écoulement triphasique
et de transport en milieux poreux élaboré par I'Institut Francais de Pétrole Energies nouvelles
(TFP Energies nouvelles) basé sur des méthodes de résolution par Volumes Finis
([Ducreux and le Thiez, 1994]). A Tinverse de nos modéles qui correspondent aux profils ana-
lytiques de Brooks-Corey, mais qui donnent une saturation exacte théorique en tout point, les
permeéabilités relatives de l'air et de ’eau sont obtenues & priori par interpolation d’un tableau
de valeurs. Enfin, précisons que la modélisation de I’écoulement diphasique de SIMUSCOPP est
réalisée & partir d'un systéme pression de I’air-saturation en eau.

Nous avons relevé les valeurs de saturation en gaz calculées par notre code et par le logiciel
SIMUSCOPP au centre (x—12.5m) ainsi que sur le co6té (x—0.1m) du domaine. Trois relevés ont
été effectués : au bout d'une heure, de deux heures, de trois heures et de six heures.

T
MPTRACES 1h x=0.1m — </ —
SIMUSCOPP 1h x=0.1m --E3--
MPTRACES 1hx=12.5m --C--
SIMUSCOPP 1h x=12.5m —>—

S3

Profondeur Z [m]

FIGURE 4.16 — Valeurs de saturation au bout de 1h de drainage

Globalement, nous avons obtenu des résultats comparables avec les résultats du code basé
sur un calcul des pressions en air. Cependant, bien que nous obtenions des profils trés proches
de ceux de SIMUSCOPP au bout d’une heure de simulation, nous constatons que nos fronts de
saturations présentent une légére avance au bout de deux heures et de trois heures de simulation.

119
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Ceci peut s’expliquer par une différence dans le traitement du probléme. En effet, alors que la
pression en gaz n’est pas imposée en haut du domaine pour le logiciel SIMUSCOPP, elle I'est
dans notre cas. Ce qui pourrait expliquer cette avancée.

I
MPTRACES 2h x=0.1m — < —
SIMUSCOPP 2h x=0.1m --E3--
: : : : : MPTRACES 2h x=12.5m - --
09‘ Ll N e T S SIMUSCOPP 2h x=12.5m —><—
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F1GURE 4.17 — Valeurs de saturation au bout de 2h de drainage
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I
MPTRACES 3h x=0.1m — <+ —
SIMUSCOPP 3h x=0.1m --F3--
MPTRACES 3h x=12.5m -- ) --
SIMUSCOPP 3h x=12.5m —><—

S3

Profondeur Z [m]

FIGURE 4.18 — Valeurs de saturation au bout de 3h de drainage
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4.2.4 Formulation en pression du gaz

Nous avons effectué les mémes simulations que précédemment en remplacant ’équation de
pression globale par 1’équation de pression en gaz, et en prenant exactement les conditions aux
limites pour la pression en air décrites dans la figure 4.10. Nous avons obtenu des résultats trés
proches pour les deux formulations pression en gaz- pression globale. Les profils de saturation au
milieu et sur les c6tés du domaine ne présentent pas de différence significative. De méme pour
les flux comme illustré dans la figure 4.19.

Champ de vitesses de la pression globale t=1h
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Comparaison des champ de vitesses PG-PAir t=1h
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FIGURE 4.19 — Distribution du vecteur vitesse totale en [m/s] ; Comparaison des valeurs de vitesse
PG-Pgaz
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Conclusion

Suite & la validation du terme de diffusion developpé, nous avons réalisé une simulation d’un
probléme incluant un couplage pression-saturation. Les résultats de l'expérience de drainage
obtenus avec notre modéle numérique donnent une bonne estimation du niveau de la nappe
d’eau dans ’ensemble du domaine.

11 serait envisageable de reproduire les conditions de drainage sur le bassin SCERES en intro-
duisant des hétérogénéités dans le maillage. Cependant, il faudrait tenir compte des discontinuités
de saturation entre certaines facettes du maillage, comme étudié dans [Nayagum, 2001].

A terme, il serait intéressant de pouvoir modéliser un écoulement triphasique d’huile dans le
milieu saturé en eau et en air. La modélisation triphasique implique une approche plus complexe
de calcul préalable des perméabilités triphasiques de fluides.
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Analyse des instabilités relatives aux
écoulements triphasiques hyperboliques

The relative permeability models are only as good as theories behind the displacement exper-
iments from which these models have been obtained. If the theory is flawed, so are the relative
permeabilities [Juanes and Patzek, 2004b].

Pour simuler de nombreux procédés, comme la récupération secondaire ou assistée de pét-
role ou la décontamination de sols, les modéles d’écoulements diphasiques sont trop imprécis.
Des modeéles de perméabilités triphasiques fondés sur des observations expérimentales ont été
élaborés (|Bell et al., 1986]). Généralement, ils sont une combinaison des modéles diphasiques
existants (comme schématisé sur la figure 5.1). Cependant, il a été établi que certains mod-
éles de perméabilités révélent des "zones d’instabilités". Ce chapitre constitue une ouverture
vers la problématique des instabilités relatives aux modeéles de perméabilités triphasiques. Nous
chercherons des éléments de réponses dans les modéles dynamiques et dans la construction méme
des modéles. Nous ferons également le lien avec la condition de différentielle totale de la pression
globale.

5.1 Analyse des zones elliptiques

5.1.1 Probléme de Riemann

Toujours d’apres le premier chapitre, les équations de saturation en formulation flux fraction-
naire en eau et gaz sans capillarité forment un systéme :

“(8) = (2) o
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S;nax =1- Sorg - Swi k’f’g =1
re S; B S;nam max max
krped = W(l—krg I4—167"9
! STt =1 — Syi — Sgi
S;w)@az =1- Sorw - Sgi g _ gmax
e * _ gmaz - ) krred = 710 5 ©— (1 — krmar) 4 fpmaer
reg _ W w o maz) 4 max _ ;naz
kro =1&_ " 1= Spe S whro =1
| gas residual
Sw : 1 1-— Sorw S’LU’L 0
FIGURE 5.1 — Schéma de construction des perméabilités triphasiques
avec
; A1 2
i = " (1 - N3 ((pd — D)kry + pdu—km)) (5.2)
t K3
A A
P (l N (pd&kn + m)) (5.3)
At 1
1= P3
P2 — P3
— p3) K
Ny =z pE 5.5
povp (5:5)

C’est un probléme de Riemann : il consiste a trouver une solution au systéme :

) .
Sh fl)
9 —_v. [’
' (S3> (f3
Sy = (gl) sioz<0 (5.6)
()1 o
S3)
Sp = (gl) sio x>0
\ 3/ R

Ecrit sous cette forme, le probléme est trés similaire & I’équation de saturation en formulation
diphasique sans terme capillaire. Les concepts de solution faible, d’entropie, et d’onde de choc et
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de rarefaction introduits au chapitre 3 se généralisent aux systémes. Le caractére auto-similaire
des ces solutions est en effet bien adapté a certains problémes d’écoulements.

La Jacobienne du systéme est par définition |Toro, 2009] :

oh oh
051 08s
J= (5.7)
Ofs  Ofs
051 083
et les valeurs propres sont données par :
. . . N
1L|10fi  Ofs ofi  Ofs Of1 af3
2 + _ s .
Y=g as T as, (851 955 ) 05508, (5:8)

Définition 17. On dit que le sytéme d’équations 5.6 est hyperbolique lorsque la matrice
Jacobienne 5.7 est diagonalisable a valeurs propres réeles distinctes. On dit qu’il est elliptique
lorsque ces valeurs propres sont complexes conjuguées.

Les vecteurs propres associés aux valeurs propres permettent de caractériser la forme des
solutions (Juanes 2004). Celles-ci sont représentées dans un diagramme ternaire
T ={(51,53) ; S1<1; S3<1} (figure 5.2 par exemple).

5.1.2 Construction des modéles de perméabilités relatives triphasiques

Il a été montré expérimentalement que les perméabilités relatives du gaz et de 1’eau peuvent
étre considérées comme uniquement dépendantes de la saturation du gaz et de I'’eau. La perméa-
bilité relative du gaz est généralement interpolée & partir du systéme huile/gaz. Celle de I'eau est
généralement interpolée a partir du systéme eau/huile. En revanche, la perméabilité de 'huile
est construite a partir des deux précédentes.

Considérons par exemple la perméabilité relative en huile du modéle de Stone I combiné au
modeéle de Van Genuchten [Helmig, 1997], [Aziz and Settari, 1979] :

1 2
kro3(Sres) =955 [1 -(1- 5" P } (5.9)
2(n—1)
o rel S37" - % n
kro1(Sre,1) = ( o ) [1 Si ] (5.10)
krgia 21(S2r) (5.11)

B 52/€T21(Sre,1)]€7“23(5re,3)
= it (1= S5) - (1— S5)

k?T'g

ol Sye,; désigne la saturation réele de la phase j.
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Et celui de Stone II combiné au modéle de Brooks-Corey :

kri(S1) =S (5.13)
kra(Ss) = (1= 89)2(1 — §2+%) (5.14)
krag(Ss) = SoT3 (5.15)
kra1(S1) = (1—S1)2(1— §°%) (5.16)
kry = ko [ kZﬂilx + kr1> ( kﬁggi + kr3> — (kr1 + m)} (5.17)
kryie® = kra1(Sa) (5.18)

Des études de Lenhard et Parker [Parker and Lenhard, 1987| confortent expérimentalement
ce modele.

Alors que l'on pensait il y a quelques années que les modéles de perméabilités triphasiques
n’engendraient que des systémes hyperboliques, Charny et Bell [Bell et al., 1986] ont montré que
le systéme d’équations n’est pas hyperbolique en tout point, et qu’il existe en réalité des "zones
elliptiques" (dans les cas généraux, avec capillarité et gravité également, d’apres

[Jahanbakhshi et al., 2013]). Bell et Jahabanski (|Bell et al., 1986], [Jahanbakhshi et al., 2013]
ont montré par linéarisation que le systéme est instable dans les régions elliptiques, a savoir pour
des valeurs propres complexes conjuguées. Les solutions présentent alors des oscillations. Les
effets capillaires sont dominants pour les hautes fréquences, ce qui ne permet pas de stabiliser le
systéme. Ce n’est pas le cas pour des fréquences basses, bien que les solutions restent bornées.

5.1.3 Quelques exemples de zones elliptiques pour le modéle de Stone 1

Le modeéle de Stone I avec des permeéabilités issues de [Bell et al., 1986] est utilisé dans
ce paragraphe pour représenter quelques exemples de répartitions de zones elliptiques dans le
diagramme ternaire (g, = 0) :

kry = 1.095}:516687 _ 0. 095-51668

kror = 1.95(1 — 51)%% — 0.95(1 — 5p)H-28
_ 1.02 3.62

krs = 0.525539% 4 0.47553 (5.19)

krog = 1.19(1 — S3)2996 — 0.19(1 — S3)2024

(1—5 —53)
(1—51)(1—Ss)

]{37‘2(51,83) = k?“glk??“gg

Les figures 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5 représentent des formes trés différentes de zones elliptiques
selon les viscosités des fluides.
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Shw 1009080706050403020100 Sw 1009080706050403020100

FIGURE 5.2 — Stone I : régions elliptiques FIGURE 5.3 — Stone I : régions elliptiques
du diagramme ternaire avec p,, = 0,8cp, du diagramme ternaire avec p,, = 0,8cp,
po=10,1cp et pg =0,05¢p, g- =0 po = 1lecp et pg =0,05¢p, g. =0

Sw 1009080706050403020100 Sw 1009080706050403020100

FiGUrE 5.4 Stone I : régions elliptiques FiGure 5.5  Stone I : régions elliptiques
du diagramme ternaire avec p,, = 0,8cp, du diagramme ternaire avec [, = 1,2cp,
fo = dcp et g =0,05¢p, g, =0 to =0.5¢p et pg =0,05¢p, g, =0

5.2 Cas numérique d’écoulement triphasique (P, 51, S53)

Quelques exemples d’écoulements triphasiques compressibles eau-huile-gaz sans gravité ni
capillarité ont été simulés a 1’aide d’un solveur Méthode des Lignes (MOL) et Volumes finis dans
le cadre du projet "code complet", sur la base des résultats issus de [Juanes and Patzek, 2004b].
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Gas B Water B

S, 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0.0
FIGURE 5.6  Profils de saturation au bout

de 400 jours pour la formulation classique FIGURE 5.7 — Region elliptique du dia-
compressible ; U’état initial est dans la ré- gramme ternaire avec j, = 0,8¢cp, po =
gion elliptique et la condition auz limite en l.cp et pg = 0,05¢p, g. = 0; évolution de
dehors de la région elliptique avec p, = kro le long des chemins de saturation & 400
0,8¢cp, po =1.cp and pg = 0,05¢p, g. =0 jours

Une premiére simulation a été réalisée avec les conditions initiales suivantes :

0.159
= i <
St (0‘25 )L si <0

S = (5.20)
0.16 .
Sp = (0.249)R sio x>0

Partant de conditions initiales dans la zone elliptique (figure 5.7), on observe I'apparition
d’oscillations aux interfaces eau/huile et huile/gaz dans I’écoulement régulier (figure 5.6). Ces
oscillations sont visiblement synchronisées entre les deux interfaces. En outre, les front huile/gaz
et sont découpés en quatre "étapes" :

e Un "l-choc" de Sp, a Sy

e Un "2-choc" de 51 a S

Une onde de raréfaction de Sy a S3

Un "1-choc" non entropique de S3 a Sy

Un "2-choc" de S; a Sgp
Il apparait cependant par raffinement que les oscillations restent stables.

En réitérant cette simulation avec des conditions initiales plus rapprochées :
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Gas mm Water B

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1

S, 1.00.9 0.80.70.6 0504 0.30.20.10.0
FiGURrE 5.8  Profils de saturation au bout
de 400 jours pour la formulation classique
compressible ; l’état initial est dans la ré-

FIGURE 5.9 — Region elliptique du dia-
gramme ternaire avec [, = 0,8¢cp, po =

gion elliptique et la condition auz limite
en dehors; py = 0,8¢cp, po = l.cp and
pg =0,05¢p, g. =0

L.cp et pg = 0,05¢p; évolution de kry le
long des chemins de saturation au bout de
400 jours.

0.25
S = (5.21)

0.16 .
Sk = (0.2499)R sioa>0,

On observe que les fronts sont de la méme forme que précédemment, mais il apparait une
oscillation supplémentaire (figures 5.8 et 5.9), instable cette fois.

SL=(0.1599> G 2<0
L

Juanes a démontré ([Juanes and Patzek, 2004a|, [Juanes and Patzek, 2004b]|) qu’en ’absence
de capillarité et de gravité, les zones elliptiques consituent un artefact. Il conclut que la perte
d’hyperbolicité n’est pas physique. Certains auteurs comme |Chavent and Jaffré, 1986] ou
[Lenormand et al., 1988] ont en conséquence choisi de construire des modeéles de perméabilité qui
ne présentent pas de zones elliptiques. D’autres auteurs affirment que ces zones elliptiques sont
propres a la physique des problémes ([Jackson and Blunt, 2002]). Nous voyons dans la section
suivante le principe des modéles de relaxation développés pour réduire les instabilités.

5.3 Modéle d’écoulement avec non-équilibre local.

5.3.1 Modéle de relaxation

Des simulations et des expérimentations a 1’échelle du pore ont montré que les modéles de
permeéabilités relatives ne sont pas toujours dépendants de la seule saturation, c’est le cas pour
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des processus "rapides" comme I'imbibition capillaire. De plus, les lois de Darcy ne prennent pas
en compte les effets visqueux entre les phases en mouvement, ni de la dépendance au régime
d’écoulement.

Barenblatt [Barenblatt et al., 2003] a affirmé la nécessité de relaxer le modeéle en introduisant
une saturation dynamique :
051
01— 51 =78(51) %, (5.22)
ot
avec un coefficient phénoménologique 75(S1), déterminé & l'aide d’arguments thermody-
namiques, et d’analyse microscopique de I’écoulement.

Les effets de non-équilibres sont pris en compte en évaluant la perméabilité relative et la
pression capillaire & la saturation dynamique : o7.

Fr®n(Sh) = ket (o) et PA(S1) = PE (o)

La saturation dynamique peut étre interprétée comme une saturation future : o1 = S1(t+75),
en considérant 7p comme un temps de relaxation.

Remarque : D’autres approches ([Hassanizadeh and Gray, 2010]) consistent a relaxer le
modéle en introduisant une pression capillaire dynamique.

5.3.2 Quelques simulations numériques

Nous avons souhaité reproduire des simulations numériques d’écoulement triphasiques com-
pressible sans gravité ni capillarité avec le solveur MOL et Volumes Finis du projet CubicM. Un
modeéle de Barenblatt étendu a I’écoulement triphasique a été appliqué :

o1 B S T T12 S1
at<03> _at<S3>+at (m 733>8t<53> (5.23)

—_——
8(51,53)
(5.24)
~) (TS ) sl (S (5.25)
~ \TB 0_3_33 7’]38t2 Sg .

Les variables secondaires sont évaluées a la saturation dynamique, et on néglige les dérivées
secondes de la saturation aij ~ (). Les conditions initiales sont prises dans la zone elliptiques,
tandis que les conditions aux limites sont & l'extérieur.

Cas-test 1

On réitére la simulation précédente avec des conditions initiales :
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F1GURE 5.10 — Profils de saturation au bout de 400 jours pour la formulation dynamique ; l’état
wmitial est dans la région elliptique et la condition auz limite en dehors; py, = 0,8 ¢cp, po =1.2¢cp
et g =0,05¢p, g. =0, 7 =0.22 (a gauche), T = 0.25 (au centre) and 7 = 0.3 (a droite)

0.159 .
= <
St 0.25 i si <0
g — (5.26)
0.16 .
Sr = 0.219) sio x>0

Il apparait dans la figure 5.10 que le modéle de relaxation de Barenblatt permet de réduire
les instabilités.

Cas-test 2

Dans ces simulations, les conditions initiales sont données par :

0.01 .
= <
S, 0.8 . si <0
S = (5.27)
0.2 .
Sp = 0.2 si x>0



134

Chapitre 5. Analyse des instabilités relatives aux écoulements triphasiques hyperboliques

T T
Static water ------- sure ======

Static oil

06 =

04
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FIGURE 5.12 - Zones elliptiques du dia-
gramme ternaire T, avec py, = 0,8 ¢cp, pho =
l.cp et pg = 0,05¢p, g. = 0 et évolution de
kry avec le modéle de Barenblatt et 7 = 1
au bout de 400 jours

Py =1.01%x10°Pa si <0

Psy(z,t) = (5.28)
Psp=1x10°Pa  si >0
Les résutats sont présentés dans les figures 5.11 et 5.12.
Cas-test 3
Dans ces simulations, les conditions initiales sont données par :
0.85
= <
St (0.15) L oses0
S — (5.29)
Sp = <00'045) si x>0,
: R
Py, =1.01%x10°Pa si <0
Ps(x,t) = (5.30)

Pyr=1x10°Pa si

x>0

Les résutats sont présentés dans les figures 5.13 et 5.14.
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FIGURE 5.13 — Profils de saturation au bout tion, et la vague rapide est un vrai choc;
de 64 jours pour une injection d’eau et de tw = 0,8¢cp, po = 1.7cp et py = 0,02cp,
gaz, avec [, = 0,8¢cp, po = 1.7cp et pg = g. = 0; évolution des kry au bout de 10
0,02¢p, g, =0 jours

5.4 Pistes de réflexion

Durant les premiers test d’écoulement mettant en jeu des zones elliptiques avec le solveur
MOL, nous avons constaté que le fait de réduire significativement le pas de temps engendrait des
résultats semblables aux effets de relaxation. L’avantage supplémentaire d’une réduction du pas
de temps par rapport & 'approche de relaxation serait de pouvoir induire moins de diffusion, et
de mieux pouvoir approcher les fronts abrupts.

Une autre condition d’hyperbolicité est donnée dans [Chavent and Jaffré, 1986] :

8111 8V3 > Min (0 81/1 87/3)

en tout point du diagramme ternaire.

Moyennant quelques hypotheéses sur les pressions capillaires, Chavent et Jaffré montrent que
le modeéle de perméabilités triphasiques respectant la condition de Différentielle Totale 1.49 est
également un modéle strictement hyperbolique en tout point. Ce qui n’est pas le cas du modéle
de Stone. Dans [di Chiara R. et al., 2010], les auteurs proposent un algorithme d’interpolation
de données triphasiques a partir du probléme biharmonique A?PJ = 0 sur T.

Nous envisageons dans la suite d’optimiser ce modéle de perméabilités triphasiques respectant
la condition de différentielle totale et ne présentant pas de zones elliptiques, vers un modéle
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compatible avec les données de laboratoire (éventuellement de nous rapprocher du modele de
Stone).

Conclusion

Dans ce dernier chapitre nous avons introduit quelques problématiques actuelles lices aux
modeéles d’écoulements triphasiques. Plusieurs études affirment que les instabilités des simula-
tions numériques sont inhérentes aux modeéles de permeéabilités triphasiques : elles apparaissent
en effet au niveau des zones "elliptiques" du diagramme ternaire, qui dépendent de la matrice
jacobienne des équations de saturation eau et gaz. Pour remédier & ces instabilités, il est pos-
sible de travailler sur le modéle lui méme. Cette démarche a été plusieurs fois remise en cause,
les détracteurs de cette théorie avancent que les zones elliptiques sont souvent inhérentes aux
modéles plus réalistes physiquement. Une alternative consiste alors a utiliser une approche de
non-équilibre local. Nous prospecterons plutdt du coté de la construction de modéles de perméa-
bilités respectant le condition de Différentielle Totale.



Conclusion générale

Dans le cadre de cette thése, un modéle numérique d’écoulement diphasique de fluides in-
compressibles en milieux poreux avec effets gravitaires a été développé. Il a été construit sur
la base des équations d’écoulement triphasiques en formulation pression globale-saturation en
eau et en gaz (|Chavent and Jaffré, 1986]). L’analyse du probléme de Buckley-Leverett a mis en
évidence une forte influence du nombre gravitaire sur la forme des fronts de saturation. Afin d’in-
tégrer les effets gravitaires dans les équations de pression et de saturation, un nouveau schéma
numérique fut élaboré. Le schéma numérique fut intégré au code d’écoulement MPTRACES du
projet CubicM (|di Chiara R., 2009]). Le module de convection a ensuite été testé sur le prob-
léme de Buckley-Leverett. L’implémentation du terme diffusif a également été revue et testée sur
le probléme de Mc-Worther-Sunada et un essai de drainage gravitaire a été effectué. Enfin, des
perspectives de recherches pour la construction de perméabilités triphasiques de fluides ont été
dégagées.

De I'importance de la formulation flux fractionnaire en pression
globale

Nous avons choisi durant cette thése de nous inscrire dans la suite des travaux de Chavent
et Jaffré [Chavent and Jaffré, 1986], et plus récemment des co-auteurs de
[Amaziane et al., 2012| sur la formulation en pression globale pour la construction de notre mod-
éle numérique. Elle offre en effet ’avantage de pouvoir découpler partiellement les équation de
pression globale et les deux équations de saturation. De plus, nous nous sommes appuyés sur
une approche en flux fractionnaire, distinguant deux parties de I’équation de saturation : un
opérateur de convection et un opérateur de diffusion. En écoulement diphasique, la disparition
de la capillarité conduit a une équation purement hyperbolique. Le schéma numérique, détaillé
dans le chapite 2. est fondé sur une approche IMPES, avec une méthode de résolution EFMH
pour I'équation de pression et la partie diffusive de I’équation de saturation.

Rappelons les trois lignes conductrices de notre réflexion :

e La question des effets gravitaires dominants relatifs aux écoulements diphasiques incom-
pressibles.

e La simulation d'un drainage gravitaire, et une comparaison avec un modéle numérique de
type pétrolier.

e La question de I'influence du choix de modéle de perméabilités triphasiques sur la stabilité
numérique du systéme d’équations.

137
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Validation du module convectif incluant les effets gravitaires

Nos travaux ont permis d’évaluer les effets d’une différence de densité importante par rapport
a la vitesse totale dans I’écoulement diphasique de fluides incompressibles. Nous avons mis en év-
idence dans le chapitre 3 'existence de la saturation d’entrée de la phase dans le domaine, liée au
nombre gravitaire G, qui peut étre inférieure ou égale a la condition de saturation imposée. Nous
avons fourni un algorithme efficace basé sur des éléments finis discontinus de Galerkin incluant
un schéma de Godounov généralisé. Le schéma numérique est bien adapté pour reproduire les
discontinuités dans I’évolution du front de saturation en écoulement monodimensionnel dans un
milieu homogeéne, et plus précis qu'un schéma volumes finis. Ces constats sont réitérés en dimen-
sion deux. Il apparait également que le schéma est capable de mieux cerner les hétérogénéités du
milieu qu’un schéma volumes finis. Globalement, la forme de I’écoulement eau-NAPL concorde
avec les observations expérimentales.

Validation du module diffusif

Le chapitre 4 se place dans la configuration d’une vitesse totale dynamique, et non statique.
Nous avons dans un premier temps validé 'implémentation du module de diffusion a travers le
cas-test de Mc Whorther-Sunada (vitesse nulle). Puis nous nous sommes intéressés au couplage
pression-saturation. C’est pourquoi nous avons réalisé une simulation d’un drainage gravitaire a
grande échelle en deux dimensions. Les résultats obtenus donnent une bonne estimation de la
forme du toit de la nappe, méme si la vitesse d’écoulement semble légérement surestimée par
rapport aux simulations semblables réalisées a partir d’un code de type pétrolier (SIMUSCOPP).

Perspectives
Durant cette thése, plusieurs questions furent soulevées :

o Généraliser 'étude des effets gravitaires importants a ’écoulement triphasique suppose
d’étudier le systéme hyperbolique composé des deux équations de saturation en eau et en
gaz, avec toute la complexitée lice a la présence de plusieurs maximaux locaux potentiels.

e Poursuivre les simulations de drainage en milieu hétérogéne, et déterminer le nombre de
points de mesure de perméabilités nécesaires pour une estimation satisfaisante (approche
inverse 7).

e Proposer un modele réaliste de perméabilités triphasiques respectant la condition de Dif-
férentielle Totale, donc ne présentant pas d’instabilités liées aux zones elliptiques du sys-
téeme triphasique. Cette problématique est actuellement trés en vogue, comme en témoigne
I’émergence de plusieurs méthodes de relaxation.
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A

Propriétés de la Formulation en
Pression Globale

A.1 Formulation flux fractionnnaire

Proposition 9. En formulation pression globale, on peut réécrire les équations de saturation en
fonction des fluz fractionnaires ainsi que du flux total en distinguant une partie diffusive et une
partie convective. Par exemple, pour l’équation de saturation en eau ou en gaz, on a :

o(B;(P;)S;))

T

—i—V'(UVj):O J=13

. 1— .
v = %v — vdK - {w “5— Apj] 9V Z —v;dK - [V(P? — P9)]

Partie dif fusive

Partie convective

Apy = (v2(p2 — p1) +v3(p3 — p2))

(A1)
Aps = (va(p2 — p3) +vi(p3 — p1))
3
> §i=1
=

Démonstration : Par exemple, pour la phase eau, a partir des équations de pression globale-
saturations, on exprime la vitesse de la phase en fonction de la vitesse totale et des flux fraction-
naire :

vi =11v+ (1o +v3)vy — vy — 11V3 (A.2)

Dans un second temps, on exprime les vitesses des phases en fonction des gradients de pres-
sions :
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vi =1V +dK - [1a(V Py — pagVz) + 1iv3(VPs — psgVz) — (v2 + v3)vn (VP — p1gVz)]

vi=uv+dK - |11V (P, — P) 40113V (P3s — Py) + (iva(pr — p2) + vivs(pr — p3)) gVz
— —

— 12 — P32 12
=—p] =p32_p]

rg = 1/1(1 — V] — 1/3) (A3)

ce qui donne :

vi = v—dK- |vi(1 — vy — 3)VP? — 1403V (P2 — P?) + vy (v2(p2 — p1) + vs(ps — p1)) gV 2
Apy

vi =uv —udK - |VP2 - (1yVP? 1 13VP3?) —ApgVz

7
L =V dp VP i
12 IP¢
vi =uv—uvdK- |V(P.* —PJ)+ o Vp — Ap1gVz
orPIN"' .
OrVp=1[1- [pgVz — (dK)™! - v]
op
d’ou :
oP? aPIN !
Vi =1V (]. + Tp <1 - 8}9 ) ) (A4)
g g\ —1
—1dK - |[V(P2 - P?) + a;;: (1 - a;;f ) [pgVz — (dK)™' - v] — Ap1gVz
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oP?
dp

En posant w = <1 — >, il vient finalement :

w

v1:V1v—V1dK-[V(Pclz_ch)+[1_wP—AP1}gvz]- O
w

A.2 Formulation Pression Globale en écoulement diphasique

Proposition 10. :
Il existe une fonction P, la pression globale, définie implicitement et une fonction P?(Snw,p),
telle qu’on puisse déterminer w(Syw,p) vérifiant :

P,
VP + Vw(Snwap)aaSvsnw = W(Snwap)vp (A5)
il en résulte :
PZin""ch(Snw’p) V(Snwap) € [Ovl[x[Pw,in]
OP?
W(Snwap> =1- TP(Snwap) V(Snwap) € [07 1[X[pw7pnw]
S,
nw 8P
Péq(Snwap) = _/ Vwicdsnw V(Snwap) € [Oa 1[X[pw7pnw]
0 0Snw
Pc - in - Pw

Démonstration (d’aprés [Amaziane et al., 2011a]) :

Soit une fonction 7(Sy, p), C1(]0, 1] X [Py, Prw]) telle que 7(Snw, p) = Prw ¥(Snw, )-

En différenciant cette derniére selon les deux variables primaires saturation non mouillante
et pression, indépendantes, on obtient :

or or
_ oMo p A
vr 8Snw VSnw + ap VP vpnw ( 6)
oP,
= _Vw(SnW7p)7VSmu + W(Snwap)vp (A7)

aSnw
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Il en résulte :

or oP,
8Snw -V, (Snunp) aSnw
or
aip = W(Snva)

Une intégration du premier terme (en prolongeant si besoin au voisinage de 0) permet d’ex-
pliciter la fonction 7 :

Sne 9P,
nws = - wicd nw A.
7 (Snw, D) /0 v 95, Snw + C1 (A.8)
W(Oap) =C1 =P (Ag)
On par suite :
Sne 9P,
nws = in - wicd nw A0
7 (Snrp) | nggeas (A.10)
et on définit :
Snw 8PC
P:in_/ Vwid‘s’nwzpnw‘kpcg(snwap) (All)
0 0Snw
et 5P
nws =1- < A2
(Suanp) =1 = (A12)

Proposition 11. On peut également exprimer ces équations a l'aide de la formulation fluz frac-
tionnaire en pression globale pour un systéme diphasique compressible :

05 -
o) 9 +V Vp, =0,
dP,
Viaw = VnwV + Vanwd(pnw - pw)K Vz — wanwdds (Snw)K VSnw
Sw + Snw =1
0
¢7(an(pnw)5nw) + (Bw(/)w)snw) +V.-v= 0,

at (A.13)
Vv =—dK.[wVP — pgVZ]

P:in+ch

S,
nw 8P
ch Sw = - w = dSnw
(5) A 7 05

Pc:in_Pw
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A partir des relations 1.54, 1.55 et sachant que :
Vi = UpwV + UV — Vi (A.14)

De méme que précédemment, on exprime les vitesses des phases en fonction des gradients de
pressions :

Vinw = UpoV +dK - |1,V (P2 - Pl) +wanw(pnw - pw)gvz
—_——

— 12
=—P]

Viw = UnwV + dK - [le/mVPc12 + VeVnw (Prw — pw)sz] O
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B

Discrétisation pour les éléments finis
discontinus

Soit Vi, = {¢ € L™(Q)|¢|p € P'(E)}, et le triangle de référence B.1 :

(0,1)

ni

(0,0) (1,0)
Ficure B.1  Triangle de référence

Sur chaque élément, les fonctions de base sont exprimeées selon les coordonnées barycentriques
sur le triangle de référence ((z1,21) = (0,0), (z2,22) = (1,0), (z3,23) = (0,1)) :

e (v, 2)=1—2—2

o Blw,2) =2

o P(x,2) ==z

tel que :

o7 (2, 2;) = 85

On a par suite :

o OF(z,2) = (2,2 1)

o OL(x,2)=(v—1,2)
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° <I>3E(a:,z) = (z,2)

et :

On définit aussi la normale aux facettes OF; :
o TL{E(JJ, z) =(0,-1)

e nf(z,2) = (-1,0)



C

Le probléme de Mc Whorther Sunada

Le probléme de Mc Whorther Sunada est utilisé pour décrire le déplacement unidirectionnel de
deux phases, en particulier dans une configuration purement diffusive. Mc Whorther et Sunada
ont proposé une solution semi-analytique associée. D’aprés Mc Whorther et Sunada, il a été

Y .
prouvé que le ratio — ne dépend que de S, seulement si v; = At~Y2, avec A une constante a
Ut
définir.
I’équation de saturation du fluide mouillant pour un écoulement diphasique non miscible
incompressible horizontal s’écrit :

( 0S, O 05,
e%*vn<ﬁ”‘Dax)—@

dpe
D(Sw) - _fwfnwdE

V= Vy + Unw

Sw+Snw:1

On se place dans la configuration d’une injection de phase mouillante dans un milieu semi-
infini initialement saturé en eau. On pose les conditions initiales et aux limites suivantes :

vo = v, (0, 1) = At™2
S, (00,t) = Si
Sw(,0) = So (C.2)
Jo(Si) = fi
.
o

Uw/UO - sz

Posons F(x,t) = R
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158 Annexe C. Le probléme de Mc Whorther Sunada

On remarque que

F=1<5,=25 (03)
F=0&5,=25; (C.4)
(C.5
D’apres I'équation C :
0 0 ov, 08,
e (vo(1 = fiR)F) = e (v = fivoR?) = v (C.6)

Et en résumé :

At™V2(1 - fﬂ)% = —gb% (C.7)
On effectue ensuite un changement de variable A = zt~1/2
Sachant que % = %)\Flﬂ, on a:
A2 - fiR);Z; _ —%At‘l/Q (C.8)
2A(1 — f;R) dF _ (C.9)

¢ dSw
Il résulte de C.5 et C.9 que F = F(S,).

En dérivant la relation C.9, on obtient une expression de la dérivée seconde de F :

24(1 — fiR) d*F  d\

= — C.10
10) ds? dSy, ( )
Une reformulation de en fonction de F nous donne également :
dA 1 D
= - C.11
aS. ~ A(- B)F ]y (G.1)
avec
(f — fiR)
n=-——7"—" C.12
fo= (C12)
On obtient un équation :
d’F D
= ¢ (C.13)

dsz —  2A2(1- f;R)*F — f,
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En intégrant cette équation & deux reprises, on parvient & déterminer F :

_ Sw — Si o Sw—Si 5o (Sw — Si)D
P = g5t 2A42(1 — fiR)? (1_ 50—5i> /s Fg
¢ % (8 - S,)D
- 24%(1 - fiR)? /s I

D’aprés C.8 et C.11, il vient :

2 _ ¢ 5 (Sw - Si)D
A" = 2(1 — fiR)? /S F—f, A

D’oi

o ([ ) (550

Et on détermine finalement F par itération.

(C.14)
(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)



