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Introduction

"Alors, par quoi ¢a commence ?" est la question qu’on
se pose généralement en ouvrant un livre.
—Olaf Candau, Narcisse

Exposants d’approximation diophantienne classiques

Dans le domaine des approximations diophantiennes, le premier résultat impor-
tant remonte a 1842 avec le Théoréme de Dirichlet [13]. Auparavant, la théorie des
fractions continues avait déja permis d’établir certains résultats.

Théoréme A (Dirichlet, 1842). Soient r et s deux entiers supérieurs d 1, on pose

n=rs. Pouri=1,....,s etj=1...,r, soit @ = (6,;);; un n-uplet de nombres
réels. Soit () > 1 un nombre réel. Alors il existe des entiers qi1,...,q.,p1,...,Ds tels
que

1< max |gj] < Q et max |0i1qy+ - +0irg, —pil < Q7+ (a)

Une question naturelle est alors de savoir s’il existe des n-uplets pour lesquels
il est possible d’améliorer I'exposant 7/s. C’est 'objet de la théorie des exposants
d’approximation diophantienne, qui mesurent pour un n-uplet donné I’exposant op-
timal dans des inégalités du méme type que (a).

Lorsque » = n et s = 1, on identifie la matrice @ a un point de R™. On définit
ainsi pour un n-uplet @ = (64, ...,0,) I'exposant ordinaire w(@) (resp. 'exposant
uniforme ©(0) ) comme le supremum des nombres réels w tels que le systeme

1§1@?<}§L|%|§Qet0<|91Q1+"'+9nqn—1?| <™ (a1)
admet des solutions entieres pour des nombres réels () arbitrairement grand (resp.
pour tout nombre réel () assez grand). Lorsque s = n et = 1, on identifie également
la matrice @ a un point de R”. On définit pour un n-uplet 8 = (64, ..., 0,) I'exposant

ordinaire A\(8) (resp. 'exposant uniforme A(@) ) comme le supremum des nombres
réels A tels que le systeme

1< gl <Q et 0< max [0ig —p;| < Q7" (az)

1
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admet des solutions entieres pour des nombres réels () arbitrairement grand (resp.
pour tout nombre réel () assez grand).

Ces exposants ont été définis et étudiés dans les travaux de Khintchine [26] [27],
Jarnik [21] et plus récemment de Bugeaud et Laurent [7], [3]. On peut définir d’autres
exposants d’approximation, par exemple par des nombres algébriques ou des poly-

noémes. A ce propos voir le survol de Bugeaud [6].

Une fois ces quatre exposants définis, un objectif est de déterminer le spectre
de tout ou partie de ces exposants, a savoir les valeurs prises par le quadruplet

~

Q(0) = (w(8),\0),0(0),A(0)) lorsque 8 = (04,...,60,) décrit R™ avec 1,0y,...,60,
linéairement indépendants sur Q. Le cas dépendants étant pathologique.

Le spectre des exposants ordinaires est donné par le principe de transfert de
Khintchine [26].

Théoréme B (Principe de transfert de Khintchine, 1926). Les inégalités

7] 0) — 1
w(6) < \B) < w()—n—i— (k)
(n—1)w(@)+n n
sont valables pour tout point @ = (b4,...,0,) de R" avec 1,01,...,0, linéairement

indépendants sur Q.

De plus, Jarnik [23] a établi que ces deux inégalités sont optimales, si on ne
prend en compte que les deux exposants ordinaires w et A. Concernant les exposants
uniformes, Jarnik a démontré en dimension 2 la relation suivante.

Théoréme C (Identité de Jarnik, 1938). Pour tout couple de nombres réels @ =
(01, 602) avec 1,604,045 linéairement indépendants sur Q, on a la relation
2 1

AO) + 50) - 1. (1)

Il donne également des inégalités de transfert pour les exposants uniformes en

dimension n quelconque, en faisant remarquer par un contre-exemple qu’il n'y a
Y

plus de relation. Récemment German [15] a amélioré ce transfert avec le théoreme

suivant.

Théoréme D (German, 2012). Soit n > 2. Pour tout n-uplet de nombres réels

0 =(0,...,0,) avec 1,04, ...,0, Q-linéairement indépendants, on a
o) —1 « w(@)—n+1
R .Y (7 ) [ G S —
-1 = M=) )

Bugeaud et Laurent [3] ont amélioré le transfert ordinaire de Khintchine en
faisant intervenir les exposants uniformes.
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Théoréme E (Bugeaud, Laurent, 2009). Pour tout n-uplet de nombres réels @ =
(01, ...,0,) avec 1,04, ...,0, linéairement indépendants sur Q, on a les inégalités de
transfert suivantes.

~

(1—A0))w(8) —n(2—\(0))
n—1 ’

(bl)

Mais on ne sait pas a ’heure actuelle si ces relations sont optimales en dimension
quelconque. Par contre, dans le cas particulier de la dimension n = 2, Laurent [32]
a pu établir de spectre complet des quatre exposants.

Théoréme F (Laurent, 2009). Pour tout couple de nombres réels @ = (61, 6,) avec
1,0,,05 linéairement indépendants sur Q, le spectre 2(0) = (w(6), A(0),0(0), ()
vérifie les relations

) 3 ©(@) -1 w(@)(@®) 1)

< < = < <
2sell) < oo MO =25 Leyrae YT e
Lorsque ©(0) < w(0) = +00, ces relations s’interprétent comme &(0) —1 < \(0) <
+oo et lorsque @(6) = +00, on obtient w(@) = A\(0) = +oo et A\(0) = 1.

Réciproquement, pour tout quadruplet (w, \, o, 5\) € (Ry U {+oc})* vérifiant les
conditions précédentes, il existe un point @ = (01,0,) € R? avec 1,04, 0, linéairement
indépendants sur Q tel que Q(0) = (w, \, @, A).

En 1967, Schmidt [18] généralise le probleme en étudiant comment un sous-
espace vectoriel A de R™ ou C" peut étre approché, dans I’espace ambiant, par des
sous-espaces de dimension donnée, définis sur un corps de nombre fixé K. Dans cette
optique, il introduit la notion de hauteur d'un tel sous-espace, et fut amené a étu-
dier différents angles d’approximation dépendant de la dimension de A. Ce travail
important a été récemment revu par Laurent dans le cas qui nous intéresse, a savoir
le cas ou A est de dimension 1 et K = Q est le corps des nombres rationnels. Alors,
A est engendré par un seul vecteur w et il n’y a qu'un angle d’approximation a

considérer. On se placera dans le cas ou u = (1,6;,...,6,). Cela a amené Laurent a
introduire une famille de n exposants ordinaires (resp. uniformes) wo, . . ., w,—1 (resp.
o, - - -, Wp_1) qui interpolent entre wy = A et w, 1 = w (resp. Wy = A et &1 = ).

Reprenant les résultats de Schmidt avec ces notations, Laurent [33] décompose le
principe de transfert de Khintchine en une série d’inégalités avec ces n exposants,
appelées Going Up et Going Down (Théoréme 3.7).

Dans des travaux récents (2009 [50] puis 2013 [51]) Schmidt et Summerer ont
introduit la géométrie paramétrique des nombres qui apporte une nouvelle approche
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sur les exposants d’approximation diophantienne. Il s’agit d’étudier le comportement
simultané des minima successifs du corps convexe suivant par rapport au réseau Z"

Cu(Q) = {z e R | 2l <1, [&-u| <Q7'},

lorsque le parametre réel ) tend vers Uinfini. Ici @ - y est le produit scalaire ca-
nonique de R” et |||z la norme euclidienne associée. Ces minima successifs sont
directement reliés aux 2n exposants d’approximation diophantienne par la Propo-
sition 3.17. Roy [17] ramene I’étude des spectres a une étude combinatoire sur un
ensemble de graphes appelés n-systemes généralisés. Cette nouvelle approche a per-
mis a Roy [16] de montrer que les inégalités de Going Up et Going Down étaient
optimales (Théoreme 3.7).

Dans cette these, on s’intéresse aux exposants uniformes. On montre que le trans-
fert de German est optimal (Théoréme 3.12), si on ne prend en compte que ces deux
exposants uniformes. On peut alors se demander s’il existe en dimension quelconque
une relation algébrique entre les n exposants uniformes. Une telle relation n’existe
pas d’apres le Théoreme 3.14.

Exposants d’approximation diophantienne multiplicatifs et pondérés

Dans le systéeme (a) du théoréeme de Dirichlet, on peut changer les max - cor-
respondant a une norme sup - par toute autre norme. En effet en dimension finie,
toutes les normes sont équivalentes. Nos exposants sont donc indépendants du choix
de la norme. Par contre, on peut changer les max par une moyenne géométrique,
pour obtenir le systeme suivant.

1< ( H |Qj|) <Qet ( H |9i,1Q1+"-+9i,rqr—pi|> <Q s (b)

1<j<r 1<i<s

Ceci donne lieu a la théorie des exposants d’approximation diophantienne mul-
tiplicatifs. Une question ouverte emblématique de ce domaine est la conjecture de
Littlewood.

En ce qui concerne le spectre des exposants d’approximation diophantienne mul-
tiplicatifs, German [15] a établi un théoréme de transfert (Théoreme 2.15), valable
aussi bien pour les exposants ordinaires qu’uniformes. Par contre, on ne connait pas

le spectre complet.

On peut également introduire des exposants d’approximation diophantienne pon-
dérés, intermédiaires entre les exposants classiques et les exposants multiplicatifs.
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Ils sont définis par le systeme suivant.

1 1 _r
1< max [g; ™ < Q et max[0iaq1+ -+ 0irgr —pif ™ < Q7 ()
ou = (1, .., iy) (resp. v = (vq,...,vs)) est un r-uplet (resp. s-uplet) de nombres
réels positifs vérifiant g + -+ + g, = 1 (resp. vy + -+ +v5 = 1).

Le cas des approximations diophantiennes pondérées a été étudié par S. Harrap,
cf. [17] [18]. On peut appliquer un théoréme (Théoréme 2.8 ) de Badziahin, Pol-
lington et Velani a ce cas, nous donnant un transfert entre les exposants pondérés
ordinaires d’une part, et uniformes d’autre part.

Dans cette these, on adapte la méthode employée par Laurent dans le cas de la
dimension 2 pour les exposants classiques aux cas multiplicatif et pondérés, dans
le but d’obtenir le spectre complet des exposants ordinaires et uniformes. On en
déduit les Théoremes 2.10, 2.12 et 2.18. Mais malheureusement ces résultats ne sont
pas optimaux, puisqu’ils n’améliorent les résultats de transferts connus que dans
certains cas.

Plan de la thése
Les résultats sont présentés par dimension croissante.

Dans le premier chapitre, on présente le cas de la dimension 1. On s’applique a
montrer comment la théorie de fractions continues permet de déterminer le spectre
complet.

Dans le deuxieme chapitre, on traite le cas de la dimension n = 2. On présente
notamment le Théoréme 2.2 de Laurent déterminant le spectre complet. On applique
alors la méthode et les outils de Laurent aux cas multiplicatif et pondéré.

Dans le troisieme chapitre, on s’intéresse a la dimension n > 3 quelconque. On
présente les résultats connus, introduit la géométrie paramétrique des nombres, et
enfin les nouveaux résultats qu’elle a permis d’établir.



Chapitre 1

Cas de la dimension 1

L’homme qui veut déplacer une montagne, commence
par enlever les petites pierres.

—Confusius

Dans ce chapitre, on considere un nombre réel &, dont on va étudier la qualité de
I’approximation par des nombres rationnels a 1’aide des exposants d’approximation
diophantienne. Les résultats de cette premiere section sont connus depuis le XIX®
siecle avec notamment les travaux de Dirichlet [14].

Nous profiterons de ce premier chapitre pour détailler des démonstrations en
dimension 1 qui seront refaites plus succinctement en dimension supérieure.

1.1 Définitions et résultats

On définit 'exposant w(§) (resp. 'exposant uniforme @(€)) d’un nombre réel &
comme le supremum des nombres réels w pour lesquels le systeme

0<|zé+y| <X 1 <max(z],|y]) <X

admet une solution entiére (z,y) pour des nombres réels X arbitrairement grands
(resp. pour tout nombre réel X assez grand).

Ces exposants peuvent étre infinis. Si £ est un nombre rationnel, ses deux ex-
posants sont nuls, a cause de la condition 0 < |z€ + y|. Si -comme le font certains
auteurs- on omet cette condition, ses exposants sont infinis. Des exposants nuls sont
toutefois plus cohérents avec par exemple le Théoreme 1.5. De toute maniere, dans
la suite, on exclura le cas rationnel. On s’intéressera aux valeurs prises par la paire
(w(&),w(€)) lorsque & parcourt les nombres irrationnels, appelé spectre des exposants
w et @.

Le Schubfachprinzip - principe des tiroirs - de Dirichlet [14] nous donne la pro-
position suivante, qui se généralise facilement en dimension supérieure.
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Proposition 1.1. Soit & un nombre réel. Ses exposants d’approximation diophan-
tienne vérifient
1 <&(¢) < w(§) < +oo.

Preuve. 11 s’agit du Théoreme A dans le cas m =n = 1.
Il suffit de montrer que pour tout nombre réel ¢ et tout entier X > 1, I'équation

z€ +y| < X!

admet une solution. On considere les X + 1 points 0, {¢},...,{X¢&} (ou {.} désigne
la partie fractionnaire) qui subdivisent l'intervalle [0,1] en X sous-intervalles. Au
moins I'un de ces intervalles est de longueur au plus 1/X. Il existe donc des nombres
entiers k, [, m et n avec 0 < k <[ < X tels que

1

1€ = m) = (k = )| < -

On obtient le résultat voulu en posant y = m —n et x = [ — k qui sont bien majorés
par X. Ceci implique bien 1 < &(§) < w(&) < +o0.
O

Le théoreme suivant donne le spectre en dimension 1.

Théoréme 1.2. Soit un nombre réel irrationnel £, ses exposants d’approzimation
diophantienne vérifient la relation

1=o() <w(§) < +o0.

Réciproquement, pour tout élément w de l'intervalle [1,+0o0], il existe un nombre réel
E tel que 0(§) =1 et w(§) = w.

La démonstration de ce théoréme se fera en 1.2, apres avoir introduit les fractions
continues qui en seront le principal outil.

Concernant la densité de ce spectre, Khintchine a montré le résultat suivant dans
[25].

Théoréme 1.3 (Khintchine, 1924). Au sens de la mesure de Lebesque, presque tout
nombre réel £ vérifie w(§) = 1.

Ainsi, le Théoreme A de Dirichlet n’est améliorable que sur un ensemble de
mesure nulle. Pour obtenir des informations plus précises, il est naturel de considérer
la dimension de Hausdorff. Dans ce sens, Jarnik [20] et Besicovitch [2] ont montré
indépendamment le théoreme suivant
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Théoréme 1.4 (Jarnik-Besicovitch, 1929). Notons W, l’ensemble des nombres réels
¢ tels que w(§) = w. Sa dimension de Hausdorff est donnée par

2

Voir [19] de Hausdorff pour I'introduction de la notion de dimension éponyme.

La premiére utilisation des exposants d’approximation diophantienne découle du
résultat suivant di a Liouville [35].

Théoréme 1.5 (Liouville, 1844). Soit o un nombre réel algébrique. On a la majo-
ration
w(a) < deg(a) — 1.

Corollaire 1.6. D’une part, pour tout nombre réel algébrique quadratique o, on a
w(a) = 1. D’autre part si a est un nombre irrationnel vérifiant w(a) = +oo, alors
il est transcendant.

Historiquement, c’est le premier critére de transcendance. Liouville a ainsi construit
une classe de nombres transcendants de la forme

> a, 107 (1.1)

n>1

avec a,, valant 0 ou 1, dont I’exposant ordinaire est infini.

On appelle nombres de Liouville, tout nombre réel irrationnel vérifiant w(a) =
+00.

Preuve du Théoreme 1.5 On applique le théoreme de Rolle au polynéme mini-
mal de a.
m

En 1955, Roth [45] établit un résultat bien plus fort qui lui valut la médaille
Fields.

Théoréme 1.7 (Roth, 1955). Pour tout nombre irrationnel algébrique o et pour

tout e, l'inéquation
1
xl“l‘&

o = y| <
n‘admet qu’un nombre fini de solutions entiéres.

Corollaire 1.8. Tout nombre irrationnel algébrique o vérifie w(a) = 1.
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Ainsi, il suffit de montrer que w(§) > 1 pour montrer que & est transcendant.
Ce critere a des limites, puisqu’il n’existe pas de méthode générique effective pour
calculer la valeur de I'exposant w(§).

Nous allons maintenant introduire la notion de fractions continues, qui permet
de résoudre la question du spectre en dimension 1 (Théoréme 1.2).

1.2 Fractions continues

Pour tout nombre réel &, son développement en fraction continue est donnée de
maniere univoque par la limite

€ =lap;a1,...,an,...] =ap+

a3‘|—7

ou (a,)n>1 est une suite (éventuellement finie) de nombres entiers. Si le développe-
ment est fini, on s’interdit de finir par a, = 1 lorsque n > 1 pour avoir 'unicité.

Le nombre réel £ est rationnel si et seulement si son développement en fraction
continue est fini.

On note z—z = [ag; ay, . .., a,] la n® réduite de la fraction continue. Les a; sont
appelés les quotients partiels.

Les réduites ont l'intérét de donner une bonne approximation rationnelle. La
proposition suivante nous indique comment les construire effectivement :

Proposition 1.9. En posant p_1 =1, g_1 =0, pg = ag et go = 1, on a la relation
de récurrence

Pn = QpPn-1+ Pn—2 et n = QnQn-1 + Gn—2

et les égalités

GnPn—1 — Pnn—1 = (—1)",
nPn—2 — Pndn—2 = <_1)n_1an-
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La preuve se fait facilement par induction.

Le théoreme suivant de Legendre [34] nous assure que les réduites comprennent

toutes les bonnes approximations.

Théoréme 1.10 (Legendre, 1798). Soit § un nombre réel. Tout nombre rationnel §

non nul tel que

1
<7

a
‘5_ bl T 22

est une réduite de &.

Le résultat suivant nous donne un encadrement de la qualité de 'approximation
par des réduites.

Proposition 1.11. Pour tout nombre irrationnel & et tout entier n, on a [’encadre-
ment

: ><|5_p

- n <
qn (Qn + qn+1 dn

Gnlni1

Preuve du Théoréme 1.2 On commence par montrer que &(§) < 1 pour tout
nombre réel irrationnel £. Combiné avec la Proposition 1.1, cela implique que @ (&) =
1. Soit § = [ag;a1,...ay,...] un nombre réel irrationnel et (22),>; la suite de ses
réduites.

Soit n > 1 un entier. On pose X,, = ¢,+1— 1, et on considere un nombre rationnel

1 a
g tel que a,b < X,,. Si [b§ + a| < —, alors par le Théoreme 1.10 de Legendre, - est

2b b
une réduite Pk de &, avec k < n. On a donc
gk
lgk€ + pr| > > ! > !
qk Pk
Ak + Q11 Gn T Gni1
Qn-i-l(l + )
an+1
. . qn+1
Car ¢u41 = Any1qn + ¢n—1 implique g, < et donc
An1
el — o
gk Pk 1 92X,
XnJrl(l + ;)

Sinon, comme X,, tend vers I'infini, pour un n assez grand on a

1
2X,

1
> —>
e +al > 5>



Chapitre 1. Cas de la dimension 1 11

qui est donc une minoration valable dans tout les cas. On obtient donc &(§) < 1,
et combiné avec la Proposition 1.1 on en déduit @(§) = 1.

Les nombres de Liouville (1.1) vérifient w(§) = oo, et les nombres algébriques «
vérifient w(a) = 1. Il reste a& montrer que pour un nombre réel 1 < w < 400 donné,
il existe un nombre réel £ tel que w(€) = w. Nous allons construire un tel nombre
réel a ’aide des fractions continues. On pose

Sw = [ao;alaa2a"'7an7"']a

avec ap = a; = 1 et a, = [¢?71] pour n > 2. Ici |-] désigne la partie entiére.
On remarque d’abord que ¢, = o(¢,41). En effet d’apres la formule de calcul par
récurrence des ¢,, on a

Gn+1 = ng_lj “qn T qn-1

et donc

Gn+1 w—1
. L] + =

Comme ¢, tend vers l'infini et w — 1 > 0, le terme |[¢“~!| est positif et tend vers
I'infini. On écrit alors

G 1g ] n In—1

¢ ¢t g
Le premier terme tend vers 1, et le deuxieme vers 0 par la remarque précédente. On
a donc

w
qn+1 ~oo 4y, -

Par I'encadrement de la Proposition 1.11 et le Théoreme 1.10, on en déduit que

w(&,) = w.

Ceci acheve la preuve du Théoreme 1.2.

Preuve du Théoréme 1.3 La démonstration du Théoréeme 1.3 repose sur le

Q

lemme de Borel-Cantelli [3, 9].

Lemme 1.12 (Borel-Cantelli, 1909). Soit (E,),>0 une suite de sous-ensembles bo-
réliens de R telle que la somme

> A(En)

n>0
des mesures de Lebesque des sous-ensembles E,, converge, alors

MO U Ew)=o0.

N>1n>N
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Preuve. Soit € > 0, on considere 1’ensemble

q
B P I p 1
Eq = on 5 o gre’ 5 + qte N0, 1].
On observe que
2
)\(E‘J) - qite

est le terme d’une série convergente. En appliquant le lemme de Borel-Cantelli, on
obtient donc que la mesure de Lebesgue de 1’ensemble suivant est nulle :

)\(ﬂ UEq)zo.

N>1¢>N

N UE, ={zeR\Q|w(x)>1+c¢}.

N>1¢>N

D’ou le résultat. O

La démonstration du Théoréme 1.2 se base essentiellement sur le développement
d’un nombre réel en fraction continue. Il existe différentes extensions des fractions
continues en dimension supérieure. Malheureusement aucune d’entre elles ne pos-
sede a la fois la propriété de donner toutes les bonnes approximations (les réduites),
et d’en estimer la taille de maniére effective. Voir le survol de Chevallier [10] & ce
sujet.



Chapitre 2

Cas de la dimension 2

1l faut étre deux pour étre trois.

—Benjamin Péret

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux différents exposants d’approxima-
tion diophantienne d’un point du plan réel @ = (0y,0,) € R%. Le cas de la dimension
supérieure sera abordé au chapitre suivant . Ces exposants ont été définis et étudiés
par exemple dans les travaux de Khintchine [26, 27|, Jarnik [21] et plus récemment
de Bugeaud et Laurent [7, 8]. Nous considérerons des points @ = (1, 65) avec 1, 6,
et Oy Q-linéairement indépendants, car s’ils sont linéairement dépendants, on se ra-
mene au cas de la dimension 1, vu précédemment. Nous expliquerons ce phénoméne
de maniere plus générale a I'aide de la géométrie paramétrique des nombres en 3.4.1.
En dimension 1, les fractions continues permettent de calculer les exposants, mais en
dimension supérieure les fractions continues multidimensionnelles n’ont malheureu-
sement pas de propriétés suffisantes pour en déduire des résultats, comme expliqué
dans [10]. Dans un premier temps, nous définirons les exposants classiques et les
résultats les concernant, puis les exposants multiplicatifs et enfin le cas pondéré.

2.1 Exposants classiques

On définit 'exposant w(@) (resp. I'exposant uniforme @(0) ) comme le supremum
des nombres réels w tels que le systeme

0 < |zb +ybs+ z| < X7 1 <max{|z|,|y]} <X

admet une solution entieére (z,y, z) pour des nombres réels X arbitrairement grands
(resp. pour tout nombre réel X assez grand).

On définit Iexposant A(6) (resp. P'exposant uniforme A(6)) comme le supremum
des nombres réels A tels que le systeme

0 < max(|z0; — |, |20, —y|) K X M1 < |2| < X

13
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admet une solution entiére (x,y, z) pour des nombres réels X arbitrairement grands
(resp. pour tout nombre réel X assez grand).

Certains exposants peuvent étre infinis. Les exposants w(0) et (@) représentent
I’approximation par une forme linéaire, c’est a dire la distance a une droite, tandis
que les exposants A(6) et ;\(9) représentent l’approximation par des points, c’est a
dire la distance a un réseau.

On s’intéresse a I'ensemble des valeurs prises par le quadruplet

Q(0) = (w(6),0(0),A(6), A(6))
lorsque @ = (6,,02) parcourt le plan réel avec 1, 0; et 6 Q-linéairement indé-
pendants, appelé spectre des exposants (w, @, )\,5\). Si 1,601,605 sont Q-linéairement
dépendants, on se rameéne au cas connu de la dimension 1, a savoir £2(8) = (0, 0,0, 0)
si 01 et 0, sont rationnels, 2(0) = (0,1,0,1) ou A € [1,00] si I'un d’eux au moins
est irrationnel.

Le principe des tiroirs de Dirichlet nous donne les premieres minorations :

\O) > 3(6) > | et w(68)>0(0)>2

On déduit également du Théoreme 1.2 que

AB) < 1.
Pour la démonstration, on pourra se référer a la démonstration de la Proposi-
tion 2.4 qui utilise le premier théoréme de Minkowski (Théoréme 3.1), extension du
principe des tiroirs.

A Paide d’un lemme de Borell-Cantelli, on peut montrer qu’au sens de la mesure
de Lebesgue, pour presque tout couple de nombres réels 8 les quatre exposants valent

AO) = \(0) = ; et w(@) =0(8) =2.

Comme en dimension 1, le Théoreme A de Dirichlet n’est améliorable que pour
un ensemble de mesure nulle.

Concernant les exposants uniformes, Jarnik a démontré dans [22] la relation
remarquable suivante

Théoréme 2.1 (Jarnik, 1938). Soit @ = (01,02) un couple de nombres réels avec
1,61, 05 Q-linéairement indépendants, ses deux exposants uniformes vérifient la re-
lation

(2.1)
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Concernant les exposants ordinaires, le théoreme de transfert de Khintchine [19]
établit des relations entre A(0) et w(@) (Théoreme B ).

En dimension 2, le spectre complet est donné par un théoreme de Laurent [32] :

Théoréme 2.2 (Laurent, 2009). Pour tout couple de nombres réels @ = (61,02) avec
1,01, 05 linéairement indépendants sur Q, le quadruplet 2(0) = (w(6), A(0),0(0), A\(0))

vérifie les relations

w(6) — &(6) + 1
@(6) '

. 4 @(0) -1 w(6)(@®)—-1)

2 < < _ <
Lorsque ©(0) < w(0) = +00, ces relations s’interprétent comme &(0) —1 < \(0) <
+00 et lorsque &(0) = +o0, on obtient w(0) = A\(0) = +oo et A(0) = 1.

Réciproquement, pour tout quadruplet (w, \, o, 5\) € (Ry U {+oc})* vérifiant les
conditions précédentes, il existe un point @ = (01,0,) € R? avec 1,04, 0, linéairement
indépendants sur Q tel que Q(0) = (w, \, @, A).

Les résultats antérieurs ne prenaient pas en compte les exposants uniformes, c¢’est
par ce biais que Laurent a obtenu le spectre complet. Pour cela, il a utilisé la notion
de suite de points minimaux qui sera introduite au paragraphe 2.3. Cette approche
ne se généralise pas en dimension supérieure, car il y a un phénomene de dualité
entre point et droite spécifique a la dimension 2. Une démonstration alternative
du Théoreme 2.2 utilisant la géométrie paramétrique des nombres sera donnée au
paragraphe 3.5.1

On remarquera que le Théoreme 2.2 impose que si 'un des exposants ordinaires a
sa valeur presque siire, alors les quatre exposants prennent leur valeur presque stire.
De méme, la relation de Jarnik impose que si I'un des exposants uniformes prend sa
valeur presque stire, c’est le cas des deux exposants uniformes. Cette simultanéité
a été montrée dans un contexte matriciel plus général par Schmidt et Wang dans [52].

2.2 Exposants multiplicatifs et pondérés

Dans le sous-chapitre précédent, on a considéré des exposants quantifiant com-
ment pour certains couples de nombres réels, le Théoreme A de Dirichlet pouvait
étre amélioré. A Pimage du premier théoréme de Minkowski (Théoréme 3.1), on a
considéré la norme sup pour majorer la taille des nombres entiers approchants nos
nombres réels. Toutefois, il est également possible de considérer plutot la moyenne
géométrique, ce qui donne lieu a I’étude des approximations diophantiennes dites
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multiplicatives. Ce cadre a été moins étudié, notamment car il est bien plus difficile.

Le lecteur pourra se référer au survol de Bugeaud [5] sur le sujet pour plus de
détails.

Dans ce sous-chapitre, nous allons commencer par définir les exposants multi-
plicatifs, puis des exposants pondérés intermédiaires. L’étude de ceux-ci a pour but
d’obtenir des informations sur le cas multiplicatif.

On définit 'exposant multiplicatif ordinaire wy (@) (resp. I’exposant multiplicatif
uniforme @ (@) ) comme le supremum des nombres réels w tels que le systeme

0 < |26; + ybs + 2| < X~ (max(1, |2]) max(1, |y]))? < X

admet une solution entieére en (x,y,z) pour des nombres réels X arbitrairement
grands (resp. pour tout nombre réel X assez grand).

On définit I'exposant multiplicatif ordinaire Ay (0) (resp. 'exposant multiplicatif
uniforme A, (0) ) comme le supremum des nombres réels A tels que le systéme

0< (|26) —z||200 —y))2 < X ,0<[2| < X

admet une solution entiere en (z,y,z) pour des nombres réels X arbitrairement
grands (resp. pour tout nombre réel X assez grand).

Comme dans le cas classique, ces exposants peuvent étre infinis.

On remarque que les ensembles de la forme {|zy| < X} peuvent étre paramétrés
par I'union non dénombrable des ensembles de la forme {|z| < X, |y| < X7} avec
0<17,5<1leti+j=1. Voir la Figure 2.1.

Il est donc naturel d’étudier les exposants pondérés suivants, qui s’adaptent a
cette pondération.

Soient deux nombres réels i et j avec 0 < 7,7 <leti+j=1.
On définit 'exposant pondéré ordinaire w; (@) (resp. I'exposant pondéré uniforme
@; (@) ) comme le supremum des nombres réels w tels que le systeme
1
y[¥) < X

1
214
)

0 < |z6 + ybs + z| < X7 max(|z

admet une solution entiére en (x,y,z) pour des nombres réels X arbitrairement
grands (resp. pour tout nombre réel X assez grand).
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On définit I'exposant pondéré ordinaire A; (@) (resp. 'exposant pondéré uni-
forme A; ;(@) ) comme le supremum des nombres réels A tels que le systeme
= Y
200 —y|P) < XTN0< 2| < X

0 < max(|z0; — x %,

admet une solution entiére en (x,y,z) pour des nombres réels X arbitrairement
grands (resp. pour tout nombre réel X assez grand).

Comme dans les cas précédents, ces exposants peuvent étre infinis.

FIGURE 2.1 — Paramétrisation des domaines hyperboliques par des rectangles.

En bleu, le domaine hyperbolique {|zy| < X}, en vert des ensembles de la
forme {|z| < X% |y| < X’} avec 0 < i,j < leti+j =1 et en rouge le cas
particulier i = j = 1/2.

On remarque que la définition des exposants pondérés est compatible avec 1'utili-
sation du premier théoréeme de Minkowski (Théoreme 3.1). On pourra donc adapter
les outils développés dans le cas classique pour les étudier. Au lieu de considérer une
fenétre a 'infini carrée (en rouge sur la Figure 2.1), on consideére ici des rectangles
(en vert sur la Figure 2.1) qui s’écrasent a U'infini dans le sens ou le rapport entre
la longueur et la largeur tend vers I'infini avec X.

Le cas des approximations diophantiennes pondérées a été étudié par Harrap, cf.
[17] [18].

On s’intéresse dans la suite aAl’ensemble des valeurs prises par le quadruplet
Q;,(0) = (w; j(0),X;(0),0;;(0),),(0)) lorsque @ = (6, 6,) parcourt le plan réel
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avec 1, 0 et 5 Q-linéairement indépendants, appelé spectre pondéré.

On pourra simplifier la question en utilisant des propriétés de symétrie évidentes
énoncées dans la proposition suivante.

Proposition 2.3. Pour tous nombres réels 6y, 0y, pour tout 0 < i,5 < 1 tels que
1+ 7 =1, on a les égalités

)\x(91,92) = )\x(92,91)7 wx(91,92) = wx(92,91)7

)\i,j(61792) = )\j,i<927‘91>7 wi,j(61792) = Wj,i<92791)7

également valables avec les exposants uniformes
E\X<91792) = %X(e%el)a @X(91792) :@X(e%el)?
Aij(01,02) = Aji(02,01), @;;(01,05) = ©;6a,01).

Les relations simples avec les exposants classiques sont données dans la proposi-
tion suivante :

Proposition 2.4. Soit @ = (61,0,) un couple de nombres réels tel que 1,60;,05 sont
Q-linéairement indépendants. Soient i, 5, k,l des nombres réels positifs inférieurs a
laveci+j=1=k+1. On ales relations

1

2 <w;;(0) <wy(O) < min(i,j)wi’jw% (i)

i i w L Wi ii
2< Wz,g(e) < ><(0) < min(i,j) ZJ(O)v ( )
S <A(0) < A(0), (i)
5 < A(0) < 3.0, (iv)
mln(%, Heona(8) < wiy(8) < max(%, P (). (v)
mm(%, %)@kl(o) < 0.4(0) < max(%, )i (6). (vi)
mm(’;, ;)Akl(e) <\, (0) < maX(lj, j)Akl(o), (vii)
mm(’;, ;ml(e) < \i;(0) < max(];, ;m,(e), (viii)
310(0) = ox(8) = . (x)
&\}1 0(0) = (:)0’1(0) = 2. (X)
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De (viii) on déduit la majoration A; ;(8) <

1 ) . .
S TminGg) PAT contre on n’a pas a priori

de majoration de A, (0).

La démonstration de cette proposition repose entierement sur des minorations
obtenues par le premier théoreme de Minkowski (Théoréme 3.1), qui illustre le prin-
cipe des tiroirs de Dirichlet. Elle sera donnée en fin de paragraphe. Une premicre
conséquence est le théoreme suivant.

Théoréeme 2.5. Pour tout couple de réels @ = (01, 02) avec 1,0y, 6, sont Q-linéairement
indépendants, les fonctions suivantes sont continues sur |0, 1]

7 > wi,l_i(e), 7 > @ivl_i(O),
7 — )\i,l—i(e)7 7 > S\i,l—i(e)-

Cette continuité donne le corollaire suivant.

Corollaire 2.6. Pour tout couple @ = (61,0s) avec 1,6;,05 sont Q-linéairement
indépendants, s’il existe 0 < i <1 tel que

wi1—-i(0) = +0o0o (resp. L;1-4(0) = +00 , resp. A\i1—i(0) = +00),
alors pour tout 0 <1 < 1,
wi1-i(0) = +00 (resp. ©;1-4(0) = +00 , resp. A\i1-i(0) = +00).
On rappelle que 5\”(0) est fini.

Preuve du Théoréme 2.5 Pour montrer la continuité, on utilise pleinement les
inégalités (v), (vi), (vii) et (viii) de la Proposition 2.4. Pour ¢ €]0,1[ et € > 0, on a

1—1—¢ 1+¢

17_7;%',1—1'(9) < Wigen-i—e(0) < ; wi—i(8),
Y (0) < Aiper_io(0) < b=y (6)
i+ 2,1—1 = i+e,l—i—¢ = 1_i—¢ 2,1—1 .

On en déduit que
wii—i(0) < liminfwic1---(0) < limsupwire1—i—-(0) < w;1-4(0),
’ e—0 ’ e0 ’ ’
et donc liH(l) Witel—i—e(0) = wi1—i(0),
e—
Nig—i(0) < lminf Aiye1--2(0) < lmsup Aije1-i—-(0) < Xi1-4(0),
’ e—0 ’ N ’ ’

et donc }:1_{% Aite1—i—e(0) = Xin1—i(0),

d’ou la continuité.
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Preuve de la Proposition 2.4 Commencons par montrer les minorations de (i),

(ii), (iii) et (iv).

Soit un couple de nombres réels @ = (6;,65). Soient 0 < 7,7 < 1 deux nombres
réels vérifiant ¢ 4+ j = 1 et un nombre réel X. On considere le corps convexe Cy(X)
de R? défini par

|ZEQ| S X
C)\(X) = |x091 — iL‘l| < X_lA
|$002 — Izl < X7

On calcule alors son volume,

1 0 0
vol(Cy(X)) =det | 6, —1 0 | (2X)(2X )(2X7) =8,
by 0 —1

On peut donc appliquer le premier théoréeme de Minkowski (Théoreme 3.1), qui
nous assure l'existence d’un point (a,b,c) € Cx(X) NZ3*\ {0} pour tout paramétre
réel X. En particulier

la] < X, \aﬁl—b% SX*%, ‘Clez—d?%‘ SX%,

et donc \;;(8) > \;;(8) > 1

On considére maintenant le corps convexe C,,(X) de R? défini par

|Zo + 2191 + 2292| < )(_'2
Co(X) = |21] < X2
|22 < X%

On calcul alors son volume,

1 6, 6,
vol(Cu(X))=det | 0 1 0 | (2X H(2X*)(2X¥) =38.
00 1

On peut donc appliquer le premier théoréme de Minkowski (Théoréme 3.1), qui
nous assure l'existence d’un point (p,q,7) € C,(X)NZ3\ {(0,0,0)} pour tout para-
metre réel X. En particulier

p+qby + 6] < X2 Jg|F < X, |r|¥ < X,

et donc w; ;(0) > @, ;(0) > 2.

Pour tout nombre réel X, on considere les ensembles
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N

X
X

(X)
(X)
(X)
(X)
(X)

1

Wn

2

© &

X
5(X

W

{weR |3z €Z%0 < |20, +yby+ 2| < X ¥, |

1
24
Y

1
y|%7 < X},

{weR |3z eZ30< a6 +ybs+ 2| < X%, |zy|2 < X},
{weR|TFw €730 < |2y +yby + 2| < X |a|>, |y|5 < X7nt},
{MeR| 3z € Z% max (|26 + 2%, |20, + %) < X0 <|2| < X},
(NeR |3z € Z3 |20, + x|.|20, +y] < X0 < |2] < X}

Pour tout nombre réel X, on a les inclusions d’ensembles suivantes

S1(X) C SH(X) C S3(X),

Si(X) C S5(X),

dont on déduit les inégalités (i), (ii), (iii) et (iv). On s’intéresse maintenant aux
inégalités (v), (vi), (vii) et (viii). Elles sont déduites des calculs suivants. La notation
X a.g. signifie “pour X arbitrairement grand”.

Aij(6)

Vv

IN

1
2i
Y

sup {)\ eR|3(z,y,2) € Z* |20, +x

max(é, i)sup {)\ eR|3(z,y,2) € Z°,
t ]

1 L
2, 292 +y|21

|26 + x

maX(E, i)sup {)\ eR|3(z,y,2) € Z°,
t ]

‘291 +.T‘i, |Z€2 +y|$

k1
max(;, ;))\k’l(a),

min(ﬁ, £) sup {/\ €R | 3I(z,y,2) € Z°,
vt

1 L
2, 292 —|-y|21

|26 +

k1
min(—, ) sup {/\ €R | 3I(z,y,2) € Z°,
vt
201 + |, |26, + |

ok
mm(;, 5))\&1(0),

20y +y|¥ < X0 <]z < X, Xag},

—max(£ L)\
<X 7 70<|:<r|gX,Xa.g.},

<X M0< |z < X,Xa.g.},

O~

—min(£ L)\
< x—min(} ,0<\z|gX,Xa.g.},

<X 0< |2 <X, Xa.g.},
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1
24
Y

w;;(0) = sup {w ER|0< |20, +yba+ 2] < X7 |z y|% < X,Xa.g.},

< sup{w ER|0< |26, +yby+ 2| <X "D [af5, y|7 < X,Xa.g.}
i J
= .z 0
max(k7 l)wk’yl( )’

@1j(8) = sup{w € R|0< [ob) +ybh+2] < X "0, Jal |yl < X, Kag )

?

]
= - 0).
mm(k, l)wk’l( )
Concernant (iv) et (x), on suppose d’abord i = 0 et j = 1, on calcule alors :

@01(0) = sup{w € R|0 < |6 +yby + 2| < X7, ||, |y|% < X, Xag.}
= supfw €R |0 < |ybhy + 2| < X7 |y| < X? Xa.g.}
20(63) = 2,

X1(0) = sup{X € R | max(|z0; — |, |20 — y|é) <X M0< 2] <X, Xag)

= sup{AER | |20 —y| < X 0 < |z] < X, Xag}
1 1
= — 9 = —
7(02) =5
Mutatis mutandis + = 1, j = 0 et on a bien tous les résultats annoncés.

O

2.3 Suite de points minimaux, meilleures approxi-
mations

On définit maintenant la notion de suite de points minimauzx. Elle a été intro-
duite par Davenport et Schmidt dans [12, §3] et Jarnik dans [22].

Soit un entier k > 1. Soit L et N deux fonctions de Z* dans R,

On appelle suite de points minimaux (M;);>o € (Z*)N de L par rapport & N une
suite telle que

— N(M;) est une suite strictement croissante minorée par 1,

— L(M;) est une suite strictement décroissante majorée par 1,

— pour tout point M € Z*, si N(M) < N(M;y) alors L(M) > L(M,).

Pour avoir 'existence d’une telle suite, il est suffisant que L admette un minimum
sur les ensembles de la forme

Ep ={X € Z*IN(X) < B},
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avec B un parametre réel. Cette condition sera toujours vérifiée dans les cas considé-
rés. Classiquement, la fonction N est une norme, usuellement la norme canonique de

R™. Dans un certain contexte, on parle parfois de suite de meilleures approximations
(cf. [31] ).

Il n’y a pas a priori unicité de la suite de points minimaux. En effet, pour un
point minimal M; il peut exister M/ tel que L(M;) = L(M]) et N(M;) = N(M]) et
on obtient une autre suite de points minimaux en remplacant M; par M.

Il est toujours possible de normaliser les fonctions L et N pour vérifier les condi-
tions N(My) > 1 et L(M,) < 1. Ces conditions ne sont donc pas restrictives. Elles
sont imposées pour simplifier 'utilisation des points minimaux.

Faisons maintenant le lien avec les exposants d’approximation diophantienne.
Avec les mémes notations que précédemment, on peut définir des exposants géné-
raux de la maniere suivante :

On définit 'exposant ordinaire wy, 5 (@) (resp. I'exposant uniforme &y, 5(0)) comme
le supremum des nombres réels w tels que le systeme
O0<L(X)<H“ NX)<H
admet une solution entiére X € Z* pour des nombres réels H arbitrairement grands
(resp. pour tout nombre réel H assez grand).
On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.7. Pour (M;);>o une suite de points minimaux de L par rapport a
N, on obtient les exposants d’approximation par les limites suivantes :

Ly = WP Tlog NV )
R o log L(M;)

— liminf | ——28 2
N gy ( log N(MiJrl))

Remarque. Le résultat est indépendant du choix de la suite de points minimaux.

Pour les problemes qui nous intéressent dans ce chapitre, on se placera en di-
mension n = 2. Ainsi, pour les exposants \; ;(6) et A; (@), on choisira les fonctions

N(X) = max(fz], |y]) et L(X) = max(d(x), Z)*, d(y6, Z)).
Pour les exposants w; ;(0) et @; ;(@), on choisira les fonctions

N(X) = max(|z|%, [y|7) et L(X) = d(z6: + ybs, Z).
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Ici, d(.,7Z) désigne la distance aux entiers.

Il s’agit maintenant de démontrer la Proposition 2.7.

Preuve de la Proposition 2.7
On commence par se fixer w € R, et on considere I’ensemble

E,={HcR|L(X)< H™"™ N(X) < H admet une solution entiere X € Z*}.

On partitionne cet ensemble de la facon suivante :

Ew = UzZl{N<Mz) S H< N(Mz—l-l) | L(X) S H_w, N(X) S H admet une solution X € Zk}
= Up1EBy,.

Pour un entier ¢ donné et un nombre réel H compris entre N(M;) et N(M;41),
s’il existe une solution entiere X € Z* au systeme

0<L(X)<H Y NX)<H,
d’apres les propriétés des points minimaux elle vérifie
L(M;) < L(X)<H ™et N(M;) < NX)<H<N(M).
Pour que I'ensemble E,,; soit non vide, il est donc nécessaire que

—w log L(M;)
L(M;) < N(M;) "ie w < ————~.
(M;) < N(M;)™" ie. w log N (31}

C’est suffisant car alors M; convient. Pour que E,,; soit tout I'intervalle N(M;) <
H < N(M;41), il est nécessaire et suffisant que

o log L(M;)
L(M;) < N(M, Yiew< ——2—
(M) < N(Mia)™ Lo w log N(M;1)

On en déduit les deux formules annoncées.

2.4 Résultats pour le spectre pondéré

Le meilleur résultat connu est le théoreme de Badziahin, Pollington et Velani [!]
suivant, qui se place dans un contexte plus général :
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Théoréme 2.8 (Badziahin, Pollington, Velani, 2011). Soient deux nombres entiers
n et m. Soit une matrice réelle @ = (6,,) avec 1 <s <m et 1 <r <n. Soient

Lt<q) = Zs QtSQS (1 <s< m, 1<t < n)
n formes linéaires en m variables et soient

Ms(u) = Z Qtsut
t

I’ensemble transposé de m formes linéaires en n variables. Supposons qu’il existe des
m-uplets de nombres entiers q # 0 tels que

ILd(@)| < Ciy o] < X,
pour des constantes Cy et X vérifiant

max{D, = (I - )X 1d"/V} <1

ot
d::HC’tHXS et l:=m-+n.
t s

Alors il existe des n-uplets d’entiers u # 0 tels que
[Ms(u)|| < Dy, w| < Uy,

avec
U, = (1 —1)C;tdY =D,

Ici, ||.|| représente la distance auz entiers.

Ce théoreme s’applique au cas pondéré, ou il s’énonce de la maniere suivante.

Corollaire 2.9. Soit un couple de nombres réels @ = (61,0,) et 0 < i,j < 1 avec
t+J =1, on a les bornes

w; ;(0) > 2max(i, j)(2Xi;(6) + 1)

w; ;(0) + 2(2max(i,j) — 1)
= T4 20, (0)max(i,j) — 1) Xij(0) =

~ (24 w;;(0))2max(i, j)

Pour obtenir le corollaire, on applique deux fois le Théoreme 2.8, une premiere
fois avec les parametres

m = 1, n= 27
Ly = 01q1 + 029, Ci=H™,
M, = 91(117 My = 92(]2,

X, = H*, Xy = H%,
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et une deuxiéme fois avec les parametres

m =2, n =1,
Ly =61qu, Cy = H
Ly = O2qs, Cy = H %,
M, =0iq1 +0q2, Xy =H.
]
Lorsque i = 7 = 1/2, on retrouve les inégalités de transfert de Khintchine :
w(@) > 2X0)+1,
w(6)
AO) >
) = w(@) +2

Comme dans le cas classique, ce résultat ne prend pas en compte l'exposant
uniforme. On établit des relations faisant intervenir les exposants uniformes, en
s’'inspirant de la méthode de Laurent.

Théoréme 2.10. Pour tout couple de nombres réels @ = (01,6,), avec 1,04,05 li-
néairement indépendants sur Q, et pour 0 < 4,5 < 1 tels que i +7 = 1, on a les
relations

wi,4(0) (7t — 1)
2(miﬂ(i;j)@z,j(9)+maX( ‘72 w;,;(0))’
(min(Z, j)A; ;(0) + max(i, j)A; j(0))4 max(i, ])

1— 2>‘i,y( ) min(i, )

Aii(0)

w;, ;(0)

On remarque que dans le cas i = j = %, on retrouve bien

E
2
\Y

>
—~
2
Y

Ceci correspond au Théoreme 2.2. Par contre, les bornes ne sont a priori pas opti-
males lorsque 7 # j.

On a vu que le Théoreme 2.10 améliore le Corollaire 2.9 de Badziahin, Pollington
et Velani [1] dans le cas symétrique i« = j = 1/2. Malheureusement il n’est pas
toujours meilleur dans les autres cas comme expliqué dans la proposition suivante.
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Proposition 2.11. On pose M = max(i,j) et m = min(i,j). Le Théoréme 2.10
améliore le Corollaire 2.9 aux conditions suivantes.
D’une part, pour la minoration de X; ;(0) si et seulement si

~ (0> > 4Mwi,j(0) (wi,j(B) + 2M>

Wi 5 = .

7 oui,j(e)z + ZMCUZ‘J‘(G) + 4m(m — M)

En particulier c’est le cas lorsque &; ;(0) > 4 et dans le cas M =m = 1/2.
D’autre part, pour la minoration de w; ;(0), si et seulement si

Xij(0) >
C’est le cas en particulier si M = m = 1/2, mais pour M proche de 1 ce n'est pas
forcément possible.
Le Théoreme 2.10 sera démontré au sous-chapitre 2.5.
On s’intéresse maintenant aux exposants uniformes. Par les encadrement de la
Proposition 2.4 et la relation de Jarnik (2.1), on a le premier encadrement suivant :

1 1
2M @, ,(0)

1 1

<\ ;(0) < —

om0 .

ou M = max(i,7) et m = min(i, j).
Dans l'article [39] situé en Annexe A, I'auteur démontre le résultat suivant qui
est le résultat principal de cette partie.

Théoréme 2.12. Soit deur nombres réels strictement positifs i > j tels quei+j = 1,
et un nombre réel & tel que & > 6i. On considére 'intervalle

1 27 1 21
I= ,<1—;7),min ,(1—f),1,
21 w 279 w/) 2

qui dépend des paramétres i, j et &. Alors pour tout X dans Uintervalle I, il existe
un nombre non dénombrable de points @ = (01,05) du plan R?, avec 1,0;,0, Q-
linéairement indépendants, tels que

(Di,j<9) = (I} et /A\Z,J(B) = 5\

On remarque que lorsque le couple i, j tend vers le cas symétrique i = j = 1/2,
I'intervalle I tend bien a se réduire au singleton {1 — %}, et on retrouve la relation
de Jarnik (2.1).

On en déduit le corollaire suivant.
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Corollaire 2.13. Les exposants uniformes pondérés @; ;(0) et \;;(0) ne sont pas
liés par une relation analogue d la relation de Jarnik (2.1) lorsque i # j.

En revanche, 'intervalle du théoreme précédent est plus petit que 'intervalle de
I’encadrement naif (2.2) ; connaitre le spectre exact reste donc une question ouverte.

Preuve de la Proposition 2.11 Soit un couple de nombres réels 8 = (6, 65)
avec 1, 0,0y Q-linéairement indépendants, et deux nombres réels positifs ¢ et 7 de
somme 1. On veut savoir a quelles conditions le Théoréme 2.10 améliore le Corollaire
2.9.

On commence par traiter la minoration de \; ;(#). On utilise les notations M =
max(i,j) et m = min(é, j). Le Théoreme 2.10 améliore le Corollaire 2.9 si et seule-
ment si

wi;(0)(@:(0) — 2M) o wi(0) +2(2M 1)
2M(2md)m( ) —+ ZMWZ'J' (0)) - (2 + wm(O))ZM ’

(wi j(0) +2(M —m))(2md; ;(0) + 2Mw; ;(0)) < w;;(0)(@i;(0) —2M)(2 + w; ;(0)),
@i j(0)(2Mw; ;(0) + w; j(0)* —2m(M —m)) > 2Muw; ;(0)(2w; ;(0) + 4M),
@Z](e) Z 4Mwi7j(9) (wm(g) + 2M)

w; ;(0)? + 2Mw; ;(0) + 2m(m — M)’

On considere maintenant la minoration de w; ;(@). Le Théoreme 2.10 améliore le
Corollaire 2.9 si et seulement si

2M(2X:5(0) +1)  _ (mAiy(6) + MM, ;(6))4M
1+2),;(0)2M —1) — 1—2X;;(8)m ’
(1= 2X5(0)(M — m))(2mAi ;(0) +2MX; ;(0)) > (2Xi;(8) +1)(1 — 2 ;(8)m),
14+ X ;(0)2M + 4m(M — m)X; ;(0))

X (0)

v

]

2.5 Démonstration du Théoréme 2.10

On s’inspire de la démonstration de Laurent [32] utilisant une suite de points
minimaux - telle qu’introduite par Davenport et Schmidt dans [12, §3 | et Jarnik



Chapitre 2. Cas de la dimension 2 29

dans [22].

Soit @ = (64, 0,) tel que 1,6y, 0, soient Q-linéairement indépendants et 0 < 4, j <
1 tels que i +j = 1. On note X = (z,y,z) un élément de Z3. On pose alors les
fonctions

L(X) = |20, +ybs + 2|, M, ;(X) = max(|z6, — |2, 260, — y|2%‘)7
1 L
| X1ij = max(|a]2, [y[>7), [X]|=|z].

On consideére une suite des droites minimales (A,),>1 (resp. points minimaux
(Pp)n>1) de L (resp. M; ;) par rapport a | . |; ; (resp. | .|). On définit alors les quantités

hn - |An|i7j7 Ln - L(An)a
dn = ’Pn‘a Mn:Mz,](Pn)

Par la définition de point minimal, on a les croissances et décroissances de suite
sulvantes

1< hi <hy<hs<... sl < <gp<gz<...
1>Li>Lo>Ls>... ; 1>M; >My,>DM;>...

En outre, si |A|;; < hpy1 (resp. |P| < ¢u41) alors L(A) > L, (resp. M, ;(P) >

. . / / /7 .
On introduit les exposants vy, v),, w, et w, définis par

_ —Un _ },—Wn
Ln - hn - "'n+41>
—! —w),
MTLZQn " =dpt1 -
[ls sont significatifs dans la mesure ou la Proposition 2.7 nous donne

w; ;(0) =limsup,_,. s, A;;(6)=limsup,_,. v

n’

©:5(0) = iminf,, o0 wy, A ;(8) = liminf,,_,. w),.

On remarque que, par minimalité, A, et A, .1 (resp. P, et P,;1) ne sont pas
proportionnels, et donc @, = A, ANA, 1 #0et D, = P, N Py1 #0.

Il n’y a pas unicité de la suite de meilleure approximation, pour la suite on se
fixe donc un choix noté (A,)n>1 = (Tn, Sny tn)n>1 €t (Po)n>1 = (an, bn,y Cn)n>1-

On va maintenant utiliser la dualité entre point et droite spécifique au cas de la
dimension deux. En effet, il se trouve que deux droites minimales successives pour
les formes linéaires donne un point minimal, et que la droite passant par deux points
minimaux successifs est une droite minimale. On considere donc la droite passant
par les points P, et P, 1,
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).

Ap  An41
bn bn+1

bn bn+ 1 Ap  Qp41

Dn:Pn/\PnH:<

Cn Cpn+1 Cn  Cn+1

dont on va majorer la norme. On a

’bncn—l-l - bn+lcn| |Cn+1 (bn - Cn‘92> - Cn(bn—l-l - Cn+182)‘

< gt (Mo)? + gu(Myy11)% < 2, 1 MY
< 20,

Api1Cn — QpCpr1| = |caz1(an — cubh) — cu(anir — cuy161)|
< G MP 4 MY < 20 MY
< 240,

dont on déduit que

; ! . ..
1-2juwy 1—2iwp 12w, min(i,j)

1 1 - 1 —
2 2%q. .2 Tmin(ig) g 2mex(d)
|Dn|%,] S max(221 qn—‘,-?.l ) 22J q'n/—‘,—]_] ) S 22 ( J) QR+1 -

On cherche maintenant a estimer L(D,,).

IL(D,)| < | by bni1 o, — Ap, Qi1 0y + Ap Qi1 |

Cn  Cnil Cn  Cnil by bni1
< (enbr — an)(cns1bz — buyr) — (cabla — by)(Crrabh — ans1)l,
< MM+ MIME,,
< 2 ;i(lmin(%j)v;+max(i,j)w2)‘

On en déduit que
Dy \
L(D,) <2 (’”) '

(min(i,j)vy, +max(i,j)wy, ) max(s,j)
1—2w!, min(z,5)
sante de w!, et v/,. Pour € > 0, et n assez grand on a donc, en notant M = max(%, j)

et m = min(4, j) :

est une fonction crois-

4
On remarque que l'exposant

4(mul, + Mw, )M - 4(mv!, + M lim inf,,_, o w)) M
1 —2w,m - 1 —2liminf, . w/m
(muy, + MM, ;(0)4M )
1 -2\ ;(0)m

— &
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On peut donc minorer 'exposant w; ;(f) en passant convenablement a la limite
supérieure :

' ' Aij(0) + MA; ;(0))4M
w; ;(8) > limsup Almo, + Mu, )M > (m i (6) +A (%)) '
’ n—+00 1 —2w,m 1—2)\;(0)m

Pour 'autre inégalité, on considere de maniere duale le point d’intersection des
droites A, et A, 11 :

Spn Sn+1 Tn Tn+l 'n Th+l

Y

Qn:An/\An+1:<

tn tn+1 Zfn ZfnJrl Sn Sn+l

On commence par majorer sa norme :

Tn Tntl 24 24 27
|Qn| = S s = |Tn5n+1 — Tn—',-lSn’ < h hn—i—l h’nJrlh J
n n+1
20+ 2 2j+ 2024
e R
2 min(4,5)+2 max(4,j) 22
< 2hn o

On estime ensuite M; ;(Q,,), a savoir :

Tn Tn+l . Sn Sn+41 _
| Sn 8n+1 01 tn tn+1 | N |3n+1(rn91 + STL92 + tn)
—Sn(Tn4101 + Spt16s + trg1)]
< hYLL(A,) + hQJL(AnH)
< 2nY L, < oplen T,
'n Thn41 Tn Thnt1
0y — = |=rps1(rn01 + 5,00 + ¢,
| Sn Sn+1 2 |tn tpt1 | | +1( ! 2 )
+rp (P16 + Spg102 + tht1)]
< B2 L(A) + B2 L(A)
i Qiﬁ—vn
< 207 Ly < 2hy :
et donc
M, ;(Qn) §Ina:>(((2h721jﬁ o )% (2h e U”)%) < Q) T
Finalement, on obtient
|Qn| Un(lfﬁxn(i‘j))

Z](QTL) < 2mm(z 7) (

) 2(min(3,5)wn +max(i,7)vn) |
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vn(QIn’laer?i,j)_l)
2(min(z,5)wn+max(z,j
wy,. Soit € > 0 et n assez grand, on a , en posant M = max(i, j) et m = min(i, j)

La encore, I'exposant

o) est une fonction croissante de v, et
n

@i (0
Un(gar — 1) (s =1
2(mw, + Mv,) — 2(m&; ;(0) + Mv,)
On obtient alors la minoration de I'exposant \; ;(#) annoncée :

@;,5(0)
(53 — 1) Wi (O Gy — )
Aij(0) > i M > g '
’j< ) - linﬁsogp Q(mwn + Mvn) o 2<m1n(17])d]2,](6) + max(i’j)wi’j<0))

]

Concernant les dimensions supérieures, a 'instar du cas classique, les relations
de dualité sont moins évidentes. Nous n’avons pas trouvé de construction similaire
facile de suites de points minimaux liées.

2.6 Résultats dans le cas multiplicatif

Le cas multiplicatif est plus difficile. Concernant le principe de transfert de Khint-
chine, le résultat le plus avancé est dit & German [15].

Soit un entier n. On note pour z = (z1,...z,) € R™ les quantités

II(z) = ( 11 |zl|>n et IT'(z) = ( II max(1,|zi|))n.

1<i<n 1<i<n

Théoréme 2.14 (German, 2011). Soit la matrice réelle
Oip -0 Oim
0 = -
Qn,l e en,m
S’il existe x € Z™ \ {0} et y € Z™ tels que

Mx) <X ,00x—y) <U
ou 0 < U <1< X, alors il existe x € Z™ et y € Z™ \ {0} tels que

M(y) <Y, MO0y —z) <V,

10Ty — x| < AGVTY™
ot
Y — A dl(XmUl m) V A dl(Xl nUn)

avec d =n+m et \/d/2 < Ag= - 1\[vold 1{:1: € BL|IYd | —O} < V.
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On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.15. Dans le cas multiplicatif en dimension 2 on a les encadrements

wx (0) wy(0) —1
S w @) SO s
w0 (0) S wx(0) — 1
2+ 04 (0) < A(0) = 2

Quantitativement, comme dans le cas classique, Wang et Yu [53] ont montré le
théoreme suivant.

Théoréme 2.16 (Wang, Yu, 1981). Les inégalités

e(0) > 2:(0) 22
A(0) = Ad0) >

sont des égalités pour presque tout point @ du plan réel R? au sens de la mesure de
Lebesque.

Plus précisément, en considérant la dimension de Hausdorff, Bugeaud fait re-
marquer dans son survol [5] qu’on peut combiner les démonstrations des résultats
de Bovey et Dodson [4] et Yu [54] pour obtenir le théoréme suivant.

Théoréme 2.17 (Bugeaud, 2009). Soient des nombres réels w > 2 et A > 1/2. La
dimension de Hausdorff de l’ensemble des couples de réels d’exposant multiplicatif
fixé est donnée par

2
dlmH{G c Rz | Wx(e) :w} = 1+ w )
I+%
‘ 2
dimy{0 € R? |\ (8) = \} = 1+1+2>\'

Remarque. Comme dans le cas classique, le Corollaire 2.15 donne 1’équivalence des
cas presque surs

Wx(0) =25 A (0) =

N — N

déja remarquée dans [52].
En adaptant la méthode de Laurent au cas multiplicatif, on améliore le résultat
de German dans le cas particulier de la dimension 2, et a certaines conditions.
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Théoreme 2.18. Dans le cas multiplicatif, pour tout couple de nombres réels @ =
(01,05) tel que 1,0y, 0, soient Q-linéairement indépendants. On a la relation

wx (0)(@x(0) —2)
D4 (0) +wx(6)

Ax(0)

Remarque. Ce n’est un raffinement du Corollaire 2.15 que si

4w, (0) + 2

Oy (0) > N0

Ce qui est par exemple toujours le cas lorsque @, (0) > 5.

Concernant les exposants uniformes, savoir si une relation analogue a celle de
Jarnik (2.1) dans le cas classique existe reste un probleme ouvert.

Preuve du Théoréme 2.18 La preuve utilise la méme construction que dans le
cas classique.

Soit @ = (61, 02) tel que 1, 6y, 0 soient Q-linéairement indépendants. Si &y (0) =
2, le résultat est évident, on pourra donc supposer que @y (€) > 2. On note X =
(z,y,2) un élément de Z3. On pose alors les fonctions

Lo(X) = |61 + yb2 + 2| o Me(X) = (|2 — 2] - [202 — )%,
[ X2 = [max(1, |z) max(1, [y)[z | X]a = |2]-

Comme on considére des points entiers, les domaines hyperboliques sont en
fait bornés, et on peut donc considérer des droites minimales notées (A,)p>1 =
(Tny Sns tn)n>1 €t des points minimaux (B, )n>1 = (an, by, ¢n)n>1 tels que

hn = |An|L 5 Ln = LO(An)a
dn = |Pn|M ) Mn:MB(Pn)a

avec

l<hi<hy<h3<... ; 1l<qi<@p<q@p<...
1>L1>Ly>Ls> ... ; 1> M > My, > M;> ...

et si |Alp < hyar (resp. |Ply < qny1) alors Lg(A) > L, (resp. My(P) > M,,).
On introduit les exposants v, v}, w, et w] définis par

L —Un __ W
L,=h,""=h,T,
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/

Mn - %:vn = Qr:rulna
qui sont significatifs dans la mesure ou la Proposition 2.7 donne

/
n?

wy(0) = limsup,,_,. Uy, Ax(0)=limsup, , v
Dy (0) = liminf,, . wy,, :\X(B) = lim inf,, o w/,.

On remarquera que par minimalité, A, et A, 1 ne sont pas proportionnels, et
que donc @Q,, = A, AA, 1 # 0. Nous allons donc comme dans le cas linéaire consta-
ter que le point d’intersection (Q,, de deux droites minimales A, assure une bonne
approximation simultanée. Par contre on ne sait pas dire si D,, = P,, A P, est une
bonne droite d’approximation.

On commence par considérer le point d’intersection de A,, et A, :

).

Sn Sn+1 T'n Tn+1 'n Th+l

Y

tn tn—i—l Sn Sn+l

Qn = An A An—‘,—l = ( t tn+1

On veut estimer My(Q,,) en fonction de |Q, |y via h, = \/TnSy.

T'n Th+l

= |Tn5n+1 - Tn+15n‘7

Sn Sn+l

2(1421)
< 2h2h2.; < 2hn

Wn,

On majore ensuite indépendamment les facteurs de My(Q,,) :

Tn T Sn S
moom g | T o = |spg1(rnbh + 5502 + t0) — Sp(Tng101 + Spi1bs + taga)|,
Sn Sn+i tn thrl
S hi_g_an + h?—LLn—Ha
2%n _y,
S 2h721+1Ln = thwn !
T T Twm T
O = | = rps1(rnby + 5502 + 1) + 70 (rng101 + Sng102 + taia)],
Sn Sn+l Zfn tn+1
280y,
< 2hp
N 42820, 3 |@n s \ 5ot (222 —vy,) |Qn s |- yien=2
D’Oll MQ(QTL) S <4hnwn > S 4(”TM>2(UTL+UJ’VL) Wn, n S 4(”TM) 2(wn+vn) .
L'exposant 2292~ ost une fonction croissante de w, strictement positive. Pour

2(wn+vn)
e > 0, on en déduit que pour tout entier n assez grand,
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Un(wy, — 2) _ v (0x(0) — e —2)
2(w, +v,) — 2(0x(0) —e+v,)
Par passage a la limite pour des valeurs non bornées de n telles que v, tende
vers wy (@) on obtient alors :

wx (0)(@x(0) —2)
02 5.0 + 6.0
[l

Remarque. Cette fois-ci, un seul sens peut étre adapté, car les termes multipliés
n’étant plus minorés par 1 (entiers) ils ne sont plus majorés.



Chapitre 3

Cas de la dimension n > 2

Quand tu arrives en haut de la montagne, continue
de grimper.

—Proverbe tibétain

Dans ce chapitre, on note n > 2 la dimension de ’espace ambiant, et on considere
le n-uplet @ = (04, ...,0,), avec 1,6y, ...,0, linéairement indépendants sur Q. Pour
chacun de ces n-uplet, on définit 2n exposants d’approximation diophantienne, dont
a va étudier le spectre. Au préalable, il nous faut introduire quelques notions qui
seront utiles par la suite.

3.1 Boite a outils

Dans ce chapitre et le chapitre 3.4, on note - y = x1y; + - - - + x,y, le produit
scalaire canonique des vecteurs « et y de R”, et ||x||2 = v/ - « la norme euclidienne
du vecteur x.

3.1.1 Corps convexes, minima et produit extérieur

On appelle corps convere de R™ un ensemble compact convexe et d’intérieur
non vide de R”. Dans la suite on considerera des corps convexes C symétriques par
rapport & lorigine, c’est & dire que si @ appartient & C alors —a également. Etant
donné un corps convexe C de R™ symétrique par rapport a l'origine, on définit son
corps convexe polaire (ou réciproque)

C'={yeR"|Vxel, |z y|l <1}

On appelle réseau de R™ un Z-module discret A de R™ de rang maximal. Pour
un réseau A donné, on définit le réseau dual

AN ={yeR"|VxecA |z y|lcZ}.

Pour un corps convexe C de R" fixé, on définit sa jauge

37
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te(x) =inf{a > 0| x € al}.

Etant donnés un corps convexe C et un réseau A de R”, pour 1 < d < n on
définit le d*™ minimum successif de C par rapport a A comme le réel

Ad(C,A) = min{\ > 0 | AC contient d points de A linéairement indépendants}.

Dans la suite, le volume d'un corps convexe est celui associé¢ a la mesure de
Lebesgue, tandis que le volume d’un réseau A est donné, indépendamment du choix
d’une base B = (eq,...,e,), par

vol(A) = 2" det(B).

Lorsque le corps convexe ou le réseau est évident, on allégera les notations en
I'omettant. Minkowski [11] a établi les deux théorémes suivants concernant les mi-
nima successifs, que 'on a déja évoqués précédemment.

Théoréme 3.1 (Premier théoréeme de Minkowski, 1896). Soient un corps conveze
symétrique par rapport a lorigine C et un réseau A de R™, si vol(C) > 2™ vol(A) alors
C contient au moins un point du réseau A autre que [’origine.

Théoréme 3.2 (Deuxieme théoreme de Minkowski, 1896). Soient un corps convexe
symétrique par rapport a l'origine C et un réseau A de R™. Le produit des minima
successifs est encadré de la maniére suivante :

2n

mvol(/\) < M(C,A) - A (CyA)vol(C) < 2™wol(A).

)

Le résultat suivant du & Mahler [30] relie les minima successifs d'un réseau avec
ceux de son dual.

Théoréme 3.3 (Mahler, 1939). Soient un réseau A et un corps convere symétrique
par rapport da lorigine C dans R™. Alors pour tout entier 1 < d <n, on a l’encadre-
ment

1 < AN, CO)A—a1 (A7, C7) < 1

ot les constantes ne dépendent que de la dimension n.

Dans [37, 38], Mahler associe, pour chaque nombre entier d = 1,...,n— 1, a un
corps convexe C de R™ un corps convexe C*1) dans le produit extérieur AT R” de
la maniere suivante.

cl+n) — Conv{zi Axog A+  Axgsq € /\dJrl R" | 21,...,za11 € C}.

Il démontre le théoreme suivant liant les minima des deux corps convexes.
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Théoréme 3.4 (Mahler, 1954). Soit C un corps convexe de R" symétrique par

rapport a l’origine et posons N = (Z) On note \1, ..., A\, les minima successifs de
C, et d un entier positif inférieur a n. Soient My, ..., My les produits de d facteurs
e distincts rangés par ordre croissant. Les minima successifs i, ..., uy de C@
vérifient

O<CMk§Mk§Mk,k:1,...7N,

ot ¢ est une constante dépendant uniquement de la dimension.

On dira que deux familles C; et Cy de corps convexes paramétrées par () sont
comparables s’il existe un nombre réel Kk > 1 tel que pour toutes les valeurs du
parametre (), on ait les inclusions

H7161 (Q) C C2(Q) C mCl(Q)

3.1.2 Distance et hauteur d’un sous-espace affine rationnel
On définit la distance projective de deux points non nuls « et y de R™ par
_ = Ayl

 llallyll2”
ou & Ay est le produit extérieur des vecteur x et y.

d(z,y) :

Cela représente le sinus de I'angle aigu entre les droites engendrés par x et y
dans R". On vérifie facilement que c’est une fonction continue et symétrique sur
(R™\ {0})? vérifiant I'inégalité triangulaire.

Pour tout point non nul & de R", et tout sous-espace L non vide de R"™, on définit
la distance de @ a L par

d(z,V) = ;Ielg dlz,y) = yeLr,InglJIle:ld(m’ Y).

On dit qu’un sous-espace L de R™ est rationnel s’il est engendré par des éléments
rationnels. Lorsque L # {0}, c’est équivalent & demander que L NZ™ soit un réseau
dans L. Comme Schmidt dans [18], on définit alors la hauteur du sous-espace vec-
toriel L, notée H(L), comme le co-volume de ce réseau dans L. Elle est donnée par
la formule

H(L) = ||:121 FANKIEIRIVAN Q'}mHQ = \/det(xi . (L’j),

ou (x1,...,x,) est n'importe quelle base de L NZ" et || .||z est la norme eucli-
dienne canonique sur A™ R". En particulier, on a H(R") =1 et H(L) > 1.

On établit alors le lemme suivant.
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Lemme 3.5. Soit un entier n et un entier d < n. Pour tout sous-espace L de R™ de
dimension d, il existe un sous-espace L' de dimension d+1 de la forme L' = L®yR
satisfaisant

H(L") < H(L).

Pour montrer ce lemme, on considére x4, ..., x4 une base du réseau L NZ" dans
L. Soit alors w un vecteur unitaire de R™ perpendiculaire a L. Pour tout vecteur y
de L ®uR, on a

H(LOYR) = [lzs A Aza Aylla = [[@1 A= Aallaly - u| = H(L)[y - ul.

Par le premier théoreme de Minkowski (Théoréeme 3.1) appliqué au corps convexe
symétrique
K={xecLouR| |zl <1let|r u| <1},

il existe un point entier y dans L @ uR vérifiant |y -u| < 1, ce qui donne le résultat.
O

3.2 Définition des exposants

On commence par définir une généralisation des quatre exposants classiques
w, A, @, A de la dimension 2 en dimension supérieure. Ils ont été introduits et étudiés
par Khintchine [26, 27], Jarnik [22] et Bugeaud et Laurent [7, &].

On définit I'exposant ordinaire w(@) (resp. I'exposant uniforme ©(6)) comme le
supremum des nombres réels w tel que le systeme

0<|ptbr+-+pbn]| <H™®, 1< nax lpi| < H

admet une solution entiere (pq,...,p,) pour des nombres réels H arbitrairement
grands (resp. pour tout nombre réel H suffisamment grand). Ici || . || désigne de nou-
veau la distance aux entiers.

On définit I'exposant ordinaire \(8) (resp. I'exposant uniforme A()) comme le
supremum des nombres réels \ tel que le systéme

) -
0 < max [lg6] < H™*, 0 < g < H

admet une solution entiére ¢ pour des nombres réels H arbitrairement grands (resp.
pour tout nombre réel H suffisamment grand).

Comme pour les dimensions inférieures, ces exposants peuvent étre infinis.
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Le premier théoréme de Minkowski pour les corps convexes (Théoréme 3.1) donne
les minorations

> &
> =
(AVARNAV
>
==
(AVARN1LV/

Nous allons maintenant définir des exposants intermédiaires.

Soit d un nombre entier tel que 0 < d < n — 1, on définit 'exposant ordinaire
wq(0) (resp. 'exposant uniforme @4(6) ) comme le supremum des nombres réels w
tels qu'il existe des sous-espaces vectoriels rationnels L C R**! de dimension d + 1
tels que le systeme

0< H(L)< Het HL)d(u,L) < H™*

soit vérifié pour des nombres réels H arbitrairement grands (resp. pour tout nombre
réel H suffisamment grand). Ici w = (6y,...,0,,1), H(L) est la hauteur de L, et
d(u, L) est la distance entre le point u et le sous-espace L telles que définies en 3.1.2.
Ces exposants peuvent étre infinis.

Ces exposants ont été introduits par Laurent [33], mais déja implicitement étu-
diés par Schmidt lorsqu’il a établi le théoréme des sous-espaces [18] . Ils interpolent
entre les exposants classiques w(6) = w,_1(0) et \(0) = wo(0) (resp. ©(0) = &, _1(0)
et M0) = &y (0)).

Lemme 3.6. Pour tout n-uplet @ = (0y,...,0,) on a les relations
wO(O) S wl(e) S T S wn—1(0)7
wo(0) <@ (0) < < @p1(6).

Preuve du Lemme 3.6 Les relations découlent du Lemme 3.5. En effet pour tout
entier d < n, si un sous-espace vectoriel rationnel L de dimension d vérifie

0< H(L)< Het HL)d(u,L) < H™®

alors il existe un vecteur y € Z" tel que le sous-espace vectoriel rationnel L' = L&dyR
vérifie
0< H(L')<H(L)<Hetdu,L") <d(u,L),

et donc
0< H(L')<Het HL)d(u,L') < H™“.
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Ceci montre les inégalités. O]

Pour chaque entier 0 < d < n — 1 on obtient les minorations (cf. [18, Théoreme
13])

S d+1 '
“n—d
On donnera une démonstration plus simple de cette minoration en section 3.4.1. A
nouveau, au sens de la mesure de Lebesgue, pour presque tout @ et 0 < d <n — 1,
les exposants vérifient

d+1
n—d
Comme dans le cadre de la dimension 1, la démonstration repose sur un lemme

de Borel-Cantelli (cf [33]).

wd(O) = (I)d(e) =

Nous allons maintenant étudier le spectre de tout ou partie de ces 2n exposants,
c’est a dire 'ensemble des valeurs prises par le quadruplet

Q(Q) = (WO(0>7 @0(0), s vwn—l(e)a @n—l(e))

lorsque @ parcourt les points de R™ a coordonnées (Q-linéairement indépendantes
avec 1.

3.3 Résultats sur le spectre

Nous allons commencer par donner le spectre des n exposants ordinaires. Il prend
la forme d’inégalités de Going Up et Going Down établies par Laurent [33]. Roy [10] a
montré qu’elles étaient optimales. Ces inégalités décomposent le transfert de Khint-
chine (Théoreme B) a I'aide des exposants intermédiaires.

Théoréme 3.7 (Laurent, Roy, Schmidt, 2014). Soit n > 2, pour tout n-uplet de
nombres réels @ = (6y,...,60,) avec 1,64,...,0, Q-linéairement indépendant. Les
exposants ordinaires vérifient

wO(Q) Z

S|

ainsi que les relations suivantes pour 1 < d <n—1:

dwy(0) (n—d)wg(0) — 1
— < wy1(0) < 3.2
w0 +d+1 = 0)s — 1 (3:2)
avec la convention que le rapport de gauche vaut d si wq(0) = +00. Réciproquement,
pour tout n-uplet wy, ..., w,—1 € [0, +00|, vérifiants wy > % et
dwg (n—d)wg —1

L Wd <
wgtdtl =S T T

Y
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il existe un n-uplet @ = (01, ...,0,) de nombres réels avec 1,01, ..., 0, Q-linéairment
indépendants tels que pour 0 < d <n —1, on ait
d+1
wa(0) =wg et wy(0) = :
a(6) = wy a(0) = ——

Dans (3.2), la minoration de wq_1(0) est appelée Going Down et la majoration
Going Up.

Contrairement au cas de la dimension n = 2, ou le Théoreme 2.2 donne le spectre
mélé des exposants ordinaires et uniformes, en dimension n > 3 le spectre des 2n
exposants n’est pas encore connu. Commencons par remarquer que la démonstration
des inégalités de Going Up et Going Down (3.2) reste valable pour les exposants
uniformes.

Proposition 3.8. Soit n > 2, pour tout n-uplet de nombres réels @ = (01, ...,0,)
avec 1,04, ...,0, Q-linéairement indépendant. Les exposants uniformes vérifient
1
@o(0) > —
0(6) > -

ainst que les relations suivantes pour 1 <d <n—1 :

divq(0) . (n — d)i(0) — 1
) < <
@d(0)+d+1—wd’l(0)— n—d+1

avec la convention que le rapport de gauche vaut d si 04(0) = +00.

: (3.3)

Une autre amélioration du principe de transfert de Khintchine (Théoreme B)
est le résultat suivant de Bugeaud et Laurent [7] faisant intervenir les exposants
uniformes.

Théoreme 3.9 (Bugeaud, Laurent, 2009). Pour tout n-uplet de nombres réels @ =
(01,...,0,) avec 1,64,...,0, linéairement indépendants sur Q, on a les inégalités de
transfert suivantes.

(©0-1(8) — Do (6)
(0 = 2)5n1(8) + Liwn1(8) + (n — 1)s1(6)

< wo(0)

1 —0p(0))w,—1(0) —n(2 — wy(0
o) < 0=G0(0)wr(8) —n(2—n(6)
n—1
Dans [22], lorsque Jarnik établit la relation (2.1), il remarque qu’une telle relation
algébrique entre @y et @, 1 n’est plus valable en dimension n > 3. Pour cela il

construit deux n-uplets 0 et ¥ tels que

d}n_l(O) = @n—l(?,b) = +OO, @0(0) =1 et LDQ(’L/J) = n— 1

Il établit un premier résultat de transfert
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Théoréme 3.10 (Jarnik, 1938). Soit n > 2. Pour tout n-uplet de nombres réels

0= (6y,...,0,) avec 1,04, ...,0, Q-linéairement indépendants, on a
(Dn—l(0> R @n_l(G) —n+1
< 0) < .
(n—1)0p-1(0) +n — “o(8) < n

Si @,-1(0) = n, l'intervalle se réduit au singleton @o(0) = +, et réciproquement
si Wo(0) = %, cela impose @,—1(0) = n.
Récemment, German [16] a amélioré le théoréme précédent.

Théoréme 3.11 (German, 2012). Soit n > 2. Pour tout n-uplet de nombres réels
0= (01,...,0,) avec 1,04, ...,0, Q-linéairement indépendants, on a
WOn-1(0) — 1
(n—1)&,-1(0)

@n_l(O) —n + 1

< @o(0) < 5 1(0)

On remarquera que si n = 2, on retrouve la relation de Jarnik (2.1). Le théoréme
suivant montre que le transfert de German est optimal, et donne donc le spectre du
couple (&g, Op_1)-

Théoréme 3.12. Soit un entier n > 2, soit un nombre & € [n,+o0] et soit un
G—1  @—ntl
Do’

nombre réel X dans Uintervalle [ }, avec la convention que ['intervalle

pour \ est [ﬁ, 1] st = +oo. Alors il existe un nombre indénombrable de n-uplets
de nombres réels @ = (64, ...,0,) avec 1,6,,...,0, Q-linéairement indépendants tels
que 0p(0) = et O,_1(0) = .

On peut alors se demander si en dimension n > 3 il existe une relation algé-
brique de type Jarnik entre les n exposants uniformes &y, ...&,_1. Dans ce cas, la
dimension du spectre des n exposants serait strictement inférieure a n. Le théoréme
suivant montre qu’une telle relation est impossible.

Théoreme 3.13. Pour tout entier n > 3, le spectre des exposants &y, . ..,0,_1 est
un sous-ensemble de (R U {+o00})" d’intérieur non vide.

Les démonstrations des Théorémes 3.12 et 3.13, ainsi qu'une démonstration al-
ternative du Théoréme 3.11 se trouve dans I'article [10], situé en Annexe B.

Lorsque n > 3, le spectre des exposants uniformes semble plus complexe. Les
relations de la Proposition 3.8 sont, a la connaissance de 'auteur, les meilleures
connues a ce jour. En les combinant toutes, on obtient un intervalle pour @y en
fonction de @, 1. Celui-ci est plus large que celui des Théoremes 3.11 et 3.12 :
cela montre que ces relations ne peuvent pas étre optimales dans leur ensemble. Le
théoreme suivant montre que dans un certain sens, le Going Down est optimal.



Chapitre 3. Cas de la dimension n > 2 45

Théoreme 3.14. Soit un entier n > 3, et un nombre réel &w,_1 > n fixé. Il existe
un n-uplet @ de nombres réels Q-linéairement indépendants avec 1 tel que

@n—l(e) = a)n—la
R (n—d)g(0) — 1

1(0) = 2<d<n-—1.
Wa-1(0) m—d+1 , pour2<d<n

Seul le dernier Going Down concernant ’exposant @y ne semble pas optimal.
Déterminer le spectre des exposants uniformes pris dans leur ensemble reste un pro-
bléme ouvert.

Ces trois derniers théoremes ont été établis grace a la géométrie paramétrique
des nombres, que nous présentons au sous-chapitre suivant.

3.4 Géométrie paramétrique des nombres

La géométrie paramétrique des nombres a été introduite récemment par Schmidt
et Summerer [50, 51], et complétée par Roy [17, 16]. Il s’agit de I’étude des n mi-
nima successifs d’une famille de corps convexes de R™ a un parametre réel comme
fonction de ce parametre. En choisissant convenablement la famille, on peut faire
le lien avec les exposants d’approximation diophantienne en dimension n. C’est une
nouvelle facon trés commode d’étudier les problemes d’approximation simultanée.

Géométrie paramétrique des nombres

Nous utiliserons ici les notations de Roy, qui sont essentiellement duales de celles
de Schmidt et Summerer.

Soit un entier n > 2, et u = (ug, . . . , u,,) un vecteur de R"** de norme euclidienne
|lullo = 1. Pour un parametre réel () > 1, on considére le corps convexe symétrique
par rapport a l'origine

Cu(@) = {z e R | 2l <1, [&-u| <Q7'},

ou x -y est le produit scalaire usuel des vecteurs et y. Pour 1 < d < n + 1,
on note A\g(Cy(Q)) le @™ minimum de C,(Q) relativement au réseau Z"**. Pour un
nombre réel positif g et 1 < d < n -+ 1 on pose

Ly a(q) = log \g(Cu(e?)).

Finalement, on définit la multifonction suivante associée a u :
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L,: [0,00] — R*"!
q = (Lua(@)s s Lunsi(q))-
Le réseau Z" étant invariant par permutation des coordonnées, L, est inchangé

si on permute les coordonnées de u. Comme ||ul|2 = 1 on peut supposer que uy # 0,
ce que l'on fera par la suite. La multifonction L, a les propriétés suivantes.

Proposition 3.15. Les composantes Ly q de L, pour 1 < d < n+1 sont continues
est affines par morceau de pente 0 ou 1. Elles vérifient Ly1 < Ly < -+ < Ly pi1.
On a également l’équivalent suivant pour leur somme :

Ly1(q) + -+ + Luni1(q) = g+ 0(q).

Proposition 3.16. Les coordonnées de u = (uy,...,u,) sont Q-linéairement dé-
pendantes si et seulement si L, est constante pour q assez grand.

Preuve de la Proposition 3.15 Pour montrer cette proposition, nous allons
considérer la jauge de tout les points du réseau Z" par rapport aux corps convexes

Cu(Q).

Soit & un point du réseau Z™ et un nombre réel ¢ > 0, on considere sa jauge par
rapport au corps convexe C,(e?)

Az(q) =min (A > 0 | x € ACy(e?)) .

On pose alors
L:c(q) = log )\m(q> = max (10g ||a}||2, q -+ log |m . ’LL|) ’

qui est une fonction affine en deux morceaux de pentes 0 et 1. On remarque alors
que le graphe conjoint des n + 1 composantes de Ly, = (Ly 1, ..., Lynt1) est inclus
dans le graphe conjoint des fonctions L, lorsque x décrit Z". On en déduit que
le graphe conjoint de L, est affine par morceaux de pentes 0 et 1. L’estimation de
la somme découle directement du deuxieme théoreme de Minkowski (Théoreme 3.2).

On remarquera que la composante L,,; est donnée par le minimum suivant :

Ly1(q) = min L,(q).

TEL™

Par conséquent, lorsque L, ; admet un maximum local en ¢y (sa pente passe de
1a0),alors Ly1(q) = Lu2(q0)-
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Preuve de la Proposition 3.16 Si les coordonnées de u sont dépendantes, il
existe un point & dans Z" tel que

u-x=0.

Dans ce cas,
Aa(q) = [|]|2

et L, est la fonction constante log ||x||2.

Réciproquement si L,,; est constante pour ¢ assez grand, alors il existe  dans Z"
tel que L, est la fonction constante, ce qui implique que u - * = 0 et donc les coor-
données de u sont Q-linéairement dépendantes. O

La proposition suivante relie les exposants d’approximation diophantienne asso-
ciés a 0 = (Z—;, o Z—’;) au comportement asymptotique de la multifonction L,,. Elle
a d’abord été établie par Schmidt et Summerer dans [50, Théoreme 1.4] et [51, Re-
lations (1.8) et (1.9)]. Avec les notations de Roy [16, Proposition 3.1], elle s’exprime

de la manieére suivante.

Proposition 3.17 (Schmidt, Summerer, 2009). Soit w = (ug,...,u,) € R"™ de
norme euclidienne |||y = 1 avec ug # 0. On pose @ = (31, ..., ). Pour tout entier
1 <d<n, on a les relations

lim inf Lu,l(Q) +- Lu,d(Q) _ 1
g—+00 q 14+ w,—a(0)
lim sup Lu,l(Q) Tt Lu,d(Q) _ 1 '
q—+00 q 1+ (;Jn_d(e)
Ainsi, si 'on connait explicitement une multifonction P = (Pi,...,P,41)

[0, 00[— R"™! telle que L, — P est négligeable devant ¢, alors on peut calculer
les 2n exposants &g(0),...,0n-1(0),wo(0),...,w,_1(0) du point @ en remplacant
L,.q par Py dans la formule précédente pour 1 < d < n. Dans cette optique, on
considere la famille de multifonctions suivantes introduites par Roy dans [16].

Définition 3.18 (Roy, 2014). Soit I un sous-intervalle de [0, 00| d’intérieur non
vide. Un (n + 1)-systéme généralisé sur I est une multifonction continue affine par
morceaux P = (Py,..., P,y1) : I — R avec les propriétés suivantes.

(S1) Pour tout g € I, ona 0 < Pi(q) < -+ < Poya(q) et Pi(q) + -+ Poya(q) = ¢.

(S2) Si H est un sous-intervalle ouvert non vide de I sur lequel P est différentiable,
alors il existe des entiers r,7 avec 1 <r <7 <n+1 tels que P, Pryq,..., F5
coincident sur tout l'intervalle H et ont pour pente 1/(7 — r + 1) tandis que
toutes les autres composantes P; de P sont constantes sur H.



48 3.4. Géométrie paramétrique des nombres

(S3) Si ¢ est un point intérieur de I ou P n’est pas différentiable, si r,7, s, s sont
les entiers tels que

1 1
Pl )=——— (r<d<v) et Pg") = <d<s
a(47) 77_H1(£_ <) et Fyq") §_§+1(§_ <3),
et sir <5, alors on a P.(q) = Pr11(q) = ... = Ps(q).

Ici Pi(q7) (resp. Pj(¢")) désigne la dérivée a gauche (resp. a droite) de Py en g.
Le résultat suivant combine le Théoréme 4.2 et le Corollaire 4.7 de [16].

Théoréme 3.19 (Roy, 2014). Pour tout point non nul w € R"*! il existe un nombre
réel o > 0 et un (n + 1)-systéme généralisé P sur [qo, +oo[ tels que L, — P est
borné sur [qo, +oo[. Réciproquement, pour tout (n+ 1)-systéme généralisé P sur un
intervalle [qo, +00] avec qy > 0, il existe un point non nul uw € R"™! tel que L, — P
est borné sur [qo, +00|.

Considérant la remarque apres la Proposition 3.17, ce résultat réduit la détermi-
nation du spectre des exposants d’approximation diophantienne & une étude combi-
natoire de (n + 1)-systemes généralisés.

Avant de démontrer la Proposition 3.17, nous allons clarifier ce qu’est un (n+1)-
systeme généralisé. Méme si la définition semble compliquée, cet objet est facile a
comprendre a partir du graphe conjoint de P, a savoir 'union des graphes de ses
composantes Py, ..., P, sur U'intervalle de définition I de P. Nous l'expliquons
maintenant.

Un point de division de P est une borne de I contenue dans I ou un point
intérieur de I ou P n’est pas différentiable. Ces points forment un sous ensemble
discret de I. Entre deux points de division consécutifs ¢* < ¢q de I, le graphe de
chaque composante de P est un segment de droite. Tous ces segments de droite
sont de pente nulle sauf un segment de droite de pente 1/t ou ¢ est le nombre de
composantes de P dont le graphe sur [¢*, ] est ce segment de droite. Par la condition
P <P, <..-<P,, il existe des composantes consécutives F,, ..., Pr de P avec
7 —r+1=t. Siqestun point intérieur de I, et si P, ..., Ps sont les composantes

1 . .
de P dont le graphe a pour pente a1 @ droite de ¢, alors il y a deux cas.

1. Sir < 5, on dit que g est un point de division ordinaire. Dans ce cas, on a
P,(q) = --- = P;s(q) d’apres la propriété (S3). Cela implique que r < s et
r < §, comme par définition P;(q) = Ps(q) et Pr(q) = P.(q) et les composantes
sont classées par ordre croissant. Parmi P, ..., P, les composantes P; avec

s < j < 7 (sl en existe) changent de pente de —-— a —1 Celles avec

r—r+1 5—s+1°
—L_ 3 0. Les composantes restantes
r—r+1

j < min(7,s — 1) changent de pente de
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P;avecr+1 < j <s—1 (s'il en existe) ont une pente constante nulle dans un
voisinage de q.

P§+1 P§+1
pP=- =P
Prpy =+ P, = = Is—1
P, =
Pr—l

Point de division ordinaire ¢

2. Sinon, on a r > § car il est impossible que r = § (ou sinon P est différentiable
en ¢). On dit alors que ¢ est un point d’échange. Dans ce cas, on a P,(q) =
-+ = Pr(q) > Ps(q), ce qui signifie que I'extrémité supérieure du segment de
droite de pente Fﬁi —7 & la gauche de ¢ est au dessus de l'extrémité inférieure

du segment de droite de pente 5—1 =}

a la droite de q.

pet®

Point d’échange ¢

Proposition 3.20. Le graphe conjoint d’un (n+1)-systéme généralisé P détermine
de maniéere unique ['application P si [’on connait la valeur de P en un point de son
intervalle de définition.

Preuve de la Proposition 3.17 La preuve repose sur une définition alternative
des exposants wy(0) et @4(0), donnée par Bugeaud et Laurent dans [3, §4].
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Lemme 3.21 (Bugeaud, Laurent, 2007). Soit un entier d compris entre 0 et n — 1.
Alors lexposant wq(0) (resp. wq(0)) est le supremum des nombres réels w tels que
le systeme

0< 21 <Q 2 A (160, < Q@ (3.4)

admet une solution z € N Z" pour des nombres réels Q arbitrairement grands
(resp. pour tout nombre réel Q) assez grand).

Pour tout nombre entier d entre 0 et n — 1, et tout nombre réel @) > 1, on définit
le corps convexe

d+1

K@ ={ze AR[|2 <QlzA (16,00l <1}
Montrons que lCé,dH)(Q) est comparable au (d+ 1) corps extérieur de ICél) (Q).
Il s’agit du [3, §4 Lemme 3 | avec U = Q et V = 1.

On commence par remarquer que IC,(,I)(Q) est comparable a P défini par

P:{mERnﬂ]|x0|§Q,|m06’z—xZ|Sl,lgzgn}

Or P est comparable a ’enveloppe convexe des points

+Qu, teq, +e,

ou e; = (0,1,0,...0),...,e, = (0,...,0,1) et w = (1,64,...,6,). Le (d +
1)®me corps extérieur de IC‘(gl)(Q) est donc comparable a ’enveloppe convexe dans
ATTHR™1) du produit extérieur de d + 1 de ces points, & savoir des points

ieio/\...eid, 1 << - <ig<n,

et
FQuANe, N Nejy, 1 <ipg < <ig<n.

Les points z de cette forme vérifient
2]l < Q, |z Au| <1,

d’ott la premiére inclusion. Inversement, si un point z de AT R"*! appartient &
d+1 , , . L.

ICé * )(Q), on le décompose dans la base composée de d + 1 produits extérieurs de

la base (u,eq,...,e,), a savoir

z = Z Wig iy i Cig /N =+ N €4y + Z bi1,i27~-~,idu A€y NN eg,.

On a alors les estimations Y- @iy iy.iy| + 2 |0iyin,.iy| X 12] < Q et X |aiy 4y 0, <
lu A z| < 1. D’ou la deuxiéme inclusion et le résultat.
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Reprenons la preuve de la Proposition 3.17. Par le Théoreme 3.4, le premier

minimum de ICéj ) (Q) par rapport a AT ZnFL vérifie

MK @) = MK (@) A (K57 (@Q)):
Comme IC;I)(Q) est comparable au dual de Cp(Q), il découle du Théoreme 3.3 que

MIEET@Q) = A1 (Co(@)™ o A1 (Co (@)
= Q 'M(Co(Q)) .. M—alCo(Q)),

en utilisant le deuxieme théoreme de Minkowski (Théoreme 3.1).
On remarque alors que le corps convexe défini par le systéme d’équation (3.4) est

Q_“Kédﬂ)(Qw“). Son premier minimum est donc majoré et minoré par le produit

Q"M (Co(Q7T)) ... An-a(Co(Q))

a une constante multiplicative positive pres indépendante de @ et w, lorsque ) > 1
et w+ 1> 0. Par le Lemme 3.21, 'exposant wy(0) (resp. @4(0)) est le supremum
des nombres réels w tels que ce premier minimum est inférieur a 1 pour des nombres
réels () arbitrairement grand (resp. pour tout nombre réel ) assez grand). Comme
ces exposants sont strictement positifs, on peut supposer w > —1. On choisit alors

le parametre ) = exp(%ﬂ), avec ¢ > 0. On obtient alors la condition
Lu,l(Q) +-+ Lu,n—d(Q) < 1
q 14w
Ce qui acheve la preuve. H

Proposition 3.22. Pour tous les entiers 1 < k <m <n+1, si py est un point de
division tel que P, n’est pas différentiable, alors pour tout p > pgy, P,, est constant
sur lintervalle [po, po + Ppn(po) — Pe(po)]. En particulier, on a

P,.(p) < max (P, (po), Pi(po) +p — po) -

Preuve. Cela découle du fait que les pentes valent au plus 1, comme on peut le voir
sur la figure suivante.

+
!
|
|
|
|
|
1
|
|
|
!
!
|
|

Po po+ Pn(po) — Pe(po)
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Soit donc un entier 1 < k < n, et pp un point de division tel que P n’est
pas différentiable et un point p > pg. Si la composante Py,; n’est pas constante sur
'intervalle [py, p], alors par définition il existe un point de division p; dans I'intervalle
|po, p| tel que Pyiq n'est pas différentiable en p; et Py(p;) = Pii1(p1). Comme la
dérivée P] est majorée par 1, on obtient :

Py(p1) — Pe(po) < p1 — po-

On en déduit
P> p1 > Do+ Prey1(po) — Pe(po),

d’ott le résultat pour m = k£ + 1. On en déduit facilement le résultat par récurrence.

]

Proposition 3.23. Lorsque seule la composante Py croit, on ne peut avoir qu’un
point de division ordinaire. Ainsi, lorsque P{(q) = 1, on sait que seule la composante
Py croit jusqu’a atteindre la valeur Py(q).

3.4.1 Résultats

Dans ce sous-chapitre, nous commengons par expliquer comment interpréter les
résultats classiques dans le contexte de la géométrie paramétrique des nombres, puis
nous énoncons les résultats obtenus grace a celle-ci.

Commencons par une remarque sur la dépendance linéaire des coordonnées de 6.
Nous avons dit précédemment que dans ce cas, on se ramenait au cas de la dimension
inférieure. Cela s’explique facilement a ’aide du graphe conjoint d'un (n+1)-systéme
généralisé. D’apres la Proposition 3.16, si les coordonnées sont dépendantes, alors
P, est constante pour ¢ assez grand, et le jeu combinatoire sur les n composantes
restantes donne les valeurs possibles des exposants. On se ramene donc bien au cas
de la dimension inférieure, en n’excluant pas que celle-ci se réduise a nouveau si P,
est a son tour constante pour ¢ assez grand.

Les deux conditions P, < P, < --- < P,y et Pi(q) + Px(q) + -+ Poya(q) = q,
impliquent les majorations, pour tout entier d entre 1 et n.

d
P, i+ Pylg) < ——¢.
1(q) + -+ Palq) < 1Y

On en déduit par la Proposition 3.17 et le Théoreéme 3.19 les minorations

~ d+1
wd(O) Z wd(ﬂ) Z o — d




Chapitre 3. Cas de la dimension n > 2 53

On sait qu’au sens de la mesure de Lebesgue, ces minorations sont presque

surement des égalités :
d+1
wa(0) = 0q(0) = .
a(0) = @a(0) = ——
Lorsque I'on a toutes ces égalités, cela implique qu’asympotiquement il existe des
nombres réels ¢ arbitrairement grands tels que toutes les composantes aient une va-
leur 15 + 0(q). Le comportement presque siir des fonctions L, est donc que toutes

ses composantes sont a distance o(q) de la droite ¢ — 4.

On remarque également que lorsque I'un des exposants wq(6) prend la valeur T2

n—d’
alors les deux conditions Py < Py < --- < P,y et Pi(q)+ Pa(q) +---+ Poi1(q) = ¢
imposent que les composantes P, ..., Py valent %5 +o0(q), et finalement que toutes

les composantes valent 13 + o(gq). Si I'un des exposants uniformes prend sa va-
leur presque stire, alors tous les n exposants uniformes prennent leur valeur presque
stire, et si un exposant ordinaire prend sa valeur presque stire, alors les 2n exposants
prennent leur valeur presque stire. Ces résultats de simultanéité sont déja montrés
par Schmidt et Wang [52].

Dans le cas de la dimension n = 1, Keita [24] a pu établir précisément un lien
entre la décomposition en fraction continue du réel considéré et les extrema locaux
de la multifonction dans les notations duales de Schmidt et Summerer.

Concernant la dimension n = 2, on présente dans le sous-chapitre suivant une
démonstration alternative du Théoreme 2.2, et comment interpréter la relation de
Jarnik (2.1).

Grace a cette théorie, pour toute dimension n > 1, Roy a pu démontrer que les
inégalités de Going Up et Going Down étaient optimales, donnant le spectre des
n exposants ordinaires. Les Théoremes 3.12, 3.13 et 3.14 donnent des éléments de
réponse sur le spectre des n exposants uniformes.

Une autre avancée permise par la géométrie paramétrique des nombres est la
. . 0 n_1(0 . R ~
minoration du rapport Zggag (resp/. gnigeg ) en fonction de @y (@) (resp. @,—1(0)). En

dimension n = 2, Jarnik a montré que

On a également

wo(0)
[

En dimension n = 3, Moshchevitin [13] a établi la relation
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@0(8 + (/4 (8) — 360(6)?
2(1 —@(0)) ’

ol wy(B) = oo si W(0) = 1. Grace a la géométrie paramétrique des nombres,
Schmidt et Summerer [50] ont donné une preuve alternative, ainsi que la minoration
duale

wo(8) < 469(0) —3 -1
o(0) — 2 '
Ces minorations sont optimales. Une telle minoration en dimension supérieure

reste un probleme ouvert, qui s’inscrit dans la problématique plus générale d’établir
le spectre joint des 2n exposants ordinaires et uniformes.

3.4.2 Exposants de Schmidt et Summerer
Dans cette section, nous définissons les 2n exposants introduits par W. M.

Schmidt et L. Summerer [50, 51], qui correspondent aux limites supérieures et infé-

. P N Y
rieures des 242 Leur spectre n’est pas connu, méme pour n = 2 et n’est pas lié a

celui des 2n exposants définis précédemment. Cela reste un probleme ouvert.
Nous allons reprendre les notations et définitions de [50, 51].

Pour un n-uplet @ = (1,6,,...,60,,_1) de réels Q-linéairement indépendants, on
considere les réseaux de R™ de covolume 1 définis par
1 —6,
A=AB) = : Vi
a _enfl
1

= {(pl _pn‘917 ce oy Pn—1 _pnen—lapn)a (plv e pn) € Zn} CR"

A" =A"(0) = .z
O oo b 1

= {(pb tee >pn717p161 + ... +pn719n71 +pn)> (pl> cee 7pn) € Zn} C R"
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Notons le cube unité C = {p | |pi| < 1,1 < i < n} et son dual C* = {p |
Ip1] + ...+ |pn| < 1} . Soient Bi(t),...[Hn(t) des fonctions de somme nulle, pour
g > 0 on pose I'application linéaire T}, : R™ — R" définie par

T,: p:= 1, . ,pn) — (eﬁl(Q)pl,...,eﬁn(q)pn).

On définit application linéaire duale T = T, : R" — R"”

—Bn(q)

Tr:pi=(p1,....,pn) = (e Wpy, e Pn)-

\On note C(q) = Ty(C) (resp. C*(q) = (T4(C))* = T;(C*)) et Ni(q) (resp. Aj(q))
le i*™® minimum successif par rapport a A et C(q) (resp. A* et C*(¢)). On remarque
que C(q) et C*(q) sont de volume constant, comme la somme des §;(t) est nulle.

On définit alors les exposants de Schmidt-Summerer de la maniere suivante.

Définition 3.24. Pour @ = (1,6,,...,60,_1) un n-uplet de nombres réels Q-linéairement
indépendants on définit pour 1 < d <n :

log \
Fral8) = limsup 2520
’ q—00 q
. Jog Aa(q)
gﬁd(e) = hggglfT,
log \*
@};d(O) = limsup 208 Ad\9) d<q),
’ q—00 q
\ . log Ni(q)
gﬂvd(a) = hggg)lde.
On a trivialement
Pg 1(0) < @,3,2(0) < < @ﬂ,n(e)v
05,(0) < 9,,(0) <--- <, (0),
51(0) <P5,(0) <--- <75,,(0),
©5.,(0) <95, (0) <--- <y ().

Le deuxieme théoreme de Minkowski (Théoreme 3.2) nous donne un encadrement
du produit des Ay :

<A1 A, < det A

On se place maintenant dans le cas particulier symétrique, i.e. on choisit 8;1(q) =
o= fn-1(q) = —q et Bn(q) = (n—1)q. Dans ce cas, on enlevera le 8 des notations
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pour les alléger.

On en déduit pour tout 1 < d < n les encadrements de nos exposants
_<n - 1) < flg’d(e) < @ﬂ,d(e) < 17
—(n—1) < 9, ,(0) < Fpa60) < 1.

Théoréme 3.25 (Schmidt, Summerer, 2009). Pour 1 <d <n on a

0 < Pp1(0)+ - +P54.1(0) + £ﬂ1d<9) +@par1(0) + - +P5,,(0),
0 > 0, (604t gy, (0)+ Paul®) 2y ,,(0) 4+ 0, (6)

On remarque que dans le cas symétrique les exposants ©,(6) , 73(0), ¢*(0) ¢,(0)
sont reliés par la relation suivante :

Proposition 3.26. Pour 8 = (1,01,...,0,_1) un n-uplet de nombres réels Q-

linéairement indépendants, pour 1 < d < n et les fonctions p1(q) = -+ = Bn_1(q) =
—g et Balt) = (0 — 1)g, on o

@d(e)) = _E:H—l—d(e)’

0, (0) = —Dhi1-4(0).

Il suffit donc d’étudier les exposants p,(6) et ¢ (0). Nous démontrons cette
proposition a la fin de ce sous-chapitre. Les résultats de Schmidt et Summerer
consistent en I'étude des fonctions continues affines par morceaux Lq(q) = log A(q)
pour 1 < d < n. Le théoreme suivant relie les exposants de Schmidt-Summerer avec
les exposants classiques introduits précédemment.

Théoréme 3.27 (Schmidt, Summerer,2009). Pour 1,6y, ...,0,_1 des nombres réels
Q-linéairement indépendants, et avec les notations précédentes les concernants, on
a

(1+A0)(n—1+¢,(0) = (1+A0))(n—1+,(8))
(1+w(0)(1-¢,(0) = (1+0(6)(1-7,(0)) =n

—n

En conséquence, les quatres exposants classiques w, A\, @, \ déterminent les ex-
posants d’indice 1 et n de Schmidt et Summerer P, 8, P1, Py €t vice versa. Par
contre, les exposants @, pour les indices 2 < d < n ne sont pas liés aux exposants
intermédiaires introduits par Laurent. Dans [50, 51] Schmidt et Summerer expriment
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avec les exposants ¢, et @, des relations équivalentes ou plus fortes que I'égalité de
Jarnik (2.1) [22], le Theoreme 2.2 de Laurent [32], et les principes de transfert de
Khintchine [26, 27, 419].

Dans ce cadre, il est naturel de définir les exposants suivants.

Définition 3.28. Soit 8 = (1,6,,...,0,_1) un n-uplet de nombres réels Q-linéairement
indépendants, 0 < py,...,y—1 < n — 1 des nombres réels de somme n — 1 et un
entier 1 < d < n. On définit A({Y(8) (resp. 5\&‘1)(0) ) comme le supremum des nombres
réels A tels que le systeme

0<lyo| < H
1
_ < —A
0< lgfggf_lﬂekyn yel) < H™,
admet d solutions entiéres (yi, ..., y,) € Z" linéairement indépendantes pour des

nombres réels H arbitrairement gran (resp. pour tout nombre réel H assez grand).
On définit également wl(Ld)(O) (resp. @ d)( ) ) comme le supremum des nombres réels
w tels que le systeme

IN

0 < max |yk|“k H

1<k<n

0 < |01y1+-~+9n—1yn—1+yn| < H_wu

admet d solutions entieres (yi,...,y,) € Z" linéairement indépendantes pour des
nombres réels H arbitrairement grand (resp. pour tout nombre réel H assez grand).

Dans le cas symétrique p1y = -+ = p,—1 = 1 on enlevera p des notations pour
les alléger. On obtient alors

AD(9) = A(8), AD(6) = \(®),
w(0) = w(8), ©M(8)=a(0).
Pour n = 3 on retrouve la définition pondérée du chapitre 2.2 avec pu; = 2i et
P = 27.
Le Théoreme 3.27 se généralise alors a
Théoréme 3.29 (Schmidt, Summerer, 2013). Dans le cas symétrique g = -+ =
ln_1 = 1, pour tout nombre entier 1 < d < n, on a
(1+XD(0))(n =1+ ¢,(0)) = (1+A(0))(n— 1+ 2,6)) = n,
(1+29(6))(1+95(8)) = (1 +w(0))(n - 1+ ¢(6)) = n.
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En utilisant les relations de la Proposition 3.26, on obtient le corollaire

Corollaire 3.30. Pour tout nombre entier d entre 1 et n,

)\(d)(e)@(nﬂ-l—d)(e) - 1= S\(d)(e)w(n-&-l—d)(e)

Preuve du corollaire En appliquant la relation 7;(0) = —¢
lité du Théoreme 3.29 on obtient :

ni1_q(0) dans I'éga-

~(d) _ —
1+ (O0)(1 -, ., ,(0)) =n.
Or le Théoreme 3.29 donne également
2D (0
0)=1- ni()j
1+ A4 ()
on obtient 1’égalité annoncée A(@(8)™+1=9 (@) = 1 en combinant les deux éga-

lités précédentes. Légalité 1 = A@(8)w™1-9 () se montre de manidre identique.
O]

£n+1—d<

Preuve de la Proposition 3.26 On commence par montrer que la valeur des ex-
posants est indépendante du choix du corps convexe, et que ’on peut donc supposer
que l'on travaille avec le cube unité C. En effet soit I un corps convexe, alors il existe
des constantes ¢; et ¢y telles que ¢ K C C C oK et alors ¢1K(q) C C(q) C 2K(q) ce
qui implique

CQ_IAd(A7 lC? Q) S Ad(A, Ca Q> S CII)\d(A7 ]C, Q)u
qui donne la majoration

’Ed(A7IC7Q) - [de(A,C,q>| < ¢,

dont on déduit 'indépendance par égalité des limites supérieures et inférieures. On
s’est donc ramené au cas du cube unité. On considere alors I'inégalité de Mahler
(Théoréme 3.3). En lappliquant au corps convexe C(q) on obtient

1Li(q) + Lus1-a(q)| < c,
dont on déduit
24(0)" +¢,., ,(0)=0 et ©(0)+P,1_4(0) =0.

Ce qui montre notre proposition.
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3.5 Applications de la géométrie paramétrique des
nombres

Dans ce sous-chapitre, nous présentons deux démonstrations utilisant la géomé-
trie paramétrique des nombres. La preuve des Théoremes 3.12 et 3.13, utilisant les
mémes outils, se trouve dans larticle [10] situé en Annexe B.

3.5.1 Démonstration alternative du Théoréme 2.2

Nous donnons ici une démonstration alternative du Théoreme 2.2 de Laurent
[32] utilisant la géométrie paramétrique des nombres. Pour cela, nous allons d’abord
construire une famille de points atteignant toutes les valeurs du spectre. Pour la ré-
ciproque, via I’étude des 3-systemes, on commencera par établir la relation de Jarnik
(2.1), pour ensuite montrer les encadrements des exposants w et A.

Soient quatre nombres réels w, @, \ et A vérifiant

R 1 o —1 —w—1
A+T:L@22aﬂgﬁ)< w-w-1
w w4+ w

Nous allons construire un point 8 € R? tel que w(0) = w, ©(0) = @, A\(0) = X et
A(B) = X

Soit un réel strictement positif go. On définit la suite géométrique de réels
(@sm)m=0 par
o AMw+1)
ds5m 1+ M@ — 1)Q5(m71),

On définit également pour tout m > 1

pour m > 1.

- 20 —1
dsm+1 = (2)—{— 1 dsm
2w —=A)+A+1
Q5m+2 - ((:L\}—i-l)()\—'—l) QSma
W +1
5m+3 = o T 1Q5m7
B Aw + 2w — A
PBm+4 = (@+1)(>\+1)Q5m‘

Lemme 3.31. Sous [’hypothése

R 1 o —1 —w—1
Srloq ose @@=l wow-1
w w+w w
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la suite (qm)m>o0 est croissante :
Bm < Gm+1 < - < Qoms-
Preuve. Avec les notations précédentes, on a les équivalences suivantes :

d5m S d5m+1 = w 2 27

w—w-+1
Bmt1 < Gmt2 & A< —
w
Gsm+2 < Qsmy3 < D) <A,
w—1
Gmt3 < @mpa & A< 5
w@-—1)
Gmid < Gmts & A > ———
w+w

On remarque qu’on voit apparaitre les relations de transfert de Khintchine ne
faisant pas intervenir les exposants uniformes.

Nous allons construire un 3-systeme généralisé P dont le graphe conjoint est
invariant par dilatation de facteur % sur Uintervalle [go, oo[. Ainsi, il suffit
de définir P sur un intervalle générique (g5, ¢5(m+1)]. Le motif du graphe conjoint

de P est donné par la Figure 3.1.

En pointillés rouges et verts, on trouve le graphe générique pour les valeurs ex-
trémales correspondant a 5,1 = @5ma2 €t Gsmia = Q5mas-

P est défini en g5, par

1
P1(Q5m) = P2(Q5m) = m%m;
w—1
P m = T <Y4m,
5(@5m) T @%
et en @smi3 = Zﬁ dsm Par
1
Pi(gsmss) = m%m;
w— A
P m - ms
2((]5 +3) (1 +@)(1 + )\)q5
A
P3(Q5m+3) = m%m,

La somme des composantes en gs,, et ¢sm,.3 vaut bien g¢s,, et ¢s,.3 respective-
ment, et la définition de la suite (g5, )m>0 assure I'invariance par dilatation.



Chapitre 3. Cas de la dimension n > 2 61

FIGURE 3.1 — Graphe conjoint de P sur un intervalle générique [gsm,, g5(m+1))-

Pour k£ = 0,...,4 le graphe a un unique segment de pente strictement positive
sur lintervalle [@sm-k, @5msk+1]. Les points gsmix sont des points de division pour
k = 0,...4. Le point gs,.3 est un point d’échange, alors que les autres sont des
points de division ordinaires.

Par l'invariance par dilatation, on peut alors aisément calculer les limites sui-
vantes.

P, P P, 1
lim sup Y (9) = max 1(9) = 1(0) — —
q—00 q q€lqo0,95] ¢ Qo 1+ o
P, P P, 1
lim inf 1(9) = min 1(9) = 1(43) — 7
900 q 9€lqo0.a5] @ a3 I+tw
P. P. P. A
lim sup 3(q) —  max 3(q) _ 3(q3) _ 7
q—00 q q€lqo.a5) ¢ qs 1+ A
P P P v—1 A
lim inf 73((1) = min 3(4) = 3(q1) = WA — _.
a0 q q€lqo.a5] @ Q1 20 —1 14+ )\

La Proposition 3.17 et le Théoreme 3.19 nous assure alors I'existence d’un point
0 € R? tel que

~

w(0) = w, &(0) =&, AN0) = X et A\(0) = \.
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Ceci acheve la premiere partie de la preuve alternative du Théoreme 2.2.

Nous allons maintenant donner une preuve de la relation de Jarnik (2.1) a l'aide
de la géométrie paramétrique des nombres, c¢’est un cas particulier du Théoreme 3.12.

La raison pour laquelle on a une égalité en dimension 2, mais seulement un en-
cadrement en dimension supérieure est la suivante. La fonction PlT@ (resp. P“T(Q))
admet ses maxima locaux (resp. ses minima locaux) en des points de division ou
Pi(q) = Px(q) (resp. P3(q) = P2(q)). En dimension 2, en ces points, la troisieme com-
posante P3(q) (resp. Pi(q)) est entierement déterminée. En dimension supérieure il

y a de la liberté.

Considérons un 3-systeme généralisé P, on pose les deux quantités @ et A\ tels
que

I Pi(q) _ 1
im sup = —,
q—00 q 14w

P A
lim inf 3(9) = ~.
a0 q 1+ A

Commencons par le cas ou la premiere limite est nulle, on posera @ = co. Alors,
pour tout £ > 0, et ¢q assez grand P;(q) < £¢. On en déduit que Px(q) + Ps(q) >
q(1 —¢). Alors, il y a deux possibilités. Soit il existe des ¢ infiniment grands tels
que Py(q) = Ps(q) et la limite inférieure vaut 1/2 et A\ = 1, satisfaisant I'égalité
(2.1). Soit ce n’est pas le cas, ce qui implique que P; et P, sont constantes a partir
d’un certain ¢, et la limite inférieure vaut 1 pour un \ infini. 11 s’agit du cas ou les
coordonnées ne sont pas linéairement indépendantes avec 1.

On considére maintenant le cas ott @ et \ sont des nombres réels. On commence
par écarter le cas ou Pi(q) = P»(q) = Ps(q) pour des ¢ arbitrairement grand. En
effet dans ce cas on trouve le cas des valeur presque stires, a savoir @ = 2 et A= %,
qui satisfait bien 1’égalité (2.1). Alors, on remarque que

P, 1
0 < 1(q) <=
q
On en déduit que la fonction ¢ — 249 est croissante si P/(q) > 0 et décroissante si

q

Pi(q) = 0.

Soit € > 0. Par définition de la limite supérieure, il existe un point réel ¢, tel que

q > q1 implique que
Pi(q) < 1 _
qg ~1+w

+e.
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On considere alors un point p; > ¢ tel que

S
E.
1+

Pi(p1) = Py(p1) <
On a alors

O—1-2e(1+0)
14+ )

Ps(p1) = p1 — Pi(p1) — Pa(p1) > 1

On considere ensuite le point ps = p; + (P3(p1) — Pa(p1)). En appliquant la Propo-
sition 3.22, on obtient alors la majoration suivante (en fait Py(ps) = Ps(p1))

P2 20— 1-—2e(l+d)

P3 ///
P, 7 3
P, | |
P1 P2
On en déduit finalement que
A o—1
= < ,
1+A 7" 20—1

ce qui implique que A+ % < 1. 1l s’agit maintenant de montrer 1'inégalité inverse
pour conclure. On remarque d’abord que 1’égalité est vérifiée pour les valeurs presque
stires, on exclut ce cas pour la suite.

P3(q)
q

Il existe des points de division arbitrairement grands p > gy tels que ¢ —
admette un minimum local en p et

Py(p) A

<e.

~

p I+ A

On suppose toujours que Ps(p) # Pi(p).

On consideére alors le point réel py = max{q < p | Pi(q) = P2(q)}. En pg, on a
les valeurs
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1
Pi(po) = %mﬁémg+@+%

O—1—2e(@+1)
14+ '

Ps(po) = po—2Pi(po) = po

On commence par remarquer que la fonction ¢ — P;(q) est constante sur 1'in-
tervalle [po, p|. En effet si ce n’est pas le cas, il existe un point réel py < p; < p ou
la fonction affine par morceaux P; a pour pente 1. Comme p est un minimum local
de PST@’ la dérivée a droite P;(p™) est non nulle, et donc la dérivée P/(p™) est nulle
(sinon P, = P, = P; pour des ¢ arbitrairement grands, et on est dans le cas presque
stir exclu) . Ainsi il existe un point dans U'intervalle ouvert |p;, p| ou P; change de
pente. En ce point, P, = P,, ce qui contredit la définition de py.

P, — 3
P, 1 1
DPo p

P3(p)

p

P = po+Po(p)—Pa(po)+P3(p)—Ps(po) < po+2P5(p)—Pa(po)—Ps(po) < 2P3(p)+Pi(po)-

Nous allons évaluer pour obtenir notre résultat. On a

Alinsi,

Bp) o Bp)
P 2Ps(p) + Pi(po)
qui est une fonction croissante de Ps(p). La minoration

Ps(p) > Ps(po)

donne donc
Ps(p) > Ps(po) S Po— 2P (po)

p— 2P5(po) + Pi(po) — 2po — 3Pi(po)’
qui est une fonction décroissante de P;(pg). La majoration

1+e(1+0)

P, <
1(Po) < po 5

donne alors ’estimation

Pyp) _ &—1-2
p T 2—1-3¢
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Finalement, on en déduit que

A o—1
— >
1+A 20-1

Ceci est équivalent a I'inégalité A1 /& > 1, ce qui achéve notre preuve alternative
de la relation de Jarnik (2.1).

Nous allons maintenant montrer I’encadrement de A\ en fonction de @ et w, en
utilisant les propriétés des 3-systémes généralisés.

Soit P un 3-systeéme généralisé. Soit € > 0. Il existe un nombre réel gy tel que
pour tout g > qo,

1—¢ <P1(q) < 1+f-
14w ™ ¢ ~— 1+

On considere alors la suite (g,),>1 des points de division ordonnés par ordre
croissant ¢, > qo tels que Pi(g,) = P2(qn), la dérivée a droite P/, (¢,) =0 et

inf{q > g, | P2(q) = P3(q)} < inf{qg > ¢» | P1(q) = P(q)}-

Il s’agit des points de division tels que P;(¢) = P»(q) puis P; reste localement
constante tandis que P croit jusqu’a atteindre la valeur de Pj3, ou bien croit avec
P3 avec une pente 1/2.

On pose alors les points suivants :

r = min{g > q, | P, (q) =1},
min{q > ¢, | Pi(q) = Pa(q)},
an = min{q >y | P2(q) P3(q)}'

Sn

Par définition de g, et par la Proposition 3.22 on a a,, = ¢, + P3(q,) — P2(qn)-
Remarquons également que ’égalité Pi(q) = Pa(q) = P3(q) n’est possible que sur
les intervalles [s,,, ¢,11], par définition de a, et s,.

On commence par exclure le cas ou il existe une infinité de points ¢ tels que
Pi(q) = Py(q) = P3(q). On peut supposer que ¢q est assez grand pour que cela
n’arrive jamais. Dans ce cadre, on a le lemme suivant.
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FIGURE 3.2 — Graphe conjoint de P sur un intervalle [g,,¢nt1], cas ou Pi(q) =
Py(q) = P3(q) est exclu .

Lemme 3.32.
F i Pi(qn 1
hm sup 1(Q) = hm sup max M — hm sup 1 (q ) — _
g—00 q n—oo  [rn,rnt1] n—00 an 14+o
P P Pi(ry 1
lim inf () = liminf min 1(9) = lim sup 1 () — 7
g0 q n=X gn,qnt1] @ n—o0 Tn 1+w
L P P A
lim sup B = limsup max 5(9) = lim sup max 3(9) = :
g—o0 q n—0o  [gn,gn+1] ¢ n—oo  lan,rn] 14+ )\

Preuve. Par le premier théoréeme de Minkowski (Théoréme 3.1), on sait que w > @ >
2. On en déduit que les deux premieres limites du Lemme 3.32 sont inférieures a
1/3. Ainsi, P; croit si et seulement si qu(q) croit. Par définition, P; est constante sur

I'intervalle [g,, 7], et a une pente moyenne supérieure a 1/3 sur l'intervalle [r,,, gn11]-
On a donc

. Pi(q) . Pi(q) .. Pig,) 1
limsup ——= = limsup max ——= = limsup = —,
q—0 q n—oo [rn,ny1] @ n—o0 Gn 1+

P P Py(r, 1
lim inf 1(4) = liminf min 1(9) = lim sup 1(7n) _ '
g0 q =0 gn,qnt+1] @ n—00 Tn 14w

On sait que P3T(q) > 3 avec 6galité si et seulement si Pi(q) = Py(q) = P3(q) = q/3.
Par définition et par la Proposition 3.22, on sait que P; est constante sur l'intervalle
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[Gn, ay]. On rappelle qu’il est exclu que Py(q) = Py(q) = P3(q), donc Pj est constante
Sur [rp, gny1]. On en déduit la restriction d’intervalle

: Ps(q) P(q) . P(g) A
lim sup = limsup max = lim sup max = .
q—00 q n—00 [qn,qn+1] q n—o00  [an,rn] q 1 —f—)\
O]
On commence par majorer \, et donc majorer maxj,,, Tn] . Soit un indice

n > 1, on pose les nombres réels Py, P, tels que
Pi(qn) = Prgn et Pa(rn) = Pagy.

On note m,, € [an, T, le point ou 3(") atteind sont maximum sur cet intervalle. Par
la Proposition 3.22, on a

P3((]) — PS(mn> < P1QH+mn — Qn

max
[an vrn} q mpy, mpy

Le terme de droite est une fonction croissante de m,,, qui est majoré par r,. On
en déduit que

P3(Q) qun—i_rn_Qn

max <
[U«nﬂ"n q rn
Or % = — " < 175, donc
(1+¢)
TTL n
max PS(Q) S 14w
[ana"'n} q TTZ
Comme 2 (1+5) > Piq, > l(i 9 la minoration
"> ra(l+@)(1 —¢)
(1+w)(1+¢)
donne
P 1—=)(1+¢ 1 —&
max 5(q) < T 1+w)( 1) < +w w(1+61)’
[an,rn] q Tn 1 + w

Ici, €1 tend vers zéro lorsque € tend vers zéro.

On en déduit que 5 +)\ < IJ{j’r;@, i.e. la majoration voulue
1+w—w
A< %
w

P3(q) '

Il s’agit maintenant d’établir la minoration de A, en minorant max,, ,,]
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Tout d’abord, on note que

Py(sn) Py o Lte

Sn, Tnt gu(Po—P) — 1407

dont on déduit la majoration

Tn _QnP
P < %(

1+4+¢ 2),
ol €5 tend vers zéro lorsque € tend vers zéro.

On consideére alors

P3(q) > PB(Tn) Tn_P1Qn_P2Qn

max ——~ > =
lan,mn] @ Tn T'n
Tn_PIQn_m%(l—i_E?)
= o
PlQn w—1
> (1-— —(1
> a-DmE =l

avec €9 et €3 qui tendent vers zéro lorsque € tend vers zéro.

Par définition de la liminf, il existe une suite extraite g, telle que % tende
w(n

vers % A partir d'un certain rang, on a donc
“+w

Ps(q) 1 w-1 ww-—1)
max >(1———)—(1+e5) = —(14¢4),
[ap)Tom)] G ( 1+ w) w ( 2 o1 +w) ( 1)

avec £4 qui tend vers zéro lorsque ¢ tend vers zéro.

On en déduit 1%\ > :jg‘l":];, qui donne la minoration voulue

w(@—l).

A> —
W+ w

On considére maintenant le cas ou P;(q) = P»(q) = P3(q) pour des nombres réels

q arbitrairement grands,et donc @ = 2. La minoration max,, ,,] P?’T(Q) > %:") reste
valable, tandis que pour la majoration, on a naivement
Pyq) _a—hlg - Pla) | 2 :w—1’
q q - 14w 14w

qui est la majoration voulue lorsque @ = 2.

Ceci acheve la preuve du Théoreme 2.2. O



Chapitre 3. Cas de la dimension n > 2 69

3.5.2 Démonstration du Théoréme 3.14

Pour la démonstration du Théoreme 3.14, nous allons a nouveau construire un
(n 4 1)-systeme généralisé.

Soit un nombre réel qg, un entier n > 3 et fixons un nombre réel ©,_; > n. En
effet, si w,_1 = n alors on est dans le cas bien connu des exposants presque sirs. On
définit la suite (¢m)m>o0 par

Gm+1 = (WOn—1 — n + 1)@, pour m > 0.

La suite (¢, )m>1 est bien strictement croissante.

Nous construisons alors un (n + 1)-systéme généralisé P dont le graphe est in-
variant par la dilatation de facteur (&,—1 — n + 1) sur lintervalle [go, +00[. Ainsi,
il suffit de définir P sur un intervalle générique [g,, gm+1]- Nous allons le faire en
donnant son graphe conjoint.

FIGURE 3.3 — Graphe conjoint de P sur un intervalle générique (¢, ¢m+1]-

Pour tout entier m > 0, on définit P en ¢, comme suit :

@n—l —n+1
@nfl—i_l

qm
Pl(Qm) == Pn(qm) = —F "¢t PnJrl(Qm) =

Par définition de la suite ¢,,, le graphe conjoint est bien invariant par dilatation
de rapport (0,1 —n+1).

Sur les intervalles (¢, pm] €t [Dm, Gm+1], le graphe a un unique segment de pente
strictement positive, de pente respectivement 1 et 1/(n — 1). Les points de division
Pm sont des points d’échange, les autres points de division sont des points de division
ordinaires.
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Grace a I'invariance par dilatation, pour tout nombre entier d entre 1 et n — 1,
on calcule facilement

lmsup DT Rale) Pl F e Palg)
q—00 q q0=<q<q1 q
Pi(go) + -+ Palgo) _  d

qo N

Pour tout nombre entier 1 < d < n — 1, par le Théoreme 3.19, on en déduit
I'existence d’un point 8 de R™ tel que

1 d
L+ @pq(@) 140

En particulier, &, _1(6@) = &,,_1. Pour tout nombre entier 2 < d < n—1, on en déduit

1 n—d+1 1
1+041(0)  n—d 14040)

On obtient les égalités voulues

(n — d)oa(0) — 1

©a-1(0) = n—d+1

3.6 Géométrie paramétrique des nombres et pon-
dération

Dans cette section, nous allons discuter de la maniere d’ajouter une pondération
aux résultats de géométrie paramétrique des nombres. Malheureusement, nous al-
lons constater que la pondération induite par le cas multiplicatif (introduite en 2.2)
n’est pas compatible avec la pondération naturelle apparaissant dans le cadre de la
géométrie paramétrique des nombres définie dans [50, H1].

Nous allons commencer par traiter un exemple, la correspondance de Dani [11].
Pour un couple de nombres réels @ = (01, 605), il s’agit de faire le lien entre les vec-
teurs singuliers et mal approchables, et le comportement asymptotique d’un réseau
de R? sous I'action d'un flot bien choisi.

3.6.1 Correspondance de Dani et pondération

Nous allons maintenant présenter une application des exposants diophantiens,
constatée par Dani [11]. Il est en effet possible de faire un lien entre les exposants
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diophantiens d’un couple de nombres réels @ = (0, 6) et le comportement du pre-
mier minimum d’un réseau lui étant associé sous 'action d’un flot ergodique.

Commengons par poser les notations. Pour 8 = (6;,62) un couple de réels tel
que 1,6, 0, sont Q-linéairement indépendants, on considere le réseau de covolume
unitaire suivant

1 0 -6,
Ag=| 01 =0, |-Z°={(p1 — qb1,p2 — 462,9), (p1,p2.q) € Z°} CR®
0 0 1
et son dual
1 0 O
Apg=1 0 1 0 |-Z°={(p1,p2,p16r + pabo +q), (p1,p2,q) € Z*} C R®
0, 6, 1

On considere le flot ergodique

et 0 0
a; = O et 0 - SLg(R),
0 0 e 2

qui agit sur Y3 = SL3(R)/SL3(Z) 'ensemble des réseaux de Z* de covolume 1.
Soit enfin

K() = {A € Yl min o] < <}

qui est le complémentaire d’un compact d’apres le critére de compacité de Mahler
[44]. Ici || . || est une norme quelconque ; nous sommes en dimension finie, elles sont
donc toutes équivalentes. Le choix de la norme n’influera donc pas sur les propriétés
asymptotiques que nous allons énoncer.

Pour énoncer la prochaine proposition, nous avons besoin de la définition sui-
vante.

Définition 3.33. Soit une fonction continue et décroissante ¢ : Rt —]0,1[. On
dit que le point @ € R™ est p-approchable (resp. uniformément ¢-approchable) si
I'inégalité

0 < lq6 —pll < ¥(q)

admet une infinité de solutions entieres (p,q) € Z" x N (resp. admet une solution
entiére pour tout entier g assez grand). Ici ||.|| représente la distance (au sens de la
norme sup) au réseau des entiers Z".
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Ainsi, A(0) (resp. A(8) ) est le maximum des nombres réels A tels que 6 est
¢-approchable (resp. uniformément o-approchable) pour ¢(q) = cg~*, avec ¢ une
constante réelle non nulle.

La proposition suivante, appelée correspondance de Dani, fait le lien entre les
propriétés diophantiennes d’un couple de réels @ et la distribution de l'orbite de
a; - A_g. Elle est diie & Kleinbock et Margulis [29, 30], et est valable en fait en toute
dimension.

Proposition 3.34. Soit une fonction continue et décroissante ¢ : Rt —]0,1[. I
existe une fonction r :=r, : RT —=]0,1[ telle que

0 € R? est p-approchable < a;-A_g € K(r(t,)) pour r, — 0o,
0 € R? est uniformément p-approchable < a;- A_g € K(r(t)) pourt > t,.

Dans les faits, on définit r comme la fonction telle que ¢(e* r(t) = e~* r(t).Cette
proposition peut se reformuler avec les exposants.

Corollaire 3.35 (Kleinbock, Margulis). Soit un couple de nombres réels @ = (01,05) €
R? et deuz nombres réels w > 2 et X > %, alors il existe deux fonctions ry,r, : Rt —
(0,1) telles que :

ANO) >N = a, A _g€ K(r(t,)) pour une suite (t,)n>1 qui tend vers linfini
= AO) >\,

MO >A = a-Age K(r(t), Vt>t
= A(6) >,

w(@)>w = a;' Ay € K(r(t,)) pour une suite (t,),>1 qui tend vers linfini
= w(8)>w,

QO)>w = a;'- Ay e K(r(t)), Vt >t
= ©(0) > w.

Dans les faits, on choisit 7, (t) = exp(lljr—i’\t) et ry(t) = exp((i_ri) t). Cette corres-
pondance fait le lien entre le comportement du premier minimum d’une famille de

réseaux, et le fait qu'un vecteur soit singulier (i.e. &(0) > 2 ou A(6) > 1/2) .

Proposition 3.36. En notant \i(A) le premier minimum du réseau A par rapport
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a la boule unité de R™, on obtient les formules

A(@) = limsup _logA(ar- Ag)

t—00 logt
“ 1 -
A) = liminf 280 Aze)
t—o0 logt
, log \i(a;* - A))
0) =1 —
w(6) 1Itris;1p logt
1 -1 A*
w(@) = liminf— 08 M (@ 9).
t—00 logt

Comme expliqué précédemment, ces quatre limites sont indépendantes du choix
de la norme.

Preuve de la Proposition 3.35 Regardons ce que signifie le passage de notre
flot a; - A dans I'ensemble K ().
Sia;-A_g € K(r\(t)), alors il existe un triplet d’entiers (py, p2, q) € Z3 tels que

g < ) a < et
e lpi+ati| < mat) & { |pi+gh| < eTix
el |pa + qba] < ra(t) P2+ qbs| < e TIA
H — etk
< 9 ldl < H
max(|py + qb1], |p2 +qbo|) < H

et on en déduit les expressions données pour les exposants A(0) et A(@). De
maniére similaire, si a; <A} € K(r,(t)), alors il existe un triplet d’entiers (py, p2, q) €
72 tels que

62t |p191 + p292 + q| < Tw(t) |p191 +p202 -+ Q| < e ltw
e |p1] < r,(t) & |p1] < elis |
™" |pa < ru(t) Ips| < T
H — eTiw
= Ip16h +pabo+q| < H™ |
max(|pi],[p2]) < H
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d’ott 'on déduit les expressions données pour les exposants w(0) et &(6).
[

On adapte maintenant cette correspondance au cas pondéré. Comme dans la
définition des exposants pondérés en 2.2, il s’agit de déformer la fenétre en l'infini
(cf figure 2.1).

Pour deux nombres réels positifs ¢ et 7 de somme 1, on considere le flot pondéré
suivant, qui est ergodique d’apres un théoréeme de Moore [12] :

eZit 0 0
Qti5 = 0 ert 0 € SLg(R)
0 0 2

Ce flot agit sur Y3 = SL3(R)/SL3(Z) 'ensemble des réseaux de Z* de covolume
1. Pour € > 0, soit ’ensemble

Higle) = {A €Yl L (max (]2, g2, ]2])) < 5}'

Dans ce cadre, on obtient la proposition suivante.

Proposition 3.37. Soit un couple de nombres réels @ = (6, 65) € R?, deuz nombres
réels positifs i et j tels que 1 + 7 = 1, deux nombres réels w > 2 et A > %, alors il
existe deuz fonctions ry,r, : RT — (0,1) telles que :

Nij(0) >N = ay,; N € K, (r(t,)) pour une suite (t,),>1 qui tend vers l'infini
= A ;(0) >\

Nij(0) >N = ani;-A g€ Kij(r(t), vt >t
= Aij(0) >\,

wi;(0) >w = a;}ﬂ-’j Ay € K, ;(r(t,)) pour une suite (t,)n>1 qui tend vers l'infini
= w;;(0)>w,

0ij(0) > w = a4y Ag € Kiy(r(t) Yt > to
= Wi;(0) > w.

Dans les faits, on choisit a nouveau 7, (t) = exp(llj%\)‘t) et r,(t) = exp((zlj:;)tt).

Lorsque 7 ou j est nul, une partie du réseau est invariante sous ’action du flot.
Le cas i = j = L correspond bien au cas classique. Par contre, la pondération ne

2
nous a plus permis d’exprimer les exposants diophantiens comme limite inférieure
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ou supérieure du premier minimum d’une famille de réseaux. En fait, la pondération
issue du cas multiplicatif (2.2) nous oblige a tordre la fenétre a I'infini K, ;(¢), ce
qui empéche de faire apparaitre des minima de réseau. Ces minima sont étudié dans
la Géométrie paramétrique des nombres. A priori, la présence de n-uplets de fonc-
tions B(t) = (B1(t), ..., Bn(t)) dans I'introduction de Schmidt et Summerer [50, 51]
permet de considérer une pondération tres générale. Malheureusement elle n’est pas
compatible avec la pondération issue du cas multiplicatif. Nous développerons ce
point dans le prochain sous-chapitre.

Preuve de la Proposition 3.37 On utilise le méme schéma de preuve que le cas
classique.
Siaij-A_g € K;;(ra(t)), alors il existe un triplet d’entiers (p1, p2,q) € Z? tels que

_3t_
e * gl < () q < ot
4 } —3t
A pr+gh| < B e pbghlE < e
e lp2 +afa] < () b+ abal5 < oTH
H — T
Aad 4] < H 7
1
max(|p1 + qth %,p2+q92\27) < H*

et on en déduit les propriétés données pour les exposants \;;(8) et \;;(6). De
maniére similaire, si a;}; - Aug € K j(r.(t)), alors il existe un triplet d’entiers
(P1,p2,q) € Z° tels que

—3wt

th ’plel + p2‘92 + q‘ < Tw(t) . |p191 +p292 + q’ < e I;rw
2 <t e { <o
el < (e ol < o
3¢
g |p191 + pabs + q1’ < H™v |
max(|p1 %, p2’27‘) < H

d’ott 'on déduit les propriétés annoncées pour les exposants w; ;(0) et @; ;(0).

]
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3.6.2 Incompatibilité entre la pondération du flot et la pon-
dération issue du cas multiplicatif

[...] von den sicheren Dingen das Sicherste ist der
Zweifel.

—Bertold Brecht

Dans ce sous-chapitre, nous allons montrer que la pondération issue du cas mul-
tiplicatif (2.2) n’est pas compatible avec la pondération des flots avec des n-uplets de
fonction B(t) = (B1(t),. .., n(t)) énoncée par Schmidt et Summerer [50, 51]. Nous
avons déja vu que leurs exposants intermédiaires ¢4 et ¢, ne sont pas liés aux ex-
posants intermédiaires wy et &y introduits par Laurent, mais & des exposants w(® et
&@ . Nonobstant ce fait, nous allons montrer que I'on n’a pas d’équivalent pondéré
du Théoreme 3.29 qui relierait les exposants pondérés pg g et ¢ g X exposants

frda o(d ~(d
pondérés wL) et w£ ).

Pour pouvoir établir des relations entre les différents exposants pondérés, il est
nécessaire que les fonctions [ (t) soient linéaires de la forme (5 (t) = byt. Ainsi 5’“7(”
est un nombre réel lorsque cette fraction apparait. Si ce n’est pas le cas, nous ne
pouvons a priori rien dire.

La proposition suivante donne le meilleur résultat que 1’on puisse obtenir.

Proposition 3.38. Soit @ = (1,04,...,0,_1) un n-uplet de nombres réels. Soit B =
(Bi(t), ..., Bui(t), —(n—1)t) un n-uplet de fonctions de R dans R de somme nulle,
et o= (1, tn-1,—(n—1)), p >0, un n-uplet de réels de somme nulle. Pour
chaque 1 < d < n on a les majorations et minorations conditionnelles suivantes :

— Si pour tout entier k entre 1 et n—1, on a By(t) =t + ff)‘i‘;)((:))t(uk —1), alors
(L+X2(0)(n =1+, ,(6)) <n.

— Si pour tout entier k entre 1 etn—1, on a Bi(t) =t + ;fg‘;)((g;)t(#k —1), alors
1+ XD(0)(n—1+55,4(0)) <n.

— 57 pour tout entier k entre 1 et n—1, on a up =1+ (”Bkt(t) -1 1—£;,d(9)’ alors
(L+X2(0)(n =1+, ,(6)) > n.

~ Si pour tout entier k entre 1 etn—1, on a pp =1+ (’B’“t(t) — 1)17%1,(1(0)’ alors

1+ AD(0)(n—1+55,4(0)) > n.
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~ Si pour tout entier k entre 1 et n—1, on a Bi(t) =t + #ﬂl)(mt(/‘k —1), alors
“p

(1+ " (0)(1+P5,4(0)) <n.

~ Si pour tout entier k entre 1 et n—1, on a Bi(t) =t + t(pur — 1), alors

_n_
1+w? ()

(1+w?(0))(1 +54(0)) <n.

— Si pour tout entier k entre 1 et n—1, on a pup =1+ (B’“t(t) — 1)1+¢§L’d(0), alors
(1+05(0)(1+P5,4(0)) > n.
1+¢* (8
— Si pour tout entier k entre 1 etn—1, on a up =1+ (ﬁ’“t(t) —1) ffl’d( ), alors

(L +w(0))(1+ ) ,(8)) = .
Cette proposition découle du lemme suivant.

Lemme 3.39. Dans les conditions de la proposition précédente et pour tout entier
d entre 1 et n, on a les inégalités suivantes.

Pour un nombre réel a tel que 0 < a < )\Ld)(O), st pour tout entier k entre 1 et
n—1onaB(t)=t+ {5t(u — 1), alors on obtient la majoration

1—(n—1)a

0) <
Eﬂud()_ 1+a

Pour un nombre réel a tel que 0 < a < S\Ld)(e), st pour tout entier k entre 1 et
n—1onaB(t) =t+ {£5t(u — 1), alors on obtient la majoration
1—(n—1)a
Pgal) < —————.
S%,d( ) > 1+a

Pour un nombre réel b tel que 1 > b > gﬂd(e), st pour tout entier k entre 1 et

n—1onapu =1+ ﬁ(’g’“t(t) — 1), alors on obtient la minoration
1-0
2Dy > — ~
w(0)= (n—1)+0b

Pour un nombre réel b tel que 1 > b > Py 4(0), si pour tout entier k entre 1 et

i(ﬁk(t) _
1-b t

n—1onap =1+ ), alors on obtient la minoration

1-0

A\ (@) > _ - 7
A (6) = (n—1)+0b
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Pour un nombre réel a tel que 0 < a < w&d)(e), st pour tout entier k entre 1 et

n—1onaB(t) =1+ 25t — 1), alors on obtient la majoration

n—1—a

fﬁ’d( )< 14+a

Pour un nombre réel a tel que 0 < a < @fj”(@), st pour tout entier k entre 1 et

n—1onaB(t) =t+ 5t(u — 1), alors on obtient la majoration

— 1=
Fha0) < ——1

Pour un nombre réel b tel que 1 > b > g}d(ﬁ), Si pour tout entier k entre 1 et

M(M_l

S ), alors on obtient la minoration

n—1onapu,=1+
n—1—b5
> - Z
b+1

Pour un nombre réel b tel que 1 > b > @} 4(0), Si pour tout entier k entre 1 et
n—1onap, =1+ 17447(5;@7(& — 1), alors on obtient la minoration

b+ 1

Le probléme de ces relations est que le lien entre les i (t) et les py dépend
du parametre a ou b, sauf dans le cas symétrique (;(t) = -+ = Bn_1(t) = t et
1 = --- = lp,—1 = 1 ou l'on retrouve les relations du Théoreme 3.29. En effet, en
prenant ’exemple du premier cas, si on fixe )\Ld)(O), faire varier a revient a faire
varier 3. Le Lemme 3.41 montre qu’il n’y a pas d’autres relations possibles.

On obtient la Proposition 3.38 en choisissant respectivement la valeur maximale
pour a et minimale pour b dans le Lemme 3.39.

Pour démontrer le Lemme 3.39, nous allons devoir introduire quelques notations.

Soit B = (51(t), ..., Bu_1(t), —(n — 1)t) un n-uplet de fonctions de R dans R de
somme nulle, et p = (g1, ..., o1, —(n — 1)), px > 0, un n-uplet de nombres réels
de somme nulle. Soit deux nombre réel () > 0 et v > 0 et deux parametres réels ¢,
et f. On considere les quatre ensembles paramétrés suivants.
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B(/B’t7 V) - {X - (.171, e 7'33") € R" | |ZL’]€| S Ve_ﬁk(t)a 1 S k S n — 1; |xn| S Ve(n_l)t}v
O(l“l”Q7f) - {X:(zla,$n)€Rn||xk|SQ_Nkf71§k.§n_1’|X|§Q}’
D(B,t,v) = {X =(x1,...,20) €R" |2y v 1<k <=1, [, Sve DY

E(nQ.f) = {X=(e1,....22) €R" | o Q" 1<k <n—1, |z < Q7.

Pour chaque nombre entier d entre 1 et n, on pose alors Lq(3,t) (resp. L%(8,1))
le plus petit nombre réel v tel qu’il y ait d vecteurs linéairement indépendants dans
I'intersection B(B,t,v) N A_g (resp. D(B,t,v) NAy) et My(p, Q) (resp. Mj;(p,Q))
le plus grand nombre réel f tel qu’il y ait d vecteurs linéairement indépendants dans
I'intersection C'(u, Q, f) N A_g) (resp. E(w, Q, f) NAp).

On obtient alors ’analogue suivant de la Proposition 2.7.

Proposition 3.40.

(log La(Bt)

log L4(B, 5 i
g (Z(ﬁ t)) ’ Spﬂ,d(e) = limsup,_, n g

Ma(p,Q)),  AP(0) = limsupg_,, (Ma(p, Q).
log Ld(ﬂ t)) J— (10g Z;(ﬂ,t)
(

/N
o

gﬂvd(O) = liminf,
AD(8) = liminfo e

—~

@ﬁ,d(0> = limsup,_, t )
Mi(p,Q)),  wiP(0) =limsupg ., (M;(p,Q)).

ﬁ;,d(a) = liminf, o
w{;”(e) = liminfg

~—~~ 7 N

Nous allons utiliser cette proposition pour démontrer le Lemme 3.309.

Lemme 3.41. On a [’égalité des ensembles

Clw, @, f) = B(B,t,v)

si et seulement si les paramétres vérifient le systeme suivant :
t="*l1ogQ,

Bi(t) =t + t 885 (e — 1),
logv = (1—(n—1)f)2.

Il est équivalent au systéeme

1-logv
f = n—l—l—lg(;)gz/’
t
pi = <5kt() _ 1)tflf)gu + 1,

log@ = Tyt
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On a également l’égalité des ensembles

‘D(67t7y>:E(u7Q7f)
si et seulement si les parameétres vérifient le systeme suivant :
t=*logQ,

Bilt) = t 4ty — 1),
log = ((n—1) — f)=<.

1l est équivalent au systéme

f _ _l-logv
" n—1+logv’

L = (/Bkt(t) B 1>lognz;+t 11,

log ) = %

Preuve du Lemme 3.41 Pour montrer le lemme, il suffit de résoudre les équa-
tions. Pour la premiere égalité on obtient le systeme

v e_Bk (t) — Q_Nkf
velr=Dt — (.
En passant au logarithme, on obtient
logv — Bi(t) = —ppflog@
logr+(n—1)t = logQ.

En sommant sur tout les indices k de 1 a n — 1, on obtient logv =t — flog @,
et en injectant dans la deuxieme égalité on trouve

1
= +f

log ().

En remplacant log () dans la somme, on trouve

t
logr=(1-(n—1)f)—,
gv=(1—( )f)1+f
et en reprenant la premiere équation on trouve
Belt) = (1= (= 1)f + 0 fe)
=—(1—-(n-— n )
k 1+ f M

On inverse facilement ces relations pour obtenir
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f _ l-logv
T n—1+logv’

Mk = (6kt(t) - 1>t—1€)gu + 1,

log ) = ﬁt.

Ceci est le résultat annoncé. Réciproquement avec ces parametres, on peut cal-

culer

I=(n=1)f)pip+n-1t _ %5 _ 0,

n—1)t eT

v e( = e(
p e Bl = =D =Bl — T — gm

D’ou I'équivalence.

On considere maintenant la deuxieme égalité du lemme qui nous amene au sys-
teme suivant :

{ logv + Bi(t) = pulog@
logr —(n—1)t = —flog@

que l'on résout de maniere similaire en sommant sur les k puis réinjectant dans
les bonnes équations pour trouver 1’équivalence annoncée.

Preuve du Lemme 3.39 Nous allons montrer les inégalités dans 'ordre.

Soit d’abord un nombre réel a vérifiant 0 < a < /\l(f)(B) , alors il existe une
suite réelle (@ )m>o0 tendant vers Uinfini tel que pour tout m il y ait d vecteurs
linéairement indépendants dans I'intersection C'(p, @y, a) N Ag \ {0}, et donc par le
Lemme 3.41 aussi dans 'intersection B(8, ty, Vm) N Ag \ {0} avec les parametres

1+a
by = il lOg Qma
n

tm

Bet) = (1—(n—Da+nua)——

tm
1+a

’

logvym, = (1—(n—1)a)
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On en déduit

o0 = s (CEA0)

—s — 00 t
m—00 tm,
1
< liminf ( Og”’”) ,
t—o0 tm
< 1—(n— 1)a’
- l+a

qui est la premiere inégalité annoncée, avec ses parametres.

Soit maintenant un nombre réel a vérifiant 0 < a < 5\&1)(0), alors pour tout
nombre réel () assez grand il y a d vecteurs linéairement indépendants dans l'inter-
section C'(u, @, a) N Ag \ {0}, et donc par le Lemme 3.41 aussi dans 'intersection
B(B,tg,vg) N Ag \ {0} avec les parametres

1+a

to = 1

Q —log@,

Bilt) = (1—(n—Da+npa)—2

S AT YT
tq

logrvg = (1—(n—1)a)1+a.

On en déduit

Ppa(0) = limsup (log Ld(ﬁ’t)> ,

t—o0 t
log Lq(B, t
= limsup (og (B, Q)> ,
Qo0 tq
1
< limsup (C)gl@) ,
Qo0 tQ
1—(n—1)a
=~ 1 +a )

qui est la deuxieme inégalité annoncée, avec ses parametres.

Soit maintenant un nombre réel b vérifiant 1 > b > ¢ 5 ,(0), alors il existe une
suite réelle (t,,)m>1 tendant vers l'infini tel que pour tout m, il y ait d vecteurs
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linéairement indépendants dans I'intersection B(8,ty,e™?) N Ag \ {0}, et donc par
le Lemme 3.41 aussi dans l'intersection C'(p, Qun, @) avec les parametres

o 1—-9b
T (n=1)+b
n
log@Qn, = mtma
_ ﬁk(t)( 1 >_ b
Hi t \1—=o) 1-b

On a alors

lim sup My(p, oThan ),

m—00

v

> limsup a,,,
m—00

1—-0b
(n—1)+0b

qui est la troisieme inégalité annoncée avec ses parametres.

Soit maintenant un nombre réel b vérifiant 1 > b > g ,4(0), alors pour tout
nombre réel ¢ assez grand, il y a d vecteurs linéairement indépendants dans I'inter-
section B(8,t,e®) N Ag \ {0}, et donc par le Lemme 3.41 aussi dans l'intersection
C'(w, Q, ay) avec les parametres

. 1-b
LT o (n=1)+0b
n
IOth - 1+att7
B ﬁk(t)( 1 >_ b
Hi t \1-b) 1-0

On calcule donc

S\(d)<0) = héﬂlnfMd(u’aQ)v
—00

= liminfMd(u,eﬁ),
> liminf ay,
t—o00
1-0
(n—1)+0b
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qui est la quatrieme inégalité annoncée, avec ses parametres.

On montre maintenant les résultats sur les duaux. Soit un nombre réel a vérifiant
0<a< wl(fl) (0), alors il existe une suite réelle (Q,,)m>1 tendant vers U'infini telle que
pour tout m, l'intersection E(p, Q.,,a) NAG\ {0} contienne d vecteurs linéairement
indépendants, et donc par le Lemme 3.41 aussi U'intersection D(, t, vm) N AG\ {0}
avec les parametres

1

tn = logQu® 2,
n

—1) =

log v, = (ol —a
a-+1

t
Blt) = —(mn—(n—1)+a).

On calcule

] . (log Ly(B,1)
gﬁ’d(e) = liminf (t ,

<log E;(ﬂ,tm>>

< liminf
tm

m—00

log v
< liminf & 4y
m—00

m
n—1—a

a+1

Y

qui est la cinquieme inégalité annoncée, avec ses parametres.

Soit maintenant un nombre réel a vérifiant 0 < a < @Ld)(ﬂ), alors pour tout
nombre réel ) assez grand il y a d vecteurs linéairement indépendants dans l'inter-
section E(p,Q,a) N Ay \ {0} et donc par le Lemme 3.41 aussi dans l'intersection
D(B,tq,vg) N Ay \ {0} avec les parametres

a+1
to = 1
Q 0gQ— —,
n—1)—a
1 = to—————
0ErQ @ a+1
t
Br(t) = (kn — (n—1) + a).

a+1
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On obtient

P5a(0) = limsup

t—o00

= limsup (

<log fzé(ﬂi))
t )

log L(B,1q)
to :

Q—oo

1
lim sup k) ,

Q—o0 tq
d—a
a+1

IN

IN

qui est la sixieme inégalité annoncée, avec ses parametres.

Soit maintenant un nombre réel b vérifiant 1 > b > @} ;(0), alors pour tout
nombre réel t assez grand, il y a d vecteurs linéairement indépendants dans l'inter-
section D(B,t,e®)NA;\{0} et donc par le Lemme 3.41 également dans I'intersection
E(p, Qi a:) N AG\ {0} avec les parametres

n

IOth = (Z—i-lt’
B n—1-—5>
ay = b—|—1 )
)b+ 1 —1-5
e = Bl)b+1  n .
t n n
On calcule
o) = lim inf Mj (i, Q).

= ht@ﬂl)gf Md (IJ’7 Q)a

> liminf ay,
t—o00
n—1—5

> -

- b+ 1

qui est la septieme inégalité annoncée, avec ses parametres.

Soit enfin un nombre réel b vérifiant 1 > b > o7 ,(0), alors il existe une suite réelle

(tm)m>1 tendant vers U'infini telle que pour tout m, il y ait d vecteurs linéairement
indépendants dans I'intersection D(B,t,,,e™?)NAj\ {0} et donc par le Lemme 3.41
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également dans l'intersection E(p, Qpm, arn) N Ag \ {0} avec les parametres

n

logQn, = mtm,
n—1-—5>
am == 7’
b+1
t)b+1 —1-9
He = ﬁk() + —i—n .
t n n

On calcule
w(d)(e) = lim sup M:[((IJ'?Q)v
Q—oo
= limsup M (s, Q:),
t—o0

< limsup ay,
t—o0

n—1-—5
< -
- b+1

qui est la derniere inégalité annoncée, avec ses parametres.

Nous venons donc de montrer le Lemme 3.39.

3.7 Questions ouvertes et perspectives

I now walk into the wild.
—John Krakauer, Into the Wild

Dans ce chapitre, nous nous concentrerons sur les problémes ouverts relatifs
aux résultats énoncés dans cette these, a savoir essentiellement I’étude des spectres
de différents exposants d’approximation diophantienne. Pour plus d’autre questions
ouvertes les concernant, on pourra se référer au survol de Bugeaud [0].

3.7.1 Exposants classiques

Concernant les exposants d’approximation diophantienne classique, le spectre
complet est connu en dimension 1 et 2. En dimension supérieure, cela reste un pro-
bléeme ouvert important. Toutefois, des résultats sont déja connus. Le Théoreme 3.7
donne le spectre des exposants ordinaire, et en dimension 3, on a les minorations
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optimales des rapports entre exposants uniforme et ordinaires données a la fin du
paragraphe 3.4.1. Par contre, on sait que les meilleures relations (3.2) connues pour
les exposants uniformes ne sont pas les meilleures possible.

Pour atteindre le spectre complet en dimension quelconque, il y a différentes

étapes et approches possibles :

— Déterminer le spectre des exposants uniformes pour n = 3 puis n > 3 quel-
conque.

— En dimension quelconque, donner une minoration des rapports %3 et %,
puis des rapports intermédiaires Z—Z pour d entre 1 et n — 2. C’est une premiere
étape pour méler les spectres ordinaires et uniformes.

— En dimension quelconque, déterminer le spectre des 4 exposants principaux
Wn_1, Wn_1, Wo €t &p, en commencant par le cas n = 3.

— Déterminer le spectre des 2n exposants ordinaires et uniformes, en commen-
cant par le cas n = 3.

3.7.2 Pondération

Dans le cas pondéré, il reste beaucoup de travail a faire. La encore, I'objectif est
de connaitre le spectre pondéré complet en dimension quelconque. Malheureusement,
il n’est méme pas connu en dimension 2. Une premiere étape serait de déterminer
indépendamment les spectres des exposants ordinaires et des exposants uniformes,
en dimension 2.

Il serait intéressant de développer une géométrie paramétrique des nombres pon-
dérée, en choisissant un n-uplet de fonctions B de R dans R, dont les composantes
sont affines - pour avoir un graphe conjoint avec des composantes affines par mor-
ceaux. Le but étant d’obtenir un résultat analogue au Théoreme 3.19 de Roy.

3.7.3 Exposants multiplicatifs

Dans le cas multiplicatif, on a le Théoreme 2.15 qui donne un transfert entre les
deux exposants ordinaires et entre les deux exposants multiplicatifs. Ce théoréme
n’est malheureusement pas optimal, comme on I’a vu pour la dimension 2. Il faudrait
d’abord traiter le cas de la dimension 2 avant d’envisager la dimension supérieure.
Une premiere question étant de savoir s’il existe un analogue de la relation de Jarnik,
et donc le spectre des exposants uniformes. On rappelle que dans ce cadre, la géomé-
trie paramétrique des nombres ne s’applique pas. Connaitre le spectre multiplicatif
semble un probleme ouvert a priori difficile.



Annexe A

There is no analogue to Jarnik’s relation for
twisted diophantine approximation

Mon imitation n’est point un esclavage

—Jean de La Fontaine, Epitre ¢ Huet

Abstract Jarnik gave a relation between the two most classical uniform exponents
of Diophantine approximation in dimension 2. In this paper we consider a twisted
case, between the classical and the multiplicative one, and we show that no analogue
to Jarnik’s relation holds.

A.1 Introduction and main result

Given 0 = (0, 0,) with 1, 0, 0 linearly independent over Q, the exponent w(8)
(resp. the uniform exponent @(0)) is defined as the supremum of the real numbers
v such that for arbitrarily large real number H (resp. for every sufficiently large real
number H) the system of inequalities

g —p101 —pabo| < H™, || < H, |po| < H
has an integer solution (py, pa,q) with (p1,p2) # (0,0).

On the other hand, the exponent A(6) (resp. the uniform exponent A(8)) is the
supremum of the real numbers v such that for arbitrarily large real number H (resp.
for every sufficiently large real number H) the system of inequalities

gl < H, [gbh —pr| < H", |q02 —po| < H™”
has an integer solution (p1, p2, q) with g # 0.

Dirichlet’s box principle (or Minkowski’s first convex body theorem) provides
the lower bounds

“ 1

w(@) >w(@) >2 and A(O) > \(0) > 7

The first result is Jarnik’s relation [22] linking both uniform exponents :

88
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Théoréme A.1 (Jarnik, 1938). For any pair of real numbers @ = (01, 65) with 1,
01, 05 linearly independent over Q, both uniform exponents satisfy the relation

@(10) =1 (%)

AO) +

Recently, Laurent [32] proved a theorem giving every possible value of the qua-
druple Q(0) = (w(0),\(0),&(0), A(0)) when 6 ranges over R" such that 1, 6y, 6
are Q-linearly independent, called spectrum.

Théoréme A.2 (Laurent, 2009). For any pair of real numbers @ = (64, 0s) with 1,
01, 05 linearly independent over Q the four exponents of Diophantine approzimation
satisfy the relations

2 < @(0) < +oo, A(B) wOO-1) < \(g) < “O-EO)-1)

1
o =L Le)rem =

Conversely, for each quadruple w,®, X, A satisfying

=1, @@ <) cwl)

w+w w

2< D < 400, A+

&=

there exists a pair of real numbers @ = (61,02) with 1, 0y, 05 linearly independent
over Q with

5(0) = o,

In [22], Jarnik noticed that there is no analogue to relation (x) in higher di-
mension. It is an open question to find an analogue to Jarnik’s relation in the
multiplicative case, recently studied by German [15].

Given 6 = (01,0) with 1, 61, 6, linearly independent over Q, the multiplicative
exponent wy (@) (resp. the uniform multiplicative exponent &y (0)) is defined as the
supremum of the real numbers v such that for arbitrarily large real number H (resp.
for every sufficiently large real number H) the system of inequalities

g — p161 — pato| < H™”, max(1, |p1]) max(1,|po]) < H?
has an integer solution (pi, p2, q) with (p1,p2) # (0,0).

On the other hand, the multiplicative exponent A\, (0) (resp. the uniform mul-
tiplicative exponent XX(H)) is the supremum of the real numbers v such that for
arbitrarily large real number H (resp. for every sufficiently large real number H)
the system of inequalities

lg| < H, g6y —p1| - |qb2 — po| < H™
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has an integer solution (pq, p2, q) with g # 0.

Minkowski’s first convex body theorem [11] provides the lower bounds

wy(0) > Gy (0) > 2 and A (0) > \(6) >

N | —

We observe that
{z.y R eyl < H*} = Upzica{z,y € R| |2] < H¥, |y| < #2170},

where we have a union of uncountably many sets. It is thus natural to consider the
following twisted exponents. See the paper of Harrap [17] for further twisted Dio-
phantine approximation.

Given 6 = (6, 0,) with 1, 0;, 0, linearly independent over Q, and 7, j non negative
real numbers with ¢+ j = 1, the twisted exponent w; ;(@) (resp. the uniform twisted
exponent @; ;(0)) is defined as the supremum of the real numbers v such that for
arbitrarily large real number H (resp. for every sufficiently large real number H)
the system of inequalities

lg — p161 — paba] < H ™Y, |pi| < H”, |po| < HY
has an integer solution (pi, p2, q) with (p1,p2) # (0,0).

On the other hand, the twisted exponent \; (@) (resp. the uniform twisted ex-

ponent 5\”(0)) is the supremum of the real numbers v such that for arbitrarily
large real number H (resp. for every sufficiently large real number H) the system of
inequalities

lql < H, g6y —pi| < H, |qby — po| < H”

has an integer solution (py, ps, q) with g # 0.
Again, Minkowski’s first convex body theorem [11] provides the lower bounds

w; ;(8) > @;;(0) >2 and A;;(0) > \i;(0) >

N[ —

In his PhD thesis, the author gives relations analogue to those of Theorem A.2
in the twisted case. At present, there is no construction proving that these relations
are best possible.

The goal of this paper is to show that there is no analogue to Jarnik’s relation
in the twisted case. We first need to introduce the following notion.

Fix two real numbers R > 1 and p > 1, we call (u, R)-sequences a pair of se-
quences of positive integers (A4, ),>1 and (B,),>1 satisfying the following properties :
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(i) There exist disjoint finite non-empty sets of prime numbers S and T such that,
for each n > 1, the set S contains all the prime factors of A,, and the set T’
contains all the prime factors of B,.

(ii) For each p € S and ¢ € T, the sequence (v,(Ay))n>1 and (vy(By))n>1 are
strictly increasing sequences of positive integers.

(iii) We have

log(B
= and lim o8 n>:

lim log(Ant1) — lim log(Bni1)
n—-+o0o log(An)

n—»+oo log(An) © nSdoo log(Bn)

For fixed R > 1 and p > 1 and any choice of S and 7', one can construct
such sequences. For example, suppose that S = {py,...,px} and T = {q1,..., @},
where py, ..., Pk, q1,--.,q are distinct prime numbers. Setting P = p1ps - - - pr. and
Q = qi1qo - - - q;, we consider

A, = plan™logQ] o119 B, = QLa,LL"RlogPJ7

where |z] is the integer part of the real number x. Then the sequences (A,),>1 and
(Bp)n>1 form a pair of (i, R)-sequences, provided that the real parameter a is large
enough to ensure property (7).

Théoreme A.3. Let i, j be two non negative real numbers with i > j and i+ j = 1.
Fiz two real numbers p and R satisfying the conditions :

u u
fr—2 i(p—1) (A1)

For any (u, R)-sequences (A,)n>1 and (By,)n>1, we consider the pair of real num-
bers

0= (6,,0,) = (ZAn,ZB)

n>1 n>1

Its twisted exponents satisfy

5;;(0) = min <2j“ —1 ot = 1R> :
. 1 1
%i;(0) = min <,(1 _ i), ~ - “)) ,

Hence, for any (u, R)-sequences, one get a point 8. Theorem A.3 then computes
the three exponents @; ;(0), A;;(0) and w; ;(0) for each ¢, j for which (A.1) holds.
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Note that in the case i = j = 1/2, one gets

and we recover A(0) =1 — 50) (x).

With a suitable choice of the parameters p and R, we can deduce the following
theorem as a corollary.

Théoréme A.4. Leti, j be two non negative real numbers with i > j and i+j = 1.
Let w be a real number with w > 6i and

“ 1 27 1 1 21
2 w 21 29 W

There exists uncountably many @ such that &; ;(8) = o and \; ;(8) = \.

Thus, no analogue to Jarnik’s relation holds for the twisted Diophantine approxi-
mation. It is still an open question to find the optimal interval for A; ;(0).

Notation : Given two sequences (an),>1 and (b,)n>1, we write a, > b, (resp.
a, < b,) if, for sufficiently large n, there exists a real number ¢; such that a,, > ¢1b,
(resp. there exists a real number ¢, such that a, < c9b,). Finally, we write a,, < b,
if both a,, > b,, and a,, < b,,.

A.2 Sequence of minimal points and proof of Theo-
rems A.3 and A.4

The main tool to compute the exponents of Diophantine approximation and
prove Theorem A.3 is the notion of minimal points, as introduced by Davenport
and Schmidt in [12, §3] or Jarnik in [22].

Let L and N be two functions from Z' to R, where k is a positive integer.

Définition A.5. A sequence of minimal points (My)ro € (Z")N from L relatively
to NV is a sequence such that

(i) (N(My))r>o is an increasing sequence with N(My) > 1,
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(i) (L(My))k>o is a decreasing sequence with L(My) < 1,

(iii) for every k > 0 and every point M € Z', if N(M) < N(Mj,,) then L(M) >
L(My).

We can normalize any functions L and N to satisfy the conditions N(My) > 1
and L(My) < 1. These conditions are not restrictive. They are imposed to simplify
the further use of minimal points. Note that there is no unicity, because it may exist

M), and Mj, such that L(My) = L(M}) and N(My) = N (M) but M, # M.

Let @ = (9, x1,21) be an integer triple. Consider the following functions with
parameters ¢, 7 and 0

L)\(CB) = max (|I001 — J]1|1/(2i)7 |:p002 — I2|1/(2j)) ,
N)\<$) = |.T0|,
Lo(x) = |16, + 2205 — 20],

()

where |z| is the absolute value of the real number x. They are related to the twisted
exponents through the following proposition.

Proposition A.6. Let @ = (01,05) be a pair of real numbers and 0 < j < i < 1
such that i + j = 1. Let (ay)n>1 (1esp. (bn)n>1) be a sequence of minimal points of
0 relatively to Ly and Ny (resp. to L, and N, ). We have the relations

\ im i log Ly (an . log L (an
Xij(0) = liminfun (~ggigtizh) s N(0) = limsup, o (—ERES)
7~ 3 log L, (bn . log L, (bn
Gig(0) = liminfy oo (—pAE5) wis(0) =limsup, o (—1252G)

We omit the proof of Proposition A.6. It is an easy consequence of the definitions
of a sequence of minimal points and of the twisted exponents.

This proposition gives us the exact values of the two uniform exponents if we
have enough information about the tail of a sequence of minimal points, since only
the asymptotic behavior is significant. From now on, every statement is implicitly
considered for sufficiently large n.

For every (u, R)-sequences (A,),>1 and (B,),>1 with u and R satisfying the

conditions (A.1) from Theorem A.3, we set 0 = (6;,6,) = (anl AN s Bn_l).
We also set for every integer n > 1 the integers

Al =>"A,A;" and B, => B,B;". (A.2)
k=1 k=1

With this notation, we have
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Lemme A.7. Under the assumption of Theorem A.3, the sequence of primitive
integer points

(A}, A1,0), (B1,0,B1),...,(A;,,A,,0),(B;,,0,B,), (A1, Ant1,0), . .. (A.3)
consists ultimately of a sequence of minimal points for L., with respect to N,,.

Lemme A.8. Under the assumption of Theorem A.3, consider
Cy, = (A,B,, A, B,, A,By,) and D, = (Ap11By, Ay, 1By, Ani1By).

Ultimately, C,, and D,, consist in minimal points for Ly with respect to Ny. We
denote by E,1,... E, . (resp. Fo1,..., Fuy,) the intermediate minimal points for
Ly with respect to Ny between C,, = E, o and D,, = E,, 5, 11 (resp. D, = F, o and
Cn+1 = Fn,thrl)'

For 0 < k < s, and 0 < k' < t,, the intermediate minimal points are of the
shape

En ko

51y /

En,k = (En,k,07 En,k,h B Bn) )
n

}nk/Ol
vy /
Fn,k’_ Fn,kz’,Oan,k’,l) n |-
A

n

Furthermore, they satisfy

1

La(Fpg) = | Femofal¥ = (i Ani1)%, Ny(Fn,) = 2ot

) NA(Fn k1) / ABn
L)\(Emk;) - ||Ek,n,001 7= (éBn)Z7 N)\(En,l) = Lﬂa

Nx(En +1) Ap

where ||x|| denotes the distance from the real number x to a nearest integer.

Lemmas A.7 and A.8 will be proved in Section A.3. We show now how Theorem
A.3 and A.4 can be derived from Proposition A.6 and Lemmas A.7 and A.8.

Proof of Theorem A.S3.

First, notice that

|A,00 — ALl < |A, AL | and | B0, — Bl| < |B,B, 4.

n—+

Using Proposition A.6, we can thus compute

—log |4}, — Anb —log |B! — B,,0
Cz}i,j<0) = min | liminf 8 ’ n - 1| , lim inf 0og | n i 2| :
TR log|Baln " log|Agal

log B, 1 — log B,
— min | 2] lim inf 2 lim inf —8.2ntl — 08 Fn )
n—00 log B, n—00 log Ay 41

-1 -1
= min <2juR ,2i'u R) )
1

log A1 — log A,
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) log Lx(Ey log Ly(F,
Aij(6) = min (liminf min |- 08 L (En k) Jdiminf min | — 0g Ly (Fnk) 7
) n—oo 0<k<sp log NA(En,k—i—l) n—oo 0<k<tn, log N)\(Fn,k-H)

1 log By, 1 log Ay 41
liminf min —|{1— ———— | ,liminf min — |(1— ———— | |,
n—oo 0<k<s, 21 log E,kt10 n—00 0<k<tn 2j log Fokt10

log B, 1 log A, 11
= min (| lim mf — —— | liminf — (1 — ——— ;
n—oco 94 log En 1,0 n—00 2] log Fn,LO

. )2(1—@_“1@)7

w;;(0) = max (limsup og |4, n 1|71' su og |B,, n2|>7

log A1 —log A, . log B,;1 — log Bn>

= 27 1i 211
(271 FER R R ity RS

— max (2 — 1), 2j(u — 1)) = 2i(u — 1).

= min

This completes the proof of Theorem A.3. m

Proof of Theorem A.4.

Theorem A.4 is a corollary from Theorem A.3 if we choose the parameters from
the following proposition

Proposition A.9. For every & > 61, the parameters

o e (w wl+y1+3 W)

27 2i 2

satisfy the conditions (A.1) from Theorem A.3.

The key point is to notice that
ne (@ @ltyi+ &
E - v ===
20 2i 2

0< R(2iR — &) < 2j.

is equivalent to
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With the choices of the Proposition A.9, we have

—1 —1
@; j(@) = min (2‘7'u ,QZ'LL R),

w
_ i (0 -
mm( TR2iR—2) “’) “
N . 1 R(2iR — & 1 21
Aij(0) = min <2Z <1 - <w)> 5 (1 - @>> ,

(5 (0=2) (5.5 (-3))).

To get uncountably many pairs @ with given exponents, note that Theorem A.3
also holds for

m

n>1 n>1

0 = 01,02 (Z EnAn s Z Ean ) s

where €, and ¢/, are £1. In this case we define

n n
=Y e dne Ayt and B, =Y el B.e, By
= k=1

A.3 Proof of the lemmas on minimal points

First of all, observe that in the definition of (u, R)-sequences, the condition (%)
on the disjointness of the sets S and T of prime numbers ensures that for every
n>1,

ged(An, By) = ged(Ay, AL) = ged(B,, B),) = 1,
where A/ and B], are given by (A.2). This ensures that the terms in the sequences
in Lemmas A.7 and A.8 are primitive points.

Proof of Lemma A.7 .

Since R > 1 and ¢ > j we have |A, % < |B,, |% Furthermore, the condition
R < j(p —2) from (A.1) implies that % > 7. This implies that |B, |2J < |Api1
Thus, the sequence (A.3) is increasing Wlth respect to N,. To prove that it consists
ultimately of consecutive minimal points for L, with respect to N, it is enough to
show that, if n is large enough, there is no primitive integer point ® = (x¢, x1, z2)
either with

2L_

[E2|%} < Br? and Lw(a:) = |[E0 — .17101 — [E292| < |A,,n — An61|,
(A.4)

1
24
)

N, () = max{|x;
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or with

1 S
$2|Z} < A’rQLZ—&—l and Lw(.’B) = ’fﬂo — $161 — 513'292‘ < |B7/1 — Bn02|
(A.5)

Assuming that there is a primitive point (xq, 1, z2) satisfying (A.4), one finds

1
2i
Y

N, () = max{|x;

Aan(L’Q — A;Bnl’l — ATLB;LIQ = Aan(ZEO — Ilel — x292)

The left hand side of this equality is an integer. If it is 0, then B,, divides A, B} 5,
thus B,, divides x5 and so x5 = 0 because of the hypothesis |z5| < B,,. Thus we obtain
Apzg — Ay = 0. As x is a primitive point, this implies that (xg,z1) = (A, A,)
and so |xg — x10; — x905| = |Al, — A,,01| contrary to the hypothesis. So the left hand
side of (A.6) has absolute value at least 1 and thus

< AAL LB, + A AL BYT + AL BB,

because A B

n+1 n+1

We obtain a contradiction by showing that the three summands in the last ex-
pression above tend to zero as n goes to infinity. First, R < pu — 2 implies that
2log A, +log B, —log A, 11

R+2—pu=1i =—p; <0.
+2op= fin oz 4, p

That is,

Then, R < j(pu — 1) implies that

jlog A, +log B, — jlog A, 1

R+ j(1—p) = lim log A, = —p2 <0,
That is,
Finally, (4 —2)R > 1 implies that
log A, + 2log B,, — log B,
Rji—2)— 1= lim ~8fnF2088n 7108 Bnin )

n—00 —log A,

That is,
ApB2B ) ~noo A7 =i 0.
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Similarly, if the condition (A.5) has a solution (zg, z1,22), A,4+1 can not divide
z; and we deduce the lower bound

1 < Ap1Bu|B, — Bubi] + Bu|Al L — Apiabh||z1| + Ani| B, — Bubs||zs]
< BiB, 1 Anpi+ Ba AL AL + Ai:-]i/iBnB;il'

Again, the three summands in this expression tend to zero as n goes to infinity
because R(p —2) > p, R < p(p —2) and R(p — 1) > £ according to (A.1).
Thus, we proved Lemma A.7. O]

Proof of Lemma A.8.

First, we show that ultimately the point C,, and D, are minimal points for L,
with respect to N, then we prove the properties of the minimal points lying res-
pectively between C), and D,, and D,, and C,, ;.

Since A, 41 > A, and B,; > B, by the property about valuations of (u, R)-
sequences, the sequence

Cy,Dy,...,Co, Dy, Criq,y ...

is strictly increasing with respect to N,.

Note that, if n is large enough

LA(Cy) = max{(|A.01 — A}|B,)"/®) (| Buby — By A,)" Y,
— (IAn91 _ A;|Bn)1/(2"),
= (AuA, LB,

since |B,0s — B/|A, = Antian goes faster to zero than |A,0, — A/ |B, =
A, AL B, and we have j < i.

Suppose that a non-zero integer point © = (zo, 1, x2) satisfies
Ly(x) < L)(C,) and Ny(x) = |xo| < NA(D,,) = Ayi1By. (A.7)

We have the integer determinant

det < 120 B ) | < |2o|| Bl = Buba| + Bulws — xfs] < Ani1 B2By L + BuL(Co)?.
(A.8)

Since R(u — 2) > p, the first summand A, B2B,}, tends to zero as n goes
to infinity. Since R < j(u — 1) and Ly(C,) < (A,A 1, B,)Y®) it follows that
B, L(C,,)% tends to zero as well. Thus, if n is large enough, the determinant in (A.8)
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is zero. Then, (g, x2) is a non-zero integral multiple of (B,, B!), in particular B,
divides (. Consider the integer determinant, for @ = (xg, 1, x2) with the stronger

assumption that Ny(x) < N,(C,) = A, B, :
det ( fli v ) < Jzol|A], — Anbh| + Anlzy — 2061 | < AZB, ALY, + AuLy(Cr)*.
(A.9)

Since R < p — 2 summands tends to zero as n goes to infinity. Thus for suffi-
ciently large n, the determinant in (A.9) is zero. Then, (xo, z1) is a non-zero integral
multiple of (A,, A]), in particular A,, divides xy. Since A, and B, are coprime,
A, B, divides ¢y and Ny(x) > A, B, = N,(C,). This proves that C,, is a minimal
point for L, with respect to V).

Similarly, if a non-zero integer point @ = (xg, x1, z2) satisfies

L>\<w> < L>\<Dn> = (AnJranB;il)l/@j) and |x0‘ < N)\(Cn+1> = An+an

and if n is large enough, then (o, 1) is a non-zero integral multiple of (A, 11, A, ;)
and if we strengthen the condition to Ny(x) < Nx(D,) = A,+1B,, then (z¢, ) is
a non zero integer multiple of (B,, B). Thus, D,, is a minimal point for L, with
respect to V).

Consider any minimal point @ = (zg, 21, ¥3) € Z* with N,(C,,) < zg < NA(D,).
We claim that for n large enough, we have

L,\(a:) = ‘513'091 — .1'1‘1/(21').

Indeed, for such @, recall that (x¢,x2) is an integer multiple of (B,, B,). Since zg
is strictly less than A, 11 B, and B,, and A, are coprime, the points (x¢,z;) and
(Apq1, Al ) are linearly independent. Thus we have

1<

To I '
< — — .
det < An+1 A;Hrl >| ~ |ZL‘0||ATL+1 An+191| —I— An+1|l'1 (91I0|

This provides

1
01 = Oro] > =, (A.10)
because R > p(p — 2) implies for sufficiently large n
_ 1
|[wo[| A5, 41 — Anpabh] < Ai+1BnAni2 < 3
Furthermore,

Lo / ATH—an
g = Oamo| = 5| Buby — B, | < ———. Al
2 = B0l Bn| ? | By ( )
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: o Ry A1 By \ 1/ (29)
Finally, the condition R > H=y) implies that (7) tends to zero faster
) p—1) Bn1
than A, 1), Hence the result.
Let B0 =Chn, Epna, ..., Ens,, Ens,+1 = Dy denote a sequence of minimal points

L with respect to Ny, chosen with positive first coordinate. Suppose that n is large
enough, by the above each E), ; has the form

E, E,
E.r= <En,k,07En,k:,17 B’k’OB;) where % EN*(0<k<s,+1),

and we have Ly(E, x)* = |Ep 1061 — Engal| for k=0...,s, but not for k = s, + 1.
We now show that

B : B
— " < L(E,p)¥*< —F0
2NN (En 1) — AlBni)™ < NA(Ep 1)

By Minkowski’s first convex body theorem, for each real number H > 0, there
exists a non-zero integer point (o, x1) satisfying the three conditions

B,

B, | o, |ro| < H and |x¢6) — x| < i

For n large enough, fix k € {1,...,s,} and choose H in the range
Ny(Epg) < H < Nx(Epjt1),

then we get a non-zero integer point ® = (z,z1,x2) where xy and x; are given by
Minkowski’s theorem and x9 = z¢B;, ' B/,. This point satisfies

Na(Epk) < Na(x) < Na(Epps1)

and the conditions (A.10) and (A.11). So,

L)\(CC)% = ]36091 - .1’1’ S

Bn
7
By definition of minimal points, we have L)(E, ;) < Ly(x). Thus, by letting H tend

to Ey k+1,0 we get the upper bound

4 B
Ly\(E, R e L E—
AEne)™ < Nx(Epgs1)

For the lower bound, notice that B,, divides E, 1o and E, y110, and that two
consecutive minimal points are independent. Thus
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Enro  Enga

B, < |det ( 7 K, ja TR, < En,k,o|En,k+1,1 - 91En,k+1,0\ + En,k+1,0|En,k,1 - En,k,0‘91|7
n,k+1,0 n,k+1,1

< 2E, k10| Enk1 — Engobh].

So,
, B
La(E, )% > — .
AEni)™ 2 2N\ (B kt1)
In particular, since Fy = C,, we have
Bn Bn - An-‘rl

Ny(E,1) < - = = )
M En,1) Ly(C)? ~ A AL B, T A,

Similarly, we show that for n large enough, any minimal point * = (xg, z1, z2)
with N)\(Dn) < N)\(ZB) < N)\(Cn-i-l) has

L,\(fﬂ) = |$092 - $2|1/(2j),

and that the intermediate minimal points F, ; = (Fy 5.0, Frk1, i”’i’f r.1) satisfy

Antr 2j Aps1
— < L\(Fo.)Y < —————.
2NA(Fok+1) — ") NA(Fo 1)

via Minkowski’s first convex body theorem and consideration on a good determinant.

This completes the proof of Lemma A.8. m
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About Jarnik’s-type relation in higher dimension

[-..] a vouloir faire le tour du monde, on finit par se
rattraper soi-méme.
—NM¢élanie Sadler, Comment les grands de ce monde
se promenent en bateau

Abstract Using the Parametric Geometry of Numbers introduced recently by
W.M. Schmidt and L. Summerer [50, 51] and results by D. Roy [17, 16], we show
that German’s transference inequalities between the two most classical exponents
of uniform Diophantine approximation are optimal. Further, we establish that the
spectrum of the n uniform exponents of Diophantine approximation in dimension
n is a subset of R™ with non empty interior. Thus, no Jarnik-type relation holds
between them.

Introduction

Throughout this paper, the integer n > 1 denotes the dimension of the ambient
space, @ = (04, ...,0,) denotes an n-tuple of real numbers such that 1,6y, ...,6, are
Q-linearly independent, and ||z| denotes the distance between the real number x
and its nearest integer.

Let d be an integer with 0 < d < n — 1. We define the exponent wy(0) (resp. the
uniform exponent @,(0)) as the supremum of the real numbers w for which there
exist rational affine subspaces L C R™ such that

dim(L) =d, H(L) < H and H(L)d(6,L) < H™

for arbitrarily large real numbers H (resp. for every sufficiently large real number
H). Here H(L) denotes the height of L (see [18] for more details), and d(@,L) =
minpcy, d(0, P) is the minimal distance between 6 and a point of L.

These exponents were introduced originally by M. Laurent [33] and W. M.
Schmidt [18]. They interpolate between the classical exponents w(0) = w,_1(0)
and \(8) = wy(0) (resp. ©(8) = &,_1(0) and A(0) = ©y(0)) that were introduced
by A. Khintchine [26, 27], V. Jarnik [22] and Y. Bugeaud and M. Laurent [7, &].

102
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We have the relations

LL)()(O) < w1(0) S cee S wn_1(0),

and Minkowski’s First Convex Body Theorem [11] and Mahler’s compound convex
bodies theory provide the lower bounds

di1
wal(0) > Ga(6) > +d, for 0<d<n—1.
n_

When the dimension is n = 1, we have the equality @o(0) = @(8) = A(0) = 1.
In [22], V. Jarnik showed that in dimension n = 2, we have the following algebraic
relation between @, (6) and @&y(0) :

@110) =1. (%)

Furthermore, V. Jarnik noted that, in higher dimension n > 3, no algebraic
relation holds anymore. He proved [22, Satz 3] that for n > 2, there exist two
n-tuples of real numbers @ = (#y,...0,) and v = (v, ..., 1v,) such that

@o(0) +

1
n—1

On-1(0) = Op_1(v) =400, ©p(0) =1 and &y(v) =
V. Jarnik also proved the following transference theorem :

Théoréme B.1 (Jarnik, 1938). Let n > 2. For any n-tuples of real number @ =
(01,...0,) such that 1,0y, ...,0, are Q-linearly independent, we have

Dn i (0) ) Ona(0) —n + 1
(= D)o 1(8) 1 = 0(0) = n |

If &,-1(0) = n, the interval reduces to the single point @&y(6) = =.

Remarque. O. German [16] and A. Khinchin [28] claim that V. Jarnik [22] proved
the existence of n-tuples 8 = (61, ...6,) with &,_1(0) = 400 and @o(0) € (-1,1).
It appears to the author that this is not written explicitly in [22].

Recently, O. German [16] improved Theorem B.1 :
Théoréme B.2 (German, 2012). With the notation of Theorem B.1, we have

Gn_1(0) — 1

~ @n—l(e) - (n - 1)
(n— D 1(0) =010 =

< o1 (0) ) ()
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Note that the interval reduces to a single point if n = 2, and that in this case we
recover Jarnik’s relation (x).

The first goal of this paper is to prove that German’s inequalities are best pos-

sible.

Théoréme B.3. Let n > 2 be an integer, let & € [n, +oo] and let \ € { w1 o-ndl]

(n—-1o’ @
where we understand that the interval for X is {ﬁ 1} when @ = +o00. Then there
exist uncountably many n-tuples of real numbers @ = (01, n), with 1,04,...,0,
Q-linearly independent, such that &,—1(0) =& and &o(0 )

Thus, the inequalities (x%) of German describe the set of all the possible values
for the pair (&g(0),0,—1(0)) as @ runs through all points 8 = (04, ...,6,) € R" such
that 1,0y, ...,0, are Q-linearly independent, called the spectrum of (&g, Opn_1).

One can wonder if in higher dimension (n > 3), there exists a Jarnik-type relation
between the n uniform exponents @y, . .., ©,_1. Then, the dimension of the spectrum
of the n uniform exponents would be strictly less than n. The next theorem states
that no such algebraic relation holds.

Théoréme B.4. For every integer n > 3, the spectrum of &y, ...,&0,_1 s a subset
of R™ with nonempty interior.

We also know the spectrum of other families of exponents. M. Laurent [32] des-
cribed the full spectrum of the four exponents wy(8),0o(0),wn-1(0),0n-1(0) in the
case of dimension n = 2. In his PhD thesis, the author gives an alternative proof of
this result. However, for n > 3 this spectrum is still unknown.

D. Roy showed in [10] that the going-up and going-down transference inequali-
ties of W. M. Schmidt [48] and M. Laurent [33] describe the full spectrum of the n
exponents wo, . ..,W,_1-

In section B.1, we introduce Parametric Geometry of Numbers, which is the main
tool to prove Theorem B.3 (section B.2) and Theorem B.4 (section B.4), and to give
an alternative proof of Theorem B.2 (section B.3) .

B.1 Parametric Geometry of Numbers

We use the notation introduced by D. Roy in [47, 46] which is essentially dual
to the one of W. M. Schmidt and L. Summerer [50, 51]. We refer the reader to these
papers for further details. Here « - y = x1y; + - - - + ,y, is the usual scalar product
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of vectors « and y, and ||x||2 = /& - « is the usual Euclidian norm.

Let u = (ug, ..., u,) be a vector in R™™! with Euclidean norm ||ul||; = 1. For a
real parameter () > 1 we consider the convex body

C(@Q ={z eR™ |||zl < 1, [z u| <Q'}.

For 1 < d < n+ 1 we denote by A\; (Cy(Q)) the d-th minimum of C,(Q) relatively
to the lattice Z"*!. For ¢ > 0 and 1 <d < n+ 1 we set

Ly,a(q) = log Aa (Cu(e?)) .
Finally, we define the following map associated with u :

L,: [0,0) — R
q — (Lu,l(q>7 s 7Lu,n+1(Q))'

The lattice Z™"! is invariant under permutation of coordinates. Hence, L,, remains
the same if we permute the coordinates in w. Since ||ulls = 1 we can thus assume
that ug # 0.

The following proposition links the exponents of Diophantine approximation as-
sociated with 8 = (2,.. ., Z—’;) to the behavior of the map L, assuming ug # 0. It
was first stated by W.M.Schmidt and L.Summerer in [50] (Theorem 1.4). It also ap-
pears as Relations (1.8) and (1.9) in [51]. In the notation of D.Roy [16] (Proposition

3.1), it reads as follows.

Proposition B.5. Let u = (ug,...,u,) € R"™ with Euclidean norm ||uly = 1
and ug # 0. Set 6 = (Z—(l), . Z—g) We have the following relations :

L, vt Ly, 1

lim inf ,1(q) + i k(Q) = )
g—+00 q 1+ w,—x(0)

1 d d = )
P g 1+ Gp 1 (0)

Thus, if we know an explicit map P = (Py, ..., P,.1) : [0,00) — R""! such that

L, — P is bounded, then we can compute the 2n exponents @y (), ..., &,-1(0),wo(0), ...

for the above point 8 upon replacing L, 4 by P, in the above formulas for 1 < d <n.
For this purpose, we consider the following family of maps, introduced by D. Roy
in [46].

Définition B.6 (Roy, 2014). Let I be a subinterval of [0,00) with non-empty
interior. A generalized (n + 1)-system on [ is a continuous piecewise linear map
P=(P,...,P,1): I — R"! with the following three properties.

7wn*1(9>
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(S1) Foreach g € I, we have 0 < Pi(q) < --- < Poya(q) and Pi(q)+- -+ Poyai(q) =

q.
(S2) If H is a non empty open subinterval of I on which P is differentiable, then
there are integers r, 7 with 1 <r <7 <n-+1such that P, P..4,..., P coincide

on the whole interval H and have slope 1/(7—r+1) while any other component
P; of P is constant on H .

(S3) If g is an interior point of I at which P is not differentiable, if r, 7, s, § are the
integers for which

~ 1 _ 1 _
Pi(q ):m (r<d<7) and Pi(¢") = T (s<d<3),
and if r < 5, then we have P.(q) = P.11(¢) = ... = P5(q).

Here Pj(q~) (resp. Pj(q")) denotes the left (resp. right) derivative of P, at q.
The next result combine Theorem 4.2 and Corollary 4.7 of [16].

Théoréme B.7 ( Roy, 2014). For each non-zero point w € R"*1 | there exists qo > 0
and a generalized (n+1)-system P on [qo, 00) such that L,— P is bounded on gy, 00).
Conversely, for each generalized (n+1)-system P on an interval gy, 00) with qo > 0,
there exists a non-zero point w € R"™ such that L, — P is bounded on [qo, o0).

In view of the remark following Proposition B.5, this result reduces the determi-
nation of the joint spectrum of Diophantine approximation exponents to a combi-
natorial study of generalized (n + 1)-systems.

Although the definition of a generalized (n + 1)-system P = (P, ..., P,11) may
look complicated, it is easy to understand in terms of the combined graph of P, that
is the union of the graphs of Py, ..., P, over the interval of definition I of P. We
explain this below.

A division point of P is an endpoint of I contained in I or an interior point of
I at which P is not differentiable. Such points form a discrete subset of 1. Between
two consecutive division points ¢* < ¢ of I, the graph of each component of P is
a line segment. All these line segments have slope 0 except for one line segment of
positive slope 1/t where ¢ is the number of components of P whose graph over [¢*, ¢|
is that line segment. In view of the condition P, < P, < ... < P, 1, there must be
consecutive components F,,..., P of P with 7 —r + 1 = ¢. If ¢ is also an interior
point of [ and if F, ..., Ps are the components of P whose graph has positive slope

g_; —7 to the right of ¢, then there are two cases.

1) If r < 5, we say that ¢ is an ordinary division point. In this case, we have
P,(q) = --- = P5(q) according to (S3). This implies that r < s and 7 < 5.
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Among P, ... P;, the components P; with s < j <7 (if any) change slope from
F_;l to §—§+1‘ Those with j < min(7, s— 1) change slope from f—;rl to 0. The
remaining components P; with ¥+ 1 < j < s — 1 (if any) have constant slope
0 in a neighborhood of ¢. The reader is invited to draw a picture for himself or

to look at those in [16, §4].

2) Otherwise, we have r > § because it cannot happen that r = s (or P is
differentiable at ¢). Then, we say that ¢ is a switch point. In this case, we have
P.(q) =--- = P:(q) > Ps(q) = --- = Ps(q) which mean that the end point of
the line segment of slope f_i —7 at the left of ¢ lies above the initial point of the
line segment of slope 5_; 7 at the right of ¢.

It can be shown that the combined graph of a generalized (n + 1)-system P
uniquely determines the map P provided that we know the value of P at one point
of its interval of definition. An example of this is shown in [16, §4]. We will see two
other examples in the sections B.2 and B.4.

In [50, 51] W. M. Schmidt and L. Summerer introduce the following exponents
for an integer 1 < d <n :
. Lu,d(Q)
P, = hgg 1o£1f T,
Lu,d(Q)

pq = limsup
q—00 q

For these exponents, we have the following analogue of Theorem B.4 :

Théoréme B.8. For every integer n > 3, the spectrum of ¢1, ..., is a subset of
R™ with non empty interior.

B.2 Proof of Theorem B.3

In this section, we construct a family of generalized (n + 1)-systems. Then, via
Theorem B.7, we get a family of n-tuples having the requested properties stated in
Theorem B.3. We first treat the case where @,,_; is finite and n > 3. We will explain
later how to adapt the construction if n = 2 or @,,_; is infinite.

Let gy be a positive real number, fix a real number @ > n > 2 and set a parameter
a with ﬁ < a < 1. We define the sequence (gem)m>o0 by :
Gom = (1 + a(® — n))ge(m—1), for m > 1.

We construct a generalized (n+ 1)-system P whose graph is invariant under the
dilation of factor (1 + a(@ — n)) on the interval [gy, +00). Thus, we only need to
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N —— P,
l ) l l P
° op°; | B
pTL+1 T T S\ 7 1 Q:\'\ Pl
s | O
Pp=-.=P, ——~ . | | |
Pl | : l | ! ! !
dem \  Gom+2 d6m+3 d6m-+4 d6m+5 46(m+1)
dem+1

FI1GURE B.1 — Combined graph of P on a generic interval [gem, ¢6(m-+1)]

define P on a generic interval [QGm7QG(m+1)]- Here is the pattern of the combined
graph of P :
For every integer m > 0, we define P at gg,, as follows :

dem
P, m = P m) — R )
1 (Gom) 2(%‘ ) O+ 1
1+ (22)(@ —n)
P, m = :Pn m) — n2 m»
3(% ) (CIG ) O+ 1 (3
l+alw—n
P, (%m) = —( ) qd6m-

w+1

Here the parameter a says how large P, is at each point gg,,. The condition
a > ﬁ imposes the condition P,y1(¢em) > Pn(gem), and the condition a < 1
imposes that Ps3(gem) > Pa(gem). We have the dilation condition P(gsm+1)) =
P((1+ a(®@ —n))gem) = (1 + a(®@ — n))P(gem) by the definition of the sequence
(QGm>m20-

For k£ = 0,...,5 the graph has only one line segment of positive slope on the
interval [gemk, @emsk+1]- The graph is clearly the combined graph of a generalized
(n+1)-system with seven division points ggm, - - - , Gem-+6- Lhe POINtS Gormrs and gemis
are switch points while the others are ordinary division points. Furthermore it is
uniquely defined since we know the value of P at the point ¢g,,, where as requested

P1<Q6m> + -+ Pn+l(q6m) = dém-

Easy calculations give

Pn+1
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Gom = (1 + a(@ — 1)) gs(m—1), Qom+1 = (n_Q)(?:j%;ESJ:fL))(@_n) Q6
n a)(w—n w a(w—n))?

dem+2 = ( HHSL)( )Q6m7 dem+3 = %Q&m

Qomia = 1+(1+a(oﬁ)—®n—i)-)1(n+a(&z—n) Goms  Qomis = l+2a(®—n){;}i—f§l+a(@—n))q6m.

We now compute its associated exponents with Proposition B.5. One can notice
that the local minima and maxima of the functions ¢ — PJ'T(q), 7=1,...,n+1 are
located at division points where P; changes slope from zero to non zero.

Since P is invariant under dilation of factor (1 4+ a(® — n)) we have for every
m >0, every 1 <d <n+ 1, and every q in [¢em, gem+¢) the relation

Pylq) Py <qqziom).

q -
Thus,
P P P 1
ey 2@ _ L B0 Plw) 1
q—too ¢ 90<9<gs @ Qo o+1
pTL Pn Pn 1 N -

lim inf L@ —  1in +1(q) _ +1(q2) _ + a(® nA) ’
q—+00 q w0<q<¢s ¢ G2 n+1+(1+a)(®w—n)

because the component P, ; changes slope from zero to some positive value only at
dem+2-

Then, according to Proposition B.5, Theorem B.7 gives us the existence of an
n-tuple @ = (6,,...,0,) such that

; — hm sup Pl(q) — ]'

Wn-1(0) + 1 g—to0 g O+1’
M = liminf Pria(9) = 1+a{@— nA) _
©o(6) +1 o g n+1+(1+a)(@—n)

Thus, this @ satisfies

1 A
Gry(8) = & and Gp(0) = L2UE=)
@
When a runs through the interval [, 1], then @(6) runs through the interval

e e



110 B.2. Proof of Theorem B.3

If n = 2, we remove the line P; = --- = P, and the interval [gem+3, Gems] from
the generic graph on the interval [gem, ¢6(m+1)], the parameter a is then forced to be
equal to 1. Thus, we construct 6 with

. R R 1
0(0) =& and (@) =1— —,
@
and recover Jarnik’s relation (k).

If & is infinite, we replace @ by m + n + 1 in our construction. For a given real
number gg we consider the sequence (ggm )m>0 defined by

qem = (m + 1)(]6(771—1)'

The figure 1 still represents the combined graph from P on a generic interval
[G6m, Gom6), With the following settings at g, :

dem
Pi(gem) = Plggm) = ——,
1(% ) 2(%‘ ) MLt 2
1+ () (m+1)
P m) = = Pulqem) = Lz ms
3(%) (%) m-+n-+2 96
1+a(m+1)
P?’L m m
+1(Q6 ) Mt (3

Note that the combined graph is not invariant under dilation anymore. We have

. Pi(q) T Pi(q) T Pi(qem) T .
lim sup = limsup max = lim sup =limsup———— =
g—+00 q m—4oo 6m<q<q6(mi1) ( m—+oo  Q6m m—too M+ N+ 2
P, P, Y m
lim inf L@ = liminf min L@ = liminf M
g—+oo q m—+00 g6m <q<qg(m+1) q m—r+00 q6m+2
o 1+a(m+1) a
= liminf = :
motoon+ 14+ (1+a)(m+1) a+1
Again, Theorem B.7 gives us the existence of an n-tuple 8 = (04, ...,6,) such

that

Wn-1(0) = 400 and @&y(0) = a,

where a runs through the interval [, 1].

Note that if 1,604,...,0, are Q-linearly dependent, then there exists an integer
point & € Z" such that |z - u| = 0. This implies that L, 1(q) is bounded above by
log(||x]|2). In our construction by dilatation P; is not bounded, hence the indepen-
dence by contradiction.

)l
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To complete the proof of Theorem B.3, we have to check that we can construct
uncountably many n-tuples with given exponents. Let @ and A as in Theorem B.3,
and a the parameter such that Theorem B.7 provides an n-tuple @ whose exponents
satisfy

Gn_1(0) =&, and &y(0) = X = m.

&>

Fix qp a real number to start the construction from P as above with parameter
a. For every p; and p, such that ¢o < p1 < p2 < ¢5, we denote by P, and P,,
the (n + 1)-generalized system with parameter a starting in p; and p;. We have

P, (q5) # P,,(gs) and

dem
||Pp1<Q6m) - sz(%m)Hoo = E”me(i) - sz(%)Hoo —n—oo 00,

where ||(z1, ..., Zn)||c0 = MaxXi<p<n [Tk

Thus, their difference is unbounded, and they cannot correspond to the same 6
via Theorem B.7. This ends the proof of Theorem B.3.

B.3 An alternative proof of Theorem B.2

In this section, we give an alternative proof of Theorem B.2 using arguments
from parametric geometry of numbers.

One can notice that the minimal or maximal values of the components of P are
reached at the division points. The condition (S3) translates into the fact that for
every division point ¢, the right endpoint of the segment with non-zero slope ending
at ¢ lies above the left endpoint of the one starting at g. A first consequence is that
when P; is non constant, it increases until reaching P,(q). A second consequence is
the following proposition.

Proposition B.9. For every 1 < k <m <n+1, if py is a division point such that
Py has slope changing from 0 to 1 at pg, then we have for every p > pg

P, (p) < max(Py,(po), Pi(po) + p — po)-

In particular, P, is constant on the interval [pg, po + P (po) — Pr(po)]-
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7
!
|
|
|
|
|
1
|
|
|
!
!
|
|

Po po+ Pn(po) — Pe(po)

We first show that the upper bound in Theorem B.2 is optimal.

Let P be a generalized (n + 1)-system, and & the real number such that

i Pi(q) 1
1m sup = .
g—too  ( w+1

If this limit is zero, we set & = +00. We treat this case after.

Let € > 0. There exist arbitrarily large division points py where 219 has a local

q
maximum and

}—€<P1(p0)</1\+€‘
w+1" po T w+1
Since ¢o is a local maximum, we have P;(qo) = P2(qo). Furthermore, Pi(q) <
Py(q) < -+ < Pojalq) and Pi(q) + -+ - + Paya(q) = ¢ provide

o+1—n—ne
w—+1

Poi1(po) < po —nPi(po) < Do-

w—n—ne

At the point p = py + o, according to Proposition B.9, we have the upper
bound

l+e4+@w—n—ne
w—+1

Pri1(p) < max(Pny1(po), Pr(po) +p —po) < Po-

Thus, for arbitrarily large real numbers p, we have

Pn+1(p)<dj+1—n—(n—1)5
P - 2w—n+1—ne
thus R
P, v+ 1—
= = liminf H(Q)S wAjL n’
A+1 gt q 20—n+1
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giving that
O—(n—-1)

A~

w

A

IN

If & is infinite, then we have

P (po)
Do

Using Proposition B.9 at the point p = 2py — ne we get

Poii(p) <po— (n+ 1)e.

—e < <e, Pi(po) = Pa(po)-

Thus, for arbitrarily large real numbers p, we have

Poi1(p) <Po—(n+1)5
p T~ 2pp—ne

This implies that A
A< 1

Thus, we have proved that the upper bound in Theorem B.2 is optimal. We now
consider the lower bound.

Let P be a generalized (n + 1)-system, and @, A the real numbers such that
P 1 P, A
lim sup 1(9) = — , liminf +1(9) = = ,
g—sto0 w41 g=to0 q A+1

where we understand that @ = +oo if the corresponding lim sup is zero. Again, we
treat this case after.

Let €1 > 0. There exists a real number ¢y such that ¢ > g implies

Pl(q)<1+51
qg ~ o+1

Let 9 > 0. There exist arbitrarily large division points p > ¢y where PIT('I) has a
local minimum and

~

Pn+1(p) - )\
p A+ 1

< 9.

Let po = max {q¢ < p | Pi(q) = P2(q)}. At the point p, we have

1+e¢
Pi(po) = Pa(po) < @_I_llpo and

po — 2P1(po)
n—1

Pn+1(p0) >



114 B.3. An alternative proof of Theorem B.2

since po = Pi(po) + -+ + Put1(po) < 2Pi(po) + (n — 1) Pyt (po)-

We first show that ¢ — P;(q) is constant on the interval [po, p]. If not, there exists
a real number py < p; < p where P; has slope 1. Since p is a local minimum from
PIT(‘I), we have P/(p~) = 0. Thus, there exists a point in (p;,p) where P; changes
slope from 1 to 0. At this point P, = P,, which contradicts the definition of py.
Thus,
Pi(po) = Pi(p).

We can write

b=t S (A0)~ Blm)) € mt S(Penlp) — Puw)
< po+nP,i(p) — % Pr(po)
< nPu(p) + Pi(po)-

Thus,
Era(p) o Poia(p)
p nPua(p) + Pi(po)’
which is an increasing function of P, ,1(p). Since
Puii(p) 2 Poya(po) > ]Lpl(po)a
n—1
we have
Poi1(p) > pﬂiii(m)
p B npi()fi(m) + Pi(po)’
po — 2Pi(po)

npo — (n+ 1)Py(po)’

which is a decreasing function of P;(pg). Since

1 +é1
P <
1(290) =0 1]?07
we have
Poia(p) > Po — 253 po
p ~ npo— (n+1)Hepy’
w—1- 251

nw—1—(n+1)e’
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Thus,

A > (2)—1—251
A4+1 " no—1—(n+1e

— &€2.

This gives the expected bound

w—1

A> ———
“(n—-1w

If & is infinite, we consider a real number ¢y such that ¢ > ¢ implies

This provides the following estimates at p :

Poii(p) > 1 —2g
p  —n—(n+1le

Thus, we get
A 1— 2
= >
A+1 n—(n+1)g

— &o.

This gives the expected bound
1
n—1

>
vV

Thus, we have proved that the lower bound is optimal. This ends the proof of
Theorem B.2.
[

B.4 Proof of Theorem B.4 and Theorem B.8

In this section, we construct a family of generalized (n + 1)-systems with n para-
meters which via Theorem B.7 provides us with a family of n-tuples whose uniform
exponents can be expressed as a function of the n parameters. Then, we show that
the Jacobian of this function is non-zero.

We define the set of admissible values A,, to be the set of points X = (z1,...,2,) €
R"™ such that
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ry > n
1
T3 <1y < - <y,
o+ 1 3 4 S
=z, 2 + T3t 2y,
T 1
T
kil < x5 for2<k<n-1,
Tk
T
Ty < b2 for 2 <k <n-—2,
Tk
1_(x1+1+$3+ +$n) S T Sl_(x1+1+x3+ +x")
Tn Tn—1

This set is non empty, see Proposition B.11 below.

Let ¢o be a positive real number, fix the dimension n > 3. For every X =
(1,...,2,) € A, we set the n + 2 parameters Ay, As, ..., Ayi1,C and & > n such
that

(:):ZEh C:{EQ, Al A2 x1+1’
Ay =apfor 3<k<n, A,y1=1— (-2

This implies that

+ a5+ xy,).

r1+1

= A=A <A3 <A< <A,
1 = Ay +As+- 4+ Apg,

A Apyo

< < for2<k<n-—1
A, S C < A or2<k<n ,
An+1

< C.
A,

We define the sequence (¢, )m>0 by :
Gm = Cgm—1 = C"qo.

Note that C' > 23 > 1. We construct a generalized (n+1)-system P invariant under
the dilation of factor C. Again, we only need to define the pattern of the combined
graph of P on the interval [¢,,, ¢m11]. Here is its figure
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OA?H-I dm

An-‘,—l dm

Ak+1 qm
CAkfIQm

Ak‘ dm

A4 dm

CAl dm
A3 dm

A1Qm = A2Qm

FIGURE B.2 — Pattern of the combined graph of P on the generic interval [¢,,, ¢m1]

For every integer m > 0 we define P at g, as follows :

Pi(gm) = Agqp for 1 <k <n+ 1.

The condition Ag,q > Aj implies that P, > P, and the condition Aj—zl <C<

AZ—ZQ implies that Py(¢m) < Pi—1(¢m+1) < Per1(qm), for k=3,...n.

The graph has only one line segment of positive slope on the intervals [g,, by 2],
[brmnt1s @m1] and [bmg—1, Ak ]s [dmn—1,bmi) for 3 < k < n + 1. It is clearly the
combined graph of a generalized (n 4 1)-system with the 2n + 1 division points g,
Gm+1s b and dy,; for 2 <k <n+1 and 2 <[ < n. They are all ordinary division
points except by, ,+1 which is a switch point.

For every m > 1, an easy calculation gives for 2 < k£ < n+1 the following values
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at bm,k .
Pl (bm,k) = AlQma
Pd(bm,k) = CAdqm for 2 S d S k— 1,
Pi(bmx) Apt1qm,
Py(bpi) Agqm for k+1<d<n-+1.

For 2 < k < n we have the following values at d,,  :

Pl (dm,k) = Al‘]ma

Pd<dm,k) = C’Adqm for 2 S d S k?,
Piy1(dmp) C Aggm,

Pd(dm,k) Adqm for k’+2§d§n—|—1

We now compute the associated exponents of this graph with Proposition B.5.
Recall that the local maxima and minima of the functions ¢ — M, with
1 <k < n are located at division points.

Since P is invariant under dilation of factor C' we have for every m > 0, for every
1 <k<n+1,and every q € [gm,Gms+1)

Pila) _ Pe(og)

q atr
We consider the n real numbers @,,_1,...,&y such that for k =2,...,n
P .4 P P .4 P
lmsgp DT B P+ Pilg)
g—r+00 q q€[q0,q1] q

— max (Pl(doﬂk) + ...+ Pu(dor) Pi(bog) + ...+ Pr(bo)

dO,k ’ b07k
B 1
B 1+ (-I}n—k7
P, P 1 1
lim sup 1(9) = max 1(9) =A, = — = S
g—+oo  ( a€lq,m] ¢ 140 14+@,-1

Via Theorem B.7, we get an n-tuple 6 such that @,,_;(0) = &, fork =1,... n.

For k =2,...,n, we have

nin Pi(q)+ -+ Pu1(q)
ge{dobory \ Pi(q) + -+ Pr(q)

Op—y = — 1) = min(yg, 2x),

)
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Annexe B.

where
 CA+ T — (A4 4 Ag)
Y A+ C(Ay+ -+ Ap)
I 1— (A + -+ Ay)
g A+ C(Ay+ -+ Ap1) + Agyr

)

Since P; + - - - + P, has slope % between by, and dyx, we have either

1<z =01 <y

or
Yp = WOn—k < 21 < 1.

Since Wy < @1 < -+ < @,_1, there exists an index kq such that

z > 1 ifk < ko,
ye < 1 if k£ > k.
The lower bound @,,_1 > n imposes ko > 1 and the upper bound @y < 1 imposes

that k?() <n-— 1.
Note that if n = 2, then Az is forced to be equal to 1 — 2A,, this implies that

N As 1—-2A4, 1 1
CT T A+ A 1-4 o
Thus we have Jarnik’s relation (x)
We consider the following map & :
D NG — R”
(@,C,A37A4,...,An) — (&\}n_l,...,(j}o).

. An) € R™ in the

Proposition B.10. There exists a point X = (0, C, Az, Ay,
interior of A, such that the Jacobian of ® at X is non-zero.

Thus, ® provides an open neighborhood from ®(X) in R” included in the spec-

trum of &y, ...,0,_1. This proves Theorem B.4.
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Proof of Proposition B.10. Note that 8%’6‘1 = 8‘;2;1 == %Q’Tj;l = 0. Thus, it

is enough to prove that the following Jacobian is non-zero :

6037172 8‘:)1172 . 8[:},172
aC 0A3 0An,
Lol Qg ... O
aC 0A3 0An

Suppose k > ko. Then @,,_;, = yi. We set the quantities oy, ar, cx, ux and vy such
that

oC (A1 + C(Az+ -+ Ap))? TR
a@n—k o .
54 = 0ifl >k+1,
&Dn_k -1 ag .
= == ifl=k+1
A, A+ C(Ay+ -+ Ap) 5,31 +h
On-r (C—1)5k—C(CAk+1—(A1+---+Ak+1))_%i“_k
A, (Ay+C(Ag+ -+ Ap1) + Apr)? 62 ’
&un_k _ —5k_C(CAk+1_(A1++Ak+21>>:1’;1f3§l<k
04, (A1 + C(Ag+ -+ Ap1) + Agy1) o

More precisely,

0 = A1 +C(As+ -+ Ap),

ap = —O0,

. = AAp+ (Aot + A1 = (AL + -+ Ap)),
u, = (C—=1)0, —C(CAL+1— (A1 + -+ Axt1)),

Vr, = U — Cak.

Notice that ¢ is independent from C, ay is a polynomial in C' of degree 1 with lea-
ding coefficient Ay + - - - + Ay, and wuy is a polynomial in C' of degree 2 with leading
coefficient Ay + -+ + Ap_; .

Suppose that k < kg. Then &,_, = z,. Again, we set the quantities &y, ax, ¢, us
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and v;, such that

ot _ A=At A (At A _ %
oC (A1 + C(Ag+ -+ Ap1) + Apr)? 62’
a@n—k .
= f 1

oA, 0ifl > k+1,
On i, _ 1— (A 4+ A :a—gifl:k—i—l,

0A; (Ay+C(Ag + -+ Ap1) + Ak1)? 62
Fonty -1 = kir =k

04, A+ C(Ag+ -+ A )+ A 6

0A, (A1 +C(Ag+ -+ A1) + Apa)? 62 - '

More precisely,

0 = AL +C(As+ -+ Apr) + Apya,
(1= (At A,
e = ap(Ag+ -+ Apy),

Uk

Qg

I

|
>,
T

Vg

Notice that a; and ¢, are independent from C', and wuy; is a polynomial in C' of degree
1 with leading coefficient —(Ag + -+ - + Aj_1).

With this notation, if we factor the (k — 1) row by 5% for every 2 < k < n the
k
Jacobian J,, can be written as

Co as o --- ... .. 0
C3 U3 a3
C4 Uy Ug Qg

5]% Cs Us Us Us as

k=2
0
Up—1 - 0 Up—1 Up—1 QAp—1
Cn UTL . .. ... ) UTL un

Using the relation v, = u; £ C'ag, we successively subtract the kth column from
the columns 2 to k — 1, with k£ taking the values from n — 1 down to 2. We then
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have
Co (05} 0
C3 U3 —as as
Cyq 0&4 Ug — Ay ay
0
LCE |
Jn = H 57 Cako Uky — Ak
k=2 "k
_Cako—i-l
C, 0

Ak,

Ukp+1 — Ako+1

ak0+1

Up—1 — Qp—1

—Ca,

If we write the corresponding matrix with the degrees of the coefficients from J,,

viewed as a polynomial in C' we get :

0

1

1 0

0

: 1 1 0

2 2 1

: 2

0 0 0

Thus, J, is a polynomial in C' of degree

0
0
2 1
2 2

dege(Jn) < (ko —2)+2(n—ko) =2n—ko+2>n—1

with leading coefficient

n

L=(=1)"""J[(As + -+ A1)

k=3

Ap—1

Unp
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It is non-zero since every terms in the product is non-zero. Thus, for a given choice
of parameters Ay, ..., A, and &, the Jacobian J, is zero at at most 2n values of C.

Proposition B.11. The subset E,, C R" of points X = (x1,xs,...,x,) such that

T = n+m if n # 3,
3 > n if n =3,
1+ igﬁ:zl)) (r1 —n)
T = p—— for3<k<n+1,
2 8
Ty € <1+ m(m —n), 1+ m(xl —n))

is included in the interior of A,.

Thus, with the induced choice of parameters, J,, is zero at at most 2n points on
E,,, but we have uncountably many points in F,. Thus there exists a point X in
E, C A, at which J, is non-zero. This proves Proposition B.10 and thus Theorem
B.4.

O
Proof of Proposition B.11. For X € E, we consider the corresponding choice of
parameters

N 1
W =T, C =z, A1=A2:x1+1,

Ay = xyp, for 3 <k <n, An+1:1—(x12+1+x3+--~+xn).

We have as requested

1
W+

= A1:A2<A3<A4<"'<An+17

1
1 = A1+A2—|—...+An+1.

If we write C' = 1+¢(@—n) and 4j, = T2 for 2 < k < n+1, where a;, = 24=2)

o1 n(n—1)
the conditions
A Apso
< C < for2<k<n-1,
A, A, or 2<k<n
A,
o C.

Ay
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can be rewritten as

1+ ag(® —n) 1+ ar(® —n)
Apy1 — Ap
—— < .
1+ a,(®—n) ¢
Since ag. 1 — ap = n(n2—1) and agio — ap = a1y We have
- 2 2
c max =
2<k<nn(n —1)+2(k—2)(@—n) n(n—1)
- ) 4 4
c min =
2<k<n—1n(n —1)+2(k—2)(0—n) nn—-1)+2(n-3)(®—n)’
- 8
3n(n—1)
using the relation & = n+ Z((Z:;)) If n = 3, we get the upper bound n(n4_1) > 3n(7§—1)'
This completes the proof of Proposition B.11.
]

Proof of Theorem B.S§

We consider the same generalized (n + 1)-system as above. Notice that for 1 <
k < n we have P, < P,,; and thus

P, 1

@r = lim sup () € [0, =]

q—00 q 2

Hence, we have
By = limsup Pela) _ o Pe@) _ Pildmi) _ CAy
q—00 q q€[q0,91] q deg A1 + C(AQ + 4 Ak) + CAk —+ (Ak+2 =+ .. An+1:
Again, we consider the map @’ :
Ol R” R"™

—
(@,C,Ag,Az;,...,An) —> (@17"-7@n)-

We prove Theorem B.8 if we show that its jacobian is a non zero polynomial in C'.
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We set 0, = Ay + C(Ay+ -+ Ap) + CAp + (Agso + -+ - Apyr) and write

@ _ Ap(A1+ Ao + -+ A ) _ G
oC (A +C(Ay+ -+ Ap) + CAp + (Apsa + - An1))? 67
Oy, C?Ay, |
= <
A, 5,% if3<Il<k,
% . C(Sk - 202Ak . %
0A, (5,% N 6,3’
Oy, _ 0
O Ag11 ’
Opr  CAy .

Notice that wuy is independent from C', and ay is a polynomial in C' of degree 2
with leading coefficient A; + --- 4+ Ai_1. We then consider the Jacobian from &’ :

992 Op2 . Op2
oC  0A3 0An
r . . . .
000 OPn ... Ofn
oC  0Asz 0An

We factor the (k — 1)™ row by 5% for every 2 < k < n and subtract the last
k

column to the column 3 to n—1. Then, we get the following matrix with the degrees
of the coefficients from J] viewed as a polynomial in C :

oo 0 --- 01
L9 g .o

: 01
Do 11
0 2 -« --- 20

Hence, J] is a polynomial in C' of degree
deg(J)) <2n -3

with leading coefficient

L= J[(A2+ -+ A1) £0.

k=3
This establishes Theorem B.S. OJ
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Pour un n-uplet de nombres réels 6 = (61,05, ...,6,) vucomme un point [1: 6 : 0 : ... : 0,]
de I'espace projectif P*(R), on peut définir divers exposants d’approximation diophan-
tienne mesurant la qualité de I'approximation par des sous-espaces rationnels de P*(R).
Plus précisément, pour chaque 0 < d < n — 1 on definit deux exposants w,(8) (ordinaire)
et @4(0) (uniforme) qui mesurent I'approximation de 0 par des sous-espaces rationnels
de P*(R) de dimension d en fonction de la hauteur de ces sous-espaces. Il se trouve que
les 2n exposants wy(0),w1(0),...,w,—1(0),00(0),...,0,—1(0) Ne sont pas indépendants les
uns des autres.

Cette these s’inscrit dans I'étude du spectre de tout ou partie de ces exposants, qui a fait
I'objet de nombreux travaux récents. Notamment, Laurent a établi le spectre des 4 expo-
sants pour n = 2 -le probléme reste ouvert pour n > 3; Schmidt et Summerer puis Roy
ont développé un nouvel outil a travers la géométrie paramétrique des nombres. Dans un
premier temps, on s’inspire des idées de Laurent pour obtenir, lorsque n = 2, des résul-
tats partiels sur le spectre de 4 exposants pondérés, variation des exposants classiques.
On montre notamment par la construction d’'un ensemble de points que la relation de
Jarnik @(0) + 1/01(0) = 1 entre les deux exposants uniformes n’est plus valable pour les
exposants pondeérés uniformes.

Dans un second temps, on utilise la géométrie paramétrique des nombres pour s’atta-
quer au spectre des exposants classiques. Notamment, on retrouve le spectre lorsque
n = 2, puis on établit que I'encadrement obtenu par German pour n > 2 quelconque

Gn_1(0) — 1
(n— 1)an_1(0)

est optimale et décrit donc le spectre de &y et w,, ;.

(Dn_l(e) —n—+1
Wn—1(0)

< wp(0) <
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