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✽✳✶ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❚✇♦✲●❡♥❡r❛t♦r ▼✐❝r♦❣r✐❞ ❊①❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✽✳✷ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❚✇♦ ❛r❡❛s ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

①✐✐✐





▲✐st ♦❢ ❆❝r♦♥②♠s

❆❈ ❆❧t❡r♥❛t❡ ❈✉rr❡♥t

❉❈ ❉✐r❡❝t ❈✉rr❡♥t

❋❈ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧

❋❈❱ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧ ❱❡❤✐❝❧❡

❍❊❱ ❍②❜r✐❞ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡

▼P❈ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧

P❱ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝

❘❍❈ ❘❡❝❡❞✐♥❣ ❍♦r✐③♦♥ ❈♦♥tr♦❧

❘P■ ❘♦❜✉st P♦s✐t✐✈❡ ■♥✈❛r✐❛♥t

❙♦❈ ❙t❛t❡ ♦❢ ❈❤❛r❣❡

①✈





❈❤❛♣t❡r ✶
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❈♦♥t❡♥ts
✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✷✳✶ ❈♦♥t❡①t❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✷✳✷ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✺ ▲✐st❡ ❞❡ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ♣rés❡♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦❜✲
❧è♠❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❡①❛♠✐♥és ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
♣❛rt✐❡ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✜♥❛♥❝é❡ ♣❛r ❧❡ ❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥t ❝♦❧♦♠❜✐❡♥ à tr❛✈❡rs ❞❡
❈❖▲❈■❊◆❈■❆❙ ✭❉❡♣❛rt❛♠❡♥t♦ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐✈♦ ❞❡ ❈✐❡♥❝✐❛✱ ❚❡❝♥♦❧♦❣í❛ ❡ ■♥♥♦✈❛❝✐ó♥✮✱ ♣❛r
❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉rs❡ ✧❋r❛♥❝✐s❝♦ ❏♦sé ❞❡ ❈❛❧❞❛s✧ ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ét✉❞❡s
❞♦❝t♦r❛❧❡s à ❧✬étr❛♥❣❡r✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ t❡❧❧❡ s✉❜✈❡♥t✐♦♥ ❡st ❞❡ s♦✉t❡♥✐r ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❝♦❧♦♠❜✐❡♥s ❞❡
❜♦♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❛❝❛❞é♠✐q✉❡✱ ♣♦✉r r❡❝❡✈♦✐r ❞❡ ❧✑❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
str❛té❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❈♦❧♦♠❜✐❡✱ ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡
tr❛✈❛✐❧ ✿ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❙②stè♠❡s ❞❡ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬➱♥❡r❣✐❡ ➱❧❡❝tr✐q✉❡✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥tr❡ ❖❝t♦❜r❡ ✷✵✶✶ ❡t ❖❝t♦❜r❡ ✷✵✶✹✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s éq✉✐♣❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❙❨❙❈❖✶ ❡t ❙▲❘ ✷ ❞✉ ❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ●■P❙❆✲▲❛❜ ✸✳ ▲❡
❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❡st ❛✣❧✐é à ❧✬➱❝♦❧❡ ❉♦❝t♦r❛❧❡ ❊❊❆❚❙✹ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✳
▲❡s s✉❥❡ts s✉✐✈❛♥ts ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✿

• ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ s②sté♠❛✲
t✐q✉❡ ❡t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❡t
❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳

✶❙②stè♠❡s ♥♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡s ❡t ❈♦♠♣❧❡①✐té
✷❙②stè♠❡s ▲✐♥é❛✐r❡s ❡t ❘♦❜✉st❡ss❡
✸●r❡♥♦❜❧❡ ■♠❛❣❡ P❛r♦❧❡ ❙✐❣♥❛❧ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡
✹➱❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ➱❧❡❝tr♦t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❙✐❣♥❛❧

✶
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• ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ à
❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té
❞✐str✐❜✉és✳

• ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡s é♦❧✐❡♥♥❡s✳

• ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts r♦❜✉st❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s s②stè♠❡s
❝♦♦r❞♦♥♥és s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ♣❛r ❏❡♥♥✐❢❡r ❩ár❛t❡✲❋❧♦r❡③ ❬✻❪
✧➱t✉❞❡ ❞❡ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✲❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❞✉✐t❡ ❞❡
❱❛❧❧é❡s ❍②❞r♦é❧❡❝tr✐q✉❡s✧✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡ à ●■P❙❆✲▲❛❜✱ q✉✐ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ré❣✐♠❡s
❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✭♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
♣❛r ♣r✐①✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ✈❛❧❧é❡s ❤②❞r♦é❧❡❝tr✐q✉❡s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s ❜❛s❡s ♣♦✉r
❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ❞✐str✐❜✉és ♣❛r à tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ à ♥✐✈❡❛✉ ❧♦❝❛❧✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✉ ❝❛s
❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❤②❞r♦é❧❡❝tr✐q✉❡s q✉✐ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♦♥ ♣rés❡♥t❡✱ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❡t ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té s✉r ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣és✳

✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✳

✶✳✷✳✶ ❈♦♥t❡①t❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s

P❡♥❞❛♥t ❞❡s s✐è❝❧❡s✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ❛ été ❧✐é à ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝❧❛ss❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s✳ ❙❛♥s ❛❧❧❡r tr♦♣ ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ré✈♦❧✉t✐♦♥
✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛♣❡✉r ✲ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❡❛✉ ❜♦✉✐❧❧❛♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞✉
❜♦✐s✱ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉é ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ▲✐é à ❝❡ ♣r♦❣rès✱ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡t
❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣étr♦❧❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦✉r❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧✉s
❛❞❛♣tés ❛✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦rt❛❜❧❡s✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❢♦ss✐❧❡s ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦❝✐été✱ très ❧❛r❣❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s
❧❡ s❡❝t❡✉r ❞❡s tr❛♥s♣♦rts ✭✈♦✐t✉r❡s✱ ❛✈✐♦♥s✱ ♥❛✈✐r❡s✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✮✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉①
♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✐és à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ré❝❤❛✉✛❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧✱ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s
♥♦✉✈❡❛✉① ❣✐s❡♠❡♥ts ❞❡ ♣étr♦❧❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❡t❝✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ré✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭❙P❊❊✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❤❡r♠♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ♦✉ ❤②❞r♦é❧❡❝tr✐q✉❡s✱ ♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t été ♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t✳ ❉❡♣✉✐s ❝❡ t❡♠♣s✱ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ❛ ❛✉❣♠❡♥té ❛♥♥é❡ ❛♣rès
❛♥♥é❡✱ ❡♥ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ ❧✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❡♥ ❡♥✈✐s❛❣❡♥t tr♦✐s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✿

• ❆ss✉r❡r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✉① ✐♥❞✉str✐❡s ❡t ❛✉① rés✐❞❡♥❝❡s✱
t♦✉t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

• ▼❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡
❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣❛♠♠❡s ❛❞♠✐s❡s✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s

✷



✶✳✷✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✸

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉
rés❡❛✉✳

• ❆ss✉r❡r ❧✬❡①t❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬é❧❛r❣✐r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥st❛❧❧é❡
❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t②♣❡s ❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té✳

❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❡s ❡✛♦rts s♦♥t ❞✐r✐❣és à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❡t à r❡♥❢♦r❝❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té✱ t♦✉t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t✱ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ é❝♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛s♣❡❝ts
♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵s✱ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r
❣é♥ér❡r ❧✬é❧❡❝tr✐❝✐té r❡q✉✐s❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① s♦❝✐❛✉①✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡s ❡t ❧❡s s❡❝t❡✉rs
rés✐❞❡♥t✐❡❧s ✿

• ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ❙P❊❊ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s✿ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ♣r♦❣rès ♦♥t été ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs à ❜❛s❡ ❞❡ ♣❛♥♥❡❛✉① ♣❤♦✲
t♦✈♦❧t❛ïq✉❡s✱ é♦❧✐❡♥♥❡s s✉r t❡rr❡ ❡t ❡♥ ♠❡r✱ ❤②❞r♦❧✐❡♥♥❡s✱ ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❣é♥ér❛t❡✉rs
❣é♦t❤❡r♠✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❤②❞r♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡
t❛✐❧❧❡✳

• ❘❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❞❡s ❙P❊❊ ❜❛sé s✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝❤✐♠✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥ r❡✲
♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s✿ ❙♦♥t ❝♦♠♣r✐s ❧❡s r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ♥✉❝❧é❛✐r❡s✱ ♦✉ ❞❡s ❝❡♥tr❛❧❡s
t❤❡r♠♦é❧❡❝tr✐q✉❡s à ❜❛s❡ ❞✬❤✉✐❧❡ ♦✉ ❞❡ ❝❤❛r❜♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❤②❞r♦é❧❡❝✲
tr✐q✉❡s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧✬❤②❞r♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ✓❚r♦✐s ●♦r❣❡s✔ ❡♥ ❈❤✐♥❡✮✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s
♥✐✈❡❛✉① é❧❡✈és ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❞♦♠♠❛❣❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

• ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t à ❜❛s❡
❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ✲ ❱é❤✐❝✉❧❡s ➱❧❡❝tr✐q✉❡s ❍②❜r✐❞❡s ✭❱❊❍✮ ❡t ✴ ♦✉ ✈é❤✐❝✉❧❡s à ♣✐❧❡ à
❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✭❱P❈✮✿ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❜✉r❛♥ts à ❜❛s❡ ❞❡ ♣étr♦❧❡ s❡r❛
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛♥♥é❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❛r❣❡
❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❡r❛✳

• ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐❝r♦ rés❡❛✉① ✐s♦❧és✿ ❈❡s rés❡❛✉① s♦♥t ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r
❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦✉ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s
tr❛♥s♠❡tt❡✉rs ❞❡ r❛❞✐♦✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r ❛✉ rés❡❛✉ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s
r♦❜✉st❡s ❡t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♦♥t été ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ét✉❞✐é❡s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❡t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
t❡♥❞❛♥❝❡s s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛✜♥
❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♣ér❛t♦✐r❡s✳

• ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✿ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ❡t ❛ ❞♦♥♥é ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❙♠❛rt
●r✐❞✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡♥t✐tés ✭❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❞✉❝t❡✉rs
❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❞❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡✉rs ❞❡ rés❡❛✉✱ ❞❡s st♦❝❦❛❣❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭❜❛tt❡r✲
✐❡s✮✱ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❧♦❝❛✉① ♦✉ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s✱ ❡t❝✮ ❡st s♦✉❤❛✐té❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡t
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ rés❡❛✉ ❧♦❝❛❧✳ ▲✬✐♠❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡t✐ts rés❡❛✉① ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡t r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉
rés❡❛✉✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥é❡ ❞❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t s♦♥ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s♦❝✐été✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥é❡
✷✵✶✸✳ ❆✉ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
❡✉r♦♣é❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥é❡ ✷✵✶✸✳
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❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❈♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬➱♥❡r❣✐❡ ▼♦♥❞✐❛❧❡ ❚♦t❛❧❡ ❡t ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ●é♥ér❛t✐♦♥ ✲ ✷✵✶✸ ❬✸❪

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡
●é♥ér❛t✐♦♥

❈♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
✭▼❚♦❡✮ ✲ ✭✪✮

❍②❞r♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ✽✺✺✳✽✭✻✳✺✽✪✮
P❤♦t♦✈♦❧t❛ïq✉❡ ✷✽✳✷✭✵✳✷✷✪✮
➱♦❧✐❡♥♥❡ ✶✹✷✳✷✭✶✳✵✾✪✮
❆✉tr❡s ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s
✭●é♦t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❇✐♦♠❛ss❡✱ H2✳✳✳✮

✸✽✽✳✷✭✷✳✾✽✪✮

❇✐♦❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ✵✳✻✺✸✭✵✳✵✵✺✪✮
Pétr♦❧❡ ✹✶✽✺✳✶✭✸✷✳✶✼✪✮
❈❤❛r❜♦♥ ✸✽✷✻✳✼✭✷✾✳✹✷✪✮
●❛③ ✸✵✷✵✳✹✭✷✸✳✷✶✪✮
◆✉❝❧❡❛r ✺✻✸✳✷✭✹✳✸✸✪✮

❚♦t❛❧ ✶✸✵✶✵ ✭✶✵✵✪✮

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❈♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬➱♥❡r❣✐❡ ❊✉r♦♣é❡♥ ❚♦t❛❧❡ ❡t ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ●é♥ér❛t✐♦♥ ✲ ✷✵✶✸ ❬✹❪

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡
●é♥ér❛t✐♦♥

❈♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
✭▼❚♦❡✮ ✲ ✭✪✮

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✷✵✾✳✼✭✶✷✳✺✽✪✮
Pétr♦❧❡ ✺✺✻✳✻✭✸✸✳✹✪✮
❈❤❛r❜♦♥ ✷✽✻✳✺✭✶✼✳✷✪✮
●❛③ ✸✽✻✳✽✭✷✸✳✷✪✮
◆✉❝❧❡❛r ✷✷✻✳✸✭✶✸✳✺✽✪✮

❚♦t❛❧ ✶✻✻✻✳✷ ✭✶✵✵✪✮

❖♥ ✈♦✐t ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦✉r❝❡s r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❡
❡♥✈✐r♦♥ ✶✶✪ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠♦♥❞✐❛❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❡t ❡♥ ❊✉r♦♣❡✱ ❝❡t ✐♥❞✐❝❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ✭❡♥✈✐r♦♥
✶✷✱✺✪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ✽✾✪ r❡st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭✽✼✱✺✪ ♣♦✉r ❧✬❊✉r♦♣❡✮ ❡st
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳
▲❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛q✉❡
❛♥♥é❡✱ ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ✉♥✐tés ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❧✐❛❣❡s
♣♦✉r ❧❡s ♣❛♥♥❡❛✉① ♣❤♦t♦✈♦❧t❛ïq✉❡s✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛tér✐❛✉① ♣♦✉r ♠❡♠❜r❛♥❡s ❡t é❧❡❝tr♦❞❡s ❞❛♥s
❧❡s ♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✮ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝❤✐♠✐❡ ❡t s❝✐❡♥❝❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❛✉t❛♥t ❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❡♥tr❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❡t ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts q✉✐
s♦♥t ❝♦♥ç✉s ♣❛r ❞❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐❣♥❡✱ ❧❡ s✉✐✈✐
❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
❧❡s ❡①♣❡rts ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ é❝♦♥♦♠✐❡ ❡t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ét✉❞❡ s❡r♦♥t tr❛✐tés ❞❡s ❞é✜s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs à ❧❛ ❝♦♥trô❧❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❣é♥ér❛t❡✉rs é❧❡❝tr✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❡st
❝♦♠♠❛♥❞é ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛ïq✉❡✱ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
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✶✳✷✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✺

❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ❡st ♠❛①✐♠✐sé❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ s♦❧❛✐r❡ ❡t ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❞♦✐t êtr❡ ré♣❛rt✐❡
❡♥tr❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❧♦❝❛❧✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❢♦✉r♥✐r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡
♥♦❝t✉r♥❡✳
❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞❡ rés❡❛✉✱ q✉✐ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t✱
à t♦✉t❡s ❧❡s ✉♥✐tés ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ré♣❛rt✐❡s ❞❛♥s s❛ ③♦♥❡✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡♠❛♥❞é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❤❡✉r❡s
s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❯♥ t❡❧ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s✱ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡s ❡t st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r êtr❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ✉♥✐té✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st
❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✓✐❞é❛❧❡s✔✱ ❡t ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts t❡❧s q✉❡ ❞❡s sûr✴s♦✉s✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❧♦❝❛❧❡s✱ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♠été♦r♦❧♦❣✐st❡s✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❛✉r♦♥t ✉♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐❞é❛❧✐sé❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t②♣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❛✈❡❝ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✐str✐❜✉és✱ s②stè♠❡s ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡t ❝❤❛r❣❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱
❛ss✐❣♥é à ❝❡tt❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❯♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s ❞❡s

Power/Grid

Microgrid

Industrial

Load

Wind/Farm

Residential

Load

PV/Farm
Mixed

Load

HydroelectricStorage/Unit

Controller/

Coordinator

Performance/Requirements
Process/Information

Meteorological/Information
Power/Dispatch/References

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t②♣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é

❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❤②❞r♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t
t❤❡r♠♦é❧❡❝tr✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧♦❝❛✉① ✭✐♥❣é♥✐❡✉rs ❡t t❡❝❤♥✐❝✐❡♥s✮✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t
s✉r ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ é❝❤❛♥❣❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t✴♦✉ ❧❡s st❛t✐♦♥s ❡♥t♦✉r❛♥t
❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉① é✈é♥❡♠❡♥ts ❛❝t✉❡❧s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡t ❧❡s
♠❡s✉r❡s ❝♦rr❡❝t✐✈❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥st❛♥t❛♥é❡s✱ ❡t ❧❡✉rs ❡✛❡ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✛❡❝t❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ rés❡❛✉
é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈❡rs ❞❡s ♣❛♥♥❡s ❧♦❝❛❧❡s ♦✉ ♠ê♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡
♣r❛t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡s ❙P❊❊ s♦♥t à ❜❛s❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡s r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s✱ ♣❛r❝❡ q✉❡
❧❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉✐ s♦♥t ❛
♣r✐♦r✐ ❛✉t♦♥♦♠❡s ❡t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳

✺
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❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❞é✜s q✉❡ ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ❡①❛♠✐♥❡r ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✿

• ❙tr❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té à ❜❛s❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡s r❡✲
♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ✭❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❝r♦✐ss❛♥t
❞✬✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s st❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❛r❣❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s é❧❡❝✲
tr✐q✉❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ré✈✐sé❡✱ ❛✈❡❝
❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
sé❝✉r✐sé ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t❛✉① ♦✉ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✈❡rs ❧❡s rés❡❛✉①
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ♥❡ ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❛s
s❡✉❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡①t❡♥s✐❜❧❡s ❡t r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞♦✐✈❡♥t ❛❣✐r ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
❝♦✉rs✱ t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

• ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❧♦❝❛✉① à ❜❛s❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡s r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s✱
❝❤❛❝✉♥ ❞❡✈r❛✐t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t❡✉r✳

✶✳✷✳✷ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✐str✐❜✉és ❛ q✉❡❧q✉❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐ ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ s♦✐❣♥❡✉s❡♠❡♥t ❛♥❛❧②sé❡s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✿

• ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✐str✐❜✉é❡s✳

• ▲✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉♥✐té ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té✳

• ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

• ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉♥✐té ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥÷✉❞s
❞✉ rés❡❛✉ é❧❡❝tr✐q✉❡✳

P♦✉r ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐✛ér❡♥t✐❡r ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥❥❡✉①✱ r❡❧✐és ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✐str✐❜✉é❡s✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛s♣❡❝t
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱❧❡s q✉❡st✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s s❡ ♣♦s❡♥t✿

• ❈♦♠♠❡♥t ❛tt❛q✉❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✐str✐❜✉é❡✱ ❡♥
s❛❝❤❛♥t s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s❄

• ❈♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ ❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ q✉✐
♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s❄

• ❈♦♠♠❡♥t ❣ér❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❧✐♠❛t♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❝❤❛r❣❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ♠ê♠❡
s✐ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ été ❢❛✐t❡❄

▲❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛❣✐r
❝♦♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✻



✶✳✸✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✼

♦♣t✐♠❛❧❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❈♦♠♠❛♥❞❡ Pré❞✐❝t✐✈❡ s✉r ▼♦❞è❧❡ ✭é❣❛❧❡♠❡♥t
❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ❈♦♠♠❛♥❞❡ à ❍♦r✐③♦♥ ●❧✐ss❛♥t✮ ❝♦♠♠❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ q✉❡❧q✉❡s ❜❛ss❡s
s✉r ❧❡ s✉❥❡t s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r ✸✱ ❧❡sq✉❡❧❧❡s s❡r♦♥t ❞✬✉t✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ✳

❆ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✉♥✐tés ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
à ❜❛s❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡s r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s✱ ❧❡s q✉❡st✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s✿

• ❈♦♠♠❡♥t ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❡t q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡❄

• ◗✉❡❧ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❛tt❡♥❞✉ ♣♦✉r ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r✱ s❡❧♦♥ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❄

• ❈♦♠♠❡♥t ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥té❣ré❡ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s
❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥str✉♠❡♥ts❄

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❛✉① t✉r❜✐♥❡s é♦❧✐❡♥♥❡s✱ q✉✐ ❛ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❡st ✜❛❜❧❡
❡t ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❞✬❛✉tr❡s ✉♥✐tés ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❞✬é♥❡r❣✐❡ s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s é♦❧✐❡♥♥❡ ❡st ♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❯♥❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❡st ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

✶✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿

• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ❛♥❣❧❛✐s❡✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✐♥❝❧✉t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s
❞❡ ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❜❛sé❡s ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ q✉✐
♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✐str✐❜✉és✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥tés ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té✱ q✉✐ s❡r♦♥t ❡①♣❧♦ré❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢✉t✉r❡s s❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✭♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱
♣❛♥♥❡❛✉① ♣❤♦t♦✈♦❧t❛ïq✉❡s✱ t✉r❜✐♥❡s é♦❧✐❡♥♥❡s ❡t ❣é♥ér❛t❡✉rs ❤②❞r♦é❧❡❝tr✐q✉❡s✮✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡✱ ❞❛♥s s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ q✉✐ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ▼P❈ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❉❛♥s
❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ♣r✐♥❝✐♣❡s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
r♦❜✉st❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♣♦✉r
❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✿ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s✱ ❡t ❧❡s

✼
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♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é♥❡r❣✐❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ t✉r❜✐♥❡ é♦❧✐❡♥♥❡ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈❡♥t✳ ▲❛ ♠ét❤✲
♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❝✐✲ ✐♥❝♦♥♥✉❡✮ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈❡♥t✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t✉r❜✐♥❡ ❞✉
s②stè♠❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈❡♥t✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ▼P❈ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❞✬✉♥ ♠✐❝r♦✲rés❡❛✉ ❞❡ ✶✳✷ ❦❲ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♣✐❧❡ à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ✉♥❡ é♦❧✐❡♥♥❡ ❡t ✉♥❡ ❜❛tt❡r✐❡✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ s♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡
♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛tt❡r✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞é❧✐✈ré❡ ♣❛r ❧❛ ♣✐❧❡ à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❡s ♦♣ér❛t♦✐r❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬é♦❧✐❡♥♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♠❛♥❞é ❡t ✐❧ ❡st s✉♣♣♦sé
q✉✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡①t❡r♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡tt❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛✛❡❝t❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉
❜✉s ❞❡ ❝❤❛r❣❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛❜✐❧✐s❡ ❧❡ ❜✉s ❞❡ ❝❤❛r❣❡✱ s♦✉s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬é♦❧✐❡♥♥❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣✐❧❡ à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ❡t ❧❛
❜❛tt❡r✐❡✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ❞❡
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞é❝♦♠✲
♣♦sé ❡♥ s♦✉s✲s②stè♠❡s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ❛✈❡❝ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❡✉rs s✐❣♥❛✉① ✐♥t❡r♥❡s
❡t ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❛✉tr❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞é❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❝❡s é❧é♠❡♥ts✳
P❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦sé❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s
s♦✉s✲s②stè♠❡s ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✉♥ r❡t♦✉r ❞✬ét❛t ✭st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮ ❞❡ s❡s ♣r♦♣r❡s
s✐❣♥❛✉①✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡✱ q✉✐ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ✉♥ ♦♣t✐♠✐s❛t❡✉r
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❛ss✉r❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❧♦❝❛❧❡s✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❡s✿ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r✐① ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❧♦❝❛✉① ✭s❛♥s✲❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡s ✭s♦✉s✲❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈✱ ❡t
✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐s❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡♥s❡♠✲
❜❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ s♦✉s✲❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❛♥❛❧②sé❡✳
P✉✐s✱ q✉❡❧q✉❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✈✐❛ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❞✐str✐❜✉é❡✲❝♦♦r❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❉❛♥s ❧❛
tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✈❛r✐✲
❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ❧♦❝❛✉①✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡st ♣rés❡♥té❡✳
▲✬✐❞é❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✲
✈❛r✐❛♥ts ❧♦❝❛✉① ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s✉✣s❛♥ts
♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲s②stè♠❡✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é❡✲
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦✲rés❡❛✉ ❛✈❡❝
❞❡✉① ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❛rt❛❣é❡ ♦✛r❡♥t ❧❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥
❛ ❛❜♦r❞é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝té❡s✱ ❝❤❛❝✉♥

✽



✶✳✹✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ✾

❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r s②♥❝❤r♦♥❡ ❡t ❞✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❛❧t❡r♥❛t✐❢ ♥♦♥ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✳ ▲❛
str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ss✉r❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱
② ❝♦♠♣r✐s ❧✬✐♥t❡r♠✐tt❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡♥tr❡
❛✉tr❡s✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s✉r
❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s

▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés✉♠é❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿

• Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉é❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ▼P❈ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ t♦✉t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳

• ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡✳ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦✉s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ré✈✐sé❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳

• ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉é❡✲❝♦♦r❞♦♥♥é s✉r ❞❡✉① ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✱
❞♦♥t ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✳

• ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ❞❛♥s ❧❡s é♦❧✐❡♥♥❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s
❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ❞✐str✐❜✉és✿ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✬é♥❡r❣✐❡ à ❜❛s❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡s r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s✳ ❉❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ s♦♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳

• ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦ rés❡❛✉✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à
❤♦r✐③♦♥ ❣❧✐ss❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❡ ♠✐❝r♦ rés❡❛✉ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ♣✐❧❡ à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱
❞✬✉♥❡ é♦❧✐❡♥♥❡ ❡♥ ♦♣ér❛t✐♦♥ à ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❡t ❞✬✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s
❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❝r♦ rés❡❛✉ ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❡t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s♦♥t ❛♥❛❧②s❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳

✶✳✺ ▲✐st❡ ❞❡ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❈❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t ❞é❥à été ♣✉❜❧✐és✱ ❡t ❛✉tr❡s s♦♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬é❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r
❢✉t✉r❡s s♦✉♠✐ss✐♦♥s✳

✾



✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ●➱◆➱❘❆▲❊

❆rt✐❝❧❡s ❞❛♥s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❛❝t❡s

• ❬✼❪✿ ▲❛❣r❛♥❣❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❡rs ❇❛s❡❞ Pr✐❝❡ ❉r✐✈❡♥ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈♦♥str❛✐♥ts ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
❢♦r ▼✉❧t✐s♦✉r❝❡ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❏♦❤♥ ❙❛♥❞♦✈❛❧✲▼♦r❡♥♦✱ ●✐❧❞❛s ❇❡s❛♥ç♦♥ ❛♥❞
❏♦❤♥ ❏✳ ▼❛rt✐♥❡③✮✱ ✐♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 13th ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❊❈❈✮✱ ❙tr❛s✲
❜♦✉r❣✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✶✹✳

• ❬✽❪✿ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✲❇❛s❡❞ P♦✇❡r ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙tr❛t❡❣② ❢♦r ❋✉❡❧ ❈❡❧❧✴❲✐♥❞ ❚✉r✲
❜✐♥❡✴❙✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢♦r ▲♦✇ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠ ✭❏♦❤♥ ❙❛♥❞♦✈❛❧✲▼♦r❡♥♦✱
●✐❧❞❛s ❇❡s❛♥ç♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❏✳ ▼❛rt✐♥❡③✮✱ ✐♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ 15th ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
P♦✇❡r ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❊P❊✮✱ ▲✐❧❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✶✸✳

• ❬✾❪✿ ❖❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r tr❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ✭❏♦❤♥ ❙❛♥❞♦✈❛❧✲▼♦r❡♥♦✱ ●✐❧❞❛s ❇❡s❛♥ç♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❏✳ ▼❛rt✐♥❡③✮✱ ✐♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ 12th ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❊❈❈✮✱ ❩✉r✐❝❤✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ✷✵✶✸✳

❈❤❛♣✐tr❡s ❞✉ ❧✐✈r❡ ✭❡♥ ❝♦✉rs✮

• ❬✶✵❪✿ ❖♣t✐♠❛❧ ❉✐str✐❜✉t❡❞✲❈♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❊♥❡r❣② ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ▼✉❧t✐s♦✉r❝❡
❊❧❡❝tr✐❝ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❏♦❤♥ ❙❛♥❞♦✈❛❧✲▼♦r❡♥♦✱ ❏♦❤♥ ❏✳ ▼❛rt✐♥❡③ ❛♥❞ ●✐❧❞❛s
❇❡s❛♥ç♦♥✮✳ ❚♦♣✐❝s ✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✺✳

❆rt✐❝❧❡s ❞❛♥s ❞❡s r❡✈✉❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✭❡♥ ❝♦✉rs✮

• ❬✶✶❪✿ ❙t❛❜✐❧✐t② ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❉✐str✐❜✉t❡❞✲▼P❈ ❇❛s❡❞ ✐♥ Pr✐❝❡ ❉r✐✈❡♥ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ■♥✈❛r✐✲
❛♥t ❙❡ts ✭❏♦❤♥ ❙❛♥❞♦✈❛❧✲▼♦r❡♥♦✱ ❏♦❤♥ ❏✳ ▼❛rt✐♥❡③ ❛♥❞ ●✐❧❞❛s ❇❡s❛♥ç♦♥✮✳

• ❬✶✷❪✿ ❆♥ ♦❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r✲
❧❡ss ❡♦❧✐❛♥ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs ✭❏♦❤♥ ❙❛♥❞♦✈❛❧✲▼♦r❡♥♦✱ ●✐❧❞❛s ❇❡s❛♥ç♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❏✳ ▼❛r✲
t✐♥❡③✮✳

✶✵
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❈♦♥t❡♥ts
✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❈♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✷ Pr♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷✳✶ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷✳✷ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥t❡①t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✹ ▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✺ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐st ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ t❤❡s✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r t❤❡✐r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳

✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❈♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s

❚❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦❧♦♠❜✐❛♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❈❖▲❈■❊◆❈■❆❙
✭❉❡♣❛rt❛♠❡♥t♦ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐✈♦ ❞❡ ❈✐❡♥❝✐❛✱ ❚❡❝♥♦❧♦❣í❛ ❡ ■♥♥♦✈❛❝✐ó♥✮✱ ✈✐❛ ❛ ✧❋r❛♥❝✐s❝♦ ❏♦sé ❞❡
❈❛❧❞❛s✧ s❝❤♦❧❛rs❤✐♣ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❞♦❝t♦r❛❧ st✉❞✐❡s ❛❜r♦❛❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❣r❛♥t ✐s t♦
s✉♣♣♦rt ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❈♦❧♦♠❜✐❛♥ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❢♦r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
str❛t❡❣✐❝ ❛r❡❛s ❢♦r ❈♦❧♦♠❜✐❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♦♥❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦✿ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr✐❝ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✶ ❛♥❞ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✹✱ ✇✐t❤✐♥ ❙❨❙❈❖ ✶ ❛♥❞
❙▲❘✷ r❡s❡❛r❝❤ t❡❛♠s ❛t t❤❡ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ●■P❙❆✲▲❛❜ ✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✣❧✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❉♦❝t♦r❛❧ ❙❝❤♦♦❧ ❊❊❆❚❙ ✹ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦♣✐❝s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✿

• ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳

• ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳

✶❙②stè♠❡s ♥♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡s ❡t ❈♦♠♣❧❡①✐té ✭◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡①✐t②✮
✷❙②stè♠❡s ▲✐♥é❛✐r❡s ❡t ❘♦❜✉st❡ss❡ ✭▲✐♥❡❛r ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❘♦❜✉st♥❡ss✮
✸●r❡♥♦❜❧❡ ■♠❛❣❡ P❛r♦❧❡ ❙✐❣♥❛❧ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭●r❡♥♦❜❧❡ ■♠❛❣❡ ❙♣❡❡❝❤ ❙✐❣♥❛❧ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s✮
✹➱❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ➱❧❡❝tr♦t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❙✐❣♥❛❧ ✭❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❊❧❡❝tr♦t❡❝❤♥✐❝s✱ ❆✉t♦♠❛t✐❝

❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧s ❚r❡❛t♠❡♥t✮

✶✶
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• ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥
✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✳

• ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❘♦❜✉st ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡ts ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
s②st❡♠s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ♠❛❞❡ ❜② ❏❡♥♥✐❢❡r ❩ár❛t❡✲❋❧♦r❡③ ❬✻❪ ✧➱t✉❞❡
❞❡ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✲❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❞✉✐t❡ ❞❡ ❱❛❧❧é❡s
❍②❞r♦é❧❡❝tr✐q✉❡s✧✱ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ●■P❙❆✲▲❛❜✱ t❤❛t ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡s ✭♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✮ ❢♦r t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❤②❞r♦✲♣♦✇❡r ✈❛❧❧❡②s✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❡r ✇♦r❦ ❣✐✈❡s s♦♠❡ ❜❛s❡s ❢♦r ♠❛♥❛❣✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞
♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ▼P❈✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ str✉❝t✉r❡s✱
✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤②❞r♦✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦rs t❤❛t ❛r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r s✉❝❤
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t♦ ♦t❤❡r ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✷✳✷ Pr♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲❡t ✉s st❛rt ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞✳

✷✳✷✳✶ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①ts

❉✉r✐♥❣ ❝❡♥t✉r✐❡s✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❡t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡♥❡r❣❡t✐❝ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❲✐t❤♦✉t ❣♦✐♥❣ t♦♦ ❢❛r ✐♥ t✐♠❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ st❡❛♠ ♣♦✇❡r ✲ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦✐❧✐♥❣ ✇❛t❡r ✇✐t❤ ❜✉r♥✐♥❣ ✇♦♦❞✱ ✇❛s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ♠❡❛♥s✳ ▲✐♥❦❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❣r❡ss✱ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡tr♦❧❡✉♠
❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ st❛rt❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❣✐✈✐♥❣
s♦♠❡ ✜rst ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♣♦rt❛❜✐❧✐t②✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦ss✐❧✲❜❛s❡❞ ❢✉❡❧s ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❡t②
✲ st✐❧❧ ✇✐❞❡❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝✉❧❛r s❡❝t♦r ✭❝❛rs✱ ❛✐r♣❧❛♥❡s✱ s❤✐♣s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r✮✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦
♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠s ♥♦✇ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♠✐♥❣✱ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♥❡✇
♦✐❧ ❞❡♣♦s✐ts ♦r ♥❡✇ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ❡t❝✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✭❊P●❙✮ ✲
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♦r ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❛t t✐♠❡✱
❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ②❡❛r ❛❢t❡r ②❡❛r✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥
❢♦r t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿

• ❚♦ ❡♥s✉r❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❜② ✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐t✐❡s✱
✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❢♦♦t♣r✐♥t ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱✳

• ❚♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠s st❛❜✐❧✐t②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞
❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❛♥❣❡s✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱
❧♦❛❞ ❞❡♠❛♥❞ ♣r♦✜❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❣r✐❞ t♦♣♦❧♦❣②✳

• ❚♦ ❡♥s✉r❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❝❛♣❛❝✐t②
❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳

✶✷



✷✳✷✳ Pr♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✶✸

◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ ❡✛♦rts ❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝❛✲
♣❛❝✐t✐❡s ❛♥❞ s❝♦♣❡s✱ ✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❢♦♦t♣r✐♥t ✐♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❛s♣❡❝ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✽✵✬s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t tr❡♥❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❢♦r
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❝✐❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿

• ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❊P●❙ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s✿ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❣r❡❛t
❛❞✈❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣❛♥❡❧s✱ ♦♥s❤♦r❡ ❛♥❞ ♦✛s❤♦r❡
✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ t✐❞❛❧ t✉r❜✐♥❡s✱ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s✱ ❣❡♦t❤❡r♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡tt❡r ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t②
♦❢ s♠❛❧❧ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
✐♠♣❛❝ts✳

• ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❊P●❙ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♦r ♥♦♥ r❡♥❡✇❛❜❧❡ s♦✉r❝❡s✿ ❍❡r❡ ❛r❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♣♦✇❡r ♣❧❛♥ts✱ ♦✐❧ ♦r ❝♦❛❧✲❜❛s❡❞ t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❧❛♥ts✱ ♦r
✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧②✲❧❛r❣❡ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❧❛♥ts ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✬❚❤r❡❡ ●♦r❣❡s✬ ♦♥❡ ✐♥ ❈❤✐♥❛✮✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡s t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

• ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❍②❞r♦❣❡♥✲❜❛s❡❞ ✈❡❤✐❝✉❧❛r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✲ t②♣✐❝❛❧❧② ❍②❜r✐❞ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡s ✭❍❊❱✮ ❛♥❞✴♦r ❋✉❡❧ ❈❡❧❧ ❱❡❤✐❝❧❡s
✭❋❈❱✮✿ ❍❡r❡✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❡tr♦❧❡✉♠✲❜❛s❡❞ ❢✉❡❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡
♥❡①t ②❡❛rs✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❢♦r ❝❤❛r❣✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✳

• ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞s✿❙✉❝❤ ❣r✐❞s ❛r❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❢♦r s✉♣♣❧②✐♥❣
❛ ❜❛s✐❝ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❢♦r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s r❛❞✐♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❣r✐❞✳ ❍❡r❡✱ r♦❜✉st ❛♥❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❧❛t❡st ②❡❛rs✳ ◆❡✇ tr❡♥❞s ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
✇✐t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❣r✐❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

• ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❤❛s ❣✐✈❡♥ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙♠❛rt
●r✐❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ❡♥t✐t✐❡s ✲ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❣r✐❞
❝♦♠♣❡♥s❛t♦rs✱ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡rs ✭❜❛tt❡r✐❡s✮✱ ❧♦❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦r ❧♦❛❞s✱ ❡t❝ ✲ ✐s ❞❡s✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ♥❡st✐♥❣ ♦❢ s♠❛❧❧❡r s♠❛rt ❣r✐❞s ✐s
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r✐❞ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

■♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❡❛❝❤ ②❡❛r s♦♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
❛♥❞ ✐ts ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❡t②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✸✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✐♥❝❧✉❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✸✳
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❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❚♦t❛❧ ❲♦r❧❞ P♦✇❡r ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ Pr♦✈✐❞✐♥❣ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✲ ✷✵✶✸ ❬✸❪

●❡♥❡r❛t✐♦♥
❚❡❝❤♥♦❧♦❣②

❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥
✭▼❚♦❡✮ ✲ ✭✪✮

❍②❞r♦ P♦✇❡r ✽✺✺✳✽✭✻✳✺✽✪✮
❙♦❧❛r P♦✇❡r ✷✽✳✷✭✵✳✷✷✪✮
❲✐♥❞ P♦✇❡r ✶✹✷✳✷✭✶✳✵✾✪✮
❖t❤❡r ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s
✭●❡♦t❤❡r♠❛❧✱ ❇✐♦♠❛ss✱ H2✳✳✳✮

✸✽✽✳✷✭✷✳✾✽✪✮

❇✐♦❢✉❡❧ P♦✇❡r ✵✳✻✺✸✭✵✳✵✵✺✪✮
❖✐❧ P♦✇❡r ✹✶✽✺✳✶✭✸✷✳✶✼✪✮
❈♦❛❧ P♦✇❡r ✸✽✷✻✳✼✭✷✾✳✹✷✪✮
●❛s P♦✇❡r ✸✵✷✵✳✹✭✷✸✳✷✶✪✮
◆✉❝❧❡❛r P♦✇❡r ✺✻✸✳✷✭✹✳✸✸✪✮

❚♦t❛❧ ✶✸✵✶✵ ✭✶✵✵✪✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❚♦t❛❧ ❊✉r♦♣❛♥ P♦✇❡r ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ Pr♦✈✐❞✐♥❣ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✲ ✷✵✶✸ ❬✹❪

●❡♥❡r❛t✐♦♥
❚❡❝❤♥♦❧♦❣②

❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥
✭▼❚♦❡✮ ✲ ✭✪✮

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✷✵✾✳✼✭✶✷✳✺✽✪✮
❖✐❧ P♦✇❡r ✺✺✻✳✻✭✸✸✳✹✪✮
❈♦❛❧ P♦✇❡r ✷✽✻✳✺✭✶✼✳✷✪✮
●❛s P♦✇❡r ✸✽✻✳✽✭✷✸✳✷✪✮
◆✉❝❧❡❛r P♦✇❡r ✷✷✻✳✸✭✶✸✳✺✽✪✮

❚♦t❛❧ ✶✻✻✻✳✷ ✭✶✵✵✪✮

■t ✐s s❡❡♥ ❤♦✇ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥ r❡♥❡✇❛❜❧❡ s♦✉r❝❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❛r♦✉♥❞ ✶✶✪ ♦❢ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ❊✉r♦♣❡✱ t❤✐s ✐♥❞❡① ✐s s✐♠✐❧❛r ✭❛❜♦✉t ✶✷✳✺✪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♦t❤❡r ✽✾✪ ✭✽✼✳✺✪ ❢♦r ❊✉r♦♣❡✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳
❚❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♥❡✇❛❜❧❡✲❜❛s❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✈❡r② ②❡❛r✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞
♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❜② t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
❡✣❝✐❡♥t ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥✐ts ✭✐✳❡ ♥♦✈❡❧ ❛❧❧♦②s ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣❛♥❡❧s✱ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r
♠❡♠❜r❛♥❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✐♥ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s✮ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝s✱ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧
s❝✐❡♥❝❡ ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛s ♠✉❝❤ ♣♦✇❡r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥✐t t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛♥❞
❝✐r❝✉✐ts t❤❛t ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡rs✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡✱ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣
❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s✉❝❤ ♣♦✇❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❢r♦♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱
✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝s ❡①♣❡rts✳
❍❛✈✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞
❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳

■♥ t❤❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✱ ❡✈❡r② ❣❡♥❡r❛t♦r ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ♣♦✇❡r ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❡♥s✉r❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ♦♣❡r❛t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❢❛❝✐❧✐t② t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ❞❛②❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡
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♣r♦❞✉❝❡❞ ❡♥❡r❣② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st♦r❛❣❡ s②st❡♠✱ t❤❛t ✇✐❧❧
♣♦ss✐❜❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♥✐❣❤t t✐♠❡✳
■♥ ♣♦✇❡r s②st❡♠s t❤❡r❡ ❡①✐st ❣r✐❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r s②st❡♠s ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❞✐s♣❛t❝❤ s②st❡♠s✮ t❤❛t
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✱ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐s♣❛t❝❤❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐ts ✇✐t❤✐♥ ✐ts ❛r❡❛✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ♣♦✇❡r ❢♦r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦✉rs✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ✉s❡s ♦✛✲❧✐♥❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧✱
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣♦✇❡r t♦
❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✉♥✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r ✧✐❞❡❛❧✧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞
❡✈❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧ ♦✈❡r✴✉♥❞❡r✲❧♦❛❞✐♥❣✱ ❢❛✉❧ts ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s ♦r ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ✐s s❤♦✇♥
❛ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ st♦r❛❣❡
s②st❡♠ ❛♥❞ ❧♦❛❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤✐s s❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❖♥❡

Power/Grid

Microgrid

Industrial

Load

Wind/Farm

Residential

Load

PV/Farm
Mixed

Load

HydroelectricStorage/Unit

Controller/

Coordinator

Performance/Requirements
Process/Information

Meteorological/Information
Power/Dispatch/References

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r s②st❡♠

♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t♦r r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ✉s❡
✐♥ ❤②❞r♦✲ ❛♥❞ t❤❡r♠♦✲❡❧❡❝tr✐❝ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❡♥❣✐♥❡❡rs ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧
st❛✛✮✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❛t❝❤ s②st❡♠ ❛♥❞✴♦r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
s✉❜st❛t✐♦♥s ♥❡✇ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡✈❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣♦✇❡r ❣r✐❞ st❛❜✐❧✐t②✱
♣♦ss✐❜❧② ❞❡r✐✈✐♥❣ t♦✇❛r❞s ❧♦❝❛❧ ♦r ❡✈❡♥ ❣❧♦❜❛❧ ❜❧❛❝❦♦✉ts ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s
♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ r❡♥❡✇❛❜❧❡✲❜❛s❡❞ ❊P●❙✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝❧✐♠❛t❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s✿

✶✺



✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▼❆■◆ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

• ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡✲❜❛s❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡t✇♦r❦✲
✐♥❣ s❡r✈✐❝❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉♥✐t✐❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✈✐s❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛ss✉r✐♥❣ ❢✉❧❧ ♣♦✇❡r s②st❡♠
st❛❜✐❧✐t②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡❝✉r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ♦t❤❡r ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞ t♦✇❛r❞s s♠❛rt
❣r✐❞s✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞ r❡❝♦♥✲
✜❣✉r❛❜❧❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♠✉st ❛❝t ✐♥ s♠❛❧❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
s②st❡♠✳

• ▲♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡
s❤♦✉❧❞ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t♦r✳

✷✳✷✳✷ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥t❡①t

■♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❤❛s s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✇❤❡♥ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✿

• ❙②st❡♠ s✐③❡ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s♣❡❝t✳

• ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐t✳

• ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭r❡❧❛t❡❞ t♦ s②st❡♠ s✐③❡✮✳

• ❖♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ❣r✐❞ ♥♦❞❡s✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t✇♦ ❝❧❛ss ♦❢ ✐ss✉❡s✱ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞
♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
❛s♣❡❝t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s ❛r✐s❡✿

• ❍♦✇ t♦ t❛❝❦❧❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❦♥♦✇✐♥❣ ✐ts ❧❛r❣❡
s❝❛❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts❄

• ❍♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
♣♦✇❡r ❣r✐❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts❄

• ❍♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✐♠❛t♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ❧♦❛❞s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥
s♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡❄

❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r str✉❝t✉r❡✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s
❘❡❝❡❞✐♥❣ ❍♦r✐③♦♥ ❈♦♥tr♦❧✮ ❛s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r s②st❡♠s r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ❝❧❛ss ♦❢
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s♦♠❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧
❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s❡✳ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✻✳

✶✻



✷✳✸✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✶✼

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡♥❡✇❛❜❧❡✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
✉♥✐ts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

• ❍♦✇ ✐s ❜✉✐❧t ❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥✐t❄

• ❲❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡❄

• ❍♦✇ ❝❛♥ t❤❡ ✉♥✐t ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❣r✐❞✱ ✇✐t❤ st❛❜✐❧✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts❄

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛♥ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ t♦ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ t❤❛t ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝♦♥tr♦❧
str❛t❡❣② t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ✐ts ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐ts t❤❛t s❤❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❜✉t ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✳

✷✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❧❛r❣❡
s❝❛❧❡ s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧✲❜❛s❡❞ ♣r♦♣♦s❛❧s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞
✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s
♦❢ s♦♠❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ s♦♠❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s
✭❢✉❡❧ ❝❡❧❧s✱ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣❛♥❡❧s✱ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs✮✳

• ❈❤❛♣t❡r ✹ ♣r❡s❡♥ts✱ ✐♥ ✐ts ✜rst ♣❛rt✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧
❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ♦❢ ▼P❈✲❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ s♦♠❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ✐♥ ❘♦❜✉st ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡ts t❤❡♦r② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✼✱ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

• ❈❤❛♣t❡r ✺ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✿ ❝♦♥tr♦❧
❢♦r ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ r❡♥❡✇❛❜❧❡✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❢♦r
♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ♦❢
❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ t❤❛t ❤❛s ♥♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣♦✇❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠✬s
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❝❛♥ s✉♣♣♦rt ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r ❢❛✐❧✉r❡s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ str❛t❡❣②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ 1.2kW ♠✐❝r♦❣r✐❞ t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱ ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❛♥❞ ❛ ❜❛tt❡r②✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ ✐♥✲
❝❧✉❞❡❞ s✉✐t❛❜❧❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❜❛tt❡r② ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r r❛t❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✇❡❧❧
❦♥♦✇♥ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ str❛t❡❣② ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♣♦✇❡r
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ❧♦❛❞ ❜✉s st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

✶✼
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❛ss❡rts t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❧♦❛❞ ❜✉s✱ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛tt❡r②✳

• ❈❤❛♣t❡r ✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
str❛t❡❣② ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ s✉❜s②st❡♠s✱
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ s♦♠❡ t❡r♠ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✉❜s②st❡♠s✳ ●✐✈✐♥❣ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❡r♠s✱ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦
❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✱ ❡✈❡r② s✉❜s②st❡♠ ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ ✐ts
♦✇♥ s✐❣♥❛❧s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❡r✱
✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✿ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✭✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✮
❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ✭❝♦♥str❛✐♥❡❞✮ ❣❧♦❜❛❧ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③✐♥❣
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✳

• ❈❤❛♣t❡r ✼ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✈✐❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡♥✱ s♦♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
✈✐❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❧♦❝❛❧ s✉❜s②st❡♠s✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡s ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣♦♦❞
❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳

• ❈❤❛♣t❡r ✽ ♣r♦♣♦s❡s t✇♦ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t✲
❡❣② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❛ s❤❛r❡❞ ❧♦❛❞ ♦✛❡rs
❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐❝❡s✳ ■♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s t❛❝❦❧❡❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧✐♥❦❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛r❡❛s✱ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❞✐s♣❛t❝❤❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛✲
t♦r✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥❝❡✱ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

• ❈❤❛♣t❡r ✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s
✇♦r❦✳

✷✳✹ ▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• Pr♦♣♦s❛❧ ♦❢ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❛❧❧
s✉❜s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳

• ❯s❡ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s②st❡♠s ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ str❛t❡❣✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▼P❈ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❡ts ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ r❡✈✐s❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛

✶✽



✷✳✺✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐st ✶✾

♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r s♦♠❡ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳

• ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✱ ✇❤♦s❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳

• ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ ❢♦r t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞
s❡♥s♦r❧❡ss ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡❛r❧✐❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r r❡♥❡✇❛❜❧❡✲❜❛s❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs✳
❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

• ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t r❡❝❡❞✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳
❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱ ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ❛ st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ❈❤❛♣t❡r
✺✳

✷✳✺ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐st

❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❛r❡ ✐♥ ❡❞✐t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❢♦r ❢✉t✉r❡ s✉❜♠✐ss✐♦♥s✳

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡rs ✇✐t❤ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s

• ❬✼❪✿ ▲❛❣r❛♥❣❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❡rs ❇❛s❡❞ Pr✐❝❡ ❉r✐✈❡♥ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈♦♥str❛✐♥ts ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
❢♦r ▼✉❧t✐s♦✉r❝❡ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❏♦❤♥ ❙❛♥❞♦✈❛❧✲▼♦r❡♥♦✱ ●✐❧❞❛s ❇❡s❛♥ç♦♥ ❛♥❞
❏♦❤♥ ❏✳ ▼❛rt✐♥❡③✮✱ ✐♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 13th ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❊❈❈✮✱ ❙tr❛s✲
❜♦✉r❣✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✶✹✳

• ❬✽❪✿ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✲❇❛s❡❞ P♦✇❡r ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙tr❛t❡❣② ❢♦r ❋✉❡❧ ❈❡❧❧✴❲✐♥❞ ❚✉r✲
❜✐♥❡✴❙✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢♦r ▲♦✇ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠ ✭❏♦❤♥ ❙❛♥❞♦✈❛❧✲▼♦r❡♥♦✱
●✐❧❞❛s ❇❡s❛♥ç♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❏✳ ▼❛rt✐♥❡③✮✱ ✐♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ 15th ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
P♦✇❡r ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❊P❊✮✱ ▲✐❧❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✶✸✳

• ❬✾❪✿ ❖❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r tr❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ✭❏♦❤♥ ❙❛♥❞♦✈❛❧✲▼♦r❡♥♦✱ ●✐❧❞❛s ❇❡s❛♥ç♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❏✳ ▼❛rt✐♥❡③✮✱ ✐♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ 12th ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❊❈❈✮✱ ❩✉r✐❝❤✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ✷✵✶✸✳

❇♦♦❦ ❈❤❛♣t❡r ✭✐♥ ♣r♦❣r❡ss✮

• ❬✶✵❪✿ ❖♣t✐♠❛❧ ❉✐str✐❜✉t❡❞✲❈♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❊♥❡r❣② ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ▼✉❧t✐s♦✉r❝❡
❊❧❡❝tr✐❝ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❏♦❤♥ ❙❛♥❞♦✈❛❧✲▼♦r❡♥♦✱ ❏♦❤♥ ❏✳ ▼❛rt✐♥❡③ ❛♥❞ ●✐❧❞❛s
❇❡s❛♥ç♦♥✮✳ ❚♦♣✐❝s ✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✺✳

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡rs ✭✐♥ ♣r♦❣r❡ss✮

• ❬✶✶❪✿ ❙t❛❜✐❧✐t② ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❉✐str✐❜✉t❡❞✲▼P❈ ❇❛s❡❞ ✐♥ Pr✐❝❡ ❉r✐✈❡♥ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ■♥✈❛r✐✲
❛♥t ❙❡ts ✭❏♦❤♥ ❙❛♥❞♦✈❛❧✲▼♦r❡♥♦✱ ❏♦❤♥ ❏✳ ▼❛rt✐♥❡③ ❛♥❞ ●✐❧❞❛s ❇❡s❛♥ç♦♥✮✳

✶✾



✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▼❆■◆ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

• ❬✶✷❪✿ ❆♥ ♦❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r✲
❧❡ss ❡♦❧✐❛♥ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs ✭❏♦❤♥ ❙❛♥❞♦✈❛❧✲▼♦r❡♥♦✱ ●✐❧❞❛s ❇❡s❛♥ç♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❏✳ ▼❛r✲
t✐♥❡③✮✳

✷✵



❈❤❛♣t❡r ✸

❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊
❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉
❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘

●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

❈♦♥t❡♥ts
✸✳✶ ❈♦♥tr♦❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✸✳✶✳✶ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✸✳✶✳✷ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✸✳✶✳✸ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✸✳✶✳✹ ❉✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸✳✶✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡♠❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✷ ❖♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✷✳✶ ❍②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸✳✷✳✷ ❲✐♥❞ ❚✉r❜✐♥❡s P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✷✳✸ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✷✳✹ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧s P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✷✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s✳ ■t ❝♦✈❡rs t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿

• ❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✳

• ❖♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡✐r ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✇❤❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞✳

• ❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✉❧t✐s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳

❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt✱ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r s②st❡♠s ✲ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ ♣♦✇❡r ❣r✐❞s
✭r❡s✐❞❡♥t✐❛❧✱ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ t♦ ❢❛❝✐❧✐t② ❣r✐❞ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✳

✷✶



✷✷

❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊ ❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘
●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

✸✳✶ ❈♦♥tr♦❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ s♦♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞✳
❋✐rst✱ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ❙②st❡♠s ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts✿

• ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❞✉❡ t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ t❤❛t ♠❛② ❡✈❡♥ ❜❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣✳

• ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❞✉❡ t♦ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ t②♣✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❛ ❜✐❣ s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥✲
❝❧✉❞❡s ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❛s ✐♥ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❝♦❧✉♠♥s ♦r r❡✜♥❡r✐❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❛r❡❛s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✳

• ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❞✉❡ s♦♠❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✿ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥tr♦❧ ♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ❛s ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ✐s ❛❧s♦ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡✐r
❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦♠❡ st❛t❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡♠❛♥❞s ✐♥
t❡r♠s ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ♦r t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞
✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s♦♠❡ st❛t❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts✱ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ✶✱ r❡q✉✐r❡
q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
t❤❛t ♠❛② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ❬✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺❪✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥
✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤r❡❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡✐r ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡
s❝❛❧❡ s②st❡♠s✿

• ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙tr✉❝t✉r❡✿ ■♥ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❜②
♦♥❧② ♦♥❡ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ s♦♠❡ ✉s❡r
✭❤✉♠❛♥ ♦r ♦t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡♥✱ s❡♥❞s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ♣❧❛♥t✳
❚②♣✐❝❛❧❧② ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r r♦❜✉st ❢❡❛t✉r❡s✱
♦r ❛s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛s P■❉ ♦♥❡s ❬✶✻✱ ✶✼❪✳

• ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙tr✉❝t✉r❡✿ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❧s♦ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ♣❛rts✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ❛❝ts ❜② ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❝❡ss ❛♥②
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳

• ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙tr✉❝t✉r❡✿ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s ♦r ❝♦✲♦♣❡r❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❬✶✽✱ ✶✾✱ ✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷❪✱ ❛
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥s❡♥s✉s ❝♦♥tr♦❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥t✐t✐❡s ❢♦r
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ s♦♠❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t
st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❬✷✸✱ ✷✹❪✳

■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡✈✐s✐♦♥ ♦❢ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐s ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ s♦♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t s♦♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❝✐t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r s②st❡♠s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♦♥❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❢❛s❤✐♦♥✳

✶❋r♦♠ ❤❡r❡✱ ❛♥ ❡♥t✐t② t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s s♠❛❧❧❡st ♣❛rts ❢♦r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r
s②st❡♠ ❤❛s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✭s♠❛❧❧❡r ♣❛rts✮✱ ❜✉t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❣✐♦♥✳

✷✷



✸✳✶✳ ❈♦♥tr♦❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s ✷✸

✸✳✶✳✶ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡

❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡✱ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✱
❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❛❧❧ ❜❛s✐❝ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ s❤♦rt✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❛♥ ❡♥t✐t② t❤❛t ❣❛t❤❡rs
❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s②st❡♠ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡rs ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳

Controller (K)

System(S)

Control

signals (uk)
Measures

(xk)

External

Inputs (dk)

Outputs

(yk)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ●❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙tr✉❝t✉r❡

❲✐t❤ t❤✐s str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❬✶✻✱ ✷✺❪✿

• ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ✉♥✐q✉❡ ✭❤❡r❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✮✳

• ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ❦♥♦✇ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡s✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t s❡♥s♦rs
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r st❛t❡ ♦❜s❡r✈❡rs✳

• ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s ❡①❛❝t ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✭✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡✮ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛❧❧
s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦rs✱ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❛❧s✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r s✐❣♥❛❧s✴♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

• ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t ❢✉t✉r❡ st❛t❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s st♦r❡
♣❛st st❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❡♥tr❛❧✐s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥t✐t✐❡s ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✿

• ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞
♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ ❣♦♦❞ ♠❡♠♦r② st❛❝❦✳

• ■❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐♥❝❧✉❞❡s ✜①❡❞ ♣❛rts ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ P■❉ ♦r r♦❜✉st ♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s✮✱
t❤❡✐r t✉♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♣❧❛♥t ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t♦❧❡r❛♥❝❡✳

• ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡r str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜✲
❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳

• ❆ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ♠❛② ❧❛❝❦ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛♥❣❡s✳ ❍❡r❡✱
❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ♥♦t ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♦♣t✐♦♥✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡
s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r st♦r❛❣❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡
t❤❛t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❢❛✐❧ ✐♥ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ s②st❡♠✱ t♦ ❝✐t❡ ❛ ❢❡✇ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳

✷✸



✷✹

❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊ ❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘
●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐♥ s♠❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r②
❝❤♦✐❝❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❛ ✈❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ✐♥ ❢❛❝t ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❬✷✺✱ ✶✻❪✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✱ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ t②♣✐❝❛❧❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦♥✜♥❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❬✷✻✱ ✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵❪ t♦ ❡♥s✉r❡ st❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ s♦♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ r♦❜✉st✱ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧
str❛t❡❣✐❡s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✐ts ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳
❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ❛❧s♦ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❡♥❡r❣② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✐♥ ❧♦✇ ♣♦✇❡r ♠✉❧t✐s♦✉r❝❡ s②st❡♠s ❬✸✶✱ ✸✷✱ ✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺❪ ✱ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐s ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦
✐♠♣♦s❡ ❝♦♥tr♦❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞✐✜❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤♦s❡ str❛t❡❣✐❡s
❤❛✈❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ❧❛t❡st
t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✳

❇❡❢♦r❡ ❝❧♦s✐♥❣ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t s♦♠❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ♠❛② ❛❧❧♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❬✶✻❪ ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱
t❤✉s s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✱ t❤❛t ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❞♦♥❡ ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❝❛s❝❛❞❡ s✉❜s②st❡♠s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✹✱ ✶✽✱ ✸✻❪✱ ♦r ✉s✐♥❣ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣
t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r str✉❝t✉r❡ ❬✶✻❪✱ ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦
♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✿ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡tt❡r r❡❢❡r❡❡❞
✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✳

✸✳✶✳✷ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡

❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥❡✱ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦❝❦ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ♣♦rt✐♦♥s t❤❛t ❛❝t ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ♦♥❧② ❛❝t ♦✈❡r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡s ❬✶✾✱ ✷✶❪✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷ ❛
t②♣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❢✉❧❧ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r
❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

Local Controller 1

 (K1)

Local

Control (u(1))

Local

Measures

(x(1))

External
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(y)
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(S1)

Local Controller 2

 (K2)

Local

Control (u(2))

Local

Measures

(x(2))

Subsystem 2

(S2)

Local Controller n

 (Kn)

Local

Control (u(n))

Local

Measures

(x(n))

Subsystem n

(Sn)

System

:Physical Interconnections 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ●❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙tr✉❝t✉r❡

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ♠♦❞❡❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ r❡q✉✐r❡❞ t❛s❦ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ❞❡❝❡♥✲
tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✿

✷✹



✸✳✶✳ ❈♦♥tr♦❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s ✷✺

• ❯s✐♥❣ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦r ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤✲
♦❞s ❬✶✻❪✳ ❚❤❡♥✱ ❞♦♠✐♥❛♥t st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ s②st❡♠ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡
❛❞♦♣t❡❞✱ t❤❛t✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜s②st❡♠s ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♦r str♦♥❣ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✳ ❖t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ✐♥ ❣r❛♣❤s s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❬✸✼❪ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
✉s❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s②st❡♠s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢❛s❤✐♦♥✳

• ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱
t♦ ❝✐t❡ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✷✹✱ ✸✻✱ ✸✽✱ ✸✾✱ ✹✵❪✳

❖♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ str❛t❡❣✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r♦❜✉st ❡♥♦✉❣❤ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡♠ ❛❝t s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ■♥ s♦♠❡
s❡♥s❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✭s✉❜ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ♦r ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r s②st❡♠s ②❡t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬✶✻✱ ✶✾✱ ✹✶❪✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛
❣r❡❛t ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❣r❛❞❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✳ ❲❤❡♥ ❛ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ✧✐♥t❡r♣r❡t✧ ✇❤❛t ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❤❛✈❡
❞♦♥❡✱ ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♦♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐♥❞❡①✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❊✈❡♥ ✇♦rs❡✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s t❛❦❡♥ ❜② ♦♥❡ s✉❜s②st❡♠ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r ♦♥❡s✱ ♣r♦✈♦❦✐♥❣ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❬✶✻✱ ✶✾❪✳
❚❤✉s✱ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛❢t❡r ❞❡✜♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❢t❡r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t r♦❜✉st ♦r s✉✐t❛❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦r ❧♦❝❛❧ s②st❡♠✱ s♦♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✱ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡r r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ s♦ s✐♠♣❧❡✳ ■♥st❡❛❞✱ s♦♠❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r str✉❝t✉r❡✱ ❡✐t❤❡r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
s✉❜s②st❡♠s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ s✉❜s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱
♦r ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❡♥t✐t②✭✐❡s✮ t❤❛t ❣❛t❤❡rs t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❝♦♠♣✉t❡s s♦♠❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ s♦ ❛s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❇♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✱ ❞❡r✐✈❡s ✐♥t♦ ♦t❤❡r s❝❤❡♠❡s t❤❛t ❛r❡
✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✿ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧✱ ♦r ❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧✳ ■♥ ❬✹✵❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧
str❛t❡❣✐❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲t❛♥❦ s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤♦s❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✶✳✸ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ ❡♥s✉r❡
❣❧♦❜❛❧ st❛❜✐❧✐t②✱ ❡✐t❤❡r ❜② ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞✴♦r s✉❜s②st❡♠s✱ ♦r
✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t✱ ✐s r❡❢❡r❡❡❞ t♦ ❛s ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳
❇❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r✱ s♦♠❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
s♣❡❝✐✜❡❞✿ ❛♥② s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s✉❜s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❤❛s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦❝❦✱
❝♦♠♠♦♥❧② ❝❛❧❧ ❛❣❡♥t✱ t❤❛t ✐s s♦♠❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ♦r ✇✐t❤ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♦♣t✐♦♥ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ♣❛rts✱ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✳ ❙♦♠❡ ♣❛♣❡rs s✉❝❤ ❛s ❬✶✽✱ ✹✷❪ ♣r❡s❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡✱ ❝♦♥tr♦❧ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞✳ ■♥ ❬✷✷❪✱ s♦♠❡
❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ❢♦r st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ●❛♠❡ t❤❡♦r② ❤❛s
❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❬✹✸✱ ✹✹❪ s❤♦✇ ❤♦✇ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥s

✷✺
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❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊ ❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘
●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

Local Controller 1

 (K1)

Local

Control (u(1))

Local

Measures

(x(1))

External

Inputs (d)
Outputs

(y)

Subsystem 1

(S1)

Local Controller 2

 (K2)

Local

Control (u(2))

Local

Measures

(x(2))

Subsystem 2

(S2)

Local Controller n

 (Kn)

Local

Control (u(n))

Local

Measures

(x(n))

Subsystem n

(Sn)

System

:Physical Interconnections 
:Controller (agents) Interchanges 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ●❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙tr✉❝t✉r❡

❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ♦t❤❡r ❝♦♥t❡①ts✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤♦✉t
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳
■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❬✸✾❪ s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡✲♣♦✇❡r st❛❜✐❧✐t② ♦❢

t❤r❡❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ r✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳
❖t❤❡r str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤✐s t②♣❡✱ ❛❧s♦ ✐♥ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✱ ✉s❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ t❤❡♦r② ♦r ❡✈❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢
❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ t❛s❦ ✭s❡❡ ❬✸✻✱ ✹✺✱ ✹✻✱ ✹✼❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t
♦❢ s②st❡♠s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ✉♥❞❡r ▲②❛♣✉♥♦✈✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❢♦r ♣♦✇❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✽❪
♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ✧❛❧♠♦st ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✧ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ❬✹✾❪ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ✇❡✐❣❤✐♥❣
t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❬✷✵❪ ❛♣♣❧✐❡s ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✱
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛❣❡♥ts s♦❧✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢✉❧❧ st❛t❡s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱
❜✉t ♦♥❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ♦♥ ✐ts ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r✱ ❬✺✵❪ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❡ t❤❡♦r② t♦
tr❛❝❦✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦✉r✲t❛♥❦ ♣r♦❝❡ss✱ ❬✸✽❪ ❛❧♦♥❣ ❬✺✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r s❡r✐❛❧
❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s②st❡♠s ❢♦r ❤❡❛t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❬✺✷❪ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
✐rr✐❣❛t✐♦♥ ❝❛♥❛❧s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❬✺✸❪ ❛♥❞ ❬✺✹❪ ✉s❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❢❛s❤✐♦♥s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡
❝♦♥s✐❞❡rs ♥❡✐❣❤❜♦✉r✲t♦✲♥❡✐❣❤❜♦✉r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

✸✳✶✳✹ ❉✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡

❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ✲ ♦r ✈❛r✐♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t♦rs ✲ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ■♥ t❤✐s str❛t❡❣②✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✐❣♥❛❧✱ t❤❛t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s②st❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦r s♦♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✳
❚✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❬✷✶❪✿ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✲♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡✲
❞r✐✈❡♥ ♦♥❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥t✐t② ❣❛t❤❡rs s②st❡♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭st❛t❡s✱
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✮ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r t❤❛t ♠✉st
❜❡ tr❛❝❦❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✳ ▲♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t❤❡♥ ✉s❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
s✐❣♥❛❧s✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤♦s❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡

✷✻



✸✳✶✳ ❈♦♥tr♦❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s ✷✼

♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✇✐t❤ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s
t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✐❣♥❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠❛♥❞s ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✳ ❆
s❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳

LocalfControllerf1

f(K1)

Local

Controlf(u(1))

Local

Measures

(x(1))

External

Inputsf(d)
Outputs

(y)

Subsystemf1

(S1)

LocalfControllerf2

f(K2)

Local

Controlf(u(2))

Local

Measures

(x(2))

Subsystemf2

(S2)

LocalfControllerfn

f(Kn)

Local

Controlf(u(n))

Local

Measures

(x(n))

Subsystemfn

(Sn)

System

:Physical Interconnections 

Coordinator

ComputingfoffinteractionsfvectorfV

V V VLocal

Variablesf2

Local

Variablesf1

Local

Variablesfn

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥✲Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙tr✉❝t✉r❡

LocalfControllerf1

f(K1)

Local

Controlf(u(1))

Local

Measures

(x(1))

External

Inputsf(d)
Outputs

(y)

Subsystemf1

(S1)

LocalfControllerf2

f(K2)

Local

Controlf(u(2))

Local

Measures

(x(2))

Subsystemf2

(S2)

LocalfControllerfn

f(Kn)

Local

Controlf(u(n))

Local

Measures

(x(n))

Subsystemfn

(Sn)

System

:Physical Interconnections 

Coordinator

Computingfoffpricefvectorfp

p p pLocal

Variablesf2

Local

Variablesf1

Local

Variablesfn

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ Pr✐❝❡✲❉r✐✈❡♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙tr✉❝t✉r❡

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❛❣❡♥ts ✐♥ ♦♥❡ s②st❡♠✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❣❛t❤❡rs t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭st❛t❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✮ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❝♦♠♣✉t❡s
❛ ❝♦st ✈❡❝t♦r t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ❜② ❛❧❧ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❚❤✐s ❝♦st ✈❡❝t♦r ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡

✷✼
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❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊ ❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘
●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

♠✉❧t✐♣❧✐❡r t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♦ ❛s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ✐t
❬✺✺❪✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✉s❡❞✿ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❤❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♣t✐♠❛❧
❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❞❡❧✐✈❡rs ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥✳
❇♦t❤ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡
✇❤✐❝❤ str❛t❡❣② ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✿ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❣♦♦❞ ❞②✲
♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✱ ❜✉t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳
❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✱ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❧❡ss ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ♦♥❡✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❛t ♦❢ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❬✺✻❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥❡✇ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❖t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ♣♦✇❡r s②st❡♠s ✐♥❝❧✉❞❡ ❬✺✼❪✱ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦
t❤❡ ❧♦❛❞✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐ts✱ ❬✺✽❪✱ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♦r ❬✻❪✱ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ✈❛❧❧❡②✳

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✱ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❉✉❛❧✐t② ❬✺✺❪✳
❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r s♦❧✈❡s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡
▼✉❧t✐♣❧✐❡r✱ t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
t❡r♠s ❬✷✶✱ ✷✸❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬✺✾❪ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛❣✐❛♥ ❉✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱
♦r ❬✻✵❪ ✉s❡s ❛ t❤✐r❞✲❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ ❬✻✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❬✻✷❪ ✉s❡s t❤❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❛ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ✈❛❧❧❡② ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✸✳✶✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡❝t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❛❧❧❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤✐♥❦✐♥❣ ♦❢ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳
❋✐rst✱ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ✐t ✇❛s r❡❛✣r♠❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣② ♠❛② ♥♦t ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ ❛s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ②❡t ❜❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡
s②st❡♠s✳ ❙✉❝❤ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❞♦ ♥♦t ❡❛s✐❧② ♦✛❡r ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡
❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❞♦ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❡♥t✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r s❡♣❛r❛t❡ ❛❝t✐♦♥s ♠❛②
r❡s✉❧t ✐♥t♦ ✐♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♦♣❡♥s t❤❡ ❞♦♦r t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✳
❙✉❝❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❝t✐♦♥s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ❜✉t ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

✷✽



✸✳✷✳ ❖♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✷✾

❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s s♣❧✐t ❛♠♦♥❣ ✈❛r✐♦✉s s✉❜s②st❡♠s✱ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡♠ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐s ✈✐t❛❧ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ❧♦❝❛❧ ❛❣❡♥t t♦
♠♦❞✐❢② ✐ts ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❙✉❝❤ ❛ str✉❝t✉r❡ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♥❡❡❞s
❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❝❡♥tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ ❛♥② ❛❣❡♥t ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✭♣♦♦r ❝♦st✲r❡❧❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦r st❛❜✐❧✐t②✮✱ s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ✐s ♥♦t ❞❡s✐r❡❞ ✐♥ ♣♦✇❡r
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
◆♦✇✱ st✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧✱ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
s♦♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠✳ ❙❝❤❡♠❡s s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦r ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ r❡❝❛❧❧❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ✇❡✐❣❤t t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐t②
❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s②st❡♠s ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❇♦t❤ ♣r♦♣♦s❛❧s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✳ ❚❤❡♥✱ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs
♦♣t✐♠✐③❡ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭s❡❡
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✻✮ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦r ✭▲❛❣r❛♥❣❡
♠✉❧t✐♣❧✐❡r✮ t❤❛t ❝♦rr❡❝ts t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❛♥❞
❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ r❡s♣❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t✲❢❛st ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✱
✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ♦r s✉❞❞❡♥ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

✸✳✷ ❖♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✇ ✭t②♣✐❝❛❧❧② r❡♥❡✇❛❜❧❡✮ ♣♦✇❡r
s♦✉r❝❡s ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛r❡❛ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ♦✉r s♦❝✐❡t②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣
CO2 ❡♠✐ss✐♦♥s✱ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧
r❡s♦✉r❝❡s✱ ✇❤❡♥ t❤✐♥❦✐♥❣ ♦❢ ♦✐❧ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✻✸✱ ✻✹❪✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②❞r♦ ♣♦✇❡r✱ ✇✐♥❞✱ t✐❞❡s✱ s✉♥❧✐❣❤t✱ ❣❡♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t✱ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ♦♥❡s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♣♦✇❡r ❣r✐❞s ❢❛❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ♥♦t ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ♥❡❡❞s✳
❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ♠♦st ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ ❊✉r♦♣❡ ✐s
❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♥♦♥ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ♦✐❧✱ s♦❧✐❞ ❢✉❡❧s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ s✉❝❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❧❡t ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s
r❡❛❝❤❡s ❛❜♦✉t 11% ✐♥ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ❬✸❪ ❛♥❞ 12.5% ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ❬✹❪✱ ❛❧♠♦st ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧s t❤❛t
◆✉❝❧❡❛r ♣♦✇❡r✳❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ✐♥ s♦♠❡ ②❡❛rs t❤✐s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ s♦♠❡ s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛s ♥✉❝❧❡❛r ♣♦✇❡r ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♣❧❛❝❡❞✳
❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣✱ ✐♥ ❧♦♥❣✲t❡r♠✱
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡✐r ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧
❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❣♦♦❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✐♥ t❤❡✐r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱
❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r✐❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✈✐s❡❞ ❛♥❞ ❤❡❧♣❡❞
t♦ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡ t❤❡s❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❡t② ❬✻✹❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡♥♦r♠♦✉s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❛❧t❡r t❤❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ s♦❝✐❡t②✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② s♠❛❧❧❡r ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝
♣❧❛♥ts ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❛♥❞ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✱ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡♥♦✉❣❤ ♣♦✇❡r ❢♦r
t❤❡ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦✇❡r❡❞ ❜② t❤✐s ❝❡♥tr❛❧ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❆❧s♦✱ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❝❤♦♦s❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❤✐❣❤✲CO2✲❡♠✐ss✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

✷✾



✸✵

❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊ ❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘
●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

❜② ✲ ♦r ❥✉st ✐♥t❡❣r❛t❡ ✲ ❝❧❡❛♥❡r ❛♥❞ ♥❡✇❡r ♦♥❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❉❡♥♠❛r❦✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♣r❡tt② s♠❛❧❧✱
❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦✈❡r ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ ✐ts ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s ❜②
✷✵✸✵✱ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ 100% ❜② ✷✵✺✵ ❬✻✺❪✱ ♦r ❊♥❣❧❛♥❞✱ t♦ ❡♥s✉r❡ 15% ♦❢ ✐ts ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
s♦✉r❝❡s ❜② ✷✵✷✵ ❬✻✻❪✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t❤❡♥ t♦ ♣r♦♣♦s❡ t♦♦❧s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♥tr♦❧✱ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
♣r❡❝❡♣ts ❤❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦st
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✿ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❧❛♥t✱ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣❛♥❡❧✱
✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❛♥❞ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ✈✐s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡♥❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❝❤❛rt ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✸✳✷✳✶ ❍②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s

■♥ t❤✐s ✜rst s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❧❛♥ts ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ✐♥ r❡❧❛t❡❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥tr♦❧✳

✸✳✷✳✶✳✶ ❊♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s

❍②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ✐♥
t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❧❧✐♥❣ ♦r ✢♦✇✐♥❣ ✇❛t❡r
t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ t✉r❜✐♥❡✱ t❤❛t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ❬✻✼❪✳ ❚❤❡ ✜rst t❡❝❤♥♦❧♦❣②
✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ▼❲✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❛♥❞❡❞
✐♥ r✉r❛❧ ❛r❡❛s ❢♦r ♠✐❝r♦❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❧s♦ ❛ ❧❡ss ✐♥✈❛s✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻
❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❧❛♥ts✳ ❉❛♠✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣r❡❛t ❛♠♦✉♥t
♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥t❛❦❡✱ t❤❡ ✇❛t❡r ✐s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡♥st♦❝❦ t❤❛t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
t✉r❜✐♥❡✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r t❤❡♥ ❣♦❡s t♦ t❤❡ r✐✈❡r✳ ■♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝❛s❡✱ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r✐✈❡r ✭✉♣str❡❛♠✮ ✐s ♠❛❞❡✱ ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❜✉✐❧t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ✇❛t❡r t♦ t❤❡
t✉r❜✐♥❡✳ ■♥ ❜♦t❤ s❝❤❡♠❡s✱ ✇❛t❡r ✐s ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❧❛❝❡ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ♣❧❛❝❡✳

Dam

PenstockIntake

Water 

Reservoir

River

Hn

G
Hn

G
Penstock

River

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ●❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❧❛♥ts✿ ❉❛♠✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ✇❛t❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❤②❞r♦
♣❧❛♥ts

❋♦r s✉❝❤ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ t✉r❜✐♥❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❬✻✽❪✿

Tm = ηT ρgHnQ/wR

Q = CtGt

√
Hn

✭✸✳✶✮
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✸✳✷✳ ❖♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✸✶

❲❤❡r❡ Tm ✐s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦rq✉❡ ✐♥ kg.m/s✱ ηT ✐s t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛t ✢♦✇ r❛t❡ Q ✐♥ m3/s✱
ρ ✐s t❤❡ ✇❛t❡r ❞❡♥s✐t②✱ g ✐s t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ Hn ✐s t❤❡ ❤❡❛❞ ✐♥ m✱ wR ✐s t❤❡ t✉r❜✐♥❡
r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞✱ Ct ✐s t❤❡ ✈❛❧✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ Gt ✐s t❤❡ ❣❛t❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✭❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✮✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♣❧❛♥t ❝❛♣❛❝✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✻✼❪✿

Phy = gQHnηht ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ ηht ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥t✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✭ηT ✮ ✱
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t tr❛♥s❢♦r♠❡r✳ ❚❤✉s✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡
✢♦✇ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡✳

✸✳✷✳✶✳✷ ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐♥ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs

■♥ ❤②❞r♦ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞ ❬✶❪✿

• ❋r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥tr♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

• ❱♦❧t❛❣❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t✇♦ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❬✶✱ ✻✾❪✿ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ●❡♥❡r❛t✐♦♥
❈♦♥tr♦❧ ✭❆●❈✮✱ t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t✉r❜✐♥❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❱♦❧t❛❣❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r ✭❆❱❘✮✱ t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s✐❞❡
❛♥❞ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠✳
❚❤❡ ❆●❈ r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❆❈ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❣r✐❞ ✭✺✵✴✻✵ ❍③✮✳ ■ts ♠❛✐♥
❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❜② ♦♣❡♥✐♥❣✴❝❧♦s✐♥❣ ❛ ✈❛❧✈❡ ✭0 − 100%✮✱ t❤❛t ♠♦❞✐✜❡s
t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ✭t②♣✐❝❛❧❧②✮ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❚❤✉s✱ ❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❧♦❛❞ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠
✉♥✐t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥tr♦❧✳ ❍❡r❡✱ ∆Pm ✐s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✇❡r
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ t✉r❜✐♥❡✱ ∆Pe ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r✱ ∆P ∗

e ✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧♦❛❞ ✈❛❧✉❡ ✭✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✮
∆wr ✐s t❤❡ r♦t♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛r❡✿

Rp = 0.05 TG = 0.2 s M = 6.0 s D = 1.0

TW = 1.0 s RT = 0.38 TR = 5.0 s

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦❝❦ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ s✐♠♣❧❡ ▲❡❛❞ ❈♦♠♣❡♥s❛t♦r ❬✼✵❪✳ ❆♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ∆P ∗

e ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

1
RP

1
1+sTg

1+sTR

1+s(RT /RP )TR

1−sTW

1+0.5sTW

1
Ms+D

∆P ∗
e +

−
+

−

Governor

Transient Droop
Compensation Turbine Rotor/Load

∆wr

∆Pe

∆Pm

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❇❧♦❝❦ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❆●❈ ❢♦r ❛ ❚②♣✐❝❛❧ ❍②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❯♥✐t ❬✶❪

❲❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♥✐ts ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱
❞✉❡ t♦ ❧♦❛❞ s❤❛r✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲♦❛❞✲❋r❡q✉❡♥❝② ❈♦♥tr♦❧ ✭▲❋❈✮

✸✶



✸✷

❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊ ❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘
●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

✐s r❡q✉✐r❡❞ ❬✶✱ ✸✾❪✳
❆❜♦✉t t❤❡ ❆❱❘ str❛t❡❣②✱ ✐t ❞✐r❡❝t❧② ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭r♦t♦r✮ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡
r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ❛r♦✉♥❞ s♦♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ Vref ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❡❧❡❝tr✐❝
t♦rq✉❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✽✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♥❣❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣♦✇❡r
❢❛❝t♦r r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ♣♦✇❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇✐t❤♦✉t t❤✐s str❛t❡❣②✱ ❛♥② ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞
r❡❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✈❡r✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ✉♥❞❡r✲❡①❝✐t❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❜s♦r❜s r❡❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P♦✇❡r ❙②st❡♠
❙t❛❜✐❧✐③❡r t♦ t❤❡ ❆❱❘✱ t❤❛t ❢❡❡❞❜❛❝❦s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❬✶✱ ✻✾❪✳

Gex(s) K3

1+sT3
K2

K4

K6
1

1+sTR

GPSS(s)

K5

wr0

s
1

2Hs+KD

K1

Vref ∆δ

∆Tm

+

−
−

+

+

+

+ −
+

−
∆Efd ∆Ψfd

∆wr

Field CircuitExciter

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❇❧♦❝❦ ❉✐❛❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❆❱❘ ✇✐t❤ P❙❙ ❬✶❪

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ♣♦✇❡r ❢❛❝t♦r ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ✉♥✐t✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s
❧♦st✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ s✉❝❤ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❛r❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛t❡❞✱ ❛♥❞
r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥② t②♣❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭s❤✉♥t ❝❛♣❛❝✐t♦rs ♦r
r❡❛❝t♦rs✱ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♥❞❡♥s❡rs✱ ❙t❛t✐❝ ❱❛r ❈♦♠♣❡♥s❛t♦rs ✭❙❱❈✮✱ ❧✐♥❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t♦rs✱ r❡❣✉❧❛t✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❡rs✱ ❡t❝✮ ❬✶✱ ✼✶❪✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠✳
❋♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❬✶❪✱ ✇❤❡r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s
❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳

✸✳✷✳✶✳✸ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ❛♥❞
s❝❛❧❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥✐ts ✐♥ s♦♠❡ ❛r❡❛✱ ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❛s ✐t ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞ ❞✉r✐♥❣
❞❡❝❛❞❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❡ ❦♥♦✇✲❤♦✇ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣s✳ ❚❤✉s✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ♥♦t
❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❝✐r❝✉✐ts✳
❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❛❝t t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞
✇❤❡♥ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❞❛♠s✱ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠♦❞✐❢② r✐✈❡r
❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♦r t♦ ❞✐s♣❧❛❝❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✈❡r ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ♣♦✇❡r✱ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛t❡r ❝②❝❧❡
❬✻✼❪ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ r❡s❡r✈♦✐rs t❤❛t ❝❛♥ ❛✛❡❝t
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥t✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ ✐♥ ❛ ❞r② ♣❡r✐♦❞✱ ②❡t ✐♥ ♠✐❝r♦❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t✐❡s t❤❛♥ ✐♥
❣✐❣❛✇❛tt✲s✐③❡ ♣❧❛♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥ ❡✈❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♣t✐♦♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞❡❝❛❞❡s✳

✸✷



✸✳✷✳ ❖♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✸✸

✸✳✷✳✷ ❲✐♥❞ ❚✉r❜✐♥❡s P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s

❆s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✐♥
✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ✐s ❤❡r❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s♦♠❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❛♥❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✴❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

✸✳✷✳✷✳✶ ❊♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s

❲✐♥❞✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❝♦♥✈❡rt ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✱
✈✐❛ ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❧♦❛❞ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭❛r♠❛t✉r❡✮ ❝✐r❝✉✐t ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ♠♦❞✉❧❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✐ts ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦
t❤❡ ♣♦✇❡r ❣r✐❞ ❬✼✷✱ ✼✸❪✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❬✼✹❪ ❣✐✈❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ s②st❡♠ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ●❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ♣❧❛♥t✱ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥✐t

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s❤❛❢t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

PT =
1

2
ρπR2CP (λ, β)v

3
w ✭✸✳✸✮

❲❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ❛✐r ❞❡♥s✐t②✱ R ✐s t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ r❛❞✐✉s✱ vw ✐s t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❛♥❞ Cp ✐s ❛♥
❡✣❝✐❡♥❝② ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐♥❞✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ Cp ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ β ❛♥❞ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚✐♣✲❙♣❡❡❞ ❘❛t✐♦ λ✱
t②♣✐❝❛❧❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✼✷✱ ✼✺❪✿

CP (λ, β) = c1

(c2
λ

− c3β − c4

)
e−c5/λ ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ c1, · · · c5 ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡❬✼✺❪✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ wT ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡
✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ wT ✿

λ =
wT

vw
R ✭✸✳✺✮

❆❜♦✉t t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ β✱ ✐t ✐s ✜①❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣♦✇❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♠❡❛♥ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❢♦r❡❝❛sts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❬✼✸❪✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t β ✐s ❝♦♥st❛♥t ✭β̇ ≃ 0✮✱ t❤❡
CP (λ) ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛♥ n✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

CP (λ) =

n∑

i=0

αi(β)λ
i ✭✸✳✻✮
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✸✹

❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊ ❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘
●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

❋r♦♠ t❤✐s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ β ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ α′
is✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧❡

❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Cp(λ) ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ t✉r❜✐♥❡✳ ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣ ✸✳✶✵✱
❢♦r ❛ ✸✲❜❧❛❞❡ t✉r❜✐♥❡ ❬✼✷✱ ✼✺❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡s

✸✳✷✳✷✳✷ ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐♥ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs

❇❡❝❛✉s❡ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs ❡♥t✐r❡❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ t✉r❜✐♥❡✱ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞✴♦r r❡❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✳
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❤❛s ❢♦✉r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦✇❡r r❡❣✐♦♥s✱ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞
❛♥❞ Cp ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ ❬✼✻❪✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✸✳✶✶✱ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ♣♦✇❡r ✇✐♥❞
t✉r❜✐♥❡✿
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❙t❡❛❞②✲st❛t❡ ♣♦✇❡r ❝✉r✈❡s ♦❢ ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡

• ❘❡❣✐♦♥ ✶✿ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♥✉❧❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤
✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ s♦♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥✳
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✸✳✷✳ ❖♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✸✺

• ❘❡❣✐♦♥ ✷✿ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝✉❜❡ ♦❢
t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✸✮✳ ❍❡r❡✱ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

• ❘❡❣✐♦♥ ✸✿ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
s❛❢❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

• ❘❡❣✐♦♥ ✹✿ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ♥♦ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡
✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✐s t♦♦ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❛♠❛❣❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇✐♥❞s ❝❧♦s❡ t♦
22 m/s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛❜♦✉t 80km/h✱ t❤❛t ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞s ❢♦r st♦r♠s ❛♥❞ ❤❡❛✈②
r❛✐♥s✳

❚♦ st❛rt ✉♣ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡
t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇❤✐❧❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ s♠❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✉♥t✐❧
s♦♠❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❘❡❣✐♦♥ ✷✱ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❛❧❦ ♦❢ ✜①❡❞✲s♣❡❡❞ ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡✲s♣❡❡❞ t✉r❜✐♥❡s ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s
❬✼✸✱ ✼✹❪✳
❋♦r t❤❡ ✜①❡❞✲s♣❡❡❞ t✉r❜✐♥❡s✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r✐❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❛ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❛♣❛❝✐t♦rs ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r t♦ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❝❤❡❛♣ ❛♥❞
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❢❛st r❡♣❛r❛t✐♦♥s✱ ✐s ♥♦t ❣♦♦❞ ❢♦r r❡❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥tr♦❧✳
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❡♠✐✲✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❡❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r
st❛t♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r✐❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ r♦t♦r ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r✐❞
t❤r♦✇ ❛ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥✐t✳ ❚❤✉s✱ ❛ r♦t♦r✲s✐❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❡♥s✉r❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣r✐❞✲s✐❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❡♥s✉r❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ♣♦✇❡r✳ ❚②♣✐✲
❝❛❧❧②✱ ❛ ✉♥✐t❛r② ♣♦✇❡r ❢❛❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭Q = 0✮ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲s♣❡❡❞ ❝❛s❡ ✉s❡s ❛♥② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡s ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣❧② t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r t♦rq✉❡ ❛♥❞✴♦r ✢✉① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❣r✐❞✲s✐❞❡
❝♦♥✈❡rt❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r q✉❛❧✐t②✳
❚❤❡ s❝❤❡♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤♦s❡ t❤r❡❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠
❬✼✸✱ ✼✹❪✱ ✇❤❡r❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s♦♠❡ ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲s♣❡❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥tr♦❧
str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ t♦rq✉❡ ♦r ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡
✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✱ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ t♦rq✉❡ ❛s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❬✾✱ ✸✵✱ ✼✸✱ ✼✼❪✳ ■♥ t❤✐s
s❡♥s❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t❧② ✲ st♦r✐♥❣ s♦♠❡ ♣♦✇❡r
✐♥ ❛♥ ✐♥♥❡r ❜❛tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❞❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✳ ❆♥② ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②
t❤❛t ✉s❡s t❤❡ t♦rq✉❡ ❛s ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ❬✼✽❪✿

Jẇt = TT − Te + f(wt) ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ wT ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞✱ J t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❡rt✐❛✱ TT t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦rq✉❡✱ Te t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ t♦rq✉❡ ✭❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❜❧♦❝❦✮ ❛♥❞ f(wT ) ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♣❡❡❞✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r❧❡ss s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✲s♣❡❡❞ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❛
s♠❛❧❧ ✇✐♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦r ✉s✐♥❣ ❛ ❉❈✲❣❡♥❡r❛t♦r ❢♦r ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❬✾❪✳

✸✺
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❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊ ❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘
●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

Gearbox

Induction

Generator

Reactive

Compensator

Fixed-SpeedPWindPTurbine

Gearbox

Induction

Generator

SemiPVariable-SpeedPWindPTurbine

Grid

Grid

AC

AC

DC

DC

Vdc

Rotor-side

converterPcontrol:

ActivePandPReactive

PowerPControl

Grid-Side

converterPcontrol:

DCPbusPVoltagePand

PFPcontrol

PE,QE VE,QgE=0

Transformer

Transformer

Gearbox

Induction

Generator

Variable-SpeedPWindPTurbine

AC

AC

DC

DC

Vdc

Stator-side

converterPcontrol:

TorquePControl

Grid-Side

converterPcontrol:

PowerPFactorPControlTE,FE

VE,QgE

Transformer

Grid

Transformer

TorquePandPFlux

Estimator T,F

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❇❛s✐❝ ❙❝❤❡♠❡s ♦❢ P♦✇❡r ❈♦♥tr♦❧❧❡rs ❢♦r ❲✐♥❞ ❚✉r❜✐♥❡s

✸✳✷✳✷✳✸ ❆❞✈❛♥t❛❣❡ ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r

❲✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❬✼✾❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♥❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❉❡♥♠❛r❦ t♦ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ✐ts
♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡s ❜② ✷✵✺✵ ✐s ❧❛r❣❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s✿ ♦♥✲s❤♦r❡ ❛♥❞ ♦✛✲s❤♦r❡ ❬✻✺✱ ✼✷❪✳
❲✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ✜❡❧❞s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❍❡r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱
s✉❝❤ ❛s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✇❡r ❛❢t❡r ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱
♣♦✇❡r q✉❛❧✐t②✱ ❡t❝✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ❛❧s♦ ❜❡❝♦♠❡s ✐ts ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢
❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦♠❡ ✐♥❤❛❜✐t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s✱ ❞✐st✉r❜✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❢❛✉♥❛ ✭❜✐r❞s ♦r ❜❛ts ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ✇✐♥❞ ♣❛tr♦♥✱ t❤❛t ❝♦♥❢✉s❡ t❤❡♠ ❛♥❞ ♣r♦✈♦❦❡ t❤❡✐r
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡✮✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧
❡✛❡❝ts ♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② t✉r❜✐♥❡s ❛✛❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✉♠❛♥s✱ ❝❛✉s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠✱
str❡ss ❛♥❞ ❞✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ s✉❝❤ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡✈✐s❡❞ ✐♥ ❬✽✵❪✳
❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♠✐ss✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛s ♠✉❝❤ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐♥❞ ❛s ♣♦s✲
s✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝❛❧♠ ♦r str♦♥❣ ✇✐♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ♦r t♦ t❤❡ ♥❡❡❞s t♦ ♣r♦t❡❝t t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ❬✼✸❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
s♦♠❡ st♦r❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ♣❧❛♥t✱ ♦r ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛s♣❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r
tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳
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✸✳✷✳ ❖♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✸✼

✸✳✷✳✸ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ■ts
♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡ r❡❝❛❧❧❡❞✱ ❛♥❞ ❛ s❤♦rt s✉♠♠❛r② ♦❢ ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts
❛❞✈❛♥t❛❣❡✴❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

✸✳✷✳✸✳✶ ❊♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s

P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣❛♥❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝❡❧❧s
✭P❱ ❝❡❧❧s✮✱ t❤❛t ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ♣❤♦t♦♥s r❡❛❝❤ t❤❡♠✱ ❛♥
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ ❛ ❧♦❛❞ ❬✽✶❪✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
t❤❡ P❱ ❝❡❧❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ❬✽✷❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ P❱ ❝❡❧❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ r❡s✐st♦r Rp ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥t Ip✱ ❛♥❞ Rs t♦ t❤❡ P❱ ❝❡❧❧ ❧♦ss❡s✱ ✇❤✐❧❡
RL, VL r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧♦❛❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ Rs = 0.05− 0.1Ω ❛♥❞ Rp = 200− 300Ω

❬✽✸❪✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ ❜② ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽✷❪✳
❋♦r t❤✐s P❱ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭RL = ∞✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❝✉rr❡♥t IL✿

IL = IPV − I0,cell

[
exp

(
qV

akT

)
− 1

]

︸ ︷︷ ︸
Id

−Ip ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ IPV ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉♥❧✐❣❤t✱ ❛♥❞ Id ✐s t❤❡ ❙❤♦❝❦❧❡② ❞✐♦❞❡ ❝✉rr❡♥t✱ ✇✐t❤
I0,cell t❤❡ r❡✈❡rs❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t✱ V t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❞✐♦❞❡ ✭V = VL+RsIL✮✱ q t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❝❤❛r❣❡ ✭1.602x10−19C✮✱ k t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t ✭1.3806x10−23J/K✮✱ T t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞
a t❤❡ ❞✐♦❞❡ ✐❞❡❛❧✐t② ❝♦♥st❛♥t ✭✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1.0− 2.5✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ P❱ ❞❡✈✐❝❡ t②♣❡✮ ❬✽✷❪✳
❆s ❢♦r ❝✉rr❡♥t IPV ✱ ✐t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✉♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ G ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❛s✿

IPV (G, T ) = [Isc,r + kI(T − Tr)]
G

Gr
✭✸✳✾✮

✇✐t❤ Gr, Tr t❤❡ ✐rr❛❞✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ❙t❛♥❞❛r❞ ❚❡st ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❙❚❈✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ Isc,r
t❤❡ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t ❝✉rr❡♥t ❛t ❙❚❈✱ ❛♥❞ kI t❤❡ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❤❡❡t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ❬✽✷❪✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t P❱ ❝❡❧❧ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❛♥ ❣♦ ✉♣ t♦ 0.7V ❛s t❤❡ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝
♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ Ns s❡r✐❛❧ ❛♥❞ Np ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ◆♦rt♦♥ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t ❢♦r t❤❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹✱ t❤❛t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❬✽✷❪✳
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❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊ ❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘
●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ◆♦rt♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❛ P❱ ❣❡♥❡r❛t♦r

❋♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥✿

I1 = IPV − I0,cell

[
exp

(
q(VL +RsI1)

akT

Rp

Rs +Rp

)
− 1

]
✭✸✳✶✵✮

❛♥❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹✱ ❛❧♦♥❣ ✭✸✳✶✵✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✉rr❡♥t Ieq ❛♥❞ r❡s✐st❛♥❝❡ Req ❝❛♥ ❜❡
❞❡✜♥❡❞✿

Ieq = I1
Rp

Rp+Rs
Req = Rs +Rp ✭✸✳✶✶✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡ Igeq ❛♥❞
❛ s❤✉♥t r❡s✐st♦r Rgeq✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Iqeg = NpIeq = NpI1
Rp

Rp+Rs

Rgeq = Ns

Np
Req = Ns

Np
(Rs +Rp)

✭✸✳✶✷✮

■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s s✉❝❤ ❬✽✶✱ ✽✷❪✱ I1 s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❛❢t❡r ✭✸✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t
✈♦❧t❛❣❡ Vpv ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞ t❤❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t♦r✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛ P❱ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❧♦❛❞ RL✱ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
❛s✿

Ppv = VpvIpv = RLI
2
pv; Ipv = Igeq

Req

Req +RL
✭✸✳✶✸✮

✸✳✷✳✸✳✷ ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐♥ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs

❋r♦♠ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❚✮ ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭●✮✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♠♦❞✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ P❱ ♠♦❞✉❧❡s ❤❛✈❡ s♦♠❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♥ ❥✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺ t❤❡ ❈✉rr❡♥t✲❱♦❧t❛❣❡
✭■✲❱✮ ❝✉r✈❡ ❢♦r ❛♥ ▼❙❳✻✵ s♦❧❛r ♠♦❞✉❧❡ ❬✷❪ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛❧s♦ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ❝✉r✈❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s r❛❞✐❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts G✱ ❤❡r❡ ✐♥ Suns ✲ ✇❤❡r❡ 1 Suns = 1000W/m2✱ ❢♦r ❛
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T = 50oC✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣❛♥❡❧s ♠✉st ❜❡ ❡♥s✉r❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣
♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛❞✱ ❉❈✴❉❈ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧s ♦❢ P❱ ♠♦❞✉❧❡s s♦ ❛s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧♦❛❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❬✷✻❪✳ ■♥
❋✐❣✳ ✸✳✶✻✱ ❛ P❱ ♣❛♥❡❧ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜♦♦st ❝♦♥✈❡rt❡r ❬✽✹❪ t♦ ❛ ❧♦❛❞ r❡s✐st♦r RL✳ ❚❤❡
✐❞❡❛ ✐s t♦ tr❛♥s♠✐t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ P❱ ♣❛♥❡❧ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✱ ❜② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡
✐♥❞✉❝t♦r ❝✉rr❡♥t IL t❤❛t ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ ♦r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t♦r Cin✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛t ♦♥❡
t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

✸✽



✸✳✷✳ ❖♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✸✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ■✲❱ ❝✉r✈❡ ❢♦r ❛♥ ▼❙❳✻✵ s♦❧❛r ♠♦❞✉❧❡ ❬✷❪

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ P❱ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ❇♦♦st ❝♦♥✈❡rt❡r

❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ▼❛①✐♠✉♠ P♦✇❡r P♦✐♥t ❚r❛❝❦✐♥❣
str❛t❡❣✐❡s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s P❡rt✉r❜ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❡ ✭P✫❖✮ ♦r ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❈♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✭■❈✮ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❬✷✻✱ ✽✷✱ ✽✺❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ❛❧✇❛②s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈♦❧t❛❣❡ Vpv ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
♣♦✇❡r ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ P✫❖
♠❡t❤♦❞ tr✐❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✐♥t✱ ❡✈❡♥ ♣r♦✈♦❦✐♥❣ s♦♠❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
✇❤❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ■♥ t❤❡ ■❈ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡
s②st❡♠ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ I −V ❝✉r✈❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ P♦✇❡r
P♦✐♥t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ❬✽✷❪ ❛ ❣♦♦❞ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛ ❢❛st ✇❛②✱ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r ❢❛❧s❡
♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♣♦✐♥t ✈❛❧✉❡s✱ ❞✉❡ t♦ ❜❛❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✈♦❧t❛❣❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ❛♥❞✱ ✐♥ ❡①tr❡♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ r❡s✉❧t ✐♥ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r ❧♦ss❡s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ s♦♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ❛r❡ s❤❛❞♦✇❡❞✱ t❤❡ ■❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛♥❣❡s✳
❍❡r❡✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥✢❡①✐♦♥ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ I − V ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♦♣t✐♠❛❧
✈❛❧✉❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t r♦❜✉st ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ❬✽✻❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♦❢ P❱ ♠♦❞✉❧❡s ✐♥ t♦t❛❧ ♦r ♣❛rt✐❛❧ s❤❛❞♦✇✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✐s st✐❧❧ ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦❝❦ ❬✽✼✱ ✽✽❪✳

✸✾
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❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊ ❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘
●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

✸✳✷✳✸✳✸ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r

❚❤✐s ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ ♣❧❛❝❡s ✇❤❡r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ s✉♥❧✐❣❤t ✐s
♣❡r♠❛♥❡♥t ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②❡❛r✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣r✐❞
❛♥❞✴♦r t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐♥ ❜❛tt❡r✐❡s ❢♦r ♥✐❣❤t✲t✐♠❡ s✉♣♣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✢❡①✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ P❱ ♣❛♥❡❧s ♠❛❦❡s t❤❡♠ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st
✐♥ ♣❧❛❝❡s ✇❤❡r❡ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❣r✐❞ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ♦r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣♦✇❡r ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ♥✐❣❤t t✐♠❡✱ ♦r ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❝❧♦✉❞② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t♦rs r❡q✉✐r❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❡♥❡r❣②
s②st❡♠s t♦ ❣❛t❤❡r t❤❡ ❡①❝❡ss ♦❢ ❡♥❡r❣② t❤❛t ✐s ♥♦t tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✱ ❡✈✐❞❡♥t❧② t♦ r❡✲♣r♦✈✐❞❡ ✐t
✐♥ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞ s✉r♣❛ss❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥❡✱ ♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✐❣❤ts✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐s✲
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✭♣r❡s❡♥t✮ ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s r❡q✉✐r❡❞
❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s♦♠❡ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ MW ✱ ❛s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❝✐t✐❡s ♦r ✐♥❞✉str✐❡s✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧② ❢❛st✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦sts
s❤♦✉❧❞ ❞r♦♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳

✸✳✷✳✹ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧s P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s

■♥ t❤✐s ✜♥❛❧ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ r❡❝❛❧❧❡❞✱ ❛♥❞
❛❣❛✐♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❜❛s✐❝ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞
❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠✳

✸✳✷✳✹✳✶ ❊♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s

P♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧s ✭❋❈✮ ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❍②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞
❖①②❣❡♥ ❢♦r t❤❡✐r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❬✺❪✳ ❚❤❡ r❡❛❝t♦r s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♦❢
✐♦♥✐❝ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ t❤❛t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛ ❝❛t❤♦❞❡✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥♦❞❡✱ ♣r❡ss✉r✐③❡❞
❍②❞r♦❣❡♥ ❡♥t❡rs t♦ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱ t❤❛t ✐s ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❍✰ ✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❧♦❛❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❍✰ ✐♦♥s ❣♦ t♦ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② r❡❛❝t ✇✐t❤
❖①②❣❡♥✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❤❡❛t✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛❝t✐♦♥s✿

❆♥♦❞❡ r❡❛❝t✐♦♥✿ H2 → 2H+ + 2e−

❈❛t❤♦❞❡ r❡❛❝t✐♦♥✿ 2H+ + 2e− + 0.5O2 → H2O + heat

❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❋❈ r❡❛❝t✐♦♥✿ H2 + 0.5O2 → H2O + heat+ electricity

✭✸✳✶✹✮

❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ♣❧❛❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ s❝❤❡♠❡s✿
❛ ✜rst ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ st❛❝❦✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ❛✉①✐❧✐❛r② s②st❡♠s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤✐s
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ✇♦r❦✿ ❛✐r ❝♦♠♣r❡ss♦rs✱ ❤✉♠✐❞✐✜❡rs✱ ✈❛❧✈❡s✱ ❝♦♦❧✐♥❣ ✉♥✐ts✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r
♦♥❡s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛✉①✐❧✐❛r② s✉❜s②st❡♠s✱ ❢✉❡❧
❝❡❧❧s ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ st❛t✐♦♥❛r② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❬✸✷✱ ✽✾✱ ✾✵❪✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s✱ tr❛✐♥s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❬✾✶✱ ✾✷✱ ✾✸✱ ✾✹❪✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡ ♠♦st ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡st ②❡❛rs ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P❊▼❋❈ ✭Pr♦t♦♥ ❊①❝❤❛♥❣❡
▼❡♠❜r❛♥❡ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧✮✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✱ ❧♦✇ ❝♦rr♦s✐♦♥
❛♥❞ ❧♦✇ ✇♦r❦✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❢❛st st❛rt✲✉♣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✷✾❪✳ ❖t❤❡r ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s✱
s✉❝❤ ❛s P❆❋❈ ✭P❤♦s❢♦r✐❝ ❆❝✐❞ ❋✉❡❧ ❝❡❧❧s✮✱ ▼❈❋❈ ✭▼♦❧t❡♥ ❈❛r❜♦♥❛t❡ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧s✮ ♦r ❙❖❋❈✭❙♦❧✐❞
❖①✐❞❡ ❋✉❡❧ ❝❡❧❧s✮✱ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ✜①❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s
s♦♠❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

✹✵



✸✳✷✳ ❖♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✹✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❋✉❡❧ ❈❡❧❧ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t♦r ●❡♥❡r❛❧ ❙❝❤❡♠❡s

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ s♦♠❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❬✺❪

❋✉❡❧ ❝❡❧❧

❚②♣❡
❋✉❡❧ ❚②♣❡

▼❡♠❜r❛♥❡

▼❛t❡r✐❛❧
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❆❋❈ H2 ❑❖❍ 50− 200oC ❚r❛♥s♣♦rt✱ P♦rt❛❜❧❡ ●❡♥❡r❛✲
t♦rs✱ ❙♣❛t✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s

P❊▼❋❈ H2 ❙♦❧✐❞ P♦❧②♠❡r 50− 100oC P♦rt❛❜❧❡ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ●❡♥✲
❡r❛t✐♦♥

❉▼❋❈ CH4 ▼❡t❤❛♥♦❧ 20− 90oC ▲♦✇ P♦✇❡r ❛♥❞ ▲❛r❣❡ P❡r✐♦❞
❖♣❡r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s

P❆❋❈ H2 P❤♦s♣❤♦r✐❝ ❆❝✐❞ ≃ 220oC ■s♦❧❛t❡❞✴❉✐str✐❜✉t❡❞ ●❡♥❡r❛✲
t✐♦♥✿ ❍✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❦❲

▼❈❋❈ H2CO,CH4 Li,K2CO3 ≃ 650oC ■s♦❧❛t❡❞✴❉✐str✐❜✉t❡❞ ●❡♥❡r❛✲
t✐♦♥✿ ❯♣ t♦ t❡♥s ♦❢ ▼❲

❙❖❋❈ H2CO,CH4 ❙♦❧✐❞ ❖①✐❞❡ 500− 1000oC ■s♦❧❛t❡❞✴❉✐str✐❜✉t❡❞ ●❡♥❡r✲
❛t✐♦♥✿ ❯♣ t♦ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢
▼❲

■♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❡❧❧ ♦♥❧② ❣✐✈❡s
✉♣ t♦ 1.2V ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ st❛❝❦s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡r✐❛❧✲♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❡❧❧s❬✺✱ ✷✾❪✳
❋♦r ❛ ❝✉rr❡♥t ❞❡♠❛♥❞ IST ✐♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝✐r❝✉✐t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✈♦❧t❛❣❡✿

VST (IST ) = Nc

[
E0 +

RTST

2F
ln

(
pH2

√
pO2

pH2O

)]
− αIST − βln(IST )− ηeθIST ✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ E0 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ✭❛❜♦✉t 1.2V ✮✱ Nc ✐s t❤❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❝❡❧❧s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s✱
R ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ TST ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ F ✐s t❤❡ ❋❛r❛❞❛② ❝♦♥st❛♥t✱
pH2, pO2, pH20 ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡s ♦❢ ❍②❞r♦❣❡♥✱ ❖①②❣❡♥ ❛♥❞ ✇❛t❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ α, β, η, θ

❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❬✺❪✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳
✸✳✶✽✳

✹✶
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❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊ ❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘
●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❋✉❡❧ ❝❡❧❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Pfc = VST IST ✭✸✳✶✻✮

✸✳✷✳✹✳✷ ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐♥ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡
❍②❞r♦❣❡♥✲❜❛s❡❞ ❢✉❧❧ s✉♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❛♥❞ s♦♠❡ ❖①②❣❡♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✐r ❛t t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳
❚❤✉s✱ ❢♦r ❛ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❝✉rr❡♥t IST ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛❝t✐✈❡ ✭H2, O2✮ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝ts ✭✈❛♣♦r✐③❡❞ ✇❛t❡r✮
❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✴♦❜t❛✐♥❡❞✿

WO2,reac = MO2
NcIST

4F WH2,reac = MH2
NcIST

2F Wvap,gen = Mvap
NcIST

2F
✭✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ Mx ✐s t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ Wx ✐s t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡✴♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ❢✉❡❧
❝❡❧❧✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ♣♦✇❡r
s②st❡♠✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ ♠❛ss ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛s ✐t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❬✷✼✱ ✷✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ♣❛rt ✐s ♦♥❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡♥s✉r❡❞
❜② ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♦①②❣❡♥
❡①❝❡ss r❛t✐♦✱ λO2✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

λO2 =
WO2,in

WO2,reac
✭✸✳✶✽✮

✇❤❡r❡ WO2,in ✐s t❤❡ ♦①②❣❡♥ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✐r ❝♦♠♣r❡ss♦r t♦ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳ ❚❤✐s r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛s ✭✸✳✶✼✮✿

λO2 =
4F

NcMO2

WO2,in

IST
= Kλ,O2

WO2,in

IST
✭✸✳✶✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❞❡♠❛♥❞ ✲ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛✐r ✢♦✇✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♦①②❣❡♥
r❛t✐♦✳ ■❢ λO2 < 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧♦✇❡r ♦①②❣❡♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✇❡r
s②st❡♠ ❡♥t❡rs ✐♥t♦ ❖①②❣❡♥ ❙t❛r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✐❢ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛

✹✷



✸✳✷✳ ❖♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✹✸

t♦♦ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❬✷✾❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ ❬✷✼❪✿

WO2,in(s) ≃
a2s

2 + a1s+ a0
s3 + b2s2 + b1s+ b0

.ucomp(s) ≃
Kcomp

τcoms+ 1
.ucomp(s) ✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡ ucomp ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ λO2 ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τcomp ✐s ♦❢ ♦r❞❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞s
❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ✭s✐③❡✱ ♣♦✇❡r r❛♥❣❡✱ ❝♦♠♣r❡ss♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❡t❝✮✳
❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ s♦♠❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ❬✷✾✱
✸✷✱ ✸✺❪✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦ss❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜① t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐❢ t❤❡
❞❡♠❛♥❞❡❞ ❝✉rr❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ τcomp✱ t❤❡♥ t❤❡
❖①✐❣❡♥ ❙t❛r✈❛t✐♦♥ ✭❖❙❚✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s ❛s ♠❛❞❡ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s ✐♥ ❬✽❪✳
❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s str❛t❡❣②✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❍②❞r♦❣❡♥ ♠❛ss ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ st♦r❡❞ ❍②❞r♦❣❡♥✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ ❛s ♠✉❝❤ ❝✉rr❡♥t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ♠✉❝❤ ❤②❞r♦❣❡♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱
❛♥❞ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❝✉rr❡♥t ❞❡♠❛♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s
✈❛r✐❛❜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❧❡❛st ♠♦♥✐t♦r❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦❧②③❡r t♦ ❣❡t ❍②❞r♦❣❡♥ ❢r♦♠ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❛t❡r ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛✐♠ ❛t ❛✉t♦✲s✉✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐t
❬✾✺✱ ✾✻❪✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t✇♦ ♠❛✐♥ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✿ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❖①②❣❡♥ ❡①❝❡ss r❛t✐♦✱ t❤❛t ✐s
❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❍②❞r♦❣❡♥✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡
❧♦♥❣✲t❡r♠ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ ♦t❤❡r ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡ss✉r❡s✱
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❤✉♠✐❞✐t②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜✉t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ♦♠✐tt❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦✇❡r ❝♦♥tr♦❧
♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

✸✳✷✳✹✳✸ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r

❚❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❝❧❡❛♥ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ P❊▼❋❈ ♦♥❧② ♥❡❡❞s ❍②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ❖①②❣❡♥ ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s s♠❛❧❧ st❛rt
t✐♠❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧♦✇ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■ts ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t♦ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ t❤✉s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡✲
❣✐❡s ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✇❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❞✉❡ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥t❡r✲
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❢❛st ♣♦✇❡r ✉♥✐t ✭❜❛tt❡r②✱ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ♦r t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✮
❬✾✼❪✱ ❤❛s ♠❛❞❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s ♠♦r❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❛♥❞ s❛❢❡r ❢♦r ✜①❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✾
❙❡r✐❛❧ ❛♥s P❛r❛❧❧❡❧ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ✇❤❡r❡ ❆❊❙❙ ♠❡❛♥s ❆✉①✐❧✐❛r②
❊♥❡r❣② ❙t♦r❛❣❡ ❙②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ♣❧❛♥t ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ ♣♦✇❡r r❡❧✐❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❛✉t♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ♣♦✇❡r st♦r❛❣❡ ✉♥✐ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s ❛s ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡❧✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❡❧❡♠❡♥t✿ t❤❡ ♦❜t❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❍②❞r♦❣❡♥✲❜❛s❡❞ ❢✉❡❧✳ ❊✈❡♥ t❤❡ P❊▼❋❈ r❡q✉✐r❡s ❤✐❣❤❧② ♣✉r❡ ❍②❞r♦❣❡♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❣♦♦❞ r❡❛❝t✐♦♥s ❬✷✾❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s r❡q✉✐r❡ ❛❝✐❞s ♦r ❣❛s❡s t❤❛t
❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❬✺❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ r❡❛❝t❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ❜② ✐ts❡❧❢✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣❧❛♥t ♣r♦❥❡❝t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ♣❧❛♥ts r❡❝❡✐✈❡ s♦♠❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧s
❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❍②❞r♦❣❡♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❛s t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
✇✐t❤ s♦♠❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ❡q✉✐♣♠❡♥ts t❤❛♥ ♦t❤❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s
❛r❡ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❣♦♦❞ ❜❛❝❦✉♣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ♥♦ ♣r♦❞✉❝t✐✈✲
✐t② ✐♥ ✇✐♥❞ ♦r s♦❧❛r ♣❧❛♥ts✱ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s ❝❛♥ s✉♣♣❧② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢
r❡q✉✐r❡❞✳
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❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚ ❖◆ ▲❆❘●❊ ❙❈❆▲❊ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❘❊◆❊❲❆❇▲❊ P❖❲❊❘
●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ❋✉❡❧ ❝❡❧❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s

✸✳✷✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ s✉♠♠❛r② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ✐t ❣❛t❤❡rs t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❤❡❧♣ ♦r ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♣r❡t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❜❛s✐❝ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ t❤❡s✐s ✇❡r❡ r❡❝❛❧❧❡❞✳ ■♥ ❛ ✜rst ♣❛rt✱ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥
t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ✇❛s ❣✐✈❡♥✿ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❡r❡ ❧✐st❡❞ ✭❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✱ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✮✱
t❤❡✐r ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞
♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ❤♦✇ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧
♠❡t❤♦❞s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣♦✇❡r
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❝♦♥tr♦❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝✱ ✇✐♥❞✲❜❛s❡❞✱ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❛♥❞ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✇❛s t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤♦s❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♥tr♦❧
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡✐r
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✱ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✳
❲❤❡♥ r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❧❛♥ts✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐t❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡
✐♥❞❡❡❞ s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ❧❛r❣❡ ♣♦✇❡r ♣❧❛♥t✳

✹✹



✸✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✹✺

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❘❡❧❡✈❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

●❡♥❡r❛t♦r

❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❉✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s

❍②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝

• ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
• P♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ts ✭●❲✮ ✐♥ s❛♠❡ ❢❛❝✐❧✐t②
• ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✭♣♦✇❡r✱❢r❡q✉❡♥❝②✮
❤❛✈❡ ❣♦♦❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ str♦♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳
• ▼✐❝r♦❣❡♥❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥
♥❛t✉r❛❧ ❛✤✉❡♥ts ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♠♣❛❝t✳
• ❉✐r❡❝t ❣r✐❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✇❡r✳
• P♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛t ❛♥② t✐♠❡✳

• ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ❧♦❛❞ ❝❤❛♥❣❡ r❡q✉✐r❡s
t❡♥t❤s ♦❢ s❡❝♦♥❞s ✭●♦✈❡r♥♦r✰❚✉r❜✐♥❡✰
●❡♥❡r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s✮✳
•▼❛ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❞❡♠❛♥❞s
❣r❡❛t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❛r❡❛s ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
• ❋❛✉❧t② ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ t✉r♥ ✐♥t♦
❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦✇❡r ❣r✐❞✳ ❙❡❝✉r✐t②
str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳

❲✐♥❞ ❚✉r❜✐♥❡

• ❖♣❡r❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢
❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs✭✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡s✮✳
• ❊❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛❧❧♦✇s
♠❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥
✐s♦❧❛t❡❞ ❛r❡❛s ♦r ❡✈❡♥ ❝✐t✐❡s✴t♦✇♥s✳
• ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✭♣♦✇❡r✱❢r❡q✉❡♥❝②✮
❤❛✈❡ ❣♦♦❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ str♦♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳
• ❲✐t❤ ♣♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ♠♦❞✉❧❡s✱ ❝♦♠♣❧❡t❡
✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ❣r✐❞✱ ❡♥s✉r✐♥❣
♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ q✉❛❧✐t②✳
• ▼✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❛❧s
t♦ ❡♥s✉r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣✳
•❈✉rr❡♥t ✐♥t❡r❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ s❤❛❞♦✇✐♥❣
❡✈❡♥ts ❢♦r ❜❡tt❡r ▼PP❚ str❛t❡❣✐❡s✳

•❯♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ❝❛❧♠ ♦r str♦♥❣ ✇✐♥❞s✳
•▼❛ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❧❛r❣❡
❧❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✇✐♥❞ ❢❛r♠s✳
•❲✐♥❞ ❢❛r♠s ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ s♣❡❝✐❡s t❤❛t ❧✐✈❡s
♥❡❛r t♦ ✐t✳

P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝

• ❙❝❛❧❛❜❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✇❡❧❧ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥
❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❡s✳
• ▼✐♥♦r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ r❡q✉✐r❡❞✳
• ❯s✐♥❣ ♣♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❞✐r❡❝t ❣r✐❞
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳
• ❊①❝❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ❢♦r ❞❛r❦t✐♠❡
♦♣❡r❛t✐♦♥✳

• ❉✐r❡❝t ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞
t♦ ❞❛②❧✐❣❤t t✐♠❡✳
• ▼❛ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞s ❧❛r❣❡
s♦❧❛r ❢❛r♠s✳
• ❙t✐❧❧ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ Pr♦✜t❛❜✐❧✐t②
✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠✳
• ▲✐❢❡s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s✿ ❛❜♦✉t ✷✵ ②❡❛rs

❋✉❡❧ ❈❡❧❧

• ■t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❝❧❡❛♥❡st ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
✐❢ P❊▼❋❈ ✐s ✉s❡❞✳
• ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤✐❣❤❧② ❛❞❛♣t❛❜❧❡ t♦ ❡♠❜❛r❦❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
• ●❡♥❡r❛t❡s ♣♦✇❡r ✐❢ ❍②❞r♦❣❡♥✲❜❛s❡❞ ❢✉❡❧
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❯s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❧②③❡r ❛s ❝✉rr❡♥t
❍②❞r♦❣❡♥ ❣❡♥❡r❛t♦r✳
• ❍✐❣❤ ♣♦✇❡r ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ s♦♠❡
❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s ♠♦❞✉❧❡s✳

• ❙❧♦✇ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❞✉❡ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❡❧❡♠❡♥ts ✭❛✐r ❝♦♠♣r❡ss♦r✱ ✈❛❧✈❡s✮✳
• ●r✐❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦r ❡✈❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
r❡q✉✐r❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢❛st st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡✳
• ❍②❞r♦❣❡♥✲❜❛s❡❞ ❢✉❡❧ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✳
• str✐❝t ♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣
❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❞❛♠❛❣❡ ❞✉❡ t♦ ❖❙❚✳

✹✺





❈❤❛♣t❡r ✹

❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉
❖◆ ▼❖❉❊▲ P❘❊❉■❈❚■❱❊

❈❖◆❚❘❖▲ ❆◆❉ ■◆❱❆❘■❆◆❚
❙❊❚❙

❈♦♥t❡♥ts
✹✳✶ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✶✳✶ ❯♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ▼P❈ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✹✳✶✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✹✳✶✳✹ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹✳✶✳✺ ❋✐♥❛❧ r❡♠❛r❦s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✷ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡ts ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✷✳✶ ❘♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞✲r❡❛❧ ❧❡♠♠❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✷✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❘P■ s❡ts ❢r♦♠ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✷✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❜② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✷✳✹ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✷✳✺ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✷✳✻ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦♣✐❝s✿

• ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡
▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s✳
▼❛♥② t❡①t❜♦♦❦s ❞✐s❝✉ss t❤✐s str❛t❡❣② ❬✶✼✱ ✹✶✱ ✾✽✱ ❄❪ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ♣❛rt
♦❢ t❤❡♠ ❢♦r ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❜② t❤❡ r❡❛❞❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❡t❛✐❧s
♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✶❪✱ ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛r❡
r❡❝❛❧❧❡❞✳

• ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s✱ t❤✐s ▲②❛♣✉♥♦✈✲❜❛s❡❞ t❤❡♦r② ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② t❡st ❢♦r
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❤❡r❡ st❛❜✐❧✐t② t❡sts ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✹✼



✹✽

❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉ ❖◆ ▼❖❉❊▲ P❘❊❉■❈❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❖▲ ❆◆❉
■◆❱❆❘■❆◆❚ ❙❊❚❙

✹✳✶ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧

❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭▼P❈✮✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t r❡❝❡❞✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥
❝♦♥tr♦❧ ♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✼✵✬s✱ ❛s ❝♦♠♠❡♥t❡❞ ✐♥
❬✶✼✱ ✹✶✱ ✾✽❪✳ ❚❤❡ ▼P❈ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss❡s ❬✶✼❪✱ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❬✸✸❪✱ ✈❡❤✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✾✶❪✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳
❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ▼P❈ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡s s❤♦✉❧❞ r❡❛❝❤ s♦♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
✈❛❧✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ❡♥t✐t②✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t s♦♠❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
✇♦✉❧❞ ❛❝t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ k t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❜❡st ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❛ss✉r❡s t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♣❡r✐♦❞
k+N ✱ ✇❤❡r❡ N ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ❛t t✐♠❡ k + 1 t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r ✈❛❧✉❡s✱ ❜② ❛ss✉r✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♣ t♦ k +N + 1✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳
▼P❈ ✐s ♥♦t r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❜✉t ✐♥st❡❛❞✱ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s
t❤❛t ✉s❡ ❛ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❡ s♦♠❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② ❛r❡ ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤
▼P❈✱ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t s♦♠❡ t❛s❦s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✿

• ❚♦ s❡❧❡❝t ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

• ❚♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞
❝♦♥str❛✐♥ts✳

• ❚♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t r❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❤♦r✐③♦♥ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥st❛♥t
t = k ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ t✐♠❡ t = k +N ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡s ✈❡❝t♦r✱ ♦❜t❛✐♥❡❞
❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇❤❡♥ N ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❛t ❡❛❝❤ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
❢♦r t❤❡ ▼P❈✲❜❛s❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts s❡t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ t❤❡ ▼P❈ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s
s✉❜❥❡❝t t♦ s❛t✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

✹✳✶✳✶ ❯♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ✜rst ♣❛rt✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥✳ ▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ s②st❡♠✿

xk+1 = Axk +Buk + Edk
yk = Cxk

✭✹✳✶✮

✇✐t❤ k ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡✱ xk, uk, dk, yk t❤❡ st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ✈❡❝✲
t♦rs ♦❢ ♦r❞❡r n,m, q ❛♥❞ o r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✱ ✐♥♣✉t✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♠❛tr✐❝❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s A ∈ ℜn×n✱ B ∈ ℜn×m✱ E ∈ ℜn×q ❛♥❞ C ∈ ℜo×n✳
❉❡✜♥❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r st❛t❡s ❛♥❞ ✐♥♣✉ts ✈❡❝t♦rs xs ❛♥❞ us ❢♦r s♦♠❡ ❡①♣❡❝t❡❞ st❡❛❞② st❛t❡

✹✽



✹✳✶✳ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✹✾

❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ds✳ ■❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A ❤❛s s♦♠❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❡q✉❛❧s t♦ 1✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✈❛❧✉❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡
s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s
✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s ys ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡s ds✱ ❜②
✉s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✶❪ ❢♦r ✜①✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✿

xs = C−1ys
us = B−1[(I −A)xs − Eds]

✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t B ❛♥❞ C ❛r❡ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ▼P❈✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ st❛t❡ tr❛❝❦✐♥❣
❡rr♦rs✱ ũk = uk−us ❛♥❞ x̃k = xk−xs ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞
st❡❛❞② st❛t❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ d̃k = dk−ds✱ ✐♥ ❛ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥
N ✱ ✇✐t❤ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r x̃N = xN − xs✳
❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ Jg ✭s✉❜✐♥❞❡① g st❛♥❞s ❢♦r ✧❣❡♥❡r❛❧✧✮ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r s❡q✉❡♥❝❡ s❡q✉❡♥❝❡ uuu = [u0...uN−1]

T ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s P = PT ≥ 0, Q =

QT s✉❝❤ t❤❛t Q− SuR
−1
u ST

u ≥ 0 ✐s✿

Jg =
1

2

(
x̃T
NPx̃N +

N−1∑

k=0

x̃T
kQx̃k +

N−1∑

k=0

ũT
kRuũk + 2

N−1∑

k=0

ũT
k Sux̃k

)
✭✹✳✸✮

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ✭✹✳✶✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst t❡r♠
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✭✐✳❡ t❤❡ ✜rst m ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✮ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
r❡s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✶✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛♥
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ◗✉❛❞r❛t✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭◗P✮ ❝♦♥t❡①t ❬✺✺❪✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r❡❞✐❝t❡❞ s②st❡♠ ✈❡❝t♦rs ♦❢ st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✿

xxx =
[

x1 · · · xN

]T
xsxsxs =

[

xs · · · xs

]T

uuu =
[

u0 · · · uN−1

]T
ususus =

[

us0 · · · usN−1

]T

ddd =
[

d0 · · · dN−1

]T
dsdsds =

[

ds0 · · · dsN−1

]T

✭✹✳✹✮

❘❡♠❛r❦✿ ■t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ds ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t❤❡ s❛♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ uuu ❛s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡s
❛♥❞ st❛t❡s ❡rr♦r ✈❡❝t♦rs ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡s ✈❡❝t♦r x0 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

xxx = Ωx0 + Γuuu+Θddd

x̃̃x̃x = Ω(x0 − xs) + Γ(u− usu− usu− us) + Θ(d− dsd− dsd− ds)
✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ ♠❛tr✐❝❡s Ω,Γ ❛♥❞ Θ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✿

Ω =




A

A2

✳✳✳
AN


 Γ =




B 0 · · · 0

AB B · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
A(N−1)B A(N−2)B · · · B


 Θ =




E 0 · · · 0

AE E · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
A(N−1)E A(N−2)E · · · E




✭✹✳✻✮
❇❡❢♦r❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ◗P ♣r♦❜❧❡♠✱ ❧❡t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✱
✇❤❡r❡ Q,Ru ❛♥❞ Su ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ P ✱ t❤❡ s❛♠❡
♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t ✭✹✳✸✮✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❘✐❝❛tt✐ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥ ❬✶✻❪
❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡❧❡❝t❡❞ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐❝❡s✳

QQQ = diag{Q · · ·Q P},RuRuRu = diag{Ru · · ·Ru},SuSuSu = diag{Su · · ·Su} ✭✹✳✼✮

✹✾



✺✵

❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉ ❖◆ ▼❖❉❊▲ P❘❊❉■❈❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❖▲ ❆◆❉
■◆❱❆❘■❆◆❚ ❙❊❚❙

❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞✱ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x̃̃x̃x ❛♥❞ ũ̃ũu ❛s✿

Jg =
1

2

(
x̃T
0 Qx̃0 + x̃TQx̃x̃TQx̃x̃TQx̃+ ũTRuũũTRuũũTRuũ+ 2ũTSux̃ũTSux̃ũTSux̃

)
✭✹✳✽✮

❆❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✹✳✺✮ ✐♥t♦ ✭✹✳✽✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✿

Jg = V̄ +
1

2
uTHuuTHuuTHu+ uTuTuT [K1K1K1(x0 − xs) +K2K2K2(d− dsd− dsd− ds)−HusHusHus] ✭✹✳✾✮

❲❤❡r❡ V̄ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✉✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

HHH = ΓTQQQΓ +RuRuRu + 2SuSuSuΓ❀ K1K1K1 = ΓTQQQΩ+SuSuSuΩ❀ K2K2K2 = ΓTQQQΘ+SuSuSuΘ. ✭✹✳✶✵✮

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ❤❛s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s uuu∗

uc ❛s✿

uuu∗
uc = −H−1H−1H−1[K1K1K1(x0 − xs) +K2K2K2(d− dsd− dsd− ds)−HusHusHus] ✭✹✳✶✶✮

❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜✐♥❞❡① uc ❢♦r t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❆◆❨ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✈❡❝t♦r
x0✳

✷✳ ❚❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜② ✉s✐♥❣ uuu∗
uc ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ▲✐♥❡❛r

◗✉❛❞r❛t✐❝ ❘❡❣✉❧❛t♦r ✭▲◗❘✮ ❬✹✶❪✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ▲◗❘ ✐s ❛♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢
▼P❈ ✇❤❡♥ N = ∞✳

✸✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❜✉t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ♥♦t ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✱ ❞✉❡ t♦
s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ st❛t❡s ❛♥❞✴♦r ❛❝t✉❛t♦rs ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s②st❡♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✹✳✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ▼P❈ s♦❧✉t✐♦♥

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✹✳✾✮✱ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts✱ ♦✉t♣✉ts ❛♥❞
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥ ❛♥② r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❬✶✼✱ ✹✶✱ ✾✽❪✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡ts r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥s ❢♦r t❤❡ st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts✱ ✐♥♣✉ts
❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

xk ∈ X ✇❤❡r❡ X = {xk ∈ ℜn : xmin ≤ xk ≤ xmax}
uk ∈ U ✇❤❡r❡ U = {uk ∈ ℜm : umin ≤ uk ≤ umax}
δuk ∈ δU ✇❤❡r❡ δU = {uk, uk−1 ∈ ℜm : δumin ≤ uk − uk−1 ≤ δumax}
dk ∈ D ✇❤❡r❡ D = {dk ∈ ℜq : dmin ≤ dk ≤ dmax}

✭✹✳✶✷✮

❊❛❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✹✳✶✷✮ ♠✉st ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❬✹✶❪✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥ts uk ❛♥❞ δuk s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧✇❛②s ❛ss✉r❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ ❛❝t✉❛t♦rs ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s ♠❛② ❜❡
✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✜①❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱
t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦✉t ♦❢ ✐ts ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✉❧ts ♦r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❍❡r❡✱

✺✵



✹✳✶✳ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✺✶

♦♥❡ ❝❛♥ t❛❧❦ ♦❢ s♦❢t ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛②s✱ ❜✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣r✐♦r✐ r❡s♣❡❝t❡❞✳
❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✜①❡s s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t②✱ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
✐ss✉❡s✳
❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ✉✱ ❛❢t❡r ✉s✐♥❣
t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❇❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❧❡t ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐t②✿

xmaxxmaxxmax =
[

xmax1 · · · xmax(N)

]T

xminxminxmin =
[

xmin1 · · · xmin(N)

]T

umaxumaxumax =
[

umax0 · · · umax(N−1)

]T

uminuminumin =
[

umin0 · · · umin(N−1)

]T

dmaxdmaxdmax =
[

dmax0 · · · dmax(N−1)

]T

dmindmindmin =
[

dmin0 · · · dmin(N−1)

]T

δumaxδumaxδumax =
[

δumax0 · · · δumax(N−1)

]T

δuminδuminδumin =
[

δumin0 · · · δumin(N−1)

]T

✭✹✳✶✸✮

❙t❛t❡s ❝♦♥str❛✐♥ts

❚❤❡ st❛t❡s ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

xmin ≤ xk ≤ xmax ✭✹✳✶✹✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

xk ≤ xmax

−xk ≤ −xmin
✭✹✳✶✺✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡s ✈❛❧✉❡s ✭✹✳✺✮✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❞
✇✐❧❧ ❜❡ s❛t✉r❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Γ,Ω ❛♥❞ Θ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✻✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥
✇r✐t❡ t❤❡ st❛t❡s ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s✿

Γuuu ≤ xmaxxmaxxmax − Ωx0 −Θdmaxdmaxdmax

−Γuuu ≤ −xminxxminxxminx +Ωx0 +Θdmindmindmin
✭✹✳✶✻✮

■♥♣✉ts ❝♦♥str❛✐♥ts

❚❤❡ ✐♥♣✉ts ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

umin ≤ uk ≤ umax ✭✹✳✶✼✮

❚❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✿

uk ≤ umax

−uk ≤ −umin
✭✹✳✶✽✮

❖♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✐♥♣✉ts ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❡①tr❡♠❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ✭✹✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
♠❛tr✐① IN×m✱ ✇✐t❤ N ❛s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ m t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

IN×muuu ≤ umaxumaxumax

−IN×muuu ≤ −uminuminumin
✭✹✳✶✾✮

✺✶
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■◆❱❆❘■❆◆❚ ❙❊❚❙

■♥♣✉t✬s s❧❡✇ r❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ s❧❡✇ r❛t❡ ♦❢ ✐♥♣✉ts ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

δumin ≤ uk − uk−1 ≤ δumax ✭✹✳✷✵✮

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛s✿

uk − uk−1 ≤ δumax

−uk + uk−1 ≤ −δumin
✭✹✳✷✶✮

❖♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ✐♥♣✉t✬s s❧❡✇ r❛t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥♣✉t
u−1 ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ ✭✹✳✺✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Eδuuu ≤ δumaxumaxumax + E−1u−1

−Eδuuu ≤ −δuminuminumin − E−1u−1
✭✹✳✷✷✮

✇✐t❤ Eδ ❛♥❞ E−1 ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Eδ =




Im 0 · · · 0

−Im Im · · · 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0 · · · −Im Im


 E−1 =




Im
0
✳✳✳
0


 ✭✹✳✷✸✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥str❛✐♥ts P♦❧②❤❡❞r❛❧

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✻✮✱ ✭✹✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✷✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✉ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t✿

Luuu ≤ W (x0, u−1) ✭✹✳✷✹✮

✇❤❡r❡ L ❛♥❞ W (x0, u−1) ❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❧✐♥❡ ❜② ❧✐♥❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
W ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ x0 ❛♥❞✱ ✇❤❡♥ s❧❡✇ r❛t❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞✱ ❛❧s♦ ♦❢ u−1✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧
t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ✐♥♣✉ts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✿

W = ∆+ ξ̄x0 + ξ̄uu−1

❲✐t❤✱ L =

[
φ

−φ

]
W =

[
∆̄

−∆

]
+

[
−ξ

ξ

]
x0 +

[
−ξu
ξu

]
u−1

✭✹✳✷✺✮

φ =




Γ

IN×m

Eδ


 ∆̄ =



xmax −Θdmaxdmaxdmaxxmax −Θdmaxdmaxdmaxxmax −Θdmaxdmaxdmax

umaxumaxumax

δumaxδumaxδumax


 ∆ =



xmin −Θdmindmindminxmin −Θdmindmindminxmin −Θdmindmindmin

uminuminumin

δdminδdminδdmin




ξ =




Ω

0N×m

0N×m


 ξ−1 =



0N×m

0N×m

E−1




✭✹✳✷✻✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

min
uuu

1
2u

THuuTHuuTHu+ uTuTuT [K1K1K1(x0 − xs) +K2K2K2(d− dsd− dsd− ds)−HusHusHus]

s✉❜❥❡❝t t♦ Luuu ≤ W
✭✹✳✷✼✮

❲❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❛✐♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✺✮✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t♦♦❧s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✼✮ t❤❛t ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ uuu∗

c = [u∗
0 · · ·u∗

N−1]
T ✱ ✇❤♦s❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐❧❧ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿

uuu∗
c ∈ Uc ✇❤❡r❡ Uc = {uuu ∈ ℜN×m : Luuu ≤ W} ✭✹✳✷✽✮

✺✷



✹✳✶✳ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✺✸

✹✳✶✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♥♦t t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ✭✹✳✷✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❞❡❧✐✈❡rs ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
s♠❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛♥② ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❡✈❡r② st❡♣✱ t②♣✐❝❛❧❧②
s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡✳
❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡r✐♦r✲♣♦✐♥t ✭❜❛rr✐❡r✱ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠✐❝ ❜❛rr✐❡r✮✱ ❛❝t✐✈❡ s❡t ♦r ♦t❤❡r ❣r❛❞✐❡♥t✭◆❡✇t♦♥✮✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❬✹✶✱ ✺✺❪ t❤❛t ❛r❡ st✐❧❧ ✉s❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✱ ♦r t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♦t❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s r❡s✉❧t ❡✛❡❝t✐✈❡✳
❙♦♠❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸✽✱ ✾✾❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs✱ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢
s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡
♠♦st ❡①♣❧♦r❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛t❡s ❛♥❞✴♦r ✐♥♣✉t ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ s②st❡♠✱
t②♣✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ♥♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡s ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
s✉❝❤ ❛s ❬✶✵✵✱ ✶✵✶❪ ✉s❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝✉rr❡♥t st❛t❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡♥✱ s♦♠❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❛♥❞ ✉s❡❞ ❛s ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ✐s ❛ ✈✐t❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r
t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠❡r❣❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥t♦ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ♣♦❧②t♦♣❡s ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥ ❬✹✶❪ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛t❡s s❡t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡
✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥s ♣♦❧✐❝✐❡s
❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡ t❤❛t ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❡♥✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r ✐s ♠❛❞❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ st♦r✐♥❣ ❞❛t❛ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❬✹✶❪ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ✐s
❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✐♥ ❬✷✹✱ ✻✷❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❞♦❝✉♠❡♥t ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❬✼✱ ✽❪✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✼✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Uc✱ ♦♥❡ ❤❛✈❡✿

uuu∗
c = min

uuu∈Uc

1
2u

THuuTHuuTHu+ uTuTuT [K1K1K1(x0 − xs) +K2K2K2(d− dsd− dsd− ds)−HusHusHus]

uuu∗
c = min

uuu∈Uc

1
2u

THuuTHuuTHu+ uTuTuT [K1K1K1x0 + fs]
✭✹✳✷✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ fs ❣❛t❤❡rs t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡❝t♦r ❛s✿

fs =K1K1K1xs +K2K2K2(ddd− dsdsds)−HusHusHus ✭✹✳✸✵✮

❚❤❡ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✭✹✳✷✾✮ ❤❛s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✉✱ ❛s s❡❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ c ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t✿

1

2
uTHuuTHuuTHu+ uTuTuT [K1K1K1x0 + fs] = c ✭✹✳✸✶✮

✭✹✳✸✶✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐♥ ℜ2 ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r ✐♥✿

uuu∗
uc = −HHH−1[K1K1K1x0 + fs] ✭✹✳✸✷✮

❚❤❛t ✐s ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❡❧❧✐♣s♦✐❞ t❤❛t ✐♥t❡r❝❡♣ts t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡❣✐♦♥ Uc✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r
uuu∗
uc ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✐♥t❡r❝❡♣ts Uc ❛♥❞ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ✇✐❧❧

✺✸
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❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳

u0

u1

∆

∆

Uc

u*uc

u*c

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ●❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗P ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✈✐❛ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡
❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

ũuu =HHH1/2uuu ✭✹✳✸✸✮

❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❛t t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥t♦ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ũuu✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

ũuu∗
c = min

ũuu∈Ũc

1
2ũ

T ũũT ũũT ũ+ ũTũTũT [H−1/2K1H−1/2K1H−1/2K1x0 +H−1/2H−1/2H−1/2fs]

Ũc = {ũ̃ũu ∈ ℜN×m : L̃ũ̃ũu ≤ W}
✭✹✳✸✹✮

❲✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ Ũc ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✸✮✮ ✿

φ̃ũuu ≤ ∆̄− ξx0 − ξuu−1 ✭✹✳✸✺❛✮

−φ̃ũuu ≤ −∆+ ξx0 + ξuu−1 ✭✹✳✸✺❜✮

❲✐t❤ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♥♦✇ ✐s
t♦ ✜♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s♣❤❡r❡ ❝❡♥tr❡❞ ✐♥ ũuu = −HHH−1/2[K1K1K1x0+fs] t❤❛t ✐♥t❡r❝❡♣ts t❤❡ s❡t Ũc✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ũuu∗

c t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ uuu ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✭✹✳✸✸✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ũuu∗

uc ✭t❤❡
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✮ ✐♥t♦ t❤❡ s❡t Ũc ✭t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ss✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❊✉❝❧✐❞✐❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ũuu∗

c ✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ũuu ∈ ℜ2 ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳

✺✹



✹✳✶✳ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✺✺

u0

u1

Uc

uuc

uc

~

~
~

~*

~*

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ●❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♦r❞❡♥❛t❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st q✉❛♥t✐t② ♦❢ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✿

◆♦t❛t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① M ❛♥❞ l ∈ N✱ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ✭✹✳✸✺✮✳❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Ml ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉❜♠❛tr✐① ♦❢ M ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛t l ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡✐r ❝♦❧✉♠♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ l = {2, 8}✱ Ml = {M2,M8} t❤❡ s✉❜♠❛tr✐①
✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❡✐❣❤t ❧✐♥❡s ♦❢ M ✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛❢t❡r ✜♥❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ L̃ũuu ≤ W

♦❢ ✭✹✳✸✹✮ ❛r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ũuu∗
uc✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥

qL = r❛♥❦ (φ) ✭s❡❡ ✹✳✷✺ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ φ✮ ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡t l ❛t ◆♦t❛t✐♦♥ ✹✳✶✳ ◆♦✇✱
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿

• ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ s❡t l✱ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥
✭✹✳✸✺✮✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s s❡❡♥ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❡s ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

• ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ s❡t ✈❡❝t♦r ∆✱ ✐❞❡♥t✐✜❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t❡r♠s ✐♥ l ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
❛t ✭✹✳✸✺❛✮ ♦r ❛t ✭✹✳✸✺❜✮✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∆ = ∆̄l if φ̃lũuu = ∆̄l − ξlx0 − ξulu−1

∆ = −∆l if φ̃lũuu = ∆l + ξlx0 − ξulu−1
✭✹✳✸✻✮

• ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥❛❝t✐✈❡ s❡t s✱ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❝t✐✈❡ ✭r❡✲
s♣❡❝t❡❞✮✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡t ❛♥❞
❛❝t✐✈❡ s❡t ✈❡❝t♦r✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❬✹✶❪ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② s♦♠❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛t ✭✹✳✸✺❛✮✱ ✭✹✳✸✺❜✮✳
❚❤✐s ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣❛✐r (l,∆) ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
✭❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦❢ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✮✿

φ̃lũuu = ∆− ξlx0 − ξulu−1 ✭✹✳✸✼✮

✺✺
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❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈❡ ❢❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ũuu∗

c ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ✭♠✐♥✐♠❛❧ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♥❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ũuu∗

uc

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳ ❬✹✶❪❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❢❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✭✹✳✸✼✮ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿

S{[φ̃lφ̃
T
l ]

−1[φ̃lũuu−∆+ ξlx0 + ξulu−1]} ≤ 0 ✭✹✳✸✽❛✮

−∆s ≤ φ̃sũuu+ ξsx0 − φ̃sφ̃
T
l [φ̃lφ̃

T
l ]

−1[φ̃lũuu−∆+ ξlx0 + ξulu−1] ≤ ∆̄s ✭✹✳✸✽❜✮

❲❤❡r❡ S ✐s ❛ s✐❣♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t ✐ts (k, k) − th ❡♥tr② ✐s Skk = 1 ✐❢ ∆k = −∆lk ❛♥❞
Skk = −1 ✐❢ ∆k = ∆̄lk✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Xl ❛t t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡
❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✹✳✸✽✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

S{[φ̃lφ̃
T
l ]

−1G(x0, u−1, fs)} ≤ 0

−φ̃sHHH
−1/2(K1K1K1x0 + fs) + ξsx0 + ξulu−1 − φ̃sφ̃

T
l [φ̃lφ̃

T
l ]

−1G(x0, u−1, fs) ≤ ∆̄s

φ̃sHHH
−1/2(K1K1K1x0 + fs)− ξsx0 − ξulu−1 + φ̃sφ̃

T
l [φ̃lφ̃

T
l ]

−1G(x0, u−1, fs) ≤ ∆s

✇❤❡r❡ G(x0, u−1, fs) = −φ̃lHHH
−1/2(K1K1K1x0 + fs)−∆+ ξlx0 + ξulu−1

✭✹✳✸✾✮

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢ x0 ∈ Xl✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ uuu∗
c s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

uuu∗
c =HHH−1/2φ̃T

l [φ̃lφ̃
T
l ]

−1(∆− ξlx0 − ξulu−1)−HHH−1/2[I − φ̃T
l [φ̃lφ̃

T
l ]

−1φ̃l]HHH
−1/2(K1K1K1x0 + fs) ✭✹✳✹✵✮

✇❤❡r❡ φ̃l✱ ξl✱ ξu ❛♥❞ ∆ ❞❡✜♥❡❞ ❛t ✭✹✳✸✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✻✮✱ ❛♥❞ fs✱ K1K1K1 ❞❡✜♥❡❞ ❛t ✭✹✳✸✵✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✵✮ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ uuu∗
wc t♦ t❤❡

❛❝t✐✈❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛t t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ Ũc✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✸✺✮✳
❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡
x0✱ ♣❛st ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ u−1 ✐❢ r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t N − step ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ddd ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s xs✱ uuus ❛♥❞ ddds✳

✹✳✶✳✹ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

❚❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✱
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
s❡t Ũc ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ✐t✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡✳ ❍❡r❡✱ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✉s❡❞ ✐♥ ❬✻❪ ❢♦r
✜①✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❬✹✶❪ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛♥❞
❡①♣❧♦r❡❞✳
▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❛❝❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ũuu ∈ ℜ2✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❣✐♦♥s R1 t♦ R8

t❤❛t ❛r❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡t Ũc✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✱ ✇❤❡r❡ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s❡t ✐♥❞❡①❡s ❢♦r t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts l = l1, l2, l3, l4 ❚❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ❤❡❧♣s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞
❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ũuu∗

uc✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s♣❛❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✐❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ R1✱ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥❡q✉❛❧✐t② l3 ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s ♣❧❛♥❡✳ ❇✉t ✐❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥ R4✱ t❤❡♥ ❝♦♥str❛✐♥ts l1 ❛♥❞ l4 ❛r❡

✺✻
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u0

u1

Uc

~

~~ ℓ1

ℓ2
ℓ3

ℓ4

R1

R2

R3

R4

R5

R6

R7

R8

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡

✈✐♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡❞❣❡ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❛r t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❝❛♥ r❡♠❛✐♥ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ Ũc✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✉st
❜❡ r❡✈✐s❡❞✳ ❋♦r ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s✱ ❧❡t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡♠♣♦r❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ũ̃ũu′✱ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛❢t❡r ✉s✐♥❣ ✭✹✳✹✵✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡s✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ✭s❡❡ ❬✻❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✿

• ❈❛s❡ ✶✿ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❆▲▲ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ũ̃ũu′ ❛r❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❡t Ũc✱ ✐t ✐s s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❈▲❖❙❊❙❚
✈❡rt❡① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ũuu∗

uc✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡
✐s ❣✐✈❡♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ l3 t❤❛t ❞✐✈✐❞❡s R2 ❛♥❞ R3✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ũ̃ũu′ t♦✉❝❤❡s t❤❡ ❧✐♥❡ l1✱ st❛②✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡❞❣❡ a

✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s s♦❧✉t✐♦♥✱ ũuu∗
c

Uc

~ ℓ1

ℓ3

R1

R2

R3

R4

uuc
~*

u
~'

a

uc
~*

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈❛s❡ ✶✳

• ❈❛s❡ ✷✿ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ũ̃ũu′ ✐♥❝❧✉❞❡s ✈❛r✐♦✉s ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥
✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Ũc ❛♥❞ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢

✺✼
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❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉ ❖◆ ▼❖❉❊▲ P❘❊❉■❈❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❖▲ ❆◆❉
■◆❱❆❘■❆◆❚ ❙❊❚❙

❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ũ̃ũu′ ✜♥✐s❤ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s❡t✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ ❈❛s❡ ✶✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥ R4✱ ❝❧♦s❡ t♦ R5✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ũuu∗

uc ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥st t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥str❛✐♥ts ❛t l1 ♦r l4✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ l1 ✐s ♠❛r❦❡❞ ❛s t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ũ̃ũu′✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s
♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡rt❡① b ✐s s✉✐t❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛t l4 ✐s ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ Ũc✱ t❤❛t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ b ✭s♠❛❧❧❡r ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ũuu∗

c ✳

Uc

~
ℓ1

ℓ4 R3

R4

uuc
~*

u
~'

b

uc
~*

R5

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈❛s❡ ✷✳

✹✳✶✳✺ ❋✐♥❛❧ r❡♠❛r❦s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ r❡♠❛r❦s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ◗P ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r t❤❡ r❡❝❡❞✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳
❚❤❡ ✜rst r❡♠❛r❦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ❤❡r❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❢♦r ❡❛s✐❡r r❡❛❞✐♥❣✿

min
uuu

1
2u

THuuTHuuTHu+ uTuTuT [K1K1K1(x0 − xs) +K2K2K2(d− dsd− dsd− ds)−HusHusHus]

s✉❜❥❡❝t t♦ Luuu ≤ W
✭✹✳✹✶✮

❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ uuu∗
uc = −HHH−1[K1K1K1x0 + fs]✱ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡

♠❛tr✐① ❍ ✐s ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈♦❦❡s t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ t✇✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡ ✐ts
s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐s ❛ss✉r❡❞ ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬✹✶✱ ✺✺❪✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡♠❛r❦ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛
❝♦♥✈❡① s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❬✹✶❪ ❆ s❡t S ∈ ℜn ✐s ❝♦♥✈❡① ✐❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❥♦✐♥✐♥❣ ❛♥② t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡
s❡t ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ x1✱ x2 ∈ S t❤❡♥ λx1 + (1 − λ)x2 ♠✉st ❜❡❧♦♥❣ t♦
S ∀ λ ∈ [0, 1]✳

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢
♥✉♠❡r✐❝✲❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥ts✱ ❜❛rr✐❡r ❬✹✶✱ ✺✺❪✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♠✉st ❜❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡① ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t❤❡
✈❡❝t♦r W ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡s ❛♥❞ ♣❛st ✐♥♣✉ts ✭s❡❡ ✭✹✳✷✺✮✮✱
♠❛❦✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✳
■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t Uc ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❞✉❡ t♦ ❝✉rr❡♥t s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡s

✺✽



✹✳✶✳ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✺✾

✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t ♣❛rt ❛t W ✳ ❲❤❡♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ ✐t
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢♦r✱ ❛t ❧❡❛st✱ ❛ss✉r✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❥❡❝t❡❞
✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡s ❛t L ❛♥❞ W t❤❛t ❛r❡ ♦♥❧② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡
s②st❡♠ ✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ t✉r♥s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ st❛t❡s ♦r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛r❡
♦✉t ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛s♣❡❝t t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✇❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐s s❤♦✇♥ ♥❡①t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠

❘❡q✉✐r❡✿ ❖✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ◗P ♠❛tr✐❝❡s✿ Γ,Ω,Θ,HHH,K1K1K1,K2K2K2✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✵✮
❘❡q✉✐r❡✿ ❖✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛tr✐❝❡s✿ φ, ∆̄,∆, ξx, ξu ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✷✻✮✳ ■❢
r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ♠✉st ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❙❚❆❘❚
❙✶✿ ❆t t❤❡ ✐♥st❛♥t t = k✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥str❛✐♥ts ũuu∗

uc ❛s ✭✹✳✸✷✮✱ ❛♥❞
t❤❡♥✱ ❛♣♣❧② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✸✮✳
❙✷✿ ❱❡r✐❢② ũuu∗

uc ∈ Ũc✳
✐❢ ũuu∗

uc ∈ Ũc t❤❡♥
●♦ t♦ ❙✸✳

❡❧s❡
❛✮ ❋✐♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts l ❜② ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❧✐♥❡ ❜② ❧✐♥❡ ✭✹✳✸✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s
φ̃l✱ ξl ❛♥❞ ∆ ✐♥ ✭✹✳✸✻✮
❜✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ v✳
❝✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ũ̃ũu′ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❜② ✉s✐♥❣ ✭✹✳✹✵✮✳
❞✮ ❇✉✐❧❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ŨRc = {ũ̃ũu′ ∈ (Ũc ∪ v)}
❡✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s d̄ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛t Ũrc✳
❢✮ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡t ŨRc ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
ũuu∗
c = min

d̄
Ũrc

❡♥❞ ✐❢
❙✸✿ ❯s❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ s❡❧❡❝t t❤❡ ✜rst m ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ uuu∗

c ❛s
❝♦♥tr♦❧ ✈❛❧✉❡✱ u0 = u∗

c ✳ ■❢ r❡q✉✐r❡❞✱ s❡t u−1 = u0 ❢♦r t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳
❙✹✿ ❲❛✐t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ❙✶✳

✹✳✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✐♥ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡
✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ◗✉❛❞r❛t✐❝ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✇❛s ❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❬✻✱ ✹✶❪ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
t❤❛t r❡s♣❡❝ts t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ s♦♠❡
❡❧❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧✇❛②s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛
❝♦♥✈❡① ♦♥❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ▼P❈ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s❡❞✳

✺✾
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✹✳✷ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡ts ❈♦♥str✉❝t✐♦♥

■♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
♦❢ st❛❜❧❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ❬✶✵✷❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s s❛✐❞ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s②st❡♠ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥t♦ t❤❛t
s❡t ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❧❡❛✈❡ ✐t ❬✶✵✸❪✱ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ s♦♠❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s
t✉r♥s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❡①♦❣❡♥♦✉s
❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❘♦❜✉st P♦s✐t✐✈❡❧②
■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡ts ✭♠❘P■✮ ✭s❡❡ ❬✶✵✹✱ ✶✵✺✱ ✶✵✻❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡rt✉r❜❡❞ s②st❡♠✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ r♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❛♥❞
♠❘P■ s❡ts ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ❢♦r ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞
❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✶✵✻❪✳

Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡✿

xk+1 = Axk +Buk + Edk; yk = Cxk ✭✹✳✹✷✮

✇✐t❤ k ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡✱ xk, uk, dk, yk ❛r❡ t❤❡ st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts
✈❡❝t♦rs ♦❢ ♦r❞❡r n,m, q ❛♥❞ o r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✱ ✐♥♣✉t✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♠❛tr✐❝❡s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✱ ❛s A ∈ ℜn×n✱ B ∈ ℜn×m✱ E ∈ ℜn×q ❛♥❞ C ∈ ℜo×n✳ ❍❡r❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞
❛ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ uk = −Kxk✳ ❚❤❡ s②st❡♠
t✉r♥s ✐♥t♦✿

xk+1 = (A−BK)xk + Edk
xk+1 = Āxk + Edk

✭✹✳✹✸✮

❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥ K ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♥② s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ K ❤❛s
t♦ ❛ss✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛tr✐① Ā ❛r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❝✐r❝❧❡✳ ❍❡r❡
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s dk ✇✐❧❧ ❜❡ d̄ = sup dk✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞s ❢♦r dk✿

dk ∈ D ✇❤❡r❡ D = {dk ∈ ℜq : dmin ≤ dk ≤ dmax, ∀k ≥ 0} ✭✹✳✹✹✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡
t✐♠❡ s②st❡♠s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳ ✭▲②❛♣✉♥♦✈ ❋✉♥❝t✐♦♥s✮

▲❡t V (xk) : ℜn → ℜ ❜❡ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s V (xk) = xT
k Pxk ✇✐t❤ ❛ ♠❛tr✐①

P > 0✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s xk+1 = Axk✳ ■❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ∆V (x) := V (xk+1)− V (xk) ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∆V (x) = V (xk+1)− V (xk) ≤ −φ(‖xk‖)
xT
k (A

TPA− P )xk ≤ −φ(‖xk‖)
✭✹✳✹✺✮

✇❤❡r❡ φ ✐s ❛ κ✲❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❡♥s✉r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① P ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

ATPA− P < 0 ✭✹✳✹✻✮

✻✵



✹✳✷✳ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡ts ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ✻✶

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ▲②❛♣✉♥♦✈ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r st❛❜❧❡
♣❡rt✉r❜❡❞ s②st❡♠s ✭✹✳✹✸✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❘♦❜✉st P♦s✐t✐✈❡ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡

❚❤❡ s❡t Π ∈ ℜn ✐s ❛ r♦❜✉st ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭❘P■✮ s❡t ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ s②st❡♠ ✭✹✳✹✸✮ ✇✐t❤
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s dk ✐❢ ❢♦r ❛♥② xk ∈ Π, ∀k > N+ ❛♥❞ ❛♥② dk ∈ D✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t xk+1 ∈ Π✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❯❧t✐♠❛t❡ ❇♦✉♥❞♥❡ss

■t ✐s s❛✐❞ t❤❛t ❛ s②st❡♠ ✐s ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✭❯❇✮ t♦ t❤❡ s❡t Π✱ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ x0 ∈ ℜn✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛
k∗ > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✭✹✳✹✸✮ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ x0 ❛♥❞ ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ❞✐st✉r❜❛♥❝❡
dk ∈ D✱ s❛t✐s✜❡s xk ∈ Π, ∀k > k∗✳

❘♦❜✉st ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭❘P■✮ s❡ts ❢♦r ♣❡rt✉r❜❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ❇♦✉♥❞❡❞✲r❡❛❧ ▲❡♠♠❛ ✭s❡❡ ❬✶✵✼❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤✐s ❧❡♠♠❛ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧
❘P■ s❡ts ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❜❛s❡❞ ❧❡✈❡❧ ❝✉r✈❡s✮✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ s❡ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s
♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❬✶✵✽❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ✐s r❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡
❬✶✵✺✱ ✶✵✻❪✮ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ♦✉t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❘♦❜✉st ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡t ✭♠❘P■✮ ❢♦r
s②st❡♠ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳

✹✳✷✳✶ ❘♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞✲r❡❛❧ ❧❡♠♠❛

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✿

xk+1 = Axk + Edk ✭✹✳✹✼✮

✇❤❡r❡ A ∈ ℜn×n ❛♥❞ E ∈ ℜn×q✱ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ V (xk) = xT
k Pxk ✇✐t❤

P > 0✳ ◆♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥st❛♥t γ > 0✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

∆V (x) = V (xk+1)− V (xk) ≤ γ2dTk dk − xT
k xk ✭✹✳✹✽✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✼✮ ✐♥ ✭✹✳✹✽✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

xT
k (A

TPA− P + In)xk + xT
k (A

TPE)dk + dTk (E
TPA)xk + dTk (E

TPE − γ2Iq)dk ≤ 0 ✭✹✳✹✾✮

❚❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲▼■✱ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇♦✉♥❞❡❞✲r❡❛❧ ▲❡♠♠❛ ❬✶✵✾❪✿
[
x

d

]T [
ATPA− P + In ATPE

ETPA ETPE − γ2Iq

] [
x

d

]
≤ 0 ✭✹✳✺✵✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❙❤✉r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✺✵✮ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘✐❝❛tt✐✲❧✐❦❡
q✉❛❞r❛t✐❝ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❤❡r❡ In ❛♥❞ Iq ❛r❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n ❛♥❞ q✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✿

ATPA− P + In −ATPE(ETPE − γ2Iq)
−1ETPA ≤ 0 ✭✹✳✺✶✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s dT d ≤ d̄T d̄✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ t✉r♥s ✐♥t♦✿

∆V (x) ≤ γ2dTk dk − xT
k xk ≤ γ2d̄Tk d̄k − xT

k xk < 0 ✭✹✳✺✷✮

❆♥❛❧②③✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❡❡♣❧② ✭✹✳✺✷✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t ∆V (x) ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐❢ t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ♦✉ts✐❞❡
♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧ Bw✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Bw = {xk ∈ ℜn : xT
k xk ≤ γ2d̄T d̄} ✭✹✳✺✸✮

✻✶
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■◆❱❆❘■❆◆❚ ❙❊❚❙

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ c✱ ❛♥② ❧❡✈❡❧ s❡t ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ Πc = {xk ∈ ℜn :

xT
k Pxk ≤ c}✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❜❛❧❧ Bw ✐s ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s

t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s❡t Πc r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❧ Bw ♦❢ r❛❞✐✉s γd̄✳ ■❢ t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡t ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐t ✇✐❧❧ t❡♥❞✱ ❛t st❡❛❞② st❛t❡ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② xk+n ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✱ t♦ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❘♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t Π∞✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡t
✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♠♦r❡ ❛❤❡❛❞✳
◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t xTx ≤ r2✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t xTPx ≤ λmax(P )r2 ✇✐t❤ r2 = γ2d̄T d̄✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✭❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧✮ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t Πc = Π̄ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Π̄ = {x ∈ ℜn : xTPx ≤ λmax(P )γ2d̄T d̄} ✭✹✳✺✹✮

x1

x2

Bw

Π=Πc
xk

xk+1

Π∞
xk+n

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡t ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

✹✳✷✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❘P■ s❡ts ❢r♦♠ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ♦♥❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢r♦♠ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ♦♥❡s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡
♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡ts ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ♦♥❡s✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ❤❡r❡ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ s❡t
✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
❜✐❣❣❡r✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❤r✐♥❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t Pv s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

Π̄(k + 1) ⊆ Pv ⊆ Π̄(k) ✭✹✳✺✺✮

t❤❡♥✱ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t Pv ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t s✐♥❝❡ Π̄(k) ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ Π̄(k + 1) ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s
t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣ ❛❤❡❛❞ s②st❡♠ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s st❛rt✐♥❣ ✐♥t♦ Π̄(k)✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ t❤❡ s❡t
Pv ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t Π̄(k)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ t❤❛t s❡t ❝♦♥✈❡r❣❡s
✐♥t♦ t❤❡ s❡t Π̄(k + 1) ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t k + 1✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡t Pv ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ Π̄(k + 1)

❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t k + 1✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥② ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ❜❡t✇❡❡♥ Π̄(k) ❛♥❞ Π̄(k + 1) ✇✐❧❧ ❜❡ ❛
♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✿

Π̄(k) = {x ∈ ℜn : xTPx ≤ λmax(P )µγ2d̄T d̄} ✭✹✳✺✻✮

✻✷



✹✳✷✳ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡ts ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ✻✸

✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t µ > 1✳ ❋r♦♠ ❬✶✵✻❪ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

Π̄(k + 1) = {x ∈ ℜn : xTPx ≤ [(λmax(P )− 1)µ+ 1]γ2d̄T d̄} ✭✹✳✺✼✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t Pv ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥② ✐♥♥❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t Π̄(k) ✇❤✐❝❤
✐♥❝❧✉❞❡s Π̄(k + 1)✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s ✭✹✳✺✺✮ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✶✵❪✳

▼✐♥✐♠✉♠ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❋♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✹✼✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡ts S(k)

❛♥❞ D t❤❛t ❞❡s❝r✐✈❡ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ S(k) ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❛tr✐① A✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧
s❡t ✐♥ ℜn ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ED ∈ ℜn✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

S(k + 1) = AS(k)⊕ ED, S(0) = Pv ✭✹✳✺✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ⊕ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢ s❡ts ❬✶✵✽❪✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭✹✳✺✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥t♦ ❛ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✿

S(k) = AkS(0)⊕
(

k⊕

i=1

Ai−1ED
)

✭✹✳✺✾✮

❘❡♠❛r❦ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ AkS(0) ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ k ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t✿

S(∞) ⊆ · · · ⊆ S(1) ⊆ S(0) ✭✹✳✻✵✮

✇❤❡r❡ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t st❛t❡s st❛rt✐♥❣ ❛t S(0) ❡✈♦❧✈❡ ✐♥t♦ S(1)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ S(0)✳ ▼♦r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ♣r♦♣❡rt② S(k+1) ⊆ S(k) ❤♦❧❞s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
s❡t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ s❡t S(∞) ✐s t❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ✭♠❘P■ s❡t✮✳

❙t♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ❬✶✵✹❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ s❤r✐♥❦✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛♥ n−❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛❧❧
♦❢ r❛❞✐✉s ǫ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ p−♥♦r♠ ✭t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ♥♦r♠✲✷✮✱ Bp

ǫ ✱ t❤❛t ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ st❛t❡s ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ AkS(0)✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ st♦♣ ❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ h∗✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s
❛♥ ♦✉t❡r ✲ǫ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✳
❋♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r ✭✹✳✺✾✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

S(k) = AkS(0)⊕
(

k⊕

i=1

Ai−1ED
)

= AkS(0)⊕ Ξ(k) ✭✹✳✻✶✮

◆♦✇✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t Ξ∞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ξ∞ = lim
k→∞

Ξ(k) =

∞⊕

i=i

Ai−1ED ✭✹✳✻✷✮

✻✸



✻✹

❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉ ❖◆ ▼❖❉❊▲ P❘❊❉■❈❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❖▲ ❆◆❉
■◆❱❆❘■❆◆❚ ❙❊❚❙

❚❤✐s s❡t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✿

Ξ∞ ⊆ S(k + 1) ⊆ S(k) · · · ⊆ S(0) ✭✹✳✻✸✮

▼♦r❡ ❞❡❡♣❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ Ξ∞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✻✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✹✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ k∗ ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥
❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

Ξ∞ = Ξ(k∗)⊕
(

∞⊕

i=k∗+1

Ai−1ED
)

✭✹✳✻✹✮

■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❢r♦♠ ✭✹✳✻✹✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s✿

Ξ∞ ⊆ Ξ(k∗) · · · ⊆ S(0) ✭✹✳✻✺❛✮

Ξ∞ ⊆ Ak∗S(0)⊕ Ξ(k∗) ⊆ S(0) ✭✹✳✻✺❜✮

Ξ∞ ⊆ Ak∗S(0)⊕ Ξ∞ ⊆ S(0) ✭✹✳✻✺❝✮

❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✐s s❛t✐s✜❡❞✿

Ak∗S(0) ⊆ Bp
ǫ ✭✹✳✻✻✮

❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ✇✐❧❧ ❜❡ Ξ(k∗)✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t S(0)✱ t❤❡ ♠❛tr✐① A ❛♥❞ t❤❡ ✧✜♥✐t❡✧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s k∗✳

✹✳✷✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❜② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡ts

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭✹✳✺✽✮ ❜✉t st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ S(0) ≃ 0✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡t✿

S(k) = AkS(0)⊕
(

k⊕

i=1

Ai−1ED
)

✭✹✳✻✼✮

✇❤✐❝❤✱ str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐s ❛ ♥♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r s②st❡♠ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❜✉t ❛♥ ✐♥♥❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k∗ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ ✭✹✳✻✼✮ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❛❧❧
✭❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✮✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(
∞⊕

i=k∗+1

Ai−1ED
)

⊆ Bp
ǫ ✭✹✳✻✽✮

❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ✧✐♥✜♥✐t②✧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲♣❡r❢♦r♠❡❞
✐t❡r❛t✐♦♥s ∞− k∗✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s A✱ E ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡
s❡t D✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡t Ak∗ED t♦ st♦♣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭✹✳✻✼✮✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t S(0) ✐s ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t r❡❛❧❧② s♠❛❧❧✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧②
❢r♦♠ t❤❡ s❤r✐♥❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ S(0) ✐s ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ ❛s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ s❡t S(0)✱ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✬s ♦r❞❡r✳ ■♥ ❢✉rt❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❤♦✇ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✜t❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳

✻✹



✹✳✷✳ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡ts ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ✻✺

✹✳✷✳✹ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡

❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡ts✳ ❖♥❝❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t
✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ♦✉t❡r ǫ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t ❤✐❣❤
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧✐♥❦s ✇✐t❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦✉♥❞❡❞✲r❡❛❧ ❧❡♠♠❛ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡tr✐❝ ♦❢ ❤♦✇ s♠❛❧❧ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t
❝♦✉❧❞ ❜❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ st❛❜❧❡ s②st❡♠ (λ1,2 = −4.50± 1.33j)✿

ẋ(t) =

[
−5 2

−1 −4

]
x(t) +

[
−5 0.5

5 2.5

]
u(t) +

[
−1 0.5

0.2 1

]
d(t)

❯s✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ Ts = 1/150s✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ✐s✿

xk+1 =

[
0.9667 0.0133

−0.0067 0.9733

]
xk +

[
−0.0333 0.0033

0.0333 0.0167

]
uk +

[
−0.0067 0.0033

0.0013 0.0067

]
dk

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❛tr✐① A ❛r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❝✐r❝❧❡ (λ1,2 = 0.97±0.0088j)✳ ◆♦✇✱
❛ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ uk = −Kxk ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ st❛t❡✲❢❡❡❞❜❛❝❦
❣❛✐♥ ♠❛tr✐① K ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ▲◗❘ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s Q = 10I ❛♥❞
R = 0.1I✱ ❜❡✐♥❣ I ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ ♦r❞❡r ✷✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥✿

K =

[
−5.6860 4.4642

4.4783 6.3164

]

❚❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1 = 0.8662, λ2 = 0.6153) ✐s✿

xk+1 =

[
0.7622 0.1411

0.1082 0.7183

]
xk +

[
−0.0067 0.0033

0.0013 0.0067

]
dk

◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r t❤✐s ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❜♦✉♥❞ d̄ = 3✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✺✵✮ ♦♥❡
❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ❛♥❞ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♠❛tr✐① P ✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣✿

γ = 0.0603; P =

[
13.2487 −8.1524

−8.1524 18.9447

]

◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✺✹✮ ✇✐t❤ µ = 1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❜❧❡♠✿ d̄, γ ❛♥❞ P ✱ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ s❡t
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✳

✻✺
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0.4

0.6

x
1

x
2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ■♥✈❛r✐❛♥t s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ s❤r✐♥❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r❡ ♥♦✇ ❛ ❜❛❧❧ Bp

ǫ = 1e−3 ❛s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r st♦♣♣✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ✉s❡❞
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✹✳✺✺✮✲✭✹✳✺✼✮ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ✐♥♥❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✳

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

x
1

x
2 Π (h*)

Π(0)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❤r✐♥❦❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡ts✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
k∗ = 13✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ S(0) ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❤②♣❡r❝✉❜❡ ✭✇✐t❤ ❛
✷✲♥♦r♠ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1e−4✮✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✇❛s ✉s❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛❧❧✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ k∗ = 17✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ t❤❡ ♠❘P■ s❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❘P■
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤r✐♥❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ✐s ❦✐♥❞ s♠❛❧❧ ❢♦r ❜❡✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

✻✻



✹✳✷✳ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡ts ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ✻✼

❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡ts✳
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0.05

0.1
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Shrinking

Expanding

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t

❆❢t❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ t❤❛t ♠❘P■ ❤❛s ❛ t♦♣♦❧♦❣② t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛✛❡❝t❡❞ ❡✈✐❞❡♥t❧② ❜② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ♠❛✲
tr✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇✐♥❣ ❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❘P■✱ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦❜❛❜❧②
❞❡♠❛♥❞s ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡t✳

✹✳✷✳✺ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ N ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✿

xk+1 = Aixk + Eidk ✭✹✳✻✾✮

✇✐t❤ i = 1 · · ·N ✱ Ai ∈ ℜn×n ❛♥❞ Ei ∈ ℜn×q✳ ■t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ❡✈❡r② Ai ❤❛s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s str✐❝t❧②
✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤
t❤❛t V (x) = xTPx ❛♥❞ ❛ s❝❛❧❛r γ > 0 s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲▼■✿

[
x

d

]T [
AT

i PAi − P + In AT
i PEi

ET
i PAi ET

i PEi − γ2Iq

] [
x

d

]
≤ 0 ✭✹✳✼✵✮

❢♦r i = 1 · · ·N ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ♠❛tr✐① P > 0 ❛♥❞ γ > 0✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t dT d ≤ d̄T d̄✱ ❛♥
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

Π̄N = {x ∈ ℜn : xTPx ≤ λmax(P )γ2d̄T d̄} ✭✹✳✼✶✮

❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡tr✐❝
✈❛r②✐♥❣ s②st❡♠✳

✻✼
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▼✐♥✐♠✉♠ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✻✾✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ S̄i(h)

❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r st❛t❡s s❡t Si(h)✿

S̄i(k) = AiS(k)⊕ EiD, S(0) = Pv ✭✹✳✼✷✮

✇❤❡r❡ Pv ✐s t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Π̄N ✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✼✶✮✳ ◆♦✇✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t✿

S(k + 1) = hull{S̄i(k), i = 1 · · ·N} ✭✹✳✼✸✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t S̄i ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ st❛t❡s s❡t S(k) ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠ i✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡
❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ s✉❝❤ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t t❤❛t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡ Π̄N ✱
t❤❛t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ N ✲s②st❡♠s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s k > 0✱ ✐❢ x(k) ∈ S(k + 1)✱ t❤❡♥ x(k + 1) ∈ S(k + 1) ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ k∗ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s
tr✉❡✿

Ξ∞ ⊆ S(k∗ + 1) ⊆ S(k∗) · · · ⊆ S(0) = Π̄N ✭✹✳✼✹✮

✇❤❡r❡ Ξ∞ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❘♦❜✉st ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡t ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s②st❡♠s ✭✹✳✻✾✮✳

❙t♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐✉♠ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

S(k + 1) = hull{AiS(k)⊕ EiD, i = i · · ·N},S(0) = Π̄N ✭✹✳✼✺✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t st❛t❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s s❡ts S(k) ❛♥❞ D ❛r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① s❡ts✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ❜❛s❡❞ ✐♥ ✭✹✳✼✺✮ ❛r❡ tr✉❡✿

S(k + 1) = hull{AiS(k)} ⊕ hull{EiD}, i = 1 · · ·N ✭✹✳✼✻❛✮

S(k + 1) =

(
N∑

i=1

αiAi

)
S(k)⊕

(
N∑

i=1

αiEi

)
D ✭✹✳✼✻❜✮

▼❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✿ αi ≥ 0 ❛♥❞
∑N

i=1 αi = 1✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡①
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✿

Ā =
N∑

i=1

αiAi , Ē =
N∑

i=1

αiEi ✭✹✳✼✼✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✼✻❜✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

S(k + 1) = ĀS(k) + ĒD ✭✹✳✼✽✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✇❛② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

S(k) = ĀkS(0)⊕
k∑

i=1

Āi−1ĒD ✭✹✳✼✾✮

❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❡t Ξ(k) =
∑k

i=1 Ā
i−1ĒD✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ k → ∞✱ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤❛r❡❞ ▲②❛♣✉♥♦✈

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ Ā✱ ✐t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t Ξ∞ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❘♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡t ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s②st❡♠s ✭✹✳✻✾✮✳

✻✽



✹✳✷✳ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡ts ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ✻✾

❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✐❞❡❛s✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s
s❡t ❢♦r t✐♠❡ k∗ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❜❛❧❧ Bp

ǫ ♦❢ r❛❞✐✉s ǫ✿

S(k∗) = Āk∗S(0) ⊆ Bp
ǫ ✭✹✳✽✵✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛tr✐① Āk∗

✐s ❛ ♣r✐♦r✐
✉♥❦♥♦✇♥✳ ❇✉t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

Āk∗S(0) ⊆ ρ(k∗)S(0) ⊆ Bp
ǫ ✭✹✳✽✶✮

✇❤❡r❡ ρ(k) =
(

λmax(P )
λmin(P )β

k
)1/2

✱ ✇✐t❤ β > 0 s❛t✐s❢②✐♥❣✿

AT
i PAi − βP < 0; i = 1 · · ·N ✭✹✳✽✷✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✼✹✮ ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡t Ξ(k∗) ✐s ❛ ❘♦❜✉st ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡t ❛♥❞ ❛♥ ǫ✲♦✉t❡r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘♦❜✉st ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡t Ξ∞✱ t❤❛t ✐s✿

Ξ∞ ⊆ S(k∗) ⊂ Bp
ǫ ⊕ Ξ∞ ✭✹✳✽✸✮

■♥ t❤✐s ✇❛② ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ N s✉❜s②st❡♠s✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❜② ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❛② t❤❡✐r ♠✐♥✐♠✉♠ ❘P■ s❡t✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r
s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦r t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ str✉❝t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s s♦♠❡ ❝❧❛ss ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥
♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t ▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♥ ❢✉rt❤❡r s❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s✳

✹✳✷✳✻ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❧✐♥❡❛r s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠ ✭✹✳✻✾✮ ✇✐t❤ ♠❛tr✐❝❡s✿

A1 =

[
0.85 0

0.25 0.65

]
A2 =

[
0.05 0

−0.3 0.65

]
A3 =

[
0.55 −1

0.3 −0.65

]

E1 =
[
0.5 0.1

]T
E2 =

[
0.1 −0.3

]T
E3 =

[
0.1 0.3

]T

t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s |d(k)| ≤ 1 ∀k ≥ 0✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ▲▼■ ✭✹✳✼✵✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r γ ❛♥❞ P ✿

γ = 4.2687 P =

[
23.4709 −16.2434

−16.2434 23.1613

]

◆♦✇✱ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t Pv = S(0)✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ✐♥❝❧✉❞❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ s❡ts Π̄(k) ❛♥❞ Π̄(k + 1) ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✹✳✺✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✺✼✮✱ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ µ = 3✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❤r✐♥❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ st♦♣♣❡❞ ❢♦r k∗ = 10✱
t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♦✉t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❘P■ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
❛ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s ǫ < 4e−3✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵✳

✻✾
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❊①❛♠♣❧❡ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❘P■ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s

✹✳✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r
st❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ✇❛s ✉s❡❞✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❡❛❧ ❇♦✉♥❞ ▲❡♠♠❛✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✜rst ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ r♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
✜①❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇❡r❡
❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ N ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r t❤❡
❢❛♠✐❧② ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❘P■ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ✇❤❡r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❛r❡ ✉s❡❞
❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧
s❝❤❡♠❡s✳

✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ✇❛s ✜rst ❣✐✈❡♥ ❛ r❡❝❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ▼P❈✱ str❛t❡❣②
✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞
❛❞♦♣t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡s✱ ✇❡r❡
❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡✐r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳
❚❤♦s❡ ❜❛s✐❝ t♦♦❧s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ▼P❈ ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡①t✳
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❈♦♥t❡♥ts
✺✳✶ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ✇✐♥❞✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤♦✉t

✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✶✳✷ ❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✳ ✳ ✼✺

✺✳✶✳✸ P♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✶✳✹ ❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺✳✶✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✺✳✶✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✶✳✼ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✷ P♦✇❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ▼P❈✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✳ ✽✺

✺✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✷✳✷ ▲♦✇✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✷✳✸ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✷✳✹ ❈♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺✳✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t❤❛t ✇❡r❡ ✜rst❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❤✐❧❡
❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❛♥❞ ✇♦r❦✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡②
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✿ ❝♦♥tr♦❧ ✐ss✉❡s
❢♦r r❡♥❡✇❛❜❧❡ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ ▼P❈✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s❡ts ♦❢ s✉❝❤ s♦✉r❝❡s✳
❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ ✐s ❛❜♦✉t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝ ❲✐♥❞ P♦✇❡r ●❡♥❡r❛t♦rs
✭❊❲P●✮ ✇✐t❤♦✉t ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜s❡r✈❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬✾❪✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▼P❈ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦❣r✐❞
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✱ ❛♥❞ ❛ ❜❛tt❡r② ❛s ❛ st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❛s♣❡❝t ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ t❤❛t ✐s ❢❛st ❡♥♦✉❣❤
❢♦r ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬✽❪✳
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✺✳✶ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ✇✐♥❞✲❜❛s❡❞ ❣❡♥✲
❡r❛t♦rs ✇✐t❤♦✉t ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r

❋♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❊❲P● ✇✐t❤♦✉t ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇✐♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ✭❊❑❋✮ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞
❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝✉❜❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✳
❚❤✐s ♣r♦❞✉❝t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜②
✜①✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ▲❡❛st
❙q✉❛r❡ ✭❘▲❙✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱
t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝✉r✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❝t ❛❣❛✐♥st ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞
s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✳

✺✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡

▲❡t ✉s ✜rst r❡❝❛❧❧❡❞✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✱ t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ♣r♦✲
❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✱ PT ✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ vw ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r
❝♦❡✣❝✐❡♥t Cp ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

PT =
1

2
ρπR2CP (λ, β)v

3
w ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ❛✐r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ R ✐s t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ r❛❞✐✉s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ρ ✐s t✐♠❡ ✈❛r✐❛♥t✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s
st✉❞② ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥st❛♥t ✭ρ̇ = 0✮✳
❚❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cp ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t r❡✢❡❝ts t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✲
✐♥❣ t❤❡ ✇✐♥❞ ❡♥❡r❣② ✐♥t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t 0 < Cp < 1 ❢♦r ❛♥② ❜❧❛❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■t t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ β ❛♥❞ t❤❡ ❚✐♣ ❙♣❡❡❞ ❘❛t✐♦ λ✱ ❛s
❢♦❧❧♦✇s ❬✼✷✱ ✼✺❪✿

CP (λ, β) = c1

(c2
λ

− c3β − c4

)
e−c5/λ ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ c1 · · · c5 ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ λ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

λ =
wT

vw
R ✭✺✳✸✮

✇✐t❤ vw t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ wT t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♣✐t❝❤
❛♥❣❧❡ β ✐s ✜①❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❬✼✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
β ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ β̇ ≃ 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ Cp(λ) ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛♥
n✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❛② ❛s✿

CP (λ) =

n∑

i=0

αi(β)λ
i ✭✺✳✹✮

❚②♣✐❝❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ CP ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❋r♦♠ s✉❝❤ t②♣✐❝❛❧ ❝✉r✈❡s✱
✐❢ ♦♥❡ s❡❛r❝❤❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ✇✐♥❞ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ✐♥ ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡
✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜① ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❚✐♣ ❙♣❡❡❞ ❘❛t✐♦ ✭λopt✮✱ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s
t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭Copt

p ✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r 0o < β < 16o ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ λ ✐s
❛r♦✉♥❞ 5.5 < λopt < 7.8✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r r❡❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ λopt s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✜①❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ Copt

p ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r Cp ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ wT ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡ vw ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✭✺✳✸✮✳

✼✷



✺✳✶✳ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ✇✐♥❞✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤♦✉t ✇✐♥❞ s♣❡❡❞

s❡♥s♦r ✼✸

■♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦r ✐s ♥♦t
❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r wT ✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ Cp ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦t
❛❝❝✉r❛t❡✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ r❡❛❧ t✐♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ β✱ ♥♦ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♣❛rt✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ Cp ❝✉r✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P❛rt✐❛❧ ▲♦❛❞ ❘❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✭s❡❡
❬✼✸✱ ✼✻✱ ✶✶✶✱ ✶✶✷❪✮✳

✺✳✶✳✶✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦✉r str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱
t❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ t✉r❜✐♥❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❉❈ s❡♣❛r❛t❡❧②
❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❛r♠❛t✉r❡ ❝✐r❝✉✐t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❉❈✴❉❈
❇♦♦st ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❧♦❛❞✱ ✐s ❜❡tt❡r ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✺✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❛r♠❛t✉r❡ ❝✐r❝✉✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❉❈✴❉❈ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣ ✺✳✶✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛rt✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✱
t❤❛t ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✈✐❛ ❛ ❣❡❛r❜♦① t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r s❤❛❢t✳ ❚❤❡ ❛r♠❛t✉r❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞
t♦ ❛ ❉❈✴❉❈ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r ✲ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ ❛ ❇♦♦st ❝♦♥✈❡rt❡r ❬✽✹❪✱ t❤❛t r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡
♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ s❡r✈❡s ❛s ❛ ♣♦✇❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❉❈
❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛❞ ✲ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❉❈✴❆❈ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❣r✐❞ ❬✼✹❪ ♦r ❢♦r ✐ts ✉s❡ ✐♥ ♠✐❝r♦❣r✐❞s ❬✶✶✸❪✳

✼✸



✼✹

❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆ ❚❖ P❖❲❊❘ ▼❆❳■▼■❩❆❚■❖◆ ■◆ ❲■◆❉ ❚❯❘❇■◆❊❙ ❆◆❉
P❘❊❉■❈❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❖▲ ■◆ ▼■❈❘❖●❘■❉❙

❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥t♦ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ♦♥❡s ✐❢ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛t ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡rs ♦r t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ❣r✐❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡
❞✐r❡❝t ✇❛②✳ ■♥ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ P❡r♠❛♥❡♥t ▼❛❣♥❡t ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ●❡♥❡r❛t♦rs ✭P▼❙●✮ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st
❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ t✉r❜✐♥❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❞r✐✈❡r ✭❆❈✴❉❈✴❆❈✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❡ ❆❈ ❧♦❛❞ ❬✼✸✱ ✼✹❪✳
❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ ✐ts ❞r✐✈❡r ❡♥t✐r❡❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t ●✐♣s❛✲▲❛❜ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦ t✉r❜✐♥❡ ✇✐t❤
❛ ❉❈ ❞r✐✈❡r✱ ❣❛✈❡ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱
❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❘❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❊❲P● ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❉❈ ❣❡♥❡r❛t♦r✱
✜rst r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛r♠❛t✉r❡ ❝✐r❝✉✐ts✱ ✇✐t❤♦✉t ❉❈✴❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❝❛♥ ❜❡✿

˙if =
Uf

Lf
− Rf

Lf
if ✭✺✳✺✮

i̇a =
Keif
La

we −
Ra

La
ia −

Ua

La
✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ U ✱ i✱ L✱ R r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ ❝✉rr❡♥t✱ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇✐t❤
✐♥❞❡① f ♦r a r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛r♠❛t✉r❡✱ ❛♥❞ Ke ✐s t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❊❋▼ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ✉♥✐ts
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❱♦❧ts ✭❱✮ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s✱ ❆♠♣❡r❡s ✭■✮ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥ts✱ ❍❡♥r✐❡s ✭❍✮ ❢♦r t❤❡
✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛♥❞ ❖❤♠s ✭Ω✮ ❢♦r t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡s✳
◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦st ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r✱ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r♠❛t✉r❡ ❝✐r❝✉✐t ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs ❬✽✹❪✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Lai̇a =ea −Raia − va ✭✺✳✼❛✮

Cinv̇a =ia − iLc ✭✺✳✼❜✮

Lci̇Lc =va − vL(1− dg) ✭✺✳✼❝✮

Cov̇L =iLc(1− dg)− vL/Rp − ich ✭✺✳✼❞✮

✇❤❡r❡ Cin ❛♥❞ Co ❛r❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡r ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♣♦rts✱ Lc ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡r
✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✇✐t❤ iLc ❜❡✐♥❣ ✐ts ❝✉rr❡♥t✱ vL ✐s t❤❡ ❧♦❛❞ ✈♦❧t❛❣❡✱ Rp ✐s ❛ ♣r❡✲❝❤❛r❣❡ r❡s✐st♦r t❤❛t ✐s ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ st❛rt✲✉♣ ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❜♦✉t ✺✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❛❞✮✱ ich r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦❛❞ ❝✉rr❡♥t✱ ♦r
✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ st❛❣❡s✱ ❛♥❞ dg ✐s t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡
♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r✳ ❋r♦♠✭✺✳✼✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛r♠❛t✉r❡
❝✐r❝✉✐t✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♥❡❛r✐s❡ ✐t ❛r♦✉♥❞ s♦♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
r❡❣✐♠❡✳ ❖♥❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥s✿

Ea =RaIa + Va ✭✺✳✽❛✮

Ia =ILc ✭✺✳✽❜✮

Va =VL(1−Dg) ✭✺✳✽❝✮

ILc =(VL/Rp + Ich)/(1−Dg) ✭✺✳✽❞✮

✇❤❡r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs r❡❢❡r t♦ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞✳
❆❢t❡r t❤♦s❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❜❡②s
t❤❡ ◆❡✇t♦♥✬s ❧❛✇ ❢♦r r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✿

ẇe =
KTCpvw

3

Jeqwe
− Be

Jeq
we −

Keif
Jeq

ia ✭✺✳✾✮

✇❤❡r❡ Jeq ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❡rt✐❛ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s❤❛❢t✮✱ Be ✐s t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ we ✐ts ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ Cp ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ KT = 0.5πρNxR

2✱

✼✹



✺✳✶✳ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ✇✐♥❞✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤♦✉t ✇✐♥❞ s♣❡❡❞

s❡♥s♦r ✼✺

✇✐t❤ ρ t❤❡ ❛✐r ❞❡♥s✐t② ✭✐♥ kg/m3✮✱ ❘ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ r❛❞✐✉s ✭✐♥ m✮✱ ❛♥❞ Nx t❤❡ s♣❡❡❞ r❛t✐♦✱ ✜①❡❞
❜② t❤❡ ❣❡❛r❜♦①✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✾✮ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ vw✱ t❤❛t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✈❛r② ❛r♦✉♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ Vw0

✇✐t❤ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② αv ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ηv ✭③❡r♦ ♠❡❛♥ ✇❤✐t❡
♥♦✐s❡✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✈❛❧✐❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡✿

vw = Vw0 + ṽw ✭✺✳✶✵✮

˙̃vw = −αv ṽw + ηv ✭✺✳✶✶✮

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t αv ❛❝t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ♦❢ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ t✉r❜✐♥❡
✉s✉❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡s r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♠❡❝❤❛♥✲
✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r αv ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭r❡s♣♦♥s❡ ✈s ✇✐♥❞
✈❛r✐❛t✐♦♥s✮ ♦r ❡✈❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ■♥ ❬✼✸❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✲ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❢❛✐r❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✵✺ ❛♥❞ ✵✳✽ r❛❞✴s t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛✳

✺✳✶✳✶✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s

▲♦♦❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❡❡♣❧② ❛t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✾✮✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✿ t❤❡ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦rq✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ t♦rq✉❡✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✜① ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞ we✱
t❤❛t tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ wT ✈✐❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❚✐♣ ❙♣❡❡❞ ❘❛t✐♦✱ λ✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✜❡❧❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✭s❡❡ ❡q✳ ✭✺✳✺✮✮✱ t❤❡ t❡r♠ if ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ✭✺✳✻✮
❛♥❞ ✭✺✳✾✮✱ ❧❡tt✐♥❣ t❤❡♥ t❤❡ ❛r♠❛t✉r❡ ❝✉rr❡♥t ia ❛s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❈
❝♦♥✈❡rt❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡ dg ✭s❡❡ ✭✺✳✼✮✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✾✮✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦rq✉❡ ✐s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞ we✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cp✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ vw✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
ia ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❧♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✶✮✱ ✐❡ CP ≃ CP0, ĊP0 = 0✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡t z := Cpv

3
w ❛s ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞

K1 := KT /Jeq✱ K2 := Be/Jeq✱ K3 := Keif/Jeq ❛s ♥❡✇ ✭❦♥♦✇♥✮ ❝♦♥st❛♥ts✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ z ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ ❛s✿

ẇe =
K1z

we
−K2we −K3u ✭✺✳✶✷✮

ż = −3αvz + 3αvCP0Vw0v
2
w + ηz ✭✺✳✶✸✮

✇❤❡r❡ Vw0 ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦♠❡ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦r ❜② ♦t❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ Cp0 ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ β✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ηz ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ z ❛♥❞ ηv ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮✱ αv ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇✐♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
t❤❛t ❛✛❡❝ts t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✭✐❢ ♥♦t❤✐♥❣ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t ✐t✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✮✳
❋r♦♠ t❤✐s ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ z ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r✿ ❛♥
♦❜s❡r✈❡r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ t❤❛t ❡♥❞ ✐♥ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✺✳✶✳✷ ❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s

❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ z ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉❜❡ ♦❢ vw✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✇❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s ❛ s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

✼✺
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t❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
❇❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✷✮ ❛♥❞ ♦♥ z ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✶✸✮✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ u = ia ❛♥❞ y = we

❛s ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤❡s❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❑❛❧♠❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥ ❬✶✶✹❪✳ ▲❡t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠ ❢r♦♠ ✭✺✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✸✮✿
x1 = we✱ x2 = z✱ x3 = 3αvCP0Vw0v

2
w✱ x4 = 6αv

2CP0V
2
w0vw ❛♥❞ x5 = 6αv

3CP0V
3
w0✳ ❚❤❡♥ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s✿

ẋ(t) = A(y(t))x(t) +Bu(t) + ηzobs

ẋ(t) =




−K2
K1

y 0 0 0

0 −3αv 1 0 0

0 0 −2αv 1 0

0 0 0 −αv 1

0 0 0 0 0



x(t) +




−K3

0

0

0

0



u(t) +




0

ηz
ηz3
ηz4
0




y(t) = Cx(t) =
[
1 0 0 0 0

]
x(t)

✭✺✳✶✹✮

✇✐t❤ t❤❡ ηzi ✬s ❛r❡ ♥♦✐s❡ t❡r♠s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ηz ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
■♥ ✭✺✳✶✹✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t y = x1 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛tr✐①✱ s♦ t❤❛t
t❤❡ s②st❡♠ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❑❛❧♠❛♥✲❧✐❦❡ ♦❜s❡r✈❡r ❝❛♥ ❜❡
❞❡s✐❣♥❡❞ ❬✶✶✺❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s t❤❛t y > 0✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② ✇♦r❦ ♥♦r♠❛❧❧② ✐❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ♠♦✈✐♥❣✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✇♦r❦✐♥❣✳
❆ss✉♠✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❑❛❧♠❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭s❡❡ ❡❣ ❬✶✶✻❪✮✿

Pk|k = AkPk|k−1A
T
k +Q

Kk = Pk|kC
T
(
CPk|kC

T +R
)−1

x̂k+1|k = Akx̂k|k +Bkuk +Kk

(
yk − Cx̂k|k

)

Pk|k+1 = (I −KkC)Pk|k

✭✺✳✶✺✮

✇❤❡r❡ Ak = I + TsA(x(kTs))✱ Bk = TsB ✇✐t❤ A,B ❛♥❞ C t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✭✺✳✶✹✮ ❛♥❞ Ts ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
♣❡r✐♦❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ Pk ✐s t❤❡ st❛t❡ ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭P0 s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤✮✱ Q ❛♥❞ R ❛r❡
t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❜♦t❤ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡✱ x̂k

✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ Kk ✐s t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❑❛❧♠❛♥ ❣❛✐♥✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s
♦❢ R ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❣❛✐♥✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
Q ❛♥❞ R s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳
■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✺ s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ♣♦✇❡r
t✉r❜✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡t ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r z✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ẑ = x̂2✱ ❢r♦♠
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t CP ✱ ♦♥❡ ❝❛♥
t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r
t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳

✺✳✶✳✸ P♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛✲
t♦r s♣❡❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s
✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t CP ❝✉r✈❡✳ ❍❡r❡✱ ❛ t❤✐r❞ ♦r❞❡r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Cp(λ) = α0 + α1λ+ α2λ
2 + α3λ

3 ✭✺✳✶✻✮

✼✻



✺✳✶✳ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ✇✐♥❞✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤♦✉t ✇✐♥❞ s♣❡❡❞

s❡♥s♦r ✼✼

✇❤❡r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αi✱ i = 0, 1, 2, 3 ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥❧② ❦♥♦✇♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❜❡♥❝❤ t❡sts ❛t ❡❛❝❤ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✱ ❜✉t ♠❛② ♥♦t ❜❡ tr✉st❡❞ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ z ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ we✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✶✻✮✱
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ λ ❛♥❞ z = Cpv

3
w✱ ❛♥❞ ✐ts r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ẑ✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥

r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ z ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

ẑ = Cp(λ)v
3
w

ẑ =
(
α0 + α1λ+ α2λ

2 + α3λ
3
)
v3w

ẑ = ᾱ0(t) + ᾱ1(t)ωe + ᾱ2(t)ω
2
e + ᾱ3(t)ω

3
e

✭✺✳✶✼✮

✇❤❡r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ᾱi ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ λ = Rwe

Nxvw
✐♥ ✭✺✳✶✼✮✱ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈✐♥❣✿

ᾱ0(t) = α0v
3
w, ᾱ1(t) =

α1R

Nx
v2w, ᾱ2(t) =

α2R
2

N2
x

vw, ᾱ3(t) =
α3R

3

N3
x

✭✺✳✶✽✮

❈♦❡✣❝✐❡♥ts ᾱi✬s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ αi✬s t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ Cp − λ ❝✉r✈❡ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢r♦♠ s♦♠❡ ❡①t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✉❝❤ ❛s
♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❖♥❡ ❝❛♥ r❡✲✇r✐t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✼✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

ẑ = θTφ ✭✺✳✶✾✮

✇✐t❤ θT = [ᾱ0(t) ᾱ1(t) ᾱ2(t) ᾱ3(t)] ❛♥❞ φ = [1 ωe ω2
e ω3

e ]
T ✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ s❧♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ θ✱

❛ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ ❘▲❙❆✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✷✵✮ ❜❡❧♦✇✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡
❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t we ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ẑ ❢r♦♠
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❚❤❡ ❘▲❙❆ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❢♦r❣❡tt✐♥❣ ❢❛❝t♦r ζ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0 < ζ < 1✱ t❤❛t ♣r✐♦r✐❡s t❤❡
r❡❝❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♦❧❞❡r ♦♥❡ ❬✶✶✻❪✱ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❡st✐♠❛t♦r✳
❇❡❢♦r❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ z̄ ❛s t❤❡ z ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❘▲❙❆✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s
❜❛s✐❝❛❧❧② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦r ek = z̄ − ẑ✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✭❛ss✉♠❡❞✮
r❡❛❧ ẑ✱ t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
z̄✱ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦r θk✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❤♦✇♥ ♥❡①t✿

z̄ = θ̂Tk−1φk

ek = z̄k − ẑk
Rk = ζ + φkPkφ

T
k

Pk+1 = ζ−1
(
Pk − P−1

k φT
k φkPk

)

θ̂Tk = θ̂Tk −R−1
k Pkekφk

✭✺✳✷✵✮

✇❤❡r❡ θ̂Tk = [α̂0 α̂1 α̂2 α̂3]k ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ z ❝✉r✈❡✱ Pk ✐s t❤❡ ❡rr♦r
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✱ Rk ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① t❤❛t ✇♦r❦s ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✉♥✐♥❣ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ẑ✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✈❡❝t♦r θ̂ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ Cp ❝✉r✈❡ ❛♥❞ s♦♠❡
♠❡❛♥ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s♦♠❡ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❛❧ ✭P❘❇❙✮
✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r✐❝❤♥❡ss✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❜❡ st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦r ek = z̄k − ẑk ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡
❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ③❡r♦✳

✼✼
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P❘❊❉■❈❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❖▲ ■◆ ▼■❈❘❖●❘■❉❙

◆♦✇ ❝♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ✭✺✳✶✼✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ we ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡
♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥❝❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ z ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ we✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ z✿

∂z̄
∂we

= α̂1(k) + 2α̂2(k)ωe + 3α̂3(k)ω
2
e = 0 ✭✺✳✷✶✮

■♥ ❢❛❝t✱ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ r♦♦ts✱ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢②✿

∂2z̄
∂w2

e
= 2α̂2(k) + 6α̂3(k)ω

∗
e < 0 ✭✺✳✷✷✮

✇✐t❤ w∗
e s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✷✶✮✳

❊✈❡♥ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ we s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ✐✳❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤✐♥ s♦♠❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡①♣❡❝t❡❞ r❛♥❣❡✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r r❡❛❧❧② s♠❛❧❧✴❜✐❣ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ Cp ❝✉r✈❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ t❤✐r❞ ♦r❞❡r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛s ♦♥❧② t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❛❧✉❡s✱ ✇✐t❤ ✉s✉❛❧❧② ♦♥❡ ❜❡✐♥❣
❝❧♦s❡ t♦ λ = 0✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥❡ ♥❡❛r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ λ✳

❘❡♠❛r❦✿ ❋♦r t❤❡ ❘▲❙❆ ❛♥❞ t❤❡ r♦♦t ✜♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❑❛❧♠❛♥✲❧✐❦❡ ♦❜s❡r✈❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ẑ✳

✺✳✶✳✹ ❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞
t✉r❜✐♥❡s

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱
❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❇♦♦st ❝♦♥✈❡rt❡r ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧✳

✺✳✶✳✹✳✶ ❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r ❝✉rr❡♥t

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❝✉rr❡♥t ia ❛s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t ✐t ✐s ✐ts❡❧❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡r ❜② t❤❡
❞✉t② ❝②❝❧❡ dg✳ ❱❛r✐♦✉s st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t t❤✐s ❝♦♥✈❡rt❡r ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ s✉❝❤ ❛s
❬✶✶✼✱ ✶✶✽✱ ✶✶✾❪✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛ ❝❛♥ ❜❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✼✮ ✇✐t❤ st❛t❡ ✈❡❝t♦r
x = [ia va iLc vL]

T ✱ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r u = [dg]✱ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r d = [ea ich]
T ✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

❢r♦♠ ✐t ❛ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛r♦✉♥❞ s♦♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❣✐✈❡♥ ❜② st❛t❡✱ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡
✈❛❧✉❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❛s X = [Ia Va ILc VL]

T ✱ U = [Dg]✱ D = [Ea Ich]
T ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐❣♥❛❧s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭x̃✱ ũ ❛♥❞ d̃✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

˙̃x(t) = Ax̃(t) +Bũ(t) + Ed̃(t)

˙̃x(t) =




−Ra/La −1/La 0 0

1/Cin 0 1/Cin 0

0 1/Lc 0 −(1−Dg)/Lc

0 0 (1−Dg)/Co −1/RpCo


 x̃(t) +




0

0

VL/Lc

−ILc/Co


 ũ(t)+




1/La 0

0 0

0 0

0 −1/Co


 d̃(t)

✭✺✳✷✸✮

✼✽



✺✳✶✳ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ✇✐♥❞✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤♦✉t ✇✐♥❞ s♣❡❡❞

s❡♥s♦r ✼✾

1
K3

(
K1ẑ
we

−K2we

)ẑ
we

+
-w∗

e

+

Kp.e+Ki

∫
e.dt

e

i∗a

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳

❖♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs s✉❝❤ ❛s P■❉ ♦r H∞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❬✶✶✽❪✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
r❡s♣♦♥s❡ ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t t❤✐s st❛❣❡ ❜❡❝♦♠❡s tr❛♥s♣❛r❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡
P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐t❤ ❛♥t✐ ✇✐♥❞✲✉♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❞r✐✈❡r✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦s ❛ ▼P❈ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✇❤✐❧❡
♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ st❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ia s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱
❛♥❞ s❛t✉r❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✶✳✺✳

✺✳✶✳✹✳✷ ❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r
✇❡❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❜② u = ia ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✿

ẇe =
K1z

we
−K2we −K3ia ✭✺✳✷✹✮

✇✐t❤ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ w∗
e ❢♦r we r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ z̄✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ✐s

❤❡r❡ s✐♠♣❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ✧❧✐♥❡❛r✐③✐♥❣ ♣❛rt✧ ✭❛s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❬✶✷✵❪ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛
st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧❧❡r uL✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

u = i∗a =
1

K3
(K1ẑ/we −K2we − uL) ✭✺✳✷✺✮

❚❤✐s t✉r♥s t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t♦✿

ẇe = uL ✭✺✳✷✻✮

✇❤❡r❡ uL ✐s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ ❛s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞ we ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡
w∗

e ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✭✺✳✷✶✮✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ t✉♥❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ▲◗
❞❡s✐❣♥ ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s ❬✶✻❪✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜❧♦❝❦ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✸✳ ❚❤❡r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ẑ ❢r♦♠ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥✲❧✐❦❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ we t❤❛t ✐s t❤❡
❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ w∗

e ✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡
❢♦r t❤❡ z ❝✉r✈❡✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❞❡✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛r♠❛t✉r❡ ❝✉rr❡♥t i∗a ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❛t ✐s ❞❡❧✐✈❡r❡❞
t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳

✺✳✶✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ❤❡r❡ ✜rst s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ✐♥ ❋✐❣ ✺✳✹✳

✼✾
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❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆ ❚❖ P❖❲❊❘ ▼❆❳■▼■❩❆❚■❖◆ ■◆ ❲■◆❉ ❚❯❘❇■◆❊❙ ❆◆❉
P❘❊❉■❈❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❖▲ ■◆ ▼■❈❘❖●❘■❉❙

WIND TURBINE

Discrete-Time EKF

ẑ = Cpv
3
w

Controller

u = i∗a
we

ẑ

RLS - z̄ curve estimation

Where z̄ = θ̂Tφ(we) , by updating θ̂
Roots finding for ∂z̄/∂we=0

w∗
e

θ̂

Working Hypothesis: Generation of w∗

e at each sampling time Ts.

Then, z̄ curve estimation and its optimization should take less than Ts

Linearizing + Linear

min |ẑ − z̄|
Optimal we acquisition

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✳

❖♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱
✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ 6 kW ✲t✉r❜✐♥❡ ❛♥❞ ❛ ❉❈ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❡✐❣❤t✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ CP

❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ✻✲❦❲ ❲✐♥❞ ●❡♥❡r❛t♦r P❛r❛♠❡t❡rs

P❆❘❆▼❊❚❊❘ ❱❆▲❯❊

▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ P❛r❛♠❡t❡rs

❚✉r❜✐♥❡ ❘❛❞✐♦✱ R 4.0 m

❚✉r❜✐♥❡ ✐♥❡rt✐❛✱ JT 1.5 kgm2

❲✐♥❞ s♣❡❡❞ r❛♥❣❡ 2− 12 ms−1

❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t✐♦✱ Nx 10

❲✐♥❞ ❞❡♥s✐t②✱ ρ 1.25 kgm−3

❉❈ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐♥❡rt✐❛✱ Je 0.3 kgm2

❊❧❡❝tr✐❝❛❧ P❛r❛♠❡t❡rs

▼❛①✐♠✉♠ ❉❈ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r✱ Pgen 7.6 kW

◆♦♠✐♥❛❧ ❝❛s❡ ❉❈ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r 3.0 kW

❘❛t❡❞ ✜❡❧❞ ✈♦❧t❛❣❡✱ Vf 120 V

❘❛t❡❞ ❛r♠❛t✉r❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ Va 240 V

❘❛t❡❞ ✜❡❧❞ ✢♦✇✱ φf 0.12 Wb

❘❛t❡❞ ✜❡❧❞ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✱ IF 2 A

❋✐❡❧❞ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✱ Lf 60 mH

❋✐❡❧❞ r❡s✐st❛♥❝❡✱ Rf 60 Ω

❆r♠❛t✉r❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✱ La 10 mH

❆r♠❛t✉r❡ r❡s✐st❛♥❝❡✱ Ra 2.0Ω

❋r✐❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ Be 0.6

■♥❞✉❝❡❞ ❊❋▼ ❝♦♥st❛♥t✱ Ke 0.5

❖t❤❡r P❛r❛♠❡t❡rs

❲✐♥❞ s♣❡❡❞ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ αv 0.2

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ αi=0...8✬s ❢♦r t❤❡ Cp ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ CP (λ) =
∑8

i=0αiλ
i

[0.002897 0.001346 − 0.03324 0.03313

−0.008475 0.00101 − 6.345x10−5 2.031x10−6 − 2.621x10−8]
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✺✳✶✳ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ✇✐♥❞✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤♦✉t ✇✐♥❞ s♣❡❡❞

s❡♥s♦r ✽✶

✺✳✶✳✺✳✶ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ z✲❡st✐♠❛t♦r ❜❧♦❝❦

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥✲❧✐❦❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ z✳ ■♥
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t u = ia ✐s s❡t t♦ t❤❡ t✉r❜✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t we ❢♦r
s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡✱ s✉❜❥❡❝t t♦ s♦♠❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛ s♠❛❧❧ st❡♣
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r s♦♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✐s ❜r♦✉❣❤t ❜❛❝❦ t♦
✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ẑ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ z✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ β ✲ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✺✳✹✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ we✱ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡ vw✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ ✇✐♥❞
s♣❡❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ αv ✲ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✳
❋♦r t❤✐s t❡st✱ ❛ ♠❡❛♥ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ 5.3m/s ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ 7.2m/s

❛❢t❡r t❤❡ st❡♣✱ ✇❤✐❧❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 0.3m/s✱ ❛♥❞
❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇✐♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ αv ♦❢ ✵✳✷ ✭s❡❡ ❛❣❛✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳ ❋♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞✱ ✐t
✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✜①❡❞ ❛t ❛❜♦✉t 160rad/s✱ ❛♥❞ r❛✐s❡❞ ✉♣ t♦ 175rad/s ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✳
❋♦r t❤❡ ❑❛❧♠❛♥✲❜❛s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐❝❡s ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ❛s✿
P = 1000I✱ Q = 0.5I ❛♥❞ R = 5✱ ✇✐t❤ I r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ✇❛s 10ms✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✺✳✺✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ẑ(0) = 0✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ ❝♦♥✈❡r❣❡s q✉✐❝❦❧② t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✭❧❡ss
t❤❛♥ 5s✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r tr❛❝❦s ✇❡❧❧ t❤❡ z ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❢t❡r t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ st❡♣✱
s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✱ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡
str❛t❡❣②✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r z ✉♥❞❡r ♥♦✐s② ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ♣r♦✜❧❡

✺✳✶✳✺✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡st✐♠❛t♦r

❋♦r t❤❡ ❘▲❙❆ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ z ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❛s ✐♥ ✺✳✶✼✮✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✸r❞✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡❧❧ ❛ ♠♦r❡
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❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✭❤❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ✽✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮✿ ❋✐rst✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧❡
(λopt, Copt

p ) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✽✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s (7.6, 0.4521)✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ s❤♦✉❧❞ ♦♣❡r❛t❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥
❢♦r t❤❡ ✸r❞✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s✿

α0 = −0.405, α1 = 0.25, α2 − 0.0213, α3 = 4.3x10−4 ✭✺✳✷✼✮

❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧❡ (λ∗, C∗
pt) ✐s (7.6, 0.4535)✱ t❤❛t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡✳

❋✐❣✳ ✺✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ♦r❞❡r Cp ❝✉r✈❡s✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♣♦✐♥t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ λ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❘▲❙❆✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ ✭♠❛❞❡ ♦❢ ᾱi✬s✮ ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss❡s
♦♥ αi✬s ✭✐❞❡❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✈❛❧✉❡s✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞
✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✳✶✽✮✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ζ = 0.975✱ ❛♥❞
P = 2x105I ✇✐t❤ I ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ ♦r❞❡r ✹✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r Cp ❝✉r✈❡s ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✻ ❦❲ ❊❲P●

✺✳✶✳✺✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✳✷✺✮✱ ✇✐t❤ t❡r♠ uL ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ t✉♥❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ Kp = 1.1892 ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❣❛✐♥ Ki = −0.7071✱
❛❢t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ✭✺✳✷✻✮ ✇✐t❤ Q = diag{0, 1} ❛♥❞ R = 2✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ t❤❡♥ ✐s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✉♥❞❡r ❛
✇✐♥❞ ♣r♦✜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✇❤❡♥ s♦♠❡
✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♠♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ Cp ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ❘▲❙❆ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❣❡t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✐t✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ z ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ λ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ we ❛♥❞ vw✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Ĉp ❜❡❝♦♠❡s✿

Ĉp(λ) = α̂0 + α̂1λ+ α̂2λ
2 + α̂3λ

3

Ĉp(λ) = [α̂0 α̂1 α̂2 α̂3][1 λ λ2 λ3]T

Ĉp(λ) = θ̂Tφ(λ)

✭✺✳✷✽✮

✽✷



✺✳✶✳ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ✇✐♥❞✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤♦✉t ✇✐♥❞ s♣❡❡❞

s❡♥s♦r ✽✸

WIND TURBINE

Discrete-Time EKF

ẑ = Cpv
3
w

Controller

u = i∗a
we

ẑ

RLS - Cp curve estimation

Where Ĉp = θ̂Tφ(λ) , by updating θ̂
Roots finding for ∂Ĉp/∂λ=0

w∗
e

θ̂

Linearizing + Linear

min |Cp − Ĉp|
Optimal we acquisition vw

with λ = Rwe/Nxvw

w∗
e = λ∗vwNx/R

vw

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✉s✐♥❣ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❚❤❡ ❘▲❙❆ ❝❛♥ t❤✉s ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α̂i✬s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Cp ❝❛♥
❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ s♦ ❛s t♦ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞ w∗

e ✳
❚❤✐s ✬❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✬ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ✇✐t❤♦✉t ✲ ♦r ✇✐t❤✱ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤♦✉t ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽✱ ✇❤❡r❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✬❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✬ ✭✇✐t❤ ✇✐♥❞
s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♥s♦r❧❡ss ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡s✉❧ts ❛r❡

✽✸
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♠❛r❦❡❞ ❛s ♥♦ s❡♥s♦r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✬❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✬ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ❛s s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ✜rst
❝❤❛rt s❤♦✇s t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s st❡♣
♠❡❛♥ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛rt ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ z

❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ❝✉r✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ Cp✱ λ✱ we ❛♥❞ ia✱ r❡✢❡❝t t❤❛t✱ ❡✈✐❞❡♥t❧② t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ Cp ❛♥❞ λ

❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r❧❡ss t❡❝❤♥✐q✉❡✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣❡r tr❛♥s✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ✇❤❡♥ ♠❡❛♥ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❜✉t t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Cp

❛♥❞ λ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❢❛st ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡
♣r♦❞✉❝❡s ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ✇❤❡♥ str♦♥❣ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts✱ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✜rst
♦♥❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s
s❤♦✇s ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ♣♦♦r ♦r ♥♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r s✉❞❞❡♥ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r ❢❛✐❧✉r❡✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s st❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦r✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡♠❛r❦ ✐s t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥
♣♦✇❡r ❝✉r✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭z ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❛s❡✱ Cp ❢♦r t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✮✱ ♣r♦✈✐❞❡s r❡❛❧✲t✐♠❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧♦✇s ❛ ❜❡tt❡r ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ❜❡tt❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❘❡♠❛r❦✿ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r r❡❛❧ t✐♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

✺✳✶✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
✐♥ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡ss❛②s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡
♣r♦t♦t②♣❡ ❛t ●✐♣s❛✲▲❛❜ ✶✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❙♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♣r♦t♦t②♣❡ ❛t ●✐♣s❛✲▲❛❜

✶▲❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ■♠❛❣❡s✱ ❙♣❡❡❝❤✱ ❙✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ♦❢ ●r❡♥♦❜❧❡

✽✹
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■♥ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡✱ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❢❛♥ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❡♠♦♠❡t❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❤❛s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡ss❛②s ✐♥ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤
t❤✐s str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❉❈ ❣❡♥❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡
❝✉rr❡♥t s✐♥❦✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ✶ ❲ ✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥
r❡❛❧✲t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❛r❞ ✐♥ t❤❡ ▼❛t❧❛❜✴s✐♠✉❧✐♥❦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛st ❛♥❞ ❢❡❛s✐❜❧❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡♥ ❞❡s✐r❡❞✳
❚❤❡ s♠❛❧❧ t✉r❜✐♥❡ ✐s ✐♥ ❛ r♦❜✉st ❝❛❣❡ t❤❛t ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❛❞✈❡rs❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❛✛❡❝t
t❤❡ ❛✐r ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡
✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦ t❤✐s ✇♦r❦✳

✺✳✶✳✼ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
s②st❡♠s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❡♥s♦r❧❡ss ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥
t❤❡ ❛♥❡♠♦♠❡t❡r ♦r ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢❛✐❧s✱ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✳
❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s st❡♣s✿ ❋✐rst✱ ❛ ❑❛❧♠❛♥✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❜✉✐❧t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❛❧
t✐♠❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ z = Cpv

3
w✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ z ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥

Cp ❝✉r✈❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s ❛ r❡❛❧ t✐♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✇✐♥❞
s♣❡❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❆ ❣♦♦❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❧♦✇s ✐ts ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛t ❡♥s✉r❡s ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✳
❚❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts✿ ❛ ❧✐♥❡❛r✐s✐♥❣ t❡r♠ t❤❛t ❝❛♥❝❡❧s
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡ t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❧♦❝❦✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♠♦st❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
♣♦✇❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡✱ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❛♥② ❝❧❛ss ♦❢ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✳

✺✳✷ P♦✇❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ▼P❈✲
❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦❣r✐❞ t❤❛t
✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ st❛♥❞ ❛❧♦♥❡ ♣♦✇❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s r❡s✐❞❡♥❝❡s✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❡q✉✐♣♠❡♥ts ♦r r♦❛❞ ❧✐❣❤t✐♥❣ s②st❡♠s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✸✶✱ ✽✾✱ ✶✷✶❪✳
■♥ s✉❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤
✐ts ♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❛♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥
t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬✶✷✷❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s ❣❡♥❡r❛t❡ ♣♦✇❡r
✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ✇❛②✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❖①②❣❡♥ ❙t❛r✈❛t✐♦♥ ✭❖❙❚✮ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❞❛♠❛❣❡ t❤❡♠
♣❡r♠❛♥❡♥t❧②✱ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜❛tt❡r② ♦r s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦rs ❢♦r ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❛❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❬✷✾✱ ✸✺❪✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ♠✐❝r♦❣r✐❞s ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ❛t ❤✐❣❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭t②♣✐❝❛❧❧② ✶✲✺✵ ❦❍③✮
r❡q✉✐r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❝✉rr❡♥t r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡
♦❢ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ❝✐r❝✉✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t♦♣♦❧♦❣② ✲ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♥✈❡rt❡rs✱ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♣♦✇❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞
t♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s s✉❝❤ ❛s ✈♦❧t❛❣❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✉s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐♥
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t❤❡ s✉♣♣♦rt ✉♥✐ts✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s P■❉ ♦r ▲◗❘ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❬✸✷✱ ✽✾✱ ✶✷✶❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ❞❡❣r❛❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛②
♥♦t ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ s❝❤❡♠❡s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ r❡♣r❡s❡♥ts ❤❡r❡ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❬✸✸✱ ✾✶✱ ✶✷✸❪✱ ❜✉t ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❧♦✇
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✱ ✐s ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡✈✐❝❡s s✉❝❤ ❛s ♠✐❝r♦✲❝♦♥tr♦❧❧❡rs
♦r ❋P●❆s✳

❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ♦✉r ♣♦✐♥t ❤❡r❡ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ▼P❈✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛
♠✐❝r♦❣r✐❞✱ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✐ts❡❧❢ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ❣❡♥❡r❛t♦rs✱
♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs ❛♥❞ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✭❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣s✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ▼P❈ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ▲◗❘✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❬✽❪✳

✺✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦✇❡r s②st❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡❧❡♠❡♥ts✿

• ❆ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐t✱ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s ✭s❡❡ ❬✷✼✱ ✷✾❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤✐s ♣♦✇❡r ✉♥✐t ❤❛s
❧✐♠✐t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❛✈♦✐❞ ❖①②❣❡♥ ❙t❛r✈❛t✐♦♥✳

• ❆ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r✱ t❤❛t ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
❢❛s❤✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳

• ❆ ♣♦✇❡r st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❛❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t♦r✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r✳

• ❆ ❉❈ ❧♦❛❞✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❜✉s ❝❛♣❛❝✐t♦r✱ ❛ ♣r❡❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡ Rp r❡❧❛t❡❞ t♦ ✜①❡❞ ❧♦❛❞s
✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ s❡♥s♦rs✱ ❡t❝✳ ❛♥❞ ❛ ❝✉rr❡♥t s✐♥❦ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ♣♦✇❡r
❜② t❤❡ ❧♦❛❞ iL✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥s✉♠❡❞ ♣♦✇❡r ✐♥❝❧✉❞❡s ❉❈ ♦r ❆❈ ❧♦❛❞s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞ t❤r♦✉❣❤ st❛♥❞❛r❞ ✐♥✈❡rt❡rs✳

❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✇❡r ✉♥✐ts ❛♥❞ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ✇✐t❤
t❤❡ ❉❈ ❜✉s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs✳ ❋♦r t❤✐s ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❇♦♦st
✭st❡♣✲✉♣✮ ❝♦♥✈❡rt❡rs ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✭♥❛♠❡❞ ❛s ❉❈❉❈✶✮ ❛♥❞ ✇✐♥❞
t✉r❜✐♥❡ ✭♥❛♠❡❞ ❛s ❉❈❉❈✸✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ❜✉s❀ ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r✱ ❛ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❇✉❝❦✲❇♦♦st
❝♦♥✈❡rt❡r ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ✐ts ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❉❈ ❜✉s ✭♥❛♠❡❞ ❛s ❉❈❉❈✷✮✳
■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭P❈❆✮ ✇✐❧❧ ❞❡❧✐✈❡r ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s U1, U2

t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❉❈❉❈✶ ❛♥❞ ❉❈❉❈✷✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠♦r❡ ❛❤❡❛❞✳ ❋♦r t❤❡ ❉❈❉❈✸✱ ✐t
✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ▼❛①✐♠✉♠ P♦✇❡r P♦✐♥t ❚r❛❝❦✐♥❣ str❛t❡❣② ✭❛s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮✱ ❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♥♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡r
❉❈❉❈✸✿ ❛s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s♦♠❡ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♣♦✇❡r ✐♥❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❉❈ ❜✉s ❢r♦♠ t❤❡
✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠
❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✇✐♥❞ ❡♥❡r❣②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦♥❧② ✐♥❥❡❝ts ♣♦✇❡r t♦
❛ ❧♦❛❞✱ ❡✐t❤❡r ❛♥ ✐♥✈❡rt❡r ♦r ❛ ❉❈ ❜✉s ❛s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳
❆❜♦✉t t❤❡ P❈❆ ❜❧♦❝❦✱ ✐t ✇✐❧❧ ✐♥ ❢❛❝t ❣❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❜✉s❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
✈♦❧t❛❣❡s ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts✳ ❖✉t♣✉t ❝✉rr❡♥t ❧♦❛❞ iL ❛♥❞ ✇✐♥❞ ✉♥✐t ❝✉rr❡♥t iw✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✱ ✈✐❛ ❡st✐♠❛t♦rs ♦r s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ P❈❆ ❜❧♦❝❦ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡

✽✻



✺✳✷✳ P♦✇❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ▼P❈✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✽✼

♦♣t✐♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡s s✐❣♥❛❧s ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦❝❦s✱ U1 ❛♥❞ U2✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡
♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❋✉❡❧ ❝❡❧❧✱ ❲✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❛♥❞ ❙✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠

❋✐♥❛❧❧②✱ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♣♦✇❡r s②st❡♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs ❉❈❉❈✶ ❛♥❞ ❉❈❉❈✷✱ ✇❤♦s❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✇✐❧❧
❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦r❡ ❛❤❡❛❞✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ P♦✇❡r s②st❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

❋✉❡❧ ❈❡❧❧ ❲✐♥❞ ❚✉r❜✐♥❡ ❙✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ❉❈ ❇✉s ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

●❡♥❡r❛t❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✭V̄g1✮✿
✸✺ ❱❉❈
▼❛①✐♠✉♠ P♦✇❡r✿
✶✳✺ ❦❲
P♦✇❡r ❙❧❡✇ ❘❛t❡✿
✸✵✵ ❲✴s

▼❛①✐♠✉♠ P♦✇❡r✿
✶ ❦❲

❖♣❡r❛t✐✈❡ ❘❛♥❣❡✿
✸✸✵✲✹✺✵ ❱❉❈
◆♦♠✐♥❛❧ ❱♦❧t❛❣❡✭V̄g2✮✿
✹✵✵ ❱❉❈
❈❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✭Csc✮✿ ✶✵ ♠❋

❇✉s ❱♦❧t❛❣❡s ✭V̄c1✱ V̄c2 ✮✿
✸✵✵ ❱❉❈
❈❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✭Cb✮✿ ✹✵✵ ✉❋
▼❛①✐♠✉♠ P♦✇❡r✿ ✺❦❲
◆♦♠✐♥❛❧ P♦✇❡r✿
✶✵✵❲ ✭♣r❡❧♦❛❞✮
✰ ✸✵✵❲ ✭▲♦❛❞✮

❈♦♥✈❡rt❡r ❉❈❉❈✶ ❈♦♥✈❡rt❡r ❉❈❉❈✷

■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✭L1✮✿ ✵✳✻ ♠❍
❈❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✭C1✮✿ ✶ ♠❋
❘❛t❡❞ ❉✉t② ❈②❝❧❡ ✭D̄c1✮ ✿ ✵✳✽✽✸

■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✭L2✮✿ ✶✵✳✺♠❍
❈❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✭C2✮ ✿ ✹ ♠❋
❉✉t② ❈②❝❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡s ✭D̄c2,1✱ D̄c2,2✮✿ ✵✳✷✺

✺✳✷✳✷ ▲♦✇✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧s str❛t❡❣✐❡s ✭✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s✿ x = X̄ + x̃✱ ✇❤❡r❡ X̄ st❛♥❞s ❢♦r ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ x̃ ❢♦r ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ✐t✳

✺✳✷✳✷✳✶ ■♥❞✉❝t♦r ❝✉rr❡♥t ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠s ✇✐t❤ ♣♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s
❛s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ✐♥❞✉❝t♦r ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧

✽✼



✽✽
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str❛t❡❣② t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡s ✐ts st❛❜✐❧✐t② ❛❣❛✐♥st ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❡✐t❤❡r ❛t t❤❡✐r ✐♥♣✉t ✭s♦✉r❝❡✮ ♦r ❛t t❤❡
♦✉t♣✉t ✭❧♦❛❞✮ ♥♦❞❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ P■❉✱ r♦❜✉st✱ ♦r ❡✈❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧
❧❛✇s ❬✽✹✱ ✶✶✼✱ ✶✶✽❪✳
❋♦r t❤❡ ❉❈❉❈✶ ❛♥❞ ❉❈❉❈✷ ❝♦♥✈❡rt❡rs✱ P■❉✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❲❡❧❧✲❦♥♦✇♥ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ d̃c ❛♥❞ t❤❡
✐♥❞✉❝t♦r ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ĩl✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Gildc

(s)✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡rs ✭♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❛✈❡r❛❣❡❞✲st❛t❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ s❡❡ ❬✽✹❪✮✱ r❡❛❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❇✉❝❦ ❝♦♥✈❡rt❡r ❛s✿

Gildc
(s) =

ĩl(s)

d̃c(s)
=

V̄g/L(s+ 1/RCeq)

s2 + s/RCeq + 1/(LCeq)
✇✐t❤ dc =

vc
vg

✭✺✳✷✾✮

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❇♦♦st ❝♦♥✈❡rt❡r ❛s✿

Gildc
(s) =

ĩl(s)

d̃c(s)
=

V̄c/L(s+ 2/RCeq)

s2 + s/RCeq + D̄2
cp/(LCeq)

✇✐t❤ dc = 1− vc
vg

, dcp = 1− dc ✭✺✳✸✵✮

✇❤❡r❡ R,L,Ceq ❛r❡ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❧♦❛❞ r❡s✐st♦r✱ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤
❝♦♥✈❡rt❡r✱ V̄g, V̄c ❛r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡s✱ vg, vc✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
❢♦r t❤❡ ❇♦♦st ❝♦♥✈❡rt❡r✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s♦♠❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ✈❛❧✉❡✿
D̄cp = 1− V̄c/V̄g✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✭✺✳✷✾✮✲✭✺✳✸✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡s Ceq

❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡rs ❛r❡ Ceq1 = Cb + C1 + C2 ❢♦r ❉❈❉❈✶ ❛♥❞ ❉❈❉❈✷ ✐♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭❇✉❝❦✮ ♠♦❞❡✱
❛♥❞ Ceq2,2 ≈ Csc ❢♦r ❉❈❉❈✷ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ✭❇♦♦st✮ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❧✐❦❡ t❤✐s ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ✐♥❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ✢♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r✿ ❞✐s❝❤❛r❣✐♥❣ ✇❤❡♥ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡
❉❈ ❜✉s✱ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ✐t✳ ❆♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t ✐s t❤❛t ❢♦r ❉❈❉❈✷ t❤❡ ❞✉t②
❝②❝❧❡ ✈❛❧✉❡ dc2,1 ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭❇✉❝❦✮ ♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡❛s dc2,1 ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
✭❇♦♦st✮ ♠♦❞❡✳
❋♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥s ❛r❡ ✻❞❇ ❛♥❞ ✹✺o✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
✉♣ t♦ ✶✴✺ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭✷✵❦❍③✮✱ ❤❡♥❝❡ ✹❦❍③✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ✉♣ t♦ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✉♥❞❡r t❤✐s
s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❛♥② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ❬✽✹✱ ✶✷✹❪✳
❚❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ Gildc

(s) ❛♥❞ Gc(s)✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✺✳✸✱ ✇❤✐❧❡ st❡♣ r❡s♣♦♥s❡s ✭st❡♣ ❛t t = 0s✮ ❢♦r t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣ ✷✳
❋r♦♠ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✈❡rt❡rs ❝❛♥ ❜❡
♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ✜rst ♦r❞❡r tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ 0.5ms✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s s✉❣❣❡sts
t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ st❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧
str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ♣♦✇❡r
❝♦♥✈❡rt❡r ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❞②♥❛♠✐❝❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❉❈❉❈✷ ❢♦r ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❈✉rr❡♥t ❧♦♦♣s tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs

Gi1dc
❉❈❉❈✶ Gi1dc

❉❈❉❈✷✲❉✐s❝❤❛r❣❡ Gi1dc
❉❈❉❈✷✲❈❤❛r❣❡

5e5(s+9.01)
s2+4.505s+3.083e4

4e5(s+4.505)
s2+4.505s+1.351e6

4e5(s+0.938)
s2+4.505s+1.406e6

Gc ❢♦r ❉❈❉❈✶ Gc ❢♦r ❉❈❉❈✷ ✲ ❉✐s❝❤❛r❣❡ Gc ❢♦r ❉❈❉❈✷ ✲ ❈❤❛r❣❡
0.0562(0.008s+1)

0.008s
0.008s+1
0.008s

0.008s+1
0.008s

✽✽
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❙t❡♣ r❡s♣♦♥s❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❝✉rr❡♥t ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣

✺✳✷✳✷✳✷ ▼✐❝r♦❣r✐❞ ♣♦✇❡r ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❆❢t❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❉❈❉❈✶ ❛♥❞ ❉❈❉❈✷ ❤❛✈❡ ✐♥♥❡r ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡s❡ ❝♦♥✲
✈❡rt❡rs ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷✳ ■♥ t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞✱ ❝✉rr❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡s ifc ❛♥❞ isc r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✐❣♥❛❧s
U1, U2 ❢r♦♠ t❤❡ P❈❆✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛❞ ❜✉s✱
♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡r ❉❈❉❈✷✱ ❤❛s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣✐✈❡♥ ❢r♦♠ t❤❡
s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r t♦ t❤❡ ❜✉s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s isc✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s Rvisc✱ ✇❤❡r❡ Rv ✐s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ❛♥❞ t❤❡
❉❈ ❜✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ D̄c2,1✳

Supercapacitor

U1=ifc*

Csc Cb
Rp iL

ifc iw

isciscg

VbVsc

DCDC1 DCDC3
U2=isc*

Rv*isc

DCDC2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❘❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠

❋r♦♠ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r
✈♦❧t❛❣❡s ✭Cb, Csc✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥♣✉ts ✭U1 = i∗fc, U2 = i∗sc) ✭✇❤❡r❡ s②♠❜♦❧ ∗ st❛♥❞s ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡
✈❛❧✉❡s✮ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ iw, iL✳ ❍❡r❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛♣❛❝✐t♦r
❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

Ėb = Pfc + Psc + Pw − Ppre − PL

Ėsc = −Pscg
✭✺✳✸✶✮

✇❤❡r❡ Eb, Esc ❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛♣❛❝✐t♦r✱ Pfc, Psc, Pw ❛r❡ t❤❡ ♣♦✇❡rs ❣✐✈❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱
s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r✱ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ t♦ t❤❡ ❉❈ ❜✉s✱ Pscg ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❡♥t❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r t♦

✽✾
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❉❈❉❈✷✱ ❛♥❞ Ppre, PL ❛r❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ♣r❡❧♦❛❞ ❛♥❞ ❧♦❛❞ t♦ t❤❡ ❉❈ ❜✉s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♣❛❝✐t♦r s❛t✐s✜❡s E = 0.5CV 2✱ ✇✐t❤ C ✐ts ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❛♥❞ V ✐ts ✈♦❧t❛❣❡✱
❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣♦✇❡rs ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡s✱ ❛ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②✿

ẋ =

[
Kb2 0

0 −Rv Īsc

]
x+

[
V̄b V̄b

0 −RvV̄sc

]
u+

[
V̄b −V̄b

0 0

]
d ✭✺✳✸✷✮

✇❤❡r❡ x = [ṽb ṽsc]
T ✐s t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✱ u = [̃ifc ĩsc]

T ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ❛♥❞ d = [̃iw ĩL]
T ✐s

t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡✿ Rv = D̄c2,1 = 0.5 ✭❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜①❡❞ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❝t✐♦♥s✮✱ Kb = CbV̄b✱Kb2 = Īfc + Īsc + Īw − ĪL − (2/Rpre)V̄b ❛♥❞ Ksc = CscV̄sc✳
❋r♦♠ ♥♦✇✱ ❛ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢♦r✇❛r❞ ❊✉❧❡r
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ s②st❡♠ ✭✺✳✸✷✮ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ Ts✳

✺✳✷✳✸ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ t❤❛t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
✭❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧✮ str❛t❡❣②✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐ts ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞
♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

J =
1

2

(
x̃T
NPx̃N +

N−1∑

k=0

x̃T
kQx̃k +

N−1∑

k=0

ũT
kRũk +

N−1∑

k=0

x̃T
k Sũk

)
✭✺✳✸✸✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥✱ P,Q,R ❛♥❞ S ❛r❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ P ≥ 0, Q ≥ 0, S ≥
0, R > 0✱ x̃k ✐s t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❡rr♦r t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✭❞❡✜♥❡❞ ❛s x̃k = xk − xref ✮ ❛♥❞ ũk ✐s t❤❡
❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛❧✉❡ uref ✭ũk = uk − uref ✮✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡
t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s Q,R, S ❝❛♥ ❤❡r❡ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

• ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❈ ❜✉s ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r
✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦r❡ ✇❡✐❣❤t ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ Q ❢♦r t❤❡ ❉❈ ❜✉s ✈♦❧t❛❣❡ st❛t❡✳

• ❋♦r t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧✲❜❛s❡❞ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ st❡❛❞② st❛t❡ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❛❞✳ ❚❤✐s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① R✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ♠✉st ♥♦t ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥
st❡❛❞② st❛t❡✱ ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ✢♦✇ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ S✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✱ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
❝❤♦s❡♥ ❛s✿

Q =

[
100 0

0 10

]
, R =

[
10 0

0 1

]
, S =

[
0 0

0 0.25

]
✭✺✳✸✹✮

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ r❛♥❣❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t❤❡✐r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ s②st❡♠
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣②
❝♦♥str❛✐♥ts✿

✾✵
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• ❚❤❡ ❜✉s ✈♦❧t❛❣❡ Vb ♠✉st ❜❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ s♦♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡
❧♦❛❞ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❡♥s✉r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥✈❡rt❡r t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❛♥
❆❈ ❧♦❛❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳

• ❚❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ✈♦❧t❛❣❡ Vsc ♠✉st ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ ✐ts st❛t❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡ ✭❙♦❈✮ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ✉♥✐ts s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❢✉❧❧ ❝❤❛r❣❡❞ ♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡❞ ❢♦r
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ❛♥② ❧♦❛❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛✐♥ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♦♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ♠✉st ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r ❉❈❉❈✷ ❬✽✹✱ ✾✶❪✳

• ❈✉rr❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❝♦♥✈❡rt❡rs ❉❈❉❈✶ ❛♥❞ ❉❈❉❈✷✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛s❧ U1

❛♥❞ U2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♠✉st ❜❡ ❛❧s♦ ❧✐♠✐t❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝❛♥♥♦t ❛❜s♦r❜
❛♥② ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❛❞ ❜✉s✱ ❜✉t ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ✉♣ t♦ ✶✳✺ ❦❲ ♦❢ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ U1✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r✲❧♦❛❞ ❜✉s ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ✐♥❥❡❝t ❛♥❞ ❛❜s♦r❜ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❛❞ ❜✉s✱ ❛♥❞ ✐ts ♣♦✇❡r r❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✭✷✳✺ ❦❲✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ✭✶✳✵ ❦❲✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ U2 ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣✴❛❜s♦r❜✐♥❣ ✉♣ t♦ ✷✳✺ ❦❲ ❛t
t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r✳

• ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❛♥❞ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦rs✱ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡✐r r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧s s♦ ❛s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❧❡✇ r❛t❡ ✐♥ ❜♦t❤ ✉♥✐ts✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣r♦t♦t②♣❡ s✉❝❤ t❤❡ ❇❆▲▲❆❘❉ ◆❡①❛ ❢✉❡❧
❝❡❧❧✱ t❤❡ s❧❡✇ r❛t❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✸✵✵ ❲✴s ❬✷✼❪✳ ❋♦r t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r✱ ❛ s❧❡✇ r❛t❡ ♦❢ ✸✵✵ ❆✴s
✐s ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t♦r
str✉❝t✉r❡✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t s✐♥❦ ❛r❡
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r
❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❢r♦♠ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✶ ❦❲✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡
❧♦❛❞ ✐s ✺ ❦❲✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❜✉s ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ✹✵✵ ❱❉❈✱ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ✐♥♣✉t s❧❡✇ r❛t❡s✿

295V ≤ x1 ≤ 305V 0 ≤ u1 ≤ 5A

450V ≤ x2 ≤ 330V −8.3A ≤ u2 ≤ 8.3A

−1A/s ≤ δu1 ≤ 1A/s 0 ≤ d1 ≤ 3.3A

−300A/s ≤ δu2 ≤ 300A/s 0 ≤ d2 ≤ 16.6A

✭✺✳✸✺✮

❘❡♠❡♠❜❡r ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ◗P
❢♦r♠✱ ♦♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r uuu = [u0 · · ·uN−1]

T ✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ r❡❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✸✷✮✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✺✳✸✸✮✱ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐❝❡s ✭✺✳✸✹✮ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✺✳✸✺✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

min
uuu

1
2u

THuuTHuuTHu+ uTuTuT [K1K1K1(x0 − xs) +K2K2K2(d− dsd− dsd− ds)−HusHusHus]

s✉❜❥❡❝t t♦ Luuu ≤ W
✭✺✳✸✻✮

❢♦r ♠❛tr✐❝❡s H,K1,K2, L,W r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ P❈❆ ✉♥✐t✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❞❡❧✐✈❡rs s✐❣♥❛❧s U1 ❛♥❞ U2✱ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s
❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r✳

✾✶
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✺✳✷✳✹ ❈♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦✇❡r s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞✳
❚❤❡ ▼P❈✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✸✻✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♦♠❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧❛✇ ✲ ❤❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲◗❘ ❞❡s✐❣♥✱ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ✭✺✳✸✹✮✱ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❛❞❞❡❞ ❛s ❧✐♠✐t❡rs ❛♥❞ ✜❧t❡rs ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥♣✉ts U1 = i∗fc, U2 = i∗sc ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✭✺✳✸✺✮✳
❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♥♦✐s② ❡♥❡r❣② ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t ▼PP❚ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r✱ ❜✉t t❤❡ ✇✐♥❞ ❡♥❡r❣② ✐s
t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❢❛❝❡ t❤♦s❡ ❢❛st ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆♥♦t❤❡r
❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛t s♦♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❧♦❛❞ ✲ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❉❈ ♦♥❡✱ ✇✐❧❧ ❛❞♠✐t
❛♥ ❆❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♣ t♦ ❣r✐❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭✺✵ ❍③✮✿ t❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②
❝❛♥ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ❉❈ ❧♦❛❞s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❆❈ ♦r ❢❛st t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s✳ ❋♦r t❤❡
s②st❡♠✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✺✳✸✷✮ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
st❛t❡s✱ ❝♦♥tr♦❧s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✿

V̄b = 300V, V̄sc = 400V, Īfc = 0.667A, Īw = 0.33A, Īsc = 0.0A, ĪL = 0.667A, Rp = 900Ω.

✭✺✳✸✼✮
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ 5ms ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ s♠❛❧❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ ✇❛s ✜①❡❞ ❛s N = 3✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❢❛st s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ✜ts ♣❡r❢❡❝t❧② t❤✐s t❛r❣❡t✳
❚❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡sts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❋♦r t❤❡ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✿ ♦✈❡r t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ t = 0 − 2s✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❝✉rr❡♥t ✭♣♦✇❡r✮ ✐s
0.667A (200W )✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✉♣ t♦ 2.5A(750W ) ♦✈❡r t = 2 − 10s✱ ❛♥❞ ❛✉❣✲
♠❡♥t❡❞ ❛❣❛✐♥ t♦ 5A(1.5kW ) ♦✈❡r t = 10 − 25s✳ ■♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t = 25 − 50s✱ t❤❡ ❧♦❛❞
❤❛s ❛ ❉❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❆❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ♦✈❡r t = 25 − 40s✱ t❤❡ ❉❈ ❧♦❛❞ ✐s
6A(1.8kW ) ❛♥❞ t❤❡ ❆❈ ❧♦❛❞ ❤❛s ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ 1A(300W ) ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✺❍③✳ ❖✈❡r
t = 40−50s✱ t❤❡ ❉❈ ❧♦❛❞ ✐s 4A(1.2kW ) ❛♥❞ t❤❡ ❆❈ ❧♦❛❞ ❤❛s ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ 1A(300W ) ❛♥❞
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✺✵❍③ ✭❧✐♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✈❡r t = 50− 60s✱ t❤❡ ❉❈ ❧♦❛❞ ✐s 3.5A(1.05kW )

❛♥❞ t❤❡ ❆❈ ❧♦❛❞ ❤❛s ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ 1.5A(450W ) ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❣❛✐♥ ♦❢ ✺❍③✳ ❆❢t❡r t = 60✱
t❤❡ ❧♦❛❞ ✐s r❡t✉r♥❡❞ t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ 0.667A(200W )✳

• ❋♦r t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✿ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ✐ts ❝✉rr❡♥t ✭♣♦✇❡r✮ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ ③❡r♦ ♠❡❛♥✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❝✉rr❡♥t ✭♣♦✇❡r✮ ❜❛s✐❝ ✈❛❧✉❡s ❛r❡✿ 0.333A(100W ) ♦✈❡r t = 0 − 10s✱ t❤❡♥
✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ✉♣ t♦ 1.333A(400W ) ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ t♦ 2.33A(700W ) ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s
t = 10 − 25s ❛♥❞ t = 25 − 40s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❢t❡r t = 40s✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✈❛❧✉❡ r❡t✉r♥s t♦
0.333A(100W )✳

❚❤✐s ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ▲◗❘ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛✐♥❡❞ ▼P❈ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
♣♦✇❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸✳ ❋♦r ❜♦t❤
❝❛s❡s✱ ❛♥❞ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧②✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ✇❛s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♦♥❡
❢♦r ❛ s✉♣♣♦rt ♣♦✇❡r ✉♥✐t✱ ✇❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r ❛♥❞ r❡q✉✐r❡❞
❛✉t♦♥♦♠♦✉s t✐♠❡ ❬✶✷✷❪✳ ❲✐t❤♦✉t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ st❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❧❡ss ❞✉❡ t♦ ✐ts st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r
♣r♦✜❧❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❧❡❛r✳

✾✷
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❯♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ✭r✐❣❤t✮ ▼P❈ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦✇❡r s②st❡♠

❲✐t❤ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts✱ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r
✐♥❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r t♦ t❤❡ ❉❈ ❜✉s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♥♦t ♦♥❧② t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ r✐♣♣❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② t❤❡ ❧♦❛❞✱ ✇❤❡♥ s♦♠❡ ❆❈ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ✐s s✉♣❡r♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❉❈ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❜❡st ❞❡❝✐s✐♦♥✱ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝✉rr❡♥t✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐ts s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦✐♥❞❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s
❣❡♥❡r❛t♦r ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡ ❛t t❤❡ s②st❡♠✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✛❡rs ❜❡tt❡r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▲◗❘ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❉❈ ❜✉s ✈♦❧t❛❣❡✱ ❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❛s❡✱ ❤❛s ❛
❞❡❡♣ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 295V ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜✐❣❣❡r ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❜✉s ✈♦❧t❛❣❡ ✐s r❛✐s✐♥❣ ♦✈❡r ✐ts ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ st❛❜✐❧✐t② ✐ss✉❡ ❢♦r
t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ s❤♦✇s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❜② ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ s②st❡♠ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡s✐❣♥✳

✺✳✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ♣♦✇❡r ♠✐❝r♦❣r✐❞✱ ❝♦♠♣♦s❡❞
❜② ❛ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱ ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ t❤❛t ❛❧✇❛②s ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ❛ s✉♣❡r✲
❝❛♣❛❝✐t♦r✳ ❚❤❡ str❛t❡❣②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡♥s✉r❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♦❜❥❡❝t✐✈❡s s✉❝❤ ❛s ✈♦❧t❛❣❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉❈ ❜✉s ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r✱ ✇❤✐❧❡
r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡
✈♦❧t❛❣❡ r❛♥❣❡s ❛♥❞ s❧❡✇ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ▲◗❘
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs✱ s❤♦✇✐♥❣ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts
❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✐s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② s②st❡♠s✱ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡

✾✸
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❢♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ✢♦✇s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
♠♦r❡ st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡s✱ ✈♦❧t❛❣❡ ❜✉s❡s ❛♥❞ ❧♦❛❞s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t
❜❡ s♦ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r s♦♠❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ t❤❛t ❝♦♥✲
s✐❞❡rs ❛ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r❧❡ss s❝❤❡♠❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛♥② ❝❧❛ss ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r
♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤✉s ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t
❛❧✇❛②s r❡❧✐❛❜❧❡✱ ❞✉❡ t♦ ✐♥str✉♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❛♥❞✴♦r ✐ts ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❜❧❛❞❡s✱
♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r ✐s ❞❛♠❛❣❡❞✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ t✉r❜✐♥❡ t♦ ✇♦r❦ ❝❧♦s❡ t♦
✐ts ♦♣t✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❜❧❛❞❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ st❛rt✲✉♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦r ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇✐♥❞
s♣❡❡❞ ♣r♦✜❧❡✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♣♦✇❡r s②st❡♠ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ ❛ s✉♣❡r✲
❝❛♣❛❝✐t♦r ❛s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❞❡✈✐❝❡✳ ❍❡r❡✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❤❡❧♣s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥
t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✉s❡s ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ✢♦✇s
✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛❢t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❉❈✴❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡rs ❜② ❢❛st ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱
t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡✱ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛
❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲◗❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛❝t✉❛t♦r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✱ ❛ ❞❡❡♣❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
♠❛❞❡✱ ❛♥❞ s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡✳
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❉❊❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❆◆❉

❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉ ❈❖❖❘❉■◆❆❚■❖◆
❯◆❉❊❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚❙

❈♦♥t❡♥ts
✻✳✶ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✾✻

✻✳✶✳✶ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✶✳✷ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻✳✷✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻✳✷✳✷ ●❧♦❜❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻✳✸ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✸✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✸✳✸ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ s✉❜s②st❡♠s s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s✿ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s✉❜s②s❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✸✳✹ ❈♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r s✉❜s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✻✳✹ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ✇❡r❡ r❡❝❛❧❧❡❞✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞✱ ♦♥
t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❬✻✱ ✹✶❪ t②♣✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ❝♦♠♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺✺❪✱ ♦r ♦t❤❡r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s ✐♥ ❬✶✵✵✱ ✶✵✶❪✳ ❇✉t ✐♥
❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❤♦r✐③♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
◆♦✇ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s②st❡♠s ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❡✐t❤❡r ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞
♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❛❞❡q✉❛t❡❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡
t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ❡♥t✐t② t❤❛t ❣❛t❤❡rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡rs ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠✱
r❡s♣❡❝t✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤♦s❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠
❝❛♥ ❜❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ❜② ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦r t♦♦❧s
❢♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ✲ s✉❝❤ ❛s ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮✱ ❘❡❧❛t✐✈❡ ●❛✐♥
❆rr❛②s ✭❘●❆✮ ♦r ❖r❞❡r ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❬✶✻❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥t✐t② ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s❝❤❡♠❡✱ ❛♥ ❡♥t✐t②✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✱ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
s✉❜s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥✱ ❞❡❧✐✈❡r s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡

✾✺
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❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆ ❚❖ ▼P❈ ❉❊❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❆◆❉ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉
❈❖❖❘❉■◆❆❚■❖◆ ❯◆❉❊❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚❙

♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡ s✉❜s②st❡♠s ❛r❡ t❤❡♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❲✐t❤ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❛❧❦ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✈✐❛
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❬✷✶❪✱ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ❬✼✱ ✷✸✱ ✷✹✱ ✸✾❪
t♦ ❝✐t❡ ❛ ❢❡✇✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❤♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ▼P❈ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛
❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤✐s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❢♦r♠❡r st✉❞② ♦❢ ❬✻❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❛s ♥♦t ❢✉❧❧②
s♦❧✈❡❞✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✐s ✜rst s❤♦✇♥ ❤♦✇ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s②st❡♠s✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐ts❡❧❢ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ◗P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✉♥❞❡r
❧✐♥❡❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮✳
❚❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬✼❪✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐ts st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❬✶✶❪✳

✻✳✶ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s

❍❡r❡ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ◗P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝❛s❡ ✐s ✜rst
r❡❝❛❧❧❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇❛② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✉❜s②st❡♠s✱ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

✻✳✶✳✶ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✿

xk+1 = Axk +Buk + Edk
yk = Cxk

✭✻✳✶✮

✇✐t❤ k ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡✱ xk, uk, dk, yk t❤❡ st❛t❡✱ ✐♥♣✉t✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦rs
♦❢ ♦r❞❡rs n,m, q ❛♥❞ o r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ A ∈ ℜn×n✱ B ∈ ℜn×m✱ E ∈ ℜn×q, C ∈ ℜo×n t❤❡ st❛t❡✱
✐♥♣✉t✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♠❛tr✐❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ Jg t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r s❡q✉❡♥❝❡ uuu = [u0...uN−1]

T ♦✈❡r ❛
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N ✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s P ≥ 0, Ru ≥ 0, Q, Su s✉❝❤ t❤❛t Q ≥ SuR

−1
u ST

u ✱
✐s✿

Jg =
1

2

(
x̃T
NPx̃N +

N−1∑

k=0

x̃T
kQx̃k +

N−1∑

k=0

ũT
kRuũk + 2

N−1∑

k=0

ũT
k Sux̃k

)
✭✻✳✷✮

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡s ✈❡❝t♦r✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ x0✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ uuu ❛♥❞
t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ s❡q✉❡♥❝❡ ddd ✐s✿

xxx = Ωx0 + Γuuu+Θddd

x̃̃x̃x = Ω(x0 − xs) + Γ(u− usu− usu− us) + Θ(d− dsd− dsd− ds)
✭✻✳✸✮

✇❤❡r❡ xs, us ❛♥❞ ds ❛r❡ t❤❡ st❛t❡✱ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✳ ✇❤✐❧❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s
Ω,Γ ❛♥❞ Θ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦

✾✻



✻✳✶✳ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✾✼

❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✇✐t❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ uuu ❛s✿

Jg = V̄ +
1

2
uTHuuTHuuTHu+ uTuTuT [K1K1K1(x0 − xs) +K2K2K2(d− dsd− dsd− ds)−HusHusHus] ✭✻✳✹✮

✇✐t❤ V̄ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ uuu✱ ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡sH,K1H,K1H,K1, K2K2K2 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✵✮✳❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s✿

uuu∗
uc = −H−1H−1H−1[K1K1K1(x0 − xs) +K2K2K2(d− dsd− dsd− ds)−HusHusHus] ✭✻✳✺✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✹✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❛t ❣❛t❤❡rs
❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡s ❢♦r st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥♣✉t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✜♥❛❧❧② r❡❛❞✐♥❣ ❛s✿

min
uuu

1
2u

THuuTHuuTHu+ uTuTuT [K1K1K1(x0 − xs) +K2K2K2(d− dsd− dsd− ds)−HusHusHus]

s✉❜❥❡❝t t♦ Luuu ≤ W
✭✻✳✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ♠❛tr✐❝❡s L,WL,WL,W ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✻✮✳ ❋♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱
❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛❧r❡❛❞②
r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✻✳✶✳✷ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t
❛ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❞✐st✉r✲
❜❛♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠✱ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r s✉❜s②st❡♠s✳
▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s②st❡♠✱ ♥❛♠❡❧② ❛ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s
❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ✭✻✳✶✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s✐❣♥❛❧ ✈❡❝t♦rs✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧
s✐❣♥❛❧ ✈❡❝t♦rs✱ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜ ✐♥❞❡① i = 1 · · · z✱ ✇✐t❤ x(i) ∈ ℜn(i)✱ u(i) ∈ ℜm(i)✱ d(i) ∈ ℜq(i)✱
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿







x(1)

✳✳✳
x(z)







k+1

= A







x(1)

✳✳✳
x(z)







k

+B







u(1)

✳✳✳
u(z)







k

+ E







d(1)
✳✳✳

d(z)







k

✭✻✳✼✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ♦✇♥ s✐❣♥❛❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✈❡❝t♦r v(i) ∈ ℜr(i) ❛s ✐♥ ✭✻✳✾✮ ❜❡❧♦✇✿

x(i)k+1 = Aiix(i)k +Biiu(i)k + Eiid(i)k + v(i)k ✭✻✳✽✮

v(i)k =

z∑

j=1
j 6=i

(Aijx(j)k +Biju(j)k + Eijd(j)k) ✭✻✳✾✮

❚❤❡ ❢✉❧❧ s②st❡♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r vk✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✻✳✾✮✱ s❛t✐s✜❡s✿



v(1)
✳✳✳

v(z)




k

= vA



x(1)

✳✳✳
x(z)




k

+ vB



u(1)

✳✳✳
u(z)




k

+ vE



d(1)
✳✳✳

d(z)




k

✭✻✳✶✵❛✮

vk = vAxk + vBuk + vEdk ✭✻✳✶✵❜✮

✾✼



✾✽

❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆ ❚❖ ▼P❈ ❉❊❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❆◆❉ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉
❈❖❖❘❉■◆❆❚■❖◆ ❯◆❉❊❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚❙

✇❤❡r❡ vA✱ vB ❛♥❞ vE ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s A✱ B ❛♥❞ E✱ ❜✉t ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t vk ✐s ♦❢ ♦r❞❡r r ❢♦r s♦♠❡ r ≤ n✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤✉s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✭❛❧♦♥❣
✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✮ t❤❛t ✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ✜rst✱
❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ s②st❡♠✿

Ad = A− vA Bd = B − vB Ed = E − vE ✭✻✳✶✶✮

❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r t♦ r❡✲♦❜t❛✐♥ s②st❡♠ ✭✻✳✶✮✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

xk+1 = Adxk +Bduk + Eddk + vk ✭✻✳✶✷✮

❖♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ▼P❈✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s Rv ≥ 0, ❛♥❞ Sv s✉❝❤ t❤❛t
Q ≥ SvR

−1
v ST

v ✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Jgv = 1
2

[
x̃T
NPx̃N +

N−1∑
k=0

(
x̃T
kQx̃k + ũT

kRuũk + 2ũT
k Sux̃k

)]
+ 1

2

N−1∑
k=0

(
ṽTk Rv ṽk + 2ṽTk Svx̃k

)

✭✻✳✶✸✮
❆t t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮✱ ❜✉t
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✻✳✶✷✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ vk ✐s
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ uk✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
uextuextuext = [uuuT vvvT ]T ✱ ✇❤❡r❡ vvv = [v0 · · · vN−1]

T ✳ ❚❤✐s ❧❛st ♦♥❡ ✐s t❤❡ N − step ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ Jgv ✇✐t❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ uextuextuext✱ ❡q✉❛❧✐t②
❝♦♥str❛✐♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② ❞②♥❛♠✐❝s✭✻✳✶✷✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭✻✳✶✵✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧s♦
✐♥ t❡r♠s ♦❢ uextuextuext ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✻✳✻✮✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s
❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✿

min
uextuextuext

Jgv(uextuextuext)

s✉❜❥❡❝t t♦ Lextuextuextuext ≤ Wext

xk+1 = Adxk +Bduk + Eddk + vk, 0 ≤ k ≤ N − 1

vk = vAxk + vBuk + vEdk, 0 ≤ k ≤ N − 1

✭✻✳✶✹✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✲✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ Jgv(uextuextuext) ✐♥ ◗P ❢♦r♠✱ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t❡❞
✈❡❝t♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿

xxx =
[

x1 · · · xN

]T
xsxsxs =

[

xs · · · xs

]T

uuu =
[

u0 · · · uN−1

]T
ususus =

[

us0 · · · usN−1

]T

vvv =
[

v0 · · · vN−1

]T
vsvsvs =

[

vs0 · · · vsN−1

]T

ddd =
[

d0 · · · dN−1

]T
dsdsds =

[

ds0 · · · dsN−1

]T

✭✻✳✶✺✮

❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ N− st❡♣ ✭♣r❡❞✐❝t❡❞✮ st❛t❡s ❛♥❞ st❛t❡ ❡rr♦r ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ uextuextuext = [uuuT vvvT ]T ❛♥❞ uext−suext−suext−s =

[ususus
T vsvsvs

T ]T ❛r❡✿
xxx = Ωd x0 +Ψd uextuextuext +Θd ddd

x̃̃x̃x = Ωd (x0 − xs) + Ψd (uext − uext−suext − uext−suext − uext−s) + Θd (d− dsd− dsd− ds)
✭✻✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ♠❛tr✐❝❡s Ωd✱ Γd✱ Θd ❛♥❞ Ψd ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✉s✐♥❣ ✭✻✳✶✷✮ ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ✭✹✳✹✮✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r
❞❡t❛✐❧s✱ ♣❧❡❛s❡ ❝♦♥s✉❧t ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✿

Ωd =











Ad

A2
d

✳✳✳
AN

d











Γd =











Bd 0 · · · 0

AdBd Bd · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
AN−1

d Bd AN−2
d Bd · · · Bd











Θd =











Ed 0 · · · 0

AdEd Ed · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
AN−1

d Ed AN−2
d Ed · · · Ed











Λd =











I 0 · · · 0

Ad I · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
AN−1

d AN−2
d · · · I











Ψd = [Γd Λd]

✭✻✳✶✼✮

✾✽



✻✳✶✳ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✾✾

❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✱ t❤❡ N − step ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ uextuextuext = [uuuT vvvT ]T ✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣✿

Λvvv = Γuuu+Ω x0 +Θ ddd

0 = Ψuextuextuext +Ω x0 +Θ ddd
✭✻✳✶✽✮

✇❤❡r❡ ♠❛tr✐❝❡s Ω✱ Γ✱ Θ ❛♥❞ Ψ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✭✻✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✷✮ ✭✇✐t❤ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
✶✮✿

Ω =











vA
vAAd

✳✳✳
vAA

N−1
d











Γ =













vB 0 · · · 0

vABd vB · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
vAA

(N−2)
d Bd A

(N−3)
d Bd · · · vB













Θ =













vE 0 · · · 0

vAEd vE · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
vAA

(N−2)
d Ed vAA

(N−3)
d Ed · · · vE













Λ =













I 0 · · · 0

−vA I · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
−vAA

(N−2)
d −vAA

(N−3)
d · · · I













Ψ = [Γ − Λ]

✭✻✳✶✾✮
❲✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✻✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❜s♦r❜ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱
❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ x̃xx ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡q✉❛❧✐t②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥
❆✉❣♠❡♥t❡❞ ▲❛❣r❛❣✐❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❬✸✾❪✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ppp = [p0 · · · pN−1]

T ❢♦r
r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❬✺✺❪✳
❇✉t ❜❡❢♦r❡✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡ Rv ✐s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦
❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✷✹✱ ✸✾❪ ❛♥❞ Sv ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ③❡r♦✿

QQQ = diag{Q · · ·Q P}

RuRuRu = diag{Ru · · ·Ru},RvRvRv = diag{Rv · · ·Rv},RextRextRext = diag{RuRuRu RvRvRv},

SuSuSu = diag{Su · · ·Su},SvSvSv = diag{Sv · · ·Sv},SextSextSext = diag{SuSuSu SvSvSv}

✭✻✳✷✵✮

▼❛tr✐① P ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ❘✐❝❛tt✐ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✳ ❲✐t❤
t❤❡s❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ Jgv ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ♦♥❡ ♥♦✇ ❝❛❧❧❡❞
Jext ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ uextuextuext ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ❛♥❞ V̄ext ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❡r♠s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s uextuextuext

❛♥❞ ppp✿

Jext(uext, puext, puext, p) = V̄ext +
1
2u

T
extHcuextuT
extHcuextuT
extHcuext + uT

extuT
extuT
ext[K1cK1cK1c(x0 − xs) +K2cK2cK2c(d− dsd− dsd− ds) +K3cpK3cpK3cp−HcuextsHcuextsHcuexts ]+

pTpTpT (Ωx0 +Θddd)
✭✻✳✷✶✮

✇❤❡r❡ ♠❛tr✐❝❡s Hc,K1c,K2cHc,K1c,K2cHc,K1c,K2c ❛♥❞ K3cK3cK3c ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

HcHcHc = ΨT
dQQQΨd +RextRextRext + 2SextSextSextΨd❀ K3cK3cK3c = Ψ

T
❀ K1cK1cK1c = ΨT

dQQQΩd +SextSextSextΩd❀ K2cK2cK2c = ΨT
dQQQΘd +SextSextSextΘd

✭✻✳✷✷✮
❆s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

max
ppp

min
uextuextuext

Jext(uext, puext, puext, p)

s✉❜❥❡❝t t♦ Lextuextuextuext ≤ Wext

✭✻✳✷✸✮

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ♠❛tr✐❝❡s Lext,Wext ❤❛✈❡ ❛ str✉❝t✉r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ ✭✹✳✷✹✮✱ ✉s✐♥❣
❛❣❛✐♥ t❤❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡ ✈❡❝t♦rs ❢♦r st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✿

xmaxxmaxxmax =
[

xmax1 · · · xmax(N)

]T

xminxminxmin =
[

xmin1 · · · xmin(N)

]T

umaxumaxumax =
[

umax0 · · · umax(N−1)

]T

uminuminumin =
[

umin0 · · · umin(N−1)

]T

vmaxvmaxvmax =
[

vmax0 · · · vmax(N−1)

]T

vminvminvmin =
[

vmin0 · · · vmin(N−1)

]T

dmaxdmaxdmax =
[

dmax0 · · · dmax(N−1)

]T

dmindmindmin =
[

dmin0 · · · dmin(N−1)

]T

δumaxδumaxδumax =
[

δumax0 · · · δumax(N−1)

]T

δuminδuminδumin =
[

δumin0 · · · δumin(N−1)

]T

✭✻✳✷✹✮

✾✾



✶✵✵

❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆ ❚❖ ▼P❈ ❉❊❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❆◆❉ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉
❈❖❖❘❉■◆❆❚■❖◆ ❯◆❉❊❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚❙

❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s vmaxk ❛♥❞ vmink ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

vmaxk = vAxmaxk + vBumaxk + vEdmaxk

vmink = vAxmink + vBumink + vEdmink
✭✻✳✷✺✮

■♥ ✭✻✳✷✻✮✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ ❛❣❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t st❛t❡s
x0✱ ♣❛st ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡ ue−1 ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ddd✱ ❛♥❞ ✭✻✳✷✼✮ s❤♦✇s ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❜❡tt❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳

Lextuextuextuext ≤ W̄ +Wxx0 +Wuue−1[
φext

−φext

]
uextuextuext ≤

[
∆̄ext

−∆ext

]
+

[
−ξext
ξext

]
x0 +

[
−ξu−ext

ξu−ext

]
ue−1

✭✻✳✷✻✮

φext =




Ψd

IN×m 0N×r

0N×m IN×r

Eδ,ext 0N×r


 ∆̄ext =




xmax −Θdmaxdmaxdmaxxmax −Θdmaxdmaxdmaxxmax −Θdmaxdmaxdmax

umaxumaxumax

vmaxvmaxvmax

δumaxδumaxδumax


 ∆ext =




xmin −Θdmindmindminxmin −Θdmindmindminxmin −Θdmindmindmin

uminuminumin

vminvminvmin

δuminδuminδumin




ξext =




Ωd

0N×m

0N×r

0N×m


 ξu−ext =




0N(m+r)×(m+r)

0Nm×(m+r)

0Nr×(m+r)

E−1,ext


 Eδ,ext =




Im 0m · · · 0m
−Im Im · · · 0m
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0m · · · −Im Im




E−1,ext =

[
Im

0(N−1)×m

]

✭✻✳✷✼✮
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r uextuextuext t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐❣♥❛❧s s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✈❡❝t♦r ♣ ❢♦r ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ♦❢
❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❛♥♥❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛s
♠❛♥② ♣❛rts ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❜s②st❡♠s ✇✐❧❧ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳

✻✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ z s✉❜s②st❡♠s t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s②st❡♠ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ Pr✐❝❡ ❉r✐✈❡♥✲❧✐❦❡ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s s❤♦✇♥ ❬✷✸✱ ✷✹✱ ✾✾❪✳

✻✳✷✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s

❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮ ✐♥ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✱ ❛♥❞ ✭✻✳✷✶✮ ✐♥ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠✱ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ z s✉❜s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❡❛❝❤ i− th s✉❜s②st❡♠ ❤❛s ✐ts
♦✇♥ st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s x(i)k, u(i)k, d(i)k ❛♥❞ v(i)k✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ✐ts ♦✇♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✽✮✳ ❚❤❡ s♣❧✐t ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✻✳✷✽✮✱ ✇❤❡r❡ ❧♦❝❛❧
❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥♣✉t✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ūext(i) = [uT

(i) vT(i)]
T ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s Rext(i) = diag{Ru(i) Rv(i)}✱

✶✵✵



✻✳✷✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✶✵✶

Sext(i) = [Su(i) Sv(i)]
T ❛r❡ ✉s❡❞✿

Jext =
h∑

i=1

Jext(i) =
h∑

i=1

Jgv(i) +
h∑

i=1

Jeq(i),✇❤❡r❡✿

Jgv(i) =
1
2

(
x̃T
(i)NP(i)x̃(i)N +

N−1∑
k=0

x̃T
(i)kQ(i)x̃(i)k

)
+

1
2

(
N−1∑
k=0

˜̄uT
ext(i)kRext(i) ˜̄uext(i)k + 2

N−1∑
k=0

˜̄uT
ext(i)kSext(i)x̃(i)k

)

Jeq(i) = pppT
N−1∑
k=0

(
M(i)ūext(i) + δ(i)k

)

✭✻✳✷✽✮

■♥ ✭✻✳✷✽✮ ❛ ♠❛tr✐① M(i) ❛♣♣❡❛rs t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥♣✉ts ❛t s✉❜s②st❡♠ ✐ ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧
s②st❡♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ūext(i)ūext(i)ūext(i) ✇✐❧❧ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✳ ▼❛tr✐① M(i) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t s✐③❡ ♦❢ ✭✻✳✶✵✮ ❛♥❞
✇♦r❦✐♥❣ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ūext(i)k✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s②st❡♠s✱
♠❛tr✐❝❡s Mi ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✿

[
v(1)
v(2)

]

k

=

[
0 A12

A21 0

][
x(1)

x(2)

]

k

+

[
0 E12

E21 0

][
d(1)
d(2)

]

k

+

[
0 B12

B21 0

][
u(1)

u(2)

]

k

0 =
z∑

i=1

δ(i)k +

[
0 −I

B21 0

][
u(1)

v(1)

]

k

+

[
B12 0

0 −I

][
u(2)

v(2)

]

k

0 =
z∑

i=1

δ(i)k +M1ūext(1)k +M2ūext(2)k

✭✻✳✷✾✮

✇❤❡r❡ δ(i) ❛r❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❣❛t❤❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❧♦❝❛❧ st❛t❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
t❤❛t✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ūext(i)ūext(i)ūext(i)✳
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❛❞❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ N−step ❢♦r✇❛r❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✭✻✳✸✵✮ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✱
✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ūext(i)k✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① B(i) = [Bii Iv(i)]✿

x(i)k+1 = Aiix(i)k + B̄iūext(i)k + Eiid(i)k
x(i)x(i)x(i) = Ω(i)x0(i) + Γ(i)ūext(i)ūext(i)ūext(i) +Θ(i) d̄(i)d̄(i)d̄(i)

✭✻✳✸✵✮

✇❤❡r❡ ♠❛tr✐❝❡s Ω(i)✱ Γ(i) ❛♥❞ Θ(i) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇✐t❤ d̄(i)d̄(i)d̄(i) = [d(i)0...d(i)N−1]
T ❞❡✜♥❡❞ ❛s

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✮✿

Ω(i) =











Aii

A2
ii

✳✳✳
AN

ii











Γ(i) =













B̄i 0 · · · 0

AiiB̄i B̄i · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
A

(N−1)
ii B̄i A

(N−2)
ii B̄i · · · B̄i













Θi =













Eii 0 · · · 0

AiiE(i) Eii · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
A

(N−1)
ii Eii A

(N−2)
ii Eii · · · Eii













✭✻✳✸✶✮
❲✐t❤ t❤❡s❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✻✳✷✽✮✱ ❝❛♥ ❜❡
r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ūext(i)ūext(i)ūext(i) ❛♥❞ ♣ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✸✸✮✿

Jext(i) =
1
2
ūext(i)ūext(i)ūext(i)

TH(i)H(i)H(i)ūext(i)ūext(i)ūext(i) + ūT
ext(i)ūT
ext(i)ūT
ext(i)[K1(i)K1(i)K1(i)(x0(i) − x(i)s) +K2(i)K2(i)K2(i)(d̄(i) − d̄(i)sd̄(i) − d̄(i)sd̄(i) − d̄(i)s) +K3(i)K3(i)K3(i)ppp−H(i)ūext(i)sH(i)ūext(i)sH(i)ūext(i)s ]+

V̄ext(i)

✭✻✳✸✷✮

Q(i)Q(i)Q(i) = diag{Q(i) · · ·P(i)},Ru(i)Ru(i)Ru(i) = diag{Ru(i) · · ·Ru(i)},Rv(i)Rv(i)Rv(i) = diag{Rv(i) · · ·Rv(i)}
Rext(i)Rext(i)Rext(i) = diag{Ru(i)Ru(i)Ru(i) Rv(i)Rv(i)Rv(i)}Su(i)Su(i)Su(i) = diag{Su(i) · · ·Su(i)},Sv(i)Sv(i)Sv(i) = diag{Sv(i) · · ·Sv(i)}

Sext(i)Sext(i)Sext(i) = diag{Su(i)Su(i)Su(i) Sv(i)Sv(i)Sv(i)}

H(i)H(i)H(i) = ΓT
(i)Q(i)Q(i)Q(i)Γ(i) +Rext(i)Rext(i)Rext(i) + 2S(i)S(i)S(i)Γ(i), K1(i)K1(i)K1(i) = ΓT

(i)Q(i)Q(i)Q(i)Ω(i) +Sext(i)Sext(i)Sext(i)Ω(i)

K2(i)K2(i)K2(i) = ΓT
(i)Q(i)Q(i)Q(i)Θ(i) +Sext(i)Sext(i)Sext(i)Θ(i), K3(i)K3(i)K3(i) = [❞✐❛❣{M(i) · · ·M(i)}]T

✭✻✳✸✸✮

✶✵✶



✶✵✷

❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆ ❚❖ ▼P❈ ❉❊❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❆◆❉ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉
❈❖❖❘❉■◆❆❚■❖◆ ❯◆❉❊❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚❙

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✸✷✮✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
ūext(i)ūext(i)ūext(i) ✐s✿

ūopt
ext(i)

ūopt
ext(i)ūopt
ext(i) = −H(i)H(i)H(i)

−1
[
K1(i)K1(i)K1(i)x̃0(i) +K2(i)K2(i)K2(i)

˜̄d̃̄d̃̄d(i) +K3(i)K3(i)K3(i)ppp−H(i)H(i)H(i)ūext(i)s

]
✭✻✳✸✹✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❧♦❝❛❧ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ✐✱
♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ♦✇♥ st❛t❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡
▼✉❧t✐♣❧✐❡r ✈❡❝t♦r ppp✱ s❡♥t ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢♦r ❛♥② s✉❜s②st❡♠✱ ✐t ❝♦✉❧❞ s✇✐t❝❤ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳

✻✳✷✳✷ ●❧♦❜❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ i = 1 · · · z ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②
✈❡❝t♦r ppp✱ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧
✈❡❝t♦r✿

ūopt
extūopt
extūopt
ext = [(ūopt

ext(1)
ūopt
ext(1)ūopt
ext(1))

T · · · (ūopt
ext(z)

ūopt
ext(z)ūopt
ext(z))

T ]T ✭✻✳✸✺✮

❜② ♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ūopt
extūopt
extūopt
ext = −K̃1K̃1K̃1x̃0 − K̃2

˜̄dK̃2
˜̄dK̃2
˜̄d− K̃3pK̃3pK̃3p+ ū̄ūuext−s ✭✻✳✸✻✮

❲❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

K̃1K̃1K̃1 = diag{H−1
(1)K1(1)H−1
(1)K1(1)H−1
(1)K1(1) · · ·H−1

(z)K1(z)H−1
(z)K1(z)H−1
(z)K1(z)}, K̃2K̃2K̃2 = diag{H−1

(1)K2(1)H−1
(1)K2(1)H−1
(1)K2(1) · · ·H−1

(z)K2(z)H−1
(z)K2(z)H−1
(z)K2(z)}

K̃3K̃3K̃3 = [H−1
(1)K3(1)H−1
(1)K3(1)H−1
(1)K3(1) · · ·H−1

(z)K3(z)H−1
(z)K3(z)H−1
(z)K3(z)]

T
✭✻✳✸✼✮

x̃0 =



x0(1) − xs(1)

✳✳✳
˜x0(z) − xs(z)


 ˜̄d̃̄d̃̄d =



d̄(1)d̄(1)d̄(1) − d̄(1)sd̄(1)sd̄(1)s

✳✳✳
d̄(z)d̄(z)d̄(z) − d̄(z)sd̄(z)sd̄(z)s


 ūext−sūext−sūext−s =



ū(1)ext−sū(1)ext−sū(1)ext−s

✳✳✳
ū(z)ext−sū(z)ext−sū(z)ext−s


 ✭✻✳✸✽✮

◆❡①t✱ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ¯uextuextuext ❛♥❞ d̄dd✱ ❢♦r ♣❛ss✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r uextuextuext ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡①t❡♥❞❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ddd✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❜♦t❤ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✷✸✮✳ ▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ddd = Ydd̄̄d̄d ❛♥❞
uextuextuext = Yuūextūextūext ✇✐t❤ Yd ❛♥❞ Yu ♥♦♥ s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s✱ ❜✉✐❧t ❜② ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✱ s♦ ❛s t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡
✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s✿

uopt
extuopt
extuopt
ext = −ϕ1ϕ1ϕ1(x0 − xs)−ϕ2ϕ2ϕ2(d− dsd− dsd− ds)−ϕ3pϕ3pϕ3p+ uext−suext−suext−s

ϕ1ϕ1ϕ1 = YuK̃1K̃1K̃1,ϕ2ϕ2ϕ2 = YuK̃2K̃2K̃2Y
−1
d ,ϕ3ϕ3ϕ3 = YuK̃3K̃3K̃3

✭✻✳✸✾✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❧♦✇s s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✻✳✸✾✮ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✷✸✮✱ ❛s ♣❛rt ♦❢ ✐ts
s♦❧✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❉✉❛❧ ❚❤❡♦r② ✐♥ ❬✺✺❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ϕ1ϕ1ϕ1,ϕ2ϕ2ϕ2,ϕ3ϕ3ϕ3 ❛r❡
t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦r ppp ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ♣♦❧✐❝②✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠
✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✻✳✸✾✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✷✶✮ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✷✸✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✹✵✮ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
ppp✿

Jext = V̄p +
1
2ppp

THpHpHpppp+ pppT [K1pK1pK1px̃0 +K2pK2pK2pd̃̃d̃d+K3pK3pK3puextsuextsuexts ] + pppT (Ω̄x0 + Θ̄ddd)

✇❤❡r❡✿ K3pK3pK3p =KT
3cKT
3cKT
3c✱ HpHpHp = ϕT

3 Hcϕ3ϕT
3 Hcϕ3ϕT
3 Hcϕ3 − 2ϕT

3 K3pϕT
3 K3pϕT
3 K3p,

K1pK1pK1p = ϕT
3 (Hcϕ1 +K1c)−K3pϕ1ϕT
3 (Hcϕ1 +K1c)−K3pϕ1ϕT
3 (Hcϕ1 +K1c)−K3pϕ1, K2pK2pK2p = ϕT

3 (Hcϕ2 +K2c)−K3pϕ2ϕT
3 (Hcϕ2 +K2c)−K3pϕ2ϕT
3 (Hcϕ2 +K2c)−K3pϕ2

✭✻✳✹✵✮

✶✵✷



✻✳✷✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✶✵✸

Solve: max Jext(p), Subject to Lpp ≤ Wp(x0, d, u−1)

Coordinator

Use ū(x(1)0,p) · · · · · ·

p px(1)0, d̄(1) x(z)0, d̄(z)

Subsystem 1

Use ū(x(z)0,p)

Subsystem z

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❋❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣✱ ❛s ✐♥ ✭✻✳✹✶✮ ❜❡❧♦✇✱ ✇❤❡r❡
✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ x0 ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ddd ✈❡❝t♦rs✳

Lpppp ≤ W p +Wxpx0 +Wdpddd+Wupuext−1

[
φp

−φp

]
ppp ≤

[
∆̄p − δsp
−∆p + δsp

]
+

[
−ξxp
ξxp

]
x0 +

[
−ξdp
ξdp

]
ddd+

[
−ξu−ext

ξu−ext

]
uext−1

✭✻✳✹✶✮

❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ppp✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✻✳✷✻✮✲✭✻✳✷✼✮ ❛r❡ ✭s❡❡ ❛❣❛✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮ ✿

φp = −φextϕ3 ∆̄p = ∆̄ext ∆p = ∆ext

δsp = φext(ϕ1ϕ1ϕ1xs +ϕ2ϕ2ϕ2dsdsds + uextsuextsuexts) ξxp = ξext − φextϕ1ϕ1ϕ1 ξdp = −φextϕ2ϕ2ϕ2
✭✻✳✹✷✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ppp ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ P✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

P = {p ∈ ℜN.r : Lpp ≤ W p +Wxpx0 +Wdpddd+Wupuext−1, x0 ∈ ℜn,d ∈ ℜN.q, uext−1 ∈ ℜm+r}
✭✻✳✹✸✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❢r♦♠ ✭✻✳✹✶✮ t❤❛t t❡r♠ W p ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✿ ♦♥❡ ✜①❡❞ ♣❛rt t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧s✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❢r♦♠ t❡r♠ δsp t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
s❡t ♣♦✐♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧s✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ✭✻✳✹✷✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦
0 ❢♦r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♣✉r♣♦s❡s✱ ♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
❛❣❛✐♥✱ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✶✳
❆❢t❡r ❛❧❧ t❤✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ✐s ❞♦♥❡
✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♣ t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ✇✐❧❧ t✉♥❡ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛ ♣r✐♦r✐ ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
♠❛tr✐① Aii✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥❡✇ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ✐s✿

max
ppp

Jext(ppp)

s✉❜❥❡❝t t♦ Lpppp ≤ Wp

✭✻✳✹✹✮

❙♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s✉❜✲
s②st❡♠s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✐♥ ppp ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✹✵✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞
❛♥② ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♦♥❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ s❤♦✇♥ ♥❡①t✳

✶✵✸



✶✵✹

❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆ ❚❖ ▼P❈ ❉❊❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❆◆❉ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉
❈❖❖❘❉■◆❆❚■❖◆ ❯◆❉❊❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚❙

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ Pr♦♣♦s❡❞ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧♦❝❛❧ r❡❝❡❞✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs
❘❡q✉✐r❡✿ ❖✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ◗P ♣r♦❜❧❡♠s✿
Γ(i),Ω(i),Θ(i),HHH(i),K1K1K1(i),K2K2K2(i)✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✻✳✸✸✮✳

❘❡q✉✐r❡✿ ❖✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✷✸✮✿
Γd,Ωd,Θd,Ψd,HHHc,K1cK1cK1c,K2cK2cK2c,Γ,Ω,Θ,Ψ ❛s ❝♦♥s✐❣♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✸✶✮✱✭✻✳✶✾✮✱ ✭✻✳✷✷✮✳

❘❡q✉✐r❡✿ ❖✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥str❛✐♥ts
♣♦❧②❤❡❞r❛❧✿ Lext, W̄ ,Wx,Wu ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✭✻✳✷✻✮✲✭✻✳✷✼✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦t ✉s✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ s❡t Wu = 0

❘❡q✉✐r❡✿ ❖✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✹✹✮✿
ϕ1ϕ1ϕ1,ϕ2ϕ2ϕ2,ϕ3ϕ3ϕ3,K1pK1pK1p,K2pK2pK2p,K3pK3pK3p ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✻✳✸✾✮✱ ✭✻✳✹✵✮✳

❘❡q✉✐r❡✿ ❖✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✹✹✮✿
Lp,W p,Wxp,Wdp,Wup✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✼✳✽✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦t ✉s✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥s✱
s❡t Wup = 0✳
❙❚❆❘❚
❙✶✿ ❆t t✐♠❡ t = k✱ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ st❛t❡✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ❢r♦♠
❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✿ x̃o(i)✱ ˜̄di

˜̄di
˜̄di ❛♥❞ uext(i)uext(i)uext(i)✱ ✇❤❡r❡ i = 1 · · · z✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♠❡r❣❡s t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②

t♦ ♦❜t❛✐♥ xk, ddd ❛♥❞ uextuextuext(k − 1)

❙✷✿ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r s♦❧✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✹✹✮✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♣♣♣✳
❙✸✿ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r s❡♥❞s ✈❡❝t♦r ♣♣♣ t♦ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✳ ▲♦❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s s♦❧✈❡❞ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ uext(i)uext(i)uext(i)✱ ❛t t✐♠❡ t = k✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥
✭✻✳✸✹✮
❙✹✿ ❊❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ✜rst m(i) ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ uopt

ext(i)
uopt
ext(i)uopt
ext(i) ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧✳ ●♦

❜❛❝❦ t♦ ❙✶ ❛t t❤❡ ♥❡①t s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ✭t = k + 1✮✳

✻✳✸ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

❇❡❢♦r❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✻✳✸✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤✐s r❡♠❛r❦ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❡♥t✐t② ✭✻✳✹✹✮
❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥s
✭✻✳✷✸✮✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐ts uextuextuext ❛♥❞ ppp ❛s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥❧② ✐♥ uextuextuext✳
❚❤❡♥✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s♦♠❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r uextuextuext✱ ❜② ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ▼P❈s✱ t❤✐s ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t✉r♥s ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ppp ❛s t❤❡ ♦♥❧② ❞❡❝✐s✐♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❛t ✇❤❡♥ s♦❧✈❡❞✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✜♥❞s s♦♠❡ ppp ∈ ℜN.r✱ ✇❤❡r❡ t②♣✐❝❛❧❧② r ≤ n✱ ✐♥st❡❛❞
♦❢ uuu ∈ ℜN.m✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♦r
❡✈❡♥ uextuextuext ∈ ℜN.(m+r) ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s ❡q✉❛❧✐t②
❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ♦♥❡ ❞❡❝✐❞❡s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♠✉❧t✐ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✺✺❪✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞✳
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ s❡r✐❛❧✲❧✐❦❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐t② ❛r❡ q✉✐t❡ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s♦❧❛r ❤❡❛t✐♥❣✴❝♦♦❧✐♥❣ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸✽❪ ❤❛s t❤✐s s❡r✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐t②✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ s✉❜s②st❡♠ ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❚♦ ❣❡t ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡❛s②
❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿

✶✵✹



✻✳✸✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✶✵✺

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✶✳ ❚❤❡ s❡r✐❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✱
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ❉❈✴❉❈ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s ❬✾✼✱ ✸✺❪✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❙❡r✐❛❧ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❇✉❝❦ ❛♥❞ ❇♦♦st ❝♦♥✈❡rt❡rs

❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✈♦❧t❛❣❡ Vg ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡rs ♣♦✇❡r t♦ t❤❡
✜rst ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❤❡r❡✱ ❛ ❇✉❝❦ ❝♦♥✈❡rt❡r✮✱ ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❤❡r❡
❛ ❇♦♦st ❝♦♥✈❡rt❡r✮ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r Cb✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ ❛ ♣r❡✲❧♦❛❞
r❡s✐st♦r Rp ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ❧♦❛❞ iLoad✱ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥✈❡rt❡r ❤❛s ❛ s✇✐t❝❤ t❤❛t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❛s dg1 ❛♥❞ dg2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s L1

❛♥❞ L2 ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s t♦♣♦❧♦❣② ❛r❡
t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ Vo ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r ✈♦❧t❛❣❡ Vb✱ ❞✐r❡❝t❧②
❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ✐ts st❛t❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡✳
◆♦✇✱ t❛❦✐♥❣ ❛s st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ x = [iL1 vb iL2 vo]

T ✱
u = [dg1 dg2]

T ✱ d = [vg iLoad]
T ✱ ❛ st❛t❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ❬✽✹❪ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿

ẋ = Ax+Bu+ Ed

ẋ =









0 −1/L1 0 0

1/Cb 0 −1/Cb 0

0 1/L2 0 Dg2/L2

0 0 (1−Dg2)/Co −1/(Rp.Co)









x+









Vg/L1 0

0 0

0 Vo/L2

0 −IL2/Co









u+









Dg1/L1 0

0 0

0 0

0 −1/Co









d

✭✻✳✹✺✮
◆♦✇✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ✐♥t♦
s✉❜s②st❡♠s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢♦r♠ t✇♦ ✇❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡❞ s✉❜s②st❡♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇✐t❤ st❛t❡ ✈❡❝t♦r
x(1) = [x1 x2]

T ✱ ✐♥♣✉t u(1) = u1 ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ d(1) = d1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜s②st❡♠ ✐s ❢♦r♠❡❞
✇✐t❤ st❛t❡ ✈❡❝t♦r x(2) = [x3 x4]

T ✱ ✐♥♣✉t u(2) = u2 ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ d(2) = d2✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r
v ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❜s②st❡♠s✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ✭✻✳✹✺✮✱ ❛r❡
♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ st❛t❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✭❧❛st t❡r♠ ❛t
r✐❣❤t✮ ✐s✿

ẋ = Adx+Bdu+ Edd+ v

ẋ =









0 −1/L1 0 0

1/Cb 0 0 0

0 0 0 Dg2/L2

0 0 (1−Dg2)/Co −1/(Rp.Co)









x+









Vg/L1 0

0 0

0 Vo/L2

0 −IL2/Co









u+









Dg1/L1 0

0 0

0 0

0 −1/Co









d+









+0

−x3/Cb

x2/L2

0









✭✻✳✹✻✮
❋♦r t❤✐s s②st❡♠✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s v = [0 − x3/Cb x2/L2 0]T ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢
♦♥❧② t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ✈❡❝t♦r ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

✶✵✺



✶✵✻
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❈❖❖❘❉■◆❆❚■❖◆ ❯◆❉❊❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚❙

✈❡❝t♦r✱ ❝❛❧❧❡❞ v̄✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

v̄ = Fv[
−x3/Cb

x2/L2

]
=

[
0 −1/Cb 0 0

0 0 1/L2 0

] [
0 x3 x2 0

]T ✭✻✳✹✼✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ❧❛st tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r v ❜② v =

F †v̄ ✇❤❡♥ ✇r✐t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ N ✲st❡♣ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡s ✭✻✳✶✻✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭✻✳✶✽✮
✈❡❝t♦rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

ẋ = Adx+Bdu+ Edd+ F †v̄ ✭✻✳✹✽✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r v̄ ✐s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r̄ = 2✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
✐♥♣✉ts ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m = 2 ❛♥❞ r = 4✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N.r̄✱ ✐t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤
❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N.(m+ r)✳

✻✳✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡♠❛r❦✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s✱ ✐s
t❤❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ❞❡❧✐✈❡rs
❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣ ❛❧❧ s✉❜s②st❡♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳
❋✐rst✱ r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ s✉❜s②st❡♠ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✸✹✮ ❛♥❞ ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✻✳✸ ✐♥ ❛ q✉✐t❡
❣❡♥❡r❛❧ ✇❛② ✭♥♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❞❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✮✳

Σ
p x(i)k+1 = Aiix(i)k +Biiū(i)k + Eiid(i)k + v(i)k

Subsystem i

Ki,x

ū(i)

Ki,d

x(i)

di

Ki,p

vi

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❋❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❘❡♠❡♠❜❡r ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❛❢t❡r
r❡❝❡✐✈✐♥❣ st❛t❡ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✈❡❝t♦r ppp ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ P✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✹✸✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥
❋✐❣ ✻✳✸✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❛❝ts ❛s ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ s✉❜s②st❡♠✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t x(i)

tr❛❝❦s ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♦♥ u(i)✮ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❛✈♦✐❞✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ i✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❝❛♥
❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜② ❛ss✉r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳
❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❦❡❡♣ s♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣♦✈❡r♥♦rs ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s②st❡♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②
t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ r❡s♣❡❝t❡❞✱ ❡♥s✉r✐♥❣ s②st❡♠ st❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❧❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❧♦s✐♥❣ s♦♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❬✶✷✺✱ ✶✷✻❪✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ppp ✐s r❡❝♦♥✜❣✉r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ u(i)s ♦r ❡✈❡♥ x(i)s✳

❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♣❡r♠✐ts t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ ❧♦ss ❋❘❖▼ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜s②st❡♠ i✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ②❡t r❡❝❡✐✈❡

✶✵✻



✻✳✸✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✶✵✼

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✱ t❤❡ s✉❜s②st❡♠ ❝❛♥ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧✳
❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞✱ ❢♦r s✉❝❤ s②st❡♠s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ r❡q✉✐r❡s
❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✳✶✷✮✿

x(i)k+1 = Aiix(i)k +Biiu(i)k + Eiid(i)k + v(i)k
x(i)k+1 = Aiix(i)k +Biiu(i)k + [Eii I][d(i)k v(i)k]

T

x(i)k+1 = Aiix(i)k +Biiu(i)k + Ēiid̄(i)k

✭✻✳✹✾✮

❲❤❡r❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✱ v(i) ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ ❜❡✐♥❣ P(i) = PT

(i) ≥ 0✱ Q(i) = QT
(i)✱ R(i) = RT

(i) > 0 ❛♥❞ Su(i) ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t
Q(i) ≥ Su(i)R

−1
(i)S

T
(i)✱ ✇✐t❤ P(i) ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❘✐❝❛tt✐ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Jgv,uc(i) =
1

2

[
x̃T
(i)NP(i)x̃(i)N +

N−1∑

k=0

(
x̃T
(i)kQ(i)x̃(i)k + ũT

(i)kRu(i)ũ(i)k + 2ũT
(i)kSu(i)x̃(i)k

)]
✭✻✳✺✵✮

❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ◗P ❢♦r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ u(i)u(i)u(i)✿

min
u(i)u(i)u(i)

Jgv,uc(i)(u(i)u(i)u(i))

s✉❜❥❡❝t t♦ L(i)u(i)u(i)u(i) ≤ W(i)

✭✻✳✺✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ✐s ❜✉✐❧t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♦♥❡✱ ❜✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r v(i)✱ ❞❡✜♥❡❞
✐♥❞❡❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs s✉❜s②st❡♠s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❦❡❡♣s
t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❡❣✐♠❡♥✱ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✉❜s②st❡♠s ❛❧s♦ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
r❛♥❣❡s✱ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❛❝t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ②❡t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠s ♦r ❜② ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ✐♥ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t
❣❧♦❜❛❧ ♦r ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ r❡s♣❡❝t❡❞✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲✐♥❡ ❋r❡q✉❡♥❝② ❈♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✸✾✱ ✶✽❪✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞
♦r ❛ ♣♦♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❝❛♥ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡
t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✈✐t❛❧ ❢♦r t❤❡
s②st❡♠ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❆s ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦ ❢♦r t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❜s②s✲
t❡♠ ❝♦♠♣✉t❡s ✐ts ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ♥♦t ♦♥❧② ❛ss✉r❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱
❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡s♣❡❝t ❜② ❛❧❧ s✉❜s②st❡♠s✳ ❲❤❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ❢♦r s♦♠❡ s✉❜s②st❡♠✱
✐t ♣❛ss❡s t♦ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r s✉❜s②st❡♠s ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡ts✳ ❚❤✉s✱ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❞❡❣r❛❞❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❦❡♣t✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❛❧❧
t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦s✱ t❤✐s ❛s♣❡❝t ✇♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞✳

✻✳✸✳✸ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ s✉❜s②st❡♠s s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s✿ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s②s❡♠s

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ◗P ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s
❣r❛❞✐❡♥t ♦r ❜❛rr✐❡r ♦♥❡s ❬✺✺❪✳
❋♦r t❤✐s ♣r♦♣♦s❛❧✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ s✉❜s②st❡♠s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❤♦r✐③♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
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❈❖❖❘❉■◆❆❚■❖◆ ❯◆❉❊❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚❙

Subsystem 1

Subsystem 2

Ts Ts Ts Ts Ts

Ts Ts Ts Ts Ts

Tc Tc

Coordinator

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s

❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r str✉❝t✉r❡✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥❛❧②③❡❞✱ ✐s s♦ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦ ❢❛st✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ s❛♠♣❧✐♥❣
t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s s❛✐❞ t❤❛t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ Tc ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ Ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t
st❛t❡s✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ♠✉st
❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❆ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡✿ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤❡♥ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞❄ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✻✳✹ ✇❤❡r❡ Tc = 2Ts✳ ❋♦r ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ s♦♠❡ ♣r✐♦r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s
❬✻❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤②❞r♦✲♣♦✇❡r ✈❛❧❧❡② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r t❤❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦st ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ Tc = Ts ❛♥❞ Tc = kTs, k ∈ N+ > 1✳ ■t
✐s s❡❡♥ t❤❛t ✇❤❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t✱ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❞❡❣r❛❞❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
♣♦♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✇❤❡♥ k ❣r♦✇s✳
▼♦r❡ ❞❡❡♣❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝✐t❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❛ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ❯③❛✇❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ppp✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✇❛②✱ ❛❢t❡r ❣❛t❤❡r✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥t ♣♦❧✐❝② ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ■♥st❡❛❞✱ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ s♦❧✈❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✭✻✳✺✶✮✱
✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✉♥t✐❧ ❛ ♥❡✇ Tc ❤❛✈❡ ♣❛ss❡❞✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❤❡r❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t s✉❜s②s✲
t❡♠s ❡♥❞✉r❡ s♦♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✲ ♦r ❡✈❡♥ st❛❜✐❧✐t② ✲ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ppp ✈❡❝t♦r
✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✸✮✱ ❛♥❞ ✐ts ❧❛❝❦ ♦❢ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡♠❡❞② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✿ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ✐♥✭✻✳✺✶✮✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❝♦♠♣✉t❡❞ ppp✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
❡①♣❧✐❝✐t ❧♦❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡ ✐s ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ s✉❜s②st❡♠s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡t ❆♥❛❧②s✐s t❤❛t ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❈❤❛♣t❡r✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❛♥❞ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ppp✱ ❛♥❞ t❤❡♥
st✉❞② ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛t❡s ✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛ Tc t❤❛t ❛❧❧♦✇s s♦♠❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✳

✶✵✽



✻✳✸✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✶✵✾

❆ s❡❝♦♥❞ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❛r✐s❡ ✐s✿ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❜✲
s②st❡♠s s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r❄ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✻✳✺✳

Subsystem 1

Subsystem 2

Ts1 Ts1 Ts1 Ts1 Ts1

Ts2 Ts2 Ts2 Ts2

T ∗
c T ∗

c

Coordinator

Ts1

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ✇❤❡♥ ❧♦❝❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡s ❛r❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s②t❡♠s✱ ❛♥❞ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦♥❡✳

❈♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❜s②st❡♠ ✶ ❤❛s ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ Ts1✱ s✉❜s②st❡♠ ✷ ❛ s❛♠✲
♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ Ts2 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ Tc✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t Ts2 = kTs1, k ∈ N+

❛♥❞ Tc ≥ Ts2✳
❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡s ❢♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣ t❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ st❛rt ✇✐t❤ ✜♥❞✐♥❣ ❛
❝♦♠♠♦♥ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ b1Ts1 = b2Ts2 = T ∗

c ✱ ✇✐t❤ b1, b2 ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❋✐❣ ✻✳✺✱
3Ts1 = 2Ts2 = T ∗

c ✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ T ∗

c ✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ❝❛♥ tr❛♥s♠✐t
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡✐r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s ✉s❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥❞ s♦♠❡ ❛❝t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝♦♥tr♦❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞✳ ❆❣❛✐♥✱ s♦♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡
❞♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✭s✇✐t❝❤ t♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦r ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
♦♥❡✮ ❛♥❞ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ ❛ ✜①❡❞ ppp ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦r ❛♥ ✉♥✲
❝♦♥str❛✐♥❡❞ str❛t❡❣②✳
❚♦ ❝❧♦s❡ t❤✐s r❡♠❛r❦✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐❞❡rs Ts = Tc✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
✈✐♦❧❛t❡❞✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦r ❡✈❡♥ s✉❜s②st❡♠s st❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦
♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❙♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❢♦r t❤❡ r❡❛❧ t✐♠❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦r ❛♥❛❧②s✐s ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡s ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ r❡q✉✐r❡ ❛ Tc ✈❛❧✉❡ ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥✱ ❜✉t ❛❣❛✐♥✱ s♦♠❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦r ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ✈❛st q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠✉❧t✐✲r❛t❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳

✻✳✸✳✹ ❈♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r s✉❜s②st❡♠s

■t ✐s ✜♥❛❧❧② ♥♦t✐❝❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t
❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ▼P❈✲❜❛s❡❞✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❤❡❧♣s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡♥✱ ppp ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ s❡♥t t♦ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✱ ✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✐♥ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❘♦❜✉st ♦r
❆❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ♦r ♦♥❧② ❣❛✐♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✱ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ s♦♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ❖r✱ ✐♥

✶✵✾



✶✶✵

❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆ ❚❖ ▼P❈ ❉❊❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❆◆❉ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉
❈❖❖❘❉■◆❆❚■❖◆ ❯◆❉❊❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚❙

♦t❤❡r s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ❯③❛✇❛ t❤❡♦r❡♠
❛s ✐♥ ❬✻❪✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ▼P❈✲❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ s✉❜✲
s②st❡♠s ♣❡r❢♦r♠ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ t♦♦ ♠✉❝❤
t✐♠❡✳ ❲✐t❤ ♦t❤❡r str✉❝t✉r❡s✱ s♦♠❡ ❣❛✐♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦r s♦♠❡t❤✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✇♦✉❧❞ ❜❡
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str✉❝t✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳

✻✳✹ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡

❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐t ✐s ❤❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡①❛♠♣❧❡ s②st❡♠
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ s②st❡♠ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✱ ✇✐t❤ Ts = 1/150s✿

xk+1 =

[
0.9667 0.0133

−0.0067 0.9733

]
xk +

[
−0.0333 0.0033

0.0333 0.0167

]
uk +

[
−0.0067 0.0033

0.0013 0.0067

]
dk

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤✐s s②st❡♠ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ (λ1,2 = 0.97 ± 0.0088j)✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✲▼P❈ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐❝❡s✱
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠✿

Q =

[
100 0

0 100

]
; R =

[
1 0

0 1

]
; S =

[
0 0

0 0

]
; P =

[
452.56 195.15

195.15 431.85

]
; N = 2;

xmin =

[
−2

−2

]
; xmax =

[
2

2

]
;umin =

[
−3

−3

]
; umax =

[
3

3

]
; dmin =

[
−1

−1

]
; dmax =

[
1

1

]

❚❤❡ ♠❛tr✐① P ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ▲◗❘ ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s②st❡♠s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ st❛t❡✱ ♦♥❡ ✐♥♣✉t✱ ♦♥❡
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s②st❡♠s ❛r❡ t❤✉s ♣r♦♣♦s❡❞✿

x(1)k+1 = 0.9667x(1)k − 0.0333u(1)k − 0.067d(1)k +0.0133x(2)k + 0.0333u(2)k + 0.0033d(2)k︸ ︷︷ ︸
v(1)k

x(2)k+1 = 0.9733x(2)k + 0.0167u(2)k + 0.067d(2)k −0.0067x(1)k + 0.0333u(1)k + 0.0013d(1)k︸ ︷︷ ︸
v(2)k

✇❤❡r❡ ❡❧❡♠❡♥ts x(i), u(i), d(i), i = 1, 2 ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②st❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐❝❡s✱ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ ✭N = 2✮ ❛r❡
s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✿

Q(1) = Q(2) = 100; Ru(1) = Ru(2) = 1; Rv(1) = Rv(2) = 1e7; Su(1) = Su(2) = 0;

Sv(1) = Sv(2) = 0; P(1) = 452.55; P(2) = 195.15;

◆♦✇✱ s♦♠❡ t❡sts ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✿ ❛ ✜rst ♦♥❡ ❢♦r ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s②st❡♠ s✇✐t❝❤❡s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧✳

❚❡st ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❛ ❝❡♥tr❛❧✲
✐③❡❞ ▼P❈ ✈s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ▼P❈

❋♦r t❤✐s ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r st❛t❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✭xs ❛♥❞ ds✮
❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦st ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞

✶✶✵



✻✳✹✳ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✶✶

❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t st❛t❡s ❛♥❞ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ s✉❜s②st❡♠s✿

J =
1

2

kf∑

k=0

(
x̃T
kQx̃k + ũT

kRũk + 2x̃T
k Sũk

)
✭✻✳✺✷✮

✇❤❡r❡ kf ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ s②st❡♠✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t✐❧❞❡ ❛r❡
❡rr♦r ❛t st❡♣ k ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

• ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✇❛s s❡t t♦ x = [1 − 1]T ✱ ✇✐t❤ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥♣✉ts ❛t 0✳ ❚❤❡
st❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡ s❡t t♦ xs = [0 0]T ❜❡t✇❡❡♥ t = 0 ❛♥❞ t = 0.7s✳

• ❇❡t✇❡❡♥ t = 0.7s ❛♥❞ t = 1s✱ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ✇❛s s❡t t♦ ds = [0.1 0]T

❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ✇❛s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ xs = [0.1 0]T

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜❡t✇❡❡♥ t = 1s ❛♥❞ t = 2s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ st❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡
s❡❧❡❝t❡❞✿ ds = [0.5 − 0.5]T ✱ xs = [1 − 0.5]T ✳

• ❋♦r t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ r❡❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ds✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ dk
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ✧♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✧✱ ❜✉t ✐ts r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠
✐t✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡
st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈
❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ▼P❈ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ s♦❧✉t✐♦♥
r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❜✉t ❡♥s✉r❡s ❛ ❢❛st ❞②♥❛♠✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡
s②st❡♠ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧s♦ ♦✛❡rs ❣♦♦❞ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ✈s ♣r♦♣♦s❡❞
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

❜❛♥❞✇✐❞t❤ t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝❛s❡ ②❡t✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s✱

✶✶✶
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❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❖◆❚❘■❇❯❚■❖◆ ❚❖ ▼P❈ ❉❊❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❆◆❉ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉
❈❖❖❘❉■◆❆❚■❖◆ ❯◆❉❊❘ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❚❙

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧❡ss s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦st ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❜♦t❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✻✳✶✳
❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦st ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡sts ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ 0.5 ✇❛s ❛❞❞❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦♥
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ds✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇❤❡♥ r❡❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛❝t ♦♥
✐t✿ ♦♥❡ ❝❛♥ ❦♥♦✇ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ds ✈❛❧✉❡ ❜② ♦❜s❡r✈❡rs ♦r ♣r❡❞✐❝t♦rs✱ ❜✉t ✐♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡
♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❢❛st ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ❝❛s❡✱ t❤❛t t❤✐s
✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ✈s ✉♥❞❡r
♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

P❛r❛♠❡t❡r ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ Pr♦♣♦ss❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤
❚♦t❛❧ ❈♦st ✭❊q✳ ✻✳✺✷✮ 7.816x103 7.275x103

❚✐♠❡ ❈♦♥st❛♥t ✭x1✮ 37 ms 130 ms

❚✐♠❡ ❈♦♥st❛♥t ✭x2✮ 30 ms 175 ms

▼❡❛♥ ❝♦st ✶ 7.799x103 6.799x103

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ▼P❈✲❜❛s❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ♦✛❡rs s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts t♦ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ str❛t❡❣②✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐t✉❛t✐♦♥✱ s❤♦✇♥ ♥❡①t✱
✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❤♦✇ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡♥s✉r❡ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ❢♦r ♦♥❡
♦r ❡✈❡♥ ❜♦t❤ s✉❜s②st❡♠s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ♠❛② ❜❡ ❞❡❣r❛❞❡❞✳

❚❡st ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s✉❜s②st❡♠s ✉♥❞❡r t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✐s ❧♦st

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ppp ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✱ r❡q✉✐r✲
✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t ✐ts ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ s❝❤❡♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡✇
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐s ✭✻✳✺✶✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ❢♦r t❤❡ ♥♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s✉❜s②st❡♠✱ ♦♥❧② t❤❡
✜rst m(i) ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ū(i)ū(i)ū(i) ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❡st ✐s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✉❜s②st❡♠s✱ ✇❤❡♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ♥♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧
♣♦❧✐❝✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜s②st❡♠ ✐s st✐❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞✱ t❤❡♥ ✐ts ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡
❛ss✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❡r♠s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❛t s✉❜s②st❡♠s ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs t❤❛t ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ♠✉st ❜❡
❡♥s✉r❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✉♥✐t ❢❛✐❧s✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳
❋♦r t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦✜❧❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ❜✉t ✐t ✇❛s ❛❞❞❡❞ s♦♠❡
♥♦✐s❡ t♦ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ s②st❡♠ st❛rts ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛t ❛t t = 0.65s✱ s✉❜s②s✲
t❡♠ ✷ ❧♦s❡s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✐❣♥❛❧ ✭t❤❡ ppp ✈❡❝t♦r✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱
✇❤✐❧❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ✐ts ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❧②✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t s✉❜s②st❡♠ ✶ ♠❛✐♥t❛✐♥s
✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t ✇❡❧❧ t✉♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✉❜s②st❡♠ ✷ s✇✐t❝❤❡s t♦ ❧♦❝❛❧ ▼P❈✱ ❛♥❞ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✼✱ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ✇✐❧❧ ♠❛✐♥✲

✶❚❤r❡❡ ❡ss❛②s ❛❞❞✐♥❣ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ 0.5 ✇✐t❤ dk = ds

✶✶✷



✻✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✶✸

t❛✐♥ st❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❡rr♦r ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ st❛t❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
t❡st✿ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ xs = [1 − 0.5]T ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥❡s ❛r❡ x = [0.961 − 0.487]T ✳
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ P❡r❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
✇❤❡♥ s✉❜s②st❡♠ ✷ ❧♦s❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✱
t❤❛t r❡s♣❡❝t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❧❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✱
✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡s ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ❤❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✳ ❲✐t❤ t❤✐s s❛♠❡
♣❤✐❧♦s♦♣❤②✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧
str❛t❡❣② ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❧♦❝❛❧❧② s♦❧✈❡s ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ s✐❣♥❛❧s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ t❡r♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤
st❡♣✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ s✉❜s②st❡♠s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts❡❧❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
❞♦♠❛✐♥ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠
t✉♥❡s ✐ts ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✱ ❛❧✇❛②s r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts✳
■❢ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜s②st❡♠ ❧♦s❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✱ ✐t ❝❛♥ s✇✐t❝❤ t♦ ✐ts
❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ❞❡❣r❛❞❡❞✱ ❜✉t t❤❡
❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ ❦❡♣t✱ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❤❛✈❡ t❤❡✐r s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡ts✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤✐s
str❛t❡❣②✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦r ✉♥❞❡r s♦♠❡
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❧♦ss✳
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❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧
s②st❡♠s✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥② ❝♦♥tr♦❧✱ st❛t❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♥❧② ❝♦♥tr♦❧
❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❧②
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st❛❜❧❡
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s②st❡♠ ✐♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❬✶✻❪ ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡♥
t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡t ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ st❛t❡s st❛rt ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ✭❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡
s②st❡♠ ✐s ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ✉♥st❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣♦✐♥t ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥tr❛st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡ts ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞✴♦r st❛t❡s s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤✐s ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t ❢r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ s✐♥❝❡ t❤❡ st❛t❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❛t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
s❡ts ❝♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✧❜♦✉♥❞❡♥❡ss✧ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡ts ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬✶✷✼❪ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❤❛s t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s❡ts t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❬✺✹❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ str❛t❡❣② ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✲t♦✲
♥❡✐❣❤❜♦✉r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t
❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ t❤✐s ♦r❞❡r ♦❢ ✐❞❡❛s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ t♦♦❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ t❤❡ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t s❡t ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❤❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❢♦r
s②st❡♠s t❤❛t ✉s❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ❝♦♥tr♦❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s
✇✐t❤ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s②st❡♠s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳

✼✳✶ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙②st❡♠s ✉♥❞❡r ❈♦♥str❛✐♥❡❞
▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s②st❡♠s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤
❛ r❡❝❡❞✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ str❛t❡❣② t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ▼P❈ s♦❧✉t✐♦♥s
❢♦r ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❬✶✷✼❪ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡❡♣ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡
✐s ✉s❡❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ❬✶✻❪ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ st❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧
✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉s❡❞✳ ◆♦t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✷✽❪✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ s❡ts ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s
❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s②st❡♠s✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❘P■✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r s❝❡♥❛r✐♦s✱ s✉❝❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s❝❤❡♠❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡ts✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s s✐③❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✶✶✻



✼✳✶✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙②st❡♠s ✉♥❞❡r ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✶✶✼

✼✳✶✳✶ ❙②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡ts ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡
▼P❈ ❝❛s❡

❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠✿

xk+1 = Axk +Buk + Edk ✭✼✳✶✮

✇✐t❤ k ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡✱ xk, uk, dk, yk ❛r❡ t❤❡ st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts
✈❡❝t♦rs ♦❢ ♦r❞❡r n,m, q ❛♥❞ o r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✱ ✐♥♣✉t✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♠❛tr✐❝❡s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✱ ❛s A ∈ ℜn×n✱ B ∈ ℜn×m✱ E ∈ ℜn×q ❛♥❞ C ∈ ℜo×n✱ ✇✐t❤ ♠❛tr✐① ❆
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❝✐r❝❧❡ ✭♦♣❡♥ ❧♦♦♣ st❛❜❧❡✮✳ ◆♦✇✱❧❡t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡ts ❢♦r st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✿

xk ∈ X ✇❤❡r❡ X = {xk ∈ ℜn : xmin ≤ xk ≤ xmax}
uk ∈ U ✇❤❡r❡ U = {uk ∈ ℜm : umin ≤ uk ≤ umax}
δuk ∈ δU ✇❤❡r❡ δU = {uk, uk−1 ∈ ℜm : δumin ≤ uk − uk−1 ≤ δumax}
dk ∈ D ✇❤❡r❡ D = {dk ∈ ℜq : dmin ≤ dk ≤ dmax}

✭✼✳✷✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ▼P❈ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N ✳ ■ts s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥♣✉t
s❡q✉❡♥❝❡ uuu = [u0 · · ·uN−1]

T ✱ t❤❛t s❤♦✉❧❞ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❛r❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ uuu✳

min
uuu

1
2u

THuuTHuuTHu+ uTuTuT [K1K1K1(x0 − xs) +K2K2K2(d− dsd− dsd− ds)−HusHusHus]

s✉❜❥❡❝t t♦ Luuu ≤ W
✭✼✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ s✉❜✐♥❞❡① s ❛r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ st❛t❡s ✭xs✮ ❛♥❞ ✐♥♣✉ts ✭us✮ ❢♦r ❡①♣❡❝t❡❞
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✭ds✮✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✼✳✸✮ ❤❛s ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✿

uuu∗
uc = −H−1H−1H−1[K1K1K1(x0 − xs) +K2K2K2(d− dsd− dsd− ds)−HusHusHus] ✭✼✳✹✮

✇❤❡r❡ x0 = xk ✭❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✈❛❧✉❡✮✱ ✐t s❤♦✇s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
st❛t❡ ❣❛✐♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② HHH−1K1K1K1 ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ HHH−1K2K2K2✳
❆s s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ✐♥♣✉t
✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ U t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ♥❡①t✳

✼✳✶✳✷ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❢t❡r ❛ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞
t❤❡♥✱ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥✲❧✐❦❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r✳ ❆s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ st❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜❧♦❝❦✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts
s❛t✉r❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r t❤✐s ♠♦t✐✈❡✱ ✐t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡
❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✳ ❙♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ❬✶✻❪

❈♦♥s✐❞❡r ❛ st❛❜❧❡ s②st❡♠ G(s) ✐♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡r K(s)✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✐s
st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✿

‖K(jw)‖‖G(jw)‖ < 1 ∀w ✭✼✳✺✮

✶✶✼



✶✶✽

❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❆◆❆▲❨❙■❙ ❖❋ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲
❙❨❙❚❊▼❙

G(s)

K(s)

xu

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❙♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♥♦r♠ ♦❢ s②st❡♠s G(s) ❛♥❞ K(s) ❢♦r
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡♥✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❣❛✐♥s γG ❛♥❞ γK ❛s✿

γG := ‖G(s)‖∞, γK := ‖K(s)‖∞ ✭✼✳✻✮

❚❤✐s ❣❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❋♦r t❤❡ ❣❛✐♥ γG✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s✲t♦✲✐♥♣✉ts ❣❛✐♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ s②st❡♠
♠♦❞❡❧ ✭✼✳✶✮✱ ✇✐t❤ dk = 0✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❇♦✉♥❞❡❞ ❘❡❛❧ ▲❡♠♠❛ ✭✹✳✺✵✮ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ P ❛♥❞
γG✱ t❤❛t ✐s [

xk

uk

]T [
ATPA− P + In ATPB

BTPA BTPB − γ2
GIm

] [
xk

uk

]
≤ 0 ✭✼✳✼✮

• ❋♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ γK ✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦❝❦✱ ♦♥❡
s❤♦✉❧❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ t❡r♠ t❤❛t ❧✐♥❦s t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥✲
♣✉t ✈❛❧✉❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ str✉❝t✉r❡✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✹✮✲✭✹✳✷✻✮ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✱ ♦♥❡ ❤❛✈❡✿

Luuu ≤ W (xk, uk−1)

L =

[
φ

−φ

]
W =

[
∆̄

−∆

]
+

[
−ξ

ξ

]
xk +

[
−ξu
ξu

]
uk−1

✭✼✳✽✮

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❛❦❡ W := ∆ + ξ̄xk + ξ̄uuk−1✳

❙✉♣♣♦s❡ ❛ ✇♦rst ❝❛s❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❝♦♥tr♦❧ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦❢ uuu
✐♥ t❡r♠s ♦❢ xk ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

uuu = L†ξ̄xk = Klwxk ✭✼✳✾✮

✇❤❡r❡ L† ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✐♥✈❡rs❡ ♠❛tr✐① ♦❢ L✳ ❚❤❡♥✱ γK ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❧✐♥❡✲
✇✐s❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Klw✳ ❚❤✉s✿

γK = ‖γ̄‖∞✱ ✇❤❡r❡ γ̄i = ‖Klw,i ‖∞ ❢♦r i = 1 · · · rank(Klw) ✭✼✳✶✵✮

❚❤✉s✱ ✐❢ γKγG < 1✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✭✼✳✶✮✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✭✼✳✸✮ ✐s
❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ st❛❜❧❡✳ ■❢ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ss✉r❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s
✐t ✐s s❤♦✇♥ ♥❡①t✳

✼✳✶✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛✐♥❡❞ ▼P❈ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t s❡ts

❍❡r❡✱ ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭♠❘P■✮✳

✶✶✽



✼✳✶✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙②st❡♠s ✉♥❞❡r ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✶✶✾

✼✳✶✳✸✳✶ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠

▲♦♦❦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❈❤❛♣t❡r ✹✮✱ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r✐✲
✜❡❞✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r s❛t✐s✜❡s ✐ts ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ s❝❤❡♠❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✷✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❛♥❞ ✐s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ❤❛s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts ✈❡❝t♦r uk ∈ U ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
✈❡❝t♦r dk ∈ D✳

• ❚❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ uuu∗
uc ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ ❛ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧❛✇✳ ❚❤✐s ❜❧♦❝❦ ✐♥❝❧✉❞❡s

❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ s❡t✲♣♦✐♥ts ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡s✭xs, us, ds✮✳

• ❆ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✭♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✮ ❜❧♦❝❦ t❤❛t ♣r♦❝❡ss u∗
uc ✭t❤❡ ✜rst m ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ uuu∗

uc✱ ❡①tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❛tr✐① KuKuKu✱ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ uk t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

xk+1 = Axk +Buk + Edk

−H−1

(
K1x̃+K2d̃−Hus

)

uk

xk
dk

Reference values ignored in the scheme: xs, us, ds

dk

u∗

uc

sat(u∗
uc) = α

Ku

u∗

uc

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❈❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧❧❡r

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r uk ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ uuu∗

uc ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

uk = αKuuuu
∗
uc ✭✼✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Ku = [Im×1 0(N−1)m×1] ✐s ❛ ♠❛tr✐① t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ ✜rst m ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ α ∈ ℜmxm ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r uk✱ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❛t u∗

uc ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst m ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s✿

uk = αu∗
uc ✭✼✳✶✷✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① α ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿

αmin ≺ α � I ✭✼✳✶✸✮

❛♥❞ ✐ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts✿

• ■❢ t❤❡ ✜rst m ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉ts s❡t✱ t❤❡
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ α ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳

• ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✜rst m ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✈✐♦❧❛t❡s ✐ts ❝♦♥str❛✐♥t✱
❞❡♥♦t❡❞ ❛s i = 1 · · ·m✱ t❤❡ α ✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐s αi = ulim

i /u∗
uc,i

✶✶✾
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• αmin ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st αi ✈❛❧✉❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡ts X ,U ❛♥❞ D ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ s✐❣♥❛❧s✳

■♥ s②♥t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧
✈❡❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛tr✐① α✱ r❡♣r❡s❡♥t❛t❡s t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦❝❦✳ ❇❡❝❛✉s❡
❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① α✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ✇r✐t✐♥❣ t❤❡
s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ♥❡①t✳

✼✳✶✳✸✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ αmin ❢♦r t❤❡ ▼P❈ ❝❛s❡

❇❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ ✐t ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ♠❛tr✐① αmin✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ❢♦r ♦t❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❢❡❡❞❜❛❝❦✳
❋♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤✐s ♠❛tr✐①✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ uuu∗

uc✳ ❚❤✐s
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✭✼✳✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❡ts X ❛♥❞ U ✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡t ♣♦✐♥t ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱
xs = us = ds = 0 ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡t UUUuc ∈ ℜN.m✿

UUUuc = (−H−1K1H−1K1H−1K1)X ⊕ (−H−1K2H−1K2H−1K2Kd)D ✭✼✳✶✹✮

■♥ s❡❝♦♥❞ ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ UUUuc ❛❢t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✜rst
m ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡✿

Uuc = KuUUUuc ✭✼✳✶✺✮

❚❤❛t ✐s ❛ s✉❜s❡t ✐♥ ℜm✱ ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ Vu = 2m r❡❢❡rs t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✈❡rt❡①❡s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❡t Uuc✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t Uuc ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ ✇❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s m × Vu✱ ❛❢t❡r
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✿

Uuc = vertex{Uuc}

✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧s Uc(i)✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r
❡❛❝❤ i = 1 · · ·m ❡❧❡♠❡♥t ❛t ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ j = 1 · · ·Vu✿

Uc(i, j) =





Uuc(i, j) ✐❢ umin
uc (i) ≤ Uuc(i, j) ≤ umax

uc (i)

umin
uc (i) ✐❢ Uuc(i, j) < umin

uc (i)

umax
uc (i) ✐❢ Uuc(i, j) > umax

uc (i)

✭✼✳✶✻✮

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t✇♦ ✐♥♣✉ts s❡ts✿ ♦♥❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝♦♥tr♦❧ Uuc ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ Uc✱ t❤❛t ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r s❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② α′ ♠❛tr✐① ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❡ts✿

α′(i, j) = Uc(i, j)/Uuc(i, j) ∀i = i · · ·m, j = 1 · · ·Vu ✭✼✳✶✼✮

❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ αmin ✭❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✮✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✇
♦❢ α′✿

α(i, i)min = inf{α′(i, j)} ∀i = 1 · · ·m, j = 1 · · ·Vu ✭✼✳✶✽✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ✐s
❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✐♥♣✉ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r st❛t❡s ❛♥❞
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s s❡ts✳ ❚❤✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡①tr❡♠❡ ✭✇♦rst✮ ❝❛s❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐t ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

✶✷✵



✼✳✶✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙②st❡♠s ✉♥❞❡r ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✶✷✶

✼✳✶✳✸✳✸ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t

❋♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✜rst ✇r✐tt❡♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣
s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣♦s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✼✳✶✮
❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✐♥♣✉t uk ❛s✿

uk = −αKuHHH
−1
(
K1K1K1x̃+K2K2K2d̃dd−HusHusHus

)
✭✼✳✶✾✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✼✳✶✾✮ ✐♥t♦ ✭✼✳✶✮✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ st❛t❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s✿

xk+1 = Axk −BαKuHHH
−1
(
K1K1K1x̃+K2K2K2d̃dd−HusHusHus

)
+ Edk

xk+1 = (A−BαKuHHH
−1K1K1K1)xk + (E −BαKuHHH

−1K2K2K2Kd)dk − αKuHHH
−1(K1K1K1xs +K2K2K2Kdds +HusHusHus)

xk+1 = Ā(α)xk + Ē(α)dk + δ̄(xs, us, ds, α)
✭✼✳✷✵✮

✇✐t❤ Kd = [Iqxq · · · Iqxq]T t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ✐ts ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ❛s ddd = Kddk ❛♥❞ δ̄ ❣❛t❤❡rs t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts ❛♥❞
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① α✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✿

A1 = Ā(αmin), A2 = Ā(I), E1 = Ē(αmin), E2 = Ē(I) ✭✼✳✷✶✮

❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❢♦r♠✱ ♠❛❦✐♥❣ xs = us = ds = 0✿

xk+1 = A(ζ)xk + E(ζ)dk ✭✼✳✷✷✮

✇❤❡r❡ A(ζ) =
∑2

i=1 ζiAi ❛♥❞ E(ζ) =
∑2

i=1 ζiEi✱ ✇✐t❤
∑2

i=1 ζi = 1✱ ζi ≥ 0✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱
t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝ s②st❡♠ ✭✼✳✷✷✮✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✺✳ ❇❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ ✐t s❤♦✉❧❞
❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ A1, A2 ❛r❡ str✐❝t❧② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❝✐r❝❧❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ s♦♠❡
✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t HHH−1K1K1K1✱ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s
Q,R, S✳

✼✳✶✳✸✳✹ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts

❆♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♠❛tr✐① P ❢♦r
t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝ s②st❡♠ ✭✼✳✷✷✮✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲▼■ t♦ ♦❜t❛✐♥ P ❛♥❞ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ✿

[
x

d

]T [
AT

i PAi − P + In AT
i PEi

ET
i PAi ET

i PEi − γ2Iq

] [
x

d

]
≤ 0, i = 1, 2 ✭✼✳✷✸✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t dT d ≤ d̄T d̄✱ ❜❡✐♥❣ d̄ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱
❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s②st❡♠s t❤❛t r❡s✉❧ts ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ str❛t❡❣②
✇✐❧❧ ❜❡✿

Π̄N = {x ∈ ℜn : xTPx ≤ λmax(P )γ2d̄T d̄} ✭✼✳✷✹✮

✼✳✶✳✹ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡t

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❘P■✳ ■t ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ✜rst st❛t❡s s❡t ❢♦r t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡♥✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ❛t ❡✈❡r② st❡♣ ✐♥ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ r❡s✉♠❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❝❤❛rt✳

✶✷✶
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❙❨❙❚❊▼❙

✼✳✶✳✹✳✶ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❘P■ ❢♦r t❤❡ r❡❝❡❞✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s②st❡♠✱ ❝❛♥ ✉s❡ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧
♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡ts S(0)✿ ❛ ✜rst ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ s❡t Π̄N

♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭✼✳✷✹✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s
t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳
❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♣❡♥❞s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t s❡❧❡❝t❡❞✿ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t
✐s Π̄N ✱ t❤✐s s❡t ✐s s❤r✐❡❦❡❞ ✉♣ t♦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s ǫ✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ Ak✱ ❜❡✐♥❣ k t❤❡ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳

✼✳✶✳✹✳✷ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❘P■ ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛rr❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥✲❧✐❦❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
t❤❛t ❛ss✉r❡s t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✼✳✶✮ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
t❤❛t ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠❘P■✱ ✇❤❡r❡ S(k) ✐s t❤❡ st❛t❡s s❡t ✇✐t❤ S(0) s❡❧❡❝t❡❞ ❛s s✉❣❣❡st❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✹✳✶✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s s❡t Dmax✱ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛s s❡❡♥ ✐♥ ✭✼✳✷✮ ❛♥❞
t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥♣✉ts s❡t UUU c(k)✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① Ku t❤❛t t❛❦❡s ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r s❡t✿

S(k + 1) = AS(k)⊕BKuUUU c(k)⊕ EDmax ✭✼✳✷✺✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡t UUU c(k) ❛t t = k✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s❡t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✭✹✳✷✹✮ ✲ ✭✹✳✷✺✮✿

Luuu ≤ W (x0, u−1),✇✐t❤ W = ∆+ ξ̄x0 + ξ̄uu−1

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ L ✐s ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ rL = rank(L) r♦✇s
❛♥❞ N.m ❝♦❧✉♠♥s✱ ❜❡✐♥❣ N t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ m t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r✳ L ❣✐✈❡s
t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳
❇② ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛♥② s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥❛♠❡❞ z ∈ ℜ✮ ❤❛s ❛ ✈❛❧✐❞
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Z = {z ∈ ℜ : zmin ≤ z ≤ zmax, 0 ∈ Z} ✭✼✳✷✻✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❤❛s t❤❛t ∆ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ ℜrL t❤❛t ❤❛s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ rL − ith ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳
❘❡♠❛r❦ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ x0 ∈ ℜn ❛♥❞✱ ✐❢ r❡q✉✐r❡❞✱ ❡❛❝❤ ♣❛st ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r u−1 ∈ ℜm✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ uuu ❛✛❡❝t t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t✿

Ws(k) = ξ̄S(k)⊕ ξ̄uU(k − 1) ✭✼✳✷✼✮

❚❤✐s ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ Vw = Vx.Vu− ✈❡rt❡①✱ ❜❡✐♥❣ Vx ❛♥❞ Vu−

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt❡① ♦❢ ❝✉rr❡♥t st❛t❡s ❛♥❞ ♣❛st ✐♥♣✉ts ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s
❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐① ∆′✿

∆′ = ∆⊕Ws ✭✼✳✷✽✮

❚❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ∆ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ s❡t Ws✳ ❚❤✐s ❧❛st s❡t ✐s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ℜrL×Vw ✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛❧♦♥❣ L✱ ❛t ♠♦st rL.Vw ❝♦♥str❛✐♥ts ❛t ❡❛❝❤ t = k✳ ■♥ ❢❛❝t✱
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✿

UUU c(i)(k) = {uuu ∈ ℜm : Luuu ≤ ∆′
i}; j = 1 · · ·Vw ✭✼✳✷✾✮

✶✷✷
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✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ ∆′
i ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ i − th ❝♦❧✉♠♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ∆′✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦❧②t♦♣❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡ts ✭✼✳✷✾✮✿

UUU c(k) = hull{UUU c(i)(k), i = 1 · · ·Vw} ✭✼✳✸✵✮

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ st❛t❡s ❛♥❞✴♦r ♣❛st ✐♥♣✉ts s❡ts✱ s♦♠❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ∆′

i ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ t❤❡ s❡t UUU c(i)✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ♣❛rt
♦❢ x0 ♦r u−1 ❧✐❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡ts X ,U ✱ t❤❛t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❞✉❡ t♦ ♦✈❡rs❤♦♦ts✱ ✇r♦♥❣
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥♣✉t s❛t✉r❛t✐♦♥s✴❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ i − th✱
❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♥ ♦♣❡♥ s❡t✱ ✐♠♣❡❞s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭✼✳✸✵✮ ✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ✇❛②✳

■❢ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✿ ❖♥❡ ❝❛♥
❝r❡❛t❡ ❛ ✈❡❝t♦r ∆′

def ∈ ℜrL ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ i − th r♦✇ ♦❢ ∆′✱ t❤❛t
✐s r❡❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉ts s❡t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✿

∆′
def ∈ ℜrL ✇❤❡r❡ ∆′

def,i = max{∆′
i,j}, ∀i = 1 · · · rL, ∀j = 1 · · ·Vw ✭✼✳✸✶✮

❆♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s ✈❡❝t♦r ❛s✿

UUU c(k) = {uuu ∈ ℜm : Luuu ≤ ∆′
def} ✭✼✳✸✷✮

❚❤❡ ❋✐❣ ✼✳✸ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✈❡❝t♦r ∆′
def

✭❝❛❧❧❡❞ Wmax ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✱ ✇✐t❤ rL = 2 ❢♦r ❡❛s② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ■t ✐s s❡❡♥ ❤♦✇ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐
s✉♠s ✭✼✳✷✼✮✲✭✼✳✷✽✮ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s♣❛❝❡ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ✈❡❝t♦r ✐s t❛❦❡♥ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡
♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t✳

❘❡♠❛r❦✿ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡t ✐♥ ✭✼✳✸✷✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✼✳✷✾✮✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t✱ t❤❛t
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉t s❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐t t❛❦❡s ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♦❢
t❤❡ s❡t t❤❛t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡ts t❤❛t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❡rt❡①❡s✳

w0

w1
∆ ξx0

w0

w1

w0

w1- ξuu-1
-

w0

w1 Wmax

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❝❤♦s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ✈❡❝t♦r ✇❤❡♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉ts s❡t

❘❡♠❛r❦✿ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ ∆′ ❞❡❧✐✈❡rs ♥❡✇ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠✲
♣❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ i − th ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭i = 1 · · · rL✮ ✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣❡❞ s❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥♣✉t s❡t

✶✷✸
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✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② rL × Vw ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s t❤❛t ❣❛t❤❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡
st❛t❡s ❛♥❞ ♣❛st ✐♥♣✉t s❡ts✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❡r♠s
t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ s❡ts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢♦r ❜❡tt❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✼✳✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s②st❡♠ n = 2,m = 1

✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N = 2✿




1 1

1 −2

1 0

−1 0




︸ ︷︷ ︸
L

[
u0

u1

]
≤




1

2

1

2




︸︷︷︸
∆

+




−0.5 −0.1

1 0.2

0 0

0 0




︸ ︷︷ ︸
ξ

x0

◆♦✇✱ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡s s❡t✿

X0 : {−1 ≤ x1 ≤ 1 ; −1 ≤ x2 ≤ 1}

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ st❛t❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Ws ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐♥ ♠❛tr✐① ✭✈❡rt❡①✮ ❢♦r♠✿

Ws = ξX0 =




−0.4 −0.6 0.4 0.6

0.8 1.2 −0.8 −1.2

0 0 0 0

0 0 0 0




◆❡①t✱ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ Ws ❛♥❞ ∆ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✿

∆′ = Ws ⊕∆ =




0.6 0.4 1.4 1.6

2.8 3.2 1.2 0.8

1 1 1 1

2 2 2 2




❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✇ ❛t∆′ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞
❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ∆′

def ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉ts s❡t✿




1 1

1 −2

1 0

−1 0




︸ ︷︷ ︸
L

[
u0

u1

]
≤




1.6

3.2

1

2




︸ ︷︷ ︸
∆′

def

■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✹ ❛r❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ✐♥♣✉ts s❡ts ✭❛t r✐❣❤t✮✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st s❡t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t s✉❜s❡ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✉s✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❢r♦♠ ∆′ ✇✐t❤ L✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡ts
S1 · · ·S4✳ ■t ✐s s❡❡♥ ❤♦✇✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥♣✉t s❡t ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡t
❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ X0✳
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−3 −2 −1 0 1
−3

−2

−1

0

1

2

3

4

u
0

u
1

Individual Sets

−3 −2 −1 0 1
−3

−2

−1

0

1

2

3

4

u
0

u
1

Definitive Set

S1

S2

S3

S4

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉ts s❡t ❢♦r t❤❡ ▼P❈ str❛t❡❣②

✼✳✶✳✹✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❘P■

❚❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❘P■ s❡ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r r❡❝❡❞✐♥❣
❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♥❡①t✳
■♥ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣
t❤❡ st❛t❡s s❡t✿

S(k + 1) = AS(k)⊕BKuUUU c(k)⊕ EDmax ✭✼✳✸✸✮

■♥ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t UUU c(k) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✼✳✶✳✹✳✷✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ s❡t t❤❛t ❣❛t❤❡rs ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❛♥② st❛t❡s ❛♥❞ ❧❛st
✐♥♣✉t s❡ts✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ Ku ❢♦r ♦♥❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ✉s❡❞✱ ❛s r❡❢❡r❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼P❈
❝♦♥t❡①t✳
❚❤✐r❞✱ t❤❡ s❡t UUU(k−1) ✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✼✳✷✼✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡t UUU c(k)✱
♠✉❧t✐♣❧② ✐t ❜② Ku ❛♥❞ st♦r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣✳
❋♦✉rt❤✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ s❡t S(0) ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ♣♦❧②t♦♣✐❝ s②st❡♠s
Π̄N ✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❘P■ s❡ts ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ r❡❝❡❞✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r s②s✲
t❡♠s
❘❡q✉✐r❡✿ ❉✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ♠❛tr✐❝❡s✿ A,B,E✱ ✇✐t❤ ‖eig(A)‖ < 1 ❛♥❞ ‖eig(E)‖ < 1

❘❡q✉✐r❡✿ ❈♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠❛tr✐❝❡s L,∆, ξ̄, ξ̄u✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✷✺✮✲✭✹✳✷✻✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦t
❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ s❡t ξ̄u = 0✳

❘❡q✉✐r❡✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ✭♠✉❧t✐✲s②st❡♠
❛♣♣r♦❛❝❤✮✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✳ ■t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ Π̄N ✳
❙❚❆❘❚
❙✶✿ ❙❡t k = 0✳ ❚❤❡♥✱ s❡❧❡❝t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ S(0) = Π̄N ✳
❙✷✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t UUU c(k)✱ ❛s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✹✳✷✳
❙✸✿ ❖❜t❛✐♥ t❤❡ st❛t❡s ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭✼✳✸✸✮✳ ■❢ r❡q✉✐r❡❞✱ ❛ss✐❣♥ U(k − 1) = KuUUU c(k)

❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t✬s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✮✳
✐❢ AkS(0) * Bp

ǫ t❤❡♥
■♥❝r❡❛s❡ k = k + 1 ❛♥❞ r❡t✉r♥ t♦ ❙✷✳

❡❧s❡
❘❡t✉r♥ S(k) ❛s t❤❡ ♦✉t❡r ǫ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❘♦❜✉st ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡t✳

❡♥❞ ✐❢

✶✷✺
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❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❆◆❆▲❨❙■❙ ❖❋ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲
❙❨❙❚❊▼❙

✼✳✶✳✺ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❊①❛♠♣❧❡

❍❡r❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s②st❡♠ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❛❦✐♥❣ Ts = 1/150s✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s✿

xk+1 =

[
0.9667 0.0133

−0.0067 0.9733

]
xk +

[
−0.0333 0.0033

0.0333 0.0167

]
uk +

[
−0.0067 0.0033

0.0013 0.0067

]
dk

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤✐s s②st❡♠ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ (λ1,2 = 0.97 ± 0.0088j)✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
♠❛tr✐❝❡s ✭P ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ▲◗❘✮ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✈❡❝t♦rs ❛r❡
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✿

Q =

[
100 0

0 100

]
; R =

[
1 0

0 1

]
; S =

[
0 0

0 0

]
; P =

[
452.56 195.15

195.15 431.85

]
; N = 2;

xmin =

[
−2

−2

]
; xmax =

[
2

2

]
;umin =

[
−3

−3

]
; umax =

[
3

3

]
; dmin =

[
−1

−1

]
; dmax =

[
1

1

]

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✱ ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤❡r❡ γG.γK < 1✳
❚❤❡ ❣❛✐♥ γG = 1.5030 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▲▼■ ✭✼✳✼✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡♥ ❣❛✐♥
γK = 0.0622 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Klw ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
✭✼✳✾✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t γG.γK = 0.0933 < 1✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s
st❛❜❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✿

A1 =

[
0.9467 0.0260

0.0051 0.9491

]
; A2 =

[
0.7622 0.1411

0.1082 0.7193

]

E1 =

[
−0.0064 0.0034

0.0012 0.0064

]
; E2 =

[
−0.0041 0.0035

−0.0004 0.0043

]

❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛tr✐① P ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t γ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s ❛r❡✿

P =

[
39.5074 −25.0582

−25.0582 68.5678

]
; γ = 0.2495

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t Π(0) ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ■♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠
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✼✳✷✳ ●❧♦❜❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠ ✇✐t❤

❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✶✷✼

❖✉t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❘P■

◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡t✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✼✳✸✸✮✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t s❡t ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✹✳✷✳ ❇❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✐s s❧♦✇✱ ❛♥ ǫ✲❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s 0.1 ✇❛s ✉s❡❞
❛s st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❘P■ s❡t✱ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r h∗ = 54 ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
s❡t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Π(k∗)

✼✳✷ ●❧♦❜❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠ ✇✐t❤ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✲❜❛s❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱
✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡
♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣② s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✳
❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
s②st❡♠ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✇✐t❤ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣② t❤❛t ❛❜s♦r❜s t❤❡ ❧♦❝❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❤✐❣❤ s❝❛❧❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ▼P❈✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✱ ❛❧s♦ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥
❛ ✧❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❛♥♥❡r✧✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts vk ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✉s✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✭❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✮ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s
s❡t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ s❡ts✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❤❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ❛r❡ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠ ✇✐❞❡❧② ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ st❛t❡s s❡ts ❛r❡ ♠❡r❣❡❞✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥
✉❧t✐♠❛t❡ ❜♦✉♥❞ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✳

✼✳✷✳✶ ❙②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡ts ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠✱ ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✮✱ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✿

xk+1 = Adxk +Bduk + Eddk + vk
vk = vAxk + vBuk + vEdk

✭✼✳✸✹✮

✇❤❡r❡ Ad, Bd, Ed ❛r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t
✭✼✳✶✮✱ ❛♥❞ vk ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✱ ✇❤❡r❡ vA = A−Ad✱ vB = B−Bd ❛♥❞ vE = E−Ed✳
❋r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✱ ✐t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r
❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N ❛s✿

xxx = Ωd x0 +Ψd uextuextuext +Θd ddd

x̃̃x̃x = Ωd (x0 − xs) + Ψd (uext − uext−suext − uext−suext − uext−s) + Θd (d− dsd− dsd− ds)
✭✼✳✸✺✮

✶✷✼
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❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡❝t♦r ❤♦❧❞s✿

0 = Ψuextuextuext +Ω x0 +Θ ddd ✭✼✳✸✻✮

✇❤❡r❡ uextuextuext = [uuuT vvvT ]T ✐s t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✼✳✸✼✮✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✇♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s uextuextuext ❛♥❞
ppp✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ppp ✐s ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✈❡❝t♦r ❢♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ Jext(uext, puext, puext, p) ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉❜s②st❡♠s
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ✭✻✳✷✷✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✷✻✮✲✭✻✳✷✼✮✳

Jext(uext, puext, puext, p) = V̄ext +
1
2u

T
extHcuextuT
extHcuextuT
extHcuext + uT

extuT
extuT
ext[K1cK1cK1c(x0 − xs) +K2cK2cK2c(d− dsd− dsd− ds) +K3cpK3cpK3cp−HcuextsHcuextsHcuexts ]+

pTpTpT (Ωx0 +Θddd)

max
ppp

min
uextuextuext

Jext(uext, puext, puext, p)

s✉❜❥❡❝t t♦ Lextuextuextuext ≤ Wext

✭✼✳✸✼✮
❋r♦♠ ✭✼✳✸✼✮ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r uextuextuext✿

uopt
extuopt
extuopt
ext = −ϕ1ϕ1ϕ1(x0 − xs)−ϕ2ϕ2ϕ2(d− dsd− dsd− ds)−ϕ3pϕ3pϕ3p+ uext−suext−suext−s ✭✼✳✸✽✮

t❤❛t✱ r❡♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ✭✼✳✸✼✮✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ppp ✭t❤❡
♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✹✵✮✲✭✻✳✹✷✮✮✿

Jext = V̄p +
1
2ppp

THpHpHpppp+ pppT [K1pK1pK1px̃0 +K2pK2pK2pd̃̃d̃d+K3pK3pK3puext(i)suext(i)suext(i)s ] + pppT (Ω̄x0 + Θ̄ddd)

max
ppp

Jext(ppp)

s✉❜❥❡❝t t♦ Lpppp ≤ Wp

✭✼✳✸✾✮

❋✐♥❛❧❧② ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠
❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r ppp✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✼✳✸✽✮ ✐♥t♦ ✭✼✳✶✮✱ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

xk+1 = Axk +BKuext

(
−ϕ1ϕ1ϕ1x̃−−ϕ2d̃ϕ2d̃ϕ2d̃−ϕ3pϕ3pϕ3p+ uext−suext−suext−s

)
+ Edk

xk+1 = (A−BKuextϕ1ϕ1ϕ1)xk + (E −BKuextϕ2ϕ2ϕ2Kd)dk + (−BKuextϕ3pϕ3pϕ3p)

+B(Kuextϕ1ϕ1ϕ1xs +Kuextϕ2ϕ2ϕ2Kdds + us)

xk+1 = Apxk + Epdk + Fpppp+ fp(xs, us, ds)

✭✼✳✹✵✮

✇❤❡r❡ Kuext ✐s ❛ ♠❛tr✐① t❤❛t ❤❡❧♣s t♦ t❛❦❡ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst m ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ uextuextuext ❛♥❞
Kd = [Iq×q · · · Iq×q]

T ✐s ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥ N ✲❤♦r✐③♦♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❛❢t❡r t❤❡
✈❡❝t♦r dk✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✭✼✳✸✾✮✱ ✇✐❧❧ ❜❡✿

ppp∗wc = −H−1
pH−1
pH−1
p [K1pK1pK1p(x0 − xs) + Ω̄x0 +K2pK2pK2p(d− dsd− dsd− ds) + Θ̄ddd+K3pK3pK3puext−suext−suext−s] ✭✼✳✹✶✮

✼✳✷✳✷ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡

❆s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ r❡❝❡❞✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛s❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞
t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✱ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✱ ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ st❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳
❍❡r❡✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦ G(s) = x(s)/p(s) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❧❛♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s x ✐s ❛✛❡❝t❡❞

✶✷✽



✼✳✷✳ ●❧♦❜❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠ ✇✐t❤

❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✶✷✾

❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✈❛❧✉❡ ppp✳ ❇② ♦t❤❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜❧♦❝❦ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ K(s) =

p(s)/x(s) ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛t❡s ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣❛✐♥s γG ❛♥❞ γK ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❋♦r t❤❡ ❣❛✐♥ γG✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s✲t♦✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❣❛✐♥✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ t❤❡ ▲▼■ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✼✳✹✷✮✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✼✳✹✵✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲▼■ ✐s s♦❧✈❡❞ ❢♦r
♦❜t❛✐♥✐♥❣ s✉❝❤ ❣❛✐♥✿

[
x

ppp

]T [
AT

p PAp − P + In AT
p PFp

FT
p PAp FT

p PFp − γ2
GIdp

] [
x

ppp

]
≤ 0 ✭✼✳✹✷✮

✇❤❡r❡ dp = N.(n+m) ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥✳

• ❋♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ γK ✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❢♦r ppp✱ ♦r✐❣✐✲
♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✻✳✷✻✮✲✭✻✳✷✼✮✿

PPP : {ppp ∈ Lpppp ≤ Wp(x0, d0, u−1)}
✇✐t❤✱ Wp = W p +Wxpx0 +Wdpddd+Wupuext−1

✭✼✳✹✸✮

■t ✐s ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ❣❛✐♥ ✭❢♦r t❤❡ lp ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts s❡t✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡s xk ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ppp✱ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛✐♥ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ ppp ❛♥❞ x✿

ppp = L†
pW̄xpx0 = Kplwx0 ✭✼✳✹✹✮

❆❢t❡r t❤✐s✱ t❤❡ ❣❛✐♥ γK ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✿

γK = ‖γ̄‖∞✱ ✇❤❡r❡ γ̄i = ‖Kplw‖∞ ❢♦r i = 1 · · · rank(Kplw) ✭✼✳✹✺✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ γGγK < 1 ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ ✐t ✐s ❛ss✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❜❛s❡❞ str❛t❡❣② ✐s ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ st❛❜❧❡✱ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❣❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s✳
◆♦✇✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
❙❡❝t✐♦♥✳

✼✳✷✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✉s✐♥❣
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts

❍❡r❡✱ ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
▼P❈ s②st❡♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✸✮✳

✼✳✷✳✸✳✶ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠

■♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✼✳✹ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞
❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s xs, us, ds ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱
✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❢r♦♠ t❤❡ s❝❤❡♠❡✿

✶✷✾



✶✸✵

❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❆◆❆▲❨❙■❙ ❖❋ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲
❙❨❙❚❊▼❙

• ❚❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s dk ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧
s✐❣♥❛❧ uk✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

• ❚❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s ❛ ❝❛s❝❛❞❡✲❧✐❦❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✇❤♦s❡
str✉❝t✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✼✳✸✽✮✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❛rt✱ ❛ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t♦r
❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ppp ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✳ ❚❤✐s ❜❧♦❝❦ ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ uuuext t❤❛t r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠✳

• ❚❤❡ ♦✉t❡r ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥t✐t②✳ ■t ❤❛s t✇♦ ❜❧♦❝❦s✿ ♦♥❡ t❤❛t
❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r pppuc ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ✭✼✳✹✶✮ ❛♥❞ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥
❜❧♦❝❦ t❤❛t r❡str✐❝ts t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②✲
❤❡❞r♦♥ ✭✹✳✸✺✮ ❛♥❞ t❤❛t ❞❡❧✐✈❡rs ppp✱ t❤❛t r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t♦ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✳ ❚❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ♥❡①t ❛♥❛❧②③❡❞✳

xk+1 = Axk +Buk + Edk

−H−1
p

(
K1px̃+ Ω̄xk +K2pd̃+ Θ̄dk +K3puext−s

)

uk

xk
dk

Reference values ignored in the scheme: xs, us, ds

dk
sat(puc) = αp

Ku

pucp

Coordinator

−ϕ1x̃− ϕ2d̃− ϕ3p+ uext−s
uext

dk

xk

xk

System Dynamics

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❈❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ✐t ✐s s❡❡♥ ❛❣❛✐♥ t❤❛t ❢♦r r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ppp
❛♥❞ pppuc✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

ppp = αppucpucpuc ✭✼✳✹✻✮

✇❤❡r❡ αp ∈ ℜdp×dp ✱ ✇✐t❤ dp = N.(n + m) ✐s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❛tr✐① t❤❛t ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣❡rt②✿

0dp×dp
< αp,min < αp ≤ Idp×dp

✭✼✳✹✼✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ αp ✐s ❛❧s♦ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① t❤❛t ❛✐❞s t♦ ✇r✐t❡✱ ✐♥ ❛ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲
❧♦♦♣ s②st❡♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❝❛s❡✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ❤❡r❡
♣r❡s❡♥t❡❞✳

✼✳✷✳✸✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ᾱmin ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t ❛s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t❤❛♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t αmin

❢♦r t❤❡ ▼P❈ ❝♦♥tr♦❧✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ppp✱ ✉s❡❞ ❛s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t✱ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡
▼✉❧t✐♣❧✐❡r ❢♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦♠❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❧s♦ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✺✺❪✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✜♥❛❧❧②
✇r✐tt❡♥ ♦♥❧② ✐♥ ppp✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ st✐❧❧ r❡❢❡r❡❡❞ t♦ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ st❛t❡s ❛♥❞ ✐♥♣✉ts ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❧✐♠✐ts ♦✈❡r ppp ❛r❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛♥t✱

✶✸✵



✼✳✷✳ ●❧♦❜❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠ ✇✐t❤

❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✶✸✶

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❧✐♠✐ts ❢♦r uuu ❢♦r t❤❡ t❤❡ ▼P❈ ❝❛s❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ s♦♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤✐s ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t st❛t❡s✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥♣✉ts ✈❡❝t♦r ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
s❡ts X ,U ,D✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t ❣✐✈❡s pppuc ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ppp✱ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ s❡ts✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❋✐rst✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡ts X ,U ,D,V✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t pppuc ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ uextuextuext ❛❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ppp✳

• ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❡t✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✼✳✹✶✮✱ ✇❤✐❧❡ s❡tt✐♥❣
xs = uext−s = ds = 0✿

PPPuc = [−H−1
pH−1
pH−1
p (K1pK1pK1p + Ω̄)]X ⊕ [−H−1

pH−1
pH−1
p (K2pK2pK2p + Θ̄)Kd]D ✭✼✳✹✽✮

✇❤❡r❡ ddd = Kddk ❛♥❞ Kd = [Iqxq · · · Iqxq]T ✳

• ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs PPP ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✭✼✳✸✽✮✱ ✇❤❡♥ ❛♥s✇❡r✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿ ✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✭PPP ✮✱ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣
❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❡t ✭UUUext✮✱ ✇❤❡♥ st❛t❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡✐r ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
s❡ts ✭X ,U✮❄ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s s❡t ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❛❢t❡r
✐s♦❧❛t✐♥❣ ppp✿

PPP = (−ϕ3ϕ3ϕ3
†ϕ1ϕ1ϕ1)X ⊕ (−ϕ3ϕ3ϕ3

†ϕ2ϕ2ϕ2Kd)D ⊕ (−ϕ3ϕ3ϕ3
†)UUUext ✭✼✳✹✾✮

✱ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡r✐♥❞❡① † ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✐♥✈❡rs❡ ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

• ❘❡♠❛r❦ t❤❛t ❜♦t❤ s❡ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ppp✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞
♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡ts PPP ❛♥❞ PPPuc✳ ❊①♣r❡ss✐♥❣ t❤✐s s❡ts ✐♥ ♠❛tr✐①
❢♦r♠ Puc ∈ ℜdp×Vpuc ❛♥❞ Pc ∈ ℜdp×Vpc ✱ ✇❤❡r❡ dp = N.(n+m)✱ Vpuc, Vpc ❛r❡ t❤❡ ✈❡rt❡① ♦❢
t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡ts✳
❋r♦♠ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❡❝t♦rs pc,min, pc,max, puc,min, puc,max ∈
ℜN.(n+m) t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❜✉✐❧❞ ❛❢t❡r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

• ◆❡①t✱ t❤❡r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦rs p′max, p
′
min✿

p′max(i) = pc,max(i)/puc,max(i); p′min(i) = pc,min(i)/puc,min(i) ∀i = 1 · · ·N.(n+m)

• ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ᾱp ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ p′max ❛♥❞ p′min✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦r pα ✐s ❝r❡❛t❡❞✿

p′α(i) = inf{p′max(i), p
′
min(i)}∀i = 1 · · ·N.(n+m)

❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① αp ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s diag{p′α}✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ αp ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡
r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡ts✳

✶✸✶
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✼✳✷✳✸✳✸ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t

❋♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✜rst ✇r✐tt❡♥ uk ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ppp✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① Kuext ❢♦r t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✜rst m ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ uextuextuext✱
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✼✳✸✽✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

uk = −Kuext

(
ϕ1ϕ1ϕ1x̃+ϕ2ϕ2ϕ2d̃̃d̃d+ϕ3pϕ3pϕ3p− uext−suext−suext−s

)
✭✼✳✺✵✮

■♥ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✈❛❧✉❡ ppp ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥
pppuc✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✼✳✹✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r
str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✼✳✹✻✮✳ ◆♦✇✱ ❛❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥t♦ ✭✼✳✺✵✮ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢♦r uk✿

uk = Kuext [ζx(αp)xk + ζd(αp)Kddk + fp(xs, us, ds, αp)] ✭✼✳✺✶✮

✇❤❡r❡ Kd = [Iqxq · · · Iqxq]T ❢♦r ✇r✐t✐♥❣ ddd = Kddk ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ζx, ζd, fp ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ζx = ϕ3αpH
−1
pH−1
pH−1
p (K1pK1pK1p + Ω̄)− ϕ1

ζd = ϕ3αpH
−1
pH−1
pH−1
p (K2pK2pK2p + Θ̄)− ϕ2

fp = (ϕ3αpH
−1
p K3pH−1
p K3pH−1
p K3p + I)uext−suext−suext−s − (ζx − ϕ3αpH

−1
pH−1
pH−1
p K1pK1pK1pΩ̄)xs − (ζd − ϕ3αpH

−1
pH−1
pH−1
p K2pK2pK2pΘ̄)dsdsds

✭✼✳✺✷✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✼✳✺✶✮ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

xk+1 = Axk +BKuext(ζxxk + ζdKddk + fp) + Edk
xk+1 = (A+BKuextζx)xk + (E +BKuextζdKd)dk +BKuextfp
xk+1 = Āp(αp)xk + Ēp(αp)dk + δ̄p

✭✼✳✺✸✮

❚❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠
❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✼✳✺✸✮✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ αp✿

A1p = Āp(αp,min), A2p = Āp(I), E1p = Ē(αp,min), E2p = Ēp(I) ✭✼✳✺✹✮

❆♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❢♦r♠ ❛ss✉♠✐♥❣
xs = us = ds = 0 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

xk+1 = Ap(ς)xk + Ep(ς)dk ✭✼✳✺✺✮

✇❤❡r❡ Ap(ς) =
∑2

i=1 ςiAip ❛♥❞ E(ς) =
∑2

i=1 ςiEi✱ ✇✐t❤
∑2

i=1 ςi = 1✱ ςi ≥ 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ♣♦❧②t♦♣✐❝ s②st❡♠s ✐s✱ ❛❣❛✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ✭✼✳✺✺✮✱ ❛s✲
s✉♠✐♥❣ t❤❛t A1p, A2p ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❝✐r❝❧❡✳ ■❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t
♦❜t❛✐♥❡❞✱ s♦♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❛tr✐❝❡s ♦r ❡✈❡♥ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞✳

✼✳✷✳✸✳✹ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲▼■✱ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ γ

❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝ s②st❡♠ ✭✼✳✺✺✮ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳
[
x

d

]T [
AT

ipP
′Aip − P ′ + In AT

ipP
′Eip

ET
ipP

′Aip ET
ipP

′Eip − γ2
pIq

] [
x

d

]
≤ 0, i = 1, 2 ✭✼✳✺✻✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❛t dT d ≤ d̄T d̄✱ ❜❡✐♥❣ d̄ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s②st❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Π̄P = {x ∈ ℜn : xTP ′x ≤ λmax(P
′)γ2

p d̄
T d̄} ✭✼✳✺✼✮

✶✸✷



✼✳✷✳ ●❧♦❜❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠ ✇✐t❤

❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✶✸✸

✼✳✷✳✹ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧✱ t❛❦✐♥❣ ❛s ❜❛s❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❝❤❛rt ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❛❜str❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✼✳✷✳✹✳✶ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s s❡t S(0) ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❘P■ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡
✈❛❧✉❡s✿ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ s❡t Π̄P ✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠
✭✼✳✺✼✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❛❦✐♥❣ ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r✱ t❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ❛s♣❡❝t t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡st✳

✼✳✷✳✹✳✷ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✈✐❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ str❛t❡❣②✱ ✐t ✇❛s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ s❡t t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ t❤❡
❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ♣❛st ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s♦♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ✉t✐❧✐s✐♥❣ t❤❡ s❡t uuu ❢♦r ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣②✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✹✳✷ ✐s ✉s❡❞✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡
s❡t ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✼✳✹✵✮✿

S(k + 1) = ApS(k)⊕ EpDmax ⊕ FpPPP(k) ✭✼✳✺✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t Dmax ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ D ∈ ℜq t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ PPP(k) ✐s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❡t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t✐♠❡ t = k✳ ❚❤✐s s❡t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r
✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✸✺✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❡❝t♦r ppp✿

PPP : {ppp ∈ Lpppp ≤ Wp(x0, d0, u−1)}
✇✐t❤✱ Wp = W p +Wxpx0 +Wdpddd+Wupuext−1

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t Wp ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t W p ❤❛s t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r s②st❡♠
❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✈❛❧✉❡s ❛✛❡❝ts t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s❡t✿

Wp(k) = W p ⊕WxpS(k)⊕WdpKdDmax ⊕WupUext−1 ✭✼✳✺✾✮

❆s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▼P❈ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t PPP (k) ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s❡ts
♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ Wp(k) ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ W ′

p(k) ❤❛s ❧✐♠✐t
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✮✱ ✐♥ ❛ ✇❛② s✉❝❤✿

PPP (i)(k) = {ppp ∈ ℜN.(n+m) : Lpuuu ≤ W ′
p,i}; i = 1 · · ·Vwp ✭✼✳✻✵✮

✇❤❡r❡ Vwp ❛r❡ t❤❡ ✈❡rt❡① ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❡t ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿

PPP (k) = hull{PPP (i)(k), i = 1 · · ·Vwp} ✭✼✳✻✶✮

❚❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐♥❡✲✇✐s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ W ′
p(k) ♥❛♠❡❞

W ′
p,def (k) ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡t ❛❧♦♥❣ Lp✳

PPP (k) = {ppp ∈ ℜN.(n+m) : Lpppp ≤ W ′
p,def (k)} ✭✼✳✻✷✮

✶✸✸
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❙❨❙❚❊▼❙

❲✐t❤ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s ❛ss✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣r❡❛t❡st
✈♦❧✉♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s s❡t ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

✼✳✷✳✹✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❘P■

❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❘P■ ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✼✳✸✹✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✇❛② ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣
uk ❢r♦♠ ✭✼✳✺✵✮✱ ✐♥ t❤❡ st❛t❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛t ✭✼✳✸✹✮✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

xk+1 = Ādxk + Ēddk + F̄dpppk + vk + fs, ✇❤❡r❡

Ād = Ad −BdKuextϕϕϕ1; Ēd = Ed −BdKuextϕϕϕ2Kd; F̄d = −BdKuextϕϕϕ3;

fs = BdKuext(ϕϕϕ1xs +ϕϕϕ2Kdds + uext−s)

✭✼✳✻✸✮

❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✱ ❛❧s♦ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✭✼✳✸✹✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

vk = vAxk + vEdk + vFppp+ gs ✱ ✇❤❡r❡

vA = vA − vBKuextϕϕϕ1; vE = vE − vBKuextϕϕϕ2Kd; vF = −vBKuextϕϕϕ3;

gs = vBKuext(ϕϕϕ1xs +ϕϕϕ2Kdds + uext−s)

✭✼✳✻✹✮

❆t t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❡t PPP(k)✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥
✼✳✷✳✹✳✸✳

• ❚❤❡♥✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s❡t Vk✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✭✼✳✻✹✮✿

V(k) = vAS(k)⊕+vEDmax ⊕ vFPPP(k)⊕ gs ✭✼✳✻✺✮

t❤❡ s❡t gs ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡
❢♦r ❛❧❧ s✐❣♥❛❧s✳

• ❚❤❡✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ st❛t❡s s❡t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✭✼✳✻✸✮✿

S(k + 1) = AdS(k)⊕ F dPPP (k)⊕ EdDmax ⊕ V(k)⊕ fs ✭✼✳✻✻✮

❆❣❛✐♥✱ fs ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ③❡r♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳

• ◆♦✇✱ r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ǫ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✐s s❤♦✇♥ ♥❡①t✳
❘❡♠❛r❦✿ ■♥ t❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢♦r
♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡s s❡ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡
❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇❛②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❡t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❞♦❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡ts ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✶✸✹
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❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✶✸✺

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❘P■ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞
♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❘❡q✉✐r❡✿ ❉✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ♠❛tr✐❝❡s✿ A,B,E✱ ✇✐t❤ ‖eig(A)‖ < 1✱ ‖eig(E)‖ < 1✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❛tr✐❝❡s vA, vB , vE ✳

❘❡q✉✐r❡✿ ❈♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠❛tr✐❝❡s Lp,W p,Wxp,Wdp,Wup✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✸✺✮✳ ■♥ ❝❛s❡
♦❢ ♥♦t ✉s✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧✬s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ s❡t Wup = 0✳

❘❡q✉✐r❡✿ ❙♠❛❧❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✭✼✳✹✵✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥
✭✹✳✸✺✮✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✷✳ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s st❛❜❧❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ♦r t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
❙❚❆❘❚
❙✶✿ ❙❡t k = 0✳ ❚❤❡♥✱ s❡❧❡❝t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ S(0)✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♥❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
Π̄P ✭❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷✳✷ ❛♥❞ ✼✳✷✳✸✳✸✮✱ ♦r ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛❧❧ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ r❛❞✐✉s
✭1e−3 ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❆❧s♦✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜❛❧❧ Bp

ǫ ❢♦r st♦♣♣✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❙✷✿ ❈♦♠♣✉t❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t PPP(k) : {ppp ∈ Lpppp ≤ W ′

p,def (k)} ✱ ✇❤❡r❡ W ′
p,def (k) ✐s

t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t Wp(k) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✼✳✺✾✮✳
❙✸✿ ❖❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ✇✐t❤ ✭✼✳✻✺✮✳
❙✹✿ ❖❜t❛✐♥ t❤❡ st❛t❡s s❡t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭✼✳✻✻✮✳ ■❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛ss✐❣♥ Uext(k − 1) ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t✬s
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✭✼✳✺✵✮✳
✐❢ A

k

dS(0) * Bp
ǫ t❤❡♥

■♥❝r❡❛s❡ k = k + 1 ❛♥❞ r❡t✉r♥ t♦ ❙✷✳
❡❧s❡
❘❡t✉r♥ S(k) ❛s t❤❡ ǫ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❘♦❜✉st ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❡t✳

❡♥❞ ✐❢

✼✳✷✳✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥♦♥✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝❛s❡

❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ppp ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦
t❤❡ s✉❜s②st❡♠s❄
❍❛✈✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ✐♥ s♦♠❡ s✉❜s②st❡♠✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ s✉❜s②st❡♠ t❤❛t ❧♦ss❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♣❛ss❡s t♦ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧✳
■♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛ss✉r❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ❞❡❣r❛❞✐♥❣
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s ❧♦st✱
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ♣❛ss❡s ✐♥❞❡❡❞ t♦ ❛ r❡❣✐♠❡ ♦❢ t♦t❛❧ ♦r ♣❛rt✐❛❧ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧
s✐t✉❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ s✉❜s②st❡♠s✱ ❜② t❤❡ ❧♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s t❤❡✐r ❧♦❝❛❧
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✐♥ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t
❛♥❛❧②s✐s s✉❝❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♣r♦❝❡❡❞✳
▼♦r❡ ❞❡❡♣❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝❛s❡✱ t✇♦
s✐t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✿

• ❙♦♠❡ s✉❜s②st❡♠s ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡✿ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡
✐t ✐s ♦♥❧② ❞❡✈♦t❡❞ t♦ st❛❜❧❡ s②st❡♠s✳

• ❚❤❡ s✉❜s②st❡♠s ❛r❡ st❛❜❧❡✿ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ s②st❡♠ r❡s♣❡❝ts ✐ts ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡♥ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ✉♥❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s✉❜s②st❡♠s r❡♠❛✐♥s ✐♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❛♥❣❡s ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡✐r ✐♥t❡r♥❛❧ str❛t❡❣✐❡s✱ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱

✶✸✺
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❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❆◆❆▲❨❙■❙ ❖❋ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲
❙❨❙❚❊▼❙

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♦♠❡ s②st❡♠s ✉♥❞❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ✇✐t❤ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧✿

• ■♥ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r uk ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✼✳✺✵✮ ❛♥❞ ❝❛❧❧ t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t up

k✳ ❇② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❧♦st✱ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r✿

uk,1 = Γpup
k ✭✼✳✻✼✮

✇❤❡r❡ Γp ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✐♥ ℜm×m✱ ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✐❢ t❤❡
s✉❜s②st❡♠ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛ss✐❣♥ ✵ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥♣✉ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳

• ■♥ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡✱ r❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐ts ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s✉❜s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✭❢r♦♠ ✭✻✳✹✾✮✮✿

x(i)k+1 = Aiix(i)k +Biūu(i)k + Ēiid̄(i)k

❆♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✺✶✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

min
u(i)u(i)u(i)

Jgv,uc(u(i)u(i)u(i))

s✉❜❥❡❝t t♦ L(i)u(i)u(i)u(i) ≤ W(i)(x(i), u
−1
(i) )

❆❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r uu(i)uu(i)uu(i) ❢r♦♠ ✇❤❡r❡
✐s t❛❦❡♥ t❤❡ ✜rst m(i) ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ✉s❡ ❛ ✈❡❝t♦r unp

k ❢♦r st♦r✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤♦s❡
✉♥❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s✉❜s②st❡♠s✱ t❤❛t ❤❛s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ m✳

• ❈r❡❛t❡ ❛ ♠❛tr✐① Γnp s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
str✐❝t ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ✐♥♣✉ts ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥♣✉ts ✈❡❝t♦r✿

udef
k = uk,1 + Γnpuk,2 = Γpup

k + Γnpunp
k ✭✼✳✻✽✮

• ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡s s❡t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿

S(k + 1) = AS(k)⊕ EDmax ⊕BU(k)def ✭✼✳✻✾✮

❲❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉ts s❡ts ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✭✼✳✻✽✮✳ ■ts ❢✉❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡t ♣♦✐♥ts
❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

U(k)def = ΓpUp(k)⊕ ΓnpUnp(k) ✭✼✳✼✵✮

❋♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ✐♥♣✉t s❡t✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦❝❡❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s❡t✱ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢❛s❤✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✿ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ✈♦❧✉♠❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t
❛♥❞ t❤❡♥✱ ❛♣♣❧② ✐t ✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t PPP(k) ❛♥❞
t❤❡ ✐♥♣✉ts s❡ts ❢♦r t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✳

✼✳✷✳✻ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡

❘❡❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✺✱ ✐t ✐s ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✈✐❛ t❤❡ s♠❛❧❧✲❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❛♥❞
✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r s✐♠♣❧②❝✐t② ✐s r❡✇r✐tt❡♥ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r ❛❧❧ s✐❣♥❛❧s✳

xk+1 =

[
0.9667 0.0133

−0.0067 0.9733

]
xk +

[
−0.0333 0.0033

0.0333 0.0167

]
uk +

[
−0.0067 0.0033

0.0013 0.0067

]
dk

✶✸✻



✼✳✷✳ ●❧♦❜❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠ ✇✐t❤

❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✶✸✼

Q =

[
100 0

0 100

]
; R =

[
1 0

0 1

]
; S =

[
0 0

0 0

]
; P =

[
452.56 195.15

195.15 431.85

]
; N = 2;

xmin =

[
−2

−2

]
; xmax =

[
2

2

]
;umin =

[
−3

−3

]
; umax =

[
3

3

]
; dmin =

[
−1

−1

]
; dmax =

[
1

1

]

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✱ ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤❡r❡ γG.γK < 1✳
❚❤❡ ❣❛✐♥ γG ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▲▼■ ✭✼✳✼✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
γG = 1.5030✳
❋♦r t❤❡ ❣❛✐♥ γK ✱ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Klw ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ✭✼✳✾✮✳ ❚❤✐s ❣❛✐♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ γK = 0.0622✳
❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t γG.γK = 0.0933 < 1✱ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s st❛❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝r✐t✲
✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠❛tr✐❝❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡s✉❧t❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦❧②t♦♣✐❝ s②st❡♠✿

A1 =

[
0.7369 −0.0105

0.2231 0.8561

]
; A2 =

[
0.9568 0.0100

0.0023 0.9745

]

E1 =

[
−0.0040 0.0030

−0.0014 0.0052

]
; E2 =

[
−0.0066 0.0033

0.0012 0.0069

]

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♠❛tr✐① P ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t γ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s②st❡♠s ❛r❡✿

P =

[
64.0465 −21.1863

−21.1863 57.7698

]
; γ = 0.3202

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✼ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ s❡t✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡ s❡t Π(0)✳

−1 −0.5 0 0.5 1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

x
1

x
2

Π(0)

Π(k*)

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ■♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠

❖✉t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❘P■

❆♥ ♦✉t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❢♦r t❤❡ ▼P❈ ❝❛s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ st❛t❡s s❡t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ✐♥ ✭✼✳✻✻✮ t❤❛t
r❡q✉✐r❡s ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s❡t ✭✼✳✻✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❡t✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✼✳✺✾✮ ✇❤✐❧❡ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤✐s s❡t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥s ✼✳✷✳✹✳✸

✶✸✼



✶✸✽

❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❆◆❆▲❨❙■❙ ❖❋ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲
❙❨❙❚❊▼❙

❛♥❞ ✼✳✶✳✹✳✷✳
❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐✉s 1e−2 ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
✉s❡❞ ❛s st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❧s♦ ✐♥ ❋✐❣ ✳ ✼✳✼ ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❘P■✱ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r h∗ = 11 ✐t❡r❛t✐♦♥s✱
✇❤❡r❡ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s Π(k∗)✳

✼✳✸ ●❧♦❜❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❞✐str✉❜✉t❡❞✲❝♦♠♣✉t❡❞
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ✉♥❞❡r
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ❤❛s ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
t❡r♠✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✱ ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ppp ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s vk✳ ❆s r❡s✉❧t✱ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✐ts
♦✇♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ✉♥❞❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
♦r ❡✈❡♥✱ ✇❤❡♥ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st✳
❆s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✱ ✇❤❡♥ ♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ✉❧t✐♠❛t❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤✐s
❜♦✉♥❞ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞
❢❛s❤✐♦♥✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳

✼✳✸✳✶ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠

❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ ❜✉t ✐s ❢♦❝✉ss❡❞ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r♦♣♦s❛❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✿

x(i)k+1 = Aiix(i)k +Biiu(i)k + Eiid(i)k + v(i)k ✭✼✳✼✶✮

v(i)k =

z∑

j=1
j 6=i

(Aijx(j)k +Biju(j)k + Eijd(j)k) ✭✼✳✼✷✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s str✉❝t✉r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①t❡♥❞❡❞ st❛t❡s ✈❡❝t♦r✱ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧
st❛t❡s✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❧♦❝❛❧ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

x(i)x(i)x(i) = Ω(i)x0(i) + Γ(i)ūext(i)ūext(i)ūext(i) +Θ(i) d̄(i)d̄(i)d̄(i) ✭✼✳✼✸✮

❆❧s♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠ ❤❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭✻✳✸✶✮ ❛♥❞ ✭✻✳✸✸✮✿

Jext(i) =
1
2
ūext(i)ūext(i)ūext(i)

TH(i)H(i)H(i)ūext(i)ūext(i)ūext(i) + ūT
ext(i)ūT
ext(i)ūT
ext(i)[K1(i)K1(i)K1(i)(x0(i) − x(i)s) +K2(i)K2(i)K2(i)(d̄(i) − d̄(i)sd̄(i) − d̄(i)sd̄(i) − d̄(i)s) +K3(i)K3(i)K3(i)ppp−H(i)ūext(i)sH(i)ūext(i)sH(i)ūext(i)s ]+

V̄ext(i)

✭✼✳✼✹✮
❢r♦♠ t❤✐s ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ppp ✐s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ t❤✐s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦♥❜❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❛s✿

ūopt
ext(i)

ūopt
ext(i)ūopt
ext(i) = −H(i)H(i)H(i)

−1
[
K1(i)K1(i)K1(i)x̃0(i) +K2(i)K2(i)K2(i)

˜̄d̃̄d̃̄d(i) +K3(i)K3(i)K3(i)ppp−H(i)H(i)H(i)ūext(i)s

]
✭✼✳✼✺✮

✶✸✽



✼✳✸✳ ●❧♦❜❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❞✐str✉❜✉t❡❞✲❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ✶✸✾

❢r♦♠ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❢♦r t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥♣✉t
s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✳
◆♦✇✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✜rst m(i) ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
m(i)(k) = Ku(i)ū

opt
ext(i)

ūopt
ext(i)ūopt
ext(i)✱ ✇❤❡r❡ Ku(i) = [Im(i)×m(i) 0m(i)×(N−1)m(i)+Nr(i)]✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧

❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r d̄(i)d̄(i)d̄(i) = Kd(i)d(i) ✇✐t❤ Kd(i) = [Iq(i)×q(i) · · · Iq(i)×q(i)]
T ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧

st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛s ✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

x(i)k+1 = Āix(i)k + Ēid(i)k − F̄ipppk + v(i)k + f(i)s
Āi = Aii −BiiKu(i)H(i)H(i)H(i)

−1K1(i)K1(i)K1(i); Ēi = Eii −BiiKu(i)H(i)H(i)H(i)
−1K2(i)K2(i)K2(i)Kd(i);

F̄i = −BiiKu(i)H(i)H(i)H(i)
−1K3(i)K3(i)K3(i); f(i)s = BiiKu(i)H(i)H(i)H(i)

−1(K1(i)K1(i)K1(i)x(i)s +K2(i)K2(i)K2(i)d(i)s) +Biiu(i)s

✭✼✳✼✻✮

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ✐s ❦✐♥❞❧② s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ✭✼✳✻✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❧♦❝❛❧ s✉❜s②st❡♠s ✐s
✐♥❞❡❡❞ ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❛♣♣♦✐♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✹✱ ❜❡❝❛✉s❡
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
■♥ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✉❜s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ st❛t❡s✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥♣✉t r❡❢❡r❡♥❝❡
✈❡❝t♦rs✱ t❤❛t r❡q✉✐r❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r s✉❜s②st❡♠s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s❡t✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡① s✉❜s②st❡♠s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡
♦♥❧② s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜s②st❡♠ ♣♦ss❡ss ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✳ ❋♦r t❤✐s
♠♦t✐✈❡✱ ❤❡r❡ ✐s s✉❣❣❡st❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ s♠❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐ts ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❘P■✳

✼✳✸✳✷ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ r♦❜✉st ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t s❡t

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❝❛❧❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ s②st❡♠s ✇✐❧❧ st❛rt ✇✐t❤
s♠❛❧❧ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡ts t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✱ ❜② ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❘P■ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❡①✐st ❛♥ ❡♥t✐t② t❤❛t ♣r♦❝❡ss t❤❡ st❛t❡s s❡ts t❤❛t
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡♥✱ ✐t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r vk✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t P(k)✱ t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❝❤❛rt✱ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✱ ❜✉t ❤❡r❡ r❡✲s❦❡t❝❤❡❞✱ ✐♥ ❋✐❣ ✼✳✽ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿

• ❋✐rst✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛t❡s s❡t S(i)✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✼✻✮✿

S(i)(k + 1) = ĀiS(i)(k)⊕ (−F̄iPPP (k))⊕ ĒiD(i)max ⊕ V(i)(k)⊕ f(i)s ✭✼✳✼✼✮

✇❤❡r❡ D(i)max ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ s❡t✱ t❤❛t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡
s❡t✱ V(i)(k) ✐s t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ PPP(k) ✐s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❡t✳ ❚❤❡ ❧❛st
t✇♦ s❡ts ❛r❡ s❡♥t ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥t✐t②✳

• ■♥ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡✱ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s s❤♦✉❧❞ s❡♥❞ t♦ t❤❡ ❈♦♦r❞✐♥❛t♦r✲▲✐❦❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❊♥t✐t②
t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t st❛t❡s ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡ts ❛♥❞✱ ✐❢ r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❡ts✱ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s V(k) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ PPP(k) s❡ts✳ ❇✉t ✜rst✱ ❛❧❧ t❤❡ z s✉❜s②st❡♠s

✶✸✾
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❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❙❚❆❇■▲■❚❨ ❆◆❉ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❆◆❆▲❨❙■❙ ❖❋ ❈❖◆❙❚❘❆■◆❊❉ ❈❖◆❚❘❖▲
❙❨❙❚❊▼❙

st❛t❡s ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡s s❡ts
S(k)✱ t❤❛t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❧ ❧♦❝❛❧ s❡ts✿

S(k) =
z⋃

i=1

S(i)(k) ✭✼✳✼✽✮

❚❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t Dmax ✐s ❛❧s♦ ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡✱ ❛♥❞ ♥♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rts
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

• ◆♦✇✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❡t PPP(k)✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤✐s s❡t
❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✹✳✸✳ ❖♥❝❡ t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
s❡t V(k) ✉s✐♥❣ ✭✼✳✻✺✮✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥t✐t② s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s❡t ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡♥
s❡♥❞ t❤❡♠ ❛❧♦♥❣ PPP(k) t♦ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✱ st❛rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝②❝❧❡✳

❲✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ✐t ✐s ❛ss✉r❡❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✇❤✐❧❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ st❛t❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❘P■ s❡ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉❧t✐♠❛t❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠s ❜② ✉s✐♥❣
❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡♥t✐t②
❘❡q✉✐r❡✿ ❉✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ♠❛tr✐❝❡s✿ A,B,E✱ ✇✐t❤ ‖eig(A)‖ < 1✱ ‖eig(E)‖ < 1✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❛tr✐❝❡s vA, vB , vE ✳

❘❡q✉✐r❡✿ ❈♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠❛tr✐❝❡s Lp,W p,Wxp,Wdp,Wup✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✼✳✽✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢
♥♦t ✉s✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧✬s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ s❡t Wup = 0✳

❘❡q✉✐r❡✿ ❙♠❛❧❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✭✼✳✹✵✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥
✭✹✳✸✺✮✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✷✳ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s st❛❜❧❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ♦r t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
❙❚❆❘❚
❙✶✿ ❙❡t k = 0✳ ❚❤❡♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✱ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ z s✉❜s②st❡♠s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s❡t S(i)(0)✱ ❛s ❛♥ ✐♥♥❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Π̄(i)✳ ❆❧s♦✱ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❜❛❧❧s Bp

ǫ ❢♦r st♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✬s ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❙✷✿ ❆❧❧ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s s❡♥❞s t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ st❛t❡s ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡ts S(i)(k) t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✲❧✐❦❡
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡♥t✐t②✳
❙✸✿ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥t✐t② ❣❛t❤❡rs t❤❡ s✉❜s②st❡♠✬s st❛t❡s ♣♦❧②❤❡❞r♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s ✭✼✳✼✽✮ ❢♦r
♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r❝✉❜❡ S(k)✳
❙✹✿ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥t✐t② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❡t PPP(k) : {ppp ∈ Lpppp ≤ W ′

p,def (k)} ✱
✇❤❡r❡ W ′

p,def (k) ✐s t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t Wp(k) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✼✳✺✾✮✳

❙✺✿ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥t✐t② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ✇✐t❤ ✭✼✳✻✺✮✳ ✳
❙✻✿ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r s❡♥❞s t♦ ❡❛❝❤ i✲s✉❜s②st❡♠✱ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s❡t V(i)(k) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
s❡t PPP(k)✳
❙✼✿ ❖❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛t❡s ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭✼✳✼✼✮✳
✐❢ A

k

dS(0) * Bp
ǫ ✱ ✇✐t❤ Ad ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✭✼✳✻✸✮ t❤❡♥

■♥❝r❡❛s❡ k = k + 1 ❛♥❞ r❡t✉r♥ t♦ ❙✷✳
❡❧s❡
❘❡t✉r♥ S(k) ❛s t❤❡ ǫ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❜♦✉♥❞ ❤②♣❡r❝✉❜❡✳

❡♥❞ ✐❢

✶✹✵



✼✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✹✶

✼✳✸✳✸ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠ t❤❛♥ t❤❡ ❧❛tt❡r s❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❜❛❧❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
✐♥✐t✐❛❧ s❡t✱ ✉♥t✐❧ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥♥❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❘P■✳
❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✬s st❛t❡s s❡t ✐s ✭✼✳✼✼✮ t❤❛t r❡❝❡✐✈❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡♥t✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❝✉❧❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❡t PPP(k) ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s❡t V(k)✱ ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r r❡❝❡✐✈❡s
t❤❡ st❛t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡ts✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
❛♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ♠❘P■ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❝✉❜✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❘P■✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠♦r❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧
st❛t❡s✱ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✳
■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✾ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ s❡ts ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭x1, x2✮❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❤②♣❡r❝✉❜✐❝❛❧
s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✵ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ■♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠

❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ✭✧❊❧❧✐✳ ■♥✈❛r✐❛♥t✧✮✱ t❤❡ ♦✉t❡r ♠❘P■ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡
❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ✼✳✷✳✻✮ ✭✧❈❡♥t✳ ❙❡t✧✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r❝✉❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡
✐♥♥❡r ♠❘P■ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇❛② ✭✧❉✐st✳ ❙❡t✧✮✳
■t ✐s s❡❡♥ ❤♦✇ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛r❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✱ ❧❡tt✐♥❣ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r
❧♦❝❛❧✭s✉❜s②st❡♠s✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ♦❢ ❛♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦❧②t♦♣✐❝ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ st❛❜❧❡ s②st❡♠s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
s②st❡♠ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡
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Ellip. Invariant Dist. Set Cent. Set

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ■♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠

st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ st❛❜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆s ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧♦❝❛❧ s✉❜s②st❡♠s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❧♦st ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❡r♠s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ st❛t❡s ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❛❧❧ s✉❜s②st❡♠s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡
❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡s r❡♠❛✐♥
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s②st❡♠ r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ♥♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s②st❡♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝❛s❡✳
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❈♦♥t❡♥ts
✽✳✶ ❚✇♦✲❣❡♥❡r❛t♦r ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✽✳✶✳✶ ❈♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✽✳✶✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✽✳✶✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✽✳✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✽✳✷ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✽✳✷✳✶ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✽✳✷✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✽✳✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t✇♦ ❝❛s❡✲st✉❞✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
str❛t❡❣② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t♦♦❧s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r s②st❡♠s✳
❚❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❛ s❤❛r❡❞ ❧♦❛❞✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✱❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t♦r ❤❛s ❛ st♦r❛❣❡ ✉♥✐t t❤❛t ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r s♦♠❡ ❡♥❡r❣② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡✱
❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✲st✉❞② ✐s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠✐❝r♦❣r✐❞✱ ✇❤❡r❡ t✇♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐ts ✭♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝✱
✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❛♥❞ ❤②❞r♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♦♥❡s✮ ❢♦r♠ ❛ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❛t ✐s ✐ts❡❧❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r
❣r✐❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳

✽✳✶ ❚✇♦✲❣❡♥❡r❛t♦r ♠✐❝r♦❣r✐❞

❚❤❡ s②st❡♠ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✲st✉❞② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✳ ■t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦
♣♦✇❡r ❛r❡❛s ✭❆r❡❛ ✶✱ ❆r❡❛ ✷✮ ❛♥❞ ❛ s❤❛r❡❞ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② s❤♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r
s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥✐ts✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❜✉s ❛♥❞ ❜❛tt❡r② ✈♦❧t❛❣❡s✱ ✐♥
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❛♥❣❡s✳
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❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❈❆❙❊✲❙❚❯❉■❊❙

Gen1

Bat1

Pg1

Pob1

Pob2

Vbg1

Vbg2

Pdc1 Po1

Pib1

Po2

Pdc2

PLg1

PLg2

PLT

Ptie2

Ptie1

Node1

Node2

Node4

Node3

Node5

DCDC

Gen1

Pg1*

DCDC

Bat1bus

Pob1*

DCDC

Bat1node

Pib1*

Bat2

Pib2

DCDC

Bat2bus

Pob2*

DCDC

Bat2node

Pib2*

Gen2

Pg2

DCDC

Gen2

Pg2*

ControlAsignals

DC/AC

DC/AC

Pdc1(ref)

Pdc2(ref)

Vbat1

Vbat2AreaA2

AreaA1

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦✲s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠ ❛r❡✿

• ❚✇♦ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ●❡♥✶✱ ●❡♥✷ t❤❛t ❞❡❧✐✈❡r ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r t♦ ♦♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❉❈
❜✉s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡s Vbg1✱ Vbg2✳

• ❊❛❝❤ ❉❈ ❜✉s ❤❛s ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✭Cbg1, Cbg2✮✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡rt❡r✳ ❚❤❡ ❜✉s❡s
r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t♦r ✭Gen1, Gen2✮ ❛♥❞ ❜❛tt❡r② ❜❛♥❦
✭Bat1, Bat2✮✳

• ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❆❈ ♣♦✇❡r ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ t♦ Node1, Node3 ✐♥ ❆r❡❛ ✶ ❛♥❞ ❆r❡❛ ✷✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ Node2 ❛♥❞ Node4 t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞s
✭PLg1, PLg2✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ✭t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡❝t✐✜❡r✮ t♦ t❤❡ ❜❛tt❡r②✱ s♦ t❤❛t t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✈♦❧t❛❣❡ st❛❜✐❧✐③❡r ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❛❞s ❛r❡ s✉❞❞❡♥❧② ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

• ❚❤❡ s❤❛r❡❞ ❧♦❛❞ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ Node5 ❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② PLT ✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✲st✉❞②✱ ♦♥❧② ❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s②s✲
t❡♠s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦ss❧❡ss✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ t♦
♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡❝♦✉♣❧❡s ❡❛❝❤ ❛r❡❛ ❞②♥❛♠✐❝s✱
❜✉t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❡r♠s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t
♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❧♦ss❡s ♦r ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❦s ♦❢ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ s②st❡♠s
❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❬✶❪✳
❆s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞②✱ ❛t ❡❛❝❤ ❛r❡❛ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♥♦❞❡
❛♥❞ t❤❡ ❜❛tt❡r②✱ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r✳ ❚❤❡ ❜❛tt❡r② ♦❢ ❡❛❝❤ ❛r❡❛ ❛✐❞s t♦ st❛❜✐❧✐③❡

✶✹✹



✽✳✶✳ ❚✇♦✲❣❡♥❡r❛t♦r ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✶✹✺

t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ s❛✈❡s ♣♦✇❡r ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡r♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞②✱ t❤✐s
♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜✲
t❛✐♥✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤✐s ❝♦♥✈❡rt❡r✱ t❤❛t ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡r
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

✽✳✶✳✶ ❈♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ✢♦✇ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✽✳✶✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❜✉s ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❛tt❡r② ❝❛♣❛❝✐t♦r ✈♦❧t❛❣❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞②♥❛♠✐❝
✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r
✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

E(t) =
1

2
CV 2(t) ✭✽✳✶✮

✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❛♥❞ V ✐s t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❘❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥
❡①♣r❡ss ❛♥② s✐❣♥❛❧ x ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ s♦♠❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ X0 ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥ x̃✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r
❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥ Ẽ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ẽ = CV0ṽ := Kcṽ ✭✽✳✷✮

❚❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❉❈ ❜✉s❡s ✭Cbg1, Cbg2✮ ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ♣♦✇❡r ✢♦✇s✿

˙̃
Ebg1 = K̄1(P̃g1 + P̃ob1 − P̃o1)
˙̃
Ebg2 = K̄2(P̃g2 + P̃ob2 − P̃o2)

✭✽✳✸✮

✉s✐♥❣ s✉❜✐♥❞❡① j t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ Pgj ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② Genj ✱ P̃obj ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r s❡♥t ❜② t❤❡ ❜❛tt❡r② t♦ t❤❡ ❜✉s✱ ❛♥❞ P̃oj t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡❧✐✈❡r❡❞
t♦ t❤❡ ❣r✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜♦t❤ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉❛❧ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦ss❧❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✐♥✈❡rt❡r ❬✽✷❪✳ P❛r❛♠❡t❡rs K̄j ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t♦ ✉s❡ per− unit ✐♥ ❛❧❧
✈❛r✐❛❜❧❡s ❬✶❪✿

K̄1 = Po2,r/Eb1,max K̄2 = Po2,r/Eb2,max ✭✽✳✹✮

✇❤❡r❡ Poj,r ✐s t❤❡ r❛t❡❞ ❧♦❛❞ ❛♥❞ Ebj,max ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭r❛t❡❞✮ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❜✉s ❝❛♣❛❝✐t♦rs✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜❛tt❡r✐❡s✿

˙̃
Ebat1 = K̂1(P̃ib1 − P̃ob1)
˙̃
Ebat2 = K̂2(P̃ib2 − P̃ob2)

✭✽✳✺✮

✇❤❡r❡ P̃ibj ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛tt❡r② ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

K̂1 = Po2,r/Ebat1,max K̂2 = Po2,r/Ebat2,max ✭✽✳✻✮

▲❡t ✉s t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✐♥✈❡rt❡rs ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡✐r ❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s
P ∗
dc,j t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦r ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♦♣t✐♠✐③❡r ❬✽✷❪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ ❡❛❝❤

✉♥✐t ✭P̃o1, P̃o2✮✱ ✐♥ ♣✳✉✱ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

˙̃
P o1 = 1

τp1

(
−P̃o1 + P̃ ∗

dc1

)

˙̃
P o2 = 1

τp2

(
−P̃o2 + P̃ ∗

dc2

) ✭✽✳✼✮

✇✐t❤ τpj s♦♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥② ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ♦♥ P ∗

dcj ✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤♦s❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡

✶✹✺
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❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉ P❖❲❊❘ ●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❖▲ ❱■❆
❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❈❆❙❊✲❙❚❯❉■❊❙

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡s Node2 ❛♥❞ Node4 ❛❢t❡r s✐♠♣❧❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ P̃ ∗
dcj = P̃oj ✿

P̃ ∗
dc1 = P̃ib1 + P̃Lg1 + P̃LT − (P̃o2 − P̃ib2 − P̃Lg2)

P̃ ∗
dc2 = P̃ib2 + P̃Lg2 + P̃LT − (P̃o1 − P̃ib1 − P̃Lg1)

✭✽✳✽✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✽✳✽✮ ✐♥ ✭✽✳✼✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿

˙̃
P o1 = 1

τp1

(
−P̃o1 + P̃ib1 + P̃Lg1 + P̃LT + P̃ib2 + P̃Lg2 − P̃o2

)

˙̃
P o2 = 1

τp2

(
−P̃o2 + P̃ib2 + P̃Lg2 + P̃LT + P̃ib1 + P̃Lg1 − P̃o1

) ✭✽✳✾✮

❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡✱ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ✭✇✐t❤ s✉❜✐♥❞❡① j r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤
s✉❜s②st❡♠✮✿

x(j) = [Ebgj Ebatj Poj ]
T ; u(j) = [Pgj Pobj Pibj ]

T ; d(j) = [PLgj 0.5PLT ]
T ✭✽✳✶✵✮

❲❤❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

x = [x(1) x(2)]
T ; u = [u(1) u(2)]

T ; d = [d(1) d(2)]
T ✭✽✳✶✶✮

✇❤❡r❡ x ∈ ℜ6, u ∈ ℜ4, d ∈ ℜ2✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t PLT ✐s s❤❛r❡❞✱ ❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡❛s✐❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r d(j) ✇❡ s❡t P ′

LT := 0.5PLT ✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ sq✉❛r❡ ❢♦r♠✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉❜s②st❡♠s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✲♠♦❞❡❧ ✈❡❝t♦rs ✭✽✳✶✶✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱
✇❤♦s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✽✳✶✸✮✿

ẋ(t) = Acx(t) +Bcu(t) + Ecd(t)[
ẋ(1)

ẋ(2)

]
=

[
A11c A12c

A21c A22c

]
x(t) +

[
B11c B12c

B21c B22c

]
u(t) +

[
E11c E12c

E21c E22c

]
d(t)

✭✽✳✶✷✮

A11c =



0 0 −K̄1

0 0 0

0 0 −1/τp1


 A12c =



0 0 0

0 0 0

0 0 −1/τp1




A21c =



0 0 0

0 0 0

0 0 −1/τp2


 A22c =



0 0 −K̄2

0 0 0

0 0 −1/τp2




B11c =



K̄1 K̄1 0

0 −K̂1 K̂1

0 0 1/τp1


 B12c =



0 0 0

0 0 0

0 0 1/τp1




B21c =



0 0 0

0 0 0

0 0 1/τp2


 B22c =



K̄2 K̄2 0

0 −K̂2 K̂2

0 0 1/τp2




E11c = E12c =




0 0

0 0

1/τp1 1/τp1


 E21c = E22c =




0 0

0 0

1/τp2 1/τp2




✭✽✳✶✸✮

◆♦✇✱ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❊✉❧❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ Ts✱ ✇❡ ❣❡t✿

xk+1 = Axk +Buk + Edk

✶✹✻



✽✳✶✳ ❚✇♦✲❣❡♥❡r❛t♦r ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✶✹✼

A11 =



1 0 −K̄1Ts

0 1 0

0 0 (1− Ts/τp1)


 A12 =



0 0 0

0 0 0

0 0 −Ts/τp1




A21 =



0 0 0

0 0 0

0 0 −Ts/τp2


 A22 =



1 0 −K̄2Ts

0 1 0

0 0 (1− Ts/τp2)




B11 =



K̄1Ts K̄1Ts 0

0 −Ts Ts

0 0 Ts/τp1


 B12 =



0 0 0

0 0 0

0 0 Ts/τp1




B21 =



0 0 0

0 0 0

0 0 Ts/τp2


 B22 =



K̄2Ts K̄2Ts 0

0 −Ts Ts

0 0 Ts/τp2




E11 = E12 =




0 0

0 0

Ts/τp1 Ts/τp1


 E21 = E22 =




0 0

0 0

Ts/τp2 Ts/τp2




✭✽✳✶✹✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤✐s t✇♦✲❣❡♥❡r❛t♦r ♠✐❝r♦❣r✐❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❧♦❛❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r ❜② ❜♦t❤✱
❣❡♥❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❜❛tt❡r✐❡s✳

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❚✇♦✲●❡♥❡r❛t♦r ▼✐❝r♦❣r✐❞ ❊①❛♠♣❧❡

P❆❘❆▼❊❚❊❘ ❱❆▲❯❊
❇✉s ❈❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✭Cbus✮ ✶✵✵ ♠❋
❇❛tt❡r② ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❈❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✭Cbat✮ ✷✹✳✺ ❋
❘❛t❡❞ ❉❈ ❜✉s ✈♦❧t❛❣❡ ✭Vbus0✮ ✽✵✵ ❱ ✭✶ ♣✳✉✮
❘❛t❡❞ ❉❈ ❜✉s ❡♥❡r❣② ✭Ebus0✱ Eb,r✮ ✸✷ ❦❏ ✭✶ ♣✳✉✮
▼❛①✳ ❇❛tt❡r② ❈❛♣✳ ❱♦❧t❛❣❡ ✲ ✾✵✪ ❙♦❈ ✶✽✻✳✸ ❱
▼❛①✳ ❇❛tt❡r② ❡♥❡r❣② ✾✵✪ ❙♦❈ ✭Ebat,max✮ ✹✸✵ ❦❏
❘❛t❡❞ ❇❛tt❡r② ❡♥❡r❣② ✻✵✪ ❙♦❈ ✭Ebat0✮ ✼✼✳✶✷ ❦❏
▼❛①✳ ●❡♥❡r❛t❡❞ P♦✇❡r ✭Pg,max✮ ✶✵ ❦❲ ✭✶ ♣✳✉✮
▼❛①✳ P♦✇❡r ❢r♦♠✴t♦ ❇❛tt❡r② ✭Pob,max, Pib,max✮ ✶✵ ❦❲ ✭✶ ♣✳✉✮
▼❛①✳ ▲♦❝❛❧s✴s❤❛r❡❞ ❧♦❛❞ ♣♦✇❡r ✭PLG,max, PLT,max✮ ✷✵ ❦❲ ✭✷ ♣✳✉✮
■♥✈❡rt❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭τp1, τp2✮ ✶✳✵ s✱ ✶✳✺ s

✽✳✶✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞✱ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♦r ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s t❤❛t ❛r❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❉❈ ❜✉s ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛tt❡r② ✈♦❧t❛❣❡✳
❚❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❈ ❜✉s ✈♦❧t❛❣❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
s②st❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡r t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❡
✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ s♦♠❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❛♥❣❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✐♥❞❡① t❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② ✜①❡❞ ❬✽✷❪✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛tt❡r② ✈♦❧t❛❣❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❙t❛t❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱
❛♥❞ t❤✉s t♦ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡
❤❛s s♦♠❡ r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ 20% − 90% ♦❢ t❤❡ ❜❛tt❡r② ❝❛♣❛❝✐t②✿ ♥♦t ❢✉❧❧② ❞✐s❝❤❛r❣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ s♦♠❡ tr❛♥s✐❡♥t ❝❤❛r❣❡✱ ❜✉t ♥♦t ❢✉❧❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❡✐t❤❡r✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣r❡✈❡♥t ✐t ❢♦r
r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❡①❝❡ss ♦❢ ❡♥❡r❣② ❬✽✱ ✾✶❪✳

✶✹✼
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❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉ P❖❲❊❘ ●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❖▲ ❱■❆
❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❈❆❙❊✲❙❚❯❉■❊❙

❚❤✉s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡❝❡❞✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧
str❛t❡❣✐❡s ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❜♦t❤
❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

Jgv = 1
2

[
x̃T
NPx̃N +

N−1∑
k=0

(
x̃T
kQx̃k + ũT

kRuũk + 2ũT
k Sux̃k

)]
+ 1

2

N−1∑
k=0

(
ṽTk Rv ṽk + 2ṽTk Svx̃k

)

✇❤❡r❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s✿

Q =

[
Q(1) 0

0 Q(2)

]
; R =

[
Ru(1) 0

0 Ru(2)

]
; S =

[
Su(1) 0

0 Su(2)

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛s✿

Q(1) = Q(2) =



10 0 0

0 10 0

0 0 10


 ; Ru(1) = Ru(2) =



1.5 0 0

0 2 0

0 0 5


 ; Su(1) = Su(2) =



0 0 0

0 0 0

0 2 0




Rv(1) = Rv(2) = 1e5.



1 0 0

0 1 0

0 0 1


 ; Sv(1) = Sv(2) = 0

❚❤❡ ♠❛tr✐① P ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❘✐❝❝❛t✐ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥
✇✐t❤ Q,R ❛♥❞ S✳
❆❜♦✉t ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

xmax = [1.02 0.81 1.00]T xmin = [0.98 0.09 0.01]T

umax = [0.5 0.5 0.5]T umin = [0.0 − 0.5 0.01]T

dmax = [1.0 1.0]T dmin = [0 0]T

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r ❜✉s ❡♥❡r❣②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1.0✱ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ s♦ ❛s
t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛t 2%✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛tt❡r② ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ s❡t t♦ t❤❡ r❛♥❣❡
20− 90%✱ ❛❧❧ ❜❡✐♥❣ ❤❡r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣✳✉✳

✽✳✶✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋♦r t❤✐s s②st❡♠ ✐s ♦♥❧②
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡ t✇♦ st❛❣❡s ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❧♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r ❛t t❤❡ ❆r❡❛ ✷ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

❚❡st ✶✿ P♦✇❡r ❙②st❡♠ ❯♥❞❡r Pr♦♣♦s❡❞ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤

❍❡r❡✱ ❛ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ 120 s ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✷✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞②✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ s❤❛r❡❞ ❧♦❛❞s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ st❡♣s✱ ✇❤✐❧❡
✐♥❥❡❝t✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞s ✭PLg1, PLg2✮✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛rt ✐♥ ❋✐❣ ✽✳✷✳
❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞s ♦❜❡②s t♦ ❛ ♣r❡♠✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦r✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❤❡r❡ ❛
❤✐❣❤❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥st❛♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢
❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❝t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❞❡s✐r❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦rs✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ ❜❡tt❡r
❣❡♥❡r❛t♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✶✷✾❪✳

✶✹✽
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ P❡r❢♦r♠❛♥❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❚❡st ✶

❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ✭Eb, Ebat, Po✮ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✭Pgen, Pob, Pib✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥❡
❝❛♥ ♥♦t✐❝❡✿

• ❆❧❧ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡✐r ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❧✐♠✐ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s✳

• ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ Pib ❤❡❧♣s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❉❈ ❜✉s ✈♦❧t❛❣❡ st❛❜✐❧✐t②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡
♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡s✳ ❍✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡ ❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜✉t
❛❜s♦r❜✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡✲❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦✇❡r ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❜❛tt❡r②✱ ♦✛❡rs ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♣♦✇❡r st❛❜✐❧✐③✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❙♦❈ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✳
❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② r❡❛❝t✐✈❡✲♣♦✇❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐♥ ❣r✐❞✲❝♦♥♥❡❝t❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✶✸✵❪✳

• ❇❛tt❡r✐❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s s✉♣♣♦rt ♣♦✇❡r ❞❡✈✐❝❡s✳ ❆❣❛✐♥st ❛ s✉❞❞❡♥ ❧♦❛❞ ♣♦✇❡r ✐♥❝r❡♠❡♥t✱
t❤❡② s✉♣♣❧② ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❉❈ ❜✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❢r♦♠ ❡①❝❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜②
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❆❢t❡r s✉❝❤ tr❛♥s✐❡♥ts✱ t❤❡② ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✱ ♦r ❡✈❡♥✱ s❤✉t
❞♦✇♥ t❤❡✐r ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❜❛tt❡r②
♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❉❈ ❜✉s ✈♦❧t❛❣❡s st❛❜❧❡✳

✶✹✾
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ P❡r❢♦r♠❛♥❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡♥ s✉❜s②st❡♠ ✷ ❧♦s❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✭❚❡st ✷✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤✐s ♣♦✇❡r s②st❡♠✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧
s❝❤❡♠❡ s❤♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛t ❆r❡❛ ✷✱ ✇❤❡♥ s♦♠❡
♣♦s✐t✐✈❡ P̃ug2 ♣♦✇❡r ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡✳

❚❡st ✷✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❱❡❝t♦r ▲♦ss ✐♥ ❆r❡❛ ✷

■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡s ❛s ✐♥ ❚❡st ✶ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ✜rst ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛t t = 40 s✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r ✐s ♥♦t tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❆r❡❛ ✷✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❛r❡❛ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ♣♦❧✐❝②
t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈✱ ✇❤✐❧❡ ❆r❡❛ ✶ st✐❧❧ ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✿

• ❚❤❡ ❜❛tt❡r② ♦❢ ❆r❡❛ ✷ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡✳
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ✐♥❞❡❡❞✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✺✽ ♣✳✉ ❢♦r Ebat2 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛❢t❡r ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t✐♦♥ ❧♦ss✱ ✐t r❡❞✉❝❡s t♦ ✵✳✺✻ ♣✳✉✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ✉♥✐t ❞❡❧✐✈❡rs ♠♦r❡ ♣♦✇❡r ✇❤❡♥
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

• ■♥ ❆r❡❛ ✷✱ t❤❡ ❜❛tt❡r② ♣♦✇❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜✉s ✈♦❧t❛❣❡s ❛r❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r
✐s st✐❧❧ s♠♦♦t❤ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳

✶✺✵



✽✳✷✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✶✺✶

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤♦s❡ r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❛② ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✱ ❤❡r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
❞❡❡♣❡r ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ ✉♥❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ✉♥✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❝❛♥ ❛❞❞ r♦❜✉st♥❡ss t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✇❤❡r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

✽✳✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❚❤✐s ✜rst ❝❛s❡ st✉❞② ♦❢ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐ts✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s✐♠♣❧❡ ✐♥ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✭✐♥♥❡r ✈♦❧t❛❣❡ ❜✉s st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛tt❡r② ❝❤❛r❣❡✴❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱
✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧♦✇s t♦ s✇✐t❝❤ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②
✇❤❡♥ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ✐s ❧♦st✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
♣♦ss✐❜❧② ❞❡❣r❛❞✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡
♣♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❜❧♦❝❦s ❤❛✈❡ ❢❛st ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♣♦✇❡r ♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✽✳✷ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞

❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ st✉❞② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲♦❛❞✲❋r❡q✉❡♥❝② ❈♦♥tr♦❧ ✭▲❋❈✮
♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❬✶✽✱ ✸✾✱ ✶✸✶✱ ✶✸✷❪✱ ❣✐✈✐♥❣ ✉s ♦♥❡ str✉❝t✉r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r
♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡
s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❤②❞r♦✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ r❡❝❡✐✈✐♥❣ s♦♠❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ✐♥❥❡❝t❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❡✐t❤❡r ❛ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♦r ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡
❣❡♥❡r❛t♦r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ♠❛✐♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs s❡r✈❡ t♦ s♣❡❝✐✜❝
❛r❡❛s✱ ✇❤❡r❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡
♣♦✇❡r s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛r❡❛s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♠✉st st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ s②st❡♠ ❬✶✸✵✱ ✶✸✸✱ ✶✸✹✱ ✶✸✺❪✳ ❋✉rt❤❡r
st✉❞✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♣♦✇❡r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✉❧t❡❞ ✐♥ ❬✶❪✳
■♥ ❋✐❣✳ ✽✳✹ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠✉❧t✐✲❛r❡❛ ♣♦✇❡r s②st❡♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
❣❡♥❡r❛t♦rs ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ✉♥✐ts✳

Node 1 Node 2

PL1 PL2

Z12

H2H1

Pv1

Bat1 Bat2 Pw2

AREA 1 AREA 2

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦✲❛r❡❛ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠

❍❡r❡✱ t✇♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛r❡❛s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❆r❡❛ ✶ ❛♥❞ ❆r❡❛ ✷✱ ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ♣♦✇❡r ❧✐♥❡s✳
❊❛❝❤ ❛r❡❛ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♦r ❛♥❞ t✉r❜✐♥❡ s②st❡♠s✱ ✇❤♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❧♦✇❡r✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦♥❡
❬✶❪✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✽✳✺ ✐t ✐s s❡❡♥ ❤♦✇ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✇❡r Pt ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡rs PL ✭t❤❡

✶✺✶



✶✺✷

❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉ P❖❲❊❘ ●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❖▲ ❱■❆
❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❈❆❙❊✲❙❚❯❉■❊❙

❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞✮✱ t❤❡ ✉♥❞✐s♣❛t❝❤❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ♣♦✇❡r Pg ✐♥❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r ✭P❱
♦r ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥❥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❜❛❝❦✲✉♣ ❜❛tt❡r② Pbat = u2✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♦r
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ u1✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② t❤❛t
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧♦❛❞ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ❛ ❞r♦♦♣✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❬✶✱ ✶✸✻❪✳
❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✐s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭✺✵
❍③✮✱ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦✉♣ ❜❛tt❡r②✳ ❆❧s♦✱ ♦♥❧②
❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♠❛❧❧ ♥♦❞❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❛♥❞ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧
str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡✐r ❞❡❧✐✈❡r❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ✐s ❧♦✇❡r✱
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r✳

Generator
Governor

and*Turbine
Σ

Pt

-Ptie

Uncontrollable*Local

Generator(Wind/PV)

Pg

Σ
f

-Df

Local

Configuration

Σ
-PL

Pbat=u2

Pe*=u1

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❈♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠

✽✳✷✳✶ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s x = X0+x̃✱
✇❤❡r❡ X0 ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭✐♥✐t✐❛❧✮ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ x̃ ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ✈❛❧✉❡✳

P♦✇❡r ❧✐♥❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❛s❡ st✉❞② r❡q✉✐r❡s t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s✳
❍❡r❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♥♦❞❡s f ❛♥❞ g✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s Vf , Vg ❛♥❞
❛♥❣❧❡s θf , θg✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧✐♥❦ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ Zfg = i.Xfg ✱ ✇❤❡r❡ Xfgj ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❧✐♥❦ r❡❛❝t❛♥❝❡
✭❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❧♦ss❧❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛❝t✐✈❡
♣♦✇❡r ✭Ptfg✮ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ f t♦ ♥♦❞❡ g ❬✶❪✿

Ptfg =
VfVg

Xfg
sin(θf − θg) ✭✽✳✶✺✮

❋r♦♠ ✭✽✳✶✺✮ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❤♦✇ ✈♦❧t❛❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ✜① t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❝t✐✈❡
♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ♥♦❞❡s ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧✱ ✐t
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ s♠❛❧❧ s✐❣♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♥♦❞❡s✱ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❬✶❪✿

p̃tfg ≃ Vf0Vg0

Xfg
cos(θf0 − θg0).(θ̃f − θ̃g)

p̃tfg ≃ Ktfg(θ̃f − θ̃g)
✭✽✳✶✻✮

✶✺✷



✽✳✷✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✶✺✸

▼✐❝r♦❣r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

❉✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡
♦t❤❡r ♦♥❡s✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛r❡❛✳ ❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛r❡❛
i ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✺✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t u1 ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♦r ❛♥❞ u2 ✐s t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r ❢r♦♠
t❤❡ ❜❛tt❡r②✮✿

˙̃
θi = 2πf̃i
˙̃
fi =

1
TNi

[−f̃i +KNi(p̃t,i + p̃g,i + ũ2,i − p̃L,i − p̃tie,i)]
˙̃pt,i =

1
TGi

[−p̃t,i +Gti(ũ1,i −Dfif̃i)]
˙̃soci = −Ksi.ũ2,i

✭✽✳✶✼✮

❲❤❡r❡ θi ✐s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❣❧❡✱ fi ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ pt,i ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✱ soci ✐s
t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✱ pg,i ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ✉♥✐t✱ pL,i ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧
❧♦❛❞ ❛♥❞ ptie,i ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ TNi

❛♥❞ KNi ❛r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❣❛✐♥✱ TGi ❛♥❞ Gti ❛r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t
❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♦r✲t✉r❜✐♥❡ s②st❡♠ ❛♥❞ Dfi ✐s t❤❡ ❞r♦♦♣✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ Ksi ✐s
❛ ❣❛✐♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛tt❡r②✳
■♥ t②♣✐❝❛❧ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ TGi << TNi✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ˙̃pti ∼= 0✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦
✇r✐t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛r❡❛ ❛s✿

˙̃
θi = 2πf̃i
˙̃
fi =

1
TNi

[−f̃i (1 +KNiGtiDfi)︸ ︷︷ ︸
ai

+KNiGti︸ ︷︷ ︸
bi

ũ1,i +KNip̃g,i −KNip̃L,1 −KNip̃tie,i]

˙̃soci = −Ksi.ũ2,i

✭✽✳✶✽✮

◆❡①t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ❛r❡❛ i t♦ ❛r❡❛ j = 1 · · ·n, j 6= i✱ ✇❤❡r❡ n t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ✭❜❛s❡❞ ✐♥ ✭✽✳✶✻✮✮✿

p̃tiei =

gtij︷ ︸︸ ︷∑

j 6=i

Ktij(θ̃i − θ̃j) ✭✽✳✶✾✮

❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✽✳✶✾✮ ✐♥ ✭✽✳✶✽✮ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛r❡❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
✐ts ♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❛r❡❛s ✭✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛r❡❛ ✐s
t❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②✿

˙̃
θi = 2πf̃i
˙̃
fi =

1
TNi

[−aif̃i + biũi +KNip̃gi −KNip̃L1 −KNigtij θ̃i] +
KNi

TNi
gtij θ̃j

˙̃soci = −Ksi.ũ2,i

✭✽✳✷✵✮

❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s ✈❡❝t♦r x(i) = [θ̃i f̃i s̃oci]
T ✱ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r u(i) = [ũ1,i ũ2,i]

T ✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
✈❡❝t♦r d(i) = [p̃Li p̃gi]

T ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r v(i)✱ t❤❛t ♦♥❧② r❡❧✐❡s ♦♥ x(j)✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡
s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛r❡❛ i✿

ẋ(i)(t) = Aii,cx(i)(t) +Bii,cu(i)(t) + Eii,cd(i)(t) + v(i),c(t)

ẋ(i)(t) =




0 2π 0

−gtijKNi/TNi −ai/TNi 0

0 0 0


x(i)(t) +




0 0

bi/TNi KNi/TNi

0 −Ksi


u(i)(t)+




0 0

−KNi/TNi KNi/TNi

0 0


 d(i)(t) +

1
TNi

∑
j 6=i




0 0 0

gtij 0 0

0 0 0


x(j)(t)

✭✽✳✷✶✮

✶✺✸



✶✺✹

❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉ P❖❲❊❘ ●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❖▲ ❱■❆
❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❈❆❙❊✲❙❚❯❉■❊❙

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ▼P❈✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❡❛❝❤ ❛r❡❛✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ Ts✱ ✇❡ ❣❡t✿

x(i)k+1 = Aiix(i)k +Biiu(i)k + Eiid(i)k + v(i)k

x(i)k+1 =




1 2πTs 0

−gtijKNiTs/TNi 1− aiTs/TNi 0

0 0 1


+




0 0

biTs/TNi KNiTs/TNi

0 −Ksi


u(i)k+




0 0

−KNiTs/TNi KNiTs/TNi

0 0


 d(i)k + Ts

TNi

∑
j 6=i




0 0 0

gtij 0 0

0 0 0


x(j)(t)

✭✽✳✷✷✮

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✈♦❧t❛❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ ❛♥❣❧❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛
❧♦❛❞ ✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✷✱ ❜❛s❡❞ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✱ ✶✽❪✳

❚❛❜❧❡ ✽✳✷✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❚✇♦ ❛r❡❛s ♠✐❝r♦❣r✐❞

P❆❘❆▼❊❚❊❘ ❱❆▲❯❊ ❬✉♥✐ts❪
❱♦❧t❛❣❡s ▼❛❣♥✐t✉❞❡s ✭V1, V2✮ 1.00 − 0.9525 ❬♣✳✉❪
■♥✐t✐❛❧ ❱♦❧t❛❣❡s ❆♥❣❧❡s ✭θ1, θ2✮ 0.000 − 0.3094 ❬r❛❞❪
▲✐♥❡ ❘❡❛❝t❛♥❝❡s ✭X12✮ 0.9 ❬♣✳✉❪
❊q✉✐✈❛❧❡♥t ●❡♥❡r❛t♦r ●❛✐♥ ✭KN1,KN2✮ 110 − 80

❊q✉✐✈❛❧❡♥t ●♦✈❡r♥♦r✲❚✉r❜✐♥❡ ●❛✐♥ ✭Gt1, Gt2✮ 1.00 − 1.00

❊q✉✐✈❛❧❡♥t ●❡♥❡r❛t♦r ❚✐♠❡ ❈♦♥st❛♥t ✭TN1, TN2✮ 25 − 15 ❬s❪
❉r♦♦♣ ❋r❡q✉❡♥❝② ●❛✐♥ ✭Df1, Df2✮ 0.25 − 0.40 ❬1/Hz❪
▼❛①✳ ●❡♥❡r❛t❡❞ P♦✇❡r ✭PT,max✱ ❡❛❝❤ ✉♥✐t✮ ✵✳✸ ❬♣✳✉❪
▼❛①✳ ■♥❥❡❝t❛❜❧❡ P♦✇❡r ✭Pg,max✱ ❡❛❝❤ ✉♥✐t✮ ✵✳✷✺ ❬♣✳✉❪
■♥✐t✐❛❧ ■♥❥❡❝t❡❞ P♦✇❡r ✭Pg1,0, Pg2,0) 0.00 − 0.00 ❬♣✳✉❪
▼❛①✳ ▲♦❛❞ P♦✇❡r ✭PL,max✱ ❡❛❝❤ ✉♥✐t✮ ✵✳✺ ❬♣✳✉❪
■♥✐t✐❛❧ ▲♦❝❛❧ ▲♦❛❞ P♦✇❡rs ✭PL1,0, PL2,0✮ 0.20 − 0.20 ❬♣✳✉❪

✽✳✷✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

❋♦r t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞②✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② s❤♦✉❧❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ st❛t❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ♣♦✇❡r ❛t ❡❛❝❤ ❛r❡❛✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
♦♥❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝❤♦s❡♥✿

Jgv = 1
2

[
x̃T
NPx̃N +

N−1∑
k=0

(
x̃T
kQx̃k + ũT

kRuũk + 2ũT
k Sux̃k

)]
+ 1

2

N−1∑
k=0

(
ṽTk Rv ṽk + 2ṽTk Svx̃k

)

✇❤❡r❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s✿

Q =

[
Q(1) 0

0 Q(2)

]
; R =

[
Ru(1) 0

0 Ru(2)

]
; S =

[
Su(1) 0

0 Su(2)

]

✶✺✹



✽✳✷✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✶✺✺

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛s✿

Q(1) = Q(2) =



0.1 0 0

0 10 0

0 0 2


 ; Ru(1) = Ru(2) =

[
0.1 0

0 0.5

]
; Su(1) = Su(2) = [0]

Rv(1) = Rv(2) =



1000 0 0

0 1000 0

0 0 1000


 ; Sv(1) = Sv(2) = 0

❚❤❡ ♠❛tr✐① P ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❘✐❝❝❛t✐ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥
✇✐t❤ Q,R ❛♥❞ S✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠❛tr✐①✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ str❛t❡❣② ✇♦✉❧❞ ❛
♣r✐♦r✐ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ s②st❡♠✱ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❬✹✶❪✳
❚❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✷✱ r❡❢❡rr❡❞
t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s ♠♦t✐✈❡✱ ✐t ✐s s❡❡♥ ❤♦✇ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦♥❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡✿

x(1),max = x(2),max = [π/4 2 0.4]T

x(1),min = x(2),min = [−π/4 − 2 − 0.3]T

u(1),max = u(2),max = [0.45 0.5]

u(1),min = u(2),min = [−0.45 − 0.5]

d(1),max = d(2),max = [0.8 0.45]T

d(1),min = d(2),min = [−0.5 − 0.05]T

✽✳✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞②✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t✇♦ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②✿ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♥
❜❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ▼P❈ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❆❢t❡r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts
✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ♦♥❧② ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
st❛t❡s ✈❛❧✉❡s✳

❋♦r t❤✐s s②st❡♠✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦❛❞ ✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s ❛♥❣❧❡s
❢♦r s♦♠❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦❛❞s✳ ❙✉❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✷✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t
❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ r❛♥❣❡s✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞② ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛r❡❛s✱ ✉♥❞❡r
s♦♠❡ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r✱ s♦♠❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣♦✇❡r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❜❛tt❡r✐❡s ❛✐❞s t♦ t❤❡ s②st❡♠ st❛❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r
❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❞❡❧✐✈❡r✴❛❜s♦r❜ ♣♦✇❡r ✐♥ ❛ ❢❛st ✇❛②✳

Pr♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❱s✳ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✻✱ ✇❤❡r❡ ▼P❈ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❧❡ ❉▼P❈
r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✮✱ ✐♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 450s✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ st❛t❡s ✭❛♥❣❧❡✱ ❝❤❛rt ✧❆♥❣❧❡s✧ ❛♥❞ st❛t❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡✱ ❝❤❛rt ✧❙♦❈✧✮✱ ✐♥❥❡❝t❡❞
♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✭❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❛t t❤❡ ❝❤❛rt ✧❍②❞r♦ P♦✇❡r✧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞

✶✺✺
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❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉ P❖❲❊❘ ●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❖▲ ❱■❆
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0 200 400
−0.05

0

0.05
Anglesj(MPC)

0 200 400
−0.1

0

0.1

SoCj(MPC)

0 200 400
−0.5

0

0.5

HydrojPowerj(MPC)

0 200 400

−0.2

0

0.2

Bat.jPowerj(MPC)

0 100 200 300 400
−0.5

0

0.5

Loads

0 100 200 300 400
−0.5

0

0.5

1

InjectedjGen.

0 200 400
−0.05

0

0.05

Anglesj(DMPC)

0 200 400
−0.1

0

0.1

SoCj(DMPC)

0 200 400

−0.2

0

0.2

Bat.jPowerj(DMPC)

0 200 400
−0.5

0

0.5

HydrojPowerj(DMPC)

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ❛♥❞ ❉✐str✉❜✉t❡❞✲❈♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤
✭❉▼P❈✮ ❢♦r t❤❡ ▼✉❧t✐s♦✉r❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❇♦❧❞✿ ❆r❡❛ ✶✱ ▲✐❣❤t✿ ❆r❡❛ ✷✮

❜❛tt❡r② ♣♦✇❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛rt ✧❇❛t✳ P♦✇❡r✧✮✱ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✭❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛rt
✧▲♦❛❞s✧ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛s ✧■♥❥❡❝t❡❞ ●❡♥✳✧✮ ❢♦r
❜♦t❤ ❛r❡❛s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡ ❝♦❧♦rs✿ ●r❡② ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❆r❡❛ ✶✱
✇❤✐❧❡ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❆r❡❛ ✷✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❜✉t ✐t ✐s
❛ss✉r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ✭♥♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✮ ❢♦r ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s✳
▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts r❡s✉❧ts✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✲
✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✷ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✐s r❡♠❛r❦❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝s ❛♥❞
❜❛tt❡r✐❡s ❛ss✉r❡s t❤❡ s②st❡♠ st❛❜✐❧✐t②✿ t❤❡ ❜❛tt❡r✐❡s ❛❜s♦r❜✴✐♥❥❡❝t ❡♥♦✉❣❤ ♣♦✇❡r ❢♦r ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝s ❞❡❧✐✈❡r ❡♥♦✉❣❤ ♣♦✇❡r ❢♦r ❛❝❝♦♠✲
♣❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞ ❞❡♠❛♥❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞
♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡ s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ r❡❞✉❝❡s ✐ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✇❡r✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts

■t ✐s r❡♠❛r❦❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t ❈❤❛♣t❡r ✼ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts
❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s②st❡♠s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ✐s ♦❢ ♦r❞❡r ✻✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛
❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ❡❛s②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♠❛❧❧✲❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✲❜♦✉♥❞ ❧❡♠♠❛ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣
❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ st❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧✲❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✲❜♦✉♥❞ ❧❡♠♠❛✿

✶✺✻



✽✳✷✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✶✺✼

• ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❣❛✐♥s γG = 3.2 ✭s②st❡♠ ❣❛✐♥✮
❛♥❞ ✱ γK = 0.02 ✭❝♦♥tr♦❧❧❡r ❣❛✐♥✮✳ ❚❤✉s✱ γG.γK = 0.064 < 1✳

• ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✲❜♦✉♥❞ ❧❡♠♠❛✱ t❤❡ ♠❛tr✐① P✱ ✉s❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

P =




9.979 16.321 −0.115 −9.480 −15.590 0.1763

16.321 65.6498 −0.1751 −14.998 −51.2879 0.297

−0.1149 −0.1751 493.04 0.1208 0.2049 0.2548

−9.4804 −14.9979 0.1208 9.9367 16.6513 −0.1668

−15.5892 −51.2879 0.2049 16.6513 64.5594 −0.2698

0.1763 0.2972 0.2548 −0.1668 −0.2698 484.1835




✭✽✳✷✸✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s✐❣♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥♥❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r♦❜✉st ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧s ♠❘P■ s❡ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❣✐✈✐♥❣
✉s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❘P■ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✳ ■t ✐s s❡❡♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ st❛t❡s ✭❛♥❣❧❡
❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤✉s ❣♦♦❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s②st❡♠
st❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱
✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉s❡s ♦t❤❡r s❡t✲♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ✐s
t♦ ❜❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦s✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞

✽✳✷✳✸✳✶ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞
❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❛r❡❛ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❊❛❝❤ ❛r❡❛ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❤②✲
❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❛♥ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ t❤❛t ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ❛ ❜❛tt❡r② ❢♦r ✐♥❥❡❝t✐♥❣✴❛❜s♦r❜✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❛❞ ♦r t❤❡

✶✺✼
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❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉ P❖❲❊❘ ●❊◆❊❘❆❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❖▲ ❱■❆
❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❈❆❙❊✲❙❚❯❉■❊❙

❡①❝❡ss ✐♥❥❡❝t❡❞ ❜✉ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✳
❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✭❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❛tt❡r② st❛t❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡✮ ✇❡r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ s✉✐t❛❜❧❡
❧❡✈❡❧s✱ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✿ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞✳ ❚❤❡ s②st❡♠
❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡r❡ ❛❧s♦ r❡s♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ♣♦✇❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❛r❡❛✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ t❤❛♥ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ❢♦r t❤❡ ▲❋❈ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✽✱ ✸✾✱ ✶✸✶❪✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ r❡❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s✳
❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❛❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❛r❡❛✱ ❢r♦♠
✇❤❡r❡ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ t❤❛t st❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳

✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t✇♦ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❝❛s❡✲st✉❞✐❡s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❛ t✇♦✲❛r❡❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤
st♦r❛❣❡ ❞❡✈✐❝❡s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❡♥s✉r❡❞ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ❜❛tt❡r② ❛s ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❛❞ ♣♦✇❡r ❞✐s❝❤❛r❣❡s✳ ❲❤❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐s
❧♦st ✐♥ ♦♥❡ ✉♥✐t②✱ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r st❛t❡s ❛♥❞ ✐♥♣✉ts
✐♥ ❜♦t❤ s②st❡♠s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧s♦ ❛ t✇♦✲❛r❡❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱
❛❧♦♥❣ ❜❛tt❡r② ❢♦r ❡❛❝❤ ❛r❡❛ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✇❛s ✉s❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲
❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ str❛t❡❣② ❢♦r ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣♦✇❡r s②st❡♠ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞
▼P❈ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❡♥s✉r✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡s♣❡❝t✱ ❛❢t❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ t❤❛t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳

✶✺✽



❈❤❛♣t❡r ✾

❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❆◆❉ ❋❯❚❯❘❊
❲❖❘❑❙

■♥ t❤✐s ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐s ♠❛❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳

❆❜♦✉t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❧❡t ✉s ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❢♦r ✉s✉❛❧ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❡t②✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦r tr❛♥s♣♦rt ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✭♦✐❧✱ ♥❛t✉r❛❧ ❣❛s✱ ✇♦♦❞✮✱ s♣❡❛❦s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❜❡tt❡r str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✲ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡♥❡✇❛❜❧❡ s♦✉r❝❡s
✭❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s✱ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣❛♥❡❧s✱ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ♦♥❡s✮✱
❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♥♥❡①✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❉✉❡ t♦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱
s✉❝❤ ♣♦✇❡r s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ s②st❡♠s✱ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡✐r s✐③❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞
♦♥❡✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡✐r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ r❡str✐❝t✐♦♥s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❡♥❡r❣② ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛ ❢♦❝✉s ✇❛s
❡✈❡♥ ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇✐t❤ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳
❆❜♦✉t ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✇❛s ♣❛✐❞ t♦ ❢♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r
r❡♥❡✇❛❜❧❡✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✿ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝✱ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✱ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❛♥❞ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ s②st❡♠s✳
❇✉t s✐♥❝❡ t❤❡ t❤❡s✐s ✇❛s ♥♦t ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❞❡❡♣ st✉❞② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✱ ♦♥❧② ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦s ♦♥ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ❛ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡
❝❤❛rt ✇❛s ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡♥✳

❆❜♦✉t ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ▼P❈ ✭▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✮ ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧
r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦✇✐♥❣ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❢♦r
r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤❛t r❡s♣❡❝t✱ t❤❡ ◗P
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s♦❧✈✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛♥❞❧✐♥❣
✇❡r❡ r❡❝❛❧❧❡❞✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❢♦r ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s s✉❜❥❡❝t t♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳

❇❡②♦♥❞ t❤♦s❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦ t❤❡♠✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❋✐rst✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❛ r❡♥❡✇❛❜❧❡✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❝❤♦s❡♥
❤❡r❡ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ♥♦
✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✱
❢♦r ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡✱ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✇✐♥❞ s♣❡❡❞✳❖♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❣❡♥❡r❛t♦r s♣❡❡❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱

✶✺✾
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❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✇❛s t❡st❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞
✉♥♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❝❛s❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ♦✛❡r st❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♥s♦r ❞❛♠❛❣❡
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣♦✇❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈✱ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉❡❧✲❝❡❧❧✴✇✐♥❞✲t✉r❜✐♥❡✴❜❛tt❡r② ♠✐✲
❝r♦❣r✐❞✱ ❢♦r ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞✱
❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ♥♦♥✲♠❛♥❛❣❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t
✐ts ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❛s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥t✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✇s ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦✇❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t❤❛t r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✭❧✐♠✐t❡❞
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❣❡♥❡r❛t♦r✮ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❜❛tt❡r② ✭r❛♥❣❡ ♦❢ st❛t❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡✮✱ ❢♦r ❧♦❛❞ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

❆ t❤✐r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝
♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥❡s✱ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✱ ✉♥❞❡r
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r✐❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♠♦♥❣ s✉❜s②st❡♠s✱ ✇❤✐❧❡ ❣❧♦❜❛❧❧② t❛❦✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ s♦ ❛s t♦ ❡♥❞ ✉♣
✇✐t❤ s♦♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠
s♦❧✈❡s ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥♣✉ts✱ ✇❤✐❧❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❛ ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ♣r✐❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐ts ✈❛❧✉❡ ❡♥s✉r❡s t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts r❡s♣❡❝t ❢♦r ❛❧❧ s✉❜s②st❡♠s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧
str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s✱ ✐♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧♦ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❛♥❞ ❛ s✉❜s②st❡♠✱
t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ s✇✐t❝❤ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ t❤❛t ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
❛♥❞ s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦❜✈✐♦✉s❧②
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❆ ❢♦✉rt❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ▼P❈ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s②st❡♠ st❛t❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇♦rst✲❝❛s❡
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡ts✳
❋✐rst✱ t❤❡ ▼P❈✲❝❛s❡ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t ❛♥❞ ✐ts ♠✐♥✐♠❛❧ ♦✉t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s
❝♦♠♣✉t❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t s②st❡♠ st❛t❡s ❝❛♥ r❡♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ✇❤❡♥
❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♦♠❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ s♦♠❡ s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r
t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳
❙t✐❧❧ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ▼P❈ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ st❛t❡s ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✱ s♦♠❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❜♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s②st❡♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✳ ■t ✇❛s ✜♥❛❧❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡
❛♥ ✉❧t✐♠❛t❡ ❜♦✉♥❞ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡t✱ t❤✐s ❧❛st ♦♥❡
❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ ✐♥♣✉t ✐s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ ❢♦r t✇♦ ❝❛s❡✲st✉❞✐❡s✱
s♦ ❛s t♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❆ ✜rst ❝❛s❡ st✉❞② ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✇✐t❤ ❛ s❤❛r❡❞ ❧♦❛❞
❛♥❞ st♦r❛❣❡ ✉♥✐ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❛s ❛❧s♦ ❛ t✇♦✲❛r❡❛ ♣♦✇❡r s②st❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣
❣❡♥❡r❛t♦rs ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❜❛tt❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧
str❛t❡❣② r❡s♣♦♥❞❡❞ ❛❞❡q✉❛t❡❧②✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❢♦r r❡❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✶✻✵



✶✻✶

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛❢t❡r t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✿

• ▲❛❜♦r❛t♦r② t❡sts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡✐t❤❡r ❛s ❛ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❢♦r ❢❛✉❧t② ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r ❡✈❡♥ts✱ ♦r ❛s ❛♥
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❣❡♥❡r❛❧ str❛t❡❣②✳

• ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣✐t❝❤
❛♥❣❧❡ ❛❝t✐♦♥✱ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❛❧❧♦✇ t♦ ✇♦r❦ ❛t ❧❛r❣❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥tr♦❧✳

• ❋✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✱
❜✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✉❜s②st❡♠s ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

• ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❝❛❧❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❧♦♦♣s✱ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❡♥s✉r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞ ✉♣♣❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧❛②❡rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s
r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s✳

• Pr♦♣♦s❛❧ ♦❢ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❣r✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❧✐♥❡s✱ tr❛♥s❢♦r♠❡rs✱ ❝✐r❝✉✐t ❜r❡❛❦❡rs✱ ❋❆❈❚❙✮ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞
❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t t❡sts ❢♦r ❝♦♥tr♦❧
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❧♦✇✲
t✐♠❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t✳

✶✻✶





❆♣♣❡♥❞✐① ❆

▼❛tr✐① ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ▼P❈
❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞✲❈♦♦r❞✐♥❛t❡❞

❙tr❛t❡❣✐❡s

■♥ t❤✐s ❛♥♥❡①❡ ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♠❛tr✐① ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠
❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❆✳✶ ▼❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈
♣r♦❜❧❡♠

❋✐rst✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❤♦✇ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❜♦t❤✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛tr✐❝❡s
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✿

xk+1 = Axk +Buk + Edk ✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡ x ∈ ℜn✱ u ∈ ℜm ❛♥❞ d ∈ ℜq✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N ✱
❢♦r st❛t❡s ✭xk✮✱ ✐♥♣✉ts ✭uk✮ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ✭dk✮✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✭xs, us, ds✮✿

xxx =
[

x1 · · · xN

]T
xsxsxs =

[

xs · · · xs

]T

uuu =
[

u0 · · · uN−1

]T
ususus =

[

us0 · · · usN−1

]T

ddd =
[

d0 · · · dN−1

]T
dsdsds =

[

ds0 · · · dsN−1

]T

✭❆✳✷✮

❇❛s❡❞ ✐♥ ✭❆✳✶✮✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡s ✈❡❝t♦r ❢♦r ✐♥st❛♥ts t = 1, 2 · · ·N ✐s✿

x1 = Ax0 +Bu0 + Ed0
x2 = Ax1 +Bu1 + Ed1 = A2x0 +ABu0 +AEd0 +Ax1 +Bu1 + Ed1
✳✳✳
xN = ANx0 +AN−1Bu0 +AN−2Bu1 + · · ·+BuN−1 +AN−1Ed0 +AN−2Ed1 + · · ·+ EdN−1

✭❆✳✸✮
❲✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r s❡q✉❡♥❝❡s ✭❆✳✷✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡s ✈❡❝t♦r✱ ❛❢t❡r ✭❆✳✸✮ ❛s✿

xxx = Ωx0 + Γuuu+Θddd ✭❆✳✹✮

✶✻✸



✶✻✹

❆PP❊◆❉■❳ ❆✳ ▼❆❚❘■❳ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚❙ ❋❖❘ ❚❍❊ ▼P❈ ❆◆❉
❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉✲❈❖❖❘❉■◆❆❚❊❉ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙

❲❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Ω,Γ ❛♥❞ Θ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Ω =




A

A2

✳✳✳
AN


 Γ =




B 0 · · · 0

AB B · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
A(N−1)B A(N−2)B · · · B


 Θ =




E 0 · · · 0

AE E · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
A(N−1)E A(N−2)E · · · E




✭❆✳✺✮

❈♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ◗P ♣r♦❜❧❡♠
❚❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

xmin ≤ xk ≤ xmax

umin ≤ uk ≤ umax

δumin ≤ uk − uk−1 ≤ δumax

✭❆✳✻✮

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐s ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡
uuu✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ s❡❛r❝❤❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✶✳
❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❞✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts
❛♥❞ ✐♥♣✉t✬s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs✱ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N ✿

xmaxxmaxxmax =
[

xmax · · · xmax

]T
xminxminxmin =

[

xmin · · · xmin

]T

umaxumaxumax =
[

umax · · · umax

]T
uminuminumin =

[

umin · · · umin

]T

δumaxδumaxδumax =
[

δumax · · · δumax

]T
δuminδuminδumin =

[

δumax · · · δumax

]T

✭❆✳✼✮

❙t❛t❡s ❝♦♥str❛✐♥ts
❚❤❡ st❛t❡s ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

xmin ≤ xk ≤ xmax ✭❆✳✽✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

xk ≤ xmax

−xk ≤ −xmin
✭❆✳✾✮

◆♦✇✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r st❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t t❤❡ st❛t❡s ✈❡❝t♦r
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭❆✳✸✮ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② xk ≤ xmax✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✳

k = 1 : Ax0 +Bu0 + Ed0 ≤ xmax

k = 2 : Ax1 +Bu1 + Ed1 = A2x0 +ABu0 +AEd0 +Ax1 +Bu1 + Ed1 ≤ xmax

✳✳✳
k = N : ANx0 +AN−1Bu0 +AN−2Bu1 + · · ·+BuN−1 +AN−1Ed0 +AN−2Ed1 + · · ·+

+EdN−1 ≤ xmax

✭❆✳✶✵✮
❯s✐♥❣ ✭❆✳✹✮ ❛♥❞ ✭❆✳✼✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t xk ≤ xmax ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N ❛s✿

Γuuu ≤ xmaxxmaxxmax − Ωx0 −Θdmaxdmaxdmax ✭❆✳✶✶✮

❆ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ xmin ≤ xk✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣✿

−Γuuu ≤ −xminxminxmin +Ωx0 +Θdmaxdmaxdmax ✭❆✳✶✷✮

❉❡✜♥✐♥❣✱ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ st❛t❡✬s ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡✳

✶✻✹



❆✳✶✳ ▼❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ✶✻✺

■♥♣✉ts ❝♦♥str❛✐♥ts
❚❤❡ ✐♥♣✉ts ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

umin ≤ uk ≤ umax ✭❆✳✶✸✮

❚❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✿

uk ≤ umax

−uk ≤ −umin
✭❆✳✶✹✮

❚❛❦✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢r♦♠ k = 1 · · ·N − 1✱ ♦♥❡ ❣❡ts✿

k = 0 : u0 ≤ umax; −u0 ≤ −umin

✳✳✳
k = N − 1 : uN−1 ≤ umax; −uN−1 ≤ −umin

✭❆✳✶✺✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✐♥♣✉ts ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❡①tr❡♠❡ ✈❡❝t♦rs ❛t ✭✹✳✶✸✮ ❛♥❞
t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① IN×m✱ ✇✐t❤ N ❛s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ m t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r✱
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

IN×muuu ≤ umaxumaxumax

−IN×muuu ≤ −uminuminumin
✭❆✳✶✻✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❧✐♠✐ts ✈❡❝t♦rs umaxumaxumax = [umax · · ·umax]
T ❛♥❞ uminuminumin = [umin · · ·umin]

T ✳

■♥♣✉t✬s s❧❡✇ r❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❆s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ s❧❡✇ r❛t❡ ♦❢ ✐♥♣✉ts ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

δumin ≤ uk − uk−1 ≤ δumax ✭❆✳✶✼✮

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛s✿

uk − uk−1 ≤ δumax

−uk + uk−1 ≤ −δumin
✭❆✳✶✽✮

P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❢♦r ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥ts✱♦♥❡ ❤❛✈❡✿

k = 0 : u0 − u−1 ≤ δumax; −u0 + u−1 ≤ −δumin

k = 1 : u1 − u0 ≤ δumax; −u1 + u0 ≤ −δumin

✳✳✳
k = N − 1 : uN−1 − uN−2 ≤ δumax; −uN−1 + uN−2 ≤ −δumin

✭❆✳✶✾✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❧❡✇ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s δumaxδumaxδumax = [δumax · · · δumax]
T

❛♥❞ δuminδuminδumin = [δumin · · · δumin]
T ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t✬s s❧❡✇ r❛t❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥♣✉t u−1 ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ ✭✹✳✺✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Eδuuu ≤ δumaxumaxumax + E−1u−1

−Eδuuu ≤ −δuminuminumin − E−1u−1
✭❆✳✷✵✮

✇✐t❤ Eδ ❛♥❞ E−1 ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Eδ =




Im 0 · · · 0

−Im Im · · · 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0 · · · −Im Im


 E−1 =




Im
0
✳✳✳
0


 ✭❆✳✷✶✮

✶✻✺
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❈♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧
❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭❆✳✶✶✮✱ ✭❆✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭❆✳✷✵✮ ❧❡t ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥
N ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✉ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧✿

Luuu ≤ ∆+ ξ̄x0 + ξ̄uu−1︸ ︷︷ ︸
W

✭❆✳✷✷✮

❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ✉s❡❞ ✐♥ ✭❆✳✷✷✮ ❛r❡ ♥❡①t ❞❡✜♥❡❞✿

L =

[
φ

−φ

]
W =

[
∆̄

−∆

]
+

[
−ξ

ξ

]
x0 +

[
−ξu
ξu

]
u−1

❚❤❡♥✱ W = ∆+ ξ̄x0 + ξ̄uu−1

✭❆✳✷✸✮

φ =




Γ

IN×m

Eδ


 ∆̄ =



xmax −Θdmaxdmaxdmaxxmax −Θdmaxdmaxdmaxxmax −Θdmaxdmaxdmax

umaxumaxumax

δumaxδumaxδumax


 ∆ =



xmin −Θdmindmindminxmin −Θdmindmindminxmin −Θdmindmindmin

−umin−umin−umin

−δdmin−δdmin−δdmin




ξ =




Ω

0N×m

0N×m


 ξ−1 =



0N×m

0N×m

E−1




✭❆✳✷✹✮

❆s ♣❡r❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
s❡q✉❡♥❝❡✳

❆✳✷ ▼❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛tr✐❝❡s
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✿

xk+1 = Adxk +Bduk + Eddk + vk ✭❆✳✷✺✮

✇❤❡r❡ x ∈ ℜn✱ u ∈ ℜm✱ d ∈ ℜq ❛♥❞ v ∈ ℜr✱ ✇✐t❤ r ≤ n ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N ✱ ❢♦r st❛t❡s ✭xk✮✱ ✐♥♣✉ts
✭uk✮✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✭dk✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r ✭vk✮✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✭xs, us, ds, vs✮✿

xxx =
[

x1 · · · xN

]T
xsxsxs =

[

xs · · · xs

]T

uuu =
[

u0 · · · uN−1

]T
ususus =

[

us0 · · · usN−1

]T

vvv =
[

v0 · · · vN−1

]T
vsvsvs =

[

vs0 · · · vsN−1

]T

ddd =
[

d0 · · · dN−1

]T
dsdsds =

[

ds0 · · · dsN−1

]T

✭❆✳✷✻✮

❇❛s❡❞ ✐♥ ✭❆✳✷✺✮✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡s ✈❡❝t♦r ❢♦r ✐♥st❛♥ts t = 1, 2 · · ·N ✐s✿

x1 = Adx0 +Bdu0 + Edd0 + v0
x2 = Adx1 +Bdu1 + Edd1 + v1 = A2

dx0 +AdBdu0 +AdEdd0 +Adv0 +Adx1 +Bdu1+

Edd1 + v1
✳✳✳
xN = AN

d x0 +AN−1
d Bdu0 +AN−2

d Bdu1 + · · ·+BduN−1 +AN−1
d Edd0 +AN−2

d Edd1 + · · ·
+EddN−1+

AN−1
d v0 +AN−2

d v1 + · · ·+ vN−1

✭❆✳✷✼✮

✶✻✻



❆✳✷✳ ▼❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ▼P❈ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✶✻✼

❲✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r s❡q✉❡♥❝❡s ✭❆✳✷✻✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ st❛t❡s ✈❡❝t♦r✱ ❛❢t❡r ✭❆✳✷✼✮ ❛s✿

xxx = Ωdx0 + Γduuu+Θdddd+ Λdvvv

xxx = Ωdx0 + [Γd Λd]︸ ︷︷ ︸
Ψd

uextuextuext +Θdddd ✭❆✳✷✽✮

❲❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Ωd,Γd✱ Θd ❛♥❞ Λd ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Ω =




Ad

A2
d
✳✳✳

AN
d


 Γ =




Bd 0 · · · 0

AdBd Bd · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
A

(N−1)
d Bd A

(N−2)
d Bd · · · Bd


 Θd =




Ed 0 · · · 0

AdEd Ed · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
A

(N−1)
d Ed A

(N−2)
d Ed · · · Ed




Λd =




I 0 · · · 0

Ad I · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
A

(N−1)
d A

(N−2)
d · · · I




✭❆✳✷✾✮
❲✐t❤ I ∈ ℜr×r✳
❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡q✉❛t✐♦♥✿

vk = vAxk + vBuk + vEdk ✭❆✳✸✵✮

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ vk ❜❡t✇❡❡♥ k = 0 · · ·N − 1 ✱ ✉s✐♥❣ ❛s ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✽✮ ❣✐✈❡s ✉♣✿

v0 = vAx0 + vBu0 + vEd0
v1 = vAx1 + vBu1 + vEd1 = vAAdx0 + vABdu0 + vAEdd0 +−vAv0 + v1
✳✳✳
xN = vAA

N−1
d x0 + vAA

N−2
d Bdu0 +AN−3

d Bdu1 + · · ·+ vBuN−1+

vAA
N−2
d Edd0 + vAA

N−2
d Edd1 + · · ·+ vEdN−1 − vAA

N−2
d v0 − vAA

N−3
d v1 + · · ·+ vN−1

✭❆✳✸✶✮
❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

Λvvv = Γuuu+Ω x0 +Θ ddd

0 = Ψuextuextuext +Ω x0 +Θ ddd
✭❆✳✸✷✮

❈♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ◗P ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
❋♦r t❤✐s s②st❡♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿

xmin ≤ xk ≤ xmax

umin ≤ uk ≤ umax

vmin ≤ vk ≤ vmax

δumin ≤ uk − uk−1 ≤ δumax

✭❆✳✸✸✮

✇❤❡r❡ vmax ❛♥❞ vmin ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭❆✳✸✵✮✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ st❛t❡s✱ ✐♥♣✉ts
❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥
❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ uextuextuext✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥
❛♥❞ ✐ts ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ✭❆✳✷✾✮✲✭❆✳✸✶✮✿

Lextuextuextuext ≤ W̄ +Wxx0 +Wuue−1[
φext

−φext

]
uextuextuext ≤

[
∆̄ext

−∆ext

]
+

[
−ξext
ξext

]
x0 +

[
−ξu−ext

ξu−ext

]
ue−1

✭❆✳✸✹✮

✶✻✼



✶✻✽

❆PP❊◆❉■❳ ❆✳ ▼❆❚❘■❳ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚❙ ❋❖❘ ❚❍❊ ▼P❈ ❆◆❉
❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉✲❈❖❖❘❉■◆❆❚❊❉ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙

φext =




Ψd

IN×m 0N×r

0N×m IN×r

Eδ,ext 0N×r


 ∆̄ext =




xmax −Θdmaxdmaxdmaxxmax −Θdmaxdmaxdmaxxmax −Θdmaxdmaxdmax

umaxumaxumax

vmaxvmaxvmax

δumaxδumaxδumax


 ∆ext =




xmin −Θdmindmindminxmin −Θdmindmindminxmin −Θdmindmindmin

uminuminumin

vminvminvmin

δuminδuminδumin




ξext =




Ωd

0N×m

0N×r

0N×m


 ξu−ext =




0N(m+r)×(m+r)

0Nm×(m+r)

0Nr×(m+r)

E−1,ext


 Eδ,ext =




Im 0m · · · 0m
−Im Im · · · 0m
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0m · · · −Im Im




E−1,ext =

[
Im

0(N−1)×m

]

✭❆✳✸✺✮

❆✳✸ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❣❧♦❜❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✭❛s ✐♥ ✭✻✳✸✾✮✿

uopt
extuopt
extuopt
ext = −ϕ1ϕ1ϕ1(x0 − xs)−ϕ2ϕ2ϕ2(d− dsd− dsd− ds)−ϕ3pϕ3pϕ3p+ uext−suext−suext−s

ϕ1ϕ1ϕ1 = YuK̃1K̃1K̃1,ϕ2ϕ2ϕ2 = YuK̃2K̃2K̃2Y
−1
d ,ϕ3ϕ3ϕ3 = YuK̃3K̃3K̃3

✭❆✳✸✻✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ✭❆✳✸✹✮✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡ ppp✳ ■t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿
[
φext

−φext

]
[−ϕ1ϕ1ϕ1(x0 − xs)−ϕ2ϕ2ϕ2(d− dsd− dsd− ds)−ϕ3pϕ3pϕ3p+ uext−suext−suext−s] ≤

[
∆̄ext

−∆ext

]
+

[
−ξext
ξext

]
x0 +

[
−ξu−ext

ξu−ext

]
ue−1

✭❆✳✸✼✮
❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ppp ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠ fs✱ t❤❛t ❣❛t❤❡rs ❛❧❧ t❤❡ s❡t ♣♦✐♥ts
❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✿

fs = ϕ1ϕ1ϕ1xs +ϕ2dsϕ2dsϕ2ds + uext−suext−suext−s

❈♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♦❢ ✭❆✳✸✼✮✱ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿
[
φextϕ3ϕ3ϕ3

−φextϕ3ϕ3ϕ3

]
ppp ≤

[
∆̄ext − φextfs
−∆ext + φextfs

]
+

[
−ξext + φextϕ1ϕ1ϕ1

ξext − φextϕ1ϕ1ϕ1

]
x0 +

[
−φextϕ2ϕ2ϕ2

φextϕ2ϕ2ϕ2

]
ddd+

[
−ξu−ext

ξu−ext

]
ue−1

✭❆✳✸✽✮
❋r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞s
♥♦✇ ✐♥ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ st✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ue−1✳ ❉❡✜♥✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✿

∆̄p = ∆̄ext − φextfs ∆p = ∆ext − φextfs
ξxp = ξext − φextϕ1ϕ1ϕ1 ξdp = −φextϕ1ϕ1ϕ1 φp = −φextϕ3ϕ3ϕ3

✭❆✳✸✾✮

❆♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s✿
[
φp

−φp

]
ppp ≤

[
∆̄p

−∆p

]
+

[
−ξxp
ξxp

]
x0 +

[
−ξdp
ξdp

]
ddd+

[
−ξu−ext

ξu−ext

]
ue−1 ✭❆✳✹✵✮

✶✻✽



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❙t❛t❡ ❙♣❛❝❡ ▼♦❞❡❧ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r
❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ P❛r❛♠❡t❡r z t♦

▼❛①✐♠✐③❡ t❤❡ P♦✇❡r Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥
❲✐♥❞ ❙♣❡❡❞ ❙❡♥s♦r❧❡ss ❚✉r❜✐♥❡s

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✐s s❤♦✇♥ ❤♦✇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡
❑❛❧♠❛♥✲❜❛s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ s❡♥s♦r❧❡ss ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✳
▲❡t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r z✱ t❤❛t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿

z = Cpv
3
w ✭❇✳✶✮

✇❤❡r❡ Cp ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ vw ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✳
❆❧s♦✱ ❧❡t ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✿

vw = Vw0 + ṽw
˙̃vw = −αv ṽw + ηv

✭❇✳✷✮

✇❤❡r❡ Vw0 ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡ ✭❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t✮✱ ṽw ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞
s♣❡❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ αv ✐s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❢♦r t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❛♥❞ ηv ✐s ❛ ♥♦✐s② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✭③❡r♦ ♠❡❛♥✮✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r we ✐♥ t❡r♠s ♦❢ z ❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧
u ✭s❡❡ ✭✺✳✶✷✮✮✿

ẇe =
K1z

we
−K2we −K3u ✭❇✳✸✮

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❑❛❧♠❛♥✲❧✐❦❡
❡st✐♠❛t♦r✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡s✿ x1 = we ❛♥❞ x2 = z✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ x1 ✐s ✐♥❞❡❡❞
✭❇✳✸✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ x2 = z ✐s✿

ẋ2 = Cp
˙(v3w)

ẋ2 = 3Cpv
2
w( ˙vw)

ẋ2 = 3Cpv
2
w[−αv(vw − Vw0) + ηv]

ẋ2 = −3αv Cpv
3
w︸ ︷︷ ︸

z

+3αvCpVw0v
2
w + ηz

ẋ2 = −3αvx2 + 3αvCpVw0v
2
w︸ ︷︷ ︸

x3

+ηz

✭❇✳✹✮

✶✻✾



✶✼✵

❆PP❊◆❉■❳ ❇✳ ❙❚❆❚❊ ❙P❆❈❊ ▼❖❉❊▲ ❉❊❋■◆■❚■❖◆ ❋❖❘ ❊❙❚■▼❆❚■◆● ❚❍❊ P❆❘❆▼❊❚❊❘ Z
❚❖ ▼❆❳■▼■❩❊ ❚❍❊ P❖❲❊❘ P❘❖❉❯❈❚■❖◆ ■◆ ❲■◆❉ ❙P❊❊❉ ❙❊◆❙❖❘▲❊❙❙ ❚❯❘❇■◆❊❙

■♥ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❇✳✹✮✱ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡ x3 = 3αvCpVw0v
2
w✱ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❖♥❡ ♥❡✇ ❞❡r✐✈❛t❡ ✐s

❞♦♥❡ ❢♦r t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✿

ẋ3 = 6αvCpVw0vw(−αvvw + αvVw0 + ηv)

ẋ3 = −[2αv(3αvCpVw0v
2
w)] + 6α2

vCpV
2
w0vw + ηz3

ẋ3 = −2αvx3 + 6α2
vCpV

2
w0vw︸ ︷︷ ︸

x4

+ηz3
✭❇✳✺✮

■♥ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❇✳✺✮✱ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡ x4 = 6α2
vCpV

2
w0vw✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❖♥❡ ❧❛st ❞❡r✐✈❛t❡ t♦

t❤✐s t❡r♠ ②✐❡❧❞s t♦✿
ẋ4 = 6α2

vCpV
2
w0(−αvvw + αvVw0 + ηv)

ẋ4 = −[αv(6α
2
vCpV

2
w0vw)] + 6α3

vCpV
3
w0 + ηz4

ẋ4 = −αvx4 + 6α3
vCpV

3
w0︸ ︷︷ ︸

x5

+ηz4
✭❇✳✻✮

❚❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✭❇✳✻✮ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ x5 = 6α3
vCpV

3
w0✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦❢

❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✉s ẋ5 = 0✳
◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✿

ẋ(t) = A(y(t))x(t) +Bu(t) + ηzobs
y(t) = Cx(t)

✭❇✳✼✮

❆♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t x1 = we ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭❇✳✸✮ ✲ ✭❇✳✻✮ ❛♥❞ ẋ5 = 0 ❛s✿

ẋ(t) =




−K2
K1

y 0 0 0

0 −3αv 1 0 0

0 0 −2αv 1 0

0 0 0 −αv 1

0 0 0 0 0



x(t) +




−K3

0

0

0

0



u(t) +




0

ηz
ηz3
ηz4
0




y(t) =
[
1 0 0 0 0

]
x(t)

✭❇✳✽✮

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❇✳✽✮ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❑❛❧♠❛♥✲❧✐❦❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ t❤❛t ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ z✱ ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦♠❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Vw0 ❛♥❞ Cp ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✶✼✵
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❘és✉♠é ✖ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐str✐❜✉és✱
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡s✳ ❆✉①
✜♥s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡
✭▼P❈✲▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✮ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦✉t✐❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s é♦❧✐❡♥♥❡s✱
♣✐❧❡s à ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ♣❛♥♥❡❛✉① ♣❤♦t♦✈♦❧t❛ïq✉❡s ❡t ❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❤②❞r♦é❧❡❝tr✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés
❝♦♠♠❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ à êtr❡ ❝♦♥trô❧é❡s ❡t ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❝r♦✲rés❡❛✉ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✱ ✐❧❧✉str❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❛ss✉r❡r
✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉♥✐té ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s♦✉t✐❡♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱
✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡st ❛❝❝♦r❞é❡ à ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❛r ✉♥❡ é♦❧✐❡♥♥❡✱
❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r q✉❛♥❞ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♥✬❡st ♣❛s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐str✐❜✉é ❝♦♦r❞♦♥♥é✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à
❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▼P❈✱ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s s②stè♠❡s à ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ■❝✐✱ ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r✐① ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥
❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ▼P❈ ❧♦❝❛✉①✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ét❛♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡
s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s ▼P❈ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❡t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r✐①✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡✉① ❝❛s ❞✬ét✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té s♦♥t
✐♥❝❧✉s✱ ❡♥ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣r♦♣♦sé❡✳

▼♦ts ❝❧és ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ Pré❞✐❝t✐✈❡ ❇❛sé❡ s✉r ▼♦❞è❧❡✱ ❈♦♦r❞✐♥❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ●r❛♥❞s ❙②stè♠❡s✱ ❘és❡❛✉① ▼✉❧t✐✲é♥❡r❣✐❡s✱ ❊s♣❛❝❡s ■♥✈❛r✐❛♥ts✳

❆❜str❛❝t ✖ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❛❜♦✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧
❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐✲❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ t❤❡ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭▼P❈✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
t♦♦❧✱ ✇❤✐❧❡ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡s✱ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s✱ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣❛♥❡❧s✱ ❛♥❞ ❤②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❧❛♥ts ❛r❡ ♠♦st❧②
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ▼P❈ t♦ ❛ ♠✐❝r♦✲❣r✐❞ s②st❡♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ✉♥✐t✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♣♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❛ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✱ ✈✐❛ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✇❤❡♥ ♥♦ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧✱ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣
❛♥ ▼P❈✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡ s②st❡♠s✳ ❍❡r❡✱ ❛
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