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Résumé :

Ce travail aborde deux problemes inverses complémentaires liés au controle non-
destructif thermique.

Le premier probleme est la complétion de données associée au probleme de Cau-
chy, pour lequel une étude numérique approfondie de I'algorithme de Kozlov a été
menée dans la cadre d’'une discrétisation spectrale. Différents éléments de 1’algo-
rithme et de sa mise en ceuvre ont permis une nette amélioration de la rapidité de
convergence et une meilleure compréhension de ses limitations.

Le second probleme inverse est celui de la reconstruction de conductivité hétérogene
bidimensionnelle a partir de la donnée de cartographies thermiques. Nous pro-
posons une nouvelle méthode pour ce probleme, fondée sur la construction d’'un
maillage Lagrangien, sur lequel la reconstruction de la conductivité est calculée
quasi-analytiquement. L’implémentation numérique de la méthode a permis d’en

valider le principe et d’en mieux cerner les limitations.

Mots clés : méthodes inverses, équation de la chaleur, coordonnées Lagran-

giennes, méthodes spectrales, algorithme de Kozlov, milieux hétérogenes

Abstract :

Two complementary inverse problems related to non-destructive thermal testing
are investigated in this work.

First, data completion associated with the Cauchy problem is analysed in the
framework of the algorithm proposed by Kozlov. A detailed numerical analysis of this
algorithm with spectral collocation methods has lead to different improvement in the
convergence speed as well as a better understanding of the convergence limitations.

Next, a second inverse problem related to the reconstruction of heterogeneous
two-dimensional conductivity field has been studied. A Lagrangian formulation of
the problem is investigated. A Lagrangian mesh is built from different thermal maps,
onto which a semi-analytical computation of the conductivity is obtained. The nu-
merical implementation of the problem has been carried out so as to validate the

method and investigate its limitations.

Keywords :Inverse methods, heat equation, Lagrangian coordinates, spectral

methods, Kozlov Algorithm, heterogenous media






Remerciements

Que dire dans les remerciements ? Je pourrais, pour commencer, reprendre une
phrase d’Oxa qui dit : 7160 pages, et pas un gramme de Funck!” Mais c’est aussi le
moment ou l'on se retrouve face a soi, en se remémorant les bons moments mais aussi
les moins évidents. Peut étre est ce I’heure de trouver une citation philosophique,
que nous a inspiré tant d’années et de combat. Car je pense que c¢’est une lutte conte
soi. On se découvre des facettes de caracteres qui n’étaient jamais ressorties avant,
dans des conditions de stress assez avancées par moments. J’ai trouvé cela parfois
effrayant, et je loue ceux qui m’ont supporté durant toute ces années. J’admire leur
patience et leur compréhension. Cela renforce mon amitié envers eux, si besoin avait
été. Ces remerciements peuvent ressembler a une liste, mais c¢’est bien mal résumer
les expériences de vie que toutes ces personnes m’ont apporté.

Je vais commencer par remercier L’'Institut de Mécanique des Fluides de Tou-
louse, et plus particulierement le Groupe d’Etudes des Milieux Poreux de m’avoir
accueilli. De méme de L’'UFR de mécanique de Paul Sabatier, dans lequel j’ai été
A T.E.R.

Je tiens a remercier M. Marc Bonnet d’avoir accepté d’étre président de mon
jury. De méme, je gratifie Mme Ben Abda et M. J.C. Batsale d’avoir bien voulu
rapporter sur le manuscrit de cette these.

Je remercie M. Mejdi Azalez d’avoir été mon directeur de these.

Je tiens également a remercier M. Alain Bergeon et M. Franck Plouraboué, mes
codirecteurs de these d’avoir été la, d’avoir toujours su apporter un avis judicieux
et des conseils précieux. J'ai appris (un peu) ce qu’est la rigueur grace a eux, et je
me souviendrai toute ma vie de 'adage d’Alain : Il faut toujours commencer par
chercher une explication a partir d’arguments simples. La complication nuit souvent
a la clarté.

Merci également a Jacques Mauss d’avoir fait parti de mon jury, mais aussi pour
ses discussions et son impressionnante connaissance de la science et son histoire qu’il

a su partager un peu avec moi.



Je tiens a remercier de tout mon coeur Vanessa. Méme si nos chemins sont
différents maintenant, elle a su m’apporter tout ce que j’attendais alors. Je pense
que je n’aurais jamais pu finir cette these sans elle. Elle a toujours été la pour me

soutenir, me motiver, me réconforter. Cela restera gravé a jamais en moi.

Je tiens évidement a remercier mes amis de toujours, Arno et Guitou, et Guillaume,
qui m’ont apporté un soutien indéfectible, et ce, quoi qu’il arrive. Je pense que je
ne serais pas ainsi sans les innombrables heures de conversation et de conseils sur
tous les sujets possibles, du plus personnel au plus général, et ce, dans tout les états
possibles. Il est agréable (et j’ai cette chance) de savoir ce que sont de véritables

amis.

Je ne peux évidement pas passer a coté de Dodo, I’homme qui ne dit rien, mais
n’en pense pas moins. Il est a la fois si simple et si difficile d’acces. J’ai des fois
I'impression de ne pas étre a la hauteur avec lui, mais il se charge tres vite de
remettre les pendules a ’heure. J’espere la réciprocité de 'amitié profonde que je lui
porte. Nous avons partagé plein de moments, qui comptent énormément pour moi.
Et cela serait évidement incomplet si je ne parlais pas de Céline et du nouveau venu

Corto, et de combien je les aime.

Je tiens également a m’incliner devant Olivier le nain, pour ses avis toujours
mesurés, (et ce qui me fait rager) justes et avisés. Tant de recul chez une personne
m’étonnera toujours. Je suis sur qu'il a une ruse (ou une oreillette). Mais je ne vais

pas laisser croire qu’il est sérieux,

Je désire tirer mon chapeau a David, I’homme au grand coeur. Il ne lui sert pas
seulement a courir longtemps et a enterrer tout le monde, mais aussi a exprimer
une grande sensibilité. Il m’a apporté sa bonne humeur permanente, et sa capacité

a rebondir et a réconforter.

Comment ne pas citer non plus Cédrico el negrito, I’lhomme qui réjouit les papilles
et le démon de la fete ? Il possede un sens du pratique hors norme, Et est toujours

disponible pour partager ses avis tant sur la vie que sur le rhum.

Je me dois de saluer aussi Manuel pour sa sensibilité et son amitié, Juan manuel
pour sa bonne humeur et sa volonté perpétuelle, ainsi que Gaélle, célebre pour son
rire, mais aussi pour son amitié et son sens du spectacle. C’est bien peu de mots

pour exprimer ce que je ressens envers eux.
Je voudrais également témoigner toute mon affection a Frédo. Il a toujours été

la quand j’en ai eu besoin. Il est mon ami, puis a été celui que m’a fait découvrir le

monde du silence, et reste ’auteur oublié d’une phrase célebre des amis de la mer :



iii

"Bon, on va y aller, 1a!”. J’admire ce personnage qui a eu le courage de changer de

vie, qui pourtant paraissait prometteuse au profit de vivre son réve. chapeau !

Il faut évidement mentionner Estela, qui sait toujours étre la quand il faut, qui
a toujours le mot qui faut. Tant de patience et de bon sens chez une telle personne
reste étonnant. Ce portrait succinct serait incomplet si je ne mentionnais pas non

plus sa force mentale, sa volonté sans faille. Merci !

Comment ne pas parler non plus de Vincent? C’est quelqu’un qui est arrivé
relativement récemment dans ma vie, mais qui sait s’ouvrir et ouvrir les autres.
Gratifions le de double face, la folle des qu’il s’agit de ne pas étre sérieux, et la
sensible, lorsqu’il sait écouter et réconforter. mais je I'imagine déja réagir a mes
propos : ”Mouaiff mais bon!!”

J’en arrive a mon vieux compagnon de greve, Boris et sa compagne, Zaza. Tant
de chose que j’ai partagé avec eux, depuis tant de temps. je pense qu’ils m’ont suivi
dans toutes les étapes de ma vie universitaire. C’est amusant et réconfortant de voir

le parcours suivi par les personnes qu’on estime.

Je voudrais saluer aussi Juju, Aurélie et Lulu, des amis que je commence a

connaitre depuis un bout de temps.

Je n’oublie pas non plus le beau docteur Ros, aussi connu comme Le castor. Sa
légereté de 'étre, et son grand coeur en font quelqu’un d’exceptionnel.

I1 faut aussi mentionner mes voisins de bureau et compagnons de travail : pauline,
antoine, oxa, farfadet, qui ont toujours supporté mes élucubrations. Ils m’ont vu et
supporté dans tous les états, de I’hystérie au zen, de l'insouciance au ”coup de
bourre”. Ils ont de grandes qualités humaines (mais aussi scientifique, voyons!) et
cela en fait des personnes formidables. Merci de m’avoir accepté comme je suis. Je

vous souhaite la meilleure chance pour la suite.

Je salue également tout les membres du groupe Milieu Poreux, que j’ai croisé au
cours de ca travail. je pense aux Franck’s, a K’squet, a Fred, a Laurent, a Kader, a
Mehdi, a Paul, a Sylvie, a Typhaine et a tous ceux que j'oublie.

A présent, venons en a Delphine et Christophe. En fait je les connais depuis
presque 10 ans maintenant. Ils ont partagé avec moi de grands moments, heureux
et malheureux. Ils ont su étre la quand j’ai eu besoin d’eux, et cela n’a pas de prix
a mes yeux.

Je tiens aussi a saluer Stef the death, et le boudchou Emilio. Presque 10 ans déja
que 'on se fréquente!! Une désinvolture apparente pour une personne avec tant de

caractere et un grand coeur



Une mention spéciale a Jet lo san, the tai chi Master aussi connu comme Yves
Jean Laurent. Comme dirait un certain auteur de bandes dessinées, il est rempli
d’humour glacé et sophistiqué, mais c’est aussi un adorable compagnon. Un salut
amical aussi a Don Marlio, le parrain de Vice River.

Un merci a mes compagnons de féte depuis longtemps maintenant, connus comme
"les cochons” ainsi que les ”Zamix”. Un merci a felipe, qui est réapparu dans ma
vie. Je salue aussi les Amis de la Mer.

Je voudrais également profiter de ce lieu d’expression pour avoir une pensée pour
Yannick Gaétan Anatole Mauroux.

Je tiens a remercier également mes parents Suzanne et Denis, sans qui tout cela
n’aurait jamais été possible. Il est dommage que je n’ai jamais su exprimer mon
amour et ma confiance pour des personnes aussi formidables. Ces quelques lignes
permettrons peut étre de leur faire comprendre ce que je n’ai jamais pu ou su leur
dire.

Je voudrais aussi remercier mes grand-parents, Rosette et Georges, d’étre les
personnes les plus gentilles que je connaisse. Je leur envoie toute mon affection.

Je ne sais comment dire et remercier de tant d’affection de la part des gens. J’ai
I'impression de faire une liste, mais je ce que je voudrais exprimer est plus profond. Je
ne saurais jamais exprimer ma joie et ma fierté d’avoir autant d’amis et d’affection.
Cela me remplit le coeur, et des fois, j’ai 'impression qu’il va exploser.

ha oui, au fait, pour reprendre mon propos initial, j’ai trouvé la citation : ”si

j’aurais su, j’aurais venu!”



Table des matieres

1 Introduction générale

2 Les problemes inverses

2.1
2.2

2.3

24

2.5

Introduction . . . . . .. ..o
Problemes directs, problemes inverses . . . . . . . ... ... .. ...
2.2.1 Problemedirect . . . . . .. ..o
2.2.2 Probleme inverse . . . . . . ... ... ... ... ... ...
Régularisation de l'inversion . . . . . . . . . ... ... ... ... ..
2.3.1 Définition et propriétés d’un opérateur régularisant . . . . . .
2.3.2  Construction d'un opérateur régularisant . . . . . . . . . . ..
La minimisation . . . . . . . . . . ...
2.4.1  Quelques méthodes de minimisations . . . . . . .. ... ...
2.4.2 Minimisation d'une fonctionnelle quadratique . . . . . . . ..
2.4.3 Méthodes d’évaluation du gradient . . . . . .. .. ... ...

Conclusion . . . . . . . . s,

3 Meéthodes numériques

3.1
3.2

3.3

Introduction . . . . . .. ..o
Méthodes spectrales . . . . . . . . ... ... ..
3.2.1 Formulation variationnelle . . . . .. ... ... ... ... ..
3.2.2 Approximation de Galerkin . . . . . ... ... ... .. ...
3.2.3 Eléments spectraux . . . . . ... ...
Inversion du systeme algébrique . . . . .. . ..o
3.3.1 Méthode directe . . . . . . . .. ..o
3.3.2 Méthode itérative . . . . . . ..o

3.3.3 Discrétisation temporelle . . . . . .. ..o

10
11
12
13
14
15
16
18



vi

TABLE DES MATIERES

4 Complétion de données a la frontiere

4.1
4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8
4.9

Probleme de Cauchy : Motivations, domaines d’application . . . . . .
La complétion de données : Un probleme mal posé . . . . . . . . ...
421 Unexemple . . . .. .. ... .
Algorithme de Kozlov . . . . . . . ... ... ... oL
4.3.1 Notations . . . . . . ...
4.3.2 Présentation de I'algorithme . . . . . . . ... ... ... ...
4.3.3 Criteres d’arrét . . . . . . ..o
Validation . . . . . . .. ..
4.4.1 Pertinence des criteres d’arréts . . . ... ..o
4.4.2 Influence du maillage . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
4.4.3 Le premier cas : le cas complet . . . . ... ... L.
4.4.4 Deuxieme cas : le cas Dirichlet . . . . . . . ... ... ... ..
4.4.5 Troisieme cas : le cas Neumann . . . . . . .. ... ... ...
4.4.6 Quatrieme cas : lecasmixte . . . . . . ... ...
4.4.7 Cas ou la frontiere a compléter est plus grande . . . . . . . . .
448 Conclusion. . . . . . ... L
Cas supplémentaires . . . . . . .. .. ...
4.5.1 Etude du cas polynomial . . . . .. ..o
4.5.2 Etude de la fonction périodique . . . . . . .. ...
Accélération de la convergence . . . . . ...
4.6.1 Relaxation . . . . .. . ... Lo
4.6.2 Raffinage hiérarchique . . . . . ... .. ... .. ... .. ..
4.6.3 Combinaison du raffinage hiérarchique et de la relaxation . . .
4.6.4 Conclusion . . . . . . . ..o
Coefficient d’échange, Résistance d’interface . . . . . . . . .. .. ..
Cas d'une couronne . . . . . . . . ...

Conclusion . . . . . . . .

5 Reconstruction de la conductivité

5.1
0.2
2.3

5.4

Probleme physique . . . . . . . .. ..o
Etude de Uexistant . . . . . . . . oo
3D-2D pour un exemple donné . . . . . ...
5.3.1 approche asymptotique pour les milieux minces . . . . . . ..

Principe d’utilisation de coordonnées Lagrangienne . . . . . . . . ..

29
29
30
30
31
31
32
33
34
34
37
38
41
43
45
47
49
20
50
ol
53
o4
55
o7
o8
o8
60
63



TABLE DES MATIERES vii

5.4.1 Réécriture de 1’équation de la chaleur, et passage au monodi-
mensionnel. . ... o000 76
5.4.2 Liaison entre deux lignes . . . . . . . ... ... .. ... ... 78

5.4.3 Extension a l’ensemble des lignes, et réduction du nombre d’in-

COMMUES . .+« v v v vt e e e e e e e e e e 81

5.4.4 Relation de récurrence . . . . . . ... 81

5.5 Méthode d’optimisation pour retrouver le scalaire inconnu. . . . . . . 86
5.5.1 Choix de la fonctionnelle . . . . . .. ... ... ... 87

5.5.2  Algorithme de minimisation . . . . . ... .. ... ... ... 87

5.5.3 Calcul du gradient de la fonctionnelle J. . . . . .. .. .. .. 88

5.6 Implémentation numérique. . . . . .. ... 92
5.6.1 Calcul du maillage lagrangien . . . . . . ... ... ... ... 92

5.6.2 Lesintersections . . . . ... ... ... oL 94

5.6.3 Les intégrations sur les lignes . . . . ... ... .. ... ... 95

5.6.4 L’interpolation inverse . . . . . . ... ... ... ....... 96

5.6.5 Loptimisation . . . . . . . .. . ... ... . 96

5.7 Validations et Résultats . . . . .. .. ... ... ... ... 97
5.7.1 Validation des lignes de flux . . . . . ... ... .. ... ... 98

5.7.2  Validation des intégrations . . . . . . . . .. ... ... 99

5.7.3 Validation de l'interpolation inverse . . . . . . . .. ... ... 101

5.7.4 Validation du solveur stationnaire . . . . . . .. . .. .. ... 104

5.7.5 Validation des liaisons entre les lignes, et reconstruction globale105

5.7.6 Effet des perturbations . . . . . ... ... ... .. ... ... 108

5.7.7 Sensibilité de la fonctionnelle . . . . . .. ... ... ... .. 110

5.7.8 Convergence de l'algorithme. . . . . . . .. ... .. ... ... 111

5.7.9 Problemes d’identifiabilité . . . . .. ... ..o 0L 111

5.7.10 Tests sur des exemples physiques . . . . . . .. ... ... .. 113

5.8 Conclusion . . . . . . . ... 123

6 Conclusion générale et Perspectives 127
Bibliographie 139
A Numérique 141
A.1 Approximations et polynomes . . . . . . .. ... 141
A.1.1 Polynoémes de Legendre . . . . . . .. .. ... ... ... .. 141

A.1.2 Quadrature de Gauss-Lobatto . . . . . . ... ... ... ... 142



viii TABLE DES MATIERES
A.1.3 Quadrature de Gauss-Radau . . . . . ... ... ... ... .. 142

A.1.4 Polynoémes de Lagrange . . . . . .. ... ... ... ..... 143

A.2 Produit tensoriel . . . . .. .. 143
A.3 Traitement des conditions limites de type Dirichlet . . . . . .. ... 144
A.4 Méthode itérative du gradient conjugué préconditionné . . . . . . . . 144

B Compléments sur le probleme de Cauchy 147
B.1 Formulation mathématique du probleme de Cauchy . . .. .. .. .. 147
B.2 Détermination de la condition a la limite inconnue A (z) . . . . . . . . 149
B.3 Remarque sur les opérateurs a noyaux et les problemes inverses. . . . 151
B.4 Condition de stabilité et majoration des erreurs . . . . . . .. .. .. 152



Table des figures

2.1
2.2
2.3

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20
4.21
4.22
4.23
4.24

schéma de principe d’un probleme direct . . . . . .. ... ... ... 8
schéma de principe d’un probleme inverse . . . . . . . ... ... ... 8
Opérateur régularisant pour G(pg) =do . . . . . . . . . . . ... 12
Notations . . . . . . . . . . 32
Tests sur 1 . . . . . . 35
Tests sur €x . . . . . . 36
Tests sur le nombre de points de maillage N . . . . . ... ... ... 37
géométrie et C.L. du domaine a compléter . . . . . . ... ... ... 38
C.L. de l'itération 2k et 2k +1 . . . . . . . . . .. ... ... .... 39
Résultats du cas complet . . . . . .. .. ..o 40
Résultats du cas complet . . . . . . .. ... ... ... ... 40
géométrie et C.L. du domaine a compléter . . . . . . ... ... ... 41
Résultats du cas Dirichlet . . . . ... ... ... 000 42
Résultats du cas Dirichlet . . . . ... ... ... ... ... ..... 43
géométrie et C.L. du domaine a compléter . . . . . . ... ... ... 43
Résultats du cas Neumann . . . . . . ... .. .. ... ....... 44
Résultats du cas Neumann . . . . . . .. ... .. ... ... .. .. 45
géométrie et C.L. du domaine a compléter . . . . . . ... ... ... 45
Résultats du cas Mixte . . . . . ... ... ... L. 46
Résultats du cas Mixte . . . . . . .. .. ... ... ... ... 47
géométrie et C.L. du domaine a compléter . . . . . . ... ... ... 48
Résultats du cas Disjoint . . . . . .. ... ... 48
Résultats du cas Disjoint . . . . ... ... ... L. 49
Résultats du cas Polynomial . . . . . .. .. ... ... .. ..... 51
Résultats du cas Polynomial . . . . . .. .. ... ... ... .... 52
Erreur a convergence en fonction du nombre de demi période . . . . . 52

Effet des instabilités sur le nombre d’itérations, pour N =20 . . . . . 53



TABLE DES FIGURES

4.25
4.26
4.27
4.28
4.29
4.30
4.31
4.32

5.1
5.2
2.3
5.4
2.5
5.6
5.7
5.8
2.9

5.10

5.11
5.12
5.13

5.14
0.15
5.16
5.17
5.18

5.19
5.20
5.21
5.22
2.23

Résultats sur la relaxation . . . . . .. ... ... ... 54
Raffinage Hiérarchique . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. .. 56
Raffinage Hiérarchique et Relaxation . . . . .. ... ... ... ... o7
Evaluation de la résistivité de contact sur la frontiere & compléter . . 59
présentation du probleme . . . . . ... ..o L 60
Résultats sur la Couronne . . . . . . . . ... ... ... ... 61
Erreur sur la reconstruction de la dérivée . . . . . . ... ... .. .. 62
Représentation 3D de l'erreur . . . . . . . . . .. ... ... .. ... 62
Géométrie du domaine 3D . . . .. ..o 69
Exemple d’une intersection . . . . . . . ... ... L. 79
Exemple d’informations données par la matrice de transfert . . . . . . 86
Calcul de la premiere ligne . . . . . ... ... .. ... ... 93
Calcul du point de départ de la deuxieme ligne . . . . . . ... .. .. 93
Calcul des isothermes . . . . . . . . . . . ... ... ... 94
Erreur dans la construction des lignes de flux . . . . . ... ... .. 99
Nombre de lignes dans le maillage . . . . . . . ... .. .. ... ... 99
Erreur effectuée lors des intégrations dans le cas de la conductivité

linéraire . . . . . . . . .. 100
Erreur effectuée lors des intégrations dans le cas de la conductivité

non linéaire . . . . . . . ... 101
Erreur effectuée lors de l'interpolation inverse . . . . . . .. .. ... 102
Exemple de cas générateur d’erreur dans l'interpolation inverse . . . . 103
Exemple des deux ensembles de lignes de flux générant des erreurs

dans l'interpolation inverse . . . . . . . . .. ... ... ... .. 103
Erreur L., de T fonction de N, nombre de point du maillage . . . . . 104
Erreur effectuée lors de la reconstruction complete . . . . . . . . . .. 106
Erreur effectuée lors de la reconstruction complete . . . . . . . . . .. 106
Valeur de la fonctionnelle . . . . . . . .. ... ... ... 107
Erreurs relatives sur les opérations de dérivation et d’intégrations en

présence de perturbations aléatoires . . . . . . .. ... ... 109
Valeur de la fonctionnelle en fonctionde A—XAg . . . . . . . .. . .. 110
Comportement de la fonctionnelle lors de 'optimisation . . . . . . . . 111
Problemes d’identificabilité . . . . . . . . .. ... 113
Représentation des la conductivité a reconstruire. . . . . . . . .. .. 115
Premier champ de température sur lequel la reconstruction sera effectuée116



TABLE DES FIGURES xi

0.24
5.25

2.26
5.27
2.28
5.29

2.30
5.31
2.32

Second champ de température qui permettra de calculer les liaisons . 116
Erreurs L., de la reconstruction de la conductivité sur les deux types

de maillage . . . . . .. L 117
Comportement de la fonctionnelle lors de 'optimisation . . . . . . . . 118
Premier champ de température sur lequel la reconstruction sera effectuée119
Second champ de température qui permettra de calculer les liaisons . 119

Erreurs L., de la reconstruction de la conductivité sur les deux types

de maillage . . . . . ... 120
Comportement de la fonctionnelle lors de 'optimisation . . . . . . . . 121
Représentation de la conductivité reconstruite pour c = 0,3 . . . . . 122

Représentation des erreurs de reconstruction de la conductivité pour
la conductivité donnée en (5.80) et 0 =0,3. . . . . ... ... .. .. 123






Chapitre 1
Introduction générale

Tester des pieces mécaniques et rechercher leurs défauts de fabrication est une
problématique industrielle relativement ancienne. En effet, les procédés de fabrica-
tion, aussi controlés soient-ils, laissent souvent la place au hasard, et il est donc
souvent nécessaire de procéder a des vérifications, et d’ajuster les méthodes de pro-
duction, afin de garantir la qualité produite.

Il faut alors choisir judicieusement (statistiquement) une piece, et 'analyser en
détail. Ces vérifications entrainent parfois la destruction de I'objet, et ne peuvent pas
étre systématiques. De plus, de telles analyses demandent du temps, et ne peuvent
souvent pas étre effectuée ”en temps réel”.

Une autre voie, apparue plus récemment est le controle non destructif (CND). Le
CND consiste a évaluer 1’état d’un systeme, d'une structure ou d’un matériau sans
I’endommager, en vue d’établir un diagnostic. Les tests de CND sont pour la plupart
fondés sur I'observation et ’exploitation d’un phénomene physique perturbé par la
présence d’une anomalie ou d'une hétérogénéité. Les techniques utilisées sont diverses
et dépendent du moyen de détection envisagé. Par exemple, les rayons X et les ondes
ultrasonores servent a détecter les défauts dans les matériaux (métaux, plastiques,
céramiques), dans les installations (ponts, tunnels, plateformes pétrolieres), et sont
utilisés dans la restauration d’ceuvres d’art.

Cette activité sur le controle non destructif, est en plein essor tant par les
enjeux industriels qu’elle suscite, que par les défis intellectuels que ces problemes
posent dans leur compréhension et leur mise en ceuvre. Le domaine de la recherche
s’est naturellement approprié son analyse. Les fondements mathématiques ont été
développés dans les années 70, mais I'implantation industrielle reste relativement
récente, et a bénéficié des derniers progres de techniques de mesure et de puissance

de calcul.



2 Introduction générale

Dans ce travail de these, nous nous sommes intéressés a deux types d’appli-
cations : la reconstruction de conditions aux limites, aussi appelée complétion de

données, et la détection d’hétérogénéités dans des matériaux minces.

Notre vecteur pour cette investigation sera les variations de la température du
systeme a analyser. Nos développements prendront comme point de départ I’équation

de la chaleur.

La premiere partie de cette these servira a introduire les bases et définitions de nos
problemes, qui rentrent dans la classe des problemes inverses. Nous discuterons de
ce qui rend ces problemes si difficile a résoudre, et nous examinerons des techniques

de résolution.

Dans une deuxieme partie, nous détaillerons les caractéristiques des méthodes
numeériques que nous avons utilisées. Nous expliquerons la discrétisation retenue

pour ’équation de la chaleur, et les solveurs utilisés.

Le troisieme chapitre traitera de la complétion de donnée qui intervient dans
de nombreuses situations physiques. Il s’agit, par exemple de détecter les défauts de
collage de deux pieces, aussi appelé délaminage. Les localisations géométriques de ces
défauts interdisent toute mesure directe, et il devient nécessaire de reconstruire les
caractéristiques du collage a partir des mesures effectuées sur les parties accessibles
de la piece.

A ces fins, nous exploiterons les résultats de Kozlov, qui a proposé un algorithme
de complétion des données. Nous le mettrons en place en utilisant des méthodes spec-
trales. Nous chercherons a étudier le comportement numérique de la méthode sur des
cas tests, portant sur un domaine bidimensionel carré. Divers types de conditions aux
limites seront imposés, et nous évaluerons ses performances relativement a la quan-
tité d’informations disponibles, ainsi que la précision de la reconstruction. Parce
que ce processus itératif converge lentement, et nous tacherons d’en améliorer les
performances par ’emploi d’une méthode classique de relaxation, et par un procédé
que nous appellerons raffinage hiérarchique. Nous verrons comment 1’alliance de ces
deux techniques améliore grandement sa vitesse de convergence. La haute précision
des méthodes numériques employées nous permettra ainsi de reconstruire un coeffi-
cient caractéristique d’interface, la résistance de contact, qui de part sa définition,
est tres sensible aux erreurs numériques de la complétion. Nous étendrons également

les applications a un domaine annulaire.

Le quatrieme chapitre sera consacré a la détection d’hétérogénéités de conduc-

tion thermiques. Nous présenterons une méthode reconstruction dans des milieux



hétérogenes minces en utilisant un systeme de coordonnées Lagrangiennes. Nous
justifierons 'utilisation de la méthode par un développement qui approchera le com-
portement thermique d’un milieu mince, soumis a une excitation. Nous expliquerons
la méthode de calcul, en réécrivant ’équation de la chaleur sur des lignes de flux de
chaleur. Ainsi fait, nous déterminerons une solution semi-analytique pour le champ
de conductivité thermique dans le plan, et nous expliquerons comment 1'utilisation
de deux champs de température nous permet de reconstruire la conductivité sur le
tout le domaine a partir de sa connaissance en un seul point. Une méthode d’optimi-
sation, basée sur la minimisation d'une fonctionnelle, servira a retrouver cette valeur.
Nous testerons chaque élément de I'implémentation numérique de notre méthode a
I’aide de cas tests, puis nous utiliserons ce procédé pour reconstruire la conductivité

dans des cas simulés approchant des expériences physiques modeles.






Chapitre 2

Les problemes inverses

2.1 Introduction

Une grande partie de notre introduction aux problemes inverses est tirée du cours
de D.E.A. ”Dynamique des Structures et Couplages” de M. Bonnet sur les méthodes
inverses [Bonnet(2000)].

Définir la notion de ”probleme inverse”, bien que simple en apparence, n’est
pourtant pas une chose aisée a la vue des nombreux problemes concernés par cette
appellation.

D’un point de vue physique ou expérimental, il est d'usage de qualifier de problemes
inverses ’évaluation d’'une grandeur physique p inaccessible a I'expérience, a partir
de la mesure d’une autre grandeur notée d accessible a I'expérience, connaissant un
modele mathématique du phénomene étudié GG. Ainsi un probleme inverse serait de
déterminer p dans ’équation symbolique d = G(p).

Cette définition est beaucoup trop vaste, car cela revient a appeler problemes
inverses toute résolution d’équations algébriques, matricielles, différentielles, aux
dérivées partielles, intégrales, ou minimisations. Pour restreindre cet ensemble, il

est nécessaire de distinguer deux classes dans la résolution de ces équations.

— Ceux qui admettent pour toute mesure d une solution unique p, continue par
rapport a d, sont dit bien posés. Ils seront alors résolus de fagon exacte ou
approchée par des méthodes classiques.

— Et ceux pour qui le probleme est mal posé, c’est a dire que 'existence, I'unicité
ou la continuité de la solution (par rapport aux mesures) n’est pas vérifiée.
Nous appellerons alors problemes inverses les situations ot nous serons dans

ce cas. D'un point de vue physique, cela signifie qu'une mesure, en tenant
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compte des incertitudes, peut correspondre a un grand ensemble de valeurs de

p, qui peuvent étre tres différentes les unes des autres.

La physique mathématique a longtemps ignoré ces problemes, soit en les considérant
en dehors de tout sens physique, soit résultant d’'une modélisation imparfaite. De
nos jours, le caractere mal posé est reconnu comme un probleme fondamental, et est

le sujet de nombreuses études.

Des méthodes générales ont été développées pour résoudre les problemes inverses.
Certains travaux sont situés en amont, et traitent de l'identifiablilité d’une gran-
deur. Ce qui revient a savoir si la grandeur considérée est porteuse de suffisament
d’information pour permettre I'identification de ce que ’on cherche. Cette notion est
abordée dans la résolution d’un probleme inverse modele dans [Elayyan & Isakov(1997)]
ainsi que [Giudici(1991)].

Ces problemes inverses sont sensibles aux incertitudes, dont les causes peuvent

étre nombreuses :

— L’origine des données est expérimentale, ce qui implique des erreurs de mesures.

— Elles sont collectées en nombre fini, méme si le modele mathématique les décrit
en terme de fonctions.

— La discrétisation du modele mathématique conduit a effectuer des interpola-
tions d’un modele continu.

— Le modele lui méme repose sur l'idéalisation d'une situation physique, et d’hy-

potheses simplificatrices.

Cette sensibilité des problemes inverses aux incertitudes a modifié notre vision du
concept de solution. Nous n’allons plus chercher la solution, au sens strict du terme,
associée au modele et aux mesures, mais chercher tout p, qui, aux incertitudes pres,

reproduit la mesure d effectuée.

Toute méthode d’inversion doit tenir compte de ces aspects incomplets, imprécis
voire redondant. La méthode idéale serait de sélectionner parmi I’ensemble des so-
lutions, celles ayant un sens physique et qui paraissent vraissemblables. Une telle
approche est évidement impossible a mettre en place des que le nombre de variables
a identifier devient grand.

Les méthodes de résolution des problemes inverses se répartissent, selon Nashed
[Nashed(1974)], en trois catégories :

— Les méthodes venant de I’analyse mathématique et de la théorie des fonctions.

Elles transforment un probleme mal posé en un probleme bien posé en jouant

sur les espaces utilisés pour décrire les variables et leurs topologies. Les bons
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espaces ou les bonnes contraintes sont dictés non pas par des considérations
mathématiques, mais par la physique.

— La régularisation des problemes mal posés est due, initialement, a Tikhonov
([Tikhonov & Arsenin(1977)]). Elle consiste a redéfinir les notions d’inversion,
et de solutions (quasi solution, solution approchée), de telle sorte que la solu-
tion régularisée, obtenue par inversion du systeme régularisé, dépende conti-
nument des données, et approche la solution exacte (lorsqu’elle existe) pour
des données proches des valeurs obtenues par la mesure. Le probleme initial
est remplacé par un probleme approché bien posé.

— Les méthodes d’inversion stochastique, développées par Tarantola
[Tarantola(1987)], qui supposent que toutes les variables sont aléatoires, afin
de représenter les incertitudes. La solution du probleme est la fonction de
densité de probabilité associée a 'inconnue p et a la mesure d. Il en ressort
des grandeurs caractéristiques telle que la valeur moyenne, la valeur de plus

grande probabilité, les corrélations, ...

Ces trois approches permettent de fournir des ”outils” pour inverser le modele
physique, qui servent a utiliser des conditions choisies a priori, ou a sélectionner
parmi les solutions celles qui respectent un critere provenant de diverses considérations

"extra-mathématiques”.

2.2 Problemes directs, probléemes inverses

Nous pouvons appréhender les notions de probleme direct et inverse a 'aide
d’une représentation schématique utilisant la notion de systeme. La résolution d'un
systéme peut étre vu comme la réponse d (température, contraintes) a une sollicita-

tion X (conditions aux limites, forces).

2.2.1 Probleme direct

Le systeme étudié dépend de parametres (notés symboliquement p), tels que la
géométrie, les caractéristiques du matériaux. Le probleme direct consiste a calculer la
réponse du systeme d a partir de la donnée des sollicitations X, et des parametres p.
Les équations (G) modélisant le probléeme physique donne le plus souvent la réponse

d comme une fonction implicite de X, et p.
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G (X,p;d) =0

Fi1G. 2.1 — schéma de principe d’'un probleme direct

Dans la plupart des cas, les problemes directs sont bien posés au sens de Hada-
mard [Hadamard(1902)],[Hadamard(1932)],[Hadamard(1964)].

2.2.2 Probleme inverse

La plupart du temps, les probléemes inverses viennent de situations ot nous avons
une connaissance partielle du systeme (sur la géométrie, sur les matériaux, sur les
conditions aux limites). Ainsi pour résoudre le probleme, il est nécessaire, en plus des
informations d’entrée (qui peuvent étre partielles), de connaitre au moins partiel-
lement la sortie d afin de reconstruire les données manquantes. Le terme ”inverse”
provient du fait que le modele physique est utilisé a I'envers : Connaissant (pas
complétement) la sortie d, nous cherchons a reconstruire le jeu de parametres et/ou

de sollicitations (échappant a la mesure directe) permettant de 'obtenir.

P —

Fi1c. 2.2 — schéma de principe d'un probleme inverse

La notion de problemes bien et mal posés remonte au premier tiers du XXme

siecle ([Hadamard(1932)] et [Hadamard(1964)]) et fut principalement proposée par J.
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Hadamard. La question qui nous occupe, dans ce qui va suivre, est de savoir quelles
sont les conditions qui, jointes au modele, sont propres a déterminer la solution.
Hadamard définit donc un probléeme bien posé qui devra admettre un nombre limité
de solutions (ou, tout au plus, une infinité de solutions isolées les unes des autres).
Si ce probleme différentiel est linéaire, nous pourrons alors préciser qu’il admettra
une solution et une seule, autrement dit, qu’il sera possible et déterminé. Ainsi pour
savoir si nous devons considérer un type général de probleme comme correctement
posé, nous devons étudier a son égard les questions suivantes :

— le probleme est-il possible ?

— Est-il déterminé ?

Ces deux propriétés peuvent exceptionnellement tomber en défaut, mais alors le
probleme ne cesse d’étre impossible que pour devenir indéterminé. Autrement dit,
si nous pouvons nous assurer que le systeme ne peut admettre plus d’une solution,
nous sommes assurés par la meme qu’il en admet une.

— Mais, de plus, nous exigeons que la solution soit continue par rapport aux
données, c’est a dire qu'une altération tres petite de celle-ci ne puisse changer
que tres peu les valeurs inconnues de la fonction.

Cette condition doit étre nécessairement remplie si le probleme est relatif a un
phénomene physique précis. S’il en est ainsi, les données aux limites correspondent
aux valeurs de certaines grandeurs que ’on peut toujours supposer mesurées physi-
quement. Or, physiquement veut toujours dire approximativement. Si de tres petites
erreurs suffisaient a changer du tout au tout la marche du phénomene étudié, ce serait
comme si les données aux limites n’étaient pas connues du tout ; ou mieux encore, le
phénomene paraitrait, dans de telles conditions, régi non par des lois précises mais
par le hasard®.

Si I'une de ces conditions n’est pas remplie, alors le probleme est dit mal posé.
Hadamard donna un exemple de probleme mal posé en 1902 pour 1'équation de
Laplace ([Hadamard(1902)]). Nous retrouvons aussi des problemes mal posés dans
la tomographie aux rayons X, le traitement du signal, la reconstruction d’image, la
conduction de chaleur, et la technologie radar. Pour des exemples intéressants, voir
[Elden et al.(2000)] et [Andersson et al.(1998)].

Les problemes mal posés peuvent venir de variations de problemes directs. Un

exemple de probleme direct pourrait étre un probleme ou nous voudrions prévoir

1C’est la conception méme de hasard telle que nous la devons & Poincaré : il y a hasard lorsqu’un
phénomene semble, pour nos sens, ne pas étre déterminé par ses conditions initiales, grace au fait

qu’il est notablement modifié par une altération insensible de celles-ci.
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le futur d’une situation physique. Prédire 1’état passé du méme probleme physique
connaissant 1’état présent peut amener un probleme mal posé, appelé par J.B.Keller
([Keller(1976)]) probleéme inverse.

Souvent, les premieres conditions qui rendent un probleme bien posé sont satis-
faites, car un raisonnement physique prouve 'existence. De plus, si la solution n’est
pas unique, nous pouvons utiliser des restrictions supplémentaires afin d’isoler une
seule solution. Nous pouvons ainsi satisfaire la deuxieme condition. C’est la troisieme
condition non remplie qui rend un probleme mal posé difficile a traiter. Par exemple,
les ordinateurs ont une précision finie et introduisent des erreurs dans l'approxima-
tion et la résolution des problemes. Pour des problemes mal posés, cela signifie qu’il
peut exister une erreur non bornée dans des solutions obtenues numériquement.

Lorsque I'une des (ou les deux) premieres conditions ne sont pas satisfaites,
nous rentrons dans la sous catégories des problemes d’identifiabilité d’une gran-
deur. C’est la un sujet d’étude a part entiere, avant méme de chercher la solution,
il faut en effet savoir si elle existe et avoir une idée de son unicité. Voir notament
les études de [Rondi(2000)] pour I’étude de l'unicité et de stabilité de défauts de
frontieres, [Nanda & Das(1996)], de [Le Meur et al.(2002)] pour une détermination
d’un flux de chaleur pour un contact solide solide, de [Kang & J.K.Seo(2001)] pour
I’étude de I'unicité et de stabilité du probleme de conduction inverse avec une seule
mesure. Notons également les recherches de [Kugler(2003)] sur 'identification de la
conductivité thermique variant avec la température, de [Ferndndez-Berdaguer(1998)]
sur l'identification de parametres acoustiques, sur la mesure et la détection de fis-
sures par [Ben Abda et al.(1999)]. Du méme auteur, remarquons une étude théorique
sur l'identifiabilité et la stabilité des problemes inverses géométriques de type sigo-
rini [Ben Abda et al.(1997)]. La notion d’identifiabilité au sens des moindres carrés
est investigué par [Chavent & Kunisch(2000)]. Une étude de stabilité conditionnelle
pour un probléme au frontiere de Neumann est faite par [Chen et al.(2000)], et pour
finir ces illustrations, citons [Engl & Kugler(2004)] pour son étude de quelques as-

pects théorique de probleme inverses non linéaire.

2.3 Reégularisation de ’inversion

Nous allons donner ici quelques notions de régularisation, bien que nous n’em-

ploierons pas de telles méthodes dans cette these.

Nous développons ici le concept de régularisation initialement introduit par Ti-
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khonov et Arsenin [Tikhonov & Arsenin(1977)]. L’objectif de toute méthode de
régularisation est double. D’une part, cela permet de définir un cadre ou nous
pouvons incorporer toutes les informations supplémentaires a disposition qui pro-
viennent nécessairement de considérations physiques ou qualitatives extérieures aux
mathématiques. En effet, les mathématiques ne remplacent pas 1’absence d’infor-
mations, mais permettent éventuellement d’utiliser au mieux celles mises a dispo-
sition. D’autre part, il faut faire en sorte que la solution obtenue grace aux infor-
mations supplémentaires soit stable vis a vis des mesures. Nous allons effleurer la
méthode proposée par Tikhonov, enracinée dans l'analyse fonctionnelle et le cal-
cul des variations. D’autres auteurs ont aussi développé et analysé des méthodes
de régularisation, notament [Elden et al.(2000)], ou [Groetsch(1984)] qui étudie la
régularisation de Tikhonov pour le probleme particulier des équations de Fredholm.

Pour commencer, nous supposons que les ensembles de parametres a identifier p
et de données d sont deux espaces de Hilbert, respectivement P et D. Le probleme
direct est modélisé a ’aide d’un opérateur G : P — D.

Le probleme inverse s’écrit :

trouver p € P tel que G (p) =d (d € D donné). (2.1)

2.3.1 Définition et propriétés d’un opérateur régularisant

L’idée est la suivante : choisissons un couple (po,do) € (P x D) tel que :

G (po) = do, (2.2)

ou poy n’est pas forcément unique.

Définition : Un opérateur R (d,«), dépendant du parametre réel positif «, est
dit régularisant pour I'équation G (pg) = dp au voisinage de d = dy, s'il possede les
propriétés suivantes :

— Il existe §; > 0 tel que R (d, «) soit défini pour tout o > 0 et pour tout dy € D

vérifiant :

|d — dol| < 61.

— Il existe une fonction a = «/(9) de la variable § telle que pour tout € > 0 il

existe 0 () < 0y tel que :

ld = dol <0 (c) = [|R(d,a(9)) = poll <&
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F1G. 2.3 — Opérateur régularisant pour G(pg) = dy

Cela veut dire qu'un tel opérateur R (d, «) indexé par le parametre « agit sur un
voisinage de dy et, moyennant un choix judicieux du parametre «, transforme tout
d € D voisin de dy en p = R(d,«) voisin de py dans P. de plus py € P peut étre
approché par R (d,«) d’aussi prés que l'on veut avec un bon choix de a.

Dans le cas ou 'opérateur G est continu, les opérateurs régularisants vérifient la
propriété suivante :

lim R (G (p),a) = p.

a—0

2.3.2 Construction d’un opérateur régularisant

Nous pouvons batir une régularisation en partant d’un principe de sélection
[Tikhonov & Arsenin(1977)]. Si nous supposons que le second membre d possede
une erreur ne dépassant pas une certaine valeur § par rapport au second membre

exact de:pacta

Hd - de:pactHD S 67

nous allons alors chercher une solution au probléeme inverse (2.1) dans le sous en-

semble Ps C P des éléments p vérifiant :
1G (p) —dl[, <. (2.3)

Il ne suffit malheureusement pas de prendre un élément quelconque de Ps. En
effet, une telle solution n’est en général pas continue par rapport a d. Il est donc
nécessaire de sélectionner un élément ps de Py qui soit continu par rapport a ¢ pourvu

que d soit assez petit.
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Nous pouvons choisir par exemple :
Q(p)=|lp—pll» 7€ P valeur de référence fixée, (2.4)

qui signifie que nous allons chercher parmi toutes les solutions a ¢ pres de (2.1),
celle qui est la plus proche d’une valeur de référence p jugée vraissemblable ou
représentative au regard de considérations physiques.

Il n’y a pas de limitation au choix de €2, qui traduira de facon mathématique le
critere de sélection pour restreindre le champ des solutions approchées. Une fois €2
choisie, la solution régularisée de (2.1) est un élément ps qui minimise 2 (p) sur P, N
Pj. Cet élément ps peut étre considéré comme le résultat d’une action de 'opérateur
R (d,¢) sur d, dépendant de 0.

La propriété de toute solution régularisée ps est donc de minimiser €2 (p) sous la

contrainte (2.3). Cela revient & minimiser le Lagrangien suivant :
1
Sa (p.d) = o |~ |G (p) = dll}, + 2 (p) | = G (p) = dll, + 02 (p)., (2.5)

ou 1/« est le multiplicateur de Lagrange associée a la contrainte (2.3).

La propriété suivante :

nf Sa (p,d) = Sa (pa; d),
nous explique que, quel que soit la valeur fixée du parametre «, S, (p,d) admet au
moins un minimum.
Diverses fagons de choisir le parametre « sont envisageables, mais nous ne les

expliquerons pas ici, et en pratique, le choix du parametre o peut étre intuitif, en

se rappelant qu’il mesure un compromis.

2.4 La minimisation

Nous avons vu précédemment que la résolution pratique des problemes inverses
nécessite le plus souvent la minimisation d'une fonction-cotut. Le probleme de mi-
nimisation incorpore d’une part l'information physique sur le probléeme considéré
(distance entre les données observées d°* et calculée d (p)), et d’autre part des in-

formations a priori (terme régularisant R (p)) :
min J (p) = dist (d°**,d (p)) + R (p). (2.6)

Dans certains cas, des informations a priori sont ajoutées (ou subsituées a R (p)) au

moyen de contraintes d’inégalité, et la minimisation (2.6) est faite sous contraintes.
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Rappelons que le probleme direct, c¢’est a dire le calcul de la mesure d a partir du
modele physique pour une valeur donnée de I'inconnue p, nécessite habituellement
la résolution d’un probléme aux limites et/ou d’évolution, qui en lui méme peut se
révéler cotiteux : d est fonction de p par I'intermédiaire des équations de la physique,
appelées équations d’état. Lors de la minimisation de .J, chaque évaluation de J
nécessite un tel calcul direct. Il existe une littérature abondante sur la minimisation,
puisque c’est en effet une méthode commune a de nombreux problemes inverses.
Citons par exemple, pour des généralité sur la minimisation, [Denisov(1999)], ainsi

que [Fridman(1956)] pour une méthode d’approximation successive des intégrales de
Fredholm.

2.4.1 Quelques méthodes de minimisations

La choix de la méthode de minimisation dépend évidemment des propriétés de

la fonctionnelle cott J choisie, et des contraintes éventuellement prises en compte.

Fonctionnelle J différentiable sans contrainte

Ce type de choix est fréquent, en pratique, lorsque la fonctionnelle cotit mesure

les distance entre 1’observé et le calcul en norme quadratique :

J(p) = ||d® = d®)||" + R (p)

Si le terme régularisant R (p) est également différentiable, les méthodes classiques
de minimisation faisant appel a ’évaluation du gradient peuvent étre utilisées :

— Gradient conjugué

— Newton et quasi Newton (BFGS, par exemple)

Les algorithmes de minimisation mentionnés déterminent une suite de direction
de descente s, construite a partir du gradient V.J (p,) au point courant, et procede

a une minimisation unidimensionnelle suivant chacune de ces directions successives :
min J + s,t).
nix (Pn + snt)

Chaque type d’algorithme se distingue par le principe mis en ceuvre pour construire
cette suite. L’évaluation du gradient joue clairement un role primordial dans ceux-ci.
Compte tenu du cout numérique d’une évaluation de J (du principalement a
la résolution du probleme direct), il est essentiel d’optimiser le cotut additionnel de

I’évaluation du gradient de J.
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Fonctionnelle non différentiable

Cela correspond par exemple au choix de distances en norme L' :

J(p) = |d* —d(p)|,

ou en norme L°

J (p) = max |d” — d (p)] .

L’inversion probabiliste, ou bayésienne, [Tarantola(1987)] conduit dans le cas de

densités de probabilité uniforme, a la minimisation d’'une norme L°°.

Méthodes évolutionnaires, algorithmes génétiques

La minimisation de J peut aussi reposer sur 'utilisation de tirage aléatoire.

2.4.2 Minimisation d’une fonctionnelle quadratique

Si le probleme direct est linéaire, une régularisation au sens de Tikhonov ramene
souvent la résolution d’un probleme inverse a celle d’'un probléme de minimisation
de la forme suivante :

1
minJ (), J(p) =5 |[Gp—d” "+ 5 1Lp — gl (2.7)

Ici, G est 'opérateur linéaire du modele physique, « le parametre de régularisation
et Lp— g un stabilisateur (par exemple, I’écart & une valeur moyenne p—py). La fonc-
tionnelle ainsi construite est définie positive, de sorte que sa minimisation revient
a 'annulation de son gradient. Remarquons que la solution optimale n’existe peut
étre pas. Cependant, avec cette méthode, nous trouverons une solution au sens des
moindres carrés. Nous parleorns alors de quasiréversibilité [Lattes & Lions(1969)].

Lorsque l'on regarde ce probleme de fagon discrete, le systéme linéaire corres-
pondant a ’annulation du gradient s’écrit sous la forme suivante (G* est le dual de

G, et dans les espaces considérés, G* = GT, le transposé conjugué de G) :
[G*G + aL*L)p = G*d® + aL*g. (2.8)
La résolution de ce systeme linéaire passe par le calcul de la matrice D,,
D, =G"G+alL'L (2.9)

puis, en supposant 'emploi d’un solveur direct a sa factorisation par un algorithme

de Choleski. En pratique, il n’est absolument pas recommandé de procéder ainsi, car
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le conditionnement Cond (D,,) ~ Cond (G*G) pour a < 1. Nous élevons ainsi au
carré le conditionnement déja grand de (G, matrice représentant le probleme initial. Il
est donc nécessaire d’utiliser des méthodes alternatives afin de parer a cette difficulté

intrinseque numérique.

2.4.3 Méthodes d’évaluation du gradient

Dans le cas d'une fonctionnelle quadratique, nous avons vu que la minimisation
revenait a annuler son gradient. Il est pour cela nécessaire d’avoir une méthode
efficace pour calculer ce gradient au point courant. Diverses techniques sont envisa-

geables :

Evaluation par différences finies

Pour des accroissements petits, mais finis, nous pouvons écrire schématiquement
Vdpdp = J (p+dp) — J (p)

L’évaluation numérique complete du gradient {VJ,,, VJp,, ..., VJ, } demande
1+ n calculs directs, correspondant a dp = 0 (évaluation de J (p) au point courant
et pour Ap = (6p1.0,...,0), ..., (0,0, ..., 6p,) . Cette approche a 'avantage d'une mise
en ceuvre simple, mais présente deux inconvénients :

— une évaluation du gradient cotite k calculs directs, k étant le nombre de pa-

rametres

— La dérivation numérique altere la précision de I’évaluation (d’autant plus que

I'opération devient instable lorsque ||Ap|| — 0).
Il est donc préférable de remplacer la dérivation numérique couteuse et peu fiable

par d’autres approches reposant sur une dérivation analytique préalable.

Dérivation directe

[lustrons ce principe sur le cas d’une relation linéaire : x est solution d’un systeme
linéaire paramétré par p :
Alp)z— f(p)=0. (2.10)
Cette approche repose sur la dérivation par rapport a chaque p; de I’équation
d’état (2.10) :
A(p) Oz =0, f (p) — O, A(p) x. (2.11)
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La dérivée de J s’écrit donc, en utilisant la notation D qui exprime la distance
entre d°* et d.

Vi, = 0,D (d°”*,d) d,,d + 0,,R (2.12)

Une fois résolue 'équation d’état dérivée (2.11) par rapport a 9, d, il faut reporter
le résultat dans I'expression de la dérivée partielle V.J,,, (2.12). Quelques remarques
sont a faire sur le procédé :

— Cette méthode repose sur 1 + k calculs directs. Cependant, la factorisation et
I’assemblage de A est fait dans I’équation d’état, et se retrouve dans I’équation
dérivée. Il n’est donc pas nécessaire de répéter cette opération.

— Ainsi, le supplément de calcul pour ’évaluation du gradient est modeste com-
parée a la résolution de I’équation d’état seule.

— Il n’y a pas lieu de craindre une instabilité liée a la méthode de calcul, qui

repose sur l'utilisation répétée de la matrice de I’équation d’état.

Méthode de I’état adjoint

Nous allons voir ici I’aspect discret a des fins de comparaison. L’aspect continu
sera vu dans le paragraphe 5.5.1.
La méthode de 'état adjoint repose aussi sur 'utilisation d’une dérivation ana-

lytique, mais adopte le point de vue de la minimisation sous contrainte :

L(p,d)=d" (A(p)z — f(p))

La contrainte du respect de 1’équation d’état (2.10) pour tout p, est associée a un
multiplicateur de Lagrange d. On calcule alors la variation totale de L qui cherche
a rendre nul le gradient V.J,,, :avec la notation D qui exprime la distance entre d°°®

et d, et R le terme régularisant

5L (p,d) = 8 (D (d,d) + R) + d" (A(p) x — [ (1))
= 04D (dObS,d) ~5d+8pR~5p+glvT (0pA - 0pxr — Opf - 6p+ A - 0d)
= {0uD (a*,d) + d" A} oa+ {0,k + d" (9,Ad - 0,1) } op.
Notons que le terme en dd est nul pour respecter ’équation d’état. A ce stade, le
multiplicateur d nest pas encore fixé. En partant du principe que la variation de L
ne devrait étre non nulle qu’en présence de variation de p, on défini 1’état adjoint

comme la valeur du multiplicateur de Lagrange d telle que le terme en dd s’annule,

c’est a dire comme solution de 1’équation adjointe :

A(p)"d=—0,DT (d°*,d (p)). (2.13)
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Pour ce choix particulier de CZ la variation de J induite par une variation de p

est donc donnée par :
5. (p,d) = 6L (p,d) = {apR +d’ (9,Ad — 9, f)} 3p, (2.14)

dans laquelle d et d sont les solutions respectives de I’équation d’état et de I’équation
adjointe. Cette approche possede les caractéristique suivantes :
— L’état adjoint ne dépend que de 'état courant d (p)
— Le calcul du gradient complet VJ, repose uniquement sur deux calculs directs
(la résolution de I’équation d’état et de I’équation adjointe), et ce, quel que

soit le nombre k de parametres inconnus.

2.5 Conclusion

Les méthodes exposées ici sont liées a la mise en oeuvre efficace des algorithmes
de minimisation utilisant le gradient de la fonction cott : Gradient conjugué, quasi-
Newton, ... Ces derniers, d'utilisation classique et de mise en ceuvre bien maitrisée,
sont aveugles par nature : ils partent d’une valeur initiale de I'inconnue a identifier,
et ils arrivent a un résultat unique, qui peut étre un minimum local ou global. L uti-
lisateur ignore généralement dans quelle situation il se trouve, sauf dans quelques
cas particuliers ou la fonction-coiit est convexe. Ce résultat peut étre assorti d’in-

formations locales complémentaires.



Chapitre 3

Méthodes numériques

3.1 Introduction

A Texception de rares situations académiques, la modélisation de phénomeéenes
physiques produit des systemes d’équations dont nous ne pouvons espérer obtenir
une solution analytique, et le recourt aux méthodes de résolution numérique est
alors inévitable. Les systemes d’équations obtenues dans le cadre de cette these
n’échappent pas a ce constat et le but de ce chapitre est d’exposer les méthodes

numériques mises en place pour résoudre ces équations.

Grace aux constants progres de I'informatique, aussi bien au niveau logiciel que
matériel, les outils numériques ont gagné une place non négligeable, voire prépondérante,
dans I’analyse et la prédiction des caractéristiques de phénomenes physiques de plus
en plus complexes. L’un des avantages est que I’expérience numérique offre un moyen
d’investigation non-intrusif permettant d’obtenir des informations que ne peuvent

parfois atteindre les autres moyens d’études.

Les objectifs d'une approche numérique sont doubles : d’une part obtenir une
solution aussi proche que possible de la solution exacte des équations continues et

d’autre part, 'obtenir au moindre cott (le temps, de calcul).

Elle procede en deux étapes :

1. Approximer le probleme continu de facon cohérente, ce qui conduit a I'obten-

tion d’un systeme algébrique de dimension finie.

2. Inverser ce dernier le plus efficacement possible.
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3.2 Méthodes spectrales

De nombreuses méthode numériques ont été développées pour résoudre de maniere
approchée des équations continues. Qu’il s’agisse des volumes finis (VF), différences
finies (DF), éléments finis(EF) ou méthodes d’ordre élevé ou spectrales, chacune a
ses avantages et ses inconvénients. Notre choix s’est tourné vers les méthodes d’ordre
élevé, du fait de leur précision supérieure aux méthodes EF, VF, DF a nombre de
degrés de liberté égal.

Une des principales caractéristiques des méthodes d’ordre élevé est, pour des
solutions suffisament régulieres, la convergence exponentielle avec le nombre de degré
de liberté de 'approximation numérique vers la solution exacte qu’elle approxime.
De plus, elles ont ’avantage de créer peu de dissipation et de dispersion numérique.

L’utilisation des méthodes d’ordre élevé a connu un renouveau récent. Les pre-
miers documents majeurs leur étant consacré sont les ouvrages de
[Gottlieb & Orszag(1977)], [Funaro(1992)], [Bernardi & Maday(1992)] et, axé plus
particulierement sur leur application en mécanique des fluides, celui de
[Canuto et al.(1987)]. Depuis, ces méthodes ont bénéficié de nombreuses améliorations
tant théoriques que pratiques. L’ouvrage de [Deville et al.(2002)] réunit les dernieres
avancées dans le domaine appliqué aux écoulements incompressibles.

Dans la suite qui va décrire leur mise en ceuvre, nous limiterons leur application

a I’équation de la chaleur scalaire :

—V.(A\Vu) = f, dans ©, (3.1)
u = gp, sur I'p, (3.2)

ou
Aa—n = gn, sur Iy, (3.3)

ou n est la normale a la frontiere pointant vers l'extérieur du domaine. Ici, €2
est un domaine bidimensionnel dont les frontieres se scindent en deux partie I'p et
'y sujettes aux conditions limites de type, Dirichlet et Neumann,respectivement.
Pour la suite du document, nous considérerons que la fonction A est au moins C! et

positive afin de ne pas changer la nature de I’équation étudiée.

3.2.1 Formulation variationnelle

Introduisons Iespace de Sobolev des fonctions admissibles pour le probleme (3.1)
sujet a des conditions limites de type Dirichlet homogene (le cas non homogene sera

traité par relevement au bord) :
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V={veH(Q),v=0surp}, H(Q) = {v, %, g—; € L*()},
olt L*(Q) est I'ensemble des fonctions de 2 — R de carré sommable.
Apres multiplication de (3.1) par une fonction test v € V' et intégration sur le
domaine €, la formulation variationnelle conduit a résoudre le probleme suivant :

trouver u € V tel que :
/ (AVu - Vo) dQ = / fodQ) — / vgndl N, Yo e V. (3.4)
Q Q I'n

La contribution de la condition limite de type Neumann apparait au travers de
I'intégrale sur la frontiere correspondante, les autres contributions sont nulles du fait
de 'appartenance de v a V.

La réécriture de (3.4) sous une forme compacte amene au probleme suivant :

trouver u € V' tel que :

A(u,v) = B(v), Yo eV, (3.5)

ou A est un produit scalaire associé au membre de gauche de (3.4) et B une
forme linéaire associé au membre de droite de (3.4). Dans le cas général, le probleme
ainsi posé admet une solution unique lorsque I'p # {@}, mais qui reste toujours
inaccessible de maniere analytique. Pour pouvoir le résoudre, il convient de le passer

en dimension finie par 'approximation que ’on expose dans la section suivante.

3.2.2 Approximation de Galerkin

La résolution numérique du probleme (3.5) n’est pas possible du fait du nombre
de degrés de liberté infini. C’est pourquoi nous cherchons une approximation en
dimension finie par une méthode de Galerkin. Cette approximation doit étre consis-
tante, dans le sens ou le probleme discret tend vers le probleme continu lorsque le
nombre de degrés de liberté tend vers I'infini.

Nous introduisons donc les espaces d’approximation suivants : Vyy = V(P4 ou
Py est I'ensemble des polynomes d’une seule variable, de degré inférieur ou égal a
N. L’ensemble P%; est celui des polynomes de deux variables, de degré N. En toute
généralité, cet ensemble n’a pas forcément les mémes degrés dans les directions de
I’espace, mais dans un souci de clarté et pour ne pas alourdir les notations, nous
allons nous restreindre au cas ou 'approximation est du méme ordre dans les deux

directions.
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La formulation de (3.5) devient donc : trouver uy € Vy tel que :

A(’LLN,UN) = B(UN), Yoy € V. (36)

Etant donnée une base de Py, {hi},i € [0, N], chacun des éléments de Vyy peut
s’exprimer sous la forme :
N
unN = Z uz]hzhj
i,j=0

Les coefficients u;; sont les inconnus du probleme. Ainsi (3.6) devient :

N
> A(hihy, hih)ugg = B(hihi), k1€ [0, N]. (3.7)
i,j=0
Cette équation ne tient pas encore compte des conditions aux limites de type
Dirichlet qui seront traitées dans la section A.3. La méthode décrite jusqu'ici est
commune aux éléments finis. La suite des opérations, qui concerne le choix des

polynomes et I’évaluation des intégrales, est particuliere aux méthodes d’ordre élevé.

3.2.3 Eléments spectraux

Présentée par [Patera(1984)], cette méthode se démarque notamment de celle
des éléments finis par le choix de la base de polynomes sur laquelle sont évaluées
les inconnues. Ici, la base est construite avec des polynomes de Lagrange associés a
un ensemble de points du domaine. Le choix de ces points est propre aux méthodes
spectrales, il s’agit de racines de polynomes solutions d’'un probleme de Sturm-
Liouville singulier. Deux types de polynomes sont couramment utilisés : ceux de
Chebyshev et ceux de Legendre. D’une mise en ceuvre plus aisée dans les problemes
nous concernant, notre choix s’est porté sur les polynémes de Legendre (Voir ’annexe
A.1 pour plus de détails sur les outils d’approximation introduit dans cette section).

L’interpolation de Lagrange est effectuée sur une grille de Gauss-Lobatto-Legendre
dans chaque direction, dont les points sont dans [—1, 1], domaine de référence mono-
dimensionnel. On associe a ce domaine celui, noté A de référence des deux variables
(s,t), A = [—1,1]%. Le passage d’un point (s,t) du domaine de référence & un point
(x,y) du domaine physique rectangulaire Q = [z, 5] X [y1,y2] se fait par la trans-

formation affine :

(z,y) = (z1+ Ro(s+ 1), ;1 + Ry(t+ 1)), (3.8)
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ot R, = 257 et R, = 5% sont les rayons des intervalles [y, 7] et [y1, ). Pour
des raisons de clarté, nous considérerons dans la suite que le probléeme est posé dans
le carré de référence [—1,1] x [—1,1].

L’évaluation des intégrales repose sur une formule de quadrature de Gauss-

Lobatto-Legendre d’ordre 2N — 1 et permet d’obtenir le systeme suivant :

A(hihy, hihy) = / / AR () by () My (2) B () dedy (3.9)

+ / / A () 1 (y) b () By (y) dedy,

A(hl'hj, hkhl> ~ AN(hihj, hkhl)a (310)
N
An (b, i) = Si3p; > Apihi (€9) By, (&) pot (3.11)
p,k=0
N
Okipi Z )‘iph; (&) 1 (&) pp-
p,l=0

L’évaluation des termes est approchée dans I’ensemble P%. En effet, le produit des
dérivées h; (z) h}, (y) est un polynome de degré 2N —2, et la formule de quadrature est
exacte pour un polynome de degré 2N — 1. Mais la présence du produit h; (y) by ()
introduit un polynome de degré 2N, qui rend cette évaluation approchée.

Pour le second membre, dans le but de ne pas alourdir les notations, une seule
contribution des termes faisant intervenir les conditions aux limites de type Neumann

est décrite, par exemple celle de la frontiere sud I'}; :

B(hih) = By (hihi) = peprf &k, &) — ougn &k, —1) pr-

Ici, aucun des termes n’est évalué de maniere exacte car les données du probleme,
f et gn, ne sont pas en général des polynomes.
Nous pouvons définir les matrices de masse M, de rigidité K et de 'opérateur

de I’équation de la chaleur H sous forme tensorielle :

N
Kij = Z )‘pjhfz (gp) h;c (gp) Pps

p,k=0
M;j = bijpi,
H=M®K)+ (Ko M). (3.12)
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En notant u et f les vecteurs ayant pour composantes respectives u, = u;; et

fi = fij avec k =i+ (j — 1)(N + 1), le systeme linéaire a résoudre s’écrit :
Hu=Sf-N, (3.13)

ou N représente les contributions des conditions limites de type Neumann.

En pratique, la prise en compte des conditions aux limites de type Dirichlet se
fait en modifiant certaines lignes et colonnes du systeme. Pour plus de détails, il
sera nécessaire de consulter I'annexe A.3. Nous noterons par la suite Hp et Sp les
nouvelles matrices modifiées, tenant compte des conditions aux limites de Dirichlet.

Pour des conditions aux limites de type Dirichlet non homogene, un relevement
des données au bord permet de les prendre en compte. Cette opération revient a
transférer au second membre ’application de H a un vecteur construit avec gp.

Finallement, le systeme devient :

HDUZSDf—N—HgD. (314)

3.3 Inversion du systeme algébrique

Quelle que soit la méthode de discrétisation choisie, les équations se mettent sous
la forme d’un systeme linéaire, qui sera noté de fagon générale Ax = b. A représente
la matrice de la version discrete de l'opérateur de I’équation de la chaleur, x le
vecteur des inconnues, et b le second membre. La dimension du vecteur x est égale
au nombre d’inconnues n? & résoudre, qui peut étre trés grand. Formellement, la
matrice A est de taille n? x n?.

Des méthodes précises et rapides sont nécessaires, ne nécessitant que le minimum
de stockage mémoire. Suivant les propriétés de la matrice A, nous utiliserons :

— soit une méthode d’inversion directe.

— soit une méthode itérative.

Dans le cas présent (3.14), la matrice A est symétrique, définie positive.

Les propriétés de la fonction A, présente dans 1’équation (3.9), vont directement
conditionner notre choix. Lorsque cette fonction est a variables séparée, nous choisi-
rons d’utiliser la méthode directe dite de diagonalisation successive, alors que dans
le cas contraire, nous préférerons une méthode itérative. Nous avons choisi a cet effet
une méthode de gradient conjugué préconditionné par le laplacien, lui méme inversé

une technique de diagonalisation successive.
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3.3.1 Meéthode directe

La méthode dont nous allons expliquer le principe est décrite en détail dans
[Lynch et al.(1964)]. La diagonalisation successive, dans le cas le plus général, sert
a résoudre de maniere directe les systemes linéaires issus de la discrétisation des
équations linéaires aux dérivées partielles. Cela inclue toutes les équations différentielles
elliptiques a variables séparables. En effet, si le probleme est séparable, alors la so-
lution discrete peut etre exprimée comme un produit tensoriel de solutions de plus
basse dimension (et donc plus simple). Cela implique que les matrices issues de la
discrétisation du systeme d’équation aux dérivées partielles peuvent aussi se mettre
sous la forme de produits tensoriels de matrices d’ordre moins élevé.

Reprenons 1'exemple (3.13) d’un systeéme algébrique dont A est la matrice que

nous considérons. En notant h; (§,) = foi pour la direction X, rappelons que :

N N
ApLijUkl = Pj Z )\pjuk,jD;ka;fiPp + pi Z )‘ipui,kD;/,kD;};,jpp' (3.15)
p,k=0 p,k=0

Si 'expression de A est a variables séparées, alors nous pouvons 1’écrire :
_\X\Y
Aij = AS AL, (3.16)

et factoriser dans (3.15) pour obtenir au final :

N N
A gur = Aj ps Z Nt Dy, Dyippttnj + N pi Z A DYDY ppuig,  (3.17)
p,k=0 p,k=0
N N
Az = N p; > My + XS pi L Mg, (3.18)
k=0 k=0
M;y = Xy i Dy Dy, (3.19)
M =X DyiDyip (3.20)

Sous cette forme, nous pouvons obtenir un systeme matriciel, qui, en utilisant

les notations (3.19) et (3.20), s’écrit sous la forme :

MXUP{ + PyUMY = PLbPy, (3.21)
Pij = Ajpioij-
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Il reste a diviser par les poids d’intégration p;p;, et nous obtenons :

MXU +UMY =b, (3.22)
~ b
b=—omo,
PiPj
~ M
M = .
PiPj

MXet MY sont des matrices n x n, alors que la matrice A est de dimension
n? x n?. Du fait de la dimension de A, inverser cette matrice est trés cotiteux.

La particularité de la formulation présentée est que la solution exacte peut étre
évaluée numériquement avec un cout moindre que celui d'une méthode classique
itérative. La matrice A va étre inversée en utilisant les vecteurs propres et les valeurs
propres des matrices X et Y.

Nous supposons que les matrices MX et MY sont non singulieres et ont des
valeurs propres distinctes. Soient Kx et Ky les matrices diagonales des valeurs
propres {k:ZX } de X et {k:,LY } de Y. Soient Qx et Q)y les matrices de passage définies

par :

Kx = Q%' XQx = Q5 XQ%7, (3.23)
Ky = Qy'BQy = .Qy XQy'. (3.24)

Il faut maintenant introduire cette décomposition dans (3.22) :

MXQxQ¥'U + UM =1,
KxQ3'U + QUMY = Q3.
et il faut recommencer pour la deuxieme partie de droite :
KxQx'U+ Q' UQy QY MY = Qx',
KXQ;UQ;H + Q}IUQ§1TKY _ Q;{ng;lT_

Pour simplifier les notations, notons G = Q}ng;lT et V = Q;U Q;lT. Ainsi

nous écrirons le systeme sous la forme simple suivante :
KxV+VKy =(Kx+Ky)V =0G. (3.25)
La solution V' s’écrit alors :

Vij= ——9 3.26
J KXi+KYj ( )
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Il suffit maintenant de revenir a U :
U=QxVQL (3.27)

L’évaluation de U (3.27) donne alors la solution exacte du systéme linéaire.
Une maniere de voir le fonctionnement de la diagonalisation successive nécessite
la décomposition des opérations en trois parties :

— Le second membre est envoyé dans ’espace des valeurs propres :G = Q}%Q;/IT.

— Le systeme, maintenant diagonal est résolu de facon évidente dans la base
propre : V = G (Kx + Ky) ™.

— La solution calculée est renvoyée dans 'espace physique : U = QxV QL. Ce
calcul est I'inverse de la premiere étape, et renvoie le résultat dans la base de
départ. C’est la solution.

L’avantage de cette méthode réside dans le précalcul de toutes les matrices : les
matrices de passages et leurs inverses, de méme que les valeurs propres sont calculées
une seule fois.

Dans le cas des conditions au limites de Neumann sur toutes les frontieres du
domaine, le systeme va contenir une valeur propre nulle. La solution est donc définie

a une constante pres.

3.3.2 Meéthode itérative

Lorsque le systeme d’équation original n’est pas a variables séparables, la so-
lution la plus économique en terme de stockage, de cott de calcul et de stabilité,
est d’utiliser une méthode itérative. Celle que nous avons choisie est un gradient
conjugué préconditionné (voir [Hestenes & Stiefel(1952)]). Elle est construite sur la
formulation faible du probleme a résoudre, ce qui a pour avantage de réduire le
conditionnement du systeme, et permet ainsi de le résoudre avec moins d’instabi-
lités numériques.

L’algorithme que nous avons utilisé est détaillé dans I’annexe A.4.

Une maniere de diminuer le nombre d’itérations nécessaire pour atteindre la
convergence du gradient conjugué, consiste a utiliser un préconditionneur. Plus
le préconditionneur approchera le probleme initial, meilleur il sera, et le systeme
convergera avec un nombre plus réduit d’itérations. De nombreux préconditionneurs
existent dans la littérature, adaptés a chaque probleme en particulier. Notre systeme
d’équation (3.1) devient une équation de Poisson des lors que la fonction A est

constante. Par conséquent, nous avons choisi d’utiliser un préconditionneur utili-
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sant la solution du laplacien, muni de conditions aux limites de types Neumann
homogenes. Cette solution est déterminée numériquement a 'aide de la diagonalisa-

tion successive, dont le principe est vu au paragraphe 3.3.1.

3.3.3 Discrétisation temporelle

Afin de générer des données, nous avons eu besoin d’un solveur instationnaire du

probleme suivant :

( Ou
— —V (A\NVu) =
-V (W) = f
U = U, E\it:to
(3.28)
U = gp, sur I'p
\ )\g—z = gn, sur I'y

Nous avons a cette fin choisi de modifier le solveur stationnaire précédent afin

d’inclure un schéma de discrétisation temporel implicite d’ordre 2.



Chapitre 4

Complétion de données a la

frontiere

4.1 Probleme de Cauchy : Motivations, domaines
d’application

Les problemes inverses de transfert de chaleur ont de nombreuses applications
dans beaucoup de branches de la science et de I'ingénierie. Par exemple, la température
d’une surface tres chaude n’est pas facilement mesurable directement avec des cap-
teurs. Habituellement, ces capteurs sont placés juste sous la surface, et la température
de la surface est estimée par analyse inverse.

La connaissance de la température sur un bord de domaine inaccessible a des
mesures expérimentales constitue un enjeu important tant sur le plan industriel
que scientifique. La détermination de la donnée n’est alors possible que grace a la
surabondance d’informations sur une partie non négligeable de la frontiere restante.
On parle alors de complétion de données. Ce probleme rentre dans le cadre tres
général des problemes inverses. Il s’agit de retrouver une des conditions aux limites
d’un domaine. Ce probleme devient important quand les mesures directes sur la
frontiere considérée sont irréalisables ou impossibles, comme cela arrive dans plein de
situations pratiques : par exemple la mesure de températures d une surface de circuits
intégrés. Une des applications possibles est ’analyse non destructrive d’un matériau :
trouver (ou retrouver) une fracture dans une piece, ou bien chercher les défauts dans
une piece, composée de deux parties collées, en n’effectuant que des mesures sur
les bords du domaine. Habituellement, ces problemes inverses sont mal-posés, c’est

a dire que la solution n’est pas unique et elle est sensible aux erreurs de mesures.
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On s’intéresse dans ce travail a I’étude numérique d’un algorithme itératif, introduit
par [Kozlov et al.(1991)], pour résoudre le probleme de Cauchy introduit par la
complétion des données. L’objectif étant de mesurer numériquement son efficacité
en terme de stabilité, précision et cout dans le cas d’'une approximation du modele
par une méthode numérique d’ordre élevé.

Ce probleme restant ouvert, d’autres auteurs ont évidement trouvé des résultats
sur la maniere de le résoudre. Commengons par [Chen et al.(2001b)] et [Eldén(1987)]
pour des bases mathématiques et des considérations générales sur les solutions du
probleme de Cauchy et leur premiere approche numérique. Citons [Hayashi et al.(2002)]
pour une méthode directe de résolution du probleme a I’aide d’élément aux frontieres
et [Hon & Wei(2001)] pour l'utilisation de I'algorithme de Backus-Gilbert. L’étude
de divers algorithmes a été faite, entre autres par [Hon & Wu(2000)] qui utilise
les propriétés des fonctions harmoniques pour améliorer la qualité de la solution
numérique, par [Johansson(2004)] qui utilise 'algorithme de Kozlov, par
[Titarenko & Yagola(2002)] pour une méthode numérique se servant de polyedres
tronqués comme élément de discrétisation. [Wei et al.(2003)] étend I'étude de ce
probleme bidimensionnel a des problemes de dimension supérieure a deux. Par
exemple, [Marin et al.(2001)], [Marin & andD. Lesnic(2002)] et [Mera et al.(2000)]

résolvent ce probleme par la méthode des éléments au frontieres.

4.2 La complétion de données : Un probleme mal
posé

A Taide d’exemple pour commencer, nous allons montrer que la complétion
de données est un probleme mal posé. Nous verrons ensuite comment formuler
mathématiquement la complétion de données, et nous établirons la solution générale

d’un probléeme de Cauchy et un critere de stabilité dans I’annexe correspondante B.1.

4.2.1 Un exemple

Soit u, fonction de = et y, solution du probleme de cauchy, avec les données

suivantes :

Aun(xvy):() ($7y>€RXR+
Up (2,0) =0 reR
Oyt (x,0) = Lsin (nz) z € R,ne R}
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La solution cherchée est de la forme u, (z,y) = A, (z) B, (y) . La résolution du
probleme nous donne uy, (z,y) = = sin (nx) sh (ny) .

Lorsque n tend vers l'infini, la dérivée dyu,, (x,0) converge uniformément vers 0.
cependant, pour y > 0, nous remarquons que u, (z,y) tend vers I'infini. Ainsi, la
troisieme condition de Hadamard définissant les problemes bien posés est violée. Le
probleme est mal posé au sens de Hadamard.

L’article de [Seidman & Eldeén(1990)] (de méme que celui de [Berntsson & Eldén(2001)]
) nous explique comment borner la solution et ainsi limiter les instabilités a Iaide
d’une transformée de Fourier, qui sert ainsi de "filtre” et diminue la dépendance non

continue de la solution face aux données a la frontiere connues.

4.3 Algorithme de Kozlov

Nous allons donc nous servir des travaux de Kozlov [Kozlov & Maz “ya(1989)],
[Kozlov et al.(1991)], [Kozlov et al.(1990)], [Kozlov & Samsonov(2003)], de Jourh-
mane et Nachaoui ([Jourhmane & Nachaoui(1996)]), [Jourhmane & Nachaoui(2002)],
[Jourhmane & Nachaoui(1999)], et Amel Ben Abda pour évaluer la complétion de
données sur la frontiere d’'un domaine. Nous allons nous servir d’un algorithme

itératif, appelé algorithme de Kozlov.

4.3.1 Notations

Dans cette étude, nous considérons I'équation de la chaleur stationnaire : on

cherche T solution de

V2T (z) = 0, x €, (4.1)

ol 2 est un ouvert borné de R?, muni des conditions aux limites suivantes

7—‘|l—‘1 — f17
anﬂI‘Z = 42,

O Trs = s,

ou f1 et fy sont les températures mesurées sur I'; et 'y, ¢o et g3 sont les flux de
chaleur imposés sur les normales aux frontieres de (2.
II faut remarquer que, dans l'expression des conditions aux limites (4.2), la

frontiere I'y est surdéterminée, puisque a la fois température et flux de chaleur
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I

Pl Q F3

Ty x

F1G. 4.1 — Notations

sont connus. La frontiere I'y est sous déterminée, puisque aucune information n’est
spécifiée dessus.

La température et le flux de chaleur sur cette frontiere sont donc inconnus
et doivent etre calculés. Il s’agit donc d’un probleme de Cauchy. L’assurance que
ce probleme inverse, défini par les équations (4.1), et (4.2), soit inversible est que
mes(I'y) > mes(I'y) [Lesnic et al.(1997)]. Bien que le probleme peut avoir une solu-
tion unique, il reste néanmoins instable, comme tout probleme inverse, vis a vis des
petites perturbations et le probleme est mal posé au sens de Hadamard. De plus,
nous supposons que les températures et flux mesurés sont compatibles entre eux,
afin de nous assurer l’existence et 'unicité de la solution cherchée.

Par conséquent, nous choisissons d’utiliser une méthode numérique directe, pour
résoudre le systeme d’équations linéaires provenant de la discrétisation des équations
(4.1), et (4.2). Notre choix s’est porté sur l'algorithme itératif de Kozlov, dont les

propriétés seront étudiées.

4.3.2 Présentation de I’algorithme

[Kozlov et al.(1991)] proposent de chercher les conditions aux limites fj et go sur

la frontiere I'y, comme solution d’un systeme itératif ou

— 1 k
fo=fim v,

— T k
ot = fim vy,

Cet algorithme possede quatre étapes :
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(i) :
(ii) :

T (z) étant calculée on pourra alors obtenir vy =

(iii) :
vants :

e solution impaire : on évalue vy

On initialise une température ug

=T gur I,

On résout le probleme direct bien posé aux conditions aux limites mixtes

(V210 =,

0,T\9.

1o

On suppose déja calculées T3*). on résout alors les deux problémes sui-

=0, T ot on résout

IT0

( V2 (2k+1) 0,
O 2k+1) .
2k+1) _
,1?2’”” fa,
[ Ty ™ = 4.
e solution paire : on évalue uy | = Tfﬁf 1 et on résout T+2) solution de

\

(iv) :

v2T(2k+2) — 07

T‘(F%H) = U1,

2k+2) _
8 j—v‘l“22’€+2) = g2,
OnTirs ™ = as

(iii) est répétée jusqu’a convergence des suites T2* et T?**1 vers T la so-

lution du probleme de Cauchy initial. Le critere de convergence est 1’écart

maximum entre u* et uFt1.

4.3.3 Criteres d’arrét

Tout algorithme itératif a besoin d'un critere- qui défini la convergence vers la

solution. Nous avons donc implémenté deux criteres d’arrét. Le premier, proposé par

Kozlov, est un critere de précision naturel. Il mesure la différence entre T2* et T2¢+1

sur la frontiere a compléter I'y. Lorsque la norme L., de celle-ci est suffisament petite
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numériquement, alors la convergence est atteinte, et nous avons une précision maxi-
male pour ce critere. Il parait clair que plus le seuil est petit, plus la reconstruction
est précise, mais au prix d’'un nombre d’itérations plus important.

Un deuxieme critere d’arrét se rajoute au premier et permet de mesurer 1’évolution
||T2k+27T2k+3||00

== ) est une bonne
0

mesure, et se rapproche de 1 lorsque la solution ne change plus beaucoup. Continuer

de la solution au cours des itérations. Le rapport

I’algorithme itératif lorsque ce rapport est proche de 1 n’améliorera la qualité de la
solution que tres peu, pour un nombre d’itération important, puisque la solution ne
change que tres peu d’une itération a l'autre. (article soumis de M.Azaiez, A. Ben
Abda, J. Ben Abdallah, F.Ben Belgacem)

4.4 Validation

Pour réaliser la validation, nous choisissons la solution harmonique
T (x,y) = cos (x) cosh (y) + sin (x) sinh (y) . (4.3)

Nous comparons nos résultats a ceux trouvées par [Jourhmane & Nachaoui(1996)]
qui utilisent une méthode numérique d’éléments aux frontieres, ainsi que J. Ben
Abdallah qui résout le méme probleme par une méthode numérique aux éléments
finis. Le domaine de calcul est le carré unité.

L’avantage de cette solution est de fournir une valeur et une dérivée non nulle aux
bords. Nous dégagerons cinq configurations-test dans la carré unité. La différence

entre ces essais porte sur la quantité d’informations connues sur les autres bords.

4.4.1 Pertinence des criteres d’arréts
arrét dd au critére de précision ||7% — TQ‘MIHOOIF < &1
0

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a 1’évolution du nombre d’itérations
en fonction de la valeur e; ainsi qu’a l'erreur de complétion. Dans ces calculs, le
nombre de points de maillage a été fixé égal a 15 par direction.

La figure (4.2(a)) nous montre le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre
le critere d’arrét ;. Nous pouvons voir que la courbe est en deux parties. La toute
premiére est & décroissance rapide, jusqu’a e; = 1077. A partir de cette valeur, la
deuxieme partie devient linéaire. L’échelle des €; est logarithmique, et ainsi nous

en déduisons que le nombre d’itérations nécessaire pour satisfaire le critere d’arrét
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(a) Nombre d’itérations fonction de &; (b) Erreur sur T en fonction de &1

Fi1G. 4.2 — Tests sur &;

augmente exponentiellement. Il faut un peu moins de 20000 itérations pour arriver
a e, = 1078, et le double pour satisfaire e; = 10710,

Nous avons représenté sur la figure 4.2(b) lerreur L., de la température sur
la frontiere a compléter du domaine, en fonction de ;. La courbe, tracé sur des
échelles log-log, se divise la aussi en deux parties au comportement équivalent. La
décroissance de 'erreur est linéaire par morceau, et le seuil de la transition est le
méme que celui déterminé sur 4.2(a). Il apparait donc deux régimes de convergence.

En conclusion, la précision désirée peut étre atteinte par un choix approprié de

g1 (1 = 107" amene une erreur d’environ 10719).

T2k+2 _2k+3 ”
o0

RN

<1—¢gy
1)

arrét da au critéere d’évolution

Nous allons étudier dans cette partie le nombre d’itérations nécessaires pour
satisfaire le critere d’arrét 1 — 5, et voir quel est le taux d’erreur associé. Dans ces
calculs, le nombre de points de maillage est toujours fixé égal a 15 par direction.

Rappelons que ce critere d’arrét mesure 1’évolution de la solution au cours des
itérations. S’il est grand, c’est que la solution se modifie beaucoup a chaque itération,
alors que g’il est petit, c’est qu’elle ne change que tres peu, et il n’est donc pas
nécessaire de continuer le calcul. En effet, le gain de précision par rapport au nombre
d’itérations requises n’est pas forcément assez important pour justifier le prolonge-
ment du calcul.

La figure 4.3(a) représente le nombre d’itérations nécessaires pour satisfaire 1—es.
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Fi1G. 4.3 — Tests sur e,

Cette courbe présente deux parties. La premiere, pour des e; grands, au dessus
de 5.1073, montre qu’il faut trés peu d’itérations pour satisfaire le criteére. Nous
sommes en présence, a partir ce cette valeur, d’'un véritable décrochage dans la
courbe , puisque lorsque €5 = 7.1073, le nombre d’itérations grimpe a 36000, alors
qu’il n’en fallait que 2000 pour €5 = 5.1073. Cela implique donc que la vitesse de
convergence reste presque constante. L’erreur diminue tres vite dans un premier
temps, puis garde un taux de décroissance quasi constant pendant un grand nombre
d’itérations, puis re-diminue. L’évolution de l'erreur en fonction de ey est donnée
par la figure 4.3(b). La aussi, la courbe présente un décrochage, qui montre que
le franchissement du seuil précédemment établi dans la figure 4.3(a) améliore la
précision d’une facon considérable. Le taux d’erreur qui est de 1072 pour 5 = 5.1073,
passe & 107¢ pour g5 = 7.1073. Dés que 'on franchit le seuil, la précision augmente
beaucoup, mais cela se paye par un grand nombre d’itérations a effectuer. Nous
arrivons donc ici a distinguer les deux parties de la courbe de convergence de ¢;.
Nous voyons la premiere partie a décroissance rapide, et le seuil a partir duquel la
convergence devient exponentielle. Le meilleur réglage a faire pour ce critere d’arrét
est d’atteindre le seuil, mais sans le dépasser, puisque cela augmentera le temps de

calcul d’une fagon inconsidérée.
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4.4.2 Influence du maillage

Dans ce paragraphe, nous allons étudier I'influence du nombre de point de maillage
sur la précision. Dans les tests qui suivent, nous avons fixé e; = 1071, et désactivé

le deuxieme test d’arrét.
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Maillage Iterations
(a) Nombre d’itérations fonction de N (b) Evolution de lerreur Lo, sur T en fonction
de N

F1G. 4.4 — Tests sur le nombre de points de maillage N

La premiere courbe 4.4(a) représente le nombre d’itérations nécessaires pour
satisfaire le critere €, fixé pour un maillage donné. L’évolution est linéaire dans un
graphique semi-logarithmique, nous retrouvons donc le comportement exponentiel
du nombre d’itérations nécessaires pour satisfaire le critere d’arrét.

La deuxieme courbe 4.4(b) représente 1’évolution du taux d’erreur au cours du
calcul pour différents maillages. Nous constatons que, comme vu auparavant, le
nombre d’itérations pour la convergence dépend du maillage, mais, de plus, que
la précision atteinte dépend également du maillage choisi. En effet, nous avons un
comportement attendu : plus il y a de point de maillage, plus la précision qui peut
étre atteinte est grande, mais cela se paye par une augmentation exponentielle du
nombre d’itérations a effectuer.

L’erreur de complétion pour les courbes pour N = 5 et N = 7 décroit jusqu’a un
seuil (propre au maillage), puis remonte vers un palier. Ce phénomene de palier vient
du manque de points de maillage pour décrire completement la solution cherchée.
Lorsqu’un probleme direct est résolu dans les méme conditions, la courbe présente un

palier a la précision maximale. Cela reflete la fagon dont ’algorithme gere les erreurs
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d’arrondis. Nous sommes ici dans le cas d'un probleme inverse, instable par nature,
et ce ressaut en est la caractéristique. La valeur de la remontée reste faible dans
notre cas, mais elle peut croitre relativement haut lorsqu’on effectue la complétion
sur des maillages qui possedent moins de points sur la frontiere a reconstruire que
dans l'autre direction. Ce phénomene n’apparait pas dans les deux autres courbes
(N =10 et N = 15), car il n'y a pas eu suffisament d’itérations pour atteindre la
précision maximale possible pour ces maillages.

Il faut également remarquer que la vitesse de convergence initiale est commune

pour les courbes.

4.4.3 Le premier cas : le cas complet

Nous avons qualifié le premier cas de complet en raison du nombre d’informations
déterminées sur les frontieres. En effet, nous connaissons les valeurs de la fonction
a reconstruire (condition a la limite de type Dirichlet) et de sa dérivée normale
(condition a la limite de type Neumann). La figure 4.5 synthétise la représentation de
la géométrie du domaine et les conditions aux limites. Nous noterons D les conditions

aux limites de type Dirichlet, et N celles de Neumann.

D,N

DN DN

A compléter X

Fic. 4.5 — géométrie et C.L. du domaine a compléter

Pour reconstruire la fonction cherchée, nous avons utilisé dans ce cas ’algo-
rithme de Kozlov, avec une légere modification. Les conditions aux limites sont en
effet connues de maniere totale sur les frontieres (sauf, évidement, sur la frontiere a
compléter). Pour profiter pleinement de toute l'information disponible, nous avons

alterné le type de conditions aux limites lors de la résolution itérative : la figure 4.6
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résume les types de conditions aux limites dans les deux sous itérations. 4.6(a) nous
montre les conditions aux limites lors de l'itération 2k et 4.6(b) celle de 'itération

2k 4+ 1. Nous nous servons ainsi de toute I'information disponible pour la reconstruc-

tion.
Y Y
N D
N N D D
compléter X _compléter X
a) itération 2k (b) itération 2k + 1

Fic. 4.6 — C.L. de l'itération 2k et 2k + 1

Nous pouvons examiner les résultats du premier cas complet. Les résultats sui-
vants ont été calculés avec N = 15 points et £; = 1074, le deuxieéme critere d’arrét
étant inactif.

La figure 4.7(a) représente 1’évolution de I'erreur commise sur 7" sur la frontiere
et I'erreur commise sur la reconstruction de sa dérivée normale. L’arrét du systeme
itératif s’est fait des que le premier test a été satisfait, apres plus de 84000 itérations.
Nous pouvons remarquer que la convergence des erreurs de 1" et 97'/0n est exponen-
tielle sur cette courbe a échelle semi-log, comme celle vue auparavant sur la figure
4.4(b). La répartition de l'erreur sur tout le domaine 2D (figure 4.7(b)) nous montre
que dans le cas complet, toutes les erreurs faites sur la détermination du champ de
température T se concentrent sur la frontiere I'.

Nous avons représenté sur la figure 4.8(a) la répartition de l'erreur |T" — T\pqet
sur la frontiere a compléter I'y. L’erreur maximale en valeur absolue est proche de
8.107!!. Nous pouvons faire les méme remarques sur le comportement de lerreur
sur la dérivée normale sur la figure 4.8(b). Elle est au zéro machine sur les bords, et
son maximum atteint 1,4.107°.

La méthode de calcul de la dérivée implique que la solution représentée est tou-
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jours moins réguliere que la fonction initiale. Il en résulte que I'erreur commise sur
la dérivée sera toujours environ dix fois plus importante que celle sur la valeur.

En conclusion, nous pouvons considérer que la complétion effectuée avec le cas
complet est la plus précise, pour un nombre d’itérations donné.

Nous nous situons dans un cas favorable, ot la mesure de la frontiere a compléter
est 3 fois inférieure a celle de la frontiere connue. C’est en effet la meilleure complétion

que nous pourrons faire pour ce cas test, avec ces parametres de calcul. Puisque nous
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avons pris en compte le maximum d’information du domaine, contrairement aux cas

détaillés ci-apres.

4.4.4 Deuxiéme cas : le cas Dirichlet

Le deuxieme cas que nous étudierons est le cas Dirichlet. En effet, la connaissance
des données aux frontieres, qui ne sont pas en vis a vis avec la frontiere a compléter,
se limite a la valeur de la fonction a retrouver. Cela correspond a des conditions aux
limites de type Dirichlet. La figure 4.9 nous résume la géométrie et les conditions
aux limites sur le domaine.

Nous avons choisi N = 15 points de maillage dans chaque direction, et e; = 107

comme parametres de calculs. Nous avons désactivé le critere d’arret d’évolution.

DN

A compléter X

Fic. 4.9 — géométrie et C.L. du domaine a compléter

L’examen de la convergence de l'algorithme sur la figure 4.10(a), nous permet
d’appréhender I'utilité du critere d’arrét d’évolution 5. Nous pouvons voir en effet
que le processus itératif converge vraiment lentement. Il faut 108 itérations pour que
le critere d’arrét de précision e, soit atteint. Il faut remarquer de plus que la précision
de reconstruction ne varie quasiment pas a partir de la 250000°™¢ itération. Il n’est
donc pas nécessaire de prolonger le calcul, a la vue du gain de précision qui est mi-
nime. C’est pourquoi nous avons défini le deuxieme critere d’arrét, qui mesure le taux
de convergence, et qui aurait arrété ’algorithme bien avant la millionieme itération.
Le comportement général de la courbe de convergence est similaire a celle du cas
complet, mais la vitesse de convergence est bien plus faible. La vitesse de conver-

gence est donc directement proportionnelle a la quantité d’informations connues.
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Moins il y a d’informations, moins ’algorithme converge vite. La précision de la re-

construction, quant a elle n’est pas affecté. A convergence, nous atteignons le méme

taux d’erreur.

I ——a-- 0T/on

.

1074

I

Ap |
BALALABALNNANNANAAAAA Y

Erreur

0.0027

0.0024

0.0021

0.0018

0.0015

0.0012

0.0009

0.0006

0.0003

L |
0 250000 500000 75000

1E+06
Itérations -
(a) Convergence de T et g—z (b) Répartition de l'erreur 2D

Fi1G. 4.10 — Résultats du cas Dirichlet

la figure 4.10(b) représente la localisation des erreurs sur tout le domaine de
calcul. La encore, nous constatons que les erreurs sont toutes concentrées vers la
frontiere a compléter. Il est a noter que l'erreur est de 'ordre de la précision machine
sur les bords de la frontiere a compléter. Nous avons en effet imposé des conditions
aux limites de type Dirichlet sur les frontieres adjacentes a I'y.

Le comportement des erreurs sur la frontiere I'y (figure 4.11(a)) nous montre un
maximum d’environ 3.1073, et la figure 4.11(b) permet d’estimer 'erreur maximale
sur la dérivée qui est d’environ 3.1072. Comme précisé précédemment, 'erreur en
0 et 1 est nulle numériquement, du fait des conditions aux limites imposées sur les
frontieres droites et gauches du domaine.

La conclusion sur ce cas test est que la quantité d’information connue sur le
domaine joue non pas sur la précision de la reconstruction, mais sur la vitesse de
convergence pour arriver a la précision choisie. Cette derniere peut devenir tres faible,
et un grand nombre d’itérations ne change alors que tres faiblement la solution.
Le deuxieme critere d’arrét devient alors nécessaire, et intervient lorsque la vitesse
de convergence est trop faible. En effet, prolonger le calcul peut s’avérer inutile
puisque la convergence vers le zéro numérique peut demander un temps de calcul

au dela du raisonnable. Sur le cas présenté, en prolongeant linéairement la courbe
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F1G. 4.11 — Résultats du cas Dirichlet

de convergence, le nombre d’itérations nécessaire atteint environ 4.10%, pour une

précision de 107! avec une pente mesurée de 1'ordre de 1077,

4.4.5 Troisieme cas : le cas Neumann

Cette configuration porte le nom de cas Neumann, car cette fois ci, la connais-
sance d’informations porte seulement sur la dérivée. Le domaine est les conditions
aux limites sont résumés sur la figure 4.12. Nous avons choisi comme parametres de

calcul N = 15 points dans chacune des directions, e; = 10719 et 5 = 107°.

DN

A compléter X

Fia. 4.12 — géométrie et C.L. du domaine a compléter
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La courbe 4.13(a) représente la convergence de 'algorithme. Nous voyons que
le critere d’arrét d’évolution o arréte tres vite le systeme itératif. La vitesse de
convergence est tres faible, apres la décroissance initiale rapide, commune a tous les
cas tests. L’arrét s’est fait apres seulement 17000 itérations.

L’erreur sur tout le domaine, illustrée sur la figure 4.13(b), nous apprend que les
maxima d’erreurs sont situés sur les bords de la frontiere a compléter, et différemment
des cas précédents, aussi sur les frontieres adjacentes a I'g. Nous avons en effet im-
posé des conditions aux limites de type Neumann sur ces frontieres, et il est donc

normal d’avoir une erreur sur la valeur elle méme de la fonction au coin.
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FiG. 4.13 — Résultats du cas Neumann

Nous précisons ce comportement dans le tracé de l'erreur sur la frontiere (figure
4.14(a)) qui montre que le maximum d’erreur est atteint sur les frontieres, de I'ordre
de 0.012. De méme, l'erreur sur la dérivée, vue en 4.14(b), présente des maxima sur
les extrémités de la frontiere a compléter. Ce comportement s’explique par le fait que
nous imposons une dérivée normale sur les frontieres adjacentes, et donc dans une
direction perpendiculaire a celle ot nous la calculons pour évaluer le taux d’erreur
sur la frontiere I'y.

En conclusion de ce cas test, nous pouvons remarquer que la complétion converge
bien vers la solution cherchée, mais que les informations a notre disposition ne
permettent qu’'une vitesse de convergence faible. Il n’est donc pas nécessaire de
prolonger le calcul, et le deuxieme critere d’arrét agit dans ce sens. Le résultat est

donc moins précis qu’avec seulement le premier critere d’arrét, mais évite un temps
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F1G. 4.14 — Résultats du cas Neumann

de calcul long.

4.4.6 Quatrieme cas : le cas mixte

Dans ce cas étudié, nous avons choisi de mélanger les conditions aux limites de
type Neumann et Dirichlet sur les frontieres adjacentes a I'g. La géométrie et les
conditions aux limites sont résumés sur l'illustration 4.15. Nous avons utilisé pour
I’algorithme les parametres suivants : N = 15 points dans chacune des directions,

g1 = 10710, et g9 = 1072,

DN

A compléter X

Fia. 4.15 — géométrie et C.L. du domaine a compléter
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La figure 4.16(a) montre la convergence de 'algorithme. Il met un peu moins de

70000 itérations pour converger a ’aide du critere d’arrét d’évolution.

La répartition de 'erreur sur le domaine (figure 4.16(b)) condense le cas Dirichlet
et Neumann. En effet, I'erreur est de l'ordre de la précision machine sur le coté
gauche, 1a ou est imposé les conditions de type Dirichlet, alors que 'erreur du coté

droit possede le méme comportement que le cas test appelé Neumann.
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Fi1G. 4.16 — Résultats du cas Mixte

Les figures 4.17(a) et 4.17(b) nous illustrent respectivement les erreurs commises
sur la valeur et sa dérivée normale sur la frontiere I'y. Leurs maxima sont, contrai-
rement aux autres cas tests, sur 'extrémité en contact avec le coté ou est imposé
la condition & la limite de type Neumann. Il sont respectivement de 1,8.107% et
1,8.107%

Grace a ce cas test, nous pouvons comparer les effets des différentes conditions
aux limites, et constater que 'erreur de complétion est toujours maximale du coté
ou une condition a la limite de Neumann est imposée. Dans le cas Dirichlet, I’erreur

sur la frontiere est toujours maximale vers le centre.

En conclusion de ce cas test, nous pouvons dire que la condition a la limite de type
Dirichlet déplace le maximum d’erreur vers l'intérieur de la frontiere a compléter,
alors que la présence de condition de Neumann amene le maximum d’erreur sur les

bords des frontieéres.
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F1G. 4.17 — Résultats du cas Mixte

4.4.7 Cas ou la frontiere a compléter est plus grande

Nous prolongeons 1’étude de 1’algorithme de Kozlov en cherchant a compléter
non plus un, mais deux cotés. L’information est connue sur les deux autres bords de
maniere complete.

Dans ce cas, la mesure de la frontiere a compléter est égale a la mesure de la
frontiere connue.

Il existe deux cas de figure a traiter :

— Le cas ou les frontieres a compléter sont adjacentes. Nous nous ramenons dans
ce cas au cas complet traité au début. En effet, cela revient a considérer que
la taille de la frontiere a compléter est plus grande, et que nous connaissons
I'information de facon complete sur les bords en vis a vis. Les résultats seront
donc comparables au cas complet.

— Le cas ou les frontieres a compléter sont disjointes. Les frontieres inconnues
sont en vis-a-vis, de méme que celles ou l'information est connue de facon
complete.

Nous avons donc traité ici le cas disjoint. Le résumé de la géométrie est indiqué
sur la figure 4.18. Les parametres numériques utilisés sont les suivants : N = 15
points dans chacune des directions, e = 10710, et g5 = 1075.

Le graphe 4.19(a) illustre la convergence de l'algorithme en 69000 itérations.
C’est encore une fois le deuxieme critere d’arrét qui a stoppé le systeme itératif.

Il faut remarquer que la forme de convergence reste commune aux autres cas tests
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A compléter

A compléter X

F1G. 4.18 — géométrie et C.L.. du domaine a compléter

précédents, seule la vitesse de convergence change. L’erreur sur tout le domaine,
représentée sur la figure 4.19(b) nous révele une symétrie dans la forme de 'erreur.
Il faut rappeler que nous complétons les frontieres hautes et basses du domaine, et

les erreurs sont concentrées pres de ces frontieres.
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Fi1G. 4.19 — Résultats du cas Disjoint

Nous représentons sur la figure 4.20(a) U'erreur sur la frontiere du bas. Du fait de
I’application des conditions aux limites sur les frontieres droite et gauche, I'erreur
vaut le zéro numérique aux extrémités. le maximum en valeur absolue se situe au

milieu, et atteint environ 9.107%. La répartition de I’erreur sur la frontiere du haut
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n’est pas représentée, car sa forme est similaire a celle décrit ci-dessus. Le méme
genre de remarque est a faire sur le taux d’erreur de la dérivée normale (figure
4.20(b))sur la frontiere du bas. L’erreur s’annule sur les extrémités de la frontiere,
et son maximum vaut 10~%. Le comportement est similaire sur la frontiere du haut

par raison de symétrie.
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F1G. 4.20 — Résultats du cas Disjoint

La conclusion de ce cas test est que la réduction de la quantité d’information
connue sur les frontieres ne nuit pas a la complétion, puisque ’algorithme converge.
Nous arrivons tout de méme a une limite, dans la mesure ou la quantité d’information
a compléter est égale a la quantité d’informations connue. Lorsque cette limite est
dépassée, la convergence n’est plus assurée.

La vitesse de convergence est évidement plus faible que dans un cas ou plus

d’informations sont connues.

4.4.8 Conclusion

Nous venons de vérifier que la mise en place numérique de l'algorithme de Koz-
lov convergeait vers la solution cherchée. La quantité d’information disponible influe
non pas sur la précision de la complétion, mais sur sa vitesse de convergence. Il
est donc nécessaire de mettre en place un deuxieme critere d’arrét, qui arréte 1'al-
gorithme itératif des que la vitesse de convergence diminue. En effet, lorsque la
quantité d’information est limité, le nombre d’itérations requis pour atteindre la

précision maximale est suffisament important pour ne pas pouvoir étre calculé dans
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un temps atteignable.

Nous avons constaté que nous atteignons une précision maximale de 1'ordre de
107!, Des cas tests supplémentaires ont permis de vérifier que seul le rapport de la
mesure de la frontiere a compléter sur la mesure des frontieres connues influe sur la
convergence. Pour un rapport donné, la convergence est la plus rapide dans le cas ot
des conditions aux limites de Neumann et Dirichlet sont connues, et la moins rapide

lorsque seules des conditions aux limites de Neumann sont imposées.

4.5 Cas supplémentaires

Nous avons utilisé pour la validation le cas test fourni par Jourmane et Na-
chaoui ([Jourhmane & Nachaoui(1996)]). Pour comprendre et mieux appréhender le
comportement de I'algorithme de complétion, nous avons prolongé ces cas tests par
d’autres fonctions a retrouver. Nous avons choisi deux autres fonctions : une po-
lyndmiale, et une variante du cas test précédent, dont la principale différence réside
dans un parametre n qui va régler le nombre de périodes de la fonction dans le
domaine d’étude.

Les fonctions suivantes sont :

T (x,y) =y +zy — a2’ (4.4)
T (z,y) = cos (%x) cosh (%y) + sin <%x> sinh (%y) (4.5)

4.5.1 Etude du cas polynomial

Nous avons vu précédemment que quel que soit la quantité d’information, ’algo-
rithme converge vers la solution avec la méme précision, et seul le nombre d’itérations
change. C’est pourquoi nous présentons les résultats obtenus dans le cas ou le maxi-
mum d’information est disponible, appelé cas complet, pour obtenir les résultats avec
un minimum d’itérations. L’intérét de choisir une fonction polynomiale réside dans
la précision de la méthode. Nous allons pouvoir en effet reconstruire en atteignant
le zéro numérique. Nous cherchons a reconstruire une fonction polynomiale de degré
2. Ainsi, seul 3 points sont nécessaires pour l'approcher exactement. Nous avons
donc choisi comme parametre de calcul N = 3 points de maillage dans chacune des

directions, e, = 10714 et g = 1074
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La figure 4.21(a) montre la convergence de l'algorithme en 25 itérations seule-
ment. La figure 4.21(b) nous montre le répartition de l'erreur sur le domaine. Comme
nous pouvions l'attendre, Elle se concentre sur la frontiere, ou elle est maximale. Il

faut toutefois remarquer que l'erreur maximale atteinte est de 1’ordre du zéro ma-

chine.
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Fia. 4.21 — Résultats du cas Polynomial

La figure 4.22(a) représente I'erreur commise sur la reconstruction de la fonction
a la frontiere inconnue. Il y a seulement 3 points de collocation sur la frontiere, dont
2 sur les extrémités, ou nous avons vu que l'erreur est nulle numériquement a cause
de la facon d’imposer les conditions aux limites. L’erreur maximale est donc sur
le point du milieu de la frontiere, et vaut environ 9.107'%, le zéro numérique. La
figure 4.22(b) représente quant a elle I'erreur commise sur la dérivée. La forme est

identique & la courbe d’erreur sur 7', et son maximum atteint 9.1071¢,

4.5.2 Etude de la fonction périodique

Nous avons choisi d’étudier la variante 4.5 du cas de validation. Nous 'avons
rendu périodique a 1’échelle du domaine de calcul afin de tester le comportement de
I’algorithme de Koslov aux instabilités. En effet, la caractere mal posé du probleme
est accentué pour des fonctions qui oscillent sur le domaine d’étude, comme vu dans
nos exemples (partie 4.2.1). Nous étudions donc l'effet du nombre de périodes dans

le domaine.
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Fi1G. 4.22 — Résultats du cas Polynomial

Les calculs sont fait pour deux maillage différents, afin de pouvoir distinguer les

effets de maillage des effets des oscillations.
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F1G. 4.23 — Erreur a convergence en fonction du nombre de demi période

La figure 4.23(a) montre le taux d’erreur & convergence pour £; = 107'% en fonc-
tion de n, le nombre de demi périodes avec N = 15 points de maillage dans chacune
des directions. Nous voyons qu’a partir de n = 4, le taux d’erreur augmente. Regar-
dons & présent les résultats pour N = 20 points de maillage, e; = 107 pour limiter
le temps de calcul (figure 4.23(b)). Les erreurs a convergence restent quasiment

constante. L’effet précédent n’est donc qu’un effet de maillage, nous avons dépassé
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la fréquence de coupure spatiale : la discrétisation n’arrive pas a capter suffisamment
précisément la fonction. La deuxieme figure confirme que les effets des instabilités
ne se ressent pas sur la précision. Quel que soit le nombre de demi périodes dans le
domaine, la précision reste la méme.

Regardons a présent l'effet sur le nombre d’itérations sur la figure 4.24.
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F1G. 4.24 — Effet des instabilités sur le nombre d’itérations, pour N = 20

Ce graphe représente le nombre d’itérations nécessaire pour atteindre le critere
d’arrét €; en fonction de n le nombre de demi période. La principale information
que montre cette figure est 'effet des instabilités sur I'algorithme de Kozlov. Nous
remarquons donc que plus le probleme gagne en instabilité, plus il faut d’itérations
pour atteindre le critere fixé.

La conclusion de ces différents tests est que ’algorithme de Kozlov réagit d'une
facon peu courante aux instabilités, en conservant le méme précision pour un critere
d’arrét donné, mais en augmentant de fagon parfois importante le nombre d’itérations
pour y parvenir. C’est le méme comportement que face a une connaissance partielle

des informations, comme montré dans le paragraphe sur les cas tests.

4.6 Accélération de la convergence

Kozlov [Kozlov et al.(1991)] a démontré que ’algorithme que nous étudions converge.

En pratique, nous avons vu que cet algorithme convergeait vraiment lentement, et
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il a été nécessaire de définir des criteres d’arréts pour calculer les résultats dans
une durée raisonnable. Nous avons étudié différentes méthodes d’accélération de
la convergence. La premiere que nous illustrons ici est la relaxation. Nous verrons
ensuite une autre méthode que nous avons baptisé raffinage hiérarchique.

Afin de comparer les deux méthodes, nous avons présenté les résultats obtenus

a partir du cas test de la fonction (4.3), et les mémes parametres de convergence.

4.6.1 Relaxation

La relaxation utilisée dans notre code de calcul s’effectue a chaque demi itération,
c’est a dire entre l'itération 2k et 2k + 1, lors du calcul des conditions aux limites
de passage d'une demi itération a la suivante. Nous avons introduit un coefficient w
qui sert dans les relations suivantes, lors du calcul des conditions aux limites sur la

frontiere a compléter :

To, = W1+ (1 —w)Top—2
Topr1 = wlog + (1 — w)Thp—
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Fi1aG. 4.25 — Résultats sur la relaxation

Nous avons étudié 'effet du coefficient de relaxation w sur l'erreur en norme
infinie, et sur le nombre d’itérations nécessaire a la convergence. Nous avons choisi
trois maillages différents, N = 7, N = 10 et N = 15 points dans chacune des
directions, et e = 107. La figure 4.25(a) représente le taux d’erreur sur 7' une

fois arrivé a convergence pour N = 15 points de maillage. Nous n’avons présenté
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les résultats que pour un seul maillage, car la courbe d’évolution de l’erreur est
similaire, quelque soit le nombre de points de maillage. Le graphe 4.25(b) montre
Ieffet du coefficient de relaxation sur le nombre d’itérations nécessaire pour atteindre
la convergence, pour trois maillages différents. Les courbes montrent qu’il existe un
optimal, Weptimar OU le nombre d’itérations nécessaire pour converger est minimum.
Cet optimal varie pour chaque maillage : wWoptimar = 1,985 pour N = 15, Woptimar =
1,85 pour N = 10, et weptimar = 1,7 pour N = 7. L’optimal semble se déplacer
asymptotiquement vers la limite 2 lorsque le maillage se densifie. Le gain de précision
et d’itération est important, puisque le gain sur l'erreur est de 'ordre de 3 décades
pour N = 15 points, et de une a deux décades sur le nombre d’itérations pour
atteindre la convergence (pour N = 15 points, il faut environ 1000 itérations pour
arréter I’algorithme). La proximité de la limite asymptotique peut s’expliquer par le
fait que lors de la reconstruction, les erreurs commises sur la frontiere se présentent
sous forme d’oscillation, qui sont géographiquement au méme endroit. Avoir un
coefficient de relaxation proche de 2 signifie que la condition a la limite se calcule
en prenant deux fois la derniere valeur, moins une fois la pénultieme. Puisque la
différence entre les deux solutions devient vite petite (de 'ordre de 107°, donné par
£1), les erreurs commises sur les conditions aux limites sont du méme ordre, et cela
revient a diviser l'erreur relative par deux.

La relaxation permet donc d’améliorer grandement le temps de calcul et la
précision a convergence. Le principal probleme vient de la détermination a prior:
de ce coefficient qui varie de facon importante avec le maillage, cependant

[Jourhmane & Nachaoui(1999)] ont trouvé comment le déterminer a chaque itération.

4.6.2 Raffinage hiérarchique

Afin d’optimiser le temps de calcul, nous avons utilisé une deuxieme méthode, le
raffinage hiérarchique. Les cas tests précédents ont montré que le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre les criteres d’arrét variaient en fonction du nombre de
points de maillage. Plus le maillage est lache, plus la convergence est rapide. Notons
de méme qu’'une étape du calcul sur un maillage réduit prend moins de temps que le
méme effectué sur un maillage plus fin. Cependant, cette rapidité est contrebalancée
par le fait que seule une solution a précision réduite est calculé sur un maillage avec
peu de points de collocation : chaque maillage a une précision maximale.

L’idée de la méthode est donc de tout d’abord résoudre un probleme de Cauchy

sur un petit maillage. La solution obtenue est interpolée sur un maillage un peu
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plus ténu, c’est a dire avec un peu plus de points dans chacune des directions. Un
nouveau probleme de Cauchy est résolu a partir de cette solution interpolée, qui sert
de condition initiale au systeme itératif. Ce processus peut étre recommencé autant

de fois que voulu.

Le critere qui permet d’arréter le systeme itératif et déclencher 'interpolation
vers un maillage plus fin doit étre basé sur la vitesse de convergence. C’est pourquoi
nous avons choisi d’utiliser le critere d’arrét d’évolution, 5. Lorsqu’il est atteint, le
calcul itératif s’arréte, la solution est interpolée vers un maillage qui possede 1 point
de collocation supplémentaire dans chaque direction, et le systeme itératif de Kozlov
est relancé. Ce processus est répété jusqu’a atteindre la précision désirée, qui peut

étre la précision machine, comme nous le verrons.

10°

-10 T - T T
10 100 200 300 400

Itérations

Fic. 4.26 — Raffinage Hiérarchique

La figure 4.26 représente 1’évolution de €1, T et g—z; en fonction des itérations. A
des fins de comparaison, nous avons choisi les mémes parametres que dans 1’étude
de la relaxation, cest & dire & = 1072, e5 = 5.107%, et N, le nombre de points
dans chacune des directions, varie de 4 a 15. Pour atteindre ces parametres de
convergence, 469 itérations sont nécessaires, pour une précision de 4,2.107% sur T,
et 3,03.107® sur la dérivée normale. Le nombre d’étape de raffinage se compte sur la
courbe d’évolution de ;. Nous avions autorisé jusqu’a 15 points de maillage, mais

pour atteindre la précision recherchée, il n’y a eu besoin seulement que de 10 points.
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4.6.3 Combinaison du raffinage hiérarchique et de la relaxa-

tion

Ayant étudié deux méthodes différentes d’accélération de la convergence, il nous
reste a voir I'effet combiné du raffinage hiérarchique et de la relaxation sur la vitesse

de convergence de I'algorithme.

Nous avons choisi de faire varier le nombre de point de maillage de N = 4 a
N = 15 points dans chacune des directions. Le coefficient de relaxation optimal dans

notre cas est w = 1, 7. Pour finir, le critere d’arrét d’évolution est fixé & g5 = 5.107%.
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Fia. 4.27 — Raffinage Hiérarchique et Relaxation

Nous avons représenté sur la figure 4.27 I’évolution de ¢, , T et g_i: en fonction du
nombre d’itérations. L’algorithme converge a ’aide du deuxiéme critere d’arrét en
seulement 74 itérations avec les parametres choisis. L’erreur commise sur la valeur
de T sur la frontiere est de 'ordre de 1072, et celle portant sur la dérivée normale
atteint environ 10™%. La combinaison des deux méthodes diminue vraiment le nombre
d’itérations nécessaires pour converger a parametres fixé, puisque il faut environ 6
fois moins d’itérations que dans la raffinage hiérarchique seul, et 13 fois moins que

dans la cas de la relaxation seule pour 15 points de maillage.
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4.6.4 Conclusion

L’algorithme de Koslov est un algorithme qui converge tres lentement, comme
nous 'avons vu. Nous venons d’étudier deux méthodes différentes d’accélération de
la convergence, la relaxation et le raffinage hiérarchique, qui, combinés ensembles,
rendent ’algorithme de complétion performant, et permettent de converger vers une
grande précision en tres peu d’itérations (et donc de temps de calcul). Le choix des
parametres de convergence restent un probleme crucial, qui influent sur la précision
de reconstruction et le temps pour arriver a convergence. L’introduction du pa-
rametre d’évolution permet de déclencher le raffinage successif lorsque la solution
ne change plus assez d’une itération sur 'autre. Le raffinage hiérarchique permet
de rester le plus longtemps possible sur des maillages laches, ou le taux d’erreur
décroit le plus vite, et la relaxation permet d’accélérer cette convergence sur un
maillage fixe. [’alliance des deux permet donc la meilleure décroissance possible sur
chaque maillage, en exploitant au maximum la rapidité de convergence sur des petits
nombre de points. Ainsi, nous augmentons progressivement le nombre de point afin

de garder une décroissance optimale du taux d’erreur..

4.7 Coefficient d’échange, Résistance d’interface

La méthode mise en place permet, grace a I’algorithme de Kozlov, de reconstruire
les données manquantes sur la valeur et sa dérivée normale a la frontiere. Connaissant
ces deux valeurs, nous pouvons remonter a la résistance d’interface. La résistance
d’interface R représente la géne induite sur la conduction thermique a travers une
interface, liée a un défaut (délamination, présence de matiere parasite,...), et est
définie comme le coefficient de proportionnalité entre le flux thermique o (qui est

continu) et le saut de la température a travers l'interface :

a_T
on

Grace a ce terme, nous pouvons quantifier les échanges du milieu avec ’extérieur.

=—-RT

Cependant, la précision de la reconstruction des données a la frontiere ne permettait
pas jusqu’alors d’en calculer une valeur significative. La haute précision des méthodes
spectrales employées améliore la qualité de la complétion, et quantifie ainsi avec
précision ce terme d’échange.

Nous avons calculé ce coefficient dans le cas du test de la fonction périodique, et

de la fonction polynoniale.
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Fia. 4.28 — Evaluation de la résistivité de contact sur la fronticre a compléter

Puisque nous avons effectué la complétion dans le cas complet, nous retrouvons
la forme des résultats déja obtenus : la solution est exacte numériquement sur les

extrémités. nous avons choisi N = 20 points de maillage.

La figure (4.28(a)) représente les erreurs sur la frontiere a compléter, pour la
fonction périodique, avec n allant de 1 a 3. nous avons vu que plus le nombre de mode
augmentait, plus la convergence était longue. L’arrét de I'algorithme s’est fait grace
au critere d’arrét d’évolution 5. Ainsi a €9 constant, les erreurs sont plus grandes
lorsque la convergence est plus longue. C’est pourquoi nous obtenons une hiérarchie
dans les courbes, et les erreurs sur la frontiere sont donc moins importantes pour
n = 1 (lerreur maximale est de 'ordre de 1073) que pour n = 3 (erreur maximale de
I'ordre de 1071). Rappelons que la précision n’est fonction que du nombre d’itération,
et une plus grande précision peut étre atteinte pour un critere 5 plus petit. Nous
arrivons donc a reconstruire ce coefficient avec précision, qui est le rapport de deux
grandeurs entachées d’erreur.

Le graphe 4.28(b) est la pour rappeler que lorsque la solution est parfaitement
décrite par la discrétisation, nous obtenons des erreurs proches du zéro machine.

Nous avons montré que nous pouvons reconstruire la résistance d’interface et
ainsi détecter les défauts de contact sur un objet de fagon indirecte, puisque les

conditions aux limites sont reconstruites. Cette résistance d’interface est calculée de



60 Complétion de données a la frontiere

facon aussi précise que voulue.

4.8 Cas d’une couronne

Nous avons étendu la méthode numérique que nous avons utilisé sur un carré
a une couronne. Notre but est de reconstruire les conditions a la limite intérieure,
comme montré sur le dessin (4.29(a)), connaissant toute I'information sur la frontiere
extérieure. Nous avons changé le type de discrétisation, avec des points de Gauss Lo-
batto dans la direction radiale, et de Radau dans la direction angulaire. La méthode
numérique de résolution est détaillée dans le chapitre 3 et 'annexe A.1.3. Une telle
discrétisation nous permet de garder le caractere tensoriel de 'opérateur Laplacien,
et ainsi nous pouvons toujours résoudre la suite des problemes directs par la méthode
de diagonalisation successive.

La fonction test que nous cherchons a reconstruire sur la frontiere est :
T (r,0) = sin (rsin 6) "’ (4.6)

Une représentation de la solution exacte est faite sur la figure 4.29(b).

«—— DN
A compléter
(a) Domaine & compléter (b) représentation de la fonction a retrouver

F1G. 4.29 — présentation du probleme

Les calculs de complétion sont fait avec N = 24 points dans chacune des direc-
tions, e; = 1071, et g5 = 5.1073. Le rayon intérieur est égal a 1, et celui extérieur

est égal a 2.
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La figure 4.30(a) représente 1’évolution des erreurs sur la reconstruction la fonc-
tion et sur sa dérivée calculée a la frontiere intérieure. L’algorithme est arrété
grace au deuxieme critere €5. Le comportement de la convergence est similaire aux
complétion étudiée sur le domaine carré. Il y a tout d’abord une décroissance rapide
de Verreur, puis le comportement exponentiel apparait, représenté par une droite

dans le graphe en semi-log. Le calcul s’est arrété vers la 5200 itération.
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Fi1a. 4.30 — Résultats sur la Couronne

La figure 4.30(b) représente la valeur absolue de I'erreur calculée sur la frontiere,
développée le long de 6. L’erreur maximale atteint la valeur de 8.107°. Il faut
également noter que l'erreur passe par deux fois par le zéro numérique, a § = 0
et a # = 7, lieu ou 7' (r,0) s’annule également. Nous pouvons remarquer de méme
que le plan (§ = 0,0 = 7) est un axe de symétrie de la valeur absolue de l'erreur, et
un axe d’antisymétrie pour la fonction a retrouver. Les mémes remarques peuvent
étre faites pour la représentation de la dérivée (graphe 4.8). Le maximum atteint
5,6.107%, et la représentation de 'erreur posséde le méme axe de symétrie

Les figures 4.32 représente la répartition de I’erreur sur la surface de la couronne.
Nous pouvons constater que l'erreur est localisée sur la frontiere a compléter, et des
oscillations sont présentes. Pour distinguer les effets du maillage du reste, nous avons
calculé la complétion avec deux maillage différents : la figure 4.32(a) est calculée avec
24 points de maillage dans chacune des directions, et la figure 4.32(b) avec 64. Il
est a remarquer qu’il y a toujours le méme nombre d’oscillations, 7, quelque soit le

maillage!. Ces oscillations viennent donc dune instabilité numérique de ’algorithme,

Len réalité, quelque soit le maillage capable de capter 7 oscillations, c’est & dire un minimum de
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F1G. 4.31 — Erreur sur la reconstruction de la dérivée
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F1G. 4.32 — Représentation 3D de l'erreur

Notons également que ces oscillations sont toujours situées au méme endroit :
quelque soit le maillage, elle sont géographiquement immobile.

En conclusion, nous avons donc montré que la reconstruction sur une couronne
avec les méthodes numériques employé est possible, et donne des résultats satisfai-

sants. Nous arrivons a exploiter les méthodes spectrales afin de calculer les fonctions

14 points dans la direction 0, d’apres le théoréme de Shannon
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inconnues avec une grande précision sur la couronne. La convergence est rapide,
et la relaxation ainsi que le raffinage hiérarchique peuvent étre mis en place afin
d’accélérer le processus itératif. L’utilisation d’une discrétisation appropriée per-
met de garder le caractere tensoriel de l'opérateur, et ainsi utiliser une méthode
directe de diagonalisation successive pour la résolution du laplacien. Les compor-
tements de convergence restent les mémes que dans le cas du carré. Cette configu-
ration nous a permis d’étudier un cas intermédiaire, ou la mesure de la frontiere a
compléter est deux fois inférieure a celle ou les données sont accessibles. Cependant,
la discrétisation utilisée, batie sur une formulation variationnelle du probleme, ne
nous permet pas simplement de varier de type de condition aux limites sur une méme

frontiére.

4.9 Conclusion

L’algorithme de Koslov est un algorithme qui permet de retrouver les condi-
tions aux limites d’un domaine connaissant des informations sur d’autres parties
des frontieres. Nous avons mis en place numériquement la complétion de données a
I’aide de méthodes d’ordre élevées, aussi appelées méthodes spectrales. La validation
s’est faite sur des cas tests sur un maillage carré, et nous avons pu ainsi appréhender
le comportement de l'algorithme. Le processus itératif converge tres lentement, et
moins il y a d’informations disponibles, plus la convergence est lente. De méme,
I’'augmentation du nombre de points de discrétisation réduit la vitesse. Des criteres
d’arrét ont été définis qui permettent de raccourcir le temps de calcul en le stoppant

des que la vitesse de convergence devient faible.

Nous avons étudié ensuite deux méthodes d’accélération de la convergence. La
premiere, classique, repose sur la relaxation entre chaque itération, ce qui permet
d’augmenter la vitesse de convergence sur un maillage fixé. La caractéristique de
cette méthode repose sur le fait que le coefficient optimal de relaxation dépend
du maillage. Jourhmane et Nachaoui [Jourhmane & Nachaoui(1999)] ont calculé le
coefficient de relaxation optimal qui change a chaque itération. La seconde vient
du constat sur la vitesse de convergence qui est plus élevée sur des maillage ténus,
mais qui offre une moindre précision du fait du peu de points de discrétisation. La
solution est donc calculée jusqu’a la précision maximale sur des petits maillage, puis
cette solution sert de condition initiale au systeme itératif écrit sur un maillage un

peu plus dense. Ce processus est répété jusqu’a parvenir a la précision désirée, sur
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un maillage contenant beaucoup de points. La convergence est ainsi bien plus rapide
que si le calcul est effectué sur le ”grand” maillage directement. Le meilleur taux de
convergence est obtenu lorsque les deux méthodes sont composées.

Nous avons ensuite étendu ’étude a d’autres fonctions particulieres, I'une conte-
nant des oscillations afin de voir la réaction de l'algorithme aux perturbations, et
I’autre polynomiale, a des fins pédagogiques. Nous avons pu constater que la réaction
aux oscillations, de méme que la réaction a une information moins compléte, ralentis-
sait la convergence. Les instabilités ne jouent pas sur la précision de reconstruction,
mais sur la vitesse de convergence de ’algorithme pour arriver a la solution.

Les méthodes numériques employées permettent une grande précision dans la
reconstruction, et nous avons pu ainsi calculer un coefficient d’échange sur la frontiere
a température inconnue, la résistivité de contact.

Pour finir, nous avons étendu la méthode numérique a un domaine annulaire, o,
connaissant des informations sur 'extérieur de la couronne, la température et le flux

de chaleur sont reconstruit sur la frontiere intérieure.



Chapitre 5

Reconstruction de la conductivité

5.1 Probleme physique

Nous nous intéressons maintenant a une classe de problemes complémentaires de
ceux étudiés au précédent chapitre et considérer des milieux hétérogenes sur lesquels
la conductivité thermique est spatialement variable. De plus, contrairement au
précédent chapitre, nous considérons maintenant un milieu tridimensionnel sur lequel
la conductivité thermique est a reconstruire. Une des applications associée a cette
problématique est la reconstruction de conductivité a partir de mesures effectuées
par caméra infrarouge [Gaussorgue(1999)]. Dans cette perspective, il est souhaitable
d’obtenir une méthode d’inversion rapide qui pourrait éventuellement servir pour
un traitement en temps réel des images thermiques. Nous allons exposer dans ce
chapitre le principe d'une telle méthode, en illustrant son cadre d’applications et ses
limites sur des cas tests.

La premiere partie décrit une classe particuliere de problemes pour lesquels la
méthode proposée pourra étre appliquée. Il s’agit de milieux minces d’épaisseurs
variables et de propriétés homogenes. Cette premiere partie montre a l'aide de
développements asymptotiques comment et sous quelles hypotheses le probleme tri-
dimensionnel de la diffusion homogene de la chaleur peut étre ramené a un probleme
bidimensionnel hétérogene.

Ce développement justifiera le fait que, dans la suite de notre exposé, nous choi-
sirons 1’équation de la chaleur bidimensionnelle hétérogene instationnaire pour ap-

pliquer la méthode de reconstruction :

oT
pCygr =V - (AVT) = f. (5.1)

Notre domaine d’étude sera une plaque plane de diffusivité thermique a(z,y) =
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ﬁ. Nous ferons I’hypothese que la densité p et la chaleur massique C,, sont constantes.
Ainsi, la variation de diffusivité sera contenue uniquement dans les variations de
conductivité A\(x,y). Cette approximation est souvent utilisée dans les matériaux
hétérogenes présentant des micro-fissures qui n’affectent que peu la densité du matériau
ou la chaleur massique Cp [Bonnet et al.(1992a)], mais infléchissent plus significa-
tivement la conductivité locale A\. Dans ce cadre, et sans perte de généralité, nous
pouvons écrire que le produit pC), = 1, ce qui, puisqu’il ne représente qu'un coeffi-
cient multiplicateur de la conductivité A\, simplifiera les notations.

La suite du chapitre expose le principe de la méthode qui repose sur la réécriture
de I’équation de la chaleur instationnaire en milieu hétérogene sur des lignes de
flux d’'un champ de température, lignes qui sont localement paralleles au gradient
de température. Nous calculerons sur ces lignes un ensemble d’expressions semi-
analytique permettant d’obtenir la conductivité en tout point de la ligne a partir
de celle en un point arbitraire. A I'aide d’un deuxieéme champ de température, nous
trouverons un deuxieme ensemble de relations qui liera les lignes de flux entre elles.
Nous aurons ainsi ramené la connaissance de la conductivité sur tout le domaine a
sa détermination en un point. Nous détaillerons par la suite une méthode d’optimi-
sation associée a une fonctionnelle quadratique pour nous permettre de déterminer
completement la conductivité sur tout le domaine.

Nous décrirons ensuite I'implémentation numérique de l'inversion, qui met en
jeu deux systemes de discrétisation différents. Le but de cette mise en ceuvre sera
de tester la méthode, et ses limitations. Nous mettrons en lumiere ses forces et ses

faiblesses, et nous discuterons ses conditions d’opérabililité sur différents cas tests.

5.2 Etude de D’existant

Bien que nous présentons dans ce document une méthode nouvelle d’inversion
de la conductivité, il est tout de méme nécessaire de remarquer les travaux sur les-
quels s’appuie notre méthode, et de citer ceux qui ont choisis une autre voie dans la
résolution de ce probleme ouvert. Les bases mathématiques et leurs auteurs respectifs
rendant possible la résolution des problemes inverses seront exposés dans le para-
graphe 5.5. Les premiers a s’intéresser aux problemes inverses concernant I’équation
de la chaleur sont [Cannon & DuChateau(1973b)], [Cannon & DuChateau(1973a)],
[Cannon & DuChateau(1974)], [Cannon & DuChateau(1980)], [Cannon & DuChateau(1987)].

Les auteurs cherchent a reconstruire soit le coefficient de conductivité, soit le terme



5.2 Etude de D’existant 67

source de I’équation de la chaleur, et proposent méme un plan d’expérimentation.
Les performances des ordinateurs pour trouver des solutions numériques n’étais pas
suffisante dans les années 80, et c¢’est pourquoi les principaux travaux numériques
sur les problemes inverses recommencent dans les années 90. Notons un article de
conférence, [Bonnet et al.(1992a)|, qui fait un point sur le contréle non destructif.
D’autres auteurs ont cherchés a identifier les propriétés thermique des matériaux
dans le cas de I’équation de la chaleur instationnaire, comme [Lesnic et al.(1995)],
[Dorai & Tortorelli(1997)], [Hanke & Scherzer(1999)], [Park & Jung(2001)],
[Fatullayev(2002)], [Tadi et al.(2002)], [Wang & Zheng(2002)]et [Fatullayev(2005)].
[Taler(1996)] explore les voies de détermination expérimentale de ces coefficients.
Certains, tels que [Monde(2000)] et [Monde et al.(2003)] ont choisi la transformée
de Laplace pour calculer I'inversion. Les solutions de L’équation de la chaleur sta-
tionnaire étant harmoniques, [Yildiz & Sever(1998)], [Kang & Seo(1996)] ont choisis
d’utiliser la théorie du potentiel pour résoudre ces problemes. Une des manieres les
plus courantes d’effectuer l'inversion numérique consiste a minimiser une différence
quadratique entre,par exemple une température calculée a partir de parametres es-
timés itérativement et la température expérimentale mesurée. Cette minimisation
au sens des moindres carrés peut s’effectuer par diverses méthodes numériques. Par
exemple, Nous pouvons calculer la matrice de sensibilité afin de converger vers la
valeur cherchée des parametres a l'aide d’un algorithme itératif. A chaque pas, la
valeur des parametres en chaque point est mise a jour en utilisant une matrice de
dérivation, appelée matrice de sensibilité. Une telle approche a été mise en ceuvre par
[Bonnet et al.(1992b)], [Liu et al.(1995)], [Franckel(1996)] et [Sablani et al.(2005)].
[Battaglia et al.(2001)], [Chen et al.(2001a)] 'applique en utilisant de plus la trans-
formée de laplace dans la résolution. D’autres auteurs utilisent une méthode numérique
d’éléments frontieres. [Lesnic et al.(1996)], [Chantarisiwan(2001)] utilise cette méthode
numérique pour reconstruire un champ de température et les flux aux frontieres.
[Shen(1999)] utilise une méthode de collocation avec un opérateur régularisant de
Tikhonov pour résoudre un probleme unidimensionnel. L utilisation d’une méthodes
de gradient conjugué afin de retrouver la conductivité thermique hétérogene a été uti-
lisée par [Huang & Chin(2000)], [Lin et al.(2003)]. [Monde & Mitsutake(2001)] uti-
lisent une expression semi-analytique de la solution exacte pour estimer la diffusi-
vité thermique. [Kim & Lee(2002)] cherche a retrouver les parametres non pas en
minimisant une erreur, mais en utilisant la méthode du maximum d’entropie, et

un gradient conjugué. L’avantage de cette méthode est que l’algorithme cherche
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une solution la plus naturelle, plutét que la plus "lisse”. Notons aussi la these
de [Knudsen(2002)]. Quant a [Yeung & Lam(1996)], il résoud le probleme d’in-
version avec un algorithme d’inversion direct. Il faut aussi remarquer les travaux
de [Lesnic(2002)] et [Kim et al.(2003)], qui cherchent & reconstruire a la fois la
température, la conductivité et la chaleur massique qui dépendent toutes deux de
la température. D’autres méthodes existent, par exemple, [Shenefelt et al.(2002)]
décompose 'opérateur d’inversion en valeurs singulieres et ne garde que les signifi-
catives, pour permettre de régulariser 'inversion et améliorer le taux d’erreur. Cette
fagon de faire est aussi utilisée par [Girault & Petit(2005)], qui compare I'inversion
faire a ’aide d’un modele réduit et celle calculée a partir du modele complet. D’autres
tels que [Behbahani-nia & Kowsary(2004)] utilisent une méthode séquentielle. Nous
n’avons pas encore mentionné les méthodes statistiques pour effectuer I'inversion. En
effet, [Wang & Zabaras(2004)] utilisent les méthodes MCMC (Monte-Carlo Markov
Chain).

5.3 3D-2D pour un exemple donné

Dans cette partie, nous montrons comment la classe de probléemes bidimension-
nels que nous allons traiter dans la suite peut étre dérivée d’un probleme tridi-
mensionnel réaliste. Puisque l'objectif final est de reconstruire la conductivité sur
une carte de température bidimensionnelle, nous allons voir comment nous pouvons
définir une conductivité apparente en considérant un matériau dont les dimensions
dans un plan Ozxy sont tres grandes vis a vis de I’épaisseur, dans la direction z. Nous
présentons ici comment, et sous quelles hypotheses, le probleme tridimensionnel se

réduit a un probleme bidimensionel.

5.3.1 approche asymptotique pour les milieux minces

Soit un domaine parallélépipedique dans les direction = et y. La hauteur est
variable dans la direction z. On suppose que la face a z = 0 est plane et qu’en
revanche la frontiere opposée du domaine est de hauteur variable.

Notons z = ((z,y) ’équation de la face ”arriere”. Soit T'(z,y, z,t) la température
du matériau. L’évolution du champ de température est décrite par I’équation de la

chaleur suivante :

aT
aAT — — =0, (5.2)
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z(z, y)

F1G. 5.1 — Géométrie du domaine 3D

ol qui a représente la diffusivité thermique, a = o est supposé uniforme dans cet

p
exemple.

Examinons les adimensionnements que nous allons effectuer.
Soit Ty la température extérieure dans laquelle baigne le matériau. Elle va nous
servir de référence.

0 . . . .
une température adimensionnelle, et 75 un temps de référence,

Soit ¢ =
réponse Caractériosant le matériau.

Les dimensions dans les directions x et y sont notées L, et L.

Le matériau est de petite épaisseur (dans la direction z), par rapport aux exten-
sions des directions z et y.

Notons ¢, = max({(z,y)), € = (»/ max(L,, L,) < 1,.et posons :

x=L,X, (5.3a)
y=LY, (5.3b)
= (7. (5.3¢)

L’équation5.2 devient en utilisant ces adimensionnements précédents :

am (D | Dy L2000y _
L2 \0X?2  9Y?2  h2 07> or
Nous cherchons a étudier I'influence de I’épaisseur (dans la direction z). Il est donc

2
, . . a7 o . . N f
nécessaire d’avoir — ~ L—”; pour pouvoir étudier le phénomene dans 1’épaisseur.

L2

0. (5.4)
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Cela correspond a un temps caractéristique thermique relativement court, puisque
aty ~ 2. Les hypotheses précisent que le matériau est mince, et 'on s’attend ainsi
a ce que la diffusion de la chaleur dans I’épaisseur soit rapide. Il en ressort que
I’équation différentielle porte sur I’épaisseur Z et le temps 7.

A ces échelles de temps, la diffusion dans les directions = et y est ramenée a
lordre O(g?).

L’équation s’écrit alors :

2
% — g—f =0. (5.5)

Nous allons modéliser sous ces hypotheses le déroulement d’une expérience " modele”
envisageable. Cette expérience se déroule en deux étapes distinctes. Dans une premiere
étape, le matériau est éclairé par une source de flux de chaleur pendant une durée
fixée, ty. Cette premiere étape sera appelée par la suite étape d’excitation thermique.
Dans une seconde étape, la source de flux est coupée, et la température du matériau
relaxe dans I’épaisseur, en présence de fuites convectives. Cette seconde partie sera
appelée étape de relaxation transversale du champ thermique.

Traduit en termes mathématiques, la premiere partie de 'expérience est associée

a une température initiale T}, et un flux de chaleur f qui est appliqué sur la face z = 0

pendant une durée ty,. Notons F' = le flux de chaleur par unité d’épaisseur. La

solution de ce probleme sera notée éle(?iJans la suite.

La deuxieme partie de l'expérience considere qu’au temps 7 = ty, la source
de flux est coupée, et la température relaxe dans I’épaisseur. La condition initiale
est ©1 (Z,7 =ty), prise a l'instant 3. Du début jusqu’a la fin du déroulement de
I'expérience, les pertes de charges convectives sont prises en comptes (notées h dans
la figure (5.1)), pour décrire ’évolution d’une température qui sera noté ©; ou O,
suivant ’étape considérée.

Pour la résolution de (5.5), nous pouvons chercher une solution en séparant les
variables, c’est a dire en décomposant la fonction recherchée ¢(X,Y, Z, 7) en deux
fonctions indépendantes U(X,Y') et ©(Z,7), qui ne dépendent respectivement que

de l'espace, de ’épaisseur et du temps :

o(X,)Y, Z, 1) =¥(X,Y)O(Z,T). (5.6)

Nous devons de plus appliquer I’adimensionement (5.3) aux conditions aux li-
mites.

Les conditions aux limites convectives s’écrivent ainsi :
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— En z = 0, coexistent les pertes convectives et le flux de chaleur. Cela s’écrit

donc :

oT
= h(T-Ty)-F .
Ay =l o) — F (5.7)

ol h qui est le coefficient d’échange convectif et Ty la température du milieu extérieur.

Cette condition a la limite s’écrit sous la forme adimensionnée :

00 . F

h¢

ou Bi:Tmest le nombre de Biot, batit sur (,, la longueur de référence vue en

(5.3). Il exprime la concurrence entre convection et conduction.

Pour écrire la solution, il est plus pratique de définir un nombre de Biot local,
qui sera noté Bi; = Bi——.
Cm
— La deuxieme condition en z = Z,, est identique, mais sans le flux imposé.

Apres adimensionnement, elle s’écrit sous la forme suivante :

00
—5, = Bie. (5.9)

L’équation différentielle a résoudre pour la premiere partie s’écrit donc :

(0 00 _
0z:  or
00 . F
a—Z—Bl@—j—jO, Z—O,
(5.10)
00 .
~=7 =Bi®, Z=17,,
©=0, 7=0

La solution de cette équation différentielle s’écrit comme 'addition de deux séries
(voir [Carslaw & Jaeger(1997)]) :
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(ﬁQ AT ) ( i AT
_ P~ o\ Mazy) L F P sy T\ Mz
©1(Z,7) =M+ QBZlmnE:1An€ Bl E Be

) A
sin [ﬁn <2Z— + 1)]
"~ (4B + 2Bi, + ) sin 3, (5.11)

n Z
Cos {% (QZ— + 1)]
B, = —— _Zm , 5.11
(4Bi? + 2Bi; + o) cos ay, (5.11c)

Z
2B F (22— + 1)
M= — m 5.11d
Toh (1+2Bi) (5.11d)

ol «, et (3, sont solutions des équations transcendantes :

Bcos 3+ 2Bi; =0, (5.12)
atana = 2Bi;. (5.13)

Cherchons a présent la solution a la deuxieme partie de l'expérience modele.
Dans cette partie, nous étudions la relaxation de la température dans 1’épaisseur.
La deuxieme partie de l'expérience commence a 7 = t; lorsque le flux de chaleur
est arrété. La condition initiale est ainsi Oy = © (Z, 1) . Les conditions aux limites
modélisant la convection s’écrivent comme sur la face Z = Z,,, (équation 5.9) de la
premiere partie, au signe prét pour respecter les conventions sur I'orientation du flux
de chaleur. La température relaxe alors vers la température extérieure.

Le matériau répond donc a ce deuxieme systeme différentiel :

(e, 00y
074? or
90, :
8_Z = Bl@g, J = 07
(5.14)
00, :
_8_2 = BZ@Q, Z = Zm,
L O, :@(Z,to), T =19, et T > 1.
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La solution du systeme (5.14) s’écrit encore une fois sous forme d’une série (voir
[Carslaw & Jaeger(1997))) :

wW=Lm

03 (2,7) =2) Cpe MnlrH) / D, dw, (5.15a)
n=1 w=0
Y €08 (Y Z) + Biysin (v, Z)
C, = 5.15b
(2 + Bi?) Z + 2Bi (5.15b)
D,, = O (w, tg) [y cos (yaw) + Biysin (y,w)], (5.15¢)
et les modes ,, sont solutions de :
t Zm) = ———==, 0. 5.16
an (YZ,) 72—821277& (5.16)

On voit que par suite des pertes, la solution (5.16) tend vers la température nulle
(qui est la température extérieure adimensionnée). Cette solution se décompose en
différents modes.

Analysons le premier des modes 7,. Considérons un matériau dont le nombre

2Bi
de Biot soit trés petit. Bi — 0, donc v Bi; < 1, et par conséquent 2 ~ R

Nous pouvons associer un temps de relaxation a ce mode particulier : 71 = —5 =
) i
Z’m

4Bi?\

mode devient presque stationnaire. Ceci nous rappelle directement la physique du

Et calculons sa limite, limp; .07, — oo. La solution (5.16) pour le premier

probleme : si Bi est petit, c’est a dire si les pertes par convection sont faibles (c’est
une bonne approximation pour un matériau métallique dans de lair), la température
devient rapidement homogene dans 1’épaisseur.

Regardons a présent les autres modes. Une premiere approximation en O (B7)

de (5.16) conduit a une approximation des autres valeurs propres, qui nous donne

2
Y1+ nm . s
Yn ~ ——— Regardons le temps associé¢ au deuxiéme mode propre. 7, ~ —*-. En
L 42\
2

n B
sont completement découplés. Ainsi lorsqu’on regarde ’évolution de la température

comparant les deux temps, on remarque que lorsque Bi — 0, les modes
dans le temps, il ne reste que le premier mode qui devient dominant, comparé aux
autres qui relaxent rapidement.

Plagons nous dans le cas analysé précédemment ou le premier des modes est
découplé des suivants. Ceci revient a étudier la réponse apres un intervalle de temps
suffisamment long apres t, pour que les modes n > 1 aient relaxé, mais suffisament

court pour que le premier mode n’en ai pas eu le temps : 7o K 7T L Ty.
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Avec ces hypothéses nous considérons maintenant le premier mode stationnaire.

La solution (5.15) s’écrira alors :

_ _ Z) +Bll sin (’)/IZ) 2’)/1
O, (Z.7) = 2¢~ (011608 1 B~ g 5.17
2(2,7) = 2 7+ B Zy 2B, = ag Py (BT
w="Lm w=Zm
E1 = / Dldw =M / © (UJ, to) ’yldw (517b)
w=0 w=0

Le résultat (5.17) nous montre donc que la solution écrite a I’ordre O(1) du probleme
tridimensionnel relaxe vers une température non nulle uniforme verticalement, mais
pas dans le plan (z,y).

Relions maintenant cette température a 1’épaisseur.

Mo ) ( | Mo
1 F F & “\7ryz2 F & T\ My
Ei=v |N+>—Zn+2Bi—Y G, m) — —_N"H, m
1=" + 5Toh + ZlToh;G e Toh; e
(5.18a)
- Z Z Zm
_m = 11
G o 205, €08 [6n (2 I, * )] _ —Zy (cos (38,) — cos () (5.18h)
" | (4Bi? + 2Bi; + (3,) sin (3,) 28, (4Bi? + 2Bi; + B,)sin (3,)
L 0
[ 7 Z Fm
— sin &n 2— +1 Zm | sin % — sin <%>
H — 20zn 2 Zm B 2 2
" | (4Bi? + 2Bi; + ) cos () " 2ay, (4Bi? + 2Bi; + a,) cos ()
L 0
(5.18c)
il 2,
N=-—=-9 _ .18d
(1+2B3) (5.18d)

On le voit, la dépendance de la température avec ’épaisseur n’est pas simple.
472, ot 472,
aZx OV BN

plus lents du champ ©; dans I'étape d’excitation thermique, alors ©5 ne dépend plus

Cependant, si ty est assez grand devant les temps caractéristiques les

de Z. Si nous rajoutons toutes les hypotheses précédemment faites sur I’encadrement
du temps , nous arrivons alors a I'approximation de E; suivante :
F
4Bi;—
'Toh |1 F

B~z | - LS 5.19
1EM (1 2Bi) | 2Toh (5.19)
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L’expression de la température ainsi approximée prend la forme écrite :

v F ABi, 1 ,
Oy gz (- ) =07, 5.20
2= Bi, "Tyh ( (1 +2Bi) 2 2 (5.20)

Elle devient linéaire en Z,,, coordonnée locale de I’épaisseur du matériau. La
température est donc constante dans 1’épaisseur, et la valeur dépend linéairement

de I’épaisseur locale.

La température étant constante dans 1’épaisseur, les transferts de chaleur de-
viennent alors bidimensionnels. Il est donc possible d’écrire des lois de conservation
pour la partie bidimensionnelle. La conservation du flux de chaleur dans le plan

(z,y) devient:

div( AVU(X, Y, 7)0,) = pC’% (U(X,Y,7)0,). (5.21)
On voit alors que si 'on pose T" = v on a
n voi rs que si 'on p = oz n
. / a /
div(\Z,,V (T'(X,Y,1))) = pC’ZmET (X, Y, 7). (5.22)

En conclusion , nous pouvons remarquer que ce résultat est obtenu, en négligeant
les termes d’ordre O(e?) dans 1'équation originale. C’est en effet 'ordre des termes
portant sur la dérivation en x et y. L’approximation bidimensionnelle ainsi faite

n’est valable qu’entre deux temps caractéristiques 7 et 79 définis plus haut.

En vue d'une expérimentation, il serait nécessaire d’estimer la plage de temps,

en fonction du nombre de Biot, ou les approximations sont valables. Il est également
42,
az)’
mais la dépendance de la conductivité bidimensionnelle avec 1’épaisseur locale Z,,

nécessaire de remarquer que nous pouvons nous affranchir de la limite ¢, >

n’est donc plus linéaire. Il nous faut alors tenir compte de la fonction complete,
exprimée en (5.18).

Nous avons donc démontré que, dans le bon intervalle de temps caractéristique,
une hétérogénéité du champ de température dans le plan z = 0 peut étre interprétée
comme induite par les variations d’un champ surfacique de conductivité thermique
équivalent dépendant de I’épaisseur de ’échantillon. Le probleme sur la température

est donc ramené a une équation de conservation bidimensionnelle.
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5.4 Utilisation de coordonnées Lagrangienne pour

la reconstruction de conductivité hétérogene.

Nous présenterons dans cette partie une méthode de reconstruction de la conduc-
tivité qui utilise un systeme de coordonnées physiques, Lagrangien. Les méthodes
habituelles se servent de la minimisation d’une fonctionnelle cott qui porte sur tout
le champ de la conductivité. Lorsque nous regardons de fagon discrete, cela revient
a écrire une équation pour chaque noeud du maillage. La méthode de résolution
doit alors retrouver par approches successives la valeur en chaque point du champ
de conductivité. L’originalité de la méthode que nous allons exposer réside dans la
résolution semi-analytique du champ de conductivité. L’équation qui nous sert de
modele est I'équation de diffusion hétérogene instationnaire bidimensionnelle (5.1).
Cette équation est réécrite dans le systeme de coordonnées naturelles du probleme.
Ce systeme de coordonnées Lagrangiennes est particulier, par définition, a chaque
champ étudié. Une telle réécriture a déja été utilisée dans le cas stationnaire pour
calculer des champs de perméabilité associés a des écoulements de fluides incompres-
sibles en milieu poreux hétérogenes a deux dimensions ([Dagan(1989)], [Bear(1972)]).
Dans le cas de fluides incompressibles, le systeme de coordonnées Lagrangiennes est
composé de la fonction courant pour la premiere direction, et de la pression pour
la deuxieme direction. Nous allons généraliser cette méthode au cas instationnaire.
Mathématiquement parlant, 'instationnarité du probleme rend la divergence non
nulle, et implique que les fonctions de courant ne sont pas uniques. La conséquence
directe est que nous ne pouvons définir le systeme de coordonnées par la donnée de
deux fonctions, décrivant les lignes de courant, et leur orthogonaux. Les coordonnées
seront de ce fait calculées numériquement, a partir des champs de température me-

surés.

5.4.1 Réécriture de I’équation de la chaleur, et passage au

monodimensionnel.

Le domaine d’étude bidimensionnel sera appelé Q = [0, L,] x [0, L, | dans lequel
A
une diffusivité thermique a(z,y) = o est cherchée. Les données ainsi recueillies
P
ou pouvant étre calculées sont donc T'(z,y,t), 0T /0t.

Nous partons donc de 1’équation de la chaleur hétérogene instationnaire, en co-

ordonnées cartésiennes (x,y). f est le terme source qui est nul dans les cas physiques
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étudiés, mais qui ne 'est pas dans certains cas test que nous développerons plus loin.

oT
S~V VD) = . (5.23)

Comme exposé dans l'introduction, le champ de température est supposé connu
en temps et en espace sur €.

Tout le principe de la méthode réside dans la réécriture de cette équation (5.23)
sur un autre systeme de coordonnées. Pour cela, il faut d’abord développer le terme
de la divergence :

88—7; —VA-VT = \AT = f. (5.24)

Dans cette équation, il faut maintenant considérer que I'inconnue est la conduc-
tivité, et que le champ de température, sa dérivée temporelle et le terme source sont
des données du probleme. Nous allons ensuite réécrire I’équation de transport de
I'énergie dans les coordonnées lagrangiennes (x,T') ou x est la coordonnée qui suit
le gradient de température : ?T . €X = 0. Baptisons "lignes de flux” les lignes le
long desquelles la coordonnée y est constante. Décomposons 1'équation (5.24) sur

ﬁ : Réécrite le long d’une ligne de flux iso-y elle devient :

d\ AT 1 (6T_ ) (5.25)

= A+ -
— P
o w7 VT \ O
ol # est la coordonnée curviligne le long d’une ligne de flux.
A ce niveau, une hypothese supplémentaire est nécessaire : la norme du gradient

de température ne doit s’annuler nulle part dans le domaine €2 :
—>
HVTH¢0 sur Q) (5.26)

C’est une hypothese que I'on rencontre dans toutes classes de problemes inverses,
sous l'appellation plus générale de ”champs identifiant”, permettant 1’identification
du ou des parametres recherchés. Par exemple un champ de température uniforme
ne permet évidemment pas de déduire la conductivité, puisque, quelle qu’elle soit,
elle n’a aucune influence sur la température.

Revenons a I’équation (5.25) : c’est une équation différentielle ordinaire du pre-
mier ordre en A a coefficients non constants. Rappelons que les expressions de T,
JT /0t et AT sont connues, les champs 07'/0t et AT étant évalués numériquement.
Cette équation peut donc étre résolue, et ainsi sur chaque ligne de flux, la solution

analytique, exprimée en fonction de la température, est de la forme :
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A(T) = Agel IR M) (/ R d") (LI )

—
To HVTH
_ o (5.28)
VT
Ao = A(To). (5.29)

Chacune des lignes est indépendante, et nous avons fixé de fagon arbitraire une
origine. Ainsi Tj est la température a l'origine d’une ligne de flux. Il faut voir le
Ao comme une ”condition initiale” sur la conductivité, c’est a dire la valeur de
la conductivité a l'origine de la ligne Tj. De l'expression analytique (5.27), (5.28),
(5.29), il ressort que la conductivité A sur toute une ligne de flux ne dépend que de
la valeur \y. En faisant coincider l'origine T de cette ligne avec une frontiere du
domaine 2, nous remarquons que la détermination de la conductivité sur toute la
ligne de flux est seulement fonction de la conductivité sur la frontiere de ce domaine.

L’expression de la conductivité A (T') est affine, puisque les coefficients ne dépendent

pas de la valeur de la conductivité.

5.4.2 Liaison entre deux lignes
Principe, utilisation d’un deuxiéme champ de température

A ce stade de résolution, nous avons ramené la connaissance de la conductivité
sur tout le domaine € a la connaissance de la conductivité sur la frontiere 0€2. Grace
a une série de lignes de flux indépendantes, nous sommes capables de ”propager”
la conductivité des frontieres du domaine vers son intérieur a 1’aide d’une relation
semi-analytique.

Il s’agit maintenant de trouver une relation entre chacune des lignes afin de
réduire le nombre d’inconnues a déterminer lors du processus de reconstruction.

Nous allons pour cela utiliser un deuxieme champ de température, dont le gra-
dient moyen n’est pas colinéaire au gradient de température du premier champ utilisé
pour tracer les lignes.

Le deuxieme champ de température est "créé” a partir de conditions initiales
différentes, par exemple, mais il répond aux méme contraintes physiques que le pre-
mier. C’est a dire que le champ de conductivité reste le méme, seule la répartition de
température est différente. Nous avons donc deux champs de température indépendants

entre eux, que nous pouvons alors choisir non colinéaires, mais bati sur la méme
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conductivité. Il contienne tout les deux la méme information cherchée, et c’est I'ex-

ploitation de ces deux champs qui va donner une relation entre les lignes de flux.

Le principe pour trouver la liaison entre les lignes de flux du premier champ est
donc d’utiliser la méme méthode que pour le premier. Nous allons donc tracer des
lignes de flux ayant pour support le deuxieme champ, et dont I'origine des lignes est
identique a celles de la premiere répartition. Puisque les champs de température ne
sont pas colinéaires en moyenne, il y aura forcément des intersections entre les lignes

de flux des deux répartitions.

Il suffit donc d’appliquer la solution (5.27) de 'origine d’une ligne de flux du
premier champ jusqu’au point d’intersection, et de faire la méme chose avec une ligne
de flux du deuxieme champ de température, en partant de I'origine, qui est commune

a une autre ligne de flux du premier champ, jusqu’au méme point d’intersection.

\j

T

Fi1G. 5.2 — Exemple d’une intersection

La conductivité étant la méme au point d’intersection, les deux expressions sont
égales, et permettent de relier la valeur de la conductivité aux origines des deux

lignes.

On note #, la coordonnée métrique qui représente l’abscisse curviligne depuis

I'origine d’une ligne.

En simplifiant les notations, nous pouvons écrire pour une répartition de température
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T, sur la ligne L :

A (0) = Ny A% (0) + BE(0), (5.30)
Az (0) = (IOB o del), (5.31)
Lo (G ) =) (5 arear Jo 22O

BT(Q)_</0 ST A )d") A,

ot Al est la valeur de la conductivité & I'origine de la ligne L.
Si nous avons deux lignes L; et Lo, qui se coupent au point Cp,,, d’abscisses
respectives sur Ly et Lo, 07, et 0,. Au point Cp,,, les relations (5.30), (5.31), et

(5.32) sont égales, puisque la conductivité est la méme :
)‘L1 (eLl) = )\LZ (eLz) : (533)

Considérons connue la conductivité A&'. Les relations (5.30), (5.31), (5.32) et

(5.33) conduisent a ’égalité suivante :

N2 = NPy + Dy, 5.34
0 0
Al (g
Py — ?2( L1>7 (5.35)
AT1 (9[/2)
Bf! (01,) — B2 (01,)
Dyy = —2 1 L (5.36)

Az (0r,) ’

ou P signifie coefficient de passage, et D, coefficient de décalage des origines.
La relation (5.34) donne la valeur de la conductivité a l'origine de la ligne Ly en
fonction de la conductivité a 'origine de la ligne L, connaissant deux champs de

température indépendants T3 et T.

Restriction

Il existe une restriction a cette méthode, qui est basée sur la physique du probleme :
il peut arriver que certaines lignes d'une répartition de température ne croisent pas
une ligne de l'autre répartition. Dans ce cas, il n’y a pas de moyen de relier ces
lignes, et elles seront ignorées par la suite. Il peut donc exister des zones du do-
maine étudié ou il sera impossible de retrouver la conductivité par cette méthode

quasi-analytique.
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5.4.3 Extension a I’ensemble des lignes, et réduction du

nombre d’inconnues

Les relations vues en (5.34), (5.35), et (5.36) permettent de calculer les conduc-
tivités a 'origine des lignes de proche en proche.

Pour toutes les lignes de flux sur lesquelles une intersection existe, nous pouvons
relier les conductivités A a leurs frontieres. Il ne reste au final qu’a déterminer la
conductivité en un seul point. Ce point est a 'origine de la premiere ligne a partir
de laquelle les intersections et les relations ont été calculées.

En conclusion, nous avons considérablement réduit par cette méthode le nombre
d’inconnues a déterminer. Le probleme initial consistait a calculer la conductivité sur
tout le domaine d’étude. La relation (5.27) permet d’avoir la connaissance de celle-
ci sur tout le domaine bidimensionnel €2 en fonction de la valeur sur les bords 0f).
Ensuite, un deuxieme champ de température permet de relier les valeurs cherchées
aux frontieres. Ainsi nous n’avons plus qu’a déterminer la conductivité thermique
en un seul point, 'origine d’une ligne de flux. La détermination de la conductivité
sur le domaine d’étude ne nécessite maintenant que la connaissance de la valeur de

la conductivité en un seul point de la frontiere.

5.4.4 Relation de récurrence

En utilisant les notations précédentes, il est possible d’écrire pour la ligne Lo,
associée au premier champ de température 77, la conductivité en fonction de )\gl,

conductivité a l'origine de la ligne précédente :
A, (0) = (\Y' Pio + Di2) A% (0) + Br2 (0) . (5.37)

Le but ici est d’arriver a exprimer une relation correcte pour toute les lignes,
et non pas seulement de proche en proche : c’est le terme général de la relation de
récurrence que nous cherchons.

Pour y arriver, nous devons introduire des notions et notations supplémentaires.

La connexité

Il est nécessaire pour établir la relation de récurrence de connaitre, ce que
nous appelons, la connexité d’une ligne. Cette notion est similaire au "nombre

d’Erdos”! de chaque ligne, ou & la matrice d’adjacence du graphe associé aux lignes.

e nombre d’Erdos est un nombre inventé par le mathématicien Paul Erdés. Il sert & caractériser

les relations entre des personnes. Erdos a pour nombre d’Erdos 0. - Une personne ayant écrit un
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Numérotons chacune des lignes ainsi :
e ( est le numéro de la ligne ”originelle”, celle ou 'on doit connaitre la conduc-
tivité a l'origine.
e 1 sera la connexité des lignes qui seront directement reliées a la ligne originelle.
e 2 sera la connexité des lignes qui seront reliées aux lignes portant le numéro 1.
e j sera donc le nombre de "sauts” a effectuer pour venir de la ligne originelle
0, c’est a dire le nombre d’étapes pour arriver a cette ligne.
Plusieurs lignes peuvent donc étre équivalentes en terme de liaison, puisque plu-
sieurs lignes peuvent porter le méme numéro. Nous aurons ainsi pour la ligne origi-
nelle :

A (6) = M)AY, (6) + BY, (6),

qui permet de calculer la conductivité A partout sur la ligne 0.

De méme, nous écrirons pour la premiere liaison :
A (z) = NALL (0) + Br, (6).
Ce sera ’équation des lignes qui sont ”a la distance” 1 de la ligne 0.

Le terme général

Avec les notions introduites précédemment, nous pouvons chercher I'expression

du terme général. Pour la ligne 7, nous aurons :
N (0) = XN'Af, (0) + Br, (0).

La liaison entre 7 et ¢ 4 1 s’écrira, si les lignes se coupent en C; ;41, en notations

simplifiées :

M= NP + D,

i

T
-Pz - A,H_l )
Ty o .
1,041
7 i+1
p o BB
v Ai—i—l
T

Ciit1

article avec Erdos a 1 comme nombre d’Erdds. - Une personne ayant écrit un article avec une
personne ayant comme nombre d’Erdés 1 a pour nombre d’Erdés 2. On définit par récurrence la

suite des nombre d’Erdds. Einstein a par exemple un nombre d’Erdos égal a 2.
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Nous en déduisons donc :
)\i+1 (0) — )\BPZAZ—H (0) + DiAi—H + Bi—i—l (0)’

avec les propriétés tirées de (5.30) qui sont : A7 (0) =1 ,et B’ (0) =0, V7.

En appliquant ces relations de récurrence en partant de la ligne 0, nous obtenons :

A(0) = NSPy A (0) + Do A () + B (6) ,
2N (0) = \oPoPLA? (0) + [Do Py + Dy] A (0) + B*(9),
M (0) = NPy PP, A3 (0) + {[DoPy + Dy] P, 4+ Dy} A% (0) + B> (6) .

Nous obtenons le terme général de la suite, qui permet d’exprimer la conductivité

sur n’importe quelle ligne, en fonction de la conductivité a l'origine \) de la ligne O :

J
N (0) = N (HP )AJ( D, 1+ZD,,_ (Hpk> 0)+ B’ (0),
i=1
(5.38)
avec j > 2
ou bien en notations simplifiées
N (0) = XoP] AT (0) + (D1 + D -PI7Y) AT (0) + B (0) (5.39)
J
P =1]7 (5.40)
k=i
P’ vecteur de composantes P/ (5.41)
D vecteur de composantes D; (5.42)
D- P =>"D_ P} (5.43)

Linéarité

La relation précédente est le résultat de la composée de fonctions affines, et nous

constatons qu’elle reste affine en AJ.
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Complément sur le terme général de la relation de récurrence du calcul

de la conductivité.

Nous avons vu que la conductivité écrite sur une ligne de flux pouvait se mettre
sous la forme indiquée dans (5.38). La valeur ne dépend que des champs de température
identifiants et de la valeur de la conductivité en un seul point, choisi sur la frontiere
du domaine.

Etudions plus en détail chacun des termes de cette relation. Nous voyons que
la relation est affine, et qu’il y a le terme du ”coefficient directeur” et le terme

"d’ordonnée a l’origine”.

Terme de transfert-Domaine d’influence

Commengons par regarder le terme en facteur de \J, le ”coefficient directeur” de

la relation affine (5.39). Rappelons les expressions des différents termes :

j
P =1]7 (5.44)
k=0
Al
g P (5.45)
Ar, Cjj+1
) _ 6 AT(x) o
A% (9) — @( 70 HVT(C!)Hd ) (546)

La matrice de passage P, qui est en fait diagonale, fait intervenir dans ces co-
efficients des termes qui sont les rapports de deux exponentielles positives. Il est
donc toujours positif. Le scalaire Pg est lui méme multiplié par une exponentielle
décroissante dans le cas ol lintégrale du laplacien de T est positive?. Ainsi, la
conductivité d’un point donné du domaine se décompose en deux parties. Le pre-
mier terme de (5.39) fait intervenir le vecteur de passage Py, qui propage I'influence
de la conductivité a lorigine A). Nous avons vu que chaque composante Pg 1 du vec-
teur Py n’était constituée que d’exponentielle décroissante. L’équation de la chaleur

étant un opérateur elliptique, nous savons que pour la résolution, chaque point du

2Nous n’avons pas trouvé d’arguments théorique nous permettant d’établir la positivité de
I'intégrale intervenant dans le coefficient directeur A. Néanmoins, il nous semble qu’il en soit diffi-
cilement autrement, dans la mesure ou I'influence de la conductivité en un point pourrait, dans le
cas contraire, avoir une influence croissante a mesure que I'on s’éloigne de ce point, exponentielle-

ment !
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domaine influence tous les autres. Cependant la solution analytique montre I’expres-
sion du terme de transfert qui possede une ”zone d’influence” d’un point donné sur
un autre. Elle est associée a la longueur typique de décroissance des exponentielles
des coefficients P;. Ainsi nous pouvons en déduire que, comme prévu intuitivement,
la valeur de la conductivité ne dépend quasiment pas de la valeur de la conducti-
vité en un autre point assez éloigné du domaine d’étude. Pour prolonger ce constat,
nous pouvons ajouter que lerreur faite lors de la détermination numérique de la
conductivité en un point de la frontiere n’influe alors pas de facon significative sur

la détermination de la conductivité assez loin du point d’origine.

Décalage des abscisses

Regardons maintenant le deuxieme terme, que nous appellerons ”"I'ordonnée a

'origine” de la relation (5.39) :

(Djo1 +D P71 A (0) + B’ (6)

Avec les constatations précédentes, nous en déduisons que c’est un terme qui
devient dominant par rapport a ’autre loin de l'origine des lignes du domaine. Ce
terme est nul lorsqu’il est évalué a l'origine du systeme de lignes de flux. L’ordonnée
se décompose elle-méme en deux parties. Etudions son comportement sur le domaine,
et particulierement sa valeur aux origines de chacune des lignes de flux. Le second
terme, B’ (0) est propre & chaque ligne. Il est nul a l'origine de chaque ligne. Nous
appellerons donc le premier terme de 'ordonnée a 'origine décalage des abscisses.
Comme expliqué précédemment, chacune des lignes est indépendante, et 'origine
des lignes a été choisie arbitrairement a l'intersection de la ligne et de la frontiere du
domaine. La relation compléte nous permet de mettre en correspondance les lignes
entre elles. Ce terme de décalage des abscisses permet de recaler les origines entre
elles, c’est a dire de placer les origines relativement les unes par rapport aux autres,
en décidant que l'origine de la premiere ligne de flux a comme abscisse 0. Il faut
remarquer que ce décalage varie suivant la ligne considérée, mais aussi suivant la
position sur la ligne, puisque ce terme est multiplié par A7, terme décroissant qui
est unitaire a l'origine de la ligne.

Le schéma de la figure (5.3) nous permet de visualiser la relation trouvée. La ligne
la plus a droite est prise comme ligne de référence. Nous lui avons donc arbitrairement
attribué l'origine du repere, c’est a dire 0. Sur cette ligne nous avons représenté une

unité arbitraire, qui aura pour abscisse 1. Nous avons dessiné sur les autres lignes
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F1G. 5.3 — Exemple d’informations données par la matrice de transfert

les abscisses proportionnelles a celles prises sur la ligne originelle. Nous voyons donc
que nous pouvons attribuer une abscisse a l'origine de toutes les lignes, en rapport

avec la ligne originelle.

En conclusion, 'analyse de la relation complete (5.39) nous a permis d’expliciter
la matrice de transfert de la conductivité sur le domaine. Cette relation indique
comment faire correspondre les abscisses des lignes entre elles avec la deuxieme
partie de la relation, et indique aussi les proportions entre chacune des lignes, c’est
a dire pour un élément arbitraire unitaire sur une ligne, le premier terme indique la
distance proportionelle a effectuer sur la ligne considérée pour avancer de la méme

unité.

5.5 Méthode d’optimisation pour retrouver le sca-

laire inconnu.

La méthode exposée précédemment nous a permis de ramener la connaissance
de la conductivité sur tout le domaine a la connaissance de la conductivité en un
seul point, un seul scalaire. A ce stade de l'inversion, il nous reste a déterminer
cette inconnue. Comme nous n’avons pas d’autre relation a exploiter, une méthode
d’optimisation est nécessaire.

Tout ce qui est développé dans la suite sont des outils classiques d’optimisa-
tion dont on pourra trouver de nombreux éléments dans les références suivantes :
[Lions(1968)], [Lions & Magenes(1968)], [Lions(1970 - 1971)],

[Hager & Pardalos(1998)].
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5.5.1 Choix de la fonctionnelle

Optimiser un systeme, c’est retrouver, dans notre cas, la valeur d'un parametre
connaissant le modele et le résultat. Nous connaissons la température, qui est la
sortie du modele. Pour retrouver le parametre, nous allons faire des essais successifs
et comparer le résultat trouvé avec ce que nous cherchons. Il faut donc commencer
par définir une fonctionnelle, c’est a dire une fonction de fonction que nous cherche-
rons a minimiser. Différents types de fonctionnelles existent, certaines contiennent
des termes de régularisation, car l'inversion est un probleme mal posé au sens de
Hadamard. Nous avons fait le choix d’utiliser une des plus simples qui existe, car
nous cherchons a retrouver un scalaire, et non un champ entier.

Soit T, le champ de température mesuré, U (\) le champ de température calculé
avec une répartition de conductivité A donné. Lions [Lions(1968)] appelle ce champ
"T’observation”. Rappelons que f = 0 dans des cas réels et ne sert que dans certains
cas tests.

U (A) répond a l'équation d’état suivante :

oU ()
—V.ANVUN)=f Q
ot V- AVU) = f (5.47)
UN =T, o)
La fonctionnelle J que nous chercherons a minimiser est :
U\ —Tn)’
T\ = / W =Tn) (5.48)
Q 2
La fonctionnelle choisie est la différence quadratique de la solution a la solution
exacte. Elle s’annule lorsque U (A\) = T,,, ce qui arrive lorsque A est la solution
cherchée.

5.5.2 Algorithme de minimisation

Pour trouver le zéro d’une fonction, différentes méthodes sont disponibles. Ce-
pendant notre méthode requiert seulement de retrouver un unique scalaire (la racine
d’une fonction unidimensionnelle), et une méthode simple est suffisante. Nous avons
choisi une méthode itérative de Newton.

Le but est d’approcher itérativement le zéro de la fonctionnelle par une suite

A — A+ 0\, ou les corrections A sont solutions de :

0=J(\) +6AVJ (A). (5.49)
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Connaissant J (\) et V.J (A), la correction 0\ a faire sur la proposition A\ est
—J(A)
VJ(A)
Cette méthode de minimisation nécessite donc la connaissance du gradient de la

donc la suivante : 6\ =

fonctionnelle dans la direction .

5.5.3 Calcul du gradient de la fonctionnelle J.

Le processus d’optimisation que nous avons choisi nécessite le calcul du gradient
de la fonctionnelle afin d’évaluer la correction a apporter sur la conductivité pour
arriver jusqu’a convergence, c’est a dire la conductivité cherchée.

Voici la méthode pour calculer le gradient dans la direction A.

La fonctionnelle est définie ainsi :
A = T,)?
TO\) = / WN=Tw) ey (5.50)
Q

Soit Ay, un champ de conductivité donnée. Calculons la dérivée au sens de Fréchet

de la fonctionnelle dans la direction A :

Y~ lim [J (Mg + k)];) —J (Ad)] | (5.51)
— ’15%% UQ (U (Mg +kX) = T,,)? d2 — /Q (U (M) = Tn)%d| . (5.52)

On développe ensuite les carrés apres avoir regroupé :

1 UNg+EXN)—=U(N
VJ\ = lim = { (A + k) ( d)} [U (N + kN + U (Ng) — 2T,,] dQ2. - (5.53)
k—0 2 Q k
Puis, posons :
A+ kX)) —U (A
V(Ad):’gn%U( o k) U () (5.54)

Remarquons que limy_o [U (Ag + kX) + U (Ag)] = 2U (Aq) -

Le gradient s’exprime alors de la facon suivante :

VJ, = / U (M) — Tin] V (Na) (5.55)
Il faut maintenant utiliser les équations d’état, c’est a dire les équations de com-

portement auxquelles répondent nos variables. Notons U*¢*** 1a solution calculée

avec un champ de conductivité Ay + kX, et UM avec )y, de sorte que :

{ V. ((Aa+ EA) VUM = F Q)

i g . (5.56)
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et :
—V.(\VUMN)=F Q
(AaVUY) (5.57)
UM =g 0N}
Soustrayons maintenant (5.56) a (5.57). Nous obtenons alors, apres division par
k
V. ((Aa + kX)) VUMY £ V. (A VUM) 00
- =
AaHRA _ 77
v o Ut 6.
k
En développant la divergence :
—V. ((Aa+ EX) VUMTA) £ V. (A VUM)
3 =
V. A (VUMY — YU — V. [(kX) VU]
V. AV (UATRY — gAa)] — V. [(kX) VUATRA]
< ? = 0.

Nous en déduisons la relation suivante :

—V. MVV (M) = V. (AVUM) =0 Q
V(A)=0 Iy,

Notons que VV (A4) est une fonction. C'est le gradient de V' (A;) calculé dans la

direction A. Au final nous obtenons ’équation de comportement de V' (\;) suivante :

{ —V.aVV ()] = V. (AVUM) 0 (5.58)

V() =0 o0

Il est nécessaire d’introduire maintenant les notions d’adjoint. Soit W la variable
adjointe a la température.

On multiplie (5.58) par 'état adjoint W et on integre sur tout le domaine.

/ V. [MVV (\g)] WdS) = / [—V. (AVUM)] .WdQ (5.59)

Q

Effectuons I’évaluation de la premiere intégrale par partie :

—A\VUMNVYW AN+ / AWV UM.n
o0

AVV (Ag) Win = — /

- / MYV () VIV /
Q 0 Q

Q
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A ce stade, nous devons parler de quelques propriétés de 1’état adjoint. W
représente 1’espace de controle, c’est a dire les lieux ou nous cherchons a optimi-
ser pour retrouver le champ de conductivité. Comme la conductivité est connue sur
les frontieres, 1’espace de controle n’est que I'intérieur du domaine physique, sans les
frontieres. C’est pourquoi I’état adjoint W est nul sur la frontiere. Nous en concluons
donc que les intégrales sur le bord du domaine sont nulles.

Effectuons a nouveau une deuxieéme intégration par partie sur le membre de
gauche du résultat précédent. Remarquons de méme que l'intégrale sur le bord est
nulle, de sorte que :

/ V. MV V (A\g) dQ — / MNVIW.V (N\g) = — / —AVUMYIVAQ,  (5.60)
Q o0

Q

donne :

/ V. MV V (A\g) dQ = / AVUNY IV dSQ. (5.61)
Q Q

Effectuons maintenant un petit rappel sur les opérateurs adjoints formels (au
sens des distributions). Nous ne détaillerons pas les espaces de travail dans lesquels
sont effectués les opérations. Il est juste nécessaire de savoir qu’ils sont normés, c’est
a dire qu’ils sont équipés d’un produit scalaire.

Soit P un opérateur, et notons (., .) un produit scalaire. Soient u et v appartenant

aux espaces adéquats. L’opérateur adjoint P* de P est défini de la fagon suivante :

(Pu,v) = (u, P*v) (5.62)

Ici, Popérateur dont nous nous servons est le laplacien. Il a la particularité d’étre
autoadjoint, c’est a dire P = P*. Définissons a présent notre équation adjointe.
Comme vu dans [Lions & Magenes(1968)] et [Lions(1968)], il faut poser 'assertion
suivante : notre opérateur adjoint est égal a la différence entre ce que Lions appelle

Iobservation U et les données T,,. Nous aboutissons alors & :

—V.(\VW) = U —T,,. (5.63)

Au final, il faut identifier le gradient de la fonctionnelle dans la direction A. L’écriture

rigoureuse d’'un tel gradient passe par un produit scalaire :

(VJ (Aa),\) = ((fonction),\) = /Q (fonction) .AdS) (5.64)

Ainsi, il faut, lors des calculs, trouver un produit scalaire d’une fonction avec la
variable A. La fonction trouvée sera donc le gradient de la fonctionnelle cherchée.
La relation (5.61) nous permet de déduire que la fonction cherchée est (VU*VW) .
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En combinant (5.61) et (5.63), nous déduisons :

[, =V VWV (M) dQ = [ (UM —T,,,) V (A\g) dQ Q

(5.65)
W =0 09,

et par conséquent :

Jo (U =T,) V (\) dQ = [, AVUMVIVAQ Q

(5.66)
W =0 o9,

Regroupons maintenant toutes les informations calculées précédemment. Com-

mencons par écrire un développement a ’ordre 1 de la fonctionnelle, nous obtenons

T a+6X) = J (M) + VT, [67]

(5.67)
V] = fQ [VU’\dVW} [-] d2.
La derniere relation donne alors ’expression finale recherchée :
Vi, = / VUV A, (5.68)
Q

C’est ici que toute la méthode vue précédemment prend sont ampleur : I'expres-
sion (5.68) nous permet de calculer le gradient de la fonctionnelle objective a partir
des variations A en chacun des points du domaine. Avec la relation (5.38), nous pou-
vons maintenant tenir compte du fait qu’avec la connaissance de la conductivité en
un seul point de la frontiere, nous connaissons la conductivité partout sur le domaine,
connaissant les deux champs de température nécessaires : puisque A = A\g+ B, nous
pouvons établir I’égalité pour une variation de A, et relier ainsi la variation d)\y d’un
point de la frontiere a la variation oA partout sur le domaine. Nous avons donc
0A = Ad)\. Lorsque nous introduisons cette derniere relation dans I’expression du

gradient (5.68), nous obtenons la relation finale qui sera implantée :

VJy, = 6o [ / AVW.VU“dQ} (5.69)
Q

Remarquons que la matrice de transfert écrite d’une fagon simplifiée A est cal-
culée en fonction des parametres des champs identifiants, et non des valeurs des
conductivités a trouver.

Par la méthode exposée ci-dessus, nous pouvons trouver la valeur du pas dans
I'algorithme de Newton vu (5.49), puisque nous avons découplé le calcul du gradient

VJy, du pas 6\ sur un point de la frontiere.
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5.6 Implémentation numérique.

Dans cette partie nous allons traiter des choix numériques effectués pour implémenter
la méthode présentée ci-dessus. Dans I'implémentation numérique, coexistent deux
types de maillage : Un maillage dit structuré, basé sur des points de collocation de
Gauss-Lobatto-Legendre, et un maillage lagrangien, qui est d’abord calculé sur la
premiere grille, et qui sert a appliquer la méthode d’inversion vue précédemment. Les
méthodes numériques implémentées sont celles expliquées dans le chapitre 3 pour la

partie spectrale, et ci-apres pour les calculs sur le maillage lagrangien.

5.6.1 Calcul du maillage lagrangien

Pour pouvoir réaliser I'inversion de conductivité avec la méthode présentée, il
est nécessaire de connaitre le champ de température 7', et sa dérivée temporelle—.
Ces valeurs sont connues sur un maillage cartésien de Gauss-Lobatto (GL), qui sert
de base a tous les calculs d’interpolation et de dérivation. La reconstruction de la
conductivité nécessite la connaissance du champ de gradient de température, VT,
et du champ du laplacien AT. Ces grandeurs sont évaluées de facon spectrale sur le
maillage de GL grace aux matrices de dérivations fortes, qui sont calculées lors de la
construction du maillage. L’évaluation de ces champs sur le domaine bidimensionnel
se fait par interpolation en utilisant des polynomes de Lagrange de degré 5, basé
sur les points du maillage. Cela nous permet de garder une bonne précision pour les
éléments constitutifs du maillage lagrangien.

e La premiere ligne est construite a partir d'un coin du domaine. Une ligne de
flux est une ligne qui est colinéaire a VI" en chaque point. Nous avons choisi
un schéma de Runge et Kutta d’ordre 4 a pas constant. Nous venons donc
de définir un premier parametre AL de notre maillage. Il reste cependant un
probleme avec le dernier point, qui est sur une frontiere. Il est évalué grace a
un schéma d’Euler d’ordre 1. En effet, lors de la construction de la ligne, nous
n’avons aucune information a priori sur le lieu et la distance de la frontiere
avant de la traverser. C’est pourquoi le dernier point est construit par 'inter-

section de la droite colinéaire & VT' (au pénultieme point) et de la frontiere.

e [l faut ensuite construire le point de départ de la deuxieme ligne. Nous avons
décidé de construire le maillage lagrangien en conservant le flux de chaleur

bidimensionnel entre deux lignes consécutives. C’est le deuxieme parametre
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A

# an

\J

FiG. 5.4 — Calcul de la premiere ligne

()

Le chemin d’intégration est une ligne perpendiculaire en chaque point a VT,

du maillage, § défini par :

qui part de la ligne précédemment calculée jusqu’a un point de la frontiere.
Ainsi, le calcul du point de départ de la ligne suivante se fait par dichotomie
pour trouver le point d’origine sur la ligne précédente. Cette opération est
réalisée itérativement jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de solutions trouvées. La
méthode d’approximation de I'intégrale est celle du trapeze d’ordre 2. Une fois
calculées, ces lignes sont triées pour que deux lignes voisines dans le stockage

le soient aussi dans le domaine de calcul.
A

y

FiG. 5.5 — Calcul du point de départ de la deuxieme ligne

e Il nous reste a calculer les isothermes. Le dernier parametre du maillage est

Nr, le nombre d’isothermes. En calculant les extrema de la température, nous
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pouvons assigner a chaque isotherme une température. Sur chaque ligne, nous
vérifions si I'isotherme est présente, et dans ce cas, nous calculons sa position
par interpolation d’ordre 1 entre deux points consécutifs du maillage. Nous

avons finalement obtenu le maillage lagrangien final.

-l pT AT
_ RN g
T/ AT T
S A .
// \\\ >
clar

y

F1G. 5.6 — Calcul des isothermes

5.6.2 Les intersections

Le calcul des intersections nécessite un deuxieme champ de température, et un
réseau de lignes de flux bati sur celui ci. De la méme facon que pour le premier
champ, ses valeurs sont connues sur le maillage de Gauss-Lobatto, et interpolées la
ou il est nécessaire de les connaitre. Nous ne recalculons pas les points de départ
de chacune des lignes de flux du deuxieme champ, ce sont les méme que ceux du
premier. De méme, nous ne calculons pas les isothermes sur ces deuxiemes lignes :
elles ne servent qu’a calculer les connexions, ot sont évaluées les coefficients de la
matrice de passage P, et les composantes du vecteur de décalage D.

Nous n’avons aucune information sur les intersections des lignes, il faut donc
les calculer de maniere itérative. Nous avons d’abord calculé la ”zone d’influence”
de chaque ligne, c’est a dire le rectangle dans lequel elle est inscrite. Lorsque deux
lignes ont une partie de leur zone d’influence commune, elle peuvent se croiser. Les
intersections sont donc calculées de maniere itérative entre les deux lignes candidates,
en se servant du maillage "fin”, a pas réguliers en AL.

Pour trouver une intersection, entre chaque segment, 1’équation de la droite pas-

sant par les deux points des segments est évaluée. L’intersection est alors calculée. Si
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le point d’intersection est contenu dans le rectangle formé par les quatre points des
deux segments, alors c’est 'intersection entre les segments cherchés. Nous parcou-
rons donc chacune des lignes de cette fagon, en ne considérant que les points inclus

dans la zone d’influence.

Les intersections sont toujours calculées avec la ligne la plus proche qui la précede
dans la classification des lignes, ceci afin de trouver un chemin continu jusqu’a la
ligne originelle, celle numérotée 1. Si aucune intersection n’est trouvé avec la ligne
précédente, nous cherchons, itérativement, avec les lignes de numéro inférieur. Si
aucune intersection n’est trouvée, alors cette ligne ne sera pas prise en compte pour
la suite des calculs. C’est pourquoi il arrive que la conductivité certaines partie du

domaine étudié ne puisse étre calculée.

Le calcul des intersections est la partie la plus longue dans I’exécution du pro-

gramme d’inversion, mais il n’est fait qu’une seule fois.

5.6.3 Les intégrations sur les lignes

Une fois le maillage lagrangien construit, nous pouvons implémenter les formula-
tions (5.38) pour reconstruire la conductivité thermique dans le domaine, connaissant

la conductivité a l'origine, prise au premier point de la premiere ligne.

Les évaluations des intégrales ne se font pas sur les méme maillages. Le calcul des
connexions entre les lignes se fait sur le maillage lagrangien fin, en AL. La premiere
des deux raisons justifiant ce choix est que nous n’avons pas calculé d’isothermes sur
le deuxieme champ de température, car cette opération peut étre cotiteuse en temps
de calcul. En effet, la distance physique parcourue sur les lignes de flux, pour calculer
les connexions, peut étre tres courte. Cet intervalle ne contiendra donc au plus que
quelques isothermes, a moins d’avoir un parametre de maillage Ny tres élevé, ce
qui fait perdre tout l'intérét de faire les calculs sur un maillage plus lache, composé
d’isothermes. La deuxieme raison concerne la répartition des points du maillage fin,
qui sont régulierement espacés (sauf le dernier a I'intersection), et donc une formule

d’intégration des trapezes nous assure une méthode globalement d’ordre 2.

L’intégration numérique sur les lignes de flux pour propager la conductivité sur
chacune des lignes se fait sur le maillage lagrangien, qui est défini par 'intersection
des lignes de flux et des isothermes. Nous avons mis en place une méthode d’ordre 1
des trapezes (puisque les points sont irrégulierement espacés) et une méthode d’ordre

2 afin de comparer les résultats.



96 Reconstruction de la conductivité

5.6.4 L’interpolation inverse

Une fois les intégrales calculées, nous avons construit les matrices de 'application
qui, a partir d'une valeur de la conductivité a ’origine de la premiere ligne, donne
le champ de conductivité sur tout les points du maillage Lagrangien. Cependant,
nous avons besoin de connaitre le champ de conductivité sur le maillage cartésien,
aux points de Gauss-Lobatto. C’est en effet sur ce maillage que la résolution de
I'optimisation va étre effectuée. Il a donc été nécessaire de développer une méthode
d’interpolation dite ”inverse”, qui nous amene du maillage lagrangien au maillage
cartésien. Un probleme supplémentaire apparait car il peut arriver, comme nous
I’avons vu précédemment, que certaines parties du domaine soient ignorées par I'in-
version sur le maillage lagrangien. Il n’y a donc pas de conductivité a interpoler dans
ces zones. La physique impose une répartition de ligne de flux, et certaines lignes ne
peuvent pas étre connectées grace au deuxieme champ. L’interpolation inverse devra
donc éventuellement extrapoler le champ sur certains points du maillage cartésien.

Nous avons choisi une approche polynomiale afin de réaliser cette interpolation
inverse. Les intersections entre les lignes de flux et les lignes représentant les abscisses
et les ordonnées du maillage cartésien sont déterminées, et la conductivité en ces
points est calculée (et non interpolée avec les points de la ligne) grace a I’évaluation
des intégrales.

Chaque point du maillage cartésien est a 'intersection d’une abscisse et d'une or-
donnée. Un polynome d’interpolation, de degré maximum 3 et minimum 1, est calculé
avec ses plus proches voisins en distance pour chaque axe d’abscisse et d’ordonnée.
Chacun des polynomes interpolation est évalué au point du maillage cartésien, et
leur demi-somme est effectuée. Dans le cas ou il n’y a pas assez d’intersections de
lignes avec un axe donné, seule I'autre direction est prise en compte.

Nous avons volontairement limité le degré polynomial a 3 pour éviter les oscil-
lations dues a des polynomes de degré élevé, qui éloignent tres vite de la valeur
cherchée, particulierement dans le cas d’extrapolation.

La encore ce calcul n’est a faire qu'une seule fois, puisque nous traitons la matrice
de transfert qui fait correspondre a la valeur de la conductivité en un point le champ

entier.

5.6.5 L’optimisation

L’implémentation numérique de la méthode d’optimisation est effectuée sur le

maillage cartésien. La fonctionnelle que nous cherchons & minimiser doit, par définition,
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étre nulle au point optimal, mais son gradient I’est aussi. Il faut donc un traitement
spécial lorsque le gradient devient petit numériquement, et du méme ordre que la
fonctionnelle. Nous utiliserons a cette fin une méthode de Newton-Picard, qui ” gele”
la valeur du gradient lorsque celui ci devient petit, et nous ne tiendrons compte
uniquement de son signe. Nous observons que la méthode de Newton converge qua-
dratiquement, alors que celle de Newton picard devient superlinéaire, et donc plus
lente.

Le calcul du gradient de la fonctionnelle passe par la résolution de deux systemes
(voir 5.63 et 5.57), pour trouver 'état adjoint, et le champ de température que
donne la conductivité devinée a une itération donnée. Nous avons utilisé un gradient
conjugué préconditionné par la diagonalisation successive, décrit dans le chapitre 3.
L’intégration finale (5.69) est évaluée, par une quadrature de gauss, de méme que
les gradients sont calculés avec les matrices de dérivation forte, propres au méthodes

spectrales.

5.7 Validations et Résultats

Dans cette partie, nous allons exposer les résultats obtenus lors de la mise en
ceuvre numérique. Afin de valider notre approche, nous avons utilisé des cas tests,
dont nous connaissons tous les parametres, afin de séparer les effets du maillage des
effets de reconstruction. Nous avons arbitrairement choisi la taille de notre domaine
égale a [0, 27] x [0, 27] .

Pour tester le maillage, nous utilisons deux champs de température. Le premier

est représenté par des cercles centrés en (—1,—1) :
T(z,y) = (x+ 1"+ (y+1)* +1¢ (5.70)

La température varie quadratiquement, et les isothermes sont donc des cercles
centrés en (—1,—1).
Le deuxieme champ de température test est elliptique :
(r+1)?
4

Les isothermes, dans ce cas, sont des ellipses, centrées en (—1,—1), mais de

T(z,y) = +(y+1)* +t (5.71)

foyers variables, qui sont, pour une température 7" donnée, en (—1 + TV3, —1) et
(=1 —Tv3,-1).
Le deuxieme champ de température test qui va nous servir a calculer les liai-

sons entre les lignes de maillage Lagrangien, est un champ circulaire, centré en



98 Reconstruction de la conductivité

2r+1,—-1):
T(z,y)=(x—2r+ 1)+ (y+1)> +¢ (5.72)
Nous avons choisi deux conductivités différentes, indépendamment des champs
de température :
Mz,y)=1+x+vy, (5.73)
et :
Mz, y) =1+ 2% + 92 (5.74)
Le deuxieme membre est calculé afin de satisfaire ’équation de la chaleur insta-

tionnaire dans chacun des quatre cas ainsi formés.

5.7.1 Validation des lignes de flux

Avant tout calcul, il est nécessaire de vérifier la validité des lignes de flux calculées
numériquement. Pour ce faire, nous avons comparé les valeurs numériques avec les
expressions analytiques représentant les familles de lignes de flux dans le cas du

maillage courbe, bati avec (5.71) :

2
(g + %) =cst <\/2y + 2)

Il est ainsi possible de déterminer une erreur en norme L., et en norme L,. Dans le

cas oul le champ de température est circulaire (5.70), ensemble des lignes de flux est

un faisceau de droites, centré en (—1,—1). Nous avons, dans les courbes suivantes,

étudié la validation des lignes de flux dans le cas ou elles sont courbes.

La figure 5.7(a) représente l’erreur commise en norme L, sur les points des lignes
de flux, en fonction du parametre de discrétisation AL. Une régression linéaire nous
indique que c’est une droite de pente (1,99), et de coefficient de correlation proche
de 1 4 107% pres. Nous avons donc un schéma global d’ordre 2. La méthode employée
est d’ordre 4, mais cette erreur est augmentée par la maniere de calculer le dernier
point de chacune des lignes, ce qui fait donc une diminution de 'ordre global de la
méthode. Cependant, lorsque nous regardons l'erreur en norme Ly (figure 5.7(b)),
qui représente une erreur moyenne sur ’ensemble des points, nous constatons que
sa valeur est vraiment faible, dans une gamme d’ordre de 1071° jusqu’a 10~2 dans
le pire des cas présenté. L’évolution de I'erreur en norme Lo est une droite de pente
2,50.

La figure 5.8 montre la relation entre le nombre de lignes de flux et le parametre
de maillage §. Plus 0 est petit, plus important est le nombre de lignes, devenant

asymptotiquement infini.
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F1G. 5.7 — Erreur dans la construction des lignes de flux

Nombre de lignes

FiG. 5.8 — Nombre de lignes dans le maillage

5.7.2 Validation des intégrations

Il est maintenant nécessaire de vérifier la validité de la relation semi-analytique
établie, et de l'intégration numérique le long du maillage Lagrangien. Nous avons
donc fixé la valeur exacte de la conductivité a 'origine de chaque ligne, et intégré

numériquement la relation en chaque point du maillage, pour la comparer a la valeur
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exacte, dans chacun des quatre cas tests dégagés, avec un maillage composé de droites
ou de courbes, et une conductivité linéaire ou pas.

Dans les figures 5.9, les résultats concernent la reconstruction de la conductivité
linéaire décrite en (5.73). La figure 5.9(a) représente la norme infinie de l'erreur, et
la figure 5.9(b), 'erreur en norme Lo, en fonction du nombre d’isothermes, pour un

maillage droit et courbe. Nous avons choisi AL = 2,5.1073.

10'2&,—\ . &~ —5— maillage courbe
Eo~ —&— maillage courbe N — -~ - maillage droit
L NN — A~ - maillage droit 10~
g 10°F ~1OF
) ol
R g
2 2 10°
3 T 3
= M F
10" L
L 107
s P R W TN i
10 500 1000 1500 108 T SRR IAIE
nombre de lignes . 500 1000 1500
nombre de lignes
(a) Représentation de l'erreur en norme infinie (b) Représentation de l'erreur en norme Lo
dans l'integration dans l'integration

F1G. 5.9 — Erreur effectuée lors des intégrations dans le cas de la conductivité linéraire

Dans les courbes 5.9(a), l'erreur Lo, est a décroissance linéaire en fonction du
nombre d’isothermes, et un seuil apparait dans le cas du maillage courbe. L’exis-
tence de ce seuil est di au fait que la précision maximale dans l'interpolation de
la fonction a intégrer numériquement est atteinte, pour le AL fixé lors de ces tests.
Avant d’atteindre le seuil, les droites sont paralleles et de pente (—1,9992) , et de co-
efficient de correlation proche de 1 & 1076 pres. Nous avons donc un schéma d’ordre
2. Le seuil est proche de 2.107*. Les courbes de l'erreur L, (figure 5.9(b)) ont le
méme comportement. La droite de régression dans le cas du maillage droit donne
un coefficient directeur de 2, 47.

Nous avons effectués les mémes tests pour une conductivité non linéaire (5.74), en
gardant le méme parametre AL, sur un maillage composé de droites ou de courbes.
La figure 5.10(a) représente la variation de l'erreur Lo, en fonction du nombre d’iso-
thermes. Dans le cas du maillage droit, la décroissance est linéaire, de coefficient 2, 47.

Comme dans le cas linéaire, nous observons ’apparition d’un seuil dans I'intégration



5.7 Validations et Résultats 101

S
p A
HEN . 10%8 .
Lo —&— maillage courbe 1N —H— maillage courbe
N N — A~ - maillage droit ENO - A- - maillage droit
107 10k
N
3 3
— ~
E
z © 10°F
g
=3 H
m 10°F =
10°F
10"
L R R NIRRT Iy 107 P AT S P
500 1000 1500 500 1000 1500 2000
nombre de lignes nombre de lignes
(a) Représentation de 'erreur en norme infinie (b) Représentation de l'erreur en norme Ly dans
dans l'integration I’integration

Fi1G. 5.10 — Erreur effectuée lors des intégrations dans le cas de la conductivité non

linéaire

sur un maillage courbe. Ce seuil a une valeur plus élevée, de l'ordre de 2.1073. Le

comportement linéaire se retrouve dans U'erreur Ly (figure 5.10(b)).

5.7.3 Validation de l’interpolation inverse

Le module suivant a valider de notre approche est ce que nous avons appelé
I'interpolation inverse, c’est a dire le retour de la conductivité calculée sur le maillage
Lagrangien sur le maillage cartésien de Gauss Lobatto, par interpolation. Afin de
tester la validité de notre méthode nous avons cherché a interpoler une fonction
non polynomiale, connue de fagon exacte sur les points du maillage Lagrangien,
sur les points du maillage de Gauss Lobatto. Nous pouvons ainsi quantifier ’erreur
d’interpolation.

La fonction test d’interpolation est la suivante :

frest = cos(%) + COS(%)

Les erreurs d’interpolation sont représentées en fonction du nombre de lignes du
maillage Lagrangien, qui représente indirectement le parametre de maillage . Nous
avons représenté la norme L, de 'erreur dans la figure 5.11(a) et la norme Ly dans
la figure 5.11(b). Le maillage cartésien sur lequel la fonction est interpolée possede

N = 20 points de maillage dans chacune des directions.
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Fi1G. 5.11 — Erreur effectuée lors de 'interpolation inverse

Nous observons que les courbes oscillent, et qu’un nombre élevé de lignes n’améliore
pas forcément la précision de l'interpolation. Il faut néanmoins remarquer que les
oscillations sont bornées, et qu’il n'y a pas de valeur qui devienne démesurément
grande. Ces effets d’interpolation sont directement dis au fait que certaines parties
du domaine ne sont pas encadrées par les lignes de flux, et une partie des valeurs de
la conductivité doit étre extrapolée. Ces parties du domaine jamais atteintes par le
maillage Lagrangien dépendent directement de la forme du champ de température.
Outre les bords du domaine, cela concerne aussi dans certains cas les lignes de
flux avec lesquelles il n’y a pas d’intersection lors des calcul de connexions avec le
deuxieme champ de température. Un autre cas de figure existe lors d'une répartition
particuliere des lignes de flux : certaines ordonnée ou abscisse du maillage de Gauss-
Lobatto ne possedent pas d’intersection avec les lignes du maillage Lagrangien. L’in-
terpolation sur un point de cette ligne ne peut donc se faire, dans notre méthode,
que dans une direction, et non comme la demi somme des deux. Si, de plus, les
points qui servent a l'interpolation sont éloignés physiquement, alors I'interpolation
devient moins bonne.

Le dessin 5.12 schématise le maillage réel 5.13, et dépeint deux cas de figures ou
I'interpolation inverse nécessite une adaptation :

— Lorsqu’'une ligne du maillage de Gauss-Lobatto n’a aucune intersection avec

une ligne dans une direction. L’interpolation sur les points qui composent cette

ligne ne peut donc se faire que dans la direction horizontale.
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Lignes de flux

Zone ou il est nécessaire d’extrapoler

Ligne du maillage de Gauss-Lobatto

F1c. 5.12 — Exemple de cas générateur d’erreur dans l'interpolation inverse

— Certaines parties du domaine décrit par le maillage de Gauss-Lobatto ne sont
pas atteintes par les lignes de flux. Dans la zone hachurée, il faut donc extra-

poler, ce qui dégrade la qualité de 'erreur globale.

Fi1G. 5.13 — Exemple des deux ensembles de lignes de flux générant des erreurs dans

I'interpolation inverse

L’interpolation de données réparties aléatoirement sur un domaine reste un sujet
ouvert, et nous avons choisi de traiter ce probleme complexe d'une fagon simple.
L’approche que nous avons exposé, a été choisi afin de valider la méthode de re-

construction. En effet, I'implémentation robuste de la méthode d’inversion proposée
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n’est pas le sujet de notre propos et cette étape n’est qu'un point technique dans
I’algorithme. La méthode d’interpolation retenue offre une précision inférieure a
1072, et un taux d’erreur borné. De plus l'interpolation n’est faite qu'une fois, et
les erreurs sont toujours les mémes puisque les coefficients utilisés sont stockés. Il
s’agira donc de trouver le minimum d’un champ contenant toujours les méme er-
reurs. Cela ne doit donc pas modifier le minimum recherché. Pour finir, Bruaset
et Nielsen [Bruaset & Nielsen(1996)] ont montré dans un probléme similaire qu’'une
perturbation de la conductivité locale n’entrainait qu'une perturbation bornée du

champ de température.

5.7.4 Validation du solveur stationnaire

Pour calculer le gradient de la fonctionnelle, il nous faut calculer le probleme
direct et le probleme adjoint, a chaque itération d’optimisation. Regardons a présent

le comportement du solveur de 1’équation stationnaire :

V.- (AVT) = f, (5.75)

en utilisant le cas test suivant :
T = cos(z +y) (5.76)
A=2+sinzsiny (5.77)

Fic. 5.14 — Erreur L., de T fonction de N, nombre de point du maillage
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Nous avons muni le solveur de conditions aux limites de type Dirichlet. La fi-
gure 5.14 illustre 'erreur L, sur la détermination de 7" en fonction de N, nombre
de points dans chacune des directions du maillage de Gauss-Lobatto. L’échelle est
semi-logarithmique. La courbe est divisée en deux parties : La premiere partie nous
montre la convergence exponentielle vers la solution exacte, comportement typique
des méthodes spectrales. La deuxieme partie, est un seuil, et représente l'erreur de

consistance du schéma.

5.7.5 Validation des liaisons entre les lignes, et reconstruc-

tion globale

Nous avons étudié précédemment les contributions individuelles de chaque élément
constitutif de l'algorithme. Nous allons maintenant tester I’ensemble, mis bout a
bout. Nous testerons ainsi les limitations de I'implémentation numérique de la méthode
proposée. Afin de pouvoir valider la méthode avant I'optimisation, la valeur exacte de
la conductivité est imposée a l’origine de la premiere ligne. Sur les graphes exposés,
nous avons fait varier deux parametres de maillage : le nombre de lignes et le nombre
d’isothermes. Nous avons choisi de représenter le cas ou la conductivité inconnue est
non linéaire (eq. 5.74), et le maillage courbe (en utilisant le champ de température
(eq. 5.71). Le parametre AL est fixé a 2,5.1073, et nous utilisons N = 20 points de
discrétisation dans chacune des directions sur le maillage de Gauss-Lobatto.

Les premieres figures représentent l'erreur Lo (5.15(a)) et lerreur Lo, (5.15(b))
de la conductivité calculée sur le maillage Lagrangien.

Il apparait une hiérarchie dans les courbes, et les résultats sont moins précis
lorsqu’il y a moins de lignes. Ce phénomene s’explique par le fait que plus il y a
de lignes de flux sur le domaine, moins le chemin d’intégration de chaque liaison
est grand, et ainsi, les liaisons sont calculées plus précisément. Les courbes suivent
le méme profil en gardant un décalage relatif constant. Le graphe des erreurs L.,
montre moins de différence entre les différents type de maillage, puisque les erreurs
dues a l'intégration sont plus importantes que celles dues aux liaisons. Elles ne sont
donc dépendantes que de la répartition des isothermes.

La figure 5.16(a) représente les erreurs L., de la conductivité ramenées sur
le maillage cartésien de Gauss-Lobatto, en fonction des mémes parametres que
précédemment. Les erreurs sont toutes dans la méme gamme de valeurs, et décroissent
avec le nombre d’isothermes, jusqu’a atteindre un seuil. Aux vues des valeurs de I'er-

reur, entre 1072 et 107!, nous constatons que cette interpolation est la partie qui
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F1G. 5.16 — Erreur effectuée lors de la reconstruction complete

pénalise le plus la précision globale. Seule la répartition des lignes sur le domaine
influe sur 'erreur maximale, et cette erreur est localisée géographiquement au méme
endroit quelque soit le maillage. Il faut remarquer également que I'ordre des courbes

est inversé, c’est a dire que le maillage avec le plus de lignes est le moins précis,
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en terme d’erreur L. La cause de cette inversion repose sur des erreurs localement
élevées, créées lors de I'extrapolation sur une partie du domaine de calcul. L’erreur
moyenne, quant a elle, s’améliore tout de méme avec I’augmentation du nombre de
lignes.

Le graphe 5.16(b) montre les erreurs L., commises sur la température calculée a
I’aide du champ de conductivité précédemment interpolé sur le maillage de Gauss-
Lobatto. Elles varient entre 5.10~% et 103 pour un maillage contenant plus de 1500
isothermes. La aussi, un effet de seuil apparait. Les valeurs de température calculées
avec le solveur nous donne une image de l'erreur effectuée sur 'interpolation de la
conductivité. Ce graphe nous permet de montrer que le calcul direct, effectué avec
les valeurs interpolées de la conductivité, reprend la logique habituelle : plus il y a

de lignes, plus petifp cera errenr

——8— 30 lignes
—A— 92 lignes
———— 189 lignes
I —<&—— 374 lignes

Fonctionnelle

Nombre d’isothermes

F1G. 5.17 — Valeur de la fonctionnelle

Il reste maintenant a étudier la fonctionnelle. Nous avons représenté sur la
figure 5.17 sa valeur en fonction du nombre d’isothermes et du nombre de lignes. A
partir de 1500 isothermes, un seuil apparait, quel que soit le nombre de lignes de
flux utilisé. La valeur de la fonctionnelle, avec 1500 isothermes ou plus, varie entre
5.107% et 1075, avec un passage a 4.10~7 dans le cas o1 il y a 374 lignes de flux. Le
comportement irrégulier de la convergence de la fonctionnelle est ici encore liée a
I'extrapolation en quelques points particuliers du domaine.

A partir de la conductivité exacte imposée a ’origine de la premiere ligne de flux,
nous sommes capable de reconstruire la température a 10~3 pres d’erreur absolue.

Cette précision est la meilleure que nous puissions atteindre. Nous voyons qu’avoir
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un grand nombre de lignes de flux pour mailler n’améliore que tres peu la précision
sur les exemples choisis, et une centaine de lignes et 1500 isothermes suffisent pour
atteindre la précision maximale. Cela est dui a I'interpolation inverse qui domine les
erreurs commises relativement aux autres éléments de ’algorithme. La fonctionnelle

descend alors jusqu’a 107% environ.

5.7.6 Effet des perturbations

Pour compléter cette étude des limites de I'implémentation, il est nécessaire
d’étudier 'effet des perturbations du champ de température sur 'appréciation des
valeurs calculés. Par exemple, nous évaluons le gradient de température en dérivant
de facon spectrale le champ de température.

Nous avons donc choisi pour tester la robustesse de perturber une fonction fe,qe
en utilisant une variable aléatoire de densité uniforme A, sur lintervalle [—1,1].
Nous pondérons cette valeur par un parametre o qui va représenter le pourcentage
maximum relatif de la variation de f. Ainsi la fonction sur laquelle nous allons faire
nos tests s’écrit :

f=0+al) feae (5.78)

Nous allons dériver et intégrer numériquement sur cette fonction test, et comparer
ces résultats avec ceux obtenus dans le cas d'une intégration et d’'une dérivation par
différence finie.

La figure 5.18(a) représente les différences relatives de dérivation, en fonction de
I'intensité d’'une perturbation aléatoire, représentée en pourcentage de la fonction
exacte, sur un maillage de Gauss-Lobatto a 33 points de maillage dans chacune
des directions. Nous avons appelé différence relative, la différence entre le résultat
trouvé numériquement par la méthode considérée et le résultat obtenu pour la fonc-
tion perturbée, normée par le premier résultat. Sur ce premier graphe nous avons
représenté les différences maximales lors de I’évaluation du gradient, et du laplacien
par une méthode de différences finies (DF), et par la méthode de dérivation forte
spectrale. Les différences entre les méthodes numériques sont marquantes. Le taux
d’erreur relatif est environ multiplié par 10 dans le cas du gradient, et une pertur-
bation de 0, 1% amene une erreur relative de l'ordre de 1 pour la méthode spectrale,
alors qu'elle est de l'ordre de 5.1072 dans le cas des différences finies. Lorsque la
perturbation atteint 1%, I'erreur spectrale atteint les 1000%.

De méme dans I’évaluation du laplacien, I'erreur relative commise pour un bruit

de 0,1% est de I'ordre de 10 pour les DF, et culmine a 1000 dans le cas spectral.
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Fi1G. 5.18 — Erreurs relatives sur les opérations de dérivation et d’intégrations en

présence de perturbations aléatoires

Ces résultats sur les perturbations pour les méthodes spectrales s’expliquent par
le fait que méme si ces méthodes sont extrémement précises, elles ne sont seule-
ment capables de décrire des fonctions continues, et la dérivation est une opération
numérique qui tient compte de la fonction sur tout le domaine de discrétisation.
Les perturbations aléatoires introduites agissent comme des discontinuités dans la
description de la fonction, et 'opération de dérivation numérique diverge fortement
du résultat escompté. Nous en concluons que les méthodes numériques choisies pour

discrétiser ce probleme ne sont pas adaptées pour analyser des problemes perturbés.

Le graphe 5.18(b) représente les différences relatives sur le résultat d’intégration
en utilisant une méthode des trapezes a 100 points et 1000 points sur un intervalle
fixé, en fonction du pourcentage de perturbation de 'intégrande. Les résultats dans
ce cas sont plus encourageants puisque les erreurs sont quasiment identiques, et sont
de l'ordre de 1072.

Pour toutes les raisons exposées ci-dessus, nous n’avons pas pu rendre significatif
les tests aux perturbations. En effet, toutes nos discrétisations sur le maillage de
Gauss-Lobatto servent a calculer les gradients et laplaciens, qui sont par la suite

interpolés aux points demandés
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5.7.7 Sensibilité de la fonctionnelle

Il nous reste maintenant a examiner l'effet d’une variation de la valeur de la
conductivité a 'origine du maillage Lagrangien sur la valeur de la fonctionnelle a
minimiser. Cela va représenter la sensibilité de notre méthode pour retrouver le

minimum qui conduit a la valeur de la conductivité.

Valeur de la fonctionnelle J
5
T

. . . . 1 . . . . |
0 5 10

A — Ao a lorigine

Fi1G. 5.19 — Valeur de la fonctionnelle en fonction de A — \q

La derniere figure (5.19) représente la valeur de la fonctionnelle & minimiser en
fonction de (A — A\g) pour une conductivité linéaire (5.73), sur un maillage courbe
(5.71). Nous avons choisi N = 20 points de maillage dans chacune des directions
pour le maillage de Gauss lobatto, AL = 2,5.1072 et 1500 isothermes.

La fonctionnelle possede, comme attendu habituellement, de nombreux maxima
et minima locaux, cependant la solution cherchée de notre probleme correspond au
minimum global. L’algorithme utilisé ne permet que de trouver un minimum, sans
savoir s’il est local ou global. Ainsi la reconstruction devra se faire en partant de
plusieurs conditions initiales pour s’assurer que la solution trouvée est bien celle
cherchée. Il faut constater sur la figure qu'une variation de 1 autour de la solution
exacte, ce qui représente environ 20% dans notre cas, nous assure de retrouver le
bon minimum. Evidement cette analyse est propre a chaque champ de conductivité

cherché, associée aux champs de température nécessaire pour la reconstruction.
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5.7.8 Convergence de P’algorithme.

Nous allons finir notre analyse sur les cas tests par ’étude de la convergence de la
minimisation. Nous avons choisi a cet effet de 'illustrer en cherchant a reconstruire
une conductivité non linéaire (5.74) sur un maillage Lagrangien courbe, bati sur
(5.71) avec AL = 2,5.1073 et 1500 isothermes, et & qui donne 24 lignes de flux.
Nous utilisons N = 20 points de discrétisation dans chacune des directions sur le

maillage de Gauss-Lobatto.
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F1G. 5.20 — Comportement de la fonctionnelle lors de 'optimisation

Le graphe 5.20(a) représente 1’évolution de la fonctionnelle J au cours des itérations
d’optimisation. Le critere ¢ est fixé & 5.107%. Nous constatons que la convergence vers
la solution est exponentielle, et le minimum atteint vaut 3,5.107%. Sept itérations
ont été nécessaires pour atteindre e. La figure 5.20(b) représente la valeur de la fonc-

tionnelle en fonction de I'erreur a 'origine des lignes de flux, au cours des itérations.

5.7.9 Problemes d’identifiabilité

Il est a noter qu'une restriction dans I’emploi de la méthode de reconstruction ap-
parait. Tous les champs de température ne permettent pas de reconstruire n’importe
quelle conductivité. Il nous faut donc définir I'identifiabilité d’un champ, c’est a dire
savoir si les informations que ce champ possede sont suffisantes pour permettre de
trouver 'information recherchée. Par exemple, un gradient de température parallele

a une fissure droite ne sera que tres peu perturbé par cette fissure, et ainsi retrouver
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les caractéristiques de celle-ci s’avérera impossible. Alors que si ce méme gradient est
perpendiculaire a la fissure, le champ de température sera perturbé, et reconstruire
la fissure deviendra possible.

Dans notre cas, revenons a 1’équation de départ (5.24) :
— —
VA-VT + MAT = f.

— —>

Examinons un cas ou le produit scalaire devient petit, alors que ni VA, ni VT’
ne s’annule. La solution devient alors sensible au erreurs infinitésimales. Regardons,
par exemple, lorsque le produit scalaire est petit a 'ordre ¢ (¢ << 1). Ecrivons

I’équation homogene décomposée sur les lignes de flux, et résolvons la :

d\ 1 A7
o e ||VT|’
dont la solution est :
1 AT
In\=——[ ———,
HVTH

f VTl

_656

Nous voyons que quelle que soit la valeur du rapport le résultat est multiplié
1

par un facteur ee, qui est trés grand. Ainsi, les moindres erreurs commises sur

IIVTH’

I’évaluation de l'intégrale, se répercutent dramatiquement sur le résultat.
Nous illustrons ceci avec le comportement de ’erreur sur la diagonale du maillage
droit généré avec (5.70), pour retrouver une conductivité non-linéaire polynomiale

(5.74). Calculons le produit scalaire :
— —
VA VT =2x2z+1)+2y(2y+1).

Ce produit scalaire tend vers 0 comme r = \/m lorsque r tend vers 0.
Bien que dans ce cas la reconstruction fonctionne, étudions plus particulierement
la variation de lerreur pres de (0,0). Nous avons choisi AL = 2,5.1073, et 2500
isothermes pour éviter les erreurs dies a un trop grand pas d’intégration. Nous
avons de méme fixé la solution exacte a l'origine de cette ligne.

La figure 5.21(a) représente la variation de I'erreur le long de la ligne de flux, et la
figure 5.21(b) montre un agrandissement de la zone proche de 0. Il faut remarquer que
I’erreur reste faible, mais seule sa variation nous interesse. L’erreur croit rapidement
dans la zone proche de zéro avec un maximum vers 0,4. Elle décroit ensuite vers

1077 au fur et & mesure de I’éloignement de 1'origine. Nous avons choisi de montrer
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Fi1G. 5.21 — Problemes d’identificabilité

un cas qui reste favorable, dont I'erreur maximale reste limitée. Cependant, nous
avons pu construire des exemples analytiques ou le produit scalaire tend vers 0 en
7r4” et qui donnent une erreur maximale de I'ordre de 10'3, & une méme distance de
I'origine que notre cas étudié ici. La valeur de ce maximum d’erreur empéche toute
détermination de la conductivité dans ce cas.

Dans un cas expérimental, il serait donc nécessaire d’effectuer plusieurs recons-
tructions a partir de données différentes. Si plusieurs calculs donnent le méme
résultat, alors la solution obtenue sera recevable. Sinon, un des champs de données

se trouve étre non identifiant, et une inversion supplémentaire devient obligatoire.

Deux résultats identiques suffiront pour déterminer la solution cherchée.

5.7.10 Tests sur des exemples physiques

Nous avons jusqu’alors cherché a reconstruire des conductivités simples sur des
champs de température simple, a des fins de validation. Cette analyse nous a permis
de mieux appréhender le comportement global de notre méthode. Nous cherchons
donc maintenant a reconstruire des conductivités plus complexes, non polynomiales,
sur des champs de température générés numériquement a partir de 1'idéalisation
d’une expérience modele. Nous avons laissé relaxer numériquement, a l’aide de notre
algorithme de résolution de I’équation de la chaleur instationnaire (muni de condi-

tions aux limites de flux nuls), deux champs de température, pris initialement or-
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thogonaux en moyenne (ceci afin d’assurer la possibilité d’obtenir des liaisons entre
les lignes de flux).

La relaxation de champs de température ne nous assure pas que nous ne violons
pas localement une des hypotheses initiales de notre méthode d’inversion, a savoir
IVT|| # 0. Pour éviter ce probleme éventuel, nous travaillons sur un sous domaine
du champ calculé, et sur lequel nous effectuerons la reconstruction. Il suffit donc de
choisir une zone qui correspond aux caractéristiques cherchées. L’inversion ne pourra
donc, dans la pratique, qu’étre effectuée sur une partie du domaine. Il est donc par
ailleurs inutile de chercher des champs respectant nos hypotheses sur tout le domaine
2, champs qui sont difficiles a générer tant expérimentalement que numériquement.

Le domaine de calcul sera toujours, arbitrairement dans notre cas, le carré
[0, 27] x [0, 27] .

Les conductivités que nous cherchons a reconstruire sont les suivantes :

r+y

A =2+ osin( ), (5.79)

et,
A =2+ osin(zy), (5.80)

ol ¢ est un parametre que nous allons varier entre 0 et 1

Le premier champ de conductivité (5.79) a été choisi pour sa faible variation
sur le domaine, tout en restant non polynomial. Le second (5.80) est choisi afin de
montrer comment va réagir ’algorithme lorsqu’il cherche a reconstruire une fonction
fortement variable, toujours non polynomiale.

Dans les exemples que nous traitons, nous avons choisi N = 30 points de maillage
dans chacune des directions pour la discrétisation de Gauss-Lobatto, pour étre sur
que la conductivité cherchée est bien représentée numériquement. Les champs de
températures calculés ont été discrétisés suffisament finement pour que les champs
de conductivité (5.79) et (5.80) soient bien représentés. Ceci a été testé en calculant
analytiquement le second membre f associé a I’équation stationnaire (—V-(AVT) =
f), et en le comparant avec le champ de température numérique. L’erreur obtenue
pour la discrétisation choisie de N = 30 points de maillage pour la discrétisation de
Gauss-Lobatto est de I'ordre de la précision machine 10714, pour toutes les valeurs
de o.

A titre d’illustration, la figure 5.22(a) représente le champ de conductivité (5.79)
sur le maillage original de Gauss-Lobatto. De méme avec la figure 5.22(b) qui
représente la conductivité (5.80). La zone de calcul sur laquelle I'inversion sera ef-

fectuée est extraite de ces champs.
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Fia. 5.22 — Représentation des la conductivité a reconstruire

Le critere d’arrét e stoppe les itérations des que la fonctionnelle J < e.

Reconstruction de la premiere conductivité

Nous allons détailler dans cette partie les résultats obtenus lors de la reconstruc-
tion de la conductivité (5.79).

Nous représentons dans la figure 5.23 les courbes de niveaux du premier champ
de température généré numériquement, sur lequel nous allons effectuer la recons-
truction. La zone sur laquelle le calcul sera effectivement fait est représentée par le
carré, et est redimensionné sur [0, 27]” sur l'illustration du graphe de droite.

La figure 5.24 représente le résultat de la relaxation d’une deuxieme condition
initiale, dont le gradient est orthogonal en moyenne au gradient du premier champ
(figure 5.23). Il est évident que la zone d’ou est extraite le domaine de calcul est
située physiquement au méme endroit que celle du premier champ.

Les figures suivantes représentent I’évolution des grandeurs lors des itérations de
minimisation jusqu’a convergence vers la solution cherchée.

Les calculs sont effectués pour 3 valeurs différentes du parametre o : 0 = 0, 1;
o = 0,5, 0 = 1. Nous avons choisi les parametres suivants : AL = 1073, 1500
isothermes, et 6 = 1, ce qui donne seulement 15 lignes de flux pour ¢ = 0,1, 16

lignes de flux pour o = 0,5, et 0 = 1. La condition initiale sur \J représente une
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F1G. 5.23 — Premier champ de température sur lequel la reconstruction sera effectuée

TR

(o))

F1G. 5.24 — Second champ de température qui permettra de calculer les liaisons

erreur d’environ 35% sur sa valeur exacte.

L’algorithme a convergé en 15 itérations avec un critere d’arrét sur la valeur de
la fonctionnelle € = 2.107! pour ¢ = 0,1 jusqu'a € = 5.107! pour o = 1.

La figure 5.25(a) représente I’évolution de l'erreur L., relative sur la conduc-

tivité, sur le maillage Lagrangien, au cours des itérations. Les échelles sont semi
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Fi1a. 5.25 — Erreurs L., de la reconstruction de la conductivité sur les deux types

de maillage

logarithmique, ce qui représente pour les premieres itérations un taux de conver-
gence exponentiellement décroissant. L’erreur L., sur le maillage Lagrangien varie
entre 1074 pour ¢ = 0,1 & 1073 pour o = 1.

La figure 5.25(b) nous montre l'erreur L., sur le maillage de Gauss-Lobatto.
La fonction a reconstruire variant peu, la précision de l'interpolation inverse est
bonne et I'erreur maximale reste du méme ordre que celle effectuée sur le maillage
Lagrangien.

Le graphe 5.26(a) représente ’évolution de la valeur de la fonctionnelle au cours
des itérations. La décroissance est exponentielle, et la valeur finale de la fonctionnelle
a convergence vaut environ 3.107. Nous arrivons & une telle précision & cause de la
variation de la conductivité a reconstruire, qui est faible sur le domaine. Nous avons
illustré sur la figure 5.26(b) la valeur de la fonctionnelle en fonction de I'erreur sur
la valeur \J & l'origine de la premicre ligne du maillage Lagrangien.

Pour conclure sur ce cas, la reconstruction de cette fonction s’effectue sans
probléme, et permet d’atteindre une bonne précision, entre 1072 et 10~%. Il ne faut
que tres peu de lignes de maillage dans ce cas, et le passage du maillage Lagran-
gien vers celui de Gauss Lobatto s’effectuant sans probleme, la fonctionnelle prend

des valeurs extrémement faibles prés de la solution exacte, de I'ordre de 107'%. Ces



118 Reconstruction de la conductivité

10'3;—
10“;—
10°F
(0] [} F
T T 10k
= =t E
=} a F
o O . 7L
= 5107
O Q =
8 5 F
£ £ 10°k
10'5;—
w0k

[ . . M P I -

107 0 0.2 0.4 0.6

itérations A — Ao au point d’origine

(a) Evolution de la fonctionnelle au cours des (b) Valeur de la fonctionnelle en fonction de l'er-

itérations d’optimisation reur commise a l'origine du maillage Lagrangien

F1G. 5.26 — Comportement de la fonctionnelle lors de 'optimisation

faibles valeurs assurent une bonne convergence de I'algorithme qui retrouvera facile-
ment le minimum de cette fonctionnelle. La faible quantité de lignes de flux servant
a la reconstruction permet une convergence précise avec un temps de calcul vraiment

réduit.

Reconstruction de la deuxiéme conductivité

Nous allons détailler dans cette partie les résultats obtenus lors de la recons-
truction de la conductivité (5.80). La conductivité cherchée varie fortement dans
le domaine de calcul, et ce cas va nous permettre d’étudier le fonctionnement de
I’algorithme dans un cas moins favorable a prior: que précédemment.

Examinons tout d’abord les champs de température qui serviront a l’inversion.
Nous représentons sur la figure 5.27 les courbes de niveaux du premier champ de
température généré numériquement, et sur lequel nous allons effectuer la reconstruc-
tion. La zone sur laquelle le calcul sera effectivement fait est représentée par le carré,
et est remise aux bonnes dimensions sur l'illustration de graphe de droite.

La figure 5.28 représente le résultat de la relaxation d’une deuxieme condition
initiale.

Les figures suivantes représentent ’évolution des grandeurs au cours des itérations.
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F1G. 5.27 — Premier champ de température sur lequel la reconstruction sera effectuée

TR

o

ANANNN

o

F1G. 5.28 — Second champ de température qui permettra de calculer les liaisons

Les calculs sont effectués pour trois valeurs différentes du parametre o : 0 = 0, 1;
o =0,3; 0 =0,5. Nous avons fait des essais avec ¢ = 0,7 et ¢ = 1, mais l'algorithme
n’a pas convergé pour ces valeurs.

Nous avons choisi les parameétres suivants : AL = 1073, 1500 isothermes, et § = 1,

ce qui donne 151 lignes de flux pour ¢ = 0, 1, 148 lignes pour ¢ = 0,3 et 143 lignes
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pour o = 0,5. La condition initiale sur Aj représente ici aussi une erreur d’environ
35% sur sa valeur exacte.

L’algorithme a convergé cette fois-ci en 6 ou 7 itérations, suivant le cas, avec
un critére d’arrét sur la valeur de la fonctionnelle valant ¢ = 9.10~7 pour ¢ = 0,1

jusqu’a € = 6.107° pour o = 0, 5.
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FiGc. 5.29 — Erreurs L, de la reconstruction de la conductivité sur les deux types

de maillage

La figure 5.29(a) représente ’évolution de l'erreur L relative commise sur la
conductivité du maillage Lagrangien. Nous constatons que I'algorithme a convergé
en 6 itérations pour o = 0,5, et 7 pour les autres cas. Le taux de décroissance est
plus erratique que précédemment, mais nous retrouvons le comportement exponen-
tiel de la convergence sur les erreurs. Le minimum atteint est de 1'ordre de 1073
pour le meilleur des cas o = 0, 1, et monte jusqu’a 1072 environ pour ¢ = 0, 5. Cette
méme erreur, tracée sur le maillage cartésien, nous montre les difficultés de l'inter-
polation inverse a reconstruire la conductivité a partir du maillage Lagrangien. C’est
pourquoi les erreurs sur le maillage de Gauss-Lobatto (figure 5.29(b)) sont bien plus
importantes, de 1'ordre de 107! pour o = 0,3 et o0 = 0,5, et de I'ordre de 2.1072
pour o = 0, 1.

Le graphe 5.30(a) représente la fonctionnelle au cours des itérations. La valeur de

la fonctionnelle & la convergence s’échelonne entre 8,3.10~7 pour ¢ = 0, 1, et monte
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F1G. 5.30 — Comportement de la fonctionnelle lors de 'optimisation

2 9.107% pour o = 0,3 et 6.107° pour ¢ = 0,5. La décroissance reste exponentielle
dans les premieres itérations. La courbe représentant la convergence pour o = 0,5
est décalée d’environ une décade vers le haut par rapport aux autres courbes. Nous
avons ici les prémisses des difficultés de convergence qui apparaissent pour des va-
leurs supérieure de 0. En effet la fonctionnelle garde une valeur relativement basse a
convergence pour les parametres étudiés, mais ”la vallée” est beaucoup moins pro-
fonde pour les valeurs de o supérieures, ou l’algorithme ne converge pas. En effet,
cette interpolation est sensible aux variations spatiales du champ de conductivité.
Comme nous avons gardé une interpolation d’ordre 3, il y a une valeur critique de o
a partir de laquelle la précision de l'interpolation est limitative sur la convergence,
parce qu’elle controle le minimum de la fonctionnelle cott.

La figure 5.30(b) représente le cheminement de 1'algorithme vers la convergence
suivant nos criteres choisis.

Les figures suivantes nous montrent les différentes grandeurs calculées sur les
maillage, a convergence. L’illustration 5.31(a) représente la conductivité calculée sur
le maillage Lagrangien pour o = 0,3, de méme que la figure 5.31(b) la représente
sur le maillage de Gauss Lobatto.

Mais plus intéressants sont les graphiques représentant les erreurs relatives sur

le domaine pour o = 0, 3. Le graphique 5.32(a) représente 'erreur locale relative sur
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F1G. 5.31 — Représentation de la conductivité reconstruite pour o = 0,3

le maillage Lagrangien. Nous constatons que le maximum d’erreur est situé pres de
l'origine (0,0) du domaine de calcul. C’est en effet dans cette zone que le nombre de
liaisons, calculé a I’aide du deuxieme maillage est le plus important, et propageant
ainsi ’erreur commise sur la valeur a l'origine de la premiere ligne, située pour notre

cas dans la région proche de (27,0). L’erreur maximale reste proche de 0, 5%.

La figure 5.32(b) illustre Uerreur relative commise lors de l'interpolation inverse
sur le domaine. Les erreurs sont globalement du méme ordre que sur le maillage
Lagrangien, excepté en deux zones. La premiere, située pres de (0, 27) correspond a
une zone qui n’est pas atteinte par le maillage Lagrangien, et donc ces erreurs sont
dies a I'extrapolation. L’autre zone ou l'erreur est importante correspond a l’origine
des lignes de flux. La détermination de la valeur a l'origine par minimisation reste
entachée d’erreur, et se répercute a l'interpolation. Nous avons ici une représentation
du caractere régularisant de notre méthode, liée a la zone d’influence de chaque point.
La conductivité est calculée a partir de l'origine, et sa zone d’influence décroit a

mesure de I’éloignement physique de ce point, de méme que 'erreur.

En conclusion, nous avons essayé de reconstruire une conductivité qui varie for-
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F1G. 5.32 — Représentation des erreurs de reconstruction de la conductivité pour la

conductivité donnée en (5.80) et 0 = 0,3

tement dans le domaine d’étude. L’algorithme nécessite bien entendu plus de lignes,
et donc de temps de calcul pour capter ces variations. Ces temps de calculs restent
extrémement modestes (dans tout les cas présentés au cours de ce travail, le temps de
calcul a toujours été inférieur & une minute avec un processeur a 1,6 GHz) La partie
la plus longue du calcul numérique est le calcul du maillage Lagrangien, I'inversion
par la minimisation de la fonctionnelle étant plus rapide d’un ordre de grandeur.
L’interpolation inverse greve la précision et empéche notre méthode de converger
pour certains parametres. Cependant, nous arrivons a capter les variations impor-

tante de conductivité, et nous arrivons a la reconstruire avec précision.

5.8 Conclusion

Nous avons développé et implémenté une méthode de reconstruction de la conduc-
tivité en milieux hétérogenes, utilisant des coordonnées Lagrangiennes.

Nous avons tout d’abord exhibé un exemple physique, associé au probleme traité,
concernant les milieux minces d’épaisseur variable, motivé par ’application a la

cartographie thermique infrarouge. L’analyse asymptotique de cet exemple a permis
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d’établir sous quelles conditions le probleme tridimensionnel réel peut étre décrit a
I’aide d’un probleme bidimensionnel approché. Cette classe de probleme associée a
un milieu de conductivité thermique hétérogene a ensuite fait I'objet d’une étude
spécifique pour développer une nouvelle méthode d’inversion, cerner les limites de

cette méthode, et valider son application sur des cas tests.

A cet effet, nous avons commencé par présenter un développement asymptotique
qui modélise certaines configurations de milieux minces d’épaisseurs variables. Cette
approche permet de remonter a la variation d’épaisseur par le calcul de la conducti-
vité apparente bidimensionnelle. C’est dans cet esprit que nous avons développé la

méthode de reconstruction de conductivité bidimensionnelle.

La méthode de reconstruction de la conductivité hétérogene consiste a décomposer
I’équation de la chaleur sur des lignes de flux, qui sont localement paralleles au gra-
dient d’un champ de température. L.’équation devient ainsi unidimensionnelle et peut
étre résolue semi-analytiquement. Afin de lier ces lignes entre elles, une deuxieme
relation est nécessaire, et c’est pourquoi nous avons choisi d'utiliser un deuxieme
champ de température, dont le gradient est en moyenne non-parallele a celui du pre-
mier champ. Sur celui ci, un deuxieme réseau de lignes est calculé, et sert a trouver
les relations liant les lignes de flux du premier et du deuxieme champ, en calculant
leurs intersections. Nous avons ainsi réduit le nombre d’inconnues a déterminer en
couplant les lignes, et, par conséquent, la connaissance de la conductivité en un seul
point, l'origine du maillage lagrangien, permet la détermination de la conductivité
sur le domaine entier sur ce systeme de coordonnées, composé des lignes de flux
et d’isothermes. Nous avons montré qu’'une telle inversion n’est possible qu’a deux
conditions sur le champs de température, que nous avons appelé conditions d’identi-
fiablilité. La premiere condition est que le gradient du champ thermique ne s’annule
pas a l'intérieur du domaine. La seconde condition, plus restrictive, est que le pro-
duit scalaire entre le gradient thermique et le gradient de conductivité thermique
(a priori inconnu) ne soit pas trop petit. Cette derniere condition implique que le
champ de température ne peut étre défini comme identifiant qu’a posteriori, lorsque
la conductivité a su étre trouvée. La détermination du champ de conductivité s’effec-
tue par une méthode classique d’optimisation d’une fonctionnelle cotut quadratique,

a 'aide du probleme adjoint.

La mise en place numérique a été effectuée sur deux systemes différents de coor-
données : un systeme cartésien, que nous avons choisi de discrétiser a ’aide de points

de Gauss-Lobatto, et sur lequel sont connus les grandeurs nécessaires a l'inversion,
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et un systeme Lagrangien, qui est calculé a partir du premier. Des méthodes spec-
trales, d’ordre élevé, sont utilisées par les solveurs sur le maillage de Gauss-Lobatto.
La résolution sur le maillage Lagrangien utilise, quant a elle, des méthodes plus
classiques pour l'intégration. La conductivité est calculée sur le maillage Lagran-
gien, puis ramenée par "interpolation inverse” sur le maillage de Gauss-Lobatto,
afin d’utiliser la méthode d’optimisation. Ce choix d’implémentation a montré que
'interpolation inverse (et parfois extrapolation) sont les étapes limitatives dans la
précision des résultats obtenus. Pour finir, la méthode d’optimisation est écrite sur
le maillage cartésien, et retrouve la valeur de la conductivité a l'origine des lignes
de flux. L’avantage de cette méthode réside dans le fait que les calculs de maillage,
de relations, et d’interpolation ne sont effectués qu’une seule fois, en tant que pré-
traitement. Les itérations de 'optimisation sont donc tres rapide, et ne nécessitent
que la résolution des problemes direct et adjoint.

Des cas tests ont permis d’évaluer la précision de la méthode de reconstruction,
suivant les différents parametres, et nous avons illustré la méthode par la recons-
truction de deux champs de conductivité parametrés. Les grandeurs permettant la
reconstruction ont été générées numériquement en "mimant” la réalisation d’une
expérience physique, qui laisserait relaxer deux conditions initiales différentes sur
un domaine mince. Ces tests nous ont indiqué la sensibilité de ’erreur numérique
et de la convergence aux erreurs d’interpolation, et de plus, 'inadéquation de la
méthode spectrale a traiter des champs bruités.

Nous avons pu ainsi déterminer les forces et les faiblesses de notre implantation
numérique et montrer la validité de notre approche qui se justifie par un temps de
calcul réduit pour une bonne évaluation de la conductivité sur le domaine bidimen-

sionnel.






Chapitre 6

Conclusion générale et

Perspectives

Cette these présente 1’étude de deux problemes inverses, issus du controle non

destructif.

Nous avons tout d’abord étudié un algorithme de complétion de données sur
I’équation de la chaleur stationnaire, inventé par Kozlov au début des années 90.
La reconstruction de la condition a la limite inconnue s’effectue avec la résolution
d’une suite de deux sous-problemes directs, qui échangent des informations par une
alternance de conditions aux limites. Cet algorithme est discrétisé a 1’aide d’une
méthode numérique d’ordre élevé, qui offre une tres grande précision de résolution
avec un nombre réduit de points de discrétisation. Les sous-problemes directs sont
résolus a ’aide d’une méthode directe, la diagonalisation successive. La validation
de I'implémentation et des différents criteres d’arrét a été réalisée par une série
de cas test sur un domaine bidimensionnel carré. Une étude du comportement de
I’algorithme, face a différents types de conditions aux limites, et face a la variation
de la quantité d’informations disponibles, a montré que sa convergence est tres lente.
Il possede cependant une caractéristique remarquable : quelle que soit sa vitesse de
convergence, conditionnée par la quantité d’informations disponibles, il convergera
toujours vers la solution avec la méme précision. Seul le nombre d’itérations changera

(et donc le temps de calcul qui peut devenir vraiment grand).

Par conséquent, nous avons étudié des techniques d’accélération de la conver-
gence, en utilisant une relaxation, et en développant la méthode du raffinage hiérarchique.
La combinaison des deux offre une réduction non négligeable de temps de calcul. Par

la suite nous avons étudié la détermination d’un coefficient d’interface, la résistance
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de contact sur la frontiere a compléter, qui est calculée a partir des valeurs recons-
truites. Ce coefficient, lié au champ et a sa dérivée, est tres sensible au erreurs de
reconstruction. L'utilisation des méthodes spectrales permet néanmoins de 1’évaluer
avec une précision satisfaisante.

Pour finir, nous avons implanté cet algorithme dans un domaine annulaire, ou
nous cherchions a reconstruire les conditions aux limites a 'intérieur, connaissant

les informations de température et de flux de chaleur sur la frontiere extérieure.

La deuxieme partie de ce document présente une méthode originale de recons-
truction de la conductivité dans un milieu hétérogene bidimensionnel a ’aide de co-
ordonnées Lagrangienne. Nous avons commencé par illustrer comment, a ’aide d’un
développement asymptotique pour un milieu mince tridimensionnel, une variation
d’épaisseur se traduisait par une variation de conductivité apparente sur le milieu
équivalent bidimensionnel. Le principe de résolution est basé sur la décomposition
de I'équation de la chaleur hétérogene bidimensionnelle sur ce que nous avons appelé
lignes de flux, qui sont des lignes localement colinéaires au gradient de température.
En rajoutant les isothermes, nous obtenons un maillage tenant compte des ca-
ractéristiques physiques du champ étudié. Sur ce systeme de coordonnées, la conduc-
tivité est résolue semi-analytiquement. Chacune des lignes étant indépendantes, un
deuxieme champ de température est nécessaire afin de pouvoir lier les lignes entre
elles. Nous avons ainsi ramené la connaissance de la conductivité sur tout le do-
maine a la détermination de la conductivité en un seul point. La détermination de
cette valeur est faite a ’aide des techniques d’optimisation d’une fonctionnelle cott
quadratique.

Des cas tests ont permis par la suite de valider le principe de la méthode proposée
et son implémentation numérique. Nous avons alors simulé une expérience modele,
et retrouvé la conductivité cherchée.

Disposant d’un outil de calcul fonctionnel, ’étape suivante serait la mise en
ceuvre pratique de la méthode de reconstruction proposée. L’étude de la conduction
thermique dans une plaque mince présentant des hétérogénéités d’épaisseur ou de
conductivité semble particulierement adapté. En effet, 1'utilisation des techniques
récentes de visualisation infrarouge permet d’obtenir des cartes de températures
précises, présentant une bonne définition spatio-temporelle. Dans le cadre d’expériences
modeles, 'emploi de plaques d’hétérogénéité controlée permettrait d’appliquer la
méthode de reconstruction dans des cas réalistes. Cette application présente tou-

tefois quelques obstacles techniques qu’il conviendrait de lever. En effet, les tests
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numériques ont indiqué une sensibilité de 'erreur et de la convergence a 1’étape
d’interpolation et d’extrapolation. Par ailleurs, I'inadéquation de la méthode spec-
trale utilisée a traiter des champs thermiques bruités est un élément supplémentaire
pour suggérer une autre discrétisation numérique. Un mailleur éléments finis serait
un bon candidat pour une mise en ceuvre plus robuste et plus optimale de la méthode

proposée a des problémes bruités.
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Annexe A

Numérique

A.1 Approximations et polynomes

A.1.1 Polynomes de Legendre

Ils sont solution du probleme de Sturm-Liouville singulier suivant :

—((1—2%) L;L($))/ =n(n+1)L,(x) avec L,(—1) = (=1)" et L,(1) =1
En pratique, leur calcul se fait par récurrence, avec Lo(z) =1 et Li(x) = x :

2n + 1 n
Lunle) = Zgelale) = 225

L,_1(z)

La famille de polynéme de Legendre constitue une base orthogonale de L? et

permet d’exprimer une fonction u € L? comme

U= Z u; L,
i>0
La propriété intéressante des polynomes de Legendre est que les coefficients u,
tendent exponentiellement vers 0 lorsque n tend vers l'infinie. C’est la convergence
spectrale. Cette propriété est analogue a celle des développements asymptotiques
pour lesquels les premiers termes contiennent le maximum d’information.
La troncature de cette série, > .. @,;L;, donne une approximation polynémiale

de u. C’est aussi la projection de u sur P, relativement au produit scalaire de L?.
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A.1.2 Quadrature de Gauss-Lobatto

Elle permet le calcul d'une intégrale a partir de I’ensemble des points {&;, i € [0, n]}

de Gauss-Lobatto-Legendre solutions de

(1-&) L, (=0 ¢e[-11]

Ainsi, pour tout polynomes p de degrés 2n — 1, il existe une ensemble de poids

{pi,1 € [0,n]}, de telle sorte que

/ p(t)dt =Y p(&) pi

1 i=0
Pour des polyndémes de degrés supérieur a 2n — 1, l'erreur de quadrature est
proportionnelle au coefficient du terme a la puissance 2n.

Les poids sont donnés par la relation

2 1
P i+ 1) 12(&)

A.1.3 Quadrature de Gauss-Radau

Elle permet le calcul d'une intégrale a partir de I’ensemble des points {&;,7 € [0,n — 1]}

de Gauss-Radau-Legendre :

& = —cos (27121170 cel-1,1]

Ainsi, pour tout polynomes p de degrés 2n — 2, il existe une ensemble de poids

{pi,1 € [0,n — 1]}, de telle sorte que

/ p(t)dt = i:p (&) pi

1 i=0
Pour des polyndémes de degrés supérieur a 2n — 2, l'erreur de quadrature est
proportionnelle au coefficient du terme a la puissance 2n.

Les poids sont donnés par la relation

(a+ D)% (a+1)(n—1)! i=0
T e [0 ) L1 )] 1<i<a-1 0T 2

n!
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A.1.4 Polynomes de Lagrange

C’est une famille {h;,7 € [0,n]} de polynémes d’interpolation définis par rapport
aux points de Gauss-Lobatto-Legendre, tels que h; (§;) = 0,5, 0;; étant le symbole
de Kronecker. L’approximation d’une fonction u sous forme d’interpolation s’écrit
Yoo (&) hy. Cette approximation, ou projection relative au produit scalaire discret
définie par la formule de quadrature de Gauss-Lobatto-Legendre, jouit des mémes
propriétés que celle basée sur les polynomes de Legendre : elle convergence spectra-
lement. En pratique, la mise en ceuvre est plus facile avec les polynomes de Lagrange
qu’avec ceux de Legendre et elle donne acces directement aux valeurs discretes de la
solution, c¢’est pourquoi la méthode spectrale décrite dans cette these est basée sur

ces polynomes.

A.2 Produit tensoriel

Soient A et B deux matrices de dimension respectives m x n et k x [, alors le
produit tensoriel A ® B est une matrice C' de dimension mk x nl. Elle est telle que
Cij = ApyBys avec i =1+ (p— 1)k et j = s+ (¢ — 1)l et peut étre mise sous forme

de matrice par blocs

AHB A12B cee AlnB
AQlB AQQB e AQnB

Les propriétés élémentaires du produits tensoriel sont :
+ désigne I'addition de matrice, et AB désigne la multiplication de la matrice A

par la matrice B.

(A+C)®@ B=A®B+C®B (A1)
(A® B) (C® D) = AC ® BD (A.2)
(A B)T = AT @ BT (A.3)

(A9 By ' =A@ B! (A.4)

D’autre part, le produit de trois matrices peut s’écrire comme ABC = (C' ® A) b,

ou b représente la matrice B mise sous forme de vecteur. L’interprétation de ces
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propriétés est qu'une matrice décrivant un opérateur qui peut se mettre sous forme
tensorielle agit indépendamment sur chacune des directions de l'espace. On peut

alors traiter chaque direction de maniere séparée, en ”fixant” les autres.

A.3 Traitement des conditions limites de type Di-
richlet

La prise en compte des conditions limites de type Dirichlet se fait en pratique en
modifiant certaines lignes et colonnes de chaque opérateur associé a une direction
de l'espace. Lorsqu'une frontiere ayant une condition limite de type Dirichlet est
présente dans cette direction et dont les points ont pour indice &, la modification
consiste & remplacer les k*™° lignes et colonnes par des zéros sauf le terme diagonal
qui vaux 1. Par exemple, pour une condition limite Dirichlet sur la frontiere est
(direction z, indice k = N), et sur la frontiere sud (direction y, indice k = 1), les
matrices agissant sur la direction z (& droite des produits tensoriels ®) verrons leur
N®me Jigne et colonne annulée et le terme (N, N) égale & 1 alors que les matrices
agissant sur la direction y (& gauche des produits tensoriels ®) verront leur 1 ligne
et colonne annulée et le terme (1,1) égale a 1. Les opérateurs du second membre
sont modifiés de maniere a rendre compte de la condition limite correspondante avec
des 0.

Ainsi pour un systeme du type AX B = (', la modification donne (x représente

un terme quelconque non modifié) :

* * 0 1 0 = *

0 % *
Ap =1 % * 0 Bp = Cp = *
0 0 ~ - * 0

A.4 Méthode itérative du gradient conjugué préconditionné

La méthode classique que nous allons exposer permet d’inverser de maniere
itérative une matrice symétrique définie positive. Dans le cas d’un gradient conjugué,
I'obtention de la solution peut étre interprétée comme une minimisation d’une fonc-

tionnelle. Contrairement aux méthodes directes, la solution calculée n’est qu'une
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approximation, puisque déterminée avec un critere de convergence fixé. Cependant,
lefficacité de l'algorithme du gradient conjugué est fortement lié au conditionne-
ment! de la matrice A. Cela incite & modifier le systéme & résoudre, et le remplacer
par un systeme équivalent, dont le conditionnement est plus favorable. Cela s’appelle
préconditionner le systeme.

Si nous appelons M une matrice symétrique définie positive, approchant A, on

peut, par exemple, résoudre un des problemes suivants :

M 'Ax =M"'b (A.5)

ou

AMfu=b,x =M 'u (A.6)

Malheureusement dans ce cas, M 1A et AM~! ne sont plus symétriques. Nous
pouvons préserver cette symétrie, par exemple, si M est disponible sous forme fac-
torisée M = LL*. Alors nous séparons la matrice de préconditionnement et nous

résolvons

LA 'u=L"'b,x=L""u (A.7)

ui un em métrique. n ndan né ir r M~
est systeme symét e. Cela n’est cependant pas nécessaire, car M 1A

est auto adjoint pour le produit scalaire (-,-),, associé a la matrice M. En effet,

<M*1Ax,y>M = (Ax,y)y, = <X,M*1Ay>M (A.8)

Il suffit donc de résoudre A.5 avec le produit scalaire (-, -),, dans I'algorithme du

gradient conjugué. Une itération k de I'algorithme devient, avec z, = M ~'ry

Z), Zx
= 7 M<1 Apk,)f:fkm (A.9)
Xk+1 = X + 0Pk (A.10)
jp1 =T — apApy (A.11)
Brp1 = W (A.12)
Pi+1 = Trt1 + Bkr1Pk (A.13)

'le conditionement d’une matrice A est défini par x(A) = ||A7"||||A]l. Son influence se mesure
sur la qualité de la solution d’un systeme perturbé, de telle sorte que 'erreur relative sur la solution

est majorée par le nombre de conditionnement.
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Il n’est pas nécessaire de calculer les produits scalaires P car

{2k, 21c) oy = (21, Txe)

(M~ Apy, pi) y; = (APk, P)

Si nous injectons ces relations, nous obtenons ’algorithme du gradient conjugué
préconditionné. Son avantage est que sa vitesse de convergence dépend maintenant
du conditionnement de la matrice M~1A.

Sa mise en ceuvre nécessite un vecteur intermédiaire supplémentaire et une
résolution du systeme : z, = M !'r,. Il faut choisir M de telle facon a ce que
ce surcolit ne soit pas trop important. Pour que le gain soit intéressant, nous devons
choisir M tel que M ~!A soit le plus proche possible de I'identité.

En pré-requis, il faut une initialisation z (généralement, zo = 0) et une matrice

de préconditionnement M.

g = b — AXO
_ -l
Zy — M Iy
Po= Zo
terme général d’une itération :

(Z, i)
(Pr, ApPk)

X1 = X + QxPk

. —

Iy =Ty — apApy
Z, = M_ll'k

<Zk+l ) I"k+1>

Brot1 = 2nh)

Pi+1 = Zi+1 + Brt 1Pk

Il existe de nombreuse facon de choisir M, par exemple une factorisation LU
incomplete, ou une Cholesky, ou la matrice issue de la discrétisation de 'opérateur en
éléments ou différences finis. Nous avons choisi comme préconditionneur la solution
du laplacien, calculée par diagonalisation successive. En effet, ’avantage d’une telle
méthode repose sur le fait que si le systeme initial est tensoriel, le gradient conjugué

converge en une seule itération.



Annexe B

Compléments sur le probleme de

Cauchy

B.1 Formulation mathématique du probleme de

Cauchy

Nous étudierons la complétion de donnée sur le modele de I’équation de la chaleur

stationnaire, c’est a dire :

Au = 0. Q

w(0,y) =u(a,y) =0. 0<y<b (B.1)
u(x,0) = p(x) O0<z<a

Oyu (z,0) = P(z) Osz<a

Ce systeme est appelé probleme de Cauchy. Le but du probleme de cauchy est
de déterminer u (z,d) = h(z),0 <z < a,d € ]0,b]. Le probleme dans le rectangle
[0,a] x [0,d] est résolu par séparation de variables, c’est a dire que la fonction a
trouver u (z,y) dépend de deux fonctions indépendantes : u (x,y) = A (x) B (y).

Appliquons cette décomposition dans le laplacien.

A" (2) B (y) + A(x) B" (3) = 0.
ce qui donne :
A// (l,) _ BI/ (x)

A(z)  Blx)
Il y a donc deux problemes indépendant qu’il faut résoudre séparément. Résolvons

= K, K = cste (B.2)

pour commencer :
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A(z): A"~ KA=0.

Deux cas s’offre a nous :
- SiK>0

A= aeVE" 4 gy VE®

Et les conditions aux limites en x = 0 et £ = a nous donne une solution pour
A identiquement nulle, ce qui est impossible.
— et donc K < 0, par conséquent, les conditions aux limites nous donne la

solution suivante :
. nll
A(x) = agsin (—x) (B.3)
a

De I'équation B.2, connaissant le signe de la constante, nous pouvons résoudre
B.

B"+ KB =0.

Nous écrivons la solution comme une combinaison linéaire de fonction hyperbo-

lique, de telle sorte que

B = Bich (wy) + Bash (wy) .
nll
a

w =

Lorsque nous regroupons les termes, la solution s’écrit sous la forme suivante :

o= S5 (2 [ () ()] o

La condition a la limite a gauche s’écrit

w(z,0) = i Dy sin (%x) = o (2)

ce qui nous permet de déterminer D, :

D=2 [ o@sin (e ae

La condition a la limite a droite, nous amene a

w(z,d) = gsin (%x) {Dnlch (%d) 4+ Dyosh (%d)] — h(z)
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Isolons D,» de I'expression précédente afin de 1’évaluer :

- I II = IT IT
Z D,,5sh (n—d) sin (n—:l:) =h(x)— ZDnlch (n—d> sin (n—x>
— a a e a a

Cette décomposition nous amene a

Doysh (@d> _2 / ' (h (€) = Duich <@d> sin (@5» sin (@5) dg
a a f, a a a

Sachant que

%/0 sin? <g£>d£:§/o %[1—005(%5)} ¢ =1

La solution finale dépendant des conditions aux limites ¢ et ¢ s’écrit donc

sh %(d—y) )  sh %y )

% Eh<@d))sm<n>+ 2Q8m<n>
L= [ s (%s) ¢ (B.5b)
P, = /0 " () sin (%g) dé (B.5¢)

u(x,y) = Z I,
n=1

B.2 Détermination de la condition a la limite in-

connue h (x)

Il nous reste a retrouver la condition a la limite inconnue. Pour ce faire, dérivons
la solution obtenue, et relions la a notre connaissance sur la dérivée sur le bord en

vis a vis.

201 Il IT
Oyu (z,0) = — Zfspa—;l coth (%d) sin (%x
n=1

Oyu (x,0) = (x)
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Les fonctions ¢ (x) et ¥ (z) sont connues, et le probleme inverse est donc de

déterminer h (z), inclus dans P, tel que

. [ nll
~ o sin (790) .
Z b, " Z [ Coth ( d) sin (73:)

En reformulant 1’égalité précédente, nous pouvons écrire finalement

—;n/() h(€) sin (75> dgm

g(z) = —w ) + ZI n coth (—d) sin (%as)

Etudions maintenant la fonction g (z) du coté gauche.Si elle converge uniformément,

J et 3" peuvent étre inversés :

Cette fonction peut se mettre sous la forme

o) = [ Glean©
<nH
sin [ —z
Z nsin (—f) — est le noyau

on (5]

Nous avons écrit un opérateur a noyau G (£, z) . L'unicité dans la détermination

I
de h(x) vient du fait que les sin "2 2 ) forment une base dans Ly [0,a]. Une étude
a

sommaire du noyau G (£, z) va nous donner les propriétés suivantes :
nll nll
sin (—x)‘ <1 et |sin (—5)‘ < 1,Vx, V¢
a a

2
donc |G (§,x)] < #, et e — e~ o, E"
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Nous déduisons de ces inégalités que |G (£, )| < 2ne™™ converge absolument et
donc uniformément.

Le méme raisonnement peut étre fait pour 9:G (&, x) et 0,G (€, x)

G (&, x) est donc contintiment différentiable puisqu’il converge uniformément et
que les dérivées par rapport a chacune des variables convergent uniformément. C’est

ainsi un opérateur intégral qui agit de Lo [0, a| dans Lo [0, a.

B.3 Remarque sur les opérateurs a noyaux et les

problemes inverses.

Nous allons présenter quelques résultats sur les opérateur a noyaux. Notons B un
opérateur inversible d’un espace de Hilbert vers un espace de Hilbert. Soit y donné.

Si I'inverse de B n’est pas borné, alors le probleme qui est de trouver x tel que
Bx =y (B.6)

est mal posé.

La théorie des opérateurs compacts linéaires sur un espace de Hilbert de dimen-
sion infinie nous indique que ces opérateurs n’ont pas d’inverses bornés. Fredholm,
dans ses travaux sur les intégrales de premiere espece, a montré que le probleme, qui

est de trouver f pour un h donné dans la relation

| @@ =nw)
) domaine borné de R"

GelLl?(QxQ)

est un opérateur compact du type B.6. (|Groetsch(1984)]) Ici, G est appelé noyau.

La base de la théorie des problemes mal posés a été formalisée par Tikonov dans
les années soixante [Tikhonov & Arsenin(1977)], puis John, Lavrente’v et Ivanov ont
fait des contributions importantes sur le sujet.

Une des manieres de résoudre un probleme mal posé de la forme B.6 est d’user de
méthodes dites de régularisation. Par exemple, nous pouvons modifier le probleme
initial en ajoutant un terme qui fait que 'opérateur résultant possede un inverse
borné.Ensuite, au sens d'une norme, il faut faire tendre le terme supplémentaire
vers 0. Ce terme supplémentaire est fabriqué de telle sorte que lorsqu’il tend vers
0, la solution tend vers la solution du probleme initial. Cette méthode est ap-

pelée régularisation de Tikonov [Tikhonov & Arsenin(1977)]. Cette méthode est un
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exemple de méthode directe. De telles méthodes basées sur I’ajout d’un terme sont
appelées méthode de quasi réversibilité. ([Lattes & Lions(1969)]).

une autre fagon de résoudre les problemes mal posés est d’utiliser une méthode
itérative, par exemple celle de Landweber ([Landweber(1951)]) et Fridman [Fridman(1956)],
ou bien un gradient conjugué par Hestenes et Stiefel [Hestenes & Stiefel(1952)].

il existe des difficultés inhérentes dans 1'utilisation des méthodes de quasi réversibilité :
le terme supplémentaire n’est pas toujours unique, et le probleme résultant peut ne
pas étre standard, ce qui implique le développement d’outils numériques non stan-
dards.pour traiter le probleme perturbé. Cette observation a mené Maz’ya et Kozlov
a étudier les méthodes itératives pour les problemes mal posé basé sur des équations
différentielles partielles, voir [Kozlov & Maz "ya(1989)] et [Kozlov et al.(1990)]. Dans
ces méthodes, Ils essayent de préserver la structure originelle de I’équation. Puis Bas-
tay [Bastay(1995)] a utilisé ces idées pour des problemes de valeur aux frontieres pour
I’équation d’onde et de la chaleur.Il a aussi montré quelques résultats de convergence

optimale pour ces méthodes.

B.4 Condition de stabilité et majoration des er-

reurs pour le probleme de Cauchy

Etudions maintenant une estimation de la condition de stabilité pour le probleme
de complétion appliqué a I’éqauation de Laplace.

Soit u (x,y) , Uz (T,Y) , Uy (2,Y) , Uy, (z,y) continues dans le rectangle [0,a] x
[0,0], et u (x,y) non identiquement nulle, qui satisfait I’équation de laplace (4.1) et
les conditions (4.2)

Effectuons I’étude de stabilité selon Hadamard. Rappelons que une solution u (x)

est stable au sens de Hadamard si
u existe

u est unique
|z — x| <& — |u—up| < e avecuyg =u(z)
Si la troisieme proposition n’est pas vrai, alors ¢’est que le probleme est mal posé,

au sens de Hadamard.

Soit la fonction
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dérivons la :
P (y) = 2/ uyudz,
0
P (y) = 2/ Uyyuds + 2/ (uy)? de.
0 0

. . s . ’ a
Manipulons I’expression dans la dérivée seconde : fo Uyyudx

a a
/ Uyyudr = —/ Upp WAL, CAT Ugy + Uyy = 0
0 0

= [uzulg + /Oa (uy)” da

= /Oa (ug)? da.

Il reste a transformer le résultat du dernier calcul en dérivant foa (ugc)2 dz.

), faema [
— Uy ) dr = 2 U Wy AT
9 ), (uz) i v

= 2 [uguyl; — 2 /0 Uy Uy dT

= 2/ Uyy Uy d
0

0 /“ 9
= — U, )" dx.
ay 0 ( y)

Intégrons :

[ s wa?ae = [ o= [ ) de = [ 0,0 ds

Nous obtenons donc
P (y) =2 /“ (Ua:)z dr + 2 /a (uy)2 dx.
0 0
P (y) = 4/0a (uy)? d + 2 /Oa [(ug (z, 0))* — (uy (z, O))ﬂ dx.
p” (y) s’écrit finalement sous la forme suivante

Py =4[ ( uy)2 dx + 4q
= —fO [ u, (2,0))? = (uy (2,0))%] da.
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Apres ces transformations, il nous faut étudier le signe de la dérivée seconde afin

d’avoir la connaissance du comportement de p. Pour ce faire, il nous faut introduire

une fonction k (y) . Soit la fonction
k(y) =In(p(y) +lal)

et calculons ses dérivées premiere et seconde :

P (y)
K (y) = ———
p(y) + lq|
¥ (y) = P () (p(y) +lal) — (0 (v))°
(p (y) + lal)*
Lorsque nous remplacgons par les expressions déja calculée avant de p’ et p”, nous
obtenons :
1 a a a 2
K (y) = ——— [(4/ (uy)? da:+4q> (/ u?dr + |q\) — (2/ uyudx) ]
(p (y) + lal) 0 0 0
1
(p (y) + lal)

K'(y) = ————= [V + 2]
Y—4/0 (uy)zdx./o quJz:—i-4|q|/0 (uy)? d
a 2

Z:4q/ u2dx+4q|q|—4(/ uyudx)
0 0

Nous cherchons maintenant a minorer £” (y). Par hypothese, u (x,y) n’est pas

identiquement nul, et par conséquent foa udx non plus. Au final, p(y) et ¢ ne sont

pas identiquement nuls.
L’inégalité de Cauchy-Swartz nous dit que : 4 ( uyuda:)2 <4 [ (uy)?dr. [ uPda

Lorsque nous nous servons de la relation, nous obtenons alors

K (y) > m [4\q| /Oa (uy)? dx + 4q /Oa u?dr + 4q |Q|}

or [ (u,)*dz >0

donc

K (y) > m {4q /0“ U2dl‘+4CI|Q|}

= ;(QP(Z/) +qlql)

(p(y) + la])?
41q|

p(y)+ldl
car p(y) > 0 et |g| > 0.
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lq|

En utilisant 'inégalité évidente ———— < 1, nous pouvons minorer la derniere
' p(y)+lq
expression
4 4
(N 4] .
p(y) + ldl P (y) + lal|

en conclusion

K () > 4(ap(y) +qlal) > 4, (B3)

(p(y) + lal)?

Nous avons donc réussi a minorer la fonction introduite, et il nous reste a re-

lier cette inégalité a la fonction originellement étudiée, p. Il faut, pour y arriver,

introduire une autre fonction,

w(y) =k(y)+2y(y—0b)

Lorque nous dérivons deux fois cette nouvelle fonction, nous avons

w” (y) = k" (y) +4,

alors w" (y) > 0, pour y € [0,].

La fonction w est donc convexe, et possede donc cette propriété suivante de toute

fonction convexe

Vo €[0,1],¥y € [0,8],a = %,w(y) < aw (b) + (1 — a)w (0)

Lorsque nous ’appliquons a noter probleme, nous obtenons

Replacons finalement dans I’expression intiale

In(p(y) +ql) < b_yln(p(O)+\QI)+%1n(p(b)+IQ|)—2y(y—b)~

et revenons a p :

b—y

y
p) < @O +la) b - (p(®)+gh)b . gl (B.9)

Etudions maintenant la condition de stabilité pour le probleme. Il nous faut pour

cela considerer uy (x,y) et us (z,y) deux solutions.
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Uy (3770) = ¥1 (ZL‘) , Uly (ZE,O) = ¢1 (27) )
Uy (7,0) = @2 () , uzy (2,0) = 2 (z),

IN
8
IA
S

IN
8
IA
S|

Utilisons également ’hypthese que les solutions appartiennent a ’ensemble L :
/ (uy (2, 0))? d < C?
0
/ (ug (z,b))* dz < C?
0

Si U(Zﬂ,y) =u (x7y> — U2 (l’,y), alors ||u<x7y>||ig < AC?.

Inserons ce résultat dans I'inégalité précédente, et nous obtenons :

b—y

Jur (2,) = w2 )12, < (g1 (2) — o2 (@I + 1)~ b (402+rq|)3 2w g
i=3 | (4@ =4 @) = 01 @) = b )] o
et lal < 5 16 () = & (@) + 5 o (&) — (&)

<



