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INTRODUCTION

On note par D le disque unité et T le cercle unité du plan complexe. Soient d A la mesure de Le-
besgue normalisée sur D et dm la mesure de Lebesgue normalisée sur T. L'espace de Hardy usuel
H? est 'ensemble des fonctions analytiques dans D dont la série des coefficients de Taylor a Iori-
gine est de carré sommable. Lespace H? peut étre identifié avec le sous espace fermé de I'espace
de Hilbert L?(T,dm) formé par les fonctions dont les coefficients de Fourier d’indice strictement
négatif sont nuls. Soit P la projection orthogonale de L? sur H2. La projection P peut étre exprimée

explicitement par la formule :

Plf1(2) :f f((_) dm({) pour zeD. (0.0.1)
T1-{z

En utilisant la formule (0.0.1), on peut prolonger la projection P en un opérateur continu de L!
sur .77 (D), I'ensemble des fonctions analytiques dans D muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact et L' est muni de la topologie faible.

Rappelons que d’apreés le théoréme de Beurling, tout sous espace de H? qui est invariant par

I'adjoint de 'opérateur de déplacement a droite (ou opérateur shift) est de la forme :
K2:= H*e uH* ol ue H? est une fonction intérieure non constante.

Le sous espace K2 ainsi défini est appelé espace modele correspondant a la fonction intérieure u
et on note par P, la projection orthogonale de L? sur K2. Les projections P et P, sont liées par
la relation P, = P—-M, P My ou M, et My désignent respectivement la multiplication par u et u.
Chaque espace modele est équipé d'un opérateur de conjugaison C défini par C[f]({) = u({ )Zm,
pour tout fe K2 et{eT.

Dans ce travail, nous nous intéressons aussi a d’autres espaces de Hilbert : I'espace de Berg-
man Lfl (D) et'espace de Bergman harmonique sz] (D). Les espaces de Bergman Li([D) et sz] (D) sont
des sous espaces fermés de L?(D, d A) formés respectivement par des fonctions analytiques et har-
moniques dans le disque unité et on note par P et Q les projections orthogonales respectives de
L*([D,d A) sur L;(D) et sur L{ (D).



Introduction 2

Pour toute fonction ¢ € L*°(T, dm),'opérateur de Toeplitz classique de symbole ¢ sur H?, noté

Ty, estla compression sur H? de l'opérateur de multiplication par ¢, noté M,, c’est-a-dire
T, =PM, ou P estla projection orthogonale de LZ(T, dm) sur H?.

Il est bien connu que T, est borné si et seulement si le symbole ¢ est une fonction bornée et en
générale, I'étude des propriétés de T, est étroitement liée a celle de son symbole ¢. Beaucoup de
travail a été fait sur les opérateurs de Toeplitz classiques et des résultats significatifs a propos de
ces derniers ont été obtenus, voir entre autre [14}25,/51].

Récemment, Sarason a étudié ([57]) la compression de 'opérateur de Toeplitz sur I’espace mo-
déle. Cet opérateur est appelé opérateur de Toeplitz tronqué. Etant données une fonction inté-
rieure non constante u et une fonction ¢ € L2, I'opérateur de Toeplitz tronqué de symbole ¢, noté
A, est défini sur le sous-espace dense K3° de K7 par A, = P, M,.

Les opérateurs de Toeplitz tronqués représentent une généralisation des matrices de Toeplitz clas-
siques.

Bien que certains cas particuliers de ces opérateurs sont apparus bien avant dans la littérature,
la théorie générale a été formellement introduite par Sarason ([57]) en 2007. A partir de ce moment,
la théorie des opérateurs de Toeplitz tronquées devient un domaine de recherche intéressant; voir
par exemple les articles [10,11}[17,/20,33] et [62].

Létude des opérateurs de Toeplitz dans les espaces de Bergman a commencé dans les années
80 et des résultats sur la caractérisation des opérateurs bornés, des opérateurs compacts, de la
classe de Schatten ainsi que le produits des opérateurs ont été obtenus ([23}/37,/6,16,/61},9]).

Les problemes que nous allons résoudre dans cette thése concernent la stabilité de la multi-
plication de deux opérateurs de Toeplitz et la commutativité du produit dans I'espace de Bergman
harmonique ainsi que les opérateurs de Toeplitz tronqués de rang fini.

Pour les opérateurs de Toeplitz définis dans I’espace de Hardy H?, ces problémes sont complé-
tement résolus par Brown et Halmos dans [14]. IIs ont montré que le produit de deux opérateurs
de Toeplitz reste un opérateur de Toeplitz si et seulement si 'un des symboles est analytique ou
anti-analytique. Concernant la commutativité du produit, ils ont montré que deux opérateurs de
Toeplitz commutent si et seulement si ou bien les symboles sont tous les deux analytiques ou bien
tous les deux anti-analytiques ou bien I'un des symboles est fonction affine de 'autre.

Dans le cadre des opérateurs de Toeplitz définis dans les espaces de Bergman, la situation est
compliquée et intéressante. Les réponses aux questions sus-mentionnées ne sont que des résultats
partiels. Ahern et Cuckovi¢ [4] sont parmi les premiers a avoir étudié la stabilité du produit d’opé-
rateurs de Toeplitz dans I'espace de Bergman analytique. IIs ont montré qu’il est possible d’avoir
un résultat analogue a celui de Brown et Halmos [14] si les symboles vérifient des conditions par-

ticulieres. Dans [1] Ahern a donné une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de



deux opérateurs de Toeplitz de symboles harmoniques bornés reste un opérateur de Toeplitz.

En 2006, Louhichi, Strouse et Zakariasy [48] ont étudié les problémes avec des opérateurs de Toe-
plitz dont les symboles appartiennent a une classe particuliere de fonctions. Ce sont les fonctions
quasihomogenes. Avec cette classe de symbole, ils ont trouvé des conditions nécessaires et suffi-
santes sur la stabilité du produit d’opérateurs de Toeplitz définis dans I'espace de Bergman analy-
tique.

Concernant les opérateurs de Toeplitz tronqués, les problémes s’averent difficiles a résoudre.
En 2010, Sedlock [58] a étudié les probléemes en montrant que le produit de deux opérateurs de
Toeplitz tronqués est un opérateurs de Toeplitz tronqué si et seulement si les deux opérateurs ap-
partiennent a une classe particuliere appelée opérateur de Toeplitz tronqué de type a olt a € C.

Dans la premiere partie de la these, nous étudions le probléme de la commutativité et du pro-
duit d’opérateurs de Toeplitz a symbole quasihomogenes définis dans I'espace de Bergman har-
monique. Un résultat différent de ce qu'on a trouvé dans I'espace de Bergman analytique a été
obtenu. En fait, il a été montré dans [48] que les opérateurs de Toeplitz a symbole analytique (res-
pectivement anti-analytique) ne commute qu’'avec les opérateurs de Toeplitz a symbole analytique
(respectivement anti-analytique) tandis que dans I’espace de Bergman harmonique, la situation
est différente. Dans la deuxieme partie de la thése, nous décrivons en terme de matrice les opéra-
teurs de Toeplitz tronqués de type a dans le cas ol ’espace modele est de dimension finie.

La these est organisée de la maniere suivante.

Le premier chapitre est consacré a la présentation de I'espace de Hardy du cercle unité, H?(T)
et les sous espaces invariants par 1'adjoint de I'opérateur de multiplication par z (ou z désigne
I'application coordonnée définie par w € D — w € C), connus sous le nom d’espaces modeles. Nous
y rappelons les résultats fondamentaux, en particulier le lien avec les fonctions analytiques dans
disque unité D.

Dans le Chapitre 2, nous rappelons la définition de I'’espace de Bergman harmonique ainsi que ses
propriétés élémentaires qui nous sont utiles dans I'étude des opérateurs de Toeplitz.

Dans les chapitres 3 et 4, nous parlons des opérateurs de Toeplitz définis respectivement dans
I'espace de Hardy et 'espace de Bergman harmonique. Ces deux chapitres nous permettent de
présenter brievement quelques points communs et différences entre les opérateurs de Toeplitz
définis sur les deux espaces.

Les deux derniers chapitres de la thése contiennent les résultats de nos recherches. Nous répon-
dons d'une part, aux probléemes concernant le produit et la commutativité pour les opérateurs
de Toeplitz a symboles quasihomogeénes sur I’espace de Bergman harmonique et d’autre part, en
s’inspirant du résultat [20], nous décrivons la matrice d'un opérateur de Toeplitz tronqué de type

a dans le cas de la dimension finie.



1 Chapitre i |

ESPACE DE HARDY ET ESPACES MODELES

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats classiques sur les espaces de Hardy. Nous
rappelons aussi des propriétés des éléments de ces espaces et utilisons ces propriétés pour carac-
tériser les sous-espaces invariants par 'opérateur de multiplication par I'application coordonnée
z:{ €T — ( eC cest-a-dire I'opérateur shift.

Les résultats dans ce chapitre et ses preuves sont tirés de [27], [41], [42] et [55] et d’autres réfé-

rences.

1.1 Généralités sur 'espace de Hardy

Dans ce paragraphe, on définit 'espace de Hardy H? de deux manigres différentes et on mon-
trera que ces deux définitions sont équivalentes a un isomorphisme pres.

On note par D le disque unité {z eCtelque |z] < 1} du plan complexe, T = 8D le cercle unité

do
{( eCtelque || = 1}, pardm:=dm(0) = o la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité
/4

et par L2(T) := LA(T,dm) I'espace de Lebesgue usuel.

Définition 1.1.1. Soit f: D — C une fonction analytique sur D . On définit les quantités :

My (1, f) = le(r()lzdm(()]z (1.L1)

et

Moo(r,f)=sup{|f(rc)|, cewr}, 0o<r<l. (1.1.2)

11 est clair d’apres le principe de maximum que la fonction définie dans la relation (I.1.2) est
une fonction croissante de r. Dans [39] G. H. Hardy a prouvé le méme résultat pour les p € (0,00)
ainsi la fonction définie dans la relation (I.1.1) est aussi une fonction croissante de r.

Cela nous meéne a définir 'espace de Hardy H2(D) du disque.

4



5 1.1. Généralités sur I'espace de Hardy

Définition 1.1.2. On appelle espace de Hardy H?(D) du disque, 'espace des fonctions analytiques

dans D telles que :
|71 := lim Ma(r, f) = sup Ma(r, f) <oo
- 0

<r<l1

De méme, on définit 'espace H® comme étant I'espace des fonctions analytiques bornées sur D

telles que

||f||oo:: sup Mo (1, f) < oo
0o<r<1

Il est bien connu (voir [27,/43,55]) d’apres les travaux de Fatou et de Riesz que pour f € H?(D),
la limite radiale f* définie par:

Q)= lim f(r¢) (1.1.3)

existe presque partout sur T et f* € L?>(T). De plus, ona:

e = [ |f*(()|2dm(o];

Lapplication f € H?(D) — fre L2 est une isométrie entre H2(D) et le sous-espace fermé de I?
noté H?(T), défini par H*(T) := {f € I? telleque f(n) =0 pour n < 0}. Ainsi, H? est un sous-
espace fermé de L? et notons P la projection orthogonale de L? sur H?.

Puisque H? est un sous-espace fermé de 'espace de Hilbert L2, il est aussi un espace de Hilbert

avec le produit scalaire induit par celui de L? défini par :

(f.g) = fv FOEDAMO =Y ab,

(o0} o0
pour f,g € H? avec flz) = Z anz" et g(z) = b,z". Lespace de Hardy H? est un espace de
n=0

n=0

Hilbert dont la famille % = { {"; neN } en est une base hilbertienne.

o0
Remarquons quesi f € H? est telle que f(z) = Z a,z",
n=0

(1). pour chaque n €N, onaansz*(()f”dm((),
T

(o0}
2). ||f||§ = Z Ianl2 d’apres 'identité de Parseval,
n=0

o0
(3). lalimite radiale f* de f admet comme série de Fourier f* ~ Z anl".
n=0

Définition 1.1.3. Soit X un ensemble arbitraire non vide et M(X) un espace de Hilbert de fonc-
tions a valeurs complexes sur X. On dit que M est un espace de Hilbert a noyau reproduisant si
pour tout x € X, la fonction d’évaluation Ly : f € M(X) — f(x) € C est une forme linéaire continue.
D’apreés le théoreme de représentation de Riesz, la continuité de la forme linéaire L, (x € X) en-
traine qu'il existe un unique élément k, € M(X) tel que L. (f) = {f, k). La fonction k, est appelée

le noyau reproduisant au point x.
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Pour A € D et toute f € H?, on al'inégalité :

(2 en] 1]
Z I/IIZ”] = ———— par l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
n=0

V1-AP
(1.1.4)

Linégalité (I.1.4) montre que pour A € D fixé, la fonction d’évaluation f — f(A1) est une forme

|[F)|= ) laplIA" <
n=0

00
Z |an|2
n=0

linéaire continue sur H? et d’apres le théoréme de représentation de Riesz, il existe dans H? une

unique fonction, notée k; telle que:

fFAAY=(f, k). (1.1.5)

La fonction k) ainsi définie est appelée le noyau de Cauchy ou le noyau de Cauchy-Szego.
Le noyau de Cauchy est un noyau reproduisant pour I'espace de Hilbert H et on peut vérifier par

un calcul élémentaire que k, est donnée explicitement par la formule :

1
kj(z) = —— pour tout ze€D. (1.1.6)
1-1Az
Remarquons qu’en utilisant la formule (1.1.6), la relation (1.1.5) n'est autre que la formule intégrale

de Cauchy de la fonction f € H?, c’est-a-dire :

f(2) :f L(O_ dm(() pour toute fonction f € H? et zeD.
T1-2(

(Rappelons que pour chaque fonction f dans H?, lalimite radiale f* définie dans la relation

de f existe presque partout et est un élément de L?, ce qui nous assure que l'intégrale ci-dessus est

bien définie).

De méme, la projection orthogonale P de L? sur H? peut étre exprimée en terme de noyau de

Cauchy, autrement dit, on a:

P[f](2) = f(()zdm((), pour fel?
T

1-2z

Remarquons aussi que pour n € Nfixé, ona:

n'z" -
kfln) (2) = PR v est la dérivée n—eéme de k) par rapporta A.
(1-A2)"

Proposition 1.1.4. La famille{ ky; 1eD } est linéairement indépendant.
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n
Preuve. Soient A1,1,,---,1, n points distincts de D tels que Z ajky; = 0. Montrons que a;j =0
j=1
pour j=1,2,---,n.Pour tout f € H> ona:

n
0 = (D ajkr,[f)
=1
= (arka, )+ azky,, f)+---+anky,, [)

= ai(ky, f)+axlkp,, [)+--+an(ka, )
= aifA)+axfA2) +---+a,f(An). (1.1.7)

Maintenant il suffit de trouver un polynoéme f tel que f(A;) = a; pour j =1,2,---, n. Le théoreme

d’interpolation de Lagrange assure I'existence d'un tel polyndme et la relation (1.1.7) devient
a1 +1az|* + - +laul” = 0.

Doncaj=0pour j=1,2,---n. O

1.2 Théoreme de factorisation

Dans cette section, nous rappelons briévement les résultats essentiels de la factorisation des

éléments de H?.
Définition 1.2.1. Soit (&), une suite d’éléments de D telle que a, # 0 et

Y (A—lan) <oo. (1.2.1)

n=1

Alors pour tout k = 0, la produit infini

lanl ap—2z

— (1.2.2)
a, 1-a,z

[e.°]

B(2)=z"]]

n=1

converge uniformément sur les compacts de D et définit une fonction holomorphe sur D. De plus
elle appartient a I'espace H* et ses seuls zéros sont les points a, et éventuellement 0 si k > 0.

La fonction définie par la relation (1.2.2) est une fonction intérieure (c.f. Définition [1.2.3) ap-

pelée le produit de Blaschke construit sur la suite (@) .
La premiéere forme de la factorisation des éléments de H? est décrite par le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.2 (E Riesz, [27]). Soient f € H? non identiquement nulle et {an, ne N} la suite des

zéros de [ dans le disque comptés avec leur ordre de multiplicité. Alors la suite {an , NE N} vérifie la

condition de Blaschke :
o0

(I-lanl) <oo
n=0

et il existe une fonction g € H* qui ne sannule pas sur D telle que f = Bg oil B est le produit de

Blaschke construit avec les zéros de f.
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Le Théoreme nous montre déja que toute fonction f dans H? peut se factoriser sous la

forme f = Bg mais il existe une factorisation plus subtile que nous allons décrire brievement ici.

Définition 1.2.3. Une fonction intérieure est une fonction u € H? telle que |u* ()| = 1 presque
partout sur T (avec la notation u™*({) = linll u(r{)).
S

Soient u et v deux fonctions intérieures non constantes. On dit que :
. . . S
(1). u divise v et on écrit u|v si et seulement si — € H®,
u

(2). u et v sont premiers entre eux si les seules fonctions intérieures qui divisent a la fois u et v

sont les fonctions constantes de module 1.

Définition 1.2.4. Soit 1 une mesure positive, finie sur T et singuliére par rapport a la mesure de

Lebesgue. On définit la fonction S, sur D par :

Su(z):=exp{—fvg+—zdu(()}. (1.2.3)

—Z

Lafonction S, définie dansla relation (1.2.3) est une fonction intérieure appelée fonction intérieure

singuliére.

On peut montrer ([34]) que le produit de Blaschke converge uniformément sur tout compact
de C ne contenant pas les points 1/a@, et les points d’accumulation de I’ensemble {a n:ne I\I}.
Les points 1/a, sont les pdles du produit de Blaschke et

B (%) = % pour tout z ¢ B! ({0})

Dans la définition de la fonction intérieure singuliere Sy, la positivité de la mesure singuliere p
est importante car sinon, la fonction S, peut ne pas appartenir a H?.
La fonction intérieure singuliere S, est analytique dans le complémentaire du support de la

mesure singuliere p. Et comme pour le produit de Blaschke, la fonction Sy, vérifie aussi :

1 1
S (:) = pour |z|>1.
"\zZ) 5.
Le théoréme suivant décrit complétement les fonctions intérieures dans H?.

Théoreme 1.2.5 ([55]). Soient c € C tel que|c| =1, B un produit de Blaschke et u un mesure positive

et finie sur T, singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue. Alors la fonction u définie par :

u(z) =cB(z)exp{—f gt—idu(i)}, (zeD)

est une fonction intérieure et toute fonction intérieure peut s'obtenir de cette facon.
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Définition 1.2.6. Soit u = ¢BS,, une fonction intérieure ot B est un produit de Blaschke dont la
suite des zéros est A = (a,), et S, une fonction intérieure singuliére. On définit le spectre de u,

noté o (u), par o(u) = A Usupp(u). En fait, il est montré dans [34] que
o(u) = {/l €D : liminf|u(z)| = 0}.
z—A

Définition 1.2.7. Soit ¢ une fonction mesurable positive telle que log¢ € L!(T). La fonction ana-
lytique définie par :
(+z
F(z) =cexp fv(—_z logp)dm(() ¢, (zeD)

est appelée fonction extérieure. Dans cette définition, ¢ désigne une constante de module 1.

Remarquons que si F est une fonction extérieure associée a une fonction ¢ comme dans la
Définition[1.2.7} on a:
(1). logl|F| estl'intégrale de Poisson de log .
(2). rli»nf- |F(r{)| = ¢({) m—presque partout sur T.
(3). F € H?si et seulement si QE [?. Dans ce cas, |Fll g2 = ||<p||L2.

Notons aussi que si f € H? est non identiquement nulle, la limite radiale f* de f vérifie f* € L? et

log | fr | € L'(T). Ainsi, en prenant ¢ = f* dans la Définition ‘ la fonction définie par:

F(z) = exp{f]T gf—i log|£* @) dm(()}, (z€D)

est une fonction extérieure appelée le facteur extérieur de f.

On peut énoncer le théoreme de factorisation suivant :

Théoréme 1.2.8. Toute fonction f non identiquement nulle dans H?> admet, a une constante pres,
une unique factorisation de la forme

f=BSF (1.2.4)

ot B est un produit de Blaschke, S est une fonction intérieure singuliere et F est une fonction exté-

rieure dans H?. Et réciproquement, tout produit de la forme (I.2.3) est un élément de H>.

Le produit BS du théoréme est appelé le facteur intérieur de f et la fonction F est le facteur

extérieur.

1.3 Sous-espace invariant et espace modele

Dans cette section, nous allons étudier les sous-espaces fermés de H? qui sont invariants par
I'opérateur de déplacement S (Shift operator en anglais) et son adjoint S* (Backward shift en an-

glais).
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Lopérateur de déplacement S: H> — H? est défini explicitement par :
SIfl(z) =zf(2), (zeD).

[e.°]

Remarquons que I'opérateur U défini par U : (ay) =0 € 2(N) — Z a,z" € H? est une isométrie et
n=0

est unitaire ([50]), ce qui nous permet de regarder S en termes de coefficients de Taylor comme un

opérateur sur £%2(N). Autrement dit, on a :
o0
S(ag, ar,-+-)=(0, ap, ar, ) avec f(z)= ) apz"
n=0

Ladjoint $* : H?> — H? de S est donné par :

f(z2)—f(0)

S™[f1(=z) = 2

(zeD).
ou, en termes de série de Taylor,
S*(ag, ar,-++) = (a1, az, -+*)

On dit qu'un sous-espace M de H? est invariant par S si SM < M.

Si u est une fonction intérieure dans H?, I'application f — uf est une isométrie sur H?. Ainsi,
uH? est un sous-espace fermé de HZ. De plus, si u est une fonction intérieure non constante,
uH? est un sous-espace fermé non trivial qui est invariant par 'opérateur shift S. En fait, un lien
important entre la théorie des fonctions et la théorie des opérateurs a été introduit par A. Beurling
en 1949 dans [13] quand il a caractérisé les sous-espaces fermés invariants de S. Nous rappelons

ici le théoréme de Beurling.

Théoréme 1.3.1 (A. Beurling). Un sous-espace fermé non trivial M de H? est invariant par le shift

S si et seulement si M est de la forme :
uH?:= {uh the Hz}

ol u est une fonction intérieure non constante. De plus, si u et v sont des fonctions intérieures telles

que uH? = vH?, il existe une constante c telle que u = cv.

Preuve. 1l est clair que si u est une fonction intérieure, #H? est un sous-espace fermé de H? car
I'application f — uf est une isométrie. De plus, pour f € H? on a z.(uf) = u.(zf) donc uH? est
invariant par S.

Réciproquement, soit M un sous-espace fermé non nul de H? et invariant par S. Montrons

qu’il existe une fonction intérieure non-constante u telle que M = uH?>.
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¢ Montrons d’abord que SM C M.
Supposons que SM = M. Soit f € M donc il existe g € M telle que f = zg. Par le méme pro-
cédé avec g, il existe g1 € M telle que g = zg c'est-a-dire f = z?g;. En continuant 'opération
pour tout k € N, il existe g € M telle que f = zFg. Donc f admet un zéro d’ordre k, pour
tout k € N, en z = 0 ce qui implique que les coefficients de Fourier de f sont nuls donc f =0
sur D. Autrement dit, M = {0}

¢ Soit maintenant v € M e SM telle que ||v] g2 =1 et vLzM (v existe car SM est fermé). Montrons
que v est intérieure et que vH? € M. Nous avons v1z"M pour n=1,2,3,--- car SM c M
c’est-a-dire

fT|v*(()|ZEndm(()=0 pour n=1,2,3,- 1.3.1)

Mais on a toujours le méme résultat en passant au conjugué c’est-a-dire on remplace —n
par n dans la relation (L.3.1). Il s’ensuit que les coefficients de Fourier d’indice non nul de la
fonction |v* |2 e L1(T) sont nuls et le coefficient de Fourier d’indice nul vaut 1. On en déduit
que |v*|> = 1 presque partout sur T. D’autre part, v qui est égale I'intégrale de Poisson de
v*, est un élément de H? et |v| < 1. Ainsi v est une fonction intérieure. Comme v € M et
SM c M, on a z"'v € M pour tout n = 0. Par linéarité pv € M pour tout polyndme p. Or les
polynomes sont denses dans H?, donc pour f € H? et € > 0 donnés, il existe un polynome p

tel que ||f— p||H2 < e¢e.Dong,

1
||vf—vp||H25{51%p|v|2}2 ||f—p||H25£(car lvlge <1)

Donc vf € M car M est fermé. D’oit vH? < M.

 Montrons maintenant que vH? = M.
Puisque vH? est fermé, il suffit de montrer que sige M et g LvH?, g =0.

Sigl vH? ona gl vz" pourtout n=0,1,2,--- c'est-a-dire
Ag*(C)v*—(cf)Z”dm(() =0 pourtout n=0,1,2,--- . (1.3.2)
Sige M,onaz"'gezMpourn=1,2,3,--- donc z" gl v ouencore:
fvg*(C)v*_(()anm(C) =0 pourtout n=—1,-2,-3,---. (1.3.3)

Les relations (1.3.2) et (1.3.3) montrent que tous les coefficients de Fourier de la fonction
g*v* sont nuls et donc cette fonction est nulle presque partout sur T. Et comme |v*| =1

presque partout, g* = 0 presque partout sur T c’est-a-dire g = 0.
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Nous allons maintenant considérer les sous-espaces fermés de H> qui sont invariants par le
backward shift S* (I’adjoint de S). Ces sous-espaces sont connus sous le nom d’espaces modeéles.
Les résultats énoncés ici ainsi que leurs démonstrations viennent de [19], [50], [51], [53], [18] et
[54].

Définition 1.3.2. Soit u une fonction intérieure. On appelle espace modele correspondant a u, le
sous-espace de H? défini par :

K2:= (uH*»* = H> e uH>. (1.3.4)

Larelation (1.3.4) ne donne pas de description explicite des éléments de I'espace modéle mais
le théoréme de Douglas, Shapiro et Shields [26] suivant nous décrit complétement K2 en utilisant

la limite radiale de ses éléments.

Théoréme 1.3.3 (Douglas-Shapiro-Shields). Pour chaque fonction intérieure u, Uespace modéle K>
correspondant est I'ensemble des fonctions f € H? telles que f = uzg presque partout sur T oiL g €

H?. Autrement dit, on a :
K2 =H*(T)NnuzH(T) avec z:{ € T—{(€T. (1.3.5)

Preuve. Si f € H2(T) nuzH?(T), il existe h € H? telle que f = uzh presque partout sur T. Et pour

tout g€ H?, ona:
(f,ug)= (u%, ug) = (ﬁ,g} =f (g()h({)dm({) =0 d’'apres le théoreme de Cauchy.
T

C’est-a-dire f € (uH*1t = Ki.
Réciproquement, si f € K2, ona { f,uz") = 0 pour tout n € N c’est-a-dire (ﬁ?)(n) =0 pour tout

neN.Donc, uzf € H? ou encore f € uzH?. O

Le théoréme de Beurling donne une caractérisation compléte des sous-espaces de H> qui sont
invariants par le shift S. Ce sont les sous espaces de la forme uwH? oi1 u est une fonction inté-
rieure non constante. D’autre part, si u et v sont deux fonctions intérieures non constantes, on a
vH? c uH? si et seulement si u|v et en passant aux sous espaces orthogonaux, on a K2 c K2 si et

seulement si u|v.
Remarque 1.3.4. La multiplication par une fonction intérieure est une isométrie sur H>.

La remarque précédente est utilisée dans la démonstration du résultat de Ahern et Clark ([2])

suivant :
Proposition 1.3.5. Si u; et uy sont des fonctions intérieures non constantes et u = uy uy alors

K=K ®wm K, (1.3.6)
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Preuve. Puisque la multiplication par une fonction intérieure est une isométrie, 1, H> est un sous-

espace fermé de H? et donc on peut écrire :
H? = uyH? ® (up HH)™ .
La multiplication par u; est aussi une isométrie eton a:
u1H2 = U u2H2 3] ul(quZ)J_

c’est-a-dire
H? = H? o (1 H)*' = uyup H? ® up (up H?): @ (uy HH.
Ainsi,
(1 u2H2)l = w1 (up H)' @ (uy H)* C'est-a-dire K2 = th ® ulKLZt2
O

La proposition précédente peut étre généralisée comme’énonce la proposition suivante :

Proposition 1.3.6. Si (1)) j>1 est une suite finie ou dénombrable de fonctions intérieures telle que le

produit u = 1_[ uj converge, on a
j=1

Soit P, la projection orthogonale de L? sur K2. Alors les projections P de L? sur H? et P, sont
liées par la relation : P, = P — M, PMy ou M, et My désignent respectivement les opérateurs de
multiplication par u et par u.

Les compressions a K2 de I'opérateur shift S et de son adjoint S* sont données respectivement
par Sy = PySxz et Sy, = P”STKL% et elles jouent un réle analogue a celui du shift et de son adjoint
dans K2.

En tant que sous-espace fermé de 'espace de Hilbert 4 noyau reproduisant H? pour chaque
fonction intérieure u non constante, 'espace modéle K2 posséde un noyau reproduisant. Le noyau

reproduisant de I'espace modele K2 au point A € D est donné explicitement par la formule :

1-uM)u(z)

ki (2) = Pyky(2) =
1-2z

(zeD), (1.3.7)

oi1 k; est le noyau de Cauchy de H? donné dans la relation (I.1.6).

En effet, si f =uhe uH? on a

FA) = uMhA) = uA)h,ky) = uN S, ky) = (Uf, uky) = (f, uA) uky).
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Il s’ensuit que le noyau reproduisant de uH? au point A € D est u(A) uk,.
Si feKg, ona f(A)=(f,ky)=(f ka)—u){(f,uky)=(f,A-ud)wky).

D’autre part, la fonction (1 - u(A)u)k, € Ki car
(uh,1-uMwky) =uA)h(A) —u(){uh,uky) = u(A)h(A) — u(A){h,kp) =0

pour tout i € H?. Ainsi, pour tout f€ K2 et LeD,ona:

FQ) =(f,ky) ot ki(2)= LW

1-1z
C’est-a-dire que la fonction k} reproduit la valeur de f au point A € D.

Soit K le sous espace de K2 défini par K := K2 n H®. Puisque les fonctions k (A € D) ap-
partiennent a K;° et span{ki‘ i e [D} est dense dans K2, K est dense dans K2,

11 est aussi montré dans [3] qu'on peut avoir un noyau reproduisant en un point n € T si la
fonction intérieure u admet une Dérivée Angulaire au sens de Carathéodory (ADC) en 1. On dit que
la fonction # admet une ADC en un pointn € T si # admet une limite non-tangentielle de module 1
notée u(n) enn et u’' admet une limite non-tangentielle u' () en 7). Les détails sur les ADCs peuvent
étre consultés dans [56]. Ahern et Clark ont montré dans [3] que les éléments de Ki admettent une
limite non-tangentielle en un point 7 € T si et seulement si # admet une ADC en 7.

En revenant au noyau reproduisant, il est montré dans [56] que si # admet une ADCenneT,la

fonction définie par :
1-umu(z)

k’7 (2) = W, (zeD) (1.3.8)

appartient a K2 et vérifie f(n) = (f, k; ) c'est-a-dire k; estle noyau reproduisant au point 7).

Définition 1.3.7. Soit H un espace de Hilbert. On dit qu'une application antilinéaire C: H — H est

un opérateur de conjugaison si elle vérifie C?=1det(Cx,C V) =(y,x).
Lopérateur C définie par :
CIfIQ) =u@{ fQ), pour LT (1.3.9)

est une conjugaison sur L?(T) et sa restriction a K2 est une bijection de K2 sur lui-méme. Les détails
sur cet opérateur peuvent étre trouvés dans [30,29,/31]. On note f(( )=CI[f1) CeT).

On peut vérifier par un simple calcul que pour chaque A e D\ {0} etze T,ona

—~ u(z)—u(d) — .
kZ(Z)ZT et ké‘zS u.
Etsi u admet une ADC en un pointn e T, kN}I‘(z) = M
Z—=1

Le résultat suivant donne la relation entre S, S}, et le noyaux reproduisant.
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Lemme 1.3.8 ([56]). (I1). PourtoutAeD,ona:
Siki = Ak — uMKY et Suki = AkY — u(A) kg (1.3.10)
(2). PourtoutAeD\{0},ona:
1 1 e~ 1~ 1~

Si de plus u admet une ADC au pointn € T, les relations (1.3.10) et (1.3.11) sont vraies si on

replace A parn.

1.4 Espace modele de dimension finie

Les seuls exemples simples d’espaces modeéles dont on peut décrire explicitement les éléments
sont ceux qui correspondent aux produits de Blaschke d’ordre fini. La proposition suivante nous

donne la forme générale de K2 dans le cas oi1 u est un produit de Blaschke d’ordre fini.

Proposition 1.4.1. si u est un produit de Blaschke avec les zéros A1, Az, ---, A, comptés avec leur

ordre de multiplicité alors

n-1

Kz_{ ag+a1z2+---+an-12
1-1120-2122)-(1-1,2)

T dg, aj, aneC} (1.4.1)

En particulier, K; Zzn est 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égalan—1.

Preuve. Nous donnons la démonstration dans le cas ot les zéros A1, Az, ---, 1, du produit de Bla-
schke sont simples et deux a deux distincts.

Puisque (uh, k,lj) =u(A;)h(A;) =0 pourtout j € {1,2,--- ,n} ettout he H%, ona
span{k,lj, j= 1,2,~--,n} c Kz
Si f Lky, pour tout j € {1,2,---,71}, ulf etdonc f € uH?. Ainsi,
= 2
span{k/lj, j= 1,2,---,n} CuH

. . 2 _ .
Ainsi, K, = span{k,lj, j=12,--- ,n}.
Notons que toute combinaison linéaire des ky;, j € {1,2, e, n} peut étre exprimée comme
dans (1.4.1). Et réciproquement, tout expression du type (1.4.1) peut étre décomposée comme

combinaison linéaire des k) ; pour j € {1,2, e ,n}. O

Si A est un zéro d’ordre m de u, il faut introduire les fonctions k), &}, ---, k/(lm_l) ala place de

kj dans la démonstration précédente et on obtient le résultat suivant :
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Proposition 1.4.2. Si u est un produit de Blaschke d’'ordre n avec des zéros deux a deux distincts

A, Ao, -+, Ay d'ordre de multiplicité respectif my, my, -+, my,
dli-lky,
Kli:span f]: l<j=n etlsljSmj}. (1.4.2)
ari!

J

En contraste avec ’espace de Hardy, 'espace modéle n’admet pas a priori de base orthonormée
mais la proposition|1.4.1{nous montre que sila fonction u est un produit de Blaschke d’ordre n avec
des zéros simples 11, Ay, -+, A, deux a deux distincts, la famille {k,lj i lsjs n} est une base non
orthogonale de K2. En 1925, Takenaka a donné une base orthonormée de K2 dans le cas ol u est
un produit de Blaschke d’ordre fini en utilisant la méthode d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
au systeme {’%» kay, -+, k,ln}.

Pour A € D, on note par b, le facteur de Blaschke défini sur D par :

z—A
by (z) = —, zeD.
1-1Az

Soit u est un produit de Blaschke dontles zéros A1, Ay, --+, 1, sont simples et deux a deux distincts.
Remarquons que :
(bp,kr, ka, ) = by, (A1) ky, (A1) =0

de méme,
(bp, by, ka,, ka, ) = (ba, by, ka,, kr,) =0.

En continuant le processus, on obtient la famille {ek l<ks< n} définie par:

ARV kL V1= 1A
e1(2):=Y—"L ot ep(z):= (H b;tj)—_k
1- 1% j=1 1- /1]62
Takenaka a montré ([63]) que la famille {ek tl<sks n} ainsi définie est une base orthonormée

de 'espace modele K2. La généralisation de cette méthode dans le cadre d’un produit de Blaschke

infini est détaillée dans [50] et on obtient la base de Takenaka- Malmquist-Walsh.
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ESPACE DE BERGMAN HARMONIQUE

Dans ce chapitre, nous rappelons les outils nécessaires dans I'étude des opérateurs de Toeplitz
définis dans les espaces de Bergman harmoniques. Les résultats énoncés dans ce chapitre sont
tirés de [61, [7], (28], [40] et [60].

Dans la premiere section, nous rappelons les résultats concernant les espaces de Bergman et a
partir de la deuxiéme section nous présentons les extensions de ces résultats a ’espace de Bergman
harmonique.

On note par d A(z) = 1 rdrd@ la mesure de Lebesgue normalisée sur le disque unité D du plan
complexe et on €écrit simpqement L2 T’espace de Lebesgue usuel L?(D, d A) muni du produit scalaire
défini par :

(f,8)= ‘[D f(2)g(z)d A(z), pourtous f,ge L%

2.1 Espace de Bergman

Nous rappelons dans cette section quelques propriétés élémentaires de I’espace de Bergman.
La plupart des résultats énoncés ici sont tirés de [6}28,40].
Soit 77 (D) 'espace des fonctions analytiques dans D. On appelle espace de Bergman du disque

D et on note par L2 le sous espace de L? défini par
L%(D) = {f eM); |f|7:= f |f(2|*dA) < oo}
a ’ 2 D
Les éléments de L2 vérifient I'estimation suivante

Proposition 2.1.1. Si f € I2, alors pour tout z € D on a l'inégalité :

1

T (2.1.1)

@)=

|Z| ”f L%,'

Preuve. C’est un cas particulier de la démonstration du Lemme O

17
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En utilisant I'’estimation (2.1.1) de la Proposition on a les résultats suivants :
Théoréme 2.1.2. Lespace de Bergman 12 est un espace complet.

Preuve. Puisque 12 < I? et L? complet, il suffit de montrer que L2 est fermé. Pour cela, soient
(fn), < L% et f € L* tels que que (f;),, converge vers f pour la norme de L?. Montrons que f € L2.
Comme ( f,), converge vers f dans L?, elle y est de Cauchy donc elle admet une sous-suite (f;,, )
qui converge simplement presque partout vers f sur D. De plus, la relation entraine que la
suite (f), est uniformément de Cauchy sur tout compact de D. Ainsi, f,),, converge uniformé-
ment sur tout compact de D vers une fonction g.

Pour chaque n, f;, est analytique donc, g est aussi analytique car limite uniforme sur tout compact
d’'une suite de fonctions analytiques (Théoreme de Weirstrass). Par suite f = g presque partout sur

D et comme g est continue, f = g sur D donc f € I.2. O

Dans la démonstration ci-dessus, on a montré que L2 est un sous espace fermé de I'espace
de Hilbert I? donc L2 muni du produit scalaire induit par celui de L? est aussi un espace de Hil-
bert et la famille {\/ n+1z" : ne I\I} en est une base hilbertienne (voir par exemple [28] pour la

démonstration).
Théoréme 2.1.3. Lespace de Bergman 12, est un espace a noyaux reproduisant.

Preuve. Pour z € D fixé, la fonction d’évaluation @, : f € Li — ®,(f) = f(z) € C est une forme li-
naire et I'inégalité (2.1.1) montre qu’elle est continue. Donc d’aprés le théoreme de représentation

de Riesz, il existe une unique fonction K, € sz telle que @, (f) = f(2) = ([, K). O

La fonction K, définie dans la démonstration ci-dessus est appelée le noyau de Bergman au
point z de 2.
Proposition 2.1.4. Le noyau reproduisant vérifie les propriétés suivantes :
(D). K;() = K¢(2) pour tous z,{ € D,

@). Ko(2) = K17,

Pour chaque z € D, le noyau reproduisant K au point z est donné explicitement par la formule

1
K. () = PE— CeDb)
1-%z()

Soit P la projection orthogonale de L? sur L2. En utilisant le noyau reproduisant, la projection P

peut étre représentée sous la forme intégrale :

Pifl(z) = L)_ZdA(C) pour tout f € L2,
D (1-2()

1-2z
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De méme, chaque fonction f € L2 peut étre représentée sous la forme intégrale :

fl2)= %dfl(() pour tout f € L2
D

1-2z(
2.2 Généralités sur I'espace de Bergman harmonique

Soit (D) 'espace des fonctions harmoniques sur le disque unité D. L'espace de Bergman har-

2
b

carré-intégrables par rapport a la mesure d A. Autrement dit,

monique, noté L: est défini comme étant I'espace des fonctions harmoniques sur le disque D et de

L} =L (D, dA):= {f(—:h([[l)); ||f||i% :=fD|f(z)|2dA(z)<oo}.

Le résultat suivant nous assure d'une part que I'espace de Bergman harmonique est un espace de

Banach et nous montre d’autre part que cet espace admet des noyaux reproduisant.

Lemme 2.2.1. Si f € L? est une fonction harmonique sur D, pour tout z € D il existe une constante

positive C telle que

Ifa|=<c fD|f(w)|2dA(w)]2 (2.2.1)

1
Preuve. Soient z € D et r(z) = Ed(z,alD). Considérons le disque D, = {w eED; lz—w| < r(z)}.

Puisque f estharmonique sur D et D_, c D, elle vérifie la formule de la moyenne sur D;, c’est-a-dire

1
flz)= ﬁfDrf(w)dA(w)

donc,
1
|f(2)] = = fD |f(@)|dAw) 2.2.2)

La fonction ¢ : t — ¢ est croissante convexe donc on peut appliquer I'inégalité de Jensen a la

1
relation (2.2.2) avec la mesure dp(w) = — d A(w), qui est une mesure de probabilité, eton a:
r

ol =o( [ 1f@ldaw)=; [ ollfw])dae

r

2 1 2 1 2
|f (=) Sﬁf]g,|f(w)| dA(w)sﬁfD|f(w)| dA(w)

Ifa|=c fD |f )] dA(w)] ’

Apres avoir établi cette estimation, donnons-en quelques conséquences.
Une des conséquences immédiates du Lemme est que la convergence dans Lf) entraine la

convergence uniforme sur tout sous-ensemble compact de D.
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Lemme 2.2.2. Soient (f,), une suite de Cauchy dans Lf]. Alors (f,), converge uniformément sur

tout compact deD vers une fonction f harmonique surD.

Preuve. Soit K un compact de D. Alors Il existe une constante C > 0 telle que pour tout z € K,
0(z) =d(z,0D) = C.D’apres le Lemme|2.2.1} on a

1
Vo (2)

Donc (fn) ,, estune suite de Cauchy uniforme sur le compact K et d’apres le Théoréeme de Harnack,

|(fin = fp) (2] =

[| fim _fp”L% pour tout z € K.

elle converge uniformément sur tout compact de D vers une fonction f harmonique sur D. O

2

Les deux résultats nous permettent de montrer que Lj

est un espace de Banach.

Théoreme 2.2.3. Lespace de Bergman harmonique Lf) est complet.

Preuve. Puisque L? est un espace de Hilbert, il suffit de montrer que Lf) est un sous-espace fermé.

Soient (fy),, une suite dans L{ et f un élément de L* telle que (f»),, converge vers f dans L.
Puisque (f), converge vers f dans L?, elle y est de Cauchy et elle admet une sous-suite (f,, ), qui
converge simplement presque partout vers f sur D.

De plus, d’apres le Lemme ‘ la suite (fy, ), est uniformément de Cauchy sur tout compact de
D. Ainsi, (fn) ,, converge uniformément sur tout compact de D vers une fonction g continue sur D.
Pour chaque n, f; estharmonique donc, g est aussi harmonique comme étant une limite uniforme
sur tout compact d'une suite de fonctions harmoniques (d’apres le Théoréme de Harnack). Et f =

g presque partout sur D. Donc on peut prendre g= fetge Lﬁ. O

D’apres Théoréme ‘ LfJ est un sous-espace fermé de I'espace de Hilbert L? et notons par

Q la projection orthogonale de L? sur Lﬁ appelée la projection de Bergman harmonique. Remar-
quons que Lf] muni du produit scalaire induit de celui de L? est aussi un espace de Hilbert sépa-
rable. Ainsi, si (¢)qen, avec A dénombrable, est une base hilbertienne de Lf), pour fe L2, onala

représentation en série de Fourier :

f= Z CaWa avec cq ={f, W) etlaconvergence étant dans L2,
aeA

et 'identité de Parseval :

171 = ¥ [rwval

aeN

2.3 Propriétés de densité

Dans cette section, nous allons voir quelques propriétés de densité dans Lf}.
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Définition 2.3.1. Soit f une fonction définie sur D. Pour 0 < r < 1, on définit la fonction f; sur

rriD= {r‘lz 1 zZ€ ID} par: f;(z) = f(rz).Lafonction f; ainsi définie est appelée la dilatation de f.

On peut vérifier par des calculs simples que A(f;) = r2A(f),.Ils’ensuit que si f est une fonction
harmonique, f; est harmonique.

Les lemmes suivants sont nécessaires pour démontrer le théoreme principal de cette section.

Lemme 2.3.2. Siu€ %.(D) et0<r <1 oit 6.(D) désigne l'espace des fonctions continues a support

compactdansD, |u—u;ll, = 0,(r—17).

Preuve. Puisque u € 6,(D), u est uniformément continue sur D.
Soit £ > 0, il existe un § > 0 tel que si z,z' € D et |z—z’| <§,ona |u(z) - u(z’)| <e.

Posonsz’:rz,ona|z—z’|:(1—r)|z|s§.DoncsiO<1—r<6,0na:

lur(2) —u(2)| =lulrz) —u(z)| <e.

lu—ul5 = fD lu(z) — u, (2)1* dAz) = f@ e2dA(z) = €

c’est-a-dire |u—u;ll, — 0, (r —17). O

Lemme 2.3.3. Siue L*(D) et0<r < 1alors |lu—u,ll, =0, (r = 17), oit u, est définie de la méme
manieére que dans le Lemme[2.3.2

Preuve. Soit € > 0. Puisque %, (D) est dense dans L[2(D), il existe v € €,.(D) telle que |[u—vll, <e.

D’autre part,

lu—urll=llu—v+v—-vi+vr—ully < llu—vlx+llve—via+lluy—vrll,
< lv-villa+llu—-viz+Clu-vl,
< lv-vrll,+e(1+0)
Ainsi, limsup |lu — u; |, < (1 + C). Comme ¢ > 0 est arbitraire, [[u— v, — 0 (r —17) O

r—1-

2

Théoreéme 2.3.4. Les polyndomes harmoniques sont denses dans Lh

Preuve. Soient f € Lﬁ. Pour chaque 0 < r < 1, la dilatation f; de f est harmonique et est continue

dans un voisinage de D. D’apreés le Lemme || f—rf ||2 — 0 (r — 17) donc f est approchable
dans Lﬁ par des fonctions harmoniques dans un voisinage de D. Et chaque f; est approchable par
des polyndmes harmoniques dans un voisinage de D. Donc chaque f; est approchable par des
polyndémes harmoniques dans L2(D).

Soit € > 0. Il existe r1 € [ 0,1 tel que pour r = 1, || f = f||, < €. Pour r = ry, il existe un polynome

harmonique p;, tel que || fr, - pr, ||2 <e. Dong | f - pr, ||2 <|f-pn ||2 +||fr = pn ||2 <2e. O
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Corollaire 2.3.5. La famille
%’b:{wn cwn(2)=vn+1zZ", n=0et ZEID}U{E,Z 2y, (2)=vn+1zZ", n>0et ZE[D}

est une base hilbertienne de Lf].

Preuve. Notons que pour m, n € N, la fonction définie par :

n -1 (fLwi) si j=0
p=ZCj1//j+ Z le//j avec cj = _] . .
j=0 j=—m (f,w]> si j<O0

est un polynome harmonique et d’apres le Théoréme|2.3.4 span{{wn, ne I\I} u {En, ne N}} = Lf].

Il reste a montrer que la famille est orthonormée. Soient m,n € Z. On a deux cas :

e Sim.n>0,ona:

f Vinl+1V|m|+1z2"Z2"d A(2)
D
1 1 p2n .
= —f Vinl+ 1/ ml+ 17 ei=m grag = 5,
0

T Jo

(Vn¥m)

e Sim.n<0,ona:

(WU, Um) fD\/|n| +1V|m|+1z"z"d A(z)

1 1 p2n .
—f f Vinl+ 13/ m| + 1rmtntleiin=mb g.q0 — o
mJo Jo

O
Puisque %’h est une base hilbertienne de L2,
(1). pour f e I%2,0onala représentation en série de Fourier :
(fL,yn) si n=0
f= Z ChWy avec cp = / Kn etla convergence étant dans Lf). (2.3.1)
nez (fiw,) si n<o0

Et d’apres le Lemme [2.2.2} la suite (S, (f)), des sommes partielles de la série converge uni-

formément vers f sur tout sous-ensemble compact de D.

. s ye oy 2 2 2
(2). toute fonction f € LfJ vérifie 'identité de Parseval : ;z lenl= =11l 2
n
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2.4 Noyau reproduisant

Pour z € D fixé, la fonction d’évaluation ®, définie sur Lﬁ par ®,(f) = f(z) est linéaire et le
Lemme|2.2.1|nous assure qu’elle est continue. Et d’apres le théoreme de représentation de Riesz,
il existe un unique élément R, de Lf] tel que @, (f) = (f,R;) pour tout f € Lf]. La fonction R, ainsi
définie est appelée le noyau de Bergman harmonique. Autrement dit, pour toute fonction f € L2,

on a la représentation intégrale suivante :
flz)= ‘/D f)R(w)d A(w). (2.4.1)
Ainsi, si f € I?, la projection orthogonale Q[f] € Lﬁ etona:

Qlf1(=) =fo(w)Rz(w)dA(w), (zeD). (2.4.2)

Autrement dit, on peut écrire la projection orthogonale de L? sur LfJ sous forme intégrale.

En prenant R, a la place de f dans la relation (2.3.1), on a:

Cn= (Rz;Wn> :"l/n(z) et dp= <Rz;wn> = (En;Rz> :wn(z)-

c’'est-a-dire,

R () =) wp@yn2)+ ) ¥,(2y,(w) pourtous z,weD. (2.4.3)

n=0 n>0

En développant la relation (2.4.3), on a:

R(w)=) (n+1Z"0" + ) (n+Dz"a".

n=0 n>1

C’est-a-dire

R(w)=) n+1Z"0"+ ) (n+DZ"0"-1=) (n+1z"0" + ) (n+1)z"w"-1.

n=0 n=0 n=0 n=0

Puisque w,z€eD,ona:
(e, 0)

1 n—n:—.
HZ::O(nJr Jo"Z 207

Ainsi, pour tous z,w € D, le noyau de Bergman de Lﬁ est donné explicitement par la formule :

1 . 1 )
(1-wz)? (Q-zZw)?

R;(w) = (2.4.4)

1l n'est pas difficile de montrer que L2 est un sous espace propre et fermé Lf) et que zI? LL_?I oll

zI2 = {zf : fe L‘fl} et L_?l = {? : fel? } D’autre part, toute fonction f € sz] se décompose sous

la forme :
f=PILf1 -PIf10) + (I - P)[f] + P[f]1(0) avec P[f]—P[f1(0) Eszl et (I - P)[f]+ P[f](0) EL_%I.

Autrement dit, on a montré le résultat suivant :
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Lemme 2.4.1. Lespace de Bergman harmonique Lf) peut s’écrire

12=zl201?% (2.4.5)

et la projection Q se décompose sous la forme :

Q(f) =PIf1+P[f]-P[f1(0) (2.4.6)
oit P désigne la projection de Bergman de L? sur 12.

En utilisant la décomposition du lemme on retrouve la formule (2.4.4) du noyau de Berg-

man de Lﬁ c’est-a-dire

R;(w) = Kz (w) + K;(w) — 1 pour tout z€D.
Les propriétés du noyau de Bergman dans Lf’ suivantes sont immeédiates d’apres la relation (2.4.4) :

Lemme 2.4.2. Pour tous z,w €D, ona:
(1). R;(w) =2Re[K,(w)] — 1 oit K, est le noyau de Bergman de L?l, ainsi, R, est a valeurs réelles,
(2). R, est symétrique c’est-a-dire R;(w) = Ry (2),

3). IR.I1?> = (R, R;) = R,(2).



1 ChapitreS 1

OPERATEURS DE TOEPLITZ DANS I’ESPACE DE HARDY

Les opérateurs de Toeplitz sont les plus étudiés et les mieux connus dans la théorie des opéra-
teurs sur I'espace de Hardy H?. Les opérateurs shift et backward shift en sont des exemples simples.
Généralement, les opérateurs de Toeplitz sont ceux dont les coefficients de la matrice relativement
ala base standard de H? sont constants le long de chaque diagonale. Voir entre autre [8}35} 36} 38]

pour les détails sur le sujet.

3.1 Matrices et opérateurs de Laurent

La théorie des opérateurs de Toeplitz est étroitement liée avec celle des opérateurs de multi-
plication (qui sont aussi appelés opérateurs de Laurent) sur L?>(T,dm). En effet, un opérateur de
Toeplitz n'est autre que la compression d’un opérateur de Laurent sur I'espace de Hardy H?. Nous
allons donc commencer par voir brievement la définition et quelques propriétés de 'opérateur de

multiplication sur L?(T,dm).

Définition 3.1.1. Pour ¢ € L, 'opérateur de multiplication par ¢, notée M,,, sur L2(T) est I'opéra-

teur défini par M, (f) = ¢ f pour tout f € L2(T). Lafonction ¢ est appelée le symbole de I'opérateur.

Remarquons que dans la définition ci-dessus, on a pris un symbole dans L* ce qui nous assure
que M, a bien un sens mais nous pouvons aussi définir densément I'opérateur de multiplication
M, ol ¢ € L*(T). En effet, notons D(M,) le sous ensemble de L?(T) défini par D(M,,) = { fel*):
of el? (TT)}. Il est montré (voir par exemple [55]) que D(M,) contient I'ensemble des fonctions
continues a support compact sur T qui est dense dans L%(T) donc D(M,) est lui aussi dense dans

L?(T) et 'opérateur de multiplication M, est défini sur D(M,) par :

My: DM, <I*(T) — L*(T)
f — My(f)=of

25
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Proposition 3.1.2. Si¢ € L™, M,, est continu et ||M(p||2 = ||(p||oo

Preuve. Soit f € L2(T) telle que H f || , = 1. Nous avons :

1,1 = [ lo@s@F am© = ol 1715 car o] = o], presaue partout.

Donc M,, est continu et | My < ||¢| ..

Réciproquement, soit mg = ||¢|| .. Si mo = 0, il n'y a rien & montrer. Supposons maintenant que
mg #0. Pour n € N\ {0}, soient E;, = {C eT : |(p(()| > mg— %} et x, sa fonction caractéristique. Il
est clair que m(E,) > 0 (m étant la mesure de Lebesgue normalisée sur T) et pour n assez grand tel

que mgy—— >0,
n

Mol = | o[ dm©
1,2
> f (mo—=) am@
En n

12

= (mo—=) mEn
n

On a || xx| = m(Ey). En posant f, = ”X—””, ona ||My(f)|, = mo - % pour n assez grand et il
Xnll2

s’ensuit que

||M(p || =my —% pour n suffisamment grand.

Et donc, HM(,,H >mg= ||(p“oo O

Remarque 3.1.3. On peut définir d'une maniére analogue I'opérateur de multiplication par ¢ dans

L?(D,dA) et M, est continu si et seulement si ¢ € L (D).
Le théoreme suivant donne la premiére caractérisation de I'opérateur de multiplication.

Théoreéme 3.1.4 ([14], p. 109). Un opérateur continu sur L2(T) estun opérateur de multiplication si
et seulement s'il commute avec l'opérateur shift bilatere ( qui est un opérateur de multiplication par

I'application coordonnéez:{ € T— (€ C).
Preuve. Supposons que A = M, avec ¢ € L*. Alors pour tout f € L?(T),ona:
MyM,(f)=@zf=z¢f=MMyf.

Réciproquement, supposons que AM, = M, A. Montrons que A = M,, avec ¢ € L*. Soit ¢ = Al ou
1 est la fonction constante valant 1 sur T. Il est clair que ¢ € L?(T). Montrons que ¢ € L™,
Pour n € N fixé, soit E;, le sous ensemble de T défini par E;, = {{ eT : |(p(()| > n} Montrons que

m(E,) = 0 pour n assez grand. Soit y, la fonction caractéristique de E,;. On a:

laxall, = loxall; = fv @) |xn @ dm(@) =fE lp@)? dm() = n®m(E,).



27 3.1. Matrices et opérateurs de Laurent

Comme
|IXn||§=fE dm(() = m(Ep),
ona
I Axnllz = 7|2l
Ainsi,
2
‘A Ao I 214132 n?si |xal2#0.
el 1,

Mais A est continu donc il existe M tel que || All, < M. Ainsi pour n > M, ||)(n||2 =0donc ||(p||oo <M
etpe L™,

Montrons maintenant que A = M,,. Puisque A commute avec Mz, ona:
A" = AMI1=M]IAL ={"Al ={"¢p = ¢{" pourtout n=0.

Comme M, est inversible, on a AM;! = M1 A, A{" = (" pour tout entier n € Z et par linéarité,
Ap = @p pour tout polynéme trigonométrique p. Et puisque les polyndmes trigonométriques sont

denses dans L?(T), il s’ensuit que Af = ¢ f pour tout f € L?>(T). Ainsi, A = M,. O

Nous allons maintenant caractériser les opérateurs de multiplication a ’aide de leur matrice
relativement a la base orthonormée de L(T). Notons que la famille <7 = {( n"-.ne Z} est une base

orthonormée de L?(T). Nous commencons par la définition de la matrice de Laurent.

Définition 3.1.5. Soit (a,) ez une suite de nombres complexes. Une matrice de Laurent est une

matrice bilatéralement infinie A de la forme :

ap da-1 a-p, ad-3 a-4
a) ap a1 (7] a-3
A=| - a @ a a1 a-o - (3.1.1)
as ay ay ap a1

(2 as ap a) ap

c’est-a-dire que les coefficients d'une méme diagonale sont égaux.

La Définition ci-dessus découle du fait que pour toute fonction ¢ € L°°, la matrice de
I'opérateur de multiplication M,, relativement a la base &/ est de la forme (3.1.1). En effet, soit

(aij)i,jez 1a matrice de M, relativement a la base ./ de L%(T). Alors chaque a;; est donné par :

aij = (M{, ¢y = fT POUT dm) = fT PO dm(Q) = pli- )
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Donc a;j = a;+,j+k C'est-a-dire que les coefficients d'une méme diagonale sont égaux.

Le théoreme suivant caractérise les opérateurs de multiplication par leur matrice.

Théoréme 3.1.6. Un opérateur continu sur L*(T) est un opérateur de multiplication si et seulement

si sa matrice relativement a la base orthonormée <f de L?(T) est une matrice de Laurent.

Preuve. Si A est un opérateur de multiplication, sa matrice relativement a <7 est une matrice de
Laurent d’aprés le commentaire suivant la Définition|3.1.1

Réciproquement, supposons que A est un opérateur continu sur L?(T) tel que sa matrice relati-
vement 2 la base <7 de L?(T) soit une matrice de Laurent c’est-a-dire que ( A{/,{') = (A{T+L, (1Y,
Montrons que A est un opérateur de multiplication. Pour cela, il suffit de montrer que A commute

avec le shift bilatere M, d’apres le Théoreme[3.1.4] Soient (i, j) € Z x Z. Nous avons :
(AML, 0Ty = (A Oy = (AL, Oy =AY, M TPy = (ML AL, ).

Donc, AM, = M, A et on conclut avec le Théoréeme|3.1.4 O

3.2 Généralités sur les opérateurs de Toeplitz

Dans cette section nous étudions les propriétés de base de 'opérateur de Toeplitz.

Définition 3.2.1. Une matrice de Toeplitz est une matrice unilatéralement infinie (a;;); jen telle

que a;j = a;-j. Autrement dit, une matrice de Toeplitz est une matrice de la forme :

ag d—1 a_o a_3 a_g
a) aop a1 a_» a_3
ay a) ap a_q a_» ce
A= (3.2.1)
as ar a) ap a1 s

ay as ap a) ap

Notons que (a;);,jen €st une matrice de Toeplitz si et seulement si les a;; vérifient a; . j+x =

aij pour tout k € N.

Définition 3.2.2. Soit M, un opérateur de multiplication qui est continu sur L2(T). On appelle

opérateur de Toeplitz de symbole ¢ et on note par Ty, I'opérateur défini sur H?(T) par:

Tp: H*T) — H*T)
= Ty(f)=PMyf=Plpf)

Les propriétés élémentaires de I'opérateur de Toeplitz suivantes sont immédiates.
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Proposition 3.2.3. Soient ¢ ety deux fonctions bornées sur T. Alors,
(1). Pour tous nombres complexes a et 5, on a Ty py = aTyp + Ty,

(). Lopérateur identité I de H>(T) est l'opérateur de Toeplitz de symbole ¢ = 1 oi1 1 est la fonction

constante qui vaut 1 pour toutz€ T.

Proposition 3.2.4. Lapplication qui a toute fonction bornée ¢ associe l'opérateur de Toeplitz T, est

injective. Autrement dit, si T, = 0, ¢ = 0.

Preuve. SiTy, =0, Ty( ") =0 pour tout n € N ol1 {"* désigne le n—eme élément de la base orthonor-

mée de H?. Soit maintenant ¢ ~ Z a;¢ /le développement en série de Fourier de ¢ ol a i={(p,C 7.
JjEZ
Alors le développement en série de Fourier de ¢(" est (" ~ Z ai pour tout entier positif n

kez
avec k = j—n. Ainsi, T, (") = P(¢{™) = 0 pour tout n € N veut dire aj = 0 pour k+n = 0 c’est-a-dire

encore ay = 0 pour tous les k = —n donc a; = 0 pour k € Z donc ¢ = 0. O

Définition 3.2.5. Soit H un espace de Hilbert, K un sous espace fermé de H, P la projection or-
thogonale de H sur K, S un opérateur de H dans H et T un opérateur de K dans K. On dit que S

est une dilatation de T ou bien T est une compression de Ssi T f = PSf pour tout f € K.

En prenant, H = L*(T), K = H*(T), S = M,,, 'opérateur de multiplication par ¢, T = T,, 'opé-
rateur de Toeplitz de symbole ¢ et P la projection de Riesz dans la Définition précédente, on

ale lien entre 'opérateur de Toeplitz et I'opérateur de multiplication M, suivante :

Proposition 3.2.6. Soitp € L2(T) telle que M, soit continu. Alors
(1). Lopérateur de Toeplitz T, est une compression de l'opérateur de multiplication M,
(2). Pourtous f,g€ H*(T), ona:(Myf,8)=(T,f, &),

(3). T, est positif si et seulement si M, est positif.

Preuve. Soit ¢ € L?(T) telle que M, soit continu.
(1). n’est autre que la définition de I'opérateur de Toeplitz

(2). Puisque f,ge€ H>(T) etP* =P,ona:
(Myf,8)=(Myf,Pg)=(PMyf,g)=(Ty[ &)
(3). Puisque (M, f, f)=(T,f,f) pour tout f € H*(T),
(Tyf,f)=0 pourtout f € H?(T) si et seulement si (Myf, f)=0 pour tout f € H2(T).

Ainsi, il suffit de montrer que M,, est positif. Rappelons que pour tout n € Z, M est unitaire.

Donc, pour tout f € H*(T) et tout n € Z,

(Myf, f)=0(f € H*(T)) si et seulement si (MM, f,M?f)=0(f € H*(T)).
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Et puisque M, commute avec M,,
(Myf, f)=0(f € H*(T)) si et seulement si (M,M?f,M?f) =0 (f € H*(T)).
En particulier, pour f =1, la fonction constante qui vaut 1 pour tout ze C,ona:
(My(¢",{") =0 pourtout neZ.

Et comme span {C” tne Z} est dense dans L%(T), (Mypf,f)=0pourtout f € L2(T) ce qui

équivaut a dire M,, est positif.

Proposition 3.2.7. Soitp € L*(T). Nous avons
(1. Ladjoint T, d’'un opérateur de Toeplitz T, est un opérateur de Toeplitz de symbole ¢ c'est-a-
dire T, = Tg,
(2). T, est hermitien si et seulement si ¢ est réel,
(3). La matrice d’'un opérateur de Toeplitz relativement a la base orthonormée de H?(T) est une
matrice de Toeplitz.
Preuve. Soit ¢ € L*°(T). Alors

(1). D’apres]2} de la Proposition pour tous f,g € H>(T),ona:

([, Tp8) ={f Myg).

Et comme M, = Mg, ona:
(f, Tp8)={(Mgf,8).
Ainsi,
(f,Tp8)=(Mgf,8)=(T5f,8)
Donc Ty = Tj;.
(2). Ty hermitien veut dire T(; = T, C'est-a-dire Tg = T,p. Donc T, est hermitien si et seulement

si @ = c'est-a-dire ¢ est réelle.
(3). Soit (a;})jen la matrice de I'opérateur de Toeplitz relativement a la base orthonormée {( n.

ne I\I} de H?(T). Alors pour tout entier positif k, on a:
itk j+k = (T(pfj+k,fi+k> = (@R Ry = (I Ty = aij.

Donc (a;j);,jen €st une matrice de Toeplitz.
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Dans [51], Nikol’skii définit les opérateurs de Toeplitz comme étant les opérateurs continus sur
H?(T) dontla matrice relativement 4 la base orthonormeée est une matrice de Toeplitz. Le théoréme
suivant montre que si la matrice d’'un opérateur continu sur H2(T) est une matrice de Toeplitz, cet

opérateur est nécessairement un opérateur de Toeplitz.

Théoreéme 3.2.8 ([14]). Si T est un opérateur continu sur H?(T) dont la matrice relativement a la

base orthonormée {( ":ne N} est une matrice de Toeplitz, T est un opérateur de Toeplitz.

Preuve. Soit T un opérateur continu sur H2(T) tel que sa matrice relativement a la base usuelle
{(” I ne I\I} est une matrice de Toeplitz c’est-a-dire (T Yy = (T8, ¢y pour tous i, j € N.
Pour chaque n € N, on considere sur L?(T) I'opérateur T, défini par T, = M;"TPM.

Puisque | M} | = 1Ml =PI =1, ona | T,l = I T|. Ainsi, T, est un opérateur continu sur L*(T).

Pour tout couple d’entiers (i, j) e NxN,ona:
(T, (1 =AM TP ML, (') = (TP M, MG = (TPEI (0 = (T, ¢y = (T, ¢,

Pour (i, j) € Z x Z, on peut toujours trouver un entier positif N tel que sin= N, i+ n et j+ n sont

tous les deux positifs donc,
(Tul?,¢0) = (TP (M) = (T (),

Puisque la matrice de T est une matrice de Toeplitz relativement a la base {( ".ne N}, la quan-
tité (T¢/*",{"*") ne dépend pas de n. Ainsi, pour tout (i, j) € Z x Z, la suite ((T,{/,{")), o st
constante a partir d'un certain rang donc convergente. Et par linéarité, la suite (( Tup, q))neN est
convergente pour tout couple de polyndmes trigonométriques (p, g). Comme les polynémes trigo-
nométriques sont denses dans L2(T), la suite (( T.f, g)) 2N €St convergente pour tous f,8¢€ L2(T).
Ainsi, la suite (Tn f ) neny Converge faiblement dans L2(T). On peut donc définir sur [3(T) un opéra-

teur T, comme suit :
To : LX) — L*T)

o — Tf
ot Ty f étant la limite faible de la suite (T, f) ., sur L2(T).
De plus, || To f|| <liminf|| T, f|| et comme liminf || 7o, f | < 1 71l | f[| (car I Tull < T, To est continu.
Etpourtout (i,j)€eZx Z,ona:

(To¢’, ¢y

lim ( T/, %)

n—oo

= lim (M"TPM™, (")
n—oo

= lim (M TP MM
n—oo

= lim (M:"TPMII, ¢
n—oo

= lim (T 0 = (T L e,
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Ainsi, la matrice de Ty relativement a la base {( ":ne Z} de L?(T) est une matrice de Laurent et le
Théoreme entraine que Ty est un opérateur de multiplication.

Pour tout (i, j)eNxN,ona:

(PTo¢l, ¢y = (T, 01y

lim (M TP MM, ()
n—oo
= r}i_{IgO<TPMZ(],MfCl>
= lim (TP/*" (")
n—oo
= lim (T = (T, .
n—o0
Puisque {(” I ne N} est une base de H2(T), onaP Ty f = T f pour tout f € H*(T) c’est-a-dire que

T estla compression de I'opérateur de multiplication Ty donc T est un opérateur de Toeplitz. O

Notons que si (a;;);,jen est la matrice d’'un opérateur de Toeplitz par rapport a la base ortho-

normée usuelle de H?(T), pour tout couple (i, j) eNxN, ona:
aij =(Tpt?,¢"y = (pt7,¢1y =9, ¢y = pli = . (3.2.2)

Larelation (3.2.2) nous permet de récupérer le symbole ¢ a partir des coefficients de la matrice.

En effet, pour tous 7, j €N,

<T(p]l»{l>
(Ty¢!, 1)

70
P

aio

aoj

c’est-a-dire que les coefficients de Fourier d’indice positif de la fonction ¢ sont les éléments de la
0—eéme colonne de la matrice et ceux d’indice négatif sont les éléments de la 0—eme ligne. Lunicité
de la fonction ¢ est assurée par 'unicité des coefficients de Fourier.

Le théoréme suivant donne une caractérisation des opérateurs de Toeplitz a 'aide de I'opéra-

teur shift.

Théoréme 3.2.9 ([I4] - p. 95). Un opérateur T continu sur H>(T) est un opérateur de Toeplitz si et
seulement si M TM, =T.

Preuve. D’apres le Théoreme [3.2.8] T est un opérateur de Toeplitz si et seulement si pour tous
i,jeEN,ona
(T¢I = (Tl (.
Mais
¢ =P =P = T,

(CTEL, 0 = (TML, MGy = (M TML 0.
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Comme le sous espace engendré par les {( ":ne N} est dense dans H2(T), T est un opérateur de

Toeplitz si et seulement si M; TM, = T sur H2(T). O
Théoréme 3.2.10. T, est un opérateur compact si et seulement si ¢ = 0.

Preuve. 1l est clair que si ¢ =0, T, est 'opérateur nul, donc compact.
Réciproquement, supposons que T, est un opérateur compact. Pour tout k € Z et n € N tels

quen+k=0,ona:
(Tpl™ 00y =", () = (0, (%) = o).

Puisque la suite ("), ., converge faiblement vers 0 et T,, est compact, la suite (T,("), ., converge
vers 0 pour la norme de H?(T) (voir la proposition 3.3 de [22]). Ainsi, pour tout £ > 0, on peut
trouver Ny e Ntel que si n= N, || Tp(" |, <e.

SoitkeZete>0.Pourn= sup{Ng,—k}, ona:
[P = <. ¢)| = (T, gm0 < | Tt <.
Donc, $(k) =0 pour tout k € Z et tout € > 0 et donc ¢ = 0. O

Nous allons maintenant voir quelques exemples particuliers d’opérateurs de Toeplitz.

Définition 3.2.11. On dit qu'un opérateur de Toeplitz T, est analytique (respectivement anti-

analytique) si @ est analytique bornée (respectivement anti-analytique bornée) dans D.

Lopérateur shift M, et son adjoint Mz sont des opérateurs de Toeplitz de symbole respectifs z:
{ — { etZ:{— (. 1ls sont respectivement des opérateurs de Toeplitz analytique et anti-analytique.
Le théoréme suivant donne une caractérisation des opérateurs de Toeplitz analytiques en terme

de l'opérateur shift.

Théoréme 3.2.12. Soir T), un opérateur de Toeplitz continu sur H?(T). T, est analytique (respecti-

vement anti-analytiques) si et seulement s'il commute avec M, (respectivement avec Mz).

Preuve. Soit T;, est analytique c’est-a-dire ¢ est une fonction analytique bornée dans D,, pour toute

fonction f € H?(T),ona:
T,M.(f) = T, P(zf) = Pgzf) = 9z f = 2 f = M. T, f.

Donc, T,M, = M, T, sur H*(T).
Réciproquement, supposons que T, est un opérateur de Toeplitz qui commute avec M. Alors

pour tout entier n=1,ona:

=) =(p,0" ) =(@{" 1) =(T,{", 1).
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C’est-a-dire

P=m) =(Tpl" 1) =(T, !, 1) =(TIT,1,1) =(T,1, T;"1).

Mais
T;"1=T;1 :P(Zn) =0 car pourtout n€N ona ({,{")=0.

Ainsi, les coefficients de Fourier d’indice négatif de la fonction ¢ sont nuls c’est-a-dire ¢ est une
fonction analytique.
Si g estanti-analytique, ¢ est analytique. Et comme T, = T, ce qui précéde donne Ty M, = M T;.

Par passage a I'adjoint, on obtient M; T, = T, M. O

En terme de matrice, on peut vérifier par de simples calculs que la matrice d'un opérateur de
Toeplitz analytique (respectivement anti-analytique) relativement a la base orthonormée {C ".ne
I\I} de H?(T) est une matrice triangulaire inférieure (respectivement triangulaire supérieure).

3.3 Produit d’'opérateurs de Toeplitz dans I'espace de Hardy

Dans cette section, nous étudions le produit de deux opérateurs de Toeplitz. Bien que la somme
de deux opérateurs de Toeplitz soit toujours un opérateur de Toeplitz, le résultat n’est pas vrai pour
le produit. Le probleme sur le produit d’opérateurs de Toeplitz a été étudié par A. Brown et P. R.
Halmos dans [14].

Notons que si ¢ € H*(T), I'opérateur de Toeplitz Ty, n’est autre que I'opérateur de multiplication

par  sur H?(T). Par suite, si ¢ € L®(T) et ¢ € H*®(T), pour toute fonction f € H*(T),ona:

TpTy(f) =Ty f) =Ploy f) = Tpy f-

Donc le produit T, Ty, est 'opérateur de Toeplitz de symbole ¢.

De méme, si ¢ est anti-analytique et 1 € L°(T), pour toute fonction f € H>(T),ona:
* *
(ToTy) (P = TpTp(H) = Ty (F) = (Tyu) ().
Donc, Ty Ty = Tyy.
Définition 3.3.1. Soit H un espace de Hilbert et x, y € H. On définit sur H 'opérateur x ® y par :
(x®y)(2) =(z,y)x. (3.3.1)
On a les propriétés suivantes :

Lemme 3.3.2. Soientx,y,z,t€ H\ {0} et A un opérateur continu sur H. Alors :

M. |xoy| <lxl|y

’
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2). Axey)=AXx)®y et(x®y)A:x®A*(y),
B x18Y)+(2®y)=(xX1+x2)®Y,
4. (x®))(s®t)=(s,y)x®t

(5). x®y=s®t sietseulement s'il existe une constante a € C\ {0} tellequex=asety=at.
Le lemme suivant sera utile dans les démonstrations des autres résultats.
Lemme 3.3.3. Soient T, et Ty, des opérateurs de Toeplitz continus et M, l'opérateur shift. Alors
M} T,TyM, - T, T, =P({p)®P({y) (3.3.2)
0iL P désigne la projection orthogonale de L*(T) sur H?(T) et P({¢p) ® P({y) est défini par 3:3.1).

Preuve. Notons que 1 ® 1 est la projection orthogonale de H?(T) sur les fonctions constantes et
que I = MM} +1 ®1. Ainsi,

M;T,TyM, = M;T,(M,M;+1e1)T,M,
= M;TyMM;TyM,+M;Ty(1e1)T,M,
= T,Ty+M;T,(1®1)T,M,, (dapresle Théoreme[3.2.9)
= T,Ty+M;T,(1) & Mj Ty(1).

Et comme
M} Ty(1) = (T5T:)" (1) = (T5) " (1) = T5,(1) =P({g)
et
M Tp(1) = (Ty To) " (1) = (Tey) " (1) = T (1) = P(y),
on a le résultat. O

Théoréme 3.3.4 (Brown-Halmos). Pour ¢,y € L*(T), T, T, est un opérateur de Toeplitz si et seule-

ment si ou bien @ est anti-analytique, ou bieny est analytique. Dans les deux cas, on a Ty Ty = Tyy.

Preuve. D’apres les remarques précédant la Définition siy est analytique, Ty Ty, = Ty
Si T,, est anti-analytique, T;; = T est analytique. Ainsi, (T, Ty)" = T, T, = Ty T4 = Ty Par suite,

*
Ty Ty = (TyTp)" = Tyy-
Réciproquement, supposons que T, Ty, est un opérateur de Toeplitz. D’apres le Lemmem

M; T, Ty M; - Ty Ty = P({p) ® P({).

Et comme T, Ty, est un opérateur de Toeplitz, le Théoreme entraine que M, (* ToTyM;=TyTy.
11 s’ensuit que P({¢) ® P({y) = 0 c’est-a-dire ou bien P({¢) = 0 ou bien P({y) = 0.
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e Supposons P(Z(p) = 0. Notons ¢ ~ Z (ﬁ(j)(j la série de Fourier de ¢. On a Z(p = Z o+ el
jez jez
Donc, P(Z(p) =0 veut dire ¢(j + 1) = 0 pour tout j+ 1 =0 c’est-a-dire y(j) = 0 pour tout j >0 donc

@ est anti-analytique.
e Si P(ZE) = 0, pour la méme raison que ci-dessus, les coefficients de Fourier d’indice positif de
sont nuls c’est-a-dire ¥ est anti-analytique. Donc, T, est analytique. O

Nous allons maintenant voir quelques conséquences de ce théoréme.

Corollaire 3.3.5. Le produit de deux opérateurs de Toeplitz est nul si et seulement si l'un des deux

facteurs est nul.
Preuve. Supposons que T, Ty, = 0. Puisque 0 est un opérateur de Toeplitz, le Théoreme im-
plique que T, est analytique ou T, est anti-analytique et que T, Ty, = Tyy = 0. Ainsi, ¢y = 0.

* Si @ est analytique et T, # 0, le théoreme de E et M. Riesz entraine que le sous ensemble {C eT :
@) = 0} de T est de mesure nulle. Ainsi, ¥ = 0 et donc Ty, = 0.

* D’une maniere similaire, si Tj; est analytique et T3; # 0, le théoréme de F et M. Riesz entraine que

le sous ensemble {( eT:yl)= 0} de T est de mesure nulle. Ainsi, ¢ = 0 et donc T, = 0. O

Corollaire 3.3.6. Si T, est un opérateur de Toeplitz inversible, T, 1 est un opérateur de Toeplitz si et
seulement si ou bien @ est analytique ou bien ¢ est anti-analytique.
Preuve. Supposons que T, est inversible.

* Si ¢ est analytique, T;, commute avec M;.On a:
M; T, = T M; C'est-a-dire T(p_lM( T, = M; c’est-a-dire encore Tt;lM( = M; T(p_l.

Etd’apres le Théoreme(3.2.12} T, ! est un opérateur de Toeplitz analytique.

« Si Si ¢ est anti-analytique, on fait le méme raisonnement en utilisant le fait que T;, commute

avec M(* .Etdans ce cas, T, 1 est un opérateur de Toeplitz anti-analytique.

Réciproquement, supposons que T, 1 est un opérateur de Toeplitz et notons T, = Ty.Ona:

Puisque T,, Ty = I, le Théoréme entraine que ou bien ¥ est analytique ou bien @ est analy-
tique.

De méme, puisque Ty, T, = I, ou bien ¢ est analytique ou bien vy est analytique.

¢ Si est analytique, il n'y a rien a démontrer.
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» Sip n’est pas analytique, nécessairement i est analytique et non constante, ce qui implique que

w n'est pas analytique donc ¢ est analytique.

Corollaire 3.3.7. Les seuls opérateurs de Toeplitz idempotents sont0 et I.

Preuve. T(f, = T, si et seulement si Ty, (T, — I) = 0. Et comme T, — I est un opérateur de Toeplitz, le

Corollaire entraine que Ty, =0 ou T, — I = 0 c’est-a-dire T, =0 ou T, = I. O

On utilise la méme technique de démonstration que le Théoreme pour la commutativité
de deux opérateurs de Toeplitz. Notons que dans ce théoréme, si T, et Ty, sont tous les deux ana-
lytiques ou tous les deux anti-analytiques, Ty, Ty = Ty = Ty Typ. Le théoreme suivant résume les

résultats sur la commutativité de deux opérateurs de Toeplitz dans HZ(T).
Théoréme 3.3.8. Soientp,y € L™(T). Alors T, Ty, = Ty T, si et seulement si l'une des trois conditions
suivantes est vraie :

(1). @ ety sont toutes les deux analytiques,

(2). @ ety sont toutes les deux anti-analytiques,

(3). il existe deux constantes a et b, non tous nuls tels que ap + by est une fonction constante.

Preuve. 1l est clair que sil'une des trois conditions est vraie, on a T, Ty = Ty Tp.

Réciproquement, supposons que T, Ty, = Ty, T, Le Lemmeentraine que:

M Ty Ty M — Ty Ty = P({p) @ P({)
et

M; Ty T,M; - Ty T, = P({y) e P({p).
Ainsi,

P({¢p) ® P((¥) = P((w) ® P((). (3.3.3)
On a deux cas a considérer : ou bien 'un des quatre vecteurs P((p), P({¥), P({y) et P({p) est égal
a zéro; ou bien aucun d’entre eux n’est nul.
(1). Supposons qu'il y a un vecteur qui est égal a zéro. Alors il y a quatre possibilités.
(@). SiP({¢p) =0, oubien P({y) =0 ou bien P({p) = 0.

« Si P({¢p) = P({y) = 0, les coefficients de Fourier d’indice positif de ¢ et de ¥ sont
tous nuls. Ainsi, Tj, et Ty sont tous les deux anti-analytiques c’est-a-dire on a la

condition 2..

« SiP({¢p)=P((®) =0, ¢ est constante et on a la condition 3. avec a=1 et b=0
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(b). Si P(ZE) =0, ou bien P(Zl//) =0 ou bien P(Z@) =0.
o SiP((y)="P({y) =0, v est constante et on a la condition 3. aveca=0et b= 1.

« Si P({y) = P({p) = 0, les coefficients de Fourier d’indice négatif de ¢ et de v sont

tous nuls. Ainsi, T, et Ty, sont tous les deux analytique et on a la condition 1..

(2). Supposons qu’aucun des quatre vecteurs n’est nul.
Puisque P({¢) ® P({y) = P({y) ® P({®), il existe a € C\ {0} tel que :

P{Cp) = aP(Ty) et P(Tp) =aP({P)

Ce qui entraine que :
P(Z((p - at//)) =0 et P(Z(@—W)) =0.

Ainsi, ¢ — ay est une fonction constante c’est-a-dire la condition 3. O



1 Chapitre4 1

OPERATEURS DE TOEPLITZ DANS I’ESPACE DE BERGMAN HARMONIQUE

Dans ce chapitre, nous donnons les propriétés générales des opérateurs de Toeplitz définis
dans I'espace de Bergman harmonique ainsi que des résultats récents concernant le produit de
ces opérateurs.

La décomposition de I'espace de Bergman harmonique donnée par la relation etla dé-
composition de la projection Q donnée dans nous montrent que la théorie des opérateurs
de Toeplitz définis dans I'espace de Bergman harmonique est intimement liée avec la théorie des
opérateurs de Toeplitz définis dans I'espace de Bergman analytique. Ainsi, dans ce chapitre, nous
notons par T;; I'opérateur de Toeplitz de symbole ¢ défini sur 12 et TJ} I'opérateur de Toeplitz de

symbole ¢ défini sur sz).

4.1 Généralité sur les opérateurs de Toeplitz harmoniques

Dans cette section, nous rappelons la définition et quelques propriétés générales de 1'opéra-

teur de Toeplitz .

Définition 4.1.1. Pour ¢ € L, 'opérateur de Toeplitz de symbole ¢ sur L2, noté TJ}, est défini sur

Lf) par T, (f) = Q(¢ f) ot Q désigne la projection orthogonale de L* sur Lﬁ.

Le fait que ¢ € L nous assure que ¢ f € L? et TJ,’ est continue et les propriétés de I'opérateur
de Toeplitz suivantes sont immédiates comme dans le cadre des 'espace de Hardy H? et I'espace

de Bergman 2.

Proposition 4.1.2. Soient a, b des constantes et ¢, € L™. Alors nous avons :
(D). T{l = I ou1 désigne la fonction constante qui vaut 1 pour tout z € D et I est U'opérateur Identité,
h — . Th h
@. T}y, = aTy +bTy,
@. (1)) = Tg ou (T))" désigne lopérateur adjoint de T,y

39
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La représentation intégrale donnée par la relation (2.4.2) montre que le domaine de définition
de la projection Q de L? sur Lﬁ peut étre étendu a L!. On peut consulter le chapitre 8 de [7] pour

les détails a ce sujet. Soit maintenant ¢ € L! et considérons I'opérateur intégrale TJ} défini par :
Zlf}vf,’(p) (2) :fD(p(w)p(w)Rz(w)dA(w), ol p estun polyndome harmonique et z € D. (4.1.1)

Puisque le domaine de définition de Q peut étre étendu a L!, pour tout polynéme harmonique p et
toute p € L!, YA"Z} (p) = Q(@p) est bien défini. Comme les polynémes harmoniques sont denses dans
Lf), si 77,’ est continue, on peut étendre son domaine de définition a Lﬁ
dans aun sens, il n'est pas continu en général. Dans [37], Guo et Zheng ont étudié en détail

. Bien que I'opérateur défini

la continuité et la compacité des opérateurs de Toeplitz 2 symbole dans L! définis sur 'espace
de Bergman harmonique. D’'une maniéere générale, si le symbole ¢ est une fonction intégrable
sur D et s’il existe r € [0,1[ telle que ¢ soit bornée sur la couronne {z eD : r<lz|l< 1} alors
I'opérateur défini par est continu sur Lﬁ. En effet, le symbole ¢ peut s’écrire comme somme

d’'une fonction bornée et d'une fonction intégrable a support compact :

Y =¢1t+ @2

ou @ =@.x , P2 = @) et yg désigne la fonction caractéristique de I'en-
zeD:Oslzlsr} zeD : r<lzl<1

semble E et Ty, est continu car a symbole borné et Ty, est continu car le symbole est a support
compact. Donc on peut étendre la définition de I'opérateur de Toeplitz a beaucoup de fonction in-
tégrable sur D. Dans [48], Louhichi, Strouse et Zakariasy ont introduit la notion de T-fonction pour
I'espace de Bergman usuel. Cette définition se généralise sans probléeme pour I'espace de Bergman

harmonique.

Définition 4.1.3. Soit ¢ € L!.

(1). Onditque ¢ € L' est une T-fonction si I'opérateur TJ} défini dans la relation (4.1.1) peut étre

prolongé en un opérateur borné sur Lf).

(2). Si ¢ est une T-fonction, on note par Tq}} le prolongement par continuité de T(f} sur L‘?‘) et on
définit 'opérateur de Toeplitz de symbole ¢ sur Lﬁ par:

T (f)(2) = fD P f ()R () dAW).

(3). S’ilexiste r € (0,1) tel que ¢ soit bornée sur la couronne {z eD:r<lzl< 1}, on dit que ¢ est

presque bornée.

Généralement, 'ensemble des T-fonctions est un sous-ensemble propre de L' qui contient les
fonctions bornées et les fonctions presque bornées.
On constate que si ¢ est une T-fonction, les propriétés énoncés dans la Proposition[4.1.2sont vé-

rifiées.
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4.2 Produit d’opérateurs de Toeplitz

Dans cette section, nous allons étudier la stabilité de la multiplication de deux opérateurs de

Toeplitz. Plus précisément nous allons étudier la question suivante :
Question. Erant données deux T-fonctions ¢ et vy, existe-t-il une fonction y telle que T, Ty, = T), ?

En 1964, Brown et Halmos [14] ont completement répondu a cette question dans le cadre des
opérateurs de Toeplitz définis dans I'espace de Hardy. Dans [14], il ont montré que T, T, = T} si et

seulement si
(1). ¢ ety sont toutes les deux analytiques, ou bien
(2). @ ety sont toutes les deux anti-analytiques, ou bien
(3). 'une d’elles est une fonction linéaire de I'autre.

Dans ce cas on a y = ¢ (Théoréme|3.3.4).

Dans le cadre des espaces de Bergman, la situation est beaucoup plus compliquée. Il n'y a pas
de caractérisation compléte du produit de deux opérateurs de Toeplitz avec des symboles quel-
conques mais en se restreignant a des symboles appartenant a des classes particulieres de fonc-
tion, on peut avoir des résultats significatifs.

Pour les opérateurs de Toeplitz définis sur 'espace de Bergman analytique, Ahern et Cuckovi¢ ont
étudié et ont montré dans [5] que si ¢ et y sont deux fonctions harmoniques bornées, 9 une fonc-
tion de classe € telle que z — (1 —|z|?)?A9 (ol1 A9 désigne le Laplacien de 9) est une fonction

bornée sur D et si T, Ty, = Ty alors 'une des deux conditions suivantes est vraie :
(1). ¢ estanti-analytique ou bien
(2). y est analytique.

Et dans les deux cas, on aura 9 = .

En 2005, Louhichi, Strouse et Zakariasy ont étudié le produit de deux opérateurs de Toeplitz a
symbole quasihomogene (Déﬁnition) dans [48]. Dans leur travaux, ils ont montré que dans
I'espace de Bergman analytique, il existe des T-fonctions ¢ et y telles que le produit Ty, Ty, est un
opérateur de Toeplitz mais ni ¢ est anti-analytique ni ¥ est analytique.

Dans la suite, nous allons étudier le produit de deux opérateurs de Toeplitz dans I'espace de
Bergman harmonique. Nous nous intéressons aux opérateurs de Toeplitz a symbole analytique. Le
lemme suivant, démontré d'une autre maniére dans [16], nous sera utile pour la démonstration du

théoréme principal.
Lemme 4.2.1. Soit f € L2 telle que f(0) = 0. Alors nous avons pour tout z € D\ {0} :

(). P@f)() = éf(z) —% fo FOd,
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— 1]—
@). Plof)(z) = S Oet
_ 1
3). P(wf)(0) = > £'(0).
ot P désigne la projection orthogonale de L* sur L% et w est l'application coordonnée w: z € C — z.

Preuve. Soit f € L2 donnée par sa série de Taylor f(z) = Z anz".On a pour chaque z fixé dans D :
n=0

P(@f)(2) = ZanP(zz")—Zan —Zanz+ Y an

n=0 n=1 2 p=1 n>1

- ;f(z)—?fo fae, pourzeD\{O}.

n+1

1 1 [*
Et la fonction z — — f(z) - = f f)d{ admet un prolongement holomorphe sur D car f(0) =
z z% Jo
d’ot1 1. Puisque P(2Z%) = 0'si k > 1, nous avons :
_ 11—
Plwf)(2) =Y a,P(zz")=-a) = 1= 5110
n=0

O

Théoréme 4.2.2 ([16]). Soient ¢ ety deux T-fonctions qui sont toutes les deux analytiques ou toutes
les deux anti-analytiques. Alors il existe une T-fonction y telle que Th Th Th si et seulement si g ou

¥ est une fonction constante.

Preuve. 1l est clair que si ¢ ou ¥ est constante alors le produit Tq}} TJ} est un opérateur de Toeplitz.
Réciproquement, supposons que ¢ et ¥ sont toutes les analytiques et y est une T-fonction telle

que T, h Ty h— Th En utilisant la décomposition de la relation (2.4.6), nous avons pour tout f € L2 :

T} (/) =Qf) =P(xf) + P(X ) ~P(x N (©0)
ot1 P désigne la projection de Bergman de L? sur L2. Et
hh _ maga _ Ta
TATH = TATS() = Tgy (D)

Ainsi,
Y. 4.2.1)

=
Il

D’autre part, nous avons :

T1'(z) = Q(xz) =P(xz) + P(xz) — P(xZ)(0), (4.2.2)

Et utilisant (2). et (3). du Lemme/4.2.1| nous avons :

a7y (Z) = T (P(w2) + P(W2) - P(¥2) ) = Q(¢P(yZ) | = 9 P(7). (4.2.3)
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En identifiant (4.2.2) et (4.2.3) et en utilisant (4.2.1), nous avons :
P(pyz) = P(y2).

Et d’apres 1. du Lemme|4.2.1} nous avons :

_ 1 1 (2
Ppva)a = o [ eQuod
_ 1 1 z
(pP(yw))(2) = z(p(z)w(z)—;w(z)fo p()dd.
C’est-a-dire
fo QWAL = p(2) fo y(Q)d¢, pour zeD\{o}. (4.2.4)

Et dérivant (4.2.4), nous avons pour tout ze D\ {O},

¢'(2) fo w(()dl =0. (4.2.5)

Larelation (4.2.5) veut dire que pour tout z € D\ {O}, soit ¢'(z) = 0 c’est-a-dire ¢ est constante, soit

z
f w({)d{ =0 c’est-a-dire ¥ = 0. Ainsi, T(z’ TJ} = Tf entraine que ¢ ou ¥ est une fonction constante.
0
Le cas ¢ et v sont toutes les deux anti-analytiques, il suffit de considérer I'opérateur adjoint

dans la démonstration ci-dessus. O
Le corollaire suivant est immeédiat.

Corollaire 4.2.3. Soient ¢ ety deux T-fonction vérifiant les hypothéses du Théoreme[4.2.2, Alors
T(gTJ} =0 entrainep =0 ouy =0.

En 2008, Ding a donné un autre résultat sur le produit de deux opérateurs de Toeplitz a sym-
boles analytiques.
Théoreme 4.2.4 (X. Ding, [23]). Soient@,y € Lfl. Les assertions suivantes sont équivalentes :
hh _ phh
(1). T(p TW = TWT“”

2). Th_=ThTh
@ oy Ty ¢



1 ChapitreS 1

OPERATEURS DE TOEPLITZ A SYMBOLE QUASIHOMOGENE

Dans ce chapitre, nous développons les résultats de [47] sur le produit et la commutativité de
deux opérateurs de Toeplitz dont les symboles appartiennent a une classe particuliére de fonction.
On appelle ces fonction des fonctions quasihomogeénes. L'outil de base pour I'étude des opéra-
teurs de Toeplitz a symbole quasihomogene est la transformation de Mellin. Nous rappelons ici
quelques propriétés élémentaires de cette transformation mais les détails peuvent étre trouvés

dans [64].

5.1 Transformation et coefficients de Mellin

Dans cette section, nous rappelons les propriétés essentielles de notre outil clé pour aboutir

aux résultats principaux.

Définition 5.1.1. Soit ¢ une fonction intégrable sur [ 0, +co[ par rapport ala mesure rdr. La trans-

formée de Mellin d’indice z de ¢ est notée par {(z) et est défini par :
[e.0]
P(z) = f o r¥dr
0

Dans notre cas, nous utilisons des fonctions de L' ([0,1[, rdr), considérées comme nulles p-p.
sur I'intervalle [ 1, +oo].

Pour chaque ¢ € L'([0,1[,rdr), la fonction z — @(z) est bornée sur {z €C : Re(z) = 2} et
analytique sur {z €C : Re(z) > 2}.

Les propriétés de la transformation de Mellin sont réunies dans la proposition suivante. Elle

découle immédiatement de la définition.

Proposition 5.1.2. Soitg € L'([0,1[,rdr). Pour z€ C tel queRe(z) >2,ona:

(1). (lﬁ"Tp)(z) =P(z+a) ot a e R et r?* est la fonction définie par r — 1%,

44
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@2). (Fp) (z) = —z(p(z) si @ est dérivable presque partout sur[0,1].

Nous rappelons un théoréme dont on déduit que la transformation de Mellin est injective. La

démonstration du théoréme est dans [52].

Théoreme 5.1.3. Soit ¢ une fonction analytique bornée sur le demi-plan {z e C : Re(z) > 0}. Sip

sannule aux points zy, z», --- deux a deux distincts vérifiant :

(1). inf{ |2, } >0et
1
©. ’;Re(z—n) = +00,

alors @ est identiquement nulle sur {z eC : Re(z) > 0}.

Corollaire 5.1.4. Soitp € L'([0,1[,rdr) et supposons qu’il existe ny, p €N tels que p(ng + pk) =0
pour tout k € N. Alors §(z) = 0 pour tout z € {z € C : Re(z) > 2} etdoncp=0.

Corollaire 5.1.5. Soit (n) =0 une suite d’entiers positifs vérifiant :

1
ng =2 pourtout k=0 et Z — = +o0.
k=0 "k

Sipe L' ([0,1[,rdr) vérifiep(ny) =0 pour toutk =0, ¢ = 0.

1
Preuve. Si p(ny) = f @) r"™ trdr = 0 pour tout k = 0, le Théoréme|5.1.3|entraine $(z) = 0 pour
0

toutze{zeC : Re(z)>2} etdonc ¢ =0. O

Dans notre étude des propriétés algébriques des opérateurs de Toeplitz, nous avons besoin de

la convolution de Mellin.

Définition 5.1.6. Soient ¢, € L'([0,1[,rdr). On définit la convolution de Mellin de ¢ et  par :

1

r ds
(<p*u/)(r)=f oSS reon.

Les propriétés suivantes découlent directement de la définition du produit de convolution.

Proposition 5.1.7. Soient @,y € LY([0,1[,rdr) et notons|.| 1 la norme sur LY[0,1[,rdr). Alors

. pxy el Q01 rdn ety <ol v,
(2). la transformation de Mellin transforme le produit de convolution en un produit usuel, c'est-
a-dire

@ =) (2) = P(2)P (). (5.1.1)

Le lemme suivant est un outil essentiel pour les démonstrations des différents résultats de ce

chapitre.
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Lemme 5.1.8 ([46]). Soient F et G deux fonctions analytiques, bornées et non identiquement nulles

sur l'ensemblell, = {z e€C : Re(z) > 2}. S’il existe p € N tel que

F(z2)G(z+ p) =F(z+ p)G(z) pour zelly, (5.1.2)
il existe une constante c € C telle que F = cG.
Preuve. Enreplagant z dans parzx=z+kp, k=0,1,---n—1, on obtient la suite d’égalités :

F(z)G(z+p) F(z+p)G(2)

F(z+ p)G(z+2p) F(z+2p)G(z+ p)

F(z+(n-1)p)G(z+np) = F(z+np)Gz+(n—-1)p)

En multipliant membre a membre cette suite d’égalités, ona:

n-1 n n n-1
[[Fz+kp) [[ Gz+kp) =[] F(z+kp) || Gz + kp),
k=0 k=1 k=1 k=0
c’'est-a-dire
F(2)G(z+np)=F(z+np)G(z) (5.1.3)

D’autre part, puisque G est non identiquement nulle, il existe w € C tel que Re(w) > 2 et G(w) # 0.

Soit Z(G) = {k €N : Glw+kp) =0}.8i ¥ Re(w+kp
keZ

) = 00, le Théoreme [5.1.3|implique G = 0

ce qui contredit I'hypotheése sur G. Ainsi, Z Re(

"y ) = oo et pour tout k € N\ Z(G) et la
keN\Z@G) W TKp

relation donne :
Flw+kp) _ Flw)
Gw+kp) Gw)
. F(w) . (s 5
Soit ¢ = @) On a (F - c¢G)(w + kp) = 0. Et en appliquant de nouveau le Théoréme |5.1.3|a la
fonction z— F(z) — ¢G(z), on obtient F — ¢G =0donc F = cG O

5.2 Produit et commutativité des opérateurs de Toeplitz a symbole radial

Définition 5.2.1. Une fonction ¢ : D — C est dite radiale si elle ne dépend que du module de z.

Plus précisément, on dit que ¢ est radiale s'il existe une fonction ¢ : [0,1) — C telle que
@(z) = (p(reie) =@(r) pourtout z=re? eD.

Dans la suite, nous identifions la fonction radiale ¢ avec @.
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Définition 5.2.2. Soit ¢ une fonction définie et intégrable sur D. On appelle radialisation de ¢ et

on note par Rad(¢) la fonction définie sur D par :

2w .
Rad(p)(z) = 1 @(ze')d0, (zeD).
27 Jo

En utilisant I'invariance par rotation de la mesure d6, on peut montrer que Rad(¢) € L' et que
@ € L! est radiale si et seulement si ¢ = Rad(¢).

Le lemme suivant, démontré dans [24], nous sera utile pour la suite.
Lemme 5.2.3. Soit ¢ une T-fonction radiale bornée. Pour chaque k € N, nous avons :
T (") =20k + DPRk+2)2* et T)!(Z") =2(k+ P2k +2)Z".
Ceci montre que z* etz sont des vecteurs propres de TJ}.

Les propositions suivantes montrent que les opérateurs de Toeplitz a symbole radiale définis
sur I'espace de Bergman harmonique partagent les méme propriétés que ceux définis dans I'es-
pace de Bergman analytique. Les démonstrations des deux propositions sont identiques a celles

données dans [48].

Proposition 5.2.4. Soient ¢; et ¢ deux T-fonctions radiales. S'il existe une T-fonction vy telle que

T, 4’}1 T£2 = TJ,’, v est radiale.

Proposition 5.2.5. Soient ¢, et ¢, deux T-fonctions radiales. Alors le produit TJ}1 TJ}Z est un opéra-

teur de Toeplitz TJ,’ si et seulement siy est solution de l'équation :

1w =@ *@,. (6.2.1)

Corollaire 5.2.6. Si ¢ ety sont deux T-fonctions radiales, on a T(f} TJ,’ =0 si et seulement si p =0 ou
v =0.

Preuve. 1l est clair que si ¢ =0 ou y =0, le produit TJ} TJ} = 0. Réciproquement, si T, (g T{/} =0,

(T Ty)(2")

0
pour keN

hh)(sk

(Ty Ty) (=)

et le Lemme entraine 2k + 2)(2k +2) = 0 pour tout k € N c’est-a-dire il existe deux sous-
ensembles E] et E, de N définis respectivement par E; = {k eN: pRk+2)= O} et B, = {k eN :

0

. L. , - 1 A
PRk+2) = 0}, vérifiant E; U E; = N. Notons que l'une des deux séries Y — et Y  — doit étre
keE k keE k
1 2
1 1
divergente car sinon, ) — est convergente ce qui n'est pas vraie. Si ) — est convergente, le

keN 2 keE,

1
Corollaire|5.1.5/entraine ¢ = 0 et si Z — est convergente, le Corollaire|5.1.5/entraine v =0. O
keE,
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5.3 Produit d’opérateurs de Toeplitz a symbole quasihomogene

Dans la section[5.2} nous avons vu que les opérateurs de Toeplitz a symbole radiale définis sur
I'espace de Bergman harmonique ont des propriétés identiques a celles des opérateurs de Toeplitz
a symbole radiale définis dans I'espace de Bergman analytique. Dans cette section, nous allons
montrer que ce n'est plus le cas avec les opérateurs de Toeplitz a symbole quasihomogene.

Soit Z = L2([0,1[,rdr) et rappelons qu’a chaque ¢ € %, on peut lui associer une fonction
radiale que nous notons par abus de notation ¢ dans L?(D, d A). Puisque d’une part les polyndmes
trigonométriques sont denses dans L?(D, d A) et d’autre part, (¢! %) L (e'P2? %) si p; # p2, nous
avons la décomposition :

L*@,dA) =P "%, (5.3.1)
pez

c’'est-a-dire que toute fonction f € I2(D,dA) se décompose sous la forme :
f(re®) =Y e*p(r) ott z=re® €D et preZ. (5.3.2)
kez
De plus si f € L*°(D, dA) se décompose comme dans (5.3.2), nous avons, pour tout 7 € [0,1] et
kez

L (%7 oy -iko
gfo f(re'”)e™ ™ a6 | < sup|f(z)|.

zeD

lpr()| =

Donc les fonctions ¢, sont bornées sur D.

Bien que la décomposition décrite par la relation n’existe pas pour les fonctions dans
LY (D, dA), nous considérons dans la suite des T-fonctions dans L!(D, d A) qui sont de la forme
eiP%p avec p € Z et ¢ fonction radiale. Les opérateurs associés aux symboles de ces formes sont

appelés les opérateurs de Toeplitz a symbole quasihomogéne de degré p.

Définition 5.3.1. Soit p € Z. Une fonction f définie sur D est dite quasihomogene de degré p s'il
existe une fonction radiale ¢ telle que pour tout z = re’? e D, on peut écrire f (reig) =eiPp(r).
Si de plus f est une T-fonction, I'opérateur de Toeplitz ijl associé est dit opérateur de Toeplitz

quasihomogene de degré p.

Les formules données dans le lemme suivant nous seront utiles pour la suite. Elles donnent les

images de z* et de zr, pour k € N, par un opérateur de Toeplitz quasihomogene.

Lemme 5.3.2 ([24]). Soit p € Z et ¢ une fonction radiale bornée. Alors pour chaque k € N, nous

avons .
™" () 2k+p+DPRk+p+2)zXP  si k=-p
i z
ey 2-k-p+D)P(-p+2Z *P si k<-p
et
W ok 2k-p+DPRk—p+2)Z¥ P si k=p
0, ()
etPlop

2(p-k+1)P(p+2) 2Pk si k<p
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Preuve. Rappelons que d’apres la relation (2.4.6) on a:

L) =P(e PO £)(2) + P(e~1POQ f) (2) — P(e?PPp £) (0). (5.3.3)

Donc pour établir le lemme, on pose f = w et on calcule les trois quantités ci-dessus.

Pour keN,ona:

P(eipg(pwk)(z)

fD PP’ (F KO dAQ)

1 p21
f f p(r)rkeiprio Z(n+1)r e 0 drdo
n=0

f (p(r) Z (n+1)f t(p+k n)Gdezn k+n

2k+p+1DPRk+p+2)zXP si k+p-n=0

_ (k+p+1o( p+2) p (5.3.4)
0 si k+p-n#o0.

Mais on ne peut pas avoir p + k— n =0 que dans le cas ot p + k = 0 c’est-a-dire k = —p (car sinon

on a toujours p + k— n # 0). Donc la relation (5.3.4) donne

2p+k+DPRk+p+1)zKP si k=-p
P(eP? pw*)(2) =
0 si k<-p.

D’autre part,

P(e” "5 w")(2)

fD P Qe P OAAQ)

1 p2n . o]
f @(r)rke ip+k0O Y (n+ Dre” " " rdrd6
0 Jo n=0

1 o) 2n i
f o)) (n+ l)f e~ iprkaml g onpkdng g,
0 n=0 0

20-k—p+DP(=p+2)2 5P si k+p+n=0

(5.3.5)

0 si k+p+n#0

et p+k+n=0sietseulementsi p+ k <0 c’est-a-dire k < —p. Donc la relation donne
2-k-p+DP(-p+2)z7FP si k<-p

P(e "5 @) (2) =

0 si k=-p.

En appliquant la relation (5.3.3), on a

Tomy(2¥) = P(e@2)+P(e P05 Z") ~P(e" ") (0)

2(k+p+1)PRk+p+2)zP** si k=-p

2(-k-p+ 1)@(—p+2)2_k_p si k<-p
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Pour keN,on a

P(eipe(pwk)(z)

fD 00T DAAQ

1 p2n
= f Q(r)rke’P- k)HZ(rHl)r" ~in0 2 rdrd
0

n=0
= f @(r) Z(n+1) i(p_k_”)gdez”r’”"rdr
2-k+p+D)P(p+2)z5P si p-k-n=0
_ ( p+Dp(p+2) p (5.3.6)
0 si p—-k—-n#o0.
Comme p — k—n = 0si et seulement si p — k = 0 c’est-a-dire p = k, la relation donne
. 2p-k+DP(p+2)z5P  si k=
si p<k
Et
Ple"gu)(2) = fD eQe PO dAQ)
1 p2m . 00
= f (,o(r)rkel(k_p)gZ(n+1)r”e_”“9 "rdrdo
0 JO n=0
1 00 2n
= f @)Y (n+1) e k=p=10 gg npk+ny g,
0 n=0 0
20k—p+1)PRk—-p+2)z¥P si k-p-n=0
_ (k-—p+Do( p+2) p (5.3.7)
0 si k—p-n#o0.

Comme k — p—n=0sietseulementsi k— p =0 c’'est-a-dire k = p, larelation (5.3.7) donne

2k—p+1D)PpRk-p+2)z5P si k=p
P(e_"w@wk)(z) =
0 si p<k

En appliquant la relation (5.3.3), on a
Tamg(2") = P(e9Z")+P(ePpzF) PP 9Z") 0)

2k—p+1)PRk—p+2)Z5P si k=p

2(p-k+1)P(p+2)zPFk si k<p

Notons que l'interversion du signe Y. et [ ne pose aucun probléme car les intégrales sont finies et

la série est normalement convergente. O

Le lemme ci-dessus nous montre que pour p, k € Z, I'image de r'*e/*® par un opérateur

de Toeplitz quasihomogene de degré p est A, kr|p+k| e!(P*P pour un certain Apk€C.
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Lemme 5.3.3. Soit f une fonction bornée surD. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1. Pour toutk €N, il existe A € C tel que T}’(zk) = A 2K,

(2). Pourtout k €N, il existe Ay € C tel que ijl (2¥) = A ZF
Preuve. Supposons quel[l] soit vraie. Pour tout n € N, nous avons :

(TP(E"),Z") = (f2",25) = (An2", 25) = 6, kil 25, 2") = 8, (M ZN, 2"
ou 6, x désigne le symbole de Kronecker. Et par un calcul similaire, nous avons :
<T]’Z(zk),z"> =8k (AkZ5, 2")
Puisque la famille % = {wn(z) =vn+1z";n=0et ze€ ID} U {Wn(z) =vVn+1Z"; n>0et z€ ID}
est une base orthonormale de Lf], nous avons :
T;Z(Ek) = A+z" pour tout keN.

La réciproque se démontre de la méme maniere. O

La proposition suivante donne une caractérisation compléte des opérateurs de Toeplitz quasi-

homogene de degré p.
Proposition 5.3.4. Soient p € Z et f une fonction bornée sur D. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1). Pour chaque k € N, il existe une constante Ay € C telle que T;l(rkeikg) = Agr Pkl gl +h0,

(2). f est quasihomogene de degré p.

Preuve. Si f est quasihomogene de degré p, on a (1). est une conséquence du Lemme(5.3.2

Réciproquement, supposons que (I). est vraie et soit k € N. Nous avons

12(0") (2 = Q(F @) (2) = (F 0" Kz + K~ 1) = (fok, Ko + Kz~ 1) = T](@H) (@) = AgrIPHl 1P+

Ainsi, pour p =0, nous avons :

Tzhl’f(zk) (@ fok K, + K, - 1)
= (fo*,0PK.)+ (@, f o (K- 1))

= (foroP Y (j+DZ o)y +(@", fa* Y (j+ 12/ w))

Jj=0 j=1

= LU+ ft e+ X+ D@ fat)
Jj=0 j=1

= L U+0HTHN) 0 )+ T+ 0P @, T @)
=0 j=1

= LU0 A0 0P )+ 3G+ DE P Ak 0T
iz S

- Ak D g

p+k+1
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et pour p <0, nous avons :
TV, () = (f0" P Ko+ K= 1) = (T} (0" P), Ko+ Ko = 1) = (A poo, Ko + Ko = 1) = A p2*.
Et en définissant ¢ sur D par ¢(re'®) = rlP1e™” f(reif), (z = rei® e D), nous avons
h( kY _ g k .
T, (2*) = Brz" pourun certain Sy € C. (5.3.8)

Montrons maintenant que ¢ est une fonction radiale, ce qui montrera que f est quasihomogene
de degré p. Pour cela, il suffit de montrer que Rad(¢p) =

En calculant les intégrales et en changeant I'ordre d’intégration, nous avons pour tout n € N,

2
(T, ad((p)z , 2™ f e w 0 0" d Aw)

2 .
- i(f e”k*"”dt f(p(w)w’%"dA(w)
0 D

21
= i(fznei(k_"”dt)(Thzk z")
2 \Jo L
B (TJ,’Z’QZ”) si k=n
0 si k#n.
D’autre part,
Zkzny = 1 2T et h ok ny _
(T, Rad ,Z )=E(f0 e dt)(T(pz ,z2)=0, pourtout neN.

Ainsi, par (5.3.8), nous avons
(T 252" = (T, 25 2") et (Tl 252" = (T 252"

pour tout n € N. Donc,
h k_ 7h_k
TRad(w)z =T,z". (5.3.9)
De plus, par la relation (5.3.8) et le Lemme(5.3.3} nous avons :

=k
Tad((p)z = PBrz", pourtout keN.

Et dongc, par un raisonnement similaire, nous avons :

h o =k _ phzk
T2 = Ty 2" (5.3.10)
Par les relations (5.3.9) et (5.3.10), nous déduisons que T Ra dp = =T , ce qui entraine que Rad(¢p) =
Donc ¢ est une fonction radiale et f est quasihomogeéne de degré p. O

La proposition suivante donne le premier résultat sur le produit de deux opérateurs de Toeplitz

quasihomogenes sur I'espace de Bergman harmonique.
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Proposition 5.3.5 (Dong - Zhou, [24]). Soient f et g deux fonctions quasihomogenes de degré res-
pectifs p et s, et bornées sur D. S'il existe une fonction h bornée surD telle que T]’} Tél = T}i’, h est une
fonction quasihomogéne de degré p + s.

Preuve. Puisque g est une fonction quasihomogene de degré s, la Proposition entraine pour

chaque ke N,

T;(rkeikg) = A !SI s+00 - hour un certain Ag€ C.
De méme, puisque f est quasihomogene de degré p, nous avons,

hoph( ok ikOY _ 3 mh(Istkl i(s+k)0Y _ Hs+kl| i(p+s+h)0
Tng(r e )—AsTf(r e )—)Lsﬂtpr“’ lgitp

ol A; et A, sont des constantes. Il s’ensuit que si T]’Z Tgh = T[;, h est une fonction quasihomogene

de degré p + s d’apres la Proposition O

Nous avons la caractérisation des opérateurs de Toeplitz quasihomogenes idempotents sui-

vante :

Corollaire 5.3.6. Si f est une fonction quasihomogene de degré p non nul tel que (ij’)2 =T ;’, f est

identiquement nulle.

Preuve. Puisque f est quasihomogene de degré p, la Proposition 5.3.4]entraine que 2p = p c’est-
a-dire que p = 0. O

Nous allons maintenant donner une application concret de produit d’opérateurs de Toeplitz

quasihomogenes.

Proposition 5.3.7. Soient m,n e N\ {0}, p,seZ. Alors T" T" . est un opérateur de Toeplitz si

eipdym = pisd pn

et seulement si p = s = 0. Dans ce cas, nous avons :

m n

Trhm— T,}Z Si m#n

h n m-n m-n
Teipgrm Teisgrrz =
h

Tr’”(1+mlogr) st m=n.

Preuve. En effet, si T" = T"  estun opérateur de Toeplitz, la Proposition entraine qu'’il

eipdym = oisd pn

existe une fonction radiale ¢ telleque 7" , T =T"

eintpm Liso pn = Tgicpesn - Ainsi, pour tout ke N tel que k + s

et k+ p + s sont positifs ou nuls, I'égalité :

eipdypm = pisd pn

T o, T (Zk) = Tﬁ(p+x>e¢(zk)

etle Lemmel[5.3.2ldonnent :

— —

1
(rm@k+2s+p+2)(r")2k+s+2) = m@(2k+ p+s+2). (5.3.11)

k+2s
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Soit ¢ = min{O, p,Sp+ s}. Par (5.3.11) et (5.1.1), nous avons :

((Fm 2= (r1=0)) @45+ 0+2) = (10 7)) @K+ s+ 0+2).
Considérons maintenant la fonction F définie par :
F(Z) — ((rm+p+5—[) % (rn—I)) (Z) _ ((rS—[ * rp_[(p)) (Z).

Il est clair que F est analytique et bornée sur {z €C : Re(z) > 0} d’apres la propriété de la trans-
formée de Mellin. De plus, la suite (z;); des zéros de F définie par zy = 2k + s + £ + 2 vérifie les
conditions du Théoreme Ainsi, F = 0. Par conséquent,

(FH P w (P = Py (6.3.12)

Mais la relation (5.3.12) équivaut a:

1 1
r"””f t”*m*p*Hdt:f p(OtP~5 e, (5.3.13)
r r
En dérivant la relation (5.3.13) par rapport a r, nous avons :
m+ n-—s
_mr rmtsS— ————— " P si m+p-n+s#£0
m+p-n+s m+p-n+s
p1(r) = (5.3.14)
r"*S(1+ (m+ p)logr) si m+p-n+s=0.

En faisant le méme raisonnement avec 1'égalité

Tgpﬂ rm Tgsﬂ rn (Ek) = T;(}H:)@X (Ek)’

nous avons :
(F ) (PP = Pl Yy (5.3.15)
Ce qui donne
- +
&rm—s_Lrnﬂ’ si m-p-n-s#0
m—-p—n-—s m-p-n-s
() = (5.3.16)
=51+ (m - p)logr) st m-p-n-s=0.

Mais d’apres ’hypotheése, il faut que les deux fonctions définies dans (5.3.14) et (5.3.16) soient iden-

tiques c’est-a-dire ¢ (r) = @2 (r). Pour cela, nous avons deux cas :

1" cas : m+ p—n+s=0alors ¢;(r) = @2(r) si et seulement si

m+s=m-s
et m—p-n-s=0.
m+p=m-p

cequidonne m=net p=s=0.Donc ¢(r) =r"(1+ mlogr)
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2¢cas Pourm+p—n+s#0, @1(r) =@a(r) si

m+s=m-s
et m—p-n-s#0 (5.3.17)
n+p=n-p

ou
m+s=n+p
et m—-p-n—-s#0 (5.3.18)
n—-p=m-s
Larelation (5.3.17) avec 'hypothese m+p—n+s#0donnem#netp=s=0.
Larelation (5.3.18) équivaut a:

m+s=n+p
et m—-p-n—-s#0
n-p=m-s

C'est-a-dire p—s=s—petm—p—n—s#0.Mais p—s=s—psietseulementsi p—s =0 c’est-a-dire
p=s.Donc (56.3.18) donnem=netp=s.

Par hypothese, m, n e N\ {0}, donc on a encore deux possibilités ou bien m = n et p = s # 0 ou bien
m=netp=s=0.

e Sim=net p=s=0,o0naune contradiction avec I'’hypothese m+p—n+s#0.

e Sim=netp=s#0etsansrien perdre de généralité, supposons de plus que p, s > 0 car dans le

cas contraire on considére I’adjoint. Par la relation (5.3.14), nous avons :

p(r)= M,-”Hp — wrm—lﬂ

2p 2p
et par I'égalité
Tgpgrm Tgperm ") = Te}éiPBX @),

nous avons :
4(p+1) B (m+p)(p+1) 3 (m-p)(p+1)

(m+p+2?2 pm+3p+2) pm+p+2)’

Ainsi, p(p + m) = 0. Ce qui contredit le fait que p >0 et m > 0.
Donc les seules possibilités sont :

e m=netp=s=0sim—p—n—-s=0etdanscecas @(r)=r"(1+mlogr)

m
o m;énetpzs=OSim—p—n—s;éOetdanscecasq)(r):m nr - r’.

O

Un résultat analogue de la Proposition|5.3.7|est obtenu par Louhichi, Strouse et Zakariasy dans
le cadre de I'espace de Bergman analytique ([48]).
Le théoreme suivant montre que le produit d'un opérateur de Toeplitz quasihomogeéne et d'un

opérateur de Toeplitz radial ne peut étre un opérateur de Toeplitz que dans le cas trivial.
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Théoreéme 5.3.8. Soit p un entier non nul et ¢ une fonction radiale bornée. S'il existe une fonction

radiale v telle que T Zf - TJ,’ est un opérateur de Toeplitz, v doit étre constante.

Preuve. Supposons d’abord que p > 0. D’aprés la Proposition |5.3.5} si le produit T:ﬁpe(pTJf est un

opérateur de Toeplitz, il doit étre de la forme :

Th Th _ Th

eintp Ly = Toipa ol y estune fonction radiale. (5.3.19)

Et par le Lemme(5.3.2} nous avons :

Th . TH(ZF) =2(k+ DTk +2)2(k+ p+ DPRk+p+2)2FP si k=0

eirlp "y
et
20+ 1)TRk+2)2(k-p+1PRk—p+2)Z° P i k=p
h h(=k

Ty, Ty (z°) =
20k+DPRk+2)2(p-k+1Dp(p+2)zPF si 0<k<p.

De méme, nous avons :

T:ﬁpgx(z") =2(k+p+1)FRk+p+2)z"*P si k=0

et
2k—p+1)TCk—p+2)Z¥P i k=p
h —
Teipex(z ):

2(p-k+1D)x(p+2)zP* si 0sk<p.

En combinant (5.3.19) avec la série d’égalités ci-dessus, nous avons :

2k+D)PRk+2)PRk+p+2) = 3Rk+p+2) si k=0 (5.3.20)
2k+DPRk+2)PRk—p+2) = F@k-p+2) sik=p (5.3.21)
En remplacant k par k + p dans (5.3.21), nous avons :
20k+p+1D)TRk+2p+2)PRk+p+2) =Rk +p+2) si k=0. (5.3.22)
En combinant (5.3.20) et (5.3.22), nous avons :
[2(k+1)PR2k+2)-2(k+p+1)PRk+2p+2)|pk+p+2) =0 pour k=0. (5.3.23)

Notons E le sous-ensemble de N défini par E = {k eN : pRk+p+2) = 0}. Puisque ¢ # 0 par

1
hypothese, le Théoréme|5.1.3|entraine —— =o00. De plus, pour k € N\ E, nous avons :
kenng 2k +p +2

20k + D2k +2) =2(k+p+ DRk +2p+2). (5.3.24)
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~ 1
Soit 1 la fonction constante qui vaut 1 pour tout ¢ € [0,1[. Puisque 1(z) = —, I'égalité (5.3.24)
z

équivaut a
T@k+2p+2)P2k+2) =12k +2)7(2k+2p +2) pour tout ke N\E. (5.3.25)
En appliquant le Corollaire ala fonction z— T (z+2 pPY(z) - ﬂ(z)tﬁ(z +2p), on obtient :
Tz+2p) W (2) =1 (2P (z+2p).

En prenant F(z) = 1(z) et G(z) = (), les fonctions F et G vérifient 'hypothese du Lemme|5.1.8|
Donc il existe une constante c telle que G = cF c’est-a-dire y = c1. En faisant le méme raisonne-

ment, on montre que le résultat est encore vrai pour le cas p <0. O

5.4 Commutativité des opérateurs de Toeplitz quasihomogenes

Apres avoir étudié le produit de deux opérateurs de Toeplitz quasihomogenes, nous allons
maintenant considérer leur commutativité.

On a vu dans la section[5.2|la commutativité de deux opérateurs de Toeplitz a symbole radiale
c’est-a-dire les opérateurs de Toeplitz quasihomogenes de degré nul et dans la suite on étudiera le
cas ol p # 0 ou s # 0. Pour cela, on fixe p # 0 et ¢ # 0 une T-fonction radiale et on considere

2p(s):= {1// : ¢ estune T-fonction radiale telle que T, 1h, =T1h, Th }

eip(?l// eisew eisew eip(?l//

et on verra que si s = 0 (Théoréme , 2p(s)=C.letsips>00ups<0 (Théoréme et
Théoréme, ou Qp(s) = ¢ ou il existe une T-fonction radiale y telle que Qp(s) =C.yy.

I a été montré dans [49] que dans I'’espace de Bergman analytique, un opérateur de Toeplitz
quasihomogene de degré non nul ne commute avec les opérateurs de Toeplitz a symbole radiale
que dans le cas trivial. Le théoreme suivant montre que ce résultat reste vrai dans 'espace de Berg-

man harmonique.

Théoréme 5.4.1 ([49]). Soient p un entier non nul, ¢ ety deux T-fonctions radiales. Si Tgp,,(p com-

mute avec TJ}, ou bien y est constante ou bien ¢ est nulle.

i Th
Preuve. Supposons que p > 0. Si T

h _ mhoh
ST =0T,
20k +p+1)PRk+p+2)PRk+2p+2) =2(k+ )Pk + p+2)F(2k+2) pour k=0.  (5.4.1)

Soient E le sous-ensemble de N défini par E = {k eN: pRk+p+2)= 0}. On a deux éventualités :

1
1). Si ———— =00, le Théoreme|5.1.3|entraine ¢ = 0.
M ,;5 2k+p+2 ¢
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1
2). Si Z =oo et pour k € N\ E, larelation (5.4.1) devient :

— <00, J—
iep 2k+p+2 kEZN\EZk+p+2
Rk+2p+2)WR2k+2p+2) = 2k+2)y 2k +2)
c’est-a-dire
T1Rk+2)PRk+2p+2)=12k+2p+2)T(2k +2) (5.4.2)

On applique le Corollaire alafonction z— i(z)@(z +2p)— ﬁ(z +2p)¥(z) et on obtient
TP (z+2p) =1(z+2p)P(2)

Maintenant si on pose F(z) = 1(z) et G(z) = §/(2), la relation (5.4.2) montre que les fonctions
F et G vérifient I'hypothése du Lemme Ainsi, il existe une constante ¢ € C telle que
w=cl.

Pour le cas p <0, il suffit de considérer les opérateurs adjoints. O

Lemme 5.4.2. Soienty une fonction radiale bornée et f une fonction bornée qui se décompose sous
la forme (5.3.2) c’est-a-dire

f(reig) =) e, (r) oit z=re €D er PneR.

ne”z

Alors T;‘ commute avec Th si et seulement si Th commute avec chaque T" e, (nez).

Preuve. Puisque f est bornée, il en est de méme pour chaque ¢, pour tout n € Z. Et pour chaque

k >0, nous avons :

T/ Ty(2") = (2k+2)1//(2k+2)n;2 o, (25)
= (2k+2)w(2k+2)(2 B g, () + P B, (2 ))
= Qk+2Pk+2) Y 2(—k—n+1)(pn(—n+2)z
+ (2k+2)1/7(2k+2)n§k2(k+n+1)(ﬁn(2k+n+2)zk+".
n=-—k

Il s’ensuit que pour tout couple d’entiers positif (¢, k), nous avons :
( ThThzk 25y =2k +2) T2k +2)Pr_r (0 + k+2)

et
(T} MTHZRZ0) = 22k + 2P Rk +2)P_ o (0 + k+2)

On obtient un résultat similaire si on applique T;’ Tz pour tout k > 0.

D’autre part, si on pose

ZF si k=0
(r(2) = f , alors
Z8 s k<0
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(T} FTICR,C0) =22k + 22k +2)Cp i

out Cy . désigne I'un des coefficients de Mellin @y, (£ + k+2), P_¢_ (£ + k+2), Pr—o( + k+2) et
Prsr(l+k+2).

En faisant le méme calcul, nous avons :
Th 5,00y =220 +2)§(20 +2)Cyr, pour tout £,keZ.

Maintenant, si T ]’Z Tu’j TJ,’ T]f’, nous avons pour chaque ne Zet ¢,k >0,

0 si f#k+n
2k +2)URk+2)pr_r(f+k+2) si f=k+n

< emH Tz;}(](ﬁ([)

0 si ¢#k+n

(ThThzkz‘”) si f=k+n

0 si f#k+n

(TpTPztz") si C=k+n

0 si l#£k+n

220+2)YR0+2) Py +k+2) si C=k+n
= (TyT),, 225

En faisant un calcul similaire, on montre que pour tous ¢, k € Z, nous avons :

h k ¢ hoh k 0
(T e'"0<p Tyz"z >:<TwTezn0 2 ).

1l s’ensuit que pour chaque ne Z, T" ¢t Th T Te}fno

Réciproquement, si 7" pintp Th Th T’f,,g alors pour tous ¢, k € Z, il existe un n € Z tel que

hTJ}(b(ﬂ)=(T£n9¢nT$(k,([>=<T$Tgne¢nck,(é>=<T$T;l(k,(£> (5.4.3)
heph — phyh
Ainsi, Tf Ty = Twa O

La proposition suivante montre que les opérateurs de Toeplitz a symbole radiale ne com-

mutent qu’avec les opérateurs de Toeplitz a symbole radiale.

Proposition 5.4.3. Soit ¢ une fonction radiale bornée non identiquement nulle et f une fonction
bornée qui se décompose sous la forme (5.3.2). Si Th commute avec Th f doit étre une fonction

radiale.

Preuve. Puisque T]fl commute avec T(f,’, le Lemme entraine que Tq’} commute avec T,ino,,,

pour chaque n € Z. Et en utilisant le Théoreme(5.4.1}, on conclut que ¢, = 0 pour tout n # 0 et donc
f=wo. O
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Nous rappelons la série d’égalités suivantes qui sont obtenues par des calculs directs en utili-
sant le Lemme

Lemme 5.4.4. Soient p, s deux entiers positifs tels que p < s, ¢ ety deux fonctions radiales bornées
vérifiant
h h _ 7h h
Teipﬁw Teisﬁw - Teisﬁw Teip(i(p’ (5.4.4)

alors

e Pour tout k = 0, en appliquant azk ona:
(k+p+1D)PRk+p+2YRk+2p+s+2)=(k+s+1)PRk+s+2)PRk+2s+p+2). (5.4.5)

En appliquant (5.4.4) az* ona:

Pour tout0<k<p,

(s—k+DPRs—2k+p+2T(s+2) = (p—k+DTRp—2k+s+2)P(p +2). (5.4.6)

Pourtoutp<k<s,

(k—s+DP(p+22TRk—s+2) = (k—p+DP(s+2PR2k—p+2). (5.4.7)

Pourtouts<k<p+s,

(k—s+DP(p+9PRk—s+2) = (k—p+ DT (s+2)PRk— p+2). (5.4.8)

Pourp+s<k,
(k—s+1)PRk—2s—p+1DPRk—s+2)=(k—p+DPRk-2p—s+2)pRk—-p+2). (5.4.9)

Le théoréme suivant montre que pour p et s deux entiers positifs fixés, I'opérateur de Toeplitz
quasihomogene de degré s qui commute avec un autre de degré p est unique a une multiplication

par une constante prés.

Théoreme 5.4.5 ([47]). Soient p, s deux entiers positifs et ¢ une fonction radiale bornée et non iden-

. 21 o ; : 5 h h o _ Th h
tiguement nulle. S'il existe une fonction radiale bornée vy telle que T eivlp Teisgw =T,y Teipg(p, v est

unique a une multiplication par une constante pres.

Preuve. Supposons qu’il existe deux fonctions radiales bornées y; ety telles que Tgsgwl et Te’ﬁsng

commutent avec Tgp(,(p. Alors la relation (5.4.5) implique que pour tout k = 0, nous avons :

(k+p+1DPRk+p+2)y1R2k+2p+s+2)=(k+s+1)PRk+2s+p+2)y12k+s+2)
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et

(k+p+1)PRk+p+2)Y2Rk+2p+s+2)=(k+s+1)PRk+2s+ p+2)W2(2k+s+2)

1
Soith{kEN : @(2k+p+2):0}. Puisque ¢ #0,0ona ).

——— = oo. Mais pour tout
eng 2k+p+2

keN\ E, nous avons :

P1Rk+2p+s+2)P2Rk+s+2) =22k +2p+s+2)W1 2k + s +2) (5.4.10)
Considérons maintenant la fonction H définie par :

H(z) = r’y1(z+2p) w32 (2) — 1Sy (z +2p) ¥y (2) pour Re(z) > 0.

La suite (zy)y des zéros de H, définie par zy = 2k + s + 2 vérifie les hypotheéses du Théoréme|5.1.3
donc H =0 etdonc
Y1 (z+2p)r5y2(2) = 15y (2 +2p) 13y (2).

En prenant F(z) = r/s\wl(z) et G(z) = r/s\t/lg(z) dans le Lemme ‘ il existe une constante c telle
que ¥ = cy. O

On a le corollaire suivant qui montre que deux opérateurs de Toeplitz quasihomogenes de

méme degré ne commutent que dans le cas trivial.

. , . s 5 , A . h
Corollaire 5.4.6. Soient ¢ ety deux fonctions radiales bornées et p un entier positif. Si Tel.pg(p com-
h . -
mute avec Teiﬂf’w’ il existe une constante c telle que ¢ = cy.

La proposition suivante nous donne un application concrete du Théoreme|5.4.5

Proposition 5.4.7. Soient p, s deux entiers positifs tels que p < s et —1 < @ un nombre réel. S'il existe

une T-fonction radiale v telle que Tehisew commute avec T" on asoity =0, soit s = p et il existe

eipbpa’

une constante c telle quey = cr?.
Preuve. Nous distinguons les cas ¥/(s+2) =0 et ¢/(s+2) #0.
(1). Supposons que (s +2) # 0 et notons ¢ la fonction définie sur [ 0,1 par ¢(r) = r®. Puisque

(neNyetT" 1! —Th Th larelation (5.4.9) donnel'équation :

+a eird ra eisBW_ eisew eird ra’

P(n) =
n

k-p+1 s—k+1
2k—p+2+a 25s-2k+p+2+a

L'équation (5.4.11) équivaut a

, pour p<k<s. (5.4.11)

(k—p+1)@2s-2k+p+2+a)=(s—k+1)2k—-p+2+a)
c’est-a-dire

2ks—2ps+2s—p*+3kp—ap—p-2k*+ak+a+2 =2ks—ps+as+2s+kp—p-2k*—ak+a+2.
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).

Ce qui donne

(p+a)(2k—(p+s)=0.

Par hypothese, p € N\ {0} et a > —1 estun réel, on ne peut pas avoir p+a = 0. Donc 'unique
possibilité est (2k — (p + s) = 0. Mais I'égalité (5.4.11) doit étre vraie pour k = p,p+1,---,s
donc k = p = s et en appliquant le Théoreme nous avons iy = cr®.

Supposons que ¥(s +2) = 0. La relation donne :
W(2p-2k+s+2)=0, pour 0<k<p. (5.4.12)

En particulier, on a %/ (2(1) + s + 2) = 0. Alors par (5.4.12), ¥(2(1 + mp) + s +2) = 0 pour tout

m €N et d’apres le Corollaire|5.1.4} {/(z) = 0 pour z € {z eC : R(z) > 2} etdoncy =0.

O

Dans ce qui précede, nous avons étudié la commutativité de deux opérateurs de Toeplitz quasi-

homogenes dont les degrés sont de méme signe. Nous allons maintenant étudier la commutativité

de deux opérateurs de Toeplitz dont les degrés sont de signe opposé.

Nous avons besoin du lemme suivant dans la démonstration des résultats qui suivront. Il dé-
coule du Lemme[5.3.2]

Lemme 5.4.8. Soient p, s deux entiers positifs tels que p < s et ¢, v deux T-fonctions radiales.

Si
h h _ 7h h
Tewg(pTe Hﬂw Te newTemo (5413)
nous avons les égalités suivantes :
En appliquant (5 ) azk, ona
e pourk<s-p,
(k+p+1D)PRk+p+2)=(s—k+1)P2s—2k—p+2) si p<s, (5.4.14)
e pours—p=<k<s,
(k+p+DPRk+p+2)YRk+2p—5s+2)=(s—k+DP(p+2)W(s+2), (5.4.15)

e pours<k,

(k+p+1)PRk+p+2WRk+2p—s+2)=(k—s+1)PRk—-2s+p+2)Y(Rk—s+2), (5.4.16)

En appliquant (5 ) azk ,ona:

e pour0<k<p,

(k+s+1)PRk+2s—p+2)PRk+s+2)=(p—k+1)P(p+2)P(s+2), (5.4.17)
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e pourp =<k,
(k—p+DPRk—p+2)PRk—-2p+s+2)=(k+s+1DPRk+2s—p+2)Wk+s+2). (5.4.18)

Nous commencons par I'unicité du commutant.

Théoréme 5.4.9 ([47]). Soient p, s deux entiers positifs et w une T-fonction radiale non constante.

’e . . . h h _ +h .
S'il existe une T-fonction radiale non constante ¢ telle que Te,.p% Tefisgw = Temgw Toiroy @ est unique
a une multiplication par une constante pres.

ye . . . h
Preuve. Supposons qu'il existe deux fonctions radiales non constantes ¢; et ¢, telles que Teip(’(p]

et Teh”{,g(p2 commutent avec Teh_ is0y° Alors par (5.4.16), nous avons pour tout k= s
(k+p+1D)P1R2k+p+2)WRk+2p—s+2)=(k—s+1)P12k—-2s+p+2)YRk—s+2) (5.4.19)
et

(k+p+1)P2Rk+p+2)Pk+2p—s+2) = (k—s+ 1Pk —25+p+2TRk—s+2)  (5.4.20)

De (5.4.19) et (5.4.20), nous avons :

P12k+p+2)P22k—-2s+p+2)=P12k-25+p+2)P22k+p+2)

pourtout k€ E = {s <k:WRk+2p—s+2WQRk—s+2) # 0}. Et puisque ¥ est non identiquement

1
nulle, ) — =oo.
keE k
D’autre part, la fonction z — @1 (z2+25)P2(2) — P1(2)P2(z+25) est analytique et bornée sur {z eC:

Re(z) > 0} et s’annule au point zx =2k —2s+ p + 2 pour tout k = s. Donc la suite (zi) > Vérifie les
hypothéses du Théoréme et la fonction ainsi définie est identiquement nulle et nous avons
I'égalité

P1(z+28)P2(2) = P1(2)P2(z+2s) pour Re(z) >0.
Et en appliquant le Lemme(5.1.8|aux fonctions F(z) = ¢;(2) et G(z) = P2(z), il existe une constante

c telle que @) = c@s. O

11 est montré dans [49] que deux opérateurs de Toeplitz quasihomogenes dont les degrés sont
de signe opposé ne commutent pas dans I'espace de Bergman analytique. Dans le théoréeme sui-
vant, nous montrons que ce n’est plus le cas dans I'espace de Bergman harmonique.

Théoréme 5.4.10 ([47]). Soitp un entier positifet @,y deux T-fonctions radiales non identiquement
nulles. SiT", , Th ~=Th Th = onap=1 ety ety vérifient l'équation de convolution de

e—ipgw eipB(p eipé’(p e—ipf)l//
Mellin :

1
(@xy)(r) = c(— - r), oll Cc est une constante.
r
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: mh h _Th h ; -
Preuve. Si Te*ipﬁw Tein9<p = Teipg(p Te*iv"u/’ on obtient en prenant p = s dans le Lemme(5.4.8

(k+p+1D)URk+p+2)PRk+p+2)=(p—-k+1)P(p+2W(p+2) si 0<k<p (5.4.21)
et
(k—p+DPRk—p+2PpRk—p+2)=(k+p+1DPRk+p+2)PRk+p+2) si p<k. (5.4.22)
Considérons la fonction H définie sur {z €C : Re(z) > 0} par
H(z)=zp(z+p)W(z+p)— (z2+4p)P(z+3p)W(z+3p).

La suite (Zk)k des zéros de H, définie par z; = 2k —2p + 2 vérifie les hypotheses du Théorémem
donc H =0 et donc
z2P(z+p)P(z+p) = (z+4p)P(z+3p)P(z+3p). (5.4.23)

En utilisant la propriété multiplicative de la convolution de Mellin, (5.4.23) peut s’écrire

z2(rP@ « rPy)(z) = (z+4p)(rP@ * rPy)(z +2p)

c’est-a-dire

(rPoxrPy)(z+2p) =z

—— = . (5.4.24)
(rPoxriy)za)  ZHAP

Mais on peut écrire

Z _ A(z+2p) ot A(2) = p
z+4p A(2) F(i+2)

et I" désigne la fonction Gamma.

En utilisant la propriété I'(z+ 1) = z['(z),on a:

2 1

z z+2p

4p

Ale) = z(z+2p) -

2p

=2p|(1=r2)(2)].

Doncl'équation (5.4.24) équivauta:

(rP@* rPy)(z+2p)  (1-r?P)(z+2p)

(rPg  1Py) (@) (L-1%)(2)

c’est-a-dire

(rPg * rPy)(z +2p) (1 - 12P)(2) = (rPg  rPy)(2) (1 - r2P) (2 +2p)

En appliquant le Lemme aux fonctions F(z) = (rmw)(z) et G(z) = (]l/—_rTP)(z), il existe

une constante c telle que

(rP@ * rPy)(2) = c(1 - r?P)(z) pour Re(z) > 0. (5.4.25)
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Mais

(rPo * rPy)(2) = rPp(2) TPy (2) = Pz + p)T(z+ p) = rP (@ * ¥) ().

Donc

Pl *y)(2) = (@ * ¥)(z+ p) = c(l - 12P)(2)
c’est-a-dire encore, en faisant le changement de variable { =z + p
(@ *y)(©) = c—r2P)({ — p) = c(FP —TP)()
Par l'injectivité de la transformation de Mellin, on a
(@*y)(r) = C(i - r”)
rP
c’est-a-dire
1
o _p
(@ *Y)(r) = C(rp P
Et pour que ¢ *y € L'([0,1], rdr), il faut et il suffit que p = 1. Et dans ce cas, est vérifiée. O

Nous allons appliquer le Théoréme|5.4.10/dans un cas particulier

Application 5.4.11. Soit m = —1 un entier. Si T" commute avec Thg , @ est donnée par :

e—i0ym

@(r) :c(m+1 —(m—l)r).

Preuve. D’apres le Théoremel5.4.10, T, commute avec Thg , @ *  vérifie

etH

1
(@=*y)(r) = c(; - r), ol ¢ estune constante. (5.4.26)

En prenant y(r) = r" dans (5.4.26),on a:

(p*1r™)(v) =fvl(p(%)tm% =fv1(p(%)tm_ldt.

v
En faisant le changement de variable u = e ona:

(pxr)(v) = fl(p(zz) " dt

f(p()uml uz

m/y (p(u)um+ldu
1
fqo(u) -du = c(;—v)

L'égalité (5.4.26) devient :
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c’est-a-dire
1 1
En dérivant les deux membres de (5.4.27] , on obtient :

I m+1 m-1y , B
@ (V) T ——c( iz T m ) c'est-a-dire ¢(v) =-—

C(m:l mv—l)

O

Remarquons que si on prend m = 1 dans I’Application ci-dessus, on obtient un résultat dif-
férent de ce qu’on a trouvé dans l'espace de Bergman analytique. En effet, il a été montré dans
2, qu'un opérateur de Toeplitz anti-analytique (respectivement analytique) ne commute qu’avec

un autre opérateur de Toeplitz anti-analytique (respectivement analytique) tandis que dans 2,
1

Tzh commute avec T". Evidemment, la T-fonction z — = n’est pas bornée mais elle est presque
z z

z

bornée.

Le théoreme suivant est un cas particuliers du Théoreme|5.4.10

Théoreéme 5.4.12 ([47]). Soient p, s, m et n des entiers positifs tels que0 < s< p et n =2(2m+ 1)s.

S'il existe une T-fonction radiale non identiquement nulle ¢ telle que T" eirtp Teh ishyn = Teh is0 T:fpg(p
alors p=s=1etil existecy,c1, -+ ,cm € C tels que p(r) = Z cjrzf 1
h h _Th h
Preuve. Sl T tp() Te—iSOrm - Te—is()rm TeipO(p’
T’f,,%Tf,sarm( =Tl Te’i,,g (z*) pour tout k=0 (5.4.28)
et
—k
T’},,%Teh,serm( =1l Te’fpg (z¥) pour tout k=0 (5.4.29)
Par le Lemme5.3.2 et la relation (5.4.28), on obtient :
e pour s <k,
2RZ25%2 ok—ps4pa2)= —2NE2PE2 Lokt pi2) (5.4.30)
2k—s+n+2” P _2k+2p—s+n+2(p pred o
e pour k<s,
23—2k+2A( L2)= 2k+2p+2 52k 4+ p+2) (5.4.31)
stnt2 PP _2k+2p—s+n+2(p P o
Etla relation (5.4.29) implique
e pour p <k,
2k+2s+2 2k-2p+2 N
PRk+2s—p+2)= PR2k—-p+2), (5.4.32)

2k+s+n+2 2k-2p+s+n+2
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e pourp—-s<k<p,

2k+2s+2 _ 2p—2k+2
— PRk +25s—p+2)=
2k+s+n+2 2k-2p+s+n+2

P(p+2), (5.4.33)

e pour0<k<p-s,
2k+2s+2 2p—-2k+2

2k+s+n+2 2p—2k-s+n+2

(5.4.34)

Remarquons que (5.4.30) peut étre obtenue de (5.4.32) en remplacant k par k + p — s. Donc, nous
utilisons la relation (5.4.32) pour déterminer la fonction ¢.
Soit A la fonction définie sur {z € C : Re(z) > 0} par:

+2p+2
Alz) = z p S

z
=———pz+p+25) ————p(z+ p).
z+2p+s+n(p(z ptas) z+s+n(p(z P)

La fonction A est analytique et bornée sur {z €C : Re(z) > 0} et sannule au point z; =2k—2p +2
pour tout k = p. De plus, la suite (z;); des zéros de A vérifie les hypotheses du Théoréeme 11

s'ensuit que A = 0. Donc,

Z+2p+2s

—P(z+p+2s) =
z+2p+s+n(p( P ) z

Z ~
- - + 1),
+s+n(p(z p)

c’est-a-dire

r/PTp(z+25) zZ(z+2p+s+n)
— = pour Re(z) > 0. (5.4.35)
rPo(z) (z+s+n)(z+2p+25s)

Puisque n = 2m+ 1)s, en utilisant 'égalité I'(z + 1) = z['(z) on peut écrire

r(i)r(z—i +2ym+ 1)

2s s

zZ(z+2p+s+n) A(z+25) .
= pour Re(z) >0, ouA(z) =

(z+s+n)(z+2p+2s) A2 r(2£+m+1)p(2£+£+1)'
N N N

Donc I'égalité (5.4.35) équivaut a

rPp(z+2s)  A(z+25)
Ppz) AR

pour Re(z) >0 (5.4.36)

En appliquant le Lemme aux fonctions F(z) = rP¢(z+2s) et G(z) = A(2), il existe ¢ € C tel que

rP@(z) = P(z+ p) = cA(z) pour Re(z) > 0. (5.4.37)

I nous reste a montrer que A(z) est le transformé de Mellin d'une fonction radiale bornée.
PuisqueI'(z+ n)=(z+ n)(z+ n—-1)(z+n—-2)---zI'(z), on obtient apres simplification :
(i+3+m—1)(2—zs+p+m—2)---(§+§+1) mooa;

Z m -
2s s s _ Z Z a; rzfs(z).

A(z) =
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En faisant le changement de variable { = z + p dans (5.4.37),on a
m —_— m _
PO =cAC-p)=c) ajr*lSC-p) =} a;r*lsPE)
j=0 j=0

En utilisant I'injectivité de la transformation de Mellin, on a
o)=Y cjr*r.
)

En regardant le premier terme co7~? dans l'expression de ¢(r), on voit bien que ¢ est une T-

fonction dans L' (D, d A) si et seulement si p = 1. Par hypothese 0 < s < p, donc p = s = 1. Remar-
m
quons que pour p = s = 1, (5.4.34) est bien vérifiée et la fonction ¢ définie par ¢(r) = Z aj r2i-1

satisfait aux relations relations (5.4.31) et (5.4.36). O

Théoréme 5.4.13 ([47]). Soient p,s, m et n des entiers positifs tels que0 < p<setn=2m+1)s.

Supposons qu'il existe une T-fonction radiale ¢ telle que T" et Teh sy = Teh_isgrn T:ﬁpe(p. Alorsp=1et
e p(r)= Zc] ITlsissm+1,

. (pEOSlS>m+1.

Preuve. SiT" T" =Th Th | en faisant le méme raisonnement que dans la démonstra-

sz e—isOpn e—istpn ezpﬂ )

m .
tion du Théoreme [5.4.12} on montre que p = 1 et que @(r) = Z cj 271, De plus, le Lemme|5.4.8
j=0

implique

(k+2)pR2k+3)=(s—k+1)p2s—2k+1) pourtout 0<sk<s-1,

ce qui équivaut a

(k+2) Z =(s—k+1) Z pourtout 0<k<s—1. (5.4.38)

2k+2] s+2 028 —2k+2]

L'égalité (5.4.38) peut étre écrite sous forme d’un systéme linéaire homogéne :

Co 0
al =] (5.4.39)

Cm 0
ol A = (akj)o<k<s-1,0<j<m €stlamatrice de taille s x (m + 1) dont les a;; sont donnés par :

k+2 s—k+1 (s—2k-1)(js-1)

Ui okv2js+2 2s-2k+2js 2 (jstk+1)(jsts—k)

Remarquons que les s lignes de la matrice A sont linéairement indépendantes. Il s’ensuit que
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e sis<m+1, c'est-a-dire il ya moins d’équations que d'inconnues dans (5.4.39), le systeme admet

une solution non triviale c’est-a-dire que les c¢; sont non tous nuls.

e sim+1<s, C'est-a-dire il y a plus d’équations que d'inconnues dans le systéme, c; = 0 pour tout

0=<j<m.Ainsip=0.



1 Chapitre6 1

OPERATEURS DE TOEPLITZ TRONQUES

Dans ce chapitre, on étudiera les propriétés élémentaires des opérateurs de Toeplitz tronqués,
les résultats récents concernant ces opérateurs et quelques exemples concrets.

Les opérateurs de Toeplitz tronqués sont des compressions des opérateurs de multiplication
sur 'espace modeéle. Ils représentent une généralisation de grande envergure des matrices de Toe-
plitz classiques. Les opérateurs de Toeplitz tronqués ont été formellement introduits par Sarason
dans [57], bien que certains cas particuliers sont apparus bien avant dans la littérature, notam-
ment en tant qu'opérateurs modeles pour les contractions avec indices de défaut égaux a 1.

Tout au long du chapitre, u désignera une fonction intérieure non constante, KL% I’espace mo-

dele correspondant et P, est la projection orthogonale de L? sur K2.

6.1 Généralités sur les opérateurs de Toeplitz tronqués

Dans cette section on étudiera les propriétés algébriques des opérateurs de Toeplitz tronqués.
Rappelons (voir le paragraphe|1.3) que les noyaux reproduisant sont des fonctions bornées et que

le sous espace K° est dense dans K>

Définition 6.1.1. Soit ¢ € L2(T) et on considere I'application définie sur K par :

K® — K%

u

= Pulef)

Si cette application peut étre prolongée en une application continue sur K2, on note A, ce prolon-
pp p p 8 pp u ¢ CEP
gement et on I'appelle opérateur de Toeplitz tronqué de symbole ¢. Lensemble des opérateurs de

Toeplitz tronqués définis sur K2 est noté par .7,.

70
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Il a été montré dans [57] que .7, est un sous espace fermé de ,%(Ki) pour la "topologie faible
des opérateurs" c’est-a-dire si (Aj), est une suite dans 7, et A€ & (KLZL) telle que lirrln(A,, 8=
(Af,g) pour tous f,g € K2 alors A€ 7,.

Les opérateurs S, = P, Sjgz et S, = P”S\*Kﬁ sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de symbole
respectif z et z. Ces deux opérateurs jouent des roles cruciaux dans la théorie des opérateurs de
Toeplitz tronqués.

Les opérateurs de Toeplitz tronqués vérifient les propriétés immeédiates suivantes.
Proposition 6.1.2. Soient @,y € L2(T) telles que Ay, Ay € . Alors
(1). Pour tous nombres complexes a et b, Agprby = Ay + bAy,
@2). A, = Ag ou A, désigne l'opérateur adjoint de A,.
Rappelons que les opérateurs de Toeplitz définis dans I'espace de Hardy sont continus si et
seulement si ¢ € L® et | T,, | = | ¢||.- Ce qui n'est pas le cas pour les opérateurs de Toeplitz tron-

qués,ona:

0<|Ay| = ||, pourtout ¢eL®

et il y beaucoup de cas ou1 'inégalité est stricte. En fait, la majoration de la norme d’un opérateur
de Toeplitz tronqué est un probléme difficile. Garcia et Ross ont étudié ce probléme dans [32].

Un opérateur A défini sur K2 est dit C—symétrique, ou1 C est 'opérateur de conjugaison défini
par C[f1) = u){ f() (¢ € T) dans la relation (I:3.9), s'il vérifie A* = CAC. Le résultat suivant

montre que les opérateurs de Toeplitz tronqués sont C—symétriques.
Lemme 6.1.3 (Garcia-Putinar, [30]). Les éléments de 7, sont C—symétriques.

Preuve. Soit ¢ € L? telle que A, € 7. Pour tout f € K et g€ K2, ona

(CA,Cl.g) = (CgACf)= fT wOTg@ . 9@ uQL fQAmQ)
= fr PO fQEQAmMEQ) =(Azf,8) = (ALf.8)
Puisque K° est dense dans K2, on a le résultat. O

La réciproque de ce résultat est fausse en général. En effet, Sarason a montré dans [57] que si
dim K2 > 2, il y a des opérateurs de rang 1 sur K> qui sont C—symétriques mais qui ne sont pas des

opérateurs de Toeplitz tronqués.
Lemme 6.1.4. Si € K2, A, commute avec Sy, et Az commute avec Sj,.

Preuve. Remarquons que I'opérateur de Toeplitz tronqué A, est la compression sur K2 de I'opé-

rateur de Toeplitz usuel T,,. On a deux cas a considérer :
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e Si T, est continue sur H?, d’apres le Théoreme|3.2.12} T, commute avec S car ¢ € Ki < H?, donc
A, commute avec S,. Et en passant aux opérateurs adjoints, on vérifie de la méme maniere

E
que Az commute avec S,,.

e Si T, n’est pas continue sur H 2, on peut avoir la commutativité sur les noyaux reproduisants qui

sont denses dans H2.

On a aussi le résultat suivant :
Lemme 6.1.5 ([57). 1—S,S;, =kl'® k! et 1S5S, = ki ® kl.

Remarque 6.1.6. Le Lemme ci-dessus dit aussi que la projection orthogonale Py de K2 sur

(k(’)‘)l estégalea Po=1—c(k}®k{)ouc= 5 est obtenue en calculant Poyk.
u

0

Dans le Théoréme|3.2.9] Brown et Halmos ont montré qu’un opérateur T continu sur H? est un
opérateur de Toeplitz si et seulement si T = STS*. Dans [57], Sarason a donné un résultat analogue

pour les opérateurs de Toeplitz tronqués.

Théoréme 6.1.7 (Sarason, Théoréme 4.1, [57]). Un opérateur A continu sur K2 appartient a 7y, si,

et seulement si, il existe g,y € K2 telles que :
A-SuAS, =peki+kiew. (6.1.1)
Dans ce cas, A= A(p -

Remarque 6.1.8. En appliquant I'opérateur de conjugaison C a la relation (6.1.1), on a la carac-
térisation équivalente : un opérateur A continu sur K2 est un opérateur de Toeplitz tronqué si et

seulement s'il existe deux fonctions ¢,y € K2 telles que
A-SiAS =y okl+kiog
et dans ce cas, A= Atﬂ+@'

Définition 6.1.9. Etant donné un opérateur A continu sur K2, on note par Q4 la forme quadratique

qui lui est associée, définie sur K2 par :

Qa(f) =(Af, f), feK2.

On dit que A est shift invariant si Q4(f) = Qa(Sf) quand f et Sf appartiennent tous les deux a Ki.
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Il vient de I'identité de polarisation que si A est shift invariant,ona (Af, g) = (ASf,Sg) quand
f,Sf, g et Sg sont tous dans K2.
Puisque [ — St S, = ki ® k¥ (Lemme et |£]| = [ISuf|| = | PuSf] siet seulementsi f Lk¥, on a
Sf € K2 si et seulement si fJ_%E‘ pour tout f € K2.

Le théoréme suivant est dans un certain sens une conséquence du Théoreme Il donne

une autre caractérisation des opérateurs de Toeplitz tronqués en terme de shift invariance.

Théoréme 6.1.10 (Sarason). Un opérateur continu sur K2 est un opérateur de Toeplitz tronqué si et

seulement s'il est shift invariant.

Preuve. Soit A un opérateur continu sur Ki. Supposons que A € .7, et montrons que A est shift

invariant. D’apreés le Théoreme 6.1.7} il existe deux fonctions ¢, € K telles que A = A Pour

p+y-
montrer que A est shift invariant, il suffit de vérifier que Q4(f) = QA(Sf) pour tout f € (%g‘)l NKP.
En effet, puisque k¥ € K et K est dense dans K2, (kg‘)l N K<° est dense dans (@)L.

Soit maintenant, f € (k~(’)‘)l. Puisque S, commute avec A, et Ay et f € (Eg)l, onaS;S,f=fet

Qa(Sf)

(ApsSulSul
= (ApSuf + AySuf,Suf)
= (AgSuf,Suf )+ AySuf,Suf)
= (ApSuf,Sul )+ (Suf AySul)
= (SuAgf,Sulf )+ (Suf Sudy )
= (Apf )+ (f, Ay f).

DOHC, QA(Sf) = <A(pf’f> + (AWf)f> = <A(p+wf’f> = QA(f)-
Réciproquement, supposons que A est shift invariant et soit B = A— S}, AS,.

Pour tout f € (kg‘)l NK%, ona:
QB(f) =(Af =S ASuf, [)=(Af, [) = (S ASuf, [)=(Af, [)—(ASuf,Suf)=0
car A est shift invariant. Et d’apres 'identité de polarisation, on a:
(Bf,8)=(Af-S8,AS.f,g)=(Af,8g)—(AS,f,Sug), pourtous f,g€ (ic\g‘)L NKY.

Donc la restriction de B a (ki)™ est égale a zéro.
’ N . . 2 PRARS ,
D’aprés la Remarque ‘ la projection orthogonale Py de K, sur (ko )~ estdonnée par :

P0=I—c(k§®kg‘) ol c:#
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Ona:
0 = PyBP,
(1- (kg o 7)) B(1 - c(kF @ k)
(B (k5 &.8" () (1- c(kf @ &5))

D’aprés le (2). du Lemme|3.3.2) on a
0 = B-c[B(K) o k)~ c(K5 o B°(kF)) + ¢ [((K e B* (k) (5)) = K5
= B-c(B(k}) o k) - c(ky @ B* (k) ) + XKy, B* (kg Ky @ K-
Donc,

B = co(B(ky)eky)+c(kf o B (K)) - (kg B* (k§) kG o k.

[cB(Eg) —c*(B(kY), %g‘)%g‘] ® k@ + k' ® (cB* (k¥)) (d’apres (3). du Lemme[3.3.2).
C’est-a-dire

A-SiASyu =y ekl +kl® ¢ avec y = cB(kY) - *(B(k¥), kI k! et ¢ = cB* (k¥).
Et d’apres la Remarque A est un opérateur de Toeplitz tronqué de symbole ¢ + . O

En contraste avec I'opérateur de Toeplitz défini sur 'espace de Hardy, le symbole d'un opéra-
teur de Toeplitz tronqué n’est pas unique. On peut voir par exemple que A, 'opérateur sur K2 de

symbole u, est nul méme si u # 0. On a le théoreme suivant qui est démontré dans [57] :
Théoréme 6.1.11 (Sarason). Soit® € L2. Alors Ag = 0 si et seulement si ® € uH? + uH?.

Preuve. Supposons que ® € uH? + uH? c’est-a-dire ® = ¢ + ¥ avec ¢,y € H?. Pour f € K, on a
Of =@pf +yf et Py(®f)=Pyu(pf)+Pu(wf)=0car ukKy c H® et uK® < uH>®. Donc Agp = 0 sur
K et comme K est dense dans K2, Ap = 0 sur K2.

Réciproquement, supposons que Ag = 0 et notons ® = ¢ + ¥ avec @,y € H?. Montrons que @€
uH? et w € uH?. Ap = 0 équivaut a Ay = —Ay. D'apres le Lemme ‘ Ay et Ay, commutent

respectivement avec S’,; et S,. Ainsi,
Ap(I-8uS;y) = (I-S8uS;,) A (6.1.2)
En utilisant le Lemme et en appliquant la relation (6.1.2) a k', on a

(ko ko Y Agky = CAgky' Ko Y g
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c'est-a-dire A,k = ck ot c est constante complexe non nulle. Il s’ensuit que
0=(4y - Ik} = Py (9~ c) 0 - uOw)] = Pulp-c)

c’est-a-dire ¢ — c € uH? et Ay = cl. Comme A, = _AW’ AW = —cI. En faisant le méme raisonne-

ment, onay + ¢ € uH? c’est-a-dire ¥ + c € uH?. Donc ® = (¢ — ¢) + (¥ + ¢) € uH* + uH?. O
On a la proposition suivante :

Proposition 6.1.12. Soient ¢, v € K2. Alors Ay = 0 siet seulement s'il existe c € C tel que ¢ = cky

ety = —ckj.
Preuve. Si¢=ckj ety =-ck{ avecceC,ona
@+ =c(kf - k&) = c(1+u@u-1+u(0)u) = c(uO)u- u)u)

Donc A, = Ac(@u—uw)ﬂ) = Ayt cAy=0car A, =0.

Réciproquement, si A(p ‘g = 0, d’apres la relation (6.1.1), on a

Apip—SulpSu=0=9& ki +kyey.

C’est-a-dire

peky=kyoy
Et parle (4). du Lemme il existe c € C tel que ¢ = ckj ety = —ck(. O
Comme corollaire de la proposition précédente, on
Corollaire 6.1.13. = Ay = A = AkT;'

Le Théoreme(6.1.11|dit qu’il y a une infinité de symboles qui représentent un méme opérateur
de Toeplitz tronqué. Autrement dit, A, = Ay, si et seulementsi -y € uH?+uH?eton ale corollaire

suivant :

. . _ o 2 _
Corollaire 6.1.14. SiA=A, € T avec @,y € K, pour toutce Cona A= A(¢+ck3)+(¢—ckf§‘)'

D’apres le Théoreme le seul opérateur de Toeplitz compact sur I'espace de Hardy est
I'opérateur nul, ce qui n'est pas le cas pour les opérateurs de Toeplitz tronqués. En effet, Sarason
a donné plusieurs exemples opérateurs de Toeplitz tronqués de rang fini (donc compact). Nous
rappelons ici ses résultats.

Le premier théoreme décrit les opérateurs de Toeplitz tronqués de rang 1.

Théoréme 6.1.15 (Théoréme 5.1, [57]).  (1). Pour tout A € D, les opérateurs kj ® l?j% et E/{‘ ® k' sont

7 u
des opérateurs de Toeplitz tronqués de symbole respectif = et T
z— Z=
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(2). Si { €T etu admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en (, l'opérateur kg‘ ® k(”

est un opérateur de Toeplitz tronqué de symbole kg‘ + k_g +1.

(3). Les seuls opérateurs de Toeplitz tronqués non nul de rang 1 sont des multiples des opérateurs

dans (1) et @).

Pour n € N, Sarason a donné ([57], Théoreme 6.1 et Théoreme 6.2) des exemples d’opérateurs

de Toeplitz tronqué de rang n puis Bessonov a généralisé les résultats ([12]).

Théoréme 6.1.16. Soient neN et A € D. Alors les opérateurs définis par :

n=1(n_1 djg‘ dn—j—lk/l{
z:( _ )(dAJ ® _%_j_l) (6.1.3)
=0\ J dA
et . . 1~
=l (p—1\(diky a"iTlkd
2:( . )( e ) (6.1.4)
=\ 1 JVda
(n-D'u _ (n-D'u

e ——.
(z-A)" (z-1)"
Et tout opérateur de Toeplitz tronqué de rang n est une combinaison linéaire finie des opérateurs

définis dans (6.1.3) et (6.1.4).

Si{ € T et u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en {, U'opérateur défini par :

n=1(p_1 (df@ . i
J agi dZ”_j_l

sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de symbole respectif ® =

(6.1.5)
Jj=0

et son adjoint sont des opérateurs de Toeplitz tronqués.

6.2 Algebre d’opérateurs de Toeplitz tronqués

Rappelons que .7, est un sous espace fermé de . (K?) pour la "topologie faible des opéra-
teurs". Bien que .7, ne soit pas une algeébre, il contient des sous-ensembles qui sont des algebres.
En voulant étudier la stabilité de la multiplication et la commutativité de deux opérateurs de Toe-
plitz tronqués, Sedlock a introduit dans [58,/59] une nouvelle classe d’opérateurs, connue sous le
nom d’opérateurs de Toeplitz tronqués de type a ot @ € CU {oo} = C. Onrappelle ici des propriétés

élémentaires et des résultats significatifs concernant cette algebre.

Définition 6.2.1. Soient a € C et Ag € .7;,. On dit que A est de type a s'il existe ¢ € K2 etceCtels
que le symbole @ peut s’écrire sous la forme ® = ¢ + S, + c.1. Dans le cas o1 @ = 0, on dit qu’on
a un opérateur du type analytique et on dit que A est du type anti-analytique ou du type oo si
son adjoint Ag est du type analytique.

On note par .7,% I'ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués de type a.
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Notons que si Ag est de type a (@ € D), on peut aussi trouver ¢ € Kg et ce Ctels que ¢y(0) =0

etAp=A En effet, supposons que Ag = A<p+a§?p+ykg avec ¢ € K2 et y € C. Soit ¢ la

Po+aSyPo+cky”
fonction définie par :
¢(0)

@o=¢—r1ky ot y1=——0.
I

Ona:
SL@:Su¢0+718ukg‘:8u¢0—71u(0)k5‘ car Sukg‘z—u(O)ké‘ d’apres le Lemme|[1.3.8]

Ainsi,
Q+aSu@+ykl =po+yi1ky +aSupo— ay1u(0)k_(’)‘+yké‘

et

Azp+a§¢+yk{]‘ = A(p0+y1 kg+a8u¢o—ay1mfg+ykg = Azp0+a'8u<ﬁ0+(yl+y)k(’; —an u(O)AkT;'

Puisque I = A1 = Akg = AkT; ona
0

Aprasgrky = Agorasgoronenrg T UO G = A, 550 [y (1-auw)

En prenant ¢ =y +7y1(1 - au(0)), ona A raSiirkt = AporaSugorcki

En utilisant la convention 1/co =0 et 1/0 = oo, on a le résultat suivant
Proposition 6.2.2. Sia € C et Ap € T2, Are TN,

Preuve. Sia =0, Agp € .70 veut dire il existe ¢ € K> et ¢ € C tels que ® = ¢+ c. En passant a 'adjoint,
Ag = Ag.c eton conclut avec la convention.
Soit maintenant 0 # a € C et Agp € .7,%. D’apres la remarque ci-dessus, il existe ¢ € C et c € C

telsque Ap=A Puisque S,,C = CSj, et p(0)=0,0na S,S,p =¢. Soity =aS,p.On a

p+aS,prckl
éw =S,p et l1/7 =S,p Cest-a-dire ¢ = lSutT/.
a a a
Ainsi,
A;’ - A<*p+aTt(ﬁ+ck5‘ - Aw+$§7f€k3
La proposition suivante caractérise les opérateurs de Toeplitz tronqués de type a.

Proposition 6.2.3 (Sedlock, [59]). Soienta €C et A:= Ay € T ot g,y € K2. Alors A est de type a

si et seulement siaS,p —y € Ck{'.
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Preuve. Supposons que A est de type a. Par définition, il existe y € K2 et ¢ € C tels que :

Apiy= Ax+aﬁ+ck3 c’est-a-dire A(p—x+ckg+w—a§;z =0.
Et d’apres la Proposition|6.1.12} on a:
p-x=v71k{ (6.2.1)
et
Y —aSuy =vz2ky (6.2.2)

D’apres le Lemme la relation équivauta S, ¢ — Sy Y = y3kj. Ainsi,
aS,p=aS,y+aysk;. (6.2.3)
D’autre part, la relation donne:
—y =y kY —aS, ¥ (6.2.4)

Les relations (6.2.3) et (6.2.4) donnent S_u(ﬁ - Y= yk(‘)‘ avecy =ays+72€C.

Réciproquement, si S, ¢ — v = yk§, A = est

Py = o+
de type a. O

A(pmm_yk—g et comme AkO” = AITg =Aq, A

Bien qu’il y a une infinité de classes d’opérateurs de Toeplitz tronqués de type a, on peut se
réduire a I'’étude de deux classes : .7, pour a € T et .7, pour a € D, car dans le cas ol |a| > 1, il
suffit de prendre I'adjoint.

Sedlock a caractérisé les opérateurs de Toeplitz tronqués de type a al’aide de 'opérateur shift
modifié.

Définition 6.2.4. Soit & € D tel que 1 — au(0) # 0. Lopérateur shift modifié noté S est défini par :

R —— R ) (6.2.5)
1-au(0)

Lopérateur S9 est une généralisation du shift. Pour a € D, cet opérateur est défini et étudié par
Sarason dans [57].
Dans le cas |a| = 1, S est un opérateur unitaire appelé opérateur unitaire de Clark. Ces opérateurs

ont été étudiés en détail par D. N. Clark dans [21].

1l a é6té¢ montré par Sedlock ([58]) que pour chaque a € D, S% est un opérateur de Toeplitz tron-

qué de type a. De plus,ona:
1
She——A =
1—au(0) Suky +akf
Le théoréme suivant, démontré par Sedlock dans [58], caractérise les opérateurs de Toeplitz tron-

qués de type a en terme de S¢.
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Théoreme 6.2.5 (Sedlock). SoientAe€ J, eta e D. Alors A est de type a si et seulement si ASS = S A.

Les résultats suivants montrent que la seule classe d’opérateurs de Toeplitz tronqués qui est
stable par la multiplication est la classe d’opérateurs de Toeplitz tronqués de type a. Le théoréeme

suivant donne la condition nécessaire et suffisante pour la stabilité du produit de deux opérateurs.

Théoréme 6.2.6 (Sedlock, [59]). Soient Ay, Ay € Tu. Alors le produit ApAy € T, si et seulement si
l'une des deux conditions suivantes est vraie :
(1). Ay ou Ay est un multiple de l'identité ou bien

). ilexistea € C\ {0} tel que Ay et Ay sont tous les deux de type a.
On a le corollaire suivant, concernant I'inverse de I'opérateur.

Corollaire 6.2.7. Soit A, € .7, tel que A, est inversible. Alors A(;l est un opérateur de Toeplitz tron-

qué si et seulement si Ay est de type a.

Preuve. Si A;,l est un opérateur de Toeplitz tronqué, d’apres le Théoreme|6.2.6/il existe @ € C\ {0}

tel que A, et A;,l sont tous les deux de type a.
Réciproquement, si A, est de type a, on a A, Sy = Sj, A, d’aprés le Théoreme Ainsi,
AL S = AL STA AL = AT A, ST AL = STALT
C'est-a-dire A,! est de type a. O
Récemment, Chalendar et Timotin ont continué I'étude des opérateurs de Toeplitz tronqués

de type a ([15]). Il ont obtenu des résultats sur la commutativité de deux opérateurs de Toeplitz

tronqués.

Théoréme 6.2.8 (Chalendar - Timotin, [15]). Soient Ay, Ay € .. Alors les assertions suivantes sont

équivalentes :
(D). ApAy = AyA,,
2). ApAy—AyAy€ Ty,
(3). l'une des deux conditions suivantes est vraie :
(a). 1, Ay et Ay sont linéairement dépendants,

(b). il existea € C tel que Ay et Ay sont tous les deux de type a.

Les théorémes précédents montrent d"une part que pour chaque a € D, la classe .7, est une al-
gebre contenue dans .7, et d’autre part que les opérateurs de Toeplitz tronqués de type a donnent
beaucoup de résultats significatifs sur I'étude des opérateurs de Toeplitz tronqués pourtant on n’'a
pas de formule explicite pour déterminer la valeurs exacte de a dans le cas général. Le théoreme

suivant donne la valeur de a pour les opérateurs de Toeplitz tronqués de rang 1.
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Lemme 6.2.9 (Sedlock [59]). SoitAeD,,

(1). Si A €D, l'opérateur k~/‘{ ® ki est un opérateur de Toeplitz tronqué du type a = u(A) et son

symbole est la fonction ® = E/{‘ +u(l)S, ki‘

2). SineT etu admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory enn, k; ® ky est un opéra-

teur de Toeplitz tronqué du type u(n) et son symbole est la fonction ® = k,’]‘ + umS ukg‘

Théoréme 6.2.10 ([44]). Tout opérateur de Toeplitz tronqué de rang 1 est de type a et a est de la

forme a = u(A) pour un certain A € C.
Preuve. Soit A€ 9, tel que A soit de rang 1. D’apres le Théoreme[6.1.15|

(1). oubien, A est multiple de I'un des opérateurs g‘ ®kjetky® k~j{ avec 1 D,

(2). ou bien A est multiple de k; ® k; avec n € T et u admet une dérivée angulaire au sens de

Carathéodory au point i

Et on conclut avec le Lemme[6.2.9] O

6.3 Etude de quelques cas en dimension finie

Dans cette section, on étudiera le cas ou la fonction intérieure u est un produit de Blaschke
d’ordre fini. Rappelons, voir section que si u est un produit de Blaschke d’ordre 7 fini, K2 est

de dimension 7.

Cas de la fonction intérieure u définie par u(z) = z"

On sait que la famille &7 = {zk :0<sk=sn- 1} est une base orthogonale de K2. Soit A, € 7, et

notons (a;i),- jksn-1 la matrice de A, relativement a la base .¢7. Par définition,
- Jooky — 7 ky — J ky — k=jy — &k — i
ajr =(Apz’,z2") =(Pylpz’),z") =@z’ ,z") ={¢p, 2" ') = (k- j).

Donc la matrice de Ay, est la matrice de Toeplitz usuelle formée par les coefficients de Fourier
P(—n+1), p(—n+2),---, p(n—2), p(n—1) ot p(0) est le coefficient sur la diagonale principale, p(1)
est le coefficient sur la diagonale en dessous de la diagonale principale, ¢(—1) est le coefficient sur
la diagonale au dessus de la diagonale principale et ainsi de suite.

Le théoréme suivant donne une démonstration matricielle du Théoreme[6.2.6)pour le cas spé-

cial u(z) = z".

Théoreéme 6.3.1 ([44]). Soient A et B deux matrices de Toeplitz. Le produit A x B est une matrice de

Toeplitz si et seulement si 'une des conditions suivantes est vérifiée :

(1). Aet B sont toutes les deux triangulaires inférieures.
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(2). Aou B estun multiple de l'identité.

(3). Ilexiste un 3 € C tel que A et B sont de la forme :

aop Ban-1 - Pay
a ap o Pap
A=
ap-1 a ap
bo  pby -+ Pbh
by b - Pbo
B = . . .
bp-1 - b1 by

Preuve. Notons :

A= (ajj=i,jsn = @i-j)1<i,jsn, B = bij)1<i j<n = (bi-j)1=i,j<n €t Ax B =C = (Cij)1<i,j<n-
Par définition,
-1

n
cij= Y aikby;
k=0
C est une matrice de Toeplitz si et seulement si
n-1
Cij=Ci-j= Z al-_kbk_j (6.3.1)
k=0
Nous distinguons deux cas pour la relation (6.3.1).

(1). Pouri=j.Ona:

n-1
co=)_ aj_gbx_; pour i=0,---n—1.
k=0
c’est-a-dire
n-1 n-1
Co = Z ai_kbk_i = Z a,-_k+1bk_,~_1 pour i=0,---n-2. (6.3.2)
k=0 k=0

De la relation (6.3.2), on a la série d’égalité :

Ai-n+1bp—i-1= Aj+1b-i-1 (6.3.3)
c’est-a-dire
A-npy1bp-1 = ayb-,
A_pi2bpy = azb—»
(6.3.4)

a-1b; = ap-1b-nn1
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(2). Pouri# j,soitl=1i-jc'est-a-dire j=i—lavec|l|=1,---n—2.0na:

n—1

Cioj=C1= ) @i—kbr_is

k=0

Remarquons que pour chaque i et /,ona:

n-1

Y Gikbk_ivi= ) Gi—gr1bp-1-i+1
k=0 k=0

La relation (6.3.5) veut dire

n

k=0

c’est-a-dire

Ai—n+1bp_1-iv1= Qiv1b_1-i11

Ai—kbk—iv1= ) Qi—g+1bk-1-i+1

(6.3.5)

(6.3.6)

En variant / dans la relation (6.3.6) et en réorganisant les systémes ainsi obtenus, ona::

Donc, pour chaque i € {0,1,---,

S’il existe a;, #0, on pose § =

b= ﬁnn—lr b_, = ,an—z o bopgr = ,Bbl

Et on a deux alternatives sur g.

dlb_l

alb_z

a1b_p+1

agb_1

dzb_z

azb-p+1

an-1b—1

an-1b—2

an-1b-n+1
n—1},ona:
aib_l

aib_g

aib_p1

a—ﬂ+i0

]

etona:

a-n+1bp-1

a-p+1bp-2

a-p+1by

a-p+2bp—1

a-p+2bn—2

a-n+2b1

a-1bp-1

a-1bp—2

a_1b1

A-n+ibp-1

A-n+ibp—2

a-n+ib

(6.3.7)
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(@. Sif=0,b_1=b_p=---=b_p41 =0etenrevenant dans (6.3.7), ona:
(). a_p+i=0pourtouslesie{0,1,---,n—10u
(i). by=by=---=by_1=0

En résumé, si f =0, A et B sont toutes les deux triangulaires inférieures ou B est mul-
tiple de I'identité.
(b). Sif#0,0na:
b1 =Bbp—s,+,b_ps1 = Pbr
On a encore deux cas
(i). S’il existe un s tel que b,—s # 0, en revenant au systeme (6.3.7), ona:
aib_s=a-p+ibp-s
c’est-a-dire
Baibp—s=a_n+ibp-s
c’est-a-dire
a_n+i = Pa;

Donc A et B sont de la méme forme que la condition[3] du théoréme.

(ii). Siby =by=---=by_1 =0, B estun multiple de 'identité.

O

Le théoréme suivant décrit la C* —algebre engendrée par I'opérateur shift S, qui est un opéra-

teur de Toeplitz tronqué de symbole la fonction ¢ :z€ T— z€C.

Théoréme 6.3.2 ([44]). C*(S,) = #,(C) oitC* (Sy) et 1 (C) désignent respectivement laC* -algebre
engendrée par S, et l'ensemble des matrices carrées d'ordre n a coefficients dans C. De plus, si A

désigne la matrice de Sy, par rapport a la base orthogonale o/ ={1,z,---,z" '} de K2, ona:
eij= A"V ATIAY pour 0<i,j=n-1
oit (e; ;) désigne la base canonique de ./ (C) et A* = A Uadjoint de A en tant qu'opérateur.

Preuve. Soit () la base canonique de R”. 1l suffit de remarquer que :

si k#]j
eij(fi) = . ]
fi si k=j
et
ol si k<t
AT (fi) =

fk—l si <k
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et

AM(f) = 0 si k#0
fm si k=0
O

Le théoréme ci-dessus a pour corollaire le résultat suivant, qui montre qu’on peut avoir
le méme résultat si la fonction intérieure u est un produit de Blaschke d’ordre 7 avec un seul zéro
répété n-fois.

n
Corollaire 6.3.3 ([44]). Siu(z) = (12—/_1) , C*(Sy) = A, (C) (avec les mémes notations que le Théo-
-Az
remel6.3.2)

Preuve. Remarquons que puisque A € D, la fonction 9 définie par

est une fonction intérieure et la transformation de Crofoot J définie par

V1-|A)?
Jf)=——f
1-Au
est une isométrie de Kl% sur Kf) ([57], Théoréme 13.1). De plus /.7, J* = Ty ([57], Théoréme 13.2).

Donc, JS,J* = Sget C*(S,) =C*(Sp) O

Cas d’'un produit de Blaschke d’ordre 7 avec des zéros deux a deux distincts

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer la matrice d'un opérateur de Toeplitz tronqué de

type a dans le cas ot la fonction intérieure u est de la forme :

[
u(z) = H ]
j=1

n
avec H/lj #0 et A; #A; pour i# j. (6.3.8)

Notons que dans le cas ot u est de la forme (6.3.8), le noyau reproduisant k' et le noyau de Cauchy-
Szego k) coincident aux points A € {/11,/12,--- ,/1,1} et la famille o/ = {k,lj, j=12,--, n} est une
base non orthogonale de K2.

En 2008, Cima, Ross et Wogen ont donné [20] une caractérisation matricielle des opérateurs de

Toeplitz tronqués en général dans le cas de la dimension finie. Nous rappelons ici leur résultat.

Théoréme 6.3.4 (Cima-Ross-Wogen). Soit u une fonction intérieure de la forme (6.3.8) et A une
application linéaire sur Kﬁ. Si M = (rij)1=i,j<n désigne la matrice de A relativement a la base o =
{k,ll kay, e kan} de K2, A€ T, si et seulement si

rij=

WA | A -2 Aj—A .. .
——rit+t=———r1j pour 1<i,j<n et i#j. (6.3.9)
u’(/lj) /lj—/li /1]'—11'
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La relation (6.3.9) nous dit que la matrice d'un opérateur de Toeplitz tronqué est entierement
déterminée par la donnée des coefficients de la premiere ligne et de 1a diagonale. La relation (6.3.9)

veut dire aussi -

I/l IA.
v ) rij pour i # j. (6.3.10)
u’(/ll-) U/(/lj)

rin=

Soient @ € C et ® € L? telle que Ap € F,* c'est-a-dire il existe ¢ € K2 telle que Ag = Ayiasi
Puisque &7 = {k,lj, j=12,--- ,n} est une base (non orthogonale) de KZ%, il existe aj, ap,---,a, € C
tels que ¢ = a1k, + axky, +---+anky, et p = 5175,11 +527c',12 e +ﬁn7c'1n. Comme u(A;) = 0 pour
toutj=1,2,---,n,le Lemmeentraine:

Su® =aMky, +Gdaky, + -+ anAnky,. (6.3.11)
Les lemmes suivants nous seront utiles dans le calcul des coefficients de la matrice.

Lemme 6.3.5. Pouri,je {1,2,---,11}, ona:
(1) <%Ai,’ié)(j>:f.
l—/lj/li
0 si i#]
@). (ky, ka)) =
uwAy) si i=j

Preuve. Pouri,je{l,z,---,n},ona:

~ ~ 1
(D). (kp,rka;) =(Clky,), Clka,)) = Chajo kp, ) = ky (M) = ———.
: l—/lj/l,‘

(2). Ona <EA,~’ k,lj )= EA[ (A;) car k,lj est un noyau reproduisant et %A[ € Ki.

n
Mais, ky, (z) = wa) _ 1_ [] b1, (2) ot by(2) = ad _/1 ,pour z€D.
z=Ai 1-Aizp=a1 " 1-1z
p#i
Il s’ensuit que :
. T u(1j)
@. Sii#j, kr(A)) = 0

A—Ai

(b). Pour i = j. Remarquons que u' = Dby by,--by, +---+by, by, ---b) et

n
u'(As) = by, (As)
T AP El At
p#s
Ainsi By, (1) = —— ﬁb A= — ﬁb ) =u'(As)
A —Aidi p=1 A WY W p=1 Mo l
p#i p#i
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Lemme 6.3.6. Pour j € {1, 2,0, n}, les coefficients de la matrice de Af sont nuls sauf I'élément de
A

]
la j-eme position de la diagonale. Précisément la matrice de Aﬁ estde la forme:
A;
)

diag 0, -, 0,2(1),0--+,0)
Preuve. Notons ([57]) que Af = kA]. ®%,1j etpourie€ {1,2,~~- , n}, ona:
Aj

Af (ky,) = (k,lj ® 75/1],)(]@1!,) =6;u'(A;) k,lj d’apres le Lemme|6.3.5)

Aj

Proposition 6.3.7 ([44]). Si¢ € K2, la matrice de AW est de la forme

diag (a1 M M), az A2t/ (A2), -+, an Ap u’(An))
ot ay,-+-,ay désignent les coordonnées de ¢ relativement a la base <7 de KL%.

Preuve. Soit ¢ € K2. Puisque la ./ = {k/lj, j=12,--- ,n} est une base de K2, il existe a;,-++,a, € C

tels que
@Y= alk,ll + dzk/lz 4+ 4 ank,ln et (70' :5175,11 +Ez7€az + - +En'15,1n.
Ainsi,
Su® =a1Syky, +aSuka, + -+ anSyuky, = @i A1 ky, + oAk, +- -+ GnAnky,
et

Sup = 6111175/11 + agngle,lz +-o0 4 anin%ln,
Puisque A@,, =ky,®ky,, ona:

n

—_— n — o~
Ags=D aprpAz = Y apAplky, ®ky,)
p= 14 p:l
etpour s € {1,2,~~~,n}, ona:

n [e— ~ —_— ——
Ag=(kp) = Zl apAp(ky, ® kp,)(kp,) = asAsu'(As) k), d’apres le Lemme[6.3.6
p:
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Proposition 6.3.8 ([44]). Pour j € {1,2,--- , n}, notons (tsp(j));<, p<n la matrice de Ay, - Alors les

tsp(J) sont donnés par :

tip(j)= =——= si pP#j
Jp 1. -1

‘ A WAy .
tsj(j) == L S#]
A/]_)ls u/(Azs)

Iss(J) = =——= si S#]
s As— A, !
. =14+ —

il 2 W)

tsp(j)=0 Si SEJ, SEp, pE]

Preuve. Soit j € {1,2,--- ,n} fixé et 1 < p < n. Par définition, fs,(j) est la s-éme coordonnée de

Ak, (kp,). On a deux cas a considérer.
]

e Pourp#j,ona:

= klj)z_ P ky, + ==k,

Ap 2
A’%(klp)zpu(kijkﬂp):P"(— =k, + T 1. T3 g
p=Aj j="p

Ap=A; " A=Ay

e Pour p = j, Aklj(k/lj) = Pu(kﬁj) € K2 et comme &/ = {k/lj, j= 1,2,---,n} est une base de K2, il

existe c1,¢2j,*+,Cnj € Ctels que

Pu(k/zlj)zcljk,ll+ngk12+-~~+cnjk,1n. (6.3.12)

Il faut maintenant calculer les ¢;; dans (6.3.12). Pour i € {1, 2,000, n} le Lemme|6.3.5|entraine

(Pu(k ). Kr,) = ciju (A, (6.3.13)
Calculons maintenant l'intégrale a gauche de (6.3.13). On a:

(Pu(k3 ). K,y = (K3, Pu(ka )y = (K3 k) = (Ko K5 ) = Toj
avec I--:f ue) L
Tl (=) 1-250)

>dm((). En passant aux coordonnées polaires { = ', ona

am@ =22 et ag - d(e") =iedd = i(dm() cest-a-dire dm(() = 14
21 2im (
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Ainsi,

u() 1 1 Cu()
Ii-:/ —dm(() = —f ———d (6.3.14)
D) -y 2im (¢ - 2)(¢ - A)°
Pour calculer (6.3.14), on a deux cas:

e 1¢"Cas:sii# j. Soit g la fonction définie par

gl = — &
(z-2i)(z—1;)
Pourz#A;etz#Aj,ona:
g(z) = = ‘ = ﬁ Z__As.
(1-2;2)(1-2jz2) s;:i}j 1-Asz

Donc la fonction g est holomorphe et donc g admet un prolongement analytique, noté g.

On a ainsi,
ii= L &d( = g(A;) d’apres la formule de Cauchy
Y 2im v (-2 / '
Mats A ) p)
. J j— s J '
gAj)= — — = u(Aj)
=P (-20ny) slj.l.l—/ls/lj A=A
S#1L,J
Donc,
e 2¢Cas:sii=j,ona
1 Cu)

"

Soit h la fonction définie par h(z) = zu(z). La fonction & est holomorphe dans un voisinage

de D et d’apres la formule de Cauchy pour les dérivées n-éme, on a

h'A; Ai
Ijj= L[ @y T WA+ —=u" ().
2im Jr ((_,1].)3 2 2

D’apres la relation (6.3.13),on a:

Cii=
Y u'(A;)
Donc, _
A u'A)
= ]_ ! si I#]
Aj=Ai W(A;)
Cij =
1, 70
—]:]) si i=j
2 u'(Aj)
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Théoréme 6.3.9 ([44]). Soienta €D et A a5 € T8 avec ¢ € K. Notons (rs,,)ls&psn la matrice
de Aq)w% relativement a la base </ = {k,lj, j=12,---, n} de K2. Alors les I'sp sont donnés par :
1 j— Ay —

—— |as=——u'(Ay) +a,= P_ u'(Ap) si S#p
u,(As) A/g_ﬁap Ap_ﬂzg
Tsp = _
u (A _n ai .
as(1+ ( S)) + A Z %+aas/lsu’(/ls) si s=p
u'(As) j=1As—=A;
j#s
oit les a; désignent les coordonnées de ¢ relativement a la base </ = {k;tj, j=12,--, n} de K2.
Preuve. Soient a € D et A(pwm e JYavecpe Ki. Alors il existe a;, az, -+, a, € C tels que
n
Q= alk;tl + agkb +e+ ankln = Z ajk/lj
j=1
et
— = — = —_ = no _ =
Su@ = al/llk/ll + azﬂzklz +-ee+ anlnk,ln = Zajﬂ/jk/lj'
Ainsi,

n

n n _
Aprass = ]; ajA, +a) ajdjAz =3 aj(A, +akjAz ).

ioj=1 J
En utilisant les Proposition et ona:
e pour s#p,

n
rsp= Y tsp(J) artsp(1) + aztsp(2) +--- + antsp(n)

j=1
= astsp(s) + aptsp(p)
0 A, uQA
= d4s— As_ +ap_ p_ 2
As=Ap Ap—=2As U'(Ay)
1 Ay —— Ay —
= —— |as= S u'(Ag) + ap= P_ u'Ap)|.
u/(As) s™Ap p— /s
e pours=p,
Iss = altss(l)+---+ajtss(s)+---+antss(n)+aaszsu’(/15)
A As (A A S
= g = heva 1+ 2L () +ot ap———+aadu' (Ay)
As=M 2 u'(Ag) As=An
2 A _ n a; _
= a|l sl () +As ) = I +aasdsu' (L)
2 u'(Ay) =1 A=A
Jj#s
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Le Théoreme donne une description compléte de la matrice d'un opérateur de Toeplitz
tronqué de type a dans le cas de la dimension finie pour un a € C donné. Pourtant, nous n’avons
pas de critere permettant de conclure si un opérateur de Toeplitz tronqué donné est de type a ou
non et dans le cas affirmatif, quelle est la formule explicite pour déterminer cet a. Plus précisé-

ment, la question suivante reste encore sans réponse :

Question. Soit M = (rsp) la matrice d’'un opérateur de Toeplitz tronqué, c'est-a-dire les r),

0<s,p=<n
vérifient la relation (6.3.9). Quand est - ce que M est de type a et comment peut-on utiliser rs, pour

déterminer a ?

En 2014, B. Lanucha [45] a généralisé la relation (6.3.9) de [20] dans le cas d'un produit de
Blaschke d’ordre infini avec des zéros deux a deux distincts et nous espérons trouver I’analogue du
Théoremel6.3.91
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Résumé. Dans la premiere partie de la theése, nous donnons les résultats classiques concernant
I'espace de Hardy, les espaces modéles et les espaces de Bergman analytique et harmonique. Les
notions de base telles que les projections et les noyaux reproduisant y sont introduites. Nous ex-
posons ensuite nos résultats concernant d'une part, la stabilité du produit et la commutativité de
deux opérateurs de Toeplitz quasihomogenes et d’autre part, la description matricielle des opéra-

teurs de Toeplitz tronqués du type a dans le cas de la dimension finie.

Mot-clés. Espace de Bergman, Espace de Bergman harmonique, Espace modeéle, Opérateurs de

Toeplitz, Opérateurs de Toeplitz tronqués.

Abstract. In the first part of the thesis, we give some classical results concerning the Hardy space,
models spaces and analytic and harmonic Bergman spaces. The basic concepts such as projections
and reproducing kernels are introduced. We then describe our results on the the stability of the
product and the commutativity of two quasihomogeneous Toeplitz operators on the harmonic
Bergman space. Finally, we give the matrix description of truncated Toeplitz operators of type a in

the finite dimensional case.

Keywords. Bergman space, harmonic Bergman space, Models spaces, Toeplitz operators, Trun-

cated Toeplitz operators.
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