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INTRODUCTION 3La théorie des types est a
tuellement 
onsidérée 
omme un outil fondamen-tal en informatique, 
ar elle établit un lien entre la logique d'une part et la pro-grammation d'autre part, 
e qui permet de produire des langages de programma-tion parti
ulièrement intéressants, qui allient la puissan
e de 
al
ul d'un langageTuring-
omplet à la rigueur de la logique, laquelle permet via les types asso
iés à
haque programme d'assurer que 
elui-
i véri�e 
ertaines propriétés.Ainsi, si l'on 
onsidère par exemple des langages fon
tionnels de la familleml, on peut garantir grâ
e au typage 
ertaines propriétés : si l'on a une fon
tion ude type int!bool, on est assuré que si 
ette fon
tion est appliquée à un argumentn de type int, l'évaluation de l'expression u(n) s'a
hèvera en un temps �ni, etproduira une valeur de type bool. Le grand avantage de 
ette appro
he est que 
ettepropriété peut être véri�ée lors du typage, don
 avant d'exé
uter le programme.Dans tous 
es langages de programmation, il existe une séparation nette entrel'univers des termes (
'est ainsi que l'on nomme les programmes en théorie destypes) et l'univers des types : 
es derniers forment une 
atégorie syntaxique au-tonome, 
onstruite à partir de types élémentaires (les entiers, les booléens, les�ottants, et
.) et de 
onstru
teurs (types fon
tionnels, types produits, listes, et
.),et ils se pla
ent au-dessus des termes. Dans 
es langages, être un type est unesimple propriété syntaxique.En 
e qui 
on
erne les termes, en revan
he, bien que 
eux-
i soient dé�nis demanière assez analogue aux types au moyen de termes élémentaires (variables,
onstantes, liste vide, et
.) et de 
onstru
teurs (abstra
tion fon
tionnelle, ajout àune liste, appli
ation, et
.), ainsi que, dans 
ertains systèmes, de types, la simple
orre
tion syntaxique ne suÆt pas : il faut également une véri�
ation de type, quiassure que les di�érents éléments du programme respe
tent bien les 
ontraintesde types qui leur sont asso
iées, et qui, en outre, produit également le type duprogramme.On se trouve alors en général 
onfronté à deux problèmes algorithmiques prin-
ipaux : la véri�
ation de type et l'inféren
e de type, qui peuvent s'énon
er res-pe
tivement 
omme suit :� étant donnés un terme M et un type T, M a-t-il le type T ?� étant donné un terme M, M a-t-il un type, et, si oui, quel est-il ?Ces deux problèmes sont en général dé
idables dans les langages e�e
tivementimplantés. Toutefois, il existe divers systèmes de types où 
ela n'est pas le 
as.On peut naturellement se demander pourquoi 
onsidérer de tels systèmes, oùl'inféren
e, voir la véri�
ation, ne sont pas dé
idables. En fait, 
ette indé
idabilitéest souvent le prix à payer pour disposer d'un système de types plus expressif, qui



4 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESpermettra don
 de véri�er des propriétés plus �nes : en e�et, il est patent que plusla théorie logique sous-ja
ente à un système de types est puissante, plus la variétédes propriétés que l'on pourra véri�er syntaxiquement au moyen du typage estgrande � et, malheureusement, plus les 
han
es d'indé
idabilité augmentent.Pour revenir à l'exemple des langages de la famille ml, 
ertaines propriétésne peuvent pas être véri�ées au moyen de types. Ainsi, si l'on 
onsidère un pro-gramme manipulant des listes d'entiers, il existera des programmes bien typés quisur 
ertaines données produiront une erreur : si f est une fon
tion qui à une listeasso
ie la valeur de son 12e élément, et si s est une liste de taille i < 12, l'expres-sion f(s) sera bien typée, et pourtant son exé
ution aboutira à une erreur. Cela estdû au fait que lorsque l'on type s, on sait que l'on a a�aire à une liste, mais on nedispose d'au
une information sur sa taille.Une idée naturelle pour résoudre 
e problème est l'adjon
tion d'une informa-tion au type de s : au lieu de se 
ontenter d'indiquer que s est une liste d'entiers,on indique que s est une liste de n entiers, où n est une expression à valeur en-tière, et l'on obtient ainsi 
e que l'on appelle un type dépendant d'un terme. Ilappert tout de suite que, si l'on impose pas, 
omme 
'est le 
as i
i, que n soit une
onstante, la barrière syntaxique entre termes et types s'e�ondre, et il est né
es-saire d'introduire dans les types une véri�
ation de type : être un type n'est plusune simple propriété syntaxique, 
ar il faut véri�er que 
haque dépendan
e a letype adéquat.Une fois 
es types dépendants introduits, l'on se rend 
ompte que la 
onstru
-tion fon
tionnelle habituelle ! n'est plus suÆsante. En e�et, si l'on dispose detels types, on peut vouloir que la fon
tion k qui à n asso
ie une liste de n élémentsinitialisés à 0 soit dotée d'un type indiquant que k(n) est une liste de n entiers, 
equi, à y regarder de plus près, impose que la valeur de l'argument (et non seule-ment son type) intervienne dans le type du résultat, 
e que ne permet pas la �è
he.On ajoute don
 une 
onstru
tion appelée produit dépendant, sous la forme d'unquanti�
ateur que l'on note �.Intuitivement, si f est de type �a:U:V(a) (on é
rit V(a) pour indiquer que 
etteexpression peut dépendre de a), et si x est de typeU, alors f(x) sera de type V(x). Lafon
tion k 
i-dessus pourra don
 avoir pour type �n:int:(int listn). Naturellement,dans le 
as où le produit dépendant est de la forme �x:A:B, ave
 B ne dépendantpas de x, on retrouve le type ! habituel. D'un point de vue logique, le produitdépendant 
orrespond à une quanti�
ation universelle à domaine restreint, i.e. uneformule de la forme 8x 2 X (Y).



INTRODUCTION 5Comme on l'a mentionné plus haut, il 
onvient, dans un système de typesdépendants, de véri�er la bonne formation des types, au moyen d'un jugement detypage analogue à 
elui d'un terme. L'idée peut alors sembler naturelle d'ajouterune 
onstante de type type : de même qu'avant un terme M pouvait être un entier(« M est de type int »), une liste de �ottants (« M est de type �oat »), une fon
tiondes booléens dans eux-mêmes (« M est de type bool!bool »), un terme peutmaintenant de sur
roît être un type (« M est de type type »). En outre, il fautdonner un type à type, et l'on peut alors dé
réter que type est de type type. Un telsystème fut introduit par P. Martin-Löf en 1971. Malheureusement, il s'est avéréque 
e système était in
ohérent (i.e. on pouvait y trouver un programme ayantpour type l'absurde1), 
omme l'a montré J.-Y. Girard dans [45℄.Pour pallier 
e problème, qui est lié à la 
ir
ularité de l'assertion que « typeest de type type », il suÆt en fait d'introduire plusieurs 
onstantes de types. Engénéral, on en introduit deux : l'une, �, tient le r�le de type 
i-dessus, (
'est le typedes termes types, i.e. des termes qui typent des termes) tandis que l'autre, �, sert àtyper � (
'est le type des termes qui typent des termes types), et est elle-même nontypable. Par la suite, on peut utiliser 
es 
onstantes, que l'on nomme sortes, pourdéterminer les di�érentes dépendan
es que l'on souhaite permettre entre termeset types, et l'on peut en introduire plus de deux. Les di�érents systèmes de typespouvant être ainsi obtenus sont groupés au sein d'un même formalisme sous lenom générique de systèmes de types purs.L'élégan
e et la sobriété desdits formalismes étant grandes, et leur pouvoird'expressivité élevé, vient alors naturellement l'idée d'étendre 
es systèmes àd'autres 
al
uls que le �-
al
ul usuel. On peut envisager di�érents types d'ex-tension possible : une extension à une variante syntaxique du �-
al
ul, le but étantalors d'obtenir une théorie des types identique à 
elle des systèmes de types purs,i.e. s'interprétant en logique intuitionniste d'ordre supérieur, pour le 
al
ul 
onsi-déré ; ou en
ore une extension à un 
al
ul autre que le �-
al
ul, présentant desmé
anismes de typage di�érents, pour obtenir des systèmes de types purs dans unautre 
adre logique, par exemple la logique 
lassique.Cette thèse étudie di�érentes extensions de 
ette notion de systèmes de typespurs, prin
ipalement à des 
al
uls à substitutions expli
ites, et à des 
al
uls deséquents 
lassiques, en s'intéressant parti
ulièrement à la préservation des pro-priétés de 
es systèmes.1en l'o

urren
e, son avatar�a:type:a, autrement dit la 
ontradi
tion 8' (') issue du mode deraisonnement ex falso quodlibet sequitur



6 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESLe premier 
hapitre, essentiellement historique, présente tout d'abord le �-
al
ul dans sa généralité, la question de l'expli
itation des méta-opérations, et desoutils usuels. Il traite ensuite du �-
al
ul typé de façon générale et des appro
hesusuelles du �-
ube et des types pour les 
al
uls à substitutions expli
ites.Le deuxième 
hapitre présente un extension des systèmes de types purs à un
al
ul à substitutions expli
ites inspiré du �x-
al
ul. Dans un premier temps, ilprésente les di�érentes appro
hes existant dans la littérature pour les systèmes detypes purs ave
 substitution expli
ite, ainsi que le 
al
ul sur lequel on va se baser(qui est une extension de �x reposant sur un 
al
ul introduit dans [30℄, mais ré-solvant le problème posé par 
e dernier, qui n'est pas un système de ré
riture) etdé�nit les nouveaux systèmes faisant l'objet de 
ette partie. Les éléments remar-quables de 
es systèmes sont ensuite dis
utés, parmi lesquels on peut essentiel-lement 
iter trois 
hoses : un mé
anisme de re
onnaissan
e de sortes, permettantde 
lari�er la question de la 
orre
tion des types rendue plus 
omplexe du faitde l'expli
itation de la substitution ; une �gure de typage réalisant une expansion
ontr�lée issue d'une appro
he du typage des substitutions dans une optique desynthèse de type où la substitution est 
onsidérée 
omme une opération pares-seuse, et en�n un ordre sur les dérivations permettant de raisonner par indu
tionnon plus seulement sur des sous-arbres réels d'une dérivation, mais également surdes pseudo-sous-arbres re
onstruits par l'appli
ation d'un lemme (i.e. permettantde 
onsidérer non la dérivation e�e
tive, mais une dérivation plus 
ommode parmi
elles possibles). En�n, on y montre 
ertaines propriétés de 
es systèmes, en par-ti
ulier la rédu
tion du sujet, toujours déli
ate dans le 
ontexte des substitutionsexpli
ites, et d'ailleurs non véri�ée dans divers systèmes, en parti
ulier dans [9℄.Le troisième 
hapitre présente tout d'abord un historique du �̄� ��-
al
ul, dontles jugements de type s'interprètent 
omme un 
al
ul des séquents 
lassiques,puis étend 
e 
al
ul à un formalisme inspiré des systèmes de types purs, dans uneappro
he résolument syntaxique. On y dé�nit des notions de 
orre
tion des typeset de bonne formation des 
ontextes de typage, qui sont rendues déli
ates par lefait que l'on a deux 
ontextes ave
 des dépendan
es imbriquées. On étudie en-suite 
ertaines propriétés usuelles des systèmes de types purs. En�n, on montreun résultat de normalisation forte pour les types simples, pouvant sans doute êtreétendu aux types polymorphes et au types d'ordre supérieur, et l'on présente unete
hnique possible pour obtenir des résultats de normalisation forte par un en
o-dage dans le système de type pur intuitionniste, la non-
on�uen
e du 
al
ul initialétant 
ompensée par l'apparition de 
ontextes autour des tradu
tions, la présen
ede 
es 
ontextes étant rendue non gênante au moyen d'une réorganisation parti
u-lière des 
hemins de rédu
tion ayant une propriété de perpétualité.
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CHAP. PREMIER � GÉNÉRALITÉS 91. ���-
al
ulDans 
ette partie, l'on va e�e
tuer un bref rappel historique des 
on
epts etdes problématiques liées au �-
al
ul, et l'on dis
utera les di�érents aspe
ts desquestions syntaxiques ou opérationnelles liées à 
e 
al
ul.1.1. Dé�nitionLe �-
al
ul, inventé par A. Chur
h vers 1930 (
f. [18, 17℄), pro
ède d'unevolonté d'abolir la distin
tion entre objets, fon
tions, fon
teurs, et
., et de les
onsidérer tous 
omme des objets de première 
lasse.SyntaxeLes termes de 
e 
al
ul2 sont dé�nis à partir d'un ensemble in�ni X de va-riables par la grammaire algébrique suivante :M;M0 ::= x (le terme est une variable)j (�x:M) (le terme est une abstra
tion)j (MM0) (le terme est une appli
ation)A�n d'éviter le fastidieux usage systématique des parenthèses, on 
hoisit d'adop-ter les 
onventions d'é
riture suivantes :� l'appli
ation est asso
iative à gau
he,R e.g. : ABC désigne ((AB) C) ;� l'appli
ation est prioritaire sur l'abstra
tion,R e.g. : �x:AB désigne (�x:(AB)) ;� les abstra
tions peuvent être groupées,R e.g. : �xyz:C désigne (�x:(�y:(�z:C))).Il existe également une autre 
onvention de parenthésage des �-termes, in-troduite par J.-L. Krivine (
f. e.g. [65℄), et présentant prin
ipalement l'avantaged'être univoque : M;M0 ::= x j �x:M j (M)M0:Toutefois, l'autre 
onvention étant plus usuelle, et plus pro
he de l'intuition 
ou-rante, 
'est 
elle qui sera adoptée i
i.2on parle également de �-
al
ul à noms, par opposition aux 
al
uls à indi
es que l'on verra auparagraphe suivant



10 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESOn peut naturellement dé�nir formellement une notion de sous-terme et desous-terme propre :� M est un sous-terme de M ;� M est un sous-terme propre de �x:M, AM et MB ;� si M est un sous-terme propre de N, alors 
'est un sous-terme de N.On adopte en général la notation M � N (respe
tivement M � N) pour indiquerque M est un sous-terme (respe
tivement un sous-terme propre) de N.Le �-
al
ul est un paradigme des langages fon
tionnels, et ses deux opérationsélémentaires, l'abstra
tion et l'appli
ation, dont on va détailler dans 
e qui vientla syntaxe et la sémantique, s'interprètent en termes fon
tionnels.L'abstra
tionL'abstra
tion par rapport à la variable x permet de passer de l'expression f (x)à la fon
tion f . C'est l'opération qui permet de 
onsidérer les fon
tions 
ommedes objets de première 
lasse : on peut ainsi é
rire f = �x:A, où A est un termereprésentant la valeur de f (x) en toute généralité, au lieu de se 
ontenter de dé�nirles fon
tions en extension (i.e. en les identi�ant à leur graphe).On voit ainsi par exemple que �x:x représente la fon
tion identité, et il appertque �y:y représente la même fon
tion. Une telle variable située sous la portéed'une abstra
tion est dite liée, 
e qui s'oppose aux variables libres. Un terme sansvariable libre est dit 
los.Les termes obtenus par renommage d'une variable liée sont dits�-
onvertibles.La relation d'�-
onversion est une relation d'équivalen
e sur l'ensemble des �-termes, et elle est une 
ongruen
e pour l'abstra
tion et l'appli
ation. Il est né
es-saire de prendre en 
ompte 
ette 
onversion, 
e que l'on peut faire par di�érentsmoyens, dont les deux plus usuels sont :a. On 
onsidère 
omme termes du �-
al
ul non les termes dé�nis supra,mais leurs 
lasses d'équivalen
e pour l'�-
onversion, auxquelles s'étendent
anoniquement l'abstra
tion et l'appli
ation, 
es opérations étant 
ompa-tibles ave
 l'�-
onversion.b. On 
onsidère l'�-
onversion 
omme une opération « administrative »,qu'il est parfois né
essaire d'e�e
tuer « à la volée ».La première appro
he présente l'avantage d'être plus formelle, tandis que la sui-vante se perçoit peut-être de façon plus intuitive. Dans les deux 
as, l'�-
onversionest reléguée au rang de méta-opération, et les problèmes posés par 
es dernièresseront abordés infra.



CHAP. PREMIER � GÉNÉRALITÉS 11L'appli
ationL'appli
ation, 
omme son nom l'indique, permet d'appliquer une fon
tion àson argument. Toutefois, l'on peut remarquer qu'usuellement, en mathématique,il 
onvient de distinguer l'appli
ation purement syntaxique d'une fon
tion à unargument et la valeur de l'image d'un argument par une fon
tion � e.g., si l'on af : n 7! n2, un 
al
ul est né
essaire pour passer de f (3) à 9. Ce type de 
al
ul seragénériquement appelé une rédu
tion.Cette question latente en mathématique se pose naturellement de façon parti-
ulièrement aiguë dans le 
adre du �-
al
ul, qui, étant un 
al
ul formel, se doitde traiter ave
 la plus grande rigueur les mé
anismes de rédu
tion : il n'est pasquestion d'identi�er deux termes distin
ts (respe
tivement, le terme appliquant fà x et 
elui représentant l'image de x par f ), et la relation de rédu
tion permettantde passer l'argument dans la fon
tion, i.e. permettant d'aller du terme où l'on ap-plique f à x � i.e. où l'on é
rit f (x) � au terme valant f (x) � i.e. où l'on a 
al
uléf (x) � doit être dé
rite, 
e qui 
onférera au �-
al
ul une sémantique opérationnellede rédu
tion.L'opération qui e�e
tue 
e passage d'argument est la �-rédu
tion, induite parl'axiome suivant : (�x:M)N ��! Mfx�Ngoù Mfx�Ng désigne le terme M où toutes les o

urren
es libres (
f. supra) de xont été rempla
ées par un sous-terme N.Cette substitution est une opération dé�nie au niveau du méta-langage indu
-tivement 
omme suit :� xfx�Ng = N ;� yfx�Ng = y (ave
 y , x) ;� (�y:A)fx�Ng = �y:(Afx�Ng) (ave
 y < fv(N), y , x) ;� (AB)fx�Ng = (Afx�Ng) (Bfx�Ng).On remarque qu'il manque un 
as dans 
ette dé�nition : le 
as (�x:A)fx�Ng. Ce
as est problématique, 
ar il pose la question de la 
apture des variables. On voitfa
ilement 
e problème dans un exemple. Si l'on 
onsidère e.g. K = �u:�v:u, l'onvoit que 
e terme est la version 
urry�ée de la première proje
tion 
anonique, i.e.qu'il représente une fon
tion prenant su

essivement deux arguments, et gardantle premier. Si l'on applique 
e terme à une variable, on s'attend à 
e que le résultatde 
ette appli
ation soit une fon
tion 
onstante égale à ladite variable. Mais si l'on
onsidère le terme Kv, on s'aperçoit qu'il se réduit à (�v:u)fu�vg, 
e qui est égalà �v:v, si bien que la variable v, libre dans Kv, est passée sous la portée d'une



12 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESabstra
tion, se retrouvant liée par lui : elle a été « 
apturée » par 
e � ; et le résultatde la substitution est l'identité et non la fon
tion 
onstante attendue. Mais si l'onavait 
onsidéré un terme �-
onvertible à �u:�v:u, par exemple �u:�w:u, l'on auraitévité 
e problème.A�n d'éviter les 
aptures dé
rites i
i, l'on emploie di�érents moyens, suivantla façon dont on 
onsidère l'�-
onversion. Si l'on se pla
e dans le 
as a. évoquésupra, on peut simplement dire que pour trouver un représentant de la 
lasse duterme issu de la rédu
tion, il faut appliquer 
elle-
i à un représentant bien 
hoiside la 
lasse du terme que l'on réduit, et par « bien 
hoisi », on peut par exempleentendre que le représentant doit respe
ter la 
onvention de Barendregt, qui veutqu'une variable libre n'apparaisse pas liée, et que deux variables liées aient desnoms distin
ts. Si l'on se pla
e dans le 
as b., on dit en général que l'on e�e
tueimpli
itement les �-
onversions requises pour éviter la 
apture en même tempsque l'on e�e
tue la �-rédu
tion. Les problèmes liés à 
ette appro
he seront évo-qués infra.Propriétés de la ���-rédu
tionLorsque l'on étudie une relation 
omme la �-rédu
tion, il est naturel de s'in-téresser à 
ertaines de ses propriétés, dont les prin
ipales se répartissent en deux
atégories :1°) les propriétés de 
on�uen
e permettent de 
lore des diagrammes :� la propriété du losange : 8x8y8z(x�!y ^ x�!z ) 9t(y�!t ^ z�!t))(
e qui revient à dire que la relation 
ommute ave
 elle-même),� la 
on�uen
e : 8x8y8z(x ��!y ^ x ��!z ) 9t(y ��!t ^ z ��!t)), ou en-
ore (
es deux énon
és sont équivalents) la propriété de Chur
h-Rosser :8u8v(u � !v) 9w(u ��!w ^ v ��!w)),� la 
on�uen
e lo
ale : 8x8y8z(x�!y ^ x�!z) 9t(y ��!t ^ z ��!t)) ;2°) les propriété de normalisation permettent d'assurer une terminaison :� la normalisation forte assure qu'au
un terme n'admet de suite in�nie derédu
tion,� la normalisation faible assure que tout terme admet une suite �nie derédu
tion se terminant sur un terme irrédu
tible.Cha
une des propriétés de 
haque 
atégorie est plus forte que la suivante, et l'onpeut montrer le lemme de Newman, qui assure qu'une relation fortement norma-lisante est lo
alement 
on�uente si, et seulement si, elle est 
on�uente.La �-rédu
tion est lo
alement 
on�uente et 
on�uente, mais n'a pas la pro-priété du losange. Si l'on 
onsidère le terme U = (�x:xx)((�y:y)a), on voit que



CHAP. PREMIER � GÉNÉRALITÉS 13U ��!V = ((�y:y)a)((�y:y)a) et U ��!W = (�y:xx)a, mais V ne peut se réduire enun pas qu'en a((�y:y)a) ou (�y:y)a)a, tandis que W ne peut se réduire qu'en unseul terme, qui est aa.Par ailleurs, la �-rédu
tion n'est pas normalisante, ne fût-
e que faiblement,
omme on le voit ave
 le terme 
 = (�x:xx)(�x:xx), qui se �-réduit uniquement àlui-même.La ���-
onversionLa �-rédu
tion induit une relation d'équivalen
e, la �-
onversion, notée ��,dé�nie 
omme la 
l�ture ré�exive, symétrique et transitive de la �-rédu
tion. Dufait de la 
on�uen
e de 
ette dernière, 
ette 
onversion est en fait identique à la�-joignabilité #��, dé�nie par : A #�� B s'il existe C tel que A ���!C et B ���!C.La �-
onversion représente une égalité au sens de l'appro
he mathématiquedu �-
al
ul : en e�et, elle identi�e le terme appliquant une fon
tion à un argumentet le terme représentant l'image de 
et argument par 
ette fon
tion, tout 
omme,pour reprendre l'exemple pré
édent où f : x 7! x2, on é
rit en mathématique quef (3) = 9.Dans 
ette optique, il arrive que l'on 
onsidère le �-
al
ul non 
omme un
al
ul de pro
essus, mais 
omme une théorie équationnelle dont la �-
onversion
onstitue l'égalité démontrable.ExtensionnalitéUne autre rédu
tion, dite �-rédu
tion, permet de simpli�er les expressionsfon
tionnelles. Elle est induite par l'axiome suivant :�x:Mx ��! M si x n'est pas libre dans Met l'on peut montrer qu'elle rend la théorie du �-
al
ul extensionnelle, i.e. que :si 8x (Mx ��� Nx), alors M ��� N� 
e qui est faux ave
 la seule �-équivalen
e : �u:yu et y ne sont pas �-
onvertibles,étant irrédu
tibles don
 injoignables, et ils sont néanmoins extensionnellementégaux, 
ar pour tout x, (�u:yu)x �� yx.On peut noter que l'extensionnalité en question n'est que purement syntaxique :le �-
al
ul peut être employé pour implanter divers 
al
uls, 
omme l'arithmétique,mais dans 
e 
as-là, 
omme tous les termes ne représentent pas des entiers, il peutarriver que deux termes fon
tionnels 
oïn
ident sur tous les entiers sans pour au-tant être �-
onvertibles.



14 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESLes indi
es de De BruijnL'�-
onversion est une méta-opération, i.e. une opération dé
rite dans uneméta-théorie. Cette parti
ularité fait que 
ette opération é
happe au langage, ets'e�e
tue d'une façon non 
ontr�lée. En parti
ulier, 
ela in�ue sur les résultatsque l'on montre : ainsi, lorsqu'on énon
e la 
on�uen
e (lo
ale) de la �-rédu
tion,l'on ne montre pas vraiment la propriété que l'on a en tête (à gau
he sur la �gureinfra) mais plut�t une autre (à droite sur 
ette même �gure).
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Fig. 1 � Con�uen
e de � ave
 �-
onversion impli
ite et expli
iteEn outre, dans le �-
al
ul à noms, seule une référen
e 
ommune à un mêmenom établit une 
onnexion entre une variable et le � la liant, 
e qui n'est passatisfaisant dans une optique d'implantation du �-
al
ul, où, pour e�e
tuer lesopérations de substitution, il est né
essaire de déterminer si une variable est liée,don
 de trouver, étant donnée une variable, s'il existe un � la liant.A�n d'éviter 
e problème, N. De Bruijn a proposé (
f. e.g. [27℄) une variantedu �-
al
ul, où les variables ne sont plus indiquées par un nom, mais par un simpleindi
e indiquant le rang du � la liant lorsqu'on remonte dans l'arbre syntaxiquedu terme. Ainsi, �x:(�y:�z:yz)x se notera �(��21)1.On supprime ainsi les diÆ
ultés liées à l'�-
onversion en supprimant pure-ment et simplement 
ette dernière, 
ar on introduit une façon 
anonique de dési-gner les variables. Toutefois, le prix à payer en est élevé. D'une part, les termesobtenus sont moins lisibles. D'autre part, il est né
essaire de mettre à jour lesindi
es d'un terme en le substituant sous une abstra
tion.



CHAP. PREMIER � GÉNÉRALITÉS 15En e�et, si l'on 
onsidère par exemple la rédu
tion :�w:(�y:�z:yz)(�x:w(wx)) ��! �w:�z:(�x:w(wx))z ��! �w:�z:w(wz)dont les termes se transposent en 
al
ul à indi
es de De Bruijn respe
tivement
omme suit (on adopte i
i une présentation sous forme d'arbres, 
ar elle permetde lire plus aisément les indi
es : pour savoir par quel � ils sont liés, il suÆt deremonter dans l'arbre en partant des feuilles � une feuille d'indi
e n étant liée parle ne � ren
ontré en remontant vers la ra
ine) :

2 1

1

@

3 1

@

@

1

@

λ

2

λ

λ λ

λ

@

@ 2

@

λ

3

@

2 1

λ

@

λ

λ

2

On voit bien sur la �gure supra que l'indi
e représentant la variable w dans lesous-terme �w:w(wz) est au départ 2, puis, suite au passage sous un �, est mis àjour à 3, puis, suite à l'élimination par une �-rédu
tion du � d'un rédex situé plushaut dans l'arbre, à 2.En outre, la question de l'indi
e à donner à des variables libres est probléma-tique dans 
e 
al
ul, en parti
ulier quand se pose la question de la mise d'un termeau sein d'un 
ontexte pouvant lier ses variables libres.



16 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITES1.2. Expli
itation de méta-opérationsComme on l'a vu pré
édemment ave
 l'�-
onversion, les méta-opérationsposent problème 
ar elles é
happent au 
ontr�le du langage, tandis qu'il seraitsouhaitable � par exemple dans une optique d'implantation du �-
al
ul, laquelle,est-il besoin de le rappeler, est d'un grand intérêt, ne serait-
e que dans le 
adredes assistants automatiques de démonstration � de pouvoir expli
iter 
es opéra-tions, i.e. les introduire dans le 
al
ul.La substitutionUne méta-opération d'une importan
e primordiale est la substitution. Il est in-téressant de noter que 
ette question de l'expli
itation de la substitution s'est poséetrès t�t, 
ar on peut déjà lire dans l'introdu
tion du livre [22℄ de logique 
ombi-natoire de 1958 de H. Curry et R. Feys que la substitution est un sujet d'intérêtmajeur en logique, et que le �-
al
ul ne le traite pas 
onvenablement 
ar les sub-stitutions n'y font pas partie du 
al
ul. Depuis, 
ette question a été abondammenttraitée.L'une des premières études re
ensant les di�érents 
al
uls à substitutions ex-pli
ites proposés dans la littérature est 
elle de P. Les
anne, [70℄, datant de 1994.D'autres systèmes ont vu le jour depuis, mais on peut trouver dans 
ette référen
esuÆsamment de di�érents 
al
uls pour pouvoir se faire une idée de leur variété.Les 
al
uls à substitutions expli
ites se divisent en deux familles prin
ipales,tout 
omme le �-
al
ul : les 
al
uls à indi
es de De Bruijn, dans la mouvan
e de[1, 2℄ ou en
ore [96℄, et les 
al
uls à noms, dans 
elle de [14℄.Naturellement, tous 
es 
al
uls véri�ent des propriétés di�érentes au détri-ment d'autres, selon la mouvan
e dans laquelle ils s'ins
rivent. Il est fréquentqu'il faille ainsi renon
er à 
ertaines propriétés pourtant importantes, 
omme lasimulation pas à pas de la �-rédu
tion, la 
on�uen
e sur les termes ave
 méta-variables, la normalisation forte du 
al
ul de substitutions et la préservation de lanormalisation forte. On peut i
i noter les travaux de R. David et B. Guillaume,qui, dans [24, 25℄, fournissent et étudient un 
al
ul ayant toutes 
es propriétés.L'on s'intéressera i
i plus parti
ulièrement aux 
al
uls 
onservant des propriétésliées à la normalisation forte, à propos desquels on pourra se reporter à [39℄.Dans tous 
es 
al
uls, on part du 
onstat que la �-rédu
tion telle qu'elle esthabituellement présentée :(�x:A)B ��! Bfx�Ag



CHAP. PREMIER � GÉNÉRALITÉS 17n'est pas satisfaisante 
ar d'une part, d'un point de vue pratique, la substitutiondoit bien être implantée d'une façon ou d'une autre, et d'autre part, d'un pointde vue algorithmique, la règle supra ne peut pas servir de mesure élémentaire de
omplexité d'une rédu
tion, 
ar la substitution peut être aussi fa
ile que diÆ
ile,suivant le nombre d'o

urren
es libres de x dans B.Ainsi survient naturellement l'idée de dé
omposer la �-rédu
tion en une ré-du
tion produisant une substitution « paresseuse », devant être ensuite propagéedans le terme au moyen d'un 
ertain nombre de pas de rédu
tion.Di�érents 
al
uls existent, dont beau
oup sont à indi
es de De Bruijn � dans
e 
as, on expli
ite également en général la mise à jour des indi
es. On pourra
iter, par exemple, �s, �t et ��. Un autre 
al
ul s'inspirant des indi
es de De Bruijnest le 
al
ul ��, que l'on va exposer brièvement i
i.Par ailleurs, il existe des 
al
uls à noms à substitutions expli
ites. Le plus
onnu, sur lequel on s'appuiera beau
oup dans la suite, est le 
al
ul �x, et savariante �x�, qui fera après �� l'objet d'une présentation détaillée.Le ������-
al
ulCe 
al
ul a été introduit par P. Les
anne. Il ne s'agit pas d'un 
al
ul à noms,mais il n'emploie pas exa
tement les indi
es de De Bruijn usuels. L'un des grandsavantages de 
e 
al
ul est la limpidité de sa syntaxe et de sa sémantique. En outre,l'indispensable mise à jour des indi
es y est e�e
tuée ave
 une grande simpli
ité.Le 
al
ul présente de sur
roît l'intérêt d'être un système de ré
riture orthogonal,
e qui, sans rentrer dans des 
onsidérations de ré
riture3 super�ues i
i, est unepropriété intéressante dans 
e 
adre.La syntaxe du 
al
ul est la suivante :A;B ::= n j �A j AB j A[s℄s ::= A= j *(s) j "n 2 N n f0gTout 
omme dans les 
al
uls à indi
es de De Bruijn, les variables sont représen-tées par des entiers, mais au 
ontraire desdits 
al
uls, l'indi
e 1 est lié non par lepremier � se trouvant au-dessus de lui, mais par le premier � de l'arbre en partantde la ra
ine.3pour plus d'information sur les notions de ré
riture, l'on pourra se reporter e.g. à [91, 3℄



18 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESLa sémantique du ��-
al
ul est donnée par :(Bêta) (�A)B �! A[B=℄(App) (AB)[s℄ �! A[s℄B[s℄(Lambda) (�A)[s℄ �! �A[*(s)℄(F-Var) 1[A=℄ �! A(R-Var) n+1[A=℄ �! n(F-Lift 1[*(s)℄ �! 1(R-Lift) n+1[*(s)℄ �! n[s℄["℄(Shift) n["℄ �! n+1On voit que le mé
anisme de mise à jour des indi
es est intégré au 
al
ul sousla forme de deux opérations simples, respe
tivement le lifting * et le shifting ",qui permettent de dé
aler les rangs d'indi
es de manière que la substitution soit
orre
tement propagée. L'on peut montrer que 
e système est 
on�uent, et qu'ilsimule 
orre
tement la �-rédu
tion.Le �x�x�x- et le �x��x��x�-
al
ulLe �x-
al
ul et le �x�-
al
ul s'appuient sur la même syntaxe, qui étend 
elledu �-
al
ul par une nouvelle 
onstru
tion :M;N ::= x (variable)j �x:N (abstra
tion)j MN (appli
ation)j Mhx�Ni (substitution)Intuitivement, 
ette nouvelle 
onstru
tion, Mhx�Ni, représente le terme M danslequel on souhaite rempla
er les o

urren
es de x par N, mais où 
ette substitutionn'a pas en
ore été e�e
tuée.La notion de �-rédu
tion est rempla
ée dans 
es deux systèmes par la no-tion de �x-rédu
tion, qui 
omprend un premier axiome représentant la 
ontra
-tion d'un �-rédex (dit B), et divers axiomes traitant des substitutions, formant unesous-notion de rédu
tion dite x�-rédu
tion :(�x:A)B B�! Bhx�Ai(�x:A)hy�Ci X�! �x:(Ahy�Ci)(AB)hy�Ci X�! (Ahy�Ci)(Bhy�Ci)yhy�Ci X�! Cxhy�Ci X�! x(dans tous les axiomes de rédu
tion supra, on suppose x , y).



CHAP. PREMIER � GÉNÉRALITÉS 19La notion de rédu
tion dans �x 
omprend un axiome supplémentaire :Mhy�Ci X�! M si y n'est pas libre dans M.Cet axiome ne peut pas être simulé par les autres axiomes de la x-rédu
tion, 
aril peut arriver qu'une substitution soit bloquée par une autre : ainsi, si y n'appa-raît pas libre dans Ahx�Bi, la rédu
tion Ahx�Bihy�Ci �x�!Ahx�Bi est possibledans �x, mais dans �x�, on ne peut pas propager la substitution hy�Ci à l'inté-rieur du terme Ahx�Bi. En e�et, 
e
i requerrait un axiome de rédu
tion dit de
omposition : Ahx�Bihy�Ci �! Ahy�Cihx�Bhy�Cii,mais en général, on é
arte 
et axiome, 
ar il pose de nombreux problèmes, quel'on va aborder.La question de la 
omposition de substitutionsL'un des problèmes prin
ipaux soulevé par l'expli
itation des substitutions est
elui de leur 
omposition. En e�et, les substitutions impli
ites sont 
omposition-nelles, i.e. : Afx�Bgfy�Cg = Afy�Cgfx�Bfy�Cgg
e qui est une propriété parti
ulièrement intéressante, 
ar elle permet de 
hoisirl'ordre dans lequel les subsitutions sont e�e
tuées.Dans le 
as des substitutions expli
ites, on n'a naturellement pas égalité entreAhx�Bihy�Ci et Ahy�Cihx�Bhy�Cii. Ces deux termes sont 
ertes 
onvertibles,mais lorsque l'on évalue l'un d'eux, on ne peut pas 
hoisir l'ordre dans lequel one�e
tue les substitutions, et on ne peut pas dé
ider de retarder l'une pour favoriserl'autre � 
e qui peut d'ailleurs sembler 
ontraire à la per
eption intuitive de lasubstitution expli
ite 
omme une opération « paresseuse ».Les problèmes posés par l'introdu
tion d'un axiome de rédu
tion permettantd'e�e
tuer 
ette 
omposition sont multiples. D'une part, le 
al
ul obtenu seraitfortement divergeant, puisqu'un tel axiome 
hange un rédex en un autre rédex.D'autre part, suivant les 
al
uls, il fait apparaître d'autres diÆ
ultés, 
omme lanon-
on�uen
e sur les termes ouverts, ou la non-préservation de la normalisation.C'est pourquoi il faut en général se 
ontenter d'une simple 
onvertibilité entreAhx�Bihy�Ci et Ahy�Cihx�Bhy�Cii. On verra par la suite que la 
ompositionsoulève di�érents problèmes.



20 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESOn peut i
i mentionner 
ertaines variantes de �x introduites pour essayerde traiter un peu mieux 
e problème de la 
omposition, à savoir �x
 et �x==
(
f. [11℄). La syntaxe de �x==
 est la suivante :M;M1; : : : ;Mk ::= x (variable)j �x:M (abstra
tion)j MM1 (appli
ation)j Mhx1; : : : ; xk�M1; : : : ;Mki (substitution parallèle)pour k > 0, les xi étant deux à deux distin
ts.Sa sémantique opérationnelle de rédu
tion �x==
�! 
onsiste en l'union de �x==�! et de==
�!, respe
tivement dé�nies 
omme les 
l�tures 
ontextuelles des axiomes derédu
tion suivants : B�!(�x:A)B Ahx�BiX==�!(�y:A)h~x� �Mi �y:(Ah~x� �Mi)X==�!(AB)hx�Ci Ah~x� �MiBh~x� �MiX==�!xih~x� �Mi MiX==�!vh~x� �Mi v si pour tout i, v , xi==C�!Ah~x� �Mih~y� �Ni Ah~x; ~y� �Mh~y� �Ni; �NiQuant à �x
, il s'agit d'une tentative pour débarasser �x==
 de son parallé-lisme. Sa syntaxe est la même que 
elle de �x, et sa sémantique opérationnelle derédu
tion �x
�! est dé�nie 
omme l'union de �x�! et 
�!, 
ette dernière étant dé�nie
omme la 
l�ture 
ontextuelle de l'axiome suivant :Ahx�Xihy�Yi C�! Ahx�Xhy�Yii si y < fv(A).Ces 
al
uls ne préservent malheureusement pas la normalisation forte, puisquel'axiome de rédu
tion ==C (respe
tivement C) transforme un rédex en un rédex.C'est pourquoi l'on préférera s'en tenir à �x, qui ne présente pas 
e défaut.Expli
itation d'autres opérationsL'une des autres opérations que l'on peut songer à empli
iter est l'�-rédu
tion,a�n de s'attaquer aux problèmes posés par 
ette opération, que l'on a présentésau paragraphe pré
édent. Comme l'a indiqué K.H. Rose dans sa thèse [83℄, lasubstitution et l'�-
onversion peuvent être expli
itées indépendamment l'une del'autre.



CHAP. PREMIER � GÉNÉRALITÉS 21Si les 
al
uls à indi
es de De Bruijn traitent symptomatiquement le problèmede l'�-
onversion impli
ite, ils demeurent imparfaits, du fait d'une part de leurlisibilité moindre (et 
'est là un fa
teur qu'il faut prendre en 
ompte, 
ar mêmeles assistants automatiques de démonstration supposent une intera
tion ave
 l'hu-main) et d'autre part du fait du lourd formalisme qu'il est né
essaire de mettre en�uvre pour la mise à jour des indi
es � lequel, si l'on veut l'expli
iter, né
essitel'introdu
tion d'un système de ré
riture souvent 
omplexe, et présente l'in
on-vénient de devoir e�e
tuer des remises à jour d'indi
es lors du pla
ement d'unterme au sein d'un 
ontexte. Une solution réside peut-être dans les 
al
uls 
omme��, que l'on a présenté plus haut, qui sont des 
al
uls à indi
es, don
 sans �-
onversion impli
ite, mais restent toutefois simples et lisibles.D'autres appro
hes, où l'on expli
ite l'�-
onversion dans un 
al
ul à noms,
ommen
ent à apparaître ; on pourra entre autres se reporter prin
ipalement auxtravaux de M. Gabbay et A. Pitts, et aussi, plus ré
emment, de R. Vestergaard.Un grand intérêt de 
es 
al
uls est qu'ils donnent une idée plus pré
ise de 
e quel'on montre exa
tement dans le 
adre habituel ave
 �-
onversion impli
ite, et l'onpeut ainsi se rendre 
ompte que l'omniprésen
e de l'�-
onversion est telle qu'iln'est 
ertes pas super�u de se pen
her sur le problème de son implantation.Par ailleurs, on peut également songer à rendre expli
ite l'�-
onversion (quel'on a introduite supra). Ce problème a été étudié par D. Briaud dans [15℄, maisest hors de propos i
i.1.3. Ordre ré
ursif de 
heminLes ordres ré
ursifs de 
hemin (en anglais, Re
ursive Path Order) sont une
lasse d'ordres bien fondés très utiles pour le raisonnement sur la normalisa-tion forte. Introduits dans [29℄ par N. Ders
howitz et développés dans [59℄ parS. Kamin et J.-J. Lévy, ils se dé�nissent sur les termes de langages du premierordre.Avant de les dé�nir, on rappelle deux 
lasses d'ordres souvent utilisées pour
omparer des suites �nies d'éléments d'un même ensemble :Dé�nition 1.1 : ordre lexi
ographique, ordre multi-ensembleSoit (E; <) un ensemble partiellement stri
tement ordonné. L'on note E� l'en-semble des suites �nies d'éléments de E, et l'on désigne par " la suite vide, parune virgule la 
on
aténation de deux suites. En outre, si w̄ 2 E�, on dénote par jw̄jle nombre de ses éléments, et, pour e 2 E, l'on dénote par ep la suite de taille pdont 
haque élément est égal à e (si p = 0, 
'est " ; sinon, ep = e; ep�1).



22 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESL'on dé�nit sur E� deux ordres stri
ts partiels, respe
tivement, l'ordre lexi
ogra-phique, noté <lex et dé�ni indu
tivement 
omme suit :w̄ , "" <lex w̄ a < ba; ū <lex b; v̄ ū <lex v̄a; ū <lex a; v̄et l'ordre multi-ensemble, noté <mult et dé�ni indu
tivement 
omme suit :a < b p 2 Nū; ap; v̄ <mult ū; b; v̄ ū <mult v̄ � 2 Sjūj; � 2 Sjv̄j�(ū) <mult �(v̄) ū <mult v̄ v̄ <mult w̄ū <mult w̄où Sn désigne le groupe symétrique d'ordre n.Proposition 1.1 : Bonne fondation des ordres de suites �niesSoit (E; <) un ensemble partiellement stri
tement ordonné. Si < est bien fondé,alors <lex et <mult sont bien fondés sur E�.Cette propriété étant notoire, on n'en donne pas i
i de démonstration.Dé�nition 1.2 : ordre ré
ursif de 
heminSoit � un ensemble (possiblement in�ni) de symboles de fon
tions (d'arités di-verses) nommé signature. On suppose que � est muni d'un ordre partiel . nommépréséan
e et d'une appli
ation totale & : � �! flex;multg nommée statut. Onnote T� l'algèbre des termes formés sur la signature �.On dé�nit alors les relations binaires > rpo et > rpo indu
tivement 
omme suit :s > rpo s 9 i 2 [[1;m℄℄ (si > rpo t)f (s1; : : : ; sm) > rpo t f . g 8 j 2 [[1; n℄℄ ( f (s1; : : : ; sm) > rpo t j)f (s1; : : : ; sm) > rpo g(t1; : : : ; tn)s > rpo ts > rpo t f=g 8 j 2 [[1; n℄℄ ( f (s1; : : : ; sm) > rpo t j) (s1; : : : ; sm) >&( f )rpo (t1; : : : ; tn)f (s1; : : : ; sm) > rpo g(t1; : : : ; tn)Proposition 1.2 : Bonne fondation de l'ordre ré
ursif de 
heminSoient � une signature et . une préséan
e sur �. Si . est bien fondé, alors > rpo estbien fondé sur T�.Cette propriété étant notoire, on n'en donne pas i
i de démonstration.2. ���-
al
ul typéLe �-
al
ul, qui met sur le même plan objets et fon
tions, permet d'appliquerdes fon
tions à elles-mêmes. Ce type d'auto-référen
e est bien 
onnu pour être
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e de paradoxes � l'un des plus 
élèbres étant le paradoxe du barbier,dé
ouvert en 1901 par B. Russell.Une méthode 
lassique pour éviter 
e genre de paradoxes est l'ajout de types,théorie que B. Russell introduisit dans [84℄ en 1903, et développa dans les Prin
i-pia Mathemati
a [85℄, ouvrage qu'il é
rivit en 1910 ave
 A. Whitehead, et 
onsi-déré depuis, tant par les logi
iens que par les philosophes, 
omme un ouvragemajeur dans le développement de la pensée logique.Le �-
al
ul a été, au 
ours de son histoire, muni de nombreux systèmes detypes, que l'on peut essentiellement diviser en deux grandes familles : les systèmesà la Curry et les systèmes à la Chur
h, 
e qui fera l'objet du premier paragraphe.Le deuxième paragraphe traitera d'un résultat de théorie de la démonstration fon-damental dans le 
adre de la démonstration automatique, qui établit une 
orres-pondan
e entre typage et démonstration. Le troisième montrera une présentationdes systèmes à la Chur
h les plus 
onnus, où 
eux-
i sont vus 
omme membresd'une hiérar
hie 
ubique 
ulminant à un système parti
ulièrement ri
he : le 
al-
ul des 
onstru
tions (
f. [20℄). Le le
teur désireux de plus amples détails pourra
onsulter la présentation générale e�e
tuée par H. Barendregt dans [6℄ à proposdes di�érents systèmes de types existant pour le �-
al
ul.2.1. Typage à la Curry ou à la Chur
hOn distingue habituellement deux façons de donner des types aux �-termes :les systèmes de types à la Curry et les systèmes de types à la Chur
h. La dif-féren
e est d'ordre syntaxique : dans les systèmes à la Curry, on se 
ontente dedonner à un terme un type dans un 
ontexte assignant des types aux variableslibres, tandis que dans les systèmes à la Chur
h, on modi�e la syntaxe du �-
al
ulen annotant les variables liées par une abstra
tion ave
 le type attendu.Pour illustrer 
ette di�éren
e, on va présenter le système de types le plus élé-mentaire du �-
al
ul, les types simples (
f. [16℄), dans leurs deux versions :�; � ::= � j �! �[Curry℄ [Chur
h℄M;N ::= x xj �x:M �x:�:Mj MN MM0où x dé
rit un ensemble X de variables et � un ensemble � de variables de types(
es deux ensembles étant disjoints).



24 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESLes jugements de typages sont ensuite 
onstruits au moyen de �gures d'in-féren
e4. Ces �gures sont dans 
haque système au nombre de trois. Deux sont
ommunes aux deux systèmes :�; x : � ` x : � (variable) � `M : �!� � ` N : �� `MN : � (appli
ation)tandis que la troisième est spé
i�que à 
ha
un :�; x : � `M : �� ` �x:M : �!� (abstra
tion-Curry) �; x : � `M : �� ` �x:�:M : �!� (abstra
tion-Chur
h).Les systèmes à la Curry présentent l'avantage de pouvoir donner plus de typesaux termes représentant des fon
tions polymorphes, tandis que les systèmes à laChur
h ont pour atout que la véri�
ation de type y est dé
idable.Cependant, si les types simples, du fait de leur grande sobriété, peuvent sedé�nir indi�éremment dans les deux familles de systèmes, 
e n'est pas le 
as engénéral, du fait des parti
ularités de 
ertains systèmes.Systèmes à la CurryLe plus usuel des systèmes n'existant a priori qu'en version de Curry estle système des types à interse
tion, dont la prin
ipale di�éren
e ave
 les typessimples 
onsiste en l'adjon
tion d'un 
onne
teur binaire dans le langage des types :�; � ::= � j �! � j � ^ �,ledit 
onne
teur s'interprétant 
omme une 
onjon
tion5 au moyen des �gures detypage suivantes :� `M : � � `M : �� `M : � ^ � (^-I) � `M : � ^ �� `M : � (^-É-1) � `M : � ^ �� `M : � (^-É-2)Puisqu'il est possible de donner plusieurs types à un terme � par exemple, on peutdériver ` �x:x : (� ! �) ^ (� ! �) � et que 
'est là l'intérêt de 
e systèmepar rapport aux types simples, il appert qu'il serait dépourvu d'intérêt, sinon desens, d'annoter les abstra
tions par le type de la variable abstraite, réduisant parlà-même le système à un système dégénéré et pro
he des types simples (où sim-plement les variables pourraient avoir plusieurs types).4On n'utilisera pas i
i le vo
abulaire plus usuel de règles d'inféren
e pour éviter la 
onfusionave
 une autre a

eption de 
e terme, qui sera introduit par la suite pour désigner l'un des éléments
ara
téristiques des systèmes de types purs. Ce nom de �gures est inspiré de G. Gentzen, qui, dansses travaux, emploie à 
et usage le mot S
hluß�guren, que l'on traduit ainsi.5du moins, en première approximation � 
f. infra
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hLes systèmes ne pouvant être dé�nis que dans la version de Chur
h sont typi-quement des systèmes in
luant des types dits dépendants � i.e. des types pouvantdépendre de termes � 
e qui est en parti
ulier le 
as du 
al
ul des 
onstru
tions.Dans 
es systèmes, il est impossible de tenir termes et types séparés : ils ap-partiennent à un même monde, et l'on ajoute à la syntaxe une 
onstru
tion per-mettant de 
onstruire des types produits (qui sont une généralisation de la �è
heet d'une forme de quanti�
ation). Ainsi, les termes sont dé�nis par la grammairealgébrique suivante : A;M;N ::= xj �x:A:Mj MNj �x:A:Met le type �x:A:B représente le type des termes qui à un terme N de type A asso-
ient un terme de type Bfx�Ng. Naturellement, si x ne survient pas dans B, 
e
iéquivaut au type fon
tionnel A!B. Par ailleurs, suivant la forme de B, on voitbien qu'une forme de quanti�
ation sur x peut se produire.Ces systèmes seront abordés plus parti
ulièrement au § 2.2, lequel sera 
onsa-
ré au �-
ube.Correspondan
e de Curry-Howard(-De Bruijn)La 
orrespondan
e de Curry-Howard-(De Bruijn) est un résultat fondamentalde théorie des types, 
ar elle établit le lien entre typage et démonstration : les typessont identi�és à des formules logiques, tandis qu'un terme est 
onsidéré 
ommeune démonstration de son type.Ainsi, si l'on 
onsidère les �gures de typage données dans 
e qui pré
ède, onpeut, en omettant les termes, re
onnaître des règles de logique.On peut ainsi établir un parallèle entre le typage d'une variable et l'emploid'un axiome : �; x : � ` x : � ℄ �; � ` � ,



26 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESainsi qu'entre les types �è
hes et les appli
ations :�; x : � `M : �� `M : �!� ℄ �; � ` ��; �!�� `M : �!� � ` N : �� `MN : � ℄ � ` �!� � ` �� ` � .Quant au 
onne
teur ^ des types à interse
tion, il s'interprète en première ap-proximation 
omme une 
onjon
tion logique. Toutefois, 
ette interprétation n'estpas totalement exa
te, 
omme l'a montré entre autres J. Hindley dans [57℄.2.2. Le ���-
ubeLe �-
ube, représenté sur la �gure suivante :
λ 2λ F λ P 2

λωλ Fω λPω λC

=

= =

λ λ P

λω λ Pω

Fig. 2 � Le �-
ube de BARENDREGTest une appro
he du 
al
ul des 
onstru
tions où 
elui-
i n'est plus vu 
ommeune entité indivisible, mais 
omme un empilement de di�érentes sortes de dépen-dan
es, organisant di�érents sous-systèmes remarquables du 
al
ul des 
onstru
-tions dans une hiérar
hie tridimensionnelle formant un 
ube ayant à sa base le�-
al
ul simplement typé et à son sommet le 
al
ul des 
onstru
tions, que l'onva don
 i
i présenter à travers le �-
ube, et non 
omme on peut le voir souvent
omme un 
al
ul monolithique.Comme on le disait, à la base de 
e 
ube se trouvent les types simples, qui
ontiennent l'espè
e de dépendan
e le plus simple, auquel il 
onvient d'ajoutertrois autres espè
es de dépendan
es pour parvenir au 
al
ul des 
onstru
tions.
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e que l'on ajoute, on obtient les sous-systèmes remarquables suivants :� le système �2, appelé �-
al
ul à types du se
ond ordre ou en
ore �-
al
ul àtypes polymorphes, n'est en fait autre que le système F de J.-Y. Girard, etle système �! son système F!, tous deux datant de 1972 (
f. [45, 47℄) ;� le système �P peut être vu à peu près 
omme l'un des systèmes de la fa-mille des langages automath de N. De Bruijn, datant de 1980, ou 
omme lesystème LF de R. Harper, F. Honsell et G. Plotkin (
f. [52℄) en 1987 ;� le système �P2 a été étudié sous 
e nom en 1988 par G. Longo et E. Moggidans [71℄ ;� le système �P! s'apparente à un système introduit dans [82℄ en 1991 parG.R. Renardel de Lavalette ;� le système �! n'a guère de pré
édent historique.et au sommet de tous 
es systèmes 
ulmine le 
al
ul 
omplet, 
ombinant les di-verses 
onstru
tions de 
ha
un : le 
al
ul des 
onstru
tions, étudié en 1988 parT. Coquand et G. Huet dans [20℄.Les systèmes �! et �2 peuvent aussi être donnés en leur version à la Curry, etil existe dans [44℄ une version à la Curry par P. Giannini et S. Ron
hi Della Ro

ade �!, datant de 1988. S'il semble également possible de donner des versions àla Curry de �!, en revan
he, il paraît né
essaire d'avoir un typage à la Chur
hdès l'instant où l'on a le type de dépendan
es introduit dans �P et, naturellement,dans les 
al
uls le 
ontenant, i.e. �P2, �P!, et le 
al
ul des 
onstru
tions.Les quatre espè
es de dépendan
es dont on vient de parler sont les suivantes :� les termes dépendant de termes ;� les termes dépendant de types ;� les types dépendant de types ;� les types dépendant de termes.Les termes dépendant de termes sont à la base du système de typage ; 
'estl'unique espè
e de dépendan
e existant dans �!, et on la trouve dans tous lessystèmes. Ainsi, lorsque l'on déduit de F : �!� et M : � que FM : �, on a
onstruit un terme dépendant d'un terme : le terme FM dépend du terme M.Les termes dépendant de types se trouvent dans le système F (ou �2) : ainsi,dans 
e système, on peut 
onstruire des termes de la sorte : G : 8�(�). Ces termesvéri�ent que lorsqu'on les applique à un type A, le terme obtenu est GA : �f��Ag,et l'on peut ainsi 
onstruire des termes dépendant de types : le terme GA dépenddu type A.Les types dépendant de types sont une idée assez naturelle survenant en obser-vant qu'il existe une relation de type fon
tionnel entre types : ainsi, �!� et �!�



28 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESsemblent être l'image par une même fon
tion de, respe
tivement, � et �. Pourpouvoir formaliser 
e type de dépendan
e, il suÆt d'introduire des fon
tions pou-vant abstraire non plus des variables de termes mais aussi des variable de types,
e que fait le système �!. Dans de tels systèmes, les types ne sont plus de simples
onstru
tions d'un méta-langage informel, mais bel et bien des 
onstru
tions dusystème lui-même, et l'on dispose d'un type spé
ial (que l'on appelera par la suiteune sorte), noté �, pour les re
onnaître. Les fon
tions manipulant 
es types sontappelées 
onstru
teurs, et l'on peut leur donner des « types » induits par la gram-maire K ::= � j K!K, qui sont identi�és dans le système au moyen d'un nouveausymbole de 
onstante, noté �. Pour revenir au petit exemple supra, la fon
tionserait f = ��:�:�!�, et f� serait un type dépendant du type �.En�n, les types dépendant de termes sont en fait intuitivement assez fa
ilesà saisir, mais sont toutefois diÆ
iles à formaliser. Un exemple simple est le typeAN!B, où A et B sont des types et N est un terme représentant un entier naturel.On introduit 
ette possibilité en étendant la grammaire vue supra pour les « types »de 
onstru
teurs par K ::= � j K!K j N!K, où N est un terme. Si l'on a ensuiteF : A!�, et N : A un terme de type A, on obtient don
 en FN : � un typedépendant du terme N. Cette dépendan
e est liée à l'idée de produit 
artésienpour les types : en e�et, si pour tout terme a : A on peut former un type Ba, onpeut vouloir 
réer la fon
tion �a: A:Ba. Cette fon
tion devrait avoir pour type leproduit 
artésien de tous les Ba. Cette notion permet d'étendre le 
as des types! des termes dépendant de termes : en e�et, on peut les 
onsidérer 
omme unproduit 
artésien où B ne dépendrait pas de a. Cette présentation intuitive destypes dépendants ayant déjà été abordée dans l'introdu
tion, l'on ne s'y étendrapas davantage.2.3. Types pour les 
al
uls à substitutions expli
itesUne fois le 
al
ul étendu par les substitutions expli
ites, il est intéressantd'étendre également le système de types pour traiter lesdites substitutions. Pourdonner i
i une idée de la manière dont 
ela est fait, l'on va employer la syntaxedu �x-
al
ul pour lui étendre les types simples.Pour des raisons de 
ohéren
e, on s'attend à 
e que le terme Ahx�Bi ait lemême type que le terme �x-équivalent (�x:A)B. Or, 
e terme se type 
omme suit :�; x : � ` A : �� ` �x:A : �!� (abs) R� ` B : �� ` (�x:A)B : � (app)



CHAP. PREMIER � GÉNÉRALITÉS 29et il semble naturel d'introduire en 
onséquen
e la �gure de typage suivante pourtyper les termes 
ommençant par une substitution expli
ite :�; x : � ` A : � � ` B : �� ` (�x:A)B : � (substitution).Si l'on essaye de voir à quoi 
e typage est asso
ié via la 
orrespondan
ede Curry-Howard(-De Bruijn), on peut observer qu'en �tant la dé
oration syn-taxique, il se révèle être essentiellement la règle de logique suivante :�; � ` � � ` �� ` �en laquelle on re
onnaît une 
oupure en dédu
tion naturelle.De nombreux travaux sont présents dans la littérature à propos de l'adjon
-tion de la 
oupure aux systèmes de types du �-
al
ul en relation à l'adjon
tionà la syntaxe de la substitution expli
ite. On pourra entre au 
iter prin
ipalementles arti
les [31℄ de R. Di Cosmo et D. Kesner et [32℄ de R. Di Cosmo, D. Kesneret E. Polonovski, ainsi que les travaux de R. Verstergaard et J. Wells dans [96℄ou en
ore de H. Herbelin dans [54℄. Ces appro
hes 
onsidèrent toutes des par-ties du �-
ube, et, pour la plupart, se pla
ent dans le 
adre des 
al
uls à indi
esde De Bruijn. On peut également 
iter [77, 78, 7℄, C. Mu�noz et N. Bj�rner intro-duisent le système ��L, qui étend les types dépendants à un 
al
ul de substitutionsexpli
ites à indi
es de DeBruijn. Par ailleurs, dans [30℄, S. Lengrand, P. Les
anne,D. Dougherty, M. Dezani-Cian
aglini et S. Van Bakel étendent les types à inter-se
tion à une variante du �x-
al
ul.On peut par ailleurs mentionner que la 
oupure n'est pas seulement une ad-jon
tion que l'on souhaite faire ad ho
 aux systèmes de types purs pour prendreen 
harge la substitution expli
ite, elle présente un intérêt per se, et l'on peutd'ailleurs 
iter à 
et e�et [50℄, où F. Gutiérrez et B. Ruiz proposent un 
al
ulave
 
oupure dans le 
adre des systèmes de types purs, mais leur point de vue esti
i quelque peu éloigné du n�tre, 
ar leur 
al
ul n'est pas à substitutions expli
ites,mais un 
al
ul de séquents.D'autres appro
hes seront également exposées dans un historique présentédans le 
hapitre suivant.



30 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITES3. Systèmes de types pursS. Berardi et J. Terlouw ont, indépendamment l'un de l'autre, fourni dansleurs travaux en 1989 des méthodes générales permettant d'engendrer de manièresystématique des systèmes de types à la Chur
h pour le �-
al
ul. Ces méthodesont abouti aux systèmes de types purs, qui sont un formalisme simple et élégantpermettant de dé
rire de nombreux systèmes de types, parmi lesquels en parti
u-lier 
eux dits du �-
ube, 
ette dé
omposition hiérar
hique du 
al
ul des 
onstru
-tions que l'on vient de présenter. Comme on l'a mentionné, 
ette dé
omposition aété introduite par H. Barendregt, lequel a donné ultérieurement dans [6℄ une pré-sentation formelle et systématique des systèmes de types purs, ainsi que de leursprin
ipales propriétés.Dans 
ette partie, le le
teur trouvera une dé�nition des systèmes de types purs,ainsi que la manière d'y 
onstruire le �-
ube, et en�n, les propriétés les plus re-marquables de 
es systèmes.3.1. Dé�nition et 
ara
téristiquesDe manière formelle, les systèmes de types purs sont dé�nis 
omme suit :Dé�nition 1.3 : système de types pur ; sorte, axiome, règlePar système de types pur, on entend un triplet T = (S; A; R) véri�ant queA � S2et R � S3. Les éléments de S,A et R sont respe
tivement appelés sortes, axiomeset règles du système de types pur T.Les sortes d'un système de types pur sont en fait ses types « élémentaires »,tandis que les axiomes indiquent les relations existant entre 
es sortes. Ainsi, onpeut distinguer deux 
atégories de sortes :Dé�nition 1.4 : sortes typables/terminalesSoit T = (S; A; R) un système de types pur. Soit � une sorte de T. Cette sorte estdite terminale si f�g � S \A = ;. Dans le 
as 
ontraire (i.e. si � apparaît 
ommesujet dans un axiome), elle est dite typable.La dé�nition 1.3 
ara
térise un système de types par ses types élémentaires,les sortes, les relations existant entre 
es types, les axiomes, et en�n des règles quiprendront leur sens plus tard puisqu'elles intéressent le 
al
ul, en imposant des
ontraintes sur les dépendan
es autorisées dans les types 
omposés.Naturellement, à 
ette dé�nition formelle, qui 
onstitue en quelque sorte unespé
i�
ation du système de types, vient s'ajouter un 
al
ul sous-ja
ent, basé surle �-
al
ul typé à la Chur
h et dé�ni 
omme suit :



CHAP. PREMIER � GÉNÉRALITÉS 31Dé�nition 1.5 : T-expressionsSoient T = (S; A; R) un système de types pur, et U un ensemble in�ni de va-riables. On dé�nit alors l'ensemble E(T) des T-expressions par la grammaire al-gébrique suivante, où les symboles � et x dé
rivent respe
tivement les ensemblesdes sortes et des variables (� 2 S ; x 2 U) :E ::= � (sorte)j x (variable)j EE (appli
ation)j �x:E:E (abstra
tion)j �x:E:E (quanti�
ation)Sur 
es termes, on dé�nit usuellement les notions de variables libres et liées :Dé�nition 1.6 : variables libres/liées pour les systèmes de types purs impli
itesSoit T un système de types pur. Soit M une T-expression.On dé�nit l'ensemble fv (M) des variables libres deM indu
tivement 
omme suit :� fv (�) = ; ;� fv (x) = fxg ;� fv (�x:L:M) = (fv (M)nfxg) [ fv (L) ;� fv (�x:L:M) = (fv (M)nfxg) [ fv (L) ;� fv (MN) = fv (M) [ fv (N).De façon analogue, on dé�nit l'ensemble bv (M) des variables liées de M :� bv (�) = ; ;� bv (x) = ; ;� bv (�x:L:M) = fxg [ bv (L) [ bv (M) ;� bv (�x:L:M) = fxg [ bv (L) [ bv (M) ;� bv (MN) = bv (M) [ bv (N).On dé�nit également la 
lassique �-
onversion :Dé�nition 1.7 : �-
onversionSoit T un système de types pur. L'�-
onversion �� est dé�nie sur (E(T))2 par :� si M = x 2 U, M �� N si N = x ;� si M = � 2 S, M �� N si N = � ;� si M = �x:A:P, M �� N si N = �y:B:R, ave
 A �� B et Pfx�zg �� Rfy�zgpour tout z sauf un nombre �ni ;� si M = �x:A:P, M �� N si N = �y:B:R, ave
 A �� B et Pfx�zg �� Rfy�zgpour tout z sauf un nombre �ni ;� si M = PQ, M �� N si N = RS ave
 P �� R et Q �� S.Il est aisé de véri�er que �� est une relation de 
ongruen
e sur les T-expressions.



32 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESL'�-
onversion étant une 
ongruen
e, on peut 
onsidérer les expressions à�-
onversion près � on prend en e�et 
e parti plut�t que 
elui de la 
onsidérerinformellement 
omme une opération administrative à e�e
tuer à la volée. Onraisonne alors non plus sur les expressions, mais sur leurs 
lasses d'équivalen
emodulo �-
onversion, que l'on appelle les termes du 
al
ul :Dé�nition 1.8 : �T-
al
ulOn 
onsidère l'ensemble quotient �T = E(T)=��, dont les éléments sont appeléstermes du �T-
al
ul. L'�-
onversion �� étant une 
ongruen
e, les opérations deE(T) (i.e. l'abstra
tion, l'appli
ation, la quanti�
ation) s'étendent 
anoniquementaux termes de �T.Dans la suite, on adoptera pour le 
hoix des représentants des termes du 
al
ulla 
onvention de Barendregt, qui stipule qu'une variable liée � dont on peut tou-jours librement 
hanger le nom par �-
onversion � doit avoir un nom distin
t detoute autre variable. (En parti
ulier, 
ela interdit de faire apparaître une variableà la fois libre et liée dans un terme, et oblige de donner à deux variables liéesdistin
tes des noms distin
ts.)On dote ensuite le 
al
ul sous-ja
ent à un système de types pur ainsi dé�nid'une sémantique opérationnelle par l'adjon
tion de la relation de �-rédu
tion du�-
al
ul typé à la Chur
h :Dé�nition 1.9 : �-rédu
tion, �-
onversionSoit T un système de types pur. La �-rédu
tion ��! est la relation de rédu
tion surles T-expressions induite par la règle :(�) (�x:A:B)C �! Bfx�Cgoù fx�Cg est une substitution impli
ite � i.e. Bfx�Cg désigne l'expression Boù 
haque o

urren
e libre de x est rempla
ée par une sous-expression C. La�-
onversion, notée ��, est la 
l�ture ré�exive, symétrique et transitive de ��!.Les notions supra 
onstituent l'aspe
t 
al
ulatoire des systèmes de types purs.Sur 
ela vient se gre�er un aspe
t logique, par le biais de jugements de typage,qui peuvent être interprétés via la 
orrespondan
e de Curry-Howard(-De Bruijn)
omme des assertions logiques. Le typage s'e�e
tue par le moyen suivant :Dé�nition 1.10 : assertion, 
ontexte, jugement (valide) de typageSoit T un système de types pur.On appelle assertion de typage un 
ouple de T-expressions noté S : P, dont lesélément S et P sont appelé respe
tivement son sujet et son prédi
at.
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ontexte de typage une suite �nie6 d'assertions de types dont les sujetssont des variables distin
tes. L'ensemble de 
es variables est appelé le domainedu 
ontexte, et leur suite ordonnée, son support. Le 
ontexte vide est noté [ ℄, et la
on
aténation de 
ontextes de domaines disjoints est notée par une virgule.On appelle jugement de typage une expression de la forme � ` T M : N, où �est un 
ontexte de typage et M : N une assertion de typage. Un jugement estdit valide s'il dérive de l'appli
ation des �gures7 d'inféren
e présentées dans latable 1 supra. L'indi
e T peut être omis s'il n'y a pas d'ambiguïté.(�; �) 2 A` � : � (axiome)� ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : � (règle)� ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : A (hypothèse)� ` A : B � ` C : � x < dom(�)�; x : C ` A : B (a�aiblissement)� ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` �x:A:M : (�x:A:B) (� - introdu
tion)� `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bfx�Ng (� - élimination)� `M : A � ` B : � A �� B� `M : B (
onversion)Tab. 1 � Figures d'inféren
e valides pour les systèmes de types purs (impli
ites)Dé�nition 1.11 : 
ontexte bien forméUn 
ontexte � = [x1 : A1; : : : ; xn : An℄ est dit bien formé si pour tout k de [[1; n℄℄,il existe une sorte �k telle que [x1 : A1; : : : ; xk�1 : Ak�1℄ ` Ak : �k.6et non un ensemble : 
omme on l'a déjà expliqué, le fait que termes et types ne soient pas des
atégories syntaxiques distin
tes engendre des dépendan
es entre variables, 
e qui impose que les
ontextes de typage soient ordonnés7
omme indiqué dans la note p. 24, on parle de �gures plut�t que de règles, 
e dernier termeétant réservé aux règles (triplets de sortes) d'un système de types pur



34 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITES3.2. Propriétés généralesOn va maintenant rappeler diverses propriétés générales des systèmes de typespurs, desquelles on ne donnera pas de démonstrations, 
ar 
elles-
i peuvent êtretrouvées dans [6℄, auquel pourra se référer le le
teur désireux de les 
onsulter.Lemme 1.3 : Initialisation pour les systèmes de types purs impli
itesSoient � un 
ontexte bien formé et T = (S;A;R) un système de types pur.(i) Si (� : �) 2 A, alors � ` � : �.(ii) Si (u : V) 2 �, alors � ` u : V.Lemme 1.4 : Engendrement pour les systèmes de types purs impli
itesSoient � un 
ontexte et M, T deux �T-termes tels que � `M : T. Alors :(i) si M = � 2 S alors9 � 2 S (T �� � ^ (� : �) 2 A) ;(ii) si M = x 2 U alors9 � 2 S 9U 2 �T (� ` U : � ^ (x:U) 2 � ^ T �� U) ;(iii) si M = �x:A:B alors9 (�;�;�) 2 R (� ` A : � ^ �; x : A ` B : � ^ T �� �) ;(iv) si M = �x:A:B alors9 � 2S 9C 2�T (� ` (�x:A:C) : � ^ �; x : A ` B : C ^ T���x:A:C) ;(v) si M = AB alors9C;D 2 �T (� ` A : (�x:C:D) ^ � ` B : C ^ T �� Dhx�Bi).Ce lemme est fort utile 
ar il permet la re
onstru
tion de jugements de typageà partir de leur 
on
lusion.Lemme 1.5 : Substitution pour les systèmes de types purs impli
itesSoit T un système de types pur.Soient �; x : A;� ` T M : B un jugement de typage valide et N un T-terme telsque � ` T N : A soit un jugement de typage valide.Alors le jugement de typage �;�fx�Ng ` T Mfx�Ng : Bfx�Ng est valide.Du point de vue des substitutions expli
ites, 
e lemme semble d'une impor-tan
e 
ru
iale, 
ar il tou
he vraiment à la partie déli
ate de l'expli
itation, pourdes raisons que l'on va exposer.D'une part, il est fondamental dans la démonstration de la rédu
tion du sujetpour les systèmes de types purs � il permet en e�et d'intervertir l'ordre dans lequel



CHAP. PREMIER � GÉNÉRALITÉS 35sont e�e
tuées deux 
oupures. On peut remarquer d'ailleurs un rapport net ave
 leproblème de 
omposition des substitutions exposé à la partie pré
édente. En e�et,
e lemme permet, étant donné un jugement de la forme �; x : U; y : V `M : W,de 
hoisir si l'on e�e
tue d'abord une 
oupure sur x puis sur y, 
e qui produiraun jugement de la forme � `Mfx�Xgfy�Yg : T, ou inversement, 
e qui produiraun jugement de la forme � `Mfy�Ygfx�Xfy�Ygg : T. On voit que la di�éren
eentre les deux 
orrespond à une 
omposition.D'autre part, l'énon
é du lemme laisse penser qu'il sera diÆ
ile à retrans-
rire ave
 des substitutions expli
ites, 
ar la rédu
tion du sujet est né
essaire poure�e
tuer des opérations d'interversion de substitutions indispensables pour rai-sonner indu
tivement, puisque, 
omme on l'a indiqué, l'on n'a à disposition quela x-
onvertibilité pour résoudre le problème de la 
omposition.On se retrouve don
 i
i ave
 une apparente interdépendan
e entre la substitu-tion et la rédu
tion du sujet, 
e qui laisse présager de diÆ
ultés dans l'adaptationde 
e résultat. Ce point sera abordé plus longuement dans le 
hapitre ii 
onsa
réaux systèmes de types purs ave
 substitutions expli
ites.Théorème 1.6 : Corre
tion pour les systèmes de types purs impli
itesSoit T un système de types pur.Soient � un 
ontexte de typage et A, B deux T-termes tels que le jugement detypage � ` T A : B soit valide.Alors B est une sorte ou il existe une sorte � telle que � ` T B : � soit valide.Ce théorème, qui se démontre aisément par une indu
tion sur le jugement, estde première importan
e, 
ar il garantit en fait que les types apparaissant dans unjugement valide non seulement sont de la forme voulue, i.e. des sortes (types élé-mentaires) ou des quanti�
ations (types 
omposés), mais également qu'ils sontd'une 
ertaine façon 
onformes à la spé
i�
ation fournie dans le système de typespur T : en e�et, intuitivement, 
e théorème garantit qu'un type 
omposé a né
es-sairement été introduit par l'emploi de la �gure d'inféren
e (règle), où la prémisse(�; �; �) 2 R impose 
ette 
onformité aux spé
i�
ations du système.L'adaptation de 
e théorème dans le 
as des substitutions expli
ites sera dif-�
ile, pour diverses raisons déjà envisagées par R. Bloo dans sa thèse de do
-torat [9℄, sur lesquelles on reviendra en détail dans le 
hapitre ii 
onsa
ré auxsystèmes à substitutions expli
ites. On verra en parti
ulier la né
essité d'appro-fondir 
ette notion de type « 
orre
t », qui intervient par ailleurs souvent 
ommeprémisse dans les �gures d'inféren
e de typage.



36 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESLe 
orollaire suivant du théorème de 
orre
tion des types dé
oule dire
tementde la dé�nition des sortes terminales (1.4) :Corollaire :Soit T un système de types pur.Soient � un 
ontexte de typage et A, B deux T-termes tels que le jugement detypage � ` T A : B soit valide.Alors soit B est une sorte terminale, soit il existe une sorte � telle que � ` T B : �soit valide.Ce 
orollaire peut sembler n'être qu'une simple paraphrase du théorème de
orre
tion des types (
f. t
-ipts). Toutefois, il établit une distin
tion fondamentaleen isolant le 
as problématique des sortes terminales. En e�et, ainsi que l'indiquaitdéjà R. Bloo dans [9℄, 
'est 
e 
as parti
ulier qui, seul, posera problème pour éta-blir les 
onditions de 
orre
tion des types dans le 
as des substitutions expli
ites,
omme on le verra plus tard.Théorème 1.7 : Rédu
tion du sujet pour les systèmes de types purs impli
itesSoit T un système de types pur.Soient � un 
ontexte de typage et A, A0, B trois T-termes tels que le jugement detypage � ` T A : B soit valide et A ��!A0.Alors le jugement de typage � ` T A0 : B est valide.Le théorème pré
édent est une propriété fondamentale des systèmes de types.En e�et, les propriétés telles que le type d'un terme semblent devoir être indé-pendante de l'évolution 
al
ulatoire de 
e terme � lorsqu'en programmation uneexpression est de type entier, on s'attend raisonnablement à 
e qu'elle ne deviennepas une fon
tion sur les booléens au 
ours de son évaluation.Cette propriété sera diÆ
ile à obtenir dans le 
as des substitutions expli
ites ;en parti
ulier, on verra que dans 
ertains formalismes proposés auparavant pourétendre les systèmes de types purs aux 
al
uls à substitutions expli
ites, la rédu
-tion du sujet n'est pas satisfaite.Cette diÆ
ulté est, 
omme on l'a mentionné plus haut, liée à la diÆ
ulté d'éta-blir le lemme de substitution dans le 
as expli
ite, du fait que le passage auxsubstitutions expli
ites transforme une égalité syntaxique entre termes de mêmeforme x-normale en une simple �x-
onvertibilité, 
e qui 
omplique 
onsidérable-ment le passage à l'indu
tion.Ce point sera largement dis
uté dans le 
hapitre ii 
onsa
ré aux systèmes detypes purs à substitutions expli
ites.
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tion du ���-
ube en systèmes de types pursDans 
e formalisme, le �-
ube peut se 
onstruire de façon systématique etélégante. Pour 
e faire, on utilise une 
lasse parti
ulière de systèmes :Dé�nition 1.12 : système de types pur élémentaire (
omplet)Étant donné un ensemble non vide de sortes S, on appelle règle élémentaire touttriplet de la forme (�; �; �), 
e que l'on dénote en abrégé par [�; �℄. L'ensembledes règles élémentaires formées ave
 les éléments de S se note ReS.Un système de types pur T = (S; A; R) est dit élémentaire si R � ReS et élémen-taire 
omplet si R = ReS.Le système de types pur 
orrespondant au �-
al
ul simplement typé est lesystème élémentaire suivant : �! = (f�;�g; f� : �g; f[�; �℄g).Les systèmes de types du �-
ube sont alors dé�nis simplement 
omme lessystèmes élémentaires prolongeant �!, i.e. les systèmes qui ont mêmes sortes etaxiome que �! et dont les règles sont élémentaires et 
ontiennent [�; �℄.Suivant que l'on ajoute l'une des trois autres règles élémentaires, on par
ourtalors une arête dans le 
ube : vers le haut, on ajoute [�; �℄ ; vers la droite, [�; �℄ ;et vers le fond, [�; �℄.De plus, on remarque que le sommet du �-
ube, le 
al
ul des 
onstru
tions,
orrespond au système élémentaire 
omplet prolongeant �!, dont la spé
i�
ationformelle est �C = (f�;�g; f� : �g;Ref�;�g).
λ 2λ F λ P 2

λωλ Fω λPω λC

=

= =

λ λ P

λω λ PωFig. 3 � Le �-
ube de BARENDREGTOn voit i
i à quel point le formalisme des systèmes de types purs est adaptéà la 
onstru
tion du �-
ube, en parti
ulier lorsque l'on s'intéresse d'un peu plusprès à la spé
i�
ation des systèmes du �-
ube.



38 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESComme on l'a mentionné pré
édemment dans les systèmes de types purs,
haque sorte 
ara
térise une espè
e de types. Or, le 
al
ul des 
onstru
tions, quipermet la 
onstru
tion de tout genre de dépendan
e envisageable entre termes ettypes, ne sépare pas les expressions à valeur de termes et les expressions à valeurde types, qui sont toutes des T-expressions.C'est pourquoi les systèmes 
omportent deux sortes, � et �, qui 
ara
térisentrespe
tivement les types d'expressions à valeur de termes et les types d'expres-sions à valeur de type, 
e que 
on�rme l'axiome � : �, qui dit simplement qu'�,sorte typant les types d'expression à valeur de termes, est elle-même subséquem-ment un type d'expressions à valeurs de types, don
 typable par �.Par ailleurs, 
haque règle élémentaire permet de 
onstruire une espè
e de dé-pendan
e entre termes et types :� (�; �; �) permet le typage de termes dépendant de termes ;� (�; �; �) permet le typage de types dépendant de termes ;� (�;�;�) permet le typage de types dépendant de types ;� (�;�;�) permet le typage de termes dépendant de types.De manière plus détaillée, le �-
ube des systèmes de types purs se 
omposedes systèmes suivants :� �! = (f�;�g; f� : �g; f(�; �; �)g) ;� �! = (f�;�g; f� : �g; f(�; �; �); (�;�;�)g) ;� �2 = (f�;�g; f� : �g; f(�; �; �); (�; �; �)g) ;� �P = (f�;�g; f� : �g; f(�; �; �); (�;�;�)g) ;� �! = (f�;�g; f� : �g; f(�; �; �); (�; �; �); (�;�;�)g) ;� �P2 = (f�;�g; f� : �g; f(�; �; �); (�; �; �); (�;�;�)g) ;� �P! = (f�;�g; f� : �g; f(�; �; �); (�;�;�); (�;�;�)g) ;� �P! = (f�;�g; f� : �g; f(�; �; �); (�; �; �); (�;�;�); (�;�;�)g).Il est fa
ile de voir 
ela lorsque l'on regarde la �gure d'inféren
e (règle) :� ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : � .Si l'on 
onsidère les systèmes de types en question dans leur présentation 
las-sique, on se rend 
ompte que le quanti�
ateur � représente diverses 
onstru
tionsselon la règle à laquelle il est asso
ié. Ainsi, ave
 la règle (�; �; �) seule, on nepeut 
onstruire que les types équivalant à un type ! (dans (�x:A:�:B:�) : �, Bne peut, du fait du jeu des sortes, pas 
ontenir d'o

urren
e réelle de x, et 
etteexpression équivaut A!B.) De même, la règle (�;�;�) permet par exemple la
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onstru
tion de types 
omme �x:�:�:x:�, 
e qui représente une quanti�
ation uni-verselle 
omme dans le système F de Girard. La règle (�;�;�) permet d'é
riredes fon
tions sur des types, de manière très analogue aux fon
tions sur les termesque permet d'é
rire (�; �; �). Quant à la règle (�;�;�), 
'est elle qui permet d'in-troduire des termes dépendants de types.Outre les résultats présentés pré
édemment, qui étaient satisfaits en toute gé-néralité pour tout système de types pur. On va maintenant donner des résultats plusparti
uliers, qui seraient faux en général, mais sont vrais dans le 
as parti
ulier dessystèmes du �-
ube.Dé�nition 1.13 : normalisation forteUn système de types pur T est dit fortement normalisant s'il satisfait la propriétéénon
ée i
i :soient � un 
ontexte et A : B une assertion tels que que le jugement � ` T A : Bsoit valide. Alors ni A ni B n'admet de 
haîne in�nie de �-rédu
tion.On peut remarquer que, du fait du théorème de 
orre
tion des types, 
ette dé-�nition est équivalente à une dé�nition où l'on exige simplement la normalisationforte de sujet du jugement, 
elle du prédi
at provenant du fait qu'il est une sorte(don
 un terme �-irrédu
tible, et a fortiori fortement normalisant), soit lui-mêmele sujet d'un jugement de 
orre
tion.Cette propriété de normalisation forte, peut, tout 
omme 
elle de rédu
tiondu sujet, être 
onsidérée 
omme fondamentale, en parti
ulier dans une optiquede programmation, où l'on pourrait la formuler 
omme suit : l'évaluation d'unprogramme 
orre
t (i.e. d'un terme typable) doit s'a
hever en un temps �ni.On verra plus tard que 
e
i pose également problème dans le 
as expli
ite,
ar dans 
e formalisme apparaîtront né
essairement des termes analogues à dessortes mais rédu
tibles et potentiellement non fortement normalisants. Ce pointégalement sera évoqué plus tard.Théorème 1.8 : Normalisation forte dans les s.t.p. impli
ites du �-
ubeLes systèmes de types purs du �-
ube (�!, �!, �2, �P, �!, �P2, �P!, �P!) sontfortement normalisants.
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CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 431. Dé�nition1.1. HistoriqueComme on l'a déjà mentionné plus t�t, divers travaux 
onsidèrent l'exten-sion de diverses parties du �-
ube, pour la plupart dans des 
al
uls à indi
es deDe Bruijn. On pourra 
iter prin
ipalement les arti
les [31℄ de R. Di Cosmo etD. Kesner et [32℄ de R. Di Cosmo, D. Kesner et E. Polonovski, respe
tivementen 1997 et 2003 ainsi que les travaux de R. Verstergaard et J. Wells dans [96℄en 2001 ou en
ore de H. Herbelin en 2001 dans [54℄, ainsi que [77, 78, 7℄, où en2000-2001, C. Mu�noz et N. Bj�rner introduisent le système ��L, qui étend lestypes dépendants à un 
al
ul de substitutions expli
ites à indi
es de De Bruijn.Une autre appro
he au problème de la 
oupure pour les systèmes de typespurs peut être trouvé dans l'arti
le [12℄ de 1996 de R. Bloo, F. Kamareddine etR. Nederpelt, ou en
ore dans l'arti
le [87℄ de 1994 de P. Severi et E. Poll. Cestravaux 
onsidèrent des systèmes de types purs ave
 des dé�nitions. Les dé�ni-tions ressemblent aux substitutions en 
e sens qu'elles 
onsistent également enl'assignation d'un terme à une variable, mais au 
ontraire de 
elles-
i, elles sontpla
ées dans le 
ontexte de typage, et, 
omme elles ne font, par 
onséquent, paspartie de la syntaxe des termes, elles sont assez éloignées des substitutions expli-
ites.En�n, il 
onvient de mentionner divers autres travaux 
onsidérant des substi-tutions expli
ites. M. Stre
ker, dans sa thèse de do
torat [89℄ de 1999, 
onsidèreégalement des substitutions, mais atta
hées uniquement à des méta-variables, 
ar,
omme il l'indique, « le 
al
ul des termes devient plus 
omplexe si la substitu-tion expli
ite peut survenir dans des positions arbitraires dans les termes, et nesont pas atta
hées à des méta-variables ». Quant à L. Magnusson, elle introduiten 1995 dans sa thèse de do
torat [72℄ un 
al
ul de substitutions expli
ites dansla théorie des types de Martin-Löf. En 1999, M.O. Stehr et J. Meseguer intro-duisent une forme de systèmes de types purs ave
 substitutions expli
ites, maisdans le 
adre de la membership equational logi
.Les travaux les plus pro
hes de 
eux qui vont être présentés i
i sont 
eux deR. Bloo, qui dans sa thèse [9℄ en 1997 introduit des systèmes de types purs baséssur le �x-
al
ul, lesquels sont ensuite développés dans son arti
le [10℄ en 2001.Comme on l'a dit, 
es systèmes sont basés sur la syntaxe du �x-
al
ul, présentéau 
hapitre pré
édent. Le le
teur pourra se reporter au § 1.3 pour de plus amplespré
isions.



44 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESLes �gures de typages de R. Bloo sont présentées dans la table 2 infra.(�; �) 2 A` � : � (axiome)� ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : � (règle)� ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : A (hypothèse)� ` A : B � ` C : � x < dom(�)�; x : C ` A : B (a�aiblissement)� ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` �x:A:M : (�x:A:B) (� - introdu
tion)� `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bfx�Ng (� - élimination)�; x : A `M : B � ` N : A� `Mhx�Ni : Bfx�Ng (
oupure)� `M : A � ` B : � A �� B� `M : B (
onversion)Tab. 2 � Figures d'inféren
e de type valides pour les systèmes de types purs expli-
ites de R. BLOOOn peut noter en parti
ulier que 
e système traite de façon di�érente les sub-stitutions survenant en sujet ou en prédi
at dans les assertions de typage : ellessont expli
ites en partie gau
he et impli
ites en partie droite, 
e qui peut sembler
ontestable. En outre, 
e système présente le problème majeur de ne pas véri�erla rédu
tion du sujet, point sur lequel on reviendra plus tard.1.2. Syntaxe et rédu
tionLa dé�nition formelle basique des systèmes de types purs reste in
hangée : parsystème de types pur expli
ite, on entend toujours un triplet (S;A;R) de sortes,axiomes et règles, qui 
onstitue en fait la spé
i�
ation du système, à laquelle vont
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al
ul sous-ja
ent et un système d'inféren
e de types, qui, eux, serontdistin
ts de 
eux des systèmes de types purs pour 
al
uls à substitutions impli
ites.Le fait que 
ette dé�nition reste in
hangée permettra par la suite d'établir une
orrespondan
e 
anonique entre un système de types pur expli
ite d'une part et,d'autre part, le système 
orrespondant � i.e. ayant la même spé
i�
ation formelle� dans les systèmes usuels (impli
ites).Dé�nition 2.1 : �Tx-expressionsSoient T = (S;A;R) un système de types pur, et U un ensemble in�ni de va-riables. On dé�nit alors l'ensemble Ex(T) des Tx-expressions par la grammairealgébrique suivante :E ::= � (sorte)j x (variable)j 
x (
-
onstante)j EE (appli
ation)j �x:E:E (abstra
tion)j �x:E:E (quanti�
ation)j Ehx�Ei (substitution)où � et x dé
rivent respe
tivement les ensembles des sortes et des variables (i.e. :� 2 S ; x 2 U). Étant donné un terme M, on désigne par ov(M) l'ensemble desvariables o

urrant dans M.Les éléments de la forme 
x peuvent être vus 
omme des « variables insub-stituables », mais, d'un point de vue de ré
riture, il s'agit de 
onstantes. Leurintrodu
tion est né
essaire pour pouvoir 
onsidérer le 
al
ul de rédu
tion asso
ié
omme un système de ré
riture. Ce point sera abordé plus loin.On peut, selon la manière usuelle, dé�nir les notions de sous-terme et de sous-terme propre :Dé�nition 2.2 : sous-terme (propre)On introduit deux notions, � et �, respe
tivement « être un sous-terme de » et« être un sous-terme propre de », 
onjointement 
omme suit :M � M M � NM � NM � AM � �x:A:B M � BM � �x:A:B M � AM � �x:A:B M � BM � �x:A:BM � AM � AB M � BM � AB M � AM � Ahx�Bi M � BM � Ahx�Bi



46 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESTraditionnellement, l'on établit la distin
tion entre variables libres et liéesd'une expression, 
omme on l'a vu dans le 
as du �-
al
ul ou des systèmes detypes purs à substitutions impli
ites. Il est possible également de dé�nir i
i 
esdeux espè
es de variables, de manière analogue au 
as impli
ite, sa
hant queMhx�Ni a les mêmes variables libres et liées que l'expression �x:N:M (i.e. xest liée dans M mais pas dans N) :Dé�nition 2.3 : variables libres/liées dans les systèmes de types purs expli
itesSoit T un système de types pur. Soit M une Tx-expression.On dé�nit l'ensemble fv(M) des variables libres de M indu
tivement 
omme suit :fv(�) = ;fv(x) = fxgfv(
x) = ;fv(�x:L:M) = (fv(M)nfxg) [ fv(L)fv(�x:L:M) = (fv(M)nfxg) [ fv(L)fv(MN) = fv(M) [ fv(N)fv(Mhx�Li) = (fv(M)nfxg) [ fv(L)De même, on dé�nit l'ensemble bv(M) des variables liées de M 
omme suit :bv(�) = ;bv(x) = ;bv(
x) = ;bv(�x:L:M) = bv(M) [ bv(L) [ fxgbv(�x:L:M) = bv(M) [ bv(L) [ fxgbv(MN) = bv(M) [ bv(N)bv(Mhx�Li) = bv(M) [ bv(L) [ fxgOn remarque que les deux ensembles fv(M) et bv(M) re
ouvrent ov(M).Toutefois, 
ette distin
tion, fondamentale dans le 
as impli
ite, n'est pas to-talement adaptée dans le 
as de substitutions expli
ites, et une autre dé�nition,dinstinguant variables a

essibles et ina

essibles, semble plus appropriée.La notion de variable a

essible a été introduite par Lengrand et al. dans [30℄sous le nom d'available variables (mot à mot, variables disponibles). Elle estdé�nie 
omme suit :Dé�nition 2.4 : variables a

essibles/ina

essiblesSoit T un système de types pur. Soit M une Tx-expression.On dé�nit l'ensemble av(M) des variables a

essibles de M indu
tivement ainsi :
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x) = ;av(�x:L:M) = (av(M)nfxg) [ av(L)av(�x:L:M) = (av(M)nfxg) [ av(L)av(MN) = av(M) [ av(N)av(Mhx�Ni) = ( (av(M)nfxg) [ av(N) si x 2 av(M)av(M) si x < av(M):De même, on dé�nit l'ensemble uv(M) des variables ina

essibles de M ainsi :uv(�) = ;uv(x) = ;uv(
x) = ;uv(�x:L:M) = uv(M) [ uv(L) [ fxguv(�x:L:M) = uv(M) [ uv(L) [ fxguv(MN) = uv(M) [ uv(N)uv(Mhx�Ni) = (uv(M) [ ov(N) [ fxg si x 2 uv(M)uv(M) [ uv(N) [ fxg si x < uv(M):On remarque que les deux ensembles av(M) et uv(M) re
ouvrent ov(M).Ces notions seront 
ommentées après la dé�nition des notions de rédu
tion.Dé�nition 2.5 : �-
onversionOn dé�nit sur l'ensemble des expressions Ex(T) la relation �� dite �-
onversionindu
tivement 
omme suit :� si M = � 2 S, M �� N si N = � ;� si M = x 2 U, M �� N si N = x ;� si M = 
x, M �� N si N = 
x ;� si M = �x:A:P, M �� N si N = �y:B:R ave
 A �� B et Pfx�zg �� Rfy�zgpour tout z ex
epté un nombre �ni ;� si M = �x:A:P, M �� N si N = �y:B:R ave
 A �� B et Pfx�zg �� Rfy�zgpour tout z ex
epté un nombre �ni ;� si M = PQ, M �� N si N = RS ave
 P �� R et Q �� S ;� si M = Phx�Qi, M �� N si N = Rhy�Si, ave
 Q �� S et Pfx�zg �� Rfy�zgpour tout z ex
epté un nombre �ni.Muni de 
ette relation, il est possible de dé�nir la notion de terme du 
al
ul.



48 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESDé�nition 2.6 : �Tx-termesIl est 
lair que la relation �� est une 
ongruen
e sur les T-expressions, si bienque l'on peut dé�nir l'ensemble quotient Tx(T) = Ex(T)= ��, auquel s'étendent
anoniquement les opération de Ex(T).Les éléments de Tx(T) = Ex(T)= �� sont appelés les termes du �Tx-
al
ul.Un terme est dit pur s'il ne 
ontient pas de substitution.Dans la suite, les termes étant, sauf mention expresse du 
ontraire, 
onsidé-rés à l'�-
onversion près, l'on adoptera de nouveau la 
onvention de Barendregt :deux variables liées distin
tes ont des noms distin
ts, et une variable ne peut ap-paraître à la fois a

essible et liée.On peut maintenant dé�nir sur 
es termes une notion de rédu
tion. De mêmeque les systèmes de types purs dans le 
as impli
ite reprenaient la sémantiqueopérationnelle du �-
al
ul, la notion de rédu
tion utilisée se base sur 
elle de �x.Dé�nition 2.7 : notion de rédu
tion et de 
onversion x, �xSoient les règles de rédu
tion suivantes :(B) (�x:A:B)C B�! Bhx�Ci(quant) (�y:A:B)hx�Ci X�! �y:Ahx�Ci:Bhx�Ci(abs) (�y:A:B)hx�Ci X�! �y:Ahx�Ci:Bhx�Ci(app) (AB)hx�Ci X�! Ahx�CiBhx�Ci(subst) xhx�Ni X�! N(g
) Mhx�Ni X�! Mfx�
xg si x < av(M)(
omp) Ahx�Xihy�Yi C�! Ahy�Yihx�Xhy�YiiÀ partir de 
es règles, on dé�nit diverses notions de rédu
tion :� la x-rédu
tion, notée x�!, est dé�nie 
omme la 
l�ture 
ontextuelle de X�! ;� la �x-rédu
tion, notée �x�!, est dé�nie 
omme la 
l�ture 
ontextuelle del'union de X�! et de B�! ;ainsi que les relations d'équivalen
e asso
iées :� la x-
onversion, notée �x, est dé�nie 
omme la 
l�ture ré�exive, symétriqueet transitive de x�! ;� la �x-
onversion, notée ��x, est dé�nie 
omme la 
l�ture ré�exive, symé-trique et transitive de �x�!.



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 49Remarque :On peut faire divers 
ommentaires à 
es dé�nitions :(i) Il peut sembler paradoxal, dans un système à substitutions expli
ites, devoir apparaître une substitution impli
ite dans la règle (g
). Toutefois, ils'agit en fait i
i d'un renommage de variable � et les renommages impli
itesde 
e genre sont déjà utilisés dans l'�-
onversion8 � destiné à « tuer » lavariable x. Ce pro
édé sera 
ommenté pro
hainement.(ii) Il 
onvient également d'observer que la règle (
omp) ne saurait être ajou-tée à la x-redu
tion, 
ar elle induit visiblement une notion de rédu
tion nonnormalisante. Toutefois, on peut se passer de 
ette règle dans la mesure oùses deux membres sont x-joignables, 
omme on le verra plus tard (lemmede 
omposition infra).Par ailleurs, on dé�nit en outre sur les termes une notion de propagation
omme suit :Dé�nition 2.8 : propagationOn dé�nit une notion de re
ul, notée , au moyen des �gures suivantes :M  M (ré�exivité)Mhu�Vihx�Ni  Mhx�Nihu�Vhx�Nii (
omposition)x < av(V)Mhu�Vihx�Ni  Mhx�Nihu�Vfx�
xgi (interversion)Mhu�Vihx�Ni  Mhx�Nihu�Wi Mhx�Ni  PMhu�Vihx�Ni  Phu�Wi (séquen
e)On dé�nit ensuite 
omme suit la relation de propagation, notée �!�, au moyendes �gures suivantes :x < av(V)Mhx�Ni �!� Mfx�
xg (g
) Mhx�Ni  PMhx�Ni �!� P (re
ul)Mhx�Ni (�x:U1:U2)hx�Ni � � � huk�Wki � � � Uihx�Ni �!� U0iMhx�Ni �!� (�x:U01:U02) � � � huk�Wki � � � (�-retard)Mhx�Ni (�x:U1:U2)hx�Ni � � � huk�Wki � � � Uihx�Ni �!� U0iMhx�Ni �!� (�x:U01:U02) � � � huk�Wki � � � (�-retard)8Naturellement, dans un système à �-
onversion impli
ite, il 
onviendrait d'expli
iter 
e re-nommage, mais 
es 
onsidérations sont i
i hors de propros.



50 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESMhx�Ni ((�y:U1:U2)U3)hx�Ni � � � huk�Wki � � � Uihx�Ni �!� U0iMhx�Ni �!� ((�y:U01:U02)U03)) � � � huk�Wki � � � (�-retard)Mhx�Ni (U1U2)hx�Ni � � � huk�Wki � � � Uihx�Ni �!� U0iMhx�Ni �!� (U01U02) � � � huk�Wki � � � (A-retard)ave
, dans 
e dernier 
as, U1 ne 
ommençant pas par un �.On peut noter que 
ette relation n'est pas une 
ongruen
e, mais une forme derédu
tion de tête. Elle aura un r�le important dans le système de typage. On peutdé
rire en mots l'e�et de 
ette relation de rédu
tion 
omme suit : on propage lasubstitution de tête, soit en l'�tant alors qu'elle peut être éliminée par un (g
),soit en la poussant aussi loin que l'on veut par 
omposition, sans permettre lapropagation dans l'opérande d'une substitution.Propriétés des xxx-rédu
tion et �x�x�x-rédu
tionOn a évoqué plus haut un lemme énonçant que la x-
onversion 
onserve lesvariables a

essibles. Le voi
i :Lemme 2.1 : Conservation des variables a

essiblesSoient U et V deux termes.Si U �x V, alors av(U) = av(V).Démonstration.Il suÆt de montrer que si U X�! V, alors av(U) = av(V), 
e que l'on fait par 
as :a. (quant) : (�y:A:B)hx�Ci X�! �y:Ahx�Ci:Bhx�Ciav((�y:A:B)hx�Ci) = (av(A) [ (av(B) n fyg)) [ (av(C) n fxg)= (av(A)[ (av(C) n fxg))[ ((av(B) n fyg)[ (av(C) n fxg))= av(�y:Ahx�Ci:Bhx�Ci).b. (abs) : (�y:A:B)hx�Ci X�! �y:Ahx�Ci:Bhx�Ciav((�y:A:B)hx�Ci) = (av(A) [ (av(B) n fyg)) [ (av(C) n fxg)= (av(A)[ (av(C) n fxg))[ ((av(B) n fyg)[ (av(C) n fxg))= av(�y:Ahx�Ci:Bhx�Ci).
. (app) : (AB)hx�Ci X�! Ahx�CiBhx�Ciav((AB)hx�Ci) = (av(A) [ av(B)) [ (av(C) n fxg)= (av(A) [ (av(C) n fxg)) [ (av(B) [ (av(C) n fxg))= av(Ahx�CiBhx�Ci).d. (subst) : xhx�Ni X�! NPar dé�nition des variables a

essibles, av(xhx�Ni) = av(N).e. (g
) :Mhx�Ni X�!Mfx�
xg si x < av(M)Par dé�nition des variables a

essibles, d'une part av(Mhx�Ni) = av(M)
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xg) = av(M) n fxg = av(M) 
ar x < av(M). Etdon
 av(Mhx�Ni) = av(Mfx�
xg).Dans tous les 
as, on obtient bien que X�! 
onserve les variables a

essibles.Il suÆt ensuite de passer à la 
ongruen
e pour étendre 
ette propriété à x�!,sa
hant qu'il est aisé de montrer que si av(M) = av(N), alors pour tout C[ ℄,av(C[M℄) = av(C[N℄), puis de passer à la 
l�ture ré�exive, symétrique et transi-tive pour l'étendre à �x. q.e.d.Par ailleurs, 
omme il est dit supra, la x-rédu
tion véri�e la propriété suivante :Proposition 2.2 : Normalisation forte de la x-rédu
tionLa x-rédu
tion est fortement normalisante.Démonstration.Pour montrer la normalisation forte de la x-rédu
tion, il suÆt de dé�nir sur lestermes une fon
tion de poids w à valeurs dansN véri�ant que pour 
haque axiomeL X�! R de la x-rédu
tion, on a wL > wR. On rappelle que les axiomes � donnésà la dé�nition 2.7 � de 
ette rédu
tion sont les suivants :(quant) (�y:A:B)hx�Ci X�! �y:Ahx�Ci:Bhx�Ci ;(abs) (�y:A:B)hx�Ci X�! �y:Ahx�Ci:Bhx�Ci ;(app) (AB)hx�Ci X�! Ahx�CiBhx�Ci ;(subst) xhx�Ni X�! N ;(g
) Mhx�Ni X�! Mfx�
xg.On propose la fon
tion de poids w suivante :� w(x) = 1 ;� w(
x) = 1 ;� w(�) = 1 ;� w(Ahx�Bi = w(A) � (w(B) + 1) ;� w(�x:A:B) = w(A) + w(B) + 1 ;� w(�x:A:B) = w(A) + w(B) + 1 ;� w(AB) = w(A) + w(B) + 1.On peut traiter ensemble les 
as (quant), (abs), (app). Dans 
es trois 
as, l'on aw(L) = (w(A)+w(B)+1)(w(C)+1) = (w(A)+w(B))� (w(C)+1)+w(C)+1 d'unepart et w(R) = w(A)� (w(C)+1)+w(B)� (w(C)+1) = (w(A)+w(B))� (w(C)+1)d'autre part, si bien que w(L) � w(R) = w(C) + 1 > 0.Pour (subst), on a w(L) = w(x)�(w(N)+1) = w(N)+1 d'une part, et w(R) = w(N)d'autre part, si bien que w(L) � w(R) = 1 > 0.Pour (g
), l'on a w(L) = w(M) � (w(N) + 1) d'une part, et w(R) = w(Mfx�
xg) =w(M), d'autre part, si bien que w(L) � w(R) = w(M) � w(N) > 0.Dans tous les 
as, on a bien que le poids du membre droit est stri
tement inférieur
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elui du membre gau
he.Et don
 la x-rédu
tion est bien fortement normalisante. q.e.d.Par ailleurs, on peut également montrer la 
on�uen
e de la x-rédu
tion :Lemme 2.3 : Con�uen
e de la x-rédu
tionLa x-rédu
tion est 
on�uente.Démonstration.Comme la x-rédu
tion est fortement normalisante, il suÆt de montrer que toutesses paires 
ritiques sont joignables pour montrer sa 
on�uen
e. On 
onsidèredon
 les paires 
ritiques du système, qui sont né
essairement formées au moyend'une règle de (g
), et sont don
 au nombre de trois :1°) ((�y:U:V)fx�
xg;�y:Uhx�Wi:Vhx�Wi), issue de (�y:U:V)hx�Wi.Par la 
onvention de Barendregt, y , x, et don
, 
omme x < av(�y:U:V),x < av(U) et x < av(V).Si bien que �y:Uhx�Wi:Vhx�Wi 2x�! �y:Ufx�
xg:Vfx�
xg, et 
e se
ondmembre se ré
rit �y:U:V)fx�
xg, don
 la paire 
ritique est joignable.2°) ((�y:U:V)fx�
xg; �y:Uhx�Wi:Vhx�Wi), issue de (�y:U:V)hx�Wi.Par la 
onvention de Barendregt, y , x, et don
, 
omme x < av(�y:U:V),x < av(U) et x < av(V).Si bien que �y:Uhx�Wi:Vhx�Wi 2x�! �y:Ufx�
xg:Vfx�
xg, et 
e se
ondmembre se ré
rit �y:U:V)fx�
xg, don
 la paire 
ritique est joignable.3°) ((UV)fx�
xg;Uhx�WiVhx�Wi), issue de (UV)hx�Wi.Comme x < av(UV), x < av(U) et x < av(V). Si bien que Uhx�WiVhx�Wi2x�! Ufx�
xgVfx�
xg, et 
e se
ond membre se ré
rit (UV)fx�
xg, don
 lapaire 
ritique est joignable.Toutes les paires 
ritiques sont don
 joignables. q.e.d.La 
onvergen
e de la x-rédu
tion, résultant des deux lemmes supra, permeten outre de montrer le résultat suivant :Lemme 2.4 : CompositionSoient A, B, C trois termes et x, y deux variables telles que x < av(B)[av(C)[fyg.Alors Ahx�Bihy�Ci �x Ahy�Cihx�Bhy�Cii.(On peut remarquer que la 
onvention de Barendregt rend inutile la véri�
ationde la 
ondition sur x.)Démonstration.Quitte à e�e
tuer une x-normalisation, qui n'in�ue pas sur la x-
onvertibilité 
arla x-rédu
tion est 
on�uente, on peut supposer que A est une forme x-normale.
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ède par indu
tion sur A.Si A est une variable, plusieurs 
as se présentent :� A = x. Dans 
e 
as, d'une part Ahx�Bihy�Ci x�!Bhy�Ci et d'autre partAhy�Cihx�Bhy�Cii x�! Ahx�Bhy�Cii x�! Bhy�Ci.� A = y. Dans 
e 
as, d'une part Ahx�Bihy�Ci x�! x�! C et d'autre part,
omme x < av(C), Ahy�Cihx�Bhy�Cii x�! Chx�Bhy�Cii x�! C.� A = z , x; y. Dans 
e 
as, les deux termes se réduisent à z.Si A = QR, alors on a que Ahx�Bihy�Ci x�! x�! Qhx�Bihy�CiRhx�Bihy�Ci,et Ahy�Cihx�Bhy�Cii x�! x�! Qhy�Cihx�Bhy�CiiRhy�Cihx�Bhy�Cii. On
on
lut alors aisément par hypothèse d'indu
tion.Si A = �w:Q:R ou A = �w:Q:R, on pro
ède 
omme pour le 
as pré
édent. q.e.d.Corollaire 2.5 : Propagation et x-rédu
tionSoient M et N deux termes tels que M �!� N. Alors M �x N.Démonstration.On 
ommen
e par montrer la propriété pour la relation de re
ul  , en 
onsidé-rant 
haque inféren
e la dé�nissant :� (ré�exivité) : 
e point est trivial ;� (
omposition) : 
e point dé
oule du lemme pré
édent ;� (interversion) : 
e point dé
oule du lemme pré
édent et de l'axiome de ré-du
tion (g
) ;� (séquen
e) : 
e point est dire
t par indu
tion et transitivité de �x.On peut maintenant étendre la propriété à la propagation : si la propagationest un (g
), le point est trivial ; si 
'est un re
ul, il dé
oule de 
e que l'on vientde montrer ; dans les autres éventualités, on 
on
lut par indu
tion ave
 en plusl'axiome de x-rédu
tion adapté à la forme du terme. q.e.d.La x-rédu
tion étant 
onvergente, l'on peut dé�nir la forme x-normale d'unterme M, notée x(M), et établir ainsi une relation ave
 la rédu
tion impli
ite :Proposition 2.6 : Rédu
tion impli
iteLes assertions suivantes sont vraies :(i) soit M un terme pur ; si M B�!M0, alors M ��!x(M0) ;(ii) soit M un terme pur ; si M ��!M0, alors M B�! �x�!M0 ;(iii) pour tout M, si M B�!M0, alors x(M) ���!x(M0).(iv) pour tout M, si M �x�!M0, alors x(M) ���!x(M0).Démonstration.Ces quatre assertions se démontrent fa
ilement une fois observé que la forme x-normale deM peut être dé�nie indu
tivement 
omme suit :



54 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITES� x(�) = � ; x(x) = x ;� x(�x:L:M) = �x:x(L):x(M) ;� x(�x:L:M) = �x:x(L):x(M) ;� x(MN) = (x(M))(x(N)) ;� x(Mhx�Ni) = (x(M))fx�x(N)g. q.e.d.On peut alors en déduire le 
orollaire suivant :Corollaire 2.7 : Transposition de rédu
tionSoient M et N deux termes purs. Alors M ���!N si, et seulement si, M ��x�!N.Démonstration.Le sens dire
t dé
oule dire
tement de la proposition 2.6 (ii), par ré
urren
e surla longueur de la rédu
tion.Ré
iproquement, par la proposition 2.6 (iv), U �x�!V implique x(U) ���!x(V), etl'on peut alors montrer x(M) ���!x(N) par ré
urren
e sur la longueur de la rédu
-tion. Or un terme pur est égal à sa forme x-normale, et l'on peut don
 en déduirequeM ���!N. q.e.d.Après la x-rédu
tion, on peut s'intéresser à la �x-rédu
tion. Tout d'abord,
elle-
i ne fait pas apparaître de variables a

essibles :Lemme 2.8 : In
lusion des variables a

essiblesSoient U et V deux termes.Si U ��x�! V, alors av(U) � av(V).Démonstration.Vu le lemme 2.1, il suÆt de montrer que si U B�!V, alors av(U) � av(V).On 
onsidère don
 (B) : (�y:A:M)N B�!Mhx�Ni.On a d'une part av((�y:A:M)N) = av(A) [ av(M)nfxg [ av(N) et d'autre part :� si x 2 av(M), av(Mhx�Ni) = av(M)nfxg [ av(N) � av((�y:A:M)N) ;� si x 2 av(M), av(Mhx�Ni) = av(M) = av(M)nfxg � av((�y:A:M)N).Dans tous les 
as, on obtient bien que B�! n'augmente pas les variables a

es-sibles. En outre, on a montré ave
 le lemme 2.1 que X�! 
onserve les variablesa

essibles, don
 a fortiori ne les augmente pas. Il suÆt ensuite de passer à la
ongruen
e pour étendre 
ette propriété à �x�! (en e�et, il est aisé de montrer quesi av(M) � av(N), alors pour tout C[ ℄, av(C[M℄) � av(C[N℄) puis à la 
l�tureré�exive et transitive pour l'étendre à ��x�!. q.e.d.On peut maintenant montrer la 
on�uen
e de la �x-rédu
tion :Lemme 2.9 : Con�uen
e de la �x-rédu
tionLa �x-rédu
tion est 
on�uente.



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 55Démonstration.On montre aisément la 
on�uen
e de B�!, rédu
tion engendrée par l'axiome (B).On peut alors montrer la 
on�uen
e de la �x-rédu
tion par la méthode d'inter-prétation de Hardin et Lévy (
f. [51℄). On 
onsidère don
 le diagramme suivant :
βx

βx βx

βx

xβ xβ

x

x

x

x

x(nf)

(nf)

(nf)

(nf)

(nf)β

β

β

β

ββ

......

(1) (1)

(2) (2)

*

* *

*

* *

*

*

*

*

Fig. 4 � Con�uen
e de �x par interprétationoù l'on désigne par (1) l'appli
ation de la proposition 2.6 (iii) (qui s'emploieré
urremment), et par (2) 
elle du 
orollaire 2.7. La �è
he (nf)x�! désigne la x-normalisation. On déduit de 
e diagramme que la 
on�uen
e du 
al
ul impli
iteimplique 
elle du 
al
ul expli
ite. q.e.d.
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lair qu'au 
ontraire de la x-rédu
tion, la �x-rédu
tion n'est pasnormalisante, même faiblement. Un 
ontre-exemple possible est 
 = !! où l'ona ! = (�u:þ:uu) ave
 þ une variable. On peut montrer que 
 ��x�!M implique queM �x�!
. On en déduit que 
 n'admet au
une rédu
tion �nie : en e�et, s'il existeune forme �x-normale N telle que 
 ��x�!N, d'où N �x�!
, d'où, N étant �x-normal,N = 
, mais 
 n'est pas �x-normal, 
ontradi
tion. Et don
 la �x-rédu
tion n'estpas faiblement normalisante, ni, a fortiori, fortement.Variables libres ou a

essibles, et 


-
onstantesL'on va i
i expliquer pourquoi l'on prend en 
onsidération la notion de va-riable a

essible plut�t que libre, et montrer les problèmes qui en dé
oulent, quel'on résout par l'introdu
tion des 
-
onstantes.Tout d'abord, on 
onstate que, pour un terme sans substitution expli
ite, ni
-
onstantes, la notion de variable a

essible (respe
tivement ina

essible) 
or-respond exa
tement à 
elle de variable libre (respe
tivement liée), 
e qui expliqueque 
ette nouvelle distin
tion ne soit jamais apparue dans le 
adre du �-
al
ul àsubstitutions impli
ites. Par ailleurs, il est évident que, quoique di�éren
iées dansle 
as général des termes à substitutions expli
ites, 
es notions sont néanmoinsreliées. Ainsi, une variable a

essible est-elle né
essairement libre, et, par 
om-plémentarité, une variable liée, ina
essible.Faut-il don
 
roire que la notion de variable a

essible ou ina

essible soit ladistin
tion la plus pertinente, et que la notion de variable libre ou liée n'est qu'unhéritage du 
as impli
ite où 
es deux notions sont 
onfondues ? Cela n'est pasévident, 
ar deux arguments s'opposent.D'une part, la notion de variable a

essible semble en e�et plus pertinenteque 
elle de variable libre dans de nombreux 
as : en parti
ulier, d'un point devue 
al
ulatoire ou d'un point de vue de typage, il semble qu'une variable librenon a

essible ne présente pas d'intérêt, 
ar une substitution sur 
ette variableappliquée au terme ne pourra qu'être éliminée sans être jamais e�e
tivement réa-lisée : dans le terme Mhx�Ni, si x n'est pas a

essible dans M, N ne pourra pasapparaître dans la forme x-normale du terme.En outre, 
et argument est 
onforté par un lemme énonçant que des termes x-
onvertibles (i.e. représentant le même terme pur � i.e. sans substitutions expli-
ites ; 
ette notion sera dé�nie infra) ont les mêmes variables a

essibles � tandisque la x-
onversion peut faire disparaître des variables libres non a

essibles.D'autre part, la notion de variable ina

essible ne semble pas pouvoir 
omplè-tement supplanter la notion de variable liée. En e�et, si l'on ne voulait 
onsidérer
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essibles, 
ela signi�erait, mutatis mutandis, qu'il faudraitque l'�-
onversion identi�ât deux expressions où l'on aurait 
hangé une variableina

essible. Et don
, selon 
e prin
ipe, il faudrait que, de même que l'on identi�exhx�Mi et yhy�Mi, 
e qui semble pertinent (les variables i
i sont ina
essibles etliées), l'on identi�ât uhv�xhy�Mii et uhv�yhy�Mii, 
e qui ne semble pas per-tinent, 
ar 
ette 
onversion de nom 
hangerait le 
omportement opérationnel duterme (
e qui provient du fait que 
es variables sont ina
essibles mais libres). C'estpourquoi l'on 
hoisit, pour la dé�nition de l'�-
onversion, la notion de variableliée plut�t que de variable ina

essible.Il semble don
 qu'il 
onvienne de répartir les variables en trois espè
es : lesvariables a

essibles, les variables liées, et les autres variables, qui sont ina

es-sibles mais libres, et qui pourraient porter le nom de variables dissimulées. Cesdernières variables posent toutefois un problème pour identi�er le 
al
ul à un sys-tème de ré
riture.En e�et, si l'on 
onsidère la règle (g
) « traditionnelle », i.e. sans 
-
onstante,et où l'on rempla
e la notion de variable libre par 
elle de variable a

essible, i.e.la règle telle qu'elle est introduite dans [30℄ :Mhx�Ni (g
)�! M si x < av(M);on peut voir que 
ette règle permet, dans 
ertains 
as, la libération de variablesliées : uhv�wihw�yi (g
)�! uhv�wi:I
i, la variable w est libérée. Cela pose naturellement problème, 
ar 
ela empê
hele système ainsi formé (la variante de �x présentée dans [30℄) d'être identi�é à unsystème de ré
riture9. En outre, 
ela rend la substitution impli
ite non 
omposi-tionnelle, puisque l'on a d'une part :uhv�wihw�yi �! uhv�witandis que (uhv�wihw�yi)fw�tg �!=n (uhv�wi)fw�tg = uhv�ti;
e qui est naturellement une sour
e de problèmes.9Ce problème est déjà présent dans [30℄, où il n'est pas abordé ; toutefois, l'on peut probable-ment l'y traiter 
omme i
i par l'adjon
tion de 
onstantes destinées à être substituées aux variableslibérées.



58 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESToutefois, l'on observe qu'une telle variable se trouve né
essairement en po-sition ina

essible, et, bien mieux, qu'elle ne pourra pas être substituée 
ar pourqu'une substitution s'y appliquât (et pût être e�e
tuée au moyen d'une 
ompo-sition), il faudrait que 
elle-
i 
apturât la variable libérée, 
e qui est interdit dufait de la 
onvention de Barendregt. C'est ainsi que vient l'idée de dire que 
esvariables apparemment libérées restent en fait sous 
ontr�le, et, pour matériali-ser 
e 
ontr�le, on les 
onsidère 
omme des 
onstantes et les représente par une
onstru
tion 
x (qui peut être implantée de di�érentes manières, mais que l'onpeut se 
ontenter de 
onsidérer 
omme une 
onstante). Ainsi, l'on obtient que lavariable, au lieu d'être libérée 
omme dans la version naïve de (g
), est rendueinsubstituable, i.e. rempla
ée par une 
onstante.Tout 
e
i permet ensuite de raisonner sur les termes à substitutions expli
itesave
 la notion de variable a

essible, 
omme on raisonnait sur les termes à subti-tutions impli
ites ave
 
elle de variable libre. Pour augmenter la transparen
e de
ette nouvelle 
onstru
tion, on introduit la notation x, qui désigne indi�éremmentla variable x ou la 
onstante 
x.On montrera d'ailleurs infra un lemme indiquant la possibilité dans une 
er-taine mesure d'inter
hanger variable (substituable) et 
-
onstante (insubstituable),
e qui justi�e en quelque sorte 
e ra

our
i de langage, qui permet de se rappro-
her des 
al
uls plus habituels.On peut véri�er que la solution ainsi apportée pallie le problème de libérationde variables � et permet don
 bien d'identi�er le 
al
ul à un système de ré
ritured'ordre supérieur � en montrant le lemme suivant :Lemme 2.10 : Non-libération de variablesSi U ��x�! V, alors fv(U) � fv(V).Démonstration.Il suÆt de montrer que si U B�! V ou U X�! V, alors fv(U) � fv(V), 
e que l'onfait par 
as :a. (B) : (�y:A:M)N B�!Mhy�Ni.fv((�y:A:M)N) = fv(A) [ fv(M)nfyg [ fv(N)� fv(M)nfyg [ fv(N)= fv(Mhy�Ni ;b. (quant) : (�y:A:B)hx�Ci X�! �y:Ahx�Ci:Bhx�Cifv((�y:A:B)hx�Ci) = (fv(A) [ (fv(B)nfyg)) n fxg [ fv(C)= (fv(A)nfxg [ fv(C)) [ (fv(B)nfygnfxg [ fv(C))= (fv(A)nfxg [ fv(C)) [ (fv(B)nfxg [ fv(C))nfyg (z)= fv(�y:Ahx�Ci:Bhx�Ci).
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. (abs) : (�y:A:B)hx�Ci X�! �y:Ahx�Ci:Bhx�Cifv((�y:A:B)hx�Ci) = (fv(A) [ (fv(B)nfyg)) n fxg [ fv(C)= (fv(A)nfxg [ fv(C)) [ (fv(B)nfygnfxg [ fv(C))= (fv(A)nfxg [ fv(C)) [ (fv(B)nfxg [ fv(C))nfyg (z)= fv(�y:Ahx�Ci:Bhx�Ci).d. (app) : (AB)hx�Ci X�! Ahx�CiBhx�Cifv((AB)hx�Ci) = (fv(A) [ (fv(B)nfyg)) n fxg [ fv(C)= (fv(A)nfxg [ fv(C)) [ (fv(B)nfygnfxg [ fv(C))= (fv(A)nfxg [ fv(C)) [ (fv(B)nfxg [ fv(C))nfyg (z)= fv(Ahx�CiBhx�Ci).e. (subst) : xhx�Ni X�! Nfv(xhx�Ni) = (fxgnfxg) [ fv(N) = fv(N).f. (g
) :Mhx�Ni X�!Mfx�
xg si x < av(M)fv(Mhx�Ni) = (fv(M)nfxg) [ (fv(N) � fv(M)nfxg = fv(Mfx�
xg).Dans les 
al
uls supra, le symbole (z) indique que l'on passe à 
ette ligne enobservant que les 
hoix de noms de variables dans les termes doivent respe
ter la
onvention de Barendregt.Dans tous les 
as, l'on obtient bien que X�! et B�! ne libèrent pas de variables.Il suÆt ensuite de passer à la 
ongruen
e pour étendre à �x�! 
ette propriété �en e�et, il est aisé de montrer que si fv(M) � fv(N), alors pour tout 
ontexteC[ ℄, fv(C[M℄) � fv(C[N℄) � puis de passer à la 
l�ture ré�exive et transitive pourl'étendre à ��x�! a�n de 
on
lure. q.e.d.Il est intéressant de remarquer i
i que les variables a

essibles sont déjà intro-duites par R. Bloo dans [8℄ sous le nom de « substitutable free variables » (motà mot, variables libres substituables), et évoquées dans [14℄, bien que 
ette notionne soit ensuite pas exploitée et que les auteurs s'en tiennent à la notion de variablelibre, 
e qui leur évite les 
ompli
ations liées à la règle (g
) évoquées supra. Leurdénomination, toutefois, est spé
ialement intéressante lorsque l'on 
onsidère ladis
ussion qui pré
ède, où l'on indique pré
isément que les variables n'entrantpas dans 
ette 
atégorie sont, pré
isément, non substituables.1.3. TypageOn va i
i introduire diverses modi�
ations à la notion de typage dans les sys-tèmes de types purs a�n de les adapter au 
as des substitutions expli
ites. Lapertinen
e de 
es modi�
ations sera dis
utée par la suite, et 
e, en parti
ulier à lase
tion 2, 
onsa
rée aux propriétés remarquables du système de typage.



60 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESDé�nition 2.9 : assertion, 
ontexte de typage dans les systèmes expli
itesSoit Tx un système de types pur expli
ite.Une assertion de typage est un 
ouple noté M : N, dont le sujetM et le prédi
at Nappartiennent à �Tx = �Tx ℄ fR hu1�V1i � � � hun�Vni=i 2 N; xi 2 U;Vi 2 �Txg.L'élément additionnel R , appelé pseudo-sorte, est un prédi
at spé
ial introduitdans le 
adre expli
ite pour des raisons que l'on expliquera plus tard.Un 
ontexte de typage � est une suite10 �nie d'assertions de typage dont les prédi-
ats sont des termes de �Tx (R ex
lu, don
 � on reviendra plus tard sur 
e pointimportant) et dont les sujets sont des variables ou des 
-
onstantes. Son domaine,dénoté dom(�) est l'ensemble des sujets des assertions de typage dont le 
ontexteest 
onstitué ; son support en est la suite ordonnée, i.e. l'image du 
ontexte parla première proje
tion 
anonique. Le 
ontexte vide se note ( ), la 
on
aténationde 
ontextes est notée par une virgule, et l'on suppose lorsque l'on emploie 
ettenotation que les deux 
ontextes ainsi 
on
aténés ont des domaines disjoints.Avant de dé�nir la notion de jugement de typage proprement dite, on peut
ommen
er par donner quelques pré
isions sur les 
ontextes, a�n de pouvoir lesmanipuler plus aisément. L'on adopte tout d'abord la notation suivante :Notation :Si � = (xi : Ai)16i6n, alors :(i) �; xn+1 : An+1 dénote (xi : Ai)16i6n+1 ;(ii) � n y dénote (xi : Ai)i 2 I, où I = fi 2 [[1; n℄℄ = xi , yg.Ensuite, on s'intéresse à la notion de sous-
ontexte, pour laquelle, les 
ontextesétant des suites et non des ensembles11, on peut distinguer deux espè
es.Dé�nition 2.10 : relations entre 
ontextesSoient � = (ei)16i6m et � = ( f j)16 j6n deux 
ontextes de typage.(i) On dit que � est une restri
tion de �, et � une extension de �, 
e que l'onnote � � �, si � est une suite extraite de �, i.e. il existe ' : [[1;m℄℄![[1; n℄℄stri
tement 
roissante telle que pour tout i de [[1;m℄℄, ei = f'(i) ;(ii) On dit que � est un pré�xe de �, et � une prolongation de �, 
e que l'onnote � v �, si m 6 n et pour tout i de [[1;m℄℄, ei= fi.10et non un ensemble, 
omme 
ela était déjà le 
as dans le 
adre des systèmes de types pursimpli
ites � 
f. note 5 p. 3211dans le 
as où les 
ontextes sont des ensembles, on 
onsidère habituellement la notion desous-
ontexte au sens de l'in
lusion



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 61On peut maintenant dé�nir l'habituelle notion de jugement de typage :Dé�nition 2.11 : jugement de typage dans les systèmes expli
itesSoit Tx un système de types pur expli
ite. Un jugement de typage est, 
ommepré
édemment, une expression de la forme � ` Tx M : N, où M et N sont res-pe
tivement appelés sujet et prédi
at du jugement. Le jugement est dit valide s'ilest obtenu par dérivation à partir des �gures d'inféren
e énon
ées dans la table 3
i-dessous. L'indi
e Tx sera omis dans les 
as où il n'y a pas d'ambiguïté.(�; �) 2 A` � : � (axiome)� ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : � (règle)� ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : A (hypothèse)� ` A : B � ` C : � � � � x < dom(�)�; x : C ` A : B (a�aiblissement)� ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` (�x:A:M) : (�x:A:B) (introdu
tion de �)� `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bhx�Ni (élimination de �)�; x : A `M : B � ` N : A� `Mhx�Ni : Bhx�Ni (
oupure)� `M : B � ` N : A A 2 �Tx Phx�Ni �!� M� ` Phx�Ni : B (expansion)� `M : A � ` B : � A ��x B� `M : B (
onversion)Tab. 3 � Figures d'inféren
e valides pour les systèmes de types purs expli
itesIl y a par ailleurs un 
ertain nombre de 
onditions ta
ites à observer, du faitque les termes intervenant dans un 
ontexte sont des termes de �Tx, tandis que le



62 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESsujet et le prédi
at du jugement sont des termes de�Tx. Ainsi, dans la �gure d'hy-pothèse (respe
tivement d'a�aiblissement), A (respe
tivement C) est un terme de�Tx, et ne peut pas appartenir à �Tx n �Tx. Ou en
ore, dans les �gures de 
ou-pure et d'expansion, N doit-il véri�er 
ette même 
ondition. En fait, toutes 
es
onditions seront né
essairement satisfaites, 
omme le montrera une propositionsur l'usage de pseudo-sorte, dont on trouvera l'énon
é p. 83.Lorsqu'on donnera des arbres d'inféren
e, les noms des �gures employéespourront être abrégées 
omme suit : (axiome) � (A) ; (règle) � (R) ; (hypothèse) �(hyp) ; (a�aiblissement) � (W) ; (introdu
tion de �) � (�-I) ; (élimination de �) �(�-É) ; (
oupure) � (y) ; (expansion) � (x) ; (
onversion) � (�) ;On peut faire di�érentes observations à la dé�nition supra :i. à 
�té des variables se trouvent maintenant des 
-
onstantes ;ii. un nouveau prédi
at, R , a été adjoint ;iii. la �gure d'a�aiblissement est légèrement modi�ée ;iv. deux nouvelles �gures d'inféren
e (
oupure et expansion) sont adjointes.Ces points ont déjà été ou seront bient�t dis
utés, mais l'on va d'ores et déjàindiquer quelques notions importantes liées.Li. a question des 
-
onstantes a déjà été abordée au § 1.2 supra.Lii. a fon
tion du prédi
at R sera évoquée longuement au § 2.1 infra, mais pourpouvoir le manipuler dès à présent et présenter les nouvelles �gures de typage, onintroduit dès maintenant les notations suivantes :Notation :S est la réunion disjointeS℄fR g etA est la réunion disjointeA℄f(�; R ) = � 2 Sg.Cette simple notation donne déjà une idée de l'utilité de R : si l'on songeque les deux ensembles 
i-dessus sont destinés à se substituer à 
eux qu'ils 
om-plètent, on voit que le prédi
at R se 
omporte 
omme une sorte et fournit au sys-tème de typage un moyen d'identi�er une sorte. Cette idée intuitive est relative-ment juste ; elle sera développée par la suite.La notion de sorte typable ou terminale, qui existait dans les systèmes im-pli
ites (
f. § 3.1 supra), 
onserve tout son sens, bien que les sortes terminalessemblent avoir i
i a
quis un nouveau type. En fait, 
omme on l'a déjà indiqué (et
ela apparaîtra de manière plus �agrante par la suite), le prédi
at R est plut�t unmé
anisme d'identi�
ation qu'un vrai type, si bien qu'il n'�te pas son sens à 
ettedistin
tion, que l'on rappelle i
i :



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 63Dé�nition 2.12 : sortes typables/terminalesSoit T = (S; A; R) un système de types pur expli
ite. Une sorte � est dite ter-minale si f�g � S \ A = ; � ou en
ore si (f�g � S) \ A = f(�; R )g. Dans le 
as
ontraire, elle est dite typable.Aiii. vant de parler de la �gure d'a�aiblissement, l'on peut rappeler que 
elle-
iest né
essaire �et ne peut pas être �tée du système et établie 
omme lemme � dansdes formalismes tels que les systèmes de types purs, du fait que les dépendan
esentre termes et types exigent un 
ertain nombre de véri�
ations de 
ohéren
e quidoivent être e�e
tuées au fur et à mesure que la dérivation grandit. Si l'on 
omparela �gure d'a�aiblissement donnée i
i :� ` A : B � ` C : � � � ��; x : C ` A : Bave
 
elle usuelle dans les systèmes de types purs impli
ites (
f. e.g. [5℄), on
onstate que la prémisse « faible », qui dans le 
as des systèmes impli
ites était� ` C : �, ave
 � le même 
ontexte que 
elui de la prémisse « forte » � ` A : B,est devenue � ` C : �, ave
 � une restri
tion de �. Ce 
hangement repose surl'idée qu'il n'est pas né
essaire de pouvoir ordonner totalement les assertions du
ontexte de typage : il suÆt de s'assurer qu'elles ne 
ontiennent pas de dépen-dan
e 
y
lique. Ce
i rend les dérivations plus simples, au sens où 
ela évite ungrand nombre d'a�aiblissements super�us, qui seraient requis pour « 
ompléter »� a�n d'atteindre �. Cette simpli�
ation des dérivations sera très utile au momentde s'assurer que les dérivations obtenues en remontant un arbre à partir de sa
on
lusion sont en un 
ertain sens plus petites que la 
on
lusion de l'arbre, 
ar lanouvelle �gure fa
ilite 
onsidérablement le dépla
ement de 
ette opération « ad-ministrative » (en tout 
as sans in�uen
e sur le sujet et le prédi
at du jugement)qu'est l'a�aiblissement. Ce point sera abordé au § 2.3 infra.Liv. a �gure d'inféren
e (
oupure) est 
elle 
lassiquement introduite pour typerles termes munis d'une substitution expli
ite. On peut étendre la 
orrespondan
ede Curry-Howard à 
ette �gure d'inféren
e en l'interprétant en logique intuition-niste 
omme une 
oupure � d'où son nom. En e�et, si l'on oublie les sujets, on litessentiellement une 
oupure :R �;A ` B � ` A� ` B � ROn obtient ainsi la 
orrespondan
e dite de Curry-Howard-De Bruijn (
f. 
hapitre i§ 2.3 à propos de 
ette 
orrespondan
e).



64 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESEn outre, 
ette �gure d'inféren
e semble naturelle, dans la mesure où l'on peut
onsidérer que dans le 
as des substitutions expli
ites, les termes (�x:A:M)N etMhx�Ni sont des preuves identiques de leur types, puisqu'ils aboutissent à lamême forme x-normale, i.e. se réduisent à la même preuve sans 
oupure. Or lepremier des termes susdits se type de la façon suivante :�; x : A `M : B � ` �x:A:B : �� ` (�x:A:M) : (�x:A:B) (� - I) � ` N : A� ` (�x:A:M)N : Bhx�Ni (� - É)Si l'on 
onsidère globalement 
ette �gure d'inféren
e (en éliminant toutefois ladeuxième prémisse, � ` �x:A:B : �, rendue non né
essaire par le fait que le pré-di
at �x:A:B n'est pas formé, si bien qu'il est super�u de véri�er sa 
orre
tion),on retrouve, en remplaçant (�x:A:M)N par Mhx�Ni, la �gure de 
oupure.Cette �gure d'inféren
e 
orrespond à 
elle nommée (substitution) par R. Bloodans [9℄, hormis que les substitutions expli
ites apparaissent non seulement dansle sujet du jugement mais également dans son prédi
at, 
e qui n'était pas le 
as
hez R. Bloo, qui évoquait 
ertaines diÆ
ultés liées aux sortes terminales impo-sant d'utiliser des substitutions impli
ites dans les prédi
ats. Ces diÆ
ultés sonti
i traitées grâ
e à un mé
anisme né
essitant (et justi�ant) l'adjon
tion de R , etseront présentées plus en détail dans la partie 
onsa
rée pré
isément à 
e mé
a-nisme. Cette extension à la partie prédi
ative de l'usage des substitutions expli-
ites est également visible dans la �gure d'élimination du quanti�
ateur �.La �gure d'inféren
e de (
oupure) est également l'équivalent, ave
 des noms ex-pli
ites, de 
elle appelée (Clos�) par C. Mu�noz dans [77℄.Une 
omparaison entre 
es diverses �gures sera e�e
tuée au § 2.1 infra.La se
onde �gure d'inféren
e ajoutée par rapport au 
as impli
ite est 
elled'(expansion), qui a un usage double. D'une part, elle est une généralisation par-tielle de la �gure d'inféren
e de largarge � intitulée drop en anglais � introduitedans [30℄. Cette dernière �gure fut originellement introduite pour permettre àl'équivalent pour le 
al
ul �x des types à interse
tion de 
ara
tériser la normalisa-tion forte, 
omme le fait 
e système dans le 
as impli
ite. En e�et, en ne prenantpas en 
ompte 
ertains termes appliquant des substitutions expli
ites sur des va-riables ina

essibles, le système employant uniquement la 
oupure pour typer lestermes ayant au sommet une substitution ne permettait pas le typage de 
ertainsde 
es termes toutefois fortement normalisants. Ainsi, 
ette �gure de largage aug-mente la puissan
e du système en lui permettant de typer plus de termes. D'autrepart, la �gure d'(expansion) généralise plusieurs �gures permettant de « faire re-monter » des substitutions expli
ites. Une dis
ussion plus pré
ise des fon
tions de
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ette �gure d'inféren
e sera e�e
tuée ultérieurement au § 2.1, 
onsa
ré à l'étuded'(expansion), où l'on en donnera un exemple d'utilisation.On a déjà mentionné, à propos de l'a�aiblissement, la né
essité dans laquelleon se trouvera de 
onsidérer une forme d'ordre sur les dérivations, 
et ordre re-posant sur leur stru
ture de manière à étendre la notion, usuelle, de sous-arbrepropre. Cet ordre sera introduit au § 2.3, mais l'on va d'ores et déjà indiquer quelssont les éléments 
ara
téristiques d'une dérivation sur lesquels on se reposera pourle dé�nir :Dé�nition 2.13 : n�uds prin
ipaux et sous-arbres d'une dérivationSoit ($) une dérivation. On lui asso
ie un entier P($) et un ensemble de sous-arbres S($), dé�nis indu
tivement 
omme suit :si ($) = � 2 S� : R (A) alors (P($) = 0S($) = ;si ($) = (�; �) 2 A� : � (A) alors (P($) = 1S($) = ;si ($) = (�1) (�2)$ (R) alors (P($) = P(�1) + P(�2) + 1S($) = S(�1) [ S(�2)si ($) = (�)$ (hyp) alors (P($) = P(�) + 1S($) = S(�) [ f�gsi ($) = (�1)� ` A : B (�2)� ` C : ��; x : C ` A : B (W) alors (P($) = P(�1)S($) = S(�1) [ f�2gsi ($) = (�1) (�2)$ (� - I) alors (P($) = P(�1) + P(�2) + 1S($) = S(�1) [ S(�2)si ($) = (�1) (�2)$ (� - É) alors (P($) = P(�1) + P(�2) + 1S($) = S(�1) [ S(�2)si ($) = (�1) (�2)$ (y) alors (P($) = P(�1) + P(�2) + 1S($) = S(�1) [ S(�2)si ($) = (�1) (�2)$ (x) alors (P($) = P(�1) + P(�2)S($) = S(�1) [ S(�2)si ($) = (�1) (�2)$ (�) alors (P($) = max(P(�1); 1) + P(�2)S($) = S(�1) [ S(�2)



66 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESComme on l'a fait remarquer à propos de la �gure d'a�aiblissement, dans lessystèmes de types purs existent des dépendan
es 
omplexes entre variables, entreautres dans les 
ontextes. On va maintenant donner quelques dé�nitions 
on
er-nant 
es dépendan
es, à la suite de quoi on exposera 
ertains éléments remar-quables des dérivations, avant de s'intéresser de plus près aux 
ontextes.Dans toute la suite de 
e 
hapitre, on s'e�or
era de respe
ter les 
onventionsd'é
riture suivantes : les lettres latines minus
ules désignent des variables ; leslettres latines majus
ules, des termes ; les lettres gre
ques minus
ules, des sortes(ou, lorsqu'elles sont surmontées d'une barre, une sorte ou le prédi
at pseudo-sorte) ; les lettres gre
ques majus
ules, des 
ontextes de typage.Dépendan
es entre variablesLes dépendan
es entre variables revêtent une importan
e parti
ulière requé-rant une attention spé
iale. En e�et, le fait que les variables assignées dans le
ontexte puissent intervenir dans les prédi
ats suivants � 
e qui d'ailleurs imposel'ordonnan
ement12 des 
ontextes � 
rée 
ertaines 
ontraintes pour la véri�
ationde la 
orre
tion des types employés.Les dépendan
es en question sont dé
rites par le lemme suivant :Lemme 2.11 : Dépendan
es dans les systèmes de types purs expli
itesSoient � = u1 : V1; : : : ; un : Vn un 
ontexte de typage et X : Y une assertion telsque le jugement � ` X : Y soit valide. Alors :(i) av(X) [ av(Y) � dom(�) ;(ii) 8 i 2 [[1; n℄℄ (av(Vi) � fu j = 1 6 j < ig).Démonstration.L'on pro
ède par indu
tion stru
turelle sur l'arbre de dérivation du jugement� ` X : Y en dis
riminant selon la dernière �gure d'inféren
e employée :a. (axiome) : (�; �) 2 A` � : �(i) Ce point est évident 
ar av(X) [ av(Y) = ; = dom(�).(ii) Ce point est trivial 
ar � est vide.b. (règle) :� ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : �12au moins partiel, 
omme on l'a fait remarquer pré
édemment



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 67(i) av(X)[av(Y) = av(�x:A:B)[av(�) = av(A)[ (av(B)nfxg). Or l'appli-
ation de l'hypothèse d'indu
tion (i) aux deux prémisses donne respe
-tivement que av(A) � dom(�) et av(B) � dom(�) [ fxg, 
e qui impliqueav(B) n fxg � dom(�). Et don
 av(A) [ (av(B) n fxg) � dom(�).(ii) Ce point résulte dire
tement de l'appli
ation de l'hypothèse d'indu
-tion (ii) à la prémisse � ` A : �.
. (hypothèse) : � ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : A(i) L'appli
ation de l'hypothèse d'indu
tion (i) donne av(A) � dom(�).Par ailleurs, deux 
as se présentent :1°) x = x, et av(A)[av(x) = av(A)[fxg � dom(�)[fxg = dom(�; x : A) ;2°) x = 
x, et av(A) [ av(x) = av(A) � dom(�) [ f
xg = dom(�; x : A).(ii) Soit ui 2 dom(�) = dom(�; x : A). Il y a deux possibilités.1°) ui 2 dom(�), auquel 
as la propriété dé
oule dire
tement de l'appli-
ation de l'hypothèse d'indu
tion (ii) à la prémisse � ` A : �.2°) ui = x, auquel 
as Vi = A ; or par l'hypothèse d'indu
tion (i) appli-quée à � ` A : �, l'on obtient que av(A) � dom(�) = fu j = 1 6 j < ig.d. (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � � � � x < dom(�)�; x : C ` A : B(i) L'appli
ation de l'hypothèse d'indu
tion (i) à la prémisse � ` A : Bdonne av(A) [ av(B) � dom(�), 
e qui implique le résultat désiré 
ardom(�) � dom(�; x : C) = dom(�).(ii) Soit ui 2 dom(�) = dom(�; x : C). Il y a deux possibilités :1°) ui 2 dom(�), auquel 
as la propriété dé
oule dire
tement de l'appli-
ation de l'hypothèse d'indu
tion (ii) à la prémisse � ` A : B.2°) ui = x, auquel 
as Vi = C ; or par l'hypothèse d'indu
tion (i) appli-quée à � ` C : �, on a av(C) � dom(�). L'appli
ation dom étant unmorphisme de l'ensemble des 
ontextes muni de l'ordre partiel � sur(P(V [ f
u=u 2 Vg);�), l'on a dom(�) � dom(�) = fu j = 1 6 j < ig,et l'on tire de tout 
ela que av(C) � fu j = 1 6 j < ig.e. (introdu
tion de �) : � ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` (�x:A:M) : (�x:A:B)(i) av(�x:A:M)[av(�x:A:B) = av(A) [ ((av(B) [ av(M))nfxg). Appliquéeà la prémisse �; x : A `M : B, l'hypothèse d'indu
tion (i) indique queav(B) [ av(M) � dom(�) [ fxg � d'où (av(B) [ av(M)) n fxg � dom(�) �



68 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITEStandis que l'hypothèse d'indu
tion (ii) appliquée à 
ette même prémissedonne en parti
ulier que av(A) � dom(�). De tout 
e
i, l'on tire bien queav(�x:A:M) [ av(�x:A:B) � dom(�).(ii) Ce point résulte dire
tement de l'appli
ation de l'hypothèse d'indu
-tion (ii) à la prémisse � ` �x:A:B : �.f. (élimination de �) : � `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bhx�Ni(i) av(MN)[av(Bhx�Ni) = av(M)[av(N)[ (av(B)nfxg). Si l'on appliquel'hypothèse d'indu
tion (i) aux deux prémisses, on obtient respe
tivementque av(M)[ av(A)[ (av(B) n fxg) � dom(�) et av(N) [ av(A) � dom(�).De tout 
e
i, l'on déduit que av(M) [ av(N) [ (av(B) n fxg) � dom(�).(ii) Ce point résulte dire
tement de l'appli
ation de l'hypothèse d'indu
-tion (ii) à l'une quel
onque des deux prémisses.g. (
oupure) : �; x : A `M : B � ` N : A� `Mhx�Ni : Bhx�Ni(i) av(Mhx�Ni) [ av(Bhx�Ni) � av(N) [ ((av(M) [ av(B)) n fxg). Si l'onapplique l'hypothèse d'indu
tion (i) aux deux prémisses, on obtient res-pe
tivement que av(M) [ av(B) � dom(�) [ fxg � d'où l'on obtient que(av(M) [ av(B)) n fxg � dom(�) � et av(N) [ av(A) � dom(�). De tout
e
i, l'on déduit que av(N) [ ((av(M) [ av(B)) n fxg) � dom(�).(ii) Ce point résulte dire
tement de l'appli
ation de l'hypothèse d'indu
-tion (ii) à la prémisse � ` N : A.h. (expansion) : � `M : B � ` N : A Phx�Ni �!� M� ` Phx�Ni : B(i) Ce point résulte dire
tement de l'appli
ation de l'hypothèse d'indu
-tion à la prémisse � `M : B (en e�et, d'après le lemme 2.1, les sujetsde la prémisse et de la 
on
lusion, étant x-joignables, ont les mêmes va-riables a

essibles).(ii) Ce point résulte dire
tement de l'appli
ation de l'hypothèse d'indu
-tion (ii) à la prémisse � `M : B.i. (
onversion) : � `M : A � ` B : � A ��x B� `M : B(i) En appliquant l'hypothèse d'indu
tion (i) aux deux prémisses, l'on ob-tient respe
tivement que av(M) � dom(�) et que av(B) � dom(�), 
e quidémontre 
e point.



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 69(ii) Ce point résulte dire
tement de l'appli
ation de l'hypothèse d'indu
-tion (ii) à une quel
onque des deux prémisses. q.e.d.Par ailleurs, 
omme on le disait supra, il est possible, dans une 
ertaine me-sure, d'inter
hanger une variable (substituable) et une 
-
onstante (insubstituable),en parti
ulier dans le 
as où elles sont libres, 
omme l'indique le lemme suivant :Lemme 2.12 : Interversion de variable et 
-
onstanteSoient y et 
y respe
tivement une variable et une 
-
onstante ; étant donné un
ontexte � = (ui : Vi)16i6n, on note �fy�
yg le 
ontexte (u0i : Vify�
yg)16i6n ave
u0i = ui si ui , y et u0i = 
y sinon ; de manière analogue on dé�nit �f
y�yg.On a alors d'une part :(i) si (�) � � ` X : Y, alors ($) � �fy�
yg ` Xfy�
yg : Yfy�
yg ;de sur
roît, S($) = S(�)fy�
yg ;et d'autre part :(ii) si (�) � � ` X : Y, alors ($) � �fy�
yg ` Xf
y�yg : Yf
y�yg ;de sur
roît, S($) = S(�)f
y�yg ;ave
, dans tous les 
as, P($) = P(�).Démonstration.Il suÆt de prendre la dérivation et de rempla
er 
haque u par 
u, ou ré
iproque-ment. La 
onvention de Barendregt assure que les variables libérées au fur et àmesure que l'on remonte dans la dérivation sont distin
tes de u. q.e.d.Dans toute la suite, on pourra omettre les barres indiquant que l'on a a�aire àune variable ou une 
-
onstante en l'absen
e d'ambiguïté.Contextes de typageCertaines manipulations des 
ontextes de typages sont né
essaires à la dé-monstration de divers résultats, 
e pour quoi l'on introduit les notions suivantes.En premier lieu, du fait des rapports de dépendan
e existant entre les di�é-rentes variables d'un 
ontexte, il est né
essaire de dé�nir le 
ritère suivant :Dé�nition 2.14 : 
ontexte bien formé ; justi�
ationSoit � = (x1 : A1; : : : ; xn : An) un 
ontexte de typage.� est dit bien formé, 
e que l'on note � ` , si pour tout i de [[1; n℄℄, il existe ki dans[[1; i � 1℄℄ et �i dans S tels que : (x1 : A1; : : : ; xki : Aki) ` Ai : �i.En outre, si � est bien formé, on dit que l'ensemble des dérivations de la forme(x1 : A1; : : : ; xki : A ji) ` Ai : �i susmentionnées est une justi�
ation de �.



70 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESPar 
onvention, l'on �xe que le 
ontexte vide admet pour justi�
ation l'en-semble vide. On peut par ailleurs noter qu'un 
ontexte non vide admet en généralplusieurs justi�
ations distin
tes.Par exemple, soient � et � deux sortes telles que � soit typable par � terminaleet (�;�; �) soit une règle (e.g., dans le �-
ube, � = � et � = �).Les 
ontextes suivants sont alors bien formés :� le 
ontexte vide ( ), et J(() `) = ; ;� (a : �; b : �; x : a), et J((a : �; b : �; x : a) `) = f ` � : �; a : � ` a : �g ;� (a : �; b : �; x : a; y : b; z : a)J((a : �; b : �; x : a; y : b; z : a) `) = f ` � : �; a : � ` a : �; b : � ` b : �g ;� (a : �; b : �; x : a; f : �y:a:b)J((a:�; b:�; x:a; f :�y:a:b) `) = f ` �:�; a:� ` a:�; a:�; b:� ` �y:a:b:�g ;tandis que (a : �; : : :) n'est pas bien formé.Par ailleurs, le 
ontexte (a : �; h : �u:a:�) sera bien formé si, et seulement s'ilexiste un axiome de la forme � : � et une règle de la forme (�; �; �). Pour resterdans l'exemple des systèmes du �-
ube ave
 � = �, 
e serait le 
as dans le 
al
uldes 
onstru
tions (en prenant � = � = �) mais pas dans les types simples.Remarque :Tout pré�xe d'un 
ontexte de typage bien formé est bien formé. En outre, il admetalors une justi�
ation in
luse dans 
elle du 
ontexte dont il est issu.Cette propriété est en revan
he évidemment fausse pour un sous-
ontexte.On peut naturellement s'assurer que tous les 
ontextes intervenant dans la dé-rivation d'un jugement de typage valide sont bien formés, 
omme l'énon
e lapropriété suivante :Proposition 2.13 : Bonne formationSoit � un 
ontexte de typage tel qu'il existe une assertion X : Y tels que la déri-vation ($) � � ` X : Y soit valide. Alors � est bien formé. En outre, il existe unejusti�
ation de � in
luse dans S($).Démonstration.L'on va démontrer que � ` X : Y implique � ` en pro
édant par indu
tion stru
-turelle sur l'arbre de dérivation du jugement � ` X : Y en dis
riminant selon ladernière �gure d'inféren
e employée, et en 
onstruisant parallèlement une justi�-
ation J(� `).a. (axiome) : le 
ontexte étant vide, sa bonne formation est trivialement sa-tisfaite. En outre, on véri�e bien que J(� `) = S($) = ;.



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 71b. (hypothèse) : � ` A : ��; x : A ` x : APar hypothèse d'indu
tion, � ` et J(� `) � S(�), où (�) désigne l'uniqueprémisse. En outre, la dernière véri�
ation né
essaire est donnée par laprémisse (�) � � ` A : � elle-même. On obtient don
 par dé�nition de labonne formation que �; x : A ` , et l'on véri�e bien de sur
roît la 
onditionsur la véri�
ation : en e�et, l'on obtientJ(�; x : A `) � S(�) [ f�g.
. (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � � � ��; x : C ` A : BCe 
as est analogue au pré
édent.d. toutes les autres �gures sont de la forme :� � � � ` U : V � � �� ` X : Yave
, si l'on désigne par (�) la prémisse ainsi isolée, S($) � S(�). Par hy-pothèse d'indu
tion appliquée à (�), � ` et J(� `) � S(�), don
 a fortioriJ(� `) � S($).On véri�e don
 bien dans tous les 
as la bonne formation du 
ontexte ave
 la
ondition requise pour la justi�
ation. q.e.d.Par ailleurs, pour manipuler par la suite les 
ontextes, on aura usage de lanotation suivante :Notation :Soient � = (xi : Ai)16i6n et � = (xi : Bi)16i6n deux 
ontextes de même support.(i) Soit R�! une relation de rédu
tion sur �Tx. On é
rit � R�! � si pour tout
ontexte n-adique C[ ℄, C[A1; : : : ;An℄ �!RC[B1; : : : ;Bn℄.(ii) Soit �R une relation d'équivalen
e �Tx. On é
rit � �R � si pour tout i de[[1; n℄℄, Ai �R Bi. On peut noter que la relation obtenue de 
ette façon est demanière générale une relation d'équivalen
e sur l'ensemble des 
ontextesde même support.Il 
onvient de prendre garde à 
es manipulations, 
ar elles ne préservent pas né-
essairement la bonne formation des 
ontextes. Par exemple, on démontrera que la�x-rédu
tion préserve la bonne formation du 
ontexte, mais pas la �x-expansion :en e�et, z : � est bien formé, et (�x: � :�)y �x�! �, mais z : (�x: � :�)y n'est pas bienformé (
f. lemme 2.11).Remarque :Pour la �x-rédu
tion, la dé�nition (i) équivaut à dire qu'il existe i de [[1; n℄℄ tel queAi �x�! Bi et pour tout j de [[1; n℄℄ n fig, A j = B j.



72 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITES2. Parti
ularités remarquables2.1. La �gure d'inféren
e d'expansionL'introdu
tion de 
ette �gure d'inféren
e :� `M : B � ` N : A Phx�Ni �!� M� ` Phx�Ni : B (expansion)répond à di�érents problèmes liés aux substitutions expli
ites.D'une part, et 
'est là la prin
ipale motivation à 
ette introdu
tion, elle permetde résoudre le problème d'interversion d'hypothèses exposé infra. On supposeque l'on a i
i typé le terme (�x:A:B) hy�Ci dans un 
ontexte � de façon naturelleen partant d'un typage de B dans un 
ontexte �; y : D; x : A au moyen de l'ap-pli
ation su

essive d'une 
oupure et d'une introdu
tion de �. Si l'on souhaiteensuite, dans une optique de rédu
tion du sujet par exemple, typer dans 
e même
ontexte le même terme où la substitution a été propagée �x:Ahy�Ci:Bhy�Ci, ilest alors né
essaire d'intervertir l'ordre dans lequel les deux hypothèses y : D etx : A sont éliminées : il faut tout d'abord e�e
tuer la 
oupure, 
e qui 
orrespondà l'hypothèse y, puis e�e
tuer une �-abstra
tion, 
e qui 
orrespond à l'hypothèsex. Mais le problème dans les systèmes de types purs est que les 
ontextes sontdes listes ordonnées, et non de simples ensembles, 
e qui est justi�é par la pos-sibilité que dans A o

urre librement y, 
e qui implique d'avoir préalablement àla dé
laration de A 
omme type pour x une dé
laration de type portant sur y a�nde s'assurer de la 
orre
tion des types et de la bonne formation du 
ontexte, in-dispensable à la validité des dérivations. Il n'est don
 i
i pas possible d'intervertirtout bonnement l'ordre de 
es deux hypothèses à l'intérieur du 
ontexte, 
ommeon le ferait dans d'autres systèmes de types.Dans le 
as des substitutions impli
ites, 
e problème est résolu à l'aide d'unlemme de substitution, lequel établit que si �; y : D;� `M : N et � ` C : D, alors�;�fy�Cg `Mfy�Cg : Nfy�Cg. Ce pro
édé permet don
 d'utiliser prématuré-ment une hypothèse vouée à servir de pivot à une 
oupure, en réper
utant sur leshypothèses ultérieures et sur le jugement en 
ours les e�ets de la 
oupure en ques-tion sous la forme d'une substitution. On résout ainsi le problème d'interversion.Cependant, lorsque l'on se repla
e dans le 
adre des substitutions expli
ites,on se heurte à l'impossibilité de transposer dire
tement 
e lemme : en e�et, si,dans l'énon
é supra, M est par exemple une abstra
tion �x:P:Q, le terme au-quel on souhaite aboutir pour transposer la 
on
lusion du lemme, (�x:P:Q)hy�Ci,



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 73et le terme produit par le raisonnement indu
tif, �x:Phy�Ci:Qhy�Ci, ne sontpas, 
omme leurs pendants l'étaient dans le 
as des substitutions impli
ites, syn-taxiquement égaux, mais simplement 
onvertibles mutuellement en un pas de x-rédu
tion.A�n que la rédu
tion du sujet soit satisfaite dans les systèmes de types pursexpli
ites, il faut permettre d'une manière ou d'une autre l'égalité de traitement de
es termes, en prévoyant un pro
édé permettant de faire « remonter » les substi-tutions � 
ar le traitement indu
tif des jugements au moyen d'un lemme similaireau lemme de substitution ne pourra que les faire « des
endre » dans le terme.Une première possibilité envisagée fut d'asso
ier à 
haque �gure d'inféren
e
orrespondant à une 
onstru
tion syntaxique indu
tive du terme (i.e. les �gures deformation, d'introdu
tion et d'élimination du �, d'hypothèse et de 
oupure) une�gure permettant de faire remonter une substitution � ainsi, l'on asso
ierait e.g. àla �gure d'élimination du � la �gure suivante :� `Mhu�Ui : (�x:A:B) � ` Nhu�Ui : A� ` (MN)hu�Ui : Bhx�Nimais 
ette solution présente de nombreux défauts, dont le prin
ipal est qu'elledouble le nombre de �gures d'inféren
es stru
turelles, et les nouvelles �guressemblent maladroites 
ar visiblement 
onstruites ad ho
 pour remplir un besoinparti
ulier. Il semblait don
 plus approprié de 
onstruire une �gure d'inféren
espé
i�que pour traiter le problème en intégrant sous forme d'une nouvelle �gurele pro
édé requis, d'où l'idée d'une �gure d'inféren
e d'expansion, qui s'appli-querait à un jugement dont le sujet est issu par rédu
tion de tête de la propagationd'une substitution, la �nalité de la �gure étant d'e�e
tuer une opération, que l'onpourrait presque quali�er d'administrative, 
onsistant à remonter en surfa
e lasubstitution 
onsidérée. On obtiendrait ainsi une �gure d'inféren
e de la forme :� `M : B Phx�Ni ?�!M� ` Phx�Ni : Boù la relation ?�! de la se
onde prémisse peut être n'importe lequelle des axiomesrelationnels de propagation stru
turelle de substitution, nommément (quant), (abs),(app), (subst) et (
omp). L'appli
ation de 
ette �gure d'inféren
e immédiatementaprès l'une des �gures stru
turelles ave
 la relation de rédu
tion adaptée � (quant),(abs), (app), (subst) et (
omp) 
orrespondant 
ha
un à l'une des 
inq �gures stru
-turelles, repe
tivement la règle de formation, l'introdu
tion et l'élimination du �,l'hypothèse et la 
oupure � permet de simuler 
ha
une des �gures d'inféren
esupplémentaires évoquées supra.
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ompte qu'en étendant la �gure d'inféren
e présentéesupra à la règle de (g
), 
ette �gure in
lut la notion de largage, introduite dans [30℄dans le 
adre d'une extension au 
al
ul à substitutions expli
ites �x du système Ddes types à interse
tion :� `M : B � ` N : A Mhx�Ni (g
)�!M� `Mhx�Ni : B (largage).Cette �gure d'inféren
e permet de typer plus de termes, 
e qui explique sonintrodu
tion dans le 
adre du système D. En e�et, il existe des termes non di-vergents mais a priori non typables du fait de 
ontraintes arti�
iellement impo-sées par des substitutions « vaines » (i.e. portant sur des variables ina
essibles)rendant impossible le typage alors que 
es substitutions, si leur opérande di-verge pas, sont vouées à disparaître au 
ours de la x-normalisation13. Du pointde vue du système D, dont l'un des prin
ipaux points forts est le fait qu'il 
a-ra
térise les termes fortement normalisants, 
ette �gure est don
 indispensable.D. Dougherty, P. Les
anne et S. Lengrand donnent l'exemple suivant (D est unsystème de types à la Curry, i.e. sans annotations de type, 
f. 
hapitre i p. 24) :M = ((�y:z)(xx))hx�!i ; M0 = zhy�xxihx�!i. Le premier n'est pas fortementnormalisant, le se
ond l'est, mais 
omme l'appli
ation d'une 
oupure dans le ty-page de M0 aurait exa
tement le même e�et que l'appli
ation su

essive d'uneintrodu
tion et d'une élimination de �è
he dans le typage de M, sans la �gure delargarge 
es deux termes sont soit tous deux typables, soit tous deux non typables,
ar les arbres permettant d'inférer leurs types, 
ertes 
onstruits ave
 des �guresd'inféren
e di�érentes, partagent exa
tement les mêmes prémisses. On voit i
ique la �gure d'inféren
e d'expansion utilisée ave
 l'axiome relationnel (g
) pallie
e problème (on se pla
e i
i dans le 
as où x < fv(P) pour simpli�er) :� ` P : B � ` N : A Phx�Ni (g
)�!� P� ` Phx�Ni : Bet l'on 
omprend l'introdu
tion de la prémisse � ` N : A : en e�et, 
ette prémissepeut sembler super�ue dans le 
as où la propagation appliquée n'est pas (g
), 
ardans 
e 
as, la substitution hx�Ni apparaît déjà dans M, et il est aisé de montrerque dans 
e 
as N est typable, tandis que dans le 
as du largage 
onsidéré i
i, ilest né
essaire d'ajouter 
ette prémisse, pré
isément pour 
onserver 
ette typabi-lité. Le fait que � soit indépendant de � peut sembler une 
ompli
ation inutile,dans la mesure où une même variable peut être introduite ave
 deux types n'ayant13laquelle x-rédu
tion est, pour mémoire, fortement normalisante
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ontextes. Si l'on souhaite éviter 
ela, il est possibled'ajouter la 
ondition que � � �, 
e qui n'a�e
te pas les propriétés essentielles dusystème, et évite le problème mentionné. On 
onstate par ailleurs que la relationde propagation i
i présentée est légèrement plus forte que la propagation suggéréepar les 
onsidérations exposées supra. Cette extension, motivée à l'origine par des
onsidérations te
hniques, se trouve avoir du sens, 
omme on le verra un peu plusloin en abordant 
ette �gure du point de vue de la synthèse de type.Comme on le disait supra en évoquant le problème de l'interversion des hy-pothèses, un 
as typique posant 
e problème est 
elui de la rédu
tion du sujet. Ene�et, l'on verra ultérieurement que la �gure d'inféren
e d'expansion 
onfère ausystème la propriété de rédu
tion du sujet, laquelle propriété n'est pas automa-tique dans le 
as des systèmes à substitutions expli
ites. En parti
ulier, dans lessystèmes introduits par R. Bloo dans [9℄, 
ette propriété n'est pas véri�ée, et l'onpeut trouver dans [9, 10℄ le 
ontre-exemple suivant :(�x:a:(�z:a:z)x)ha�bi ��x�! �x:b:((�z:a:z)x)ha�bi.Avant de développer 
e 
ontre-exemple, on rappelle que les systèmes intro-duits par R. Bloo, 
omme vu dans la partie pré
édente, sont fort semblables auxsystèmes 
i-présentés, hormis en trois points, lesquels sont, premièrement, qu'ilsn'introduisent point le prédi
at parti
ulier de pseudo-sorte (qui fera l'objet de dé-veloppements ultérieurs, mais n'est pas utile i
i) ; deuxièmement, qu'ils font in-tervenir les substitutions expli
ites uniquement dans les sujets des jugements detypage, tandis que dans leurs prédi
ats, ils 
onservent les substitutions impli
ites(en parti
ulier pour les �gures d'inféren
e d'élimination du � et de 
oupure)14 ;troisièmement, qu'ils ne 
omportent pas d'autre �gure d'inféren
e que 
elle de
oupure pour typer les termes 
ommençant par une substitution, et ne présententdon
 point la �gure d'expansion.On va i
i donner quelques arbres d'inféren
e de type pour soutenir le pro-pos, et, a�n d'éviter de sur
harger lesdits arbres, on laissera en guise de feuillesdes jugements valides de la forme : : : ; u : V; : : : ` u : V, dont la dérivation aumoyen d'axiomes, d'hypothèses et d'a�aiblissements est simple. En outre, les dé-rivations de bonne formation de � aisées à 
onstruire seront omises, rempla
éespar le symbole (R) surmontant trois points, et le symbole H représentera la feuille(au sens 
i-dessus) b:�; : : : ` b:�, véri�
ation survenant dans diverses 
oupures,
onversions, et expansions dans les arbres présentés infra.14En donnant les arbres dans la version de R. Bloo, l'on fera néanmoins apparaître de manièreexpli
ite la substitution dans le prédi
at par 
es �gures avant de la réaliser par 
onversion.
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onsidère don
 la rédu
tion donnée supra, il est aisé de 
onstater queson membre gau
he est typable, aussi bien dans les systèmes de R. Bloo que dans
eux dé�nis dans la présente, pourvu que la hiérar
hie de sortes du système per-mette la 
onstru
tion des types �-quanti�és requis, 
e qui est déjà le 
as dans dessystèmes aussi simples que �!x, 
omme le montre l'arbre de dérivation suivant :
(R):::

(R)::: Rb : �; a : �; x : a; z : a ` z : ab : �; a : �; x : a ` �z:a:z : �z:a:a (�-I) Rb : �; a : �; x : a ` x : ab : �; a : �; x : a ` (�z:a:z)x : ahz�xi (�-É)b : �; a : �; x : a ` (�z:a:z)x : a (�)b : �; a : � ` (�x:a:(�z:a:z)x) : �x:a:a (�-I)RHb : � ` (�x:a:(�z:a:z)x)ha�bi : (�x:a:a)ha�bi (y)RHb : � ` (�x:a:(�z:a:z)x)ha�bi : �x:b:b (�)Dér. 1 � Typage dans �!x (toutes versions) de (�x:a:(�z:a:z)x)ha:=biLe membre droit de la rédu
tion supra, en revan
he, n'est pas typable, et l'onpeut fa
ilement, à défaut de démontrer rigoureusement 
ette impossibilité, en dis-tinguer le motif, en 
onsidérant une tentative de typage dudit terme, par exempledans �!x, qui est pourtant l'un des systèmes de types purs parmi les plus simplesque l'on puisse imaginer. On obtient en e�et l'arbre de synthèse de type suivant :
(R):::

(R)::: Rb:�;x:b;a:�;z:a ` z:ab:�;x:b;a:� ` �z:a:z : �z:a:a  b:�;x:b;a:� ` x : ab:�;x:b;a:� ` (�z:a:z)x : ahz�xi (�-É)b:�;x:b;a:� ` (�z:a:z)x : a (�) Rb:�;x:b`b:�b : �; x : b ` ((�z:a:z)x)ha�bi : aha�bi (y)b : �; x : b ` ((�z:a:z)x)ha�bi : b (�)b : � ` �x:b:((�z:a:z)x)ha�bi : �x:b:b (�-I)Dér. 2 � Tentative d'inféren
e de type dans �!x (version de R. BLOO) pour�x:b:((�z:a:z)x)ha:=biLe symbole  dans l'arbre supra indique l'endroit où la synthèse de type abou-tit à un 
on�it. En e�et, à 
et endroit, on a dans le 
ontexte x : b, et l'on a besoin
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ette 
ontrainte provient du bas de l'arbre. Toutefois,l'information que a et b peuvent être identi�és a été perdue lors de l'appli
ationde la �gure de 
oupure trois n�uds plus bas. La �gure d'inféren
e d'expansionrésout 
e problème. On donne i
i en guise d'exemple une dérivation dans �! :
(R):::

(R)::: b:�;x:b;z:aha�bi; a:� ` z:aha�bi Hb:�;x:b;z:aha�bi`zha�bi:aha�bi (y)RHb:�;x:b;z:aha�bi ` zha�bi : b (�)b:�;x:b ` �z:aha�bi:zha�bi : �z:b:b (�-I)RHb : �; x : b ` (�z:a:z)ha�bi : �z:b:b (x) b:�;x:b;a:�` x:b Hb:�;x:b` xha�bi:bha�bi (y)b : �; x : b ` xha�bi : b (�)b : �; x : b ` (�z:a:z)ha�bi xha�bi : bhz�xha�bii (�-É)b : �; x : b ` (�z:a:z)ha�bi xha�bi : b (�)RHb : �; x : b ` (�z:a:z)x)ha�bi : b (x)b : � ` �x:b:((�z:a:z)x)ha�bi : �x:b:b (�-I)Dér. 3 � Typage dans �!x de (�x:b:(�z:a:z)x)ha:=biOn voit don
 que le problème de R. Bloo est i
i résolu.Dans [77℄, C. Mu�noz présente une manière de 
onserver la rédu
tion du sujetpour des types dépendants dans un 
al
ul à indi
e de De Bruijn �', qui est unevariante de ��. Ce
i est obtenu grâ
e à une modi�
ation de la notion de rédu
tion,qui serait, dans un 
al
ul à noms, exprimée 
omme suit :(�y:A:B)hx�Ci �! �y:Ahx�Ci:Bhy:A; x�Ci(�y:A:B)hx�Ci �! �y:Ahx�Ci:Bhy:A; x�Ci:Dans la substitution hy:A; x�Ci, on remarque la présen
e de y:A, qui est 
e quel'on nomme un rappel de type (type reminder). Sans entrer dans les détails, 
ettepré
aution permet de 
onsidérer dans Bhy:A; x�Ci que y est de type A et nonAhx�Ci, 
omme on le voit dans les �gures d'inféren
e de type, dont on donne i
iune version dans un 
al
ul à noms :�; x : U ` y : Vfx�Xg � ` X : U�; x : U; hy:Vi ` y : V (Cons)�; x : U; hy:Vi ` A : B � ` X : U� ` Ahy:V; x�Xi : Bfx�Xg (Clos).Cette 
onstru
tion permet également de résoudre le problème de la rédu
tion dusujet, mais elle pose néanmoins 
ertains problèmes, en parti
ulier liés à la �gure
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on
lusion de [77℄. Ces problèmes sontrésolus par la �gure d'(expansion).Une autre appro
he pour obtenir des systèmes de types purs expli
ites ave
rédu
tion du sujet est donnée à la �n de [9℄, s'inspirant largement de l'arti
le [12℄de R. Bloo, F. Kamareddine et R. Nederpelt, où 
eux-
i introduisent une notionde systèmes de types purs ave
 dé�nitions. Une dé�nition est une substitutionpla
ée dans le 
ontexte de typage. Dans 
e système, la substitution est introduited'abord dans le 
ontexte, au moyen des �gures suivantes :� ` A : � � ` B : A x < dom(�)�; hx�Bi ` x : A� ` A : � � ` B : A � `M : T x < dom(�)�; hx�Bi `M : TAprès quoi, elle peut être introduite dans les termes :�; hx�Bi `M : T�; hx�Bi `Mhx�Bi : Thx�Bi .En outre, il est né
essaire d'adapter la �gure de 
onversion :� `M : A � ` B : � � ` A � B� `M : Bave
 � ` A � B signi�ant que A et B sont joignables par �x-
onversion aux sub-stitutions survenant dans � près.Cette appro
he résout de manière assez satisfaisant le problème, mais elle pré-sente le désavantage de 
ompliquer les notions liées aux 
ontextes et les règles lesmanipulant.Par ailleurs, on pourrait obje
ter que la �gure d'inféren
e d'expansion n'estpas satisfaisante du point de vue de l'inféren
e de type, 
ar elle e�e
tue une formed'expansion du sujet. Mais en fait, 
'est tout le 
ontraire, 
ar si l'on se pla
e dupoint de vue de la synthèse de type, les �gures d'inféren
e doivent être lues de basen haut et non de haut en bas. Et si l'on 
onsidère 
e sens de le
ture, on peut lirela �gure d'expansion 
omme suit : si l'on veut typer un terme quel
onque 
om-mençant par au moins une substitution expli
ite, on peut pousser d'un 
ran l'unedes substitutions situées « en surfa
e » du terme, et si l'on trouve un type pour leterme obtenu, et que l'opérande de la substitution poussée était bien typable, alorson peut donner au terme initial le type du terme obtenu en poussant la substitution.
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i l'idée somme tout naturelle et intuitive de voir les substitutionsexpli
ites 
omme des substitutions « paresseuses », qui restent en pla
e dans leterme et ne sont propagées que lorsque 
ela s'avère né
essaire. Si l'on reprend lesdeux dérivations supra, l'on peut voir une parfaite illustration de 
ette notion : ene�et, la tentative de typage de (�x:a:(�z:a:z)x)ha�bi dans la dérivation 2 au moyend'une 
oupure ayant é
houé, l'on revient en arrière et, dans la dérivation 3, l'one�e
tue, au lieu d'une 
onversion et de la 
oupure, une expansion. On peut alors,
omme dans la dérivation 2, tenter une élimination de �. Cette fois-
i, 
omme lasubstitution a été poussée d'un 
ran, l'information que a et b sont inter
hangeablesest 
onservée, et l'on parvient à typer xha�bi : b, au lieu de se heurter, 
ommepré
édemment, à un blo
age provenant du 
on�it entre les deux 
ontraintes x : aet x : b, l'information de synonymie entre a et b ayant été perdue.Comme on le voit illustré dans 
et exemple, il semble que 
e mé
anisme puisseprésenter un intérêt 
ertain dans le 
adre de la synthèse de type. En parti
ulier, iltraite le problème évoqué au 
hapitre i de la question déli
ate de la 
omposi-tion de la substitution. On voit en fait d'où vient la né
essité d'avoir deux �gurespour traiter les termes 
ommençant par une substitution expli
ite : lorsque l'on setrouve fa
e à un terme 
ommençant par une substitution, deux 
as se présentent :soit on peut la traiter tout de suite au moyen d'une 
oupure, soit il faut retar-der 
ette substitution au moyen d'une expansion. Ce
i est patent dans l'exemplesupra. Si l'on reprend la dérivation 2 (qui peut également être vue 
omme unetentative de dérivation dans les systèmes présentés i
i), on voit que l'on a e�e
tuéune 
oupure, mais que l'on est parvenu à un blo
age, tandis que dans la dériva-tion 3, on reprend le même typage, mais l'on fait au lieu de 
ette 
oupure uneexpansion pour retarder l'appli
ation de 
ette substitution, le typage peut aboutir.On pourrait également éprouver quelque 
rainte à la vue du fait que l'on per-mette par la �gure d'(expansion) d'e�e
tuer des 
ompositions de substitutions, 
aron pourrait ainsi 
onstruire des arbres in�nis. Mais en fait, il serait parfaitementinutile de l'appliquer deux fois à une même paire de substitution, 
ar on revien-drait alors à la même position relative des variables substituées en ayant simple-ment 
ompliqué les termes. Il faut don
 admettre que 
ette �gure d'(expansion)peut, de même que la 
onversion ou l'a�aiblissement, être répétée inutilement ungrand nombre de fois, et se remettre à la 
lairvoyan
e de l'utilisateur � ou, le 
asé
héant, de la pro
édure de typage � pour que 
ela ne soit pas le 
as. L'on pour-rait également envisager de se reposer, non plus sur �x, mais sur un 
al
ul munid'une notion de 
omposition déterministe, par exemple 
omme 
eux introduitspar R. David et B. Guillaume mentionnés au 
hapitre i.
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at « pseudo-sorte »La né
essaire adjon
tion du pseudo-type R provient du fait que dans les sys-tèmes expli
ites introduits supra, les substitutions expli
ites sont appliquées nonseulement aux expressions intervenant 
omme sujet mais également 
omme pré-di
at d'un jugement de typage � au 
ontraire, par exemple, des systèmes introduitspar R. Bloo, lesquels, 
omme on peut le voir e.g. dans [9℄ appliquent, 
omme onl'a dit pré
édemment, des substitutions impli
ites aux dernières.Ce 
hoix � délibéré, et motivé par les diverses 
onsidérations sur les mérites
omparés des substitutions expli
ites et impli
ites mentionnées supra � impliquela possibilité de voir survenir d'autres types, et en parti
ulier des types de la forme�hx1�N1i : : : hxk�Nki. On re
onnaît i
i, sous des substitutions que l'on a pré
é-demment quali�ées de vaines (
ar elles portent sur des variables ina
essibles), unesorte, et il s'avère naturellement né
essaire de pouvoir identi�er d'une façon oud'une autre tous les termes 
omposés d'une sorte « 
a
hée » sous ses substitutionsvaines et la sorte en question.Il semble alors tout naturel de vouloir utiliser pour 
ette identi�
ation la �gured'inféren
e de 
onversion de types, déjà existante dans les systèmes de types pursusuels, qui s'é
rit 
omme suit :� `M : A � ` B : � A ��x B� `M : B (
onversion)En e�et, on peut vouloir appliquer 
ette �gure au 
as où les deux termes A et Breprésentent (i.e. sont équivalents à) une même sorte.Toutefois, on se heurte à la véri�
ation de 
orre
tion imposée par la prémisse� ` B : �. Le r�le, dans les systèmes de types purs usuels, de 
ette prémisseest d'assurer que seuls des termes représentant e�e
tivement des types, que l'onappelle types 
orre
ts, surviennent 
omme prédi
at d'un jugement.Dans les systèmes de types purs usuels (impli
ites), on entend habituellementpar type 
orre
t un terme typable par une sorte, ou en
ore une sorte elle-même(
as des sortes terminales). Dans le 
adre des substitutions impli
ites, on est sûrque l'on aura jamais à e�e
tuer de 
onversion sur une sorte terminale, 
omme lemontre le lemme suivant :Proposition 2.14 : Types 
onvertibles à une sorte terminaleSoit T un système de types pur impli
ite. Soient � un 
ontexte de typage, A : B dune assertion et � une sorte terminale tels que � ` TA : B et B �� �. Alors B = �.
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ède par indu
tion sur la dérivation du jugement � ` A : B en dis
rimi-nant selon la dernière �gure employée.a. (axiome) : (�; �) 2 A` � : �Ce 
as est évident.b. (règle) : � ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : �Ce 
as est évident.
. (hypothèse) : � ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : ACe 
as est trivial 
ar si A �� �, alors, 
omme � est �-irrédu
tible, on aA ���!�, et don
, par le théorème de rédu
tion du sujet 1.7, � ` � : �, et parengendrement (�; �) 2 A, 
e qui 
ontredit le fait que � soit terminale.d. (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � x < dom(�)�; x : C ` A : BCe 
as est évident par hypothèse d'indu
tion.e. (� - introdu
tion) : � ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` �x:A:M : (�x:A:B)Ce 
as est trivial 
ar �x:A:B ne peut être �-
onvertible à une sorte.f. (� - élimination) : � `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : B[x�N℄Dans 
e 
as, par le théorème de 
orre
tion des types 1.6, 
omme (�x:A:B)n'est pas une sorte, � ` (�x:A:B) : �. On applique alors le lemme d'engen-drement pour obtenir qu'il existe une sorte � telle que �; x : A ` B : �. Ona alors, par le lemme de substitution 1.5, que � ` Bfx�Ng : �. On 
on
lutalors 
omme dans le 
as 
. que si Bfx�Ng �� �, alors (�; �) 2 A, et don
 �n'est pas terminale, et la propriété est triviale.g. (
onversion) : � `M : A � ` B : � A �� B� `M : BCe 
as est évident par hypothèse d'indu
tion. q.e.d.On voit don
 dans 
e 
as qu'il est inutile d'appliquer la �gure de 
onversiondans le 
as où le prédi
at est une sorte terminale dans le 
adre des substitutions im-pli
ites, 
'est pourquoi il n'est pas né
essaire de prévoir dans la �gure de 
onver-sion le 
as où B est une sorte non typable.Toutefois, le problème parti
ulier soulevé supra montre bien que, dans le 
asde substitutions expli
ites, 
e problème d'identi�
ation de termes mutuellement
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onvertibles s'étend aux sortes terminales. Comme on l'a vu, il semble naturel deréaliser 
ette identi�
ation 
omme un 
as parti
ulier de l'appli
ation de la 
onver-sion, puisque 
elle-
i permet déjà d'e�e
tuer dans un autre 
adre une opérationanalogue. Mais pour permettre 
e
i, il appert né
essaire d'étendre la prémisse� ` B : �. La question qui se pose ensuite est de savoir 
omment la rendre à lafois assez large pour résoudre le problème 
i-dessus, et assez stri
te pour préserverla 
orre
tion.La première extension qu'il semble naturel de 
onsidérer au vu de la dis-
ussion pré
édente est la prémisse (� ` B : �) _ (B 2 S). Cependant, 
etteprémisse n'est pas satisfaisante 
ar elle produit une �gure de 
onversion diri-gée. En e�et, elle permet 
ertes de passer d'un jugement de la forme � ` A :�hx1�N1i : : : hxk�Nki à un jugement de la forme � ` A : �, elle ne permet pasle passage dans l'autre sens, 
e qui n'est pas satisfaisant 
ar, 
ontrairement à 
eque l'on pourrait 
roire, ledit sens peut être né
essaire, 
ar l'on peut être amenéà faire apparaître des substitutions vaines (e.g. pour former un type produit dansune optique de rédu
tion du sujet), et non toujours à les faire disparaître.On peut alors envisager une extension plus large en disant que si B n'est pastypable par une sorte, alors il doit e�e
tivement être une sorte, mais non êtreau sens de la trop stri
te égalité syntaxique, mais être au sens de la plus souple�x-
onversion, 
e que traduit (� ` B : �) _ (B ��x �). Toutefois, il est aisé dese rendre 
ompte que 
ette prémisse ne 
onvient pas 
ar elle est trop large. Ene�et, elle permet l'apparition non 
ontr�lée de termes, 
ar au
une 
ondition n'estimposée sur les opérandes des substitutions vaines dont elle permet l'apparition.Et 
ette remarque reste un obsta
le dans le 
as où l'on se 
ontenterait d'une simplex-
onversion en adoptant la variante (� ` B : �) _ (B �x �). En e�et, dans lesdeux 
as, l'on peut e�e
tuer à partir d'un quel
onque jugement valide de sorte� `M : � la 
onstru
tion suivante ::::� `M : � (� � � ) �hx�
i �(�)x �� `M : �hx�
i (
onversion)et faire ainsi survenir arbitrairement dans les jugements de sortes (qui sont nom-breux, 
ar né
essaires à 
haque introdu
tion de type) un terme divergeant. Lanouvelle prémisse 
onsidérée ne peut don
 
onvenir.Les petits exemples que l'on vient de voir montrent bien qu'il est né
essairede permettre une forme de x-
onversion a�n de pouvoir non seulement retran
herdes substitutions vaines, mais aussi d'en ajouter, pourvu que l'opérande de la sub-stitution soit 
ontr�lé � et par 
ontr�lé, il est naturel dans 
e 
ontexte d'entendre



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 83typable. On ramène ainsi le problème à la question suivante : 
omment expri-mer que B est une sorte à laquelle a été appliquée une su

ession de substitutionsd'opérandes typables ?La 
ara
térisation syntaxique des termes susmentionnés n'étant pas évidente,on peut avoir l'idée d'introduire un mé
anisme de véri�
ation sous forme d'unjugement indiquant que B a la forme requise, 
e pour quoi l'on introduit le sym-bole R , qui, de même qu'une sorte 
ara
térise intuitivement une 
lasse de types(
omme � et � dans le �-
ube 
ara
térisent les types de termes et les types detypes), 
ara
térisera d'une 
ertaine façon les types sortes, indépendamment de lahiéra
hie de 
elles-
i. Ainsi, par un jugement de la forme � ` B : R , on voudraindiquer que B est un représentant possible d'une sorte quel
onque. A�n de dé-river 
es jugements, on peut, à partir d'un axiome de la forme � : R , appliquersu

essivement 
oupures, a�aiblissements et expansions pour ajouter les substi-tutions adéquates. On remarque en parti
ulier que la notion de largage suivante(provenant de [30℄) : � ` A : B � ` C : D Ahx�Ci (g
)�!A� ` Ahx�Ci : B (largage)qui est 
apturée par la �gure d'inféren
e d'expansion (
f. § 2.1), permet en pra-tique de dériver les véri�
ations requises pour les termes 
onsidérés.En outre, la notion de pseudo-sorte trouve une justi�
ation supplémentaire dufait qu'elle possède une signi�
ation en terme de 
orre
tion des types, qui seraabordée au paragraphe suivant.Par ailleurs, il est né
essaire i
i de pré
iser que, bien que pour des raisonsde 
ommodité l'on manipule 
ette pseudo-sorte 
omme une sorte, en parti
ulierà l'aide des �gures d'inféren
e d'axiome et d'expansion, il ne s'agit pas d'unesorte, et il n'est pas envisageable de l'ajouter à l'ensemble des sortes, 
ar il estnotoire que les systèmes 
omportant la sorte de toute les sortes sont en généralin
ohérents. Cet é
ueil est i
i évité 
ar 
e prédi
at R ne peut pas intervenir dansl'ensemble des règles, et ne peut pas non plus apparaître 
omme prédi
at d'uneassertion de typage élément d'un 
ontexte (on voit en e�et que les �gures d'infé-ren
e (hypothèse) et (a�aiblissement), seules à agrandir le 
ontexte, véri�ent quele type introduit est typable par une vraie sorte � 
e que n'est pas la pseudo-sorte.En fait, on peut même garantir que l'usage de R n'é
happe pas au 
adre qu'on luia �xé par une proposition dont la démonstration sera donnée ultérieurement dans
e 
hapitre, p. 122, du fait qu'elle utilise des résultats qui seront présentés dansles pro
hains paragraphes, mais dont voi
i l'énon
é :



84 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESProposition 2.15 : Usage de pseudo-sorteSoient � un 
ontexte et M : B une assertion tels que � `M : B. Alors :(i) si B ��x R , alors il existe � 2 S, x1; : : : ; xk 2 U, N1; : : : ;Nk 2 �Tx destermes tels que M = �hx1�N1i � � � hxk�Nki.(ii) si M ��x R , alors B ��x R .Corre
tion des typesCes jugements de prédi
at R sont tous destinés à assurer que le terme qui leursert de sujet est une sorte déguisée, 
e qui est un r�le bien distin
t de 
elui desautres jugements. Pour pouvoir les distinguer, on introduit la dé�nition suivante,leur donnant un nom :Dé�nition 2.15 : jugement de sorteOn dit qu'un jugement � `M : B est un jugement de sorte si B ��x R .Ce type de jugement est indispensable, 
ar on ne saurait se passer de sortesterminales, mais, dans le 
as impli
ite, 
elles-
i ne sont pas traitées 
ar, pour ainsidire, il ne peut rien leur arriver tant leur usage est limité � elles ne peuvent ap-paraître que 
omme type dans une véri�
ation de la forme � ` A : � pré
édantl'introdu
tion de A dans un 
ontexte dans une �gure d'hypothèse ou d'a�aiblisse-ment, l'introdu
tion d'un type produit dans le 
as où A en est un, ou la 
onversiond'un type équivalent à A en A, et elles ne peuvent pas servir de prédi
at dans un
ontexte de typage. Ce dernier point reste d'ailleurs vrai dans le 
as expli
ite ;simplement, le système 
ontient un mé
anisme supplémentaire pour traiter 
essortes, mais la di�éren
e demeure entre une sorte typable uniquement par R (quisera terminale), et une sorte typable également par une autre sorte. Les deux 
or-respondent à une notion de 
orre
tion des types, mais ave
 une nuan
e, semblableà 
elle entre être une sorte et être typable par une sorte dans le système impli-
ite. On pourrait d'ailleurs envisager, à la lumière de 
e
i, de se restreindre auxaxiomes de la forme (�; �) et (�; R ) où � est une sorte terminale. Toutefois, il estplus simple de 
onserver tous les axiomes de prédi
at R , et 
'est 
e que l'on fera.Le résultat suivant, le théorème de 
orre
tion des types, est indispensable dansles systèmes où, 
omme 
'est le 
as pour les systèmes de types purs, on n'éta-blit pas de distin
tion syntaxique entre termes et types. Ce théorème suppose une
ara
térisation des termes ayant un 
omportement de type (i
i, la typabilité parune sorte ou pseudo-sorte � 
f. paragraphe pré
édent), et établit que tout termeapparaissant 
omme prédi
at dans une dérivation est 
orre
t en 
e sens.
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tion des types des systèmes de types purs expli
itesSoit � ` A : B un jugement de typage valide. Alors : 9� 2 S; � ` B : �.Démonstration.Ce lemme requiert le lemme d'engendrement qui sera démontré au paragraphesuivant, et sera démontré à sa suite.2.3. Ordre sur les dérivationsLes parti
ularités des substitutions expli
ites font, 
omme on l'a dit pré
édem-ment, qu'il est parfois né
essaire, dans 
ertains raisonnements par indu
tion, dere
onstituter la dérivation � 
e que l'on fait au moyen du 
lassique lemme d'en-gendrement15 � puis d'appliquer l'hypothèse d'indu
tion aux dérivations ainsi ob-tenues. Toutefois, 
elles-
i ne sont en général pas des sous-arbres de la dérivationprin
ipale 
onsidérée, 
e qui met en péril la bonne fondation de l'indu
tion, etindique en tout 
as que la simple indu
tion stru
turelle sur les dérivations ne suÆtplus. Toutefois, 
es dérivations sont bien en un sens plus petites que la dérivationprin
ipale, et il semble don
 bien qu'il soit possible d'e�e
tuer une indu
tion bienfondée dans 
e 
as, pourvu qu'on formalise de manière 
orre
te, i.e. en introdui-sant un ordre bien fondé sur les dérivations de typage.La prin
ipale diÆ
ulté est le fait que le lemme d'engendrement supprimedans les dérivations une �gure stru
turelle, mais repousse plus haut dans l'arbrede dérivation, et éventuellement duplique, les éventuelles �gures d'a�aiblisse-ment suivant 
ette dernière, et, par voie de 
onséquen
e, également les �gures
onduisant à la dérivation de la prémisse faible de 
es �gures. Cela empê
hede 
onsidérer simplement le nombre de �gures employées dans la dérivation, 
equi eût été un moyen simple d'obtenir un ordre bien fondé sur les dérivations.Cette diÆ
ulté rend également de 
onsidérer un ordre multi-ensemble induit parune préséan
e plus faible pour l'a�aiblissement que pour les autres �gures. Demême pour l'ordre ré
ursif de 
hemin, pourtant souvent eÆ
a
e dans 
e genre de
ontexte : le fait que l'on ne puisse savoir ni 
ombien de fois les a�aiblissementsseront dupliqués ni à quelle hauteur (i.e. derrière 
ombien de n�uds) dans l'arbreils seront dépla
és empê
hent d'employer 
ette appro
he.Une première 
hose à faire pour résoudre 
e problème de dupli
ation de sous-arbre est de « 
urry�er » l'a�aiblissement, i.e. de ne pas le 
onsidérer 
omme unn�ud binaire, mais 
omme un n�ud unaire indi
é par une dérivation :15Le le
teur peut se reporter à l'énon
é du lemme d'engendrement 1.4 pour les systèmes detypes purs impli
ites a�n de se remémorer la manière dont il permet de remonter les dérivations
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Γ A : B Γ C : σ

Γ,    : C    A : Bx

Γ A : B

Γ,    : C    A : Bx

Γ C : σ

Fig. 5 � « Curry�
ation » de l'a�aiblissementOn peut, à partir de là, identi�er une sorte de « tra
e prin
ipale » dans unedérivation, et s'intéresser plus spé
i�quement aux n�uds intervenant sur 
elle-
ien les 
omptant, en omettant toutefois les 
onversions � 
'est pourquoi l'on in-troduit le nombre P(�) dans la dé�nition 2.13. Toutefois, l'on ne peut pas omettreles dérivations « auxiliaires », puisque, a�n d'obtenir un ordre bien fondé, l'ondoit naturellement 
onserver la propriété qu'une sous-dérivation propre est stri
-tement inférieure à la dérivation dans laquelle elle apparaît � 
'est pourquoi on engarde tra
e dans l'ensemble S(�) dans la dé�nition 2.13. En outre, toujours pourpréserver 
ette propriété de sous-dérivation propre, on doit également prendre en
ompte le 
as parti
ulier des 
onversions.L'ordre que l'on va dé�nir tient 
ompte de toutes 
es 
omposantes :Dé�nition 2.16 : ordre de simpli
ité sur les dérivationsSoient (�) et ($) deux dérivations. On dit que (�) est plus simple que ($), 
e quel'on note (�) / ($), si l'une des trois 
onditions suivantes est remplie :(i) (�) /S ($), i.e. (�) 2 S($) ;(ii) (�) /N ($), i.e. S(�) � S($) ^ P(�) < P($)(iii) (�) /I ($), i.e. S(�) � S($)^P(�) = P($)^ (�) est une prémisse de ($).On note /P l'union de /N et /I. La 
l�ture transitive de /, que l'on dénotera par �,est nommée ordre de simpli
ité sur les dérivations.Naturellement, pour pouvoir utiliser la relation � dans des raisonnements parindu
tion, il est né
essaire de montrer qu'il s'agit d'un ordre stri
t bien fondé :Proposition 2.17 : Bonne fondation de l'ordre de simpli
itéLes assertions suivantes sont vraies :(i) Si $0 .P � � � .P $k .S �, alors (�) 2 S($0).(ii) Il n'existe pas de 
haîne in�nie �0 . �1 . � � � . �i . � � � :(iii) La relation � est un ordre stri
t bien fondé.
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urren
e sur k.Si k = 0, 
'est évident par dé�nition.On suppose la propriété vraie pour k. Soit alors$0 .P � � �.P$k+1 .S� ; on a,par hypothèse de ré
urren
e, que (�) 2 S($1). En outre, S($1) � S($0),don
 (�) 2 S($0).(ii) Soit (�i)i2N une suite in�nie telle que pour tout i 2 N, �i . �i+1. Pour touti 2 N, soit �i.S�i+1, soit �i.N�i+1, soit �i.I�i+1. Plusieurs 
as se présentent :1°) Il y a une in�nité de .S. On a alors : �0 .k0P .S�i1 .k1P .S�i2 .k2P .S � � � , etl'on obtient don
 grâ
e au point (i) une suite (�i j ) j2N telle que pour toutj, �i j+1 soit élément de S(�i j), don
 en parti
ulier un sous-arbre propre de�i j , et l'on obtient une suite in�nie stri
tement dé
roissante au sens de larelation de sous-arbre, 
e qui est impossible.2°) À partir d'un 
ertain rang n, il n'y a plus de .S mais il y a une in�nité de.N . On a alors : �n.k0I .N�n+i1.k0I .N�n+i2.k0I .N � � � , et l'on obtient don
 ainsiune suite (P(�n+i j )) j2N, qui est une suite in�nie stri
tement dé
roissanted'entiers naturels, 
e qui est impossible.3°) À partir d'un 
ertain rang n, il n'y a plus que des .I. Dans 
e 
as, lasuite (�n+ j) j2N est une suite in�nie stri
tement dé
roissante au sens de larelation de sous-arbre, 
e qui est impossible.Dans tous les 
as, l'on est parvenu à une impossibilité.(iii) L'irré�exivité de 
ette relation dé
oule de 
elle, évidente, de /, et sa tran-sitivité dé
oule dire
tement de sa dé�nition. Sa bonne fondation dé
oule dupoint (ii).Cet ordre sera beau
oup utilisé dans les raisonnements par indu
tion liés auxsystèmes de types purs expli
ites. On peut se demander pourquoi l'on a besoin de
e raÆnement, au lieu de se 
ontenter de l'indu
tion stru
turelle basée sur l'ordrede sous-arbre, utilisée usuellement dans les systèmes à substitutions impli
ites oudans d'autres systèmes à substitutions expli
ites 
omme [9, 13, 77, 68℄. Cela estessentiellement dû à deux fa
teurs : d'une part, des problèmes spé
i�ques liés auxsubstitutions expli
ites intervenant dans la démonstration de rédu
tion du sujet,et d'autre part le 
hoix fait i
i d'employer des substitutions expli
ites partout, y
ompris en prédi
at d'assertion de type.En 
e qui 
on
erne le premier point, la diÆ
ulté vient du fait que la 
oupure« saute » une étape par rapport à une introdu
tion et élimination de� 
onsé
utives,
e qui fait que l'on a besoin d'utiliser le lemme d'engendrement pour re
onstituerle typage un peu plus haut, a�n d'obtenir les prémisses dont on a besoin pour
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oupure. Dans les autres systèmes expli
ites, 
ela ne pose pas de problème,
ar on a besoin des résultats du lemme d'engendrement tels quels. Mais dans lessystèmes présentés i
i, du fait que l'on est obligé de faire la démonstration derédu
tion du sujet ave
 une notion de rédu
tion parallèle (
e
i est dû à la �gured'expansion, 
e point sera abordé au § 3.2), on peut avoir besoin d'appliquer unehypothèse d'indu
tion à 
es résultats.En 
e qui 
on
erne le se
ond point, 
e 
hoix oblige de faire grand usage de la�gure de 
onversion a�n de ré
upérer les types d'origine, toujours par exempledans l'optique de rédu
tion du sujet. Et de même que pour le point pré
édent,
ela peut rendre né
essaire d'appliquer une hypothèse d'indu
tion aux résultatsdu théorème de 
orre
tion des types.On remarque en parti
ulier que 
et ordre 
ontient l'ordre de sous-arbre propre,
e qui sera utile lors des raisonnements par indu
tion à venir. Par ailleurs, a�n depré
iser les 
hoses, on peut donner quelques propriétés supplémentaires :Proposition 2.18 : Propriétés liées à l'ordre de simpli
itéSoit ($) � � ` X : Y une dérivation. Si P($) = 0, alors X 2 S et Y = R .Démonstration.On raisonne par indu
tion stru
turelle sur ($). La dernière �gure employée nepeut être que (axiome), (a�aiblissement) ou (
onversion) :a. (axiome) : la propriété est évidente ;b. (a�aiblissement) : soit (�) � � ` X : Y la première prémisse ; on a alorsP(�) = P($) = 0, et il suÆt d'appliquer l'hypothèse d'indu
tion à (�) ;
. (
onversion) : soit (�) � � ` X : Y0 ave
 Y0 ��x Y la première prémisse ;on a alors P(�) 6 $ = 0, et l'on peut don
 appliquer l'hypothèse d'indu
-tion à (�), d'où Y ��x Y0 = R ;et don
 dans tous les 
as, l'on obtient bien que Y = R . q.e.d.3. PropriétésDans 
e paragraphe, on étudie des propriétés générales des systèmes de typespurs expli
ites dé�nis 
i-dessus. En parti
ulier, on démontre qu'ils véri�ent unenotion de 
orre
tion des types � à propos de 
ette notion, on pourra se reporterà la se
tion relative au prédi
at pseudo-sorte � et la rédu
tion du sujet. Aupara-vant, on établit quelques lemmes utiles pour re
onstituer l'arbre de dérivation d'unjugement valide.



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 893.1. Lemmes de dérivationMaintenant viennent les lemmes de dérivation, et pour 
ommen
er un ré-sultat d'a�aiblissement, énonçant que l'on peut rajouter des hypothèses dans le
ontexte :Lemme 2.19 : A�aiblissementSoient �, �, � trois 
ontextes, w une variable, X, Y, Z trois termes, � une sortetels que les dérivations ($) � �;� ` X : Y et (�) � � ` Z : � soient des jugementsvalides, et que � � �. Alors ($0) � �;w : Z;� ` X : Y est un jugement valide.En outre, P($0) = P($) et S($0) = S($) [ f�g.Démonstration.On pro
ède par indu
tion stru
turelle sur la dérivation ($).On peut traiter à part le 
as où � = ( ), qui se résout par l'appli
ation d'unesimple �gure d'a�aiblissement. Sinon, on distingue di�érents 
as selon la dernière�gure appliquée dans ($) :a. (axiome) : (�; �) 2 A` � : �On est né
essairement dans le 
as où � = ( ).b. (règle) : � ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : �On appelle les deux prémisses respe
tivement (�1) et (�2). Par hypothèsed'indu
tion, (�01) � �;w : Z;� ` A : � et (�02) � �;w : Z;�; x : A ` B : �,et P(�0i) = P(�i) et S(�0i) = S(�i) [ f�g, et l'on peut alors 
on
lure par une�gure de règle.
. (hypothèse) : � ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : AOn appelle la prémisse (�0). Par hypothèse d'indu
tion, l'on dérive alors(�00) � �;w : Z;� ` A : �, ave
 P(�00) = P(�0) et S(�00) = S(�0) [ f�g, etl'on peut 
on
lure par une �gure d'hypothèse.d. (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � � � � x < dom(�)�; x : C ` A : BOn appelle les deux prémisses respe
tivement (�1) et (�2). On peut supposerque l'on n'est pas dans le 
as où � = ( ). Par hypothèse d'indu
tion, l'ona (�01) � �;w : Z;�0 ` A : B ave
 � = �0; x : C, et l'on obtient alors queP(�01) = P(�1) et S(�01) = S(�1)[ f�g, et l'on peut 
on
lure au moyen d'une�gure d'a�aiblissement : (�01) (�2)�;w : Z;�0; x : C ` A : B (W).
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tion de �) : � ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` (�x:A:M) : (�x:A:B)Ce 
as est analogue au 
as b.f. (élimination de �) : � `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bhx�NiLe 
as est analogue au 
as b.g. (
oupure) : �; x : A `M : B � ` N : A� `Mhx�Ni : Bhx�NiLe 
as est analogue au 
as b.h. (expansion) : � `M : B � ` N : A Phx�Ni �!� M� ` Phx�Ni : BLe 
as est analogue au 
as b.i. (
onversion) : � `M : A � ` B : � A ��x B� `M : BLe 
as est analogue au 
as b. q.e.d.Le lemme suivant permet d'initialiser un arbre de dérivation :Lemme 2.20 : Initialisation pour les systèmes de types purs expli
itesSoit � un 
ontexte ayant une justi�
ation J(� `). Alors :(i) si (� : �) 2 A, alors ($) � � ` � : �, et (P($) = P(� : �)S($) = J(� `) ;(ii) si � = �; x : A;�, alors ($) � � ` x : A.Démonstration.Les deux points dé
oulent dire
tement du lemme pré
édent. Pour le point (i), la
ondition sur P($) et S($) est véri�ée 
ar lorsque l'on applique répétitivementle lemme pré
édent, P($) ne 
hange pas, et S($) s'enri
hit à 
haque fois d'unedérivation appartenant à J(� `). q.e.d.Le lemme suivant, dit d'engendrement, est fondamental, 
ar il est parti
uliè-rement utile lorsque l'on souhaite raisonner sur la stru
ture d'un terme typable :en e�et, il permet de re
onstituer étape par étape la dérivation et le prédi
at d'unjugement de typage en fon
tion de la stru
ture de son sujet. On peut se 
on
entrerainsi sur les �gures « importantes » (i.e. stru
turelles) en n'ayant pas à se préo
-
uper des �gures « administratives » (i.e. n'a�e
tant pas le sujet). Toutefois, la
ontrepartie de 
ela est que les arbres obtenus ne seront pas de vrais sous-arbres,et l'on voit i
i l'utilité de l'ordre de simpli
ité, qui permettra néanmoins de les
onsidérer 
omme des arbres plus petits que 
elui dont ils sont issus a�n de pou-voir raisonner par indu
tion sur l'arbre que l'on souhaiterait avoir plut�t que sur
elui qui est donné.



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 91Lemme 2.21 : Engendrement pour les systèmes de types purs expli
itesSoient � un 
ontexte et M : T une assertion tels que la dérivation ($) � � `M : Tsoit valide. Alors :(i) si M = � 2 S alors 9 � 2 S(T ��x � ^ (� : �) 2 A)(ii) si M = x alors 9 � 2 S 9U 2 �Tx((�0) � � ` U : � ^ (x:U) 2 � ^ T ��x U)(iii) si M = �x:A:B alors 9 (�;�;�) 2 R((�1) � � ` A : � ^ (�2) � �; x : A ` B : � ^ T ��x �)(iv) si M = �x:A:B alors 9 � 2 S 9C 2 �Tx((�1) � � ` (�x:A:C) : � ^ (�2) � �; x : A ` B : C ^ T ��x �x:A:C)(v) si M = AB alors 9C;D 2 �Tx((�1) � � ` A : (�x:C:D) ^ (�2) � � ` B : C ^ T ��x Dhx�Bi)En outre, dans tous les 
as, pour 
haque i, (�i) /N ($).Démonstration.Lorsque l'on 
onsidère les formes des sujets des di�érentes �gures d'inféren
e,on voit que la dernière �gure appliquée dans le typage de � `M : T ne peut êtreque (a�aiblissement), (
onversion), ou la �gure adaptée à la forme de M � dansl'ordre, de (i) à (v) : (axiome), (hypothèse), (règle), (introdu
tion de �), (élimina-tion de �). En outre, 
omme (a�aiblissement) et (
onversion) ne 
hangent pas lesujet, et qu'il faut bien que le 
elui-
i ait été introduit à un moment quel
onque,né
essairement la �gure que l'on quali�ait d'adaptée a dû être employée.Plus formellement, l'on va montrer par indu
tion sur la dérivation de � `M : Tque la propriété souhaitée est véri�ée. L'on dis
rimine selon la dernière �gureappliquée. Seules trois �gures ont pu être appliquées : la �gure adaptée, 
elled'a�aiblissement ou 
elle de 
onversion.1°) Si 
'est la �gure adaptée, les prémisses de la �gure sont les 
on
lusionsauxquelles on veut aboutir, et la propriété est don
 satisfaite. En outre,
omme, si (�i) est une prémisse de $ pour l'une des 
inq règles 
onsi-dérées, on a (
f. dé�nition 2.13) que P(�i) < P($) et S(�) � S($), i.e.(�i) /N ($).2°) (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � � � � x < dom(�)�; x : C ` A : BOn appelle respe
tivement ($0) et ($00) les deux prémisses. On appliquel'hypothèse d'indu
tion à la prémisse ($0), 
e qui donne des résultats dela forme (�0i ) � �;� ` X : Y, ave
 l'inégalité (�0i ) /N ($0), alors que l'onsouhaite obtenir les mêmes résultats ave
 le 
ontexte �; x : C;�. On utilise



92 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESalors le lemme d'a�aiblissement 2.19 pour obtenir (�i) � �; x : C;� ` X : Y.De plus, on a d'une part P(�i) = P(�0i) < P($0) = P($), et d'autre partS(�i) = S(�0i) [ f($00)g � S($0) [ f($00)g = S($), si bien que (�i) /N ($).3°) (
onversion) : � `M : A � ` B : � A ��x B� `M : BDans 
e 
as, l'appli
ation à la prémisse ($0) � � `M : A de l'hypothèsed'indu
tion satisfait la propriété, et 
e, ave
 a fortiori les inégalités souhai-tées, 
ar P($0) 6 P($), et S($0) � S($).Dans tous les 
as, on obtient le résultat voulu. q.e.d.On peut don
 maintenant démontrer le théorème de 
orre
tion des types, donton rappelle l'énon
é, déjà donné p. 85 :Théorème : 
orre
tion des types dans les systèmes de types purs expli
itesSoit ($) � � ` A : B un jugement de typage valide. Alors il existe � 2 S tel que(�) � � ` B : �. En outre, (�) /N ($) si B , R , et P(�) = 0 et S(�) égal à unejusti�
ation de � sinon.Démonstration.L'on pro
ède par indu
tion sur l'ordre de simpli
ité, en dis
riminant selon ladernière �gure employée dans la dérivation du jugement � ` A : B :a. (axiome) : (�; �) 2 A` � : �Ce 
as est trivial, 
ar (�) � ` � : R , et P(�) = 0 et S(�) = ; = S($) =J(() `), 
e qui donne bien les inégalités souhaitées.b. (règle) : � ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : �Né
essairement, � , R . Ce 
as est évident : par le lemme d'initialisa-tion 2.20, on obtient (�)�� ` � : R ave
P(�) = 0 < P($) etS(�) = J(� `),où J(� `) est la justi�
ation de � donnée par le lemme de bonne forma-tion 2.13, et véri�ant don
 J(� `) � S($). Et don
, en rassemblant 
esinégalités, l'on obtient que (�) /N ($).
. (hypothèse) : � ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : ANé
essairement, � , R . Ce 
as est évident : la prémisse est exa
tement 
eque l'on veut montrer, et l'on véri�e bien l'inégalité souhaitée par dé�nitionde P(�), S(�) et /N .d. (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � � � � x < dom(�)�; x : C ` A : BOn appelle respe
tivement ($0) et ($00) les deux prémisses. Par hypothèse
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tion appliquée à ($0), on obtient (�0) � � ` B : � et l'on peut appli-quer une �gure d'a�aiblissement :(�0)� ` B : � ($00)� ` C : ��; x : C ` B : � (W)pour obtenir une dérivation (�) ave
 P(�) = P(�0) et S(�) = S(�0) [ f$00g,qui donne la 
on
lusion voulue ave
 les inégalités souhaitées.e. (introdu
tion de �) : � ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` (�x:A:M) : (�x:A:B)Ce 
as est évident : la première prémisse est exa
tement 
e que l'on veutmontrer, et, 
omme �x:A:B , R , l'on véri�e bien l'inégalité souhaitée pardé�nition de P(�), S(�) et /N .f. (élimination de �) : � `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bhx�NiOn appelle respe
tivement ($0) et ($00) les deux prémisses. Par hypothèsed'indu
tion, on obtient (�0) � � ` (�x:A:B) : � et (�0) /N ($0), don
, par lelemme d'engendrement (2.21), il existe � telle que (�00)��; x : A ` B : � et(�00) /N (�0), et don
 (�00) /N /N($0), et a fortiori (�00) /N ($0).En outre, � est 
ontexte d'un jugement valide, don
, par le lemme de bonneformation (2.13), on a � ` ave
 la justi�
ation J(� `) = S($00), et don
,par le lemme d'initialisation (2.20) i., on a ( )�� ` � : R ave
 P( ) = 0 etS( ) = J(� `) = S($00), et l'on e�e
tue alors la dérivation (�) suivante :(�00)�; x : A ` B : � ($00)� ` N : A� ` Bhx�Ni : �hx�Ni (y) ( )� ` � : R� ` Bhx�Ni : � (�)ave
 P(�) = P(�00) + P($00) + 1 + P( ) < P($0) + P($00) + 1 = P($) etS(�) = S(�00) [ S($00) [ S( ) � S($0) [ S($00) = S($) ; d'où l'on peut
on
lure que (�) /N ($).g. (
oupure) : �; x : A `M : B � ` N : A� `Mhx�Ni : Bhx�NiOn appelle respe
tivement ($0) et ($00) les prémisses. Par hypothèse d'in-du
tion appliquée à ($0), l'on obtient (�0) � �; x : A ` B : �.En outre, � est 
ontexte d'un jugement valide, don
, par le lemme de bonneformation (2.13), on obtient qu'il existe une justi�
ation J(� `) telle que
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, par le lemme d'initialisation (2.20) i., on obtientque ( ) � � ` � : R ave
 P( ) = 0 et S( ) = J(� `) = S($00). Deux 
as seprésentent :1°) B , R , et don
 (�0) /N ($0), et l'on e�e
tue la dérivation (�) suivante :(�0)�; x : A ` B : � ($00)� ` N : A� ` Bhx�Ni : �hx�Ni (y) ( )� ` � : R� ` Bhx�Ni : � (�)et l'on a 
omme pré
édemmentP(�) = P(�0)+P($00)+P( )+1 < P($),et S(�) = S(�0) [ S($00) [ S( ) � S($0) [ S($00) = S($), d'où l'onpeut 
on
lure que (�) /N ($).2°) B = R . Dans 
e 
as, d'après la proposition 2.13, il existe une justi�-
ation J(� `) telle que S( ) = J(� `) � S($00) � S($). Par le lemmed'initialisation 2.20 (i), l'on obtient ( ) � � ` R : R ave
 P( ) = 0 etS( ) = J(� `). On peut alors obtenir la dérivation (�) suivante :( )� ` R : R ($00)� ` N : A� ` R hx�Ni : R (x)On remarque que l'expansion i
i est légitime, 
ar 
ommeA apparaît dansle 
ontexte de la première prémisse, il s'agit né
essairement d'un termede �Tx. Par ailleurs, S( ) = J(� `) � S($00) � S($). On en déduitS(�) = S( ) [ S($00) � S($), et l'on obtient également l'inégalitésouhaitée du fait que P(�) = P( ) + P($00) = P($00) < P($).h. (expansion) : � `M : B � ` N : A A 2 �Tx Phx�Ni �!� M� ` Phx�Ni : BCe 
as est évident : l'hypothèse d'indu
tion appliquée à la première pré-misse donne exa
tement 
e que l'on veut montrer.i. (
onversion) : � `M : A � ` B : � A ��x B� `M : BCe 
as est évident : la se
onde prémisse est exa
tement 
e que l'on veutmontrer. q.e.d.Remarque :Ave
 le lemme d'engendrement et le théorème de 
orre
tion des types énon
és i
i,on voit que l'on peut, dans un raisonnement par indu
tion sur l'ordre de simpli
ité,
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tion à des dérivations issues de 
elle 
onsidérée partoute 
ombinaison des trois opérations suivantes :� séle
tion d'un sous-arbre propre ;� appli
ation du lemme d'engendrement ;� appli
ation du théorème de 
orre
tion des types.3.2. Rédu
tion du sujetCe paragraphe 
ontient un résultat fondamental, dont on entend habituelle-ment pouvoir disposer dans un système de types pour pouvoir le 
onsidérer « ap-proprié ». Il indique que le 
omportement 
al
ulatoire d'un terme n'a pas d'in-�uen
e sur son type, et 
omme on l'a indiqué au § 2.1, il s'en faut de beau
oupque l'établissement de 
ette propriété dans le 
adre des substitutions expli
itessoit évident. La démonstration étant assez lourde, on va en donner tout d'abordune idée générale.Comme on l'a dit au § 2.3, l'une des diÆ
ultés réside dans la �gure d'expan-sion. En e�et, 
elle-
i a pour e�et, dans 
ertains 
as de « mettre en 
ommun » dessous-termes, 
omme dans l'exemple suivant :� ` Uhx�WiVhx�Wi : Y � `W : T� ` (UV)hx�Wi : YDans 
e 
as, si la rédu
tion a lieu dans le sous-terme W � i.e. est de la forme(UV)hx�Wi x�! (UV)hx�W0i � il est né
essaire de faire plusieurs rédu
tionsdans la prémisse pour parvenir à Uhx�W0iVhx�W0i qui permet de réappliquerla �gure pour 
on
lure, et l'hypothèse d'une rédu
tion simple ne permet don
 pasde passer à l'indu
tion. On va don
 devoir employer, 
ontrairement à l'usage, unenotion de rédu
tion parallèle, et l'on ne pourra par 
onséquent pas séparer les ré-du
tions e�e
tuées dans le 
ontexte de 
elles e�e
tuées dans le sujet. C'est là,
omme on l'a déjà indiqué au § 2.3, la motivation pour l'introdu
tion de l'ordrede simpli
ité : en e�et, ave
 une rédu
tion parallèle ayant lieu à la fois dans le
ontexte et dans le sujet, on ne peut pas laisser tels quels les résultats du lemmed'engendrement ou du théorème de 
orre
tion des types, mais on doit leur appli-quer l'hypothèse d'indu
tion. Or 
es résultats ne sont pas en général des sous-arbres de la dérivation 
onsidérée, bien qu'ils semblent intuitivement plus petits.L'ordre de simpli
ité est pré
isément la notion 
onvenant pour indiquer en quoiils sont plus petits.
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tion du sujet proprement dite, ilest né
essaire d'établir 
ertains lemmes. On 
ommen
e par un lemme permettantd'e�e
tuer des 
onversions dans le 
ontexte.Lemme 2.22 : Conversion de 
ontexteSoit � ` X : Y un jugement de typage, et soit �0 un 
ontexte bien formé tel que� ��x �0. Alors �0 ` X : Y.Démonstration.On pro
ède par indu
tion sur la dérivation de � ` X : Y.a. (axiome) : (�; �) 2 A` � : �Le 
as est trivial : � = �0 = ( ).b. (règle) : � ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : �Par hypothèse d'indu
tion, �0 ` A : �. On en déduit par ailleurs en parti-
ulier que �0; x : A est bien formé, 
e qui permet d'appliquer l'hypothèsed'indu
tion à l'autre prémisse, 
e qui donne �0; x : A ` B : �. On 
on
lutalors par l'appli
ation de la �gure de règle.
. (hypothèse) : � ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : AOn a �0 = �0; x : A0. �0 est bien formé don
 �0 ` A0 : �, 
e que l'on note(1). Par ailleurs, par hypothèse d'indu
tion, �0 ` A : �, d'où, par le lemmed'a�aiblissement, �0; x : A0 ` A : �, 
e que l'on note (2). On e�e
tue alorsla dérivation suivante : (1)�0; x : A0 ` x : A0 (hyp) R(2)�0; x : A0 ` x : A (�)qui permet de 
on
lure.d. (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � � � � x < dom(�)�; x : C ` A : BOn a�0 = �0; x : C0. �0 est bien formé don
 �0 ` C0 : �, 
e que l'on note (1).Par ailleurs, par hypothèse d'indu
tion, �0 ` A : B, d'où, par une simple�gure d'a�aiblissement, �0; x : C0 ` A : B.e. (introdu
tion de �) : � ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` (�x:A:M) : (�x:A:B)Pour 
on
lure dire
tement par hypothèse d'indu
tion 
omme au 
as b., ilsuÆt de montrer que le 
ontexte �0; x : A est bien formé. Or, par hypothèse
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tion, �0 ` �x:A:B : �, et il suÆt d'appliquer le lemme d'engendre-ment pour avoir �0 ` A : �.f. (élimination de �) : � `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bhx�NiCe 
as est dire
t par hypothèse d'indu
tion.g. (
oupure) : �; x : A `M : B � ` N : A� `Mhx�Ni : Bhx�NiPour 
on
lure dire
tement par hypothèse d'indu
tion 
omme au 
as b., ilsuÆt de montrer que le 
ontexte �0; x : A est bien formé. Or, par hypo-thèse d'indu
tion, �0 ` N : A, don
 d'une part �0 est bien formé, et il suÆtalors d'appliquer d'autre part le théorème de 
orre
tion des types à 
etteassertion pour obtenir que �0; x : A est bien formé et 
on
lure.h. (expansion) : � `M : B � ` N : A Phx�Ni �!� M� ` Phx�Ni : BCe 
as est dire
t par hypothèse d'indu
tion.i. (
onversion) : � `M : A � ` B : � A ��x B� `M : BCe 
as est dire
t par hypothèse d'indu
tion. q.e.d.Les lemmes suivants 
on
ernent les substitutions, qui sont i
i expli
ites et nonplus impli
ites, selon l'optique que l'on a déjà évoquée plus haut.Lemme 2.23 : (G
)-expansionSoient � ` C[Mfy�
yg℄ : B et � ` N : A deux jugements de typage valides, où yest une variable non a

essible dans M. Alors � ` C[Mhy�Ni℄ : B.On va en fait démontrer une propriété équivalente par indu
tion à l'aide d'unehypothèse d'indu
tion légèrement plus forte.Pour 
e faire, on introduit une notion de rédu
tion, la (g
)-expansion parallèleindi
ée, notée (g
)==N � , où N est un terme, 
omme suit :� (g
)==N � 
ontient l'égalité ;� si x < av(M), alors Mfx�
xg (g
)==N � Mhx�Ni ;� si A (g
)==N � A1 et B (g
)==N � B1, alors �x:A:B (g
)==N � �x:A1:B1, AB (g
)==N � A1 B1,�x:A:B (g
)==N � �x:A1:B1 et Ahx�Bi (g
)==N � A1hx�B1i.. On peut maintenant énon
er la propriété que l'on souhaite montrer : on sup-pose que � ` X : Y et � ` Z : W ; alors le fait que �1 et X1 soient tels que� (g
)==Z � �1 et X (g
)==Z � X1 implique que �1 ` X1 : Y.Il est 
lair que le lemme de (g
)-expansion supra en est un 
orollaire.
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ède par indu
tion sur la dérivation de � ` X : Y, ave
 l'ordre de simpli-
ité, en dis
riminant selon la dernière �gure employée.a. (axiome) : (�; �) 2 A` � : �Ce 
as est trivial.b. (règle) : � ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : �Deux 
as se présentent :1°) X1 = �x:A1:B1. Alors, par hypothèse d'indu
tion appliquée aux pré-misses, �1 ` A1 : � d'une part et �1; x : A1 ` B1 : �, d'autre part et l'onpeut 
on
lure dire
tement par une �gure de règle.2°) X1 = (�x:A:B)f
y�yghy�Zi. Alors, par hypothèse d'indu
tion appli-quée aux prémisses, �1 ` Af
y�yghy�Zi : �, 
e que l'on note (1) et�1; x : Ahy�Zi ` Bf
y�yghy�Zi : �, 
e que l'on note (2). En outre,� ` Z : W, 
e que l'on note (3). L'on peut alors e�e
tuer la dérivationsuivante : (1) (2)�1 ` �x:Af
y�yghy�Zi:Bf
y�yghy�Zi : � (R) R(3)�1 ` (�x:A:B)f
y�yghy�Zi : � (x)qui permet de 
on
lure.
. (hypothèse) : � ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : ANé
essairement, X1 = xhz�Zi ou X1 = x. On a alors �1 = �1; x : A1. Parhypothèse d'indu
tion appliquée aux prémisses, d'une part �1 ` A1 : �, quel'on note (1), et d'autre part �1 ` A : �, que l'on note (2). On 
onstruit alorsl'arbre suivant : (1)�1; x : A1 ` x : A1 (hyp) R(2)�1; x : A1 ` x : A (�)Si X1 = x, on peut 
on
lure. Sinon, X1 = xhy�Zi ; dans 
e 
as, et l'on
on
lut alors par une �gure d'expansion ave
 une propagation de type (g
).d. (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � � � � x < dom(�)�; x : C ` A : BL'on a alors �1 = �1; x : C1, et, par hypothèse d'indu
tion appliquée aux



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 99prémisses, �1 ` A1 : B1 et �1 ` C1 : �, et l'on e�e
tue alors la dérivationsuivante : �1 ` A1 : B1 �1 ` C1 : � �1 � �1�1; x : C1 ` A1 : B1 (W)qui permet de 
on
lure.e. (introdu
tion de �) : � ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` (�x:A:M) : (�x:A:B)Deux 
as se présentent :1°) X1 = �x:A1:M1. Alors, par hypothèse d'indu
tion appliquée aux pré-misses, l'on a d'une part �1 ` �x:A:B : �, 
e que l'on note (1), et d'autrepart �1 ` �x:A1:B : �, 
e que l'on note (2), et �1; x : A1 `M1 : B, 
e quel'on note (3). On peut alors e�e
tuer la dérivation suivante :(2) (3)�1 ` �x:A1:M1 : �x:A1:B (� - I) R(1)�1 ` �x:A1:M1 : �x:A:B (�)2°) X1 = (�x:A:B)f
y�yghy�Zi. Alors, par hypothèse d'indu
tion appli-quée aux prémisses, l'on a d'une part �1 ` (�x:A:B) : �, 
e que l'on note(1), et d'autre part les deux jugements �1 ` �x:Af
y�yghy�Zi:B : � et�1; x : Af
y�yghy�Zi `Mf
y�yghy�Zi : B, d'où, par une introdu
tionde � , �1 ` �x:Af
y�yghy�Zi:Mf
y�yghy�Zi : �x:Af
y�yghy�Zi:B, 
eque l'on note (2). En outre, � ` Z : W, 
e que l'on note (3). On peut alorse�e
tuer la dérivation suivante :(2) (1)�1 ` �x:Af
y�yghy�Zi:Mf
y�yghy�Zi : �x:A:B (�) R(3)�1 ` �x:A:Mf
y�yghy�Zi : �x:A:B (x)f. (élimination de �) : � `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bhx�NiTrois 
as se présentent :1°) X1 = M1N1. Alors, par hypothèse d'indu
tion appliquée aux pré-misses, �1 `M1 : �x:A:B, 
e que l'on note (1), et �1 ` N1 : A, 
eque l'on note (2). En outre, par le théorème de 
orre
tion des types,� ` Bhx�Ni : �, assertion à laquelle on peut appliquer l'hypothèse d'in-du
tion, d'où �1 ` Bhx�Ni : �, 
e que l'on note (3). On 
on
lut alors
omme suit : (1) (2)�1 `M1N1 : Bhx�N1i (� - É) R(3)�1 `M1N1 : Bhx�Ni (�)
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 M n'étant pas une abstra
tion. Alors, parhypothèse d'indu
tion appliquée aux deux prémisses, l'on obtient lesjugements �1 `Mf
y�yghy�Zi : �x:A:B, et �1 ` Nf
y�yghy�Zi : A,qui, au moyen d'une élimination de � , se 
ombinent pour donner le ju-gement �1 `Mf
y�yghy�ZiNf
y�yghy�Zi : Bhx�Nf
y�yghy�Zii, 
eque l'on note (1). En outre, par le théorème de 
orre
tion des types,� ` Bhx�Ni : �, assertion à laquelle on peut appliquer l'hypothèsed'indu
tion, d'où �1 ` Bhx�Ni : �, 
e que l'on note (2). Par ailleurs,� ` Z : W 
e que l'on note (3). L'on peut alors e�e
tuer la dérivationsuivante : (1) (2)�1 `Mf
y�yghy�ZiNf
y�yghy�Zi : Bhx�Ni (�) R(3)�1 ` (MN)f
y�yghy�Zi : Bhx�Ni (x)qui permet de 
on
lure.3°) X1 = ((�z:C:D)N)hy�Zi. Par le lemme d'engendrement appliqué àla première prémisse, l'on obtient �; z : C ` D : E et � ` �z:C:E : �ave
 �z:C:E ��x �x:A:B. On peut appliquer l'hypothèse d'indu
tionaux deux jugements pré
édents et à la se
onde prémisse, et l'on ob-tient par 
e moyen �1; z : Cf
y�yghy�Zi ` Df
y�yghy�Zi : E, noté (1),�1 ` �z:Cf
y�yghy�Zi:E : �, noté (2), et �1 ` Nf
y�yghy�Zi : A, noté(3). En outre, on peut appliquer le théorème de 
orre
tion des types puisl'hypothèse d'indu
tion à la première prémisse, 
e qui donne le jugement�1 ` �x:A:B : �, que l'on note (4). L'on peut alors e�e
tuer la dérivationsuivante : (1) (2)�1`�z:Cf
y�yghy�Zi:Df
y�yghy�Zi : �z:Cf
y�yghy�Zi:E (�-I) R(4)�1 ` �z:Cf
y�yghy�Zi:Df
y�yghy�Zi : �x:A:B (�)�1`(�z:Cf
y�yghy�Zi:Df
y�yghy�Zi)Nf
y�yghy�Zi : Bhx�Nf
y�yghy�Zii (�-É)qui permet de 
on
lure, 
omme au 
as pré
édent, par une 
onversion etune expansion.g. (
oupure) : �; x : A `M : B � ` N : A� `Mhx�Ni : Bhx�NiDeux 
as se présentent :1°) X1 = M1hx�N1i. Alors, par hypothèse d'indu
tion appliquée aux pré-misses, �1; x : A `M1 : B, 
e que l'on note (1), et �1 ` N1 : A, 
e



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 101que l'on note (2). En outre, par le théorème de 
orre
tion des types,� ` Bhx�Ni : �, assertion à laquelle on peut appliquer l'hypothèse d'in-du
tion, d'où �1 ` Bhx�Ni : �, 
e que l'on note (3). On 
on
lut alors
omme suit : (1) (2)�1 `M1hx�N1i : Bhx�N1i (y) R(3)�1 `M1hx�N1i : Bhx�Ni (�)2°) X1 = Mhx�Nif
y�yghy�Zi. Alors, par hypothèse d'indu
tion appli-quée aux deux prémisses, l'on obtient que �1; x:A`Mf
y�yghy�Zi : Bet que �1 `Nf
y�yghy�Zi : A, d'où, par une 
oupure, on tire le ju-gement �1 `Mf
y�yghy�Zihx�Nf
y�yghy�Zii : Bhx�Nf
y�yghy�Zii,que l'on note (1). En outre, par le théorème de 
orre
tion des types,� ` Bhx�Ni : �, d'où, par hypothèse d'indu
tion, �1 ` Bhx�Ni : �,
e que l'on note (2). Par ailleurs, � ` Z : W 
e que l'on note (3). L'onpeut alors e�e
tuer la dérivation suivante :(1) (2)�1 `Mf
y�yghy�Zihx�Nf
y�yghy�Zii : Bhx�Ni (�) R(3)�1 `Mhx�Nif
y�yghy�Zi : Bhx�Ni (x)qui permet de 
on
lure.h. (expansion) : � `M : B � ` N : A Phx�Ni �!� M� ` Phx�Ni : BDeux 
as se présentent :1°) X1 = P1hx�N1i On peut montrer que si Phx�Ni �!� M, alors il existeM1 tel que P1hx�N1i �!� M1 et M1 (g
)==Z � M (attendu que l'on peutsupposer par la 
onvention de Barendregt que x < av(Z)). On a alorspar hypothèse d'indu
tion appliquée aux prémisses que �1 `M1 : B, 
eque l'on note (1), et �1 ` N1 : A, 
e que l'on note (2). On 
on
lut alors
omme suit : (1) (2) P1hx�N1i �!� M1�1 ` P1hx�N1i : B2°) X1 = Phx�Nihy�Zi. Alors, par hypothèse d'indu
tion, �1 `M : B, 
eque l'on note (1), et �1 ` N : A, 
e que l'on note (2). En outre, � ` Z : W,
e que l'on note (3), et l'on peut ensuite 
on
lure 
omme suit :(1) (2)�1 ` Phx�Ni : B (x) R(3)�1 ` Phx�Nif
y�yghy�Zi : B (x)
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onversion) : � `M : A � ` B : � A ��x B� `M : BPar hypothèse d'indu
tion, �1 `M1 : A et �1 ` B : �. On dérive alors :�1 `M1 : A �1 ` B : � A ��x B�1 `M1 : B (�),
e qui permet de 
on
lure. q.e.d.Lemme 2.24 : Substitution expli
iteSoient � et � deux 
ontextes, u une variable et W, X, Y, Z quatre termes tels que�; u : W;� ` X : Y et � ` Z : W. Alors �;�hu�Zi ` Xhu�Zi : Yhu�Zi.Dans une optique d'allégement des arbres d'inféren
e infra, l'on introduit lesabréviations suivantes : le symbole H représente la véri�
ation � ` Z : W (parexemple dans les expansions), et le symbole O représente une prémisse de la forme� ` � : R , où � est une sorte � 
ette véri�
ation, 
onséquen
e immédiate du lemmed'initialisation (2.20), survient en général 
omme prémisse d'une 
onversion.Démonstration.On va en fait montrer la propriété légèrement plus forte suivante : on suppose que�; u : W;� ` X : Y et � ` Z : W et � � � ; alors �;�hu�Zi ` Xhu�Zi : Yhu�Zi.On pro
ède par indu
tion en employant l'ordre de simpli
ité.a. (axiome) : (�; �) 2 A` � : �Le 
ontexte étant vide, 
e point est trivial.b. (règle) : � ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : �Par hypothèse d'indu
tion appliquée aux deux prémisses, on obtient d'unepart que �;�hu�Zi ` Ahu�Zi : �hu�Zi, 
e que l'on notera (1) et d'autrepart que �;�hu�Zi; x: Ahu�Zi ` Bhu�Zi : �hu�Zi, 
e que l'on notera (2).En outre, � ` en tant que 
ontexte d'une prémisse, et don
, par le lemmed'initialisation (2.20), l'on obtient ( ) � � ` � : R ave
 P( ) = 0, etl'on peut don
 appliquer l'hypothèse d'indu
tion, 
e qui produit le juge-ment �;�hu�Zi ` �hu�Zi : R hu�Zi, auquel on peut appliquer une �gurede 
onversion pour obtenir �;�hu�Zi ` �hu�Zi ` : R , que l'on notera (3).On 
on
lut alors au moyen de l'arbre d'inféren
e suivant :



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 103(1) O�;�hu�Zi`Ahu�Zi : � (�) (2) O�;�hu�Zi; x:Ahu�Zi`Bhu�Zi : � (�)�;�hu�Zi ` �x:Ahu�Zi:Bhu�Zi : � (R) RH�;�hu�Zi ` (�x:A:B)hu�Zi : � (x) R(3)�;�hu�Zi ` (�x:A:B)hu�Zi : �hu�Zi (�).
. (hypothèse) : � ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : AIl y a deux 
as :1°) soit u , x, auquel 
as par hypothèse d'indu
tion appliquée à la pré-misse, on obtient que �;�hu�Zi ` Ahu�Zi : �hu�Zi, et l'on 
on
lut
omme suit :�;�hu�Zi ` Ahu�Zi : �hu�Zi O�;�hu�Zi ` Ahu�Zi : � (�)�;�hu�Zi; x : Ahu�Zi ` x : Ahu�Zi (hyp) RH Rxhu�Zi �!� x�;�hu�Zi; x : Ahu�Zi ` xhu�Zi : Ahu�Zi (x) ;2°) soit u = x, auquel 
as � = �, � = ( ) ; d'une part par le lemme d'af-faiblissement appliqué à la prémisse �; x : A ` x : A et d'autre partl'hypothèse � ` Z : W se ré
rit � ` Z : A, et l'on 
on
lut ainsi :�; x : A ` x : A � ` Z : A� ` xhx�Zi : Ahx�Zi (y).d. (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � � � � x < dom(�)�; x : C ` A : BIl y a plusieurs 
as :1°) soit u , x et u 2 dom(�) � i.e. � = �0; u : S;�0 ave
 �0 � � et�0 � � � � �, auquel 
as par hypothèse d'indu
tion appliquée aux deuxprémisses, on obtient d'une part que �;�hu�Zi ` Ahu�Zi : Bhu�Zi etd'autre part que �;�0hu�Zi ` Chu�Zi : �hu�Zi et l'on 
onstruit alorsl'arbre de dérivation suivant :R�;�hu�Zi`Ahu�Zi : Bhu�Zi �;�0hu�Zi`Chu�Zi : �hu�Zi O�;�0hu�Zi ` Chu�Zi : � (�)�;�hu�Zi; x: Chu�Zi ` Ahu�Zi : Bhu�Zi (W)a�n de 
on
lure ;2°) soit u , x et u < dom(�) � i.e. � = �0;�0 ave
 �0 � � et �0 �� � � �, auquel 
as d'une part par hypothèse d'indu
tion appliquée à lapremière prémisse, on obtient �;�hu�Zi ` Ahu�Zi : Bhu�Zi et d'autrepart par les lemmes d'a�aiblissement et de (g
)-expansion appliqués à la
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onde prémisse, on obtient �;�0hu�Zi ` Chu�Zi : � et l'on e�e
tue ladérivation suivante :�;�hu�Zi ` Ahu�Zi : Bhu�Zi �;�0hu�Zi ` Chu�Zi : ��;�hu�Zi; x: Chu�Zi ` Ahu�Zi : Bhu�Zi (W)a�n de 
on
lure ;3°) soit u = x, auquel 
as d'une part le lemme d'a�aiblissment donne �; x :C ` A : B et d'autre part l'hypothèse � ` Z : W se ré
rit � ` Z : C, etl'on 
on
lut par l'appli
ation d'une 
oupure :�; x : C ` A : B � ` Z : C� ` Ahx�Zi : Bhx�Zi (y).e. (introdu
tion de �) : � ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` (�x:A:M) : (�x:A:B)Le lemme d'engendrement (2.21) appliqué à la prémisse � ` (�x:A:B) :� indique qu'il existe une règle (�; �; �) 2 R telle que � ` A : � et que�; x : A ` B : �, et que 
es deux assertions sont plus petites pour l'ordre desimpli
ité.On peut appliquer l'hypothèse d'indu
tion à 
es deux jugements, 
e quidonne d'une part que �;�hu�Zi ` Ahu�Zi : �hu�Zi et d'autre part que�;�hu�Zi; x : Ahu�Zi ` Bhu�Zi : �hu�Zi. On en déduit par la mêmeinféren
e que dans le 
as b.i. (antépénultième 
on
lusion de l'arbre) que�;�hu�Zi ` (�x:Ahu�Zi:Bhu�Zi) : �, 
e que l'on désignera par (1).En outre, on peut appliquer à la prémisse � ` �x:A:B : � l'hypothèse d'in-du
tion, 
e qui donne �;�hu�Zi ` (�x:A:B)hu�Zi : �hu�Zi, et, par une�gure de 
onversion, on obtient que �;�hu�Zi ` (�x:A:B)hu�Zi : �, 
eque l'on désignera par (2).Ces deux points étant établis, on applique l'hypothèse d'indu
tion à laprémisse �; x : A `M : B, 
e qui donne l'assertion de typage suivante :�;�hu�Zi; x : Ahu�Zi `Mhu�Zi : Bhu�Zi. On 
onstruit ensuite l'arbresuivant :�;�hu�Zi; x : Ahu�Zi `Mhu�Zi : Bhu�Zi (1)�;�hu�Zi ` (�x:Ahu�Zi:Mhu�Zi) : (�x:Ahu�Zi:Bhu�Zi) (�-I)�;�hu�Zi ` (�x:A:M)hu�Zi : (�x:Ahu�Zi:Bhu�Zi) (x) R(2)�;�hu�Zi ` (�x:A:M)hu�Zi : (�x:A:B)hu�Zi (�)qui permet de 
on
lure.



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 105f. (élimination de �) : � `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bhx�NiOn distingue deux 
as, selon que M 
ommen
e ou non par un �. On traited'abord le 
as oùM ne 
ommen
e pas par un �.En appliquant l'hypothèse d'indu
tion aux deux prémisses, on obtient d'unepart �;�hu�Zi `Mhu�Zi : (�x:A:B)hu�Zi, que l'on note (1), et d'autrepart �;�hu�Zi ` Nhu�Zi : Ahu�Zi, que l'on note (2). Par ailleurs, lethéorème de 
orre
tion des types (2.16) appliqué à la première prémissedonne que � ` (�x:A:B) : �, si bien que par le lemme d'engendrement,il existe une règle (�; �; �) 2 R telle que � ` A : � et �; x : A ` B :�, et l'on peut appliquer à 
es deux dérivations l'hypothèse d'indu
tion,et l'on obtient ainsi deux jugements : d'une part �;�hu�Zi ` Ahu�Zi :�hu�Zi et d'autre part �;�hu�Zi; x:Ahu�Zi ` Bhu�Zi : �hu�Zi, quel'on peut traiter similairement par une 
onversion, d'où, respe
tivement,�;�hu�Zi ` Ahu�Zi : � et �;�hu�Zi; x:Ahu�Zi ` Bhu�Zi : �. On aalors :�;�hu�Zi`Ahu�Zi : � �;�hu�Zi; x : Ahu�Zi`Bhu�Zi : ��;�hu�Zi ` (�x:Ahu�Zi:Bhu�Zi) : � (R)dont on désigne la 
on
lusion par (3), et l'on a alors :(1) (3)�;�hu�Zi `Mhu�Zi : (�x:Ahu�Zi:Bhu�Zi) (�) R(2)�;�hu�Zi `Mhu�ZiNhu�Zi : Bhu�Zihx�Nhu�Zii (�-É)dont on note la 
on
lusion (4).Par ailleurs, Bhu�Zihx�Nhu�Zii ��x Bhx�Nihu�Zi 
omme on le saitd'après le lemme de 
omposition (2.4). Il suÆt don
 de montrer que letype Bhx�Nihu�Zi est 
orre
t dans le 
ontexte �;�hu�Zi, et l'on pourra
on
lure par une 
onversion. Or d'après le théorème de 
orre
tion destypes (2.16) appliqué à � `MN : Bhx�Ni, on obtient � ` Bhx�Ni : �, àlaquelle on peut appliquer l'hypothèse d'indu
tion, a�n d'obtenir le juge-ment �;�hu�Zi ` Bhx�Nihu�Zi : �hu�Zi, d'où l'on tire la dérivation :�;�hu�Zi ` Bhx�Nihu�Zi : �hu�Zi O�;�hu�Zi ` Bhx�Nihu�Zi : � (�)dont on note la 
on
lusion (5). L'on peut alors 
on
lure :(4) (5)�;�hu�Zi `Mhu�ZiNhu�Zi : Bhx�Nihu�Zi (�) RH�;�hu�Zi `MNhu�Zi : Bhx�Nihu�Zi (x).
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ommen
e par un �, il suÆt de remonter un 
ran de plusdans la dérivation au moyen du lemme d'engendrement pour faire des-
endre d'un 
ran de plus la substitution expli
ite, a�n de pouvoir la faireremonter 
omme dans la première éventualité au moyen d'une expansion.g. (
oupure) : �; x : A `M : B � ` N : A� `Mhx�Ni : Bhx�NiOn applique l'hypothèse d'indu
tion aux deux prémisses, 
e qui donne d'unepart que �;�hu�Zi; x : Ahu�Zi `Mhu�Zi : Bhu�Zi, 
e que l'on note (1),et d'autre part que �;�hu�Zi ` Nhu�Zi : Ahu�Zi, 
e que l'on note (2).En appliquant au jugement � `Mhx�Ni : Bhx�Ni le théorème de 
orre
-tion des types (2.16), on obtient � ` Bhx�Ni : �, auquel on peut appliquerl'hypothèse d'indu
tion, d'où �;�hu�Zi ` Bhx�Nihu�Zi : �hu�Zi. One�e
tue alors la simple 
onversion suivante :�;�hu�Zi ` Bhx�Nihu�Zi : �hu�Zi O�;�hu�Zi ` Bhx�Nihu�Zi : � (�)dont on note la 
on
lusion (3).Ave
 tous 
es éléments, on peut 
onstruire la dérivation suivante :(1) (2)�;�hu�Zi `Mhu�Zihx�Nhu�Zii : Bhu�Zihx�Nhu�Zii (y)RH�;�hu�Zi `Mhx�Nihu�Zi : Bhu�Zihx�Nhu�Zii (x) R(3)�;�hu�Zi `Mhx�Nihu�Zi : Bhx�Nihu�Zi (�)dont la 
on
lusion est 
e que l'on voulait montrer.h. (expansion) : � `M : B � ` N : A Phx�Ni �!� M� ` Phx�Ni : BOn distingue deux 
as :1°) La propagation est un (g
), i.e. M = Pfx�
xg. Dans 
e 
as, par hypo-thèse d'indu
tion, �;�hu�Zi ` Pfx�
xghu�Zi : Bfx�
xghu�Zi, et ona alors �;�hu�Zi ` Phx�Nihu�Zi : Bhu�Zi par le lemme de (g
)-expansion (2.23).2°) Sinon, par hypothèse d'indu
tion, �;�hu�Zi `Mhu�Zi : Bhu�Zi,et, 
omme par la 
onvention de Barendregt on peut supposer que x <fv(Z), on a �;�hu�Zi `Mhu�Zhx�Nii : Bhu�Zi par le lemme de (g
)-expansion (2.23). On véri�e bien que Phu�Zihx�Ni �!� Mhu�Zi, etl'on peut don
 dériver �;�hu�Zi ` Phu�Zihx�Ni : Bhu�Zi. par une�gure d'expansion. En outre, par la 
onvention de Barendregt, u < fv(N),d'où �;�hu�Zi ` Phu�Zihx�Nhu�Zii : Bhu�Zi par le lemme de (g
)-expansion (2.23). On peut alors 
on
lure par une �gure d'expansion



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 107(puisque Z est typable) que �;�hu�Zi ` Phx�Nihu�Zi : Bhu�Zi, quiest le jugement auquel on voulait aboutir.i. (
onversion) : � `M : A � ` B : � A ��x B� `M : BPar hypothèse d'indu
tion appliquée aux deux prémisses, on obtient d'unepart le jugement �;�hu�Zi `Mhu�Zi : Ahu�Zi et d'autre part le juge-ment �;�hu�Zi ` Bhu�Zi : �hu�Zi, d'où par une �gure de 
onversionl'on tire �;�hu�Zi ` Bhu�Zi : �. De A ��x B, l'on tire par 
ongruen
eque Ahu�Zi ��x Bhu�Zi, et l'on peut 
on
lure par une 
onversion :�;�hu�Zi `Mhu�Zi : Ahu�Zi �;�hu�Zi ` Bhu�Zi : ��;�hu�Zi `Mhu�Zi : Bhu�Zi (�)q.e.d.Le résultat suivant ressemble quelque peu au pré
édent, mais prend en 
ompteles 
as où la variable substituée n'est pas a

essible.Lemme 2.25 : Substitution de variable ina

essibleSoient � et � deux 
ontextes, u une variable et W, X, Y, Z quatre termes tels que�; u : W;� ` X : Y et � ` Z : W et u < av(X). Alors�; �� ` X : Yhu�Zi, où, étantdonné un terme T, �T désigne T si u < av(T) et Thu�Zi sinon.Démonstration.On va en fait montrer la propriété légèrement plus forte suivante : on supposeque �; u : W;� ` X : Y et � ` Z : W ave
 � � � ; alors �; �� ` X : Yhu�Zi. Onpro
ède par indu
tion en employant l'ordre de simpli
ité.a. (axiome) : (�; �) 2 A` � : �Le 
ontexte étant vide, 
e point est trivial.b. (règle) : � ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : �Par hypothèse d'indu
tion appliquée aux deux prémisses, on obtient d'unepart que �; �� ` A : �hu�Zi, 
e que l'on notera (1) et d'autre part que�; ��; x : A ` B : �hu�Zi, 
e que l'on notera (2). En outre, �; �� est bienformé, et don
, par le lemme d'initialisation (2.20), l'on a �; �� ` � : R , 
eque l'on note (3). On 
on
lut alors au moyen de l'arbre d'inféren
e suivant :(1) O�; �� ` A : � (�) (2) O�; ��; x : A ` B : � (�)�; �� ` �x:A:B : � (R) (3) � ` Z : W�; �� ` �hu�Zi : R (x)�; �� ` �x:A:B : �hu�Zi (�).
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. (hypothèse) : � ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : ANé
essairement, u < x et � = �1; x : A. Deux 
as se présentent :1°) u < av(A). Dans 
e 
as, par hypothèse d'indu
tion, �; ��1 ` A : �hu�Zi,d'où, par une �gure de 
onversion, �; ��1 ` A : �, 
e que l'on note (1). Enoutre, par une �gure d'expansion, �; ��1 ` Ahu�Zi : �, 
e que l'on note(2). On 
onstruit alors l'arbre d'inféren
e suivant :(1)�; ��1; x : A ` x : A (hyp) R(2)�; ��1; x : A ` x : Ahu�Zi (�)qui permet de 
on
lure.2°) u 2 av(A). Dans 
e 
as, par le lemme de substitution expli
ite appli-qué à la prémisse, on obtient �;�1hu�Zi ` Ahu�Zi : � Par ailleurs, par
orre
tion des types (2.16) et hypothèse d'indu
tion appliqués su

essi-vement à la prémisse, on obtient que �; ��1 est le 
ontexte d'un type valide,don
 est bien formé, et 
omme �; ��1 ��x �;�1hu�Zi, on a par le lemmede 
onversion de 
ontexte (2.22) que �; ��1 ` Ahu�Zi : �, et l'on 
on
lutalors par une simple �gure d'hypothèse.d. (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � � � � x < dom(�)�; x : C ` A : BOn distingue quatre 
as :1°) u = x, auquel 
as, par le théorème de 
orre
tion des types (2.16),� ` B : �, d'où, par une �gure d'expansion, � ` Bhu�Zi : �, et l'on peutappliquer à la première prémisse une �gure de 
onversion pour obtenir� ` A : Bhu�Zi, 
e qui est le résultat voulu.2°) u , x, d'où � = �1; x : C, et u < dom(�), 
e qui implique par lelemme de dépendan
es entre variables que u < av(C). Dans 
e 
as, parhypothèse d'indu
tion, �; ��1 ` A : Bhu�Zi, d'où, par une �gure d'a�ai-blissement, �; ��1; x : C ` A : Bhu�Zi, 
e qui est le résultat voulu.3°) u , x, d'où � = �1; x : C, u < av(C) et u 2 dom(�) i.e. � est de laforme �1; u : W;�2 ave
 �1 � � et �2 � �1. Par hypothèse d'indu
tion,�; ��1 ` A : Bhu�Zi et � ��2 ` C : �hu�Zi, d'où, par une 
onversion,�; ��2 ` C : �. Comme �; ��2 � �; ��, on peut 
on
lure par une �gured'a�aiblissement.4°) u , x, d'où � = �1; x : C, u 2 av(C) et � = �1; u : W;�2 ave
�1 � � et �2 � �1. Dans 
e 
as, d'une part par hypothèse d'indu
tion,�; ��1 ` A : Bhu�Zi et d'autre part par le lemme de substitution expli-
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ite, �;�2hu�Zi ` Chu�Zi : �hu�Zi, d'où, par une �gure de 
onver-sion, �;�2hu�Zi ` Chu�Zi : �. On a alors, par le lemme d'a�aiblis-sement, �;�hu�Zi ` Chu�Zi : �, d'où, par le lemme de 
onversion de
ontexte (2.22) que �; �� ` Chu�Zi : �. On 
on
lut alors par une �gured'a�aiblissement.e. (introdu
tion de �) : � ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` (�x:A:M) : (�x:A:B)Le lemme d'engendrement (2.21) appliqué à la prémisse � ` (�x:A:B) : �indique qu'il existe une règle (�; �; �) 2 R telle que � ` A : � et que�; x : A ` B : �, et que 
es deux assertions sont plus petites pour l'ordrede simpli
ité. En appliquant l'hypothèse d'indu
tion à la première, on ob-tient �; �� ` A : �hu�Zi, d'où, par 
onversion, �; �� ` A : �, 
e que l'onnote (1), et qui implique la bonne formation du 
ontexte �; ��; x : A. Parailleurs, en appliquant le lemme de substitution expli
ite au deuxième ju-gement supra, l'on obtient �;�hu�Zi; x : Ahu�Zi ` Bhu�Zi : �hu�Zi,d'où, par une 
onversion et le lemme de 
onversion de 
ontexte (2.22),�; ��; x : A ` Bhu�Zi : �, 
e que l'on note (2). On dérive alors :(1) (2)�; �� ` (�x:A:Bhu�Zi) : � (R)dont on note la 
on
lusion (3). En outre, par une �gure d'expansion, l'onobtient que �; �� ` (�x:A:B)hu�Zi : �, 
e que l'on note (4).Par ailleurs, par hypothèse d'indu
tion appliquée à la deuxième prémisse,on a �; ��; x : A `M : Bhu�Zi, 
e que l'on note (5). On e�e
tue alors ladérivation suivante : (3) (5)�; �� ` (�x:A:M) : (�x:A:Bhu�Zi) (�-I) R(4)�; �� ` (�x:A:M) : (�x:A:B)hu�Zi (�)qui permet de 
on
lure.f. (élimination de �) : � `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bhx�NiPar hypothèse d'indu
tion, �; �� `M : (�x:A:B)hu�Zi et �; �� ` N : Ahu�Zi,
e que l'on note respe
tivement (1) et (2). Par ailleurs, on applique à lapremière prémisse su

essivement le théorème de 
orre
tion des types, lelemme d'engendrement, le lemme de substitution expli
ite et une �gure derègle pour obtenir que �;�hu�Zi ` (�x:Ahu�Zi:Bhu�Zi) : �, d'où l'ondéduit par le lemme de 
onversion de 
ontexte (2.22) le jugement de typage
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e que l'on note (3). On e�e
tue alors ladérivation suivante : (1) (3)�; �� `M : (�x:Ahu�Zi:Bhu�Zi) (�) R(2)�; �� `MN : Bhu�Zihx�Ni (�-É)à la 
on
lusion de laquelle on applique su

essivement le théorème de 
or-re
tion des types (2.16) et une �gure d'expansion, 
e qui, 
omme par la
onvention de Barendregt on peut supposer que x < av(Z)), donne que�; �� ` Bhx�Nihu�Zi : �. On en déduit par une 
onversion le résultat sou-haité, à savoir �; �� `MN : Bhx�Nihu�Zi.g. (
oupure) : �; x : A `M : B � ` N : A� `Mhx�Ni : Bhx�NiOn distingue deux 
as :1°) u 2 av(A). Dans 
e 
as, par hypothèse d'indu
tion, on obtient les juge-ments de typage �; ��; x : Ahu�Zi `M : Bhu�Zi et �; �� ` N : Ahu�Zi.Par une �gure de 
oupure, on obtient �; �� `Mhx�Ni : Bhu�Zihx�Ni,et l'on 
on
lut exa
tement 
omme au 
as pré
édent.2°) u < av(A). Dans 
e 
as, par hypothèse d'indu
tion, on obtient les juge-ments �; ��; x : A `M : Bhu�Zi et �; �� ` N : Ahu�Zi, 
e que l'on noterespe
tivement (1) et (2). Le 
ontexte �; ��; x : A est bien formé, don
�; �� ` A : �, 
e que l'on note (3). L'on 
onstruit alors l'arbre de dériva-tion suivant : (2) (3)�; �� ` N : A (�) R(1)�; �� `Mhx�Ni : Bhu�Zihx�Ni (y)et l'on 
on
lut ensuite exa
tement 
omme au 
as pré
édent.h. (expansion) : � `M : B � ` N : A Phx�Ni �!� M� ` Phx�Ni : BCe 
as est dire
t par indu
tion, 
ar la propagation étant in
luse dans lax-équivalen
e, elle préserve les variables a

essibles 
omme l'assure lelemme 2.1.i. (
onversion) : � `M : A � ` B : � A ��x B� `M : BPar hypothèse d'indu
tion, �; �� `M : Bhu�Zi. Par ailleurs, par le lemmede substitution expli
ite, �;�hu�Zi ` Bhu�Zi : �hu�Zi, d'où, par une �-gure de 
onversion et le lemme de 
onversion de 
ontexte (2.22), l'on tire lejugement �; �� ` Bhu�Zi : �. On peut alors 
on
lure par une simple �gurede 
onversion. q.e.d.
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tion du sujet pour �xSoient � un 
ontexte et A : B une assertion tels que � ` A : B. Soient �0 et A0 telsque � ��x�!�0 et A ��x�!A0 Alors �0 ` A0 : B.La démonstration de 
e théorème étant relativement lourde, elle sera faite endeux temps : l'on étudiera d'abord la x-rédu
tion, puis la 
l�ture 
ontextuelle dela B-rédu
tion. Dans les deux 
as, 
omme indiqué au début de 
e paragraphe,l'on fera la démonstration non pour la rédu
tion simple, mais pour une rédu
tionparallèle la 
ontenant. Dans une optique d'allégement des arbres d'inféren
e de
ette démonstration, l'on adopte les abréviations suivantes : les symboles H etO représentent respe
tivement les véri�
ations � ` Z : W (par exemple dans lesexpansions), et � ` � : R , où � est une sorte (typiquement dans les 
onversions).L'on va tout d'abord introduire les deux rédu
tions parallèles, et montrer unepropriété de 
ommutation partielle ave
 la propagation.Dé�nition 2.17 : x-rédu
tion fortement parallèle, B-rédu
tion parallèleOn dé�nit 
onjointement une notion de X-rédu
tion groupée, notée XX�!, et unenotion de x-rédu
tion fortement parallèle, notée XX�!, indu
tivement au moyen des�gures suivantes, où (�)X�! désigne l'union des axiomes (quant), (app), (abs), (g
)de la X-rédu
tion :M XX�!M (ré�exivité) M XX�!M0 M0hx�N0i (�)X�!M00 N x==�! N0Mhx�Ni XX�!M00 (groupe)M X�!M0M x==�!M0 (X-réd.) A x==�! A0 B x==�! B0�x:A:B x==�! �x:A0:B0 (�-
tx.) A x==�! A0 B x==�! B0�x:A:B x==�! �x:A0:B0 (�-
tx.)M XX�!M0M x==�!M0 (XX-réd.) A x==�! A0 B x==�! B0AB x==�! A0 B0 (A-
tx.) A x==�! A0 B x==�! B0Ahx�Bi x==�! A0hx�B0i (S-
tx.)On dé�nit en outre une notion de B-rédu
tion parallèle B==�! 
omme suit :(�x:A:M)N B==�!Mhx�Ni BA B==�! A0 B B==�! B0�x:A:B B==�! �x:A0:B0 (�-
tx.) A B==�! A0 B B==�! B0�x:A:B B==�! �x:A0:B0 (�-
tx.)A B==�! A0 B B==�! B0AB B==�! A0 B0 (A-
tx.) A B==�! A0 B B==�! B0Ahx�Bi B==�! A0hx�B0i (S-
tx.)
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tion x==�! dépla
e en parallèle des blo
s de substitution,tandis que B==�! est une simple rédu
tion parallèle. On montre ensuite un résultatde 
ommutation partielle ave
 la propagation pour 
es rédu
tions :Lemme 2.27 : Semi-
ommutation ave
 la propagationSoit Phx�Ni un terme. Alors :(i) on suppose que Phx�Ni �!� M et que Phx�Ni x==�! P0hx�N0i� alors il existe M0 tel que P0hx�N0i �!� M0 et M x==�!M0 ;(ii) on suppose que Phx�Ni �!� M et que Phx�Ni B==�! P0hx�N0i� alors il existe M0 tel que P0hx�N0i �!� M0 et M B==�!M0.Démonstration.On pro
ède par indu
tion.(i) On distingue trois 
as selon la nature de la propagation Phx�Ni �!� M :a. Il s'agit d'un (g
), auquel 
as x < av(P) et M = Pfx�
xg. On a alorsx < av(P0), et l'on poseM0 = M0fx�
xg.b. Il s'agit d'un re
ul. Les termes prennent alors les formes suivantes :P = Thu1�V1i � � � hun�Vni ave
 T ne 
ommençant pas par une substitu-tion, et M = Thu1�V1i � � � hu j�V jihx�Nihu j+1�W j+1i � � � hun�Wni ave
Wk = Vkhx�Ni ou Vkfx�
xg. L'on 
onsidère la forme de T.1°) T = �y:Q:R. Il y a plusieurs possibilités pour P0 :�: P0 = �y:Q0:R0hu1�V01i � � � hun�V0ni. Dans 
ette éventualité, l'on poseM0 = �y:Q0:R0hu1�V01i � � � hui�V0iihx�N0ihu1�W0i+1i � � � hun�W0ni,oùW0k = V0khx�N0i ouW0k = V0k selon la forme deWk.�: P0 = (�y:Qhu1�V1i � � � hui�Vii:Rhu1�V1i � � � hui�Vii)hui+1�V0i+1i� � � hun�V0ni ave
 i 6 j. Si l'on est dans 
ette éventualité, l'on poseM0 = (�y:Qhu1�V1i � � � hui�Vii:Rhu1�V1i � � � hui�Vii)hui+1�V0i+1i� � � hu j�V0jihx�N0ihu j+1�W0j+1i � � � hun�W0ni, oùW0k = V0khx�N0i ouW0k = V0k selon la forme deWk.
: P0 = (�y:Qhu1�V1i � � � hui�Vii:Rhu1�V1i � � � hui�Vii)hui+1�V0i+1i� � � hun�V0ni ave
 i > j. Pla
é dans 
ette éventualité, l'on pose M0 =(�y:Qhu1�V1i � � � hu j�V jihx�N0ihu j+1�U j+1i) � � � hui�Uii:Rhu1�V1i� � � hu j�V jihx�N0ihu j+1�U j+1i) � � � hui�Uii)hui+1�W0i+1i � � � hun�W0nioù l'on a d'une part que Uk = Vkhx�N0i ou Uk = Vk et d'autre partqueW0k = V0khx�N0i ouW0k = V0k selon la forme deWk.2°) T = �y:Q:R ou QR ave
 Q soit ne 
ommençant pas par une �-abs-tra
tion soit de la forme �y:P:S. Ces 
as se traitent de manière analogue(simplement, dans le dernier, l'on a trois sous-termes au lieu de deux).3°) T = x. Ce 
as est trivial.
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. Il s'agit d'un retard. On a alors P = Thu1�V1i � � � hun�Vni, et il y a plu-sieurs possibilités suivant la forme de T, qui sont toutes analogues. On traitei
i le 
as où T est de la forme �y:Q:R. Dans 
ette éventualité, on a P0 =(�y:Q0:R0)hu1�V01i � � � hun�V0ni etM = (�y:Q1:R1)hu1�W1i � � � hun�Wni ave
Qhx�Ni �!� Q1 et Rhx�Ni �!� R1. Par hypothèse d'indu
tion, l'ontrouve Q00 et R00 tels que Q0hx�N0i �!� Q00 et Q1 x==�! Q00 (et id. pour R00).On pose alorsM0 = �y:Q00:R00hu1�W01i � � � hun�W0ni.(ii) On distingue trois 
as selon la nature de la propagation Phx�Ni �!� M :a. Il s'agit d'un (g
), auquel 
as x < av(P) et M = Pfx�
xg. On a alorsx < av(P0), et l'on poseM0 = P0fx�
xg.b. Il s'agit d'un re
ul. Les termes prennent alors les formes suivantes :P = Thu1�V1i � � � hun�Vni ave
 T ne 
ommençant pas par une substitution,et M = Thu1�V1i � � � hu j�V jihx�Nihu j+1�W j+1i � � � hun�Wni ave
 Wk =Vkhx�Ni ouVkfx�
xg si x < av(Vk). On a P0 = T0hu1�V01i � � � hun�V0ni. Onpose alors M0 = T0hu1�V01i � � � hu j�V0jihx�N0ihu j+1�W0j+1i � � � hun�W0niave
W0k = Vk0hx�N0i ou V0kfx�
xg selon la forme deWk.
. Il s'agit d'un retard. On a alors P = Thu1�V1i � � � hun�Vni d'une part,et d'autre part P0 = T0hu1�V01i � � � hun�V0ni, et il y a plusieurs possibilitéssuivant la forme de T :1°) T est de la forme �y:Q:R. Dans 
ette éventualité, on a T0 = �y:Q0:R0d'une part, et d'autre part M = (�y:Q1:R1)hu1�W1i � � � hun�Wni ave
Qhx�Ni �!� Q1 et Rhx�Ni �!� R1. Par hypothèse d'indu
tion, l'ontrouve Q00 et R00 tels que Q0hx�N0i �!� Q00 et Q1 x==�! Q00 (et id. pourR00), et l'on poseM0 = (�y:Q00:R00)hu1�W01i � � � hun�W0ni .2°) T est de la forme �y:Q:R ou QR ave
 Q ne 
ommençant pas par uneabstra
tion. Cette éventualité est analogue à la pré
édente.3°) T est de la forme (�y:Q:R)S, et on peut distinguer alors deux possibili-tés selon la forme de T0.Si T0 = (�y:Q0:R0)S0, le raisonnement est analogue au pré
édent.Sinon, T0 = Rhy�Si, et M = ((�y:Q1:R1)S1)hu1�W1i � � � hun�Wni ave
Qhx�Ni �!� Q1 (et id. pour R et S). Par hypothèse d'indu
tion, l'ontrouve R0 et S0 tels que Rhx�N0i �!� R0 et R1 x==�! R0 (et id. pour S0), etl'on poseM0 = (R0hy�S0i)hu1�W01i � � � hun�W0ni.Dans tous les 
as, on trouveM0 qui 
onvient. q.e.d.L'on peut maintenant passer à la rédu
tion du sujet proprement dite. A�n desimpli�er 
ette démonstration, l'on va la séparer en deux, et 
ommen
er par lamontrer pour la x-rédu
tion avant de passer à la �x-rédu
tion 
omplète. La dé-
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tion est en fait la plus déli
ate, du fait des 
ompli
a-tions introduites par la �gure d'expansion. L'on va don
 montrer le lemme dontl'énon
é suit :Lemme 2.28 : Rédu
tion du sujet pour xSoient � un 
ontexte et A : B une assertion tels que � ` A : B. Soient �0 et A0 telsque � �x�!�0 et A �x�!A0. Alors �0 ` A0 : B.Démonstration.On va en fait démontrer la propriété plus forte suivante :soient �, X, Y tels que � ` X : Y ; soient �0 et X0 tels que � x==�! �0 et X x==�! X0.Alors �0 ` X0 : Y.L'on pro
ède par indu
tion sur la dérivation de � ` X : Y ave
 l'ordre desimpli
ité en dis
riminant selon la dernière �gure employée.a. (axiome) : (�; �) 2 A` � : �La propriété est triviale, 
ar les sortes sont x-irrédu
tibles, et le 
ontexteest vide.b. (règle) : � ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : �On a i
i �0 = �0, et X0 = �x:A0:B0. Par hypothèse d'indu
tion appliquéeaux deux prémisses, on obtient que �0 ` A0 : � et �0; x : A0 ` B0 : � (en e�et,�; x : A x==�! �0; x : A0), 
e qui permet d'appliquer la �gure de règle :�0 ` A0 : � �0; x : A0 ` B0 : � (�; �; �) 2 R�0 ` �x:A0:B0 : � (R)qui permet de 
on
lure.
. (hypothèse) : � ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : ANé
essairement, x étant �x-irrédu
tible, X0 = x. En outre, �0 = �0; x : A0ave
 A x==�! A0. Par hypothèse d'indu
tion appliquée de deux façons, onobtient d'une part �0 ` A0 : � et d'autre part �0 ` A : �. Il suÆt alors de
onstruire l'arbre d'inféren
e suivant :�0 ` A0 : ��0 ` x : A0 (hyp) R�0 ` A : � RA ��x A0�0 ` x : A (�)pour 
on
lure.



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 115d. (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � � � � x < dom(�)�; x : C ` A : BOn a �0 = �0; x : C0 et X0 = A0. Par hypothèse d'indu
tion appliquée auxdeux prémisses, on obtient que �0 ` A0 : B et �0 ` C0 : �, et l'on 
on
lut parune �gure d'a�aiblissement :�0 ` A0 : B �0 ` C0 : � �0 � �0�0; x : C0 ` A0 : B (W)e. (introdu
tion de �) : � ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` (�x:A:M) : (�x:A:B)On a �0 = �0 et X0 = �x:A0:M0. Par hypothèse d'indu
tion appliquée auxdeux prémisses, on obtient d'une part que �0 ` (�x:A0:B) : � et d'autre partque �0; x : A0 `M0 : B. En outre, en appliquant di�éremment l'hypothèsed'indu
tion à la première prémisse, on obtient que �0 ` (�x:A:B) : �, et l'on
on
lut 
omme suit :�0 ` (�x:A0:B) : � �0; x : A0 `M0 : B�0 ` (�x:A0:M0) : (�x:A0:B) (�-I) R�0 ` (�x:A:B) : ��0 ` (�x:A0:M0) : (�x:A:B) (�)f. (élimination de �) : � `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bhx�NiOn a �0 = �0 et X0 = M0N0. Par hypothèse d'indu
tion appliquée aux deuxprémisses, �0 `M0 : �x:A:B et �0 ` N0 : A.En outre, par le théorème de 
orre
tion des types (2.16), il existe � telleque � ` Bhx�Ni : �, et l'on peut aussi appliquer l'hypothèse d'indu
tion à
ette assertion, 
e qui donne �0 ` Bhx�Ni : �.On e�e
tue alors la dérivation suivante :�0 `M0 : �x:A:B �0 ` N0 : A�0 `M0N0 : Bhx�N0i (�-É) R�0 ` Bhx�Ni : ��0 `M0N0 : Bhx�Ni (�)qui permet de 
on
lure.g. (
oupure) : �; x : A `M : B � ` N : A� `Mhx�Ni : Bhx�NiOn a �0 = �0, mais plusieurs 
as se présentent pour X0.



116 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITES1°) X0 = M0hx�N0i. Alors, par hypothèse d'indu
tion, �0; x : A `M0 : B et�0 ` N0 : A. En outre, par le théorème de 
orre
tion des types (2.16), ona que � ` Bhx�Ni : �, auquel on peut appliquer l'hypothèse d'indu
tionpour obtenir �0 ` Bhx�Ni : �. On 
on
lut alors 
omme suit :�0; x : A `M0 : B �0 ` N0 : A�0 `M0hx�N0i : Bhx�N0i (y) R�0 ` Bhx�Ni : ��0 `M0hx�N0i : Bhx�Ni (�).2°) M = �y:P:R et X0 = �y:Phx�N0i:Rhx�N0i.On applique à la prémisse �; x : A `M : B le lemme d'engendreme-ment (2.21), 
e qui donne (�; �; �) 2 R véri�ant que �; x : A ` P : �,�; x : A; y : P ` R : � et B ��x �. Par le lemme de substitution expli-
ite (2.24), l'on obtient alors d'une part que �0 ` Phx�N0i : �hx�Ni etd'autre part �0; y : Phx�N0i ` Rhx�N0i : �hx�N0i et l'on peut ensuitee�e
tuer la dérivation suivante :�0`Phx�N0i : �hx�Ni O�0 ` Phx�N0i : � (�)�0; y : Phx�N0i`Rhx�N0i : �hx�Ni O�0; y : Phx�N0i ` Rhx�N0i : � (�)�0 ` �y: Phx�N0i:Rhx�N0i : � (R).Par ailleurs, par le théorème de 
orre
tion des types (2.16), il existe � telque � ` Bhx�Ni : �. On peut appliquer l'hypothèse d'indu
tion à 
etteassertion, d'où �0 ` Bhx�Ni : �. Comme Bhx�Ni ��x �hx�Ni ��x �,l'on peut e�e
tuer la dérivation suivante :�0 ` �y: Phx�N0i:Rhx�N0i : � �0 ` Bhx�Ni : ��0 ` �y: Phx�N0i:Rhx�N0i : Bhx�Ni (�).3°) M = �y:P:Q et X0 = �y:Phx�N0i:Qhx�N0i.On applique à la prémisse �; x : A `M : B le lemme d'engendreme-ment (2.21) et l'on obtient ainsi qu'il existe une sorte � et un terme R telsque �; x : A ` �y:P:R : �, �; x : A; y : P ` Q : R et B ��x �y : P:R.De même qu'au sous-
as pré
édent, on déduit du premier de 
es ju-gements que �0 ` �y: Phx�N0i:Rhx�N0i : �. Le se
ond, par le lemmede substitution expli
ite, donne �0; y: Phx�N0i ` Qhx�N0i: Rhx�N0i (sa-
hant que l'on a bien par hypothèse d'indu
tion que � ` N0 : A). Par uneintrodu
tion de � , l'on obtient alors que �0 ` �y: Phx�N0i:Qhx�N0i :�y: Phx�N0i:Qhx�N0i. En�n, de même qu'au sous-
as pré
édent, onmontre que �0 ` Bhx�Ni : �, et l'on peut alors obtenir par une 
onver-sion �0 ` �y: Phx�N0i:Qhx�N0i: Bhx�Ni, 
e qui permet de 
on
lure.



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 1174°) M = QS et X0 = Qhx�N0iShx�N0i.On applique à la prémisse �; x : A `M : B le lemme d'engendreme-ment (2.21) et l'on obtient ainsi qu'il existe deux termes P et R tels que�; x : A ` Q : �x: P:R et �; x : A ` S : P et B ��x Rhy�Si. Par le lemmede substitution expli
ite appliqué aux jugements pré
édents, l'on obtient�0 ` Qhx�N0i : (�x: P:R)hx�N0i et �0 ` Shx�N0i : Phx�N0i.En outre, de même que dans les deux sous-
as pré
édents, l'on peut mon-trer que �0 ` �x: Phx�N0i:Rhx�N0i : �, 
e que l'on note (1).L'on peut ensuite e�e
tuer la dérivation suivante :�0 ` Qhx�N0i : (�x: P:R)hx�N0i (1)�0`Qhx�N0i : �x: Phx�N0i:Rhx�N0i (�) R�0`Shx�N0i : Phx�N0i�0 ` Qhx�N0iShx�N0i : Rhx�N0ihy�Shx�N0ii (�-É).En outre, 
omme aux deux sous-
as pré
édents, �0`Bhx�Ni:� est dé-rivable. Or Bhx�Ni ��x Rhy�Sihx�N0i ��x Rhx�N0ihy�Shx�N0iid'après le lemme de 
omposition (2.4), et l'on peut don
 ensuite e�e
-tuer la dérivation suivante :�0 ` Qhx�N0iShx�N0i : Rhx�N0ihy�Shx�N0ii �0 ` Bhx�Ni : ��0 ` Qhx�N0iShx�N0i : Bhx�Ni (�).5°) M = x et X0 = N.De la prémisse �; x : A `M : B, on déduit, par le lemme d'engendre-ment (2.21), que A ��x B, et, par le théorème de 
orre
tion des types,que �; x : A ` B : � On peut appliquer à 
e jugement le lemme de substi-tution expli
ite, 
e qui donne �0 ` Bhx�Ni : �hx�Ni.De plus, en appliquant à la prémisse � ` N : A l'hypothèse d'indu
tion,l'on obtient que �0 ` N : A.On a en outre A ��x B, 
e qui implique que Ahx�Ni ��x Bhx�Ni, et,
omme par le lemme de dépendan
es entre variables x < av(A), on endéduit que A ��x Bhx�Ni.On peut e�e
tuer la dérivation suivante :R�0 ` N : A �0 ` Bhx�Ni : �hx�Ni O�0 ` Bhx�Ni : � (�) RA ��x Bhx�Ni�0 ` N : Bhx�Ni (�)pour parvenir à la 
on
lusion souhaitée.



118 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITES6°) x < av(M) et X0 = Mfx�
xg.Dans 
e 
as, par hypothèse d'indu
tion appliquée aux deux prémisses,�0; x : A `M : B et �0 ` N : A, d'où, par le lemme de substitution devariable ina

essible (2.25), �0 `M : Bhx�Ni, d'où, par le lemme d'in-terversion 2.12, �0fx�
xg `Mfx�
xg : Bhx�Nifx�
xg. En outre, �0 estbien formé, et par le théorème de 
orre
tion des types, �0 ` Bhx�Ni : �,don
, par le lemme de 
onversion de 
ontexte (2.22) et par une �gure de
onversion, �0 `Mfx�
xg : Bhx�Ni, 
e qui est le résultat voulu.7°) M = f (Q;R)hu1�V1i � � � huk�Vki, ave
 f étant la �-quanti�
ation, la�-abstra
tion, ou l'appli
ation, et X0 = f (Qhu1�V1i � � � huk�Vkihx�Ni;Rhu1�V1i � � � huk�Vkihx�Ni). L'appli
ation de l'hypothèse d'indu
tiondonne �0; x : A ` f (Qhu1�V1i � � � huk�Vki;Rhu1�V1i � � � huk�Vki) : B et�0 ` N : A. On applique alors su

essivement le lemme d'engendrement,le lemme de substitution expli
ite et, selon le 
as, la �gure de règle, de�-introdu
tion ou de �-élimination, 
e qui donne �0 ` X0 : Bhx�Ni, quiest le résultat souhaité.h. (expansion) : � `M : B � ` N : A Phx�Ni �!� M� ` Phx�Ni : BOn a �0 = �0. Pour X0, deux 
as se présentent :1°) X0 = P0hx�N0i. Dans 
e 
as, par le lemme 2.27, qu'il existeM0 tel queP0hx�N0i �!� M0 et M x==�!M0. On applique alors l'hypothèse d'indu
-tion aux prémisses pour obtenir respe
tivement �0 `M0 : B, que l'on note(1), et � ` N0 : A, que l'on note (2), et l'on peut alors 
on
lure :(1) (2) P0hx�N0i �!� M0�0 ` P0hx�N0i : B (x)2°) X0 = f (Qhu1�V1i � � � huk�Vkihx�Ni;Rhu1�V1i � � � huk�Vkihx�Ni),où P = f (Q;R)hu1�V1i � � � huk�Vki, f étant un 
onstru
teur parmi la�-quanti�
ation, la �-abstra
tion et l'appli
ation.Dans 
e 
as,M x==�! f (Q0;R0) ave
 Qhu1�V1i � � � huk�Vkihx�Ni �!� Q0(et id. ave
 R). Par hypothèse d'indu
tion, on a �0 ` f (Q0;R0) : B. Ontraite i
i le 
as de l'appli
ation, les autres sont analogues. Par le lemmed'engendrement, �0 ` Q0 : �y:C:D et �0 ` R0 : C, ave
 Dhy�R0i ��x B,d'où, au moyen d'une �gure d'expansion, l'on tire respe
tivement les ju-gements �0 ` Qhu1�V1i � � � huk�Vkihx�Ni : �y:C:D, que l'on note (1),et �0 ` Rhu1�V1i � � � huk�Vkihx�Ni : C, que l'on note (2). On e�e
tue



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 119alors la dérivation suivante : (1) (2)�0 ` X0 : Dhy�R0i (�-É)�0 ` X0 : B (�)qui permet de 
on
lure.3°) x < av(P) et X0 = Pfx�
xg. Alors il est 
lair par la 
onvention de Ba-rendregt et d'après la dé�nition de la propagation que M x==�! Pfx�
xg,on 
on
lut en appliquant l'hypothèse d'indu
tion à la première prémisse.4°) X = xhx�Ni et X0 = N. Ce 
as est impossible 
ar on ne peut appliquerde propagation à xhx�Ni.i. (
onversion) : � `M : A � ` B : � A ��x B� `M : BPar hypothèse d'indu
tion appliquée aux deux prémisses, �0 `M0 : A et�0 ` B : �, et il suÆt d'une simple 
onversion :R �0 `M0 : A �0 ` B : � A ��x B�0 `M0 : B (�) Rpour 
on
lure. q.e.d.On peut maintenant étendre le résultat à l'axiome de rédu
tion restant :Lemme 2.29 : Rédu
tion du sujet pour BSoient �, X, Y tels que � ` X : Y ; soient �0 et X0 tels que � B==�! �0 et X B==�! X0.Alors �0 ` X0 : Y.Il est 
lair que le théorème de rédu
tion du sujet sera un 
orollaire du lemme 2.28et de l'énon
é supra.Démonstration.L'on pro
ède par indu
tion sur l'ordre de simpli
ité sur la dérivation � ` X : Y,en dis
riminant selon la dernière �gure employée.a. (axiome) : (�; �) 2 A` � : �La propriété est triviale, 
ar les sortes sont irrédu
tibles et le 
ontexte, vide.b. (règle) : � ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : �On a i
i �0 = �0, et X0 = �x:A0:B0. Par hypothèse d'indu
tion appliquéeaux deux prémisses, on obtient que �0 ` A0 : � et �0; x : A0 ` B0 : � (en e�et,



120 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITES�; x : A B==�! �0; x : A0), 
e qui permet de 
on
lure par la �gure de règle :�0 ` A0 : � �0; x : A0 ` B0 : � (�; �; �) 2 R�0 ` �x:A0:B0 : � (règle).
. (hypothèse) : � ` A : � x < dom(�)�; x : A ` x : ANé
essairement, x étant irrédu
tible, X0 = x. En outre, on a �0 = �0; x : A0ave
 A B==�! A0. Par hypothèse d'indu
tion appliquée de deux façons, onobtient d'une part �0 ` A0 : � et d'autre part �0 ` A : �. On 
on
lut ainsi :�0 ` A0 : ��0 ` x : A0 (hyp) R�0 ` A : � RA ��x A0�0 ` x : A (�).d. (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � � � � x < dom(�)�; x : C ` A : BOn a �0 = �0; x : C0 et X0 = A0. Par hypothèse d'indu
tion appliquée auxdeux prémisses, on obtient que �0 ` A0 : B et �0 ` C0 : �, et l'on 
on
lut :�0 ` A0 : B �0 ` C0 : � �0 � �0�0; x : C0 ` A0 : B (W).e. (introdu
tion de �) : � ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B� ` (�x:A:M) : (�x:A:B)On a �0 = �0 et X0 = �x:A0:M0. Par hypothèse d'indu
tion appliquée auxdeux prémisses, on obtient d'une part que �0 ` (�x:A0:B) : � et d'autre partque �0; x : A0 `M0 : B. En outre, en appliquant di�éremment l'hypothèsed'indu
tion à la première prémisse, on a �0 ` (�x:A:B) : �, et l'on 
on
lut :�0 ` (�x:A0:B) : � �0; x : A0 `M0 : B�0 ` (�x:A0:M0) : (�x:A0:B) (�-I) R�0 ` (�x:A:B) : ��0 ` (�x:A0:M0) : (�x:A:B) (�).f. (élimination de �) : � `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bhx�NiOn a �0 = �0. Con
ernant X0, deux 
as se présentent :1°) X0 = M0N0, auquel 
as par hypothèse d'indu
tion appliquée aux deuxprémisses, �0 `M0 : �x:A:B et �0 ` N0 : A.



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 121En outre, par le théorème de 
orre
tion des types (2.16), il existe � telleque � ` Bhx�Ni : �, et l'on peut aussi appliquer l'hypothèse d'indu
tionà 
ette assertion, 
e qui donne �0 ` Bhx�Ni : �.On peut ensuite 
on
lure dire
tement par une �gure d'élimination de �et une 
onversion :�0 `M0 : �x:A:B �0 ` N0 : A�0 `M0N0 : Bhx�N0i (�-É) R�0 ` Bhx�Ni : ��0 `M0N0 : Bhx�Ni (�).2°) M = �x:R:Q et X0 = Qhx�Ni. Dans 
e 
as, par le lemme d'engendre-ment (2.21) appliqué à la première prémisse, on obtient P et � tels que�x:R:P ��x �x:A:B et �; x : R ` Q : P et � ` �x:R:P : �, assertions aux-quelles on peut appliquer l'hypothèse d'indu
tion. En appliquant l'hypo-thèse d'indu
tion à la première de 
es assertions, ainsi qu'à la prémisse� ` N : A, l'on obtient respe
tivement �0; x : R ` Q : P et �0 ` N : A.Par ailleurs, le lemme d'engendrement (2.21) appliqué la se
onde de 
esassertions indique entre autres qu'il existe une sorte � telle que � ` R : �,et l'on peut alors appliquer l'hypothèse d'indu
tion à 
ette assertion, 
equi donne �0 ` R : �.En outre, par le théorème de 
orre
tion des types (2.16), � ` Bhx�Ni : �,et l'on peut appliquer l'hypothèse d'indu
tion à 
ette assertion, 
e quidonne �0 ` Bhx�Ni : �.Sa
hant que né
essairement Bhx�Ni ��x Phx�Ni et R ��x A, on peutensuite 
on
lure 
omme suit :R�0; x : R ` Q : P �0 ` N : A �0 ` R : ��0 ` N : R (�)�0 ` Qhx�Ni : Phx�Ni (y) R�0 ` Bhx�Ni : ��0 ` Qhx�Ni : Bhx�Ni (�).g. (
oupure) : �; x : A `M : B � ` N : A� `Mhx�Ni : Bhx�NiOn a �0 = �0, et X0 = M0hx�N0i. Dans 
e 
as, par hypothèse d'indu
tion,�0; x : A `M0 : B et �0 ` N0 : A. En outre, par le théorème de 
orre
-tion des types (2.16), on a que � ` Bhx�Ni : �, auquel on peut appliquerl'hypothèse d'indu
tion pour obtenir �0 ` Bhx�Ni : �. On 
on
lut ainsi :�0; x : A `M0 : B �0 ` N0 : A�0 `M0hx�N0i : Bhx�N0i (y) R�0 ` Bhx�Ni : ��0 `M0hx�N0i : Bhx�Ni (�).



122 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESh. (expansion) : � `M : B � ` N : A Phx�Ni �!� M� ` Phx�Ni : BOn a �0 = �0, et X0 = P0hx�N0i. Par le lemme 2.27, il existe M0 tel queP0hx�N0i �!� M0 etM B==�!M0. On applique alors l'hypothèse d'indu
tionaux prémisses pour obtenir respe
tivement �0 `M0 : B, que l'on note (1), et� ` N0 : A, que l'on note (2), et l'on peut alors 
on
lure :(1) (2) P0hx�N0i �!� M0�0 ` P0hx�N0i : B (x)i. (
onversion) : � `M : A � ` B : � A ��x B� `M : BPar hypothèse d'indu
tion appliquée aux deux prémisses, �0 `M0 : A et�0 ` B : �, et il suÆt d'une simple 
onversion :�0 `M0 : A �0 ` B : � A ��x B�0 `M0 : B (�)pour 
on
lure. q.e.d.Remarque :La propriété duale, l'expansion du sujet, n'est pas satisfaite. Il suÆt de 
onsidérerl'expansion suivante : x �x � xhy�zzi: En e�et, x est trivialement typable. Enrevan
he, xhy�zzi n'est pas typable, puisqu'il est impossible de typer zz.Par ailleurs, on peut maintenant montrer la proposition 2.15 énon
ée plus haut,dont on rappelle le 
ontenu :Proposition :Soient � un 
ontexte et M : B une assertion tels que � `M : B. Alors :(i) si M ��x R , alors B ��x R .(ii) si B ��x R , alors il existe � 2 S, x1; : : : ; xk 2 U, N1; : : : ;Nk 2 �Tx destermes tels que M = �hx1�N1i � � � hxk�Nki.Démonstration.(i) siM ��x R , alorsM �bx�!R , et don
, par le théorème de rédu
tion du sujet,� ` R : B. De 
e
i dé
oule, par le lemme d'engendrement, que B � � ave
(R ; �) 2 A, et � ne peut être que R .(ii) On pro
ède par indu
tion sur la dérivation de � `M : B, en dis
riminantselon la dernière �gure appliquée :� (axiome), (a�aiblissement), (
onversion) : 
es 
as sont évidents ;
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tion de �) : 
es 
as sont triviaux 
ar B .�x R ;� (hypothèse) : 
e 
as est trivial 
ar si B ��x R , alors par le point (i), on aune sorte � telle que � ��x R , 
e qui est impossible.� (
oupure), (expansion) : 
es 
as sont évidents par hypothèse d'indu
tion ;� (élimination de �) : par le lemme d'engendrement, on a �; u : W ` X : �ave
 B = Xhu�Vi et � ` V : W, d'où, par une (
oupure), � ` B : �. Or,
omme B ��x R , on a B �x�!R , et don
, par le théorème de rédu
tion dusujet, � ` R : �, 
e qui est impossible ; le 
as est trivial.Les deux points sont don
 satisfaits. q.e.d.3.3. Conservation de la normalisation forteOn a déjà mentionné plus haut qu'il existe une 
orrespondan
e 
anoniqueentre systèmes de types purs expli
ites et systèmes de types purs impli
ites : ene�et, 
es deux espè
es de systèmes étant dé�nies formellement uniquement parleur triplet de sortes, axiomes et règles, on peut les apparier en fon
tion de 
ela.Cette partie montre qu'entre les deux systèmes ainsi dé�nis existe une simili-tude importante : en e�et, on va montrer qu'un système de types pur expli
ite estfortement normalisant si, et seulement si, son 
orrespondant impli
ite l'est.Pour 
e faire, on va employer dans un premier temps l'ordre ré
ursif de 
hemin(
f. 
hapitre i, § 1.3, p. 21) pour montrer la préservation de la normalisation forte,puis l'on étudiera la normalisation forte.Préservation de la normalisation forteÉtant donnée une relation de rédu
tion R�! dé�nie sur un ensemble E, onnote N8R l'ensemble des termes de E n'admettant pas de R-rédu
tion in�nie. On
ommen
e par dé�nir un ensemble de �Tx-termes :F = fM 2 �Tx = 8 N � M(x(N) 2 N8� )gDé�nition 2.18 : algèbre de termes T�On 
onsidère la signature in�nie � = fÆ;Q;Lg [ fAngn2N [ fSngn2N, où Æ est une
onstante, L et Q des symboles binaires, et les An etSn des symboles binaires. Ondé�nit la préséan
e suivante sur � :� � � .Sn+1 . An+1 .Sn . An . � � � .S0 . A0 . L .Q . Æ:



124 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESOn dé�nit également T� l'algèbre de termes engendrée par la signature �, et l'on
onsidère sur ses termes l'ordre ré
ursif de 
hemin 6 rpo engendré par la préséan
e. et le statut multi-ensemble pour tous les symboles de fon
tion.A�n de pouvoir utiliser l'ordre ré
ursif de 
hemin, il est né
essaire de traduireles termes de F dans l'algèbre T� :Dé�nition 2.19 : tradu
tion de F dans T�On dé�nit la tradu
tion j � j� des termes de F dans T� :j�j� = Æjxj� = Æj
xj� = Æj�x:A:Bj� = Q(jAj�; jBj�)j�x:A:Bj� = L(jAj�; jBj�)jABj� = An(jAj�; jBj�) où n = �(x(MN))jAhx�Bij� = Sn(jAj�; jBj�) où n = �(x(Mhx�Ni))où �(M) est la longueur maximale d'une �-rédu
tion 
ommençant par M � qui estbien dé�ni 
ar M 2 F � N8� .On peut ensuite montrer que la �x-rédu
tion sur les �Tx-termes se traduitdans l'algèbre T� par une dé
roissan
e stri
te pour l'ordre ré
ursif de 
hemin :Lemme 2.30 : Transposition de rédu
tionSoit X 2 F . On suppose que X �x�! X0. Alors :(i) X0 2 F (et don
 jX0j� est bien dé�nie ;(ii) jXj� > rpo jX0j�.Démonstration.(i) Cette propriété se montre aisément par indu
tion sur la stru
ture de X.(ii) On pro
ède par rédu
tion sur la stru
ture de X. On ne montre que les 
asoù la rédu
tion a lieu à la ra
ine dans X, les autres 
as se traitant aisémenten appliquant l'hypothèse d'indu
tion :a. X = (�x:A:M)N �x�!Mhx�Ni = X0.Alors jXj� = An(L(jAj�; jMj�); jNj�)> rpo Sn�1(jMj�; jNj�)= jX0j�.Les longueurs maximales de rédu
tion dans les deux 
as di�èrent de 1
ar x(X) = (�x:x(A):x(M))x(N) ��! x(M)fx�x(N)g = x(X).b. X = (�y:A:B)hx�Ni �x�! �y:Ahx�Ni:Bhx�Ni = X0.



CHAP. II � SYSTÈMES DE TYPES PURS EXPLICITES 125Alors jXj� = Sn(Q(jAj�; jBj�); jNj�)> rpo Q(Si(jAj�; jNj�);S j(jBj�; jNj�))= jX0j�.On a n = i + j 
ar x(X) = �y:x(Ahx�Ni):x(Bhx�Ni).
. X = (�y:A:B)hx�Ni �x�! �y:Ahx�Ni:Bhx�Ni = X0.Alors jXj� = Sn(L(jAj�; jBj�); jNj�)> rpo L(Si(jAj�; jNj�);S j(jBj�; jNj�))= jX0j�.On a n = i + j 
ar x(X) = �y:x(Ahx�Ni):x(Bhx�Ni).d. X = (AB)hx�Ni �x�! Ahx�NiBhx�Ni = X0.Alors jXj� = Sn(Ak(jAj�; jBj�); jNj�)> rpo An(Si(jAj�; jNj�);S j(jBj�; jNj�))= jX0j�.On a d'une part k 6 n 
ar si x(AB) k��! T, alors par 
ompositionnalitéde la �-rédu
tion, x(ABhx�Ni) = x(AB)fx�x(N)g k��! Tfx�x(N)g, etd'autre part i + j 6 n 
ar si x(Ahx�Ni) i��! A0 et x(Bhx�Ni) j��! B0,alors x(Ahx�NiBhx�Ni) i+ j��! A0B0.e. X = xhx�Ni �x�! N = X0.Alors jXj� = Sn(Æ; jNj�) > rpo jNj� = jX0j�.f. X = Mhx�Ni �x�!Mfx�
xg = X0.Alors jXj� = Sn(jMj�; jNj�) > rpo jMj� = jX0j�.En e�et, jMj� = jMfx�
xgj� 
ar jxj� = j
xj� = Æ. q.e.d.Corollaire 2.31 : Préservation de la forte normalisationSoit M un �Tx-terme.(i) Si M 2 F , alors M 2 N8�x.(ii) Si M ne 
ontient pas de substitution expli
ite et M 2 N8� , alors M 2 N8�x.Démonstration.(i) On suppose que M 2 F et M < N8�x. M < N8�x don
 il existe une 
haînein�nie de rédu
tion de la formeM �x�!M1 �x�!M2 �x�! � � � �x�!Mk �x�! � � � .CommeM 2 F , le lemme de transposition 2.30 donne (i) que tout termeMkest dans F � don
 peut être traduit via j � j� �, et (ii) que l'on a une suitein�nie dé
roissante jMj� > rpo jM1j� > rpo jM2j� > rpo � � � > rpo jMkj� > rpo � � � , 
equi 
ontredit la bonne fondation de > rpo (
f. 
hapitre i).(ii) Si M 2 N8� , alors tous ses sous-termes sont également dans N8� , et don
M 2 F , et l'on peut alors 
on
lure par le point pré
édent. q.e.d.
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tion impli
ite/expli
ite et normalisation forteLemme 2.32 : Tradu
tion entre systèmes impli
ites et expli
itesSoient T un système de types pur impli
ite, et Tx son système expli
ite asso-
ié. Soit � ` Tx Y : Z un jugement valide ave
 Y .�x R et Z .�x R . Alorsx(�) ` T x(Y) : x(Z) est un jugement valide (où x(�) est le 
ontexte � où x(�)est appliquée à 
haque prédi
at).Démonstration.Par indu
tion sur la dérivation de � ` Y : Z.a. (axiome) : (�; �) 2 A` � : �La propriété est triviale.b. (règle) : � ` A : � �; x : A ` B : � (�; �; �) 2 R� ` �x:A:B : �Par hypothèse d'indu
tion, x(�) ` x(A) : � et x(�); x : x(A) ` x(B) : �(puisque �; � .�x R ). On peut appliquer une �gure de (règle) à 
es juge-ments, d'où x(�) ` �x:x(A):x(B) : �, i.e. x(�) ` x(�x:A:B) : x(�).
. (hypothèse) : � ` A : ��; x : A ` x : APar hypothèse d'indu
tion, x(�) ` x(A) : � (puisque � .�x R ) et l'on peut
on
lure par une �gure d'(hypothèse) que x(�); x : x(A) ` x : x(A).d. (a�aiblissement) : � ` A : B � ` C : � � � � x<dom(�)�; x : C ` A : BSi B ��x R , la propriété est triviale. Sinon, par hypothèse d'indu
tion,x(�) ` x(A) : x(B) et x(�) ` x(C) : �, et il suÆt d'appliquer une �gured'(a�aiblissement) pour 
on
lure que x(�); x : x(C) ` x(A) : x(B).e. (introdu
tion de �) : � ` (�x:A:B) : � �; x : A `M : B x < dom(�)� ` (�x:A:M) : (�x:A:B)Par le lemme d'engendrement 2.21 appliqué à � ` (�x:A:B) : �, il existe� 2 S telle que � ` B : �, d'où, par la proposition 2.15 (i), B .�x R .De plus, �x:A:B .�x R . On obtient don
 par hypothèse d'indu
tion d'unepart x(�) ` x(�x:A:B) : x(�), qui se ré
rit x(�) ` �x:x(A):x(B) : �, etd'autre part x(�); x : x(A) ` x(M) : x(B). Par une �gure d'introdu
tion de� , l'on obtient x(�) ` (�x:x(A):x(M)) : (�x:x(A):x(B)), 
e qui se ré
ritx(�) ` x(�x:A:M) : x(�x:A:B).f. (élimination de �) : � `M : (�x:A:B) � ` N : A� `MN : Bhx�NiDe même que B dans le 
as pré
édent, l'on montre que A .�x R ; de plus,
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 par hypothèse d'indu
tion, x(�) ` x(N) : x(A) etx(�) ` x(M) : x(�x:A:B), 
e qui se ré
rit x(�) ` x(M) : (�x:x(A):x(B)).D'où, par une �gure d'élimination de � , x(�) ` x(M)x(N) : x(B)[x�x(N)℄,
e qui se ré
rit x(�) ` x(MN) : x(Bhx�Ni).g. (
oupure) : �; x : A `M : B � ` N : A� `Mhx�Ni : Bhx�NiPar hypothèse d'indu
tion, x(�); x : x(A) ` x(M) : x(B) d'une part etx(�) ` x(N) : x(A) d'autre part. On applique alors le lemme de substitu-tion 1.5, 
e qui donne le jugement x(�) ` x(M)[x�x(N)℄ : x(B)[x�x(N)℄,dans lequel on re
onnaît bien x(�) ` x(Mhx�Ni) : x(Bhx�Ni).h. (expansion) : � `M : B � ` N : A Phx�Ni �!� M� ` Phx�Ni : BOn véri�e aisément que Phx�Ni �!� M implique que x(Phx�Ni) = x(M),et la propriété est évidente par hypothèse d'indu
tion.i. (
onversion) : � `M : A � ` B : � A ��x B� `M : BB .�x R don
, 
omme A ��x B, A .�x R . Don
 par hypothèse d'indu
tion,x(�) ` x(M) : x(A). Deux 
as se présentent alors :1°) Soit il existe � , R tel que � ` B : �. Il est aisé de montrer que si� ` B : R [h℄ et � ` B : �, alors � ` B : � [h℄ ; et l'on peut don
 appli-quer l'hypothèse d'indu
tion à � ` B : � [k�1℄, et 
on
lure ensuite par une�gure de (
onversion).2°) Soit � = R et il n'existe au
une sorte � 2 S telle que � ` B : �. Alors,
omme � ` B : R , par la proposition 2.15 (ii), il existe une sorte � telleque B = �hx1�N1i � � � hxk�Nki ave
 tous les Ni typables. Or A ��x B,don
 x(A) �� x(B) = �. On suppose que � est typable, i.e. qu'il existe unesorte � 2 S telle que (�; �) 2 A. Alors, 
omme B = �hx1�N1i � � � hxk�Nkiave
 tous les Ni typables, par le lemme d'initialisation 2.20 et k appli-
ations de la �gure d'(expansion), � ` B : �, 
ontradi
tion. Don
 � estterminale, et don
 par la proposition 2.14, 
omme x(�) ` x(M) : x(A) etx(A) �� x(B) = �, on a x(A) = � = x(B), et l'on 
on
lut. q.e.d.La propriété de préservation de forte normalisation étant établie, il manquepeu de 
hoses pour passer à 
elle de forte normalisation, que l'on énon
e 
ommesuit à l'état de 
onje
ture :Conje
ture 2.33 : Normalisation forteSoit Tx un système de types pur expli
ite, et T le système impli
ite 
orrespondant.Tx est fortement normalisant si, et seulement si, T l'est.



128 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESOn peut en fait montrer aisément le sens dire
t de 
ette équivalen
e, 
'est sur lesens ré
iproque que porte la 
onje
ture.Démonstration.On suppose que Tx est fortement normalisant.Soit X0 un terme typable dans T et admettant une 
haîne de rédu
tion in�nieX0 ��!X1 ��! � � � ��!Xn ��!Xn+1 ��! � � � . A fortiori X0 est typable dans Tx. Or, unpas de �-rédu
tion peut être simulé par plusieurs pas de �x-rédu
tion, et l'ona don
 X0 +�x�!X1 +�x�! � � � +�x�!Xn +�x�!Xn+1 +�x�! � � � , 
e qui 
ontredit le fait que Tx estfortement normalisant. q.e.d.Pour le sens ré
iproque, on fait habituellement usage de deux stratégies. La pre-mière, introduite par R. Bloo, repose sur la propriété de typabilité des sous-termesd'un terme typable :On suppose que T est fortement normalisant. SoitM un�Tx-terme tel qu'il existe� et B tels que � ` TxM : B. Soit N un sous-terme de M, par typabilité des sous-termes, il existe alors � et A tels que � ` TxN : A, et don
 � ` Tx(N) : x(A),et don
 N 2 N8� (puisque T est fortement normalisant). Et don
, par dé�nition,M 2 F , et don
, par le lemme 2.31,M 2 N8�x, 
e qui montre que Tx est fortementnormalisant.La se
onde, introduite par H. Herbelin et développée par E. Polonovski dans [80℄,
onsiste à essayer de trouver une tradu
tion des termes impurs dans les termespurs telle que le terme pur se �x-réduise à un terme 
onvertible en un 
ertain sensau terme impur, a�n que la normalisation forte du terme pur puisse être « héritée »par le terme impur (en e�et, l'ensemble des termes fortement normalisants est 
lospar rédu
tion).L'appli
ation de 
es deux stratégies est rendue très diÆ
ile par la �gure d'ex-pansion. La 
onje
ture de typabilité des sous-termes supra semble en e�et raison-nable, mais la présen
e des deux �gures de 
oupure et d'expansion permettant detyper les substitutions rend la 
hose très 
omplexe. Par ailleurs, la dé�nition d'unetradu
tion des termes impurs dans les termes purs est également plus diÆ
ile à
on
evoir du fait de la possibilité que la propagation dans une �gure d'expansionsoit l'appli
ation de la règle de (g
).
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CHAP. III � SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SÉQUENTS CLASSIQUES 1311. Le �̄����̄����̄���-
al
ul1.1. HistoriqueLa problématique générale dans laquelle on se pla
e est la suivante : la 
orres-pondan
e de Curry-Howard(-De Bruijn), que l'on a déjà présentée au 
hapitre i§ 2.1, a été à son origine développée dans le 
adre de la logique intuitionniste. Tou-tefois, l'observation que 
ertaines tautologies de la logique 
lassique évoquent letypage de 
ertains opérateurs de 
ontr�le 
onduisit T. Griffin en 1990 dans [49℄à entamer l'extension de 
ette 
orrespondan
e à la logique 
lassique. Parmi lespistes les plus prometteuses dans 
ette optique, on peut noter le ��-
al
ul deM. Parigot (
f. en parti
ulier [79℄), dont le système de types asso
ié est basé surun formalisme de dédu
tion naturelle pour la logique 
lassique.Une appro
he alternative, qui est 
elle que l'on va appliquer i
i, est 
elle du�̄� ��-
al
ul, introduit dans [21℄ en 2000 par P.-L. Curien et H. Herbelin, dont lestermes représentent des dérivations dans un 
al
ul de séquent, tandis que la rédu
-tion sur 
es termes représentent l'élimination des 
oupures. L'un des avantages de
ette appro
he par les 
al
uls de séquents est sa symétrie intrinsèque, qui peut êtremise en parallèle ave
 la symétrie inhérente de la logique, et spé
ialement de lalogique 
lassique. Dans [21℄, le �̄� ��-
al
ul est introduit ave
 un système de typessimples, et ses versions en appel par valeur et en appel par nom sont en
odées en�-
al
ul simplement typé via une tradu
tion CPS � 
e qui montre en parti
ulier laforte normalisation de 
e système de types.Le �̄� ��-
al
ul a par ailleurs été enri
hi en 
al
ul à substitutions expli
ites. Onpourra en parti
ulier se reporter à l'arti
le [81℄ d'E. Polonovski, où 
elui-
i étudiela forte normalisation du �̄� ��-
al
ul pour la rédu
tion sans restri
tion, puis étend
ette propriété à une variante de son 
al
ul obtenue par l'adjon
tion de substitu-tions expli
ites. L'une des importantes diÆ
ultés posées par 
e problème est que
ette rédu
tion n'est pas 
on�uente, du fait d'une paire 
ritique. La méthode ex-posée dans [81℄ fait usage d'une notion de « 
andidats de symétries », trouvantson origine dans [4℄ de F. Barbanera et S. Berardi.Par ailleurs, dans l'arti
le [33℄ de D. Dougherty, S. Ghilezan et P. Les
anne,on trouve une étude des propriétés 
omputationnelles du �̄� ��-
al
ul non typé, eten parti
ulier une 
ara
térisation des termes fortement normalisants (en appel parvaleur ou par nom) au moyen d'un système de types à interse
tion et union, sousforme d'un 
al
ul de séquents analogue à 
elui des types simples dé�nis dans [21℄.



132 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESEn�n, un travail allant dans la même dire
tion que 
elui présenté i
i est le
al
ul FC!, introduit par S. Lengrand et A. Miquel dans [69℄ et repris par S. Len-grand dans sa thèse [68℄, qui est une extension du système de types pur F!. Au
ontraire de l'appro
he suivie i
i, qui est résolument syntaxique, leur appro
heest plus sémantique : partant du 
onstat que les types dépendants 
ompliquentné
essairement beau
oup les 
hoses lorsque l'on parle de logique 
lassique, 
arils peuvent introduire de la non-
on�uen
e dans les formules, ils 
onsidèrent lesystème F!, qui est le plus grand système du �-
ube ne 
ontenant pas les typesdépendants, et où l'on peut don
 séparer syntaxiquement les types et les termes.Ils étendent 
e système de manière à obtenir un 
al
ul de séquents, et montrent la
ohéren
e du système obtenu.1.2. Syntaxe et rédu
tionLes termes du �̄� ��-
al
ul sont dé�nis 
omme suit :Dé�nition 3.1 : �̄� ��-
al
ul ; appelants, appelés, 
apsulesSoient X et V deux ensembles in�nis dénombrables de variables appelées res-pe
tivement variables d'appelant et variables d'appelé. On dé�nit alors trois en-sembles d'expressions au moyen de la grammaire algébrique suivante :R ::= x (variable d'appelant)| �x:R (�-abstra
tion)| ��:C (�-abstra
tion)E ::= � (variable d'appelé)| R�E (empilement)| ��x:C ( ��-abstra
tion)C ::= hR jj Ei (
apsule)x 2 X ; � 2 Vdont les trois prin
ipaux symboles dé
rivent 
ha
un une espè
e d'expression :� R dé
rit les appelants (parfois aussi appelés termes) ;� E dé
rit les appelés (parfois aussi appelés environnements) ;� C dé
rit les 
apsules (parfois aussi appelées 
ommandes) ;On observe qu'il existe deux espè
es di�érentes de variables : les variablesdites respe
tivement d'appelant, qui dé
rivent l'ensemble X, et d'appelé, qui dé-
rivent l'ensemble V. Par 
onvention, l'on dénotera respe
tivement les variablesd'appelant et d'appelé par des lettres minus
ules latines et gre
ques.
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anoniquement les notions de variables libres etliées de la manière suivante :Dé�nition 3.2 : variables libres/liées pour �̄� ��On dé�nit les variables d'appelant (respe
tivement d'appelé) libres ou liées d'uneexpression 
omme appartenant à une partie de X (respe
tivement V) dé�nie parindu
tion sur l'expression.Les ensembles des variables d'appelant libres, des variables d'appelant liées, desvariables d'appelé libres, des variables d'appelé liées de M sont respe
tivementdénotées par fvX (M), bvX (M), fvV (M), bvV (M).Les variables d'appelant libres sont dé�nies 
omme suit :� fvX (x) = fxg ;� fvX (�x:R) = fvX (R) n fxg ;� fvX (��:C) = fvX (C) ;� fvX (�) = ; ;� fvX (R�E) = fvX (R) [ fvX (E) ;� fvX ( ��x:C) = fvX (C) n fxg ;� fvX (hR jj Ei) = fvX (R) [ fvX (E) ;
� fvV (x) = ; ;� fvV (�x:R) = fvV (R) ;� fvV (��:C) = fvV (C) n f�g ;� fvV (�) = f�g ;� fvV (R�E) = fvV (R) [ fvV (E) ;� fvV ( ��x:C) = fvV (C) ;� fvV (hR jj Ei) = fvV (R)[ fvV (E) ;et les variables liées 
omme suit :� bvX (x) = ; ;� bvX (�x:R) = bvX (R) [ fxg ;� bvX (��:C) = bvX (C) ;� bvX (�) = ; ;� bvX (R�E) = bvX (R) [ bvX (E) ;� bvX ( ��x:C) = bvX (C) [ fxg ;� bvX (hR jj Ei) = bvX (R) [bvX (E) ;
� bvV (x) = ; ;� bvV (�x:R) = bvV (R) ;� bvV (��:C) = bvV (C) [ f�g ;� bvV (�) = ; ;� bvV (R�E) = bvV (R) [ bvV (E) ;� bvV ( ��x:C) = bvV (C) ;� bvV (hR jj Ei) = bvV (R) [ bvV (E).Naturellement, à 
ette notion de variable libre ou liée est asso
iée une notiond'�-
onversion, qui se dé�nit de façon usuelle. De nouveau, l'on peut 
onsidérer
omme termes du 
al
ul les éléments du quotient par l'�-
onversion, auxquelss'étendent 
anoniquement toutes les opérations de �̄� ��. On applique 
omme pré-
édemment la 
onvention de Barendregt pour 
hoisir les noms des variables dansdes représentants 
onsidérés desdits termes.Parmi tous les termes exposés 
i-dessus, les expressions essentielles de �̄� ��,i.e. 
elles sur lesquelles se font les 
al
uls, sont les 
apsules. Le le
teur désireuxde trouver de plus amples expli
ations sur la notion de 
al
ul sur les 
apsules de�̄� �� pourra en trouver dans [33℄, où le 
omportement opérationnel de 
es termes



134 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESest dé
rit en détail. On se 
ontentera i
i de donner leur sémantique opérationnelle,i.e. la notion de rédu
tion employée.Dé�nition 3.3 : rédu
tion pour �̄� ��La rédu
tion, notée !, est dé�nie 
omme la 
l�ture 
ontextuelle de l'union destrois axiomes de rédu
tion suivants :(�) h�x:M jj N�Ei ! hM[N=x℄ jj Ei (�)(�) h��:C jj Ei ! C[E=�℄( ��) hR jj ��x:Ci ! C[R=x℄On donne i
i non les règles originelles données dans [21℄, mais une variantedont la di�éren
e réside dans l'axiome (�), qui, dans [21℄, a la forme suivante :h�x:M jj N�Ei ! hN jj ��x:hM jj EiiToutefois, il est 
lair que la di�éren
e entre 
es deux axiomes réside dans l'appli-
ation d'un axiome (��).Ces trois règles 
orrespondent aux trois di�érentes a
tions possibles au seind'une 
apsule. Intuitivement, les deux éléments d'une 
apsule ont 
ha
une leurfon
tion propre : l'appelant peut être vu 
omme un pro
essus allant 
her
her desdonnées dans l'appelé, que l'on peut voir 
omme une pile d'éléments � 
'est là
e que l'on voit ave
 la règle (�). Par ailleurs, 
ha
un de l'appelant et de l'appelépeut demander à l'autre de prendre la pla
e de l'une de ses variables d'espè
e
orrespondante � 
'est là la signi�
ation des règles (�) et ( ��).On 
onstate que la notion de rédu
tion ainsi obtenue n'est pas 
on�uente.En e�et, si l'on applique les deux dernières règles à la 
apsule h��:C1 jj ��x:C2i,on obtient la paire 
ritique (C1[ ��x:C2=�℄;C2[��:C1=x℄), qui n'est pas joignable,
omme on peut le voir sur le simple 
ontre-exemple suivant : on 
onsidère la
apsule C = h��:ha jj �i jj ��x:hb jj �ii, où a, b (respe
tivement �, �) sont des va-riables d'appelant (respe
tivement d'appelés) distin
tes. On observe d'une partque C (�)�! ha jj �i et d'autre part que C ( ��)�! hb jj �i. Ces deux 
apsules étant detoute éviden
e irrédu
tibles et distin
tes, don
 injoignables, il est impossible de
lore le diagramme.Pour traiter 
e problème de 
on�uen
e, on peut dé
ider de donner à l'une desrègles (�) ou (��) la priorité sur l'autre, 
e qui revient en fait à 
hoisir une stratégied'évaluation des 
apsules. Si l'on donne la priorité à (�), on obtient une stratégied'appel par valeur (
all by value), tandis que si l'on donne la priorité à (��), onobtient une stratégie d'appel par nom (
all by name).



CHAP. III � SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SÉQUENTS CLASSIQUES 1351.3. Séquents et typageLes jugements de type pour le �̄� ��-
al
ul né
essitent une présentation parti
u-lière, 
ar ils sont assez di�érents des jugements usuels. Il s'agit en fait de séquentsà formules a
tives, que l'on va dé�nir i
i de manière plus ou moins formelle.Soient un ensemble � de formules dé�nies sur une signature donnée. On ap-pelle séquent un 
ouple de parties de� noté � ` �. Un séquent s'interprète 
ommesuit : la 
onjon
tion des formules de � implique la disjon
tion des formules de �.Les séquents se dérivent au moyens d'axiomes, d'introdu
tions gau
hes et droitespour 
haque 
onne
teur de la signature des formules, et de 
oupures. On donnei
i 
omme exemple dans la table 4 les �gures de dérivation valides du 
al
ul desséquents sur les variables propositionnels et l'impli
ation! :�; � ` �;� (axiome)� ` �;� �; � ` ��; �!� ` � (!-G) �; � ` �;�� ` �!�;� (!-D)� ` �;� �; � ` �� ` � (
oupure)Tab. 4 � Cal
ul des séquents sur la signature f!gOn remarque dans 
es �gures de dérivation qu'une formule est en généraldistinguée : la formule où a lieu l'introdu
tion du 
onne
teur. Si l'on 
onsidèremaintenant le 
al
ul des séquents dans une perspe
tive de traitement automatique,il semble important de repérer 
ette formule, d'où l'idée d'introduire une notionde formule a
tive, que l'on va dé�nir i
i. Étant donné l'ensemble � de formules,on 
onstruit l'ensemble �� = � � f0; 1g, dont les éléments sont de deux espè
es :les formules ina
tives, de la forme ('; 0) et les formules a
tives, de la forme ('; 1).Plut�t que d'é
rire 
es 
ouples, on adopte la 
onvention d'é
riture suivante :Convention :Les formules ina
tives sont é
rites normalement, tandis que les formules a
tivessont indiquées par l'emploi d'un fond grisé .On appelle séquent à formule a
tive un séquent dont les formules appartiennentà ��, et dont au plus une est a
tive. Il y en a don
 de trois types : sans formule a
-tive, ave
 une formule a
tive à gau
he, ave
 une formule a
tive à droite. L'éven-



136 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITEStuelle formule a
tive joue un r�le parti
ulier dans la dérivation : dans toute �-gure d'introdu
tion, la formule où le 
onne
teur a été introduit est a
tive et dé-rive d'une formule a
tive dans les prémisses. En outre, la 
oupure fait disparaîtreles formules a
tives, et de nouvelles �gures en font apparaître dans un séquentn'en ayant pas. Pour poursuivre l'exemple pré
édent, on donne dans la table 5les �gures de dérivation valides du 
al
ul des séquents à formules a
tives sur lesvariables propositionnels et l'impli
ation! :R �; � ` �;� (ax-G) �; � ` � ;� (ax-D) RR � ` � ;� �; � ` ��; �!� ` � (!-G) �; � ` � ;�� ` �!� ;� (!-D) RR �; � ` ��; � ` � (a
t-G) � ` �;�� ` � ;� (a
t-D) R� ` � ;� �; � ` �� ` � (
oupure)Tab. 5 � Cal
ul des séquents à formule a
tive sur la signature f!gLes jugements de typage du �̄� ��-
al
ul sont en fait sous la forme de tels sé-quents à formule a
tive.Dé�nition 3.4 : assertion, 
ontexte, jugement (valide) de typage dans �̄� ��On appelle assertion de typage un 
ouple d'expressions noté M : R, oùM (nommésujet) peut être un appelant ou un appelé, et R (nommé prédi
at) est un appelant.Une assertion peut être ou non a
tive.On appelle 
ontexte de typage un ensemble d'assertions de typage non a
tivesdont les sujets sont des variables distin
tes de même nature. Si 
es variables sontdes variables d'appelant, on parle de 
ontexte gau
he. Si 
e sont des variablesd'appelé, on parle de 
ontexte droit. Le 
ontexte vide est noté ;, et la 
on
aténationde 
ontextes d'un même 
�té et de supports disjoints est notée par une virgule.On appelle jugement de typage une expression de l'une des trois formes suivantes,� et � étant respe
tivement des 
ontextes gau
he et droit de typage :� �; E : A ` � où E est un appelé ;� � ` R : A ;� où R est un appelant ;� C : (� ` �) où C est une 
apsule.



CHAP. III � SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SÉQUENTS CLASSIQUES 137Un jugement est dit valide s'il dérive de l'appli
ation des �gures16 d'inféren
eprésentées dans la table 6.�; � : A ` � : A;� (ax-G) �; x : A ` x : A ;� (ax-D)� ` R : A ;� �; E : B ` ��; R�E : A!B ` � (!-G) �; x : A ` R : B ;�� ` �x:R : A!B ;� (!-D)C : (�; x : A ` �)�; ��x:C : A ` � (ax-G) C : (� ` � : A;�)� ` ��:C : A ;� (ax-D)� ` R : A ;� �; E : A ` �hR jj Ei : (� ` �) (
oupure)Tab. 6 � Figures d'inféren
e de type valides pour �̄� �� simplement typé2. Systèmes de types purs pour le �̄����̄����̄���-
al
ulDans 
ette partie, l'on va présenter dans un premier paragraphe une syntaxedu �̄� ��-
al
ul étendue pour les systèmes de types purs, puis, dans un deuxièmeparagraphe, le typage pour 
e système, et en�n, dans un troisième paragraphe, onexposera une notion de bonne formation et de 
orre
tion des types.2.1. Syntaxe et rédu
tionOn adopte i
i la présentation du �̄� ��-
al
ul donnée dans [33℄, qui a été pré-sentée dans la se
tion pré
édente. Naturellement, il va être né
essaire d'étendrela syntaxe pour l'adapter aux né
essités des systèmes de types purs, qui imposentque termes et types ne soient pas syntaxiquement séparables.La dé�nition formelle des systèmes de types purs va, une nouvelle fois, res-ter in
hangée : il s'agit d'une spé
i�
ation du système sous la forme d'un triplet(S;A;R) de sortes, axiomes et règles, indiquant l'expressivité du système de types16 On 
onserve en
ore i
i 
ette dénomination inspirée de G. Gentzen.



138 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESen pré
isant les espè
es permises de dépendan
es, sans prendre en 
ompte le 
al-
ul sous-ja
ent et le système d'inféren
e de types qui viendront s'adjoindre à 
ettespé
i�
ation. Le 
al
ul susmentionné est dé�ni 
omme suit :Dé�nition 3.5 : T-appelants, T-appelés, T-
apsulesSoit T = (S;A;R). Soient X et V deux ensembles in�nis dénombrables de va-riables appelées respe
tivement variables d'appelant et variables d'appelé. Ondé�nit alors trois ensembles d'expressions par la grammaire algébrique suivante :R ::= x (variable d'appelant)| �x:R:R (�-abstra
tion)| ��:C (�-abstra
tion)| � (sorte)| �x:R:R (�-quanti�
ation)E ::= � (variable d'appelé)| R�E (empilement)| ��x:C ( ��-abstra
tion)C ::= hR jj Ei (
apsule)� 2 S ; x 2 X ; � 2 Vdont les trois prin
ipaux symboles dé
rivent 
ha
un une espè
e d'expression :� R dé
rit les T-appelants ;� E dé
rit les T-appelés ;� C dé
rit les T-
apsules.On observe la même 
onvention que pré
édemment pour les variables, à sa-voir que les variables d'appelant sont dénotées par des lettres latines minus
ules,et les variables d'appelé, par des lettres gre
ques minus
ules. Pour éviter la 
onfu-sion entre 
es dernières et les sortes, qui sont également dénotées par des lettresgre
ques minus
ules, on utilisera de préféren
e les deux premiers tiers de l'alpha-bet pour les variables et le dernier tiers pour les sortes.On remarque divers 
hangements par rapport au �̄� ��-
al
ul usuel. D'une part,on est passé d'un 
al
ul à la Curry à un 
al
ul à la Chur
h : les �-abstra
tionssont maintenant annotées. En outre, on remarque l'adjon
tion au 
al
ul de deux
onstru
tions de type appelant : les sortes et la �-quanti�
ation.Le 
hoix a été fait, i
i, de traiter 
omme des appelants les 
onstru
tions detypes. Il aurait également été possible d'envisager de les traiter 
omme appelés.Le 
hoix a été fait i
i de les 
onsidérer 
omme des appelants 
ar, dans les sys-tèmes de types purs, il n'y a pas de distin
tion entre les variables sur lesquelles
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tuer une �-abstra
tion et 
elles sur lesquelles on peut e�e
tuer une�-quanti�
ation, 
e que l'on a souhaité préserver i
i. Ce 
hoix sera évoqué auparagraphe suivant, ave
 le typage.On introduit de façon 
anonique la notion de variable libre et liée 
omme suit :Dé�nition 3.6 : variables libres/liées dans les systèmes de types purs pour �̄� ��On dé�nit les variables d'appelant (respe
tivement d'appelé) libres ou liées d'uneexpression 
omme appartenant à une partie de X (respe
tivement V) dé�nie parindu
tion sur l'expression. Les ensembles des variables d'appelant libres, des va-riables d'appelant liées, des variables d'appelé libres, des variables d'appelé liéesde M sont respe
tivement dénotées par fvX (M), bvX (M), fvV (M), bvV (M).Les variables d'appelant libres sont dé�nies 
omme suit :� fvX (x) = fxg ;� fvX (�x:A:R) = fvX (A) [ (fvX (R) n fxg) ;� fvX (��:C) = fvX (C) ;� fvX (�) = ; ;� fvX (�x:A:R) = fvX (A) [ (fvX (R) n fxg) ;� fvX (�) = ; ;� fvX (R�E) = fvX (R) [ fvX (E) ;� fvX ( ��x:C) = fvX (C) n fxg ;� fvX (hR jj Ei) = fvX (R) [ fvX (E) ;et les variables d'appelé libres 
omme suit :� fvV (x) = ; ;� fvV (�x:A:R) = fvV (A) [ fvV (R) ;� fvV (��:C) = fvV (C) n f�g ;� fvV (�) = ; ;� fvV (�x:A:R) = fvV (A) [ fvV (R) ;� fvV (�) = f�g ;� fvV (R�E) = fvV (R) [ fvV (E) ;� fvV ( ��x:C) = fvV (C) ;� fvV (hR jj Ei) = fvV (R) [ fvV (E) ;tandis que les variables d'appelant liées sont dé�nies 
omme suit :� bvX (x) = ; ;� bvX (�x:A:R) = bvX (A) [ bvX (R) [ fxg ;� bvX (��:C) = bvX (C) ;� bvX (�) = ; ;� bvX (�x:A:R) = bvX (A) [ bvX (R) [ fxg ;� bvX (�) = ; ;



140 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITES� bvX (R�E) = bvX (R) [ bvX (E) ;� bvX ( ��x:C) = bvX (C) [ fxg ;� bvX (hR jj Ei) = bvX (R) [ bvX (E).et les variables d'appelé liées 
omme suit :� bvV (x) = ; ;� fvV (�x:A:R) = bvV (A) [ bvV (R) ;� bvV (��:C) = bvV (C) [ f�g ;� fvV (�) = ; ;� fvV (�x:A:B) = bvV (A) [ bvV (B) ;� bvV (�) = ; ;� bvV (R�E) = bvV (R) [ bvV (E) ;� bvV ( ��x:C) = bvV (C) ;� bvV (hR jj Ei) = bvV (R) [ bvV (E).Tout 
omme pré
édemment, 
ette dé�nition produit une notion d'�-
onversion,qui permet d'identi�er les termes aux 
lasses d'équivalen
es pour l'�-
onversiondes expressions, et l'on peut de nouveau adopter la 
onvention de Barendregt pourle 
hoix des représentants.La rédu
tion demeure in
hangée par rapport au �̄� ��-
al
ul usuel, hormis bienévidemment le fait que l'on est passé d'un 
al
ul à la Curry à un 
al
ul à la Chur
h.Elle est don
 dé�nie 
omme suit :Dé�nition 3.7 : rédu
tion (à la ra
ine) dans les s.t.p. pour �̄� ��La rédu
tion, notée !, est dé�nie 
omme la 
l�ture 
ontextuelle de l'union destrois axiomes de rédu
tion suivants :(�) h�x:A:M jj N�Ei ! hM[N=x℄ jj Ei(�) h��:C jj Ei ! C[E=�℄( ��) hR jj ��x:Ci ! C[R=x℄Une rédu
tion est dite à la ra
ine si elle est un axiome, i.e. la relation de rédu
tionà la ra
ine R�! est dé�nie 
omme l'union des trois axiomes (�), (�), ( ��).Tout 
omme dans le �̄� ��-
al
ul, il 
onvient d'observer que 
ette rédu
tion aune paire 
ritique engendrée par les deux dernières règles, et que 
elle-
i n'est pasjoignable. La rédu
tion ! n'est don
 pas 
on�uente. On pourra se reporter à lapartie pré
édente à 
e propos (§ 1.2).Toutefois, il est possible d'intervertir deux pas de rédu
tion quand le rédeximpliqué dans le premier est in
lus dans 
elui impliqué dans le se
ond.



CHAP. III � SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SÉQUENTS CLASSIQUES 141Lemme 3.1 : Interversion de rédexSoient C et D deux 
apsules et G[ ℄ un 
ontexte tels que C = G[D℄. On supposeque C �! G[D0℄ R�! C0 ave
 D R�! D0. Alors C R�! ��! C0.Démonstration.Il y a di�érents 
as possibles :a. C = h�x:H[D℄:M jj N�Ei.Alors C0 = hM[N=x℄ jj Ei, et l'on a bien C R�! hM[N=x℄ jj Ei = C0.b. C = h�x:A:H[D℄ jj N�Ei.AlorsC0 = hH[D0℄[N=x℄ jj Ei, et l'on a bien C R�! hH[D℄[N=x℄ jj Ei �! C0.
. C = h�x:A:M jj H[D℄�Ei.AlorsC0 = hM[H[D0℄=x℄ jj Ei, et l'on a bienC R�! hM[H[D℄=x℄ jj Ei ��!C0.d. C = h�x:A:M jj N�H[D℄i.AlorsC0 = hM[N=x℄ jj H[D0℄i, et l'on a bienC R�! hM[N=x℄ jj H[D℄i �!C0.e. C = h��:H[D℄ jj Ei.Alors C0 = H[D0℄[E=�℄, et l'on a bien C R�! H[D℄[E=�℄ �! C0.f. C = h��:Z jj H[D℄i.Alors C0 = Z[H[D0℄=�℄, et l'on a bien C R�! Z[H[D℄=�℄ ��! C0.g. C = hH[D℄ jj ��x:Zi.Alors C0 = Z[H[D0℄=x℄, et l'on a bien C R�! Z[H[D℄=x℄ ��! C0.h. C = hR jj ��x:H[D℄i.Alors C0 = H[D0℄[R=x℄, et l'on a bien C R�! H[D℄[R=x℄ �! C0.Dans tous les 
as, la rédu
tion à la ra
ine peut être faite en premier lieu. q.e.d.On en déduit la possibilité de réorganiser une rédu
tion in�nie en allant des
apsules les plus extérieures aux les plus intérieures sans jamais remonter :Corollaire 3.2 : Rédu
tion par l'extérieurSoit (Cn)n2N une 
haîne de rédu
tion in�nie.(i) Si (Cn)n2N ne 
omprend au
un pas de rédu
tion à la ra
ine, alors C0 =G[D0℄ ave
 D0 admettant une rédu
tion in�nie 
omprenant un nombre nonnul de pas de rédu
tion à la ra
ine.(ii) Si (Cn)n2N 
omprend une in�nité de pas de rédu
tion à la ra
ine, alors C0admet une rédu
tion à la ra
ine in�nie.(iii) Si (Cn)n2N 
omprend un nombre �ni non nul de pas de rédu
tion à la ra
ineet C0 n'admet pas de rédu
tion à la ra
ine in�nie, alors il existe C0 = G[D0℄tel que C0 +R�! C0 ; et D0 admet une rédu
tion in�nie 
omprenant un nombrenon nul de pas de rédu
tion à la ra
ine.Les 
ontextes G[ ℄ dans les assertions pré
édentes sont distin
ts de [ ℄.



142 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESDémonstration.(i) Un tel terme admet né
essairement un sous-terme propre ayant une ré-du
tion in�nie. Les termes étant �nis, on aboutit for
ément à un sous-termevéri�ant la 
ondition supplémentaire.(ii) On a C0 k�! Ck R�! Ck+1, où le pas ainsi isolé est le premier pas de ré-du
tion à la ra
ine. On a alors, en appliquant le lemme pré
édent k fois,C0 R�! C01 ��! Ck+1 �! � � � . On poursuit ainsi la 
onstru
tion en appli-quant le même pro
essus à C01 pour obtenir une rédu
tion à la ra
ine delongueur non bornée, et l'on peut 
on
lure.(iii) Soit j tel qu'à partir de C j au
un pas de rédu
tion ne soit à la ra
ine.De même que pré
édemment, l'on obtient C0 +R�! C0k ��! C j �! � � � ; unealternative se présente alors :� si C0k ��! C j ne 
ontient pas de pas de rédu
tion à la ra
ine, on peutalors 
on
lure en appliquant le 
as (i) à C0k ;� sinon, on répète la 
onstru
tion pré
édente, 
e qui augmente la taille dela rédu
tion à la ra
ine issue de C0.Comme C0 n'admet pas de rédu
tion à la ra
ine in�nie, né
essairement lapremière bran
he de l'alternative �nit par être réalisée. q.e.d.Si l'on se trouve dans le troisième 
as, l'on peut ensuite réappliquer la trans-formation indiquée dans 
e 
orollaire à la 
apsule in
luse, et ainsi de suite. Onobtient dans tous les 
as une 
haîne de rédu
tion dite imbriquée :Dé�nition 3.8 : rédu
tion imbriquée dans les systèmes de types purs pour �̄� ��Soit C0 �! � � � �! Cn une 
haîne de rédu
tion ; pour tout i, il existe un 
ontexteGi[ ℄ tel que Ci = Gi[Di℄ et Ci+1 = Gi[D0i℄ ave
 Di R�! D0i.La 
haîne de rédu
tion est dite imbriquée si elle véri�e la propriété suivante : pourtout i, il existe un 
ontexteHi[ ℄ tel que Gi+1[ ℄ = Gi[Hi[ ℄℄.On voit don
 que la méthode de rédu
tion par l'extérieur présentée dans le
orollaire supra transforme une rédu
tion in�nie quel
onque en rédu
tion in�nieimbriquée. Cette dernière forme de rédu
tion sera intéressante par la suite pour 
equi 
on
erne la normalisation forte.2.2. TypageLes jugements de type des systèmes de types purs pour le �̄� ��-
al
ul sont ana-logues à 
eux des types simples : il s'agit de séquents à formule a
tive, 
ommevu pré
édemment, qui peuvent don
 être de trois formes, selon que leur formule
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tive est en partie gau
he, en partie droite, ou absente. Ces trois formes 
orres-pondent aux trois espè
es d'expressions intervenant dans le 
al
ul. Il s'agit, tout
omme dans le 
as des types simples, respe
tivement du typage d'un appelé, d'unappelant ou d'une 
apsule.Dé�nition 3.9 : assertion, 
ontexte, jugement de typage des s.t.p. pour �̄� ��Soit T un système de types pur. On appelle assertion de typage un 
ouple de T-expressions noté M : R, où M peut être un appelant ou un appelé, et R est unappelant. Dans un tel 
ouple, le premier élément est appelé sujet de l'assertion etle se
ond, prédi
at de l'assertion. Une assertion peut être ou non a
tive.On appelle 
ontexte gau
he de typage une suite �nie � et non pas un ensemble� d'assertions de typage non a
tives dont les sujets sont des variables d'appelantdistin
tes. On appelle 
ontexte droit de typage une suite �nie � et non pas unensemble � d'assertions de typage non a
tives dont les sujets sont des variablesd'appelés distin
tes. Pour 
es deux espè
es de 
ontexte, le 
ontexte vide est noté[ ℄, et la 
on
aténation de 
ontextes de même 
�té et de supports disjoints est notéepar une virgule.On appelle jugement de typage une expression de l'une des trois formes suivante,� et � étant respe
tivement des 
ontextes gau
he et droit de typage :� �; E : A `T � où E est un appelé ;� � `T R : A ;� où R est un appelant ;� C : (� `T �) où C est une 
apsule.Un jugement est dit valide s'il dérive de l'appli
ation des �gures17 d'inféren
eprésentées dans la table 7. L'indi
e T peut être omis s'il n'y a pas d'ambiguïtéquant au système 
onsidéré.On remarque dans les �gures de la table infra une relation �. Il ne s'agit pasi
i de la 
l�ture ré�exive, symétrique et transitive de �! (
e qui n'aurait pas desens 
ar 
ette relation n'est pas 
on�uente), mais de 
elle de (�)�! (qui est bien
on�uente 
ar sans paire 
ritique).En observant la �gure (�-D), on peut voir pourquoi le 
hoix a été fait de traiterles types 
omme des appelants et non 
omme des appelés : en e�et, l'on souhaitepréserver le fait qu'une �-abstra
tion est asso
iée à une �-quanti�
ation sur lamême variable. Lorsque l'on 
onsidère la �gure (�-G), on peut remarquer qu'ilpourrait être possible d'introduire des types duaux en ajoutant des 
onstru
teursde types aux appelés, 
ar une fois la variable liée, elle peut être identi�ée par�-
onversion.17 On 
onserve i
i 
ette dénomination inspirée de G. Gentzen.
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(�; �) 2 A[℄ ` � : � ; ; (axiome)� ` A : � ;� �; x : A ` B : � ;� (�; �; �) 2 A� ` (�x:A:B) : � ;� (règle)� ` A : � ;� A < S�; � : A ` �; � : A (hyp-G) � ` A : � ;��; x : A ` x : A ;� (hyp-D)�; E : B ` � � ` A : � ;��; x : A; E : B ` � (a�-g-G) � ` R : B ;� � ` A : � ;��; x : A ` R : B ;� (a�-g-D)�; E : B ` � � ` A : � ;� A < S�; E : B ` �; � : A (a�-d-G) � ` R : B ;� � ` A : � ;� A < S� ` R : B ;�; � : A (a�-d-D)�` (�x:A:B):� ;� �; E:B[R=x℄ `� �` R:A ;��; R�E : �x:A:B ` � (�-G) � ` (�x:A:B):� ;� �;x : A ` R : B ;�� ` (�x:A:R) : (�x:A:B) ;� (�-D)�; E : B ` � � ` A : � ;� A � B�; E : A ` � (�-G) � ` R : B ;� � ` A : � ;� A � B� ` R : A ;� (�-D)C : (�; x : A ` �) � ` A : � ;��; ��x:C : A ` � ( ��) C : (� ` �; � : A) � ` A : � ;�� ` ��:C : A ;� (�)� ` R : A ;� �; E : A ` �hR jj Ei : (� ` �) (
oupure)Tab. 7 � Figures d'inféren
e de type pour les systèmes de types purs pour �̄� ��



CHAP. III � SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SÉQUENTS CLASSIQUES 145Dans les �gures (�) et ( ��), on peut observer parti
ulièrement la présen
e d'uneprémisse � ` A : � ;�. Cette prémisse joue un r�le en quelque sorte administra-tif : en e�et, elle permet de s'assurer que les dépendan
es de variables au sein du
ouple de 
ontextes (�;�) vont être 
orre
tes, bien que l'on ait �té la dernière va-riable de l'un des 
ontextes. Ce genre de véri�
ation est assez naturel dans le 
adredes systèmes de types purs, où véri�er que le type introduit est bien 
orre
t est unepré
aution fréquemment né
essaire. I
i, la diÆ
ulté vient de la plus grande 
om-plexité de la véri�
ation de 
orre
tion du fait de la présen
e de deux 
ontextes, 
equi explique que bien que le type A ait déjà été introduit, il faut 
ependant véri�erque les dépendan
es soient 
orre
tes. Cette prémisse « de pré
aution » pourraiten fait être rendue super�ue par un lemme de renfor
ement, indiquant que l'onpeut supprimer du 
ontexte les variables n'intervenant pas ailleurs dans le juge-ment de typage. Il suÆrait alors d'avoir une 
ondition interdisant que la variablesupprimée apparaisse dans le reste du 
ontexte de typage, où elle ne pourra êtreliée. Toutefois, 
e genre de résultat est assez diÆ
ile à obtenir, 
omme l'a indi-qué H.P. Barendregt, en parti
ulier du fait de 
ertaines �gures présentes dans lesystème, en parti
ulier 
elle de 
oupure, et surtout 
elles de 
onversion.2.3. Corre
tion des typesComme il est habituel ave
 les systèmes de types purs, les notions de 
or-re
tion des types et de bonne formation des 
ontextes revêtent une importan
eparti
ulière. On introduit don
 la dé�nition suivante :Dé�nition 3.10 : 
ouple de 
ontextes bien forméUn 
ouple de 
ontextes (�;�) où les 
ontextes sont respe
tivement de la forme� = [x1 : T1; : : : ; xn : Tn℄ et � = [�1 : A1; : : : ; �m : Am℄ est dit bien formé si l'unedes 
onditions suivantes est remplie :(i) � et � sont vides (n = m = 0) ;(ii) [x1 : T1; : : : ; xn�1 : Tn�1℄;�) est bien formé, et il existe une sorte � telleque [x1 : T1; : : : ; xn�1 : Tn�1℄ ` Tn : � ;� ;(iii) (�; [�1 : A1; : : : ; �m�1 : Am�1℄) est bien formé, Am < S et il existe unesorte � telle que � ` Am : � ; [�1 : A1; : : : ; �m�1 : Am�1℄.Naturellement, on peut montrer que les 
ouples de 
ontextes intervenant dansun jugement validement dérivé sont bien formés :Lemme 3.3 : Bonne formation de 
oupleSoit �; E : A ` �, � ` R : A ;� ou C : (� ` �) un jugement valide.Alors (�;�) est un 
ouple bien formé.
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ède par indu
tion en dis
riminant selon la dernière �gure employée :a. (axiome) : 
e 
as est trivial.b. (règle), (�-G), (�-D), (�-G), (�-D), (
oupure), (�), ( ��) : 
es 
as sontévidents par hypothèse d'indu
tion, 
ar toutes 
es �gures ont une prémisseayant le même 
ouple de 
ontextes que la 
on
lusion.
. (hyp-D) : � ` A : � ;��; x : A ` x : A ;�Par hypothèse d'indu
tion, (�;�) est bien formé, et pour montrer que le
ouple ((�; x : A);�) est bien formé, il suÆt de trouver une sorte � telle que� ` A : � ;�, et 
ela est assuré par la prémisse.d. (hyp-G) : � ` A : � ;� A < S�; � : A ` �; � : APar hypothèse d'indu
tion, (�;�) est bien formé, et pour montrer que le
ouple (�; (�; � : A)) est bien formé, il suÆt de véri�er que A < S et detrouver � telle que � ` A : � ;� et 
ela est assuré par les prémisses.e. (a�-d-D), (a�-d-G) : 
es deux 
as sont analogues à (hyp-D).f. (a�-g-D), (a�-g-G) : 
es deux 
as sont analogues à (hyp-G). q.e.d.À l'aide des quatre �gures d'a�aiblissement, l'on déduit le 
orollaire suivant :Corollaire 3.4 : Corre
tion des prédi
ats de 
ontexteSoit (�;�) un 
ouple bien formé. Alors pour toute assertion x : A dans � ou pourtoute assertion � : A dans �, il existe une sorte � 2 S telle que � ` A : � ;�.Ave
 tout 
e
i, on peut également démontrer le théorème de 
orre
tion destypes, qui s'énon
e de manière très analogue à 
elui des systèmes de types pursprésentés au 
hapitre i :Théorème 3.5 : Corre
tion des types dans les s.t.p. pour �̄� ��Soit � ` R : A ;� ou �; E : A ` � un jugement de type valide. Alors soit A 2 S,soit il existe une sorte � 2 S telle que � ` A : � ;�.Démonstration.Par indu
tion sur la dérivation du jugement. Tous les 
as sont évidents 
ar, dans
haque 
as, soit A est une sorte, soit la propriété � ` A : � ;� est garantie parune prémisse. q.e.d.Il est intéressant de remarquer que, 
omme on l'avait déjà noté au 
hapitrepré
édent, on voit surgir à nouveaux deux notions de 
orre
tion des types : l'unepour les prédi
ats de 
ontexte, et l'une pour les prédi
ats d'assertion. Ces notionssont les mêmes que 
elles des systèmes de types purs usuels (
f. 
hapitre i).
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ette partie, on donne tout d'abord dans un premier paragraphe quelqueslemmes de dérivation, puis, dans les deux paragraphes suivants, deux résultatsimportants : la rédu
tion du sujet et la 
orre
tion des types.3.1. Lemmes d'inféren
e de typesLes lemmes suivants sont utiles pour re
onstruire des dérivations de types.Lemme 3.6 : Initialisation pour les systèmes de types purs pour �̄� ��Soit (�;�) un 
ouple bien formé. Alors :(i) si (�; �) 2 A, alors � ` � : � ;� ;(ii) si (x : T) 2 �, alors � ` x : T ;� ;(iii) si (� : A) 2 �, alors �; � : A ` �.Démonstration.Par indu
tion sur la taille n du 
ouple, i.e. le nombre total d'assertions dans sesdeux 
omposantes.� n = 0. Dans 
e 
as, le point (i) est une appli
ation d'une �gure d'(axiome)et les points (ii) et (iii) sont triviaux.� n > 0. On a alors :(i) On a, par hypothèse d'indu
tion, �0 ` � : � ;�0 ave
, selon les 
as,� = �0 et � = �0; � : A ou bien � = �0; x : A et � = �0. En outre, parbonne formation, on a �0 ` A : � ;�0 
e qui permet d'appliquer la �gured'a�aiblissement adéquate pour obtenir � ` � : � ;�.(ii) Soit on se trouve dans un 
as analogue à 
elui de la propriété (i),soit on a � = �0; x : T. Dans 
e dernier 
as, par bonne formation, ona �0 ` T : � ;�, 
e qui permet d'obtenir, par une �gure d'(hyp-R), que�; x : T ` x : T ;�.(iii) Cette démonstration est symétrique de la pré
édente. q.e.d.Lemme 3.7 : Engendrement pour les systèmes de types purs pour �̄� ��Soit un jugement de typage valide.(i) Si le jugement est de la forme � ` R : T ;�, alors R doit avoir l'une desformes suivantes :a. R = � 2 S. Dans 
e 
as, T = � 2 S et (�; �) 2 A.b. R = x 2 X. Dans 
e 
as, il existe � 2 S et (x : U) 2 � telles que� ` U : � ;� et T � U.
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. R = �x:A:B. Dans 
e 
as, T = � 2 S et il existe des sortes � et � tellesque (�; �; �) 2 R, � ` A : � ;� et �; x : A ` B : � ;�.d. R = �x:A:N. Dans 
e 
as, il existe � 2 S et un terme B tels que� ` (�x:A:B) : � ;�, �; x : A ` N : B ;� et T � �x:A:Be. R = ��:C. Dans 
e 
as, il existe � 2 S et un terme U tels que C :(� ` �; � : U), � ` U : � ;� et T � U.(ii) Si le jugement est de la forme �; E : T ` �, alors E doit avoir l'une desformes suivantes :a. E = � 2 V. Dans 
e 
as, il existe � 2 S et (� : U) 2 � tels que�; U : � ` � et T � U.b. E = R�F. Dans 
e 
as, il existe � 2 S, des termes A et B et une variablex 2 X telle que � ` (�x:A:B) : � ;�, � ` R : A ;�, �; F : B[R=x℄ ` � etT � �x:A:B
. E = ��x:C. Dans 
e 
as, il existe � 2 S et un terme U tels que C : (�; x :U ` �), � ` U : � ;� et T � U.(iii) Si le jugement est de la forme C : (� ` �) ave
 C = hR jj Ei, alors il existe� 2 S et un terme A tel que � ` R : A ;� et �; E : A ` �.Démonstration.Bien que son énon
é semble plus 
omplexe en raison du plus grand nombre de 
aspossibles, 
e lemme se montre exa
tement 
omme son analogue pour les systèmesde types purs impli
ites présenté au 
hapitre i. q.e.d.Lemme 3.8 : Dépendan
es dans les systèmes de types purs pour �̄� ��Les énon
és suivants sont vrais :(i) Soit � ` X : T ;� ou �; X : T ` � ou X : (� ` �) un jugement. Alors :a. toute variable libre de X est dans le domaine de � ou � selon qu'elle estd'appelant ou d'appelé ;b. dans les deux premiers 
as, toute variable libre de T est dans le domainede � ou � selon qu'elle est d'appelant ou d'appelé.(ii) Soit (�;�) un 
ouple bien formé. Alors :a. si � = �0; x : T; �00, alors toute variable libre de T est dans le domainede �0 ou de � selon sa nature ;b. si � = �0; � : A, alors toute variable libre de A est dans le domaine de� ou de �0 selon sa nature.Démonstration.(i) Le point a. se démontre fa
ilement par indu
tion sur la dérivation, et lepoint b. dé
oule du point a. et du théorème de 
orre
tion des types (3.5).



CHAP. III � SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SÉQUENTS CLASSIQUES 149(ii) On traite le point a., le point b. étant symétrique. On raisonne par in-du
tion sur la taille n du 
ouple, i.e. le nombre total d'assertions des deux
ontextes. Si n = 0, la propriété est triviale. On suppose maintenant n > 0.Le 
ouple étant bien formé, plusieurs 
as se présentent :� � est vide, et la propriété est triviale ;� � = �0; x : T ave
 �0 ` T : � ;� et (�0;�) bien formé, et la propriété estévidente grâ
e au point i. ;� � = �1; u : V ave
 u , x et (�1;�) bien formé, et l'on 
on
lut alorsdire
tement par hypothèse d'indu
tion ;� � = �1; � : A ave
 (�;�1) bien formé, et l'on 
on
lut alors dire
tementpar hypothèse d'indu
tion, 
ar dom(�1) � :dom(�).Dans tous les 
as, l'on a que les variables libres de T sont dans le domainede �0 ou de �.Par ailleurs, on peut observer la propriété suivante, donnant des indi
ations surla forme des types :Lemme 3.9 : Typage par une sorte pour �̄� ��Soit � ` A : T ;� tel qu'il existe une sorte � 2 S telle que T = �. Alors A est soitune sorte, soit une variable d'appelé, soit une �-quanti�
ation.Démonstration.On pro
ède par indu
tion sur la dérivation de � ` A : T ;�. La dernière �gureappliquée ne peut être que (axiome), (règle), (hyp-D), (a�-g-D), (a�-d-D), (�-D),ou (�).Les trois premiers 
as sont triviaux.Les trois suivants sont évidents par hypothèse d'indu
tion (pour le 
as (�-D),
ela dé
oule du fait que T � � implique T = �). Dans le dernier 
as, on a don
� ` ��:C ;�, d'où, par le lemme d'engendrement, il existe U tel que A � U etC : (� ` Æ; � : U. Mais alors U � �, et don
 U = �, 
e qui est impossible 
ar lesvariables d'appelé ne peuvent être dé
larées ave
 une sorte 
omme type dans unjugement valide. q.e.d.3.2. Rédu
tion du sujetLe but i
i est de montrer que les systèmes de types purs dé�nis i
i pour le �̄� ��-
al
ul véri�ent la rédu
tion du sujet. Pour 
e faire, on 
ommen
e par montrer unlemme de substitution, dont il n'est plus né
essaire d'aborder l'utilité, qui a étédis
utée dans les 
hapitres pré
édents.



150 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITESLemme 3.10 : Substitution dans les systèmes de types purs pour �̄� ��Soit un jugement de type valide.(i) Si 
e jugement est de la forme � ` R : T ;�, alors :a. si � = �0; x : U; �00 et �0 ` S : U ;�1 ave
 �1 pré�xe de �,alors �0; �00[S=x℄ ` R[S=x℄ : T[S=x℄ ;�[S=x℄ ;b. si � = �0; � : A;�00 et �1; F : A ` �0 ave
 �1 pré�xe de �,alors �[F=�℄ ` R[F=�℄ : T[F=�℄ ;�0;�00[F=�℄.(ii) Si 
e jugement est de la forme �; E : T ` �, alors :a. si � = �0; x : U; �00 et �0 ` S : U ;�1 ave
 �1 pré�xe de �,alors �0; �00[S=x℄; E[S=x℄ : T[S=x℄ ` �[S=x℄ ;b. si � = �0; � : A;�00 et �1; F : A ` �0 ave
 �1 pré�xe de �,alors �[F=�℄; E[F=�℄ : T[F=�℄ ` �0;�00[F=�℄.(iii) Si le jugement est de la forme C : (� ` �) ave
 C = hR jj Ei, alors :a. si � = �0; x : U; �00 et �0 ` S : U ;�1 ave
 �1 pré�xe de �,alors C[S=x℄ : (�0; �00[S=x℄ ` �[S=x℄) ;b. si � = �0; � : A;�00 et �1; F : A ` �0 ave
 �1 pré�xe de �,alors C[F=�℄ : (�[F=�℄ ` �0;�00[F=�℄).Démonstration.Par indu
tion dire
te sur la dérivation du jugement. On traite i
i seulement quelques
as typiques :� (règle) : � ` A : � ;� �; y : A ` B : � ;� (�; �; �) 2 A� ` (�y:A:B) : � ;�a. Par hypothèse d'indu
tion, l'on a �0; �00[S=x℄ ` A[S=x℄ : � ;�[S=x℄ et�0; �00[S=x℄; y : A[S=x℄ ` B[S=x℄ : � ;�[S=x℄, et l'on peut alors 
on
lurepar une �gure de (règle).b. Par hypothèse d'indu
tion, l'on a �[F=�℄ ` A[F=�℄ : � ;�0;�00[F=�℄ et�[F=�℄; y : A[F=�℄ ` B[F=�℄ : � ;�0;�00[F=�℄, et l'on peut alors 
on
lurepar une �gure de (règle).� (hyp-G) : � ` A : � ;� A < S�; � : A ` �; � : A (hyp-G)a. Par hypothèse d'indu
tion, on a �0; �00[S=x℄ ` A[S=x℄ : � ;�[S=x℄, et,par une �gure de (hyp-G), �0; �00[S=x℄; � : A[S=x℄ ` �[S=x℄; � : A[S=x℄.b. Deux 
as se présentent. Si � , �, 
e 
as est dire
t par indu
tion. Sinon,le résultat se déduit de l'hypothèse � = �0; � : A;�00 par a�aiblissement.
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oupure) : � ` R : A ;� �; E : A ` �hR jj Ei : (� ` �) (
oupure)a. Par hypothèse d'indu
tion, �0; �00[S=x℄ ` R[S=x℄ : A[S=x℄ ;�[S=x℄ et�0; �00[S=x℄; E[S=x℄ : A[S=x℄ ` �[S=x℄, et l'on 
on
lut par une 
oupure.b. Par hypothèse d'indu
tion, �[F=�℄ ` R[F=�℄ : A[F=�℄ ;�0;�00[F=�℄ et�[F=�℄; E[F=�℄ : A[F=�℄ ` �0;�00[F=�℄, et l'on 
on
lut par une 
oupure.Les autres 
as se traitent de manière analogue. q.e.d.Théorème 3.11 : Rédu
tion du sujet dans les systèmes de types purs pour �̄� ��Si C : (� ` �) et C�!C0 alors C0 : (� ` �).Démonstration.SoitC égale à hR jj Ei. Il y a trois 
as, selon la règle de rédu
tion qui a été utilisée :(�) Dans 
e 
as, R = �x:A:M, E = N�F, et C0 = hM[N=x℄ jj Fi. Par lelemme d'engendrement (3.7), il existe un type T tel que � ` R : T ;� et�; E : T ` �. En utilisant deux fois le lemme d'engendrement (3.7) et la�gure de 
onversion, l'on montre qu'il existe B ave
 T � �x:A:B tel que�; x : A ` M : B ;� et �; F : B[N=x℄ ` � et � ` N : A ;�. En utilisant lelemme de substitution (3.10) ave
 le premier et le dernier de 
es trois ju-gements, on obtient que � ` M[N=x℄ : B ;�[N=x℄. Comme le 
ouple (�;�)est bien formé et que x n'apparaît pas dans �, l'on a � ` M[N=x℄ : B ;�, etdon
, par une 
oupure, C0 : (� ` �).(�) Dans 
e 
as, R = ��:C00 et C0 = C00[E=�℄. Par le lemme d'engendre-ment (3.7), il existe un type V tel que � ` R : V ;� et �; E : V ` �. Enutilisant de nouveau le lemme d'engendrement (3.7), on obtient alors queC00 : (� ` �; � : V), d'où, par le lemme de substitution (3.10), C0 : (� ` �).( ��) Dans 
e 
as, R = ��:C00 et C0 = C00[E=�℄. Cette démonstration est ana-logue à la pré
édente. q.e.d.
3.3. Normalisation forteOn donne i
i une démonstration de la normalisation forte pour le système
orrespondant aux types simples, et l'on donne également des outils semblantprometteurs pour une méthode par en
odage dans les systèmes de types purs.
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e paragraphe, on va montrer que le système de types pur pour �̄� ��
orrespondant aux types simples est fortement normalisant. On 
onsidère don

e système, qui 
omporte deux sortes � et �, un seul axiome � : �, et une seulerègle (�; �; �). Pour 
e faire, on va le traduire dans le �̄� ��-
al
ul simplement typé(
f. e.g. [81℄), qui est fortement normalisant.On 
ommen
e par montrer quelques lemmes spé
i�ques à 
e 
adre :Lemme 3.12 : Propriété du s.t.p. des types simples pour �̄� ��Les assertions suivantes sont vraies :(i) Si �; x : A;� ` B : � ;� et � ` A : � ;�, alors x < fvV(B).(ii) Si � ` B : � ;� et A � B, alors B ne 
ontient pas de 
apsule et A = B.(iii) Si � ` �x:A:R : B ;�, alors � ` A : � ;�.Démonstration.(i) On pro
ède par indu
tion sur B. D'après le lemme 3.9, B est né
essaire-ment une sorte, une variable, ou une �-quati�
ation. Dans le premier 
as,la propriété est évidente. Dans le deuxième 
as également, 
ar B ne sau-rait être x, sans quoi, par le lemme d'engendrement, on aurait A � �, don
A = �, 
e qui est impossible.Reste le troisième 
as, i.e. B = �y:U:V. On a alors, par le lemme d'en-gendrement, �; x : A;� ` U : � ;� et �; x : A;�; y : U ` V : � ;� ave
(�; �; �) une règle. Mais alors � = � = �, et don
 on peut appliquer l'hypo-thèse d'indu
tion, et l'on obtient alors que x < fvV(U) et x < fvV(V), 
e quiimplique que x < fvV(B).(ii) On pro
ède par indu
tion sur B. D'après le lemme 3.9, B est né
essai-rement une sorte, une variable, ou une �-quanti�
ation. Les deux premiers
as sont évidents ; reste le troisième, i.e. B = �y:U:V. Alors A = �y:U0:V0ave
 U0 � U et V0 � V. De plus, 
omme au point pré
édent, par le lemmed'engendrement, � ` U : � ;� et �; y : U ` V : � ;�. On peut alors appli-quer l'hypothèse d'indu
tion à 
es deux dérivations ave
 respe
tivement U0et V0. On obtient don
 que U et V ne 
ontiennent pas de 
apsule, et queU = U0 et V = V0. Don
 B ne 
ontient pas de 
apsule, et A = B.(iii) Il suÆt d'appliquer deux fois le lemme d'engendrement. q.e.d.On peut noter 
omme 
orollaire du point (ii) que tout appelant typable par lasorte � est ex
lusivement 
onstitué de variables d'appelant et�-quanti�
ations (etest don
 irrédu
tible).
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orre
tion des types, si � ` R : A ;�ou �; E : A ` �, alors il existe � 2 S telle que � ` A : � ;� ou A = �. Combinéave
 le lemme 3.9, 
e résultat devient que soit � ` A : � ;�, soit A = �, soitA = �. En outre, on a déjà vu, par le lemme pré
édent, que si � ` R : � ;�, alorsR = �. On montre également qu'il est impossible que � ` ; E : � ` � : en e�et,
e 
as n'est possible que si E = ��x:C1, 
e qui, par le lemme d'engendrement,implique que C1 : (�; x : � ` �), 
e qui est impossible 
ar les variables ne peuventêtre dé
larées ave
 le type � dans une dérivation valide.On dé�nit alors deux tradu
tions partielles jj � jj et j � j sur les termes typables :� jjxjj = x ;� jj�x:A:Bjj = jjAjj ! jjBjj ;� jxj = x ;� j�x:A:Rj = �x:jRj ;� j��:Cj = ��:jCj ;� j�j = � ;� jR�Ej = jRj�jEj ;� j ��x:Cj = ��x:jCj si 
e terme n'est pas de type � ;� j ��x:Cj = jCj si 
e terme est de type � ;� jhR jj Eij = hjRj jj jEji si le type 
ommun à R et E n'est pas � ;� jhR jj Eij = jDj[jRj=x℄ si le type 
ommun à R et E est � et E = ��x:D.La tradu
tion jj � jj traduit les termes sous forme de types du �̄� ��-
al
ul simplementtypé, tandis que la tradu
tion j � j traduit les termes sous forme de termes du �̄� ��-
al
ul simplement typé.On remarque ave
 le lemme 3.12 que si � ` R : � ;�, alors jjRjj est dé�nie.Cela permet d'étendre la tradu
tion jj � jj aux 
ouples de 
ontextes bien formés.Pour les 
ontextes droits, la tradu
tion est dire
te : on a jj�1 : A1; : : : ; �k : Akjj= �1 : jjA1jj; : : : ; �k : jjAkjj tandis que pour les 
ontextes gau
hes, elle s'obtient
omme suit : jj[℄jj = ; et jj�; x : Ajj = jj�jj; x : jjAjj si A , � ou jj�; x : Ajj = jj�jjsinon.On peut alors traduire les dérivations de typage 
omme suit :� si la dérivation est de la forme � ` � : � ;�, la dérivation n'est pas traduite ;� si la dérivation est de la forme � ` R : � ;�, la dérivation se traduit par lefait que jjRjj est dé�nie ;� si la dérivation est de la forme � ` R : A ;� où A n'est pas une sorte, ladérivation se traduit par jj�jj ` jRj : jjAjj ; jj�jj ;� si la dérivation est de la forme �; E : A ` � où A n'est pas une sorte, ladérivation se traduit par jj�jj; jEj : jjAjj ` jj�jj ;
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essairement E est de laforme ��x:C, et la dérivation se traduit par jCj : (jj�jj ` jj�jj) ;� si la dérivation est de la forme hR jj Ei : (� ` �) ave
 � 
omme type 
ommunà R et E, né
essairement E est de la forme ��x:D, et la dérivation se traduitpar jEj : (jj�jj[jjRjj=x℄ ` jj�jj[jjRjj=x℄) ;� si la dérivation est de la forme hR jj Ei : (� ` �) ave
 A < S 
omme type
ommun à R et E, la dérivation se traduit par jhR jj Eij : (jj�jj ` jj�jj).Ave
 les lemmes pré
édents, on voit que les 
as 
i-dessus sont les seuls possibles.On véri�e ensuite sur 
haque �gure d'inféren
e que 
ette tradu
tion fon
tionne.Il faut ensuite montrer que si un terme T typable admet une rédu
tion in�nie,alors le sujet de la tradu
tion de la dérivation de typage de T dans le �̄� ��-
al
ulsimple admet une rédu
tion in�nie.Pour 
e faire, on va tout d'abord se réduire au 
as où le terme ne 
ontient pasde 
apsules d'une 
ertaine forme.Dé�nition 3.11 : Terme prin
ipalOn dit qu'un terme typable est prin
ipal s'il ne 
ontient au
une 
apsule de laforme hR jj Ei, où le type 
ommun à R et E est �.On remarque qu'un terme prin
ipal ne peut se réduire qu'en un terme prin-
ipal. Ces termes sont 
eux qui se traduisent bien en �̄� ��-
al
ul simple. On re-marque également qu'un terme non prin
ipal 
ontient né
essairement une 
apsulede la forme hR jj ��x:Ci, ave
 R 
onstitué uniquement de variables d'appelant et de�-quanti�
ations.L'on va montrer que l'on peut se restreindre aux termes prin
ipaux :Lemme 3.13 : Diminution de fa
teurs de non-prin
ipalitéSoit T un terme non prin
ipal admettant une rédu
tion in�nie. Né
essairement,T = K [hR jj ��x:Ci℄, ave
 R 
onstitué uniquement de variables d'appelant et de�-quanti�
ations. Alors K [C[R=x℄℄ est typable, et admet une rédu
tion in�nie.Démonstration.On peut se restreindre au 
as où la rédu
tion in�nie de T est imbriquée. Deux 
asse présentent :� si, au 
ours de la rédu
tion, la 
apsule hR jj ��x:Ci n'est pas réduite, lapropriété est évidente ;� sinon, 
ela veut dire que T ��! K 0[hR jj ��x:Ci℄ �! K 0[C[R=x℄℄ +�! � � �est une rédu
tion imbriquée in�nie, et don
K [C[R=x℄℄ ��! K 0[hR jj ��x:Ci℄�! K 0[C[R=x℄℄ +�! � � � également.Dans tous les 
as, K [C[R=x℄℄ est typable par rédu
tion du sujet. q.e.d.
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tion aux termes prin
ipauxSoit T un terme typable admettant une rédu
tion in�nie. Alors il existe T0 prin
ipaladmettant une rédu
tion in�nie.Démonstration.Le lemme pré
édent permet de diminuer de 1 le nombre de 
apsules de la formehR jj Ei où le type 
ommun à R et E est �. On peut don
 
on
lure par simpleré
urren
e. q.e.d.Reste maintenant à montrer la tradu
tion :Lemme 3.15 : Tradu
tion de rédu
tion de terme prin
ipalSoit T un terme prin
ipal (don
 typable), et soit T0 tel que T �! T0.Par la rédu
tion du sujet, T0 est également typable, don
 les jTj et jT0j sont dé�nies.On a alors jTj�!jT0j.Démonstration.On raisonne par indu
tion sur T en distinguant trois 
as :� T = R, et � ` T : A ;�. Dans 
e 
as, T étant rédu
tible, né
essairementA , �. On distingue alors plusieurs 
as suivant la forme de R :a. par le lemme d'engendrement R ne peut pas être une sorte ou une �-quanti�
ation ;b. R ne peut pas être une variable, 
ar il est rédu
tible ;
. si R = �x:B:S, par le lemme 3.12, né
essairement B est irrédu
tible,don
 T0 = �x:B:S0 ; or, par le lemme d'engendrement, il existe V telque �; x : A ` S : V ;�, don
, par hypothèse d'indu
tion, jS j �! jS 0j, etjT j = �x:jS j �! �x:jS 0j = jT 0j ;d. si R = ��:C, né
essairement T0 = ��:C0, et on a C : (� ` �; � : A), etpar hypothèse d'indu
tion, jCj �! jC0j, et don
 jTj = ��:jCj �! ��:jC0j =jT0j.� T = E, et �; T : A ` �. On distingue plusieurs 
as suivant la forme de E :a. E ne peut être une variable, 
ar il rédu
tible ;b. si E = R�F, par le lemme d'engendrement, A ne peut être �, et don
jTj = jRj�jFj, et T0 = jR0j�jFj ou T0 = jRj�jF0j. R et F sont prin
ipaux,don
, parhypothèse d'indu
tion, selon les 
as, jRj �! jR0j ou jFj �! jF0j,et don
 jTj �! jT0j ;
. si E = ��x:C, on raisonne 
omme au 
as analogue ave
 �.� T = hR jj Ei. Cette 
apsule étant prin
ipale, on a jTj = hjRj jj jEji. Si T0 =hR0 jj Ei ou T0 = hR jj E0i, on traite le 
as fa
ilement par indu
tion. Sinon,on distingue selon l'axiome de rédu
tion utilisé :



156 SYSTÈMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITES(�) Dans 
e 
as, R = �x:A:M, E = N�F et T0 = hM[N=x℄ jj Fi, et on ajTj = h�x:jMj jj jNj�jFji �! hjMj[jNj=x℄ jj jFji = jT0j.(�) Dans 
e 
as, R = ��:C1, et T0 = C1[E=�℄, et on a jTj = h��:jC1j jj jEji�! jC1j[jEj=�℄ = jT0j.( ��) Ce 
as est symétrique du pré
édent. q.e.d.De tout 
e
i, on peut déduire le théorème suivant :Théorème 3.16 : Normalisation forte des types simples pour �̄� ��Soit T un terme typable dans le système (f�;�g; f� : �g; f(�; �; �)g). Alors T n'ad-met pas de rédu
tion in�nie.Démonstration.Soit un tel T, on suppose qu'il admet une rédu
tion in�nie. Il existe alors T0 ty-pable prin
ipal admettant une rédu
tion in�nie. On a alors que jTj est un termetypable dans le �̄� ��-
al
ul simple, et admet une rédu
tion in�nie, 
e qui 
ontreditla forte normalisation du �̄� ��-
al
ul simple. q.e.d.La démonstration présentée i
i semble pouvoir s'étendre sans diÆ
ulté parti-
ulière au système �F!, en se reposant sur les travaux de Lengrand dans [69, 68℄,dont on a parlé supra.Outils d'en
odageA priori, il peut sembler illusoire de vouloir en
oder un 
al
ul non 
on�uentmunis de types 
lassiques dans un 
al
ul 
on�uent muni de types intutionnistes.Toutefois, la notion de rédu
tion imbriquée, présentée supra, semble pouvoir pré-senter un intérêt dans 
ette optique en suggérant un moyen de 
ontourner 
ettediÆ
ulté.On suppose que l'on dispose d'une tradu
tion [[�℄℄ allant du 
al
ul sous-ja
entau système de types pur pour �̄� �� vers le système de types pur (impli
ite ou expli-
ite) asso
ié, et que 
ette tradu
tion est 
ompositionnelle et satisfait la propriétésuivante :si C R�!C0, alors il existe un 
ontexte K [ ℄ tel que [[C℄℄ +�!K [ [[C0℄℄ ℄.On remarque que 
ette propriété permet de 
ontourner les diÆ
ultés liées à la non-
on�uen
e : en e�et, si l'on a une divergen
e ave
 d'une part C�!C1 et d'autrepart, C�!C2, on peut très bien avoir [[C℄℄ +�!K1[ [[C1℄℄ ℄ et [[C℄℄ +�!K2[ [[C2℄℄ ℄.L'idée d'une telle tradu
tion serait de juxtaposer toutes les rédu
tions possibles
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i, les deux stratégies possibles : priorité à � ou à ��), la diÆ
ulté résidant dansle fait que la tradu
tion doit rester 
ompositionnelle.On a alors que si C admet une rédu
tion in�nie, [[C℄℄ admet une rédu
tion in-�nie : soit une suite in�nie de 
apsules (Ci)i2N ave
 C0 = C telle que pour tout i,Ci �! Ci+1. En appliquant à la 
haîne de rédu
tion in�nie (Ci)i2N la transforma-tion indiquée dans le 
orollaire 3.2, l'on obtient une rédu
tion in�nie imbriquée�C0 R�! G1[ �C1℄ �! G1[G2[ �C2℄℄ �! � � � ave
 �Ci R�! Gi+1[ �Ci+1℄.On a alors, par la propriété pré
édente, [[ �Ci℄℄ +�! Ki[[[ �Ci+1℄℄℄.On pose alors Ti = K0[K1[� � � Ki�1[[[ �Ci℄℄℄ � � � ℄℄, et l'on véri�e que (Ti)i2N est une
haîne in�nie de rédu
tion 
ommençant au terme T0 = [[C0℄℄.Si l'on dispose don
 d'une telle tradu
tion, et que l'on véri�e en outre qu'elletransforme un terme typable en terme typable, on peut en déduire que l'extensiondu système 
onsidéré à �̄� �� n'altère pas sa normalisation forte. Les outils présen-tés i
i semblent don
 être une piste intéressante à suivre pour la produ
tion dedémonstrations de normalisation forte.
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CONCLUSION 161BilanL'on a étudié i
i di�érentes extensions des systèmes de types purs.L'une d'elles, la se
onde présentée i
i, est une extension à un 
al
ul dont letypage repose sur l'utilisation d'un 
al
ul de séquents à formule a
tive 
lassiques.Les 
al
uls basés sur des types de logique 
lassique sont de plus en plus étudiés,et l'enri
hissement des théories de typage sous-ja
entes à 
es 
al
uls semble êtreune appro
he intéressante.L'autre extension, la première présentée i
i, et la plus importante, est uneextension à un 
al
ul à substitutions expli
ites, pour laquelle on a délibérément
hoisi d'adopter un 
al
ul à noms (et non à indi
es de De Bruijn) à la syntaxesimple, à savoir �x (ou �x�). L'intérêt de 
ette extension est double. D'une part,sur le plan du 
al
ul, les 
al
uls à substitutions expli
ites sont plus réalistes, 
ar lasubstitution devant être implantée d'une façon ou d'une autre, il est plus raison-nable de la présenter 
omme une opération de première 
lasse interne au 
al
ulque de lui 
onserver un statut de méta-opération � on pourra se reporter au 
ha-pitre i § 1.3 pour davantage de 
onsidérations sur 
et aspe
t. D'autre part, surle plan de la logique, la substitution 
orrespond à une 
oupure, qui manque auxsystèmes de types purs traditionnels.Au 
ontraire des travaux e�e
tués pré
édemment (on pourra en parti
ulier sereporter aux travaux de R. Bloo [9, 12℄), l'appro
he présentée i
i a l'intérêt de
onserver la propriété de rédu
tion du sujet au moyen de l'introdu
tion d'unenouvelle �gure d'inféren
e d'expansion � 
f. 
hapitre ii § 2.1 � 
e qui résout laquestion que pose R. Bloo dans [9℄ de savoir s'il est possible de 
onserver 
ettepropriété autrement qu'au moyen de l'introdu
tion de dé�nitions ou de stru
turessimilaires dans les 
ontextes de typages � 
f. [12℄, et également [87℄. En outre,
omme on l'a mentionné, 
ette �gure d'expansion semble présenter un grand in-térêt dans le 
adre de la synthèse de type � 
e point est également évoqué au 
ha-pitre ii § 2.1, et l'on pourra également regarder, à 
e propos, les di�érents arbresde dérivation donnés dans 
e paragraphe.Par ailleurs, les travaux i
i présentés isolent un problème parti
ulier qu'est leproblème des sortes terminales. En e�et, habituellement, il est né
essaire d'avoirdans un système de types purs des sortes terminales, i.e. non typables, a�n demaintenir la 
ohéren
e du système. Toutefois, 
omme on l'a déjà mentionné � 
f.e.g. 
hapitre ii § 2.2 & 2.3 � autant, dans le 
as impli
ite, 
es sortes ne posentpas problème, 
ar si un terme a un type équivalent à une telle sorte, il lui est égal
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f. proposition 2.14 �, autant, dans le 
as expli
ite, le problème se pose ave
une a
uité parti
ulière. On traite en fait dans les deux 
as de deux façons di�é-rentes le même problème, à savoir qu'il est impossible d'introduire un type detoutes les sortes. Dans le 
as impli
ite, on traite 
ela en 
onstatant que 
e n'estpas grave, 
ar la proposition 2.14 assure que l'on aura pas besoin d'identi�er lessortes en question 
omme des types 
orre
ts. Dans le 
as expli
ite, on introduitune nouvelle sorte, qui sert à repérer les sortes, mais on en fait un prédi
at parti-
ulier ne pouvant intervenir dans au
une règle du système et induisant une notionrestreinte de 
orre
tion ; un type typable par une sorte est 
orre
t pour une intro-du
tion dans un 
ontexte ou pour une 
onversion, tandis qu'un type typable par 
enouveau prédi
at parti
ulier est 
orre
t uniquement pour une 
onversion. R. Bloo,dans [9℄, résolvait 
e problème en maintenant quelque peu arti�
iellement la situa-tion du 
as impli
ite introduisant des substitutions expli
ites uniquement en sujetde jugement, et en laissant des substitutions impli
ites en prédi
at � il mentionnaitd'ailleurs les diÆ
ultés que pose l'introdu
tion en prédi
at de substitutions expli-
ites. On a en fait dans tous 
es 
as la même distin
tion : les sortes terminales sontdes types 
orre
ts pour un jugement mais ne peuvent pas être introduites 
ommetypes dans un 
ontexte. Simplement, les substitutions expli
ites imposent d'avoirun mé
anisme de re
onnaissan
e un peu plus élaboré.



CONCLUSION 163Perspe
tivesDi�érentes dire
tions restent à explorer.D'une part, l'extension i
i donnée pour le �̄� ��-
al
ul peut être 
ombinée ave

elle des substitutions expli
ites : en e�et, il existe des versions de �̄� �� à sub-stitutions expli
ites, et il pourrait être intéressant de leur étendre les systèmes detypes purs en mettant en �uvre les te
hniques employées i
i. En e�et, les deuxnotions de 
oupure ainsi obtenues (l'une émanant des jugements sous la forme deséquents 
lassiques, l'autre émanant de la substitution dans la syntaxe), si ellespeuvent paraître a priori redondantes, peuvent se révéler en fait 
omplémentaires,
omme on le voit e.g. dans [81℄.D'autre part, on peut également se pen
her davantage sur la distin
tion à faireentre les deux notions de 
orre
tion des types que l'on a dis
utées i
i. Et puis, et
'est peut-être là un des axes les plus prometteurs, du fait que, 
omme on l'a déjàfait remarquer, la règle d'expansion semble présenter un intérêt dans le 
adre de lasynthèse de type, et répondre à des besoins parti
uliers des 
al
uls à substitutionsexpli
ites en la matière, il pourrait être intéressant de se pen
her sur le problèmede la synthèse de type dans 
e 
adre.Par ailleurs, la notion d'ordre sur les dérivations présentée i
i, qui isole leséléments « importants » d'un arbre a�n de pouvoir raisonner par indu
tion non surla dérivation e�e
tive mais sur une dérivation plus 
ommode re
onstruite à partirde la 
on
lusion peut sans doute être étendue à d'autres systèmes : en e�et, dèsl'instant où l'on doit remonter de plus d'un niveau dans un arbre de dérivation,
e qui est fréquent, 
ette te
hnique permet une simpli�
ation 
onsidérable desdémonstrations.En�n, on peut trouver dans [68℄ une appro
he di�érente des systèmes de typespurs à substitutions expli
ites reposant sur un 
al
ul de séquents, et véri�ant éga-lement la rédu
tion du sujet. Une 
omparaison entre les deux appro
hes sembleintéressante, d'autant que les deux systèmes ne semblent pas avoir les mêmes en-sembles de termes typables.
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Alle Sätze der Logik sagen aber dasselbe.Nämli
h ni
hts.RCLudwig Wittgenstein,RCTra
tatus logi
o-philosophi
us, 5.43 (1921)Mais toutes les propositions de la logique disentla même 
hose. À savoir : rien.RC(tradu
tion de Gilles-Gaston Granger)
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