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INTRODUCTION 3

La théorie des types est actuellement considérée comme un outil fondamen-
tal en informatique, car elle établit un lien entre la logique d’une part et la pro-
grammation d’autre part, ce qui permet de produire des langages de programma-
tion particulierement intéressants, qui allient la puissance de calcul d’un langage
Turing-complet a la rigueur de la logique, laquelle permet via les types associés a
chaque programme d’assurer que celui-ci vérifie certaines propriétés.

Ainsi, si I’on considere par exemple des langages fonctionnels de la famille
ML, On peut garantir grace au typage certaines propriétés : si I’on a une fonction u
de type int—bool, on est assuré que si cette fonction est appliquée a un argument
n de type int, I’évaluation de 1’expression u(n) s’achévera en un temps fini, et
produira une valeur de type bool. Le grand avantage de cette approche est que cette
propriété peut étre vérifiée lors du typage, donc avant d’exécuter le programme.

Dans tous ces langages de programmation, il existe une séparation nette entre

I’univers des termes (c’est ainsi que 1’on nomme les programmes en théorie des
types) et I’'univers des types : ces derniers forment une catégorie syntaxique au-
tonome, construite a partir de types élémentaires (les entiers, les booléens, les
flottants, etc.) et de constructeurs (types fonctionnels, types produits, listes, etc.),
et ils se placent au-dessus des termes. Dans ces langages, €tre un type est une
simple propriété syntaxique.
En ce qui concerne les termes, en revanche, bien que ceux-ci soient définis de
maniere assez analogue aux types au moyen de termes élémentaires (variables,
constantes, liste vide, etc.) et de constructeurs (abstraction fonctionnelle, ajout a
une liste, application, etc.), ainsi que, dans certains systemes, de types, la simple
correction syntaxique ne suffit pas : il faut également une vérification de type, qui
assure que les différents éléments du programme respectent bien les contraintes
de types qui leur sont associées, et qui, en outre, produit également le type du
programme.

On se trouve alors en général confronté a deux problemes algorithmiques prin-
cipaux : la vérification de type et I'inférence de type, qui peuvent s’énoncer res-
pectivement comme suit :

— étant donnés un terme M et un type T, M a-t-il le type T ?

— étant donné un terme M, M a-t-il un type, et, si oui, quel est-il ?

Ces deux problemes sont en général décidables dans les langages effectivement
implantés. Toutefois, il existe divers systemes de types ou cela n’est pas le cas.

On peut naturellement se demander pourquoi considérer de tels systemes, ou
I’inférence, voir la vérification, ne sont pas décidables. En fait, cette indécidabilité
est souvent le prix a payer pour disposer d’un systeme de types plus expressif, qui
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permettra donc de vérifier des propriétés plus fines : en effet, il est patent que plus
la théorie logique sous-jacente a un systeme de types est puissante, plus la variété
des propriétés que I’on pourra vérifier syntaxiquement au moyen du typage est
grande — et, malheureusement, plus les chances d’indécidabilité augmentent.

Pour revenir a ’exemple des langages de la famille ML, certaines propriétés
ne peuvent pas étre vérifiées au moyen de types. Ainsi, si I’on considére un pro-
gramme manipulant des listes d’entiers, il existera des programmes bien typés qui
sur certaines données produiront une erreur : si f est une fonction qui a une liste
associe la valeur de son 12° élément, et si S est une liste de taille i < 12, I’expres-
sion f(s) sera bien typée, et pourtant son exécution aboutira a une erreur. Cela est
di au fait que lorsque I’on type S, on sait que I’on a affaire a une liste, mais on ne
dispose d’aucune information sur sa taille.

Une idée naturelle pour résoudre ce probleme est I’adjonction d’une informa-
tion au type de s : au lieu de se contenter d’indiquer que S est une liste d’entiers,
on indique que S est une liste de n entiers, ou N est une expression a valeur en-
tiere, et ’on obtient ainsi ce que I’on appelle un type dépendant d’un terme. Il
appert tout de suite que, si I’on impose pas, comme c’est le cas ici, que n soit une
constante, la barriere syntaxique entre termes et types s’effondre, et il est néces-
saire d’introduire dans les types une vérification de type : étre un type n’est plus
une simple propriété syntaxique, car il faut vérifier que chaque dépendance a le
type adéquat.

Une fois ces types dépendants introduits, I’on se rend compte que la construc-
tion fonctionnelle habituelle — n’est plus suffisante. En effet, si I’on dispose de
tels types, on peut vouloir que la fonction k qui a n associe une liste de n éléments
initialisés a 0 soit dotée d’un type indiquant que K(n) est une liste de n entiers, ce
qui, a y regarder de plus pres, impose que la valeur de I’argument (et non seule-
ment son type) intervienne dans le type du résultat, ce que ne permet pas la fleche.
On ajoute donc une construction appelée produit dépendant, sous la forme d’un
quantificateur que 1’on note I1.

Intuitivement, si f est de type MNa:U.V(a) (on écrit V(a) pour indiquer que cette
expression peut dépendre de a), et si x est de type U, alors f(x) sera de type V(x). La
fonction K ci-dessus pourra donc avoir pour type Nn:int.(int list,). Naturellement,
dans le cas ou le produit dépendant est de la forme [1x:A.B, avec B ne dépendant
pas de x, on retrouve le type — habituel. D’un point de vue logique, le produit
dépendant correspond a une quantification universelle 2 domaine restreint, i.e. une
formule de la forme Yx € X (Y).
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Comme on I’a mentionné plus haut, il convient, dans un systeme de types
dépendants, de vérifier la bonne formation des types, au moyen d’un jugement de
typage analogue a celui d’un terme. L’idée peut alors sembler naturelle d’ajouter
une constante de type type : de méme qu’avant un terme M pouvait étre un entier
(« M est de type int »), une liste de flottants (« M est de type float »), une fonction
des booléens dans eux-mémes (« M est de type bool—bool »), un terme peut
maintenant de surcroit &tre un type (« M est de type type »). En outre, il faut
donner un type a type, et I’on peut alors décréter que type est de type type. Un tel
systeme fut introduit par P. MARTIN-LOF en 1971. Malheureusement, il s’est avéré
que ce systeme €tait incohérent (i.e. on pouvait y trouver un programme ayant
pour type I’absurde'), comme 1’a montré J.-Y. GIRarD dans [45].

Pour pallier ce probleme, qui est 1ié a la circularité de I’assertion que « type
est de type type », il suffit en fait d’introduire plusieurs constantes de types. En
général, on en introduit deux : I’une, =, tient le role de type ci-dessus, (c’est le type
des termes types, i.e. des termes qui typent des termes) tandis que I’autre, O, sert a
typer * (c’est le type des termes qui typent des termes types), et est elle-méme non
typable. Par la suite, on peut utiliser ces constantes, que 1’on nomme sortes, pour
déterminer les différentes dépendances que 1’on souhaite permettre entre termes
et types, et I’on peut en introduire plus de deux. Les différents systemes de types
pouvant étre ainsi obtenus sont groupés au sein d’'un méme formalisme sous le
nom générique de systemes de types purs.

L’élégance et la sobriété desdits formalismes étant grandes, et leur pouvoir
d’expressivité élevé, vient alors naturellement I’idée d’étendre ces systemes a
d’autres calculs que le A-calcul usuel. On peut envisager différents types d’ex-
tension possible : une extension a une variante syntaxique du A-calcul, le but étant
alors d’obtenir une théorie des types identique a celle des systemes de types purs,
i.e. s’interprétant en logique intuitionniste d’ordre supérieur, pour le calcul consi-
déré ; ou encore une extension a un calcul autre que le A-calcul, présentant des
mécanismes de typage différents, pour obtenir des systemes de types purs dans un
autre cadre logique, par exemple la logique classique.

Cette these étudie différentes extensions de cette notion de systemes de types
purs, principalement a des calculs a substitutions explicites, et a des calculs de
séquents classiques, en s’intéressant particulicrement a la préservation des pro-
priétés de ces systemes.

'en I’occurrence, son avatar ITa:type.a, autrement dit la contradiction V¢ (¢) issue du mode de
raisonnement ex falso quodlibet sequitur
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Le premier chapitre, essentiellement historique, présente tout d’abord le A-
calcul dans sa généralité, 1a question de I’explicitation des méta-opérations, et des
outils usuels. Il traite ensuite du A-calcul typé de facon générale et des approches
usuelles du A-cube et des types pour les calculs a substitutions explicites.

Le deuxieme chapitre présente un extension des systeémes de types purs a un
calcul a substitutions explicites inspiré du Ax-calcul. Dans un premier temps, il
présente les différentes approches existant dans la littérature pour les systemes de
types purs avec substitution explicite, ainsi que le calcul sur lequel on va se baser
(qui est une extension de Ax reposant sur un calcul introduit dans [30], mais ré-
solvant le probleme posé par ce dernier, qui n’est pas un systeme de récriture) et
définit les nouveaux systemes faisant 1’objet de cette partie. Les éléments remar-
quables de ces systemes sont ensuite discutés, parmi lesquels on peut essentiel-
lement citer trois choses : un mécanisme de reconnaissance de sortes, permettant
de clarifier la question de la correction des types rendue plus complexe du fait
de I’explicitation de la substitution ; une figure de typage réalisant une expansion
controlée issue d’une approche du typage des substitutions dans une optique de
synthese de type ou la substitution est considérée comme une opération pares-
seuse, et enfin un ordre sur les dérivations permettant de raisonner par induction
non plus seulement sur des sous-arbres réels d’une dérivation, mais également sur
des pseudo-sous-arbres reconstruits par 1’application d’un lemme (i.e. permettant
de considérer non la dérivation effective, mais une dérivation plus commode parmi
celles possibles). Enfin, on y montre certaines propriétés de ces systemes, en par-
ticulier la réduction du sujet, toujours délicate dans le contexte des substitutions
explicites, et d’ailleurs non vérifiée dans divers systemes, en particulier dans [9].

Le troisiéme chapitre présente tout d’abord un historique du Aufi-calcul, dont
les jugements de type s’interpretent comme un calcul des séquents classiques,
puis étend ce calcul a un formalisme inspiré des systemes de types purs, dans une
approche résolument syntaxique. On y définit des notions de correction des types
et de bonne formation des contextes de typage, qui sont rendues délicates par le
fait que I’on a deux contextes avec des dépendances imbriquées. On étudie en-
suite certaines propriétés usuelles des systemes de types purs. Enfin, on montre
un résultat de normalisation forte pour les types simples, pouvant sans doute €tre
étendu aux types polymorphes et au types d’ordre supérieur, et I’on présente une
technique possible pour obtenir des résultats de normalisation forte par un enco-
dage dans le systeme de type pur intuitionniste, la non-confluence du calcul initial
étant compensée par I’apparition de contextes autour des traductions, la présence
de ces contextes étant rendue non génante au moyen d’une réorganisation particu-
liere des chemins de réduction ayant une propriété de perpétualité.
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1. A-calcul

Dans cette partie, I’on va effectuer un bref rappel historique des concepts et
des problématiques liées au A-calcul, et I’on discutera les différents aspects des
questions syntaxiques ou opérationnelles liées a ce calcul.

1.1. Définition

Le A-calcul, inventé par A. CHurcH vers 1930 (cf. [18, 17]), proceéde d’une
volonté d’abolir la distinction entre objets, fonctions, foncteurs, etc., et de les
considérer tous comme des objets de premiere classe.

Syntaxe

Les termes de ce calcul® sont définis a partir d’un ensemble infini X de va-
riables par la grammaire algébrique suivante :

M, M’ = X (le terme est une variable)
| (Ax.M) (le terme est une abstraction)
| MM’ (le terme est une application)

Afin d’éviter le fastidieux usage systématique des parentheses, on choisit d’adop-
ter les conventions d’écriture suivantes :
— D’application est associative a gauche,
e.g. : ABC désigne ((AB)C);
— D’application est prioritaire sur I’abstraction,
e.g. . Ax.A B désigne (Ax.(A B));
— les abstractions peuvent étre groupées,
e.g. : Axyz.C désigne (Ax.(1y.(1z.C))).

Il existe également une autre convention de parenthésage des A-termes, in-
troduite par J.-L. Krivine (cf. e.g. [65]), et présentant principalement I’avantage
d’étre univoque :

M, M’ x | M | (MM,

Toutefois, I’autre convention étant plus usuelle, et plus proche de I’intuition cou-
rante, c’est celle qui sera adoptée ici.

2on parle également de A-calcul a noms, par opposition aux calculs 2 indices que I’on verra au
paragraphe suivant
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On peut naturellement définir formellement une notion de sous-terme et de
sous-terme propre :

— M est un sous-terme de M ;

— M est un sous-terme propre de Ax.M, AMet MB;

— si M est un sous-terme propre de N, alors c¢’est un sous-terme de N.
On adopte en général la notation M C N (respectivement M C N) pour indiquer
que M est un sous-terme (respectivement un sous-terme propre) de N.

Le A-calcul est un paradigme des langages fonctionnels, et ses deux opérations
élémentaires, I’abstraction et 1’application, dont on va détailler dans ce qui vient
la syntaxe et la sémantique, s’interprétent en termes fonctionnels.

L’abstraction

Labstraction par rapport a la variable x permet de passer de 1I’expression f(x)
a la fonction f. C’est I’opération qui permet de considérer les fonctions comme
des objets de premiere classe : on peut ainsi écrire f = Ax.A, ou A est un terme
représentant la valeur de f(x) en toute généralité, au lieu de se contenter de définir
les fonctions en extension (i.e. en les identifiant a leur graphe).

On voit ainsi par exemple que Ax.x représente la fonction identité, et il appert
que Ay.y représente la méme fonction. Une telle variable située sous la portée
d’une abstraction est dite liée, ce qui s’oppose aux variables /ibres. Un terme sans
variable libre est dit clos.

Les termes obtenus par renommage d’une variable liée sont dits a-convertibles.
La relation d’a-conversion est une relation d’équivalence sur I’ensemble des A-
termes, et elle est une congruence pour I’abstraction et 1’application. Il est néces-
saire de prendre en compte cette conversion, ce que 1’on peut faire par différents
moyens, dont les deux plus usuels sont :

a. On considére comme termes du A-calcul non les termes définis supra,
mais leurs classes d’équivalence pour I’a-conversion, auxquelles s’étendent
canoniquement 1’abstraction et 1’application, ces opérations étant compa-
tibles avec I’a-conversion.

b.  On considere I’a-conversion comme une opération « administrative »,
qu’il est parfois nécessaire d’effectuer « a la volée ».

La premiere approche présente 1’avantage d’étre plus formelle, tandis que la sui-
vante se percgoit peut-étre de facon plus intuitive. Dans les deux cas, I’a-conversion
est reléguée au rang de méta-opération, et les problemes posés par ces dernieres
seront abordés infra.
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I application

L’application, comme son nom I’indique, permet d’appliquer une fonction a
son argument. Toutefois, I’on peut remarquer qu’usuellement, en mathématique,
il convient de distinguer 1’application purement syntaxique d’une fonction a un
argument et la valeur de I’image d’un argument par une fonction — e.g., si I’on a
f : n— n?, un calcul est nécessaire pour passer de f(3) 2 9. Ce type de calcul sera
génériquement appelé une réduction.

Cette question latente en mathématique se pose naturellement de facon parti-
culierement aigué dans le cadre du A-calcul, qui, étant un calcul formel, se doit
de traiter avec la plus grande rigueur les mécanismes de réduction : il n’est pas
question d’identifier deux termes distincts (respectivement, le terme appliquant f
a x et celui représentant I’image de x par f), et la relation de réduction permettant
de passer I’argument dans la fonction, i.e. permettant d’aller du terme ot 1’on ap-
plique f a x —i.e. ou I’on écrit f(x) — au terme valant f(x) —i.e. ou I’on a calculé
f(x)— doit étre décrite, ce qui conférera au A-calcul une sémantique opérationnelle
de réduction.

L’ opération qui effectue ce passage d’argument est la 3-réduction, induite par
I’axiome suivant :

(AxM)N 5 M{x<N}

ol M{x<N} désigne le terme M ou toutes les occurrences libres (cf. supra) de x
ont été remplacées par un sous-terme N.

Cette substitution est une opération définie au niveau du méta-langage induc-
tivement comme suit :
x{x<N} =N;
y{x<N} =y (avecy # x);
(Ay.A){x<N} = Ay.(A{x<N}) (avec y ¢ fu(N), y # x);
(AB){x<N} = (A{x<N}) (B{x<N}).
On remarque qu’il manque un cas dans cette définition : le cas (Ax.A){x<N}. Ce
cas est problématique, car il pose la question de la capture des variables. On voit
facilement ce probléme dans un exemple. Si I’on considere e.g. K = Au.Av.u, I’on
voit que ce terme est la version curryfiée de la premiere projection canonique, i.e.
qu’il représente une fonction prenant successivement deux arguments, et gardant
le premier. Si I’on applique ce terme a une variable, on s’attend a ce que le résultat
de cette application soit une fonction constante égale a ladite variable. Mais si I’on
considere le terme Kv, on s’apercoit qu’il se réduit a (Av.u){u<v}, ce qui est égal
a Av.v, si bien que la variable v, libre dans Kv, est passée sous la portée d’une
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abstraction, se retrouvant liée par lui : elle a été « capturée » par ce A ; et le résultat
de la substitution est I’identité et non la fonction constante attendue. Mais si I’on
avait considéré un terme a-convertible a Au.Av.u, par exemple Au.Aw.u, I’on aurait
évité ce probleme.

Afin d’éviter les captures décrites ici, I’on emploie différents moyens, suivant
la facon dont on considere I’a-conversion. Si I’on se place dans le cas a. évoqué
supra, on peut simplement dire que pour trouver un représentant de la classe du
terme issu de la réduction, il faut appliquer celle-ci a un représentant bien choisi
de la classe du terme que 1’on réduit, et par « bien choisi », on peut par exemple
entendre que le représentant doit respecter la convention de Barendregt, qui veut
qu’une variable libre n’apparaisse pas liée, et que deux variables liées aient des
noms distincts. Si I’on se place dans le cas b., on dit en général que 1’on effectue
implicitement les a-conversions requises pour éviter la capture en méme temps
que I’on effectue la B-réduction. Les problemes liés a cette approche seront évo-
qués infra.

Propriétés de la B-réduction

Lorsque 1’on étudie une relation comme la B-réduction, il est naturel de s’in-
téresser a certaines de ses propriétés, dont les principales se répartissent en deux
catégories :

1°) les propriétés de confluence permettent de clore des diagrammes :

— la propriété du losange : VxVyVz(x—y A x—z = t(y—t A 7—1))
(ce qui revient a dire que la relation commute avec elle-méme),

— la confluence : YxVyVz(x——>y A x>z = Fi(y——>t A z-51)), ou en-
core (ces deux énoncés sont équivalents) la propriété de CHURCH-ROSSER :
YuVv(ue——v = Iw(u——>w A v—>ow)),

— la confluence locale : YxVyVz(x—y A x—z = At(y—>t A z-51)) ;

2°) les propriété de normalisation permettent d’assurer une terminaison :

— la normalisation forte assure qu’aucun terme n’admet de suite infinie de
réduction,

— la normalisation faible assure que tout terme admet une suite finie de
réduction se terminant sur un terme irréductible.

Chacune des propriétés de chaque catégorie est plus forte que la suivante, et I’on
peut montrer le lemme de Newman, qui assure qu’une relation fortement norma-
lisante est localement confluente si, et seulement si, elle est confluente.

La p-réduction est localement confluente et confluente, mais n’a pas la pro-
priété du losange. Si I’on considere le terme U = (Ax.xx)((dy.y)a), on voit que
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U?V = ((y.y)a)(ly.y)a) et U?W = (dy.xx)a, mais V ne peut se réduire en
un pas qu’en a((dy.y)a) ou (dy.y)a)a, tandis que W ne peut se réduire qu’en un
seul terme, qui est aa.

Par ailleurs, la B-réduction n’est pas normalisante, ne fiit-ce que faiblement,
comme on le voit avec le terme Q = (Ax.xx)(Ax.xx), qui se B-réduit uniquement a
lui-méme.

La B-conversion

La B-réduction induit une relation d’équivalence, la 3-conversion, notée =g,
définie comme la cloture réflexive, symétrique et transitive de la 3-réduction. Du
fait de la confluence de cette dernicre, cette conversion est en fait identique a la
B-joignabilité | ;, définie par : A |; B ¢’il existe C tel que A;—>C et B;—>C.

La pB-conversion représente une égalité au sens de I’approche mathématique
du A-calcul : en effet, elle identifie le terme appliquant une fonction a un argument
et le terme représentant I’image de cet argument par cette fonction, tout comme,
pour reprendre 1’exemple précédent ot f : x — x2, on écrit en mathématique que
f3)=9.

Dans cette optique, il arrive que 1’on considere le A-calcul non comme un
calcul de processus, mais comme une théorie équationnelle dont la B-conversion
constitue 1’égalité démontrable.

Extensionnalité

Une autre réduction, dite n-réduction, permet de simplifier les expressions
fonctionnelles. Elle est induite par I’axiome suivant :

Ax.Mx - M si x n’est pas libre dans M
et I’on peut montrer qu’elle rend la théorie du A-calcul extensionnelle, i.e. que :
si Vx (Mx =4, Nx), alors M =4 N

—ce qui est faux avec la seule B-équivalence : Au.yu et y ne sont pas [3-convertibles,
étant irréductibles donc injoignables, et ils sont néanmoins extensionnellement
€gaux, car pour tout x, (du.yu)x =g yx.

On peut noter que I’extensionnalité en question n’est que purement syntaxique :
le A-calcul peut étre employé pour implanter divers calculs, comme I’ arithmétique,
mais dans ce cas-1a, comme tous les termes ne représentent pas des entiers, il peut
arriver que deux termes fonctionnels coincident sur tous les entiers sans pour au-
tant étre n-convertibles.
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Les indices de DE Bruinn

L’ a-conversion est une méta-opération, i.e. une opération décrite dans une
méta-théorie. Cette particularité fait que cette opération échappe au langage, et
s’effectue d’une fagon non controlée. En particulier, cela influe sur les résultats
que I’on montre : ainsi, lorsqu’on énonce la confluence (locale) de la 3-réduction,
I’on ne montre pas vraiment la propriété que I’on a en téte (2 gauche sur la figure
infra) mais plutot une autre (a droite sur cette méme figure).

SN

GB O(B

FiGc. 1 — Confluence de B avec a-conversion implicite et explicite

En outre, dans le A-calcul a noms, seule une référence commune a un méme
nom établit une connexion entre une variable et le A la liant, ce qui n’est pas
satisfaisant dans une optique d’implantation du A-calcul, ou, pour effectuer les
opérations de substitution, il est nécessaire de déterminer si une variable est liée,
donc de trouver, étant donnée une variable, s’il existe un A la liant.

Afin d’éviter ce probleme, N. DE BRunnN a proposé (cf. e.g. [27]) une variante
du A-calcul, ou les variables ne sont plus indiquées par un nom, mais par un simple
indice indiquant le rang du A la liant lorsqu’on remonte dans I’arbre syntaxique
du terme. Ainsi, Ax.(1y.Az.yz)x se notera A(1121)]1.

On supprime ainsi les difficultés liées a 1’a-conversion en supprimant pure-
ment et simplement cette derniere, car on introduit une fagcon canonique de dési-
gner les variables. Toutefois, le prix a payer en est élevé. D’une part, les termes
obtenus sont moins lisibles. D’autre part, il est nécessaire de mettre a jour les
indices d’un terme en le substituant sous une abstraction.
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En effet, si ’on considere par exemple la réduction :

Aw.(Ay.Az.yz7)(Ax.w(wx)) - Aw. Az.(Ax.w(wx))z - Aw.Azw(wz)

dont les termes se transposent en calcul a indices de De Bruun respectivement
comme suit (on adopte ici une présentation sous forme d’arbres, car elle permet
de lire plus aisément les indices : pour savoir par quel A ils sont liés, il suffit de
remonter dans I’arbre en partant des feuilles — une feuille d’indice n étant liée par
le n® A\ rencontré en remontant vers la racine) :

7N ]
D A
I/ /\

ANVANVAN
3/ \1

On voit bien sur la figure supra que 1’indice représentant la variable w dans le
sous-terme Aw.w(wz) est au départ 2, puis, suite au passage sous un A, est mis a
jour a 3, puis, suite a I’élimination par une [3-réduction du A d’un rédex situé plus
haut dans ’arbre, a 2.

En outre, la question de 1’indice a donner a des variables libres est probléma-
tique dans ce calcul, en particulier quand se pose la question de la mise d’un terme
au sein d’un contexte pouvant lier ses variables libres.
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1.2. Explicitation de méta-opérations

Comme on I’a vu précédemment avec I’a-conversion, les méta-opérations
posent probleme car elles échappent au contrdle du langage, tandis qu’il serait
souhaitable — par exemple dans une optique d’implantation du A-calcul, laquelle,
est-il besoin de le rappeler, est d’un grand intérét, ne serait-ce que dans le cadre
des assistants automatiques de démonstration — de pouvoir expliciter ces opéra-
tions, i.e. les introduire dans le calcul.

La substitution

Une méta-opération d’une importance primordiale est la substitution. Il est in-
téressant de noter que cette question de I’explicitation de la substitution s’est posée
tres tot, car on peut déja lire dans I’introduction du livre [22] de logique combi-
natoire de 1958 de H. Curry ET R. FEYS que la substitution est un sujet d’intérét
majeur en logique, et que le A-calcul ne le traite pas convenablement car les sub-
stitutions n’y font pas partie du calcul. Depuis, cette question a été abondamment
traitée.

L’une des premieres études recensant les différents calculs a substitutions ex-
plicites proposés dans la littérature est celle de P. LEscanng, [70], datant de 1994.
D’autres systemes ont vu le jour depuis, mais on peut trouver dans cette référence
suffisamment de différents calculs pour pouvoir se faire une idée de leur variété.

Les calculs a substitutions explicites se divisent en deux familles principales,
tout comme le A-calcul : les calculs a indices de De Brunn, dans la mouvance de
[1, 2] ou encore [96], et les calculs a noms, dans celle de [14].

Naturellement, tous ces calculs vérifient des propriétés différentes au détri-
ment d’autres, selon la mouvance dans laquelle ils s’inscrivent. Il est fréquent
qu’il faille ainsi renoncer a certaines propriétés pourtant importantes, comme la
simulation pas a pas de la B-réduction, la confluence sur les termes avec méta-
variables, la normalisation forte du calcul de substitutions et la préservation de la
normalisation forte. On peut ici noter les travaux de R. David et B. Guillaume,
qui, dans [24, 25], fournissent et étudient un calcul ayant toutes ces propriétés.
L’on s’intéressera ici plus particulierement aux calculs conservant des propriétés
liées a la normalisation forte, a propos desquels on pourra se reporter a [39].

Dans tous ces calculs, on part du constat que la 3-réduction telle qu’elle est
habituellement présentée :

(1x.A)B — B{x<A}

=
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n’est pas satisfaisante car d’une part, d’un point de vue pratique, la substitution
doit bien étre implantée d’une fagon ou d’une autre, et d’autre part, d’un point
de vue algorithmique, la régle supra ne peut pas servir de mesure élémentaire de
complexité d’une réduction, car la substitution peut étre aussi facile que difficile,
suivant le nombre d’occurrences libres de x dans B.

Ainsi survient naturellement 1’idée de décomposer la B-réduction en une ré-
duction produisant une substitution « paresseuse », devant étre ensuite propagée
dans le terme au moyen d’un certain nombre de pas de réduction.

Différents calculs existent, dont beaucoup sont a indices de DE Bruun — dans
ce cas, on explicite également en général la mise a jour des indices. On pourra
citer, par exemple, As, At et Ao. Un autre calcul s’inspirant des indices de DE Brunn
est le calcul Av, que I’on va exposer brievement ici.

Par ailleurs, il existe des calculs 2 noms a substitutions explicites. Le plus
connu, sur lequel on s’appuiera beaucoup dans la suite, est le calcul Ax, et sa
variante Ax ", qui fera apreés Av 1’objet d’une présentation détaillée.

Le Av-calcul

Ce calcul a été introduit par P. LEscanne. Il ne s’agit pas d’un calcul a noms,
mais il n’emploie pas exactement les indices de DeE Bruun usuels. L'un des grands
avantages de ce calcul est la limpidité de sa syntaxe et de sa sémantique. En outre,
I’indispensable mise a jour des indices y est effectuée avec une grande simplicité.
Le calcul présente de surcroit I’intérét d’étre un systeme de récriture orthogonal,
ce qui, sans rentrer dans des considérations de récriture® superflues ici, est une
propriété intéressante dans ce cadre.

La syntaxe du calcul est la suivante :

AB = n|AA | AB | Als]
s = AN [T
n € N\{0}

Tout comme dans les calculs a indices de De Brunn, les variables sont représen-
tées par des entiers, mais au contraire desdits calculs, I’indice 1 est 1i€ non par le
premier A se trouvant au-dessus de lui, mais par le premier A de 1’arbre en partant
de la racine.

3pour plus d’information sur les notions de récriture, I’on pourra se reporter e.g. a [91, 3]
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La sémantique du Av-calcul est donnée par :

(Béta) (1A)B — A[B/]
(App) (AB)[s] — A[sIBI[s]
(Lambda) (AA)[s] — AA[N(9)]
(F-Var) 1A/l — A
(R-Var) n+1[A/] — n
(F-Lift 1] — 1
(R-Lift) n+l1[fi(s)] — n[s][T]
(Shift) n[tl — ntl

On voit que le mécanisme de mise a jour des indices est intégré au calcul sous
la forme de deux opérations simples, respectivement le lifting 1 et le shifting T,
qui permettent de décaler les rangs d’indices de maniere que la substitution soit
correctement propagée. L’on peut montrer que ce systeme est confluent, et qu’il
simule correctement la 3-réduction.

Le Ax- et le Ax -calcul

Le Ax-calcul et le Ax -calcul s’appuient sur la méme syntaxe, qui étend celle
du A-calcul par une nouvelle construction :

M, N = X (variable)
| Ax.N (abstraction)
| MN (application)
| M{x«N) (substitution)

Intuitivement, cette nouvelle construction, M{(x«N), représente le terme M dans
lequel on souhaite remplacer les occurrences de x par N, mais ou cette substitution
n’a pas encore €té effectuée.

La notion de (3-réduction est remplacée dans ces deux systemes par la no-
tion de Px-réduction, qui comprend un premier axiome représentant la contrac-
tion d’un P-rédex (dit B), et divers axiomes traitant des substitutions, formant une
sous-notion de réduction dite x -réduction :

(1x.A)B - B(x+A)
(Ax.A)(y<C) ~ Ax.(A(y<C))
(AB)(y<C) = (A{y<CH(B(y<C))
yy<C) = C
Ky=C) = X

(dans tous les axiomes de réduction supra, on suppose x # y).



CHAP. PREMIER - GENERALITES 19

La notion de réduction dans Ax comprend un axiome supplémentaire :

M(y«C) = M siy n’est pas libre dans M.

Cet axiome ne peut pas €tre simulé par les autres axiomes de la x-réduction, car
il peut arriver qu’une substitution soit bloquée par une autre : ainsi, si y n’appa-
rait pas libre dans A{x<B), la réduction A(xeB)(yeC)ﬁA()a—B) est possible
dans Ax, mais dans Ax ", on ne peut pas propager la substitution (y«<C) a I’inté-
rieur du terme A(x<B). En effet, ceci requerrait un axiome de réduction dit de
composition :

A(x=B)(y=C)  —  AQ<CXx=B(y<C)),

mais en général, on écarte cet axiome, car il pose de nombreux problemes, que
I’on va aborder.

La question de la composition de substitutions

L’un des probleémes principaux soulevé par I’explicitation des substitutions est
celui de leur composition. En effet, les substitutions implicites sont composition-
nelles, i.e. :

A{x=BHy<C} = Aly<Cl{x<B{y<C}}

ce qui est une propriété particulierement intéressante, car elle permet de choisir
I’ordre dans lequel les subsitutions sont effectuées.

Dans le cas des substitutions explicites, on n’a naturellement pas égalité entre
A{x—B)(y<C) et A(y<C){x<B(y«C)). Ces deux termes sont certes convertibles,
mais lorsque 1’on évalue 1’un d’eux, on ne peut pas choisir I’ordre dans lequel on
effectue les substitutions, et on ne peut pas décider de retarder I’une pour favoriser
I’autre — ce qui peut d’ailleurs sembler contraire a la perception intuitive de la
substitution explicite comme une opération « paresseuse ».

Les problemes posés par I’introduction d’un axiome de réduction permettant
d’effectuer cette composition sont multiples. D’une part, le calcul obtenu serait
fortement divergeant, puisqu’un tel axiome change un rédex en un autre rédex.
D’autre part, suivant les calculs, il fait apparaitre d’autres difficultés, comme la
non-confluence sur les termes ouverts, ou la non-préservation de la normalisation.

C’est pourquoi il faut en général se contenter d’une simple convertibilité entre
A{x—B)(y<C) et A(y«C){x<B(y«<C)). On verra par la suite que la composition
souleve différents problemes.
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On peut ici mentionner certaines variantes de Ax introduites pour essayer
de traiter un peu mieux ce probleme de la composition, a savoir AxC et Ax//C
(cf. [11]). La syntaxe de Ax//C est la suivante :

M,M,,....M;, == x (variable)
| Ax.M (abstraction)
| MM, (application)
|

M{xy, ..., <My, ..., M) (substitution parallele)

pour k > 0, les x; étant deux a deux distincts.
Sa sémantique opérationnelle de réduction Bxjje CONSsiste en I’union de 7 ©t de

—72» respectivement définies comme les clotures contextuelles des axiomes de

réduction suivants :

(1x.A)B - A{x<B)
(Ay.A)(Z—M) <7 /ly.(A(Z?eN/I)) i
(AB}x=C) 57  A(Z=M)B(Z-M)
Xi<f<—1\~/[> X/ M;
~v()?el\fl) <7 v si pour tout i, v # x;
A{(X—~M)(y<N) e A(X, y~M(j<N), N)

Quant a Axc, il s’agit d’une tentative pour débarasser Ax//C de son parallé-
lisme. Sa syntaxe est la méme que celle de Ax, et sa sémantique opérationnelle de
réduction —— est définie comme I’'union de —- et —, cette derniere étant définie

B ) B
comme la cloture contextuelle de 1’axiome suivant :

A=X)y<Y) = AeXy<Y)) siy ¢ fu(A).

Ces calculs ne préservent malheureusement pas la normalisation forte, puisque
I’axiome de réduction //C (respectivement C) transforme un rédex en un rédex.
C’est pourquoi I’on préférera s’en tenir a Ax, qui ne présente pas ce défaut.

Explicitation d’autres opérations

L’une des autres opérations que 1’on peut songer a empliciter est I’a-réduction,
afin de s’attaquer aux problemes posés par cette opération, que 1’on a présentés
au paragraphe précédent. Comme I’a indiqué K.H. Rose dans sa these [83], la
substitution et I’a-conversion peuvent étre explicitées indépendamment I’une de
’autre.
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Si les calculs a indices de DE Brunn traitent symptomatiquement le probleme
de I’a-conversion implicite, ils demeurent imparfaits, du fait d’une part de leur
lisibilité moindre (et c’est 1a un facteur qu’il faut prendre en compte, car méme
les assistants automatiques de démonstration supposent une interaction avec 1’hu-
main) et d’autre part du fait du lourd formalisme qu’il est nécessaire de mettre en
ceuvre pour la mise a jour des indices — lequel, si I’on veut I’expliciter, nécessite
I’introduction d’un systeme de récriture souvent complexe, et présente I’incon-
vénient de devoir effectuer des remises a jour d’indices lors du placement d’un
terme au sein d’un contexte. Une solution réside peut-€tre dans les calculs comme
Av, que I'on a présenté plus haut, qui sont des calculs a indices, donc sans a-
conversion implicite, mais restent toutefois simples et lisibles.

D’autres approches, ou 1’on explicite I’a-conversion dans un calcul a noms,
commencent a apparaitre ; on pourra entre autres se reporter principalement aux
travaux de M. GaBgay ET A. PITTs, et aussi, plus récemment, de R. VESTERGAARD.
Un grand intérét de ces calculs est qu’ils donnent une idée plus précise de ce que
I’on montre exactement dans le cadre habituel avec a-conversion implicite, et I’on
peut ainsi se rendre compte que 1’omniprésence de 1’a-conversion est telle qu’il
n’est certes pas superflu de se pencher sur le probleme de son implantation.

Par ailleurs, on peut également songer a rendre explicite I’n-conversion (que
I’on a introduite supra). Ce probleme a été étudié par D. Briaup dans [15], mais
est hors de propos ici.

1.3. Ordre récursif de chemin

Les ordres récursifs de chemin (en anglais, Recursive Path Order) sont une
classe d’ordres bien fondés tres utiles pour le raisonnement sur la normalisa-
tion forte. Introduits dans [29] par N. DerscHowirz et développés dans [59] par
S. Kamix et J.-J. Lévy, ils se définissent sur les termes de langages du premier
ordre.

Avant de les définir, on rappelle deux classes d’ordres souvent utilisées pour
comparer des suites finies d’éléments d’un méme ensemble :

Définition 1.1 : ordre lexicographique, ordre multi-ensemble
Soit (E, <) un ensemble partiellement strictement ordonné. L’on note E* I’en-
semble des suites finies d’éléments de E, et I’on désigne par ¢ la suite vide, par
une virgule la concaténation de deux suites. En outre, si w € E*, on dénote par |w|
le nombre de ses éléments, et, pour e € E, I’on dénote par e” la suite de taille p
dont chaque élément est égal a e (si p = 0, c’est €; sinon, e” = e, )
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L’on définit sur E* deux ordres stricts partiels, respectivement, I’ordre lexicogra-
phique, noté <'ex et défini inductivement comme suit :

lex 5

w# & a<b n<y
g <lexyp a, it <" p v a, it < q,v
mult

et I’ordre multi-ensemble, noté <™ et défini inductivement comme suit :

a<b p € N il <mu1t v o€ 6‘;,‘, TE€E 6“7‘ il <mult vov <mult W

it,ab, v <™ i, b, v or(ir) <™t 7(7) it <mult yp
ou S, désigne le groupe symétrique d’ordre .

Proposition 1.1 : Bonne fondation des ordres de suites finies
Soit (E, <) un ensemble partiellement strictement ordonné. Si < est bien fondé,
alors <'** et <™ sont bien fondés sur E*.

Cette propriété étant notoire, on n’en donne pas ici de démonstration.

Définition 1.2 : ordre récursif de chemin
Soit £ un ensemble (possiblement infini) de symboles de fonctions (d’arités di-
verses) nommé signature. On suppose que X est muni d’un ordre partiel > nommé
préséance et d’une application totale ¢ : ¥ — {lex, mult} nommée statut. On
note 7y I’algebre des termes formés sur la signature X.
On définit alors les relations binaires > ., et > ., inductivement comme suit :

3[6[[1,”1]] (si>m>ot) ng vle[[]’n]] (f(sl"--’sm)>m=otj)

S >RPO s f(S|7 R ) Sﬂl) >an t f(S|7 R ) sﬂl) >an g(tli R [n)
S>RPot f:g vle [[]’n]] (f(sl""’sm) >RFO tj) (sl"--’sm) >¢R£({) (tl"--atn)
S>RPOZ f(sl"--asm) >RFO g(tl”tn)

Proposition 1.2 : Bonne fondation de |’ordre récursif de chemin
Soient X une signature et > une préséance sur X. Si » est bien fondé, alors >, est
bien fondé sur 7.

Cette propriété étant notoire, on n’en donne pas ici de démonstration.

2. A-calcul typé

Le A-calcul, qui met sur le méme plan objets et fonctions, permet d’appliquer
des fonctions a elles-mémes. Ce type d’auto-référence est bien connu pour étre
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une source de paradoxes — I’un des plus célebres étant le paradoxe du barbier,
découvert en 1901 par B. RUSSELL.

Une méthode classique pour éviter ce genre de paradoxes est I’ajout de types,
théorie que B. RusseLL introduisit dans [84] en 1903, et développa dans les Princi-
pia Mathematica [85], ouvrage qu’il écrivit en 1910 avec A. WHITEHEAD, et consi-
déré depuis, tant par les logiciens que par les philosophes, comme un ouvrage
majeur dans le développement de la pensée logique.

Le A-calcul a été, au cours de son histoire, muni de nombreux systemes de
types, que I’on peut essentiellement diviser en deux grandes familles : les systemes
a la Curry et les systemes a la CHURCH, ce qui fera I’objet du premier paragraphe.
Le deuxieme paragraphe traitera d’un résultat de théorie de la démonstration fon-
damental dans le cadre de la démonstration automatique, qui établit une corres-
pondance entre typage et démonstration. Le troisi€éme montrera une présentation
des systemes a la CHurcH les plus connus, ol ceux-ci sont vus comme membres
d’une hiérarchie cubique culminant a un systeéme particulicrement riche : le cal-
cul des constructions (cf. [20]). Le lecteur désireux de plus amples détails pourra
consulter la présentation générale effectuée par H. BARENDREGT dans [6] a propos
des différents systemes de types existant pour le A-calcul.

2.1. Typage ala Curry ou a la CHURCH

On distingue habituellement deux facons de donner des types aux A-termes :
les systemes de types a la Curry et les systemes de types a la CHurch. La dif-
férence est d’ordre syntaxique : dans les systemes a la Curry, on se contente de
donner a un terme un type dans un contexte assignant des types aux variables
libres, tandis que dans les systemes a la CHUrcH, on modifie la syntaxe du A-calcul
en annotant les variables liées par une abstraction avec le type attendu.

Pour illustrer cette différence, on va présenter le systeme de types le plus élé-
mentaire du A-calcul, les types simples (cf. [16]), dans leurs deux versions :

o, T = a | o—>T
[CUrRY] [CHURCH]
M, N = X X
| AxM Ax:cM
| MN MM’

ou x décrit un ensemble X de variables et @ un ensemble T de variables de types
(ces deux ensembles étant disjoints).
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Les jugements de typages sont ensuite construits au moyen de figures d’in-
férence®. Ces figures sont dans chaque systéme au nombre de trois. Deux sont
communes aux deux systemes :

I'+M:0->1t T+N:o

—— (variable) (application)
Ix:orx:0o I'rMN:1
tandis que la troisieéme est spécifique a chacun :
I''x:crM: 71 INx:crM: 1
(abstraction- CURRY) (abstraction-CHURCH).
I'r AxM:o-1 I'r Ax:coM : o-1

Les systemes a la Curry présentent I’avantage de pouvoir donner plus de types
aux termes représentant des fonctions polymorphes, tandis que les systemes a la
CHurcH ont pour atout que la vérification de type y est décidable.

Cependant, si les types simples, du fait de leur grande sobriété, peuvent se
définir indifféremment dans les deux familles de systémes, ce n’est pas le cas en
général, du fait des particularités de certains systemes.

Systemes a la Curry

Le plus usuel des systemes n’existant a priori qu’en version de Curry est
le systeme des types a intersection, dont la principale différence avec les types
simples consiste en 1’adjonction d’un connecteur binaire dans le langage des types :

o, T = a | o—->1 | OAT,

ledit connecteur s’interprétant comme une conjonction® au moyen des figures de
typage suivantes :

I'ctM:0c THFM: 71 I'crM:ocnT I'cM:oAnT
) e ("El) ——————— (\E)
'rM:oAT I'rM:o 'rM:r
Puisqu’il est possible de donner plusieurs types a un terme — par exemple, on peut
dériver + Ax.x : (@ = a) A (@ — @) — et que c’est 1a I'intérét de ce systeme
par rapport aux types simples, il appert qu’il serait dépourvu d’intérét, sinon de
sens, d’annoter les abstractions par le type de la variable abstraite, réduisant par
la-méme le systeme a un systeme dégénéré et proche des types simples (ou sim-

plement les variables pourraient avoir plusieurs types).

40n n’utilisera pas ici le vocabulaire plus usuel de régles d’inférence pour éviter la confusion
avec une autre acception de ce terme, qui sera introduit par la suite pour désigner I’un des éléments
caractéristiques des systemes de types purs. Ce nom de figures est inspiré de G. GENTZEN, qui, dans
ses travaux, emploie a cet usage le mot Schlufsfiguren, que I’on traduit ainsi.

du moins, en premiére approximation — cf. infra
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Systemes a la CHURCH

Les systemes ne pouvant étre définis que dans la version de CHURCH sont typi-
quement des systemes incluant des types dits dépendants — i.e. des types pouvant
dépendre de termes — ce qui est en particulier le cas du calcul des constructions.

Dans ces systemes, il est impossible de tenir termes et types séparés : ils ap-
partiennent a un méme monde, et I’on ajoute a la syntaxe une construction per-
mettant de construire des types produits (qui sont une généralisation de la fleche
et d’une forme de quantification). Ainsi, les termes sont définis par la grammaire
algébrique suivante :

A M,N = X
| Ax:AM
| MN
|

IIx:A.M

et le type I1x:A.B représente le type des termes qui a un terme N de type A asso-
cient un terme de type B{x«<N}. Naturellement, si x ne survient pas dans B, ceci
équivaut au type fonctionnel A—B. Par ailleurs, suivant la forme de B, on voit
bien qu’une forme de quantification sur x peut se produire.

Ces systemes seront abordés plus particulierement au § 2.2, lequel sera consa-
cré au A-cube.

Correspondance de Curry-Howarp(-DE Brunjn)

La correspondance de Curry-Howarp-(DE BrRunN) est un résultat fondamental
de théorie des types, car elle établit le lien entre typage et démonstration : les types
sont identifiés a des formules logiques, tandis qu’un terme est considéré comme
une démonstration de son type.

Ainsi, si I’on considere les figures de typage données dans ce qui précede, on
peut, en omettant les termes, reconnaitre des regles de logique.

On peut ainsi établir un parallele entre le typage d’une variable et I’emploi
d’un axiome :

Ix:oFx:0 Ioro’
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ainsi qu’entre les types fleches et les applications :

INx:crM: 71 Iort

q_{> —

I'etM:o—-rt I'o—t
I'tM:0-7t T'FN:0o I'ro—-t T'to
<> .

F'rMN:t I'+to

Quant au connecteur A des types a intersection, il s’interpréte en premiere ap-
proximation comme une conjonction logique. Toutefois, cette interprétation n’est
pas totalement exacte, comme 1’a montré entre autres J. HINbLEY dans [57].

2.2. LeA-cube

Le A-cube, représenté sur la figure suivante :

AFW=Aw —— APw=AC

—

AF=A2 ————>AP2

AW—T—>APw

A—

AP

FiG. 2 — Le A-cube de BARENDREGT

est une approche du calcul des constructions ou celui-ci n’est plus vu comme
une entité indivisible, mais comme un empilement de différentes sortes de dépen-
dances, organisant différents sous-systemes remarquables du calcul des construc-
tions dans une hiérarchie tridimensionnelle formant un cube ayant a sa base le
A-calcul simplement typé et a son sommet le calcul des constructions, que 1’on
va donc ici présenter a travers le A-cube, et non comme on peut le voir souvent
comme un calcul monolithique.

Comme on le disait, a la base de ce cube se trouvent les types simples, qui
contiennent I’espece de dépendance le plus simple, auquel il convient d’ajouter
trois autres especes de dépendances pour parvenir au calcul des constructions.
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Selon ce que I’on ajoute, on obtient les sous-systemes remarquables suivants :

— le systeme A2, appelé A-calcul a types du second ordre ou encore A-calcul a
types polymorphes, n’est en fait autre que le systeme F de J.-Y. GIRARD, et
le systeme Aw son systeme Fw, tous deux datant de 1972 (cf. [45, 47]) ;

— le systéme AP peut étre vu a peu prés comme 'un des systemes de la fa-
mille des langages auromars de N. De Brunn, datant de 1980, ou comme le
systeme LF de R. HarpeRr, F. HonseLL et G. Protkin (cf. [52]) en 1987 ;

— le systeme AP2 a été étudié sous ce nom en 1988 par G. Lonco et E. Mogat
dans [71];

— le systeme APw s’apparente a un systeme introduit dans [82] en 1991 par
G.R. RENARDEL DE LAVALETTE ;

— le systeme Aw n’a guere de précédent historique.

et au sommet de tous ces systemes culmine le calcul complet, combinant les di-
verses constructions de chacun : le calcul des constructions, étudié en 1988 par
T. Coquanp et G. HueT dans [20].

Les systemes A— et A2 peuvent aussi étre donnés en leur version a la Curry, et

il existe dans [44] une version a la Curry par P. Giannint et S. Roncai Derra Rocca
de hw, datant de 1988. S’il semble également possible de donner des versions a
la Curry de Aw, en revanche, il parait nécessaire d’avoir un typage a la CHURCH
des I’instant ou 1’on a le type de dépendances introduit dans AP et, naturellement,
dans les calculs le contenant, i.e. AP2, APw, et le calcul des constructions.

Les quatre especes de dépendances dont on vient de parler sont les suivantes :
les termes dépendant de termes ;

les termes dépendant de types ;

les types dépendant de types ;

les types dépendant de termes.

Les termes dépendant de termes sont a la base du systeme de typage; c’est
I’'unique espece de dépendance existant dans A—, et on la trouve dans tous les
systemes. Ainsi, lorsque ’on déduit de F : a—f etM : @ que FM : , on a
construit un terme dépendant d’un terme : le terme FM dépend du terme M.

Les termes dépendant de types se trouvent dans le systeme F (ou A2) : ainsi,
dans ce systeme, on peut construire des termes de la sorte : G : V(7). Ces termes
vérifient que lorsqu’on les applique a un type A, le terme obtenu est GA : t{a«<A},
et I’on peut ainsi construire des termes dépendant de types : le terme GA dépend
du type A.

Les types dépendant de types sont une idée assez naturelle survenant en obser-
vant qu’il existe une relation de type fonctionnel entre types : ainsi, a—a et f—
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semblent étre I’image par une méme fonction de, respectivement, a et 5. Pour
pouvoir formaliser ce type de dépendance, il suffit d’introduire des fonctions pou-
vant abstraire non plus des variables de termes mais aussi des variable de types,
ce que fait le systeme Aw. Dans de tels systemes, les types ne sont plus de simples
constructions d’un méta-langage informel, mais bel et bien des constructions du
systeme lui-méme, et 1’on dispose d’un type spécial (que I’on appelera par la suite
une sorte), noté *, pour les reconnaitre. Les fonctions manipulant ces types sont
appelées constructeurs, et I’on peut leur donner des « types » induits par la gram-
maire K ::= % | K—>K, qui sont identifiés dans le systeme au moyen d’un nouveau
symbole de constante, noté O. Pour revenir au petit exemple supra, la fonction
serait f = Ada:*x.a—a, et fB serait un type dépendant du type S.

Enfin, les types dépendant de termes sont en fait intuitivement assez faciles
a saisir, mais sont toutefois difficiles a formaliser. Un exemple simple est le type
AN—B, ol A et B sont des types et N est un terme représentant un entier naturel.
On introduit cette possibilité en étendant la grammaire vue supra pour les « types »
de constructeurs par K ::= x| K—»K | N—K, ou N est un terme. Si I’on a ensuite
F : A—x, et N : A un terme de type A, on obtient donc en FN : * un type
dépendant du terme N. Cette dépendance est liée a I’idée de produit cartésien
pour les types : en effet, si pour tout terme a : A on peut former un type B,, on
peut vouloir créer la fonction da: A.B,. Cette fonction devrait avoir pour type le
produit cartésien de tous les B,. Cette notion permet d’étendre le cas des types
— des termes dépendant de termes : en effet, on peut les considérer comme un
produit cartésien ou B ne dépendrait pas de a. Cette présentation intuitive des
types dépendants ayant déja ét€¢ abordée dans I’introduction, 1’on ne s’y étendra
pas davantage.

2.3. Types pour les calculs a substitutions explicites

Une fois le calcul étendu par les substitutions explicites, il est intéressant
d’étendre également le systeme de types pour traiter lesdites substitutions. Pour
donner ici une idée de la maniere dont cela est fait, I’on va employer la syntaxe
du Ax-calcul pour lui étendre les types simples.

Pour des raisons de cohérence, on s’attend a ce que le terme A(x<B) ait le
méme type que le terme Px-équivalent (1x.A)B. Or, ce terme se type comme suit :

Ix:ocrA:71
abs
Tr A ot TrB:o
I'r(Ax.AB:1

(app)
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et il semble naturel d’introduire en conséquence la figure de typage suivante pour
typer les termes commengant par une substitution explicite :

I'x:ocrA:1 I'rB:o
I'r(Ax.AB:71

(substitution).

Si ’on essaye de voir a quoi ce typage est associé via la correspondance
de Curry-Howarp(-DE Bruun), on peut observer qu’en 6tant la décoration syn-
taxique, il se révele €tre essentiellement la regle de logique suivante :

Io+1 I'ro
'kt

en laquelle on reconnait une coupure en déduction naturelle.

De nombreux travaux sont présents dans la littérature a propos de I’adjonc-
tion de la coupure aux systemes de types du A-calcul en relation a 1’adjonction
a la syntaxe de la substitution explicite. On pourra entre au citer principalement
les articles [31] de R. D1 Cosmo et D. Kesner et [32] de R. Dr Cosmo, D. KESNER
et E. PoLoNovski, ainsi que les travaux de R. VERSTERGAARD ET J. WELLS dans [96]
ou encore de H. HerBeLIN dans [54]. Ces approches considerent toutes des par-
ties du A-cube, et, pour la plupart, se placent dans le cadre des calculs a indices
de De Brunn. On peut également citer [77, 78, 7], C. MuNoz et N. BIgRNER intro-
duisent le systeéme AIl,, qui étend les types dépendants a un calcul de substitutions
explicites a indices de DE Brunn. Par ailleurs, dans [30], S. LENGRAND, P. LESCANNE,
D. DoucHerTY, M. DEZANI-CIANCAGLINT et S. VAN BAkEL étendent les types a inter-
section a une variante du Ax-calcul.

On peut par ailleurs mentionner que la coupure n’est pas seulement une ad-
jonction que I’on souhaite faire ad hoc aux systemes de types purs pour prendre
en charge la substitution explicite, elle présente un intérét per se, et I’on peut
d’ailleurs citer a cet effet [50], ot F. Gutiérrez ET B. Ruiz proposent un calcul
avec coupure dans le cadre des systemes de types purs, mais leur point de vue est
ici quelque peu éloigné du ndtre, car leur calcul n’est pas a substitutions explicites,
mais un calcul de séquents.

D’autres approches seront également exposées dans un historique présenté
dans le chapitre suivant.
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3. Systemes de types purs

S. BerarDI ET J. TERLOUW ont, indépendamment I’un de 1’autre, fourni dans
leurs travaux en 1989 des méthodes générales permettant d’engendrer de maniere
systématique des systémes de types a la CHurcH pour le A-calcul. Ces méthodes
ont abouti aux systémes de types purs, qui sont un formalisme simple et élégant
permettant de décrire de nombreux systemes de types, parmi lesquels en particu-
lier ceux dits du A-cube, cette décomposition hiérarchique du calcul des construc-
tions que 1’on vient de présenter. Comme on I’a mentionné, cette décomposition a
été introduite par H. BARENDREGT, lequel a donné ultérieurement dans [6] une pré-
sentation formelle et systématique des systemes de types purs, ainsi que de leurs
principales propriétés.

Dans cette partie, le lecteur trouvera une définition des systemes de types purs,
ainsi que la maniere d’y construire le A-cube, et enfin, les propriétés les plus re-
marquables de ces systemes.

3.1. Définition et caractéristiques

De maniere formelle, les systemes de types purs sont définis comme suit :

Définition 1.3 : systeéme de types pur; sorte, axiome, regle
Par systéme de types pur, on entend un triplet ¥ = (S, A, R) vérifiant que A C S?
et R C S°. Les éléments de S, A et R sont respectivement appelés sortes, axiomes
et regles du systeme de types pur T.

Les sortes d’un systeme de types pur sont en fait ses types « élémentaires »,
tandis que les axiomes indiquent les relations existant entre ces sortes. Ainsi, on
peut distinguer deux catégories de sortes :

Définition 1.4 : sortes typables/terminales
Soit T = (S, A, R) un systeme de types pur. Soit o une sorte de T. Cette sorte est
dite terminale si {o} X S N A = (. Dans le cas contraire (i.e. si o apparait comme
sujet dans un axiome), elle est dite typable.

La définition 1.3 caractérise un systeme de types par ses types élémentaires,
les sortes, les relations existant entre ces types, les axiomes, et enfin des regles qui
prendront leur sens plus tard puisqu’elles intéressent le calcul, en imposant des
contraintes sur les dépendances autorisées dans les types composés.

Naturellement, a cette définition formelle, qui constitue en quelque sorte une
spécification du systeme de types, vient s’ajouter un calcul sous-jacent, basé sur
le A-calcul typé a la CHurcH et défini comme suit :
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Définition 1.5 : T-expressions
Soient T = (S, A, R) un systeme de types pur, et U un ensemble infini de va-
riables. On définit alors ’ensemble E(T) des T-expressions par la grammaire al-
gébrique suivante, ou les symboles o et x décrivent respectivement les ensembles
des sortes et des variables (cc € S; x € U) :

E = o (sorte)
| x (variable)
| EE (application)
| Ax:E.E (abstraction)
| TIx:E.E (quantification)

Sur ces termes, on définit usuellement les notions de variables libres et liées :

Définition 1.6 : variables libres/liées pour les systemes de types purs implicites
Soit T un systeme de types pur. Soit M une T-expression.
On définit I’ensemble fv (M) des variables libres de M inductivement comme suit :
- fv(o)=0;
- fv(x) = {x};
- fr(IeL.M) = (fv (M)\{x}) U fv (L)
= fv(AxL.M) = (fv M)\ {x}) U fv(L);
~ fr(MN) = fv (M) U fo (N).
De facon analogue, on définit I’ensemble bv (M) des variables liées de M :
—bv(o)=0;
bv(x)=0;
bv (IIx:L.M) = {x} Ubv(L) U bv (M) ;
bv (Ax:LM) = {x} Ubv(L)U bv (M) ;
bv(MN) = bv (M) U bv (N).
On définit également la classique a-conversion :

Définition 1.7 : a-conversion
Soit T un systéme de types pur. L’ a-conversion =, est définie sur (E())? par :
—siM=xe U M=, NsiN = x;
—siM=0ce€ SM=,NsiN=0;
— siM = Ax:A.P, M =, Nsi N = 1y:B.R, avec A =, B et P{x<z} =, R{y«<z}
pour tout z sauf un nombre fini ;
- siM =TIx:A.P,M =, Nsi N = 1y:B.R, avec A =, B et P{x<z} =, R{y<z}
pour tout z sauf un nombre fini;
-siM=PQ,M=,NsiN=RSavecP=,RetQ=,S.
Il est aisé de vérifier que =, est une relation de congruence sur les T-expressions.
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L’ a-conversion étant une congruence, on peut considérer les expressions a
a-conversion pres — on prend en effet ce parti plutdt que celui de la considérer
informellement comme une opération administrative a effectuer a la volée. On
raisonne alors non plus sur les expressions, mais sur leurs classes d’équivalence
modulo a-conversion, que 1’on appelle les termes du calcul :

Définition 1.8 : AT-calcul
On considere I’ensemble quotient AT = E(T)/=,, dont les éléments sont appelés
termes du AT-calcul. 1. a-conversion =, étant une congruence, les opérations de
&E(F) (i.e. I’abstraction, 1’application, la quantification) s’étendent canoniquement
aux termes de AT.

Dans la suite, on adoptera pour le choix des représentants des termes du calcul
la convention de Barendregt, qui stipule qu’une variable liée — dont on peut tou-
jours librement changer le nom par a-conversion — doit avoir un nom distinct de
toute autre variable. (En particulier, cela interdit de faire apparaitre une variable
a la fois libre et liée dans un terme, et oblige de donner a deux variables liées
distinctes des noms distincts.)

On dote ensuite le calcul sous-jacent a un systeme de types pur ainsi défini
d’une sémantique opérationnelle par I’adjonction de la relation de 3-réduction du
A-calcul typé a la CHURCH :

Définition 1.9 : 8-réduction, B-conversion
Soit T un systéme de types pur. La 3-réduction 5 est la relation de réduction sur
les T-expressions induite par la regle :

(B (AxABC — B{xC}

ou {x«C} est une substitution implicite — i.e. B{x«<C} désigne I’expression B
ou chaque occurrence libre de x est remplacée par une sous-expression C. La

B-conversion, notée =g, est la cloture réflexive, symétrique et transitive de 5

Les notions supra constituent I’aspect calculatoire des systemes de types purs.
Sur cela vient se greffer un aspect logique, par le biais de jugements de typage,
qui peuvent étre interprétés via la correspondance de Curry-HowarDp(-DE BRUIIN)
comme des assertions logiques. Le typage s’effectue par le moyen suivant :

Définition 1.10 : assertion, contexte, jugement (valide) de typage
Soit T un systeme de types pur.
On appelle assertion de typage un couple de T-expressions noté S : P, dont les
élément S et P sont appelé respectivement son sujet et son prédicat.
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On appelle contexte de typage une suite finie® d’assertions de types dont les sujets
sont des variables distinctes. .’ensemble de ces variables est appelé le domaine
du contexte, et leur suite ordonnée, son support. Le contexte vide est noté [ ], et la
concaténation de contextes de domaines disjoints est notée par une virgule.

On appelle jugement de typage une expression de la forme ' + M : N, ou I
est un contexte de typage et M : N une assertion de typage. Un jugement est
dit valide s’il dérive de I’application des figures’ d’inférence présentées dans la
table 1 supra. L’indice T peut étre omis s’il n’y a pas d’ambiguité.

(o,1) €A
p— (axiome)
'rA:p Ix:ArB:o (p, 0, 7) € R
regl
I'rIx:AB: 71 (reele)
'A:o x ¢ dom(I)
(hypothese)
I x:Arx: A
I'+A:B I'rC:o x ¢ dom(I)
(affaiblissement)
I x:CrA:B
I'({Ix:AB): o Ix:ArM:B

(IT - introduction)

T+ AxAM : (TIx:A.B)

I'cM: (Tlx:A.B) I'EN:A
I' - MN : B{x<N}

(IT - élimination)

TrM:A TrB:o A=B
I-M:B

(conversion)

TaB. 1 — Figures d’inférence valides pour les systemes de types purs (implicites)

Définition 1.11 : contexte bien formé
Un contexte I' = [x; : Ay,...,x, : A,] estdit bien formé si pour tout k de [ 1, n]],
il existe une sorte o telle que [x; : Ay, ..., x5 1 P Apq] + Ag @ O

et non un ensemble : comme on I’a déja expliqué, le fait que termes et types ne soient pas des
catégories syntaxiques distinctes engendre des dépendances entre variables, ce qui impose que les
contextes de typage soient ordonnés

7comme indiqué dans la note p. 24, on parle de figures plutot que de régles, ce dernier terme
étant réservé aux regles (triplets de sortes) d’un systéme de types pur
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3.2. Propriétés générales

On va maintenant rappeler diverses propriétés générales des systemes de types
purs, desquelles on ne donnera pas de démonstrations, car celles-ci peuvent étre
trouvées dans [6], auquel pourra se référer le lecteur désireux de les consulter.

Lemme 1.3 : Initialisation pour les systemes de types purs implicites
Soient I un contexte bien formé et T = (S, A, R) un systeme de types pur.

(i) Si(c:r)eA alors'Fo 7.

(i) Si(u:V)eTl,alorsI'Fu:V.

Lemme 1.4 : Engendrement pour les systemes de types purs implicites
Soient = un contexte et M, T deux AT-termes tels que =+ M : T. Alors :

(i) si M=ceS8 alors
d7e€eS (T=p1 A (0:7)€ A);
(ii) si M=xeU alors
d7e€eS AUeAT E+rU:7 A (U)eE A T=4U);
(iii) si M = IIx:A.B alors
Apon)eR (ErA:p N Ex:ArB:io A T=p1);
(iv) si M= Ax:A.B alors
A7eSIACe AT EFTIxAC):TAE x: ArB:CAT=IIx:A.C);
(v) si M=AB alors
AC,De AT ErA:(IIx:CD) A E+-B:C A T =3 D(x+B)).

Ce lemme est fort utile car il permet la reconstruction de jugements de typage
a partir de leur conclusion.

Lemme 1.5 : Substitution pour les systemes de types purs implicites
Soit T un systeme de types pur.
SoientI', x : A,A +: M : B un jugement de typage valide et N un T-terme tels
que I' N : A soit un jugement de typage valide.
Alors le jugement de typage I', A{x«<N} F v+ M{x<N} : B{x<N} est valide.

Du point de vue des substitutions explicites, ce lemme semble d’une impor-
tance cruciale, car il touche vraiment a la partie délicate de I’explicitation, pour
des raisons que 1’on va exposer.

D’une part, il est fondamental dans la démonstration de la réduction du sujet
pour les systemes de types purs — il permet en effet d’intervertir I’ordre dans lequel
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sont effectuées deux coupures. On peut remarquer d’ailleurs un rapport net avec le
probleme de composition des substitutions exposé a la partie précédente. En effet,
ce lemme permet, étant donné un jugement de la forme I',x : U,y : VF M : W,
de choisir si 1’on effectue d’abord une coupure sur x puis sur y, ce qui produira
un jugement de la forme I' - M{x<X}{y< Y} : T, ou inversement, ce qui produira
un jugement de la forme I' F M{y<Y }{x<X{y<Y}} : T. On voit que la différence
entre les deux correspond a une composition.

D’autre part, I’énoncé du lemme laisse penser qu’il sera difficile a retrans-
crire avec des substitutions explicites, car la réduction du sujet est nécessaire pour
effectuer des opérations d’interversion de substitutions indispensables pour rai-
sonner inductivement, puisque, comme on I’a indiqué, I’on n’a a disposition que
la x-convertibilité pour résoudre le probleme de la composition.

On se retrouve donc ici avec une apparente interdépendance entre la substitu-
tion et la réduction du sujet, ce qui laisse présager de difficultés dans 1’adaptation
de ce résultat. Ce point sera abordé plus longuement dans le chapitre m consacré
aux systemes de types purs avec substitutions explicites.

Théoreéme 1.6 : Correction pour les systemes de types purs implicites
Soit T un systeme de types pur.
Soient I' un contexte de typage et A, B deux T-termes tels que le jugement de
typage I' + + A : B soit valide.
Alors B est une sorte ou il existe une sorte o telle que I' + ¢ B : o soit valide.

Ce théoreme, qui se démontre aisément par une induction sur le jugement, est
de premiere importance, car il garantit en fait que les types apparaissant dans un
jugement valide non seulement sont de la forme voulue, i.e. des sortes (types €lé-
mentaires) ou des quantifications (types composés), mais également qu’ils sont
d’une certaine facon conformes a la spécification fournie dans le systeme de types
pur T : en effet, intuitivement, ce théoréme garantit qu’un type composé a néces-
sairement été introduit par I’emploi de la figure d’inférence (regle), ou la prémisse
(p, o, T) € R impose cette conformité aux spécifications du systeme.

[adaptation de ce théoreme dans le cas des substitutions explicites sera dif-
ficile, pour diverses raisons déja envisagées par R. BLoo dans sa theése de doc-
torat [9], sur lesquelles on reviendra en détail dans le chapitre 11 consacré aux
systemes a substitutions explicites. On verra en particulier la nécessité d’appro-
fondir cette notion de type « correct », qui intervient par ailleurs souvent comme
prémisse dans les figures d’inférence de typage.
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Le corollaire suivant du théoréme de correction des types découle directement
de la définition des sortes terminales (1.4) :

Corollaire :
Soit T un systeme de types pur.
Soient I' un contexte de typage et A, B deux T-termes tels que le jugement de
typage I' + + A : B soit valide.
Alors soit B est une sorte terminale, soit il existe une sorte o tellequeI' -+ B : o
soit valide.

Ce corollaire peut sembler n’étre qu’une simple paraphrase du théoré¢me de
correction des types (cf. tc-ipts). Toutefois, il établit une distinction fondamentale
en isolant le cas problématique des sortes terminales. En effet, ainsi que I’indiquait
déja R. Broo dans [9], c’est ce cas particulier qui, seul, posera probleme pour éta-
blir les conditions de correction des types dans le cas des substitutions explicites,
comme on le verra plus tard.

Théoreme 1.7 : Réduction du sujet pour les systemes de types purs implicites
Soit T un systeme de types pur.
Soient I' un contexte de typage et A, A’, B trois T-termes tels que le jugement de
typage I' + + A : B soit valide et A?A’.
Alors le jugement de typage I' - v A’ : B est valide.

Le théoreme précédent est une propriété fondamentale des systemes de types.
En effet, les propriétés telles que le type d’un terme semblent devoir étre indé-
pendante de I’évolution calculatoire de ce terme — lorsqu’en programmation une
expression est de type entier, on s attend raisonnablement a ce qu’elle ne devienne
pas une fonction sur les booléens au cours de son évaluation.

Cette propriété sera difficile a obtenir dans le cas des substitutions explicites ;
en particulier, on verra que dans certains formalismes proposés auparavant pour
étendre les systemes de types purs aux calculs a substitutions explicites, la réduc-
tion du sujet n’est pas satisfaite.

Cette difficulté est, comme on I’a mentionné plus haut, liée a la difficulté d’éta-
blir le lemme de substitution dans le cas explicite, du fait que le passage aux
substitutions explicites transforme une égalité syntaxique entre termes de méme
forme x-normale en une simple 3x-convertibilité, ce qui complique considérable-
ment le passage a I’induction.

Ce point sera largement discuté dans le chapitre m consacré aux systemes de
types purs a substitutions explicites.
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3.3. Construction du A-cube en systemes de types purs

Dans ce formalisme, le A-cube peut se construire de fagon systématique et
élégante. Pour ce faire, on utilise une classe particuliere de systemes :

Définition 1.12 : systeme de types pur élémentaire (complet)

Etant donné un ensemble non vide de sortes S, on appelle régle élémentaire tout
triplet de la forme (o, 7, 7), ce que 1’on dénote en abrégé par [o, 7]. L’ensemble
des regles €lémentaires formées avec les €léments de S se note Ry,

Un systeme de types pur T = (8, A, R) est dit élémentaire si R C R et élémen-
taire complet si R = RS.

Le systeme de types pur correspondant au A-calcul simplement typé est le
systeme €lémentaire suivant : A— = ({x, O}, {x : O}, {[*, *]}).

Les systemes de types du A-cube sont alors définis simplement comme les
systemes élémentaires prolongeant A—, i.e. les systemes qui ont mémes sortes et
axiome que A— et dont les regles sont élémentaires et contiennent [, ].

Suivant que 1’on ajoute 1’une des trois autres regles élémentaires, on parcourt
alors une aréte dans le cube : vers le haut, on ajoute [O, *]; vers la droite, [*, O] ;
et vers le fond, [O, O].

De plus, on remarque que le sommet du A-cube, le calcul des constructions,
correspond au systéme élémentaire complet prolongeant A—, dont la spécification
formelle est \C = ({x, O}, { : D},R{i’m}).

AFW=Aw ——— = APw=AC

—

AF=A2 ————\P2

AW =APw

—

AP

A—

Fic. 3 — Le A-cube de BARENDREGT

On voit ici a quel point le formalisme des systemes de types purs est adapté
a la construction du A-cube, en particulier lorsque 1’on s’intéresse d’un peu plus
pres a la spécification des systémes du A-cube.
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Comme on I’a mentionné précédemment dans les systemes de types purs,
chaque sorte caractérise une espece de types. Or, le calcul des constructions, qui
permet la construction de tout genre de dépendance envisageable entre termes et
types, ne sépare pas les expressions a valeur de termes et les expressions a valeur
de types, qui sont toutes des T-expressions.

C’est pourquoi les systeémes comportent deux sortes, * et O, qui caractérisent
respectivement les types d’expressions a valeur de termes et les types d’expres-
sions a valeur de type, ce que confirme I’axiome * : O, qui dit simplement qu’*,
sorte typant les types d’expression a valeur de termes, est elle-méme subséquem-
ment un type d’expressions a valeurs de types, donc typable par O.

Par ailleurs, chaque reégle élémentaire permet de construire une espece de dé-
pendance entre termes et types :

— (x, %, %) permet le typage de termes dépendant de termes ;

(O, *, x) permet le typage de types dépendant de termes ;
— (O, O, O0) permet le typage de types dépendant de types ;
— (x,0,0) permet le typage de termes dépendant de types.

De maniere plus détaillée, le A-cube des systemes de types purs se compose
des systemes suivants :

— A= = ({0} {x : O} {(x, %, %)) ;

- Mo = {0} {x: OL {(x, %, %),(0,0,0)}) ;

- A2 = ({x, 0}, {x: O} {(x, %, %), (0, %, %)}) ;

- AP = ({x, 0}, {x: O} {(x, %, %), (+,0,0)}) ;

— Mo = ({0} {x 0 O} {(x, %, %), (O, %, %), (O,0,0)}) ;

— AP2 = ({*, 0}, {* : O}, {(x, %, %), (O, *, %), (x,0,0)}) ;

— MWPw = ({*, 0}, {x : O}, {(x, %, %), (0,0,0), (x,0,0)}) ;

— MNPw = ({*,0}, {x : O}, {(x, %, %), (0, *, %), (0, 0,0), (x,0,0)}).

11 est facile de voir cela lorsque 1’on regarde la figure d’inférence (regle) :

'rA:p Ix:ArB:o (o, o, T) R
FFIIx:AB: 1 ’

Si I’on considere les systemes de types en question dans leur présentation clas-
sique, on se rend compte que le quantificateur IT représente diverses constructions
selon la regle a laquelle il est associé. Ainsi, avec la regle (x, *, *) seule, on ne
peut construire que les types équivalant a un type — (dans (IIx:A*.B™) : *, B
ne peut, du fait du jeu des sortes, pas contenir d’occurrence réelle de x, et cette
expression équivaut A—B.) De méme, la regle (x,0,0) permet par exemple la
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construction de types comme Ilx:x".x™, ce qui représente une quantification uni-
verselle comme dans le systeme F de Girard. La regle (O, 0, 0) permet d’écrire
des fonctions sur des types, de maniere tres analogue aux fonctions sur les termes
que permet d’écrire (x, *, *). Quant a la régle (x, O, 0), c’est elle qui permet d’in-
troduire des termes dépendants de types.

Outre les résultats présentés précédemment, qui étaient satisfaits en toute gé-
néralité pour tout systeme de types pur. On va maintenant donner des résultats plus
particuliers, qui seraient faux en général, mais sont vrais dans le cas particulier des
systemes du A-cube.

Définition 1.13 : normalisation forte
Un systeme de types pur T est dit fortement normalisant s’1l satisfait la propriété
énoncée ici :
soient I" un contexte et A : B une assertion tels que que le jugementI" -y A : B
soit valide. Alors ni A ni B n’admet de chaine infinie de -réduction.

On peut remarquer que, du fait du théoréme de correction des types, cette dé-
finition est équivalente a une définition ot I’on exige simplement la normalisation
forte de sujet du jugement, celle du prédicat provenant du fait qu’il est une sorte
(donc un terme B-irréductible, et a fortiori fortement normalisant), soit lui-mé&me
le sujet d’un jugement de correction.

Cette propriété de normalisation forte, peut, tout comme celle de réduction
du sujet, étre considérée comme fondamentale, en particulier dans une optique
de programmation, ou I’on pourrait la formuler comme suit : 1’évaluation d’un
programme correct (i.e. d’un terme typable) doit s’achever en un temps fini.

On verra plus tard que ceci pose également probleme dans le cas explicite,
car dans ce formalisme apparaitront nécessairement des termes analogues a des
sortes mais réductibles et potentiellement non fortement normalisants. Ce point
également sera évoqué plus tard.

Théoreme 1.8 : Normalisation forte dans les s.t.p. implicites du A-cube
Les systemes de types purs du A-cube (A—, Aw, A2, AP, Ao, AP2, A\Pw, APw) sont
fortement normalisants.
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1. Définition

1.1. Historique

Comme on I’a déja mentionné plus tdt, divers travaux considerent I’exten-
sion de diverses parties du A-cube, pour la plupart dans des calculs a indices de
De Bruijn. On pourra citer principalement les articles [31] de R. Dr Cosmo et
D. Kesner et [32] de R. D1 Cosmo, D. Kesner et E. PoroNovskl, respectivement
en 1997 et 2003 ainsi que les travaux de R. VERSTERGAARD ET J. WELLS dans [96]
en 2001 ou encore de H. HERBELIN en 2001 dans [54], ainsi que [77, 78, 7], ou en
2000-2001, C. MuRNoz et N. BigrNEr introduisent le systeme AIl,, qui étend les
types dépendants a un calcul de substitutions explicites a indices de De Bruijn.

Une autre approche au probleme de la coupure pour les systemes de types
purs peut étre trouvé dans ’article [12] de 1996 de R. Broo, F. KAMAREDDINE et
R. NeperpELT, ou encore dans ’article [87] de 1994 de P. SEveri et E. PoLL. Ces
travaux considerent des systemes de types purs avec des définitions. Les défini-
tions ressemblent aux substitutions en ce sens qu’elles consistent également en
I’assignation d’un terme a une variable, mais au contraire de celles-ci, elles sont
placées dans le contexte de typage, et, comme elles ne font, par conséquent, pas
partie de la syntaxe des termes, elles sont assez éloignées des substitutions expli-
cites.

Enfin, il convient de mentionner divers autres travaux considérant des substi-
tutions explicites. M. STRECKER, dans sa these de doctorat [89] de 1999, considere
également des substitutions, mais attachées uniquement a des méta-variables, car,
comme il I’indique, « le calcul des termes devient plus complexe si la substitu-
tion explicite peut survenir dans des positions arbitraires dans les termes, et ne
sont pas attachées a des méta-variables ». Quant a L. Magnusson, elle introduit
en 1995 dans sa these de doctorat [72] un calcul de substitutions explicites dans
la théorie des types de Martin-L6f. En 1999, M.O. STEHR ET J. MESEGUER intro-
duisent une forme de systemes de types purs avec substitutions explicites, mais
dans le cadre de la membership equational logic.

Les travaux les plus proches de ceux qui vont €tre présentés ici sont ceux de
R. BLoo, qui dans sa theése [9] en 1997 introduit des systemes de types purs basés
sur le Ax-calcul, lesquels sont ensuite développés dans son article [10] en 2001.
Comme on I’a dit, ces systemes sont basés sur la syntaxe du Ax-calcul, présenté
au chapitre précédent. Le lecteur pourra se reporter au § 1.3 pour de plus amples
précisions.
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Les figures de typages de R. Broo sont présentées dans la table 2 infra.

(o,71) e A
———  (axiome)
Fo:T
'-A:p Ix:ArB:o (p,O',T)ER(réle)
T+TIxAB: 7 ¢

I'tA:o x ¢ dom(I)
Ix:Arx: A

(hypothese)

I'-A:B I'-C:o x ¢ dom(I)
I x:CrA:B

(affaiblissement)

I'-{Ix:AB): o I x:A+-M:B
'k Ax:AM : (TTx:A.B)

(IT - introduction)

T'+M: (Ilx:A.B) T-N:A
T+ MN : B{x<N]}

(TT - élimination)

I'N'x:A+M:B I'tN:A
I' - M{(x<N) : B{x<N}

(coupure)

T-M:A TrB:o A=B
T-M:B

(conversion)

TaB. 2 — Figures d’inférence de type valides pour les systemes de types purs expli-
cites de R. Broo

On peut noter en particulier que ce systeme traite de facon différente les sub-
stitutions survenant en sujet ou en prédicat dans les assertions de typage : elles
sont explicites en partie gauche et implicites en partie droite, ce qui peut sembler
contestable. En outre, ce systeme présente le probleme majeur de ne pas vérifier
la réduction du sujet, point sur lequel on reviendra plus tard.

1.2. Syntaxe et réduction

La définition formelle basique des systemes de types purs reste inchangée : par
systeme de types pur explicite, on entend toujours un triplet (S, A, R) de sortes,
axiomes et regles, qui constitue en fait la spécification du systeme, a laquelle vont
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s’ajouter un calcul sous-jacent et un systeme d’inférence de types, qui, eux, seront
distincts de ceux des systemes de types purs pour calculs a substitutions implicites.
Le fait que cette définition reste inchangée permettra par la suite d’établir une
correspondance canonique entre un systeme de types pur explicite d’une part et,
d’autre part, le systeme correspondant — i.e. ayant la méme spécification formelle
— dans les systemes usuels (implicites).
Définition 2.1 : ATx-expressions
Soient T = (S, A, R) un systeme de types pur, et U un ensemble infini de va-
riables. On définit alors I’ensemble Ex(T) des Tx-expressions par la grammaire
algébrique suivante :

E = o (sorte)
| x (variable)
| vy ('y-constante)
| EE (application)
| Ax:E.E (abstraction)
| IIx:E.E (quantification)
|  E{(x<E) (substitution)

ol o et x décrivent respectivement les ensembles des sortes et des variables (i.e. :
o € 8;x € U). Etant donné un terme M, on désigne par ov(M) I’ensemble des
variables occurrant dans M.

Les éléments de la forme 7y, peuvent €tre vus comme des « variables insub-
stituables », mais, d’un point de vue de récriture, il s’agit de constantes. Leur
introduction est nécessaire pour pouvoir considérer le calcul de réduction associé
comme un systeme de récriture. Ce point sera abordé plus loin.

On peut, selon la maniere usuelle, définir les notions de sous-terme et de sous-
terme propre :

Définition 2.2 : sous-terme (propre)
On introduit deux notions, C et C, respectivement « étre un sous-terme de » et
« €tre un sous-terme propre de », conjointement comme suit :

McN
McM MCN
MCA MCB MCA MCB
McIlIxxAB McIIxxAB McAxxAB Mc AxAB
MCA MCB MCA MCB

M c AB M c AB Mc A(x«~B) M c A(x<B)
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Traditionnellement, 1’on établit la distinction entre variables libres et liées
d’une expression, comme on 1’a vu dans le cas du A-calcul ou des systemes de
types purs a substitutions implicites. Il est possible également de définir ici ces
deux especes de variables, de maniere analogue au cas implicite, sachant que
M({x<N) a les mémes variables libres et liées que I’expression IIx:N.M (i.e. x
est liée dans M mais pas dans N) :

Définition 2.3 : variables libres/liées dans les systemes de types purs explicites
Soit T un systeme de types pur. Soit M une Tx-expression.
On définit I’ensemble fv(M) des variables libres de M inductivement comme suit :

o) = 0
o) = {x}
fv(7x) = 0
AIILM) = (FM)\{x}) Ufu(L)
f(AxLM) = (f(M)\{x}) U fu(L)
JVIMN) = fv(M) U fu(N)

SoM(x<L)) = (F(M)\{x}) U (L)

De méme, on définit I’ensemble bv(M) des variables /i¢es de M comme suit :

bvic) = 0

bv(x) = 0

bv(y,) = 0
bv(Ilx:L.M) = bv(M)U bv(L)U {x}
bv(Ax:LM) = bv(M)U bv(L)U {x}

bv(IMN) = bv(M) U by(N)
bv(M{(x<L)) = bv(M)U bv(L)U {x}

On remarque que les deux ensembles fy(M) et bv(M) recouvrent ov(M).

Toutefois, cette distinction, fondamentale dans le cas implicite, n’est pas to-
talement adaptée dans le cas de substitutions explicites, et une autre définition,
dinstinguant variables accessibles et inaccessibles, semble plus appropriée.

La notion de variable accessible a été introduite par Lengrand et al. dans [30]
sous le nom d’available variables (mot a mot, variables disponibles). Elle est
définie comme suit :

Définition 2.4 : variables accessiblesfinaccessibles
Soit T un systeme de types pur. Soit M une Tx-expression.
On définit I’ensemble av(M) des variables accessibles de M inductivement ainsi :
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av(ioc) = 0
av(x) = {x}
av(yy) = 0
av(Ilx:L.M) = (av(M)\{x}) U av(L)
av(Ax:L.M) = (av(M)\{x}) U av(L)
avMN) = av(M) U av(N)
A (M(xeNY) {(av(M)\{x}) U av(N) %1 x € av(M)
av(M) six ¢ av(M).

De méme, on définit I’ensemble uv(M) des variables inaccessibles de M ainsi :

u(o) = 0
uv(x) = 0
MV()’X) = 0
wy(IIx:LM) = wuv(M)U uv(L) U {x}
uv(Ax:LM) = wuv(M) U uv(L) U {x}
uw(MN) = wuv(M)U uv(N)

uv(M({x«<N))

uv(M) U ov(N) U {x} six € uv(M)
uv(M) U uv(N) U {x} six & uv(M).

On remarque que les deux ensembles av(M) et uv(M) recouvrent ov(M).
Ces notions seront commentées apres la définition des notions de réduction.

Définition 2.5 : a-conversion
On définit sur I’ensemble des expressions Ex(T) la relation =, dite a-conversion
inductivement comme suit :
—siM=0ce€ SM=,NsiN=0;
- siM=xe U M=, NsiN = x;
- siM=vy,M=,NsiN=y,;
— siM = Ax:A.P,M =, Nsi N = Ay:B.R avec A =, B et P{x<z} =, R{y<z}
pour tout z excepté un nombre fini;
— siM =TIx:A.P, M =, Nsi N =IIy:B.R avec A =, B et P{x<z} =, R{y<z}
pour tout z excepté un nombre fini;
-siM=PQ,M=,NsiN=RSavecP=,RetQ=,S;
— siM = P(x<Q),M =, NsiN = R(y«S), avec Q =, S et P{x<z} =, R{y<z}
pour tout z excepté un nombre fini.

Muni de cette relation, il est possible de définir la notion de terme du calcul.
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Définition 2.6 : ATx-termes
Il est clair que la relation =, est une congruence sur les T-expressions, si bien
que I’on peut définir I’ensemble quotient 7 x(T) = Ex(T)/ =,, auquel s’étendent
canoniquement les opération de Ex(T).
Les éléments de 7 x(T) = Ex(T)/ =, sont appelés les termes du ATx-calcul.
Un terme est dit pur s’il ne contient pas de substitution.

Dans la suite, les termes étant, sauf mention expresse du contraire, considé-
rés a I’a-conversion pres, I’on adoptera de nouveau la convention de Barendregt :
deux variables liées distinctes ont des noms distincts, et une variable ne peut ap-
paraitre a la fois accessible et liée.

On peut maintenant définir sur ces termes une notion de réduction. De méme
que les systemes de types purs dans le cas implicite reprenaient la sémantique
opérationnelle du A-calcul, la notion de réduction utilisée se base sur celle de Ax.

Définition 2.7 : notion de réduction et de conversion x, X
Soient les regles de réduction suivantes :

(B) (Ax:A.B)C - B(x<C)
(quant) (Ily:A.B){(x<C) o Ily:A{x<C).B{(x<C)
(abs) (Ay:AB)(x<C) o Ay:A(x<C).B(x-C)
(app)  (AB)x<C) > A(x<C)B(x<C)
(subst) x{x<N) - N
(gc) M{x«N) > Mix<y.l six ¢ av(M)
(comp)  Ax=XXy<Y) = AQ<YXxeX{y<Y))

A partir de ces regles, on définit diverses notions de réduction :
— lax-réduction, notée —, est définie comme la cl6ture contextuelle de < ;
— la Bx-réduction, notée e est définie comme la cldture contextuelle de
I’union de <> et de 4 ;
ainsi que les relations d’équivalence associées :
— la x-conversion, notée =4, est définie comme la cldture réflexive, symétrique
et transitive de — ;
— la Bx-conversion, notée =g, est définie comme la cloture réflexive, symé-

trique et transitive de —-.
Bx
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Remarque :

On peut faire divers commentaires a ces définitions :

(i) 1I peut sembler paradoxal, dans un systeme a substitutions explicites, de
voir apparaitre une substitution implicite dans la regle (gc). Toutefois, il
s’agiten fait ici d’un renommage de variable — et les renommages implicites
de ce genre sont déja utilisés dans 1’a-conversion® — destiné a « tuer » la
variable x. Ce procédé sera commenté prochainement.

(i) 1l convient également d’observer que la regle (comp) ne saurait étre ajou-
té€e a la x-reduction, car elle induit visiblement une notion de réduction non
normalisante. Toutefois, on peut se passer de cette regle dans la mesure ou
ses deux membres sont x-joignables, comme on le verra plus tard (lemme
de composition infra).

Par ailleurs, on définit en outre sur les termes une notion de propagation

comme Suit :

Définition 2.8 : propagation

On définit une notion de recul, notée ~», au moyen des figures suivantes :

(réflexivité)

M v~ M

(composition)

M(u—V){x<N) v M{x<N){(u<V{x<N))
x ¢ av(V)
M(u—V){(x<~N) ~» M(x<N)}(u—V{x—y.})
M{u+V){(x<N) ~> M{x«NXu<W) M{(x<N) ~» P
M{u<V){(x<N) ~» P(u<W)
On définit ensuite comme suit la relation de propagation, notée —,, au moyen
des figures suivantes :

(interversion)

(séquence)

x ¢ av(V) M{(x<N) ~» P

recul
M(x<N) —, M{x<y,} (&) M{(x<N) —, P(ec :

M(x<N) » (ITx:Up Up)(x=N) - - g =Wy) - -+ U{xeN) — Ul
M(xeN) —, (IIx:U.U%) - - - (= Wy ) - - -

M(x<N) o (Ax:U U (xN) - - - (i = Wy) - -+ U{xeN) —, Ul
M{x<N) —, (Ax:U.UY) - - - (= W) - - -

(IT-retard)

(A-retard)

8Naturellement, dans un systéme a a-conversion implicite, il conviendrait d’expliciter ce re-
nommage, mais ces considérations sont ici hors de propros.
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M(xeN) w (U UDUs e N) - e W) -+ U(eeN) —, U,
M(xN) —, (AU U)U)) - =Wy -
M(xeN) v (U Up)(xeN) - (e W) -+ UxeN) —, U
M(xeN) —, (U} Up) =Wy -

avec, dans ce dernier cas, U; ne commencant pas par un A.

(@-retard)

(A-retard)

On peut noter que cette relation n’est pas une congruence, mais une forme de
réduction de téte. Elle aura un r6le important dans le systeme de typage. On peut
décrire en mots ’effet de cette relation de réduction comme suit : on propage la
substitution de téte, soit en 1’6tant alors qu’elle peut étre éliminée par un (gc),
soit en la poussant aussi loin que ’on veut par composition, sans permettre la
propagation dans I’opérande d’une substitution.

Propriétés des x-réduction et Bx-réduction

On a évoqué plus haut un lemme énoncant que la x-conversion conserve les
variables accessibles. Le voici :

Lemme 2.1 : Conservation des variables accessibles
Soient U et V deux termes.
SiU =, V,alors av(U) = av(V).
Démonstration.
1l suffit de montrer que si U <>V, alors av(U) = av(V), ce que l’on fait par cas :
a. (quant) : (ITy:A.B){(x<C) > ITy:A(x<C).B(x<C)
av((ITy:A.B)(x<C)) = (av(A) U (av(B) \ {y}) U (av(C) \ {x})
= (av(A) U (@v(C)\ {x}) U ((av(B) \ {yH U (av(C) \ {x}))
= av(Ily:A(x<C).B(x<C)).
b.  (abs) : (Ay:A.B){(x<C) = Ay:A(x<C).B{(x<C)
av((Ay:A.B){x<C)) = (av(A) U (av(B) \ {y})) U (av(C) \ {x})
= (av(A) U (av(C) \ {xh) U ((av(B) \ {y}) U (av(C) \ {x}))
= av(Aly:A(x<C).B(x<C)).
c. (app) - (ABXx<C) > A(x<C) B{(x<C)
av((A B){(x<C)) = (av(A) U av(B)) U (av(C) \ {x})
= (av(A) U (av(C) \ {x})) U (av(B) U (av(C) \ {x}))
= av(A(x<C) B(x<(C)).
d. (subst) : x(x<N) <> N
Par définition des variables accessibles, av(x{(x<N)) = av(N).
e. (g0): M(x<N) —> M{x<y,} six ¢ av(M)
Par définition des variables accessibles, d’une part av(M{(x<N)) = av(M)
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et d’autre part av(M{x<vy,}) = av(M) \ {x} = av(M) car x ¢ av(M). Et
donc av(M{(x<N)) = av(M{x<y4}).
Dans tous les cas, on obtient bien que —> conserve les variables accessibles.
11 suffit ensuite de passer a la congruence pour étendre cette propriété a —,
sachant qu’il est aisé de montrer que si av(M) = av(N), alors pour tout C| ],
av(CIM]) = av(C[N)), puis de passer a la cloture réflexive, symétrique et transi-

tive pour ’étendre a =,. Q.E.D.

Par ailleurs, comme il est dit supra, 1a x-réduction vérifie la propriété suivante :

Proposition 2.2 : Normalisation forte de la x-réduction
La x-réduction est fortement normalisante.

Démonstration.

Pour montrer la normalisation forte de la x-réduction, il suffit de définir sur les
termes une fonction de poids w a valeurs dans N vérifiant que pour chaque axiome
L - R de la x-réduction, on a wp. > wr. On rappelle que les axiomes — donnés
a la définition 2.7 — de cette réduction sont les suivants :

(quant) (Ily:A.B)(x<C) — Ily:A(x<C).B{(x<C);
(abs) (Ay:AB)(x<C) o  Ay:A(x<C).B(x<C);
(app) (AB)(x=C) > A(x=C)B(x—C);
(subst) x(x<N) =~ Ny
(gc) M(x<N) <> Mix<y, )
On propose la fonction de poids w suivante :

—wkx)=1;

- W(’)/x) =1,

- wlo)=1;

— WwA(x<B) = w(A) X Ww(B) + 1);

— w(IIx:A.B) = w(A) +w(B) + 1;

— wAx:A.B) = w(A) + w(B) + 1;

— w(AB) = w(A) + w(B) + 1.
On peut traiter ensemble les cas (quant), (abs), (app). Dans ces trois cas, [’on a
w(L) = WA)+wB)+ 1H(W(C)+1) = W(A)+w(B)) X(W(C)+ 1)+w(C)+ 1 d’une
part et wW(R) = w(A)X(w(C)+ 1)+ w(B)X(w(C)+1) = (W(A)+w(B)) X (Ww(C)+1)
d’autre part, si bien que w(L.) — w(R) = w(C) + 1 > 0.
Pour (subst), on a w(LL) = w(x)X(W(N)+1) = w(N)+1 d’une part, et w(R) = w(N)
d’autre part, si bien que w(L) —w(R) =1 > 0.
Pour (gc), 'on a w(L) = wM) X (W(N) + 1) d’une part, et w(R) = wM{x<y,}) =
w(M), d’autre part, si bien que w(L.) — w(R) = w(M) X w(N) > 0.
Dans tous les cas, on a bien que le poids du membre droit est strictement inférieur
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a celui du membre gauche.
Et donc la x-réduction est bien fortement normalisante. Q.E.D.

Par ailleurs, on peut également montrer la confluence de la x-réduction :

Lemme 2.3 : Confluence de la x-réduction
La x-réduction est confluente.

Démonstration.
Comme la x-réduction est fortement normalisante, il suffit de montrer que toutes
ses paires critiques sont joignables pour montrer sa confluence. On considere
donc les paires critiques du systeme, qui sont nécessairement formées au moyen
d’une regle de (gc), et sont donc au nombre de trois :
1°) ((y:U.V){x<y,}, [Iy:U(x<W).V(x<=W)), issue de (I1ly:U.V){(x<W).
Par la convention de Barendregt, y # x, et donc, comme x ¢ av(Ily:U.V),
x ¢ av(U) et x ¢ av(V).
Si bien que T1y:U{(x<W).V(x<W) %) [My:U{x<vy,}.V{x<y.}, et ce second
membre se récrit I1y:U.V){x<vy,}, donc la paire critique est joignable.
2°) ((Ay:U.V){x<—y,}, Ay:U{x«W).V(xW)), issue de (1y:U.V){(x—W).
Par la convention de Barendregt, y # x, et donc, comme x ¢ av(ly:U.V),
x ¢ av(U) et x ¢ av(V).
Si bien que T1y:U(x<W).V(x<W) %) [My:U{x<vy,}.V{x<y,}, et ce second
membre se récrit I1y:U.V){x<vy,}, donc la paire critique est joignable.
3°) (U V){xey )}, UxeW) V(x<W)), issue de (U V){(x<—W).
Comme x ¢ av(UV), x ¢ av(U) et x ¢ av(V). Si bien que U{x—W) V(x<W)
%) U{x<y,} Vix<y,}, et ce second membre se récrit (UV){x<vy,}, donc la
paire critique est joignable.
Toutes les paires critiques sont donc joignables. Q.E.D.

La convergence de la x-réduction, résultant des deux lemmes supra, permet
en outre de montrer le résultat suivant :

Lemme 2.4 : Composition
Soient A, B, C trois termes et x, y deux variables telles que x ¢ av(B)Uav(C)U{y}.
Alors A(x<B){(y«<C) =4 A(y<C){x<B(y<C)).
(On peut remarquer que la convention de Barendregt rend inutile la vérification
de la condition sur x.)

Démonstration.
Quitte a effectuer une x-normalisation, qui n’influe pas sur la x-convertibilité car
la x-réduction est confluente, on peut supposer que A est une forme x-normale.
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On procede par induction sur A.
Si A est une variable, plusieurs cas se présentent :
— A = x. Dans ce cas, d’une part A{(x<B)y<C)—B(y«C) et d’autre part
Ay« C){(x<B(y«C)) — A{x<B(y«C)) — B(y<C).
— A = y. Dans ce cas, d’'une part A(x<B)y<C) —— C et d’autre part,
comme x ¢ av(C), A(y«C){(x<B(y<C)) — C{xB(y<C)) — C.
— A =z # x,y. Dans ce cas, les deux termes se réduisent a z.
Si A = QR, alors on a que A{x<B){(y<C) ——> Q(x«B)(y«C)R(x<B)(y-C),
et AQy«C){(x<B(y<C)) ———> Qy«C){x<B(y-CH)R(y«C){xB(y<C)). On
conclut alors aisément par hypothése d’induction.
Si A =TIw:Q.R ou A = Aw:Q.R, on procede comme pour le cas précédent. Q.E.D.

Corollaire 2.5 : Propagation et x-réduction
Soient M et N deux termes tels que M —, N. Alors M =, N.

Démonstration.
On commence par montrer la propriété pour la relation de recul ~ , en considé-
rant chaque inférence la définissant :

— (réflexivité) : ce point est trivial ;

— (composition) : ce point découle du lemme précédent ;

— (interversion) : ce point découle du lemme précédent et de I’axiome de ré-

duction (gc);

— (séquence) : ce point est direct par induction et transitivité de =,.
On peut maintenant étendre la propriété a la propagation : si la propagation
est un (gc), le point est trivial ; si c’est un recul, il découle de ce que I’on vient
de montrer; dans les autres éventualités, on conclut par induction avec en plus
I’axiome de x-réduction adapté a la forme du terme. Q.E.D.

La x-réduction étant convergente, I’on peut définir la forme x-normale d’un
terme M, notée x(M), et établir ainsi une relation avec la réduction implicite :

Proposition 2.6 : Réduction implicite
Les assertions suivantes sont vraies :
(i) soit M un terme pur ; si M—>M’, alors MB—>X(M') ;
(i) soit M un terme pur; si MB—>M’, alors M?%)M’ :
(ifi) pour tout M, si M—>M’, alors X(M);—>X(M').
(iv) pour tout M, si MWM’, alors X(M);—>X(M’).
Démonstration.
Ces quatre assertions se démontrent facilement une fois observé que la forme x-
normale de M peut étre définie inductivement comme suit :
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- x(0) =0; x(x) = x;

— x(T1x:L.M) = Tx:x(L).x(M) ;

— x(Ax:L.M) = Ax:x(L).x(M) ;

— X(MN) = (x(M))(x(N)) ;

- x(M{x<N)) = (x(M){x<x(N)}. Q.E.D.

On peut alors en déduire le corollaire suivant :

Corollaire 2.7 : Transposition de réduction
Soient M et N deux termes purs. Alors M;—>N si, et seulement si, MTZ)N.

Démonstration.

Le sens direct découle directement de la proposition 2.6 (ii), par récurrence sur
la longueur de la réduction.

Réciproquement, par la proposition 2.6 (iv), UwV implique X(U);—>X(V), et
[’on peut alors montrer X(M);—>X(N) par récurrence sur la longueur de la réduc-
tion. Or un terme pur est égal a sa forme x-normale, et [’on peut donc en déduire
que M;—>N. Q.E.D.

Apres la x-réduction, on peut s’intéresser a la fx-réduction. Tout d’abord,
celle-ci ne fait pas apparaitre de variables accessibles :

Lemme 2.8 : Inclusion des variables accessibles
Soient U et V deux termes.
SiU F) V, alors av(U) 2 av(V).
Démonstration.
Vu le lemme 2.1, il suffit de montrer que si UV, alors av(U) 2 av(V).
On considere donc (B) : (1y:A-M)N —> M{x<N).
On a d’une part av((ly:A.M)N) = av(A) U av(M)\{x} U av(N) et d’autre part :

— si x € av(M), av(M(x<N)) = av(M)\{x} U av(N) C av((1ly:A.M)N);

— si x € av(M), av(M(x<N)) = av(M) = av(M)\{x} C av((1ly:A.M)N).
Dans tous les cas, on obtient bien que —~ n’augmente pas les variables acces-
sibles. En outre, on a montré avec le lemme 2.1 que — conserve les variables
accessibles, donc a fortiori ne les augmente pas. Il suffit ensuite de passer a la
congruence pour étendre cette propriété a = (en effet, il est aisé de montrer que
si av(M) 2 av(N), alors pour tout C[ ], av(C[M]) 2 av(C[N]) puis a la cloture

réflexive et transitive pour |’étendre a % Q.E.D.

On peut maintenant montrer la confluence de la fx-réduction :

Lemme 2.9 : Confluence de la Bx-réduction
La Bx-réduction est confluente.
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Démonstration.

On montre aisément la confluence de —-, réduction engendrée par l’axiome (B).
On peut alors montrer la confluence de la Bx-réduction par la méthode d’inter-
prétation de Hardin et Lévy (cf. [51]). On considere donc le diagramme suivant :

(nf)

FiG. 4 — Confluence de Bx par interprétation

ou l’on désigne par (1) ’application de la proposition 2.6 (iii) (qui s’emploie
récurremment), et par (2) celle du corollaire 2.7. La fleche QI:; désigne la x-
normalisation. On déduit de ce diagramme que la confluence du calcul implicite
implique celle du calcul explicite. Q.E.D.
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En outre, il est clair qu’au contraire de la x-réduction, la fx-réduction n’est pas
normalisante, méme faiblement. Un contre-exemple possible est 2 = ww ou I’on
a w = (Au:p.uu) avec p une variable. On peut montrer que QB—*X>M implique que
M——-Q. On en déduit que © n’admet aucune réduction finie : en effet, s’il existe
une forme Bx-normale N telle que QTZ)N, d’ou N;—>Q, d’ou, N étant Sx-normal,
N = Q, mais Q n’est pas Sx-normal, contradiction. Et donc la 3x-réduction n’est
pas faiblement normalisante, ni, a fortiori, fortement.

Variables libres ou accessibles, et y-constantes

L’on va ici expliquer pourquoi I’on prend en considération la notion de va-
riable accessible plutdt que libre, et montrer les problemes qui en découlent, que
I’on résout par I’introduction des y-constantes.

Tout d’abord, on constate que, pour un terme sans substitution explicite, ni
y-constantes, la notion de variable accessible (respectivement inaccessible) cor-
respond exactement a celle de variable libre (respectivement liée), ce qui explique
que cette nouvelle distinction ne soit jamais apparue dans le cadre du A-calcul a
substitutions implicites. Par ailleurs, il est évident que, quoique différenciées dans
le cas général des termes a substitutions explicites, ces notions sont néanmoins
reliées. Ainsi, une variable accessible est-elle nécessairement libre, et, par com-
plémentarité, une variable liée, inacessible.

Faut-il donc croire que la notion de variable accessible ou inaccessible soit la
distinction la plus pertinente, et que la notion de variable libre ou liée n’est qu'un
héritage du cas implicite ol ces deux notions sont confondues ? Cela n’est pas
évident, car deux arguments s’opposent.

D’une part, la notion de variable accessible semble en effet plus pertinente

que celle de variable libre dans de nombreux cas : en particulier, d’un point de
vue calculatoire ou d’un point de vue de typage, il semble qu’une variable libre
non accessible ne présente pas d’intérét, car une substitution sur cette variable
appliquée au terme ne pourra qu’étre éliminée sans étre jamais effectivement réa-
lisée : dans le terme M(x<N), si x n’est pas accessible dans M, N ne pourra pas
apparaitre dans la forme x-normale du terme.
En outre, cet argument est conforté par un lemme énongant que des termes x-
convertibles (i.e. représentant le méme terme pur — i.e. sans substitutions expli-
cites ; cette notion sera définie infra) ont les mémes variables accessibles — tandis
que la x-conversion peut faire disparaitre des variables libres non accessibles.

D’autre part, la notion de variable inaccessible ne semble pas pouvoir comple-
tement supplanter la notion de variable liée. En effet, si I’on ne voulait considérer



CHAP. Il — SYSTEMES DE TYPES PURS EXPLICITES 57

que des variables inaccessibles, cela signifierait, mutatis mutandis, qu’il faudrait
que I’a-conversion identifidt deux expressions ol 1’on aurait changé une variable
inaccessible. Et donc, selon ce principe, il faudrait que, de méme que 1’on identifie
x(x—M) et y(y«M), ce qui semble pertinent (les variables ici sont inacessibles et
liées), I’on identifiat u{v—x{(y—M)) et u{(v—y(y«~M)), ce qui ne semble pas per-
tinent, car cette conversion de nom changerait le comportement opérationnel du
terme (ce qui provient du fait que ces variables sont inacessibles mais libres). C’est
pourquoi 1’on choisit, pour la définition de 1’a-conversion, la notion de variable
liée plutdt que de variable inaccessible.

Il semble donc qu’il convienne de répartir les variables en trois especes : les
variables accessibles, les variables liées, et les autres variables, qui sont inacces-
sibles mais libres, et qui pourraient porter le nom de variables dissimulées. Ces
dernieres variables posent toutefois un probleme pour identifier le calcul a un sys-
teme de récriture.

En effet, si I’on considere la regle (gc) « traditionnelle », i.e. sans y-constante,
et ot I’on remplace la notion de variable libre par celle de variable accessible, i.e.
la regle telle qu’elle est introduite dans [30] :

M{x«N) e M six ¢av(M),
on peut voir que cette regle permet, dans certains cas, la libération de variables
liées :
u(v=w){(w<y) = u{v—w).

Ici, 1a variable w est libérée. Cela pose naturellement probleme, car cela empéche
le systeme ainsi formé (la variante de Ax présentée dans [30]) d’&tre identifié a un
systeme de récriture’. En outre, cela rend la substitution implicite non composi-
tionnelle, puisque 1’on a d’une part :

u(vew)wey) — u{vew)
tandis que
(uve=w)(wey){wt} 6 (vew)iwei} = u{v<r),

ce qui est naturellement une source de problemes.

9Ce probleme est déja présent dans [30], ot il n’est pas abordé ; toutefois, I’on peut probable-
ment I’y traiter comme ici par ’adjonction de constantes destinées a étre substituées aux variables
libérées.
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Toutefois, I’on observe qu’une telle variable se trouve nécessairement en po-
sition inaccessible, et, bien mieux, qu’elle ne pourra pas €tre substituée car pour
qu’une substitution s’y appliquat (et pit étre effectuée au moyen d’une compo-
sition), il faudrait que celle-ci capturat la variable libérée, ce qui est interdit du
fait de la convention de Barendregt. C’est ainsi que vient 1’idée de dire que ces
variables apparemment libérées restent en fait sous controle, et, pour matériali-
ser ce contrdle, on les considere comme des constantes et les représente par une
construction 7y, (qui peut étre implantée de différentes manieres, mais que I’on
peut se contenter de considérer comme une constante). Ainsi, I’on obtient que la
variable, au lieu d’étre libérée comme dans la version naive de (gc), est rendue
insubstituable, i.e. remplacée par une constante.

Tout ceci permet ensuite de raisonner sur les termes a substitutions explicites
avec la notion de variable accessible, comme on raisonnait sur les termes a subti-
tutions implicites avec celle de variable libre. Pour augmenter la transparence de
cette nouvelle construction, on introduit la notation X, qui désigne indifféremment
la variable x ou la constante y,.

On montrera d’ailleurs infra un lemme indiquant la possibilité dans une cer-
taine mesure d’interchanger variable (substituable) et y-constante (insubstituable),
ce qui justifie en quelque sorte ce raccourci de langage, qui permet de se rappro-
cher des calculs plus habituels.

On peut vérifier que la solution ainsi apportée pallie le probleme de libération
de variables — et permet donc bien d’identifier le calcul a un systeme de récriture
d’ordre supérieur — en montrant le lemme suivant :

Lemme 2.10 : Non-libération de variables
Siu T*x) V, alors fu(U) 2 fu(V).
Démonstration.
11 suffit de montrer que si U —> V ou U =V, alors fv(U) 2 fu(V), ce que I'on
fait par cas :
a. (B): (Ay:AMN —> M(y<N).
S((Ay:AM)N) = fu(A) U fu(M)\{y} U fu(N)
2 fu(M)\{y} U fv(N)
= fu(M(y<N);
b.  (quant) : (ITy:A.B){(x<C) o Ily:A(x<C).B(x<C)
M((y:A.B)(x<C)) = (fu(A) U (fu(B)\{y})) \ {x} U (C)
= (Fv(A\{x} UA(C) U (Fv(B)\ v\ {x} U fu(C)
= (F(A\{x} U A(C) U (Fv(B\{x} U O\ yh - (%)
= fu(Ily: A(x<C).B(x<C)).
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c.  (abs) : (Ay:A.B){(x<C) - Ay:A(x«C).B(x<C)
(Ay:AB)(x<C)) = (fv(A) U (fv(B)\{yD)) \ {x} U fv(C)
= (FvA)\{x} U(C)) U (Fv(B)\ Y\ {x} U fu(C)
= (A\{x} UA(C) U (Fv(B)\{x} U OOy} (X9
= fu(1y:A(x<C).B(x<C)).
d. (app) : (AB)(x<C) 5 A(x<C) B(x«C)
F(AB)x=C)) = (fr(A) U (WB\ YD) \ (x} UM(C)
= (Fv(A\{x} U (C)) U (fv(BI\{y}\{x} U f(C))
= (Fv(A\{x} U (C)) U (fu(B)\{x} U fr(C)\{y} (X)
= f(A(xC) B(xC)).
e. (subst) : x(x<N) > N
Jv(x{x=N)) = ({(xP\{x}) U fu(N) = fu(N).
S (ge) s M(xeN) 5 M{x<y,}  six & av(M)
JvM(xe<N)) = (Fv(M)\{x}) U (fv(N) 2 M)\ {x} = fr(M{xy,)).
Dans les calculs supra, le symbole (V&) indique que [’on passe a cette ligne en
observant que les choix de noms de variables dans les termes doivent respecter la
convention de Barendregt.
Dans tous les cas, I’on obtient bien que <> et —~> ne libeérent pas de variables.
1l suffit ensuite de passer a la congruence pour étendre a - cette propriété —
en effet, il est aisé de montrer que si fy(M) 2 fv(N), alors pour tout contexte
Cl ], A(CIM]) 2 fU(C[N]) — puis de passer a la cloture réflexive et transitive pour
[’étendre a Ti() afin de conclure. Q.E.D.
I est intéressant de remarquer ici que les variables accessibles sont déja intro-
duites par R. Bloo dans [8] sous le nom de « substitutable free variables » (mot
a mot, variables libres substituables), et évoquées dans [14], bien que cette notion
ne soit ensuite pas exploitée et que les auteurs s’en tiennent a la notion de variable
libre, ce qui leur évite les complications liées a la regle (gc) évoquées supra. Leur
dénomination, toutefois, est spécialement intéressante lorsque 1’on considere la
discussion qui précede, ol I’on indique précisément que les variables n’entrant
pas dans cette catégorie sont, précisément, non substituables.

1.3. Typage

On va ici introduire diverses modifications a la notion de typage dans les sys-
temes de types purs afin de les adapter au cas des substitutions explicites. La
pertinence de ces modifications sera discutée par la suite, et ce, en particulier a la
section 2, consacrée aux propriété€s remarquables du systeme de typage.
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Définition 2.9 : assertion, contexte de typage dans les systemes explicites
Soit Tx un systeme de types pur explicite.
Une assertion de typage est un couple noté M : N, dont le sujet M et le prédicat N
appartiennent 2 ATx = ATx W {f(u|<—V|) - Au,< V)i eN x; € U, V; € ATX).
L’élément additionnel f , appelé pseudo-sorte, est un prédicat spécial introduit
dans le cadre explicite pour des raisons que I’on expliquera plus tard.
Un contexte de typage T est une suite'? finie d’assertions de typage dont les prédi-
cats sont des termes de ATx ( f exclu, donc — on reviendra plus tard sur ce point
important) et dont les sujets sont des variables ou des y-constantes. Son domaine,
dénoté dom(T') est I’ensemble des sujets des assertions de typage dont le contexte
est constitué ; son support en est la suite ordonnée, i.e. I’image du contexte par
la premiere projection canonique. Le contexte vide se note (), la concaténation
de contextes est notée par une virgule, et I’on suppose lorsque 1’on emploie cette
notation que les deux contextes ainsi concaténés ont des domaines disjoints.

Avant de définir la notion de jugement de typage proprement dite, on peut
commencer par donner quelques précisions sur les contextes, afin de pouvoir les
manipuler plus aisément. L’on adopte tout d’abord la notation suivante :

Notation :
Sil = (X;: A})i<i<n, alors :
(1) T, Xp41 @ Apyr dénote (X; 0 A i<icns s
(ii) T'\'ydénote (X; : A))jer,oul ={ie[1,n]/x; #y}.

Ensuite, on s’intéresse a la notion de sous-contexte, pour laquelle, les contextes
étant des suites et non des ensembles'!, on peut distinguer deux especes.

Définition 2.10 : relations entre contextes
Soient I' = (e;)1<i<m €t A = (f})1<j<n deux contextes de typage.

(i) On dit que I' est une restriction de A, et A une extension de I', ce que 1’on
note I' C A, si I est une suite extraite de A, i.e. il existe ¢ : [1, m]—[1, n]
strictement croissante telle que pour tout i de [1, m]], e; = foq) ;

(if) On dit que I est un préfixe de A, et A une prolongation de T', ce que 1’on
note ' C A, sim < n et pour toutide [[1, m]], e;=f:.

%t non un ensemble, comme cela était déja le cas dans le cadre des systemes de types purs
implicites — cf. note 5 p. 32

"dans le cas ol les contextes sont des ensembles, on considére habituellement la notion de
sous-contexte au sens de I’inclusion
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On peut maintenant définir I’habituelle notion de jugement de typage :

Définition 2.11 : jugement de typage dans les systémes explicites
Soit Tx un systeme de types pur explicite. Un jugement de typage est, comme
précédemment, une expression de la forme '+ vy M : N, ot M et N sont res-
pectivement appelés sujet et prédicat du jugement. Le jugement est dit valide s’il
est obtenu par dérivation a partir des figures d’inférence énoncées dans la table 3
ci-dessous. L’indice Tx sera omis dans les cas ou il n’y a pas d’ambiguité.

@7 eA
= (axiome)
'rA:p INx:ArB:o (p,0,7) € R
regl
T+ TcAB:7 (reele)

I'rA:o x ¢ dom(I)
Ix:Arx: A

(hypothese)

I''rA:B ArC:0 ACT Xx ¢ dom(I)
I''x:CrA:B

(affaiblissement)

I'rIxxAB):7 IN'x:ArM:B
I'r (Ax:AM) : (Ilx:A.B)

(introduction de IT)

I'EM : (ITx:A.B) I'EN:A
I'+ MN : B{x«<N)

(élimination de IT)

I''x:ArM:B I'rN:A
I'F M(x<N) : B(x-N)

(coupure)

FTFM:B ArN:A AeAIx Px<N)—, M
T+ P(x<N):B

(expansion)

'FM:A T'FB:o A=iB
I'-M:B

(conversion)

TaB. 3 — Figures d’inférence valides pour les systemes de types purs explicites

Il y a par ailleurs un certain nombre de conditions tacites a observer, du fait
que les termes intervenant dans un contexte sont des termes de ATx, tandis que le
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sujet et le prédicat du jugement sont des termes de ATx. Ainsi, dans la figure d’hy-
pothese (respectivement d’affaiblissement), A (respectivement C) est un terme de
ATx, et ne peut pas appartenir a ATx \ ATx. Ou encore, dans les figures de cou-
pure et d’expansion, N doit-il vérifier cette méme condition. En fait, toutes ces
conditions seront nécessairement satisfaites, comme le montrera une proposition
sur ’'usage de pseudo-sorte, dont on trouvera 1’énoncé p. 83.

Lorsqu’on donnera des arbres d’inférence, les noms des figures employées
pourront étre abrégées comme suit : (axiome) — (A) ; (reégle) — (R) ; (hypothese) —
(hyp) ; (affaiblissement) — (W) ; (introduction de IT) — (I1-I) ; (élimination de IT) —
(H—E) ; (coupure) — (7) ; (expansion) — (X) ; (conversion) — (=) ;

On peut faire différentes observations a la définition supra :

1. acoté des variables se trouvent maintenant des y-constantes ;

ii. un nouveau prédicat, f , a été adjoint;

iii. la figure d’affaiblissement est Iégerement modifiée ;

iv. deux nouvelles figures d’inférence (coupure et expansion) sont adjointes.
Ces points ont déja été ou seront bientdt discutés, mais 1’on va d’ores et déja
indiquer quelques notions importantes liées.

i. La question des y-constantes a déja été abordée au § 1.2 supra.

ii. La fonction du prédicat f sera évoquée longuement au § 2.1 infra, mais pour
pouvoir le manipuler des a présent et présenter les nouvelles figures de typage, on
introduit des maintenant les notations suivantes :

__ Notation : o _
S est la réunion disjointe Sl:d{f} et A est la réunion disjointe AW{(T, f) /o € S}

Cette simple notation donne déja une idée de 1’utilité de f : si ’on songe
que les deux ensembles ci-dessus sont destinés a se substituer a ceux qu’ils com-
pletent, on voit que le prédicat f se comporte comme une sorte et fournit au sys-
teme de typage un moyen d’identifier une sorte. Cette idée intuitive est relative-
ment juste ; elle sera développée par la suite.

La notion de sorte typable ou terminale, qui existait dans les systemes im-
plicites (cf. § 3.1 supra), conserve tout son sens, bien que les sortes terminales
semblent avoir ici acquis un nouveau type. En fait, comme on I’a déja indiqué (et
cela apparaitra de maniere plus flagrante par la suite), le prédicat f est plutdt un
mécanisme d’identification qu’un vrai type, si bien qu’il n’6te pas son sens a cette
distinction, que 1’on rappelle ici :
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Définition 2.12 : sortes typables/terminales
Soit T = (S, A, R) un systeme de types pur explicite. Une sorte o est dite ter-
minale si {c} X SN A = 0 — ou encore si ({o} X 3) NA = {(o, f)}. Dans le cas
contraire, elle est dite typable.

iii. Avant de parler de la figure d’affaiblissement, I’on peut rappeler que celle-ci
est nécessaire —et ne peut pas étre 0tée du systeme et établie comme lemme — dans
des formalismes tels que les systemes de types purs, du fait que les dépendances
entre termes et types exigent un certain nombre de vérifications de cohérence qui
doivent étre effectuées au fur et a mesure que la dérivation grandit. Si I’on compare
la figure d’affaiblissement donnée ici :

I'rA:B A+C:0 ACT
I'x:CrA:B

avec celle usuelle dans les systemes de types purs implicites (cf. e.g. [5]), on
constate que la prémisse « faible », qui dans le cas des systeémes implicites était
I'-C : o, avec I' le méme contexte que celui de la prémisse « forte » ' - A : B,
est devenue A+ C : o, avec A une restriction de I'. Ce changement repose sur
I’idée qu’il n’est pas nécessaire de pouvoir ordonner totalement les assertions du
contexte de typage : il suffit de s’assurer qu’elles ne contiennent pas de dépen-
dance cyclique. Ceci rend les dérivations plus simples, au sens ou cela évite un
grand nombre d’affaiblissements superflus, qui seraient requis pour « compléter »
A afin d’atteindre I'. Cette simplification des dérivations sera tres utile au moment
de s’assurer que les dérivations obtenues en remontant un arbre a partir de sa
conclusion sont en un certain sens plus petites que la conclusion de I’arbre, car la
nouvelle figure facilite considérablement le déplacement de cette opération « ad-
ministrative » (en tout cas sans influence sur le sujet et le prédicat du jugement)
qu’est I’affaiblissement. Ce point sera abordé au § 2.3 infra.

iv. La figure d’inférence (coupure) est celle classiquement introduite pour typer
les termes munis d’une substitution explicite. On peut étendre la correspondance
de Curry-Howard a cette figure d’inférence en I’interprétant en logique intuition-
niste comme une coupure — d’ou son nom. En effet, si I’on oublie les sujets, on lit

essentiellement une coupure :
IArB T+HA

I'-B
On obtient ainsi la correspondance dite de Curry-Howard-De Bruijn (cf. chapitre 1
§ 2.3 a propos de cette correspondance).
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En outre, cette figure d’inférence semble naturelle, dans la mesure ou 1’on peut
considérer que dans le cas des substitutions explicites, les termes (Ax:A.M)N et
M(x<N) sont des preuves identiques de leur types, puisqu’ils aboutissent a la
méme forme x-normale, i.e. se réduisent a la méme preuve sans coupure. Or le
premier des termes susdits se type de la facon suivante :

ILx:ArM:B ITMx:AB:7
m-1 .
Tr(cAM): (IxAB) ) F'-N:A
't (Ax:AM)N : B(x<N)

(- E)

Si I’on considere globalement cette figure d’inférence (en éliminant toutefois la
deuxieme prémisse, I' - IIx:A.B : 7, rendue non nécessaire par le fait que le pré-
dicat I1x:A.B n’est pas formé, si bien qu’il est superflu de vérifier sa correction),
on retrouve, en remplacant (Ax:A.M)N par M(x<N), la figure de coupure.

Cette figure d’inférence correspond a celle nommée (substitution) par R. BLoo
dans [9], hormis que les substitutions explicites apparaissent non seulement dans
le sujet du jugement mais également dans son prédicat, ce qui n’était pas le cas
chez R. BLoo, qui évoquait certaines difficultés liées aux sortes terminales impo-
sant d’utiliser des substitutions implicites dans les prédicats. Ces difficultés sont
ici traitées grace a un mécanisme nécessitant (et justifiant) I’adjonction de f , et
seront présentées plus en détail dans la partie consacrée précisément a ce méca-
nisme. Cette extension a la partie prédicative de I’usage des substitutions expli-
cites est également visible dans la figure d’élimination du quantificateur I1.

La figure d’inférence de (coupure) est également 1’équivalent, avec des noms ex-
plicites, de celle appelée (Closyy) par C. MuNoz dans [77].

Une comparaison entre ces diverses figures sera effectuée au § 2.1 infra.

La seconde figure d’inférence ajoutée par rapport au cas implicite est celle
d’(expansion), qui a un usage double. D’une part, elle est une généralisation par-
tielle de la figure d’inférence de largarge — intitulée drop en anglais — introduite
dans [30]. Cette derniere figure fut originellement introduite pour permettre a
I’équivalent pour le calcul Ax des types a intersection de caractériser la normalisa-
tion forte, comme le fait ce systeme dans le cas implicite. En effet, en ne prenant
pas en compte certains termes appliquant des substitutions explicites sur des va-
riables inaccessibles, le systeme employant uniquement la coupure pour typer les
termes ayant au sommet une substitution ne permettait pas le typage de certains
de ces termes toutefois fortement normalisants. Ainsi, cette figure de largage aug-
mente la puissance du systeme en lui permettant de typer plus de termes. D’autre
part, la figure d’(expansion) généralise plusieurs figures permettant de « faire re-
monter » des substitutions explicites. Une discussion plus précise des fonctions de



CHAP. Il — SYSTEMES DE TYPES PURS EXPLICITES 65

cette figure d’inférence sera effectuée ultérieurement au § 2.1, consacré a 1’étude
d’(expansion), ou I’on en donnera un exemple d’utilisation.

On a déja mentionné, a propos de 1’affaiblissement, la nécessité dans laquelle
on se trouvera de considérer une forme d’ordre sur les dérivations, cet ordre re-
posant sur leur structure de maniere a étendre la notion, usuelle, de sous-arbre
propre. Cet ordre sera introduit au § 2.3, mais I’on va d’ores et déja indiquer quels
sont les éléments caractéristiques d’une dérivation sur lesquels on se reposera pour
le définir :

Définition 2.13 : neweuds principaux et sous-arbres d’une dérivation

Soit (z) une dérivation. On lui associe un entier P(w) et un ensemble de sous-
arbres S(w), définis inductivement comme suit :

si (w) = Tes A) alors {P(w) =0
R S(w) =0
si (@) = —(O-’ DeA alors Pla) =1
‘ ot “ ‘ S(@)=0
si (@) = () (m) ® alors P(w) = P(m) + P(mr) + 1
@ S(w) = S(my) U S(m2)
- )_(1 | P(w) = P(r) + 1
si (@) = p (hyp) alors S(w) = S(r) U )
(1) (72)
. _T'rA:B A+rC: 0o P(w) = P(my)
@ == cra.g W alos {S(w) — S(m)) U {m)
S (@)= (1) (m) - Jdors {P(w) = P(m) + P(m) + 1
S(w) = S(my) U S(m2)
i (@) = () (m) . alors {P(w) = P(m) + P(m) + 1
‘ T\ S@) = Sm) U S(m)
S ()= (1)  (m) " alors P(w) = P(my) + P(my) + 1
‘ T T S@) = S(m) U S(m)
si (@) = () (ma) " alors P(w) = P(m) + P(mr)
@ S(w) = S(my) U S(ma)
S (o) = (1)  (m) . alors P(w) = max(P(m), 1) + P(r)
‘ @ B - | S@) = S(ry) U S(my)
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Comme on I’a fait remarquer a propos de la figure d’affaiblissement, dans les
systemes de types purs existent des dépendances complexes entre variables, entre
autres dans les contextes. On va maintenant donner quelques définitions concer-
nant ces dépendances, a la suite de quoi on exposera certains éléments remar-
quables des dérivations, avant de s’intéresser de plus pres aux contextes.

Dans toute la suite de ce chapitre, on s’efforcera de respecter les conventions
d’écriture suivantes : les lettres latines minuscules désignent des variables; les
lettres latines majuscules, des termes ; les lettres grecques minuscules, des sortes
(ou, lorsqu’elles sont surmontées d’une barre, une sorte ou le prédicat pseudo-
sorte) ; les lettres grecques majuscules, des contextes de typage.

Dépendances entre variables

Les dépendances entre variables revétent une importance particuliere requé-
rant une attention spéciale. En effet, le fait que les variables assignées dans le
contexte puissent intervenir dans les prédicats suivants — ce qui d’ailleurs impose
I’ordonnancement!? des contextes — crée certaines contraintes pour la vérification
de la correction des types employés.

Les dépendances en question sont décrites par le lemme suivant :

Lemme 2.11 : Dépendances dans les systemes de types purs explicites
Soient = = u; : Vy,...,u, : V, un contexte de typage et X : Y une assertion tels
que le jugement = + X : Y soit valide. Alors :
() av(X)Uav(Y) C dom(E);
(@) Yi € [1,n] (av(Vy) CHu; /1< j<i}).
Démonstration.
L’on procede par induction structurelle sur [’arbre de dérivation du jugement
=+ X : Y en discriminant selon la derniere figure d’inférence employée :
_ @.7) e A
a. (axiome): ———
Fo T
(i) Ce point est évident car av(X) U av(Y) = 0 = dom(E).
(ii) Ce point est trivial car E est vide.
'rA:p Ix:ArB:o (p,o0,7) € R

b (regle): TFIcAB: 7

'2au moins partiel, comme on I’a fait remarquer précédemment
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(i) av(X)Uav(Y) = av(TTx:A.B)Uav(t) = av(A)U (av(B)\ {x}). Or I’appli-
cation de I’hypothése d’induction (i) aux deux prémisses donne respec-
tivement que av(A) C dom(I') et av(B) C dom(I") U {x}, ce qui implique
av(B) \ {x} € dom(I'). Et donc av(A) U (av(B) \ {x}) € dom(I").

(ii) Ce point résulte directement de I’application de I’hypothese d’induc-
tion (ii) a la prémisse I - A : p.

FA: o x ¢ dom(I')
IN'x:Arx: A

r
c. (hypothese) :

(i) L’application de [’hypothése d’induction (i) donne av(A) C dom(I').
Par ailleurs, deux cas se présentent :
1°) X = x, et av(A)Uav(x) = av(A)U{x} C dom(I")U{x} = dom(',x : A);
2°) X =y, et av(A) U av(x) = av(A) C dom(I) U {y,} = dom([',x : A).
(ii) Soitu; € dom(Z) = dom(I',x : A). Il y a deux possibilités.
1°) u; € dom(I'), auquel cas la propriété découle directement de I’appli-
cation de I’hypothese d’induction (ii) a la prémisse ' v A : o
2°) u; = X, auquel cas V; = A; or par I’hypothese d’induction (i) appli-
quée al' + A : o, ’on obtient que av(A) C dom(I') = {u; /1 < j < i}.

I''tA:B ArC:0c ACIT x ¢ dom{)

d. (affaiblissement) : = CrA B
X :

(i) L’application de I’hypotheése d’induction (i) a la prémisse '+ A : B
donne av(A) U av(B) C dom(I'), ce qui implique le résultat désiré car
dom(I') C dom(I', x : C) = dom(E).
(ii) Soitu; € dom(Z) = dom(I', x : C). Il y a deux possibilités :
1°) u; € dom(I'), auquel cas la propriété découle directement de I’appli-
cation de I’hypothese d’induction (ii) a la prémisse ' + A : B.

2°) u; = X, auquel cas V; = C; or par I’hypothese d’induction (i) appli-
quée a A+ C : o, on a av(C) C dom(A). L’application dom étant un
morphisme de [’ensemble des contextes muni de ’ordre partiel C sur
BV Uy, /u e V}),O), l'onadom(A) € dom(I) = {u; /1< j<i}
et ’on tire de tout cela que av(C) C {u; /1 < j < i}.

I'-IIxxAB): 7 T'x:ArM:B
'k (Ax:AM) : (TIIx:A.B)
(i) av(Ax:AM)Uav(IIx:A.B) = av(A) U ((av(B) U av(M))\{x}). Appliquée

a la prémisse I',x : A+ M : B, I’hypothese d’induction (i) indique que
av(B) U av(M) C dom(I') U {x} — d’out (av(B) U av(M)) \ {x} € dom(I") —

e. (introduction de II) :
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tandis que [’hypothese d’induction (ii) appliquée a cette méme prémisse
donne en particulier que av(A) C dom(I'). De tout ceci, [’on tire bien que
av(Ax:A.M) U av(Ilx:A.B) C dom(I).
(ii) Ce point résulte directement de [’application de I’hypothése d’induc-
tion (ii) a la prémisse I - TIx:A.B : 7.
' M : (TTx:A.B) 'EN:A
I' - MN : B{x<N)

(i) av(MN)Uav(B{(x<N)) = av(M)Uav(N)U (av(B)\ {x}). Si [’on applique
I’hypothése d’induction (i) aux deux prémisses, on obtient respectivement
que av(M) U av(A) U (av(B) \ {x}) € dom(I") et av(N) U av(A) C dom(T").
De tout ceci, I’on déduit que av(M) U av(N) U (av(B) \ {x}) € dom(I').

(ii) Ce point résulte directement de I’application de I’hypothese d’induc-
tion (ii) a l'une quelconque des deux prémisses.

I'N'x:ArM:B I'N:A

I' - M{(x<N) : B{(x<N)

(i) av(M{x<N)) U av(B{x<N)) C av(N) U ((av(M) U av(B)) \ {x}). Si l'on
applique ’hypothese d’induction (i) aux deux prémisses, on obtient res-
pectivement que av(M) U av(B) C dom(I') U {x} — d’oit ’on obtient que
(av(M) U av(B)) \ {x} € dom(I") — et av(N) U av(A) C dom(I"). De tout
ceci, I’on déduit que av(N) U ((av(M) U av(B)) \ {x}) € dom(I).

(ii) Ce point résulte directement de [’application de I’hypothése d’induc-
tion (ii) a la prémisse T’ + N : A.

'rM:B ArN:A P(x«N)— M

'+ P(x<N):B

[ (élimination de II) :

g. (coupure) :

h. (expansion) :

(i) Ce point résulte directement de [’application de I’hypothése d’induc-
tion a la prémisse I' - M : B (en effet, d’apres le lemme 2.1, les sujets
de la prémisse et de la conclusion, étant x-joignables, ont les mémes va-
riables accessibles).

(ii) Ce point résulte directement de [’application de I’hypothése d’induc-
tion (ii) a la prémisse ' + M : B.

I'rM:A T+rB:oc A=xiB

'-M:B

i. (conversion) :

(i) En appliquant I’hypothese d’induction (i) aux deux prémisses, [’on ob-
tient respectivement que av(M) C dom(I') et que av(B) C dom(I'), ce qui
démontre ce point.
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(ii) Ce point résulte directement de I’application de I’hypothese d’induc-
tion (ii) a une quelconque des deux prémisses. Q.E.D.

Par ailleurs, comme on le disait supra, il est possible, dans une certaine me-
sure, d’interchanger une variable (substituable) et une y-constante (insubstituable),
en particulier dans le cas ot elles sont libres, comme I’'indique le lemme suivant :

Lemme 2.12 : Interversion de variable et y-constante
Soient y et y, respectivement une variable et une y-constante ; étant donné un
contexte & = (i; : Vi)i<i<n, ON note E{y«<y,} le contexte (u; : Vily<yyDi<i<n avec
u; =u; siu; #yetu, =y, sinon; de maniére analogue on définit E{y,«<y}.
On a alors d’une part :
(i) si(M—-E+X:Y,alors (@) - Efyey} F Xiyer ) : Yiven);
de surcroit, S(w) = S(M){y<y,};
et d’autre part :
(it) si(m) —E+ X :Y,alors (@) — E{y<y,} - X{y,«y}: Y{y,<y};
de surcroit, S(@) = S(m){y,<y};
avec, dans tous les cas, P(@) = P(n).

Démonstration.

Il suffit de prendre la dérivation et de remplacer chaque u par vy,, ou réciproque-
ment. La convention de Barendregt assure que les variables libérées au fur et a
mesure que I’on remonte dans la dérivation sont distinctes de u. Q.E.D.

Dans toute la suite, on pourra omettre les barres indiquant que 1’on a affaire a
une variable ou une y-constante en 1’absence d’ambiguité.

Contextes de typage

Certaines manipulations des contextes de typages sont nécessaires a la dé-
monstration de divers résultats, ce pour quoi I’on introduit les notions suivantes.

En premier lieu, du fait des rapports de dépendance existant entre les diffé-
rentes variables d’un contexte, il est nécessaire de définir le critére suivant :

Définition 2.14 : contexte bien formé ; justification
SoitI' = (x; : Ay,..., %, : A,) un contexte de typage.
I" est dit bien formé, ce que I’on note I' +, si pour tout i de [ 1, n]), il existe k; dans
[1,i—1]eto;dans Stelsque: (x; : Ay, ..., % P Ag) FA; 0.
En outre, si " est bien formé, on dit que I’ensemble des dérivations de la forme
(X1 Ay, ..., X, 2 Aj) FA; - o susmentionnées est une justification de T
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Par convention, 1’on fixe que le contexte vide admet pour justification 1’en-
semble vide. On peut par ailleurs noter qu’un contexte non vide admet en général
plusieurs justifications distinctes.

Par exemple, soient o et 7 deux sortes telles que o soit typable par 7 terminale
et (o, o, o) soit une regle (e.g., dans le A-cube, o = x et 7 = O).
Les contextes suivants sont alors bien formés :
— le contexte vide (), et J(OF) =0;
—(a:ob:o,x:a),etJ(a:ob:o,x:a)r)={ro:T;a:0ra:0};
—(a:o,b:0,x:a,y:b,z:a)
JWa:ob:o,x:a,y:b,z:a)r)={ro:T;a:0cra:o;b:0+b:0};
—(a:o,b:o,x:a,f :Ily.a.b)
JWa:o,b:o, x:a, f:Ily:ab)r) ={+o:T;a:0 v a:0;a:0,b:0 + [ly:a.b.o};
tandis que (a : 7,...) n’est pas bien formé.
Par ailleurs, le contexte (a : o, h : Ilu:a.0”) sera bien formé si, et seulement s’il
existe un axiome de la forme o : € et une regle de la forme (o, €, v). Pour rester
dans I’exemple des systemes du A-cube avec o = #, ce serait le cas dans le calcul
des constructions (en prenant ¢ = v = O) mais pas dans les types simples.

Remarque :
Tout préfixe d’un contexte de typage bien formé est bien formé. En outre, il admet
alors une justification incluse dans celle du contexte dont il est issu.
Cette propriété est en revanche évidemment fausse pour un sous-contexte.

On peut naturellement s’assurer que tous les contextes intervenant dans la dé-
rivation d’un jugement de typage valide sont bien formés, comme I’énonce la
propriété suivante :

Proposition 2.13 : Bonne formation
Soit = un contexte de typage tel qu’il existe une assertion X : Y tels que la déri-
vation (w) — Z + X : Y soit valide. Alors Z est bien formé. En outre, il existe une
justification de = incluse dans S(@).

Démonstration.
L’on va démontrer que = + X : Y implique 2 + en procédant par induction struc-
turelle sur [’arbre de dérivation du jugement Z + X : Y en discriminant selon la
derniere figure d’inférence employée, et en construisant parallelement une justifi-
cation J(E +).

a. (axiome) : le contexte étant vide, sa bonne formation est trivialement sa-
tisfaite. En outre, on vérifie bien que J(E +) = S(w@) = 0.
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I'rA:o
I'x:Arx: A
Par hypotheése d’induction, T + et J(I' +) C S(n), ou () désigne [’'unique
prémisse. En outre, la derniére vérification nécessaire est donnée par la
prémisse (m) — '+ A : o elle-méme. On obtient donc par définition de la
bonne formation que I',x : A v, et [’on vérifie bien de surcroit la condition
sur la vérification : en effet, I’on obtient J(I', x : A+) C S(m) U {r}.
I'A:B ArC:o ACT
I'x:CrA:B
Ce cas est analogue au précédent.
d. toutes les autres figures sont de la forme :

b. (hypothese) :

c. (affaiblissement) :

ErU:V
ERX:Y

avec, si l’on désigne par (r) la prémisse ainsi isolée, S(w@) 2 S(r). Par hy-
pothese d’induction appliquée a (rr), E+ et J(E+) C S(n), donc a fortiori
JE+r) C S(w).
On vérifie donc bien dans tous les cas la bonne formation du contexte avec la
condition requise pour la justification. Q.E.D.

Par ailleurs, pour manipuler par la suite les contextes, on aura usage de la
notation suivante :

Notation :
SoientI' = (X; : Aj)i<i<n €t A = (X; ¢ Bj)1<ic, deux contextes de méme support.
(i) Soit > une relation de réduction sur ATx. On €crit I' — A si pour tout
contexte n-adique C[ |, C[A,,...,A,] —RC[By,...,B,].
(ii) Soit =g une relation d’équivalence ATx. On écritI” =g A sipour tout i de
[1, 7], A; =& B;. On peut noter que la relation obtenue de cette fagon est de
maniere générale une relation d’équivalence sur I’ensemble des contextes
de mé&me support.
Il convient de prendre garde a ces manipulations, car elles ne préservent pas né-
cessairement la bonne formation des contextes. Par exemple, on démontrera que la
Px-réduction préserve la bonne formation du contexte, mais pas la fx-expansion :
en effet, z : = est bien formé, et (Ax: * .x)y % mais z : (Ax: * .x)y n’est pas bien
formé (cf. lemme 2.11).

Remarque :
Pour la 3x-réduction, la définition (i) équivaut a dire qu’il existe i de [ 1, n]] tel que
A; &= B; et pour tout j de [1,n] \ {i}, A; = B;.
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2. Particularités remarquables

2.1. La figure d’inférence d’expansion
L’introduction de cette figure d’inférence :

F'FM:B AFN:A P(x<N)— M
T+ P(x<N):B

(expansion)

répond a différents problemes liés aux substitutions explicites.

D’une part, et c’est 1a la principale motivation a cette introduction, elle permet
de résoudre le probleme d’interversion d’hypothéses exposé infra. On suppose
que I’on aici typé le terme (Ax:A.B) (y < C) dans un contexte I' de facon naturelle
en partant d’un typage de B dans un contexte I,y : D, x : A au moyen de I’ap-
plication successive d’une coupure et d’une introduction de I1. Si I’on souhaite
ensuite, dans une optique de réduction du sujet par exemple, typer dans ce méme
contexte le méme terme ou la substitution a été propagée Ax:A(y«-C).B(y«<C), il
est alors nécessaire d’intervertir I’ordre dans lequel les deux hypotheses y : D et
x : A sont éliminées : il faut tout d’abord effectuer la coupure, ce qui correspond
a ’hypothese y, puis effectuer une A-abstraction, ce qui correspond a I’hypothese
x. Mais le probleme dans les systemes de types purs est que les contextes sont
des listes ordonnées, et non de simples ensembles, ce qui est justifié par la pos-
sibilité que dans A occurre librement y, ce qui implique d’avoir préalablement a
la déclaration de A comme type pour x une déclaration de type portant sur y afin
de s’assurer de la correction des types et de la bonne formation du contexte, in-
dispensable a la validité des dérivations. Il n’est donc ici pas possible d’intervertir
tout bonnement 1’ordre de ces deux hypotheses a I’intérieur du contexte, comme
on le ferait dans d’autres systemes de types.

Dans le cas des substitutions implicites, ce probleéme est résolu a 1’aide d’un
lemme de substitution, lequel établitque sil,y : D,A+M : NetI'+ C : D, alors
I, Aly«C} F M{y<C} : N{y«<C}. Ce procédé permet donc d’utiliser prématuré-
ment une hypothese vouée a servir de pivot a une coupure, en répercutant sur les
hypotheses ultérieures et sur le jugement en cours les effets de la coupure en ques-
tion sous la forme d’une substitution. On résout ainsi le probleme d’interversion.

Cependant, lorsque ’on se replace dans le cadre des substitutions explicites,
on se heurte a I'impossibilité de transposer directement ce lemme : en effet, si,
dans 1’énoncé supra, M est par exemple une abstraction Ax:P.Q, le terme au-
quel on souhaite aboutir pour transposer la conclusion du lemme, (Ax:P.Q){(y«<C),
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et le terme produit par le raisonnement inductif, Ax:P(y«C).Q(y«<C), ne sont
pas, comme leurs pendants 1’étaient dans le cas des substitutions implicites, syn-
taxiquement égaux, mais simplement convertibles mutuellement en un pas de x-
réduction.

Afin que la réduction du sujet soit satisfaite dans les systemes de types purs
explicites, il faut permettre d’une maniere ou d’une autre 1’égalité de traitement de
ces termes, en prévoyant un procédé permettant de faire « remonter » les substi-
tutions — car le traitement inductif des jugements au moyen d’un lemme similaire
au lemme de substitution ne pourra que les faire « descendre » dans le terme.

Une premiere possibilité envisagée fut d’associer a chaque figure d’inférence
correspondant a une construction syntaxique inductive du terme (i.e. les figures de
formation, d’introduction et d’élimination du I1, d’hypothese et de coupure) une
figure permettant de faire remonter une substitution — ainsi, I’on associerait e.g. a
la figure d’élimination du IT la figure suivante :

I' - M{(u<U) : (IIx:A.B) I'FNu<U): A
I' - MN){u«<U) : B{(x<N)

mais cette solution présente de nombreux défauts, dont le principal est qu’elle
double le nombre de figures d’inférences structurelles, et les nouvelles figures
semblent maladroites car visiblement construites ad hoc pour remplir un besoin
particulier. Il semblait donc plus approprié de construire une figure d’inférence
spécifique pour traiter le probleme en intégrant sous forme d’une nouvelle figure
le procédé requis, d’ou I'idée d’une figure d’inférence d’expansion, qui s’ appli-
querait a un jugement dont le sujet est issu par réduction de téte de la propagation
d’une substitution, la finalité de la figure étant d’effectuer une opération, que I’on
pourrait presque qualifier d’administrative, consistant a remonter en surface la
substitution considérée. On obtiendrait ainsi une figure d’inférence de la forme :

I'-M:B  Px<N)——M
T+ P(xN): B

ou la relation —— de la seconde prémisse peut étre n’importe lequelle des axiomes
relationnels de propagation structurelle de substitution, nommément (quant), (abs),
(app), (subst) et (comp). L’application de cette figure d’inférence immédiatement
apres I’une des figures structurelles avec la relation de réduction adaptée — (quant),
(abs), (app), (subst) et (comp) correspondant chacun a I’une des cinq figures struc-
turelles, repectivement la regle de formation, I’introduction et 1’élimination du II,
I’hypothése et la coupure — permet de simuler chacune des figures d’inférence
supplémentaires évoquées supra.
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D’autre part, on se rend compte qu’en étendant la figure d’inférence présentée
supra alaregle de (gc), cette figure inclut la notion de largage, introduite dans [30]
dans le cadre d’une extension au calcul a substitutions explicites Ax du systeme D
des types a intersection :

'+M:B AFN:A  Mx<N) &M
'+ M(x<N):B

(largage).

Cette figure d’inférence permet de typer plus de termes, ce qui explique son
introduction dans le cadre du systeme D. En effet, il existe des termes non di-
vergents mais a priori non typables du fait de contraintes artificiellement impo-
sées par des substitutions « vaines » (i.e. portant sur des variables inacessibles)
rendant impossible le typage alors que ces substitutions, si leur opérande di-
verge pas, sont vouées 2 disparaitre au cours de la x-normalisation'3. Du point
de vue du systeme D, dont I’'un des principaux points forts est le fait qu’il ca-
ractérise les termes fortement normalisants, cette figure est donc indispensable.
D. DouchErTy, P. LESCANNE ET S. LENGRAND donnent I’exemple suivant (D est un
systeme de types a la Curry, i.e. sans annotations de type, cf. chapitre 1 p. 24) :
M = (y.2)(xx)){x—w); M = z{(y<xx){x<w). Le premier n’est pas fortement
normalisant, le second 1’est, mais comme 1’application d’une coupure dans le ty-
page de M’ aurait exactement le méme effet que I’application successive d’une
introduction et d’une élimination de fleche dans le typage de M, sans la figure de
largarge ces deux termes sont soit tous deux typables, soit tous deux non typables,
car les arbres permettant d’inférer leurs types, certes construits avec des figures
d’inférence différentes, partagent exactement les mémes prémisses. On voit ici
que la figure d’inférence d’expansion utilisée avec I’axiome relationnel (gc) pallie
ce probleme (on se place ici dans le cas ou x ¢ fv(P) pour simplifier) :

IF'+P:B ArN:A P(x«N)&5 P
[+ P(x<N):B

et I’on comprend I’introduction de la prémisse A - N : A : en effet, cette prémisse
peut sembler superflue dans le cas ou la propagation appliquée n’est pas (gc), car
dans ce cas, la substitution (x<N) apparait déja dans M, et il est aisé¢ de montrer
que dans ce cas N est typable, tandis que dans le cas du largage considéré ici, il
est nécessaire d’ajouter cette prémisse, précisément pour conserver cette typabi-
lité. Le fait que A soit indépendant de I' peut sembler une complication inutile,
dans la mesure ol une méme variable peut étre introduite avec deux types n’ayant

Blaquelle x-réduction est, pour mémoire, fortement normalisante
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rien a voir dans les deux contextes. Si I’on souhaite éviter cela, il est possible
d’ajouter la condition que A D I, ce qui n’affecte pas les propriétés essentielles du
systeme, et évite le probleme mentionné. On constate par ailleurs que la relation
de propagation ici présentée est [égerement plus forte que la propagation suggérée
par les considérations exposées supra. Cette extension, motivée a I’origine par des
considérations techniques, se trouve avoir du sens, comme on le verra un peu plus
loin en abordant cette figure du point de vue de la synthese de type.

Comme on le disait supra en évoquant le probleme de 1’interversion des hy-
potheses, un cas typique posant ce probleme est celui de la réduction du sujet. En
effet, ’on verra ultérieurement que la figure d’inférence d’expansion confere au
systeme la propriété de réduction du sujet, laquelle propriété n’est pas automa-
tique dans le cas des systemes a substitutions explicites. En particulier, dans les
systemes introduits par R. BLoo dans [9], cette propriété n’est pas vérifiée, et I’on
peut trouver dans [9, 10] le contre-exemple suivant :

(Ax:a.(Az:a.2)x){a+b) 7*)3 Ax:b.((Az:a.2)x){a+b).

Avant de développer ce contre-exemple, on rappelle que les systémes intro-
duits par R. BLoo, comme vu dans la partie précédente, sont fort semblables aux
systemes ci-présentés, hormis en trois points, lesquels sont, premierement, qu’ils
n’introduisent point le prédicat particulier de pseudo-sorte (qui fera I’objet de dé-
veloppements ultérieurs, mais n’est pas utile ici) ; deuxiecmement, qu’ils font in-
tervenir les substitutions explicites uniquement dans les sujets des jugements de
typage, tandis que dans leurs prédicats, ils conservent les substitutions implicites
(en particulier pour les figures d’inférence d’élimination du II et de coupure)'*;
troisiemement, qu’ils ne comportent pas d’autre figure d’inférence que celle de
coupure pour typer les termes commengant par une substitution, et ne présentent
donc point la figure d’expansion.

On va ici donner quelques arbres d’inférence de type pour soutenir le pro-
pos, et, afin d’éviter de surcharger lesdits arbres, on laissera en guise de feuilles
des jugements valides de la forme ...,u : V,... Fu : V, dont la dérivation au
moyen d’axiomes, d’hypotheses et d’affaiblissements est simple. En outre, les dé-
rivations de bonne formation de IT aisées a construire seront omises, remplacées
par le symbole (R) surmontant trois points, et le symbole ¥ représentera la feuille
(au sens ci-dessus) b:x, ... + b:x, vérification survenant dans diverses coupures,
conversions, et expansions dans les arbres présentés infra.

'“En donnant les arbres dans la version de R. BLoo, 1’on fera néanmoins apparaitre de maniere
explicite la substitution dans le prédicat par ces figures avant de la réaliser par conversion.
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Si I’on considere donc la réduction donnée supra, il est aisé de constater que
son membre gauche est typable, aussi bien dans les systemes de R. BLoo que dans
ceux définis dans la présente, pourvu que la hiérarchie de sortes du systeme per-
mette la construction des types II-quantifiés requis, ce qui est déja le cas dans des
systéemes aussi simples que A—x, comme le montre 1I’arbre de dérivation suivant :

(R)

b:xa:xx:a,z:a+7:a

b:x,a:xx:ar Aza.z:Iza.a (m)b tkalk,xlarxia
N b:x,a:xx:atr (1z.a.2)x : a{z<Xx) (e
: b:xa:*x:ar(Aza.2)x:a =
b:xa:xr (Axa.(Az.a.2)x) : Ix:a.a (HVJ) .
bt (Lra(dzaz)x ab) : (xa.a)a—b) "y

b+ (lxa(lzag)x) a—b) : Tlxb.b ©

DERr. 1 — Typage dans A—x (toutes versions) de (Ax:a.(Az:a.z7)x){a:=b)

Le membre droit de la réduction supra, en revanche, n’est pas typable, et ’on
peut facilement, a défaut de démontrer rigoureusement cette impossibilité, en dis-
tinguer le motif, en considérant une tentative de typage dudit terme, par exemple
dans A—x, qui est pourtant I’un des systemes de types purs parmi les plus simples
que I’on puisse imaginer. On obtient en effet I’arbre de synthese de type suivant :

(R)

b:x.x:b,a:xz:a v z:a 4

b x:ba:x v Az.a.z : Nz:a.a bxx:ba*+ x:a

(I-E)

b:xx:b,a:x v+ (Az:a.2)x : a © b:x,x:brb:x

R) b:x,x:btr ((Az:a.2)x)a<b) : ala<b)
: b:*,x:br ((Azza.z)x){a<b) : b
b : =+ Ax:b.((1z:a.2)x){a<b) : Tlx:b.b

bixx:b,a:x + (Az:a.2)x : a{z+<Xx)

()
=
(T-1

DER. 2 — Tentative d’inférence de type dans 1—x (version de R. BrLoo) pour
Ax:b.((Az:a.2)x){a:=b)

Le symbole 4 dans I’arbre supra indique 1’endroit ou la synthése de type abou-
tit a un conflit. En effet, a cet endroit, on a dans le contexte x : b, et I’on a besoin
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de dériver I’assertion x : a — cette contrainte provient du bas de I’arbre. Toutefois,
I’information que a et b peuvent étre identifiés a été perdue lors de 1’application
de la figure de coupure trois nceuds plus bas. La figure d’inférence d’expansion
résout ce probléme. On donne ici en guise d’exemple une dérivation dans A— :

b:x,x:b,z:a{a<b),a:* v z:ala<b) v
® o xhzalacbyrda—byatachy v
b:x,x:b,z:a{a<b) + z{a<b) : b ((;) b b:x.x:bax+xb V¥ o
b:x,x:b + Az.a{a+~Db).z{a<Db) : Tlz:b.b v 0 b:x,x:b+x{a<Db):b{a<Db) “
b:*,x:bv (Az:a.z){a<b) : Tlz:b.b b:x,x:br x{a=b): b b
b:*,x: bt (Az.a.2){a<b) x{(a<Db) : b{z—x{a+Db))

(®) b x: bt (Azaz)iacby xa—b): b ¥

: b:x,x:br (z:a.z)x){a<b) : b

b %+ Ax:b.((Az:a.z)x){a<b) : Ilx:b.b

DERr. 3 — Typage dans 1—x de (Ax:b.(Az:a.z)x){a:=b)

x)
(T-0

On voit donc que le probleme de R. Broo est ici résolu.

Dans [77], C. MuRNoz présente une maniere de conserver la réduction du sujet
pour des types dépendants dans un calcul a indice de De Bruijn Ag, qui est une
variante de Ao. Ceci est obtenu grace a une modification de la notion de réduction,
qui serait, dans un calcul 2 noms, exprimée comme suit :

(Wy:AB){(x<C) — Ay:A(x<C).B(y:A, x<C)
(ITy:A.B)(x<C) — TIy:A(x<C).B(y:A, x<C).

Dans la substitution (y:A, x<C), on remarque la présence de y:A, qui est ce que
I’on nomme un rappel de type (type reminder). Sans entrer dans les détails, cette
précaution permet de considérer dans B(y:A, x<C) que y est de type A et non
A(x+C), comme on le voit dans les figures d’inférence de type, dont on donne ici
une version dans un calcul a noms :

ILx:Ury: Vix<X} Ir-x:U
Lx:UG:V)ry: V

(Cons)

ILx:U »p:V)rA:B I'-X:U
I'r A(y:V, x<X) : B{x<X}
Cette construction permet également de résoudre le probleme de la réduction du
sujet, mais elle pose néanmoins certains problemes, en particulier liés a la figure

(Clos).
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(Clos), que C. MuRoz mentionne dans la conclusion de [77]. Ces problemes sont
résolus par la figure d’(expansion).

Une autre approche pour obtenir des systemes de types purs explicites avec
réduction du sujet est donnée a la fin de [9], s’inspirant largement de 1’article [12]
de R. BLoo, F. KAMAREDDINE et R. NEDERPELT, ou ceux-ci introduisent une notion
de systemes de types purs avec définitions. Une définition est une substitution
placée dans le contexte de typage. Dans ce systeme, la substitution est introduite
d’abord dans le contexte, au moyen des figures suivantes :

'A:o I'B: A x ¢ dom(I)
I{x<B)rx: A
'A:o I'B: A I'e-M: T x ¢ dom(I)
IL{(xB)-M:T
Apres quoi, elle peut étre introduite dans les termes :

I{x<B)rM: T
I, (x<B) F M(x<B) : T(x«<B)

En outre, il est nécessaire d’adapter la figure de conversion :

'rM:A I'+B:o I'rA=B
I'-M:B

avec I' + A = B signifiant que A et B sont joignables par fx-conversion aux sub-
stitutions survenant dans I" pres.

Cette approche résout de maniere assez satisfaisant le probleme, mais elle pré-
sente le désavantage de compliquer les notions liées aux contextes et les regles les
manipulant.

Par ailleurs, on pourrait objecter que la figure d’inférence d’expansion n’est
pas satisfaisante du point de vue de I’inférence de type, car elle effectue une forme
d’expansion du sujet. Mais en fait, c’est tout le contraire, car si I’on se place du
point de vue de la synthese de type, les figures d’inférence doivent étre lues de bas
en haut et non de haut en bas. Et si I’on considere ce sens de lecture, on peut lire
la figure d’expansion comme suit : si I’on veut typer un terme quelconque com-
mengant par au moins une substitution explicite, on peut pousser d’un cran I’une
des substitutions situées « en surface » du terme, et si I’on trouve un type pour le
terme obtenu, et que I’opérande de la substitution poussée était bien typable, alors
on peut donner au terme initial le type du terme obtenu en poussant la substitution.
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On retrouve ici I’idée somme tout naturelle et intuitive de voir les substitutions
explicites comme des substitutions « paresseuses », qui restent en place dans le
terme et ne sont propagées que lorsque cela s’avere nécessaire. Si I’on reprend les
deux dérivations supra, I’on peut voir une parfaite illustration de cette notion : en
effet, la tentative de typage de (Ax:a.(Az:a.z)x){a+b) dans la dérivation 2 au moyen
d’une coupure ayant échoué, 1’on revient en arricre et, dans la dérivation 3, I’on
effectue, au lieu d’une conversion et de la coupure, une expansion. On peut alors,
comme dans la dérivation 2, tenter une élimination de II. Cette fois-ci, comme la
substitution a été poussée d’un cran, I’information que a et b sont interchangeables
est conservée, et I’on parvient a typer x{(a<b) : b, au lieu de se heurter, comme
précédemment, a un blocage provenant du conflit entre les deux contraintes x : a
et x : b, I'information de synonymie entre a et b ayant été perdue.

Comme on le voit illustré dans cet exemple, il semble que ce mécanisme puisse
présenter un intérét certain dans le cadre de la synthese de type. En particulier, il
traite le probleme évoqué au chapitre 1 de la question délicate de la composi-
tion de la substitution. On voit en fait d’ol vient la nécessité d’avoir deux figures
pour traiter les termes commencgant par une substitution explicite : lorsque 1’on se
trouve face a un terme commencant par une substitution, deux cas se présentent :
soit on peut la traiter tout de suite au moyen d’une coupure, soit il faut retar-
der cette substitution au moyen d’une expansion. Ceci est patent dans 1’exemple
supra. Si I’on reprend la dérivation 2 (qui peut également étre vue comme une
tentative de dérivation dans les systemes présentés ici), on voit que 1’on a effectué
une coupure, mais que I’on est parvenu a un blocage, tandis que dans la dériva-
tion 3, on reprend le méme typage, mais I’on fait au lieu de cette coupure une
expansion pour retarder 1’application de cette substitution, le typage peut aboutir.

On pourrait également éprouver quelque crainte a la vue du fait que 1’on per-
mette par la figure d’(expansion) d’effectuer des compositions de substitutions, car
on pourrait ainsi construire des arbres infinis. Mais en fait, il serait parfaitement
inutile de I’appliquer deux fois 2 une méme paire de substitution, car on revien-
drait alors a la méme position relative des variables substituées en ayant simple-
ment compliqué les termes. Il faut donc admettre que cette figure d’(expansion)
peut, de méme que la conversion ou I’affaiblissement, €tre répétée inutilement un
grand nombre de fois, et se remettre a la clairvoyance de I’utilisateur — ou, le cas
échéant, de la procédure de typage — pour que cela ne soit pas le cas. L’on pour-
rait également envisager de se reposer, non plus sur Ax, mais sur un calcul muni
d’une notion de composition déterministe, par exemple comme ceux introduits
par R. Davip et B. GuiLLAUME mentionnés au chapitre 1.
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2.2. Le prédicat « pseudo-sorte »

La nécessaire adjonction du pseudo-type f provient du fait que dans les sys-
temes explicites introduits supra, les substitutions explicites sont appliquées non
seulement aux expressions intervenant comme sujet mais également comme pré-
dicat d’un jugement de typage — au contraire, par exemple, des systemes introduits
par R. Broo, lesquels, comme on peut le voir e.g. dans [9] appliquent, comme on
I’a dit précédemment, des substitutions implicites aux dernieres.

Ce choix — délibéré, et motivé par les diverses considérations sur les mérites
comparés des substitutions explicites et implicites mentionnées supra — implique
la possibilité de voir survenir d’autres types, et en particulier des types de la forme
o(x;<Ny) ... (xx<Ny). On reconnait ici, sous des substitutions que 1’on a précé-
demment qualifiées de vaines (car elles portent sur des variables inacessibles), une
sorte, et il s’avere naturellement nécessaire de pouvoir identifier d’une fagon ou
d’une autre tous les termes composés d’une sorte « cachée » sous ses substitutions
vaines et la sorte en question.

Il semble alors tout naturel de vouloir utiliser pour cette identification la figure
d’inférence de conversion de types, déja existante dans les systemes de types purs
usuels, qui s’écrit comme suit :

F'rM:A TFrB:oc A=uB
I'-M:B

(conversion)

En effet, on peut vouloir appliquer cette figure au cas ou les deux termes A et B
représentent (i.e. sont équivalents a) une méme sorte.

Toutefois, on se heurte a la vérification de correction imposée par la prémisse
I'tB : o. Le rdle, dans les systemes de types purs usuels, de cette prémisse
est d’assurer que seuls des termes représentant effectivement des types, que I’on
appelle types corrects, surviennent comme prédicat d’un jugement.

Dans les systemes de types purs usuels (implicites), on entend habituellement
par type correct un terme typable par une sorte, ou encore une sorte elle-méme
(cas des sortes terminales). Dans le cadre des substitutions implicites, on est s{r
que I’on aura jamais a effectuer de conversion sur une sorte terminale, comme le
montre le lemme suivant :

Proposition 2.14 : Types convertibles a une sorte terminale
Soit T un systeme de types pur implicite. Soient I' un contexte de typage, A : B d
une assertion et £ une sorte terminale tels que I' - A : Bet B = £. Alors B = £.



CHAP. Il — SYSTEMES DE TYPES PURS EXPLICITES 81

Démonstration.
L’on procede par induction sur la dérivation du jugement I' + A : B en discrimi-
nant selon la derniéere figure employée.

a.

b.

g.

(o,1) e A

L korT
Ce cas est évident.

'-rA:p INx:A+rB:o (p, o, 7) € R
'-IIx:AB:71

(axiome) :

(regle) :
Ce cas est évident.

I'-A: d r

(hypothese) : d x ¢ dom()

ILx:Arx: A
Ce cas est trivial car si A =g &, alors, comme & est B-irréductible, on a

A;—>f, et donc, par le théoreme de réduction du sujet 1.7, T + & : o, et par
engendrement (¢, 0) € A, ce qui contredit le fait que & soit terminale.
I'-A:B I'-C:o x ¢ dom(I)

(affaiblissement) :
I x:CrA:B
Ce cas est évident par hypothese d’induction.
) ) I'- (IIx:AB) : o I x:ArM:B
(I1 - introduction) :

'+ Ax:AM : (I1x:A.B)
Ce cas est trivial car 11x:A.B ne peut étre 3-convertible a une sorte.

' M : (Tlx:A.B) I'N:A
I' MN : B[x<N]
Dans ce cas, par le théoreme de correction des types 1.6, comme (11x:A.B)
n’est pas une sorte, I + (Ilx:A.B) : 7. On applique alors le lemme d’engen-
drement pour obtenir qu’il existe une sorte o telle que I',)x : A+ B : 0. On

(I1 - élimination) :

a alors, par le lemme de substitution 1.5, que I + B{x<N} : 0. On conclut
alors comme dans le cas c. que si B{x<~N} = &, alors (§,0) € A, et donc &
n’est pas terminale, et la propriété est triviale.

r-M:A '-B:o A=B

(conversion) :

. I'rM:B
Ce cas est évident par hypothése d’induction.
Q.E.D.

On voit donc dans ce cas qu’il est inutile d’appliquer la figure de conversion
dans le cas ou le prédicat est une sorte terminale dans le cadre des substitutions im-
plicites, c’est pourquoi il n’est pas nécessaire de prévoir dans la figure de conver-
sion le cas ou B est une sorte non typable.

Toutefois, le probleme particulier soulevé supra montre bien que, dans le cas
de substitutions explicites, ce probleme d’identification de termes mutuellement
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convertibles s’étend aux sortes terminales. Comme on 1’a vu, il semble naturel de
réaliser cette identification comme un cas particulier de I’application de la conver-
sion, puisque celle-ci permet déja d’effectuer dans un autre cadre une opération
analogue. Mais pour permettre ceci, il appert nécessaire d’étendre la prémisse
I'+ B : 0. La question qui se pose ensuite est de savoir comment la rendre a la
fois assez large pour résoudre le probleme ci-dessus, et assez stricte pour préserver
la correction.

La premiere extension qu’il semble naturel de considérer au vu de la dis-
cussion précédente est la prémisse ([+B : o) v (B € §). Cependant, cette
prémisse n’est pas satisfaisante car elle produit une figure de conversion diri-
gée. En effet, elle permet certes de passer d’un jugement de la forme '+ A
o(x1<Nyp) ... {(x<Ny) a un jugement de la forme [' - A : o, elle ne permet pas
le passage dans I’autre sens, ce qui n’est pas satisfaisant car, contrairement a ce
que I’on pourrait croire, ledit sens peut étre nécessaire, car I’on peut étre amené
a faire apparaitre des substitutions vaines (e.g. pour former un type produit dans
une optique de réduction du sujet), et non toujours a les faire disparaitre.

On peut alors envisager une extension plus large en disant que si B n’est pas
typable par une sorte, alors il doit effectivement étre une sorte, mais non étre
au sens de la trop stricte égalité syntaxique, mais étre au sens de la plus souple
Bx-conversion, ce que traduit I' - B : o) vV (B =g 7). Toutefois, il est aisé de
se rendre compte que cette prémisse ne convient pas car elle est trop large. En
effet, elle permet I’apparition non contr6lée de termes, car aucune condition n’est
imposée sur les opérandes des substitutions vaines dont elle permet I’apparition.
Et cette remarque reste un obstacle dans le cas ou I’on se contenterait d’une simple
x-conversion en adoptant la variante (I' - B : o) V (B =, 7). En effet, dans les
deux cas, I’on peut effectuer a partir d’'un quelconque jugement valide de sorte
I' - M : o la construction suivante :

l"l—M:o'(m) o(x<Q) =gy O
' M: o(x<Q)
et faire ainsi survenir arbitrairement dans les jugements de sortes (qui sont nom-
breux, car nécessaires a chaque introduction de type) un terme divergeant. La
nouvelle prémisse considérée ne peut donc convenir.

Les petits exemples que I’on vient de voir montrent bien qu’il est nécessaire
de permettre une forme de x-conversion afin de pouvoir non seulement retrancher
des substitutions vaines, mais aussi d’en ajouter, pourvu que 1’opérande de la sub-
stitution soit controlé — et par contrdlé, il est naturel dans ce contexte d’entendre

(conversion)
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typable. On ramene ainsi le probleéme a la question suivante : comment expri-
mer que B est une sorte a laquelle a été appliquée une succession de substitutions
d’opérandes typables ?

La caractérisation syntaxique des termes susmentionnés n’étant pas évidente,
on peut avoir 1’idée d’introduire un mécanisme de vérification sous forme d’un
jugement indiquant que B a la forme requise, ce pour quoi I’on introduit le sym-
bole f , qui, de méme qu’une sorte caractérise intuitivement une classe de types
(comme * et O dans le A-cube caractérisent les types de termes et les types de
types), caractérisera d’une certaine facon les types sortes, indépendamment de la
hiérachie de celles-ci. Ainsi, par un jugement de la forme I'+ B : f , on voudra
indiquer que B est un représentant possible d’une sorte quelconque. Afin de dé-
river ces jugements, on peut, a partir d’'un axiome de la forme o : f , appliquer
successivement coupures, affaiblissements et expansions pour ajouter les substi-
tutions adéquates. On remarque en particulier que la notion de largage suivante
(provenant de [30]) :

FT+FA:B ArC:D A(x<C)-89A
[+ A(x<C):B

(largage)

qui est capturée par la figure d’inférence d’expansion (cf. § 2.1), permet en pra-
tique de dériver les vérifications requises pour les termes considérés.

En outre, la notion de pseudo-sorte trouve une justification supplémentaire du
fait qu’elle possede une signification en terme de correction des types, qui sera
abordée au paragraphe suivant.

Par ailleurs, il est nécessaire ici de préciser que, bien que pour des raisons
de commodité 1’on manipule cette pseudo-sorte comme une sorte, en particulier
a I’aide des figures d’inférence d’axiome et d’expansion, il ne s’agit pas d’une
sorte, et il n’est pas envisageable de 1’ajouter a ’ensemble des sortes, car il est
notoire que les systemes comportant la sorte de toute les sortes sont en général
incohérents. Cet écueil est ici évité car ce prédicat f ne peut pas intervenir dans
I’ensemble des regles, et ne peut pas non plus apparaitre comme prédicat d’une
assertion de typage élément d’un contexte (on voit en effet que les figures d’infé-
rence (hypothese) et (affaiblissement), seules a agrandir le contexte, vérifient que
le type introduit est typable par une vraie sorte — ce que n’est pas la pseudo-sorte.
En fait, on peut méme garantir que I’usage de f n’échappe pas au cadre qu’on lui
a fixé par une proposition dont la démonstration sera donnée ultérieurement dans
ce chapitre, p. 122, du fait qu’elle utilise des résultats qui seront présentés dans
les prochains paragraphes, mais dont voici I’énoncé :
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Proposition 2.15 : Usage de pseudo-sorte
Soient I" un contexte et M : B une assertion tels que I' - M : B. Alors :
(1) siB =g f, alors il existe o € 3, X1,..s Xk € U Ny, ..., Ny € ATx des
termes tels que M = o (x;<Ny) - - - (X< Np).
(ii) siM =g, [, alors B =g, [.

Correction des types

Ces jugements de prédicat f sont tous destinés a assurer que le terme qui leur
sert de sujet est une sorte déguisée, ce qui est un rdle bien distinct de celui des
autres jugements. Pour pouvoir les distinguer, on introduit la définition suivante,
leur donnant un nom :

Définition 2.15 : jugement de sorte
On dit qu’un jugement I' - M : B est un jugement de sorte si B =g, f

Ce type de jugement est indispensable, car on ne saurait se passer de sortes
terminales, mais, dans le cas implicite, celles-ci ne sont pas traitées car, pour ainsi
dire, il ne peut rien leur arriver tant leur usage est limité — elles ne peuvent ap-
paraitre que comme type dans une vérification de la forme I' - A : 7 précédant
I’introduction de A dans un contexte dans une figure d’hypothese ou d’affaiblisse-
ment, I’introduction d’un type produit dans le cas ou A en est un, ou la conversion
d’un type équivalent 2 A en A, et elles ne peuvent pas servir de prédicat dans un
contexte de typage. Ce dernier point reste d’ailleurs vrai dans le cas explicite ;
simplement, le systeme contient un mécanisme supplémentaire pour traiter ces
sortes, mais la différence demeure entre une sorte typable uniquement par f (qui
sera terminale), et une sorte typable également par une autre sorte. Les deux cor-
respondent a une notion de correction des types, mais avec une nuance, semblable
a celle entre €tre une sorte et étre typable par une sorte dans le systeme impli-
cite. On pourrait d’ailleurs envisager, a la lumiere de ceci, de se restreindre aux
axiomes de la forme (o, 7) et (o, f ) ol p est une sorte terminale. Toutefois, il est
plus simple de conserver tous les axiomes de prédicat f , et c’est ce que I’on fera.

Le résultat suivant, le théoréme de correction des types, est indispensable dans
les systemes ou, comme c’est le cas pour les systemes de types purs, on n’éta-
blit pas de distinction syntaxique entre termes et types. Ce théoreme suppose une
caractérisation des termes ayant un comportement de type (ici, la typabilité par
une sorte ou pseudo-sorte — cf. paragraphe précédent), et établit que tout terme
apparaissant comme prédicat dans une dérivation est correct en ce sens.
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Théoreme 2.16 : Correction des types des systemes de types purs explicites
SoitI' + A : B un jugement de typage valide. Alors : 40 € S,'+B : ©.

Démonstration.
Ce lemme requiert le lemme d’engendrement qui sera démontré au paragraphe
suivant, et sera démontré a sa suite.

2.3. Ordre sur les dérivations

Les particularités des substitutions explicites font, comme on 1’a dit précédem-
ment, qu’il est parfois nécessaire, dans certains raisonnements par induction, de
reconstituter la dérivation — ce que 1’on fait au moyen du classique lemme d’en-
gendrement'> — puis d’appliquer I’hypothése d’induction aux dérivations ainsi ob-
tenues. Toutefois, celles-ci ne sont en général pas des sous-arbres de la dérivation
principale considérée, ce qui met en péril la bonne fondation de I’induction, et
indique en tout cas que la simple induction structurelle sur les dérivations ne suffit
plus. Toutefois, ces dérivations sont bien en un sens plus petites que la dérivation
principale, et il semble donc bien qu’il soit possible d’effectuer une induction bien
fondée dans ce cas, pourvu qu’on formalise de maniere correcte, i.e. en introdui-
sant un ordre bien fondé sur les dérivations de typage.

La principale difficulté est le fait que le lemme d’engendrement supprime
dans les dérivations une figure structurelle, mais repousse plus haut dans I’arbre
de dérivation, et éventuellement duplique, les éventuelles figures d’affaiblisse-
ment suivant cette derniere, et, par voie de conséquence, également les figures
conduisant a la dérivation de la prémisse faible de ces figures. Cela empéche
de considérer simplement le nombre de figures employées dans la dérivation, ce
qui elit été un moyen simple d’obtenir un ordre bien fondé sur les dérivations.
Cette difficulté rend également de considérer un ordre multi-ensemble induit par
une présé€ance plus faible pour I’affaiblissement que pour les autres figures. De
méme pour I’ordre récursif de chemin, pourtant souvent efficace dans ce genre de
contexte : le fait que I’on ne puisse savoir ni combien de fois les affaiblissements
seront dupliqués ni a quelle hauteur (i.e. derriere combien de nceuds) dans I’arbre
ils seront déplacés empéchent d’employer cette approche.

Une premiere chose a faire pour résoudre ce probleme de duplication de sous-
arbre est de « curryfier » 1’affaiblissement, i.e. de ne pas le considérer comme un
nceud binaire, mais comme un nceud unaire indicé par une dérivation :

ISLe lecteur peut se reporter a I’énoncé du lemme d’engendrement 1.4 pour les systemes de
types purs implicites afin de se remémorer la maniére dont il permet de remonter les dérivations
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FiG. 5 — « Curryfication » de I’affaiblissement

On peut, a partir de 1, identifier une sorte de « trace principale » dans une
dérivation, et s’intéresser plus spécifiquement aux nceuds intervenant sur celle-ci
en les comptant, en omettant toutefois les conversions — c’est pourquoi 1’on in-
troduit le nombre P(-) dans la définition 2.13. Toutefois, I’on ne peut pas omettre
les dérivations « auxiliaires », puisque, afin d’obtenir un ordre bien fondé, I’on
doit naturellement conserver la propriété qu’une sous-dérivation propre est stric-
tement inférieure a la dérivation dans laquelle elle apparait — c’est pourquoi on en
garde trace dans I’ensemble S(-) dans la définition 2.13. En outre, toujours pour
préserver cette propriété de sous-dérivation propre, on doit également prendre en
compte le cas particulier des conversions.

L’ordre que I’on va définir tient compte de toutes ces composantes :

Définition 2.16 : ordre de simplicité sur les dérivations
Soient () et (@) deux dérivations. On dit que () est plus simple que (@), ce que
I’on note () < (@), si I’une des trois conditions suivantes est remplie :

(i) (1) <5 (@), i.e. (1) € S(@);

(i) (m) <y, (@), i.e. S(m) € S(@) A P(n) < P(w)

(ii) (m) <, (@), i.e. S(m) € S(w) AP(r) = P(w@) A () est une prémisse de ().
On note <, I"'union de <, et <. La cloture transitive de <, que I’on dénotera par <,
est nommée ordre de simplicité sur les dérivations.

Naturellement, pour pouvoir utiliser la relation < dans des raisonnements par
induction, il est nécessaire de montrer qu’il s’agit d’un ordre strict bien fondé :

Proposition 2.17 : Bonne fondation de [’ordre de simplicité
Les assertions suivantes sont vraies :

(i) Si@gry, - >y, @ g, alors (1) € S(@y).

(ii) 11 n’existe pas de chaine infinie my >y > -« ->m; > - -

(iii) La relation < est un ordre strict bien fondé.
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Démonstration.

(i) On raisonne par récurrence sur k.
Si k =0, c’est évident par définition.
On suppose la propriété vraie pour k. Soit alors @o>, - - >, Wiy P75 ON G,
par hypothése de récurrence, que (n) € S(w,). En outre, S(w,) C S(wy),
donc (7r) € S(wy).
(ii) Soit (1;);en une suite infinie telle que pour tout i € N, m; > m;,y. Pour tout
[ € N, $0it ;> (M1, SOU T Ty, SOU T i Plusieurs cas se présentent :
1°) Il y a une infinité de »s. On a alors : m >I;§’ > Ty >];l > Ty >];2 >y, el
[’on obtient donc grdce au point (i) une suite (;,) je telle que pour tout
J» iy, soit élément de S(m;;), donc en particulier un sous-arbre propre de
i, et [’on obtient une suite infinie strictement décroissante au sens de la
relation de sous-arbre, ce qui est impossible.

2°) A partir d’un certain rang n, il n’y a plus de »s mais il y a une infinité de
>n. Onaalors : 7r,,>]j£’l>N7r,,+,-1 >’}° > Tntis >I}">N ---, et ’on obtient donc ainsi
une suite (P(myyi;)) jen, qui est une suite infinie strictement décroissante
d’entiers naturels, ce qui est impossible.

3°) A partir d’un certain rang n, il n’y a plus que des >y. Dans ce cas, la
suite (7, j) jen est une suite infinie strictement décroissante au sens de la
relation de sous-arbre, ce qui est impossible.

Dans tous les cas, I’on est parvenu a une impossibilité.

(iii) L’irréflexivité de cette relation découle de celle, évidente, de <, et sa tran-
sitivité découle directement de sa définition. Sa bonne fondation découle du
point (ii).

Cet ordre sera beaucoup utilisé dans les raisonnements par induction liés aux
systemes de types purs explicites. On peut se demander pourquoi I’on a besoin de
ce raffinement, au lieu de se contenter de I’induction structurelle basée sur 1’ordre
de sous-arbre, utilisée usuellement dans les systemes a substitutions implicites ou
dans d’autres systémes a substitutions explicites comme [9, 13, 77, 68]. Cela est
essentiellement di a deux facteurs : d’une part, des problemes spécifiques liés aux
substitutions explicites intervenant dans la démonstration de réduction du sujet,
et d’autre part le choix fait ici d’employer des substitutions explicites partout, y
compris en prédicat d’assertion de type.

En ce qui concerne le premier point, la difficulté vient du fait que la coupure
« saute » une étape par rapport a une introduction et élimination de IT consécutives,
ce qui fait que I’on a besoin d’utiliser le lemme d’engendrement pour reconstituer
le typage un peu plus haut, afin d’obtenir les prémisses dont on a besoin pour
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la coupure. Dans les autres systemes explicites, cela ne pose pas de probleme,
car on a besoin des résultats du lemme d’engendrement tels quels. Mais dans les
systemes présentés ici, du fait que 1’on est obligé de faire la démonstration de
réduction du sujet avec une notion de réduction parallele (ceci est dii a la figure
d’expansion, ce point sera abordé au § 3.2), on peut avoir besoin d’appliquer une
hypothese d’induction a ces résultats.
En ce qui concerne le second point, ce choix oblige de faire grand usage de la
figure de conversion afin de récupérer les types d’origine, toujours par exemple
dans I’optique de réduction du sujet. Et de méme que pour le point précédent,
cela peut rendre nécessaire d’appliquer une hypotheése d’induction aux résultats
du théoreme de correction des types.

On remarque en particulier que cet ordre contient 1’ordre de sous-arbre propre,
ce qui sera utile lors des raisonnements par induction a venir. Par ailleurs, afin de
préciser les choses, on peut donner quelques propriétés supplémentaires :

Proposition 2.18 : Propriéiés liées a I’ordre de simplicité
Soit (@) — Z+ X : Y une dérivation. Si P(w) = 0, alors X € Set Y = [.

Démonstration.
On raisonne par induction structurelle sur (@). La derniere figure employée ne
peut étre que (axiome), (affaiblissement) ou (conversion) :
a. (axiome) : la propriété est évidente ;
b. (affaiblissement) : soit (1) — '+ X : Y la premiere prémisse ; on a alors
P(rr) = P(w) = 0, et il suffit d’appliquer I’hypothése d’induction a (r);
c. (conversion) : soit (m) —E+ X : Y avec Y' =, Y la premiére prémisse;
on a alors P(r) < w = 0, et I’on peut donc appliquer I’hypothése d’induc-
tiona (n), donY =g, Y' = f;

et donc dans tous les cas, [’on obtient bien que Y = f Q.E.D.

3. Propriétés

Dans ce paragraphe, on étudie des propriétés générales des systemes de types
purs explicites définis ci-dessus. En particulier, on démontre qu’ils vérifient une
notion de correction des types — a propos de cette notion, on pourra se reporter
a la section relative au prédicat pseudo-sorte — et la réduction du sujet. Aupara-
vant, on établit quelques lemmes utiles pour reconstituer I’arbre de dérivation d’un
jugement valide.
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3.1. Lemmes de dérivation

Maintenant viennent les lemmes de dérivation, et pour commencer un ré-
sultat d’affaiblissement, énoncant que I’on peut rajouter des hypotheses dans le
contexte :

Lemme 2.19 : Affaiblissement
Soient O, =, X trois contextes, w une variable, X, Y, Z trois termes, v une sorte
tels que les dérivations (w) — O,Z+ X : Y et (1) — £ + Z : v soient des jugements
valides, et que X C O. Alors (@’) — O,w : Z,Z+ X : Y est un jugement valide.
En outre, P(w’) = P(w) et S(w’) = S(w) U {n}.
Démonstration.
On procede par induction structurelle sur la dérivation (@).
On peut traiter a part le cas ou E = (), qui se résout par [’application d’une
simple figure d’affaiblissement. Sinon, on distingue différents cas selon la derniére
figure appliquée dans (@) :
@.7) e A
Fo:T
On est nécessairement dans le cas o 2 = ().
'rA:p Ix:ArB:o (p,0,7) € R

b. (regle) :
I'rIlIx:AB: 7
On appelle les deux prémisses respectivement (my) et (m,). Par hypothese

d’induction, (7)) —O,w : Z,ZE+ A :pet (1) -O,w: Z,E,x: ArB : o,
et P(n) = P(m;) et S(rr}) = S(m;) U {x}, et Ion peut alors conclure par une
figure de regle.

a. (axiome) :

FA: o x ¢ dom(I)
Ix:Arx: A
On appelle la prémisse (my). Par hypothese d’induction, [’on dérive alors
(my) —O,w : Z,E+ A : 0, avec P(ry) = P(mg) et S(nj)) = S(mo) U (r}, et
[’on peut conclure par une figure d’hypothese.
'rA:B A+C: ACT dom(I"
d. (affaiblissement) : 7 x ¢ dom(T)
I'x:CrA:B

On appelle les deux prémisses respectivement (1)) et (). On peut supposer
que ’on n’est pas dans le cas ou E = (). Par hypothese d’induction, [’on
a(@)-0,w:Z,E+A:Bavec E =2, x:C, et 'on obtient alors que
P(r)) = P(m) et S(n') = S(my) U {r}, et I'on peut conclure au moyen d’une
figure d’affaiblissement :

r
c. (hypothese) :

(7)) (72) N
®,w:Z,E’,x:Cr—A:B(

)
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I'-Tx:AB):7 INx:A+M:B
I'r (Ax:A.M) : (Ilx:A.B)
Ce cas est analogue au cas b.
e e I'M: (Ilx:A.B) I'EN:A
[ (élimination de I1) :

I' - MN : B{x<N)
Le cas est analogue au cas b.
I''x:ArM:B I'EN: A
g. (coupure) :
I'- M{(x<N) : B{x<N)
Le cas est analogue au cas b.
'rM:B ArN:A P(x«N)— M

I'P(x<N):B
Le cas est analogue au cas b.
I'rM:A T+rB:o A=xiB

'-M:B
Le cas est analogue au cas b. Q.E.D.

e. (introduction de II) :

h. (expansion) :

i. (conversion) :

Le lemme suivant permet d’initialiser un arbre de dérivation :

Lemme 2.20 : Initialisation pour les systemes de types purs explicites
Soit I' un contexte ayant une justification J(I' ). Alors :

= = — — _ P(w) =P(0:7T)

(i) si(c:7) € A, alors (w)-T'+0:7, et{ S@) = JT+)

(i) siI' =0,x: A,E, alors (w) -T'+Xx: A.
Démonstration.
Les deux points découlent directement du lemme précédent. Pour le point (i), la
condition sur P(w) et S(w) est vérifiée car lorsque [’on applique répétitivement
le lemme précédent, P(w) ne change pas, et S(w) s’enrichit a chaque fois d’une
dérivation appartenant a J (I +). Q.E.D.

Le lemme suivant, dit d’engendrement, est fondamental, car il est particulie-
rement utile lorsque 1’on souhaite raisonner sur la structure d’un terme typable :
en effet, il permet de reconstituer étape par étape la dérivation et le prédicat d’un
jugement de typage en fonction de la structure de son sujet. On peut se concentrer
ainsi sur les figures « importantes » (i.e. structurelles) en n’ayant pas a se préoc-
cuper des figures « administratives » (i.e. n’affectant pas le sujet). Toutefois, la
contrepartie de cela est que les arbres obtenus ne seront pas de vrais sous-arbres,
et I’on voit ici 'utilité de 1’ordre de simplicité, qui permettra néanmoins de les
considérer comme des arbres plus petits que celui dont ils sont issus afin de pou-
voir raisonner par induction sur I’arbre que 1’on souhaiterait avoir plutdt que sur
celui qui est donné.
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Lemme 2.21 : Engendrement pour les systemes de types purs explicites
Soient Z un contexte et M : T une assertion tels que la dérivation (@) —-E2+F M : T
soit valide. Alors: _

(i) si M=ceS alors d7€S

(T=px7T AN (T:7) €A
(ii) si M=X alors d7e€ S AU e ATx
(m)) —E+U:7 A (xU)e & A T =4, U)
(iii) si M =TIx:A.B alors d(p,0,7) € R
(m)-ErA:p AN (m)-E,x:ArB:o A T=g1)
(iv) si M=Ax:AB alors d7e€ S dC e ATx
() —E+(IIx:AC):7 A (m)—E,x: ArB:C A T =4 IIx:A.C)
(v) si M=AB alors dC,D e ATx
(m)—ErA:(IIxxCD) A (m)-E+B:C A T =g D(x<B))
En outre, dans tous les cas, pour chaque i, (7;) <, (@).

Démonstration.

Lorsque ’on considere les formes des sujets des différentes figures d’inférence,
on voit que la derniere figure appliquée dans le typage de =+ M : T ne peut étre
que (affaiblissement), (conversion), ou la figure adaptée a la forme de M — dans
l’ordre, de (i) a (v) : (axiome), (hypothese), (regle), (introduction de I1), (élimina-
tion de I1). En outre, comme (affaiblissement) et (conversion) ne changent pas le
sujet, et qu’il faut bien que le celui-ci ait été introduit a un moment quelconque,
nécessairement la figure que ’on qualifiait d’adaptée a dii étre employée.

Plus formellement, I’on va montrer par induction sur la dérivation de 2+ M : T
que la propriété souhaitée est vérifiée. L’on discrimine selon la derniere figure
appliquée. Seules trois figures ont pu étre appliquées : la figure adaptée, celle
d’affaiblissement ou celle de conversion.
1°) Si c’est la figure adaptée, les prémisses de la figure sont les conclusions
auxquelles on veut aboutir, et la propriété est donc satisfaite. En outre,
comme, si (m;) est une prémisse de @ pour ['une des cing regles consi-
dérées, on a (cf. définition 2.13) que P(n;) < P(w) et S(r) C S(w), i.e.
(1) <y, (@)
I'tA:B ArC:0 ACI x ¢ dom{)
I'x:CrA:B
On appelle respectivement (w’) et (w”) les deux prémisses. On applique
[’hypothese d’induction a la prémisse (@'’), ce qui donne des résultats de
la forme (rr}) — I,0 F X 'Y, avec l'inégalité (n}) <, (@), alors que ['on
souhaite obtenir les mémes résultats avec le contexte I', x : C,®. On utilise

2°) (affaiblissement) :
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alors le lemme d’affaiblissement 2.19 pour obtenir (n;) - I',x : C,0 - X : Y.
De plus, on a d’une part P(m;) = P(n)) < P(w’') = P(w), et d’autre part
S(m) = S(r) U{(@”)} ¢ S(@') U {(@”)} = S(w@), si bien que (m;) <, (m).
'rM:A TrB:oc A=xiB
I'M:
Dans ce cas, ’application a la prémisse (') — '+ M : A de I’hypothese
d’induction satisfait la propriété, et ce, avec a fortiori les inégalités souhai-
tées, car P(w’) < P(w), et S(w’) C S(w).
Dans tous les cas, on obtient le résultat voulu. Q.E.D.

3°) (conversion) :

On peut donc maintenant démontrer le théoréme de correction des types, dont
on rappelle I’énoncé, déja donné p. 85 :

Théoreme : correction des types dans les systemes de types purs explicites
Soit (w) — '+ A : B un jugement de typage valide. Alors il existe o € S tel que
(r) —=T'+B : 7. En outre, (1) <, (@) si B # f, et P(r) = 0 et S(m) égal a une
justification de I sinon.

Démonstration.
L’on procede par induction sur ’ordre de simplicité, en discriminant selon la
derniere figure employée dans la dérivation du jugement T + A : B :
@.7) e A

FOo:T
Ce cas est trivial, car (1) — + 7T : f, et P(r) = 0 et S(m) = 0 = S(w) =
J (O F), ce qui donne bien les inégalités souhaitées.

'-A:p INx:ArB:o (p,0,7) € R

b. (regle) :
(, 8 )_ I'FTIx:AB: 7 .
Nécessairement, T # |. Ce cas est évident : par le lemme d’initialisa-

tion 2.20, on obtient (m)—1' + 7 : favec Pr)=0<P(w)etS(r) = JT+),
ou J(I' v+) est la justification de I" donnée par le lemme de bonne forma-
tion 2.13, et vérifiant donc J(' +) C S(w). Et donc, en rassemblant ces
inégalités, I’on obtient que () <, ().
'tA: o x ¢ dom(I)
ILx:Arx: A

Nécessairement, T # |. Ce cas est évident : la prémisse est exactement ce

que [’on veut montrer, et [’on vérifie bien l’'inégalité souhaitée par définition

de P(-), S(-) et <.

o I''tA:B ArC:0 ACTI x ¢ dom(I)

d. (affaiblissement) : T+ CrA B

On appelle respectivement (@w’) et (w") les deux prémisses. Par hypothése

a. (axiome) :

c. (hypothese) :
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d’induction appliquée a (w'), on obtient (') — '+ B : T et [’on peut appli-
quer une figure d’affaiblissement :

(") (@)
I'tB:7 Al—C:o‘(W)
INx:CrB: 7T

pour obtenir une dérivation () avec P(rn) = P(n') et S(n) = S(n') U {w”},
qui donne la conclusion voulue avec les inégalités souhaitées.
I'-Tx:AB):7 INx:A+M:B
'k (Ax:AM) : (IIx:A.B)
Ce cas est évident : la premiére prémisse est exactement ce que |’on veut
montrer, et, comme T1x:A.B # f, [’on vérifie bien ’inégalité souhaitée par
définition de P(-), S(-) et .
S I'EM: (IIx:A.B) I'EN:A
[ (élimination de II) :
I'F MN : B{x<N)
On appelle respectivement (w’) et (w") les deux prémisses. Par hypotheése
d’induction, on obtient (') — T + (Ilx:A.B) : 7 et (n') <, (@’), donc, par le
lemme d’engendrement (2.21), il existe o telle que (n"")—T',x: A+B: o et
(") <, ("), et donc (n"") <, <\ (@), et a fortiori (77) <, (@’).
En outre, T est contexte d’un jugement valide, donc, par le lemme de bonne
formation (2.13), on a T + avec la justification (I +) = S(@”), et donc,
par le lemme d’initialisation (2.20) i., ona (Y)—T' + o : favec Py) =0et
SW) =9 T r)=8(@"), et I'on effectue alors la dérivation (i) suivante :

e. (introduction de II) :

(7_(’/) (w.ll)
I[Lx:ArB:o TrN:A W)
T+BxeN):o(x<N)  Tro: [
[FB(xN): o ©

avec P(rr) = P(n")+ P(@’)+ 1 + PWY) < P(@’) + P(@”’) + 1 = P(w) et
S(r) = S(") U S(@”’) USWH) C S(w’) US(@”) = S(w),; d’oit ’'on peut
conclure que () <, (@).
I''x:ArM:B I'N:A
I' - M{(x<N) : B{(x<N)

On appelle respectivement (w’) et (w'") les prémisses. Par hypothese d’in-
duction appliquée a (@’), [’on obtient (') —T',x : A+ B : 0.

En outre, I est contexte d’un jugement valide, donc, par le lemme de bonne
formation (2.13), on obtient qu’il existe une justification J(I' +-) telle que

g. (coupure) :
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J@Tr) =8S(@”), et donc, par le lemme d’initialisation (2.20) i., on obtient
que W) T+ o : f avec P(Y) = 0et SW) = J(T +) = S(@”). Deux cas se

présentent :
1°) B # f, et donc (1) <, (@’), et I'on effectue la dérivation () suivante :
(') (@”)
Lx:ArB:o TrN:A W)
I'+ B{x<N) : 0(x<N) Y Tro: f
T+ BxN): o ©

et I’on a comme précédemment P(n) = P(n')+P(@”)+PW)+ 1 < P(w),
et S(r) = S(") US(@”) U SW) € S(@') U S(@"”) = S(w), d’oit I’'on
peut conclure que () <, (@).

2°) B = f Dans ce cas, d’apres la proposition 2.13, il existe une justifi-
cation J (T +) telle que S(p) = JT' +) C S(@w”) C S(w). Par le lemme
d’initialisation 2.20 (i), l’on obtient () — ' f : f avec P() = 0 et
SW) = J(T +). On peut alors obtenir la dérivation (1) suivante :

W) (@)
Tr[:f TEN:A
T+ [(xN): [ 0

On remarque que ’expansion ici est légitime, car comme A apparait dans
le contexte de la premiere prémisse, il s’agit nécessairement d’un terme
de ATX. Par ailleurs, S() = JT'+) € S(@”) C S(w). On en déduit
S(m) = SWW) U S(@”) C S(w), et I’'on obtient également I’inégalité
souhaitée du fait que P(rn) = P() + P(w”) = P(w”) < P(w).
'rM:B ArFN:A AeATIx PHxeN) — M

'+ P(x<N):B
Ce cas est évident : I’hypothese d’induction appliquée a la premiere pré-
misse donne exactement ce que l’on veut montrer.
'rM:A T+rB:oc A=xiB

'-M:B

Ce cas est évident : la seconde prémisse est exactement ce que [’on veut
montrer. Q.E.D.

h. (expansion) :

i. (conversion) :

Remarque :
Avec le lemme d’engendrement et le théoréme de correction des types énoncés ici,
on voit que 1’on peut, dans un raisonnement par induction sur 1’ordre de simplicité,
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appliquer I’hypothese d’induction a des dérivations issues de celle considérée par
toute combinaison des trois opérations suivantes :

— sélection d’un sous-arbre propre ;

— application du lemme d’engendrement ;

— application du théoreme de correction des types.

3.2. Réduction du sujet

Ce paragraphe contient un résultat fondamental, dont on entend habituelle-
ment pouvoir disposer dans un systeme de types pour pouvoir le considérer « ap-
proprié ». Il indique que le comportement calculatoire d’un terme n’a pas d’in-
fluence sur son type, et comme on 1’a indiqué au § 2.1, il s’en faut de beaucoup
que I’établissement de cette propriété dans le cadre des substitutions explicites
soit évident. La démonstration étant assez lourde, on va en donner tout d’abord
une idée générale.

Comme on I’a dit au § 2.3, I’'une des difficultés réside dans la figure d’expan-
sion. En effet, celle-ci a pour effet, dans certains cas de « mettre en commun » des
sous-termes, comme dans 1’exemple suivant :

I'rUx«W)V{x<W): Y ArW:T
' (UV)(xW): Y

Dans ce cas, si la réduction a lieu dans le sous-terme W — i.e. est de la forme
(UV)xe=W) — (UV){(x<W’) — il est nécessaire de faire plusieurs réductions
dans la prémisse pour parvenir 2 U(x<~W’) V(x<W’) qui permet de réappliquer
la figure pour conclure, et I’hypothese d’une réduction simple ne permet donc pas
de passer a I’induction. On va donc devoir employer, contrairement a I’usage, une
notion de réduction parallele, et I’on ne pourra par conséquent pas séparer les ré-
ductions effectuées dans le contexte de celles effectuées dans le sujet. C’est 1a,
comme on I’a déja indiqué au § 2.3, la motivation pour I’introduction de 1’ordre
de simplicité : en effet, avec une réduction parallele ayant lieu a la fois dans le
contexte et dans le sujet, on ne peut pas laisser tels quels les résultats du lemme
d’engendrement ou du théoréme de correction des types, mais on doit leur appli-
quer I’hypotheése d’induction. Or ces résultats ne sont pas en général des sous-
arbres de la dérivation considérée, bien qu’ils semblent intuitivement plus petits.
L’ordre de simplicité est précisément la notion convenant pour indiquer en quoi
ils sont plus petits.
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Avant d’entamer la démonstration de réduction du sujet proprement dite, il
est nécessaire d’établir certains lemmes. On commence par un lemme permettant
d’effectuer des conversions dans le contexte.

Lemme 2.22 : Conversion de contexte
Soit ® + X : Y un jugement de typage, et soit ®" un contexte bien formé tel que
O =4, 0. Alors @ F X : Y.
Démonstration.
On procede par induction sur la dérivationde ® + X : Y.

a.

_ @.7) € A
(axiome) : —————
FO T
Le cas est trivial : @ = ©" = ().
'rA:p Ix:ArB:o (p,0,7) € R

ogle) :
(regle) [FTIx:AB: 71
Par hypothése d’induction, I'" + A : p. On en déduit par ailleurs en parti-

culier que 1", x : A est bien formé, ce qui permet d’appliquer I’hypothése
d’induction a I’autre prémisse, ce qui donne I"",x : A+ B : 0. On conclut
alors par ’application de la figure de regle.
R I'tA:o x ¢ dom(I)
(hypothése) Tx:Arx:A

Ona® =T1",x: A" @ est bien formé donc I"" + A’ : 1, ce que [’on note
(1). Par ailleurs, par hypothese d’induction, I + A : o, d’ou, par le lemme
d’affaiblissement, I, x : A"+ A : o, ce que I’on note (2). On effectue alors
la dérivation suivante :

(n -
U ox: AP A ()
' x:AFx:A ©

qui permet de conclure.
I''rA:B ArC:0 ACT x ¢ dom(I)

I'x:CrA:B
Ona® =T1",x:C". 0 estbien formé doncT’' + C' : 1, ce que I’on note (1).

Par ailleurs, par hypothese d’induction, I" + A : B, d’ou, par une simple

(affaiblissement) :

figure d’affaiblissement, I, x : C' + A : B.

I'Tx:AB):7 INx:A+M:B
I'r (Ax:AM) : (Ilx:A.B)
Pour conclure directement par hypothese d’induction comme au cas b., il
suffit de montrer que le contexte I, x : A est bien formé. Or, par hypothese

(introduction de I1) :
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d’induction, T + 1Ix:A.B : 1, et il suffit d’appliquer le lemme d’engendre-
ment pour avoir I’ + A : p.
I'-M: (IIx:A.B) '-N:A
'+ MN : B{x<N)
Ce cas est direct par hypothese d’induction.
I''x:ArM:B I'N:A
g. (coupure) :
' M(x<N) : B(x<N)
Pour conclure directement par hypothese d’induction comme au cas b., il
suffit de montrer que le contexte I, x : A est bien formé. Or, par hypo-
these d’induction, T" + N : A, donc d’une part T est bien formé, et il suffit
alors d’appliquer d’autre part le théoreme de correction des types a cette
assertion pour obtenir que 1", x : A est bien formé et conclure.
'rM:B ArFN:A P(x«N)— M
I'P{(x<N):B
Ce cas est direct par hypothese d’induction.
'rM:A T'rB:o A=iB

[ (élimination de I1) :

h. (expansion) :

i. (conversion) :

'-M
Ce cas est direct par hypothese d’ mductmn
Q.E.D.

Les lemmes suivants concernent les substitutions, qui sont ici explicites et non
plus implicites, selon I’optique que I’on a déja évoquée plus haut.

Lemme 2.23 : (Gc)-expansion
Soient I' F C[M{y<y,}] : B et A+ N : A deux jugements de typage valides, ou y
est une variable non accessible dans M. Alors I' - C[M(y«<N)] : B.

On va en fait démontrer une propriété équivalente par induction a 1’aide d’une
hypothese d’induction 1égerement plus forte.
Pour ce faire, on introduit une notion de réduction, la (gc)-expansion parallele
indicée, notée <~ ,ou N estun terme, comme suit :

(80)/IN ?

- (<F)7N contient I’égalité ;

— st x ¢ av(M), alors M{x«y,} <—
—s1A TN A et B SN B,, alors I1x:A.B TN IIx:A,.B;, AB
/leB —— Ax: A, B, et A(x<—B)( STN A,(x<—B])

m M{x=N);

($OIIN A1 B,

(80)//N

On peut maintenant énoncer la propriété que 1’on souhaite montrer : on sup-
pose que ErX : Yet®rZ : W; alors le fait que Z; et X; soient tels que
E & = et X(gc)//Z X, implique que :‘1 FX;:Y. '

I1 est clair que le lemme de (gc)-expansion supra en est un corollaire.
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Démonstration.
On procéde par induction sur la dérivation de Z + X : Y, avec [’ordre de simpli-
cité, en discriminant selon la derniéere figure employée.
, @.7) e A

a. (axiome):B ————
FOT
Ce cas est trivial.
FA:p Ix:ArB:o (p,0,7) € R

r
b. ogle) :
(regle) INrMx:AB: 1
Deux cas se présentent :

1°) Xy = I[Ix:A.By. Alors, par hypothese d’induction appliquée aux pré-
misses, 'y + Ay : pd’une part et 'y, x : Ay + B : o, d’autre part et I’on
peut conclure directement par une figure de regle.

2°) Xi = (IMx:A.B){y,«yKy+Z). Alors, par hypothése d’induction appli-
quée aux prémisses, I'i v Aly,«yy<Z) : p, ce que 'on note (1) et
I, x 0 AQy<Z) + Bly,«yly<Z) : o, ce que I’'on note (2). En outre,
O+Z: W, ce que l’on note (3). L’on peut alors effectuer la dérivation
suivante :

(1) (2) "
[y - I Ay, «yKy<Z) Bly,~y¥y<Z) : T 3)
I F (A By, =yl y<Z) : T

(x)

qui permet de conclure.

FA: o x ¢ dom(I)

Ix:Arx: A
Nécessairement, X; = x{z<7Z) ou X; = x. Ona alors 2, = 1", x : A,. Par
hypothese d’induction appliquée aux prémisses, d’une partT'y + A, : o, que
l’onnote (1), et d’autre part 'y + A : o, que [’on note (2). On construit alors
[’arbre suivant :

r
c. (hypothese) :

(1) )
TLx:Arx:AL ()
I',x:Ajrx: A ©
Si Xy = x, on peut conclure. Sinon, X, = x(y«Z72); dans ce cas, et [’on

conclut alors par une figure d’expansion avec une propagation de type (gc).

IT'tA:B A+C: ACT d r
d. (affaiblissement) : - 0& - A_ 3 x ¢ dom(I')
s X! :

L’on a alors 2, = T',x : Cy, et, par hypothese d’induction appliquée aux




CHAP. Il — SYSTEMES DE TYPES PURS EXPLICITES 99

prémisses, 'y + Ay : By et A\ +C, : o, et Uon effectue alors la dérivation

suivante :
I'rA;:B; AM+Cy:o ACT,

Fl,x:Clr—Al : B

W)

qui permet de conclure.
I'-Tx:AB):7 INx:A+M:B

e. (introduction de II) :
I'r (Ax:AM) : (Ilx:A.B)

Deux cas se présentent :
1°) Xy = Ax:A .M. Alors, par hypothése d’induction appliquée aux pré-
misses, [’on a d’une part 'y + [Ix:A.B : 7, ce que [’on note (1), et d’autre
part 'y + [Ix:A|.B : 7, ce que I’on note (2), et 'y, x : Ay + My : B, ce que
I’on note (3). On peut alors effectuer la dérivation suivante :
® &
I'T v Ax:A .M, : IIx:A;.B (1)
I'iF Ax:A .M, : TIx:A.B
2°) Xi = (Ax:A.B){y,«y{y<Z). Alors, par hypothese d’induction appli-
quée aux prémisses, [’on a d’une part I’y + (IIx:A.B) : 7, ce que [’on note
(1), et d’autre part les deux jugements I'y + IIx:Aly,«yl(y<Z).B : 7 et
[, x 0 AlyyeyKy<Z) F My, «yy<Z) : B, d’on, par une introduction
de I, T'y + Ax:Aly,«yKy<Z) Mly,«yy<Z) : IIx:Aly,«yKy<Z).B, ce
que l’on note (2). En outre, ® + Z : W, ce que ’on note (3). On peut alors
effectuer la dérivation suivante :

) (1) .
T\ - A, - Z) My, -2) : IeAB ' (3)
I F A AM{y,«~yKy<Z) : IIx:A.B

I'M: (ITx:A.B) I'eEN:A
I'+ MN : B{x<N)

=

(x)

[ (élimination de I1) :

Trois cas se présentent :

1°) Xy = M| N,. Alors, par hypothese d’induction appliquée aux pré-
misses, I'1 + My : TIx:A.B, ce que l’on note (1), et I/ +N; : A, ce
que l’on note (2). En outre, par le théoréeme de correction des types,
I' - B{x<N) : o, assertion a laquelle on peut appliquer [’hypothése d’in-
duction, d’ou I'y + B(x<N) : T, ce que l’on note (3). On conclut alors
comme Suit :

(1) (2) &

T, rM N, BNy 7 3)
I'i-M;N;: B(x<—N)

(=)
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2°) X; = (MN)y<Z) avec M n’étant pas une abstraction. Alors, par
hypothése d’induction appliquée aux deux prémisses, [’on obtient les
jugements I'i + M{y,«yKy<Z) : IIx:A.B, et I'i F N{y,«yly<Z) : A,
qui, au moyen d’une élimination de 11, se combinent pour donner le ju-
gement I'y - M{y,«yKy<Z) N{y,«yKy<Z) : BxeN{y,«yKy<Z)), ce
que ’on note (1). En outre, par le théoreme de correction des types,
' B{(x«N) : o, assertion a laquelle on peut appliquer I’hypothése
d’induction, d’on T'y v B(x<N) : o, ce que [’on note (2). Par ailleurs,
OrZ: W ce que 'on note (3). L’on peut alors effectuer la dérivation
suivante :

(1) ) N
T1 F My, )02 Ny 3} 0<2) : Be=N) — (3)
T1 F (MN){y,<y)y<2) : BxeN)

x)

qui permet de conclure.

3°) X; = ((1z:C.D)N)y<Z). Par le lemme d’engendrement appliqué a
la premiere prémisse, ’'on obtient I',z : C+D : Eet '+1Iz:C.E : p
avec I1z:C.E =g, TIx:A.B. On peut appliquer I’hypothese d’induction
aux deux jugements précédents et a la seconde prémisse, et I’on ob-
tient par ce moyen I'y,z : Cly,«yKy<Z) + D{y,«yly<Z) : E, noté (1),
[y FHz:Cly,«yy<Z).E : p, noté (2), et I'y F N{y,«~y[{y<Z) : A, noté
(3). En outre, on peut appliquer le théoréme de correction des types puis
I’hypothese d’induction a la premiere prémisse, ce qui donne le jugement
Iy FIIx:A.B : U, que [’on note (4). L’on peut alors effectuer la dérivation
suivante :

(1) (2)
D1 e Cly 2 Dl o< 2) - eClylG-DE (@)
'y + Az:Clyy«yKy<Z).D{y,«yly<Z) : Tlx:A.B e

[y F(Az:Clyyy Ky<2) Dy Iy <Z)N{y -y Ky Z) : BxN{y,=yKy<Z))

(=)

qui permet de conclure, comme au cas précédent, par une conversion et
une expansion.
I''x:ArM:B I'EN: A
I' - M{(x<N) : B{(x<N)
Deux cas se présentent :
1°) Xy = M{{(x<Ny). Alors, par hypothese d’induction appliquée aux pré-
misses, I'1,x : A+M; : B, ce que ’'on note (1), et T/ -N; : A, ce

g. (coupure) :
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que l’on note (2). En outre, par le théoréeme de correction des types,
I' - B{x<N) : T, assertion a laquelle on peut appliquer [’hypothése d’in-
duction, d’ou I'y + B(x<N) : 7, ce que l’on note (3). On conclut alors
comme Suit :

(1) (2) o

It F M (x<Ny) : B{x«<Ny) 3)
I't F M{(x<N;) : B{x«~-N)
2°) Xi = M{x«N){y,«y{y<Z). Alors, par hypothese d’induction appli-

quée aux deux prémisses, I’on obtient que T'y, x: ArM{y,«yl(y<Z) : B
et que I'1+-N{y,«yKy<Z) : A, d’ou, par une coupure, on tire le ju-
gement I'y F M{y, <y y<Z)(x<N{y,«yKy<Z)) : B{x<N{y,«<yKy<Z)),
que l’on note (1). En outre, par le théoreme de correction des types,
' B(x<N) : o, d’ou, par hypothese d’induction, I'y + B(x<N) : T,
ce que l’on note (2). Par ailleurs, ® + Z : W ce que [’on note (3). L’on
peut alors effectuer la dérivation suivante :

) (2)
[y - My 0= 2Ny lo=2) BNy~ (3)
I F M(xN){y,«yKy<Z) : B(x<N)
qui permet de conclure.
'rM:B ArRN:A Px«N) — M
I'P(x<N):B

=)

(x)

h. (expansion) :

Deux cas se présentent :

1°) X = Pi{(x<N;) On peut montrer que si P{(x<N) —, M, alors il existe
M, tel que Pi{(x<N;) —, M; et M, Tz M (attendu que l’on peut
supposer par la convention de Barendregt que x ¢ av(Z)). On a alors
par hypothese d’induction appliquée aux prémisses que I'y + M, : B, ce
que l’on note (1), et T'y + Ny : A, ce que I’on note (2). On conclut alors

comme Suit :
(1) (2) Pi(x<N;) —, M,

I+ P]<X<—N|> :B
2°) X; = P(xN)Xy<Z). Alors, par hypothése d’induction, I';y - M : B, ce
que 'onnote (1), et I'y + N : A, ce que ’on note (2). En outre, ® - Z : W,
ce que ’on note (3), et [’on peut ensuite conclure comme suit :

(1 (2) -
I FP(x<N):B (3)
It F Px«N){y,«<yKy<Z) : B

(x)
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FT'FM:A T-B:T A=y4B

I'M:B _
Par hypothese d’induction, I'y - M : Aet 'y + B : 0. On dérive alors :

i. (conversion) :

IrM;:A Ih'+B:o AEBXB
I'N-M, :B

(=),

ce qui permet de conclure. Q.E.D.

Lemme 2.24 : Substitution explicite

Soient ® et = deux contextes, # une variable et W, X, Y, Z quatre termes tels que
O,u:W,ZrX:Yet®rZ:W.Alors O, Z(u«7Z) + X{u-27Z) : Y{u<2).

Dans une optique d’allégement des arbres d’inférence infra, 1’on introduit les
abréviations suivantes : le symbole ¥ représente la vérification ® +Z : W (par
exemple dans les expansions), et le symbole v représente une prémisse de la forme
AréE: f ou £ est une sorte — cette vérification, conséquence immédiate du lemme
d’initialisation (2.20), survient en général comme prémisse d’une conversion.

Démonstration.
On va en fait montrer la propriété légerement plus forte suivante : on suppose que
O,u:W,ErX:YetXZ+rZ:Wet® CX;alorsX Zu-7Z)+ X{u7) : Y{u-7).
On procede par induction en employant I’ordre de simplicité.
(@.7) e A
FOo T
Le contexte étant vide, ce point est trivial.
FA:p Ix:ArB:o (p,0,7) € R

r
b. ogle) :
(regle) I'rIIx:AB: 71
Par hypothese d’induction appliquée aux deux prémisses, on obtient d’une

part que X, Z(u<7) + A{u<72) : p{u<7), ce que l’on notera (1) et d’autre
part que X, Z{u<7), x: A{lu<72) + B{u<7Z) : o{u<7), ce que l’on notera (2).
En outre, I + en tant que contexte d’une prémisse, et donc, par le lemme
d’initialisation (2.20), l’on obtient () — Tr 1 : f avec P() = 0, et
[’on peut donc appliquer ’hypothese d’induction, ce qui produit le juge-

a. (axiome) :

ment X, Z{u«7) + T{u<7) : f(ueZ), auquel on peut appliquer une figure
de conversion pour obtenir X, Z{u<~7Z) + T{u<2) + : f, que [’on notera (3).
On conclut alors au moyen de ’arbre d’inférence suivant :
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(1) v 2) v
X8 (uZyrAlu=7Z) : p = 3, 2 ueZ), x: Alu~ZYrBlu<72) : o ()
T, E(uZ) r Ix:AluZ).Bu<7Z) : t ®
I, Eu<Zy r MMeAB)Yu<Z) : v ® 3

Y, E(ue7Z) + (Mx:A.B){u+Z)y : 7(u7) =).

I'rA:o x ¢ dom(I)
Ix:Arx: A

c. (hypothese) :

Il'y a deux cas :

1°) soit u # x, auquel cas par hypothése d’induction appliquée a la pré-
misse, on obtient que X,Z{u<72) + A{u<7Z) : o{u<72), et I’on conclut
comme Suit :

X, 2u<Zy+r Alu<2Z) : oc{u<2Z)y v
L EuZyr Awzy o
Y, 2 (u7y, x  Alu<7Z)+ x : Alu7) (o) v XusZ) —, x
Y, 5 (u<Z), x : Alu=7Z) + x(u<7Z) : Alu<7)

)5

2°) soit u = x, auquel cas ® = T', 2 = (), d’une part par le lemme d’af-
faiblissement appliqué a la prémisse £,x : A+ x : A et d’autre part
U’hypothése 2+ 7. : W se récrit 2+ 7 : A, et ’on conclut ainsi :

Xx:Arx: A X7 A
T Fx{x<Z) : A{x<Z)

().

I''rA:B ArC:0 ACT x ¢ dom(I)

d. (affaiblissement) : ]_ CrA B
X :

Il 'y a plusieurs cas :

1°) soit u # x et u € dom(A) —ie. A = O,u : S,Z" avec &' C E et
O’ C O C X -, auquel cas par hypotheése d’induction appliquée aux deux
prémisses, on obtient d’une part que X, Z(u~72) + A{u<7Z) : B{u<7Z) et
d’autre part que 2,2 (u<7) + C{u<2) : o{u<7) et l’on construit alors
[’arbre de dérivation suivant :

2,2 uZYr Clu7Z)y : o{u<72Z) v
X, Zu<7Zyr Alu<7) : Bu<7) X, 8u7y - Clu<7) : o
2, 2 u2y, x: Clu2Z)y v Alu<Z7Z) : B{u<72)
afin de conclure ;
2°) soitu # x etu ¢ dom(A) —ie. A = @ ,Z avec &7 C Eet @ C
O C X —, auquel cas d’une part par hypothése d’induction appliquée a la
premiere prémisse, on obtient ¥, Z(u«7) + A{u<7) : B{u<7Z) et d’autre
part par les lemmes d’affaiblissement et de (gc)-expansion appliqués a la

=
W)
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seconde prémisse, on obtient X, 2 {u+~7) + C{u<7) : o et l’'on effectue la
dérivation suivante :
2, 5 u<7Z) + Alu<7) : B{u+7) X, 5 u7)r Clu<7) : o
2, Zu7), x: Clu<7) + Alu<7) : Blu<7)

(W)

afin de conclure ;

3°) soitu = x, auquel cas d’une part le lemme d’affaiblissment donne Z, x :
C+ A : B et d’autre part I’hypothese L+ 7 : W se récrit X+ 7 : C, et
l’on conclut par ’application d’une coupure :

2, x:CrA:B ZI—Z:CL
S AG(Z)  BlxeZy "

I'Tx:AB):7 INx:A+M:B
I'r (Ax:AM) : (Ilx:A.B)

Le lemme d’engendrement (2.21) appliqué a la prémisse T + (IIx:A.B) :
7 indique qu’il existe une regle (p,o,7) € R telle que I' - A : p et que
I',x: Ar B : o, et que ces deux assertions sont plus petites pour [’ordre de
simplicite.
On peut appliquer I’hypothese d’induction a ces deux jugements, ce qui
donne d’une part que X, Z{u<~7) + A{u<7Z) : p{u<Z) et d’autre part que
X, E(u<2),x : Alu<Z)+ B{u<7Z) : o{u<7Z). On en déduit par la méme
inférence que dans le cas b.i. (antépénultieme conclusion de [’arbre) que
2, E(u2) + (Ix:A{u<7Z).B{u72)) : 17, ce que l’on désignera par (1).
En outre, on peut appliquer a la prémisse I + 1Ix:A.B : T [’hypothése d’in-
duction, ce qui donne X, Z{u<7) + (Ilx:A.B){u<Z) : 1{u<7), et, par une
figure de conversion, on obtient que X, Z{u<7Z) + (Ilx:A.B){u<7Z) : 1, ce
que ’on désignera par (2).
Ces deux points étant établis, on applique [’hypothese d’induction a la
prémisse I',x : A+ M : B, ce qui donne [’assertion de typage suivante :
Y, 2 (u7y, x : Alu<7) + M{u<7) : Blu<7Z). On construit ensuite [’arbre
suivant :

e. (introduction de II) :

2, E(ueZ), X . A(I,{FZ> - M<u<_Z> : B(W—Z) (])
L Eu ) r QAW 2)Mu—2)) - (eAw-2)Bu7)

2, 2 u<Z) + (Ax: AMYu<Z) : IIx:A{u~2Z).B{u<7)) 2)
2, B(u<Z) + (Ax:AM)u<Z) : (IIx:A.B)}u<272)

)

qui permet de conclure.
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I

I'tM: (IIx:A.B) I'EN:A
I'F MN : B{x<N)
On distingue deux cas, selon que M commence ou non par un \. On traite
d’abord le cas ou M ne commence pas par un .
En appliquant I’hypothese d’induction aux deux prémisses, on obtient d’une
part Z, Z(u<7Z) + M{u+~27) : (Ilx:A.B){u<7Z), que l’on note (1), et d’autre
part X, 5(u<7Z) v N(u<7Z) : Al{u<7Z), que l’'on note (2). Par ailleurs, le
théoréeme de correction des types (2.16) appliqué a la premiere prémisse
donne que 1+ (IIx:A.B) : 7, si bien que par le lemme d’engendrement,
il existe une regle (p,o,7) € R telle que T+A : petT,x : A+B :
o, et I’on peut appliquer a ces deux dérivations [’hypothese d’induction,
et I’on obtient ainsi deux jugements : d’une part X, Z{u<~7Z) v+ A{u-72) :
p{u<7Z) et d’autre part X, Z(u<7), x:A{u<7Z) + B{u<7Z) : o{u<72), que
l’on peut traiter similairement par une conversion, d’ou, respectivement,
X, E(u<Z)y - Alu=7Z) : p et X, Z(u<72), x:Alu<7Z) - Bu<7Z) : o. On a
alors :
S, B (u~Z)rAlu<7Z) :p Z,Z(u<7Z),x: Alu<Z)rB{u<7Z) : o
2, Zu<Zy + (IIx:Au<Z).B{u<2)) : t

dont on désigne la conclusion par (3), et I’'on a alors :

(1) (3) N
Y, 2 ue7Z) F M{u<7Z) : TIx:Adu=Z).Bu=7)) ~ (2)
2, Zu«7) v M{u<Z)N{u+-7) : Blu«7Z)yx«N{u-7))

dont on note la conclusion (4).

(élimination de I1) :

(R)

(I-E)

Par ailleurs, B{u~Z){x<N(u<72)) =g, B(x=N)}u<Z) comme on le sait
d’apres le lemme de composition (2.4). 1l suffit donc de montrer que le
type B{x—N){u«<7Z) est correct dans le contexte X, =(u<7), et l’on pourra
conclure par une conversion. Or d’apres le théoréeme de correction des
types (2.16) appliqué a T’ + MN : B(x<N), on obtient I' + B(x«N) : 7, a
laquelle on peut appliquer I’hypothese d’induction, afin d’obtenir le juge-
ment X, Z{u«~7) + B{x«NYXu+7) : o{u<7), d’ou l’on tire la dérivation :
X, Eu<2Z)y r B(xeNXu<Z) : oc{u<72y v
X, E(u<Z) + B(xeNXu<7Z) : o
dont on note la conclusion (5). L’on peut alors conclure :

“4) &) o
Y, 5 (uZy F Mu<~ZIN(u«7Z) : B{x=N¥u<7Z) v
2, Zu7) - MN(u«7Z) : B{x-NXu«7)

(=)

().
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Si maintenant M commence par un \, il suffit de remonter un cran de plus
dans la dérivation au moyen du lemme d’engendrement pour faire des-
cendre d’un cran de plus la substitution explicite, afin de pouvoir la faire
remonter comme dans la premiére éventualité au moyen d’une expansion.

I''x:ArM:B I'EN: A

'+ M(x<N) : B(x<N)

On applique I’hypotheése d’induction aux deux prémisses, ce qui donne d’une
part que X, Z(u<7), x : Afu<7) - M{u<7) : B{u<Z), ce que l’on note (1),
et d’autre part que X, Z{(u<7) - N(u<72) : A{fu<7Z), ce que ’on note (2).
En appliquant au jugement I' - M{(x<N) : B(x&N) le théoreme de correc-
tion des types (2.16), on obtient T + B{(x<N) : v, auquel on peut appliquer
I’hypothese d’induction, d’on X, Z{u«<7) + B{(x-N)Yu<7Z) : v{u<7Z). On
effectue alors la simple conversion suivante :

Y, E(ueZ) - BxeNWueZ) : tucZ) v
Y, E(ueZ) r B{xeN)Yuc7Z): v

dont on note la conclusion (3).
Avec tous ces éléments, on peut construire la dérivation suivante :

(coupure) :

=)

1) (2) ;
% EueZ) F MueZ) e Nue2)) - Blu=Z)(xeNu<2)) "'
T, E(ueZ) F M(x~N¥XuZ) : B{u—Z}{x-N(u-7)) ) 3)

2, Eu7) - M{xNXu«7Z) : B{x«~NYXu-7)

dont la conclusion est ce que [’on voulait montrer.
'rM:B ArN:A P(xeN)— M

T+ P(x<N):B

(expansion) :

On distingue deux cas :

1°) La propagation est un (gc), i.e. M = P{x«<vy,}. Dans ce cas, par hypo-
these d’induction, X, Z(u«<7) + Plx—y Ku<7Z) : B{x—y, u<7Z), et on
a alors X, Z(u«~7) + P(xeN)u<27Z) : B{u<Z) par le lemme de (gc)-
expansion (2.23).

2°) Sinon, par hypothése d’induction, X, Z(u<7Z)+ M{u<Z7) : B{u<Z7Z),
et, comme par la convention de Barendregt on peut supposer que x ¢
(Z), on a X, Z(u<"7) - M{u<7Z{x~N)) : B{u<Z) par le lemme de (gc)-
expansion (2.23). On vérifie bien que P{u~Z){(x<N) —, M(u<Z), et
I’on peut donc dériver X, Z(u«7) + P{u<Z)(x<N) : B{u<Z7Z). par une
figure d’expansion. En outre, par la convention de Barendregt, u ¢ fv(N),
d’on X, E{u<7) v P{u<Z)x~N(u<7)) : B{u<7) par le lemme de (gc)-
expansion (2.23). On peut alors conclure par une figure d’expansion
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(puisque Z. est typable) que X, Z(u<7) + P(x=N)Xu<7Z) : B{u<72), qui
est le jugement auquel on voulait aboutir.
I'rM:A TrB:oc A=xiB

M:B
Par hypothese d’induction appliquée aux deux prémisses, on obtient d’une
part le jugement X, Z(u~7Z) + M{u+<Z7Z) : Alu<Z7Z) et d’autre part le juge-
ment X, E{u<7) + B{u<7) : o{u<7), d’ou par une figure de conversion
lon tire X, Z(u<2Z) + B{u<Z) : 0. De A =g, B, I’on tire par congruence
que A{u~7) =, B{u<Z7Z), et I’on peut conclure par une conversion :

Y, E(ueZ) F M{ueZ) : AucZ) X, EucZ)+ BlucZ): &
Y, E(ueZ) F M(u<Z) : B{u-7)

i. (conversion) :

=

Q.E.D.

Le résultat suivant ressemble quelque peu au précédent, mais prend en compte
les cas ou la variable substituée n’est pas accessible.

Lemme 2.25 : Substitution de variable inaccessible

Soient O et = deux contextes, u une variable et W, X, Y, Z quatre termes tels que
O,u:W,ZErX:Yet®rZ:Wetu ¢ av(X). Alors ©,ZF X : Y{u«<7), ou, étant
donné un terme T, T désigne T si u ¢ av(T) et T(u<Z) sinon.
Démonstration.
On va en fait montrer la propriété légerement plus forte suivante : on suppose
que O,u - W, ErX :YetZ+7Z: Wavec® C X; alors LEFX: Y{u<7). On
procéde par induction en employant [’ordre de simplicité.
@,7) € A

Fo:T

Le contexte étant vide, ce point est trivial.

. 'rA:p Ix:ArB:o (p,0,7) € R

b. (regle) :

_ o TI'rIlIxxAB: 7 _ _
Par hypothese d’induction appliquée aux deux prémisses, on obtient d’une

part que ,5+ A : plu=Z), ce que I’on notera (1) et d’autre part que
Y2 x: ArB : oc(u2Z), ce que ’on notera (2). En outre, X, = est bien
formé, et donc, par le lemme d’initialisation (2.20), I’on a Z, ErTc f, ce
que l’on note (3). On conclut alors au moyen de l’arbre d’inférence suivant :

a. (axiome) :

1 v (2) v
~ (E ~ =
TEFA:p LEX:ArBio 3 O+Z:W
= (R) = (%)
YLEFIIAB: 71 SERT(ueZ): |
=).

Y, EFMx:AB: {u7)
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FA: o x ¢ dom(I)
Ix:Arx: A
Nécessairement, u ¢ x et & = 2y, x : A. Deux cas se présentent :
1°) u ¢ av(A). Dans ce cas, par hypothese d’induction, X, él FA: ol{u<7),
d’on, par une figure de conversion, X, él FA: o, cequel’onnote(1). En
outre, par une figure d’expansion, L, 2, + Alu<Z) : o, ce que [’on note
(2). On construit alors I’arbre d’inférence suivant :

(]) (hyp)
YELXx:AFX:A (2)

= (
2 ELxAR X AlusZ)

r
c. (hypothese) :

qui permet de conclure.

2°) u € av(A). Dans ce cas, par le lemme de substitution explicite appli-
qué a la prémisse, on obtient X, Z1{u<~7Z) + A{u<27) : o Par ailleurs, par
correction des types (2.16) et hypothese d’induction appliqués successi-
vement a la prémisse, on obtient que X, él est le contexte d’un type valide,
donc est bien formé, et comme X, él =gy X, 21{u<7Z), on a par le lemme
de conversion de contexte (2.22) que X, Z| + A{u<Z) : o, et I’on conclut

alors par une simple figure d’hypothese.
IT'-rA:B ArC: ACT d r
d. (affaiblissement) : o ACT x ¢ dom(T)

INx:CrA:B

On distingue quatre cas :

1°) u = x, auquel cas, par le théoreme de correction des types (2.16),
'+ B : 7, d’ou, par une figure d’expansion, I' v B{u<Z) : 7, et [’on peut
appliquer a la premiére prémisse une figure de conversion pour obtenir
' A B{u<Z), ce qui est le résultat voulu.

2°)u # x, dou =2 = Z;,x : C, et u ¢ dom(A), ce qui implique par le
lemme de dépendances entre variables que u ¢ av(C). Dans ce cas, par
hypothése d’induction, =, 2, + A : Blu<2Z), d’oil, par une figure d’affai-
blissement, 2,2, x: Cr A : B(u<7Z), ce qui est le résultat voulu.

3V u#x,donZ =2,x:C ué¢ av(C) et u € dom(A) i.e. A est de la
forme Ay,u : W, Ay avec Ay C O et Ay C E,. Par hypothese d’induction,
Z,él FA : Bu<Z) et ZAAz FC : o{u<7Z), d’ou, par une conversion,
2, AAQ FC : 0. Comme X, AAQ Cc 2, E, on peut conclure par une figure
d’affaiblissement.

4°) u # x, don 2 = Z1,x : C,u € av(C) et A = Ay,u : W,A, avec
Ay C O et Ay C Z,. Dans ce cas, d’une part par hypothese d’induction,
Y2 F A B{ueZ) et d’autre part par le lemme de substitution expli-
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e.

cite, X, Ay(u<7) + C{u<7Z) : o{u<7), d’on, par une figure de conver-

sion, X, \y{u<7) + C{u<7Z) : o. On a alors, par le lemme d’affaiblis-

sement, X, Z(u<72) + C{u<Z) : o, d’ou, par le lemme de conversion de

contexte (2.22) que 2,2 + C{u<2Z) : o. On conclut alors par une figure

d’affaiblissement.

I'rIx:AB):7 Tx:A+M:B
'k (Ax:AM) : (TIIx:A.B)

Le lemme d’engendrement (2.21) appliqué a la prémisse I' - (IIx:A.B) : 7
indique qu’il existe une regle (p,0,7) € R telle que T FA . p et que
I'x : ArB : o, et que ces deux assertions sont plus petites pour [’ordre
de wmpltczte En appliquant ’hypothese d’ mductmn a la premiere, on ob-
tient 2,2+ A : p{u<Z), d’ou, par conversion, L,=ZF A : p, ce que l’on
note (1), et qui implique la bonne formation du contexte X,=,x : A. Par
ailleurs, en appliquant le lemme de substitution explicite au deuxieme ju-
gement supra, [’on obtient X, Z(u<7),x : Alu<7Z)+ Blu<7) : o{u7),
d’ou, par une conversion et le lemme de conversion de contexte (2.22),
Y2, x: AFBu<Z): o, ce que ’on note (2). On dérive alors :

(1 (2)
Y, EF (ITx:A.B{u<Z)) : v

(introduction de I1) :

(R)

dont on note la conclusion (3). En outre, par une figure d’expansion, |’on
obtient que X, EF (Mx:ABYu<7Z) : 1, ce que ’on note (4).

Par ailleurs, par hypothese d’induction appliquée a la deuxieme prémisse,
onaX,Z x: ArM:Bu<Z), ce que ’on note (5). On effectue alors la
dérivation suivante :

(3) 5)
= (T1-I)
Y EF (AcAM) : (T A.B(u<Z)) 4) )
Y2 F (AcAM) : (Mx:AB)u<Z)

qui permet de conclure.
'+ M: (IIx:A.B) '-N:A

'+ MN : B(x<N)
Par hypothese d’induction, X, EFM: (ITx:A.B){u<Z) et 2, ZFN: Alu<7),
ce que l’on note respectivement (1) et (2). Par ailleurs, on applique a la
premiere prémisse successivement le théoreme de correction des types, le
lemme d’engendrement, le lemme de substitution explicite et une figure de
regle pour obtenir que X, Z(u~7) + (Ilx:A{u<7).B{u<7)) : 7, d’oit l’'on
déduit par le lemme de conversion de contexte (2.22) le jugement de typage

(¢limination de I1) :
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Y EF (Ix: A u<7).B{u<7)) : 1, ce que l’on note (3). On effectue alors la
dérivation suivante :

(1) (3)
= (=)
2,2+ M: (IIx: A{u~Z).B{u<7)) (2)
Y, EF MN : B{u+7Z){x<N)

a la conclusion de laquelle on applique successivement le théoreme de cor-
rection des types (2.16) et une figure d’expansion, ce qui, comme par la
convention de Barendregt on peut supposer que x ¢ av(Z)), donne que
Y, B B(x~NXu+7) : 0. On en déduit par une conversion le résultat sou-
haité, a savoir £, = + MN : B{x«N)(u+Z).
I'N'x:ArM:B I'EN: A
I' F M(x<N) : B(x«<N)
On distingue deux cas :
1°) u € av(A). Dans ce cas, par hypothése d’induction, on obtient les juge-
ments de typage X, Ex  AlucZ)r M : Bu<Z) et Z, 2+ N : Alu<7).
Par une figure de coupure, on obtient X, 2+ M{x<N) : B{uZ){x<N),
et I’on conclut exactement comme au cas précédent.
2°) u ¢ av(A). Dans ce cas, par hypothese d’induction, on obtient les juge-
ments X, é, x:ArM:Bu<7) et %, ZFN: A{u«<7), ce que l’on note
respectivement (1) et (2). Le contexte X, =, x : A est bien formé, donc
TEFA:0, ce que ’on note (3). L’on construit alors [’arbre de dériva-
tion suivant :
2 3 :

-

L,EFN:A (M .

Y, E F M(xN) : B{uZ){x<N)
et I’on conclut ensuite exactement comme au cas précédent.
'rM:B ArFN:A P(xeN)— M
I'P(x<N):B

Ce cas est direct par induction, car la propagation étant incluse dans la
x-équivalence, elle préserve les variables accessibles comme [’assure le
lemme 2.1.

(I-E)

(coupure) :

)

(expansion) :

I'rM:A T+rB:oc A=xiB

'rM:B
Par hypothese d’induction, £,Z + M : B(u<Z). Par ailleurs, par le lemme
de substitution explicite, X, Z(u+~72) + B{u<Z) : o{u«-72), d’ou, par une fi-
gure de conversion et le lemme de conversion de contexte (2.22), I’on tire le
Jjugement X, 2+ Bu<Z) : 0. On peut alors conclure par une simple figure
de conversion. Q.E.D.

(conversion) :
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Théoreéme 2.26 : Réduction du sujet pour x
Soient I un contexte et A : B une assertion tels que I' - A : B. Soient I et A’ tels
que Fﬁ—*x>l"’ et Aﬁ—*X>A’ AlorsT” + A’ : B.

La démonstration de ce théoréme étant relativement lourde, elle sera faite en
deux temps : I’on étudiera d’abord la x-réduction, puis la cl6ture contextuelle de
la B-réduction. Dans les deux cas, comme indiqué au début de ce paragraphe,
I’on fera la démonstration non pour la réduction simple, mais pour une réduction
parallele la contenant. Dans une optique d’allégement des arbres d’inférence de
cette démonstration, I’on adopte les abréviations suivantes : les symboles ¥ et
v représentent respectivement les vérifications ® - Z : W (par exemple dans les
expansions), et A+ & : f , ol & est une sorte (typiquement dans les conversions).

L’on va tout d’abord introduire les deux réductions paralleles, et montrer une
propriété de commutation partielle avec la propagation.

Définition 2.17 : x-réduction fortement paralléle, B-réduction paralléle
On définit conjointement une notion de X-réduction groupée, not€e >, et une
notion de x-réduction fortement parallele, notée —» XX inductivement au moyen des
figures suivantes, ol > deelgne I’union des axiomes (quant), (app), (abs), (gc)
de la X-réduction :

MM M(xN)%M N--N

m (réflexivité) M(xeN) M" (groupe)
M—>M' A—>A' B— B A—>A' B— B’

— X (Xréd) EYM (M-ctx.) VM (h-ctx.)
MWM Ilx AB IIx:A’.B’ /leB Ax:A’.B’
M—>M' A—>A’ B— B A—)A' B— B’

— XX (xxored) —XL X/l (A-ctx.) X/ (S-ctx.)
M — M AB > A'B A(x<—B) S A(xB)

x// x//

On définit en outre une notion de B-réduction parallele 57> comme suit :

(LcAMN 5 M(rN)

Agp A BgpB o Agp A BgpB (et

MrAB 5 MxA B 1cAB 5 AA'B

Asp A Bap B (A<ctx.) Asp A Bap® (S=tx.)
AB — Vi A’ B’ A(x<B) 7 A’{(x<B’)
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Intuitivement, la réduction ETM déplace en parallele des blocs de substitution,
tandis que > est une simple réduction parallele. On montre ensuite un résultat
de commutation partielle avec la propagation pour ces réductions :

Lemme 2.27 : Semi-commutation avec la propagation
Soit P(x<N) un terme. Alors :

(i) onsuppose que P(x«~N) —, M et que P(x<N) T P’ (x<N")

— alors il existe M’ tel que P'(x<N") — M’ et M 7 M’;
(it) on suppose que P(xN) —, M et que P(x<N) 57 P’ (x<N")

— alors il existe M’ tel que P’(x<N’") —, M’ et M 57 M.

Démonstration.
On procede par induction.
(i) Ondistingue trois cas selon la nature de la propagation P(x«N) —, M :
a. 1l s’agit d’un (gc), auquel cas x ¢ av(P) et M = P{x<vy,}. On a alors
x & av(P"), et I'on pose M' = M'{x<v,}.
b. Il s’agit d’un recul. Les termes prennent alors les formes suivantes :
P = T(u;<Vy)---(u,<V,) avec T ne commengant pas par une substitu-
tion, et M = T(ui<Vy)- - (uj=Vj){xe=N}Xuj 1 <Wjp) - - {u,«W,) avec
Wi = Vilx<N) ou Vi{x<vy,}. L’on considere la forme de T.
1°) T = Ay:Q.R. Il y a plusieurs possibilités pour P’ :
a. P = y:Q R (uy<V)) - (u,<V,). Dans cette éventualité, |’on pose
M" = Ay:Q Rur< V') - (i Vi) (x e Ny Wi ) - - - = W),
ou W, = Vi{(x<N") ou W) = V| selon la forme de W,.
B. P = (:QUui Vi) - (e VYR V) - (Vi = Vi)
o+ U,V )y avec i < j. Si l'on est dans cette éventualité, I’on pose
M’ = (Ay:Qui Vi) -+ U= V). R Vy) -+ (= V))<=V, )
e (ujeV;)()a—N’)(ujHeW;-H) o up=W), ot W, = Vi{(x<N') ou
W, =V, selon la forme de W;.
Y- P = (y:QGui< Vi) - (i V) R < Vi) - (i Vi) uis1 < Vi)
-+ (u,<V.) avec i > j. Placé dans cette éventualité, I’on pose M =
Q1= V1) -+ =V e N Yt < Uger)) -+ Uy Ry V1)
T (Mj<—Vj><x*N'><Mj+1<—Uj+1)) T (ui<_Ui>)<ui+l<_W;+]> T (Mn*W;)
ou l’on a d’une part que U, = V (x<N’") ou Uy = V, et d’autre part
que W; = Vi (x=N") ou W, = V| selon la forme de Wj.
2°) T = IIy:Q.R ou QR avec Q soit ne commencant pas par une A-abs-
traction soit de la forme Ay:P.S. Ces cas se traitent de maniere analogue
(simplement, dans le dernier, I’on a trois sous-termes au lieu de deux).
3°) T = x. Ce cas est trivial.
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c. Il s’agit d’un retard. On a alors P = T(u;<Vy)---(u,< V), et il y a plu-
sieurs possibilités suivant la forme de T, qui sont toutes analogues. On traite
ici le cas ou T est de la forme 1y:Q.R. Dans cette éventualité, on a P’ =
(Ay:Q R )ui Vi) -+ - (u, = Vy) et M = (1y:Q1 Ry )(uy =Wy ) - - - (u, < W,) avec
Q(x<=N) —, Q; et R(x=N) —, R,. Par hypothése d’induction, [’on
trouve Q" et R” tels que Q' (x<N’") —, Q" et Q; el Q" (et id. pour R”).
On pose alors M’ = Ay:Q" .R"(u1<W7) - - (uy<W)).

(i) On distingue trois cas selon la nature de la propagation P(x<N) —, M :
a. 1l s’agit d’un (gc), auquel cas x ¢ av(P) et M = P{x<vy,}. On a alors
x ¢ av(P"), et I'on pose M" = P"{x<vy,}.
b. 1l s’agit d’un recul. Les termes prennent alors les formes suivantes :
P =T(u;<V,)---(u,<V,)avec T ne commencant pas par une substitution,
et M = T(ui< Vi) (uje Vi (xeNXuj 1 <Wi) - - {u,«=W,) avec Wy =
Vi{x=N) ou Vi{x—y,}six € av(Vy). Ona P’ =T (u; < Vi) - (u,<V,). On
pose alors M' = T'(ui< V1) -+ (uje Vi xe N W Wy ) - (= W)
avec W; = Vi/(x=N’) ou Vi {xy.} selon la forme de W,.
c. 1l s’agit d’un retard. On a alors P = T(u;<Vy)---(u,<V,) d’une part,
et d’autre part P = T'(u;< Vi) ---(u,<V)), et il y a plusieurs possibilités
suivant la forme de T :
1°) T est de la forme 1y:Q.R. Dans cette éventualité, on a T" = Ay:Q".R’
d’une part, et d’autre part M = (1y:Q;.Ry){u;«<W)---(u,«W,) avec
Q(x<N) —, Q; et R(x-N) —, R. Par hypothése d’induction, ’on
trouve Q" et R” tels que Q' (x<N") —, Q" et Q, 7 Q" (et id. pour
R”), et 'on pose M" = (Ay:Q" . R”)(u; <W/) - (u,<W,) .

2°) T est de la forme T1y:Q.R ou QR avec Q ne commencant pas par une
abstraction. Cette éventualité est analogue a la précédente.

3°) T est de la forme (1y:Q.R)S, et on peut distinguer alors deux possibili-
tés selon la forme de T'.
Si T = (Ay:Q".R")S’, le raisonnement est analogue au précédent.
Sinon, T = R(y<-S), et M = ((Ay:Q1.R))S) ){u; «<Wy) - - (u,«W,) avec
Q(x<N) —, Q, (et id. pour R et S). Par hypothese d’induction, [’on
trouve R" et S’ tels que R(x<N") — R’ et R, T R’ (et id. pour S’), et
I’on pose M’ = (R'(y<S"))(u;<W7) - - - (uy«W)).

Dans tous les cas, on trouve M" qui convient. Q.E.D.

L’on peut maintenant passer a la réduction du sujet proprement dite. Afin de
simplifier cette démonstration, I’on va la séparer en deux, et commencer par la
montrer pour la x-réduction avant de passer a la x-réduction complete. La dé-
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monstration pour la x-réduction est en fait la plus délicate, du fait des complica-
tions introduites par la figure d’expansion. L’on va donc montrer le lemme dont
I’énoncé suit :

Lemme 2.28 : Réduction du sujet pour x
Soient I' un contexte et A : B une assertion tels que I' - A : B. Soient " et A" tels
que [—>I" et A—>A’. AlorsI" - A’ : B.
Démonstration.
On va en fait démontrer la propriété plus forte suivante :

soient X, X, Y tels que X+ X : Y ; soient X' et X' tels que X VM Y et X ETM X'.
Alors 2 + X" : Y.

L’on procede par induction sur la dérivation de X+ X : Y avec [’ordre de
simplicité en discriminant selon la derniére figure employée.

) (o, 1) e A
a. (axiome): ———
FO: T
La propriété est triviale, car les sortes sont x-irréductibles, et le contexte
est vide.
. '-A:p Ix:ArB:o (p,0,7) € R
b. (regle) :

I'rIIx:AB: 71

Onaici¥ =1, et X’ = lIx:A".B’. Par hypothese d’induction appliquée
aux deux prémisses, on obtient que I’ - A" : petT”,x: A’ + B’ : 0 (en effet,
INx:A 7 I",x: A’), ce qui permet d’appliquer la figure de regle :

I"tA :p I'x:A'+B : 0 (p,0,7) € R
'+ [xA B : 7 (

R)

qui permet de conclure.
FA: o x ¢ dom(I)

ILx:Arx: A

Nécessairement, x étant Bx-irréductible, X' = x. En outre, ¥’ = 1", x : A’
avec A A’. Par hypothese d’induction appliquée de deux facons, on
obtient d’une part I + A’ : o et d’autre part I" + A : o. Il suffit alors de
construire ’arbre d’inférence suivant :

r
c. (hypothese) :

It Ao

———— (hyp)

I x: A I"'tA:o A =g A’
Ietx: A

pour conclure.
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d.

I''rA:B ArC:0 ACT x ¢ dom(I)
Ix:CrA:B

Ona¥ =1",x:C et X’ = A’. Par hypothese d’induction appliquée aux

deux prémisses, on obtient que I’ + A’ : Bet A" + C' : o, et [’on conclut par

une figure d’affaiblissement :

(affaiblissement) :

I"+A":B NrC o AN CT”
I',x:C+A’:B

(W)

I'rIIxxAB): 7 T'x:ArM:B
I'r (Ax:AM) : (Ilx:A.B)

OnaZ =T1"et X’ = Ax:A’M'. Par hypothese d’induction appliquée aux
deux prémisses, on obtient d’une part que I’ + (Ilx:A’.B) : 7 et d’autre part
que I'",x : A’+ M’ : B. En outre, en appliquant différemment [’hypothese
d’induction a la premiere prémisse, on obtient que 1" + (IIx:A.B) : 7, et [’on
conclut comme suit :

(introduction de I1) :

I"r(MMxA’B):7 I".x:A FM :B
I1-1
T r (A M) : (cAB) ) ' (IIxAB): 1
" F (Ax:A”. M) : (TIx:A.B) B

I'M : (ITx:A.B) I'EN:A
I'+ MN : B{x<N)

Ona¥Z =1"et X’ = M'N’". Par hypothese d’induction appliquée aux deux
prémisses, [' + M’ : TIx:A.Bet T" + N : A.

En outre, par le théoreme de correction des types (2.16), il existe T telle
que I - B(x<N) : o, et ’'on peut aussi appliquer [’hypothese d’induction a
cette assertion, ce qui donne I’ + B(x<N) : 0.

On effectue alors la dérivation suivante :

(élimination de I1) :

M :TIcAB  T'FN:A
IT-E

' F M'N" : B(x<N') B L BGxeN): T
T M'N' : B(x=N)

(=)

qui permet de conclure.
I''x:ArM:B I'N:A

I' - M(x<N) : B(x<N)

On ay =17, mais plusieurs cas se présentent pour X'.

(coupure) :
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1°) X' = M (x<N’). Alors, par hypothese d’induction, I',x : A+ M’ : B et
I - N" : A. En outre, par le théoréme de correction des types (2.16), on
a que I' + B(x<N) : &, auquel on peut appliquer ’hypothese d’induction
pour obtenir I'" + B{x<N) : &. On conclut alors comme suit :

I'x:A+rM:B I"+N:A
T’ F M(x<N') - B(xe N’y " T/v B(x<N): &
I+ M’{x<N’) : B{x<N)

2°) M =1IIy:P.R et X’ = ITy:P{(x<N’").R(x<N").
On applique a la prémisse I',x : A+ M : B le lemme d’engendreme-
ment (2.21), ce qui donne (p,o,7) € R vérifiant que I',x : A+P : p,
I'x : Ayy : PrR : o et B =4, 7. Par le lemme de substitution expli-
cite (2.24), ’on obtient alors d’une part que T + P(x<N’") : p(x<N) et
d’autre part ",y : P(x<N’") F R(x<N’) : 0(x<N") et [’on peut ensuite
effectuer la dérivation suivante :
["FP(xeN") : p{xe<N) v I,y : P(xeN")FR(x<N’) : 0(x<N) v

[+ P(x<N"): p B I,y : PxeN') F R(x<N") : o
I F Iy: P(x<N").R(x<N") : 7

(=)

(R).

Par ailleurs, par le théoréeme de correction des types (2.16), il existe v tel
que I' F B(x&N) : v. On peut appliquer [’hypothése d’induction a cette
assertion, d’ou I" + B(x<N) : v. Comme B{x<N) =g; 1(x<N) =p¢ T,
I’on peut effectuer la dérivation suivante :

I F Iy: P(x<N").R(x<N") : 7 I F B(x«N) : v
[ + ITy: P(x<N’).R(x<N’) : B{x<N)

3°) M = Ay:P.Q et X’ = Ay:P{(x<N").Q(x<N’).

On applique a la prémisse I',x : A+M : B le lemme d’engendreme-
ment (2.21) et I’on obtient ainsi qu’il existe une sorte T et un terme R tels
quel',x : ArIly:PR : 7, T,x : Ay : P-rQ : Ret B =4, Ily : PR,
De méme qu’au sous-cas précédent, on déduit du premier de ces ju-
gements que T" + Ily: P(x<N").R(x<N’") : 7. Le second, par le lemme
de substitution explicite, donne ", y: P(x<N’)  Q(x<N"): R(x«<N") (sa-
chant que [’on a bien par hypothese d’induction que I + N’ : A). Par une
introduction de 11, I’on obtient alors que T" + Ay: P(x<N").Q(x<N") :
ITy: P(x<N").Q(x<N"). Enfin, de méme qu’au sous-cas précédent, on
montre que I"" + B{x<N) : v, et [’on peut alors obtenir par une conver-
sion " F Ay: P(x<N").Q(x<N"): B{x<N), ce qui permet de conclure.

(=
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4°) M = QS et X' = Q(x«N")S{(x<N").

On applique a la prémisse I',x : A+ M : B le lemme d’engendreme-
ment (2.21) et I’on obtient ainsi qu’il existe deux termes P et R tels que
[x:ArQ:IIx:PRetT,x: A+ S : PetB =4 R(y«S). Par le lemme
de substitution explicite appliqué aux jugements précédents, [’on obtient
I F Q(x«<N") : (Ilx: PR}x«N") et I'" + S(x<N’") : P{(x«N").

En outre, de méme que dans les deux sous-cas précédents, [’on peut mon-
trer que I'" + Tlx: P(x<N").R(x<N") : 7, ce que [’on note (1).

L’on peut ensuite effectuer la dérivation suivante :

I - Q(xeN') : (Tlx: PRY(x<N") (1)
T FQ(x—N'y : Tlx: P(xeN").R(xN") “T"FS(x<N') : P(x<N’)
T - QUreN)S(x<N') : R(x=N')(y—S(x—N"))

(M-E).

En outre, comme aux deux sous-cas précédents, I"+B{(x<N):v est dé-
rivable. Or B(x<=N) =g R(y«S}x<N") =g R{XN'Ny«S(x<N"))
d’apres le lemme de composition (2.4), et I’on peut donc ensuite effec-
tuer la dérivation suivante :

T’ F Q(xeN")S(xN') : R(xeN')y<S(x<N")) T’ B(xN):7
T F Q(x—N)S(x<N') : B(x—N)

(=

5°) M =xet X’ =N.
De la prémisse I',x : A+ M : B, on déduit, par le lemme d’engendre-
ment (2.21), que A =gy B, et, par le théoreme de correction des types,
que I', x : A+ B : U On peut appliquer a ce jugement le lemme de substi-
tution explicite, ce qui donne I'" F B(x<N) : v(x<N).
De plus, en appliquant a la prémisse I' - N : A [’hypothese d’induction,
I’on obtient que I + N : A.
On a en outre A =g, B, ce qui implique que A{(x+~N) =g B(x<N), ef,
comme par le lemme de dépendances entre variables x ¢ av(A), on en
déduit que A =g; B(x<N).
On peut effectuer la dérivation suivante :

I F B(x<N) : v{x<N) v )
I"FN:A T FBxeN):o A= BxeN)
I+ N : B(x<N)

(=)

pour parvenir a la conclusion souhaitée.
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6°) x ¢ av(M) et X" = M{x<y,}.
Dans ce cas, par hypothése d’induction appliquée aux deux prémisses,
IM,x: ArM : BetI"+N : A, d’ou, par le lemme de substitution de
variable inaccessible (2.25), I" + M : B{x<N), d’ou, par le lemme d’in-
terversion 2.12, T'{x<y.} F M{x<v,} : B(x&N}{x<v.}. En outre, T est
bien formé, et par le théoreme de correction des types, I’ + B(x«N) : o,
donc, par le lemme de conversion de contexte (2.22) et par une figure de
conversion, I" + M{x«<vy,} : B{(x<N), ce qui est le résultat voulu.

7°) M = f(Q,R)u1<Vy)---(ur<Vy), avec f étant la 1-quantification, la
A-abstraction, ou I’application, et X' = f(Q{u;<Vy) -« - {up<=Vi){(x<N),
Ru;<Vy) - - (up= Vi ){x<N)). L’application de I’hypothese d’induction
donnel”, x : A+ f(Quy < Vi) - (u=Vy), RCuy<Vy) - - - (u«<Vy)) : Bet
[+ N : A. On applique alors successivement le lemme d’engendrement,
le lemme de substitution explicite et, selon le cas, la figure de regle, de
[I-introduction ou de 11-élimination, ce qui donne I + X' : B{(x<N), qui
est le résultat souhaité.

'rM:B ArN:A P(x«N)— M

T+ P(x<N):B

h. (expansion) :

Ona =T1'. Pour X', deux cas se présentent :

1°) X" = P{x<N’). Dans ce cas, par le lemme 2.27, qu’il existe M’ tel que
P (x<N') —, M et M Tk M. On applique alors I’hypothése d’induc-
tion aux prémisses pour obtenir respectivement I’ + M’ : B, que [’on note
(1), et A+ N'": A, que I’on note (2), et I’on peut alors conclure :

(1) (2) P'(x<N') — M’
'+ P'(x<N'): B

(x)

2°) X' = f(QUui< Vi) (= Vi){(xN), R(ui < Vi) - - - {up = Vi ){(x<N)),
o P = f(Q,R)}u1<Vy)---(ur<Vy), f étant un constructeur parmi la
[T-quantification, la h-abstraction et I’application.
Dans ce cas, M 7 fQ,R") avec QQui+V1) - - (U= Vi){xeN) —, Q’
(et id. avec R). Par hypothese d’induction, on a I’ + f(Q',R’) : B. On
traite ici le cas de ’application, les autres sont analogues. Par le lemme
d’engendrement, I" + Q" : IIy:C.D et I" + R" : C, avec D(y«<R") =4 B,
d’ou, au moyen d’une figure d’expansion, [’on tire respectivement les ju-
gements I F Qu1 < V1) -+ - (up =V ){x<N) : Tly:C.D, que l’on note (1),
et I F R(u1< V1) - (g =V ){x<N) : C, que l’on note (2). On effectue
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alors la dérivation suivante :

(1) 2) )
(IT-E)
[+ X" : D{y«<R") ]
S a

qui permet de conclure.
3°) x ¢ av(P) et X" = P{x<vy,}. Alors il est clair par la convention de Ba-
rendregt et d’apres la définition de la propagation que M 7 P{x<vy.},
on conclut en appliquant [’hypothese d’induction a la premiere prémisse.
4°) X = x(x<N) et X’ = N. Ce cas est impossible car on ne peut appliquer
de propagation a x{x<N).
I'rM:A TrB:oc A=xiB
'-M:B

Par hypothese d’induction appliquée aux deux prémisses, I' + M’ : A et
[ + B : 7, et il suffit d’une simple conversion :
I"eM A T"rFB:o A=z B
I'rM :B o
pour conclure. Q.E.D.

i. (conversion) :

On peut maintenant étendre le résultat a I’axiome de réduction restant :

Lemme 2.29 : Réduction du sujet pour B
Soient 2, X, Y tels que X - X : Y ; soient £’ et X’ tels que X Vi YetX 7 X’.
Alors 2 F X' 1 Y.

I est clair que le théoreme de réduction du sujet sera un corollaire du lemme 2.28
et de I’énoncé supra.
Démonstration.
L’on procede par induction sur [’ordre de simplicité sur la dérivation X + X : Y,
en discriminant selon la derniere figure employée.
, @.7) e A
a. (axiome): ————
FOo:T
La propriété est triviale, car les sortes sont irréductibles et le contexte, vide.

FA:p INx:A+B:o (p,0,71) € R

INrMx:AB: 1
Onaici¥ =1, et X’ = IIx:A’.B’. Par hypothése d’induction appliquée
aux deux prémisses, on obtient que I’ + A" : petT”,x: A’ + B’ : 0 (en effet,

r
b. (regle) :
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INx:A i I",x: A’), ce qui permet de conclure par la figure de regle :

I"tA :p I'x:A+B : 0 (p,0,7) € R
I+ T1Ix:A’ B’ : 1

(regle).

I'rA:o x ¢ dom(I)
Ix:Arx: A

Nécessairement, x étant irréductible, X' = x. En outre, ona > =1",x: A’

(hypothese) :

avec A 7 A’. Par hypothese d’induction appliquée de deux facons, on
obtient d’une part 1" + A’ . o et d’autre part 1" + A : 0. On conclut ainsi :

I"'rA’: o
-, (hyp)
I x: A I"tA:o A =g A’
I"kx: A -
'rA:B A+C: ACT dom(T’
(affaiblissement) : g = x ¢ dom(I)
I'x:CrA:B

Ona¥ =1",x:C et X’ = A’. Par hypothese d’induction appliquée aux
deux prémisses, on obtient que I + A’ : B et A"+ C' : o, et [’on conclut :
I'+A”:B NrC o AN CTI’
I',x:C+A’:B

(W).

I'IIxxAB):7 TI'x:ArM:B
' (Ax:AM) : (ITx:A.B)
Ona¥ =T1"et X' = Ax:A’M'. Par hypothése d’induction appliquée aux
deux prémisses, on obtient d’une part que I’ + (Ilx:A’.B) : T et d’autre part
que I, x : A’ + M’ : B. En outre, en appliquant différemment |’hypothese
d’induction a la premiere prémisse, on al” + (I1x:A.B) : 7, et [’on conclut :

(introduction de I1) :

'+ (MxA’B): 7 T.x:A+M :B
I1-1
T'r A M) : (A’ B) ) ' (eAB): T
I’ F (Ax:A”. M) : (TIx:A.B) B

I'tM: (Ilx:A.B) I'N:A
I'- MN : B{x<N)
Ona¥ =T1'. Concernant X', deux cas se présentent :

1°) X" = M'N’, auquel cas par hypothese d’induction appliquée aux deux
prémisses, '+ M’ : TIx:A.Bet T"+ N : A.

(élimination de I1) :
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g.

En outre, par le théoreme de correction des types (2.16), il existe o telle
que I' - B{x<N) : T, et [’on peut aussi appliquer ’hypothese d’induction
a cette assertion, ce qui donne I'" + B(x<N) : .

On peut ensuite conclure directement par une figure d’élimination de I1
et une conversion :

I+ M’ : TIx:A.B I"eN':A
['r MN:BGeN) 7 I'vB(xeN): &
I+ M’N’ : B{x<N)

(=)

2°) M = Ax:R.Q et X’ = Q(x<N). Dans ce cas, par le lemme d’engendre-

ment (2.21) appliqué a la premiere prémisse, on obtient P et T tels que
IMx:R.P =, [Ix:ABetI',x : R+ Q:PerI'+1Ix:R.P : 7, assertions aux-
quelles on peut appliquer I’hypotheése d’induction. En appliquant I’hypo-
these d’induction a la premiere de ces assertions, ainsi qu’a la prémisse
I'r N : A, l’on obtient respectivement I'',x : R+ Q : PetI" F N : A.
Par ailleurs, le lemme d’engendrement (2.21) appliqué la seconde de ces
assertions indique entre autres qu’il existe une sorte p telle que I' F R : p,
et ’on peut alors appliquer I’hypotheése d’induction a cette assertion, ce
qui donne T’ + R : p.
En outre, par le théoreme de correction des types (2.16), I + B{(x<N) : 1,
et ’on peut appliquer I’hypothese d’induction a cette assertion, ce qui
donne I’ + B{x<N) : 1.
Sachant que nécessairement B(x<N) =g, P(x<N) et R =g, A, on peut
ensuite conclure comme suit :
I"'tEN:A I"rR:p
[".x:RFQ:P I"FN:R =
' F Q(x—N) : P(x—N) O BNy T
I F Q(x<N) : B{(x<N)
Ix:ArM:B '-N:A
I' - M{(x<N) : B{(x<N)

2.

(coupure) :

Ona¥ =1, et X’ = M'(x<N’). Dans ce cas, par hypothese d’induction,
IM,x : ArM" : BetI”"+N" : A. En outre, par le théoreme de correc-
tion des types (2.16), on a que I v B(x<N) : o, auquel on peut appliquer
[’hypothese d’induction pour obtenir I - B(x<N) : 0. On conclut ainsi :

I, x:ArM' :B "+ N:A
T F M{(xeN) : B(xeN) " I'vB(xeN): T
I+ M’{x<N’) : B{x<N)

(=)
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'rM:B ArN:A P{(x<N)— M

'+ P(x<N):B
Onax =1 et X' = P(x«N’). Par le lemme 2.27, il existe M’ tel que
P (x<N') —, M" et M 57 M'. On applique alors I’hypothése d’induction
aux prémisses pour obtenir respectivement I’ + M’ : B, que ’on note (1), et
A+ N’ : A, que l’on note (2), et ’on peut alors conclure :

h. (expansion) :

(1) (2) P (x«N") — M’
'+ P(x<N'): B

(x)

FTFM:A THB:oG A=yB
I'+M:B

Par hypothese d’induction appliquée aux deux prémisses, I' + M’ : A et
I + B : 7, et il suffit d’'une simple conversion :

i. (conversion) :

I"'eM':A T"rB:o A=zB
I"+M":B

pour conclure. Q.E.D.

Remarque :
La propriété duale, I’expansion du sujet, n’est pas satisfaite. Il suffit de considérer
I’expansion suivante : x G x(y<zz). En effet, x est trivialement typable. En
revanche, x(y<zz) n’est pas typable, puisqu’il est impossible de typer zz.

Par ailleurs, on peut maintenant montrer la proposition 2.15 énoncée plus haut,

dont on rappelle le contenu :

Proposition :

Soient I' un contexte et M : B une assertion tels que I' + M : B. Alors :

(1) siM =g f, alors B =g f

(i1) siB =g f, alors il existe o € 3, X1,.osXx € U Ny, ...,Ny € ATx des
termes tels que M = o (x; <Ny ) - - - (X< Np).

Démonstration.

(i) siM =g f, alors Mb—*x>f, et donc, par le théoreme de réduction du sujet,
I+ f : B. De ceci découle, par le lemme d’engendrement, que B = o avec
(f,E) € A, et 0 ne peut étre que f

(ii) On procede par induction sur la dérivation de T + M : B, en discriminant
selon la derniere figure appliquée :

— (axiome), (affaiblissement), (conversion) : ces cas sont évidents ;
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(régle), (introduction de I1) : ces cas sont triviaux car B #gy f;

— (hypothese) : ce cas est trivial car si B =g, f, alors par le point (i), on a
une sorte o telle que o =gy f, ce qui est impossible.

(coupure), (expansion) : ces cas sont évidents par hypothese d’induction ;
(élimination de I1) : par le lemme d’engendrement, onal,u : W+ X : o
avec B = X(u<V) etT'+V : W, d’ou, par une (coupure), I' + B : 0. Or,
comme B =g f, on a Bﬁf, et donc, par le théoréeme de réduction du

sujet, I' F f . 0, ce qui est impossible ; le cas est trivial.
Les deux points sont donc satisfaits. Q.E.D.

3.3. Conservation de la normalisation forte

On a déja mentionné plus haut qu’il existe une correspondance canonique
entre systemes de types purs explicites et systemes de types purs implicites : en
effet, ces deux especes de systemes étant définies formellement uniquement par
leur triplet de sortes, axiomes et regles, on peut les apparier en fonction de cela.

Cette partie montre qu’entre les deux systemes ainsi définis existe une simili-
tude importante : en effet, on va montrer qu’un systeme de types pur explicite est
fortement normalisant si, et seulement si, son correspondant implicite 1’est.

Pour ce faire, on va employer dans un premier temps 1’ordre récursif de chemin
(cf. chapitre 1, § 1.3, p. 21) pour montrer la préservation de la normalisation forte,
puis I’on étudiera la normalisation forte.

Préservation de la normalisation forte

Etant donnée une relation de réduction — définie sur un ensemble E, on
note Ny I’ensemble des termes de E n’admettant pas de R-réduction infinie. On

commence par définir un ensemble de ATx-termes :

F = {MeA¥x/YNCMEN) e A)))

Définition 2.18 : algébre de termes T
On considere la signature infinie £ = {0, Q, £} U {A"},cn U {S"},cnr, OU 0 est une
constante, £ et Q des symboles binaires, et les A" et S" des symboles binaires. On
définit la préséance suivante sur X :

e S e S e W s SO A 2 Qb o,
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On définit également 75 I’algebre de termes engendrée par la signature X, et I’on
considere sur ses termes 1’ordre récursif de chemin <,,, engendré par la préséance
> et le statut multi-ensemble pour tous les symboles de fonction.

Afin de pouvoir utiliser I’ordre récursif de chemin, il est nécessaire de traduire
les termes de ¥ dans I’algebre 7y :

Définition 2.19 : traduction de F dans T
On définit la traduction | - | des termes de F dans Ty :

lols = o
Xy = o
|7x|2 = ©°
Mx:ABlz = 2Q(Alg, |Blg)
Ax:ABlzy = L(Alsg, |Bly)
IABlz = W'(Alg,[Blg) oun=v(x(MN))
|IA(x<B)ly = &"(|Aly,[Bly) oun = v(x(M{(x<N)))

ot v(M) est la longueur maximale d’une -réduction commencant par M — qui est
bien défini car M € 7 C N/

On peut ensuite montrer que la fx-réduction sur les ATx-termes se traduit
dans I’algebre 75 par une décroissance stricte pour I’ordre récursif de chemin :

Lemme 2.30 : Transposition de réduction

Soit X € F. On suppose que X 7Y X'. Alors :
(i) X’ € ¥ (et donc |X'|y est bien définie ;
(i) Xy > o X5

Démonstration.
(i) Cette propriété se montre aisément par induction sur la structure de X.
(ii) On procede par réduction sur la structure de X. On ne montre que les cas
ou la réduction a lieu a la racine dans X, les autres cas se traitant aisément
en appliquant [’hypothese d’induction :
a. X =(Ax:AM)N Ty M({x«<N) = X",
Alors [X]s = W'(L(Alsg, Mlg), Nlx)
> €©"'(Mlg, IN[y)
= X
Les longueurs maximales de réduction dans les deux cas different de 1
car x(X) = (Ax:x(A).x(M))x(N) 5 x(M){x<x(N)} = x(X).
b. X = (Ily:A.B){(x«<N) = IMy: A(x<N).B(x<N) = X".
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Alors [Xly = S"(Q(Al, [Blx), INIx)
> QS (|Aly, Nlx), S/(IBls, N[x))
= X
Onan =i+ jcarx(X) = Ily:x(A{(x<N)).x(B(x<N)).
c. X =(1ly:A.B){(x<N) = Ay:A(x<N).B(x<N) = X".
Alors [Xly = S"(L(|Alz. [Bly), NIy)
>0 L(S'(JAlg, INIz), ©/(|Blg, INIx))
= Xl
Onan =i+ jcar x(X) = [Iy:x(A(x<N)).x(B{x<N)).
d X =(AB){x<N) 7Y A{x<N)B{x<N) = X".
Alors [X|y = 6”(‘21’_‘(|A|2, Blx), N[x)
>0 A'(S'(JAly, NIy), ©/(IBly, IN[x))
= Xl
On a d’une part k < n car si X(AB) [';—> T, alors par compositionnalité
de la B-réduction, x(AB(x<N)) = X(AB){_x<—X(N)} % T{x<—x(N)}, et
d’autre part i + j < n car _si'x(A(x<—N)) é—> A’ et x(B{(x+N)) [fg—> B/,
alors x(A(x=N)B(x<N)) % A'B’.
e. X =x(x<N) Y N =X
Alors Xy = ©"(o,|N[g) > ., NIz = [X[5.
f X =M(x<N) & M{x<y,} =X
Alors Xy = (Mg, INlg) > ... Mlz = [X'[5.
En effet, M|z = [M{x<y,llz car |xls = |y.ls = o. Q.E.D.

Corollaire 2.31 : Préservation de la forte normalisation
Soit M un ATx-terme.
(i) SiMe ¥,alorsM € Ngx.
(ii) Si M ne contient pas de substitution explicite et M € N, alors M € Ngx.

Démonstration.
(i) On suppose que M € F et M ¢ Ngx. M ¢ Ngx donc il existe une chaine
infinie de réduction de la forme M Y M, T M, = M; =

Comme M € F, le lemme de transposition 2.30 donne (i) que tout terme My
est dans ¥ — donc peut étre traduit via | - |z —, et (ii) que [’on a une suite
infinie décroissante M|y >, IMils > ., Malz >, -+ > IMily >, -+, ce
qui contredit la bonne fondation de > ., (cf. chapitre 1).

(ii) Si M € N, alors tous ses sous-termes sont également dans N, et donc
M e F, et I’on peut alors conclure par le point précédent. Q.E.D.
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Traduction implicite/explicite et normalisation forte

Lemme 2.32 : Traduction entre systemes implicites et explicites
Soient T un systeme de types pur implicite, et TX son systeme explicite asso-
cié. Soit Z+ 3y Y : Z un jugement valide avec Y #g f et Z #px f . Alors
X(E)F 1 x(Y) : x(Z) est un jugement valide (ol x(Z) est le contexte = ou x(-)
est appliquée a chaque prédicat).

Démonstration.
Par induction sur la dérivationde 2+ Y : Z.
) (7)) € A
a. (axiome): —————
Fo:T

La propriété est triviale.

. 'rA:p TI'x:A+rB:o (p,0,71) € R
b. (regle) :

INrTx:AB: 1
Par hypothese d’induction, x(I') - x(A) : p et x(I'),x : x(A)Fx(B) : o
(puisque p, o Zpx f). On peut appliquer une figure de (regle) a ces juge-
ments, d’on X(I') + ITx:x(A).x(B) : 7, 1.e. x(I') + x(IIx:A.B) : x(7).
I'rA:o
Ix:Arx: A
Par hypothése d’induction, X(I') + X(A) : o (puisque o %px f) et ’on peut
conclure par une figure d’(hypothese) que x(I'), x : X(A) F x : x(A).
I''rA:B ArC:0 ACT x¢dom(I)
INx:CrA:B
Si B =p f, la propriété est triviale. Sinon, par hypothése d’induction,
x(M) Fx(A) : x(B) et x(A)+x(C) : o, et il suffit d’appliquer une figure
d’(affaiblissement) pour conclure que x(I'), x : X(C) + x(A) : x(B).
I'r(IxxAB):0c I,x:A+M:B x¢dom(I)
' (Ax:AM) : (I1x:A.B)
Par le lemme d’engendrement 2.21 appliqué a T + (Ilx:A.B) : o, il existe
p € S telle que I' B : p, d’ou, par la proposition 2.15 (i), B #g f

c. (hypothese) :

d. (affaiblissement) :

e. (introduction de II) :

De plus, TIx:A.B #py f On obtient donc par hypothése d’induction d’une
part x(I') F x(T1x:A.B) : x(0), qui se récrit x(I') F T1x:x(A).x(B) : o, et
d’autre part X(I'), x : X(A) v x(M) : x(B). Par une figure d’introduction de
11, ’on obtient X(I') + (Ax:x(A).x(M)) : (IIx:x(A).x(B)), ce qui se récrit
x(I) F x(Ax:AM) : x(ITx:A.B).

I'-M: (IIx:A.B) F'rN:A

I' - MN : B{(x<N)
De méme que B dans le cas précédent, I’on montre que A #py f ; de plus,

[ (élimination de II) :
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IMx:AB #gp, f Donc par hypothese d’induction, x(I') - x(N) : x(A) et
x(D) Fx(M) : x(I1x:A.B), ce qui se récrit x(I') - x(M) : (I1x:x(A).x(B)).
D’ou, par une figure d’élimination de I1, x(I') F x(M)X(N) : x(B)[x<x(N)],
ce qui se récrit X(I') - x(MN) : x(B(x«N)).
I''x:ArM:B I'-N:A
I' F M{x<N) : B{(x<N)
Par hypothese d’induction, x(I'),x : x(A)+ x(M) : x(B) d’une part et
x(I) F x(N) : x(A) d’autre part. On applique alors le lemme de substitu-
tion 1.5, ce qui donne le jugement x(I') F x(M)[x<x(N)] : x(B)[x<x(N)],
dans lequel on reconnait bien x(I') - x(M{(x<N)) : x(B(x<N)).
'tM:B ArN:A P(x<N)— M
I'tP(x<N):B
On vérifie aisément que P(x<~N) —, M implique que x(P{(x<N)) = x(M),
et la propriété est évidente par hypothése d’induction.
'tM:A I'tB:o A=45B
I'tM:B
B #p, f donc, comme A =g, B, A #p, f . Donc par hypothese d’induction,
x(I) F x(M) : x(A). Deux cas se présentent alors :
1°) Soit il existe p # f tel que T'+ B : p. Il est aisé de montrer que si

g. (coupure) :

h. (expansion) :

i. (conversion) :

I'-B: f metT +B : p,alorsT+B : pm; et ’on peut donc appli-
quer I’hypothése d’induction a I + B : p [k-11, et conclure ensuite par une
figure de (conversion).
2°) Soit o = f et il n’existe aucune sorte p € S telle que I + B : p. Alors,
comme I' + B : f, par la proposition 2.15 (ii), il existe une sorte T telle
que B = 7(x;<Nj)---(x;<Ny) avec tous les N; typables. Or A =g B,
donc X(A) = X(B) = 7. On suppose que 1 est typable, i.e. qu’il existe une
sortev € S telle que (t,v) € A. Alors, comme B = 7(x;<N;) - - (x;<Ny)
avec tous les N; typables, par le lemme d’initialisation 2.20 et k appli-
cations de la figure d’(expansion), I + B : v, contradiction. Donc T est
terminale, et donc par la proposition 2.14, comme x(I') + x(M) : x(A) et
x(A) = X(B) = 7, on a x(A) = 7 = X(B), et I’on conclut. Q.E.D.
La propriété de préservation de forte normalisation étant établie, il manque
peu de choses pour passer a celle de forte normalisation, que 1’on énonce comme
suit a I’état de conjecture :
Conjecture 2.33 : Normalisation forte

Soit Tx un systeme de types pur explicite, et T le systeéme implicite correspondant.
Tx est fortement normalisant si, et seulement si, T ’est.
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On peut en fait montrer aisément le sens direct de cette équivalence, c’est sur le
sens réciproque que porte la conjecture.

Démonstration.

On suppose que IX est fortement normalisant.

Soit Xy un terme typable dans T et admettant une chaine de réduction infinie

XOB—>XIT> ‘e T)X,,?X,,H? ---. A fortiori Xy est typable dans Tx. Or, un
pas de [-réduction peut étre simulé par plusieurs pas de Bx-réduction, et l’on
a donc XOT?XI B—er) - %X,,B—?X,H] B—er) -, ce qui contredit le fait que IX est
fortement normalisant. Q.E.D.

Pour le sens réciproque, on fait habituellement usage de deux stratégies. La pre-
miere, introduite par R. BLoo, repose sur la propriété de typabilité des sous-termes
d’un terme typable :

On suppose que X est fortement normalisant. Soit M un ATx-terme tel qu’il existe
I' et B tels que I - yM : B. Soit N un sous-terme de M, par typabilité des sous-
termes, il existe alors A et A tels que A+ +xN : A, et donc A+ zx(N) : x(A),
et donc N € N[\; (puisque T est fortement normalisant). Et donc, par définition,
M € F, et donc, par le lemme 2.31, M € NVX, ce qui montre que IX est fortement
normalisant.

La seconde, introduite par H. HErRBELIN et développée par E. PoLonovski dans [80],
consiste a essayer de trouver une traduction des termes impurs dans les termes
purs telle que le terme pur se fx-réduise a un terme convertible en un certain sens
au terme impur, afin que la normalisation forte du terme pur puisse €tre « héritée »
par le terme impur (en effet, I’ensemble des termes fortement normalisants est clos
par réduction).

L’application de ces deux stratégies est rendue tres difficile par la figure d’ex-
pansion. La conjecture de typabilité des sous-termes supra semble en effet raison-
nable, mais la présence des deux figures de coupure et d’expansion permettant de
typer les substitutions rend la chose tres complexe. Par ailleurs, la définition d’une
traduction des termes impurs dans les termes purs est également plus difficile a
concevoir du fait de la possibilité que la propagation dans une figure d’expansion
soit I’application de la regle de (gc).
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1. Le Apfi-calcul

1.1. Historique

La problématique générale dans laquelle on se place est la suivante : la corres-
pondance de Curry-Howard(-De Bruijn), que I’on a déja présentée au chapitre 1
§ 2.1, a été a son origine développée dans le cadre de la logique intuitionniste. Tou-
tefois, I’observation que certaines tautologies de la logique classique évoquent le
typage de certains opérateurs de controle conduisit T. GRIFFIN en 1990 dans [49]
a entamer 1’extension de cette correspondance a la logique classique. Parmi les
pistes les plus prometteuses dans cette optique, on peut noter le Au-calcul de
M. PariGor (cf. en particulier [79]), dont le systeme de types associé est basé sur
un formalisme de déduction naturelle pour la logique classique.

Une approche alternative, qui est celle que 1’on va appliquer ici, est celle du
Xua—calcul, introduit dans [21] en 2000 par P.-L.. Curien ET H. HERBELIN, dont les
termes représentent des dérivations dans un calcul de séquent, tandis que la réduc-
tion sur ces termes représentent 1’élimination des coupures. L’un des avantages de
cette approche par les calculs de séquents est sa symétrie intrinseque, qui peut étre
mise en parallele avec la symétrie inhérente de la logique, et spécialement de la
logique classique. Dans [21], le Apfi-calcul est introduit avec un systéme de types
simples, et ses versions en appel par valeur et en appel par nom sont encodées en
A-calcul simplement typé via une traduction CPS — ce qui montre en particulier la
forte normalisation de ce systeme de types.

Le Apji-calcul a par ailleurs été enrichi en calcul & substitutions explicites. On
pourra en particulier se reporter a I’article [81] d’E. PoLoNovski, ol celui-ci étudie
la forte normalisation du Apfi-calcul pour la réduction sans restriction, puis étend
cette propriété a une variante de son calcul obtenue par 1’adjonction de substitu-
tions explicites. L’une des importantes difficultés posées par ce probleme est que
cette réduction n’est pas confluente, du fait d’une paire critique. La méthode ex-
posée dans [81] fait usage d’une notion de « candidats de symétries », trouvant
son origine dans [4] de F. BARBANERA ET S. BERARDI.

Par ailleurs, dans I’article [33] de D. DouGHERTY, S. GHILEZAN et P. LESCANNE,
on trouve une étude des propriétés computationnelles du Apfi-calcul non typé, et
en particulier une caractérisation des termes fortement normalisants (en appel par
valeur ou par nom) au moyen d’un systeme de types a intersection et union, sous
forme d’un calcul de séquents analogue a celui des types simples définis dans [21].
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Enfin, un travail allant dans la méme direction que celui présenté ici est le
calcul FS, introduit par S. LENGRAND ET A. MIQUEL dans [69] et repris par S. Len-
grand dans sa these [68], qui est une extension du systeme de types pur Fw. Au
contraire de 1’approche suivie ici, qui est résolument syntaxique, leur approche
est plus sémantique : partant du constat que les types dépendants compliquent
nécessairement beaucoup les choses lorsque 1’on parle de logique classique, car
ils peuvent introduire de la non-confluence dans les formules, ils considerent le
systeme Fw, qui est le plus grand systeme du A-cube ne contenant pas les types
dépendants, et ol I’on peut donc séparer syntaxiquement les types et les termes.
Ils étendent ce systeme de maniere a obtenir un calcul de séquents, et montrent la
cohérence du systeme obtenu.

1.2. Syntaxe et réduction

Les termes du Auji-calcul sont définis comme suit :

Définition 3.1 : Auji-calcul ; appelants, appelés, capsules
Soient X et V deux ensembles infinis dénombrables de variables appelées res-
pectivement variables d’appelant et variables d’appelé. On définit alors trois en-
sembles d’expressions au moyen de la grammaire algébrique suivante :

R == x (variable d’appelant)
|  AxR (A-abstraction)
|  pa.C (u-abstraction)

E = « (variable d’appelé)
| ReE (empilement)
|  ax.C (fi-abstraction)

C == (R||E) (capsule)

xeX;, aeV

dont les trois principaux symboles décrivent chacun une espece d’expression :
— R décrit les appelants (parfois aussi appelés termes) ;
— E décrit les appelés (parfois aussi appelés environnements) ;
— C décrit les capsules (parfois aussi appelées commandes) ;

On observe qu’il existe deux especes différentes de variables : les variables
dites respectivement d’appelant, qui décrivent I’ensemble X, et d’appelé, qui dé-
crivent I’ensemble V. Par convention, 1’on dénotera respectivement les variables
d’appelant et d’appelé par des lettres minuscules latines et grecques.
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On peut naturellement définir canoniquement les notions de variables libres et
liées de la maniere suivante :

Définition 3.2 : variables libres/liées pour Auji
On définit les variables d’appelant (respectivement d’appelé) libres ou liées d’une
expression comme appartenant a une partie de X (respectivement V) définie par
induction sur I’expression.
Les ensembles des variables d’appelant libres, des variables d’appelant liées, des
variables d’appelé libres, des variables d’appelé liées de M sont respectivement
dénotées par fvy (M), bvy (M), fvq, (M), by, (M).

Les variables d’appelant libres sont définies comme suit :

—va(x)z{x}; —fv(v(x):(b;

= fvx (Ax.R) = fvy (R) \ {x}; — vy (Ax.R) = fvq, (R);

— fox (pa.C) = fvy (C); = oy (ua.C) = fvy, (C) \ {e};

— fox (@) =0; - foy (@) = {a};

— fvx (ReE) = fux (R) U fvy (E); — fvy (ReE) = fvy, (R) U fvy, (E)
= fox (@x.C) = fuy (C) \ {x}; = fry (ax.C) = fvq, (C) ;

- fox RIE)) = fox R)Ufvx (B); = fog (R E)) = fvg, (R)Ufvy, (E);

et les variables liées comme suit :
- bvx(x) =0;

bvy (Ax.R) = bvy (R) U {x};

— bvx (ua.C) = bvx (C);

— bVX (a) = 0,

— bvx (ReE) = bvx (R) U bvy (E);
— bvy (1x.C) = bvy (C) U {x};

- bvyx(RIIE)) = bvx(R) U
bvx (E);

Naturellement, a cette notion de variable libre ou li€e est associée une notion
d’a-conversion, qui se définit de fagcon usuelle. De nouveau, I’on peut considérer
comme termes du calcul les éléments du quotient par I’a-conversion, auxquels
s’étendent canoniquement toutes les opérations de Aufi. On applique comme pré-
cédemment la convention de Barendregt pour choisir les noms des variables dans
des représentants considérés desdits termes.

— by (x) = 0;

bve, (Ax.R) = bvy (R);

— bvy (ua.C) = bvy (C) U {a};

— bV(v (CV) = 0,

— bvy (ReE) = bvy (R) U bvy (E) ;

— bvy (1x.C) = bvy (C);

— bvy (R || E)) = bvy (R) U by (E).

Parmi tous les termes exposés ci-dessus, les expressions essentielles de Auji,
i.e. celles sur lesquelles se font les calculs, sont les capsules. Le lecteur désireux
de trouver de plus amples explications sur la notion de calcul sur les capsules de
Aufi pourra en trouver dans [33], oll le comportement opérationnel de ces termes



134 SYSTEMES DE TYPES PURS ET SUBSTITUTIONS EXPLICITES

est décrit en détail. On se contentera ici de donner leur sémantique opérationnelle,
i.e. la notion de réduction employée.

Définition 3.3 : réduction pour Auji
La réduction, notée —, est définie comme la cloture contextuelle de 1’union des
trois axiomes de réduction suivants :

(M) (AxM| NeE) — (M[N/x]| E)
(W) (ue.C[E) — C[E/a]
(1) R ax.C) — C[R/x]

On donne ici non les regles originelles données dans [21], mais une variante
dont la différence réside dans I’axiome (A), qui, dans [21], a la forme suivante :

(AxM || NeE) — (N[ ax (M| E))

Toutefois, il est clair que la différence entre ces deux axiomes réside dans I’appli-
cation d’un axiome (fi).

Ces trois regles correspondent aux trois différentes actions possibles au sein
d’une capsule. Intuitivement, les deux éléments d’une capsule ont chacune leur
fonction propre : I’appelant peut étre vu comme un processus allant chercher des
données dans I’appelé, que 1’on peut voir comme une pile d’éléments — c’est la
ce que I’on voit avec la regle (A). Par ailleurs, chacun de 1’appelant et de I’appelé
peut demander a I’autre de prendre la place de 1’une de ses variables d’espece
correspondante — c’est 1a la signification des regles (u) et (fi).

On constate que la notion de réduction ainsi obtenue n’est pas confluente.
En effet, si I’on applique les deux dernicres regles a la capsule (ué.C, || ix.Cy),
on obtient la paire critique (C;[fx.C,/€], Co[ué.Cy/x]), qui n’est pas joignable,
comme on peut le voir sur le simple contre-exemple suivant : on considere la
capsule C = (ué.(all a) || ix.(b || B)), ou a, b (respectivement «, ) sont des va-
riables d’appelant (respectivement d’appelés) distinctes. On observe d’une part
que C e (a || @) et d’autre part que C & (b || B). Ces deux capsules étant de
toute évidence irréductibles et distinctes, donc injoignables, il est impossible de
clore le diagramme.

Pour traiter ce probleme de confluence, on peut décider de donner a I’une des
regles (u) ou (fi) la priorité sur I’autre, ce qui revient en fait a choisir une stratégie
d’évaluation des capsules. Si 1’on donne la priorité a (i), on obtient une stratégie
d’appel par valeur (call by value), tandis que si I’on donne la priorité a (fi), on
obtient une stratégie d’appel par nom (call by name).
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1.3. Séquents et typage

Les jugements de type pour le Aufi-calcul nécessitent une présentation particu-
liere, car ils sont assez différents des jugements usuels. Il s’agit en fait de séquents
a formules actives, que 1’on va définir ici de maniere plus ou moins formelle.

Soient un ensemble @ de formules définies sur une signature donnée. On ap-
pelle séquent un couple de parties de ® noté I' - A. Un séquent s’interpréte comme
suit : la conjonction des formules de I implique la disjonction des formules de A.
Les séquents se dérivent au moyens d’axiomes, d’introductions gauches et droites
pour chaque connecteur de la signature des formules, et de coupures. On donne
ici comme exemple dans la table 4 les figures de dérivation valides du calcul des
séquents sur les variables propositionnels et I’implication — :

— (axiome)
Iat+a, A

I'ra,A T,BFA Iarpg,A
-G —_—
Ia—-prA co Fl—a—>ﬁ,A(

-D)

I'rag,A T,arA
I'rA

(coupure)

TaB. 4 — Calcul des séquents sur la signature {—}

On remarque dans ces figures de dérivation qu’une formule est en général
distinguée : la formule ou a lieu I’introduction du connecteur. Si I’on considere
maintenant le calcul des séquents dans une perspective de traitement automatique,
il semble important de repérer cette formule, d’ou 1’idée d’introduire une notion
de formule active, que I’on va définir ici. Etant donné I’ensemble @ de formules,
on construit I’ensemble ® = @ x {0, 1}, dont les éléments sont de deux especes :
les formules inactives, de la forme (¢, 0) et les formules actives, de la forme (¢, 1).
Plut6t que d’écrire ces couples, on adopte la convention d’écriture suivante :

Convention :
Les formules inactives sont écrites normalement, tandis que les formules actives
sont indiquées par I’emploi d’un fond grisé .

On appelle séquent a formule active un séquent dont les formules appartiennent
a @, et dont au plus une est active. Il y en a donc de trois types : sans formule ac-
tive, avec une formule active a gauche, avec une formule active a droite. L.’éven-
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tuelle formule active joue un rdle particulier dans la dérivation : dans toute fi-
gure d’introduction, la formule ou le connecteur a été introduit est active et dé-
rive d’une formule active dans les prémisses. En outre, la coupure fait disparaitre
les formules actives, et de nouvelles figures en font apparaitre dans un séquent
n’en ayant pas. Pour poursuivre I’exemple précédent, on donne dans la table 5
les figures de dérivation valides du calcul des séquents a formules actives sur les
variables propositionnels et I’implication — :

—— @xG) ——— (axD)
I', a +a,A I'a+r a,A
I'ra, A T,BFA Iar g,A
(—-G) - (=D
I a—p FA I'r a—p,A
Iat+ A I'ra, A
———— (act G) ————— (act D)
I a+A I'r a,A

I're,A T,atrA
I'-A

(coupure)

TaB. 5 — Calcul des séquents a formule active sur la signature {—}

Les jugements de typage du Apuji-calcul sont en fait sous la forme de tels sé-
quents a formule active.

Définition 3.4 : assertion, contexte, jugement (valide) de typage dans Auji
On appelle assertion de typage un couple d’expressions noté M : R, ou M (nommé
sujet) peut €tre un appelant ou un appelé, et R (nommé prédicat) est un appelant.
Une assertion peut €tre ou non active.

On appelle contexte de typage un ensemble d’assertions de typage non actives
dont les sujets sont des variables distinctes de méme nature. Si ces variables sont
des variables d’appelant, on parle de contexte gauche. Si ce sont des variables
d’appelé, on parle de contexte droit. Le contexte vide est noté (), et la concaténation
de contextes d’'un méme coté et de supports disjoints est notée par une virgule.
On appelle jugement de typage une expression de 1I’une des trois formes suivantes,
I et A étant respectivement des contextes gauche et droit de typage :

—I'; E: A r AouE estun appelé;

— I't R:A;AouR estun appelant;

— C: (' + A)ouC est une capsule.
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Un jugement est dit valide s’il dérive de I’application des figures'® d’inférence
présentées dans la table 6.

(ax-G) (ax-D)
IMa: A +ra:AA Ix:Ar x: A;A
I'r R:A;A T;E:BFrA I''x:Ar R:B;A
(—-G) (—-D)
I'; ReE: A—»B A I' Ax.R: A—>B ;A
C:T,x:ArA) C:Tra:ANAN
(ax-G) (ax-D)
I ix.C: A FA ' pa.C: A;A

I'r R:A;A TE:A A
(RIIE) : (I'+ A)

(coupure)

Tas. 6 — Figures d’inférence de type valides pour Aujfi simplement typé

2. Systemes de types purs pour le Xuﬁ-calcul

Dans cette partie, I’on va présenter dans un premier paragraphe une syntaxe
du Aufi-calcul étendue pour les systemes de types purs, puis, dans un deuxieéme
paragraphe, le typage pour ce systeme, et enfin, dans un troisieme paragraphe, on
exposera une notion de bonne formation et de correction des types.

2.1. Syntaxe et réduction

On adopte ici la présentation du Aufi-calcul donnée dans [33], qui a été pré-
sentée dans la section précédente. Naturellement, il va étre nécessaire d’étendre
la syntaxe pour I’adapter aux nécessités des systemes de types purs, qui imposent
que termes et types ne soient pas syntaxiquement séparables.

La définition formelle des systemes de types purs va, une nouvelle fois, res-
ter inchangée : il s’agit d’une spécification du systeme sous la forme d’un triplet
(8, A, R) de sortes, axiomes et regles, indiquant I’expressivité du systeme de types

16 On conserve encore ici cette dénomination inspirée de G. GENTZEN.
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en précisant les especes permises de dépendances, sans prendre en compte le cal-
cul sous-jacent et le systeme d’inférence de types qui viendront s’adjoindre a cette
spécification. Le calcul susmentionné est défini comme suit :

Définition 3.5 : T-appelants, T-appelés, T-capsules
Soit T = (S, A, R). Soient X et V deux ensembles infinis dénombrables de va-
riables appelées respectivement variables d’appelant et variables d’appelé. On
définit alors trois ensembles d’expressions par la grammaire algébrique suivante :

R = «x (variable d’appelant)
|  Ax:RR (A-abstraction)
|  wua.C (u-abstraction)
| o (sorte)
| IIx:R.R (I1-quantification)
E = «a (variable d’appelé)
| ReE (empilement)
|  ax.C (fi-abstraction)
C == (R|IE) (capsule)

ceS; xeX;,aeV

dont les trois principaux symboles décrivent chacun une espece d’expression :

— R décrit les T-appelants;

— E décrit les T-appelés ;

— C décrit les T-capsules.

On observe la méme convention que précédemment pour les variables, a sa-
voir que les variables d’appelant sont dénotées par des lettres latines minuscules,
et les variables d’appelé, par des lettres grecques minuscules. Pour éviter la confu-
sion entre ces dernieres et les sortes, qui sont également dénotées par des lettres
grecques minuscules, on utilisera de préférence les deux premiers tiers de 1’alpha-
bet pour les variables et le dernier tiers pour les sortes.

On remarque divers changements par rapport au Apfi-calcul usuel. D’une part,
on est passé d’un calcul a la Curry a un calcul a la Church : les A-abstractions
sont maintenant annotées. En outre, on remarque 1’adjonction au calcul de deux
constructions de type appelant : les sortes et la [I-quantification.

Le choix a été fait, ici, de traiter comme des appelants les constructions de
types. Il aurait également été possible d’envisager de les traiter comme appelés.
Le choix a été fait ici de les considérer comme des appelants car, dans les sys-
temes de types purs, il n’y a pas de distinction entre les variables sur lesquelles
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on peut effectuer une A-abstraction et celles sur lesquelles on peut effectuer une
IT-quantification, ce que ’on a souhaité préserver ici. Ce choix sera évoqué au
paragraphe suivant, avec le typage.

On introduit de fagon canonique la notion de variable libre et li€ée comme suit :

Définition 3.6 : variables libres/liées dans les systémes de types purs pour Auji
On définit les variables d’appelant (respectivement d’appelé) libres ou liées d’une
expression comme appartenant a une partie de X (respectivement V) définie par
induction sur I’expression. Les ensembles des variables d’appelant libres, des va-
riables d’appelant liées, des variables d’appelé libres, des variables d’appelé liées
de M sont respectivement dénotées par fvy, (M), bvy (M), fvq, (M), bvy (M).

Les variables d’appelant libres sont définies comme suit :

— fox (0 = (1)

— fox (eAR) = fox (A) U (frg (R) \ {2 ;

— Jox (ua.C) = fvyx (C);

- fux(0)=0;
— Jox TIx:AR) = fvy (A) U (fuy (R)\ {x});
- fox (@) =0;

— fvx (ReE) = fuy (R) U fux (E);
= fox ({x.C) = foy (C) \ {x};
- fox (RITE)) = fox (R) U fox (E);
et les variables d’appelé libres comme suit :
— oy (x) =0;
— vy (Ax:AR) = fvg, (A) U frg, (R)
= foy (a.C) = fvy, (C) \ {a};

— foy (o) = 0;
— vy IIx:AR) = fvg, (A) U fry, (R)
— foy (@) = {a};

— Jvy (ReE) = fvq, (R) U fvy, (E)
= Joy (ix.C) = fq, (C)
— Joy (RTE)) = fvyy (R) U fry, (E);
tandis que les variables d’appelant liées sont définies comme suit :
— bvx (%) =0;
bvx (Ax:A.R) = bvy (A) U bvy (R) U {x};
bvx (ua.C) = bvx (C);
bVX (0') =0 y
bvy (ITx:A.R) = bvx (A) U bvy (R) U {x};
bvx (@) = 0;
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— bvy(ReE) = bvy (R)U bvy (E);

— bvy (ax.C) = bvy (C) U {x};

— bvx (R || E)) = bvx (R) U bvy (E).
et les variables d’appelé liées comme suit :
bvy (x) =0;

Sy (Ax:AR) = bvy (A) U bvy, (R);
bvy (ua.C) = bvy (C) U {a};

— fry () =0;
— fvg (IIx:A.B) = bvy (A) U bvy (B) ;
- bV(v (CV) = 0,

— bvy, (ReE) = bvy (R) U bvy (E) ;
— bvy (ix.C) = bvy, (C);
bvy ((R|| E)) = bvy (R) U bvy (E).

Tout comme précédemment, cette définition produit une notion d’a-conversion,
qui permet d’identifier les termes aux classes d’équivalences pour I’a-conversion
des expressions, et I’on peut de nouveau adopter la convention de Barendregt pour
le choix des représentants.

La réduction demeure inchangée par rapport au Apfi-calcul usuel, hormis bien
évidemment le fait que I’on est passé d’un calcul a la Curry a un calcul a la Church.
Elle est donc définie comme suit :

Définition 3.7 : réduction (a la racine) dans les s.t.p. pour Auji
La réduction, notée —, est définie comme la cloture contextuelle de 1’union des
trois axiomes de réduction suivants :

) (AcAM| NeE) — (M[N/x]| E)
(W (ua.Cl|E) — C[E/a]
(v R ax.C) — C[R/x]

Une réduction est dite a la racine si elle est un axiome, i.e. la relation de réduction
a la racine > est définie comme 1"union des trois axiomes (A), (W), (V).

Tout comme dans le Apfi-calcul, il convient d’observer que cette réduction a
une paire critique engendrée par les deux dernieres regles, et que celle-ci n’est pas
joignable. La réduction — n’est donc pas confluente. On pourra se reporter a la
partie précédente a ce propos (§ 1.2).

Toutefois, il est possible d’intervertir deux pas de réduction quand le rédex
impliqué dans le premier est inclus dans celui impliqué dans le second.
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Lemme 3.1 : Interversion de rédex
Soient C et D deux capsules et G[ | un contexte tels que C = G[D]. On suppose
que C — G[D’] > €' avec D o D’. Alors C T’L) C.
Démonstration.
1l y a différents cas possibles :
a. C={Ax:H[D].M || NeE).
Alors C' = (M[N/x] || E), et I'on a bien C > (M[N/x] || E) = C".
b. C = {(Ax:A.H|[D] || NeE).
Alors C' = (H[D'][N/x] || E), et I’on a bien C > (H[D][N/x] [| E) — C".
c. C={(Ax:AM| H[D]eE).
Alors C' = (M[H[D']/x] || E), et I’on a bien C T M[H[D]/x] || E) = C".
d. C={Ax:AM | NeH[D]).
Alors C" = (M[N/x] || H[D']), et I’on a bien C > (M[N/x] || H[D]) — C".
e. C={(ua.H[D]| E).
Alors C' = H[D'][E/a], et I'on a bien C > H[D][E/a] — C'.
£ C=(uaZ || HD).
Alors C' = Z[H[D’]/a]), et I’on a bien C = Z[H[D]/a] = C.
g C=(H[D]| ix2).
Alors C' = Z|H[D']/x], et I'on a bien C > Z|H[D]/x] — C'.
h. C=(R| ax.H[D]).
Alors C' = H[D'][R/x], et I’on a bien C = H[D][R/x] — C".
Dans tous les cas, la réduction a la racine peut étre faite en premier lieu. Q.E.D.

On en déduit la possibilité de réorganiser une réduction infinie en allant des
capsules les plus extérieures aux les plus intérieures sans jamais remonter :

Corollaire 3.2 : Réduction par l’extérieur
Soit (C,),en une chaine de réduction infinie.

(i) Si (C,)nen ne comprend aucun pas de réduction a la racine, alors Cy =
G[Do] avec Dy admettant une réduction infinie comprenant un nombre non
nul de pas de réduction a la racine.

(i) Si (C,)nen comprend une infinité de pas de réduction a la racine, alors C,
admet une réduction a la racine infinie.

(iii) Si(C,),ery comprend un nombre fini non nul de pas de réduction a la racine
et Cy n’admet pas de réduction a la racine infinie, alors il existe C' = G[Dy]
tel que Cy > C’; et Dy admet une réduction infinie comprenant un nombre
non nul de pas de réduction a la racine.

Les contextes G ] dans les assertions précédentes sont distincts de [ ].
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Démonstration.

(i) Un tel terme admet nécessairement un sous-terme propre ayant une ré-
duction infinie. Les termes étant finis, on aboutit forcément a un sous-terme
vérifiant la condition supplémentaire.

(ii) On a C, INYe = Cis1, ot le pas ainsi isolé est le premier pas de ré-
duction a la racine. On a alors, en appliquant le lemme précédent k fois,
Co 1 C1 —~5 Cry1 — ---. On poursuit ainsi la construction en appli-
quant le méme processus a C'y pour obtenir une réduction a la racine de
longueur non bornée, et I’on peut conclure.

(iii) Soit j tel qu’a partir de C; aucun pas de réduction ne soit a la racine.
De méme que précédemment, ’on obtient C %) Cy = C;— ---; une
alternative se présente alors :

— si C'y = C; ne contient pas de pas de réduction a la racine, on peut
alors conclure en appliquant le cas (i) a C'y;

— sinon, on répeéte la construction précédente, ce qui augmente la taille de
la réduction a la racine issue de C,,.

Comme Cy n’admet pas de réduction a la racine infinie, nécessairement la

premiere branche de I’ alternative finit par étre réalisée. Q.E.D.

Si I’on se trouve dans le troisieme cas, I’on peut ensuite réappliquer la trans-
formation indiquée dans ce corollaire a la capsule incluse, et ainsi de suite. On
obtient dans tous les cas une chaine de réduction dite imbriquée :

Définition 3.8 : réduction imbriquée dans les systemes de types purs pour Ajji
Soit Cy — -+ — C, une chaine de réduction ; pour tout i, il existe un contexte
Gilltel que C; = G;[D;] et Ciy,; = G;[D’";] avec D; ¢ D';.

La chaine de réduction est dite imbriguée si elle vérifie la propriété suivante : pour
tout Z, il existe un contexte H;[ ] tel que Giy1[ ] = Gi[H;[ 1.

On voit donc que la méthode de réduction par I’extérieur présentée dans le
corollaire supra transforme une réduction infinie quelconque en réduction infinie
imbriquée. Cette derniere forme de réduction sera intéressante par la suite pour ce
qui concerne la normalisation forte.

2.2. Typage

Les jugements de type des systémes de types purs pour le Apfi-calcul sont ana-
logues a ceux des types simples : il s’agit de séquents a formule active, comme
vu précédemment, qui peuvent donc étre de trois formes, selon que leur formule
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active est en partie gauche, en partie droite, ou absente. Ces trois formes corres-
pondent aux trois especes d’expressions intervenant dans le calcul. Il s’agit, tout
comme dans le cas des types simples, respectivement du typage d’un appelé, d’un
appelant ou d’une capsule.

Définition 3.9 : assertion, contexte, jugement de typage des s.t.p. pour Aujfi

Soit T un systeme de types pur. On appelle assertion de typage un couple de T-
expressions not¢ M : R, ou M peut étre un appelant ou un appelé, et R est un
appelant. Dans un tel couple, le premier élément est appelé sujet de 1’assertion et
le second, prédicat de 1’assertion. Une assertion peut étre ou non active.
On appelle contexte gauche de typage une suite finie — et non pas un ensemble
— d’assertions de typage non actives dont les sujets sont des variables d’appelant
distinctes. On appelle contexte droit de typage une suite finie — et non pas un
ensemble — d’assertions de typage non actives dont les sujets sont des variables
d’appelés distinctes. Pour ces deux especes de contexte, le contexte vide est noté
[ ], et la concaténation de contextes de méme coté et de supports disjoints est notée
par une virgule.

On appelle jugement de typage une expression de I’une des trois formes suivante,
I" et A étant respectivement des contextes gauche et droit de typage :

— IE: A Fr AouE estun appelé;

— I'tz R: A ;A ol R estun appelant;

— C:(I'+z A) ou C est une capsule.
Un jugement est dit valide s’il dérive de I’application des figures'” d’inférence
présentées dans la table 7. L’indice T peut étre omis s’il n’y a pas d’ambiguité
quant au systeme considéré.

On remarque dans les figures de la table infra une relation =. Il ne s’agit pas
ici de la cloture réflexive, symétrique et transitive de — (ce qui n’aurait pas de
sens car cette relation n’est pas confluente), mais de celle de i (qui est bien
confluente car sans paire critique).

En observant la figure (I1-D), on peut voir pourquoi le choix a été fait de traiter
les types comme des appelants et non comme des appelés : en effet, I’on souhaite
préserver le fait qu’une A-abstraction est associée a une I1-quantification sur la
méme variable. Lorsque 1’on considere la figure (II-G), on peut remarquer qu’il
pourrait étre possible d’introduire des types duaux en ajoutant des constructeurs
de types aux appelés, car une fois la variable liée, elle peut étre identifiée par
o-conversion.

17 On conserve ici cette dénomination inspirée de G. GENTZEN.
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(o, 1) e A

[IF oc:7;0

' A:p;A I'x:Ar B:o;A (p,01)eA

(axiome)

(regle)

I' dJIx:AB): 7;A

' A:oc;A Ag¢S
Ia: A rFAa: A

(hyp-G)

InhE:BrATHFA:0:A
I'x:A; E:B A

(aff-g-G)

IDE:BrATHA:0;A Ag¢S
ITE:BrA a: A

(aff-d-G)

I't (IIx:A.B):o ;A T'; E:-B[R/x] +A T+ R:A ;A
I'; ReE : IIx:AB r A

(I1-G)

IhE:BFA T'H A:0c;A A=B

(=-G)
IDE:AFrA
C:T,x:ArA) I'r A:og ;A
(V)
T, axC:A F A ‘

I'r R:A;A I,E:A+A

I'r A:0 ;A
Ix:Ar x:A;A

(hyp-D)

I''er R:B;A T A:0 ;A
INx:A+r R:B;A

(aff-g-D)

't R:B;A T'r A:c;AA¢S
I'cr R:B;Aa: A

(aff-d-D)

I'r dIxxAB)oc;A I'x:Ar R:B ;A

(I1-D)
I'r (Ax:AR) : (IIx:A.B) ;A
I''r R:B;A T'm A:0;A A=B
(=D)
I'r R:A;A
C:TrAa:A) I'r A:og ;A
()
T+ uaC:A:A ‘
(coupure)

(RIIE): (T'+ A)

Tas. 7 — Figures d’inférence de type pour les systemes de types purs pour Auji
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Dans les figures (u) et ({i), on peut observer particulicrement la présence d’une
prémisse I' - A : 0 ; A. Cette prémisse joue un rdle en quelque sorte administra-
tif : en effet, elle permet de s’assurer que les dépendances de variables au sein du
couple de contextes (I', A) vont étre correctes, bien que 1’on ait 6té la derniere va-
riable de I’un des contextes. Ce genre de vérification est assez naturel dans le cadre
des systemes de types purs, ou vérifier que le type introduit est bien correct est une
précaution fréquemment nécessaire. Ici, la difficulté vient de la plus grande com-
plexité de la vérification de correction du fait de la présence de deux contextes, ce
qui explique que bien que le type A ait déja été introduit, il faut cependant vérifier
que les dépendances soient correctes. Cette prémisse « de précaution » pourrait
en fait étre rendue superflue par un lemme de renforcement, indiquant que I’on
peut supprimer du contexte les variables n’intervenant pas ailleurs dans le juge-
ment de typage. Il suffirait alors d’avoir une condition interdisant que la variable
supprimée apparaisse dans le reste du contexte de typage, ou elle ne pourra étre
liée. Toutefois, ce genre de résultat est assez difficile a obtenir, comme 1’a indi-
qué H.P. BARENDREGT, en particulier du fait de certaines figures présentes dans le
systeme, en particulier celle de coupure, et surtout celles de conversion.

2.3. Correction des types

Comme 1l est habituel avec les systemes de types purs, les notions de cor-
rection des types et de bonne formation des contextes revétent une importance
particuliere. On introduit donc la définition suivante :

Définition 3.10 : couple de contextes bien formé
Un couple de contextes (I', A) ou les contextes sont respectivement de la forme
=[x :Ty,...,x,: Tolet A =[ay : Ay, ...,y : Ayl est dit bien formé si I’une
des conditions suivantes est remplie :
(i) T'et Asontvides(n =m = 0);
(it) [x; : Ty,...,x,1 : T,-1], A) est bien formé, et il existe une sorte o telle
que [x; : Ty, ...ox Tyl Ty oA
(i) (T, [ay @ Ay, ..., ap ¢ A,_i]) est bien formé, A,, ¢ S et il existe une
sorteotelleque '+ A, io;lay Al .o, @m1 P Apr ]
Naturellement, on peut montrer que les couples de contextes intervenant dans
un jugement validement dérivé sont bien formés :

Lemme 3.3 : Bonne formation de couple
SoitIZTE: A FA, T R:A;AouC: (I'+ A) un jugement valide.
Alors (I', A) est un couple bien formé.
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Démonstration.
On procede par induction en discriminant selon la derniere figure employée :
a. (axiome) : ce cas est trivial.
b. (regle), (I1-G), (II-D), (=-G), (=-D), (coupure), (u), (it) : ces cas sont
évidents par hypotheése d’induction, car toutes ces figures ont une prémisse
ayant le méme couple de contextes que la conclusion.

I'r A:o ;A
c. (hyp-D):
Ix:Ar x: A;A
Par hypothese d’induction, (I', A) est bien formé, et pour montrer que le
couple (I', x : A), A) est bien formé, il suffit de trouver une sorte o telle que
'k A0 ;A et cela est assuré par la prémisse.
' A:0c;A A¢S
Ina:A+rAa: A
Par hypothese d’induction, (I', A) est bien formé, et pour montrer que le
couple (I', (A, : A)) est bien formé, il suffit de vérifier que A ¢ S et de
trouver o telle que ' + A : 0 ; A et cela est assuré par les prémisses.
e. (aff-d-D), (aff-d-G) : ces deux cas sont analogues a (hyp-D).
[ (aff-g-D), (aff-g-G) : ces deux cas sont analogues a (hyp-G). Q.E.D.

d. (hyp-G):

A I’aide des quatre figures d’affaiblissement, I’on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.4 : Correction des prédicats de contexte
Soit (I', A) un couple bien formé. Alors pour toute assertion x : A dans I" ou pour
toute assertion « : A dans A, il existe une sorte o € Stelleque ' A : 0 ;A.

Avec tout ceci, on peut également démontrer le théoreme de correction des
types, qui s’énonce de maniere tres analogue a celui des systemes de types purs
présentés au chapitre 1 :

Théoréme 3.5 : Correction des types dans les s.t.p. pour Auji
SoitI' R:A;Aoul; E: A A unjugement de type valide. Alors soit A € S,
soit il existe une sorte o € Stelleque ' A : o ; A.

Démonstration.

Par induction sur la dérivation du jugement. Tous les cas sont évidents car, dans
chaque cas, soit A est une sorte, soit la propriété I' + A : o ; A est garantie par
une prémisse. Q.E.D.

Il est intéressant de remarquer que, comme on ’avait déja noté au chapitre
précédent, on voit surgir a nouveaux deux notions de correction des types : 1’'une
pour les prédicats de contexte, et I’'une pour les prédicats d’assertion. Ces notions
sont les mémes que celles des systemes de types purs usuels (cf. chapitre 1).
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3. Propriétés remarquables

Dans cette partie, on donne tout d’abord dans un premier paragraphe quelques
lemmes de dérivation, puis, dans les deux paragraphes suivants, deux résultats
importants : la réduction du sujet et la correction des types.

3.1. Lemmes d’inférence de types

Les lemmes suivants sont utiles pour reconstruire des dérivations de types.

Lemme 3.6 : Initialisation pour les systemes de types purs pour Auji
Soit (I', A) un couple bien formé. Alors :

(i) si(oor)eA,alorsI'+ o:7;A;

(i) si(x:T)eTl,alorsI'F x:T;A;

(iii) si(a:A)eA alorsT; a: A +A.

Démonstration.
Par induction sur la taille n du couple, i.e. le nombre total d’assertions dans ses
deux composantes.
— n = 0. Dans ce cas, le point (i) est une application d’une figure d’(axiome)
et les points (ii) et (iii) sont triviaux.
— n>0.0naalors :

(i) On a, par hypothese d’induction, I + o : 7 ;A" avec, selon les cas,
I'=T"etA=AN,a: AoubienT =T',x : Aet A = N. En outre, par
bonne formation, onal”’ + A : o ;A ce qui permet d’appliquer la figure
d’affaiblissement adéquate pour obtenir ' + o : 7 ; A.

(ii) Soit on se trouve dans un cas analogue a celui de la propriété (i),
soitonal = T1",x : T. Dans ce dernier cas, par bonne formation, on
al’+ T:0 ;A ce qui permet d’obtenir, par une figure d’(hyp-R), que
I''x:Tr x:T ;A

(iii) Cette démonstration est symétrique de la précédente. Q.E.D.

Lemme 3.7 : Engendrement pour les systémes de types purs pour Auji
Soit un jugement de typage valide.
(i) Sile jugementest de laforme '+ R: T ;A, alors R doit avoir I'une des
formes suivantes :
a. R=oceS Danscecas, T=71e€ Set(o,1) €A
b. R = x € X. Dans ce cas, il existe 7 € Set (x : U) € T telles que
I'rU: 7;AetT=U.
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c. R =TIx:A.B. Dansce cas, T = 7 € S et il existe des sortes p et o telles
que (0,0,7) e R, TH A:p;Aetl,x: A+ B:o;A.
d. R = Ax:A.N. Dans ce cas, il existe 7 € S et un terme B tels que
I'r JIxxAB):7;A, T, x: Ar N:B;AetT=1Ix:A.B
e. R = pa.C. Dans ce cas, il existe 7 € S et un terme U tels que C :
TrAa:U), 't U:7t;AetT=0U.
(i) Si le jugement est de la forme I'; E: T F A, alors E doit avoir I’une des
formes suivantes :
a. E = a € V. Dans ce cas, il existe 7 € Set (@ : U) € A tels que
IU:7+rAetT=U.
b. E = ReF. Dans ce cas, il existe T € S, des termes A et B et une variable
xeXtelleque'+ (ITx:A.B) : 7;A, T+ R: A;AT; F:B[R/x] +Aet
T =IIx:A.B
c. E =j[x.C. Dans ce cas, il existe 7 € S et un terme U tels que C : (I', x :
UrA), T U:7;AetT=U.
(iii) Si le jugement est de la forme C : (I' - A) avec C = (R || E), alors il existe
TeSetunterme Atelquel' R: A;Aetl; E: A +A.

Démonstration.

Bien que son énoncé semble plus complexe en raison du plus grand nombre de cas
possibles, ce lemme se montre exactement comme son analogue pour les systemes
de types purs implicites présenté au chapitre 1. Q.E.D.

Lemme 3.8 : Dépendances dans les systemes de types purs pour Auji
Les énoncés suivants sont vrais :
(i) SoitI'r X:T;Aoul; X: T -AouX: (I +A)unjugement. Alors :
a. toute variable libre de X est dans le domaine de I" ou A selon qu’elle est
d’appelant ou d’appelé ;
b. dans les deux premiers cas, toute variable libre de T est dans le domaine
de I' ou A selon qu’elle est d’appelant ou d’appelé.
(if) Soit (I', A) un couple bien formé. Alors :
a. sil'=1",x:T,I'”, alors toute variable libre de T est dans le domaine
de I ou de A selon sa nature ;
b. siA=A’,a: A, alors toute variable libre de A est dans le domaine de
I" ou de A’ selon sa nature.

Démonstration.

(i) Le point a. se démontre facilement par induction sur la dérivation, et le
point b. découle du point a. et du théoréme de correction des types (3.5).
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(ii) On traite le point a., le point b. étant symétrique. On raisonne par in-
duction sur la taille n du couple, i.e. le nombre total d’assertions des deux
contextes. Si n = 0, la propriété est triviale. On suppose maintenant n > Q.
Le couple étant bien formé, plusieurs cas se présentent :

— I est vide, et la propriété est triviale ;

—I'=T0",x:Tavecl”"+ T:o;Aet(I",A) bien formé, et la propriété est
évidente grdce au point i. ;

- I =T,u: Vavecu # x et (I't,A) bien formé, et I’on conclut alors
directement par hypothese d’induction ;

— A=A, a: A avec (T', Ay) bien formé, et I’on conclut alors directement
par hypothese d’induction, car dom(A;) C .dom(A).

Dans tous les cas, I’on a que les variables libres de T sont dans le domaine

de 1’ oude A.

Par ailleurs, on peut observer la propriété suivante, donnant des indications sur
la forme des types :

Lemme 3.9 : Typage par une sorte pour Auji
SoitI'+ A : T ;Atel qu’il existe une sorte o € S telle que T = o. Alors A est soit
une sorte, soit une variable d’appelé, soit une I1-quantification.

Démonstration.

On procede par induction sur la dérivation de U'+ A : T ;A. La derniere figure
appliquée ne peut étre que (axiome), (regle), (hyp-D), (aff-g-D), (aff-d-D), (=-D),
ou ().

Les trois premiers cas sont triviaux.

Les trois suivants sont évidents par hypotheése d’induction (pour le cas (=-D),
cela découle du fait que T = o implique T = o). Dans le dernier cas, on a donc
't pa.C; A, d’ou, par le lemme d’engendrement, il existe U tel que A = U et
C: T+ a:U Mais alors U = o, et donc U = o, ce qui est impossible car les
variables d’appelé ne peuvent étre déclarées avec une sorte comme type dans un
Jjugement valide. Q.E.D.

3.2. Réduction du sujet

Le but ici est de montrer que les systémes de types purs définis ici pour le Auji-
calcul vérifient la réduction du sujet. Pour ce faire, on commence par montrer un
lemme de substitution, dont il n’est plus nécessaire d’aborder ’utilité, qui a été
discutée dans les chapitres précédents.
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Lemme 3.10 : Substitution dans les systémes de types purs pour Auji
Soit un jugement de type valide.
(i) Sicejugementestdelaformel'+ R: T ;A,alors:
a. sil'=0",x:U1TI"”etl”"+ S:U;A avec A, préfixe de A,
alors I'",I"”[S/x] + R[S/x] : T[S/x] ; A[S/x];
b. siA=A,a:A /AN etl'; F: A FA avecl préfixede I,
alors I'[F/a] + R[F/a] : T[F/a] ; A", A”[F/a].
(if) Sice jugementestdelaformeI; E: T F A, alors:
a. sil=I",x:UTI"etl"+ S:U;A; avec A, préfixe de A,
alors I, I"”"[S/x]; E[S/x] : T[S/x] + A[S/x];
b. siA=A,a:A /A" etl';; F: A + A" avec I préfixede T,
alors I'[F/a]; E[F/a] : T[F/a] + A’, A”[F/a].
(iii) Si le jugement est de la forme C : (I' - A) avec C = (R || E), alors :
a. sil=I",x:UI"etl"+ S:U;A; avec A, préfixe de A,
alors C[S/x] : (I, T”[S/x] + A[S/x]);
b. siA=A,a:A /A" etl';; F: A +A"avec T préfixede T,
alors C[F/a] : (T'[F/a] + A’, A”[E/a]).

Démonstration.
Par induction directe sur la dérivation du jugement. On traite ici seulement quelques
cas typiques :

' A:p;A TLy:A-B:o;A (p,o,1)eA

' (Ily:AB) : 7;A

a. Par hypothese d’induction, 'on a T",T"[S/x] + A[S/x] : p; A[S/x] et
I",T”[S/x],y : A[S/x] + B[S/x] : o ; A[S/x], et I’on peut alors conclure
par une figure de (regle).

b.  Par hypothese d’induction, l'on a I'[F/a] v+ A[F/a]:p ;AN ,A’[F/a] et
I'[F/al,y : A[F/a] + Bl[F/a]: o ;A,A”[F/a], et I’'on peut alors conclure
par une figure de (regle).

't A:oc;A Ag¢S
— (hyp-G) : (hyp-G)
IB:AFAB:A

a. Par hypothese d’induction, on a I",T"”[S/x] + A[S/x] : o ; A[S/x], et,
par une figure de (hyp-G), I",T"[S/x]; B : A[S/x] + A[S/x],B : A[S/x].

b. Deux cas se présentent. Si § # a, ce cas est direct par induction. Sinon,
le résultat se déduit de I’hypothese A = A", : A, A” par affaiblissement.

— (regle) :
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' R:A;A T;E:A A
— (coupure) : RIE Trd) (coupure)
a. Par hypothese d’induction, 1", T"”’[S/x] + R[S/x] : A[S/x] ; A[S/x] et
I",T”[S/x]; E[S/x] : A[S/x] + A[S/x], et ’on conclut par une coupure.
b.  Par hypothese d’induction, I'|[F/a] + R[F/a] : A[F/a] ; A, AN"[F/a] et
I'F/al; E[F/a] : A[F/a] v AN, A"[F/a], et I’on conclut par une coupure.

Les autres cas se traitent de maniere analogue. Q.E.D.

Théoréme 3.11 : Réduction du sujet dans les systémes de types purs pour Auji
SiC:(TrA) etC—C alors C" : (T + A).

Démonstration.
Soit C égale a (R || E). Ily a trois cas, selon la regle de réduction qui a été utilisée :

(1) Dans ce cas, R = Ax:A.M, E = NeF, et C' = (M[N/x] || F). Par le
lemme d’engendrement (3.7), il existe un type T tel que T+ R:T ;A et
I E: T v A En utilisant deux fois le lemme d’engendrement (3.7) et la
figure de conversion, [’on montre qu’il existe B avec T = Tlx:A.B tel que
I''x: Ar M:B:;Aetl; F:B[N/x] rAetT'+ N: A ;A En utilisant le
lemme de substitution (3.10) avec le premier et le dernier de ces trois ju-
gements, on obtient que I' + M[N/x] : B ; AIN/x]. Comme le couple (I', A)
est bien formé et que x n’apparait pas dans ', 'onaT'+ M[N/x] : B ; A, et
donc, par une coupure, C' : (I' + A).

(1) Dans ce cas, R = ua.C” et C' = C"[E/a]. Par le lemme d’engendre-
ment (3.7), il existe un type V tel que T'F R:V ;A et '; E:V FA En
utilisant de nouveau le lemme d’engendrement (3.7), on obtient alors que
C": (T +rA a:V) don, par le lemme de substitution (3.10), C' : (I' v A).

(1) Dans ce cas, R = ua.C” et C' = C”"[E/a]. Cette démonstration est ana-
logue a la précédente. Q.E.D.

3.3. Normalisation forte

On donne ici une démonstration de la normalisation forte pour le systeme
correspondant aux types simples, et I’on donne également des outils semblant
prometteurs pour une méthode par encodage dans les systemes de types purs.
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Normalisation forte pour les types simples

Dans ce paragraphe, on va montrer que le systtme de types pur pour A
correspondant aux types simples est fortement normalisant. On considere donc
ce systeme, qui comporte deux sortes * et O, un seul axiome * : 0O, et une seule
regle (x, *, ). Pour ce faire, on va le traduire dans le Aufi-calcul simplement typé
(cf. e.g. [81]), qui est fortement normalisant.

On commence par montrer quelques lemmes spécifiques a ce cadre :

Lemme 3.12 : Propriété du s.t.p. des types simples pour Auj
Les assertions suivantes sont vraies :
(i) SiT,x:A,Er B:x;AetT'+ A:x;A, alors x ¢ fu.,(B).
(ii) SiT+ B:x*;Aet A =B, alors B ne contient pas de capsule et A = B.
(i) SiT'r AxtAR:B ;A alorsT'F A« A.

Démonstration.

(i) On procede par induction sur B. D’apres le lemme 3.9, B est nécessaire-

ment une sorte, une variable, ou une I1-quatification. Dans le premier cas,
la propriété est évidente. Dans le deuxieme cas également, car B ne sau-
rait étre x, sans quoi, par le lemme d’engendrement, on aurait A = %, donc
A = %, ce qui est impossible.
Reste le troisieme cas, i.e. B = Ily:U.V. On a alors, par le lemme d’en-
gendrement, I',x : A,EF U:p;Aetl,x : AJE,y : Ur V:0o ;A avec
(o, 0, %) une regle. Mais alors p = o = *, et donc on peut appliquer I’hypo-
these d’induction, et I’on obtient alors que x ¢ fv,(U) et x & fv,(V), ce qui
implique que x ¢ fv,,(B).

(ii) On procede par induction sur B. D’apres le lemme 3.9, B est nécessai-
rement une sorte, une variable, ou une 11-quantification. Les deux premiers
cas sont évidents ; reste le troisieme, i.e. B = I1y:U.V. Alors A = I1y:U".V’
avec U = U et V' = V. De plus, comme au point précédent, par le lemme
d’engendrement, '+ U:x;Aet',y : Ur V:x;A. On peut alors appli-
quer I’hypothese d’induction a ces deux dérivations avec respectivement U’
et V'. On obtient donc que U et V ne contiennent pas de capsule, et que
U =U’"et V = V'. Donc B ne contient pas de capsule, et A = B.

(iii) Il suffit d’appliquer deux fois le lemme d’engendrement. Q.E.D.

On peut noter comme corollaire du point (ii) que tout appelant typable par la
sorte * est exclusivement constitué de variables d’appelant et [1-quantifications (et
est donc irréductible).
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Puis on remarque que, par le théoréme de correction des types,sil'F R : A ;A
oul; E: A + A, alorsilexiste o e Stelleque ' A : 0 ;A ouA = ¢. Combiné
avec le lemme 3.9, ce résultat devient que soit ' - A : % ; A, soit A = x*, soit
A = O. En outre, on a déja vu, par le lemme précédent, que si['+ R : O; A, alors
R = *. On montre également qu’il est impossible que I' - ; E: O A : en effet,
ce cas n’est possible que si E = fix.C;, ce qui, par le lemme d’engendrement,
implique que C; : (I', x : O+ A), ce qui est impossible car les variables ne peuvent
étre déclarées avec le type O dans une dérivation valide.

On définit alors deux traductions partielles || - || et | - | sur les termes typables :
= [lxl[ = x;

- [[Tx:A.BJ| = [[All = [IB]|;

=[xl =3

— |[Ax:A.R| = Ax.|R|;

- |na.Cl = pa |Cl;

= o] = a;

— |[ReE[ = [R]e[E[;

|iix.C| = fix.|C| si ce terme n’est pas de type * ;

liix.C| = |C] si ce terme est de type *;

KR || E)| = (|R]| || |E|) sile type commun a R et E n’est pas *;

(R || E)| = ID|[|IR]/x] sile type commun a R et E est * et E = fix.D.

La traduction || - || traduit les termes sous forme de types du Xuﬂ—calcu] simplement
typé, tandis que la traduction | - | traduit les termes sous forme de termes du Apfi-
calcul simplement typé.

On remarque avec le lemme 3.12 que si '+ R : x; A, alors |[R|| est définie.
Cela permet d’étendre la traduction || - || aux couples de contextes bien formés.
Pour les contextes droits, la traduction est directe : on a ||a; : Aq,...,a¢ @ Aill
=a; : [|All,...,a : ||Ag]] tandis que pour les contextes gauches, elle s’obtient
comme suit : [|[[]I = O et |, x : Al = |Illl,x : ||A]] st A # =ou ||, x : A|| = |||
sinon.

On peut alors traduire les dérivations de typage comme suit :

— siladérivation estde la forme I' - = : O ; A, la dérivation n’est pas traduite ;

— si la dérivation est de la forme I'+ R : % ; A, la dérivation se traduit par le
fait que ||R|| est définie;

— si la dérivation est de la forme '+ R : A ;A ou A n’est pas une sorte, la
dérivation se traduit par [[['|| v [R] : [|A]] ; ||A]l;

— si la dérivation est de la forme I'; E: A + A ou A n’est pas une sorte, la
dérivation se traduit par [[['||; |E| : ||All F [|A]l;
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— si la dérivation est de la forme I'; E : = + A, nécessairement E est de la
forme fix.C, et la dérivation se traduit par [C| : (||[T']| F [|Al]);
— siladérivation est de la forme (R || E) : (I' v A) avec * comme type commun
a R et E, nécessairement E est de la forme fix.D, et la dérivation se traduit
par [E| - (ITIIIIRI/x] F AR/ x1) 5
— si la dérivation est de la forme (R || E) : (' + A) avec A ¢ S comme type
commun a R et E, la dérivation se traduit par [(R || E)| : (||T']] F [|A]]).
Avec les lemmes précédents, on voit que les cas ci-dessus sont les seuls possibles.
On vérifie ensuite sur chaque figure d’inférence que cette traduction fonctionne.

Il faut ensuite montrer que si un terme T typable admet une réduction infinie,
alors le sujet de la traduction de la dérivation de typage de T dans le Apfi-calcul
simple admet une réduction infinie.

Pour ce faire, on va tout d’abord se réduire au cas ou le terme ne contient pas
de capsules d’une certaine forme.

Définition 3.11 : Terme principal
On dit qu’un terme typable est principal s’il ne contient aucune capsule de la
forme (R || E), ou le type commun a R et E est *.

On remarque qu’un terme principal ne peut se réduire qu’en un terme prin-
cipal. Ces termes sont ceux qui se traduisent bien en Auji-calcul simple. On re-
marque également qu’un terme non principal contient nécessairement une capsule
de la forme (R || ax.C), avec R constitué uniquement de variables d’appelant et de
I1-quantifications.

L’ on va montrer que 1’on peut se restreindre aux termes principaux :

Lemme 3.13 : Diminution de facteurs de non-principalité
Soit T un terme non principal admettant une réduction infinie. Nécessairement,
T = K[(R || ix.C)], avec R constitué uniquement de variables d’appelant et de
[T-quantifications. Alors K[C[R/x]] est typable, et admet une réduction infinie.

Démonstration.
On peut se restreindre au cas ou la réduction infinie de T est imbriquée. Deux cas
se présentent :
— si, au cours de la réduction, la capsule (R || jix.C) n’est pas réduite, la
propriété est évidente ;
— sinon, cela veut dire que T - K'[{(R || ix.C)] — K’[C[R/x]] = ---
est une réduction imbriquée infinie, et donc K[C[R/x]] — K'[(R || ix.C)]
— K’[C[R/x]] = - - - également.
Dans tous les cas, K[C[R/x]] est typable par réduction du sujet. Q.E.D.
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Corollaire 3.14 : Restriction aux termes principaux
Soit T un terme typable admettant une réduction infinie. Alors il existe T’ principal
admettant une réduction infinie.

Démonstration.

Le lemme précédent permet de diminuer de 1 le nombre de capsules de la forme
(R || E) ou le type commun a R et E est x. On peut donc conclure par simple
récurrence. Q.E.D.

Reste maintenant 2 montrer la traduction :

Lemme 3.15 : Traduction de réduction de terme principal
Soit T un terme principal (donc typable), et soit T” tel que T — T".
Par la réduction du sujet, T’ est également typable, donc les |T| et |T’| sont définies.
On a alors |T|—T"|.

Démonstration.
On raisonne par induction sur T en distinguant trois cas :
— T =R, etT'+ T:A ;A Dans ce cas, T étant réductible, nécessairement

A # . On distingue alors plusieurs cas suivant la forme de R :

a. par le lemme d’engendrement R ne peut pas étre une sorte ou une I1-
quantification ;

b. R ne peut pas étre une variable, car il est réductible ;

c. siR = Ax:B.S, par le lemme 3.12, nécessairement B est irréductible,
donc T = Ax:B.S’; or, par le lemme d’engendrement, il existe V tel
quelU,x: A+ S :V ;A donc, par hypothese d’induction, |S| — |S’|, et
IT| = Ax|S| — Ax.|S’| = |T"|;

d. siR = ua.C, nécessairement T = ua.C', etona C : ' A, : A), et
par hypothese d’induction, |C| — |C’|, et donc |T| = pa.|C| — pa.|C'| =
[T].

— T=E etl’; T: A + A. Ondistingue plusieurs cas suivant la forme de E :

a. E ne peut étre une variable, car il réductible ;

b. si E = ReF, par le lemme d’engendrement, A ne peut étre =, et donc
T = |R|e|F|, et T = |R’|o|F| ou T’ = |R|e|F’|. R et F sont principaux,
donc, parhypothese d’induction, selon les cas, |IR| — |R’| ou |[F| — |F'|,
et donc |T| — [T'|;

c. siE = [ix.C, on raisonne comme au cas analogue avec |

— T = (R || E). Cette capsule étant principale, on a |T| = (|R| || |E|). Si T" =

(R"| E) ouT" = (R || E), on traite le cas facilement par induction. Sinon,

on distingue selon [’axiome de réduction utilisé :
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(\) Dans ce cas, R = Ax:AM, E = NeF et T" = (M[N/x] || F), et on a
[Tl = (Ax.]M[ [| IN|o[F[) — (IMI[INI/x] [| [F[) = |T|.
(W) Dans ce cas, R = ua.Cy, et T = Cy[E/a], et on a |T| = (ua.|C| || |E|)
— |CllIEl/a] = |T"].
(L) Ce cas est symétrique du précédent.
Q.E.D.

De tout ceci, on peut déduire le théoreme suivant :

Théoréme 3.16 : Normalisation forte des types simples pour Auji
Soit T un terme typable dans le systeme ({x, O}, {* : O}, {(x, *, )}). Alors T n’ad-
met pas de réduction infinie.

Démonstration.

Soit un tel T, on suppose qu’il admet une réduction infinie. Il existe alors T’ ty-
pable principal admettant une réduction infinie. On a alors que |T| est un terme
typable dans le Mufi-calcul simple, et admet une réduction infinie, ce qui contredit
la forte normalisation du Muji-calcul simple. Q.E.D.

La démonstration présentée ici semble pouvoir s’étendre sans difficulté parti-
culiere au systeme AFw, en se reposant sur les travaux de Lengrand dans [69, 68],
dont on a parlé supra.

Outils d’encodage

A priori, 1l peut sembler illusoire de vouloir encoder un calcul non confluent
munis de types classiques dans un calcul confluent muni de types intutionnistes.
Toutefois, la notion de réduction imbriquée, présentée supra, semble pouvoir pré-
senter un intérét dans cette optique en suggérant un moyen de contourner cette
difficulté.

On suppose que 1’on dispose d’une traduction [[-] allant du calcul sous-jacent
au systeme de types pur pour Al vers le systeme de types pur (implicite ou expli-
cite) associé, et que cette traduction est compositionnelle et satisfait la propriété
suivante :

si C>C', alors il existe un contexte K[ ] tel que ICT=XIICT1.

On remarque que cette propriété permet de contourner les difficultés liées a la non-
confluence : en effet, si ’on a une divergence avec d’une part C—C; et d’autre
part, C—C,, on peut tres bien avoir [[C]l->% [ [C 1] et [CI->%G[ [Ca1 1.
L’idée d’une telle traduction serait de juxtaposer toutes les réductions possibles
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(ici, les deux stratégies possibles : priorit€é a u ou a i), la difficulté résidant dans
le fait que la traduction doit rester compositionnelle.

On a alors que si C admet une réduction infinie, [C]] admet une réduction in-
finie : soit une suite infinie de capsules (C;);cy avec Cy = C telle que pour tout i,
C; — Cj;1. En appliquant a la chaine de réduction infinie (C;);cy la transforma-
tion indiquée dans le corollaire 3.2, I’on obtient une réduction infinie imbriquée
Co x gl[él] — gl[gz[éz]] — cooavec Ci T gijl[ém]-

On a alors, par la propriété précédente, [C;] —— FG[[Cisi1].
On pose alors T; = Ko[FK[- - - K- [IC:11- - - 11, et Ion vérifie que (T;);en est une
chaine infinie de réduction commencant au terme Ty = [Co]l.

Si I’on dispose donc d’une telle traduction, et que I’on vérifie en outre qu’elle
transforme un terme typable en terme typable, on peut en déduire que 1’extension
du systéme considéré A Aufi n’altere pas sa normalisation forte. Les outils présen-
tés ici semblent donc €tre une piste intéressante a suivre pour la production de
démonstrations de normalisation forte.
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Bilan

L’on a étudié ici différentes extensions des systemes de types purs.

L’une d’elles, la seconde présentée ici, est une extension a un calcul dont le
typage repose sur I’utilisation d’un calcul de séquents a formule active classiques.
Les calculs basés sur des types de logique classique sont de plus en plus étudiés,
et I’enrichissement des théories de typage sous-jacentes a ces calculs semble étre
une approche intéressante.

L’autre extension, la premiere présentée ici, et la plus importante, est une
extension a un calcul a substitutions explicites, pour laquelle on a délibérément
choisi d’adopter un calcul a2 noms (et non a indices de De Bruijn) a la syntaxe
simple, a savoir Ax (ou Ax™). L’intérét de cette extension est double. D une part,
sur le plan du calcul, les calculs a substitutions explicites sont plus réalistes, car la
substitution devant €tre implantée d’une facon ou d’une autre, il est plus raison-
nable de la présenter comme une opération de premiere classe interne au calcul
que de lui conserver un statut de méta-opération — on pourra se reporter au cha-
pitre 1 § 1.3 pour davantage de considérations sur cet aspect. D autre part, sur
le plan de la logique, la substitution correspond a une coupure, qui manque aux
systemes de types purs traditionnels.

Au contraire des travaux effectués précédemment (on pourra en particulier se
reporter aux travaux de R. Bloo [9, 12]), I’approche présentée ici a I'intérét de
conserver la propriété de réduction du sujet au moyen de I’introduction d’une
nouvelle figure d’inférence d’expansion — cf. chapitre n § 2.1 — ce qui résout la
question que pose R. Bloo dans [9] de savoir s’il est possible de conserver cette
propriété autrement qu’au moyen de I’introduction de définitions ou de structures
similaires dans les contextes de typages — cf. [12], et également [87]. En outre,
comme on 1’a mentionné, cette figure d’expansion semble présenter un grand in-
térét dans le cadre de la synthese de type — ce point est également évoqué au cha-
pitre m § 2.1, et I’on pourra également regarder, a ce propos, les différents arbres
de dérivation donnés dans ce paragraphe.

Par ailleurs, les travaux ici présentés isolent un probleme particulier qu’est le
probleéme des sortes terminales. En effet, habituellement, il est nécessaire d’avoir
dans un systeme de types purs des sortes terminales, i.e. non typables, afin de
maintenir la cohérence du systeme. Toutefois, comme on 1’a déja mentionné — cf.
e.g. chapitre m § 2.2 & 2.3 — autant, dans le cas implicite, ces sortes ne posent
pas probléme, car si un terme a un type équivalent a une telle sorte, il lui est égal
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— cf. proposition 2.14 —, autant, dans le cas explicite, le probleme se pose avec
une acuité particuliere. On traite en fait dans les deux cas de deux facons diffé-
rentes le méme probleme, a savoir qu’il est impossible d’introduire un type de
toutes les sortes. Dans le cas implicite, on traite cela en constatant que ce n’est
pas grave, car la proposition 2.14 assure que 1’on aura pas besoin d’identifier les
sortes en question comme des types corrects. Dans le cas explicite, on introduit
une nouvelle sorte, qui sert a repérer les sortes, mais on en fait un prédicat parti-
culier ne pouvant intervenir dans aucune regle du systéme et induisant une notion
restreinte de correction ; un type typable par une sorte est correct pour une intro-
duction dans un contexte ou pour une conversion, tandis qu’un type typable par ce
nouveau prédicat particulier est correct uniquement pour une conversion. R. Bloo,
dans [9], résolvait ce probleme en maintenant quelque peu artificiellement la situa-
tion du cas implicite introduisant des substitutions explicites uniquement en sujet
de jugement, et en laissant des substitutions implicites en prédicat — il mentionnait
d’ailleurs les difficultés que pose I’introduction en prédicat de substitutions expli-
cites. On a en fait dans tous ces cas la méme distinction : les sortes terminales sont
des types corrects pour un jugement mais ne peuvent pas étre introduites comme
types dans un contexte. Simplement, les substitutions explicites imposent d’avoir
un mécanisme de reconnaissance un peu plus élaboré.
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Perspectives

Différentes directions restent a explorer.

D’une part, 1’extension ici donnée pour le Apfi-calcul peut étre combinée avec
celle des substitutions explicites : en effet, il existe des versions de Aufi a sub-
stitutions explicites, et il pourrait étre intéressant de leur étendre les systemes de
types purs en mettant en ceuvre les techniques employées ici. En effet, les deux
notions de coupure ainsi obtenues (I’une émanant des jugements sous la forme de
séquents classiques, 1’autre émanant de la substitution dans la syntaxe), si elles
peuvent paraitre a priori redondantes, peuvent se révéler en fait complémentaires,
comme on le voit e.g. dans [81].

D’autre part, on peut également se pencher davantage sur la distinction a faire
entre les deux notions de correction des types que 1I’on a discutées ici. Et puis, et
c’est peut-étre 1a un des axes les plus prometteurs, du fait que, comme on I’a déja
fait remarquer, la regle d’expansion semble présenter un intérét dans le cadre de la
synthese de type, et répondre a des besoins particuliers des calculs a substitutions
explicites en la matiere, il pourrait &tre intéressant de se pencher sur le probleme
de la synthese de type dans ce cadre.

Par ailleurs, la notion d’ordre sur les dérivations présentée ici, qui isole les
éléments « importants » d’un arbre afin de pouvoir raisonner par induction non sur
la dérivation effective mais sur une dérivation plus commode reconstruite a partir
de la conclusion peut sans doute €tre étendue a d’autres systemes : en effet, des
I’instant ou I’on doit remonter de plus d’un niveau dans un arbre de dérivation,
ce qui est fréquent, cette technique permet une simplification considérable des
démonstrations.

Enfin, on peut trouver dans [68] une approche différente des systemes de types
purs a substitutions explicites reposant sur un calcul de séquents, et vérifiant éga-
lement la réduction du sujet. Une comparaison entre les deux approches semble
intéressante, d’autant que les deux systeémes ne semblent pas avoir les mémes en-
sembles de termes typables.
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Alle Sditze der Logik sagen aber dasselbe.
Ndmlich nichts.

Ludwig WITTGENSTEIN,
Tractatus logico-philosophicus, 5.43 (1921)

Mais toutes les propositions de la logique disent
la méme chose. A savoir : rien.

(traduction de Gilles-Gaston GRANGER)












