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Chapitre 1

Introduction

Dans cette thése nous nous intéressons a la dynamique locale autour d’une
sous-variété compacte invariante et & la théorie du nombre de rotation.

1.1 La notion d’ensemble de rotation

La notion de nombre de rotation a été introduite par Henri Poincaré pour
I’étude des homéomorphismes du cercle T! = R/Z préservant I'orientation (et
celle des champs de vecteurs sur le tore), voir [Poi85]. Soit f un homéomor-
phisme préservant l'orientation du cercle et ]7 un homéomorphisme de R qui
reléeve f. On définit le nombre de rotation de fcomme limite de la suite suivante
(cette limite ne dépend pas du choix de ¥ € R),

i~
p(f) = lim -z

n—-+4oo n

Ce nombre est un invariant de conjugaison topologique : deux éléments
conjugués dans le groupe des homéomorphismes du cercle qui préservent ’orien-
tation, ont le méme nombre de rotation (quitte & bien choisir les relevés).

La notion de nombre de rotation d’Henri Poincaré peut étre généralisée
en dimension supérieure de différentes maniéres. De plus le nombre de rota-
tion n’est pas unique en général. On va donc obtenir différents ensembles de
rotation, qu’il faudra comparer. Dans le cas du tore T? = R?/Z?, la notion
d’ensemble de rotation a été introduite par M. Misiurewicz et K. Ziemian (voir
[MZ89]). Pour un homéomorphisme du tore f isotope & I'identité, 'ensemble de
rotation p(f) associé a un relevé f de f est un sous-ensemble de R2. Plusieurs
travaux décrivent la relation entre 'ensemble de rotation et la dynamique de
f. Par exemple si (p1/q,p2/q) est un point rationnel dans l'intérieur de p(f),
alors il existe un point périodique de période ¢ (voir [Fra88]). Si p(f) est d’in-
térieur non-vide, alors ’entropie topologique de f est strictement positive (voir
[LM91]). Plus récemment, a I'aide des feuilletages transverses a la dynamique
introduits par P. Le Calvez, une description plus précise de la dynamique de
certains homéomorphismes du tore a été donnée (voir par exemple [Dav13] et
[LT15]).



Dans le cadre local, qui nous intéresse ici, nous allons essayer de répondre
aux questions générales suivantes : étant donné un homéomorphisme F' d’une
variété M qui préserve une sous-variété compacte N de codimension 2, quelle
est la dynamique des orbites de F' au voisinage de N 7 Peut-on définir une
notion de nombre de rotation pour ces orbites? Existe-il une relation entre
I’ensemble de rotation et la dynamique de I'homéomorphisme F'7? Lorsque N
est un point fixe, autrement dit lorsque F' est un homéomorphisme de surface
au voisinage d’un point fixe, ce probléme a été considéré par Frédéric Le Roux.

Nous allons diviser cette thése en deux chapitres intitulés “I’ensemble de ro-
tation local autour d’une sous-variété de codimension 2" et “I'ensemble de rotation
local autour d'un point fixe est toujours un intervalle”.

1.1.1 L’ensemble de rotation local autour d’une sous-variété
de codimension 2

Soit Homeoq (]RQ; 0) I'ensemble des homéomorphismes du plan R? isotopes
al'identité qui fixent I’origine 0 € R?. On dira qu'un élément f de Homeoy (IR{Q; O)
est une rotation non linéaire s’il est différentiable en 0, et si sa différentielle
en 0 est une rotation d’angle «(f). V. A. Naishul’ (voir [Nai82]) a montré que
I’angle est un invariant de conjugaison topologique.

Théoréme 1.1 (V. A. Naishul’, [Nai82|). Soient f et g deuz rotations non
linéaires. Supposons qu’il existe h dans Homeog (IR{Q; 0) tel que f = hogoh L.
Si f préserve Uaire ou est holomorphe, alors a(f) = a(g).

Ce résultat de Naishul’, a été généralisé dans plusieurs directions. Toujours
sur le plan, J.-M. Gambaudo et E. Pécou dans [GP95] ont donné une preuve
simple du résultat de Naishul’, puis avec P. Le Calvez dans [GLP96] en ont
donné une généralisation aux homéomorphismes éclatables (par exemple pour
les diffécomorphismes en 0), c’est-a-dire aux homéomorphismes du plan qui in-
duisent des homéomorphismes du circle T!, vu comme bord du plan troué.
Ainsi, pour un homéomorphisme éclatable, on peut lui associer le nombre de
rotation de ’homéomorphisme induit sur T!, qu’'on appelle le nombre de ro-
tation en 0. J.-M. Gambaudo, P. Le Calvez et E. Pécou ont montré que si 0
n’est ni « attractif » ni « répulsif » , alors le nombre de rotation en 0 est un
invariant de conjugaison orientée topologique. Plus récemment, F. Le Roux
dans [LeR13] a donné une définition générale d’un ensemble de rotation local
autour de 0 pour n’importe quel homéomorphisme dans Homeog (RQ; 0), et &
I’aide de cet ensemble, a retrouvé le résultat de J.-M. Gambaudo, P. Le Calvez
et E. Pécou.

En dimension supérieure, J.-M. Gambaudo et E. Pécou dans [GP95| ont
étudié des diffeomorphismes de R**2 qui possédent un tore T de dimension
n invariant. Ils ont supposé aussi que la dynamique sur le tore T™ est topolo-
giquement conjuguée & une rotation irrationnelle. Ils ont défini un nombre de
rotation qui décrit avec quelles vitesses les points tournent dans le fibré nor-
mal du tore, et ont démontré que ce nombre est un invariant de conjugaison



topologique. D’autre part, dans [Pon12] M. Ponce a considéré les applications
holomorphes F : T! x D — T! x C fixant T! x {0} fibrées au-dessus d'une
rotation irrationnelle du cercle T'. Il a aussi défini un nombre de rotation fibré
et a démontré qu’il est invariant par conjugaison topologique fibrée.

Dans la premiére partie du deuxiéme chapitre de cette thése, nous propo-
sons d’introduire une notion d’ensemble de rotation local des homéomorphismes
d’une variété M qui préservent une sous-variété N de classe C' compacte de
codimension 2 dont le fibré normal dans M est trivial. A I'aide de cet ensemble,
nous déduirons un résultat qui généralise les travaux en dimension supérieure
cités plus haut.

D’autre part, dans [Rue85] D. Ruelle a considéré des difféeomorphismes
d’une surface dont le fibre tangent est trivial (par exemple le tore T?) qui pré-
servent une mesure borélienne de probabilité. Il leur a associé un nombre réel
qui a été appelé invariant de Ruelle, qui mesure la vitesse asymptotique de ro-
tation de la différentielle du difféeomorphisme. Dans [GGI7]|, J.-M. Gambaudo
et E. Ghys ont montré que l'invariant de Ruelle est en fait un invariant de
conjugaison topologique.

Les constructions de cette thése nous permettront de voir cet invariant
comme un ensemble de rotation local au-dessus d’une mesure. A 'aide de
I'invariance par conjugaison orientée de cet ensemble de rotation local, nous
allons retrouver, & la fin du deuxiéme chapitre, le résultat de J.-M. Gambaudo
et E. Ghys.

1.1.2 L’ensemble de rotation local autour d’un point fixe est
toujours un intervalle

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse au cas ot [N est un point, c’est-
a-dire aux homéomorphismes du plan isotopes & I'identité qui fixent 0.

L’ensemble de rotation local autour d’un point fixe

Depuis les travaux autour du résultat de Naishul’ cités plus haut, P. Le
Calvez (voir [LeC03]) puis P. Le Calvez et J.-C. Yoccoz (voir [LY97]) ont défini
des nombres de rotation pour certains homéomorphismes dans Homeoy (IR{Q; 0)
(& savoir respectivement lorsque 0 est un point « indifférent non dégéneéré » et
un « point-selle » ). Toutes ces situations fournissent des exemples ot ’ensemble
de rotation local est un singleton, d’aprés la définition générale donnée par F.
Le Roux dans [LeR13|. Mais ce n’est pas le cas en général. Un exemple simple
est la famille des rotations fibrées. A une fonction continue « : (0,400) — R
on associe la rotation fibrée définie en coordonnées polaires, par :

fa i (r,0) = (r,0 + a(r))

Dans ce cas, ’ensemble de rotation local autour de 0, qui mesure la vitesse
de rotation asymptotique des orbites voisines de 0, correspond aux valeurs



d’adhérence de la fonction « en 0. On obtient ainsi n’importe quel intervalle
fermé de [—o0, +00], comme ensemble de rotation local d’une rotation fibrée.
Nous allons montrer que les ensembles de rotation locaux sont toujours des
intervalles.

Théoréme A. L’ensemble de rotation local autour d’un point fixe est toujours
un intervalle.

L’ensemble de rotation dans ’anneau ouvert

La notion d’ensemble de rotation dans anneau ouvert A = R x T! a
été introduite (dans le cas conservatif) par J. Franks (voir [Fra96] et aussi
[LeR13|). P. Le Calvez, a donné aussi la définition d’ensemble de rotation des
points récurrents (voir [LeC01]). Ces deux ensembles coincident si le dernier
est non-vide et I’homéomorphisme satisfait la propriété d’intersection (voir
[Wan14]). Le deuxiéme résultat est I’analogue au théoréme A pour I'ensemble
de rotation dans I’anneau ouvert.

Théoréme B. L’ensemble de rotation dans l'anneau ouvert est toujours un
intervalle.

L’ensemble de rotation dans I’anneau compact et dans le tore

Dans le cas de ’'anneau compact, A = T! x [0, 1], on peut démontrer facile-
ment ’analogue des théorémes A et B. Soit f un homéomorphisme de I’anneau
compact isotope a l'identité et f un revelé de f a R x [0, 1]. Pour tout nombre
entier n > 1, on définit

- {m(f"(a) 1@ gy, 1]},

n

ot p1 : R x [0,1] — R est la projection sur la premiere coordonnée. L’ensemble
de rotation (dans ’anneau compact) de 'homéomorphisme f est alors

p(f) = ﬂ Adhe U Pn

m>1 n>m

Comme A est connexe, chacun des ensembles p,, est un sous-ensemble connexe
de R, c’est donc un intervalle. D’autre part, lorsque n’ est un multiple de n,
I’ensemble p, est constitué de moyennes d’éléments de l'intervalle p,, on en
déduit que les intervalles p, sont deux a deux d’intersection non-vide, et leur

réunion est donc un intervalle. Ainsi p(f) est une intersection décroissante d’in-
tervalles, c’est donc un intervalle.

Dans le cas du tore T? = R?/Z2, M. Misiurewicz et K. Ziemian ont dé-
montré que l’ensemble de rotation (dans le tore) est un sous-ensemble com-
pact et convexe de R? (voir [MZ89]). Cependant, on ne sait pas quels en-
sembles compacts et convexes de R? sont réalisés comme ensembles de rotation
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d’homéomorphismes du tore T2. Dans [Kwa91], J. Kwapisz a montré que tout
polygone convexe dans R? a sommet dans Q2 est toujours réalisé comme en-
semble de rotation d'un homéomorphisme du tore T2. Dans [FM90] J. Franks
et M. Misiurewicz ont conjecturé qu’un segment L ne peut pas étre réalisé
comme un ensemble de rotation d’'un homéomorphisme du tore dans les cas
suivants : (i) L a une pente irrationnelle et posséde un point rationnel dans
son intérieur, (ii) L a une pente rationnelle et ne contient pas de point ration-
nel, et (iii) L a une pente irrationnelle et ne contient pas de point rationnel.
Récemment, P. Le Calvez et F. Tal ont démontré le cas (i) (voir [LT15]) et A.
Avila a annoncé un contre-exemple pour le cas (iii).

Dans le contexte de cette thése le probléme est plus difficile que pour 'an-
neau compact. En effet si 'on généralise directement la définition d’ensemble
de rotation donnée ci-dessus, on perd l'invariance par conjugaison topologique.
Pour résoudre ce probléme, il faut “sélectionner des orbites” en évitant celles
dont les extrémités sont trop proches de 'origine. Ceci rend la définition un
peu plus compliquée, et ’argument simple dans I’anneau compact échoue pour
montrer la connexité de ’ensemble de rotation local.

1.2 Enoncés précis des résultats obtenus dans cette
thése

1.2.1 L’ensemble de rotation local autour d’une sous-variété
de codimension 2

Considérons un homéomorphisme F' d’une variété M qui préserve une sous-
variété compacte N de codimension 2. On veut définir une notion d’ensemble
de rotation local autour de IN. Pour cela, nous ferons les hypothéses suivantes.

(Hy) Le fibré normal de N dans M est trivial.

Choisissons une trivialisation qui identifie le fibré normal avec N x R? et qui
identifie N avec N x {0} C N xR2. On obtient une identification d’un voisinage
tubulaire de N dans M avec un voisinage de N x {0} dans N x R2. Dans la
suite on s’intéressera & des homéomorphismes locaux au voisinage de N. Gréce
A cette identification, on peut donc remplacer la variété M par N x R2. On ne
distinguera plus les variétés N et N x {0}. On notera P, : N x R? — R? la
projection sur la deuxiéme coordonnée.

(Hz) On suppose qu’il existe une homotopie I = (Hy)sc[o,1) entre P et
P2 oF.

Autrement dit, il existe un chemin continu ¢t — H; de [0, 1] dans 'ensemble
des applications continues H définies sur un voisinage U de N et a valeurs
dans R? telles que pour tout ¢ € [0,1], on a H; '(0) = N (muni de la topologie
uniforme), qui joint Hy = Py et Hy = Pyo F.
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L’ensemble de rotation local autour d’une sous-variété de codimen-
sion 2

Soit 7 : R x (0, +00) — R?\ {0} le revétement universel de R?\ {0} donné
par (0,7) — re?™ Pour £ € U \ N et un entier n > 1 tels que F7(€) est bien
défini pour 0 <4 < n, soit 7 : [0,n] = Rx (0,400) un relevé du chemin défini
par : '

YE(t) = Hy—i(F*(§)) lorsque 0 <i <mneti<t<i+1.
On définit 1
pn(€) = — <p1 (’yg‘(n)) — P (7?(0))) :

ot p1 : R x (0,+00) — R est la projection sur la premiére coordonnée.

Si l’on fixe deux voisinages W C V de N dans U, on définit

pyow(I) = () Adhe | | {pn(&) : & W, FP (&) ¢Wet &, F"() €V}

m>1 n>m

oil 'adhérence est prise dans R = R U {#00}. On définit enfin 'ensemble de
rotation local autour de N de I'lhomotopie I par :

proc(I) := (| Adhe ( U pv,w(f)> :
v

Wcy

Eclatement

Pour comprendre la dynamique locale autour de N, on peut parfois “éclater
N”. Précisons ceci. Soient N et N’ deux variétés compactes et I un voisinage
de N x {0} € N x R% Notons ¢g : R?\ {0} — T! x (0, 4+00) les coordonnées
polaires usuelles et soit ®¢ : N x R?\ {0} — N x T! x (0, +oc0) I’application
définie par @y = idy X ¢9. On définit de fagon analogue ®f, = idy X ¢p9. On dira
qu'une application H : U — N’ x R? telle que H~'(N') = N est éclatable si
'application ®joH o® L g%6tend continiment en une application H définie sur
un voisinage U de N x T! x {0} dans N x T! x [0, +-00). On dira que ’homotopie
I = (Hi)iepo,1) est éclatable si pour tout ¢ € [0, 1] application H; est éclatable
et 'application ¢ — H; est continue. Ainsi, pour un homéomorphisme local
autour de N qui est éclatable, on obtient une dynamique sur N x T! qui est
fibrée.

Ensemble de rotation des homéomorphismes fibrés de N x T!

Soit F un homéomorphisme fibré défini globalement sur N x T, c’est-a-dire
que F s’écrit sous la forme F(z,u) = (f(x), hy(u)) sur N x T'. Supposons qu'il
existe une homotopie I = (Ft)te[o,l] entre I’application Hy : N — Homeo (’]I‘l)
constante et égale a l'identité de T! et Iapplication H, : N — Homeo (']I‘l)
définie par Hi(x) = hy.
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Soit m9 : R — T! le revétement universel de T' donné par 6 +— 2.
Pour ¢ = (z,u) dans N x T! et un entier n > 1, on définit la trajectoire

Vg [0,n] — T jusqu’au temps n pour ’homotopie I par :
V(L) = Hyi(f(x))(hei(u)) lorsque 0 < i <meti <t <i+l1,

ouhg; =h Fi-1(z)O" -oh, est un homéomorphisme du cercle isotope a I'identité.
On considére un relevé de la trajectoire V¢ et on définit

ph(©) =~ () —7E(0)).

n

On définit I'ensemble de rotation fibré de I’homotopie I,

pan(D) = () Adbe | |J {pl(&):€c N xT'}

m>1 n>m

Ainsi, pour une homotopie éclatable I, on peut comparer I’ensemble de
rotation local autour de N de I et I’ensemble de rotation fibré de 'homotopie
I induite sur N x T!. Nous allons montrer le résultat suivant.

Théoréme 1. Soit F' un homéomorphisme local préservant N et vérifiant les
hypothéses (Hy) et (Hs) et I une homotopie entre Py et Pyo F. Supposons que
I’homotopie I est éclatable et soit I I’homotopie induite sur N x T'. Alors

ploc(I) C Pﬁb(I_)-

L’inclusion donnée par le théoréme précédent est stricte en général (par
exemple pjoc(I) peut étre vide), mais on trouve 1’égalité dans le cas particulier
ol ploc(I) est non-vide (c’est le cas si F' est conservatif) et pgp,(I) est un single-
ton (c’est le cas si F|y est uniquement ergodique). On déduit ainsi le corollaire
suivant, c’est une généralisation des résultats obtenus dans [GP95] et [Pon12].
Ce théoréme donne aussi un invariant topologique pour les homéomorphismes

éclatables.

Théoréme 1*. Soient F' et I comme dans le théoréme précédent. Si F'|n est
uniquement ergodique et pioc(I) est non-vide, alors

ploc(I) = Pﬁb(I_)-

L’invariant de Ruelle

On considére des difféomorphismes f isotopes a lidentité du tore T? =
R2/7Z? qui préservent une mesure borélienne de probabilité p. Dans [Rue85|
D. Ruelle leur a associé un nombre réel, qui a été appelé invariant de Ruelle,
comme suit. Soit (f;)ie[o,1) une isotopie entre l'identité et f; = f parmi les
diffeomorphismes de T2, alors (D ft)te[o,l] est une isotopie entre l'identité et
Df. Pour x € T?, u € T! et un entier n € N considérons un relevé o(f,z,u) :
[0,n] — R du chemin défini comme :
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D fi—i(f*()) (u)

oUW = 1 ()

On définit

lorsque 0 <i<neti<t<i+ 1.

A, 2,w) ==+ (0(f,0)(n) — 0, 2,0)(0))

Dans [Rue85| D. Ruelle a montré que pour u-presque tout point z € T? et
tout u € T la suite (W)%N converge quand n tend vers +oo vers une
limite Af(z) qui ne dépend pas de u. De plus la fonction Ay(z) : T? — R est
intégrable par rapport & p. On définit [invariant de Ruelle associé o f et
par :

Ru(f) = [ Agdp.
’]TQ
On ne connait pas beaucoup de propriétés de ce nombre, ni ses relations avec
d’autres invariant dynamiques. Cependant J.-M. Gambaudo et E. Ghys ont
montré que ce nombre est un invariant de conjugaison orientée topologique
(voir [GGIT7]). A la fin du chapitre 2, nous allons retrouver ce résultat. On
note Diff}(T?) (resp. Homeog(T?)) le groupe des difféeomorphismes de classe
C' (resp. des homéomorphismes) du tore isotopes a 'identité.

Théoréme 2 (J.-M. Gambaudo et E. Ghys, [GG97]). Soient f and f’ deuz
éléments de Diffo(T?) qui préservent respectivement les mesures de probabilité
sans atome p et ' sur T2. Soit ¢ un homéomorphisme dans Homeog(T?) tel
que flop = ¢o f et ¢p.(n) = p. Alors les invariants de Ruelle R, (f1) et
Ry, (f2) sont égaus.

1.2.2 L’ensemble de rotation local autour d’un point fixe est
toujours un intervalle

Nous allons donner les définitions précises et les stratégies pour la démonstra-
tion du théoreme A (celles-ci peuvent s’adapter pour démontrer le théoréme
B). Soit f un homéomorphisme du plan, isotope a l'identité, fixant 0 et [ =
(ft)ie[o,1] une isotopie de I'identité a f. Soit 7 : R x (0,+00) — R?\ {0} le
revétement universel de R2 \ {0} et I = (ﬁ)te[o,l} le relevé de l'isotopie I tel
que fo soit lidentité. On définit f = f;. Pour z € R2 \ {0} et un entier n > 1,
on définit la variation moyenne p,(z) de la coordonnée polaire le long de la
trajectoire du point z sous l'isotpie I entre les temps 0 et n, c’est-a-dire

L (m(FE) -m).

n
ot p1 : R x (0,400) — R est la projection sur la premiére coordonnée et z est
un point de 7~ 1(z).
Pour un ensemble compact K dans R?\ {0}, on définit ’ensemble de rota-
tion relativement a K,

pn(2)

pr(I) = ﬂ Adhe U {pn(z) 1z € K, f"(z) € K}

m>1 n>m
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ot Padhérence est prise dans R := RU {+o00} U {—oc}.
Fixons deux voisinages V et W de 0 avec W C V, on définit

pvw(I) = ﬂ Adhe U {pn(z) :2¢ W, f"(2) ¢ W, et z,---, f"(2) e V}

m>1 n>m

L'ensemble de rotation local (autour de 0) de |'isotopie I est

proc(1) := () Adhe ( U PV,W(D) :
%

wcv

En utilisant les propriétés usuelles de I’ensemble de rotation local, on peut
réduire la démonstration du théoréme 1.1.2 & celle du théoréme suivant.

Théoréme A*. Soit I une isotopie dans Homeog (RQ; 0) de l'identité a un ho-
méomorphisme f. Supposons que l’ensemble de rotation local, pio.(I), contient
des nombres strictement positifs et strictement négatifs. Alors 0 appartient a
Ploc(I). Plus précisément, pour tout voisinage V' de 0, il existe un ensemble K
compact et invariant par f contenu dans V '\ {0} tel que O appartient a pr(I).

Ce résultat était déja connu pour les homéomorphismes qui vérifient la pro-
priété d’intersection locale : toute courbe de Jordan entourant 0 et contenue
dans un petit voisinage de 0 privé 0 rencontre son image par f. Plus précisé-
ment, F. Le Roux a montré sous cette hypothése que V' contient un point fixe
contractile z # 0, c’est-a-dire un point z fixe de f dont la trajectoire t — f;(2)
sous lisotopie I est un lacet contractile dans R? \ {0}. Dans ce cas, on peut
prendre K = {z}.

Lorsque f n’a pas de points fixes contractiles arbitrairement proches de
0, on peut appliquer le théoréme feuilleté équivariant da & P. Le Calvez (voir
[LeC05]), et on obtient un feuilletage orienté F défini sur R? \ {0} qui est
positivement transverse & I'isotopie I. Soit v une feuille fermée de F. Alors ~
est une courbe de Jordan, elle est essentielle, i.e. non-contractile dans R?\ {0},
et elle est libre par f,i.e. f(7) N~y = 0. Le fait que poc(I) contient des nombres
strictement positifs et strictement négatifs, se traduit par le fait qu’aucune
feuille de F n’est issue de 0, ni aboutit & 0. Puisque la transversalité de F et
I est une propriété ouverte, on peut modifier le feuilletage F pour obtenir la
situation suivante.
Dans tout voisinage de 0, il existe trois feuilles fermées vy, 71 et v2 de F telles
que :
(i) la courbe 7y sépare vy de 7.
(ii) L’ensemble des points dont 'orbite reste entre g et 1 est non-vide et
son ensemble de rotation est contenu dans (0, +00).
(iii) L’ensemble des points dont 'orbite reste entre 7 et o est non-vide et
son ensemble de rotation est contenu dans (—oo, 0).
Ainsi, le théoréme Ax est une conséquence du théoréme suivant qui est un
des principaux et nouveaux résultats de cette thése.



15

Pour un sous-ensemble E de R?\ {0}, on note ©(F) I’ensemble maximal inva-
riant (par f) de E, c’est-a-dire 'ensemble des points de E dont tous les itérés
par f restent dans E. On remarque que R?\ {0} est homéomorphe & I’anneau
ouvert A, et donc que toutes les définitions précédentes sont valables dans A.

Théoréme C. Soit I une isotopie dans Homeog (A) entre l'identité et un
homéomorphisme f. Supposons qu’il existe trois courbes de Jordan ~y, v1 et o
qui sont disjointes, essentielles et libres par f dans 'anneau A, telles que 1
sépare vy et va. Pour i € {0,1} soit ©(A;) ensemble mazimal invariant de A;
l'anneau fermé délimité par ~; et viyr1. Supposons que :

(1) les ensembles ©(Ag) et ©(A1) sont non-vides ; et

(i1) U'ensemble de rotation pg(a,)(I) est contenu dans (0,+00) et pga,)(1)

est contenu dans (—0o0,0).

Soit ©(A) ’ensemble mazimal invariant de l’ensemble A = Ay U A;. Alors 0

appartient a pe(a)(I)-

~~~~~

Yo |»

N fovw

Sy

FIGURE 1.1 — Théoréme C

Une autre conséquence du théoréme C est la suivante.

Théoréme D. Soit I une isotopie dans Homeog (A) entre l'identité et un
homéomorphisme f. Supposons qu’il existe deuz courbes de Jordan v et v~
qui sont disjointes, essentielles et libres par f. Soit O(A) l’ensemble mazimal
invariant de A lanneau fermé délimité par v~ et vT. Alors po(a)(I) est un
intervalle.



Chapitre 2

L’ensemble de rotation autour
d’une sous-variété de
codimension 2

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléme suivant : étant donné un
homéomorphisme F' d’une variété M qui préserve une sous-variété compacte
et connexe N de codimension 2, quelle est la dynamique des orbites de F' au
voisinage de N 7 Peut-on définir une notion de nombre de rotation pour cettes
orbites 7 Nous allons voir qu’on peut généraliser la définition donnée par Fré-
déric Le Roux dans le cas ou I’homéomorphisme F' préserve une sous-variété
compacte et connexe N de codimension 2 dont le fibré normal est trivial.

2.1 Préliminaires

2.1.1 Le cercle, le plan centré

On considére le cercle T' = R/Z et le plan R? munis de leur topologie et
orientation usuelles. On notera 0 le point (0,0) du plan, 7 : R x (0,400) —
R2\ {0} et mp : R — T! les respectifs revétements universels donnés par

7 (u,r) = (rcos(2mu),rsin2mu) et o :u— u+Z.

On considére enfin p; : R x (0, +00) — R, la projection sur la premiére coor-
donnée

p1: (u,r) — u.

2.1.2 Sous-variété de codimension 2

On considére une sous-variété différentiable de classe C'' compacte et connexe
de dimension réelle n, notée N, dans une variété M de dimension réelle n + 2
et on fait I’hypothése suivante.

(Hy) Le fibré normal de N dans M est trivial.

16
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Choisissons une trivialisation qui identifie le fibré normal avec N x R? et qui
identifie N avec N x {0} C N xR2. On obtient une identification d’un voisinage
tubulaire de N dans M avec un voisinage de N x {0} dans N x R?. Dans la
suite on s’intéressera & des homéomorphismes locaux au voisinage de N. Grace
A cette identification, on peut donc remplacer la variété M par N x R2.

2.1.3 Les espaces produits

On considére les espaces topologiques produits N x R? et N x T!. On note
IT: NxRx(0,400) = N x (R?\{0}) et ITy : N x R — N x T les revétements
donnés par
II=didy xnm et Ilg=1idy X mg.

Si X =R? ou T, on notera les projections

Py:NxX — N,(x,z) mzet P,: NxX — X, (x,2) — z.

On ne distinguera plus les variétés N et N x {0} € N x R? et N x T! et
N x Tt x {0} € N x T! x [0, +00).

2.1.4 Homéomorphismes locaux

On notera Homeo (N x R2; N ) I’ensemble des homéomorphimes locaux qui
préservent N, c’est-a-dire des applications F' : if — N x R? définies sur un voi-
sinage U de N qui sont des homéomorphismes entre U et leurs images, telles que
F(N) = N. La définition du nombre (ou de I’ensemble) de rotation nécessite
de travailler avec des homéomorphismes vérifiant une condition homotopique.
On distinguera donc deux sous-ensembles de Homeo (N x R%; N )

L’ensemble Homeo, (N x R% N)

On notera Homeo, (N x R%; N ) I’ensemble des homéomorphismes F' dans
Homeo (N x R% N ) vérifiant la condition suivante :

(H2) L’application P, est homotope a Py o F' parmi les applications conti-
nues H définies sur un voisinage U de N et a valeurs dans R? telles que
H7Y0) = N.

Plus précisément, F' appartient a Homeo, (N x R%: N ), s’il existe un voi-
sinage U de N = N x {0} dans N x {R?} et un chemin continu ¢ ~ H; tel que
Hy= P, H = Pyo I et pour tout t € [0,1], Hy : U — R? est une application
continue telle que H; '(0) = N.

On peut alors définir ’homotopie inverse I~ := (H; ;o F~1),c 0,1] entre
et PyoF'~!. Soient F et F’ deux homéomorphismes dans Homeo, éN x R%; N )
et I = (Hy)epo,1) et I' = (H})sepo,1) deux homotopies entre P, et Pyo ' et entre
Py et Py o F' respectivement. Alors I % I' = (Gy)se[o,1] désignera I’homotopie

définie par
Hoy, si
Gi=13" |
H) oF, si

—_ N

t
t

?

IAIA

<
<

o= O



18

En particulier pour tout entier ¢ > 1, on note 19 I'homotopie I *---* I (q
fois) et pour ¢ < —1, on note I I’homotopie I~! % --- % I~! (—¢q fois)

L’ensemble Homeo (N x R2; N)

Maintenant on va considérer une classe plus restreinte d’homéomorphismes
dans Homeo, (N x R?; N). On notera Homeog (N x R?; N) I’ensemble des ho-
méomorphismes appartenant & Homeo (N x R%, N ) qui sont isotopes & l'iden-
tité dans Homeo (N x R% N ), c’est-a-dire les homéomorphismes F' pour les-
quels il existe un voisinage U de N et une famille (F})c[o 1) d’homéomorphismes
dans Homeo (N X ]RZ;N) définis sur U tels que Fy est l'identité, Fy = F et
lapplication (§,t) — F(&) est continue sur U x [0, 1]. Remarquons que si F' est
dans Homeoy (N X RQ;N), alors F' est dans Homeo, (N X RQ;N). En effet,
si (Ft)te[o,l} est une isotopie entre l’identité et F', alors en posant pour tout
t € [0,1], H; = P, o Fy ’homotopie I = (Hy)se[o,1) convient.

L’exemple suivant montre que I’inclusion “Homeoy (N x R%;, N ) est contenu
dans Homeo, (N X R2; N )” est stricte en général.

Exemple 2.1. Soit f: N — N un homéomorphisme de N qui renverse ’orien-
tation. Alors ’homéomorphisme défini par F(z,z) = (f(x),z) appartient a
Homeo, (N x R?; N), mais pas & Homeog (N x R?; N).

2.1.5 L’ensemble des mesures de probabilité

Soit X un espace métrique compact. On notera C°(X) ’espace vectoriel
des fonctions continues de X & valeurs réels muni avec la norme de sup. On
notera M (X) l'ensemble des mesures boréliennes de probabilité définies sur
X. D’apres le théoréme de représentation de Riesz, on peut identifier M(X)
avec 'espace dual de C°(X) muni de la topologie faible *. Autrement dit, une
suite de mesures (pn), oy converge vers la mesure p, si et seulement si pour
toute fonction ¢ dans C°(X) on a

/ o dpy, — / ¢ dp quand n tend vers + oo.
X X

La proposition suivante est bien connue (voir [Ma83]).
Proposition 2.1. M(X) est un espace métrisable compact.

Si X est un espace métrique compact, alors il existe un sous-ensemble
dénombrable (¢;);en de C°(X) qui est dense dans la boule unité. La métrique

W) =3 o | [ v~ [ v
n=1

induit la topologie faible* sur M(X).

Pour une mesure p dans M(X) et un borélien A de X, avec u(A) # 0,
on notera |4 la mesure de probabililté définie pour tout borélien B, comme
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pla(B) = %. Soient X et Y deux espaces métriques compacts. Pour une

fonction continue 7' : X — Y, on notera T} : M(X) — M(Y) lapplication
induite par 7 sur les espaces de mesure définie par T,u(B) = u(T~(B)), ou
B est un borélien dans Y. On a le lemme suivant.

Lemme 2.2. L’application T, est continue et affine.

En particulier, si X =Y et si T est une fonction continue de X dans lui-
méme, on notera enfin Mz (X) I’ensemble des mesures p dans M(X) qui sont
invariantes par T', c’est-a-dire qui vérifient Typu = pu.

2.2 L’ensemble de rotation local autour de N

Dans cette section, on considére F' dans Homeo, (N x R%; N ) et une ho-
motopie I = (Hy)ic[p,1) entre P et P o I définie sur un voisinage U de N.
On définit ’ensemble de rotation local autour de N pour ’homotopie I et on
montre les propriétés attendues.

2.2.1 Définition

Soit F' un homéomorphisme dans Homeo, (N x R%; N ) et considérons une
homotopie I = (Hy)ejo,1] entre P et Py o F' définie sur un voisinage U de N.
Pour £ dans U \ N et n dans N tels que F*(&) est bien défini pour 0 < i < n,
on définit la trajectoire jusqu’au temps n du point £ pour 'homotopie I par le
chemin, 7¢ : [0,n] — R2\ {0},

Ve (t) = Hy (F'(€)) lorsque 0 <i<mneti<t<i+l.

On considére la variation moyenne, notée p,(£), de 'angle de la trajectoire
7?. Pour cela, on considére un relevé de la trajectoire 7?, c’est-a-dire un chemin
continu ¢ : [0,n] — R x (0, +00) tel que 7 o = ¢ sur [0,n]. On définit

pnl@) =~ (m ()~ (7))
Remarque 2.2. La quantité p,(§) ne dépend pas du relevé de la trajectoire Ve

La démonstration du lemme suivant est laissée au lecteur.

Lemme 2.3. Pour tout £ € U et tous entiers n,m > 1, on a :
(i) (n+m)ppim(S) = npnp(§) + mpm(F"(£)).
(”) pnm(f) = %Z?:_O pm(Fzm(g))

Si on fixe deux voisinages W C V de N dans U, et n € N, on définit
I’ensemble des points pertinents

Er(V,W,n) ={:6¢W, F'(€) ¢ W et Fi(€) € V pour tout i€ {0,...,n}}.

On définit ensuite ['ensemble de rotation local autour de N relativement a V

et W,

pyw() = (] Adhe | | {pu(€): €€ BELV, W, )} |,

m>1 n>m
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oil Padhérence est prise dans R = R U {#o0}.

Autrement dit, p € py y(I) s'il existe une suite croissante d’entiers (ny)xen
tendant vers 4+o0 et de points & € Er(V, W, ny) tels que la suite (py, (€))ken
converge (dans R) vers p, quand k tend vers +oco. On définit ensuite I’ensemble
de rotation local autour de N relativement a V),

pv(I) Adhe(U Py w( >

wcy

Définition 2.4. L'ensemble de rotation local autour de N de I"homotopie I est
ploc(I) = ﬂ PV(I)
1%

2.2.2 Propriétés

Dans ce paragraphe nous allons montrer les propriétés élémentaires de ’en-
semble de rotation local autour de N.

a) Dépendance de ’homotopie

Soit F' un homéomorphisme dans Homeo, (N X R2;N ) et soient I et I’
deux homotopies entre Py et Py o F'. Pour £ € U \ N les trajectoires jusqu’au
temps 1 du point £ (respectivement & chacune des homotopies) ont les mémes
extrémités, donc les variations moyennes p;(§) et p}(§) différent d'un entier
p independant de £ par connexité de la sous-variété N. Par conséquent pour
tout entier n dans N on a

—_

n—

n—1
=%Zp1(Fi %Z €)) +p] = pp(&) +p.
=0

=0
On en déduit, la proposition suivante.

Proposition 2.5. Soit F' un homéomorphisme dans Homeo, (N X RQ;N).
Soient I et I' deuz homotopies entre Py et Pyo F. Si I et I' sont homotopes,
alors

ploc(I) = ploc(Il)-

Par suite, pour I et I' quelconques, il existe un entier p tel que
ploc(I) = ploc(I/) +p.

b) Ensemble de rotation local autour de N des itérés de I

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante. Cela donne
la formule reliant ’ensemble de rotation local autour de N de I’homotopie I et
celui de ses itérés 19 (g € Z). On rappelle que pour X sous-ensemble de R, on
note ¢X l'ensemble {qz : x € X}.
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Proposition 2.6. Soit F' un homéomorphisme dans Homeo, (N X R2;N) et
I = (Hi)iepp,1) une homotopie entre Py et P» o F'. Pour tout ¢ € Z on a

ploc(Iq) =4q ploc(I)-

Fixons d’abord un entier ¢ > 1. On notera p) la variation moyenne associée
a ’homotopie I9. Pour £ € U \ N, la trajectoire jusqu'au temps ¢ du point &
pour I coincide avec la trajectoire jusqu’au temps 1 de & pour 19, on a donc
qpq(&) = pi(€). Ainsi pour tout entier n > 1, on obtient

Png(§) = pn(§)- (2.1)

On déduit la proposition 2.6 (dans le cas ot ¢ > 1) de la définition de I'ensemble
de rotation local et du lemme suivant.

Lemme 2.7. Pour tout V' voisinage de N, il existe V wvoisinage de N avec
Y C V, tel que pour tout W woisinage de N contenu dans V il existe W’
voisinage de N avec W' C W tel que

apvw() C pyw (1) C qpyr o (1).
Démonstration. Soit V voisinage de N tel que <, F'(V) C V' Soit W
voisinage de N contenu dans V. Montrons d’abord la premiére inclusion. Soit
p € pyw(I). Alors il existe une suite croissante d’entiers (ny), <y tendant vers
+00 et de points &, € Er(V, W, ny) tels que la suite (py, (£k))ken converge vers
p. D’apres la division euclidienne, il existe ay € N et 7, € {0,--- ,q — 1} tels
que ny = akq + 7. Maintenant, pour W' = \y<,;<, F~{W), on a

EI(Va W7 nk) C E[q(v, Wla ak)a

et d’apres le lemme 2.3 et la relation (2.1), on a

arpy, (k) = arQPayq(Er) = Mkpny (Ek) — Thpr, (F*(EL)).
On en déduit alors,

Nk q

Pap (€k) = —=pny (&) | < — max sup{|pi(§)] : £ € Adhe(V\ W)}
ag aj 1<i<q 13

En faisant tendre k& vers U'infini, on obtient que la suite (o, ({x))ren converge

vers gp. Ceci implique que gp € py y(19).

Montrons maintenant la deuxiéme inclusion. Soit p € py s (19). Alors il
existe une suite croissante d’entiers (ny),cy tendant vers 400 et de points
&k € Era(V, W', ny) tels que la suite (p),, (&))ren converge vers p. Du choix de
V, on en déduit

FErq (V, W/, nk) C E[(V/, WI, an),

et d’apres la relation (2.1)

Prg (€k) = APnyq(Er)-
En faisant tendre k vers I'infini, on obtient que la suite (py, 4(&k))ken converge
vers p/q. Ceci implique que p € gpy(I). Ceci finit la démonstration du
lemme. |
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Considérons maintenant le cas ¢ = —1. On notera p) la variation moyenne
associée a I’homotopie I~1. Pour &£ € U \ N, la trajectoire jusqu’au temps 1 du
point & pour I coincide avec la trajectoire inverse jusqu’au temps 1 du point
F(&) pour I, on a donc —p1(€) = p}(F(€)). Ainsi pour tout entier n > 1, on
obtient

—pn(§) = pp(F"(€))- (2.2)
On déduit la proposition 2.6 (dans le cas ot ¢ = —1) de la définition de
I’ensemble de rotation local et du lemme suivant.

Lemme 2.8. Soient V, W deuz voisinages de N avec W C V. Alors

—pyw(I) = pyw( ).

Démonstration. Remarquons que pour tout n dans N, on a

FY(Er(V,W,n)) = E-1(V,W,n).

La démonstration est similaire & celle du lemme 2.7. [ |

Finalement, remarquons que pour un entier ¢ < —1, la proposition 2.6 se
déduit des cas précédents. Ceci compléte la démonstration de la proposition
2.6.

c) Invariance par conjugaison locale

Dans ce paragraphe on va supposer de plus que F' appartient & I’ensemble
Homeog (N x R%; N ) Nous allons montrer la proposition suivante, qui dit que
I’ensemble de rotation local autour de N est invariant par conjugaison locale
dans le groupe Homeog (N x R2; N).

Proposition 2.9. Soit F' un homéomorphisme dans Homeoq (N X RQ;N).
Supposons que (Ft)te[o,l] est une isotopie entre lidentité et F. Si ® est un
homéomorphismes dans Homeog (N x R?; N) et si l’'on note I = (Pyo Fy)epo 1]
et I' = (Pyo®o Fyo® b)), alors pioc(l) = pioc(I’).

Dans ce cadre, pour { dans U \ N et n dans N tels que pour tout i €
{0,...,n}, F'(&) est bien défini, on peut “calculer” la variation moyenne du
point § pour I (et aussi ') comme suit : considérons le chemin &g : [0,n] —
N x (R%\ {0}) défini par :

6P (t) = Fy_s(F'(€)) lorsque 0 < i <met i<t <i+l1.

Notons qu'on a P20 = ¢ sur [0, n]. Considérons :y? : [0,n] = Rx (0, +00)
un relevé du chemin ~{ et choisissons donc & : [0,n] = N x R x (0, +00) et
Py NxRx(0,400) = Rx (0, +00) relevés de d; et P> respectivement, tels que
Pyodf =g sur [0,n]. En considérant p} : N xR x (0, +00) = R, pj =p1o P,
la projection sur la deuxiéme coordonnée, on obtient p; o*y? =p) oé’g sur [0, n].

Ainsi
1

pn(é) = E <p'1 (5?(”)) _pll (5?(0))> '
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Avec la définition de I’ensemble de rotation local autour de N, le résultat
s’obtient & partir du lemme suivant.

Lemme 2.10. Soit ® un homéomorphisme dans Homeog (N x R?: N). Soient
W,V deuz voisinages de N avec W inclus dans V. Alors

pyw(I) = pory,aom ).
Démonstration. Remarquons que pour n dans N, on a
O (Er(V,W,n)) = Ep(2(V), 2(W),n).

Soit & dans U \ N et n dans N, on notera 52" la trajectoire jusqu’au temps
n du point & et p,(§) la variation moyenne associées a I’. Notons qu’on a

5"1’}(5) = ® o gy sur [0,n]. Ch(iisissons ‘@(5/) : [0,n] = N xR x (0,400), 5? :
[0,n] = N xR x (0,400) et &: N xR x (0,+00) = N x R x (0, +00) relevés

de 5&?(5), o¢ et @ respectivement tels que 5&?@ =do 57; sur [0,n]. Ainsi,

Ph(®() = pn(€) = % [(pho® =) (G2) = (ho® — i) (32(0))] -

Pour conclure, il nous suffit de montrer que la quantité & droite de 1’égalité
précédente est bornée sur “un relevé” de AdheV \ W, i.e. II"1(Adhe V \ W).
Le lemme suivant permet donc de conclure la démonstration. |

Lemme 2.11. Soit ® un homéomorphisme dans Homeog (N X R2;N) et ®
un relevé de ® @ N x R x (0, 400). Pour toute partie compacte K de R?\ {0}
il existe une constante o = a(K) telle que

‘p'lofAIS—pll‘ < asur N xn (K).

Démonstration. Comme ® est un relevé de 'lhoméomorphisme ® qui appartient
4 Homeop (N x R?; N) I'application pj o ® — p/ définie sur N x R x (0, 400)
et & valeurs dans R est périodique de période 1 dans la deuxiéme coordonnée.
Il existe donc une fonction continue L de N x (R?\ {0}) dans R, telle que
Loll = p)o® — pj, et qui est bornée sur 'ensemble compact N x K de
N x (R%\ {0}). Ceci entraine le lemme. [

d) Sous une hypothése de préservation d’une mesure pj,.(/) est non-
vide

Dans ce paragraphe, en suivant [GP95] (voi aussi [GGI7]), on montre que
sous une hypothése de préservation locale d’une mesure ’ensemble de rotation
local autour de N est toujours non-vide. En dimension 2, F. Le Roux a montré
que ’ensemble de rotation local est vide si et seulement si ’homéomorphisme
est localmente conjugué & une contraction, & une dilation ou & une application
holomorphe dont 0 est un point fixe parabolique (voir [LeR13]). En dimension
supérieure, on ne sait pas caractériser complétement les cas ol I’ensemble de
rotation local est vide.
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Définition 2.12. On dira gu’un homéomorphisme ' dans Homeo, (N x R?; N)
est localement conservatif, s’il existe une mesure borélienne de probabilité v sup-
portée sur un voisinage de N qui satisfait :

1. v est localement F-invariante, c’est-a-dire qu’il existe un voisinage Uy de
N tel que F(v|p-14)) = Vo

2. v(N)=0;

3. v(V) > 0 pour tout voisinage V de N.

Proposition 2.13. Soit F' un homéomorphisme dans Homeo, (N X RQ;N)
qui est localement conservatif et I une homotopie entre Py et Py o F. Alors
lensemble de rotation local autour de N de I’homotopie I est toujours non-
vide.

Démonstration. D’aprés la définition de I’ensemble de rotation local, il suffit
de montrer que pour tout voisinage V de N, il existe un voisinage W de N
contenu dans V tel que py () est non-vide. Ceci est une conséquence de la
proposition suivante. |

Proposition 2.14. Soit F' un homéomorphisme dans Homeo, (N X RQ;N)
qui est localement conservatif. Alors pour tout voisinage V de N, il existe un
voisinage W de N contenu dans V, et pour tout entier k dans N il existe un
entier | > k tel que E(V,W,1) est non-vide.

Démonstration. Soit ¥V un voisinage de N et choisissons YW un voisinage de
N tel que F~*(W) U W' U F(W') C V. Supposons que la paire (V, V') ne
satisfait pas la proposition, c’est-a-dire qu’il existe un entier kg > 0 tel que
E(WV, W' n) = () pour tout entier n > ky. Nous allons alors trouver W C W'
tel que (V, W) satisfait la proposition. Posons W un voisinage de N tel que,
pour tout 0 < i < kg, FY(W") C W'. On a le résultat suivant.

Lemme 2.15. Soient W3 (W') := (5o F"(W') et WEW') := (N, F"OWV').
Alors,
ko

(N F'OWV") c W W) U W (W), (2.3)
=0

Démonstration. Si ce n’est pas le cas, il existe £ € W tel que F¥(£) € W pour
tout 0 < < kg et & ¢ Ws(W') U W*(W'). Considérons ny < 0 le plus grand
entier tel que F™ (&) ¢ W’ et na > 0 le plus petit entier tel que F™2(&) ¢ W'
Notons que d’aprés le choix de ny, ng et W', on a que no—n1 > kg et F4(£) € V
pour tout ny < ¢ < ng. Ceci est une contradiction avec E(V, W', n) = () pour
tout entier n > kg. Ceci montre le lemme. [ |

Comme la mesure v est positive sur tout voisinage de N, d’aprés (2.3)
on peut supposer v(W*(W')) > 0 (l'autre cas v(W*(W')) > 0 est similaire).
Comme v(N) = 0 il existe un voisinage YW de N assez petit contenu dans
V, avec v(W*(W') \ W) > 0. Par le théoréme de récurrence de Poincaré, il
existe £ € W*(W') \ W et une suite d’entiers (n;);en tendant vers linfini tels
que F"i (&) € W5(W') \ W pour tout j € N. Puisque £ € W*(W'), pour tout
entier i € N on a F*(£) € W' C V. On conclut donc que pour tout j dans N,
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e EOV,W,n;) C E(V,W,n;). Comme la suite (n;)jen tend vers l'infini,
ceci entraine la proposition. |

2.3 Les ensembles de rotation locaux des homéomor-
phismes locaux fibrés

Dans cette section, on considére des homéomorphismes locaux F dans
Homeo, (N x R%; N ) et qui sont fibrés au voisinage de N, c’est-a-dire qui
s’écrivent sous la forme F((z,2)) = (f(z),he(2)) avec (z,2) € N x R? au
voisinage de N. Soit I une homotopie entre P> et P, o F'. Dans ce cadre, nous
allons définir des sous-ensembles de I’ensemble de rotation local autour de N,
Ploc(I), en se restreignant a la dynamique au-dessus de certaines orbites de f.

2.3.1 Ensemble de rotation local autour de N au-dessus d’une
orbite

Soit zg dans N quelconque et fixons W, V' deux voisinages de 0 dans R? avec
W contenu dans V. Pour n dans N, on définit I’ensemble des points pertinents
pour xg par :

Er(V,W,n)(zo) := {€ = (z,2) € Ef(NxV,NxW,n) tels que xq € {z,---, f* *(z)}}.

On définit ensuite l’ensemble de rotation local autour de N au-dessus de
DUorbite de xq relativement a V' et W par :

pvaw (L z0) == () Adhe [ | {pa(&) : € € E(V.W,n)(x0)} | ,

m>1 n>m

ot ’adhérence est prise dans R = R U {#+o00}.

Autrement dit, p € pyw(l,zo) s'il existe une suite croissante d’entiers
(nk)ren tendant vers 4+oo et de points & dans E(V, W,ng)(xo) tels que la
suite (pp, (§k))ken converge (dans R) vers p, quand k tend vers +oo.

Définition 2.16. L’ensemble de rotation local autour de N au-dessus de ['orbite
de xg de I’homotopie I est :

ploc I .%'0 ﬂAdhe ( U PV,W(IJUO)) :

wcv
Remarque 2.3. Pour tout g dans N, il est évident que pioc(I,x0) est inclus
dans ploc(I)'
2.3.2 Ensemble de rotation local autour de N au-dessus d’une

mesure

Commencons par introduire des notions que nous permettront de distinguer
des points de N.
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Points typiques, points récurrents

Soit f un homéomorphisme de N et u une mesure de probabilité invariante
par f. On dira qu'un point x dans N est typique pour p si les suites (ftn z)neN
et (U—n,z)nen définies par

1 1
Hn,z = (5x et 5f”*1(:1:)) et f—pnz 1= E(éf*1 ((L‘) +o Tt 5f_"(:v))7

n
ou d, est la mesure de Dirac en y, convergent dans la topologie faible * vers
quand n tend vers 4+o0. D’autre part, on dira qu'un point x € N est récurrent
par f s'il existe une sous-suite d’entiers (ny)ren tendant vers +oo telle que la
suite (f™(x))gen converge vers x quand k tend vers +oo.

On notera Typ(u) 'ensemble des points typiques pour p et Rec(f) 'en-
semble des points récurrents par f. On rappelle le résultat suivant (voir
[Ma83]).

Proposition 2.17. Soit f un homéomorphisme de N et i une mesure ergo-
dique dans My¢(N). Alors pu(Typ(p)) = 1 et uw(Rec(f)) = 1. En particulier
l’ensemble des points typiques et récurrents est non-vide.

On peut maintenant donner la définition. Fixons une mesure po dans
M(N). On définit 'ensemble de rotation local autour de N au-dessus de la
mesure g de la fagon suivante. D’abord fixons un nombre réel € > 0 et W,V
deux voisinages de 0 dans R? avec W contenu dans V. On définit I’ensemble
des points pertinents pour la mesure pg par :

Er(V,W,n,€)(po) = {& = (z,2) € Er(NxV,NxW,n) tels que d(pinq, po) < €}.

On définit ensuite [’ensemble de rotation local autour de N au-dessus de la
mesure pg relativement a e, V et W,

pvw.e(I,po) = (] Adhe | | {pn(€) : € € Er(V, W, n,€)(p0)} |

m>1 n>m
ot1 Padhérence est prise dans R = R U {#o0}.

Autrement dit, p € pyw.(I, o) s'il existe une suite croissante d’entiers
(nk)ken tendant vers 4+oo et de points & € Ep(V,W,ng, €)(up) tels que la
suite (pn, (§k))ken converge (dans R) vers p, quand k tend vers +oo.
Remarque 2.4. Si 0 < € < ¢, alors pyyw.e (I, o) C pvw,e(L, po)-

On définit ’ensemble de rotation local autour de N au-dessus de la mesure
wo relativement a € et V par :

pve(L o) == | pvwe(I, po).
wcv
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L’ensemble de rotation local autour de N au-dessus de la mesure pg et
relativement a € est

pe(I, p10) := [ ) Adhe(pv.e(T, o).
|4

Définition 2.18. L’ensemble de rotation local autour de N au-dessus de la me-
sure pgy de Uhomotopie I est

ploc(Ia ,U'O) = ﬂ pe(Ia ,U'O)-
e>0

2.3.3 Propriétés

Dans ce paragraphe, nous allons montrer les propriétés élémentaires des
ensembles de rotation locaux définis au paragraphe précédent.
a) Comparaison entre ’ensemble de rotation local au-dessus d’une

orbite et de celui au-dessus d’une mesure

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante.

Proposition 2.19. Soit © une mesure dans Mg(N). Supposons que x dans
N est un point typique pour . Alors

ploc(Ia (L') C ploc(Ia M)
On déduit le résultat des définitions et du lemme suivant.

Lemme 2.20. Soient V,W deuz voisinages de 0 dans R? avec W inclus dans
V. Alors pour tout nombre réel € > 0, on a

pvw (L, z) C pyw,e(l, ).

Démonstration. Soit p € pyw (I, x). Alors il existe une suite croissante d’en-
tiers (nk)gen tendant vers 400 et de points (zy, z;) € E(N XV, N x W, ny) tels

que z € {xg, -, [ Hax)} et tels que la suite (pn, ((zk, 2k)))ken converge
(dans R) vers p, quand k tend vers +oo. Pour tout k& dans N, posons
ix € {0,--- ,ny — 1} tel que f*(x) = x et Iy = ny — ir. Notons que pour

k dans N, on a

1
i = gy = (O o Oy o Opmiay)

i I
- _'U/illmz + _Mlkvx'
Nk Nk

Notons que si la suite (uy), oy tend vers p, quand k tend vers +oo, alors étant
donné € > 0 on obtient que d(fin, o, 1) < € pour tout k assez grand. Donc
p appartiendra & py,w,e(1, ). Pour montrer que la suite (ux),cy tend vers p,
on en choisit n’importe quelle valeur d’adhérence i/ : alors il existe une sous-
suite (,uk(m))meN qui converge vers y'. On doit montrer que p = p/. On peut
supposer, en considérant de nouveau une sous-suite, que :



28

(i) les suites (ik(m))mEN et (lk(m))meN sont croissantes et

. _ Zk:(m) .

(ii) en posant ay(my) = R la suite (ak(m))meN converge vers t € [0, 1].
Il y a deux cas possibles.

Cas 1 : L’une des suites (ik(m))meN ou (lk(m))meN est bornée.

Supposons que c’est le cas de (lk(m)) lautre cas est similaire). En

meN (
conséquence la suite (ik(m))meN tend vers +o0o quand m tend vers +oo et
t = 1. Comme zx est un point typique pour g on conclut dans ce cas que la

suite (’uk(m))mEN tend vers p quand m tend vers +oo.

Cas 2 : Les deux suites (ik(m))meN et (lk(m))meN convergent vers +o0.
Comme z est un point typique pour u, en faisant tendre m vers +o0, la suite

Pk(m) = Ok(m)H—ig,z + (1 = @rim)) b o

converge vers tu + (1 — t)u = p, quand k tend vers +oo.
Par 'unicité de la limite, on conclut que p’ = p et la suite (ug),cy tend donc
vers v quand k tend vers +o0o. Ceci montre le lemme. |

b) Invariance par conjugaison locale de ’ensemble de rotation local
au-dessus d’une mesure

Dans ce paragraphe on va supposer de plus que F' appartient & I’ensemble
Homeog (N x R% N ) Nous allons montrer la proposition suivante, qui dit que
I’ensemble de rotation local autour de N au-dessus d’une mesure est invariant
par conjugaison locale fibrée dans le groupe Homeog (N x R%; N )

Proposition 2.21. Soient F et ® deur homéomorphismes fibrés dans
Homeog (N x R2; N). Supposons que (Fi)c(o1] est une isotopie entre 'identité
et F. Notons I = (Py o Fy)ycpoy] et I' = (Pyo®o Fyo (I)fl)te[oyl]. Soit 1 une
mesure de probabilité dans Mg (N). Si l'on note F' = ® o F o ®1, alors
(®[n)wp est dans Mgy (N) et on a pioc(, p) = proc(L’, (®|n)st).

Avec la définition de ’ensemble de rotation local autour de N au-dessus
d’une mesure, la proposition s’obtient & partir du lemme suivant.

Lemme 2.22. Soit & un homéomorphisme fibré dans Homeoq (N X R2;N).
Soient V.C V! C V" des voisinages de 0 tels que

O(NxV)CNxV' Cc®NxV").

Pour tout W woisinage de 0 contenu dans V il existe W C W' C W des
voisinages de 0 tels que pour tout nombre réel € > 0 il eriste 0 < €’ < € < ¢
tels que

pvw,er (I, 1) C pyrwre (I (®|n)ept) C pymwn (I, ).

Démonstration. Considérons W C W/ C W des voisinages de 0 tels que

PN xW"YC NxW C®N xW).
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Pour tout n dans N, on a

O (E;(NxV,NxW,n))=Ep(®(NxV),®(NxW),n) C Ep(NxV' NxW’' n).

En remplacant ® par ®~! et I par I’ dans l'inclusion précédente, on en déduit
1 (Ep(N x VN xW,n)) C Ef(N x V"N xW" n).

D’autre part pour tout € > 0, tout « dans N et tout n dans N, d’aprés la
continuité de 'application (®|y)« et de son inverse, il existe 0 < €’ < ¢ < e
tels que

(it (PIN)aps) < € = d(pf o190 1) <€,
et

A o 1) < € = d(ih g0y (BIn)apt) < €.
Ainsi,
@ (Er(V,W,n,")(w) C Ep(V,W n,e)(@|n)p) C O (Er(V",W" ne)(p)) .

La démonstration suit comme celle du lemme 2.10. [ |

¢) L’ensemble de rotation local autour de N est non-vide

Dans ce paragraphe on va montrer que I’ensemble de rotation local autour
de N est toujours non-vide, sous une hypothése de “conservation de mesure”.

Définition 2.23. Soit u une mesure borélienne de probabilité sur N. On dira
qu’un homéomorphisme fibré F dans Homeo, (N x R2; N) est fibre-conservatif
au-dessus de pu, si p est invariante par F |y, et s’il existe un ensemble mesurable
et invariant X C N avec (X) = 1 et une famille de mesures boréliennes de
probabilité {j, : © € X} sur chaque fibre {x} x R? qui satisfait :

1. La famille {p,}zex est localement F-invariante : il existe un voisinage
Uy de 0 dans R? tel que pour tout v € X, Fo(pz| p1(fF @)y xvn) =
BE@ (F@)yxuo 5

2. pour tout v € X, p,((x,0)) =0;

3. pour tout x € X, p({x} x U) > 0 pour tout voisinage U de 0 dans R? ;

4. Uapplication x w— u, est continue.

Proposition 2.24. Soit i une mesure de probabilité sur N et F' un homéo-
morphisme fibré dans Homeo, (N X ]RQ;N) qui est fibre-conservatif au-dessus
de . Soit I une homotopie entre Py et Py o F'. Supposons que x est un point
dans X NRec(F|n) N Typ(p). Alors I’ensemble de rotation local autour de N
au-dessus de lorbite de x, pioc(I,x), est non-vide.

On rappelle que si p est de plus ergodique, alors I’ensemble X NRec(F|ny)N
Typ(p) est toujours non-vide. Cette proposition est une conséquence de la
proposition suivante.
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Proposition 2.25. Soit ;i une mesure de probabilité sur N et F' un homéo-
morphisme fibré dans Homeo, (N X ]RQ;N) qui est fibre-conservatif au-dessus
de p. Alors pour tout point x dans Rec(F|y) N Typ(p) N X et tout voisinage
V de 0 dans R?, il existe W un voisinage de 0 dans R? contenu dans V', tel
que pour tout entier k > 0 il existe un entier | > k tel que E(V,W,l)(x) est
non-vide.

Démonstration. Soit x € Rec(F|ny) N Typ(r) N X et V un voisinage de 0 dans
R2. Choisissons W' un voisinage de 0 dans R? contenu dans V. Supposons que
le triplet (z, V, W') ne satisfait pas la proposition. Comme dans la démonstra-
tion de la proposition du cas conservatif (proposition 2.14), il existe W” un
voisinage de 0 tel que pour W#(z, W') = {(z,2) : F"(z,z) € N x W'n > 0} et
Wz, W) ={(z,z) : F~™(z,2) € N x W'n >0}, on a

{x} x W' c Wz, W) U W*(z, W'). (2.4)

Comme la mesure p, est positive sur tout voisinage de 0, d’aprés (2.4) on peut
supposer (W5 (x,W’)) > 0 (Pautre cas pu,(W"(x,W')) > 0 est similaire).
Comme pz((z,0)) = 0 il existe W voisinage de 0 assez petit contenu dans
V' qui satisfait p, (W*(x,W’))/4 > p({x} x W). Grace a la continuité de la
fonction = — pu, dans x, pour tout y assez proche de z, et tout borélien A
proche de 0, on a

e ({2} x A) = py({y} x A < pa(W*(z, W) /2. (2.5)

Etant donné un nombre entier £ dans N, puisque le point x est récurrent
par F il existe un nombre entier I > k tel que F'(x) est assez proche de x.
Pour voir que le voisinage W’ convient il suffit de montrer que la p,-mesure
de I'ensemble des points z € W*(x, W) \ W tels que F'(z,2) ¢ N x W est
strictement positive. Si ce n’est pas le cas, pour u.-presque tout point z €
W (x, W)\ {z} x W), on a

Fl(z,z) e {F'(z)} x W.
Ainsi,
ppi(a) (FH W2 (2, W)\ ({2} x W) =pa(W? (2, W)\ ({ar} x W)
< (P @) < W) (26)

En utilisant (2.5) et (2.6), on en déduit

pae (W (2, W) = pa({a} x W) Sppugy ({F' ()} x W)
<pe({z} x W) + po(W*(z, W')) /2
et donc,
pa(W*(2, W) /2 < 2p0({} x W).

Cette derniére inégalité contredit le choix de W, ceci entraine la proposition.
|
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¢) Homéomorphismes locaux fibre-conservatifs

Dans ce paragraphe on suppose de plus que F est fibre-conservatif au-dessus
de toute mesure invariante par F|y. On va montrer qu’on obtient 1’ensemble
de rotation local autour de N en réunissant les ensembles de rotation locaux
autour de N au-dessus de toutes les mesures dans Mp (N).

Définition 2.26. On dira qu’un homéomorphisme fibré F  dans
Homeo, (N x R?; N) est fibre-conservatif s’il est fibre-conservatif au-dessus de
toute mesure dans Mg, (N).

Notons que par exemple un homéomorphisme fibré dans
Homeo, (N x R% N) s’écrivant sous la forme F(z,2) = (f(z),hs(z)) tel
que tous les homéomorphismes h,, x € N préservent la méme mesure de
probabilité p sur R? vérifiant p(0) = 0 et u(U) > 0 pour tout voisinage U de
0 est un homéomorphisme fibre-conservatif. On a le résultat suivant.

Théoréme 2.27. Soit F' un homéomorphisme fibré dans Homeo, (N x R2; N)
et I une homotopie entre Py et Py o F. Supposons que F est fibre-conservatif.
Alors

ploc(I) = U Ploc(L,U)-

REME . (N)

Nous montrerons d’abord les lemmes qui seront utilisés dans la démons-
tration du théoréme. Dans la suite pour un voisinage V de 0 dans R?, nous
noterons V le voisinage V x N de N.

Lemme 2.28. Soient W,V deuz voisinages de 0 dans R? avec W contenu dans
V. Alors pour tout nombre réel € > 0 on a

o v ).
HEM |\, (N)

Démonstration. Soit p € py w(I). Alors il existe une suite croissante d’entiers
positifs (ng)ren tendant vers +oo et de points (zg, zx) € E(V, W, ny) tels que
la suite (pp, ((k, 2k)))ken tend vers p quand k tend vers +o0o. Pour tout k& dans
N, considérons

np—1

1

HE = n_k Z 5F|§\,(ggk) = Mng,zy,
1=0

Comme ’espace M(IN) est compact, quitte & extraire une sous-suite, on
peut supposer que la suite (ug)ren converge vers une mesure . De plus p
appartient & M;(N). Soit € > 0 donné. Alors il existe kg = ko(e) dans N tel
que pour tout entier k > kg on a, d(ug, 1) < €. On conclut que p appartient a

pvw,e(L, ). u
La proposition suivante est le résultat-clé de la démonstration.

Proposition 2.29. Soit (un), oy une suite dans Mg, (N) qui converge vers
w quand n tend vers +oo. Pour tout nombre réel € > 0 il existe ng = no(e)
dans N tel que pour tout voisinage V' de 0, et tout entier n > ng on a

pv,ed, tn) C pvae(l, ).
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Démonstration. Soit € > 0 un nombre réel. Comme la suite (i), converge
vers pu, il existe ng dans N tel que pour tout entier n > ng on a d(p,, 1) < €.
Fixons un entier n > ng et soit p € pye(L, ). Il existe donc W C V un
voisinage de 0 et p € pyw,. (L, ). Il existe une suite croissante d’entiers
positifs (ng)ken tendant vers +oo et de points (xg,z2r) € E(V, W, ng, €)(un)
tels que la suite (ppn, (2, 2k))ken tend vers p quand k tend vers +oo. Ainsi
A(ng 2> in) < € €t d(fin, 2., 1) < 2€. Par conséquent p € pywac(Z, ). Ceci
montre que p € py.a.(I, 1), ce qu’on voulait montrer. [ |

Comme corollaire, on obtient les lemmes suivants.

Lemme 2.30. Soient W,V deuz voisinages de 0 dans R? avec W contenu dans
V. Alors pour tout nombre réel € > 0 on a

Adhe [ |J  ovew|c  J  Adhe(pyacl,p).
HEME| \ (N) HEM |\ (N)

Démonstration. Soit p dans Adhe (UueMF‘ ) Pvie(d ,u)) Alors il existe une
N

suite (pn)nen dans Mg (N) et pour tout n € N un nombre réel p,, apparte-
nant & pye(f, pn) tel que la suite (pp,)nen tend vers p quand n tend vers +oo.
Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (g, )nen converge
vers p qui appartient a Mp + (V). Pour tout nombre réel € > 0, d’aprés la pro-
position 2.29, et pour tout entier n assez grand on a p, € pyac(I,n). On
conclut que p € Adhe (py,2¢(1, 1))- [

Lemme 2.31. Pour tout nombre réel ¢ > 0 on a

N U  Adhe(oucdp)c  |J  pellp).

V' ueMpy (N) HEM ) (N)

Démonstration. Soit (V},), o un systéme fondamental de voisinages de 0 dans
R2. Considérons

pe(l U Adhe(pye(l, ).

V peMp) (N)

Alors pour chaque n dans N, il existe une mesure j, dans Mg, (N) telle
que p € Adhe(py, (I, pn)). Quitte a extraire une sous-suite on peut sup-
poser que la suite (f,),cy converge vers u. De plus p est dans Mg, (N)
et d’aprés la proposition 2.29, pour tout nombre entier n assez grand on a
p € Adhe (pv, 2¢(1, 1t)). Ainsi p appartient & pac(Z, 1), ce qu’on voulait mon-
trer. |

Lemme 2.32. On a

N U erttwc U Ne@w= U pocldp).

>0 ueMp)\ (N) HEM | (N) €>0 HEME| \ (N)



33

Démonstration. Soit (e,),cy une suite réelle décroissante tendant vers 0.

Considérons
pe(l U pldp.
>0 peMp) (N)

Alors pour chaque n dans N, il existe une mesure p, telle que p € p, (I, itn)-
Quitte & extraire une sous-suite on peut supposer que la suite (i), oy converge
vers u. De plus p est dans ./\/lF|N(N) et d’aprés la proposition 2.29, pour tout
e > 0 fixé on a p € pac(I, ). Ainsi p appartient a pioe(Z, 1), ce qu’on voulait
montrer. |

Démonstration du théoréeme 2.27. Rappelons que pour toute mesure y appar-
tenant & Mp|y(N), poc(l, 1) est contenu dans pioc(l). On en déduit 1'une
des inclusions. Montrons maintenant 'autre inclusion. Soient W C V deux
voisinages de 0 dans R? et € > 0 un nombre réel. D’aprés le lemme 2.28, on a

pyw(l) C U pv.w,e(l, 1),
HEM |\ (N)

et donc

Adhe (py(I)) € Adhe U v
REMPE  (N)

D’apres le lemme 2.30, on obtient

Adhe(pp(I)) c | Adhe(pvac(I, ).
REME . (N)

D’apres le lemme 2.31, on obtient

ploc(I) C U p4e(I, :U’)
REME  (N)

Comme € > 0 est arbitraire, d’aprés le lemme 2.32, on obtient la second inclu-
sion
ploc(I) - U ploc(I’ :U’)'
REME  (N)

2.4 L’ensemble de rotation des homéomorphismes fi-
brés de N x T!

Soit N une variété connexe et compacte. Jusqu’ici on a considéré des
homéomorphismes locaux au voisinage de N x {0} dans N x R? qui fixent
N x {0}. Parfois pour comprendre la dynamique locale de certains d’eux, les
homéomorphismes éclatables (la définition précise sera donnée dans la section
suivante), on peut “éclater N7, ce qui induit un homéomorphisme fibré de
N x T!, ott N x T! est vu comme le bord de N x R? privé de N x {0}.
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2.4.1 Homéomorphismes fibrés de N x T!

Dans cette section, on étudie les homéomorphismes fibrés définis globale-
ment sur N x T!. Dans [Her83] M.-R. Herman a introduit, sous certaines hy-
pothéses, le nombre de rotation fibré pour tels homéomorphismes. Nous allons
plutot introduire différents ensembles de rotation fibrés pour des homéomor-
phismes fibrés de N x T! qui vérifient une condition d’homotopie.

L’ensemble Homeo, (N X ']I'l)

On notera Homeo, (N x']I‘l) I’ensemble des homéomorphismes F' de
N x T! vérifiant :

(1) F est fibré, cest-a-dire qu’il s’écrit sous la forme F(xz,u) =
(f(z),hy(u)), ou f est un homéomorphisme de N et = + h, est une
application continue de N dans Homeo (’]Tl).

(2) L’application Hy : N — Homeo (T') constante et égale a 'identite de
T! est homotope & 'application H; : N — Homeo (’]I‘l) définie par Hy(z) = h,.

Remarquons que dans ce cas pour tout x € N I'homéomorphisme h, ap-
partient & Homeog (']I'l), c’est-a-dire qu’il est isotope a l'identité.

2.4.2 Définitions des ensembles de rotation fibrés

Soit F' un homéomorphisme dans Homeo, (N X ’]Tl) : 1l s’écrit donc sous
la forme F(z,u) = (f(z),hy(u)) et on peut considérer une homotopie I =
(Ht)te[o,l] entre les applications Hy et Hi définies précédemment. Pour £ =
(z,u) dans N x T! et n dans N, on définit la trajectoire v [0,n] — T!
jusqu’au temps n pour ’homotopie I par :

V(L) = Hy i(f(x))(hyei(u)) lorsque 0 < i <mneti <t <i+l1,

ot hy; = hfi—l(x) o---0 h,; est dans Homeog (']I‘l).
Soit 7y : R — T! le revétement universel du cercle ']Tl.NOn considére un
relevé de la trajectoire ¢, c’est-a-dire un chemin continu v¢ : [0,n] — R tel

que 7y © ;? = ¢ sur [0,n]. On définit

ph() = — () ~7E(0)).

n
Dans ce cadre, on va définir trois ensembles de rotation fibrés pour ’homotopie
1.

Premiére définition

Pour ¢ dans N x T!, notons rotps(€) ensemble des valeurs d’adhérence
de la suite (pf(£))nen.
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Définition 2.33. L’ensembre de rotation fibré (premiére définition) de I’homo-
topie I est :

Ppts (I) = U I‘Otpts (5)

EeENXT!

Autrement dit, p € ppis(1) 'l existe une suite croissante d’entiers (ny)gen
tendant vers +oo et un point £ dans N x T* tel que la suite (pp, (€))ren converge
(dans R) vers p, lorsque k tend vers +o0.

Proposition 2.34. Soient u et u' dans T'. Alors pour tout x dans N et tout
entiern > 1, on a

1
phie.u) = phiw )| < .

En particulier, on a rotpis(x,u) = rotpes(x,u'). Autrement dit rotn(z) =
rotpts (7, u) est indépendant de u dans T?.

Démonstration. On considere un relevé F:N XR = N xR de F. Pour
n dans N, on a F"(z,7) = (f"(x), hgn(w)), ot hyp : R — R est un relevé
de 'homéomorphisme hy », = hyn—1(,) 0 -~ 0 hy qui appartient & Homeog (’]Tl).
L’application @ f/L;L(iZ) est donc croissante et vérifie f/L;;L('zZ—i—l) = E;;L(ﬂ)—i-l.
Par conséquent l'application ¢ : u hAz/n(ﬂ) — u est périodique de période 1
et pour @ un relevé de u et o relevé de v’ tel que v <@ <u -+ 1, 0on a

U+ o) < +p@) <u+14 o(u).
On en déduit
“1<u—u <p@)—p@) <u+1-p@)<1.
On conclut donc

ph(w,u) = pl(z, )

!
IN
S|

= o) - (@

Ezemple 2.5. L’exemple suivant montre que I’ensemble de rotation fibré (pre-
miére définition) n’est pas connexe en général. Considérons un homéomor-
phisme F : T' x T! — T! x T' définit comme suit :
1. Considérons un homéomorphisme nord-sud f dans Homeo (']I'l), c’est-a-
dire satisfaisant les propriétés suivantes :
(a) f posséde deux points fixes xy et zg;
(b) Pour tout = dans T! distinct de zx et g, on a

: n _ : -n _
ngr}rloo f (.%') s et ngrw{loof (.%') N

2. Considérons une application continue « : T — T! homotope & I'identité
de T! et telle que son relevé & : T! — R vérifie a(xn) # a(zg).
3. Définissons F(x,u) = (f(z),u + a(u)).

Si I est 'homotopie naturelle entre Hy et Hy, alors ppis(f) = {a(V), a(S)}
qui n’est pas connexe.
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Deuxiéme définition

Maintenant pour n dans N, on notera D,, := {p£(§) &€ N x T

Définition 2.35. L'ensemble de rotation fibré (deuxiéme définition) de I’homo-
topie I est
pab(1) = ﬂ Adhe U D,,.
m>1 n>m

Autrement dit, p € pap(I) 8'il existe une suite croissante d’entiers (ny)ken
tendant vers +oo et des points &, dans N x T! tels que la suite (pf, (&4))pen
converge vers p, lorsque k tend vers l'infini.
Remarque 2.6. D’apres les définitions ci-dessus, on obtient que pps (1) est inclus
dans pgp(I). De plus, en considérant ’exemple 2.5 et la proposition suivante,
on montre que cette inclusion est stricte en général.

La proposition suivante énonce 1'une des propriétés importantes de “I’en-
semble de rotation fibré”.

Proposition 2.36. L’ensemble pay(I) est une partie compacte et conneze de
R.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour tout n dans N fixé, la
fonction p{ : N x T!' — R est continue. Comme N est une variété compacte
et connexe, on conclut que ’ensemble D,, est une partie compacte et connexe
(et donc convexe) de R.

On va montrer d’abord que pyfi(I) est compact. Comme par définition,
I'ensemble prip(I) est fermé, il suffit de montrer que pour tout n € N, on a
D,, C D;. En effet, pour X sous-ensemble de R, notons Conv (X) ’enveloppe
convexe de X. Comme pour tout n dans N, ’ensemble D,, est convexe, on a
Conv (D,,) = D,,. Soit (z,u) dans N x T! et n > 1 un entier, on a

n—1
pl(z,u) = 1 Zp{(FZ(aﬂ,u)) € Conv (D;) = Ds.
"o
On conclut que D,, est contenu dans D;.

Maintenant, on va montrer que pg,(I) est connexe. Par définiton de I’en-
semble pgp, (1), puisque 'adhérence d’un ensemble connexe et l'intersection dé-
croissante d’ensembles connexes sont connexes, il suffit de montrer que pour
tout m dans N, I’ensemble U,,>,, D), est connexe. Pour le montrer, on va utiliser
le lemme topologique suivant.

Lemme 2.37. Soit (X,), cy une suite d’ensembles connezres avec intersection
deuz o deux non-vide. Alors l'union X = UpenX,, est conneze.

Soit (z,u) dans N x T! et n,n’ > m des entiers. Alors on a

1 n—1 )
Phow(@w) = =3~ pl (F™(2,u)) € Conv (Dy) = Dy
i=0

On conclut que D,y C D, et de la méme maniére D,,, C D,. Ainsi
D,,, € D, N D, et donc pour tous n,n’ > m, D, et D, s'intersectent.
D’apres le lemme précédent Uy, >,, Dy, est connexe, ce qui implique la connexité
de pgp, (1). u
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Troisiéme définition
Nous allons commencer par la proposition suivante. Cela nous permettra

de définir la notion de relevé d’une mesure dans My¢(N). On rappelle que
pn : N x T' — N note la projection sur la premiére coordonnée.

Proposition 2.38. Soit ;1 une mesure dans M¢(N). Alors il existe une mesure
de probabilité v dans Mp(N x TY) telle que (pn)«(v) = p. De plus, il y a des
mesures de probabilité v, sur les fibres {x} x T telles que pour toute fonction
¢ € C'N xT!), ona

/ ¢duz// ¢ dv, du.
NXT?! N J{z}xT!

Démonstration. Soit M, (N x T') I'ensemble des mesures de probabilité v
sur N x T! telles que (pn)«(v) = p. Alors M, (N x T!) est une partie non-
vide, convexe et fermée (et donc compacte) de M(N x T!). Comme F est
fibré, on peut bien définir I'application T : M, (N x T!) — M, (N x T!) par
T(v) = Fy(v). Fixons 1y dans M, (N x T') et pour chaque entier n > 1,
considérons

1 n—1 ‘
Vp = E Z;F:(VO)
7=

Notons que la suite (vy,),>1 reste dans M, (N x T1), et d’apreés la compacité de
'espace M(N x T!), on peut prendre une valeur d’adhérence v de cette suite.
De plus la mesure v vérifie (py)«v = p et Fyr = v. Ceci montre P'existence
de la mesure v. La deuxiéme partie de la proposition suit du théoréme de
désintegration de Rokhlin (voir [Ma83]). [

Définition 2.39. Soit p une mesure dans My(N). On dira qu’une mesure v
dans Mp(N x T') est un relevé de i si elle satisfait la proposition 2.38.

On a les résultats suivants.

Lemme 2.40. Soit p une mesure ergodique dans Mg(N). Alors il existe un
relevé de p qui est ergodique.

Démonstration. Supposons que j est une mesure ergodique dans M (N).
Alors il existe X sous-ensemble mesurable de N avec u(X) = 1 tel que pour
tout = dans X, la suite (fn 4 )nen converge vers p, quand n tend vers l'infini.
Pour z € X et u € T!' posons

S

Vn (zu) = (5(J:,u) +ot 6F”—1((z,u))) ’

qui se projette par (pn)« sur i, . A cause de la compacité de I'espace des me-
sures M(N x T'), on peut prendre une limite de la suite (v, ;) )nen- De plus
cette limite, que 1’on note v, appartient & Mp(N x T'). Puisque I'application
(pn )« est continue, on peut passer a la limite et on obtient (Py).v = u. Pour
trouver un relevé ergodique de pu, on utilisera le théoréme de décomposition
ergodique (voir [Ma83]).
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Théoréme 2.41 (Théoréme de décomposition ergodique). Pour v-presque
tout point (x,u) dans N x T!, la suite (Vn,(z,u) JneN converge vers une mesure
ergodique V(y ). De plus pour toute fonction ¢ € CON x TY), on a

/N><T1 by = /N><’]1‘1 </N><’]1‘1 ¢dy(z,u)> dv(z,u).

Comme (pn)sv = p, v(X xT!) = 1 et d’aprés le théoréme de décomposition
ergodique, il existe Z C X xT! tel que pour tout (z,u) € Z la suite (Vn,(@,u) JneN
converge vers une mesure ergodique v(, ). De plus, comme (pn)+«(Vp, (z,u)) =
fin,z, en faisant tendre n vers l'infini, on a (pn)«(V(z,u)) = p- Ceci montre le
lemme. |

Lemme 2.42. Soient v,V deuz relevés de u. Alors

/ p{ dv = / plav.
NxT?! NxT!

Démonstration. A cause de la proposition 2.34 nous avons sur chaque fibre

/ pi(,u) dvy - / pi(w,w) d,| < max pf (, u)—min pf (x,u) < 1.
{}xT! {a}xT! ueT ueT
En intégrant sur la variété N, on a
‘/ p{ dv —/ p{ dv'| <1. (2.7)
NxT! NxT!

D’autre part, pour ¢ dans N considérons ’homotopie I’ = I? et la fonction

’ q—1 .
associée p|. En appliquant (2.7) a 'homotopie I’, puisque plf =5 p{ o F' et
i=0

les mesures v et v/ sont F-invariantes, on a

q‘/ p{dv—/ p{dl/='/ p;fdv—/ pil dv/
NxT! NxT! NxT! NxT!

Ainsi en divisant par ¢ et en faisant tendre ¢ vers 400, on conclut

/ p{ dv = / p{ dv'.
NxT! NxT?!

<1

On peut maintenant donner la troisiéme définition de ’ensemble de rotation
fibré. Soit u une mesure dans M (V). D’aprés le lemme 2.42, le nombre

T0tmes (1) = / p{ dv
NxT!

ne dépend pas du choix du relevé v de pu.
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Définition 2.43. L'ensemble de rotation fibré (troisiéme définition) de I’homo-
topie I est :

Pmes(1) 1= {rotmes(t) : p appartient a Mys(N)}.

On peut distinguer, un sous-ensemble de ppes(I) en considérant seulement
les mesures ergodiques dans M ¢(IV), c’est-a-dire

Perg(I) := {r0otmes(p) : 1 mesure ergodique dans Mf(N)}.
On a le résultat suivant.

Proposition 2.44. L’ensemble pmes(I) est une partie compacte et conneze de
R. De plus, on a

Pmes(I) = Conv (perg (1)) -

Démonstration. Comme la variété N est compacte, I'espace Mf(N) est com-
pact et convexe. Pour montrer la premiére partie de 1’énoncé, il nous suffit
donc de montrer que l'application rotmes : Ms(N) — R est continue et af-
fine. Montrons d’abord la continuité de rotmyes. Fixons p dans Mf(N). Soit
(Mn)neN une suite convergeant vers u. Nous allons montrer que toute sous-
suite de (rotmes(tin))nen posséde une sous-suite qui converge vers rotmes(it).
Ceci entraine la convergence de la suite (r0tmes(fin))nen vers . Soit (1,),en
une sous-suite de (i), Pour chaque n € N, choisissons un relevé v, de p,.
Comme 'espace Mp(N x T!) est compact, il existe une sous-suite (V;lk)keN de
(V) en qui converge vers une mesure, qu’on note /. Notons que par continuité
de (pn)«, V' est un relevé de p. De plus

rOtmes(/fLIrLk) = /N - P{ dV;Lk — /N - p{ v = rOtmes(:u)'
X X

Ainsi la suite (rotmes(fn))nen converge vers rotmes(p). Ceci montre la conti-
nuité de 'application rotes.

D’autre part ’application rotyes est affine, puisque (py). est affine. En
effet, soient t,¢’ € R et p,p/ € My(N). Comme (pn)s est affine, si v et v/
dans Mp(N x T') sont des relevés de p et u' respectivement, alors tv + ¢/v/
est un relevé de tu + t'y/.

Montrons maintenant ’égalité pmes(f) = Conv (perg(l)). Notons d’abord
que les définitions et la premiére partie de la démonstration entrainent
Conv (perg(I)) C pmes(I). L'autre inclusion suit du théoréme de décomposi-
tion ergodique (théoréme 2.41). En effet, celui-ci nous dit que pour un relevé
v de p, et v-presque tout point (z,u) € N x T!, la mesure V(e,u) €St ergodique

/ p{ dv = / </ p{ dy(zm)) dv.
NxT! NxT! NxT!

inf perg (I) < r0tmes(1) < SUP perg(1)-

Ceci montre que pmes(I) C Conv (perg(f)), ce qu'on voulait montrer. Ceci
conclut la démonstration. |

Ainsi,
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2.4.3 Comparaison entre les différentes définitions

Dans ce paragraphe on montre les relations entre les trois définitions d’en-
sembles de rotation fibrés données au paragraphe précédent.

Théoréme 2.45. On a

pers() C pts(I) C piin (1) = pmes(I) = Conv (perg (D))

On sait déja que 'inclusion pps(1) C pan (L) est stricte en général (remarque
2.6) et que pmes(I) = Conv (perg(l)) (proposition 2.44). Pour compléter la
démonstration, il suffit de montrer l'inclusion perg(I) C ppts(I) et l'égalité
prib(I) = pmes(I). On remarque qu’on sait pas s’il existe des exemples ot
linclusion perg(I) C ppts(f) est stricte.

Proposition 2.46. Soit u une mesure ergodique dans Mg(N). Alors pour
u-presque tout point x dans N et tout u dans ']I'l, on a

TOtmes (1) = rotpes(x, w).

En particulier
perg(I) C Ppts(I)-

Démonstration. On rappelle que d’aprés le lemme 2.40, on peut choisir un
relevé v de g qui est une mesure ergodique dans Mp(N x T'). Comme la
fonction p{ : N x T' — R est continue, d’aprés le théoréme ergodique de
Birkhoff, pour v-presque tout point (z,u) dans N x T!, on a

1 n—1 ‘
ol (z,u) = = Zp{(FZ(az,u)) — o p{ dv = p(p) quand n — +o0.
- X

On conclut, puisque rotps(z,u) est indépendant de u dans T! (proposition
2.34). n

La proposition précédente nous aidera & montrer 'une des inclusions de
I'égalitée des ensembles pgp, (1) et pmes(]).

Corollaire 2.47. On a
pmes(I) C pﬁb(I)'

Démonstration. D’aprés la proposition 2.44 et la proposition précédente on
obtient pmes(f) = Conv (perg(1)) C Conv (ppis(1)). Comme ppis(I) C pan(1)
(remarque 2.6) et comme ’ensemble pgp,(I) est convexe (proposition 2.36), on
conclut

Pmes(I) = Conv (perg (1)) C Conv (ppts(1)) € Conv (pein (1)) = prin(1)-

Montrons maintenant la derniére inclusion.
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Proposition 2.48. On a

pﬁb(I) C pmes(I)-

Démonstration. Soit p € pgp(l). Il existe alors une suite strictement croissante
d’entiers (nj)ren tendant vers I'infini et des points & = (zx,ux) € N x T! tels
que

szk (&) — p quand k — 4o0.

Pour tout k € N, considérons i la mesure de probabilité sur N définie par

nkl

Z 6]”(3%

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (px)pcn
converge vers p, c’est une mesure de probabilité invariante par f. Pour tout

k € N, notons
nE—1

nk ; 5FZ(§I€

On note v une valeur d’adhérence pour la topologie faible de la suite
(Vk)ken. C'est une mesure de probabilité invariante par F qui est un relevé
de p satisfaisant

nE—1

1
Pnk (&) = Z p{ F' (&) / ,0{ dvi, — p(p) quand k — +o0.

Ceci montre que p appartient a pmes(I). |
On en déduit le résultat suivant.

Corollaire 2.49. On a
Pﬁb(I) = pmeS(I)-

En particulier si f est uniquement ergodique, alors pgp(I) est un singleton.

2.5 FEclatement et ensemble de rotation

Dans cette section on considére des homéomorphismes dans
Homeo, (N XR2;N) qui sont éclatables, c’est-a-dire qui “induisent” des
homéomorphismes de Homeo, (N X ']I‘l), ot N x Tt est vu comme le bord de
(N x R?)\ N. Ainsi, dans ce cadre, on peut comparer 'ensemble de rotation
local autour de N et ’ensemble de rotation fibré induit. On va s’intéresser
au probléme suivant : quand est-ce que ces deux ensembles de rotation
coincident ?
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2.5.1 Eclatement d’un voisinage de N le long de N

Considérons le difféomorphisme @ de N x T! x (0, +00) et & valeurs dans
(N xR?)\ N défini par (z,u,r) — (2,7u), oit T! est vu comme ’ensemble des
vecteurs unitaires de R%. L’extension de ®(, notée encore ®q est une application
de classe C' de N x T! x [0, +00) dans N x R2.

Définition 2.50. Soit U un voisinage de N. L’éclatement de U le long de N
est la paire (@al(U); %"1’61(”))'

2.5.2 Applications éclatables

Dans ce paragraphe, on donne la définition précise d’une application écla-
table et on montre qu'un difféomorphisme local de classe C' est éclatable.
On considére N et N’ deux variétés différentiables de classe C! compactes
de dimensions n et n’ respectivement. On notera @y et ®{ les applications
d’éclatement associées & N et N’ respectivement.

Définition 2.51. Soit U un voisinage de N dans N x R2. On dira qu’une
application continue H : U — N' x R? telle que H™'(N') = N est éclatable
s’il existe une application continue H : @61(1/1) — N’ x Tt x [0, 4+00) telle que
®oH=Ho® surlU.

Remarque 2.7. 1. Par continuité application H (si elle existe) est unique.
2. Etre éclatable n’est pas préservé par conjugaison topologique.

Nous allons donner deux exemples d’homéomorphismes éclatables lorsque
N est un singleton (c’est-a-dire dans le cadre des homéomorphismes locaux au
voisinage de 0 dans R?).

FEzemple 2.8. L’exemple le plus classique est le cas d’'un homéomorphisme H de
R? fixant 0 qui est différentiable en 0 et dont la différentielle en 0 est inversible.
L’homéomorphisme induit H correspond & I'action de la différentielle de H en 0
sur ’ensemble des demi-droites issues du point 0. L’application ®g correspond
au changement de coordonnées polaires.

Ezemple 2.9. Un autre exemple est le suivant. Supposons qu’'un homéomor-
phisme H de R? laisse invariant une partie compacte connexe K de R? qui
n’est pas réduite & un point et telle que R? \ K soit connexe. On obtient un
homéomorphisme, noté encore H, de R? fixant 0 en écrasant K en un point.
Il est éclatable en 0 dans le systéme de coordonnées donné par la théorie des
bouts premiers de Caratheodory (voir [Carl3]). Ceci implique qu’'un conjugué
de H est éclatable en 0 dans les coordonnées polaires usuelles (au sens de la
deéfinition 2.51).

Dans la suite, on va généraliser, ’exemple 2.8 ci-dessus. Pour toute appli-
cation continue H : U — N’ x R2 et tout = dans N on note Hy, - R2 — R?
I'application définie par z — Py o H(z, 2).

Théoréme 2.52. Soit H : Y — N’ x R? une application C* définie sur un
voisinage U de N dans N' x R? telle que H='(N') = N. Supposons que pour
tout x € N la différentielle DH, , est inversible. Alors H est éclatable.
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La démonstration est locale on peut donc remplacer N (resp. N') par R™
(resp. R™). Soit H : R" x R? — R" x R? une application de classe C! telle
que H *I(R”,) = R" et telle que pour tout x € R" la différentielle DH> , est
inversible. On peut donc définir ’application

H:R"x T! x [0, +00) = R x T x [0, +00)
par la formule suivante :

PyoH (x, . .
Paor © H(w, ru), ey, | Poo Hz,ru)] ) siv 0

DHj,.(0)(u) e
PR”, OH(IE,O),W,O) S1 717 = O,

H(z,u,r) =

(2.8)
o Py, et P» sont les projections sur la premiére et deuxieme coordonnée
respectivement. Le théoréme suit alors du lemme suivant.

Lemme 2.53. L’application H est continue sur R™ x T! x [0, 4+00).

Démonstration. Remarquons d’abord que H = P, o H o @al sur
R"™ x T' x (0,4+00). Ceci montre que l'application H est bien continue
en tout point (z,u,r) de R™ x T! x [0,+00) avec r # 0. Il suffit donc de
montrer que H est continue en chaque point (xq,ug) de R™ x T'. De plus
comme N x T! x [0, +00) est muni de la topologie produit, il nous suffit de
montrer la continuité de pl o H, ott i € {1,2,3} et p} est la projection sur la
i-iéme coordonnée. La continuité de p} o H et de P o H suivent de la continuité
de H, de la fonction norme et ’hypothése H1(N') = N.

Montrons maintenant la continuité de pyo H en un point (g, ug) de R™ x T*.
Comme H est de classe C', on peut développer H comme

H(x+h)=H(z)+ DH(x)(h) + e(x,h) ||k, (2.9)

ou l'application z — DH (x) est continue sur R™ et 'application h — e(x, h)
tend vers 0 quand h tend vers 0. De plus €(z, h) tend vers 0 quand (z, k) tend
vers (zp,0). Précisons ceci. De I'inégalité des acroissements finis, on a

|H(z+h)— H(z) - DH(z)(h)|| < sup [DH() — DH(z)| - [[A],
£€[z,z+h]

Comme H est de classe C! sur un voisinage de R”, on a bien

le(@, Il < sup [|DH(E) — DH()| = 0, lorsque (x,h) — (x,0).
€[z, z+h]
D’aprés la relation (2.9), avec (z,h) € R™ x (R? \ {0}) et h = ru avec
u € Tt et r € (0, 4+00) assez petit, on en déduit que :

Hy(z,ru) DH, ,(0)(u) + ex(x, ru) DH, 4,(0)(uo)

[Ha(z,ru)]| ~ [DHo(0)(u) + a@,ru)]  [DHaa(0)(uo)]

quand (x,u,r) tend vers (zg,up,0). Ceci conclut la preuve du lemme.
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On a les conséquences suivantes.

Corollaire 2.54. Soit F' un élément de Homeo, (N X R2;N). Supposons que
F est un difféomorphisme de classe C* sur un voisinage de N. Alors les appli-
cations F' et H = Py o F' sont éclatables.

On notera Diff}(N x R%N) lensemble des éléments de
Homeo, (N x R% N ) qui sont des difféeomorphismes de classe C' sur un
voisinage de N.

Corollaire 2.55. L’application de Diff}(N x R?; N) dans Homeo(N x T! x
[0, +00); N x TY) définie par

F—F

est continue.
Démonstration. La preuve suit directement de la formule (2.8) de F. [

L’exemple suivant nous montre qu’il ne suffit pas d’étre différentiable en
chaque point de IV avec différentielle continue le long de N pour étre éclatable.

Proposition 2.56. I existe un homéomorphisme de T x R? différentiable en
chaque point de T avec différentielle continue le long de T', mais qui il n’est
pas éclatable.

L’idée de la construction est de “faire éclater” une rotation a l'origine.
Fixons d’abord « dans R\ Z et trois nombres réels 0 < r; < 19 < r3. Considé-
rons un difféomorphisme de classe C*, ¢ de Homeoy (IR{Q; 0) qui vérifie :

(i) (=) = 2 si 2] < 14 on 2] = g et

(i) ¥(z) = Ra(z) si ||z = 72
Ensuite définissons 1y = id et ¢y(z) = i ($2) pour ¢t € (0,1]. On obtient
ainsi une isotopie entre l’identité et . Finalement, en considérant le lacet
h : T! — Homeog (RQ; 0) définit comme

2 hy = Yyq2, S?0§x§1/2;
Vyp—1)2, si1/2<x <1

définissons F' € Homeo ("]I‘1 X RQ;’]I‘l) par :
F(z,2) = (x,hy(2)).

Lemme 2.57. L’homéomorphisme F défini au-dessus est différentiable en
chaque point de N = T' et DF(x) = id pour tout x € N, en particulier la
différentielle x — DF(x) dépend contindment de x € N, mais F n’est pas
éclatable.

Démonstration. Remarquons d’abord que puisque F' est 'identité au voisinage
de tout = € T', x différent de 0, F est différentiable en chaque point z, = diffé-
rent de 0, de T! et DF(x) = id. Montrons maintenant que F est différentiable
en (0,0) et que DF(0,0) = id. Prenons (z, z) proche de (0,0) avec > 0 (re-
marquons que par construction il nous suffit de montrer la “différentiabilité par
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la droite”). Comme ’homéomorphisme 1,2 est I'identité en dehors du disque
centré en 0 et de rayon 422rs, on en déduit

o () = 2l = |[42%0 (15 ) - 2| < 82%rs.
Ainsi,
|F(@2) = @2l _ 02 (:) = )] _ 8a*rg
[EB]] @l e

qui tend vers 0 lorsque (z, z) tend vers (0,0).

Montrons maintenant que F n’est pas éclatable. Fixons u € T!, considérons
deux cas :
Cas 1. Soit « proche de 0 et soit r € (0, +00) tel que r < 2zr;. Alors

Oyt o Fx,ru) = (x,u,r).
Cas 2. Soit « proche de 0 et soit r € (0, +00) tel que r = 2zry. Alors
Oyt o F(z,ru) = (z,u+ a,r).

Donc, en faisant tendre (z,u,r) vers (0,u), on trouve deux limites différentes
en (0,u). On conclut que F' ne peut pas étre éclatable. |

2.5.3 Démonstration du théoréme 1

Soit F un élément de Homeo, (N x R? N) et I = (Hy)e[p 1) une homotopie
entre P, et Pyo F telle que pour tout ¢ € [0, 1], H; est une application continue
définie sur un voisinage U de N et a valeurs dans R? telle que H; *(0) = N.

Définition 2.58. On dira que I'homotopie I = (Hy)yc[o,1) est éclatable si pour
tout t € [0, 1] lapplication Hy est éclatable et I’application t — Hy est continue.

Ainsi, en supposant que I’homotopie I est éclatable, on obtient une homoto-
pie I = (E)te[o,l] entre ’application Hy : T — Homeoy (']I‘l) constante égale a
Pidentité de T' et 'application Hy : T' — Homeoq (T) définie par Hy(z)(u) =
P, o F(z,u). Autrement dit comme F est dans Homeo, (N x R?; N) son éclaté
F est dans Homeo, (N X ’]Tl). En considérant les applications Hy : ®, Yu) -
R?, pour tout entier n > 1, on définit la variation moyenne p,, (x,u,r) d’un
point (z,u,r) dans @5 (U). Comme cette fonction est continue et coincide avec
pu(z,7u) si 7 # 0 et avec le nombre de rotation fibré de F, pf,(z,u) si r = 0,
on obtient le résultat suivant. Par la suite, pour £ = (z,2) € N x (R%\ {0}), on

notera gla projection sur N x T! du point @al(é), c’est-a-dire E: (x, ﬁ, 0) €
N x T

Lemme 2.59. Soit ¢ > 1 un nombre entier et € > 0 un nombre réel. Alors il
eziste Ve 4 un voisinage de N tel que pour tout £ € Ve 4, on a

Pa(&) = Ph(O)] < e.
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Démonstration. On notera d la distance produit sur N x T! x [0, 4+00) et
By(-,+) les boules associées. Soit € > 0 un nombre réel. Comme ’application
p{; : N x Tt — R est uniformément continue sur N x T!, il existe un nombre
réel § > 0, tel que pour tous &,& € N x T! avec d(Z,E’) < d,on a

- 1 €

AGRAIESS

D’autre part, comme N x T! C & L(U) est compact, il existe un nombre fini
d’éléments £;,--- , &, de N x T! et des voisinages Vg de¢; avec Vg C By(&;,9),
tels que pour tout £ € (I)O(VE ), on a

i

10a(&) = ] ()

< £
2
En conséquence, si § € Ve, = Po(U7, Vfi) et si € est la projection sur N x T1
du point &5 (¢), alors
0a(€) = £f(©)] <
Ceci montre le lemme. |

Etendons maintenant la relation donnée par le lemme 2.59 pour n’importe
quel entier n > 1. Soit n > 1 un entier, grace & la division euclidienne, on écrit
n = anq + r, avec a, € Net r, € {0,---,¢g—1}. Pour £ € U \ N tel que
Fi(¢) € Ve, pour i € {0, ,a,}, d’aprés le lemme 2.3 on a :

an—1

MO};E;¥NW@+%WWM@%
et alors,
qa, 1 el
i) = S 2 ) <
an—1 an—1
<

LN paF1€) = L 37 pf(Fia(€)| + = Jor, (F™9(€))].
=0 1=0

Ainsi, en posant

Mq = sup maX{|Pi(£)|’

p{(g)‘ . ¢ € Adhe(V.y), E€ N x Tl} ,

1<i<q
on obtient
qa, 1 Gl qan, q
(©) = S S A < e Tty (210

En faisant tendre n vers l'infini, on en déduit le théoréme suivant.
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Théoréme 2.60 (Théoréme 1). Soit F un élément de Homeo, (N x R?; N)
et [ = (Ht)te[o,l} une homotopie entre Py et Pyo F'. Supposons que [’homotopie
I est éclatable et soit I I’homotopie induite. Alors

Proc(I) C pain(1).

Démonstration. Soit p € pioc(I). Fixons un entier ¢ > 1, et montrons que p
appartient a D, ou
Dy ={p}(§): e N xT'}.

Etant donné un nombre réel € > 0, considérons le voisinage V. , donné par
le lemme 2.59. Comme p € py, (1), il existe W voisinage de N inclus dans V4
et pe dans py, ,w(I) tel que |p. — p| < e. Ainsi, il existe une suite d’entiers
(k) ey tendant vers I'infini et de points &, dans E(Ve 4, W, ny) tels que

Pry, (ék) — pe  quand k — +o0.

Ecrivons nj, = apq + rj, avec ar € N et 7, € {0,--- ,¢ — 1}. En utilisant la
relation (2.10), on obtient

(lkfl
qay 1 FooiTe qar 4
P () — L= 3" pl(Fia(g))| < e+ L,
(6 = T2 Y of (PG| < Tk ToM,

Remarquons que la suite (%)%N tend vers 1, quand k tend vers 4+o0o et que
pour tout entier k,

1 (lkfl /\

— > py(Fia(&)) € Dy

a
L

Ainsi, en faisant tendre k vers 'infini, on trouve un nombre réel pf dans D, tel

que ‘pe — ,oét ‘ < €. En faisant donc tendre € vers 0, on conclut que p appartient

a Dgy. On vient de montrer que pour tout entier ¢ > 1, on a pioc(I) C Dy.
Comme

psn(T) = () Adhe | | Dn |,
m>1 n>m

on déduit le théoréme.

2.5.4 Conséquences du théoréme 1 : théoréme 1x

Voici des conséquences du théoréme 1.

a) Lorsque N est un singleton

Lorsque N est un singleton, F' est un homéomorphisme préservant 1’orien-
tation du cercle et donc p/(I) est un singleton (le nombre de rotation défini
par H. Poincaré (voir [Poi85]). Dans ce cadre, a 'aide du théoréme 2.60, on
retrouve le théoréme de V. A. Naishul’ (voir [Nai82]). Pour une généralisation
dae a J.M. Gambaudo, P. Le Calvez et E. Pécou de ce théoréme voir [GLP96|
et aussi [LeR13|.
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Théoréme 2.61. Soit h un élément éclatable de Homeog (R2;O) et I une
homotopie de l'identité a h. Supposons que [’homotopie I est éclatable et soit
I I’homotopie induite. Si pioc(I) est non-vide, alors

ploc(I) = Pﬁb(T)-

b) Lorsque F|y est uniquement ergodique

Supposons & présent que F est un homéomorphisme dans
Homeo, (N x R%; N ) tel que F|y est uniquement ergodique. Soit I une
homotopie entre P et P, o F'. Supposons que ’homotopie I est éclatable et
soit I ’homotopie induite. D’aprés le corollaire 2.49, pgy, (1) est un singleton, et
si proc(f) est non-vide, d’apres le théoréme 2.60 poc(/) est aussi un singleton.
On rappelle que si F' est conservatif, alors I’ensemble de rotation local, pjoc (1),
est non-vide. On retrouve ainsi le résultat de J.-M. Gambaudo et E. Pécou
(voir [GP95]).

Théoréme 2.62 (Théoreme 1x). Soit F un élément de Homeo, (N x R?; N)
et I une homotopie entre Py et PooF'. Supposons que I’homotopie I est éclatable
et soit I I’homotopie induite. Si F|n est uniquement ergodique et proc(I) est
non-vide, alors

Proc(I) = pn (1)
En particulier le nombre pgy,(I) est invariant par conjugaison topologique orien-
tée.

c) L’ensemble de rotation local au-dessus d’une mesure

Supposons que F' est un homéomorphisme dans Homeo, (N x R%; N ) qui
est fibré sur un voisinage U de N, c’est-a-dire que F' s’écrit sous la forme
F(z,z) = (f(z),hs(z)) sur U. Soit p une mesure de probabilité sur N qui
est invariante par F|y. On rappelle que si F' est fibre-conservatif au-dessus
de p, alors I'ensemble de rotation local au-dessus de p, pioc(I, 1), qui désigne
’ensemble de rotation local des points pertinents (z,z) tels que la suite dont
le terme général est la mesure supportée sur 'orbite des itérés de x converge
vers p est non-vide (proposition 2.24). On a le résultat suivant. Rappelons que
rotmes(1t) désigne le nombre de rotation moyen dans N x T!.

Théoréme 2.63. Soit F' un homéomorphisme dans Homeo, (N X R2;N) qui
est fibré et soit I une homotopie entre Py et Pyo F. Supposons que [’homotopie
I est éclatable. Soit j1 une mesure dans Mg, (N). Supposons que pioc(1, j1) est
non-vide. Alors

Ploc(I, 1) = {r0tmes (1) }-

Soit F : N x T! — N x T! ’'homéomorphisme induit par F. Dans ce cadre,
comme pour tout £ dans un /vo\isinage de N, E désigne la projection sur N x T!
du point ®;1(¢), on a Py(F(£)) = PN(F(E)), a l'aide de la proposition 2.34,
on peut améliorer I'inégalité (2.10). En effet, fixons un nombre entier ¢ > 1 et
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un nombre réel € > 0. Posons V, 4 le voisinage donné par le lemme 2.59. Pour
tout & € Ve, tel que F(&) € V., pour i € N, d’aprés la proposition 2.34 on a

— —ig 1
[Ph (@) — o (F @) < . (2.11)
D’aprés les relations (2.10) et (2.11), pour tout nombre entier n > 1 qui s’écrit
sous la forme n = a,q + r, avec a,, € Net r, € {0,--- ,¢ — 1}, on en déduit
~ a a 2q
pn(€) = PhE)| < ¢%2e+ 22 4 Zg,, (2.12)

ou Mq:sup1§i<qmax{\pi(§)\ (5)‘ ¢ € Adhe(Ve ), feNle}

Démonstration du théoréeme 2.63. Soit p appartenant a

ploc I :u ﬂ ﬂAdhe ( U PV,W,e(L/‘)) :

0V wWcv

Soient € > 0 un nombre réel et ¢ > 1 un nombre entier. Posons V., = N x V,
le voisinage donné par le lemme 2.59. Comme p appartient a

Adhe(Uw v, pv. . wie(I, 1)),

il existe W voisinage de 0 inclus dans V. 4 et p" dans py, , w(, i) tel que p’ est
assez proche de p quand e tend vers 0. Ainsi il existe une suite d’entiers (ng)ken
qui tend vers Uinfini lorsque k tend vers 400, et des points { = (zg, 2k) €
E(Ve g, W,e)(1) tels que d(fin, ., 1) < €r et tels que la suite (pp, (&))ken tend
vers p' lorsque k tend vers +oo.

En écrivant ny = agq + ri avec ap € N et r, € {0,--- ,q — 1}, d’apres la
relation (2.12), on obtient

— ol (& ‘ <qPep B Xy
pnk(gk) pnk(gk) > ane + - + - q
En faisant tendre k vers +o0o, quitte a extraire uns sous-suite py,, », tend vers
Le, et ceci implique que pﬁk (&) tend vers rotpyes(pe) donc

‘pl - rOtmes(Me)‘ < E

En faisant tendre € vers 0, p’ tend vers p et la mesure p, tend vers p et ceci
implique que r0tyes(tte) tend vers rotyes(p). En faisant donc tendre ¢ vers
'infini, on conclut que p = rotyes(1t). Ce qu’on voulait montrer. |

d) Homéomorphismes fibre-conservatifs

Supposons maintenant que F' est de plus fibre-conservatif, c’est-a-dire que
F' est fibre-conservatif au-dessus de toute mesure de probailité invariante par
F|n. Dans ce cadre nous allons montrer que ’ensemble de rotation local autour
de N est un intervalle compact de R.
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Théoréme 2.64. Soit F' un homéomorphisme fibré dans Homeo, (N x R?; N)
qui est fibre-conservatif. Soit I une homotopie entre Py et P o F'. Supposons
que ’homotopie I est éclatable et soit I I’homotopie induite. Alors

ploc(I) = pmes(I) = Pﬁb(T)-
En particulier pioc(I) est un intervalle compact de R.

Démonstration. Soit p une mesure dans Mg (N). Comme F est fibre-
conservatif au-dessus de p, d’aprés la proposition 2.24 pjoe(I, ) est non-
vide et on peut donc appliquer le théoréme 2.63. Celui-ci nous dit donc que
Ploc(L, ) = rotmes(pt). D’apres le théoréme 2.27, on en déduit

ploc(I) = U ploc(Ia ,U’) = U rOtmes(N) = Pmes(j)-
HEME| \, (N) HEME| , (N)

D’autre part, d’aprés le théoréme 2.45 et la proposition 2.36, on sait respec-

tivement que pmes(I) = pan(I) et que pgp(l) est un intervalle compact de R.
Ceci montre le théoréme. |

2.6 L’invariant de Ruelle du tore ou du disque vu
comme ensemble de rotation local

Soit S une surface compacte dont le fibré tangent est trivial. Dans cette
section, on considére des difféomorphismes f isotopes a l'identité de S qui pré-
servent une mesure de probabilité p. Dans l'article [Rue85| D. Ruelle leur a
associé un nombre réel, qui a été appelé invariant de Ruelle par rapport a u,
qui mesure la “vitesse asymptotique de rotation” de la différentielle de f par
rapport a pu. On va s’intéresser au probléme suivant : existe-t-il un difféomor-
phisme local fibré dans Homeog (S x R?; S) tel que son ensemble de rotation
local autour de S au-dessus de la mesure p coincide avec l'invariant de Ruelle
de f par rapport & pu?

2.6.1 Le groupe des diffétomorphismes

On considére une surface compacte sans bord S et r dans N U {oo}. On
notera Diff" (S) le groupe des difféomorphismes de S dans lui-méme de classe
C". On notera aussi, Difff, (S) le sous-groupe du groupe Diff” (5) de ceux qui
sont isotopes a l'identité de S parmi les diffeomorphismes dans Diff” (S). Soit
f un diffeomorphisme dans Diff(; (S). On considére une isotopie (f;)icp,1) de
l'identité & f; = f a travers Diff” (S). On peut étendre cette isotopie & tous les
itérés de f en posant, pour tout nombre réel t, f; = f;_go f ] ou [t] désigne
la partie entiére de t € R.

2.6.2 Le carré d’un difféomorphisme

On considére une surface compacte sans bord S. Un difféomorphisme f :
S — S induit naturellement un difféeomorphisme de S x S dans lui-méme,
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appelé le carré de f, défini par : (z,y) — (f(z), f(y)). On définit la diagonale
de S x S par :

diag(S x S) = {(x,x) :x € S} C S x S.

On remarque que la diagonale de S x S est une sous-variété compacte de .S x S
de codimention 2, difféeomorphe & S.

De plus, dans le cas du tore T2 qui est identifié & R?/Z?2, la diagonale de
T? x T? a un fibré normal trivial. Une trivialisation naturelle du voisinage
tubulaire est :

w : ((L’,y) = ((L’,g—i’) ;
ou T est un relevé de x et y est le relevé de y, le plus proche de Z, ceci a un
sens car la paire (x,y) est proche de la diagonale.
Ainsi, en utilisant la trivialisation du voisinage tubulaire de la diagonale
de T? x T?, le carré de f : T? — T2, induit un diffeomorphisme local F dans
Homeo (']I'2 x R2; ']I'Q) défini par :

F:(z,2) = (f), f(G +2) — f(3)),

oil Z est un relevé de z et f est un relevé de f. De plus, ce difféomorphisme
est fibré et ne dépend pas du choix des relevés f et z.

2.6.3 Définition de ’invariant de Ruelle du tore T?

Soit f un difféomorphisme dans Diﬁ'(l] (']I‘Q) préservant une mesure de pro-
babilité p. Par la suite, on considére la trivialisation du fibré tangent naturel
du tore, c’est-a-dire ce induit par la structure affine du tore. En utilisant cette
trivialisation du fibré tangent du tore T2, la différentielle, D f, de f induit une
application fibrée de T? x T!. De plus, si (ft)te[o,l] est une isotopie entre I'iden-
tité et fi = f parmi Diff! (’]T2), alors (D f;)e(0,1] est une isotopie entre I'identité
et Df. Soient z € T2, u un vectuer, et considérons le chemin v(f, z,u) : R — T!
défini par :

o(f,z,u)(t) == 7th(x)(u) .
1D fe() ()|
Choisissons un relevé o(f,z,u) : R — R du chemin v(f,x,u). Pour chaque
entier n > 1, définissons

SEES

An(f,zyu) = — (0(f, z,u)(n) — o(f, x,u)(0)).

Remarque 2.10. Cette quantité ne dépend pas du choix du relevé.
Remarquons la proposition suivante (voir proposition 2.34).

Proposition 2.65. Soient u et u' dans T'. Alors pour tout x dans T? et tout
entiern>1, on a

‘An(f,x,u) - An(f?'%'?ul){ <

S|
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On définit I'invariant de Ruelle de f par rapport & la mesure u, par

Rulh) = [, Si(fa)dv

ou v est un relevé de p (voir définition 2.39).

Remarque 2.11. On montre que R,(f) ne dépend pas du relevé v (voir lemme
2.42) ni du choix de u.

2.6.4 L’invariant de Ruelle du tore vu comme ensemble de
rotation local

Maintenant soit f dans Diff} (']I‘Q) et soit (ft)ie[o,1] une isotopie entre I'iden-
tité et fi = f parmi Diff! (’]T2) Choisissons (ft)te f0,1] un relevé de l'isotopie

(ft)iepo,1) tel que fo est 'identité et posons f1 = f Ainsi les carrés de f,
t € [0,1], c’est-a-dire les applications définies par :

Fi(w,2) = (file), fi(@ + 2) — fi(@))

induisent une isotopie, I = (F})c)o,1) entre I'identité et le carré de f parmi
les difféomorphismes locaux dans Homeo (']I‘2 x R2; ']I‘Q). D’apres les corollaires

2.54 et 2.55 lisotopie I est éclatable et on notera I = (F}).cjo,1 Visotopie
induite ot , F} est le diffeomorphisme de T? x T! défini par

Donc, pour tout = dans T? et u dans T', on a

Ai(f,a,u) = pl(z,u).

On en déduit le lemme suivant qui identifie 'invariant de Ruelle avec le nombre
de rotation fibré de la mesure pu.

Proposition 2.66. Si f est un élément de Diff(l) (']I'Q), alors son carré F induit
un élément de Homeoq ("]I‘2 X RQ;']IQ) qui posséde une isotopie éclatable. De
plus, pour toute mesure de probabilité p invariante par f, on a

Rpu(f) = r0tmes (1)

Supposons maintenant que f dans Diff(l] (']I‘Q) préserve une mesure de pro-
babilité sans atome p sur T?. Le lemme suivant nous permettra de bien définir
'ensemble de rotation autour de T? au-dessus de la mesure de p du carré de

f-

Lemme 2.67. Soit f dans Diff(l) (']I'Q) préservant une mesure de probabilité
sans atome p sur T2. Alors le carré de f est fibre-conservatif au-dessus de la
mesure [i.
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Démonstration. Posons X = supp(u). Ainsi, pour tout = dans X, et U voisi-
nage de z, on a u(U) > 0. Soit € X et B un borélien dans R? proche de 0,
posons

1o(B) = p(r(B) + ),

ou 7 : R? — T? est I'application quotient. Pour conclure, il nous suffit de
vérifier que la famille de mesures {y, : = € X} satisfait a toutes les propriétés
de la définition 2.23.

1. La famille est F-invariante. Soit € X et soit B un borélien dans R2.
Alors

Fi(pa)(B) = pa(f 1 (B + f(7)) — 2) 5
= p(f1(x(B) + f(2))) ;
= pu(m(B) + f(2)) ;
= [f(z)(B).

2. Puisque la mesure p n’a pas d’atomes, on obtient que p,((z,0)) = 0.

3. Soit (x),cy une suite dans X qui converge vers x. Pour B borélien
de R? et ¢ > 0 on notera V.(m(B)) le e-voisinage de m(B), c’est-a-dire
I’ensemble des points qui sont & distance inférieure & € d’un élément de
m(B). Notons que pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tout
entier n > ng, I'ensemble 7(B) + x,, est contenu dans V.(7(B) + x).
Utilisant la régularité de la mesure borélienne p, on a

u(m(B) + ) < Vi(u(n(B) + ) < p(m(B) + ) + €.
En appliquant cette inégalité au complémentaire de 7(B), on obtient
1—p(r(B)+an) = p(n(B) +a2)) < p(m(B)+a)+e = 1—p(m(B)+a)-+e.
Ainsi pour tout n assez grand, on a
u(m(B) + ) — p(m(B) + 2)| <.

On conclut donc que pour tout borélien B dans R? la suite (pi4, (B))nen
tend vers p,(B). Ceci implique la continuité de la fonction = — py.

Ceci montre le lemme. [ |

D’aprés la proposition 2.66 qui dit que l'invariant de Ruelle par rapport
une mesure coincide avec ’ensemble de rotation fibré de cette mesure et le
théoréme 2.63 et la proposition 2.24 qui disent que dans le cas fibre-conservatif
et éclatable 'ensemble de rotation local au-dessus d’'une mesure coincide avec
le nombre de rotation de cette mesure, on en déduit la proposition suivante.

Proposition 2.68. Soit f dans Diﬂ% (’]T2) préservant une mesure de probabi-
lité sans atome p sur T2. Alors

{Rﬂ(f)} = ploC(I’ :U’)
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Utilisant l'invariance par conjugaison topologique fibrée de 1’ensemble de
rotation local au-dessus d’une mesure (2.21), on en déduit le résultat de J.-M.
Gambaudo et E. Ghys (voir [GG97]). Celui-ci nous dit que I'invariant de Ruelle
est un invariant de conjugaison topologique.

Proposition 2.69 (J.-M. Gambaudo et E. Ghys, [GG97]). Soient f et f' deux
éléments de Diff(l) (']I'Q) qui préservent respectivement les mesures de probabilité
sans atome p et ' sur T2. Soit ¢ un homéomorphisme dans Homeog(T?) tel

que f'= o fodt et (1) = /. Alors
Rulf) = Ry (f).

Démonstration. Soient F', F' et ® les carrés respectivement de f, f’ et ¢.
L’égalité f' = ¢o fop™!, implique que F' = ®oFo®~!. D’aprés la proposition

2.68 on a {R,(f)} = poc(L, 1) et aussi {Ry(f)} = proc(I’, 1) et d’apres la
proposition 2.21 on a pioc(I’, 1) = proc(I, 1). On obtient donc

{Rﬂ(f)} = ploc(I’ M) = ploc(Il’ :U’I) = {RM’(fl)}'

Ceci montre la proposition.



Chapter 3

The Local Rotation Set Is an
Interval

In this chapter we will show Theorems A, B and D assuming Theorem C,
which will be show at the end of the chapter. We recall Theorem A (Theorem
B is the analogous to Theorem B in the case of the open annulus).

Theorem A. Let I be an isotopy in Homeog (]RQ; 0) starting from the identity.
Then the local rotation set of I, pioc(l), is an interval. More precisely: every
rational number g belonging to the interior of the convexr hull of pioe(I) is

included in the rotation set of a compact tnvariant set K arbitrarily close to 0.

3.1 Preliminary results

In this section, we will recall some definitions and results that we will use in
the rest of the chapter, in particular the generalization of Brouwer’s Translation
Theorem due to P. Le Calvez.

3.1.1 Foliations

Let M be an oriented surface. By an oriented foliation with singularities F
on M we mean a closed set Sing(F), called the set of singularities of F, together
with an oriented topological foliation ' on M \ Sing(F), i.e. F is a partition
of M \ Sing(F) into connected oriented 1-manifold (circles or lines) called leaf
of F, such that for every z in M \ Sing(F) there exists a neighborhood U of
z, called trivializing neighborhood and an oriented preserving homeomorphism
1, called trivialization chart at z mapping U to an open set U’ of R? such that
1 maps the foliation induced by F in U to the oriented foliation by vertical
lines oriented upwards. By a theorem of Whitney (see [Whi33| and [Whi4l1]),
all foliations with singularities F can be embedded in a flow, i.e. F is the set
of (oriented) orbits of some topological flow ¢ : M x R — M (where the set
of singularities of F coincides with the set of fixed points of ¢). Therefore, we
can define the a-limit and w-limit sets of each leaf of F as follows: If [ is a leaf

5%)
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of F and z is a point of [, then

wl):== [ CYo(z,t):t' >t} and a(l):= [) CYe(z,t) ' <t}

t€[0,4-00) te(—00,0]

Let F be an oriented foliation with singularities on M. We say that an arc
v in M \ Sing(F) is positively transverse to F if for every to € [0,1], and 1
trivialization chart at y(¢9) the application ¢ — p;(¢(7(¢))) is increasing in a
neighborhood of %y, where p; denotes the projection onto the first coordinate.

3.1.2 Isotopies

An isotopy I = (ft)e[o,1) on M is a family (f;)e[o,1) of homeomorphisms of
M such that the map (z,t) — fi(z) is continuous on M x [0, 1]. This implies
that the map (z,t) — f; '(2) is continuons, and then we can define the inverse
isotopy 1! = (ft_l)te[o,u- Two isotopies I = (ft)cpo,1) and I' = (f{)¢eo,1] are
said to be homotopic if there exists a family (f:s),s)e[0,1)2 of homeomorphisms
of M satisfying

— fro = fi for every ¢ € [0, 1];

— feq = f{ for every t € [0,1]; and

— the map (z,t,s) — fi.5(2) is continuous on M x [0, 1]2.
Let I = (ft)iejoa) and I' = (f{)ejo,1) be two isotopies on M. Then I % I" =
(9t)tefo,1) denotes the isotopy defined as

) S ifo<t<s
T\ o, ifl<t<i

In particular if ¢ is an integer, we define I? as the isotopy I x ---x I (q
times) if ¢ > 1 and as I™' % --- x I~ (—¢q times) if ¢ < —1. Let M be an
oriented surface, and let I = (f;)ic[o,1) be an isotopy from fo = Idy to a
homeomorphism f; = f. Let 7 : M — M be the universal covering of M,
and let T = (ﬁ)te[o,l] be the lift of the isotopy I such that fg = Id3;. The

homeomorphism f = f; is called the lift of f associated to I. Let 2z € M, we
call trajectory of z along I the arc t — fi(z). A fixed point of f = f; is said to
be contractible for I if its trajectory under I is a loop homotopic to a constant
loop in M. This definition depends only on the lift f associated to I. In fact,
it is easy to see that the set of contractible fixed points of I coincides with the
image of the set of fixed points of f under =.

3.1.3 The existence of a transverse foliation

Let I = (fi)ic[o,)) be an isotopy from the identity to a homeomorphism
f1 = f. We say that an oriented topological foliation F on M is transverse to
1, if for every z € M, there exists an arc which is homotopic to the trajectory
of z along I and is positively transverse to F. We know that “F is transverse to
I” persists on small perturbations of F (see Lemma 3.1.3 from [LeR13]). More
precisely, let F be an oriented topological foliation on M. Let ¢ : [0,1]? — M
be a “compact chart”, that is an injective map, which maps each vertical line
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oriented upwards in [0, 1] to a leaf of F. For every real number € > 0, we write
O(1, €) the set of foliations F’ which admit a compact chart v’ satisfying

sup dy (¥(t),9'(t)) <e,
te[0,1]2
where dps is a metric on M which induces the topology of M. A family of
compact charts (¢4)q is said to be locally finite in M if every point x €
M belongs only a finite number of 14([0,1]?) (more details can be found in
[LeR13]).

Proposition 3.1.1 (F. Le Roux, Lemma 3.1.3 [LeR13]). Let I be an isotopy
on M. Let F be an oriented topological foliation on M transverse to I. Suppose
that there exist a family (Vqo)a of compact charts of F which is locally finite in
M, and a positive real sequence (€4)o. Then every oriented foliation F' on M
belonging to the Whitney’ open set

O((¢a); (€a) = [ ) O(tba; €a)

18 positively transverse to I too.

The following theorem due to P. Le Calvez is a generalization of Brouwer’s
Translation Theorem.

Theorem 3.1.2 (P. Le Calvez, Theorem 1.3 [LeCO05]). Let I be an isotopy on
M from the identity to a homeomorphism f. If I does not have any contractible
fized point, then there exists an oriented foliation F which is transverse to I.

Remark 1. By a remark due to P. Le Calvez (see [LeC05]), the oriented fo-
liation F is transverse to the isotopy [ if and only if in the universal cov-
ering, each leaf 1 of the lift F of the foliation F is an oriented Brouwer’s
line for f the lift of f associated to I. More precisely, by Schoenflies’ Theo-
rem, there exists an orientation preserving homeomorphism % of R? such that
hol(t) = (0,t), for every t € R. Then we write R(I) = h=1((0,+00) x R) and
L(l) = h™'((—00,0) x R). We say that [ is an oriented Brouwer’s line for f if
f~1(1) c L(I) and f(I) € R().

Since the set of contractible fixed points is in usually non-empty, one needs
some additional modifications before using the previous theorem. In the local

case, we can use a result of F. Le Roux.

Theorem 3.1.3 (F. Le Roux, Appendix A [LeR13|). Let I be an isotopy
1n Homeog (RQ;O) from the identity to a homeomorphism f. Suppose that I
does not have any contractible fixed point on a neighborhood U of 0. Then there
exists a homeomorphism f of the plan which coincides with f in a neighborhood
U’ C U of 0, and which does not have any contractible fized point in R?\ {0}.

3.1.4 Dynamics of the transverse foliation with two singulari-
ties

In this subsection, we consider the open annulus A = T! x R. We denote
by N (resp. S) the upper (resp. lower) end of A and by A the end compactifi-
cation of A which is a topological space homeomorphic to the two-dimensional



28

sphere. Suppose that the isotopy I’ = (ftl)te[o,l] from the identity to f has no
contractible fixed points. Thus, we can apply Theorem 3.1.2, and we obtain
an oriented topological foliation F’ on A which is transverse to I’. Then one
can extend I’ to an isotopy I = (ft)¢e[o,1] on A that fixes the ends of A, that is
ft(N) = N and f,(S) = S for every t € [0, 1]. Similarly, the foliation F’ can be
extended to an oriented topological foliation with singularities F on A where
the singularities are the ends of A. In this case P. Le Calvez proved that F
is also locally transverse to I at each end of A (see [LeC08]), that is, for every
neighborhood U of an end %) of A there exists a neighborhood V contained
in U such that for every z € V \ {2y} there is an arc contained in U which is
positively transverse to F and homotopic in U to the trajectory of z along I.

Proposition 3.1.4 (P. Le Calvez, Proposition 3.4 [LeC08]). The oriented
foliation F is locally transverse to I at each end of A.

On the other hand, we can apply the theorem of Poincaré-Bendixson to F
seen as a flow (see [dAMP82]).

Theorem 3.1.5 (Poincaré-Bendixson’ Theorem). Let F be an oriented folia-
tion on A whose singularities are the ends of A. For every leaf | of F one of
the following possibilities holds:

(1) the w-limit set of | is a closed leaf of F,

(1) the w-limit set of 1 is reduced to an end of A, or

(111) the w-limit set of | is constituted of ends of A and leaves I’ joining two

ends (eventually the same) of A.

One has the same possibilities for the a-limit set of . Moreover for every
non-closed leaf either

(iv) the sets w(l) and a(l) are reduced to the same end of A, or

(v) the sets w(l) and a(l) are disjoints.

We recall the following fact (see for example section 3.2 of [Hae62]).

(1) The union of the closed leaves of F is closed.

By Poincaré-Bendixson Theorem and the transversality of F and I, we

have the following properties:

(2) every closed leaf v separates N and S, i.e. N and S belong to distinct
connected components of A \ v, and

(3) every closed leaf « is f-free, i.e. f(y) N~y =0.

Moreover we have the following result due to F. Le Roux (see [LeR00| and

[LeR04]),

(4) either the foliation F has recurrence, that is there is a leaf [ of F such
that «(l) Uw(l) is not contained in {N, S}, or there is a leaf | of F which
joins N and S, i.e. either a(l) = N and w(l) = S or a(l) = S and
w(l) = N.

We deduce the following properties in a neighborhood of an end %y of A.

We say that 2y is accumulated by closed leaves of F, if every neighborhood of
%o contains a closed leaf of F.

Non-accumulated case: Suppose that Zy is not accumulated by closed
leaves of F. Then there exists a leaf [ of F such that either a(l) = %y or
w(l) = ?:'0.
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Proof. Firstly, suppose that F has closed leaves. Let z € A closed enough to
Zp and let [, be the leaf of F containing z. Items (iv) and (v) from Theorem
3.1.5, imply that «(l,) or w(l,) contains Zy. Thus [, or the leaf | given by item
(iii) from Theorem 3.1.5 has its w-limit set or a-limit set reduced to Z.

Next, suppose that F has recurrence, but not closed leaves. Let [ be a leaf of
F such that a(l) Uw(l) is not contained in {N,S}. Hence by Theorem 3.1.5
either a(l) or w(l) contains Zy. One concludes, as in the first part.

Finally, if 7 does not have recurrence, then by Property (4) there exists a leaf
of F whose a-limit set or w-limit set is reduced to Zy. This completes the
proof. |

Accumulated case: Suppose that the end Zp is accumulated by closed
leaves of F. Using a chart centered at Zg we can suppose that F is a foliation
on a neighborhood of 0 € R2. Let us fix a closed leaf v of F and put U the
closure of the connected component of complement of + containing 0. Let C
be the union of all closed leaves of F contained in U. This is a closed set of
U \ {0}. The closed leaves are totally ordered by the relation of inclusion of
the connected component of their complements containing 0. By Schoenflies’
Theorem, we can construct a homeomorphism of the plane, which maps each
closed leaf of F to a Euclidean circle centered at 0. Let A be a connected
component of the complement (in U) of C U {0}. The set A is delimited by
two closed leaves 9T A and 9~ A, and for every leaf [ of F included in A we
have either a(l) = 07 A and w(l) = " A or a(l) = 9~ A and w(l) = T A.
Moreover all these leaves have the same a-limit and w-limit sets. Hence, the
foliation on the closure of A is homeomorphic to a Reeb component or a spiral
on T' x [0, 1].

3.2 Local Case

In this section we will introduce the definition of the local rotation set and
we will show Theorem A assuming Theorem C.

3.2.1 Definitions
The centered plane

We denote by R? the plane endowed with its usual topology and orientation.
We denote by 0 the point (0,0) of the plane R2. Let « be a non-contractible
Jordan curve in R?\ {0}. We call interior of y (resp. exterior of ) the connected
component of R? \ v which contains (resp. does not contain) 0.

The set Homeog (R%;0)

We say that a homeomorphism f of the plane fizes 0, if f(0) = 0. We
denote by Homeog (]RQ; 0) the set of all homeomorphisms of the plane isotopic
to the identity and which fix 0. We recall that the fundamental group of
Homeog (RQ;O) is isomorphic to Z (see [Ham74]). More precisely, consider
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J = (Rt)iep0,1) the isotopy defined by:
Ry(z,y) := (x cos(2nt) + ysin(2nt), —z sin(27t) + y cos(27t)).

If I = (fi)icp,) and I' = (f{)icpo,1) are two isotopies in Homeog (R%;0)
both from the identity to the same homeomorphism f; = f{, then there exists
a unique integer ¢ € Z such that I’ is homotopic (with fixed endpoints) to
JUx 1.

The local rotation set

In this paragraph, we consider a homeomorphism f in Homeog (RQ; O). Let
I = (ft)te[o,1) be an isotopy in Homeog (R2; O) from the identity to f. We will
give the definition of the local rotation set of I due to F. Le Roux (see [LeR13]).
Let 7 : R x (0,+00) — R?\ {0} be the universal covering of R?\ {0} and let
I= (ft)te 0,1] be the lift of the isotopy I to the universal covering of R? \ {0}

such that fo = Id, one defines f := fi. Given z € R2\ {0}, and an integer
n > 1 we consider p,(z) the average change of angular coordinate along the
trajectory of z for the isotopy I, i.e.

pulz) =~ (01 (F(2)) ~ m(2))

where p; : R x (0,+00) — R is the projection on the first coordinate and Z is
a point in 7~!(z). Given two neighborhoods V and W of 0 with W C V, we
define the local rotation set of I relative to V' and W by

pvaw(D) = [V CL[ U Apn(2) : 2 ¢ W, f*(2) ¢ W, and z,--- , f"(2) €V} |,

m>1 n>m

where the closure is taken in R := R U {400} U {—co}. Next we define the
local rotation set of I relative to V by

pv(I) = Cl (U PV,W(D)
W

where W is a neighborhood of 0 included in V. Finally we define the local
rotation set of the isotopy I by

ploc(I) = ﬂ PV(I)
\%

where V' is a neighborhood of 0

Remark 2. If we try to generalize the notion of rotation set of the closed
annulus to the local case, we will define

(| U {pn(2): fi(z) €V foralli € {0, ,n}}

V m>1 n>m

However, in this setting the invariance by conjugation fails, for example the
two contraction mapping z > %z and z — $z are conjugate but they will to
have {0} and {1} by local rotation set respectively.
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Remark 3. The local rotation set pjo.(I) only depends on the choice of the
homotopy class of I, i.e. if I; and I are two isotopies from the identity to the
same homeomorphism which are homotopic, then pioc(11) = proc(12)-

The local rotation set verifies the following properties.

Proposition 3.2.1. Let I be an isotopy in Homeoq (RQ;O) from the identity
to f. For every integer p let JP = (Rpt)iejo,1]- Then

1. The local rotation set of I is invariant by oriented topological conjugacy.

2. For every p,q € Z, we have pioc(JP x 1) = q proc(I) + p.

Remark 4. One can define the following stronger and stronger notions:
(1) Every neighborhood of 0 contains a contractible fixed point z # 0 of I.
(2) Every neighborhood of 0 contains a compact and f-invariant set K not
containing 0 such that 0 belongs to px(I).
(3) Every neighborhood V' of 0 contains a compact (non-invariant) set K
such that px(I) C py(I) and 0 belongs to pr(I).
Note that (1) = (2) = (3), and (3) implies that 0 belongs to pjoc(I).

3.2.2 Main result: Proof of Theorem A

The purpose of this paragraph is to deduce Theorem A from Theorem C.
Let I be an isotopy in Homeog (IR{Q; 0) from the identity to a homeomorphism
f. Since the local rotation set pjoc(I) is closed and @ is dense in R, in order to
prove Theorem A it is sufficient to show that every irreducible rational number
g which belongs to the interior of the convex hull of pj,.(I) belongs to the local
rotation set. Moreover, by considering J?xI? instead of I, we may assume that
p =0 and ¢ = 1. This follows from the formula relating the local rotation sets
of I and JP x I (Proposition 3.2.1). Thus, we reduced the proof of Theorem
A to proving the following theorem.

Theorem A*. Let I be an isotopy in Homeog (R2;O) from the identity to a
homeomorphism f. Suppose that the local rotation set poc(I) contains both
positive and negative real numbers. Then 0 belongs to pioe(I). More precisely,
for every V' neighborhood of 0, there exists an f-invariant and compact set K
in R2\ {0} contained in V', such that 0 belongs to px (I).

Remark 5. Theorem A* implies that Property (2) of Remark 4 holds.

Ezample. There is a homeomorphism f of R? which satisfies Property (2) but
not Property (1) of Remark 4. To construct f, we start with a “twice” Reeb’s
homeomorphism f{ defined on the compact annulus Do = {z € R? : 1 < ||z| <
3} in R? satisfying:
(i) f1 fixes the circles ¢;, where i € {1,2,3} and ¢; = {z € R?: ||z|| = i} C
Do.
(ii) file, and fi|e, act as a rotation Rz with angle 5 > 0 and f{|., acts as
a rotation R, with angle a < 0.
(iii) fi does not have fixed points in Dy.
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Let I' = (f{)tco1] be the natural isotopy on Dy from the identity of Dy to f].
We define f; : R — R? by

/(372 .
filz) = BGE, g <l <gnez
ft(0) =0

Let I = (ft)tejo,1 be the isotopy from the identity to f = f1. For every integer
n €N, let us put Dy, = 2= Dy. Then 0 belongs to pp, (I) but f does not have
any fixed point z # 0.

For the proof of Theorem A* one introduces the following property.

Definition 3.2.2. We say that a homeomorphism f in Homeog (IR{Q; 0) satisfies
the local intersection property if there exists a neighborhood V of 0, such that
every Jordan curve v contained in V and non-contractible in R? \ {0} meets
its image under f, i.e. f(y) N~y #0.

Frédéric Le Roux proved Theorem A* (see [LeR13|) in the case when the
homeomorphism f satisfies the local intersection property. He proved some-
thing better: in this case the local rotation set “detects” some fixed points, that
is Property (1) of Remark 4 holds. This follows from the following proposition
which will be proved in the next subsection.

Proposition 3.2.3. Let I be an isotopy in Homeoq (RQ;O) from the identity
to a homeomorphism f. Suppose that the local rotation set, pio.(I), contains
both positive and negative real numbers. Then one of the following cases holds:

Case (a) Every neighborhood of 0 contains a contractible fized point z # 0.

Case (b) The homeomorphism [ does not satisfy the local intersection prop-
erty, and every neighborhood of O contains three pairwise disjoint, f-free Jordan
curves 4o, y1 and 2 which are non-contractible in R?\ {0} with ;11 included
in the interior of y; fori € {0,1} and such that the closed annulus A; delimited
by v; and ;11 satisfies:

(1) the mazimal f-invariant set O(A;) of A; is non-empty, and

(i) the set pg(a,)(1) is contained in one of the sets (0,+00) or (—00,0)

and the set pg(a,)(I) is contained in the other one.

We recall that this proposition is an adaptation of the following result for
homeomorphisms of the closed annulus T*! x [0,1]. This result was proved by
P. Le Calvez for diffeomorphisms in [LeC91], but by Theorem 3.1.2 it is also
valid for homeomorphisms.

Theorem 3.2.4 (P. Le Calvez [LeC91], [LeC05]). Let f : T'x[0,1] — T'x[0, 1]
be a homeomorphism isotopic to the identity with a lift f: Rx[0,1] — Rx[0,1]
that has no fized points and whose rotation set contains both megative and
positive real numbers. Then there exists a finite non-empty family {v;} of
essential, pairwise disjoint and f-free Jordan curves such that the mazimal
imwariant sets of the closed annulus delimited by two consecutive curves has
rotation set contained either in (0,400) or in (—o0,0).
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Now we show that Proposition 3.2.3 and Theorem C imply Theorem A*.

End of the proof of Theorem A* (assuming Theorem C). Let I be an isotopy
in Homeog (R2;O) from the identity to a homeomorphism f. Suppose that
the local rotation set pjo.(I) contains both positive and negative real numbers.
One considers the different cases of Proposition 3.2.3. In the case (a), we are
done. On the other hand, if case (b) of Proposition 3.2.3 holds, we can apply
Theorem C, which says that 0 belongs to pg(4)(I) where ©(A) is the maximal
invariant set of A = AgU A;. This completes the proof of Theorem A*. |

3.2.3 Proof of Proposition 3.2.3

Let I, f satisfy the hypotheses of the proposition. We prove Proposition
3.2.3 assuming that case (a) does not hold, i.e. there is a neighborhood of
0 that does not contain any contractible fixed point. By Theorem 3.1.3,
changing f in the complement of a Jordan domain containing 0, we may
suppose that f does not have any contractible fixed point in R?\ {0}. Thus,
we can apply Theorem 3.1.2 and we obtain an oriented foliation F defined in
R?\ {0} which by Proposition 3.1.4 is locally transverse to I at 0. The foliation
F can be extended to an oriented topological foliation with singularities on the
end compactification of R?\ {0} where the singularities are the ends of R?\ {0}.

Lemma 3.2.5. In this case, the closed leaves of F accumulate at 0.

Proof. Otherwise, from at the end of § 3.1.4 there exists a leaf [ of 7 whose w-
limit or a-limit set is reduced to {0}. The following lemma implies that either
Ploc(I) C [0,400] or pioc(I) C [—00,0]. This contradicts our hypotheses. W

Lemma 3.2.6. Let I be an isotopy in Homeog (]RQ; 0) and let F be a foliation
positively transverse to I. Suppose that F admits a leaf | such that either
w(l) = {0} or a(l) = {0}. Then either pioc(I) C [0, +00] or poc(I) C [—00,0].

Proof. Without loss of generality, we may suppose that «(l) = {0}. In ad-
dition, conjugating f by ® (given by Schoenflies’ Theorem), we may suppose
that the negative half-leaf [~ containing one point of [ is contained in the pos-
itive z-axis. Let U be a Fuclidean circle centered at 0 whose boundary meets
{~. By Proposition 3.1.4, F is locally transverse to I at 0. Let V' be a neigh-
borhood of 0 contained in U given by the local transversality of F to I at O:
the trajectory of each z € V along I is homotopic, with fixed endpoints, to an
arc o, which is positively transverse to F and is included in U. In particular,
the arcs «, can cross [~ only downwards. More precisely, let fbe the lift of
f associated to I, and let F be the lift of F. Let U and V be lifts of the sets
U\ {0} and V \ {0} respectively. Let [~ be the lift of I~ contained in the line
{0} x (0, +00). Let 2 € V\ {0} and let n € N such that {z,---, f*"}(2)} C V.
Let z be the lift of z such that 0 < p;(z) <1 and a3 the lift of the arc a, from
Z. Since the arc Ofaorzy ¥ % Oz is positively transverse to F and does not
meet the boundary of U, we obtain that p;(f™(Z)) > 0 and thus

L7 3) (@) > -

pn(2) = n n
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This implies the inclusion py (I) C [0,400], and s0 pioc(I) C [0, +00]. This
completes the proof. |

In the sequel, we suppose that the closed leaves of F accumulate at 0
and that all closed leaves of F are Euclidean circles centered at 0 (see the
description at the end of § 3.1.4). We remark that F cannot coincide with the
oriented foliation in Euclidean circles centered at 0 on a neighborhood of 0.
Otherwise, f is conjugated to a homothety.

We will consider the set A of all closed annuli A whose boundary compo-
nents are closed leaves of F, and which do not contain any closed leaf of F in
their interiors. By Poincaré-Bendixson Theorem (Theorem 3.1.5) the foliation
on A is a Reeb component or a spiral.

For every annulus A € A, we write 97 A and 9~ A its two boundary com-
ponents with O~ A included in the interior of 0T A.

Definition 3.2.7. We say that the foliation F goes from Ot A to 0~ A (resp.
from 0~ A to Ot A) on the annulus A € A, if all the leaves of F in the interior
of A have % (A) (resp. 0~ A) as their a-limit set and 0~ (A) (resp. 0T A) as

their w-limit set.
We have the following lemma.

Lemma 3.2.8 (P. Le Calvez, [LeC91]). Suppose that the foliation F goes from
O~ A to O A on the annulus A € A. Let ©(A) the mazimal invariant set of
A. Then the set pgay(I) (eventually empty) is contained in (0,+00).

Proof. Since each boundary component of the annulus A is f-free, we deduce
that ©(A) is included in the interior of A. For z € ©(A) by transversality
of F and I there exists an arc «, joining z and f(z), homotopic (with fixed
endpoints) to the trajectory of z along the isotopy I, and which is transverse to
the foliation F. Moreover from the facts that z and f(z) are both in the interior
of A, we deduce that «, is also included in the interior of A. We can find an
annulus A" whose boundary components are Jordan curves not contractible in
R?\ {0} such that the set ©(A) = f(O(A)) is included in A’. Considering
a change of coordinates, we can assume that the boundary components of A’
are Euclidian circles centered at 0, and that the foliation induced by F on A’
coincides with the radial foliation with the leaves toward 0. By transversality,
for every z € ©(A) and every integer n > 1, we have that p,(z) is positive.
Since ©(A) is a compact set, we deduce that pg4)([) is included in (0, +o0).
This completes the proof. |

In the sequel, A’ denotes the subset of A consisting of the annuli A € A
whose maximal invariant set is non-empty. From the above proposition, we
can consider the following definition.

Definition 3.2.9. We say that A € A is a positive annulus if pea)(I) C
(0,+00). We define a negative annulus similarly.

Lemma 3.2.10. Under the hypotheses of Proposition 3.2.3, we have
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(i) the set A’ is locally finite in R?\ {0}, i.e. every compact set in R?\ {0}
can meet only a finite number of elements of A'; and
(1) both positive and negative annuli accumulate at 0.

Proof. Proof of item (i). Let A” be the subset of A constituted of the annuli
A € A that meet its image under f i.e. f(A)N A # (). Remark that A" C A",
and so it suffices to prove that the set A” is locally finite in R?\ {0}. This will
be a consequence of the following lemma.

Lemma 3.2.11. Let v and v~ be two closed leaves of F with v~ contained
in the interior of y*. Let At o~ be the closed annulus delimited by ~T and
v~ . Then there is a finite number of elements of A" metting A+ - .

Proof. We know that the space of closed leaves of F included in A+ - is
compact and that every closed leaf of F does not meet its image under f
(Properties (1) and (4) of §3.1.4). Hence, we can consider the real number
€ > 0 defined as:

€ := mindist(y, f(7)),
v

where 7 is a closed leaf of F contained in A+ - and for C, D two subsets
of R?, dist(C, D) := infeecgep ||c — d| and ||| is the Euclidean distance in
R2. Let us prove that all A € A” satisfies dist(07 4,0~ A) > e. Indeed, if
f(A)N A # 0, then either f(OTA)NA#Qor f(O~A)N A # (). Suppose that
the first case holds (the proof is similar in the second case). Let z € 9T A
such that f(z) € A. Hence, there exist real numbers ¢t~ < 1 < ¢* such that
27 =t f(z2) €9 Aand 2z =t f(z) € 0" A. Using the fact that - A and
0T A are Euclidean circles centered at 0, we deduce that

e < dist(f(0TA),07A) < Hf(z) - Z+H < Hzi - Z+H = dist(0~ A, 0T A).

Since the annulus A+ - can be covered by a finite number of annuli A satis-
fying dist(91 A, 0~ A) > € the proof follows. [ |

This completes the proof of item (i).

Proof of item (ii). Suppose by contradiction that there exists a neigh-
borhood of 0 which does not contain any positive annulus (the other case is
proved in a similar way). There are two cases.

Case 1: There exists a neighborhood of 0 which does not contain any
annulus A on which the foliation F goes from 0~ A to 9T A. We can find a
small perturbation F’ of F which “breaks” all closed leaves of F close to 0.
From Proposition 3.1.1 the foliation F’ is also transverse to I and all leaves
of F' are spirals whose w-limit set is {0}. Hence by Lemma 3.2.6, the local
rotation set pioc(f) is contained in [—oo, 0], contradicting our hypotheses.

Case 2: In the other case, every annulus A close enough to 0 on which F
goes from 0~ A to O A have maximal invariant set empty (we are assuming
this). We will construct an intermediary foliation F., which is transverse
to the isotopy I and such that there is a neighborhood of 0 which does
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not contain any annulus A on which the foliation F,, goes from 0~ A to
0T A. Then we can conclude as in the Case 1. The construction has three steps.

st step: We can replace F on each annulus A € A\ A” (annulus which
that does not meet its image under f), by the foliation in Euclidean circles
centered at 0. We remark that this foliation is also transverse to I.

2nd step: Recall that by hypothesis every annulus A (included in a small
neighborhood of 0) on which the foliation F goes from 9~ A to " A has maxi-
mal invariant set empty. We will use the following lemma. We include a sketch
of its proof.

Lemma 3.2.12 (F. Le Roux, [LeR13|). Suppose that the mazimal invariant
set of the annulus A € A is empty. Then there exists an annulus A containing
A whose boundary is the union of 9T A and f™"(0~ A) for some integer n, and
a foliation F whose leaves A n A are closed and such that f () is situated on
the right of the oriented leaf 4.

Sketch of the proof. For two disjoint Jordan curves a and [, we write o < (8
if 8 is contained in the interior of . Since the invariant set of A is empty, we
can suppose that there exists an integer n such that 9~ A < f*(0T A). Since
the closed leaves 0T A and 0~ A are f-free, they project to two simple curves
on the quotient torus

(U f"(Aa+A,f(a+A))> /1

nez

were Ayt g p(o+a) i the annulus delimited by the curves 07 A and f(9"A).
These are homotopic curves, so we can find a family of curves (au)yeo,1) lifting
this isotopy. For every ¢ € [0,1] choose a curve (; such that

ap < B < flow).

In particular for every ¢ € [0, 1] the annulus delimited by the curves «; and 3;
is f-free. By compactness we can find real numbers 0 =ty <t1 < --- <t,, =1
such that for every ¢ € {0, -+ ,m — 1}, we have that

ati+1 < Bti < f(ati+1)7

and in particular the annulus delimited by the curves ;, and f(ay,, ) is f-free.
For i € 0,--- ,m we write v; = f'(ay,) and §; = f1(B,). We have

8+A =Y < 5t() < e < 5tm71 < Vi, = hn(a_A)

Moreover every two consecutive curves of this sequence delimit a f-free annu-
lus. Since above, we can replace on each of theses annuli by the foliation in
closed leaves. These foliations can be pasted for to obtain a foliation F whose
leaves in the annulus A are closed. This completes the proof. |
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By the previous lemma, we obtain a foliation in closed leaves on the annulus
A delimited by 8t A and f™(0~ A), this foliation can be pasted with the folia-
tion F on the exterior of 97 A, and with the foliation (f™).F in the interior of
f™(0~A) by to obtain a new foliation F4 , which is transverse to the isotopy I.

3rd step: The intermediary foliation F, is constructed as the limit of a
sequence of foliations (.7-"n)neN which is a stationary sequence on every compact
set of R?\ {0}. By the first step and the fact that A’ is locally finite, the set
of annuli A on which F goes from A to 07 A accumulate only at 0 and is
a countable set. Let (Ay),cy denote the ordered family of all such annuli,
i.e. for every integer n > 1, the annulus A,,_; is contained in the unbounded
connected component of R?\ A,. By hypothesis the maximal invariant set of
Ay is empty, so by the second step we obtain a foliation Fo = F4,m, which
coincides with the foliation in closed leaves on Ag (annulus delimited by 9% Ay
and (9~ Ap) for some integer mg), with F on the exterior of 9 Ay, and with
the foliation (f™°),F in the interior of f™°(0~ A). In a similar way, we obtain
a foliation Fq := (Fo)fmo(A,),m,- lterating this process, we can construct the
sequence (F,),cn- Let Foo be the limit of the sequence (F,),cy- Since, by
construction each leaf [, of F is an iterate of one leaf of [ of either F or
the foliation F provided by the previous lemma, i.e. loo = f™(1), the remark
following Theorem 3.1.2 implies that the limit foliation obtained F, also is
transverse to I. As F is as Case 1, we complete the proof of item (ii). |

End of the proof of Proposition 3.2.3: If the case (a) does not hold, then items
(i) and (ii) of Lemma 3.2.10 hold. Let V' be a neighborhood of 0. Since both
negative and positive annuli accumulate 0 and the collection of them is locally
finite, there are a negative annulus A~ and a positive annulus A" included in
V such that the annulus A (eventually an empty set) “between” AT and A~ has
maximal invariant set empty. We can suppose that A~ is included in the closure
of the interior of 9~ A*. Thus v = 0T AT, 7y = 9T A~ and 7 = 0~ A~ satisfy
the case (b) of the proposition, because p,4-(I) = pa-(I). This completes
the proof. |

3.3 Case of the Open Annulus

In this section we will introduce the definition of the rotation set in the
open annulus and we will show Theorem B assuming Theorem C.

3.3.1 Definitions
The open annulus

We will denote by T! the unit circle of the plane and by A := T! x R the
open annulus. We endow the annulus A with its usual topology and orientation.
We denote by N (respectively S) the upper (respectively lower) end of A and
by A the end compactification of A which is a topological space homeomorphic
to the two-dimensional sphere. A Jordan curve v in A is called essential if
its complement has two unbounded connected components. We denote by Uév
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the upper one and by Uf the lower one. We denote U,év = Uév U{N} and
Us =UJu{s}.

The set Homeoq (A)

We denote by Homeog (A) the set of all homeomorphisms of the open annu-
lus A which are isotopic to the identity. We recall that every homeomorphism
f in Homeoq (A) can be extended to a homeomorphism f of the end compact-
ification of A and this homeomorphism fixes both ends of A.

The rotation set of the annulus

In this paragraph, we consider a homeomorphism f in Homeog (A). Let I
be an isotopy in Homeog (A) from the identity to f. We will give the definition
of the rotation set of I due to J. Franks (see [Fra96]).

If z € A, we consider p,(z) the average change of angular coordinate along
the trajectory of z for the isotopy I. Next for a compact set K in A, we define

pr(D):= [ ClL| |J{pm(2) : 2 € K, f(2) € K}

m>1 n>m

where the closure is taken in R := R U {+o00} U {—o00}.
Finally we define the rotation set of the isotopy I by

pann(I) = Cl (U pK(I)>
K

where K is a compact set in A.

Remark 6. The rotation set pany (1) only depends on the choice of the homotopy
class of I.

As above the rotation set verifies the following properties.
Proposition 3.3.1. Let I be an isotopy in Homeogy (A) from the identity to
f- For every integer p let JP = (Rpt)te[o,l}- Then

1. The rotation set of I is invariant by oriented topological conjugation.

2. For every p,q € Z, we have pann(JP * I?) = q pann(I) + p.

Other rotation sets in the open annulus

In this paragraph, we introduce other rotation sets in A such as the
measured rotation set of an f-invariant compact subset of A and also the local
rotation set relative to a neighborhood at each end of A.

Given a compact and f-invariant set K in A, we will denote by M ¢(K) the
set of all f-invariant Borel probability measures whose support is contained in
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K. This is a compact and convex set in the weak topology. If u € M¢(K), we
define its rotation number as:

p(p) == /Km dp.

Then, we define the measured rotation set of K as:

Pmes(K I) :={p(p) : p € My(K)}.

This set is always a compact interval. More precisely, we have the following
result.

Lemma 3.3.2. Let K be a compact and f-invariant set in A. Then
(1) The set px(I) is a compact set in R. If K is a connected set, then
pr(I) is a compact interval.
(2) The set pmes(K,I) coincides with the convex hull of px (I).

Proof. The proof of item (1) is as in the proof of Proposition 2.36. The proof
of item (2) is as in the proof of Theorem 2.45. [

On the other hand, let %y be an end of A and let V be a neighborhood
of Zy. We consider an oriented preserving homeomorphism % mapping V to a
neighborhood of 0 € R? such that (%) = 0. We write

PV(I) = (_1)i(20)/)¢(x7) (@bhﬁil)a

where i(S) = +1, i{(N) = —1 and Py (¢ Ip~1) is the local rotation set relative

to (V) defined in § 3.2.1.

Remark 7. By Proposition 3.2.1, this definition does not depend on the choice
of the homeomorphism .

3.3.2 Main result: Proof of Theorem B

The purpose of this subsection is to prove Theorem B assuming Theorem
C.

As we have seen in § 3.2.2 in order to proof Theorem B, it suffices to prove
the following theorem.

Theorem B¥*. Let I be an isotopy in Homeog (A) from the identity to a home-
omorphism f. Suppose that the rotation set pann(I) contains both positive and
negative real numbers. Then there exists a compact (a priori non-invariant)
set K in A, such that O belongs to pr(I).

The following example satisfies Property (3) but not Property (2) from
the analogous Remark 4 for the open annulus. This proves that Theorem
B* is sharp, i.e. the compact set K such that 0 belongs to px(I) can be
non-invariant.

Ezample. There are a homeomorphism f of A and an isotopy I from the iden-
tity to f satisfying the following conditions:
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(i) There is no f-invariant compact set in A, such that 0 belongs to px (1)
and
(ii) pann(I) - [_17 1]'
Let us fix two real numbers 0 < R~ < RT. To construct f, we start with
a homeomorphism f{ defined on R? U {cc}, the one-point compactification of
R?, satisfying:
(i) f1 acts as a rotation Ry (resp. R_1) on the disk {z € R? : ||z|| < R~}
(resp. {z € R? : ||z|| > R*}).
(ii) f{ is a Reeb’s homeomorphism on {z € R?: R~ < ||z|| < R*}
Let us define the following equivalence relation on R? U {oo}.

(z.1) 0 if |zl < R~ and y < 0;
z=(x,y) ~
V0 i [z <R and y > 0.

(z.1) 00 if |z|| > Rt and y < 0;
z = (z,y) ~
D0 it el < R and y > 0.

Let A’ = R?2 U {o0}/ ~ be the quotient space of R? U {c0}. By z €
R? U {00}, we write [2] the class of equivalence of z. Now, it is easy to check
that A’ \ {[0], [oc]} is homeomorphic to the open annulus A et that f] induces
a homeomorphism f on A’. Moreover f is isotopic to the identity of A’, there
exists an isotopy I on the annulus A’ from the identity to f such that pann (1) =
[—1,1].

Classification

The proof of Theorem B* consider several cases described by the following
proposition.

Proposition 3.3.3. Let I be an isotopy in Homeog (A) from the identity
to a homeomorphism f. Suppose that the rotation set pann(I) contains both
positive and negative real numbers. Then one of the following cases holds:

Case (a) There exists an invariant and compact set K in A such that 0
belongs to pr(I).

Case (b) The homeomorphism f satisfies the local intersection property at
least at one of the ends of A, there exists an essential f-free Jordan curve
v in A, such that the local rotation set of I at N relative to Uév, pon(I), s

vy

contained in one of the sets [0,+00] or [—o0, 0] and the local rotation set at S
relative to Uf, pU$(I), is contained in the other one.

Case (c¢) The homeomorphism f satisfies the local intersection property at
both ends of A, there exist two f-free essential Jordan curves vy and g with
N C U% such that the closed annulus A delimited by yn and s satisfies:

(i) the mazimal f-invariant set of A is not empty, and

(11) the sets pU!,VN(I) and Pos, (I) are contained in one of the sets [0, +00]

or [—00,0] and the set ps(I) is contained in the interior of the other one.
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We prove this proposition assuming that case (a) does not hold. Then, we
may assume that I has no contractible fixed points. We apply Theorem 3.1.2,
and we obtain an oriented foliation on the annulus A which is transverse to I.
We can see F as a foliation with singularities on A, the end compactification
of A, whose singularities are the ends of A.

Lemma 3.3.4. In this situation, there exists an oriented foliation F' arbitrar-
ily close to F (in Whitney’s topology) which has a closed leaf.

Proof. We claim that F would have recurrence (see Property (4) of § 3.1.4).
Otherwise, by Property (4) of § 3.1.4, there exists a leaf of F joining the two
ends of A, this implies that either pan,(I) C [—00,0] or pann(I) C [0, +00].
This contradicts our hypotheses. Hence, changing the orientation of F by its
inverse if necessary, we may suppose that there is a leaf [ of F whose w-limit
set contains a point z € A. Let [, be the leaf of F containing z. Note that the
w-limit and a-limit sets of [, are reduced to S or V. Without loss of generality,
we may assume that this end is S. Let U be a trivializing neighborhood of
z. Let (2,),cy be a sequence of points in [ N U such that for every integer
n > 1, the point 2,41 belongs to ljn, the positive half-leaf containing z,, and
converges to z. For every integer n > 1, let [, be the connected component
of INU containing z,. Then the sequence (I,), oy converges, in Hausdorff’s
topology, to the connected component of the leaf [, N U containing 2. Let a,
and b,, be the first and last point in [,, respectively. Now, we perturb F enough
as Figure 3.1 This completes the proof of lemma.

closed
D leaf

Figure 3.1: Left: foliation F Right: foliation F’

From Proposition 3.1.1, the foliation F’ is also transverse to I. Let us
assume from now on that F has closed leaves. Moreover, F cannot have only
closed leaves. Otherwise f is conjugated to a homothety.
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Lemma 3.3.5. Under the hypotheses of Proposition 3.53.3, assume furthermore
that Case (a) does not hold. Then the closed leaves of F do not accumulate at
least at one of the two ends of A.

Since the closed leaves of F are f-free essential curves (Properties (2) and
(3) from § 3.1.4), this lemma will follow from Theorem C. As in § 3.2.3, we
consider the set A of all closed annuli A whose boundary components are closed
leaves of F, and which do not contain any closed leaf of F in their interior,
and A’ the subset of A consisting of the annuli A whose maximal invariant
set is not empty. We say that A € A’ is a positive (resp. negative) annulus if

po(a)(I) C (0,+00) (resp. pg(a)(I) C (—00,0)).

Proof of Lemma 3.53.5. By contradiction, we suppose that the closed leaves of
F accumulate both ends of A. We claim that there are two closed leaves
~T and v~ of F close enough to the end N and S respectively, such that
the closed annulus A+ - delimited by ~T and v~ contains a positive and a
negative annulus. By contradiction, suppose that all annuli of A’ are positive
(or negative). Then in a similar way as in Lemma 3.2.10 (applied at both
ends of A) we can find an oriented foliation F, which is transverse to I, and
contains a leaf joining the two ends of A. This contradicts the fact that the
rotation set pann(I) contains both positive and negative real numbers. In a
similar way as in end of the proof of Proposition 3.2.3 we conclude (assuming
Theorem C) that 0 belongs to p@(Aﬁ’r)(I), where ©(A.+ ,-) is the maximal

invariant set of the closed annulus delimited by v© and v~. This contradicts
the fact that case (a) of Proposition 3.3.3 does not hold. This completes the
proof. |

By previous lemma we know that the closed leaf of F do not accumulate
at least at one of the ends of A. We can assume from now on, without loss of
generality, that this end is S. Let g be “the last” closed leaf of F, that is ~g
is a closed leaf of F such that U:?S does not contain any closed leaf of F. We
have the following result.

Lemma 3.3.6. There exists an oriented foliation F' arbitrarily close to F (in
Whitney’s topology) which coincides with F in CI(U,%) and admits a leaf either
whose w-limit set is reduced to S and a-limit set is vg or whose a-limit set is
reduced to S and w-limit set is vg.

Proof. Let z be an element in g and let ¥ be an arc positively transverse
containing z in its interior. Since 7g is a closed leaf of F and there is no
closed leaf in Ufs, there is a leaf [ of F which meets XN Ufs at less two times.
From Theorem 3.1.5, we deduce that either «a(l) or w(l) is vg. Without loss
of generality, suppose that we are in the first case. Since there are not closed
leaves of F in U,fs, we have two possibilities (items (ii) or (iii) of Theorem
3.1.5): the set w(l) is reduced to S, or there is a leaf Ig of F from S to §
contained in w(l). In the first case, the foliation F satisfies the conclusion of
the lemma. In the second case, let 2z’ be an element in lg and let U’ be a
trivializing neighborhood of 2’. Let (2},),cn be a sequence of points in I N U’
such that for every integer n > 1, the point 2, ; belongs to Z;Z and converges
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to 2/. For every integer n > 1, let [, be the connected component of [ N U’
containing z,. Then the sequence (l,,), .y converges, in Hausdorff’s topology,
to the connected component I, of the leaf I, NU’ containing 2’. Let a, and b’
be the first point in [,, and the last point in I/, respectively. Now, we perturb
F enough as Figure 3.2 to obtain the expected foliation. This completes the
proof of lemma.

Figure 3.2: Left: foliation F Right: foliation F’

Using analogous reasoning as in Lemma 3.2.6, we obtain the following
result.

emma 3.3.7. e set prrs 18 contained either in |0, +00| or in |—o00,0].
L 3.3.7. Th gs (1) 1 ned either in |0 ) 0
s

End of the proof of Proposition 3.3.3: We have two cases.

Case 1: The closed leaves of F do not accumulate at N either. As above,
we consider “the first” and “the last” closed leaves of F, denoted vy and g
respectively, i.e. vy C U% and there are not closed leaves of F outside of the
closed annulus delimited by vy and vg. From Lemma 3.3.6 (applied to both NV
and S), we can assume that the foliation F admits a leaf [y whose w-limit set
is reduced to N and a-limit set is vy or whose a-limit set is reduced to N and
w-limit set is vy and another leaf [g whose w-limit set is reduced to S and «-
limit set is yg or whose a-limit set is reduced to S and w-limit set is yg. To fix
idea assume that [g satisfies w(lg) = S and a(ls) = vs. We have two subcases.

Subcase 1.1: The leaf [y satisfies a(ly) = N and w(ly) = yn. Let
©(A,, ~s) be the maximal invariant set of A, -4 the closed annulus delimited
by vn and ys. We will prove the following assertions.

(1) The set A’ is non-empty,
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(2) F goes from 9~ A to T A on all annuli A € A’, and

(3) f satisfies the local intersection property at least at one end of A.
Let us prove (1). Note that if A’ is empty, then as in the proof of item (ii)
of Lemma 3.2.10, there exist an annulus AWNWS containing A, s whose
boundary components are the union of vy and f"(ys), and a foliation F’
whose leaves in /ALYN s are closed leaves. This foliation can be pasted with F
on UN, and with (f"),F on U}S”('ys) by to obtain a new foliation Fa, _ »
which is transverse to the isotopy I. Hence, we can find a small perturbation
» which is also transverse to I and contains a leaf that joins the
two ends of A. This implies that pann(I) C [—00,0]. This contradicts our
hypotheses, completing the proof of (1).

Let us prove (2). If F goes from 0t A to 9~ A on all annuli of A € A’ as
in the proof of Lemma 3.2.10, we can perturb F by obtain a foliation which
admits a leaf joining the two ends of A. This implies that pan,(I) C [—00, 0],
contradicting our hypotheses. On the hand hand, if there exists both an
annulus AT on which F goes from 0~ A% to 9" AT and another A~ on
which F goes from 0tA~ to 8~ A~, Theorem C implies that 0 belongs to
p@(AWNWS)(I). This is a contradiction, because we are assuming that Case (a)
does not hold. This completes the proof of (2).

Let us prove (3). Under our suppositions of the leaves Iy and [g and above
assertion (2), we have that pU%(I) U PO, (I) C [-00,0] and pg(a,, (1) C
(0, +00). Assertion (3) will is a consequence of the following claim.

Claim. Under our hypotheses. Suppose that [ does not satisfies the local inter-
section property at S. Then f restricted to U% s a homothety. In particular
pgs (1) is included in [0, +00].

N

Proof of the claim. Let (v,),cn be a sequence of essential f-free curves such
that
(i) for every integer n € N, we have y,11 C Ufn - Ufs, and

For each integer n, we write ©(A,,) the maximal invariant set of A,, the closed
annulus delimited by g and ~,. Firstly suppose that there exists a positive
integer ng such that ©(Ay,) is not empty. Then pg(a,, )(I) C (—o0,0) and we
know that pg(a, . )(I) C (0,+00). Hence Theorem C implies that 0 belongs
to the rotation set relative to the maximal invariant set of the closed annulus
delimited by yx and 7,,. This contradicts again the fact that Case (a) does
not hold. Now suppose that for every integer n, ©(A4,,) is empty. Considering
f instead of f~!, we can assume that vg satisfies f(ys) C Ufs. Hence for each
integer n, there is an integer k(n) such that f*"(~g) Ufn. Therefore

) Fws)c (Us =0
neN neN

This proves that f is a homothety, completing the proof of the claim. |
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Let us continue proving assertion (3). Suppose by contradiction that f
does not satisfy the local intersection property at none end of A. Then, the
previous claim (applied to both end of A) implies that pan, () is contained in
[0, 00]. This contradicts our hypotheses, completing the proof of assertion (3).

To complete the proof of Proposition 3.3.3 in the case of Subcase 1.1, note
that if f satisfies the local intersection property at the other end of A then
Case (c) holds. Otherwise, by the previous claim Case (b) holds, completing
the proof.

Subcase 1.2: The leaf [y satisfies a(ly) = yn and w(ly) = N. Let
©(A,, ) be the maximal invariant set of A, -4 the closed annulus delimited
by vn and ys. Then, one and only one of the following conditions holds.

(1) ©(A,, ) is a non-empty set. Then the set A’ is non-empty, and we

can prove as in the proof of the previous subcase that F goes either from
O~ A to 0T A or from 0T A to O~ A on all annuli 4 € A'.

(2) ©(Ayy ~s) is empty.

In both case, as in the proof of Lemma 3.2.10, we can find a perturbation F’
of F which “breaks” all closed leaves of F but either v5 or vg. The foliation
F' has an unique closed leaf 7. From Lemma 3.3.7 we know that ,004\,(]) is
contained in [0, +oo] and that pys([) is contained in [~o00,0]. Let us prove
by contradiction that f satisfies ﬂjche local intersection property at least at
one end of A. Otherwise, since pann(I) contains both positive and negative
real numbers, we can find two f-free essential Jordan curves v and v~ close
enough to the end N and S respectively, such that the maximal invariant
set ©O(A,+ ) (resp. O(A,,-)) of the annulus delimited by v+ and ~ (resp.
v and 77) is not empty. Moreover pg va/)(I ) is contained in [0, +oco] and
pe(A,., )(I) is contained in [—o0,0]. Therefore Theorem C implies that 0
belongs to p@(Aﬁ’f)(I). This contradicts that Case (a) does not hold. This
proves that Case (b) holds, completing the proof.

This completes the proof of Proposition 3.3.3 in Case 1.

Case 2: The closed leaves of F accumulate at N. As above, we consider
“the last” closed leaf of F near to S, denoted ~vg. As above from Lemma 3.3.6
we can assume that there is a leaf Ig that satisfy w(lg) = S and a(lg) = ~s.
Since pann () contains both negative and positive real numbers the following
assertions hold (the proofs are similar as in Case 1).

(1) The set A’ is non-empty,

(2) F goes from 9~ A to T A on all annuli A € A’, and

(3) f satisfies the local intersection property at S.

Here again we can find a perturbation F' of F which has an unique closed
leaf v. From Lemma 3.3.7 we know that ,004\,(]) is contained in [0, +oc] and

that pys([) is contained in [~o0o0,0]. This proves that Case (b) holds. This
Y
completes the proof of Proposition 3.3.3 in Case 2. |
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Proposition 3.3.3 is now proved.

An intermediate result

The purpose of this paragraph is to prove the following proposition and its
corollary.

Proposition 3.3.8. Let I, f be as in Theorem B*. Assume furthermore that
(A1) the homeomorphism f satisfies the local intersection property at S,
(Ay) there exists a Jordan domain V containing S (in A) such that

fCUV)) C V, and
(A3) the set py(I) is included in [0, 4-o0c].

Then one of the following assertions holds.

(1) there exists a compact set K in A such that 0 belongs to px(I), or
(2) there exists a compact set K in A contained in A\ V such that the set

px (I) intersects [0, +00].

Remark 8. We can replace (As) by the hypothesis C1(V') € f(V) by changing
the isotopy I by I~!. We can replace (Asz) by the hypothesis p;, (1) C [—oc, 0]
by conjugating I by the orientation reversing homeomorphism ( r) = (—u,r)
of the annulus A.

Let us put @*(V) (resp. ©~(V°)) the forward (resp. backward) f-invariant
set of V' (resp. V°), i

= /*(V) and © (V) :=()F (V)
neN

neN

Using hypothesis (Ay), one proves that the set ©F (V) (resp. ©(V°)) is a
continuum, its complement is a connected set of A and contains S (resp. N).
Moreover they satisfy the following properties.

Lemma 3.3.9. Un(jer the hypotheses of Proposition 3.5.8, we have
(a) the set @+(Y) is not reduced to S, and
(b) the set ©~ (V) is not reduced to N

Proof. Let us prove (a). Since f satisfies the local intersection property at
S, there is an open neighborhood U of S which does not contain any f-free
essential Jordan curve. Hence for every integer n > 0, the curve f”(@V) is not
contained in U , because it is a free essentlal Jordan curve by Hypothesis (As).
Hence and Hypothesis (As), (f7(CI(V)\ U))nen is a decreasing sequence of
compact sets in A, and so

0+ () fMCUV)\T) cotV).
neN
This proves item (a).

Now let us prove (b). Suppose by contradiction that ©~(V¢) = {N}. So,
by Hypothesis (Asg), for every compact set K in A, there exists an integer
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ng = n > 0 such that K is included in f~"(V). Hence and by Hypotheses
(A2) and (As), we have

pE(I) C pjoniry(I) = py(I) C [0, +00].

This contradicts the fact that punn(I) contains some negative real number.
This proves item (b). [

Recall that 7 : A — A is the universal covering of A, and p; : A — R the
projection onto the first coordinate.

Proof of Proposition 3.3.8: Let us consider V' := VNA. Let T, V, ®+(T~/) and
0~ (V) be lifts of Fr(V), V, ©F (V) \ {S} and @:(VC) \ {N} respectively.

Let X be the connected component of the set {%\(@jL(‘N/) U @‘(j/c)) which
contains I'. The set X is open, connected and f-invariant, i.e. f(X) = X,
where f is the lift of f associated to I. Let a : [0,1] — A be a simple arc
satisfying:

(i) the endpoints a(0) and a(1) lie in ©F (V) and ©~(V°) respectively.

(ii) If & denotes the interior of v, i.e. & is the image of (0,1) under «, then

the set ¢ is included in X.

(iii) The intersection aNT" is a singleton.
The arc « separates X, because 7(X) is an open annulus and « joins its two
ends (see the paragraph that follows the definitions of ©T (V) and ©~(V°)).
Let us denote Rx(«) (resp. Lx(«)) the connected component of X \ a on
the right (resp. left) of a (considering the standard orientation). Since d is
contained in X, and X is f-invariant, one deduces that for every integer n > 0,
the set f"(c) is included in X, and so we have three possibilities:

- fMa)na#0;

- [M"(&) C Lx(a); or

- (&) C Rx(a).
To conclude the proof it suffices consider the following three cases.

Case 1: Suppose that there exists a sequence of integers (nj)ren which
converges to +oo such that for all & € N we have f™ (&) Na # (. Then
0 belongs to pr(4) (). This proves that Assertion (1) of Proposition 3.3.8 holds.

Case 2: Suppose that there exists a sequence of integers (nj)ren which
converges to +oo such that for all £ € N we have f™ (&) C Lx(a). Let I'" be
the connected component of I' \ o contained in Rx(a). From the facts that
f"(anT) e Lx(a), f™(I'") is a connected set in X which is unbounded to

the right and contained in V' (by Hypothesis (As2)), we deduce that
I NnanV £ 0.

Therefore, there exist a real constant M > 0 independent of £ and a sequence
of points (Zj),cn, Where z € I'" for all k € N such that

p(F*(Z)) < p1(Ze) + M.
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Hence, if p is a limit point of the sequence (pp, (2)) where

keN»

- 1 ~ -

P (Z) 1= 2 (a7 () = Pa (),
then p < 0. This implies that p = 0, because py, (1) C [0, 4o0c]. Thus 0 belongs
to px(I) where K = Fr(V) U (m(a) N V). This proves that Assertion (1) of
Proposition 3.3.8 holds.

Case 3: Suppose that there exists a sequence of integers (ny)ren which
converges to +oo such that for all £ € N we have f"* (&) C Rx(c). Let I'" be
the connected component of I'\ o contained in Rx (a). Since for all k € N, the
arc f™ (o) meets ©T (V) and ©~ (V°), we deduce that

F(anN Ve NI £ 0.

Therefore, there exist a real constant M > 0 independent of k and a sequence
of points (Zj),cn, Where zx € a NV such that

p1(E) < pi(f™ () + M.
If p is a limit point of the sequence (pp,, (2k)); oy, Where

~ 1 ~ ~

P (Zie) = (01 (™ (B)) = pr(3)),
then p > 0. Hence, if K is the compact set Fr(V)U(7(a)NV¢) of A, then px (1)
contains positive real numbers. This proves that Assertion (2) of Proposition

3.3.8 holds. This completes the proof of Proposition 3.3.8. |
As a consequence we have the following corollary.

Corollary 3.3.10. Let I = (fi)icjo,1), f be as in Theorem B*. Assume fur-
thermore that
(A}) The homeomorphism f satisfies the local intersection property at S.
(AL) There exist two f-free essential Jordan curves yn and ~vs with yn C
U% such that the closed annulus A delimited by yn and ~vs has maximal
invariant set ©(A) non-empty.
(A5) the set PUs, (I) is included in [0,400] and pa(l) is contained in
[—00,0].
Then there exists a compact set K in A such that O belongs to pr(I).

Proof. Changing I by I~! and conjugating I by the orientation reversing home-
omorphism (u,r) — (—u,r) of the annulus A, we may suppose that vy is
attracting, i.e. f(yn) C UfN and that hypothesis (Aj5) holds. Let us put
Ay = CI(U;?N) and for every integer n > 1 we define A, = f‘"(UfN). Note
that A’ = U,enA4, is an open annulus and f(A') = A’. Let us put f' = fla.
We note that f’ is isotopic to the identity of A’, and since f’ = f|us there is an
isotopy I’ on the annulus A’ from the identity of A’ to the homeomorphism f’
such that for every compact set K contained in A’, we have px(I) = px (I').
By Proposition 3.3.8, applied to I’ and f’ on A’, we know that
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(1) there exists a compact set K’ in A’ such that 0 belongs to px(I’), or
(2) there exists a compact set K" in A’ contained in A"\ Ufs such that the
set pr(I') intersects [0, +00].

If assertion (1) holds we are done. Suppose now that assertion (2) holds. Since
K’ is a compact set contained in A’ \Ufs, there exists an integer positive n such
that K’ is included in AU---U f/~"(A). Hence pgs(I') is included in the union
of pp—i(ay(I'). Since for every i, pp—i(a)(I') = pa(I') and pa(I) = pa(I'), we
deduce that p4(I) intersects [0, +0c]. Moreover, by hypothesis, we know that
pa(l) is included in [—o0,0]. Therefore, 0 belongs to pa(I). This completes
the proof. |

3.3.3 Proof of Theorem B*

In this subsection we finish the proof of Theorem B*, using Theorem C. Let
I an isotopy in Homeog (A) from the identity to a homeomorphism f. Suppose
that pann(I) contains both positive and negative real numbers. One considers
the different cases of Proposition 3.3.3. In case (a) we are done.
Suppose now that case (b) of Proposition 3.3.3 holds. Let g be the orientation
reversing homeomorphism of A defined by (u,r) + (—u,r). Considering I~1
instead of I, or conjugating I by g or considering gI'¢g~! instead of I, we can
assume that hypotheses (A;)-(As) of Proposition 3.3.8 hold. Thus, one of the
following assertions holds.

(1) There exists a compact set K of A such that 0 belongs to px (1), or

(2) there exists a compact set K contained in Cl(UéV) of A such that the

rotation set px (I) intersects [0, 4o00].

If assertion (1) holds we are done. Suppose now that assertion (2) holds.
Since K C CI(UY) and f(Cl(U;/g)) C U;/g, we deduce that pg(I) C p@\,(I) C
[—00,0], this last inclusion holds because case (b) of Proposition 3.3.3 and
hypothesis (As) of Proposition 3.3.8 hold. Therefore 0 belongs to pg(I). This
completes the proof when the case (b) of Proposition 3.3.3 holds.
At last suppose that Case (c) of Proposition 3.3.3 holds. Now, by Corollary
3.3.10, there exists a compact set K of A such that 0 belongs to px(I). This
completes the proof of Theorem B*.

3.4 Proof of Theorem D

The purpose of this section is to prove Theorem D assuming Theorem C.
Let I, f, " and v~ be as in the hypotheses of the theorem. Without loss of
generality, we suppose that v~ is contained in U ;i. Let ©(A) be the maximal
invariant set of the annulus A delimited by v and v~. As we have seen in §
3.2.2, we can suppose that pg(4)(I) contains both positive and negative real
numbers. We want to prove that 0 belongs to pg(a) (1)

An f-free essential Jordan curve v in A will be said to be attracting if
f(y) C U,YS and repulsing if f~1(y) C U,YS.
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Lemma 3.4.1. Let v and v/ be two disjoint f-free essential curves in A. Sup-
pose that ~y is attracting and ' is repulsing. Then the maximal invariant set
of the closed annulus delimited by v and ~' is a connected set.

Proof. We remark that, in this case, the maximal invariant set is an intersection
of a decreasing sequence of compact annuli. |

We remark that Lemma 3.3.2 implies Theorem D when ©(A) is a connected
set. By the previous lemma and considering I~! instead of I (if necessary), we
can assume that both ™ and v~ are attracting Jordan curves. Hence the sets

Or (WS )= N /U) and O (UN) =)/ "ON)

neN neN

are continuum, their complements are connected set of A and contain S and
N respectively. Let us write A’ the set A\ (@*(Uf,) U 6*((77]\1)) Then A/
is homeomorphic to an open annulus and f(A’) = A’. Let us write f' = f|a/.
We note that f’ is isotopic to the identity of A’, and since f' = f|,/ there is an
isotopy I’ on the annulus A’ from the identity of A’ to the homeomorphism f’
such that for every compact set K contained in A’, we have pg(I) = pg(I').
Since f’ = f|a does not satisfy the local intersection property at neither N’
nor S’, where N’ and S’ are the ends of A/, by Proposition 3.3.3 there exists
an f’-invariant and compact set K in A’ such that 0 belongs to px(I’). Since
K is an invariant set in A’ under f’, we deduce that K is included in ©(A).
Therefore,

0€ pr(I') C peayI’) = po(ay(l).
This proves Theorem D.

3.5 Dynamics in the Closed Annulus: Theorem C

The purpose of this section is to prove Theorem C. Let I, f, v, 71 and
Y2 be as in the hypotheses of the theorem. Without loss of generality, for
i € {0,1} we suppose that 7,1 is contained in Ui. Let ©(A;) be the maximal
invariant set of the closed annulus A; delimited by 7; and v;41. Let ©(A) be
the maximal invariant set of the annulus A = AgU A;. We want to prove that
0 belongs to pg(a)(I)-

3.5.1 Reduction of Theorem C

We recall that Lemma 3.3.2 implies Theorem C when ©(A) is a connected
set. Thus, from now on we assume that ©(A) is a disconnected set. This
implies that the f-free essential Jordan curves =y, 1 and ~» are either all
attracting or all repulsing. Indeed, changing I into I~!, we can suppose that
o is attracting. If 75 is repulsing, then by Lemma 3.4.1 ©(A) is a connected
set. If 41 is repulsing and -, attracting, then by Lemma 3.4.1 both ©(Ay)
and ©(A;) are connected sets which separate the annulus. In this case, ©(A)
is the union of ©(Ay), of ©(A;) and of the bounded connected component of
the complement of ©(Ap) UO(A;) and so O(A) is a connected set. Therefore,
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changing I into I~! and conjugating it by a change of coordinates (given
by Schoenflies’” Theorem), we can assume that -y, 71 and 7, are attracting
Euclidean circles.

We will work in A := R x R the universal covering of A = T! x R where
T! = R/Z. We recall that 7 : A — A is the canonical projection of A onto
A and that p; : A — R is the projection onto the first coordinate. Let fbe
the lift of f associated to I, that is, if I = (ﬁ)te[o,l] is the unique lift of I
such that ]70 is the identity of 1&, then ]7 = fl Recall that f: A Aisa
homeomorphism which is isotopic to the identity (this is equivalent to require
that f is orientation preserving) and which commutes with the translation
T : A — A defined by T(z,y) = (z + 1,y). For j € {0,1,2} we define
I = 7 1(v;) and let O(A) := m1(©(A)). If ~ is an essential Jordan curve
in A, and I' = 771(v), we will write U (resp. Uy ) the upper (resp. lower)
unbounded connected component of the complement of I'. From now on, we
will write p(f) instead of pann(I).

Since p(f7) = qp(f) for every q € Z, if @(A) is a disconnected and non-
empty set, then considering an iterate of f instead of f , we can assume the
following hypotheses:

(H1) The sets Ty, I'; and I's are horizontal straight lines such that for

ie{0,1}, I; C UITZ_H and thus are attracting, that is f(T j) C Uy, for
j €{0,1,2}.

(H>) For every integer n > 1, we have f™(I'g) N Ty # 0.

For i € {0,1}, we define by @(A ) the maximal invariant set of A; the topo-
logical closed band delimited by I'; and I';41.
(Hs) The sets O(Ag) and O(A;) are non-empty and

Poin(F) € (0.400) and  pgz,)(f) € (~00,0).
Thus, we have reduced Theorem C to the following theorem.

Theorem C*. Let f A—Abea homeomorphism isotopic to the identity,
commuting with the translation T, and satisfying hypotheses (Hy) to (Hz). Let
O(A) be the invariant mazimal set of A := AgU A,. Then

0€ P@(ﬁ)(f)-

Outline of the proof of Theorem C* In Subsection 3.5.2, using hypothe-
ses (Hy) and (Hz), we begin by constructing unstable sets and stable sets of
the band KZ delimited by I'; and I';; 1. Then we consider their connected com-
ponents, called unstable branches and stable branches: these are connected
and compact sets, contained in /L and meeting [';; 1 but not I'; and I'; but not
I'; 41 respectively. Let A (z) denote the unstable branch of z € @(ﬁo) for the
band Ay and let A} (y) denote the stable branch of y € ©(A;) for the band
A

Next, in Subsection 3.5.3, we will study the sequence of iterates of Ay (x). Us-
ing hypothesis (H3) (and in particular that 0 does not belong to pe(AO)(f))

we will prove the following properties:
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(1) For every compact set K included in Ay, f™(K) is disjoint from K for
every large enough integer n.

(2) The sequence (f*"(Aa (2))nen is uniformly bounded to the right.

Finally, in Subsection 3.5.5, we will finish the proof of Theorem C*. From
the previous properties Theorem C* we will be a consequence of the following
proposition.

Proposition 3.5.1. For every z € O(Ay) there exists y € O(A) such that for
every sufficiently large integer n, we have

F(AG (@) N AT (y) # 0.

Note that if 2 € f"(Aa (2))NAT (y), then z € O(A). By above Property (2)
and its symmetric statements the positive and negative iterates of z go to the
left. This proves that 0 belongs to Poy g)( f), completing the proof of Theorem
C.

3.5.2 Stable branches and unstable branches

In this subsection, we consider a homeomorphism f: A=A isotopic to the
identity, commuting with the translation 7" and satisfying hypotheses (H1) and
(Hs). For i € {0,1}, we define by A; the topological closed band delimited by
I'; and I';1 1. Following an idea of Birkhoff, in this subsection we will construct
unstable branches and stable branches of the band ZZ

Stable sets and unstable sets

Let us begin with the definition of an unstable set (resp. stable set) of the
band A; for f.

Definition 3.5.2. We say that A; is an unstable set of the band A for ]7 if
it satisfies the following properties:

1. the set A is a closed subset of ZZ-;

2. we have A; NTip1 # 0; and

3. the set A, is negatively invariant under f, ie. f_l(A;) CA;.
Similarly we say that A;r 1s a stable set of the band ;1; for f if it satisfies:

1. the set A;" 15 a closed subset of ZZ-;

2. we have A NT; # 0; and

8. the set A} is positively invariant under f, ie. f(A;L) C A

We prove the following proposition.

Proposition 3.5.3. Let f : A — A bea homeomorphism isotopic to the
identity, commuting with the translation T and satisfying hypotheses (Hy) and
(Hs). For i € {0,1} and for every n € Z, we define

A= FUCIUR)) NCIUE ) and A}, == Cl(Up) N f(CIUE ).

n,i i1
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The sets
A7 = ﬂ A, and A;L = ﬂ AL,
neN neN

are respectively an unstable set and a stable set of the band A; for f

I
')
VW)

Figure 3.3: Unstable set

Remark 9. The set A, consists of the points in g@ whose negative iterates
under f remain in the band A;.

Proof of Proposition 3.5.3. We will prove that A, is an unstable set of the
band A; for f (one shows similarly that A;r is a stable set of the band A; for
f)- Ttem 1 of the above definition is a direct consequence of the definition of A,
and the fact that I'; is an attracting line. On the other hand, as the horizontal
straight line I';1 is attracting, we have that ffl(Cl(UIZ"iH)) C CI(UIZ';H), and
S0

FHA) = () /HCUUR)) N FHCUUY ) € A7
neN
We have proved items 1 and 3 of the above definition. Next, let us prove
item 2, that is we prove that A; NIy # 0 by contradiction. Suppose that
for every Z € I'j41, we have z ¢ A; . Then we can find the smallest integer
no = no(z) such that f*%(?)(z) € Ulit . Since fis continuous and commutes
with the translation T', we have that ny(2) > ng(z’) for every z’ close to Z and
that no(2) = no(T(Z)). By compactness, we can define the integer

ng = sup ng(z) = sup{no(z) : Z € I'iyq and p1(2) € [0,1]}
5€Fi+1

which satisfies f~0(T;41) C UIZ';. This contradicts hypothesis (Hz), so item 2
is proved. |

Stable branches and unstable branches

Now, we state and prove the properties verified by unstable branches (we
have the “symmetric properties” for stable branches) that we will use in the
next subsections.
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Definition 3.5.4. For i € {0,1}, we call unstable branch of the band A; any

connected component of the unstable set, A; . For x € A;, we denote A; (x),
and we say that it is the unstable branch of x, the connected component of A
containing x.

The stable branches of A; and the sets A (x) are defined similarly.

We have the following properties.

Proposition 3.5.5. Let f c A = A bea homeomorphism isotopic to the
identity, commuting to the translation T and satisfying hypotheses (Hy) and
(Hp). If x € A, then

(1) the set A; (x) is a compact subset of A;;

(2) we have A; () NTipq # 0;

(3) we have f_l(A;(x)) C A;(f_l(x)); and

(4) there ezists a real number M, > 0 (independent of x) such that

diamp; (A; (z)) < M, .
The proof of Proposition 3.5.5 will use following lemma.

Lemma 3.5.6. Forx € A;

i » we write A () the connected component of A, ;
containing r. Then

Ay (2) = () Aps(a).
neN
Proof of Lemma 3.5.6. First, for every n in N, from Proposition 3.5.3 we de-
duce that A; () C A, ,(2). This implies that A; (x) C (),,eny A, ;(2). To prove
the reverse inclusion we need the following claim.
Claim. (A, ;(2))n>1 is a decreasing sequence of compact and connected sets
contained in A; .

Proof of the claim. By definition for every integer n > 1, the set A .(x) is
connected, and since I';4; is an attracting line, we deduce that A;H,i(w) -
A, ,(z), i.e. the sequence is decreasing. Now, the compactness follows of the

facts that f*(Ig) N Ty # 0 (hypothesis (Hs)) and that f commutes with 7T
This proves the claim. |

From the claim the intersection N,enA, () is a compact, connected set

contained in A;" which contains z. We conclude that NnenA,, ;(z) C A7 ().
This completes the proof of the lemma. |

Proof of Proposition 3.5.5. Proof of item (1). We proved (see the claim
above) that A, () is a compact set for every integer n > 1, so it provides the

compactness of A; (z). Moreover by Proposition 3.5.3, A; () is contained in
A;.

Proof of item (2). We know that (A;Z(w)) . is a decreasing sequence of
’ n

compact and connected sets. Moreover for every i_nteger n>1, A (x)NTipq #
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(. Therefore (A; ;() ﬂI‘iH) is a decreasing sequence of compact non-
’ n>1

empty sets and so by Proposition 3.5.3, we have that

A (x)NTip = ﬂAm )N T # 0.
neN

This proves item (2).

Proof of item (3). By Proposition 3.5.3, we have thaf f_l(A;) C A;. By
connectedness, we deduce that f~1(A7 (z)) C A7 (f~1(x)).

Proof of item (4). Let x be in A; . Since by Lemma 3.5.6, we have that
A; () is contained in A],(x), it sufﬁces check the property for A7 ,. We will
use the following result of Keréjarts (see [LY97]): let Uy and Us be two Jordan
domains in the two-sphere, that is, connected open sets whose boundary is
homeomorphic to the circle. Then each connected component of Uy N Uy is
also a Jordan domain.

The Keréjartd’s result, applied to Uy = f(UITZ) and Uy = UIJ{,H, say that
the connected component of f ( )ﬁU + , containing z is a Jordan domain, we
write X this set. Moreover by Hypothes&s (H2) and the fact that fvcommutes
with T, X is bounded in A, i.e. its closure is compact. Hence, there exists an
arc I'} contained in T'; such that f(I"}) is a connected component of Fr(X)NT;
with pl(f(I‘;)) maximal with respect to the inclusion. Let I';, ; be the closure
of the bounded connected component of I'i41 \ f(I’;) Let X be the domain
delimited by the circle I'; _; U f (F’ ). We have that

— Ay i(x) is contained in the closure of X;

- diam py (X) < diamp (F(I'})).

Hence it rest to prove that there exists M, (independent of I'}) such that
diam p1 (f(I'})) < M;". Let

My := sup |p1(f(2)) — p1(?)] -

ZEA;
Suppose that I'; is the arc with ends Zp and z7, with p;(Zp) < pi(z1). By

Hypothesis (Hs) and the fact that fcommutes with 7', we have that p1(z7) <
p1(Z0) + 1. Therefore,

diam p; (f(T})) < 2Mp + 1.

This proves item (4). This completes the proof of the proposition. |

3.5.3 Consequence of Hypothesis (Hj)

In this subsection, we consider a homeomorphism f c A > A isotopic
to the identity, commuting with the translation 7" and satisfying hypotheses
(H1)-(Hs). Using hypothesis (H3) we will study the dynamics of unstable
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branches (we have the symmetric properties for stable branches).

Let us begin by recalling that for i € {0,1}, the inclusion @(ﬁl) C A
implies that pg 7 (f) € pz,(f), but we cannot use hypothesis (H3) to conclude

that pz (f) C (0,+00) and pz (f) C (—00,0). However, using the fact that
the straight lines I'; and I';;; are attracting, we can prove that the above
inclusions are true.

Proposition 3.5.7. For i € {0,1}, we have

p3.(F) € pmes(O(Ay), ) = Conv (pg,,(F)) -

In particular pgo(f) C (0,+00) and pz (f) C (—00,0).

Proof. Recall that we are using the notation pg_(f) instead of pﬂ(g_)(l). Let

p be an element in pgi(f). By definition and the fact that ~; = 7(T';) and
Yir1 = m(Lip1) are f-free, there exist a sequence of points (zj),cy and a
sequence of integers (ng),cy satisfying:

(i) for every k € N and integer j € {0,--- ,np} we have f/(z) € 4; =

m(A);

(ii) the sequence (ng)ren converges to 4o0o; and

(iii) the sequence (pp, (2k))ken converges to p.
Let us consider the sequence of Borel probability measures (u);,cy, where for
every integer k, uy is defined as:

1 nkfl
= — Ori(s ),
Pk nk Z fé(zk)
=0
where 6, (z € A) denotes the Dirac’s measure at z. By item (i), these measures
have their supports included in A;, and so changing the sequence (fix),cy by
one of its subsequence, we may suppose that the sequence (py), oy converges.
Let p be its limit. We know that the measure p is invariant (under f), and so
its support supp(p) is contained in the maximal f-invariant set of A;, denoted
by ©(A4;). Moreover

Py (21) = /Pl dpy — /Pl du = p(p).

From item (iii) and the uniqueness of the limit, we deduce that p belongs

t0 pmes(©(A;), f). This proves that pz(f) C Prmes(©(4;), f). On the other
hand, by Lemma 3.3.2, we know that pmes(©(4;), f) = Conv (p@(g,)(f))

Thus, using hypothesis (Hz) we have that pz (f) C (0,+00) and pz (f) C
(—00,0), because pg_(f) is a compact set. This completes the proof of the
proposition. |

As an immediate consequence of the above proposition (and in particular
using that 0 does not belong to pz (f )) we have the following lemma.
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Lemma 3.5.8. For every real number M > 0, there exists ng = no(M) € N
such that for every compact set K included in Ay, with diampy(K) < M, and
for every integer n, |n| > ng we have

fUE)NK =0.

Proof. Suppose by contradiction that there are a real number My > 0, and a
sequence of integers (ny);cy Which tends to +o0o and points zj, € Ag such that
fn’“ (Zk) S Ao, and

p1(f"* (Zk)) _pl(gk)‘ < M.

Hence,

pus G )| = - 1 (7)) = ()] < T2,
k k

Letting k tends to infinity, one deduces that 0 belongs to pz (f). This contra-
dicts Proposition 3.5.7, completing the proof. |

In the sequel, for every real number M, and i € {0,1} we write

Lﬁi

(M):={Z€ Ai:p1(3) <M} and Ry (M):={Z€4;:pi(3)> M}
Lemma 3.5.9. Let z € O(Ay). For every real number M, there exists ng € N
such that for every integer n > ng we have

f™Ma)C Ly (-M) and f'(x)C Ry (M)

Proof. In both cases the proof is analogous, so we only prove the first inclusion.
Let

My := sup |p1(f(2)) — p1(2)|-
EEA()
Let M be a positive real number such that 2M > Mg and —M < p1(x) < M.
Let us put K = Cl(Rz (—M)) N CYLz (M)). By Lemma 3.5.8, there exists

no € N such that for every integer n > ng we have f"(z) ¢ K, i.e. f"(z) €

Lz (=M) U Rz (M). Suppose that there are two integers n” > n’ > ng

such that f~"'(z) € Lz (=M) and " (x) e Rz (M). The following claim
contradicts the choice of ng (see Figure 3.4).

e o
f’"(x ) f 7'1”()‘)
Ly, (-M) K diam(K)<M, R; M)

Figure 3.4: Orbit of x

Claim. There is an integer n” > n >n' > ng such that f(z) € K.
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Proof. Let
n—1:=max{me {n, - ,n"}: f™(x)e Lz (=M)}.

(From the choice of n’ and n” such integer exists). By definition of n, we
have py(f "t () < =M < p1(f™(x)), and so in order to prove the claim it
suffices to check that f_”(x) < M. Recall that for every integer m, the point
f™(x) is in Ay and so

pi(f @) = (@) =i (F @) + (" (@) < My — M < M.
This proves the claim. |

We conclude that the sequence (f"(z))n>n, is contained either in
Lz (—M) or in RZO(M?' Since pe(ﬁo)(f) C (0,+c0), the second inclusion
cannot possible, completing the proof of the lemma. |

Lemma 3.5.10. Let = € O(Ag). Then the sequence {f_"(Aa(az))}neN is
uniformly bounded to the right, that is, for every real number M, there exists
ng € N such that for every integer n > ng we have

(Mg (@) € Lz, (M).
Proof. Let n € N. Since f*”(Aa (x)) C Aa(f*”(x)) Proposition 3.5.5 provides
us a real number M (independent of n) such that for every z € Aj (z) we
have

p(f(E) = p(f " (@)| < My

On the other hand, by Lemma 3.5.9, we have that lim, pl(f_"(x)) = —00.
This completes the proof of the lemma. |

3.5.4 Proof of Proposition 3.5.1
In this section we prove Proposition 3.5.1 reformulated as follows.

Proposition 3.5.11 (Proposition 3.5.1). Let f: A—Abea homeomorphism
isotopic to the identity, commuting with the translation T', and satisfying hy-
potheses (Hy) to (Hs). For every x € O(Ay), there exist y € ©(A1) and a
positive integer ng such that for every integer n > ngy, we have

F(AG (@) N AT (y) # 0.

We note that if z € f"(Aa(az)) N AT (y), then z € ©(A). By Lemma 3.5.10
and its symmetric result the sequence of positive and negative iterates of z go
to the left. We prove in next subsection that this implies Theorem C*.

Proof of Proposition 3.5.11 Let x € @(KO). Since A, (x) is a compact set,
we can consider a real number M such that Ay (z) C Lz (M). Let M be the
positive real constant provided by Proposition 3.5.5, such that

max diam p; (AT (v')) < M.
y' €O (A1)
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Let us fix y € O(A;) such that pi(y) > M + M;". We recall that by the choice
of y, one has that

Ag(z) C Lz (M) and Af(y) C Rz (M). (3.1)
Lemma 3.5.12. For every integer n > 0, we have

F1(T) NAT (y) # 0.

Proof. Suppose by contradiction that there exists a positive integer n/ such
that f*(I'1) N Af(y) = 0. This implies that A{ (y) is contained in one of
the connected components of A \ f7(T'y). Since I'y is an attracting line, i.e.
() Ur,, and since A{ (y) meets I'y (hypothesis (H;) and Proposition

3.5.5), we conclude that Af (y) C UJjLn )’ and so y € Ufn ‘= f"I(UI?Ll)
This contradicts the choice of y, because y € O(A;) C ﬂneNf"( - )- [ |

From Proposition 3.5.5, we know that A (y) NT'; is a non-empty set. Let
us fix Z € Af (y) NIy and consider the vertical line segment « : [0,1] — A
satisfying

a(0) =
()Gfo,and
0,

a((0,1)) C Int(4p). _
Let Rz (o) (resp. Lz () be connected component of Ag \ a which is un-

bounded to the right (resp. to the left). Let K = Ay (z) U a. Since K is a

compact subset of Zo, by Lemma 3.5.8 there is a positive integer ng such that
for every integer n > ng, we have

(A (@) Nnac fAK)NK =0. (3.2)

Moreover by Lemma 3.5.9, we can assume that ng is large enough such that
for every integer n > ng.

f(z) € Ry (o). (3.3)

From now on, we fix such integer ng. Let us consider AF (z) := Ay (z) UAJ (= c).

This is a connected and compact subset of AO which separates the band AO
(i.e. it meets both I'p and I'1). We can define its right Rz (AF(x)) that is the

connected component of Ag \ AF (x) which is unbounded to the right.
Let us denote by

7 :=Cl(Ry (Aj(z))NT1) and Tfj:=Ty\I7.
(See Figure 3.5). Note that
I} N Ag (2) C Ry, (A (1) N AR () = {z0). (3.4)
Proposition 3.5.11 we will be a consequence of the following lemma.

Lemma 3.5.13. For every integer n > ng, we have

(F"(Ag (@) U F(TD) N AT (y) # 0.
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r, Ly
B [0}
r/ r/
5 [\]4r o)
y
I,
L Ry(M)

Figure 3.5: Proof Proposition 3.5.1

Proof. Fix an integer n > ng. We have two cases. If f*(I'7) N Af(y) =0,
then by Lemma 3.5.12 and the fact that Iy = T{ UTY, we have that
MY N AT (y) # 0. This completes the proof in this case.

Now suppose that f(I7)NAT (y) # 0. Let I be a closed line contained in
', unbounded to the right such that if z; is its end point, then f"(21) € A (y)
but B

FHTT \21) N AT (y) = 0.

Let T = o N Lz («) and Iy =T \ T Let
Cp:=AF(y) U M T )UUTS.

Remark that C), is a connected set. Moreover we can assume that it does not
meet f”(Aa (x)). Otherwise, f"(AO_ (z))NAT (y) # 0, because f”(AO_ (x)) meets
none of f™(I'}), a and Ty (relations (3.4) and (3.2), and remark 9 respectively),
which finishes the proof in this case.
Since Iy is an attracting line, i.e. f(I'}) C Ur, and A{ (y) is contained in A,
we have that B B

Int(Rz (a)) C Int(Ag) \a C A\ Cy.

Let X, be the connected component of A \ C,, that contains Int(R 1, ().
Remark that since C), is a closed subset of A, X, is an open set of A and Fr(X,,)
is contained in C,. Hence X,, is bounded to the left, because A] (y) U o and
f™(I'7) are bounded to the left. On the other hand, since by relation (3.3)
f"(x) € Rz (o) and f"(Aq (z)) does not meet Cl,, we have that f"(Aq (z)) is
contained in X,,. Therefore the curve f”(Fll) which is unbounded to the left
must meet Fr(X,,). As Fr(X,,) C C,, it follows that

FrIrH N, #0.

Since I'; is an attracting line and since Fll NT7 =0 and fis a homeomorphism,
we have that f*(I'1) N (@ UTg) = 0 and f(T'}) N f(I) = O respectively.
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Figure 3.6: Proof Lemma 3.5.13

Therefore, we conclude that f™(I'}) N AT (y) # 0. This completes the proof of
the lemma.
|

End of the proof of Proposition 3.5.11. Suppose by contradiction that there
exists a sequence of integers (ny), <y which converges to 400 such that

Fr(AG (2) N AT (y) = 0.

From Lemma 3.5.13 we obtain a sequence of points (Zj),ey With Z; € T
and f™(Z,) € Af(y). Recall that by (3.1), we have that '} C Lz (M) and
Af(y) C Rz (M). Hence p1(2;) < p1(f™(Z)). If p is a limit point of the
sequence (pn, (Zk))ken, where

L o7 (3) - ;i G),

then p > 0. This implies that 0 < p € pgl(f), contradicting Proposition 3.5.7.
This completes the proof of Proposition 3.5.11. |

3.5.5 End of the proof of Theorem C*

Let ng € N and let Z € fmo (A (z)) N AT (y) given by Proposition 3.5.11.
From the definitions of A; (z) and A (y) and the fact that Ty and Ty are f-

free, we deduce that z € ©(A). Moreover by Lemma 3.5.10 and its symmetric
property for stable branches, we know that

lim pi(f"(Z)=-0c0 and lim pi(f*(7)) =—o00.  (35)

n—-+o0o n—-+o0o

Let us consider

Mo = sup |p1(f(Z) — p1(F)].
Z'€eA
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Let k be a positive integer and let us define M := p;(2) — kMp. In a similar
way as in the proof of the claim in Lemma 3.5.9, we prove that there are two
positive integers n* and n~ such that

M—=My<pi(f" () <M and M — My < p(f* (2)) < M.

Therefore by the choice of M and My, we deduce that
- nt4+n" >2k, and

p(J" @) =p(f (3)| < Mo,

Since k can be chosen arbitrarily large, this implies that 0 belongs to Pe( g)( f)-
This is what we needed to prove.
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Résumé

Dans cette thése nous nous intéressons a la dynamique locale autour d’une
sous-variété compacte invariante et & la théorie du nombre de rotation.

Dans [Nai82] V. A. Naishul’ a montré que parmi les difféeomorphismes du
plan isotopes a l'identité qui fixent 0, qui préservent 'aire (ou analytiques)
et dont la différentielle en 0 est une rotation, 'angle de cette rotation est un
invariant de conjugaison topologique. Ce résultat de Naishul’, a été généralisé
dans plusieurs directions (voir [GP95], [GLP96| et [Ponl2|). Par exemple en
dimension supérieure, dans [GP95] J.-M. Gambaudo et E. Pécou ont considéré
des diffeomorphismes de R™"2 qui possédent un tore T" de dimension n
invariant dont la dynamique est topologiquement conjuguée & une rotation
irrationnelle. Ils ont défini un nombre de rotation et ont démontré que ce
nombre est invariant de conjugaison topologique (par exemple lorsque le
difféeomorphisme préserve un volume). Dans la premiére partie du deuxiéme
chapitre de cette thése, nous proposons d’introduire une notion d’ensemble
de rotation local pour les homéomorphismes locaux qui préservent une
sous-variété compacte de codimension 2 dont le fibré normal est trivial. A
I’aide de cet ensemble, nous déduirons un résultat qui généralise les travaux
en dimension supérieure cités plus haut.

Dans [Rue85] D. Ruelle a considéré des difféeomorphismes d’une surface
dont le fibré tangent est trivial qui préservent une mesure. Il leur a associé un
nombre réel qui a été appelé ["invariant de Ruelle. Les constructions de cette
thése nous permettront de voir cet invariant comme un ensemble de rotation
local au-dessus d’une mesure. A D’aide de I'invariance par conjugaison de cet
ensemble de rotation, nous allons retrouver, a la fin du deuxiéme chapitre, le
résultat démontré par J.-M. Gambaudo et E. Ghys dans [GG97| : l'invariant
de Ruelle est en fait invariant de conjugaison topologique.

Soit Homeoq (]RQ; 0) I'ensemble des homéomorphismes du plan R? isotopes
a l'identité qui fixent I'origine 0 € R2. Récemment dans [LeR13], F. Le Roux a
donné une définition de I’ensemble de rotation local autour de 0 d’une isotopie
dans Homeoy (R2; O) issue de l'identité, et il a posé la question suivante : cet
ensemble est-il toujours un intervalle 7 Dans le troisiéme chapitre de cette
thése, nous allons donner une réponse positive & cette question et aussi a la
question analogue dans le cas de ’anneau ouvert.

Mots-clefs : Systémes dynamiques, surface, homéomorphisme, ensemble
de rotation, point fixe, dynamique locale.
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Abstract

In this thesis we are interested in the local dynamics around of a compact
invariant sub-manifold and in the rotation number theory.

In [Nai82] V.A Naishul’ proved that, among analytic or area preserving
diffeomorphisms in the plane which are isotopic to the identity fix 0 and
whose derivative at 0 is a rotation, the angle of this rotation is invariant
by topological conjugation. This result of Naishul’ was generalized in many
directions (see [GP95], [GLP96] and [Ponl12|). For example in [GP95] J.-M.
Gambaudo and E. Pécou considered diffeomorphisms in R”*2, which possess
an invariant n-dimensional torus T™ whose dynamics restricted to the torus
is topologically conjugate to an irrational rotation. They defined a rotation
number, and proved that this number is invariant by topological conjugation
among volume-preserving maps. In the first part of the second chapter of
this thesis, we propose to introduce a notion of local rotation set for local
homeomorphisms, which preserve a compact sub-manifold of codimension 2
whose normal bundle is trivial. Using this set, we will deduce a result which
generalizes the above mentioned works.

In [Rue85| D. Ruelle considered measure preserving diffeomorphisms of a
surface whose tangent bundle is trivial. He associated to them a real number
called the Ruelle invariant. The constructions made in this thesis will permit
us to see this number as a local rotation set over a measure. The invariance
by topological conjugation of this set will us permit, at the end of the second
chapter, to prove the following result due to J.-M- Gambaudo and E. Ghys:
the Ruelle invariant is invariant by topological conjugacy.

Let Homeog (]RQ; 0) be the set of all homeomorphisms of the plane isotopic
to the identity and which fix 0. Recently in [LeR13| F. Le Roux gave the
definition of the local rotation set around of 0 of a general isotopy I in
Homeog (RQ; 0) from the identity to a homeomorphism f and he asked if this
set is always an interval. In the third chapter of this thesis we give a positive
answers to this question and to the analogous question in the case of the open
annulus.

Keywords: Dynamical systems, surface, homeomorphism, rotation set,
fixed point, local dynamics.
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