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Introduction générale

Contexte industriel...

La rupture ductile est le mode dominant de ruine des alliages métalliques à température moyenne
et élevée. Ce mode de rupture survient après de grandes déformations (ductile vient du latin ductilis
qui signifie qu’on peut tirer), suite à l’apparition de fissures macroscopiques entraînant la déchirure
des structures. Quelques exemples de structures rompues sont donnés Figure 1 : (a) le déchirement
ductile d’un gazoduc sous pression suite à la propagation d’une fissure sur plus d’une dizaine de mètres
(Mannucci and Demofonti, 2001) ; (b) la rupture en “tronc de cône” d’une éprouvette lisse en traction ;
(c) la rupture d’une éprouvette de type CT dans le cadre du Sandia Fracture Challenge (Boyce et al.,
2014). La rupture ductile peut être particulièrement néfaste et dangereuse dans les industries à risque,
comme le nucléaire ou les transports, donc il est nécessaire de comprendre ce mode de rupture et de
le modéliser avec pour objectif de pouvoir dimensionner au mieux les structures.

(a) Déchirement d’un gazoduc
(Mannucci and Demofonti, 2001)

(b) Rupture en tronc de
cône d’une éprouvette lisse

(c) Rupture d’une éprouvette CT
(Boyce et al., 2014)

Figure 1: Exemples de structures ductiles rompues.

Contexte scientifique...

L’endommagement ductile survient en trois étapes (Garrison and Moody, 1987) : (i) des vides
se forment au niveau d’inclusions ou de particules de seconde phase par décohésion de l’interface
particule-matrice, ou par rupture de ces inclusions : c’est la phase de nucléation (voir Figure 2a) ; (ii)
ces cavités grossissent et se déforment par écoulement plastique de la matrice environnante : c’est la
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phase de croissance (voir Figure 2b) ; (iii) enfin, des cavités voisines se rapprochent et finissent par
se rejoindre pour former une fissure macroscopique entraînant la ruine de la structure : c’est la phase
de coalescence (voir Figure 2c). La mécanique de la rupture ductile est donc basée sur une approche
locale, reposant sur une démarche micromécanique et un passage micro-macro. Si l’étape de nucléation
se prête mal aux développements théoriques du fait de sa complexité, les étapes de croissance et de
coalescence s’y prêtent bien. L’objectif est de définir le comportement macroscopique d’un matériau
plastique contenant des vides et de décrire son adoucissement progressif sous l’effet de la croissance
et de la déformation des cavités : la mécanique de la rupture ductile est donc avant tout un problème
comportemental. Il convient ensuite d’implémenter les lois de comportement homogénéisées des ma-
tériaux poreux ductiles dans un code de calcul par éléments finis pour procéder à un calcul de structure.

(a) Nucléation des vides (b) Croissance, déformation et rota-
tion des cavités

(c) Coalescence des cavités et forma-
tion d’une fissure macroscopique

Figure 2: Mécanismes de la rupture ductile.

Les premiers travaux de modélisation de la rupture ductile sont dus à McClintock (1968) et Rice and
Tracey (1969), qui ont étudié par analyse limite la croissance d’une cavité, respectivement cylindrique
puis sphérique, dans un milieu rigide parfaitement plastique obéissant au critère de von Mises et soumis
à un chargement uniforme à l’infini. Ces auteurs ont mis en évidence l’importance déterminante de
la triaxialité (rapport entre la contrainte moyenne et la contrainte équivalente de von Mises) sur le
taux de croissance des cavités. La limitation évidente de ces modèles réside dans la considération d’un
milieu infini, ce qui implique la nullité de la porosité.

Il faudra ensuite attendre une dizaine d’années pour voir apparaître le premier modèle de rupture
ductile, dû aux travaux pionniers de Gurson (1977), élève de Rice. En effectuant une analyse limite
d’une sphère creuse (constituant ici un volume élémentaire représentatif d’un milieu poreux) soumise
à des conditions de taux de déformation homogène sur le bord, Gurson (1977) a dérivé un modèle
macroscopique du comportement d’un matériau poreux ductile dépendant de la porosité et composé de
(i) un critère de plasticité macroscopique dépendant de la contrainte moyenne ; (ii) une loi d’écoulement
plastique macroscopique obtenue par normalité, comportant un taux de déformation plastique à trace
non-nulle et (iii) une loi d’évolution de la porosité déduite de la propriété d’incompressibilité de la
matrice. Ce modèle a connu un vif succès en permettant de reproduire des expériences typiques de
rupture ductile à triaxialité élevée. Le succès le plus célèbre consiste en la reproduction de la rupture en
“tronc de cône” d’une éprouvette axisymétrique lisse chargée en traction (voir Figure 1b). L’éprouvette
se strictionne, puis une fissure s’amorce au centre et se propage vers la surface libre. Au voisinage de la
surface libre, la fissure dévie à 45̊ du plan horizontal, ce qui constitue un tronc de cône. Un calcul de
structure par éléments finis en utilisant localement le modèle de Gurson (1977) a permis de reproduire
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ces différentes étapes (Tvergaard and Needleman, 1984).
Le modèle de Gurson (1977) présente cependant un nombre important de limitations, en raison des

hypothèses simplificatrices utilisées dans sa dérivation. La première, et probablement la plus impor-
tante, réside dans le choix de la géométrie sphérique des cavités. En effet les cavités sont très rarement
sphériques et ressemblent plus à des ellipsoïdes. Pour prendre en compte la forme des cavités, Golo-
ganu et al. (1993, 1994, 1997) ont étendu l’analyse de Gurson (1977) au cas d’un volume élémentaire
représentatif de forme sphéroidale contenant une cavité sphéroidale confocale. Ce modèle a permis
de reproduire des calculs micromécaniques à des triaxialités faibles (Pardoen and Hutchinson, 2000).
Récemment, Madou and Leblond (2012a,b) ont étendu les modèles de Gurson (1977) et Gologanu
et al. (1993, 1994, 1997) au cas des cavités ellipsoïdales générales.

Une autre limitation importante du modèle de Gurson (1977) est l’hypothèse d’isotropie de la
matrice plastique. En pratique, de nombreux alliages métalliques présentent une anisotropie plastique
apparaissant à la suite d’opérations de mise en forme (comme le laminage par exemple). La prise en
compte de l’anisotropie plastique dans l’approche de Gurson (1977) a été initiée par Benzerga and
Besson (2001) dans le cas des cavités sphériques puis étendue au cas des cavités sphéroïdales (Monchiet
et al., 2008; Keralavarma and Benzerga, 2010).

Enfin, ces modèles ne sont pas adaptés pour décrire la phase de coalescence, en raison des conditions
de taux de déformation homogène sur le bord empêchant la localisation de la déformation entre deux
cavités voisines. Pour prendre en compte la coalescence dans l’approche de Gurson (1977), Tvergaard
and Needleman (1984) ont proposé d’augmenter heuristiquement la porosité dès que celle-ci dépasse
une valeur critique ; c’est cette modélisation heuristique qui a notamment permis de bien reproduire
la rupture en tronc de cône. Le premier modèle micromécanique de coalescence est dû à Thomason
(1985), sous la forme d’un critère approché donnant la charge limite de coalescence. Couplé au modèle
de croissance de Gologanu et al. (1993, 1994, 1997), ce modèle a permis de reproduire fidèlement des
calculs micromécaniques (Pardoen and Hutchinson, 2000). Récemment, Benzerga and Leblond (2014)
ont revisité l’analyse de Thomason (1985) à l’aide d’une analyse mathématique rigoureuse.

Challenges...

Si la mécanique de la rupture ductile a considérablement progressé depuis une quarantaine d’an-
nées, de nombreux challenges demeurent parmi lesquels on compte (de manière non exhaustive !) :

1. La prédiction de la rupture ductile à très faible triaxialité. De nombreux travaux numériques
(Barsoum and Faleskog, 2007a; Tvergaard, 2009; Tvergaard and Nielsen, 2010; Barsoum and
Faleskog, 2011; Scheyvaerts et al., 2011; Tvergaard, 2012; Nielsen et al., 2012) et expérimentaux
(Barsoum and Faleskog, 2007b; Mohr et al., 2010; Dunand and Mohr, 2011a,b) ont mis en
évidence des modes de rupture ductile à très faible triaxialité, en cisaillement pur par exemple.
Si le modèle de Gurson (1977) a récemment été étendu de manière heuristique pour prendre
en compte l’adoucissement lié au cisaillement (Nahshon and Hutchinson, 2008; Xue, 2008) (en
modifiant l’équation d’évolution exacte de la porosité), la simulation précise de la rupture ductile
en cisaillement avec un modèle prenant en compte les effets de forme reste un challenge.

2. Le développement de modèles précis de coalescence. La modélisation de la phase de coalescence en
est encore à ses balbutiements, contrairement à celle de la phase de croissance. Le développement
de modèles précis de coalescence, valables pour des géométries et des chargements généraux, est
une étape nécessaire pour permettre de prédire la phase ultime de dégradation des matériaux
ductiles. La question de la transition entre croissance et coalescence est également un point
crucial pour bien comprendre les particularités de ces phases avec pour objectif final de pouvoir
les unifier dans une même approche.

3. La prise en compte de l’anisotropie plastique. Les alliages métalliques présentent en général une
anisotropie plus ou moins marquée qu’il est nécessaire de prendre en compte dans les modèles de
rupture ductile. Les travaux sur l’anisotropie plastique initiés par Benzerga and Besson (2001)
puis Monchiet et al. (2008); Keralavarma and Benzerga (2010) doivent être généralisés au cas
de cavités ellipsoïdales générales et également étendus à la phase de coalescence.
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4. La validité des modèles actuels à faible échelle. La présence d’effets de taille pour les vides
micrométriques ou nanométriques rend les modèles classiques de rupture ductile inadaptés à ces
échelles. Le développement de modèles adaptés prenant en compte les effets de taille est donc
nécessaire pour décrire le comportement de matériaux nanoporeux.

Plan de la thèse...

Dans cette thèse, nous nous efforcerons de répondre à certaines des questions qui viennent d’être
soulevées. Le manuscrit sera ainsi organisé de façon thématique, en trois parties consacrées (1) aux
modèles de croissance, (2) aux effets de taille et (3) aux modèles de coalescence.

La Partie I est consacrée à l’étude de l’influence des effets de forme des cavités et de l’anisotropie
plastique sur les modèles de croissance :

– Dans le Chapitre 1, nous implémentons numériquement dans un code de calcul par éléments
finis le modèle de Madou-Leblond pour les cavités ellipsoïdales (Madou and Leblond, 2012a,b,
2013; Madou et al., 2013) pour ensuite l’appliquer à des problèmes de rupture ductile à faible
triaxialité en présence de cisaillement. Les prédictions du modèle sont dans un premier temps
comparées à des calculs micromécaniques en cisaillement. Elles sont ensuite comparées à des
résultats expérimentaux pour une éprouvette butterfly. Ces comparaisons montrent l’importance
de la prise en compte des effets de forme des cavités sur la rupture ductile à faible triaxialité.

– Le Chapitre 2 est consacré au développement d’un critère général pour des matériaux ductiles
incorporant à la fois les effets de forme des cavités et l’anisotropie plastique. Nous étendons ainsi
les critères de Madou and Leblond (2012a,b) pour des cavités ellipsoïdales générales plongées
dans une matrice isotrope au cas de l’anisotropie plastique, et de Monchiet et al. (2008); Kera-
lavarma and Benzerga (2010) pour des cavités sphéroïdales plongées dans une matrice plastique
anisotrope au cas de cavités ellipsoïdales générales.

– Le critère dérivé au Chapitre 2 est ensuite validé numériquement au Chapitre 3 par des ana-
lyses limites numériques obtenues par la méthode des éléments finis. Les surfaces de charge et
la loi d’écoulement sont ainsi validées pour une grande variété de cas géométriques. Les lois
d’évolution des paramètres internes du modèle sont également étudiées numériquement.

La Partie II, plus exploratoire, est toujours consacrée aux modèles de croissance mais dans le
cadre de matériaux nanoporeux :

– Dans leChapitre 4, nous validons le critère récent de plasticité macroscopique de Dormieux and
Kondo (2010) pour des cavités sphériques de taille nanométrique, par analyse limite numérique.
Le modèle est ensuite implémenté puis appliqué à un problème axisymétrique. L’effet de taille
des cavités a une grande influence sur le comportement mécanique en ralentissant la croissance
de la porosité.

– Dans le Chapitre 5, nous étudions numériquement le couplage entre les effets de forme et de
taille des cavités pour des vides sphéroïdaux de taille nanométrique. Ces résultats permettent
de valider le critère de Monchiet and Kondo (2013) ainsi qu’un nouveau critère pour des vides
cylindriques nanométriques.

Enfin, la Partie III est dédiée à l’étude de l’influence des effets de forme et de l’anisotropie
plastique sur la phase de coalescence :

– Le Chapitre 6 étend le critère récent de coalescence de Benzerga and Leblond (2014) en consi-
dérant deux nouveaux champs de vitesse. Des calculs numériques d’analyse limite permettent
de valider les trois critères : chacun des deux nouveaux critères améliore celui de Benzerga and
Leblond (2014), pour des paramètres géométriques différents.

– Dans le Chapitre 7, nous développons un critère homogénéisé qui unifie les phases de croissance
et de coalescence. Les champs de vitesse considérés permettent de recouvrir les deux scénarios,
à savoir la plasticité diffuse ou localisée dans les ligaments entre cavités. Le critère permet ainsi
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de décrire l’écoulement de métaux poreux à la fois aux porosités faibles et élevées.
– Enfin, nous proposons dans le Chapitre 8 un critère de coalescence pour des matériaux ani-

sotropes de Hill. Le critère est validé par des analyses limites numériques pour plusieurs types
d’anisotropie.
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PARTIE I
Modèles de croissance : étude de l’influence

des effets de forme des cavités et de
l’anisotropie plastique
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Introduction : Etude bibliographique des modèles de
croissance des cavités

Durant la phase de croissance, les cavités grossissent et se déforment par écoulement plastique
de la matrice, sans interactions très notables entre elles contrairement à la phase de coalescence. Par
conséquent, les porosités concernées sont faibles, et la plasticité est diffuse partout dans la matrice.
Dans ce cadre, l’objectif des modèles de croissance est de pouvoir prédire, pour une microstructure
donnée, quelle sera la relation entre les contraintes et les déformations à l’échelle macroscopique, et de
faire évoluer cette microstructure. Ce sont donc des modèles micromécaniques qui doivent être compo-
sés (i) d’un critère de plasticité dépendant de variables microstructurales ; (ii) d’une loi d’écoulement
plastique ; (iii) de lois d’évolution des variables microstructurales.

L’homogénéisation permet d’effectuer la transition entre l’échelle de la microstructure et l’échelle
macroscopique. Dans ce contexte, deux cadres mathématiques distincts ont été développés afin de
dériver les modèles de croissance :

– Le premier, prenant source dans les travaux pionniers de Gurson (1977), combine l’analyse limite
et l’homogénéisation de Hill-Mandel. Les cellules considérées ont une forme extérieure adaptée
à celle de la cavité considérée (par exemple une sphère contenant une sphère vide concentrique
pour modéliser une cavité sphérique), et sont soumises à des conditions de taux de déformation
homogène sur le bord (conditions de Mandel (1964); Hill (1967)). Cette modélisation permet,
en première approximation, d’approcher un milieu poreux pour lequel la plasticité est diffuse.
(La situation idéale serait de considérer un VER contenant une répartition aléatoire de cavités
et soumis à des conditions périodiques ; en pratique, si l’on veut pouvoir dériver analytiquement
un modèle, on doit se restreindre à une situation simplifiée). L’analyse limite permet ensuite de
déterminer le comportement mécanique de la cellule. Ce cadre limite la classe de comportement
au cas des matériaux rigides parfaitement plastiques, c’est à dire sans élasticité ni écrouissage 1,
mais a l’avantage de permettre de réaliser efficacement la transition micro-macro (Leblond, 2003;
Benzerga and Leblond, 2010).

– Le second est issu des méthodes d’homogénéisation généralisant les bornes d’Hashin-Shtrikman
aux composites non linéaires (Talbot and Willis, 1985; Ponte Castañeda, 1991; Willis, 1991; Mi-
chel and Suquet, 1992). Basée sur l’utilisation de matériaux linéaires de comparaison, cette mé-
thode dite “variationnelle” a permis de dériver des équations constitutives de matériaux poreux
contenant une répartition aléatoire de cavités non-sphériques (Ponte Castañeda and Zaidman,
1994; Kailasam and Ponte Castañeda, 1998). Les modèles obtenus, précis pour les chargements
déviatoriques, sont malheureusement inadaptés à triaxialité élevée car ils surestiment très nota-
blement les propriétés de résistance. La méthode variationnelle a ensuite été perfectionnée par
Ponte Castañeda (2002) (méthode du “second ordre”), permettant d’améliorer les prédictions à
triaxialité élevée grâce à un recalage approprié de certains paramètres (Danas and Ponte Cas-
tañeda, 2009). Encore plus récemment, une nouvelle méthode basée sur une procédure itérative
(Ponte Castañeda, 2012) a permis d’améliorer les surfaces de charge associées à des cavités
ellipsoïdales sans aucun recalage de paramètres (Agoras and Ponte Castañeda, 2013, 2014).

1. Négliger l’élasticité a peu d’importance car en pratique les déformations sont importantes et donc les déformations
élastiques sont négligeables. Il est plus gênant de négliger l’écrouissage, mais en pratique on le prend en compte a
posteriori de manière heuristique.
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Dans cette thèse, nous utiliserons essentiellement la méthode d’analyse limite pour étudier les ma-
tériaux poreux ductiles. Nous utiliserons aussi cependant, de manière importante, certains résultats
issus de l’homogénéisation non linéaire, dans des situations où l’analyse limite ne permet pas d’aboutir
(au moins de manière analytique, avec un nombre limité de champs de vitesse tests).

Nous allons à présent détailler les principaux modèles de croissance des cavités issus de l’analyse
limite ; les résultats issus de l’homogénéisation non linéaire que nous utiliserons dans cette thèse seront
rappelés en temps utile.

Modèle de Gurson (1977)

Modèle primitif

Le modèle de rupture ductile le plus célèbre et le plus utilisé est le modèle de Gurson (1977),
obtenu en combinant les théories d’analyse limite et d’homogénéisation. Pour dériver son fameux
critère, Gurson (1977) a utilisé comme VER une sphère creuse de rayons intérieur a et extérieur b,
soumise à des conditions de taux de déformation homogène sur son bord extérieur (Mandel, 1964;
Hill, 1967). La matrice est supposée rigide parfaitement plastique et obéit au critère isotrope de von
Mises. Le champ de vitesse microscopique (incompressible) v(x) est composé d’un champ d’expansion
isotrope vA(x) et d’un champ linéaire vB(x) correspondant à un taux de déformation déviatorique
homogène :

v(x) = vA(x) + vB(x) (1)

définis par

vA(x) = b3

r2Dmer ; vB(x) = D′.x. (2)

Dans les expressions précédentes, Dm = tr(D)/3 est la partie moyenne du taux de déformation macro-
scopique et D′ = D−DmI sa partie déviatorique, I étant le tenseur identité du second ordre. L’analyse
limite approchée de Gurson (1977) permet d’aboutir au critère de plasticité macroscopique :

Φ(Σ) =
Σ2

eq
σ2

0
+ 2fcosh

(3
2

Σm
σ0

)
− 1− f2 = 0. (3)

La présence de la contrainte moyenne Σm dans le critère le rend donc sensible à la pression ; ceci est
dû à la présence d’une cavité.

Le critère de plasticité est ensuite complété par une loi d’écoulement macroscopique obtenue par
normalité (cette propriété est conservée dans le passage micro-macro (Rice, 1971; Gurson, 1977))

Dp = λ̇
∂Φ
∂Σ

(Σ) , λ̇

 = 0 if Φ (Σ) < 0

≥ 0 if Φ (Σ) = 0
(4)

et par une équation d’évolution de la porosité résultant de l’incompressibilité approchée de la matrice :

ḟ = (1− f)tr Dp. (5)

Prise en compte de l’écrouissage

La prise en compte de l’écrouissage quant à elle se fait de manière heuristique, en égalant la
dissipation plastique du matériau hétérogène avec celle d’un matériau fictif homogène obéissant au
critère de von Mises dont on fait évoluer la limite d’élasticité (Gurson, 1977). Ainsi, on remplace dans
le critère σ0 par σ̄ défini par :

σ̄ = σ(ε̄) (6)

18



où σ(ε) donne l’évolution de la limite d’élasticité en fonction de la déformation équivalente ε. L’évo-
lution de ε̄, qui représente une “valeur moyenne” de la déformation équivalente dans le matériau
hétérogène poreux, est gouvernée par l’équation suivante :

(1− f)σ̄ ˙̄ε = Σ : Dp. (7)

Cette équation heuristique proposée par Gurson, permet d’égaler la dissipation plastique dans le
matériau hétérogène à celle dans le matériau fictif homogène.

Modèle GTN

Le modèle de Gurson a ensuite été modifié de façon heuristique par Tvergaard and Needleman
(1984) de façon à bien reproduire certaines expériences et calculs numériques : (i) la porosité f dans
le critère de Gurson est remplacée par une porosité modifiée qf (avec q > 1) pour prendre en compte
la forme extérieure du VER ; (ii) au delà d’une porosité critique fc, la porosité est artificiellement
augmentée pour modéliser de manière phénoménologique la coalescence.

Ce modèle, appelé GTN (Gurson-Tvergaard-Needleman), a permis notamment de reproduire des
calculs micromécaniques pour des chargements axisymétriques à triaxialité fixée (Koplik and Needle-
man, 1988) et la fameuse expérience de rupture en tronc de cône (Tvergaard and Needleman, 1984).

Prise en compte du troisième invariant et enrichissement des champs de vitesse

Le critère dérivé par Gurson est limité par le calcul approximatif de la dissipation plastique ma-
croscopique et également par le faible nombre de champs de vitesse considérés. Améliorer ces points
doit conduire nécessairement à un meilleur critère de plasticité.

Dans ce contexte, Cazacu et al. (2013) ont dérivé la solution exacte du problème traité par Gurson
(i.e avec les mêmes champs de vitesse), pour des chargements axisymétriques. Leur critère dépend
du signe du troisième invariant des contraintes et améliore quelque peu le modèle de Gurson pour
l’évolution de la porosité dans des problèmes à triaxialité fixée (Alves et al., 2014).

Récemment Leblond and Morin (2014) ont revisité l’analyse de Gurson pour des chargements 3D
en étudiant les différents ordres de l’approximation faite sur la dissipation plastique macroscopique.
L’effet de cette approximation est faible sur les surfaces de charge mais important sur le taux de
croissance du vide.

Enfin, Monchiet et al. (2007, 2011) ont repris l’analyse de Gurson en considérant une famille élargie
de champs de vitesse, basée sur les champs d’Eshelby, permettant ainsi d’améliorer la surface de charge
à faible triaxialité.

Prise en compte des effets de forme des cavités

Le modèle de Gurson s’applique à des cavités qui restent sphériques, ce qui en pratique n’est pas
réaliste car les vides se déforment et ressemblent plus à des ellipsoïdes qu’à des sphères. Des cavités
possédant trois axes différents ont été observées expérimentalement (voir Figure 3a) en utilisant des
techniques de microscopie électronique à balayage (Benzerga et al., 2004b), et numériquement (voir
Figure 3b) lors du cisaillement de cavités initialement sphériques (Nielsen et al., 2012). La prise en
compte des effets de forme est donc nécessaire pour mieux approcher la forme réelle des cavités.

Cavités sphéroidales

Gologanu et al. (1993, 1994) ont étendu le critère de Gurson en prenant en compte des cavités
sphéroïdales allongées (prolate) ou aplaties (oblate) (modèle GLD). La géométrie considérée est un
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(a) Cavités ellipsoidales observées expéri-
mentalement (Benzerga et al., 2004b)

(b) Cavités ellipsoidales observées numéri-
quement (Nielsen et al., 2012)

Figure 3: Mise en évidence de cavités non-sphériques.

sphéroïde d’axe de symétrie rotationnelle Oz, de demi-axes a2 et b2, contenant un vide sphéroïdal
confocal de demi-axes a1 et b1. La porosité est donnée par f = a1b21

a2b22
.

La difficulté majeure consiste à trouver des champs de vitesse incompressibles qui permettent
de vérifier des conditions de taux de déformation homogène sur le bord. Le champ considéré par
ces auteurs est composé d’un champ correspondant à un taux de déformation déviatorique uniforme
(comme pour le modèle de Gurson), et d’un champ basé sur une combinaison de deux champs de Lee
and Mear (1992), permettant de décrire l’expansion de la cavité. Le champ résultant a cette propriété
caractéristique qu’il satisfait des conditions de taux de déformation homogène sur tous les sphéroïdes
confocaux avec la cavité et le bord externe.

Le critère, obtenu pour des chargements axisymétriques, s’écrit

Φ(Σ) = C

σ2
0

(Σzz − Σxx + ηΣh)2 + 2(1 + g)(f + g)cosh
(
κ

Σh

σ0

)
− (1 + g)2 − (f + g)2 = 0 (8)

où C, η, Σh, g et κ dépendent de la géométrie considérée, et permettent de retrouver le critère de Gur-
son lorsque la cavité devient sphérique. Ce critère a ensuite été perfectionné en élargissant la famille
de champs de vitesse (Gologanu et al., 1997) pour améliorer le cas oblate.

Garajeu (1995) a également traité le problème considéré par Gologanu et al. (1993, 1994), en utili-
sant une vitesse orthogonale aux sphéroïdes confocaux avec la cavité et le bord externe, pour la partie
du champ décrivant l’expansion.

Récemment, Monchiet et al. (2014) ont proposé une alternative à l’approche initiée par Gologanu
et al. (1993, 1994, 1997) en considérant des champs d’Eshelby. L’avantage de leur modèle est qu’il
permet de prendre en compte des chargements non-axisymétriques et d’améliorer les prédictions du
modèle GLD dans le cas des chargements déviatoriques.

Cavités ellipsoidales générales

Madou and Leblond (2012a,b) ont récemment étendu le critère de Gologanu et al. (1993, 1994,
1997) au cas des cavités ellipsoïdales générales à partir d’une homogénéisation approchée d’une cellule
ellipsoïdale contenant un vide ellipsoïdal confocal et soumise à des conditions de taux de déformation
homogène sur le bord. Les auteurs ont utilisé les champs de vitesse découverts par Leblond and
Gologanu (2008) satisfaisant des conditions de taux déformation homogène sur tous les ellipsoïdes
confocaux avec le vide et le bord extérieur. Comme précédemment, la matrice est supposée obéir au
critère isotrope de von Mises. L’analyse limite approchée permet d’aboutir au critère suivant (Madou
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and Leblond, 2012a) :

Φ(Σ) ≡ Q(Σ)
σ2

0
+ 2(1 + g)(f + g) cosh

[L(Σ)
σ0

]
− (1 + g)2 − (f + g)2 = 0 (9)

où g est la “seconde porosité”, L(Σ) une forme linéaire des composantes diagonales de Σ et Q(Σ)
une forme quadratique des composantes de Σ. (Notons au passage l’analogie formelle avec le critère
GLD). Le critère est ensuite amélioré suivant deux directions distinctes :

– Pour les chargements hydrostatiques, les champs de vitesse analytiques sont remplacés par le
champ supposé exact, déterminé numériquement par la méthode des éléments finis. Des simula-
tions ont été menées dans un nombre de cas significatifs, puis des formules analytiques heuris-
tiques ont été proposées pour fitter les coefficients numériques. Cela a permis de déterminer les
coefficients de la forme linéaire.

– Pour les chargements déviatoriques, l’analyse limite est abandonnée : les coefficients restants sont
fixés de façon à faire coïncider le critère avec une borne pour composites non linéaires (Willis,
1977, 1991; Ponte Castañeda, 1991; Michel and Suquet, 1992), dont on sait que les prédictions
à faible triaxialité sont très bonnes.

Le critère final permet de reproduire les surfaces de charge numériques dans de nombreux cas
géométriques (Madou and Leblond, 2013) et a ensuite été complété par des équations d’évolution de
la déformation et rotation d’une cavité ellipsoidale (Madou et al., 2013) basées sur les travaux de
Ponte Castañeda and Zaidman (1994); Kailasam and Ponte Castañeda (1998).

Prise en compte de l’anisotropie plastique

Les alliages métalliques sont rarement isotropes, notamment après leur mise en forme. En effet,
les sollicitions mécaniques et thermiques induites par la mise en forme produisent une texture mor-
phologique (allongement des grains selon certaines directions) ou cristallographique (orientation des
grains selon certains directions). Le cas le plus courant d’anisotropie morphologique est l’orthotropie.
Dans ce cas, le matériau possède trois plans de symétrie orthogonaux deux à deux dont les intersec-
tions correspondent aux axes d’anisotropie ; la limite d’élasticité du matériau est différente suivant
ces trois axes. Hill (1948) a proposé une extension du critère de von Mises pour prendre en compte
de manière phénoménologique cette orthotropie, sous la forme d’un critère quadratique. L’anisotropie
cristallographique quant à elle peut être modélisée simplement par la plasticité monocristalline, en
considérant par exemple la loi de Schmid.

Anisotropie plastique morphologique de Hill (1948)

Benzerga and Besson (2001) ont étendu le critère de Gurson (1977) en prenant en compte une
matrice anisotrope obéissant au critère quadratique de Hill (1948). Les auteurs ont utilisé les champs
isotropes de Gurson (1977) pour calculer la dissipation plastique macroscopique ; le critère qu’ils
obtiennent s’écrit (Σeq

σ0

)2
+ 2f cosh

(
κΣm

σ0

)
− 1− f2 = 0 (10)

où Σeq est la contrainte macroscopique équivalente prise au sens de Hill et κ est un paramètre qui
dépend des coefficients d’anisotropie.

Récemment, Monchiet et al. (2006, 2008) ont dérivé un critère prenant en compte à la fois les effets
de forme des cavités, qui sont supposées sphéroïdales, et l’anisotropie plastique. Les auteurs ont utilisé
les champs isotropes de Gologanu et al. (1993, 1994) et ont abouti au critère suivant :(

Σ̃eq

σ0

)2

+ 2(1 + g)(f + g) cosh
(
κΣp

σ0

)
− (1 + g)2 − (f + g)2 = 0 (11)
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où Σ̃eq et κ dépendent de l’anisotropie plastique.

Enfin Keralavarma and Benzerga (2008, 2010) ont traité le même problème que Monchiet et al.
(2006, 2008), en considérant cette fois-ci les champs isotropes, plus riches, de Gologanu et al. (1997).
Leur critère s’écrit :

3
2C

Σ : P : Σ
σ2

0
+ 2(1 + g)(f + g) cosh

(
κ

Σ : X
σ0

)
− (1 + g)2 − (f + g)2 = 0 (12)

où P, C κ et X dépendent de l’anisotropie et/ou de la géométrie.

Anisotropie plastique cristallographique

Très récemment, Paux et al. (2015) ont dérivé un critère pour un monocristal contenant un vide
sphérique, en utilisant une version régularisée de la loi de Schmid. Leur analyse limite approchée
permet d’aboutir au critère

(∑K
k=1 (µk : Σ)n

)1/n

τ0


2

+ 2 f cosh
(
κ′

Σm

τ0

)
− 1− f2 = 0. (13)

Le tenseur µk permet d’identifier les plans de glissement dans la loi de Schmid et κ′ dépend de
l’anisotropie. (L’exposant n est relié à l’approximation géométrique de la surface de charge dans la
version régularisée de la loi de Schmid). Ce critère a été confronté à des calculs par éléments finis
(Han et al., 2013) dans le cas d’une microstructure FCC et est en très bon accord avec les résultats
numériques.

Autres extensions

Le modèle de Gurson (1977) a été étendu à de nombreuses situations, parmi lesquelles on peut
noter (de manière non exhaustive) :

– La prise en compte de matrices compressibles, obéissant au critère de Drucker-Prager (Jeong
and Pan, 1995; Jeong, 2002; Guo et al., 2008) ou Mises-Schleicher (Lee and Oung, 1999; Shen
et al., 2015) ;

– La prise en compte de matrices incompressibles exhibant une dissymétrie traction-compression
(Cazacu and Stewart, 2009) ;

– La prise en compte de plusieurs populations de cavités (Vincent et al., 2009a,b, 2014a,b) ;
– La prise en compte des effets dynamiques (Molinari and Mercier, 2001; Sartori et al., 2015).

Plan de la partie

– Le Chapitre 1 est consacré à l’implémentation numérique dans un code de calcul par éléments
finis du modèle de Madou-Leblond pour cavités ellipsoïdales générales, avec pour objectif d’ap-
pliquer le modèle à des problèmes où le cisaillement est important.

– Le Chapitre 2 est dédié à l’extension des critères de Madou and Leblond (2012a,b); Monchiet
et al. (2008); Keralavarma and Benzerga (2010) au cas des cavités ellipsoïdales générales plongées
dans une matrice anisotrope de Hill (1948).

– Le Chapitre 3 est consacré à la validation du critère macroscopique développé au Chapitre
2, avec des calculs d’analyse limite numérique réalisés par la méthode des éléments finis. Les
calculs numériques nous permettent ensuite d’étudier les lois d’évolution des paramètres internes
du modèle (taux de déformation et de rotation de la cavité) avec pour objectif de formuler un
modèle complet de rupture ductile pour matériaux anisotropes et cavités ellipsoïdales générales.
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CHAPITRE 1
Implémentation numérique et application d’un modèle
de rupture ductile avec effets de forme des cavités

Ce chapitre est consacré à l’implémentation numérique et à l’application d’un modèle récent de rup-
ture ductile pour matériaux isotropes et cavités ellipsoidales générales (Madou and Leblond, 2012a,b,
2013; Madou et al., 2013). Dans un premier temps, on formule un modèle constitutif de rupture duc-
tile en complétant le critère de plasticité de Madou-Leblond. On propose ensuite un algorithme pour
résoudre l’étape locale du problème élastoplastique, permettant de réduire le problème à la résolution
de deux équations non-linéaires couplées portant sur deux inconnues. Cet algorithme, implémenté dans
les codes de calcul SYSTUS R© et ABAQUS R©, a permis d’appliquer le modèle : (i) la première ap-
plication est dédiée à la comparaison des prédictions du modèle ML avec des calculs micromécaniques
de Tvergaard et coll. en cisaillement, pour des cavités initialement sphériques et cylindriques ; (ii) la
seconde application est consacrée à l’étude d’une structure soumise à du cisaillement ; les prédictions
du modèle sont confrontées avec des résultats expérimentaux.

1.1 Introduction

Le modèle le plus célèbre de rupture ductile est le modèle de Gurson (1977), obtenu à partir de
l’analyse limite d’une cellule sphérique contenant une cavité sphérique. Pour mieux rendre compte
de la forme des cavités, Gologanu et al. (1993, 1994, 1997) ont étendu le modèle de Gurson (1977)
au cas des vides sphéroidaux. Très récemment, Madou and Leblond (2012a,b) ont étendu les critères
précédents au cas des cavités ellipsoïdales générales. Leur critère de plasticité macroscopique a été
ensuite validé en comparant les surfaces de charge théoriques à celles obtenues par des analyses li-
mites numériques réalisées par la méthode des éléments finis (Madou and Leblond, 2013). Enfin, des
équations d’évolution des vides (déformation et rotation) ont été formulées (Madou et al., 2013).

Les modèles de rupture ductile mentionnés précédemment doivent être validés avant de pouvoir
envisager leur utilisation. Outre la validation séparée de chacun des constituants du modèle (surface
de charge, loi d’écoulement et évolution des paramètres internes), la comparaison des prédictions des
modèles avec des simulations micromécaniques sur des problèmes d’évolution est cruciale pour pou-
voir évaluer les modèles. Le modèle de Gurson (1977) a notamment permis de reproduire les calculs
micromécaniques de Koplik and Needleman (1988), pour des chargements axisymétriques à triaxialité
élevée (les cavités restent alors sphériques). Le modèle GLD a permis quant à lui de reproduire des
simulations similaires (Pardoen and Hutchinson, 2000) pour des triaxialités hautes mais également
basses (pour lesquelles les cavités sont non-sphériques) ; dans le dernier cas, le modèle de Gurson
(1977) ne permet malheureusement pas de reproduire les résultats numériques en raison des effets de
forme importants.

Le modèle GLD est cependant inadapté dès que les chargements ne sont plus axisymétriques,
lorsqu’il y a du cisaillement par exemple. D’importants efforts numériques (Barsoum and Faleskog,
2007a; Tvergaard, 2009; Tvergaard and Nielsen, 2010; Barsoum and Faleskog, 2011; Scheyvaerts et al.,
2011; Tvergaard, 2012; Nielsen et al., 2012) et expérimentaux (Barsoum and Faleskog, 2007b; Mohr
et al., 2010; Dunand and Mohr, 2011b,a) ont été récemment menés pour comprendre la rupture duc-
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tile en cisaillement. Dans les simulations de Nielsen et al. (2012), des cavités initialement sphériques
se déforment et tournent pour finalement devenir des ellipsoïdes ayant trois axes différents. On ob-
serve dans ces simulations un adoucissement du matériau même dans des cas où la porosité diminue ;
dans le cas du cisaillement pur, la porosité tend vers zéro mais on observe néanmoins l’apparition de
l’adoucissement. Il paraît clair dans ce cas que le modèle de Gurson (1977) ne pourra jamais prédire
cet adoucissement puisque la porosité n’augmente pas. Des modifications heuristiques (Nahshon and
Hutchinson, 2008; Xue, 2008) ont été proposées pour prendre en compte l’endommagement en cisaille-
ment dans le modèle de Gurson (1977), en ajoutant un terme empirique dans l’équation d’évolution
(pourtant exacte !) de la porosité. Ces modifications ont permis de reproduire des simulations mi-
cromécaniques en cisaillement (Tvergaard and Nielsen, 2010), mais leur caractère phénoménologique
limite l’applicabilité de ces approches.

Le but de ce chapitre est donc double : (i) valider le modèle de Madou-Leblond en comparant
ses prédictions à des simulations micromécaniques ; (ii) étudier la rupture ductile en cisaillement en
utilisant ce modèle. L’organisation du chapitre est la suivante :

– La section 1.2 est consacrée à la formulation du modèle complet de rupture ductile, basé sur la
fonction de charge de Madou and Leblond (2012a,b) et les équations d’évolution des paramètres
internes proposées par Madou et al. (2013).

– L’implémentation numérique du modèle est proposée en section 1.3, consistant à résoudre l’étape
locale du problème élastoplastique.

– En section 1.4, les prédictions du modèle de Madou-Leblond sont comparées à des simulations
numériques micromécaniques pour des chargements de cisaillement effectués par Tvergaard et
coll.

– Enfin, la section 1.5 est consacrée à l’application du modèle de Madou-Leblond à une structure
complexe sollicitée en cisaillement.

1.2 Modèle complet de rupture ductile avec effets de forme des ca-
vités

On considère ici le modèle de Madou-Leblond (Madou and Leblond, 2012a,b, 2013; Madou et al.,
2013), que l’on notera dans la suite ML, qui s’applique à des cavités ellipsoïdales générales. Ce modèle
de croissance, qui consiste en un critère de plasticité macroscopique, une loi d’écoulement plastique
associée par normalité et des équations d’évolution des paramètres internes, va être complété dans cette
section de façon à pouvoir comporter des éléments essentiels comme la coalescence et l’écrouissage. Le
modèle complet de rupture ductile est donc composé des éléments suivants :

Critère de plasticité Le critère macroscopique a été obtenu par analyse limite d’une cellule el-
lipsoïdale arbitraire Ω contenant un vide ellipsoïdal ω de demi-axes a > b > c orientés suivant les
vecteurs unitaires ea, eb, ec. Définissons l’équation de la surface du vide

P(u) ≡ (u.ea)
a2 + (u.eb)

b2
+ (u.ec)

c2 = 1. (1.1)

La matrice P ≡ (Pij) de la forme quadratique P est exprimée dans le repère fixe e1, e2, e3, donc
sa diagonalisation donne les demi-axes et l’orientation du vide ; on utilisera donc cette matrice pour
définir complètement la cavité ellipsoïdale. La porosité est notée f = ω

Ω .

Le critère de plasticité macroscopique s’écrit

Φ(σ, f,P, σ̄) = Q(σ)
σ̄2 + 2q(1 + g)(f + g)∗ cosh

[L(σ)
σ̄

]
− (1 + g)2 − q2(f + g)∗2 ≤ 0. (1.2)

Dans cette expression :
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– g est la seconde porosité, définie par g =
√
a2−c2(b2−c2)

Ω où 4π
3 Ω est le volume de la cellule ;

– Q(σ) est une forme quadratique des composantes de σ ;
– L(σ) est une forme linéaire des composantes diagonales de σ ;
– q est le coefficient de Tvergaard. Ce coefficient doit dépendre de la forme des cavités (Gologanu,
1997). Nous adoptons la forme heuristique suivante pour ce paramètre, basée sur l’étude de
Gologanu (1997) : 

qprol = 1 + (q1 − 1)
[ 2a/c
1 + (a/c)2

]3/2
qobl = 1 + (q1 − 1)

[ 2a/c
1 + (a/c)2

]
q = (1− k)qprol + kqobl

(1.3)

où k =
√

b2−c2
a2−c2 est un paramètre sans dimension caractérisant la famille d’ellipsoïdes confocaux

au vide considéré ;
– (f + g)∗ correspond à une modélisation heuristique de la coalescence, dans l’esprit des travaux
de Tvergaard and Needleman (1984) :

(f + g)∗ =

 f + g si f + g ≤ (f + g)c

(f + g)c + δ
[
(f + g)− (f + g)c

]
si f + g ≥ (f + g)c

(1.4)

où (f + g)c est une porosité équivalente critique et δ (> 1) est un paramètre qui permet de
décrire l’accélération de la croissance de la porosité durant la phase de coalescence ;

– σ̄ représente la limite d’élasticité dans la matrice hétérogène, dont l’évolution sera donnée plus
bas.

Nous pouvons définir un paramètre d’endommagement d permettant de caractériser la ruine du
matériau. Supposons que le matériau est entièrement détruit ; d’après le critère (1.2), on obtient :

2q(1 + g)(f + g)∗ − (1 + g)2 − q2(f + g)∗2 = − [1 + g − q(f + g)∗]2 0. (1.5)

On a donc q(f + g)∗ = 1 + g. On peut donc définir un paramètre d’endommagement d par la formule :

d = q(f + g)∗

1 + g
, (1.6)

la valeur d = 1 correspondant bien à la ruine totale.

Enfin, nous écrivons par commodité les formes linéaire et quadratique sous la forme :{
L(σ) = H : σ
Q(σ) = σ : Q : σ

(1.7)

où Q est un tenseur du quatrième ordre et H est un tenseur du second ordre.

Loi d’écoulement macroscopique La loi d’écoulement est préservée dans le passage micro-macro
(Rice, 1971; Gurson, 1977) et s’écrit donc nécessairement sous la forme :

Dp = λ̇
∂Φ
∂σ

(σ, f,P, σ̄) , λ̇

 = 0 si Φ(σ, f,P, σ̄) < 0

≥ 0 si Φ(σ, f,P, σ̄) = 0
(1.8)

où λ̇ est le multiplicateur plastique. En utilisant le critère (1.2), la loi d’écoulement s’écrit donc :

Dp = λ̇

[
2Q : σ
σ̄2 + 2q(1 + g)(f + g)∗ H

σ̄
sinh

(H : σ
σ̄

)]
. (1.9)
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Equations d’évolution des paramètres internes L’équation d’évolution de la porosité est clas-
siquement déduite de l’incompressibilité de la matrice :

ḟ = (1− f)tr(Dp). (1.10)

L’équation d’évolution de la forme quadratique P est quant à elle donnée par Madou et al. (2013) :

Ṗ = −P.(Dv + Ωv)− (Dv + Ωv)T .P (1.11)

où Dv et Ωv désignent les tenseurs de taux de déformation et de rotation du vide. Ils sont liés aux
taux de déformation et de rotation totaux par les formules suivantes : Dv = L : D

Ωv = Ω + R : D
(1.12)

où L et R sont des tenseurs de localisation du quatrième ordre (Madou et al., 2013).

Evolution de l’écrouissage Enfin l’évolution du paramètre d’écrouissage σ̄ est donnée par

σ̄ = σ(ε̄) (1.13)

où σ(ε) donne l’évolution de la limite d’élasticité de la matrice en fonction de la déformation équivalente
ε. L’évolution de ε̄, qui représente une “valeur moyenne” de la déformation équivalente dans le matériau
hétérogène poreux, est gouvernée par l’équation suivante :

(1− f)σ̄ ˙̄ε = σ : Dp. (1.14)

Cette équation heuristique proposée par Gurson, permet d’égaler la dissipation plastique dans le
matériau hétérogène à celle dans le matériau fictif homogène.

Modélisation heuristique du contact Il peut être intéressant de modéliser le contact entre les
faces d’une cavité ellipsoïdale, ou bien avec une inclusion contenue, lorsque cette cavité se referme.
Nous adoptons une modélisation heuristique de ce phénomène complexe basée sur une augmentation
fictive de la porosité lorsqu’un axe atteint une valeur limite. Supposons qu’au cours d’un calcul le
demi-axe c par exemple devienne plus petit qu’une valeur clim, alors on impose :

c =clim

f =f clim
c
.

Cette modélisation est approchée du fait qu’on ne tient pas compte de l’effet du contact sur le critère
et la loi d’écoulement.

1.3 Implémentation numérique du modèle

On se concentre dans cette section sur l’étape locale du problème élastoplastique, c’est-à-dire la
projection du prédicteur élastique sur la surface de charge.

1.3.1 Généralités

Halphen and Nguyen (1975); Son (1977) ont défini, dans le cadre de la théorie linéarisée, la classe
des “matériaux standards généralisés”. Pour ces matériaux, les paramètres internes vérifient collective-
ment une loi de normalité étendue. Dans ces conditions, le problème de projection local a une solution
unique, pourvu que les équations d’évolution des paramètres internes soient discrétisées en temps avec

26



CHAPITRE 1. IMPLÉMENTATION NUMÉRIQUE ET APPLICATION D’UN MODÈLE DE
RUPTURE DUCTILE AVEC EFFETS DE FORME DES CAVITÉS

un schéma implicite.

En s’inspirant de Enakoutsa et al. (2007), on peut montrer que le modèle ML définit un matériau
standard généralisé, pourvu que : (i) le cadre considéré soit la théorie linéaire ; (ii) la porosité, l’orien-
tation et la forme de la cavité soient constantes.

En pratique, ces restrictions ne sont pas réalistes pour des problèmes de rupture ductile qui im-
pliquent des déformations importantes, une croissance de la porosité et des déformations des cavités.
Cependant, en suivant encore Enakoutsa et al. (2007), on remarque que

– si, dans la loi d’hypoélasticité, les termes additionnels dus à la dérivé objective de σ sont dis-
crétisés en temps avec un schéma explicite ;

– si, dans le critère et la loi d’écoulement, la porosité f et la forme quadratique P considérées sont
celles du temps précédent ;

alors les équations du problème local de projection sont exactement les mêmes que dans le cadre li-
néarisé avec la porosité f et la forme quadratique P fixées : le modèle se comporte ainsi comme si le
matériau était standard généralisé.

Par conséquent, l’existence et l’unicité de la solution du problème de projection local sont assurées,
pourvu que (i) les évolutions de εp et ε̄ soient discrétisées en temps avec un schéma implicite ; (ii)
les termes additionnels dus à la dérivée objective de σ soient discrétisés en temps avec un schéma
explicite ; (iii) les valeurs de la porosité f et de la forme quadratique P utilisées dans le critère et la
loi d’écoulement soient celles du temps précédent.

1.3.2 Equations du problème de projection locale

Pour des raisons de simplicité, l’algorithme de projection sera présenté dans le contexte de petites
déformations ; son extension aux grandes déformations ne soulève cependant aucune difficulté.

Les équations constitutives du modèle, avant la discrétisation en temps, s’écrivent :

– Décomposition de la déformation totale : ε = εe + εp

– Loi d’élasticité : σ = C : εe

– Critère de plasticité : Φ(σ, f,P, σ̄) ≤ 0

– Loi d’écoulement et condition de consistance : ε̇p = λ̇∂Φ
∂σ (σ, f,P, σ̄), λ̇ ≥ 0, λ̇Φ(σ, f,P, σ̄) = 0

– Loi d’écrouissage : σ̄ ≡ σ(ε̄), (1− f)σ̄ ˙̄ε = σ : ε̇p

où εe est le tenseur de déformation élastique, εp le tenseur de déformation plastique et C le tenseur
d’élasticité.

Après la discrétisation en temps, le problème de projection locale consiste à trouver l’état mé-
canique Sn+1 = {εn+1 , εp

n+1, σn+1, ε̄n+1} au temps tn+1 résultant d’un incrément de déformation
connu ∆εn (résultant d’une itération élastoplastique globale) et connaissant l’état mécanique précé-
dent Sn = {εn , εp

n, σn, ε̄n} au temps tn.

Comme nous l’avons vu précédemment, le critère de plasticité et la loi d’écoulement sont discrétisés
de manière implicite par rapport à εp et ε̄, et de manière explicite par rapport à f et P ; les équations
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discrétisées du problème élasto-plastique s’écrivent donc :

σn+1 = C : εe
n+1 = σn + C : (∆εn −∆εpn) = σelas

n+1 − C : ∆εp
n

Φ(σn+1, fn,Pn, σ̄n+1) = σn+1 : Qn : σn+1
σ̄2
n+1

+ 2q(1 + gn)(fn + gn)∗ cosh
(Hn : σn+1

σ̄n+1

)
−(1 + gn)2 − q2(fn + gn)∗2 ≤ 0

∆εp
n = ∆λn

∂Φ
∂σ

(σn+1, fn,Pn, σ̄n+1)

= ∆λn

[
2Qn : σn+1

σ̄2
n+1

+ 2q(1 + gn)(fn + gn)∗ Hn

σ̄n+1
sinh

(Hn : σn+1
σ̄n+1

)]
σ̄n+1 = σ(ε̄n+1 + ∆ε̄n)

∆λn ≥ 0

∆λnΦ(σn+1, fn,Pn, σ̄n+1) = 0

(1− f)σ̄n+1∆ε̄n = σn+1 : ∆εpn
(1.15)

où σelas
n+1 = σn + C : ∆εn est le prédicteur élastique résultant de l’incrément de déformation ∆εn

considéré fictivement comme purement élastique.

1.3.3 Algorithme de projection

Le traitement de l’écrouissage est réalisé par une méthode de point fixe : (i) on suppose que
σ̄n+1 = σ̄n ; (ii) on calcule ensuite εp

n+1, σn+1, ε̄n+1 avec cette valeur initiale de σ̄n+1 ; (iii) on déduit
de l’équation (1.15)8 une estimation raffinée de σ̄n+1 ; (iv) on poursuit la procédure jusqu’à ce que
σ̄n+1 soit stationnaire. (En pratique, la méthode du point fixe converge rapidement car la variation de
la limite d’élasticité d’un instant au suivant est faible).

Le problème se réduit donc à la détermination de εp
n+1, σn+1, ε̄n+1 pour une valeur fixe de σ̄n+1 ;

de manière classique, la démarche de projection repose sur une prédiction élastique, suivie ou non
d’une correction plastique.

Prédiction élastique Si Φ(σelas
n+1, fn,Pn, σ̄n+1) ≤ 0 alors l’évolution est purement élastique. L’état

mécanique final vaut donc :  σn+1 = σelas
n+1

εp
n+1 = εp

n.
(1.16)

Correction elastoplastique En revanche, si Φ(σelas
n+1, fn,Pn, σ̄n+1) > 0, la prédiction élastique n’est

pas plastiquement admissible. Une correction plastique est donc à apporter, sachant que la contrainte
finale σn+1 doit satisfaire le critère de plasticité ; cela se traduit par la relation Φ(σn+1, fn,Pn, σ̄n+1) =
0. La difficulté majeure est la détermination de l’incrément de multiplicateur plastique.

Réécrivons σn+1 en utilisant la loi d’écoulement :

σn+1 = σelas
n+1 −∆λnC :

[
2Qn : σn+1

σ̄2
n+1

+ 2q(1 + gn)(fn + gn)∗ Hn

σ̄n+1
sinh

(Hn : σn+1
σ̄n+1

)]
. (1.17)
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Il vient donc :

σn+1 =
(
I + 2 ∆λn

σ̄2
n+1

C : Qn

)−1 [
σelas
n+1 − 2q(1 + gn)(fn + gn)∗∆λn

σ̄n+1
C : Hn sinh

(Hn : σn+1
σ̄n+1

)]
. (1.18)

Dans cette expression, on remarque que σn+1 dépend de lui-même à travers l’argument du sinus
hyperbolique. Introduisons une nouvelle inconnue, scalaire, que l’on reliera à σn+1. Notons

σh = H : σn+1 (1.19)

cette inconnue scalaire. L’idée est d’écrire le critère Φ(σn+1, fn,Pn, σ̄n+1) = 0 en utilisant cette nou-
velle variable σh, ce qui nous fournira une équation qui dépendra de deux inconnues ∆λn et σh. On
obtient ainsi :(

I + 2 ∆λn
σ̄2
n+1

C : Qn

)−1

:
[
σelas
n+1 − 2q(1 + gn)(fn + gn)∗∆λn

σ̄n+1
C : Hnsinh

(
σh
σ̄n+1

)]
: Qn :(

I + 2 ∆λn
σ̄2
n+1

C : Qn

)−1

:
[
σelas
n+1 − 2q(1 + gn)(fn + gn)∗∆λn

σ̄n+1
C : Hnsinh

(
σh
σ̄n+1

)]
+ 2q(1 + gn)(fn + gn)∗ cosh

(
σh
σ̄n+1

)
− (1 + gn)2 − q2(fn + gn)∗2 = 0. (1.20)

Cette équation scalaire dépend bien uniquement de ∆λn et σh. Nous la noterons F (∆λn, σh) = 0.
Réécrivons maintenant la relation entre σh et σn+1 :

σh−H :
(
I + 2 ∆λn

σ̄2
n+1

C : Qn

)−1

:
[
σelas
n+1 − 2q(1 + gn)(fn + gn)∗∆λn

σ̄n+1
C : Hnsinh

(
σh
σ̄n+1

)]
= 0, (1.21)

ce qui constitue une deuxième équation scalaire portant sur les deux inconnues ∆λn et σh, et que nous
noterons G(∆λn, σh) = 0.

Finalement, le problème de projection se réduit à la résolution de deux équations non linéaires
portant sur les inconnues ∆λn et σh :  F (∆λn, σh) = 0

G(∆λn, σh) = 0.
(1.22)

Ces équations peuvent être résolues en utilisant une méthode de Newton. Une fois ∆λn et σh
connus, on détermine σn+1 par la relation

σn+1 =
(
I + 2 ∆λn

σ̄2
n+1

C : Qn

)−1

:
[
σelas
n+1 − 2q(1 + gn)(fn + gn)∗∆λn

σ̄n+1
C : Hnsinh

(
σh
σ̄n+1

)]
. (1.23)

L’incrément de déformation plastique est ensuite obtenu en utilisant l’équation (1.15)4.

1.3.4 Actualisation des paramètres internes

Une fois que la convergence de l’étape globale est assurée, on peut actualiser les paramètres internes.
L’incrément de porosité est donné par

∆fn = (1− fn)tr∆εp
n. (1.24)

L’incrément de la forme quadratique ∆Pn s’écrit

∆Pn = −Pn : (∆εv
n + ∆ωv

n)− (∆εv
n + ∆ωv

n)T : Pn (1.25)
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où ∆εv
n et ωv

n sont respectivement les incréments de déformation et de rotation du vide. Ces incréments
sont reliés à l’incrément de déformation plastique ∆εp

n et à l’incrément de rotation total ∆ωn par les
équations suivantes :  ∆εv

n = Ln : ∆εp
n

∆ωv
n = ∆ωn + Rn : ∆εp

n.
(1.26)

Les paramètres internes finaux valent donc fn+1 = fn + ∆fn

Pn+1 = Pn + ∆Pn.
(1.27)

1.3.5 Mise en oeuvre pratique

Dans le cadre de cette thèse, le modèle a été implémenté dans le code de calcul commercial
SYSTUS R© développé par ESI Group (∼ 2000 lignes de code).

Des programmes “open access” ont également été développés (en dehors du cadre de cette thèse),
basés sur ceux développés pour SYSTUS R©. Une routine UMAT a notamment été écrite, permettant
d’utiliser le modèle dans le code de calcul ABAQUS R©. Ces programmes seront prochainement rendus
disponibles librement sur Internet.

1.4 Rupture ductile en cisaillement : comparaisons avec des calculs
micromécaniques

Dans cette section, nous allons comparer les prédictions du modèle ML avec des calculs microméca-
niques en cisaillement (Tvergaard, 2009; Tvergaard and Nielsen, 2010; Nielsen et al., 2012; Tvergaard,
2012, 2015). Dans ces simulations, on observe numériquement un adoucissement du matériau, même
pour du cisaillement pur ; dans ce cas de figure, la cavité se referme et la porosité diminue pour tendre
vers zéro. Il est clair que le modèle de Gurson (1977) ne pourra jamais prédire d’adoucissement si la
porosité diminue, ce qui motive la prise en compte des effets de forme des cavités qui jouent un rôle
important dans l’apparition de l’adoucissement.

Les prédictions du modèle ML sont obtenues en appliquant le modèle à une maille unique, pour
les mêmes trajets de chargement que ceux considérés dans les simulations micromécaniques. Nous
utilisons le code de calcul SYSTUS R© pour calculer les prédictions du modèle.

1.4.1 Cavités initialement sphériques

Nous allons comparer les prédictions du modèle ML avec des résultats de simulations microméca-
niques (Nielsen et al., 2012) pour des cavités initialement sphériques.

Descriptif des simulations Le VER considéré par Nielsen et al. (2012) est un parallélépipède de
côtés 2A0, 2B0 et 2C0 contenant une cavité sphérique de rayon R0 (voir Figure 1.1a). Le VER est en
déformation plane dans la direction e3, ce qui signifie que les deux bords à x3 = ±C0 ont un dépla-
cement suivant e3 nul. Les conditions aux limites sur les bords à x1 = ±A0 sont périodiques. Enfin
le bord à x2 = B0 reste plan et se déplace de U1 et U2 respectivement suivant e1 et e2 (voir Figure
1.1b), le bord à x2 = −B0 restant fixe. (Cela équivaut quasiment à des conditions périodiques si B0
est suffisamment grand). Le rapport U2/U1 est ajusté de façon à imposer le rapport κ = Σ22/Σ12,
caractérisant la part de cisaillement. Le contact entre les faces de la cavité a été pris en compte dans
les simulations micromécaniques 3D par une méthode classique de pénalisation (Nielsen et al., 2012).
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Le matériau obéit à une loi d’écrouissage du type σ(ε) = σ0(1 + Eε
σ0

)n et les valeurs considérées
sont : module d’Young, E = 200 GPa ; coefficient de Poisson, ν = 0.3 ; limite d’élasticité, σ0 = 400
MPa ; exposant d’écrouissage n = 0.2 ; B0/A0 = 4 ; C0 = A0 ; R0/A0 = [0.3; 0.5], correspondant à une
porosité initiale f0 = [0.0032; 0.0165]

On étudie l’évolution de la contrainte de cisaillement Σ12, de la porosité, des axes et de l’inclinaison
de la cavité (angle θ sur la Figure 1.1b) en fonction de l’angle de cisaillement Ψ défini par tan(Ψ) =
U1/(2B0 + U2), pour plusieurs valeurs du rapport κ.

2A0

2C0

2B0

2R0

e2

e1
e3

(a) Paramètres géomé-
triques

U1

U2

e2

e1

θ

(b) Déformée

Figure 1.1: VER considéré par Nielsen et al. (2012)

Résultats pour une porosité initiale modérée Nous comparons Figures 1.2a-e les prédictions
du modèle ML avec les calculs numériques de Nielsen et al. (2012), respectivement pour la contrainte
de cisaillement, la porosité normalisée, l’orientation de la cavité et les axes normalisés, pour une po-
rosité initiale f0 = 0.0165.

La contrainte de cisaillement est très bien reproduite par le modèle ; il faut cependant noter que
ce très bon accord n’a été rendu possible qu’en calibrant les paramètres (f + g)c et δ intervenant dans
la modélisation heuristique de la coalescence (voir Table 1.1). La porosité critique dépend quelque
peu du chargement, en accord avec les observations de Koplik and Needleman (1988); Perrin (1992)
dans le cas d’un chargement sans cisaillement. L’évolution de la porosité prédite par le modèle est en
bon accord avec celle des résultats numériques ; en particulier elle décroît lorsque κ diminue, c’est à
dire lorsque le chargement tend à devenir un cisaillement pur. L’angle d’orientation de la cavité et les
axes sont quant à eux qualitativement reproduits. On remarque notamment que les trois axes sont
différents, ce qui souligne la nécessité de prendre en compte des cavités ellipsoïdales générales dans le
modèle.

κ 1.5 1.25 1 0.75 0.5 0.25

(f + g)c 0.032 0.035 0.039 0.043 0.047 0.051

δ 8 8 8 8 8 8

Table 1.1: Paramètres de coalescence pour une cavité initialement sphérique de porosité initiale
f0 = 0.0165.
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Figure 1.2: Evolutions de la contrainte de cisaillement, de la porosité, de l’orientation du vide et
des axes normalisés en fonction de l’angle de cisaillement pour des cavités initialement sphériques. La
porosité initiale vaut f0 = 0.0165.

Résultats pour une porosité initiale faible Des résultats complémentaires concernant la poro-
sité, l’angle d’orientation de la cavité et les axes sont représentés Figures 1.3a-d, pour une porosité
initiale f0 = 0.0032.

Les prédictions du modèle sont particulièrement bonnes dans ce cas, que ce soit pour l’évolution
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Figure 1.3: Evolutions de la porosité, de l’orientation du vide et des axes normalisés en fonction de
l’angle de cisaillement pour des cavités initialement sphériques. La porosité initiale vaut f0 = 0.0032.

de la porosité ou des axes. L’orientation du vide est moins bien reproduite, mais les tendances sont
respectées.

1.4.2 Cavités initialement cylindriques à base circulaire

Nous allons comparer les prédictions du modèle ML avec des résultats de simulations microméca-
niques (Nielsen et al., 2012) pour des cavités initialement cylindriques à base circulaire.

Descriptif des simulations Le VER considéré par Nielsen et al. (2012) est un parallélépipède de
côtés 2A0, 2B0, 2C0 arbitraire, contenant une cavité cylindrique circulaire de rayon R0 (voir Figure
1.4). Comme précédemment, les déplacements sont ajustés pour fixer le rapport κ = Σ22/Σ12.
Le contact entre les faces de la cavité a été pris en compte dans les simulations micromécaniques 2D
de manière approximative en appliquant des forces à la surface du vide lorsque le rapport d’aspect
moyen du vide atteint une valeur limite minimum (Tvergaard, 2012). Notons l la plus grande distance
entre deux noeuds de la surface du vide et w = Vv/l la largeur moyenne du vide, où Vv est son volume
(par unité de longueur suivant la direction x3). Lorsque le rapport d’aspect du vide w/l atteint une
valeur limite minimum ρ, des forces sont appliquées à la surface du vide de façon à assurer l’inégalité

w/l ≥ ρ. (1.28)
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Les prédictions obtenues en utilisant cette procédure de pseudo-contact ont été comparées avec celles
obtenues en prenant en compte complètement le contact (Dahl et al., 2012) : un bon accord a été
observé entre les deux approches, validant ainsi la procédure de pseudo-contact. Notons que les don-
nées relatives à la géométrie de la cavité (porosité, axes et orientation) n’ont plus vraiment de sens
lorsque le pseudo-contact commence à cause de la relation (1.28) qui impose une valeur minimum
pour le rapport d’aspect. Par conséquent, les courbes des paramètres géométriques (porosité, axes et
orientation) seront arrêtées à l’apparition du pseudo-contact.

Le matériau obéit à une loi d’écrouissage du type σ(ε) = σ0(1 + Eε
σ0

)n. Les valeurs considérées
pour les paramètres sont : module d’Young, E = 200 GPa ; coefficient de Poisson, ν = 0.3 ; limite
d’élasticité, σ0 = 400 MPa ; exposant d’écrouissage n = 0.2 ; B0/A0 = 4 ; C0 = A0 ; R0/A0 = 0.29,
correspondant à une porosité initiale f0 = 0.0165.

Comme précédemment, on étudie l’évolution de la contrainte de cisaillement Σ12, de la porosité,
des axes et de l’inclinaison de la cavité en fonction de l’angle de cisaillement Ψ, pour plusieurs valeurs
du rapport κ.

2A0

2B0

2R0

e2

e1

Figure 1.4: VER considéré par Nielsen et al. (2012)

Résultats pour une porosité initiale modérée Nous comparons figures 1.5a-e les prédictions du
modèle ML avec les calculs numériques de Nielsen et al. (2012), respectivement pour la contrainte de
cisaillement, la porosité normalisée, l’orientation de la cavité et les axes normalisés, pour une porosité
initiale f0 = 0.0165.

Comme précédemment, la contrainte de cisaillement est bien reproduite par le modèle. Ce très bon
accord n’a été rendu possible ici encore qu’en calibrant les paramètres (f + g)c et δ intervenant dans
la modélisation heuristique de la coalescence (voir Table 1.2) : la porosité critique dépend encore un
peu du chargement. L’évolution de la porosité est moins bien reproduite dans ce cas mais la tendance
globale est cependant bien respectée. Les axes quant à eux sont qualitativement bien reproduits.
Enfin, une erreur un peu plus nette est observée pour l’orientation du vide, mais les résultats restent
acceptables.

1.4.3 Cavités initialement cylindriques à base elliptique

Nous allons maintenant comparer les prédictions du modèle ML avec des résultats de simulations
micromécaniques de Tvergaard (2015) pour des cavités initialement cylindriques à base elliptique. Ces
simulations mettent en évidence un fort effet de la forme initiale du vide, qu’il est intéressant de
reproduire.
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Figure 1.5: Evolutions de la contrainte de cisaillement, de la porosité, de l’orientation du vide et des
axes normalisés en fonction de l’angle de cisaillement pour des cavités initialement cylindriques à base
circulaire. La porosité initiale vaut f0 = 0.0165.

Descriptif des simulations Le VER considéré par Tvergaard (2015) est un parallélépipède de
côtés 2A0, 2B0, 2C0 arbitraire, contenant une cavité cylindrique elliptique de demi-axes R1 et R2
(voir Figure 1.6a). On note α = R1/R2 le rapport de forme de la cavité. Les conditions aux limites
sur les bords à x1 = ±A0 et x2 = ±B0 sont cette fois totalement périodiques (voir Figure 1.6b).
Les déplacements Ubot

1 , U top
1 et U2 sont ajustés de façon à imposer Σ11/Σ12 = 0.1 et Σ22/Σ11 = 3,
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κ 1.5 1.25 1 0.75 0.5 0.25

(f + g)c 0.035 0.04 0.047 0.058 0.068 0.08

δ 15 15 15 15 15 15

Table 1.2: Paramètres de coalescence pour une cavité initialement cylindrique à base circulaire de
porosité initiale f0 = 0.0165.

soit κ = Σ22/Σ12 = 0.3. Comme précédemment, le contact entre les faces de la cavité a été pris en
compte dans les simulations micromécaniques 2D de manière approximative en appliquant des forces
à la surface du vide lorsque le rapport d’aspect moyen du vide atteint une valeur limite minimum ; par
conséquent, les courbes des paramètres géométriques (porosité, axes et orientation) seront arrêtées à
l’apparition du pseudo-contact.

Le matériau suit la même loi d’écrouissage que pour les cas précédents. Les valeurs considérées
pour les paramètres sont : module d’Young, E = 200 GPa ; coefficient de Poisson, ν = 0.3 ; limite
d’élasticité, σ0 = 400 MPa ; exposant d’écrouissage n = 0.1 ; B0/A0 = 2 ; α = [0.25; 0.5; 1; 2; 4],
correspondant à une porosité initiale f0 = 0.02452 dans tous les cas.

On étudie l’évolution de la contrainte de cisaillement Σ12, de la porosité, des axes et de l’inclinaison
de la cavité en fonction de F12 = U top

1 /(2B0), pour plusieurs valeurs du rapport κ.

2A0

2B0 2R2

e2

e1

2R1

(a) Paramètres géométriques

U top
1

U2

e2

e1

θ

Ubot
1

(b) Déformée

Figure 1.6: VER considéré par Tvergaard (2015)

Résultats pour une porosité initiale modérée Nous comparons figures 1.7a-c et 1.8a-d les
prédictions du modèle ML avec les calculs numériques de Tvergaard (2015), respectivement pour la
contrainte de cisaillement, la porosité normalisée, l’orientation de la cavité et les axes normalisés, pour
une porosité initiale f0 = 0.02452.

La contrainte de cisaillement est encore une fois très bien reproduite par le modèle ML, y compris
la forte influence du rapport de forme α de la cavité. Il faut noter que les paramètres de coalescence
sont cette fois ci (légèrement) ajustés en fonction de la forme initiale (voir Table 1.3). Les évolutions
des axes et de l’inclinaison de la cavité sont qualitativement bien reproduites par le modèle. L’évolution
de la porosité quant à elle est moins bien reproduite ; dans certains cas, les tendances ne sont même
pas captées. Les variations de porosité restent cependant peu importantes. Il est fort probable que les
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limites du modèle aient été atteintes : l’hypothèse de cavités ellipsoïdales faite dans le modèle n’est
plus valide compte tenu de la forme complexe des cavités dans les simulations micromécaniques (voir
la Figure 5b de Tvergaard (2015)). Enfin, il faut noter que nous avons adopté les valeurs clim/c0 =
[0.8; 0.6] pour les cas α = [0.25; 0.5] pour empêcher la cavité de se refermer, en accord avec la
procédure de pseudo-contact utilisée par Tvergaard (2015). Notre modélisation de la refermeture des
cavités étant simpliste, elle introduit probablement des erreurs.

α 0.25 0.5 1 2 4

(f + g)c 0.16 0.13 0.095 0.074 0.105

δ 15 15 15 9 8

Table 1.3: Paramètres de coalescence pour une cavité initialement cylindrique à base elliptique de
porosité initiale f0 = 0.02452.
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Figure 1.7: Evolutions de la contrainte de cisaillement, de la porosité et de l’orientation du vide pour
des cavités initialement cylindriques à base elliptique. La porosité initiale vaut f0 = 0.02452.

1.4.4 Discussion

Le modèle de Madou-Leblond (Madou and Leblond, 2012a,b, 2013; Madou et al., 2013) permet
de reproduire les calculs micromécaniques avec cisaillement intense (Tvergaard, 2009; Tvergaard and
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Figure 1.8: Evolutions des axes pour des cavités initialement cylindriques à base elliptique. La porosité
initiale vaut f0 = 0.02452.

Nielsen, 2010; Nielsen et al., 2012; Tvergaard, 2012, 2015). L’adoucissement de la contrainte est en
particulier très bien reproduit par le modèle. Les évolutions de la porosité, des axes de la cavité ainsi
que son orientation sont en général bien reproduites. L’effet important de la forme initiale du vide est
bien capté.
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Il faut noter que l’apparition de l’adoucissement est permis grâce à une modélisation heuristique
de la coalescence (Tvergaard and Needleman, 1984) portant sur le paramètre f + g lié à la porosité
et à la forme des cavités ; cette modélisation a nécessité un recalage de la porosité critique (f + g)c,
dépendant quelque peu du chargement et de la forme initiale, en accord avec les observations de Koplik
and Needleman (1988); Perrin (1992).

Ces résultats soulignent l’importance des effets de forme sur la prédiction de la rupture ductile en
présence de cisaillement, là où le modèle de Gurson (1977) ne prédit pas d’adoucissement. Le modèle
ML étant maintenant validé sur ces cas élémentaires, nous pouvons passer à l’étude de la rupture
ductile en présence de cisaillement sur une structure complexe.

1.5 Rupture ductile en cisaillement : comparaisons avec des expé-
riences sur des éprouvettes “butterfly”

Mohr et al. (2010); Dunand and Mohr (2011a,b) ont récemment développé une technique expé-
rimentale pour étudier la rupture ductile de structures métalliques minces. Leur approche revisite
celle de Mohr and Oswald (2007), basée sur le chargement bi-axial d’une éprouvette de type “butter-
fly”, en optimisant la forme de l’éprouvette (Dunand and Mohr, 2011b). Couplée avec un système de
deux actionneurs (Mohr and Henn, 2007), cette technique permet de conduire des essais de rupture
pour des trajets de chargement non-linéaires et non-monotones, pour des états de contrainte allant du
cisaillement pur à la traction en déformation plane transverse (Dunand and Mohr, 2011a,b).

1.5.1 Présentation des expériences de Dunand and Mohr (2011a,b)

Les expériences bi-axiales sont conduites avec un système de deux actionneurs permettant d’ap-
pliquer une combinaison de chargements normal et transverse (voir Figure 1.9). Le rapport de la force
verticale FV et de la forme horizontale FH est caractérisé par l’angle de chargement bi-axial β :

tanβ = FV
FH

, (1.29)

où β = 0̊ correspond au cisaillement pur et β = 90̊ à la traction. Quatre différents chargements
ont été considérés : β = 0̊ (cisaillement pur), β = 25̊ (cisaillement majoritaire), β = 63̊ (traction
majoritaire) et β = 90̊ (traction). Les expériences ont été menées avec un contrôle en force pour
assurer β constant. Pour les cas β = 63̊ et β = 90̊ , le contrôle en force est cependant changé en
contrôle en déplacement après le début de la striction : les déplacements imposés sont choisis de façon
à assurer β quasiment constant.

L’éprouvette considérée dans les expériences bi-axiales est une éprouvette butterfly (voir Figure
1.10), dont la partie centrale évidée est délimitée par un épaulement de forme clothoidale. L’éprouvette
a été conçue de manière à concentrer la déformation dans la partie centrale pour que la fissure s’initie
dans cette zone (Dunand and Mohr, 2011b).

Le matériau considéré est un acier à haute résistance TRIP780 (Transformation-Induced Plasti-
city). Cette famille d’aciers est connue pour sa remarquable combinaison de résistance et de ductilité.
Cet acier possède une microstructure complexe multiphasée composée de ferrite, de bainite et de mar-
tensite. De plus il contient environ 6% d’austénite résiduelle. Le comportement plastique du matériau
a été caractérisé par Mohr et al. (2010), qui ont proposé de le modéliser par un modèle orthotrope de
plasticité. Pour des aciers de type TRIP600, Uthaisangsuk et al. (2009) ont déterminé expérimentale-
ment par SEM et spectroscopie X-Ray une porosité initiale de 6.10−4. De plus, l’austénite résiduelle
se transforme en martensite après une certaine déformation, entraînant la nucléation de nouvelles ca-
vités. Uthaisangsuk et al. (2009) ont déterminé que la porosité de la deuxième population de cavités
est environ égale à 80% de l’austénite résiduelle (soit ∼ 5.10−2), après une déformation de 0.2. On
peut supposer que ces données sont approximativement valables pour un acier TRIP780.
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Figure 1.9: Schéma du système expérimental (Dunand and Mohr, 2011a,b).

Figure 1.10: Schéma de l’éprouvette considérée (Dunand and Mohr, 2011a,b).

Pour chaque cas de chargement deux courbes force-déplacement sont mesurées : (i) la force horizon-
tale en fonction du déplacement horizontal et (ii) la force verticale en fonction du déplacement vertical.
Des photographies des spécimens fracturés ou quasi-fracturés sont également fournies permettant de
localiser la fissure.
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1.5.2 Présentation des simulations numériques

On considère donc une demi-éprouvette 1 soumise sur ses bords supérieur et inférieur à des dépla-
cements uniformes, respectivement ux et uy (voir Figure 1.11) ; les déplacements sont imposés de façon
à ajuster le rapport souhaité β. Le maillage de l’éprouvette butterfly, composé de 71986 éléments et
82479 noeuds, est partiellement représenté Figure 1.12. Ce maillage est particulièrement raffiné dans
la zone d’intérêt, c’est à dire au centre de l’éprouvette. On utilise des éléments C3D8 sélectivement
sous-intégrés (méthode dite B̄ (Hughes, 1980)) et C3D6 adaptés aux problèmes de plasticité incom-
pressible ou quasi-incompressible.

coupe AA

A

A

uy

ux

Figure 1.11: Eprouvette butterfly et conditions aux limites.

Figure 1.12: Maillage de l’éprouvette butterfly.

On utilise les valeurs fournies par Dunand and Mohr (2011b) pour les caractéristiques élastiques
du matériau (voir Table 1.4). La loi d’écrouissage considérée dans le modèle a été calibrée par Dunand
and Mohr (2011b), et est modélisée par une loi de Swift modifiée :

σ(ε) = K(ε+ ε0)n (1.30)

où les valeurs numériques des paramètres K, ε0 et n sont données dans la Table 1.4.

1. Nous remercions vivement Dirk Mohr pour nous avoir fourni toute la mise en données (maillage et conditions aux
limites) du problème numérique.
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Le point délicat de notre étude concerne le choix des valeurs à prendre pour la porosité initiale
f0 et les paramètres de coalescence. D’après Uthaisangsuk et al. (2009), il y a deux populations de
cavités, une initiale de porosité 6.10−4 et une apparaissant après une certaine déformation, de porosité
5.10−2. Dans le modèle, nous ne prenons pas en compte la nucléation continue des cavités, si bien
qu’il faut prendre une porosité initiale intermédiaire entre les deux valeurs précédentes ; on choisit
arbitrairement la porosité initiale f0 = 5.10−3 qui est raisonnable pour les alliages métalliques. La
valeur prise pour la “porosité critique” vaut quant à elle 10−2, permettant de reproduire au mieux
les résultats expérimentaux. Enfin, nous adoptons les valeurs δ = [4; 4; 9; 9] correspondant aux cas
β = [90̊ ; 63̊ ; 25̊ ; 0̊ ] pour le paramètre caractérisant l’accélération de la croissance de la porosité ; la
valeur de ce paramètre est prise plus élevée en présence de cisaillement, en accord avec les résultats de
la section 1.4. La Table 1.4 synthétise toutes les valeurs des paramètres du modèle considérées dans
les calculs numériques.

E [MPa] ν [-] f0 [-] Pij [-] q [-] (f + g)c [-] δ [-] K [MPa] ε0 [-] n [-]

185 000 0.3 5.10−3 δij 1.5 10−2 [4 ; 9] 1460 1.63.10−3 0.204

Table 1.4: Valeurs des paramètres considérées pour le modèle de Madou-Leblond.

On s’intéresse à deux aspects :

1. L’évolution de la force horizontale FH en fonction du déplacement horizontal ux et de la force
verticale FV en fonction du déplacement vertical uy.

2. Le lieu de l’amorçage de la fissure, à travers les répartitions de la déformation principale et du
paramètre d’endommagement d.

1.5.3 Résultats

Les simulations numériques ont été effectuées avec le logiciel commercial ABAQUS R©. Ces calculs
ont nécessité entre 350 et 1250 pas de chargement, pour des durées allant de 10h à 40h (en parallélisant
sur 4 processeurs).

Courbes force-déplacement Les courbes d’évolution des forces en fonction des déplacements sont
représentées Figures 1.13a-b pour les quatre cas de chargement β = [0̊ ; 25̊ ; 63̊ ; 90̊ ].

Dans l’ensemble, les résultats expérimentaux sont très bien reproduits par le modèle ML, pour
toutes les valeurs de β. On remarque cependant quelques différences :

– Pour l’ensemble des cas considérés, les forces numériques ne coïncident pas parfaitement avec
les forces expérimentales, même au tout début de la phase plastique. Cette différence s’explique
par l’hypothèse d’isotropie utilisée dans le modèle ML. En effet, Dunand and Mohr (2011b) ont
montré que le matériau TRIP780 était anisotrope et par conséquent le modèle ML ne peut pas
parfaitement reproduire les courbes expérimentales (même lorsque l’endommagement est faible).

– La ruine finale dans les calculs numériques ne coïncide pas parfaitement avec celle observée
expérimentalement. Cette différence est due à la modélisation heuristique de la coalescence.
Nous aurions pu, comme dans la section 1.4, recaler légèrement la porosité critique pour que
les résultats numériques coïncident exactement avec les résultats expérimentaux ; en raison du
temps de calcul coûteux (∼ 20h par calcul), nous avons préféré opter pour une valeur constante
du paramètre (f + g)c.

– Notons également que la rupture finale est instable (aussi bien expérimentalement que numé-
riquement), ce qui se traduit par un adoucissement extrême des contraintes (pente verticale
de la courbe force-déplacement) ; nous reproduisons Figure 1.14a-f la phase finale des courbes
numériques, mettant en évidence ce phénomène. Il est remarquable que les calculs numériques
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reproduisent un tel comportement observé expérimentalement.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

5

10

15

20

25

30

Vertical displacement [mm]

V
er
ti
ca
l
fo
rc
e
[k
N
]

 

 

Exp.
ML

β = 25◦

β = 63◦

β = 90◦

(a) Force verticale en fonction du déplacement vertical

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

Horizontal displacement [mm]

H
o
ri
zo
n
ta
l
fo
rc
e
[k
N
]

 

 

Exp.
ML

β = 63◦

β = 25◦

β = 0◦

(b) Force horizontale en fonction du déplacement ho-
rizontal

Figure 1.13: Courbes force-déplacement.
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(d) FH vs. ux (β = 25̊ )
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(e) FH vs. ux (β = 63̊ )
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(f) FH vs. ux (β = 0̊ )

Figure 1.14: Courbes force-déplacement numériques (zoom sur la partie finale).

Lieu de la fissure Le lieu d’amorçage de la fissure est représenté Figures 1.15, 1.16, 1.17 et 1.18,
respectivement pour β = [90̊ ; 63̊ ; 25̊ ; 0̊ ]. On représente notamment (a) une photographie de l’éprou-
vette quasi-rompue ou complètement rompue suivant les cas (d’après Dunand and Mohr (2011b)) ; (b)
la répartition de la déformation principale maximale (à l’instant final de la simulation numérique) ;
(c) la répartition du paramètre d’endommagement d au bord de l’éprouvette (à l’instant final de la si-
mulation numérique) ; (d) la répartition du paramètre d’endommagement d au centre de l’éprouvette
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(à l’instant final de la simulation numérique). On représente aussi la répartition de la déformation
principale maximale et du paramètre d’endommagement ainsi que le maillage déformé dans le plan de
coupe AA pour le cas β = 63̊ , respectivement Figures 1.19a, 1.19b et 1.19c.

Le lieu d’amorçage de la fissure est dans l’ensemble très bien reproduit par le modèle ML. Quelques
remarques peuvent être faites à ce stade :

– Dans toutes ces simulations, l’augmentation de l’endommagement est initiée à l’intérieur de
l’éprouvette avec des valeurs extrêmement élevées dans certains éléments allant presque jusqu’à
100% (voir Figure 1.19b). Cela suggère que la fissure est initiée à l’intérieur de l’éprouvette puis
se propage ensuite vers le bord libre.

– Il n’est pas possible d’avoir une fissure complète comme dans les expériences (c’est à dire une zone
importante avec d = 1) car le calcul devient instable et s’arrête. (Mais cette instabilité numérique
correspond, rappelons-le, aux observations expérimentales). Cela est dû à l’adoucissement brutal
des contraintes pour une augmentation du déplacement nulle (voir Figures 1.14a-f).

– La répartition de la déformation principale équivalente suggère que la localisation macrosco-
pique, due à l’amincissement central de l’éprouvette, entraîne une augmentation importante de
l’endommagement et permet ainsi l’apparition de la coalescence dès que le seuil (f + g)c est
dépassé : en d’autres termes, la localisation macroscopique entraîne la localisation microsco-
pique et donc la ruine du matériau. Ce phénomène reste à approfondir en utilisant un modèle
micromécanique, plus raffiné, de coalescence.

– Dans les cas β = [90̊ ; 63̊ ; 25̊ ], l’endroit où l’endommagement est maximal dans les simula-
tions numériques coïncide presque parfaitement avec la position expérimentale de l’amorce de la
fissure.

– Dans le cas β = 0̊ , il n’y a pas de localisation nette de la déformation ni de l’endommagement :
la fissure n’est donc pas très bien décrite. Il faut noter cependant que le calcul devient quand
même instable et s’arrête, ce qui suggère que la ruine est bien atteinte. Comme cela a été expli-
qué précédemment, il faudrait poursuivre cette analyse en utilisant un modèle micromécanique
de coalescence qui permettrait peut-être d’obtenir la localisation de l’endommagement.

Comparaison avec le critère de Gurson Une simulation dans le cas β = 0̊ a également été
effectuée en utilisant le modèle de Gurson 2. La courbe force-déplacement horizontale et la distribution
de l’endommagement (à l’instant correspondant à l’instant final dans la simulation avec le modèle ML)
sont représentées Figures 1.20a et 1.20b : on constate qu’en utilisant le modèle de Gurson il n’y a pas
d’adoucissement ni d’augmentation de l’endommagement. La prédiction de la rupture en cisaillement
n’est donc pas possible en utilisant le modèle de Gurson 3 car ce modèle ne prend pas en compte
l’adoucissement dû aux effets de forme.

Il faut cependant noter qu’en utilisant la modification heuristique de l’évolution de la porosité de
Nahshon and Hutchinson (2008), le modèle de Gurson avait permis de reproduire le cas β = 0̊ (voir
la Figure 6b de Dunand and Mohr (2011a)).

2. Il faut noter que nous n’avons pas développé spécifiquement une routine pour le modèle de Gurson : nous avons
simplement adapté la routine du modèle ML en commentant les parties relatives à l’actualisation des axes. Ainsi les
cavités initialement sphériques le demeurent.

3. Notons cependant qu’en poursuivant la simulation avec le modèle de Gurson, la rupture pourrait survenir car le
rapport β de l’expérience n’est plus assuré par les déplacements imposés ; une traction irréaliste apparaît et provoque
une augmentation de la porosité.
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(a) Spécimen quasi-rompu (d’après Dunand and Mohr (2011b)). Le cercle noir correspond à l’amorce de la fissure.

(b) Répartition de la déformation principale maximale (au bord de l’éprouvette)

(c) Répartition du paramètre d’endommagement (au bord de l’éprouvette)

(d) Répartition du paramètre d’endommagement (au centre de l’éprouvette)

Figure 1.15: Lieu de la fissure pour le cas β = 90̊ .
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(a) Spécimen quasi-rompu (d’après Dunand and Mohr (2011b)). Le cercle noir correspond à l’amorce de la fissure.

(b) Répartition de la déformation principale maximale (au bord de l’éprouvette)

(c) Répartition du paramètre d’endommagement (au bord de l’éprouvette)

(d) Répartition du paramètre d’endommagement (au centre de l’éprouvette)

Figure 1.16: Lieu de la fissure pour le cas β = 63̊ .
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(a) Spécimen rompu (d’après Dunand and Mohr (2011b)). Le cercle noir correspond à l’amorce de la fissure.

(b) Répartition de la déformation principale maximale (au bord de l’éprouvette)

(c) Répartition du paramètre d’endommagement (au bord de l’éprouvette)

(d) Répartition du paramètre d’endommagement (au centre de l’éprouvette)

Figure 1.17: Lieu de la fissure pour le cas β = 25̊ .
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(a) Spécimen rompu (d’après Dunand and Mohr (2011b)). Le cercle noir correspond à l’amorce de la fissure.

(b) Répartition de la déformation principale maximale (au bord de l’éprouvette)

(c) Répartition du paramètre d’endommagement (au bord de l’éprouvette)

(d) Répartition du paramètre d’endommagement (au centre de l’éprouvette)

Figure 1.18: Lieu de la fissure pour le cas β = 0̊ .
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(a) Répartition de la
déformation principale
maximale (coupe AA)

(b) Répartition du
paramètre d’endom-
magement (coupe
AA)

(c) Zoom sur
le maillage
déformé (coupe
AA)

Figure 1.19: Résultats complémentaires pour le cas β = 63̊ .
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Figure 1.20: Résultats complémentaires pour le cas β = 0̊ en utilisant le modèle de Gurson.
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1.5.4 Discussion

Le modèle de Madou-Leblond (Madou and Leblond, 2012a,b, 2013; Madou et al., 2013) permet
de reproduire les expériences de rupture ductile en présence de cisaillement de Dunand and Mohr
(2011a,b). Les courbes force-déplacement ainsi que le lieu de la fissure sont très bien reproduits par
le modèle. Les résultats, en comparaison avec le critère de Gurson, montrent l’importance de la prise
en compte des effets de forme des cavités qui jouent un rôle très important dans la dégradation du
matériau.

Il faut noter que ce très bon accord a été rendu possible en fixant arbitrairement un nombre
restreint de paramètres : la porosité initiale, la “porosité critique” de début de coalescence et le
paramètre décrivant l’accélération de la croissance de la porosité.

Ces comparaisons ont également mis en évidence certaines limitations du modèle actuel. L’utili-
sation d’un modèle micromécanique de coalescence couplant traction et cisaillement permettrait très
probablement d’améliorer la phase de localisation de la déformation et de dégradation du matériau.
La prise en compte de l’anisotropie plastique dans le modèle ML permettrait également d’améliorer
les prédictions du modèle.

1.6 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif l’implémentation numérique et l’application d’un modèle récent de
rupture ductile pour les matériaux isotropes contenant des cavités ellipsoïdales générales (modèle de
Madou-Leblond (Madou and Leblond, 2012a,b, 2013; Madou et al., 2013)).

Dans un premier temps, nous avons complété le modèle de Madou-Leblond afin d’y incorporer des
éléments essentiels comme la coalescence et l’écrouissage.

Nous avons ensuite proposé un algorithme de projection locale de ce modèle, permettant de réduire
l’étape locale à la résolution de deux équations non-linéaires couplées portant sur deux inconnues.
L’algorithme a été implémenté numériquement dans les codes de calcul par éléments finis SYSTUS R©
et ABAQUS R©, permettant d’envisager des applications du modèle.

La première application du modèle a été dédiée à la comparaison des prédictions du modèle ML avec
des calculs micromécaniques en cisaillement pour des cavités initialement sphériques et cylindriques
(Nielsen et al., 2012; Tvergaard, 2015). Ces calculs numériques ont notamment révélé des modes de
rupture ductile à très faible triaxialité, impossibles à reproduire avec le modèle de Gurson. Avec un
recalage approprié des paramètres de coalescence, le modèle ML a permis de reproduire ces calculs aussi
bien pour l’évolution des contraintes que des paramètres internes, mettant en évidence l’importance
de la prise en compte des effets de forme des cavités.

La seconde application du modèle a été consacrée à l’étude d’une structure soumise à du cisaille-
ment (Mohr et al., 2010; Dunand and Mohr, 2011a,b). Le modèle ML a permis de reproduire les
courbes force-déplacement ainsi que le lieu d’amorçage de la fissure obtenus expérimentalement, pour
divers cas de chargements allant de la traction au cisaillement. Dans ce dernier cas, le modèle de Gur-
son ne permet pas de décrire l’apparition de l’endommagement, mettant encore une fois en évidence
le rôle fondamental des effets de forme des cavités dans la rupture ductile en cisaillement.

Le modèle ML a ainsi permis de reproduire l’adoucissement en cisaillement observé dans de nom-
breuses simulations numériques et expériences, sans avoir recours à la modification heuristique de
Nahshon and Hutchinson (2008). Les effets de forme des cavités ont donc une importance capitale sur
le développement de l’endommagement à faible traxialité : dans certains cas la porosité diminue mais
l’endommagement augmente ce qui suggère que c’est bien la forme des cavités qui est le paramètre
influent dans ces problèmes.

Il faut cependant noter que le modèle de rupture ductile utilisé dans ce chapitre comporte une
modélisation de la coalescence sommaire, basée sur l’approche de Tvergaard and Needleman (1984) :
les paramètres intervenant dans cette modélisation ont été légèrement recalés pour bien reproduire les
différents résultats.
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Certains points restent donc à améliorer afin de simuler la rupture ductile en cisaillement plus
précisément :

– L’utilisation d’un modèle micromécanique de coalescence est nécessaire pour bien reproduire
la phase ultime de dégradation des matériaux ductiles. Des travaux récents (Tekoglu et al.,
2012; Torki et al., 2015) ont permis de prendre en compte le cisaillement dans les modèles de
coalescence, mais le développement d’un modèle valable pour des cavités ellipsoïdales et des
chargements généraux reste un challenge.

– La prise en compte de l’anisotropie plastique de la matrice dans l’approche de Madou and
Leblond (2012a,b, 2013); Madou et al. (2013) est également nécessaire pour mieux modéliser les
alliages métalliques, qui présentent en général une anisotropie plastique. L’extension du modèle
de Madou-Leblond au cas de l’anisotropie plastique fera l’objet des chapitres 2 et 3.
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CHAPITRE 2
Un critère de plasticité macroscopique pour les

matériaux anisotropes contenant des vides ellipsoidaux

Le but de ce chapitre est de développer un critère homogénéisé pour les matériaux poreux ductiles
incorporant à la fois les effets de forme des cavités et d’anisotropie plastique de la matrice. Pour
cela, nous étendons les critères récents de Madou and Leblond (2012a,b) pour des cavités ellipsoïdales
générales plongées dans une matrice plastique isotrope, et Monchiet et al. (2008); Keralavarma and
Benzerga (2010) pour des cavités sphéroïdales plongées dans une matrice plastique anisotrope, aux ca-
vités ellipsoïdales générales plongées dans une matrice anisotrope. Nous effectuons une analyse limite
d’une cellule ellipsoïdale constituée d’un matériau de Hill rigide parfaitement plastique, contenant une
cavité ellipsoïdale confocale et soumise à un taux de déformation homogène sur son bord. Nous uti-
lisons dans cette analyse les champs de vitesse incompressibles découverts par Leblond and Gologanu
(2008), satisfaisant des conditions de taux de déformation homogène sur une famille arbitraire d’el-
lipsoïdes confocaux. Des approximations résultant d’études asymptotiques de la dissipation plastique
microscopique près du vide et à l’infini conduisent à un critère analytique dont les coefficients ne sont
pas entièrement déterminés à ce stade. La détermination complète de ces coefficients est réalisée en
utilisant des simulations par éléments finis pour les chargements hydrostatiques, et en utilisant une
borne rigoureuse de Ponte Castañeda (1991); Willis (1991); Michel and Suquet (1992) pour les com-
posites non linéaires pour les chargements déviatoriques.

Ce chapitre est tiré d’un article soumis (Morin et al., 2015d)

2.1 Introduction

The most famous model for porous ductile materials is that of Gurson (1977), which was obtained
through limit-analysis of a spherical representative cell made of a rigid-ideal-plastic von Mises material,
containing a concentric spherical void and subjected to conditions of homogeneous boundary strain
rate (Mandel, 1964; Hill, 1967). Due to its intrinsic limitations to spherical voids and plastically
isotropic materials, several extensions of this model have been proposed.

Since voids are often non-spherical in real materials, void shape effects have been introduced by
Gologanu et al. (1993, 1994, 1997) by considering spheroidal voids. These authors thus performed a
limit-analysis of a spheroidal cell made of a von Mises material, containing a confocal spheroidal void
and subjected to conditions of homogeneous boundary strain rate 1. A generalization of these studies
has been recently proposed by Madou and Leblond (2012a,b) by considering arbitrary ellipsoidal
cavities.

Another type of extensions considered plastically anisotropic matrices obeying Hill (1948)’s ortho-
tropic criterion instead of von Mises’s isotropic one. Benzerga and Besson (2001) first performed a
limit-analysis of a spherical cell made of a Hill material and containing a spherical void, using Gur-
son (1977)’s velocity fields. Then Monchiet et al. (2006, 2008) and Keralavarma and Benzerga (2008,
2010) considered spheroidal voids embedded in a Hill matrix, using the velocity fields respectively
considered by Gologanu et al. (1993, 1994) and Gologanu et al. (1997), which were discovered by Lee

1. Garajeu (1995) also derived a criterion for spheroidal voids using an orthogonal velocity to the confocal spheroids
and recently, Monchiet et al. (2014) studied the same problem by means of Eshelby-like velocity fields.
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and Mear (1992). All these studies devoted to plastically anisotropic matrices therefore used the same
trial velocity fields as those previously considered for the isotropic case.

The aim of this paper is to define a Gurson-type criterion for plastically anisotropic solids obeying
Hill (1948)’s criterion, and containing arbitrary ellipsoidal voids. This model will stand as an extension
of both Madou and Leblond (2012a,b)’s criterion because the material will be considered to be ani-
sotropic instead of isotropic, and Monchiet et al. (2008); Keralavarma and Benzerga (2010)’s criteria
because the voids will be considered to be arbitrary ellipsoidal instead of spheroidal.

To this end, we shall perform a limit-analysis of some general ellipsoidal representative cell made of
a rigid-ideal-plastic Hill material, containing a confocal ellipsoidal void and loaded through conditions
of homogeneous boundary strain rate. This analysis will use the same trial velocity fields as in the
previous work of Madou and Leblond (2012a,b), that is, those discovered by Leblond and Gologanu
(2008) and satisfying conditions of this type on an arbitrary family of confocal ellipsoids.

The paper is organized as follows :
– Section 2.2 presents the limit-analysis based on Madou and Leblond (2012a,b)’s velocity fields.
The output is a complex integral expression of the macroscopic plastic dissipation.

– In Section 2.3, approximations are then made on the macroscopic plastic dissipation, based on
asymptotic studies of the microscopic dissipation near the void and at infinity. This leads to an
approximate analytical yield function, the coefficients of which are not fully determined at this
stage.

– Section 2.4 presents the explicit determination of the parameters appearing in one term of the
yield function, based on finite element micromechanical simulations.

– The parameters of the remainder of the yield function are next determined in Section 2.5, using
a bound for nonlinear composites derived by Ponte Castañeda (1991); Willis (1991); Michel and
Suquet (1992).

– Section 2.6 provides a summary of all relevant equations for ease of reference.
– Finally Section 2.7 presents a brief assessment of the yield function through numerical finite
element limit analysis.

2.2 Limit analysis of an ellipsoidal cell containing a confocal ellip-
soidal void

2.2.1 Limit-analysis procedure

Limit-analysis combined with the Hill-Mandel (Mandel, 1964; Hill, 1967) homogenization theory
is a convenient framework to derive constitutive equations for porous ductile solids. Indeed, it permits
to effectively operate the scale transition by providing microstructural information in the macroscopic
constitutive behavior.

Consider a representative volume element (RVE) in a porous ductile solid denoted Ω and containing
a void denoted ω. The macroscopic yield locus of the porous material can be determined using the
upper-bound theorem of limit-analysis (see e.g. Benzerga and Leblond (2010)). The fundamental
inequality of this approach

Σ : D ≤ Π(D) (2.1)

leads to the parametric equation of the yield locus

Σ = ∂Π
∂D(D) (2.2)

where the macroscopic stress and strain rate tensors Σ and D are defined as the volume averages of
their microscopic counterparts σ and d. The macroscopic plastic dissipation Π(D) in equations (2.1)
and (2.2) is defined by :

Π(D) = inf
v∈K(D)

〈 sup
σ∗∈C

σ∗ : d 〉Ω−ω (2.3)
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where C is the microscopic convex domain of reversibility and the set K(D) consists of velocity fields
v kinematically admissible with D and verifying the property of incompressibility.

2.2.2 Presentation of the cell

We consider an ellipsoidal cell containing a confocal ellipsoidal void and loaded arbitrarily through
conditions of homogeneous boundary strain rate (Mandel, 1964; Hill, 1967). We briefly recall the no-
tations used by Madou and Leblond (2012a) to describe such a cell.

The semi-axes of the inner ellipsoid (the boundary of the void), parallel to the unit vectors ex,
ey, ez, are denoted a, b, c (a > b > c) while those of the outer one (the boundary of the cell) are
denoted A,B,C (A > B > C). These two ellipsoids are related through the confocality conditions
A2 − a2 = B2 − b2 = C2 − c2. Their volumes are 4π

3 ω and 4π
3 Ω where

ω ≡ abc ; Ω ≡ ABC, (2.4)

and the porosity is f ≡ ω
Ω .

Some elements pertaining to the ellipsoidal coordinated λ, µ, ν associated to the triplet (a, b, c)
are provided in Appendix A.1. In particular, the coordinate λ (which plays the same role as r for
spherical coordinates) takes the value λ ≡ 0 on the inner ellipsoid E0 and λ ≡ Λ on the outer one
EΛ. The semi-axes A,B,C of EΛ are related to those, a, b, c, of E0 plus the parameter Λ through the
relations

A ≡
√
a2 + Λ ; B ≡

√
b2 + Λ ; C ≡

√
c2 + Λ . (2.5)

It then follows from equations (2.4) and (2.5) that the parameter Λ is determined by the following
third-degree polynomial equation :

(
a2 + Λ

) (
b2 + Λ

) (
c2 + Λ

)
− a2b2c2

f2 = 0. (2.6)

The completely flat ellipsoid confocal with E0 and EΛ will play an important role in the sequel. Its
semi-axes ā, b̄, c̄ are given by

ā ≡
√
a2 − c2 ; b̄ ≡

√
b2 − c2 ; c̄ ≡ 0. (2.7)

The family of confocal ellipsoids Eλ may then be characterized by the single dimensionless parameter

k ≡ b̄

ā
=

√
b2 − c2

a2 − c2 (2.8)

or the related one

k′ ≡
√

1− k2 =

√
a2 − b2
a2 − c2 . (2.9)

Note that the ellipsoids Eλ are prolate spheroids if (k, k′) = (0, 1), and oblate spheroids if (k, k′) =
(1, 0).

2.2.3 Hill (1948)’s anisotropic criterion

We assume that the matrix is rigid-plastic and obeys Hill (1948)’s orthotropic yield criterion. The
basis of orthotropy is denoted (e∗1, e∗2, e∗3) and is not supposed to coincide with the principal basis
(ex, ey, ez) of the cavity.
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Let us denote by σ̃ and σ̃∗ the Voigt-type vector representations, generally used in finite element
codes, of the local stress tensor σ in the bases (ex, ey, ez) and (e∗1, e∗2, e∗3), respectively :

σ̃ ≡



σ̃1

σ̃2

σ̃3

σ̃4

σ̃5

σ̃6


≡



σxx

σyy

σzz

σxy

σxz

σyz


; σ̃∗ ≡



σ̃∗1

σ̃∗2

σ̃∗3

σ̃∗4

σ̃∗5

σ̃∗6


≡



σ∗11

σ∗22

σ∗33

σ∗12

σ∗13

σ∗23


. (2.10)

Also, let d̃ and d̃∗ denote those of the local strain rate tensor d in the same bases :

d̃ ≡



d̃1

d̃2

d̃3

d̃4

d̃5

d̃6


≡



dxx

dyy

dzz

2dxy

2dxz

2dyz


; d̃∗ ≡



d̃∗1

d̃∗2

d̃∗3

d̃∗4

d̃∗5

d̃∗6


≡



d∗11

d∗22

d∗33

2d∗12

2d∗13

2d∗23


. (2.11)

Hill’s criterion reads :
f(σ) ≡ σ2

eq − σ2
0 ≤ 0 , σ2

eq ≡ σ : A : σ (2.12)
where σeq is the Hill equivalent stress 2, σ0 a scalar and A an orthotropic fourth-order tensor satisfying
both major and minor symmetries : Aijkl = Ajikl = Aijlk = Aklij for i, j, k, l = 1, 2, 3. Note that
the choice of the scalar σ0 and the tensor A, for a given anisotropic material, involves some degree
of arbitrariness since σ0 can be multiplied by a positive scalar δ if the components of A are simulta-
neously multiplied by δ2. Note also that the quantities σ0/

√
A1111, σ0/

√
A2222 and σ0/

√
A3333 represent

the “yield stresses” in the directions x1, x2 and x3 respectively. Employing the Voigt notations just
introduced, this criterion also takes the form :

f(σ) = σ̃.Ã.σ̃ − σ2
0 = σ̃∗.Ã∗.σ̃∗ − σ2

0 ≤ 0 (2.13)

where the Voigt representation Ã∗ of the tensor A in the basis of orthotropy (e∗1, e∗2, e∗3) is of the form :

Ã∗ ≡



Ã∗11 Ã∗12 Ã∗13 0 0 0

Ã∗12 Ã∗22 Ã∗23 0 0 0

Ã∗13 Ã∗23 Ã∗33 0 0 0

0 0 0 Ã∗44 0 0

0 0 0 0 Ã∗55 0

0 0 0 0 0 Ã∗66


. (2.14)

Note that invariance of the criterion upon addition of a hydrostatic stress implies that

Ã∗11 + Ã∗12 + Ã∗13 = Ã∗12 + Ã∗22 + Ã∗23 = Ã∗13 + Ã∗23 + Ã∗33 = 0. (2.15)

2. Note that the coefficient 3/2 usually employed in the definition of the equivalent stress is implicitly added in the
definition of the tensor A, permitting to retrieve the applied stress under uniaxial loading in the isotropic case.
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The equivalent strain rate deq associated to the criterion, defined in such a way that the plastic
dissipation be equal to σ0deq, is given by :

d2
eq ≡ d : B : d ≡ d̃.B̃.d̃ ≡ d̃∗.B̃∗.d̃∗ (2.16)

where the tensors A and B are connected through the following relation :

A : B = B : A = K ; (2.17)

here K ≡ I − J where I is the fourth-order symmetric identity tensor and J = 1
31 ⊗ 1. The relations

between the components of the Voigt representations Ã∗ and B̃∗ of the tensors A and B in the or-
thotropy basis (e∗1, e∗2, e∗3) resulting from there are given in Appendix A.2. Note in particular that B̃∗
satisfies relations analogous to (2.15).

For this class of material, the macroscopic plastic dissipation (2.3) thus reads :

Π(D) = inf
v∈K(D)

〈σ0deq 〉Ω−ω. (2.18)

In the sequel, the basis used for calculations will be the principal basis (ex, ey, ez) of the ellipsoidal
cavity. Therefore the Voigt representations of the tensors A and B used will be Ã and B̃, which are
easily obtained from Ã∗ and B̃∗ using a change of basis. Note that unlike the matrices Ã∗ and B̃∗, Ã
and B̃ are full (do not have any zero component) in general, but again satisfy relations analogous to
(2.15). Also, note that in order to simplify the notations, σ̃ will be replaced by σ, d̃ by d, Ã by A and
B̃ by B, without generating any ambiguities.

2.2.4 Choice of trial velocity fields

The choice of velocity fields is a key point in limit-analysis and governs the quality of the approxi-
mate yield surface obtained. For spheroidal voids embedded in anisotropic matrices, Monchiet et al.
(2008) and Keralavarma and Benzerga (2010) both chose velocity fields considered by Gologanu et al.
(1993, 1994) and Gologanu et al. (1997) and discovered by Lee and Mear (1992), originally used for
spheroidal voids in an isotropic matrix. It has recently been shown (Pastor et al., 2012; Morin et al.,
2014) that the criteria obtained in this way are in very good agreement with the results of numerical
limit-analyses based on the finite element method, in spite of the apparently crude choice of velocity
fields. This can be explained by the variational characterization of the overall yield locus in terms of
the overall plastic dissipation : provided that the anisotropy is moderate 3, using a trial “isotropic”
velocity field slightly differing from the exact “anisotropic” one must lead to a reasonable estimate of
the minimum of the plastic dissipation, leading itself to a good estimate of the yield locus.

The trial velocity fields used in this paper will accordingly be those discovered by Leblond and
Gologanu (2008), satisfying conditions of homogeneous boundary strain rate on an arbitrary family
of confocal ellipsoids, and used by Madou and Leblond (2012a) for ellipsoidal cavities embedded in
an isotropic matrix. These fields stand as extensions of those of Gologanu et al. (1993, 1994) from
spheroidal to general ellipsoidal cavities. Their expression is recalled in Appendix A.4. They involve
in particular a velocity field v0(r), defined by equations (A.13) and (A.16), describing the response of
the cell under hydrostatic loading.

2.2.5 Expression of the overall plastic dissipation

The cell is loaded through conditions of homogeneous boundary strain rate :

v(r) = D.r , ∀r ∈ EΛ (2.19)

where v(r) denotes the local velocity and D the overall strain rate tensor.

3. A definition of the moderate anisotropy is provided in Appendix A.3.
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Leblond and Gologanu (2008)’s velocity fields are used in a limit-analysis of the domain considered,
which provides an upper estimate Π+(D) of the overall plastic dissipation defined as

Π+(D) ≡ 1
4π
3 Ω

∫ λ=Λ

λ=0

∫ µ=−c2

µ=−b2

∫ ν=−b2

ν=−a2

( 8∑
i=1

σ0 d
(i)
eq (λ, µ, ν)

)
dΩ (2.20)

where the definition of the ellipsoidal coordinates (λ, µ, ν) and the expression of the elementary volume
dΩ are given in Appendix A.1. Also, the symbols d(i)

eq (λ, µ, ν) (i = 1, ..., 8) here denote the values of
the local Hill equivalent strain rate deq for the 8 points (x, y, z) of the cell corresponding to the triplet
(λ, µ, ν) (see Appendix A.1).

Since it is not possible to provide an explicit analytical expression of this integral, we introduce
approximations, following Madou and Leblond (2012a). To begin with, the expression of Π+(D) is
rewritten by integrating over successive confocal ellipsoids Eλ :

Π+(D) = σ0
Ω

∫ λ=Λ

λ=0
〈deq(r)〉Eλ d(v(λ)) (2.21)

where the function v is defined by equation (A.3) of Appendix A.1, and

〈f(r)〉Eλ ≡ 1
4π
3 d(v(λ))

∫ µ=−c2

µ=−b2

∫ ν=−b2

ν=−a2

( 8∑
i=1

f (i)(λ, µ, ν)
)
dΩ

= − 1
4π
3 v(λ) dvdλ(λ)

∫ µ=−c2

µ=−b2

∫ ν=−b2

ν=−a2

( 8∑
i=1

f (i)(λ, µ, ν)
)

(λ− µ) (µ− ν) (ν − λ)
8v(µ)v(ν) dµdν

(2.22)

denotes the average value of an arbitrary function f over the ellipsoidal surface Eλ, with the weight
d(v(λ)). Now, by Cauchy-Schwartz’s inequality, 〈deq(r)〉Eλ ≤

√
〈d2
eq(r)〉Eλ , so that

Π+(D) ≤ Π++(D) ≡ σ0
Ω

∫ λ=Λ

λ=0

√
〈d2
eq(r)〉Eλ d(v(λ)), (2.23)

and the following approximation is introduced :

A1 : The quantity Π++(D) represents an acceptable approximation of Π+(D).

This approximation was found to lead to satisfactory results in the previous cases considered (Gurson,
1977; Gologanu et al., 1993, 1994, 1997; Madou and Leblond, 2012a,b; Benzerga and Besson, 2001;
Monchiet et al., 2008; Keralavarma and Benzerga, 2010), so it may be hoped to again be acceptable
in the more general case treated here.

Additional approximations discussed below will also be introduced to put the integral defined by
equation (2.23) in a form liable to analytical calculation. Once this is done, the external estimate of
the overall yield surface will be obtained from the parametric equation

Σ = ∂Π++

∂D (D). (2.24)

2.3 Approximate macroscopic plastic dissipation and yield function

The aim of this section is to provide an approximate analytical expression of the overall plastic
dissipation, leading to an approximate analytical yield function.

By equations (2.16) and (A.15) of Appendix (A.4), the Hill equivalent strain rate deq is given by

d2
eq(r) = A2d0 2

eq (r) + ∆2
eq + 2Ad0(r) : B : ∆, d0 2

eq (r) ≡ d0(r) : B : d0(r), ∆2
eq ≡∆ : B : ∆ (2.25)
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so that
〈d2
eq(r)〉Eλ = A2〈d0 2

eq (r)〉Eλ + ∆2
eq + 2A〈d0(r)〉Eλ : B : ∆. (2.26)

This expression serves as a basis for asymptotic studies of the integrand in equation (2.23), both far
from and close to the origin, presented in Appendix A.5. The results obtained in this Appendix will
now be used to define suitable approximations leading to an analytical yield function.

2.3.1 Simplification of the “crossed term” in the expression of 〈d2
eq(r)〉Eλ

The first task is, following Madou and Leblond (2012a), to simplify the “crossed term” 2A〈d0(r)〉Eλ :
B : ∆ in the expression (2.26) of 〈d2

eq(r)〉Eλ .

Since, as explained in Appendix A.5, the off-diagonal components of the tensor 〈d0(r)〉Eλ are zero,
this crossed-term may be rewritten

2A〈d0(r)〉Eλ : B : ∆ = 2A〈d0(r)〉dg
Eλ . (B : ∆)dg (2.27)

where Tdg ∈ R3 denotes the vector made from the diagonal components Txx, Tyy, Tzz of any symmetric
second-rank tensor T. We now introduce the plane P ⊂ R3 consisting of vectors the components of
which have a zero sum. Both vectors 〈d0(r)〉dg

Eλ and (B : ∆)dg are in P since both tensors d0(r) and
B : ∆ are traceless. We then introduce the orthonormal basis of P consisting of the unit vector U
collinear to the vector of components Lx, Ly and Lz (as defined by equations (A.22) of Appendix A.5),
and the unit vector V perpendicular to U in the plane P. The vector (B : ∆)dg may be expressed in
this basis :

(B : ∆)dg ≡ BU + CV , B ≡ (B : ∆)dg .U , C ≡ (B : ∆)dg .V. (2.28)

The expression (2.26) of 〈d2
eq(r)〉Eλ then becomes, by equation (2.27) :

〈d2
eq(r)〉Eλ = A2〈d0 2

eq (r)〉Eλ + ∆2
eq + 2AB 〈d0(r)〉dg

Eλ .U + 2AC 〈d0(r)〉dg
Eλ .V. (2.29)

We then introduce the following approximation :

A2 : The term 2AC 〈d0(r)〉dg
Eλ .V may be discarded in the expression (2.29) of 〈d2

eq(r)〉Eλ.

The justification of this approximation in as follows. The term 2AC 〈d0(r)〉dg
Eλ .V is actually negligible

with respect to A2〈d0 2
eq (r)〉Eλ or ∆2

eq if, and only if,
[
〈d0(r)〉dg

Eλ .V
]2
� 〈d0 2

eq (r)〉Eλ . That this condition
is actually satisfied now results from the asymptotic study presented in Appendix A.5 :

– For surfaces Eλ of large dimensions, the left-hand side of the previous condition is o(1/v2) by
equations (A.20)7−9, whereas the right-hand side is O(1/v2) by equations (A.20)1−6.

– For surfaces Eλ close to the completely flat confocal ellipsoid, the vector 〈d0(r)〉dg
Eλ goes to a limit

collinear to the vector U, by the very definition of this vector ; since U and V are orthogonal,
the left-hand side of the previous condition goes to zero, while the right-hand side goes to some
nonzero finite or infinite limit, depending on the case considered (see equations (A.22)4, (A.26),
(A.29), (A.30)3 and (A.31)2).

– The previous condition, being rigorously satisfied for both extreme positions of the surface Eλ,
should be approximately satisfied for all positions of this surface.

With approximation A2, equation (2.29) becomes

〈d2
eq(r)〉Eλ ' A

2〈d0 2
eq (r)〉Eλ + ∆2

eq + 2AB 〈d0(r)〉dg
Eλ .U. (2.30)
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2.3.2 Simplification of the spatial dependence of 〈d 2
eq (r)〉Eλ

Following again Madou and Leblond (2012a), we define the variable :

w ≡ 1
3v/2 + χ/L

(2.31)

where χ is a dimensionless constant of order unity and L the limit defined by equation (A.22)4 of
Appendix A.5. We then write the quantities 〈d0 2

eq (r)〉Eλ and 2〈d0(r)〉dg
Eλ .U in the following form,

which defines the functions F (w) and G(w) :

〈d0 2
eq (r)〉Eλ ≡ F

2(w)w2 ; 2〈d0(r)〉dg
Eλ .U ≡ 2F (w)G(w)w2. (2.32)

With the notations just introduced, equation (2.30) becomes :

〈d2
eq(r)〉Eλ ' A

2F 2(w)w2 + 2ABF (w)G(w)w2 + ∆2
eq (2.33)

which can be rewritten as :

〈d2
eq(r)〉Eλ '

[
AF (w) + BG(w)

]2
w2 − B2H2(w) + ∆2

eq , H2(w) ≡ G2(w)w2. (2.34)

We then introduce the following approximation :

A3 : The functions F (w), G(w), H(w) in equation (2.34) may be replaced by suitable average va-
lues F̄ , Ḡ, H̄.

This hypothesis may be justified through a detailed study of the functions F (w), G(w), H(w), sho-
wing that their variations are moderate. We shall consider here the sole case of the function F (w) for
compactness. (The functions G(w) and H(w) may be studied in the same way as in the case of an
isotropic matrix, see Madou and Leblond (2012a)).

Near infinity (v → +∞), w ∼ 2
3v → 0 by equation (2.31), so that equation (2.32)1 becomes

〈d0 2
eq (r)〉Eλ ∼

4F 2(0)
9v2 . Comparison with equation (A.20) of Appendix A.5 then reveals that

F (0) =
√

3
10 (B11 +B22 +B33 + 2B44 + 2B55 + 2B66). (2.35)

Near the origin (v → 0), we need to distinguish between the different geometrical cases :
– In the generic ellipsoidal and oblate spheroidal cases, when v goes to zero, w goes to the limit
L/χ so that 〈d0 2

eq (r)〉Eλ goes to the limit F 2(L/χ)L2

χ2 , which must be equal to L2 by equation
(A.22)4 of Appendix A.5 ; it follows that

F (L/χ) = χ. (2.36)

– In the prolate spheroidal case, L = +∞ so that equation (2.31) becomes w = 2
3v for all values of

v. Therefore, when v goes to zero, w goes to +∞ and 〈d0 2
eq (r)〉Eλ ∼

4F 2(+∞)
9v2 . Comparison with

equation (A.29) of Appendix A.5 then shows that

F (+∞) =
√

9
32 (−B11 + 2B22 + 2B33 + 4B66). (2.37)

– In the spherical case, again, w = 2
3v since L = +∞ ; equations (A.31)2 of Appendix A.5 and

(2.32)1 then imply that F (w) is rigorously constant for all values of w :

F (w) =
√

3
10 (B11 +B22 +B33 + 2B44 + 2B55 + 2B66). (2.38)
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It results from equations (2.35)-(2.38) that if the material anisotropy is moderate, and the constant
χ chosen of order unity, the function F (w) varies moderately and may thus safely be replaced by a
constant.

With approximation A3, the final expression of 〈d2
eq〉Eλ reads :

〈d2
eq〉Eλ = (AF̄ + BḠ)2w2 +Q2 (2.39)

where Q2 is some quadratic form of the coefficients B, C and the components of the tensor ∆ :

Q2 ≡ X.C.X (2.40)

where X is the vector of components B, C,∆xx,∆yy,∆zz,∆xy,∆xz,∆yz and C some symmetric matrix.

2.3.3 Approximate yield function

The expression (2.23)2 of Π++(D) may be rewritten, accounting for the fact that dv = −2
3
dw
w2 :

Π++(D) ' 2σ0
3Ω

∫ wmax

wmin

√
〈d2
eq(r)〉Eλ

dw

w2 , (2.41)

where
wmin ≡ w(v(λ = Λ)) = 1

3Ω/2 + χ/L
; wmax ≡ w(v(λ = 0)) = 1

3ω/2 + χ/L
. (2.42)

The derivation of the approximate yield function associated to the estimate Π++(D) of the overall
plastic dissipation is then based on “Gurson’s lemma” (see Madou and Leblond (2012a)). After tedious
but straightforward calculations, one gets the following Gurson-like approximation of the overall yield
criterion :

Φ(Σ) ≡ Q(Σ)
σ2

0
+ 2(1 + g)(f + g) cosh

[L(Σ)
σ0

]
− (1 + g)2 − (f + g)2 = 0. (2.43)

In this expression :
– The parameter g, which plays the role of a kind of “second porosity”, is given by

g ≡ 2χ
3ΩL. (2.44)

– L(Σ) is a linear form of the diagonal components of Σ given by

L(Σ) ≡ κΣh , κ ≡ 3
2F̄

, Σh ≡ HxΣxx +HyΣyy +HzΣzz ,


Hx ≡ ΩD0

xx(Λ)

Hy ≡ ΩD0
yy(Λ)

Hz ≡ ΩD0
zz(Λ).

(2.45)

Note that by equation (A.14) of Appendix A.4, the coefficients Hx, Hy, Hz here satisfy the
equation

Hx +Hy +Hz = 1. (2.46)

– Q(Σ) is a quadratic form of the components of Σ, which need not be completely specified here.

2.3.4 Comments

At this stage, we have derived a criterion for general ellipsoidal cavities embedded in a plastically
anisotropic material obeying Hill (1948)’s criterion, based on the same velocity field as in the case of
an isotropic matrix envisaged by Madou and Leblond (2012a). This criterion is formally very close to
the isotropic one, but plastic anisotropy is nevertheless accounted for :
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– the coefficient κ is connected to the average value of the function F (w), which is itself connected
to the average value 〈d0 2

eq (r)〉Eλ and therefore to the tensor B ;
– the quadratic form Q(Σ) also contains information concerning anisotropy.

Note however that the coefficients Hx, Hy, Hz depend only on the velocity field v0(r) and thus do not
depend on the material anisotropy.

However, the use of Leblond and Gologanu (2008)’s velocity fields is bound to lead to the same
inaccuracies as in the case of an isotropic matrix (Madou and Leblond, 2012b). More precisely :

– Such inaccuracies will occur in the specific case of very flat oblate spheroidal voids subjected to
hydrostatic loadings, as shown in the works of Gologanu (1997) and Gologanu et al. (1997).

– It has also been remarked by Gologanu (1997) that for a penny-shaped crack subjected to a
deviatoric loading, Gologanu et al. (1994)’s yield criterion, based on Leblond and Gologanu
(2008)’s velocity fields (specialized to the spheroidal case), predicts no effect of the crack. This
prediction is counterintuitive and in contradiction with a rigorous upper bound established by
Ponte Castañeda (1991), Willis (1991) and Michel and Suquet (1992). It is due to the simplistic
description of the response to such loadings in the form of a homogeneous shear strain rate field.

In order to overcome these two difficulties, distinct remedies will be adopted.
For hydrostatic loadings, the previous approximate limit-analysis will be improved by replacing

Leblond and Gologanu (2008)’s trial velocity field v0(r) by the supposedly exact field for an isotropic
material, determined numerically by the finite element method. (The isotropic numerical velocity field
must lead to a reasonable estimate of the yield locus even for (moderately) anisotropic materials, for
the reasons explained in Subsection 2.2.4). One may note that the approximations expounded above
will still apply because there are not tied to the specific form of Leblond and Gologanu (2008)’s field
v0(r) but only to some of its qualitative mathematical properties, such as existence and finiteness or
infiniteness of some limits : it is consequently possible to replace it by some numerical field possessing
the same basic properties. Computations will be performed in a number of representative cases, and
heuristic analytical formulae representing the numerical results will be provided in order to cover all
possible cases.

For deviatoric loadings, we shall adopt the same approach as in the work of Madou and Leblond
(2012b) : instead of refining the limit-analysis like for hydrostatic loadings, we shall make direct use of
Ponte Castañeda (1991)’s, Willis (1991)’s and Michel and Suquet (1992)’s general and rigorous bound
for nonlinear composites, derived from the earlier work of Willis (1977) in the linear case and the
concept of “linear comparison material”. Some coefficients of the yield function proposed will thus be
simply fixed so as to match this bound, without any reference to any specific trial velocity field.

2.4 Determination of the linear form L(Σ)

2.4.1 Preliminaries - definition of some parameters

We first ascribe a value to the dimensionless constant χ involved in the definition of the second
porosity g. Just like Madou and Leblond (2012b), we adopt the value :

χ ≡ 3
2 āb̄

2L. (2.47)

This definition ensures that for an isotropic material χ stays close to unity in all cases, see Madou
and Leblond (2012a) ; this is expected to be also true for anisotropic materials, provided that the
anisotropy remains moderate. This value of χ leads to the following expression of the second porosity
(which stands as a natural extension to the “crack density parameter” introduced by Budiansky and
O’connell (1976)) :

g ≡ āb̄2

Ω . (2.48)

62



CHAPITRE 2. UN CRITÈRE DE PLASTICITÉ MACROSCOPIQUE POUR LES MATÉRIAUX
ANISOTROPES CONTENANT DES VIDES ELLIPSOIDAUX

The variable w defined by equation (2.31) then takes the form

w ≡ 2
3
(
v + āb̄2

) . (2.49)

2.4.2 Generalities on the expression of κ

The coefficient κ appearing in the hyperbolic cosine of the approximate yield function (2.43) is
connected to some “average value” F̄ of the function F (w) “deriving” from Leblond and Gologanu
(2008)’s velocity field v0(r) through equation (2.32)1. According to the definition (2.49) of w, the
expression of F (w) becomes :

F (w) ≡ 3
2
(
v + āb̄2

)√
〈d0 2
eq (r)〉Eλ = 3

2
v + āb̄2

Ω

√
〈d0 2
eq (r)〉Eλ

tr D0(Λ) (2.50)

where equation (A.14) of Appendix A.4 has been used ; this expression is independent of the “norma-
lization factor” involved in the definition of v0(r) because this velocity field appears through the ratio√
〈d0 2
eq (r)〉Eλ /tr D0(Λ).
Finite element simulations are used instead of the analytic velocity field to obtain the true velocity

field for an isotropic material and a hydrostatic loading. (The description of the numerical limit-
analysis procedure can be found in Madou and Leblond (2012b)). Then the previous ratio is computed
numerically through identification with the ratio 〈εeq(r)〉Eλ /tr E where εeq(r) and E denote the final
local equivalent strain and overall strain tensor. (The replacement of

√
〈ε2eq(r)〉Eλ by 〈εeq(r)〉Eλ here

may seem to be an extra approximation, but in fact recovers the original expression of the overall
plastic dissipation 4, and thus reduces the error introduced by approximation A1).

The expression of the function F (w) then becomes :

F (w) ≡ 3
2
v + āb̄2

Ω
〈εeq(r)〉Eλ

tr E . (2.51)

This expression of F (w) depends on Hill’s coefficients of anisotropy since, by equation (8.9),

〈εeq(r)〉Eλ =
〈√

ε(r) : B : ε(r)
〉
Eλ
. (2.52)

Since this expression depends in a complex way on the components of the Hill matrix B, fully
defining the function F (w) numerically would require a very great number of finite element compu-
tations to cover a large range of materials. A more realistic approach consists in deriving an explicit
expression of this function by linearising it with respect to the anisotropy coefficients. One may rewrite
the expression of ε2eq by splitting it into isotropic and anisotropic contributions :

ε2eq = εiso 2
eq + ε̃2eq , εiso 2

eq = ε : Biso : ε , ε̃2eq = ε : b : ε (2.53)

where Biso is given, in matrix form, by equation (A.6) of Appendix A.2, and b is defined as :

b = B− Biso . (2.54)

With these notations,

εeq(r) =
√
εiso 2
eq (r) + ε̃2eq(r) = εisoeq (r)

√
1 + ε(r) : b : ε(r)

εiso 2
eq (r) . (2.55)

We then introduce a final approximation :

4. To some extent only, since only hydrostatic loadings are envisaged here.
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A4 : The equivalent strain εeq(r) may be replaced by the linearized approximation

εeq(r) ' εisoeq (r) + 1
2
ε(r) : b : ε(r)

εisoeq (r) . (2.56)

Note that this expression depends linearly upon the coefficients of b. The expression of the mean
value of εeq(r) over the ellipsoid Eλ then takes the form, by an equation similar to equation (A.19) of
Appendix A.5 :

〈εeq(r)〉Eλ = 〈εisoeq (r)〉Eλ + 1
2

b11

〈
2ε21(r) + ε2(r)ε3(r)

εisoeq (r)

〉
Eλ

+ b22

〈
2ε22(r) + ε1(r)ε3(r)

εisoeq (r)

〉
Eλ

+b33

〈
2ε23(r) + ε1(r)ε2(r)

εisoeq (r)

〉
Eλ

+ b44

〈
ε24(r)
εisoeq (r)

〉
Eλ

+b55

〈
ε25(r)
εisoeq (r)

〉
Eλ

+ b66

〈
ε26(r)
εisoeq (r)

〉
Eλ


(2.57)

so that, by equation (2.51),

F (w) = Fiso(w) + b11F1(w) + b22F2(w) + b33F3(w) + b44F4(w) + b55F5(w) + b66F6(w) (2.58)

where 

Fiso(w) ≡ 3
2
v + āb̄2

Ω tr E

〈
εisoeq (r)

〉
Eλ

F1(w) ≡ 3
4
v + āb̄2

Ω tr E

〈
2ε21(r) + ε2(r)ε3(r)

εisoeq (r)

〉
Eλ

F2(w) ≡ 3
4
v + āb̄2

Ω tr E

〈
2ε22(r) + ε1(r)ε3(r)

εisoeq (r)

〉
Eλ

F3(w) ≡ 3
4
v + āb̄2

Ω tr E

〈
2ε23(r) + ε1(r)ε2(r)

εisoeq (r)

〉
Eλ

F4(w) ≡ 3
4
v + āb̄2

Ω tr E

〈
ε24(r)
εisoeq (r)

〉
Eλ

F5(w) ≡ 3
4
v + āb̄2

Ω tr E

〈
ε25(r)
εisoeq (r)

〉
Eλ

F6(w) ≡ 3
4
v + āb̄2

Ω tr E

〈
ε26(r)
εisoeq (r)

〉
Eλ

.

(2.59)

Just like in the isotropic case, the argument w of the functions Fi is of dimension (length)−3 ;
in order to search approximate expressions of these functions, it is preferable to consider them as
functions of some dimensionless variable. Following Madou and Leblond (2012b) we thus set :

Fi(w) ≡ F̃i(w̃) , w̃ ≡ 3
2 ā

3w = ā3

v + āb̄2
= ā3

v + k2ā3 . (2.60)

Also, the functions Fi(w) will be plotted versus the eccentricity

εxz(λ) ≡ εxz ≡
ā√

a2 + λ
(2.61)
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of the ellipsoidal surface Eλ in the Oxz plane, or some power of this parameter, rather than versus w
or w̃ ; this will be convenient since the extremal values of εxz (0 and 1) are finite and independent of
k.

In a first approximation, the functions Fi depend on the sole geometric parameter k ; see Madou
and Leblond (2012a). Numerical computations of these functions will be provided for various values
of k in order to propose heuristic approximate expressions, so as to cover a large range of ellipsoidal
geometries. The task will be made easier by the fact that the functions Fiso and Fi verify the following
obvious relation :

Fiso(w) = 8
9
[
F1(w) + F2(w) + F3(w)

]
+ 2

3
[
F4(w) + F5(w) + F6(w)

]
. (2.62)

As a consequence, only five of these functions need be determined ; the last one may be deduced from
equation (2.62) and the expression of Fiso(w) proposed by Madou and Leblond (2012a).

2.4.3 Prolate spheroidal case

Numerical values of the functions F proli (w) corresponding to the prolate case (k = 0) are represented
in Fig. 2.1, for a cell with semi-axes in the proportions 5 : 1 : 1 and different porosities f = 0.001,
0.005 and 0.02. The functions corresponding to the following approximate formulae are also plotted
here :



F proliso (w) = F̃ proliso (w̃) = 1−
(

1−
√

3
2

)
w̃

w̃ + 11/5

F prol1 (w) = F̃ prol1 (w̃) = 9
8F

prol
iso (w)− F prol2 (w)− F prol3 (w)

−3
4
[
F prol4 (w) + F prol5 (w) + F prol6 (w)

]
F prol2 (w) = F prol3 (w) = F̃ prol2 (w̃) = 3

20 −
(

3
20 −

3
√

3
16

)
w̃

w̃ + 3/2

F prol4 (w) = F prol5 (w) = F̃ prol4 (w̃) = 3
10 −

3
10

w̃

w̃ + 11/5

F prol6 (w) = F̃ prol6 (w̃) = 3
10 −

(
3
10 −

3
√

3
8

)
w̃

w̃ + 3/2

(2.63)

where the expression of F proliso (w) is taken from Madou and Leblond (2012b). Note that these expres-
sions go to the right limits, deduced from the asymptotic studies presented in Appendix A.5, when
the surface Eλ becomes a large sphere (w̃ → 0) and a small cylinder (w̃ → +∞).

It may be observed that equations (2.63) provide a good approximation of the numerical results,
including their almost complete lack of dependence upon the porosity.

2.4.4 Oblate spheroidal case

Numerical values of the functions F obli (w) pertaining to the oblate case (k = 1) are represented in
Fig. 2.2, for a cell with semi-axes in the proportions 5 : 5 : 1

5 and different porosities f = 0.001, 0.005,
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Figure 2.1: The functions F proli (w) for different porosities - Numerical results and approximate for-
mulae.

0.02 and 0.05. The functions defined by the following approximate formulae are also plotted :

F obliso (w) = F̃ obliso (w̃) = 1 + 13
10 w̃ −

3
2 w̃

5

F obl1 (w) = F obl2 (w) = F̃ obl1 (w̃) = 9
16F

obl
iso (w)− 1

2F
obl
3 (w)

−3
8
[
F obl4 (w) + F obl5 (w) + F obl6 (w)

]
F obl3 (w) = F̃ obl3 (w̃) = 3

20 + 3
10 w̃ + 1

4 w̃
2 + 6w̃3 − 25

4 w̃
4

F obl4 (w) = F̃ obl4 (w̃) = 3
10 + 31

20 w̃ −
69
10 w̃

2 + 83
10 w̃

3 − 31
10 w̃

4

F obl5 (w) = F obl6 (w) = F̃ obl5 (w̃) = 3
10 + 3

5 w̃ −
13
20 w̃

5

(2.64)

where the expression of F obliso (w) is taken from Madou and Leblond (2012b). Like before, the influence
of the porosity upon the numerical results can be neglected even if it is more pronounced than in the
prolate case, and the approximate formulae reproduce these results reasonably well. (The error made
on the function F obl1 = F obl2 may seem relatively large in Figure 2.2b, but is in fact unimportant since
this function is small anyway).

Note that some discrepancies are observed for the functions F obli for high porosities (f = 0.02
and f = 0.05), emphasizing that the criterion is not suitable for such cases. This is not a problem
since void growth models are not suitable anyway for ductile porous metals at high porosities since in
practice void growth gives way to void coalescence.

2.4.5 General ellipsoidal case

We now consider the general ellipsoidal case, and more specifically voids having the same ratio
ω/a3 as in the previous oblate and prolate cases, but various values of k and f . Numerical results are
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Figure 2.2: The functions F obli (w) for different porosities - Numerical results and approximate for-
mulae

plotted in Fig. 2.3 for different values of k and a porosity f = 0.005, and in Fig. 2.4 for k = 0.6 and
various porosities. The influence of the porosity may again be observed to be minor.

As shown by Madou and Leblond (2012b), a boundary layer exists in the graphs of the functions
F1(w), F2(w), F3(w) and F6(w). This is due to the property :

lim
k→0

lim
w̃→1/k2

F̃i(k; w̃) 6= lim
w̃→+∞

lim
k→0

F̃i(k; w̃) (i = 1, 2, 3, 6) (2.65)

As a consequence, it is not possible to provide approximate analytical formulae for the Fi(w) in
the form of simple interpolations between the prolate and oblate cases. More complex formulae are
proposed and plotted in Fig. 2.5 and compared to the numerical results for f = 0.005 :

Fiso(w) = F̃iso(w̃) = (1− k)F̃ proliso (w̃) + kF̃ obliso (k2w̃) + k2(1− k)2 3w̃
8− 5k2w̃

F1(w) = F̃1(w̃) = 9
8Fiso(w)− F2(w)− F3(w)− 3

4
[
F4(w) + F5(w) + F6(w)

]
F2(w) = F̃2(w̃) = (1− k)F̃ prol2 (w̃) + kF̃ obl2 (k2w̃) + k2(1− k)2 3w̃

11− 5k2w̃

F3(w) = F̃3(w̃) = (1− k)F̃ prol3 (w̃) + kF̃ obl3 (k2w̃) + k2(1− k)2 3w̃
12− 5k2w̃

F4(w) = F̃4(w̃) = (1− k)F̃ prol4 (w̃) + kF̃ obl4 (k2w̃)

F5(w) = F̃5(w̃) = (1− k)F̃ prol5 (w̃) + kF̃ obl5 (k2w̃)

F6(w) = F̃6(w̃) = (1− k)F̃ prol6 (w̃) + kF̃ obl6 (k2w̃) + k2(1− k) 3w̃
4− k2w̃

(2.66)
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Figure 2.3: Numerical values of the functions Fi for different values of k and f = 0.005.

The homographic functions of w̃ in the expressions of F1, F2, F3, F6 account for the boundary layer.
The formulae proposed provide acceptable approximations of the numerical results, with an error
comparable to that resulting from the neglect of the influence of the porosity ; see Fig. 2.4.

2.4.6 Expression of the coefficient κ

The coefficient κ is connected to some “average value” F̄ of the function F (w), itself related to
average values F̄i of the functions Fi(w). The definition of these average values has been discussed by
Madou and Leblond (2012b). Following their conclusion, we define them by the formula

∫ w̃max

w̃min
F̃i(w̃) dw̃

w̃
=
∫ w̃max

w̃min
F̄i

dw̃
w̃

where w̃min = g

k2(1 + g) , w̃max = g

k2(f + g) , (2.67)

or equivalently by

F̄i ≡
1

ln(w̃max/w̃min)

∫ w̃max

w̃min
F̃i(w̃)dw̃

w̃
. (2.68)
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Figure 2.4: Numerical values of the functions Fi for k = 0.6 and various porosities.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.7

−0.6

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

ε
xz

 4

F
1

 

 

Approx k=0.1
Num k=0.1
Approx k=0.2
Num k=0.2
Approx k=0.4
Num k=0.4
Approx k=0.8
Num k=0.8

(a) The function F1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

ε
xz

 4

F
2

 

 

Approx k=0.1
Num k=0.1
Approx k=0.2
Num k=0.2
Approx k=0.4
Num k=0.4
Approx k=0.8
Num k=0.8

(b) The function F2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

ε
xz

 4

F
3

 

 

Approx k=0.1
Num k=0.1
Approx k=0.2
Num k=0.2
Approx k=0.4
Num k=0.4
Approx k=0.8
Num k=0.8

(c) The function F3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

ε
xz

 4

F
4

 

 

Approx k=0.1
Num k=0.1
Approx k=0.2
Num k=0.2
Approx k=0.4
Num k=0.4
Approx k=0.8
Num k=0.8

(d) The function F4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

ε
xz

 4

F
5

 

 

Approx k=0.1
Num k=0.1
Approx k=0.2
Num k=0.2
Approx k=0.4
Num k=0.4
Approx k=0.8
Num k=0.8

(e) The function F5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

ε
xz

 4

F
6

 

 

Approx k=0.1
Num k=0.1
Approx k=0.2
Num k=0.2
Approx k=0.4
Num k=0.4
Approx k=0.8
Num k=0.8

(f) The function F6

Figure 2.5: The functions Fi for f = 0.005 - Numerical results and approximate formulae.
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Calculations of the various integrals yields :
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(2.69)

where
g1 ≡

g

1 + g
; gf ≡

g

f + g
. (2.70)

The coefficient κ is then given by equation (2.45)2 where, by equation (2.58),

F̄ = F̄iso + b11F̄1 + b22F̄2 + b33F̄3 + b44F̄4 + b55F̄5 + b66F̄6 . (2.71)

2.4.7 Coefficients Hx,Hy,Hz

The coefficients Hx, Hy and Hz are defined through equation (2.45), in exactly the same way as in
the isotropic case. Madou and Leblond (2012b)’s formulae for these coefficients will therefore be used,
see Section 2.6 below.

2.5 Determination of the quadratic form Q(Σ)

The determination of the quadratic form Q(Σ) will follow the same lines as in the isotropic case
(Madou and Leblond, 2012b). Limit-analysis is dropped, and the quadratic form Q(Σ) is adjusted so
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as to match some rigorous bound for nonlinear composites, specialized to the case of plastic porous
materials.

The approximate yield criterion associated to this bound is written in the form :

ΦB(Σ) ≡ Q
B(Σ)
σ2

0
− (1− f)2 = 0 (2.72)

where ΦB(Σ) is some quadratic form of Σ.
Since classical quadratic bounds are known to provide accurate results for deviatoric loadings only,

we shall enforce coincidence of the yield functions Φ(Σ) and ΦB(Σ) for low values of the stress Σh

defined by equation (2.45)3. Now up to second order in Σh/σ0,

Φ(Σ) = Q(Σ)
σ2

0
+ 2(1 + g)(f + g)

(
1 + κ2Σ2

h

2σ2
0

)
− (1 + g)2 − (f + g)2 +O

[(Σh

σ0

)4
]

= 1
σ2

0

[
Q(Σ) + (1 + g)(f + g)κ2Σ2

h

]
− (1− f)2 +O

[(Σh

σ0

)4
]
.

(2.73)

Coincidence of the right-hand sides of equations (2.72) and (2.73) requires that

Q(Σ) ≡ QB(Σ)− (1 + g)(f + g)κ2Σ2
h . (2.74)

This equation holds whatever the “reference bound” chosen. In practice, however, the choice is made of
the so-called “nonlinear Willis” bound (Willis, 1977; Ponte Castañeda, 1991; Willis, 1991; Michel and
Suquet, 1992), which, as explained in Madou and Leblond (2012b), represents a reasonable compromise
between simplicity and realism. Elements on this bound are provided in Appendix A.6.

2.6 Summary

A summary of all equations defining the approximate criterion proposed is now provided.
The material is rigid-ideal-plastic and obeys an orthotropic yield criterion (see equations (2.12) and

(2.16)), together with the associated flow rule. The void is ellipsoidal, with semi-axes a, b, c (a > b > c)
parallel to the directions x, y, z ; the porosity is denoted f .

2.6.1 Geometric parameters

* Semi-axes of the outer ellipsoidal representative cell :

A =
√
a2 + Λ ; B =

√
b2 + Λ ; C =

√
c2 + Λ

where Λ is the unique positive solution of the equation(
a2 + Λ

) (
b2 + Λ

) (
c2 + Λ

)
− a2b2c2

f2 = 0.

* Semi-axes and shape parameter of the completely flat confocal ellipsoid :

ā =
√
a2 − c2 ; b̄ =

√
b2 − c2 ; (c̄ = 0) ; k = b̄

ā
.

* Second porosity and related quantities :

g = āb̄2

ABC
; g1 = g

1 + g
; gf = g

f + g
.

* Eccentricity of the outer ellipsoid in the xz-plane :

Exz = ā

A
.
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2.6.2 Yield criterion

Φ(Σ) = Q(Σ)
σ2

0
+ 2(1 + g)(f + g) cosh

[L(Σ)
σ0

]
− (1 + g)2 − (f + g)2 = 0.

2.6.3 Linear form L(Σ)

* Connection to other quantities :

L(Σ) = κΣh , κ ≡ 3
2F̄

, Σh ≡ HxΣxx +HyΣyy +HzΣzz.

* Expression of F̄ :

F̄ = F̄iso + b11F̄1 + b22F̄2 + b33F̄3 + b44F̄4 + b55F̄5 + b66F̄6
where the bij are the anisotropy coefficients of the material in the principal basis of the void, defined
by equation (2.54), and the mean values F̄iso and F̄i are given by equations (2.69).

* Expressions of Hx, Hy, Hz (taken from the work of Madou and Leblond (2012b)) :
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where
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1 + E2
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E4
xz

2

)
; Hobl

y = 1
3

2− 7E2
xz + 5E4

xz

2− 7E2
xz + 10E4

xz

.

2.6.4 Quadratic form Q(Σ)

* Connection to Willis’s quadratic form QW (Σ) :

Q(Σ) ≡ QW (Σ)− (1 + g)(f + g)κ2Σ2
h.

* Expression of Willis’s quadratic form QW (Σ) : see Appendix A.6.

2.7 Numerical assessment of the criterion

The criterion has been numerically assessed using the finite element method (see Madou and
Leblond (2012b); Morin et al. (2014) for a description of the method). We just show here results for
a typical case, postponing a full exposition of the topic to some future paper.

The case investigated is that of an ellipsoidal cell containing a confocal ellipsoidal void, with semi-
axes in the proportions 10 : 5 : 1 and a porosity f = 0.01. The principal axes of the cavity and those
of material orthotropy are assumed to coincide. Table 3.1 provides the values of the components of
the Hill tensor A taken from Benzerga (2000), together with the “isotropic” values corresponding to
a von Mises material for comparison. Axisymetric loadings {Σ1 = Σ2 6= Σ3}, {Σ1 = Σ3 6= Σ2} and
{Σ2 = Σ3 6= Σ1} (Σ4 = Σ5 = Σ6 = 0) are considered.

Table 2.1: Values of Hill’s anisotropy coefficients

Material A11 A22 A33 A12 A13 A23 A44 A55 A66

Isotropic 1 1 1 -0.5 -0.5 -0.5 3 3 3

Anisotropic 0.9855 0.87 0.921 -0.4673 -0.5182 -0.4028 3.288 10.8675 10.494
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Figure 2.6: Yield loci for a void with semi-axes in the proportions 10 : 5 : 1 and a porosity f = 0.01 -
Approximate criterion proposed (Approx.), numerical results (Num.), Madou and Leblond (2012a,b)’s
criterion (Madou-Leblond) and Gurson (1977)’s criterion (Gurson).

Figure 2.6 compares the numerical results obtained by the finite element method (black triangles)
to the approximate criterion summarized in Section 2.6 (black lines). Gurson (1977)’s criterion, for a
spherical cell and an isotropic material, and Madou and Leblond (2012a,b)’s criterion for the ellipsoidal
cell considered but an isotropic material, are also plotted (respectively in red dotted lines and blue
dotted lines), in order to highlight the influence of void shape and plastic anisotropy.

The approximate criterion proposed successfully reproduces the numerical results. Comparisons
with Gurson (1977)’s and Madou and Leblond (2012a,b)’s criteria evidence a complex coupling between
void shape effects and plastic anisotropy, which is well captured by the criterion proposed.

Note that even though some fitting was involved in the derivation of the model, the comparisons
in Fig. 2.6 represent a true assessment of the model ; indeed, the fitting has been performed once and
for all in order to obtain only the true velocity field for an isotropic material and a hydrostatic loading,
so that the good agreement just evidenced for more general cases does not automatically follow.

It is also worth noting that the value of the parameter characterizing the magnitude of the aniso-
tropy defined by equation (A.10) of Appendix A.3 is γ = 0.4626 for this material, which cannot be
considered as moderate. The very good agreement observed between the criterion and the numerical
results reveals that the criterion can also probably be suitable if the anisotropy is not really moderate.

2.8 Conclusion

The purpose of this work was to define a new macroscopic criterion for porous ductile metals,
incorporating the effects of both void shape and material anisotropy, by considering general ellipsoidal
voids embedded in a Hill matrix, thus extending previous works of Gurson (1977), Gologanu et al.
(1993, 1994, 1997), Benzerga and Besson (2001), Monchiet et al. (2008), Keralavarma and Benzerga
(2010) and Madou and Leblond (2012a,b).

An approximate criterion was obtained by performing a limit-analysis of some representative el-
lipsoidal cell made of a rigid-ideal-plastic Hill material and containing a confocal ellipsoidal void.
Classical conditions of homogeneous boundary strain rate were considered. Possible approximations
were deduced from asymptotic studies of the microscopic dissipation both close to and far from the
voids’s boundary, and were shown to lead to an analytic yield criterion, the coefficients of which were
not fully determined at this stage.

The coefficients pertaining to the influence of the hydrostatic part of the overall stress tensor were
determined by using numerical finite-element-based limit-analysis ; heuristic approximate formulae
were proposed for these coefficients so as to match the numerical results.

In order to determine the remaining coefficients pertaining to the influence of the deviatoric part
of the overall stress tensor, limit-analysis was dropped and the criterion proposed was simply required
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to match, for low triaxialities, the so-called “Willis bound” applicable to nonlinear composites.
A brief assessment of the criterion derived has been provided for a general ellipsoidal cavity embed-

ded in an anisotropic matrix, using again finite-element-based limit-analysis. The complex coupling
between void shape effects and plastic anisotropy is well captured in the case considered by the ap-
proximate criterion proposed, which successfully reproduces the numerical results.

The definition of the proposed criterion is complete at this stage but other developments, left to a
future paper, are still needed to qualify and complete the model :

1. A complete numerical assessment of the criterion in a number of representative cases will be
required to validate it. In particular, the influence of the void shape (spheroids 5, cracks, cylinders
and general ellipsoids), porosity, plastic anisotropy and orientation of the voids will be studied
in order to properly investigate the complex coupling between void shape and plastic anisotropy.

2. The next task will then be to define suitable evolution equations for the internal parameters
characterizing the shape and orientation of the voids. The use of numerical simulations will be
decisive to extend Madou et al. (2013)’s heuristic approach for isotropic materials to anisotropic
ones.

5. Comparisons with existing criteria (Monchiet et al., 2008; Keralavarma and Benzerga, 2010) will also permit to
assess the proposed criterion.
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CHAPITRE 3
Etude numérique de milieux anisotropes contenant des
vides ellipsoidaux : critère de plasticité macroscopique

et équations d’évolution des paramètres internes

Ce chapitre a pour objectif l’étude numérique de matériaux poreux anisotropes contenant des cavités
ellipsoïdales générales. Dans un premier temps, nous déterminons numériquement les surfaces de
charge associées à ces matériaux en utilisant une technique d’analyse limite numérique des matériaux
de Hill basée sur la méthode des éléments finis. Ces résultats permettent de valider le critère de
plasticité macroscopique dérivé au chapitre 2. Les calculs numériques permettent aussi d’étudier la
loi d’écoulement macroscopique associée au critère théorique. Enfin, nous étudions numériquement la
déformation et la rotation d’une cavité ellipsoïdale dans un milieu anisotrope ; ces études numériques
jouent un rôle déterminant dans l’extension des lois d’évolution de ces quantités dans le cas isotrope
(Madou et al., 2013) au cas anisotrope.

3.1 Introduction

Au chapitre 2, nous avons dérivé un critère de plasticité macroscopique pour des matériaux ani-
sotropes contenant des cavités ellipsoïdales générales, en étendant les critères de Madou and Leblond
(2012a,b) pour des matériaux isotropes contenant des vides ellipsoïdaux, et de Monchiet et al. (2008);
Keralavarma and Benzerga (2010) pour des matériaux anisotropes contentant des vides sphéroïdaux.
Dans l’objectif de formuler un modèle complet de rupture ductile pour des matériaux anisotropes
contenant des vides ellipsoïdaux, nous devons valider le critère dérivé précédemment et également le
compléter. La première étape consiste à étudier numériquement le critère de plasticité macroscopique
dans un certain nombre de cas géométriquement représentatifs, par analyse limite numérique (voir
Morin et al. (2014) et l’annexe E) ; la validation des surfaces de charge ainsi que de la loi d’écoulement
est en effet déterminante avant de pouvoir utiliser le critère. Enfin, nous étudions numériquement les
lois d’évolution des paramètres internes du modèle, la longueur et l’orientation des axes des cavités.
Les résultats numériques permettent d’étendre l’approche heuristique de Madou et al. (2013) dévelop-
pée dans le cas isotrope au cas anisotrope.

Le plan du chapitre est le suivant :

– Les surfaces de charge du critère dérivé au chapitre 3 sont validées numériquement dans la section
3.2 à l’aide d’analyses limites numériques réalisées par la méthode des éléments finis pour un
grand nombre de cas géométriques.

– La loi d’écoulement macroscopique est ensuite étudiée dans la section 3.3.
– La section 3.4 est enfin consacrée à l’étude des lois d’évolution de la déformation et de la rotation

d’une cavité ellipsoïdale dans un milieu plastique anisotrope.
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3.2 Etude des surfaces de charge macroscopiques

3.2.1 Généralités

Dans un premier temps, nous souhaitons valider le critère de plasticité pour matériaux anisotropes
et vides ellipsoïdaux obtenu dans le chapitre précédent. Les surfaces de charge numériques sont dé-
terminées par une technique d’analyse limite numérique basée sur la méthode des éléments finis. Les
détails de la méthode sont rappelés dans l’appendice E (voir également Morin et al. (2014)).

Huit cas géométriques ont été considérés pour valider le critère : des cavités ellipsoïdales générales
avec des axes dans les proportions (10 : 5 : 1) et (10 : 2 : 1), des fissures elliptique (5 : 2 : 0.2) et
circulaire (5 : 5 : 0.2), des cylindres elliptique (∞ : 5 : 1) et circulaire (∞ : 5 : 5), et des cavités
sphéroïdales allongée (prolate) (5 : 1 : 1) et aplatie (oblate) (5 : 5 : 1). La porosité considérée pour
toutes les cavités est f = 0.01 sauf pour les fissures où nous imposons une seconde porosité g = 0.14.

On suppose que la cellule ellipsoïdale contenant le vide ellipsoïdal confocal a ses axes principaux
confondus avec les axes d’orthotropie du matériau. Le tableau 3.1 rappelle les coefficients d’anisotropie
considérés, avec la notation de Voigt introduite dans le chapitre 2. Les surfaces de charge sont déter-
minées pour les chargements axisymétriques {Σ1 = Σ2 6= Σ3}, {Σ1 = Σ3 6= Σ2} and {Σ2 = Σ3 6= Σ1}
et sans cisaillement macroscopique (Σ4 = Σ5 = Σ6 = 0).

Matériau A11 A22 A33 A12 A13 A23 A44 A55 A66

Isotrope 1 1 1 -0.5 -0.5 -0.5 3 3 3

Anisotrope 0.9855 0.87 0.921 -0.4673 -0.5182 -0.4028 3.288 10.8675 10.494

Table 3.1: Valeur des coefficients de Hill considérés

3.2.2 Cavités ellipsoidales générales

On considère des cavités ellipsoidales générales avec des demi-axes dans les proportions (10 : 2 : 1)
et (10 : 5 : 1), dont les maillages sont respectivement représentés Figures 3.1a et 3.1b.

(a) Demi-axes dans les proportions (10 : 2 : 1) (b) Demi-axes dans les proportions (10 : 5 : 1)

Figure 3.1: Maillages utilisés pour les cavités ellipsoidales générales

Les surfaces de charge numériques et théoriques pour la cavité avec des axes dans les proportions
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(10 : 2 : 1) sont représentées Figures 3.2a, 3.2b et 3.2c respectivement pour les cas d’axisymétrie
{Σ1 = Σ2 6= Σ3}, {Σ1 = Σ3 6= Σ2} et {Σ2 = Σ3 6= Σ1}. Les critères isotropes de Madou and Leblond
(2012a,b) pour le même type de cavités et de Gurson (1977) pour des cavités sphériques sont également
représentés. Les mêmes quantités respectives sont représentées Figures 3.3a, 3.3b et 3.3c pour le cas
d’axes (10 : 5 : 1).
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(c) Σ2 = Σ3

Figure 3.2: Surfaces de charge : cas d’axes (10 : 2 : 1)
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(c) Σ2 = Σ3

Figure 3.3: Surfaces de charge : cas d’axes (10 : 5 : 1)

Pour les deux cavités ellipsoïdales générales considérées, le critère théorique coïncide bien avec les
calculs numériques. En particulier, les points hydrostatiques et déviatoriques sont bien reproduits par
le modèle. La comparaison avec les critères isotropes de Madou and Leblond (2012a,b) pour les mêmes
cavités ellipsoïdales et celui de Gurson (1977) pour des cavités sphériques révèle un couplage complexe
entre les effets de forme et de l’anisotropie plastique sur le critère de plasticité.

On remarque que dans le cas des axes (10 : 5 : 1) le critère théorique est intérieur aux calculs nu-
mériques, principalement autour du point hydrostatique. En effet, le caractère extérieur de l’approche
cinématique de l’analyse limite a été perdu du fait des approximations faites dans le Chapitre 2. Le
critère analytique n’est donc pas une borne supérieure, mais uniquement une estimation de la charge
limite.

3.2.3 Fissures

On s’intéresse maintenant aux fissures, qui sont des cas particuliers d’ellipsoïdes ayant un axe c très
petit. On considère une fissure elliptique avec des axes dans les proportions (5 : 2 : 0.2) dont le maillage
est représenté Figure 3.4a, et une fissure circulaire avec des axes dans les proportions (5 : 5 : 0.2) dont
le maillage est représenté Figure 3.4b.
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(a) Demi-axes dans les proportions (5 : 2 : 0.2) (b) Demi-axes dans les proportions (5 : 5 : 0.2)

Figure 3.4: Maillages utilisés pour les fissures

Les surfaces de charge numériques et théoriques pour la cavité avec des axes dans les proportions
(5 : 2 : 0.2) sont représentées Figures 3.5a, 3.5b et 3.5c respectivement pour les cas d’axisymétrie
{Σ1 = Σ2 6= Σ3}, {Σ1 = Σ3 6= Σ2} et {Σ2 = Σ3 6= Σ1}. Les critères isotropes de Madou and Leblond
(2012a,b) pour le même type de cavités et de Gurson (1977) pour des cavités sphériques sont également
représentés. Les mêmes quantités respectives sont représentées Figures 3.6a, 3.6b et 3.6c pour le cas
des axes (5 : 5 : 0.2).
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(c) Σ2 = Σ3

Figure 3.5: Surfaces de charge : cas d’axes (5 : 2 : 0.2)
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Σm/σ0

(Σ
3
−
Σ
1
)/
σ
0

 

 

Approx.
Num.
Madou-Leblond
Gurson

(c) Σ2 = Σ3

Figure 3.6: Surfaces de charge : cas d’axes (5 : 5 : 0.2)

L’anisotropie est bien captée dans les deux cas de fissures considérés. Les points hydrostatiques et
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déviatoriques sont très bien reproduits, ainsi que l’allure générale des surfaces de charges. Dans le cas
de la fissure elliptique, on constate que le critère théorique surestime sensiblement le critère numérique
pour les cas de chargements {Σ1 = Σ2 6= Σ3} (voir Figure 3.5a) et {Σ1 = Σ3 6= Σ2} (voir Figure 3.5b).
Ce défaut du modèle avait déjà été observé dans le cas isotrope (voir la figure 4.4 de Madou (2012)).

On remarque également, comme dans le cas des cavités ellipsoïdales générales, que le critère théo-
rique n’est pas une borne supérieure de la charge limite, mais uniquement une estimation.

3.2.4 Cavités cylindriques

On étudie le cas des cavités cylindriques à base elliptique avec des axes dans les proportions
(∞ : 5 : 1) (le maillage est représenté Figure 3.7a) et à base circulaire avec des axes dans les proportions
(∞ : 5 : 5) (le maillage est représenté Figure 3.7b).

(a) Demi-axes dans les proportions (∞ : 5 : 1) (b) Demi-axes dans les proportions (∞ : 5 : 5)

Figure 3.7: Maillages utilisés pour les cavités cylindriques (une seule tranche d’éléments dans la
direction axiale).

Les surfaces de charge numériques et théoriques pour la cavité d’axes dans les proportions (∞ :
5 : 1) sont représentées Figures 3.8a, 3.8b et 3.8c respectivement pour les cas d’axisymétrie {Σ1 = Σ2
6= Σ3}, {Σ1 = Σ3 6= Σ2} et {Σ2 = Σ3 6= Σ1}. Le critère isotrope de Madou and Leblond (2012a,b)
pour le même type de cavités et celui de Gurson (1977) pour des cavités cylindriques sont également
représentés. Les mêmes quantités respectives sont représentées Figures 3.9a, 3.9b et 3.9c pour le cas
d’axes (∞ : 5 : 5).
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(c) Σ2 = Σ3

Figure 3.8: Surfaces de charge : cas d’axes (∞ : 5 : 1)
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(c) Σ2 = Σ3

Figure 3.9: Surfaces de charge : cas d’axes (∞ : 5 : 5)

Pour le cylindre elliptique, le critère théorique coïncide plutôt bien avec les calculs numériques.
La comparaison avec les critères isotropes montre l’influence de l’anisotropie sur la surface de charge.
Certaines zones de cette surface sont approchées par excès, d’autres par défaut, montrant encore une
fois que le statut de borne a été perdu.

Pour le cylindre circulaire, les résultats sont nettement moins bons, avec une estimation par excès
assez importante de la surface de charge. Les résultats numériques font apparaitre des coins (ce qui
avait déjà été remarqué dans le cas isotrope (Madou, 2012)), qui ne peuvent pas être prédits par le
modèle théorique. On note cependant que si le point hydrostatique n’est pas bien reproduit, le point
déviatorique quant à lui est bien restitué.

3.2.5 Cavités sphéroidales

On étudie enfin le cas des cavités sphéroïdales, oblate avec des axes dans les proportions (5 : 5 : 1)
(voir Figure 3.10a) et prolate avec des axes dans les proportions (5 : 1 : 1) (voir Figure 3.10b)

(a) Demi-axes dans les proportions (5 : 5 : 1) (b) Demi-axes dans les proportions (5 : 1 : 1)

Figure 3.10: Maillages utilisés pour les cavités sphéroïdales (a) oblate et (b) prolate.

Les surfaces de charge numériques et théoriques pour la cavité d’axes dans les proportions (5 : 5 : 1)
sont représentées Figures 3.11a, 3.11b et 3.11c respectivement pour les cas d’axisymétrie {Σ1 = Σ2
6= Σ3}, {Σ1 = Σ3 6= Σ2} et {Σ2 = Σ3 6= Σ1}. Le critère isotrope de Madou and Leblond (2012a,b)
pour le même type de cavités et celui de Gurson (1977) pour des cavités sphériques sont également
représentés. Les mêmes quantités respectives sont représentées Figures 3.12a, 3.12b et 3.12c pour le
cas d’axes (5 : 1 : 1).
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(c) Σ2 = Σ3

Figure 3.11: Surfaces de charge : cas d’axes (5 : 5 : 1)
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(c) Σ2 = Σ3

Figure 3.12: Surfaces de charge : cas d’axes (5 : 1 : 1)

Dans le cas de la cavité oblate avec les axes dans les proportions (5 : 5 : 1), le critère théorique
coïncide très bien avec les points numériques. Pour le cas d’une cavité prolate d’axes dans les pro-
portions (5 : 1 : 1), les résultats sont légèrement moins bons, comme ils avaient pu l’être dans le cas
cylindrique à base circulaire. On observe notamment des coins sur la surface de charge dans le cas des
chargements Σ1 = Σ2 et Σ1 = Σ3.

3.2.6 Comparaison avec les critères existants

On compare dans cette section le critère dérivé au chapitre 2 avec les critères existants de Benzerga
and Besson (2001); Monchiet et al. (2008); Keralavarma and Benzerga (2010) pour des cavités sphé-
roïdales aplatie dans les proportions (5 : 5 : 1) (figure 3.13a), allongée dans les proportions (5 : 1 : 1)
(figure 3.13b) et cylindrique dans les proportions (∞ : 5 : 5) (figure 3.13c).
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(a) Cavité oblate (Σ1 = Σ2)
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(b) Cavité prolate (Σ2 = Σ3)
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(c) Cavité cylindrique (Σ2 = Σ3)

Figure 3.13: Surfaces de charge de cavités sphéroïdales (f = 0.01).
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Dans l’ensemble, tous les critères anisotropes sont assez proches et captent bien l’anisotropie. On
remarque que le critère dérivé dans cette thèse est toujours extérieur au critère de Keralavarma and
Benzerga (2010) ; il est donc moins bon que le critère de Keralavarma and Benzerga (2010) car nous
avons utilisé l’approche cinématique de l’analyse limite (la charge limite la plus basse constitue le
meilleur résultat). Il permet d’améliorer le critère de Monchiet et al. (2008) uniquement dans le cas
de cavités aplaties. L’écart observé est très probablement dû à l’approximation A4 du chapitre 2 qui
dégrade la valeur du taux de déformation équivalent.

3.3 Loi d’écoulement macroscopique

Le but de cette section est d’étudier les directions d’écoulement macroscopique associées au critère.
L’étude de loi d’écoulement est cruciale pour valider le critère de plasticité car ce sont les directions
d’écoulement qui vont permettre au VER et aux paramètres internes d’évoluer.

Les déformations macroscopiques numériques E11, E22, E33, résultant des conditions aux limites de
taux de déformation homogène peuvent être identifiées aux composantes D11, D22, D33 du vrai taux
de déformation macroscopique (d’après la correspondance entre les équations du problème d’analyse
limite et celles résolues numériquement, voir la section E.2.3 de l’annexe E). Le tenseur taux de
déformation approché associé au critère analytique est quant à lui obtenu grâce à la propriété de
normalité qui est préservée durant la procédure d’homogénéisation (Rice, 1971; Gurson, 1977) :

Dp = λ̇
∂Φ
∂Σ(Σ) (3.1)

où λ̇ est le multiplicateur plastique.

Nous allons en particulier étudier l’angle ϕ12 que le vecteur D11e1 + D22e2 fait avec le vecteur
e1 (voir Figure 3.14a) en fonction de l’angle ψ (voir Figure 3.14b) mesurant la position du tenseur
des contraintes sur la surface de charge ; cela revient à étudier le rapport D11/D22 caractérisant la
direction de l’écoulement macroscopique en fonction d’une mesure de la triaxialité. De même, nous
étudierons les angles ϕ13 et ϕ23 définis similairement, toujours en fonction de l’angle ψ. En raison du
nombre important de courbes à tracer, les résultats sont reportés en Annexe B.

e1

e2
D11e1 +D22e2

φ12

(a) Angle φ12

Σm/σ0
ψ

(Σ3 − Σ1)/σ0

(b) Angle ψ

Figure 3.14: Définitions des angles φ12 et ψ

Les résultats sont dans l’ensemble très satisfaisants, sauf pour les fissures et les cylindres qui sont
un peu moins bien reproduits. Les principales différences observées entre le modèle et les résultats
numériques se trouvent autour du point hydrostatique avec des erreurs maximales de vingt degrés
environ. Dans le cas des cylindres cela s’explique par la présence de coins sur les surfaces de charge
autour du point hydrostatique.
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3.4 Lois d’évolution de la longueur et de l’orientation des axes d’une
cavité ellipsoidale dans un milieu plastique anisotrope

Les demi-axes de la cavité ainsi que les vecteurs directeurs des axes sont des paramètres internes
du critère proposé dans le chapitre 2. Il est crucial de connaître les lois d’évolution de ces paramètres
afin de définir un modèle de rupture ductile complet. L’étude numérique des lois d’évolution de la
longueur et de l’orientation des axes d’une cavité ellipsoïdale dans un milieu anisotrope est l’objectif
de cette section.

3.4.1 Approche de Madou et al. (2013) dans le cas isotrope

Madou (2012); Madou et al. (2013) ont récemment proposé des lois d’évolution de la longueur et
de l’orientation des axes d’un vide ellipsoïdal dans un milieu parfaitement plastique isotrope. Leur
approche est basée sur une correction plastique phénoménologique des lois élastiques établies par
Ponte Castañeda and Zaidman (1994); Kailasam and Ponte Castañeda (1998). (Une approche ana-
lytique par analyse limite n’aurait pas été pertinente en raison du trop faible nombre de champs de
vitesse considérés. En effet, les tenseurs taux de déformation et de rotation du vide n’ont pas de
caractérisation variationnelle contrairement à la surface de charge qui est issue d’une procédure de mi-
nimisation de la dissipation plastique ; les approcher de manière satisfaisante requiert en conséquence
un nombre de champs de vitesse tests beaucoup plus important).

3.4.1.1 Loi d’évolution de la longueur des axes

Généralités Le tenseur taux de déformation d’un vide ellipsoïdal dans un milieu élastique linéaire
incompressible est donné par (Kailasam and Ponte Castañeda, 1998)

Dv = Le : D (3.2)

où Dv est le taux de déformation du vide, D le taux de déformation macroscopique et Le un tenseur
de localisation du quatrième ordre donné par

Le = [I− (1− f)S]−1 , (3.3)

où I est le tenseur identité, f la porosité et S le tenseur d’Eshelby associé à la cavité considérée.

L’approche de Madou (2012); Madou et al. (2013) consiste à adapter heuristiquement l’équation
élastique au cas plastique ; dans le cas plastique, l’équation (3.2) est remplacée par

Dv = L : D (3.4)

où le nouveau tenseur de localisation L est obtenu à partir du tenseur élastique Le en multipliant
certains de ses coefficients par des facteurs correctifs adaptés, déterminés numériquement.

Changement de variables Toutes les composantes de Dv ne nécessitent pas forcément de correc-
tion. Par exemple, l’équation résultant de l’incompressibilité de la matrice

Dv
m = Dm/f (3.5)
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est exacte et n’a donc pas besoin d’être corrigée. Il est donc intéressant d’introduire le changement de
variables suivant (Madou et al., 2013)

D1 = Dm

D2 = Dxx −Dm

D3 = Dyy −Dzz

D4 = Dxy

D5 = Dxz

D6 = Dyz

et



D
v
1 = Dv

m

D
v
2 = Dv

xx −Dv
m

D
v
3 = Dv

yy −Dv
zz

D
v
4 = Dv

xy

D
v
5 = Dv

xz

D
v
6 = Dv

yz

(3.6)

permettant de distinguer les composantes demandant une correction et les autres.

Les équations élastique (3.2) et plastique (3.4) s’écrivent en fonction des vecteurs à 6 composantes
Dv ≡ (Dv

α)1≤α≤6 et D ≡ (Dα)1≤α≤6 :

Dv = Le.D (cas élastique); Dv = L.D (cas plastique) (3.7)

où Le est une matrice 6× 6 dont les composantes non nulles sont données par

L
e
11 = 1/f

L
e
22 = Lexxxx − 1

2(Lexxyy + Lexxzz)

L
e
23 = 1

2(Lexxyy − Lexxzz)

L
e
31 = Leyyyy − Lezzzz − Leyyzz − Lezzxx − Lezzyy

L
e
32 = 1

2(2Leyyxx − Leyyyy − Leyyzz − 2Lezzxx + Lezzyy + Lezzzz)

L
e
33 = 1

2(Leyyyy − Leyyzz − Lezzyy + Lezzzz)

L
e
44 = 4Lexyxy; L

e
55 = 4Lexzxz; L

e
66 = 4Leyzyz.

(3.8)

Définition des facteurs correctifs Les composantes de la matrice L sont heuristiquement suppo-
sées être reliées à celle de la matrice élastique Le à travers les relations

Lαβ ≡ hαβL
e
αβ pas de sommation sur α et β, (3.9)

où les hαβ sont des facteurs correctifs permettant de prendre en compte les effets plastiques. On note
h ≡ (hvα)1≤α≤6 la matrice 6× 6 de ces facteurs. La détermination numérique complète de la matrice h
est impossible pour toutes les géométries et chargements envisageables. Dans le cas d’un vide ellipsoïdal
général, une interpolation est donc adoptée (Madou et al., 2013), basée sur une combinaison linéaire
de ses valeurs hsph, hcyl et hsand dans les cas particuliers de vides ayant la forme d’une sphère, d’un
cylindre circulaire et d’une couche infinie plane (sandwich) :

h = λhsph + µhcyl + νhsand (3.10)

où λ, µ et ν sont les coefficients d’interpolation, de somme unité, dépendant de la forme du vide.
Les matrices hsph et hcyl correspondant aux cas sphérique et cylindrique sont ainsi déterminées nu-
mériquement 1. Dans le cas sandwich, il n’est pas nécessaire de déterminer numériquement la matrice
hsand ; en effet, dans ce cas, la cinématique de la cellule est une combinaison indépendante de la loi

1. Des formules empiriques que nous ne détaillerons pas ici sont ensuite proposées pour fitter au mieux les coefficients
numériques des matrices hsph et hcyl (Madou, 2012; Madou et al., 2013).
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de comportement de mouvements de corps rigides et de déformations uniformes des couches planes
entourant le vide, quel que soit le chargement ; cela implique que hsand

ij = 1.

L’interpolation adoptée pour le cas général (3.10) est ensuite validée en déterminant numérique-
ment le tenseur de taux de déformation du vide Dv dans divers cas et en comparant à ce que donne
l’interpolation ; les composantes du taux de déformation sont calculées numériquement par la définition
“moyenne” suivante :

Dv
ij = 1

vol(ω)

∫
∂ω

1
2(vinj + vjni)dS (3.11)

où vol(ω) est le volume de la cavité, ∂ω son bord, les ni les composantes du vecteur unitaire normal
à ce bord et les vi celles du vecteur vitesse.

3.4.1.2 Loi d’évolution de l’orientation des axes

Généralités Le tenseur taux de rotation Ωv d’un vide ellipsoïdal dans un milieu élastique linéaire
incompressible est donné par (Kailasam and Ponte Castañeda, 1998)

Ωv = Ω + Re : D (3.12)

où Ω est le taux de rotation macroscopique, D le taux de déformation macroscopique et Re un tenseur
de localisation du quatrième ordre donné par

Re = (1− f)Π : Le, (3.13)

où Π est le second tenseur d’Eshelby, f la porosité et Le le tenseur de localisation donné par l’équation
(3.3). Le tenseur Re ne possède que trois composantes indépendantes (Re,xyxy, Re,xzxz et Re,yzyz) en
raison des symétries.

L’approche de Madou (2012); Madou et al. (2013) consiste à adapter heuristiquement l’équation
élastique au cas plastique ; dans le cas plastique, l’équation (3.12) est remplacée par

Ωv = Ω + R : D (3.14)

où le nouveau tenseur de localisation R est obtenu à partir du tenseur élastique Re en multipliant
certains de ses coefficients par des facteurs correctifs adaptés, déterminés numériquement.

Définition des facteurs correctifs Les composantes non-nulles du tenseur R sont donc heuristi-
quement supposées être reliées à celles du tenseur Re à travers les relations

Rxyxy ≡ kxyRe,xyxy; Rxzxz ≡ kxzRe,xzxz; Ryzyz ≡ kyzRe,yzyz, (3.15)

où les coefficients kxy, kxz et kyz sont des facteurs correctifs permettant de prendre en compte les
effets plastiques. La détermination numérique complète des coefficients kij est impossible pour toutes
les géométries et chargements envisageables. Dans le cas d’un vide ellipsoidal, une interpolation est
adoptée (Madou et al., 2013), basée sur une combinaison linéaire des valeurs ksph

ij , kcyl
ij et ksand

ij dans les
cas particuliers de vides ayant la forme d’une sphère, d’un cylindre circulaire et d’une couche infinie
plane (sandwich) : 

kxy = λksph
xy + µkcyl

xy + νksand
xy

kxz = λksph
xz + µkcyl

xz + νksand
xz

kyz = λksph
yz + µkcyl

yz + νksand
yz

(3.16)
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où λ, µ et ν sont les coefficients d’interpolation, de somme unité, dépendant de la forme du vide. En
raison des symétries impliquant la nullité de certaines composantes des tenseurs Re et R nous avons
les relations suivantes : 

ksph
xy = ksph

xz = ksph
yz = 1

kcyl
xy = kcyl

xz

kcyl
yz = 1;

(3.17)

de plus dans le cas sandwich l’indépendance de la cinématique vis-à-vis de la loi de comportement
implique que

ksand
xy = ksand

xz = ksand
yz = 1. (3.18)

Ainsi, seul le coefficient kcyl
xy doit être déterminé numériquement.

Ensuite, comme dans le cas de l’évolution de la longueur des axes, les interpolations adoptées pour
le cas général (3.16) sont validées en déterminant numériquement le tenseur de taux de rotation du
vide Ωv dans divers cas et en comparant à ce que donne l’interpolation.

3.4.2 Extension des lois isotropes au cas anisotrope

L’approche proposée par Madou (2012); Madou et al. (2013) dans le cas isotrope est purement
phénoménologique et a nécessité des centaines de calculs numériques par éléments finis pour détermi-
ner les coefficients correctifs hij et kij pour une grande variété de cas géométriques. Pour étendre leur
approche au cas anisotrope, il faudrait avoir recours à des calculs numériques encore plus nombreux,
pour une grande variété de matériaux et de géométries, puis proposer des formules analytiques pour
fitter les résultats numériques. Les formules devraient dépendre des coefficients d’anisotropie de Hill
(1948) et de la géométrie. Cette tâche nous paraît irréalisable car (i) elle nécessiterait un nombre
trop important de calculs numériques ; (ii) il paraît difficile voire impossible de fitter correctement les
formules avec autant de paramètres.

Par conséquent, les corrections des lois d’évolution que nous utiliserons pour décrire la déforma-
tion et la rotation d’un vide ellipsoïdal dans un milieu plastique anisotrope seront données simplement
par les formules de Madou et al. (2013) obtenues dans le cas isotrope. Bien que l’anisotropie ait une
influence sur la déformation et la rotation des cavités, on peut supposer qu’en première approximation
le choix des corrections isotropes est pertinent, au moins dans le cas d’anisotropies modérées.

Il est important de noter que dans l’option retenue, l’anisotropie est quand même prise en compte,
par l’intermédiaire du tenseur d’Eshelby S qui correspond à une cavité ellipsoïdale plongée dans un
milieu élastique anisotrope ; seuls les facteurs correctifs hij et kij correspondent au cas isotrope.

3.4.3 Comparaisons des lois théoriques avec des calculs numériques microméca-
niques

Le but de cette sous-section est de comparer les prédictions de la loi proposée pour l’évolution
de la longueur des axes d’une cavité avec les résultats numériques pour le matériau anisotrope consi-
déré précédemment. Précisons que ces résultats ne seront pas utilisés pour améliorer les corrections
isotropes utilisées, mais sont uniquement fournis pour voir si ces corrections isotropes sont acceptables.

Notons également que nous n’étudierons pas la loi d’évolution de l’orientation des axes d’une
cavité. Cette loi avait été moins étudiée que celle des longueurs des axes dans le cas isotrope, et les
corrections proposées étaient moins précises que pour ces longueurs ; on peut s’attendre à avoir des
résultats similaires dans le cas anisotrope.
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3.4.3.1 Cas sphérique

Dans le cas sphérique, un seul coefficient de la matrice h doit être déterminé dans le cas isotrope
(Madou et al., 2013). Ce coefficient est défini par

hsph = 3 + 2f
5

D′dg
||D′dg||

.
Dv′

dg
||D′dg||

(3.19)

où Tdg ∈ R3 désigne le vecteur composé des composantes diagonales Txx, Tyy et Tzz d’un tenseur T
quelconque d’ordre deux donné (Madou et al., 2013). (Les tenseurs D′ et Dv′ correspondent respecti-
vement aux déviateurs des tenseurs D et Dv).

Le coefficient hsph est donc lié à la projection du déviateur du taux de déformation du vide sur le
déviateur du taux de déformation macroscopique. Il ne dit rien sur la composante de Dv′ non colinéaire
à D′ . (Ces tenseurs, colinéaires dans le cas élastique, n’ont cependant aucune raison de le rester dans
le cas plastique). Dans le cas isotrope, l’erreur liée à la non-colinéarité a été étudiée numériquement
(Madou, 2012; Madou et al., 2013) : elle est faible pour des triaxialités T ne dépassant pas 1.5. Dans
la suite on considérera l’erreur liée à la non-colinéarité négligeable.

Nous comparons Figures 3.15a et 3.15b l’évolution du coefficient hsph en fonction de la triaxialité
T pour des porosités initiales f = 0.01 et f = 0.001, respectivement. Le chargement considéré dans
les deux cas est Σ1 = Σ2.

L’accord entre le modèle et les calculs numériques est particulièrement bon dans ce cas et permet
ainsi de justifier l’utilisation de la correction isotrope dans le cas anisotrope.
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Figure 3.15: Etude de la déformation d’une cavité sphérique (à travers le coefficient hsph) de porosité
(a) f = 0.01 et (b) f = 0.001

3.4.3.2 Cas cylindrique

Dans le cas cylindrique, deux coefficients de la matrice h doivent être déterminés. Nous allons ici
nous intéresser au coefficient le plus important défini par :

hcyl
33 = 1 + f

2
Dv
yy −Dv

zz

Dyy −Dzz
. (3.20)

Ce coefficient est lié à la norme du déviateur du taux de déformation du vide.
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Ce coefficient est tracé respectivement Figures 3.16a, 3.16b et 3.16c pour les chargements Σ1 = Σ2,
Σ1 = Σ3 et Σ2 = Σ3, en fonction de la “triaxialité transverse” Th définie par

Th = Σ2 + Σ3
2Σeq

. (3.21)

Par rapport au cas sphérique, l’accord est nettement moins bon entre la formule théorique utilisant
la correction isotrope et les résultats numériques.
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Figure 3.16: Etude de la déformation d’une cavité cylindrique circulaire de porosité f = 0.01.

3.4.3.3 Cas oblate

Le cas oblate correspond dans le modèle à un cas interpolé entre les cas sphérique et sandwich. Il
n’est donc pas très pertinent ici d’étudier les différents coefficients de la matrice h interpolée. Nous al-
lons ainsi directement comparer les composantes de Dv théoriques avec celles calculées numériquement.

Les rapports D̄v
2/||D|| et D̄v

3/||D|| théoriques et numériques sont tracés Figures 3.17a et 3.17b
pour le chargement (Σ1 = Σ3) et Figures 3.17c et 3.17d pour le chargement (Σ2 = Σ3). On considère
à chaque fois les deux cas d’axisymétrie, correspondant à deux valeurs de l’angle de Lode φ : lorsque
la contrainte axiale est “majeure”, l’angle de Lode vaut φ = 0̊ et lorsque la contrainte axiale est
“mineure”, l’angle de Lode vaut φ = 60̊ .

L’accord entre le modèle et les résultats numériques est satisfaisant. Les tendances sont bien
reproduites et les erreurs maximales observées sont de 20 % environ.

3.4.3.4 Cas prolate

Le cas prolate correspond dans le modèle à un cas interpolé entre les cas sphérique et cylindrique.
De nouveau, il n’est pas très pertinent d’étudier les différents coefficients de la matrice h interpolée,
et nous allons plutôt directement comparer les composantes de Dv théoriques avec celles calculées
numériquement.

Les rapports D̄v
2/||D|| et D̄v

3/||D|| théoriques et numériques sont tracés Figures 3.18a et 3.18b
pour le chargement (Σ1 = Σ2), Figures 3.18c et 3.18d pour le chargement (Σ1 = Σ3) et Figures 3.18d
et 3.18e pour le chargement (Σ2 = Σ3). Comme précédemment, on considère dans chaque cas d’axi-
symétrie deux valeurs de l’angle de Lode (φ = 0̊ et φ = 60̊ ).

L’accord entre le modèle et les résultats numériques est correct. En particulier, le rapport D̄v
2/||D||

est très bien reproduit avec une erreur maximale de 12 % environ. En revanche, le rapport D̄v
3/||D||

est beaucoup moins bien reproduit, notamment lorsque la triaxialité est supérieure à 3. En pratique
ce n’est pas très gênant car ce coefficient a peu d’importance à triaxialité élevée, le changement de
volume de la cavité dominant son changement de forme.
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Figure 3.17: Etude de la déformation d’une cavité aplatie (oblate) d’axes dans les proportions (5 :
5 : 1) et de porosité f = 0.01.

3.4.3.5 Cas général

On s’intéresse enfin à une cavité ellipsoïdale générale d’axes dans les proportions (10 : 2 : 1). Ce
cas général correspond dans le modèle à un cas interpolé entre les cas oblate et prolate. Comme pré-
cédemment, il n’est pas très pertinent d’étudier les différents coefficients de la matrice h interpolée.
Nous allons ainsi directement comparer les composantes de Dv théoriques avec celles calculées numé-
riquement.

Les rapports D̄v
2/||D|| et D̄v

3/||D|| théoriques et numériques sont tracés Figures 3.19a et 3.19b
pour le chargement (Σ1 = Σ2), Figures 3.19c et 3.19d pour le chargement (Σ1 = Σ3) et Figures 3.19d
et 3.19e pour le chargement (Σ2 = Σ3). Comme précédemment, on considère dans chaque cas d’axi-
symétrie deux valeurs de l’angle de Lode (φ = 0̊ et φ = 60̊ ).

L’accord entre le modèle et les résultats numériques est satisfaisant. En particulier, le rapport
D̄v

2/||D|| est très bien reproduit avec une erreur maximale de moins de 10 % environ. Comme précé-
demment, le rapport D̄v

3/||D|| est moins bien reproduit lorsque la triaxialité augmente.
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Figure 3.18: Etude de la déformation d’une cavité allongée (prolate) d’axes dans les proportions
(5 : 1 : 1) et de porosité f = 0.01.

3.4.4 Discussion

Les comparaisons entre le modèle pour les lois d’évolution de la déformation d’une cavité ellipsoïdale
et des calculs numériques dans le cas anisotrope sont globalement satisfaisantes. Les différences les plus
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Figure 3.19: Etude de la déformation d’une cavité ellipsoïdale générale d’axes dans les proportions
(10 : 2 : 1) et de porosité f = 0.01.

importantes sont observées à des triaxialités élevées, ce qui n’est pas très pénalisant car on s’attend
dans ce cas là à avoir un effet important de grossissement des cavités plutôt que de déformation et
de rotation. L’accord entre le modèle et les calculs numériques n’est pas parfait, mais semble être
suffisant pour pouvoir envisager d’utiliser les corrections isotropes dans le contexte anisotrope pourvu
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que l’anisotropie soit évidemment modérée, et que le tenseur d’Eshelby utilisé soit bien le tenseur
correspondant au milieu anisotrope considéré.

3.5 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de qualifier et de compléter le critère de plasticité macroscopique
pour des matériaux anisotropes contenant des vides ellipsoïdaux dérivé au chapitre 3, dans l’esprit des
travaux de Madou (2012); Madou and Leblond (2013); Madou et al. (2013).

Dans un premier temps, nous avons étudié numériquement les surfaces de charge associées à des
cavités ellipsoïdales dans une matrice anisotrope, par une méthode d’analyse limite numérique (voir
Morin et al. (2014) et l’annexe E pour le détail de la méthode). Nous avons ainsi validé le critère
pour un grand nombre de formes de cavités. Dans la plupart des cas, le modèle est en très bon accord
avec les résultats numériques sauf parfois pour des géométries “extrêmes”, comme des fissures ou des
cylindres. Ces résultats numériques nous ont également permis d’étudier la loi d’écoulement macro-
scopique à travers certains rapports des déformations macroscopiques. Les résultats, légèrement moins
bons que pour la surface de charge, restent néanmoins très satisfaisants.

La suite a été consacrée à l’étude de la déformation des cavités ellipsoïdales dans une matrice ani-
sotrope, avec pour objectif de compléter le critère dérivé au chapitre 3 par des équations d’évolution de
ses paramètres internes. Le développement d’un modèle théorique nous paraissant difficile voire impos-
sible dans le cas anisotrope, nous avons décidé d’utiliser l’approche heuristique proposée par Madou
et al. (2013) : (i) nous utilisons les lois élastiques pour la déformation et la rotation d’une cavité
ellipsoidale plongée dans un milieu élastique anisotrope (Kailasam and Ponte Castañeda, 1998) ; (ii)
ces lois élastiques anisotropes sont ensuite adaptées au cas plastique en utilisant les facteurs correctifs
obtenus pour le cas isotrope (Madou et al., 2013). Nous avons ensuite comparé les prédictions fournies
par les formules analytiques avec des résultats numériques pour un matériau anisotrope, afin d’appré-
cier la pertinence des formules. Les résultats sont assez satisfaisants pour des triaxialités modérées et
se dégradent pour des triaxialités élevées. Cela n’est probablement pas d’une grande importance, car
en pratique pour les triaxialités élevées, le grossissement hydrostatique des cavités semble être leur
mode de déformation majeur.

Complété par ces équations d’évolution des paramètres internes, le critère de plasticité dérivé au
chapitre 2 constitue un modèle complet de rupture ductile pour les matériaux anisotropes contenant
des vides ellipsoïdaux. Avant de pouvoir être utilisé, quelques points restent à préciser :

– Toute l’étude numérique de ce chapitre a été effectuée pour un seul matériau anisotrope. Des
résultats supplémentaires pour d’autres matériaux seraient sans doute nécessaires pour bien qua-
lifier le modèle.

– Récemment, Keralavarma et al. (2011) ont réalisé des calculs micromécaniques d’évolution sur
des cellules cylindriques contenant des vides ellipsoïdaux et dont la matrice obéit à un critère
anisotrope de Hill (1948). La comparaison entre les prédictions du modèle dérivé ici et ces résul-
tats numériques serait une étape importante permettant de valider ensemble tous les éléments
du modèle (critère, loi d’écoulement et évolution des paramètres internes).

– Enfin, la comparaison avec des expériences sur des éprouvettes entaillées d’alliages d’aluminium
anisotropes (Benzerga et al., 2004b,a) permettrait également de valider le modèle.
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CHAPITRE 4
Etude numérique d’un modèle de croissance des

cavités pour matériaux nanoporeux

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement mécanique de matériaux ductile nanoporeux,
en se basant sur des résultats théoriques récents obtenus par Dormieux and Kondo (2010). Dans un
premier temps, nous validons le critère de plasticité macroscopique proposé par ces auteurs grâce à
des analyses limites numériques réalisées à l’aide de la méthode des éléments finis. Cela a nécessité
un traitement numérique particulier pour prendre en compte les effets d’interface à la frontière du
vide. Ensuite, nous formulons un modèle complet de rupture ductile pour vides nanométriques, en
dérivant les équations d’évolution des paramètres internes grâce à la propriété de normalité de la loi
d’écoulement. En raison de la forme paramétrique de la surface de charge, une procédure spécifique
est développée pour implémenter numériquement le modèle. Le problème de correction plastique du
prédicteur élastique se réduit à la résolution de deux équations nonlinéaires couplées. Enfin, le modèle
est appliqué à des chargements proportionnels, pour différents états de triaxialité. L’effet de taille a
une influence importante sur le comportement mécanique et l’évolution de la porosité.

Ce chapitre est tiré d’un article publié (Morin et al., 2015a).

4.1 Introduction

Ductile fracture of metals occurs through growth and coalescence of voids. In order to describe the
macroscopic behaviour of plastic porous materials, Gurson (1977) derived a model by combining homo-
genization and limit-analysis of a spherical (or cylindrical) cell made of a von Mises matrix containing
a spherical (or cylindrical) void, and subjected to conditions of homogeneous boundary strain rate.
Gurson (1977)’s model has been extended in several directions, including the consideration of void
shape effects, by Gologanu et al. (1993, 1994, 1997); Monchiet et al. (2014) for spheroidal cavities, and
more recently Madou and Leblond (2012a,b) for arbitrary ellipsoidal voids. Other extensions have been
proposed in order to account for matrix plastic anisotropy, by Benzerga and Besson (2001) for spherical
or cylindrical voids, and Monchiet et al. (2008); Keralavarma and Benzerga (2010) for spheroidal voids.

Despite their great interest in practical situations, none of the above models is suitable for the
description of the growth of submicron voids. Indeed, it is well known that the plastic flow strength
and the hardening of a solid depend on the gradient of the plastic strain ; the effect is important for
plastic deformations taking place at small scales, of the order of a micron or less, which is the case
when submicron voids are present. To account for such effects, Fleck and Hutchinson (1993); Fleck
et al. (1994); Fleck and Hutchinson (1997), developed a phenomenological model of plasticity known
as strain gradient plasticity, whereby the material behavior depends on both the plastic strain and the
plastic strain gradient. This model has permitted to evidence size effects in void growth, first for an
isolated void (Huang et al., 2000; Fleck and Hutchinson, 2001) and then for finite porosities (Niordson,
2008). In addition to these numerical works, Monchiet and Bonnet (2013) revisited Gurson (1977)’s
homogenization of a hollow sphere, by considering a matrix obeying a strain gradient plasticity model ;
their yield criterion, obtained by introducing some approximations to calculate the macroscopic plastic
dissipation, exhibited a void size dependency : when the void size decreases, the size of the yield locus
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increases and the void growth rate decreases.

If size effects due to strain gradients are well understood for micron-sized voids, the physics of
nano-sized voids, in contrast, is still in its infancy. Various atomistic simulations have evidenced a
drastic increase of the strength of nanovoids (Traiviratana et al., 2008; Mi et al., 2011; Tang et al.,
2014), due to the presence of surface effects at the interface between the bulk material and the empty
void ; these effects are commonly attributed to surface stresses and nucleation of dislocations. In order
to account for them, Dormieux and Kondo (2010) extended Gurson (1977)’s model by representing
the cavity surface through a stress interface model (Gurtin and Murdoch, 1975, 1978), that is by
schematizing it as a thin layer obeying a plane stress von Mises (isotropic) criterion 1. This interface
model consists in a simple heuristic continuum mechanics representation of crystalline plasticity that
takes place at the nanoscale ; even though this kind of criterion may be questionable at such a scale, it
is acceptable as a first approximation and permits to perform analytically a limit-analysis of a hollow
sphere including surface effects. The macroscopic yield criterion obtained by Dormieux and Kondo
(2010) is expressed in terms of parametric equations of the macroscopic yield locus, and exhibits a
void size dependency : again, the size of the yield locus increases when the pore size decreases.

The assessment of Dormieux and Kondo (2010)’s macroscopic yield criterion, and the numerical
integration of the corresponding constitutive equations, which are needed for future applications of
the model to the growth of nanosized voids, are the main objectives of this paper.

The paper is organized as follows :
– In Section 4.2, we numerically assess Dormieux and Kondo (2010)’s criterion by performing
numerical limit-analyses of a hollow sphere with an interface model at the void’s boundary,
based on the standard finite element method including elasticity.

– The criterion is then completed in Section 4.3 by providing the flow rule and the evolution
equations of the internal parameters.

– In Section 4.4, a numerical implementation of the complete model is proposed. The local al-
gorithm of plastic correction of the elastic stress predictor is reduced to the resolution of two
coupled nonlinear equations on two unknowns.

– Finally, section 4.5 provides a numerical application of the model, in the form of computation
of the behavior of a homogeneous volume element subjected to some axisymmetric proportional
loading at fixed stress triaxiality.

4.2 Numerical assessment of Dormieux and Kondo (2010)’s criterion

4.2.1 Dormieux and Kondo (2010)’s macroscopic criterion

We consider Dormieux and Kondo (2010)’s homogenized criterion for ductile nanoporous materials,
which has been obtained from a limit-analysis of a single hollow sphere (see Figure 4.1).

The strength of the solid phase is described by a von Mises criterion :

σ2
eq = 3

2σd : σd ≤ σ2
0 (4.1)

where σeq is the von Mises equivalent stress, σd the deviator of the stress tensor σ and σ0 the yield
stress in simple tension. The void size effect is introduced by accounting for the presence of an interface
at the void’s boundary. The strength of this interface is described by a 2D plane stress von Mises-type
criterion :

3
2σ

S
d : σS

d ≤ k2
int (4.2)

where σS
d is the deviatoric part of the plane stress tensor σS and kint represents the yield limit of the

interface. (Note that the plane stress tensor σS is expressed in N/m, not in N/m2). The void size effect

1. Recently, Monchiet and Kondo (2013) extended Dormieux and Kondo (2010)’s work by considering Gologanu et al.
(1993, 1994)’s criterion for spheroidal voids instead of that of Gurson (1977) for spherical ones.
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v = D.x

a

b

spherical void

interface

von Mises matrix

Figure 4.1: Representative Volume Element for the nanoporous material.

is thus characterized by a non-dimensional parameter Γ, depending on the void radius a, the interface
strength kint and the yield stress σ0, defined as :

Γ = kint
aσ0

. (4.3)

In the following, Γ will be referred to as the “interface non-dimensional parameter”.

Both the bulk material and the interface obey the plastic flow rule associated to the relevant yield
criterion through normality.

The limit-analysis of the hollow sphere of internal radius a, external radius b, porosity f = a3/b3,
taking account of a von Mises interface, leads to the following parametric equations of the macroscopic
yield locus (Dormieux and Kondo, 2010) :


tr Σ = σ0

[
2
(
Argsinh(ξ)−Argsinh(fξ)

)
+ Γ 6ξ√

ξ2 + 3/5

]

Σeq = σ0

[√
1 + f2ξ2 − f

√
1 + ξ2 + Γ 9f

5
√
ξ2 + 3/5

] (4.4)

where Σ denotes the macroscopic stress tensor, Σeq the macroscopic von Mises equivalent stress, and
the parameter ξ = 2

f
Dm
Deq

is defined from the mean and equivalent deviatoric parts Dm, Deq of the
macroscopic strain rate D.

4.2.2 Numerical limit-analysis

It has been shown by Madou and Leblond (2012b) that limit-analysis problems can be solved by the
standard finite element method including elasticity, by using a large load increment without geometry
update. Indeed, under such conditions the time-discretized equations of the finite element problem
become equivalent to those of limit-analysis, provided that the local problem of “projection onto the
yield locus” (plastic correction of the elastic stress predictor) is solved using an implicit algorithm.

We use the commercial finite element code SYSTUS R© developed by ESI Group to perform the
calculations. We consider a spherical cell Ω containing a concentric spherical void and subjected to
conditions of homogeneous boundary strain (Mandel, 1964; Hill, 1967) :

u(X) = E.X on ∂Ω (4.5)
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where u is the displacement, X the initial position-vector, E the overall strain tensor and ∂Ω the ex-
ternal boundary of the cell. The mesh, represented in Figure 4.2, consists of 26,481 nodes and 24,000
selectively subintegrated trilinear 8-node brick elements. The interface at the void’s boundary is in-
troduced using a 2D mesh consisting of 1,200 elements obeying a criterion of type (5.3).
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Figure 4.2: Spherical mesh used for the finite element simulations.

Higher level programmes have been developed to manage and exploit the calculations, and notably
to compute the macroscopic stress tensor through the formula

Σ = 1
Ω

∫
Ω−ω

σ dV (4.6)

where ω denotes the void and Ω− ω the domain occupied by the solid matrix.

For the purpose of validation of the model, axisymmetric loadings are considered : Σ11 = Σ22 6= 0,
Σ33 6= 0, other Σij = 0. A value f = 0.01 is adopted for the porosity, typical for ductile metals,
once nucleation has taken place and before coalescence starts. In all the calculations, the values of the
material constants are as follows : Young’s modulus, E = 200 GPa ; Poisson’s ratio, ν =0.499 2 ; yield
stress in simple tension, σ0 = 400 MPa ; strength of the interface, kint = 1 N/m. Note that the value
considered for kint is of the order of that calibrated by Monchiet and Kondo (2013) from the atomistic
simulations of Mi et al. (2011).

We investigate the yield locus for different values of the interface non-dimensional parameter
Γ = [0.25 ; 0.5 ; 1.25 ; 2.5], corresponding to values of the pore radius a = [25 ; 10 ; 2 ; 1] nm. The
theoretical and numerical yield loci are represented in Figure 4.3, in a plane (Σm

σ0
, Σ11−Σ33

σ0
), where

Σm = 1
3(2Σ11 + Σ33) is the mean stress. Gurson (1977)’s yield locus, which corresponds to the case

Γ = 0 in Dormieux and Kondo (2010)’s criterion, is also represented in order to highlight the effect of
the void size.

The model predictions are in very good agreement with the numerical results in all the cases
considered. In particular, the hydrostatic point is perfectly reproduced ; this is not surprising since
the trial velocity field used in the theoretical limit-analysis is exact in this case. However, a small
discrepancy is observed for low stress triaxialities ; in particular, for a purely deviatoric loading, a
relative error of about 6 % is noted for Γ = 2.5.

2. This value ensuring elastic quasi-incompressibility facilitates convergence of the global elastoplastic iterations,
without modifying the results ; see Madou and Leblond (2012b).
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Figure 4.3: Yield loci for a porosity f = 0.01 and various pore sizes.

4.3 Formulation of the constitutive model

In order to complete the model, Dormieux and Kondo (2010)’s yield criterion must be supplemented
with a plastic flow rule and some evolution equations for the internal parameters.

4.3.1 Macroscopic flow rule

Since the property of normality of the flow rule is preserved in the homogenization procedure (see
Rice (1971) and Gurson (1977)), the macroscopic flow rule necessarily reads :

Dp = λ̇
∂Φ
∂Σ(Σ) , λ̇

 = 0 if Φ (Σ) < 0

≥ 0 if Φ (Σ) = 0
(4.7)

where Dp denotes the plastic Eulerian strain rate, λ̇ the plastic multiplier and Φ(Σ) the macroscopic
yield function.
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Writing the flow rule (4.7) explicitly is more difficult than it may seem, since Dormieux and Kondo
(2010)’s yield locus is defined by the parametric equations (4.4) and the corresponding yield function
Φ has no explicit expression. To do so, write the criterion in the form :

Φ[Σeq(ξ),Σm(ξ)] = 0 , ∀ξ. (4.8)

Differentiation of this equation with respect to ξ yields

dΦ
dξ = ∂Φ

∂Σeq

dΣeq
dξ

+ ∂Φ
∂Σm

dΣm
dξ

= 0 , ∀ξ. (4.9)

This equation is illustrated in Figure 4.4 ; the vectors A = [dΣm
dξ ; dΣeq

dξ ] and B = [ ∂Φ
∂Σm

; ∂Φ
∂Σeq

] are
respectively tangent and normal to the yield locus, and orthogonal.

Σm

Σeq

Σ(ξ)

ξ
A

B

Figure 4.4: Tangent and normal vectors to a yield locus defined parametrically.

It follows that 
∂Φ
∂Σm

= −C2dΣeq
dξ

∂Φ
∂Σeq

= C2dΣm
dξ

(4.10)

where C is a real number depending on ξ. Separating the mean and deviatoric parts in ∂Φ
∂Σ , one readily

sees that :
∂Φ
∂Σ = ∂Φ

∂Σm

∂Σm
∂Σ + ∂Φ

∂Σeq

∂Σeq
∂Σ = −C2dΣeq

dξ

1
3I + C2dΣm

dξ

3
2

Σd
Σeq

(4.11)

where Σd is the deviatoric part of Σ. The flow rule then reads

Dp = λ̇

(
−dΣeq

dξ

1
3I + dΣm

dξ

3
2

Σd
Σeq

)
(4.12)

where the factor C2 has been incorporated into the plastic multiplier λ̇.

4.3.2 Evolution of internal parameters

Evolution equations must be provided for the internal parameters of the model, namely the poro-
sity f , the pore radius a and the yield limit.

Owing to the incompressibility of the matrix (the slight elastic compressibility being disregarded),
the evolution of the porosity is classically given by :

ḟ = (1− f)tr Dp. (4.13)
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To derive the rate of the void size, note that the matrix incompressibility implies that ω̇ = Ω̇.
Consequently,

ḟ = d
dt

(
w

Ω

)
= ω̇

Ω −
w

Ω2 Ω̇ = f(1− f) ω̇
ω

= 3f(1− f) ȧ
a
.

The evolution law of the pore radius a therefore reads

ȧ = a

3f(1− f) ḟ . (4.14)

Finally, the above evolution equations are supplemented with an isotropic hardening law. This is
done by following Gurson (1977)’s classical heuristic approach. The constant yield limit σ0 of Dormieux
and Kondo (2010)’s criterion is thus replaced by some “average yield stress” σ̄ given by :

σ̄ ≡ σ(ε̄) (4.15)

where σ(ε) is a function providing the local yield limit as a function of the local cumulated plastic
strain ε, and ε̄ represents some “average equivalent strain” in the heterogeneous, porous material. The
evolution of ε̄ is governed by the following equation :

(1− f)σ̄ ˙̄ε = Σ : Dp (4.16)

which expresses the heuristic assumption that the plastic dissipation in the heterogeneous porous
material is equal to that in a fictitious “equivalent” homogeneous material with equivalent strain ε̄
and yield stress σ̄.

4.4 Numerical implementation

In the following, we concentrate on the local step of the elastoplastic solution, consisting in “projec-
ting” the elastic stress predictor onto the yield locus, that is in applying the required plastic correction
to it.

4.4.1 Generalities

Halphen and Nguyen (1975); Son (1977) have defined, in the framework of linearized theory, the
class of “generalized standard” materials. Roughly speaking, these are materials for which the internal
parameters collectively verify an “extended normality rule”. For this class of materials, the local pro-
jection problem has a unique solution, provided that the evolution equations of the internal parameters
are discretized in time with an implicit scheme.

Following the same lines as in (Enakoutsa et al., 2007), one may show that the model considered
here defines a generalized standard material, provided that : (i) the framework considered is the linea-
rized theory ; (ii) the pore radius and the porosity are not allowed to vary. (The internal parameters
then reduce to Ep and ε̄).

Unfortunately, these restrictions are not realistic for ductile fracture problems, since the strains
involved are large and the growth of the porosity important. However, following again (Enakoutsa
et al., 2007), one may note that

– if, in the hypoelasticity law, the additional terms due to the objective time-derivative of Σ are
discretized in time with an explicit scheme ;

– if, in the criterion and the flow rule, the porosity and the pore radius considered are those at
the previous time-step,

then the equations of the local problem of projection are exactly the same as in the linearized framework
with fixed porosity and pore radius, implying that for this problem of projection, the model behaves
as if the material were generalized standard.
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Thus, the existence and uniqueness of the solution of the projection problem are ensured, provided
that (i) the evolution equations of Ep and ε̄ are discretized in time with an implicit scheme ; (ii) the
additional terms due to the objective time-derivative of Σ are discretized in time using an explicit
scheme ; (iii) the values of f and a used in the criterion and the flow rule are those at the preceding
time-step.

4.4.2 Equations of the local projection problem

For simplicity reasons, the algorithm is presented only in the context of small strains ; its extension
to large strains does not raise any specific difficulties.

The constitutive equations of the model, prior to time-discretization, may be summarized as fol-
lows :

Decomposition of the total strain : E = Ee + Ep

Isotropic elasticity law : Σ = (3κJ + 2µK) : Ee

Plasticity criterion : Φ(Σ, f,Γ, σ̄) ≤ 0
Flow rule and consistency conditions : Ėp = λ̇ ∂Φ

∂Σ(Σ, f,Γ, σ̄), λ̇ ≥ 0, λ̇Φ(Σ, f,Γ, σ̄) = 0
Strain hardening law : σ̄ ≡ σ(ε̄), (1− f)σ̄ ˙̄ε = Σ : Ėp

where Ee is the elastic strain tensor, Ep the plastic strain tensor, J the spherical projection tensor, K
the deviatoric projection tensor, κ the elastic bulk modulus and µ the elastic shear modulus.

Subsequently to time-discretization, the local projection problem consists in finding the mechanical
state Sn+1 = {En+1 , Ep

n+1, Σn+1, ε̄n+1} at time tn+1 resulting from a given, known strain increment
∆En (resulting from a global elastoplastic iteration), knowing the previous mechanical state Sn = {En ,
Ep
n, Σn, ε̄n} at time tn.

Following the discussion in Subsection 4.4.1, the yield criterion and the flow rule are discretized
using an implicit scheme with respect to Ep and ε̄, but an explicit one with respect to f and Γ, so
that the complete equations of the projection problem read :

Σn+1 = Σelas
n+1 − (3κJ + 2µK) : ∆Ep

n

Φ(Σn+1, fn,Γn, σ̄n+1) ≤ 0

∆Ep
n = ∆λn

∂Φ
∂Σ(Σn+1, fn,Γn, σ̄n+1)

∆λn ≥ 0

∆λnΦ(Σn+1, fn,Γn, σ̄n+1) = 0

σ̄n+1 = σ(ε̄n + ∆ε̄n)

(1− fn)σ̄n+1∆ε̄n = Σn+1 : ∆Ep
n

(4.17)

where Σelas
n+1 = Σn + (3κJ + 2µK) : ∆En is the elastic predictor, that is the stress tensor at time tn+1

resulting from the strain increment ∆En fictitiously considered as purely elastic.

4.4.3 Algorithm of solution of the local projection problem

The treatment of hardening is done using a “fixed point” method : (i) assume that σ̄n+1 = σ̄n ; (ii)
compute Ep

n+1, Σn+1, ε̄n+1 with this initial value of σ̄n+1 ; (iii) deduce from equation (4.17)6 a refined
estimate of σ̄n+1 ; (iv) follow up the procedure until σ̄n+1 reaches a stationary value. (In practice the
“fixed point” method converges quickly since hardening effects are relatively small).
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The problem is thus reduced to the sole determination of Ep
n+1, Σn+1, ε̄n+1 for a fixed value of

σ̄n+1, which will now be discussed.
The parametric form (4.4) of the yield locus is a particular feature of the model which necessitates

a specific numerical procedure. Two cases must be distinguished.

Elastic evolution Owing to the lack of explicit expression of the criterion, the condition
Φ(Σelas

n+1, fn,Γn, σ̄n+1) ≤ 0, indicating if the evolution is purely elastic, cannot be directly considered.
However, the situation is clear when the elastic predictor Σelas

n+1 is represented in the plane (Σm, Σeq)
(see Figure 4.5) : the elastic predictor is plastically admissible when it lies within the elastic domain
(point Σelas(1)

n+1 in the graph) but not when it lies outside it (point Σelas(2)
n+1 in the graph). Consequently

the condition Φ(Σelas
n+1, fn,Γn, σ̄n+1) ≤ 0 may be studied in three steps :

– Compute the stress triaxiality of the elastic predictor : T elas
n+1 = Σelas

n+1,m/Σelas
n+1,eq.

– Find the stress Σ(ξn+1, fn,Γn, σ̄n+1) on the yield surface having the same stress triaxiality as
the elastic predictor. The triaxiality of this stress is given by :

T (ξn+1, fn,Γn) =

2
(
Argsinh(ξn+1)−Argsinh(fnξn+1)

)
+ Γ 6ξn+1√

ξ2
n+1 + 3/5

3

√1 + f2
nξ

2
n+1 − fn

√
1 + ξ2

n+1 + Γ 9fn
5
√
ξ2
n+1 + 3/5

 . (4.18)

Therefore the parameter ξn+1 obeys the nonlinear equation

G1(ξn+1) = T (ξn+1, fn,Γn)− T elas
n+1 = 0 (4.19)

which may be solved for instance using a Newton method. Let ξelas
n+1 denote the solution of this

equation.
– The elastic predictor is plastically admissible if

Σelas 2
n+1,m + Σelas 2

n+1,eq ≤ Σ2
m(ξelas

n+1, fn,Γn, σ̄n+1) + Σ2
eq(ξelas

n+1, fn,Γn, σ̄n+1) (4.20)

and the final mechanical state is then given by Σn+1 = Σelas
n+1

Ep
n+1 = Ep

n.
(4.21)

However, if inequality (4.20) is not satisfied, the elastic predictor is not plastically admissible
and a plastic correction is needed.

Σm

Σeq

Σelas(1)
n+1

Σelas(2)
n+1

Figure 4.5: Plastically admissible and inadmissible stress predictors.
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Elasto-plastic evolution Let us rewrite Σn+1, using equations (4.17)1 and (4.12), in the form

Σn+1 = Σelas
n+1 + ∆λn

(
κ
dΣeq
dξ

I− 3µdΣm
dξ

Σn+1,d
Σn+1,eq

)
. (4.22)

Separating the mean and deviatoric parts in this equation, one gets :
Σn+1,m = Σelas

n+1,m + κ∆λn
dΣeq
dξ

(ξn+1)

Σn+1,d = Σelas
n+1,d − 3µ∆λn

Σn+1,d
Σn+1,eq

dΣm
dξ

(ξn+1).
(4.23)

Equation (4.23)2 implies that
(

1 + 3µ ∆λn
Σn+1,eq

dΣm
dξ

(ξn+1)
)

Σn+1,d = Σelas
n+1,d. Taking the “von

Mises norm” of both sides here, one gets Σn+1,eq + 3µ∆λn
dΣm
dξ

(ξn+1) = Σelas
n+1,eq, which implies that

Σn+1,eq = Σelas
n+1,eq − 3µ∆λn

dΣm
dξ

(ξn+1). (4.24)

The final stress Σn+1 must lie on the yield locus so that the mean and equivalent stresses must
satisfy the conditions 

Σn+1,m = Σn+1,m(ξn+1)

Σn+1,eq = Σn+1,eq(ξn+1)
(4.25)

where the expressions of Σm(ξ) and Σeq(ξ) are given by equations (4.4). Thus equations (4.23)1 and
(4.24) may be rewritten in the form

Σn+1,m(ξn+1) = Σelas
n+1,m + κ∆λn

dΣeq
dξ

(ξn+1)

Σn+1,eq(ξn+1) = Σelas
n+1,eq − 3µ∆λn

dΣm
dξ

(ξn+1).
(4.26)

System (4.26) consists of two coupled nonlinear equations on the two unknowns ξn+1 and ∆λn.
Using the second one, one gets

∆λn =
Σelas
n+1,eq − Σn+1,eq(ξn+1)

3µdΣm
dξ

(ξn+1)
. (4.27)

Inserting this result into the first one, one gets

G2(ξn+1) = Σn+1,m(ξn+1)− Σelas
n+1,m −

κ

3µ
[
Σelas
n+1,eq − Σn+1,eq(ξn+1)

] dΣeq
dξ

(ξn+1)

dΣm
dξ

(ξn+1)
= 0 (4.28)

which is a nonlinear equation on the sole unknown ξn+1, which may again be solved using a Newton
method. Once ξn+1 is known, ∆λn is deduced from equation (4.27), Σn+1 from equations (4.23), and
ε̄n+1 from equation (4.17)7.
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4.4.4 Update of internal parameters

At the very end of the global elastoplastic iterations, once Ep
n+1, Σn+1, ε̄n+1 have reached their

stationary values, the porosity and the pore radius are updated using an explicit scheme : fn+1 = fn + ∆fn

an+1 = an + ∆an
(4.29)

where the increments of porosity and pore size ∆fn, ∆an are given by
∆fn = (1− fn)tr ∆Ep

n

∆an = an∆fn
3fn(1− fn) .

(4.30)

The value of the interface non-dimensional parameter at time tn+1 then follows :

Γn+1 = kint
an+1σ̄n+1

. (4.31)

4.5 Application to an axisymmetric proportional loading example

4.5.1 Description of the simulations

We study the response of an elementary volume predicted by the complete model for an axi-
symmetric proportional loading with major axial stress, under conditions of fixed stress triaxiality
T = Σm/Σeq. The non-zero components of the macroscopic stress tensor are :

Σ11 = Σ22 = Σm −
1
3Σeq

Σ33 = Σm + 2
3Σeq

(4.32)

The matrix is supposed to obey the following power hardening law :

σ(ε) = σ0
(
1 + ε

ε0

)n
(4.33)

with ε0 = σ0/E, where E is Young’s modulus, n the strain hardening exponent and ε the cumulated
plastic strain. The values of the parameters considered are given in Table 4.1.

Note that the aim of the simulations being to follow the evolution of the stresses and internal
parameters, these internal parameters are constantly updated, unlike in the numerical limit-analyses
reported in Subsection 4.2.2 where they were fixed.

4.5.2 Numerical results

We report the evolution of the macroscopic equivalent stress, the porosity and the void size, for
two initial porosities and various pore sizes and loading paths.

Case of a small initial porosity We first consider a small initial porosity f0 = 0.001. The evolu-
tions of the normalized equivalent stress, porosity and normalized pore radius are plotted in Figures
4.6a, 4.6c and 4.6e respectively for a stress triaxiality T = 1, and in Figures 4.6b, 4.6d and 4.6f for
T = 3, versus the overall equivalent strain Eeq.

For the moderate triaxiality T = 1, a notable difference is observed between the prediction of Gur-
son’s model and those of the model for nanoporous materials. The stress softening starting at Eeq ∼ 1
for Gurson’s model is not generally predicted by the model for nanoporous materials : indeed for
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Quantity Symbol Value

Young modulus E 200 GPa

Poisson’s ratio ν 0.3

Yield limit σ0 400 MPa

Strain hardening exponent n 0.1

Initial porosity f0 [0.001; 0.01]

Interface strength kint 1 N/m

Initial pore radius a0 [∞; 5; 2; 1] nm

Initial non-dimensional interface parameter Γ0 [0; 0.5; 1.25; 2.5]

Triaxiality T [1; 3]

Table 4.1: Values of the parameters considered for the numerical simulations

Γ = 0.5, one observes a small softening starting at Eeq ∼ 1.8, and for higher values of Γ, the response
follows that of the sound material without any softening. This is due to the evolution of the porosity,
which grows less quickly when the initial non-dimensional parameter Γ0 increases, that is when the
initial pore size decreases. Similarly, the evolution of the normalized pore size is less important when
the initial pore radius decreases.

For a high triaxiality T = 3, we observe the same general trends for the porosity and the normalized
pore radius ; however in this case, an important stress softening is observed not only for Gurson’s model
but also for the void size dependent model. This softening effect is delayed when the initial pore radius
decreases.

Case of a moderate initial porosity We now consider a moderate initial porosity f0 = 0.01.
The evolutions of the normalized equivalent stress, porosity and normalized pore radius are plotted
in Figures 4.7a, 4.7c and 4.7e respectively for a stress triaxiality T = 1 and in Figures 4.6b, 4.7d and
4.7f for T = 3.

The same trends are observed in this case, including in particular a reduction of the stress softening
when the initial pore size decreases. However, Figure 4.7a exhibits a peculiar feature for the highest
value of the non-dimensional interface parameter, Γ0 = 2.5 : the equivalent stress is in this case greater
at all times than the yield limit of the sound material. This of course arises from the additional strength
due to the interface.

4.5.3 Discussion

The above numerical study of ductile nanoporous materials has exhibited some interesting features.
The following comments are in order :

– The main effect is a reduction of the porosity growth when the non-dimensional interface para-
meter increases : for the same volume fraction, small voids are harder to open than big ones. A
direct consequence is a delay of the stress softening when the pore size decreases.

– In the special case of initial high porosity and small pore radius, the nanoporous material exhibits
some peculiar features : under such circumstances, the equivalent stress can be greater than the
yield limit of the sound material, which means that the strength of the nanoporous material
can be higher than that of the sound material (see Figure 4.7a). This unusual behaviour is a
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(e) Evolution of the pore radius (T = 1)
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Figure 4.6: Predictions of the model for f0 = 0.001

direct consequence of interface effects which, for high porosities, can overcome volumetric ones
and strengthen the material.
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(b) Evolution of the normalized stress (T = 3)
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(e) Evolution of the pore radius (T = 1)
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Figure 4.7: Predictions of the model for f0 = 0.01

4.6 Conclusion

Using the recent macroscopic criterion derived by Dormieux and Kondo (2010) for plastic porous
materials including void size effects, we investigated in this study the ductile behavior of nanoporous
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materials.

In a first step, we performed numerical finite element limit-analyses of the nanoporous medium ;
interface effects were introduced by using 2D elements obeying a plane stress von Mises criterion to
model the void’s boundary. This allowed us to assess the macroscopic criterion considered. The nu-
merical results were found to be in very good agreement with the analytical criterion, except near the
deviatoric point where a small discrepancy was observed.

We then formulated a complete constitutive model for ductile nanoporous media by supplemen-
ting Dormieux and Kondo (2010)’s criterion with a plastic flow rule, some evolution equations for the
porosity and the pore radius, and a hardening law.

Then a numerical implementation of the constitutive model based on the finite element method
was proposed. Emphasis was put on the local step of the elastoplasticity problem. Care was taken to
define the algorithm of solution in such a way that it be equivalent to that for a generalized standard
material, thus ensuring the existence and uniqueness of the solution of the local problem of projection.
This problem was shown to reduce to finding the solution of two nonlinear coupled equations.

The predictions of the model were finally investigated for axisymmetric loadings with major axial
stress under conditions of fixed stress triaxiality. The main observation was a reduction of the increase
of the porosity, enhanced by a decrease of the pore radius, and resulting in a delay of the occurrence
of stress softening. In the particular case of high initial porosity and small pore size, the strength of
the porous material may even be greater than that of the sound one.

The present numerical study has shown that the model proposed for ductile nanoporous solids
incorporates a strong void size effect. However, some further developments are needed in the following
directions :

– There is still a lack of data on the interface characteristics considered in the model. Atomistic
simulations focusing on the entire yield locus of nanoporous materials are currently undertaken
in order to calibrate kint. However, experimental or numerical values of this coefficient would
still be welcome.

– Since the model considered in this work has been derived for a spherical geometry, it is not
suitable for low stress triaxiality states (T < 1) for which void shape effects are known to be
important (Gologanu et al., 1993, 1994, 1997). A first step to extend the model to spheroidal
voids has recently been made by Monchiet and Kondo (2013) ; this calls for an extension of the
present study considering the combined effects of void shape and size. Moreover a theoretical
model for materials containing general ellipsoidal nanocavities is yet to be derived.

– It would now be interesting to test the model on an actual structure/test specimen, in order
to understand more deeply the behavior of ductile nanoporous materials. Note however that
the model considered here won’t prevent the mesh dependency. Indeed, even though the model
exhibits a void size effect, it does not eliminate softening and thus will suffer from the same
unlimited localization of strain and damage as Gurson (1977)’s model. To overcome this draw-
back, one could use for instance a nonlocal evolution equation for the porosity, as was done by
Leblond et al. (1994a); Enakoutsa et al. (2007).
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CHAPITRE 5
Etude du couplage entre effets de forme et de taille

des cavités

Ce chapitre est consacré à l’étude de la résistance de matériaux nanoporeux contenant des vides
sphéroïdaux. Récemment, Monchiet and Kondo (2013) ont combiné les effets de forme et de taille
des cavités en étendant le critère de Dormieux and Kondo (2010) aux vides sphéroïdaux. Après avoir
rappelé leur critère, nous dérivons un critère pour des vides cylindriques ayant la vertu d’être com-
plètement explicite. Des analyses limites numériques basées sur la méthode des éléments finis nous
permettent d’évaluer les critères théoriques pour les matériaux nanoporeux contenant des cavités sphé-
roïdales.

5.1 Introduction

Le modèle le plus célèbre de rupture ductile (Gurson, 1977) a été obtenu par l’analyse limite d’une
cellule sphérique contenant un vide sphérique. La prise en compte des effets de forme des cavités est
cruciale dans la modélisation des problèmes de rupture ductile. En effet, il a été observé expérimen-
talement et numériquement que les cavités se déforment et tournent sous l’effet du chargement et ne
restent donc généralement pas sphériques. Dans ce contexte, Gologanu et al. (1993, 1994, 1997) et
également Garajeu (1995) ont étendu le modèle de Gurson (1977) au cas des vides sphéroidaux. Le
modèle GLD a permis de reproduire des calculs micromécaniques axisymétriques à triaxialité fixée,
notamment pour des cas de faible triaxialité où les effets de forme sont importants (Pardoen and
Hutchinson, 2000). Récemment, (Madou and Leblond, 2012a,b, 2013; Madou et al., 2013) ont étendu
les précedents critères au cas des cavités ellipsoidales générales. Au chapitre 1, nous avons vu que
leur modèle permettait de reproduire la plupart des simulations micromécaniques et notamment celles
comportant un cisaillement.

Ces modèles, dont l’intérêt pratique a été démontré dans de nombreux travaux, ne permettent
cependant pas de décrire la croissance de vides dont la taille est inférieure au micron. A cette échelle,
des effets de taille des cavités peuvent notamment apparaître à cause des importants gradients de
déformation. Dans ce contexte, des modèles phénoménologiques ont été développés pour modéliser
la plasticité (Fleck and Hutchinson, 1993; Fleck et al., 1994; Fleck and Hutchinson, 1997), ce qui a
permis de mettre en évidence des effets de taille pour des vides de taille micrométriques (Huang et al.,
2000; Fleck and Hutchinson, 2001; Niordson, 2008; Monchiet and Bonnet, 2013). Les derniers auteurs
ont notamment proposé un critère de plasticité approché en étendant l’analyse de Gurson (1977) pour
des cavités sphériques ou cylindriques au cas d’une matrice obéissant à un modèle du second gradient.
Pour des tailles encore plus petites, des simulations atomistiques ont mis en évidence une importante
augmentation de la résistance des matériaux nanoporeux (Traiviratana et al., 2008; Mi et al., 2011;
Tang et al., 2014). Cette augmentation de résistance est attribuée à des effets de surface à l’interface
entre le vide et la matrice, impliquant des contraintes de surface et des émissions de dislocations.
Dans ce contexte, Dormieux and Kondo (2010) ont proposé d’étendre le critère de Gurson (1977) en
considérant que l’interface entre la matrice et le vide obéit à un critère de plasticité, permettant de
représenter de manière heuristique la plasticité cristalline à cette échelle. Leur modèle a été validé et
appliqué au chapitre précédent. A haute triaxialité, les effets de taille ralentissent la croissance de la
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cavité entraînant un ralentissement de l’adoucissement du matériau poreux.

Très récemment, Monchiet and Kondo (2013) ont proposé une extension au critère de Dormieux
and Kondo (2010) en considérant des cavités sphéroïdales, étendant également ainsi le critère de Golo-
ganu et al. (1993, 1994). Leur approche débouche sur un critère de plasticité macroscopique pour des
matériaux nanoporeux contenant des cavités sphéroïdales. La prise en compte simultanée des effets
de forme et de taille ouvre donc la voie à des études de la réponse de matériaux nanoporeux pour
des chargements à faible triaxialité où ces effets sont importants. Une meilleure compréhension des
propriétés mécaniques des matériaux nanoporeux est notamment d’un grand intérêt dans une optique
de design de pièces mécaniques très résistantes.

Le but de ce chapitre est de qualifier le critère de Monchiet and Kondo (2013) grâce à des analyses
limites numériques effectuées à l’aide de la méthode des éléments finis. L’organisation du chapitre est
la suivante :

– Le critère de Monchiet and Kondo (2013) est tout d’abord brièvement rappelé dans la section
5.2.

– Nous dérivons ensuite dans la section 5.3 un critère explicite pour des vides nanométriques
cylindriques.

– Enfin, les critères théoriques sont comparés dans la section 5.4 aux critères supposés exacts
obtenus par analyse limite numérique, pour plusieurs cas géométriques et différentes tailles de
pores.

5.2 Critère de Monchiet et al. (2014) couplant effets de forme et de
taille des cavités

Généralités Monchiet and Kondo (2013) ont étendu le critère de Dormieux and Kondo (2010) au
cas des cavités sphéroïdales. Considérons une cellule sphéroïdale Ω contenant une cavité sphéroïdale
confocale ω dont l’axe de symétrie est Ox3 et soumise à des conditions de taux de déformation
homogène sur le bord (voir Figure 5.1) :

v = D.x ∀ x ∈ ∂Ω. (5.1)

Pour prendre en compte les effets de taille, la surface entre la matrice et le vide notée S va être
modélisée par un modèle d’interface.

v = D.x

vide sphéroidal
interface

matrice de von Mises

Figure 5.1: VER considéré par Monchiet and Kondo (2013) pour des cavités sphéroïdales de taille
nanométrique.
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La résistance de la matrice Ω− ω est décrite par un critère de von Mises :

σ2
eq = 3

2σd : σd ≤ σ2
0 (5.2)

où σeq est la contrainte équivalente de von Mises, σd étant le déviateur du tenseur des contraintes et
σ0 la limite d’élasticité. La résistance de l’interface est décrite par un critère 2D en contraintes planes
de type von Mises :

3
2σ

S
d : σS

d ≤ k2
int (5.3)

où σS
d est la partie déviatorique du tenseur des contraintes planes et kint représente la résistance de

l’interface.

Dissipation plastique totale La dissipation plastique macroscopique Π(D) est donnée par (Mon-
chiet and Kondo, 2013) :

Π(D) = inf
v∈K(D)

[ 1
vol(Ω)

∫
Ω−ω

σ0deqdV + 1
vol(Ω)

∫
S
kintd

S
eqdS

]
(5.4)

où l’ensemble K(D) correspond aux champs de vitesse incompressibles v cinématiquement admissibles
avec D. Dans l’équation (5.4), deq est le taux de déformation équivalent de von Mises, défini par

deq =
√

2
3d : d ∀ x ∈ Ω− ω. (5.5)

La quantité dS
eq dans l’équation (5.4) correspond au taux de déformation équivalent surfacique, défini

par

dS
eq =

√
2
3
(
dS : dS + (tr dS)2

)
∀ x ∈ S (5.6)

où
dS = P(n).d.P(n). (5.7)

Le tenseur P(n) intervenant dans l’équation (5.7) est un tenseur de projection sur l’interface, défini
par

P(n) = I− n⊗ n (5.8)

où I est le tenseur identité du second ordre et n un vecteur unitaire normal à l’interface.

Le critère de plasticité macroscopique est alors donné par l’équation classique

Σ = ∂Π
∂D(D). (5.9)

Critère de Monchiet and Kondo (2013) Les champs de vitesse considérés par Monchiet and
Kondo (2013) sont ceux de Gologanu et al. (1993, 1994). La dissipation totale, dont l’expression a été
obtenue après un certain nombre d’approximations, permet d’aboutir à la forme paramétrique de la
surface de charge : 

Σm = G1(ξ1, ξ2, ξ3)

Σq = G2(ξ1, ξ2, ξ3)

Σs = G3(ξ1, ξ2, ξ3)

Σt = G4(ξ1, ξ2, ξ3)

(5.10)
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où Σm, Σq, Σs et Σt dépendent des composantes du tenseur macroscopique des contraintes :

Σm = 1
3(Σ11 + Σ22 + Σ33)

Σq = Σ33 −
1
2(Σ11 + Σ22)

Σs =
√

3
2

√
(Σ22 − Σ11)2 + 4Σ2

12

Σt =
√

3
√

Σ2
13 + Σ2

23.

(5.11)

Les paramètres sans dimension ξi, définis par ξ1 = Dq/Dm, ξ2 = Ds/Dm et ξ3 = Dt/Dm, dépendent
des composantes du tenseur de taux de déformation macroscopique :

Dq = 2
3D33 −

1
3(D11 +D22)

Ds = 1√
3

√
(D22 −D11)2 + 4D2

12

Dt = 2√
3

√
D2

13 +D2
23.

(5.12)

Les fonctions Gi, que l’on ne va pas détailler ici, dépendent de la porosité et de la forme de la cavité
(Monchiet and Kondo, 2013).

Le critère de Monchiet and Kondo (2013) a l’avantage de prendre en compte les effets de forme
des cavités comparé au modèle de Dormieux and Kondo (2010), au détriment d’une formulation plus
complexe.

5.3 Dérivation d’un critère explicite pour vide nanométriques cy-
lindriques

En raison du nombre important de paramètres et de fonctions à calculer pour déterminer la sur-
face de charge, il est intéressant de dériver une solution explicite dans le cas des cavités cylindriques.
Cette solution permettra notamment d’étudier la qualité des approximations utilisées par Monchiet
and Kondo (2013).

On considère un cylindre creux de rayons intérieur a et extérieur b, de porosité f = a2/b2 (voir
Figure 5.2). La base locale orthonormale associée aux coordonnées cylindriques r, θ, z est notée
(er, eθ, ez), et celle associée aux coordonnées cartésiennes x1, x2, x3 est notée (e1, e2, e3), avec e3 = ez.

On considère dans la matrice le champ de vitesse cylindrique de Gurson (1977) :
vr(r) = 3

2Dm
b2

r
− D33

2 r

vz(z) = D33z.

(5.13)

Les taux de déformation équivalents volumique et surfacique valent :
deq =

√
D2

33 + 3D2
m

b4

r4

dS
eq =

√
D2

33 + 3D2
m

b4

a4 .

(5.14)
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x1

x2

x3

a
b

Figure 5.2: VER considéré pour une cavité cylindrique.

La dissipation plastique macroscopique totale (5.4) peut se décomposer en une partie volumique
Πvol et une partie surfacique Πsurf :

Πvol = 1
vol(Ω)

∫
Ω−ω

σ0deqdV

Πsurf = 1
vol(Ω)

∫
S
kintd

S
eqdS.

(5.15)

Dissipation surfacique. Le calcul de l’intégrale dans l’équation (5.15)2 est immédiat :

Πsurf =kint
S

vol(Ω)

√
D2

33 + 3D2
m

b4

a4

=kint
a

2fD33

√
1 + 3D2

m

f2D2
33
.

Introduisons le paramètre ξ =
√

3DmD33
. L’expression finale de la dissipation plastique surfacique s’écrit :

Πsurf = kint
a

2fD33

√
1 + ξ2

f2 . (5.16)

Dissipation volumique L’expression de la dissipation plastique volumique est exactement celle de
Gurson (1977) dans le cas cylindrique :

Πvol =
√

3Dmσ0

[
Argsinh(x)−

√
1 + x2

x

]ξ/f
ξ

. (5.17)

Expression du critère de plasticité Le critère de plasticité macroscopique est donné par les
équations paramétriques 

Σ11 = 1
3
∂Πtot

∂Dm

Σ33 − Σ11 = ∂Πtot

∂D33
,

(5.18)
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où Πtot = Πvol + Πsurf . Le calcul de ces dérivées est immédiat et conduit aux équations paramétriques
suivantes de la surface de charge

Σ11
σ0

=
√

3
3

[
Argsinh

(√
3 ξ
f

)
−Argsinh

(√
3ξ
)]

+ Γ 2ξ√
f2 + 3ξ2

Σ33 − Σ11
σ0

=
√

1 + 3ξ2 − 1
f

√
1 + 3 ξ

2

f2 + Γ 2f2√
f2 + 3ξ2 .

(5.19)

Le paramètre sans dimension Γ est défini par la relation :

Γ = kint
aσ0

. (5.20)

5.4 Etude numérique des surfaces de charge

5.4.1 Généralités

On s’intéresse maintenant à l’étude numérique des surfaces de charge de matériaux contenant des
vides sphéroïdaux de taille nanométrique. Les résultats numériques permettront de valider les critères
théoriques de Dormieux and Kondo (2010), Monchiet and Kondo (2013) et celui nouvellement dérivé
dans la section 5.3. On considère une cellule sphéroïdale contenant un vide sphéroïdal soumise sur son
bord à une déformation homogène (Mandel, 1964; Hill, 1967) :

u(X) = E.X sur ∂Ω (5.21)

où u est le déplacement, X le vecteur-position initial, E le tenseur de déformation macroscopique et
∂Ω la frontière extérieure de la cellule Ω.

Les maillages utilisés sont représentés Figures 5.3a, 5.3b and 5.3c, respectivement pour une sphère,
un sphéroïde aplati (oblate) et un sphéroïde allongé (prolate) : il y a 26,481 noeuds et 24,000 éléments
(trilinéaires sélectivement sous-intégrés). L’interface à la frontière du vide est introduite en utilisant
un maillage de peau 2D composé de 1200 éléments obéissant à un critère de type (5.3). Pour les cavités
cylindriques, le maillage utilisé, représenté Figure 5.3d, est composé de 9,920 noeuds et 4,800 éléments.
L’interface à la frontière du vide est introduite en utilisant un maillage de peau 2D composé de 160
éléments.

Les calculs ont été réalisés à l’aide du code de calcul SYSTUS R© développé par ESI Group. Des
chargements axisymétriques (Σ11 = Σ22 6= 0, Σ33 6= 0, autres Σij = 0) ont été considérés dans toutes
les simulations numériques (l’axe de symétrie des cellules est noté Ox3). Les surfaces de charge sont
représentées dans le plan (Σm

σ0
, Σ33−Σ11

σ0
), où Σm = 1

3(2Σ11 + Σ33) est la contrainte moyenne macrosco-
pique.

Les surfaces de charge sont étudiées pour différentes valeurs du paramètre sans dimension Γ =
[0.25; 0.5; 1] et pour différentes formes de vides sphéroïdaux, dans le but de mettre en lumière le
couplage complexe entre effets de forme et de taille. Une porosité f = 0.01 est considérée dans toutes
les simulations.

5.4.2 Cavités sphériques

Nous nous intéressons tout d’abord au cas des vides sphériques, en complétant les résultats du
Chapitre 4. Les surfaces de charge numériques sont représentées Figure 5.4 (triangles), avec le critère
de Dormieux and Kondo (2010)’s (trait plein). Le critère de Gurson (1977), correspondant au cas
Γ = 0, est également ajouté de façon à mettre en évidence l’influence de l’effet de taille.
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(b) Cavité sphéroidale oblate
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(c) Cavité sphéroidale prolate
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Figure 5.3: Maillages utilisés pour les simulations numériques
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Figure 5.4: Surfaces de charge d’une cellule sphérique contenant une cavité sphérique pour une
porosité f = 0.01 et plusieurs tailles de pores.

Dans tous les cas considérés, le critère théorique est en très bon accord avec les résultats numériques.
En particulier, le point hydrostatique est parfaitement reproduit par le modèle. La comparaison avec
le critère de Gurson (1977) met en évidence l’influence de l’effet de taille sur la surface de charge : le
domaine de résistance augmente lorsque le paramètre Γ augmente, c’est à dire lorsque la taille de la
cavité diminue.
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5.4.3 Cavités sphéroïdales aplaties

On considère maintenant le cas des cavités sphéroïdales aplaties (oblate). Les résultats numériques
sont tracés Figure 5.5a pour une cavité dont les axes sont dans les proportions (2 : 2 : 1) et Figure
5.5b pour des axes dans les proportions (5 : 5 : 1), avec le critère théorique (Monchiet and Kondo,
2013) correspondant. Le critère de Gologanu et al. (1994), correspondant au cas Γ = 0, est aussi tracé
pour mettre en évidence les effets de taille sur les surfaces de charge.
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(a) Cas d’axes (2 : 2 : 1)
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(b) Cas d’axes (5 : 5 : 1)

Figure 5.5: Surfaces de charge d’une cellule sphéroïdale oblate contenant une cavité oblate confocale
pour une porosité f = 0.01 et plusieurs tailles de pores.

Dans le cas des axes (2 : 2 : 1), les résultats numériques sont assez proches du critère théorique de
Monchiet and Kondo (2013). Les tendances sont en particulier bien captées par le modèle, avec une
augmentation de la résistance lorsque le paramètre Γ augmente ; en revanche, le critère théorique sur-
estime sensiblement les résultats numériques pour Γ = 1, avec une erreur relative maximale d’environ
10%.

Dans le cas des axes (5 : 5 : 1), correspondant à une cavité très aplatie, le critère de Monchiet
and Kondo (2013) surestime considérablement le critère numérique, pour toutes les valeurs de Γ. La
taille du domaine de réversibilité numérique semble “saturer” lorsque Γ augmente, tandis que celle du
domaine théorique continue à augmenter. Pour ce cas géométrique, le critère de Monchiet and Kondo
(2013) ne permet pas de reproduire de manière satisfaisante les résultats numériques. Cela s’explique
par le fait que les champs de vitesse de Gologanu et al. (1994) (utilisés ici par Monchiet and Kondo
(2013)) sont inadaptés dans le cas des cavités sphéroïdales très aplaties. Il a également été montré
par Gologanu et al. (1997) que le champ de Gologanu et al. (1994) est en particulier assez éloigné
du vrai champ de vitesse, à proximité de la cavité. Par conséquent, l’effet de taille introduit sur le
bord de la cavité est considérablement amplifié par ce champ de vitesse, ayant pour conséquence une
surestimation trop importante de la surface de charge.

5.4.4 Cavités sphéroidales allongées

On considère maintenant le cas de cavités sphéroïdales allongées (prolate). Les résultats numé-
riques sont tracés Figure 5.6a pour une cavité d’axes dans les proportions (1 : 1 : 2) et Figure 5.6b
pour une cavité d’axes dans les proportions (1 : 1 : 5), et pour plusieurs valeurs du paramètre Γ. Les
critères de Monchiet and Kondo (2013) et Gologanu et al. (1993) (correspondant au cas Γ = 0) sont
également tracés.
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(a) Cas d’axes (1 : 1 : 2)
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(b) Cas d’axes (1 : 1 : 5)

Figure 5.6: Surfaces de charge d’une cellule sphéroïdale prolate contenant une cavité prolate confocale
pour une porosité f = 0.01 et plusieurs tailles de pores.

Le critère théorique de Monchiet and Kondo (2013) reproduit très bien les résultats numériques,
dans les deux cas géométriques considérés. Le couplage entre effets de taille de forme est en particulier
bien capté par le critère analytique.

5.4.5 Cavités cylindriques

On considère finalement le cas de cavités cylindriques. Les résultats numériques sont tracés Figure
5.7, avec le critère théorique de Monchiet and Kondo (2013) (Figure 5.7a) et le nouveau critère analy-
tique dérivé dans la section 5.3 (Figure 5.7b). Sur les deux Figures, le critère de Gurson (1977) pour
des cavités cylindriques est aussi tracé pour bien apprécier l’influence de l’effet de taille.
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(a) Critère de Monchiet and Kondo (2013)
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(b) Nouveau critère

Figure 5.7: Surfaces de charge d’une cellule cylindrique contenant une cavité cylindrique pour une
porosité f = 0.01 et plusieurs tailles de pores.

Le critère de Monchiet and Kondo (2013) est en bon accord avec les résultats numériques. Une
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faible différence est observée lorsque Γ augmente, avec une erreur maximale relative d’environ 5% pour
le point hydrostatique (pour Γ = 1).

Le nouveau critère améliore sensiblement le critère de Monchiet and Kondo (2013), en reproduisant
presque parfaitement les résultats numériques. On peut s’interroger sur le fait que le critère de Monchiet
and Kondo (2013) ne réduit pas au critère dérivé dans la section 5.3 dans le cas cylindrique. La
différence entre les deux critères s’explique par les approximations introduites par Monchiet and Kondo
(2013) pour calculer la dissipation plastique macroscopique dans le cas général, dégradant légèrement
la solution dans le cas cylindrique.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le comportement de matériaux poreux ductiles contenant
des vides sphéroïdaux de taille nanométrique. Après avoir rappelé le modèle de Monchiet and Kondo
(2013) pour des cavités nanosphéroidales dérivé à partir des champs de vitesse de Gologanu et al.
(1993, 1994), nous avons établi un critère explicite analytique pour des vides nanocylindriques. Les
surfaces de charge des modèles théoriques ont ensuite été comparées aux surfaces de charge numériques
obtenues à l’aide de la méthode des éléments finis, pour des cavités sphériques, sphéroïdales aplaties
(oblate), allongées (prolate) et enfin cylindriques. Dans les simulations numériques, des mailles de peau
2D obéissant à un critère de von Mises en contraintes planes permettent de prendre en compte les
effets d’interface entre le vide et la matrice. Pour le cas des sphères et des cavités allongées, le modèle
de Monchiet and Kondo (2013) est en très bon accord avec les résultats numériques. Les résultats
sont bien moins bons pour le cas des cavités aplaties, et se détériorent lorsque les cavités sont très
aplaties. Enfin dans le cas cylindrique, le modèle de Monchiet and Kondo (2013) est en bon accord
avec les résultats numériques. Le modèle analytique dérivé dans ce chapitre est presque confondu avec
les résultats numériques. Les améliorations apportées par le nouveau critère sur celui de Monchiet and
Kondo (2013) en soulignent le caractère approché.

Ce chapitre a ainsi permis d’améliorer notre compréhension des matériaux nanoporeux en étudiant
le couplage entre les effets de forme et de taille des cavités pour de tels matériaux. Cette compréhension
est cependant encore très partielle et nécessite de nombreux développements pour comprendre en
profondeur les propriétés mécaniques des milieux nanoporeux. En particulier, il serait intéressant
d’approfondir les points suivants :

– Il est nécessaire de calibrer la résistance d’interface kint. L’étude des surfaces de charge de
matériaux nanoporeux contenant des vides sphéroïdaux par des simulations atomistiques, ac-
tuellement menées dans le cadre de la thèse de Stella Brach à l’Institut Jean le Rond d’Alembert,
devrait permettre de déterminer ce coefficient.

– Le modèle de Monchiet and Kondo (2013) surestime les propriétés mécaniques pour des cavités
très aplaties. Il est nécessaire de raffiner l’analyse limite théorique pour bien reproduire ce cas.

– Il serait également intéressant d’étendre les calculs d’évolution de Koplik and Needleman (1988)
en considérant un critère à l’interface entre le vide et la matrice. Ces calculs permettraient de
valider l’implémentation du modèle de Dormieux and Kondo (2010) à haute triaxialité, et de
celui de Monchiet and Kondo (2013) à basse triaxialité.

– L’extension des modèles de Dormieux and Kondo (2010); Monchiet and Kondo (2013) au cas
des cavités ellipsoïdales générales sera ensuite nécessaire pour bien comprendre le couplage entre
effets de forme et de taille des cavités, notamment pour des problèmes où le cisaillement est
important.
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PARTIE III
Modèles de coalescence : étude de l’influence

des effets de forme des cavités et de
l’anisotropie plastique
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Introduction : étude bibliographique des modèles de
coalescence des cavités

Observations expérimentales

Les fissures macroscopiques entraînant la ruine des matériaux ductiles sont initiées puis propagées
par la coalescence de cavités voisines. La phase de coalescence a été observée expérimentalement au
moyen de nombreuses techniques, comme par exemple la microscopie électronique à balayage (Benzerga
et al., 1999; Benzerga, 2000), la tomodensitométrie (Weck et al., 2008b,a) ou encore la laminographie
par synchrotron (Shen et al., 2013). Plusieurs modes de coalescence ont ainsi été observés : (i) par
striction interne (Figure 5.8a), (ii) par cisaillement (Figure 5.8b), et (iii) par colonnes (Figure 5.8c).

a

b

c

Figure 5.8: Modes de coalescence. (a) Coalescence par striction du ligament interne (autrement appelé
coalescence en couches) (Benzerga et al., 1999). (b) Coalescence en cisaillement (Benzerga, 2000). (c)
“Necklace” coalescence (autrement appelé coalescence en colonnes) (Benzerga, 2000). Dans les trois
cas considérés, le chargement est vertical.

Lors de la coalescence par striction interne (ou coalescence en couches), les cavités se rejoignent dans
un plan perpendiculaire à la direction principale du chargement : le ligament inter-cavités se contracte
de manière similaire à la striction d’une barre en traction. (Ce mode de coalescence est le plus courant).
Lors de la coalescence en cisaillement, les cavités se rejoignent dans des bandes de cisaillement à 45
degrés par rapport à la direction principale de chargement. Enfin, lors de la coalescence en colonnes,
les cavités se rejoignent dans des bandes parallèles à la direction de chargement.

123



Observations numériques

La coalescence a également été observée dans de nombreuses simulations micromécaniques par élé-
ments finis (Koplik and Needleman, 1988; Richelsen and Tvergaard, 1994; Pardoen and Hutchinson,
2000; Gao and Kim, 2006; Yerra et al., 2010; Tvergaard and Nielsen, 2010; Barsoum and Faleskog,
2011; Keralavarma et al., 2011; Nielsen et al., 2012; Srivastava and Needleman, 2013).

Les travaux pionniers de Koplik and Needleman (1988) ont notamment permis de mettre en évi-
dence des aspects micromécaniques clés de la coalescence par striction interne. Ils ont considéré une cel-
lule cylindrique contenant un vide sphérique et soumise à des conditions aux limites quasi-périodiques 1,
pour divers trajets de chargement proportionnels. Nous reproduisons Figure 5.9 des résultats typiques
associés à ces simulations, à savoir l’évolution de la contrainte équivalente, de la porosité, du rap-
port d’aspect du vide et de la déformation radiale (Benzerga and Leblond, 2010). La coalescence est
caractérisée par une transition d’un état triaxial de déformation de la cellule à un état uniaxial (ex-
tension pure dans la direction axiale) (Figure 5.9d). Cette transition correspond à une localisation de
la déformation plastique dans le ligament inter-cavités, impliquant la présence de régions élastiques
au dessus et en dessous du vide, qui imposent la quasi-nullité des composantes horizontales du taux
de déformation global. Cette localisation entraîne une striction rapide du ligament inter-cavités, ce
qui explique la croissance très rapide de la porosité (Figure 5.9b) ayant pour conséquence directe un
adoucissement brutal du matériau (Figure 5.9a).
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Figure 5.9: Résultats de simulations micromécaniques sur une cellule cylindrique contenant une cavité
initialement sphérique, soumise à un chargement macroscopique axisymétrique à triaxialité fixée. (a)
Evolution de la contrainte équivalente ; (b) Evolution de la porosité ; (c) Evolution du rapport d’aspect
du vide ; (d) Evolution de la déformation radiale. D’après Benzerga and Leblond (2010).

La particularité de la coalescence est donc la localisation de la déformation dans le ligament entre
cavités voisines : la plasticité n’est plus diffuse comme elle l’était dans la phase de croissance. Les
conditions aux limites de Hill-Mandel utilisées dans la dérivation des modèles de croissance interdisent
ce phénomène et ne sont donc pas adaptées pour modéliser la phase de coalescence.

1. Cette modélisation constitue une approximation d’un VER périodique soumis à des conditions périodiques.
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Historique de la modélisation de la coalescence

Les calculs de Koplik and Needleman (1988) suggèrent donc que la coalescence correspond à une
concentration de la déformation plastique dans le ligament inter-cavités. Une idée naturelle pour décrire
ce phénomène est de le considérer comme une instabilité et d’appliquer la théorie de la localisation
de la déformation (Rudnicki and Rice, 1975; Perrin and Leblond, 1993). Dans ce contexte, Perrin
(1992) a proposé un critère de coalescence basé sur la condition de localisation de Rudnicki and Rice
(1975) appliquée directement au modèle de Gurson à une échelle macroscopique suivant les calculs
de Yamamoto (1978) : Perrin (1992) a constaté que cette approche surestimait considérablement la
ductilité en comparaison avec les résultats de Koplik and Needleman (1988). Qualitativement, l’échec
de cette première tentative s’explique par le fait que le modèle homogénéisé de Gurson s’applique
à une échelle supérieure à l’espacement entre cavités voisines, alors que la coalescence correspond à
une concentration de la déformation à une échelle inférieure. Perrin (1992) a donc repris son analyse
en appliquant la condition de localisation à une échelle mésoscopique dans des “couches poreuses”
schématisant les ligaments inter-cavités, aboutissant cette fois-ci à un critère de coalescence en accord
avec les résultats de Koplik and Needleman (1988).

Une autre approche pour modéliser la coalescence a été initiée par Thomason (1985), sous l’angle
de l’analyse limite. Dans cette approche, la localisation est implicitement prise en compte en utilisant
des champs de vitesse appropriés dans la procédure d’analyse limite. Thomason (1985) a ainsi dérivé
un critère de coalescence (que l’on détaillera ci-dessous), basé sur l’analyse limite d’une cellule pris-
matique contenant un vide prismatique soumise à des conditions aux limites permettant de localiser
la déformation dans le ligament inter-cavités.

De son côté, Gologanu (1997) a montré que la condition de localisation employée par Perrin (1992)
à l’échelle mésoscopique était en fait, sous réserve de négliger l’élasticité, fondamentalement équivalente
à résoudre le problème des couches superposées par la méthode d’analyse limite. Cette équivalence
tient à ce que la condition de localisation de Perrin (1992) revient à déterminer l’état de contraintes
macroscopique autorisant une extension uniaxiale de la bande centrale poreuse, ce qui est précisément
ce que fait aussi l’analyse limite quand on l’applique avec un champ de vitesse localisant le taux de
déformation dans cette bande. Le modèle de Perrin pouvant ainsi être réinterprété comme résultant
de l’analyse limite, la seule vraie différence avec le travail de Thomason réside dans l’approximation
faite par Perrin, mais pas par Thomason, que le comportement de la couche poreuse peut être décrit
par le modèle de Gurson, appliqué à l’échelle de cette couche.

Ces observations ont conduit Gologanu (1997) à étendre par analyse limite les modèles de coa-
lescence de Thomason (1985) et Perrin (1992), en considérant une cellule cylindrique constituée de
couches saines obéissant au critère de von Mises et d’une couche centrale poreuse obéissant maintenant
au critère GLD prenant en compte les effets de forme (modèle Thomason-Perrin généralisé). Dans ce
modèle, la surface de charge est supposée être celle du modèle GLD appliqué à la cellule élémentaire
complète pendant la phase de croissance, et celle correspondant à la charge limite de coalescence, pen-
dant la phase de coalescence. Le choix, pour une géométrie et un état de contraintes macroscopique
donnés, entre ces deux surfaces s’effectue, dans l’esprit de l’analyse limite, en déterminant celle de ces
deux surfaces qui fournit la charge limite la plus basse.

Comme l’a remarqué Suquet, le “modèle Thomason-Perrin généralisé” présente l’inconvénient de
décrire les phases de croissance et de coalescence de manière séparée (la cellule considérée n’est même
pas la même puisque celle employée dans le modèle GLD utilisé pour la phase de croissance n’est
pas cylindrique mais sphéroïdale). Il est pourtant possible, suivant encore la remarque de Suquet, de
les traiter de manière unifiée en résolvant complètement, analytiquement, le problème de plasticité
pour le laminé von Mises/GLD/von Mises postulé par Gologanu. Dans le “modèle H” ainsi obtenu
(Gologanu, 1997), deux régimes apparaissent selon que les trois couches sont plastiques (phase de crois-

125



sance), ou que seule la couche centrale poreuse l’est, les couches externes demeurant rigides (phase
de coalescence). Ce modèle est éclairant en ce qu’il montre que la coalescence peut être interprétée
non comme une instabilité, mais comme un simple changement de type de solution dans un problème
rigide-plastique, résultant d’une modification de la répartition de la géométrie en zones rigides et plas-
tiques.

Ce qu’il faut retenir, c’est que la coalescence n’est pas nécessairement le fruit d’une instabilité mais
uniquement d’un mode de déformation particulier (extension uniaxiale) ; pour modéliser ce phénomène
il faut se placer à une échelle assez petite pour bien décrire ce mode de déformation. En essence, la
coalescence est un problème de plasticité classique (avec des zones plastiques et rigides), qu’il est
donc possible de résoudre par la méthode de l’analyse limite à condition de négliger l’élasticité et
l’écrouissage.

Modèle de Thomason (1985) et variantes

Revenons au modèle de Thomason (1985), qui joue au moins dans l’esprit un rôle fondamental
dans la suite. Ce modèle est basé sur l’analyse limite d’une cellule prismatique contenant un vide
prismatique. (Thomason a aussi considéré un vide cylindrique dans un VER cylindrique). Thomason
(1985) a eu l’intuition que la coalescence survenait suite à la localisation de la déformation plastique
dans le ligament entre cavités et a donc proposé des champs de vitesse permettant de décrire ce
phénomène. Malheureusement, il n’est pas parvenu à calculer analytiquement la dissipation plastique
macroscopique permettant d’aboutir au critère de coalescence. Il s’est contenté d’un calcul numérique
de l’intégrale donnant cette dissipation et a ensuite proposé un critère empirique de façon à fitter ses
résultats numériques. Son critère s’écrit :

Φ = Σ33
σ̄
− (1− χ2)

0.1
(
χ−1 − 1
W

)2

+ 1.2
√
χ−1

 (5.22)

où Σ33 correspond à la contrainte de coalescence supportée par le milieu poreux. (Le chargement
principal est orienté suivant un axe e3). La valeur de cette contrainte dépend de l’espacement entre
les cavités à travers le paramètre χ = R/L (où R est le rayon de la cavité cylindrique et L le rayon du
bord extérieur de la cellule cylindrique) et de la forme de la cavité à travers le paramètre W = h/R
(où h est la demi-hauteur de la cavité cylindrique).

Benzerga (2002) a montré que le critère de Thomason (1985) n’était pas pertinent pour décrire la
charge limite pour des cavités très aplaties (en comparant les prédictions du modèle avec des calculs
micromécaniques numériques), et a proposé une amélioration heuristique :

Φ = Σ33
σ̄
− (1− χ2)

0.1
(

χ−1 − 1
W 2 + 0.1χ−1 + 0.02χ−2

)2

+ 1.3
√
χ−1

 . (5.23)

Récemment, Tekoglu et al. (2012) ont étendu le critère de Thomason (1985) à des chargements de
cisaillement. Leur critère s’écrit : (

Σ33
ΣTh

33

)2

+ 3(Σ2
13 + Σ2

23)
(1− χ2)2σ̄2 = 1, (5.24)

où ΣTh
33 est la contrainte de coalescence de Thomason en traction.

Critère de Benzerga and Leblond (2014)

Très récemment, Benzerga and Leblond (2014) ont revisité l’analyse de Thomason (1985) et ont
réussi à dériver un critère de coalescence entièrement analytique. Ils ont considéré une cellule cy-
lindrique contenant un vide cylindrique et soumise à des conditions au bord compatibles avec la
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cinématique de la coalescence, impliquant la présence de zones rigides au dessus et en dessous du vide.
Leur critère s’écrit :

Φ = Σ33
σ̄
− 1√

3

[
2−

√
1 + 3χ4 + ln 1 +

√
1 + 3χ4

3χ2 + χ3 − 3χ+ 2
3χW

]
.

Utilisation des critères de coalescence

Les critères de coalescence présentés précédemment s’utilisent conjointement avec les critères de
croissance (Benzerga et al., 1999; Zhang et al., 2000; Pardoen and Hutchinson, 2000; Benzerga, 2002).
La surface de charge finale d’un milieu poreux correspond ainsi à l’intersection entre celle correspon-
dant à la croissance avec celle correspondant à la coalescence : on représente Figure 5.10a un critère
de croissance (Gurson, 1977) pour une cavité sphérique de porosité f = 0.01 et un critère de coa-
lescence 2 (Benzerga and Leblond, 2014) pour une cavité cylindrique de porosité f = 0.01. Le critère
final, hybride, correspond donc à l’intersection entre les deux critères (Figure 5.10b), car on compare
deux critères obtenus par la méthode cinématique de l’analyse limite : la charge limite la plus basse
constitue le meilleur résultat.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Σm/σ0

(Σ
3
3
−
Σ

1
1)
/σ

0

 

 

Gurson
Benzerga-Leblond

(a) Critères de Gurson (1977) et de Benzerga and
Leblond (2014) pour une porosité f = 0.01.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Σm/σ0

(Σ
3
3
−
Σ

1
1)
/σ

0

 

 

Critere hybride

(b) Critère hybride résultant de l’intersection du Gur-
son (1977) avec celui de Benzerga and Leblond (2014).

Figure 5.10: Utilisation pratique d’un critère de coalescence avec un critère de croissance.

Cette approche, offrant une alternative séduisante à la modélisation heuristique de Tvergaard and
Needleman (1984) de la coalescence, a permis de très bien reproduire des calculs micromécaniques
(Pardoen and Hutchinson, 2000).

Challenges et plan de la partie

Le critère récent de Benzerga and Leblond (2014), en tant que premier critère analytique de coa-
lescence, ouvre de nombreuses perspectives pour l’étude des milieux poreux à porosité élevée. En effet,
le cadre mathématique rigoureux développé par Benzerga and Leblond (2014) ouvre la voie à une
modélisation de la coalescence dans des situations plus complexes comme par exemple les matrices
anisotropes ou compressibles, les chargements plus complexes avec du cisaillement ou encore les cavités
non axisymétriques. L’étude de la transition entre croissance et coalescence est également un point
intéressant que pourrait possiblement permettre de considérer le cadre mathématique de Benzerga

2. Notons que le critère de coalescence est une droite dans le plan ( Σm
σ0

; Σ33−Σ11
σ0

) car le critère de coalescence s’écrit
Σ33 = Σcoal

33 . En effet, les zones rigides impliquent que D11 = 0, ce qui implique que ∂Φ
∂Σ11

= 0 à cause de la propriété de
normalité.
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and Leblond (2014).

Nous tâcherons dans cette partie de répondre à certains de ces points :
– Dans le chapitre 6, nous étudions numériquement et théoriquement le problème de coalescence
par striction du ligament interne envisagé par Benzerga and Leblond (2014), en proposant deux
nouveaux champs de vitesses. Les deux modèles théoriques développés améliorent le critère de
Benzerga and Leblond (2014) de façon différente, selon les paramètres géométriques.

– Nous développons ensuite dans le chapitre 7 un critère permettant d’unifier les phases de crois-
sance et de coalescence dans l’esprit du “modèle H” de Gologanu, mais sans faire l’hypothèse
que le comportement de la couche est décrit par un modèle homogénéisé. Le critère est ensuite
comparé à des calculs numériques et à un critère hybride.

– Enfin nous étendons au chapitre 8 le critère de Benzerga and Leblond (2014) au cas des matériaux
anisotropes. Le critère obtenu est ensuite comparé à des calculs numériques d’analyse limite pour
deux matériaux anisotropes.
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CHAPITRE 6
Etude théorique et numérique de la coalescence en

couches

Ce chapitre est consacré à l’étude théorique et numérique de la charge limite de coalescence en
couches associée à des cellules cylindriques contenant des cavités cylindriques. Récemment, Benzerga
and Leblond (2014) ont dérivé un critère de coalescence en utilisant des champs de vitesse (disconti-
nus) permettant de décrire la localisation de la déformation observée lors de la phase de coalescence
impliquant la présence de zones rigides au dessus et en dessous de la cavité (Koplik and Needleman,
1988). Dans un premier temps, ce critère est amélioré en considérant deux nouvelles familles de
champs de vitesse : dans la première, les champs discontinus de Benzerga and Leblond (2014) sont
généralisés, permettant de considérer la forme de l’interface rigide/plastique comme un paramètre ;
dans la seconde, des champs de vitesse continus sont utilisés. Ensuite, des résultats supposés exacts
pour le même problème sont proposés, grâce à des calculs numériques d’analyse limite obtenus par la
méthode des éléments finis. Les prédictions des deux nouveaux modèles ainsi que celui de Benzerga
and Leblond (2014) sont évaluées grâce aux résultats numériques.

Ce chapitre est tiré d’un article publié (Morin et al., 2015b).

6.1 Introduction

The coalescence of voids by internal necking is a ubiquitous mode of material failure. It is observed
on post-mortem sections of heavily deformed specimens (Fig. 6.1a), in real-time in situ experiments
(Figs. 6.1b,c), and in micromechanical finite-element simulations (see notably Koplik and Needleman
(1988); Richelsen and Tvergaard (1994); Pardoen and Hutchinson (2000); Gao and Kim (2006); Srivas-
tava and Needleman (2013), among others) (Fig. 6.1d). In initially crack-free bodies, void coalescence
is a precursor to crack initiation when strain localization in shear bands is prevented (Benzerga et al.,
2004a). In the presence of initial cracks, void coalescence is the basic mechanism for crack growth
when ductile fracture prevails (Xia et al., 1995; Shen et al., 2013).

Figure 6.1a reveals the knife-edge material separation that is characteristic of coalescence by in-
ternal necking. It represents a typical situation after void linking has taken place, in contrast with
Fig. 6.1d where void coalescence is only incipient but plastic flow has clearly localized within the inter-
void ligament. The situation of Fig. 6.1d also corresponds to the flat voids or microcracks in Fig. 6.1c
whereas a mix of void linkage and incipient coalescence is shown in Fig. 6.1b. This mechanism of
internal necking occurs at low and moderate stress triaxiality (as corresponds to Fig. 6.1), including
situations of combined tensile and shear loading (Scheyvaerts et al., 2011; Nielsen et al., 2012). It also
prevails in highly constrained fracture ahead of a blunted plane strain crack tip provided that the
stress triaxiality is not so high as to promote cavitation instabilities (Faleskog and Shih, 1997).

Upon stressing, the voids in metallic alloys typically emanate from second-phases, weak interfaces,
slip-band or twin intersections, then grow and rotate in proportions that depend on the stress state
and the material (Madou et al., 2013). In certain materials, void growth is limited so that, after the
nucleation condition is met, failure is determined by void coalescence (Shen et al., 2013; Kondori and
Benzerga, 2014). In most cases, termination to an otherwise nominally uniform void growth process
is caused by strain localization in the intervoid ligament, often through internal necking. It is the
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CHAPITRE 6. ETUDE THÉORIQUE ET NUMÉRIQUE DE LA COALESCENCE EN COUCHES
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Figure 6.1: (a) SEM micrograph of void coalescence in a ferritic C–Mn steel [from (Benzerga et al.,
1999)]. (b) Tomographic reconstruction of an array of (initially equiaxed) voids in the bulk of a copper
tensile specimen [from (Weck et al., 2008b)]. (c) Synchrotron laminography image of flat voids in a
state of incipient coalescence in a 6061 aluminum alloy sheet [from (Shen et al., 2013)]. (d) Deformed
configuration after the onset of strain localization in the intervoid ligament, as simulated using a
finite-element cell model [based on (Keralavarma et al., 2011)].

modeling of this phenomenon that constitutes the central objective of this work.
Models for the growth of cavities in isotropic matrices have been developed with increasing degree

of accuracy and sophistication (McClintock, 1968; Rice and Tracey, 1969; Gurson, 1977; Huang, 1991;
Gologanu et al., 1993, 1994, 1997; Danas and Ponte Castañeda, 2009; Madou and Leblond, 2012a,b).
By way of contrast, models for the coalescence of cavities remain scarce. Pineau and co-workers have
used a criterion based on a critical void growth ratio and demonstrated its usefulness for modeling
fracture in engineering alloys ; see e.g. (Pineau, 2006). Application of the criterion requires isolated-
void growth equations (McClintock, 1968; Rice and Tracey, 1969). Tvergaard and Needleman (1984)
proposed a phenomenological model of void coalescence whereby the void volume fraction entering
the Gurson criterion is replaced with an effective porosity that evolves at an accelerated rate past
some threshold fc. In this type of approach, experiments are used to provide calibration of fracture
at the smallest scale of relevance (Hutchinson and Evans, 2000; Pineau, 2006). This approach is the
most widely used in the literature. The idea would be quite appealing if fc were a material parameter.
Unfortunately the fact that a single fc cannot be used to model crack-tip fracture and post-necking
fracture in simple tension has been rather well documented (Benzerga et al., 1999; Pardoen and
Hutchinson, 2000). Most importantly, the coalescence criterion used in the Gurson model heuristically
extended by Tvergaard and Needleman (1984) lacks a physical basis.

Over the past decade or so, there have been several attemps at incorporating a physically-based
void coalescence criterion into Gurson-like models (Benzerga et al., 1999; Zhang et al., 2000; Pardoen
and Hutchinson, 2000; Benzerga et al., 2004a). These criteria are based on a limit-load model due
to Thomason (1985) or elaborations thereof. However, while the physical basis of Thomason’s model
appears to be sound his model rests on an empirical equation for internal necking and the lack of a
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closed-form mathematical solution to the problem investigated has limited so far its applicability and
improvement. Some heuristic improvements of Thomason’s model have been proposed by (Pardoen
and Hutchinson, 2000) to account for strain-hardening effects and by Benzerga (2002) to account for a
finite limit-load in the case of flat cavities. On the other hand, Gologanu et al. (2001) developed a fully
analytical model of internal necking in which the overall kinematics is consistent with Thomason’s
model and its variants but discrete voids are smeared out. Essentially the same idea of a two-step
homogenization process was recently followed by Tekoglu et al. (2012) in an extension of the void
coalescence criteria of Thomason (1985) and Benzerga (2002) to combined tension and shear loadings.
In spite of all of the above efforts, the field of modeling void coalescence is still in its infancy. Only
recently has a closed-form solution been developed (Benzerga and Leblond, 2014). These authors
considered a finite-height cylindrical void embedded in a cylindrical cell subjected to velocity boundary-
conditions of the non-uniform kind, i.e., differing from the Hill-Mandel type conditions commonly used
in deriving homogenization-based void growth models. In doing so, Benzerga and Leblond (2014) used
a set of kinematically admissible velocity fields that were the counterpart of Thomason’s for his square-
prismatic geometry. These velocity fields were discontinuous within the elementary volume.

The objective of this work is two-fold. The first objective is to develop improved analytical models
for the problem considered by Benzerga and Leblond (2014). Two theoretical estimates of the limit
load required for internal necking are derived based on two new sets of velocity fields : in the first, a
family of generalized discontinuous fields is developed which considers the shape of the plastic/rigid
interface as a parameter ; in the second, continuous velocity fields are used. The second objective is to
obtain supposedly exact results for the same problem using an efficient, finite-element based method
of limit analysis (Madou and Leblond, 2012b). The predictions of both models as well as those of the
model of Benzerga and Leblond (2014) are assessed against the numerical results.

6.2 Preliminaries

The pioneering work of Koplik and Needleman (1988) has revealed key micromechanical aspects
of the phenomenon of coalescence by internal necking. Using finite-element analyses of a cylindrical
cell containing a spherical void and subjected to various proportional loading paths, they observed an
abrupt transition from a triaxial to a uniaxial straining mode of the cell. This transition corresponds
to a localization of plastic flow in the horizontal invervoid ligament, involving the presence of regions
of elastic unloading above and below the void. The same phenomenology has since been observed in a
variety of other simulations (see Introduction and Fig. 6.1d). In developing micromechanical models
that mimic such behavior, it is convenient to do so for a rigid–perfectly plastic solid. Under such
circumstances, the theory of limit analysis (also known as upper-bound theory) is used so that the
regions of elastic unloading are in fact modeled as rigid.

6.2.1 Limit-analysis procedure

Limit-analysis combined with the Hill-Mandel or periodic homogenization theories is a convenient
framework to derive constitutive equations for ductile porous solids. It permits to effectively operate
the scale transition by providing microstructural information in the macroscopic constitutive behavior.

Consider a representative volume element (RVE) in a porous ductile solid denoted Ω and containing
a void denoted ω. The choice of the boundary conditions is crucial to derive the overall behavior of
the RVE :

– Conditions of homogeneous boundary strain rate (Mandel, 1964; Hill, 1967) have been widely
used to derive Gurson-type criteria. But while these boundary conditions are suitable for the
void growth phase where plastic flow is diffuse, they cannot lead to localized plastic flow, as
occurs during coalescence by internal necking.

– Periodic boundary conditions, typically employed in finite-element cell model studies permits
strain localization, and are therefore pertinent for the study of coalescence.
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The macroscopic yield locus of the porous material can be determined using the upper-bound
theorem of limit-analysis (see e.g. Benzerga and Leblond (2010)). The fundamental inequality of this
approach

Σ : D ≤ Π(D) (6.1)
leads to the parametric equation of the yield locus (in the case of a regular yield function)

Σ = ∂Π
∂D(D) (6.2)

where the macroscopic stress and strain rate tensors Σ and D are defined as the volume averages of
their microscopic counterparts σ and d. The macroscopic plastic dissipation Π(D) in equations (7.4)
and (6.2) is defined by :

Π(D) = inf
v∈K(D)

〈 sup
σ∗∈C

σ∗ : d 〉Ω (6.3)

where C is the microscopic convex domain of reversibility and the set K(D) consists of velocity fields v
kinematically admissible with D and verifying the property of incompressibility. Note that the velocity
fields v can be discontinuous across an interface S ; in this case the plastic dissipation given by equation
(6.3) must be taken in the sense of distributions with a strain rate concentrated on a surface. This is
equivalent to adding a surface term to the volume average given by

1
Ω

∫
S

sup
σ∗∈C

t∗i JviK dS (6.4)

where JvK is the velocity jump across the interface S and t∗ the traction acting on it.

In practice, the minimization in equations (6.3) and (6.4) cannot be performed exactly ; trial
velocity fields are thus employed to provide an upper estimate of the macroscopic plastic dissipation
and the limit load. The velocity field providing the lowest plastic dissipation necessarily gives the best
estimate of the dissipation and thus the best estimate of the limit load.

6.2.2 Geometry

The RVE considered is that proposed by Benzerga and Leblond (2014) following Thomason (1985),
namely a cylindrical cell Ω containing a coaxial cylindrical void ω (Figure 7.1). The geometry is cha-
racterized by the void aspect ratioW ≡ h/R, the ligament parameter χ ≡ R/L and the cell aspect ratio
λ ≡ H/L. The local orthonormal basis associated with the cylindrical coordinates r, θ, z is denoted
(er, eθ, ez) and that associated with the Cartesian coordinates x1, x2, x3 is denoted (e1, e2, e3), with
e3 = ez.

While the loadings considered are triaxial, coalescence is assumed to occur in the plane e1–e2, due
to a major applied stress parallel to the axis e3. As observed by Koplik and Needleman (1988), coa-
lescence starts when the strain rate localizes in the horizontal ligament between neighbouring voids.
The cell is consequently divided into two parts, the central one Ωlig containing the plastic horizontal
inter-void ligament and the void ω, and the rigid regions above and below the void denoted Ω− Ωlig
(see Figure 6.2b). The interfaces between the two regions are denoted Sbot and Stop, and their union
Sint.

Plastic flow in the inter-void ligament is assumed to obey von Mises’ criterion :

f(σ) = σ2
eq − σ̄2 = 0 ∀x ∈ Ωlig − ω (6.5)

where σeq is the von Mises equivalent stress and σ̄ the yield stress in simple tension. For this criterion,
the calculation of the supremum in equation (6.3) is straightforward and the expression of Π(D)
reduces to :

Π(D) = inf
v∈K(D)

〈 σ̄deq 〉Ωlig−ω (6.6)

where deq is the von Mises equivalent strain rate associated with the velocity field v.
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(a) Overall view (b) Definition of geometric parameters

Figure 6.2: Schematic representation of the elementary cylindrical cell considered. When loaded in the
plastic regime, this cell is composed of three regions, a deforming one containing the void surrounded
by two rigid ones.

Remark 1 : Thomason (1985) in fact considered two geometries, a square-prismatic one and a
cylindrical one. The advantage of square-prismatic cells is that they can be stacked up so as to build
a periodic lattice. However, the square-prismatic geometry is not very suitable to describe actual
void shapes. The advantages of the cylindrical geometry (as chosen here) are two-fold : (i) it better
represents actual void shapes ; (ii) it leads to simpler and more explicit expressions of the coalescence
criterion. Also, cylindrical cells stand as approximations of hexagonal-prismatic cells, which can be
stacked up to build a periodic lattice.

Remark 2 : Cylindrical void shapes have been preferred to spheroidal void shapes (both in cylin-
drical cells) because the derivation of the criterion is easier for the former shapes. Since real voids are
closer to spheroids than to cylinders, the validity of this approximation will be discussed in Subsections
6.5.2 and 6.5.3 using numerical finite element simulations.

Remark 3 : Unlike in the work of Benzerga and Leblond (2014), the shape of the interface between
the plastic and rigid parts is not considered here to necessarily be planar. The determination of
this shape, as a function of the velocity fields considered, will be discussed in the sequel. Note that
the shape represented in Figure 6.2b qualitatively corresponds to that imposed by the “generalized
discontinuous” velocity fields of Section 6.3.2, while a planar one is considered for the “discontinuous”
and “continuous” velocity fields of Sections 6.3.1 and 6.3.3, respectively.

6.2.3 Boundary conditions

The RVE is subjected to boundary conditions of the form vr(r = L, z) = D11L (−H ≤ z ≤ H)

vz(r, z = ±H) = ±D33H (0 ≤ r ≤ L).
(6.7)

133



CHAPITRE 6. ETUDE THÉORIQUE ET NUMÉRIQUE DE LA COALESCENCE EN COUCHES

The cylindrical shape of the RVE, together with these boundary conditions, stand as an approxi-
mation of a unit cell in a periodic medium subjected to periodic boundary conditions (see Koplik and
Needleman (1988)).

6.2.4 Admissible velocity fields to describe coalescence

The presence of rigid regions above and below the void implies that

vr(r = L, z) = 0 (|z| ≥ z0). (6.8)

This implies that the overall horizontal strain rate components are nil. For the coalescence phase, the
boundary conditions on the velocity field therefore read :

vr(x) = 0 ∀x ∈ ∂Ω (6.9)
vz(x) = vz(L,±z0) ∀x ∈ ∂Ω− ∂Ωlig (6.10)

where z0 is defined in Figure 6.2b (and with vθ = 0 everywhere because of axial symmetry 1).

At the interface between the plastic and rigid parts, the possible velocity discontinuity must be
purely tangential :

JvK.n = 0 ∀x ∈ Sint (6.11)

where n is the normal vector to the interface.

In the plastic inter-void ligament, the velocity must verify the property of incompressibility :

tr d = div v = 0 ∀x ∈ Ωlig − ω (6.12)

6.3 Theoretical trial velocity fields

In what follows, the velocity fields will be given for a positive macroscopic strain rate D33, which
naturally leads to the maximum limit-load Σ33 (in tension). However, since the minimum limit-load,
in compression, is obviously opposite to that in tension, an absolute value will be introduced in the
yield criterion obtained in order to cover the two cases (tension and compression 2).

6.3.1 Discontinuous velocity field of Benzerga and Leblond

Benzerga and Leblond (2014)’s velocity field is of the form :
vr(r) = HD33

2h

(
L2

r
− r

)

vz(z) = HD33
h

z

(−h < z < h) (6.13)

The expression of the associated equivalent strain rate is :

deq = HD33√
3h

(
L4

r4 + 3
)1/2

. (6.14)

This velocity field, together with the associated equivalent strain rate, are represented in Figure 6.3,
for χ = 0.4 and W = 1.

1. Note that a non-symmetric solution is a priori possible but not studied here, like in the classical works of Thomason
(1985); Koplik and Needleman (1988).

2. At fixed void shape, the limit-loads are the same in tension and compression. However, in an actual evolution
problem the void shapes would evolve in such a way that collapse, instead of coalescence would occur in compression
(Srivastava and Needleman, 2013).
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Figure 6.3: Benzerga and Leblond (2014)’s velocity field (represented by arrows) and the associated
equivalent strain rate (represented by colors).

The overall yield criterion derived from limit-analysis using this trial velocity field reads :

Φ1(Σ;χ,W ) = |Σ33|
σ̄
− 1√

3

[
2−

√
1 + 3χ4 + ln 1 +

√
1 + 3χ4

3χ2

+ χ3 − 3χ+ 2
3χW

]
≤ 0 (6.15)

where, as explained above, the absolute value permits to express the limit-loads in both tension and
compression.

6.3.2 Generalized discontinuous velocity field

The aim of this section is to provide a generalization of the discontinuous velocity fields proposed
by Benzerga and Leblond (2014). Extending the set of trial velocity fields is of interest because it
necessarily leads to a lower estimate of the dissipation, and therefore, as explained above, a better
estimate of the yield criterion.

The velocity fields investigated are of the generic form : vr(r) = ϕ(r)

vz(r, z) = ψ(r)z
(6.16)

where the functions ϕ(r) and ψ(r) are connected by the relation, resulting from incompressibility :

ϕ′(r) + ϕ(r)
r

+ ψ(r) = 0. (6.17)

Furthermore, the boundary conditions (6.9) imply that

ϕ(L) = 0. (6.18)
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The non-zero components of the strain rate tensor are given by

drr ≡
dvr
dr = ϕ′(r)

dθθ ≡
vr
r

= ϕ(r)
r

dzz ≡
∂vz
∂z

= ψ(r)

drz ≡
1
2
∂vz
∂r

= 1
2ψ
′(r)z.

The expression of the equivalent strain rate is then :

deq = 1√
3

[
2ϕ′2(r) + 2ϕ

2(r)
r2 + 2ψ2(r) + ψ′2(r)z2

]1/2
(6.19)

Let us now determine the equation
z = ±Z(r) (6.20)

of the plastic/rigid interface associated with this velocity field. The latter must verify the continuity of
normal velocities across the interface, equation (6.11). Since a (non-unit) normal vector to the upper
interface is −Z ′(r)er + ez, condition (6.11) reads

− Z ′(r)
[
vR
r − vr(r)

]
+ vR

z − vz(r, z) = 0 (6.21)

where vR
r and vR

z denote the radial and axial components of the velocity in the upper rigid zone.
Taking advantage of equations (6.9), (6.10) (where z0 = Z(L)), (6.16) and (6.20), one obtains from
there the following differential equation on the function Z(r) :

Z ′(r)ϕ(r) + ψ(L)Z(L)− ψ(r)Z(r) = 0. (6.22)

Note that this differential equation is a bit peculiar since Z enters it twice, as the unknown function
but also through the coefficient ψ(L)Z(L).

Solving the differential equation (6.22) using the standard method of the variation of the constant
and the incompressibility equation (6.17), one gets

Z(r) = −ψ(L)Z(L)r
2ϕ(r) + α

rϕ(r) (6.23)

where α is a constant. Equations (6.17) and (6.18) then imply that
α = ψ(L)Z(L)L

2

2 = −ϕ′(L)Z(L)L
2

2

Z(L) = −2h Rϕ(R)
(L2 −R2)ϕ′(L)

(6.24)

where use has been made of the fact that Z(R) = h (see Figure 6.2b). This leads to the following
equation defining the shape of the interface :

Z(r) = h
Rϕ(R)
rϕ(r)

L2 − r2

L2 −R2 . (6.25)

Note that equations (6.24)b and (6.25) are consistent since the limit of Z(r) for r → L, as inferred
from the latter, coincides with Z(L), as given by the former.

It now becomes necessary to specify the function ϕ (the function ψ being deduced from ϕ using
(6.17)). The choice is based on the following considerations :
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– The function ϕ must decrease from a positive value at r = R to zero at r = L. Two proportional
functions will give the same result for Σ33, so the value of ϕ(R) is arbitrary.

– It is appropriate to include Benzerga and Leblond (2014)’s velocity field in the extended set
of trial velocity fields, since it is supposed to provide a reasonable estimate of the limit-load ;
this corresponds to the choice ϕ(r) = A L2−r2

L2−R2
R
r where A is a positive constant. The choice

ϕ(r) = A
(
L2−r2

L2−R2
R
r

)n, n > 0, is also a priori suitable.
The following set of trial velocity fields including that of Benzerga and Leblond (2014) is therefore

proposed :


ϕ(r) = A

[
Λxn + (1− Λ)x

]
, x = L2 − r2

L2 −R2
R

r
, 0 ≤ Λ ≤ 1, n > 0

ψ(r) = −ϕ′(r)− ϕ(r)
r

.

(6.26)

This set satisfies the requirements just expounded. Note that two parameters (Λ and n) can be
adjusted in order to obtain the lowest estimate of the dissipation and therefore a better estimate of
the limit-load.

The velocity field and the associated equivalent strain rate are represented in Figure 6.4 for the
values Λ = 0.2 and n = 5, again for a geometry characterized by the parameters χ = 0.4 and W = 1.
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Figure 6.4: The generalized discontinuous velocity field (represented by arrows) and the associated
equivalent strain rate (represented by colors).

6.3.3 Continuous velocity fields

In this section, the shape of the interface is taken to be planar, as in the work of Benzerga and
Leblond (2014).

The previous velocity fields have a tangential discontinuity across the interface between the plastic
and rigid parts ; this is questionable from a physical point of view. It is of interest, therefore, to look
for a velocity field close to the previous ones, but with a dependency on z adjusted in such a way that
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JvK.t = 0 on the interface where t is a unit tangent vector. A candidate velocity field is :
vr(r, z) = g1(z)

(
L2

r
− r

)

vz(z) = g2(z)

(6.27)

where the functions g1(z) and g2(z) are connected by the incompressibility condition :

g′2(z)− 2g1(z) = 0. (6.28)

Furthermore, the condition JvK.t = 0 on the interface implies that

g1(±h) = 0. (6.29)

The non-zero components of the strain rate tensor are :

drr ≡
∂vr
∂r

= g1(z)
(
−L

2

r2 − 1
)

dθθ ≡
vr
r

= g1(z)
(
L2

r2 − 1
)

dzz ≡
dvz
dz = g′2(z)

drz ≡
1
2
∂vr
∂z

= g′1(z)
2

(
L2

r
− r

)

The equivalent strain rate is given by :

deq = 1√
3

4g2
1(z)

(
L4

r4 + 3
)

+ g′21 (z)
(
L2

r
− r

)2
1/2

(6.30)

One possible function g1(z), satisfying equation (6.29), is :

g1(z) = B
(
h− |z|

)
(6.31)

where B is a positive constant ; for this function, the equivalent strain rate reduces to :

deq = B√
3

4(h− z)2
(
L4

r4 + 3
)

+
(
L2

r
− r

)2
1/2

(0 ≤ z ≤ h) (6.32)

The advantage of this function is that it permits an analytical integration over z of the equivalent
strain rate.

The velocity field and the associated equivalent strain rate are represented in Figure 6.5, for χ = 0.4
and W = 1.

6.4 Determination of the effective yield criteria

6.4.1 Case of the generalized discontinuous velocity field

Following Benzerga and Leblond (2014), the macroscopic plastic dissipation in (6.3) is divided into
a volumetric term, Πvol, and a surface term, Πsurf , due to the tangential discontinuity.
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Figure 6.5: The continuous velocity field (represented by arrows) and the associated equivalent strain
rate (represented by colors).

Volumetric dissipation : The macroscopic volumetric plastic dissipation is given by :

Πvol = 1
vol(Ω)

∫ L

R
2πr dr

∫ Z(r)

−Z(r)
σ̄deq dz

= 4πσ̄√
3 vol(Ω)

∫ L

R
r dr

∫ Z(r)

0

[
2ϕ′2(r) + 2ϕ

2(r)
r2 + 2ψ2(r) + ψ′2(r)z2

]1/2
dz

= 4πσ̄√
3 vol(Ω)

∫ L

R

[
2ϕ′2(r) + 2ϕ

2(r)
r2 + 2ψ2(r)

] r dr
|ψ′(r)|

∫ X(r)

0

√
1 + u2 du (6.33)

where the change of variable u = |ψ′(r)|z/
√

2ϕ′2(r) + 2ϕ
2(r)
r2 + 2ψ2(r) has been used and the function

X is defined by

X(r) = |ψ′(r)|Z(r)√
2ϕ′2(r) + 2ϕ

2(r)
r2 + 2ψ2(r)

. (6.34)

Integration over the variable u is straightforward so that :

Πvol = 4πσ̄√
3 vol(Ω)

∫ L

R

r

|ψ′(r)|
[
ϕ′2(r)+ ϕ2(r)

r2 +ψ2(r)
][
X(r)

√
1 +X2(r) + Argsinh

(
X(r)

)]
dr. (6.35)

Surface dissipation : The expression of the surface dissipation is, account being taken of the
symmetry with respect to the horizontal mid-plane :

Πsurf = 2
vol(Ω)

∫
Stop

σ̄√
3
∣∣JvtK

∣∣ dS = 2σ̄√
3 vol(Ω)

∫ L

R

∣∣JvtK
∣∣2πr√1 + Z ′2(r) dr (6.36)

where JvtK denotes the discontinuity of the tangential velocity across the interface. Because of the
condition JvK.n = 0 on this interface, the norm of this discontinuity is given by

∣∣JvtK
∣∣ =

∣∣JvrK∣∣√1 + Z ′2(r) = ϕ(r)
√

1 + Z ′2(r) (6.37)
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so that :
Πsurf = 4πσ̄√

3 vol(Ω)

∫ L

R
rϕ(r)

[
1 + Z ′2(r)

]
dr. (6.38)

The total dissipation Π = Πvol + Πsurf thus depends on the equation of the interface z = ±Z(r)
and the velocity function ϕ(r).

Expression of the yield criterion The macroscopic axial stress promoting plastic flow in the
ligaments can be obtained as :

Σ33 = ∂Π
∂D33

= Π
D33

= Πvol + Πsurf

D33
(6.39)

where the macroscopic axial strain rate D33 is given by :

D33 = 1
2H

[
vz(L,H)− vz(L,−H)

]
= 1

2H
[
vz(L, z0)− vz(L,−z0)

]
= ψ(L)Z(L)

H
. (6.40)

With no loss of generality, one may take L to be unity, since the final criterion only depends on the
dimensionless parameters χ and W . Therefore, the criterion based on the generalized discontinuous
velocity field finally reads :

Φ2(Σ;χ,W ) = |Σ33|
σ̄
− 2√

3 ψ(1)Z(1)

∫ 1

χ

{
ϕ(r)

[
1 + Z ′2(r)

]

+
ϕ′2(r) + ϕ2(r)

r2 + ψ2(r)
|ψ′(r)|

[
X(r)

√
1 +X2(r) + Argsinh

(
X(r)

)]}
r dr ≤ 0 (6.41)

The above yield function depends on the equation of the interface z = ±Z(r) and the velocity
functions ϕ(r) and ψ(r). For the family of velocity fields defined by (6.26), the interface equation
and auxiliary function X(r) are determined by (6.25) and (6.34), respectively, and, in particular,
Z(1) = χW/(1− Λ). The integral in the final expression of Φ2 may then be evaluated numerically.

It is of interest to examine the limit W → 0 corresponding to a penny-shaped crack. In this limit,
Z(r) = O(W ) so that X(r) = O(W ) also, and the expression of the limit-load becomes

|Σ33|
σ̄
∼ 2√

3ψ(1)Z(1)

∫ 1

χ
ϕ(r)r dr = O

( 1
W

)
. (6.42)

Thus, the limit-load diverges as 1/W , just like that provided by Benzerga and Leblond (2014)’s
criterion, but in contrast with that proposed by Thomason (1985) which diverges more strongly, like
1/W 2.

6.4.2 Case of the continuous velocity field

Plastic dissipation In this case one must determine the sole volumetric plastic dissipation since
the velocity field is continuous across the interface. This dissipation is given by

Π = 1
vol(Ω)

∫ L

R
2πr dr

∫ h

−h
σ̄deq dz (6.43)

= 4πσ̄B√
3 vol(Ω)

∫ L

R
r dr

∫ h

0

4(h− z)2
(
L4

r4 + 3
)

+
(
L2

r
− r

)2
1/2

dz (6.44)

Using the changes of variables u = r2/L2, v = (h− z)/L, the previous integral can be rewritten as

Π = 2πL4σ̄B√
3 vol(Ω)

∫ 1

χ2
du
∫ Wχ

0

1− u√
u

[
4(1 + 3u2)
u(1− u)2 v

2 + 1
]1/2

dv (6.45)
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which simplifies, upon calculation of the integral on v, into :

Π = πL4σ̄B

2
√

3 vol(Ω)

∫ 1

χ2

(1− u)2
√

1 + 3u2

[
Y (u)

√
1 + Y 2(u) + Argsinh

(
Y (u)

)]
du (6.46)

where the function Y is defined as

Y (u) = 2Wχ

1− u

√
1 + 3u2

u
. (6.47)

Effective macroscopic criterion The macroscopic axial stress promoting plastic flow in the liga-
ment is again obtained as Σ33 = ∂Π

∂D33
= Π
D33

where

D33 = 1
2H

[
vz(H)− vz(−H)

]
= 1

2H
[
vz(h)− vz(−h)

]
= B

h2

H
. (6.48)

The overall yield criterion derived from the continuous velocity field therefore finally reads :

Φ3(Σ;χ,W ) = |Σ33|
σ̄
− 1

4
√

3W 2χ2

∫ 1

χ2

(1− u)2
√

1 + 3u2

[
Y (u)

√
1 + Y 2(u) + Argsinh

(
Y (u)

)]
du ≤ 0 (6.49)

(Note that the integral is convergent since the integrand is of order 1 near the upper bound 1 by
equation (6.47)).

Again it is interesting to study the limitW → 0. In this limit, Y (u) = O(W ) so that the expression
of the limit-load becomes

|Σ33|
σ̄
∼ 1

4
√

3W 2χ2 .O(W ) = O

( 1
W

)
. (6.50)

Thus, the limit-load predicted by the continuous model again diverges like 1/W .

6.5 Numerical study of the onset of coalescence

6.5.1 Description of the simulations

The aim of this section is to numerically assess all three analytical models of coalescence presented
above. The limit-analysis problem is solved by means of the standard finite element method including
elasticity, by considering a large load step without geometry update (Madou and Leblond, 2012b;
Tekoglu et al., 2012). Indeed under such conditions, the time-discretized equations of the finite element
problem are equivalent to those of limit-analysis, provided that the local “projection problem” (plastic
correction of the elastic stress predictor) is solved using an implicit algorithm ; see Appendix C.

The calculations are carried out using the commercial SYSTUS R© finite element code developed
by ESI Group. 2D axisymmetric meshes are used since cylindrical cells have been considered in the
analytical models. Correspondingly, axisymetric loadings are considered : Σ11 = Σ22 6= 0, Σ33 6= 0
and Σij = 0 otherwise. Two boundary conditions of type (6.7) are used (none of them being of
the homogeneous strain-rate kind). In the first type, coalescence is not imposed so that the overall
horizontal strain rate D11 is arbitrary (Figures 6.6a,b). In the second type, coalescence is imposed so
that D11 is zero (Figures 6.7a,b). The values of the macroscopic strain rates D11 and D33 are taken
large enough to ensure that the limit-load is reached, and the elastic strains are generally negligible ;
see Appendix C.

Two higher-level programmes have been developed in order to streamline the execution of a large
number of simulations. The first one prepares the mesh for specified values of W and χ and runs the
calculations, while the second exploits the results by calculating the macroscopic stresses Σ11 and Σ33
using the formula :

Σij = 1
vol(Ω)

∫
Ω−ω

σij dΩ. (6.51)

The results so obtained for the limit loads are exact up to numerical errors.
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(a) Cylindrically voided cell. (b) Spherically voided cell.

Figure 6.6: Boundary conditions considered for the the study of the entire yield locus.

(a) Cylindrically voided cell. (b) Spherically voided cell.

Figure 6.7: Boundary conditions considered for the study of the “coalescence stress”.

6.5.2 Study of the entire yield locus (D11 6= 0)

The models assume cylindrical voids for simplicity, but actual void shapes are closer to ellipsoids.
Therefore, before assessing the developed criteria, the influence of void shape on the overall yield cri-
terion is investigated. We thus compare the entire yield surfaces corresponding to either a cylindrical
cavity (Fig. 6.6a) or a spherical one (Fig. 6.6b) embedded in a cylindrical cell, having the same aspect
ratio W = 1. The values λ = 1 and f ≡ vol(ω)/vol(Ω) = 0.01 are used for the cell aspect ratio and the
porosity, respectively. The calculations are carried out without imposing coalescence, that is without
prescribing a zero overall horizontal strain rate.

The computed yield surfaces are shown in Figure 6.8 along with that of Gurson (1977), in the plane
(Σm
σ̄ , Σ33−Σ11

σ̄ ), where Σm = 1
3(2Σ11 + Σ33) is the mean stress. Some comments are in order here :

– Irrespective of void shape, the computed yield surface is composed of two parts, a smooth curve
and a straight line. The curved part corresponds to solutions for which the plastic strain rate is
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Figure 6.8: Yield loci of cylindrical cells containing spherical or finite-height cylindrical voids, for
W = 1, λ = 1 and f = 0.01.

non-zero in the entire cell, that is to the growth phase. On the other hand, the straight line cor-
responds to solutions for which the plastic strain rate is concentrated in the inter-void ligament,
that is to the coalescence phase. Indeed when coalescence occurs, the horizontal component of
the macroscopic strain rate becomes nil, which implies via the normality property of the ma-
croscopic flow rule 3 that the macroscopic yield function becomes independent of the horizontal
stress Σ11 ; this means that the criterion simply reads Σ33 = Cst., which defines a straight line
in the diagram of Figure 6.8.

– Gurson (1977)’s yield locus does not have any similar straight portion corresponding to coa-
lescence, since the boundary conditions of homogeneous strain rate considered in its derivation
prevent strain localization.

– The numerical results for a cylindrical void and a spherical one are very close. This justifies the
choice of a cylindrical void shape in the derivation of the coalescence criterion.

6.5.3 Study of coalescence (D11 = 0)

We now concentrate on the sole coalescence phase, and more specifically on the value of the
“coalescence stress”. The relevant geometric parameters for this study are the porosity in the central
band and the void aspect ratio (see formulae (6.15), (6.41) and (6.49)). The porosity, defined as f = cχ2

(where c = h/H is the volume fraction of the voided band), is not a pertinent parameter with regard
to coalescence since c has an influence only on the curved part of the yield surface but not on the
straight part, corresponding to coalescence.

Influence of the void shape : In a first series of calculations, the influence of void shape (sphe-
rical/cylindrical) on the coalescence phase is examined. The aim here is to complete the comparison
made on the entire yield locus but for a single value of the triplet (W,λ, f) (see Figure 6.8), by now
considering the sole “coalescence stress” but for various values of the geometric parameters. The limit

3. The normality property is preserved during the homogenization procedure ; see Rice (1971) and Gurson (1977).
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load corresponding to either an equiaxed cylindrical cavity (with W = 1 as depicted in Fig. 6.7a) or a
spherical one (Fig. 6.7b) is computed for several values of the porosity in the central band, represen-
ted by the ratio vol(ω)/vol(Ωlig) which itself is related to the ligament parameter χ. The coalescence
stresses are compared in Figure 6.9. Again, the results show that the influence of the void shape is
weak, thus justifying the choice of cylindrical voids in the derivation of the models.
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Figure 6.9: Computed limit-load versus porosity in the band (related to parameter χ) for cylindrical
cells containing either cylindrical (W = 1) or spherical voids.

Coalescence of cylindrical voids : Here, focus is laid on cylindrical voids and the effects of the
void aspect ratio W and the ligament parameter χ, related to the porosity in the central band, are
investigated. Computed values of the macroscopic axial stress promoting coalescence are provided
in Figure 6.10 for six void aspect ratios (W = 0.2, 0.5, 1, 1.5, 2, 3) and ten void spacings (χ =
0.20 + 0.05k, k = 1, .., 10). The predictions of the theoretical criteria derived in Section 6.4 and
Benzerga and Leblond (2014)’s criterion are also represented. The values of the parameters used for
the criterion based on the generalized discontinuous velocity field are n = 5 and Λ = 0.8(1 − χ) for
W = 0.2 and n = 5, and Λ = 0.2(1− χ) for W = 0.5.

To supplement these results, the numerical velocity field and the distribution of the associated
equivalent strain rate are plotted with arbitrary units (since the magnitude of the imposed macroscopic
strain rate is arbitrary) in three different cases, (W = 3, χ = 0.4), (W = 1, χ = 0.4) and (W = 0.2,
χ = 0.4), respectively in Figures 6.11, 6.12 and 6.13.

6.6 Discussion

The numerical limit-analyses performed using the standard finite element method permit to assess
the theoretical coalescence criteria :

– For elongated voids, corresponding to moderate to high values of the void aspect ratio (W ≥ 1,
Figures 6.10a to 6.10d), all theoretical results are in good agreement with numerical ones. The
discontinuous velocity field of Benzerga and Leblond (2014), corresponding to the particular
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Figure 6.10: Numerical results and predictions of the models for the limit-load in tension of cylindrical
cells containing cylindrical voids, for various values of χ and W .

choice ψ(r) = Const, provides the lowest limit-load among the functions ψ(r) and ϕ(r) inves-
tigated (which is why the results corresponding to the generalized discontinuous velocity field
are not represented). It is however possible that some functions might improve the results since
there is an infinity of admissible functions. An improvement is brought by the continuous velo-
city field, which yields results closer to the numerical ones than that of Benzerga and Leblond
(2014).
The trends observed for the yield criterion are corroborated by the study of the numerical velo-
city fields (Figures 6.11a and 6.12a) : on the one hand, for a fixed r, the component vr decreases

145



CHAPITRE 6. ETUDE THÉORIQUE ET NUMÉRIQUE DE LA COALESCENCE EN COUCHES

x

y

z

0

0.00200694

0.0200694

0.00401387
0.00602081
0.00802774
0.0100347
0.0120416
0.0140485
0.0160555
0.0180624

    
   Max = 0.0220763 
   Min = 0 
    
Comput.Ref Global
Time 1
vector U

VECTORS

S
Y

S
T

U
S

 - 1
4

.0
  -  a

llsts  -  F
ri D

e
c  6

 1
4

:2
1

:4
4

 2
0

1
3

(a) Velocity field

x

y

z

0

0.00542026

0.0523895
0.0576083
0.0628271
0.0680459
0.0732647
0.0784835
0.0837023
0.0889211
0.0941399
0.0993587

0.0106391

0.104578

0.0158579
0.0210767
0.0262955
0.0315143
0.0367331
0.0419519
0.0471707

    
   Max = 0.109796 
   Min = 0.000201456 
    
Comput.Ref Global
Time 1
equivalent strain

CONTOURS
S

Y
S

T
U

S
 - 1

4
.0

  -  a
llsts  -  F

ri D
e

c  6
 1

4
:2

7
:5

1
 2

0
1

3
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Figure 6.11: Numerical velocity and equivalent strain rate fields for W = 3 and χ = 0.4 for a
cylindrical cell containing a cylindrical void.
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Figure 6.12: Numerical velocity and equivalent strain rate fields for W = 1 and χ = 0.4 for a
cylindrical cell containing a cylindrical void.
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Figure 6.13: Numerical velocity and equivalent strain rate fields for W = 0.2 and χ = 0.4 for a
cylindrical cell containing a cylindrical void.

when z increases to become nil close to the rigid zone ; on the other hand, for a fixed z, the
component vz increases when r increases, but this effect appears to be small when the void
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aspect ratio increases. It is clear that the discontinuous velocity fields fail to reproduce the two
features observed (see Figures 6.3 and 6.4), while the continuous one qualitatively reproduces
the observation made for the component vr but not that made for vz (see Figure 6.5).
The same observations are in order with regard to the distribution of the equivalent strain
rate (Figures 6.11b and 6.12b), which is qualitatively reproduced by the model based on the
continuous velocity field (see Figure 6.5).

– For flat voids, corresponding to low values of the void aspect ratio (W < 1, Figures 6.10e
and 6.10f), the three theoretical criteria overestimate the limit-load. The model based on the
continuous velocity field provides in this case the highest limit-load. The model based on the
discontinuous generalized velocity field substantially improves Benzerga and Leblond (2014)’s
estimate, but still overestimates the limit-load.
The numerical results for the distribution of the equivalent strain rate (Figure 6.13b) evidence
a peculiar feature : the plastic zone extends vertically beyond the void. The analytical velocity
fields, both continuous and discontinuous, do not appear to be relevant for such void aspect ratios
since none of them considers such a plastic zone (Figures 6.3, 6.4 and 6.5). One may however
note that the generalized discontinuous velocity field partially captures this phenomenon by
considering a vertically extended plastic region, but only in the ligament, not above and below
the void itself (Figure 6.4). More complex velocity fields would be necessary to derive a better
criterion in this case.

6.7 Conclusion

The problem of void coalescence by internal necking has been addressed analytically and computa-
tionally. The numerical limit-analysis results were used to assess the coalescence criterion developed by
Benzerga and Leblond (2014) as well as two new criteria. The latter criteria are based on two different
sets of kinematically admissible velocity fields consistent with nonuniform strain-rate conditions on
the cell boundary.

The conclusions of this work may be summarized as follows :

1. Analytical part :
– Two new upper-bound estimates have been derived based on homogenization combined with
limit analysis. The first is based on a generalized discontinuous velocity field for which the
shape of the rigid–plastic interface is free. The second is based on a continuous velocity field.
Both fields are consistent with the presence of rigid zones between the regions where the strain
rate is localized. Each model brings an improvement over the model of Benzerga and Leblond
(2014), the extent of the improvement depending on geometric parameters.

2. Computational part :
– For a porosity of order 0.01 the exact yield locus of the porous plastic solid exhibits a curved
part and a straight part. These distinct parts correspond to loadings that are supported
with plastic flow either filling the matrix or localized in the intervoid ligament, respectively.
This localization is disregarded by Gurson-like models because they tacitly assume uniform
boundary conditions for all stress and microstructural states.

– At fixed void aspect ratio, the void shape (cylindrical or spherical) has little effect on the com-
puted limit loads. This finding supports the use of finite-height cylindrical shapes in developing
analytical models for void coalescence.

3. Comparison of analytical and numerical results :
– The model of Benzerga and Leblond (2014) provides a tight upper bound for all values of the

porosity (or equivalently the ligament parameter χ) provided that the voids are equiaxed or
elongated (W ≥ 1). For flat voids (say W < 0.5) their upper-bound overestimates the limit
loads due to the 1/W singular behavior inherent to the model.
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– The model based on the continuous velocity field provides the tightest upper-bound among
all three models so long as W ≥ 1. This range of void aspect ratios most often, but not
always, defines the pratical range of interest. However, because again this model exhibits a
1/W singularity the quality of its predictions deteriorates as W becomes smaller than about
0.5.

– The model based on a generalized discontinuous velocity field provides a significant improve-
ment over the model of Benzerga and Leblond (2014) for flat voids, although it still exhibits
a singular behavior in the limit of penny-shaped cracks. In the range W ≥ 1 predictions using
the former model are indistinguishable from those of the latter. This suggests that details
about the shape of the plastic zone do not matter in that range.

The coalescence criteria proposed in this paper can be applied to actual problems of ductile fracture
in exactly the same way as Thomason (1985)’s criterion or variants thereof (see Benzerga et al. (1999);
Zhang et al. (2000); Benzerga et al. (2004a); Lassance et al. (2007)). The expressions of the stress
promoting coalescence involve integrals but this should not raise any problem since they may be
readily evaluated numerically using a restricted number of integration points, the integrand behaving
always quite smoothly in practical cases.
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CHAPITRE 7
Un critère unifié de croissance et coalescence des

cavités

L’objectif de ce chapitre est de développer un critère homogénéisé qui unifie les théories de crois-
sance et de coalescence. La théorie classique de la croissance suppose que l’écoulement plastique est
diffus dans l’ensemble de la matrice. A l’inverse, la théorie de la coalescence suppose la plasticité est
localisée dans les ligaments intervides. La nouvelle théorie permet de recouvrir les deux scénarios grâce
à un choix approprié de champs de vitesse. Une implication importante pour les problèmes d’évolution
est que la transition entre croissance et coalescence est continue, en contraste avec les modèles hy-
brides qui présentent des transitions abruptes associées à la présence d’inévitables coins sur la surface
de charge. Le nouveau critère permet de décrire l’écoulement de métaux poreux plastiques à la fois aux
porosités faibles et élevées.

Ce chapitre est tiré d’un article soumis (Morin et al., 2015c).

7.1 Introduction

Early models of failure in ductile metals were based on analyses of the growth of isolated voids
(McClintock, 1968; Rice and Tracey, 1969; Cocks and Ashby, 1982). The principles of homogeniza-
tion constitute nowadays the underpinnings of void growth and void coalescence theories. One major
advantage of homogenization is its accounting for finite porosity effects. Under such circumstances,
nonlinear homogenization theory enables scale transitions whereby the macroscopic response explicitly
depends on a set of microstructural parameters related to the voids and their arrangement (Ponte Cas-
tañeda and Suquet, 1997; Benzerga and Leblond, 2010). In these formulations, damage or void growth
rate equations are a natural outcome. Rate-dependent formulations (Leblond et al., 1994b; Gărăjeu
et al., 2000; Agoras and Ponte Castañeda, 2014) may be warranted in rate-sensitive materials under
certain ranges of thermomechanical loading conditions. Nevertheless, the focus of the present work is
laid on rate-independent behavior. In bringing such focus, the theory of limit analysis (Prager and
Hodge, 1951; Suquet, 1983) can be used for rigid–ideally plastic materials, which represent extreme
nonlinearity. In addition, the phenomenon of void coalescence in a rate-independent material is much
cleaner (Koplik and Needleman, 1988; Benzerga, 2002) and, while it has eluded modelers and expe-
rimentalists alike, its mathematical foundations begin to be laid out. Incidentally, a void growth and
coalescence modeling framework also enables to describe macroscopic yielding of porous materials at
fixed microstructure. Most existing models of porous metal plasticity are truly applicable in the regime
of low porosity (typically below 0.01) (Gurson, 1977; Tvergaard and Needleman, 1984; Gologanu et al.,
1993; Benzerga and Besson, 2001; Madou and Leblond, 2012a) and there is interest in extending their
applicability to the high porosity regime, as would arise for instance in cellular materials (Deshpande
and Fleck, 2000).

Starting with the seminal work of Gurson (1977), the modeling of void growth in solids with finite
porosity has known major improvements over the past two decades or so (see notably Gologanu et al.
(1993); Madou and Leblond (2012a)). On the other hand, the modeling of void coalescence is still in
its infancy. The first rigorous micromechanical formulation, which may be traced back to (Thomason,
1985) and eventually settled in (Benzerga and Leblond, 2014), considered relatively simple geometries
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and loadings. The reader is referred to the recent papers by Morin et al. (2015b) and Torki et al.
(2015) for a recollection of earlier developments in the field. Benzerga and Leblond (2014) developed
a macroscopic yield criterion in closed form for a porous material in which the voids are in a “state
of coalescence”. By that is meant a state where all plastic flow is confined to intervoid ligaments with
regions above and below the void prevented from any deformation. They considered a cylindrical void of
finite-height embedded in a coaxial cylindrical cell subjected to boundary-conditions allowing for strain
localization at the scale of the cell, that is imposing a vanishing lateral overall strain rate. In doing
so, Benzerga and Leblond (2014) used a set of kinematically admissible velocity fields that resemble
those used by Gurson, but only in the ligaments. Because of their simplicity, these velocity fields were
discontinuous within the elementary volume. While such fields are unphysical they are kinematically
admissible and lead to a rigorous upper bound to the yield surface. As a matter of fact, finite-element
based limit-analysis calculations by Morin et al. (2015b) have shown that the upper bound obtained
by Benzerga and Leblond (2014) is quite good for a broad range of microstructural parameters. In
addition, Morin et al. (2015b) developed improved analytical models for the problem considered by
Benzerga and Leblond (2014), or a variant thereof. They employed two new sets of velocity fields :
a family of generalized discontinuous fields which considers the shape of the plastic/rigid interface as
a parameter ; and continuous velocity fields. The improved models provide, in general, tighter upper
bounds, albeit for different ranges of structural paramaters. Even more recently, Torki et al. (2015)
extended the model of Benzerga and Leblond (2014) by considering combined shear and triaxial
tension. Their model may be viewed as an elaboration of an earlier model by Tekoglu et al. (2012)
who did not explicitly specify the microscopic velocity fields responsible for void expansion.

When boundary conditions of the coalescence type are not imposed a priori the question arises
as to what the effective yield state is. In other terms, when using periodic boundary conditions on
some space-filling cell or quasi-periodic boundary conditions on the cylincrical cell considered by
Benzerga and Leblond (2014) without the nil lateral strain-rate condition, the shape of the yield
locus is generally unknown. What is of particular importance here is that when the problem is solved
computationally, that is with no recourse to approximate trial velocity fields, the exact yield locus
of the porous solid under axisymmetric loadings exhibits a curved part and a straight part (Morin
et al., 2015b). These distinct parts correspond to loadings that are supported with plastic flow either
filling the matrix or localized in the intervoid ligament, respectively. This feature of the yield locus
is disregarded by Gurson-like models because they tacitly assume uniform boundary conditions for
all stress and microstructural states. This type of yield locus is not either what the recent void
coalescence models (Benzerga and Leblond, 2014; Morin et al., 2015b) predict because these pertain
exclusively to coalescence states. Therefore, the objective of the present work is to develop expressions
for the macroscopic (or effective) yield locus that mimic essential features of the exact one obtained
numerically by Morin et al. (2015b). Such yield loci are said to realize a unified description of void
growth and coalescence.

To place the present effort in perspective, it is worth mentioning that previous work on the mi-
cromechanics of void growth and coalescence has essentially dealt with the two phenomena separately
(Zhang and Niemi, 1994; Benzerga et al., 1999; Pardoen and Hutchinson, 2000; Benzerga, 2002). By
way of consequence, the effective domain of reversibility was eventually viewed as the intersection of
two reversibility domains so that the yield surface exhibited some corners ; e.g., see Fig. 5 in (Benzerga,
2002). While such a hybrid approach has been successfully used to model fracture in initially crack-
free three-dimensional specimens (Benzerga et al., 2004a) the coincidence of the corner on the yield
surface with the first instance of coalescence may trigger plastic flow localization at macroscopic scales
(Benzerga et al., 2002) in a way that brings to question the physical origin of shear band formation.
Hence, the development of a unified framework of void growth and coalescence is expected to enable
fundamental analyses of failure in ductile metals through competing failure mechanisms at multiple
scales.
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7.2 Preliminaries

7.2.1 Geometry, material, admissibility conditions of velocity fields

To define the overall behavior of the porous medium, a cylindrical representative volume element
(RVE) denoted Ω is considered which contains a coaxial cylindrical void occupying domain ω. The void
is truncated by horizontal planes, as depicted in Fig. 7.1 on a quadrant of the cell. Following previous
work (Thomason, 1985; Benzerga and Leblond, 2014; Morin et al., 2015b) non-symmetric deformation
modes, if any, are excluded in the present analysis. Although this RVE cannot be duplicated and
stacked up to build a periodic lattice, it is a reasonable approximation of more complex geometries,
such as hexagonal-prismatic or square-prismatic ones, rigorously defining a unit cell in a periodic
lattice.

Figure 7.1: Definition of the geometric parameters of the cylindrical RVE

The cylindrical geometry is characterized by the void aspect ratioW = h/R, the ligament parameter
χ = R/L and the cell aspect ratio λ = H/L (see Fig. 7.1). A fourth, useful dimensionless parameter
related to the first three is the volume fraction of the voided band c = h/H = Wχ/λ. The local
orthonormal basis associated with the cylindrical coordinates r, θ, z is denoted (er, eθ, ez), and that
associated with the Cartesian coordinates x1, x2, x3 is denoted (e1, e2, e3), with e3 = ez.

The matrix is assumed to be rigid-ideal-plastic and obey the von Mises criterion :

f(σ) = σ2
eq − σ2

0 ≤ 0 ∀x ∈ Ω− ω (7.1)

where σeq is the von Mises equivalent stress and σ0 the yield stress in simple tension, together with
the Prandtl-Reuss flow rule associated to this criterion via the normality property.

The cylindrical cell is subjected to boundary conditions of the form, where v denotes the velocity : vr(r = L, z) = D11L −H ≤ z ≤ H

vz(r, z = ±H) = ±D33H 0 ≤ r ≤ L
(7.2)

with vθ = 0 everywhere because of axial symmetry.
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In the plastic matrix, the velocity must verify the property of incompressibility imposed by the
flow rule :

tr d = div v = 0 , ∀x ∈ Ω− ω. (7.3)

7.2.2 Principles of the limit-analysis

The classical inequality of limit-analysis reads :

Σ : D ≤ Π(D) , ∀D (7.4)

where Σ and D are the macroscopic stress and strain rate tensors, defined as the volume averages of
their microscopic counterparts σ and d, and Π(D) the macroscopic plastic dissipation. This dissipation
is defined, in the case of a von Mises material, by the formula

Π(D) = inf
v∈K(D)

〈σ0deq 〉Ω (7.5)

where K(D) is the set of velocity fields v verifying the properties mentioned in Subsection 7.2.1 for
the given value of D, and deq the von Mises equivalent strain rate associated to the velocity field v.

Because of the symmetries of the problem, the left-hand side in equation (7.4) reduces to

Σ : D = 2Σ11D11 + Σ33D33

= 3Σ11Dm + (Σ33 − Σ11)D33 (7.6)

where Dm = 1
3trD = 1

3(2D11 + D33) is the mean strain rate. This suggests to define the loading
parameters as  Σ̄1 = Σ11

Σ̄2 = Σ33 − Σ11

(7.7)

together with the “conjugate” kinematic parameters D̄1 = 3Dm

D̄2 = D33.
(7.8)

It may be noted that a more usual, and seemingly more natural, choice of conjugate parameters
would consist of using Σm = 1

3trΣ = 1
3(2Σ11 + Σ33) and Σ33 − Σ11 for the stresses, versus 3Dm and

2
3(D33 − D11) for the strain rates. The choice made in equations (7.7) and (7.8) is however better
adapted to the cylindrical geometry in that it leads to simpler calculations and expressions. With
these variables, equation (7.4) reads

Σ̄1D̄1 + Σ̄2D̄2 ≤ Π
(
D̄1, D̄2

)
, ∀

(
D̄1, D̄2

)
. (7.9)

The macroscopic reversibility domain of the porous material, in the 2D space of macroscopic stresses
(Σ̄1, Σ̄2), is the intersection of the half-planes defined by these inequalities, D̄1 and D̄2 acting as
parameters. The boundary of this domain, that is the macroscopic yield locus of the porous material,
is the envelope of the straight lines Σ̄1D̄1 +Σ̄2D̄2 = Π(D̄1, D̄2), D̄1 and D̄2 acting again as parameters.
The regular part of this envelope is defined by the parametric equations

Σ̄1 = ∂Π
∂D̄1

(
D̄1, D̄2

)
Σ̄2 = ∂Π

∂D̄2

(
D̄1, D̄2

)
.

(7.10)
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7.3 Trial velocity fields

The trial velocity field looked for must describe both the growth and coalescence stages. The
growth phase corresponds to diffuse plasticity in the entire cell. On the other hand, the coalescence
phase is characterized by a sudden concentration of the strain rate within the horizontal ligament
between neighbouring voids, implying the presence of rigid regions above and below the void.

To account for this concentration, Benzerga and Leblond (2014) proposed to divide the cell into
two parts, a porous one denoted Ω(p) and a sound one denoted Ω(s) (see Fig.7.1). The velocity field
they proposed to describe coalescence consisted of a radial expansion combined with an axial extension
of the porous zone, fixed by the condition of vanishing horizontal overall strain rate, D11 = 0 (special
case of Gurson (1977)’s “cylindrical velocity field”), plus rigid-body motions of the sound regions. In
order to permit the additional description of the growth of the void without localization of the strain
rate within the porous zone, we shall extend this field by dropping the condition D11 = 0 (the velocity
field in the porous zone becoming then identical to Gurson (1977)’s general “cylindrical velocity field”),
and allowing the sound regions to deform uniformly.

In order to benefit from Gurson (1977)’s classical solution for cylindrical voids, it will be useful
to consider the overall “partial” strain rates D(p), D(s) in the porous and sound regions, respectively.
The axial and horizontal components of these strain rates verify the relations :

D33 = cD
(p)
33 + (1− c)D(s)

33

D11 = D
(p)
11 = D

(s)
11 .

(7.11)

In addition, incompressibility of the sound zones implies that

D
(s)
33 = −2D11. (7.12)

Combination of these relations implies that
D

(p)
33 = 1

c
[3(1− c)Dm + cD33]

D
(p)
m = Dm

c
.

Using the notations 
D̄

(p)
1 = 3D(p)

m

D̄
(p)
2 = D

(p)
33

(7.13)

similar to (7.8), one may rewrite these relations between the porous and total overall strain rate
components in the form 

D̄
(p)
1 = D̄1

c

D̄
(p)
2 =

(1
c
− 1

)
D̄1 + D̄2.

(7.14)

As mentioned previously, the velocity field in the porous zone is chosen identical to Gurson (1977)’s
“cylindrical velocity field” :

(p)


v

(p)
r (r) = 3

2D
(p)
m
L2

r
− D

(p)
33
2 r

v
(p)
z (z) = D

(p)
33 z

(7.15)
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while that in the sound zones is chosen so as to generate a uniform deviatoric strain rate :

(s)


v

(s)
r (r) = D11r

v
(s)
z (z) = −2D11z +K

(7.16)

where K is a constant adjusted so as to ensure continuity of the axial velocity component across the
interface between the sound and porous parts, i.e. a no-jump condition JvzK = 0. In terms of the
kinematic parameters D̄1, D̄2, this velocity field reads :

(p)


v

(p)
r (r) = 1

2

(
D̄

(p)
1
L2

r
− D̄(p)

2 r

)

v
(p)
z (z) = D̄

(p)
2 z

(7.17)

(s)


v

(s)
r (r) = 1

2
(
D̄1 − D̄2

)
r

v
(s)
z (z) =

(
D̄2 − D̄1

)
z +K

(7.18)

with D̄(p)
1 , D̄(p)

2 given by (7.14). (Note that this velocity field reduces to that of Benzerga and Leblond
(2014) for coalescence when D11 = 0).

7.4 Macroscopic criterion

7.4.1 Plastic dissipation

Although strictly speaking, the macroscopic plastic dissipation corresponding to the velocity field
defined by equations (7.17) and (7.18) is just an upper estimate of the true one, it will be denoted by
the same symbol Π(D) for convenience.

The macroscopic plastic dissipation Π(D) is decomposed into two volumetric contributions arising
from the porous and sound zones, plus a surface contribution due to the interface between the two
regions :

Π(D) = cΠ(p) + (1− c)Π(s) + Π(i) (7.19)

where 

Π(p) = 1
vol(Ω(p))

∫
Ω(p)

σ0deqdΩ

Π(s) = 1
vol(Ω(s))

∫
Ω(s)

σ0deqdΩ

Π(i) = 1
vol(Ω)

∫
Interface

σ0√
3
∣∣JvtK

∣∣dS,
(7.20)

∣∣JvtK
∣∣ denoting the norm of the discontinuity of tangential velocity on the interface. These dissipations

are calculated in Appendix D.1, and their final expressions are as follows :
• Volumetric dissipation in the porous zone :

Π(p) = σ0
∣∣∣D̄(p)

2

∣∣∣
√3

3
D̄

(p)
1

D̄
(p)
2

Argsinh
(√

3
3
D̄

(p)
1

D̄
(p)
2
u

)
−

√√√√ 1
u2 + 1

3
D̄

(p)2
1

D̄
(p)2
2

u=1/χ2

u=1

. (7.21)
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• Volumetric dissipation in the sound zone :

Π(s) = σ0
∣∣∣D̄1 − D̄2

∣∣∣ . (7.22)

• Surface dissipation at the interface :

Π(i) = σ0

3
√

3
χ3 − 3χ+ 2

Wχ

∣∣∣D̄1
∣∣∣ . (7.23)

7.4.2 Regular (curved) parts of the yield locus

The regular parts of the yield locus are given by the parametric equations (7.10), which will now
be made more explicit. It will be convenient to use the stress components in the porous zone, defined
by 

Σ̄(p)
1 = Σ(p)

11 = ∂Π(p)

∂D̄
(p)
1

(
D̄

(p)
1 , D̄

(p)
2

)
Σ̄(p)

2 = Σ(p)
33 − Σ(p)

11 = ∂Π(p)

∂D̄
(p)
2

(
D̄

(p)
1 , D̄

(p)
2

)
.

(7.24)

These stress components are linked by the following equation resulting from the elimination of the
ratio D̄(p)

1 /D̄
(p)
2 in their expressions :

(
Σ(p)

33 − Σ(p)
11

σ0

)2

+ 2χ2cosh
(
√

3Σ(p)
11
σ0

)
− 1− χ4 = 0, (7.25)

which is just Gurson (1977)’s classical “cylindrical criterion” for the central part of the RVE.
By equation (7.19), the macroscopic stress components are given by :


Σ̄1 = ∂Π

∂D̄1
= c

∂Π(p)

∂D̄1
+ (1− c)∂Π(s)

∂D̄1
+ ∂Π(i)

∂D̄1

Σ̄2 = ∂Π
∂D̄2

= c
∂Π(p)

∂D̄2
+ (1− c)∂Π(s)

∂D̄2
+ ∂Π(i)

∂D̄2
.

(7.26)

Using equations (7.13) and (7.24), one transforms the expression of Σ̄1 into

Σ̄1 = c

(
∂Π(p)

∂D̄
(p)
1

∂D̄
(p)
1

∂D̄1
+ ∂Π(p)

∂D̄
(p)
2

∂D̄
(p)
2

∂D̄1

)
+ (1− c)∂Π(s)

∂D̄1
+ ∂Π(i)

∂D̄1

= Σ(p)
11 + (1− c)

(
Σ(p)

33 − Σ(p)
11

)
+ (1− c)∂Π(s)

∂D̄1
+ ∂Π(i)

∂D̄1
. (7.27)

Similarly,

Σ̄2 = c

(
∂Π(p)

∂D̄
(p)
1

∂D̄
(p)
1

∂D̄2
+ ∂Π(p)

∂D̄
(p)
2

∂D̄
(p)
2

∂D̄2

)
+ (1− c)∂Π(s)

∂D̄2
+ ∂Π(i)

∂D̄2

= c
(
Σ(p)

33 − Σ(p)
11

)
+ (1− c)∂Π(s)

∂D̄2
+ ∂Π(i)

∂D̄2
. (7.28)

By equations (7.22) and (7.23), the partial derivatives involved in equations (7.27) and (7.28) are given
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by : 

∂Π(s)

∂D̄1
= σ0 sgn

(
D̄1 − D̄2

)
= σ0 sgn(D11)

∂Π(s)

∂D̄2
= σ0 sgn

(
D̄2 − D̄1

)
= −σ0 sgn(D11)

∂Π(i)

∂D̄1
= σ0

3
√

3
χ3 − 3χ+ 2

Wχ
sgn

(
D̄1
)

= σ0

3
√

3
χ3 − 3χ+ 2

Wχ
sgn(Dm)

∂Π(i)

∂D̄2
= 0

(7.29)

where sgn(x) denotes the sign of x. Equations (7.27) and (7.28) then become
Σ̄1 = Σ11 = Σ(p)

11 + (1− c)
(
Σ(p)

33 − Σ(p)
11

)
+A+B

Σ̄2 = Σ33 − Σ11 = c
(
Σ(p)

33 − Σ(p)
11

)
−A

(7.30)

where Σ(p)
11 and Σ(p)

33 − Σ(p)
11 are given by equations (7.24), and the quantities A and B by

A = σ0(1− c) sgn(D11)

B = σ0

3
√

3
χ3 − 3χ+ 2

Wχ
sgn(Dm).

(7.31)

Equations (7.30) may be regarded as the parametric equations of the regular parts of the yield locus,
in terms of the parameters D̄1 and D̄2 or D11 and D33. (Complementary details on this point are
provided in Appendix D.2).

Alternatively, one may use equations (7.30) to express Σ(p)
11 and Σ(p)

33 − Σ(p)
11 in terms of Σ11 and

Σ33 − Σ11, and insert the expressions found into the “yield criterion of the central zone”, equation
(7.25) ; one thus gets the explicit equation of the regular parts of the overall yield locus :

Φ(Σ) =
(Σ33 − Σ11 +A

cσ0

)2
+ 2χ2cosh

(√
3Σ11 − (1− c)Σ33 −A− cB

cσ0

)
− 1− χ4 = 0. (7.32)

Note that four distinct zones of the yield locus, corresponding to different signs of the constants A
and B, are in fact described by this equation.

7.4.3 Singular (straight) parts of the yield locus

The presence of absolute values in the expressions (7.22) and (7.23) of Π(s) and Π(i) makes the
total dissipation Π a non-differentiable function of D. Therefore, there are some singular (straight)
parts on the yield locus in addition to the regular (curved) parts. The study of these singular parts is
the object of this subsection.

Equations (7.10) are inapplicable on the singular parts of the yield locus, so it is necessary to come
back to the basic inequality (7.9). We begin by rewriting this inequality for both pairs (D̄1, D̄2) and
(−D̄1,−D̄2), so as to consider non-negative values of D̄2 only. One thus gets, Π being an even function
of the pair (D̄1, D̄2) :

−Π(D̄1, D̄2) ≤ Σ̄1D̄1 + Σ̄2D̄2 ≤ Π(D̄1, D̄2) , ∀(D̄1, D̄2), D̄2 ≥ 0. (7.33)

We then divide inequalities (7.33) by D̄2, accounting for the property of positive homogeneity of degree
1 of the function Π(D̄1, D̄2). Defining the dimensionless parameter

ξ = D̄1

D̄2
= 3Dm

D33
, (7.34)
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we thus get
− g(ξ) ≤ f(ξ) ≤ g(ξ) , ∀ξ, −∞ ≤ ξ ≤ +∞ (7.35)

where  f(ξ) = Σ̄1ξ + Σ̄2 = Σ11ξ + Σ33 − Σ11

g(ξ) = Π(ξ, 1).
(7.36)

Figure 7.2 shows a schematic diagram, in a plane (ξ, ζ), of the representative curves ζ = f(ξ),
ζ = g(ξ), ζ = −g(ξ) of the functions f(ξ), g(ξ), −g(ξ). These curves possess the following properties :

– The curve ζ = f(ξ) is a straight line of slope Σ̄1 and ordinate at the origin Σ̄2.
– As a consequence of the convexity of the function Π(D̄1, D̄2) established in Appendix D.3 and

the definition (7.36)2 of the function g(ξ), the curve ζ = g(ξ) is convex. Similarly, the curve
ζ = −g(ξ) is concave.

– Since the expressions (7.22) and (7.23) of Π(s) and Π(i) are proportional to |D̄1 − D̄2| and |D̄1|
respectively, the expression of the function g(ξ) contains terms proportional to |ξ−1| and |ξ| ; it
follows that the curves ζ = g(ξ) and ζ = −g(ξ) have angular points at the positions ξ = 0 and
ξ = 1. (At all other positions the curves are smooth).

– It is shown in Appendix D.4 that the curves ζ = g(ξ) and ζ = −g(ξ) admit straight asymptotes
at the limits ξ = ±∞ ; furthermore the asymptote to the curve ζ = g(ξ) at the point ξ = +∞
(resp. ξ = −∞) coincides with the asymptote to the curve ζ = −g(ξ) at the point ξ = −∞
(resp. ξ = +∞).

0 1

ζ

ξ

ζ = g(ξ)

ζ = f(ξ)

ζ = −g(ξ)

Figure 7.2: Diagram of the representative curves of the functions f(ξ), g(ξ), −g(ξ).

It is now straightforward to discuss inequalities (7.35) geometrically. These inequalities state that,
in order for the pair (Σ̄1, Σ̄2) to belong to the overall reversibility domain, the corresponding straight
line ζ = f(ξ) must lie between the curves ζ = g(ξ) and ζ = −g(ξ) (see Fig. 7.2). Thus for this pair
to lie on the overall yield locus, that is on the boundary of the reversibility domain, the straight line
ζ = f(ξ) must meet one of the curves ζ = g(ξ), ζ = −g(ξ) at some point, without crossing it (by virtue
of inequalities (7.35)). Since the yield locus is symmetric with respect to the origin, one may consider
only half of it and thus assume that the straight line ζ = f(ξ) meets the curve ζ = g(ξ) without
crossing it. Now it is clear from Fig. 7.2 that this may occur in three distinct cases :

– The straight line ζ = f(ξ) is tangent to the curve ζ = g(ξ) at some point P lying neither at
ξ = 0 nor at ξ = 1 (Fig. 7.3a). In this situation the ordinate of the line at the origin Σ̄2 is a
smooth function of its slope Σ̄1, which means that the point (Σ̄1, Σ̄2) = (Σ11,Σ33 −Σ11) lies on
one of the regular, curved parts of the yield locus studied in Subsection 7.4.2.

– The straight line ζ = f(ξ) meets the curve ζ = g(ξ) at ξ = 0 and lies between the two tangents
to this curve at this point (Fig. 7.3b). Then the ordinate of the line at the origin Σ̄2 = Σ33−Σ11
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is fixed, whereas its slope Σ̄1 = Σ11 may vary between specific bounds ; in other words, the
point (Σ̄1, Σ̄2) = (Σ11,Σ33 − Σ11) lies on a straight portion (a segment) of the yield locus. The
equation of this segment may be found by determining the coordinates of its endpoints, which
may be done by taking the limits ξ → 0± in the parametric equations (7.30), (D.1), (D.3), (D.4)
of the regular parts of the yield locus ; one thus gets

∣∣∣Σ11 + σ0(1− c)χ2
∣∣∣ ≤ σ0

3
√

3
χ3 − 3χ+ 2

Wχ

Σ33 − Σ11 = σ0(1− cχ2).
(7.37)

– The straight line ζ = f(ξ) meets the curve ζ = g(ξ) at ξ = 1 and lies between the two tangents
to this curve at this point (Fig. 7.3c). Then the ordinate of the line at ξ = 1, that is f(1) =
Σ̄1 +Σ̄2 = Σ33, is fixed, whereas its slope Σ̄1 = Σ11 may vary between specific bounds ; the point
(Σ̄1, Σ̄2) = (Σ11,Σ33 −Σ11) thus again lies on a straight portion of the yield locus, the equation
of which may be found by determining its endpoints through consideration of the limits ξ → 1±
in equations (7.30), (D.1), (D.3), (D.4) :

Σ33 = σ0√
3

[
ln
(

1 +
√

1 + 3χ4

3χ2

)
+ 2−

√
1 + 3χ4

]
+ σ0

3
√

3
χ3 − 3χ+ 2

Wχ∣∣∣∣Σ33 − Σ11 −
cσ0√

3

(
2−

√
1 + 3χ4

)∣∣∣∣ ≤ σ0(1− c).
(7.38)

0 1

ζ

ξ

ζ = g(ξ)

ζ = f(ξ)P

(a) General case : ξ 6= 0, ξ 6= 1

0 1

ζ

ξ

ζ = g(ξ)

ζ = f(ξ)

P

(b) Special case : ξ = 0

0 1

ζ

ξ

ζ = g(ξ)

ζ = f(ξ)
P

(c) Special case : ξ = 1

Figure 7.3: Qualitative study of the functions f(ξ) corresponding to stresses lying on the yield locus.

It may be noted that if a gap existed between the tangent to the curve ζ = g(ξ) at ξ = +∞ (resp.
ξ = −∞) and the tangent to the curve ζ = −g(ξ) at ξ = −∞ (resp. ξ = +∞), a third straight zone
would exist on the half-yield locus considered, corresponding to straight lines ζ = f(ξ) parallel to
these tangents and lying between them. But their coincidence, mentioned above, warrants absence of
such a gap, and consequently of this third type of singular zone on the yield locus.

7.4.4 Absence of corners on the yield locus

The coexistence of curved and straight zones on the overall yield locus just evidenced suggests
that corners might exist at the transition points between these zones. The object of this subsection is
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to show that no such corners exist. The key point in the proof is the fact that the complex expression
(7.21) of Π(p) implies that the function g(ξ) is nonlinear on each of the intervals (−∞, 0), (0, 1) and
(1,+∞).

Consider for instance the transition between the singular part of the yield locus corresponding to
straight lines ζ = f(ξ) meeting the curve ζ = g(ξ) at ξ = 0, and the regular part corresponding to
lines ζ = f(ξ) meeting the curve ζ = g(ξ) at some point P having ξ > 0. Since the singular part has
Σ̄2 = Σ33 − Σ11 = const., showing that there is no corner on the yield locus is equivalent to showing
that the derivative (dΣ̄2/dξ)(ξ = 0+) is zero.

To establish such a property, consider the function g̃(ξ) defined similarly to g(ξ), but replacing |ξ|
with ξ in its expression, that is, replacing |D̄1| with D̄1 in the expression (7.23) of Π(i) (see Fig. 4).
This new function coincides with the old one g(ξ) for ξ ≥ 0 (not for ξ < 0 !), but in contrast to it is
perfectly smooth at ξ = 0. Move the point P of tangency of the straight line ζ = f(ξ) and the curve
ζ = g̃(ξ) around the position ξ = 0. Then both the slope Σ̄1 and the ordinate at the origin Σ̄2 of the
straight line vary (because the functions g(ξ) and g̃(ξ) are nonlinear), but it is clear from Fig. 4 that
Σ̄2 reaches its maximum when ξ = 0. Since it is a smooth function of ξ, the derivative dΣ̄2/dξ must
be zero at ξ = 0+. This concludes the proof.

0

ζ

ξ

ζ = g(ξ) = g̃(ξ)

ζ = f(ξ)

P
P

ζ = f(ξ)

Σ̄2

ζ = g(ξ)

ζ = g̃(ξ)

Figure 7.4: Diagram of the representative curves of the functions f(ξ) and g̃(ξ).

It must be stressed, however, that what precedes warrants the absence of corners on the sole
approximate yield surface corresponding to the trial velocity fields envisaged ; nothing can be said at
this stage about the true yield surface.

7.5 Assessment of the theoretical model

7.5.1 Principle of the simulations

The objective of this section is to provide a numerical assessment of the theoretical criterion
derived above. To this end, the limit-analysis problem is solved using the customary finite element
method including elasticity, by imposing a large load step with no geometry update. Indeed, under
such conditions, the time-discretized equations of the finite element problem are equivalent to those
of limit-analysis, provided that the local “projection problem” (plastic correction of the elastic stress
predictor) is solved using an implicit algorithm ; see Madou and Leblond (2012a).

The numerical simulations are performed using the finite element code SYSTUS R© developed by
ESI Group. 2D axisymmetric meshes are used since a cylindrical cell was considered in the derivation
of the theoretical model. The boundary conditions are represented schematically in Fig. 7.5. Axisym-
metric loadings are considered (Σ11 = Σ22 6= 0, Σ33 6= 0 and Σij = 0 otherwise) ; the macroscopic
stresses Σ11 and Σ33 are obtained from their microscopic counterparts through the formula :

Σij = 1
vol(Ω)

∫
Ω−ω

σij dΩ. (7.39)
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Figure 7.5: Boundary conditions considered for the study of the yield locus of a cylindrical hollow
cell.

7.5.2 Numerical results

Results for the yield locus of a cylindrical hollow cell are provided for a cell aspect ratio λ = 1, a
void aspect ratio W = 1 and two values of the ligament parameter χ = 0.4 and 0.6. The yield surfaces
are represented in the plane

(
Σm/σ0, (Σ33−Σ11)/σ0

)
, where Σm = 1

3(2Σ11 + Σ33) is the mean stress.
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Figure 7.6: Yield surfaces for λ = 1, W = 1 and two values of χ.

Three types of results are represented in Figure 7.6 : (i) the numerical yield locus obtained through
finite element limit-analysis ; (ii) a “hybrid” criterion obtained by truncating Gurson (1977)’s yield
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locus for a hollow sphere 1 with the same global porosity with the straight line of equation Σ33 =
const. corresponding to the coalescence criterion of Benzerga and Leblond (2014) ; (iii) the theoretical
criterion obtained in Section 7.4.

It has been shown elsewhere that the axial stress Σ33 for the coalescence stage predicted by Ben-
zerga and Leblond (2014)’s criterion slightly overestimates that obtained numerically ; see Morin et al.
(2015b). Since the objective of the present work is not to study this difference or reduce it by refining
the velocity fields, but to compare the entire yield loci of the two analytical criteria, the gap between
the numerical and theoretical limit-loads is artificially removed by introducing a heuristic parameter
µ slightly modifying the value of the ligament parameter governing the value of Σ33 for coalescence ;
the parameter χ = R/L is thus replaced by χ∗ = µχ. The values chosen are µ = 1.12 for χ = 0.4 and
µ = 1.065 for χ = 0.6.

Note that the apparent slight violation of the upper bound character of the theoretical criterion
for χ = 0.6 is only due to the introduction of the heuristic parameter µ.

7.5.3 Discussion

In pursuing the goal of a unifying framework, one is compelled to demonstrate the feasibility of the
approach for relatively simple geometries and loadings. As shown numerically by Morin et al. (2015b)
the assumption of cylindrical voids is not the most restrictive. Indeed, at fixed void aspect ratio,
the void shape (cylindrical or spheroidal) has little effect on the computed limit loads. This finding
supports the use of finite-height cylindrical voids in developing analytical models for void coalescence.

The three criteria represented in Figure 7.6 exhibit the same basic features : they are all composed
of curved and straight portions.

– The curved parts correspond to the growth stage, that is to solutions for which the plastic strain
rate is diffuse in the entire cell.

– By way of contrast, the straight part on the right, of equation Σ33 = const. where the constant
depends on χ and W , corresponds to the coalescence stage, that is to solutions for which the
plastic strain rate is non-diffuse but concentrated in the inter-void ligament. To understand why
coalescence gives rise to such a straight segment on the yield locus, it suffices to note that the
presence, during this phase, of rigid zones above and below the void implies that the horizontal
components of the macroscopic strain rate become nil, which in turn implies via the normality
property of the macroscopic flow rule that the overall yield function no longer depends on the
horizontal stress Σ11.

For the coalescence stage, the predictions of the hybrid and unified models coincide since they are
based on the same trial velocity field. Some differences, however, appear for the growth stage and the
transition between the two stages. These differences highlight the specificities of each approach.

Hybrid criterion. The advantages of this criterion are as follows :
– For the growth stage, the yield locus is closer to the numerical results in comparison with that
predicted by the unified model, at least for major axial stresses (Σ33 > Σ11 = Σ22).

– The hybrid criterion may benefit, in more advanced versions, from the sophisticated extensions of
Gurson’s criterion for the growth stage, including e.g. void shape effects and plastic anisotropy ;
see for instance (Benzerga et al., 2004a). Also, it may be applied to general loading conditions.

However the hybrid criterion also has disadvantages :
– Since the reversibility domain results from the intersection of two reversibility domains derived
independently, there are some corners on the yield locus. The numerical simulations, however,
do not exhibit such corners (see Fig. 7.6). Their presence in the hybrid model may generate
spurious instability and bifurcation phenomena.

– The theoretical foundations of the hybrid criterion are less rigorous than those of the unified
one because the intersecting reversibility domains do not pertain to the same geometry ; a hol-

1. Gurson (1977)’s “cylindrical” criterion cannot be used because the cylindrical void implied extends up and down
to the top and bottom surfaces of the RVE, in contrast to that considered here.
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low sphere was considered by Gurson (1977) for the growth stage versus a hollow cylinder by
Benzerga and Leblond (2014) for the coalescence phase.

Unified criterion. The advantages of the unified criterion are as follows :
– The yield function is smooth so that the yield locus has no corners, in agreement with the

numerical results, even though regions of high curvature may be observed at the transition
points between the growth and coalescence stages.

– Growth and coalescence are described with a single class of velocity fields, thus emphasizing the
basic unity of the two stages and the possibility of their unified description.

However, the unified model developed here suffers from some disadvantages :
– The presence on the yield locus of a straight part of equation Σ33 − Σ11 = const. for low
triaxialities, due to the discontinuity of velocity across the interface between the sound and
porous parts of the cell, implies that the predicted porosity rate is nil under such conditions, in
contradiction with the numerical results.

– The criterion is limited to axisymmetric loadings and cylindrical voids.
It is worth noting that in their extension of Benzerga and Leblond (2014)’s model to combined

tension and shear, Torki et al. (2015) have also obtained a smooth effective yield surface with curved
and straight parts. An important difference however is that their derivation exclusively focused on the
coalescence stage. Yet, it does seem that the presence of both curved and straight parts is common
to both models. In fact, this is traceable to the nondifferentiability of the plastic dissipation function.
Since this nondifferentiability partly results from the discontinuity of the assumed velocity fields, the
question arises as to what implications would a choice of continuous velocity fields have on the shape
and smoothness of the macroscopic yield surface. This issue was in part tackled by Morin et al. (2015b)
but only in the context of coalescence models under axisymmetric loadings.

7.6 Conclusion

A framework has been laid out for developing macroscopic yield criteria for porous ductile solids
accounting for both void growth and coalescence. While the framework is general, closed form solutions
were obtained in the case of cylindrical cells containing cylindrical voids of a given aspect ratio and
subjected to axisymmetric loading conditions.

– The unified model provides a rigorous upper bound to the exact locus and enables a seamless
transition between void growth (curved parts of the yield locus) and void coalescence (straight
parts).

– There are no corners on the yield surface corresponding to the unified model obtained by homo-
genization. The yield surface however exhibits regions of high curvature at the transition points
between the growth and coalescence stages. The implications of such features on plastic flow
localization at macroscopic scales remain to be investigated.

– The proposed model is a first step toward a unified description of void growth and coalescence.
While the model has some limitations, the most restrictive is its applicability to axisymmetric
loadings only. This is being investigated and results will be reported elsewhere.
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CHAPITRE 8
Influence de l’anisotropie plastique sur la coalescence

en couches

Ce chapitre est consacré à l’étude de la coalescence en couches dans le cas des matériaux anisotropes
orthotropes. On dérive un critère de coalescence basé sur les champs continus utilisés au chapitre 6,
en considérant une matrice obéissant au critère quadratique de Hill. Le critère analytique obtenu est
ensuite validé par des calculs éléments finis d’analyse limite. Le couplage entre les effets de forme et
l’anisotropie plastique est en général bien capté par le modèle.

8.1 Introduction

Les alliages métalliques présentent une anisotropie morphologique, apparaissant notamment après
leur mise en forme, qui modifie leurs propriétés de résistance et qu’il est nécessaire de prendre en
compte pour décrire leur endommagement ductile. La prise en compte de l’anisotropie plastique dans
les modèles de rupture ductile a été initiée par Benzerga and Besson (2001) ; ces auteurs ont étendu le
modèle de Gurson (1977) pour les cavités sphériques en considérant une matrice obéissant au critère
quadratique de Hill (1948). Monchiet et al. (2008); Keralavarma and Benzerga (2010) ont ensuite
étendu les critères de Gologanu et al. (1993, 1994, 1997) au cas de l’anisotropie plastique en consi-
dérant des cavités sphéroïdales plongées dans une matrice de Hill (1948). Enfin, nous avons étendu
au Chapitre 2 le critère de Madou and Leblond (2012a,b) pour les cavités ellipsoïdales au cas des
matériaux anisotropes.

Nous avons vu au Chapitre 3 que l’anisotropie plastique a une grande influence sur les surfaces de
charge de cellules ellipsoïdales contenant des cavités ellipsoïdales. Des calculs micromécaniques (Kera-
lavarma et al., 2011) ont également montré cette influence sur des problèmes d’évolution de cavités ;
ces auteurs ont montré que l’anisotropie plastique influe grandement la croissance des cavités mais
également l’apparition de la coalescence.

C’est dans ce contexte que l’on propose d’étendre les critères de coalescence précédents au cas des
matériaux anisotropes. La première étape consiste à proposer un champ de vitesse test permettant de
calculer la dissipation plastique macroscopique. Nous avons vu (Morin et al., 2014) que les champs de
vitesse isotropes peuvent être appliqués assez efficacement pour des matériaux anisotropes, pour des
raisons de caractérisation variationnelle de la surface de charge ; par conséquent nous allons utiliser
un champ de vitesse isotrope. Dans le cas des matériaux isotropes, nous avons notamment vu que
les champs “continus”, les plus réalistes physiquement, donnent les estimations les plus basses pour
la charge limite de coalescence pour les cas d’intérêt pratique (cavités pas trop aplaties) ; on décide
donc d’utiliser ici ces champs continus pour dériver la charge limite de coalescence pour des matériaux
obéissant au critère de Hill (1948). Le critère ainsi obtenu est ensuite comparé avec des résultats
d’analyse limite numérique obtenus à l’aide de la méthode des éléments finis.
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8.2 Préliminaires

8.2.1 Généralités

Géométrie du VER Le VER que l’on considère est le même que celui proposé par Thomason
(1985); Benzerga and Leblond (2014), c’est à dire une cellule cylindrique contenant un vide cylin-
drique (voir Figure 8.1). La géométrie est caractérisée par le rapport d’aspect du vide W ≡ h/R, le
paramètre de ligament χ ≡ R/L et le rapport d’aspect de la cellule λ ≡ H/L. La base locale orthonor-
mée associée aux coordonnées cylindriques r, θ, z est notée (er, eθ, ez) et celle associée aux coordonnées
cartésiennes x1, x2, x3 est notée (e1, e2, e3), avec e3 = ez.

On rappelle que la cellule est divisée en deux parties, la partie centrale Ωlig contenant le ligament
plastique et le vide ω, et les parties rigides au dessus et en dessous du vide notées Ω−Ωlig. On considère
ici que l’interface entre les parties rigide et plastique est plane.

h

rigid

R

L

H

plastic

x1

x3

Figure 8.1: Définition des paramètres géométriques du VER cylindrique.

Champs de vitesse admissibles Le VER est soumis à des conditions au bord de la forme vr(r = L, z) = D11L (−H ≤ z ≤ H)

vz(r, z = ±H) = ±D33H (0 ≤ r ≤ L).
(8.1)

La présence de régions rigides implique que

vr(r = L, z) = 0 (|z| ≥ h). (8.2)

Cela implique que la composante horizontale du taux de déformation macroscopique est nulle. Ainsi
les conditions aux limites pour la phase de coalescence s’écrivent : vr(x) = 0 ∀ x ∈ ∂Ω

vz(x) = vz(L,±h) ∀ x ∈ ∂Ω− ∂Ωlig

(8.3)

(et avec vθ = 0 partout par symétrie axiale). Enfin, le champ de vitesse doit vérifier la propriété
d’incompressibilité :

tr d = div v = 0 ∀x ∈ Ωlig − ω (8.4)

164



CHAPITRE 8. INFLUENCE DE L’ANISOTROPIE PLASTIQUE SUR LA COALESCENCE EN
COUCHES

Critère de Hill On suppose que le ligament est plastique et obéit au critère de Hill (1948) dont la
base d’orthotropie est supposée coïncider avec la base carthésienne (e1, e2, e3). L’axe d’orthotropie e3
est donc identique à l’axe de révolution de la cellule considérée. Rappelons en premier lieu les notations
de type Voigt utilisées pour représenter les contraintes et les déformations. Notons σ̃ la représentation
de Voigt du tenseur des contraintes σ et d̃ celle du tenseur taux de déformation d :

σ̃ ≡



σ̃1

σ̃2

σ̃3

σ̃4

σ̃5

σ̃6


≡



σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23


; d̃ ≡



d̃1

d̃2

d̃3

d̃4

d̃5

d̃6


≡



d11

d22

d33

2d12

2d13

2d23


. (8.5)

Le critère de Hill s’écrit

f(σ) = σ2
eq − σ2

0 ≤ 0 ∀x ∈ Ωlig − ω, σ2
eq ≡ σ : A : σ (8.6)

où σeq est la contrainte équivalente au sens de Hill, σ0 un scalaire et A un tenseur d’ordre quatre
vérifiant les symétries majeure et mineure (Aijkl = Ajikl = Aijlk = Aklij).
En utilisant la notation de Voigt juste introduite, le critère se réécrit

f(σ) = σ̃.Ã.σ̃ − σ2
0 ≤ 0 (8.7)

où la représentation de Voigt Ã du tenseur A dans la base d’orthotropie (e1, e2, e3) est de la forme :

Ã ≡



Ã11 Ã12 Ã13 0 0 0

Ã12 Ã22 Ã23 0 0 0

Ã13 Ã23 Ã33 0 0 0

0 0 0 Ã44 0 0

0 0 0 0 Ã55 0

0 0 0 0 0 Ã66


. (8.8)

Le taux de déformation équivalent deq associé à ce critère s’écrit

d2
eq ≡ d : B : d ≡ d̃.B̃.d̃. (8.9)

Les tenseurs A and B sont reliés par la relation suivante :

A : B = B : A = K (8.10)

où K ≡ I− J avec I le tenseur identité d’ordre quatre et J = 1
31⊗ 1. La représentation de Voigt B̃ du

tenseur B s’écrit sous la forme

B̃ ≡



B̃11 B̃12 B̃13 0 0 0

B̃12 B̃22 B̃23 0 0 0

B̃13 B̃23 B̃33 0 0 0

0 0 0 B̃44 0 0

0 0 0 0 B̃55 0

0 0 0 0 0 B̃66


. (8.11)
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Les composantes de B̃ peuvent être reliées aux composantes de Ã par les relations suivantes :

B̃12 = −1
9

Ã12 − 2Ã13 − 2Ã23

Ã12Ã13 + Ã12Ã23 + Ã13Ã23

B̃13 = −1
9

Ã13 − 2Ã12 − 2Ã23

Ã12Ã13 + Ã12Ã23 + Ã13Ã23

B̃13 = −1
9

Ã23 − 2Ã12 − 2Ã13

Ã12Ã13 + Ã12Ã23 + Ã13Ã23

B̃11 = −B̃12 − B̃13

B̃22 = −B̃12 − B̃23

B̃33 = −B̃13 − B̃23

B̃44 = 1/Ã44; B̃55 = 1/Ã55; B̃66 = 1/Ã66.

(8.12)

Dans la suite, pour alléger les notations, σ̃ sera remplacé par σ, d̃ par d, Ã par A et B̃ par B sans
aucune ambiguïté.

8.2.2 Champs de vitesse

Le champ de vitesse incompressible que l’on considère est le champ de vitesse “continu” du chapitre
6. Ce champ “continu” est préféré au champ “discontinu” de Benzerga and Leblond (2014) car il
permet, dans le cas isotrope, d’obtenir la charge limite la plus basse dans la plupart des cas d’intérêt
pratique (W ≥ 1). Ce champ s’écrit (dans la partie centrale plastique) :

vr(r, z) = A
(
h− z

) (
L2

r − r
)

vz(z) = 2A
(
hz − z2

2

)
.

Les composantes non nulles du taux de déformation d sont donc

drr ≡
∂vr
∂r

= A
(
h− z

) (−L2

r2 − 1
)

dθθ ≡
vr
r

= A
(
h− z

) (
L2

r2 − 1
)

dzz ≡
∂vz
∂z

= 2A
(
h− z

)
drz ≡

1
2
∂vr
∂z

= −A
2

(
L2

r − r
)

Comme la base d’anisotropie plastique est la base cartésienne, il va être utile pour la suite d’expri-
mer les composantes du tenseur d dans cette base. La transformation entre les deux bases étant une
rotation, on obtient immédiatement avec la notation de Voigt introduite précédemment :

d1 = A (h− z)
[
cos2(θ)

(
L2

r2 − 1
)

+ sin2(θ)
(
−L2

r2 − 1
)]

d2 = A (h− z)
[
cos2(θ)

(
−L2

r2 − 1
)

+ sin2(θ)
(
L2

r2 − 1
)]

d3 = 2A (h− z)

d4 = −2A (h− z) cos(θ) sin(θ)L2

r2

d5 = −A
2 cos(θ)

(
L2

r − r
)

d6 = −A
2 sin(θ)

(
L2

r − r
)
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8.3 Calcul de la dissipation plastique macroscopique

8.3.1 Généralités

Afin de déterminer la charge limite de coalescence, il nous faut calculer la dissipation plastique
macroscopique pour le champ de vitesse test considéré. Cette dissipation s’écrit

Π = 1
Ω

∫
Ωlig−ω

σ0deq dΩ. (8.13)

Explicitons la valeur de deq pour le champ de vitesse considéré :

deq =
√
B11(2d2

1 + d2d3) +B22(2d2
2 + d1d3) +B33(2d2

3 + d1d2) +B44d2
4 +B55d2

5 +B66d2
6. (8.14)

Il est clair que le calcul de l’intégrale (8.13) ne pourra pas se faire analytiquement compte tenu des
expressions des composantes du tenseur d. On propose donc d’introduire une approximation, similaire
à celle employée au chapitre 2, permettant de “linéariser” le taux de déformation équivalent :

deq ∼ diso
eq + 1

2
d : b : d
diso

eq
(8.15)

avec

b = B− Biso. (8.16)

La valeur finale de deq est donc :

deq = diso
eq + b11

2d2
1 + d2d3
2diso

eq
+ b22

2d2
2 + d1d3
2diso

eq
+ b33

2d2
3 + d1d2
2diso

eq
+ b44

d2
4

2diso
eq

+ b55
d2

5
2diso

eq
+ b66

d2
6

2diso
eq

(8.17)

où diso
eq vaut :

diso
eq = A√

3

4(h− z)2
(
L4

r4 + 3
)

+
(
L2

r
− r

)2
1/2

. (8.18)

Une autre approche aurait été possible ici pour calculer l’intégrale (8.13) sans avoir besoin d’intro-
duire l’approximation (8.15) : nous aurions pu remplacer la valeur moyenne (sur une surface cylindrique
d’épaisseur infinitésimale) 〈deq〉S(r) par

√
〈d2

eq〉S(r). Cette approche alternative a l’avantage de mieux
approcher le calcul de la dissipation plastique, mais celle ci n’est plus linéaire en fonction des coeffi-
cient bij ; l’intégrale de la dissipation plastique macroscopique dépendra à la fois de la géométrie et de
l’anisotropie, alors qu’en utilisant l’approximation (8.15) l’intégrale ne dépendra que de la géométrie
grâce à la linéarisation. C’est pour cette raison pratique que le choix de l’approximation (8.15) a été
adopté.
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8.3.2 Calcul de la dissipation plastique macroscopique

En substituant deq dans l’expression de la dissipation plastique macroscopique, on obtient :

Π = σ0
2πHL2

[ ∫ L

R

∫ h

−h

∫ 2π

0
diso

eq (r dr dθ dz)

+ b11

∫ L

R

∫ h

−h

∫ 2π

0

2d2
1 + d2d3
2diso

eq
(r dr dθ dz)

+ b22

∫ L

R

∫ h

−h

∫ 2π

0

2d2
2 + d1d3
2diso

eq
(r dr dθ dz)

+ b33

∫ L

R

∫ h

−h

∫ 2π

0

2d2
3 + d1d2
2diso

eq
(r dr dθ dz)

+ b44

∫ L

R

∫ h

−h

∫ 2π

0

d2
4

2diso
eq

(r dr dθ dz)

+ (b55 + b66)
∫ L

R

∫ h

−h

∫ 2π

0

d2
5

2diso
eq

(r dr dθ dz)
]
. (8.19)

L’équation (8.19) peut se réécrire sous la forme :

Π = Πiso + b11Π1 + b22Π2 + b33Π3 + b44Π4 + (b55 + b66)Π5 (8.20)

avec, après intégration suivant θ,

Π1 = σ0
2πHL2

∫ L

R

∫ h

−h

1
2diso

eq

[2π L4 (z − h)2A2

r4

]
(r dr dz)

Π2 = σ0
2πHL2

∫ L

R

∫ h

−h

1
2diso

eq

[2π L4 (z − h)2A2

r4

]
(r dr dz) = Π1

Π3 = σ0
2πHL2

∫ L

R

∫ h

−h

1
2diso

eq

[
π
(
18 r4 − L4) (z − h)2A2

r4

]
(r dr dz)

Π4 = σ0
2πHL2

∫ L

R

∫ h

−h

1
2diso

eq

[4π L4 (z − h)2A2

r4

]
(r dr dz) = 2Π1

Π5 = σ0
2πHL2

∫ L

R

∫ h

−h

1
2diso

eq

[
π (r − L)2 (r + L)2A2

r2

]
(r dr dz).

Procédons tout d’abord au changement de variable z′ = h− z :

Π1 = σ0
2HL2

∫ L2

R2
d(r2)

∫ h

0

L4

r4 (z′)2A2

A√
3

[
4(z′)2

(
L4

r4 + 3
)

+
(
L2

r − r
)2
]1/2 dz′

Π3 = σ0
4HL2

∫ L2

R2
d(r2)

∫ h

0

(18− L4

r4 )(z′)2A2

A√
3

[
4(z′)2

(
L4

r4 + 3
)

+
(
L2

r − r
)2
]1/2 dz′

Π5 = σ0
4HL2

∫ L2

R2
d(r2)

∫ h

0

A2r2(1− L2

r2
)2

A√
3

[
4(z′)2

(
L4

r4 + 3
)

+
(
L2

r − r
)2
]1/2 dz′.

Nous effectuons maintenant les changements de variable u ≡ r2/L2, v ≡ z′/L. Les expressions
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précédentes s’écrivent donc

Π1 =
√

3Aσ0
2HL2 L

3
∫ 1

χ2
du
∫ Wχ

0

L2v2

u2

L
1− u√
u

(1 + w2)1/2
dv

Π3 =
√

3Aσ0
4HL2 L

3
∫ 1

χ2
du
∫ Wχ

0

(18− 1
u2 )L2v2

L
1− u√
u

(1 + w2)1/2
dv

Π5 =
√

3Aσ0
4HL2 L

3
∫ 1

χ2
du
∫ Wχ

0

L2u
(
1− 1

u

)2
L

1− u√
u

(1 + w2)1/2
dv

où w = 2
1−u

√
1+3u2

u v. En utilisant cette nouvelle variable on peut réécrire les équations sous la forme :



Π1 =
√

3Aσ0
2HL2 L

3
∫ 1

χ2
du
∫ Wχ 2

1−u

√
1+3u2
u

0

L2

u2
u(1− u)2

4(1 + 3u2)w
2

L
1− u√
u

(1 + w2)1/2

1− u
2

√
u

1 + 3u2 dw

Π3 =
√

3Aσ0
4HL2 L

3
∫ 1

χ2
du
∫ Wχ 2

1−u

√
1+3u2
u

0

(18− 1
u2 )L2 u(1− u)2

4(1 + 3u2)w
2

L
1− u√
u

(1 + w2)1/2

1− u
2

√
u

1 + 3u2 dw

Π5 =
√

3Aσ0
4HL2 L

3
∫ 1

χ2
du
∫ Wχ 2

1−u

√
1+3u2
u

0

L2u
(
1− 1

u

)2
L

1− u√
u

(1 + w2)1/2

1− u
2

√
u

1 + 3u2 dw,

ce qui se réécrit finalement :

Π1 =
√

3Aσ0L
2

16H

∫ 1

χ2

(
1− u

)2

(
1 + 3u2

)3/2 du
∫ Wχ 2

1−u

√
1+3u2
u

0

w2
√

1 + w2
dw

Π3 =
√

3Aσ0L
2

32H

∫ 1

χ2

(18u2 − 1)(1− u)2

(1 + 3u2)3/2 du
∫ Wχ 2

1−u

√
1+3u2
u

0

w2
√

1 + w2
dw

Π5 =
√

3Aσ0L
2

8H

∫ 1

χ2

(1− u)2
√

1 + 3u2
du
∫ Wχ 2

1−u

√
1+3u2
u

0

1√
1 + w2

dw.

Le calcul des intégrales suivant la variable w est possible mais celui suivant la variable u ne l’est
malheureusement pas. On aboutit aux expressions semi-analytiques des dissipations “partielles” :



Π1 =
√

3Aσ0L
2

32H

∫ 1

χ2

(
1− u

)2

(
1 + 3u2

)3/2

[
Y (u)

√
Y (u)2 + 1−Argsinh

(
Y (u)

)]
du

Π3 =
√

3Aσ0L
2

64H

∫ 1

χ2

(18u2 − 1)(1− u)2

(1 + 3u2)3/2

[
Y (u)

√
Y (u)2 + 1−Argsinh

(
Y (u)

)]
du

Π5 =
√

3Aσ0L
2

8H

∫ 1

χ2

(1− u)2
√

1 + 3u2

[
Argsinh

(
Y (u)

)]
du

(8.21)
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avec Y (u) = 2
1−u

√
1+3u2

u Wχ. La dissipation “partielle isotrope” Πiso vaut quant à elle :

Π = Aσ0L
2

4
√

3H

∫ 1

χ2

(1− u)2
√

1 + 3u2

[
Y (u)

√
1 + Y 2(u) + Argsinh

(
Y (u)

)]
du. (8.22)

8.3.3 Calcul de la contrainte de coalescence

La contrainte de coalescence est obtenue par la relation suivante

Σ33 = ∂Π
∂D33

= Π
D33

(8.23)

avec
D33 = 1

2H
[
vz(H)− vz(−H)

]
= 1

2H
[
vz(h)− vz(−h)

]
= A

h2

H
. (8.24)

Le critère de coalescence pour les matériaux anisotropes de Hill s’écrit donc :

Φ(Σ;χ,W,b) = |Σ33|
σ̄
− 1

4
√

3w2χ2

[ ∫ 1

χ2

(1− u)2
√

1 + 3u2

[
Y (u)

√
Y (u)2 + 1−Argsinh

(
Y (u)

]
du

+ 3
8(b11 + b22 + 2b44)

∫ 1

χ2

(
1− u

)2

(
1 + 3u2

)3/2

[
Y (u)

√
Y (u)2 + 1−Argsinh

(
Y (u)

)]
du

+ 3
16b33

∫ 1

χ2

(18u2 − 1)(1− u)2

(1 + 3u2)3/2

[
Y (u)

√
Y (u)2 + 1−Argsinh

(
Y (u)

)]
du

+ 3
2(b55 + b66)

∫ 1

χ2

(1− u)2
√

1 + 3u2

[
Argsinh

(
Y (u)

)]
du
]
≤ 0. (8.25)

8.4 Validation numérique du critère proposé

8.4.1 Description des simulations

Le but de cette section est de valider le critère de coalescence pour matériaux anisotropes (8.25).
Pour cela nous allons résoudre numériquement le même problème par la méthode des éléments finis.
On utilise la méthode d’analyse limite numérique proposée par Madou and Leblond (2012b) pour
le cas des matériaux isotropes et étendue aux matériaux anisotropes par Morin et al. (2014) (voir
l’annexe E pour le détail de la méthode).

Contrairement aux deux chapitres précédents, on ne peut plus réaliser les calculs avec un maillage
2D axisymétrique car le matériau considéré est anisotrope. On considère donc un huitième de la cellule
3D (voir Figure 8.2). Les conditions aux limites sont :

u2(x) = 0 ∀x ∈ S1
lat

u1(x) = 0 ∀x ∈ S2
lat

u1(x) = 0 ∀x ∈ S3
lat

u2(x) = 0 ∀x ∈ S3
lat

u3(x) = 0 ∀x ∈ Sbot

u3(x) = U3 ∀x ∈ Stop

où le déplacement U3 est pris assez grand pour que la charge limite soit atteinte.
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x1
x2

x3

Sbot

Stop

S1
lat

S2
lat

S3
lat

Figure 8.2: Maillage d’un huitième de la cellule.

La contrainte de coalescence Σ33 est ensuite obtenue par intégration sur les mailles :

Σ33 = 1
vol(Ω)

∫
Ω−ω

σ33 dΩ. (8.26)

On considère plusieurs matériaux anisotropes, dont les coefficients d’anisotropie sont tirés de Ke-
ralavarma et al. (2011) (voir Tableau 8.1). La constante σ0 est prise égale à 450 MPa.

Matériau A11 A22 A33 A12 A13 A23 A44 A55 A66

Isotrope 1.000 1.000 1.000 -0.500 -0.500 -0.500 3.000 3.000 3.000

Matériau 1 0.667 0.667 1.167 -0.0835 -0.5835 -0.5835 5.250 5.250 2.001

Matériau 2 2.333 2.333 0.33 -2.168 -0.165 -0.165 3.000 3.000 6.999

Table 8.1: Valeurs des coefficients de la matrice de Hill.

8.4.2 Résultats

Les résultats numériques pour la contrainte axiale de coalescence sont représentés Figure 8.3 pour
quatre rapports d’aspect (W = 0.5, 1, 2, 3) et dix espacements des vides (χ = 0.20 + 0.05k, k =
1, .., 10). Les prédictions du critère anisotrope dérivé dans la section 8.3 ainsi que pour le critère iso-
trope correspondant aux mêmes champs sont également représentées.

Les résultats numériques permettent de valider le critère théorique :
– Pour les cavités allongées (W ≥ 1), le critère théorique coïncide très bien avec les résultats numé-

riques. L’accord se dégrade légèrement lorsque χ diminue ce qui a peu d’importance pratique car
la coalescence survient seulement lorsque χ est suffisamment grand. Le critère théorique capte
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(d) W = 0.5

Figure 8.3: Résultats numériques et théoriques pour la charge limite de coalescence pour plusieurs
valeurs de χ et W .

bien les spécificités des anisotropies considérées ici : le matériau 1 est plus résistant que le ma-
tériau 2 pour de faibles valeurs de χ, puis devient moins résistant pour des valeurs importantes
de χ. (Un tel comportement était prévisible compte tenu des valeurs des coefficients A11 et A33
de ces matériaux). La comparaison avec le critère isotrope montre l’influence de l’anisotropie
plastique sur la charge de coalescence, avec notamment une augmentation qui peut aller jusqu’à
50% de la charge de coalescence, pour le matériau 2.

– Pour les cavités aplaties (W < 1), l’accord entre le modèle et le numérique est satisfaisant pour
des valeurs de χ élevées (χ ≥ 0.5) mais n’est pas bon pour les faibles valeurs de χ. Dans ce
cas, l’effet de l’anisotropie n’est que qualitativement reproduit. Le critère théorique souffre ici
des mêmes difficultés que le critère isotrope, à savoir une surestimation importante de la charge
limite.

8.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre nous avons dérivé un critère de coalescence en couches pour des matériaux ani-
sotropes.

Le critère théorique a été obtenu en utilisant les champs continus proposés au Chapitre 6, que l’on
suppose être suffisants même pour le cas des matrices anisotropes. Pour pouvoir calculer la dissipation
plastique macroscopique, une approximation est introduite, limitant le critère au cas des anisotropies
modérées. On aboutit à un critère semi-analytique, qui dépend des paramètres géométriques χ et W
et de l’anisotropie plastique, par l’intermédiaire du tenseur b relié au tenseur A de Hill.
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Le critère a été validé par l’intermédiaire de calculs éléments finis d’analyse limite, que l’on sup-
posera donner la solution exacte, aux incertitudes numériques près. Les calculs numériques montrent
qu’il existe un couplage entre les effets de forme et l’anisotropie plastique, qui est en général bien capté
par le critère théorique. En particulier, pour des valeurs élevées de W et χ, les critères théoriques et
numériques coïncident presque parfaitement.

L’étape suivante consistera à utiliser ce critère de coalescence avec un critère de croissance (par
exemple celui dérivé aux Chapitre 2 et 3) pour tenter de reproduire des calculs micromécaniques de
croissance et coalescence de cavités plongées dans une matrice anisotrope (Keralavarma et al., 2011).
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Conclusion générale et perspectives

Conclusion générale...

Cette thèse avait pour objectif l’étude de l’influence des effets de forme et de taille des cavités, ainsi
que de l’anisotropie plastique sur la rupture ductile des métaux. Ces travaux s’intègrent dans certaines
des problématiques actuelles de la rupture ductile concernant (i) la prédiction de la rupture ductile
à faible triaxialité, (ii) le développement de modèles précis de coalescence, (iii) la prise en compte de
l’anisotropie plastique et (iv) la validité des modèles à faible échelle. Nous nous sommes efforcés de
proposer des éléments de réponse à ces challenges sur des aspects théoriques, numériques et également
applicatifs. Les modèles théoriques développés ont systématiquement été évalués numériquement par
des méthodes d’analyse limite numérique basées sur les éléments finis avant d’envisager de les appli-
quer. L’accent a également été porté sur l’implémentation des modèles dans des codes de calcul par
éléments finis, afin de pouvoir les appliquer à des problèmes de rupture ductile sur des structures.

Dans la première partie, nous avons étudié l’influence des effets de forme des cavités et de l’aniso-
tropie plastique sur les modèles de croissance.

Dans le chapitre 1, nous avons implémenté puis appliqué un modèle de rupture ductile compor-
tant des effets de forme (modèle Madou-Leblond (Madou and Leblond, 2012a,b, 2013; Madou et al.,
2013)). L’algorithme proposé de projection locale du modèle, qui se réduit à la résolution de deux
équations non-linéaires couplées portant sur deux inconnues, a été implémenté dans les codes de cal-
cul SYSTUS R© et ABAQUS R©, permettant d’appliquer le modèle à des situations où les effets de forme
sont importants. La première application a été dédiée à la comparaison des prédictions du modèle avec
des calculs micromécaniques d’évolution de cellules élémentaires chargées en cisaillement (Nielsen et al.,
2012; Tvergaard, 2015) : le modèle a permis de reproduire les calculs numériques que ce soit pour l’évo-
lution de la contrainte de cisaillement ou celle des paramètres internes. La deuxième application a été
consacrée à l’étude d’une structure soumise à un chargement mixte traction/cisaillement (Mohr et al.,
2010; Dunand and Mohr, 2011a,b) : le modèle a permis de reproduire les courbes force-déplacement
ainsi que le lieu d’amorçage de la fissure obtenus expérimentalement. Ces résultats ont permis de mon-
trer l’importance de la prise en compte des effets de forme sur la rupture ductile en cisaillement mais
également de mettre en évidence certaines limitations du modèle relatives à l’hypothèse d’isotropie de
la matrice et à la modélisation de la coalescence.

Afin de surmonter la limitation liée à l’hypothèse d’isotropie de la matrice, nous avons développé
dans le chapitre 2 un critère homogénéisé pour les matériaux anisotropes contenant des cavités ellip-
soidales générales, en étendant les critères récents de Madou and Leblond (2012a,b) de Madou and
Leblond (2012a,b) pour des cavités ellipsoïdales générales plongées dans une matrice plastique iso-
trope, et de Monchiet et al. (2008); Keralavarma and Benzerga (2010) pour des cavités sphéroïdales
plongées dans une matrice plastique anisotrope. Le critère a été dérivé par l’analyse limite d’une cel-
lule ellipsoïdale constituée d’un matériau de Hill rigide parfaitement plastique contenant une cavité
ellipsoidale confocale, soumise à des conditions de taux de déformation homogène sur le bord ; les
champs de vitesse utilisés sont les champs isotropes établis par Leblond and Gologanu (2008). La dé-
termination complète des coefficients du critère a été réalisée en utilisant des simulations par éléments
finis pour les chargements hydrostatiques, et en utilisant une borne rigoureuse de Ponte Castañeda
(1991); Willis (1991); Michel and Suquet (1992) pour les composites non linéaires pour les chargements
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déviatoriques.
Le critère de plasticité dérivé au chapitre 2 a ensuite été validé numériquement dans le chapitre

3. Dans un premier temps, nous avons déterminé numériquement les surfaces de charge associées à
un matériau anisotrope pour un grand nombre de cas géométriques par une méthode d’analyse limite
basée sur les éléments finis. Ces calculs ont également permis de valider la loi d’écoulement macro-
scopique associée au critère théorique. La seconde partie du chapitre a été consacrée à l’étude des
lois d’évolution de la longueur et de l’orientation des axes d’une cavité ellipsoïdale dans un milieu
anisotrope, afin de définir un modèle complet de rupture ductile. L’approche heuristique formulée par
Madou et al. (2013) dans le cas isotrope, consistant en une correction plastique des formules élastiques
isotropes de Kailasam and Ponte Castañeda (1998), a été étendue dans le cas anisotrope : les lois de
Kailasam and Ponte Castañeda (1998) correspondant à une cavité ellipsoïdale plongée dans un milieu
élastique anisotrope sont adaptées au cas plastique en utilisant les corrections isotropes de Madou et al.
(2013). Les prédictions théoriques pour l’évolution des axes d’une cavité ellipsoïdale ont été ensuite
comparées avec succès à des calculs numériques par éléments finis, justifiant ainsi cette modélisation
heuristique.

La seconde partie, plus exploratoire, a été consacrée à l’influence des effets de taille des cavités sur
la rupture ductile de matériaux nanoporeux.

Dans le chapitre 4, nous avons étudié le comportement mécanique de matériaux ductiles nano-
poreux, en nous basant sur le critère récent de Dormieux and Kondo (2010). Après avoir validé nu-
mériquement la surface de charge proposée par ces auteurs par une méthode d’analyse limite basée
sur les éléments finis, nous avons formulé un modèle complet de rupture ductile en dérivant les équa-
tions d’évolution des paramètres internes grâce à la propriété de normalité de la loi d’écoulement.
Une procédure spécifique a ensuite été développée pour implémenter le modèle de rupture ductile
dans un code de calcul, en raison de la forme paramétrique de la surface de charge, permettant de
réduire l’algorithme de correction plastique du prédicteur élastique à la résolution de deux équations
non-linéaires couplées. L’implémentation numérique du modèle a permis de l’appliquer à des charge-
ments proportionnels à triaxialité fixée. L’effet de taille des cavités a une influence importante sur le
comportement mécanique ainsi que sur l’évolution de la porosité.

Le chapitre 5 prolonge le précédent en étudiant le couplage entre les effets de forme et de taille des
cavités, en se basant sur le critère récent de Monchiet and Kondo (2013). Dans un premier temps, nous
avons dérivé un critère explicite dans le cas des cavités cylindriques. Des analyse limites numériques
sur des cellules sphéroïdales contenant des cavités nanosphéroïdales ont ensuite été réalisées afin de
valider le modèle de Monchiet and Kondo (2013) couplant effets de forme et de taille des cavités, ainsi
que le nouveau critère pour les vides nanocylindriques. Le critère de Monchiet and Kondo (2013) est
pertinent dans tous les cas, sauf pour les cavités aplaties ; dans le cas cylindrique, le nouveau critère
améliore sensiblement celui de Monchiet and Kondo (2013).

Enfin, la troisième partie a été consacrée à l’étude de l’influence des effets de forme et de l’aniso-
tropie plastique sur les modèles de coalescence.

Nous avons étudié théoriquement et numériquement la coalescence en couches dans le chapitre 6,
en profitant du cadre mathématique établi par Benzerga and Leblond (2014) qui permet de décrire la
phase de coalescence en utilisant des champs de vitesse localisés dans le ligament inter-cavités. Dans
un premier temps, nous avons amélioré le critère de Benzerga and Leblond (2014) en considérant
deux nouvelles familles de champs de vitesse : dans la première, les champs discontinus de Benzerga
and Leblond (2014) sont généralisés, permettant de considérer la forme de l’interface rigide/plastique
comme un paramètre ; dans la seconde, des champs de vitesse continus sont utilisés. Des calculs
numériques d’analyse limite ont ensuite permis d’évaluer les deux critères proposés ainsi que celui
de Benzerga and Leblond (2014) ; chacun des deux nouveaux critères améliore celui de Benzerga and
Leblond (2014), pour des paramètres géométriques différents.

Nous avons ensuite développé dans le chapitre 7 un critère homogénéisé permettant d’unifier les
théories de croissance et de coalescence. Le critère a été obtenu en considérant les champs de vitesse de
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Gurson (1977) du cas cylindrique dans le ligament inter-cavités et un champ de vitesse générant un taux
de déformation homogène dans les parties saines. Ce champ de vitesse a permis de recouvrir les deux
scénarios, à savoir la plasticité diffuse (dans la phase de croissance) et la plasticité localisée dans les
ligaments inter-cavités (dans la phase de coalescence). La surface de charge du critère unifié a ensuite
été validée par des calculs d’analyse limite par éléments finis, mettant en évidence les particularités
des phases de croissance et de coalescence.

Enfin, le chapitre 8 a été consacré à la dérivation d’un critère de coalescence en couches pour les
matériaux anisotropes de Hill. Nous avons utilisé les champs de vitesse continus établis au chapitre
6 afin de dériver le critère pour les matériaux de Hill. Le critère obtenu a ensuite été validé par
des analyses limites numériques pour deux matériaux anisotropes et plusieurs géométries. Le couplage
entre les effets de forme et l’anisotropie plastique est en général très bien capté par le critère analytique.

Perspectives...

Ces travaux laissent ouvertes de nombreuses perspectives, aussi bien sur le plan théorique que le
plan applicatif.

Pour compléter les travaux de la première partie sur les modèles de croissance, il serait intéressant
d’aborder les points suivants :

– L’application du modèle ML à d’autres structures est nécessaire afin de poursuivre la validation
de ce modèle. Une application envisageable est l’étude du front de fissure d’une éprouvette CT ;
les modèles classiques ne permettent pas de bien prédire la forme du front de fissure en raison
de la présence de zones à faible triaxialité à proximité des bords libres. Les effets de forme étant
importants à faible triaxialité, il est donc intéressant d’étudier les prédictions du modèle ML
dans ce cas.

– L’implémentation numérique puis l’application du modèle de rupture pour les matériaux aniso-
tropes contenant des cavités ellipsoïdales générales dérivé aux chapitres 2 et 3 est maintenant
nécessaire afin de pouvoir le valider. La comparaison des prédictions du modèle avec des cal-
culs micromécaniques d’évolution (Keralavarma et al., 2011) serait déterminante pour pouvoir
valider l’ensemble des éléments du modèle (critère, loi d’écoulement et lois d’évolution des pa-
ramètres internes). Il serait ensuite intéressant d’étudier les prédictions du modèle sur de vraies
structures, comme par exemple des éprouvettes entaillées d’alliages d’aluminium anisotropes
(Benzerga et al., 2004b,a), mais également l’éprouvette butterfly (Dunand and Mohr, 2011b,a)
considérée au chapitre 1.

Le développement des modèles de coalescence en est encore à ses débuts ; de nombreuses études
restent à mener :

– Le développement d’un modèle de coalescence pour des cavités de forme ellipsoïdale générale est
d’une grande importance en raison de l’influence des effets de forme des cavités sur la rupture
ductile. L’étude d’une cellule cylindrique à base elliptique contenant une cavité cylindrique à
base elliptique confocale constituerait un premier pas dans cette direction.

– L’extension des modèles de coalescence au cas des chargements généraux est ensuite une étape
nécessaire pour permettre d’utiliser ces critères dans des situations générales. Les travaux récents
de Torki et al. (2015) permettant de coupler la traction et le cisaillement ouvrent la voie au
développement d’un modèle pour les chargements généraux.

– La prise en compte simultanée, dans une même approche, de la coalescence en couches et de la
coalescence en colonnes est un point d’une grande importance que devrait permettre le cadre
mathématique établi par Benzerga and Leblond (2014).

– Enfin, l’implémentation des modèles de coalescence dans les codes de calcul est une étape cruciale
afin de simuler précisément la phase finale de dégradation des matériaux ductiles. Dans un
premier temps, il serait intéressant d’étudier les prédictions des modèles dérivés dans le chapitre
6 avec des calculs micromécaniques d’évolution (Koplik and Needleman, 1988). (La comparaison
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des prédictions du modèle unifié avec un modèle hybride sur des problèmes d’évolution serait
également un point intéressant à étudier).
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CHAPITRE A

Annexes du Chapitre 2

A.1 Appendix : Ellipsoidal coordinates

We briefly recall here some elements pertaining to ellipsoidal coordinates (see Morse and Feshbach
(1957) for more details). For each triplet (a, b, c) such that a > b > c > 0, one defines a set of
curvilinear coordinates (λ, µ, ν) such that

λ > −c2 > µ > −b2 > ν > −a2. (A.1)

The relations between these coordinates and the ordinary Cartesian ones (x, y, z) read



x = ±
((
a2 + λ

) (
a2 + µ

) (
a2 + ν

)
(a2 − b2) (a2 − c2)

)1/2

y = ±
((
b2 + λ

) (
b2 + µ

) (
b2 + ν

)
(b2 − c2) (b2 − a2)

)1/2

z = ±
((
c2 + λ

) (
c2 + µ

) (
c2 + ν

)
(c2 − a2) (c2 − b2)

)1/2

⇔



x2

a2 + λ
+ y2

b2 + λ
+ z2

c2 + λ
= 1

x2

a2 + µ
+ y2

b2 + µ
+ z2

c2 + µ
= 1

x2

a2 + ν
+ y2

b2 + ν
+ z2

c2 + ν
= 1.

(A.2)

Note that there are 8 triplets (x, y, z) here for each triplet (λ, µ, ν). Surfaces of constant λ are
confocal ellipsoids denoted Eλ, of semi-axes

√
a2 + λ,

√
b2 + λ,

√
c2 + λ, whereas surfaces of constant

µ and ν are hyperboloids of one and two sheets.

The function v, defined by

v(ρ) ≡
√
|a2 + ρ| |b2 + ρ| |c2 + ρ| (A.3)

plays an important role in various formulae, notably in the expression of the infinitesimal volume
element :

dΩ = −(λ− µ) (µ− ν) (ν − λ)
8v(λ)v(µ)v(ν) dλdµdν. (A.4)

Note also that 4π
3 v(λ) represents the volume enclosed within the ellipsoid Eλ.
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A.2 Appendix : Elements on the matrix representations of Hill’s
tensor B

The non-zero components of the symmetric matrices Ã∗ and B̃∗ representing the tensors A and B
in the orthotropy basis (e∗1, e∗2, e∗3) are connected through the following relations :

B̃∗12 = 1
9

−Ã∗12 + 2Ã∗13 + 2Ã∗23
Ã∗12Ã

∗
13 + Ã∗12Ã

∗
23 + Ã∗13Ã

∗
23

B̃∗13 = 1
9

−Ã∗13 + 2Ã∗12 + 2Ã∗23
Ã∗12Ã

∗
13 + Ã∗12Ã

∗
23 + Ã∗13Ã

∗
23

B̃∗23 = 1
9

−Ã∗23 + 2Ã∗12 + 2Ã∗13
Ã∗12Ã

∗
13 + Ã∗12Ã

∗
23 + Ã∗13Ã

∗
23

B̃∗11 = −B̃∗12 − B̃∗13
B̃∗22 = −B̃∗12 − B̃∗23
B̃∗33 = −B̃∗13 − B̃∗23
B̃∗44 = 1/Ã∗44
B̃∗55 = 1/Ã∗55
B̃∗66 = 1/Ã∗66

(A.5)

In the isotropic case (von Mises’s criterion), the matrix representations of the tensor B ≡ Biso in
the two bases (ex, ey, ez) and (e∗1, e∗2, e∗3) are identical :

B̃iso = B̃∗iso = 1
9



4 −2 −2 0 0 0

−2 4 −2 0 0 0

−2 −2 4 0 0 0

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3


. (A.6)

A.3 Appendix : Definition of moderate anisotropy

In order to justify certain approximations made in the derivation of the model (e.g. the choice
of isotropic velocity fields in the anisotropic case), it is necessary to define the notion of “moderate
anisotropy”. Let us first recall the Euclidean norm of a matrix M :

||M|| =
√
MijMij . (A.7)

A normalized anisotropic Hill’s tensor A can be defined using this Euclidean norm :

A = A
||A||

. (A.8)

Similarly, a normalized isotropic Hill’s tensor Aiso can be defined as :

Aiso = Aiso
||Aiso||

. (A.9)

Note that the division of the tensors A and Aiso by their norm eliminates the degree of arbitra-
riness involved in their definition, see Section 2.2.4. The magnitude of the anisotropy can then be
characterized by a dimensionless scalar γ defined by :

γ = ||A− Aiso||. (A.10)
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If γ is much smaller than unity, the anisotropy can be considered as moderate.

A.4 Appendix : Leblond and Gologanu (2008)’s velocity fields

The expression of Leblond and Gologanu (2008)’s velocity fields is as follows :

v(r) ≡ D(λ).r ⇔


vx(r) ≡ Dxx(λ)x+Dxy(λ)y +Dxz(λ)z

vy(r) ≡ Dyx(λ)x+Dyy(λ)y +Dyz(λ)z

vz(r) ≡ Dzx(λ)x+Dzy(λ)y +Dzz(λ)z.

(A.11)

In this equation, r ≡ xex + yey + zez is the current position-vector and D(λ) a symmetric second-
rank tensor depending on λ given by

D(λ) ≡ AD0(λ) + ∆ (A.12)

where A is an arbitrary number, ∆ an arbitrary constant traceless symmetric second-rank tensor, and
D0(λ) the symmetric second-rank tensor depending on λ given by

D0
xx(λ) ≡

∫ +∞

λ

dρ

2 (a2 + ρ) v(ρ)
D0
yy(λ) ≡

∫ +∞

λ

dρ

2 (b2 + ρ) v(ρ)
D0
zz(λ) ≡

∫ +∞

λ

dρ

2 (c2 + ρ) v(ρ)
D0
xy(λ) ≡ D0

yz(λ) ≡ D0
zx(λ) ≡ 0.

(A.13)

It is worth noting that the trace of this tensor has a simple expression :

tr D0(λ) =
∫ +∞

λ

( 1
a2 + ρ

+ 1
b2 + ρ

+ 1
c2 + ρ

)
dρ

2v(ρ) = −
∫ +∞

λ

d

dρ

( 1
v(ρ)

)
dρ = 1

v(λ) . (A.14)

It follows from equations (A.11) and (A.12) that the strain rate tensor d(r) associated to the
velocity field v(r) is given by

d(r) = Ad0(r) + ∆ (A.15)

where d0(r) is the strain rate tensor corresponding to the velocity field

v0(r) ≡ D0(λ).r. (A.16)

The expressions of the components of this tensor are as follows :

d0
xx(r) = D0

xx(λ)− x2

(a2 + λ)2 Tv(λ)

d0
yy(r) = D0

yy(λ)− y2

(b2 + λ)2 Tv(λ)

d0
zz(r) = D0

zz(λ)− z2

(c2 + λ)2 Tv(λ)

;



d0
xy(r) = − xy

(a2 + λ) (b2 + λ)Tv(λ)
d0
yz(r) = − yz

(b2 + λ) (c2 + λ)Tv(λ)
d0
zx(r) = − zx

(c2 + λ) (a2 + λ)Tv(λ)

(A.17)

where

T ≡ x2

(a2 + λ)2 + y2

(b2 + λ)2 + z2

(c2 + λ)2 . (A.18)
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A.5 Appendix : Asymptotic study of the integrand in Π

This section is devoted to the asymptotic study of the integrand in equation (2.23) defining
Π++(D). This study will use many results obtained by Madou and Leblond (2012a), so only new
ones will be explained in detail.

The expression of 〈d2
eq(r)〉Eλ is given by equation (2.26) of the text. This equation reduces the

asymptotic study of this average value to those of 〈d0(r)〉Eλ and 〈d0 2
eq (r)〉Eλ .

– The off-diagonal components of the average value 〈d0(r)〉Eλ are zero since, by equations (A.17)4,5,6
of Appendix A.4, the off-diagonal components of d0(r) change sign from one of the 8 points
(x, y, z) corresponding to a given triplet (λ, µ, ν) to another. The asymptotic study of 〈d0(r)〉Eλ
will therefore have to consider only the quantities 〈d0

1(r)〉Eλ, 〈d0
2(r)〉Eλ and 〈d0

3(r)〉Eλ.
– According to the definition (8.9) of d2

eq(r), we then get :

〈d0 2
eq (r)〉Eλ = B11〈2d0 2

1 (r) + d0
2(r)d0

3(r)〉Eλ +B22〈2d0 2
2 (r) + d0

1(r)d0
3(r)〉Eλ

+B33〈2d0 2
3 (r) + d0

1(r)d0
2(r)〉Eλ

+B44〈d0 2
4 (r)〉Eλ +B55〈d0 2

5 (r)〉Eλ +B66〈d0 2
6 (r)〉Eλ

(A.19)

where the coefficients (Bij)1≤i≤3;4≤j≤6 and (Bij)4≤i≤6;1≤j≤3 do not appear, because 〈d0
ii(r)d0

jk(r)〉Eλ =
0 for j 6= k (no sum on i) ; also, the coefficients B12, B13 and B23 here have been replaced
by linear combinations of B11, B22 and B33 using relations similar to (2.15). The asymptotic
study of 〈d0 2

eq (r)〉Eλ will therefore have to consider only the quantities 〈2d0 2
1 (r) + d0

2(r)d0
3(r)〉Eλ,

〈2d0 2
2 (r) + d0

1(r)d0
3(r)〉Eλ, 〈2d0 2

3 (r) + d0
1(r)d0

2(r)〉Eλ, 〈d0 2
4 (r)〉Eλ, 〈d0 2

5 (r)〉Eλ and 〈d0 2
6 (r)〉Eλ.

A.5.1 Asymptotic study near infinity

Following Madou and Leblond (2012a), we note that near infinity, the ellipsoids Eλ become spheres
of large radius r ∼

√
λ (by equation (A.2)4 of Appendix A.1) and large volume 4π

3 v(λ), v(λ) ≡
v ∼ λ3/2 ∼ r3 (by equation (A.3)). Also, the tensor D0(λ) becomes identical to 1

3v1 ∼
1

3r3 1 (by
equations (A.13) and (A.14) of Appendix A.4), and the velocity field v0(r) becomes identical to the
incompressible “radial expansion field” 1

3r3 r. It then follows from elementary calculations that

〈2d0 2
1 (r) + d0

2(r)d0
3(r)〉Eλ ∼ 2

15r6 ∼ 2
15v2

〈2d0 2
2 (r) + d0

1(r)d0
3(r)〉Eλ ∼ 2

15r6 ∼ 2
15v2

〈2d0 2
3 (r) + d0

1(r)d0
2(r)〉Eλ ∼ 2

15r6 ∼ 2
15v2

〈d0 2
4 (r)〉Eλ ∼ 〈d0 2

5 (r)〉Eλ ∼ 〈d0 2
6 (r)〉Eλ ∼ 4

15r6 ∼ 4
15v2

〈d0
1(r)〉Eλ ∼ 〈d0

2(r)〉Eλ ∼ 〈d0
3(r)〉Eλ = o

(
1
r3

)
= o

(
1
v

)
for λ or v → +∞, (A.20)

so that, by equation (A.19),

〈d0 2
eq (r)〉Eλ ∼

2
15v2 (B11 +B22 +B33 + 2B44 + 2B55 + 2B66) for λ or v → +∞. (A.21)

A.5.2 Asymptotic study near the origin : generalities

For surfaces Eλ close to the completely flat confocal ellipsoid of semi-axes ā, b̄, c̄ = 0, the asymptotic
study is more tricky and requires distinguishing between different cases : arbitrary ellipsoid, prolate
spheroid, oblate spheroid and sphere.
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In all cases, the condition for the surface Eλ to be close to the completely flat ellipsoid is λ→ −c2.
Therefore the limits we are interested in are

Lx ≡ lim
λ→−c2

〈d0
1(r)〉Eλ

Ly ≡ lim
λ→−c2

〈d0
2(r)〉Eλ

Lz ≡ lim
λ→−c2

〈d0
3(r)〉Eλ

; L2 ≡ lim
λ→−c2

〈d0 2
eq (r)〉Eλ . (A.22)

A.5.3 Asymptotic study near the origin : generic ellipsoidal case (a > b > c)

The results obtained by Madou and Leblond (2012a) imply that

Lx = K ′ − E′

k′2ā3 ; Ly = E′/k2 −K ′

k′2ā3 ; Lz = − E′

k2ā3 (A.23)

where E′ and K ′ denote classical complete elliptic integrals :

E′ ≡ E(k′) ≡
∫ π/2

0

√
1− k′2 sin2 φ dφ ; K ′ ≡ K(k′) ≡

∫ π/2

0

dφ√
1− k′2 sin2 φ

. (A.24)

Also, 

lim
λ→−c2

〈2d0 2
1 + d0

2d
0
3〉Eλ = 2L2

x + LyLz

lim
λ→−c2

〈2d0 2
2 + d0

1d
0
3〉Eλ = 2L2

y + LxLz

lim
λ→−c2

〈2d0 2
3 + d0

1d
0
2〉Eλ = 2L2

z + LxLy

lim
λ→−c2

〈d0 2
4 〉Eλ = 0

lim
λ→−c2

〈d0 2
5 〉Eλ = 4

k2ā6

lim
λ→−c2

〈d0 2
6 〉Eλ = 4

k4ā6

(A.25)

so that, by equation (A.19), the limit L defined by equation (A.22)4 is given by

L2 = (2L2
x + LyLz)B11 + (2L2

y + LxLz)B22 + (2L2
z + LxLy)B33 + 4

k2ā6 (B55 +B66). (A.26)

The conclusion is that in the generic case where a > b > c, all limits Lx, Ly, Lz, L2 defined by
equations (A.22) are finite.

A.5.4 Asymptotic study near the origin : spheroidal prolate case (a > b = c)

The results for the components of the strain rate themselves were provided by Madou and Leblond
(2012a) :

〈d0
1(r)〉Eλ ∼ −

ln v
2ā3 ; 〈d0

2(r)〉Eλ = 〈d0
3(r)〉Eλ = −1

2〈d
0
1(r)〉Eλ ∼

ln v
4ā3 for v → 0. (A.27)

The results for the squares of these components may also be deduced from Madou and Leblond
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(2012a)’s results :

〈d0 2
2 〉Eλ ∼

1
v2

〈(
1
2 −

y2

y2 + z2

)2〉
Eλ

∼ 1
8v2

〈d0 2
3 〉Eλ ∼

1
v2

〈(
1
2 −

z2

y2 + z2

)2〉
Eλ

∼ 1
8v2

〈d0 2
6 〉Eλ ∼

4
v2

〈(1
2 −

yz

y2 + z2

)2
〉
Eλ

∼ 1
2v2

〈d0
2d

0
3〉Eλ ∼

1
v2

〈(
1
2 −

y2

y2 + z2

)(
1
2 −

z2

y2 + z2

)〉
Eλ

∼ − 1
8v2 ,

for v → 0. (A.28)

other components being negligible with respect to these ones. Equation (A.19) then implies that

〈d0 2
eq 〉Eλ ∼

1
8v2 (−B11 + 2B22 + 2B33 + 4B66) for v → 0. (A.29)

In conclusion, in the prolate spheroidal case where a > b = c, all limits Lx, Ly, Lz, L2 are infinite.

A.5.5 Asymptotic study near the origin : spheroidal oblate case (a = b > c)

As explained in detail by Madou and Leblond (2012a), the oblate spheroidal case is just, unlike
the prolate spheroidal one, a special case of the generic situation. The values of the limits looked for
are :

Lx = Ly = π

4ā3 ; Lz = − π

2ā3 ; L2 = 9π2

16ā6B33 + 4
ā6 (B55 +B66). (A.30)

Thus, in the oblate spheroidal case where a = b > c, the limits Lx, Ly, Lz, L2 are finite like in the
generic case.

A.5.6 Asymptotic study near the origin : spherical case (a = b = c)

In the spherical case, the limits looked for can easily be found using the same reasoning as in the
previous study near infinity ; the only difference being that here formulae are exact instead of being
just asymptotic. The results are as follows :

〈d0
1(r)〉Eλ = 〈d0

2(r)〉Eλ = 〈d0
3(r)〉Eλ = 0

〈d0 2
eq (r)〉Eλ = 2

15v2 (B11 +B22 +B33 + 2B44 + 2B55 + 2B66).

(A.31)

Thus, in the spherical case where a = b = c, the limits Lx, Ly, Lz are zero whereas L2 is infinite.

A.6 Appendix : The nonlinear Willis bound for plastic porous solids

Willis’s quadratic form ΦW (Σ) defining the approximate yield criterion (2.72) reads

QW (Σ) = (1− f)Σ : Mhom : Σ , Mhom = M + f

1− f
[
M−1 : (I− S)

]−1
(A.32)

where M is the compliance tensor of some “elastic comparison material”, to be specified below, and
S is the Eshelby tensor associated to the ellipsoidal void considered, embedded in an infinite medium
made of this elastic material.
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In order for Willis’s bound to be applicable, the tensor M in equation (A.32) must be identical
to Hill’s tensor A (Leblond et al., 1994b). In this approach, different viscous materials with several
Norton’s exponents n are compared, with the same orthotropic expression of the potential of dissipation
(except this exponent). This leads to a comparison between a perfectly plastic medium (n =∞) with
some Hill’s tensor A, and a linear medium (n = 1) for which the compliance tensor coincides with the
previous Hill’s tensor (see Leblond et al. (1994b) for more details). This raises a slight problem since
A is not invertible because of relations (2.15). This problem may be solved by adding a small “elastic
compressibility” to A, leading to the following definition of M :

M ≡ lim
ε→0+

(A + εJ) . (A.33)

(Eshelby’s tensor in equation (A.32) must of course correspond to this elastic compliance).
No analytical formulae are available for the components of the Eshelby tensor of an ellipsoidal

cavity embedded in an infinite orthotropic medium. The calculation of these components requires the
numerical computation of integrals (see for instance Gavazzi and Lagoudas (1990)).
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CHAPITRE B

Annexes du Chapitre 3

B.1 Etude de la loi d’écoulement macroscopique

B.1.1 Cavités ellipsoidales générales
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Figure B.1: Etude de la loi d’écoulement : cas d’axes (10 : 2 : 1)
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Figure B.2: Etude de la loi d’écoulement : cas d’axes (10 : 5 : 1)
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B.1.2 Fissures
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Figure B.3: Etude de la loi d’écoulement : cas d’axes (5 : 2 : 0.2)
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Figure B.4: Etude de la loi d’écoulement : cas d’axes (5 : 2 : 0.2)
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B.1.3 Cavités cylindriques
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Figure B.5: Etude de la loi d’écoulement : cas d’axes (∞ : 5 : 1)

193



ANNEXE B. ANNEXES DU CHAPITRE 3

−100 −80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80 100
−100

−50

0

50

100

150

200

250

300

ψ (deg.)

φ
12

(d
eg
.)

 

 

Theorique
Numerique

(a) φ12 (Σ11 = Σ22)

−100 −80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80 100
−40

−20

0

20

40

60

80

100

120

140

160

ψ (deg.)

φ
13

(d
eg
.)

 

 

Theorique
Numerique

(b) φ13 (Σ11 = Σ22)

−100 −80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80 100
−40

−20

0

20

40

60

80

100

120

140

160

ψ (deg.)

φ
23

(d
eg
.)

 

 

Theorique
Numerique

(c) φ23 (Σ11 = Σ22)

−100 −80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80 100
−40

−20

0

20

40

60

80

100

120

140

160

ψ (deg.)

φ
12

(d
eg
.)

 

 

Theorique
Numerique

(d) φ12 (Σ11 = Σ33)

−100 −80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80 100
−100

−50

0

50

100

150

200

250

300

ψ (deg.)

φ
13

(d
eg
.)

 

 

Theorique
Numerique

(e) φ13 (Σ11 = Σ33)

−100 −80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80 100
−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

100

120

ψ (deg.)

φ
23

(d
eg
.)

 

 

Theorique
Numerique

(f) φ23 (Σ11 = Σ33)

−100 −80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80 100
−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

100

120

ψ (deg.)

φ
12

(d
eg
.)

 

 

Theorique
Numerique

(g) φ12 (Σ22 = Σ33)

−100 −80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80 100
−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

100

120

ψ (deg.)

φ
13

(d
eg
.)

 

 

Theorique
Numerique

(h) φ13 (Σ22 = Σ33)

−100 −80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80 100
40

60

80

100

120

140

160

180

200

220

240

ψ (deg.)

φ
23

(d
eg
.)

 

 

Theorique
Numerique

(i) φ23 (Σ22 = Σ33)

Figure B.6: Etude de la loi d’écoulement : cas d’axes (∞ : 5 : 5)
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B.1.4 Cavités sphéroidales
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Figure B.7: Etude de la loi d’écoulement : cas d’axes (5 : 5 : 1)
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Figure B.8: Etude de la loi d’écoulement : cas d’axes (5 : 5 : 1)
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CHAPITRE C
Annexe du Chapitre 6 : Numerical limit-analysis by

the finite element method

The aim of this Appendix is to briefly recall the method proposed by Madou and Leblond (2012b);
Tekoglu et al. (2012) to solve a limit-analysis problem using the standard finite element method in-
cluding elasticity.

The equations of limit-analysis of a structure Ω are identical to those of a problem of small strain
plasticity without elasticity, that is :

divX σ = 0

d = 1
2

[
∇Xv + (∇Xv)T

]
f (σ) ≤ 0

d = η̇
∂f

∂σ
(σ) , λ̇ ≥ 0, λ̇f(σ) = 0

in Ω

+B.C.

(C.1)

Here X denotes the position-vector in the initial configuration, v the velocity, d the strain rate, σ the
Cauchy stress tensor, f(σ) the von Mises yield function, η̇ the plastic multiplier, and“B.C.” stands for
“boundary conditions”.

Now assume that the elastoplastic problem is solved by the finite element method using an implicit
(backward Euler) algorithm for the local projection of the elastic stress predictor onto the yield locus,
with a single large step and no geometry update. Let σ0 = 0, σ1, u0 = 0, u1, ε0 = 0, ε1 denote the
initial and final stresses, initial and final displacements, initial and final strains, respectively. Provided
that the load increment is large enough for the elastic strains in the structure to be generally much
smaller than the plastic strains, the equations of the time-discretized problem read

divX σ1 = 0

ε1 = 1
2

{
∇X(u1) +

[
∇X(u1)

]T}
f
(
σ1) ≤ 0

ε1 − ε0 = ε1 ' ∆η ∂f
∂σ

(
σ1
)
, ∆λ ≥ 0, ∆λf(σ1) = 0

in Ω

+B.C.

(C.2)

where ∆η denotes the discretized plastic multiplier. The equivalence of systems (E.13) and (E.14) is
clear 1, with the correspondences σ ↔ σ1, v↔ u1, d↔ ε1.

Thus one may solve a problem of limit-analysis by the standard finite element method, with a
single load step sufficiently large to ensure that the elastic strains in the structure are generally much
smaller than the plastic strains. From the finite element results may be deduced not only the limit-
load (from the stresses), but also the velocity field (proportional to the displacement field) and the

1. The keypoint here is that ∂f
∂σ

is taken at σ1 rather than at σ0 = 0 in the discretized flow rule.
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ELEMENT METHOD

strain rate field (proportional to the strain field). Since the value of the imposed load step is arbitrary
(provided that it is large enough for the limit-load to be reached), the velocity field and the strain
rate field are determined up to a positive multiplicative constant.

The accuracy of the method has been investigated in detail by Madou (2012). In particular, in the
case of the hollow cylinder loaded in generalized plane strain, Madou’s numerical results (see his Fig.
4.6b) coincide almost perfectly with Gurson’s exact criterion.
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CHAPITRE D

Annexes du Chapitre 7

D.1 Volumetric and surfacic plastic dissipations

D.1.1 Porous zone

In the porous part, the expression of the equivalent strain rate associated to the velocity field
defined by equations (7.17) reads

d(p)
eq =

√
D̄

(p)2
2 + 1

3D̄
(p)2
1

L4

r4 .

Therefore the plastic dissipation in the porous part is given by

Π(p) = 1
vol(Ω(p))

∫
Ω(p)

σ0d
(p)
eq dΩ

= σ0
2πhL2 4πh|D̄(p)

2 |
∫ L

R

√√√√1 + 1
3
D̄

(p)2
1

D̄
(p)2
2

L4

r4 rdr.

Using the change of variable u = L2/r2, one finds the final expression of this dissipation :

Π(p) = σ0|D̄(p)
2 |

∫ 1/χ2

1

√√√√1 + 1
3
D̄

(p)2
1

D̄
(p)2
2

u2 du
u2

= σ0|D̄(p)
2 |
[√

3
3
D̄

(p)
1

D̄
(p)
2

Argsinh
(√3

3
D̄

(p)
1

D̄
(p)
2
u
)
−

√√√√ 1
u2 + 1

3
D̄

(p)2
1

D̄
(p)2
2

]u=1/χ2

u=1

.

D.1.2 Sound zone

In the sound part, the expression of the equivalent strain rate reads

d(s)
eq = |D(s)

33 | = |D̄1 − D̄2|

so that the macroscopic plastic dissipation is simply given by

Π(s) = σ0|D̄1 − D̄2|.

D.1.3 Interface

The surface dissipation on the interface is given by

Π(i) = 1
vol(Ω)

∫
Interface

σ0√
3
∣∣JvtK

∣∣dS
199



ANNEXE D. ANNEXES DU CHAPITRE 7

where

JvtK = v(s)
r (r)− v(p)

r (r) = D̄1
2c
(
r − L2

r

)
.

The expression of Π(i) consequently reads, accounting for the presence of two surfaces of discontinui-
ties :

Π(i) = σ0√
3

2
2πHL2

|D̄1|
2c

∫ L

R
(L2 − r2)2πdr

= σ0√
3hL2 |D̄1|

(2L3

3 − L2R+ R3

3
)

= σ0

3
√

3
χ3 − 3χ+ 2

Wχ
|D̄1|.

D.2 Parametric equations of the regular parts of the yield locus

This Appendix provides further details on the parametric representation (7.30) of the regular parts
of the yield locus.

Since the overall yield locus is symmetric with respect to the origin, it suffices to define only half
of it, and thus assume D̄2 = D33 ≥ 0. One may also define the dimensionless parameter

ξ(p) = D̄
(p)
1

D̄
(p)
2

= 3D(p)
m

D
(p)
33

= ξ

(1− c)ξ + c
(D.1)

where ξ is defined by

ξ = D̄1

D̄2
= 3Dm

D33
, (D.2)

and equations (7.13) and (7.14) have been used. Then, by equations (7.21) and (7.24), the quantities
Σ(p)

11 and Σ(p)
33 − Σ(p)

11 in the expressions (7.30) of Σ11 and Σ33 − Σ11 are given as functions of the
parameter ξ by

Σ(p)
11 = σ0√

3
sgn

(
(1− c)ξ + c

)[
Argsinh

( ξ(p)
√

3χ2
)
−Argsinh

(ξ(p)
√

3
)]

Σ(p)
33 − Σ(p)

11 = σ0 sgn
(
(1− c)ξ + c

)[√ξ(p)2

3 + 1−

√
ξ(p)2

3 + χ4

] (D.3)

with ξ(p) given by (D.1) ; and, by equations (7.31) and (7.34), the constants A and B are given in
terms of ξ by 

A = σ0(1− c) sgn(ξ − 1)

B = σ0

3
√

3
χ3 − 3χ+ 2

Wχ
sgn(ξ).

(D.4)
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D.3 Convexity of the macroscopic plastic dissipation

In this Appendix, it becomes exceptionally necessary to distinguish between the true plastic dis-
sipation Π, defined by equation (7.5) with v spanning the whole set K(D) of incompressible velocity
fields kinematically admissible with D, and its upper estimate Π+, defined by the same equation but
with v spanning some subset K′(D) of K(D).

The function to be proved convex is Π+(D̄1, D̄2) (noted simply Π(D̄1, D̄2) in the main text). The
proof will proceed in three steps.

Step 1. We first note that the microscopic plastic dissipation π(d) = σ0deq is a convex function
of the (traceless) tensor d, since it is proportional to its Euclidian norm. (This property in fact holds
for any yield criterion, as a consequence of the definition of π(d) as the Legendre transform of the
characteristic function of the convex set of reversibility).

Step 2. Consider now two incompressible velocity fields v1 ∈ K(D1), v2 ∈ K(D2) and some real
number θ ∈ [0, 1]. Then the field (1− θ)v1 + θv2 is incompressible, and∫

Ω
π
[
(1− θ)d1 + θd2

]
dΩ ≤ (1− θ)

∫
Ω
π(d1)dΩ + θ

∫
Ω
π(d2)dΩ

by Step 1. Now since the field (1 − θ)v1 + θv2 is kinematically admissible with (1 − θ)D1 + θD2, it
follows from the definition (7.5) of Π (D) that

Π
[
(1− θ)D1 + θD2

]
≤
∫

Ω
π
[
(1− θ)d1 + θd2

]
dΩ,

so that, by the preceding inequality,

Π
[
(1− θ)D1 + θD2

]
≤ (1− θ)

∫
Ω
π(d1)dΩ + θ

∫
Ω
π(d2)dΩ.

Since this is true for all incompressible velocity fields v1 ∈ K(D1), v2 ∈ K(D2), this implies, taking
the infimum of the right-hand side, that

Π
[
(1− θ)D1 + θD2

]
≤ (1− θ)Π(D1) + θΠ(D2),

which shows that the function Π (D) is convex.
Step 3. The proof of the convexity of the function Π+ (D) follows similar lines. The only difference

is that it does not necessarily follow from v1 ∈ K′(D1), v2 ∈ K′(D2) that (1 − θ)v1 + θv2 ∈ K′[(1 −
θ)D1 + θD2] ; such a property depends on the definition of the subsets K′(D) of the sets K(D). If it
does hold, then the function Π+ (D) is convex.

In the case considered in this paper, the subset K′(D) of K(D) consists of only one velocity field,
which depends linearly upon the components of the macroscopic strain rate tensor D ; it immediately
follows that the above property is satisfied, so that Π+ (D) is convex. The convexity of the function
Π+(D̄1, D̄2) then follows from the fact that the pair (D̄1, D̄2) is a linear function of D.

D.4 Asymptotes to the curves ζ = g(ξ) and ζ = −g(ξ)

The study of the asymptotes to the curves ζ = g(ξ) and ζ = −g(ξ) at the points ξ = ±∞ is based
on two main ingredients : (i) the positive homogeneity of degree 1 of the function Π(D̄1, D̄2) ; (ii) its
regularity at the points (D̄1, 0), D̄1 6= 0, arising from the absence of any term proportional to |D̄2| in
the expressions (7.21), (7.22), (7.23) of Π(p), Π(s), Π(i).

Let us determine the asymptotic expressions of g(ξ) in the two cases ξ → +∞ and ξ → −∞ using
these properties :

– For ξ → +∞ :

g(ξ) = Π(ξ, 1) = ξΠ
(

1, 1
ξ

)
= ξ

[
Π(1, 0) + ∂Π

∂D̄2
(1, 0)1

ξ
+O

( 1
ξ2

)]
= Π(1, 0) ξ + ∂Π

∂D̄2
(1, 0) +O

(1
ξ

)
.
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– For ξ → −∞ :

g(ξ) = Π(ξ, 1) = Π(−|ξ|, 1) = |ξ|Π
(
−1, 1
|ξ|

)
= |ξ|

[
Π(−1, 0) + ∂Π

∂D̄2
(−1, 0) 1

|ξ|
+O

( 1
ξ2

)]
= Π(−1, 0) |ξ|+ ∂Π

∂D̄2
(−1, 0) +O

(1
ξ

)
= −Π(1, 0) ξ − ∂Π

∂D̄2
(1, 0) +O

(1
ξ

)
where use has been made of the fact that Π is an even function of the pair (D̄1, D̄2).

It follows from these asymptotic formulae that :
– The curve ζ = g(ξ) admits straight asymptotes at the points ξ = ±∞.
– These asymptotes are symmetric with respect to the horizontal ξ-axis, since both their slopes
and ordinates at the origin are opposite to each other.

– The asymptote to the curve ζ = −g(ξ) at ξ = −∞ (resp. ξ = +∞), being the symmetric line
of the asymptote to the curve ζ = g(ξ) at the same point, coincides by what precedes with the
asymptote to the curve ζ = g(ξ) at ξ = +∞ (resp. ξ = −∞).
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CHAPITRE E
Etude numérique de critères de plasticité pour les

matériaux anisotropes contenant des vides sphéroidaux

Cette annexe est consacrée à l’analyse limite numérique de matériaux de Hill avec pour application
l’étude de solides poreux ductiles anisotropes. L’objectif est de fournir une méthode efficace d’analyse
limite basée sur la méthode standard des éléments finis, et de proposer quelques applications.

Nous présentons tout d’abord l’implémentation numérique du critère de Hill. Ensuite nous décri-
vons la procédure utilisée pour l’analyse limite numérique, qui consiste en un grand pas de chargement
assurant que la charge limite est atteinte, sans actualisation de la géométrie. De plus, la convergence
des itérations élastoplatiques est accélérée en ajustant les propriétés élastiques du matériau.

La méthode est appliquée pour évaluer des critères de type Gurson pour des matériaux plastique-
ment anisotropes contenant des cavités sphéroidales. Nous réalisons des analyses limites numériques de
cellules élémentaires constituées d’une matériau de Hill et contenant des cavités sphéroidales, soumises
à des déformations homogènes sur le bord. Les résultats numériques sont comparés aux prédictions des
modèles à la fois pour les surfaces de charge et la loi d’écoulement, permettant de discuter de la per-
tinence des modèles théoriques considérés.

Cette annexe est tirée d’un article publié Morin et al. (2014).

E.1 Introduction

The most classical model of plastic porous solids, proposed by Gurson (1977), has been obtained
by combining homogenization theory and limit-analysis of a spherical (or cylindrical) cell, made of a
rigid-ideal-plastic von Mises material containing a spherical (or cylindrical) void, and loaded arbitra-
rily through conditions of homogeneous boundary strain rate.
Owing to the intrinsic limitation of this model to isotropic materials containing spherical (or cylin-
drical) voids, several extensions were developed by accounting for void shape effects : Gologanu et al.
(1993, 1994, 1997)’s model applies to isotropic materials containing spheroidal prolate or oblate voids 1

and is known as the GLD model. Some generalization of these works has been very recently proposed
by Madou and Leblond (2012a,b) who consider a general ellipsoidal void embedded in a von Mises
matrix.
Another type of extension of the Gurson model has consisted in the consideration of anisotropic Hill
matrices (Hill, 1948) containing first spherical voids (Benzerga and Besson, 2001), then spheroidal
ones (Monchiet et al., 2008). Later, Keralavarma and Benzerga (2010) investigated the same problem
by considering a richer description of the velocity field.
The utility of the models just mentioned lies in the fact that non-spherical voids and plastically
anisotropic matrices are quite common in practice.

All these criteria need to be critically assessed through numerical analyses of the representative
cells considered in their derivation. While the criteria for isotropic von Mises matrices have already
been widely assessed (Gologanu, 1997; Madou and Leblond, 2012b, 2013), those for anisotropic Hill
matrices have been studied only in a partial way. Thus, Pastor et al. (2012) very recently provided
numerical upper and lower bounds of the yield surfaces in the case of spherical and prolate spheroidal

1. Monchiet et al. (2014) used more sophisticated Eshelby-like velocity fields for the same kind of extension.
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cavities, but no results were provided in this work about the flow rules associated to the yield surfaces.
In order to fully understand the effect of plastic anisotropy and void shape, it is necessary to complete
Pastor et al. (2012)’s numerical results for spherical, cylindrical, spheroidal prolate and oblate voids
embedded in a Hill material, by performing numerical limit-analyses of the representative cells consi-
dered. In the present work, we shall consider both the yield criterion and the macroscopic associated
flow rule.
The assessment of the models dealing with orthotropic Hill matrices is particularly important given
that they are based on a seemingly crude approximation : namely, they consider trial velocity fields
identical to those commonly considered in the case of von Mises matrices. Thus, Benzerga and Besson
(2001) used the same velocity fields as Gurson (1977), Monchiet et al. (2008) used those of Gologanu
et al. (1993, 1994) and finally Keralavarma and Benzerga (2010) used the richer velocity fields of
Gologanu et al. (1997).

Estimated solutions of a limit-analysis problem can be obtained by two complementary approaches
providing approximate upper and lower bound solutions, known respectively as the kinematic and sta-
tic bounds. These approaches require some minimization in the kinematic approach and some maxi-
mization in the static approach, which can only be achieved by numerical methods in general.
The first attempt to provide numerical solutions of limit-analysis problems was based on linear pro-
gramming (Anderheggen and Knöpfel, 1972; Bottero et al., 1980) and the finite element method : the
yield surface was approximately replaced by a polygonal surface, leading to a set of linear inequalities
which were solved using linear programming. Both lower and upper bounds have been investigated
(Sloan, 1988, 1989; Sloan and Kleeman, 1995). Despite the relatively simplicity of the method, this
kind of approach introduces inherent source of inaccuracies in the approximation of the yield surface,
and also requires a specific implementation into a finite element code in order to solve the linear
system.
Other significant contributions in the field of numerical limit-analysis were the so-called non linear
programming methods (Capsoni and Corradi, 1997; Lyamin and Sloan, 2002a,b; Krabbenhoft and
Damkilde, 2003). With these methods, the limit-analysis problem was directly solved without any li-
nearisation, using non linear algorithms, for instance conic programming or interior point optimization.
These works mainly considered isotropic materials governed by von Mises’s criterion, and sometimes
Drucker-Prager’s criterion. Extensions to anisotropic criteria have also been proposed (Corradi et al.,
2006; Pastor et al., 2012). These “non linear" methods lead to an estimation of the limit-load without
introducing any approximation on the yield surface, but they require complex numerical developments
for the optimization procedure.
Recently, Madou and Leblond (2012b) proposed a numerical method to solve limit-analysis problems
for von Mises materials, based on the standard finite element method including elasticity, without
introducing any approximation of the yield surface or supplementary optimization procedure.

The aim of this paper is to provide a new technique to solve limit-analysis problems for plastically
anisotropic materials obeying Hill (1948)’s criterion, based on an extension of Madou and Leblond
(2012b)’s procedure for isotropic material. The main advantages of the method proposed are that since
it relies on the usual finite element method including elasticity, it requires only few developments, and
benefits from the entire know-how developed for, and incorporated in standard codes. (The accuracy
of the numerical results it provides has thus been established by Madou and Leblond (2012b), in the
case of isotropic materials).
The method will be used to provide numerical results for anisotropic plastic porous materials. These
results will be used to assess the models mentioned previously for anisotropic matrices containing
spheroidal voids. They could also potentially be used to validate any similar yield criterion.

The paper is organized as follows :
– In Section E.2, we first develop a numerical implementation of Hill’s criterion and the associated

flow rule into a finite element code, suggested by De Borst and Feenstra (1990), in which the
sole unknown in the local projection algorithm is the plastic multiplier. A new finite element
technique for numerical limit-analysis is then proposed. The principle of this technique consists
of using this algorithm with a single large load step, without any geometry update. Also, the
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elastic properties of the material are suitably adjusted in order to accelerate the convergence of
the global elasto-plastic iterations.

– Section E.3 investigates the application of this technique to porous plastic materials obeying
Hill’s criterion. Spheroidal cells containing confocal spheroidal voids are subjected to conditions
of homogeneous boundary strain rate. The numerical yield surfaces and flow rules are compared
to those predicted by existing models in various cases. This permits to discuss the pertinence of
the trial velocity fields used in the derivation of the models.

E.2 Finite element limit-analysis of Hill materials

E.2.1 Hill’s criterion

The materials considered in this study are assumed to be rigid-plastic and obey Hill (1948)’s yield
criterion which stands as an extension of von Mises’s criterion taking account of the plastic anisotropy.
With respect to the Cartesian coordinate system associated to the axes of orthotropy, the Hill criterion
reads :

f(σ) = σ : A : σ − σ2
0 = σ2

eq − σ2
0 ≤ 0 (E.1)

where σeq is the Hill equivalent stress, σ0 the “yield stress” and A an orthotropic fourth-order tensor
satisfying both major and minor symmetries (Aijkl = Ajikl = Aijlk = Aklij). Employing a Voigt-type
notation, such as used in finite elements codes, A and σ may be considered as a 6 × 6 matrix and a
6-vector, respectively :

A ≡



A11 A12 A13 0 0 0

A12 A22 A23 0 0 0

A13 A23 A33 0 0 0

0 0 0 A44 0 0

0 0 0 0 A55 0

0 0 0 0 0 A66


; σ ≡



σ1 ≡ σ11

σ2 ≡ σ22

σ3 ≡ σ33

σ4 ≡ σ12

σ5 ≡ σ13

σ6 ≡ σ23


(E.2)

Note that the coefficients Aij here verify the relations∑
i

A1i =
∑
i

A2i =
∑
i

A3i = 0 (E.3)

arising from invariance of the criterion upon addition of a hydrostatic stress.

E.2.2 Numerical implementation of the Hill criterion

In order to perform numerical limit-analyses, we first need an efficient finite element implemen-
tation of Hill materials. Only the “local” step is considered here, because the “global” step does not
depend on the yield criterion and is standard in finite element codes. Furthermore, the application of
the algorithm is limited to limit-analysis so it is presented in the context of small strains and ideal
plasticity ; its extension to large strains and strain-hardening materials can be achieved without any
specific difficulty.

Let us develop the local projection algorithm suggested by De Borst and Feenstra (1990) for the
Hill criterion. This algorithm considers the plastic multiplier as the unique unknown of the projection
problem. That this is possible is due, as will be seen, to the quadratic form of the criterion, even though
the property of collinearity of the stress deviators before and after the plastic correction, which is well-
known for von Mises’s criterion, is lost for Hill’s criterion. The fact that the problem may be reduced
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to finding a single unknown permits a faster procedure of solution, thanks to an easier convergence of
the necessary Newton iterations.

The equations of the local elastoplasticity problem are as follows :

Decomposition of the total strain : ε = εe + εp

Elasticity law : σ = C : εe

Hill’s criterion : f(σ) = σ2
eq − σ2

0 ≤ 0

Flow rule and consistency conditions : ε̇p = λ̇ ∂f∂σ (σ), λ̇ ≥ 0, λ̇f(σ) = 0 where εe is the elastic strain
tensor, εp the plastic strain tensor, C the stiffness tensor and λ̇ the plastic multiplier.

The problem consists in finding the mechanical state Sn+1 =
{
εn+1, ε

p
n+1,σn+1

}
at time tn+1

resulting from a given strain increment ∆εn, knowing the previous mechanical state Sn = {εn, εpn,σn}
at time tn. (The value of ∆εn is determined by the global step).

The flow rule is discretized using an implicit scheme. Since the material belongs to the category
of generalized standard materials (see Halphen and Nguyen (1975); Son (1977)), the choice of such
a scheme is relevant, because the local projection problem reduces, for such materials, to finding the
minimum of a strictly convex function, which implies existence and uniqueness of the solution. The
discretized flow rule then reads :

∆εpn = εpn+1 − ε
p
n = ∆λn

∂f

∂σ
(σn+1) (E.4)

Using Voigt’s notations, the above set of equations becomes :

σn+1 = C.εen+1 = σn + C.(∆εn −∆εpn)
= σelasn+1 − C.∆εpn , σelasn+1 = σn + C.∆εn (E.5)

σ2
n+1,eq − σ2

0 ≤ 0 (E.6)
∆εpn = 2∆λnA.σn+1 (E.7)

∆λn(σ2
n+1,eq − σ2

0) = 0. (E.8)

In these equations σelasn+1 denotes the elastic predictor, that is the stress tensor resulting from the strain
increment ∆εn fictitiously considered as purely elastic. To solve these equations, two cases must be
considered.

Elastic evolution If f(σelasn+1) ≤ 0, then the evolution is purely elastic. The final state is given by :

σn+1 = σelasn+1 (E.9)
εpn+1 = εpn (E.10)

Elasto-plastic evolution If f(σelasn+1) > 0, then the elastic predictor is not plastically admissible.
We need to add a plastic correction, given that the final stress must be such that f(σn+1) = 0. The
main difficulty is the determination of the plastic multiplier. Let us rewrite σn+1 as

σn+1 = σelasn+1 − C.∆εpn
= σelasn+1 − C.(2∆λnA.σn+1)
= σelasn+1 − 2∆λnC.A.σn+1.
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This implies that :
σn+1 = (I + 2∆λnC.A)−1.σelasn+1. (E.11)

Equation (E.11) shows that with Hill’s criterion instead of that of von Mises, the classical property
of collinearity of σn+1 and σelasn+1 is lost ; however an explicit relation still exists between them as a
direct consequence of the quadratic form of the criterion, leading to the possible reduction of the
problem to finding the value of a single unknown. Indeed, the criterion f(σn+1) = 0 then implies
that :

[(I + 2∆λnC.A)−1.σelasn+1].A.[(I + 2∆λnC.A)−1.σelasn+1]− σ2
0 = 0 (E.12)

which is an equation on the sole unknown ∆λn. This non-linear equation may be solved by a Newton
method. Once ∆λn is determined, one can easily compute the final stress σn+1 using equation (E.11)
and then the increment of plastic strain ∆εpn using equation (E.7).

In practice, in order to accelerate convergence of the iterations, the initial value of ∆λn is not taken

nil but equal to that value ∆λ0
n corresponding to some isotropic material : ∆λ0

n = σ2
0

6µ(
σelaseq,V M

σeq,V M
− 1),

σeq,V M denoting the von Mises equivalent stress, and µ the elastic shear modulus.
The global step of the elastoplasticity problem is achieved using a BFGS algorithm. It would also

be possible to determine and use the consistent tangent operator, but in practice, the convergence of
the global elastoplastic iterations requires less CPU time with a BFGS algorithm.

The local projection algorithm just expounded has been implemented in the commercial finite
element code SYSTUS R© developed by ESI Group.

E.2.3 Numerical limit-analysis : principles

In order to numerically solve a limit-analysis problem for a Hill material, we will extend Madou
and Leblond (2012b)’s procedure initially proposed for von Mises matrices. Thus, the limit-analysis
problem will be solved using standard finite element simulations, by imposing a single large step, with
no update of the geometry since geometric changes are disregarded in limit-analysis. The use of a
large step instead of several small ones will permit faster calculations without introducing any error
of principle : indeed in the following we show the equivalence of the equations of the time-discretized
finite element problem and those of limit-analysis under such conditions.

The equations of limit-analysis of a structure Ω reduce to those of a problem of plasticity without
elasticity in the small strain (linearized) context :



div σ = 0

d = 1
2

[
∇Xv + (∇Xv)T

]
f (σ) ≤ 0

d = λ̇
∂f

∂σ
(σ) , λ̇ ≥ 0, λ̇f(σ) = 0

in Ω

+B.C.

(E.13)

In these equations X denotes the position-vector in the initial configuration, v the velocity, d the
strain rate, σ the Cauchy stress tensor, f(σ) the Hill yield function, λ̇ the plastic multiplier, and
“B.C.” stands for “boundary conditions”.

Let us assume now that the elastoplastic problem is solved by the finite element method using an
implicit algorithm for the local projection problem, with no update of the geometry and a single large
step. Let σ0 = 0, σ1, u0 = 0, u1, ε0 = 0, ε1 denote the initial and final stresses, initial and final
displacements, initial and final strains, respectively. If we make sure that plastic strains are generally
much bigger than elastic strains, by adopting a large load increment, then the discretized equations
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read : 

div σ1 = 0

ε1 = 1
2

{
∇X(u1) +

[
∇X(u1)

]T}
f
(
σ1) ≤ 0

ε1 − ε0 = ε1 ' ∆λ ∂f
∂σ

(
σ1
)
, ∆λ ≥ 0, ∆λf(σ1) = 0

in Ω

+B.C.

(E.14)

where ∆λ denotes the discretized plastic multiplier. The equivalence of systems (E.13) and (E.14) is
clear, with the correspondences σ ↔ σ1, v ↔ u1, d ↔ ε1. Note that the keypoint here is that ∂f

∂σ
is taken at the point σ1 rather than σ0 = 0 in the discretized flow rule, as a result of the use of an
implicit algorithm.

The conclusion is that the problem of limit-analysis may be solved by the standard finite element
method including elasticity, with a single load step sufficiently large to ensure that the elastic strains
in the structure are generally much smaller than the plastic strains.

E.2.4 Numerical limit-analysis : special case of a completely plastic structure

In this section we present a method of adjustment of the elastic properties for a Hill material in
the finite element problem which permits, under certain conditions, to reduce the load step, and thus
accelerate convergence of the elastoplastic iterations.

Indeed, let us consider the special, but frequent case of a structure which is entirely plastic when
its limit-load is reached. Equations (E.13)3,4,5 of the limit-analysis problem then read :

f (σ) = 0

d = λ̇
∂f

∂σ
(σ) = 2λ̇A.σ, λ̇ > 0

in Ω (E.15)

Let us now suppose that the elastoplastic problem is solved by the finite element method, conside-
ring a quasi-incompressible anisotropic elastic material whose compliance tensor D = C−1 is propor-
tional to Hill’s tensor A :

D ≈ αA, α > 0 (E.16)

(In practice, diagonal terms of D are slightly enhanced to avoid exact incompressibility which would
lead to numerical difficulties). This is possible because limit-loads are known to be independent of
elastic coefficients. In practice, the coefficient α may be adjusted in such a way that the components
of D be of order 1/E, where E is Young’s modulus.

Assume that the problem is solved using a single step sufficiently large to ensure that the limit-load
is reached, but not necessarily that the final elastic strain εe1 is much smaller than the final plastic
strain εp1. Under such conditions, εe1 = D.σ1 ≈ αA.σ1, so equations (E.14)3,4,5 of the discretized
problem become : 

f
(
σ1) = 0

ε1 − ε0 = ε1 = εe1 + εp1 ≈ αA.σ1 + ∆λ ∂f
∂σ

(
σ1)

= (α+ 2∆λ)A.σ1

in Ω. (E.17)

The term (α + 2∆λ) here is positive since both α and ∆λ are positive. It follows that a solution of
the finite element equations (E.14)1,2,6 - (E.17) is also a solution of the equations (E.13)1,2,6 - (E.15)
of the theoretical problem, with the same correspondences σ ↔ σ1, v↔ u1, d↔ ε1 as before.

Note that this equivalence of solutions holds only for an entirely plastic structure : if the structure
is only partially plastic, then there are points where λ̇ = 0 but α + 2∆λ = α > 0, so that the
correspondence between the theoretical and numerical flow rules is imperfect.
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Thus, if the structure is entirely plastic when its limit-load is reached, a finite element solution of
the problem of limit-analysis may be obtained by considering an elastoplastic material whose elastic
compliance tensor is proportional to Hill’s anisotropic tensor, combined with a single, moderately
large loading step ensuring that the limit-load is reached but not necessarily that the elastic strain is
generally negligible.

E.3 Numerical yield surfaces and directions of plastic flow of aniso-
tropic plastic porous materials

E.3.1 Generalities

We consider spheroidal cells containing a confocal spheroidal void and subjected to conditions of
homogeneous boundary strain (Mandel, 1964; Hill, 1967) :

u(X) = E.X on ∂Ω (E.18)

where u is the displacement, X the initial position-vector, E the overall strain tensor and ∂Ω the exter-
nal boundary of the cell Ω. Attention is restricted to overall strain tensors having principal directions
identical to those of the ellipsoidal cell, implying existence of symmetries about three perpendicular
planes which permit to mesh only 1/8 of the structure.

The meshes used are represented in Figures E.1a, E.1b and E.1c, respectively for a sphere, an oblate
and a prolate spheroid : they consist of 26,481 nodes and 24,000 selectively subintegrated trilinear 8-
node brick elements, and there are 20 elements in the radial direction. The mesh used for the cylindrical
void, represented on Figure E.1d, consists of 9,920 nodes and 4,800 selectively subintegrated trilinear
8-node brick elements, and there are 30 elements in the radial direction. The values of the macroscopic
strain components imposed vary from roughly 0.1 to 1, requiring a few hundreds of BFGS iterations
in order to warrant good convergence of the global elastoplastic iterations.
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(b) Oblate spheroidal mesh
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(c) Prolate spheroidal mesh
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(d) Cylindrical mesh

Figure E.1: Meshes used for micromechanical simulations
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As mentioned before, the calculations use the SYSTUS R© finite element code developed by ESI
Group ; this code allows the user to write higher level programmes, in order to manage and exploit
the calculations. Three programmes have been developed :

– The first one creates the mesh : it displaces nodes of a standardly meshed hollow sphere so as
to obtain a spheroid containing a spheroidal void.

– The second programme runs the calculations. The principal components of the overall strain
tensor are adjusted using a Newton method, in order to match the desired values of the ratios
of the overall stress components.

– Finally, the third programme exploits the results obtained by calculating the overall stress tensor
through a volume average of the local one :

Σ = 1
vol(Ω)

∫
Ω−ω

σdV (E.19)

where ω is the volume of the void and Ω− ω the domain occupied by the solid matrix.

E.3.2 Material constants and quantities investigated

Numerical studies of anisotropic plastic porous materials and comparisons with theoretical criteria
proposed by Benzerga and Besson (2001), Monchiet et al. (2008) and Keralavarma and Benzerga
(2010) are performed by considering an anisotropic aluminium alloy whose material parameters are
taken from Benzerga (2000). In Table E.1 are reported the values of the components of the tensor A
appearing in the definition (E.2) of the Hill criterion, together with those of a von Mises material for
comparison. Note the very important anisotropy of the shear coefficients A44 and A55.

Material A11 A22 A33 A12 A13 A23 A44 A55 A66

Isotropic 1 1 1 -0.5 -0.5 -0.5 3 3 3

Anisotropic 0.9855 0.87 0.921 -0.4673 -0.5182 -0.4028 10.494 10.8675 3.288

Table E.1: Values of Hill’s anisotropy coefficients

The spheroid’s axis of rotational symmetry is denoted Ox3. Axisymmetric loadings (Σ11 = Σ22 6= 0,
Σ33 6= 0, other Σij = 0) are considered in all numerical tests.

Two complementary aspects are investigated in these studies. First, we compare the yield surfaces
provided by the analytical models to those obtained numerically. These yield surfaces are represented
in a plane (Σm

σ0
, Σ33−Σ11

σ0
), where Σm = 1

3(Σ11 + Σ22 + Σ33) is the mean stress.
A second aspect concerns the comparison of the macroscopic flow directions represented by the

ratios D11
D22

,D11
D33

and D22
D33

. The numerical macroscopic strains E11, E22, E33 resulting from the boundary
conditions may be identified to the components of the true macroscopic strain rates D11, D22, D33,
using the correspondence between the equations of limit-analysis and those of the finite element
problem established in Section E.2.3. The approximate analytical macroscopic strain rate tensor is
deduced up to some unimportant positive multiplicative constant, from the normality of the flow
rule :

D = λ̇
∂Φ
∂σ

(σ) (E.20)

where Φ(σ) denotes the theoretical macroscopic yield criterion investigated (see Appendix E.A). More
precisely, (e1, e2) denoting some orthogonal basis of the Euclidian plane, we shall consider the vector
D11e1 + D22e2 and study the angle φ12 it makes with the vector e1, as a function of an angle ψ
measuring the position of the stress tensor considered on the yield surface ; see Figures E.2a and E.2b.
We shall also study some angles φ13 and φ23 defined similarly, as functions of the same angle ψ.
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(a) Definition of the angle φ12 (b) Definition of the angle ψ

Figure E.2: Definition of angles

E.3.3 Spherical voids

We first investigate the case of a spherical void embedded in a spherical cell. A fixed porosity of
f = 10−2 is considered ; this is a typical value for ductile metals 2, once nucleation of voids has taken
place.

In this case, the numerical yield surface, shown on Figure E.3a, is in agreement with the theoretical
one proposed by Benzerga and Besson (2001) and Monchiet et al. (2008). The comparison with Gurson
(1977)’s criterion for the same void but in an isotropic matrix clearly shows the effect of anisotropy
and the ability of the anisotropic criterion proposed to capture it.

With regards to the flow rule, the results are plotted in Figures E.3b, E.3c and E.3d. Again, a
remarkable agreement is noted between numerical results and theoretical predictions, except for φ12
near ψ = 0 which corresponds to a hydrostatic stress state (Σ11 = Σ22 = Σ33) : there is a difference
of about 30◦ between the numerical results and the prediction of the model.

Complementary results are provided for a spherical void embedded in a spherical cell with a
porosity f = 10−1. The yield surface is plotted in Figure E.4a, and the angles φ12, φ13 and φ23 in
Figures E.4b, E.4c and E.4d. Again, a good agreement is observed between numerical and theoretical
yield surfaces. Also, the flow rule is well reproduced except near the hydrostatic point for the angle
φ12.

E.3.4 Prolate voids

We now consider the case of a prolate spheroidal void, with axes in the proportions (1 : 1 : 5). A
fixed of porosity of 10−2 is considered.

The numerical results for the yield surface are shown in Fig. E.5a. In this case, Monchiet et al.
(2008)’s and Keralavarma and Benzerga (2010)’s criteria appear to be very close and in very good
agreement with the numerical data. Note however that the criterion proposed by Monchiet et al. (2008)
is slightly better. Theoretical results corresponding to Gologanu et al. (1997)’s criterion for the same
prolate void in an isotropic matrix, and to that of Gurson (1977) for a spherical void in an isotropic
matrix, are also plotted to highlight the combined effects of plastic anisotropy and void shape : these
effects are of the same order.

Also, the analytical flow rules (Figures E.5b, E.5c, E.5d) accurately represent the numerical data,
even near the hydrostatic point.

To supplement these results, we consider a cylindrical void, which is a special case of a prolate
spheroidal one. For this particular geometry, Monchiet et al. (2008)’s and Keralavarma and Benzerga
(2010)’s criteria coincide and reduce to that obtained previously by Benzerga and Besson (2001).
Although a moderate discrepancy between the analytical and numerical points is observed for the
yield surface (Figure E.6a), the comparison with Gurson’s model for cylindrical voids shows that

2. Ductile metals generally contain cavities which during the voids growth stage have small values (see for instance
Benzerga and Leblond (2010)). This is the reason for which we mainly consider small values of porosities (1% in volume).
Note that for higher values, voids coalescence modelling (which is out of the scope of the present study) will be required.
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Figure E.3: Numerical results for a spherical void : porosity 10−2

Monchiet et al. (2008)’s and Keralavarma and Benzerga (2010)’s criterion essentially captures the
effect of anisotropy. Furthermore, the theoretical model is very accurate for the flow rule (Figures
E.6b, E.6c, E.6d).

E.3.5 Oblate voids

We finally investigate the case of an oblate spheroidal void, with axes in the proportions (5 : 5 : 1)
and a porosity of 10−2.

In this case, the theoretical results for the yield locus are still very good, particularly for Kerala-
varma and Benzerga (2010)’s criterion which appears to be closer to the numerical one than that of
Monchiet et al. (2008) (Figure E.7a). For completeness, the theoretical results corresponding to Go-
loganu et al. (1997)’s criterion for the same oblate void in an isotropic matrix, and to that of Gurson
(1977) for a spherical void in an isotropic matrix, are also provided in order to show the effects of
matrix anisotropy and void shape : again, these effects are of the same order.

With regards to the flow rule, there are only minor differences between the two theoretical predic-
tions and they are both in very good agreement with the numerical results.

E.3.6 Discussion

In the cases considered (spherical, prolate spheroidal, oblate spheroidal and cylindrical voids),
the anisotropic criteria of Benzerga and Besson (2001), Monchiet et al. (2008) and Keralavarma and
Benzerga (2010), are very close to the numerical results resulting from limit-analysis performed by
the finite element method, for both the yield surfaces and the directions of plastic flow. Comparisons
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Figure E.4: Numerical results for a spherical void : porosity 10−1

with Gurson (1977)’s and Gologanu et al. (1997)’s criteria show a complex coupling between material
anisotropy and void shape, which is well reproduced by the anisotropic criteria considered.

Since the theoretical criteria were obtained by using trial velocity fields corresponding to a plasti-
cally isotropic matrix, the above results emphasize the great interest of this class of velocity fields even
when considering anisotropic matrices. The success of the “isotropic" velocity fields may be explained
by the variational characterization of the overall yield locus in terms of the overall plastic dissipation :
indeed, provided that the anisotropy is not too great, using a trial “isotropic" velocity field differing
modestly from the exact “anisotropic" one in the approximate limit-analysis must lead to a reasonable
estimate of the minimum of the plastic dissipation, leading itself to a good estimate of the yield locus.

E.4 Conclusion

In this paper, we presented a new finite element technique for numerical limit-analysis of Hill
materials. This method, unlike other ones, does not require any approximation of the yield surface or
extra optimization procedure : it is based on the standard finite element method including elasticity.
The equations of the time-discretized finite element problem reduce to those of limit-analysis by
imposing a single large load step, with no geometry update, and using an implicit algorithm for the
local projection procedure. The convergence of the elastoplastic iterations is accelerated by using an
elastic compliance of the material proportional to Hill’s tensor : this permits to use a moderate load
step, provided that the structure is entirely plastic when its limit-load is reached.

This new technique was then applied to the study of the overall criteria of anisotropic plastic porous
solids. We performed numerical limit-analyses of spheroidal cells containing confocal spheroidal voids
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Figure E.5: Numerical results for a prolate void : porosity 10−2

and made of Hill materials, subjected to conditions of homogeneous boundary strain rate. The results
were compared to available theoretical anisotropic criteria (Benzerga and Besson (2001), Monchiet
et al. (2008) and Keralavarma and Benzerga (2010)) for spherical, prolate and oblate spheroidal
voids, in order to assess their accuracy. Both theoretical yield surfaces and directions of plastic flow
appeared to be in very good agreement with the numerical ones, except near the hydrostatic point
where some discrepancies were observed for the flow rule in some cases. Keralavarma and Benzerga
(2010)’s criterion was noted to give slightly better results than that Monchiet et al. (2008)’s criterion in
the oblate case ; conversely, Monchiet et al. (2008)’s criterion was observed to be slightly more accurate
in the prolate case. The comparisons with the isotropic criteria of Gurson (1977) and Gologanu et al.
(1997), applying respectively to spherical and spheroidal voids, evidenced a coupling between plastic
anisotropy and void shape : in all the cases considered, the two effects have comparable impacts upon
the yield locus.

It is important to note that the numerical results obtained could also be used to validate any other
macroscopic criterion for spheroidal voids embedded in an orthotropic Hill matrix.

This study validates the choice of velocity fields corresponding to an isotropic matrix in the deri-
vation of the different models, even for anisotropic matrices. The good predictions of the anisotropic
models based on “isotropic" velocity fields are in fact due to the variational characterization of the
overall yield locus in terms of the overall plastic dissipation. This paves the way to a future extension
of Madou and Leblond (2012a,b)’s recently proposed criterion for general ellipsoidal cavities embed-
ded in an isotropic von Mises matrix, to the context of anisotropic Hill matrices : taking advantage of
the previous remark, one may hope to extend their criterion to anisotropic Hill matrices using again
“isotropic" velocity fields.
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Figure E.6: Numerical results for a cylindrical void : porosity 10−2
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Figure E.7: Numerical results for a oblate void : porosity 10−2
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E.A Appendix : Summary of closed-form expressions of the criteria
assessed

E.A.1 Macroscopic criterion for spherical voids (Benzerga and Besson)

Following Gurson (1977), the trial velocity field is of the form :

v = α

r2 er + β.x (E.21)

where β is a constant (uniform) second-order tensor and α is a constant.
The approximate yield criterion reads :(Σeq

σ0

)2
+ 2f cosh

(
κΣh

σ0

)
− 1− f2 = 0, κ = 3

2

√
5

2h1 + h2 + 2h3
(E.22)

The hi here are connected to the coefficients of Hill’s anisotropic tensor H as follows :

h1 = 1
4(2H11 + 2H22 + 2H66 −H33); h2 = 3

2H33;

h3 = 1
2(H44 +H55)

(E.23)

where H is defined by the condition : H : A = A : H = K, K being the deviatoric projection tensor.

E.A.2 Macroscopic criterion for spheroidal voids (Monchiet et al.)

Following Gologanu et al. (1993, 1994), the trial velocity field v is of the form :

v = A.x+BvE (E.24)

where A is a constant (uniform) second-order tensor and B is a constant.
The approximate yield criterion reads :(

Σ̃eq

σ0

)2

+ 2(1 + g)(f + g) cosh
(
κΣp

σ0

)
− (1 + g)2 − (f + g)2 = 0 (E.25)

where :

Σ̃2
eq = Σ2

eq + 1
1− h2ζ

(
h2η

2Σ2
p + ζΣ2

q + 2ηΣpΣq

)
(E.26)

The coefficients ζ and η are given by :

η = κ2(1 + g)(f + g)(α2 − α1)
(1− f) ; ζ = κ2(1 + g)(f + g)(α2 − α1)2

(1− f)2 (E.27)

The expressions of Σq and Σp are :

Σq = Σ : Q; Σp = 1
3Σ : X (E.28)

where Q is defined by :

Q = 1
2(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2)− e3 ⊗ e3 (E.29)

and X is given by :

X = 3
2(1− α2)(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) + 3α2 e3 ⊗ e3 (E.30)
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The expression of κ is :

κ = 3
p

(E.31)

where p is given by :

p2 = 3
2

(1 + g)(f + g)
f(1− f)

{
(β1 − fβ2)(h1 + 3h2 − 4h3)

+6
[
α1(1− α1)− fα2(1− α2)

]
h2 +

[
1− α1 − f(1− α2)

]
(h1 − 3h2 + 4h3)

} (E.32)

Coefficients hi are defined by equations (E.23). The scalar functions α and β involved in the
previous coefficients are defined by :

α(e) =


ab2

c3 argtanh
(
c

a

)
− b2

c2 (prolate void)

−ab
2

c3 arctan
(
c

a

)
+ b2

c2 (oblate void)

β(e) =


(1− 3α)a

2

c2 (prolate void)

−(1− 3α)a
2

c2 (oblate void)

(E.33)

E.A.3 Macroscopic criterion for spheroidal voids (Keralavarma and Benzerga)

The expansion velocity field is taken to be axisymmetric about the void axis and constructed from
the family of incompressible velocity fields introduced by Lee and Mear (1992). This corresponds to
the fields used by Gologanu et al. (1997), which are a generalization of Gologanu et al. (1993, 1994)’s
fields.

The approximate yield criterion is given by :

3
2C

Σ : P : Σ
σ2

0
+ 2(1 + g)(f + g) cosh

(
κ

Σ : X
σ0

)
−(1 + g)2 − (f + g)2 = 0

(E.34)

where

P = A + η(X ⊗Q+Q⊗X); Q = 1
2(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) + e3 ⊗ e3;

X = α2(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) + (1− 2α2) e3 ⊗ e3

(E.35)

The expression of κ is :

κ =



√
3
{

1
ln f

[2
3 ln 1− e2

2
1− e2

1
+ 3 + e2

2
3 + e4

2
− 3 + e2

1
3 + e4

1
+ 1√

3

(
tan−1 e2

2√
3
− tan−1 e2

1√
3

)
−1

2 ln 3 + e4
2

3 + e4
1

]4ĥq + 8ĥa − 7ĥt
10 + 4(ĥq + 2ĥa + 2ĥt)

15

}1/2

(prolate)

3
2
( ĥq + 2ĥa + 2ĥt

5
)1/2

1 +
gf − g1 + 4

5(g5/2
f − g5/2

1 )− 3
5(g5

f − g5
1)

ln gf
g1


−1

(oblate)

(E.36)
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where e1 and e2 are the eccentricities of the void and the outer boundary of the RVE 3. The coefficients
ĥq,ĥt and ĥa are defined by :

ĥq = 1
6(H11 +H22 + 4H33 − 4H23 − 4H31 + 2H12)

ĥt = hMonchiet
1 ; ĥa = hMonchiet

3

(E.37)

We define also the coefficients g, gf and g1 as :

g = 0 (prolate); g = e3
2√

1− e2
2

(oblate)

gf = g

g + f
; g1 = g

g + 1

(E.38)

Finally the coefficient C involved in the quadratic form of the criterion reads :

C = −2
3
κ(g + 1)(g + f)sh
(Q∗ + 3

2 ĥqηH
∗)η

; sh = sinh(κH∗); ch = cosh(κH∗) (E.39)

where H∗ = 2
√
ĥq(α1 − α2) and Q∗ = 2

√
ĥq(1− f). The coefficient η reads :

η = − 2
3ĥq

κ(g + 1)(g + f)sh
(g + 1)2 + (g + f)2 + (g + 1)(g + f)[κH∗sh− 2ch] (E.40)

3. The void and the outer boundary are confocal.
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