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Résumé

DANS cette these, nous étudions principalement 1’équation de Laplace

1
v =0, sur 00, (1)

{ —Av=gqd,, dans O,
ou O est un domaine tridimensionnel qui contient une fracture unidimensionnelle o et
q € L*(0), ainsi que le probleme

Ou — Au = q(t) 65, dans R x Q,
u=0, sur  R{ x 09, (2)
u(0,-) =0, dans Q,

ol ) est un domaine borné de R? contenant 0, 0 = R{ x {0} et ¢ € L?*(0). Les solutions
de ces problemes étant singulieres sur o, nous étudions leur régularité dans des espaces
de Sobolev avec poids, le poids étant la distance a la fracture o.

Dans un premier temps, nous étudions le probléme dans le cas ou la fracture
o est droite. Plus précisément nous étudions trois situations correspondant aux cas ou
la fracture est soit une droite, soit une demi-droite, soit un segment borné. Dans ces
situations modeles, nous utilisons une technique classique qui consiste a appliquer une
transformée de Fourier ou une transformée de Mellin sur le probleme . Ceci nous amene
a étudier I’équation de Helmholtz en 2D. De méme, la transformée de Laplace transforme
I’équation de la chaleur dans la méme équation de Helmholtz en 2D.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons au probleme dans le cas ou la
fracture est une courbe réguliere strictement incluse dans O. Grace aux résultats de [15],
en utilisant un argument de localisation et un recouvrement dyadique, nous obtenons une
régularité améliorée de la solution toujours dans des espaces de Sobolev avec poids.

Mots clés

Régularité, espace de Sobolev & poids, problemes elliptiques, équation de la chaleur,
mesure de Dirac, fracture courbe, équation de Helmholtz, transformée de Fourier, trans-
formée de Mellin.






Abstract

IN this thesis, we mainly study the Laplace equation
—Av=g¢qd,, in O,
(1)
v =0, on 00,

where O is a three-dimensional domain that contains a one-dimensional fracture o and
q € L*(0) as well as the problem

O — Au = q(t) 65, in  Rf xQ,
u =0, on R x 09, (2)
u(0,-) =0, in Q,

where Q is a bounded domain in R? containing 0, 0 = R x {0} and ¢ € L%*(0). As
the solutions of these problems are singular on o, we study their regularity in weighted
Sobolev spaces, the weight being the distance to the fracture o.

As a first step, we study the problem in the case where the fracture o is straight.
More precisely we study three situations corresponding to the cases where the fracture is
either a line or a half-line, or a bounded segment. These models situations in dimension
three are treated by using Fourier or Mellin technique that reduces the problem (1f) to
a Helmholtz problem in two dimension. Similarly, the Laplace transformation transforms
the heat equation ([2)) in the same Helmholtz equation in 2D.

In a second step, we consider the problem ({1f) in the case where the fracture is a smooth
curve strictly included in O. Thanks to the results of [I5], using a localization argument
and a dyadic recovery, we get an improved smoothness of the solution always in weighted
Sobolev spaces.

Key words

Regularity, weighted Sobolev spaces, elliptic problems, heat equation, Dirac measure,
fracture curve, Helmholtz equation, Fourier transformation, Mellin transformation.






Remerciements

JE tiens tout d’abord a remercier le ministere de l’enseignement supérieur et de la
recherche scientifique d’Algérie pour son support financier tout au long de ma these.

Ensuite, mes remerciements vont a mes directeurs de these, Colette De Coster et
Serge Nicaise, Professeurs a ’Université de Valenciennes, de m’avoir fait bénéficier de
leur expertise, pour leur soutien sans faille, leur aide précieuse, leur bonne humeur, leur
disponibilité et également pour leurs nobles qualités humaines. J’ai beaucoup appris a
leurs cotés et je leurs adresse ma gratitude pour tout cela. Ma theése n’aurait jamais vu
le jour sans eux.

Mes sinceres remerciements s’adressent aussi aux rapporteurs Monsieur le Professeur
Chérif Amrouche et Monsieur le Professeur Grégory Vial, ainsi qu’aux examinateurs le
Professeur Félix Ali Mehmeti, et Monsieur le Professeur Augusto C. Ponce qui m’ont fait
le grand honneur d’évaluer ce travail.

Je tiens a remercier Madame Wided Chikouche, Maitre de Conférence a I'université
de Jijel-Algérie, pour ses discussions enrichissantes, ses conseils précieux et son approche
amicale.

Je remercie tous les membres, les enseignants-chercheurs et notre adorable secrétaire
Nabila Daifi et tous mes collegues (docteurs et futurs docteurs) du Laboratoire de
Mathématiques appliquées (LAMAV) qui, par leurs encouragements ont participé de
loin ou de pres a cette these. En particulier, je remercie Fatiha, Zainab, Cindy, Florent,
Thibault, Abdelouahab, Marilena, Sara, Lynda et Amira, pour les tres fructueuses
discussions que nous avons pu avoir ensemble, ainsi que pour leur contribution a une
ambiance de travail aussi profitable qu’agréable.

Evidemment, ces remerciements ne seraient pas complets sans la mention de ma
famille. Un grand merci & mes parents pour m’avoir donné le gotit des études, pour leur
amour inestimable, leur confiance, leurs sacrifices et pour leur appui sans faille. Sans
oublier mes cheres sceurs et frere, mes loulous Adam, Bochra et Cirine qui rendent ma
vie toujours aussi belle.

Merci






Table des matieres

0 Introduction Générale
1 Cadre fonctionnel et propriétés 10l
1.1 Les espaces de Sobolevapoids. . . . . . .. ... ... ... .. 14
1.1.1  Les espaces L2(O; P), H™(O; P), V" (O;P) . . . . . . ... .. .. 14
1.1.2 Inégalité de Hardy . . . . . . . ... ... ... ... ... 17
1.1.3  Relations entre les espaces H'(O; P) et V."(O;P) . . . . ... .. 18
1.1.4  Les espaces de Sobolev & poids définis sur la sphére S? . . . . . . . 25}
1.2 Transformées de Fourier et de Laplace . . . . . . .. ... ... ... ... 28]
1.3 Transformée de Mellin . . . . . . .. .. ... oo 31
1.4 Définition et propriétés de 'espace MI(R3;0) . . . . . .. . ... ... .. 30]
2 Problemes elliptiques avec une fracture infinie et problemes parabo-

liques avec donnée sous forme de mesure 40l
2.1 Probleme de Helmholtz en dimension 2 . . . . . ... .. ... ... .... 41l
2.1.1 Probleme de Helmholtz avec un second membre régulier . . . . . . 4l
2.1.2  Les fonctions de Hankel . . . . . ... ... ... ... ....... 43
2.1.3 Probleme de Helmholtz avec un second membre Dirac . . . . . . . . b0l
2.2 Applications a un probleme elliptique et a un probleme parabolique . . . . [E8

2.2.1 L’équation de Laplace sur un domaine tridimensionnel avec une
fracture infinie . . . . .. ..o bS]
2.2.2  L’équation de la chaleur avec un second membre Dirac . . . . . . . 631
3 Problemes elliptiques avec une fracture semi-infinie ou un segment 66
3.1 Le probleme de Helmholtz sur la sphere unité . . . . ... ... ... ... 67
3.1.1 Estimations a priori dans des bandes infinies . . . . . . . ... ... 67

3.1.2  Probléme de Helmholtz sur la sphere unité avec un second membre
régulier . . ... L [73l

3.1.3 Probléme de Helmholtz sur la sphere unité avec un second membre
Dirac . . . . . . o e 8]

3.2 L’équation de Laplace sur un domaine tridimensionnel avec une fracture
semi-infinie . . .. ... oL L 93
3.3 L’équation de Laplace sur un domaine tridimensionnel avec une fracture finie



4 Problemes elliptiques avec une fracture courbe 106l

4.1 Régularité locale a l'intérieur de la fracture o . . . . . . . . . . ... ... 107
4.2 Régularité locale au bord de la fracture o . . . . . . . .00 127
4.3 Régularité globale dans O . . . . . . . . ... Lo 1421

Bibliographie 146l

ii



Table des figures

1.1
1.2

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

La sphére unité S? . . . . . ..
Représentation de la sphere par des cartes locales . . . . . . ... ... ..

Un domaine tridimensionnel O avec une fracture unidimensionnelle o. . . .
Localisation a l'intérieur de o. . . . . . . . . . . ...
Transformation locale d’un voisinage d’un point intérieur zy de o par ¢. . .
Localisation au bord de la fracture. . . . . . . ... ... ... .. .. ...
Localisation au voisinage de o dans U'\U. . . . . ... .. ... ... ...
Transformation locale par ¢ d'un voisinage du bord deo. . . . . . . . . ..
Recouvrement de V/\&. . . . . . . . . ...
Recouvrement dyadique de Q.. et 2L,. . . . .. ..o

iii






Chapitre 0
Introduction Générale

SOIT O un domaine borné et régulier de R? contenant une fracture unidimensionnelle
o. Motivé par des problemes en ingénierie, on s’intéresse principalement a 1’étude de
la régularité de la solution du probleme de Dirichlet
—Au =qgd,, dans O, (1)
u =0, sur 00,

avec ¢ dans L?(0).

Le probleme est non standard car sa solution ne peut pas étre dans H'(O) (i.e. le
sous-espace des fonctions dans H'(O) qui s’annulent sur la frontiere de O) puisque le
second membre de ce probléme n’est pas dans son dual. La motivation principale de cette
étude est de fournir un outil méthodologique pour traiter les problemes elliptiques dans
des domaines fracturés, représentés par un second membre sous forme de mesure, qui est
la mesure de Dirac aux points fracturés.

Des probléemes similaires a (1)) ont déja été étudiés dans les espaces de distributions
H=*(O) avec s > 0 (espace de Sobolev d’ordre négatif), notamment par Schechter [40],
Lions et Magenes [30], Roitberg [39] et Babuska et Nistor [7, [§].
Dans [38], Ponce consideére le probléeme de Dirichlet linéaire

{ Au =pu, dans O, 2)
u =0, sur 00,

avec O un domaine régulier borné de RY, dans le cas ot p est une fonction de L*(O) ou,
plus généralement une mesure de Borel finie dans O. Une solution de ce probléeme est
une fonction L' satisfaisant pour tout ¢ € C5°(O),

—/uAC:/Cdp,.
o

(@]



Introduction Générale

Cette solution existe et l’estimation satisfaite par cette derniere est toujours la méme,
c-a-d. il n’y a pas de gain de régularité si nous savons que p est une fonction L' plutot
qu'une mesure finie. Grace a la théorie de régularité de Stampacchia [42], cette solution
u appartient & Wy () pour tout 1 < p < %

De tels résultats ne fournissent pas assez d’informations pres de la fracture o de notre
probléme , ou la solution est singuliere. Pour préciser ce comportement singulier, des
espaces de Sobolev avec poids ont été introduits (le poids étant la distance a la fracture
o, voir Section et nous avons montré qu'une solution existe dans ces espaces.

Pour résoudre des problemes aux limites sur des domaines non réguliers, on s’intéresse

depuis longtemps au comportement de la solution au voisinage des singularités géomé-
triques (coins, arétes,...,etc). Dans des domaines avec coins, des résultats de régularités
ont été donnés par Kondrat’ev [26] dans les espaces de Sobolev avec poids, ou il décom-
pose la solution en une partie réguliere et une autre singuliére.
Une étude tres détaillée de la théorie des singularités des problémes elliptiques du second
ordre a été menée par Grisvard [23, 24]. A la suite des travaux de Grisvard, Nicaise a com-
mencé I’étude des problémes aux limites sur des polygones [35]. Le sujet a été abordé dans
toute sa généralité par Dauge [17]. Dans [33, B2, [I1], les auteurs traitent des problémes
aux limites elliptiques sur des cones, des domaines a coins, des domaines avec arétes et
des polyedres de facon plus générale.

Des probléemes similaires a se rencontrent dans des modeles réduits de fluides afin
d’économiser les ressources de calcul (voir [16, [I5]) ou correspondent & des problémes
physiques idéalisant une charge supportée par o. Un exemple du premier cas est obtenu
par la loi de Darcy dans les domaines fracturés :

V(—=kVu) = ¢d,, dans O,

ou k est la perméabilité hydraulique positive du milieu, c¢’est-a-dire la capacité du milieu
poreux O a laisser passer les fluides a I'intérieur des pores, ¢ est la densité linéaire du flux
de o dans O et u est la pression du flux dans le milieu poreux O. Si la densité g dépend
de la pression du flux dans o et si cette derniére est inconnue, le probleme a étudier sera
un probléme de couplage 1D-3D.

Ce type de probleme est fondamental et présente une base d’analyse multi-échelle, no-
tamment en médecine, ot le milieu poreux O représente le tissu interstitiel qui entoure le
réseau capillaire, tandis que les vaisseaux dans ce réseau sont décrits par des structures
tubulaires.

L’analyse de certaines méthodes des éléments finis d’approximation de ces problemes peut
étre trouvée dans [41) 4, 3] (en dimension deux) et dans [16] [15] (en dimension trois).
L’analyse mathématique de ce type de probleme a besoin d’outils non standards, du fait
que la conservation de la masse sur I'interface entre le milieux poreux et la variété uni-
dimensionnelle doit étre prise en considération et la solution du probleme mathématique
associé ne peut donc étre dans H'(0).

3/149



Introduction Générale

Ainsi, si la solution appartient a ’espace de Sobolev avec poids, une approche de Ga-
lerkin peut étre effectuée et une estimation d’erreur a été obtenue dans le Corollaire 3.8 de
[15], sous une régularité améliorée de la solution dans une échelle d’espaces de Sobolev avec
poids (le poids étant la distance a o). Dans [15], 'auteur prend cette régularité améliorée
comme acquise. Par conséquent, notre objectif principal est de prouver un tel résultat de
régularité pour certaines situations modeles. Plus précisément, nous nous limitons aux
cas ol la fracture o est soit une fracture droite ou une fracture courbe strictement incluse
dans le domaine.

Dans un premier temps, on s’intéresse aux cas ou la fracture o est soit une droite
entiere, soit une demi-droite ou alors un segment borné. Dans ces situations modeles,
on utilise une technique classique qui consiste a effectuer une transformée de Fourier
ou de Mellin au probleme qui se réduit a un probleme de Helmholtz en dimension
deux. Pour ce dernier probleme, on montre des estimations uniformes dans les espaces
de Sobolev standards ou avec poids, qui permettent ensuite de prendre la transformée
inverse et d’obtenir le résultat de régularité attendu.

Notons que grace a la transformée de Laplace, nos résultats obtenus pour le probleme de
Helmholtz peuvent étre aussi utilisés pour I’équation de la chaleur avec un second membre
Dirac,
O — Au = q(t) 65, dans R x Q,
u=0, sur  R{ x 09, (3)
u(0,-) =0, dans Q,

ot Q est un domaine borné et régulier de R?, o = R{ x {0} et ¢ € L*(o). Ceci permet
d’améliorer quelques résultats de [29].

Un tel probleme apparait dans le controle optimal des problémes paraboliques avec
controle ponctuel. Ce dernier peut étre utilisé par exemple pour modéliser un poten-
tiel d’un corps électrique avec une charge ponctuelle (voir [22]). Ce type de probleme peut
étre aussi trouvé dans d’autre types d’applications, comme la modélisation des équations
de transport pour les rejets de polluants dans les milieux aquatiques (voir [4]). Selon [29],
des résultats de régularité d’un tel probleme sont d'un grand intérét pour la convergence
du taux de controle discret au controle continu.

Une extension naturelle de ce travail, est d’étudier la régularité de la solution du

probléme dans le cas ou la fracture est une courbe réguliere strictement incluse dans
O. Dans [I5], par le théoreme de Brezzi-Necas-Babuska (voir [I9, Théoreme 2.6] ou [34]),
en utilisant la condition inf-sup sur H1(0;0) x H'_(O;0), Pauteur a prouvé lexistence
et 'unicité d’'une solution dans H}(O;0) pour 0 < a < 1 (cfr. Définition [1.1.1)).
Notre objectif sera donc de montrer une régularité améliorée, toujours dans les espaces
de Sobolev avec poids V., _1(O;0) pour m > 2 et m — 3 < a < m — 1 (cfr. Définition
[1.1.1). Ceci se fait grace a un argument de localisation et & des estimations a priori sur
un recouvrement dyadique du domaine, en plus des résultats obtenus dans [15].

Le manuscrit de cette these est divisé en quatre chapitres. L’objectif du premier est
de donner un bref rappel des notions de base utilisées tout au long de ce travail. Tout
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Introduction Générale

d’abord nous rappelons quelques définitions et propriétés des espaces de Sobolev avec
poids. Tout au long de ce chapitre, on démontre certains résultats nécessaires dans le
reste du document ou on rappelle d’autres résultats connus avec des références appropriées
(le lecteur peut consulter [23] [36] [10] pour plus de détails). Dans la deuxiéme partie du
chapitre, on considere les transformées de Fourier, Laplace et Mellin, en expliquant le lien
entre elles et en donnant les propriétés nécessaires de ces transformées : comme avant
soit des preuves sont données, soit des références sont citées. On termine ce chapitre
en introduisant le nouvel espace M!(R?; o) (qui sera I'espace contenant la solution du
probléme posé au Chapitre 3) avec quelques propriétés utiles pour la suite.

Dans la continuité du Chapitre 1, le Chapitre 2 a pour but d’étudier le probléme de
Dirichlet sur un cylindre Q = Q x R lorsque Q est un ouvert borné de R? & frontiere
lipschitzienne contenant 0,

(4)

—Au = qgdb,, dans @,
u =0, sur  0Q),

ot 0 = {0} x R représente une fracture infinie de @ et ¢ € L*(0). De méme, I'équation
de la chaleur avec un second membre Dirac s’écrit

Ou — Au = q(t) 65, dans RF x Q,
u=0, sur Ry x 09, (5)
u(0,-) =0, dans Q,

avec  un ouvert borné de R? & frontiere lipschitzienne contenant 0, ¢ = R x {0} et
q € L*(R{).
Une application de la transformée de Fourier partielle en z (resp. de Laplace en t) au
probleme (resp. ) permet de le résoudre en résolvant 1’équation de Helmholtz en
dimension deux avec un parametre complexe k € C et un second membre qui contient la
masse de Dirac,

{ AU + KU =05y, dans Q, ©

U =0, sur ON.

Pour ce dernier, sous certaines conditions sur k, on démontre 'existence et 'unicité de
la solution dans l'espace de Sobolev avec poids V}(€©;0) (le poids étant la distance a
'origine). De plus on prouve des estimations uniformes en k sous la forme

S+ BRIV s gy S 1 (7)
=0

Ceci se fait a I’aide des fonctions de Hankel Hj, (voir Définition 2.1.5)), sachant que ces fonc-
tions sont des solution fondamentales de I’équation de Helmholtz. On donne donc d’abord
les définitions et les propriétés de ces fonctions et on prouve le méme type d’estimation

5/149



Introduction Générale

que (@), )
(U ) Nl gt gy S 1 (8)
=0

Ensuite, en utilisant une fonction de troncature n qui est nulle au voisinage de zéro, U
peut étre décomposée sous la forme

U = (1 —n)Hk—i-wk,

avec wy, la solution d’un probleme de Helmholtz mais cette fois avec un second membre plus
régulier (dans H™2(€)) pour m > 2). On prouve qu’elle vérifie le méme type d’estimation
pour obtenir @

Une application de la transformée de Fourier inverse partielle en z (resp. transformée de
Laplace inverse) permet de déduire le résultat pour le probleme (resp. (B)).

Notons aussi que, sur un cylindre tronqué @ = € x (0, 7), un développement en série
de Fourier par rapport a la 3éme variable dans la base (sin(-k))xen+, appliqué au probléme
permet de le résoudre en utilisant les résultats obtenus pour le probleme de Helmholtz

(©)-

Dans le Chapitre 3, on considére toujours I’équation de Laplace mais cette fois sur
R3, avec une fracture o qui est une demi-droite de R?® et un terme volumique additionnel
dans le second membre,

—Au=¢d, +h, dans R3, 9)
ot q € L(0;0) et h € V2 (R30) avec € € (0,1).

)
En appliquant la transformée de Mellin 901, résoudre le probléme @ revient a résoudre le

probléme de Helmholtz défini sur la sphére unité S?
—(Lg2 + N+ \)U = M[q|6p + M[h], dans S,
ou Lg2 est 'opérateur de Laplace Beltrami, B est le point d’intersection de la sphére avec
la demi-droite et A = —3 — e+ i€, avec £ € Ret € € (0, 3).
Cette solution U peut étre décomposée sous la forme

U= —u,M[q] — w,, (10)

ou vy est solution de
(Lg2 + X+ Ny =65, dans S

et wy est solution de
(Lsz + A2+ Nwy = M[h], dans S° (11)

Ainsi, en utilisant une fonction de troncature n qui est nulle au voisinage de B, vy peut

6/]149



Introduction Générale

étre aussi décomposée comme dans le Chapitre 2, sous la forme
= (1 —n)Hy+, (12)

avec H)y les fonctions de Hankel données par la Définition 2.1.5] et @ la solution du
probleme de Helmholtz défini sur la sphére unité S? et avec un second membre i dans
L*(S?) N V™=2(S% B) pour m > 2.

Pour ce dernier, si 0 < a < 1, on prouvera d’abord I'existence et 'unicité d’une solution
w dans V}(S?%; B), ensuite en utilisant 'argument d’ajout d’une variable, on trouvera des
estimations uniformes en A, légerement différentes par rapport aux précédentes :

> Al

=0

m—2
bt S 2 WP IR, + Il s (13)

En vérifiant que le second membre de ((13)) est borné uniformément en A et en se souvenant

e et , on obtient
21
Z | Al Hv,\va 1(52,B) S L
D’autre part, grace aux propriétés de la transformée de Mellin, on trouve de nouveau

que wy, solution de vérifie bien l'estimation ([L3]). Donc en se rappelant de , U
satisfait

m—2
ZIAIQZHUHW wszm < AN+ D PR 2t g, 5y + I[R]]IG 52
=0

Enfin, une simple application de la transformée de Mellin inverse permet de déduire
I’existence et 'unicité d’une solution u de @ vérifiant pour 0 < € < %, I’estimation

2(030) T [|Pllvo, (w3,0)-

1+e

o) ~S

Pour m > 2 et m — % < a < m — 1, on montre aussi que la solution vérifie

lullver@sioy S Nl . oo + [Pllym—2@s.0)

Si o est un segment borné et O un domaine tridimensionnel régulier, un argument de
localisation permet d’étendre les résultats de [I5] ainsi que ceux de la premiere partie de
ce chapitre pour résoudre

—Au =qd,, dans O,
u =0, sur  00.

A la fin de cette these, on termine par la généralisation des résultats précédents au cas
ou o est une fracture courbe unidimensionnelle et strictement incluse dans un domaine
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tridimensionnel borné et régulier O. Pour cela on applique une méthode différente qui
consiste a combiner un argument de localisation avec des estimations a priori sur un re-
couvrement dyadique du domaine. Notons que les résultats obtenus dans [15] garantissent
I'existence et I'unicité d’une solution dans H(O; o).

Par un argument de localisation, on montre 'amélioration de cette régularité d’abord
dans un voisinage d’un point intérieur de la fracture o, et ensuite dans un voisinage
des extrémités de o. Pour cela, on a besoin de quelques théoremes de shift pour des
opérateurs uniformément elliptiques a coefficients variables et dans les espaces de Sobolev
avec poids, leurs preuves étant inspirées de [14] [11]. A laide d’un difféomorphisme (voir
[9]), en redressant la fracture o localement et en utilisant des recouvrements dyadiques
ainsi que les théoremes de shift déja signalés, on obtient le résultat escompté.
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DANS ce chapitre, on donne des résultats de base utilisés tout au long du travail, certains
résultats connus seront rappelés sans preuve mais avec des références appropriées.

Commencons par introduire quelques notations utilisées par la suite. Pour un domaine
borné O a frontiére lipschitzienne (ou la sphére unité), des parametres réels s > 0 et p > 1,
la norme usuelle et la semi norme de W*?(Q) sont notées respectivement par || - ||s .0 et
| - |sp.0- Dans le cas p = 2 (resp. s = 0), on laisse tomber I'indice p (resp. s). On définit
aussi

HY(0) = {u e H'(O) | u= 0 sur 90}.

Par ailleurs, les notations A < B et A ~ B signifient 'existence des constantes positives
C1 et Cy, qui sont indépendantes de A et B telles que A < CoB et 1B < A < (4B
respectivement. De plus, ces constantes seront indépendantes des parametres &, A et k
introduits plus tard. Ultérieurement, on a besoin de certains résultats dans les espaces de
Sobolev standard. Suivant [23, Théoreme 1.4.3.3, p. 26], on a :

Théoréme 1.0.1. (Théoréme d’interpolation)

Soit O un ouvert borné de R™, a frontiére lipschitzienne. Soient s > s" > s > 0 des
nombres réels. Il existe, alors, une constante K (qui dépend de 2, s',s", 5" et p) telle que
pour tout € > 0 et tout u € W*?(0O) on a

S

[ullysrp0) < ellllysnioy + K€ 7= [Jullyom oo

10
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Corollaire 1.0.2. Soient 2 un ouvert borné de R™ a frontiére lipschitzienne, m > 1 et
soit w e H™(O). On a

[]lm,0 =

%

ot | - | est la semi norme sur H™(Q) définie par |w|m,.o :< > f | D¥w(x )|2d:p> .
laj=m

Preuve : Le cas m = 1 est évident. Supposons m > 2.
D’une part, on sait que

[wllo.0 + [wlmo < [[w]lm,0- (1.1)
D’autre part, on a
m—1
[wlno = lwloo+ > lwho + [wlmo
=1
m—1
< |wlloo+ > wlio + [wm,o. (1.2)

=1

Mais pour [ € {1,...,m — 1} on a, grace au Théoreme [1.0.1]

i
Lo < €||lwllmo + Ke ™ ||wlp o,

d’ou
m—1 m—1 .
Jwllio < (m —1)eljwllmo + K Y e m]jwloo.

= =1

—_

En choisissant € = % on a

m—1

|wllio <

=1 =1

En introduisant cette inégalité dans ([1.2)) on obtient
1 m-l l
—wllmo <(1+K 3 mm)wllg + |wlno.
I=1

Par conséquent,

[w]lmo S lwlo.o + |[wlm.o- (1.3)

Le résultat se déduit donc de . et . m

Dans la suite, on a besoin des normes dans H™(Q) qui dépendent d'un certain para-
metre positif.

Définition 1.0.3. Soient O un ouvert borné de R™ et m un entier positif. Pour tout
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A €]0, 0o[, pour tout w € H™(O) on définit

m
lwlloa = > A w70
1=0

Proposition 1.0.4. Soit O un ouvert borné de R™ a frontiére lipschitzienne et soit m un
nombre entier positif. Alors pour tout nombre réel A > 1 et tout w € H™(O), on a

lwllron = Xwlfo+ llwllo

m
= Z )\2l|w|%1—z,0-
1=0

Preuve : Soit [ un entier positif tel que 0 <1 < m.

1. Il est clair que
o\ 21
2 2 2 2 2 2
MM wllg o+ lwllio < DX wll?, 0 = llwlliox
1=0
Donc pour avoir la premiere équivalence, il suffit de montrer que
o~ (21
2 2 2 2 2
Y X wllZ 0 S A wllf o + wllz, o
1=0

En utilisant le théoréme d’interpolation (Théoréme [1.0.1) avec s =0, s = m — I,

s’ = m et p = 2 on obtient une constante K > 0 telle que pour tout € > 0 et tout w €
am(0),

_met
[wllm—t.0 < €llwlmo + Ke T lwllo.o,
donc pour tout € > 0 et tout w € H™(O)

2(m

M (w2 o < 2N |w])% 0 + 2K T w2 0.

En choisissant € = A~! et en sommant sur [, on obtient le premier résultat.

2. On sait que pour tout w € H™(O) (voir Corollaire |1.0.2)),
[wllm.o = [[wllo.o + [wlmo, (1.4)
on en déduit, pour A > 1

>\2m||w||(2),0 + ||w||72n(9 ~ /\2m||w||(2),o + [|w] (2),0 + |w
~ (L4+XM)wllh o+ w2 o

~ XMwlgo + Wl o-

2
m,O
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Mais pour A > 1,

m
SN wlZ o0 S NMwlio + lwllte  (grice ala lére équivalence)
1=0

< MM wllgo + lwlko  (en utilisant Pétape précédente)

m

ZA2l|w|72n—l,(’)'

=0

N

Or on a aussi
m

m
Z )\2l|w|3n—l,(’) < Z Azl”“’”%—l,@a
1=0

=0

par conséquent, on a 1’équivalence

m

m
||w||ib,o,,\ = Z/\QleH%nfl,O = Z >‘2[|w|$nfl,(’)'
1=0 =0

Proposition 1.0.5. Soit m > 2 un nombre entier et soit O un domaine de R"™, ou 0O

est de classe C™.
Pour tous domaines bornés Uy, U, de R™ tels que Uy C Us,, soient Q3 = U; N O et Qy =
UyNO. Siue HY (Qy), est la solution de

{ —Au=f, dans )y, (15)

u =0, sur 00O N 02y,
et si f € H"2(Qy), alors u € H™(Q) avec lestimation :
[ullmgr S 1Aullm-20, + lull10..

Preuve : Soit u la solution du probleme et soit n € C*(R) une fonction de troncature
telle que
n=1, sur {3,
n=0, sur Q\Q,
avec B
° QQ régulier et tel que Qg C Q.
o Q) régulier et tel que Q) C Q3 C Q.
Posons v = nu, donc v sera la solution de

—Av =nf —2VnVu —uln, dans Q,
v =0, sur 8(22.
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Comme u € H'()y) et f € L*(€)y), on en déduit donc
nf —2VnVu — ulAn € L*(Q,) et donc dans L(Qy).
D’otl, par [I0, Théoréme 9.25, p. 298], on déduit v € H2(€)y). Par conséquent, v € H(s)
ou encore u € H?({3).
On a donc u € H?({3), satisfait les conditions de Dirichlet sur le bord 993 N IO et

Au € H™2(Q3). Par application de [I1, Théoréme 2.3.2, p. 92], on déduit u € H™ ()
avec 'estimation

[ellm.0n S 1AuUllm—20, + l[ull,0,.

1.1 Les espaces de Sobolev a poids

1.1.1 Les espaces L:(O; P), H"(O; P),V"(O; P)

Définition 1.1.1. Les espaces de Sobolev a poids :

Soient o un nombre réel quelconque, O un ouvert de R™ contenant l’origine et r la distance
a une partie P de O qui sera déterminée plus tard. On désigne par L2(O; P) l’espace de
Hilbert des fonctions mesurables u telles que :

lullZa o) / [u) or (@) da < oo.

On définit Du comme étant les éléments de D'(O\P) tels que, pour tout o € D(O\P),
(D, p) = (=1)"u, D).
Pour m € N, on définit l’espace de Sobolev avec poids
HI (05 P) = {u € L2(O; P) | V9| < m, D'u € L2(0; P)}.

Ce dernier est un espace de Hilbert pour la norme

(NI

ellsonr (zwmm) ,

ou la semi norme sur H:(O; P) est définie par

SIS

al o (Z \D7 u||mP) .

[v|=k
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De facon similaire, I’espace de Sobolev avec poids de type Kondratiev est défini par
VMO; P) = {ue L2, (O;P)|VY|y| <m, ™MDy e L*(0)}.

C’est un espace de Hilbert pour la norme :

1/2
||u||VC§"(O;p) :( Z /|Dvu(x)|2r2(|7|+a—m)($)d$> 7

[yI<m

et notons la semi-norme :

1/2
’U‘V;”(O;P) :< Z /|D7u(x)|2r2a(x)dx> .

[vl=m o

Dans le cas, P C O, on a besoin aussi de Uespace HL(O;P) (resp. VX(O; P)) défini
comme étant lespace des fonctions v € HL(O; P) (resp. V1(O; P)) telles que yv = 0 sur
00 ou yv dénote la trace de v.

Comme conséquence directe de la définition, on a la relation suivante entre les espaces

Vm(O; P).

Lemme 1.1.2. Soient O un ouvert de R™, o un nombre réel et P C O. Alors pour tout
entier m, on a

Vi O; P) < V™(O; P).

a+1

Preuve : Pour tout u € V"1 (O; P), on a

«

m
lllfpiopy = > [ Ir* 0 DYufde
V=00
m+1
Z |T(a+1)—(m+1)+lvl D da

17=0{

IN

2
||u|lv(:'j~_t1((9;p)'

Plus tard, on a besoin d’estimer la norme dans les espaces de Sobolev avec poids
d’une fonction multipliée par une fonction réguliere, plus précisément on a besoin du
lemme suivant.

Lemme 1.1.3. Soient O un ouvert borné de R™, o un nombre réel, m > 0 et P C O.

Soit p € C*(0). Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout v € V."(O; P)
et tout A € C, on a yv € V(O; P) avec les estimations

||¢U||vg(o;P) < CH“H\@(@;P)» Vj €{0,...,m}, (1.6)

15/]149



Cadre fonctionnel et propriétés

> DI s 0y S O NIl sy (1.7)
= J:

Preuve : Soient v € V"(O; P) et ¢ € C*(0) et soit 0 < j < m, alors par la formule de
Leibniz, on a

1ol = 2 /|Dﬁ(m)|zrg<a—j+|m>dx
1BI<i &

_ Z ‘ Z C’“’Dﬁ T Do ‘ (a=3+18)

1BI<i & 0<v<B

<Y Y| |(DP=74)?|| e /\D”’v|2 2(a=3+181) g
|BI<j 0<vy<B

< C Z /|D7v|2r2 a=j+1D gy
YI<i &

ot la constante C' dépend de 1, ce qui prouve (1.6). En multipliant par [A|?(™=7) et en
sommant sur j pour 0 < 7 < m, on obtient la deuxieme estimation. [

On a besoin aussi du résultat technique suivant.

1
Lemme 1.1.4. Soit v € D(R) tel que » > 0, supp(y)) C [—1,1], ¢ est pair et [ 1p = 1.

1
Soient &y € R et n € N, alors la fonction ¢, définie par

Pn(€) =nyp(n(€ - &)), VEER,

vérifie supp(pn) C [§o — £, & + =] et pour tout x € C(R),

lim [ ea(©x(€)dE = (&),

n—oo

en d’autre terme, @, — Og, au sens des distributions.

Preuve : Par définition, on a

fo+1

Len@x©ds=n [ v(n(s - &) x(€)de.

fo—1
En faisant le changement de variable n = n(§ — &) on obtient

1

Len@x(©ds = [ wimx(so+ Ddn.

-1
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Or pour tout 7 € [~1, 1], Tim $(m)x(€ + 2) = $()x(&). De plus, comme x € C(R) on
en déduit que y est borné sur [y — 1,& + 1], et

|ib(n)x (& + g)\ <M lxlleqgo-1.60+1) P-p- 1 dans [—1,1].

En appliquant le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (voir [10, Théoréme
4.2, p. 90]), on en déduit donc,

lim [ ea(©x(€)d = lim / Pnx(& + D)

n—oo n—oo

1

=~ [y

= x(%)-

Rappelons maintenant d'un théoréme de shift pour les opérateurs elliptiques dans les
espaces de Sobolev avec poids énoncé dans [11, Théoreme 7.4.2] (prouvé en utilisant un
recouvrement dyadique d'un cone K, ici égale & R*\{B}, et un argument de localisation,
voir aussi [32, Théoreme 1.2.8] dans le cas des coefficients constants).

Théoreme 1.1.5. Fizons m > 2. Soit O un ouvert borné de R™ a fronticre de classe C™.

Fizons un point B € O, un nombre réel o et considérons un opérateur elliptique L d’ordre
2 q coefficients dans C™(O). Soit u € HE ,(O\{B}) la solution du probléme

Lu=f, dans O,
u =0, sur 00,

telle que
w€ Vi (O;B) et feV"*O;B).

Alors u € V"(O; B), avec ['estimation

lullv o) S Hf“VEZ”_Q((’)B + HUHVO} i1 (O:B)"

1.1.2 Inégalité de Hardy

Définition 1.1.6. Pour un nombre réel p > 1 et un nombre réel quelconque o, on désigne
par L, o(Ry) Uespace des fonctions mesurables u définies sur Ry telle que

[l ey = [ Tty Pt < oo,
0
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On définit ensuite l'opérateur L par

~+ | =

(Lu)(t) = / u(s)ds.

L’inégalité de Hardy se résume dans le théoreme suivant.

Théoréme 1.1.7. L’opérateur L est linéaire continu sur L, ,(R;) ssi oz—i—% > 1. De plus,
sa norme est bornée par |a + % -1

Preuve : Voir [30, Théoreme 1.18, p. 19]. n

1.1.3 Relations entre les espaces H]'(O; P) et V,"(O; P)

Si O est borné, on obtient directement l'injection V"(O; P) — H(O; P). Sous cer-
taines conditions sur «, m et P, on obtient I'égalité. Le cas particulier suivant sera utile
par la suite.

Proposition 1.1.8. Soit O un ouvert borné de R™ contenant l’origine. Pour tout m € N*

eta>m—3 oua < —

n

5, 0na

H3(0;0) = V*(0;0).

Le résultat peut étre trouvé dans [13, Théoreme 3.23] mais pour mieux comprendre la

restriction sur o, nous donnons ci-dessus la preuve dans le cas a > m — 3.

Preuve : 1l est clair que V"(O;0) — H'(O;0). En effet, pour tout u € V*(O;0) on a

lllnzon = > [eo"uPds
1Bl1<m o
_ Z /|ra—m+|5\85u|27«2(m—|5|)dx
1B]1<m &
S X [ = ul o,
18l<m o

Reste a prouver que H7'(O;0) — VI*(O;0). Ceci peut étre déduit par une application
de l'inégalité de Hardy (Théoreme [1.1.7). En effet, pour m = 1, il faut montrer que pour
tout @ > 1—2, HL(O;0) — V}(O;0).

Soit n € CH(R™) telle que n = 1 sur B(0,¢€) et n = 0 en dehors de B(0,2¢) avec B(0,2¢) C
0.

Soit r > 0, comme nu(-,0) € H!(]r,o0o[) pour presque tout @ alors d’aprés [10, Théo-
réeme 8.2, p. 204], on peut écrire

mulr, ) =~ [ "), s,
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ou (r,0) sont les coordonnées polaires et r dans ce cas est la distance a l'origine. On en
déduit

ey = 1 [ 2 (s, 0)as
- _I (;(ﬁ@) (r,0)  (voir Définition [LL1.6)). (1.8)

D’autre part, £-(nu) = $1u +n3* donc,

7o 2 | ou?
/ /—(nu) r2etn=ldrd) < m
. or (r&)GSupp n) 87’ ( ,0)€Supp(n 67’ 12(2:0)
S Il ey lull .0 - (1.9)

En utilisant le théoreme de Fubini, on conclut donc que pour presque tout 6,

0
E(nu)(ae) € L2,a+"T*1<R+)’

et, par le Théoreme [1.1.7, que si v + § > 1, L( (nu))( g) € L27a+nT—1(R+) et
2 o9

9 2a+n—1 1
N [ —
L(ar(nu)> r dr i 1)20/

En intégrant en 0 (grace au théoreme de Tonelli) et en utilisant ([1.8)) on obtient

o]

/

0

2

0
or (77“) r

2a+n—1dr

2
7nQoz—l—n—ldeQ 5 ||77||21(R") ||u||§{é((9;0)’

71
| [0
Sn—l 0
i.e.
[ nul2r#eVdz < nl gl 00 (1.10)

De plus,

/|(1 _ n)u|27’2(a_1)dl’ — / |(1 _ 7])u|27“2(a_1)d1’

o O\B(0,¢)

< max |1 —n|? / |22 @D g
(r,0)€Supp(n)
O\B(0,¢)
1 (6%
O\B(0,¢)
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Par conséquent, et grace aux inégalités (1.10) et (L.11)), si a4 5 > 1:

lullviom = /!nu\zrz‘”‘*”der/Kl —n)u!2r2<a*1>da:+/ S | DPuf2r da
. © O 181=1
<

S lullaio)-

Pour m > 1, montrons par récurrence que pour tout o > m — 3, H7(0;0) —
V2r(0;0). Comme o > m — % > 1 — 2, par la premicére étape on a H)(O;0) — V. (0;0)
et donc

ue H™0;0) = VB e |8 <m—1,Duec H(O;0)
= VB " |8 <m—1,D% € V}0;0)
= V3eN": |3 <m—1,7"'Du € L*(0;0).

Si 3 est tel que |B] < m —2, on a par ce qui précede DPu € HL ,(O;0), et par la premiére
étape pour « —1>1—2ie. a>2—% ona Du e V]! (0;0), donc r*2DPu € L*(0).
De méme, si |3] < m—3, D’u € H._,(0;0), et alors si @ > 3—2%, onar*3Du € L*(0).

Par récurrence, on obtient donc pour tout g € N" pour tout j € {0,..,m}, si
18] <m —j, r* i DPu € L*(O) dés que a > j — 2.

En particulier, comme o > m — 3, on a montré par récurrence sur |3| que si [3| <m
alors
re~mHBDiy e L2(0),

ce qui montre u € V"(0;0). =

Remarque 1.1.9. Observons que ce résultat est vrai seulement dans le cas ou P est réduit
a un point, ici 0.

Proposition 1.1.10. Soient O un domaine borné de R™ contenant [’origine, m € N* et
a € R.

i) Sia>m—5 oua < —17, alors D(O\ {0}) est dense dans H™0;0).

i) Si —5 <a<m-—735etm—§—adgN, alors D(O) est dense dans HJ'(O;0).
Preuve : Soit u € H™(0;0). Fixons une fonction de troncature n € D(O) telle que n = 1
sur B(0,6) et a support dans B(0,26) pour un certain § > 0.

Alors nu appartient & H™(B(0,26);0), tandis que (1 —n)u appartient & H™(O\ B(0,)).
Comme D(O \ B(0,0)) est dense dans H™(O \ B(0,4)), il existe une suite de fonctions
(pe)e CD(O\ B(0,6)) telle que

oo — (1—n)u  dans H™(O\ B(0,6)) lorsque £ — co.

Donc
@r— (1—n)u  dans H™(0;0) lorsque £ — oo, (1.12)
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ou @y € D(O\ {0}) est I'extension de ¢, par zéro dans B(0,J).

Il reste a approximer nu. Dans la premiere situation, c-a-d. lorsque o > m — Z ou

2
a < —%, par la Proposition [1.1.8, on a

o o

H™(B(0,20):0) = V™(B(0,26);0).

Donc en utilisant la densité de D(R™\{0}) dans V*(R™; 0) (voir [32, p. 17]) combinée avec
un argument de localisation, on déduit I'existence d’une suite (¢), C D(B(0,2) \ {0})

telle que
Yo — nu  dans V™(B(0,26);0)  lorsque £ — co.

Alors
Yy — nu  dans H™(0;0)  lorsque £ — oo, (1.13)

ol ¢y € D(O \ {0}) est I'extension de 1, par zéro en dehors de B(0, 26).

La combinaison de et permet de déduire la densité de D(O \ {0}) dans
H™(0;0).

Dans le cas —% <a<m—Fetm—75 —a¢N, par [I3, Théoreme 3.23] on obtient
directement le décomposition

H™(B(0,26);0) =V.(B(0,20);0) & C.
Par conséquent on peut décomposer nu comme
nu = 1(u —u(0)) + nu(0),

avec n(u — u(0)) € V™(B(0,20);0). Comme avant ceci veut dire qu'on peut construire
une suite (¢)e C D(B(0,20) \ {0}) telle que

Yo — n(u—u(0))  dans V™(B(0,20);0)  lorsque £ — co.

Donc
Yo +nu(0) = nu  dans H™(B(0,26);0) lorsque £ — .

Ce qui implique

U +nu(0) = nu  dans H™(O;0) lorsque £ — o. (1.14)
On conclut le deuxieme résultat de densité par (1.12)) et (1.14]). n

Lemme 1.1.11. Soient o € R, Q un cylindre de R? tel que Q@ = Q x R avec 0 un ouvert

borné de R* contenant l'origine et o l'aze des z. Sia >0 ou a < —1, alors D(Q\o) est
dense dans HL(Q;0).

Preuve : Soit d € HL(Q; o). Ceci est équivalent a r*d € H'(Q). En effet, d’une part on
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a par définition

ldllgr ey = lr¥dllog + 7
< Ir

“dlog + Ir*Vdllog = md|l1q-

D’autre part, par la Proposition [1.1.8/ on trouve
1 1
Ho(Q;0) = (| H (R, HY7(20) = () H (R, V7 (20)) = V. (Q; 0).

Jj=0 j=0

Et comme r, la distance a o est bornée, on a
Ir*dll1q < 7 dlloq + Ir*Vdllo.q ~ ldllvi @) ~ Il @)

Donc en utilisant [12, Lemme 2.5], on déduit pour tout ¢ > 0, l'existence d’une suite
gn € D(Q\0) telle que ||g,, — r*d||1,q < e. Grace a I’équivalence des normes déja montrée,
on obtient

17" %gn — d|| 10y < €

On conclut donc l'existence d’une suite d, := r~%g, € D(Q\o) telle que d,, converge vers
d dans H:(Q; o). o

Corollaire 1.1.12. Soit O un ouvert borné de R™ contenant l’origine avec n > 2. Alors
pour tout § € (0,1),

Preuve : Pour 3 € (0,1), comme O est borné on a H'(O) < H] 4(O;0) et on conclut
par la Proposition [1.1.8| et le Lemme [1.1.2] [

Corollaire 1.1.13. Soit O un ouvert borné de R™ contenant l’origine avec n > 2. Pour
w e H*(O) et u € V4(0;0) avec € (0,1), on a

/Oqu:/OVwVw. (1.15)

Preuve : Par la Proposition [1.1.10} fixons une suite (u,), C D(O \ {0}) telle que
u, — u  dans \0/51((’); 0) quand n — oo.

Comme u,, appartient a H 1(0), 1a formule de Green donne
/ Up Aw :/ Vu, - Vuw.
o o

Le Corollaire |1.1.12] garantie que Vw € Lzﬁ((’); 0)", donc on peut passer a la limite et
obtenir ((1.15)). [
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Dans le cas d’un domaine non borné, la situation est plus délicate a cause du compor-
tement différent de r petit ou grand. Néanmoins, on a l'injection suivante.

Proposition 1.1.14. Soient a > 0 et o l'axe des x positifs. Alors on a
HL(R3 o) — VHR? o).

Preuve : Dans le but de prouver ce résultat, on décompose R? en trois parties selon le
comportement de r. Plus précisément, on utilise la décomposition

R3 = UQyUQs,
avec
Q= {(z,y,2) ER® | r, > 1},
Qo = {(2,9,2) €ER® | r, <1etz <0},
Q3 ={(v,y,2) €ER*r, <letax>0}
Observons aussi que I'assertion a lieu si, pour tout v € HL(R3?; ), on a r*~1u € L*(R?).

Etape 1 : Montrons que
lullvioe) S Ul @i0)- (1.16)

Comme 7, > 1, on déduit que r*~! < r® et le résultat peut étre déduit facilement.

Etape 2 : Montrons que
lullvi@ee) S Ul a1 (@0 - (1.17)

Sur €, observons que r, est la distance a (0,0, 0). Donc a I'aide de 'inégalité de Hardy
et comme « > 0 en appliquant la Proposition [I.1.8] on déduit le résultat.

Etape 3 : Montrons que
[ullviuo) S llull s (1.18)

Fixons > 0. Observons que, sur 23, on a 7, = /y>+ 22 < 1 et peut étre considéré
comme étant la distance a (0,0) dans le plan avec x fixé.
Fixons une fonction de troncature n € C'(R?) qui dépend des variables (y, z) telle que

1 sur {(y,2) €R?[r, <1},
n(y,z) = )
0 sur{(y,2) € R*|r, > 2}.

Notons par (r,0) les coordonnées polaires dans le plan y — z. Alors pour presque tout

23/|149



Cadre fonctionnel et propriétés

x> 0et 0 e (0,2m), on peut écrire,

! oo L [0 i
(o) = = [ S () )

_ L(;m(nu)) (2, 7o), (1.19)

ou L est donné dans la Déﬁnition et (ry,0) sont les coordonnées polaires en 2D.
Drautre part, 5 - 9 (nu) = e el b e ou donc

/[l

R+ R2

r2*dydzdx

s

R+ ST 0

< ///|ux rye’ |2r2aradrad0dx+///

R+ S1 0 R+ St 0

/|

R+ R2

UU

r2tdr,dfds

7“(2,“7’0 drydfdzx,

or,

ou encore

2O‘dydzd:z: < HUHHI (50 (1.20)

En utilisant le théoréme de Fubini, on conclut donc que pour presque tout 6 € (0, 27) et
pour presque tout x > 0,

0

87(77“)<x? _€i9) S LQ,&+%(R+)7

et, par le Théoreme |1.1.7, que si a > 0, alors L(&(nu}) (z,-€?) € LQ’M%(RJF) et

e’ 8 2
o i0
O/’L<67‘J (nu)(z,r,e ) r

En intégrant en 0 et en = (grace au Théoreme de Tonelli) et en utilisant (1.19)) et (1.20)),

on obtient

R+ S1 0

o]

1

2
2a+1
dr,.

B,
/r, ~—(nu)| r

2a+1
2 dr, <

TIu z, r et ) r2etidr dfdr < ||U||%L§(Qs;o)’

i.e.

lrg ™ u A (Saira)-
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Et alors si @ > 0, on conclut par (1.16]), (1.17)) et (1.18) que

HL(R? o) — VHR? o).

1.1.4 Les espaces de Sobolev i poids définis sur la sphére S?

La spheére unité S? est définie par
S? = {(21, T2, 73) € R® | 2] + 25 + 25 = 1}.
Soient ¢ le demi axe des x positifs et B, le point d’intersection de la sphere avec o.

\Z

FIGURE 1.1 — La sphére unité S?

Suivant [T1], p. 25], la norme de u dans L?*(S?) est donnée par
3
—1p2
> N(uly;) o 65716 5,
i=1

ot pour j = 1,...3, ¢; : U; — B; sont des cartes qui recouvrent S? ((bj

est un difféomorphisme de U; dans B;) et B; sont des parties ouvertes de R? :

avec j = 1,..,3,
B2 :]%7%[X]%a 77r[’ (121)
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Soient
¢ (0,0) = ¢35 (0, ) = (sin d cos p, sin O sin p, cos f),
et
6310, @) = (sin§ cos ', — cos @', sin @' sin o).
ou (0', ¢") sont les nouvelles coordonnées de la sphere apres une rotation d’axe x et d’angle
f# = T de 'ancienne sphere. Par conséquent, par passage aux cartes locales, on est amené
2 g

o]
<V

Secadoe—

FIGURE 1.2 — Représentation de la sphere par des cartes locales
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a travailler sur des parties de R2.

3r 3

3

ul2 e = u(sin @ cos ¢, sin @ sin ¢, cos 0)|*dod
0,8 % % ®

\p‘
—

o
3
EINE

M:‘\#\
ey

+ |lu(sin 0 cos @, — cos 0, sin 0 sin ) |*dfdp

Im 3m

—l—//|u(sin9cosg0,sin@singo,cos@)]Zdego.

k]
INE]

De méme, pour 3 = (31, 52) € N? on note 9” := 851852 et on a

3
lullps: = > I(uly,) 0 ;7

2
m,Bj

T
= / /]é?ﬁu(sinecos @, sin §sin p, cos 0)|*dfdyp
%

+ |0Pu(sin 0 cos @, sin @ sin ¢, cos 9)]2d9dg0>.

Sur les espaces de Sobolev avec poids, avec r la distance angulaire au point B (r =
0 — )2 + ¢?), la définition est donnée par
2 2

3® 37w
4 4
ullm sz = D (//]ra_erB'@ﬂu(sichosgo,sin&singp,cos@)|2d9dg0
B]<m \ 37 =
4 4
n 3m
4 4
+ |0°u(sin 0 cos @, — cos B, sin O sin @) |*dfdyp

+ |0°u(sin 0 cos @, sin @ sin ¢, cos 0)|2d0dg0>.

%m&\\\#w B —
%Mk\\\»g SE—

Comme dans la Proposition [1.1.8] on a
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Proposition 1.1.15. Soit B un point de S*. Alors pour m € N* et « >m — 1, on a
H'(S% B) = V(5% B).
Comme conséquence de la Proposition [I.1.10] on a :

Proposition 1.1.16. Soient m € N* et a € R.
i) Sia>m—1oua< -1, aors D(S*\ {B}) est dense dans H'(S% B).
i) Si—-1l<a<m-—1etm—1—a¢gN, alors D(S?) est dense dans H™(S?; B).

Preuve : Soit u € H™(S? B). Fixons une fonction de troncature n € D(S?) telle que
n =1sur B(B,J) et a support dans B(B,20) pour un certain > 0.

Alors nu appartient & H™(B(B, 26);0), tandis que (1—n)u appartient & H™(S2\ B(B, §)).
Comme D(S?\ B(B,¢)) est dense dans H™(S5%\ B(B,9)), il existe une suite de fonctions
(en)n C D(S?\ B(B,0)) telle que

¢on— (1—=n)u dans H™(S*\ B(B,6)) lorsque n — oo.

Donc
@¢n— (1 —n)u dans H™(S* B) lorsque n — oo,

ol @, € D(S*\ {B}) est 'extension de , par zéro dans B(B, ).
Pour approximer nu, il suffit d’appliquer la Proposition [1.1.10| et on conclut directement
les deux résultats de densité. n

1.2 Transformées de Fourier et de Laplace

Définition 1.2.1. Soit u une fonction de L*(R), alors sa transformée de Fourier est
donnée, pour tout & € R, par

3[(©) = [ e u(@)dr.

R

Il est connu que la transformée de Fourier induit un isomorphisme de L?(R) dans lui
méme et on a 'égalité de Parseval donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.2. (Théoréme de Parseval pour la transformée de Fourier)
Pour toutes fonctions u,v € L*(R), on a :

Siu=wv, alors [ullr = 5 I8[ulll§ e-
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Définition 1.2.3. De fagon similaire, pour u € D(RJ), sa transformée de Laplace est

donnée par
o

Llul(p) = [ e ultydt,

0

ot p est un nombre complexe.

Remarquons que L[u](p) = Firoapu(-)e P ](Ip).

En utilisant le Théoréme de Paley-Wiener [I8, 37, [5], la transformée de Laplace est
étendue a des fonctions dans les espaces de Sobolev. Notamment si E est un espace de
Banach complexe et s € [0,00), on définit d’abord

HR,E)={uec HRS,E) | u € H (R, E)},

oll @ est I'extension de u par 0 en dehors de R{. Cet espace est un espace de Banach pour
la norme

lull s gy = ll@ll s e, )

Nous définissons aussi 'espace H?(CT, E), I'espace des fonctions holomorphes
U:Ct:={peC|Rp>0} > E,

telles que

-

2
Ul o= s [ 170+ €| < +oc.
n
R

Alors le Théoreme de Paley-Wiener (voir [5, Théoreme 1.8.3] pour le cas des valeurs
vectorielles) implique le résultat suivant.

Théoréme 1.2.4. Soient E un espace de Hilbert complexe et s € [0,00). Alors la trans-

formée de Laplace définie sur D(R{, E) peut étre étendue d une application continue de
H*(R{, E) dans H*(C*, E) et Uapplication

u€ HS (RS, E) — (1+ )L, [u] € HA(CH, EB),

est un isomorphisme topologique.

Le résultat suivant est une conséquence directe de I'égalité de Parseval pour la trans-
formée de Fourier (voir Théoreme [1.2.2)).

Proposition 1.2.5. Soit u € L*(R{) et ¢ € L*(0,T) pour certains T > 0, alors pour
toutn >0, on a

1

~or

[ty B0y de = - [ Slulr-+ i€) S +16) e,

ot ) dénote le prolongement de ¢ par zéro en dehors de (0,7).
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Remarque 1.2.6. Observons que ceci implique que la fonction

(0,400) = €= [ lul(n+i€) [P)(—n + i€) de

est constante.

Preuve : Pour une fonction v : Rf — R, on définit la fonction ¢ : R — R comme étant
le prolongement de v par 0 en dehors de R .
Observons que pour u € L*(R{), v € L*(0,T) on a

e i e LAR) et e e L*(R).

Donc on peut facilement déduire par I’égalité de Parseval pour la transformée de Fourier
que

[T uwi@ar = [ emawerina - o [ s ra©slerdiea

Par les relations entre les transformées de Fourier et de Laplace, on a
Flema)(€) = Lul(n+1i) et Fle"P(E) = L[W)(—n +if),

ce qui permet de conclure. [

On a besoin aussi de I'information suivante concernant la valeur moyenne de la trans-
formée de Laplace d’une fonction.

Proposition 1.2.7. Pouru € H'(RJ) etn >0, on a / Llul(n +1i&) dé = 0.
R

Preuve : Soit u € H'(RJ). D’abord rappelons que, comme H'(R) C C(R), on a @(0) = 0
et, en considérant la suite (p,,), définie dans le Lemme m (correspondante a & = 0),

on obtient
o0

0=a(0)= lim [ @(t)pn(t)dt = lim [ wu(t)pn(t)dt. (1.22)

n—oo R n—oo 0

Appliquons la Proposition [1.2.5] on déduit que pour tout n > 0,

o0 1 . .
| u® en@dt = o [ elul(n+i€) ol (= +i€) de. (1.23)
Comme u € H'(R{), on sait par le Théoréme m que pour 1 > 0,

[0+ i€ |2l + i) de < oo,

Utilisons la fait que / |14+ n+i&| 2 d€ < oo, on déduit par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
R
que L[u](n +1i-) € L'(R).
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Observons que par la définition

1/n

S

00 ) . 1 .
Llon|(—n +i&) = /0 67(777+7‘£)t90n(t) dt = /0 e(”ﬂg)t@n(t) dt = /0 e("*lé)ﬂb(s) ds.

Ceci implique par le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue que, pour tout
n > 0et tout £ € R, on a

T Sl + i) = [ vls)ds = .

Comme de plus, pour tout n > 1, la fonction |£[¢,](—n + i-)| est bornée par €", on peut
appliquer le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue pour conclure que

tim [ el + i) Sl T @ ds = 5 [ Sulm+igyde (120
La conclusion découle de (1.22)), (1.23]) et ((1.24]). n

1.3 Transformée de Mellin

Définition 1.3.1. Pour toute fonction u dans D(R]), sa transformée de Mellin 9M[u] de
u est définie pour tout nombre complexe \ par l’intégrale

Wil) = [ 5 u() L.

Remarque 1.3.2. Par le changement de variable p = €', la transformée de Mellin peut
étre aussi définie par l’intégrale

U(\) = / e~ Mu(et)dt.

—0o0

Donc si A = n+ i€, on voit que M[u|(\) coincide avec la transformée de Fourier en & de
la fonction t — e Mu(e).

De facon similaire, pour un cone K de R™ de sommet 0 et d’angle solide G = K NS™~1L.

T

Si p désigne la distance a l'origine et © = % sont les coordonnées polaires dans G, alors

toute fonction u, a support compact dans K et qui ne contient pas le sommet 0, peut étre
écrite dans les coordonnées polaires par

(0,0) € RY x G 5 u(p),
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et pour tout © € G, sa transformée de Mellin en p est donnée par
Ji -A dp
Ml 6) = [ pu(o)~".
0

Le résultat suivant peut étre trouvé dans [17, Prop. AA.27] ou dans [I1, Thm 8.1.3].

Théoréme 1.3.3. Soient K un cone de R™ de sommet 0 et d’angle solide G = K NS" 1,
a un nombre réel et m € N. On définit

n::m—a—g et R[n] :={X € C: R\ =n}.

Alors la transformée de Mellin u — IMu| induit un isomorphisme de V"(K;0) dans
Uespace des fonctions U : R[n] x G — C : (\,©) — U(\, ©) avec la norme finie

1
WALCEPENR
RA=n

La transformée de Mellin inverse peut étre écrite comme

1
u(x) = o= / P[] (N, ©)dSI, avec x = poO.
T
RA=n

Remarque 1.3.4. Dans le dernier théoréme, sin =1, pour tout m > 1, on a

[Ullma ~ L+ IA™) X 1U@)], VU € H™(G).

zeG

Suivant [I7, Appendice A], [27, Lemmes 6.1.3 et 6.1.4], ou [11, Lemme 8.1.1]), on a le
lemme suivant qui donne les propriétés de base de la transformée de Mellin.

Lemme 1.3.5. Soient K un cone de R" de sommet 0 et u € V"(K;0) avec m € N* et
a € R. Alors pour tout entier positif k < m et tout multi-indice v € N" tel que |y| < m,
on a :

M(p3,) u)(A, ©) = MMu](X,0) et M(9) ul(X,0) = HM[u](A,0),  (1.25)

n

pour A avec R\ =m — a — 5

Le résultat suivant est une conséquence du théoreme de Parseval pour la transformée
de Fourier (voir Théoreme |1.2.2]).

Théoréme 1.3.6. Théoréeme de Parseval pour la transformée de Mellin
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Soient 51, 02 € R et ¢ € L3 (RY;0), ¢2 € L3,(R*;0). Alors on a

2T
R

/ﬁ% @@zl/mmw&—;HQWMW%—;H&M

Preuve : Rappelons que comme pour ¢; € L3 (R*;0) (resp. g2 € L3, (RT;0)) et par le
Théoreme la transformée de Mellin M [q1](A1) de ¢1 (resp. M[g2](A2) de go) est bien
définie si RN\ = — ) — % (resp. si RAg = —fs — %)

Rappelons aussi que

Ml ](~fr — 5 +i6) = §(e P au(e)(©)
et que .
Mgo] (—z — 5 + i) = Fe” TP a(e))(€).

ou § désigne la transformée de Fourier.
Dans le but d’appliquer le Théoreme [1.2.2] il faut vérifier que

eP1+a) g (e) € LA(R),

ainsi que
23 gy (') € L*(R).

En effet, par le changement de variable p = €', on obtient

/!e(ﬁl h|*dt = /pwllq (0)*dp,

et cette derniere intégrale est finie par hypothese. On peut donc appliquer le Théoreme
1.2.2] et on obtient par ce qui précede

1 1\;—™——
/ P2 q1(p) aap) dp = /Rewwf)tql(et)6(52+§)tQ2(6t)dt

1

= %/Sﬂﬁ)m(n@sﬂw’@é)

= o [ mla &—f+m>[](m—1+%>é

La transformée de Melin induit aussi un autre isomorphisme dans le cas u € V" (R3?; o)
avec o l'axe des x positifs.
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Théoréme 1.3.7. Soient o un nombre réel, m € N et o l'aze des x positifs de R3. Soit

'—m—@—§
n = 5

Alors la transformée de Mellin u — U induit un isomorphisme de V"(R3; o) dans l’espace
des fonctions U : R[n] x S* = C : (\,0) — U(\,0) avec la norme finie

(] S AI00 N ) (1.26
RA=

=n =0

ou B est le point d’intersection de la spheére avec o.

Preuve : La preuve est basée sur I'application des Théorémes [I.3.3] et [[.3.6] Comme on
va travailler dans les coordonnées sphériques, afin d’éviter toute confusion, on va noter r,
la distance a o et p la distance a l'origine.

Soit v € N3. Rappelons que les dérivées cartésiennes peuvent étre écrites en termes des
dérivées par rapport aux coordonnées sphériques (voir [32, p. 19]), et qu’on a

P DYy = Z PP a@u
+BI< 1

pour certaines fonctions régulieres p® € C>(S?).
Observons que la distance r, est équivalente au produit prg, ou rp est, la distance
angulaire au point B, donnée pour x proche de (1,0,0) dans la premiere carte par

rg = /(0 — 3)* + %

En effet, au voisinage de (1,0,0) (c-a-d. de § = 7, = 0 dans la premiere carte), on a
L= : 2242 + 22
S

~ /Y2 + 22 = py/sin? O sin® p + cos? 6.

Au voisinage de § = 7 et ¢ = 0, on a

sinf ~1, sinpg~g et COS@N—(G—E).

2
~ 2 + (9 _ 7)2 _
Ts PP 5 = prpB.

Ce qui donne
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Donc, par définition on a

2
||U||%/(;n(R3;U) = > /‘(TBp)a+‘7‘_mD"’u(x,y,z)‘ dzdydz
|’Y|§’”’LR3
(a a—m 2
= Z/ i </P WS 8@u(p,®)]dp>d@.
[v[<m g2 I+[8I< 7]

Comme pour tout [ € N, 8 € N*~! tels que [ + |3| < ||, on a p'? € C>®(S?), on déduit
2(« -m 7 a—m 2
il S 3 [ [ S (0, 08utp.0) dp) o
[v|<mge 0 I+]8]< 7]

Grace au Théoreme [1.3.3| et le théoreme de Fubini, on peut appliquer le théoreme de
Parseval pour la transformée de Mellin (Théoréme [1.3.6)) et en utilisant les résultats du
Lemme [1.3.5] (voir aussi [32, p. 104]), on obtient :

[ullfm @y S Z/ S pethi ””( / 900,05l (X, ©) d3 A)d@

vI<mg2 1+]6]<]| RA=n

- Z/ 3 r?_;a*'”‘m)( / A2 0gom A@)]d A)d@.

l<mge 1+8I<h] RA——1-c

Or, comme |y| < m et [+ |5] < |v|, on obtient

llfm gy S Z/ 3 ppetiflsime) ( / |A|2l‘8€)9ﬁ[u](/\,@)‘zd%/\>d@

= OSQ |B|<m—1 RA=n
_ /Z|)\|2lH9ﬁ A, H LA
vl(S2:B)

Supposons maintenant que u € V™(R3; o) et montrons que la norme (1.26)) est finie.
Par les propriétés de la transformée de Mellin, on a

/ szlH Mlu](X, va 1(32)(1%)‘
RA=—1 ¢

/ Zw?l [ S i oimu, €) Paedsa
A=

§R _1_ S2 ‘ﬂ‘S’H’L7l

= Z / 2atH|Bl=m-+) / D[(p0,)! O] (N, ©)2dIAO.

=0 |8|<m— ls2 PA=—1_¢
2

Comme u € V(R3; o) et grace au théoréme de Fubini, en appliquant I'égalité de Parseval
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pour la transformée de Mellin (Théoréme |1.3.6]), on obtient donc

VnL ! (S2 B)

/ Z|A|”H2m A
A=

Ra=—L_

[ am d
_ QW/ZpQ(afer%) Z TJQB( +|B|+l)‘(,08p)lagu|2d@pp.
0

Or grace a la section 8.4.a de [11], pour tout 3 € N"L et [ € N, on a

(03 0eu= > ¢ (©)p D%,
51<1418)

avec ¢° € C*(S?) pour tout § € N”. On en déduit donc que

[ 00 g 199
vinl(s2;B)
m:—g—
o0
5/ p )/TQB(Oz—m-‘rLBH‘l) Z |p\5|D(5u|2d@p2dp
0 |Bl+i<m P 16| <i+|B]
s/ > premml / D DI uRaOpdp ~ ull s e
0 |Bl+I<m [3]<i+|B]
Comme conclusion, on a
2 21
lulfpeon = [ zw TIONS LN
RA=—1—¢
[

Remarque 1.3.8. Notons que par le Théoreme (1.25) reste vrai pour tout u €

VM(R3;0) si o est une demi droite, k <m et A € Rlm — a — %]

1.4 Définition et propriétés de I’espace M'(R% o)
Dans le but de transformer / , Vu - Vi en terme de la transformée de Mellin (voir le
-
Lemme |1.4.6), on a besoin d’introduire I'espace M!(R?; ).
Définition 1.4.1. Soit o un nombre réel et soit o 'axe des x positifs de R3. Alors on
définit
M (R 0) = {9 € Lipe(R®) | 1Y ]| asyreio) < 00},
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o

(e :=( [arsoop + \rs:wm) § (127)

R3
avec p la distance a l'origine, et afin d’éviter toute confusion, on utilise la notation r,
pour la distance a o.

Théoréme 1.4.2. Soit o un nombre réel et soient o l'axe des x positifs de R et B
Uintersection de la sphére avec o. Alors la transformée de Mellin uw — Mlu| induit un

isomorphisme de MX(R3; o) dans Uespace de fonctions U : R[—a—1]x 5% — C: (), 0) —
U(X, ©) avec la norme finie

(o

Preuve : On utilise les mémes notations comme dans la preuve du Théoreme [I.3.7] et on

1 1
2
ST o d%)\) .

1
2 [=0

note par Vyw la composante tangentielle du gradient, i.e., V = %VT +00,, avec © = |x—‘
Soit u € M(R3;0) C VI(R?’ 0). Alors la transformée de Mellin de u existe et est définie
sur la droite ®A = —a — 5. Par définition on a

2 a —1 2 a 2
Ioligeen = | (m e )P + V(a2 dodd:

0
o [ [ (100008 + 1o (5. OO Tt ) )t

520

Grace au théoreme de Fubini, on applique I'égalité de Parseval pour la transformée de
Mellin (Théoreme [1.3.6)) et on utilise le Lemme [1.3.5 on obtient

llBygn ~ [ [ ( [u(\, ©) + [A[u](A, ©)

52 RA=—a—1
+ VM [u] (A, @)|2> dNdO

1
S D L R T [CO AN

%A:—a—% 1=0

Remarque 1.4.3. Notons que, par le Théoreme (1.25) reste vrai pour tout u €
ML(R? o) si o est une demi droite et X € R[—a — 1].

La relation entre V!(R3;0) et M!(R3;0) dépend du signe de a. Si v est négatif, on a
juste l'inclusion tandis que si « est positif alors les deux espaces sont les mémes.
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Corollaire 1.4.4. Soit o l'aze des x positifs de R3. Pour tout o > 0, on a les injections
VIR o) — M (R*0) — V! (R%0).

Preuve : Soit ¢ € M*_(R3; o) et vérifions que ¢ € V!_(R3;0). En utilisant le fait que la
distance angulaire rg est bornée, on a

[k s [ [l - / 7 < o0,
R3 0 52

ainsi que
Joovor s [loorg Vel = [ovp < .
R3 0 R3

On en déduit donc l'injection de M! (R?; o) dans V? (R?;0).

Vérifions maintenant que V! (R% o) — M! (R3;0). Soit ¢ € V! (]R3 o).
Comme V! (5% B) — H'_(S?; B) alors par les Theoremes [[3.7et[1.4.2 ona

1
Wl mem = [ AP I@) At g2)ASA
Rr—a—1 =0
1
S S APIR@) )t g SN
Rrma—L =0

= ||¢||%/EQ(R3;U)

Corollaire 1.4.5. Soit o l'aze des x de R3. Pour tout o > 0, on a

V(R 0) = M, (R 0).

«

Preuve : Par la Proposition [1.1.15 on a H}(S?; B) = V.}(S?%; B), et la conclusion découle
par les Théorémes et [[.4.2 m

Lemme 1.4.6. Soient o > 0 et o l'axe des x positifs de R®. Pour tout u € V2(R?;0) et
e M (R%0), ona

/V“ Ve = 27Ts[m—_/_a [ VeM(u)(A, ©) - VeM(h)(—1 — X, ©) s,

—(A2 + )M (u) (A, ©)M()(~1 — \, ©)|dINdO.
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Remarque 1.4.7. Rappelons que comme o > 0, VI(R3; 0) = ML(R?; o).

Remarque 1.4.8. Observons que comme u € V.(R?; ), par le Theoreme sa trans-
formée de Mellin est bien définie sur la droite RN = —a — 5. De la méme facon si
v e M!' (R? o), par le Théoréme sa transformée de Mellm est bien définie pour

= —1— X\ avec toujours R\ = —a — %

Preuve : En réécrivant le gradient en coordonnées sphériques on peut écrire
/vu Vids = //< 4 Vru- V;ﬂ/})p dpd®, (1.29)
S2 0

ou on rappelle que Vru est la composante tangentielle du gradient, i.e. V = %VT +00,.
Commencons par calculer le premier terme de I'intégrale a droite. Par I’égalité de Parseval
pour la transformée de Mellin (Théoréme , le Lemme[1.3.5] et la Remarque [1.4.3 on

peut écrire

[ 5y v

27r/52/ p ‘*‘0‘“5 o)m [?ﬁ](—l+a+i§,@)d§d@

2
_ b B
a % /s /m,_f_a ol *](A, @)m[pafp](—l — X, 0)dIAdO

o /S /m,_,_ A+ D)M[u) (A, ©)M[](—1 — X, ©)dIAdO.

Revenons au deuxieéme terme de I'intégrale. Comme précédemment, en utilisant 1'égalité
de Parseval pour la transformée de Mellin (Théoréme [1.3.6]), on obtient

0 1 _
/ SVu LV dp2dpd®
s2Jo p P

- 2}/32 /RQJI{VTU} (—; —a+ i€, @)m{ngD} (—; + a + i€, 0)dedoe
T o /s /m:_;_a M[Vru)(X, 0) - M[Vry](—1 — X, 0)dIAdO

_ ;ﬂ / / VrM(w)(\, ©) - VoIN($)(—1 — X, ©)dIAdO.

S? mk:—%—e

Donc ([1.28) se déduit directement par ((1.29)). n
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E chapitre est consacré a 1’étude de 1’équation de Laplace avec une masse de Dirac
dans le second membre, étant donné ¢ € L*(R), on cherche a résoudre

—Au = qgb,, dans @,
u =0, sur  0Q,

ou o représente une fracture unidimensionnelle droite et infinie dans le cylindre @), ainsi
que 'équation de la chaleur, avec un second membre qui contient toujours la masse de
Dirac,
Ou— Au = gdy, dans (0,00) x Q,
u =0, sur  (0,00) x 09,
u(0,-) =0, dans €,
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avec g € L*(0,00) et  un ouvert borné de R?.

Une application de la transformée de Fourier (resp. de Laplace) sur I’équation de
Laplace (resp. de la chaleur) nous amene a étudier I’équation de Helmholtz en 2D avec un
parametre complexe k et un second membre qui contient la masse de Dirac en un point.
Cette derniere peut étre résolue en décomposant la solution en une solution fondamentale
du probleme de Helmholtz qui est la fonction de Hankel, et un reste qui doit étre étudié et
qui est une solution du probleme de Helmholtz mais avec un second membre plus régulier.

2.1 Probléeme de Helmholtz en dimension 2

2.1.1 Probléme de Helmholtz avec un second membre régulier

On commence par un résultat qui peut étre déduit par [I, Théoreme 4.1], mais la
structure simple de I’équation de Helmholtz permet de donner une preuve plus facile que
celle dans [1].

Théoréme 2.1.1. Soient Q un ouvert borné de R"™ a frontiére lipschitzienne, h € L*(2)
et k € C tel que 7 < argh < %’T. Alors le probleme

{ Aw+Kkw =h, dans €, (2.1)
w =0, sur 09,
admet une unique solution variationnelle w € Hl(Q) Cette solution satisfait
[wllio w1 S Rllog- (2.2)
De plus, pour tout m > 2, si Q) € C™ et h € H™%(Q), alors w € H™(Q) avec
[wllma k1 S NPllm-2.0k+1- (2.3)
Preuve : Notons k :=n +i£. La formulation variationnelle du probleme est
Yo e HY(Q), /Vw-W—kQ/wW:/h@. (2.4)

Q

Un tel probleme a une unique solution par le lemme de Lax-Milgram, comme on a par
hypothese 7 < argk <3 ce qui implique que R(—k?) > 0.
Etape 1 : Preuve de (2.2). Choisissons v = w dans (2.4)), on obtient

/|vw|2 /|w|2 /hw (2.5)

Q
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Alors en prenant la partie réelle de cette identité, on trouve

[V + =12 [fwP < [hlloalwloo.
Q Q

Rappelons que R(—k?) > 0 et utilisons I'inégalité de Poincaré, on déduit que

[wlia S 1Plog; (2.6)
aussi bien que
R(—k) w50 <
ou encore
(& = m)[lwlloge < lhlloo- (2.7)

D’autre part, en prenant la partie imaginaire de (2.5)), on obtient

IS(=E)[lwll§ o < [12/loellwlloq,
et alors
2[nllENlwlloe < [|Alloo- (2.8)

Grace a (2.7), ([2.8) et le fait que |n| < [¢] (ce qui implique |k[* < & —n* + 2[n[[¢]),
on en déduit que

& [lwlloe < (2.9)

Cette estimation et I'inégalité (2.6) (en utilisant toujours l'inégalité de Poincaré)

donnent

(L + [kDlwlloe < (L+ k) [wlog < (1+ k%) (2.10)

Par la Proposition | en utilisant ( - ) et (2.6) on a directement (| .
Etape 2 : Preuve de . Ceci se fait par itération.
Montrons d’abord que est vrai pour m = 2. On peut considérer w comme
solution du probleme
—Aw=h—k*w dans Q,
w =10 sur 0f).

En utilisant [10, Théoreme 9.25, p. 298] et I'inégalité (2.9), on obtient

[wll20 S S [[hlloo- (2.11)
Comme par la Proposition [1.0.4] on a
lwllz k1 ~ lwlze + (1 + 1D [lwloe, (2.12)
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I'estimation ([2.3) pour m = 2 résulte de (2.10) et (2.11]).

Montrons maintenant que si (2.3 est vrai pour ¢, alors elle reste vrai pour ¢ + 1.
Comme avant, par la Proposition [1.0.4, on a

[wllerromirr = wllero + (k] + 1) wlloo- (2.13)
En appliquant toujours [10, Théoreme 9.25, p. 298|, on obtient

Alle—1.0 + &[0l 1.0
IAlle=1,0 + ([k] + Dllw|leom+1

|wlles1,0 <
<

Alors par ’hypotheése de récurrence, on obtient

lwlleve S Nlle-1.a + (& + D|R]l—2.0,K+1

S Plle=1,0, k)41

En utilisant maintenant (2.10]), on obtient
(& + D wloe < (k1 + 1) Ikllog S I1Plle-1.0x+1-

Ce qui donne ([2.3) pour ¢ grace a (2.13)).

2.1.2 Les fonctions de Hankel

On commence par quelques propriétés de base des fonctions de Hankel qui peuvent
étre trouvées dans [25].

Définition 2.1.2. Sin est un entier, les fonctions de Hankel H\V(2) de type 1 et d’ordre
n, sont des fonctions continues sur C\{0} qui satisfont :
o H(V(2) est équivalente d \/g 27221 i || est grand et —7 + 0 < argz <
T — 0, ou 0 est une constante positive assez petite.
e Dans un voisinage de z = 0 dans C\{0}, H'(2) est équivalente a

{ —1(n— 1)!(%,2)7”, sin >0,

%lnz, stn=0.

Proposition 2.1.3. Soit z un nombre complexe et soit n un entier positif, on a

Proposition 2.1.4. (Dérivation des fonctions de Hankel)
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Pour tout ¢,n € N, on a

En particulier, on a (Hé”)l(z) = —H1(1)(Z).

Définition 2.1.5. Pour k € C\{0}, on définit

Helwy) = SHO [ 107), V(e,y) € BA{(0,0)}

aussi bien que

Hyle,y) = 524y, Vay) € RA{0,0)}

Selon [2, Lemma 2.2.4, p. 98], on a le Lemme suivant.

Lemme 2.1.6. Pour k € C, ces fonctions sont les solutions fondamentales du probléme
de Helmholtz
(A+EHH, =6, dans D'(R?). (2.14)

Preuve : Etape 1 : Montrons que pour k € C\{0}, Hj, est la solution du probleme
214).
Soit » € D(R?) et soit R > 0 tel que supp(¢) C B(0, R). On a

(A+E)Hi, ) = (Hy, (A+E)g)
= lim / Hy (A4 k) da.

e—0
B(0,R)\B(0,¢)

Par application de la formule de Green et comme (A + k%) Hy = 0 sur R?\{0} (voir [44]),
on obtient

: dp OH;
2 _ 2 _r —
((A+ &%) Hy, ) —g%[ / (A+ k") Hyp dx + / (5, k=5 ) do|
B(0,R)\B(0,¢) 9(B(0,R)\B(0,¢))
2T
= lg% (e&(e, 0)Hy(e) — eﬁ(eﬁp(e, 9)>d6.
Comme g—f est borné, H(r) ~ In(kr) au voisinage de zéro et hi% elne =0, on déduit que
2m
. dp
11_1@% EHk(E)E(E’ 6)dh = 0.

0
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Enfin, on conclut donc comme

2

(€)p(e,0)dd = lim 217rgo(6,6’)d6:g0(0,0).

e—0

y 2 aHk
_Eg%o ‘ or

Etape 2 : Si k = 0, Hy est la solution fondamentale du laplacien. En effet, soit ¢ € D(R?)
et soit Ry > 0 tel que supp(p) C B(0, Ry). Par définition, on a

(Alnr,p) = (Inr, Ap)
= lim / Inr Ay dx,

e—0
B(0,R1)\B(0,¢)

Utilisons la formule de Green, on obtient

(Alnr, o) = lim< / A(lnr) ¢ de + / (aﬁ Inr — 3(5;7’) ©) da)

e—0 ay
(0,R1)\B(0,¢) 9(B(0,R)\B(0,¢))
27 P
— i g _
= ll_r% (e lnear (€,6) go(e,@)) do.

0

En utilisant le fait que g—f est borné, et lirr(l)elne =0, on a
e—
(Alnr,p) = —2mp(0,0) = —27(do, ),

donc pour k =0, Hy = —i Inr est une solution de ([2.14]) au sens des distributions. [

Proposition 2.1.7. Soit k € C tel que 7 < argk < ‘%’r. Alors les solutions fondamentales
Hy, sont dans LP(Q2) pour tout p > 1 et dans WHP(Q) pour tout p < 2.

Preuve : Fixons R > 0 le rayon d’une boule telle que Q2 C B(0, R) et rappelons que au
voisinage de zéro, on a, par la Définition [2.1.2] et par la Proposition [2.1.4]

0 1
e In(kr) e or F Ty

Cas 1 : Pour k # 0, H, € WH(Q) pour p < 2.
e Montrons d’abord que pour k # 0, Hy € LP(2). En effet, pour € assez petit et
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O<,u<1%,0na

21 € 27 R
/ \HPde < / / | n(kr)|Prdrdd + / / \HSP (k) |Prdrd6
@ 0 0 0 €
21 € 2m R
< / / kr|#Prdrdd + / / \H (k) [Prdrdd
0 0 0 €
€ 2 R

< /r_“p+1dr + //|H(()1)(k‘r)|prdrd900,
0 0 €

car f r~#PHdr < 0o dés que 0 < p <3 2 ot comme H(g est une fonction continue sur
Rz\{(O 0)} et {(z,y) | € < Va2 +y? § R} est compact dans R*\{(0,0)}.

e Montrons que pour k # 0, VHy € (LP(Q))? pour p < 2.
Comme Hj, est une fonction radiale, on a seulement a estimer les dérivées par rapport
a r. On obtient

2r R 8H 21 € 2r R
/ / Sk prdrde S / / iy / / 5 HS" (k) Prdrdo
21 €

= // =pdr + |k|p//|H(1 (kr)[Prdrdfoo,

car [r17Pdr < oo dés que p < 2 et grace au fait que H fl) est une fonction continue
0
sur R%\{(0,0)} et {(z,vy) | € < V22 +y? < R} est compact dans R*\{(0,0)}.
Cas 2 : Hy € W'?(Q) pour p < 2.
e Montrons d’abord que Hy € LP(Q)). En effet, pour € assez petit et 0 < p < %, on a

2T R

1

p P
/Q|H0| dedy < QW)p//\ln(r)] rdrdf

00

1 21 € 1 27 R

< e )p‘/:/wrrﬂwrdrde—k o) (/w1n )|Prdrdd
s s

00 0
€ 2r R

rHP Ly + /
P
0

€

2y | In(r)[Prdrdf < oo,

I
—
o\

€

R
car [r *Pldr < oo dés que 0 < p < % et la fonction r — 7| Inr|P est continue sur le
0

compact [e, R].
e Montrons que VHy € (LP(2))? pour p < 2. Comme dans la premiére étape, en
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utilisant le fait que Hy est une fonction radiale, nous obtenons

i
/ IV HolPdady < / / |8 2 rrdrds
Q 0 0

R

1
(2m)p—1

A

/Tl_pdr < 00,
0

R
car [r17Pdr < oo dés que p < 2.
0

On a donc montré, dans les deux cas, que les solutions fondamentales sont dans W1(2)
pour p < 2. [

Notons que la preuve ci-dessus ne donne pas I'indépendance en k de la norme L? (resp.
WhP) de Hy, mais en fait on n’en a pas besoin.
Pour la suite, on a besoin d’une certaine régularité des fonctions Hj, en termes des espace
de Sobolev a poids.

Proposition 2.1.8. Soient Q un ouvert borné de R* qui contient l'origine, k € C\{0}
tel que |k| > 1 et § <arghk < m — ¢ pour un certain 0 € (0, 7).

La fonction
H k] > 1,
Hy = ‘ SZ, 1+
Hy si |k <1,

ou Hy,, défini dans la Déﬁm’tz’on et Hy .= —ﬁ Inr sont respectivement les solutions
fondamentales dans ) de

(A + ]i]Q)Hk = (5(] et AHO = (50,

appartient a U'espace V" (2;0) pour tout m > 1 et o« > m — 1. De plus, il existe une
constante positive c¢(5) dépendante de § (mais pas de k) telle que

Z B HRI -t ) < €(6)- (2.15)

Preuve : Notons k = pe? avec p = |k| > 1 et § < 0 = argk < 7 — § pour un certain
6 € (0,%). Définissons

Z|k|21||?lkllvm {00

et e =a — (m—1) > 0. On distingue deux cas :
Cas 1: |k| > 1, dans ce cas

[(k)) _ Z ’k’2l Z ‘D'YHk’27n2a72(m7l)+2|'y|dxdy.

=0 Q <m=I
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O"H,,
orm

Comme Hy, est une fonction radiale alors |D7Hy| < |

| avec n := |y|. On en déduit

AN

1(k)

=0

m m—l n
E:’kﬂm 2:(/wéa}¥kfr2a20nn+2ndxdy
nzOQ 8rn
e f ),
S RSk [|(HE) ™ o) et g,
=0 n=0 0

ou R > 0 est fixé suffisamment grand et tel que la boule B(0,R) contient . En
effectuant le changement de variables s = |k|r, on obtient

m m—I RK|
1) S SO IRPY R0 [(H) " i) sazm ey,
=0 n=0 0

On aura donc, en se souvenant que |k| =p>1letquee=a—m+1> 0,

m m—I

Ik) S > || |2m—2e+) /’(H(gl)>(n)(ews)’232‘)‘_2(m—l)+2n+1d8
0

=0 n=0

= i || 7‘ (Hél)) (e"s) ‘2320‘*2(’”*”*%3
=0 0

+ i \k\ﬂe mz_:l 7‘ (H(()l))(n)(eiﬁs)‘252a72(m71)+2n+1d8'
1=0

n=1 0

Etudions le comportement de lintégrant dans les deux intégrales pres de zéro et de
I'infini. Regardons d’abord la premiére somme. On a pour 0 < pu < 1 fixé :

e pour tout s €]0, [ et si 0 < v < ¢, [HY(€?3)]2 < |In(e?s)2 < 572,

e pour tout s €]p, oo, |H(()1)(6i98>|2 ~ 871|6isei9|2 ~ g7le=2s5in0 < g—lp—2ssing

On en déduit

oo
m A 9
2 : |k,|—26 /’H81)<6163)‘ S2a72(mfl)+1ds
1=0 5

m K o0
S Z |k|726 ( / 8721/+2a72(mfl)+1d8 + / 52a72(m7l)672s sin 6d8>
=0 0 Iz
m H o0
— Z |k|—26 < / S—2u+26+2l—1d8 + / 826+2l—26—25 sin 6d8> )
=0 0 I

Pour tout [, les deux intégrales convergent des que v < e.
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Regardons la deuxiéme somme. On a, par la Proposition [2.1.4] si n est impair

|(Hy ) |2 N Z |H1+2p 62 s)

et si n est pair

Comme pour s proche de 0, on a, par la Définition [2.1.2, pour v > 0,
HWY(s) ~ s et Hél)(s) ~ Ins,

et au voisinage de I'infini et tout v > 0,

on en déduit, pour tout n > 1,

2
(HE) ()| < 57
(HO)O) (e5)" < 57 e

e pour tout s €]0, u,
2 < S—le—2ssin9 < 8_16_2551116.

e pour tout s €|u, ool,
On obtient ainsi

Z|k| 262/’ )’ g20—2(m—D)+2n+1 7

n=1 0
m H 00
S Z ’k.|*26 < / 572n+20¢72(m7l)+2n+1d3 + / 52a72(m7l)+2n6725 s1n6d8>
=0 0
m K o
SJ Z |k,|—2€ < / S2e+2l—1d8 + / 825+2l—2+2n6—25sm5d8> :
=0 0 M

et les deux intégrales convergent. On en déduit donc Iexistence d’une constante ¢(d)
indépendante de k telle que pour tout |k| > 1 on a

I(k) < ¢(9) i k|72 < (m + 1)e(6).

=0

Cas 2 : |k] <1 : Dans ce cas

B)= YO IRE [ S0 (DT HofPren 2042 dzay,

Q IvI<m—l1

De nouveau comme Hj est radiale, on obtient pour tout 0 < v < € et pour u assez
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petit,

Z /|D7H |2 200—2(m— l+2|fy|dmdy

[vI<m—iq
l 27

%

R
r*2"+26+2l*1d7‘+/|lnr\2r2a*2(m*l)rdr+
i

3

R
/\1nr|2 20=2m=ydrdf +
0

HM

TTL

R on
/ ‘ H0’2T2a72(mfl)+2nrdrd0
0

—1

3

AN

St ~—= O\‘;ﬁ

1

n

R
/r26+21 lar < C.
0

On en déduit que pour |k| <1,
<> kPO < (m+1)C.
1=0

Donc dans les deux cas, on a bien 'estimation (2.15]), et en particulier, pour tout [ =
0,...,m, Hr € V"UQ;0) avec a > m — 1. n

2.1.3 Probléeme de Helmholtz avec un second membre Dirac

Soit © un ouvert borné de R? tel que 0 € Q et soit k € C avec T T <argk < 3” . Dans
cette sous-section, on considere le probleme de Helmholtz avec un second membre Dirac :

{(A+k2)uk =3y, dans 216

i =0, sur ON.

Le cas k = 0 est déja étudié dans [4], ou ils ont prouvé 'existence d’une solution dans
Wol P(Q2) pour tout p < 2. Dans un premier temps, notre but donc est de prouver un
résultat similaire pour tout k € C Vériﬁant les hypotheses précédentes, on montre ainsi
I'existence d’une unique solution de ) dans ﬂ Vl(Q 0). Dans un deuxieéme temps,
on va donner plus de régularité sur u; en termes d espaces de Sobolev avec poids.

Pour résoudre un tel probleme, pour |k| grand (resp. petit), nous allons décomposer uy
sous la forme up = (1 — n)Hy + wi (resp. u = (1 — n)Hy + wy), ou on rappelle que la
solution fondamentale Hj du probleme de Helmholtz est définie dans le Définition [2.1.5
1 est une fonction de troncature et wy est le reste qui doit étre étudié.

Corollaire 2.1.9. Soit Q un ouvert borné de R? a frontiére lipschitzienne tel que 0 €
et soit k € C tel que 7 < argh < 3” . Alors le probléme (2.16) admet une solution uy, dans
Wy (Q) pour tout p < 2.

Preuve : Le cas k = 0 a été étudié dans [4].

50/1149



Probleme elliptique avec une fracture infinie et problemes paraboliques avec donnée sous
forme de mesure

Fixons 7 une fonction de troncature telle que pour § €0, W[ fixé,

n=0 sur B(0,9),
n=1 sur B(0,20),

et décomposons la solution uy sous la forme

avec

H i k| > 1,
Hy = ¢ SIH
Hy, silk| <1

Comme Hj, est solution de
(A + E*)Hy, = 0o,

on aura donc que uy, est solution de ([2.16|) si et seulement si wy, est solution du probleme

(A + EHwy, = hy  dans ©Q, (2.18)
wy =0 sur 052,
ou hy est donné par
B —2V(1—n)-VH, — A(1 —n)Hy, si |k > 1, (2.19)
"T —2v(1—u) - VHy — AL — n)Hy — k21— n)Hy, si|k| < 1. '

Remarquons que V(1 —n) - VH, € C(Q\B(0,6)) et sur B(0,0),on a V(1—n)-VH, =0,
on en déduit
V(1 —mn)-VH, € L*(Q).

De méme, A(1 —n)Hy, € L*(Q). Comme H, € LP() pour tout p, on conclut donc que hy,
défini par (2.19) est dans L?(Q).

Montrons que le probléme (2.18) a une solution faible wy, € H'(€2). Sous formulation
faible, (2.18) s’écrit, pour tout v € H(Q) :

/Vwk-W—kz/wk@:—/hk@.
Q Q Q

Posons

a(wg,v) = /Vwk -V — kQ/wkU,
Q Q

et

L(v) = — / hy.
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On a
(H'(Q), || - |[1.c) est un espace de Hilbert.
e a(-,-) est une forme sesquilinéaire continue sur 4*(Q). En effet, Yw,v € H' ()

la(w,v)] < |wlelvlie + kP wlloellvloe < 1+ [EP)lwlollv]ie-

Il est clair que l'application L(-) est antilinéaire continue (puisque hy € L*()).

Grace a I'inégalité de Poincaré, on a C' > 0, tel que
R(a(v,0)) = v} o+ R=F)[[v]5 0.

comme § < arghk < ?jf on trouve que R(—k£?) > 0 et alors

R(a(v,0)) = vliq = Cllvl} g,

ce qui donne la coercivité de a(-, ).
En appliquant le lemme de Lax-Milgram, on déduit 'existence et 'unicité de la solution
wy, du probléme dans H(Q).
Comme H'(Q) € W'(Q) pour tout p < 2, on en déduit alors que wy, € W, (Q) pour
tout p < 2.
Par conséquent, la solution u; du probleme , donnée par , est dans Wol P(Q)
pour tout p < 2. m

Montrons maintenant ’existence et I'unicité d’une solution du probleme (2.16]) dans
N V.1(;0) au sens faible.

a>0
Théoréme 2.1.10. Soit Q un ouvert borné de R? a frontiére lipschitzienne tel que 0 € Q
et soitk € C tel que 7 < argh < ?jf. Alors le probleme ([2.16]) admet une unique solution uy,

dans N VO}(Q, 0), dans le sens qu’elle est l'unique fonction dans N VO}(Q, 0) qui satisfait
a>0 a>0

/wk Vo - k:2/uk v=—0(0), Voe | H,(20). (2.20)
Q

Q a>0

De plus, pour tout o > 0, uy satisfait l’estimation

1
Z 1+ |k| ’ukHVFl(Q;O) 5 L.
=0

Remarque 2.1.11. Rappelons que par la Proposition pour o > 0, VO}(Q, 0) =
HL(9;0).

Remarque 2.1.12. Observons que, par [11, Lemme 11.2.2] ou [13, Théoréme 3.23], le
membre a droite de (2.20)) est bien défini.

Preuve : Etape 1 : Existence d’une solution.
Comme dans le Corollaire [2.1.9] a I’aide d'une fonction de troncature 7 qui est nulle au
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voisinage de zéro, la solution uy est décomposée en (1 —n)H;, et wy, (sous la forme (2.17))

avec wy € H'(Q) I'unique solution de (2.18).

Pour a > 0, par la Proposition [1.1.8] on conclut que wy, € N HL(Q;0) = N V1(€:0).
a>0 a>0

De plus, grace a la Proposition [2.1.8, comme H € N V.2(2;0), on déduit que u donné
a>0

par (2.17) est dans ) V2(2;0). Comme 1y, résout
a>0

(A +k*)uy, =6, dans D'(Q), (2.21)

alors pour tout v € D(2), on a

(Vug, Vo) — k*{ug, v) = —v(0),

et on déduit donc que uy, satisfait par la densité de D(Q) dans H*_(;0) dans le
cas a € (0,1) et par la densité de D(Q\{0}) dans H'_(€2;0) dans le cas a > 1 (voir la
Proposition .

Etape 2 : Unicité de la solution.

Supposons que admet deux solutions dans ) WO/O}(Q;O), alors leur différence d €

a>0

N V(Q;0) satisfait
a>0

/chz-w—/#/ﬂd@:o, voe |J B, (Q:0). (2.22)

a>0

Observons que d € L*(Q) et T < arg(—k) < 7. Considérons alors v € H() la solution

de B
{ Av+ (—k)*>v=d, dans £,

v =0, sur 011,

donnée par le Théoreéme [2.1.1] i.e., pour tout ¢ € HY (), v satisfait
/Vu-va— (—E)z/ VP = —/ dp. (2.23)
Q Q Q

Comme dans le Théoréme [2.1.1] par un argument de localisation, on prouve que v €
H},.(Q). Une application du Corollaire [1.1.12| dans ©Q; C Q permet de déduire que pour
ve HY Q)N H2 (Q) et pour 5 € (0,1), onav e ﬁlﬁ(Q;O).

Soit (d,)n C D(Q) tel que d,, — d dans H(£2;0) et donc aussi dans L2(2) (Iexistence
d’une suite (d,,)nec est garantie grace a la Proposition |1.1.10]), alors par (2.23]), on a

/vu-vczn—(—%)2/van+/dan:o.
Q Q Q
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Par conséquent, en utilisant (2.22)), on déduit que

0= lim {/QVU-Vdn—(—k)?/denJr/Qddn] _ UQW-W—/{?/QUH/QM} = [ 1ar

i.e. d = 0. Ce qui prouve I'unicité de la solution.

Etape 3 : Estimation.
Soit a > 0. Vu la décomposition , il suffit d’estimer chaque terme de la décomposi-
tion.

Pour le premier terme, notamment (1 — 7)Hy, comme conséquence directe du Lemme
et de la Proposition [2.1.8] on a

1

SO+ RPN = DMt ) S L

=0

Pour le second terme, observons que, grace a la Proposition [1.1.8] comme €2 est borné et
a>0,on a

H'(Q) = Ha(2;0) = Vo (20),

et on obtient donc

1
S+ R Nwelfarge S D+ R wlli-ig
=0 )

N
HHMH
(e}

S D (L kD k]l o

~
[en]

Et par le Théoreme [2.1.1, on a

1
>+ RN willi_ o = lwellf o S 1hellia-
1=0

Ainsi il suffit d’estimer ||A|[§ -

Dans le cas |k| > 1, comme n = 0 sur B(0, d), selon (2.19)), et en utilisant la Proposition
2.1.8 on déduit que, pour tout a > 0,

1

1hallee ~ 1HET ovso.0) S D P IHT 100 S 1
=0

Dans le cas |k| < 1, grdce au Lemme pour tout 0 < € < 1, on déduit directement
que hy, € L*(2) avec

[hlloe S [Hol, oo S [Holv,

(0,6);0 +HH0HVO o S 1.

Ce qui permet de conclure. [
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Continuons maintenant avec des résultats de régularité pour uy.

Théoréme 2.1.13. Soient Q un ouvert borné de R? tel que 0 € Q et d frontiére de classe
C™ pour certains m > 2 et k € C tel que 7 < arghk < ij. Alors la solution uy, du probléme

(2.16]), donnée par le Théoréme (2.1.10, appartient a V.*(£2;0) pour tout a > m — 1 avec
[’estimation

D (LA R Nl S 1
=0

Preuve : Fixons m > 2 et @« > m — 1. Comme dans la démonstration du Corollaire
2.1.10} on décompose uy suivant (2.17)). Il suffit de vérifier donc la régularité V" (2;0) et

I’estimation pour chaque terme.

Pour le premier terme, notamment (1 — 1)Hy, par une application directe du Lemme
1.1.3| et de la Proposition [2.1.8] on obtient

DL+ R I = ) Hel s g0 S 1-
=0

Pour le second terme, on a besoin de distinguer le cas |k| > 1 du cas |k| < 1. Dans le
premier cas, on va prouver que

[kl = Z kP k-0 S 1, (2.24)
ce qui implique que
Z 1 + |k‘ Hwkva HQ;0) ~ < L, (2.25)
1=0

grace a la Proposition puisque €2 est borné, & > m—1 et |k| > 1 en plus de I'injection
de H™Y(Q) dans H™'(©;0). Dans le second cas, on va prouver que

||wkH%/gn(Q;o) S 1 (2.26)

ce qui implique encore (2.25)) car k est borné. Revenons a l’estimation ([2.25)).

Premier cas : |k| > 1.
Comme on a déja dit, on a besoin seulement d’estimer . Mais cette derniere estima-
tion découle directement du Théoreme (en utilisant I'estimation (2.3)) si on montre
que

1k llm—2001 S 1. (2.27)

Comme hy = —2V(1 —n) - VH, — A(1 — n)Hy, il faut estimer

IV - VHi|lm—20k €t [|A0 Hy|lm—2.0,k:
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ce qui, grace a la proposition [1.0.4] est équivalent a estimer

k"2 Vi - VHilog,
IV - VH|lm—2.0,
k™2 | An Hyllo0,
A7 Hllm—2,0,

ou encore,
k™ 2| Hi|1.0\B(0,6):
| Hiellm—1,0\B(0,5),
k™2 (| Hy[|o,.0\B(0,6);

| Hie ||l m—2,0\B(0,5)-

Par définition de la norme dans H'(Q2\B(0,6)) et comme
H™H(Q\B(0,0)) = H™*(Q\B(0,4)),
on aura le résultat si on estime

(1) : [ Helliovsos) et (2) : [[Hillm-1.0080.0)-

Comme on 'a déja dit, Hj, vérifie .
e En particulier, en considérant le terme correspondant a [ = m — 1 dans , on
obtient
B2 Hellfy ) S 1,

ce qui donne directement (1) puisque r ~ 1 dans Q\B(0,9) et |k| > 1.
e En considérant le terme [ = 1 dans ([2.15]), on obtient

K[| H | S L

2
VI ©i0) N

et donc
IHEN 1 ovBos) < P 1 os0s S 1

et (2) est vérifiée pour |k| > 1.
On a donc l'estimation voulue sur ||hg||m-20,k et le résultat dans le cas |k| > 1 se
déduit du Théoréme 2111

Second cas : |k| < 1. Rappelons que, dans ce cas, h est donné par

he = —2V(1 =) - VHy — A(1 — n)Hy — K*(1 — ) Ho.

Comme H ¢ H 1(Q), on ne peut pas utiliser la preuve précédente pour |k| < 1. On utilise
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donc un argument itératif en considérant w;, comme solution de

Awy, = hy, — k*w;,, dans ©Q,
wg =0, sur 0f).

Dans le but d’appliquer le Théoréme [I.1.5] avec m = 2 et a > 1, on a besoin que
wy, € Hip (Q\{0}) et que wy, € V,_;(;0),
aussi bien que hy, — k*wy, € V2(Q;0) avec
1hk = E*willvowo) S 1-

D’une part, grace a lellipticité forte du laplacien et comme h;, — k*wp € L*(), en
appliquant [I0, Théoréme 9.25 p. 298] ) on obtient directement que wy, € HE.(Q\{0}).
De plus, comme on a déja vérifié dans le Théoréme[2.1.10, pour a > 1onawy, € V. ;(2;0)
et satisfait

||7~Uk||val_l(9;0) S

D’autre part, par la Proposition m pour m =2, on a hy € VY(Q;0) avec
Pllvoso) S ||H0||V;_1(Q;0) + [ Hollvooy) S l[Hollvz) S 1.
Et comme wy, € V! (£2;0) = V2 ,(Q;0) = V2(Q;0), on obtient
I willvoo) S 1.

Ceci permet donc d’appliquer le Théoreme [1.1.5 avec m = 2 et o > 1 et d’obtenir une
régularité wy, € V2(€;0) avec estimation

lwkllvz@o) S 1 — Fwrllveo) + kv @0 S 1.
Montrons donc par récurrence sur ¢ que si pour ¢ € {3,...,m} et « > £ — 2, on a

wy, € VEL(Q;0) avec
|’wkHv(f*1(Q;o) <1
alors pour a > £ — 1, wy, € VX(£;0) et satisfait

|wellveo S 1-

Ceci se fait a I'aide du Théoreme [1.1.5] et donc il suffit de vérifier que pour a« > ¢ — 1, on
a hy — K*wy € VE72(Q;0) et satisfait
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En effet, par ’hypothése qu’on a mis et grice a la Proposition 2.1.8] on a

[ — kQU’k”VO{*?(Q;O) ”hk”VOf*?(Q;o) + |k3|2||wk||v(f*2(g;o)

S
S ||H0||V£’1(Q;O) + ||wk||v(f*1(sz;o) S L

Rappelons que par le Théoréme [2.1.10, pour o > £ — 1, wy, € V,l_,,,(£%;0) et satisfait

||wlc||v1 o1 (250) S L
En appliquant donc le Théoréme [1.1.5, on conclut que wy € V4(2;0) avec

||wkvaf(Q;0) S e — k? wk”v’v’ 2(€;0) + ||wkHV1 1 (20) S

2.2 Applications a un probleme elliptique et a un

probleme parabolique

2.2.1 L’équation de Laplace sur un domaine tridimensionnel
avec une fracture infinie

Soit @ un cylindre de R?® donné par Q = Q x R avec £ un ouvert borné de R? qui
contient 0. Notons par o l'axe des z (qui est inclus dans Q).
Comme on I'a déja mentionné la solution du probleme

(2.28)

—Av =¢qd, dans Q,
v =0 sur  0Q,

ne peut pas étre dans H 1(Q) puisque le second membre de ce probléme n’est pas dans
son dual. Mais inspiré de [I5], on va prouver le résultat suivant.

Théoréme 2.2.1. Soit Q un cylindre de R? donné par Q = QxR avec  un ouvert borné

de R? a frontiére lipschitzienne et tel que 0 € Q2. Notons par o 'aze des z. Soit ¢ € L*(R).

Alors le probléme (2.28)) a une unique solution v € N V.X(Q;0), dans le sens qu’elle est
a>0

Vunique fonction dans () V.X(Q;0) qui satisfait
a>0

/Vv Vo = / ©0(0,0,2)dz, Vo€ |J H (Q:0). (2.29)

a>0

De plus, pour tout m € N* et o un nombre réel tel que o« > m — 1, si on suppose que la
frontiére de ) est de classe C™, alors cette unique solution appartient a V" (Q;0) avec
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[’estimation
[ollver (@) S llallor- (2.30)

Remarque 2.2.2. Comme dans la définition de VX(Q; o), r désigne la distance d o et

on ar(z,y,z) =vr?+ y%

Remarque 2.2.3. Notons que selon [16, Théoréme 4.2], toute fonction ¢ € H' (Q;0)
admet une trace v, € L*(0) sur o (qui coincide avec la restriction a o si @ est continue).
Ce qui donne sens a (12.29)).

Remarque 2.2.4. Remarquons que par la forme particuliére de ) et o, on a par la
Proposition |1.1.8 que pour « >m — 1 ou o < —1,

Vi (Qso) = ﬁ HI(R, V" (2;0)) = ﬁ H(R, Hy' ™ (2;0)) = H'(Q; 0).

j=0 Jj=0

Remarque 2.2.5. Si v est solution de qui a la bonne régularité, en appliquant la
transformée de Fourier partielle en z a , on observe que V := §.[v] est solution du
probleme
—AV + &V =3Fq(&)dy, dans 9,
% =0, sur  0f,

ot Flq] est la transformée de Fourier de q. Par les résultats de la section précédente, on
déduit que
V(ZL’, Y, Z) = _S[Q](f) ui\ﬂ('x? y)7

ol w¢| est l'unique solution de ([2.16)).

Preuve : Par le remarque précédente, définissons V' (x,y, 2) = —F[q](&) wiig/(x,y), ot uy
est 'unique solution de ([2.16]) et posons v = §_

V] avec §. désigne la transformée de

Fourier partielle en z.
Etape 1 : Régularité de la solution.
On sait que v € V"(Q; 0) si et seulement si

> D u(w,y, 2)Prie 22 (g y, 2)dwdydz < oo,
Q 1Blsm

avec 17(z,y,z) = Va? + y? la distance a la droite o.
Pour 5 = (B4, 52, f3), en notant §, la transformée de Fourier partielle en z on a :

3.[D%)(2,y,€) = (i) DVPF (o] (2, y, £).
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Dans ce cas, en appliquant ’égalité de Parseval on obtient

WlVpee = 5= Z / l / €255 DBLAIT_[v](z, y, €) 22022 (3 ) dwdy | dé
|/3|<
- .> x [
T 85=0 |(81,82)| <m— B3R
/|D PIE o] (@, y, &) Pr2e 2RO (o y)ddydg
- i 5 I 0] 2 g -
= 2 _ z m— 53(9 0)
i.e.

1 m
||U||2V$(Q) — ? 3 / €255 [q] 2 ||uz‘5||| . Qo)dg. (2.31)
3=0 R

A cette étape, on peut appliquer le Théoreme [2.1.10|dans le cas m = 1 et le Théoreme
2.1.13| dans le cas m > 2 (puisque 'argument de i|{| est égale & ) pour avoir

> PP I8 g < 1Sl
B3=0

D’ou par (2.31]), on obtient

[0l @) S / 13la)(€) Pde.

Une nouvelle application de 1’égalité de Parseval nous permet de conclure que v €
V(Q;0), et dans le cas m > 2 et 9Q € C™, que v € V™(Q; o) avec 'estimation

[vllver @) S llallom-

Etape 2 : Montrons maintenant que v est solution variationnelle de (2.29).
Soit ¢ € U H!_(Q;0). D’abord observons que, par 1'égalité de Parseval pour la trans-
a>0
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formée de Fourier partielle en z, et si on note Vot = (%> %)’ on a

/ Vo - Vo dedyd:

ov dp
—//(ng V2<p+a 5 )dzd:cdy

-5 / [ (Va3 10]- Vo506 + €5 015[e] ) de dody

_;//S[Q](g) <V2ui|g|(:1:,y) - VoF.[p] — (if)zuﬂg(ﬂ?,y)&[g&]) dxdy dE.
R O

Comme pour presque tout £ € R, on sait par le Théoreme [2.1.10{ que u;¢ € N VO}(Q, 0)
a>0

et .ol &) € U H,(Q;0), utilisons que ;e satisfait ((2.20]) et I’égalité de Parseval,
a>0

on déduit que

[ VeV = o [ 310 STA00E de = [ a(:)200.0.7)dz,

i.e. v est solution de ([2.29)).

Etape 3 : Unicité de la solution.
Supposons que (2.29) admet deux solutions dans ) V.}(Q;0), alors leur différence d

a>0
satisfait

/Vd Vo =0, Vel H (o). (2.32)

a>0

Observons que d € L?(Q). Considérons alors, comme dans le Théoréme la solution
ve HY(Q) de
Av =d, dans (@,
v=0, sur 00,

i.c., pour tout ¢ € H(Q), v satisfait
/ Vo Vo= —/ 7. (2.33)
Q Q

Soit Q1 C . Par localisation et en utilisant le théoreme de shift standard [I0, Théoréeme
9.25], on sait que v € H*({ x R).
Or par la Remarque on a

H15(Qi0) = () H (R HLF(:,0)),

Jj=0

et donc, le Corollaire [1.1.12] assure que pour Q; C €, si v € H?*(Q; x R) alors v €
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POIEB(Q x R; o) pour tout 8 € (0,1).
Soit (dy)n C D(Q) tel que d,, — d dans H(Q; o) (existence d'une suite est garantie
par le Lemme [1.1.11]) et donc, aussi dans L?(Q), alors par (2.33)), on a

/Vv-Vdn—i—/dEn:O.
Q Q

Ainsi, en utilisant (2.32]), on déduit que

0= lim U vv-wﬁ/ddn} :[/W~Vd+/dd] = [ 1ap.
n=oo 1JQ Q Q Q Q

i.e. d = 0. Ce qui prouve 'unicité de la solution. [

Remarque 2.2.6. Le théoréme précédent reste vrai si ) est un cylindre tronqué donné
par Q@ = Q x (0,7) avec Q un ouvert borné de R? qui contient l’origine. Dans ce cas,
0:={(0,0,2) | z € (0,m)} est la partie de l'axe des z.

En effet, il suffit d’effectuer un développement partiel de la série de Fourier dans la base

(sin(k-))ren= au probléeme (2.28)).

Posons ¢y(z) = \/%sin(kz) alors en écrivant v dans cette base on a

v(e,y,2) = iuk(x,y)sok(Z),

k=1
avec ug(z,y) = }ru(x, Y, 2)x(2)dz. Le probléme (2.28|) devient donc
0
kzl(_AZUk + kQUk)SDk = kz*:l Qk@kaa dans Q7
§ uppr, =0 sur  0Q,
k=1

avec qr(2) = [q(2)er(2)dz. Or (pr(2))ken+ est une base orthonormée on obtient donc
0

—Aguy, + K*uy = 10y dans
up =0 sur  OS).

De la méme fagon qu’avant, en utilisant les résultats du Théoréme (comme dans le
Théoréme avec £ =k, k € N*), on déduit la régularité de v dans V"(Q;0) .
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2.2.2 L’équation de la chaleur avec un second membre Dirac

Considérons € un ouvert borné de R? avec 0 € €. Dans cette sous-section, on étudie
le probleme parabolique suivant

aﬂt(t, Z, y) - Au(ta Z, y) = g(t) 5R0+><{0}7 pour (tv Z, y) € (Oa OO) X Qa
u(t,r,y) =0, pour (¢, z,y) € (0,00) x 0L,
u(0,z,y) =0, pour (z,y) € Q,

ot g € L*(Ry).

Un tel probleme apparait dans le controle optimal des problemes paraboliques avec
contréle ponctuel, voir par exemple [29]. Selon ce papier, des résultats de la régularité
d’un tel probleme sont d’un grand intérét pour la convergence du taux de controle discret
au controle continu, voir [29, Proposition 2.2].

Dans [29], les auteurs prouvent que, pour tout g € L?(0,T), le probléme

atu(t> .1', y) - AU(t, x, y) = g(t) 5R3’><{0}7 pOllI" (ta iL‘, y) € <O7 T) X Q?
U(t, z, y) = Oa pour (t, Z, y) S (0, T) X OQ, (234)
u(0,z,y) =0, pour (x,y) € Q,

a une unique solution dans le sens qu'il existe une unique fonction u € L?(0,T, L*(Q2))
telle que, pour tout ¢ € L?(0,T, L*(2)), on a

/OT/QU(t%y)sO(m,y) dedy dt = /OT g(H)w(t,0) dt,

otvw € L2(0, T, HX(Q)NH"(Q))NH (0, T, L*()) est la solution faible du probléme adjoint

—ouw(t,z,y) — Aw(t, z,y) = p(t,z,y), pour (t,z,y) € (0,T) x £,
w(t,z,y) =0, pour (t,z,y) € (0,T) x 05, (2.35)
w(T,z,y) =0, pour (z,y) €

Nous avons ici amélioré de maniere significative les résultats de [29] en prouvant le résultat
suivant.

Théoréme 2.2.7. Soient m > 2, Q un ouvert borné de R? avec 00 de classe C™ et tel
que 0 € Q et g € LA(Ry). Alors il existe une fonctionu € ) X™ ou

a>m—1

XM=

«

Hz (R, V49, 0)),

EDE

=0

et telle que ulpm est la solution de (2.34). De plus, pour tout o« > m — 1, u satisfait
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[’estimation
||u||xm—z|| vt s vty S I9lloze (2.36)

Preuve : Pour chaque p € CT, on fixe l'unique k = k(p) € C avec Sk > 0 tel que k? = —p.
Posons v(p, z,y) = —L£[g](p) ux(z,y) ot ug est I'unique solution de donnée par le
Théoreéme 2.1.10] et £ dénote la transformée de Laplace.
On définit ainsi u(t, r,y) = £7'[v](¢, z,y), ou £ dénote la transformée de Laplace partielle
en t.

Par le Théoreme [1.2.4] v € X" si et seulement si pour tout I =0,...,m, on a

(1+)2€[u] € H2(CH V7 (20)),

avec

!

2 < 2 2 .
||UJ||X(T ~~ ;BE)%H 1—|— 2 [u]HH?(CJr,V;”_Z(Q%O))

S Z I [T A (2.3

Rp>0

Et grace au Théoreme [2.1.13] (avec k* = —p), on a
D+ ) 1Ll )yt S €190
1=0

pour tout p € C* et tout a« > m — 1. Alors par (2.37)) et en appliquant le Théoréme m

encore une fois, on conclut que u € () X' avec
a>m—1

Julfey < sup [ 1206)(0) S S gl

Il reste a prouver que uljp7) est la solution de (2.34)). Soient ¢ € L*(0,T, L*(2)) et w €
L*(0, T, H*(Q2) N Hl(Q)) N H'(0,T, L*(2)) la solution correspondante de (2.35)). Comme
w est la solution de et comme, pour presque tout t € R{ et tout € ( —1,m),
on sait que u(t,-) € VB (Q 0) C VB m41(£2;0), on déduit par le Corollaire que

/()T/QusOZ—/()T/Qu(Otw~I—Aw):/YJOT(_uatw_Fvu.vw)‘

Notons par @ I'extension de w par zéro en dehors de (0,7"). En utilisant la Proposition
et le fait que
L[ow](q) = q€w](q) — w(0),
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(voir |21, p. L8]), on déduit que pour tout 1 > 0,

T

//wrdﬂ// [u)(p, 2, y) (PGNP, 9) + Llul(p. 2. y) D0, 2. )] dSp drdy

0

+f// VE[u|(p,z,y) - VE[W](=p,x,y) dSp dxdy

2W/z: /kquwuﬂCﬁ‘T—vW@w»vmmeﬁnwwmwma

27r//2 (P, 2,y) dSp (0, z,y) ddy.

Par la Proposition [1.2.7, pour presque tout (z,y) € €, on a / Llul(p,x,y) dSp = 0. Ce
R
qui implique que

T

//ugp = 2177]1{/2 / k: u(x, y) L[w](—p, x,y)— Vuk(x,y)-VS[w](—To,x,y)}dxdyd%p.

0 Q

Comme pour presque tout p € C*, on a £[d](—p,-) € H2() N H'(Q), par le Corollaire
1.1.12 on obtient £[w](—p,-) € H!4(Q:0) pour 3 € (0,1), et comme u; est solution de
(2.20)), on obtient, en utilisant encore une fois la Proposition m,

/T/WZ ;T/S[g](p)ﬁ[w](w,@)d%p: /g(t)w £,0 dt:/Tg(t)w ¢ 0)dt

ce qui prouve que u|j 7 est la solution de ([2.34]). n
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fracture semi-infinie ou un segment
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ANS ce chapitre, on étudie de nouveau I’équation de Laplace avec une masse de Dirac
dans le second membre, mais cette fois sur R? tout entier et avec une fracture semi-
infinie, notamment pour ¢ € L2(0,00), h € V. (R?0) on s’intéresse au probléme

—Au=qdy +h, dans R’ (3.1)

avec o une demi-droite de R?. Aprés transformation de Mellin, I’étude de ce dernier revient
a ¢étudier de nouveau le probleme de Helmholtz avec un second membre Dirac mais cette
fois sur la spheére unité S2.

Un argument de localisation permet d’utiliser les résultats de I'étude du probleme

(3.1) et de résoudre I’équation de Laplace avec une fracture finie dans un domaine borné
de R3.
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3.1 Le probleme de Helmholtz sur la spheére unité

Considérons la sphére unité S? de R3 et ses représentations en coordonnées polaires
¢1, 3, 3 données a la sous-section . Soit B le point d’intersection de la demi
droite {(z,0,0) | z > 0} (le demi axe des z positifs) et de la spheére unité S2.

Dans cette section, on considere le probleme

L(O,\,00)vy =0, dans S? (3.2)

ou L est défini par
L(O,\,00) = Lg> + N\ + ),

avec Lg2 I'opérateur de Laplace Beltrami défini sur la sphére S? et A\ un parameétre com-

plexe dans R[—% — €] pour un certain € € (0, %) fixé. Rappelons que

R[—;—e]:{—;—emg\gem.

Remarquons que le point B est couvert par la représentation correspondante au coordon-
nées sphériques standard ¢7', i.e.

o1 (0, ) = (sin 6 cos p, sin § sin , cos 0),

et correspond dans cette carte a 6 = 7, ¢ = 0. De plus, dans cette carte, Lg2 prend la
forme

0? n 1 02 N cosf 0
902 sin?00p?  sinf 00’
Ainsi cet opérateur gelé en B n’est rien d’autre que 'opérateur de Laplace.

Dans toute la section, pour tout A € R[—1 — €], on fixe k € C avec Sk > 0 tel que

k? = A + . Observons que, comme R(A* 4+ A) < 0, on obtient argk € (§,2F).

Lg, =

3.1.1 Estimations a priori dans des bandes infinies

En utilisant la méme procédure que dans le Chapitre 2, on doit d’abord résoudre le

probleme
ﬁ(@, )\, 8@)W)\7h = h, dans Sz, (33)

avec un second membre h € V""2(S% B) pour m > 2 et a > m — 1 (indépendant de \).

Pour obtenir une estimation a priori de la solution de uniforme en A, on uti-
lise 'argument de l'ajout d’une variable comme dans [I7]. Cela signifie qu’on résolve un
probleme similaire a avec k? remplacé par dérivée seconde dans une variable supplé-
mentaire.

Lemme 3.1.1. Soient m > 2, Q) un ouvert borné de R™ a frontiére de classe C™ et
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Q = QxR. Considérons un opérateur ellz’ptz’queﬂ homogeéne d’ordre 2 avec des coefficients
constants Ly dans R™. Soitu € HY(Q) tel que (Lo+02%,,)u € H™*(Q). Alors u € H™(Q)
et satisfait

[ullma < (Lo + 051 )ullm—2.0 (3.4)

la constante dépend seulement de la constante d’ellipticité .

Preuve : Comme il existe une transformation affine /' de R"™ dans lui méme telle que
Lou(z) = Av(y),

avec y = Fz et v(y) = uw(F'y)(voir [23, p. 266]), il suffit de montrer le résultat pour
LO == A
D’abord, notons que u est la solution du probleme variationnel

Vo e HY(Q), /Vu-Vv = —/Au v. (3.5)
Q Q

Or comme @ est borné dans une direction (Voir [10, Remarque 21, p. 290]), on a l'existence
de a > 0 tel que, pour tout u € H(Q)

ulrg = [[Vullog = alulle- (3.6)

En associant (3.5) (avec v = u) et (3.6]), on obtient

o*llulli g < Aulogllulloe:

i.e.
Jullig S [Aulloq- (3.7)
Maintenant pour tout n € Z, en appliquant la Proposition al, =Qx]n,n+1[
et Uy = Qx|n —1,n+ 2[, ot Q est tel que Q C Q, on obtient u € H™(Qx]|n,n + 1[) et

||u||m,Q><]n,n+l[ 5 ||Au||m—2,ﬂ><]n—1,n+2[ + ||u||1,Q><]n—1,n+2[a

avec une constante indépendante de n (comme le probléme est invariant par translation
en z). En prenant la somme sur n, on obtient

Sl o S 3 (||Au||;2,m]m,n+2[ ; Hu\|%,m]m,n+2[),

nel nez

1. par elliptique on veut dire que Lo(i&) < —v|€]2, pour tout £ € R™, £ # 0, pour certaines v > 0
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et on déduit que u € H™(Q)) avec
lullrg S 1Aul5 2 + [lulli o- (3.8)
En reportant (3.7)) dans (3.8]) on obtient I'estimation

[ullme < [|Aullm—2q-

Théoreme 3.1.2. Soient m > 2 et o un nombre réel positif tel que o > m — 1. Soit Lg2
lopérateur de Laplace Beltrami défini sur la sphére unité S? et soit B le point d’intersec-
tion de la sphére unité avec le demi-aze des x positifs.

Pour u € V"(S? x R; B x R), on a l’estimation

2
“uHV;”(S?XR;BXR) S (Lsz + @)Unvﬁ—?(sz;BxR) + HUHVC}_mH(S?xR;BXR)- (3.9)

Preuve : Par facilité, notons par L := Lg2 + g—; Iopérateur a coefficients variables de
classe C* et soit Ly := Lg2(B )—I—g—; I'opérateur L gelé en B. Rappelons que au voisinage de
B on peut prendre une carte locale correspondante aux coordonnées sphériques standards,
et on peut supposer donc que Ly = As.
Etape 1 : Existence de d; > 0 tel que pour tout § € (0, do] et pour toute fonction de
troncature 7, avec un support inclus dans B(B,26), on a

[noullvrs2xrspxry S 1 L(ow)llym—2(s2xrimxry + IMotllve_ | (s2xrBxR); (3.10)

ou la constante peut étre choisie indépendante de § € (0, dg].

Comme u € V™(S? x R; B x R), les hypotheses de [32, Théoréme 2.2.9] sont satisfaites
pour 'opérateur Lg, on obtient donc

[noullva(s2xr;BxRr) < HLO(UOU)||v;n—2(s2xR;BxR) + [Inoul[v:

o1 (S2XR;BXR)>

ou encore,

||770U||Vot”(52xR;BxR) S [ L(now) V" 2(S2xR;BXR) +I(L — LO)(UOU)HVC:"*?(SMR;BxR)

+lnoullva_ , (s2xr:Bxm)-
(3.11)
Donc il reste a estimer [|(L — Lo)(now)|[ym-2(s2 xr, pxr)- Notons qu'on a

L—Ly=Lg—Ny =Y agD’
|B1<2
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avec As désigne le laplacien en dimension 2. Par la formule de Leibniz, on a

(L — Lo)(nou)|| %/(;”*2(SQ><R;B><R)
S rz(a—m+2+lvl)‘D7( 3 aﬁpﬁ(nou))fdzd@

yl<m—2g2% 1Bl<2

< Z Z /T,2(a—m+2+|“/|)Z’Dv—laﬁDHﬁ(nou)Fdzd@_

yl<m—2 |8|<2g2 1<y

Comme D" lag =0si~3 — I3 >0, ona ||(L— Ly)(nu) ) S 51+ S, ol

2
"V$’2(SQXR;BXR

S= S % rz(“—m+2+”|)‘a/g(@)DWB(nou)lgdzd@.

lv|<m—2 ‘5‘§252 <R

S, = Z Z p2a—m+2+|) Z ‘D”‘laﬂ(@)DH’ﬁ(nou)‘ded@

[v[<m—2[8|<2g2«r I<y,l3=y3

Remarquons que ag satisfait
lag(©)] <cd si©O € B(B,26),

avec ¢ dépend de & mais pas de §, et rappelons que supp(ny) C B(B,2), on déduit
que

S, < & Z Z / r2(0‘—m+2+|7|)’D“’*/B(nou)rdzd@

[y|<m—2 |B|§2B(B,26) <R

52 Z r2(o¢—m+|’7|+|/8|)‘D’Y""ﬂ(nou)‘QdZd@
YI+BI<mp (B 26) xR

A

~S 52”nOUH%/Oj"(B(B,Qé)XR;BXR)'
Pour S, comme ag sont de classe C*, on déduit que, pour tout |y| < m,
|D7as(©)| < ¢, VO € B(B,26),

ou ¢, est une constante positive qui dépend seulement de m. Par conséquent, pour
lI| < |v| on a

Sy < Z Z p2la—m+2+y]) Z ‘Dl+5(n0u)‘2dzd®

[v|<m—218|<2g2' g <[yl ls=s
2 2
0 ||770u||v;"—1(s2xR;BxR)

&2 ||770U||%/ogn(s2 xR;BxR)"
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Ces deux estimations montrent que

(L — LO)(HOU)HV(;"’Q(SQXR;BXR) < Ollnoullvn (s2xr;pxw)-

En reportant dans (3.11]), on en déduit (3.10) pour 0 < § < dy avec Jy suffisamment
petit.

Etape 2 : Existence de d; € (0,8] tel que pour tout § € (0,d,], tout 6y €
S\ B(B, 20) et toute fonction de troncature ng, avec un support inclus dans B(0y, 24),
on a

1
1o ttllm,s2xi < I L(egt) lm—2,52xm + =5 M@0 ttll1,52x=, (3.12)
ou la constante positive ¢ peut étre choisie indépendamment de § € (0, ;] et de Oy.

En effet, fixons un point quelconque Oy € S\ B(B, &) et posons Le, la partie principale
de L gelée en Oy, alors comme ng,u appartient a H™(B(0y,2J) x R), par le Lemme

BIT ona

1 HL®0 (n@ou) Hm—Q,SQXR

Hn@ouHm,SQXR <
< alllLmeyw)|lm-2,52x= + (L = Ley) (neyt) [[m-2,52x=), (3.13)

ou la constante positive ¢; peut étre choisie indépendamment de ©y (car Lg2 est uni-
formément elliptique).

Comme dans la premidre étape, en écrivant L — Le, = 3 bgD” et en utilisant le fait
|Bl<2

que |bs(0)| < ¢p6 pour tout © € B(6y,28) et tout |3 = 2, on montre que

I(L = Ley) (o) m—2,52xr < c30|[n0,l|lm.s2xr + c3ll70,ullm-1,52 xR,

pour certaines c3 > 0 qui peuvent étre choisies indépendamment de ©y.
Or par l'inégalité d’interpolation (Théoreme [1.0.1)), on a

K
[M00ullm-1,52xr < d||M0yUllm,s2 xR + WHU@OUHLSQXR’

pour certain K > 0 (indépendant de ©). Alors

s K
(L = Ley) (Moot |lm-2,52xr < 2¢30||nx0tlm,s2xr + ﬁ\\n@owh,sww

Donc en reportant dans (3.13), on a (3.12]) pour ¢ suffisamment petit.

Etape 3 : Conclusion. Fixons un § € (0,,] et considérons le recouvrement ouvert

U B(6,2§) de S?\ B(B, 24y). Par compacité de S?\ B(B, 2dy), on peut extraire
©e52\B(B,26))
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J
un sous-recouvrement fini J B(0;,20) de S*\B(B,2§). Donc
=1

J
U B(©;,26) U B(B,24),
j=1

est un recouvrement fini de S2. Par la partition de I'unité correspondante (1) j=o0,....7 de

S2. on a
J J
HUHVQT(SQXR;BXR) = Z va S2xR;BxR) Z |’77ju|’V;"(52xR;BXR)
j=0 i=0
J
S ”nou”VOj”(S?xR;BXR) + Z 1750, 52 xR
j=1

Utilisons (3.10)) et - on obtient

||U||VJ"(SQXR;BXR) N HL(UOWHV”” 2($2xR;BxR) T llmowl|y

ol m+1(32><R;B><R)
+ Z I L(nj10) || m—2,52x + Z njullr.s2xr. (3.14)
Jj=1 j=1

Par la formule de Leibniz on a pour tout j =0,...,J,

L(nju) = niLu+ Y c3(©) > D (n;)D"u

1B1<2 ¥<pB

Par conséquent, comme 7y est constante sur un voisinage V' de B, on déduit que
IL(ou)lvr—2(s2xmsxmy S 1Lullyr—2(s2xmipxmy) + 1ullm-1,52\v) xR,
et de méme pour j =1,...,J,

HL(nju)HmfZS? xR HLu||m—2,B(®]-,26))><R + ||u||m—1,B(6j,25)><R

S
S HLuHVa’"_Q(SQXR;BXR) + HuHm—l,(SQ\V)X]R

Une autre application de I'inégalité d’interpolation donne

wllm—1,52\v)xr < €[t m, 52\V)xR+ — llull1,s2\v)xr

S ellullvmisexrpxr) + WHUHVJHHH(SQXR;BXR)
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pour tout € > 0. Cette estimation dans les deux précédentes permet de conclure que

||L(770u)||V‘1m*2(52><R);B><R = ||Lu||V;"’2(SQ><R~B><R)+El|u||Vm(5'2><R;B><R)

1 (3.15)
+€ sllullvy | (s2xrBxR);
et pour j € {1,...,J},
IL)llm—2,52xk S [1Lwllym-2(s2 cripur) T €llullvans2xmmxm) (3.16)
em—2 U||V;7m+1(s2xR;BxR), ‘

pour tout € > 0. De plus, par les mémes arguments que ceux du Lemme [1.1.3] on a

S2xR;BxR) < ||U||V1

a—m+1

||770u||va1 (S2xR;BxR)> (3.17)

—ma(

alors que la formule de Leibniz donne

& S lullisnwvyxr S llullva_ L s2xrspxm): (3.18)

l|mu

m+l(

En utilisant les estimations (3.15)) a (3.18) dans (3.14]), on conclut que

[ullvn (s2xripxr)y S ”L“Hv;”—2(52xR;BxR)+5|‘U||V;n(s2xR;BxR)

+(1+ o sullve | s2xriBxm),

pour tout € > 0. Choisissons € suffisamment petit on déduit (3.9).

3.1.2 Probleme de Helmholtz sur la sphére unité avec un second

membre régulier

Dans cette sous-section, on donne I’équivalent du Théoreme dans les espaces
de Sobolev avec poids pour la solution de (3.3]). Dans ce cas, on a besoin de restreindre
h € V"2(S?; B) N L*(S?) et on va prouver une inégalité légérement différente

m—2
ZW”HWA w2y S D NP IR m—2mt go ) + 115 52
=0

Cette derniere doit étre comparer avec [31, Estimation (6)] mais ici le terme de plus
||1]|o.s2 dans le second membre évite Iutilisation de toute condition sur «, sauf celle d’étre

plus grand que m — 1.
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Lemme 3.1.3. Soit A € R[—3 — €] avec € € (0,3) et h € L*(S?). Alors le probleme (3.3)

'3
admet une unique solution variationnelle non nulle Wy, € H'(S?). De plus, on a

IWinrllnszn S [P llo,sz- (3.19)

Preuve : Par facilité, dans la preuve on écrit w au lieu de Wy .

Premiere partie : Existence et unicité.
Par [I1], Section 16.1.a, p. 626], on sait que la formulation variationnelle de (3.3)) est

/[va Vo — (X + Nw]de = — / hodoe, YeeHY(S?),  (3.20)
S2 52

ol on rappelle que Vyw est la composante tangentielle du gradient i.e., V. = 1V, + 09,
o P

avec © = L.
||

Considérons la forme sesquilinéaire continue sur H'(S5?) définie par

ax(w,v) = /{VTw.W — (A 4+ Nw @} do.
g2

Montrons l'existence de o > 0 indépendante de \ telle que
Yw € H'(S?), Ray(w,w) > a||w||isg.
En effet, pour un w € H'(S?) fixé, on a

Rax(w, w) = [wf} g + R(— (A2 + 1)) |w])} -

Comme A\ = —% — e +4€ avec £ € R et € €]0, L[, on vérifie facilement que
2 2
R(- (W +N) = —((1+e)2—§2—(1+e))
2 2
1 1
= §2+1—e221—e2::a>0.

En appliquant le Lemme de Lax-Milgram généralisé (voir pour l'instant [43, Lemme 8.2]),
on déduit que (3.3) a une unique solution w € H'(S5?%).

Deuxiéme partie : Estimation.
D’une part, en prenant la partie réelle de (3.20) avec v = w, on obtient en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

([0l = 02+ N]) = R(= [10) <[ [ 20] S s ol
g2 g2

5'2
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D’autre part, comme 3?( — (A2 + )\)) > «, on déduit que
loll2se S [ 1970 +R( = 02+ ) [ fuwl,
52 52

et alors

lwlif 2 S IPllo,s2lwllo.s2 < IlAllosz llwllse-

Ce qui prouve que

|wl1,52 < [|~]lo,s2- (3.21)

Passons maintenant a 'estimation (3.19). On distingue deux cas.
Cas 1 : Pour [£| < 1. Par la Définition|1.0.3} en utilisant (3.21]), on déduit directement

que

1
lwllf 52 3 = D N[0l 52 S lwllf g2 S 121G 52
=0

Cas 2 : Pour [£| > 1. La preuve de (3.19)) se réduit a (3.21)) ainsi que
|kll[wllo,s2 S Nhllo,s2,
puisque |k| ~ |\ ~ || (rappelons que k € C satisfait Sk > 0 et k2 = A\ + X avec
A=—1—€e+if).

Pour prouver cette derniere estimation, on choisit encore une fois v = w dans (3.20)),
et on obtient

k2wl s =] [ 1V7w = [ ] < ol s+ [bllosllwlose
52 52
Par conséquent, grace a (3.21)), on trouve
kP wllo,s2 < 1RG5, (3.22)
et alors, encore par et , on conclut que
[wlli,s2m = lwllf g2 + [EP[[w]Gs2 < N215,52-

Lemme 3.1.4. Soient A\ € R[—1 — ¢ avec e € (0,3), m > 2 et @ > m — 1. Soit
h € V"2(S?; B)NL*(S?) avec B le point d’intersection de la sphére unité avec le demi-aze
des x positifs. Alors la solution Wy, € H'(S?) du probléme (3.3) appartient a V.™(S?; B)

avec l’estimation

Wanllven(s2:m) < pm(|>\|)<||h||vo:"2(s2;3) + ||h||o,s2>, (3.23)
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0t pm(|A]) est un polyndéme de degré m en |A|.

Preuve : Comme avant, par facilité dans la preuve on écrit w au lieu de W) j,.
Comme l'opérateur Lgz + A\? + X est un opérateur elliptique sur S? et h € L?(S?), sa
solution faible est dans H?(S?) (voir [20, Théoréme 52.1]).

D’abord remarquons que le Lemme [3.1.3| et la Proposition [1.1.15/impliquent que pour
tout a; > 0, w € V. (S% B) avec

lwllvg, 2 S llwlhse S lhllose: (3.24)
Pour m > 2, montrer que w € V(5% B) revient & montrer que
w e V(By; B)N H™(By) N H™(Bs),
ot les B, sont les parties ouvertes de R? définies dans la sous-section m

Soit i € {1,2,3} et soit B; un ouvert de R? tel que B; C B;. Soit 7; € C>®(€;), une
fonction de troncature, telle que

=1 sur B,
17, =0 sur BZ-C,

ot pour i € {1,2,3}, ©; est un ouvert de R? de classe C™ tel que B; C .
Pour i € {1,2,3}, posons v; := w o ¢; ‘et ug; := n; v;. Donc pour i € {1,2,3}, ug; €
VL (; B), ou encore ug,; € V| (Q; B) avec

lueallvy @um) S l1hllo,s2,
et pour i = 2,3, ug; € H*(;) avec
lugillor S [1hllo,s-
Remarquons que ug; est la solution de
(Ls2 + N 4+ Nug; = nih + viLgem; + 2V, - Vv, dans €);.

Donc pour ¢ = 1,2, 3, on peut considérer u¢; comme solution de

L52U§7i = Thh + UiLszm + 2VT771 . VTUi - ()\2 + )\)U,gﬂ‘ =: iLi, dans Ql
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Grace au Lemme m pour as > 1 on a ﬁl € VO?Q(Ql; B) avec

S ||h||V092(E§1;B) + ||Ul||V£2(Bl;B) + ||VTU1||V£2(§1;B) + (|)‘|2 + |)‘|)||U£,1||v32(1§1;3)
S hllve, s2m) + lwllse + (AP + AD]Alo,s2
S hllve, s2im) + p2([AD[|7]lo,s2,

17 llve, @i:m)

ott p2(JA]) = 1+ |A]2 + |\ est un polyndme de degré inférieur ou égale a 2 en |)|.
En appliquant le Théoréme , on obtient ug,; € V2 (Qy; B) avec 'estimation :

0,52> . (3.25)

Jueallve, @) S pa(IAD) <||h||v532(s2;3) e

De méme pour i = 2,3, comme h; € L*(€);) et satisfait grace au Lemme m,

hillog: < p2(IAD [1Allo,s2,

ou po(|A]) est toujours un polyndéme de degré inférieur ou égale a 2 en |A|, on trouve
directement, par le Théoréme 60 de [28], que ug; € H?(§;) pour i = 2,3 avec I'estimation

ugillzo: S p2(IADIRllo,s2- (3.26)
On en déduit par (3.25) et (3.26) que w € V.2 (5% B) avec

0752> . (3.27)

[wllvz, (s2:m) S p2(]A]) <Hh\|v32<52;3) + [|A]
Donc par itération sur ¢, on prouve que
ol st D (Wil + Do) (3.28)

avec py(|A|) un polynome de degré inférieur ou égale a ¢ en |A|. Ou encore, on montre que
pour oy > ¢ —1,0naug; € er(Ql; B) avec

el oy S 2D (Il 2+ s ) (3.29)

et pour i = 2,3, on a ug; € HY(Q;) et satisfait

e

oo S 0D (I 2 + s ) (3:30)

Ceci se fait a I'aide de Théoréme pour lestimation (3.29) et de [28, Théoréme 60, p.
106] pour l'estimation (3.30)) pour i = 2,3. Dés lors il faut montrer que hy € V=2(€; B)
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et que h; € H2(€);) pour i = 2, 3.
En effet, si on suppose que (3.28)) est vrai pour £ — 1 avec £ € {3,...,m}, alors pour tout
ap>Ff—1,0na
||h1||v§;2(91;3) N ||h||v§;2(s2;13) + ||U1Hv§;1(31;3) + <|>‘|2 + |A|)||U£,1||v§;2(91;3)7
et par I’hypotheése qu’on a mis, on trouve que

o5 5 D Il + il )

et

s S92 (Wil o5 + o).

On en déduit alors que

ol gy S(1+ peorlIAD + pea(AD(AP + [AD) (Hhuvagz(SQ;B) - ||h|ro,52),

avec pr—1(|A]) (resp. pr—2(|A])) un polynéme de degré ¢ — 1 (resp. £ — 2) en |A|.
En appliquant le Théoréme [1.1.5, on conclut que ue1 € Vi, (Q1; B) et satisfait (3.29) avec

Pe(|Al) = 2+ pe-1(JA]) + pe—2 (AN (A2 + [A].
De la méme fagon, on obtient que pour ¢ = 2, 3,

Wasle—zio, S(1+ pect (M) + pea(IAN (AP + 1AD) (nhnvaem;m + ||h||o,52).

Donc grace au [28, Théoréme 60, p. 106], on obtient ug; € H*(;) et satisfait I'estimation
(13.30) pour i = 2, 3.
On en déduit donc gréace a et (3.30) que w € V! (S% B) et satisfait (3.28). n

Ce résultat est d'un grand intérét seulement pour des petltes valeurs de A comme la
constante p,,(|A|) dans (3.23) dépend contintiment de A. Pour gérer cette difficulté, on
utilise I'argument d’ajout d'une variable du Théoreme [3.1.2]

Théoréme 3.1.5. Soient \g € R[—3 — €] avec e € (0,3), m > 2, « >m—1 et h €
Vm=2(S% B) N L*(S?) avec B le point d’intersection de la sphére unité avec le demi-aze
des x positifs. Alors la solution W, € H*(S?%) du probléme

(L2 + A+ No)wrgn = h dans S?, (3.31)

appartient a V™ (S?; B) avec
l = !
2 2 2
Z|>\o| lwron -t g2m) S D Aol IR r2mt g2,y + [1BIIG 52 (3.32)
1=0
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Preuve : Par facilité, on écrit We, au lieu de Wy, 5, ot § = S)Ng. Pour un &, € R fix¢,
soit \g € R[—3 — €] avec € € (0, 3), donc on a

1 . 1 . . 1
AN = (—5 —e+z£0)2+(—§ —e+i&) = —€ — 2¢i&y — Z+€2.
On peut réécrire (3.3)) sous la forme

1
(Lg2 — E)We, = h + 2€i&oWe, + (- )W,  dans S

Pour tout £ € R, définissons W; la solution de

1
(Lsz — E)We = h + 2€iEWe + (Z — e )We, dans S% (3.33)
Remarquons que en notant A = —% —e+1&, (3.33]) s’écrit sous aussi :

(Lsz + N>+ \)We = h  dans S°.
Par le Lemme [3.1.3] on sait déja que We € H'(S?) et satisfait
IWell 5211 S NI7llo,s2- (3.34)

Maintenant, considérons la suite de fonctions (¢, ), définie par ¢, = /@, € L*(R), ot
v, est définie par le Lemme [1.1.4] correspondant a &.
Définissons aussi

un(0,€) = We(©)¢n (),

et
Va(©,2) = (57 [val ) (0, 2),

ol §;! est la transformée de Fourier inverse partielle en z. Observons que V;, est défini
sur S? x R. Dans cet ensemble, définissons la norme

HVnH%/C{”(SQXR;BxR) =X (f TQ(a_mHWl)ﬂ{‘Dﬂ/VnPdZd@ +Bfﬂ£‘D7Vn‘2dZd@
2

[v|<m * B

+ [/ |D7Vn|2dzd@),

B3 R

o r = /(0 —F)%+ 2.

D’une part, pour tout |y| < m on sait que, D'V, € L*(S? x R) si et seulement si
5.[D"V,] € L*(S? x R), ce qui est équivalent a

Yy = (71,72,7) ¢ s <meet |[(1,72)] < mo— s, (i€) 0,00 W, € L*(S? x R).
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Cette derniere formulation étant satisfaite car, grace au Lemme [3.1.4 W, € V(5% B)
et vérifie I'estimation

[Wellvz

- <|Ar>(|rh|rvg»(sz;3> ; ||h||0,52>a

avec P, (|A]) un polynéme de degré inférieur ou égale & m en |A|, et comme on a de plus

on € D(R) avec supp(on) C [&o — %,&) + %]
Par le théoréme de Fubini, on déduit que pour tout |y| < m, on a D7V, (0,-) € L*(R)
pour presque tous © € S2, et on peut alors appliquer 1'égalité de Parseval pour avoir

L Z > ( [P 10a() [ r2emmti|gnamyw2aeds
R B

T a<m |(11,72) [ <m—vs

+ [1eFelon(@ [ 100 W aedg
R By

+ [ Iau(©F [ 100w aoas ).
R B3

Par définition de la norme sur la sphére et comme V™(S?; B) < V™=/(S% B), on obtient

VallBpsoummery = 5= / z|5|2l||wg||vm1523|¢n<s>|2d5

1
< pm([Ao]) ZmaXﬂfo - 5|25 [0 + g\”}(th Vorsnp T 1R15 52)-
=0

D’autre part, comme v,, est solution de
1
(L2 — £2)v,, = ho,, + 2¢ilv, + (Z — v, dans S* x R, (3.35)

en appliquant la transformée de Fourier inverse partielle en z, on déduit que V,, est solution
du probléme

0? 0

Va0, 0,2) = B 6] + 265 Vi (5 -

1 )V, dans SZxR.  (3.36)

(LS2 +
Etape 1 : Pour tout oq >0, V,, € V15 (S* xR; B x R) avec

||Vn||va11 (S2xR;BxR) 5 ||h||0,S2- (3-37)
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Par I'identité de Parseval, on a

IVallZs, soxgimmy = 5= /Z|€|”|IW5||V1152;3)|¢n(§)l2d§- (3.38)

Donc selon la sous-section (1.1.4] et comme H'(By) < H_ (Bi;B) = V, (By; B)
(par la Proposition |1.1.8]), on obtient pour tout [ = 0, 1,

IWellSa 52 = IWellBatpyimy + IWelli g, + IWelli -5,

3
S D IWeliym = IWelli) -

=1

Par le Lemme [3.1.3], on trouve
IWellvs2, 1) < 10,2

On en déduit par (3.38)) et le Lemme m que pour tout oy > 0, on a V, €
V1 (S* xR; B x R), avec

IVallVa, (s2xmspxmy S / IWellY 52 ¢l én () I*dE < 1IRIIG 52| 6nllo.r = [1A]15,5-
R

Etape2 : Pourtout ap > a—m+2>1,ona

[Vallve, s2xripxry S llBllve, (s2:8) + [|B]lo,s2- (3.39)
Pour démontrer cela, nous allons appliquer le Théoréeme [3.1.2] pour avoir

82
IVallve, (s2xmimxry S I(Ls2 + 55 )Vallvg, s2xrimxr) + [Vallvy, s2xmipxm). (3.40)

L’estimation de la norme de V, dans V] _,(S* x R; B x R) est déja donnée par
I'étape 1. Il reste donc a estimer la norme de (Lg2 + %)Vn dans V) (5% xR; B x R).
En rappelant , on a besoin d’estimer chaque terme du membre a droite. Pour
le premier terme, comme h € V2 (S?; B) et §'[¢,] € L*(R), on obtient hF '[¢,] €
V2 (5% x R; B x R) avec

1§ (6] Ive, (s2xrsmxr) = [[hllve, (s2:8)-

Pour les autres termes, on utilise (3.37)) on obtient

0

H&zv Ive, s2xmBxr) + [[Vallve, (s2xripxr) S |Vallvy, (s2xripxry S [|Bllo,s2-
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On en déduit que

a2
I(Ls2 + 55 )Vallvg, s2xrimxiy S Ihllve,szm) + 12flo,s2- (3.41)

L’estimation ({3.39)) peut étre déduite facilement par (3.40), (3.37) et (3.41)).
Etape 3 : Pour tout a3 > o — m + 3 > 2, on a Uestimation

1
1 1
IVallvs, sexmmxry S 2omax{[€o + ~ 1" €0 = —*HIPIT -1 (g2, + [Bl5,52- (342)
1=0

De nouveau, pour démontrer cela, nous allons appliquer le Théoréeme [3.1.2, et donc
il faut estimer la norme de (Lgz + 25)V;, dans V.. (S? x R; B x R), ou encore la
norme de chaque terme du membre & droite de (3.36), c-a-d.

82
||(L52 + Oz Z)Vn ||VO}3(82><R;B><]R) < ||h§71(¢n)||V()}3(52><R;B><R)

1 0
+|1 - €2|an||ValS(SQ><R;B><R) + 2|€|||$vn‘|V(}3(SQ><R;B><R)'
Par (3.37), on a V,, € V. (S* x R; B x R) avec

HVn‘|V;3(32xR;BxR) S HhHO,SQ-

De plus, par passage aux cartes locales, on a

0

|5 Vallbs sexmmxry < IValliz (sexmimxay:

on déduit donc grace a (3.39)), que

9
II@Vn|!2v;3<ssz;BxR) S BlYe e + 1Al 52 S 101G se-

Il nous reste a estimer [|A§~'[¢n][lvz (s2xm;BxR). On a

105 @n I, 52y = Znhnvum / 05 oal(2)Pdz. (3.43)

D’apres ce qui précede, on a

0 0

5 V= a(wggfl(%)) € L*(S? x R).
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Comme W € L*(S?), on conclut donc que 23 [¢,] € L*(R) et alors
s, € LA(R), V]I < 1.

Par (3.43) et par application de 1’égalité de Parseval , on a
([ [ Ap— Znhnvl (s [ 1610
R

Comme ¢, est & support inclus dans [§ — £, & + 1], on déduit que

98 [0l onmary S Soma{leo + P16 — = PHIAIR gy

1<1
On déduit alors, que
0 2 : Ly 2l 2
(L2 + 5 5)Vallva, (pixry S 2 max{léo + %, [& — ! IS -1 52 + 116,52+
1=0

(3.44)
On conclut par application du Théoreme et grace aux inégalités (3.37) et

(3-44), que

o2
||Vn||%/a33(D;B><R) S I(Ls2 + py +5)Vn ||V1 (:xw) + 1Va ||v1 ,(D;BxR)
1

5 Zmax{|£0 + E|2l7 |€0 |2l}||h||vl Y($2;B) + ||h||(%,52

Etape 4 : Conclusion.
Par itération, pour tout m > 2 et «,, > @ > m — 1, on peut montrer que

m—2
1
Vil sy S 2 malort 2, 160= P b sty + NI - (3.45)
=0

Rappelons que grace a I'égalité de Parseval, on a
IVallt, sexmixmy = 5= / Z 1 Wl gt gm0 () P

donc grace a la Remarque [3.1.6] et par application du Lemme et I'inégalité
(3.45), on en déduit quand n — oo que, W, € V™(S?; B) avec l'estimation

m—2
Z ol IWeo 3 m-ts2.m) S D 1ol Nl n2mt g2, + 1115 52-
=0
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Ce qui prouve que (3.32)) pour || > 1 comme || ~ |Ao| dans ce cas.
Finalement, pour |[§| < 1, (3.32)) tient directement par le Lemme [3.1.4] =

Remarque 3.1.6. Dans la preuve du Théoréeme on peut appliquer le Lemme

comme pour m > 1 et a« > m — 1, en notant We la solution de (3.3)), lapplication

N:R—=R: 5H2|§\2[||Ws\|vm Y528

)’
1=0

est continue. En effet, pour un & € R fixé et & € R, on a -

m
DNl W 1Tt g2 — Z‘fﬂﬂHWéz ”vm {(52;B)
=
|2l(||W§1HVm (s~ Welllpersem)

(16 1Y IWelE s g
=0

Majis, par l'inégalité triangulaire on sait que

— [[We,

1, [——

< W, = Weu 2162,
+2HW§1 HV&"‘Z(SQ)HW& — W, ”VOC"_Z(SQ;B)a

va L(82;B)

on obtient donc

m
|2ZH Wfl ||%/m—l(52.3) - IZ |£2|2l||W£2H%/m—l(S2.B)

< S Ia P IWe, — Wellopor gau +z]|&|” &0 IIWea 2t g5 (3.46)

=0

+2Z|€1\2’||Wsl\

=0

v—l(s2;B) ”W£1 — W, Hvam*’(sz;B)-
D’autre part, posons v := W¢ — We, qui est solution de
Lo2v + (AT + A)v= (A3 + Ay — A} — A\)We,, dans S°.
Par le Lemme on av € V"(S?% B) avec
[0llvns2m) S ca(60)|A5 + A — AT — )\1|(HW52HV$—2(52;B) + HW&HO,SQ)-

Encore par le Lemme on obtient une constante c5(&y) telle que, pour tout & dans
un voisinage de &1,

1We, llver(s2:m) S e2(€0) (IBllyzm—2(52m) + llo.s2)- (3.47)
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Par conséquent, grace au Lemme et a l’estimation (3.47), on conclut que
[v]lvan(s2:m) < c3(&)|A5 + A2 — AT — /\1|(||h||v,;n*2(s2;3) + ||h||0,52>, (3.48)

st &y est dans un voisinage de &;.

Retournons a (3.46). Grace a (3.47) et (3.48|), le membre de droite de (3.46|) tend vers

zéro lorsque & — &1, d’ou la continuité de 'application N.

3.1.3 Probleme de Helmholtz sur la sphére unité avec un second

membre Dirac

Montrons maintenant I'existence d’une solution et des résultats de régularité pour le
probleme (3.2) avec A € R[—1 —¢].

Rappelons que le point B est couvert par la représentation correspondante au coor-
données sphériques standard ¢, i.e.

¢ (0, ) = (sin 6 cos g, sin § sin @, cos ),

et correspond dans cette carte a 6 = 7, ¢ = 0. De plus, dans cette carte, Lg> prend la
forme

872+ 1 o +cos@g
902 sin?00p?  sinf 0’

Ainsi cet opérateur gelé en B n’est rien d’autre que I'opérateur de Laplace.

Lg, =

Pour résoudre (3.2), comme dans le cas précédent, nous allons décomposer v, sous la
forme :
oy = (1=n) Ha+ wy, (3.49)

olt 7 € C*°(S?) est une fonction de troncature qui vérifie pour § > 0 assez petit,

n =0, sur B(B,9),
n=1, sur B(B,26)¢,

avec
T 37 —3r 31

555 ={ 0. €] 17

w-§P+w<a}

et tel que B(B,20) C By, et pour k € C tel que Sk > 0 et k% = A2 + )\, soit

HO(G_ guw)a si |k| < 17
H)\ = .
B0 50), il > 1
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avec Hy la solution fondamentale de

O
<892 02>H° s,

et pour k # 0, Hy la solution fondamentale de

*
(am+a+k2>H’“ = 0.

Dans cette écriture, nous entendons que n = 1 sur By U Bs et donc supp(l —n) C By, et
on a besoin seulement de H, sur By, d’ou le sens de (6, ¢) est clair.
De plus, comme (1 —n)H, = 0 sur B, U Bs, on a

L£(O,X,06)((1 1) Hy) =0 sur By U Bs,

et il reste a déterminer £(0, A, dg) ((1 —n)H A) sur B;. Déterminons le probleme que doit
vérifier wy pour que vy soit solution de (3.2). On distingue deux cas :

1. Premier cas : |k| > 1. Sur By, par la formule de Leibniz, on a

L£(©,X,00)((1=mHy)= (5 > 4 8—2 + A2+ 2) (1= n)Hy)

002 0p?
L(O,\,0 82 & A2 4\ H
+(£(©,7,00) - (g + 57 N+ )) (1= n)Hy)
0? 0?
=(1—n)dp + Hy (ﬁ‘FW)(l—WH'?V(l—??)'VHk

0 0 1 0?
o (L= He)+ (g — 1)W((1 — ) Hy)

=1 —=n)0p+ hg1+ hio+ his + hia + his.

2. Deuxiéme cas : |k| < 1. Comme dans le premier cas, on obtient

£(0.2.06)((1 = ) = (355 + 55) (1= 1)
+(£(0, X, 00) — (88; + ;;)) ((1—n)Ho)

(1 =m)dp + Ho(

002
cost 0 1 92
ga\L—mH —1 1—n)H
T 5inG 0 (( n) 0>+(sin29 >8¢2 (( n) 0)
=(1 =)0 + iy + his + hig + hia + his + b,

0
+ QTDQ)(l —n)+2V(1—n)-VH,

Par conséquent, v, est solution de (3.2)) si et seulement si wy, défini dans (3.49)), est
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solution de
,C(@, )\, 8@)wA = —h)\, dans 52, (350)

ou hy, = 0 sur By U Bs et h) est défini sur B; par

6
hy=> haj, (3.51)
j=1
ou :
B COSQ@HA( )
Mg 99
1 O*H
h)\,? _<Sin2 9 - ) 8@2 (]‘ - 77)’
~ cosd (1 —mn)
M= Gne ™ T ag
1 O(1 —n) OH, 0?
h/\74 (129—1)l2 830 %‘FH}\@(I—T]),
o2 2
has = Ha <ﬁ+8 ;) (L =mn) +2V(1 —n) - VH,,
0, si |k] > 1,
hae = ) :
(A + N1 —=n)Hy, silkl <1

Dans le but d’obtenir une solution variationnelle pour le probleme (3.50]), on montre
que hy € L?(S?) uniformément en .

Lemme 3.1.7. Pour hy défini par (3.51]) on a hy € L?(S?) avec
[Pallo.s2 < 1.

Preuve : Comme hy = 0 est nulle en dehors de B(B, 20), il suffit d’estimer ||h ;||o,5(5,26),
j =1,...,6. Rappelons que h); est défini par

cos @ OH

A= mw( - 7).

Comme |cosf| ~ |0 — T| S rsur By avec r = /(0 — §)? + ¢? la distance au point 5, on
obtient

IhatlloBs2s) S I Hallvas(s,26):8)-

Ainsi que pour hy 2 donné par

1 1) 0*H.\

b2 Z( 0 (

1_77)7

sin’ 4
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hy, vérifie

Hh/\,ZHO,B(B,%) 5 ||H>\HV22(B(B,26);B)'
Donc par le Lemme 2.1.8] on a
1 Pxillo,BB26) + | a2llo BB 20y S 1.

Maintenant pour tout j = 3,4,5, remarquons que hy,; a un support compact dans
B(B,20)\B(B,0), et on a

| Pagllos S HAllLBB20NB(B.S) S I HAllV2(B(B,26):B)

pour tout € > 0 (car r ~ 1 sur B(B,20)\B(B,d)). Donc par le Lemme [2.1.8] on conclut
que
1P illo.Bs2s) S 1,V = 3,4,5.

Pour j = 6, comme |k| <1, on a

1haslloBm2s) S ([ Hollo,s2s) S 1 Hollve (sB.25):8) S 1 Hollva((s.26):8),

pour tout 0 < € < 1. De nouveau grace au Lemme [2.1.8, on déduit que

|PaslloB2s) S 1.

Plus tard, on a besoin d’un résultat similaire dans les espaces de Sobolev avec poids.

Lemme 3.1.8. La fonction hy définie par (3.51)) appartient a l’espace V""2(S?; B) pour
toutm >2eta>m—1, owicir = /(0 — 5)? + ¢? et B est le point d’intersection de la
sphere unité avec l’'axe des x positifs. De plus hy satisfait [’estimation

m—2

> AP IRAI 2 g2y S 1 (3.52)

J=0

Preuve : Par passage aux cartes locales, on est amené a travailler sur des parties de R?

(voir la Sous-section [1.1.4)).
Rappelons que hy = 0 en dehors de B(B, 24), donc montrer que hy € V,™2(S?; B) revient
& montrer hy € V" *(B(B,26); B) avec r = /(0 — £)% 4+ ¢2.

Montrons le résultat pour h, ;. D’apres le Lemme [2.1.8, on a H, € V" (B(B,26); B).
Donc 9;H, € V"1 (B(B,26); B) avec 'inégalité

||aiHAHVOZ”*1(B(B,26);B) < ||H/\HVJI(B(B»25);B)7 (3.53)
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et en particulier 866)(7-[,\(9 - g,gp)> € V" Y(B(B,2); B). Puisque B(B,20) est bornée,

on a

Vo Y(B(B,26); B) — V.""*(B(B,20); B). (3.54)
On en déduit alors,
a m m—2
% ,H>\<0_ 57@) S Va (B(Ba26)aB) (355)
Comme (1 —n)<% € C<(B(B,20)), on peut appliquer le lemme pour avoir hy; €

Vm=2(B(B,2)); B) avec

Z )‘|2j‘|h/\1||2m >7J(B(B,26);B Z )‘|2JH H’\H2m 27 (B(B,20);B)’
0 =0

En utilisant (3.53)), (3.54), (3.55) et le Lemme [2.1.8] avec |k|?> ~ |A|*> pour |\| grand
et |[A? < |A] ~ |k|? pour |A| borné, en plus de la derniére inégalité, on obtient hy; €
Vm=2(B(B,2)); B) avec I'inégalité

Z )‘|2]||h)\1||vm 2- J B(B,26); Z /\|2]||H>\||Vm J B(B,28);B) ~ < 1.
j: :

Montrons le résultat pour hys. Par le Lemme [2.1.8] on obtient O;H, €
Vm=1(B(B,20); B) et de méme 0;0;H, € V" *(B(B,20); B) avec l'inégalité

HajaiH)\HV(I"_Q(B(B,%);B) < HH/\HVJ”(B(B,%);B)- (3.56)

On en déduit 82(7—[,\(9 - ;@) € V' *(B(B,20); B).

Or (1 — n)(SIHQG — 1) € C=(B(B,26)), en appliquant le Lemme et en utilisant
'inégalité ([3.56) et le Lemme_ (avec |k]? =~ |A|? pour || grand et [A]? < |A| =~ |k]?
pour || borné), on conclut donc que hy o € V""%(B(B,20); B) avec l'inégalité

87—1,A

Z |)‘|2J||hk2||vm 279 (B(B,26);B) S Z |)‘|2]|| Vm_Q_j(B(B,%);B)

C>

N

Z M0 sy S L

De méme et grace au Lemme avec |k[* = |\, pour |A| grand et |A]* < A ~ [k[?
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pour |A| borné , on trouve que hy 3, hy 4, hys appartiennent a V."~%(B(B, 20); B), avec

Z /\|2j||h/\3||vm 2=3(B(B,26);B) S L

7=0
m—2
S NP sl s ey S 1
et
j:0| |2J||h>\5”vm 2-3(B(B,25);B) 5 L.

Grace au Lemme [2.1.8, on a (1 — n)H, € V"(B(B,20); B). Comme B(B,2§) est
bornée, on a

V™ (B(B,26); B) — V" *(B(B,25); B).

Par conséquent (1 —n)Hy € V" "3(B(B,26); B). On déduit donc, puisque || est borné,
que hyg¢ € V""2(B(B,20); B) avec

m—2 m—2
ZD |)\|2j||h/\76| %/D'Z”*2 J (B 25 < ||1 T]HC"O(S2 ZO |)\|2J||H0| Vm 2— J(B(B 25) B) < 1
J= J

Théoréme 3.1.9. Soient A € R[—3 — €] avec ¢ € (0,3) et B le point d’intersection de la

sphére unité avec le demi-aze des x positifs. Alors le probleme
(Lg2 + X2+ Nvy = 0, dans S?, (3.57)

ot Lg> est lopérateur de Laplace Beltrami défini sur la sphére S?, admet une unique

solution vy dans (| V.}(S?; B) dans le sens qu’elle est l'unique élément dans (N V(5% B)
a>0 a>0

qui satisfait

/S i (vm Vrw — (A + A)v@) = -w(B), Ywe |J H!, (5% B). (3.58)

a>0

De plus, cette solution vy appartient a V.™(S?; B) pour tout m > 1 et « > m — 1, avec
[’estimation
Z |)‘|2l||v>\||vm 1(52,B) ~ < 1. (359)
1=0
Remarque 3.1.10. Observons que, en utilisant [I1, Lemme 11.2.2] ou [13, Théoréme
3.25], la trace des fonctions w € H' _(S% B) est bien définie, ce qui donne un sens a
w(B).
Rappelons aussi que pour o > 0, on a V,}(S?; B) = H(S? B) par la Proposition[1.1.8,

Preuve : Rappelons que, a ’aide d'une fonction de troncature 7, qui est nulle au voisinage
du point B, la solution vy est décomposée en (1 —n)H, et wy (sous la forme (3.49))), avec
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wy, la solution du probleme (3.50) (ou encore la solution du probleme de Helmholtz défini
sur la sphere ({3.3)) avec un second membre h = —h,).

Etape 1 : Existence de la solution.

Par le Lemme , le second membre h) de est dans L*(S?). En appliquant
le Lemme [3.1.3] on déduit lexistence et l'unicité d’une solution variationnelle w, €
HY(S?) — HL(S?) — V.}(S?) (grace a la Proposition [I.1.8).

En rappelant que v, s’écrit sous la forme (3.49)), et en utilisant le Lemme , on conclut
que vy appartient & N V(5% B).

a>0
Comme v, est solution de

(Lg> + X2+ Ny = 65, dans D'(S?),

on déduit qu'elle satisfait (3.58) par la densité de D(S?) dans H!_(S?; B) dans le cas
a € (0,1) et par la densité de D(S*\{B}) dans H! (5% B) dans le cas a > 1 (voir la
Proposition [1.1.16]).

Etape 2 :Unicité de la solution.
Supposons que (3.58) admet deux solutions dans () V.!(S?; B), alors leur différence d

a>0
satisfait

/SQ (Vrd-Viw - ( + N)dw) =0, Vwe |J HL,(5%B). (3.60)

a>0

Remarquons que d € V.}(5% B) — L?(S5?) pour 0 < o < 1. Considérons alors w € H'(S?)
la solution de
Low + (A2 +Nw =d, dans S?

donnée par le Lemme [3.1.3] i.e. pour tout ¢ € H'(S?), w satisfait

/SQ(VT@U-VTQO— ()\24—)\)10@) = —/52 dp. (3.61)

La Remarque 2.4 de [I0] implique que cette solution w est dans H?(S?). En utilisant le
Corollaire [1.1.12 on obtient w € H (S? B) pour a € (0,1).
Soit maintenant (d,), C D(S?) telle que d,, — d dans H}(S?; B) (voir la Proposition

1.1.16)). Donc par (3.61]), on a

/va.den—(A2+A)/ wdj+/ dd, =0,
S2 S2 S2

Ainsi par (3.60]), on passe a la limite et on obtient

0 — hm[ Vew Vrdy - (240 [ wd, + [ ddn}
S2 S2 S2

n—00

- /VTTU-VTd—()\QJr)\)/ wd+/ ad:/ d]2.
S2 S2 S2 S2
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i.e. d =0 p.p. dans S?. Ce qui prouve 1'unicité.

Etape 3 :Régularité et estimation.

Vérifions d’abord que le premier terme, notamment (1 —n)#H,, appartient a V.™(S?; B) et
satisfait I’estimation cherchée.

Par le Lemme , pour tout i € {1,2,3},

H)\ € ‘/ojn<.Bz,.B>7

ol B; (i € {1,2,3}) sont les parties ouvertes de R? définies dans la Sous-section [1.1.4]
et r dans ce cas est la distance au point B (le point d’intersection de la sphére avec le
demi-axe des x positifs).

Comme B ¢ By U Bz, Hy € V"(B;) est équivalent a Hy € H™(B;) pour i = 2,3 et donc,
vu la définition de || - [[ym(s2,5), on a

I Hallverszey = ([ Hallvisis) + [ Hallvesys) + 1HAllvie (83:5)-

Alors par le Lemme [1.13] (1 —n)H, € V*(S% B) et vérifie grace au Lemme [2.1.8

Z |>\|2lH H/\va 1(S2,B) ~ < 1. (362)

D’ou il reste a vérifier une estimation similaire pour w;.
Dans le cas m = 1, comme H'(S?) — HL(S% B) = V}(5?% B) pour tout a > 0 (voir la

Proposition [1.1.8)), alors les Lemmes et donnent
Z |)“21Hw>\HV1 L(82;B) N (363)

D’autre part, pour m > 2 par le Théoréme wy € V™(S?%; B) pour tout o > m — 1
et vérifie

ZW”HU}AHW l(s2:B) Z IAPIBAN o2t 52,) + 1Al s2-

Donc par les Lemmes [3.1.7] et [3.1.8 on obtient

m

lZ AP lwallfmer 52,5 S 1- (3.64)
-0
La conclusion suit par les estimations (3.62)), (3.63)) et (3.64)). =

Remarque 3.1.11. Observons que, pour tout a € (0, 1), on prouve l'unicité de la solution
vy € V1(S?% B) du probléme

/52 <vm Vrw— (3 + A)v,\w> — _w(B), Vwe H' (S%B).
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3.2 L’équation de Laplace sur un domaine tridimen-
sionnel avec une fracture semi-infinie

Considérons le probleme
—Au=gqd,+h, dans RZ (3.65)

oll o est une demi-droite de R3. Sans perdre de généralité, nous considérons que cette
demi-droite est {(z,0,0) | * > 0}, le demi-axe des z positifs. Dans cette section, on
prouve l’existence d’une unique solution de au sens faible ainsi que des résultats de
régularité.

Théoréme 3.2.1. Soient € € (0,3) et o le demi-aze des x positifs. Soient ¢ € L2(R™;0)
et h € VL, (R?0). Alors le probléme (3.65) a une unique solution u € V}(R* o), dans le
sens qu’elle est l'unique fonction dans V2 (R3;0) qui satisfait

[e.o]

/Vu r,y,2) - V(z,y, 2) dedydz :/ (x)(x,0,0)dx
(3.66)
+/h (z,y, 2)¢(x,y, 2) dedydz, Ve € M (R? o).

Cette solution satisfait ’estimation

o+ ||k

d(R%0) S5 VO, | (R3;0)-

Sim>2,a€(m—1,m—3), he V" 2(R%0) etqe L2, ,,(RT;0) alorsu € V.*(R?; 0)
avec l’estimation

[ullve@so) S llallzz_ . &0 + 1Pl @s0)-

Remarque 3.2.2. Rappelons que, par le Corollaire on a VH(R? 0) = M}(R? o)
pour € > 0.

Preuve : Soit A € R[—3 — ¢]. Comme ¢ € LZ(RT;0) et h € V, (R? 0), observons que
par le Théoreme [1.3.3] M[g](N\) et M[A](A — 2,-) sont bien définis et satisfont

/§R 9] (V) [2dSA < oo et /§R 19 [R] (A — 2, )[|2 g2 dSA < 0.
A=—1—c¢ A=—1—c ’

Ceci implique en particulier que, pour presque tout A € R[—%—¢|, M[A](A—-2,-) € L*(S5?).

Comme € € (0, %), on considere vy la solution de

(Lg2 + A+ Ny = 6p, dans S (3.67)
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ol Lg2 est 'opérateur de Laplace Beltrami défini sur la sphére unité S? et B est le point
d’intersection de la sphére avec le demi-axe des x positifs, donnée par le Théoréeme [3.1.9
Soit maintenant w, la solution de

(Lsz + A2 + Nwy = MA)(N —2,-), dans S> (3.68)

Pour presque tout A € R[—3 — €], comme le second membre M[RJ(A — 2,-) € L*(S?)
alors wy := W) anfa(r—2,, qui est aussi solution de avec M[h](A—2, ) comme second
membre, appartient & H'(S?) selon le Lemme [3.1.3|

Rappelons que pour tout o > 0, le Théoréme [3.1.9) et le Lemme [3.1.3] donnent aussi les
estimations

ZI/\|21||UA||V1 vszpy S Loet lun(A sz a S IMAJA = 2,-)[lo.s2-

Comme « > 0, en utilisant les cartes locales qui recouvrent S? et grace a la Proposition
1.1.8, on obtient H'(S?) — H!(S?; B) = V(5% B). On en déduit alors en intégrant sur
la droite R\ = —% — €, que

1

S IAP oA (Mg} (N) + wa (X, ) g,y A

< [ AP [ IR = 2] 59 < +oc.
%A:—%—e %A:—%—e

En particulier, ceci reste vrai pour o = € et par le Théoreme [1.3.7], la transformée de
Mellin inverse de

—ua(-)M[q](A) — wa(A, ),
existe et appartient & V!(R3; ). Notons par u cette fonction.

Etape 1 : Montrons que u est solution variationnelle de (3.66).
Par le Lemme [1.4.6] pour tout u € V}(R% ) et ¢ € M! (R%0), on a

/ Vu - Vi = s/zm / [ VeM(u)(A, ©) - VoM($)(~1 - A, ©) oo

—(A2 + N)M(u)(A, ©) M()(—1 — A, ©)|dIAdO.

Rappelons que
Mul(A, ©) = —uA(0)M[q](A) — wa(A, ©), (3.70)

ou vy est la solution de (3.67) et a comme formulation variationnelle (voir Théoréme

F19).

/S (Ve Vop — (X + N0p) = —9(B), Vo € H' (5% B), (3.71)
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et wy est la solution de (3.68]) et a comme formulation variationnelle,

/92(%%-%@—@ + Nuap)d /mt A—2,0)0(0)dO, Ve H'(S?).

Grace a l'injection de H'_(S?; B) dans H'(S?), on déduit que

L (Vrwy - Vg = (02 + Nun7)de = — [ MmA)(x —2,0)p(0)d6, ¥ € H, (5% B).

(3.72)
En rappelant (3.70)), cette identité et (3.71]) donnent, pour tout ¢ € H' (5% B),

[ (Vrm[u](A, ©) - Vre(0) (A + \)[u](A, ©)¢(6) ) e

5’2

— Mg +/zm (A —2,0)p(0)de.

Rappelons que par le Théoréme m7 pour tout ¢ € M*_(R3; ), sa transformée de Mellin
existe et appartient a H'_(5%; B). Donc cette derniere identité avec (3.69)) permettent de
conclure que, pour tout ¢ € M! _(R3;0),

[v“ Vi = 217T< / Mg] (N)M[Y](—1 — X, B)dIA

?]‘E/\zféfe

n /S/zm —2,0)M[y)(~1 — A,@)d@d%A).

En appliquant 1’égalité de Parseval pour la transformée de Mellin (le Corollaire |1.3.6|) et
en utilisant le Corollaire et le Lemme [1.1.2] on obtient pour tout ¢ € M! (R?; o),

/vu VY = /( (0. B dp-l—o/slhp, G(p.0)p2dpdo,

ce qui prouve que (|3.66|) a lieu.

Etape 2 : Unicité.
Supposons que (3.66) admet deux solutions dans V}(R3; o), alors leur différence d appar-
tient & V! (R3; o) et satisfait

/vww —0, Ve M (R%0).

Comme d € V}(R3 ), alors sa transformée de Mellin M[d](A, ) € V(5% B) est définie
sur la droite RA = —e — % De plus v € M!_(R?;0), donc par le Lemme sa trans-
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formée de Mellin M[¢)](y, -) € H (S?; B) est définie sur la droite Ry = € — 3 (ou encore

IM[](—1 — A, ) est définie sur la droite RA = —e — 1).

2
Donc par le Lemme [1.4.6, on déduit que pour tout ¢ € M (R?* o), on a

[ [ [Vemidr, ) Vrmiu)(-1-X.6)
RA——e—1 2 (3.73)
—(A2 + NM[d](\, ©)M[¢](—1 — A, ©)|dOdIA = 0.

Rappelons que par la Remarque |3.1.11} pour tout A\ = —% — e + i€ fixé, le probleme

/ [V20(0)Vruw(®)— (A + A)o(0)w(©)|do
2 -

= w(B)M[q](N) +Sf2 MA](A - 2,0)w(0)dO, Vo e H! (5% B),

(3.74)
admet une unique solution dans V!(S?; B) = H!(S?% B). Donc, pour avoir I'unicité de la
solution de ([3.66)), il suffit de montrer que pour tout w € H' _(S?; B) et pour A = —e—%—l—z’f
fixé avec e € (0,3) et { €R, on a

/ (V9] (Mo, ©) - V7w (©) — (A + NM[)(A, ©)w()]de = 0. (3.75)

SQ

Montrons donc que (3.73) implique (3.75]) pour presque tout £ € R.
Soient w € H! _(S?; B), p € VI (R™;0) et définissons ¢ (p, ©) := w(0)p(p). Vérifions que
v e M! (R30).

Observons que 7z, la distance & B dans S?, satisfait rz ~ %’. Donc en notant Vyw la

T

£ on obtient
]

composante tangentielle du gradient, i.e., V = %VT + ©0,, avec © =

Jlrze o720 + rzevup]

R3

~ 512 |n§6w(@)lzd@of P~ 0(p)Pp*dp + Sf2 ITE;EVTw(@)IQd@([ P~ p(p)?p*dp
+SJ2’ Iréew(@)lzd@glp* Lp(p)Pdp < oo,
comme w € H! (5% B) et ¢ € VL (RT;0).

Alors, on peut prendre 1) comme une fonction test dans (3.73]), et on obtient pour tout
p € VI (R%;0),

/ /S [rMdI(A. ©) Vrw(®) — (2 + )] (A, ©) w(®)]dO Mlp](—1 — X)dSA = 0.
RA=e—1

(3.76)
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Rappelons que par le Théoréme [1.3.3] (voir la Remarque [1.3.4)), on a

16120 gy ~ (L I () P
%,u:ef%

= [ Q= 1= APl - DA

%)\:767%
= [t e~ 5 +igPImigl(e —  +i€) P
R

et donc 'application ¢ — G ou G : R — C est définie par

6 = (1 +le— L i gl - 1+ i)

est un isomorphisme entre Vi' (R{;0) et L*(R).

Notons maintenant n = —e — % et montrons que la fonction F': R — C définie par

1 . =
PO = T L [Vemidn +i€,0) - Vyw(®)

—((n +1€)” + n + iMd] (n + i€, ©)w(B) |de,

appartient a L*(R).
En effet, d'une part comme d € V2(R?; ¢), on sait par le Théoréme [1.3.7] que

/ (nzm[d](n M a5z + I -+ I (n + i€ ‘)||%g(52;3)> de<oo. (377

D’autre part, en rappelant que, par la Proposition [1.1.15, on a V!(S?; B) = H!(S?; B),
et en utilisant les inégalités

L 1 o |Hi&?+ntig
14 le— 3 +€? — 1+ |e— 5+

< |n+i€l?,

en plus de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

IFOF < 1Mdl(n + i€, )i s2m 1wl (2.5
+n + i€ [*|9md] (n + i€, -)

%2(52;3) HwH%EE(SQ;B)

S HwHJZLIiE(sz’;B) (HDJT[d](n + i, -) %/61(52;3) + [+ i€ ?||9m[d] (n + i, ')H%g(s%&)-

Ce qui prouve que F' € L*(R) en utilisant (3.77). Comme ([3.76]) signifie que F' est ortho-
gonale & 'espace L?(R) tout entier, on déduit que pour presque tout £ € R, F(£) = 0
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i.e.

/S [rmd|(A.©) - Vrw(®) — (A + \)M[d)(A, ©) w(©)]de = 0.

Par 'unicité de la solution de ce probleme, on déduit que pour presque tout £ € R,
M[d](n + i£,-) = 0 et donc d = 0. Le probleme admet ainsi une unique solution
u € VIR 0).

Etape 3 : Régularité et estimations.

Par le Lemme , prouver que u € V(R3; o) est équivalent & montrer que

/ Z |)\|21Hm ’ va 1(52 B)d\f)\ < 0. (378)
3

RA=m— afi

Rappelons que M[u](\, ©) = —vy(©)M]g](\) —wx(0). Comme vy € V™(S?; B) pour tout
a >m — 1 et satisfait par le Théoreme [3.1.9]

Z D [N e

ainsi que wy, € V(S?; B) et satisfait par le Théoréme [3.1.5]

m—2
ZP\\%”U’,\va sy S D0 INPIAIN = 2,1 ot gy + [ITANA = 2,) 2 g2
=0

On déduit que M[u](N, ) € V(5% B) et satisfait,

[e%

m m—2
DM sy S 1A+ D2 PRI = 2, )21 2,5,
— =0

+HM[AJ(A = 2, )15 52-

En intégrant cette derniere sur la droite ®RA =m — a — %, on obtient

/ Zw%uzm A EtmdSAS [ IO

RA=m— af; RA=m—a—

Njw

2

m—2
+ Z AP IRIBIN = 2, D)3 -2t g2,y + IL[B]A = 2, ) [1F 52| SN
=

Comme A% < |X —2|%, et comme a > m — 1, on a par la Proposition [1.1.8, pour tout
l€{0,...,m—2}, H"271(S?) — H™27{(S% B) = V/"=27{(S%; B), et on conclut donc
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que

m—2
il s [ (IO +E A= 21RO - 20

RA=m—a—3

N

LIMIBA -2, ->ug,s2)dm.

Le Lemme [1.3.3 permet de déduire que u € V" (R3;0) avec

lullve@so) S lllzz_,, @0 + 1hllve—2@s + 1lve_, @0

a—m-+1
ce qui achéve la preuve comme !\h!\vg,m+2(Rs;0) S Allym-2gs.0)- n

Remarque 3.2.3. Notons que la trace des fonctions 1 € M _(R3;0) est bien définie et
appartient a L* _(0,00), ce qui donne un sens a (3.60). En effet, soit p € M! (R o) donc
par le Lemme sa transformée de Mellin M) (1) est dans H' (S?%; B) et est définie

1

sur Ry = € — 5, alors par le Théoréme 4.2 de [16], sa trace au point B est bien définie et

on a
], B < el (s M (s2m),

avec ¢ une constante positive qui ne dépend pas de f.
En intégrant alors sur Ry = € — % et en utilisant le Lemme on obtient

[l BFas < e [ MG (s dSn

§R,U,=€—% %u:e—%

< CHwH?WlE(RS;U)'

Or par légalité de Parseval pour la transformée de Mellin (Corollaire , on a

et BB o= [ Il B)PdSn,

%u:ef%

on en déduit donc que
etllz2, o) < clldllan @30,

avec 7y, Uopérateur trace de M' _(R3; o) dans L2 (o).

3.3 L’équation de Laplace sur un domaine tridimen-
sionnel avec une fracture finie

On termine ce chapitre par un probléme posé dans des domaine bornés O de R? a
frontieres lipschitziennes, mais avec une fracture o qui représente un segment strictement
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inclus dans O, c-a-d. ¢ C O. Sans perdre de généralité, on peut supposer que
o={(x,0,0)|0 <z <1} (3.79)

Dans telle configuration, on consideére le probleme

—Au=¢qd,, d O,
{ u=q ans (3.50)

u =0, sur 00,

avec ¢ € L*(o).
Selon [15] Corollaire 2.2], on a le résultat suivant.

Lemme 3.3.1. Soient 0 = {(2,0,0) | 0 < z < 1} et O C R® un ouvert borné d frontiére

lipschitzienne et tel que & C O. Pour chaque fonction ¢ € L?(a), le probléme (3.80) admet

une unique solution u dans ( H(O;c), dans le sens qu’elle est l'unique fonction dans
a>0

N HY(O;0) qui satisfait
a>0
1 o
/ Vu - Vv :/ q(x)v(z)dz, Yve | H(0;0). (3.81)
o 0 a>0

De plus, pour tout a > 0, u satisfait [’estimation

HUHHé(O;a) S HQHO,U~ (3~82)

Remarque 3.3.2. Dans le second membre de (3.81)), v désigne v,v ot 7, est l'opérateur
trace de H' (O;0) dans L*(0), qui est bien défini selon [16, Théoréme 4.2)).

Preuve : La partie d’existence peut étre trouvée dans [I5, Corollaire 2.2}, tandis que
I'estimation (3.82]) est une conséquence de [15, Remarque 1]. ]

On montre d’abord que cette solution est réguliere loin de o.

Lemme 3.3.3. Supposons que la frontiere de O est de classe C™ avec m > 2. Soit

uwe N HYO;0) la solution du probléme (B.80) donnée par le Lemme |3.3.1. Alors pour
a>0

tout voisinage V' de o, on a w € H™(O\V) avec

[llmovv < llallo-

Preuve : On montre le résultat par récurrence sur ¢ pour 2 < ¢ < m.
Etape 1 : ¢/ = 2. Fixons a > 0 et soit 7y € D(O) une fonction de troncature telle que

m=0 sur 1
m=1 sur O\V],
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avec V) C V] deux voisinages de o. Posons wy; = nu.
Rappelons que la solution u de est dans H L(O;0). On peut vérifier facilement que
wy, € HY(O) avec

[willio S lulliow S llullrzow-

Pour tout v € H'(©), on utilise la formule de Leibniz et on obtient
/Vw1 Vv = /V(mu) -Vu
o o

= /anl'Vv—l—anVszU

o
= !uVﬂl-VU —i—!VU-V(mv) —O/UVU'VUL

Comme mv € H!_(O;0), par (3.81), on a

/VU'V(MU) = /qmv =0,
(@] o
ce qui permet de déduire que,

/le-Vv:/anl-Vv—/vVu-Vm.
16) o 16)

En appliquant la formule de Green dans le premier terme du membre a droite, on obtient
pour tout v € H'(0O),

/le Vv = —/vdiv(anl) — /vVu -V
10) 10) 10)

= /(—Amu —2Vn; - Vu)v.
0

Ceci signifie que w; € H L(O) est la solution faible du probléeme de Dirichlet

Awy =2V - Vu+ulAn, :=hy dans O
w; =0 sur 00,

avec hy € L*(O). On conclut donc par application de [10, Théoreme 9.25, p. 298], que
wy € H*(O) et satisfait
[will20 < [1Pallo0-

Ce qui implique que u € H?(O\V]) avec

||U||2,(9\V1’ S ||U||Hé(<9;0)'
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Par (3.82)), 'assertion est vraie pour ¢ = 2.

Etape 2 : Supposons maintenant que pour £ € {3,...,m}, u € H=1(O\V;) avec lesti-
mation

[ulle—1,0v; S llgllo.o
ot V, est un voisinage de ¢ qui contient V;. Et montrons que u € H*(O\V/) et satisfait
I’estimation

[ulleovw; S lalloe,

avec V/ un voisinage de o qui contient V;.
Soit n, € D(O) une fonction de troncature telle que

ne=0 sur V,
ne=1 sur O\V,.

Posons wy = nyu alors comme précédemment, on obtient que w, € H 1(O) est la solution
faible du probleme de Dirichlet

Awy; =2Vn,-Vu+ Anu:=hy, dans O
wy, =10 sur 00.

De plus, par hypotheése, on a u € H*}(O\V}) et donc par définition de hy on déduit que
he € H2(O).

On en conclut, grace a [10, Théoréme 9.25, p. 298], que w, € HY(O), ainsi u € H*(O\V})
avec

[ulleovwy < lwelleo S Nelle—20 S lulle-rovwv S llallo-

Théoréme 3.3.4. Soient m > 2 et O un ouvert borné de R® avec une frontiére de
classe C™, et tel que ¢ C O avec ¢ = {(2,0,0) | 0 < = < 1}. Soit ¢ € L*(o) et
soit u € () H\(O;0), la solution de (3.8(]). Alors w € (| V™(O;0), et pour tout

a>0 a>m—1
a>m—1 on a lestimation

HUHV({"(O;U) S HQHOJ'

Preuve :

Fixons une fonction de troncature n € D(O) telle que n = 1 dans un voisinage de o.
Comme dans le Lemme [3.3.3, on prouve que nu € | HL(R3,0) est la solution faible de
a>0

—A(nu) =nqdy + h, dans R3,

avec h := —2Vu - Vn — uAn, dans le sens qu'elle est I'unique élément de (| HL(R3, o)
a>0
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qui vérifie

[ Vm)(@,y,2) Vole,y.2) dadydz = [ () v(,0,0) da
R? 5 (3.83)
+/[ h(z,y,z) v(z,y, 2) dedydz, Yo e M' (R o).

R3

En effet, pour o € (0,3) soit v € M! (R? o), donc on vérifie facilement que nv €
H! (O;0) et que [zs V(nu)-Vu est bien définie. Des applications successives de la formule
de Leibniz et de la formule de Green, permettent d’avoir

/ Vnu-Vov = / an-W—l—/ nVu - Vv

R3 R3 R3
= —/R?)T;div(an)+/R3VU-V(T]U)—/RSEVU-V77
= /. Vu - V(nv) — /Rgﬁ(div(an) + Vu - Vn)

= /o Vu-V(nv) — /R3 v(2Vn - Vu + Anu).

Comme nv € H! (O;0), on a par (3.81)),

/OVU-V(m)):/an@.

Notons que la différence avec (3.65)) vient du fait que o ici est un segment et pas une demi

droite. Pour résoudre ce probléme, on va utiliser une méthode d’extension. Notamment
posons

o ={(2,0,0) |z >0} et o_-={(x,0,0)|z<1}.
Observons que r,, < r,, et donc on obtient directement que nu € N HL(R3; 04). Sans
a>0

perdre de généralité, on étudie seulement le cas ou ¢ est prolongé a o (le cas ou o est
prolongé a o_ se déduit par un changement de variable 1 = 1 — x).

Alors par la Proposition [1.1.14, on déduit que nu € N V.'(R?0,).
a>0

Soit G extension de ¢ par zéro a lextérieur de o, alors nu € V.}(R3; 0, ) peut étre consi-
dérée comme la solution de

—A(nqu) = G0,, —2Vu-Vn—uln, dans R®,
c-a-d.

/3 V(nu) - Vo dedydz = / G(z)v(z,0,0) de + /3 ho dzdydz, Yve M' (R*o,).
R o Ri

+

A cette étape, on remarque que grace au Lemme [3.3.3] h := —2Vn - Vu — uAn €
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H™ Y(R3) pour tout m > 1, et comme h est nulle au voisinage de o et en dehors de O,

h e ﬂ V&Q(R?’;O) et he ﬂ V$_2(R3;O),

a>0 a>0

Comme, pour tout a >m —1, g€ L2 . (R";0), une application directe du Théoreme
- permet de déduire que nu € V"(R3, 0, ) et pour a > m — 1, Pestimation

<

Inullver®s oy < Nldllee (R+;0) T ||h||v§1*2(R3;o) S llalloo- (3.84)

a— 'm+1

De fagon similaire, a ’aide d’un changement de variable x1 = 1 — x, on montre que
nu € V(R3, 0_) avec
(3.85)

||77U||V;n(11@3

Vérifions maintenant que si nu € V(R o,) N Vam(R3,o_) alors nu € V"(R? o).
Posons
R3 := Dy US U D,,
avec S :={(x,y,2) e R* |0 < x <1}, Dy :={(x,y,2) € R® | x < 0} et Dy :={(x,y,2) €
R® |z > 1}.
Remarquons que sur S, 7, = 75, et alors nu € V."(S;0). De méme sur D, (resp. D,),

re =1, et alors nu € V2"(Dy;0) (resp. r, = 1, et alors nu € VI"(Ds;0)). On conclut
donc que nu € V"(R?, o). De plus, grace aux inégalités ([3.84) et (3.85), on a

[nullvmmsey = lInullvese + lInullve oo + Inullve o,

[nullvim(s,or) + lwllvimor,op) + IMUllve (Do)

< Amullve@sopy + Inullve@s.o)
S ldlloe- (3.86)

D’autre part, grace au Lemme 3.3.3) on a (1 — n)u € H™(O) et comme elle est nulle
dans un voisinage de o, on obtient

(X = n)u

Cette derniere avec (3.86)) concluent la preuve. [
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— Chapitre 4 —— R
Problemes elliptiques avec une

fracture courbe

Sommaire
4.1 Régularité locale a l’intérieur de la fractureo . ... ... .. 107
4.2 Régularité locale au bord de la fractureoc ... ... ... ..
4.3 Régularité globaledans O . . . ... ... ... ......... 142

OIENT m € N et O un ouvert borné de R?, soit ¢ une fracture courbe unidimensionnelle
de classe C™*2 et strictement incluse dans O.
L’objectif de ce chapitre est d’étudier le probléme suivant : étant donné ¢ € L?(c), on
cherche a étudier la régularité de la solution u du probleme

{—Au = qd,, dans O, (4.1)

u =0, sur  00.

FIGURE 4.1 — Un domaine tridimensionnel @ avec une fracture unidimensionnelle o.
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Selon le Corollaire 2.2 de [I5], ce probléme a une solution faible u dans [ 5(0;0) avec
0 < B <1, ie. u est 'unique fonction dans }ofé(O; o) vérifiant

/Vu Vv = /q%v, Yo € POIEB(O; o). (4.2)
O o

De plus, on a
[ull 100y S llalloo (4.3)

Le but de ce chapitre est donc, de montrer une régularité améliorée de cette solution,
c-a-d. de montrer que pour tout m > 1, u € Vﬁ"jmfl(O; o) avec toujours 0 < < 1.

4.1 Reégularité locale a l’intérieur de la fracture o

Le but de cette section est de montrer la régularité locale de la solution de 1’équation
de Laplace a l'intérieur d'une fracture unidimensionnelle o, qui représente dans ce cas,
une courbe réguliere strictement incluse dans un domaine tridimensionnel O borné et a
frontiere suffisamment réguliere.

C’est-a-dire qu’on va montrer la régularité de la solution du probléeme de Dirichlet
au voisinage d'un point zy € o intérieur a o.

Pour démontrer le résultat principal de cette section, on a besoin de certains résultats
fondamentaux dont les démonstrations sont données, la démonstration du Théoréme|[4.1.4]
est inspirée du Théoreme 5.1 de [14] en plus du Lemme 7.4.3 de [11], ou les auteurs ont
prouvé dans le premier la régularité de la solution des problemes aux limites sur des diedres
mais dans le cas d’un opérateur elliptique a coefficients constants. Dans le deuxieme, les
auteurs ont prouvé un théoreme de shift dans les espaces de Sobolev avec poids mais cette
fois dans le cas d’un opérateur différentiel a coefficients variables réguliers et sur des cones
tronqués.

On commence cette section avec un lemme technique fondamental pour I’argument de
perturbation qui va nous permettre d’obtenir des estimations a priori pour des problemes
elliptiques dans des diedres.

Lemme 4.1.1. Soient K un cone de R* et & = (2,,%3) avec &, € R? et &3 € R, les
coordonnées cartésiennes associées au produit K xR. Soit L un opérateur elliptique d’ordre
2 a coefficients variables de classe C*° défini sur K x R. Pour tout nombre positif j et
tout |v| < 2711, soit LV opérateur défini par

L (&, 0:) = 27 L(277(2 + (0,0, g)), 20;).
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Soient encore Ly, la partie principale de L gelée en (0,0, 2;”) et

27Ty - 27Iy

Liy =274 L,,((0,0, 5 ),270;) = z|j 0a(0,0, =5 =)0%
al=2
Soient m € N et A, l’ensemble donné par
. 1 . 1 1
AE::{:ULEK\E—6<]mﬂ<1—|—e}x(—§—e,§+e), (4.4)
alors pour tout u € H™2(A,), on a
(L7 = Ly Yullma, S 277 [wllmz,a.- (4.5)

Remarque 4.1.2. Notons que la constante obtenue dans (4.5) est indépendante de j > 0
et |v| < 27F1L.

Preuve : Par définition, on a (L7 — Li’;j)u = Liu + Lou, ou

‘ . . 2
Liwi= Y bf(#)5- avec BY(#) = aa(27(& + (0,0, V) = aa(0,0,

ol
|af=2 2

et

4 < 0%u
Low :— 93 (el =2) (277 (2 0.0 v )
=3 a0 (279(2 +(0,0,9))) 5=

Par itération sur £, on prouve que pour tout u € H*"2(A,) avec 0 < ¢ < m, on a

(L7 = LE)ullea, S 277 ||ulleo,a. (4.6)

Pour / =0, on a

0%u
= llo.a.

ILyulloa, < > sup |b(71”(55)\||a

| =2 TECAe

< sup [0)(2)][ull2.a.-

FeA.
Notons par B, := 277 (AE + (0,0, %)) Cet ensemble est borné indépendamment de j et
v grace aux conditions j > 1 et |v| < 2/*1. Comme a, est continfiment dérivable et

sa dérivée premiére est continue sur B, on en déduit que b:” est lipschitzienne grace a

108



Problemes elliptiques avec une fracture courbe

I'inégalité des accroissements finis, et on a

o . “y “Jy
b7 (2)] < sup Vaa(@)] 2772 + (0,0, =) = (0,0, —=)|
< 27|
Comme Z € A, qui est borné, on conclut que
b3 (8)] S 277 (4.7)

Et donc,

[ Lyullo,.a. S (4.8)
Estimons ||Loul|o 4,. On a

2 71/
3 (e —2) J
ILaulloa, < Y 270972 suplaa (2772 + (0,0, =57))| H&xa \OA

|a‘<1 TEA,

Comme |a, (2772 + (0,0, 2_2j”))| < ¢ (continu sur un compact borné indépendamment de
j et v), on obtient

[ Laullo,a. S (4.9)

Par conséquent,
(L7 = Ly )ullo.a. S 277 [lullz,a.-

Soit 1 < ¢ < m. Supposons maintenant que (4.6) est vraie pour ¢ — 1 et montrons que
pour u € H**2(A,) on a

1L = L )ullea, S 277 lullesa,a.
Par définition de la norme dans H*(A,), on a
1L = Ly yullea, = (L™ = Ly Yulle-r,a, + (L7 = L )ule.a,. (4.10)
et il suffit d’estimer |(L*" — L% )ulg 4. .

(@ = i, S Y (107 (L), + 107 (L) B.4,)-
|B|=¢
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Par la formule de Leibniz, on a

, 0%u
B — B | pisv ( 4
9°(Lyu) = a%a b3 (2) %a}
i 07T
= X X (@) g
la|=2~<B
, 06 u ‘(i Nty
- Z b A/B-i-a Z chaﬁ 7( a x))a@wa'
|ar|=2 |=2v<B
Donc, pour tout |5| = ¢, on a

2 0
[ 5aralla

107 (Lyw) 54, S D2 1927115 HaAg_,_aHOA + >0 > sup|ot (@

jo]=2 =2 |y|<[8] 7€ A<
Comme précédemment, |[b27 || < 277. De méme, pour |3 —~v| > 1, on a

‘8577(53;’1/(53))‘ _ Q*jlﬁ*ﬂ’aﬁg}’aa@*ji + (0,0, 2_2]V)>‘

Cette quantité est bornée par 277 comme a, € C* et |3 — | > 1. Par conséquent

. aBJrau ooy
S 10k $ 7 T 15t T IgtRa),

18l=¢ 1Bl +]al=+2 IyI+|af<t+2

et on en déduit que

S 0% (Liw)]lo.a. S 27 [|ul|era,a.-
|B|=¢

Revenons maintenant a Ls. De la méme facon, on utilise la formule de Leibniz et on a

. . 27y 0”
8[3(L2u) — Z23(‘0‘|_2)86[aa(2_Jj+(0,0,71/)) AZ]
a1 2 0%
4 4 270y 07T
_ J (|| —2) Y 9B~ —J4
- 22 Zcﬁa [&0‘(2 £+(0,0, 2 ))]&gwa
lal<1 v<B
277y 9Pty
— 9i(lal=2) 4 o(27 J -z
) B+ (0,0, 557) s
|| <1
, . 27 Iy 07y
21e1=2) N 0799 (a0 (2774 4 (0,0, =
" B e 00 5 G
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Mais alors, pour tout |3 = ¢, on a

L, 5 3 200 (2 + 0.0, 2 I G
|o| <1
L 277y oty
b 3 G suplor e+ 0.0, 2] G
l<I8| Y sea.

Pour |a| < 1, on a 2%(21=2) < 272 De plus, comme a, € C®(B,) et donc est borné, on
obtient pour tout |5 — | > 1,

. 27 . , 277
07 aa (2798 + (0,0, = 2] = 2707197 a0 (2778 + (0,0, %57))]
. , 27Iy ;
< 279|190 7a, (2777 + (0,0, NS
Ainsi,
iy 9Py oty
Y10l S 2 X Gt T IR
=t jol+13<e+1 ol <1

S 2_2j||u”?+1,,45
S

27 Jull7 12,4,
Par hypothese, pour 1 </ <m, on a
1L = Ly yulle-1,a0 S 277 [|ulles,a.

et on a prouvé que

(L7 = L )ulea, S 27 [ullese.a,-

On en déduit par (4.10) que (4.6) est vraie pour /. n

Un résultat aussi technique qui sera utile par la suite est le lemme suivant.

Lemme 4.1.3. Soient m > 2 et A. l'ensemble donné par (4.4). Soit L un opérateur
elliptique a coefficients variables de classe C™ défini sur A, :

L= a.(z)0"
<2
Soient u € H'(A.) et Lu € H™ %(A.). Soient maintenant Ac/m C A et n € C°(R?) telle
que n =1 sur A¢/m et supp(n) C Ac. On pose v = nu, et on suppose que v € H™(A,) et
vérifie
[0llm,ac S [ L0][m-2,4. + [[V]1,4.- (4.11)
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Alors, w € H™(A¢jm) et satisfait
llm,a S NLttllm—2.a. + [ull1,a.-
Preuve : Ce résultat peut étre démontré par récurrence sur £ pour 2 < ¢ < m. Pour

¢ =2 par (4.11), on a
[vll2.4. S [I1Lv]lo,ac + [[0]l1.a.-

En utilisant la formule de Leibniz, on a

Lv=nLu+ Y a(z) Y CLO°ud* " n, (4.12)

lal<2 B<a

et donc :

IZvllo.a. S 1Lulloa, + D sup laa(@)] > sup [0 ] [|0%u]o.a..

laf <2 7€ 18I<lal
D’ott comme 7 = 1 sur A./», on obtient
ull2,a,, < [[0ll2a. S 1 Lullo.a, + [l a.-
Supposons donc que pour 3 < ¢ < m,onau € Hffl(Ag/(g_l)) avec
ulle-1.a. sy S I1Lwlle-3.a. + [[ull.a,- (4.13)

Supposons aussi que pour 7 € C*(R?) telle que n = 1 sur A,/ et supp(n) C Aeje—1) C A,
onawv=nuéc H(A,) et vérifie

[olleac S I1Lvlle—z.ac + |vlla. (4.14)
et montrons que u € H'(A. ) et satisfait

[ullea,,, S 1Lulle2.a. + [ulla.
Comme n = 1 sur A/, par on a

[ullea,,, S ILvlle-z.a. + [v]l1.a.- (4.15)

D’une part, par le Lemme [1.1.3on a

[ollac S llullv.a.- (4.16)
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D’autre part, par définition de la norme H*2(A,) on a

ILollf2a, = > 1107(L0)IIG .-

[y|<e—2

Mais en utilisant (4.12)), on a

(Lv) = 3 Cro¥(Lu)d ™y

v<vy

+ 33 Y CHO ag)0” (0%u0 )

|o]<2 B<av<y

— Y Yo" (Lu)d 'y + 7 (Lu)n

vy
+ 33 SO an) Y CLH (0P u)0” (0 ).
|a|<2 f<a vy u<v

On en déduit donc que

Lol o, S 20 22 10"(L)l5a,, , + 1Lulle-2a

[y[<é=2 v|<]v|

DN D DR DED D [’

i<E-2 lal<2 |8 <lal 1< [l <Iv
S Lullzos oy, + lulliq 4

~Y

2
0,A¢/(e—1)

e/(£—1) e/(t—1)"

En utilisant I'hypothese (4.13)), on obtient

ILolE 2 a, S I1Lulli s a0,y + IL0lE 5 4, + [lullf 4, -

e/(t=1)

Comme A./—1) C Ac et Lu € H*2(A,), on en déduit que
Lol o,a, S IILullz_s 4, + llullf .-

Retournons a (4.15)), en utilisant cette derniére inégalité avec (4.16|) on conclut que u €
HY(A. ) et satisfait
[ullea,, S [1Lulleaa + [ulla.

Montrons maintenant un théoreme de shift dans les espaces de Sobolev avec poids,
donné pour des opérateurs elliptiques avec des coefficients variables définis sur des diedres
(le cas des coefficients constants est démontré dans [14, Théoréme 5.1]).

Théoréme 4.1.4. Soient K un cone de R?, o € R et soient

W:=(KNB(0,1)) x (=1,1) et W.:=(KNBO0,1+¢€))x(—1—¢€1+e¢),
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avec € > 0. Soit x = (v, x3) avec x; € KNB(0,1) et x3 € (—1,1). L'aréte e € W, est le
sous-ensemble {x = (0,x3), —1 —e < x3 < 1 + €}.
Soit L un opérateur uniformément elliptique d’ordre 2 défini sur W, d coefficients

variables de classe Cm(We)
L= a.(z)os.

o] <2

Pour tout m > 2, soit f € V" 2(W,e) et soit u une fonction dans Hfoc(We\e) qui
satisfait

{ Lu = f, dans W, (4.17)

u =0, surdW.:=(0KNB0,1+¢)x(—1—¢1+e¢).
On suppose de plus que uw € V) (Wee). Alors u € V"(We) et vérifie Uestimation

||U||VJ”(W;e) S Hf”v;"*Q(WE;e) + ”U”v;fmﬂ(we;e)-
Remarque 4.1.5. Dans ce cas, remarquons que d(x,e) = |z |.

Preuve : La preuve est basée sur le recouvrement dyadique de W, en utilisant une
homothétie en plus d’une translation en z3 :

14

5));

Y & s o= 279(& + (0,0, 5

avec j € N et |v| < 277!, Soient maintenant
1 11
A= {z K| = 7 1 _- =
et A, donné par (4.4)). Donc

w=U U »") et W.oJ U WA

JEN |y|<2i+1 JEN |y|<27+1

Notons par h?"u la fonction u o h?" et par hJ* f la fonction f o h?”.
Alors hiYu et h}” f sont définis sur A, et comme u satisfait (4.17)), on trouve que h?"u
vérifie

{ L(279(2+(0,0,%)),270; ) (hi*u) = hi* f, dans A, (4.18)

hi*u =0, sur (0K x R) N A,.

1. par uniformément elliptique sur W,, on veut dire que la partie principale gelée en tout point zg € W,
satisfait Ly, (zo,i€) > 7]|€]|?, pour tout & € R™, £ # 0, pour un certain v > 0 indépendant de z¢ et &.
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Notons par L?* I'opérateur défini pour & = (2, #3) dans A, par
L3 (#,8;) = 2 ¥ L(279(@ + (0,0, g)), 20;).

Le probleme (4.18) devient

L (h3vu) = 2723V £, dans A,
| _ (4.19)
hiYu =0, sur (0K x R)N A..

La fonction u qui vérifie le probleme est dans V}_, ., (We;e) donce hiYu € H(A.).
De méme, comme f € V™ %W,e), on trouve donc que L (hiYu) = 27%hIVf €
H™2(A,).

De plus, comme L est elliptique sur h/”(A,), 'opérateur L’ obtenu par le changement
de variable, est elliptique sur A.. Ainsi, comme h?*u € H?(A,) par le Théoréme 2.3.2 (i)
de [IT], on obtient pour m fixé et pour j,v fixés, que hi*u € H™(As) et satisfait

1"l < ¢ (127 LB ) 2., + 1037210, ) (4.20)

Pour conclure, on doit montrer que la constante c;, peut étre choisie indépendamment
de j et v.

Soit donc L%’;((O, 0, %), 0@) lopérateur défini par
277y 277 277y

S50 0a) = 27 L (0,0, 755),20:) = 3 aa(0,0. =

|a|=2

iz ((0,0, )o5,  (421)

avec Lpp((O, 0, 2_;”), 2 &,g) la partie principale de L gelée en (0,0, 2_;”_ ). Soit maintenant
Q un ouvert de R? de classe C™ tel que A, C @ et soit n € C*(Q) une fonction de
troncature telle que 7 =1 sur A et 7 est a support dans Ac C A..

Soit v := nhi¥u. Remarquons que v = nhiu € H'(Q), il suffit de vérifier donc que

—J

—5 ) d:)(v) € H"(Q),

Lix((0,0,
pour pouvoir appliquer le Théoreme 2.3.2 (ii) de [I1] a 'opérateur ng((o, 0, %), a@).
La formule de Leibniz appliquée sur L(nh?*u) donne

Lv = LK "uwn+ Y. a, (2—j (z + (0,0, %)))23"“‘ S CREL (hivu)as . (4.22)

la|<2 B<a

Par ([4.20), comme hl'u € H™(Ac) < H™ '(Ac), et comme L(hiYu) = hl'f €
H™2(A), on en déduit par ([4.22) que Lv € H™*(Q). Comme on a de plus v € H™(Q)
(car hi*u € H™(A<)), on conclut directement que L,,((0,0, 25%),2/0;)v € H™2(Q), ou

€
2 2
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encore L7¥((0,0, 22v) 9:)v € H™2(Q) grace & ([21)).
Par conséquent, en appliquant le Théoreme 2.3.2(ii) de [11], on déduit que pour tout
m > 2, v € H™(Q) satisfait

Iy

, 2
lollme < i (1235 (0.0, %57). 82 )vlm-20 + lvlh.0).
L’opérateur L est uniformément elliptique en tout point a € e, donc Lg;’z’; ((0, 0, %), 6@)
donné par (4.21]), est aussi uniformément elliptique et la constante obtenue dans la derniere
estimation appartient a une bande uniforme, et donc

27Iy
2

ol < cm (125 (0.0, 550,85 ) vllmoso + Ivllne). (4.23)

Estimons le premier terme du membre de droite. On a

), 0 ()20 < NE*(,05) —L3((0,0,%5%), 02))(0) -2 (4.24)

I1232((0,0, %
HIL(2,00)(0) -2

Par le Lemme {4.1.1) comme supp(n) C A. C @, on obtient

< 277||v||m.o- (4.25)
m—2,Q

H (L%’ o)~ 1 (0.0.229), a&) )

Par conséquent, (4.23), (4.24) et (4.25) impliquent

[ollm.q < em(1L7(2, 02) (0) m—20 + 27 [0 me + [VIhe),

ou encore,
(1= cem2 N 0llmg < em([1L7(&,02) (0)lm-2.0 + lull1e).

Pour j > j; avec j; suffisamment grand tel que cc,, 277 < %, on obtient
19llm.c < 2em ([117(2, 0) (0)llm-20 + IVll1.0).
Par définition de v, en utilisant le Lemme [£.1.3] on obtient
. B Y N v . - -
1B ullna < G (279 L(277( + (0,0, 5)), 205 ) (W w) -2, + P2 ulr,a, )

%
_ o N vV . iy »
< en (12727 +(0,0,5)), 220: ) (W w) 2., + [ ull1.a.).
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Ce qui est équivalent a

, 1 . 1 , 1
{ Z |’2*J|a|aau||i]_,u(A)}2 S,{ Z H271(2+\a|)aaLuHi]_’u(Ae)]2+[ Z ||27J\oz|8au||}2ﬂ’u(Ae)}2_

la]<m la| <m—2 jal<1

Pour tout (j, ), on peut multiplier chaque terme par 2798 et remplacer 277 par r (comme
277 ~ 7 sur W (A,)), et on obtient

D=

1 1
[ Z ||r‘a|+ﬁaau”ijyu(f‘)}2 5[ Z ||TﬂHaHzaaLUHij,u(A{)}2+[ Z ||T5+|alaau||ij,u(14€)}

o <m o <m—2 lal<1

En sommant sur j € N et sur v tel que |v| < 2%, on obtient

||U||v[;1m(w;e) < ||LU||V¢;”+;2(W€;6) + ||u||VB1+1(W€;e)‘
En posant @ = 8 + m, on obtient le résultat cherché. [

Dans le but d’étudier la régularité locale de la solution, on a besoin de la nouvelle
formulation variationnelle du probleme localisé, et donc du lemme suivant.

Lemme 4.1.6. Soit 0 une fracture courbe unidimensionnelle, assez réguliere et stricte-
ment incluse dans un domaine borné O C R3. Soit u € ﬁé((’); o) la solution de (4.1)
avec 8 > 0 et soient xo un point intérieur de o et €, > 0 assez petit tel que B(xg,€1) ne
contient pas les extrémes de o.

Considérons 1 € D(R3) une fonction de troncature telle que 1, = 1 sur B(xg,€) et
supp(m) C B(xzg, €1) avec € > € > 0. Alors il existe une suite de fonctions (w,,), dans
co? (B(wo, e)\a), Iespace des fonctions de classe C™2 et a support compact inclus dans
B(xo, €)\o, qui tend vers u dans Hy(B(x,€);0) lorsque n — oc.

Preuve : Soit u € H 5(0;0) la solution de (4.1)). Soit encore 7, € C*(R?) une fonction
de troncature telle que 1, = 1 sur B(xg, €) et supp(m) C B(xo, €1) avec € > €.

Dans le but de redresser o, on utilise le fait que o est une sous variété de dimension
1 assez réguliere (voir [9, Théoréme 2.1.2, p. 56]), on déduit que pour tout zy € o, il
existe des voisinages ouverts U’ et V' de x¢ et de 0 dans R3 et un C"™*2—difféomorphisme
@ : U — V' tel que p(xo) =0 et

QO(UIHO') = {(i’l,j\fg,ig) & V' i’l :.%2 :O} = ({O} X R) NV = 6’,

et donc

(&1, 29, 23) = (p1(x1, 22, x3), P2(T1, T2, T3), P3(T1, T2, X3)).

Ce difféomorphisme ¢ transforme nu en 77u dans HA(B(0,€);6) = V3 (B(0,€);6) et i
est nul en dehors de B(0,¢;) donc 71 € V4 (R?; 5).
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Or par [32, p. 24], on déduit I'existence de i, € D(R3\4) telle que
@, — mu dans V(R 6).
Soit maintenant 7, € D(R3) telle que 1, = 1 sur B(0,¢) et supp(ny) C B(0,¢;) donc
Notl, — Mo dans Vﬁl (R3: ).

Finalement, il existe @, = i, €  D(B(0,e)\6) qui tend vers
neMity dans ‘ofﬁl(B(O, €1);0) = I—o[é(B(O, €1);6). Ce qui permet de conclure qu’il existe une
suite (w, := W, 0¢), dans Cy*? (B(a:o, e)\a) telle que w,, — u dans Hj (B(xo, €); 0). n

Arrivons maintenant au théoreme principale de cette section ot on montre une régu-
larité améliorée de la solution de (4.1)) localement.

Théoréme 4.1.7. Soit 3 € R tel que 0 < B < 1 et soit m > 1. Soit q € L*(o) et soit
u € Hé((’); o) la solution de (4.1). Si on note U un voisinage d’un point xo qui se trouve
a l'intérieur de o, i.e.

U := B(xy,0),

pour un certain & > 0 suffisamment petit pour que les extrémités de o n’appartiennent pas
a B(wg,0), alorsu € Vi, (U;0) et satisfait

i) S llalloe- (4.26)

||U||vg“+m_1

FIGURE 4.2 — Localisation a l'intérieur de o.

Preuve : Le résultat peut étre démontré par récurrence.

Etape 1 :u e Vi, (U;0) et satisfait (4.26) pour m = 2.
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Etape 1-1 : Localisation du probléme.
Soit
U' = B(xg,0 + ¢€), avec € > 0 assez petit,

un deuxiéme voisinage de xo. Fixons une fonction de troncature ny € D(O) telle que

=1 surU,
=0 sur O\U"

Soit ug := nou donc ug € Polé(U’;a). Formellement, on peut considérer ug € ﬁé(U’;a)
comme solution de

—Aug = qods + fo(u), dans U, (4.27)
uy =0, sur  oU’,
avec qo = 1oq et fo(u) = —2VnoVu — Angu, dans le sens que ug est I'élément dans
]jlé(U’; o) qui satisfait
/Vuo Vo = /qo%ﬁ—l—/fg(u)@, Yo € ]jliﬂ(U’;a).
i a o
En effet, soit v € /' ;(U';0) donc | Vg - Vo est bien définie et on a
U/
/ Vo - Vo = / uVio - VU + / oV - V0. (4.28)
g g g

Commengons par le premier terme du membre a droite de (4.28). A T'aide d’un argu-
ment de localisation, on obtient que la solution v € Hj(B(xo,d+¢€); o) donc par le Lemme
4.1.6], on déduit D'existence de w, € C§"**(B(z0,0 + €)\o) telle que

w, — u dans Hé(B(xo,éqLe);o).

Comme 1y € D(O) et Vo € L? 4(U';0) < L*(U’) on obtient grace au théoreme de la
convergence dominée,

/ano Vv = nli_)rgo/anno -V = Jim / w, Vo - Vo,
g o UNO

avec O un voisinage de o tel que w, = 0 sur O. Par application de la formule de Green,
on trouve

lim /anno-W:—lim /div(anno)T).

n—oo n—oo
UN\O UN\O

Une deuxieme application du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue permet
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de déduire que

n—oo

lim / div(w, Vn)v = Jgngo/div(anno)@ = /div(ano)@,
UN\O U U

ce qui permet de conclure que

U U’
Pour le second terme du membre & droite de (4.28)), par la formule de Leibniz, on a

/UOVu-W: /Vu~V(n0v) — /EVU - V. (4.30)
g g

U/
Mais alors on obtient par (4.29)) et (4.30) que

/VUO Vo = /Vu -V(nov) — /E{div(ano) + Vu - Vﬁo}
g U

U/

= /Vu -V (nov) — /@{QVU - Vo + Anou}.
o

U/

Comme nyv € ]jﬁﬁ((’);o), par on a

On en déduit que

/Vuo-W:/ngqm—/E{QVU-VnoJrAnOu}.
U o

U/

Etape 1-2 : Transformation locale du probléme avec fracture courbe en un
probléeme avec fracture droite.

On utilise toujours le fait que o est une sous-variété de dimension 1 de classe C"™2 (voir
[9, Théoreme 2.1.2, p. 56]), et a I'aide du difféomorphisme ¢, le probleme devient

{ Liy = Gods + fo(@), dans V7, 431)

g =0, sur  JV/,

ou V' contient B(0, 01 +€) X (—d; — €, 01 +€) avec Iy, € assez petits, et L est un opérateur
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-

Gt

a

U’ V'

F1GURE 4.3 — Transformation locale d'un voisinage d’un point intérieur zy de o par ¢.

d’ordre 2, a coefficients variables de classe C™ avec m > 2, donné par

3 3 3 899-8gu; 82 3 3 82¢7~ o
L—_ ; - 1 C 4.32
;j:lkzz:l 81'@ 8951 89238:%;6 i—1j=1 81'12 &i’J ( )
De méme, fo(@) est donné par
foli) = (Lig)a — 25" ( 30 2¢1 01 (5~ 921 O (433
R AV = o AT = A ‘
=1\ j= =
et gy par
G0(0,0,2) = (mg) o ¢™(0,0, 2). (4.34)

Let Ny = ny o o !, et la solution 7y de ce

Ainsi, g = (nou) o™ =wgop i =uop”
probleme est dans H(V';5).
Grace a lellipticité du laplacien, 'opérateur L obtenu a l’aide du difféomorphisme

@ : U — V' est uniformément elliptique. En effet, soit L,, sa partie principale, i.e.

B 3 3 3 agpj 8g0k 82
Lw==2.2.2. Or; Ox; 003y

i=1j=1k=1

Donc,

Llasi€) = ~3° 55 2099 i iy
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ou Vy = (%)1@,;’33- Rappelons que ¢ est au moins un C'—difféomorphisme, donc il
existe ¢ : V' — U’ tel que ¢ o ¢ = I3, et donc
0
81‘i

[0 0¥l = dij,
ou encore V(¢ o ¢) = I3. On obtient donc
(Voop) Vp =1,

ce qui signifie que Vi est une matrice inversible et donc l'existence d’une constante
C > 0 telle que [|(Ve) || > C; > 0. Comme ¢ est un C'-difféomorphisme, on obtient
que (V¢)~! est uniformément borné en x, et on conclut que

Lpp(waf) =|[Ve- SHQ > C2HfH2a

avec (5 indépendant de x.

Etape 1-3 : Estimation a priori pour m = 2.
Soient maintenant pour d; et € assez petit,

W = B(0,0:)\{0} x (=61,01),

W, = B(0,8; + \{0} x (=0, — .6, +¢).

Alors la solution 4y du probleme (4.31)), qui est dans ‘D/'BI(V’ ,0), peut étre considérée
comme solution de

Ly = fo(2) dans W, (4.35)

Dans le but d’appliquer le Théoréme [4.1.4] on doit d’abord vérifier que ses conditions sont
satisfaites (ici K = R*\{0} et donc on n’a pas de conditions au bord) :
e La solution uy du probleme est dans Hy(U’; o) alors la solution g du probléme
est dans H}(V';8), ou encore dg, solution de (4.35)), est dans H}(W,;6). On
en déduit que 4y € V3 (W; 6) avec

ldollviowasy ~ Naollmyowas) S Ndollmyvis)

~ HuOHHé(U/;O') S HuHHé(U/;O') S HuHHé(O;U)' (436)

e Le second membre fo(@) de (4.35) est dans L3, (W 6). En effet,

| fo(@llzz, wess) ~ I fo(@llzz, v
3
< WAz, 000+ 2 2 10 - V) O T sz v

(4.37)
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Estimons d’abord H(Lng)uHLz (Vs

||(L770)u||L2 vie) <
=1

=

s)- Comme L3(V',6) — L3,,(V',6), on a

A dp; 0o 0%y .
ZE:IZ H axl axl 81‘]81‘ H %Jrl(vf;&)

k=1

+

1j=
3

A
M“ .

ox;

1j=1k=1

in

J:

.
I

.

+
Mw

2

Pj
2 Nl 50
7

—_

7

< ¢«

> Il

L2(
B

avec ¢} = c(
i=1j=1
Ainsi, on obtlent

I (Lao)illsz,

LA 82<PJ8770A

390 aSOk;
P JHooH o ||ooS up

V’i6) < ClHﬁHHé(V’;&) = Cl”“”Hé(U’;a) < Cl”uHHé(O;J)'

ﬁ+1(V/§6')
82
; |a a/\ H| HL/3+1 V’i6)
9o
152 il

3 3
@H@w@%zzufwmznwmu)

(4.38)

Il reste a estimer Z |(Or,p - V) (O, p - Vno)HLz Vi)-

3

>80 V) (Ouip - Vilo)lliz, vrie) S

=1

I ZANRYAN

Donc, en reportant dans (4.37), on obtient

|’f0(ﬁ)”L§+l(We;&) < 5HUHH;(O;U)>

IVells Suplvno\IIVUHLz (V/36)

||90||c1(R3) [17l0lle (e) ||U||Hg(v';&)

62”90”(231(1@3) ||ﬁ0||C1(R3) HUHH;;(O7O')(439)

(4.40)

avee & = a1l oy Iollesn + e llescen] + call s len e
e Vérifions maintenant que @y € HZ.(W.\6). Fixons une fonction de troncature 7 et

un point p € W\O, ot O est un voisinage de & et telle que supp(n) C B,(p, Rp,)

avec Rp, > 0 suffisamment petit, de sorte que Rp, <

d(y,d).

inf
y€0By(p,Ry,)

Remarquons donc que pour tout x € B,(p, Rp,), on a d(x,5) ~ 1.

Soit v := ntgy. Alors v est solution de

{ Lv = nfo(d) + g(n, o)
v=20
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A L o 2 3 8@] 8’“0 89019 ﬂ
avec 9(777 UO) ( 77)'1,60 E ( Z Ox; 0%, )( Z Ozx; Oy )

i=1 j=
On a déja vérifié que fo(a) € LBH(V’;&) et donc nfo(a) € L% (By(p, Rp,); 6) ou
encore,

nfo(ﬁ) € LQ(Bp(I% Rp,)).

De plus, la fonction g est définie a l'aide des dérivées premieres et deuxieme de 7
(qui est a support dans By(p, Rp,)) et des dérivées premieres de iy € Vﬁl(V’ ;5),
donc g € L*(B,(p, R5,)).
On déduit par la Remarque 4.2 de [I0], que v € H*(B,(p, Rp,)) et par conséquent
o € Hipo(We\G).
Toutes les hypotheses du Théoreme [4.1.4] sont satisfaites. On peut 'appliquer alors pour
obtenir @y € V§,,(W;5) avec 0 < < 1. De plus, on a

wiay S 1fo(@)lve

o wee) + lollviaw.):

||U0||VB2+1

Comme V7, (W;6) = VZ,,(V;6), on obtient que g € VZ,,(V;6) avec V := B(0,d;) x
(=61, 01) et satisfait

HftovaH(v;&) S fo(@)llve, ¢

0 (Wes) T Hﬁ0||vf;(we;&).

En utilisant ( et (4.40), on en déduit que

||u0||VB2+1(V;&) N ||U||H[g(o;a)' (4.42)
Retournons a u. Comme
I Hv;+1 Uso) HUOHVB+1 Uso) =~ HUOHVﬁQJr1 (Vi6)>

en utilisant (4.42) et (4.3]), on conclut que

lullvz,, i) S lullm300) S lldlloo-

B+1

Etape 2 : Montrons maintenant (4.26) pour tout m > 3.
Supposons que u € Vﬁ;ﬁ_Q(U{; o) avec

lullyet wrn < o (4.43)
tel que U] est aussi un voisinage de g qui est inclus dans U et est donné par

U = B(xg, 2 + €) avec €,dy > 0 assez petit.
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Et montrons que u € V3, ,(Up;0) avec

lullvg,,  wio) S lldllos (4.44)

B4+m—1

ou U; C U{ un voisinage de xy donné par U; = B(zg, J2).

Soit 7; une fonction de troncature telle que n; € D(O) et

m =1 sur Uy,
m=0 sur O\Uj.

Soit u; := mu. Comme dans l'étape 1-1, u; € Hé(U{, o) est solution de

—Au; = q16s + fi(u), dans Uj, (4.45)
up =0, sur QU7
avec q = mq et fi(u) = —2VmyVu — Anu, dans le sens que up est I'élément dans

]j[é(U’; o) qui satisfait

/Vm Vv = /ql%@—i-/fl(u)@, Vv € H ,(U}; 0).

En procédant de la méme fagon comme dans ’étape 1-2, on obtient que pour tout zy € o,
il existe des voisinages ouverts U, et V/ de xq et de 0 dans R? et un C™*?—difféomorphisme
@ : Ul — V] tel que ¢(xp) =0 et

p(Uino) ={(&,9,2) e V[ : 2 =9 =0} = ({0} xR)NUj = 6,

et le probleme (4.45)) devient

(4.46)

Ly = 4i0s + fi(6), dans V7,
i, =0, sur VY,

ou L et fl sont définis de la méme fagon qu’avant avec 7y remplacé par 7, et V; contient

B(0,62 4+ €) X (=09 — €,02 +€).

Soient maintenant
WI = B(O, 52)\{0} X (—52, 52),
WE/ = B(O, 52 + 6)\{0} X (—52 — €, 52 + E).

Alors la solution @1 du probleme ([£.46), qui est dans V(V/;8), peut étre considérée
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comme solution de

Loy = fi(d) dans W/ (4.47)

Comme précédemment, cette Solutlon iy € V3 (W5 6) et vérifie aussi @y € Hj, (W/\5).

Il reste a vérifier que fl( ) € Vi 2 (W!; &) pour pouvoir appliquer le Théoréme |4.1.4
(avec K = R*\{0}).
Rappelons que fi(@) est donné par

A 3 3 C 3.3 920 92
h@) = _;;Z aif aif axjg;ka ;; a:; a;]h
3.3 0y 00 3Es O, 0N
_2;(,; aﬁf a::;)(z aif a;]i)
Par I'hypothese , on a
||ﬁ||v[;1;j_2(v;;a) = ||u||V;_”;n1_2(U{;a) S llalloo-

En utilisant donc l'injection
Vi o(Vi56) = VL2 (VI 6) = VL (V];6),

on obtient que 4 € Véi;fq(vf%&)» en plus de Vi € V,3+m Z(V/:6)? — me (V];6)%
Alors, comme 1; € D(O) et pour tout j = 1,..,3, p; € C™(R?), on applique le Lemme

1.1.3, on obtient que f,(2) € Vﬁ+m L (We; &) avec I'estimée

Hfl(ﬁ)|\vgjn{1(vvf S ”uHVéiml ,(V/36)

On en conclut que
1A @ vs oy < oo (4.48)

On applique le Lemme on obtient 4y € V1, (W';6) avec 0 < f < 1et on a
||U1||v,;1m L(W756) S ||f1(@)||v¢;'_;j_1(wg;a) + ||@1||vﬁl(wg;&)'
Mais alors pour Vi = B(0,d2) X (—0d2,d), on a @y € Vi, 1(V1;6) avec
vy, o) S IA@vm-z sy + 0allviwze)- (4.49)
De I'étape 1-3, on a vérifié que
S llallo,o-

1 llvz owzio

0
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On reporte cette derniere en plus de (4.48) dans (4.49)), on obtient

vy, ey S llalloo-

Par conséquent, u € Vi1, (Us;0) et satisfait

lellvz,

tm—1(Un50) = Hﬁlem (V1;6) 5 HQHO,U'

B+m—1

4.2 Régularité au bord de la fracture o

Cette section est dédiée a la régularité de la solution u de (4.1)) au voisinage d’une
extrémité ¢ de 0. Comme dans la section précédente, pour arriver a démontrer le résultat
principal de cette section, on doit passer par les étapes suivantes :

Etape 1 : Localisation du probléme ({.1).
Comme dans la section précédente, on fixe une fonction de troncature ny € D(O) telle
que

=1 sur U,
=0 sur O\U,

avec U C U’ deux voisinages de c.

FIGURE 4.4 — Localisation au bord de la fracture.

Mais alors, ug := nou est solution de

(4.50)

—Aug = qods + fo(u), dans U,
uy =0, sur  OU’,
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avec qo = 1oq et fo(u) = —2Vny-Vu—uln, dans le sens que ug est I'élément de ﬁé(U’; o)
qui satisfait

/Vuo Vv = /qo%f) + /fo(u)z_;, Yov € I-Oliﬁ(U';a).
U’ o U’
En effet, soit v € POIEB(U ’;0). Par la formule de Leibniz, on a

/Vuo Vv = /ano -W+/770Vu V. (4.51)
U 0

U/

Calculons le premier terme du membre a droite de . Pour cela, on considére une
deuxieme fonction de troncature n € D(O) telle que n = 1 sur B := V, N (U'\U) et
supp(n) C B’ avec V, un voisinage de o et B’ un petit voisinage d’une partie de o qui
contient B. Comme supp(no) C U', no =1 sur U et n =1 sur B, on a

FIGURE 4.5 — Localisation au voisinage de o dans U'\U.

/ano-W = /anno-WvL /(1—n)uV770-W

U o O\B

= /77UV770 Vv + / (1 —n)uVng - Vo,
B (U\U)\B

Comme dans 'étape 1-1 du Théoreme {4.1.7} en utilisant le Lemme [4.1.6} on déduit 'exis-
tence d’une suite (w,),, C C™"%(B’) qui est nulle sur un voisinage de (o N B’) et telle que
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w, — nu dans H B(B o) et par application de la formule de Green, on obtient
/anno Vv = Jgngo/anno -Vu
! B/

= — lim /div(anno)ﬁ

n—oo

= —/div(anno)@.
B/

D’autre part, comme 7, ~ 1 sur (U/\U)\B, on a (1 —n)uVn, € H'((U'\U)\B)3, et par
application de Green on obtient

(1 —n)uVn - Vo = — / div((1 — n)uVno)v.
(U\U)\B (UN\U\B
On obtient finalement que
/anO Vv = —/div(anO)@. (4.52)
U/ /

Pour le second terme du membre & droite de (4.51)), par la formule de Leibniz on obtient
directement

/UOVu-W: /VU-W— /EVu-Vno. (4.53)

U/ / U/
Mais alors on obtient par (4.52)) et (4.53)) que

U/

/VUO Vv = /VU-V(UOU) - /@{2VU-V770+A1701L :
U’ U

Comme ngv € ]jllﬂ((’); o), par (4.2) on a

/Vu V(nov) /Vu V(n /7]0(]%

On en déduit que

/Vuo Vv = /nng—/ﬂ{QVU-Vng%—Anou]

U/

Etape 2 : Transformation du probléme.
Rappelons que o est une sous variété de classe C"™*? de dimension 1, et donc il existe des
voisinages ouverts U’ et V' de c et de 0 dans R? et un C™ "2 —difféomorphisme ¢ : U’ — V'
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tel que p(c) =0 et
(U No)={(3,5,2) €V :d=9=0 = ({0} xRNV’ =: 5, (4.54)

avec
(‘%7@72) = (901(5137973), 902(%972)7%03(%:% Z))

Avec cette transformation, on obtient le nouveau probléme

¢
—
aNU
' V'

FIGURE 4.6 — Transformation locale par ¢ d'un voisinage du bord de o.

Lig = qods + fo(@), dans V7, (4.55)
iy =0, sur 9V, .
avec L, fo et gy définis par
3 3 3 a@aQOk 82 3 3 82g0~ o
L==2.2 0 5 o 05,00, 22 a7 07,
i=1j=1k=1 “1 o SOk =1 =1 i J
) = (i - 23 (30 22200 (5 Oen O (4.56)
0 N o i—1 \ j=1 8@ 8@ =1 8951 3@% ’ ‘

et
(0,0,2) = (mog) o (0,0, 2).

Etape 3 : Résolution du probléme localisé aprés transformation.
Observons que la solution 4y du probleme (4.55]), peut étre considérée comme solution de

(4.57)

Ly = fo(@), dans V'\6,
iy =0, sur  JV'.

On cherche a résoudre ce dernier (le probleme (4.57))) localement, c-a-d. on recouvre V'\&
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/ / A : 1 /
avec (2, et (2 . définis pour €’ < € par

1
Q. ={z eV :ry(z) <€ et pe(r) > %}, (4.58)
Q. ={z eV :ry(z) <€ et pe(r) <€} (4.59)
ot 7o(x) = dist(x,0), ro(x) = dist(z,0) et pe(v) = :T(g est la distance angulaire.

Ainsi que pour un voisinage V' de 0 qui est inclut dans V', on définit aussi des voisinages
plus petits avec €’ < € < €,

Qo= {z €V :r(z) < eet pelz) > g}, (4.60)

et
Qee ={z €V :1y(x) < € et pee(r) < €}, (4.61)

Notons que V'\6 = QLU et V\G = Q.U Q.

FIGURE 4.7 — Recouvrement de V'\§&.

On commence par donner quelques résultats qui seront utiles pour montrer le théoréme
principal de cette section. Le lemme suivant est 1’équivalent du Lemme mais dans
les espaces de Sobolev avec poids.
Lemme 4.2.1. Soient m > 2, € et € des réels tels que € < €¢’. Soient

N € A1 / e ’ /

u:{xEV:Z<T0<eet,0ce<e} et V={xeV : 1o STo<e et pee < €'}

€
(4.62)
Soient B un nombre réel et L un opérateur elliptique a coefficients variables de classe C™
défini sur V' :
L= a,(z)o"

|| <2
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Soit u € Vﬁl(ﬁ’;a) ot o := ({0} x RT) NV’ (donné par (4.54])). Supposons de plus que
Lu € Vii.2 (0;0). Soit n € C™(R?) telle que n = 1 sur D et supp(n) C '. On pose
v = nu, et on suppose qu’il vérifie

ol o) S IL0llym=2 gy + 0 llvri0)- (4.63)

B+m—1

Alors, w € Vi, 1(D;0) et satisfait

ullve

o) S Lullym-z ooy + lullvior
Preuve : Ceci se fait par itération sur ¢ pour 2 < ¢ < m. Pour ¢ = 2, par (4.63)), on a
||v||V52+1(f/’;0) 5 ||LU||V£+1(19’;0) + ||U||Vﬁl(l7' o)

En utilisant la formule de Leibniz, le fait que les coefficients de I'opérateur L sont continus
sur 7/ qui est borné et que u € V3 (?;0), en plus de p = 1 sur , on trouve

||u||V/32+1(Ucr S || ||V,82+1 o) f§ ||LUHVBO+1(19’;U) + ||u||Vﬁl(ﬁ’;0)'

Supposons donc que pour 3 < ¢ < m, onau € V;;}fZ(ﬁl; o) tel que v C 0y C I/, avec
lillyes ooy S NEtllyr=s oy + llv2 o (4.64)

Supposons aussi que pour 1 € C*°(R3) telle que n = 1 sur ¥ et supp(n) C 0y C ¥/, on a
v=nu € Vi, (V;0) et vérifie

lolle,, |

(¥50) S ”LUHVBZJE{I(D’;J) + HUHV/}(I?’;U)v (465)
et montrons que u € Vy,,_,(D;0) et satisfait

||u||Vé+g 1(A < ||Lu||V§;£271(19’;0) + ||u||V61(9’ o)

Comme 1 = 1 sur ¥, par (4.65)), on obtient grace au Lemme |1.1.3] que

lullye,, |

wio) S Mollve ) S ILvllvez ooy + lllvaeno)- (4.66)

B+L— 1

I nous reste donc a estimer ||L'U||Vi 2 (i) LT définition, on a

1012 oy = 20 I (Lo)]G 50

_,(#"50)
lyl<e—2
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et si on utilise la formule de Leibniz, on obtient

Lo = (Lu)n+ Y au(z) Y CLO%ud" 1.

lul<2 a<p

Donc toujours, grace au Lemme [I.1.3] et comme 7 est de classe C™ ainsi que a,, en
utilisant l'injection
. -1 A~
V3+e o(D1;0) = V/MH(VhU),

on déduit que

HLUHV‘Z )+ H“Hvﬂf

,-S +Z 1(1/10’ +l} 1 Al )
5 HLu”Ve 2 _,(P150) “uHV;_H} o(P150)°

Mais par (4.64)), on conclut grace au Lemme [1.1.2] que pour 3 </ < m,

||LU|’vf+£ (050) S HLUHVBZIZQA@I;U) + |‘LU‘|V§;LQ@/;U) + ||U||vﬂ1(9/;a)
< ||Lu||v§;§_1(z>/;a) + llullvyo
Cette derniere inégalité avec (4.66)) permettent de conclure. [

Afin de montrer la régularité locale de la solution de au bord de la fracture, on
a besoin d'un théoréme de shift dans les espaces de Sobolev avec poids. La preuve de ce
dernier est basée sur le recouvrement dyadique de notre domaine, et est inspirée de [14]
Proposition 6.1] en plus de [11, Lemme 7.4.3], ou les auteurs ont prouvé dans le premier,
le résultat dans le cas des coefficients constants, et dans le deuxieme, le résultat sur des
cones.

Proposition 4.2.2. Soient m > 2, € R et L un opérateur uniformément elliptique
d’ordre 2 sur Q). (défini par (4.59) a coefficients variables de classe C™ :

L= au(2)0, ase€C™(,).

o] <2

Soit e := & défini dans et soit u € Hlic(@ce\e). On suppose de plus que u €

Vi(Qe). Si Lu € V5+m 1(Q’ce7 e), alors cette fonction u appartient a Vgi,, ;(Qee;e)

(avec Q. défini par [4.61)) et satisfait

lullvg:,, @ S I ullyp2

Ce7

ie) + HUHV1

1( cer

Preuve : Supposons que u € V4 (€,

ce?

se) et Lu € V2 (Q,;€), et montrons que u €
Vitm_1(Qee; €) et satisfait estimation.
La preuve de cette estimée est basée sur un recouvrement dyadique local fini de €2, et

Q. On introduit donc des domaines de référence ¥ et v/ définis dans (4.62)).
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Pour 57 € N, posons
vj = 2790 et V;- =277

et remarquons que

Qe=Jv; et Q.=

JjEN jeN

Pour tout j € N, soit &/ : & + x = 2777, qui transfert 7 en v; et v/ en V.

FIGURE 4.8 — Recouvrement dyadique de 2., et 2.,.

Notons par hiu la fonction u o b/ et par hif la fonction f o h?. Alors hiu et hif sont
définis sur et

L(279%,270; ) (hiu) = hif dans ¥/, (4.67)
Notons par L7 (%, d;) Vopérateur défini sur 2 par
Li(&,05) =2 Y L(272,20;).
Le probleme devient
Li(hiu) =2"%hif dans . (4.68)

Etape 1 : Estimation a priori entre ¥ et /.
Montrons d’abord que la solution hju de (4.68) est dans V47, (;e) et satisfait

Idullyg,

1(Dse) 5 ||Lj(hiu)||v[;1;n{1(ﬁ/;e) + Hhiuﬂvﬁl(w;ey (4‘69)

avec une constante positive qui ne dépend pas de j.
Soit L7, (2_3&, 8§3) la partie principale de L7, i.e.

L3,(274,0:) = 2791, (272, 270:) = > aa(277)05. (4.70)

=2
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La preuve de cette estimation peut étre démontrée par récurrence sur £ avec 2 < £ < m.
Vu la structure des domaines © et o/, on peut les considérer comme des domaines avec
arétes et on cherche donc a vérifier les hypotheses du Théoreme pour qu’on puisse
I’appliquer a l'opérateur L;{;p. Une deuxiéme estimation du commutateur L’ — Lg;p permet
de déduire le résultat.

Etape 1-1 : Montrons ([#.69) pour m = 2. i.c. hiu € Vi1 (Dse) et satisfait

Ihdullyz.,

o) S L (Hu)llve, ey + I1BLullv o

o1 (?
Soit 7 une fonction de troncature telle que n € C*®(R3), n = 1 sur ¥ et n est & support
dans 2y avec 0 C 0y C 2. Posons v := n(hiu).

Le but alors est d’appliquer le Théoreme a l'opérateur Lg,p(Q_j T, 0;) entre 0y et .
La solution u est dans Vj(€2,.;e), on obtient directement que hiu € V4(2;e) ou encore
ve Vg(Dse).

De plus, par la formule de Leibniz, on a

Lv )+ Y an(2772)2711 N Co7 (hiu) oy (4.71)

la|<2 y<a

On obtient donc que L(2772,270;)v € Vi, (?'; ) et alors comme v € V3 (2';e), on déduit
que Ly, (272,270 )v € Vg, (?';€) ou encore L7 (277%,0:)v € Vi, (75 e) grace a (4.70).
En appliquant le Théoréme entre 0y et 7/, on obtient v € V7, (i1; e) et satisfait

H ”V2 (P13e) S.J ||Lg;p(2_ ) ||V+1(1/ ie) + ”UHVE(IQ’,e)

B+1

Or,

|’Lg)p<2ijf7 a ) HV

/3+1

ey < ||Lj(5i’aai)v||vg+1(ﬁ’;e)
HI(L7(2,03) — L3, (2772, 0))vllvo, e,

et il suffit d’estimer ||(L7(2,0;) — L?,(27/1, 8@))1)”{/&1(1,/;6). Par définition des opérateurs

L et L;p, on a
(2(0) =14, 272.0))0) = 2 2010, (2792) 7
Y=
et on obtient donc
H(Lj@,ai) — L;p(Q_ji",@@))(v)‘ < 20 ](“UHVQ+1 @)+ 0llvz, @)

VO, ()

< @ ollvz, 0

ie)- (4.72)
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On trouve alors que

(1= c2)vllvz, oue) S 1L (2, 05)vllvo, ey + I0llv2r

B (P15e) ~ 51 (P

Pour j > j; avec j; suffisamment grand tel que 277 < %, on obtient
||U||V52+1(191;e) 5 ||Lj(£aa@)v||\/§+1(f/;e) + HUHVﬂl(f/’;e)-

Rappelons que v = hiu sur D et supp(n) C £y C ¥/, on utilise le Lemme et on conclut

que
Ihlullve, o) S I1L7(2,05) (Rl llvs

1 (P5e) + ||hiu||\/ﬁl(z7’;e)'

Etape 1-2 : Supposons maintenant que pour ©# C #, C ¥/ et pour m > 3, on a hiu €
Vi o(P15€) et satisfait

”hiuHVé“ 1 5(D15€) ~ ||LJ( )(hiu)HV;j_;?_Q(ﬁ’;e) + Hh’iuHVBl(ﬁ’;e)v (473)
et montrons que hlu € Vi, (D;e) et satisfait

1Aullvy o

) S 1L, 0) (B lygios oy + I ullyy oy

Pour cela, on définit une fonction de troncature n € C*(R?) telle que n = 1 sur © et
supp(n) C oy C . Posons v := n(hlu).

Etape 1-2-1 : Montrons d’abord que v € Vilm_1(D15e) et satisfait

(nie) S 1L3p(2772, 05)vlym-2

[ollvy o

B+m—1

(0';e) + ||U||Vﬁl(ﬁ’;e)7 (474)

avec une constante indépendante de j. Ceci se fait a I'aide du Théoréme [£.1.4] appliqué a
Popérateur L7 (2772, 0;) entre 0y et ¥/, et il suffit de vérifier donc que

L7 (279%,0:)(v) € VL2 (D5 e).
Par la formule de Leibniz, on a

Lv + Y aa(2798) 200 S C107 (W),

la| <2 y<a

et comme f € V{2 (Q,;e), on obtient que L(hiu) = hif € ViI.> (D';e).

De plus, par I'hypothese (4.73) et comme supp(n) C 1 C ¥/, en utilisant le Lemme 1.1.3]
on obtient que L(279&,2/0; v € V2. > 1(?';€). Toujours grace a U'hypothese (4.73)), comme
hiu € Vé’_ﬁ;}_Q(ﬁl;e) et supp(n) C &y C ¥/, par le Lemme onawve Vﬂ+m o(V5e) et
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donc
Lpp<2ijf72j85s)< ) VB+m 1(’9/36);

ce qui n’est rien d’autre que L7 (277%,8;)(v) € V31,2 1 (?';e) par (£.70). En appliquant le
Théoreme |4.1.4} on obtient v € Vi, (91;e) et satisfait (4.74)).

Etape 1-2-2 : Estimons le second membre de ({&.74). On a

1L, (272, 0ol ez oy < L7 (2, 05)0lly -

(#3¢)

B+m—1 ‘ B+m—1 4
L .05) = L2772, 0ol
et il suffit de prouver donc que
(2 (2:02) = B (278 00)) 0 sy < 22 Mol v (4T9)
avec
Lj(A@) LJ 9-3% ZZ]M 2,4 2] )87

T .

<1 o

Ceci se fait par récurrence sur ¢ pour 2 < ¢ < m. Pour ¢ = 2, par (4.72), on a déja
vérifié que

|(L7(2,02) = 13,(272,05) ) (v)

—J
V1 (5e) <2 HUHVﬁQH(’;“e)'
Supposons donc que pour v € Vﬂe;el_Q(ﬁl; e), (4.75) est vrai pour £ —1 avec 3 < £ < m,
et montrons que cette inégalité reste vraie pour ¢, pour tout v € VBE o1 (Dse).

Par définition de la norme dans les espaces de Sobolev avec poids, on a

2
Vit (o 'e)

(2.0 — Ly 292, 00) 0],
=|(£(@.02) - 13,0272 8W”¢HWﬂ
+ 3 o (L2, 0s) — L, (277 2,0:)) (v)]|

[yI=t=2

2

2

0,0

D’une part, par I’hypothése qu’on a mis, on trouve

|(2(2.0:) = L3, (272, 02) ) o)

IN

Vi 2Nl e

< 627 ||U||V[§H,1(l>1;e)'
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D’autre part, en utilisant la formule de Leibniz, on obtient

5 [ ((16.0) - (2500 0)

2

0,0
lv|=£—2
ooty o
SRIPp o e el
ozraty oy OxH+ellop’
|| <1 |y|=£-2 [v[=€=2 |u|<|v] \a|<1
+v
<&y Y pre-19” ”’2
B Iy+al<e-1 ‘ ozt llop
_ x 92
= C42 HUHHf; Vo1 (015e)
~ 5—2j
< 52 Hv||VBfH (nse)”

On en déduit donc (4.75)).

Etape 1-2-3 : Comme conclusion des étapes 1.2.1 et 1.2.2, pour j > j» avec jo suffisam-
ment grand tel que ¢2772 S =, ona

lellvz,

[(e) S ||Lj($ 0z)v ||vm-2 (7€) + ||U||V,;(p/;e)-

B+m—1

Comme v = hiu sur ¥ et supp(n) C 2y C ¥, en appliquant le Lemme [4.2.1, on déduit
directement que

1l

me 1 < HL]( )(h U/)va 2 1(’/6 _'_ Hhiu”vé(,;/ e)

Etape 2 : Par le changement de variable & — 2 = 2772 qui transfert 2 en 0; (resp. ' en
A~
7%), on note que '

re(2) = 2'r.(z).

On obtient donc

2003 (PG, S 2TV ST (e (L)1 X

~Y

[v|<m [y|<m—2 [vI<1

o)

Multiplions par 22(1=%)J et sommons sur j € N, on obtient

Qeie)

||u||%/lﬁm_1(0m,e) S HLUva 2 (@) T HUHW

Terminons cette section avec le résultat principal de cette derniere ou on prouve la
régularité locale du probleme (4.1]) proche de 'extrémité de o (voir Figure 4.4).

Théoréme 4.2.3. Soit 3 € R tel que 0 < B < 1 et soit m > 1. Soit q € L*(0) et soit
u € H(O;0) la solution de ([.1)). Alors, si on note U un voisinage d’une extrémité c de

138



Problemes elliptiques avec une fracture courbe

o,onauc Vi, (Uso) et satisfait

||U||vm (U;o) < ||(J||0,a-

B+m—1

Preuve : D’abord, on rappelle que la résolution du probleme (4.1)) revient a résoudre le
probleme sur V'\G, avec V' un voisinage de 0 obtenu par la transformation d'un
voisinage U’ d’une extrémité ¢ de o a 'aide du difféomorphisme ¢, et 6 donné par
(voir [9, Théoréme 2.1.2, p. 56]).

Rappelons aussi que V/\é = Q. U, avec Q, et ., donnés par ([#.58) et ([£.59).

D’abord, on vérifie que g, solution de (4.57), est dans Vg (V'\5;6) en plus de iy €
H}.(V'\6). En effet, comme précédemment, la solution ug du probleme (4.50) est dans
H é(U ’: o), alors la solution iy du probléme (4.55)) est dans H, é(V’ ; &), ou encore 1y solution

de (.57) est dans H5(V'\6;6) = V4 (V'\6;6) avec
lollvivnes) S llullmioe) S o (4.76)

De plus, 1y est aussi dans HZ_(V'\6). En effet, comme dans la preuve du Théoréme
4.1.7, pour une fonction de troncature n et un point p € V'\O ou O est un voisinage
de & et telle que supp(n) C B,(p, Rp,) avec Rp, suffisamment petit de sorte que Rp, <

inf d(y, &), on obtient pour tout « € By(p, Rp,), que d(x,5) ~ 1.
yeaBp(p,RBp)

En procédant de la méme fagon que dans la suite de la preuve du Théoréme [£.1.7, on
déduit que 4y € HE (V'\6).

En utilisant la récurrence, la Proposition m et le Lemme 7.4.3 de [I1], on cherche
donc a résoudre ces deux problemes

Liy = fola d QO
U fO (u)7 ans ce? (477)
g =0, sur - OV N,
et R
Lty = folt d Q
iy =0, sur  dV'NQ,

et a montrer donc que
tlg € Vi, 1(Qee; 0) et G € Vi, 1(2.56).
Ce qui donne directement, comme

V\6 = Q.U Q.

avec . et (). définis respectivement par (4.60) et (4.61), que iy € V31, 1(V;6) ou
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encore ug € V3, 1(U;0), ce qui n’est rien d’autre que u € Vi, (U;0).

Etape 1 : On a déja vérifié que
g € V3 (V'\6;6) et fg € Hp (V'\6),

donc pour m = 2, et pour pouvoir appliquer la Proposition m (resp. le Lemme 7.4.3
de [11]), il suffit de vérifier que fo(@) € Vi1 (%;6) (vesp. fo(@) € V9,1 (;8)). Ceci est

ce’

satisfait comme
Qg € V3 (s 6) (vesp. tig € V3 (Q36)),

ce’

et grace a (4.76]), on a
[ fo(@)lvo

0, @) S llallos et [ fo(@)lve, 16y S llalloo-

+

Par conséquent, par la Proposition on obtient que la solution @y du probléme (|4.77))
est dans V7, (Qee; 0) avec

||710||v2 (Qece;6) N ||Q|

B+1

De méme, en appliquant le Lemme 7.4.3 de [I1] au probleme (4.78)), on déduit que 4y €
Vi1 (Q;6) avec

0,0

lollvz,, @u0) S llallo

Comme conclusion, on obtient que 4o € V3, ,(V\6;6) avec

o]y

31 (V\G36) 5 ||Q||0,a-

Comme V7, ,(V;6) = V7,,(V\&;5), on conclut que iy € V7, (V;6). Ainsi que ug €
VﬁQH(U ;o) grace au difféomorphisme ¢. Comme ug = u sur U, on obtient finalement que
u € Vi, (U;0) et satisfait

lullve,, ey S ldlloo-

B+1
Etape 2 : Supposons maintenant que u € V[ﬁ;}_Q(U ;o) avec

et montrons que u € V31, (U;0), avec

HUH\/m (U;o) ,S HqHO;0'> (480)

B+m—1

et tel que U C supp(ny) = U c U'. Ce qui revient A montrer que

~ I

fo(ﬂ) S V,BTT-:—:T?—I(Q/CQ 6’) (resp. V,Bn—:—:nQ—l(Qc’ 6-)))
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pour pouvoir appliquer la Proposition [4.2.2] (resp. le Lemme 7.4.3 de [I1]), et trouver que

A

o € Vi1 (Qee; ) (resp. Vitm1(8;6)).

D’une part, par 'hypothese (4.79), u € V57, 2(U :0), donc a I'aide du difféomorphisme
p, on trouve que

e Vi L, (Vi6), avecV CV CV/,

A,

ou encore @ € V31" ,(V\&;8). Donc par les injections

A A,

V,3+m 2<V\ ) — VBer S(V\6—7 A) — Vﬁri;@zfla/}v\a—ﬂ 6)7

et comme Vi € Vﬁ+m ,(V\6:6)? — Vﬁ+m L(V\6:6)3, on obtient par la définition de

fo(@) (voir (@56)) et le Lemme m que

et satisfait par (4.79))
1@ lyns o S lllyps oy S el (4.81)

On applique alors la Proposition au probleme (4.77)), on obtient grace a ({4.76))
et a (4.81) que g € Vi, 1(Qee; 6) avec

lollvy,  (eeis) S llallo.-

On applique maintenant le Lemme 7.4.3 de [I1] au probléme (4.78)), on a toujours grace

a (4.76) et a (4.81) que g € V7, 1(S; ) et satisfait

||U0||V51m )

e0) S lldllo

: A m A
Comme conclusion, on obtient iy € V%, ,(V\6;6) avec

lollve ey S lldlloo-

B+m—1
Mais alors 4y € Vit,, 1(V;6), ainsi, up € V4%, (U;0). Finalement comme uy = u sur

U, on conclut que u € V3, (U;0) avec

HuHVm (U;o) < HQHO,a'

B4+m—1
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4.3 Régularité globale dans O

Par les sections précédentes, on a montré la régularité de la solution du probleme (4.1))
dans un petit voisinage de o. Il reste donc a prouver la régularité de cette solution loin de
0. Comme la norme dans les espaces de Sobolev avec poids sur cette partie est équivalente
a la norme dans les espaces de Sobolev standard, on prouve donc que cette solution a la
régularité H™ pour tout m > 2 loin de o.

Lemme 4.3.1. Soient m > 2 et O un ouvert borné de R® de classe C™. Soit xy € O\O

avec O un voisinage de o, et soit B(xg, R) la boule centrée d ce point qui a une intersection

vide avec o. Alors la solution u du probléme (4.1)), qui est dans Hé(@;a), est dans
B8>0

H™(B(xg, R)) avec
[wllm,B@or) S lldlloo-

Preuve : On prouve le résultat par itération sur £.
Etape 1 : Pour £ = 2. Soit 7 € D(O) une fonction de troncature telle que

n=1 sur B(xzg, R),
n=0 sur O\B(zy, R),

avec R < R'. Soit w := nu. Comme u € Hé(@;a), on vérifie facilement que w €
H'(B(z, R')) avec

[l Bo.ry S lullzyowm) S lldlloo-

Pour tout v € H(B(zo, R')), la formule de Leibniz donne

/ Vw-Vv = / nVu - Vo + / uVn - Vo
B(:C(),R’) B(zo,R’) B(zo,R’)
= / uVn - Vo + / Vu-V(nv) — / vVn - Vu.
B(zo,R") B(zo,R") B(zo,R’)

Comme nv € ]fliﬁ((’);a), par (4.2]), on a

g

/ VU-V(mJ):/VU~V(nv):/qnv:O,
o

B(zo,R’)

ce qui permet de déduire que

V- Vo = / uvn - Vo — / vV - Va.

B(zo,R’) B(zo,R") B(zo,R")
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Par application de Green, on obtient

/ Vw-Vv = — / div(uVn)v — / vVn - Vu
B(mQ,R’) B(zo,R’) B(.Z‘(),R/)
= — / (uAn +2Vn - Vu)v.
B(zo,R")

Donc w € H'(B(xy, R')) est la solution faible du probléme de Dirichlet

{Aw =ulAn+2Vn-Vu=:h, dans B(xg, R),
w

0, sur  0B(xo, R),

avec h € L*(B(xg, R')). Donc selon le Théoreme 9.25 de [10], on obtient que w €
H?(B(z, R')) ou encore u € H*(B(xg, R)) avec

llull2,Bzo,r) S 10,0

Etape 2 : Montrons que si l'estimée est vrai pour £ — 1 avec 3 < ¢ < m, alors elle est

vrai pour ¢. En effet, pour n € D(O) une fonction de troncature telle que

n=1 sur B(zg, R),
n=0 sur O\B(xzg, R'),

comme dans Pétape 1, w := nu € H*(B(zg, R')) est la solution faible du probléme
de Dirichlet

Aw =uAn+2Vn-Vu=:h, dans B(zg R),

w =0, sur  0B(xo, R').
On utilise 'hypotheése u € H*"1(B(xg, R')), on obtient que h € H*2(B(xo, R')) et
donc par le Théoréme 9.25 de [I0], on conclut que w € H*(B(xo, R')) ou encore

u € HY(B(zo, R)) avec

||UHZ,B(QCO7R) < ||w||£,B(zo,R’) S ||h||z—2,B(a:o,R') S ’|€I||0,a-

Terminons ce chapitre en résumant les résultats qu’on a montré dans le théoreme

suivant.

Théoréeme 4.3.2. Régularité globale dans O.

Soient m > 2 et O un ouvert borné de R3 de classe C™. Soit o une fracture unidimen-
sionnelle de classe C™* strictement incluse dans O et soient g € L*(0) et u € Hy(O;0)
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la solution de (4.1) avec 0 < 3 < 1. Alorsu € Vi, (O;0) et satisfait l’estimation

HUHVm (0s0) < ||(]||0;a-

B+m—1
Preuve : Pour i € I un ensemble fini, soit 2; € o et soit U un voisinage de ce point qui
ne contient pas les extrémités de . Posons U; := |J U, alors en appliquant le Théoréme

i€l
4.1.7, on obtient u € Vi1, ,(Uy;0) avec

lullve o) S Mlqllose-

B+m—1

2 , :
Pour j = 1,2, soit maintenant c; les deux extrémités de o et soit U, := U Ul) avec UY)
j=1

un voisinage de ¢;. Donc grace au Théoreme 4.2.3, u € Vi, (Us; 0) avec

”UHV’" (Uzs0) N HQHO;U‘

B+m—1
Par conséquent, u € V,Bn}rm—1<Ul U Us; o) et la norme dans cet espace est toujours
majorée par ||q|lo.. Il reste alors a vérifier que w est réguliere loin de o, c-a-d. sur Uy :=
O\ (U, U Uy).
On recouvre cette partie réguliere avec un nombre fini de boules B(xzg, R) telles que
la fermeture de ces boules et ¢ sont disjointes, et on obtient par le Lemme que
u € H™(Uy) avec

[l < Nl

0,05

ce qui acheve la preuve. [
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