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INTRODUCCION

A comienzos del siglo XX la Quimica continuaba siendo una ciencia de natura-
leza casi exclusivamente experimental. No faltarla mucho, sin embargo, para que
sin abandonar su ambito original, se adentrara en una nueva etapa donde junto
con distintas ramas de la ciencia, como la Fisica y las Matematicas, recorreria
un largo camino a lo largo del cual habria de sufrir una revolucién constante.
El desencadenante que supondria el punto de inflexion para la Quimica seria el
desarrollo de la teoria cudntica, que ya venia gestandose desde hacia unos afos
en un intento de dar una explicacidn convincente de la naturaleza de la luz y de
su interaccion con &tomos y moléculas. Su aparicion supondria un cambio tan
profundo en la ciencia en general, y en la Quimica en particular, que trastocaria
por completo la vision de los cientificos y sus explicaciones e interpretaciones
sobre las manifestaciones experimentales.

Un conocimiento total de los fenémenos quimicos en términos mecano-clasicos
no es posible dado que los electrones no obedecen las leyes de la mecanica cla-
sica. Todo intento de estudio y compresidon de dichos fendmenos habrd de estar
basado en los pilares sobre los que se fundamente la mecanica cuantica. La qui-
mica cudntica (i.e. la mecanica cuantica aplicada a los problemas quimicos) hace
uso de las herramientas que esta Ultima proporciona para obtener la funcidn de
onda y la correspondiente energla y geometria de una molécula, resolviendo la
ecuacion fundamental o de Schrodinger. Puesto que dicha ecuacién no se puede
resolver de manera exacta excepto para un conjunto muy reducido de sistemas,
entre los que se encuentra el 4tomo de hidrdgeno, el uso de aproximaciones ad-
quiere una importancia capital. En muchas situaciones, las soluciones obtenidas
a los problemas planteados son de una gran exactitud y precision. Por otro lado,
a medida que el tamaio del sistema crece, la obtencion de soluciones precisas,
con un moderado coste computacional, se ha transformado en uno de los grandes
retos actuales de la disciplina.

De entre el gran abanico de fenémenos quimicos susceptibles de ser estu-
diados por métodos tedricos y/o computacionales, el enlace quimico constituye
uno de los mas fundamentales, pues las interpretaciones que de su estudio se
desprenden constituyen el pegamento cohesionador de toda la disciplina, siendo
centrales en la construccion de la denominada intuicion quimica, que ha resulta-
do bésica en la prediccion de la estructura, geometria, estabilidad y reactividad
de las sustancias. La evolucién histdrica del concepto de enlace quimico asi como
su entendimiento ha sido progresiva y ha constituido uno de los grandes retos a
los que se han tenido que enfrentar los cientificos. El estudio de las reacciones
entre gases realizado por R. Boyle, J. L Gay-Lussac y muchos otros, llevd a for-
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mular a comienzos del siglo XIX la hipétesis por la cual las sustancias quimicas
estan formadas por atomos, que constituian la pieza bésica de la materia, y que
se combinaban entre st en ciertas proporciones conservando su nimero e identi-
dad para dar lugar a la sustancias. Mucho camino habria de recorrerse, a lo largo
del cual se forjarian algunos conceptos fundamentales de la Quimica, hasta la
pérdida del caracter indivisible del 4tomo gracias al descubrimiento del electrén
a finales del siglo XIX. Este proceso abriria una nueva etapa para el desarrollo
de una teoria electrdonica del enlace quimico, en el que el trabajo cumbre de G.
N. Lewis The atom and the molecule constituiria el punto de partida.

Desde el primer momento del desarrollo de conceptos como molécula y enlace,
la comunidad quimica ha estado intrigada sobre varias cuestiones fundamentales:
¢Qué es un enlace quimico? {Cudles son las fuerzas responsables que permiten
mantener los atomos cercanos unos a otros? ;(Por qué se combinan los &tomos
en ciertas proporciones fijas? (Qué determina la estructura tridimensional de los
adtomos en una molécula? A pesar de los numerosos esfuerzos realizados, aln
no se comprenden perfectamente todos los factores que determinan la respuesta
a las preguntas anteriores. Hoy en dia, y como resultado de un vasto niimero
de técnicas, tenemos a nuestra disposicion una ingente y detallada cantidad de
informacidn, tanto tedrica como experimental, que ofrece respuestas parciales
a todos estos problemas basicos. A pesar del gran avance realizado, nuestro
conocimiento esta aun lejos de ser completo, y a medida que nuevas moléculas
se descubren y/o se sintetizan, ciertas ideas supuestamente inamovibles han de
ser progresivamente reconsideradas.

La naturaleza del enlace quimico continta intrigando a la comunidad cientifica

por varias razones. Una de ellas estriba en el dificil maridaje entre la imagen
clasica de Lewis y la proporcionada por la mecanica cuantica. La primera, basada
en el concepto basico de par de electrones y su comparticion entre diferentes
especies quimicas ha resultado extremadamente fructifera, pero su fundamento
mecanocuantico dista mucho de ser obvio. No hay pares de Lewis en una funcion
de onda multielectrénica, el objeto mecanocuéntico basico que contiene toda la
informacion accesible sobre un sistema. Las funciones de onda son objetos mate-
méaticos multidimensionales complejos, que residen en un espacio abstracto (de
Hilbert) y que no pueden determinarse experimentalmente de forma directa. No
dan lugar, por tanto, a representaciones visuales intuitivas de los diversos con-
ceptos usados en quimica, quiza con la excepcion de los sistemas moleculares
mas simples.
Otra procede de la ausencia de un operador observable que pueda asociarse al
enlace quimico. Asi, el pilar interpretativo de la quimica no puede ser determi-
nado experimentalmente. Sumando estas dos observaciones comprendemos por
qué los quimicos tedricos se han visto (se ven) obligados a desarrollar teorias,
métodos, herramientas, conceptos ..., a partir de los cuales sea posible leer la
informacion contenida en la funcién de onda en el lenguaje de la quimica. EL
desarrollo de tales métodos no es una tarea simple.
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Hay varios obstaculos de gran tamaiio en el camino que conduce a una lectu-
ra quimica de la mecanica cuédntica. En primer lugar tenemos el problema de la
reduccidon de dimensionalidad. Es necesario compactar la informacién contenida
en la funcidn de onda hasta el espacio tridimensional en el que juegan los quimi-
cos. El vector de estado alberga mucha mas informacidn de la que necesitamos
extraer y, sin compactacidn, nuestro empefio permaneceria irrealizable. Ademas,
es obligado consensuar de qué modo se va a extraer la informacion con el fin
de adecuarla a los conceptos en los que estamos interesados. Aunar los modelos
tan profundamente enraizados en la mente de los quimicos con los resultados
que la mecanica cudntica pone a nuestro alcance no es una empresa facil.

La quimica moderna, en la que el concepto de enlace quimico entre &tomos
juega un papel primordial, surge a principios del siglo XX cuando G. N. Lewis,
en su articulo seminal de 1916 The atom and the molecule [1], establece que los
pares electronicos constituyen los bloques fundamentales de la materia. Lewis
introduce el modelo del 4tomo clibico y el apareamiento electrénico para explicar
el enlace quimico y, en su argumento original, cuando la mecdnica cuantica
estaba aln en su fase embrionaria, postula la violacién de la ley de Coulomb
para el acoplamiento electronico. Lewis fue consciente de que la formacion de
pares electrdnicos no se podia entender sélo en términos electrostaticos, aunque
no supo explicar los mecanismos subyacentes a dicha violacién hasta que la
mecanica cudntica hizo su aparicién. Fue entonces facil reconocer en el principio
de Pauli al principal culpable. Este es la consecuencia mas inmediata de la
profunda conexidon espin-estadistica, que establece las propiedades de simetria
de la funcién de onda de acuerdo con el espin entero (bosdnico) o semientero
(fermidnico) de las particulas del sistema. La necesaria antisimetr{a de la funcién
en el caso electrénico conduce a que dos electrones con las mismas variables
espinorbitales no puedan ocupar el mismo estado cuantico. Y en esta prohibicion
se esconde el germen del par electrénico de Lewis.

Lewis siempre mantuvo su interés por la disposicidn espacial de los electrones
de valencia. En su modelo de “atomo ctibico” los electrones de valencia ocupan
las posiciones asociadas a los vértices de un cubo, tan separados como fuera
posible. Mas tarde abandonaria este modelo por el de pares electrénicos dis-
puestos en los vértices de un tetraedro. EL “atomo ciibico” tuvo que enfrentarse
a varios problemas de dificil solucion. Un flanco débil lo constituian los enlaces
triples, para los que la estructura clibica no ofrecla una representacion simple.
Otro lo constituia el atomo de litio, en el que la regla, introducida mas tarde por
Langmuir [2], y hoy en dia conocida como del octeto, no se cumplia. EL mismo
era consciente de estas limitaciones y reconocta que, en tales casos, la pareja
de electrones constituia el grupo mas estable. Finalmente, sugiere que para el
enlace entre atomos de carbono los pares de electrones alrededor se disponen
de forma tetraédrica. Mas tarde, cuando se introduce el concepto de espin elec-
trénico Linnett [3], en su modelo del “doble-cuarteto”, considera que para cada
conjunto de espin dado los electrones de uno y otro bloque se sitian en las
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posiciones de dos tetraedros interpenetrados, recuperandose el cubo de Lewis.
El modelo de Linnett se basaba en que algunos electrones, en general en molécu-
las lineales, no se apareaban dos a dos, sino que sélo parecian hacerlo aquellos
con diferente espin cuya localizacién en el eje axial de la molécula fuera més
problable, dejando al resto de electrones igualmente distribuidos en un anillo
alrededor del eje molecular.

El modelo de Lewis, aupado por la regla del octeto de Langmuir, puede en-
tenderse como el origen del actual alfabeto quimico, y mantiene su influencia
en la imagineria de la disciplina hasta nuestros dias. Pero no fue hasta 1931
en que Linus Pauling, en el primero de su famosa serie de articulos sobre la
naturaleza del enlace quimico [4], logré compatibilizar la reciente teoria cuédntica
con el exitoso modelo de Lewis, presentando tanto el enlace constituido por un
par electronico compartido (mds cominmente conocido como enlace covalente en
términos actuales) como aquel en el que el par era poseido en exclusiva por uno
de los atomos (enlace i6nico), como dos casos extremos de un mecanismo general.
La estabilizacion proviene, en el primer caso, de la energia de resonancia debi-
da a la interaccién mecanocudntica de los dos electrones acoplados para formar
un singlete (un efecto puramente cudntico). En el sequndo es la cldsica interac-
cidn electrostatica entre iones la que dirige el proceso. Mas recientemente se
ha identificado un tercer mecanismo, denominado de desplazamiento de carga
(charge shift), en el que la estabilizacion del enlace se debe a la energia de
resonancia entre las estructuras covalente e idnica [5-7] Pensar en términos de
estos tres conceptos es Util, puesto que los diferentes tipos de enlace dan lugar a
diferentes manifestaciones experimentales, tales como grandes momentos dipola-
res o roturas heretoliticas en disolventes polares para los enlaces considerados
tradicionalmente como idnicos.

La ecuacién de onda de Schrédinger describe la evolucion mecanocudntica de
un sistema en el régimen no relativista. Su solucidn proporciona la funcién de
onda, que alberga toda la informacion accesible sobre el sistema en estudio, a
pesar de que, en principio, carece de significado por st misma. Fue Born quien
propuso, gracias en parte al comportamiento corpuscular y ondulatorio de la ma-
teria introducido por de Broglie, una analogia con el comportamiento estadistico
de los fotones. Desde esta perspectiva, la probabilidad de detectar un fotdn en
un punto del espacio es proporcional al cuadrado de la amplitud de la onda
luminosa (su intensidad). Con esta guia, Born propuso interpretar la funcién de
onda como una amplitud. Asi, la probabilidad de encontrar un electrén en un
punto dado vendria dada por el cuadrado de la funcion de onda de la particula,
W2 Sélo el cuadrado de la funcién de onda tiene significado fisico directo en la
teoria cudntica.

Es pues este cuadrado el que determina la distribucién espacial de los elec-
trones, y en los primeros intentos por conjugar las realidades quimica y cuantica
se tratd de explotar esta caracteristica para retornar desde ¥ a la estructura
tridimensional de las moléculas. Para ello, se sugirié seleccionar las disposicio-



INTRODUCCION

nes mas probables de los electrones de valencia, es decir, las posiciones de los
electrones que maximizan W2. En moléculas simples, tal maximizacién conduce
a disposiciones tetraédricas de los pares de valencia.

A lo largo de los afios se han desarrollado una miriada de métodos para extraer
informacidon quimica de interés a partir de las funciones de onda. Desgraciada-
mente, la mayoria de ellos descansan sobre ciertos pilares que estén justificados
solo en el caso de ausencia de correlacién electrénica, es decir, cuando la fun-
cion de onda estd representada solamente por un solo determinante de Slater. La
inclusion de correlacion electronica suele inducir una separacion de los pares.
Por ejemplo, en la molécula de agua descrita por una funcion de onda mono-
determinantal, el méaximo del cuadrado de la funcién de onda representa una
disposicion de los cuatro pares electrénicos que adquieren una geometria tetraé-
drica, donde los electrones con espines de diferente signo se encuentran en la
misma posicién. Sin embargo, cuando se introduce correlacidn electrdnica, los
electrones de diferente espin tienden a separarse, y el maximo de W? se alcanza
para una situacion en la que los electrones de los enlaces entre los dtomos de
oxigeno e hidrdgeno se separan a lo largo del eje de enlace, mientras que los
electrones de los pares solitarios lo hacen en direcciones perpendiculares a los
ejes tetraédricos. También es posible encontrar otro méximo local, que bien se
podria interpretar como dos tetraedros desplazados uno respecto del otro tal y
como proponia Linnett.

En vista de ello, la maximizacién de W2 puede no ser el procedimiento mas
adecuado para poder extraer informacion sobre la distribucién espacial de los
electrones. Quizéd fuera mas fructifero buscar regiones del espacio en las que
la probabilidad de encontrar un par de electrones (asociado al par electrénico
propuesto por Lewis) fuese relativamente alta. Sobre estas consideraciones se
habra de volver més tarde.

En los afos subsiguientes a la aparicion de la mecédnica cuantica, numerosas
teorias surgieron al calor de la nueva etapa que se abria en la ciencia en general,
y en la Quimica en particular, con las que explicar las diferentes manifestacio-
nes experimentales. Dos destacaron por encima del resto: la teoria de orbitales
moleculares (Molecular Orbital Theory, MO) [8] y la teoria de enlace de valen-
cia (Valence Bond, VB), con diferente éxito tanto en su capacidad para predecir
resultados como en el futuro que les esperaria a ambas, pues la teoria orbital
acabar{a por imponerse, por diversos motivos, como herramienta basica para el
estudio de los fendmenos quimicos.

La teoria MO, sin la cual la ciencia de la quimica no podria comprenderse
actualmente, ha sido (y contintia siendo) de una extraordinaria utilidad para
estudiar y explicar multitud de conceptos, incluido el enlace quimico, gracias a
su extraordinario poder descriptivo y predictivo. Este éxito es debido, en parte,
a que los orbitales que se derivan de calculos simples son faciles de modelizar.
Las explicaciones y racionalizaciones a las que dan lugar conducen con facilidad
a conceptos Utiles tales como hiperconjugacion, efectos estereoelectrénicos, etc.
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Ademads, las explicaciones proporcionadas por el lenguaje orbital han dado lugar
a conceptos sencillos, faciles de aprehender no sélo dentro de la comunidad de
quimicos tedricos, sino también en el mundo de la quimica experimental. Por
todo ello, el modelo orbital forma realmente la base de lo que conocemos como
intuicion quimica, conduciendo a una reduccidn drastica de la dimensionalidad de
la funcion de onda: de un problema 3N o (3 + 1)N-dimensional a N problemas
(3 o 4)-dimensionales en los que el electron mantiene su independencia. Sea
mediante el uso de funciones candnicas o localizadas [9], los primeros analisis
del enlace quimico en la teoria MO se realizaron mediante analisis de poblacion,
de entre los que destaca el propuesto por Mulliken [10-13].

Si bien hemos de reconocer que la teoria orbital ha sido bésica en el desarro-
llo de la quimica tedrica, el modelo adolece de ciertas limitaciones enraizadas
en su naturaleza monoelectronica. Por un lado, la funcidn de onda es invariante
ante transformaciones orbitales, por lo que cualquier teoria del enlace quimico
que utilice estas funciones monoelectrdnicas debe escoger una versidn particular
de las mismas, estando sometida a un problema de eleccidon de referencia. Por
otro, a medida que se amplia el interés por los sistemas fuertemente correlacio-
nados crece la necesidad de construir modelos sustitutivos que no descansen en
magnitudes monoelectrénicas y sean, por tanto, de validez general.

En los dltimos afios, la teoria de enlace de valencia, Valence Bond (VB),
practicamente abandonada durante casi medio siglo por sus dificultades compu-
tacionales, ha resurgido de sus cenizas gracias a importantes avances algori{tmi-
cos [14-16] que estan mejorando su competitividad. Ha de notarse que una de sus
limitaciones mas importantes, el tamafno de los sistemas y problemas que podian
abordarse con ella, ha experimentado un avance significativo [17-20]. En cual-
quier caso, comparte con la teoria MO una dependencia de la base orbital que
define el modelo. Existen varias versiones que varian en el grado de localizacién
u ortogonalidad de las funciones monoelectrénicas con las que se construyen las
estructuras VB, y la interpretacion quimica de los resultados que se obtiene con
unas u otras versiones puede llegar a ser contradictoria.

Las limitaciones del lenguaje orbital han llevado a multitud de autores a bus-
car otros acercamientos que permitan discutir y explicar, sin ambigiiedad y con
un claro fundamento fisico, las manifestaciones quimicas relacionadas con el en-
lace. Un conjunto muy importante de estos modelos se conocen con el nombre de
teorlas del enlace quimico en el espacio real, pues utilizan escalares o tensores
de diversos 6rdenes que permanecen invariantes ante transformaciones orbitales
y que se encuentran definidos en el espacio real. Esta busqueda viene precedi-
da por la constatacion de que a medida que el paradigma orbital se afianzaba,
gracias a los acuerdos sin precedentes entre teoria y experimento, comenzaban a
surgir voces que recordaban que las funciones monoelectrénicas eran en realidad
arbitrarias y que, por lo tanto, habria que basar la teoria del enlace quimico en
términos de verdaderos observables quimico cuanticos. La adopcion de nuevos
métodos y herramientas alejadas del paradigma orbital por parte de la comu-
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nidad quimica, en particular por su sector experimental, supone una dificultad
anadida a las de tipo algebraico y computacional. Toda comunidad cohesionada
es reticente a abrazar nuevos conceptos e ideas que provengan de otras dis-
ciplinas. La quimica tedrica ha percibido pronto la necesidad de que el nuevo
lenguaje del enlace quimico se desarrolle tan parejo como sea posible al orbital,
tratando de establecer correlaciones y equivalencias entre ambos lenguajes que
faciliten una transicién ordenada.

Es pues importante que los nuevos métodos interpretativos permitan una cone-
xion entre los resultados precisos que proporcionan los resultados mecanocuan-
ticos y los conceptos difusos, pero fuertemente arraigados, que viven en la mente
de los quimicos. Y que dicha conexién no sélo recupere la imagen orbital, sino
que sea capaz de proporcionar nuevas ideas. Buscamos métodos que satisfagan
los siguientes requisitos: i) que permitan recuperar conceptos quimicos, incluido
el de enlace, a partir de calculos mecanocuanticos genéricos, no circunscritos a
un determinado procedimiento de céalculo como los métodos MO o VB; ii) que
proporcionen imagenes quimicas en el espacio real; iii) que sean simples y visua-
les, es decir, que su fundamento y significado fisico sea facilmente comprensible
para la comunidad experimental; iv) que sean capaces de generar modelos que
expliquen y racionalicen la informacidon obtenida y sean validos para realizar
predicciones.

Retomando la idea expuesta anteriormente relativa a la definicion de regiones
del espacio que permitan ofrecernos informacién sobre la disposicion espacial de
los electrones, nos encontramos ante un problema de caracter fundamental: la
teorla cudntica no proporciona fronteras definidas entre las regiones en las que
se mueven los electrones. De hecho, no existe (no puede existir) una localizacién
perfecta para la posicién de un electrén en una region dada del espacio. Sin
embargo, y dado que los conceptos de pares electrdnicos y enlaces impregnan
la vision de los quimicos, la comunidad de quimicos tedricos se ha esforzado
durante mucho tiempo en determinar como encontrar una manera facil, sencilla,
y sobre todo rigurosa de dividir el espacio real en regiones con un significado
fisico y quimico.

Este es el paraguas basico que cubre a la mayor parte de las denominadas
teorfas de enlace en el espacio real (por contraposicion al espacio de Fock), en
el que tienen lugar los fendmenos quimicos. Dicho enfoque también se conoce
como el del andlisis topoldgico de la funcidn de onda, y tiene su germen en el
trabajo llevado a cabo por Richard F. W. Bader, de la Universidad McMaster, en
Canada, a partir de mediados de la década de 1960. Bader mostré como aplicar
las leyes de la mecédnica cudntica a subsistemas abiertos (en el sentido termo-
dindmico, permeables al intercambio electrdnico) en el espacio tridimensional.
Dentro de este nuevo paradigma, el espacio se divide en regiones a través de
la topologia inducida en R3 por diversos campos escalares, entre los que desta-
ca la densidad electrénica. En los dltimos afnos se ha hecho popular el nhombre
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de topologia quimico-cudntica (Quantum Chemical Topology, QTC) para guardar
bajo un mismo acrénimo a todas las técnicas que comparten estas ideas.

De entre los distintos campos escalares que pueden utilizarse para definir
una particidon topolégica, el mas directo para el estudio de la distribucién de
los electrones es la densidad electrénica. Su capacidad para encerrar toda la
informacidn del sistema es consecuencia del articulo fundacional de Hohenberg
y Kohn [21]. Su uso topoldgico procede de la relacién practicamente biunivoca
existente entre la posicion de los maximos de la densidad electrdnica y la de los
nlcleos del sistema. Recordemos que el primer teorema de Hohenberg y Kohn
garantiza que la densidad electronica determina el Hamiltoniano del sistema,
la posicion de los nucleos y, por ende, el vector de estado. La teoria cudntica
de 4tomos en moléculas (Quantum Theory of Atoms in Molecules, QTAIM) [22]
propuesta por Bader es el méaximo exponente de los métodos interpretativos
basados en la densidad en el espacio real. La division del espacio siguiendo un
esquema topolégico de la densidad genera regiones tridimensionales asociadas
a cada uno de los nucleos (cuencas atémicas), separadas entre si por superficies
a través de las cuales el flujo de la densidad electronica se hace nulo. Esta
particion es exhaustiva, y las diferentes regiones no solapantes completan el
espacio molecular. Como cada maximo esta relacionado con una posicién nuclear
se recupera el concepto del atomo dentro de la molécula, asi como el de grupo
funcional. Asimismo, y puesto que la division es exhaustiva, los valores esperados
de los distintos operadores mecanocuanticos en cada una de estas regiones se
suman aditivamente para recuperar el valor esperado del sistema en su conjunto.

Los analisis topoldgicos no sélo determinan una particion exhaustiva del espa-
cio, sino que lo discretizan. En vez de examinar campos continuos en el espacio
molecular, podemos considerar solo su comportamiento en algunos puntos es-
pecificos de particular importancia. Bader demostré que los puntos criticos del
campo, aquellos en los que el gradiente se anula, pueden ser dotados de signi-
ficado fisico y quimico particular. En R3 existen cuatro tipos diferentes de éstos,
caracterizados por sus curvaturas: maximos, sillas de primer y sequndo orden y
minimos locales. La extraordinaria capacidad de compactacidén de la informacion
que introduce pasar del examen de un campo continuo al del andlisis de las
caracteristicas de un conjunto discreto y pequefio de puntos no nos puede dejar
impasibles. Debido a ello, el andlisis de las propiedades de los puntos criticos
no degenerados de la densidad electrdnica constituyé uno de los grandes éxitos
iniciales de la teoria. Los puntos de silla de primer orden, situados necesaria-
mente sobre la superficie divisoria entre dos regiones atémicas y conocidos como
puntos criticos de enlace (bond critical point, BCP) fueron rapidamente identifi-
cados con enlaces quimicos, y las sillas de sequndo orden o puntos de anillo, con
anillos cerrados de enlaces. Una vez localizados los puntos criticos, el andlisis
de otros escalares o tensores en sus posiciones aporta informacién adicional. Por
ejemplo, el laplaciano de la densidad en uno de estos puntos determina como
la densidad electrénica se acumula o fuga localmente del mismo. EL laplaciano
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contiene, pues, informacidn sobre el tipo de interaccion quimica considerada. A lo
largo de los afios se han estudiado numerosisimos campos en las posiciones de
los puntos criticos moleculares, que han conducido a un gran numero de correla-
ciones con diversas propiedades fisicas y quimicas de los sistemas investigados:
electronegatividad, basicidad, dureza, etc.

Aunque el analisis topoldgico permite extraer informacion muy Gtil acerca del
enlace en los sistemas moleculares, no proporciona informacién directa sobre los
pares de Lewis. La particion QTAIM es atdmica, y no existen regiones especificas
del espacio que alberguen pares de electrones (solitarios, enlazados, de core).
Comoquiera que estos objetos son también bésicos para la comprensidn de la
estructura electronica —pensemos en el éxito de la teoria de repulsion de pares
electrénicos de valencia (valence shell electron pair repulsion, VSEPR) [23]—, ha
habido intentos variados de formular particiones del espacio que los proporcione.
Los primeros, basados en la laplaciana de la densidad, no tuvieron demasiado
éxito, posiblemente por la ausencia de relacion directa entre este escalar y la
densidad de pares. Pronto se recurrié a ella como una manera eficiente de acceder
al grado de localizacidn o deslocalizacién electrénica en una regidn espacial
dada. Muchas de las propuestas utilizan la repulsion de Pauli, determinada a
traves del estudio del hueco de Fermi [24] como objeto bésico, pero es una funcién
particular la que ha logrado mayor notoriedad y éxito. Nos referimos a la funcién
de localizacién electrénica propuesta por Becke y Edgecombe en 1990 [25], que
habitualmente se conococe por sus siglas en inglés, ELF (Electron Localization
Function), y que ha demostrado ser particularmente util en el analisis del enlace
quimico [26].

La funcion ELF se propuso en un primer momento a partir de la densidad de
probabilidad condicionada de espines paralelos. Sin embargo, pronto se demostré
que también puede interpretarse en términos del exceso local de energia cinética
debido a la repulsion de Pauli, mediante la diferencia entre la densidad de
energla cinética de un sistema bosdnico con la misma densidad electrénica (limite
inferior de la energia cinética) y la de un sistema fermidnico. Esta diferencia
proporciona una idea sobre donde la reorganizacién de la densidad debida al
principio de Pauli tiene un mayor peso. Es decir, dénde la localizacion de los
electrones adquiere un mayor importancia, que puede interpretarse en cierto
sentido como equivalente a aquellas regiones propuestas por el formalismo de
Lewis para los pares electrdnicos.

Se han propuesto numerosos campos escalares con los que realizar particiones
espaciales ademds de los aqui detallados, pero s6lo comentaremos brevemente
uno mas, el método NCI o de interacciones no covalentes (Non-covalent inter-
actions), que utiliza el gradiente reducido de la teoria de los funcionales de
la densidad. NCI [27,28] goza de una clara aceptacién en la comunidad y per-
mite obtener informacién semicuantitativa de la naturaleza de las interacciones
intermoleculares.
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Detengamonos brevemente en la informacién que puede obtenerse de una par-
ticion espacial exhaustiva. Por ejemplo, preguntémonos por el nimero promedio
de electrones que encierra cada volumen. Se esperaria encontrar un nimero pro-
medio de dos electrones asociado a una regién donde los modelos de la quimica
afirman que existe un par electrénico. Dado que el operador nimero no conmu-
ta con el hamiltoniano del sistema, ninguna particiéon podréd asignar un niimero
definido de electrones a un recinto del espacio tridimensional, por lo que es ne-
cesario entender las fronteras de las regiones como permeables a los electrones.
Solo podemos hablar de un nimero promedio de particulas, y por tanto, para
caracterizar dicha distribucion electrdnica, habran de utilizarse conceptos tales
como promedios, fluctuaciones y probabilidades de encontrar tal o cual ndimero
de electrones en un dominio. A menor fluctuacidén, mayor localizacién.

El concepto de localizacion espacial tiene parte de sus origenes en el trabajo
llevado a cabo por Daudel y colaboradores [29] que se interesaron por la funcién
que determina la probabilidad de encontrar un nimero de electrones dado en
una determinada regidn del espacio. La propuesta inicial de Daudel consistia en
encontrar regiones, o como él las denominé loges, que minimizaran la entropia
de Shannon de una determinada distribucién. Debido a las grandes dificultades
computacionales y algebraicas encontradas, no fue posible hasta muy reciente-
mente recuperar las ideas seminales de Daudel. Destaca el trabajo de Andreas
Savin, que propuso utilizar estas probabilidades con el objeto de analizar la dis-
tribucidn de los electrones en regiones del espacio [30], y también llevar a cabo
un andlisis de la distribucion estadistica en las regiones del espacio propuestas
por las particiones QTAIM y ELF [31].

Asimismo, y continuando sobre las ideas y el trabajo realizado por Savin, A.
Martin Pendas y colaboradores, llevaron a cabo el andlisis de la distribucidn es-
tadistica de los electrones aplicado a una particion completa del espacio propor-
cionada por la teoria de 4tomos en moléculas, extension que condujo al concepto
de la funcién de distribucion del nimero de electrones (Electron Number Distri-
bution Function, EDF) [32-34]. El estudio de estos objetos es el germen de una
interpretacidn estadistica del enlace quimico, y permite ademds una conexidn
entre las caracteristicas de una EDF en particular con los conceptos clasicos de
covalencia e ionicidad de una determinada interaccién. Disponemos, por tanto,
de los objetos necesarios para llevar a cabo el anédlisis estadistico de la distri-
bucidn electrdnica una vez propuesta una particion determinada del espacio, y
con ellos realizar un estudio sobre el enlace quimico en el espacio real desde
otro anqulo.

Otra punto de vista interesante es el de generar regiones del espacio que
maximicen la probabilidad de encontrar un nimero determinado de electrones.
En lugar de utilizar la division del espacio generada por otros y diversos métodos
interpretativos, la idea fundamental consistiria en emplear dichas probabilidades
como variable basica para generar una particion del espacio propia. Este es el
pilar sobre el que se fundamenta y sustenta el método conocido como de los
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dominios de maxima probabilidad (Maximum Probability Domains, MPDs). ELl
método MPD satisface los requisitos enumerados anteriormente. Primero, los
dominios que maximizan la probabilidad de encontrar 2 electrones pueden ser
asociados de manera natural a los pares electronicos de Lewis. Sequndo, las
regiones MPDs proporcionan imagenes directas de enlaces y pares solitarios en
el espacio real. Asimismo, el concepto de resonancia, de cardcter probabilistico en
su naturaleza, deviene de forma natural. Ademas, las cantidades fundamentales
del método, es decir, la funcién de probabilidad y los dominios MPD son al
mismo tiempo matematicamente simples, faciles de formular y conceptualmente
sencillas de entender.

Los dominios MPD se presentan como una poderosa herramienta, a la par
que rigurosa, para el redescubrimiento de los conceptos quimicos a partir de
funciones de onda, aunque la utilizacion del método sobre sistemas quimicos de
interés estd aun en sus primeras etapas. Después de algunas primeras aplica-
ciones a través de un programa sencillo [35], ast como de célculos Monte Carlo
cuantico [36] en sistemas simples, donde se trabaja directamente con el cuadra-
do de la funcidn de onda, los resultados obtenidos permiten vislumbrar que la
maximizacion de la probabilidad de encontrar un niimero de electrones en una
region del espacio, puede enriquecer nuestro conocimiento sobre las estructu-
ra electronica de atomos, moléculas y sdlidos. En fechas més recientes, se han
analizado con el método las propiedades bésicas de los dominios [37]. Como
resultado de esta tesis, también se ha inspeccionado la imagen ofrecida por el
método en dos de los tipos mds caracteristicos de enlaces: el enlace idnico y
el enlace covalente [38] y se sigue trabajando en el desarrollo de algoritmos y
programas capaces de optimizar eficientemente dichos dominios en moléculas y
sélidos. La obtencién de un MPD se encuadra dentro de la teoria de optimi-
zaciones dependientes de la forma, basada en el concepto de las denominadas
derivadas de forma (shape derivative). A medida que el nimero de sistemas ana-
lizados con el método crecia, surgieron dudas acerca del verdadero cardcter de
maximo de los dominios encontrados mediante el algoritmo de optimizacién. Un
reciente articulo que emana de nuestro trabajo [39] ha tratado de arrojar algo de
luz sobre esta cuestion. El método MPD no se circunscribe solamente a atomos
o moléculas, sino que su capacidad de aplicacidon sobre todo tipo de sistemas es
a priori ilimitada, como demuestran los estudios llevados a cabo Gltimamente en
sistemas periddicos [40—-43], a los que también hemos contribuido en la presente
memoria.

Es un hecho destacable que si bien los métodos QTAIM y ELF generan una
particion exhaustiva del espacio, en el método MPD dicha exhaustividad no
necesariamente se cumple. A primera vista, esto puede interpretarse como una
limitacion del método. No existen pruebas rigurosas de dicha ausencia de ex-
haustividad, por lo que se sigue dudando sobre si el solapamiento entre distintas
regiones es provocado por las limitaciones de los algoritmos implementados en
la actualidad, o si por el contrario, surge de forma natural. Si as{ fuera, el sola-
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pamiento entre regiones permitiria, por ejemplo, interpretar el caracter fluxional
del ion CHZ que presenta una estructura en la que los protones pueden moverse
libremente en el “fluido” generado por los cuatro dominios asociados a los pares
electrénicos. O en el sistema FHF—, donde al solapamiento se le ha atribuido un
significado quimico relevante en términos de coexistencia de distintas estructuras
resonantes [36].

En el modelo orbital, que ha evolucionado hasta convertirse en una herramien-
ta extraordinariamente predictiva, la mayor parte de la magnitudes empleadas
son dificiles de generalizar cuando la correlacion electrénica juega un papel im-
portante. En este sentido, el enlace quimico es todavia hoy una teoria monoelec-
trénica, y cdmo la correlacion cambia la visidn del enlace una de las cuestiones
pendientes de la quimica tedrica y computacional. Como las teorias del enlace
quimico en el espacio real proporcionan cantidades orbitales invariantes y ade-
mas admiten una generalizacidn inmediata a casos correlacionados, representan
una herramienta por explorar en estas nuevas situaciones. Para ello es nece-
sario generalizar a estos nuevos supuestos las cantidades y los indices que se
utilizan en los modelos monoelectronicos. Requeriremos, obviamente, que tien-
dan suavemente a las magnitudes utilizadas en la teoria MO, introducidas por
Mulliken mediante una particion de la poblacion electronica en centros o grupos
de centros atomicos, a medida que la correlacién desaparece. Constituirdn pues
un analisis de poblacidon generalizado.

La forma més sencilla de garantizar la invariancia orbital de los nuevos concep-
tos es basarlos en densidades reducidas o matrices densidad reducidas (reduced
density matrix, RDMs). Desde este punto de vista, la QTAIM utiliza la densi-
dad de primer orden, y la funciéon ELF y otras técnicas tales como la basada
en el indicador de localizabilidad electréonica (Electron Localizability Indicator,
ELI) [44], o el método de 4tomos cudnticos interaccionantes (Interacting Quantum
Atoms, IQA) desarrollado en nuestra Universidad [45] utilizan la matriz densidad
de sequndo orden. La obtencién de indices de enlace de uno o varios centros
a partir de RDMs requiere su condensacion en regiones espaciales. Tras lo ya
comentado en esta introduccidn, no debe resultar extrafio que escojamos algu-
na de las particiones topoldgicas que se han introducido brevemente, como la
proporcionada por la QTAIM.

El empleo conjunto de RDMs y de particiones QTAIM del espacio permite
definir una jerarquia de indices de enlace que evolucionan hacia descriptores ya
conocidos a medida que se elimina la correlacién electrénica [46]. Las matrices
densidad reducidas de orden v (v-RDMSs) contienen términos que no se pueden
escribir en funcidn de RDMs de orden inferior. Estos términos se conocen como
densidades cumulantes (reducidas) de orden v (v-th order (reduced) cumulant
densities, v-(R)CDs) o simplemente cumulantes de orden de v. Constituyen la
parte irreducible de las v-RDMs y contienen las contribuciones asociadas a las
correlaciones irreducibles entre las particulas.
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En la Universidad de Oviedo se ha demostrado que dos de sus propiedades bé-
sicas (la extensividad y la recursividad) permiten la generalizacién de los indices
de enlace tradicionales en el espacio real a funciones de onda arbitrariamente
correlacionadas y para un nimero cualesquiera de centros. Estos indices de en-
lace multicéntricos se obtienen mediante integracion de las CDs en las cuencas
generadas por la particion QTAIM. Paul Ziesche [47] ha mostrado que las v-CDs
son realmente las generadoras (en el sentido estadistico) de las fluctuaciones
de v particulas. Los indices de enlace v-céntricos aqui definidos miden el grado
de dependencia estadistica existente en una poblacién electrdnica dividida en v
centros, y establecen una clara y estrecha conexién entre las EDFs y las CDs
que, por otra parte, alin no se ha explorado.

Dado que el enlace quimico tradicional es basicamente bicéntrico y bielectroni-
co, el andlisis de la densidad de pares gozara de un status especial. La densidad
de pares puede entenderse como un caso particular de RDM, la parte diagonal
de la matriz densidad reducida de orden 2 (2-RDM). Su cumulante (de orden
2) no es mas que la densidad de cambio y correlacién, ampliamente conocida, y
su condensacion en el espacio real puede realizarse de varias maneras. Uno de
estos procedimientos es el anélisis de poblacidon de pares propuesto por Robert
Ponec, en Praga. Analisis posteriores, sin embargo, llevaron a Ponec a desviar
su atencion hacia el analisis de las probabilidades condicionadas (que describen
la distribucién de un electrén cuando otro electréon de referencia se encuentra
fijo en una cierta posicién o regién). Este conduce a la condensacién del hueco
de Fermi sobre regiones del espacio tridimensional (generadas por la QTAIM),
y a la definicién de los denominados huecos de Fermi promediados en dominios
(domain averaged Fermi holes, DAFH) [48,49]. Estos objetos han proporcionado
un numero importante de resultados relevantes sobre la naturaleza del enlace
quimico.

Ponec mostré que los DAFHs pueden diagonalizarse en la base de orbitales
ocupados, conduciendo a una expansion de las densidades atémicas en contri-
buciones monoelectrénicas que denomind orbitales naturales regionales o de
dominio (Domain Natural Orbitals, DNOs). El lenguaje DNO vuelve a ser mo-
noelectrdnico, por lo que resulta més facil de manipular en términos de tradicion
quimica. Los DNOs recuperan las imagenes habituales proporcionadas por la
teorla de orbitales moleculares en un marco general basado en funciones de on-
da correlacionadas. Podria suponer uno de los cimientos con los que reemplazar
el modelo orbital.

Aunque el andlisis desde el punto de vista de los DAFH puede ser aplicado
tanto a funciones de onda correlacionadas como no correlacionadas, sus princi-
pales aplicaciones se han llevado a cabo, hasta el momento, sobre las sequndas.
Su estrecha relacién con las EDFs se ha explorado [50] en nuestro laboratorio,
estableciéndose que los DNOs describen electrones estadisticamente indepen-
dientes y que permiten reconstruir la EDF completa en el caso de una particién
exhaustiva del espacio en dos regiones. Cuando la correlacidon electronica es
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crucial, un reciente articulo ha analizado el significado y la interpretaciéon de los
DNOs y sus ntimeros de ocupaciéon [51].

La brillante idea de Ponec puede generalizarse sin dificultad para analizar
enlaces multicéntricos. Los DAFHs no son otra cosa que condensaciones mono-
céntricas del sequndo cumulante, por lo que podemos imaginar condensaciones
multicéntricas de cumulantes de orden superior. Asi, promediando un v-CD en
v — 1 dominios espaciales obtendremos una densidad que podra ser sometida
al procedimiento de diagonalizacidn descrito en el parrafo anterior. Aparece asi
una jerarquia de funciones monoelectronicas que describen enlaces quimicos
multicéntricos. Estas funciones han venido en denominarse orbitales naturales
adaptativos (Natural Adaptive Orbitals, NAdOs), y poco a poco estdn comenzan-
do a dar resultados satisfactorios [52], algunos de los cuales se presentan en
esta memoria.

Con estos predambulos, el objetivo final en el que se enmarca la presente
memoria de tesis es el de avanzar en algunos de los frentes relevantes de la
teorfa del enlace quimico en el espacio tridimensional, en donde se suceden los
fendmenos naturales.

La estructura de la memoria de Tesis Doctoral es como sigue. Tras una intro-
duccion general (PARTE ) en la que se han examinado los antecedentes y el
estado del conocimiento en los modelos y teorias propuestos para estudiar el
enlace quimico en el espacio real, se abordan los fundamentos metodoldgicos
del trabajo realizado. Asi, la PARTE Il, consta de un primer capitulo en el que
se resumirdn brevemente algunos de los métodos de estructura electronica uti-
lizados para generar las funciones de onda de los sistemas estudiados. Puesto
que no se pretende realizar una presentacion detallada de los diferentes métodos
computacionales, se anima al lector a consultar la bibliografia sugerida para una
incursion mas especifica en cada uno de los métodos. Por lo tanto, solo las no-
ciones generales seran expuestas, incidiéndose quiza de un modo méas profundo
allt donde algiin punto puede tener mas relevancia para el trabajo posterior. En
este primer capitulo también se presentara uno de los objetos basicos sobre las
que se fundamenta el proyecto aqui desarrollado: las matrices densidad reduci-
das (RDMs). Estas seran utilizadas para definir indices de enlace multicéntricos
mediante condensacidn espacial.

Comoquiera que el procedimiento basado en las RDMs no puede desarrollarse
sin una particidn del espacio en regiones quimicamente significativas, el sequndo
capitulo se centra sobre como el analisis topoldgico y la topologia que induce
un sistema dinamico permiten realizar dicha particion. Centraremos la exposicion
en topologia de la densidad electrdnica, que ha dado lugar al desarrollo de la
QTAIM. La division del espacio generada permite identificar las regiones con
entidades atdmicas, y por tanto, con una imagen claramente agradable para
el quimico. También expondremos brevemente el fundamento metodoldgico del
analisis de la funcién ELF, con dos objetivos bésicos: mostrar cdmo la particion
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espacial que genera estd asociada al par de Lewis, e introducir, con su ayuda
los conceptos de localizacidén electrdnica, par electrdnico, etc.

Los capitulos tercero y cuarto aparecen como el resultado convergente de las
teorlas, métodos, herramientas y conceptos desarrollados en los capitulos pre-
cedentes, y constituyen el fundamento metodoldgico que se empleara en en las
PARTE Il y IV. Asimismo, en el capitulo 3 se introducen las funciones de distribu-
cion del niimero de electrones (EDFs). EL empleo de estas herramientas permite
conocer la distribucién estadistica de una poblacidn electrénica en un sistema.
Esta distribucidn constituye el germen del método de los dominios de probabili-
dad maxima (MPD), una de las dos partes mas importantes de la presente Tesis
Doctoral.

En el capitulo 4, se tratard el analisis de poblacién generalizado. Constituye
una parte esencial del anélisis tedrico del enlace quimico. Los fendmenos de loca-
lizacidn electrdnica, deslocalizacién, densidad de pares, correlacion electrénica,
agujero de Fermi, etc. En este capitulo, se pretende mostrar como la generali-
zacion del analisis del agujero de Fermi promediado en dominios conduce a los
orbitales naturales adaptativos (NAdOs), que creemos constituyen unas herra-
mientas validas, a la par que eficientes y poderosas, para cambiar la perspectiva
de la teoria MO por la perspectiva del espacio tridimensional. Permiten realizar
un trasvase de los conceptos relacionados con el enlace quimico desde de espa-
cio de Hilbert al espacio real, y recuperar las mismas imdgenes obtenidas en el
primero.

El capitulo 5 aborda el método de los dominios de probabilidad maxima
(MPDs). Como constituye un método novedoso para redescubrir los fenémenos
relacionados con el enlace, trataremos de dar respuesta a algunas de las cues-
tiones basicas acerca del mismo: iqué es? jen qué se fundamenta? /cudles son
sus caracteristicas? ;qué imagenes puede proporcionar? ien qué se diferencia
de otros métodos? Asimismo, se presentara una introduccion al cédigo compu-
tacional empleado.

Las PARTES Il y IV constituyen un compendio de los trabajos cientificos
publicados o enviados para publicaciéon que son resultado directo del trabajo
desarrollado en estos afos.

La PARTE Ill consta de tres capitulos, en los que se hace un recorrido sobre
los dominios de probabilidad maxima a través de los articulos cientificos publica-
dos, comenzando por el estudio analitico de los MPDs, pasando por el anélisis
MPD en atomos y moléculas sencillas, y llegando al analisis MPD en sélidos
cristalinos. En el primero de ellos, On the stability of some analytically solvable
Maximum Probability Domains [39], se analiza la estabilidad de un conjunto de
MPDs modelo obtenidos analiticamente, mediante la introduccidn y utilizacion
del concepto denominado Hessiano de forma o shape Hessian con el que se
puede obtener informacidn acerca de la verdadera naturaleza de las soluciones
obtenidas. El capitulo 8 presenta el articulo A view of covalent and ionic bonding
from Maximum Probability Domains [38]. Muestra coémo se comportan los MPDs
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en un conjunto de sistemas moleculares sencillos, caracterizados por presentar
enlaces covalentes e idnicos, y analiza las imagenes obtenidas a partir de ellos.
Finalmente, en el ultimo trabajo continuamos con la evolucidn légica en el estu-
dio de los MPDs para realizar un analisis en sistemas periddicos, enfocando el
estudio hacia algunos dxidos covalentes e idnicos. Las conclusiones y resultados
obtenidos se resumen en el trabajo Electron Localization Function and Maximum
Probability Domains analysis of semi-ionic oxides crystals, surfaces and surfaces
defects. [43].

El estudio tedrico del enlace quimico mediante los orbitales naturales adap-
tativos es parte integrante de la PARTE IV, en la cual se presenta el articulo
One-electron images in real space: Natural adaptive orbitals [52].

Para finalizar, la PARTE V contiene las conclusiones generales de la Tesis
Doctoral, asi como un resumen de la misma tanto en lengua inglesa como en
lengua francesa.
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El objetivo fundamental de los métodos mecanocuanticos de estructura elec-
trénica es resolver, de la manera mas precisa y eficaz, la ecuacidon fundamental
que gobierna el comportamiento no relativista de los sistemas, la ecuacidon de
Schrédinger:

av .

ih =5, (21)
donde W es la funcién de onda que describe el sistema y K es el operador Hamil-
toniano. La mayoria de los problemas quimicos se pueden resolver considerando
estados estacionarios (independientes del tiempo) y no relativistas. En estas con-
diciones, sea un sistema constituido por N electrones y M nucleos, descrito por
una funcién de onda ¥, la ecuacidon de Schrddinger, en unidades atémicas (ua),
viene dada por

fﬁ(‘i’(m,. ..,X]\UR],...,RM) = EW(X],.. .,XN;R1,. ..,RM), (2.2)
donde E es la energla del sistema, x; denota conjuntamente las coordenadas
espaciales 1; y espinoriales o del electron i (x; =1i04) y Ry son las coordena-
das espaciales del nicleo . ELl operador Hamiltoniano JH representa la energia
total y se define como

YAVA:
+ 23
Z |T1 —T) Z |RA RB| ( )

Los indices 1, j y A, B denotan a los electrones y a los nucleos respectivamente, y
los dos primeros términos representan la energia cinética de electrones y nucleos,
siendo M a4 la masa del nlcleo A y V% el operador laplaciana del electrén ¢,
que en coordenadas cartesianas es de la forma
0?2 9?2 9?2
Vi= S+-—5+-— (2.4)

2 2 2
ox; 0y; 0zf
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Los restantes tres términos definen la energia potencial del Hamiltoniano y re-
presentan la interaccidon electrostatica entre los nucleos y los electrones, y las
interacciones repulsivas electron-electrén y nucleo-ntcleo respectivamente.

Dentro de la aproximacion de Born-Oppenheimer (BO), se considera que los
electrones se mueven en un potencial definido por los nicleos, que se mantie-
nen fijos, como consecuencia de la mayor masa de éstos respecto de aquéllos.
En estas condiciones, la energia cinética de los ntcleos es cero y el potencial
nucleo-ndlcleo deviene en una constante. El Hamiltoniano del sistema se deno-
mina Hamiltoniano electrénico, y queda expresado como

N

gt 1
Helee =— ;V% IZZ |1‘ _RA| Z|1'1—1‘]|
:‘T‘FVNe +\A7eer (25)

donde T, Vne y Vee son los operadores que representan la energia cinética
de los electrones, el potencial nlcleo-electron y el potencial electron-electrén
respectivamente.

De forma andloga a 2.2, es posible escribir

A

j{elecwelec = Eeleclyelecr (26)

donde W representa la funciéon de onda electrénica y Eqec la energia elec-
tronica del sistema. Ambas dependen explicitamente de las coordenadas de los
electrones y paramétricamente de las coordenadas nucleares. La energla total
del sistema es por tanto una suma de la energla electrénica y de la constante
proveniente de la energia de repulsidn nicleo-ntcleo

M

y4VA
Etotal = Eelec + Enuc = elec + Z |RAA I]:B‘ (27)

De ahora en adelante, y dado que la aproximacidn BO se asumira a largo de
todo el manuscrito, se suprimira el subindice “elec”.

De acuerdo con la naturaleza de caracter probabilistico de la mecénica cuénti-
ca, solo al cuadrado de la funcidén de onda se le puede atribuir una interpretacion
fisica:

W(xq,...,xn)7dxg ... dxn (2.8)

representa la probabilidad conjunta de que los electrones 1,...,N se encuentren
en un elemento de volumen dx; ...dxn. Una consecuencia de la interpretacion
probabilistica de la funcion de onda es que la integral de la ecuacién 2.8 sobre
todas las coordenadas del sistema es igual a 1, por lo que la probabilidad de en-
contrar las N particulas en cualquier posicion del espacio ha de ser exactamente
la unidad. Toda funcién que cumple esta propiedad se dice normalizada.
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Puesto que los electrones son particulas fermidnicas, la funciéon de onda que
describe a un sistema constituido de electrones ha de ser antisimétrica ante el
intercambio en la coordenadas de las particulas, de tal modo que

PY(xq,...,xn) = (=1)PY(x1,...,xXN), (2.9)

donde % es un operador que permuta los indices de las N coordenadas y p
es su paridad. El principio de exclusién de Pauli, resultado de la naturaleza
antisimétrica para la funcién de onda de particulas fermidnicas, constituye uno
de los principios mecanocuanticos mas bésicos. Las consecuencias que subyacen
a este principio son enormes y de una naturaleza fundamental.

Para la gran mayoria de sistemas, excepto para los casos mas simples, como
pueden ser el 4tomo de hidrégeno y sistemas hidrogenoides tales como H, no
es posible encontrar soluciones exactas para la ecuacién de Schridinger inde-
pendiente del tiempo (ec. 2.6). El problema que ha de afrontarse es el de muchos
cuerpos, por lo que solo es posible encontrar y describir soluciones aproximadas.
La obtencidén de soluciones mas precisas y exactas ha sido posible gracias a los
enormes avances computacionales en los Gltimos tiempos. Sin embargo, el tiem-
po de calculo requerido para generar dichas soluciones aun continta siendo en
muchos casos un cuello de botella computacional. En las siguientes secciones,
se mostraran los fundamentos tedricos basicos de los métodos de estructura elec-
trénica mas importantes con los que poder obtener aproximaciones a la funcién
de onda.

2.1.1  La aproximacidon de Hartree-Fock

El método de Hartree-Fock [53] es central a la quimica cudntica pues ha
jugado un papel importantisimo en elucidar la estructura electrénica de dtomos,
moléculas y sistemas periddicos. Constituye la aproximacion mas simple para
resolver la ecuacion de Schrodinger. Es, ademas, el primer paso hacia el disefio
de métodos més complejos, en los que la correlacion electronica esté incluida
explicitamente. La esencia basica de la aproximacién es sustituir el complejo
problema de muchos cuerpos por un problema de un solo cuerpo en el que la
repulsion interelectrénica se trata de manera promediada.

Bajo este escenario, la funcidén de onda electrénica ¥ de un sistema N-electrénico
viene dada por un producto antisimetrizado de espinorbitales {xi}i—1,n, conocido
como determinante de Slater

x1(x1)  xa2(x1) ... xn(x1)
Wik, ) = \% X1 (:Xz) XZ(;XZ) XNExZ) , 2410)
x1(xn) x2(xn) .o xn(xN)

29



METODOS MECANOCUANTICOS Y DE ESTRUCTURA ELECTRONICA

que se puede expresar de manera mas compacta como

1
Y(x,...,xn) = Wdet 1 (x1)x2(x2) ... xn (xn)], (2.11)
y donde el factor (N1)"'/2 es una constante de normalizacién.
Los espinorbitales son los objetos bésicos sobre los que se construye la teoria.
Son el producto de una funcién espacial denominada orbital VP (r) y una funcién
de espin, que podrd ser « o 3 para el caso particular de electrones (x(0o) y

B(0):
X&(x) = (r)alo),
xP ) =P (r)B(o). (2.12)

La funcién de onda expresada mediante el determinante de Slater (ec. 2.10)
cumple el principio de exclusion de Pauli. La aproximacion HF es un método
variacional en el que la funcién de onda constituye la mejor aproximacion al
estado fundamental dada la estructura asumida para . De acuerdo con el prin-
cipio variacional, el valor esperado de la energia obtenido con una funcion ¥
bien comportada siempre constituye un limite superior a la energia del estado
fundamental (Ep). Asi,

Enr = (YurlHWhe) > Eo, (2.13)

donde la igualdad solo se cumpliria en el hipotético caso en el que la funcién
de onda Wyf fuera la funcion de onda exacta del sistema.

Como el H( electrénico de un sistema multielectronico se puede escribir en
términos de operadores mono y bielectrénicos

F=> hi+) > by, (2.14)

|_.
-

-
vV
o

2
=—— 215
v Z " (213)
y 015 = v(lri —1;) es la interaccién electrén-electrén
1
O3 = ——— 2.1
%= ey 216

para evaluar el valor esperado de la energia correspondiente al Hamiltoniano
serd necesario obtener los términos mono y bielectrénicos que surgen de hy y
0yj. La energia HF es, por lo tanto,

Enr = (WhelH W) Z hi + Z Z Jij — Kyj) (217)

i j>i
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El elemento de matriz h; es el promedio de la energia cinética y potencial
como consecuencia de la atraccidn electrostatica entre los nucleos y el electrén
descrito por el espinorbital xi, y viene dado por la integral monoelectrdnica

M
— iRl = [ g2 ZA .
hi = (xilhlxi) = JXi (x1) [ 7 Vi ; i —RA| xi(x71)dxq. (2.18)

El elemento de matriz J;;, denominado integral de Coulomb, es la energia poten-
cial que provoca la repulsion electrostatica entre dos electrones, con funciones
densidad xi(x1)xi(x1) y X]?‘ (x2)xj(x2). Se expresa mediante la integral bielec-
trénica
Jij = (Xixjlxixj)
* * 1
= | [xiteng )t g ez e v 219)

Por dltimo, el elemento de matriz Kjij, denominado integral de intercambio, se
define mediante otra integral bielectrénica tal que

Kij; = (xixjlxjxi)
* * 1
e — T S LR (2:20)
r1 —72|

que es cero a menos que los espinorbitales x; y X;j tengan el mismo espin.

Las ecuaciones de Hartree-Fock

La minimizacién de la energia Eyr, sujeta a la condicidon de que el conjunto de
espinorbitales sea ortonormal, (xilXj) = dij, conduce a las ecuaciones Hartree-
Fock expresadas en su forma integro-diferencial como

N N
RAx)+ ) &)=Y Kjxa) | xalxi) = eixi(x1), (2.21)
i i

donde €; es la energia orbital del espinorbital x; y h ya estd previamente
definido (ec. 2.15). En seqgundo lugar, éj es un operador local, se define como
el operador de Coulomb y representa el potencial promedio sobre un electrén
descrito por x;

A

1
di(x1)xilx1) = U Xj (XZ)ij (x2)dx2 | Xi(x1). (2.22)

Finalmente, ij, conocido como operador de intercambio, es un operador no local
que es consecuencia de la naturaleza antisimétrica del determinante de Slater.
No tiene un andlogo clasico como el operador de Coulomb y representa el efecto
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que produce el intercambio de dos electrones cualesquiera al actuar sobre un
espinorbital,

Xi(x2)dxq | x;5(x1). (2.23)

e P

El conjunto de términos entre corchetes en la expresiéon 2.21 es un operador
monoelectrénico que se conoce como operador de Fock, f.
Analizando las ecuaciones 2.22 y 2.23 es facil mostrar que

1) = K (1) x5 (x1) =0, (224)
por lo que el operador f se puede expresar como

A

N
fx1) =h(x1)+ ) &x1) —%K;x1). (2.25)
J

Como se puede apreciar, se trata de una suma de dos operadores monoelectré-
nicos: el operador hamiltoniano monoelectrénico h(x1) y el operador potencial
conocido como operador de Hartree-Fock 97 (x1),

N
M (%) = Z J5(x1) — K;(x1), (2.26)
j
por lo que
fxr) = hix1) +9"" (x1). (2.27)

Las ecuaciones Hartree-Fock dadas en 2.21, empleando la notacién de Dirac,
se expresan como

fixi) = eilxi)- (2.28)

Esta expresion es una ecuacion de pseudovalores propios donde el conjunto de
los {ei} representa los valores propios y el conjunto de los espinorbitales {x;} sus
funciones propias (los orbitales Hartree-Fock candnicos). Bajo esta aproximacion,
se puede apreciar como el método HF es un modelo de particulas independientes
en el sentido de que cada espinorbital es una funcién propia de un operador
monoelectrénico, f. Las interacciones entre los electrones se describen de una
manera promediada. Es decir, cada electrén no interacciona de manera individual
con el campo generado por los restantes N — 1 electrones sino con el campo
promedio proporcionado por los operadores de Coulomb e intercambio.

Las ecuaciones HF se han de resolver a través de un proceso iterativo que se
conoce como el método del campo autoconsistente (self-consistent field, SCF),
puesto que el operador de Fock depende de sus funciones propias (los espinor-
bitales) y son éstas, a su vez, las soluciones del problema.
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Hartree-Fock restringido y no restringido

Dado que el Hamiltoniano electrénico (no relativista) no contiene las coorde-
nadas espinoriales, conmuta con los operadores de espin 52 y &,

[ﬂ{sz] =0 [3{84 —0, (2.29)
por lo que las funciones propias del Hamiltoniano deben ser a su vez funciones
propias de los operadores de espin:

$2|®) = S(S+1)|D), (2.30a)
) = Ms|D). (2.30b)

Un determinante de Slater construido a partir de N4 orbitales con espin « y
Np orbitales con espin 3 serd una autofuncién del operador § con valor propio
Ms = 1/2(Ny — Ng). El requisito expresado en 2.30b se cumple para toda
funcion de onda representada por un determinante de Slater mientras que casi
nunca se satisface para 2.30a.

Si los espinorbitales que describen a los electrones « y 3 no comparten la
misma funcién espacial, el método HF se denomina Hartree-Fock no restringido
(unrestricted Hartree-Fock, UHF). En este caso, las ecuaciones HF toman la
forma

foPpe(r) = eXPp¥(r), (2.31)
donde
N N«
fr=h+) §-> &~ (2.32)
j j

Resulta necesario realizar la distincién acerca de si el operador actiia sobre el
orbital & o 3 (el operador HAC;" solo opera sobre los N4 electrones de espin «).
Légicamente, existe una expresion semejante para la parte f3.

En el caso particular de que los espinorbitales dispongan de la misma funcién
espacial se tiene que

xP (%) =i(r)B(0), (2.33)
y
fi(r) = ey (r) (2.34)
donde
N/2
f=h+) (28-%;). (2.35)
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En este caso, el determinante es una funcién propia de los operadores 82 y S,
(para sistemas de capa cerrada) y el procedimiento se conoce como Hartree-Fock
restringido (restricted Hartree-Fock, RHF). Resulta més sencillo de resolver que
el caso UHF dado que los orbitales o« y 3 tienen la misma funcién espacial y
por lo tanto, el operador de Fock sera idéntico en ambos casos.

Asimismo, se puede aplicar el método RHF a sistemas de capa abierta y ad-
quiere el nombre de Hartree-Fock restringido de capa abierta (restricted open
shell Hartree-Fock, ROHF). En él, se emplean orbitales moleculares doblemente
ocupados para los electrones apareados y orbitales monoocupados para los elec-
trones no emparejados. Al contrario que para la aproximacion UHF, la funcidn
de onda ROHF es una funcién propia del operador 8, (no posee contaminacién
de espin).

Solucién para las ecuaciones RHF

En principio, existe un nimero infinito de soluciones para la ecuacién 2.28.
En la practica, la solucién de la ecuacion de Hartree-Fock se realiza median-
te la introduccidon de un conjunto de funciones de base espaciales conocidas,
lo que conduce a la denominadas ecuaciones de Roothaan, que convierten las
ecuaciones de Hartree-Fock integro-diferenciales en un conjunto de ecuaciones
algebraicas que se pueden resolver con las técnicas matriciales convencionales.

De este modo, los orbitales moleculares (molecular orbitals, MO) {1{;} se ex-
panden, generalmente aunque no de manera exclusiva, mediante una combinacion
lineal de orbitales atémicos (linear combination of atomic orbitals, LCAO) {dbx}
que constituye el conjunto de funciones de base conocidas de dimension Nypasis,

Npasis

Pi = Z Caida (2.36)
A

Dentro del esquema proporcionado por LCAQ, el calculo de los orbitales mole-
culares Hartree-Fock consiste en minimizar la energia con respecto a los coefi-
cientes Cii, que especifican los MOs. As( pues, utilizando la ecuacién 2.36 en
la ecuacidn 2.34, multiplicando por ¢}, e integrando se tiene

Nbasis

> Cui | angi et
A
Nbasis

—e Y o[ dngir)onr), (237)

A

que de forma mas compacta se escribe como

Nbasis Nbasis

D Caldulflon) =ei Y (bulda). (2.38)
A

A
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St se introducen las matrices de solapamiento S cuyos elementos son

Sun = (dulda), (2.39)
y la matriz de Fock F con elementos

Fun = (bulflda) (2:40)
la ecuacion 2.38 adquiere la siguiente forma (ecuaciones de Roothaan),

FC = SCe. (2.41)

En la expresion anterior, € representa la matriz diagonal que contiene las ener-
glas orbitales e = €8¢ y C es la matriz de coeficientes de la expasion LCAO.
Los elementos F,» de la matriz de Fock se pueden expresar como

Fun =HQ 4 ) Py R(Gudaldody) — (dudyldoda)l, (2.42)
vO
donde se ha introducido la matriz densidad
N/2
Pyo =) CuiCai (2.43)
i
y H{X"® representa la integral

e = (dulhldr). (2.44)

La expresion final para la matriz de Fock indicada en 2.42 contiene un parte
monoelectronica H°™¢, que es constante dada una base, un término constituido
por la matriz densidad P y un conjunto de integrales bielectrénicas,

(Gudrlbudo) = Jdﬁ dry & (r1)da(r1) OLr)dolry)  (245)

r1 —72|

Dado que la matriz de Fock, F, depende de la matriz densidad, P, que depende a
su vez de la matriz de coeficientes, C, para resolver las ecuaciones de Roothaan
se requiere de un procedimiento SCF. Asimismo, es habitual que el conjunto
de funciones de base no sea ortonormal, por lo que es preciso llevar a cabo un
proceso de ortogonalizacion de la base mediante un conjunto de transformaciones
unitarias, que den lugar a que las ecuaciones de Roothaan se puedan expresar
a través del clasico problema de autovalores de forma matricial.

Es importante destacar que el nimero de soluciones encontradas no es igual
al numero N de electrones sino al nimero de funciones de base empleadas,
Npasis- En la inmensa mayoria de los casos Npgsis > N, por lo que es nece-
sario escoger un subconjunto de soluciones para las ecuaciones Hartree-Fock.
Normalmente, se construye el estado fundamental mediante la ocupacidn de los
orbitales mas bajos en energia con el conjunto de los N electrones, obviando el
resto de orbitales (principio de Aufbau). EL conjunto de orbitales utilizados para
definir el estado de referencia se conoce como el de orbitales ocupados, mientras
que el resto constituye los orbitales virtuales, que se emplean normalmente para
la construccion de funciones de onda para estados excitados o con correlacion.
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2.1.2 Métodos post-Hartree-Fock

El movimiento de los electrones depende de la posicidn instantanea del resto y,
en promedio, estan mas alejados que los descritos por la funcién de onda HF. En
la aproximacion HF, la probabilidad de que dos electrones con espines paralelos
se encuentren en el mismo punto del espacio es cero, por lo que su movimiento
estd correlacionado. Sin embargo, no lo esté en el caso de electrones con espines
opuestos. Generalmente, la energia de correlacion Eor se define como

Ecorr = Eexac‘[a - EHF (246)

donde Eexacta €S la energia exacta no relativista del estado fundamental del
sistema y Eyr es la energla Hartree-Fock. Aunque la correlacidn electrénica no
supone una gran cantidad de energla es esencial para describir correctamente
la estructura electrdnica de los sistemas, por lo que su incorporacién es de vital
importancia.

Correlacion dindmica

La correlacion dindmica estd provocada por el movimiento correlacionado de
los electrones con espines opuestos, no descrito correctamente dentro del forma-
lismo HF. Tiene su origen en el término de repulsidn coulombiana a través de
1/ri; = 1/lri—7;| del operador Hamiltoniano. Su contribucién al formalismo HF no
estd descrito como consecuencia de la sustitucién del término interelectrénico
por un campo promedio. Desde un punto de vista matematico, la funcidén de onda
exacta de un sistema, ademas de cumplir la condicidn de continuidad en todo el
espacio de configuracidn, ha de satisfacer las condiciones de cuspide sobre las
singularidades coulombianas:

N4
lim (a ):—z“wrizm,

Tia—0 arm

oY 1
Ii — ) ==Y(ry; =0 2.47
Jim, (E)rij) irg =0, 247)

donde se asume que se ha promediado en todas las direcciones. La primera ex-
presion se refiere al potencial nuclear, siendo 1i, la distancia del electron i
al ndcleo o con carga atéomica Z4. La sequnda correponde a un par de elec-
trones y esta relacionada directamente con el concepto de hueco de Coulomb.
Las funciones de onda HF satisfacen la primera de ellas pero no la segunda,
que estd asociada a la correlacion. EL término interelectronico genera alrede-
dor de cualquier electron una region en la cual la probabilidad de encontrar
simultdneamente otro electrén en sus cercanias es nula.

Correlacion estdtica

La correlacion estatica (no dinamica), también conocida como de largo rango,
proviene de aquellas configuraciones energéticamente bajas que pueden interac-
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tuar fuertemente con la configuracidon del estado fundamental Hartree-Fock. Su
origen es la naturaleza inherentemente monodeterminantal del método que resul-
ta inadecuado para describir sistemas en los que existen varias configuraciones
proximas en energia. Este tipo de correlacién se puede tratar con las técnicas
SCF multiconfiguracionales. La incorrecta descripcion de la disociacion de molé-
culas a nivel HF se puede corregir mediante el empleo de mas configuraciones
(determinantes) con energias cercanas a la del estado fundamental. Debido a
ello, se dice que este error es consecuencia de los efectos provocados por la
cuasidegenracion de estados. Estos efectos son, a su vez, importantes en estados
excitados y metales de transicion.

Meétodo de Interaccion de Configuraciones

El método de Interaccion de Configuraciones, conceptualmente sencillo pero
no computacionalmente, constituye un posible paso posterior al método HF con
el que mejorar la descripcion de la estructura electrénica. La idea bésica del
método consiste en diagonalizar el Hamiltoniano N-electrénico en la base de
los posibles determinantes de Slater, dada una base determinada de funciones,
que constituyen la expansion de la funcidn de onda. Asi, sea una funcidn de onda
constituida por un conjunto K de determinantes de Slater, {1}, construidos sobre
una base, generalmente ortonormal, de M espinorbitales, {x},

K
Yo = Z Cry, (248)

e = e det e I3 x2) i ), (2.49)
donde x7,X5, ..., XN s el subconjunto de los N < M espinorbitales empleados
para construir el determinante 1\, y los coeficientes C; se obtienen variacional-
mente minimizando la energia total, E = (W|H|W).

Los diversos determinantes de Slater se pueden clasificar atendiendo a su
diferente constitucidn relativa respecto a la configuracion Hartree-Fock. Por lo
tanto, la expansion de la funcidon de onda mediante las distintas clases de deter-
minantes se puede escribir como

K
q%l::ZE;war::Cowo*_zz;cgqﬁl+'z: C%bw%b
T ia

a>b
i>j
§ abc.j,abc
+ Cijk ll)ijk +... P (250)
a>b>c
i>j>k

donde i,j,k, ... son los indices de los espinorbitales ocupados en 1\ mientras que
a,b,c,... son los indices que representan a los espinorbitales virtuales, y {g es

la configuracion HF. Asi pues, ll)g,ll)%b,lb%lff, ... son los deteterminantes mono,
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bi, tri, ..., excitados en los que los espinorbitales ocupados en 1\ se ha sustituido
por espinorbitales virtuales. Por ejemplo, w%b denota una configuracién donde
dos electrones ha sido excitados desde los MOs 1, j hasta los MOs a, b.

Cuando todas las posibles combinaciones independientes de determinantes se
incluyen en la expansion de ¥, el método se conoce como full-Cl. La funcién ClI
resulta la mejor aproximacion posible, en un sentido variacional, a la ¥ exacta
dentro de la base considerada. Si el conjunto de funciones de base es comple-
to, tiende a infinito, la expasién Cl de la funcion de onda es exacta. En estas
condiciones, el valor esperado de la energia resulta ser

Eexacta = <\yexacta ‘g:q\yexacta >r (2'51 )

que es la que aparece en la ecuacion 2.46.

El computo de funciones de onda full-Cl es muy costoso computacionalmen-
te, por lo que su aplicabilidad solo se circunscribe a sistemas relativamente
pequefios. Normalmente, no se incluyen todos los determinantes posibles, consi-
derandose solo aquellos en los que las excitaciones de los electrones se truncan
hasta un orden determinado, dando lugar a una jerarquia de aproximaciones. De
este modo, CIS (Configuration Interaction with Single excitations), incluye todas
las posibles monoexcitaciones, CISD (Configuration Interaction with Single and
Double excitations), incluye todas las mono y biexcitaciones posibles, CISDT
implica mono, bi y triexcitaciones, etc. La aproximacion CISD constituye el ni-
vel de aproximacion mas habitual, pues son las mono y biexcitaciones las mas
importantes a la hora de disminuir la energia del estado fundamental.

El truncamiento de las excitaciones hasta un orden determinado implica una
limitacion en la descripcion de ¥, que genera que los métodos Cl truncados
no sean ni size-consistent ni size-extensive. La primera caracteristica refleja el
hecho que la energla de dos sistemas a separacidn infinita es la suma de la
energia de cada sistema por separado. La sequnda caracteristica indica que la
energia de un sistema ha de comportarse (ha de aumentar) linealmente con el
numero de subsistemas independientes. ELl efecto mas notorio que la falta de
estas caracteristicas produce es que la precision del método se verd degradada
a medida que el tamaiio del sistema aumente (al contrario de lo que ocurre con
HF y full-Cl, que poseen la caracteristica size-extensive).

LA MATRIZ €¢I La energia Cl se obtiene mediante la diagonalizacidn de la matriz
del Hamiltoniano electronico en la base de los determinantes de Slater. Para
mostrar la expresion para la matriz Cl, se toma la funcién de onda Y¢y, expresada
de acuerdo con la ecuacion 2.50. Para una mayor comodidad de escritura, el
conjunto de las monoexcitaciones se representa como |S), [D) es el conjunto de
las biexcitaciones, |T) las triexcitaciones, etc. EL teorema de Brillouin y las reglas
de Slater simplifican la estructura de la matriz CI.
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= Teorema de Brillouin: Los determinantes correspondientes a las monoex-
citaciones no interactian directamente con el determinante Hartree-Fock
de referencia.

Asi pues, todos los términos (o|F(|S) cancelan. Las reglas de Slater provocan
que todos los elementos de matriz correspondientes a dos determinantes que
difieren en mas de dos espinorbitales (i.e. <1|)0|JA{|T), <S|3A{|Q), ...) también can-
celen. De este modo, la matriz Cl tiene la siguiente estructura de bloque:

(WolFhpo) 0 <1|)o|?Af|D> 0
0 (SIFCIS)  (SIFHD)  (SIFHIT)
(DIHPpo) (DIHIS) (DIHID) (DIH[T) (DI

i)OO

Q .| @3

ENERGIA DE CORRELACION EN EL METODO cI La energia de correlacion, de-
finida en 2.46, se puede recuperar a partir del estado fundamental a nivel full-Cl
del sistema molecular. Si se toma la funcion de onda expresada mediante la
ecuacion 2.50, y se establece una condicién de normalizacidn intermedia,

(Yaihbo) =1, (253)

cuanto mayor sea la contribucién de la configuracion Hartree-Fock (o) a la
funcion de onda global Wc1, més exacta serd la aproximacion realizada. Del
mismo modo, la energla del estado fundamental E¢| es

FWe) = Eq V). (2.54)

Mediante la aplicacidon de la definicién para la energia de correlacién dada en
2.46, y multiplicando a ambos lado de la ecuacién por (P, se tiene

(Do|F — Epp|®@o) = (Do[Eci — Exrl®o) = Ecorr, (2.55)

donde se ha hecho uso de la condicidn de normalizacion intermedia. Combinando
las reglas de Slater y el teorema de Brillouin, E¢, es de la forma

Ecor = ) CE (ol HhhE®). (2.56)
i<j
a<b
La energla de correlacion se determina Unicamente a través de las dobles ex-
citaciones. Las monoexcitaciones solo contribuyen indirectamente mediante su
acoplamiento a dobles. Aunque las excitaciones de tercer, cuarto y orden supe-
rior estdn también acopladas, el peso que representan en la expansion Cl de la
funcion de onda es menor. Como consecuencia de ello, el método CISD es el que
se emplea rutinariamente.
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Método Coupled Cluster

El método Coupled Cluster (CC) aborda el problema de la correlacidn electrd-
nica introduciendo el concepto de operador de onda, Y, que transforma la funcion
de onda de referencia, @y, en la funcién de onda exacta del sistema,

Y =70,, (257)

La definicion de dicho operador es flexible y depende del tipo de expansidn
utilizada para definir la funcién de referencia. De acuerdo con la expansion
proporcionada por Cl, la funcién de onda exacta se escribe como

‘P:(T—l—é]—l-éz—{—...)q)o, (2.58)

donde el operador de onda Y se define como V' = &; + &, +..., siendo los C;
los operadores que generan las mono, bi, tri, ..., excitaciones, que se pueden
expresar de la siguiente forma

&y = Z ceala;,

62:§ cgb afal a;a;,
i<j
a<b

C;= Y cohealaltiaaay, (2.59)
i<j<k
a<b<c

con

C1@o =) Cfof
i,a

G200 =) CEtog®,
i<j
a<b

C30o= ) CHroadc. (2.60)
i<j<k
a<b<c

Los C{, Cf]b, Cf‘]}]’f ... son los coeficientes de la expansidn lineal Cl. Se ha hecho
uso, ademas, del formalismo de la sequnda cuantizacién, representando a' y a
los operadores de creacidn y aniquilacion respectivamente.

Dentro del formalismo CC, Wcc se representa mediante la formulacion expo-
nencial para el operador de onda,

Yee = e @y, (2.61)
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donde ¥ = ¢”, siendo T el denominado operador de cluster, que se puede
expandir como una suma de operadores de cluster para cada grado de excitacidn:

T=T14+T+T3+--- (2.62)

Los operadores asociados a cada grado de excitacion, empleando a su vez el
formalismo de la sequnda cuantizacidn, se expresan como

A a a A
T] = E Ti Cli1 ai,
i,j

A b At At A A
Ty = Z T5 afla;ga]- ai,

i<j
a<b
F3= > Tarealalal apaja. (2.63)
i<j<k
a<b<c

Los Ti“,Ti‘]?b,Tgﬁc ... son las denominadas amplitudes de cluster. Si el operador
de onda exponencial se expresa mediante una expansion en serie de potencias

de Taylor se tiene

. oA Tay 1.
VY=el =145+ 524+ -53+...

2! 3!
A A A ] A A A A ] A
=147+ <‘I2+2"I12) + <frg, +‘J’1‘J‘2+3"J'13> +o (264)

Si se incluyen todos los niveles de excitacion hasta orden N, la funcion de onda
Wee es equivalente a la funcidn de onda full-Cl. En la préctica, sin embargo,
las excitaciones incluidas se truncan a un determinado orden, de una forma
equivalente a como se hacla en el método Cl. En el caso particular de solo dos
operadores T7 y 75, la expansién exponencial de la funcién de onda CC viene
dada por

ecso) = [1461+ (T2 + 3,57 )] 0, (265)
que representa el modelo CCSD (Coupled Cluster Singles and Doubles) e in-
cluye no solo las excitaciones de primer y sequndo orden, sino excitaciones de
orden superior que se denominan componentes de cluster desconectados. Sus
amplitudes son los productos de los coeficientes de las mono y biexcitaciones.
Mediante la expresidn para el operador exponencial, todos los componentes de
cluster desconectados se recuperan a través del conjunto truncado de compo-
nentes conectados. Asi pues, a diferencia del método CISD, el método CCSD es
size-consistent gracias a la inclusion de los componentes de cluster desconecta-
dos.
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A través de la inclusion de diferentes niveles de excitacion se obtienen los
distintos grados de teoria en el método. De este modo, el empleo de T = J7 +
95 + T3 da lugar al model CCSDT en el que se incluyen explicitamente, ademés
de las mono y doble excitaciones, las triples.

La naturaleza no lineal de la funcion de onda Wcc provoca que el nimero de
amplitudes asociados a los términos de cluster desconectados crezca exponen-
cialmente con el nivel de excitaciones incluida. Asimismo, y como también sucede
en los métodos Cl, la necesidad de disponer de una funcién de onda de referen-
cia provoca que, incluso con el método monoreferencial CCSD(T) (en el que se
anaden las triples excitaciones perturbativamente), no sea posible obtener resul-
tados de precision para aquellos sistemas en los cuales su estado fundamental
esté descrito por un caracter multirreferencial.

Métodos multiconfiguracionales SCF

La funcién de onda monodeterminantal de Hartree-Fock empleada en los mé-
todos monoreferenciales no proporciona una correcta descripcidn de los sistemas
en la inmensa mayoria de los casos, particularmente en aquellos en los que exis-
ten estados degenerados proximos en energia al estado fundamental. En RHF, la
restriccion asociada a la presencia de dos electrones en cada orbital espacial es
responsable de la falta de flexibilidad para tratar correctamente la correlacion
estatica. En UHF, se ignora la simetria de espin de la funcién de onda proporcio-
nando una correcta descripcion de la disociacion de moléculas diatomicas. Sin
embargo, el comportamiento mostrado en la regidn intermedia durante el proceso
de ruptura del enlace es, generalmente, incorrecto, y la funcién de onda se ve
afectada por el fendmeno conocido como contaminacién de espin.

Por otro lado, en el método Cl, la construccion de determinantes que dan lugar
a distintas configuraciones se lleva a cabo mediante el empleo de los orbitales
Hartree-Fock candnicos. Puesto que los orbitales virtuales no contribuyen a la
energia HF tampoco son optimizados durante el proceso SCF.

La inclusion en la funcion de onda de mds determinantes de referencia, en los
que tanto sus coeficientes como los orbitales moleculares que los caracterizan
se optimicen simultdneamente, ofrece un escenario en el que tratar adecuada-
mente los sistemas con estados degenerados y cuasi degenerados. Esta es la
filosofia subyaciente al método del campo autoconsistente multiconfiguracional
(Multi-Configuration Self-Consistent Field, MCSCF) [54]. En esta aproximacién
la funcién de onda se expande en términos de un conjunto de determinantes {1},

Wne) = D Cilbs). (2.66)

El método se puede entender como Cl pero en el que los coeficientes Ci y
los orbitales moleculares constituyentes de los determinantes 1{; se optimizan
simultdneamente bajo el paraguas del principio variacional. Este procedimiento
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de optimizacién simultanea tiene un costo computacional elevado, por lo que el
numero de configuraciones que es posible aiadir estd limitado. La inclusién de
mas o menos configuraciones depende de la quimica del problema a tratar.

De entre el conjunto de métodos configuracionales existentes, el método Com-
plete Active Space SCF, CASSCF) y el método Restricted Active Space SCF,
RASSCF) destacan por encima del resto. En el método CAS [55], el espacio
orbital se particiona en un conjunto de bloques dictados por la simetria: el es-
pacio inactivo, el espacio activo y el espacio virtual. Los orbitales inactivos se
mantienen doblemente ocupados en todas las configuraciones de la funcién de
onda MCSCEF. Los orbitales virtuales permanecen inocupados en todas las con-
figuraciones. Finalmente, el espacio activo, CAS(u,v), contiene un niimero v de
electrones que se distribuyen en un conjunto 1 de orbitales activos de todas las
formas posibles, bajo la restriccion dictada por la simetria del espin. En este
sentido, el método CASSCF es equivalente al método full-Cl dentro del espacio
activo.

El modelo RAS [56] constituye una extensidon del modelo CAS. Los espacios
inactivo y virtual tienen las mismas propiedades que en la funcién de onda CAS,
pero el espacio activo se divide en tres subconjuntos: RAS1, RAS2 y RAS3. Los
subconjuntos del espacio RAS1 y RAS3 proporcionan un grupo de orbitales en los
que el nimero de agujeros y electrones creados estd acotado a un valor maximo.
El espacio RAS2 es similar al espacio activo en el modelo CAS en el que estan
incluidas todas las posibles configuraciones que provienen de la distribucidn de
los electrones activos en los orbitales RAS2.

2.1.3 Teorla del Funcional de la Densidad

Los métodos de estructura electrénica introducidos en las secciones previas,
englobados bajo el paraguas de métodos ab initio, estan fundamentados en la
obtencidn de la funcién de onda que describe el sistema, y cdmo a partir de ella,
se obtienen todas las propiedades caracteristicas. La teoria del funcional de
la densidad (Density Functional Theory, DFT) representa una alternativa a los
métodos ab initio convencionales puesto que en lugar de ofrecer una descripcion
explicita de los electrones a través de la funcion de onda, focaliza el estudio
del sistema sobre un objeto mas simple, la densidad electrdnica, que se puede
representar en tres dimensiones y puede ser interpretada desde un punto de
vista clasico.

Dentro del formalismo DFT, la energia del estado fundamental de un sistema
multielectrénico se puede expresar a través de la densidad electrénica. En princi-
pio, cualquier propiedad del sistema se puede obtener a partir de dicha variable
basica. EL principal inconveniente radica en el hecho de que no se conoce con
certeza la relacion funcional entre dicha densidad y la energia del sistema.
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La densidad electronica

La interpretacidon probabilistica que la mecéanica cudntica ofrece sobre la fun-
cidn de onda conduce directamente al objeto basico de la DFT: la densidad elec-
tronica, p(r). Se expresa mediante la integral multiple sobre las coordenadas de
espin de todos los electrones y sobre todas las variables espaciales excepto una,

p(r)=N J . J W(x1,%x2,. ..,xN)Izdm dxs...dxn. (2.67)

p(r) determina la probabilidad de encontrar uno de los N electrones dentro
del elemento de volumen dry con un espin dado mientras el resto N —1 de
electrones tienen posiciones y espines arbitrarios en el espacio representado
por W. Estrictamente, p(r), es una densidad de probabilidad, pero denominarla
densidad electrénica es una practica comun.

Matematicamente es una funcion muy simple. Siempre es positiva, se anula
en el infinito, y su integracion sobre todo el espacio proporciona el nimero total
de electrones del sistema, N,

p(r — o00) =0,

J p(r)dr =N. (2.68)

La densidad electronica es un observable por lo que se puede determinar ex-
perimentalmente (por ejemplo, mediante difraccion de rayos X). Una propiedad
importante de la densidad es la presencia de maximos locales alrededor de los
nucleos como consecuencia de la interaccidn de éstos (cargas positivas) con los
electrones (cargas negativas). En las posiciones de los méximos locales (no di-
ferenciables) se genera una discontinuidad que provoca condiciones de cuspide,
debido la singularidad que se produce en el término —Za/r;» a medida que
Tia — 0. Las propiedades de la clspide (ya comentadas en la seccién 2.1.2)
estan intimamente relacionadas con la carga nuclear Z del ndcleo, existiendo
una correlacién entre la intensidad del méximo local de la densidad y el tipo de
atomo en particular que lo provoca.

Funcional

Un funcional ¥ — JF[f] define como obtener un nimero FI[f] a partir de la
funcion f en todo su conjunto. Tomemos, por ejemplo, el nimero de electrones
N de un sistema, que depende de la densidad electrdonica que es una funcién
de la posicion. Consecuentemente, existe un funcional que relaciona la densidad
electronica de cada sistema con el nimero de electrones correspondiente. En
este caso, el funcional es muy simple pues se trata de la integracidon de la propia
densidad sobre todo el espacio.

Dentro del formalismo DFT, la idea basica es expresar una parte de la energia
electronica como un funcional de la densidad. El formalismo esta fundamentado
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sobre una teoria exacta aunque, en la practica, se requiere del uso de aproxima-
ciones para su implementacién.

Teoria y fundamentos

La teoria del funcional de la densidad fue formulada por Pierre Hohenberg
y Walter Kohn en 1964 [57]. Los autores demostraron que la energia del esta-
do fundamental, Ep, se puede expresar mediante un funcional, &, que depende
Unicamente de la densidad electrénica de dicho estado, pg, Eo = F [po]

El verdadero cambio de paradigma que el formalismo DFT ofrece radica en
el hecho que es la densidad, y no la funcion de onda, la que se encuentra en
el centro de la teoria. El procedimiento habitual en mecanica cudntica consiste
en optimizar una funcién de onda mas o menos complicada. La teoria DFT abre
la posibilidad de encontrar la expresion directa de la energia del estado fun-
damental en funcién de la densidad electrénica. Para ello, solo es necesario el
conocimiento de la posicidn y carga de los nucleos, y un proceso de optimizacién
de la densidad. Mediante el empleo de la DFT, el problema de la interaccién de
muchos cuerpos se reduce a un problema de una particula.

El formalismo DFT descansa sobre los teoremas de Hohenberg y Kohn, acopla-
do al de la blisqueda de expresiones aproximadas, pero eficientes, del funcional
desconocido.

PRIMER TEOREMA  En su articulo fundacional, Hohenberg y Kohn establecen:

= “the external potential V.(r) is (to within a constant) a unique functional
of p(r); since, in turn Vgu(r) fixes H we see that the full many particle
ground state is a unique functional of p(r)”.

La demostracion es simple y comienza por darse cuenta que el potencial externo
estd determinado, excepto por una constante aditiva, por la densidad p(r). La
demostracion se lleva a cabo por reductio ad absurdum. Para ello, supongamos
un estado fundamental no degenerado cuya densidad p(r) se conoce. Asumamos
también que dicha densidad electrénica se puede obtener mediante dos poten-
ciales externos diferentes, V1(r) y V2(r), junto con dos Hamiltonianos diferentes,
F1 y Hs, que pertenecen a dos funciones de onda distintas, W1 y W5, y cuyas
correspondientes energias de sus estados fundamentales son Eq = (¥, |94 V)
y By = (‘PZIJA-CZI‘PZ) De acuerdo con el principio variacional tenemos

By < (Wo|F(1[W2) = (WalFaW2) + (WalFo — T [W2)
—Et j o(r) [V1 (1) — Va(r)] dr, (260)
By < (Wq|FIW1) = (W lF0 [Wq) + (Wq1F00 — TG [Wy)

=E + J p(r) Va(r) —Vi(r)] dr. (2.70)

45



METODOS MECANOCUANTICOS Y DE ESTRUCTURA ELECTRONICA

Sumando ambas ecuaciones se llega a la siguiente desigualdad
E1 +Ex <Ex+Ey, (2.71)

que como se puede apreciar es inconsistente y prueba, por lo tanto, que la
densidad electronica del estado fundamental no se puede reproducir por medio
de potenciales diferentes.. Es en consecuencia el potencial externo el que define
inequivocamente la densidad.

En el trabajo original de Hohenberg y Kohn, la bisqueda de densidades es-
taba sujeta a aquellas densidades asociadas a un potencial externo dado, V. Es
decir, la densidad electrdnica se obtenia a partir de una funcién de onda para
la cual el Hamiltoniano del sistema inclufa el potencial externo. Las densidades
asl obtenidas reciben el nombre de densidades V-representables. Sin embargo,
no todas las densidades son V-representables, por lo que en un principio, la
aplicacion del formalismo DFT estaria acotado a ciertas situaciones particula-
res. En su lugar, la formulacidn de Levy restringida [58] bordeaba este problema,
y mostraba una vez mas la relacidn biunivoca entre la densidad electrénica y
la funcién de onda del estado fundamental. La principal ventaja sobre la for-
mulacién de Hohenberg y Kohn es que la densidad no ha de ser forzosamente
V-representable, sino que solo la condicion de N-representabilidad es necesaria
(la densidad se obtiene a partir de una funcién de onda bien comportada y que
integra al nimero total N de electrones). Dado que es bien conocido en qué con-
diciones una funcién de onda es N-representable, la aplicacién de la DFT, en
estas condiciones, es de caracter generalista. Asimismo, la formulacién de Levy
permite extender los teoremas de Hohenberg y Kohn a estados fundamentales
degenerados, vetados en una primera formulacidn.

SEGUNDO TEOREMA

= Se puede definir un funcional universal de la energia E[p] para una den-
sidad dada p(r), valido para cualquier potencial externo Veyt(r). Para
cualquier Vext(r) la energia exacta del estado fundamental de un sistema
es el minimo global de dicho funcional, y por lo tanto, la densidad p(r)
que minimiza el funcional es la densidad exacta del estado fundamental.

Dado que es la densidad la que determina de manera inequivoca el potencial
externo y es éste el que determina la funcion de onda del estado fundamental,
cualquier observable del sistema estad también bien definido. Es decir, dado que
todas la propiedades del sistema estan determinadas por p, cada una de ellas
se puede entender como un funcional de la misma.

La energia de un sistema arbitrario se puede escribir como un funcional de la
densidad,

E = &lp] = Filo] + jvmp(r)dr +Vn 272)
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donde el término VN representa la energia de interaccién entre los ntcleos y
donde Vg, es un término que depende del potencial de interaccién entre los elec-
trones y los nicleos. Fk es el funcional universal de la densidad que contiene
los funcionales asociados a la energia cinética y a la interaccién interelectrénica

Fuklpl = Tlpl + Veelpl. (2.73)

En el estado fundamental la energia se define por la densidad exacta de dicho
estado, po(r), que define el potencial externo exacto del estado fundamental,
Vo,ext, Y la funcidn de onda Wy. Como consecuencia, la energia del sistema es

Eo = Elpo] = (WolHt[Wo). (2.74)

De acuerdo con el principio variacional, una densidad diferente a la del estado
fundamental, p1, que se corresponde con un potencial externo, V1, y una funcién
de onda también diferente W;, provoca una energia superior a la del estado de
referencia

Eo = &lpol = (WolH[Wo) < (W1|HW1) = Eqy = Elp1]. (2.75)

La minimizacién de la energia del sistema con respecto a la densidad conduce a
la obtencidén de la energia del estado fundamental. Es decir, la densidad exacta
que minimiza la energia es la densidad del estado fundamental. Por tanto,

SE[pl]
[Bp] =0. (2.76)

El proceso de minimizacién de la energia, sujeto a la condicidon de normalizacidn,

J p(rjdr—N =0, (2.77)

se lleva a cabo mediante el empleo de los multiplicadores indeterminados de
Lagrange, de tal modo que

5 [E[p] —n <Jp(r)dr—N>]/6p =0, (2.78)

donde p es el multiplicador de Lagrange correspondiente. La minimizacion res-
tringida permite determinar el valor de p en el minimo,

_ 8&lp] 8Tk [p]
M S =Vir+ Sp(r)

La ec. 2.79 representa la ecuacidon fundamental de la DFT. Proporciona la expre-
sidn para minimizar la energia y determinar la densidad del estado fundamental.
Puesto que en dicha expresion aparece el funcional universal de la densidad,
Fuk, y no se conoce con exactitud la expresién que lo caracteriza, es necesa-
rio establecer aproximaciones con el fin de poder explotar eficazmente toda la
maquinaria accesible en DFT.

(2.79)
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ELECCION DEL FUNCIONAL DE LA DENSIDAD A la hora de seleccionar las
aproximaciones para establecer el funcional de la densidad, conviene dividir el
problema en dos partes diferenciadas. Una correspondiente a aquella parte de
la energia para la cual la expresidn es exacta, y otra parte cuyo funcional no se
conoce exactamente, y sobre la que se examinaran distintas aproximaciones.

UNA PARTE EXACTA Una de las partes constituyentes de la energia, la com-
ponente cldsica de la interaccidn entre electrones, se conoce de manera exacta.
Asi, el término de repulsion electrostatica entre dos densidades de carga, U, se
puede expresar, por analogia con la ley de Coulomb para la repulsion de dos
cargas puntuales, como

1
Ulpl = = JJ md%] d3r2, (2.80)
2 T2
donde 17 y 12 son las posiciones de los dos electrones y T12 = [r] — 712 su

distancia relativa. La eleccidon de tratar esta parte de la energia electrdnica
de forma exacta es consecuencia de describir, a su vez de manera exacta, la
interaccion electrostatica entre nucleos y electrones f\?Ne(r)p(r)d3r.

Ambos términos electrostaticos son de signo opuesto, y juegan un papel pri-
mordial en la descripcidon del sistema, puesto que una incorrecta descripcidn
de la interaccion electrostdtica podria alterar el equilibrio existente entre los
mismos. Por lo tanto, una vez establecido que la interaccién electrostatica se tra-
tara de forma exacta, queda pendiente encontrar aproximaciones para describir
la repulsion de los electrones y los efectos cuanticos.

ENERGIA CINETICA DE LOS ELECTRONES: METODO DE KOHN-SHAM  La parte
cinética de la energia de los electrones constituye un problema particularmente
dificil de describir a partir de la densidad. Dado que los electrones son particulas
fermidnicas, han de cumplir el principio de exclusién de Pauli, y por tanto, es
necesario expresar con sumo cuidado la parte cinética de su energia. No existe
actualmente ningun método capaz de extraer con precisién, de manera general,
el movimiento de los electrones a partir de la densidad electrénica. Aunque el
caracter fermidnico de los electrones impida expresar correctamente el funcional
de la energla cinética, éste depende, de manera aiin mas importante, de diversos
factores de distinta indole.

El método de W. Kohn y L. J. Sham [59] permite abordar este problema mediante
la introduccidn de un sistema auxiliar no interaccionante en el cual la energia
cinética se calcula de forma explicita, teniendo en cuenta el principio de Pauli.
En este sentido, se define un sistema modelo constituido por un conjunto de
N fermiones no interaccionantes que evolucionan bajo un potencial efectivo que
asegura que el sistema tiene la misma densidad que el sistema real compuesto
de N electrones. Estos fermiones poseen el mismo espin que los electrones y por
lo tanto se ven sometidos a la accidn del principio de exclusidon. Puesto que se ha
supuesto que las particulas no interaccionan entre ellas, cada fermién se puede
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tratar individualmente, lo que permite afrontar el problema de muchos cuerpos
de forma efectiva. La energia cinética del sistema ficticio difiere de la del sistema
real, pero tiene la ventaja de que se puede expresar a partir de un conjunto de
funciones monoelectrénicas {@;}, denominados orbitales de Kohn-Sham. De este
modo, el sistema se puede vincular directamente con la densidad electrénica. Su
energia cinética viene determinada por

N
1 2 33
T Z Jchid , (2.81)
1

que se puede calcular exactamente. Aunque ha habido multitud de discusiones
sobre el significado fisico que pueden poseer los orbitales de Kohn-Sham, la
suma de sus cuadrados se relaciona con la densidad electrénica en cada punto
del sistema,

p(r) =) loi(r)I*. (2.82)

Es importante destacar que la introduccién de este conjunto de orbitales no esta
ligado a una aproximacion en particular sino que Gnicamente define el calculo
de una parte del funcional J.

El sistema modelo de Kohn-Sham permite definir una energia cinética, que
aun no siendo la verdadera energia del sistema real, permite introducir el prin-
cipio de Pauli. Como consecuencia, se reduce la dificultad en la bisqueda de
aproximaciones para la parte restante de la energia (exceptuando la parte ciné-
tica y electréstatica). Ast pues, la diferencia de energia que define la fraccidn
correspondiente a la interaccidon mecanocuantica de los electrones, denominada
energla de cambio y correlacién, Ey¢, por analogia con las definiciones existentes
(aunque sin ser formalmente equivalentes) se puede expresar como

Exclpl = Flpl — Ulp] — Tlpl, (2.83)

y debe describir la parte cudntica de la interaccion entre los electrones.
Finalmente, la expresion para la energia dentro de la aproximaciéon Kohn-Sham
es de la forma

E = Tlo] -+ Ulp] + Exelp] + JvNe(r)p(r)d% (2.84)

Aproximaciones

Llegados a este punto, solo queda definir las aproximaciones a realizar para
obtener la energia Ex. a partir de la densidad electrénica p(r).

Los funcionales méas simple son los denominados locales. En ellos, se recons-
truye Ex. mediante la integracion de la densidad, a través de una funcion, f,
asociada al valor de la propia densidad en cada punto del espacio, tal que
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J[f(p(r))ldr. Este tipo de restriccidn sobre el tipo de funcional constituye la cla-
se de aproximaciones denominadas aproximaciones locales de la densidad (local
density aproximation, LDA). Una vez la funcion f estd definida, basta conocer el
valor de la funcién p en cada punto del espacio r para calcular la energia. Sin
embargo, es importante remarcar que el término de energia electrostatica U no
se puede describir bajo este escenario, lo que representa un problema.

Por otro lado, es posible generalizar la aproximacion LDA haciendo que la
funcion f dependa, no solo del valor de la densidad en cada punto del espacio
T, sino también del valor en los alrededores de dicho punto. En la practica, se
utiliza la derivada de la densidad electréonica respecto a la posicion en dicho
punto. El uso de éstas recibe el nombre de aproximaciones semi locales o aproxi-
maciones del gradiente generalizado (generalized gradient aproximation, GGA).
Es posible incluir la dependencia respecto de derivadas de order superior, lo
que constituye las denominadas aproximaciones meta-GGA. Sin embargo, la in-
clusion de derivadas de orden superior no ofrece una mejora sistematica hacia
la solucidn exacta.

Los funcionales locales y semilocales dan lugar generalemente a resultados
bastante satisfactorios, sobre todo debido a su bajo coste computacional, permi-
tiendo su aplicacion al estudio de diversas propiedades de sistemas complejos.
A pesar de los resultados medianamente aceptables, sobre todo en relacién al
término de cambio y correlacién Ex¢, que se debe tener en cuenta para la incor-
poracion de los sutiles efectos cuanticos, los funcionales LDA y GGA no estan
exentos de limitaciones.

Bajo el paraguas de Kohn-Sham sin interaccidn, el principio de exclusidon de
Pauli se tiene en cuenta a través de la energia cinética. A medida que se introdu-
ce la interaccion entre los electrones, el principio de Pauli impone la condicidn
de antisimetria respecto al intercambio en las coordenadas de dos electrones.
Para tener en cuenta este principio, es necesario abandonar las aproximaciones
locales y semilocales. Sin embargo, éstas ofrecen en la mayoria de los casos
buenos resultados. Asimismo, la parte de intercambio ha de tener en cuenta
el fenémeno cuéntico de la autointeraccién, que proviene de la interaccion de
un electron consigo mismo, como consecuencia del tratamiento particular de la
componente electrostatica.

La autointeraccidn constituye uno de los problemas que aparece de manera
habitual. Ahora bien, los métodos de tipo hibrido hacen uso de los orbitales Kohn-
Sham para corregir los defectos que las aproximaciones LDA y GGA presentan.
De hecho, este conjunto de orbitales permiten describir la parte de intercambio
de una manera mas sencilla y evitar, por lo tanto, errores asociados a la au-
tointeraccion. De entre los orbitales hibridos que mas éxito han cosechado se
encuentran el funcional PBEO y el funcional B3LYP.

Finalmente, hay que destacar el éxito del que la DFT ha disfrutado en los
ultimos tiempos como consecuencia del desarrollo de funcionales precisos. Asi-
mismo, la facilidad en su utilizacion (solamente se requiere de la geometria del
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sistema y de la eleccidon del funcional), asi como la rapidez en los calculos y
la fiabilidad de los resultados obtenidos han otorgado a la DFT un auge sin
precedentes para el estudio de la estructura electrdnica.

En la presente seccion se ha presentado de manera bastante general los funda-
mentos tedricos sobre los que se sustenta la Teor{a del Funcional de la Densidad.
Para una mayor profundizacién se recomienda a acudir a la bibliografia indicada,
tanto al articulo fundacional de Hohenberg y Kohn [57] y al trabajo de Kohn y
Sham [59] y a las referencias que en ellos haya, asi como a [60-62].

2.2 DISTRIBUCION ELECTRONICA

En las secciones previas se han mostrado alguno de los diferentes métodos
existentes en la actualidad que permiten la obtencion de la funcién de onda
que describe el sistema. Sin embargo, a medida que los métodos tedricos crecen
en complejidad, las funciones de onda devienen cada vez mas en objetos mas
difusos. No proporcionan una imagen clara e intuitiva acerca de la distribucién
electrdnica, que es la que determina las propiedades fisicas y quimicas de los
sistemas. La necesidad de extraer informacidn sobre la distribucién electrénica
es crucial para la compresion de los fendmenos quimicos. Esta informacidn esta
almacenada en un conjunto de funciones de densidad que son, con respecto a
la funcidon de onda, mas faciles de visualizar, y pueden ofrecer un escenario mas
atil para el estudio de los fendmenos quimicos.

Por ejemplo, la densidad electrdnica, magnitud fundamental en DFT, depende
de las coordenadas de un punto del espacio (tridimensional) mientras que la
funcién de onda es (3 + T)N-dimensional al incluir a las variables de posicion
la variable correspondiente al espin. Asimismo, la densidad de pares depende
de 6 variables, y ofrece detallada informacion acerca de los pares electrdnicos.
Gracias a su analisis y estudio, se ha podido utilizar para obtener indices de
deslocalizacion en las teorias del enlace quimico en el espacio real. A través
del ejemplo de estos dos objetos se muestra como un conjunto de funciones,
que condensan la informacién disponible en la funcién de onda, pueden ser de
gran utilidad para el estudio de las manifestaciones quimicas, no ya solo por su
aplicabilidad sino por su relativa sencillez respecto al vector de estado.

2.2.1  Funciones densidad

Las funciones de onda obtenidas mediante uno de los métodos de la seccidn
precedente estdn constituidas de espinorbitales, objetos mono-electrénicos que
describen el comportamiento de un electron con un determinado espin. De acuer-
do a la interpretacion estadistica de la mecdnica cuantica, solo el cuadrado de
la funcidn de onda tiene un verdadero significado, por lo que al espinorbital,
aunque no sea un observable, se le podréd otorgar una clara interpretacion fisica.
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En general, dada una funcién de onda multielectrénica descrita por W(x1,...,xN),
la probabilidad de encontrar un electrén en un elemento de volumen dr; alrede-

dor de 11, otro electrén en dr; alrededor de T3, ..., viene determinada por
W(xq,...,xn)dxg ... dxN =
=Y, ..., xn)¥Y* (%1, . .,xN)dX L dXy, (2.85)

donde si se supone que ¥(x1,...,xNn) estd normalizada, la distribucion de pro-
babilidad anterior satisface

J‘l’()q,...,xN)‘P*(m,...,xN)dm Loodxny =1 (2.86)

La probabilidad de encontrar un conjunto de v electrones de los N posibles
en los elementos de volumen dxj ...dx alrededor de los puntos en el espacio
X1,...,Xy se puede llevar a cabo mediante la integracién sobre las coordenadas
espaciales y espinoriales de los restantes N — v electrones:

dxq...dx. J‘P()q,. XNV (X9, XN )dXy 7 L dXN (2.87)

Por lo tanto, se define la densidad de probabilidad de orden v como la integral
de la expresion anterior, de tal modo que

PV (X1,...,Xy) = (T)v!J‘P(xh...,xN)x
X W (%1, ..., xN)AXy 17 ... AXN- (2.88)

Es importante destacar que los x; a la izquierda de la ecuacidn se refieren a
las posiciones x; del espacio en los que se evalia la densidad de probabilidad,
y no a las posiciones de los electrones, dado que la indistinguibilidad de los
mismos se tiene en cuenta mediante el factor preintegral. En este caso, dicha
normalizacidn se ha supuesto a la aportada por McWeeny [63], (:’)v!, en lugar
de otras disponibles como la de Léwdin [64], (]j) Asimismo, es posible obtener la
densidad de probabilidad de orden v independiente del espin, integrando sobre
todas las coordenadas de espin de los electrones, de este modo

pY(r1,...,Ty) = Jpv(xh...,xv)dm ...doy. (2.89)

Todas las densidades de probabilidad py estan normalizadas del siguiente modo

Jp”(ﬁ,...,rv)dﬁ e Ty = (E)v! (2.90)
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Existen varios casos particulares y de especial importancia cuando v toma un
valor concreto. Para v = 1, la densidad de probabilidad independiente del es-
pin no es mas que la conocida densidad electrénica, p(r). Su normalizacién es
equivalente al nimero total de electrones del sistema,

Jp] (r)dry =N, (2.91)

y su interpretacion fisica es inmediata. Cuando v = 2, la densidad de probabili-
dad de orden 2 es

p%(r1,7m2) = N(N — 1)J‘P(n,...,rN)‘l’*(h,...,rN)drg cdrn, (292)

que se conoce generalmente como densidad de pares, y estd normalizada a
N(N — 1), es decir, al nimero de pares de particulas ordenadas, y su interpre-
tacion fisica es también inmediata. La densidad de pares ofrece una idea acerca
de la correlacidn electrdnica existente entre una pareja de electrones debido a
la interaccion entre ellos.

2.2.2 Matrices densidad (reducidas)

Las matrices densidad fueron introducidas por primera por Dirac en 1929 pa-
ra la discusidn mecanocudntica de sistemas en lo que sus estados no estaban
completamente especificados. Sin embargo, su empleo es también perfectamente
valido para aquellos sistemas multielectrénicos en un estado definido. La matriz
densidad global, o matriz densidad de orden N, describe completamente el sis-
tema formado por N particulas de un modo equivalente al proporcionado por la
funcién de onda. A partir de la matriz densidad global, se pueden definir matrices
de orden inferior, conocidas como matrices densidad reducidas de orden v (v-th
reduced density matrices, v-RDM). Estas definen las funciones de distribucidn
“internas” de las particulas.

Estos objetos [65,66] han sido ampliamente estudiados a lo largo de los afos
pues proporcionan un escenario en el que sustituir las complejas funciones de
onda que describen los sistemas, ofreciendo un significado fisico més sencillo y
directo que las funciones de onda por si mismas. En su articulo de 1963 [67], A. J.
Coleman se cuestionaba: “Can the wave function be eliminated from quantum me-
chanics and its role taken over, in the discussion of physical systems, by reduced
density matrices?” La respuesta a esta pregunta es afirmativa. Sin embargo, las
condiciones de N-representabilidad [68], como él mismo las denoming, suponian
(y atn suponen) la piedra angular para formalizar dicho cambio de escenario.
Hasta el dia en que las matrices densidad reducidas se puedan determinar va-
riacionalmente, su obtencién ha de llevarse a cabo mediante el uso de funciones
de onda previamente calculadas.

Aunque de suma importancia, el estudio de las condiciones antes mencionadas
as{ como una exposicion detallada concerniente a las matrices densidad, esta
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lejos de ser el objetivo que se persigue en el presente documento. A continuacidn,
se presentan las caracteristicas basicas de las matrices densidad con el objetivo
de tener un fundamento fisico para las discusiones posteriores.

Dado un sistema compuesto por N particulas, la descripcion fisica de dicho
sistema viene dada por la funcién de onda ¥, que se supone normalizada y
antisimétrica respecto del intercambio de particulas si éstas son fermiones. En
estas condiciones, la matriz densidad de orden N del sistema viene dada por
N

N1, XX e xn) = NIW(X, o X Y (X e X ), (2.93)

donde el punto y coma (;) separa las coordenadas de la parte derecha y de la
parte izquierda, que sera de utilidad a la hora de indicar los términos matriciales
que se encuentran fuera de la diagonal. La matriz densidad de orden N, que des-
cribe el sistema de un modo similar a la descripcidn proporcionada por la funcion
de onda, es una matriz hermitica, normalizada, antisimétrica en el intercambio
de los electrones y semidefinida positiva (i.e. sus autovalores son no negativos).

A partir de ella, cualquier matriz densidad de orden inferior se puede obtener
mediante integracion. Asi, la matriz densidad reducida de orden v (v-RDM) [69]
se obtiene integrando las coordenadas de los N — v electrones, de tal modo que

!

!
PY(X1, e XXy, Xy ) =

N
v

X ‘P*(x;, . ..,X./\/,XV+],.. SXN) dXy .. dxN. (2.94)

Todas ellas son matrices hermiticas y antisimétricas en cada conjunto de indices,
por lo que

v li i
PY(X1,X2, e+ Xy X7, X2, 000, Xy) =

i ! i
PV (X, X, e Xy X1, X2, Xy, (2.95)
v I i I
P (X],Xz, e Xy X1,X0,. '/xv) =
i ! i
—PV (X2, X1, XX, X2, 00, Xy ), (2.96)

donde las condiciones de hermiticidad y antisimetria estan representadas por
las ecuaciones 2.95 y 2.96 respectivamente.

Una de las propiedades importantes que presentan es que dos matrices densi-
dad de drdenes sucesivos estan relacionadas entre si de tal modo que, mediante
recurrencia, la (v —1)-RDM se puede obtener a partir de la matriz densidad
reducida de orden superior v-RDM como

!

i
X1,eee Xy 1;X7, 00, Xy 1) =

] i I
:NHVJpv(m,...,xv;x1,...,xv)dxv. (2.97)

pY
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Como se sefald en la discusion precedente, la densidad electrénica, p(x), la
densidad de pares, p?(x7,%2) y cualquier otra densidad de probabilidad de orden
v, pY(x1,...,Xy), son casos particulares de la definicidn general de las matrices
densidad reducidas. Asi, la parte diagonal de estas ultimas son las densidades
de probabilidad introducidas en la seccién 2.1.1. De este modo

o' (xiix)],, e =0 (x1),

I i
p%(x1,%2;%71,%,)| = p?(x1,%2),

/
X1=%X4
’
X2=X%X,

/

pv(x1,...,x\,;x;,...,xv) =pV(X1,...,%v), (2.98)

’
Xi:Xi

donde, y tal y como se observd previamente, la integracion sobre las coordena-
das de los electrones correspondientes, ofrece una interpretacion fisica directa.
En concreto, para un nimero de electrones v, fp"(x1,...,xv)dx1 ...dx, mide
la densidad de probabilidad de encontrar simultdaneamente un electrén en x1,
otro electron en x;, etc, sin importar donde se encuentren los restantes N —v
electrones.

Puesto que las matrices definidas en 2.94 son antisimétricas en cada conjunto
de indices, si dos o més indices de un conjunto son idénticos las primeras se
anularan. En el caso particular de los elementos diagonales y tomando como
ejemplo las 2- y 3-RDMs, tenemos

p?(x1,%2)[, _, = P2 (x1,%1) =0,

P> (x1,%2,%3) [, = P°(X1,%2,%2) =0, (2.99)

que muestran como el requirimiento de antisimetria para la funcién de onda
fermidnica da lugar a efectos de correlacion para particulas del mismo espin,
consecuencia directa del principio de Pauli, y que se conoce normalmente como
correlacion de Fermi.

Otra propiedad importante de las matrices densidad, que se deduce de la
ecuacion 2.94, es su normalizacidon combinatoria. Asi,

jp1(x1)dx1 _N,

JPZ(XLXz)dX] dxz = N(N—1),

N
Jp“’(xh...,x\,)dx] coodxy = <v>v! (2.100)

La integracion de la v-RDM sobre todo el volumen recupera el nimero total de
particulas correspondientes.
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Asimismo, el valor esperado de cualquier operador multielectrénico se puede
expresar mediante el empleo de las v-RDM. De este modo, una magnitud fisica
A asociada al sistema y representada por un operador hermitico A, se puede
describir mediante

A=Ao+)Y Ai+) Ay+ Y Aij+..., (2.101)
i

i<j i<j<k

donde cada término representa el operador de cero, una, dos, tres,... particulas
respectivamente, y con i < j, 1 < j <k, ... en los sumatorios se omiten todos
los términos que tengan dos o mas {ndices idénticos. Cuando v =1, el valor del
operador monoelectrénico viene dado por

=|  Arp'xixy)dxg, (2.102)

donde se establece que x1 = x; después de la accion del operador pero antes
de completar la integracidon. Se introduce esta convencidon para poder expresar
el operador en términos de las RDM. Puesto que en la primera igualdad de
la ecuacidn 2.102, el operador solo puede actuar sobre ¥(x) y no sobre W*(x),
impediria expresar el valor promedio de dicho operador del siguiente modo

(A) = Jf[‘i’(x)‘i’* (x)dx = JA p(x)dx, (2.103)

a no ser que A fuera solo un multiplicador (alguna funcién de las coordenadas) y
no un operador en el que intervengan operaciones de diferenciacidn e integracion,
como suele ser habitual. Sin embargo, gracias al salvoconducto precedente, en
el que se intercambian las variables de W* para hacerla inmune al operador, es
posible escribir

(A) :J ) AW (x)dx :J ) A (xx)ax. (2.104)
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El mismo artificio se puede emplear para el resto de casos multielectrénicos. Ast,
cuando v = 2, es el operador bielectrdnico el que entra en juego, de modo que

<./‘Al2> = JW*(X],...,XN) Zﬁij W(X],...,XN)dX =

i<j

N N — ] * A
= (Z)JW (X‘],...,XN)-A12W(X1/~--/XN)d‘X,

N o A
=1, x]:x;‘P(X1,xz,...,xN)A1z‘l’(x1,xz,...,xN)d)quz...de
Xzz‘x;

1 R o

=5 J'x1—X; A1z 0% (x1,%2;%7,%5)dxq dx;. (2.105)
Xz:x;

Procediendo de un modo semejante con los operadores de mas cuerpos, se puede
expresar el valor promedio del operador A definido en la ecuacidén 2.101, como

(A) = JW*(XL...,xN)fL‘{f(x],...,xN)dx

Ao +J /fh o' (x1;%])dxq+
X]:X]
1 ~ 2 / ’
+t3 in_x{ A1z p7(x1,%2;%7, %) dx 1 dx2+
(i=1,2)
1 A / / ’
+ S'J ! Aq23p0° (x1,%2,X3;%7,%,,%3)dx1dxdx3 +... (2.106)

(i=1,2,3)

Las expresiones para las matrices densidad reducidas dadas por la ecuacidn
2.94 son vélidas para una funcién de onda arbitraria, es decir, son validas tanto
para funciones de onda con un solo determinante de Slater (single determinant,
SD) como para funciones multideterminantales (multi determinant, MD). Dado
que es comun trabajar mediante una expansion orbital para la funcidon de onda,
las matrices densidad se pueden expandir mediante un conjunto de M orbitales
{x} [70], de tal modo que la v-RDM se puede escribir como

pv(xh---sz}x;;---/x{\J):
M . .
= > VDI )X () x5, () -y (%),
1.1y
J1eedv
(2.107)

donde ¥D es la matriz densidad reducida de orden v y {Xi}i=1,m es el conjunto
de orbitales. Entre todas ellas, las RDM de orden 1 y 2 son importantes pues
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a partir de ellas se puede calcular el valor esperado de la energia, de tal modo
que

M M
p'(x1;x7) =) "DIxi(xy)xi(x1) =) mi@i(x))eilxi),
ij i
(2.108a)
M ..
p%(x1,%2;%7,%3) = Y 2Dy xF %7 x5 (%2 x (%1 )xa (x2), (2.108b)
ijkl

donde, en la ecuacién 2.108a, se muestra también la representacién diagonal de
la matriz densidad reducida de primer orden en términos de los denominados
orbitales naturales {@i}i—1,m y de sus respectivas ocupaciones {ni}i—i m, que
se corresponden con los autovectores y autovalores de D respectivamente.

Es importante destacar que el cdmputo de estos objetos, dada su complejidad
computacional, constituye el cuello de botella para su aplicabilidad practica. A
medida que v se hace mas grande, los requisitos de almacenamiento para las
matrices densidad crecen enormemente. Para v < 4, los algoritmos de fuerza
bruta puede resultar bastante eficientes, y no muestran serios problemas. Sin
embargo, y a pesar de la relativa sencillez con la que obtenerlas, la mayoria
de los codigos computacionales de estructura electronica no ofrecen de manera
rutinaria matrices densidad de orden 2 y superiores. En este sentido, E. Francisco
y colaboradores han codificado algoritmos eficientes con los que obtener v-RDM
(v < 4) a partir de funciones de onda de carécter general, es decir, a partir de Ws
multideterminantales [71]. Asimismo, E. Matito et al,, han mostrado recientemente
una nueva aproximacion para el computo de la matriz densidad de orden 3, y su
aplicacidon para el cédlculo de indices de enlace tricéntricos, que involucra tan
solo orbitales naturales y sus numeros de ocupacién [70].

Por otro lado, es util destacar que las v-RDM en el caso particular de un solo
determinante de Slater, adquieren una expresion sencilla y directa, basada en
la factorizacién en términos de las matrices densidad reducidas de primer orden
(1-RDM). De esto modo, para el caso general de orden v a nivel SD, se tiene

/

’
pgD(xJ/---/xV/.X]/--'va) =

pl(x1;%y) pl(xi;%y) - pl(x1;%y)
pl(x2;%xy) pl(x2;%x5) - pl(x2;xy)

- , , . , ) (2.109)
o' (xv;x]) P (xv;x5) - pl(xy;x,)

que en el caso particular para v =2 es de la forma

020 (x1,%2;%7,%5) = p' (x1;%7)p" (x2;%5) — p' (x1;%5)p! (x2;%7). (2.110)
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Si p%D se expresa mediante los elementos diagonales e independientemente del
espin adquiere la forma

p3p(r1,12) = p'(r1)p' (r2) —p' (ri;72)p! (r2;m1). (2.111)

Es importante notar que incluso en la supresidon de las variables primadas, las
expresiones para las matrices densidad reducidas de orden 2 y superior, contie-
nen términos fuera de la diagonal que se corresponden con las matrices densi-
dad de primer orden con elementos no diagonales, es decir, con términos del
tipo p! (ri;r;) con i # j. En la expresién para la ecuaciéon 2111 se puede
apreciar dos contribuciones para p%D. El primer término corresponde al pro-
ducto de las densidades de una sola particula mientras que el sequndo esta
asociado a la ampliamente conocida matriz densidad de cambio y correlacién

(P2, = p'(ri;m2)p (r2;m1).

La factorizacion de la 2-RDM en funcion de los términos 1-RDM es consecuen-
cia del nivel tedrico dentro de la aproximacion monodeterminantal e implica que
toda magnitud concerniente al sistema esta determinada por la funcién p' (x1;x/] ).
Este dltimo término también se conoce como matriz densidad de Fock-Dirac, por
lo que la factorizacién de cualquier matriz densidad reducida, a nivel SD, se
conoce como expansion de Fock-Dirac.

2.2.3 Densidades cumulantes

Las matrices densidad (reducidas) de orden v juegan un papel primordial en
el andlisis del enlace quimico en el espacio real. Analizando su estructura se
puede observar que estdn constituidas por términos que no se pueden expresar
mediante RDMs de orden menor a v. Dichos términos se conocen como densida-
des cumulantes de orden v (n-th order cumulant densities, v-CDs) o simplemente
cumulantes de orden v, y se denotan como p!. Los cumulantes son objetos bien
conocidos en la teoria de distribuciones estadisticas. En términos generales, un
cumulante de orden v determina la parte irreducible de los momentos centrales
del mismo orden en una funcién de distribucién estadistica. Es decir, aquella
parte de la distribucién que no puede expresarse en términos de momentos de
orden inferior [72].

Los cumulantes son los objetos clave con lo que obtener indices de enlace
quimico en el espacio real tanto a nivel HF como a niveles de teoria superiores,
puesto que determinan las fluctuaciones de v particulas de una distribucion
estadistica. Es decir, contienen la correlacion de v particulas en un sistema dado.
Como consecuencia, obtener expresiones explicitas que los definan constituye un
problema fundamental. En [71], se muestra el procedimiento con el que obtener
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las formulas para las v-CDs. A partir de los términos diagonales de las RDMs,
las expresiones explicitas para los tres primeros CDs vienen dadas por:

pe(x1) =p'(x1),

p2(x1,%2) = p' (x1)p' (x2) — p%(x1,%2),

1.
p2(x1,%2,%3) = p' (x1)p' (x2)p' (x3) — 58 ' (x1)p%(x2,%3)+
1
+50°(x1,%2,%3), (2112)

donde § es un simetrizador de coordenadas, de tal modo que

8p'(x1)p%(x2,%3) = p' (x1)p?(x2,%x3) + p' (x2)p? (x1,%3)

+p'(x3)p?(x1,%2), (2.113)

son todos ellos productos totalmente simetrizados. Como se puede apreciar en
las ecuaciones dadas en 2.112, el cumulante de primer orden pl y el cumulante
de sequndo orden pZ, no son més que la densidad electrénica (p) y la densidad
de cambio y correlacién (p2.) respectivamente.

Del mismo modo que las RDM, las CD muestran dos propiedades de suma
importancia: la recurrencia y la extensividad. La recurrencia permite que el (v —
1)-CD se obtenga a partir del v-CD mediante integracidn del electrén v:

pz_] (X1,000,Xv_1) = Jpé’(m, e, Xy )dXy. (2.114)

Mediante la aplicacion sucesiva de la ecuacion 2.114 desde v,v—1,... hasta
1, se obtiene el nimero total de electrones,

Po(X1,...,Xy)dx7 ...dxy =N, (2.115)

que define la propiedad de la extensividad.

Aunque las expresiones para los cumulantes dadas en 2.112 son validas tan-
to para los niveles de teorta SD y MD, como ejemplo instructivo se muestra a
continuacién el empleo de dichas ecuaciones a nivel SD, donde las v-RDM se
expresan mediante la expansion de Fock-Dirac a través de los términos no diago-
nales de las 1-RDM, p' (xi;%;), coni# j (ec. 2.109). En ella, para p¥ (x1,...,%Xv),
cada uno de los Vv! productos son de la forma

+p' (x1;%e,)p" (X2 %e,) .. 0 (Xvixe,) (2.116)

en los cuales (xg,,...,Xg,) representa una de todas las posibles permutaciones.
Solo el subconjunto (v —1)! de las v! permutaciones no se puede expresar en
términos de RDMs de menor orden que v, y por lo tanto no contribuirdn a la parte
irreducible de pY(x1,...,X+), es decir, al cumulante de orden v. Si tomamos, por
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ejemplo, la expansion de Fock-Dirac para la matriz densidad reducida de orden
2 a través de sus términos diagonales se tiene que

1 1
_pt(xx1) pl(xq5%x2)
X1%2) = 0 i) p! (x2x)

Yxa;x1)p! (x2;%2) — ' (x1;%2)p" (x2;%7) (2.117)

Txq)p' (x2) — p' (x1;%2)p" (x2;%1),

p%(

=p
P
donde solo el sequndo término contribuye a p2 (no contiene elementos (x¢,;x¢, ))-
Ast pues,
2 __ 1 . 1 . — 2 .
pc =P (x1;%2)p" (x2;%1) = pxc(x15%2), (2.118)

como ya se ha indicado previamente. St tomamos v = 3, la expresién para 3-RDM
es

pl(x1;%x1) p'(x1;%2) p'(x1;%3)
p°(x1,%2,%3) = [p' (x2;%1)  p'(x2;%2) p'(x2;%3)
pl(x3;%1) p'(x3;%2) p'(x3;%3)

=p'(x1;%1)p" (x2;%2)p" (x3;%3)+

X3;%X2), (2.119)

en la cual, solo el sequndo y tercer término contribuyen al cumulante de orden
3, de tal modo que

1
P2 (x1,%2,%3) =0 [p" (x1;%2)p" (x2;%3)p" (x3;%1)+

+p' (x1;%3)p" (x3;%2)p" (x2;%1)]. (2.120)

Generalizando al cumulante de orden v, el factor numérico siempre es 1/(v—1)1,
que coincide, en valor absoluto, con el coeficiente de pY en la expansidon de p.
Como se ha mostrado en las ecuaciones previas, p? solo contiene elementos de
la forma p! (xi;x;) con i # j. Los elementos constitutivos de un CD en particular,
recorren todos los electrones del sistema mediante un circuito, en el que el factor
(v—1)! es el nimero de formas en las que se puede recorrer el circuito 1 —
a—b—---— 1. Parav=23solo existen 2! = 2 posibilidades: 1 -2 — 3 — 1
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yl—3—2—1, afavor y en contra de las agujas de un reloj respectivamente.
Para v =4, existen 6 posibilidades:

152—-53—-4-1
1222431
153->2—-4->1
1-53—24—-2->1
1242231
1545321

En general, y excepto para v = 2, existen (v=1)!/2 circuitos independientes en
los que el sentido de las flechas carece de importancia.
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EL ENLACE QUIMICO EN EL ESPACIO
REAL

3.1 ANALISIS TOPOLOGICOS

La definicion de regiones del espacio con significado fisico dentro de la me-
canica cuantica requiere del empleo de determinadas herramientas matematicas.
Una de ellas es la topologia, por medio de la cual se ha logrado dividir el espacio
fisico tridimensional de los sistemas moleculares en contribuciones atémicas. Co-
mo veremos, la teoria de sistemas dindmicos proporciona los elementos basicos
para fundamentar dichas particiones de R3.

3.1.1  Espacios topoldgicos

Un espacio topoldgico es un conjunto de elementos a los que se dota de
estructura a través de sus subconjuntos, denominados subconjuntos abiertos, que
deben satisfacer tres propiedades. Sea X un conjunto de elementos y U una
coleccion de subconjuntos de X que cumpla:

" Pel, Xel,
= la interseccidon de dos miembros de U pertenece a U,
= la unidn de distintos miembros de U también pertenece a U.

Una coleccion de U que satisfaga los requisitos anteriores se llama topologia de
X. El conjunto X junto con una coleccién de subconjuntos U definen lo que se
denomina espacio topoldgico, que se denota como (X, U). Los distintos miembros
de U, {U;}, se denominan conjuntos abiertos del espacio topolégico X.

Si se toma como espacio topoldgico el espacio métrico R™, y se emplea la
métrica Euclidea para definir entornos de dicho espacio, se genera una topologia
en R™, conocida como topologia métrica o usual. Toda topologia de un espacio
lleva asociada una particién del mismo en diferentes subconjuntos.

De todas las posibles familias de subconjuntos correspondientes a un conjunto
X que cumplen las condiciones para que X sea considerado un espacio topoldgico,
dos de ellos constituyen las situaciones limite. Por un lado, se puede tomar como
familia de conjuntos el conjunto vacio y el conjunto completo, U = {), X}. Esta
topologia, que se puede definir para cualquier espacio X se denomina topologia
burda o indiscreta de X. Por otro lado, si se escoge U como el conjunto de todos
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los posibles subconjuntos de X, la topologia se denomina topologia discreta de

X.

Para aclarar un poco los conceptos introducidos, sirva como ejemplo la si-
guiente situacidn. Si X estd formado por dos puntos {a, b}, se puede dotar a X
de cuatro topologias diferentes:

Uy =1{0,X}; Uy =1{0,{a}, X}
Uz = {0,{b}, X}; Us =1{0,{a},{b}, X}

Como se puede apreciar Uy y Us constituyen las topologias burda y discreta
respectivamente. St U, es también una topologia, por analogia Uz también habra
de serlo. U, contiene al conjunto vacio () y al conjunto completo (X), por lo que
satisface la primera de las condiciones listadas anteriormente. La interseccion
de () con {a} o con X es el conjunto vacio, y la interseccién de {a} con X es el
propio conjunto {a}: todas las intersecciones pertenecen a U,. Asimismo la unidn
del conjunto vacio con {a} es {a}, y tanto la unién de {a} o @ con X es el propio
conjunto X. De este modo, todos pertenecen a U;, y cumplen las tres condiciones
que todo espacio topoldgico ha de satisfacer.

De manera general, sea un espacio topoldgico X; un subconjunto N;, C X; se
dice que es un entorno de x € Ny, si existe un subconjunto abierto U; tal que
x € U; € Ny De manera particular, todo conjunto abierto es un entorno de sus
puntos. Es decir, todo conjunto O con interior no vaclo es un entorno de cada
uno de los puntos del interior de O.

Sea una aplicacién f: X — Y entre dos espacio topoldgicos. Se dice que f
es continua si la imagen inversa f~'(U) de todo conjunto abierto U de Y es un
conjunto abierto en X. Si se exige que, ademas de la condicién de continuidad
de f, posea la condicion de biyectividad y que su inversa sea continua, se dice
que dicha aplicacién es un homoformismo entre los espacio X y Y.

Una vez introducidos los conceptos de conjuntos abiertos, se define el concepto
de conjunto cerrado. Un subconjunto € de un espacio topoldgico X se dice que
es un conjunto cerrado si y solo si X — C es abierto. Si se toma el espacio
topoldgico como el espacio euclideo R3, estos conjuntos cerrados coinciden con
los habituales. Una aplicacion f : X — Y entre dos espacios topoldgicos es
continua si, y solo si, para todo conjunto C de Y, f_1(€) es cerrado. Posee
ademas, una definicion equivalente a la anterior.

3.1.2  Topologia inducida por un sistema dindmico
De la gran cantidad de topologias que se pueden definir en el espacio tri-

dimensional R3, es de gran interés para el analisis del enlace quimico en el
espacio real examinar la topologia inducida por un campo escalar.
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Consideremos una funcién escalar p continua y derivable en R3:

p: R — R
r(x,y,z) — p(r(x,y,z)). (3.1)

Un sistema dindmico [73] asociado a g es el campo vectorial obtenido mediante
la aplicacion del operador gradiente a la funcién g:

dp. dp, d
Vp—£i+—pj+£k.

= 3.2
ox 0y (3.2

Este sistema puede describirse de forma simple mediante la identificacion del
campo vectorial con una velocidad en R3

(o dx o
dt ox
. . dy 0p

_ — v _ ¥ 3.3
,_dz_dp
dt oz

y se conoce como flujo del campo gradiente de p. De esta forma, las lineas de flujo
(o de fuerza o de gradiente) del campo vectorial se identifican con trayectorias,
es decir, curvas integrales parametrizadas en R3, tal que

t
T(t) =r(to) —i—J Vo -r(t)dt, (3.4)

to
y poseen caracteristicas bien conocidas:

1. Vg es un funciéon monovaluada, es decir, por cado punto del espacio r pasa
una y solo una trayectoria de V. Como consecuencia, las lineas de campo
no se cortan en ningun punto. La Unica excepcion a este regla se presenta
en los denominados puntos criticos del campo.

2. En cada punto T, el vector Vg es tangente a la trayectoria que pasa por
ese punto.

3. Puesto que el vector gradiente apunta siempre en la direccién del méximo
crecimiento del campo escalar p, las trayectoria de Vp son perpendiculares
a las lineas isoescalares.

4. Todas las trayectorias deben nacer o morir en los puntos especiales del
campo, caracterizados por Vg(r) =0, o bien en el infinito.
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Puntos criticos de un campo escalar

Los puntos criticos de un campo escalar determinan las caracteristicas basicas
del sistemas dindmico en estudio. Los puntos de R3 que satisfacen la condicién

Vo(r) =0, (3.5)

son puntos estacionarios del sistema dindmico, denominados puntos criticos (cri-
tical points, CP), y se denotan como T.. En el espacio proporcionado por R3
pueden existir tres grandes clases de puntos criticos: minimos, maximos y puntos
de silla. Su caracterizacién puede llevarse a cabo asumiendo que en las cercantas
de un punto critico, el sistema dindmico puede aproximarse, mediante linealiza-
cion, a un sistema dindmico lineal. Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que
el punto critico rc se encuentra en el origen de coordenadas del sistema, en
estas condiciones se tiene

e =V ~Vp(0)+VVip(r) =0+ VVip(r), (3.6)

donde VV'p es la matriz hessiana (H), cuya construccién es de la forma:

0
ox
—0) — t 0 — | o O9p dp 0p
H(re =0) =VV'pre =0) = | o | (32 38 32
d
dz
%p  dtp  ¥p
ox? oxdy 0x0z
. 622 aZQ 622

(3.7)

oyox dyoz 4
2

WY
0%p  0%p Q%
0z0x  0zO0y 0z2 T.=0
Constituye una matriz de dimension 3 x 3 real y simétrica, que por lo tanto se
puede diagonalizar. Su diagonalizacidn consiste en la resolucidn de un problema
de valores y vectores propios cuyo objetivo es encontrar un nuevo conjunto de
coordenadas en el que, tras un proceso de rotacidn, todos los elementos no dia-
gonales (aquellos que presentan derivadas sequndas mixtas de g) sean cero. Los
nuevos ejes de coordenadas son los denominados ejes principales de curvatura
(los autovectores) que describen las direcciones ortogonales de méximo creci-
miento o decrecimiento del campo escalar p. Las correspondientes curvaturas
son los autovalores.

Sea U la matriz ortogonal que diagonaliza H en un punto critico dado, deter-
mina la transformacidn entre ambos sistemas de referencia. Ast,

r=1Un,

T =Un. (3.8)
Sustituyendo,

+ = HUn. (3.9)
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(w,o0)  Curvaturas Descripcion AB RB

(3,-3) A <0V Méximo local (atractor) 3D 0D

(3,—1) A,A2<0;A3 >0 Punto de silla de 1¢" orden 2D 1D
Méximo en Uy y Uy; minimo en U3z

(3,41) A, A2 >0, A3 <0 Punto de silla de 2° orden 1D 2D
Méximo en Us; minimo en Uy y U,

(3,43) A >0V Minimo local (fuente) 0D 3D

(2,-2) M,A2<0;A3=0 Méximo local en U; y U, 2D 0D

(2,0) A1 <0; A2 =0; A3 >0 Punto de inflexion 1D 1D
Méximo en Uy y minimo en U3

(2,42) A =0;2A2,A3 >0 Minimo local en U, y U3 0D 2D

(1,=1) A <0, A2 =A3=0 Maximo local en Uj 1D 0D

(1,+1) A =A2=0;A3>0 Minimo local en U3z 0D 1D

(0,0) AM=A=A3=0 0D 0D

Tabla 1: Clasificacién de los puntos criticos de una funcién escalar en R3 de acuerdo
con su rango, w, y con su firma, 0. AB y RB denotan las dimensiones de las
cuencas de atraccion y repulsidn en cada CP, respectivamente.

Combinando = Un en la ecuacion anterior y multiplicando el resultado por la
matriz inversa de U se llega a

1 =U "Hun. (3.10)

El producto U="HU = A es la matriz diagonal de valores propios, A = diag(A;).
Los valores propios Ai(i = 1,3) de la matriz hessiana en el punto critico son
nimeros reales. Para su obtencidn, basta con resolver el determinante secular

det|H — AI| = 0. (3.11)

Ordenaremos los valores propios tal que A7 < Ay < A3. Los CP del sistema diné-
mico quedan completamente caracterizados por el valor y signo de las curvaturas.
De acuerdo con la notacién habitual empleada por Bader [74], a cada punto criti-
co se le asignan dos indices que describen la notacién conjunta (w, o). EL rango,
w, es el numero de curvaturas (autovalores) no nulas. La firma, o, es simplemente
la suma algebraica de los signos de los autovalores, es decir, la diferencia entre
el nimero de curvaturas positivas y negativas. Los diferentes puntos criticos que
pueden coexistir en R3 se muestran la Tabla 1. Los puntos criticos que aparecen
con mayor frecuencia son aquellos que presentan un rango igual a la dimensién
del espacio, w = 3, y se denominan puntos criticos no degenerados o puntos de
Morse.

Los puntos criticos (3,—3) son aquellos que presentan todas las curvaturas
negativas, y todas las lineas de campo convergen hacia el punto critico. En
estas condiciones, el punto critico se denomina sumidero o atractor de las lineas
de flujo. En el caso opuesto, cuando todos los autovalores son positivos, nos
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encontramos ante un punto critico cuyo rango y firma es (3,+3). Dicho CP se
caracteriza porque todas las lineas de campo emanan de él en las tres direcciones,
y se conoce por lo tanto como fuente del campo, en contraposicién al sumidero.
En las situaciones intermedias, cuando la firma es o # £3, se pueden encontrar
dos tipos de soluciones. Una de ellas corresponde a o = 1. En el punto critico
finalizan dos lineas de campo a lo largo del eje de curvatura Us. El resto de
ellas nacen en el CP, y emanan en la superficie bidimensional caracterizada por
los vectores Wy y U,. EL punto critico representa un punto de silla de sequndo
orden. La otra situacion viene caracteriza por 0 = —1. En este caso particular,
las lineas de campo se dirigen hacia el punto critico en el plano definido por los
vectores Uy y W,. En la direccion perpendicular, U3, las lineas de flujo nacen
del CP, que se denomina punto de silla de primer orden.

Cuencas, separatrices y topologias inducidas

A medida que una trayectoria se aproxima a un punto critico, Vg decrece y el
valor del pardmetro t (ecuacién 3.4) aumenta. En el CP, Vo =0y t — *o0. El
parametro t de una trayectoria varia, pues, entre los limites —co (en el CP fuente
o punto &) y +oo (atractor o punto w). Puesto que a cada punto perteneciente
a R3 (r € R3) se le asocia una (nica trayectoria, y cada una de ellas posee
dos puntos criticos bien definidos, es posible, por tanto, establecer una relacién
entre los puntos de R3 y los CPs de . Para ello, se introducen los conceptos
de conjuntos o y w Llimite de un punto critico. Asi pues, se define:

= Conjunto «-limite de un CP i: lugar geométrico de todos los puntos del
espacio tridimensional T € R3, a los que se llega a través de lineas de
campo que nacen en dicho punto critico i-ésimo.

= Conjunto w-limite de un CP 1i: lugar geométrico de todos los puntos del
espacio tridimensional, T € R3 a los que se llega a través de lineas de
campo que mueren en dicho punto critico i-ésimo.

Si nos concentramos en uno de los ejes principales asociados a un CP, el con-
junto x-limite es monodimensional y el conjunto w-limite posee dimensién cero
st el CP es un minimo de la funcidn potencial en dicha direccién. Por el contrario,
el conjunto a-limite presenta dimensién cero y el w-limite es monodimensional
en el caso de que el punto critico sea un méaximo de la funcién potencial. En
las dos situaciones previas, el CP es una fuente y un atractor de lineas de flujo,
respectivamente. Como una interpretacidn semejante es posible para el resto de
los ejes principales de curvatura, desde un punto de vista general, un atractor
o fuente exhibe un entorno tridimensional que es invariante al flujo de V. Asi
pues, cada linea de campo que se origina (finaliza) en dicho entorno termina
(comienza) en el atractor (fuente). EL mayor entorno abierto de un punto critico
que cumple esta propiedad se denomina cuenca de atraccion (attraction basin,
AB) o cuenca de repulsidn (repulsion basin, RB).
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Asimismo, se denomina separatriz al conjunto de puntos que no pertenecen
ni a la cuenca de atraccion ni a la cuenca de repulsion de un punto critico.
Con estos conceptos basicos, es posible dividir el espacio tridimensional en un
nimero finito (en moléculas) de subconjuntos, asociados cada uno de ellos a
los conjuntos o y w-limite de los puntos criticos de la funcién potencial. Los
subconjuntos correspondientes al conjunto « son las cuencas de repulsion (RB)
de los minimos, mientras que aquellos asociados al conjunto w-limite son las
cuencas de atraccion (AB) de los maximos.

Asi pues, y de manera general, el espacio R3 se puede particionar en una serie
de subconjuntos abiertos, {O;}, denotados como (R?,0). Puede comprobarse
(ver [75]) que este nuevo espacio satisface la definicion axiomatica de espacio
topoldgico [76]:

1. Tanto el conjunto vacio como el espacio completo constituyen conjuntos
abiertos: ) € O, R3 C O.

2. La unidén de dos conjuntos abiertos cualesquiera también es un conjunto
abierto: O;U0; C O V0;,0; CO.

3. La interseccion de dos conjuntos abiertos cualesquiera también es un con-
junto abierto: 0;NO0; C O V0;,0; CO.

Al conjunto O que satisface la condiciones de espacio topoldgico se le denomina
topologia inducida por g en R3.

3.1.3 Topologia de la densidad electrdnica

Uno de los primeros intentos con los que obtener informacién acerca de la
densidad electrénica de un sistema molecular estaba basado en medir diferencias
de densidad,

Ap(r) = pmol(r) - pref(r)/ (31 2)

donde pgo (1) representa la densidad electrénica molecular y pef(1) es la densi-
dad electrénica de una referencia adecuada. De este modo, es posible estudiar y
analizar las regiones de acumulacién y pérdida de carga. Este tipo de andlisis,
muy populares a finales de los afios 60 y la década de los 70, chocaron con la
dificultad basica de establecer adecuadamente el marco de referencia.

La forma mas directa y sencilla de establecer la densidad de referencia se basa
en el empleo de la densidad atomica del estado fundamental neutro en cada una
de las posiciones nucleares, conocida como densidad promolecular. Aunque esta
densidad de referencia tedrica permite ofrecer mapas de diferencia de densidad
que genera zonas de acumulacién y carga similares a las regiones de Berlin, la
generalizacion de su uso entrafa ciertas dificultades. Por un lado, en aquellos
sistemas en los que la densidad de los atomos no sea esféricamente simétrica,
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la orientacidn de los 4tomos deviene en una cuestidén fundamental. Por otro lado,
la densidad de referencia promolecular viola el principio de Pauli, al no ser N-
representable para el potencial, y porque permite que dos densidades atomicas
solapen sin verse alteradas.

En vista a la discusién previa, se hace necesaria la construccion de un marco
de referencia estable que permita el estudio y anélisis de la densidad electroni-
ca sin ambigliedad. El método topoldgico constituye una herramienta adecuada
para llevar a cabo dicha empresa. El estudio de la derivadas de un campo escalar
estd (ntitmamente relacionado con el de la estructura del campo gradiente aso-
ciado. Su aplicacion a la densidad electronica genera un escenario ausente de
referencias externas, provoca la particién exhaustiva del espacio R3 en regiones
bien definidas que proporcionan imagenes tridimensionales muy cercanas a la
intuicidon quimica.

Caracteristicas generales de p

La densidad electrdnica, p, definida a partir de la funcién de onda que describe
el sistema en estudio, W(x1,x2,...,%XN,R1,R2,...,RMm) se expresa como

p(r)_NZJ---dez...deJdm...dRM

W*(X],...,XN,R],...,RM)\.‘V(X],...,XN,R],...,RM),
(3.13)

donde x; denota conjuntamente la coordenada espinorial del electrén i-ésimo
(o1) y su posicion en el espacio (r; ) y Ry la posicion del nicleo a-ésimo. Bajo
la aproximacién de Born-Oppenheimer, que separa el movimiento de los ntcleos
y de los electrones, la funcion de onda electrénica estacionaria depende de
todas las coordenadas electrénicas y paramétricamente de las 3M coordenadas
espaciales de los nucleos, R,

p(r;R) =N ZJ-‘-dez...de‘P*(x1,...,xN,R)‘P(x1,...,xN,R).
o1
(3.14)

Conocer el comportamiento de la densidad electrénica es vital si se quiere reali-
zar una analisis sobre ella. El teorema de Hellman-Feynman demuestra el papel
primario que juega p para el entendimiento de la fuerzas que acontecen en las
moléculas, y en ultima instancia, para la compresion del enlace quimico. Dicho
teorema establece, en su version electrostatica, que

p(T) Zoczﬁ
Fo =— Ly | dr——=— —_— 315
o= Ve |z o To e Y RS >
B B
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donde F, y Ry representan la fuerza ejercida sobre el nicleo « y su vector de
posicidn respectivamente. Para moléculas diatdmicas AB con simetria cilindrica,
y tomando como eje internuclear el eje z (por simetria las componentes de la
fuerza en x e y sobre los dos nlcleos son cero), la fuerza que acttia sobre un
nicleo A se reduce a su componente z, F, A, que viene dada por

0 ZaZge?
Fon = erZJd%p(r)COSZ A _ZASBE
, TA Ras

(3.16)

Rap es la distancia que separa a los nucleos A y B, ra es la distancia que
separa el ntcleo A de un punto del espacio r(x,y,z), e es la unidad de carga
fundamental, Z5 y Zp son las respectivas cargas atdmicas de los diferentes
nicleos y B4 y Bp son los angulos formados entre el vector de posicién 1 y el
eje internuclear. Al inspeccionar la ecuacidn, se puede observar que existen dos
componentes que describen la fuerza sobre un nicleo. Un término que depende
del perfil tridimensional de la densidad electrénica a lo largo de toda la molécula
y un término de repulsion entre ndcleos.

Berlin [77] demostré que una molécula diatémica se puede particionar en dos
regiones bien diferencias: una regién enlazante y una region antienlazante, que
estan separadas por dos superficies de revolucidn, de acuerdo con una funcién
f2(ZaA,Zg,7):

0 0
f2(Za, Zg,T) = Za COSZ A 7g cosz =, (3.17)
TA B

Un elemento de carga situado sobre una de las dos superficies ejerce una fuerza
nula sobre los nucleos. Por el contrario, aquellos elementos de carga situados
en un punto del espacio r donde f,(Za,Zg,r) > 0, se encuentran en la regién
enlazante y contribuyen a la estabilidad de la molécula. En el caso opuesto,
cuando f,(ZaA,Zg,r) < 0O, la carga situada en la regién antienlazante provo-
ca una mayor atraccion sobre un nucleo que sobre el otro, provocando que se
mantengan alejados.

La estabilidad de una molécula en la situacion de equilibrio solo se puede
dar cuando las fuerzas atractivas en la region enlazante compensan las fuerzas
repulsivas provenientes de la repulsidn entre los ntcleos y de la fuerza existente
sobre un elemento de carga situado en la zona antienlazante. Es necesario, por la
tanto, que se acumule suficiente densidad electronica en la reqgién de enlace para
que se genere una molécula estable. Este requerimiento, junto con el descenso
de p cuando se aumenta la distancia respecto del nucleo, da lugar a que la carga
electrénica se concentre principalmente a lo largo del eje internuclear.

Los experimentos de difraccién, que permiten determinar experimentalmente
la densidad electrdnica, proporcionan un patrén angular de la intensidad de los
haces difractados, a partir de los cuales y tras un proceso de tratamiento de
datos, se pueden obtener los factores de estructura. Los factores de estructura
F(H), donde H es el conjunto de indices que ofrecen una direccién de difraccion
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particular, constituyen la transformada de Fourier de la densidad electrénica de
la celda unidad. Asi pues, p(r) se puede obtener como:

p(r) = % > F(H)exp [-2miH 1], (3.18)
H

donde V es el volumen de la celda unidad.

La morfologia basica de p esta fuertemente determinada por la posicion de
los ndcleos del sistema, que proporcionan la interaccion mas intensa de todas
las que son sentidas por los electrones. El teorema atémico de Kato [78], gene-
ralizado més tarde por Steiner y Bingel [79,80] a sistemas moleculares, ofrece
un estudio analitico de las clspides nucleares de la densidad electronica. EL
teorema de Kato, Steiner y Bingel permite localizar la posicidon de los nicleos y
determinar su carga a partir del analisis de p, de acuerdo con el primer princi-
pio de Hohenberg y Kohn [81]. Asi pues, en la mayoria de los casos, el aspecto
grosero que presenta toda densidad electronica estd basado en grandes cuspi-
des en los nucleos y un comportamiento exponencialmente decreciente en todas
direcciones.

Por ultimo, es importante destacar que aunque p no es un verdadero campo
diferenciable, pues los nucleos resultan ser cispides y no puntos criticos, se
puede generar un campo con las mismas caracteristicas que p en todos los puntos
salvo en entornos alrededor de los nicleos. En estos entornos, que pueden ser tan
pequefios como se desee, se sustituye la verdadera densidad no diferenciable por
una aproximacion, cambiando de este modo las clspides por maximos del campo.

Andlisis topoldgico de p

Como se ha indicado previamente, existen dos topologias inducidas por un
escalar, la de los conjuntos a-limite (cuencas de repulsidn) y la de los conjuntos
w-limite (cuencas de atraccion). Matematicamente es indiferente hacer uso de
unos y otros para caracterizar la topologia de p, pero no ocurre lo mismo desde
el punto de vista fisico y quimico. Asi, los minimos se localizan en zonas donde
la densidad electronica es muy plana, mientras que los maximos se encuentran
muy bien definidos en aquellas posiciones donde la densidad presenta grandes
picos. Puesto que cada méximo (atractor) coincide en niimero y posicién con los
nlcleos del sistema, el andlisis de p basado en cuencas de atraccidn resulta muy
llamativo para el quimico.

La densidad electrénica es un campo escalar tridimensional que se caracteriza
perfectamente por por el andlisis de sus puntos criticos, es decir, aquellos puntos
que cumplen: Vp(r) = 0. Cada uno de los subsistemas en los que esta dividido
el espacio posee una superficie sobre la cual estan localizados los distintos CP
(vide infra). Mediante la caracterizacion de los puntos criticos se puede llevar
a cabo un andlisis tipoldgico de p. La posicion y conexidn entre los distintos
CP mediante lineas del campo Vp(r) se relaciona con los conceptos basicos de
enlace quimico.
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Como se comentd previamente, la caracteristica mas sobresaliente de la den-
sidad electrénica es que presenta cuspides en las posiciones nucleares. Esta
caracteristica ha servido de fundamento para identificar los atractores del siste-
ma, o puntos criticos (3, —3), con los nlcleos del sistema. Aunque generalmente
la aparicién de un punto (3,—3) estd relacionado de manera directa con la posi-
cidn de un ntcleo atdmico, en ciertas condiciones también es posible la aparicion
de un maximo en ausencia del mismo, que se conoce como maximo no nuclear
(non nuclear maxima, NNM) [82].

Cuando en la quimica tradicional se dice que existe un enlace entre dos atomos,
en el espacio real, este fendmeno se hace patente mediante la presencia de un
punto critico donde la densidad electréonica tiene un valor minimo en el eje
internuclear que une ambos nucleos. Asimismo, dicho punto es un méximo en
las dos direcciones perpendiculares restantes. Este lugar geométrico se conoce
como punto critico de enlace (bond critical point, BCP), y se identifica como un
punto (3,—1), un punto de silla de primer orden que presenta dos curvaturas
negativas (p es un maximo en el plano definido por sus ejes propios) y una
curvatura positiva (p es un minimo a lo largo del tercer eje). Para cada BCP,
existen un par de lineas gradiente que conectan los nucleos, que constituyen la
cuenca de repulsion del punto critico. A esta linea se le denomina camino o linea
de enlace (bond path).

En general, las superficies que conectan las regiones atdmicas estan consti-
tuidas por las cuencas de atraccion bidimensionales de los puntos (3,—1). De
cada punto (3,—1) parten dos trayectorias asociadas con el vector propio de
curvatura positiva que mueren en cada uno de los ntcleos enlazados, separados
por la superficie separatriz sobre la que se localiza el punto critico de enlace.
Una de las caracteristicas mas importantes que ofrece el analisis topoldgico de
la densidad es mostrar la existencia de un punto critico de enlace entre cada
pareja de atomos que tradicionalmente se encuentran enlazados. Asi por ejemplo,
en la molécula de diborano (B,Hg), existen lineas de enlace entre los hidrégenos
puente y los boros, pero son inexistentes entre los hidrégenos puente [74].

Aunque los puntos criticos de enlace son los que con mas asiduidad aparecen
en sistemas moleculares, todos los demas tipos de CPs también pueden encon-
trarse. Un tipo de ellos lo constituyen los puntos criticos (3,+1), puntos de silla
de sequndo orden, en los que dos curvaturas son positivas y en el cual p es un
minimo en el plano definido por sus ejes caracteristicos (su cuenca de repulsion
bidimensional), y un maximo a lo largo del eje principal, con curvatura negativa
(cuenca de atraccion monodimensional). Cuando varios ntcleos se hallan enlaza-
dos formando un anillo o un ciclo, las caracteristicas de la densidad electrdnica
fuerzan la aparicidn de este tipo de puntos, que se conocen como puntos de anillo
(ring critical point). Su recuento permite definir el nimero de anillos presentes
en el esqueleto molecular.

Finalmente, queda un Unico punto critico no degenerado que corresponderia
a una fuente de lineas de campo en las tres direcciones del espacio, pues en

75



EL ENLACE QUI’MICO EN EL ESPACIO REAL

él, todas las curvaturas serfan positivas. Dicho punto seria un punto (3,+3) y
se conoce como punto de caja (cage critical point). Su presencia se hace paten-
te cuando la molécula tiene una estructura tridimensional cerrada de enlaces,
es decir, se localiza en el centro del volumen encerrado por varios anillos no
coplanarios.

La red formada por los ntcleos y las lineas de enlace define el grafo molecular
que normalmente equivale a la representacidon habitual de la formula quimica
estructural. La posicidon y tipo de los puntos criticos de la densidad electrénica
define la estructura topoldgica inducida por p en el espacio tridimensional. El
niimero y tipo de CPs que pueden coexistir en un estructura no es arbitrario sino
que estd determinado por la relacién de Morse,

n—c+r—b=1 (3.19)

donde n representa el nimero de nucleos (3,—3), ¢ es el nimero es el nimero
de puntos de caja (3,+3), v es el nimero de anillos (3,+1) y b representa el
numero de enlaces (3,—1).

El andlisis topolégico de la densidad electrénica permite, ademas de identificar
los enlaces, diferenciar y clasificar diferentes tipos de enlace mediante el estudio
de diversas propiedades topoldgicas asociadas al punto critico de enlace.

Propiedades en los puntos criticos

En la discusion precedente se ha podido observar como las lineas de enlace
muestran dénde estan localizados los enlaces en una molécula, es decir, qué
atomos estan unidos unos a otros mediante la acumulacidn de la densidad elec-
tréonica a lo largo de la linea que los enlaza. Puesto que cualquier magnitud varia
a lo largo de toda la linea de enlace, para poder comparar distintos sistemas
bajo un marco de referencia comun es necesario seleccionar un punto a lo largo
de dicha linea de manera consistente entre los distintos sistemas. Decidimos que
ese punto coincida con el BCP. Tres propiedades de la densidad electrénica en
el BCP nos aportan valiosa informacidn acerca del sistema en estudio:

= el valor de la densidad electrénica en el punto critico de enlace, py,

= la elipticidad, €, que proporciona una idea acerca de la forma de la distri-
bucidn de la densidad electrdnica en un plano que contiene al punto critico
de enlace y que es perpendicular a la linea de enlace,

= el radio de enlace, Ty, que ofrece informacién sobre dénde se encuentra el
punto critico de enlace y sirve, ademas, como medida del tamaio de cada
atomo.

DENSIDAD EN EL PUNTO DE ENLACE La densidad en el punto critico de

enlace, pp, es la medida més obvia que puede obtenerse en un BCP, y permite
comparaciones sencillas en el caso de que los dos &tomos enlazados se mantenga
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constante. Se ha demostrado en numerosas ocasiones que correlaciona bien con
la fortaleza del enlace. Sin embargo, dada la extrema dependencia de p con la
carga nuclear, no puede utilizarse de forma inmediatea para comparar la fortaleza
de enlaces entre parejas de dtomos diferentes.

En general, el valor de py, es grande en el caso de enlaces covalentes y mucho
mas pequefio en sistemas débilmente enlazados o idnicos. Por ejemplo, en los
hidruros de los metales alcalinos y alcalinotérreos py es pequefa, y se interpre-
ta en términos del caradcter fuertemente idnico que presentan estas moléculas,
cohesionados mas por fuerzas electrostaticas que por la acumulacion de densidad
de carga en las regiones enlazantes. Asimismo, el valor de pp aumenta rdpida-
mente al comparar enlaces en los que uno de los atomos involucrados desciende
en un periodo pudiéndose considerar como una propiedad periddica mas. Si la
comparacion se realiza entre parejas enlazadas idénticas, pp también se puede
utilizar para definir un orden de enlace topoldgico. Por ejemplo, en la serie de
hidrocarburos organicos ordinarios se produce un aumento en el valor de py al
incrementarse el grado de insaturacion: 0.249, 0.356 y 0.427 u.a., al pasar desde
el etano al eteno y al etino, respectivamente.

ELIPTICIDAD La elipticidad, €, ofrece una medida acerca de dénde se concentra
preferentemente la densidad electrénica. Por ejemplo, en un punto critico de
enlace, la densidad a lo largo de un camino de enlace es minima. En este punto,
la matriz hessiana siempre tiene un valor propio positivo a lo largo de la direccion
propia de curvatura que es tangente a la linea de enlace. Posee ademas dos
valores propios negativos a lo largo de las direcciones propias que generan un
plano tangente a la superficie interatémica.
Se define la elipticidad de un CP de enlace como

€= <;‘;> —1. (3.20)

Puesto que siempre existen dos autovalores (curvaturas) negativos (A1,A2 < 0),
y el ordenamiento de los autovalores es tal que A7 << A2 < Az, el cociente entre
A1 y A2 siempre es mayor que 1 en un BCP, A/x, > 1, por lo que la elipticidad
sera siempre positiva. Si € = 0, la densidad electrénica posee simetria circular
en el plano interatdmico, situacidn caracteristica de los puntos criticos de enlace
de moléculas lineales.

El ejemplo habitual es el enlace C-C en la molécula de eteno, cuya elipticidad
cercana a 0.3 indica una acumulacién de carga en el plano perpendicular al
molecular. Para moléculas planas, como el propio eteno o la molécula de benceno,
€ se puede considerar una medida del caracter 7t de un enlace C-C, aunque no
siempre es el caso. La elipticidad del triple enlace en la molécula de etino es
cero, como se esperaria de un sistema lineal, incluso cuando se considera el
modelo de enlace o — 7t con dos contribuciones 7. La suma de las distribuciones
de carga de los electrones descritos por los orbitales de enlace 7 tiene simetria
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cilindrica. Es importante remarcar que el cardcter 7t de un enlace no es una
magnitud observable, al contrario que la distribucidn electrdnica.

RADIO DE ENLACE La distancia desde un punto critico de enlace hasta cada
uno de los ntcleos adyacentes constituye una medida del tamafio de cada dtomo
en la direccién de enlace que se conoce como radio de enlace y se denota por
Tp. Este radio es idéntico al radio covalente convencional solo en el caso de
moléculas homodiatomicas. El radio covalente de un atomo se asume constante
al cambiar de una molécula a otra. Los radios de enlace topoldgicos son caracte-
risticos de cada molécula, aunque su dispersidon tiende a ser pequeia. El tamaiio
topoldgico de un &tomo decrece en un periodo a medida que aumenta el valor
de la carga nuclear efectiva Z, y aumenta al bajar en un grupo, de acuerdo con
la intuicidon quimica.

En el caso de sistemas enlazados el andlisis puede tornarse mas complejo. Ast
por ejemplo, el radio de enlace de un elemento A en un hidruro AH diatémico
decrece a lo largo de un periodo para después aumentar, como consecuencia
de dos efectos competitivos contrapuestos. En primer lugar, la carga nuclear
aumenta al atravesar un periodo, provocando una disminucidon del tamafio del
atomo y por consiguiente del radio de enlace. En segundo lugar, a medida que
la carga nuclear aumenta, el dtomo A se hace mas electronegativo, atrayendo
més densidad electrénica procedente del hidrégeno. Como resultado, su carga
positiva promedio decrece, haciéndose negativa y provocando un aumento de su
tamafo y de su radio de enlace.

3.1.4 Topologia de la Laplaciana de la densidad electrénica

En las secciones previas se ha podido observar como el anélisis de la topolo-
gia inducida por la densidad electrénica en R3 permite recuperar los conceptos
de 4tomo, enlace, estructura molecular, etc. Sin embargo, esta funcion presenta
Gnicamente maximos en la posicidn de los nicleos (si obviamos los NNM), y de-
cae monodtonamente con la distancia. Aunque el andlisis de ciertas propiedades
en el punto de enlace nos ofrece un escenario en el que obtener valiosa informa-
cidn acerca de un enlace quimico, para caracterizar verdaderamente los enlaces
y recuperar el modelo de capas atdmicas, es necesario recurrir a otra funcidn, la
laplaciana de la densidad electrdnica. El estudio de la topologia inducida por
ella ofrece un nuevo paisaje acerca de la estructura electronica de los sistemas.

Caracteristicas generales de V?p

La laplaciana de la densidad electrénica, VZp(r), se construye a partir de las
derivadas sequndas de p como

9%p d%p 3%

2

v 3.21
p(r) ox2  oyZ  0z2’ (3.21)
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y representa una curvatura total de la funcion en las tres dimensiones. La lapla-
ciana de un campo se relaciona con la acumulacién o fuga local del mismo. Asi,
un punto con VZp < 0(> 0) est4 asociado con una concentracién (fuga) local de
carga respecto a su vecindad.

Esta interpretacion es consecuencia de la existencia de un sistema principal
de curvatura en cada punto del espacio. Dado que la traza de una matriz se
conserva en una transformacidn ortogonal, se tiene que

V20 =A1 +A2+A3, (3.22)

donde A; son las curvaturas principales de la densidad en un determinado punto
(no necesariamente un punto critico). Las regiones del espacio que muestran un
valor de laplaciana negativa (regiones de acumulacidn), son aquellas en los que
el valor de la densidad es mayor que el promedio en su region local. Es decir,
se corresponde con una o mas direcciones de curvatura negativa cuya curvatura
total es superior a la suma de curvaturas a lo largo de cero o mas direcciones
principales de curvatura positiva. En el caso opuesto, una regién de fuga de la
densidad electrdnica se relaciona con un valor de laplaciana positivo.

En el caso de simetria esférica (como en el caso de atomos aislados de capa
cerrada) la laplaciana adopta la siguiente expresién simplificada,

v2p(r) = p"(r) + 22 ir), (3.23)

y su signo depende de un balance entre la curvatura radial de la funcién (p” (1))
y su pendiente (p/(r)). Si se supone un comportamiento exponencial de la den-
sidad electrénica valido tanto en las cercanias de los ntcleos (en las posiciones
atoémicas no esta definido) como en el limite asintético,

p(r) = Nexp [, (3.24)
la laplaciana se expresa como

V2p(r) = Nexp [—(1] ((:2 — zi) . (3.25)

Analizando la expresidn, se pueden observar tres tipos de regimenes distintos.
Por una lado, existe un radio de corte en el que existe un cambio de signo.
Cuando v = 1. = 2/¢, y V?p(r) = 0. La laplaciana siempre mostrara un valor
negativo cuando T < 1¢ y un valor positivo en caso opuesto. Por otro lado, en
el limite en el que 1 — 0, la laplaciana tiende a —oco. En el otro extremo, y
dado que la densidad tiende a cero exponencialmente, V2p(r) habra de mostrar
un comportamiento idéntico. Asi{ pues, cuando T — 400, Vzp(‘r) = 0. Puesto
que las densidades atdmicas se aproximan razonablemente bien por una serie
de segmentos exponenciales de exponente decreciente, entre ambas asintotas la
laplaciana de los atomos libres muestra una serie de maximos y minimos a los
que se les asocian, una a una, capas atomicas. A la concentracidn de carga més
exterior se le conoce habitualmente como concentracién de carga de la capa de
valencia (valence shell charge concentration, VSCC).
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Andlisis topoldgico de V?p

La laplaciana de la densidad electrdnica revela caracteristicas que la propia
densidad p por st misma es incapaz de mostrar. Para atomos de capa cerrada
con simetria esférica, la densidad presenta una cuspide en la posicion nuclear
y decae exponencialmente a medida que aumenta la distancia al nucleo. Por
el contrario, la laplaciana de un &tomo presenta otra cuspide (negativa) en la
posicidon nuclear sequida de pares de maximos y minimos alternados siguiendo
una distribucidn radial. Cada conjunto de maximos y minimos esté asociado a una
capa atomica. La capa mas exterior es la que se denomina VSCC. En un &tomo,
las capas internas presentan todas simetria esférica y caracteristicas comunes.
Sin embargo, la capa VSCC adquiere un interés particular en moléculas.

Por ejemplo, tomemos la molécula de Cl, como representante de un enlace
covalente. La topologia de p es simple, con dos maximos en la posicion de los
nlcleos de los 4tomos de cloro y un punto critico de enlace. Por el contrario, la
laplaciana muestra claramente las capas atdmicas X, £ y M, con su estructura
interna practicamente invariable. No ocurre lo mismo con la capa de valencia, que
ha sufrido una distorsién importante. Las regiones de acumulacidn mas externas
de ambos ntcleos (capa M) se han fundido en una sola zona que recorre la
molécula por completo. La topologia de V2p es relativamente compleja, pues
la simetria cilindrica fuerza la aparicion de puntos criticos degenerados cuando
no se sitlian en el eje molecular. Brevemente, se encuentra un punto (3,+1) en
el punto medio del eje internuclear con presencia de dos puntos (3,—1) muy
cercanos a él. Cada cloro goza ademas de una pareja de puntos (3,—1) y (3,+3)
muy cerca del punto de la capa de valencia con laplaciana nula. Asimismo, es
importante destacar la presencia de dos distribuciones toroidales de acumulacion
de carga alrededor de cada uno de los atomos de cloro.

En el extremo opuesto, cuando la ionicidad de la molécula es elevada se
observa con facilidad cdmo la laplaciana de la densidad diferencia sin dificultad
los dos modelos de enlace, mientras que la densidad electrénica es incapaz
de hacerlo. Asi, en la molécula de cloruro de sodio (NaCl), las VSCC de los
atomos no se funden sino que permanecen practicamente inalteradas. De hecho,
la region de enlace no es un region de acumulacién de carga sino de fuga, y
presenta valores de V2p(r) grandes y positivos. El cloro conserva tantas capas
como el atomo libre mientras que en el sodio, la capa de concentracion de carga
M ha desaparecido. La explicacion de estos fenémenos se basa en la diferente
naturaleza de la molécula, donde los iones se mantienen cohesionados por fuerzas
electrostaticas y no por acumulacién de carga en la regién de enlace.

En general, los enlaces clasicamente covalentes poseen puntos de enlace en
regiones de acumulacion de carga, con laplaciana negativa, y la capa comun de
valencia envuelve a los dos nucleos. Esta imagen estd en consonancia con el
modelo de Lewis de comparticion de electrones. Por el contrario, los sistemas
con una ionicidad elevada poseen puntos de enlace con laplacianas fuertemente
positivas.
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El andlisis topoldgico en moléculas no lineales es mas interesante, pues los
puntos criticos asociados dejan de ser degenerados salvo en casos excepcionales.
En una molécula, la capa VSCC de un atomo se ve perturbada —se pierde la
simetria esférica—, y presenta un cierto nimero de maximos entre los cuales
se presentan puntos de silla. Los maximos representan los puntos donde se con-
centra mas fuertemente la densidad electronica mientras que los puntos de silla
indican donde existe mayor fuga de la densidad. Si las regiones de concentracion
de carga se sitlian a lo largo de los enlaces moleculares se denominan concen-
traciones de carga de enlace (bonding charge concentrations, BCC) mientras que
en caso contrario son conocidas como concentraciones de carga no enlazantes
(non bonding charge concentrations, nBCC).

De manera habitual, las regiones nBCC se observan en la capa VSCC de
aquellas moléculas que presentan pares electronicos en la capa de valencia.
Dependiendo de la diferencia de electronegatividad entre los atomos enlazados
asl como de la longitud del enlace, se podran observar ninguna, una o dos nBCC.
En moléculas predominantemente idnicas, las transferencia de carga de un atomo
a otro provoca que la VSCC presente simetria practicamente esférica, en la que
no se observa ningiin maximo. En molécula puramente covalentes, las dos VSCC
se funden, formando una Unica capa en la que se observa la presencia de dos
maximos.

Por Gltimo, es importante destacar que el nimero y posicion de las BCC y
nBCC se corresponden con los esperados pares electrdnicos enlazantes y no
enlazantes que la teoria de repulsidn de pares electrénicos de la capa de valencia
(Valence Shell Electron Pair Repulsion, VSEPR) preconiza.

3.2 HERRAMIENTAS PARA EL ESTUDIO DEL ENLACE
QUI’MICO EN EL ESPACIO REAL

321 Teoria Cudntica de Atomos en Moléculas

La teoria cuantica de atomos en moléculas (Quantum Theory of Atoms in
Molecules, QTAIM) [74] utiliza la topologia inducida por la densidad electrénica
p en el espacio tridimensional R3 para constituirse en un pilar fundamental para
el estudio del enlace quimico.

La idea basica consiste en particionar el espacio en regiones que estén do-
tadas tanto de significado fisico como quimico, asociadas con &tomos y grupos
funcionales. Richard Bader mostré cdmo en estos subsistemas cudnticos abiertos
se verifican las leyes mecanocuanticas si y solo si:

= el subsistema esta rodeado por una superficie a través de la cual el flujo

del campo vectorial definido por el gradiente de la densidad electrdnica
p(r) se anula:
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Vo(r)-n(r) =0. (3.26)

n(r) es un vector normal a la superficie en el punto r y Vp(r) es el gradiente
de la densidad electrénica en t. La unidn de todas las regiones, denotadas como
Q);, que satisfacen la ecuacidon 3.26 proporciona una particion exhaustiva del
espacio, Ui Qi = R3. Cada una de ellas contiene normalmente un sélo ndcleo, y
es conocida como una cuenca atémica. Podemos reunir un nimero cualesquiera de
tales regiones sin violar la condicidn de flujo nulo para definir lo que conocemos
como grupos funcionales.

Las propiedades fundamentales de la densidad electrdnica, en particular, su
decaimiento exponencial hacia el infinito en sistemas finitos (y su periodicidad
en sistemas cristalinos), garantizan la posibilidad de partir el espacio en los
sistemas propuestos por Bader. La topologia inducida por p(r) en R3 convierte
a R3 en un espacio topolégico cuyos subespacios son subsistemas cudnticos
rodeados de superficies de flujo nulo correctamente definidos desde un punto de
vista mecanocudntico.

Las lineas de flujo Vp(r) que no terminan en los nicleos tienen una importan-
cia decisiva dentro de la teoria. Asi, las superficies de flujo nulo que conectan
los dtomos estan constituidas por las cuencas de atraccidon bidimensionales de
los puntos (3,—1). De cada uno de los puntos de enlace nacen dos trayectorias
en la direccion asociada al vector con curvatura positiva que terminan en cada
uno de los 4tomos enlazados, separados por la superficie separatriz de flujo nulo
sobre la que esta localizado el BCP. Por lo tanto, cuando se dice que dos atémos
estan enlazados, en la teoria QTAIM significa que comparten una superficie de
flujo nulo y que estan conectados por una linea de enlace sobre la cual existe
el punto critico de enlace.

Observables atémicos

Los atomos cuanticos asi definidos exhiben propiedades que estan perfecta-
mente establecidas y adaptadas a la simetria del sistema y al entorno quimico
en el que se hallan. Asimismo, las propiedades atémicas son aditivas. La particion
del espacio en volimenes que no solapan y que completan el espacio molecular
permite recuperar el valor esperado de cualquier observable como suma de los
valores asociados a cada volumen particular. Por ejemplo, el promedio atdmico
de un observable monoelectrénico A, que viene expresado por el operador A, en
una region € se expresa como

(Ao) = (Ao = JQ er dr’% [w*fmf + (Aw) " \y] . (3.27)

Una propiedad atdmica estd, por lo tanto, determinada por la integracién de
la correspondiente propiedad densidad del operador pa(r) sobre la cuenca del
atomo, donde

pAlr) = % J dr’ [\y*ﬁw + (ﬁ\y) " \y} , (3.28)
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por lo que

(Aq) = JQ drpa(r). (3.29)

Las ecuaciones anteriores también se pueden expresar mediante las matrices
densidad ya introducidas. Asi, st A es un operador monoelectrdnico, la ecuacién
3.29 es de la forma

(Aq) = J dr Ay p'(1;1) (3.30)

Q

!
r=r

Si por el contrario, el operador A se tratara de un operador bielectrdnico, enton-
ces

(Aq) :J

Q

dr;q J dr, A, pz(ﬁ,rz;r;,r/z) (3.31)
Q

/
Ti:Ti
La consecuencia mas importante de la definicion de una propiedad atémica es que
el valor promedio de cualquier observable se puede particionar en contribuciones
locales asociadas a cada region Q,

(A=) Ao. (3.32)
Q

Esta dltima ecuacidn establece que cada &tomo realiza una contribucidn aditiva
al valor de cualquier de propiedad del sistema total, recuperando la esencia
quimica: los 4tomos y grupos de dtomos realizan contribuciones reconocibles a
las propiedades totales del sistema.

La primera de la densidades que pueden integrarse en una cuenca atémica es
la densidad unidad, que determina el volumen atémico (finito sélo en sistemas
extendidos):

V= J dn (3.33)

De igual manera, el operador mas simple que se puede integrar sobre una cuenca
es el operador unidad, A = 1. Asi, la propiedad densidad asociada al operador
A =1 es la propia densidad electrénica, como se puede apreciar a partir de
la ecuacidn 3.28. La integracion de la densidad electrdnica sobre la cuenca Q)
proporciona la poblacidn electrénica promedio sobre dicha region

(Na) = (Fg = L o(r)dr. (3.34)

De manera equivalente, y a partir de la expresion 3.31 el nlimero de parejas
promedio, A, en una cuenca Q se puede obtener a través de la expresion

(Aaa)=(A)aa = JQ dr; JQ dry p?(r1,72) (3.35)
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La carga neta de un 4tomo, qq, viene dada por la suma de su carga nuclear, Ze,
y su carga electrénica promedio, —Nge, por lo que

do =(Z—(Ng))e (3.36)

En general, cualquier propiedad que tenga asociada un operador, es decir,
cualquier propiedad que sea un observable, se puede obtener en la QTAIM
mediante la integracidn en una region arbitraria del operador densidad asociado.

3.2.2 Funcién de Localizacidn Electronica

La funcién de localizacidn electrénica (Electron Localization Function, ELF)
fue propuesta originalmente por Becke y Edgecombe [83] como una medida de la
correlacion electronica basada en la probabilidad condicionada para electrones
del mismo espin,

2
Paa(T1,72)

Mide la probabilidad de encontrar un electrén con espin « en un punto del
espacio T7 cuando otro electrén del mismo espin se encuentra en 3. p), es una
de las componentes (o) de espin de la matriz densidad de primer orden, mientras
que p2 . es la densidad de pares de electrones con espin «,

Paa(T1,72) = pL(r1)pk(r2) [T+ fau(r1,72)], (3.38)

donde fy(T1,72) s el hueco de Fermi existente entre electrones con espines
paralelos. A nivel SD, la ecuacién 3.37 toma la forma

HF _ p%coc(T]/TZ) 1 |plc(r1;r2)|2
Paamiral = oty =T ol
X (1)
_ pzx(ﬁ) _ |Z1 X;gé‘):;l(ﬁ )l ‘ (3.39)

La funcidon 9« (T1/r2) es minima cuandory =12 (P (T1/r1) = 0), y su curvatura
VZIT2 Pax(T1r2) = D*(11) ofrece una estimacion acerca de la probabilidad de
encontrar un electrén con el mismo espin en los alrededores de T7.

La idea propuesta por Becke y Edgecombe consistié en definir una nueva
funcién a partir de D*(r), la denominada funcién ELF, normalizada en el intervalo
[0,1], que fuera capaz de identificar sin ambigiiedad regiones del espacio en las
que se localizaran parejas de electrones. Asi, se define la funcion ELF como

1

ELF =nge(r) = ———,
T+X3e

(3.40)
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donde
D*(r)
= / 3.41
XBE D&(r) ( )
y la funcién de referencia Dy (r) se expresa como
DE(r) = 2 (6m)%pl,(r) . (3.42)

5

D (r) es la curvatura antes definida para una pareja de electrones del mismo
espin para el gas homogéneo de electrones de Thomas y Fermi de igual densidad
que el sistema real en el punto .

Retomando el caso monodeterminantal, la densidad de probabilidad de encon-
trar un electrén del mismo espin a una distancia s del punto de referencia r se
puede expresar mediante una expansion de Taylor de la densidad de probabilidad
condicionada para una pareja de electrones del mismo espin promediada esféri-
camente (el promedio esférico se realiza sobre una esfera de radio s alrededor
del punto de referencia r). El primer término de la expansion de Taylor (inde-
pendiente de s) se anula puesto que la probabilidad de encontrar dos electrones
con el mismo espin « en el mismo punto T es cero (consecuencia del principio de
Pauli). EL término lineal es dependiente del gradiente del agujero de Fermi en
T, por lo que también se anula. En estas condiciones, el primer término no nulo
de la expansidn es el término cuadratico, de tal modo que

1o 1Vpg(r)?
HF _ 2 Vv (1)]? — — x 24 ...
ZQO“X(T,S) - 3 . | Xl(‘r)| 4 p]x(_r) S + (343)

1

La expresidn entre corchetes,

& 1 2
D) = 3 IVx(r]F — 3 ot

1

(3.44)

estd directamente relacionada con la curvatura en r del agujero de Fermi a nivel
HF.

La funcién ELF, al igual que la laplaciana, ofrece informacion acerca de las
regiones del espacio donde se espera que se localicen una pareja de electrones.
Esta informacidn en realidad esta contenida en la matriz densidad de segundo
orden, p%(r1,72), més dificil de calcular y estudiar. La diferencia con respecto a
la propia densidad electrdnica se hace evidente. La separatriz de la ELF entre
la primera y segunda capa de un atomo es cercana a cero, mientras que la
densidad es realmente alta, mucho mayor que en la zona de valencia donde la
ELF adquiere un valor cercano a 1.

Por definicion, n(r) =1 en todo el espacio tanto para un sistema monoelectrd-
nico como para el estado singlete de un sistema de dos electrones. En moléculas
poliatémicas, se suele considerar que el valor de la n(r) igual a 1 solo se da
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en casos de perfecta localizacion de una pareja de electrones o de un electrén
desapareado. Es decir, cuanto mas localizados estén los electrones, més cercano
sera el valor de ELF a la unidad. Asi, los pares de electrones constitutivos de
enlaces covalentes y los pares libres mostraran elevados valores de ELF. Puesto
que n(r) = 1/2 para el gas homogéneo de electrones, un valor de ELF=1/2 mar-
ca la referencia para un sistema totalmente deslocalizado. Hay que destacar, no
obstante, que esta interpretacion es sélo aproximada, pues es posible encontrar
sistemas con ELF<1/2.

Aunque la definicidn original de la funcién ELF viene dada por la expresion
3.40, existe una interpretacidon en la que la ELF se redefine en términos de la
densidad de energia cinética [84]. Debido al principio de Pauli, dicha densidad
para el estado fundamental de un sistema formado por fermiones es superior a la
de un sistema bosdnico con la misma densidad. Sin embargo, ni la densidad de
parejas ni su curvatura, que caracterizan a la funcion ELF, estan correctamente
definidas en DFT, por lo que es necesario recurrir a otra magnitud relacionada
con la matriz densidad de primer orden. Puesto que en DFT ésta aparece tan
solo en la expresidn para la energia cinética, se asume que la informacidn esta
contenida en la densidad de energia cinética de los orbitales de Kohn-Sham.
Por lo tanto, la funcién ELF se puede expresar de forma equivalente en términos
del exceso de energia cinética local debido al principio de repulsién de Pauli.
Asi pues, en el método Kohn-Sham, la expresion para la energia cinética de un
sistema formado por N electrones no interactuantes es de la forma

N

T = 3 | X wwmpe, (345)

donde los orbitales {1{»;} son los orbitales de Kohn-Sham. La densidad de energia
cinética

N
U =1 Y VP (3.46)

no solo es positiva sino que ademas tiene un valor minimo que se alcanza cuando
el sistema tiene cardcter bosdnico (cuando todos los orbitales son proporcionales

a+/p)

1 2
tbos(r) P 1|Vp (r)| .

> 50T (3.47)

La energia cinética de Pauli es la energia asociada a la redistribucidon de los
electrones debido a su naturaleza de carédcter fermidnico, por lo que

11Vp! (1)

tp(r) = t(r) —tpos(r) = t(r) — 8 pl(r)

(3.48)
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En las regiones de alta densidad electrénica (como en los cores atdmicos), la
relacion entre t(r) y la densidad no muestra ninguna caracteristica asociada a
la localizacién de los electrones. Se acude por tanto, a una nueva referencia
externa, que se corresponde nuevamente con un gas electrénico uniforme que
presenta la misma densidad electrdnica,

tn(r) = crp(r)”?, (3.49)

donde cr es la constante de Fermi. De este modo, la expresidn cinética para la
ELF es

1
ELF = )= ——, 3.50
ns(r) e (3.50)
donde
tp(r)
— 3.51
Xs =1 m (3.51)

La expresion para Xs es formalmente equivalente a xgg para sistemas de capa
cerrada, por lo que las dos expresiones para la ELF, ngg(r) y ns(r), también lo
son.

Bajo la interpretacion de Savin et al, la ELF se describe como una medida
de la influencia del principio de exclusion de Pauli, dada por la energia cinética
de Pauli, con respecto al de gas de electrones homogéneo de la misma densidad
electrénica.

Silvi y Savin aplicaron por primera vez la funcion ELF para el estudio del
enlace quimico [85]. Mostraron cdmo el analisis topoldgico de la ELF induce una
particion en cuencas de atraccion en las que existe un maximo de la funcidn,
de un modo equivalente a la QTAIM. Dichas cuencas se corresponden con re-
giones del espacio en las que el exceso de energia cinética debido al principio
de Pauli es bajo, es decir, con regiones donde existen electrones solitarios o
electrones apareados, por que el valor de ELF se aproxima a la unidad. En la si-
tuacion contraria, la probabilidad de encontrar electrones con espines paralelos
es relativamente elevada, por lo que la energia cinética local es grande.

La distribucidn de la funcion ELF en los sistemas quimicos presenta diferentes
tipos de atractores. Por un lado, se encuentran los atractores asociados a los
cores (puntuales para la capa X y aproximadamente esferas que rodean al ntcleo
para el resto de capas). Siguen los atractores de valencia, que rellenan el espacio
y se identifican con las diferentes capas de valencia de los atomos. Cada uno
de ellos se caracteriza por su caracter sinaptico, es decir, por el numero de
atractores de core que comparten a través de una separatriz comin [86]. Asi, un
atractor monosinaptico esta relacionado con los pares libres de los 4tomos, pues
solo comparte una superficie divisoria con el atractor de core del atomo. Por
otro lado, una cuenca disinaptica se asocia con enlaces entre dos centros y una
cuenca polisindptica con enlaces multicéntricos.
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3.2.3 Funcién de distribucién del nimero de electrones

La teoria QTAIM y la funcién ELF, examinadas en las secciones precedentes,
generan una particidn del espacio en multiples regiones a las que se les puede
dotar de significado fisico y quimico. Mientras que en la QTAIM las regiones
estan asociadas a entidades atdmicas o a grupos funcionales (mediante la unién
de diferentes regiones en un orden determinado), en el analisis de la funciéon ELF
las cuencas representan regiones del espacio donde la probabilidad de localizar
una pareja de electrones (o un electrén solitario) es relativamente alta.

Una vez escogida una particion fisica del espacio podemos calcular los valores
esperados regionales de cualquier operador mecanocudntico bien comportado.
El mas habitual en las particiones antes resefadas es la densidad electrdnica,
cuya integracién devuelve la poblacién de cada dominio. Usando la densidad
de segundo orden también tenemos acceso a la varianza en dicha poblacion,
con la que se construye el bien conocido indice de localizacion de la QTAIM.
Mas interesante seria disponer de la distribucién “instantanea” del conjunto de
electrones en una molécula: la probabilidad de encontrar una particion de los
N electrones del sistema en las m cuencas o dominios en que ha sido dividido.
Esta ha venido en denominarse funcién de distribucién del niimero de electrones
(electron number distribution function, EDF).

Para enfocar el problema, comenzaremos por tratar de responder la siguiente
pregunta: /cudl es la probabilidad de que exactamente v de los N electrones de
un sistema se encuentren en una regién Q cuando el resto, N — v, se encuentran
la region complementaria de Q7 Esta probabilidad no puede obtenerse directa-
mente a partir de una RDM particular, pues requiere integrar v electrones en
una regidn y N —~v en otra. Teniendo en cuenta la indistinquibilidad del sistema
fermidnico,

N

P+ (Q) = < )J dx ...deJ_ Xy i1 ... dxn[W(x1,...,xN)1% (352)
v/ Ja Q

donde Q = Q —R3. No es dificil mostrar que la anterior expresién puede expre-

sarse en términos de las RDM de orden superior o igual a v:

N—v

Z (_”J PV xq, .., xn)dXg L dXy g (3.53)
o

1
Pv (Q) = i
i=0 ’

R

El caso general se trata de manera similar. Sean por ejemplo m regiones QO
tal que Ui Q)5 = R3. La probabilidad de que v; electrones se encuentren en Q,
vy electrones en Qy,..., Yy Vi, electrones en Oy, con vi+vy+...vm = N,
determina la funciones de distribucién del nimero de electrones del sistema
(EDF), Pvi,vs,...,vm- Generalizando la expresidn anterior,

pV1,V2,...,‘Vm (Qa/ Qb/ e /Qm) = NJ dx] M dXN\lJ* (X]/ e ,XN ) X

D
xW(x1,...,%N), (3.54)
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donde D es un dominio multidimensional en el cual v electrones se integran en
Qgq, v2 electrones en Qyp,..., Yy Vi en Qpy, y donde el factor N = NY/vqvoovim
tiene nuevamente en cuenta la indistinguibilidad de los electrones.

La EDF no es un concepto nuevo, sino que su ntcleo algebraico fue propuesto
hace décadas por Daudel [87-90]. Desafortunadamente, solo los nuevos avances
algoritmicos y computacionales han permitido su célculo eficiente en tiempos
recientes, particularmente tras el trabajo de Savin y colaboradores [91-95], o Bo-
chicchio et al. [96,97]. Las probabilidades estan perfectamente definidas desde
un punto mecanocuantico y como tal, permiten realizar una interpretacion esta-
distica del enlace quimico en el espacio real. Pueden obtenerse para cualquier
division de R3, aunque cuando las cuencas son las generadas por la QTAIM, la
asignacion de los N electrones (incluyendo la posibilidad de 0) a las distintas
entidades atdmicas (o multiatomicas) da lugar a lo que se ha venido en llamar
estructuras resonantes en el espacio real (real space resonance structure, RSRS).
Dado un nimero arbitrario de electrones N y un nimero también arbitrario de
regiones m en las que se divide el espacio, el nimero total de RSRS distintas,
Ng, viene dado por

(N+m—1)!

Ns = Ni(m—1)

(3.55)
Cada una de las diferentes Ng estructuras resonantes se puede denotar como
Si(vi,v2,...,vm) = Si{vp}, (i = 1, Ng). Esta notacién indica que v; electrones
se encuentran en la regidon Qg, v, electrones en Qy,..., y vy, electrones en la
region Q.. Ast por ejemplo, para la molécula de LiH existen Ns = 5 formas
resonantes distintas de asignar los electrones en las dos cuencas existentes:

S1(4,0) S2(3,1) S3(2,2) S4(1,3) S5(0,4) (3.56)

El calculo de las distintas probabilidades no solo tiene interés puramente
académico sino que se pueden emplear para la obtencidn de magnitudes impor-
tantes para analizar los sistemas quimicos. Cualquier observable dependiente
de la poblacidn electréonica quedara determinado por la EDF de un sistema. Asi
por ejemplo, la poblacién electrénica promedio de una cuenca, obtenida median-
te la integracion de la densidad electrdnica en dicha region, también se puede
obtener facilmente una vez que se conoce la EDF asociada [74]. El indice de
deslocalizacion entre dos dominios Q4 y Qy, analogo al orden de enlace en el
espacio orbital, se puede definir a través de las EDF [98-101] asi como también
otros indices de enlace quimico [102-105].

Dada su complejidad algebraica, existen distintas aproximaciones para el
computo de probabilidades en funcién del tipo de funcién de onda empleada
y el nimero de regiones en las que se divide el espacio. Asi, para una funcion
de onda monodeterminantal y una biparticion del espacio, A. Savin et al. han
disenado férmulas eficientes para el célculo de p,(Q) (ec. 3.52) [91-93]. La ge-
neralizacion de dichas formulas a espacios con mdltiples regiones (m > 2) ast
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como a funciones de onda correlacionadas (i.e. mediante una expansidn lineal de
varios determinantes de Slater) no es una tarea trivial. Afortunadamente, Martin
Pendés y colaboradores han desarrollado algoritmos para llevar a cabo dicha
tarea [105] y han implementado a su vez los algoritmos capaces de introducir el
espacio de espin para llevar a cabo el calculo de las EDFs dependientes del
mismo (spin resolved electron number distribution function, SEDF) [106]. Volvere-
mos sobre este punto tras examinar brevemente el dlgebra conducente al calculo
de EDFs.

A continuacion, se exponen brevemente los algoritmos que conducen a expre-
siones eficientes para calcular EDFs y SEDFs desde el punto de vista més
general, siguiendo las ideas de [102,105-107].

Estructura de la funcion de onda, ¥, y de su cuadrado, Y2

Supongamos un sistema de N electrones descrito por una funcién de onda
multielectrénica tal que W(x1,...,%XN) se expresa como una combinacién lineal
de M determinantes de Slater, )y,

M 1 M
Yy, .oxn) =) Crbrlxg,...,xn) = N > Cydethp,],  (357)

donde P (x1,...,%XN) €s una matriz cuadrada de dimensién N x N

] Xi(x1) oo xjxN)

LXN) = — . : ,
VNI .o
XN(X1) XN(XN)
en la que {x} representa el conjunto de los espinorbitales moleculares, que
se suponen reales y normalizados, asociados al determinante V. El producto
YWY = Y2 que aparece en la ecuacién 3.54 se puede expresar como

Pr(x1, .. (3.58)

M
y2 — % > C,Cydet [rt], (3.59)
‘T8

donde se ha hecho uso de la propiedad de que el determinante del producto
de dos matrices cuadradas del mismo orden es equivalente al producto de los
determinantes de dichas matrices, det [\] det [1])2] = det [d)rﬂ)ﬂ. Un elemento
(1,j) del producto matricial N x N entre los determinantes de Slater { y !
viene dado por

(Wrbd)i5 =D ()i (Ws)e = D xi (K)x§ (k). (3.60)
k

k

Aprovechando la linealidad de la funcién determinante (si at,...,an Yy by son
vectores columna, con a; = ), axby, donde ay son nimeros reales o complejos,

det a1,...,Zoq<bk,...,aN :Zockdet[a1,...,bk,...,aN]. (3.61)
k k
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), y aplicandola de forma recursiva a las distintas columnas 1,2,...,N del pro-
ducto Pypt, se tiene que

xi(ka)xi(kn) - xq (en)xR (k)
det [,pt] Z Z det : :
=t et Gk (ka) e X (enx (k)
(3.62)

Solo los términos en los que todos los kj(j = 1,...,N) sean diferentes contri-
buiran a [1|)T11)§]. Ast pues, la expresion final para el producto de determinantes
[Wrl] es de la forma

S det [xi(k)x{ ()], (3.63)

{kj}ESN
donde Sy es el conjunto de todas las N! permutaciones posibles de {1,2,..., N},
{kj} es una de ellas y det[ {(kj)xjs(kj)} es una forma compacta de la expre-

sidn para el determinante en el sequndo miembro de la ecuacién 3.62, teniendo
presente que todos los elementos k; deben ser diferentes.

Cémputo de las probabilidades p, v,

.....

El procedimiento bdsico para calcular pv,,v,,...v,, Se basa en la resolucién
de un sistema lineal que consta de Ng ecuaciones referidas a las Ng incdgnitas
Pviva.ovm:

Empleando la expresion para el cuadrado de la funcion de onda (ec. 3.59) en
la ecuacidn 3.54 se tiene

M
pV1,V2,...,'\/m = pS{vp} = Z C‘rCS pg?\/p}/ (364)
T,8
donde
] t
pg‘s{vp} = m JD det [ll)rﬂ)s} dxq...dxn, (365)

y sustituyendo en esta ecuacidn anterior la dada por la ec. 3.63 se llega a

T 1 T
P = e Y JD det [x[ (k; x5 (k;)] dx ... dxn. (3.66)
{kj}ESN

Sumando sobre las variables de espin ademas de llevar a cabo la integracién en
ec. 3.06, se tiene

T ! A
P = S 2 Y| | 60)
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donde

(SSQ)U if k; e{l,...,v1},
( Elsb)i]' lfkjE{V1+1,...,V1+Vz},
Si5 (ki) = 1. (3.68)

(ng)ij lfij{N—Vm+],...,N},

y (S5, )ij es la integral de solapamiento entre el espinorbital i-ésimo en el
determinante de Slater 1\, y el espinorbital j-ésismo en el determinante de
Slater Vs dentro de la region Qy,

(SE,)5 = 8lot, o) | i) (369)

En esta expresion se han separado las variables espaciales xI(r) y x{(r) in-
tegrando sobre el espin, de tal modo que d(x, &) = 8(B,B) =1y d(x, B) =
5(B,«) =0. Cada pgivp} es una suma de N! determinantes construidos median-
te integrales de solapamiento entre los espinorbitales correspondientes a los
determinantes de Slater Py y Ps. En cada uno de dichos determinantes, las v,
columnas, para las cuales k; € {1,...,v1}, son las integrales de solapamiento
circunscritas a la regién Qg; las va columnas con kj € {vy +1,...,vy +v3}
son las integrales de solapamiento en Qy,..., y las v, columnas en las cuales
kj €{N—=vy +1,...,N} son las integrales de solapamiento en Q.

Para llevar a cabo la suma de determinantes en la ecuacién 3.67, y dado que
a medida que N se hace més grande el computo de las probabilidades deviene
mas dificil, existe una identidad de gran utilidad [93] que permite simplificar el
proceso,

m
Dt XX s, ) = det [Z tksgk], (3.70)
S{vp} k=1

valida para cualquier nimero ty. Multiplicando los dos miembros de la ecuacion
3.64 por t;' x -+ x tym y sumando sobre todas las S{vy} posibles estructuras,
se tiene que

m
>t gk] . (3.71)
k=1

La parte izquierda de la ecuacién 3.71 contiene Ng términos, es decir, tantos
como posibles estructuras S{vy} (con vy +---+ vy = N) haya.

El procedimiento para obtener el conjunto de las Ng incognitas (las pro-
babilidades pg(v,}) se lleva a cabo del siguiente modo. En primer lugar, se
asignan Ng valores a tq,t2,...,tm—1 (tmw = 1) para calcular los coeficientes
t;”,t;’z,...,txlm del miembro de la ec. 3.71 de cada una de las Ng estructuras,

Z 8 X X sy, = Z C,Cs det
S{vp} T,8
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para en un segundo paso, realizar el computo de las matrices de solapamiento
de dimensién N x N, S75 , que aparecen en el miembro de la derecha de la ec.
3.71. De este modo, se obtiene un sistema de Ng ecuaciones con Ng incdgnitas.
Las soluciones obtenidas no dependen de los distintos valores ty seleccionados
aunque es necesaria cierta precaucion a la hora de escoger dichos valores. En la
prdctica, mediante la seleccion aleatoria de distintos valores dentro del intervalo
[0, 1], se evita la dependencia lineal de las Ng ecuaciones [105].

Es importante destacar el rapido crecimiento que experimenta Ng con el nu-
mero de electrones N y el nimero de regiones m, lo que provoca que el sistema
lineal no se pueda resolver de manera exacta excepto para un conjunto pequeio
de moléculas. Para el resto de casos, es posible establecer un método aproxi-
mado consistente en limitar el nimero de estructuras S{v,} que aparece en la
ecuacion 3.71, restringiendo el nimero de electrones a un valor minimo o méximo
en una o mas de las m regiones. La restriccion aplicada se puede basar en la
intuicidon quimica.

Continuando con la molécula de LiH, la intuicidon quimica nos ofrece una ima-
gen de esta molécula con un enlace claramente idnico, en que el el atomo de Li
estd formalmente cerca del catién Li* y el dtomo de hidrégeno del anién H™.
Se intuye por lo tanto, que la estructura S3(2,2) (etiquetando la poblacion del
Li a la izquierda) serd la que tenga mas peso. Asimismo, las estructuras Sq(4,0)
y S5(0,4), que asignan 4 y 0 electrones a la cuenca del Li respectivamente, ten-
dran un peso mucho menor, por lo que dichas estructuras se podrian obviar a la
hora del computo de la EDF. Esta reduccidon del espacio EDF, despreciable en
una molécula tan pequena, se hace imprescindible para otras incluso tan simples
como el benceno, CgHg, pues el nimero de estructuras resonantes en el espacio
real distintas escala a Ng = 76,223,753,060. Como es muy poco probable que
en cada cuenca asociada a los H haya, por ejemplo, mas de 5 electrones, todas
las estructuras que asignen 5 o mas electrones a cada cuenca del hidrégeno se
podrian suprimir para el computo de la ecuacidon 3.71. Aunque esta estrategia
reduce considerablemente el tiempo de calculo necesario, no deja de ser una
aproximacion, y requeriria por lo tanto de un andlisis de consistencia sobre las
probabilidades obtenidas al final del proceso (que sean positivas y que la suma
de todas ellas se acerque marginalmente a la unidad).

Probabilidades incluyendo las variables de espin

El ordenamiento de los espinorbitales en cada determinante de Slater es
arbitrario. Sin embargo, dado que cada espinorbital posee espin « o 3, siempre
se puede ordenar el conjunto de los espinorbitales correspondientes a 1\, X{ (i =
1,...,N) de tal modo que los N4 espinorbitales con espin « sean los primeros
en la lista y los Ng espinorbitales con espin 3 los ultimos (Ny + Ng = N).
Ademds, como el nimero de electrones o« y 3 es el mismo en cada uno de los
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determinantes de Slater 1\, las matrices de solapamiento en cada region Sbsk
tienen la misma estructura diagonal,

Srs,oc 0
rsk = det [ %k Srs B] (3.72)
La estructura en bloque diagonal que ofrecen las matrices de solapamiento per-
mite generalizar de manera relativamente sencilla la ecuacién 3.71 con el fin
de incluir las variables de espin en el calculo de probabilidades. Asi, dada una
particidon exhaustiva del espacio en m regiones, la probabilidad que se preten-
der determinar es aquella donde exactamente v{* electrones se localizan en
la region Q4, v§ electrones en Qy, ..., y vy, electrones en Q,,, todos ellos
con espin o (V{*+--- vy = Ng) al mismo tiempo que v? electrones se loca-
lizan en Qg, vg’ en Qp, ..., y vﬁ’l electrones en Q;,, todos ellos con espin

8 (v? o vB = Ng). Si se denotan como SS:X y S}jf a las matrices de
dimensién N x N definidas como

ST“X 0 B 0 0
§6.° = det [ o o] S5, = det [o 5o ﬁ] (3.73)
y se define S(i1,...,im, ims1,...,12m) = S{ip} = S(vf‘,...,v%l,v?,...,v%),
U T.rs _ STS ,X
Qk !

= STS B (k = 1,...,m), las probabilidades pg{ip} se pueden obtener

m+
resolviendo el sistema lineal:

2m
D R P, = Z C,Cs det [Z tkTLS] , (3.74)
T, k=1

S{ip}

donde ty;, =1y ty,...,tam—1 son nimeros reales arbitrarios. La ecuaciéon 3.74
es un sistema lineal de Ng x NE ecuaciones e incdgnitas, con
(Ng +m—1)!
Ng=-—"—"—"" (0=0,pB), 3.75

que se puede resolver como la ecuacion 3.71. Asimismo, se puede reducir la di-
mensionalidad del sistema lineal restringiendo el nimero de estructuras a tener
en cuenta. Finalmente, cada probabilidad independiente del espin se puede ob-
tener de manera directa mediante la suma de pg(i,) en la cual i1 +im41 =
Vi, i2+im2 = V2, .. im tl2m = V.
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ANALISIS DE POBLACION
GENERALIZADO

41 PARES ELECTRONICOS, CORRELACION
ELECTRONICA Y LOCALIZACION/DESLOCALIZACION

4.1.1  Pares electrénicos y densidad de pares

El concepto de par electronico forma parte indivisible de la quimica moderna
desde que G. N. Lewis postulara, hace casi 100 afnos, la comparticion de elec-
trones como pilar basico sobre el que se fundamenta, tal y como se conoce en
términos actuales, el enlace quimico. Aunque en un primer momento, el principio
de comparticién supusiera la posible violacion de la ley de Coulomb para dar
cuenta del apareamiento electrénico, hoy en dia dicho apareamiento se entien-
de como consecuencia del principio de antisimetria que toda funcién de onda
fermidnica ha de satisfacer.

Las estructuras de Lewis, de acuerdo a las cuales los electrones de la capa de
valencia se disponen en pares enlazantes y no enlazantes, han jugado un papel
importantisimo en comprender la naturaleza del enlace quimico y en elucidar
la estructura y propiedades de la materia. Lewis observd que la mayoria de
las moléculas estables tienen un nimero par de electrones, de manera que sus
formulas se podian escribir si se suponia que cada enlace correspondia a una
comparticion de electrones entre los atomos enlazados. Posteriormente, también
constaté que la mayoria de los 4tomos en las moléculas se rodeaban de ocho
electrones (la regla del octete), donde las parejas de electrones se distribuian
formando un tetraedro. Afos mas tarde, cuando la mecdnica cudntica hubo hecho
su aparicion, Linnett llegé a la conclusion de que los electrones no siempre
se localizaban formando pares de electrones. Proponia que, como consecuencia
de la correlacién de espin, los electrones se distribuian en dos tetraedros (los
dobles cuartetos) que se mantenian lo mas alejado posible entre si, y compartian
un vértice, una arista o una cara para dar cuenta del enlace entre atomos.

A partir de ambos modelos, en los que el enlace se forma por comparticién
de electrones, se habria de esperar un maximo de la densidad electrénica en
algtn punto geométrico entre los &tomos enlazados. Sin embargo, habitualmente
dicho supuesto maximo no se encuentra en realidad y solo suele aparecer en
las posiciones nucleares. El formalismo de Lewis suponia un modelo estatico
de la distribucion electronica, pero ningun sistema con cargas puede estar en
equilibrio cuando las cargas estadn en reposo. Una descripcidn mas realista es
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considerar la distribucidn electrénica teniendo en cuenta la naturaleza cuantica
de los electrones. En este sentido, solo se puede determinar la probabilidad de
localizar un electrén en un determinado elemento de volumen del espacio. Por lo
tanto, la distribucidon electrdnica es una distribucidn de densidad de probabilidad.
De este modo, aunque los electrones no pueden estar localizados el espacio, las
posiciones mas probables de las parejas de espines opuestos sl que presentan
situaciones promedio localizadas debido al principio de exclusion de Pauli.

La compatibilidad entre ambas realidades, la localizacién de particulas y de
pares de particulas cuanticas en una region del espacio, ha suscitado y sigue
suscitando multitud de discusiones, analisis y estudios. Una posible forma de
abordar este escenario, dada la naturaleza cuantica, y por ende probabilistica, de
la materia a escala subatémica, es emplear analisis y herramientas estadisticas.
Cabe esperar que el estudio del apareamiento electrénico esté relacionado con
magnitudes bielectrénicas. Si la densidad de una particula es la clave para
estructurar una teoria cudntica del 4tomo en la molécula, la magnitud més simple
para construir una teoria del par de electrones es la densidad de pares o densidad
de parejas.

Densidad de pares

La densidad de pares, ya definida y comentada en los capitulos precedentes,
permite conocer la probabilidad de encontrar simultdneamente un par de elec-
trones con espines o1 y o2 en los elementos de volumen dr; y dr, centrados
en dos puntos del espacio r1 y r2, mientras que los restantes N — 2 electrones
tienes posiciones y espines arbitrarios. Constituye la parte de diagonal de la
matriz densidad de segundo orden que se expresa como

p2(x1,%2;%},%5) = N(N — ])JW(XMXZ/---/XN)X

X WH(x],x5, .. xN)dxs .. dx, (4.1)

siendo X1 =T707 y X2 = 1202. Por lo tanto, la densidad de pares viene dada
por

p%(x1,%x2) = N(N —UJ‘P(M,Xz,...,xN W (x1,%2,...,xn)dx3 ... dxN,

(4.2)
e independientemente del espin,
p?(r1,m2) = N(N— 1)J‘P(X1,xz,---,XN)><
xW*(x1,%2,...,xn)dojdodxs ... dxN. (4.3)

Al igual que sucede con la densidad electrénica, p? es una cantidad siempre
positiva. Por otro lado, p? es a su vez una funcién simétrica respecto al intercam-
bio de las coordenadas de dos de los electrones y estd normalizada al nimero
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total de parejas de electrones ordenadas, N(N —1). Esta funcién es de una gran
importancia en mecanica cudntica ya que contiene toda la informacién relacio-
nada con la correlacion electrénica. Al condensar la informacidn contenida en la
funcion de onda en la densidad de pares cualquier anédlisis algebraico que se
realice resulta mas sencillo. Sin embargo, incluso ast, p2 es todavia una funcion
de una gran complejidad que requiere desarrollos matematicos posteriores que
nos permitan extraer de la misma la informacion deseada. Uno de los posibles
analisis estd basado en las probabilidades condicionadas, las cuales describen
la distribucion de uno de los electrones del par electrénico cuando el sequndo
electrén, denominado electrén de referencia, esta situado en una cierta posicion
o0 region.

Evidentemente, si los electrones fueran particulas clasicas idénticas que no
interaccionan los unos con los otros (no correlacionados), la densidad de pares
se obtendria de forma inmediata a partir de la densidad de un solo cuerpo. En
este caso, la probabilidad de encontrar un electrén en un punto del espacio con
un determinado espin seria totalmente independiente de la posicion y espin del
segundo electréon. Dicha probabilidad vendria dada por

pZq(x1,%2) = L_]P] (x1)p' (x2), (4.4)

N
donde el factor N-dependiente tiene en cuenta la renormalizacién de la densidad
del sequndo electrén, que debe integrar a N —1 y no a N, dada la supuesta
localizacidn del primer electrén en x1. Es decir, la probabilidad de que cualquiera
de los N electrones se encuentre en x7 viene determinada por p'(x1) y la
probabilidad de que el sequndo electrén se encuentre en x;, sabiendo que el
primero estd en x1, es sélo (N/N—1)p'(x2), que es obviamente inferior a p'(x>).

Debido a la naturaleza fermidnica de los electrones y a las interacciones
coulombianas que se establecen entre ellos, la densidad de pares se aleja del
comportamiento descrito por la ecuacién 4.4. Por lo tanto, la diferencia entre p? y
pﬁld da cuenta de todos los efectos de correlacidn electronica. Como consecuencia
de la condicién de antisimetria que ha de poseer una funcién de onda fermidnica,
la densidad de probabilidad de encontrar dos electrones con el mismo espin en
el mismo punto del espacio es nula. Es decir, para x; = x, el intercambio de
electrones conduce a p?(x1,%x1) = —p%(x1,%1) por el principio de exclusién y
por lo tanto, p%(x1,%7) = 0. Este tipo de correlacién, conocida como correlacién
de Fermi o intercambio, no tiene relacion alguna con la carga de los electrones
sino que es consecuencia directa del principio de Pauli, y sdlo afecta a electrones
con espines paralelos.

Por otro lado, el efecto que la carga de los electrones produce en la densidad
de pares es bien conocido. Se trata de la clasica repulsion electrostatica entre
electrones que se manifiesta a través del término 1/r;, en el Hamiltoniano del
sistema, y provoca la exclusion mutua entre dos electrones a medida que la
distancia entre ellos decrece. Este efecto, al contrario que la correlacién de Fermi,
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es independiente del espin, y se conoce de manera general como correlacidn de
Coulomb.

Para demostrar que la aproximacion Hartree-Fock, introducida en el capitulo
2, incluye la correlacion de Fermi pero no la de Coulomb, basta con considerar
la densidad de pares HF para un sistema compuesto de dos electrones, dos
orbitales espaciales, ¢1 y &2, y dos funciones de espin o1 y 02,

phr(x1,%x2) = {det[d1(r1)01(s1)d2(r2)02(s2)]}. (4.5)

Desarrollando el cuadrado del determinantes, se tiene

2 2

phF(x1,%2) = d1(11)%d2(r2)%01(s1)%02(s2)
+d1(r2)2d2(r1)? 01 (52)%02(51)?

—201(r1)p2(r1)dr1(r2)da(r2)or(s1)o2(s1)01(52)02(s2).
(4.6)

La probabilidad, independiente del espin, de que un electrén se encuentre en 1y
y simultdneamente otro electrén en 1 se lleva a cabo mediante la integraciéon de
las variables de espin. Asi, y dado que las funciones de espin son ortonormales, la
integracion de los dos primeros términos de la ecuacidén 4.6 es la unidad. Ademas,
el primer y segundo término son idénticos, debido a la indistinguibilidad de los
electrones. Sin embargo, en una situacién con electrones que posean espines
antiparalelos, o1 # 02, el ultimo término de la ecuacion se anulara debido
a la ortonormalidad de las funciones de espin, (x(s1)|B(s1)) = 0. En estas
condiciones, la densidad de pares es

PRE 0120, T1,72) = p' (x1)p" (x2), (4.7)

que se corresponde a la situacion de electrones totalmente independientes. Con-
viene hacer notar que pﬁF,m#Gz(r],rz) no necesariamente se anula cuando
T1 = 12. En la situacidon opuesta, cuando los electrones poseen espines para-
lelos (o017 = 02), el ultimo término en la ecuacidn 4.6 no se anula dado que
(o(s1)lo(s1)) = 1,(0 = o, B). Por lo tanto, pﬁF,U]:GZ(n,rz) no se reduce
simplemente al producto de probabilidades individuales de electrones no corre-
lacionados. Ademds, cuando r1 =13, el tercer término en ec. 4.6 cancela los dos
primeros, dando lugar a pﬁF(x1,x1) = (0. De este modo, la correlacién, como
consecuencia del principio de antisimetria, esta perfectamente enraizada en el
formalismo HF, situacién que por otro lado no resulta llamativa ya que el deter-
minante de Slater con el que se construye la funcién de onda es antisimétrica
en el intercambio de las coordenadas electronicas. Asimismo, la correlacién de
espines antiparalelos no estd presente ya que los electrones se mueven en un
campo promedio y su movimiento, por lo tanto, no estd correlacionado.
Retomando el escenario original planteado, la desviacién de la densidad de
pares respecto a la de particulas independientes tiene en cuenta los efectos
asociados a las correlaciones de Coulomb y de Fermi. Una posible manera de
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medir la influencia de ambas es introducir un factor de correlacién, f, que genere
una densidad de pares separada en dos contribuciones: el simple producto de
densidades independientes y la contribucion asociada a los efectos de Coulomb
y Fermi, la cual tenga ademas presente el factor de normalizacion (N—=1)/N. As{,

p?(x1,%2) = p' (x1)p' (x2) [1 4+ f(x1,%2)], (4.8)

que nos retrotrae a la ya introducida funcién ELF (seccién 3.2.2). De hecho, la
ecuacion 4.8 es idéntica a la ec. 3.38 para una pareja de espines paralelos.

Es importante destacar que el factor de correlacion describe, incluso para
electrones no correlacionados, el efecto que produce el factor de normalizacidn.
Asi, la situacion generada cuando f(x1,%x2) = O define un escenario totalmente
no correlacionado, donde sdlo la contribucion de densidades independientes esta
presente. Sin embargo, en este caso, p%(x1,%x2) estad normalizada a un ntimero
de parejas erréneo,

jpamm (r1,72)dry drs = Jp‘ (r)p! (r2)drrdrs = N2, (4.9)

en lugar de a N(N —1). Por lo tanto, incluso cuando f(x1,x2) = 0, la densidad de
pares contiene las denominadas correcciones de autointeraccion, una situacion
sin fundamento fisico en el que un electrén siente la interaccion coulombiana
debido a su propia densidad.

Prosiguiendo con el analisis, resulta interesante para la discusidn introducir
ahora el concepto de probabilidad condicionada. Esta proporciona la probabili-
dad de encontrar un electrén en x, cuando se conoce que otro electrén, denomi-
nado de referencia, se encuentra en x1,

pZ (X] /XZ)

o (x7) (4.10)

pxalx1) =

Dado que p(x2[x1) se refiere a todos los electrones menos al de referencia, que
estd situado en x1, es evidente que integra a

sz(XzIm)dxz:N—L (4.11)
Ademas, resulta obvio que

p?(x1,x2) = p' (x1)@(x2/x1),
plxalx1) = p' (x2) 1+ f(x1,%2)]. (4.12)
La diferencia entre la probabilidad condicionada, p(x2[x1), y la densidad no co-

rrelacionada de encontrar un electrén en x,, p(x2), describe el cambio producido
en la probabilidad condicionada provocado por la correccidon de autointeraccion,
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la correlacion de intercambio y la correlacién de Coulomb, respecto a la situacion
de particulas independientes,

2
p“(x1,%2)

oTix) pl(x2) = p' (x2)f(x1,%2),

(4.13)

hxe(x1,%2) = p(xabxr) —p' (x2) =

donde hy(x1,%X2) se conoce como agujero o hueco de intercambio y correlacidn.
Dado que la correlacién generalmente conlleva una disminucidn de la densidad
electrénica en x, con respecto a la situacion de particulas independientes, el
hueco de intercambio y correlacidn hy(x1,%2), tiene un signo negativo; en parti-
cular, en la vecindad del electrdn de referencia. La propiedad basica que presenta
hyxc(x1,%2) es que integra exactamente a la carga de un electron. Puesto que
p(x2x1) integra a N —1 (ec. 4.11), y [ p'(x2)dx2 = N, es evidente que

Jhxc (X] ,Xz)dXz =—1 (4.1 4)

4.1.2 Hueco de cambio y correlacion y correlacion electronica

El hueco de intercambio y correlacidn permite comprender intuitivamente el
efecto que la correlacion de Fermi y la Coulomb producen sobre la distribucién
electrénica. Puede visualizarse como el hueco del espacio generado por un elec-
trén a su alrededor de manera que disminuya la probabilidad de encontrar otro
electrdn en sus cercanias. Puede dividirse formalmente en dos contribuciones, la
de Fermi y la de Coulomb,

hye(x1,%2) = hg' 72 (x1,%x2) + "2 (x1,%2), (4.15)

donde hy'~%2(x1,%x2) representa el agujero o hueco de Fermi, creado en la den-
sidad como consecuencia del principio de Pauli y sdlo aplicable a electrones del
mismo espin, y h¢'"°%(x1,%2), que responde al hueco de Coulomb, consecuencia
de la interaccidn electrostdtica entre electrones, independientemente del espin
de ambos. Aunque la particidon del hueco de intercambio y correlacidon en contri-
buciones particulares carece de sentido fisico - sélo el hueco total tiene un ver-
dadero significado fisico - permite tratar, estudiar y analizar independientemente
ambas contribuciones, con las ventajas que ello pueda generar. Por ejemplo, la
busqueda de funcionales en la teoria del funcional de la densidad (DFT) que
describan de manera mas eficaz cada tipo de contribucién y, en particular, el
término de intercambio. La separacion entre los huecos de Fermi y de Coulomb
viene también motivada por la incapacidad del método Hartree-Fock de describir
adecuadamente el sequndo.

Hueco de Fermi

Dos de las caracteristicas mas sobresalientes del hueco de Fermi son, en pri-
mer lugar, que sobrepasa en importancia al hueco de Coulomb y, en segundo
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lugar, que, al igual que el hueco total, integra a la carga de un electron (ec.
4.14). La interpretacion es sencilla. La probabilidad condicionada para electro-
nes con espin o integra a Ny — 1 en lugar de a Ny puesto que ya existe un
electrén con espin o en r7. De hecho, es esta eliminacién de un electrén de la
distribucidn de carga la que corrige el problema de la autointeraccidn. Asimismo,
como consecuencia del principio de Pauli que establece que dos electrones con
el mismo espin no pueden ocupar la misma posicién en el espacio, el agujero
de Fermi en la posicion del electrén de referencia toma el valor opuesto de la
densidad electronica de electrones con el mismo espin, es decir,

hy(rs = 11,71) = —p' (r7). (4.16)
El agujero de Fermi tiene un signo negativo en todo el espacio,

hy(r1,12) <0. (4.17)
De igual modo, se puede reescribir como

hy(r1,12) = p' (r2)fx(11,72), (4.18)

donde se puede apreciar que el agujero de intercambio no depende sélo del
factor de correlacion de Fermi (fx(ry,T2)) sino también de la densidad en r;.
Como consecuencia, la forma del agujero no presenta simetria esférica, sino que
depende fuertemente del sistema. En general, tendra su mayor profundidad en las
cercanias del electrén de referencia, tendiendo a anularse rdpidamente a medida
que nos alejamos de él. Por ejemplo, en el caso de que el electron de referencia
se encuentre muy alejado del dtomo, el agujero varia tan solo ligeramente con
T2 debido a que la densidad en 17 es baja. En cierto sentido, puede decirse que
el agujero se queda atras cuando el electron de referencia sale de las regiones
de alta densidad electronica.

En algunas situaciones, el agujero de Fermi tiende a estar deslocalizado. Ast
por ejemplo, en la molécula de H; existen tan solo dos electrones con espines
opuestos y la unica mision del aqujero es cancelar la autointeraccién. Por lo
tanto, para el electrén «, el agujero de Fermi asociado a él, h{(x1,x2), es igual
al opuesto de la densidad para el electron «, y equivale a la mitad de la densi-
dad electrdnica total. De un modo equivalente sucede para el hueco asociado al
electrén 3. Por lo tanto, este hueco representa la mitad del cuadrado del orbital
molecular o4 en Hj, esta totalmente deslocalizado por toda la molécula y cons-
tituye una disminucion de la carga de la mitad de un electrén en la vecindad de
cada nucleo.
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Hueco de Coulomb

Dado que la integral del hueco de Fermi equivale a la carga de un electrén
y la del hueco total también (ec. 4.14), resulta obvio que la integral del agujero
de Coulomb a todo el espacio es 0,

Jhc (X1,X2)dX2 =0. (41 9)

Para electrones con distinto espin, la probabilidad de encontrar uno con espin o
en cualquier punto del espacio es obviamente el niimero total de electrones de
dicho espin, Ny, y es independiente de la posicion de los electrones con espin
opuesto. EL hueco de Coulomb presenta valores grandes y negativos en la posi-
cion del electron de referencia como consecuencia del término interelectrénico
1/7112, que obliga a los electrones a mantenerse alejados. Asimismo y dado que
existe una probabilidad finita de superposicion de electrones con distinto espin,
considerados cargas puntales, hy(x1,X2) no presenta un valor prefijado cuando
X2 — X1, al contrario que para el hueco de Fermi que se aproxima a —p'(x1).
Dado que el hueco de Coulomb siempre integra a cero, ha de haber regiones
en las que presente un valor positivo. Por lo tanto, existen zonas en las que se
desaloja carga respecto a la posicion del electron de referencia y otras en las
que se acumula en posiciones alejadas de éLl.

En el ejemplo de la molécula de H, no existen contribuciones para espines
paralelos y la contribucién del hueco de Coulomb se refiere sélo a electrones con
distinto espin. Si uno de los electrones se encuentra, por ejemplo en el &tomo
de la izquierda, la probabilidad de encontrar al otro en la parte derecha sera
mayor y viceversa. Ademads, a medida que la distancia entre los nlcleos sea mas
grande, mas pronunciado serd este efecto.

4.1.3 Localizacidn y deslocalizacion electrénica

El estudio de la densidad de parejas ha resultado muy fructifero para funda-
mentar el concepto de localizacidn espacial. En este sentido, las ideas iniciales
se remontan a los trabajos llevados a cabo por Daudel y colaboradores [108], que
se interesaron en como dividir el espacio real en regiones disjuntas o loges (Q;)
de tal modo que dicha particién en grupos de electrones localizados representa-
ra la divisién mas probable del espacio fisico. Aslangul et al. [109] propusieron
que estos loges se pueden encontrar, en principio, minimizando la entropia de
Shannon,

I(Qa/ Qb/ .o ) = Zp\/],\/z,...(Qa/ Qb/ oo ) lan1,V2,...(Qa/ Qb/ v )/
(4.20)

donde pv,~,,...(Qq,Qp,...) es la probabilidad de encontrar exactamente un
numero de electrones entero vi en Qg, v2 en Qy, etc. (seccion 3.2.3). En el
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caso particular de una particiéon exhaustiva del espacio real en dos regiones,
QUQ = R3, la entropia de Shannon deviene en

va ll‘l'pv ) (4'21)

donde p+(Q) es la probabilidad de encontrar un niimero determinado de electro-
nes v en una regioén del espacio arbitraria (Q mientras que el resto de electrones
N — v se encuentran en Q [110].

El mismo Daudel encontré el paralelismo entre dicha funcién y la fluctuacion
(varianza) de las poblaciones de los loges,

N N
0hH = Z v—(Na))?p~(Q ZV pv(Q [Z vpV(Q)]

v=1

2

=<Né>—<NQ> : (4.22)

Si la varianza se anula sélo existe un término distinto de cero en las sumas, por
ejemplo, v = k. En este caso px(Q) =1y (Ng) = k. Es decir, la probabilidad
de que en la region Q haya un numero de electrones igual a k es la unidad, y
por tanto, la poblacidn electronica asociada a dicha regidn es exactamente igual
a k. Se habla en este caso de una poblaciéon electrénica pura.

La poblacién de parejas, es decir, el niimero promedio de pares en () se puede
obtener a través de la doble integracion de la densidad de pares en dicha region,
siendo posible asimismo expresarla a través de las p+(Q) como

1 N v(v—1)
(hao) =3 | aa | axapttxa) = Y T Tpi@). (23

v=1
Teniendo en cuenta la expresion para la varianza dada en la ec. 422 se llega a

05 =2(Aaa) — (Na) (Na) —1). (4.24)

Por tanto, si se anula la varianza en las condiciones anteriormente vistas; es de-
cir, si sélo persiste el término v =k, se cumple que (Agn) = (Na)((Na)=1)/2.
En esta situacidn, se dice que existe una poblacién de parejas pura. Tal y como
mostraron Bader y Stephens [111], se puede hablar de localizacién de los elec-
trones en la regidn Q, pues tanto el nimero de electrones como su apareamiento
requieren solamente del conocimiento de p'(x) y p%(x1,%2).

Otra forma de visualizar la localizacién consiste en considerar la expansion
cumulante de densidad reducida de segundo orden, la 2-RD, (ec. 4.23) de tal
modo que

1
(Aaa) = 7 JQ dx JQ dxz p?(x1,%2)

:‘J axr | o [0 (xrlo (x2) — o201 %2)]
Q Q

2
= %(Ngﬁz - %<NQQ>/ (4.25)
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donde J‘Q dxi p1 (xi)dxi = <N_()_> y IO_ dx J‘Q de p%(xi,xj) = <N_()__()_> resulta
ser una medida de la correlacién dentro de la regién Q) puesto que reduce el
numero de pares creados por una distribucion electronica independiente. Por
otro lado, si se tiene en cuenta que (Aq ), a partir de las probabilidades dadas
en la ec. 423, se puede escribir como

(o) = 3 ((N&) ~ (Na)), (4.26)

la combinacidn de esta Gltima ecuacidn con la ec. 4.25, y recordando la expresion
para la varianza dada en la ec. 4.22, se llega finalmente a

0% = (No)— (Nao). (4.27)

(Na@o) provoca una disminucién de la varianza en la poblacién de Q), aumentan-
do la localizacion electrdnica en dicha regién, por lo que se conoce como indice
de localizacion, A(Q) = (No ). Cuando (Nq ) alcanza su méximo valor, (Ng),
la fluctuacién en la poblacién es cero, y se genera por tanto una localizacion
completa de los electrones en el fragmento considerado. En este caso, la probabi-
lidad de encontrar v electrones en Q) es uno, y la poblacidn electrdnica promedio,
(Na) =, por lo que el numero promedio de pares es (Ng) ((Ng)—1). En es-
ta situacion, tal y como se observd previamente, se habla de poblacién de pares
pura.

Del mismo modo que se puede medir la localizacidn en un fragmento determina-
do, también es posible medir el grado de localizacion entre dos regiones diferen-
tes, Qg y Qy, determinando la fluctuacion de la region conjunta Q = Q4 U Qy,

08 =04, +05, +2(No,o,), (4.28)

donde (Ng_0,) viene dado por

No.a,) = |

dxq J dx> p% (x1,%2). (4.29)
Qq Qp

Elvalor 2(Nn,0,) es una medida de la capacidad de los electrones de la regién
Q) de deslocalizarse en la region Qy, y viceversa, y se conoce como indice de
deslocalizacién (delocalization index, DI) [111] 8(Qq, Qp). St las dos regiones
completan exhaustivamente el espacio, Q4 U Qp = R3, se encuentra

(Na.a.) +{Na,o,) +2(Na,0,) =N, (4.30)

por lo que la maximizacidn del grado de localizacién en una region conlleva una
minimizacidon de la deslocalizacién de electrones entre los dos fragmentos.

El ndmero de pares electrénicos que se pueden formar entre diferentes regiones
viene dado por

(Aa,0,) = JQ dxq JQ dx; p?(x1,%2) = (Na,)(Na,) — (Na.a,)-
(4.31)
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Cuando tanto (No,0,) como (Ngo, o,) alcanzan su maximo valor, es decir,
(Na,) y (Nq,) respectivamente, el indice de deslocalizacién es nulo, y por
lo tanto, los electrones estan perfectamente localizados en las dos regiones.

Finalmente, si el espacio real esta dividido en m dominios disjuntos, Q, de
tal modo que UTQ 4 = R3 (m > 2), los indices de localizacién y deslocalizacién
introducidos previamente se pueden generalizar. Asi pues,

Y (No,a.)+ Y (Nao.o,) =N. (4.32)
a a#b

Las correlaciones intra e intercuenca, asociadas a los indices de localizacion y
deslocalizacidn respectivamente, se pueden, a su vez, generalizar mediante la
utilizacion de los cumulantes, que son los generadores de las fluctuaciones en
la distribucidon electrénica. Por ejemplo, el 2-CD, p%(xhxz), es el que permite
estudiar el grado de localizacidn y deslocalizacion asociado entre dos fragmentos
del espacio diferentes, como se ha visto previamente. Cuando el espacio esta
dividido en mas de dos cuencas, el uso de los cumulantes de orden v, permite
que los mismos conceptos persistan.

Indices de enlace quimico a partir de probabilidades

A través del conjunto de probabilidades obtenidas para un sistema dividido en
multiples regiones mediante la funcién EDF introducida en la seccién 3.2.3, es
posible el acceso a un conjunto indices de enlace quimico de gran interés. Asi,
el més sencillo y directo de obtener es la poblacién electrénica promedio en una
region Q, (Ng),

(Nao)= > vapsi,) (4.33)
S{vyp}

que puede particionarse en sus correspondientes poblaciones con referencia ex-
plicita al espin de los electrones,

(Nae) = > vaopig,): (4.34)
S{ip)

El indice de deslocalizacién entre dos dominios Q4 y Qp, 8(Qq, Qp), representa
una medida del nimero de pares de electrones compartidos entre ambas cuencas
y se obtiene normalmente mediante el empleo de la parte diagonal de la matriz
densidad de segundo orden (p%(x1,%2)) y la densidad electrénica (p'(x)) como

5(Qa,Qp) =-2) > L) JQ [0%(x1,%x2 —p' (x1)p" (x2))] dx1dx2,

(4.35)
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pero su computo se puede llevar a cabo facilmente una vez que se conoce el
conjunto de las probabilidades asociadas,

8(Qq,Op) =2 [<NQaQb> - <NQa><NQb>J
= —ZZ Z [(NQ?Qgﬁ — <NQ21 )(NQ:2>

=3 > 5(04,95)0,0, (4.36)
(o8] (02

donde (Nq.) y (Nqg) vienen dadas a partir de las ecuaciones 4.33 y 4.34
respectivamente, y (No,0,) Y (Nagag) se obtiene mediante

(No.0w) = D VO.V0, PS(v,} (4.37)
S{Vp}
y
(Nogag) Z VagVvog Ps{i,} (4.38)
S{ip}

Las ecuaciones 4.33 y 4.37 se pueden generalizar para obtener el valor promedio
de cualquier funcién que dependa de las poblaciones. Asi,

(Fsiv1) = D FS(vy) PS{v,)- (4.39)
S{vp}

4.2 ORBITALES NATURALES ADAPTATIVOS

421 Huecos de Fermi promediados en dominios (DAFHs)

El aqujero de intercambio y correlacién, dado por la expresion 4.13, es de la
forma '

p?(x1,%2)

) (4.40)

Nae(x1,%2) = p' (x2) —p(xabx1) = p' (x2) —

y representa la diferencia entre la densidad total en el punto x, y la densidad
condicional de que un electrén se encuentre en x» cuando otro electrén de
referencia se encuentra en x7.

La localizacidn del electrén de referencia en un punto determinado no es com-
patible con el principio de incertidumbre de la mecédnica cuédntica. Una imagen
mas realista y Gtil resultaria si se supone que la posicién de éste no esté fija sino
que puede variar dentro de una cierta region Q. De este modo, se puede definir

Por conveniencia, lo definimos con el signo opuesto al utilizado en la ec. 413
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el agujero de Fermi promediado en un dominio (domain-averaged Fermi hole,
DAFH), introducido por Ponec [112,113] y ampliamente utilizado para analizar
el enlace quimico en moléculas [114-117]. EL DAFH se expresa como

 Jo PP lx1,x2)dx
Jap'(x1)dx

h&(x2) = p' (x2) (4.47)

cuya integracién a todo el espacio R3, cualquiera que sea la definicién de Q, es
la unidad,

Lﬁ he (xz)dx, =1, (4.42)

dado que [p'(x2)dx; = N y la densidad condicionada integra @ N —1. La
localizacidn de un sdlo electrdn en la region Q) es bastante artificial y no refleja
el hecho de que en una molécula la region Q) puede estar poblada, no por uno
st no por (Ng) electrones. Resulta, por tanto, mas conveniente trabajar con
una cantidad que integra al nimero promedio de electrones en la region Q,
(Na) = [ p'(x1)dx;. Bajo esta premisa, el DAFH de carga ponderada (de
ahora en adelante, solamente DAFH) se expresa como

g?(x2) = (Na) hit(x2). (4.43)
Separando la contribucion de Coulomb y de intercambio y correlacién de la

matriz densidad de segundo orden pZ(x1,%x2) = p'(x1)p%(x2) — pic(m,xz), los
DAFHs se pueden definir a su vez de la manera siguiente,

g°(x2) = Jdm JQ p2.(x1,%2)dry, (4.44)
e independiente del espin promediando sobre la coordenada espinorial o,
g (r) = Jdc g (x). (4.45)

Los DAFHs poseen algunas propiedades interesantes. En primer lugar, y de
acuerdo a su definicién, cumple

Jgﬂ(r)dr =Ngq. (4.46)
A su vez, si la particién del espacio es exhaustiva, UqQq = R3,

> g% =p'M), (4.47)

por lo que el conjunto de los diferentes g« proporciona una particién de la
densidad en cada punto del espacio en contribuciones asociadas a cada dominio.
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Por otro lado, el DAFH esté relacionado con indices ampliamente utilizados
en las teorias del enlace quimico en el espacio real. La integracién de g©(r) en
Q proporciona A(Q), el indice de localizacién propuesto por Bader y Stephens
[111]. Cuando el hueco de intercambio y correlacién para un electréon que se
encuentra en () esta circunscrito totalmente en el propio dominio Q, se habla de
perfecta localizacién para los electrones (g2 (r ¢ Q) = 0). En estas condiciones,
el maximo valor para A(Q) serfa (Ng). Por lo tanto, (No) ' x [, g (r)dr,
representa la fraccion de electrones contenidos exclusivamente en la regién (,
es decir, no compartidos con otros dominios.

La carga electrdnica localizada de forma exclusiva en un dominio Q sélo se
dara en circunstancias muy concretas, por lo que generalmente estara repartida
con otras regiones. Dicha comparticion de electrones estéd representada mediante
la contribucién asociada a la deslocalizacién, 5(Q, Q). Ast pues, la poblacion
electrénica promedio de una regidn () se puede descomponer en contribuciones
de localizacién, A(Q), y de deslocalizacién, §(Q, Q) (Q # Q), tal que

(Na) =A(Q)+5(Q,Q). (4.48)

El segundo término es la mitad del indice de deslocalizacién de Bader y Stephens
[111], también llamado {ndice de distribucidon de electrones compartidos (shared
electron distribution index, SEDI), [118] entre dos regiones Q y Q. Este indice
se utiliza de manera habitual como el andlogo en el espacio real al orden de
enlace entre dos fragmentos. Su expresion en términos de los DAFHs de las
regiones Q y Q viene dado por

g (r)dr + J g (r)dr. (4.49)

5(Q, Q) :J_ i

Q

Los DAFHSs se han aplicado de manera casi exclusiva al estudio de moléculas
de capa cerrada descritas por funciones de onda monodeterminantales. Aunque
existe una extension para funciones de onda ROHF [117], su traslado al escenario
proporcionado por descripciones multiconfiguracionales apenas se ha llevado a
cabo, debido principalmente a la no disponibilidad de la matriz de cambio y
correlacién, p2_(x1,%2). En este sentido, se ha propuesto un DAFH aproximado
basado en la utilizacidn de integrales de solapamiento entre orbitales naturales
(proveniente de la diagonalizacién de la matriz densidad de primer orden) y sus
poblaciones electrénicas [116]. De entre los poquisimos anélisis para niveles de
teoria multideterminantal, destacan los llevados a cabo por Ponec y Cooper [119,
120] y también por Bultinck y colaboradores [121]. Recientemente, E. Francisco
et al. [122] han llevado a cabo un estudio sobre la interpretacion de los DAFHs
basada en el concepto de densidad excluida, valida tanto para niveles SD como
MD, y supone uno de los pilares fundamentales para el estudio y analisis desde
un punto de vista correlacionado.
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DAFHs para funciones de onda monodeterminantales

Cuando la funcién de onda viene expresada por un Unico determinante de Sla-
ter, se ponen de manifiesto las caracteristicas que poseen los DAFH y su estrecha
relacion con las EDFs. Sea, por lo tanto, una funcion de onda monodeterminantal
W que describe un sistema formado por N electrones,

1
Yixy,...,xNn) = ——det [x1(x xX2)... xn)I, 450
(x1 N) N X1 (x1)x2(x2) ... xn(xN) (4.50)
donde x;i(x) es un espinorbital (real) con espin o para los electrones 1 <i < Ny

y con espin 3 para los electrones Ny +1 < i < Ny +Npg = N, donde Ny y
Np representan el nimero de electrones o« y (3 respectivamente. La discusion
posterior es valida para determinantes de Slater RHF o ROHF, por lo que N4
no necesariamente es igual a Ng y los espinorbitales o« y 3 no necesariamente
comparten la misma funcidn espacial. En estas condiciones, la expresion para el
DAFH es bastante sencilla. Dado que la densidad de cambio y correlacion viene
dada por p2.(x) = p'(x1;%x2)p" (x2;%1), se puede escribir como

pZe =) Xilx1)xi(x2)x;(x2)x;(x1), (4.51)
D)

y la expresion para g2 (x) en términos de los espinorbitales es de la forma

le Gijx; (%), (452)
con
Z 5(01, 03)S5;, (4.53)
y donde
S§j = JQ Xi(x)x;(x)dx, (4.54)

representa la matriz de solapamiento atémico (atomic overlap matrix, AOM) ex-
tendida al dominio Q) entre los espinorbitales x; y xj. De forma global, SO =
(XIx) - Como consecuencia de la ortogonalidad de las funciones de espin, las
matrices S* presentan un estructura diagonal en bloques ot y B, SQ y Sf?.

La matriz G = S, que representa el agujero de Fermi en la base de los
orbitales atomicos, puede diagonalizarse, pudiendo obtener importante informa-
cién acerca de cdmo estan distribuidos los electrones en un regién arbitraria Q
a través de la inspeccion de los correspondientes valores y vectores propios. Asi,
sea una transformacién unitaria UTU = I, de tal modo que G2U = Un. Los
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autovectores definen una nueva base de orbitales ocupados, ¢, que representan
los orbitales DAFH, ¢ =xU. En esta nueva base, el agujero de Fermi g**(r) se
representa como

N
g2 (x) =) nilpi(x). (4.55)

Las funciones ¢; son estados monoelectrénicos efectivos, denominados orbitales
naturales de dominio (domain natural orbitals, DNO), introducidos por Ponec,
y los valores propios ni son los bautizados como numeros de ocupacién, por
la similitud con la descomposicion de la densidad electronica en los orbitales
naturales. Por otro lado, el hueco g se puede entender como una densidad de
primer orden restringida al dominio ) considerado, por los que los autovalores
n; satisfacen la condicion 0 < ny < 1, de modo que la poblacidon electrénica
promedio del dominio Q) se puede recuperar mediante la suma de todos los n;
involucrados, (Ng) = ; ny.

La base que conforma los DNOs, ¢, es a la vez ortonormal en todo el espacio
R3 y ortogonal en el dominio Q. Mds alin, si la particién del espacio est4 formada
solamente por dos regiones Q) y Q, QUQ = R3, en estas condiciones se tiene
que G = (Xlx)o = I —G, de tal modo que la matriz U también diagonaliza G
siendo I —n su matriz de autovalores. Asi pues, la base de orbitales DAFH, ¢,
es com(n a los dos dominios Q y Q. Por lo tanto,

g2 (x) =) (1T—nylpi(x). (4.56)

i

De este modo, cada pareja (i,j) de orbitales DAFH con el mismo espin satis-
facen las siguientes relaciones

(Dild;)xs = dyj,
(bildj)a = dyyni,
(Pildj) g = 81 (1 —my). (4.57)

El determinante de Slater escrito en la base x se puede igualmente expandir en
la base ortonormal ¢, de tal modo que la densidad electrdnica se puede escribir
como p(x) = Zl\] |pi(x)|2. Cada ¢ contribuye exactamente con un electrén a
p. Por lo tanto, y junto con la condicién (dpild;)o = dijny, cada ny se puede
entender como la fraccidon del electron efectivo descrito por ¢; que se encuentra
en el dominio Q.

Finalmente, si la funcién de onda monodeterminantal es de capa abierta, g (x)
se puede descomponer en las dos contribuciones de espin de tal modo que

g°(x) = g9 (x) + gf (x), (4.58)
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donde

N
99 = > xiX)GF,x;(x), (4.59)

i,jeoc

y los indices i y j tiene en cuenta sélo los orbitales con espin o o f3.

Relacion entre los DAFHs y las EDF

Aunque los DAFHSs y las EDFs, introducidas en el capitulo anterior, parecen
no estar relacionadas a primera vista, realmente existe una conexién entre ambos
conceptos. Se ha dejado entrever previamente cémo los DAFH estan relacionados
con el indice de deslocalizacion entre dos fragmentos del espacio real. Asimismo,
en el capitulo anterior, hemos visto como pueden obtenerse estos mismos {ndices
a partir de las EDFs. En definitiva, mediante dos herramientas diferentes se
puede obtener el mismo indice quimico. Asi pues, se intuye que dicha conexidn
existe. No obstante, es importante destacar que el vinculo algebracio entre las
EDFs y los DAFHs que vamos a comentar a continuacién sélo es exacto en el
caso de descripciones monodeterminantales [123].

Con el fin de establecer dicho vinculo, basta con darse cuenta que el Unico
requisito para obtener los DAFHs se centra en el calculo de las matrices de
solapamiento atomico (AOM) entre los espinorbitales que expanden la funcién
de onda. De un modo semejante, dichas matrices son también las necesarias para
determinar las EDFs.

Centrandonos en el caso de dos regiones que completan el espacio R3, la
probabilidad de que exactamente v electrones se encuentren en la regién Q y
N — v electrones se encuentren en la regién complementaria Q estd dada por

1 ~
pv(Q) = VIN— ]! Z det [S;(k5)], (4.60)
{k;}e8n

donde 8n es el conjunto de las N! posibles permutaciones de los primeros N
numeros naturales y {k;j} es una de estas permutaciones. Cada elemento §ij (k;)
viene dado por Si; o 1 —Sy; dependiendo de si k; € {1,...,v} o kj € {v+
1,..., N} respectivamente, y Si; = (xilxj)o es la AOM entre los espinorbitales
Xiyx;en Q.

Dado que las funciones de onda monodeterminantales son invariantes ante
transformaciones unitarias del conjunto de todos los espinorbitales, la ecuacién
4.60 se puede expresar en la base de los DAFH, ¢. En esta base, y gracias a la
ortogonalidad de los DAFH, la matriz S es diagonal tanto en la regién Q como
en la regién Q, cuyos valores diagonales, A;, son n; y 1 —n; respectivamente,
y el cdlculo de su determinante, por lo tanto, es trivial.
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La probabilidad dada por la ec. 4.60 es, de este modo, una suma de N! pro-
ductos de N numeros de ocupacion de los DAFHSs, por lo que

1 a Ailki <Vv) =1y
pv(Q) = m Z HAi(ki) {)\ (4.61)

' {ki}eSn 1 i(ki > V) = ] —ny.

La interpretacidon estadistica de los nimeros de ocupacion de los DAFHs,
ni = (di|di), como la probabilidad de que un electrén efectivo descrito por ¢y
se encuentre en Q, permite comprender desde este punto de vista la ec. 4.61. En
este sentido, dado que los electrones desde 1 hasta v residen en Q) y desde v+ 1
hasta N residen en Q, cualquier permutacién circunscrita a un solo dominio (Q
o Q) proporciona el mismo valor de Hl\l Sii(ki{). EL nimero posible de estas
permutaciones restringidas es v!(N — v)!, que cancela el prefactor dado en la
ec. 4.61. Por lo tanto, la probabilidad p~(Q) es una suma de (:]) términos de

la forma 1_[1\J Ai. Cada uno de estos términos describe la probabilidad de un
evento conjunto en el que cada electrdn, descrito por uno de los N DAFHs,
es estadisticamente independiente de los restantes y reside en Q o en Q, con
probabilidad Aj;.

Asi pues, cada probabilidad p+(Q) se corresponde con la probabilidad clésica
asociada a un conjunto de N electrones independientes en el que cada uno de
ellos tiene una probabilidad n; o 1 —n; de encontrarse en Q o Q, respecti-
vamente, y se reparten de tal modo que v electrones estén Q y N —~v en Q.
Para una sola particula, p% = (ni, 1 —my), proporciona la probabilidad de que
un electrén descrito por el orbital DAFH i se encuentre en Q o Q. La funcién
de distribucidn total N-electrénica se obtiene facilmente mediante el vector de
dimensién 2N, pn = @M1 pl, es decir, el producto directo de N probabilidades
'pl\‘ independientes. Sirva como ejemplo una situacidn sencilla con dos electrones
y dos regiones que completan el espacio. En este caso particular,

po(Q) =(1—n1)(1 —n2),
p1(Q) =ng(1—mz) +nz(1 —ny),
pz(Q) =ninsz. (462)

Finalmente, si la funcién de onda viene expresada mediante un determinan-
te de Slater, los orbitales DAFH asociados a un dominio particular Q descri-
ben electrones independientes. Dado que la matriz S estad estructurada en blo-
ques diagonales referidos a la parte o y {3, la EDF completa de un sistema
N-electréonico se puede calcular mediante el producto de las EDFs asociadas a
cada espacio de espin, es decir, como el producto directo de las componentes «
y B estadisticamente indpendientes.

Indices de enlace en el espacio real a partir de los DAFHs

El indice de deslocalizacién o indice de distribucidn de electrones compartidos,
§(Q,Q), mide la cantidad de carga electrénica deslocalizada entre dos regiones
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arbitrarias Q) y Q. Haciendo uso de las Egs. 4.45, 449 y 4.55, se puede escribir
como:

~ a Q Q.12 " o 0 ]?
5(Q,Q) = ;“i L_) (i (7] dr+;ni Lz {d)i (r)} dr
N N ) i
=D nP (1=sP)+ ) nf’(1—s7), (4.63)

_ - 2
donde s = [ [d)?('r)]z drysf = [ [d)?(r)} dr. Para funciones de onda

monodeterminantales, 2 = ¢ y nf2 =5 =152 =1—nf2 Teniendo en

cuenta las igualdades anteriores y las relaciones de ortonormalidad y ortogona-
lidad en R3 y Q respectivamente, 5(Q, Q) adquiere la forma

N N
5(Q,0) :2Zni(1 —ny) :Zéi(Q,Q). (4.64)

Como consecuencia de la independencia estadistica de los electrones efectivos
descritos por la base ¢, el indice de deslocalizacién puede expresarse como una
suma de contribuciones monoelectrénicas.

Por otra parte, es sencillo mostrar que el indice de localizacién A(Q) se ex-
presa también como

N
AQ) =) ni. (4.65)

A la vista de la ecuacidon 4.64, resulta evidente que cada electréon efectivo,
descrito por el DNO i-ésimo ¢, contribuye aditivamente al enlace con un factor
parabédlico en . Por lo tanto si el DNO correspondiente esta localizado en Q
(ni ~ 1) o en Q (n; ~ 0), su contribucién a 5(Q, Q) es despreciable. Solo los
electrones deslocalizados contribuirdn al enlace, y para éstos, el maximo valor
de 8 ocurrird cuando ny = 1/2. Esto solo sucede, salvo por accidente, en el caso
que dominios sean equivalentes por simetria. Como los pares de electrones «, 3
son cuasi-independientes, puede decirse que el enlace surge como consecuencia
de la deslocalizacion de electrones independientes y no de la comparticién de
un par electrénico.

Un ejemplo sencillo lo constituye la molécula de Hy. A nivel SD, sélo es
necesario tener en cuenta el bloque « (o (3). En estas condiciones, el bloque «
estd constituido por un electrén y la probabilidad de encontrar dicho electrén
en una de las dos cuencas existentes es 1/2. Por lo tanto, su contribucidn al
enlace sera n = 1/2, y finalmente, el indice de deslocalizacion entre ambas
regiones atémicas es 6(Hj,Hz) = 1. Si se afade otro electron « para constituir
la molécula de He; el principio de exclusién de Pauli entra en juego. De este
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modo, los electrones se localizan perfectamente en ambas cuencas, por lo que
sus nimeros de ocupacion seran n; ~ 0 y ny ~ 1 y el orden de enlace es
practicamente nulo.

Asimismo, el término ni(1 —ny) presente en la ecuacion 4.64 se puede rein-
terpretar a través de la covarianza de la funcién de distribuciéon monoelectrénica
P} = (my, 1 —my). Si p*(1,0) y _pl(0,1) representan la probabilidad de que
el electrén se encuentre en Q y () respectivamente, la covarianza del electrén
descrito por ¢y, cov{pj}, es

covipl} = —p'(1,0) x p'(0,1) = —ni(1 —ny), (4.66)

y por lo tanto, el indice de deslocalizacién se puede expresar mediante §(Q, Q) =
—2 Y, cov{pi}. Asi pues, como resultado de la independencia estadistica de los
electrones descritos por los orbitales DAFH, la covarianza de una distribucion
electrénica total de un sistema de N electrones esta relacionada con el DI [124-
126] mediante

5(Q, Q) = —2cov{pn}, (4.67)

y se puede descomponer en contribuciones monoelectrdnicas.

El anélisis DAFH no sélo proporciona una interpretacion del enlace quimico
en términos de una particion monoelectrénica de los 6rdenes de enlace. También
genera una particion de la energia de intercambio y correlacidén entre las cuencas
Q y Q dentro del formalismo QA [127-129]. Asi, a nivel SD, se puede escribir
p2.(x1,%2) en la base de los DNOs, ¢, como

N/2
pZc(x1,%2) =4 bi(x1)d] (x1) b7 (x2)dj(x2). (4.68)
i>j
Puesto que la contribucidn covalente a la energia de cambio y correlacién entre
las cuencas [130-132] se escribe como

Viee(Q, Q) = J 02, (x1,%2), (4.69)

1
dX1 J dXz
o -

fo! T12
la contribucién de cada pareja de DNOs a V. dependera del grado deslocali-
zacion entre las cuencas. En general, en ausencia del término interelectrdnico,
la ortogonalidad de la que disfrutan los DNOs entre las diferentes cuencas ga-
rantiza que sélo los términos diagonales subsistan. En cualquier caso, incluso
en su presencia, solo aquellos términos diagonales en los que el DNO esté par-
cialmente localizado en las dos cuencas contribuirdn de manera no despreciable
a Vi, por lo que

Ve (Q,Q)~ > VEHQ,Q). (4.70)
i€desloc.

La energia covalente del enlace es aproximadamente igual a la suma de las
contribuciones de los DNOs que participan en el enlace, es decir, de los DNOs
deslocalizados entre los fragmentos considerados.
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DAFHs para funciones de onda multideterminantales y su interpretacion

El andlisis de los DAFH permite realizar interpretaciones del enlace quimico
entre dos fragmentos Q y Q. Sin embargo, la discusién de la seccién precedente
solo es vélida a nivel SD. En el caso de funciones de onda multideterminantales
(MD), la interpretacion y el andlisis no son tan directos. Siguiendo las ideas
de la ref. [122], se presentard a continuacidn dicho anélisis para el caso en el
que solo dos regiones completan exhaustivamente el espacio. La generalizacién
a mas regiones, tanto a nivel SD como a nivel MD, es posible gracias a un nuevo
conjunto de funciones, que hemos denominado orbitales naturales adaptativos
(ver seccidn 4.2.2) y que constituyen la generalizacion de los DAFHs propuestos
por Ponec.

Por un lado, la interpretacidon de los DNOs y de sus nimeros de ocupacién es
relativamente sencilla y proporciona una imagen de los DAFH muy visual con la
que comprender la naturaleza y fuerza del enlace quimico entre dos fragmentos
diferentes del espacio. Ademas, a nivel SD, los DNOs son los mismos en ambas
regiones y debido a las caracteristicas que presentan, describen electrones es-
tadisticamente independientes con los que obtener la EDF total de un sistema.
Sin embargo, en el nuevo escenario MD no ocurre lo mismo. Por otro lado, el
DAFH de una regidn arbitraria se puede entender como la densidad electrdnica
excluida de dicha region y, por tanto, su expansidon en términos de los DNOs
y de sus nimeros de ocupacion guarda mucha similitud con la bien conocida
expresion de la densidad electrénica total de un sistema molecular en términos
de los orbitales naturales y sus ocupaciones.

EXPRESION PARA LOS DAFHS CORRELACIONADOS Sea VW la funcidén de onda

de un sistema N-electronico, formada por un conjunto de M determinantes de
Slater, VP,

M
Y1, xn) =) Crbe(xr, ..., xn), (4.71)
donde
Xjx1) o xjxn)
1 . .
wr(xh---/XN)—W : . .
X)) o xR (xN)
1
= —— det [x{(x;)] . (4.72)

VNI

Las expresiones para los DAFH dependientes e independientes del espin poseen
las mismas estructuras vistas anteriormente:

g2 (x2) = Jd(ﬁ JQ p2.(x1,%2)dry, (4.73)
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g (r) = J do g©(x). (4.74)

Para una funcién de onda MD, p2_ se puede expresar como

M
pZc(x1,%2) = D Cijxa(x1)x5 (%1 )hxxc (x2)xa(x2), (4.79)
ijkl
donde Cjjky son los coeficientes que provienen de la expansién de la funcién
de onda en términos de los determinantes de Slater y X; son los espinorbitales
canonicos de la molécula. Por lo tanto, el DAFH se puede expresar como

M
9?2 =) x:(XGHx(x), (4.76)
)
donde
M
G% = Z 5(ok, 01)Ciji1SHA, (4.77)
p}

y S% son los elementos de matriz de las AOM entre los espinorbitales xi
y X;j circunscritos a la region Q). Empleando las técnicas de diagonalizacién
convencionales, se obtiene

M
g2 (x) =) nPpl )%, (4.78)

M
g?(r) =) nPleP )P, (4.79)

donde d)iQ y niQ son los DNOs correlacionados y sus respectivos niimeros de
ocupacion respectivamente. La suma de todos los niimeros de ocupacién recupera
la poblacién electrénica promedio de la region Q, (Ng) = ¥ M nf. En el caso
particular SD para moléculas de capa cerrada, M = N y las ecuaciones 4.78 y
4.79 son las ya vistas para los DAFH a nivel SD.

OBTENCION DE INDICES DE ENLACE A PARTIR DE DAFH CORRELACIONADOS
De un modo semejante a los DAFHs SD es posible obtener indices de enlace
quimico desde una perspectiva multideterminantal. EL DI entre Q y Q se puede
escribir como

g (x)dx + J g (x)dx

5(Q, Q) :J i

Q

« o Q12 < a 0?2
:;ni L_Z (1> (x)] dx+;ni JQ [cpi (x)} dx, (4.80)
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donde se ha hecho uso de la ec. 479 y de su equivalente para gQ(x). Dado
que los DNOs de ambas regiones, ¢52 y 52, estadn normalizados y se cumple
QUQ = R3, la primera (sequnda) integral en la ecuacién 4.80 es igual a uno
menos la misma integral sobre Q (Q). Asi pues,

M M B B
5(Q,0Q) =) nf(1—sP)+) nf(l—sp), (4.81)

donde s = [ [d)iQ(x)]z dx y s? =/a [cl)iﬂ(x)}2 dx. En el caso de un solo
determinante de Slater, la ecuacion 4.81 se convierte en la expresion 4.64. Para
funciones de onda multideterminantales, en general q>? % d)?; es decir, el
DNO i-ésimo en la regién Q es diferente al DNO i-ésimo en la regién Q. Por
lo tanto, n?(] — siQ) =+ n?(] — siQ). Consecuentemente el calculo del DI a nivel
MD requiere del cédlculo de los DAFHs en las dos regiones involucradas. La

ecuacion 4.81 también se puede expresar como
M M
5(Q,0)=) &(Q,0)+) &(Q,0), (482)
i i

donde, en general §;(Q, Q) # 5;(Q, Q), aunque las sumas en las dos contribu-
ciones son idénticas. Al contrario de lo que ocurre para niveles SD, nf? y s2 no
necesariamente aumentan o disminuyen simultdneamente.

INTERPRETACION DE DAFHS CORRELACIONADOS ELl hueco de Fermi prome-
diado en Q, g©2(x), corresponde a la distribucién promedio de (Nq) electrones
efectivos que es necesario eliminar de la densidad electrénica, p(x), cuando se
considera que el electrén de referencia se encuentra en la propia region Q.
Los DNOs y sus niimeros de ocupacidn, provenientes de la diagonalizacion del
DAFH de esta regidn, generan contribuciones monoelectrénicas a la densidad
electrénica excluida de dicho dominio.

Si se escoge el espacio tridimensional como la region en la que se obtine el
DAFH, Q = R3; es decir, si el electron de referencia se promedia en todo el es-
pacio, la densidad excluida corresponde a los N electrones del sistema por lo que
gﬁ3 = p(x). En estas condiciones, la diagonalizacién del DAFH-R3 proporciona
la clasica expansion en orbitales naturales de la densidad electrdnica, siendo
los DNOs los propios orbitales naturales y los n; los correspondientes niimeros
de ocupacion de los mismos. Surge, por lo tanto, una nueva interpretacion de los
orbitales naturales como aquellos que descomponen, en contribuciones monoelec-
tronicas, la densidad N-electronica excluida cuando el electrdn de referencia se
promedia en todo el espacio R3.

Las diferentes soluciones que se pueden encontrar para los DNOs se pueden
clasificar en funcién de dos variables basicas: el nimero de ocupacidn de cada
orbital DAFH, n;, y el solapamiento de cada orbital DAFH consigo mismo en la
region Q, s;. De este modo, son posibles cuatro escenarios diferentes:
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4.2.2

ny > 0, ny = 84

Supone el caso mas sencillo y es aquel que proviene de funciones de
onda SD. Cada una de las soluciones aportadas corresponde a un electrén
estadisticamente independiente del resto, descrito por el DNO ¢{2. Su
contribucion a la densidad excluida es igual a niQ, la poblacidon del DAFH
asociado a la region Q) cuando se lleva a cabo su diagonalizaciéon. Cuando
se lleva a cabo el andlisis en la regién complementaria Q, se encuentra
un DNO equivalente al primero (d)? = d)?), de tal modo que n? = siQ =
1—nf. Los nlimeros de ocupacién n; miden el grado de deslocalizacién
de la contribucion electrénica asociada entre las regiones consideradas.
En sistemas de capa cerrada, la parte « y la parte 3 son idénticas, por lo
que conjuntamente muestran un par electrénico o — 3.

ny >0 ng < sy

Esta situacidn se corresponde con el papel clasico jugado por la correla-
cion de Coulomb de tal modo que la probabilidad de que Ng electrones
sean excluidos de la region Q) viene dada por n{/Ng. Cuando ny es su-
ficientemente grande, la solucién asociada ¢£? estd acompafada por otra
solucién ¢f? para las cuales n{> + n{* ~ 1[133]. En general, ${* y ¢{*
no son idénticas, pero se aproximan a medida que decrece la correlacion
Q

y por lo tanto, n{> — 1 —nf.

ny > 0, ny > Si

Se corresponde con la identificacion de correlacion negativa y describe un
comportamiento bosdnico parcial de los electrones que se “sienten atraidos”
hacia la region Q cuando el electron de referencia se encuentra en dicha
region. A medida que el valor de s; disminuye, este efecto aumenta.

ny <0

Los numeros de ocupacidn negativos se relacionan con excitaciones de
electrones descritos por los DNOs ¢£ como consecuencia de la existencia
de la densidad de referencia. Los DNOs cl)iQ deben ir acompaiados por

una contribucién d)iQ que tenga asociado un valor niQ positivo.

Hacia la generalizacidon de los DAFHs: Orbitales Naturales Adapta-
tivos

Andlisis de poblacion generalizado

La mayor parte de los indices de enlace empleados en quimica, tales como
cargas atomicas u 6rdenes de enlace, fueron inicialmente introducidos a través
de particiones de la carga electronica de los sistemas moleculares en centros. En
el andlisis de Mulliken el nimero total de electrones se escribe en la base de
las funciones primitivas como N =3, |, Pyv Sy =3 (PS)y, siendo Py S las
matrices densidad y de solapamiento sobre primitivas, respectivamente. En este
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sentido, la poblacién atémica sobre un centro Q4 se puede obtener asociando
la carga que transporta cada primitiva centrada sobre dicho centro, por lo que
la poblacién del centro Qg4 resulta ser: (No,) =3 ,,cq(PS)uu =24 Tra(PS).

El equivalente en el espacio real a la matriz Q = PS es la densidad electrénica,
p, de tal modo que (Ng ) = an p(x)dx. Una de las propiedades basicas y mds
importantes de Q es su idempotencia, es decir, Q¥ = Q. A partir de ella, se
puede observar que N = TrQ", por lo que para cualquier nimero entero v existe
una particion del ndmero total de electrones en contribuciones de v centros. Es
decir, se puede reconstruir la poblacion electronica total N en contribuciones
de un solo centro, (N ), en contribuciones de dos centros, (N, 0, ) de tres

centros, ..., o de v centros. Por ejemplo, a orden v = 2 (expansidn en dos centros),
TrTQ? =Ny
(Na,) = (No.o)+ ) (Na.a,). (4.83)
b#a

El término (No,0,). ya introducido en situaciones anteriores, coincide con el
orden de enlace de Wiberg-Mayer [134] salvo un factor multiplicativo. Los resul-
tados obtenidos permiten intuir que existe una simple generalizacidon a drdenes
de enlace de v centros. Es decir, los indices de enlace de uso habitual pueden
disponer de un analogo en el espacio real si se puede encontrar el equivalente
idempotente a Q. Esto ya ha sido explotado anteriormente por varios autores,
entre los que se encuentran Giambiagi [135], Bultinck [136] y Matito y Sola [137].
El andlogo idempotente a Q en el espacio real existe y, para funciones de onda
monodeterminantales, no es mas que el producto ciclico de las v matrices densi-
dad reducidas no diagonales de primer orden p' (x1;%2)p' (x2;%3)...p" (Xv;%1).
Todos los indices de enlace multicéntricos definidos para funciones SD utilizan-
do una condensacion de Mulliken se pueden extender al espacio real mediante
estas 1-RDs no diagonales. Asi,

(Noaab>=J JQ p!(x1;%2)p" (x2:%1)dx1 dx2, (4.84)
a b

que, excepto por una constante multiplicativa, resulta ser el indice de deslocali-
zacién 8(Qq, Q) de Bader y Stephens [111]. Por otro lado, (Ng 0, ), obtenido
mediante doble integracién en el recinto (), coincide con el indice de locali-
zacion A(Qq). En la Tabla 2 se puede observar la relacién existente entre los
distintos indices empleados en el espacio orbital con sus anédlogos en el espacio
real.

Es posible llevar a cabo una generalizacién de estos resultados a funciones de
onda correlacionadas. Para ello, basta con reconocer que los productos ciclicos
de las 1-RDs no diagonales que aparecen en la expansion de Fock-Dirac de
la matriz densidad de un orden cualquiera v para una funcién de onda SD son
justamente la parte irreducible de estas v-RDs; es decir, las componentes de
las v-RD que no pueden expresarse en términos de RDs de érdenes inferiores,
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Descripcidn orbital

Descripcidn en el espacio real

N =TrQ N = [pl(x)dx = [p!(x,x)dx

(Na,) = TraQ (No,) = Jqo, p'x,x)dx

N = TrQ? N = ffp1 (x1,%2)p" (x2,%7)dx1dx;

(No,0,.) ZTfaan (No,o, fQ IQQ X1,Xz)p1(xZ,x1)dx1 dx;
(Na,a,) = TravQ? (No,0,) =Jq, be (x1,%2)p" (x2,%1)dx7 dx2
N =TrqaaQ? N=[[[p"(x1,%x2)p" (x2,%3)p" (x3,%1)dx7 dx,dx3
(No.0.04)

(No,0.0.) Multiplicidad de caminos: abc,ach,...

(No,0,0.)

Tabla 2: Relacién entre los indices quimicos obtenidos en el espacio orbital y en el
espacio real.

conteniendo las contribuciones de correlacion de v particulas: las densidades
cumulantes (CDs) introducidas en el capitulo 2.

Asti, por ejemplo, de igual manera que el cumulante de orden 2 no es mas que
la densidad de cambio y correlacidn, p%(xhxz) = pic(xhxz) y que (No_a,)
y (Nao,0,) miden la varianza y la covarianza de las poblaciones electrénicas
en una (o dos) cuencas, se puede demostrar que las poblaciones multicéntricas
(No,0,0....) determinan la covarianza mdltiple (o fluctuacién mdltiple) entre
multiples centros. Paul Ziesche [138] ha demostrado, basdndose en un formalismo
algebraico a través de los cumulantes, que esta interpretacion es general, aunque
de momento es un escenario inexplorado algoritmica y computacionalmente. Sea
como fuere, el enlace quimico entre v centros es consecuencia de la existencia de
fluctuaciones simultaneas de la poblacion electrénica entre los diversos centros
asociados.

Orbitales Naturales Adaptativos

Las CDs son los objetos clave para generalizar el anélisis del enlace quimico
en el espacio real a funciones de onda correlacionadas arbitrarias. Haciendo uso
de las mismas, es posible construir un conjunto de funciones monoelectrénicas
que reparten todo indice de enlace, sea cual sea el numero de centros involucra-
dos, en contribuciones monoelectrdnicas. Llamamos a estas funciones orbitales
naturales adaptativos (NAdOs) [139] y suponen la generalizacidon del concepto
de DAFH a una particion del espacio en un nimero arbitrario de fragmentos.

Dos propiedades de los cumulantes, su recursividad y su extensividad, son
esenciales para poder definir una jerarquia de indices de enlace en el espacio
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real. La recursividad permite obtener la matriz densidad cumulante de orden
v —1 a partir del cumulante de orden superior. Es decir, dos cumulantes de
ordenes sucesivos estan relacionados de tal modo que

pz_](xh...,x\,_]) —JpZ(m,...,xv)dxv. (4.85)

Mediante la aplicacién sucesiva de la relacién anterior a v,v—1,...,1 se ob-
tiene

JpZ(x1,...,xV)dx1 Lo.dxy =N, (4.86)

que define la propiedad de la extensividad. Esta permite obtener indices de
enlace (v — 1)-céntricos a partir de los de v centros, mientras que la recurrencia
proporciona la capacidad de descomponer una CD en contribuciones de cuenca
a partir de una CD de orden superior.

Bajo estas condiciones, dada una particion exhaustiva del espacio real en
m fragmentos Q, UMQ, = R3, las propiedades de los cumulantes se pue-
den emplear para generar una particiéon en contribuciones de una sola cuenca
de la densidad electrénica p'(x) = pl(x) a partir del cumulante de orden 2,

p2(x1,%2) = p2.(x1,%2), tal que

pL(x) = ZJ dx; pZ(x1,%2) = Z ol (x). (4.87)

En este caso particular, pll(x) = g©@a(x) no es mas que el DAFH introducido
previamente. De este modo, se recupera la exitosa descripcion monoelectrdnica
en términos de los DNOs y sus niimeros de ocupacion Ast, los DNOs se generan
al escribir g©a(x) en la base orbital, g© ZU Xi(x GQ‘l j(x). Después
de diagonalizar, g ZN nQach)l( )Iz. Recordemos que en el caso SD,
G@0a = SQa y, por tanto, Zi niQ“ = (Ng). Los DNOs asi definidos constitu-
yen una descripcidn de estados monoelectrénicos que contribuyen a la poblacién
del domino Q.

No es necesario limitarse al caso para v = 2, sino que pY(x) permite una
particion en (v —1) cuencas del cumulante de orden 1, pl(x), tal que

m
Zpab =ZJ dXzJ dxs 03 (x1,%2,%3), (4.88)
ab Qa b
m
ZZprc ZJ dXzJ dst dx4 pg(x1,%2,%3,%4),
abc abc a Qp c
(4.89)
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donde las ec. 4.88 y 4.89 generan una particién en dos y tres centros de la
densidad electrénica respectivamente. La divisién del cumulante de orden 1 en
contribuciones de cuenca no es exclusiva del mismo sino que CDs de orden
superior también se pueden particionar en dos, tres,...fragmentos. Asi por ejem-
plo, para definir una particion del cumulante de orden 2, p%(m,xz), se necesita
condensar en dominios el CD de orden superior, pg(xl,xz,X3). De este modo

2(x1,%2) Z Pe,a(X1,%2) ZJ dx3 p3 (x1,%2,%3), (4.90)

2(x1,%2) ch ab(X1,%2),= ZJ

3
dX3 J' dX4 pc (X],Xz,XS)
ab Qa Qb

(4.91)

Las dos expresiones mostradas describen una biparticion y una triparticidon de
la 2-CD respectivamente. Como se puede apreciar en las ecuaciones desde 4.87
hasta 4.89, todos los electrones excepto uno se promedian sobre diferentes cuen-
cas, lo que genera una particion en v cuencas de la densidad electrénica. Sin
embargo, para cada pY(x), también es posible promediar el electron v-ésimo
restante, obteniendo de este modo un escalar que sélo depende de las definicion
de los distintos fragmentos Q;:

r
(No,)=| dxipi(x) (4.92)
JQq
: n
(No,a,) = dxq dx; pZ(x1%2) (4.93)
Jo, Jo,
: :
No.oo) = | ax: dXzJ dxs 3 (x1,%2,%3) (4.94)
JQq JQy Q.
: :
No.owo.o,) = | dx dXzJ dxs J dxa 0% (x1,%2,x3) (4.95)
.‘Qﬂ qu c Qd

La ecuacién 4.92 muestra claramente como la integracién de la densidad elec-
tronica (1-CD) sobre la region Q4 proporciona la ya bien conocida poblacidn
electrénica promedio asociada a dicha region. De un modo equivalente, la inte-
gracion sobre dos cuencas diferentes (g # Q) del cumulante de orden dos,
proporciona 2(Nqn_ 0, ). que es idéntico al indice de deslocalizacién (DI) entre
los dos fragmentos asociados [111,140-142]. En general, el indice de deslocali-
zacién entre v centros viene dado por v!(Na_ 0,0.04...)-
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Es importante destacar también que, gracias a la regla de recurrencia expre-
sada en la ecuacién 4.85, todas las densidades generalizadas del tipo pl, . (x)
estdn normalizadas al DI v-céntrico del mismo orden, es decir

Lza pl(x)dx = (Ng_) (4.96)
Jw ply(x)dx = (Ng_0,) (4.97)
|, ploctxiax = (Noyo,00) (4.99)

Es facil mostrar como todo indice de deslocalizacidon entre v centros se puede
recuperar mediante la suma apropiada de Dls de (v + 1) centros. Asi, N =
T oNay) (Now) = Yo (Nowoy) (Nawoy) = e (Na,aua, ). por lo que
el nimero total de electrones N se puede repartir en contribuciones de dos
cuencas, N = ) . (No,0,) de tres cuencas, N = } ,.(No.0,0.). Yy en
general, de v cuencas, N = Y o (Ng,0,..0,)- Estas relaciones no son
mas que el andlisis de poblacidn, generalizadas al espacio real, del formalismo
de Mulliken. De hecho, si v=1, (Nq,) es la poblacién del fragmento Qg, que
desempena el mismo papel que las poblaciones de Mulliken si los fragmenos son
cuencas atémicas. Para v = 2 y dos regiones distintas Q4 # Qp, (N, 0,) +
(Na,0,) es el andlogo al orden de enlace de Wiberg-Mauyer entre las cuencas
Qa y Qb.

Generalizando a v centros, y como consecuencia del significado estadistico,
se puede demostrar [143,144] que

_1\v—1
D (Na, — (N (Na, — (Nay))..

...(Na, = (Na,))), (4.99)

donde N denota el valor de la poblacién instantdnea de la cuenca Q4. Con-
secuentemente, el indice de enlace v-céntrico, <NQaQbWQV>, sblo es distinto
de cero cuando ninguna poblacidn en los diferentes fragmentos Q4, Qy, ... esta
fija. En este sentido, la covarianza de las poblaciones electronicas de orden v
domina sobre (N 0,...0,), de modo que el enlace quimico entre v centros es
consecuencia de la fluctuacion simultdnea de las poblaciones electronica entre
los v centros.

Las densidades generalizadas obtenidas mediante condensacidn de un néimero

. 1

dado v de electrones en diferente fragmentos, p . - (x), se pueden expresar
de manera unificada mediante notacion matricial como

(Nao,0,...0,)

Phbe..v(X) =P (x)GRaCeQe-Ovyp ()T, (4.100)

donde la matriz P denota globalmente el conjunto de todos los orbitales mo-
leculares y GQalbQe.-Qv a5 yna matriz simétrica. En el caso para v =1, la
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diagonalizacién de la matriz G2« da lugar a un conjunto de autofunciones, d)iQ“,
2, que recupera la imagen

y autovalores, niQ“, para los cuales p! = Y ¢ Id)iQCl
proporcionada por los DAFHs.

De manera semejante, se pueden llevar a cabo diagonalizaciones para cumu-
lantes de orden superior que pueden aportar valiosisima informacion. Asi, la
particion entre dos centros de la densidad electrénica se lleva a cabo median-
te la 3-CD. La diagonalizacién de la correspondiente matriz G2a©>® genera un
conjunto de orbitales, (I)iQ“Q", que describen enlaces bicéntricos entre dos frag-
mentos. Cada una de estas funciones contribuye aditivamente al enlace a través
de niQ“Qb, el autovalor asociado a d)iQ“Qb. De manera general, el proceso de
diagonalizacidn de GQaQvQe--Ov parmite expresar p}lbc._.v(x) como

p1(1bc...v (x) = Z n-i()-aQch...Qv |d)§)-aQch...Qy (x)|2, (41 01)

1

: . QeQpQc...Q
donde el sumatorio recorre todos los MOs ocupados, el conjunto b7 bse v
: QaQpQc...Q
son las autofunciones y los n;"¢""*"7¢""""" son los autovalores. En todos los
casos, el proceso de diagonalizacion deja invariante la traza de la matriz, por

lo que (No,0,0....0,) = TrGRaQ0Qec--Ov - Agimismo, la suma de todos los

. , Qa0p0c...0
autovalores asociados a las funciones ;7@ 777 Y

de deslocalizacion entre los centros, de modo que

recupera recupera el indice

S(Qa/ Qb/QC/ . -/QV)
!

_ Qu0pQc...Qy
(No,0,0....0,) = E n; =

1

(4.102)

0aQpQe...0 . - .
Los autovectores ¢ ¢""°""""""" son las funciones monoelectrénicas efectivas

que hemos denominado orbitales naturales adaptativos (Natural Adaptive Orbi-
tals, NAdOs) y los autovalores n?“QbQC"'QV son sus numeros de ocupacion.
Cuando v =1, las funciones d)?“ son los DNOs de Ponec que descomponen la
poblacién atémica en componentes; cuando v = 2, los correspondientes NAdOs
de dos centros (2-NAdQO) descomponen en el enlace en contribuciones monoelec-
trénicas, etc.

Las expresiones mostradas anteriormente son validas para cualquier funcidn
de onda arbitraria. No obstante, resulta instructivo mostrar como obtener las
expresiones para los indices de enlace v-céntricos (No_ 0,0....0,), Y las den-
sidades p}lbc._.v(x). para funciones de onda SD. Asi, considerando la parte no
diagonal e independiente del espin de la 1-RDM para una funcidon de onda SD
de capa cerrada, suponiendo siempre orbitales reales,

N/2

p'(ri;my) =D 2 (ri)bi(rs), (4.103)
k
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y teniendo en cuenta la orogonalidad de las funciones de espin, la 2-CD inde-
pendiente del mismo se puede expresar como

pg(ﬁ,fz) = Jpﬁ(xuxz)dm do;

1
= 591 (r1;12)p" (12;77)

N/2

= Zle)k(ﬁ Nk (r2)db1(ry )P (r2). (4.104)
Kkl
La CD de orden v (v > 2), incluyendo las variables de espin, viene expresado

como una combinacidn lineal de (v —1) términos ciclicos de la forma

P (X1,%2,%3, -+ -, %y, %X1) =p (x1;%2)p" (x2;%3)p" (x3;%4) . ..

e (v—15%3 )P (Xv5%1). (4.105)

Integrando sobre las coordenadas espinoriales se tiene

N
Jpc (x1,%2,%3,...,%v,X1)dOigy =

=2 ) bk ek(r2)bi(r2)bi(rs) . b (1 )b (11)

kL...m

=2""Vp (x1;%2)p" (x2;%3) ... p' (xv;%1). (4.100)

Finalmente, y condensando sobre los electrones 2,3, ...,V en los diferentes frag-
mentos Qg, Qy, ..., se obtiene la ecuacion 4.100, donde los elementos de las
distintas matrices G?a,GPaQv GRaLoQc vienen dadas por

G{je =283, (4.107)
N/2
Gy =) [53“53" + 53"38“] , (4.108)
Gyyetr e = 3 2 [SS“S{?;SHQI; +Sqeses o 4|, (4.109)
1,m=1

y los elementos matriciales S% son las matrices de solapamiento atémico (AOM),

S = JQ Xk (T)xu(r)dr. (4.110)
En el caso general, se tiene

Qa0 Q. i § 3 [OFY IO IO Qm
Gij - m! S—()-a/u-/Qm Sii] Si1izsizi3 o Sim,ﬂ 4

112, tm—

(4.111)
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donde § es una simetrizador y, por lo tanto, todas las matrices GQalbpQe...Qm

son productos normalizados y simetrizados de AOMs.

El escenario que aportan los NAdOs ofrece imagenes clarificantes y satis-
factorias del enlace entre un nimero determinado de centros. Los NAdOs son
orbitales adaptativos que se localizan o deslocalizan entre los diferentes centros
del sistema. Solo aquellos que estén parcialmente localizados en los v recintos
contribuiran al enlace v-céntrico entre los fragmentos. Si uno de ellos estan
perfectamente localizado entre un conjunto de fragmentos, describira un enlace
puro entre los centros asociados. Si no, estara complemetamente localizado para
un numero superior de centros.

Los orbitales naturales adaptativos suponen la generalizacion de los DAHFs
de Ponec tanto para funciones de onda arbitrarias con y sin correlacion ast como
para una particién del espacio tridimensional en multiples dominios. Los NAdOs
de un centro (1-NAdO) se corresponde plenamente con los DNOs. Sin embargo,
existe una caracteristica de los primeros que mejora la visién proporcionada por
los segundos. Los NAdOs tiene la simetria correspondiente al grupo puntual de
las representaciones irreducibles de los v centros. Ast por ejemplo, st v =1, el
NAdO correspondiente tendra la simetria del grupo puntual del centro o si v = 2,
poseera la simetria del enlace. Sin embargo, cuando v = 1, el DNO asociado
ofrece una imagen no adecuada si se pretende el estudio del enlace quimico,
ya que los DNOs deslocalizados, indicadores de las contribuciones al enlace,
no poseeran el caracter local esperado por la intuicion quimica. Esta situacion
se resolvid parcialmente mediante procedimientos de localizacidn, llevados a
cabo por Cioslowski a través de la conocida transformacién isopicnica [145]. Con
el escenario ofertado por los NAdOs, este tipo de transformaciones ya no son
necesarias, y el enlace entre dos centros, por ejemplo, se debe analizar mediante
el correspondiente NAdO de dos centros, etc.
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DOMINIOS DE PROBABILIDAD
MAXIMA

El método de los dominios de probabilidad méxima (Maximum Probability
Domains, MPD) constituye uno de los pilares bésicos sobre los que se ha sus-
tentado la presente Tesis Doctoral. En este caplitulo, se trataran de responder
y analizar diferentes cuestiones relacionadas con la naturaleza y caracteristicas
del método.

De acuerdo con los principios de la Mecanica Cudntica, toda la informacién
contenida en y accesible sobre un sistema se encuentra almacenada en su fun-
cion de onda, ¥. Obtener informacidn relevante a partir de ella no es una tarea
sencilla. Puesto que la Mecénica Cuantica tiene una clara interpretacion proba-
bilistica, para poder caracterizar la distribucidn electronica de un sistema parti-
cular han de utilizarse conceptos estadisticos. Estos son relativamente faciles de
explorar cuando se realizan particiones del espacio tridimensional a las que se
otorga significado fisico. Sea cual sea la particién establecida, la probabilidad de
encontrar un nimero dado de electrones en dichas regiones esta perfectamente
definida desde el punto de vista mecano-cuantico.

En este capitulo mostraremos como utilizar las propias probabilidades de estos
sucesos para realizar particiones del espacio. Esta es la idea basica del método
MPD: definir regiones del espacio en las que la probabilidad de encontrar un
numero determinado de electrones es maxima. Si esto es posible, y la respuesta
es afirmativa, dichas regiones serdn quimicamente relevantes, puesto que nues-
tra intuicién quimica trabaja con objetos que corresponden a un numero, v, de
electrones fijos localizados en regiones del espacio: cores, pares libres, pares de
enlace, etc. La eleccidon de v = 2 permite establecer una conexidn rigurosa entre
la teoria cudntica y el concepto de pares electrénicos propuesto por Lewis. De
este modo, el método MPD se muestra como una herramienta, a priori poderosa,
con la que redescubrir los viejos conceptos que tan Utiles han sido a lo largo de
los afios.

51 FUNCION DE PROBABILIDAD

Como pretendemos mostrar, es posible obtener informacién acerca de un siste-
ma multielectronico mediante el estudio de la funcidn de distribucidn estadistica
del nimero de electrones en regiones espaciales. Consideremos, pues, un sis-
tema de N electrones, y una particién exhaustiva del espacio en m regiones
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(Qa, Qp, ..., Qm) no solapantes y que completan el espacio (R3 = Ut Qa),
en la que examinaremos la probabilidad simultdnea de encontrar v; electrones
en Qg, vy electrones en Qy, ..., Yy v electrones (vi+va+...vin = N)
en Om: Pvivaovm (Qa, Qv, ..., Qm). EL desarrollo de métodos algebraicos y
computacionales con los que determinar dicha probabilidad no solo tiene inte-
rés académico, sino que gracias a ellos se pueden reinterpretar conceptos de la
teoria del enlace quimico en el espacio real tales como la poblacidn electrdnica
promedia en un recinto cualesquiera [146], o los indices de deslocalizacién entre
dos regiones [147-149], que a veces se usan como sustituto del orden de enlace
en el espacio real. Todos ellos pueden obtenerse del conocimiento de todas las
posibles Py, v,,...v,,- A este conjunto se lo conococe como funcién de distribu-
cion del nimero de electrones (EDF), concepto introducido en la seccién 3.2.3
de la presente Tesis Doctoral.

Para un sistema descrito por una funcién de onda multielectrénica arbitraria
W, la EDF viene dada por la siguiente expresion,

Pviva,.ovm (Qa/ Qb/ oo /Qm) = NJ dx'] Lodx |W(X], <./ XN )‘2/ (51)
D

donde D es un dominio multidimensional en el cual los v electrones se integran
en Qg, los vy en Qy, ..., y los ultimos v, electrones en QQ,y,, y donde el término
combinatorio N = ﬁ tiene en cuenta el cardcter indistinguible de los
electrones. Asimismo, asumimos que x; representa las coordenadas espaciales
y espinoriales de los electrones (x; = 1i03), y los recintos (), constituyen una
particion exhaustiva del espacio.

En el caso particular de que el sistema se divida en solo dos regiones, la
probabilidad de encontrar v y solo v electrones en uno de los dos recintos del

espacio (), viene dada por la siguiente expresidn:

N
v

P+ (Q) = < ) L) dx; ... dx. L_) AXyi1 ... dxn (X7 ...xn) %, (5.2)

donde R3 = Q|J Q. La ecuacién 5.2, que no es mas que la particularizacién a dos
recintos de la ecuacion 5.1, define la cantidad basica sobre la que se fundamenta
el método de los dominios de probabilidad maxima. Si no estamos interesados en
el espin de los electrones, la integracion sobre las coordenadas espinoriales de
los mismos se asume implicitamente. La integracidon del cuadrado de la funcion
de onda se realiza de tal modo que los v electrones son integrados en la regién
Q) sobre la que se quiere determinar la probabilidad, mientras que el resto de
los electrones del sistema N —~v se integran en la regidon complementaria de ),
es decir, en Q. Es importante sefialar que p, no corresponde a una densidad
reducida de orden v integrada en el dominio Q). Si asti fuera, la integracién sobre
las coordenadas de los electrones v+ 1...N se realizaria sobre todo el espacio
R3, y no sobre el dominio complementario a Q.
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Un caso de especial relevancia ocurre cuando, en la ecuacién 5.2, v =1, donde

P1(Q) :NJQ dx; L_) dx, ... dxn [W(xg ... xN )1 (5.3)

es una expresion casi idéntica a la que define la poblacidn electrénica promedio
en la misma regién Q)

J p(x7)dxy = NJ dxq J dry...dxn W(x7...xn) % (5.4)
Q Q R3

Nétese que simplemente sustituimos los N — 1 recintos de integracién por R3.
La ecuacidn 5.4 no determina pues la probabilidad de encontrar un electrén en
la region Q, sino el nimero promedio de electrones en la misma. En esta ultima
expresion el electrén considerado se encuentra en el recinto Q, mientras que el
resto de particulas pueden o no estar en el mismo fragmento. Por el contrario,
en la ecuacion 5.2, solo el nimero de electrones que se consideran, v, pueden
estar en Q, mientras que el resto ha de estar obligatoriamente en la regidn
complementaria.

Debe también destacarse que la densidad electrénica p(x) multiplicada por el
elemento de volumen no se debe interpretar como la probabilidad de encontrar
un electrdn con un determinado espin (o) en el elemento de volumen alrededor de
un punto determinado 1. Esto conduciria a que, integrando sobre todo el espacio
dicha probabilidad deberia obtenerse 1, y no N, como es el caso. La densidad,
normalizada a N e integrada sobre un determinado volumen proporciona el nu-
mero promedio de electrones en dicho volumen, como se ha visto en el parrafo
precedente.

Si se desea tener en cuenta explicitamente el espin de los electrones, es
necesario introducir la variable de espin (o) de los mismos, que tomard valores
discretos +1/2 y —1/2 para los espines « y 3 respectivamente. De este modo, la
probabilidad de encontrar v, y solo v electrones y vg y solo vg electrones
en una region del espacio Q) viene dada por:

pva,vB(Q) - (Tj) Z Z J dT] . .d?'VX

p{o1...0v=11/2, 01=%1/2 Q
O‘VoﬁL]...O‘V:*]/Z} i>v

X JQ dry1...drnW(ror ... TN on)?, (5.5)

donde v = v + vg. Ambos tipos de probabilidades, dependientes e indepen-
dientes del espin, estan obviamente relacionadas por la siguiente relacion

Q)= D Prve(Q) (5.6)

VatVp
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Una vez definidas tanto una particion del espacio en diferentes regiones co-
mo la probabilidad de encontrar un determinado nimero de electrones en cada
region, desplazamos nuestro interés hacia los momentos estadisticos de la dis-
tribucién. Comenzaremos por el primero, que determina, nuevamente, el nimero
promedio de particulas. Hablamos de nimero promedio puesto que el operador
numero no conmuta con el hamiltoniano del sistema. Ninguna particion espa-
cial podra, por tanto, contener un niimero definido de electrones salvo en casos
limite. Como se sefnald anteriormente, la poblacién promedio, (Ng), de una re-
gion se obtiene mediante la integracion de la densidad electrénica sobre dicha
region [146],

(No) :J p(x)dx. (5.7)
Q
Asimismo, del conocimiento de la distribucion de probabilidades asociada al
recinto, se tiene que

N

N
(Nao) =) vpv(Q) =) vps(Q). (5.8)
v=0

v=1

Existe, por tanto, una relacién entre la integracion de la densidad electrénica en
un recinto Q determinado y el calculo de la funcién de distribucidn de probabi-
lidad asociada al mismo recinto. Explicitamente,

p(x) =N ng dxs ... dxn[Y(x7 ... xN)1%, (5.9)

por lo que es posible verificar que,

(Ng) = p(x)dx :J dxq J dxs ... dxnY(xg...xn)1?
JO Q R3
= dx1dxzj dxs...dxN |W|2+J dx1J deJ dxs ... dxn Y7
Q R3 Q O R3
= | dxq ddeXgJ dx, ... dxn Y2+
JO R3
+J dx1dsz dX3J dxs ... dxn Y2+
o a R3

+ J dxdxs J dx; J dxg ...dxN |‘y\2+
Q Q R3

+J dx1J dxzdx3J dxg ... dxn [Y?
Q Q R3

:J dx ddeX.gJ dxs ... dxn Y2+
Q R3

+ ZJ dxqdx; J dx;s J dxg ...dxN |\{’|2—}—
Q fo] R3

+J dx1J dxzdxg,J dxg ... dxn [V)2. (5.10)
Q Q R3
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Continuando por recurrencia hasta N

J dx1J dx>dx;...dxN [V)? =
Q R3

o N
:Z< )J dxz...deJ dxy 1 ... AN (511)
v—1 Q o)

v=1

Por otro lado,

N NN
(Na) = Z vpyv(Q) = Z v( ) L} dxq...dxy L_l dxy 1 ... dxn[V]?

v
v=1 v=1
N
N!
:ZVJ dx1...deJ dxy ... dxy (W2
= (N=v)Iv! o o}

v=1
xJ dxq deJ_ dxvi1...dxN w2
Q Q
N
(N=1)!
=N
é(N—1—(v—.1))!(v—1)!x
X‘[ dX]...dVJ: dxv+1...de{WV
Q Q
NN
=N J dx1...dxvj dXyiq...dxn Y2
(W3l | e
NN
:J dx1NZ< )J dxz...dxvj Ax~ 41 ... dxn VI,
ol =\v=1/lo o)

(5.12)

por lo que (Ng) = [, p(x)dx.

Con el fin de poner de manifiesto la utilidad de estas funciones de distribucién,
consideremos la molécula de hidrégeno, tanto en su estado fundamental como en
su estado idnico excitado, en ambos casos en el limite de atomos separados. La
divisidn del espacio molecular es en este caso tnica por simetria, y se realiza de
tal modo que el recinto () consista en uno de los atomos de hidrégeno, que ocupa
el semiespacio determinado por el plano perpendicular al eje internuclear que
bisecta los nicleos. El recinto Q) esta asociado al restante dtomo de hidrégeno y
la unidn de ambas regiones completa exhaustivamente el espacio molecular. En
el estado electronico fundamental, la probabilidad de encontrar un electrén en Q
es obviamente 1, p1(Q) =1, mientras que la probabilidad de encontrar ninguno
o los dos electrones es nula, po(Q) = p2(Q) = 0. La poblacién electrdnica
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promedio en el recinto considerado es pues también 1. En en estado excitado,
donde H ---H™ «» H™ -.-H™, la probabilidad de encontrar un electrén en Q es
0, mientas que la probabilidad de encontrar ninguno o dos es pp(Q) = p2(Q) =
1/2. En ambos casos, por tanto, la poblacion promedio es idéntica. El empleo de
funciones de distribucién proporciona mas informacién que el uso de poblaciones
electrénicas asociadas a un domino en particular.

El sequndo momento de la distribucidn estadistica es también interesante. La
varianza determina la fluctuacion de la poblacién electrénica en un recinto:

0p = (Na) — (Na)? (5.13)

pudiéndose determinar a partir de las py como

N N 2
é:Z v—(No))?p+(Q Zv P+ (Q [vav(Q)] . (5.14)

v=1

Tanto la media como la varianza han sido empleadas en la literatura [147,150,151]
para caracterizar el comportamiento de los electrones que residen en una regidn.
Esta dltima ofrece informacién no accesible a partir de la poblacion promedio.
Por ejemplo, si se considera la molécula de hidrégeno a su distancia de equilibro,
y se definen las regiones atémicas mediante la QTAIM, la poblacién electronica
asociada a cada cuenca es 1, mientras que la varianza es 0> = 1/2. Esto es
consecuencia de que en cualquiera de las dos regiones, existe una probabilidad
finita no nula de encontrar tanto los dos electrones del sistema como ninguno de
ellos. Por ello, la varianza permite ofrecer una idea acerca de la permeabilidad
de los electrones asociados a una region del espacio con respecto a la restante
(o restantes) regiones. Mide, por tanto, la localizacidn electrénica.

5.2 CALCULO DE LAS PROBABILIDADES P+ (Q)

Puesto que las probabilidades p+, tanto en su formas independiente como
dependiente del espin, son los objetos basicos en los que el método MPD esta
fundamentado, su calculo eficiente, por tanto, es de vital importancia. Las téc-
nicas basicas de computo para funciones de onda monodeterminantales y una
biparticion del espacio han sido publicadas por Cancés et al. [152] El algoritmo
de Canceés no es aplicable a funciones multideterminantales, y su generalizacién
para un niimero determinado de regiones m > 2 no es una tarea sencilla. Martin
Pendés y colaboradores [153] han generalizado el método de [152] para el compu-
to de p para funciones de onda multideterminantales y particiones del espacio
en multiples dominios. Las expresiones aqui descritas, en su cardcter mas gene-
ral, estan basadas en las ideas expuestas en [153]. Resumiremos a continuacion
el fundamento de estas técnicas, haciendo hincapié en una biparticion exhaustiva
del espacio. Para una mayor informacion y profundizacién, se recomienda acudir
a las referencias facilitadas, asi como a la bibliografia alli citada.
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Sea la funcidén de onda de un sistema N-electrénico, W(x1,...,xNn). Sin pér-
dida de generalidad, se puede asumir constituida por una combinacién de M
determinantes de Slater, Py (x1,...,XN)

M
W(X],...,XN) :ZCﬂbr(x],...,xN) (5.15)
donde
X7 (x1) o xj(xN)
J— 1 . . .
lbr(xh--wa) _W : .
Xn(x1) o xR (xN)
1 .
= — det[xi(j)]. (5.16)

VNI

Si el conjunto de todos los espinorbitales moleculares {x} son reales, el cuadrado
de la funcién de onda se puede escribir como

M
1
WOt )P = 5 S CrCatbalr, WL (1), (517)
)

donde t indica que las filas y columnas de la matriz correspondientes al deter-
minante s se han transpuesto. Utilizando esta ultima ecuacidn en la ecuacidn
5.2 que define p+, se tiene que

ZC Cspy°(Q). (5.18)

Esta es la probabilidad de que exactamente v electrones estén en Q y N —v
electrones estén en Q = R3 — Q, donde

N
Py (Q) = < ) J dxq...dxn J dxy 1 ...dxn Wbl (5.19)
v/ Ja Q
El producto de los determinantes ¢ viene dado por
1
mﬁzm®4Zﬁmgmr (5.20)
k
y se puede expresar asimismo como

1
brbs =5 D det[xilk)x; (k)] (5.21)
.k1,...,kN
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DOMINIOS DE PROBABILIDAD MAXIMA

donde los indices k1, k2, ..., kn van desde 1 hasta N. Como ya se ha mencionado
en la seccién 3.2.3, se puede demostrar que todo determinante que aparece en
la parte de la derecha de la ecuacidn 5.271 es cero a menos que todos los indices
k; sean diferentes. Esto da lugar a que la expresion final para el producto de
determinantes P! sea

b=y X detxlki (ki) (522)

’ {k]' €8N’

donde 8y es el conjunto de las N! permutaciones posibles del conjunto{1,2,..., N}
y {k;} es una de dichas permutaciones. En este punto, es Gtil definir las matrices
de solapamiento S™* y S5 entre espinorbitales moleculares como

Z Sy =) (XIIx§)xe, (5.23)
ij
5= Z Fa= Xika- (5.24)

ij 1j
STS es el solapamiento entre X{ y X]-S extendido a todo el espacio, es decir, a

fR3, mientras que Sl] o s el solapamiento entre el mismo par de espinorbitales

pero circunscrito solamente al recinto Q. Puesto que Q = R3 — Q, es evidente
que que Si5 = 8™ —S75. Mediante el empleo de las definiciones dadas en la
ecuacion 5.22, y combinando ésta con la ecuacién 5.19, se llega a

PUQ) = o > det[S(py)], (5.25)
{k}GSN
donde
875 (k) %o kie{1,2,...,v} 526
R S a kje{v+1,v+2,... NL '

La ecuacién 5.25 es la generalizacion de la ecuacién dada en [152] cuando 1 =s.
Cada p1*(Q) es una suma de todos los determinantes que se obtienen mediante
la seleccién de v columnas de Si3, reemplazando las N —v columnas restantes
por las correspondientes columnas de S&7 =S™ —Sf.

El ordenamiento de los espinorbitales moleculares en 1V, y Vs es arbitrario y
cualquier eleccion de un orden particular da lugar a una matriz 8™ que contiene
unos y ceros en las posiciones (i,j) six; =Xxj 0 x{ # xjs respectivamente, cuando
el espacio considerado es R3. Si nos referimos a la region Q, la matriz Sbs no
necesariamente ha de contener unos y ceros en dichas posiciones. De cualquier
manera, siempre se puede obtener un ordenamiento de los espinorbitales en g
que dé lugar a una matriz S™ de orden N x N cuadrada y diagonal en la que
cada elemento sea uno o cero. Hay que destacar que si T = s, la matriz de
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5.2 CALCULO DE LAS PROBABILIDADES P+ (Q)

solapamiento en R3 entre los determinantes r y s es igual a la matriz identidad
de N x N, es decir, 8™ = I. Para continuar con el desarrollo de p(Q) es
muy util emplear la siguiente relacidén de identidad que es valida para cualquier
ndmero real t [152]:

N
D tVpL(Q) =det [tST +SZ] - (5.27)
v=0

Utilizando esta identidad en la ecuacién 5.18 se llega a
N M
D> py(Q) =) C;Cq det [tSF5 +SF]. (5.28)
v=0 T,

Si se asignan (N + 1) valores diferentes a t y se calcula el sequndo miembro de
la ecuacidn 5.28 para cada uno de ellos, se obtiene un sistema lineal de (N +1)
ecuaciones que permite obtener las probabilidades p,(Q). La generalizacidn
de la ecuacién anterior a un nimero de m dominios (m > 2) disjuntos y que
completan el espacio es relativamente sencilla [153].

En el caso de funciones de onda de un solo determinante de Slater, la ecua-
cién 5.28 se puede utilizar de tal modo que dé lugar a expresiones explicitas sin
necesidad de resolver ningun tipo de sistema de ecuaciones lineales [152]. Se
expone aqui, brevemente, el fundamento de tal método simplificado pues, tal y
como se vera posteriormente, el tipo de algoritmo utilizado para la optimizacidn
de los dominios basados en la maximizacién de p~, hace uso de dichas expresio-
nes. Particularizando ademas a una biparticion del espacio en dos regiones Q)
y Q =R3—Q, se tiene que

N
D t'py(Q) =det[tSo + 5]
v=0
=det[tSno + (In — S0, (5.29)
donde, y tal y como se comenté anteriormente, Iy es la matriz identidad N x N
y So es la matriz de solapamiento entre los espinorbitales del determinante

circunscritos en el recinto Q, Sg = ZI\I] Si5,0 = (xilxj) . St se denotan por
[AB]Kng los N autovalores de S, entonces

[(t=DAG + 1] ceen (5.30)

son los valores propios de la matriz tSo + (In —Sq) y, por lo tanto,

N N
> py(Q) =] [t—1AG +1]. (5.31)
v=0

k=1
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En particular, y cuando po(Q) #0,

:H [1-25],
k=1

= po(Q),
<k 1]_)\]() °

Ao MG
p2(Q) = 21 TR | Pol@)
i#k T Q

La complejidad algoritmica de este tipo de féormulas escala como (]j) Por lo
tanto, es conveniente emplear métodos alternativos para el calculo de las p(Q)
para v > 2, si fuera posible. Cancés y Savin han mostrado como llevar a cabo
dicha tarea a través de reglas de recurrencia. Asi,

pv(Q) =al, (532)

. o k
donde los coeficientes {aj Jo<k<N,0<j<N son tal que

§=1 T<k<N

o = weak !

F=PBraiy Faail 1<k )
K= PBrag_y,

conBr=T—0ay = ?\5. Mediante este método, todas las probabilidades p+ (Q)
se pueden obtener en O(N?) operaciones, lo que se traduce en una disminucién
significativa del tiempo de calculo respecto al computo directo.

Para un formalismo dependiente del espin, el calculo de las probabilidades se
realiza de un modo similar, excepto que en este caso hay que tener en cuenta
que la matriz de solapamiento entre los espinorbitales tiene dimension doble
con el fin de tener en consideracion los dos espacios de espin. Las matrices de
solapamiento tanto para la parte & como para la parte (3 vienen dadas por

ZS Z Xl |XJEX>:R3’ SQ - ZSU Q — Z |X)GX>Q
ij

ij

(5.34)

SP =3 sP =3 (xPixP)ns, ZSU a=2 PxPa,
ij

i] ij
donde S =S*+SP, S =S¥ —l—Sg ySs =In—Sa. A partir de la correspon-

diente generalizacion de las expresiones ya presentadas para la probabilidad
independiente del espin se obtiene

Prave (Q) = al | (Q), (535)
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5.3 EL CODIGO COMPUTACIONAL MPD

N

v. ~v. Se obtienen mediante la recurrencia
oarVp

donde los coeficientes a

Para 1 <k < kg : Orbitales «
1

k o k—
ailo == O(k ai 0
K k—1 k—1 . .
agy = ogag;  +PBRagy; para i>0A1< kg
kK _ po k-1
Okoj = PkAi1j (5.36)

ag; = O‘E—k“a]f,;] + BE_kaak-i]] para j > 0Aj < kp

i,j
kK _ aB k—1
Ak = Prk, 951/

y B]‘z‘/ﬁ =1-— oc;f/ﬁ = )\B“/B, siendo AN™ y AKP los valores propios de las
matrices de solapamiento S* y SP respectivamente.

5.3 EL CODIGO COMPUTACIONAL MPD

El cédigo computacional empleado a lo largo de todo el trabajo para llevar a
cabo célculos MPD ha sido el desarrollado por Osvaldo Mafra [154] durante la
realizacidon de su Tesis Doctoral en la Université Pierre et Marie Curie de Paris
(Francia). Aunque el objetivo persequido aqui no es presentar en detalle dicho
cddigo, si se cree necesario realizar una breve introduccion para comprender sus
caracteristicas basicas, sobre todo en relacién con los algoritmos de optimizacién
de la forma de que dispone para la maximizacion de la probabilidad de encontrar
un niimero entero y exacto de electrones en un recinto cualesquiera.

El codigo MPD esta escrito en FORTRAN 90 e interconectado con distintos
programas de calculo de estructura electrdnica tales como GAMESS o Gaussian,
a través de un fichero .wfn que contiene toda la informacidn acerca de la funcién
de onda que describe el sistema. En su version actual, solo es posible optimizar
simultdneamente la forma de un Unico dominio, por lo que la particion del espacio
que consideraremos constard de dos regiones disjuntas que completan el espacio
tridimensional (vide infra). Ademas, el cddigo solo admite funciones de onda
monodeterminantales (o pseudo monodeterminantales), obtenidas mediante el
método Hartree-Fock o Kohn-Sham DFT.

El paquete estd constituido de tres programas independientes, ProbaDomain,
ProbaCpt y ProbaOpt, que realizan diversas operaciones: El primero de ellos,
ProbaDomain, se encarga de la generacion de un dominio de partida, ast como de
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DOMINIOS DE PROBABILIDAD MAXIMA

realizar diferentes transformaciones sobre dicho recinto, tales como rotaciones,
uniones, intersecciones, etc. Para ello, el programa subdivide el espacio mediante
una rejilla de pequenos paralelepipedos que constituyen sus elementos unidad.
Para la representacidon de un dominio espacial (), se requiere de una coleccién de
dichos elementos, a los que se les asigna un valor 1 6 0 dependiendo de si forman
parte o no del dominio, respectivamente. El empleo de esta representaciéon facilita
tanto la manipulacion de las integrales de solapamiento como las operaciones de
transformacién realizadas sobre los dominios. Ademas, garantiza la facil escritura
de ficheros de tipo gaussian cube para representar los dominios. Estos ficheros
son letdos por multitud de programas de visualizacion.

El procedimiento de optimizacidn del recinto Q) se lleva a cabo de manera
discreta sobre la rejilla, que puede englobar o no a todo el sistema en estudio.
Este dltimo punto es importante. Para la obtencion de un dominio MPD no es
necesaria la construccion de una rejilla molecular completa, sino que podemos
restringir la discretizacidon a aquellas zonas del espacio de nuestro interés. Para
iniciar el proceso de optimizacidn es requisito indispensable disponer de un do-
minio de partida, situado en la anterior zona de interés, y representado mediante
una coleccidn de elementos unidad de la rejilla (normalmente cubos). También es
posible utilizar, como punto de partida, la cuencas ELF o QTAIM proporcionadas
por el programa TopMod [155].

El sequndo programa, ProbaCpt, calcula las py sobre un dominio determinado,
mediante las expresiones algoritmicas deducidas por [152] y discutidas brevemen-
te en la seccidn anterior. Con su uso, es posible verificar que el dominio de partida
seleccionado es razonable, reduciendo de este modo el tiempo computacional del
resto de las etapas. Por Ultimo, el médulo ProbaOpt lleva a cabo la optimizacion
de los recintos de prueba para maximizar la probabilidad py escogida.

En el anexo se presenta una breve guia con las opciones basicas del cédigo
MPD.

5.3.1  Algoritmos de optimizacion

El codigo computacional MPD implementa dos clases de algoritmos de opti-
mizacion de forma: el método de optimizacion discreto o de aceptacidon/rechazo
y el método de sequimiento del gradiente (steepest descent).

Método discreto o de aceptacién/rechazo (AR)

Este método es el més sencillo de los dos implementados. Dado un dominio
espacial representado por una coleccion de elementos unidad que conforman
la rejilla molecular, el método AR realiza perturbaciones de la rejilla sobre la
superficie del dominio. Las perturbaciones de la regiéon de partida son de ca-
racter aleatorio, afnadiéndose o elimindndose elementos unidad de la superficie
y analizando a posteriori el efecto que dicho proceso provoca en la probabi-
lidad a maximizar. Solo se aceptan aquellas perturbaciones que dan lugar a
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5.3 EL CODIGO COMPUTACIONAL MPD

un incremento en el valor de la probabilidad, rechazando el resto. EL dominio
inicialmente considerado evoluciona seglin este procedimiento. EL caracter alea-
torio de la perturbacidon aseqgura que se explora toda la superficie del recinto,
sin privilegiar ninguna direccién en particular. Un método de optimizacién simi-
lar se ha empleado para la obtencion de MPDs mediante calculos Monte Carlo
cuantico [156].

El inconveniente mas claro del método es que a medida que el recinto conside-
rado se aproxima mds y mas a su volumen 6ptimo final, el proceso de optimizacion
deviene mas lento. Puesto que el proceso aleatorio de perturbacién no favorece
ninguna direccidn, es cada vez mas probable que el algoritmo explore regiones
ya exploradas anteriormente. Por ello, es necesario buscar algoritmos que provo-
quen una modificacion mas efectiva del recinto cuya p se pretende maximizar.

Steepest descent o de seqguimiento del gradiente (SG)

Una mejora sustancial en el algoritmo de optimizacién consiste en utilizar
informacidn sobre la direccion de crecimiento de p+ en el procedimiento pertur-
bador. Los métodos més eficaces para encontrar maximos locales de una funcion
real con respecto a la forma del recinto en estudio hacen uso del concepto de
derivadas de forma (shape derivatives). Juegan el mismo papel en este problema
que el desempenado por la funcién gradiente en los problemas de optimizacidn
estdndar. Sequiremos aqui las ideas expuestas en [152], mientras que una intro-
duccidn rigurosa sobre el concepto de derivadas de forma se puede encontrar
en [157]. Ademds, en [158] se presenta también el concepto de derivada de for-
ma ast como la introduccién de la Hessiana de la forma para caracterizar la
estabilidad de las regiones.

Consideremos pues un dominio Q, regular en su superficie, perteneciente al
espacio tridimensional, Q C R3 y sobre el que se aplica una deformacién infi-
nitesimal, denotada por Q". Q' puede entenderse como el resultado de la defor-
macion sufrida por el recinto QO en su superficie 0Q tras la accidn de un campo
de velocidad local v(x)n(x) durante un periodo de tiempo infinitesimal 6t. n(x)
es un vector normal a la superficie en x € 0Q y v un campo escalar en 9Q.

En el caso especial de que ] se defina como

-] - 537)
Q
donde f es una funcién continua e integrable en R3, se puede comprobar que
J(Q) =J(Q) + 6tJ f(x)v(x)dx + o(5t). (5.38)
20

En el caso general, | es diferenciable en Q si existe una funcién real 9]/9Q,
definida en 9Q) y denominada derivada de forma de ] en ), si para cualquier v
se cumple

Q') =J(Q) mJ 9]

. a—Q(x)v(x)dx + o(dt). (5.39)
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Si se escoge el campo que provoca la deformacién v(x) igual a la derivada de
forma, es decir, si

vx € 0Q), v(x) = %(x) (5.40)

] . \*
J,o (30%1)

La ecuacion 5.41 muestra que para cualquier pequeio cambio en &t, la defor-
macion producida provoca necesariamente un aumento en el valor de J, a menos
que Q sea un punto critico de ], definido por la condicion

se tiene que

J(Q) = J(Q) + 6t + o(5t). (5.41)

% =0, enodQ. (5.42)
Particularizando al problema que nos ocupa, la funcion ] sobre la que se
quiere maximizar su comportamiento respecto de la forma del recinto en cuestién,
es la probabilidad de encontrar un nimero determinado de electrones v en ese
recinto: J(Q) = p+(Q). Por lo tanto, para la maximizacién de p+, el problema
planteado se reduce al célculo de la derivada dependiente de la forma de la
funcién objeto de estudio, es decir, al computo de 9p-/9Q. En [152] se pueden
encontrar expresiones explicitas para estas derivadas.

5.3.2 Proceso general para el calculo y maximizacién de p+

En el algoritmo AR, el calculo de p+ () se transforma en el problema compu-
tacional bdsico, mientras que en el algoritmo SG, tanto el computo de p(Q)
como el de su derivada de forma 9p~/0Q) son etapas computacionalmente len-
tas. Ya sea mediante la utilizacién de uno u otro algoritmo, el cédlculo de las
matrices de solapamiento entre los espinorbitales moleculares en la regién Q)
considerada, S, constituye el cuello de botella de todo el proceso.

S0 = (ibx)a = L xi () (x) dx, (5.43)

siendo {x} el conjunto de espinorbitales ocupados del determinante que constitu-
ye la funcién de onda que describe el sistema en estudio, conforman los UGnicos
objetos que necesitan obtenerse para proceder a una optimizacién MPD.

Puesto que trabajamos en un rejilla que esta dividida en pequefios parale-
lepipedos y dado que el domino Q) se representa mediante una coleccién de
dichos elementos, el cémputo de Sij o sobre cada uno de ellos se realiza de
forma analitica.

En el algoritmo AR, después de analizar la contribucién a p, de todos los
elementos unidad dentro y fuera de la superficie que delimita el dominio Q,
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comienza el proceso aleatorio de adicién y eliminacion de elementos unidad
sobre dicha superficie para incrementar el valor de p+. De este modo, el dominio
original Q se ve modificado, y el proceso prosigue iterativamente hasta que el
valor de p(Q) permanece estable dentro de una precisidon pre-establecida. Por
el contrario, en el algoritmo de sequimiento del gradiente el proceso de adicion
y eliminacion de elementos unidad sobre la superficie del dominio Q se lleva
a cabo mediante la obtencidn de la derivada dependiente de la forma 0p+/0Q),
que indica la direccién particular a lo largo de la cual ha de realizarse.

5.4 DOMINIOS DE PROBABILIDAD MAXIMA

Con los conceptos y definiciones empleados en las secciones anteriores, se
esta en condiciones de introducir el método de los dominios de probabilidad
maxima. Dado un sistema constituido de N electrones y descrito por una funcién
de onda ¥ arbitraria, un dominio de probabilidad maxima es aquella regién
del espacio tridimensional que maximiza localmente p, (ecuacidn 5.2). Para un
nimero concreto de electrones v, la region Q para la cual py(Q) es maxima
depende de v, y se denota como Q.. Mateméticamente, un MPD se puede
expresar como

Q, = mgx P+ (Q) (5.44)

En esta seccidn, procederemos a examinar el formalismo MPD en sistemas mo-
delo. En primer lugar, se llevara a cabo una bisqueda de las capas atomicas de
los dtomos, mientras que en segundo lugar se estudiara la particion del espacio
generada por el método. Posteriormente, realizaremos un breve analisis de las
distintas soluciones que se pueden obtener y de las caracteristicas generales
que poseen. A continuacion, se presentard una comparacidon con otras teorias y
métodos de analisis que comparten fundamento fisico con el método MPD. Ya por
ultimo, mostraremos algunos resultados obtenidos sobre un conjunto de sistemas
caracteristicos.

5.4.1  Aplicacion para la bisqueda de capas atdmicas

Si el método MPD es capaz de recuperar insight quimico, deberia poder hacer-
lo en los sistemas que se nos antojan mas simples: los dtomos. Vamos a dedicar
esta subseccidn, por tanto, a estudiar la imagen que de la estructura de capas
atémicas nos ofrece este procedimiento [159].

Desde un punto de vista formal, el objetivo que persequimos es determinar
las posibles regiones de simetria esférica que maximizan Q. (v =1,2,...,N),
centradas sobre el ntcleo de un dtomo de N electrones. Una manera de afrontar
el problema, consiste en suponer que el radio r del dominio esférico es variable,
como se muestra en la Figura 1. De esta manera es posible trazar la variacion de
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P~ en funcién de r. Es facil convencerse de que para cada valor de v es posible

Figura 1: Dominio esférico Q, centrado sobre un atomo determinado cuyo nucleo se
sitla en su centro y que posee un radio T variable.

encontrar, al menos, una solucién diferente (ver Figura 2). En primer lugar, si
se supone que el radio v del dominio es infinitamente grande y se determina
la probabilidad de encontrar todos los electrones del sistema (N) dentro del
dominio de dimensidn infinita, se comprueba facilmente que dicha probabilidad
es igual 1 (por normalizacién), pn(Q, T — o0) = 1 (imagen de la derecha en
la Figura 2). Esta primera solucién constituye una solucidn extrema al problema
planteado. Por el contrario, si se supone que el radio T se hace cada vez mas
pequefio, a medida que disminuya, la probabilidad de no encontrar ningln elec-
tréon en el dominio considerado tenderd a 1, puesto que a medida que el radio
se hace mas y mas pequeno, serd mas dificil que algun electron pertenezca al
domino. En el extremo final, cuando el radio es infinitesimalmente pequefo, la
probabilidad valdra 1, po(Q,r — 0) =1 (ver figura de la izquierda en Figura 2).
Entre ambas situaciones limite (r = co — Q = R3; r =0 — Q = (), siempre ha
de existir al menos un maximo para p-~, es decir, siempre es posible encontrar un
dominio QO que haga méxima la probabilidad de encontrar v electrones (figura
del medio en Figura 2). Dicha probabilidad sera no nula y siempre menor que
1, y tomara valores pequefos para un conjunto de radios intermedios, donde di-
ferentes soluciones que se corresponden a diferentes nimeros de electrones se
superponen unas a otras. El problema puede hacerse mas fisico si consideramos
conchas esféricas comprendidas entre 17 y 2. Si una solucién tiene un valor
pequefio de probabilidad probablemente no tenga significado fisico. Por el con-
trario, aquellas soluciones con un alto valor de probabilidad estaran asociadas
a lo que conocemos como capas atémicas [159].

Con el objeto de comprender mejor la estructura en capas de los atomos, es
util establecer una comparacion con las probabilidades que se obtendrian si
los electrones fuesen particulas independientes estadisticamente [160, 161]. La
probabilidad de encontrar v y solo v electrones independientes (p9) en un

determinado recinto Q viene dada por una distribucién binomial,

nd _ <]j)pbln (] _pbm)N’V’ (5.45)
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.
\ VAN

Figura 2: Variacién de py (en ordenadas) en funcién de r (en abscisas) para el domino
esférico O de la Figura 1. v varia de 0 a N al desplazarnos de izquierda a
derecha.

donde

N

.pbin — ZVZO VPV(Q) (546)
N

garantiza que la poblacidn de particulas independientes en Q es la misma que

para particulas dependientes. Por lo tanto, se puede definir

Ap+(Q) = p+(Q) —pIi(Q). (5.47)

Esta expresion ofrece una medida de la correlacién electronica (de Coulomb y/o
Fermi). Dado que los electrones no son particulas independientes, incluso a nivel
Hartree-Fock (que incluye unicamente correlacion de Fermi) los valores de p+
seran diferentes a los de particulas totalmente independientes.

5.4.2 Particidn del espacio y complementariedad de dominios

La optimizacion de p~ conduce necesariamente a una particidon del espacio en
dos, y solo dos, regiones complementarias. Dado que, en general, el nimero de
posibles MPDs con v constante que pueden optimizarse en un mismo espacio
molecular es superior a uno, subyace la pregunta de si la unién de estos diferen-
tes dominios (o de uno de sus subconjuntos) pudiera proporcionar una particion
exhaustiva del espacio, similar a la QTAIM. Hasta donde se conoce, no hay
respuesta tedrica a esta conjetura, que debe ser resuelta mediante exploracion
numérica.

La experiencia acumulada hasta el momento sobre MPDs ha mostrado que
muchas de estas regiones pueden solapar entre si, por lo que la conjetura de
completitud parece no ser correcta. En el estado actual de desarrollo de los
algoritmos, y dada la discretizacion en rejillas, no es posible asequrar si el
solapamiento de regiones es el resultado de un artefacto del cédigo o si por el
contrario tiene un significado fisico. Un ejemplo se encuentra en la referencia
[156], en la que se presenta un andlisis en la molécula CH?{, llevado a cabo
mediante cédlculos Monte Carlo cuantico con un cddigo distinto al que se ha
utilizado en esta memoria.
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El estado fundamental de la molécula de metano protonada tiene simetria Cs.
Existen diferentes minimos energéticos equivalentes conectados por estados de
transicion de simetria Cy,,. Como es bien sabido, el compuesto CH5+ es altamen-
te fluxional, y sus enlaces quimicos no se pueden describir mediante estructuras
clasicas de Lewis, puesto que un par electrdnico se comparte entre mas de dos
atomos. Pues bien, en el estado fundamental, los dominios Q> obtenidos son
similares a los encontrados para la molécula de metano, formando en conjun-
to un tetraedro. Tres de los cuatro dominios contienen un 4tomo de hidrégeno,
mientras que el dominio restante contiene dos protones, por lo que se puede
considerar como un par electrénico compartido entre tres centros. En el estado
de transicion, los dominios dptimos encontrados son idénticos a los del estado
fundamental, excepto que en este caso, uno de los protones que pertenecia al
enlace de tres centros se ha desplazado hacia la interseccién con un dominio
vecino. Existen, por tanto, dos dominios equivalentes que contienen dos protones.
La descripcion obtenida encaja perfectamente con la naturaleza flexible de la
molécula. Ni el aspecto ni la disposicion de los dominios de enlace cambia al
pasar del estado con simetria Cs al estado con simetria Cj,. Pero, dado que
ahora son dos dominios en cuya interseccién se encuentra un protén, la imagen
generada ayuda a interpretar el tipo de enlace existente en esta molécula en
particular. Los (), resultantes se caracterizan por solapamientos considerables,
que no parecen poder deberse a errores numéricos.

La no exhaustividad de los recintos generados, a diferencia de lo que ocurre en
otros métodos interpretativos como la QTAIM o el analisis de la funcién ELF, po-
dria parecer a priori una caracteristica no deseable. Es posible, no obstante, que
esta propiedad no se trate de un inconveniente, sino que por el contrario, el sola-
pamiento entre regiones ayude a ofrecer una imagen mucho mas enriquecedora
de la estructura electrdnica de los sistemas.

Otra caracteristica notable del método MPD es la complementariedad de do-
minios. Surge de la expresion para la funcién de probabilidad p+ definida en la
ecuacion 5.2: py(Q) = pn_+(Q). Consecuentemente, la busqueda de un dominio
Q) que maximice la probabilidad de encontrar v electrones, genera simultanea-
mente un recinto complementario, i.e. una regidn que maximiza la probabilidad
de encontrar N — v electrones. Asi, Q, = Qn_~. Es obvio que Q y Q comple-
tan el espacio real. Sirva como ejemplo una molécula sencilla como puede ser
el hidruro de litio (LiH) [160]. En el limite de 4tomos separados, tres electrones
proceden del litio y uno del atomo de hidrégeno. La busqueda de un dominio ()4
genera una region esférica alrededor del dtomo de Li para la cual p7 ~ 0.5, con
Ap1(Qq) =~ 0.08. Para v = 2, este dominio se hace mas grande, y p, alcanza
el valor cercano a 0.94, donde la diferencia respecto a las probabilidades de
particulas independientes es ahora Ap,(Q;) ~ 0.56. Nétese el altisimo valor
de py. Finalmente, cuando se busca un recinto que maximiza p3, el resultado
obtenido es el complementario al de py, con un valor de Ap3(Q3) idéntico. EL
analisis quimico de los resultados es claro. La particion que verdaderamente tie-
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&

Figura 3: Diferentes Q,; MPDs obtenidos para el atomo de nedn (a distintas escalas).
La region de la izquierda esta asociada al par electrdnico del core del &tomo,
mientras que la figura de la derecha representa una de las infinitas soluciones
para un par electronico perteneciente a la capa de valencia.

ne significado fisico y quimico es aquella que maximiza p,, asociada a un core
del 4tomo de Li o Li™ y a un hidruro, su regién complementaria, que contiene
el 4&tomo de H y maximiza la probabilidad de encontrar 4 —2 = 2 electrones en
ella. Este recinto puede también asociarse al “enlace” entre el atomo de Li e H.
Tanto Q(H™) como Q(Li"), para los cuales R3 = Q(H™) |J Q(Li"), maximizan
P2-

Es importante remarcar que con este método no es posible encontrar un MPD
de tres electrones alrededor del 4tomo de Li: no existe ningiin méaximo para
Ap3(Q3) que englobe al Li. Por el mismo razonamiento, no se encuentra ninglin
atomo de hidrégeno. Los recintos obtenidos que ofrecen un maximo para Ap~ son
los que aportan significado quimico a las regiones. En el caso de la molécula
LiH en cuestidn, es la region asociada al core de litio (o al hidruro) que aparece
con una claridad nitida.

5.4.3 Ausencia de unicidad de las soluciones

La posible no unicidad de las soluciones MPD se ha dejado entrever en la sec-
cién anterior. Esta es una caracteristica general del procedimiento. Por ejemplo,
en la molécula de LiH se encuentran dos soluciones MPD (Q,), ambas maximi-
zando py. Cada una de ellas estd asociada a una entidad quimica distinta. Por
un lado, el core del 4tomo de Li y por otro, el “enlace” entre ambos atomos. La
maximizacion de p; tiene, por tanto, dos soluciones.

Comogquiera que el codigo computacional utilizado busca una Unica solucidn en
cada ejecucidn, la respuesta final obtenida estd condicionada por la regidn inicial
usada para sembrar el proceso de optimizacion: tanto por su forma, tamafo o
localizacidn espacial como por el algoritmo de optimizacién empleado. Pongamos
como primer ejemplo el 4tomo de nedn. La busqueda de recintos , genera dos
tipos de soluciones distintas (Figura 3).

Por un lado, cuando se utiliza como semilla un pequefo volumen situado sobre
la posicidn nuclear para llevar a cabo una maximizacidn de py, se obtiene como
solucion el core del Ne, como se puede apreciar en la parte izquierda de la
Figura 3. Por otra parte, cuando el mismo pequefio volumen se sitlia alejado de
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la posicion nuclear, la maximizacidon conduce al dominio que aparece en la parte
derecha de la Figura 3. Este ultimo MPD esta asociado a un par electrénico
correspondiente a la capa de valencia del atomo. La correspondencia entre las
distintas soluciones encontradas y los conceptos quimicos tradicionales es clara.

Podemos ahondar en estas ideas examinando una molécula sencilla, la molé-
cula de agua. Su estructura de Lewis suele interpretarse en términos de cuatro
pares de valencia (dos pares electrdnicos solitarios y dos pares asociados a los
enlaces O-H) ademas del par de core del 4tomo de oxigeno. Jugando de for-
ma quimicamente significativa con el dominio semilla se obtienen con facilidad
tres tipos de regiones Q;, claramente correspondientes a los conceptos que aca-
bamos de detallar. Estos MPDs pueden distinquirse cualitativamente mediante
visualizacidon y cuantitativamente mediante comparacidn de los valores de p;.

En general, la probabilidad p, maximizada es significativamente més grande
en los dominios de core que en cualquier otra region MPD. Por ejemplo, en
el 4tomo de Ne, el recinto ), asociado al core muestra p» ~ 0.68, mientas
que el par electrénico del dominio de valencia muestra py ~ 0.40. Este ultimo
es un tipico valor de p, tanto para pares electronicos de valencia como para
dominios de enlace (como en el MPD de enlace O-H en la molécula de aqua).
La diferenciacion del dominio de par solitario en torno al atomo de O del dominio
de enlace solo es posible visualmente, pues los valores de p, de valencia suelen
ser bastante constantes incluso en sistemas quimicamente dispares.

Por el contrario, y aunque las regiones de core muestran normalmente pro-
babilidades p, superiores a 0.60, éstas resultan ser mas variables que las de
valencia. Una muestra es la distinta probabilidad p, encontrada para los cores
de los dtomos de Li y Ne. La interpretacidn que puede realizarse es que el core
de Li estd mucho mas estructurado que el de Ne, existiendo para este tltimo
una separacidn menos clara (con respecto al Li) entre las regiones de core y
de valencia. El elevado valor de p2(Li*) = p2(H™) muestra, como ya se ha
comentado, que la estructura Li"H™ es prdcticamente la tnica posible.

La no unicidad de soluciones MPD para v constante no solo se refiere a la
posibilidad de encontrar dominios con sentido fisico diferente, sino a la dege-
neracion (habitualmente por simetria) de soluciones quimicamente equivalentes.
Retomar el ejemplo del atomo de nedn resulta ilustrativo. Ademas de la region
de core, se ha encontrado una solucién p, para la regién de valencia. Nétese,
no obstante, que la capa de valencia del 4tomo de nedn contiene 8 electrones,
y que, por lo tanto, es esperable encontrar tres regiones mdas que sumen en
conjunto los cuatro pares electronicos existentes en la valencia del &tomo. En
realidad, el MPD de valencia tiene simetria rotacional con respecto a un eje
cualquiera que pase por el nicleo, por lo que existen infinitas soluciones equiva-
lentes. Para reunir los ocho electrones de valencia, necesitamos cuatro de dichos
MPD. Si los distribuimos tetraédricamente obtendremos el menor solapamiento
entre ellos. Una inspeccidn visual demuestra que la unién de los cuatro dominios
dispuestos tetraédricamente no completa el espacio, y que dos cualesquiera de
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ellos solapan levemente. Un examen de los MPD de valencia en los aniones de
los 4tomos haldgenos muestra resultados completamente equivalentes a los del
atomo de Ne, tanto en multiplicidad de soluciones como en valor p;.

Un caso similar, aunque ligeramente diferente, sucede en la molécula de me-
tano (CH4). En ella, y descartando nuevamente la reqgidon de core del 4tomo de
carbono, la optimizacién de una regidon que maximice la probabilidad de encon-
trar dos electrones da lugar a un recinto asociado a uno de los enlaces C-H. La
aplicacion sobre este dominio de las operaciones de simetria T4, grupo puntal
del sistema, conduce a la obtencidn de tres dominios de enlace equivalentes. En
este caso, y a diferencia del 4tomo de Ne, solo existen cuatro soluciones equiva-
lentes, cada una asociada a un enlace C-H y mostrando una estructura tetrédrica
en su conjunto. La unién de ellas habria de completar el espacio molecular, pe-
ro nuevamente se observa cierto solapamiento entre las distintas regiones [158].
Este es un comportamiento general y de implicaciones fisicas importantes. La
presencia de los cuatro nlcleos de hidrégeno ha hecho cristalizar los cuatro pa-
res de valencia sobre las direcciones C-H. Decimos que los pares electrénicos
han cristalizado debido al potencial nuclear.

Es instructivo examinar brevemente los valores de p, obtenidos en el metano.
Elvalor de p; para la region de enlace C-H, 0.55, es superior a 0.40. Se encuentra,
por tanto, por encima del promedio antes sefialado para la probabilidad de pares
solitarios y dominios de enlace, aunque permanece alejado del valor encontrado
para los dominios de core del carbono (p2(Qc) = 0.76) y del atomo de nedn
(p2(QnNe) = 0.68). Este elevado valor sugiere una estructuracién electrénica mas
intensa de la capa de valencia del carbono en relacion con la del atomo de Ne.
La cristalizacidon de pares de valencia se ha examinado también en otros sistemas
equivalentes.

En el tetrafluoruro de carbono (CF4), con una geometria tetraédrica equivalen-
te a la del metano, la optimizacién de Q) asociada al enlace C-F arroja un valor
de p2 = 0.39, similar al esperado para pares solitarios y dominios de enlace. Un
andlisis mas detallado, muestra que los valores anémalamente altos de p, en-
contrados en el CH4 son caracteristicos de enlaces C-H, y que la estructuracién
de los pares disminuye a medida que la diferencia de electronegatividad entre
los 4tomos enlazados aumenta. En la Tabla 3 se encuentran los valores de p>
de las regiones asociadas al enlace para las combinaciones de los 4tomos de
los grupos 14, 15 y 16 del sequndo, tercer y cuarto pertodo con hidrégeno y los
halégenos.

Como se puede apreciar, existen otros factores ademas de la electronegatividad
que impactan sobre p;. Por un lado, el efecto parece diluirse a medida que el
tamafo atomico aumenta. Las diferencias entre el tercer y cuarto periodos son
muy pequeias. Por otro lado, tienden a permanecer circunscritas a los hidruros,
pues los compuestos halogenados se comportan de manera homogénea. Parece
evidente que la ausencia de core en el hidrégeno tiene una gran relevancia. Es
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P2(Q2(enlace A-X))

H F Cl Br
CXa 0.55 0.39 0.39 0.39
SiXy 0.69 0.39 0.40 0.39
GeXy 0.66 0.39 0.39 0.39
NX3 0.49 0.38 0.38 0.80
PX3 0.58 0.39 0.38 0.38
AsX3 0.57 0.39 0.38 0.38
OX3 0.46 0.36 0.37 0.37
SX2 0.51 0.38 0.38 0.37
SeX, 0.51 0.38 0.37 0.37

Tabla 3: Valores de p; encontrados para los MPDs asociados al enlace entre los dtomos
de los grupos 14, 15 y 16 del seqgundo, tercer y cuatro periodo (A) con hidrégeno
y los halégenos (X).

de destacar la enorme similitud encontrada para p2 entre los distintos sistemas
halogenados.

Existe una ultima posibilidad relacionada con la unicidad de las soluciones. Es
la de encontrar soluciones equivalentes quimicamente, pero inequivalentes por
simetria. Un posible ejemplo se presenta en la descripcion MPD de la estructura
electrénica del acetileno [162]. Junto a la cldsica estructura asociada a contribu-
ciones o y 7 para el enlace C-C, existe una descripcion basada en tres enlaces
equivalentes “banana” [154]. Es posible recuperar los seis electrones atribuidos
cldsicamente a este tipo de enlace mediante 3 MPDs que maximizan p;, cada
uno de ellos y que estan rotados 120° con respecto al C-C. Se puede generar,
sin embargo, una infinidad de este tipo de regiones mediante rotacidn.

5.4.4 Similitudes y diferencias con otros métodos interpretativos

El método de los Dominios de Probabilidad Maxima pertenece a la cateqgoria
de métodos interpretativos basados en la particion del espacio real. Entre ellos,
destacan notablemente los métodos comentados en el capitulo 3: la teoria cuan-
tica de atomos en moléculas (QTAIM) y el analisis de la funcidn de localizacidn
electronica (ELF). Ambas herramientas difieren del método MPD en como se
generan las distintas regiones asociadas al espacio tridimensional. Sin embar-
go, las imagenes ofrecidas por los distintos métodos proporcionan un escenario
similar desde el que analizar las manifestaciones quimicas. En ocasiones, las
caracteristicas del método MPD permiten mejorar la vision quimica disponible
con otras herramientas.

La QTAIM [146], propuesta por Bader, se basa en el andlisis topoldgico de la
densidad electrénica p(r). Recordemos que, de acuerdo con sus prescripciones,
el espacio se divide en regiones disjuntas, (), separadas por superficies de flujo
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nulo de Vp(r). Estas regiones, que dividen el espacio exhaustivamente son cono-
cidas como cuencas atdmicas. En Ultima instancia, la teoria recupera el concepto
basico molecular, garantizando que los observables moleculares sean aditivamen-
te expresados en términos de contribuciones atomicas o de grupos que resultan
ser transferibles en entornos quimicos similares.

La principal diferencia entre el método MPD y la QTAIM, como ya se in-
trodujo en las secciones precedentes, es que con la teorla cuantica de atomos
en moléculas se puede recuperar el concepto de atomo, pues las cuencas de
la densidad estdn asociadas a entidades atdmicas. Sin embargo, con el método
MPD, la imagen proporcionada puede no corresponderse a la generada por la
QTAIM. La molécula de LiH es un buen ejemplo, donde la regién que maximiza
la existencia de dos electrones estd asociada al core del 4tomo de Li (o al “en-
lace” entre el &tomo de litio e hidrégeno). Con la QTAIM, las cuencas obtenidas
corresponden a los distintos 4tomos involucrados. Las regiones obtenidas por
uno y otro método difieren en su naturaleza, pero se complementan. Por ejemplo,
dado que las poblaciones promedio de los atomos QTAIM en LiH son cercanas
a 2 electrones, en realidad las cuencas QTAIM y los MPD para este sistema
se asemejan considerablemente. En el método de los dominios de probabilidad
maxima, el usuario es libre de elegir v. Escogiendo v = 2 para LiH, se obtiene
el dominio ya comentado, el core Li*. Podria esperarse que cuando v = 3, la
region obtenida se asemejara al atomo de Li. Tal fendmeno no se produce, como
ya hemos comprobado. No existe una diferencia significativa en la probabilidad
p3 respecto a la probabilidad electrones independientes, que permitan otorgar
un verdadero significado quimico al dominio Q3, dado que Ap3(Q3) ~ 0.

Aunque las imagenes generadas por ambas teorias son diversas, la interpreta-
cion del enlace quimico proporcionada puede complementarse. Analizar el enlace
en la molécula de LiH, mediante la QTAIM, incluiria un estudio acerca de la acu-
mulacidn o fuga de carga en el punto critico de enlace, situado en la superficie
divisoria de ambas cuencas atdmicas. La densidad en dicho punto es pequena,
lo que concuerda con el gran caracter idnico de esta molécula, donde los &tomos
estan mas cohesionados por interacciones electrostaticas que por la propia acu-
mulacidn de densidad en las regiones enlazantes. Este cardcter idnico se muestra
en el alto valor de probabilidad p> del core de Li, formalmente Li*, y por com-
plementariedad, de la region asociada al H™, obtenidas en MPD. El analisis de
la laplaciana de la densidad electronica corrobora este mismo andlisis, donde la
mayor parte de la densidad electrénica en la capa de valencia del &tomo menos
electronegativo se transfiere a la capa de valencia del atomo mas electronegativo,
formando por tanto un sistema con dos iones, el catién Lit y el anion H™.

La molécula de LiH constituye un ejemplo en el que la blisqueda de pares
electrénicos conduce a MPDs facilmente identificables. Sin embargo, en la ma-
yoria de los sistemas, las imdgenes obtenidas por MPD son mas ricas que las
proporcionadas por otros métodos interpretativos, como se seiiala en el capitulo
7 correspondiente a la PARTE Il del presente manuscrito. Tomemos, como ejem-
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plo, la molécula de cloruro de litio. El estudio de la laplaciana de la densidad
electrdnica establece una conexién con la teorla VSEPR. La capa de valencia
del cloruro estd casi completa y es casi esférica, como consecuencia del proceso
de transferencia de densidad del &tomo de Li al atomo de CL. En la laplaciana no
se observan pares electronicos separados. Por el contrario, en la imagen MPD,
existen regiones que maximizan pz que son perfectamente identificables con los
pares de electrones supuestos por la teoria de Lewis.

Otro método interpretativo que goza de una importante aceptacion es el ana-
lisis de la funcién de localizacidn electronica ELF [163], propuesta por Becke
y Edgecombe. ELF es una funcién de las coordenadas espaciales cuyo valor se
relaciona con la localizacidn espacial de los electrones. El analisis topolégico de
ELF (ver referencia [164]), ha sido ampliamente utilizado en Quimica. Las cuencas
ELF son identificables con cores, pares libres o de enlace, y proporcionan una
particion exhaustiva del espacio. Se definen de modo similar a las cuencas de la
QTAIM y consisten en el conjunto de todos los puntos del espacio cuyas lineas
de gradiente de ELF acaban en un determinado méaximo. Puesto que la funcién
de localizacion electrdnica se definié por conveniencia, sus cuencas no tienen
un significado fisico puro. Sin embargo, se les puede atribuir una descripcion
probabilistica cuando las regiones a las que se aplica tienen un volumen peque-
o [165]. También se pueden identificar las cuencas de ELF con regiones donde
la probabilidad de encontrar una pareja de electrones con espines opuestos es
mdxima: para sistemas descritos por funciones de onda de un solo determinante
de Slater, y en el caso ideal de perfecta localizacién de los orbitales (no existe
solapamiento), las regiones de localizacién MPD y ELF son idénticas [166]. Asi-
mismo, estas regiones estan identificadas como aquellas de menor fluctuacidn de
las poblaciones electrénicas.

El andlisis de ELF como el de la densidad electrénica genera dominios con la
simetria molecular. Asi por ejemplo, la cuenca ELF asociada a la capa £ del ato-
mo de Ne contiene aproximadamente 8 electrones, correspondientes a los cuatro
pares de valencia. Solo el método MPD es capaz de romper dicha simetria y
encontrar regiones asociadas a pares solitarios. Como se ha comentado previa-
mente, la p2 de este dominio es 0.395. EL método MPD también proporciona una
cuenca de valencia, complementaria a la regidn de core, que muestra un valor de
probabilidad p2(Qcore) = P8(Qualencia) = 0.684. Que el valor pg sea notable-
mente superior a p para el par solitario sugiere que los pares electrénicos de
la capa £ se entienden mejor como la unidn de cuatro pares en acuerdo con la
imagen promediada generada por ELF.

La semejanza entre los distintos escenarios mostrada por los dos métodos es
una buena razén para utilizar las cuencas generadas por ELF como puntos de
partida para la obtencidn de los dominios MPD. Un ejemplo, como se muestra
en el capitulo 7, es el recinto asociado al enlace o entre los atomos de carbono
en la molécula de etano. Las propiedades de las cuencas MPD y ELF, tales co-
mo los valores de las probabilidades, forma, etc. son comparables. También este
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es el caso de fases condensadas con estructura diamante (C-Sn). Las regiones
obtenidas que maximizan la probabilidad de encontrar dos electrones son prac-
ticamente idénticas a las obtenidas por la funcién ELF [167]. En cualquier caso,
no siempre ocurre asi. En la molécula de nitrégeno (N3), la cuenca ELF asociada
al enlace triple entre los atomos de nitrégeno no constituye una buena descrip-
cion del enlace. Los enlaces 7t tienen un marcado cardcter de desplazamiento
de carga, que provoca que las cuencas ELF disindpticas (compartidas por dos
atractores) muestren volimenes pequefos [168]. La regién Qg ofrece una vision
mucho mas intuitiva y cercana a la realidad quimica.

Finalmente, ha de destacarse que en sistemas fuertemente idnicos en fase
condensada, los tres métodos revisados en esta seccion generan resultados basi-
camente equivalentes. Por ejemplo, en haluros alcalinos con estructura de cloruro
de sodio [169], los dominios i6nicos MPD, ELF y QTAIM son muy semejantes.
Por otra parte, en los sistemas cristalinos formados por elementos que poseen
la estructura de diamante (C-Sn) [167], las regiones obtenidas que maximizan
la probabilidad de encontrar dos electrones son practicamente idénticas a las
obtenidas por la funcién ELF.

Por altimo, destacaremos que la libertad que la eleccién de v otorga al método
puede aprovecharse para enriquecer nuestra vision de los problemas quimicos.

5.4.5 Algunas aplicaciones

Buena parte de ese trabajo estd basado en el estudio de los dominios de
probabilidad maxima y sus propiedades. Dada la novedad del método, la litera-
tura existente es relativamente escasa, y casi todo estad por explorar. Por ello, la
PARTE Il de esta memoria esta dedicada exclusivamente al estudio y analisis
del método MPD. Algunos de los trabajos que en ella se encuentran han sido
ya publicados y abarcan desde el estudio de las caracteristicas de las cuencas
MPD desde un punto de vista analitico hasta el comportamiento de las solu-
ciones en sistemas moleculares sencillos y sistemas periddicos. Conocer como
se comportan los MPDs en diferentes sistemas, cuales son sus caracteristicas,
qué imdgenes proporcionan, etc, constituye una etapa bdésica en el periodo de
rodadura del método.

Asi, en el capitulo 6 se muestra el trabajo On the stability of some solvable
MPDs, donde se analiza la estabilidad de diversos dominios MPD mediante mo-
delos analiticos facilmente resolubles. Posteriormente, en el capitulo 7, el trabajo
A view of covalent and ionic bonding from Maximum Probability Domains, esta
dedicado al estudio del comportamiento de los MPDs en sistemas covalentes e
idnicos sencillos. Ya en el capitulo 8, la aplicacidon del método sobre un conjunto
de cristales covalentes puros e idnicos constituye la base fundamental del articu-
lo Electron Localization Function and Maximum Probability Domains analysis
of semi-ionic oxides crystals, surfaces and surface defects.
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Otra parte del trabajo realizado esta aun por publicar. Se ha llevado a cabo,
por ejemplo, un estudio preliminar de la aplicabilidad del método en sistemas de
posible relevancia tecnoldgica, en los que se espera que un analisis MPD pueda
proporcionar una grado de compresidn novedoso. Nos referimos a sistemas con
comportamiento de electruros. Un resumen de nuestros resultados se presenta a
continuacion.

Electruros

Los electruros constituyen un conjunto de sistemas sobre los que se ha vuel-
to la mirada en afos recientes, como consecuencia de las posibles aplicaciones
que puedan derivarse de su extraordinaria estructura electrénica. En esta memo-
ria hemos aprovechado nuestra colaboracion con el grupo del Dr. Matito en la
Universitat de Girona para llevar a cabo anélisis MPD sobre una colecciéon de
moléculas sencillas con propiedades electruro que han sido previamente carac-
terizadas mediante QTAIM y ELF [170].

INTRODUCCION  Los electruros son compuestos idnicos en los cuales existen
electrones localizados en posiciones anidnicas que carecen de ntcleo [171-173].
La mayor parte de los electruros estudiados y sintetizados hasta el momento son
de tipo orgdnico. De hecho, el primer electruro cristalino, Cs*(18C6)e ™, compues-
to de cardcter orgdnico, fue sintetizado en 1983, y su estructura determinada tres
afios mas tarde [174]. No seria hasta 2003, sin embargo, cuando se sintetizara
el primero de naturaleza inorgdnica [175]. La etapa clave en la sintesis de un
electruro organico es aquella en la que un cation, en una disolucién de un me-
tal alcalino, queda atrapado por un complejante sin capacidad reductora, como
en el caso de un éter corona. De este modo, los cationes interaccionan directa-
mente con los complejantes, que los mantienen alejados de los electrones que
neutralizan la estructura.

En realidad, se sabe desde hace mucho tiempo que un nimero pequefo de
electrones aislados (uno o dos) pueden quedar atrapados en las vacantes anié-
nicas de cristales idnicos, en lo que se conocen como centros de color (pues
dotan de tal propiedad a los cristales en los que se instalan) o centros F. Estas
impurezas han sido objeto de un gran niimero de estudios tanto tedricos como ex-
perimentales que han demostrado, sin lugar a duda, la naturaleza aislada de los
electrones atrapados. Asi, estructuralmente, los electruros cristalinos pueden en-
tenderse como centros F estequiométricos donde todas las posiciones anidnicas
estan pobladas por electrones.

La adicion de metales alcalinos a zeolitas, minerales microporosos que con-
tienen oxido de aluminio y silice, genera electrones atrapados en proporciones
estequiométricas en un sistema inorganico. Estos aductos tienen ciertas carac-
teristicas propias de electruros, pero el “exceso” de electrones esta vinculado a
los cationes alcalinos, puesto que comparten el mismo espacio, por lo que hay
consenso en que estos materiales no sean considerados verdaderos electruros.
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Asimismo, los electrones solvatados pueden ser considerados como precursores
de electruros cristalinos. A pesar de la diversidad de compuestos con caracteris-
ticas similares a los electruros hoy se considera que dichos compuestos lo son
cuando nos encontramos antes sélidos cristalinos estequiométricos en los cuales
los electrones: (i) actuan como aniones y; (ii) no pueden asociarse ni a enlaces,
ni a moléculas, ni a 4tomos en particular.

La estructura electrénica de electruros y compuestos similares da lugar a
solidos cristalinos facilmente polarizables, con propiedades dpticas no lineales
[176,177]. El exceso de electrones se ha utilizado con éxito para justificar la
magnitud de las primeras y seqgundas hiperpolarizabilidades.

En el espacio real, la existencia de electrones atrapados puede dar lugar a
la aparicion de méximos no nucleares de la densidad electrénica (non nuclear
maxima, NNM) [178], es decir, mdximos de p que no se corresponden con la posi-
cién de ningun ndcleo. La confirmacion de la existencia de maximos no nucleares
en moléculas y cristales ha dado lugar a imdgenes topoldgicas mas complejas
que las inicialmente consideradas en la QTAIM, puesto que cada atractor NNM
tiene su propia cuenca de atraccion, puntos criticos de enlace, propiedades ener-
géticas, etc. Cada NNM, pues, define un subsistema cudntico aislable del resto,
con propiedades quimica propias. En los centros de color del MgO, por ejem-
plo, las vacantes de anidén ocupadas por electrones han sido identificadas con
pseudoaniones que actian como si se trataran de iones 6xido [179].

A pesar del interés que estos compuestos suscitan, no se ha publicado ningtn
analisis MPD sobre ellos hasta el momento. Por ello, hemos decidido examinar
con el método MPD algunos de los electruros moleculares mas sencillos. Los
electruros aqui estudiados son los aductos formados por tres metales alcalinos
(Li, Na y K) y la molécula organica TCNQ (7,7,8,8-tetraciano-p-quinodimetano).

METODOLOGIA Las geometrias de equilibrio de las moléculas M,-TCNQ (M
= Li, Na, K) presentan simetria C;,, todas ellas poseen un estado electrénico
triplete y se han obtenido haciendo uso del método DFT / UB3LYP utilizando
funciones de base cc-pVDZ para los sistemas con M = Li, Na y 6-311G++(2p,2d)
para el sistema con M = K. En todos los casos se ha realizado un andlisis de
los modos normales. Para caracterizar la molécula TCNQ (in vacuo) en su estado
neutro y en el estado anidnico monovalente se han utilizado los métodos B3LYP
y UB3LYP respectivamente, con las bases cc-pVTZ. En cuanto a los célculos
MPD se refiere, se ha escogido una rejilla que engloba completamente a los
sistemas en estudio y se ha utilizado el algoritmo de sequimiento del gradiente.

RESULTADOS Y DISCUSION  La molécula TCNQ es un compuesto bien conocido
con un alto poder oxidante, que se presente en varios estados de oxidacion
posibles, tales como TCNQ®, TCNQ~', TCNQ—2 y TCNQ~3 [176]. Cuando entra
en contacto con una especie dadora de electrones, suele producirse un proceso
redox de transferencia de carga y como resultado la generacion de una sal que
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habitualmente puede cristalizarse. Si el reductor es un metal alcalino, las sales
resultantes presentan caracteristicas electronicas y magnéticas inusuales debido
a las propiedades del proceso de transferencia de carga [180].

Cuando la estequiometria es 1:1, aductos tipo M-TCNQ, el electrén de va-
lencia del metal se transfiere a la fraccion TCNQ. La estructura electronica de
estos aductos no presenta caracteristicas extrafias. Sin embargo, cuando la es-
tequiometria es 2:1 y se forman las sales M,-TCNQ, un electrén de la parte
M, se pierde formando un catién radical M5*. Este electrén es captado por el
TCNQ formando un anidn radical TCNQ®~, de tal modo que las sales M>-TCNQ
son formalmente sales en las cuales existe un par idnico radical, denotado como
MSTTCNQ® .

Las sales MSTTCNQ®~ poseen propiedades tipicas del comportamiento de
electruros. Su formacién consta de dos etapas. En una primera, se produce la
transferencia de un electrén de la fraccion My al TCNQ, y la formacion del par
idnico radical M§T TCNQ®~. En la sequnda etapa, el electrén de valencia restan-
te en MS™, muy polarizable, se ve sometido a la interaccién de los dos nitrégenos
constitutivos de TCNQ®™ mas cercanos, situandose en el espacio intersticial. Las
sales M-TCNQ no forman electruros puesto que, cuando el electron de valencia
es transferido a la fraccion TCNQ, ningun electron permanece en MT, y no se
produce interaccidon alguna con los pares electrdnicos de los nitrégenos proximos.

El proceso de transferencia de carga desde la fraccion M, hasta TCNQ pro-
voca un cambio en la topologia de la densidad electrénica del sistema, ademas
de un cambio en la propia estructura de la especie TCNQ. En su estado neutro
se caracteriza por una estructura quinoide en la cual el anillo central no posee
aromaticidad. Sin embargo, cuando la molécula se reduce, la estructura molecu-
lar de la misma se ve fuertemente alterada por la adicién de electrones [181].
Asi, la introduccion de carga negativa induce la aromatizacidn del anillo central
y provoca un alargamiento de la longitud de los enlaces dobles exociclicos, que
devienen en enlaces simples en el caso del TCNQ 2. Una representacién es-
quematica puede verse en la Figura 4. Simultaneamente, el electrén de valencia
remanente en M5 genera un maximo no nuclear de la densidad electrénica, que
se situa entre ambos metales M, aunque ligeramente desplazado con respecto a
la linea que los une. La presencia del NNM da lugar a la aparicién de un nuevo
punto critico de anillo en la densidad electrénica, como puede verse en la Figura
5, para el caso particular de Li;-TCNQ. La figura permite observar con claridad
la presencia del méximo no nuclear, corroborada también por un claro maximo
en la funcién ELF (Figura 6).

Examinemos ahora los dominios MPD. Nos centraremos primeramente en el
sistema con Li, y buscaremos un dominio (), intentando como dominio semilla
un pequeno cubo situado entre los atomos de Li. La optimizacidon ast diseinada
concluye con éxito, obteniéndose un dominio que es claramente identificable con
el maximo no nuclear de la densidad. (Fig. 7). El valor 6ptimo de py es 0.805, y
la poblacién electrénica promedio es (Ng,) = 0.956 e ™. Estos valores confirman,

162



5.4 DOMINIOS DE PROBABILIDAD MAXIMA

NC C CN
NC CN

+1e¢
NC CN NC CN
) C o ) -
NC CN NC CN
+1e
NC CN
) S
NC CN

Figura 4: Evolucién de la estructura electrénica de la molécula TCNQ en reduciones
sucesivas desde una estructura quinoide no aromética hasta otra fuertemente
aromatica.

Figura 5: Topologia de la estructura optimizada (UB3LYP//cc-pVDZ) de la molécula
LiS" TCNQ®~. En rojo se observa un NNM entre los dtomos de Li, junto con
su punto de anillo asociado (en azul). También se han representado isolineas
de la densidad electrénica en naranja.
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Figura 6: Diferentes perspectivas para la isosuperficie de la funciéon ELF con |n| =
0.8ua en el sistema Li;-TCNQ. EL lébulo con forma de gajo a la derecha de
cada imagen representa la cuenca del NNM.

Figura 7: Diferentes perspectivas del MPD optimizado que maximiza la probabilidad de
encontrar un electrén en la regidn correspondiente al maximo no nuclear del
sistema Li-TCNQ. En la imagen superior izquierda, el dominio se ha hecho
translcido para poder apreciar que los 4tomos de Li no forman parte del
mismo.
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sin lugar a dudas, la presencia del electron localizado, y dotan de sentido fisico
y quimico al méximo de la densidad. El alto valor de py es caracteristico de los
dominios de core de los &tomos. Por ejemplo, p2 = 0.925 para el dominio Q)
que caracteriza el core en el dtomo de Li en el vacio. Ademds la varianza de
la poblacién electrénica para este Q7 es baja, 02 = 0.203. Si bien la varianza
para el dominio de core del Li es atin mas pequefia o = 0.078, el valor obtenido
para el NNM es claramente inferior a la varianza habitual (que normalmente se
encuentra en un rango en torno a 0.6 - 1.2) para dominios que pueden ser con-
siderados como dominios de enlace o pares solitarios. Todos estos datos hablan
de una region fuertemente estructurada.

Llegados a este punto, y dado que la fraccién M$™ adn dispone de un electrén
de valencia, podriamos pensar en la posibilidad de que éste pudiera también
ser transferido al TCNQ, dada la versatilidad mostrada por esta especie en
cuanto a su estado de oxidacién se refiere. Por ello, también emprendimos la
busqueda de un dominio que maximice dos electrones entre los 4tomos de Li. Tras
variados esfuerzos, hemos concluido que dicho dominio no existe. Por ejemplo,
tras tomar el mismo pequefo cubo inicial utilizado para maximizar py, el MPD
obtenido se utilizd como punto de partida para obtener un posible recinto Q.
Tras multiples intentos, concluimos que: (i) o bien el electrén extra es capturado
por los electrones aun restantes en la fraccion M$™ (del core de uno de los dos
atomos alcalinos), dejando un &tomo de Li en el interior del dominio optimizado;
o (it) el dominio obtenido se desplaza para disponer de uno de los electrones de
uno de los enlace C-N o de los pares solitarios de los atomos de nitrégeno.

La sustitucion de Li por Na y K no altera sustancialmente ni los resultados
ni las conclusiones ya examinadas en el compuesto litiado. En los dos casos se
obtiene un NNM de la densidad electrdnica, con topologia molecular homomorfa
a la ya presentada y con presencia de atractores en la funcién ELF (Fig. 8).
También hemos conseguido optimizar sin problemas dominios py en la posicion
del maximo no nuclear. En los dos casos, (01 se encuentra entre los dos atomos
metalicos, sin que los cores de estos Ultimos penetren en el interior de la region
optimizada.

La evolucién de las propiedades del dominio MPD se encuentran en la Tabla
4. Obsérvese como p1 y (Nq,) disminuyen monétonamente en la serie Li-K,
y cémo o2 aumenta, mostrando una progresiva desestructuracién del dominio.
Las probabilidades p1 aqui obtenidas sugieren la existencia de un verdadero
subsistema cudantico aislable de todo el sistema en su conjunto.

También se han tratado de aislar MPDs que maximizaran dos electrones en
torno a la posicidon del maximo no nuclear para los compuestos de sodio y potasio,
en ambos casos sin éxito. Al igual que en el compuesto litiado, a medida que el
dominio se optimizaba, el electrén extra o bien se tomaba de los pares libres del
nitrégeno, o de uno de los enlaces C-N proximos, o de los cores metélicos.

Tenemos por tanto evidencias proporcionadas por tres métodos independien-
tes de que la existencia de dominios NNM es consustancial a este tipo de
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Figura 8: Diferentes perspectivas para la isosuperficie de la funcién ELF con n| =
0.8 ua en los sistemas Nay-TCNQ (arriba) y K;-TCNQ (abajo). EL lébulo con
forma de gajo a la derecha de cada imagen corresponde a la cuenca del NNM.

Li;-TCNQ Na>-TCNQ K2-TCNQ
Po 0.121 0.164 0.189
P 0.805 0.749 0714
P2 0.071 0.082 0.090

(Na,) 0.956 0.927 0.912
o2 0.203 0.260 0.296

Tabla 4: Probabilidades (p;), poblaciones ((Ng,)/e™) y varianzas (02) para los domi-
nios que maximizan p1 en los distintos sistemas M,-TCNQ (M = Li, Na, K).
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sistemas, y de que la regidn del espacio tridimensional correspondiente contiene
practicamente un electrén. Puesto que no hemos podido encontrar regiones Q,,
el proceso por el cual el sistema adquiere caracteristicas de electruro se debe
fundamentalmente a la transferencia de carga de un electréon desde la unidad
M; a la unidad TCNQ, formandose como se comentd anteriormente el complejo
MSTTCNQ®~.

Un experimento interesante consiste en intentar localizar el electrén transferi-
do a la unidad TCNQ. Asi se identificaria el par electronico que entra en juego
en este proceso: el electrdn que permanece cerca de la unidad M; y el electrén
transferido. La localizacidon de este electron en la unidad TCNQ es notablemen-
te dificil, pues la multiplicidad de dominios que maximizan un electrén en esta
fraccion del sistema es grande. Es posible, no obstante, obtener evidencias in-
directas analizando la estructura electrénica del anidn radical. Como ya se ha
avanzado, la unidad TCNQ es su estado neutro presenta estructura quinoide,
que se aromatiza a medida que la reduccién progresa.

En nuestros sistemas, los carbonos exociclicos deben tener un cierto caracter
radical (Fig. 4), por lo que el comportamiento de los MPDs deberia ser similar
al que se encuentra en los radicales organicos, como el radical metilo, CHS$,
de simetria D3y. Los estudio llevados a cabo sobre este compuesto ofrecen una
imagen MPD caracteristica: existen dos dominios independientes que maximizan
p1 a ambos lados del plano molecular, con p1 = 0.475. En estas regiones Qj,
cuya varianza en la poblacién electrénica es 0% = 0.648, existe una probabilidad
Po no despreciable (pp = 0.303). Este hecho es consecuencia de que a ambos
lados del plano molecular pueden existir dominios Q0. Dada la presencia de los
MPDs Q1, cabe preguntarse acerca de la existencia de un dominio O, como
union de las dos regiones monoelectronicas (7. Este dominio puede en verdad
optimizarse, aunque el valor p; = 0.363, con 02 = 1.136, indica que se trata de
una regién mucho menos estructurada que en los casos anteriores.Una situacion
similar ocurre en el estado de transicion D3y en el proceso de inversion de la
molécula de amoniaco (NH3) [154]. Existen dos dominios monoelectrénicos bien
definidos a ambos lados del plano molecular y también se puede optimizar la
region bielectronica. Con estos precedentes y dado que el anién radical TCNQ®*~
tiene cierta semejanza con el radical metilo, la aparicién de los dominios mono
y bielectronicos que acabamos de describir constituiria otra prueba indirecta
de que el proceso de transferencia de carga se ha producido como se espera.
Ademas, estos dominios espaciales no debieran aparecer en la molécula neutra
TCNQ.

Hemos, por tanto, buscado dominios de uno y dos electrones sobre los carbonos
exociclicos en los distintos complejos M§+TCNQ°_. Para el caso de M = Lj,
las Figuras 9 y 10 muestran los dominios que maximizan uno y dos electrones
respectivamente. Hemos encontrado imagenes similares para el resto de sistemas
estudiados, Naz-TCNQ y K;-TCNQ. La Tabla 5 resume sus propiedades. Todas
las regiones que maximizan uno y dos electrones son similares. En todos los
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Figura 9: Diferentes perspectivas del dominio que maximiza p; para el compuesto Li;-
TCNQ, situado sobre el carbono exociclico directamente enlazado al anillo
central mas préximo a la unidad Liy. Existe un dominio equivalente en la
parte inferior del plano molecular.

Figura 10: Diferentes perspectivas del dominio que maximiza p, para el compuesto Li;-
TCNQ, situado sobre el carbono exociclico directamente enlazado al anillo
central més proximo a la unidad Liy. Se puede imaginar como la unién de
dos dominios que maximizan pj.
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Dominio de un electron Dominio de dos electrones

Liz— Naz— Kz— le— Naz— Kz—

TCNQ TCNQ TCNQ TCNQ TCNQ TCNQ

Po 0.324 0.324 0.323 0.089 0.090 0.089
P1 0.438 0.437 0.437 0.278 0.278 0.277
P2 0.198 0.198 0.199 0.335 0.334 0.334
P3 0.036 0.037 0.037 0.206 0.205 0.206
(No) 0.957 0.959 0.960 1.955 1.952 1.959
0?2 0.698 0.702 0.710 1.321 1.324 1.328

Tabla 5: Probabilidades (pi), poblaciones ((Nq)/e™) y varianzas (02) para los domi-
nios que maximizan la existencia de uno y dos electrones localizados sobre el
carbono exociclico mas préximo a la fraccion My para los complejos M,-TCNQ
(M = Li, Na, K).

casos, las poblaciones electrdnicas obtenidas estan prdéximas al valor nominal.
Esta igualdad en los valores calculados difiere de lo encontrado para la region
localizada en el NNM. Todos los fragmentos TCNQ®~ pueden ast entenderse
como la misma entidad quimica, al contrario que para los dominios NNM, cuya
naturaleza evoluciona significativamente en los distintos compuestos estudiados.

También hemos verificado que estos resultados son caracteristicos de la molé-
cula TCNQ, obteniendo los dominios que maximizan p7 y p2 sobre los carbonos
exociclicos en las moléculas aisladas neutras y anidnicas. En el primer caso no
pudieron encontrarse dominios ni Q7 ni Q;, mientras que en el sequndo, los
dos tipos de soluciones fueron facilmente identificables. Las funciones de distri-
bucién, asi como los momentos de las mismas son semejantes a las encontradas
para los dominios de los complejos M,-TCNQ.

coNncLUSIONES EL proceso de transferencia electronica entre My y TCNQ
genera, sin duda, un punto critico (3,-3) en p correspondiente a un maximo no
nuclear. Este es perfectamente identificable y localizable, tanto mediante el ana-
lisis de la funcion ELF como en el formalismo MPD. Se trata de subsistema
cudntico claramente establecido. En segundo lugar, el electrén transferido a la
unidad TCNQ provoca un cambio en la estructura electronica de esta ultima
hacia un radical anién que es también perfectamente identificable.
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ANEXO

Breve presentacion del cddigo computacional MPD.

El cddigo computacional MPD utiliza un fichero .wfn que describe funciones de
onda Hartree-Fock o pseudo funciones de onda monodeterminantales, y permite
un andlisis probabilistico, la generacidn y manipulacién de las rejillas volumé-
tricas que representan dominios espaciales y la optimizacién de un determinado
recinto para maximizar la probabilidad de encontrar un niimero entero y exacto
de electrones en él. Estd basado en tres médulos:

1. ProbaDomain: genera y transforma dominios
2. ProbaCpt: calcula probabilidades

3. ProbaOpt: optimiza dominios
El cédigo implementa dos tipos de algoritmos de optimizacidn:

1. Discreto o de aceptacién/rechazo: realiza ciertas perturbaciones en la su-
perficie del dominio afiadiendo o eliminando pequefios paralelepipedos. Si
la adicion o eliminacidn conlleva un aumento de la probabilidad deseada,
el proceso se acepta.

2. De sequimiento del gradiente (Steepest Descent): hace uso del concepto
de las derivadas de forma. La derivada indica donde hay que afnadir o
eliminar los pequefos cubos sobre la superficie del dominio con el fin de
aumentar la probabilidad.

Las opciones basicas del programa se presentan a continuacidn, divididas en
las tres partes de las que consta el cddigo. Las palabras clave en negrita denotan
comandos y/o pardmetros, mientras que aquellas en cursiva hacen referencia a
valores y/o nombres de fichero.

ProbaDomain

= Extract Atoms file_name.wfn
Extrae las posiciones de los atomos del archivo .wfn. Este comando ha de
ser ejecutado al menos una vez durante un calculo ProbaDomain.

= New Grid \ End Grid
Genera una nueva rejilla cuboidal, sin la presencia de ningtin dominio, me-
diante los siguientes pardmetros, sequido cada uno de ellos por su valor.
Este comando se debe ejecutar al menos una vez durante un calculo Pro-
baDomain.
xmin, ymin, zmin, xmax, ymax, zmax: limites de la rejilla
nbX, nbY, nbZ: nimero de intervalos en lo que se divide la rejilla en cada
direccidn

170



5.4 DOMINIOS DE PROBABILIDAD MAXIMA

= Read Domain \ End Read
Recupera y utiliza un dominio ya existente en un archivo .cube.
File domain_file_name.cube

= Save Domain \ End Save
Guarda el dominio actual.
File domain_file_name.cube

= Join Cuboid \ End Join
Anade un dominio ya existente. Mediante esta opcidn, se puede llevar a
cabo la unidn de varios recintos uno a uno.
File domain_file_cube.cube

= Complement Domain Obtiene el dominio complementario guardado en me-
moria. El dominio final generado consistira en todo el espacio molecular
menos el dominio complementado. Esta operacién no necesita de mas pa-
rdmetros adicionales.

= Rotate Domain \ End Rotate
Rota un dominio respecto a las direcciones x, y o z por un determinado
angulo expresado en radianes.
Angle value
Axis x, y o z

= Intersect Domain \ End Intersect
Realiza la operacién de interseccion entre el dominio actual y otro dado
por
File domain_file_name.cube

= Minus Domain \ End Minus
Sustrae del dominio actual un sequndo domino dado por
File domain_file_name.cube

= MinusFrom Domain \ End MinusFrom
Sustrae el dominio actual de un sequndo dominio dado por
File domain_file_name.cube

Los comandos Complement, Rotate, Reflect, Intersect, Minus, MinusFrom y Save
actian sobre el dltimo dominio leido, construido o unido siguiendo el orden
establecido en el archivo de input del programa.
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* Dos pequefias muestras de archivos de input para el subprograma Proba-

Domain:

ExtractAtoms file_name.wfn

New Grid
xmin -5.
ymin -5.
zmin -5.
xmax 5.
ymax 5.
zmax 5.
nbX 100
nbY 100
nbZ 100

End New

Join Cuboid
xmin -0.5
ymin -0.6
zmin -0.4
xmax 0.7
ymax 0.6
zmax 0.8

End Join

Save Domain
File domain_file_name.cube

End Save

ExtractAtoms file_name.wfn

New Grid
xmin -6.
ymin -6.
zmin -6.
xmax 6.
ymax 6.
zmax 6.
nbX 80
nbY 80
nbZ 80

End New

Read Domain
File domain_file_name.cube

End Read

Rotate Domain

Angle 3.1415

Axis x
End Rota

Save Domain
File domain_file_name.cube

End Save

te

Los espacios dejados en blanco al comienzo de cada linea correspondiente a
cada pardmetro y la separacion entre comandos no son obligatorios.

El comando New Grid \ End New se puede omitir (aunque al menos una vez
ha de ser ejecutado), pero hay que prestar atencién a la hora de interactuar
con diferentes dominios al mismo tiempo. Aquellos dominios creados con nbi
(i = X,Y,Z) diferentes no se pueden manipular conjuntamente debido a que
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sus tamafos son incompatibles. Por el contrario, no existen inconvenientes en
la manipulacidn conjunta de diferentes dominios creados con nbi idénticos con
tamaios de la rejilla globales distintos.

ProbaCpt

Calcula de probabilidades en un recinto cualquiera. Necesita los ficheros .cube
de domino y .wfn de la funcidon de onda del sistema.

s DomainFile domain_file_name.cube
Nombre del archivo que contiene el dominio para el cual se realiza el
calculo de probabilidades.

s WFNFile file_name.win
Nombre del archivo que contiene la funcidon de onda.

= WFNFormat Gaussian
Formato de la funcién de onda, correspondiente al archivo .wfn de Gaussian.

= BaseType CartesianGaussian
Tipo de las funciones de base empleadas.

Para un célculo ProbaCpt las cuatro lineas anteriores son obligatorias, no
siendo necesarios mas comandos.

ProbaOpt

Optimiza un dominio que maximiza la probabilidad de encontrar un nimero
determinado de electrones en él. El fichero de entrada consta de la entrada a
ProbaCpt y de palabras clave extra:

s DomainFile domain_file_name.cube
s WFNFile file_name.win

= WFNFormat Gaussian

= BaseType CartesianGaussian

= Spin OFF | ON
Activa o desactiva el calculo de probabilidades dependientes del espin.

o OFF
nu value: nimero de electrones

e ON
na value: nimero de electrones o
nb value: nimero de electrones 3

Los siguientes comando son opcionales:
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174

PrintCriter value

Nimero de pasos de optimizacion empleados para escribir las cantidades
calculadas (probabilidades, poblaciones ...). Por defecto, 1 (a cada paso
de optimizacidn se escriben las cantidades calculadas).

SavingCriter value

Nimero de pasos de optimizacion necesarios para guardar los dominios
intermedios generados durante el proceso de optimizacidn. EL valor por
defecto es 1 (a cada paso de optimizacidn, se guarda el dominio obtenido).

OptimizationOrder 0 / 1
Define el tipo de algoritmo de optimizacion empleado. Por defecto, el valor
es 0.

— 0: método discreto o de aceptacién/rechazo

— 1: método de sequimiento del gradiente

CompressMode PConst
Permite ejercer una presion externa durante el proceso de optimizacidn.
P_ext value

Contraint ON

Permite que la optimizacidon se lleve a cabo en el interior de otro dominio
establecido.

ContraintFile domain_file_name.cube
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* Ejemplo de fichero de input para el subprograma ProbaCpt
DomainFile domain_file_name.cube
WFNFile file_name.wfn
WFNFormatFile Gaussian

BaseType CartesianGaussian

* Ejemplo de fichero de input para el subprograma ProbaOpt
DomainFile domain_file_name.cube
WFNFile file_name.wfn
WFNFormatFile Gaussian
BaseType CartesianGaussian

Spin OFF
nu 2

PrintCriter 10
SavingCriter 50
OptimizationOrder 1

Los espacios dejados en blanco al comienzo de cada linea correspondiente a
cada pardmetro y la separacion entre comandos no son obligatorios.
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ON THE STABILITY OF SOME ANALYTICALLY SOLVABLE MPDS

6.1 DISCUSION DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

La estabilidad de algunos dominios de probabilidad maxima (MPDs) se exa-
mina a partir de un conjunto de modelos analiticos que poseen solucion. Las
regiones MPDs son regiones del espacio fisico que maximizan la probabilidad
de encontrar un nimero entero y exacto de electrones, y se ha demostrado que
ofrecen imdgenes caracteristicas de cores, pares solitarios, pares enlazantes, etc.

Los MPDs constituyen una nueva herramienta con la que analizar la distri-
bucidon de los electrones en el espacio real. Se obtienen mediante técnicas de
optimizacidon numéricas de un dominio tridimensional tomadas de la teoria de
optimizaciones dependiente de la forma, y basadas en el concepto de las deriva-
das de la forma (shape derivatives). La optimizacion de las diferentes regiones
requiere del cumplimiento de ciertas condiciones matematicas. Una condicidn
necesaria pero no suficiente para que un regién sea considerada como un MPD
es que la derivada de la forma de la probabilidad de encontrar un niimero de
electrones arbitrarios, p~, se anule. Algunos trabajos anteriores han demostrado
que el verdadero caracter de maximo local (o global) de los MPDs no se puede
determinar con facilidad, pues surgian dudas acerca de la estabilidad de los
dominios obtenidos, es decir, acerca de la verdadera naturaleza de los puntos
estacionarios encontrados mediante el algoritmo de optimizacién.

En el presente articulo, se muestran los primeros pasos en la utilizacion de
la Hessiana dependiente de la forma (shape Hessian), junto con las derivadas
dependientes de la forma, como herramienta para obtener informacién acerca de
la verdadera naturaleza de la soluciones numéricas encontradas.

Mediante el empleo de sencillas funciones de onda analiticas para modelos
atémicos y sistemas moleculares, se ha podido obtener un conjunto diverso de
MPDs, y en muchos casos, discernir sobre su caracter de maximo o sobre la
degeneracion de las distintas soluciones generadas.

La principal conclusién observada es que a nivel Hartree-Fock se encuentra
una grandisima degeneracidn de las posibles y diferentes soluciones. Dicha de-
generacion es consecuencia de la independencia estadistica de los electrones o
y B. Ast por ejemplo, en el sistema atémico modelo de dos electrones del dtomo
de He, construido mediante orbitales analiticos 1s del &tomo de hidrégeno para
una funcién de onda monodeterminantal (¥ = |1sTs|), solo la maximizacién de p;
tiene significado desde un punto de vista fisico. Si se considera una region Q tal
que ella y su complementaria completen el espacio, p1 muestra la probabilidad
de que exactamente un electrén se encuentre en dicha regidn. En estas condicio-
nes, p1 = 2S(1—S), y se observa de manera general que existe una infinidad de
regiones que maximizan pj con p7 = 1/2, para las cuales el solapamiento entre
orbitales es S = 1/2.

De entre la infinidad de regiones posibles, se ha podido demostrar que existen
dos soluciones que se pueden considerar verdaderos MPDs. Una de ellas esta
asociada a semiespacios que pasan a través del nucleo, y que dividen a los
electrones angularmente, en el sentido que uno de ellos se sitlia a una lado del
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plano y el restante electrén al otro lado. Asimismo, cualquier deformaciéon del
dominio consistente en una rotacidn genera un dominio equivalente al anterior, y
por lo tanto, una posible solucién. La sequnda solucién encontrada estd asociada
a una separacion radial de los electrones, mediante la construccién de una esfera,
y presenta un grado de degeneraciéon menor que la primera encontrada. Cualquier
deformacién de la esfera que mantenga la condicién S = 1/2 continuara siendo
una solucién MPD radial.

La inclusion de correlacidn, mediante la expansion de la funcion de onda a
través de dos determinantes construidos mediante los orbitales analiticos 1s y
2s (¥ = all1sTs| + b|2s2s|) no supone un cambio en los verdaderos MPDs en-
contrados, pero sl supone un descenso en el nimero de soluciones degeneradas.
Es decir, solo permanecen las soluciones radiales y angulares. Por lo tanto, la
inclusién de correlacién, incluso a un nivel sencillo como el mostrado, reduce de
forma notoria la degeneracion de posibles soluciones. El valor de p; es practica-
mente idéntico, mostrando p1 = 0.5 para las soluciones angulares y p1 = 0.505
para las soluciones radiales.

La introduccién de la correlacion de Fermi, bien considerando dos electrones
s de tipo « (0o ) o dos pares &, 3 no correlacionados, mediante una funcién
de onda monodeterminantal tal que ¥ = |1s2s| cambia por completo el pano-
rama anteriormente visto. Asi, la solucion radial aparece con una probabilidad
muy elevada, p1 = 0.915. Esto es consecuencia de la aparicidon del principio de
exclusion de Pauli para electrones con el mismo espin, por lo que la introduc-
cion de la correlacion de Fermi cristaliza las soluciones. Aunque las soluciones
de semiespacios son también posibles, la separacidon radial, que resulta ser no
degenerada, es mucho més eficiente que la separacién angular.

Una situacidn contraria se produce en el caso en el que se privilegia una direc-
cién en particular. Asi, considerando la funcion de onda mediante la introduccidn
de funciones 2p,, ¥ = |2s2p.|, es ahora la particién angular la que aparece con
una mayor probabilidad con respecto a la radial, puesto que son los semiespacios
orientados a lo largo del eje z los que estan favorecidos.

De este modo, la combinacidén de las dos situaciones previas a través de ¥ =
|1s2s2p.|, genera un escenario en el que resurge la aparicién de un core, y de
una clara separacion entre las regiones de core y valencia, pues el sistema 1s2s
provoca una solucién radial no degenerada mientras que las solucidon 2s+ 2p da
lugar a una preferencia sobre los semiespacios. Dicha separacidn, que ya se habla
encontrado para dominios MPDs obtenidos numéricamente, es consecuencia de
la separacion angular y/o radial de electrones con el mismo espin.
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Abstract The stability of some maximum probability
domains (MPDs) determined for a set of analytically solv-
able models is examined. MPDs are regions of the physi-
cal space that maximize the probability of finding an exact,
integer number of electrons and have been shown to pro-
vide vivid images of cores, lone and bonding pairs, etc.
They are obtained by numerical maximization techniques
based on the use of the shape derivative, which has to van-
ish at any stationary point. Here, we give the first steps to
use the shape Hessian to gain information about the true
nature of the numerical solutions. As a general conclusion,
electron correlation seems to decrease the multiplicity of
solutions found at the Hartree—Fock level, the remaining
MPDs remaining closer to what it is expected from chemi-
cal insight.

Keywords Chemical bonding - Wave function analysis -
Maximum probability domains analysis

1 Introduction

Over the years, the analysis of the distribution of electrons
in real space has provided theoretical and computational
chemists with a set of very useful techniques to understand
chemical bonding problems. Although the electron density
stands still as the basic variable in these analyses, it is an
observable and it may be determined experimentally [1],
and other more complex quantities have been explored that
are attracting interest in recent times [2-5].

M. Menéndez - A. Martin Pendds (D<)
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A particularly important subset of these new descrip-
tors is based on the probability of finding an exact, integer
number of electrons v in a given three-dimensional region of
space, £2. These probabilities, p, (§2) are well posed quan-
tities from the quantum-mechanical point of view and were
originally examined many years ago by Daudel [6-8]. We
may now obtain them routinarily for both single- and multi-
determinant wave functions [9, 10] if the domain £2 is known
ea priori. This is the case when we perform any of the sev-
eral topological partitions of the physical space proposed in
the literature, like those provided by the quantum theory of
atoms in molecules (QTAIM) [11], the electron localization
function (ELF) [3, 12], etc. It has been shown that the analy-
ses of such probability distributions (EDFs) [10, 13, 14] pro-
vide a wealth of chemical bonding information.

Another physically sound possibility is to use the p, (§2)
values to define the 2 regions themselves. This is the
rationale behind maximum probability domains (MPDs) [9,
15-17], 3D regions that maximize a given p,. They have
been successfully used to provide vivid images of core,
bond, and lone pair regions in simple molecules. Obtain-
ing an MPD is a problem in shape optimization [18, 19]
theory, a well-developed field that relies on the concept of
shape derivative. A necessary, but not sufficient condition
for an £2 domain to be a MPD is that its p, shape derivative
vanishes. The algorithms developed so far to optimize the
shape of MPDs rely on this property [20], and as the num-
ber of systems explored increases, doubts have appeared
about the stability of some of these domains, i.e., about the
true maximal character of the stationary points met by the
optimization algorithms.

Using simple analytical models, for instance [16], it has
been shown that MPDs are neither unique, nor disjoint, nor
do they provide an exact partition of space. In this contribu-
tion, we elaborate on these ideas by introducing the shape
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Hessian into the MPD discussion. We will show that in
simple analytically solvable wave function models, some
of the multiple MPD solutions that may be envisioned are
actually not stable, i.e., they are not local maxima of the
objective function, while others that coincide with chemi-
cal intuition are true maxima.

Our work uses general ideas from shape optimization
theory [18, 19] and has also been influenced by a recent
paper [21] where some specific examples are solved in an
easy to follow language. Since our audience is expected
to lack a proper background on these issues, we will not
pursue a mathematically rigorous presentation that may be
found on the above-cited references.

2 Shape optimization, shape derivative, shape Hessian

Let us consider a sufficiently smooth domain £2 C R3
and a shape functional J(§2) = f ofdv which we want to
maximize. Let us also introduce a velocity field v(x) defin-
ing a flow such that dx/d¢ = v. Starting at ¢ = 0, the flow
T:(v)(x) = x(¢) defines a continuos time deformation of the
§2 domain, £2;(v) = T;(v)($2). The shape functional for this
deformed domain becomes J, (t) = J(Ty(v)(£2)), and we say
that it has a shape derivative at £2 in the direction v, which we
write (dJ(£2), v), if d/dt J, (t)|;=0 exists and is finite.

To define second-order derivatives, we introduce two
different velocity fields v,w and the doubly transformed
domains and shape functionals $2; ;(v,w) = T,(v)Ts(w)(£2)
and Jy (¢, s). The shape Hessian is defined as

)

With this, the basic results of shape optimization theory
may be summarized in the following statement [21]:

Under suitable smoothness conditions on f, £2, and the
velocity fields v,w, the shape gradient exists and can be
written as

d
*Jv,w(l, s)

2 _9
(d2T(2), v, w) = {az

as

6]

s=0

(dJ(£2),v) :/ fv-ndS, )
a0
and the shape Hessian is given by

(d2T(2),v,w) = / V- (fv)(w - n)dS
082
. 3)
:/ (Vf-v+fV .-v)(w-n)dS.
a2

3 Methods and systems
We will start by recalling [9, 10] that the probability of

finding v electrons in region £2 for an N electron system
described by the wave function ¥ is given by

@ Springer

N
pv<9>=( )/ dxl..‘dx\,/ Wy ... dxy [P, &)
v 2 Q7

where R* = 2 J Q. If¥ =3, ¢, is a linear combina-
tion of Slater determinants v, = («/IV!)_ldet[Xi(j)] built
from real spin-orbitals x; then w2 = Zm cresYr v,
where the ¢ superscript implies that we have transposed
the rows and columns that define the v; determinant. Thus,
py(2) = Zr,s CrCsPrs, Where

N ,
Prs = ( > / dx ~~~dxu/ dxppr .. dey gy (5)
v/ Je 2

Defining the domain-restricted overlap integrals
S?’Q = (x/1x}) g, it may be shown [9, 10] that

1 qrs
DPrs = v!(N — v)! Z det[sjj (pj)], (6)

PiESN

where p; is a possible permutation of the N electrons and
S denotes that the domain-restricted overlap is integrated
over 2if pj € 1,2,...,v, and over £2’ if not.

Similar formulas may be obtained for the probability of
finding v electrons in region £21, v, in electrons in region
§2,, etc [10, 14, 22]. They will not be reproduced here for
the sake of clarity, but again, they do only depend on the
domain-restricted overlap integrals already introduced.

Armed with the expressions above, we have examined
the sign of the shape Hessian in a few model systems. To
that end, we have built minimal approximate wave func-
tions from the analytic ¢iy, 25, and ¢, orbitals of the
hydrogen atom:

1

1
= ¢ " - 2 —pe 2
P1s ﬁe . s m(z r)e B (7)
Poprony = J;zﬁre_"/z{cos(e), sin(0) cos(¢), sin(0) sin(¢)}.

With them, MPD guesses based on symmetry requirements
or chemical intuition have been constructed and their p,
values maximized. The fact that the orbital exponents are
fixed will not compromise or influence our conclusions.

Results will be reported for single-determinant wave
functions in model atomic systems, and for single- and
two-determinant expansions in the He atom and the Hj
molecule. All the integrals needed have been obtained
analytically using the MATHEMAT ICA code [23]. In most
cases, however, maximization of p, cannot be performed
analytically, and the maximal values reported have been
obtained numerically.

When one-determinant wave functions are consid-
ered, a considerable algebraic simplification to obtain p,
may be achieved by noticing that the o and 8 electrons
are statistically independent [14]. In our previous expres-
sions, this crystallizes in block diagonal overlap matrices
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if the spin-orbitals are ordered by its spin component.
The full EDF is then a direct product of the « and S con-
tributions. If S = (n1,n2,...,n,) is a spinless partition
of the N electrons of a molecule into m non-overlapping
regions that exhaust the space, and if we spin-resolve the
electron population in each region, ie., n; =n{ +n;,
then p(S) = p*(S%) @ pP(SP). In the last expression,
§% = (n,ns,...,n%), with an equivalent expression for S8,
and the ® notation implies a direct (or Cartesian) product:
To obtain p(S) we just multiply the probabilities of the
independent S and SP, taking care of adding all the pos-
sibilities leading to the same spinless S. Due to this, we
will only discuss spin-resolved, i.e., & or 8, MPDs in some
cases.

4 Model atomic systems
4.1 Two electrons: He

Let us start with a two electron atom, like He. At the one-
determinant level, ¥ = |1sls|. In this case, we may focus
on po, p1, or pp as our MPD target. However, only a maxi-
mization of p; makes sense from the physical point of
view. Let us choose an arbitrary domain £2, R = 2 | £2".
Straightfoward application of the expressions of the pre-
vious section leads to p; = p(1) =p(1,1) =251 —S).
Here, p(1,1) is the probability that 1 electron lies in £2
and the other in £2/, and S = szlx. It is clear that any of
the infinitely many domains for which § = 1/2 maxi-
mizes pj, giving rise to the binomial probability distri-
bution corresponding to independent « and B electrons:
p(2,0) =p(0,2) = 1/4, p(1,1) = 1/2.

The stability analysis of these MPDs starts by noticing
that (dp1(£2,v)) = 2(dS(£2,v))(1 — 2S). We will switch to
a more compact notation from now on, dp; = 2dS(1 — 25).
dS is to be interpreted as the variation suffered by the
domain-restricted overlap integral when the 2 domain
is deformed. Whenever S = 1/2, we will have a van-
ishing shape gradient, and any of the S = 1/2 regions
will be a stationary or critical point (CP) of pj. Simi-
larly, the shape Hessian is straightforwardly found to be
d%p; = 2d%5(1 — 28) — 4dSdS, so for any critical region,
d2p1 < 0, and the regions will be either true local or degen-
erate maxima of pi. For a CP, the shape Hessian also van-
ishes when the domain deformation does not change the
S value, leading to an intrinsic degeneracy of the solu-
tions. This situation is easily envisioned in the present
case. Any half-space determined by a plane that contains
the nucleus is an MPD with § = 1/2. Any domain defor-
mation consisting of a rotation of the half-space around
the axis would have dS = 0, and the shape Hessian would
vanish. It is also easy to find less degenerate MPDs in

this case. Due to the spherical symmetry of the 1s func-
tion, we may look for a radial separation of the two elec-
trons and search for a sphere centered at the nucleus with
radius r satisfying S = 1/2. It is immediate to show that
S(r) =1—exp(—=2r)(1 +2r(1 +r)), so that the S =1/2
condition is attained when r = 1.337 bohr. Deformations of
this spherical domain that maintain the S = 1/2 condition
are also possible.

To clarify whether the enormous degeneracy that we
have just described is the effect of the statistical independ-
ence of electrons at the Hartree—Fock level or not, we have
decided to examine the same problem, this time switching
on correlation corrections by adding another singlet deter-
minant formed with 2s functions, ¥ = a|lsls| + b|2s2s|.
Simple CI calculations show that the sign of » opposes that
of a. Straightforward algebra leads to

p1 =2a2S11(1 — S11) 4 26°Sn(1 — Sxp) — 4abS%,.  (8)

For a spherical region surrounding the nucleus p; is
maximum when @ =0.9948 and r =1.3512, with
pT™* = 0.5047. It is easy to check that this sphere has a
vanishing shape gradient. The hessian will be considered
below. At the radial maximum, S1; = 0.507, S>> = 0.046,
and S12 = 0.153. We now show that much of the MPD
degeneracy has been removed. A half-space passing
through the nucleus still provides the binomial distribution
with p; = 1/2 < pT™, since the 2s orbital is still orthogo-
nal to the 1s function for these domains.

Let us analyze the possible solutions from a slightly
more general point of view, starting with the shape gradient

dp,,
dp1 = /m {2a2¢)12(1 —2811) + 26%¢3(1 — 257)
- 8abS12¢1¢2}v~n ds, ©
= /m {407 + B3 + Coi9n by -m ds,

that must vanish for any v at a CP. This means that the
term in braces should be zero on the boundary. Since
all of the ¢’s are radial functions, we may get vanish-
ing integrands for: (1) the particular r values that make
A¢? + B3 + C1¢, vanish for a given §2 and a, provid-
ing spherical surfaces, already considered; (2) for situations
where all of the A,B,C terms are simultaneously zero.
Now, we distinguish between the one-determinant and the
two-determinant cases. In the former, it is only necessary
that S;; = 1/2, giving rise to the infinite solutions situa-
tion already examined. In the latter, several conditions (i.e.,
S11 = 82 = 1/2, S12 = 0) need be met simultaneously so,
for instance, the above-mentioned half-spaces determined
by a plane that contains the nucleus will still be CPs, but
the general regions considered in the single-determinant
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case with § = 1/2 will not. Summarizing, inclusion of cor-
relation decreases the number of types of solutions.

As stability is regarded, we may start by noticing that no
infinitesimal deformation may transform a spherical solu-
tion into one of the A = B = C = 0 type. Provided that

d%py = Ad2S), + Bd2Sy + Cd2S)»

(10
— 4a%dS3, — 4b%dS3, — 8abdS3,,

we may reorganize the last three terms as
—~4{ (@d$y1 + bdSn)? + 2ab(@ds], — dSudsm) f. (1)

and taking into account the Cauchy-Schwarz inequality
that assures that the second term in braces is positive sem-
idefinite, we arrive at the following results: (1) The spheri-
cal solution is stable, for no deformation will lead to the
other types of CP; (2) the A =B = C =0 solutions, for
which the three first terms in Eq. 10 vanish, will in gen-
eral be degenerate. For instance, half-space solutions admit
an infinite number of velocity fields corresponding to
fixed point rotations for which dSji, dS22, and dSy2 vanish
simultaneously. We have found CPs that are maxima and
domains for which specific velocity fields will not change
their p; value to second order (e.g., rotations of the half-
spaces). Since there is no domain with p; value larger than
the one obtained for the spherical solution, this will be a
true local (and global) maximum.

Notice that our analysis has uncovered two types of
electron separation in the He atom model: In half-space
MPDs, the electrons are separated angularly (in the sense
that one lies in the upper plane, the other in the lower) and
are degenerate with respect to rotations, and in the spheri-
cal MPD, the electrons are separated radially. It is also
interesting to see the closeness of the p; values in these two
cases: 0.5, 0.505, respectively.

4.2 Two « § electrons or two uncorrelated o, B pairs:
triplet He or singlet Be

Let us now consider a single-determinant approxima-
tion for the wave function of a system of two « electrons
or two «, B pairs. We will thus be introducing Fermi cor-
relation among same spin electrons, but forgetting Cou-
lomb correlation. In the case of two pairs, we will use
the fact that the electron distribution fulfills p = p® ® pP,
so we will concentrate on a triplet 1s2s wave function
model, ¥ = |1s2s|. Following our previous arguments
p1 = S11(1 — $2) + S22(1 — S11) + 25%,, and the CPs will
have to satisfy

{630 = 250) + 31 =251 +450012} =0 (12

@ Springer

on the boundary of the surface. Given the incommensurate
values of the different S’s, if we look for a general domain
we get a condition that has to be satisfied in r, and this leads
to spherical solutions. Otherwise, we are forced to satisfy
simultaneously S1; = So = 1/2, 812 = 0, which takes us
back to our previous discussion with p; = 0.5. The numeri-
cal radial solution provides p; = 0.915 at r = 2.934. The
Pauli principle is at work, and the radial separation is now
much more efficient than the angular one. Using once again
the arguments following Eq. 10, we arrive at the same type
of conclusions. Fermi correlation between the two elec-
trons seems to crystallize the MPD solutions.

It seems that crystallization of the MPDs may be equally
accomplished by adding Coulomb correlation to the statis-
tically independent HF ground state in He, or by introduc-
ing Fermi correlation in the triplet, as we have just seen. We
think that adding the effect of Coulomb correlation in the
latter triplet will only alter the present single-determinant
results quantitatively. The possibility of a domain between
two spheres of radii r| and r, has also been examined, but
no solutions have been found.

Due to the «, 8 statistical independence, all we have said
is immediately transported to the probability of finding one
« and one B electron in our single-determinant model for
single Beryllium. This p(2)%# will be 0.915% = 0.837, and
the spherical partition will describe the Be 1s* core. Even
though our model is very crude, this probability is not far
from that obtained numerically in standard atomic cores.

4.3 Two a s + p electrons

Let us consider a |2s2p,| determinant. It would correspond
to either a two electron sp triplet or to a two pairs s2p>
valence configuration by performing the same trick of the
last example.

The algebra of the half-space solutions is equivalent
to that already examined, although now the z-oriented
half-space solutions are different from the x,y ones. For
the latter, we have again binomial distributions, with
S11 =820 =1/2,812 =0, and their domains are degen-
erate. They may be freely rotated around the z axis.
The z-oriented half-space, however, gives Si» # 0, and
p1 =25/32 =0.78125. The radially separated solution
still exists, but Eq. 12 is now only z-axisymmetric (and not
spherically symmetric), so the final CP domain has not a
trivial structure. Assuming sphericity to grasp its pj value,
we get p; = 0.521 at r = 5.21. We do not expect that the
true non-spherical solution will display a much larger prob-
ability. In this radially separated case, the s and p functions
act as domain natural orbitals (DNOs) of domain averaged
Fermi hole analyses [24, 25], in the sense that non-diagonal
overlap integrals vanish and the electrons may be consid-
ered statistically independent [26].
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Fig. 1 Sketch of the partition of the physical space into the regions
discussed in the text. The three domains are the spherical core, and
the upper and lower z-oriented half-spaces without the upper and
lower semi-cores, respectively. The 2p? contribution is plotted just to
aid the eye

We see in this example that the addition of a privileged
direction changes the radial-angular balance of the solu-
tions and that now the angular separation gives larger p;
values. This is in agreement with chemical intuition. It is
also interesting to consider the ¥ determinant as made up
of two equivalent sp, hybrids, ¢12 =1 /ﬁ(Zs +2pz). If
this is done, then the non-diagonal domain overlap inte-
grals vanish for the angular separation, and the hybrids act
as DNOs for that partition. The stability analysis is equiva-
lent to that given for the case of two s electrons.

4.4 Three o 15 + 25 4 2p electrons: appearance
of a core

Now, we switch to a three electron system, and we will
consider a partition of space into three regions to maximize
p(1,1,1) with ¥ = |15252p_|. The computation of p(1,1,1)
involves six 3 x 3 determinants of domain overlap integrals
which are easily written down. In this example, we move
out of the domain of standard MPD analyses, since three
domains are separated by two (not one) boundaries. Never-
theless, we find it interesting enough.

Since the 1s2s system gives rise to a non-degenerate
radially separated solution, and the 2s + 2p to both a radial
and an angular one, the latter with larger p values, we have
examined the maximization of p(1,1,1) in the 3-regions
partition shown in Fig. 1. A spherical hole (for simplic-
ity) of radius r is made in the z-oriented domain consid-
ered before. This corresponds to the appearance of a radi-
ally separated core region. All the integrals are analytic.

Fig. 2 Partition of the physical space into four equivalent sp>-like
regions. The shaded planes determine the frontiers of the domain
which point toward the x =y =z =1 point. The three other are
obtained through appropriate point-group rotations

A solution is found at r = 2.426 with p(1,1,1) = 0.7095.
Notice that this result is very close to the simple product
0.915 x 0.78125 = 0.715 that comes out from suppos-
ing independent statistical events for the 1s2s and 2s2p
separations.

The core separation does seem to be rather insensitive to
the contents of the valence-like regions. If the half-space is
chosen x- or y-oriented, then a solution also emerges with
quite lower probability, as expected. The stability of such
solutions remains to be worked out, since now we have to
appropriately define objects like dp(1, 1, 1). We plan to do
that in a near future. For the time being, we think that the
symmetry of this problem makes it fairly unlikely that this
solution is not a local maximum.

4.5 Four ot 2§ + 2py y ; electrons

Having examined the origin of the MPD core-valence sepa-
ration, we return to the valence only case and consider the
|252p,2py2p;| determinant, in search for the partitioning of
the four valence pairs in second row atoms. Generalizing
what was found before by performing a linear transforma-
tion to a hybrid basis set, we have decided to consider a
symmetric partition into four tetrahedra-like regions and
construct sp> hybrids (¢1, . . ., ¢4) along the diagonals of an
imaginary cube, as shown in Fig. 2.

With this construction, p(1, 1, 1, 1) may be obtained ana-
lytically in terms of only three different integrals: a,d’, b.
Choosing the hybrid pointing toward the +x, +y, +z diag-
onal as a representant, ¢ = 1/2(2s + 2px + 2p, + 2p,),
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and £2 as the shadowed tetrahedron-like region,
a= Sﬁ,a/ = SQQZ, and b = Sﬁ, where ¢, is any of the other
three equivalent by symmetry hybrid functions. All these
integrals are analytic.

With this, p(1,1,1,1) is a sum of twenty-four 4 x 4
determinants that may be further classified into equiva-
lence classes for computational purposes. Its numeri-
cal value turns out to be 0.2031. Actually, the full
electron distribution function (EDF) can be easily com-
puted, and p(4,0,0,0) =0.002, p(3,1,0,0) = 0.009
, p(2,2,0,0) =0.015, and p(2,1,1,0) = 0.050. Notice
that any-angle simultaneous rotation of the four tetrahedra
around an axis passing through the nucleus will maintain
these results, so a large degeneracy hides in these results.

The tetrahedral symmetry that we have imposed assures
that these multi-region partition is a stationary point of the
p(1,1,1, 1) probability. Given the results of the 2s2p, sec-
tion, we think that any possible radially separated solution
will display a smaller probability. Notice that the Pauli
principle acting on the four « electrons provides a nice sep-
aration into four equivalent regions, so that p(2,1,1,0)is 5
times smaller than p(1, 1, 1, 1). To understand the low value
of p(1,1,1,1) we have to take into account the large mul-
tiplicity of the possible distributions (resonance structures)
of the four electrons in these regions. For instance, the sum
of all the p(2, 1, 1, 0) possibilities (12) scales up to p & 0.60
, and both of the sums of the p(3,1,0,0) and p(2,2,0,0) to
p ~ 0.10.

It is now very interesting to return to standard MPDs
in this case. Let us consider any one of the previous four
domains as a binary partition of the space into §2 and
Q' = R? — 2 regions. The probability that an « electron
lies in £2, p(1) = p(1, 3), may be obtained from the above-
mentioned full EDF, being equal to an appropriate sum of
p(1,1,1,1),p(1,2,0,1), p(1,3,0,0) components.

Doing so, we obtain p; = 0.53380 (we need such a pre-
cision, see below). Let us now ask for the shape of a true
p1 MPD in this case. Symmetry arguments that take into
account the spherical symmetry of the ¥ determinant leads
us to a cone with apex at the nucleus. p(l1,3) is obtained
as the sum of four determinants which are better expressed
in the s, p basis than in the sp® one. All of the integrals are
again analytic, and numerical optimization leads to an apex
angle 20 = 118.08°, with p; = 0.53712. Notice how close
this value is to the tetrahedral partition above.

A stability analysis confirms that this is a true MPD
save for its rotational invariance. The axis of the cone may
be freely rotated around the nucleus. Two interesting by-
products of the analysis are: (1) The solid angle subtended
by the cone is 1.0287 > 7w = 47 /4, i.e., 4 of these MPDs
necessarily intersect each other, although not much; (2) if
we compute pj for the tetrahedral apex angle or for a solid
angle equal to 7, we get p; = 0.52896 which is smaller
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than the value obtained for the tetrahedron itself. The
exhaustive partition provided by the (1,1, 1, 1) separation
gives results practically equivalent to those of the standard
MPD. MPDs alone do not provide thus, exhaustive parti-
tions of space, as already pointed out [16]. However, they
may be extremely close to them.

Given the analytic character of all the integrals, we have
also checked a spherical separation for pj in this case. The
probability is maximized by a sphere of radius r = 3.589
with p; = 0.4288, corresponding to 1 electron in the sphere
and 3 out of it. Interestingly, another solution exists with 3
electrons inside and 1 outside for r = 6.596 and p = 0.4291
. Once and again we encounter different possibilities with
incredibly close probabilities. There seems to be a tendency
for p’s to cluster around several stable values.

5 Model molecular wavefunctions

We will just discuss here two electron systems. If we like,
the H, molecule, or the HHe+ system. The analysis is very
similar to that in He. Let us start with H», with a and b
being the left and right H atoms.

At the HF level, with ¥ = |gg|, where g is an abbre-
viation for the lo, molecular orbital constructed from
1s functions, the situation is completely analogous
to that found in He. For a domain 2, R3 = 2],
p1 =p() =p(l,1) =25(1 — S), where S = Sgg, and any
£2 such that § = 1/2 will maximize p;. The stability analy-
sis is also similar. At the HF level, an infinite number of
degenerate MPDs arise.

Correlation will be simulated by a simple CAS|[2,2]
wavefunction, ¥ = A|gg| + Bluu|. Again, sgnB # sgnA.
The expression for pj is equivalent to Eq. 8, with S11 = Sg,
5 and 822 = Suus

P1 = 2A%S40(1 — Sgo) + B*Suu(1 — Sws) — 4ABS,.  (13)

In the present case, it is possible to independently maxi-
mize for a given §2 the sum of the first and second terms,
on the one hand, and the third term, on the other. As it
may be proven, the maximum value of the first two terms
is attained at Sge = Sy, = 1/2, independently of A, and B
. Given the incommensurate nature of Sg, and S, the CAS
wave function will destroy most of the degeneracy of the
HF solutions. Very likely, only symmetric combinations
will survive as MPDs, like those shown in Fig. 3, where we
have considered QTAIM solutions corresponding to the left
(or right) half-spaces, together with those defined through a
plane that contains the internuclear axis. The latter provide
degenerate MPDs, for they remain invariant under rotations
along the a — b axis. If we allow £2 to be disconnected, then
we may also imagine Sy = Sy, = 1/2 solutions formed by
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Fig. 3 Two possible partitions of the physical space in the Hy mol-
ecule provided by planes perpendicular to the projection shown that
contains the internuclear axis. BADER corresponds to the partition
provided by the quantum theory of atoms in molecules

two dissimilar regions surrounding each H atom at large
distances. This seems to be not possible, as we will show in
the next paragraph.

Now, we turn to the maximization of the third term. This
leads to dSg, S, = 0, which has four types of solutions: (1)
£ = R3, with no interest; (2) the LOWER-type domains;
(3) two disconnected regions; (4) dSg, = 0, which leads to
¢gpu = 0 on 082, thus to the nodal plane of the ¢, orbital.
Again, we are led to the LOWER type of solutions, which
will be binomial and degenerate, and the QTAIM partition,
which is unique and provides p; > 1/2, since it is easy to
show that in this case,

2
1 (82, - S%)
— _ _ AR\ ua bb , (14)
=3 [y
where s = (P1saP1sp)s Saa = (D15aP1sa) 25 and

Spp = (P1560155) 2. Disconnected domains seem to be
excluded, since it will be in principle not possible to simul-
taneously guarantee all of the above conditions.

Finally, the stability of the QTAIM solution is easy to
establish. The first two terms in Eq. 13 give rise to a maxi-
mum, and the Hessian coming from the third leads to
(ngu)2 +Sgud25gu < 0. The first term vanishes for the
nodal plane, and the second may be written as

8 u
Seu / <%v+¢g¢wv> (v - m)dS. (15)
082

which is found to be negative if we take any of the two
QTAIM solutions.

Thus, besides the degenerate binomial decompositions,
the only MPD that survives and that provides the largest
probability, since p; > 1/2, is the one which coincides
with the QTAIM partition.

6 Conclusions

Maximum probability domains are a new tool to examine
the distribution of electrons in real space. They are obtained
through the numerical optimization of a 3D domain by
techniques borrowed from shape optimization theory. Pre-
vious works have shown that, in many instances, the true
maximum character of MPDs cannot be easily determined.
Here, we have shown that the shape Hessian, together with
the shape derivative, may shed some light on these issues.
We have constructed simple analytical wavefunctions for
model atomic and molecular systems and obtained several
types of MPD solutions. In many cases, we have been able
to demonstrate their degenerate or true maximum character.
‘We have found across our work that much of the enormous
degeneracy that Hartree—Fock MPDs display is due to the
independency of « and B electrons. Correlated solutions,
even as simple as the ones examined here, destroy much
of that degeneracy. We have also shown how the cores and
the core-valence separation already found for numerically
obtained MPDs appears, and how it is related to radial and/
or angular separation of same spin electrons.
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A VIEW OF COVALENT AND IONIC BONDING FROM MPDS

71 DISCUSION DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Continuando con el trabajo sobre el método MPD, y tras analizar la estabilidad
de los dominios generados mediante la introduccidn de la Hessiana dependiente
de la forma en un conjunto de sistemas modelo, el trabajo desarrollado se ha
centrado en el estudio que el método MPD proporciona sobre un conjunto de
moléculas sencillas. Asi, la eleccidn de sistemas caracteristicos constituidos por
los haluros y metales alcalinos, con el fin de analizar el comportamiento de los
dominios de probabilidad méaxima, ha supuesto la semilla para la publicacion
del articulo A view of covalent and ionic bonding from Maximum Probability
Domains. En dicho estudio, se presenta la imagen caracteristica que proviene de
los dominios MPD en dos de los tipos de enlaces més caracteristicos: el enlace
ionico y el enlace covalente.

Antes de analizar los sistemas moleculares, se presenta la imagen proveniente
de los MPDs en atomos, que sirve a su vez como propdsito para conocer las
caracteristicas que el método MPD proporciona. En general, la optimizacidn de
una region que maximice un nimero concreto de electrones no da lugar a un solo
tipo de dominio, sino que pueden existir multiples soluciones. Asi por ejemplo, en
el atomo de Ne, existen dos dominios diferentes que maximizan p2. Uno de ellos
asociado al core del 4tomo, mientras que el otro asociado a uno de los pares de la
capa de valencia. Los valores para cada uno de ellos son diferentes. Normalmente,
las regiones de core presentan elevados valores de probabilidad, superiores a
0.60, mientras que las regiones asociadas a pares electrénicos de valencia rondan
p2 =~ 0.40, caracteristicos también de regiones de pares electronicos de enlace.

Por otro lado, la multiplicidad de soluciones no solo se circunscribe a domi-
nios que maximizan la misma probabilidad, sino que como consecuencia de la
definicion de la funcién de probabilidad, la optimizaciéon de un dominio que ma-
ximiza v electrones, genera, por complementariedad, la optimizacién de la region
que maximiza N — v electrones. Es decir, py(Q) = pn_+(Q). EL ejemplo del
atomo de Ne vuelve a mostrarse muy util. La regidn asociada al core maximiza 2
electrones, del mismo modo, que la region complementaria, maximiza 10 —2 =8
electrones. Este ultimo dominio representa en conjunto los cuatro pares de elec-
trones de valencia, es decir, la capa de valencia completa del 4tomo. De manera
general, los altos valores asociados a los cores de los &tomos muestran una
enorme estructuracion y, por lo tanto, una muy baja fluctuacién entre las capas.

Asimismo, se pueden encontrar distintas soluciones equivalentes por simetria.
Continuando con el 4tomo de Ne, y como consecuencia de la simetria esférica
del sistema, cualquier rotacién de una regidn de valencia alrededor de un eje
arbitrario que pase por el centro atomico generara una region idéntica y equi-
valente. La unidon de cuatro de estas regiones dispuestas en los vértices de un
tetraedro recupera la capa de valencia completa del 4tomo. Este fendmeno da
lugar a una caracteristica importante del método. En general, la particion ex-
haustiva del espacio no es exacta, sino que las diferentes regiones obtenidas
en optimizaciones independientes pueden solapar entre ellas. A diferencia de
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otros métodos interpretativos, como la QTAIM o la funciéon ELF, la no exhausti-
vidad del espacio puede parecer un defecto no deseable en un primer momento,
sin embargo, en determinadas circunstancias, el solapamiento que se produce
entre diferentes regiones puede ayudar a describir de una forma mas exacta y
adecuada la estructura electrénica de diferentes sistemas.

Una vez introducidas brevemente las caracteristicas del método MPD, su apli-
cacion a moléculas constituye el paso posterior a fin de analizar las imagenes
que provienen de él. Centrandonos primeramente en el enlace covalente, la ima-
gen proporcionada muestra que la forma caracteristica de este tipo de enlaces se
extiende de manera preferente sobre un eje ortogonal al eje de enlace y no a lo
largo del mismo. Asi, la busqueda de una regién que maximice dos electrones en
la molécula de etano asociada al enlace o entre los 4tomos de carbono presenta
una forma de esferoide oblato en contraposicion con la esperada forma quimica
de esferoide prolato. Por otro lado, y como se dejo entrever anteriormente, las
regiones de enlace muestran valores de p, muy similares a las regiones de pares
electrénicos de valencia.

Una segunda caracteristica propia de los enlaces covalentes es que, a pesar
de la diferencia de polaridad que distintas moléculas pueden presentar, las re-
giones (), asociadas muestran formas muy similares. Ast por ejemplo, la forma
que el dominio de enlace presenta en la molécula TFMTMS (F3CSiMe3), con
un enlace C-Si extremadamente polar, es practicamente idéntica a la mostrada
por la molécula de etano, sin polarizacién del par electrénico hacia el fragmento
més electronegativo. Asimismo, el valor de probabilidad p; es ligeramente supe-
rior al dado para la molécula de etano, pero en el rango de valores asociados.
Finalmente, un analisis de probabilidades posterior, parece cuantificar el grado
de polaridad del enlace, de manera que si se divide la regién de enlace en dos
subdominios con volimenes idénticos, aquél subdominio asociado al fragmento
mas electronegativo mostrard un valor de probabilidad de encontrar dos electro-
nes superior al asociado al fragmento menos electronegativa. Obviamente, en el
caso del etano, ambos subdominios muestran valores idénticos, pues se trata de
un enlace homopolar. Por el contrario, en la molécula TFMTMS, el subdominio
mas cercano al fragmento con més afinidad electrdnica (CF3) recupera gran parte
del valor de probabilidad p;.

En cuanto al enlace idnico se refiere, la imagen generada consiste en una
vision resonante de distintas estructuras que es compatible, y ademas mejora, la
dada por la cldsica interaccidn electrostatica entre dos iones de distinto signo.
Ast, en primer lugar se analizaron las moléculas HX (X = F, CL, Br, I) en las que se
espera una cierta contribucidn idnica entre el i6n H y el anién X—. Al comparar
con respecto a los aniones X, que presentan un comportamiento similar al atomo
de neodn, la presencia del atomo de hidrégeno provoca un descenso en la simetria.
Como consecuencia de ello, dos tipos de soluciones (), aparecen nitidamente,
representadas conjuntamente en la figura 11. Una de ellas, esta asociada al
enlace H-X y estd orientada a lo largo del eje internuclear, y contiene al dtomo
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H——X vvuuittl

Figura 11: Disposicién de los pares electronicos encontrados para las moléculas HX (X
=F, CL Br, 1)

de hidrdgeno. La otra solucion existente apunta en el sentido opuesto al enlace
H-X y representa un par electronico solitario. Debido a la simetria cilindrica,
cualquier rotacion alrededor del eje internuclear, genera una solucidn idéntica y
equivalente. Sin embargo, a través de rotaciones +120° a partir de un Q; dado,
se puede generar en conjunto los tres pares solitarios sobre el haldgeno. Se
recupera asi, de manera natural, a través del método MPD, la imagen de pares
solitarios propuesta por la teoria VSEPR. Las probabilidades p, asociadas a las
regiones (), muestran valores similares a los observados para pares solitarios y
enlaces. Para estos ultimos, y como consecuencia del caracter covalente/idnico de
estos compuestos, la region de enlace presenta mayores valores de probabilidad
p2 a medida que aumenta el nimero atémico del halégeno. Se evidencia, por
lo tanto, el mayor cardcter covalente a medida que se desciende en la tabla
periddica.

En un sequndo lugar, se analizaron moléculas con un cardcter idnico mucho
mas elevado, como el que presenta los sistemas del tipo LiX (X = F, CL, Br, I).
Contrariamente a lo observado, en este caso se encuentran tres tipos de disposi-
ciones para las regiones Q;, como se indica esquematicamente en la figura 12.
Ast pues, la primera solucidn es equivalente a la encontrada para los sistemas

\ // /ff;’ /

A——X il A X—

\\\‘7 A/ X\

Figura 12: Tres estructuras resontantes diferentes para la disposicién de los pares elec-
trénicos encontrados en las moléculas LiX (X = F, CL, Br, I).

HX, con una regién de enlace situada entre los 4tomos enlazados, y tres pares
solitarios alrededor del halogenuro. En segundo lugar, se encuentra el escenario
opuesto. Una par solitario que apunta, no en el sentido del 4tomo de Li sino en
el contrario, y tres pares solitarios que se sitian entre los dos dtomos enlaza-
dos (figura del medio en Fig. 12). Por ultimo, se puede observar una situacion
intermedia, donde dos pares electronicos del cloruro apuntan hacia el dtomo de
litio y los otros dos pares se orientan ortogonalmente respecto a los primeros en
oposicion a la region de enlace. Como consecuencia de ello, la imagen propor-
cionada por el método MPD para los enlaces idnicos es la de una situacion de
resonancia entre las tres soluciones para la disposicion de los pares electronicos.
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Sin embargo, en realidad existen multitud de soluciones, y aparecen casi todas
ellas con un valor de probabilidad semejante. Este fendmeno es reminiscente
de las infinitas disposiciones equivalentes de las regiones de los pares de elec-
trones encontradas en el 4tomo de nedn y en los aniones X~. Aunque en los
sistemas LiX se ha perdido la simetria esférica, la practicamente libre rotacion
de los pares electrénicos alrededor del halogenuro se mantiene en cierto modo.
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associated to covalent bonds, displaying a prolate shape that extends preferentially in the orthogonal
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shape, though further probability analysis seems to allow quantifying it. Concerning the ionic bond, a
resonating picture emerges, which is compatible, and refines, the usual electrostatic vision of two

oppositely-charged atoms in interaction.

© 2014 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

In his 1916 seminal paper The atom and the molecule, Lewis [1]
introduced his original model of the cubical atom and electron
pairing to rationalize bonding in molecules. This model,
supplemented by Langmuir’s octet rule [2] can be considered as
the foundation of the modern chemical alphabet, and as such it
determines the way chemists see and think the concept of chemi-
cal bond. Later, Linus Pauling, in the first of his famous series of
articles on the nature of the chemical bond [3], connected the
recently developed quantum theory with the Lewis model, and
presented the electron-pair bond (the covalent bond in modern
terms) and the ionic bond as the two extreme cases of bonding
mechanisms which can lead to a two electron chemical bond
between two atoms. As depicted in Scheme 1a, in Pauling’s
electron-pair bond the stabilization comes from spin-exchange
resonance energy of the two singlet-coupled electrons, which is a
purely quantum effect, whereas for the ionic bond (Scheme 1b) it
is the classical electrostatic interaction between the two ions that
drives the stabilization. Much more recently, a third distinct type
of bonding mechanism has been identified, the “charge shift bond-
ing” mechanism, where the bonding stabilization does not come

* Corresponding author at: Sorbonne Universités, UPMC Univ. Paris 06, UMR
7616, LCT, F-75005 Paris, France.
E-mail address: benoit.braida@upmc.fr (B. Braida).
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2210-271X/© 2014 Elsevier B.V. All rights reserved.

neither from the spin-pairing nor from Coulomb interaction
between ions, but from the covalent-ionic resonance energy [4].
Thinking in terms of these three extreme bonding concepts is use-
ful, as the different bonding types lead to different experimental
manifestations, such as strong dipolar moments or heterolytic
cleavage in polar solvents for ionic bonds.

Since then, chemists minds have been shaped by Lewis’ local-
ized vision and Pauling’s classification in terms of covalent and
ionic bonds. This vision has influenced the way chemists appre-
hend how molecules interact and react together, and hence chem-
ical intuition. It has thus been of major importance to develop
interpretative methods, which, on one hand, enable a connection
between the results of accurate quantum mechanical calculations
and the expectations of chemists, and, on the other hand, enhance
the chemists’ vision in small brush strokes with new information
extracted from quantum calculated densities or wave functions.
One such method is the Valence Bond (VB) theory, which after
being almost abandoned seems to get a new creative twist [5-7].
However, it suffers from two important limitations. The first limi-
tation is technical in nature, as the range of systems and problems
which could be tackled with modern VB computational methods is
still quite restricted, and the know-how (both theoretical and tech-
nical) needed to apply such methods is significant, even if impres-
sive progress has been made lately in both aspects [8]. The second
limitation is more fundamental: VB theory, such as the popular and
in former times rival Molecular Orbital (MO) theory, operates in
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orbital space, and thus delivers images which are valid in this
space, but are usually implicitly assumed to depict what is happen-
ing in real space. An interpretative method would be most useful
when ideally fulfilling the following requirements: (i) it can
retrieve key chemical concepts, and particularly the concept of
chemical bonding, from accurate quantum calculations; (ii) it
delivers chemical images in real space; (iii) it is kept as simple as
possible: the definition and physical meaning of the interpretative
quantities computed with the method can be readily understood
by most experimental chemists; (iv) it can generate explanatory
models which rationalize a whole bunch of data, and allows
predictions to be made. The Atoms in Molecules (AIM) [9] and
Electron Localization Function (ELF) [10,11] methods are such suc-
cessful real space density based interpretative methods. More
recently, the NCI method has been formulated which allows
semi-quantitative information about intermolecular interactions
[12.13].

A few years ago, a new method to analyse the distribution of
electrons in regions of space was proposed [14]. The basic quantity
which is computed and analyzed is defined in Eq. (2) below, and
could simply be defined as the probability to find v and only v
electrons in the region of space (2, extracted from a given wave
function, ¥, describing an N-electron system.

p@) = () [drdrs...ar.

X /ﬁdr‘,ﬂdrw c.dry|P(r, 12, ... ,rN)\2 (2)

where the physical space, R?, is divided such that  and Q exhaust
it, i.e. R®*> = Q U Q. This probability analysis has first been carried out
on ELF and AIM basins [15], and later extended to the full Electron
Distribution Function (EDF) analyzed on a whole AIM space-
partitioning [15-18]. It is more logical though, instead of using
regions of space generated by other - and quite different - interpre-
tative methods, to search for the regions of space maximizing the
probability to find a given number of electrons v (Eq. (3)). Such
regions are called Maximum Probability Domains (MPDs), are
denoted with Q,, and stand for the domains that maximize the
probability to find v and only v electron inside it.

Q, = maxg p,(Q) (3)

An interpretative method built around these MPDs may fulfil
the four requirements listed above. First, the domains maximizing
the probability to find 2 (and only 2) electrons, namely Q,, may be
directly assimilated to Lewis’ electron pairs, extracted from the
wavefunction Y. In particular, MPDs can provide direct images
in real space of chemical bonds. As it will be seen, the concept of
resonating situations, fundamentally probabilistic in nature, also
comes out naturally. Besides, the fundamental quantities of the
method, i.e. the probability function and the MPDs are at the same
time mathematically very simple, easy to formulate, and conceptu-
ally simple to understand. Given the huge amount of know-how
that practicing chemists have gathered over the last century
around predicting chemical behavior from Lewis’ concepts, MPDs
may become a rigorous entry point to standard chemical concepts
from wave functions. After some early applications using a toy
program [19] as well as some molecular Quantum Monte Carlo cal-
culations [20], lately the focus has been more on analysing the

A+ B = A:B=A""Bo A"B (la
A+ B = A B (1b)

Scheme 1. Two extreme cases of bonding mechanisms leading to a two electron
bond.

basic properties of MPDs [21,22] and on developing algorithms
and programs able to efficiently optimize these domains for mole-
cules and solids, which is still an on-going effort. Some fundamen-
tal application on basic solid-state systems has also been carried
out lately [23]. The purpose of the present work is to display and
analyse the standard pictures coming from MPD analysis applied
to some molecules representative of the two main families of
chemical bonds, namely covalent and ionic bonds. It will be shown
that both informative and quite different views of these bonding
types come out from MPDs.

2. Technical details

We have considered several systems to analyze the images pro-
vided by the MPD method. These include closed-shell atoms and
molecules with a ground state described by a single-determinant
wave function. The chosen systems are the neon atom and the
anions of the halogens. For molecules, hydrogen halides (HX) and
lithium halides (LiX) (X = F, CI, Br, I) were studied as also the dini-
trogen, ethane in its staggered conformation and the trifluorimeth-
yltrimethylsilane (TFMTMS) F;SiMe; molecules. All the electronic
structure calculations have been performed with the Gaussian
code [24] making use of the Density Functional Theory (DFT)
method with the hybrid B3LYP functional. As later explained in
Section 3, the use of pseudopotentials was preferred to avoid dif-
ferent technical issues. To that end, the VTZ Burkatzki basis sets
and pseudopotentials [25] were employed for all atoms in all mol-
ecules, except for the hydrogen ones, where an improved pseudo-
potential developed by Petruzielo et al. [26] was used. For the neon
atom, the cc-pVTZ correlation consistent basis set developed by
Dunning and coworkers [27] has been also employed.

Focusing on the Maximum Probability Domains calculations,
these have been done by applying the MPD code developed by O.
Mafra [28]. The program makes use of a grid of small cubes as unit
elements. To represent a spatial domain €, a set of such cubes is
needed. The optimization procedure of the €2 domain is performed
on a precomputed parallelepipedic spatial grid enclosing the mol-
ecule. It starts by guessing an initial region formed by the union of
a collection of grid cubes located in the part of space of interest, or
by using the basins obtained by the ELF method making use of the
TopMod program [29]. Two different optimization algorithms are
available. In one of them, grid cubes are randomly added or
deleted, a step being accepted when the desired probability
increases. Since obtaining a MPD is a problem in shape optimiza-
tion that relies on the concept of shape derivative, the second algo-
rithm implemented so far makes uses of these derivatives in order
to indicate where cubes should be added or deleted to increase the
probability. This improved algorithm has already been presented
in more detail in reference [35], and has been the one which has
been employed in all our calculations.

In order to guarantee the accuracy of our results, several tests
have been carried out to gauge the importance of the computa-
tional parameters determining the fineness of the grid. These are
the size of the search region and the number of intervals in which
it is divided. Both define the physical dimensions of the small
cubes that comprise the grid. After several tests, we have con-
cluded that a good compromise between computer time and accu-
racy is obtained if the edge of the cube elements of the grid (the
stepsize) is set around 0.15 bohr whenever pseudopotentials are
used. With these considerations, we are confident that all the
quantities computed (probabilities, average electronic populations
inside domains, etc.) are accurate enough. For instance, the proba-
bilities presented in this paper are accurate to about three digits.
Thinner grids have shown to increase computer time significantly
with no clear quality improvement.
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Another way to check the quality of the grid is to extend it over
the whole molecule. The probability to find in it all N electrons
should be close to one, while any other probability close to zero.
For obtaining a given MPD, the grid should only be able to cover
it. However, taking into consideration the smallness of the mole-
cules considered in this paper, we have always chosen a for all
molecules and all MPDs a grid extending over the entire molecular
space. All the grids used in this work are cubic, with the center of
mass of each molecule at the cube’s center. Edges equal to 16 a.u.
(thus corresponding to 110 subdivisions and a stepsize of 0.145
a.u.) were used in the hydrogen halides, LiF, the monoatomic
anions of the halogens, ethane, dinitrogen and the Ne atom sys-
tems. A larger 20 a.u. edge with 130 subdivisions was used in LiCl,
LiBr, Lil and the TFMTMS compounds. These stepsizes have been
chosen so that the full grids contain the total number of electrons
up to 0.01. As discussed below, all-electron calculations need
thinner grids to properly optimize both core and valence MPDs dis-
playing boundaries with the cores. To that end, a full grid with 16
a.u. edge and 300 subdivisions was used in the case of all-electron
calculations presented for the neon atom.

An important remark regarding domain optimization needs to
be made. A MPD may either enclose a finite volume or extend
towards infinity along some directions. In the latter cases, much
of the volume of such MPDs will correspond to very small density
regions that have little significance and preclude an appealing
visualization of their shape. To that end, we have added a &V term
to the p, target functional (¢ being small and negative). This term
reduces the volume of the final MPD as if it were compressed by
some external pressure. The final constrained MPDs have finite
volumes, and display target probabilities which are marginally dif-
ferent from the unconstrained ones, with average electron popula-
tions differing in less than 0.01 electrons. We have made wide use
of the &V constraint in our calculations with & = —10"au.

The XMVB [30] program coupled to the GAMESS [31] package
has been used to perform the Valence Bond calculations. The
Breathing Orbital Valence Bond (BOVB) method was used, a varia-
tional ab initio VB method which allows both the inclusion of static
correlation through the multi-structure expansion, and the
inclusion of differential dynamical correlation through the use of
different orbitals for different structures [32]. This method has sev-
eral levels of sophistication, and the so-called D-BOVB (Delocalized
Breathing Orbitals Valence Bond) method has been selected for this
work. The structure weights are then computed from the opti-
mized structure coefficients and structure overlap matrices using
the Coulson-Chirgwin formula [33]. Calculations has been carried
out on the same optimized geometries and using the same basis
set as for the corresponding Maximum Probability Domains.
Notice, however, that our MPDs were always obtained through
the single determinant pseudo wave functions provided by DFT
calculations.

All pictures have been obtained with the Jmol [34] visualization
program.

3. Results and discussion
3.1. Atoms

Before moving to the molecular case, it will be useful to present
the Maximum Probability Domains that come out for a single
valence full atom. This will serve as a reference for the following,
in particular for the case of ionic systems, and allows to present
some typical properties of MPDs on the simplest possible “chemi-
cal” case. It should be noted, as explained before [14,19,21], that in
general multiple MPD solutions exists. Fig. 1 displays the typical Q,
domains that can be obtained for the neon atom, i.e. the domains

l) .J

(a) pP" =0684  (b) pg"
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Fig. 1. Different Q, MPD’s obtained for the neon atom for all-electron (left and
middle) and pseudopotential calculations (right). The domain on the left (on a
different scale with respect to the middle and the left ones) corresponds to the core
pair, and those on the middle and right pictures to one of the valence solutions.
There are an infinite number of similar solutions in the latter case, obtained by an
arbitrary rotation. The values given correspond to the maximized probabilities. For
the (b and c) domains, a close-up image of the domains around the nuclear region is
also shown (bottom images) in order to appreciate how the nucleus is included in
the pseudopotential calculation, leading to the sharpening of the MPD shape
commented on the text.

=0.395 (c) pSP* = 0.404

maximizing p,, the probability to find 2 (and only 2) electrons.
When a small volume centered around the nuclear position is used
as starting guess, it is the ©, displayed on the left that is obtained
after optimization. On the other hand, when a volume located far
enough from the atomic position is used as the starting guess,
the Q, solution displayed in the middle is obtained. The values of
the maximum probabilities p5”', obtained at the end of the domain
optimization, are displayed below the corresponding pictures.
Since the code does not yet allow to automatically search for all
different solutions, which is not a simple issue, it is the starting
guess (both its form, size, and space localization), together with
the maximization algorithm used, that determines which solution
is found.

In this particular example, the Q, displayed on Fig. 1(a) can be
associated to the core electron pair of the neon atom. A general fea-
ture of the probability function emanating from Eq. (2) is
p,(Q) = py_,(Q). As a consequence, finding a domain @, which
maximizes the probability to find v electrons, provides at the same
time its complement, a domain maximizing the probability to find
N — v electrons (Q, = Qy_,). The complement of the domain Q, dis-
played in Fig. 1(a) thus corresponds to a domain maximizing the
probability to find 8 electrons (2s), which could be associated to
the whole valence electron shell. The extremely high value of p$*
indicates that there is a very strong structuration of electron pairs
in atomic shells and very little fluctuation between shells. This has
been found to be a general feature [14]. The domain obtained in
Fig. 1(b) can be associated to one of the valence electron pairs,
and due to the spherical symmetry of the atom any rotation of this
domain around any axis passing through the atomic center would
also provide a Maximum Probability Domain of p,. Notice that the
valence domains extend to infinity, so the external boundary found
in the pictures is due to the maximization algorithm stopping at
either a predetermined small p, gradient, at the grid limit, or as
a consequence of applying an external pressure constraint. The
maximal probability p”‘" obtained for this domain is much lower
than the p* corresponding to the atomic core pair, indicating that
the valence electron pairs are much less structured than the cores.

This situation leads to two technical issues with domain
optimization. Firstly, as core electron pairs correspond to very high
maximal probabilities, they somehow act as “black holes* during
the optimization process, and it is not uncommon when searching
for a valence MPD that the core region is either found as a solution
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(if v =2), or included in the final MPD (if v > 2). Secondly, core
regions are small size volumes with a high electron density, a
nearly spherical shape, and deforming them slightly strongly
affects the probability, so that in order to be properly optimized
very fine grids are necessary. Even though valence domains are
searched, those valence domains which share a boundary with a
core region (most of them) will also be affected by how finely
the core region is represented, propagating the need of a fine mesh
in their optimization. Since this leads to unnecessary large com-
puting times when locating the chemically interesting valence
MPDs, we have thus decided to get rid of the cores by using pseud-
opotentials in our calculations. The Q, valence MPD optimized for
the neon atom using a VTZ basis including electron core pseudopo-
tential is shown in the right part of Fig. 1(c). The MPD is very sim-
ilar to the one obtained using an all-electron basis, except for the
sharp shape near the nucleus as there is no core region now. The
pP* value appears to be slightly higher to what has been obtained
in the all-electron basis set, which is a common feature of pseudo-
potential vs. all-electron calculations, because in pseudopotential
calculations the fluctuations between core and valence are
eliminated.

Maximum Probability Domain optimizations have also been
carried out for the halogen anions, which will be involved in the
ionic bonds presented in the following. Table 1 displays the py*
values for the optimized valence Q, MPDs for the different atoms,
along with the average population (v) defined as in Eq. (4) below.

N
(Vo = Z\’Pv (4)

The MPDs obtained are not reproduced here, as the solutions for
the different halogen anions are both very similar one with the
other, and with what is shown in Fig. 1(c). The p?* values are also
all comparable, around 0.40, which is a typical value for a well
defined valence electron pair as will also be seen with the covalent
and ionic bond domains. A last general remark is that although it is
p, which is maximized during optimization, in the optimized MPD
the average population (v) comes out close to 2. According to our
experience this is a quite general feature of MPDs: the average
population in a 2, domain comes out close to v. The average pop-
ulation (v) is defined as the sum of the probabilities p, weighted by
v, as shown in Eq. (4), and thus (v) being close to v means that a
close-to-perfect symmetric distribution of the probabilities around
p¥* is obtained after optimization. There is no obvious physical
reasons for that, in particular in dissymmetric molecules, as the
only request during optimization is to maximize p,. At present,
we do not have an explanation to offer.

3.2. Covalent bonding

Fig. 2 displays two Q, MPDs corresponding to the two electron
bond in ethane, and in trifluorimethyltrimethylsilane (TFMTMS)
F3CSiMes. This latter compound, best known as the Ruppert-
Prakash reagent, is typically used in the addition of trifluoromethyl

Table 1

Optimized probability values (p™), and average electronic popu-
lation ((v)) for the Q, MPD’s corresponding to the valence domain
for the Ne atom and the halogen anions.

o v
Ne 0.404 1.98
F~ 0.403 1.98
cl- 0.400 1.98
Br~ 0.398 1.98
- 0.398 1.98

(a) poP* = 0.416

(b) poP* = 0.488

Fig. 2. Q, MPD’s corresponding to the bonding region between the carbon atoms in
ethane (figure (a)) and between the carbon and silicon atoms in TEFMTMS, (figure
(b)) together with their corresponding pJ”* probability values.

groups to organic compounds. For our purposes, this compound is
expected to display a polar carbon-silicon two electron bond, as
the electropositive character of the silicon atom is reinforced by
the donating methyl substituents, whereas the more electron-
attractive character of the carbon atom is enhanced by the fluorine
atoms. A Valence Bond BOVB calculation on both systems indeed
provides a 25.8% weight for the major ionic structure in TFMTMS,
F3C:~ *SiMes, vs. a 11.9% weight for the minor ionic structure,
F3C* ~:SiMe; whereas of course both ionic structures in ethane
have equal weights (18.1% each).

The first important remark that can be made is that, contrarily
to the usual experimental molecular chemists’ view —inherited
from the vision inferred from the modern version of Lewis’ model,
where a bond pair is depicted by an horizontal line connected two
atoms— the spatial region in which the bonding electron pair has
the largest probability does not extend along the bonding axis,
but rather perpendicularly to the bond axis midpoint. This means
that the chemically expected prolate spheroidal shape of a two
electron bond should be substituted in the chemist mind by an
oblate image, closer to what the MPD optimization shows.

A second significant remark is that, despite significant differ-
ences in polarity, the two bonding Q, regions for ethane and
TFMTMS display a very similar shape, with no striking polarization
of the electron pair towards the more electron-attractive fragment
in a polar bond, as common chemical wisdom would indicate. It is
however possible to better differentiate a polar bond like the
carbon-silicon bond in TFMTMS from a non-polar bond like the
carbon-carbon bond in ethane, by further dividing the 2, domains
into two parts, each of them associated to one center. Although
there are several ways to do this, for instance by using AIM atomic
domains, we have chosen for the present, preliminary stage, to
simply divide Q, by placing a vertical plane orthogonal to the car-
bon-carbon and carbon-silicon bond, such that the volumes on the
left and right hand sides are roughly equal, and comparing p, in
each part. For the ethane case, the probability in the two half-parts
are of course identical, whereas they significantly differ in the case
of TEMTMS, with a p, .z = 0.312 in the half part closer to the more
electron-attractive CF3 fragment, to be compared with a
D2 ighe = 0.121 in the second half part. This indicates that the elec-
tron pair has a larger probability to be fully located close to CF;
fragment than close to the SiMe; one. Note that the ratio
D2jeft/Parighe 1S quite comparable to the ratio between the weights
of the two ionic structures obtained with the BOVB method
(25.8%/11.9%). We think that analyses in this kind of domains
assigned to atoms might be a reliable way of assessing the polarity
of a bond, compatible with the polarity obtained within Valence
Bond theory.
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A question one may ask is whether other topological methods
may also provide a faithful image of Lewis pairs. No such image
comes out from the AIM analysis, where the space is partitioned
into atomic regions. Besides, the basins of the Laplacian of the elec-
tron density do also encounter severe problems [36]. In the popular
ELF method, we find disynaptic basins which are believed to pro-
vide an image of the bonding electron pair(s). In Fig. 3, the MPDs
associated to the bonding pairs (top pictures) together with their
corresponding ELF disynaptic basins (bottom pictures) are dis-
played for the ethane (left pictures) and dinitrogen (right pictures)
molecules, respectively. The values of the target probabilities (p,),
together with the average electron population ((v)) inside the
regions, are also shown. In ethane, with a single carbon-carbon o
bond, the relevant probability is p, and the expected average pop-
ulation is 2, whereas for N, displaying a triple bond, it is pg that
should be compared to the (unique) disynaptic basin, with pg as
the relevant probability and an expected average electronic popu-
lation of 6. In ethane the 2, MPD and the disynaptic basin are very
similar. The p, probability inside the ELF basin is not far from the
p¥* value found in the MPD, and the average population in the
ELF basin is rather close to 2. As a result, we can conclude that,
for this molecule, the ELF disynaptic basin is a good approximation
to the MPD associated to the bond. The situation is completely dif-
ferent for the N, molecule, where the disynaptic basin is much
smaller than the Q¢ MPD, together with an average population
far away from the expected 6 electrons and a pg value close to 0.
In this latter case, the ELF disynaptic basin is not even a qualita-
tively acceptable approximation of the € MPD. The ELF basins
have indeed a quite different physical meaning [37], and may or
may not match the chemists’ expectation of visualizing a volume
that could be associated to the space-localization of the bonding
electron pair(s). In the case of Ny, in a paper to be found in this
same special issue [38], one of us has indeed shown that the =
bonds in dinitrogen have substantially charge-shift character. It

“ @

(a) pa = 0.416, (v) (b) ps = 0.334,

*

(¢) po =041, (v) = 1.88

) =1.98 ) = 6.00

) pe = 0.05, (v) = 3.64

Fig. 3. Comparison between the appropriate MPD’s (upper part) and ELF disynaptic
basins (lower part) associated to the bonding region between C-C in the ethane
(left, @, MPD depicted) and dinitrogen (right, Qs MPD) molecules, together with
their relevant probability values (p,), and average electronic population ((v)). In (b),
both the bonding N-N domain (in red and made translucent) and the corresponding
lone pairs region (in orange) are shown. Both of them were pressure constrained
(see technical details). (For interpretation of the references to colour in this figure
legend, the reader is referred to the web version of this article.)

is known that charge-shift bonds lead to very small disynaptic
basins, if any, and that a substantial part of the bonding density
is found in these cases in the monosynaptic basins associated to
the lone pairs [39].

3.3. Ionic bonding

Diatomic ionic bonded systems are usually viewed as made up
of an atomic anion interacting with a cation through classical
Coulomb forces. The most simple systems supposed to be quite
ionic are HX molecules, composed of a hydrogen ion H* in interac-
tion with a halogen anion X~ (with X =F, Cl, Br, I). As compared
with the bare X~ anions, which behave in a similar way as the
Ne atom, the presence of a hydrogen ion nearby creates a symme-
try lowering, so we do not expect to find anymore one sort of €,
symmetrically equivalent MPD in all spatial directions. The MPD
search indeed provides two types of Q, solutions, displayed in
Fig. 4 for the HCl molecule.

The first Q, shown is oriented along the H-Cl axis and encloses
the hydrogen atom. We thus associate it to the H-Cl chemical
bond. Note that, contrarily to what it is found for C-C in ethane
and for C-Si in TEMTMS, in the particular case of the H-Cl system
this domain expands towards infinity along the left side of the
internuclear axis (the domain in Fig. 4 was optimized without
any pressure constraint), as there are no other electron pairs
around the hydrogen atom that prevent such expansion. The sec-
ond type of Q, solution obtained is directed towards the rear part
of the H-X region, one of such solutions being shown in Fig. 4(b),
and might be associated to one of the halogen lone pairs. Because
of the cylindrical symmetry, any rotation around the H-Cl axis of
one of such lone pair MPDs will also be a ©, solution. It is however
possible to obtain by +120° rotations of a first trial €, lone pair
two other Q, solutions. This set of three equivalent pairs are almost

(a) pP" = 0.473 (b) p§P* = 0.421

=0.473

(d) pg**

(¢) Not a MPD

Fig. 4. Different MPD's obtained for the HCl molecule (white: H, blue: Cl), together
with their respective optimized probabilities (p%'). Domain (a) is associated to the
bonding region between hydrogen and chlorine atoms, whereas the domain (d)
represents one of the halogen lone pair domains. Region (c) is the union of three Q,
lone pair domains obtained by successive 120° rotations of one of them (b) along
the internuclear axis. The (d) MPD is obtained from the (c) region when pg is
maximized. MPDs (b and d) have been optimized using an external pressure. (For
interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred
to the web version of this article.)
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disjoint with each one thus forming a representative image of the
three lone pairs of the halogen atom, as shown in Fig. 4(c). Thus,
the image of three VSEPR-like lone pairs around the Cl atom comes
out quite naturally from an MPD analysis.

Actually, we think that considering these three pairs together
captures more faithfully the situation in this system. To show it,
we may look for a Q¢ domain by starting a pg optimization over
the domain formed by the union of the three p, lone pairs just
commented. The result shown in Fig. 4(d) is obtained. This Qs
domain describes the three lone pairs altogether, and retrieves
the cylindrical symmetry of the molecule as expected.

The global picture of the space repartition of the four valence
electron pairs in HCI provided by the MPD method is thus compat-
ible with the VSEPR rules, and can be summarized by Scheme 2,
where the three pairs to the right of X may be collected together
in a cylindrically symmetric lone pair region. The proximity
between the images provided by the MPD solutions and the VSEPR
model is not surprising, as the question: "maximize the probability
to find 2 and only 2 electrons* can basically be considered as a
probabilistic counterpart of the VSEPR criterion.

Similar solutions have also been obtained for all H-X systems,
and are not displayed. In Table 2 we gather all data of interest con-
cerning the optimized MPDs obtained for the different systems.
Notice how similar the solutions are when going from one mole-
cule to the other. The Q, associated with the H-X bonds comes
out with a p$?* probability somehow larger than the one obtained
for the Q, associated with the lone pairs, and with what has been
obtained in the isolated halogen anions. This indicates that the lone
pairs are less structured than the bond electron pair, with a larger
fluctuation of lone pair electrons indicated by a larger variance (see
Table 2), and thus that these three lone pairs are better understood
if merged, eliminating the fluctuations between lone pairs. This is
also illustrated by the higher p?* probability together with the
smaller variance for the Q¢ MPD associated to the lone pairs. The
p?* value associated to the H-X bonding domains slightly
increases when going down in the periodic table for the halogen
atom. This evolution is incidentally opposite in sense to that of
the weight of the major ionic structure H" ~:X, which goes from
38.6% in the HF molecule to 26.4% in HBr, i.e. pJ* associated with
this typical solution of polar-covalent bond logically rises with
the covalency of the molecule. The p” value for associated to
the lone pairs is, in its turn, basically constant.

The vision depicted in Scheme 2 is not different from what has
emerged for a covalent-polar bond as studied in Section 3.2, but
one may wonder whether such is still the case in molecules dis-
playing a larger polarity, where one of the ionic structure is
expected to be the massively dominant.

The lithium halides LiX (X =F, Cl, Br, I) are expected to be such
molecules. In these systems, a Valence Bond calculations on the LiF
dimer provides a largely dominant 86.2% weight for the major ionic
structure Li* ~:F, and still a 61.0% weight for the corresponding
structure in Lil. Fig. 5 displays the MPD solutions which could be
obtained for the LiCl molecule (the other halides show similar solu-
tions). Now, and contrarily to what was found in all the previous
systems, three different types of solutions have been obtained for
the spatial arrangement of the bonding vs. the lone pairs. They
are displayed in Fig. 5. The first solution, top, corresponds to the

H=——X il

Scheme 2. Pairs arrangement found for the HX molecules (X =F, Cl, Br, I).

Table 2

Optimized probabilities (p{*,v =2 for Q, and v =6 for Qg), population ((v)), and
variance (¢?) values for the bonding regions (Q, (a)) and for those domains
corresponding to the lone pair over the halogen atom (2, (b)), as well as for the
regions corresponding to the lone pairs (Qg (d)) for each of the HX molecules (X =F,
Cl, Br, I). Notice that ps(©26(d)) has been optimized independently of p,(£2,(a)), so that
all the properties listed in the table except, of course, the average electronic
population, should coincide for an exact optimization, the differences being due to
numerical errors. The Q, (a) and Q¢ (b) MPDs have been subjected to pressure
constraints. The domains’ notation is identical to that given in Fig. 4.

poPt ) a2
Q, (a) HF 0.432 1.97 0.90
HCl 0473 1.97 0.78
HBr 0477 1.96 0.77
HI 0.493 1.95 0.73
Q, (b) HF 0412 1.98 0.95
HCl 0421 1.98 0.93
HBr 0.420 1.98 0.93
HI 0423 1.98 0.92
Q6 (0) HF 0432 6.03 0.90
HCl 0473 6.03 0.78
HBr 0476 6.04 0.77
HI 0.493 6.05 0.73

(a) pSP* = 0.400 (b) pgP* = 0.400

~J

(d) pg* = 0.402

(c) p* = 0.402

(e) p* = 0.344

(f) poP* = 0.344

Fig. 5. Different MPD’s obtained for the LiCl molecule (gray: Li, blue: Cl) together
with their optimized probability values (p”'). All the MPDs have been obtained
with a pressure constraint. Domain (a) is associated to the bonding region between
lithium and chlorine atoms, whereas domain (d) represents one of the halogen lone
pair domains. Regions (b and c) are associated to two different conformations of
three lone pair regions, being the complement of domains (a and d) respectively.
Regions (e and f) are the MPDs consisting of the union of two lone pair domains.
(For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is
referred to the web version of this article.)
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already known class of solutions that has been obtained for the
polar-covalent bonds of the previous section and for the H-X mol-
ecules, with a bonding £, domain ((a)) located in between the two
atoms, and a Qg domain being its space complement ((b)).
However, this is not, in this case, the only solution. We have also
been able to find the opposite type of pairs arrangement, shown
in Fig. 5(d) and (c), with a Qs domain mainly localized between
the two bonded atoms (left), and an axial lone pair oriented
towards the rear part of the chlorine atom (right). In this arrange-
ment, the lithium cation can be viewed as chelated by three pairs
of electrons and electrostatically interacting with them. Last, but
not least, a third intermediate arrangement has also been found,
with two electron pairs of the chlorine pointing towards the cen-
tral lithium (24 domain), and two other pairs oriented orthogo-
nally to the previous ones located in opposition to the bonding
region (Fig. 5(f) and (e)).

The global picture obtained for the pair arrangements in LiCl
could be synthetized through Scheme 3. Hence, from this MPD
analysis, bonding in systems having substantially ionic bonds
could be viewed as a resonance between these three pair-arrange-
ment situations. Note that it has been possible to retrieve multiple
solutions in this case, because all these three solutions come out
with comparable optimized probability, i.e. they are similarly
probable, even if the arrangement in the two 2, domains comes

fff;” /
A—Xmmill A X—— "

A X
\\“y b \

Scheme 3. Three different resonating structures for the pairs arrangements found
in the LiX (X =F, Cl, Br, I) molecules.

Table 3

Optimized probabilities (p3” for Q,.p?" for Q4 and p¢" for Qs), population ((v)), and
variance (¢?) values for the bonding regions (€, (a)) and for those domains
corresponding to the lone pair over the halogen atom (£, (d)), as well as for the
regions corresponding to the union of two lone pairs (2,4) and three lone pairs (2 (c))
for each of the LiX molecules (X =F, Cl, Br, I). Despite the fact that Q, (d) and Qs (c)
have been optimized independently, the probability values are identical, as well as
the variance. The slightly differences in the last decimal digits are due to numerical
errors. The domains’ notation is identical to that given in Fig. 5.

e ) a?
2, (a) LiF 0.399 1.98 1.00
LiCl 0.400 1.98 1.00
LiBr 0.400 1.98 1.01
Lil 0.398 1.99 1.01
Q; (d) LiF 0.408 1.98 0.97
LiCl 0.402 1.98 0.99
LiBr 0.398 1.98 1.01
Lil 0.399 1.98 1.01
7 ) a?
Q (f LiF 0346 4.00 132
LiCl 0.344 4.00 1.34
LiBr 0.342 4.00 135
Lil 0.341 4.00 137
Qi (e) LiF 0346 400 132
LiCl 0.344 4.00 134
LiBr 0.342 4.00 135
Lil 0.341 4.00 137
¥ ) a?
Qg (c) LiF 0.408 6.02 0.97
LiCl 0.402 6.02 0.99
LiBr 0.398 6.02 1.01
Lil 0.398 6.02 1.01

out with a somehow lower probability than the two others. This
situation is reminiscent of the infinitely equivalent solutions of
pair arrangement found in the bare neon atom and halogen ions
due to the spherical symmetry. Now in LiCl the spherical symmetry
is lost but, nevertheless, this almost free rotation of the electron
pairs around the Cl~ ion persists somehow. These results provide
a unique vision of the ionic bond, as a lithium cation interacting
with all the four free rotating electron pairs of the corresponding
chlorine atom in three types of resonating structures.

This interesting image appears to be quite general in the differ-
ent ionic LiX bonds, as such resonating solutions come out for all
the molecules of the LiX series. The shapes of these MPDs (not
shown) are similar to those displayed in LiCl, with only marginal
quantitative variation among systems. The values of the probabil-
ities are also quite comparable, as shown in Table 3.

4. Conclusions

Maximum Probability Domains appear as a promising way of
analysing the electronic structure of molecules in real space. Both
the definition of the probability function and the physical meaning
of the domains are conceptually and mathematically simple, and
can be understood with only basic knowledge of Quantum
Mechanics. MPDs readily provide pictures that can be associated
to the arrangement of electrons or electron pairs in real space, they
can be extracted, in principle, from any type of wave function, and
thus may be used to establish a direct connection between
accurate Quantum Mechanical calculations and the chemists’
Lewis-like vision. From analyses on bare atoms a close to perfect
separation of electrons in terms of shells has been found, confirm-
ing previous studies. The MPD vision of the two-electron polar-
covalent bond is particularly interesting, with prolate spheroidal
domains at variance with commonly seen oblate images around
the bond axis. More polar bonds display only slightly dissymmetric
domains, although polarity mith still be identified, and possibly
quantified, through probability analyses carried out by dividing
MPDs into atomic-like domains. In this contribution we have
shown how this can be done by using equal volume half-domains,
and we have proposed to use AIM domains in future applications.
From the MPD analysis on dominantly ionic bonds, namely the LiX
(X =F, Cl, Br, I) systems, an appealing resonating picture of a lith-
ium cation interacting with three types of dynamically changing
space-arrangements of the halogen anion electron pairs has
emerged. These different pair arrangements are all almost equi-
probable in these bonds.
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8.1 DISCUSION DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Finalizando sobre el estudio y aplicacidn de los Dominios de Probabilidad Mé-
xima, hay que destacar que hasta ahora el anédlisis se ha llevado a cabo sobre
sistemas moleculares mas o menos sencillos. Sin embargo, una caracteristica del
método MPD es su capacidad, a priori ilimitada, de aplicacidn sobre cualquier
tipo de sistema, como muestran los trabajos existentes en la literatura (aun no
muy numerosos) sobre sistemas periddicos, principalmente sobre cristales cova-
lentes puros e idnicos. Como consecuencia de ello, se creyd en la necesidad de
consolidar el estudio sobre de los MPDs en sistemas periddicos, extendiendo asi
el método a sistemas més grandes. Dicho analisis se llevd a cabo sobre varios
sistemas quimicos de interés, aplicado principalmente al estudio de las super-
ficies y de los defectos en la superficie de sélidos caracteristicos, involucrados
en procesos de catalisis y fotocatélisis. El articulo cientifico Electron Localiza-
tion Function and Maximum Probability Domains analysis of semi-ionic oxides
crystals, surfaces and surface defects, que se adjunta a continuacion, retine los
resultados logrados.

Ast pues, en el estudio llevado a cabo se analizaron los sistemas cristalinos
de 6xido de magnesio (MgO) con estructura cubica centrada en las caras (FCC),
la silice en su estructura de diamante, SiO; (cuarzo-«), Al;03 (x-aliimina) y
TiO, con estructura de anatasa. Se realizé un andlisis MPD y de la funcién
ELF en el bulk de los diferentes sistemas, ast como en la superficie basal (001)
de todos ellos. Aunque dicha superficie no es en algunos casos la més estable,
con el fin de recuperar una imagen global se consideré tratar la misma en todos
ellos. Como consecuencia, la situacidn menos realista se produce en el cuarzo-
« donde, debido que se ha considerado la superficie (001), surgen un tipo de
enlaces conocidos como dangling bonds, que de manera general se encuentran
protonados. Aun si, y por homogeniedad con las restantes, este tipo de enlaces
se han considerado como no protonados.

El estudio de los defectos cristalinos también se ha considerado importante,
pues dichos defectos juegan un papel primordial en los procesos de adsorcidn
de o6xidos metdlicos. En esta situacién, se han tenido en cuenta las vacantes de
oxigeno. En la red cristalina perfecta y como consecuencia de la carga formal
—2 que presentan los oxidos, tras la eliminacion de un oxigeno neutro, los dos
electrones aun residen en la red. Este efecto es bien conocido y si los electrones
se mantienen en la posicion que ocupaba el oxigeno, surgen los denominados
centros F o centros de color, ampliamente observados. En la situacidn opuesta, si
la localizacion de los electrones en la vacante generada no es posible, y se tras-
ladan hacia los centros metalicos, se dice que el sistema se ha reducido. Dicha
reducibilidad de los 6xidos metalicos ha sido también largamente estudiada. Con
todo ello, el analisis mediante el método MPD y la funcién ELF ha pretendido
responder a ciertas cuestiones de cardcter quimico, como si la x-alimina es mas
idnica que el silice, si esta Gltima estd mejor representada por una estructura
electrénica completamente iénica como Si** y 0%~ o por el contrario se entien-
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de mejor mediante una estructura iénica parcial formada por Si** y O, etc. asi
como tratar de describir la estructura electronica de los defectos de superficie
como los centros F.

De esto modo, y antes de pasar a analizar los sistemas semiidnicos, el estudio
de un sistema puramente idnico y otro puramente covalente sirven como punto
de partida para los andlisis posteriores. En el MgO, los andlisis MPD y ELF
ofrecen una imagen que se complementa totalmente. La estructura electrdnica
esta formada por iones Mg?* y 0%2~. En la ELF, las cuencas asociadas a los
aniones son grandes y tratan de acomodarse a la simetria del cristal, mientras
que las cuencas de los cationes son pequefas. Por el contrario, en el escenario
MPD, los dominios asociados a los cationes y aniones tienen una grandisima
probabilidad, p%aoﬁ"” =083y p?r(‘)ion = 0.57, en contraposicidn con la probabili-
dad de la regién asociada a Mgt que es 0.39. De este modo, se observa que
desde un punto de vista mecanocudntico, es mas probable la existencia de un
sistema formado por Mg2™ que por Mg™. En el caso del silicio, las imagenes
proporcionadas por ambas herramientas también se complementan. Asi, en este
caso, aparece una region de enlace entre los dos 4tomos de silicio con py = 0.43,
que tiene un aspecto muy similar a la isosuperficie de la funcién ELF asociada
al par electrénico de Lewis.

En el caso de los restantes dxidos, el anédlisis de la funciéon ELF muestra que
tanto el cuarzo-o« como la x-aliimina se pueden considerar como una situacién
intermedia entre una contribucidén idnica y otra contribucion covalente. Para la
anatasa, solo existe la contribucidn idnica.

Por el contrario, el andlisis MPD ofrece conclusiones interesantes. Por un lado,
el estudio de las probabilidades obtenidas permite aseverar sin lugar a dudas que
el sistema SiO, estd formado por iones Si** y 0%, donde las probabilidades
para las regiones asociadas a Si** son largamente mas elevadas que para el
resto de probabilidades catidnicas. Asimismo, la probabilidad para el anién 0%~
es mayor que la de O~. Una situacion semejante ocurre en el sistema Al;O3,
aunque més atenuada, donde los iones Al3* y 02~ son los mas probables. Para
la anatasa, y debido a la flexibilidad electrdnica que presenta el 4tomo de Ti, no
es posible afirmar desde un punto de vista mecanocuantico una definicién quimica,
sino que la descripcion mas realista es la aportada por un solapamiento entre
situaciones donde el titanio presenta varios estados de oxidacidn.

La diferencia entre la ionicidad del bulk y la superficie considerada en los
distintos sistemas también se pone claramente de manifiesto. Asi, el caracter
idnico del bulk y la superficie (001) en MgO y Al O3 es practicamente el mismo.
No ocurre los mismo para el SiO, donde se observa una ligera disminucion del
caracter idnico al pasar del bulk a la superficie. En en el compuesto TiO; tanto
las probabilidades idnicas como covalentes aumentan en la superficie, lo que
se traduce en una superficie con una estructura electrénica mucho mas reactiva,
lo que confirma el amplio interés que dicho compuesto presenta en catélisis y
fotocatalisis.
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Por ultimo, el analisis MPD sobre los defectos en la superficie muestra la
hipdtesis quimica de un par de electrones localizado en la posicién de la vacante
de oxigeno en practicamente todos los sistemas. Asimismo, una vacante anidnica,
es decir, la localizacion de un solo electron también aparece con una probabilidad
elevada. Solamente en el «-Si0;, la probabilidad del centro de color neutro
es mayor que la vacante anidnica. En el didxido de titanio, la probabilidad de
encontrar un electron en la vacante es mayor que de encontrar el centro F neutro,
pues se trata de un sistema facilmente reducible donde el titanio puede presentar
estados de oxidacién variables: Ti**, Ti3* y Ti?+.

Como conclusidon general, tanto los analisis MPD como ELF llevados a cabo
permiten:

= definir, en la mayoria de los casos, la mejor representacidn idnica de los
sistemas cristalinos,

= cuantificar su caracter covalente relativo,

= medir cambio en la ionicidad, covalencia y localizacién cuando nos despla-
zamos desde el bulk hasta la superficie,

= atribuir estructuras quimicas a los defectos puntuales.

Asimismo, se prevé continuar con el trabajo que los MPDs ofrece sobre siste-
mas periddicos mediante el andlisis de mas sistemas y para tratar de medir el
efecto que el método tedrico, la correlacidn electrdnica y las funciones de base
provocan sobre las imdgenes proporcionadas por la funciéon ELF y el método
MPD, tanto en los sistemas cristalinos como en sus superficies.
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Maximum Probability Domain (MPD) analysis has been recently applied to pure covalent and ionic
crystals. The present study is devoted to a first MPD analysis of semi ionic crystals, Silicon Oxide, Aluminum
Oxide and Titanium Oxide. These crystals are involved in important catalytic and photo-catalytic processes
occurring on their surfaces. For this reason the study has been performed on bulk crystal and on surface
slab models. Also surface neutral oxygen vacancy, the F° surface defect, has been considered. The Electron
Localization Function (ELF) analysis has also been performed, due to its holistic approach to electronic
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1. Introduction

In Materials Chemistry and in Surface Sciences often very
simple and chemically classical questions are asked: how much
ionic is this system? Is the surface more or less ionic than the bulk?
What is the oxidation number of the bulk and the surface ions? Is
this one a more ionic or covalent compound? These questions are
perfectly reasonable within the chemical phenomenological
knowledge but are often nonsense within a physical approach:
they reside in that territory, up to now partially explored, of the
“chemical questions” that need a physical explanation. All these
questions have two common conceptual kernels: the recognitions
of atoms (or ions) and the recognition of bonds in molecular and
crystalline systems, starting from a purely physical description of
the systems. The answers can be found following the path indi-
cated by Bader [1]. The present work is devoted to the application
of the most promising approaches in searching bonds and “Atoms

* Corresponding author.

E-mail addresses: mauro.causa@unina.it (M. Causd), mdamore@unina.it
(M. D’Amore), francesco.gentile@unina.it (F. Gentile), marcoskeke@gmail.com
(M. Menendez), calatayu@Ict.jusieu.fr (M. Calatayud).

http://dx.doi.org/10.1016/j.comptc.2014.11.001
2210-271X/© 2014 Published by Elsevier B.V.

in Molecules”: the Electron Localization Function (ELF) [2] and
Maximum Probability Domains (MPD) [3]. In the following we will
revise the most recent approaches for analyzing chemical bonds
starting from physical quantities and observables.

In recent years the traditional discussion of chemical bonding in
terms of the canonical orbitals has been challenged [4-6]. In fact, in
general SCF theory, the definition of orbitals remains ambiguous
[7-9] and several localization procedures have been introduced
by suitable unitary transformations of the set of canonical orbitals,
in order to provide a more rigorous mathematical meaning to
chemical concepts such as bonded atoms, reactants, chemical
bonds, electron shells, lone electron-pairs [10-12]. Yet, the realiza-
tion that theoretical partitioning is not unique “casts a shadow of
mistrust over certain definitions” [13].

Alternative approaches to the many-electron problem, working
in real space rather than in Hilbert space, and with the electron
density playing the major role, are provided by Bader’s “atoms in
molecule” [1,14], which partitions the molecular space into basins
associated with each atom, and density-functional methods
[6,15,16]. Such a localized “Lewis-like” description of bonding and
reactivity, which uses a natural bond orbital analysis (associating
bonds with localized two-center two electron wave-functions),
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has recently been expanded to bulk materials and/or periodic
surface models [17].

Some system cannot be characterized in terms of localized
orbitals: an extreme example is provided by the fluxional behavior
of CHE, where quantum-mechanical fluctuations induce delocal-
ization phenomena and thus fluctuating bonds [18-22].

Most importantly, these systems are amenable to Electron
Localization Function (ELF) method [2]. This is a local measure
based on the fact that the reduced second-order density matrix,
which has pioneered by Lennard-Jones [23], should retain the
chemical significance and at the same time reduce the complexity
of the information contained in the square of the wave function ¥.
ELF is defined in terms of the excess of local kinetic energy density
due to the Pauli exclusion principle, T(r), and the Thomas-Fermi
kinetic energy density, Tn(r):

1)\
()] ®

In other words the ELF can be interpreted as the local price that
the electronic structure pays in term of kinetic energy for respect-
ing the Pauli Principle.

In the seminal paper of Becke and Edgecombe [2] it was pro-
posed that a topological analysis of the ELF [24-26], permitted a
more quantitative analysis of the three-dimensional function. This
latter is normalized to the interval between 0 and 1, it is large
where the Pauli repulsion is small (two electrons with anti-parallel
spin are paired) and it is small in the regions between electron
pairs. To identify a region around a maximum (an attractor), which
forms a basin, one can consider all the points in space with ELF > ¢,
which define the { localization domain and with { being a positive
constant smaller than the value of the maximum. This region in
space can be visualized by showing the iso-surface ELF={. All
points leading to the same attractor belong to the same basin.

The ELF has been extensively applied to a large number of
systems and has also been used to quantify chemical concepts like
the strength of the hydrogen bond [27] and aromaticity [28,29].
Moreover, other interesting ELF-like scalar fields have been devel-
oped, such as the localized orbital locator (LOL) [30], based on the
comparison of the local non-interacting Kinetic energy density
with that of the uniform electron gas, and the electron localizabil-
ity indicator (ELI) [31-33], derived directly from the electron pair
density without any reference to the uniform electron gas.

In order to get out of the somewhat confusing definition and
interpretation of ELF, a more thoroughly investigation of the com-
petition of kinetic terms T(r) and T,(r) of Eq. (1), between regions in
which the inhomogeneous or the homogeneous behavior domi-
nates, was carried out by Putz [34,35]. Employing a path integral
Markovian pair conditional probability density with the basic
concepts of the catastrophe theory, he succeeded in introducing
new Markovian ELF classes which generalize the previous Becke-
Edgecombe definition. Going beyond the actual interpretation of
ELF as the error in electron localization, this new approach
provides a quantum step-function indicating where the electrons
are trapped rather than where they have peaks of spatial density.

From a computational point of view, it should be stressed that the
computational tool of Francisco et al. [36] results in obtaining the
electron number probability distribution functions of a n-electron
molecule through an exhaustive partitioning of the real space into
arbitrary regions. From the computed probabilities several magni-
tudes relevant to chemical bonding theory are obtained, such as
average electronic populations and localization/delocalization
indices.

Recently, Corminboeuf et al. [37] have compared the ELFs of
both the canonical wave functions and electron-localized states
with those of ELI and LOL, in order to discriminate between

ELF =

enhanced or reduced electron (de)localization within cyclic
p-conjugated systems. As a result, the authors say, the simplest
LOL function gives a more appealing and intuitive picture of the
p-bond, whereas the most popular ELF fails to capture subtle
contrasting local electronic properties and suffers from the arbi-
trariness of the o/p dissection. Some ELF limitations have been
thoroughly discussed in recent years [3] and attempts to search
for new tools, capable of providing solutions to still unsolved diffi-
culties in chemical understanding, have been done. A promising
methodology has been obtained through a topological analysis by
means of Maximum Probability Domains (MPDs) [38-41]. The
definition of the probability function is quite simple:

P(n) is the probability of finding exactly n electron in the space
domain D:

P(n,D):/Ddr]drz...drn /D/ dr,,Hdrmz.‘.drNW’\z

where ¥ is the wave function, N the number of the electron of the
system, D is the domain, D’ is the complementary space to D (all the
space outside D).

The Maximum Probability Domain (MPD) method consists in
maximizing P(n, D) with respect of D. The implementation of
MPD method for molecular and crystalline system is quite complex
due to the multiple integrations on limited space domains.

In the definition of MPD the spatial domain appears just in the
definition: on the other hand AIM and ELF define the local basins
analyzing a scalar field.

An original computational approach has been recently devel-
oped for treating and optimizing spatial domains in molecular and
periodic systems. This method is now part of a developing version
of the computer program CRYSTAL14 [42]: the MPD package will
be available to the users in the release version 1.0.4 (spring 2015).
Our method conserves and optimizes the domain surface, subdi-
vided in triangles, as it is done in computer graphics and animation
[43]. The main points of the MPD program coded in CRYSTAL14 are
briefly summarized in the Supplementary information.

2. Investigated crystals and computational details

In the present study we considered the following crystalline
structures: Silicon (diamond structure), MgO (cubic FCC), SiO,
(alpha quartz), Al,O05; (alpha alumina or corundum) and TiO,
(anatase structure). The calculations have been performed at the
Hartree-Fock (HF) level because the MPD approach requires the
knowledge of the system Wave Function and Density Functional
rigorously provides only the one particle Electron Density. On the
other hand the DFT approaches provide pseudo one-determinant
wave functions and much better energetic data than HF. ELF and
MPD are not very sensible to the level of the calculation, so we
do not expect any difference in the results of the present analysis
if the various DFT methods are applied. We are performing specific
studies for assessing the influence of electronic correlation on MPD
of crystals [44]. For all the crystals and the surfaces we adopted
double { plus polarization quality basis sets, already adopted in
previous crystalline and surface studies [45-49]. We considered
the basal plane (001) for all the oxides. We modeled surfaces by
means of slab model: a two dimensions periodic slab perpendicu-
lar to the surface under study has been cut from the bulk of each
oxide and optimized. Our slabs are about 15 A thick; in our expe-
rience this thickness guarantees a reliable model of the up and
down surfaces and of the bulk-like sub-layers. In our study the less
realistic system under investigation is the (001) surface of alpha
quartz since the dangling oxygen (see below) is usually protonated.
For homogeneity with the other surfaces we decide to analyze the
un-protonated (00 1) quartz surface, this also because we are more
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interested in the comparison between bulk and surface rather than
with the experimental accessible situation. In the equilibrium
geometries of the surfaces we do not find any important surface
reconstruction as it is expected for the basal surfaces of oxides:
in fact only small relaxations and rumples are observed. We
checked the convergence of surface formation energies after mini-
mization, to check the reliability of minimum energy structures,
before starting the MPD and ELF analysis: even if the HF approxi-
mation we adopted does not include the electron correlation, we
find surface formation energies in the range 1-4 J/m?, those values
are reasonable for these systems. In order to analyze the role of
defects in the slabs, we have considered oxygen neutral vacancies.
Such defects play an important role in adsorption processes on
metal oxides [50].Due to the formal —2 charge of the oxygen
anions in the perfect lattice, upon the removal of a neutral oxygen,
two electrons formally reside in the host lattice. If these electrons
stay on site formally occupied by the oxygen atom we removed,
the so-called F or F centers [51] are obtained. If the electrons move
to cationic sites the system is said to be reduced. The MPD analysis
is an excellent tool to validate and quantify these possible situa-
tions. We modeled the defect with a 2D periodic super-cell: the
minimum distance between the periodically repeated defects is
about 10 A that is reasonable in the case of neutral point defects.
The slab defective structure is relaxed: we do not observe impor-
tant surface reconstruction around the oxygen vacancies. To assess
the reliability of the structures the surface defect formation ener-
gies have been calculated, the values fall in the range 2-7 eV, those
are reasonable formation energies for this kind of compounds.

3. Results and discussion

In the present study we try to answer very simple questions
about the electron structure of simple oxides that are relevant in
surface science and in surface reactivity, as catalysts or catalytic
supports. Is alumina more or less ionic than silica? Is silica better
represented by a fully ionic electron structure, formed by Si**
and 02 or by a partial ionic structure consisting in Si*?> and 0"
ions, as Mulliken analysis suggests? Is it more important the ionic
or the covalent picture for silica, alumina and titania? Are surfaces
less or more ionic than bulks? What is the MPD representation of
surface defects like F centers?

3.1. ELF and MPD analysis of purely ionic and purely covalent crystals

For illustrating the ELF and MPD in paradigmatic cases, we
report some significant results of ELF and MPD analysis of extreme
ionic and covalent situations. We refer to crystalline magnesium
oxide as a prototype of pure ionic situation and crystalline silicon,
as a pure covalent situation. We select crystalline situation because
the extremely ionic bond exists only in the solid state. Even for the
perfect homo-nuclear covalent situation the crystalline status is a
perfect paradigm.

Fig. 1 shows the ELF iso-contour plots and profile between first
neighbors for MgO and silicon. All the molecular plots are made
using the computer program XCrysDen [52]. The ELF plot shows
wonderful illustration of chemical phenomenological concepts,
and allows re-focalizing the chemical common sense. In Fig. 1,
MgO core and valence are well distinguished, cations are small,
anions are large and try to adapt to the cubic space symmetry. In
silicon the covalent bond is a flat cylindrical domain perpendicular
to the bond axis: bond electrons try to occupy as much as possible
the inter-atomic space. 2D projections of the ELF function are dis-
played as Supplementary material.

It can be observed that ELF reaches very high values in valence
regions; it means that the electronic structure is much localized

both in perfect ionic and perfect covalent systems. In terms of
ELF, the main difference between ionic and covalent lies out of
the valence regions: in ionic systems ELF drops to very low values,
below 0.05, while in covalent systems it remains higher reaching
~0.1 along the bond direction; it can be even higher in “out of
bond” directions. As a consequence, the ELF basins remain well
separated even at low level, like the 0.3 iso-surface shown in
Fig. 1 for MgO. In covalent situations, ELF reaches maximum values
that can be considered as maximum pairing of electrons, both in
the 1s cores and in the middle of Si-Si segment that we commonly
attribute to a Lewis pair covalent bond. Thus, the chemical basins
which correspond to cores and covalent bonds easily melt
together: the covalent picture is clearly restituted by 0.6 iso-sur-
face reported for silicon in Fig. 1.

The chemically important Maximum Probability Domains for
MgO and silicon are shown in Fig. 2. For magnesium oxide, the cat-
ion and anion 10 electrons MPD have high probability: 0.83 and
0.57 respectively; the volumes of the two ions are very different,
19.4 and 90.5 cubic bohrs; the MPD average net charges are respec-
tively +1.85 and —1.85 |e|, very close to the formal charges. The
two electrons MPD for silicon has a probability equal to 0.43, a
volume of 56.0 cubic bohrs, and an average population of 2.04
electrons. The MPD plots for fully covalent and fully ionic crystals
confirm the ELF picture of Fig. 1: the domains are similar to the ELF
basins in MgO. The Si-Si two electrons MPD is also similar to the
ELF = 0.66 basin in Fig. 1; it shows more pronounced concavities
for hosting the Si cores since MPD always mutually exclude.

MPD analysis adds a quantitative data: the probability of having
v electrons in a volume. So we can state, on the basis of our Quan-
tum Mechanical ab initio study, the Mg?* domain has a maximum
probability equal to 0.83 whereas Mg* has a maximum probability
of 0.39: so Mg?* clearly is more likely to exist, in a Quantum
Mechanical sense. 0>~ has a maximum probability of 0.57. The
Si-Si bond has a MPD equal to 0.43, the highest of all the covalent
domains, that in all our previous studies lies in the range
(0.30-0.43), whereas the probability for ionic MPD amounts to
(0.70-0.90) for cations and to (0.5-0.7) for anions [39].

3.2. ELF analysis of semi-ionic oxides

Fig. 3 shows the ELF plots for quartz, alumina and titania. In the
range ELF = (0.0, 0.7) the landscape is ionic: small cation basins,
large anion basins, deformed to adapt to the crystal symmetry.
At ELF=0.8 some sign of metal-oxygen covalent bond appears
for quartz and alumina. For titania we observe that the oxygen lone
pairs extend up the middle of the bond, and do not leave to detach
some “covalent” M-O bond. This picture allows us to consider
quartz and alumina as an overlap between an ionic (left) and cova-
lent (right) situation: pictorially the weight of the ionic seems lar-
ger. Titania seems totally ionic. We will analyze these statements
using MPD.

3.3. MPD analysis of oxides

With respect to ELF, the MPD analysis produces space regions,
reported in Figs. 4 and 5 and a lot of numerical data, reported in
Table 1 for the considered oxides, surfaces and surface defects. A
larger set of MPD data is reported in the Supplementary informa-
tion file.

The data allows writing the following statements that can be
defined as the answers to some “chemical” questions about these
crystals.

e Si0, can be defined as constituted by Si** and O~2 ions: the
probabilities for Si*4 are far larger than other cationic
probabilities. 02 probability is larger than O~'. MPD
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Fig. 1. Electron Localization Function (ELF) iso-contour plots (left) and ELF profile between two neighbors (right) for crystalline magnesium oxide and silicon. The iso-surface
value is indicated.

Fig. 2. Maximum Probability Domains for crystalline MgO (left) and Si (right). For MgO both domains are optimized by maximizing the probability of containing 10 electrons
that represents the Mg?* and 0%~ ions. For Si, the domain is optimized for two electrons and represents the Si-Si covalent bond.

closes the debate about the better ionic description of
silica.

For Al,O5 the situation is the same, even if it is a little
attenuated. AI** and 0% are the most probable ions.

For titania anatase the electronic structure is more com-
plex: MPD says that the O ion (0.32) competes with
02 ion (0.35).0n the other hand Ti** (0.49) is more prob-
able than Ti>* (0.41) and Ti%* (0.32). Considering these data
together with the Ti electronic flexibility due to the avail-
able d orbitals, the MPD analysis of titania shows that
chemical rigid definition cannot be every time attributed
starting from a Quantum Mechanical representation: it is
better to say that titania is an overlap between Ti**052,
Ti**07'0~2 and Ti*?03 "' chemical situations.

The (001) surfaces are ionic like the bulk for MgO and
Al,03. The ionic probabilities are substantially the same,
but a little larger for the surface ions. So it is possible to
say that these flat and unreconstructed surfaces are a little
more ionic than the bulk.

e SiO, shows a remarkably smaller ionicity on the (001) sur-

faces than the bulks. The M-O probabilities are larger; the
072 probabilities are smaller. The reason is structural. In
quartz (001) surface (see Fig. 4) the dangling oxygen is
in a bad chemical position: it is usually protonated. In
absence of hydrogen saturation, oxygen uses its lone pairs
for making stronger the bond with silicon.

In titania, the Ti atom is electronically very flexible, as it is
demonstrated by the interest of TiO, in many fields, like
catalysis and photo-catalysis. Passing from the bulk to
the surface, both the ionic and the covalent probabilities
increase. This means that the surface electron structure
is more localized: electrons spend more time in local
domain that has a well chemical definition. More localiza-
tion means more reactivity that is the characteristic of the
surfaces.

MPD makes possible to define a covalency scale between
the oxides. All the ionic indicators show that MgO is obvi-
ously the most ionic. The maximum probability of the
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e MPD analysis gives high probability to have electrons (one
or two) in the spatial domain associated to a surface anio-
nic vacancy. So MPD confirms that in a neutral surface
anionic vacancy some electron is localized. The probability

~ - of having a single electron in the defect domain (that we
ELF=0.3 ELF=0.8 define as F') is slightly higher than having a pair of elec-

tron (F°), for all oxides but silica. The average population
Fig. 3. ELF for Si-O-Si cluster in alpha-quartz (top), AlOg cluster of alpha-alumina (N) for the F° MPD is higher than 1.5 for all the oxides.

(middle) and TiO4 cluster in anatase-titania (bottom). ELF iso-contour values are

displayed.

MPD confirm the chemical hypothesis of a pair of electrons
quite localized in the region of the vacancy. One electron is
more localized, the other wants to escape. Fig. 4(SiO»,

Metal-Oxygen domain for SiO,, Al,O3 and TiO, is respec-
tively 0.38, 0.38 and 0.33. The corresponding Maximum
Probability Domains are shown in Fig. 4. On this basis sil-
ica is covalent like alumina, slightly more covalent than
titania but less than silicon. This statement is coherent
with the conclusion depicted qualitatively by ELF analysis.
We are working out a combined probability scheme for
crystal and surfaces (probability of having n electrons in

Al,03, TiO,) and Fig. 5 (MgO) display the surface F° MPD
compared to the corresponding anionic surface domains:
they are very similar but respond in a different way to
the surface geometry constraint. The shape of the F°
MPD for silica is quite different: it shows a dangling bond
character. In fact, due to the position of the anionic
vacancy, the pair of electrons is not well stabilized by
the surface Madelung field, so they are displaced toward

a-sio, -vacancy
Si
bulk (100) slab
a-Al,0, l/O-vacancy
&
Al
bulk (100) slab
Anatase TiO, /)—vacancy
-
oy
. (o]
bulk (100) slab

Fig. 4. MPD corresponding alpha quartz (top), alpha alumina (middle) and titania (bottom). Left, bulk M-O domains: the domains may show concavity (usually for hosting
the cation core), and convexity (toward the anion). The Ti-O MPD shows convexity toward both the cation and the anion. Middle, 02~ domains in stoichiometric (001) slabs.
Right, two-electron domains for oxygen-vacancy defective slabs.
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Table 1

MPD data for MgO, o-quartz, o-Alumina and anatase titanium oxide. P(n) is the
probability of the MPD domain that is maximized; the number n of the electron in
P(n) can be derived from the MPD chemical symbols. Data are reported for MPDs in
bulk system, in a slab model of the (001) surface, and neutral oxygen vacancy on
surface (F center). Further data are reported in the Supplementary information file.

MgO o-Si0, o-AL,03 a-Tio,
MPD P(n) MPD P(n) MPD P(n) MPD P(n)
Bulk
Mg° 029 si? 023 Al° 0.26 Ti° 0.24
Mg*! 0.39 Si*! 0.26 Al'! 0.30 Ti*! 0.27
Mg*? 0.83 Si*? 0.30 Al*? 0.38 Ti*? 0.32
o° 029 Si* 038 Al 0.70 Ti* 0.41
o! 039 Sit 0.72 0% 0.27 Ti* 0.49
02 0.57 o+ 0.28 o° 0.27 0% 0.27
o° 030 o' 0.38 0° 0.31
o! 0.37 02 0.39 o! 0.35
02 0.58 02 0.32
Si-0 0.38 Al-0 0.38 Ti-0 0.33
(001) surface
02 0.62 Sit4 0.71 Al 0.69 Ti* 0.42
Mg 0.82 02 0.33 02 0.43 Ti? 0.36
o! 038 02 0.38

Mg*! 0.38 Si-0 0.69 Al-0 0.39 Ti-0 0.36

(001) surface F center

0.44 F° 0.53 F° 0.40 F° 0.35

F! 0.49 F! 0.49 F! 0.46 F' 0.45
Ti™ 0.38

Ti" 0.36

the neighbor silicon atom. Considering the higher proba-
bility of the two electrons with respect to the single elec-
tron MPD (0.53 and 0.49) and the shape of the domain, we
can give a chemical interpretation of this local electronic
structure as “silicon lone pair”.

e Titanium dioxide is a reducible oxide which means that
Ti*" sites may capture electrons to form Ti** and Ti%*. Upon
the removal of a neutral oxygen from the lattice, the two
electrons left will be transferred to Ti 3d levels forming
two Ti®" sites. The structure around the oxygen vacancy
relaxes and no electrons should found trapped in the lat-
tice. This effect is observed in titania rutile and anatase
surfaces [53-55]. MPD analysis gives a clear sign of the
reduction of the Ti cation close to the oxygen vacancy: as
shown in Table 1 the maximum probability of Ti** and
Ti>* goes from 0.42 and 0.36 for the (001) surface to
0.38 and 0.36 for the F center on the same surface: the
probability of finding the two oxidation states is then
about the same. The symmetry constraints in the present
study force the two Ti atoms neighbors of the oxygen
vacancy in an equivalent position: work is in progress for
exploring less symmetric surface defects.

4. Conclusions and outlook

The MPD analysis gives interesting results applied to a family of
crystalline oxides, to their basal surface (001) and to an important
surface defect, the neutral anionic vacancy (F center). The ELF anal-
ysis gives results coherent with MPD and a holistic and synthetic
representation of the electronic structure. The MPD and ELF analy-
sis allows:

o to define in most cases the best ionic representation of the
crystalline systems,

e to quantify the relative covalency,

e to measure changes in ionicity, covalency and localization
going from bulk to surface,

e to attribute a chemical structure to point defects.

Work is in progress to measure the effect of the theoretical
method, the electronic correlation and basis sets of ELF and MPD
for crystalline system and surfaces.
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ONE-ELECTRON IMAGES IN REAL SPACE: NADOS

01 DISCUSION DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Finalmente, y centrdndonos sobre el otro pilar de la Tesis Doctoral, los Or-
bitales Naturales Adaptativos, el conjunto de los resultados obtenidos ha sido
menor que con respecto a los MPDs pero no por ello de menor importancia. En el
articulo, One-electron images in real space: Natural adaptive orbitals, pendiente
de ser aceptado, se resume el analisis y estudio del enlace quimico en el espacio
real desde la perspectiva proporcionada por las matrices densidad reducidas.

En él se introduce un procedimiento de caracter general que permite construir
un conjunto de funciones monoelectrénicas dentro del escenario generado por las
teor{as del enlace quimico en el espacio real. Es notamente importante que dicho
procedimiento tiene un claro fundamento fisico tanto para descripciones de la
estructura electrénica correlacionadas como no corrrelacionadas. Las funciones
a las que da lugar se han venido en denominar orbitales naturales adaptativos
(natural adaptive orbitals, NAdOs), y descomponen en contribuciones monoelec-
tronicas los i{ndices de enlace multicéntricos (v > 2) empleados en las teorias
del espacio real. Cuando nos atenemos a un solo centro (v = 1), las funciones
monoelectrénicas coinciden plenamente con aquéllas obtenidas por R. Ponec,
que él mismo denomind domain natural orbitals, y que utilizan ampliamente en
los analisis de los agujeros de Fermi promediados sobre dominios del espacio
arbitrarios

De manera global, en el presente capitulo, se ha examinado la intepretacidn
de los NAdOs cuando se tienen en cuenta solamente dos centros, ademas de
mostrar como se comportan y evolucionan en casos relativamente sencillos. Es
muy importante destacar que las imagenes obtenidas a través de esta técnica
convergen, cuando se puede ignorar la correlacidn electrénica, con las obtenidas
dentro del paradigma de los orbitales moleculares, que tantos éxitos ha pro-
porcionado para interpretar y discutir las diferentes manifestaciones quimicas.
Cuando la correlacidon juega un papel basico y no se puede obviar, los NAdOs
ofrecen nuevas interpretaciones y puntos de vistas diferentes.

Los descriptores habituales empleados en las teorias del enlace quimico solo
disponen de una clara interpretacion fisica bajo el paraguas de la aproximacion
orbital. Cuando la correlacidn electronica juega un papel primordial para la des-
cripcion de los sistemas quimicos, dichos descriptores pierden progresivamente
su significado o, en algunos casos, no se pueden obtener. Como consecuencia
de ello, se hace necesario la obtencion de un procedimiento general que posea
raices con fundamento fisico y que se pueda aplicar tanto a situaciones con y
sin presencia de la correlacidon electrdnica.

Como obtener dicha generalizacién es una de las cuestiones candentes. Una
posible via podria ser mediante el empleo de las densidades reducidas de orden
v (v-th order reduced densities RDs). Asimismo, estas RDs poseen términos, co-
nocidos como densidades cumulantes, que son los objetos bésicos con los que
obtener, una vez que el espacio real molecular se divide en un conjunto de re-
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giones arbitrarias, un conjunto jerdrquico de indices de enlace de v centros y
de funciones monoelectrénicas que se denominan ocupaciones naturales adapta-
tivas (natural adaptive occupations, NAdOccs) y orbitales naturales adaptativos
(natural adaptive orbitals, NAdOs) respectivamente. Cada NAdO contribuye de
manera aditiva al indice de enlace v-céntrico, lo que proporciona una descom-
posicidn monoelectronica del enlace multicéntrico. En el presente trabajo se han
presentado los descriptores de dos centros, tratando de mostrar cdmo el lengua-
je orbital se puede extraer a partir de estos objetos cuando la aproximacién de
particulas independientes es una aproximacidon razonable, y como ofrece nue-
vos escenarios cuando dichas aproximacidon no es suficiente. El conjunto de las
funciones monoelectrdonicas, NAdOs, al contrario que los orbitales naturales de
dominio (domain natural orbitals) o los agujeros de Fermi promediados en domi-
nios (domain averaged Fermi holes, DAFH), pertenecen a las representaciones
irreducibles del grupo puntual del enlace que se analiza y, por lo tanto, no es
necesario ningun procedimiento de localizacidn posterior. Asimismo, son compa-
rables a los orbitales moleculares de enlace estandar.

Se ha tratado de dar una explicacién acerca del significado de los 2-NAdOs
en términos del agujero de Fermi de cambio y correlacidn, y examinar su com-
portamiento en un conjunto de sistemas sencillos cuando se tiene en cuenta la
correlacidn electrénica y cuando no. Los resultados muestran que los NAdOs y
sus numeros de ocupacidn son perfectamente transferibles y concuerdan con la
intuicion quimica. EL efecto que correlacion genera en los enlaces covalentes (re-
duccidn de la deslocalizacion y por consiguiente del orden de enlace) se puede
analizar con gran detalle gracias al método propuesto.

Aunque el nimero de sistemas estudiados es alin pequefo pues el método se
encuentra en las primeras fases de su aplicacidn, la construccion de los NAdOs
estd regido por la clara presencia de las reglas de Aufbau, y la inclusién de
la correlacién pueden cambiar apreciablemente la descripcion MO. EL efecto
de los pares de funciones enlazantes/antienlazantes desde el punto de vista
tradicional, se debe a la localizacién de los electrones en ambas regiones de
la interaccidon de dos centros estudiada, lo que cristaliza en un claro descenso
de su contribucién al orden de enlace. ELl descenso producido en los NAdOccs
cuando se incluye correlacién tiene un efecto mayor sobre las contribuciones 7
que sobre las contribuciones o, por lo que el orden de enlace efectivo de los
enlace multiples es considerablemente menor de lo esperado. El procedimiento
permite ademas una clara clasificacion de las contribuciones correlacionadas
como angulares o radiales, y como estas muestran ocupaciones entre los dos
centros negativas, que son positivas cuando estdn ocupadas desde el punto de
vista clasico de la teorta MO.

Se han examinado ademas moléculas organicas poliatomicas simples, tanto a
nivel HF como a nivel CAS, y los resultados muestran que tanto las funciones
monoelectrénicas (NAdOs) como los nimeros de ocupacidn asociados (NAdOccs)
son transferibles. Ademas, las contribuciones secundarias de una determinada
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interaccion estan asociadas a los canales cldsicos de hiperconjugacién, que junto
a la fortaleza de dicha interaccién, pueden ser analizados en profundidad con
esta técnica. Los NAdOs permiten asimismo analizar interacciones no enlazantes,
existiendo fundamentos de base que permitan aseverar si dichas interacciones se
pueden entender, desde un punto de vista clasico, como respulsiones estéricas
o no. Sin embargo, es necesario continuar con esta linea de investigacidon para
para poder mostrar su generalidad.
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Abstract

We introduce a general procedure to construct a set of one-electron functions in chemical bonding theory which
remain physically sound both for correlated and non-correlated electronic structure descriptions. These functions,
which we call natural adaptive orbitals (NAdOs), decompose the n-center bonding indices used in real space
theories of the chemical bond into one-electron contributions. For the n = 1 case they coincide with the domain
natural orbitals used in domain-averaged Fermi hole analyses. We examine their interpretation in the two-center
case, and show how they behave and evolve in simple cases. Orbital pictures obtained through this technique
converge onto the chemist’s molecular orbital toolbox if electron correlation may be ignored, and provide new

insight if it may not.

Keywords: Real-space techniques, Natural Adaptive Orbitals

1. Introduction

Thanks to impressive algorithmic and computational
advances occurred in recent times, explicitly correlated
electronic structures of reasonably sized molecules are
now within reach. For the first time since the implo-
sion of wavefunction technology in the 1990’s in fa-
vor of density functional theory, theoretical and com-
putational chemists may examine in detail the effects
of electron correlation in real world (yet small) model
systems {1; 2}. Even truly correlated descriptions of ex-
tended solids are beginning to be commonplace {3; 4}.
This situation sets a new playground as interpretive
methods in the theory of chemical bonding are re-
garded, for multi-electron wavefunctions are hardly
intuitive objects that escape naive analyses. As we
and others have already put forward {5; 6}, the stan-
dard toolbox used to analyze chemical bonding issues
evolved from intrinsically one electron, i.e. molecular
orbital (MO), models. Their use when the independent
particle approximation (IPM) breaks is thus not justi-
fied.

Building chemical bonding concepts anew for corre-
lated descriptions is not an easy task, particularly when
we take into account the reluctance of the chemical
community to adopt images coming from other dis-
ciplines. A quick look at the set of new theoretical
models that have been successfully adopted in general
organic or inorganic works in the last decades is frus-
tratingly short. Let us take one of the most fortunate
incorporations, the Natural Bond Order (NBO) proce-
dure proposed by Weinhold and coworkers {7}. Be-
sides its many intrinsic virtues, there is no doubt that
the speed at which it initially spread in the literature is
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related to the proximity of its language to the chemi-
cal core concepts developed by Lewis, Pauling, and the
MO community. A simple lesson to be learnt from this
example is that new ideas will be embraced more easily
if, at least in part, they share these core concepts.

A first requisite that general chemical bonding de-
scriptors should fulfill is invariance under orbital trans-
formations. If possible, concepts should not depend on
the road that leads to the (possibly correlated) wave-
function from which the indices are to be obtained.
This limits considerably the list of quantum mechan-
ical objects from which descriptors may be built upon.
In fact, (reduced) densities (RDs) or density matrices
(RDs), either in real or in momentum space, almost ex-
haust the list. Since chemists usually think in real space
terms, momentum space RDs will not be considered
here. Our goal is then to construct intuitive chemical
bonding indices from real space RDs, valid for general
correlated electronic structure descriptions, that retain,
as much as possible, the one-electron language used by
chemists. We have embarked on such a project in the
last years {6; 8—12}.

Once that RDs have been selected as a target, a real
space partitioning technique is in need. Any chemical
bonding index will refer to some chemically meaning-
ful key concept: atom, bond, lone pair, etc, so a way
to isolate those regions in 3D becomes an essential in-
gredient in our work. Fortunately, the computational
chemistry community has derived a number of those
partitions over the years that range from those with
a solid theoretical foundation, like the Quantum The-
ory of atoms in molecules (QTAIM) of R. Bader and
coworkers {13}, to others, like the topological partitions
based on the Electron Localization Function (ELF) of
Becke and Edgecombe {14}, or the Electron Localiz-
ability Indicator (ELI) of Kohout {15}. The QTAIM
provides an atomic partition based on the electron den-



sity field, and the other two, among many possibilities,
a partition into core, valence, bond, or lone-pair re-
gions. All of these methods have enjoyed a great pop-
ularity among theoretical and computational chemists,
but have not really permeated general chemistry.

‘We have recently shown {6} that the joint use of fur-
ther order RDs and real space partitions may be used to
derive a hierarchical set of general bonding indices that
continuously evolve towards known descriptors (like
the Wiberg-Mayer two-center bond order {16}) as elec-
tron correlation is switched off. The key objects are
found to be the i-th order cumulant densities (iCDs),
which convey information about true i-body correla-
tions. An important outcome of these ideas is that
n-center bonding is a measure of the simultaneous n-
center statistical dependence among the electron pop-
ulation that resides in those regions. This has been
floating around in the literature for some time {17-
19}, but still needs to spread properly. In this gen-
eral scheme, n-center bonding indices are obtained by
domain-averaging appropriate CDs. If this procedure is
stopped a step before obtaining scalar descriptors (see
below), we have also shown how to generalize Robert
Ponec’s domain averaged Fermi holes (DAFHs) and re-
trieve a set of one electron functions, that we call nat-
ural adaptive orbitals (NAdOs). These functions de-
scribe n-center bonds in real space (or cores and lone
pairs, if n = 1) much as general multi-center NBOs
do in Weinhold’s prescription. We have also given {8}
a physically sounded interpretation of NAdOs in the
n = 1 case (Ponec’s domain natural orbitals, DNOs
{20; 21}) for correlated wavefunctions, showing how
genuinely new bonding scenarios, not available in the
absence of correlation, may arise in its presence.

It is the purpose of this paper to take one further step
in our project, and show how two-center NAdOs be-
have in correlated and non-correlated descriptions of
simple molecules. We will briefly discuss on their in-
terpretation, following the ideas already outlined for
one-center NAdOs or DNOs {8}, and we will then fo-
cus on how they closely reproduce the standard MO
paradigm in simple cases. Our aim is to show that most
of the chemical bonding toolbox available in textbooks
may be directly extracted from these new objects when
the IPM is a good approximation, but that provide truly
new insight when this is not true.

We will start by recalling some basic concepts and
definitions. Then we will shift to the interpretation of
two-center NAdOs, and turn to consider several exam-
ples. We will end with some prospects and conclu-
sions.

2. Reduced densities, cumulant densities, natural
adaptive orbitals

A brief summary of some key concepts needed in
the rest of the work follows. A more detailed account,

including a discussion of the computational complexity
of these objects, may be found in Ref. {6}.

The spinless n—th order reduced density matrix
(nRDM), p"(ry ...T,; 1] ... 1), of a N-electron system
is defined as {22}

p N! .17 Nt
p(rl...rn):mf‘{’(l,N)x
\I"(l, N) dsiﬁndxbn (1)

where X = rs and s are space-spin and spin coor-
dinates, respectively, f dx;>, means integration over
X415 - - Xy, and fds,-s,, summation over si,...,s, (af-
ter taking the s} — s; limit). Its diagonal part is the
n — th order reduced density (nRD), that determines
the probability density of locating a set of n electrons
in positions r; ...r,. We will not restrict in the fol-
lowing the form of ¥, although in actual examples we
will always consider it to be a multi-determinant ex-
pansion, W(1, N) = > x Cx¥Yk(1, N), where each Wk is
a Slater determinant written in terms of a (finite) set of
orthornormal spinorbitals, ¢;.

Since RDs may be seen as joint statistical distribu-
tion densities, it is legitimate to extract from them,
for n > 1, those parts which measure true n-particle
correlations, i.e., those parts that cannot be written in
terms of lower order RDs. As an example, pA(ry, ),
the probability of locating two electrons at r; and r,,
may always be written as that which we would find if
the particles where independent, pl(rl)pl(rz), plus an
extra term which corrects for mutual statistical depen-
dency, pAri,r) = plr)p'(ry) - p%(rl,rz). The lat-
ter is the second order cumulant density, which is usu-
ally known as the exchange-correlation density. More
cumbersome expressions may be found for the n-th or-
der (n > 2) cumulant density (nCD, pf.). We will also
use here non-diagonal objects pg.(ry, ..., Fx5r ..., 1)
obtained by directly extending every RD found in the
definition of a given CD to form its RDM. For instance,
1,11, 1) = pl(r P! (s 7)) —pl(ry, 1o T 15).
These are subsets of (but should not be confused with)
the cumulant density matrices (CDMs). They lack any
type of exchange symmetry but will turn out to be use-
ful for our purposes.

Cumulant densities fulfill important relationships.
On the one hand, knowledge of the nCD gives access
to all of the CDs of lower order,

P?l(l‘hm,l'n—l):fp'é(l‘17l‘2,~»~,l‘n)d1'n- ?2)

On the other, iterating the last recurrence we discover
that nCDs are size-extensive,

fpg(rl, ...,rdry...dr, = N. 3)

Domain averaging nCDs provides the entry point
to introducing chemical bonding descriptors that are
generalizations of those used in standard MO theory.



Once an exhaustive partition of space is introduced,
R3 = U,Q,, a generalized population analysis at the n-
particle level becomes immediate. We thus define the
n-center populations

(Nab...n>:f d"lf drz...f dr, pR(ry,....r).
Q. o, Q,

€}
It is clear that Y, ,{(Nu..) = N, for any n, so this
provides a one-, two-, etc, center decomposition of the
electron population. If n = 1, (N,) is the standard basin
population, which plays the role of Mulliken’s popu-
lations if the space partition is atomic-like. If n = 2
and a # b, (Ng) + (Np,) is the analogue of Wiberg-
Mayer’s bond order, that is widely known in real space
theories as the delocalization index between the Q, and
Q, regions. Further order (N)’s measure multi-center
bonding, and are known as multi-center delocalization
indices {19; 18}. Due to the statistical meaning of CDs,
it is also possible to show that

(_l)nfl

<Nab.,,n> = n—1

<(Nu - <Na>) LR (Nn - <Nn>) (RN} >7
®
in the sense that (N, is dominated by the n-th order
covariance of the electron populations, so that n-center
chemical bonding is the result of simultaneous n-center
fluctuation of electron populations.
It pg“ is domain integrated n times, thanks to Eq. 2
we will get a n-center partition of the electron density,

p(r) = pg,

pr) = ply @)

ab...n

n+1
=Zf d"zf d’smf dr1 pe (P15 s Pag)
Q, Q Q,

ab...n

(©)

If in the above expression pc(1,n; 17, n’) is used instead
of pc(1,n), and we take the standard i/ — i limits be-
fore integration, what we get is a domain partition of
the 1IDM, p(r;r') = Yo plbmn(r; r’). all these do-
main partitioned density matrices may be diagonalized.
For instance {6}, p}lb___n may be written in terms of the

occupied MOs of the system as

Pl,h,,,,,(ﬁ r/) — ¢(r)Dab...n¢T(r/)’ (7)

where ¢ is a vector comprising all the occupied orbitals
and D a Hermitian matrix. Upon diagonalization of the
above expression,

pglzb,,,n - Z n?b...nlw?b...n|2’ (8)
i

defines the multi-center natural adaptive orbitals (NA-
dOs) z//;.”"""(r) and their natural adaptive occupation
numbers (NAdOccs). When n = 1, the generalized
densities coincide with Ponec’s DAFHs, and the ¢{’s
and n{’s with the domain natural orbitals and their oc-
cupation numbers. It is clear that the NAdOccs fulfill

the sum rule Zin?b“"’ = (Nap..n), so that NAdOs in-
duce a one-electron decomposition of any multicenter
delocalization index, including the domain population
(n = 1), and the standard two-center DI (n = 2) as we
are going to examine in the following.

n-center NAdOs provide vivid pictures of n-center
bonding. NAdOs are adaptively localized or delocal-
ized orbitals over the n centers in which they have been
computed. Only NAdOs which are at least partly lo-
calized in the chosen n centers contribute to n-center
bonding. If one of these orbitals is completely local-
ized over these centers, then it describes pure n-center
bonding. If not, it will appear as a completely local-
ized NAdO for a larger n value. Partially delocalized n-
center NAdOs thus signal the existence of further order
multi-center bonding. As an example, 1-center orbitals
will be either localized (describing non-bonding com-
ponents, i.e. cores or lone pairs) or delocalized over
other centers, denoting in the latter case the existence
of at least two-center bonding. This means that even 1-
center NAdOs (DNOs) may be used to study chemical
bonds in real space if we look at their delocalized com-
ponents. This has been the standard use of the DAFH
analysis. Our whole point here is to notice that this is
better done with our general formalism.

NAdOs have symmetry, belonging to the irreducible
representations of the group of the n-centers. Thus to
the point group of the center in which they are obtained,
if n = 1, or to the group of the bond, if n = 2. This fea-
ture is annoying if n = 1 DNOs are used to study chem-
ical bonds, for the delocalized DNOs that will indicate
bonding contributions will not have the local charac-
ter that chemists expect. This has been partially solved
using localization procedures, particularly the isopynic
transformation {23}. Those tricks are no longer neces-
sary when the general NAdOs of this work are used.
Two-center bonds, from our view, should be extracted
from two-center NAdOs, and so on.

3. The meaning of two-center NAdOs

We will use in this section the ideas already put for-
ward {8} to interpret DAFHs in terms of the concept of
excluded density. For n = 1, the 2-CD is the exchange-
correlation density, which may be viewed as a charge
weighted hole density,

pe(ri.r) = p"(rilr)p(r2), ©)

where p"(ri|r2) = p(ry) — p="d(ry|r,) is the difference
between the unconditional density at r; and the condi-
tional one when we already know that a reference elec-
tron lies at 75, p(r|r2) = p2(r1,1r2)/p(r2). It is thus
an excluded (or hole) density. Averaging over all the
reference electrons contained in domain Q,,, the DAFH
p}l(rl) = fQ dr, pé(rl,rz) gives the average distribu-
tion of the (?\7‘,) electrons that should be removed from
p when all the reference electrons lying in €, are con-
sidered. DNOs, or 1-NAdOs, provide a one-electron



partition of this excluded density. When p(r) is differ-
ent from zero outside the €, region, the electrons con-
tained in the latter delocalize into r. Put it in another
way, if a given /¢ does not spread beyond €, one elec-
tron will be localized in it. Similarly, when ¢ invades
other regions, e.g. €, the presence of reference elec-
trons in Q, is sensed in those other positions, statistical
dependence between the Q, — Q,, regions appears, and
at least two-center bonding develops {8}.
Now let us shift to the 3-CD,

1
pe(r1,12,13) =p(r)p(r2)p(rs) — EP("l)Pz("za'B)—
1 1
EP(U)PZ("IJ'S) - 5,0("3),02(7‘1,’2)+
1
70717, 3). (10)

If we now consider reference electrons at r, and r3, the
above expression may be written as,

1
pa(ri,r2,13) =5(P(’2)P("3)[Ph("l Ir2) + o' (rilrs)1-
P2 i) (n

which is to be seen as a generalization of Eq. 9.
o' (rilra, r3) is a two-electron hole density, i.e. the ex-
cluded electron density at r; when two reference elec-
trons are known to exist at r, and r3:

prilrar) = pr) - p™@ilrrs)  (12)
3
p>(r1,ra,13)
= pr) - —H—=-
P .02("2,1‘3)

It integrates to 2 electrons. Eq. 11 thus describes
the charge-weighted non-additive effects at r; of the
simultaneous presence of two electrons at r, and r3
with respect to the sum of the two isolated one-
electron hole contributions. Averaging r, and r3 over
regions Q, and €, a charge distribution p}lb(r) =
le dr, be dr; p3c(r, ry,r3) is defined that shows how
the (Ngp) a, b-delocalized electrons distribute in space.
As before, if pé () spreads out of the Q, U €, regions,
there is, at least, three-center statistical dependence and
3-center bonding (that may be further decomposed us-
ing the 4-CD). Each w?b(r) 2-NAdO, obtained by di-
agonalizing p(llb(r; r’), will be localized in the Q, U Q,
regions unless it is engaged in multi-center bonding,
and is accompanied by a corresponding NAdOcc, n;.‘”,
that measures its contribution to (N, ).

As already noticed {8; 6}, the D matrices adopt
a particularly simple expression in the case of sin-
gle determinant wavefunctions, depending only on the
so called domain (or atomic) overlap matrices, S;‘j =

fQ dr ¢;(r)¢ (r), where the ¢’s are the occupied canon-

ical orbitals. For instance, D* = §¢, and D® =
(88" + §”S%)/2. This means that if we consider a
two-domain system (like a diatomic molecule, with

Q, U Q, = R3), described at the 1-det level, diagonal-
ization of D?, D?, or D® will lead to the same eigen-
functions y; = y¢ = y? =y, for §* = 1 -5, and
the eigenvectors of these two matrices coincide. More-
over, the eigenvalues n{ will be the overlap integrals
of the eigenfunctions ¢ over the Q, domain, coincid-
ing with the the electron population of ¢; within that
domain, n¢ = fQU dr lyi(r)P?. Similarly, n? = 1 - n,
and n®* = nf(1 — n¢). With this, 1- and 2-NAdOs
in two-domain systems collapse onto the same set of
functions. The contribution of each of these y; to the
Q,/Q, populations is straightforward: ; contributes
with n?/nf to the domain population, with (nf)z/(nf.’)2
to {Naa)/{Npp) (the so-called localization indices which
indicate the number of localized electrons in a given
domain), and finally, with nj’nf’ = n{(1 —nf) to (Nup).
(N,p) is half the delocalization index §* commonly
used to measure covalent bond orders. All these num-
bers may immediately be interpreted in statistical terms
{12; 11; 24}. For instance, the contribution of each of
these functions to 6° = (N} + (Npq) is 2n%n?, twice
the product of the probabilities that its electron lies in
each of the domains, behaving parabolically either with
n® or n’: it vanishes when the electron described by v is
localized in each of either domains (¢ = 1 or n® = 1),
and peaks to 1/2 when the electron is equally shared
between the two regions, i.e. when n? = n® = 1/2.
Since for closed-shells each s will be occupied by two
electrons of opposite spin, the total contribution to the
covalent bond order will be 0 in the first case (totally lo-
calized), and 1 in the second (totally delocalized). This
is exactly the expected behavior of a bond-order indica-
tor, and shows that at this level of description, n* mea-
sures both polarity and covalency. Notice that, since
S§¢1is a positive definite matrix, its n! eigenvalues must
also be positive definite. Negative contributions to (N,)
or (Ngp) are thus not possible for a two-domain parti-
tion at the 1-det level. This is no longer true for (N,)
when correlation is included, or even for (N,;) as soon
as more than two domains are considered. We have al-
ready considered in detail the first possibility {8}, and
one of the aims of this work is to examine the second.

Similar considerations may be put forward for fur-
ther order cumulant densities and further order NAdOs
and NAdOccs. We will concentrate on the 3-CD (thus
on 2-NAdOs) here and leave these other cases for fu-
ture works.

4. Discussion and Results

‘We will show in this section how 2-NAdOs perform
in a set of simple molecules. We will show simulta-
neously Hartree-Fock (HF) single determinant calcu-
lations and CAS calculations, paying attention to the
changes that the CAS description introduces on bond-
ing. We will start by considering the first and second
row diatomics, paradigmatic examples of the Aufbau



principle in chemical bonding theory. Then we will
shift to simple polyatomics.

4.1. First and second row diatomics

We will start considering two-domain systems,
where the difference between the 1- and 2-NAdOs
eigenfunctions vanishes at the 1-det level. We have
selected the first and second row diatomics in their
ground state, used to teach the Aufbau principle in
the MO paradigm. To that end, we have performed
HF and CASSCEF calculations with the GAMESS {25}
code using standard 6-311G(d,p)++ basis sets. Planes
bisecting the internuclear axis were used as interatomic
surfaces dividing the two atomic domains. This corre-
sponds to the QTAIM partitioning except in Li,, where
a non-nuclear attractor is found. The atomic over-
lap matrices were obtained with our PROMOLDEN {26}
code, and the CDs needed to obtain the 2-NAdOs were
constructed with a new local code, DENMAT. Simple
CAS|[n,m] active spaces were used as follows: [2,2] for
H, and Li,, [4,4] for He, and Be,, [6,8] for B,, [8,8]
for C,, [10,8] for N, [12,10] for O, and F,, and [16,14]
for Ne,. All the systems will be examined in their low-
est closed-sell 12;,' singlet states, except B, (322') and
0, (32§).

The analysis for H, at the HF level is well known.
With just one 1o, orbital and S¢ = S¥ = 1/2, n® =
n? = 1/2. There is no need for diagonalization, and the
1- and 2-NADOs coincide with 10-. The bond order is
clearly 1, and it does not change with geometry. Cor-
relation at the CAS[2,2] level solves the dissociation
problem. The now two 1-NAdOs have no longer D,
symmetry, and they localize progressively on the two
atomic basins as the internuclear distance increases. A
full discussion of their meaning has been presented {8}.
2-NADOs, on the contrary, do maintain the bond group
symmetry. In this case, the full molecular Dy, point
group. It is straightforward to show, for instance, that
in two electron homodiatomics p; ,T) = %(Nab)p(r).
To prove this, we just have to take into account that
the third order density vanishes in Eq. 10, and inte-
grate each of the remaining terms. 2-NAdOs thus co-
incide with standard natural orbitals, and the NAdOccs
n;’l’ = %(Nabﬁli, where n; are natural occupancies. Each
NAJO thus contributes to bond order proportionally to
its natural occupation number. This is no longer true
for N > 2. At our CAS[2,2] level in H,, we will have
two occupied natural orbitals, $%* and y4 ( of oy and
o, symmetry, respectively) with @+ 8 NAdOccs equal
to 0.4114 and 0.0049 e, respectively. The o, contribu-
tion accounts for almost 99% the total DI, which turns
out to be 2 x (0.4114 + 0.0049) ~ 0.833.

We want to stress that the image provided by 2-
NAdOs is extremely close to the one that comes from
MO pictures. Bonding is primarily due to the 107, com-
ponent in H, with minor contributions from correem-
phg orbitals. However, @ — 3 correlation does affect

non-negligibly electron delocalization, decreasing sub-
stantially the bond order. It is now well known {27}
that Coulomb correlation will decrease covalency in
standard chemical bonds. Our approach quantifies this
effect. It is also very important to notice that, at the
interpretive level, a change in the NAdOcc of a given
NAdO may be understood as a change in the degree
of localization or delocalization of the electrons it de-
scribes. Larger values imply more delocalized elec-
trons and viceversa.

It is also interesting to briefly explore the result of
stretching the H-H bond distance. No specific calcula-
tion will be reported, since the behavior of the popula-
tion of the two natural orbitals at the CAS[2,2] level is
well known, each approaching 1/2 as we get closer and
closer to the dissociation limit. Since the DI decreases
{28} along this process towards zero, the 2-NAdOs pic-
ture will move from one (the 1o,) function dominating
a large 2-center population towards two contributing
similarly to a smaller and smaller DI. At dissociation,
both natural orbitals will have degenerate n?, and both
a delocalized or localized picture of the “* will be pos-
sible. At any other geometry, the two functions will
necessarily be delocalized.

Our next example is, obviously, the He, molecule.
We do not pursue here to offer a quantitative correlated
description, but to simply show the 2-NAdOs image for
HF and simple CAS[4,4] calculations. Only two con-
tributions with non-negligible occupations are found at
both levels. Again, they are simple g and u combina-
tions of 1s-like functions with almost completely de-
generate NAdOccs, that change from 0.0002 to 0.0003
on going from HF to CAS. An important lesson is to be
found here: since covalent bonding is the result of elec-
tron delocalization, and from this point of view both
o, and o, are delocalized functions, o, should not be
considered an antibonding contribution as it is usually
assumed in textbook MO theory. If 1-NAdOs are re-
garded for any of the two He atoms, the dominant con-
tributions that we obtain are two extremely localized
1s-like functions, centered at each nucleus. Since they
do not delocalize over the other, their participation in
2(N,p) is very small. When we change to 2-NAdOs,
symmetry preservation precludes localization, in gen-
eral, and now the two almost equally delocalized y’s
display a very similar, and small, contribution to the 2-
center population. At the HF level there is nothing odd
in this reasoning. The 1o, and 107, orbital energies just
differ in a couple of kcal/mol, and their electron density
distribution is alike, since the effect of the nodal plane
of the ungerade function is barely visible. In brief, our
analysis changes the naive annihilation of the 1 and —1
contribution to bond order of the standard bonding and
antibonding orbitals to two almost identical, very small
contributions. We think that this latter view is to be pre-
ferred.

In Lip, the first two 2-NAdOs are almost g and
u combinations of ls functions with negligible 2-



NAdOccs, both at the HF and CAS levels. We will ne-
glect core orbitals in the following discussions. In the
HF approximation there is only a third function, which
coincides with the canonical 207, orbital. Its n® =1/4,
so its total (a and B) contribution to the DI is 1. Cor-
relation does not change the shape of this contribution,
but changes its occupation to n‘;” ~ 0.1471, and obvi-
ously introduces extra correlating functions. wﬁb is a
heavily hybridized ungerade contribution with a small
ngb ~ 0.0098. Fig. 1 shows these functions, together
with their occupations. Notice that the total DI changes
from 1 to ~ 0.628, a much larger decrease than that
found on H, when including static correlation at about
the same level of theory.

2 ¢ 0

HF: 0.2500

CAS: 0.1471 0.0098

Figure 1: || = 0.05 a.u. isosurfaces of the 200 NAdOs in the
Li, molecule. Numbers below correspond to their respective
2-NAdOccs, n?” at the HF and CAS levels. Basis sets and
details of the calculations as described in the text

Similarly to He,, adding two electrons to obtain Be;
gives rise to annhiliation of gerade and ungerade com-
ponents. Neglecting the core orbitals, we obtain at the
HF level a pair of 20,20, 2-NAdOs, that may be
described as g, u combinations of slightly hybridized
2s functions with occupations equal to 0.0020, and
0.0021, respectively. At the CAS level, these func-
tions decrease their occupations to ~ 0.0019, and a
pair of extra correlating functions appear that resemble
g, u combinations of slightly hybridized 2p, atomic or-
bitals. Their occupations are very small (= —0.00005).
The total DI changes from 0.016 to 0.015 on going
from the HF to the CAS description.

B, is our first open-shell system, and the first di-
atomic with classicaly occupied 7 orbitals. There
are several striking facts in its NAdOs analysis. At
the ROHF level four (non-core) contributions appear
which are standard 20 and 1z, functions. Now the
20, and 207, NAdOs are clearly bonding, with n®* =
0.1336. Let us stress again that both of them delocal-
ize electrons between basins in similar ways, contribut-
ing almost equally to (N,), although considerably less
than in the case of a pure covalent link (n®® = 1/4).
Overall, these two orbitals add up a bit more than one
to the bond order (1.07). The 7 terms, with no possi-
ble contamination coming from equal symmetry func-
tions, have pure 2-center populations, and their (half-
populated) n®® = 0.125. Adding all the terms to-
gether, we get a total DI of about 2.07. The CAS
calculation offers quite a different landscape. On the

one hand, now the 207, becomes mainly non-bonding,
n“ =0.0475, and although the 20, enhances its bond-
ing character, n“ = 0.1500, the contribution of the
20 block to the DI decreases to about 0.77. This o
decrease is even larger if we take into account that
the two correlating 307, , contributions (coming mainly
from 2p atomic functions) display negative n®, see
Fig. 2. Similarly, the inclusion of & correlating terms
decreases their pure HF populations significantly, from
0.125 to n’ = 0.0800. This is an almost 40% change
in the n® value. The correlating 7, orbitals display
very small, negative n®’s, and the total 7 DI is about
0.64 units, very similar to that due to o terms. We
have repeatedly found (recall also the Li, case) that
classical overlap is related to the effect that correla-
tion has on n%. The smaller the naive overlap between
atomic orbitals, the larger the effect upon inclusion of
correlation. Thus 7 bonds respond more intensely to
the CAS than o ones. Another interesting fact is that
we may build pairs of bonding and correemphg NA-
dOs with gerade and ungerade symmetry. They have
been displayed in columns in the Figure. The correem-
phg functions shown in the second row decrease the to-
tal 2-center population of their bonding couples in the
first row, sometimes slightly, e.g. the 207, and 307, pair,
sometimes substantially (the 20, and 30, pair). Also
important is the fact that correlating contributions may
be also classified according to the traditional classes of
radial or angular correlation. For instance, the 30~ func-
tions may be said to introduce radial correlation in their
20 counterparts. Notice also that the total effect of cor-
relation on the DI is very large. It changes from ~ 2.07
to ~ 1.33.

Two new electrons in C, add a bit more than one unit
to the total DI at the HF level, mainly due to the extra &
2-center population that may still be described as com-
ing from independent electrons. A smaller internuclear
distance, and thus a larger overlap, is responsible for a
slightly increased 20, contribution. Overall, the HF DI
of C, is close to 3. Inclusion of correlation at the CAS
level destroys, even more than in B,, this picture. The
full 7 skeleton provides only about ~ 1.0 units to the
total DI, so that the latter quantity changes from about
~ 3.2 to ~ 1.8 on inclusion of correlating contributions.

The basic NAdOs scheme changes again in N, (see
Fig.3). Now the 307, %, which was a correlating func-
tion with negative occupation in B, and C,, becomes a
bonding term. At the HF level it is orthogonal to the
1o and 20 shells, so it acquires a pure 2-center pop-
ulation. Simultaneously, the 20 shell is transformed
into a residual core. The 7 block remains pure, and
the total DI scales to = 3.03, in agreement with stan-
dard wisdom. At the CAS level the contribution of the
20 shell increases slightly. Interestingly, the ungerade
function adds up almost twice as much as the gerade
one. Similarly to C, when we take into account the
bond length decrease, the 30~ contribution is the great-
est for a o link so far, but even in this case, far from the
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ROHF: 0.1336 0.1336 0.1250 0.1250
(0.1485) (0.1485) (0.2500) (0.2500)

CAS: 0.1500 0.0475 0.0800 0.0800
(0.1688) (0.0415) (0.1348) (0.1348)

CAS: -0.0005 -0.0220 -0.0003 -0.0003
(-0.0011) (-0.0214) (-0.0056) (-0.0056)

Figure 2: || = 0.05 a.u. isosurfaces for the non-core NAdOs in the B, and C, molecules. The numbers below correspond to
their respective 2-NAdOccs, nj,’[’ , at the HF and CAS levels. C, data in parenthesis.

pure 0.25 value. Adding all the terms, the effective DI
drops from ~ 3.03 to 1.94, 58% this figure comes from
7 contributions.

In dioxygen, Fig. 3, the N, picture becomes altered
once more by the appearance of highly populated CAS
NAdOs that are absent in the HF description. At the
CAS level there is a marked tendency, initiated in C,
towards a decrease in the bonding contribution of the
20 term in favor of the 20, one. In this process, we
see how the progressive localization of electrons favors
bonding components with less inherent overlap (unger-
ade) over those with larger (gerade). Secondly, at the
HF level the 30, function is pure, with zero overlap
with any other NAdO and thus with n = 0.25, but the
7 NAdOs have lost this property, since the g orbitals
are now occupied: the 7, functions are basically non-
bonding, and the m, become considerably localized.
The final DI is ~ 2.24, close to its classical value. Cor-
relation destroys the pure character of the 307, which
loses more than half its HF 2-center population in favor
of a surprising 40, NAdO, which is basically a sym-
metric combination of 3s atomic functions. As found
before, the CAS decreases the bonding character more
for & than for o blocks. Notice that the g functions
have, for the first time, positive 2-center populations,
and that the full contribution to the DI of the 7 block is
~ (.51, close to, but smaller than the equivalent data in
B,. As we introduce more and more electrons in one
of these blocks we observe a progressive localization,
which is known in other models as the lone pair bond
weaking effect. The 2.24 DI at the HF level drops to
1.44 at the CAS one. Only 35% comes from 7 NAdOs.
A CAS[12,12] calculation does only change the above
description slightly, confirming that the 40, contribu-
tion is not an artifact produced by a particular active
space.

In F,, with *’s which resemble those of O,, the
17 block is full, and as we saw with Be,, this induces
localization and equalization of all of its components.
Now all the four 7 orbitals display 2-center populations
around 0.0122 at the CAS level, so that the eight 7 elec-
trons contribute ~ 0.20 to the DI. In the HF approxi-
mation, only the 307, term gets a close to pure (0.2350)
2-center population, and the bond order is about 1.1.
In the CAS description this localizes considerably, to
n® = 0.1451, and the total DI drops to ~ 0.85. The
important 407, term found in oxygen is now again a
correlating contribution accompanied by a 40, coun-
terpart, with n’s= —0.0054. At the CAS level, a 23%
the DI is due to 7 terms.

Finally, the inclusion of a 27 set of correlating func-
tions in Ne, provides a picture of almost completely
localized electrons. All of the contributions give negli-
gible n%’s except the 30 block, which provides about
80% the total DI, 0.0037 and 0.0074 at the HF and CAS
levels, respectively. All the correlating contributions
have very small negative 2-center populations.

4.2. Polyatomics: bonding and non-bonding interac-
tions

‘We will now consider a set of simple closed-shell or-
ganic molecules where some issues on the properties of
NAdOs and their transferability can be examined. Un-
less explicitly stated, most of the results in this section
are HF calculations performed with the GAMESS {25}
code using TZV(d,p)++ basis sets at theoretical equi-
librium geometries with atomic domains as defined by
the QTAIM.

Fig. 5 contains the 2-center functions together with
their occupation numbers obtained for the C-H bond in
the methane molecule. Since there are 10 electrons,
we have five NAdOs. One is basically a C 1s core
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RHF: 0.0049 0.2500
CAS: 0.0060 0.1940
RHF: 0.0049

CAS: 0.0114 -0.0076

Figure 3:
respective 2-NAdOccs, nj”’ , at the HF and CAS levels.

HF:
CAS:
HF: 0.0005
CAS: 0.0252 -0.0040
Figure 4:

respective 2-NAdOccs, nf” , at the HF and CAS levels.

orbital with a 2-center occupation smaller than 107>,
Out of the four others, we may clearly distinguish a
sp3-like hybrid with almost pure n®® = 0.2342 popu-
lation, which we identify with the C-H bond orbital,
and three others with very small n®*’s. 96% the total
DI (0.98) is provided by the sp3-like term. All of the
NAdOs belong to irreducible representations of the Cs,
point group, the symmetry group of the C-H bond. If 1-
NAdOs (or DNOs from a DAFH analyses) are obtained
for the C atom, for instance, we would get 7, functions,
which we would need to subject to an isopycnic local-
ization to obtain chemically relevant components. As
explained before, these localizations are not needed in
our present procedure, and only orbitals which are ap-
propriately delocalized between the two centers we are
considering will lead to non-vanishing 2-center occu-
pations.

We have also performed CAS[8,12] calculations on
CHy, leaving the carbon 1s orbital frozen. Out of the 12
non-core NAdOs, only 7 have non-negligible 2-center

0.2500 0.2500
0.1477 0.1477
-0.0076 -0.0076

|| = 0.05 a.u. isosurfaces for the non-core NAdOs in the N, molecule. The numbers below correspond to their

0.0119
0.0051

0.0119

-0.0011 0.0051

|| = 0.05 a.u. isosurfaces for the non-core NAdOs in the O, molecule. The numbers below correspond to their

occupations. The largest one is equivalent to the sp?-
like function in Fig. 5, but correlation decreases its
NAdOcc to ~ 0.1932, as expected. It is easily paired
to its anti-bonding-like function, with n® = —0.0048,
and with a radially correlated term with n®® = 0.0037
which is roughly a bonding s — 3p hybrid. Then we
have two E degenerate s similar to those obtained
at the HF level in Fig. 5 with n?® = 0.0048 which are
radially correlated to their next shell equivalents with
n% = —0.0026. Overall, the C-H DI drops to 0.784.

Another point that deserves comment regards the
transferability of these kind of bonding analyses. We
have performed calculations on the saturated hydrocar-
bon series C,H3p42, from p = 1 to p = 5. The C-H
bonding NAdO needs not be represented, since differ-
ences along the series cannot be distinguished with the
naked eye. It is, for all purposes, the first contribution
in Fig. 5. More interesting is to examine the evolution
of its NAdOcc.

Table 1 contains our HF data. It can be seen that the
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n 0.2342 0.0051
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0.0051 0.0004

Figure 5: |¢®| = 0.1 a.u. isosurfaces for the four non-core single-determinant 2-NAdOs in CH, together with their NAdOccs.

Details of calculations are given in the text.

m=1 m=2 m=73 i n;’h i n;"’ i n;”’
p=1 0.2342 1 0.221577 6 0.000037 11 -0.000747
p=2 0.2322 2 0.019265 7 0.000002 12 -0.004910
p=3 0.2317 0.2290 3 0.019164 8 0.000001 13 -0.005574
p=4 0.2319 0.2282 4 0.000873 9  0.000000
p=35 0.2314 0.2280 0.2272 5 0.000327 10 -0.000076

Table 1: Evolution of the 2-NAdOccs for the C-H bonding
contribution in the C,H,,., series. m indicates the position
of the C-H bond in the chain, being equal to 1 for a terminal
methyl group, and increasing its value as we consider inner
methylene groups.

convergence properties of our procedure are excellent,
as it is usually so with quantities defined through real
space techniques. There is interesting chemistry to be
learnt. Given m, the occupation of the bonding C-H
NAJO saturates quickly, although it slightly oscillates
about a mean value. This is known to be a remnant of
long-range delocalization effects {29} which depend on
the size of the chain and are likely to become less im-
portant as correlation is taken into account. For a given
p value, the 2-center occupation decreases as we dig
into the chain. C-H saturated bonds become slightly
more localized as we traverse from the methyl towards
the inner methylene groups. The effect is, nevertheless,
small.

Finally, we want to point out that since the number
of atoms in a polyatomic is greater than two, there is
no restriction about the sign of the 2-center occupa-
tion numbers, even at the HF level. In fact, we have
found small negative contributions in some of these ex-
amples. In the hydrocarbon series, they do not become
more negative than —0.0015. Their statistical interpre-
tation is, in principle, the same discussed in the cor-
related diatomic case. Nevertheless, they also include
here the role of secondary, as well as true electron cor-
relation, interactions that cannot be present in diatomic
cases.

Similar insights are obtained when the C-C link is
examined. In ethane, we find a nice o function with
n = 0.2232, that evolves to n®® = 0.2216 in propane.
More interesting is to examine here the role of smaller
contributions. 2 contains the occupations of the 13
propane contributions at the HF level. Aside from
the i = 1 bonding function, there are two others (

Table 2: 2-center NAdOccs (nj.‘b) of the 13 occupied NAdOs
found in the C-C link of propane.

i=12

i=13

Figure 6: |¢| = 0.1 a.u. isosurface for the pairs of NAdOs in
propane examined in the text. Numbering as that in Table 2.

i = 2,3 ) with non-negligible NAdOccs. Their shape
has been depicted in Fig. 6, and correspond to z-like
combinations built from the methyl and methylene C-
H bonds (i = 3), or involving the other C-C interaction
(i = 2). Notice that the existence of these pseudo-r
terms makes sense from traditional hyperconjugation
arguments. The i = 2, 3 functions contribute (although
slightly) to the C-C bond, and may be seen as the C-
H and C-C hyperconjugation channels. Even more
interesting is that they are accompanied by opposite
symmetry counterparts exhibiting small, but again non-
negligible negative occupations. We have seen several
examples of those pairs in the last subsection. We resist
the use of the standard bonding/antibonding nomencla-
ture, but as we shall see, such pairs are ubiquitous, in-
dicating the role that secondary interactions play on a



final DI. That the symmetric or antisymmetric combi-
nation displays positive or negative 2-center occupa-
tions depends, as we have seen, on how localized they
are.

Increasing the size of the chain provides a very sta-
ble, converging image. Table 3 summarizes our re-
sults. The occupations of the main NAdO change as
for the C-H interaction, decreasing slightly as we go
deeper into the chain, and oscillating with chain depth
as p grows. Hyperconjugative channels (S1, S2 in the
Table) are also extraordinarily stable. Their pictorial
representation is indistinguishable from that found in
Fig. 6. Although we will not pursue this goal in this
work, it is possible to extract tertiary and further or-
der contributions easily that may also be interpreted in
terms of long-range delocalization. We have found be-
fore this kind of long range stability {30}. We want
to stress that our procedure quantifies these effects in
a new way. For instance, we state that the hypercon-
jugation channels shown in the Table are strongest for
ethane (at the HF level).

J

0.0111 -0.0034

Figure 7: |¢| = 0.1 a.u. isosurfaces for the main pair of H-H
NAdOs in CHy

Our analysis may, of course, be applied to non-
directly bonded atomic (or group) pairs. This may shed
light on the nature and strength of non-bonded interac-
tions. Staying at the single determinant level, Fig. 7
shows the two most important functions that account
for 94% the DI(H,H) in CH4, which turns out to be
~ 0.0327. This is a 1,3 interaction in the language of
force-fields. Both NAdOs are again symmetric and an-
tisymmetric combinations of the C-H o bonds. This
again makes sense, and this time the antisymmetric
combination has the positive eigenvalue, showing that
the residual delocalization between the two basins is
best achieved through the antisymmetric function, and
pointing towards a classical steric clash betweeen the
atoms. Transferability, including slight oscillations,
is again found, as expected. The total DI(H,H) for
two methyl H atoms evolves as the following series:
0.0327,0.0357,0.0365,0.0350, 0.0363 on going from
methane to pentane, and the main eigenvalue changes
accordingly.

It is much more interesting to examine 1,n interac-
tions with n > 2. In staggered ethane, for instance,
we have two types of 1,4 H-H interactions, the anti,
and the gauge. Fig. 8 shows the main contributors in
both cases. A first point stands out. The total DI is
larger for the anti pair (0.0104) than for the gauge one
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(0.0031). This is clearly surprising since, in the ab-
sence of long-range delocalization, DI’s decay expo-
nentially with distance, and the gauge H’s are closer
than the anti ones. As we see, there is a clear preference
for an anti delocalization in this system, that extends to
much larger n values, as we have already pointed out

{30}.
¢ o*

0.0103 -0.0077
2 P 2 P
0.0040 -0.0033

Figure 8: |¢| = 0.1 a.u. isosurfaces and 2-center occupations
for the main 1,4 H-H NAdOs in ethane

As we see in Fig. 8, the 1,4 interaction is due to the
indirect effect of the previously examined hypercon-
jugation channels on the populations of the H basins.
In the gauge case, the situation is comparable to that
found in the 1,3 terms in CH4. The symmetric NAdO
has negative population. In the anti pair the situation is
nicely reversed. All these quantities are also transfer-
able. In propane, for instance, the 1,4 H-H interactions
(now between a methyl and a methylene group, give
rise to the following NAdOcc pairs: 0.0108(—0.0081),
and 0.0041(—0.0034) for the anti, and the gauge con-
formations, respectively.

4.3. Polyatomics: multiple bonds

Let us conclude this initial study on the performance
of our 2-center functions by examining how multiple
bonding is recovered. We have chosen the methanal
molecule at the HF//TZV(d,p) level as an example and
the C-O link. The total DI(C,0O) is 1.388 at this level,
which is clearly larger than one, but much smaller than
2. This is obviously due to the large polarity of the
C-O link, on the one hand, but leaves the double bond
interpration open.

We have found five relevant contributions to the C-O
delocalization, which may be seen in Fig.9. The double
bond nature of the interaction comes out crystal clear,
with two dominating o and 7 functions. Notice that the
latter has a significantly larger occupation number than
the former. It is also interesting to point out that there
is an appreciable contribution from a pair of orthogonal
bonding-antibonding m NAdOs, with opposite sign oc-
cupations that resemble the hyperconjugating channels



P m=1 m=2 S1 S2
p=2 0.2232 0.0195,0.0184 —-0.0050, —0.0047
p=3 0.2216 0.0193,0.0192 —-0.0056, —0.0049
p=4 0.2211 0.0184,0.0182 -0.0052, -0.0047
p=4 0.2200 0.0184,0.0174 -0.0052, -0.0050
p=5 0.2215 0.0192,0.0190 —-0.0057,-0.0050
p=5 0.2199 0.0189,0.0178 —0.0054, —0.0050

Table 3: Evolution of the 2-NAdOccs for the main C-C bonding contribution in the C,H,,., series. m indicates the position
of the C-C bond in the chain, being equal to 1 for a terminal methyl-methylene bond, and increasing its value as we consider
inner C-C links. P refers to the primary function, and S1, S2 to the secondary ones, gathered by symmetric/antisymmetric pairs

as shown in Fig. 6

3

0.2678

o

—-0.0261

J
0.3256 0.1083

J
0.0155 0.0005

Figure 9: |¢| = 0.1 a.u. isosurfaces and 2-center occupations for the non-core Hartree-Fock NAdOs in methanal corresponding

to the C-O pair.

already examined in propane. They correspond to rela-
tively strong interactions of the oxygen’s lone pairs. As
in propane with the C-C links, they help enhance the C-
O bond order and lie behind the large O,H DI found in
this system.

5. Conclusions

The standard descriptors used in chemical bonding
theory have only a clear physical interpretation un-
der the orbital approximation. They lose progressively
their meaning, or simply cannot be obtained, when
electron correlation is explicitly taken into account.
This unsatisfying situation calls for a generalization
which is both physically rooted and that may be ap-
plied equally to correlated and non-correlated levels of
theory

A possible route towards this generalization is to use
n-th order reduced densities (RDs). We have shown
in this work how RDs, through their cumulant densi-
ties, may be successfully used to build a hierarchical set
of n-center bond indices and 1-electron functions from
real space partitionings of the molecular space. We call
these objects natural adaptive occupations, NAdOccs,
and natural adaptive orbitals, NAdOs. Each NAdO
contributes additively to the n-center bond order index,

11

thus providing a one-electron decomposition of multi-
center bonding. Here we have focused in 2-center de-
scriptors, trying to show convincingly that MO text-
book knowledge may be directly extracted from these
objects when the independent particle model is a rea-
sonable approximation, and how our procedure offers
valuable new insights when it is not. NAdOs, contrarily
to Domain Natural Orbitals of Domain-averaged Fermi
hole Analyses, belong to irreducible representations of
the point group of the bond which is analyzed, and
need not be subjected to artificial localization proce-
dures. They are directly comparable to standard bond
molecular orbitals.

To that end we have tried to explain the meaning
of 2-NAdOs in terms of generalized Fermi (exchange-
correlation) holes and to examine them in a set of sim-
ple systems, both when correlation is or is not taken
into account. Our results show that NAdOs and their
occupations are transferable and comply with chemical
intuition. As already known, the clearest effect of elec-
tron correlation on covalent interactions is to decrease
electron delocalization, and thus the effective bond or-
der of the link. How this occurs is dissected through
our method in great detail.

Although the number of systems examined is still
small, we have shown that there exist clear Aufbau
rules in the construction of NAdOs, and that the in-



clusion of correlation may change appreciably some
naive MO descriptions. We show that the effect of a
traditional bonding-antibonding pair of functions is the
localization of electrons in both of its members. This
crystallizes in a simultaneous decrease of their contri-
bution to bond order. The drop in the NAdOcc upon
inclusion of correlation is larger for 7 than for o func-
tions, so the effective bond order of multiple bonds is
considerably smaller than what it is expected. Our pro-
cedure allows a direct classification of correlating con-
tributions as radial or angular. We have shown that
correlating functions tend to display negative 2-center
occupations, that become positive when they become
classically occupied at the MO level.

We have also examined some simple organic poly-
atomic molecules, both at the Hartree-Fock and CAS
levels. We have shown that NAdOs and NAdOccs are
very transferable, as much as the total DI they add up
to. Moreover, secondary contributors to a given inter-
action are easily associated to some well-known con-
cepts like hyperconjugation. A dissection of all the ac-
tive hyperconjugative channels present in a molecule,
together with their strength, is immediate through this
technique. NAdOs may also be used to rationalize non-
bonded interactions. We have found clear motifs that
differ if the interaction is classically understood as an
steric clash or not, but further work is needed to show
their generality.
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1 O CONCLUSIONES

A lo largo de todo el recorrido de la Tesis Doctoral se ha pretendido llevar a
cabo un estudio de una de las manifestaciones quimicas de mas trascendencia e
importancia en la disciplina: el enlace quimico. El desarrollo de dicho concepto:
como, por qué, y en qué condiciones dos 4tomos o grupos de atomos se asocian
para formar un agregado mas estable que sus constituyentes, ha formado parte
de la ciencia quimica desde su concepcidn, formando en realidad el nicleo més
basico de la misma. Aun en las primeras décadas de este nuevo siglo XXI, cuando
los modelos clasicos ya no admiten mas desarrollo y las técnicas computacionales
ponen el énfasis en obtener nimeros precisos sin detenerse en la interpretacion
de los mismos, el concepto de enlace sigue generando vividos debates en la
literatura.

El nacimiento de la teoria cuantica supuso una revolucién global, y el enlace
quimico no se quedd al margen de la misma. La introduccidon de conceptos tales
como pares electronicos, espin, etc, moldearon la visidn que los cientificos en
general, y los quimicos en particular poseian. Actualmente, y a pesar del enor-
me avance en nuestro entendimiento en las manifestaciones experimentales, la
imagen prevalente que se tiene del enlace quimico es la visidn propuesta por
Lewis hace ya casi un siglo: pares electronicos que se comparten entre los dis-
tintos atomos que se suponen enlazados. Esta percepcidn, en cierto modo muy
simplista, estan tan profundamente enraizada que es dificil distanciarse de ella.
Esto es consecuencia de que, en parte, los avances cientificos y tecnoldgicos que
se suceden, vienen a confirmarla, aunque el sustrato fisico de la misma sea muy
endeble. El par de Lewis es una quimera. Los electrones del mismo espin no se
aparean, sino que es su deseo de mantenerse alejados tanto como sea posible
de otros del mismo espin el que genera el espejismo de su apareamiento.

Avanzando hacia la quimica tedrica y computacional, hemos de admitir que
la quimica esta hoy completamente impregnada de la descripcidn proporcionada
por la teoria de orbitales moleculares. Esta ha permitido tal grado de acerca-
miento entre las manifestaciones experimentales y las herramientas utilizadas
en los estudios tedricos, que forma parte indisoluble de la misma. Sin embargo,
y aunque de un enorme éxito, no esta carente de graves limitaciones, de entre
las que la ambigiiedad del propio concepto de orbital no es la mas pequena.
Ademas, los modelos sencillos que proporciona la teoria orbital se analizan, in-
terpretan y estudian en el espacio que ella misma proporciona, el espacio de
Fock. No podemos olvidar ni dejar de lado que, sin embargo, la mayor parte de
los quimicos la utilizan como si el concepto de orbital morara en el espacio real,
aquél en el que acontecen los fendmenos quimicos. Es por ello que las teorias
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que se centran en el espacio real han sufrido un espectacular auge en las Ultimas
décadas. El punto de partida en el desarrollo de este tipo de teorias lo supuso
el analisis de la densidad electrénica sin injerencias externas. La vista hacia la
densidad electrénica como variable que encierra toda la informacidn contenida
en un sistema arbitrario surge gracias al teorema de Hohenberg y Kohn, quie-
nes demostraron el verdadero poder que la densidad electréonica encierra para
comprender las manifestaciones experimentales.

El objetivo basico de esta Tesis se enmarca en el analisis de la distribucidn
electrdnica en el espacio real mediante el uso de técnicas novedosas, algunas
desarrolladas durante este periodo. Aunque la densidad electrénica es de vital
importancia en cualesquiera teoria de enlace en el espacio real, en los ultimos
anos han surgido métodos novedosos que permiten estudiar los mismos fendme-
nos desde puntos de vista diferentes.

Durante este trabajo, hemos empleado dos herramientas que creemos pueden
resultar muy fructiferas en un futuro en el andlisis de la distribucidn electrénica.
Una de ellas es el denominado método de los dominios de probabilidad méaxima
(Maximum Probability Domains, MPD), mientras que la otra técnica se centra
en lo que se ha venido en denominar orbitales naturales adaptativos (Natural
Adaptive Orbitals, NAdOs). Aunque ambas herramientas estan dando practica-
mente sus primeros pasos, los resultados mostrados en el presente manuscrito
animan sobremanera a continuar con el desarrollo y aplicacién de las mismas
pues creemos que pueden configurarse como técnicas poderosas.

En el método MPD se genera una particion del espacio en diferentes regio-
nes que tienen un marcado caracter fisico y quimico. Dicha particidn del espacio
real se lleva a cabo mediante la maximizaciéon de la probabilidad de encon-
trar un nimero determinado de electrones en una determinada regién. Dichas
probabilidades, que estan perfectamente definidas desde un punto de vista me-
canocuantico, se pueden emplear en cualquier particién arbitraria del espacio.
Sin embargo, lo realmente novedoso, es emplearlas como variable dinamica para
definir por ellas mismas dominios asociados a los sistemas quimicos. Las regio-
nes que se obtienen mediante esta maximizacion se pueden identificar con los
pares electronicos que Lewis habia propuesto si se maximiza la probabilidad de
encontrar dos electrones en un recinto. Los MPDs recuperan, por lo tanto, las
imagenes que impregnan la vision de los quimicos.

La aplicacion del método MPD se ha llevado a cabo sobre un amalgama
diferentes de sistemas. Se ha aplicado a atomos, moléculas, sistemas periddicos,
e incluso, sobre un conjunto de compuestos que estan recuperando nuevamente
el interés de los cientificos como son los electruros moleculares. Las imagenes
ofrecidas por el método permiten caracterizar sin lugar a dudas los sistemas
quimicos. Baste como conclusion sencilla que la técnica de MPDs proporciona
resultados compatibes con otras técnicas basadas en el analisis topoldgico de
escalares en el espacio real, como la teoria cuantica de 4tomos en moléculas
o el andlisis de la funcion ELF. Mas aln, complementa a estas técnicas bien
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conocidas, proporcionando una visidon dindmica del par de Lewis que no puede
encontrarse con ninglin otro método. En este sentido, los resultados obtenidos
sobre la cristalizacion de los cuatro pares de valencia en sistemas idnicos a
medida que se sustituye la simetria esférica caracteristica de los dtomos por
aquélla presente en el entorno molecular, son particularmente interesantes.

Por otro lado, la técnica de los NAdOs recupera, generaliza y mejora de una
manera clara y detalla el andlisis de los huecos de Fermi promediados en domi-
nios, introducidos por R. Ponec. El desarrollo de los orbitales naturales adaptati-
vos se basa sobre un conjunto de objetos, ampliamente conocidos y denominados
matrices densidad reducidas. Mediante el empleo de éstas, y de sus términos
internos conocidos como cumulantes, es posible definir (ndices de enlace entre
varios centros mediante la condensacidn del correspondiente cumulante sobre
distintas regiones. El empleo de este tipo de objetos requiere de una particién
previa del espacio. Cuando es la topologia de la densidad electrénica la que
define estos recintos, el empleo de los NAdOs proporciona conclusiones muy
interesantes.

Hemos aplicado la técnica sobre un conjunto de moléculas poliatémicas (los
hidrocarburos mas sencillos) y sobre las moléculas homodiatémicas del primer
y sequndo periodo. Se ha podido demostrar mediante el analisis de los descrip-
tores asociados a dos centros que el lenguaje orbital se recupera fielmente (en
ausencia de correlacion electrénica), pero, y lo que es mas importante, que dicho
lenguaje se obtiene mediante analisis en el espacio real. Los NAdOs son fun-
ciones monoelectrdnicas efectivas, que mantienen su identidad en presencia de
correlacidn electrénica. Hasta donde nuestra investigacion ha podido demostrar,
los NAdOs son entidades transferibles que concuerdan con la intuicién quimica.
De este modo se pone de manifiesto que la técnica puede suponer un punto de
inflexidn a partir del cual es posible ir sustituyendo, en la medida de lo posible,
la teoria orbital por el lenguaje hablado en el espacio real.
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1 1 RESUMEN EN FRANCES

INTRODUCTION

L'étude, linterprétation et la compréhension de la liaison chimique depuis
une perspective eloignée du langage orbitalaire reste un des grands défis de
la Chimie Théorique et Computationnelle. Le besoin de donner de nouvelles
interprétations mecano-quantiques invariantes aux tranformations orbitales, avec
un accent physique, constitue une séquence logique dans la longue période
de l'existence du concept méme de liaison chimique. L'arrivée de la mécanique
quantique dans les années 20 du XXe siecle a supposé une révolution dans la
science en général et de la Chimie en particulier, permettant la renaissance des
différentes théories pour expliquer et interpréter les phénoménes chimiques.

Quelques années avant l'apparition de la chimie quantique, G. N. Lewis avait
proposé que les électrons constituaient les briques élementaires dont été formée
la matiére, et que leur distribution par paires était la base de la liaison chimique.
Cette vision perdure aujourd’hui. Un premier obstacle auquel la nouvelle inter-
prétation de liaison devait faire face était la violation de la loi de Coulomb en
traitant le couplage électronique. On comprend aujourd’hui ce couplage électro-
nique comme le besoin d’antisymétrie de la fonction d'onde pour décrire correcte-
ment le comportement d'un systeme constitué de particules de nature fermionique.
Il est remarquable la proposition de Lewis avant l'apparition de la mécanique
quantique parce que tous les outils et techniques issus de nos jours viennent la
confirmer.

Néanmoins, et malgré son intérét, le modéle de Lewis a du se confronter a
d’'importants défis. Le modéle d'atome “cubique”, abandonné plus tard pour ce-
lui des paires électroniques situés sur les sommets d'un tétraédre, ne peut pas
décrire les différentes manifestations chimiques. Plus tard, la régle de loctet,
introduite par Langmuir, ne permettait pas non plus une description appropriée.
Lors de lintroduction du concept de spin électronique, Linnett et son modéle
de “double quartet” considére que pour chaque groupement de spin donné les
électrons des deux blocs sont situés dans les positions des deux tétraédres in-
terpénétrés tout en récupérant le cube de Lewis.

Le modele de Lewis, appuyé par la régle de loctet introduite par Langmuir
et par la théorie de “doubles quartets” de Linnett, est le scénario de base sur
lequel est bati l'actuel alphabet chimique. La compatibilité entre la proposition a
succes de Lewis et la théorie quantique aurait son point de départ dans l'article
important de L. Pauling qui réussit a relier les deux réalités. Il présentait ainsi
la liaison covalente et la liaison chimique comme deux processus d'un seul et
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méme mécanisme dans lequel la paire électronique était partagée a différent
degré entre deux atomes liés.

Parmi l'éventail de possibilités ouvertes dans cette nouvelle période, la théorie
d'orbitales moléculaires (Molecular Orbital Theory, MO), nécessaire a la com-
préhension actuelle de la chimie, constitue un outil de base. Les résultats obtenus
et son interprétation simple a permis son adoption par la communauté scientifi-
que. Néanmoins elle manque une échelle absolue pour expliquer les différentes
manifestations chimiques, ce qui a amené les auteurs a la quéte de nouvelles
théories éloignées de ce langage orbital en mettant l'accent sur l'espace ou tous
les phénomeénes ont lieu: l'espace réel.

Relier la vision de Lewis des paires électroniques localisés dans une région
spatiale a la théorie quantique basée sur les fonctions d’'onde est une tache
difficile. Néanmoins, et puisque l'image de Lewis est profondément installée chez
les chimistes, il devient nécessaire de faire converger les deux réalités. Ainsi, en
cherchant des régions dans l'espace qui permettent d’'obtenir des informations
sur la disposition des électrons, on doit faire face a un probléme fondamental
dans sa nature: la théorie quantique ne pose pas les frontiéres définies entre
les régions ol se trouvent les électrons. En fait, il n'existe pas (il ne peut pas
exister) de localisation parfaite pour la position d'un électron dans une région
de l'espace. En conséquence, de nombreuses tentatives ont été proposées pour
trouver une fagon simple, facile et rigoureuse de diviser l'espace en régions avec
un sens physique et chimique.

Dans les théories de la liaison chimique dans l'espace réel, l'approche topolo-
gique a son origine dans le travail mené par Richard Bader. Dans cette approche
l'espace est divisé en régions par l'analyse topologique de différents scalaires,
méthode connue comme topologie chimie quantique (Quantum Chemical Topo-
logy, QTC). L'analyse topologique de la densité électronique a abouti a l'une
des théories les plus convaincantes des derniéres années pour aborder les dif-
férentes manifestations chimiques, parmi lesquelles la liaison chimique. Elle est
connue sous le nom de Quantum Theory of Atoms in Molecules (QTAIM), pro-
posée par R. F. W. Bader. Les régions générées par cette analyse peuvent étre
associées directement avec les entités atomiques, faisant de cette méthode un
outil nécessaire et fructifere pour l'analyse de la liaison chimique.

Un deuxiéme outil permettant la localisation électronique est la fonction ELF,
introduite par Becke et Edgecombe. La fonction ELF avait été proposé dans
un premier temps a partir de la densité de probabilité conditionnée de spin.
Néanmoins elle peut aussi étre interprétée en termes d'exces local d'énergie
cinétique di a la répulsion de Pauli, par la différence entre la densité d’énergie
cinétique d'un systéme bossonique (limite inférieure de l'énergie cinétique) et
la densité cinétique d'un systéme fermionique. Cette différence donne une idée
de l'endroit ol linteraction de Pauli joue un réle majeur. En d’autres mots, ou
la localisation des électrons a une plus grande importance, ce qui équivaut aux
régions proposées par Lewis pour les paires électroniques.
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Une fois la partition de l'espace établie avec des régions ayant une significa-
tion physique, on peut se poser la question de savoir quelle est la probabilité
de trouver un nombre déterminé d'électrons dans une de ces régions. Cette ques-
tion sur la localisation électronique a son origine dans les travaux de Daudel,
récupérées plus tard par d’autres auteurs parmi lesquels Andreas Savin et Angel
Martin Pendas. Le travail continué a permis le développement de la fonction
de distribution du nombre d'électrons (Electron Number Distribution Function,
EFD). L'étude de ces objets est au coeur de l'interprétation statistique de la liai-
son chimique. L'application de EDF a besoin d'une partition de l'espace concréte.
Néanmoins, l'utilisation des probabilités sur lesquelles la méthode est basée peut
étre utilisée pour définir par elle-méme une région de lUespace. C'est celui-ci le
point de départ de la méthode connue comme domaine de probabilité maximale
(Maximum Probability Domains, MPDs), qui constitue une partie importante de
cette These de Doctorat.

LA METHODE MPD

La méthode MPD permet l'optimisation d'une région de U'espace qui maximise
la probabilité de trouver un nombre entier et exact d’électrons v. Dans cette
perspective, l'inconnu de base utilisé pour générer les domaines est la probabilité
de trouver v et seulement v électrons dans une région de l'espace Q, tandis que
les autre électrons se trouvent dans une région complémentaire, Q, et ol les
deux régions complétent de facon exhaustive l'espace, R3 = QU Q:

N
P+(Q) = ( >J dx1dxz...dxvj_ dxy 1 o dXNIY(x1,%2, .. xN) ]2
v/ Ja Q
(11.1)

Un domaine de probabilité maximale est donc la région qui maximise p~, et qu'on
note (). De cette maniéere, on engendre une division de l'espace en régions avec
un sens physique claire: elles maximisent la probabilité de trouver un nombre
donné d'électrons.

Siavec EDF on pouvait calculer les probabilités de trouer un nombre d'électrons
dans une région, un autre nombre dans une autre région, etc., la méthode des do-
maines de probabilité maximale permet de définir les régions qui font ces proba-
bilités maximales. Les régions trouvées sont facilement identifiables aux liaisons
chimiques, paires libres...c'est-a-dire des objets parlant en Chimie auxqueles
on attribue une signification physique et chimique. Dans ce scénario nouveau
il est possible d'utiliser les nouvelles idées afin de redécouvrir et réinterpréter
les concepts chimiques de grande valeur, et d’expérimenter avec des systémes
d’intérét pour mieux comprendre leur structure électronique.
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LES NADOS

En méme temps, un deuxiéme outil permettant de générer des méthodes inter-
prétatives au sein de la théorie de la liaison chimique dans lespace réel sont
les matrices de densité. Grace a ces matrices il est possible de représenter un
systéme physique a N electrons, en notant la matrice densité d'ordre N comme
N

p x1,...,xN;x;,...,x{\1) :N!\l’(x1,...,xN)‘P(x;,...,x;\,), (11.2)

Cette équation décrit le systéme de fagon semblable a une fonction d'onde. A
partir de celle-ci on peut obtenir de matrices d'ordre inférieur, connues com-
me matrices densité réduites. La matrice densité réduite d'ordre v (v-th order
reduced density matrix, v-RDM) s'exprime comme:

) N
PY (X1, e, Xy Xy, e, X)) = <V>v!J‘P()q,...,xv,xv+1,...,xN)><

pH (x;,. ..,X;,XV+], ce,XN) dXy 7 L. dXy
(11.3)

Ces objets sont connus depuis longtemps, mais du fait de leur complexité algé-
brique nécessaire pour les traiter, il n'a pas été possible de les récupérer que
récemment. La génération des indices de liaison dans l'espace réel analogues
a ceux largement utilisés dans l'espace orbital est possible grace aux RDMs.
L'utilisation conjointe de ces matrices avec les divisions de l'espace réel permet
de définir une hiérarchie d’indices de liaison. Il est crucial dans ce processus
d'exprimer les parties contenues dans les matrices densité réduites qui ne peu-
vent pas étre exprimées en termes d'ordre inférieur; elles sont connues sous le
nom de densités cumulantes d'ordre v (v-th order cumulant densities, CDs) o
simplement cumulants d'ordre v. Elles sont essentielles afin d'obtenir indices
de liaison car elles permettent la fluctuation de particules d’'une distribution
statistique, en d'autres mots elles contiennent la corrélation de v particules.

Le cumulant d'ordre 2, largement connu sous le nom de matrice échange et
corrélation, a permis a Rober Ponec d'introduire le concept des domain avera-
ged Fermi holes (DAFH) a travers l'analyse du trou de Fermi. L'application des
DAFH quand lespace est divisé en deux régions permet de définir un ensem-
ble de fonctions monoélectroniques appelées domain natural orbitals (DNOs),
trés fructiféres por analyser de nombreux phénoménes en rapport avec la liaison
chimique. Quand la partition de l'espace n'est pas restreinte a deux régions, ou
quand la corrélation joue un rdle décisif, lutilisation des DAFH n’est plus accep-
table. Pour cela, une généralisation de ces concepts est nécessaire et l'équipe de
Chimie Quantique de l'Université d'Oviedo est un acteur majeur. Cette thémati-
que constitue le deuxiéme pillier de la présente Thése de Doctorat. L'utilisation
de cumulants d’ordre supérieur a 2, ainsi qu'une partition de l'espace en plus de
deux région, a permis le développement d'un ensemble de fonctions monoélectro-
niques qui généralisent celles proposées par Ponec, et qui s'appellent natural
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adaptative orbitals (NAdOs). Avec l'utilisation de celles-ci, on peut étudier la
liaison chimique de v centres et les descripteurs associés grace a une décom-
position en contributions monoélectroniques qui offrent une image identique a
celle donnée par les orbitales moléculaires, mais qui sont parfaitement définis du
point de vue physique. En plus, l'étude de la corrélation électronique a travers
les NAdOs est facilement accessible.

Objectif

Le travail réalisé réside donc dans l'analyse de la distribution électronique
dans l'espace réel en mettant l'accent sur la liaison chimique. Les deux techniques
introduites ci-dessus, MPDs et NAdOs, seront utilisées et appliquées a des
systéemes d'intérét chimique. Le chapitre consacré aux MPDs représente une
plus grande partie mais les résultats correspondant aux NAdOs ne sont pas de
moindre importance.

RESULTATS

[l convient de noter que la littérature en MPDs est trés limitée, ce qui a mo-
tivé la réalisation d'une analyse des régions caractéristiques obtenues par cette
méthode. Il devient nécessaire de caractériser de facon appropriée les domai-
nes obtenus. L'obtention d'une région MPD dépend fortément des techniques de
maximisation numérique, qui elles dépendent a leur tour des dérivés de forme
(shape derivatives) et requiert l'accomplissement de certaines contraintes mathé-
matiques. Une condition nécessaire mais pas suffisante pour que une région soit
considérée comme MPD est que la dérivée de la forme de p s’annule. Néan-
moins, au four et a mesure que le nombre de systémes augmentait, des doutes
s'installaient sur la stabilité des domaines obtenus, c’est-a-dire de la nature des
points stationnaires trouvés avec l'algorithme d'optimisation. Dans l'article On
the stability of some analytically solvable Maximum Probability Domains, la
stabilité des regions MPD est analysée grace a l'emploi d'une fonction Hessien-
ne dépendente de la forme pour déterminer le caractére des solutions trouvées
sur un ensemble de systémes atomiques avec solution analytique.

La principale conclusion observée est qu'au niveau Hartree-Fock une forte dé-
générescence de solutions est trouvée. Cette dégénerescence est conséquence
de l'indépendence statistique des électrons « et (3. Ainsi par exemple, dans le
systeme atomique modéle de deux électrons de l'atome de He, construit avec des
orbitales analytiques 1s de l'atome de H pour une fonction d'onde monodetermi-
nantale (W = |1sTs|), seule la maximisation de p7 a un sens d'un point de vue
physique. St l'on considére une région Q telle que elle et sa complémentaire
complétent Uespace, p1 montre la probabilité de que exactement un électron se
trouve dans cette région. Dans ces conditions, p; = 25(1 —S), et il est obser-
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vé de fagon générale qui existe une infinité de régions qui maximisent p; avec
p1 = 1/2 pour lesquelles le recouvremene entre orbitales est S = 1/2.

Parmi l'infinité de régions possibles on a pu démontrer qu'il existent 2 solutions
considérées des véritables MPDs. L'une d'elles est associée a des semiespaces
qui passent a travers le noyau, et qui divisent les électrons de fagon anqulatre,
dans le sens ol chaque électron se trouve de part et d'autre du plan. Aussi, toute
déformation du domaine consistant en une rotation engendre un domaine équiva-
lent au précedent, et donc une possible solution. La deuxieme solution trouvées
est associée a une séparation radiale des électrons par construction d'une sphé-
re, et elle présente un degré de dégénérescence inférieur a la premiére solution.
Toute déformation de la sphére maintenant la condition S = 1/2 continuera a
étre une solution MPD radiale.

L'inclusion de la corrélation, par l'expansion de la fonction d’'onde a travers deux
déterminants construits avec des orbitales analytiques 1s et 2s (¥ = a|TsTs|+
b|2s2s|) ne suppose pas un changement dans les véritables MPDs trouvés, mais
ils implique une baisse dans le nombre de solutions dégénérées. En d'autres
mots, seules les solutions radiales et angulaires restent valables. On en conclut
que linclusion de la corrélation, méme a un niveau simple comme montré ci-
dessus, réduit de facon remarquable la dégénérescence des solutions possibles.
La valeur de p1 est quasiment identique, montrant py = 0.5 pour les solutions
angulaires et p; = 0.505 pour celles radiales.

L'introduction de la corrélation de Fermi, en considérent deux électrons s de
type o (ou B) ou deux paires oo/f3 non correlés, via une fonction d'onde mono-
déterminantale telle que W = [1s2s| change complétement le scénario. Ainsi, la
solution radiale apparalt avec une probabilité trés élevée, p1 = 0.915 Clest la
conséquence du principe d'exclusion de Pauli pour des électrons avec le méme
spin, car en introduisant la corrélation de Fermi cristallise les solutions. Méme
si les solutions de demi-espaces sont aussi possibles, la séparation radiale, qui
n‘est pas dégénérée, est bien plus efficace que celle anqulaire.

La situation opposée se produit dans le cas ol l'une des directions est pri-
vilégiée. Ainsi, si l'on considére la fonction d’'onde en introduisant les fonctions
2p,, W = |2s2p,|, c’est maintenant la partition angulaire celle qui apparait avec
une plus forte probabilité que celle radiale, puisque les semi-espaces orientés
le long de l'axe z sont favorisés.

La combinaison des deux situations précédentes avec ¥ = |1s2s2p,| engendre
un scénario ol un core surgit, ainsi qu'une séparation claire entre cceur et valen-
ce, car le systéme 1s2s induit une solution radiale non dégénérée alors que la
solution 2s 4 2p induit une préférence sur les semi-espaces. Cette séparation, dé-
ja trouvée pour les domaines MPDs obtenus numériquement, est la conséquence
de la séparation angulaire et/ou radiale des électrons de méme spin.

La continuation du travail sur les MPDs aprés l'analyse de la stabilité des

domaines engendrés par l'introduction de la Hessienne dépendante de la forme
dans des systemes modeéle, est centrée sur l'application des MPDs a des molécu-
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les simples. Ainsi, l'élection des systémes représentatifs constitués des halures
et des métaux alcalins, afin d'étudier le comportement des domaines de probabi-
lité maximale, a abouti a la publication de l'article A view of covalent and ionic
bonding from Maximum Probability Domains. Dans cette étude l'image carac-
teristique provenant des domaines MPD dans deux types de liaison classiques,
ionique et covalent, est obtenu.

Avant d'aborder les systéemes moléculaires, on donne l'image MPDs des ato-
mes, ce qui marque les avantages et limites de la méthode. En général, l'optimisation
d’'une région maximisant un nombre concret d'électrons n'aboutit pas a un seul ty-
pe de domaine, mais de nombreuses solutions existent. Par exemple, dans 'atome
de Ne il existe deux domaines différents qui maximisent p,. Le premier est as-
socié au ceeur de l'atome tandis que l'autre est associé a la valence. Les valeurs
pour chacun d’eux sont différentes. Normalement, les régions de coeur présents
des valeurs élévées de probabilité supérieurs a 0.60, tandis que les paires libres
de valence sont aux alentours de 0.40, typiques des régions de paires de liaison.

D’autre part, la multiplicité des solutions n'est pas restreinte aux domaines
qui maximisent la méme probabilité, mais du fait de la définition de la fonction
probabilité, l'optimisation du domaine qui maximise v électrons engendre par
complémentarité l'optisation de la région que maximise N — v électrons. Cest-
a-dire, pv(Q) = pn_+(Q). L'exemple de l'atome de Ne se révéle trés utile. La
région associée au ceceur maximise deux électrons, de la méme fagon que la région
compléméntaire maximise 10 —2 = 8 éléctrons. Ce dernier domaine représente
les quatre électrons de valence, c'est-a-dire la couche de valence de l'atome. De
maniére générale, les valeurs élevées associés aux cceurs des atomes montrent
une forte restructuration et donc une faible fluctuation entre couches.

Egalement on peut trouver des solutions équivalentes par symétrie. Toujours
en prenant l'atome de Ne, et comme conséquence de la symétrie sphérique du
systéme, toute rotation d’'une région de valence autour d'un axe arbitraire qui
passe par le centre atomique engendrera une région identique et équivalente.
L'union de quatre de ces régions disposés sur les sommets d'un tétraédre ré-
cupérera la couche compléte de valence. Ce phénoméne met en avant une des
caractéristiques de la méthode. En général, la partition exhaustive de l'espace
n‘est pas exacte mais les différentes régions obtenues dans les optimisations in-
dépendentes peuvent se recouvrir entre elles. Par rapport a QTAIM ou ELF, la
non-exhaustivité de l'espace peut paraitre un effet indésirable mais, dans certai-
nes circonstances le recouvrement entre régions peut aider a mieux décrire la
structure électronique des différents systémes.

Une fois introduites brievement les caractéristiques de la méthode MPD, son
application a des molécules est l'étape suivante. En se centrant sur la liaison
covalente, l'image obtenue montre la forme caractéristique de ce type de liai-
son: une extension préférentielle sur l'axe orthogonal a l'axe de liaison et non
paralléle. Ainsi, la recherche d'une région qui maximise deux électrons dans la
molécule d'éthane associée a la liaison o entre atomes de carbone présente une
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forme sphéroide oblate contrairement a l'intuition chimique qui serait pour un
sphéroide prolate. D'autre part, les valeurs de p, dans les régions de liaison son
similaires a celles obtenues auparavant pour les paires de valence.

Une deuxiéme caractéristique propre aux liaisons covalentes est que, malgré
la différence de polarité des molécules, les régions (), associées montrent for-
mes similaires. Par exemple, la forme du domaine de liaison dans la molécule
TEMTMS (F3CSiMe3), avec une liaison C-Si trés polaire, est quasiment iden-
tique a celle montrée par l'éthane, sans polarisation de la paire électronique
vers le fragment les plus électronégatif. Aussi, la valeur de p, est légérement
supérieure a celle pour l'éthane mais elle reste proche. Enfin, une analyse de
probabilité postérieure semble quantifier le degré de polarisation de la liaison,
de telle facon que si la région est divisée en deux subdomaines avec des volu-
mes identiques le domaine associé au fragment le plus électronégatif montrera
des valeurs de probabilité de trouver 2 électrons supérieur a celui associé au
fragment le moins électronégatif. Bien évidemment, dans le cas de l'éthane les
deux fragments donnent des valeurs identiques car la liaison est homopolaire. Au
contraire, dans la moléculer TFMTMS le subdomaine le plus proche au fragment
le plus électronégatif (CF3) récupéren en grande partie la valeur de p;.

Concernant la liaison ionique, l'image obtenue consiste en une vision résonante
de différentes structures compatible, voire améliorée, avec l'interaction électros-
tatique classique entre ions de signe différent. Ainsi, dans un premier temps les
molécules HX (X = F, Cl, Br, ) oli l'on attend une contribution ionique entre H™
et X~ sont étudiées. En comparant par rapport a X—, qui se comporte comme
Ne, la présence de HT induit une diminution de la symétrie. Par conséquent
deux types de solution (), apparaissent clairement, représentés dans la figure
13. L'une d'elles est associée a la liaison H-X et est orientée au long de la liaison

H——X il

Figura 13: Disposition des paires eléctroniques trouvées dans les molécules HX (X =
F, CL, Br, I)

H-X et contient l'atome d’hydrogéne. L'autre solution pointe en sens opposé a la
liaison H-X et représente une paire électronique solitaire. Du fait de la symé-
trie cylindrique, toute rotation autour de U'axe internucléaire génére une solution
identique et équivalente. Néanmoins, a travers des rotations de 120 degrés a
partir d'un (3, donné on peut engendrer un ensemble de trois paires solitaires
sur l'halogéne. On récupére ainsi, de facon naturelle, 'image des paures solitai-
res proposé par la théorie VSEPR. Les probabilités p, associées aux régions QQ,
montrent valeurs proches de celles observées pour paires solitaires et liaisons.
Pour ces derniéres, et comme conséquence du caractére covalent/ionique de ces
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composés, la région de liaison présente des valeurs plus élévées de p, au fur et
a mesure que l'on descend dans le tableau périodique.

Dans un deuxiéme temps les molécules a caractére ionique plus élevé, comme
LiX (X = F, CL Br, 1) sont étudiées. Contrairement a ce qui est observé jusqu'a
présent, dans ce cas trois dispositions sont trouvées pour 5, comme l'indique
la figure 14. La premiére solution est identique a celle trouvée pour HX avec

\ 1, /ff;’ /

A——X il A X—

A X
\ 7 N\

Figura 14: Trois structures resontantes différents pour la disposition des paires eléctro-
niques trouvées dans les molécules LiX (X = F, CL, Br, I).

une région de liaison située entre les atome liés, et trois paires solitaires autour
de l'halogenure. La deuxiéme solution est le scénario opposé: une paire solitaire
pointant non sur l'atome de Li mais en sens opposé, et trois paires solitaires entre
les deux atomes. Enfin, une situation intermédiare ol les deux paires libres du Cl
pointent vers le Li et les deux autres s'orientent orthogonalement en opposition
a la région de liaison. En conséquent, l'image que donne MPD pour les liaisons
ioniques est une situation de résonance entre ces trois solutions. En réalité il
existe une grand nombre de solutions, toutes avec de valeurs p, similaires. Ce
phénomeéne est réminiscent des infinies dispositions équivalentes des régions des
paires libre trouvées pour Ne et sur X~. Malgré le fait que dans les systémes
LiX la symétrie sphérique est perdue, la liaison libre des paires électroniques
autour de 'halogénure est quelque part maintenue.

Jusqu'ici nous avons appliqué la méthode MPD a des systémes représentatifs
moléculaires simples. Mais la capacité d'application de MPD est illimitée comme
le montre par exemple un travail dans la littérature sur les systémes périodiques.
Nous avons voulu élargir notre étude a des systémes oxyde métallique cristallins,
a leur surfaces et aux défauts de lacune d'oxygéne. Ces systémes sont d'intérét
en catalyse et photocatalyse entre autres. Les résultats obtenus ont été publiées
dans l'article Electron Localization Function and Maximum Probability Domains
analysis of semi-ionic oxides crystals, surfaces and surface defects.

Dans ce travail les systémes cristallins de MgO (structure cubique a faces cen-
trées), le silicium (structure diamant), la silice SiO, (x-quartz), l'alumine Al;O3
(cc-alumina) et TiO, (anatase) sont modélisés. L'analyse ELF et MPD est con-
duite pour les systémes cristallins bulk et sur la surface (001) pour toutes les
structures. Méme si cette terminaison n'est pas forcément la plus stable dans
tous les cas, elle permet une comparaison fiable des différentes structures. Un
cas spécialement peu stable est le alpha-quartz car un oxygéne reste monocoor-
donnée avec des dangling bonds alors qu'en réalité il devrait se trouver protoné.
Pour un souci d’homogénéité nous avons retenu aussi cette structure.
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Les défauts sont aussi considérés sur les surfaces di a leur role important dans
les phénomeénes d'adsorption. On a choisi de modéliser les lacunes d'oxygéne.
Dans le réseau parfait les oxygénes sont formellement chargés —2. Leur élimina-
tion comme oxygeéne neutre laisse 2 électrons dans la surface. Si ces électrons
restent piégés dans les positions cristallines les centres F apparaissent. Si au
contraire ils sont transférés a des centres métalliques voisins, on dit que le ca-
tion est réduit. La réductibilité des oxydes métalliques est largement étudiée.
L'utilisation de ELF et MPD permet de mieux comprendre la nature de la liaison
chimique au sein de ces matériaux, et de répondre a des quetions chimiques
telles que si la silice est plus ou moins ionique que l'alumine, si la premiére est
mieux représentée par Si** et 02~ ou par Si’* et O, etc, ainsi que décrire
la structure électronique des centres F.

Notre point de départ est l'étude de deux systémes représentatifs des cristaux
ioniques et covalents. Chez MgO, les images ELF et MPD sont parfaitement
cohérentes. La structure est formée de Mg?* et O%~. Les bassins ELF associés
aux anions son grands et essaient de s'accomoder a la symétrie du cristal, les
bassins cationiques sont petits. Avec MPD les domaines des cations présentent
des valeurs trés élevées, pSio" = 0.83 et pih*" = 0.57 (pour comparaison, la
région associée a Mg™ a une probabilité de 0.39). D'un point de vue quantique
Mg? ™" est plus probable que Mgt comme attendu. Chez le silicium les images
ELF et MPD sont aussi cohérentes. La région de liaison netre Si-Si a p, = 0.43,
et présente une forme similaire a celle du bassin disynaptique ELF.

Pour les autres oxydes l'analyse MPD révele des comportements intéressants.
La silice o quartz est interprétée clairement comme une structure Si*+ et 02~ ol
les régions Si** ont des probabilités plus grandes que les autres distributions.
Egalement, 0%~ présente des probabilités plus grandes que O~. Une description
similaire est obtenue pour Al;O3, les ions Al3T et 02~ sont les plus probables
méme si 'écart avec d'autres distributions est moins prononcé que pour SiO;.
Pour l'anatase, dii a la flexibilité électronique présnte dans Ti, la description
apporté par MPD est celle d'un recouvrement entre différents états d’'oxydation
du titane.

La différence entre lionicité du bulk et de la surface est aussi abordée. Le ca-
ractére tonique du bulk et de la surface (001) dans MgO et Al, O3 est quasiment
identique. Pour SiO7 on observe une diminution du caractére ionique en passant
du bulk a la surface. Pour le composé TiO, les deux probabilités ioniques et
covalentes se renforcent dans la surface, indiquant une plus forte réactivité de
la surface par rapport au bulk, et confirment l'intérét que suscite ce composé en
(photo)catalyse.

Enfin, lanalyse MPD sur les défauts de surface on considére 'hypothése
chimique des pares d'électrons localisés dans la position de la lacune d'oxygéne
pour tous les systémes. La lacune d'oxygene contenant un seul électron est aussi
probable. Seulement dans SiO; la probabilité d'un centre F est plus élevée pour
2 électrons que pour un seul. Chez TiO3 la probabilité de trouver 1 seul électron
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dans la lacune est nettement plus grande que pour 2 électrons, montrant la
tendance des électrons a fuir la lacune, ce qui est compatible avec la facilité de
Ti** de se réduire en Ti3*. Les probabilités pour Ti** et Ti3* sont proches ce
qui va dans le méme sens.

Un dernier chapitre est consacré au deuxiéme pilier de la thése, les NAdOs.
Méme si le nombre de résultats est inférieur aux chapitres précédents, il est aussi
important de le considérer en détail. Un article, One-electron images in real
space: Natural adaptive orbitals, a été soumis sur cette thématique. Il considére
la liaison chimique dans l'espace réel depuis la perspective des matrices densité
réduites. Puisque la liaison chimique est associée a 'image de partage de paires
électroniques, la méthode la plus directe pour l'étude de la nature de celle-la
se fait a partir de l'analyse de la densité de paires. Il s'agit d'un cas particulier
des RDMs car la densité des paires représente la partie diagonale de la matrice
densité réduite d'ordre 2 (2-RDM). Dans ce cas particulier le cumulant d’ordre
2 est la densité d'échange et corrélation. Malgré l'information contenue dans
la densité de paires, qui est moindre que celle dans la fonction d’onde, c'est
une grandeur complexe qui demande un processus mathématique pour extraire
l'information souhaitée.

Une facon de procéder pourrait étre l'analyse de la population des paires pro-
posée par R. Ponec. Néanmoins, l'analyse de cette quantité par les probabilités
conditionnées (qui décrivent la distribution d'un électron lorsque l'autre électron
est fixe dans une position ou région) en employant l'étude du trou de Fermi et
moyennant sur des régions de l'espace tridimensionnel (générées par QTAIM), a
amené Ponec a établir les trous de Fermi moyennés dans les domaines (domain
averaged Fermi holes DAFH). Dans ce contexte, la densité associée a une région
donnée peut se décomposer en termes de fonctions monoélectroniques, que Ponec
a appelées orbitales naturelles de domaines (domain natural orbitals, DNQOs). Il
est important de noter que les DNOs récupérent les images habituelles données
par la théorie des orbitales moléculaires, en plus elle est compatible avec des
fonctions d'onde correlées, peut-étre en sentant les bases du remplacement du
modeéle orbital.

Les DAFHSs, obtenus par l'analyse du 2-CD, constituent un ensemble parti-
culier de la généralisation des RDMs dans l'espace réel seulement pour une
division du méme en deux régions et en l'absence de corrélation. En moyennant
sur un des domaines on obtient une partition de la densité en quantités mono-
électroniques. Si une partition en plusieurs centres est nécessaire, il faut utiliser
des cumulants d'ordre supérieur et moyenner sur les domaines adéquats. Dans
l'article cité ci-dessus on introduit une procédure générale pour construire un en-
semble de fonctions monoélectroniques avec une base physique claire tant pour
des descriptions corrélées comme non corrélées. Ces fonctions engendrent une
décomposition avec les indices de liaison de v centres en distributions d'un seul
électron. En plus, les DAFHs sont un cas particulier de cet ensemble de fonctions,
et lorsque v =1 les DNOs de Ponec coincident avec les NAdOs. L'analyse des
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deux centres et du comportement des fonctions pour des systémes simples se
fait de maniére claire et en détail, en montrant que les images du paradigme
orbital sont récupérables en absebce de corrélation électronique. Quand cette
corrélation est importante les images obtenues crééent des nouveaux scénarios
a partir desquels analyser la réalité chimique.

Dans ce but, on a étudié les molécules homodiatomiques de la premiére et
seconde période ainsi qu'un ensemble de molécules polyatomiques basées sur les
alcanes simples, aux niveau théoriques corrélé et non corrélé. On a pu montrer de
facon satisfaisante qu'une généralisation des descripteurs chimiques des théories
de la liaison chimique, employés principalement dans l'approximation orbitale,
est possible dans l'espace réel et que, de plus, elle est parfaitement définie du
point de vue physique. En plus, le sens physique que l'on peut leur attribuer est
valable méme pour les descriptions corrélées, dont le manque de rigueur était
évident pour la théorie orbitale quand la corrélation était importante.

Dans ce travail nous avons voulu montrer les descripteurs associés a deux
centres, et comment la récupération intégrale des images obtenues par la théorie
MO peut s'extraire a partir de nouveaux objets définis, les NAdOs, quand le
modéle des particules indépendentes est valable, tout en offrant de nouveaux
scénarios quand la corrélation entre en jeu. Aussi, et malgré le nombre réduit de
systémes étudiés dii au dévelopment de la méthode, la construction des NAdOs
est gouverné par la présence claire des régles d’Aufbau, et de l'inclusion de la
corrélation peut changer de fagon nette la description MO.

Finalement, l'utilisation des NAdOs a permit de récupérer les canaux classi-
ques de l'hyperconjugaison chez les molécules polyatomiques et d’analyser sa ro-
bustesse a partir d'un scénario au caractére physique important, sans l'ambiguité
de la théorie MO.
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INTRODUCTION

The study, interpretation and understanding of chemical bonding from a pers-
pective away from the orbital language constitutes one of the current and greatest
challenges of theoretical and computational chemistry. The need to provide new
interpretations to quantum mechanical orbital invariant transformations is a logi-
cal procedure in the long period of existence of the chemical bond concept. The
advent of quantum mechanics around the 20's of the XX century was a major
revolution in science as a whole, and in particular in chemistry, that would lead
to the revitalization of different theories to explain and interpret several chemical
phenomena.

Some years before the birth of the quantum theory, G. N. Lewis had proposed
that electrons were the primary blocks from which matter was made of, and that
electron pair sharing was the basic essence of the chemical bond. This perception
still survives nowadays. The new bond interpretation had to face some obstacles.
Among them, it was supposed that electron pair sharing violated Coulomb'’s law
in order to allow for electronic pairing. Nowadays, this is understood in terms of
the antisymmetry requirement that every wave function should fullfil to describe
a system composed of fermionic particles.

Even though extremely important, the model proposed by Lewis had to confront
several challenges. The “cubic atom” model, later abandoned by other in which
electron pairs were located at the corners of a tetrahedron, was unable to describe
all the known chemical phenomena. After it, the octet rule introduced by Langmuir
was also unable to provide an appropriate description. |t was not until electron
spin was introduced that Linnett proposed his “double-quartets” model, in which
electrons were considered as forming two sets of interpenetrated tetrahedrons of
different spin that recovered the original Lewis’ cubic atom model.

The Lewis model, followed by Langmuir’s octet rule and Linnet’s double-quarterts
theory can be considered as the foundation of the modern chemical alphabet, but
it was Linus Pauling, trying to fit together the success of Lewis’ theory with
Quantum Mechanics, the person that finally combined both worlds. He presen-
ted the covalent and ionic bonds as two extreme cases of the bonding mechanisms
which can lead to a two electron chemical bond between two atoms.

Among the great number of possibilities that the new era offered, molecular
orbital theory (MO) became (and still is) one the basic tools at the chemist’s hand.
Without it, chemistry could not have been properly understood. It was very easily
adopted by the chemical and experimental community because of its predictivity
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and clear interpretation. Nevertheless, it suffers from some disadvantages. One
of the most important ones is that it is not able to provide an absolute scale to
explain the different chemical phenomena. This was one of the starting points
that lead some authors to look for a new theory away from the orbital lanquage,
trying to focus in that space where all phenomena take place: the real space.

Trying to combine Lewis vision of electron pairs localized in certain spatial
regions with the quantum theory is not an easy task. However, and since the
Lewis image is deeply rooted in the chemist's mind, it is necessary to try join
both realities. Searching for spatial regions that offer us information about the
spatial arrangements of electrons drive us to a fundamental problem in nature: the
quantum theory does not provide a perfect localization for an electron position in
a certain spatial region. As a result, there have been numerous attempts to find
an easy, rigorous, and simple way to divide the space in regions with physical
and chemical meaning.

One of the first attempts to analyze the electronic distribution in real space
focused on the electron density. Tracing back the look to the electron density as
the object that comprises all the information about a system was possible due
to the foundational article of Hohenberg and Kohn. Nevertheless, and since the
electron density is of vital importance in such analyses, some other more complex
quantities have recently emerged that allow to explore, from different points of
view, the same underlying reality.

Among the known chemical bond theories in real space, an approach that
has gained enormous importance is the well-known topological procedure, which
stems from the conducted by R. Bader. Within this approach the real space
is divided into regions through the topological analysis of several scalars. All
these techniques are commonly known as Quantum Chemical Topology (QCT).
The topological analysis of the electron density has become one of the most
convincing theories to analyze many different chemical phenomena, including the
chemical bond, and it is known as the Quantum Theory of Atoms in Molecules
(QTAIM), as proposed by Bader. The regions generated can be directly associated
to atomic entities, so it has constituted an essential and fruitful tool to study
chemical bonding.

Another tool that allows for the study of electron localization is the Electron
Localization Function (ELF), introduced by Becke and Edgecombe. The ELF fun-
ction was first proposed in terms of the conditional spin probability. Nevertheless,
it can be also interpreted by means of the excess of kinetic energy due to the
Pauli’s repulsion, measured as the difference between the kinetic energy of a
bosonic systems (lower limit) and the kinetic energy of a fermionic system. This
difference provides an idea about where the interaction due to the Pauli's prin-
ciple displas its greatest contribution. This is, the region of space where the
electron localization acquires a mayor importance. These regions can be nicely
associated to those domains where the Lewis' formalism put a pair of electrons.
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Once a given partition of space into regions with true meaning is established,
it is useful to ask the question about which is the probability of finding a gi-
ven number of electrons in one of those domains. This question about electron
localization starts from the seminal works by Daudel, later recovered by other
authors like A. Savin and A. Martin Pendés. Continued work has enabled the
development of Electron Number Distribution Functions (EDFs). The study of
these objects has led to a new statistical interpretation of the chemical bond.
To apply the EDFs, an arbitrary space partition is needed. However, it is also
possible to use the probabilities to define by themselves a space partition. The
Maximum Probability Domains (MPDs) method relies on this concept, and It has
been an essential part of this PhD.

THE MPD METHOD

The MPD method allows for a domain optimization in order to maximize the
probability of finding a given number of electrons v in it. From this perspective,
the probability of finding v and only v electrons in a region of space QO whereas
the rest of the electrons are inside the complementary space, Q, such that R3 =
QUQ (i.e. both regions exhaust the space), becomes the basic variable:

N
P+ (Q) = ( >J dx1dx2...deJ_ dxy 1 o dxNIY(xT,%2, .., xN) ]2
v/, Jo Q

A maximum probability domain is a region of space maximizing p, and it is
denoted by Q. In this way, the space is partitioned into regions which a clear
physical meaning: the maximize a given probability of finding a number of elec-
trons.

If the EDF allows us to compute the probabilities that a given number of
electrons dwell in a region, another number of electrons lies in another region,
etc., the maximum probability domains method defines regions that make those
probabilities maximal. The regions obtained are easily associated with chemical
bonds, lone pairs, etcm that is, with objects deeply rooted in Chemistry with a
clear chemical and physical meaning. From this original landscape, many che-
rished old chemical concepts that have proven their usefulness in the past are
maintained, and we may use the new ideas to re-discover them from the new
perspective.

THE NADOS APPROACH

In another hand, one of the tools that allow for the generation of interpretative
methods in real space are the so called density matrices. Trough them, it is

257



RESUMEN EN INGLES

possible to represent the physical description of a system constituted by N
electrons. The N-th order density matrix is given by

N i I ! i
P (X1, e, XNGX T, e XN) = NIW(xq, o, xn) W (X, - xXN), S

and describes the system in a similar way as that one provided by the wave
function. From them, density matrices of lower order are able to be obtained.
They are called reduced density matrices (RDMs). In this way, the v-the order
reduced density matrix (v-RDM) is expressed as

!

, N
PY (X1, e Xy Xy, e e, X)) = <V)v!J‘P(x1,...,xy,xv+1,...,xN)><
W (x : d d
(X9, ee e Xy, Xy 1,e e, XN) dXy 7 - .o dXN

These objects were already defined long time ago but, due to the algebraic com-
plexity needed to treat with them, their application in chemical bonding theory
has not been possible until very recent times

Generation of chemical indices in real space, analogs to those ones extensively
employed in the orbital space, it is possible through the use of RDMs. The
combined use of RDMs and general partitions of the real space allows to define
a hierarchy of bond indices. Key in this process are those parts contained in
reduced density matrices that can not be expressed in terms of lower order
densities, known as v-th order cumulant densities (v-CDs) or simply v-th order
cumulants. The v-th order cumulant is said to be the irreducible part of the n-
RDM. They are essential to obtain chemical descriptors because they determine
the n-particles fluctuation of a statistical distribution: they contain the n-particle
correlation.

The 2nd order cumulant density, widely known as the exchange-correlation
density, allowed R. Ponec to introduce the concept of domain averaged Fermi
holes (DAFH) through the analysis of the Fermi hole. When the space is divided
into two regions, the application of DAFHs allows us to define one-electron
functions that are called domain natural orbitals (DNOs). They have been very
useful in analyzing several phenomena related to chemical bonding. When the
partition of the space includes more than two domains, or when the electronic
correlation plays a major role, DAFHs are not valid anymore. In such cases, a
generalization is in need and the Quantum Chemistry group of the University
of Oviedo is in a very important position in this sense. This is the other basic
foundation of the PhD presented. The use of cumulants of order greater than 2 and
a space partitioning in more than two regions have allowed for the development
of a set of generalized one-electron functions. They generalize those ones given
by Ponec, and the are called natural adaptive orbitals (NAdOs). The study of
n-center chemical bonds and the descriptors associated to it is possible by using
NAdOs. They provide a decomposition in one- electron contributions, and offer
an equivalent image to that provided by the molecular orbital theory. But, in
contratst to molecular orbitals, they are perfectly defined from a physical point
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of view. Also, NAdOs allow for an easily understandable analysis of electron
correlation phenomena.

Obijective

Thus, the work presented is framed in the analysis of the electronic distribu-
tion in real space focusing on the study of the chemical bond. Two techniques
previously introduced have played a major role in our investigation: the MPDs
and the NadOs. Even though the results obtained with the MPD method provide
a greater contribution than those ones obtained by the NAdOs method, the latter
are also important.

RESULTS

It is important to stress the scarce presence of Maximum Probability Domains
in the literature. As the MPDs analysis progressed, it became clear that it was
necessary to carry out a study about the stability of the maximal regions obtained.
Such analysis is a consequence of the need to characterize the properties of the
different domains. Obtaining an MPD is a problem in shape optimization theory,
needing from numerical maximization techniques. It is a well-developed field
that relies on the concept of the so called shape derivative. A necessary, but not
sufficient condition for a domain to be an MPD is that its pn shape derivative
vanishes. As the number of systems explored with the method increased, doubts
appeared about the stability of some of these domains, i.e., about the true maximal
character of some of these domains found by the optimization algorithm. We
have explored this problem algebraically. In the article On the stability of some
analytically solvable Maximum Probability Domains’, the stability of the MPD
regions is analyze through the introduction of the shape Hessian to determine the
true character of the solutions encountered over a set of atomic model systems
with analytical solution.

The main conclusion observed in that at the Hartree-Fock level, an enormous
degeneracy of all the different and possible solutions is found. Such degeneracy
is a consequence of the statistical independence of alpha and beta electrons
when the system is described by a single determinant description.

So, for instance, in the two electron model atomic system of the He atom, built
with an approximate single determinant wave function from the analytic orbitals
of the hydrogen atom, only a maximization of p; makes sense from the physical
point of view. If it is considered a two domain partitioning of the space such Q)
and Q exhaust the space, p7 gives the probability of finding exactly one electron
in the Q region. Under these conditions, p; = 2S(1 —S). It is observed that any
of the infinitely many domains for which the overlap between orbitals S = 1/2
maximize pj.
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Among the huge amount of possible regions, we demonstrate that only two kind
of solutions can be considered as true MPD domains. One of them is associated to
half-domains regions passing through the nucleus, and the electrons are divided
angularly, in the sense that one lies in the upper plane, the other in the lower.
Additionally, any domain deformation consisting of a rotation of the half-space
around the axis will generate an equivalent domain and, thus, a new possible
MPD. The second solution is associated to a radial separation of the electrons
by means of a spherical MPD. This type of solutions shows less degenerate
MPDs with respect to the former. Deformations of the spherical domain domain
that maintain the S = 1/2 condition still gives a radial MPD solution.

Switching on correlation corrections by adding another single determinant
formed with 2s functions, ¥ = a|1sTs| 4+ b|2s2s|, does not make any change
under the true MPDs previously encountered. But, in the case, the large amount
degeneracy is reduced. The only remaining solutions are those formed by the
angular and radial maximum probabillity domains. Thus, inclusion of correlation,
even though at this simple level of theory, reduces the degeneracy of the possible
solutions. That is, decreases the number of types of solutions. The py value is
almost identical, being equal to 0.5 for the anqular solutions and to 0.505 for the
radial ones.

Introducing Fermi correlation, considering two « (or 3) s electrons or two un-
correlated «, 3 pairs, but forgetting Coulomb correlation completely changes the
previous situation. In this case, the wave function is given by ¥ = [1s2s|, and
the spherical solution appears with a higher p; probability value, p7 = 0.915.
This is a consequence of the Pauli exclusion principle for same spin electrons.
Fermi correlation crystallizes the solutions. Although half-domains are still pos-
sible, the radial separation, found to be non-degenerate, is much more efficient
in maximizing the probability than the anqular one.

An opposite situation occurs when an arbitrary direction is favoured. Thus,
considering the wave function by introducing the 2p, functions, ¥ = |2s2p.|, the
solution dividing the electrons angularly appears with a higher probability value
with respect to the radial one, because of the half-spaces oriented along the
z axis are privileged, by the radial ones are still present with a non neglible
probability values.

In this way, combination of the two preliminary situations through the cons-
truction of the wave function as ¥ = [|1s2s2p,|, generates a landscape where
the presence of a core emerges, and a clearly core-valence regions separation.
This is because since the Ts2s system gives rise to a non-degenerate radially
separated solution, the 2s + 2p stands for both a radial and an angular one, the
latter with higher probability values. The core separation does seem to be rather
insensitive to the valence-like regions. This separation, already found for nume-
rically obtained MPDs is related to radial and/or angular separation of same
spin electrons.
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To continue with the MPD method, and after analyzing the generated domains
stability through the introduction of the shape Hessian over a set of model sys-
tems, the next step has focused on the study of the maximum probability domains
in a set of simple molecules. We have selected a number of covalent and ionic sys-
tems formed by alkali metal-halide combinations. The study has been published
with the name A view of covalent and ionic bonding from Maximum Probability
Domains. In this paper the MPD image coming from the two main family of bonds:
the polar-covalent and ionic bonds is presented.

Before moving to molecular systems, we have obtained MPD domains in atoms,
that allow us to present some typical properties of the method employed. Genera-
lly speaking, the optimization of a region maximizing a given number of electrons
does not lead to an unique type of solution, but to several possible ones. For
instance, in the neon atom there exist two types of solutions maximizing p;. One
of them is associated to the atom core, whereas the other one is associated to
one of the valence lone pairs. Probability values for each of them are very dif-
ferent. In this sense, core regions present high probability values, greater than
0.60, meanwhile for those regions according to the valence lone pairs are about
~ 0.40, also characteristic of those domains belonging to bonding electron patrs.

Furthermore, the multiplicity of solutions does not only circumscribe to do-
mains maximizing the same probability. As a consequence of the definition of
the probability function, a domain optimization maximizing v electrons will ge-
nerate at the same time its complement, a domain maximizing N —~v electrons.
That is, pv(Q) = pn_+(Q). Coming back to the Ne atom is very useful. The
region associated to the core maximizes the probability of finding 2 electrons.
At the same time, the complementary domain maximizes the probability to find
10 — 2 = 8 electrons. The latter region represents, as a whole, the four valence
electron pairs of the atom, that is, the whole valence electron shell. As a general
fact, the extremely high probability values found for the cores show a strong

structuring of electron pairs in atomic shells and very little fluctuation between
shells.

In addition, it is possible to find different and equivalent types of solutions
as a result of symmetry. Returning to the Ne atom, and due to the spherical
symmetry of the system, any rotation oh the valence lone pair domain around
any axis passing through the atomic center will also provide an equivalent and
identical MPD solution. Joining together four of theses solutions, situated at the
corners of a tetrahedron, recovers the whole atom’s valence shell. This fact drives
us to an important characteristic of the method. In general, it does not provide an
exhaustive partition of space. Thus, the different solutions encountered, obtained
in independent optimizations, may overlap. This characteristic is not present in
another interpretative methods, such as the QTAIM theory or the ELF function.
The non-exhaustiveness of space could be, at first glance, a non-desirable defect
but, in some situations, the overlap between domains could help in describing in
a properly and accurate way the electronic structure of different systems.
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Once briefly introduced the characteristics of the MPD method, its applica-
tion to molecules represent the next logic step. Firstly, and focusing on the
polar-covalent bond, an interesting picture arises concerning the MPD solution
associated to the bond, displaying a prolate shape that extends preferentially in
the orthogonal direction to the bond axis, and not along it. In this way, looking
for a region maximizing the probability to find 2 electrons corresponding to the
o bond in the ethane molecule, shows an oblate shape rather than the expected
oblate image by chemical intuition. Additionally, and as before guessed, the bon-
ding regions exhibit p, probability values very close to those valence lone pairs
domatins.

A second typical characteristic of covalent bonding is that, despite the differen-
ce in polarity that several molecules could present, the Q, associated regions
show very similar shapes. For instance, the TEFMTMS (F3CSiMe3) molecule,
with a extreme polar Si-C bond, displays a C-Si domain with a shape almost
identical to that found in the ethane molecule. No significant polarization of
the electron pair towards the more electron-attractive fragment is present. Furt-
hermore, the p, probability value is slightly higher than in ethane. Finally, a
deeper probability analysis may be used to quantify the polarity of a bond. In
this sense, if the domain is divided in half-parts by a vertical plane orthogonal
to the bond axis with equal volumes, the sub-domain closer to the more electro-
negative fragment will show a probability value for finding two electrons greater
than the sub-domain closer to the less electronegative fragment. Obviously, in
the ethane case, both half-parts show identical probability values because of the
homopolar character of the bond between the carbon atoms. But in TFMTMS, the
sub-domain closer to the CF3 fragment is found to recover the main contribution
to the p, probability value.

Concerning the ionic bond, the picture generated consists of a resonating situa-
tion between different structures, which is compatible with the usual electrostatic
vision of two oppositely-charged atoms in interaction. The HX molecules (X = F,
CL Br, I) were firstly analyzed, where a polar covalent bond is expected between
the H™ and X~ ions. As compared with to the bare X~ anions, which behave in
a similar way as the Ne atom does, the presence of the hydrogen atom creates
a symmetry lowering. As a consequence, two different types of solutions clearly
appear, shown in figure 15. One of them is associated to the H-X bond, oriented
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Figura 15: Arrangement of electron pairs in the HX (X = F, CL, Br, I) molecules.

along the internuclear axis that contains the H atom. The other one points out
towards the rear part of the H-X region, and represents a halogen lone pair.
Due to symmetry, any rotation around the internuclear axis generates an and
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equivalent solution. By peforming £120° rotations of a first (3, regions, the set
of three lone pairs over the halogen atom is generated. Thus, the image of three
VSEPR-like lone pairs around the X atom comes out quite naturally from an
MPD analysis. Probability values associated to the Q; regions exhibit similar
behaviour with respect to bonding and lone pairs domains. For the former, and
due to the covalent-polar bond, the bonding region shows higher p, values as
the halogen atomic number increases. This correlates with the larger covalent
character expected as we descend in a group.

After examining the HX systems, molecules with a remarkable ionic character
were analyzed, as the series LiX (X = F, CL, Br, I). Unlike what was found before,
in this case three different types of solutions for the arrangement of the bonding
vs lone pairs domains have been found. They are displayed in figure 16. The
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Figura 16: Three different resonating structures for the pairs arrangements found in the
LiX (X = F, CL, Br, I) molecules.

first solution is equivalent to that one already encountered for the HX systems,
with a bonding region placed in between the bonded atoms, and three lone pairs
around the halogen atom. However, this is not, in this case, the only solution.
It was possible to find the opposite type of pairs arrangement. Here, a region
points out not to the Li atom but in the opposite direction, and three lone pairs
are placed in between the two atoms (see the middle figure in Fig. 16). Lastly,
it could be observed an intermediate situation, where two electron pairs of the
halogen pointing towards the central lithium, and the other two pairs oriented
orthogonally to the previous ones located in opposition to the bonding region.
In fact, there exists a huge number of solutions and, all of them appear with the
same probability value. This situation is reminiscent of the infinitely equivalent
solutions of pair arrangements found in the bare neon atom and halogens ions to
the spherical symmetry. Even though in the LiX systems the spherical symmetry
is lost, the almost free rotation of the electron pairs around the X~ ion persists
somehow.

Coming to the end in the study and application of the Maximum Probability
Domains, it is important to remark that, up to now, the analysis has been carried
out in some more or less simple molecular systems. However, the method posses-
ses the ability to be applied, a priori, to every type of system, as recent works
in the literature have shown. We have also conducted a study of the MPD met-
hod in crystalline solids, spreading out the technique to extended systems. The
analysis was carried out over a set of crystals of interest, mainly applied to the
bulk, surface and surface defects involved in catalytic and and photo-catalytic
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processes. The scientific work Electron Localization Function and Maximum Pro-
bability Domains analysis of semi-ionic oxides crystals, surfaces and surface
defects’ gathers the main results.

Thus, in the study carried out, some crystalline systems like Silicon (diamond
structure), MgO (cubic FCC), SiO, (x-quartz), Al;03 (x-alumina) and TiO;
(anatase structure) were analyzed. MPD and ELF analysis were done for the
bulk structure as well as the basal 001) plane. Although this surface it is not,
in some cases, the most stable one, for the sake of homogeneity it was the
one considered. The less realistic system under investigation has been the (001)
surface of x-quartz, where the dangling bonds associated to this type of the
system have been considered both in protonated and non-protonated models.

An analysis of the crystalline defects because has also been considered, for
they play a major role in the adsoption processes on metal oxides. In particular,
we have studied oxygen neutral vacancies. Due to the formal -2 charge of the
oxygen anions in the perfect lattice, upon the removal of a neutral oxygen, two
electrons formally reside in the host lattice. If these electrons stay on site formally
occupied by the oxygen atom removed, the so-called F or F° centers are obtained.
In the opposite situation, if electron localization at the vacancy is not possible
and the electrons move to cationic sites the system, we say that we face a
reduced center. The metal oxides reducibility has also been thoroughly studied.
Our analyses through the MPD method and the ELF function, have been devoted
to try to answer very simple chemical questions, such as whether «-alumina is
more or less ionic than silica, whether silica is better represented by a fully
tonic electron structure formed by Si** and 02—, or on the contrary, by a partial
ionic structure consisting of Si2* and O, etc. We have also devoted efforts to
describe the electronic structure of the F centers.

In MgO, MPD and ELF images provide a mutually complementary landscape.
The electronic structure is well described by Mg?* and O2~ ions. The ELF basins
associated to anions are larger and try to adapt to the cubic space symmetrym
whereas the cations’ basins are small. The MPD image agrees with this picture,
and provides larger probability values for those domains associated to cations
and anions, p{°" = 0.83 and pJR°" = 0.57, than to the corresponding region
of a Mg™, which is 0.39. In this sense, it is observed that, from a Quantum
Mechanical point of view, a system formed by Mg?™ is more likely to exist than
Mg™ in MgO. In the silica case, the images obtained by the different techniques
are also mutually compatible. A bonding region appears between the two Si
atoms with p, = 0.43, which shows a very similar shape to the ELF function
iso-surface associated to the Lewis electronic pair.

Considering the remaining oxides that have been investigated, the ELF fun-
ction analysis shows that x-quartz as well as «-alumina may be considered as
an intermediate situation between ionic and covalent systems. Titania, on the
contrary, seems totally ionic.
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The MPD analyses show interesting remarks. On one hand, the probability
values obtained allow for asserting that the SiO, system is formed by Si** and
O2~. The probabilities for Si** and 02~ are far larger than the other cationic
probabilities. Additionally, the O2~ probability is larger than that for O'—. A
similar situation is found for the Al O3 even though the effect is a bit attenuated,
where the A3+ and 02~ ions keep on being the most probable ones. For anatase,
and due to the electron flexibility of the Ti atom, it is not possible to attribute,
from a Quantum Mechanical point of view, a chemical rigid definition. The more
realistic description is that one provided by a resonance of different chemical
situations, where the Ti atom presents several oxidation states.

The difference in ionicity between the bulk and the surfaces considered is evi-
dent. In this sense, the (001) surfaces are ionic like the bulk for MgO and Al,03
crystals. This description is not longer valid for the SiO, system, where a slight
decrease in the ionic character when going from the bulk to the surface is obser-
ved. In the TiO, compound, the ionic probabilities as well as the covalent ones
increase. This means that the surface electron structure is more localized and,
as a consequence, more reactive, confirming the big interest that this compound
presents in catalysis and photo-catalysis.

Last, but not least, the MPD studies oerformed on surface defects confirm
the chemical hypothesis of a well localized pair of electrons at the position of
oxygen vacancies in almost all the systems. A simple anionic vacancy, i.e. the
localization of one and only one electron, presents high probability values. Only
in the a-Si0; system, the probability of a neutral F center is higher than that of
the anionic vacancy. In titanium dioxide, the probability of having one electron
at the vacancy position is greater than that one of having the neural F center.
This is a consequence of the highly reducible character of Ti, which may present
different oxidation states: Ti**, Ti3* y Ti?+.

Lastly, and focusing on the other pillar of the PhD, the article One-electron
images in real space: Natural adaptive orbitals, waiting to be published, summa-
rizes the analysis of the chemical bond in real space from the landscape provided
by the reduced density matrices. It is introduced a general procedure to construct
a set of one-electron functions which remain physically sound both for correlated
and non-correlated electronic structure descriptions.

Due to that chemical bonding is associated to the image of electron pairs
sharing, the basic quantity describing the behaviour of electron pairs in molecular
systems is the so-called pair density. it constitutes a particular case of the RDMs
because of the pair density represents the diagonal part of the 2nd-order reduced
density matrix. In this case, the 2nd order cumulant is the well-known exchange-
correlation density. In spite of considerably reducing the extent of information
compared to the wave function, this density is still rather complex quantity and
in order to extract the desired information from it, it has to be subjected to further
mathematical processing.
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One of such methods may be the pair population analysis, proposed by R.
Ponec. Nevertheless, the analysis of this quantity by means of conditional pro-
babilities (describing the distribution of one electron of the pair provided that
the second electron, acting as reference electron, is fixed at a certain position or
region) is difficult. This led R. Ponec to the development of the so-called domain-
averaged Fermi holes (DAFHSs). From this perspective, the density associated
to arbitrary regions is decomposed in one-electron functions called Domain Na-
tural Orbitals (DNOs). It is worthy to remark that DNOs recover the classical
images provided by orbital molecular theory, and that they are compatible with
correlated wavefunctions.

DAFHSs, obtained though the analysis of the 2-CD, constitute a particular
case of the generalization that is proposed in this work, based on partitioning
the space by means of further-order CDs. For the two-center case, this includes
averaging the 3-CD over two spatial domains, and decomposing the resulting
density into basin contributions to recover a new set of one-electron terms that
describe two-center bonds. This is generalized to the n-center case. We call this
functions NadOs, natural adaptive orbitals.

We have introduced a general procedure to construct a hierarchical set of one-
electron functions in chemical bonding theory which remain physically sound
both for correlated and non-correlated electronic structure descriptions. These
functions decompose the v center bonding indices into one-electron contributions.
Furthermore, for the v = 1 case, Ponec’s DNOs coincide with the NadOs. A
detailed analysis in the two-center case that shows how these functions behave
and evolve has been perforemd. We show that orbital pictures obtained through
this technique converge onto the chemist’s molecular orbital toolbox if electron
correlation may be ignored, and provide new insight if it may not.

To that end, diatomic molecules from the first and second periods, as well as a
set of polyatomic molecules based on the simplest hydrocarbons have been stu-
died both in correlated and non-correlated descriptions. It has been shown that
a generalization of chemical descriptors used in the real space theories of chemi-
cal bonding, mainly employed in the orbital approach is possible in real space.
Furthermore, they are perfectly defined from a physical point of view. Even more,
their physical meaning remains valid also for correlated descriptions. Although
the number of systems studied with this new technology is still small, the NAdOs'
construction is governed by clear Aufbau rules, and the inclusion of correlation
may change appreciably the MO descriptions. We have also shown how NAdOs
recover the classical hyperconjugation channels in polyatomic molecules.
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