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Parte I

Introducción y objetivos





1 I N T R O D U C C I Ó N
A comienzos del siglo XX la Química continuaba siendo una ciencia de natura-leza casi exclusivamente experimental. No faltaría mucho, sin embargo, para quesin abandonar su ámbito original, se adentrara en una nueva etapa donde juntocon distintas ramas de la ciencia, como la Física y las Matemáticas, recorreríaun largo camino a lo largo del cual habría de sufrir una revolución constante.El desencadenante que supondría el punto de inflexión para la Química sería eldesarrollo de la teoría cuántica, que ya venía gestándose desde hacia unos añosen un intento de dar una explicación convincente de la naturaleza de la luz y desu interacción con átomos y moléculas. Su aparición supondría un cambio tanprofundo en la ciencia en general, y en la Química en particular, que trastocaríapor completo la visión de los científicos y sus explicaciones e interpretacionessobre las manifestaciones experimentales.Un conocimiento total de los fenómenos químicos en términos mecano-clásicosno es posible dado que los electrones no obedecen las leyes de la mecánica clá-sica. Todo intento de estudio y compresión de dichos fenómenos habrá de estarbasado en los pilares sobre los que se fundamente la mecánica cuántica. La quí-mica cuántica (i.e. la mecánica cuántica aplicada a los problemas químicos) haceuso de las herramientas que esta última proporciona para obtener la función deonda y la correspondiente energía y geometría de una molécula, resolviendo laecuación fundamental o de Schrödinger. Puesto que dicha ecuación no se puederesolver de manera exacta excepto para un conjunto muy reducido de sistemas,entre los que se encuentra el átomo de hidrógeno, el uso de aproximaciones ad-quiere una importancia capital. En muchas situaciones, las soluciones obtenidasa los problemas planteados son de una gran exactitud y precisión. Por otro lado,a medida que el tamaño del sistema crece, la obtención de soluciones precisas,con un moderado coste computacional, se ha transformado en uno de los grandesretos actuales de la disciplina.De entre el gran abanico de fenómenos químicos susceptibles de ser estu-diados por métodos teóricos y/o computacionales, el enlace químico constituyeuno de los más fundamentales, pues las interpretaciones que de su estudio sedesprenden constituyen el pegamento cohesionador de toda la disciplina, siendocentrales en la construcción de la denominada intuición química, que ha resulta-do básica en la predicción de la estructura, geometría, estabilidad y reactividadde las sustancias. La evolución histórica del concepto de enlace químico así comosu entendimiento ha sido progresiva y ha constituido uno de los grandes retos alos que se han tenido que enfrentar los científicos. El estudio de las reaccionesentre gases realizado por R. Boyle, J. L Gay-Lussac y muchos otros, llevó a for-
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INTRODUCCIÓN
mular a comienzos del siglo XIX la hipótesis por la cual las sustancias químicasestán formadas por átomos, que constituían la pieza básica de la materia, y quese combinaban entre sí en ciertas proporciones conservando su número e identi-dad para dar lugar a la sustancias. Mucho camino habría de recorrerse, a lo largodel cual se forjarían algunos conceptos fundamentales de la Química, hasta lapérdida del carácter indivisible del átomo gracias al descubrimiento del electróna finales del siglo XIX. Este proceso abriría una nueva etapa para el desarrollode una teoría electrónica del enlace químico, en el que el trabajo cumbre de G.N. Lewis The atom and the molecule constituiría el punto de partida.Desde el primer momento del desarrollo de conceptos como molécula y enlace,la comunidad química ha estado intrigada sobre varias cuestiones fundamentales:¿Qué es un enlace químico? ¿Cuáles son las fuerzas responsables que permitenmantener los átomos cercanos unos a otros? ¿Por qué se combinan los átomosen ciertas proporciones fijas? ¿Qué determina la estructura tridimensional de losátomos en una molécula? A pesar de los numerosos esfuerzos realizados, aúnno se comprenden perfectamente todos los factores que determinan la respuestaa las preguntas anteriores. Hoy en día, y como resultado de un vasto númerode técnicas, tenemos a nuestra disposición una ingente y detallada cantidad deinformación, tanto teórica como experimental, que ofrece respuestas parcialesa todos estos problemas básicos. A pesar del gran avance realizado, nuestroconocimiento está aún lejos de ser completo, y a medida que nuevas moléculasse descubren y/o se sintetizan, ciertas ideas supuestamente inamovibles han deser progresivamente reconsideradas.La naturaleza del enlace químico continúa intrigando a la comunidad científicapor varias razones. Una de ellas estriba en el difícil maridaje entre la imagenclásica de Lewis y la proporcionada por la mecánica cuántica. La primera, basadaen el concepto básico de par de electrones y su compartición entre diferentesespecies químicas ha resultado extremadamente fructífera, pero su fundamentomecanocuántico dista mucho de ser obvio. No hay pares de Lewis en una funciónde onda multielectrónica, el objeto mecanocuántico básico que contiene toda lainformación accesible sobre un sistema. Las funciones de onda son objetos mate-máticos multidimensionales complejos, que residen en un espacio abstracto (deHilbert) y que no pueden determinarse experimentalmente de forma directa. Nodan lugar, por tanto, a representaciones visuales intuitivas de los diversos con-ceptos usados en química, quizá con la excepción de los sistemas molecularesmás simples.Otra procede de la ausencia de un operador observable que pueda asociarse al
enlace químico. Así, el pilar interpretativo de la química no puede ser determi-nado experimentalmente. Sumando estas dos observaciones comprendemos porqué los químicos teóricos se han visto (se ven) obligados a desarrollar teorías,métodos, herramientas, conceptos . . . , a partir de los cuales sea posible leer lainformación contenida en la función de onda en el lenguaje de la química. Eldesarrollo de tales métodos no es una tarea simple.
4



INTRODUCCIÓN
Hay varios obstáculos de gran tamaño en el camino que conduce a una lectu-ra química de la mecánica cuántica. En primer lugar tenemos el problema de lareducción de dimensionalidad. Es necesario compactar la información contenidaen la función de onda hasta el espacio tridimensional en el que juegan los quími-cos. El vector de estado alberga mucha más información de la que necesitamosextraer y, sin compactación, nuestro empeño permanecería irrealizable. Además,es obligado consensuar de qué modo se va a extraer la información con el finde adecuarla a los conceptos en los que estamos interesados. Aunar los modelostan profundamente enraizados en la mente de los químicos con los resultadosque la mecánica cuántica pone a nuestro alcance no es una empresa fácil.La química moderna, en la que el concepto de enlace químico entre átomosjuega un papel primordial, surge a principios del siglo XX cuando G. N. Lewis,en su artículo seminal de 1916 The atom and the molecule [1], establece que lospares electrónicos constituyen los bloques fundamentales de la materia. Lewisintroduce el modelo del átomo cúbico y el apareamiento electrónico para explicarel enlace químico y, en su argumento original, cuando la mecánica cuánticaestaba aún en su fase embrionaria, postula la violación de la ley de Coulombpara el acoplamiento electrónico. Lewis fue consciente de que la formación depares electrónicos no se podía entender sólo en términos electrostáticos, aunqueno supo explicar los mecanismos subyacentes a dicha violación hasta que lamecánica cuántica hizo su aparición. Fue entonces fácil reconocer en el principiode Pauli al principal culpable. Éste es la consecuencia más inmediata de laprofunda conexión espín-estadística, que establece las propiedades de simetríade la función de onda de acuerdo con el espín entero (bosónico) o semientero(fermiónico) de las partículas del sistema. La necesaria antisimetría de la funciónen el caso electrónico conduce a que dos electrones con las mismas variablesespinorbitales no puedan ocupar el mismo estado cuántico. Y en esta prohibiciónse esconde el germen del par electrónico de Lewis.Lewis siempre mantuvo su interés por la disposición espacial de los electronesde valencia. En su modelo de “átomo cúbico” los electrones de valencia ocupanlas posiciones asociadas a los vértices de un cubo, tan separados como fueraposible. Más tarde abandonaría este modelo por el de pares electrónicos dis-puestos en los vértices de un tetraedro. El “átomo cúbico” tuvo que enfrentarsea varios problemas de difícil solución. Un flanco débil lo constituían los enlacestriples, para los que la estructura cúbica no ofrecía una representación simple.Otro lo constituía el átomo de litio, en el que la regla, introducida más tarde porLangmuir [2], y hoy en día conocida como del octeto, no se cumplía. Él mismoera consciente de estas limitaciones y reconocía que, en tales casos, la parejade electrones constituía el grupo más estable. Finalmente, sugiere que para elenlace entre átomos de carbono los pares de electrones alrededor se disponende forma tetraédrica. Más tarde, cuando se introduce el concepto de espín elec-trónico Linnett [3], en su modelo del “doble-cuarteto”, considera que para cadaconjunto de espín dado los electrones de uno y otro bloque se sitúan en las
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INTRODUCCIÓN
posiciones de dos tetraedros interpenetrados, recuperándose el cubo de Lewis.El modelo de Linnett se basaba en que algunos electrones, en general en molécu-las lineales, no se apareaban dos a dos, sino que sólo parecían hacerlo aquelloscon diferente espín cuya localización en el eje axial de la molécula fuera másproblable, dejando al resto de electrones igualmente distribuidos en un anilloalrededor del eje molecular.El modelo de Lewis, aupado por la regla del octeto de Langmuir, puede en-tenderse como el origen del actual alfabeto químico, y mantiene su influenciaen la imaginería de la disciplina hasta nuestros días. Pero no fue hasta 1931en que Linus Pauling, en el primero de su famosa serie de artículos sobre lanaturaleza del enlace químico [4], logró compatibilizar la reciente teoría cuánticacon el exitoso modelo de Lewis, presentando tanto el enlace constituido por unpar electrónico compartido (más comúnmente conocido como enlace covalente entérminos actuales) como aquel en el que el par era poseído en exclusiva por unode los átomos (enlace iónico), como dos casos extremos de un mecanismo general.La estabilización proviene, en el primer caso, de la energía de resonancia debi-da a la interacción mecanocuántica de los dos electrones acoplados para formarun singlete (un efecto puramente cuántico). En el segundo es la clásica interac-ción electrostática entre iones la que dirige el proceso. Más recientemente seha identificado un tercer mecanismo, denominado de desplazamiento de carga(charge shift), en el que la estabilización del enlace se debe a la energía deresonancia entre las estructuras covalente e iónica [5–7]. Pensar en términos deestos tres conceptos es útil, puesto que los diferentes tipos de enlace dan lugar adiferentes manifestaciones experimentales, tales como grandes momentos dipola-res o roturas heretolíticas en disolventes polares para los enlaces consideradostradicionalmente como iónicos.La ecuación de onda de Schrödinger describe la evolución mecanocuántica deun sistema en el régimen no relativista. Su solución proporciona la función deonda, que alberga toda la información accesible sobre el sistema en estudio, apesar de que, en principio, carece de significado por sí misma. Fue Born quienpropuso, gracias en parte al comportamiento corpuscular y ondulatorio de la ma-teria introducido por de Broglie, una analogía con el comportamiento estadísticode los fotones. Desde esta perspectiva, la probabilidad de detectar un fotón enun punto del espacio es proporcional al cuadrado de la amplitud de la ondaluminosa (su intensidad). Con esta guía, Born propuso interpretar la función deonda como una amplitud. Así, la probabilidad de encontrar un electrón en unpunto dado vendría dada por el cuadrado de la función de onda de la partícula,
Ψ2. Sólo el cuadrado de la función de onda tiene significado físico directo en lateoría cuántica.Es pues este cuadrado el que determina la distribución espacial de los elec-trones, y en los primeros intentos por conjugar las realidades química y cuánticase trató de explotar esta característica para retornar desde Ψ a la estructuratridimensional de las moléculas. Para ello, se sugirió seleccionar las disposicio-
6



INTRODUCCIÓN
nes más probables de los electrones de valencia, es decir, las posiciones de loselectrones que maximizan Ψ2. En moléculas simples, tal maximización conducea disposiciones tetraédricas de los pares de valencia.A lo largo de los años se han desarrollado una miríada de métodos para extraerinformación química de interés a partir de las funciones de onda. Desgraciada-mente, la mayoría de ellos descansan sobre ciertos pilares que están justificadossólo en el caso de ausencia de correlación electrónica, es decir, cuando la fun-ción de onda está representada solamente por un solo determinante de Slater. Lainclusión de correlación electrónica suele inducir una separación de los pares.Por ejemplo, en la molécula de agua descrita por una función de onda mono-determinantal, el máximo del cuadrado de la función de onda representa unadisposición de los cuatro pares electrónicos que adquieren una geometría tetraé-drica, donde los electrones con espines de diferente signo se encuentran en lamisma posición. Sin embargo, cuando se introduce correlación electrónica, loselectrones de diferente espín tienden a separarse, y el máximo de Ψ2 se alcanzapara una situación en la que los electrones de los enlaces entre los átomos deoxígeno e hidrógeno se separan a lo largo del eje de enlace, mientras que loselectrones de los pares solitarios lo hacen en direcciones perpendiculares a losejes tetraédricos. También es posible encontrar otro máximo local, que bien sepodría interpretar como dos tetraedros desplazados uno respecto del otro tal ycomo proponía Linnett.En vista de ello, la maximización de Ψ2 puede no ser el procedimiento másadecuado para poder extraer información sobre la distribución espacial de loselectrones. Quizá fuera más fructífero buscar regiones del espacio en las quela probabilidad de encontrar un par de electrones (asociado al par electrónicopropuesto por Lewis) fuese relativamente alta. Sobre estas consideraciones sehabrá de volver más tarde.En los años subsiguientes a la aparición de la mecánica cuántica, numerosasteorías surgieron al calor de la nueva etapa que se abría en la ciencia en general,y en la Química en particular, con las que explicar las diferentes manifestacio-nes experimentales. Dos destacaron por encima del resto: la teoría de orbitalesmoleculares (Molecular Orbital Theory, MO) [8] y la teoría de enlace de valen-cia (Valence Bond, VB), con diferente éxito tanto en su capacidad para predecirresultados como en el futuro que les esperaría a ambas, pues la teoría orbitalacabaría por imponerse, por diversos motivos, como herramienta básica para elestudio de los fenómenos químicos.La teoría MO, sin la cual la ciencia de la química no podría comprenderseactualmente, ha sido (y continúa siendo) de una extraordinaria utilidad paraestudiar y explicar multitud de conceptos, incluido el enlace químico, gracias asu extraordinario poder descriptivo y predictivo. Este éxito es debido, en parte,a que los orbitales que se derivan de cálculos simples son fáciles de modelizar.Las explicaciones y racionalizaciones a las que dan lugar conducen con facilidada conceptos útiles tales como hiperconjugación, efectos estereoelectrónicos, etc.
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INTRODUCCIÓN
Además, las explicaciones proporcionadas por el lenguaje orbital han dado lugara conceptos sencillos, fáciles de aprehender no sólo dentro de la comunidad dequímicos teóricos, sino también en el mundo de la química experimental. Portodo ello, el modelo orbital forma realmente la base de lo que conocemos comointuición química, conduciendo a una reducción drástica de la dimensionalidad dela función de onda: de un problema 3N o (3+ 1)N-dimensional a N problemas(3 o 4)-dimensionales en los que el electrón mantiene su independencia. Seamediante el uso de funciones canónicas o localizadas [9], los primeros análisisdel enlace químico en la teoría MO se realizaron mediante análisis de población,de entre los que destaca el propuesto por Mulliken [10–13].Si bien hemos de reconocer que la teoría orbital ha sido básica en el desarro-llo de la química teórica, el modelo adolece de ciertas limitaciones enraizadasen su naturaleza monoelectrónica. Por un lado, la función de onda es invarianteante transformaciones orbitales, por lo que cualquier teoría del enlace químicoque utilice estas funciones monoelectrónicas debe escoger una versión particularde las mismas, estando sometida a un problema de elección de referencia. Porotro, a medida que se amplía el interés por los sistemas fuertemente correlacio-nados crece la necesidad de construir modelos sustitutivos que no descansen enmagnitudes monoelectrónicas y sean, por tanto, de validez general.En los últimos años, la teoría de enlace de valencia, Valence Bond (VB),prácticamente abandonada durante casi medio siglo por sus dificultades compu-tacionales, ha resurgido de sus cenizas gracias a importantes avances algorítmi-cos [14–16] que están mejorando su competitividad. Ha de notarse que una de suslimitaciones más importantes, el tamaño de los sistemas y problemas que podíanabordarse con ella, ha experimentado un avance significativo [17–20]. En cual-quier caso, comparte con la teoría MO una dependencia de la base orbital quedefine el modelo. Existen varias versiones que varían en el grado de localizaciónu ortogonalidad de las funciones monoelectrónicas con las que se construyen lasestructuras VB, y la interpretación química de los resultados que se obtiene conunas u otras versiones puede llegar a ser contradictoria.Las limitaciones del lenguaje orbital han llevado a multitud de autores a bus-car otros acercamientos que permitan discutir y explicar, sin ambigüedad y conun claro fundamento físico, las manifestaciones químicas relacionadas con el en-lace. Un conjunto muy importante de estos modelos se conocen con el nombre deteorías del enlace químico en el espacio real, pues utilizan escalares o tensoresde diversos órdenes que permanecen invariantes ante transformaciones orbitalesy que se encuentran definidos en el espacio real. Esta búsqueda viene precedi-da por la constatación de que a medida que el paradigma orbital se afianzaba,gracias a los acuerdos sin precedentes entre teoría y experimento, comenzaban asurgir voces que recordaban que las funciones monoelectrónicas eran en realidadarbitrarias y que, por lo tanto, habría que basar la teoría del enlace químico entérminos de verdaderos observables químico cuánticos. La adopción de nuevosmétodos y herramientas alejadas del paradigma orbital por parte de la comu-
8



INTRODUCCIÓN
nidad química, en particular por su sector experimental, supone una dificultadañadida a las de tipo algebraico y computacional. Toda comunidad cohesionadaes reticente a abrazar nuevos conceptos e ideas que provengan de otras dis-ciplinas. La química teórica ha percibido pronto la necesidad de que el nuevolenguaje del enlace químico se desarrolle tan parejo como sea posible al orbital,tratando de establecer correlaciones y equivalencias entre ambos lenguajes quefaciliten una transición ordenada.

Es pues importante que los nuevos métodos interpretativos permitan una cone-xión entre los resultados precisos que proporcionan los resultados mecanocuán-ticos y los conceptos difusos, pero fuertemente arraigados, que viven en la mentede los químicos. Y que dicha conexión no sólo recupere la imagen orbital, sinoque sea capaz de proporcionar nuevas ideas. Buscamos métodos que satisfaganlos siguientes requisitos: i) que permitan recuperar conceptos químicos, incluidoel de enlace, a partir de cálculos mecanocuánticos genéricos, no circunscritos aun determinado procedimiento de cálculo como los métodos MO o VB; ii) queproporcionen imágenes químicas en el espacio real; iii) que sean simples y visua-les, es decir, que su fundamento y significado físico sea fácilmente comprensiblepara la comunidad experimental; iv) que sean capaces de generar modelos queexpliquen y racionalicen la información obtenida y sean válidos para realizarpredicciones.
Retomando la idea expuesta anteriormente relativa a la definición de regionesdel espacio que permitan ofrecernos información sobre la disposición espacial delos electrones, nos encontramos ante un problema de carácter fundamental: lateoría cuántica no proporciona fronteras definidas entre las regiones en las quese mueven los electrones. De hecho, no existe (no puede existir) una localizaciónperfecta para la posición de un electrón en una región dada del espacio. Sinembargo, y dado que los conceptos de pares electrónicos y enlaces impregnanla visión de los químicos, la comunidad de químicos teóricos se ha esforzadodurante mucho tiempo en determinar cómo encontrar una manera fácil, sencilla,y sobre todo rigurosa de dividir el espacio real en regiones con un significadofísico y químico.
Este es el paraguas básico que cubre a la mayor parte de las denominadasteorías de enlace en el espacio real (por contraposición al espacio de Fock), enel que tienen lugar los fenómenos químicos. Dicho enfoque también se conocecomo el del análisis topológico de la función de onda, y tiene su germen en eltrabajo llevado a cabo por Richard F. W. Bader, de la Universidad McMaster, enCanadá, a partir de mediados de la década de 1960. Bader mostró cómo aplicarlas leyes de la mecánica cuántica a subsistemas abiertos (en el sentido termo-dinámico, permeables al intercambio electrónico) en el espacio tridimensional.Dentro de este nuevo paradigma, el espacio se divide en regiones a través dela topología inducida en R3 por diversos campos escalares, entre los que desta-ca la densidad electrónica. En los últimos años se ha hecho popular el nombre
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INTRODUCCIÓN
de topología químico-cuántica (Quantum Chemical Topology, QTC) para guardarbajo un mismo acrónimo a todas las técnicas que comparten estas ideas.De entre los distintos campos escalares que pueden utilizarse para definiruna partición topológica, el más directo para el estudio de la distribución delos electrones es la densidad electrónica. Su capacidad para encerrar toda lainformación del sistema es consecuencia del artículo fundacional de Hohenbergy Kohn [21]. Su uso topológico procede de la relación prácticamente biunívocaexistente entre la posición de los máximos de la densidad electrónica y la de losnúcleos del sistema. Recordemos que el primer teorema de Hohenberg y Kohngarantiza que la densidad electrónica determina el Hamiltoniano del sistema,la posición de los núcleos y, por ende, el vector de estado. La teoría cuánticade átomos en moléculas (Quantum Theory of Atoms in Molecules, QTAIM) [22]propuesta por Bader es el máximo exponente de los métodos interpretativosbasados en la densidad en el espacio real. La división del espacio siguiendo unesquema topológico de la densidad genera regiones tridimensionales asociadasa cada uno de los núcleos (cuencas atómicas), separadas entre sí por superficiesa través de las cuales el flujo de la densidad electrónica se hace nulo. Estapartición es exhaustiva, y las diferentes regiones no solapantes completan elespacio molecular. Como cada máximo está relacionado con una posición nuclearse recupera el concepto del átomo dentro de la molécula, así como el de grupofuncional. Asimismo, y puesto que la división es exhaustiva, los valores esperadosde los distintos operadores mecanocuánticos en cada una de estas regiones sesuman aditivamente para recuperar el valor esperado del sistema en su conjunto.Los análisis topológicos no sólo determinan una partición exhaustiva del espa-cio, sino que lo discretizan. En vez de examinar campos continuos en el espaciomolecular, podemos considerar solo su comportamiento en algunos puntos es-pecíficos de particular importancia. Bader demostró que los puntos críticos delcampo, aquellos en los que el gradiente se anula, pueden ser dotados de signi-ficado físico y químico particular. En R3 existen cuatro tipos diferentes de éstos,caracterizados por sus curvaturas: máximos, sillas de primer y segundo orden ymínimos locales. La extraordinaria capacidad de compactación de la informaciónque introduce pasar del examen de un campo continuo al del análisis de lascaracterísticas de un conjunto discreto y pequeño de puntos no nos puede dejarimpasibles. Debido a ello, el análisis de las propiedades de los puntos críticosno degenerados de la densidad electrónica constituyó uno de los grandes éxitosiniciales de la teoría. Los puntos de silla de primer orden, situados necesaria-mente sobre la superficie divisoria entre dos regiones atómicas y conocidos comopuntos críticos de enlace (bond critical point, BCP) fueron rápidamente identifi-cados con enlaces químicos, y las sillas de segundo orden o puntos de anillo, conanillos cerrados de enlaces. Una vez localizados los puntos críticos, el análisisde otros escalares o tensores en sus posiciones aporta información adicional. Porejemplo, el laplaciano de la densidad en uno de estos puntos determina cómola densidad electrónica se acumula o fuga localmente del mismo. El laplaciano
10
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contiene, pues, información sobre el tipo de interacción química considerada. A lolargo de los años se han estudiado numerosísimos campos en las posiciones delos puntos críticos moleculares, que han conducido a un gran número de correla-ciones con diversas propiedades físicas y químicas de los sistemas investigados:electronegatividad, basicidad, dureza, etc.

Aunque el análisis topológico permite extraer información muy útil acerca delenlace en los sistemas moleculares, no proporciona información directa sobre lospares de Lewis. La partición QTAIM es atómica, y no existen regiones específicasdel espacio que alberguen pares de electrones (solitarios, enlazados, de core).Comoquiera que estos objetos son también básicos para la comprensión de laestructura electrónica —pensemos en el éxito de la teoría de repulsión de pareselectrónicos de valencia (valence shell electron pair repulsion, VSEPR) [23]—, hahabido intentos variados de formular particiones del espacio que los proporcione.Los primeros, basados en la laplaciana de la densidad, no tuvieron demasiadoéxito, posiblemente por la ausencia de relación directa entre este escalar y ladensidad de pares. Pronto se recurrió a ella como una manera eficiente de accederal grado de localización o deslocalización electrónica en una región espacialdada. Muchas de las propuestas utilizan la repulsión de Pauli, determinada atraves del estudio del hueco de Fermi [24] como objeto básico, pero es una funciónparticular la que ha logrado mayor notoriedad y éxito. Nos referimos a la funciónde localización electrónica propuesta por Becke y Edgecombe en 1990 [25], quehabitualmente se conococe por sus siglas en inglés, ELF (Electron Localization
Function), y que ha demostrado ser particularmente útil en el análisis del enlacequímico [26].

La función ELF se propuso en un primer momento a partir de la densidad deprobabilidad condicionada de espines paralelos. Sin embargo, pronto se demostróque también puede interpretarse en términos del exceso local de energía cinéticadebido a la repulsión de Pauli, mediante la diferencia entre la densidad deenergía cinética de un sistema bosónico con la misma densidad electrónica (límiteinferior de la energía cinética) y la de un sistema fermiónico. Esta diferenciaproporciona una idea sobre dónde la reorganización de la densidad debida alprincipio de Pauli tiene un mayor peso. Es decir, dónde la localización de loselectrones adquiere un mayor importancia, que puede interpretarse en ciertosentido como equivalente a aquellas regiones propuestas por el formalismo deLewis para los pares electrónicos.
Se han propuesto numerosos campos escalares con los que realizar particionesespaciales además de los aquí detallados, pero sólo comentaremos brevementeuno más, el método NCI o de interacciones no covalentes (Non-covalent inter-

actions), que utiliza el gradiente reducido de la teoría de los funcionales dela densidad. NCI [27, 28] goza de una clara aceptación en la comunidad y per-mite obtener información semicuantitativa de la naturaleza de las interaccionesintermoleculares.
11
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Detengámonos brevemente en la información que puede obtenerse de una par-tición espacial exhaustiva. Por ejemplo, preguntémonos por el número promediode electrones que encierra cada volumen. Se esperaría encontrar un número pro-medio de dos electrones asociado a una región donde los modelos de la químicaafirman que existe un par electrónico. Dado que el operador número no conmu-ta con el hamiltoniano del sistema, ninguna partición podrá asignar un númerodefinido de electrones a un recinto del espacio tridimensional, por lo que es ne-cesario entender las fronteras de las regiones como permeables a los electrones.Solo podemos hablar de un número promedio de partículas, y por tanto, paracaracterizar dicha distribución electrónica, habrán de utilizarse conceptos talescomo promedios, fluctuaciones y probabilidades de encontrar tal o cuál númerode electrones en un dominio. A menor fluctuación, mayor localización.El concepto de localización espacial tiene parte de sus orígenes en el trabajollevado a cabo por Daudel y colaboradores [29] que se interesaron por la funciónque determina la probabilidad de encontrar un número de electrones dado enuna determinada región del espacio. La propuesta inicial de Daudel consistía enencontrar regiones, o como él las denominó loges, que minimizaran la entropíade Shannon de una determinada distribución. Debido a las grandes dificultadescomputacionales y algebraicas encontradas, no fue posible hasta muy reciente-mente recuperar las ideas seminales de Daudel. Destaca el trabajo de AndreasSavin, que propuso utilizar estas probabilidades con el objeto de analizar la dis-tribución de los electrones en regiones del espacio [30], y también llevar a caboun análisis de la distribución estadística en las regiones del espacio propuestaspor las particiones QTAIM y ELF [31].Asimismo, y continuando sobre las ideas y el trabajo realizado por Savin, A.Martín Pendás y colaboradores, llevaron a cabo el análisis de la distribución es-tadística de los electrones aplicado a una partición completa del espacio propor-cionada por la teoría de átomos en moléculas, extensión que condujo al conceptode la función de distribución del número de electrones (Electron Number Distri-

bution Function, EDF) [32–34]. El estudio de estos objetos es el germen de unainterpretación estadística del enlace químico, y permite además una conexiónentre las características de una EDF en particular con los conceptos clásicos decovalencia e ionicidad de una determinada interacción. Disponemos, por tanto,de los objetos necesarios para llevar a cabo el análisis estadístico de la distri-bución electrónica una vez propuesta una partición determinada del espacio, ycon ellos realizar un estudio sobre el enlace químico en el espacio real desdeotro ángulo.Otra punto de vista interesante es el de generar regiones del espacio quemaximicen la probabilidad de encontrar un número determinado de electrones.En lugar de utilizar la división del espacio generada por otros y diversos métodosinterpretativos, la idea fundamental consistiría en emplear dichas probabilidadescomo variable básica para generar una partición del espacio propia. Este es elpilar sobre el que se fundamenta y sustenta el método conocido como de los
12
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dominios de máxima probabilidad (Maximum Probability Domains, MPDs). Elmétodo MPD satisface los requisitos enumerados anteriormente. Primero, losdominios que maximizan la probabilidad de encontrar 2 electrones pueden serasociados de manera natural a los pares electrónicos de Lewis. Segundo, lasregiones MPDs proporcionan imágenes directas de enlaces y pares solitarios enel espacio real. Asimismo, el concepto de resonancia, de carácter probabilístico ensu naturaleza, deviene de forma natural. Además, las cantidades fundamentalesdel método, es decir, la función de probabilidad y los dominios MPD son almismo tiempo matemáticamente simples, fáciles de formular y conceptualmentesencillas de entender.Los dominios MPD se presentan como una poderosa herramienta, a la parque rigurosa, para el redescubrimiento de los conceptos químicos a partir defunciones de onda, aunque la utilización del método sobre sistemas químicos deinterés está aún en sus primeras etapas. Después de algunas primeras aplica-ciones a través de un programa sencillo [35], así como de cálculos Monte Carlocuántico [36] en sistemas simples, donde se trabaja directamente con el cuadra-do de la función de onda, los resultados obtenidos permiten vislumbrar que lamaximización de la probabilidad de encontrar un número de electrones en unaregión del espacio, puede enriquecer nuestro conocimiento sobre las estructu-ra electrónica de átomos, moléculas y sólidos. En fechas más recientes, se hananalizado con el método las propiedades básicas de los dominios [37]. Comoresultado de esta tesis, también se ha inspeccionado la imagen ofrecida por elmétodo en dos de los tipos más característicos de enlaces: el enlace iónico yel enlace covalente [38] y se sigue trabajando en el desarrollo de algoritmos yprogramas capaces de optimizar eficientemente dichos dominios en moléculas ysólidos. La obtención de un MPD se encuadra dentro de la teoría de optimi-zaciones dependientes de la forma, basada en el concepto de las denominadasderivadas de forma (shape derivative). A medida que el número de sistemas ana-lizados con el método crecía, surgieron dudas acerca del verdadero carácter demáximo de los dominios encontrados mediante el algoritmo de optimización. Unreciente artículo que emana de nuestro trabajo [39] ha tratado de arrojar algo deluz sobre esta cuestión. El método MPD no se circunscribe solamente a átomoso moléculas, sino que su capacidad de aplicación sobre todo tipo de sistemas es
a priori ilimitada, como demuestran los estudios llevados a cabo últimamente ensistemas periódicos [40–43], a los que también hemos contribuido en la presentememoria.Es un hecho destacable que si bien los métodos QTAIM y ELF generan unapartición exhaustiva del espacio, en el método MPD dicha exhaustividad nonecesariamente se cumple. A primera vista, esto puede interpretarse como unalimitación del método. No existen pruebas rigurosas de dicha ausencia de ex-haustividad, por lo que se sigue dudando sobre si el solapamiento entre distintasregiones es provocado por las limitaciones de los algoritmos implementados enla actualidad, o si por el contrario, surge de forma natural. Si así fuera, el sola-
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pamiento entre regiones permitiría, por ejemplo, interpretar el carácter fluxionaldel ion CH+

5 que presenta una estructura en la que los protones pueden moverselibremente en el “fluido” generado por los cuatro dominios asociados a los pareselectrónicos. O en el sistema FHF−, donde al solapamiento se le ha atribuido unsignificado químico relevante en términos de coexistencia de distintas estructurasresonantes [36].
En el modelo orbital, que ha evolucionado hasta convertirse en una herramien-ta extraordinariamente predictiva, la mayor parte de la magnitudes empleadasson difíciles de generalizar cuando la correlación electrónica juega un papel im-portante. En este sentido, el enlace químico es todavía hoy una teoría monoelec-trónica, y cómo la correlación cambia la visión del enlace una de las cuestionespendientes de la química teórica y computacional. Como las teorías del enlacequímico en el espacio real proporcionan cantidades orbitales invariantes y ade-más admiten una generalización inmediata a casos correlacionados, representanuna herramienta por explorar en estas nuevas situaciones. Para ello es nece-sario generalizar a estos nuevos supuestos las cantidades y los índices que seutilizan en los modelos monoelectrónicos. Requeriremos, obviamente, que tien-dan suavemente a las magnitudes utilizadas en la teoría MO, introducidas porMulliken mediante una partición de la población electrónica en centros o gruposde centros átomicos, a medida que la correlación desaparece. Constituirán puesun análisis de población generalizado.
La forma más sencilla de garantizar la invariancia orbital de los nuevos concep-tos es basarlos en densidades reducidas o matrices densidad reducidas (reduced

density matrix, RDMs). Desde este punto de vista, la QTAIM utiliza la densi-dad de primer orden, y la función ELF y otras técnicas tales como la basadaen el indicador de localizabilidad electrónica (Electron Localizability Indicator,ELI) [44], o el método de átomos cuánticos interaccionantes (Interacting Quantum
Atoms, IQA) desarrollado en nuestra Universidad [45] utilizan la matriz densidadde segundo orden. La obtención de índices de enlace de uno o varios centrosa partir de RDMs requiere su condensación en regiones espaciales. Tras lo yacomentado en esta introducción, no debe resultar extraño que escojamos algu-na de las particiones topológicas que se han introducido brevemente, como laproporcionada por la QTAIM.

El empleo conjunto de RDMs y de particiones QTAIM del espacio permitedefinir una jerarquía de índices de enlace que evolucionan hacia descriptores yaconocidos a medida que se elimina la correlación electrónica [46]. Las matricesdensidad reducidas de orden ν (ν-RDMs) contienen términos que no se puedenescribir en función de RDMs de orden inferior. Estos términos se conocen comodensidades cumulantes (reducidas) de orden ν (ν-th order (reduced) cumulant
densities, ν-(R)CDs) o simplemente cumulantes de orden de ν. Constituyen laparte irreducible de las ν-RDMs y contienen las contribuciones asociadas a lascorrelaciones irreducibles entre las partículas.
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En la Universidad de Oviedo se ha demostrado que dos de sus propiedades bá-sicas (la extensividad y la recursividad) permiten la generalización de los índicesde enlace tradicionales en el espacio real a funciones de onda arbitrariamentecorrelacionadas y para un número cualesquiera de centros. Estos índices de en-lace multicéntricos se obtienen mediante integración de las CDs en las cuencasgeneradas por la partición QTAIM. Paul Ziesche [47] ha mostrado que las ν-CDsson realmente las generadoras (en el sentido estadístico) de las fluctuacionesde ν partículas. Los índices de enlace ν-céntricos aquí definidos miden el gradode dependencia estadística existente en una población electrónica dividida en νcentros, y establecen una clara y estrecha conexión entre las EDFs y las CDsque, por otra parte, aún no se ha explorado.Dado que el enlace químico tradicional es básicamente bicéntrico y bielectróni-co, el análisis de la densidad de pares gozará de un status especial. La densidadde pares puede entenderse como un caso particular de RDM, la parte diagonalde la matriz densidad reducida de orden 2 (2-RDM). Su cumulante (de orden2) no es más que la densidad de cambio y correlación, ampliamente conocida, ysu condensación en el espacio real puede realizarse de varias maneras. Uno deestos procedimientos es el análisis de población de pares propuesto por RobertPonec, en Praga. Análisis posteriores, sin embargo, llevaron a Ponec a desviarsu atención hacia el análisis de las probabilidades condicionadas (que describenla distribución de un electrón cuando otro electrón de referencia se encuentrafijo en una cierta posición o región). Éste conduce a la condensación del huecode Fermi sobre regiones del espacio tridimensional (generadas por la QTAIM),y a la definición de los denominados huecos de Fermi promediados en dominios(domain averaged Fermi holes, DAFH) [48, 49]. Estos objetos han proporcionadoun número importante de resultados relevantes sobre la naturaleza del enlacequímico.Ponec mostró que los DAFHs pueden diagonalizarse en la base de orbitalesocupados, conduciendo a una expansión de las densidades atómicas en contri-buciones monoelectrónicas que denominó orbitales naturales regionales o dedominio (Domain Natural Orbitals, DNOs). El lenguaje DNO vuelve a ser mo-noelectrónico, por lo que resulta más fácil de manipular en términos de tradiciónquímica. Los DNOs recuperan las imágenes habituales proporcionadas por lateoría de orbitales moleculares en un marco general basado en funciones de on-da correlacionadas. Podría suponer uno de los cimientos con los que reemplazarel modelo orbital.Aunque el análisis desde el punto de vista de los DAFH puede ser aplicadotanto a funciones de onda correlacionadas como no correlacionadas, sus princi-pales aplicaciones se han llevado a cabo, hasta el momento, sobre las segundas.Su estrecha relación con las EDFs se ha explorado [50] en nuestro laboratorio,estableciéndose que los DNOs describen electrones estadísticamente indepen-dientes y que permiten reconstruir la EDF completa en el caso de una particiónexhaustiva del espacio en dos regiones. Cuando la correlación electrónica es
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crucial, un reciente artículo ha analizado el significado y la interpretación de losDNOs y sus números de ocupación [51].La brillante idea de Ponec puede generalizarse sin dificultad para analizarenlaces multicéntricos. Los DAFHs no son otra cosa que condensaciones mono-céntricas del segundo cumulante, por lo que podemos imaginar condensacionesmulticéntricas de cumulantes de orden superior. Así, promediando un ν-CD en
ν− 1 dominios espaciales obtendremos una densidad que podrá ser sometidaal procedimiento de diagonalización descrito en el párrafo anterior. Aparece asíuna jerarquía de funciones monoelectrónicas que describen enlaces químicosmulticéntricos. Estas funciones han venido en denominarse orbitales naturalesadaptativos (Natural Adaptive Orbitals, NAdOs), y poco a poco están comenzan-do a dar resultados satisfactorios [52], algunos de los cuales se presentan enesta memoria.Con estos preámbulos, el objetivo final en el que se enmarca la presentememoria de tesis es el de avanzar en algunos de los frentes relevantes de lateoría del enlace químico en el espacio tridimensional, en donde se suceden losfenómenos naturales.La estructura de la memoria de Tesis Doctoral es como sigue. Tras una intro-ducción general (PARTE I) en la que se han examinado los antecedentes y elestado del conocimiento en los modelos y teorías propuestos para estudiar elenlace químico en el espacio real, se abordan los fundamentos metodológicosdel trabajo realizado. Así, la PARTE II, consta de un primer capítulo en el quese resumirán brevemente algunos de los métodos de estructura electrónica uti-lizados para generar las funciones de onda de los sistemas estudiados. Puestoque no se pretende realizar una presentación detallada de los diferentes métodoscomputacionales, se anima al lector a consultar la bibliografía sugerida para unaincursión más específica en cada uno de los métodos. Por lo tanto, solo las no-ciones generales serán expuestas, incidiéndose quizá de un modo más profundoallí donde algún punto puede tener más relevancia para el trabajo posterior. Eneste primer capítulo también se presentara uno de los objetos básicos sobre lasque se fundamenta el proyecto aquí desarrollado: las matrices densidad reduci-das (RDMs). Éstas serán utilizadas para definir índices de enlace multicéntricosmediante condensación espacial.Comoquiera que el procedimiento basado en las RDMs no puede desarrollarsesin una partición del espacio en regiones químicamente significativas, el segundocapítulo se centra sobre cómo el análisis topológico y la topología que induceun sistema dinámico permiten realizar dicha partición. Centraremos la exposiciónen topología de la densidad electrónica, que ha dado lugar al desarrollo de laQTAIM. La división del espacio generada permite identificar las regiones conentidades atómicas, y por tanto, con una imagen claramente agradable parael químico. También expondremos brevemente el fundamento metodológico delanálisis de la función ELF, con dos objetivos básicos: mostrar cómo la partición
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espacial que genera está asociada al par de Lewis, e introducir, con su ayudalos conceptos de localización electrónica, par electrónico, etc.Los capítulos tercero y cuarto aparecen como el resultado convergente de lasteorías, métodos, herramientas y conceptos desarrollados en los capítulos pre-cedentes, y constituyen el fundamento metodológico que se empleará en en lasPARTE III y IV. Asimismo, en el capítulo 3 se introducen las funciones de distribu-ción del número de electrones (EDFs). El empleo de estas herramientas permiteconocer la distribución estadística de una población electrónica en un sistema.Esta distribución constituye el germen del método de los dominios de probabili-dad máxima (MPD), una de las dos partes más importantes de la presente TesisDoctoral.En el capítulo 4, se tratará el análisis de población generalizado. Constituyeuna parte esencial del análisis teórico del enlace químico. Los fenómenos de loca-lización electrónica, deslocalización, densidad de pares, correlación electrónica,agujero de Fermi, etc. En este capítulo, se pretende mostrar como la generali-zación del análisis del agujero de Fermi promediado en dominios conduce a losorbitales naturales adaptativos (NAdOs), que creemos constituyen unas herra-mientas válidas, a la par que eficientes y poderosas, para cambiar la perspectivade la teoría MO por la perspectiva del espacio tridimensional. Permiten realizarun trasvase de los conceptos relacionados con el enlace químico desde de espa-cio de Hilbert al espacio real, y recuperar las mismas imágenes obtenidas en elprimero.El capítulo 5 aborda el método de los dominios de probabilidad máxima(MPDs). Como constituye un método novedoso para redescubrir los fenómenosrelacionados con el enlace, trataremos de dar respuesta a algunas de las cues-tiones básicas acerca del mismo: ¿qué es? ¿en qué se fundamenta? ¿cuáles sonsus características? ¿qué imágenes puede proporcionar? ¿en qué se diferenciade otros métodos? Asimismo, se presentará una introducción al código compu-tacional empleado.Las PARTES III y IV constituyen un compendio de los trabajos científicospublicados o enviados para publicación que son resultado directo del trabajodesarrollado en estos años.La PARTE III consta de tres capítulos, en los que se hace un recorrido sobrelos dominios de probabilidad máxima a través de los artículos científicos publica-dos, comenzando por el estudio analítico de los MPDs, pasando por el análisisMPD en átomos y moléculas sencillas, y llegando al análisis MPD en sólidoscristalinos. En el primero de ellos, On the stability of some analytically solvable
Maximum Probability Domains [39], se analiza la estabilidad de un conjunto deMPDs modelo obtenidos analíticamente, mediante la introducción y utilizacióndel concepto denominado Hessiano de forma o shape Hessian con el que sepuede obtener información acerca de la verdadera naturaleza de las solucionesobtenidas. El capítulo 8 presenta el artículo A view of covalent and ionic bonding
from Maximum Probability Domains [38]. Muestra cómo se comportan los MPDs
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en un conjunto de sistemas moleculares sencillos, caracterizados por presentarenlaces covalentes e iónicos, y analiza las imágenes obtenidas a partir de ellos.Finalmente, en el último trabajo continuamos con la evolución lógica en el estu-dio de los MPDs para realizar un análisis en sistemas periódicos, enfocando elestudio hacia algunos óxidos covalentes e iónicos. Las conclusiones y resultadosobtenidos se resumen en el trabajo Electron Localization Function and Maximum
Probability Domains analysis of semi-ionic oxides crystals, surfaces and surfaces
defects. [43].El estudio teórico del enlace químico mediante los orbitales naturales adap-tativos es parte integrante de la PARTE IV, en la cual se presenta el artículo
One-electron images in real space: Natural adaptive orbitals [52].Para finalizar, la PARTE V contiene las conclusiones generales de la TesisDoctoral, así como un resumen de la misma tanto en lengua inglesa como enlengua francesa.
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2 M É TO D O S M E C A N O C U Á N T I C O S Y D EE S T R U C T U R A E L E C T R Ó N I C A
2.1 MÉTODOS MECANOCUÁNTICOS Y DE ESTRUCTURAELECTRÓNICA

El objetivo fundamental de los métodos mecanocuánticos de estructura elec-trónica es resolver, de la manera más precisa y eficaz, la ecuación fundamentalque gobierna el comportamiento no relativista de los sistemas, la ecuación deSchrödinger:
i h
dΨ

dt
= ĤΨ, (2.1)

donde Ψ es la función de onda que describe el sistema y Ĥ es el operador Hamil-toniano. La mayoría de los problemas químicos se pueden resolver considerandoestados estacionarios (independientes del tiempo) y no relativistas. En estas con-diciones, sea un sistema constituido por N electrones y M núcleos, descrito poruna función de onda Ψ, la ecuación de Schrödinger, en unidades atómicas (ua),viene dada por
ĤΨ(xxx1, . . . ,xxxN;RRR1, . . . ,RRRM) = EΨ(xxx1, . . . ,xxxN;RRR1, . . . ,RRRM), (2.2)donde E es la energía del sistema, xxxi denota conjuntamente las coordenadasespaciales rrri y espinoriales σi del electrón i (xxxi = rrriσi) y RRRα son las coordena-das espaciales del núcleo α. El operador Hamiltoniano Ĥ representa la energíatotal y se define como
Ĥ =−

1

2

N∑
i=1

∇∇∇2i −
1

2

M∑
A=1

1

MA
∇∇∇2A −

N∑
i=1

M∑
A=1

ZA
|rrri −RRRA|

+

N∑
i>j

1

|rrri − rrrj|
+

M∑
A>B

ZAZB
|RRRA −RRRB|

. (2.3)
Los índices i, j y A, B denotan a los electrones y a los núcleos respectivamente, ylos dos primeros términos representan la energía cinética de electrones y núcleos,siendo MA la masa del núcleo A y ∇∇∇2ζ el operador laplaciana del electrón ζ,que en coordenadas cartesianas es de la forma

∇∇∇2ζ =
∂2

∂x2ζ
+
∂2

∂y2ζ
+
∂2

∂z2ζ
. (2.4)
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Los restantes tres términos definen la energía potencial del Hamiltoniano y re-presentan la interacción electrostática entre los núcleos y los electrones, y lasinteracciones repulsivas electrón-electrón y núcleo-núcleo respectivamente.Dentro de la aproximación de Born-Oppenheimer (BO), se considera que loselectrones se mueven en un potencial definido por los núcleos, que se mantie-nen fijos, como consecuencia de la mayor masa de éstos respecto de aquéllos.En estas condiciones, la energía cinética de los núcleos es cero y el potencialnúcleo-núcleo deviene en una constante. El Hamiltoniano del sistema se deno-mina Hamiltoniano electrónico, y queda expresado como

Ĥelec =−
1

2

N∑
i=1

∇∇∇2i −
N∑
i=1

M∑
A=1

ZA
|rrri −RRRA|

+

N∑
i>j

1

|rrri − rrrj|

= T̂ + V̂Ne + V̂ee, (2.5)
donde T̂, V̂Ne y V̂ee son los operadores que representan la energía cinéticade los electrones, el potencial núcleo-electrón y el potencial electrón-electrónrespectivamente.De forma análoga a 2.2, es posible escribir

ĤelecΨelec = EelecΨelec, (2.6)
donde Ψelec representa la función de onda electrónica y Eelec la energía elec-trónica del sistema. Ambas dependen explícitamente de las coordenadas de loselectrones y paramétricamente de las coordenadas nucleares. La energía totaldel sistema es por tanto una suma de la energía electrónica y de la constanteproveniente de la energía de repulsión núcleo-núcleo

Etotal = Eelec + Enuc = Eelec + M∑
A>B

ZAZB
|RRRA −RRRB|

. (2.7)
De ahora en adelante, y dado que la aproximación BO se asumirá a largo detodo el manuscrito, se suprimirá el subíndice “elec”.De acuerdo con la naturaleza de carácter probabilístico de la mecánica cuánti-ca, solo al cuadrado de la función de onda se le puede atribuir una interpretaciónfísica:

|Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)|2dxxx1 . . . dxxxN (2.8)
representa la probabilidad conjunta de que los electrones 1,. . . ,N se encuentrenen un elemento de volumen dxxx1 . . . dxxxN. Una consecuencia de la interpretaciónprobabilística de la función de onda es que la integral de la ecuación 2.8 sobretodas las coordenadas del sistema es igual a 1, por lo que la probabilidad de en-contrar las N partículas en cualquier posición del espacio ha de ser exactamentela unidad. Toda función que cumple esta propiedad se dice normalizada.
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Puesto que los electrones son partículas fermiónicas, la función de onda quedescribe a un sistema constituido de electrones ha de ser antisimétrica ante elintercambio en la coordenadas de las partículas, de tal modo que

P̂Ψ(xxx1, . . . ,xxxN) = (−1)pΨ(xxx1, . . . ,xxxN), (2.9)
donde P̂ es un operador que permuta los índices de las N coordenadas y pes su paridad. El principio de exclusión de Pauli, resultado de la naturalezaantisimétrica para la función de onda de partículas fermiónicas, constituye unode los principios mecanocuánticos más básicos. Las consecuencias que subyacena este principio son enormes y de una naturaleza fundamental.Para la gran mayoría de sistemas, excepto para los casos más simples, comopueden ser el átomo de hidrógeno y sistemas hidrogenoides tales como H+

2 , noes posible encontrar soluciones exactas para la ecuación de Schrödinger inde-pendiente del tiempo (ec. 2.6). El problema que ha de afrontarse es el de muchoscuerpos, por lo que solo es posible encontrar y describir soluciones aproximadas.La obtención de soluciones más precisas y exactas ha sido posible gracias a losenormes avances computacionales en los últimos tiempos. Sin embargo, el tiem-po de cálculo requerido para generar dichas soluciones aún continúa siendo enmuchos casos un cuello de botella computacional. En las siguientes secciones,se mostrarán los fundamentos teóricos básicos de los métodos de estructura elec-trónica más importantes con los que poder obtener aproximaciones a la funciónde onda.
2.1.1 La aproximación de Hartree-Fock

El método de Hartree-Fock [53] es central a la química cuántica pues hajugado un papel importantísimo en elucidar la estructura electrónica de átomos,moléculas y sistemas periódicos. Constituye la aproximación más simple pararesolver la ecuación de Schrödinger. Es, además, el primer paso hacia el diseñode métodos más complejos, en los que la correlación electrónica esté incluidaexplícitamente. La esencia básica de la aproximación es sustituir el complejoproblema de muchos cuerpos por un problema de un solo cuerpo en el que larepulsión interelectrónica se trata de manera promediada.Bajo este escenario, la función de onda electrónica Ψ de un sistemaN-electrónicoviene dada por un producto antisimetrizado de espinorbitales {χi}i=1,N, conocidocomo determinante de Slater
Ψ(xxx1, . . . ,xxxN) =

1√
N!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

χ1(xxx1) χ2(xxx1) . . . χN(xxx1)
χ1(xxx2) χ2(xxx2) . . . χN(xxx2)... ... . . . ...
χ1(xxxN) χ2(xxxN) . . . χN(xxxN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.10)
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MÉTODOS MECANOCUÁNTICOS Y DE ESTRUCTURA ELECTRÓNICA
que se puede expresar de manera más compacta como

Ψ(xxx1, . . . ,xxxN) =
1√
N!

det [χ1(xxx1)χ2(xxx2) . . . χN(xxxN)] , (2.11)
y donde el factor (N!)−1/2 es una constante de normalización.Los espinorbitales son los objetos básicos sobre los que se construye la teoría.Son el producto de una función espacial denominada orbital ψ(rrr) y una funciónde espín, que podrá ser α o β para el caso particular de electrones (α(σ) y
β(σ)):

χαi (xxx) = ψ
α
i (rrr)α(σ),

χ
β
i (xxx) = ψ

β
i (rrr)β(σ). (2.12)La función de onda expresada mediante el determinante de Slater (ec. 2.10)cumple el principio de exclusión de Pauli. La aproximación HF es un métodovariacional en el que la función de onda constituye la mejor aproximación alestado fundamental dada la estructura asumida para Ψ. De acuerdo con el prin-cipio variacional, el valor esperado de la energía obtenido con una función Ψbien comportada siempre constituye un límite superior a la energía del estadofundamental (E0). Así,

EHF = 〈ΨHF|Ĥ|ΨHF〉 > E0, (2.13)donde la igualdad solo se cumpliría en el hipotético caso en el que la funciónde onda ΨHF fuera la función de onda exacta del sistema.Como el Ĥ electrónico de un sistema multielectrónico se puede escribir entérminos de operadores mono y bielectrónicos
Ĥ =

N∑
i

ĥi +

N∑
i

N∑
j>i

υ̂ij, (2.14)
donde ĥi = ĥ(xxxi) es el operador monoelectrónico,

ĥi = −
1

2
∇∇∇2i −

M∑
A

ZA
|rrri −RRRA|

, (2.15)
y υ̂ij = υ(|rrri − rrrj|) es la interacción electrón-electrón

υ̂ij =
1

|rrri − rrrj|
, (2.16)

para evaluar el valor esperado de la energía correspondiente al Hamiltonianoserá necesario obtener los términos mono y bielectrónicos que surgen de ĥi y
υ̂ij. La energía HF es, por lo tanto,

EHF = 〈ΨHF|Ĥ|ΨHF〉 = N∑
i

hi +

N∑
i

N∑
j>i

(Jij −Kij). (2.17)
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2.1 MÉTODOS MECANOCUÁNTICOS Y DE ESTRUCTURA ELECTRÓNICA
El elemento de matriz hi es el promedio de la energía cinética y potencialcomo consecuencia de la atracción electrostática entre los núcleos y el electróndescrito por el espinorbital χi, y viene dado por la integral monoelectrónica

hi = 〈χi|ĥ|χi〉 =
∫
χ∗i (xxx1)

[
−1

2
∇∇∇2i −

M∑
A

ZA
|rrri −RRRA|

]
χi(xxx1)dxxx1. (2.18)

El elemento de matriz Jij, denominado integral de Coulomb, es la energía poten-cial que provoca la repulsión electrostática entre dos electrones, con funcionesdensidad χ∗i (xxx1)χi(xxx1) y χ∗j (xxx2)χj(xxx2). Se expresa mediante la integral bielec-trónica
Jij = 〈χiχj|χiχj〉

=

∫ ∫
χ∗i (xxx1)χ

∗
j (xxx2)

1

|rrr1 − rrr2|
χi(xxx1)χj(xxx2)dxxx1dxxx2. (2.19)

Por último, el elemento de matriz Kij, denominado integral de intercambio, sedefine mediante otra integral bielectrónica tal que
Kij = 〈χiχj|χjχi〉

=

∫ ∫
χ∗i (xxx1)χ

∗
j (xxx2)

1

|rrr1 − rrr2|
χj(xxx1)χi(xxx2)dxxx1dxxx2, (2.20)

que es cero a menos que los espinorbitales χi y χj tengan el mismo espín.
Las ecuaciones de Hartree-FockLa minimización de la energía EHF, sujeta a la condición de que el conjunto deespinorbitales sea ortonormal, 〈χi|χj〉 = δij, conduce a las ecuaciones Hartree-Fock expresadas en su forma integro-diferencial como


ĥ(xxx1) +

N∑
i6=j

Ĵj(xxx1) −

N∑
i6=j

K̂j(xxx1)


χi(xxx1) = εiχi(xxx1), (2.21)

donde εi es la energía orbital del espinorbital χi y ĥ ya está previamentedefinido (ec. 2.15). En segundo lugar, Ĵj es un operador local, se define comoel operador de Coulomb y representa el potencial promedio sobre un electróndescrito por χi
Ĵj(xxx1)χi(xxx1) =

[∫
χ∗j (xxx2)

1

|rrr1 − rrr2|
χj(xxx2)dxxx2

]
χi(xxx1). (2.22)

Finalmente, K̂j, conocido como operador de intercambio, es un operador no localque es consecuencia de la naturaleza antisimétrica del determinante de Slater.No tiene un análogo clásico como el operador de Coulomb y representa el efecto
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que produce el intercambio de dos electrones cualesquiera al actuar sobre unespinorbital,

K̂j(xxx1)χi(xxx1) =

[∫
χ∗j (xxx2)

1

|rrr1 − rrr2|
χi(xxx2)dxxx1

]
χj(xxx1). (2.23)

El conjunto de términos entre corchetes en la expresión 2.21 es un operadormonoelectrónico que se conoce como operador de Fock, f̂.Analizando las ecuaciones 2.22 y 2.23 es fácil mostrar que
[
Ĵj(xxx1) − K̂j(xxx1)

]
χj(xxx1) = 0, (2.24)

por lo que el operador f̂ se puede expresar como
f̂(xxx1) = ĥ(xxx1) +

N∑
j

Ĵj(xxx1) − K̂j(xxx1). (2.25)
Como se puede apreciar, se trata de una suma de dos operadores monoelectró-nicos: el operador hamiltoniano monoelectrónico ĥ(xxx1) y el operador potencialconocido como operador de Hartree-Fock ϑHF(xxx1),

ϑHF(xxx1) = N∑
j

Ĵj(xxx1) − K̂j(xxx1), (2.26)
por lo que

f̂(xxx1) = ĥ(xxx1) + ϑ
HF(xxx1). (2.27)

Las ecuaciones Hartree-Fock dadas en 2.21, empleando la notación de Dirac,se expresan como
f̂|χi〉 = εi|χi〉. (2.28)

Esta expresión es una ecuación de pseudovalores propios donde el conjunto delos {εi} representa los valores propios y el conjunto de los espinorbitales {χi} susfunciones propias (los orbitales Hartree-Fock canónicos). Bajo esta aproximación,se puede apreciar como el método HF es un modelo de partículas independientesen el sentido de que cada espinorbital es una función propia de un operadormonoelectrónico, f̂. Las interacciones entre los electrones se describen de unamanera promediada. Es decir, cada electrón no interacciona de manera individualcon el campo generado por los restantes N − 1 electrones sino con el campopromedio proporcionado por los operadores de Coulomb e intercambio.Las ecuaciones HF se han de resolver a través de un proceso iterativo que seconoce como el método del campo autoconsistente (self-consistent field, SCF),puesto que el operador de Fock depende de sus funciones propias (los espinor-bitales) y son éstas, a su vez, las soluciones del problema.
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Hartree-Fock restringido y no restringidoDado que el Hamiltoniano electrónico (no relativista) no contiene las coorde-nadas espinoriales, conmuta con los operadores de espín Ŝ2 y Ŝz

[
Ĥ, Ŝ2

]
= 0

[
Ĥ, Ŝz

]
= 0, (2.29)

por lo que las funciones propias del Hamiltoniano deben ser a su vez funcionespropias de los operadores de espín:
Ŝ2|Φ〉 = S(S+ 1)|Φ〉, (2.30a)
Ŝz|Φ〉 =MS|Φ〉. (2.30b)

Un determinante de Slater construido a partir de Nα orbitales con espín α y
Nβ orbitales con espín β será una autofunción del operador Ŝz con valor propio
MS = 1/2(Nα −Nβ). El requisito expresado en 2.30b se cumple para todafunción de onda representada por un determinante de Slater mientras que casinunca se satisface para 2.30a.Si los espinorbitales que describen a los electrones α y β no comparten lamisma función espacial, el método HF se denomina Hartree-Fock no restringido(unrestricted Hartree-Fock, UHF). En este caso, las ecuaciones HF toman laforma

f̂αψαi (rrr) = ε
α
i ψ

α
i (rrr), (2.31)

donde
f̂α = ĥ+

N∑
j

Ĵj −

Nα∑
j

K̂αj . (2.32)
Resulta necesario realizar la distinción acerca de si el operador actúa sobre elorbital α o β (el operador K̂αj solo opera sobre los Nα electrones de espín α).Lógicamente, existe una expresión semejante para la parte β.En el caso particular de que los espinorbitales dispongan de la misma funciónespacial se tiene que

χαi (xxx) = ψi(rrr)α(σ),

χ
β
i (xxx) = ψi(rrr)β(σ), (2.33)

y
f̂ψi(rrr) = εiψi(rrr) (2.34)

donde
f̂ = ĥ+

N/2∑
j

(
2Ĵj − K̂j

)
. (2.35)
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En este caso, el determinante es una función propia de los operadores Ŝ2 y Ŝz,(para sistemas de capa cerrada) y el procedimiento se conoce como Hartree-Fockrestringido (restricted Hartree-Fock, RHF). Resulta más sencillo de resolver queel caso UHF dado que los orbitales α y β tienen la misma función espacial ypor lo tanto, el operador de Fock será idéntico en ambos casos.Asimismo, se puede aplicar el método RHF a sistemas de capa abierta y ad-quiere el nombre de Hartree-Fock restringido de capa abierta (restricted open
shell Hartree-Fock, ROHF). En él, se emplean orbitales moleculares doblementeocupados para los electrones apareados y orbitales monoocupados para los elec-trones no emparejados. Al contrario que para la aproximación UHF, la funciónde onda ROHF es una función propia del operador Ŝ2 (no posee contaminaciónde espín).
Solución para las ecuaciones RHFEn principio, existe un número infinito de soluciones para la ecuación 2.28.En la práctica, la solución de la ecuación de Hartree-Fock se realiza median-te la introducción de un conjunto de funciones de base espaciales conocidas,lo que conduce a la denominadas ecuaciones de Roothaan, que convierten lasecuaciones de Hartree-Fock integro-diferenciales en un conjunto de ecuacionesalgebraicas que se pueden resolver con las técnicas matriciales convencionales.De este modo, los orbitales moleculares (molecular orbitals, MO) {ψi} se ex-panden, generalmente aunque no de manera exclusiva, mediante una combinaciónlineal de orbitales atómicos (linear combination of atomic orbitals, LCAO) {φλ}que constituye el conjunto de funciones de base conocidas de dimensión Nbasis,

ψi =

Nbasis∑
λ

Cλiφλ (2.36)
Dentro del esquema proporcionado por LCAO, el cálculo de los orbitales mole-culares Hartree-Fock consiste en minimizar la energía con respecto a los coefi-cientes Cλi, que especifican los MOs. Así pues, utilizando la ecuación 2.36 enla ecuación 2.34, multiplicando por φ∗µ e integrando se tiene

Nbasis∑
λ

Cλi

∫
drrr1φ

∗
µ(rrr1)f̂(rrr1)φλ(rrr1)

= εi

Nbasis∑
λ

Cλi

∫
drrr1φ

∗
µ(rrr1)φλ(rrr1), (2.37)

que de forma más compacta se escribe como
Nbasis∑
λ

Cλi〈φµ|f̂|φλ〉 = εi
Nbasis∑
λ

〈φµ|φλ〉. (2.38)
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Si se introducen las matrices de solapamiento SSS cuyos elementos son

Sµλ = 〈φµ|φλ〉, (2.39)y la matriz de Fock FFF con elementos
Fµλ = 〈φµ|f̂|φλ〉 (2.40)la ecuación 2.38 adquiere la siguiente forma (ecuaciones de Roothaan),
FFFCCC = SSSCCCεεε. (2.41)En la expresión anterior, εεε representa la matriz diagonal que contiene las ener-gías orbitales εij = εiδij y CCC es la matriz de coeficientes de la expasión LCAO.Los elementos Fµλ de la matriz de Fock se pueden expresar como
Fµλ = Hcoreµλ +

∑
νσ

Pνσ [2(φµφλ|φσφν) − (φµφν|φσφλ)] , (2.42)
donde se ha introducido la matriz densidad

Pνσ =

N/2∑
i

CµiCλi (2.43)
y Hcoreµλ representa la integral

Hcoreµλ = 〈φµ|ĥ|φλ〉. (2.44)La expresión final para la matriz de Fock indicada en 2.42 contiene un partemonoelectrónica HHHcore, que es constante dada una base, un término constituidopor la matriz densidad PPP y un conjunto de integrales bielectrónicas,
(φµφλ|φµφσ) =

∫
drrr1drrr2φ

∗
µ(rrr1)φλ(rrr1)

1

|rrr1 − rrr2|
φ∗µ(rrr2)φσ(rrr2) (2.45)

Dado que la matriz de Fock, FFF, depende de la matriz densidad, PPP, que depende asu vez de la matriz de coeficientes, CCC, para resolver las ecuaciones de Roothaanse requiere de un procedimiento SCF. Asimismo, es habitual que el conjuntode funciones de base no sea ortonormal, por lo que es preciso llevar a cabo unproceso de ortogonalización de la base mediante un conjunto de transformacionesunitarias, que den lugar a que las ecuaciones de Roothaan se puedan expresara través del clásico problema de autovalores de forma matricial.Es importante destacar que el número de soluciones encontradas no es igualal número N de electrones sino al número de funciones de base empleadas,
Nbasis. En la inmensa mayoría de los casos Nbasis � N, por lo que es nece-sario escoger un subconjunto de soluciones para las ecuaciones Hartree-Fock.Normalmente, se construye el estado fundamental mediante la ocupación de losorbitales más bajos en energía con el conjunto de los N electrones, obviando elresto de orbitales (principio de Aufbau). El conjunto de orbitales utilizados paradefinir el estado de referencia se conoce como el de orbitales ocupados, mientrasque el resto constituye los orbitales virtuales, que se emplean normalmente parala construcción de funciones de onda para estados excitados o con correlación.
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2.1.2 Métodos post-Hartree-Fock

El movimiento de los electrones depende de la posición instantánea del resto y,en promedio, están más alejados que los descritos por la función de onda HF. Enla aproximación HF, la probabilidad de que dos electrones con espines paralelosse encuentren en el mismo punto del espacio es cero, por lo que su movimientoestá correlacionado. Sin embargo, no lo está en el caso de electrones con espinesopuestos. Generalmente, la energía de correlación Ecorr se define como
Ecorr = Eexacta − EHF (2.46)donde Eexacta es la energía exacta no relativista del estado fundamental delsistema y EHF es la energía Hartree-Fock. Aunque la correlación electrónica nosupone una gran cantidad de energía es esencial para describir correctamentela estructura electrónica de los sistemas, por lo que su incorporación es de vitalimportancia.

Correlación dinámicaLa correlación dinámica está provocada por el movimiento correlacionado delos electrones con espines opuestos, no descrito correctamente dentro del forma-lismo HF. Tiene su origen en el término de repulsión coulombiana a través de
1/rij ≡ 1/|rrri−rrrj| del operador Hamiltoniano. Su contribución al formalismo HF noestá descrito como consecuencia de la sustitución del término interelectrónicopor un campo promedio. Desde un punto de vista matemático, la función de ondaexacta de un sistema, además de cumplir la condición de continuidad en todo elespacio de configuración, ha de satisfacer las condiciones de cúspide sobre lassingularidades coulombianas:

lı́m
rrriα→0

(
∂Ψ

∂rrriα

)
= −ZαΨ(rrri = 0),

lı́m
rrrij→0

(
∂Ψ

∂rrrij

)
=
1

2
Ψ(rrrij = 0), (2.47)

donde se asume que se ha promediado en todas las direcciones. La primera ex-presión se refiere al potencial nuclear, siendo rrriα la distancia del electron ial núcleo α con carga atómica Zα. La segunda correponde a un par de elec-trones y está relacionada directamente con el concepto de hueco de Coulomb.Las funciones de onda HF satisfacen la primera de ellas pero no la segunda,que está asociada a la correlación. El término interelectrónico genera alrede-dor de cualquier electrón una región en la cual la probabilidad de encontrarsimultáneamente otro electrón en sus cercanías es nula.
Correlación estáticaLa correlación estática (no dinámica), también conocida como de largo rango,proviene de aquellas configuraciones energéticamente bajas que pueden interac-
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tuar fuertemente con la configuración del estado fundamental Hartree-Fock. Suorigen es la naturaleza inherentemente monodeterminantal del método que resul-ta inadecuado para describir sistemas en los que existen varias configuracionespróximas en energía. Este tipo de correlación se puede tratar con las técnicasSCF multiconfiguracionales. La incorrecta descripción de la disociación de molé-culas a nivel HF se puede corregir mediante el empleo de más configuraciones(determinantes) con energías cercanas a la del estado fundamental. Debido aello, se dice que este error es consecuencia de los efectos provocados por lacuasidegenración de estados. Estos efectos son, a su vez, importantes en estadosexcitados y metales de transición.
Método de Interacción de ConfiguracionesEl método de Interacción de Configuraciones, conceptualmente sencillo perono computacionalmente, constituye un posible paso posterior al método HF conel que mejorar la descripción de la estructura electrónica. La idea básica delmétodo consiste en diagonalizar el Hamiltoniano N-electrónico en la base delos posibles determinantes de Slater, dada una base determinada de funciones,que constituyen la expansión de la función de onda. Así, sea una función de ondaconstituida por un conjunto K de determinantes de Slater, {ψ}, construidos sobreuna base, generalmente ortonormal, de M espinorbitales, {χ},

ΨCI = K∑
r

Crψr, (2.48)
ψr =

1√
N!

det [χr1(xxx1)χ
r
2(xxx2) . . . χ

r
M(xxxN)] , (2.49)

donde χr1,χr2, . . . ,χrN es el subconjunto de los N < M espinorbitales empleadospara construir el determinante ψr, y los coeficientes Cr se obtienen variacional-mente minimizando la energía total, E = 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉.Los diversos determinantes de Slater se pueden clasificar atendiendo a sudiferente constitución relativa respecto a la configuración Hartree-Fock. Por lotanto, la expansión de la función de onda mediante las distintas clases de deter-minantes se puede escribir como
ΨCI = K∑

r

Crψr = C0ψ0 +
∑
ia

Cai ψ
a
i +
∑
a>b
i>j

Cabij ψ
ab
ij

+
∑

a>b>c
i>j>k

cabcijk ψ
abc
ijk + . . . , (2.50)

donde i, j, k, . . . son los índices de los espinorbitales ocupados en ψ mientras que
a,b, c, . . . son los índices que representan a los espinorbitales virtuales, y ψ0 esla configuración HF. Así pues, ψai ,ψabij ,ψabcijk , . . . son los deteterminantes mono,
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bi, tri, . . . , excitados en los que los espinorbitales ocupados en ψ se ha sustituidopor espinorbitales virtuales. Por ejemplo, ψabij denota una configuración dondedos electrones ha sido excitados desde los MOs i, j hasta los MOs a, b.Cuando todas las posibles combinaciones independientes de determinantes seincluyen en la expansión de Ψ, el método se conoce como full-CI. La función CIresulta la mejor aproximación posible, en un sentido variacional, a la Ψ exactadentro de la base considerada. Si el conjunto de funciones de base es comple-to, tiende a infinito, la expasión CI de la función de onda es exacta. En estascondiciones, el valor esperado de la energía resulta ser

Eexacta = 〈Ψexacta|Ĥ|Ψexacta〉, (2.51)
que es la que aparece en la ecuación 2.46.El cómputo de funciones de onda full-CI es muy costoso computacionalmen-te, por lo que su aplicabilidad solo se circunscribe a sistemas relativamentepequeños. Normalmente, no se incluyen todos los determinantes posibles, consi-derándose solo aquellos en los que las excitaciones de los electrones se truncanhasta un orden determinado, dando lugar a una jerarquía de aproximaciones. Deeste modo, CIS (Configuration Interaction with Single excitations), incluye todaslas posibles monoexcitaciones, CISD (Configuration Interaction with Single and
Double excitations), incluye todas las mono y biexcitaciones posibles, CISDTimplica mono, bi y triexcitaciones, etc. La aproximación CISD constituye el ni-vel de aproximación más habitual, pues son las mono y biexcitaciones las másimportantes a la hora de disminuir la energía del estado fundamental.El truncamiento de las excitaciones hasta un orden determinado implica unalimitación en la descripción de Ψ, que genera que los métodos CI truncadosno sean ni size-consistent ni size-extensive. La primera característica refleja elhecho que la energía de dos sistemas a separación infinita es la suma de laenergía de cada sistema por separado. La segunda característica indica que laenergía de un sistema ha de comportarse (ha de aumentar) linealmente con elnúmero de subsistemas independientes. El efecto más notorio que la falta deestas características produce es que la precisión del método se verá degradadaa medida que el tamaño del sistema aumente (al contrario de lo que ocurre conHF y full-CI, que poseen la característica size-extensive).
LA MATRIZ CI La energía CI se obtiene mediante la diagonalización de la matrizdel Hamiltoniano electrónico en la base de los determinantes de Slater. Paramostrar la expresión para la matriz CI, se toma la función de onda ΨCI, expresadade acuerdo con la ecuación 2.50. Para una mayor comodidad de escritura, elconjunto de las monoexcitaciones se representa como |S〉, |D〉 es el conjunto delas biexcitaciones, |T〉 las triexcitaciones, etc. El teorema de Brillouin y las reglasde Slater simplifican la estructura de la matriz CI.
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Teorema de Brillouin: Los determinantes correspondientes a las monoex-citaciones no interactúan directamente con el determinante Hartree-Fockde referencia.

Así pues, todos los términos 〈ψ0|Ĥ|S〉 cancelan. Las reglas de Slater provocanque todos los elementos de matriz correspondientes a dos determinantes quedifieren en más de dos espinorbitales (i.e. 〈ψ0|Ĥ|T〉, 〈S|Ĥ|Q〉, . . . ) también can-celen. De este modo, la matriz CI tiene la siguiente estructura de bloque:



〈ψ0|Ĥ|ψ0〉 0 〈ψ0|Ĥ|D〉 0 0 · · ·
0 〈S|Ĥ|S〉 〈S|Ĥ|D〉 〈S|Ĥ|T〉 0 · · ·

〈D|Ĥ|ψ0〉 〈D|Ĥ|S〉 〈D|Ĥ|D〉 〈D|Ĥ|T〉 〈D|Ĥ|Q〉 · · ·... ... ... ... ... . . .

 (2.52)

ENERGÍA DE CORRELACIÓN EN EL MÉTODO CI La energía de correlación, de-finida en 2.46, se puede recuperar a partir del estado fundamental a nivel full-CIdel sistema molecular. Si se toma la función de onda expresada mediante laecuación 2.50, y se establece una condición de normalización intermedia,
〈ΨCI|ψ0〉 = 1, (2.53)

cuanto mayor sea la contribución de la configuración Hartree-Fock (ψ0) a lafunción de onda global ΨCI, más exacta será la aproximación realizada. Delmismo modo, la energía del estado fundamental ECI es
Ĥ|ΨCI〉 = ECI|ΨCI〉. (2.54)

Mediante la aplicación de la definición para la energía de correlación dada en2.46, y multiplicando a ambos lado de la ecuación por 〈ψ0|, se tiene
〈Φ0|Ĥ− EHF|Φ0〉 = 〈Φ0|ECI − EHF|Φ0〉 = Ecorr, (2.55)

donde se ha hecho uso de la condición de normalización intermedia. Combinandolas reglas de Slater y el teorema de Brillouin, Ecorr es de la forma
Ecorr = ∑

i<j
a<b

Cabij 〈ψ0|Ĥ|ψabij 〉. (2.56)
La energía de correlación se determina únicamente a través de las dobles ex-citaciones. Las monoexcitaciones solo contribuyen indirectamente mediante suacoplamiento a dobles. Aunque las excitaciones de tercer, cuarto y orden supe-rior están también acopladas, el peso que representan en la expansión CI de lafunción de onda es menor. Como consecuencia de ello, el método CISD es el quese emplea rutinariamente.

39
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Método Coupled ClusterEl método Coupled Cluster (CC) aborda el problema de la correlación electró-nica introduciendo el concepto de operador de onda, Υ̂, que transforma la funciónde onda de referencia, Φ0, en la función de onda exacta del sistema,

Ψ = Υ̂Φ0, (2.57)
La definición de dicho operador es flexible y depende del tipo de expansiónutilizada para definir la función de referencia. De acuerdo con la expansiónproporcionada por CI, la función de onda exacta se escribe como

Ψ =
(
1̂+ Ĉ1 + Ĉ2 + . . .

)
Φ0, (2.58)

donde el operador de onda Υ̂ se define como Υ̂ = Ĉ1 + Ĉ2 + . . . , siendo los Ĉilos operadores que generan las mono, bi, tri, . . . , excitaciones, que se puedenexpresar de la siguiente forma
Ĉ1 =

∑
i,a

Cai â
†
aâi,

Ĉ2 =
∑
i<j
a<b

Cabij â
†
aâ
†
bâjâi,

Ĉ3 =
∑
i<j<k
a<b<c

Cabcijk â
†
aâ
†
bt̂
†
câkâjâi, (2.59)

con
Ĉ1Φ0 =

∑
i,a

Cai Φ
a
i ,

Ĉ2Φ0 =
∑
i<j
a<b

Cabij Φ
ab
ij ,

Ĉ3Φ0 =
∑
i<j<k
a<b<c

Cabcijk Φ
abc
ijk . (2.60)

Los Cai ,Cabij ,Cabcijk . . . son los coeficientes de la expansión lineal CI. Se ha hechouso, además, del formalismo de la segunda cuantización, representando â† y âlos operadores de creación y aniquilación respectivamente.Dentro del formalismo CC, ΨCC se representa mediante la formulación expo-nencial para el operador de onda,
ΨCC = eT̂Φ0, (2.61)
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2.1 MÉTODOS MECANOCUÁNTICOS Y DE ESTRUCTURA ELECTRÓNICA
donde Υ̂ = eT̂ , siendo T̂ el denominado operador de cluster, que se puedeexpandir como una suma de operadores de cluster para cada grado de excitación:

T̂ = T̂1 + T̂2 + T̂3 + · · · (2.62)
Los operadores asociados a cada grado de excitación, empleando a su vez elformalismo de la segunda cuantización, se expresan como

T̂1 =
∑
i,j

Tai â
†
a âi,

T̂2 =
∑
i<j
a<b

Tabij â
†
aâ
†
bâjâi,

T̂3 =
∑
i<j<k
a<b<c

Tabcijk â
†
aâ
†
bâ
†
c âkâjâi. (2.63)

Los Tai , Tabij , Tabcijk . . . son las denominadas amplitudes de cluster. Si el operadorde onda exponencial se expresa mediante una expansión en serie de potenciasde Taylor se tiene
Υ̂ = eT̂ = 1̂+ T̂ +

1

2!
T̂2 +

1

3!
T̂3 + · · ·

= 1̂+ T̂1 +

(
T̂2 +

1

2!
T̂21

)
+

(
T̂3 + T̂1T̂2 +

1

3!
T̂31

)
+ · · · (2.64)

Si se incluyen todos los niveles de excitación hasta orden N, la función de onda
ΨCC es equivalente a la función de onda full-CI. En la práctica, sin embargo,las excitaciones incluidas se truncan a un determinado orden, de una formaequivalente a como se hacía en el método CI. En el caso particular de solo dosoperadores T̂1 y T̂2, la expansión exponencial de la función de onda CC vienedada por

|ΨCCSD〉 =
[
1̂+ T̂1 +

(
T̂2 +

1

2!
T̂21

)]
|Φ0〉, (2.65)

que representa el modelo CCSD (Coupled Cluster Singles and Doubles) e in-cluye no solo las excitaciones de primer y segundo orden, sino excitaciones deorden superior que se denominan componentes de cluster desconectados. Susamplitudes son los productos de los coeficientes de las mono y biexcitaciones.Mediante la expresión para el operador exponencial, todos los componentes decluster desconectados se recuperan a través del conjunto truncado de compo-nentes conectados. Así pues, a diferencia del método CISD, el método CCSD es
size-consistent gracias a la inclusión de los componentes de cluster desconecta-dos.
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MÉTODOS MECANOCUÁNTICOS Y DE ESTRUCTURA ELECTRÓNICA
A través de la inclusión de diferentes niveles de excitación se obtienen losdistintos grados de teoría en el método. De este modo, el empleo de T̂ = T̂1 +

T̂2+ T̂3 da lugar al model CCSDT en el que se incluyen explícitamente, ademásde las mono y doble excitaciones, las triples.La naturaleza no lineal de la función de onda ΨCC provoca que el número deamplitudes asociados a los términos de cluster desconectados crezca exponen-cialmente con el nivel de excitaciones incluida. Asimismo, y como también sucedeen los métodos CI, la necesidad de disponer de una función de onda de referen-cia provoca que, incluso con el método monoreferencial CCSD(T) (en el que seañaden las triples excitaciones perturbativamente), no sea posible obtener resul-tados de precisión para aquellos sistemas en los cuales su estado fundamentalesté descrito por un carácter multirreferencial.
Métodos multiconfiguracionales SCFLa función de onda monodeterminantal de Hartree-Fock empleada en los mé-todos monoreferenciales no proporciona una correcta descripción de los sistemasen la inmensa mayoría de los casos, particularmente en aquellos en los que exis-ten estados degenerados próximos en energía al estado fundamental. En RHF, larestricción asociada a la presencia de dos electrones en cada orbital espacial esresponsable de la falta de flexibilidad para tratar correctamente la correlaciónestática. En UHF, se ignora la simetría de espín de la función de onda proporcio-nando una correcta descripción de la disociación de moléculas diatómicas. Sinembargo, el comportamiento mostrado en la región intermedia durante el procesode ruptura del enlace es, generalmente, incorrecto, y la función de onda se veafectada por el fenómeno conocido como contaminación de espín.Por otro lado, en el método CI, la construcción de determinantes que dan lugara distintas configuraciones se lleva a cabo mediante el empleo de los orbitalesHartree-Fock canónicos. Puesto que los orbitales virtuales no contribuyen a laenergía HF tampoco son optimizados durante el proceso SCF.La inclusión en la función de onda de más determinantes de referencia, en losque tanto sus coeficientes como los orbitales moleculares que los caracterizanse optimicen simultáneamente, ofrece un escenario en el que tratar adecuada-mente los sistemas con estados degenerados y cuasi degenerados. Esta es lafilosofía subyaciente al método del campo autoconsistente multiconfiguracional(Multi-Configuration Self-Consistent Field, MCSCF) [54]. En esta aproximaciónla función de onda se expande en términos de un conjunto de determinantes {ψ},

|ΨMC〉 =∑
i

Ci|ψi〉. (2.66)
El método se puede entender como CI pero en el que los coeficientes Ci ylos orbitales moleculares constituyentes de los determinantes ψi se optimizansimultáneamente bajo el paraguas del principio variacional. Este procedimiento
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de optimización simultánea tiene un costo computacional elevado, por lo que elnúmero de configuraciones que es posible añadir está limitado. La inclusión demás o menos configuraciones depende de la química del problema a tratar.De entre el conjunto de métodos configuracionales existentes, el método Com-
plete Active Space SCF, CASSCF) y el método Restricted Active Space SCF,RASSCF) destacan por encima del resto. En el método CAS [55], el espacioorbital se particiona en un conjunto de bloques dictados por la simetría: el es-pacio inactivo, el espacio activo y el espacio virtual. Los orbitales inactivos semantienen doblemente ocupados en todas las configuraciones de la función deonda MCSCF. Los orbitales virtuales permanecen inocupados en todas las con-figuraciones. Finalmente, el espacio activo, CAS(µ,ν), contiene un número ν deelectrones que se distribuyen en un conjunto µ de orbitales activos de todas lasformas posibles, bajo la restricción dictada por la simetría del espín. En estesentido, el método CASSCF es equivalente al método full-CI dentro del espacioactivo.El modelo RAS [56] constituye una extensión del modelo CAS. Los espaciosinactivo y virtual tienen las mismas propiedades que en la función de onda CAS,pero el espacio activo se divide en tres subconjuntos: RAS1, RAS2 y RAS3. Lossubconjuntos del espacio RAS1 y RAS3 proporcionan un grupo de orbitales en losque el número de agujeros y electrones creados está acotado a un valor máximo.El espacio RAS2 es similar al espacio activo en el modelo CAS en el que estánincluidas todas las posibles configuraciones que provienen de la distribución delos electrones activos en los orbitales RAS2.
2.1.3 Teoría del Funcional de la Densidad

Los métodos de estructura electrónica introducidos en las secciones previas,englobados bajo el paraguas de métodos ab initio, están fundamentados en laobtención de la función de onda que describe el sistema, y cómo a partir de ella,se obtienen todas las propiedades características. La teoría del funcional dela densidad (Density Functional Theory, DFT) representa una alternativa a losmétodos ab initio convencionales puesto que en lugar de ofrecer una descripciónexplícita de los electrones a través de la función de onda, focaliza el estudiodel sistema sobre un objeto más simple, la densidad electrónica, que se puederepresentar en tres dimensiones y puede ser interpretada desde un punto devista clásico.Dentro del formalismo DFT, la energía del estado fundamental de un sistemamultielectrónico se puede expresar a través de la densidad electrónica. En princi-pio, cualquier propiedad del sistema se puede obtener a partir de dicha variablebásica. El principal inconveniente radica en el hecho de que no se conoce concerteza la relación funcional entre dicha densidad y la energía del sistema.
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La densidad electrónicaLa interpretación probabilística que la mecánica cuántica ofrece sobre la fun-ción de onda conduce directamente al objeto básico de la DFT: la densidad elec-trónica, ρ(rrr). Se expresa mediante la integral múltiple sobre las coordenadas deespín de todos los electrones y sobre todas las variables espaciales excepto una,

ρ(rrr) = N

∫
· · ·
∫
|Ψ(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN)|2dσ1dxxx2 . . . dxxxN. (2.67)

ρ(rrr) determina la probabilidad de encontrar uno de los N electrones dentrodel elemento de volumen drrr1 con un espín dado mientras el resto N − 1 deelectrones tienen posiciones y espines arbitrarios en el espacio representadopor Ψ. Estrictamente, ρ(rrr), es una densidad de probabilidad, pero denominarladensidad electrónica es una práctica común.Matemáticamente es una función muy simple. Siempre es positiva, se anulaen el infinito, y su integración sobre todo el espacio proporciona el número totalde electrones del sistema, N,
ρ(rrr→∞) = 0,∫

ρ(rrr)drrr = N. (2.68)
La densidad electrónica es un observable por lo que se puede determinar ex-perimentalmente (por ejemplo, mediante difracción de rayos X). Una propiedadimportante de la densidad es la presencia de máximos locales alrededor de losnúcleos como consecuencia de la interacción de éstos (cargas positivas) con loselectrones (cargas negativas). En las posiciones de los máximos locales (no di-ferenciables) se genera una discontinuidad que provoca condiciones de cúspide,debido la singularidad que se produce en el término −ZA/rrriA a medida que
rrriA → 0. Las propiedades de la cúspide (ya comentadas en la sección 2.1.2)están íntimamente relacionadas con la carga nuclear Z del núcleo, existiendouna correlación entre la intensidad del máximo local de la densidad y el tipo deátomo en particular que lo provoca.
FuncionalUn funcional F → F[f] define como obtener un número F[f] a partir de lafunción f en todo su conjunto. Tomemos, por ejemplo, el número de electrones
N de un sistema, que depende de la densidad electrónica que es una funciónde la posición. Consecuentemente, existe un funcional que relaciona la densidadelectrónica de cada sistema con el número de electrones correspondiente. Eneste caso, el funcional es muy simple pues se trata de la integración de la propiadensidad sobre todo el espacio.Dentro del formalismo DFT, la idea básica es expresar una parte de la energíaelectrónica como un funcional de la densidad. El formalismo está fundamentado
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sobre una teoría exacta aunque, en la práctica, se requiere del uso de aproxima-ciones para su implementación.
Teoría y fundamentosLa teoría del funcional de la densidad fue formulada por Pierre Hohenbergy Walter Kohn en 1964 [57]. Los autores demostraron que la energía del esta-do fundamental, E0, se puede expresar mediante un funcional, F, que dependeúnicamente de la densidad electrónica de dicho estado, ρ0, E0 = F [ρ0]El verdadero cambio de paradigma que el formalismo DFT ofrece radica enel hecho que es la densidad, y no la función de onda, la que se encuentra enel centro de la teoría. El procedimiento habitual en mecánica cuántica consisteen optimizar una función de onda más o menos complicada. La teoría DFT abrela posibilidad de encontrar la expresión directa de la energía del estado fun-damental en función de la densidad electrónica. Para ello, solo es necesario elconocimiento de la posición y carga de los núcleos, y un proceso de optimizaciónde la densidad. Mediante el empleo de la DFT, el problema de la interacción demuchos cuerpos se reduce a un problema de una partícula.El formalismo DFT descansa sobre los teoremas de Hohenberg y Kohn, acopla-do al de la búsqueda de expresiones aproximadas, pero eficientes, del funcionaldesconocido.
PRIMER TEOREMA En su artículo fundacional, Hohenberg y Kohn establecen:

“the external potential Vext(rrr) is (to within a constant) a unique functional
of ρ(rrr); since, in turn Vext(rrr) fixes Ĥ we see that the full many particle
ground state is a unique functional of ρ(rrr)”.

La demostración es simple y comienza por darse cuenta que el potencial externoestá determinado, excepto por una constante aditiva, por la densidad ρ(rrr). Lademostración se lleva a cabo por reductio ad absurdum. Para ello, supongamosun estado fundamental no degenerado cuya densidad ρ(rrr) se conoce. Asumamostambién que dicha densidad electrónica se puede obtener mediante dos poten-ciales externos diferentes, V1(rrr) y V2(rrr), junto con dos Hamiltonianos diferentes,
Ĥ1 y Ĥ2, que pertenecen a dos funciones de onda distintas, Ψ1 y Ψ2, y cuyascorrespondientes energías de sus estados fundamentales son E1 = 〈Ψ1|Ĥ1|Ψ1〉y E2 = 〈Ψ2|Ĥ2|Ψ2〉. De acuerdo con el principio variacional tenemos

E1 < 〈Ψ2|Ĥ1|Ψ2〉 = 〈Ψ2|Ĥ2|Ψ2〉+ 〈Ψ2|Ĥ2 − Ĥ1|Ψ2〉

= E2 +

∫
ρ(rrr) [V1(rrr) −V2(rrr)]drrr, (2.69)

E2 < 〈Ψ1|Ĥ2|Ψ1〉 = 〈Ψ1|Ĥ1|Ψ1〉+ 〈Ψ1|Ĥ2 − Ĥ1|Ψ1〉

= E1 +

∫
ρ(rrr) [V2(rrr) −V1(rrr)]drrr. (2.70)
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Sumando ambas ecuaciones se llega a la siguiente desigualdad

E1 + E2 < E2 + E1, (2.71)
que como se puede apreciar es inconsistente y prueba, por lo tanto, que ladensidad electrónica del estado fundamental no se puede reproducir por mediode potenciales diferentes.. Es en consecuencia el potencial externo el que defineinequívocamente la densidad.En el trabajo original de Hohenberg y Kohn, la búsqueda de densidades es-taba sujeta a aquellas densidades asociadas a un potencial externo dado, V. Esdecir, la densidad electrónica se obtenía a partir de una función de onda parala cual el Hamiltoniano del sistema incluía el potencial externo. Las densidadesasí obtenidas reciben el nombre de densidades V-representables. Sin embargo,no todas las densidades son V-representables, por lo que en un principio, laaplicación del formalismo DFT estaría acotado a ciertas situaciones particula-res. En su lugar, la formulación de Levy restringida [58] bordeaba este problema,y mostraba una vez más la relación biunívoca entre la densidad electrónica yla función de onda del estado fundamental. La principal ventaja sobre la for-mulación de Hohenberg y Kohn es que la densidad no ha de ser forzosamente
V-representable, sino que solo la condición de N-representabilidad es necesaria(la densidad se obtiene a partir de una función de onda bien comportada y queintegra al número total N de electrones). Dado que es bien conocido en qué con-diciones una función de onda es N-representable, la aplicación de la DFT, enestas condiciones, es de carácter generalista. Asimismo, la formulación de Levypermite extender los teoremas de Hohenberg y Kohn a estados fundamentalesdegenerados, vetados en una primera formulación.
SEGUNDO TEOREMA

Se puede definir un funcional universal de la energía E[ρ] para una den-sidad dada ρ(rrr), válido para cualquier potencial externo Vext(rrr). Paracualquier Vext(rrr) la energía exacta del estado fundamental de un sistemaes el mínimo global de dicho funcional, y por lo tanto, la densidad ρ(rrr)que minimiza el funcional es la densidad exacta del estado fundamental.
Dado que es la densidad la que determina de manera inequívoca el potencialexterno y es éste el que determina la función de onda del estado fundamental,cualquier observable del sistema está también bien definido. Es decir, dado quetodas la propiedades del sistema están determinadas por ρ, cada una de ellasse puede entender como un funcional de la misma.La energía de un sistema arbitrario se puede escribir como un funcional de ladensidad,

E = E[ρ] = FHK[ρ] +
∫
Vextρ(rrr)drrr+VNN, (2.72)
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donde el término VNN representa la energía de interacción entre los núcleos ydonde Vext es un término que depende del potencial de interacción entre los elec-trones y los núcleos. FHK es el funcional universal de la densidad que contienelos funcionales asociados a la energía cinética y a la interacción interelectrónica

FHK[ρ] = T[ρ] +Vee[ρ]. (2.73)En el estado fundamental la energía se define por la densidad exacta de dichoestado, ρ0(rrr), que define el potencial externo exacto del estado fundamental,
V0,ext, y la función de onda Ψ0. Como consecuencia, la energía del sistema es

E0 = E[ρ0] = 〈Ψ0|Ĥ|Ψ0〉. (2.74)De acuerdo con el principio variacional, una densidad diferente a la del estadofundamental, ρ1, que se corresponde con un potencial externo, V1, y una funciónde onda también diferente Ψ1, provoca una energía superior a la del estado dereferencia
E0 = E[ρ0] = 〈Ψ0|Ĥ|Ψ0〉 < 〈Ψ1|Ĥ|Ψ1〉 = E1 = E[ρ1]. (2.75)La minimización de la energía del sistema con respecto a la densidad conduce ala obtención de la energía del estado fundamental. Es decir, la densidad exactaque minimiza la energía es la densidad del estado fundamental. Por tanto,
[
δE[ρ]

δρ

]
= 0. (2.76)

El proceso de minimización de la energía, sujeto a la condición de normalización,
∫
ρ(rrr)drrr−N = 0, (2.77)

se lleva a cabo mediante el empleo de los multiplicadores indeterminados deLagrange, de tal modo que
δ

[
E[ρ] − µ

(∫
ρ(rrr)drrr−N

)]
/δρ = 0, (2.78)

donde µ es el multiplicador de Lagrange correspondiente. La minimización res-tringida permite determinar el valor de µ en el mínimo,
µ =

δE[ρ]

δρ(rrr)
= V(rrr) +

δFHK[ρ]
δρ(rrr)

. (2.79)
La ec. 2.79 representa la ecuación fundamental de la DFT. Proporciona la expre-sión para minimizar la energía y determinar la densidad del estado fundamental.Puesto que en dicha expresión aparece el funcional universal de la densidad,
FHK, y no se conoce con exactitud la expresión que lo caracteriza, es necesa-rio establecer aproximaciones con el fin de poder explotar eficazmente toda lamaquinaria accesible en DFT.
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ELECCIÓN DEL FUNCIONAL DE LA DENSIDAD A la hora de seleccionar lasaproximaciones para establecer el funcional de la densidad, conviene dividir elproblema en dos partes diferenciadas. Una correspondiente a aquella parte dela energía para la cual la expresión es exacta, y otra parte cuyo funcional no seconoce exactamente, y sobre la que se examinarán distintas aproximaciones.
UNA PARTE EXACTA Una de las partes constituyentes de la energía, la com-ponente clásica de la interacción entre electrones, se conoce de manera exacta.Así, el término de repulsión electrostática entre dos densidades de carga, U, sepuede expresar, por analogía con la ley de Coulomb para la repulsión de doscargas puntuales, como

U[ρ] =
1

2

∫ ∫
ρ(rrr1)ρ(rrr2)

rrr12
d3rrr1d

3rrr2, (2.80)
donde rrr1 y rrr2 son las posiciones de los dos electrones y rrr12 = |rrr1 − rrr2| sudistancia relativa. La elección de tratar esta parte de la energía electrónicade forma exacta es consecuencia de describir, a su vez de manera exacta, lainteracción electrostática entre núcleos y electrones ∫VNe(rrr)ρ(rrr)d3rrr.Ambos términos electrostáticos son de signo opuesto, y juegan un papel pri-mordial en la descripción del sistema, puesto que una incorrecta descripciónde la interacción electrostática podría alterar el equilibrio existente entre losmismos. Por lo tanto, una vez establecido que la interacción electrostática se tra-tará de forma exacta, queda pendiente encontrar aproximaciones para describirla repulsión de los electrones y los efectos cuánticos.
ENERGÍA CINÉTICA DE LOS ELECTRONES: MÉTODO DE KOHN-SHAM La partecinética de la energía de los electrones constituye un problema particularmentedifícil de describir a partir de la densidad. Dado que los electrones son partículasfermiónicas, han de cumplir el principio de exclusión de Pauli, y por tanto, esnecesario expresar con sumo cuidado la parte cinética de su energía. No existeactualmente ningún método capaz de extraer con precisión, de manera general,el movimiento de los electrones a partir de la densidad electrónica. Aunque elcarácter fermiónico de los electrones impida expresar correctamente el funcionalde la energía cinética, éste depende, de manera aún más importante, de diversosfactores de distinta índole.El método de W. Kohn y L. J. Sham [59] permite abordar este problema mediantela introducción de un sistema auxiliar no interaccionante en el cual la energíacinética se calcula de forma explícita, teniendo en cuenta el principio de Pauli.En este sentido, se define un sistema modelo constituido por un conjunto de
N fermiones no interaccionantes que evolucionan bajo un potencial efectivo queasegura que el sistema tiene la misma densidad que el sistema real compuestode N electrones. Estos fermiones poseen el mismo espín que los electrones y porlo tanto se ven sometidos a la acción del principio de exclusión. Puesto que se hasupuesto que las partículas no interaccionan entre ellas, cada fermión se puede
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tratar individualmente, lo que permite afrontar el problema de muchos cuerposde forma efectiva. La energía cinética del sistema ficticio difiere de la del sistemareal, pero tiene la ventaja de que se puede expresar a partir de un conjunto defunciones monoelectrónicas {ϕi}, denominados orbitales de Kohn-Sham. De estemodo, el sistema se puede vincular directamente con la densidad electrónica. Suenergía cinética viene determinada por

T =
1

2

N∑
i

∫
∇∇∇2ϕid

3rrr, (2.81)
que se puede calcular exactamente. Aunque ha habido multitud de discusionessobre el significado físico que pueden poseer los orbitales de Kohn-Sham, lasuma de sus cuadrados se relaciona con la densidad electrónica en cada puntodel sistema,

ρ(rrr) =
∑
i

|ϕi(rrr)|
2. (2.82)

Es importante destacar que la introducción de este conjunto de orbitales no estáligado a una aproximación en particular sino que únicamente define el cálculode una parte del funcional F.El sistema modelo de Kohn-Sham permite definir una energía cinética, queaun no siendo la verdadera energía del sistema real, permite introducir el prin-cipio de Pauli. Como consecuencia, se reduce la dificultad en la búsqueda deaproximaciones para la parte restante de la energía (exceptuando la parte ciné-tica y electróstatica). Así pues, la diferencia de energía que define la fraccióncorrespondiente a la interacción mecanocuántica de los electrones, denominadaenergía de cambio y correlación, Exc, por analogía con las definiciones existentes(aunque sin ser formalmente equivalentes) se puede expresar como
Exc[ρ] = F[ρ] −U[ρ] − T[ρ], (2.83)

y debe describir la parte cuántica de la interacción entre los electrones.Finalmente, la expresión para la energía dentro de la aproximación Kohn-Shames de la forma
E = T[ρ] +U[ρ] + Exc[ρ] +

∫
VNe(rrr)ρ(rrr)d

3rrr. (2.84)
AproximacionesLlegados a este punto, solo queda definir las aproximaciones a realizar paraobtener la energía Exc a partir de la densidad electrónica ρ(rrr).Los funcionales más simple son los denominados locales. En ellos, se recons-truye Exc mediante la integración de la densidad, a través de una función, f,asociada al valor de la propia densidad en cada punto del espacio, tal que
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MÉTODOS MECANOCUÁNTICOS Y DE ESTRUCTURA ELECTRÓNICA
∫
[f(ρ(rrr))]drrr. Este tipo de restricción sobre el tipo de funcional constituye la cla-se de aproximaciones denominadas aproximaciones locales de la densidad (local

density aproximation, LDA). Una vez la función f está definida, basta conocer elvalor de la función ρ en cada punto del espacio rrr para calcular la energía. Sinembargo, es importante remarcar que el término de energía electrostática U nose puede describir bajo este escenario, lo que representa un problema.Por otro lado, es posible generalizar la aproximación LDA haciendo que lafunción f dependa, no solo del valor de la densidad en cada punto del espacio
rrr, sino también del valor en los alrededores de dicho punto. En la práctica, seutiliza la derivada de la densidad electrónica respecto a la posición en dichopunto. El uso de éstas recibe el nombre de aproximaciones semi locales o aproxi-maciones del gradiente generalizado (generalized gradient aproximation, GGA).Es posible incluir la dependencia respecto de derivadas de order superior, loque constituye las denominadas aproximaciones meta-GGA. Sin embargo, la in-clusión de derivadas de orden superior no ofrece una mejora sistemática haciala solución exacta.Los funcionales locales y semilocales dan lugar generalemente a resultadosbastante satisfactorios, sobre todo debido a su bajo coste computacional, permi-tiendo su aplicación al estudio de diversas propiedades de sistemas complejos.A pesar de los resultados medianamente aceptables, sobre todo en relación altérmino de cambio y correlación Exc, que se debe tener en cuenta para la incor-poración de los sutiles efectos cuánticos, los funcionales LDA y GGA no estánexentos de limitaciones.Bajo el paraguas de Kohn-Sham sin interacción, el principio de exclusión dePauli se tiene en cuenta a través de la energía cinética. A medida que se introdu-ce la interacción entre los electrones, el principio de Pauli impone la condiciónde antisimetría respecto al intercambio en las coordenadas de dos electrones.Para tener en cuenta este principio, es necesario abandonar las aproximacioneslocales y semilocales. Sin embargo, éstas ofrecen en la mayoría de los casosbuenos resultados. Asimismo, la parte de intercambio ha de tener en cuentael fenómeno cuántico de la autointeracción, que proviene de la interacción deun electrón consigo mismo, como consecuencia del tratamiento particular de lacomponente electrostática.La autointeracción constituye uno de los problemas que aparece de manerahabitual. Ahora bien, los métodos de tipo híbrido hacen uso de los orbitales Kohn-Sham para corregir los defectos que las aproximaciones LDA y GGA presentan.De hecho, este conjunto de orbitales permiten describir la parte de intercambiode una manera más sencilla y evitar, por lo tanto, errores asociados a la au-tointeracción. De entre los orbitales híbridos que más éxito han cosechado seencuentran el funcional PBE0 y el funcional B3LYP.Finalmente, hay que destacar el éxito del que la DFT ha disfrutado en losúltimos tiempos como consecuencia del desarrollo de funcionales precisos. Asi-mismo, la facilidad en su utilización (solamente se requiere de la geometría del
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2.2 DISTRIBUCIÓN ELECTRÓNICA
sistema y de la elección del funcional), así como la rapidez en los cálculos yla fiabilidad de los resultados obtenidos han otorgado a la DFT un auge sinprecedentes para el estudio de la estructura electrónica.En la presente sección se ha presentado de manera bastante general los funda-mentos teóricos sobre los que se sustenta la Teoría del Funcional de la Densidad.Para una mayor profundización se recomienda a acudir a la bibliografía indicada,tanto al artículo fundacional de Hohenberg y Kohn [57] y al trabajo de Kohn ySham [59] y a las referencias que en ellos haya, así como a [60–62].
2.2 DISTRIBUCIÓN ELECTRÓNICA

En las secciones previas se han mostrado alguno de los diferentes métodosexistentes en la actualidad que permiten la obtención de la función de ondaque describe el sistema. Sin embargo, a medida que los métodos teóricos crecenen complejidad, las funciones de onda devienen cada vez más en objetos másdifusos. No proporcionan una imagen clara e intuitiva acerca de la distribuciónelectrónica, que es la que determina las propiedades físicas y químicas de lossistemas. La necesidad de extraer información sobre la distribución electrónicaes crucial para la compresión de los fenómenos químicos. Esta información estáalmacenada en un conjunto de funciones de densidad que son, con respecto ala función de onda, más fáciles de visualizar, y pueden ofrecer un escenario másútil para el estudio de los fenómenos químicos.Por ejemplo, la densidad electrónica, magnitud fundamental en DFT, dependede las coordenadas de un punto del espacio (tridimensional) mientras que lafunción de onda es (3+ 1)N-dimensional al incluir a las variables de posiciónla variable correspondiente al espín. Asimismo, la densidad de pares dependede 6 variables, y ofrece detallada información acerca de los pares electrónicos.Gracias a su análisis y estudio, se ha podido utilizar para obtener índices dedeslocalización en las teorías del enlace químico en el espacio real. A travésdel ejemplo de estos dos objetos se muestra como un conjunto de funciones,que condensan la información disponible en la función de onda, pueden ser degran utilidad para el estudio de las manifestaciones químicas, no ya solo por suaplicabilidad sino por su relativa sencillez respecto al vector de estado.
2.2.1 Funciones densidad

Las funciones de onda obtenidas mediante uno de los métodos de la secciónprecedente están constituidas de espinorbitales, objetos mono-electrónicos quedescriben el comportamiento de un electrón con un determinado espín. De acuer-do a la interpretación estadística de la mecánica cuántica, solo el cuadrado dela función de onda tiene un verdadero significado, por lo que al espinorbital,aunque no sea un observable, se le podrá otorgar una clara interpretación física.
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MÉTODOS MECANOCUÁNTICOS Y DE ESTRUCTURA ELECTRÓNICA
En general, dada una función de onda multielectrónica descrita por Ψ(xxx1, . . . ,xxxN),la probabilidad de encontrar un electrón en un elemento de volumen drrr1 alrede-dor de rrr1, otro electrón en drrr2 alrededor de rrr2, . . . , viene determinada por

|Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)|2dxxx1 . . . dxxxN =

= Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)Ψ∗(xxx1, . . . ,xxxN)dxxx1 . . . dxxxN, (2.85)
donde si se supone que Ψ(xxx1, . . . ,xxxN) está normalizada, la distribución de pro-babilidad anterior satisface∫

Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)Ψ∗(xxx1, . . . ,xxxN)dxxx1 . . . dxxxN = 1. (2.86)
La probabilidad de encontrar un conjunto de ν electrones de los N posiblesen los elementos de volumen dxxx1 . . . dxxxν alrededor de los puntos en el espacio
xxx1, . . . ,xxxν se puede llevar a cabo mediante la integración sobre las coordenadasespaciales y espinoriales de los restantes N− ν electrones:

dxxx1 . . . dxxxν

∫
Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)Ψ∗(xxx1, . . . ,xxxN)dxxxν+1 . . . dxxxN. (2.87)

Por lo tanto, se define la densidad de probabilidad de orden ν como la integralde la expresión anterior, de tal modo que
ρν(xxx1, . . . ,xxxν) =

(
N

ν

)
ν!
∫
Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)×

×Ψ∗(xxx1, . . . ,xxxN)dxxxν+1 . . . dxxxN. (2.88)
Es importante destacar que los xxxi a la izquierda de la ecuación se refieren alas posiciones xxxi del espacio en los que se evalúa la densidad de probabilidad,y no a las posiciones de los electrones, dado que la indistinguibilidad de losmismos se tiene en cuenta mediante el factor preintegral. En este caso, dichanormalización se ha supuesto a la aportada por McWeeny [63], (Nν)ν!, en lugarde otras disponibles como la de Löwdin [64], (Nν). Asimismo, es posible obtener ladensidad de probabilidad de orden ν independiente del espín, integrando sobretodas las coordenadas de espín de los electrones, de este modo

ρν(rrr1, . . . ,rrrν) =
∫
ρν(xxx1, . . . ,xxxν)dσ1 . . . dσν. (2.89)

Todas las densidades de probabilidad ρν están normalizadas del siguiente modo
∫
ρν(rrr1, . . . ,rrrν)drrr1 . . . rrrν =

(
N

ν

)
ν! (2.90)
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2.2 DISTRIBUCIÓN ELECTRÓNICA
Existen varios casos particulares y de especial importancia cuando ν toma unvalor concreto. Para ν = 1, la densidad de probabilidad independiente del es-pín no es más que la conocida densidad electrónica, ρ(rrr). Su normalización esequivalente al número total de electrones del sistema,∫

ρ1(rrr)drrr1 = N, (2.91)
y su interpretación física es inmediata. Cuando ν = 2, la densidad de probabili-dad de orden 2 es

ρ2(rrr1,rrr2) = N(N− 1)

∫
Ψ(rrr1, . . . ,rrrN)Ψ∗(rrr1, . . . ,rrrN)drrr3 . . . drrrN, (2.92)

que se conoce generalmente como densidad de pares, y está normalizada a
N(N− 1), es decir, al número de pares de partículas ordenadas, y su interpre-tación física es también inmediata. La densidad de pares ofrece una idea acercade la correlación electrónica existente entre una pareja de electrones debido ala interacción entre ellos.
2.2.2 Matrices densidad (reducidas)

Las matrices densidad fueron introducidas por primera por Dirac en 1929 pa-ra la discusión mecanocuántica de sistemas en lo que sus estados no estabancompletamente especificados. Sin embargo, su empleo es también perfectamenteválido para aquellos sistemas multielectrónicos en un estado definido. La matrizdensidad global, o matriz densidad de orden N, describe completamente el sis-tema formado por N partículas de un modo equivalente al proporcionado por lafunción de onda. A partir de la matriz densidad global, se pueden definir matricesde orden inferior, conocidas como matrices densidad reducidas de orden ν (ν-th
reduced density matrices, ν-RDM). Éstas definen las funciones de distribución“internas” de las partículas.Estos objetos [65, 66] han sido ampliamente estudiados a lo largo de los añospues proporcionan un escenario en el que sustituir las complejas funciones deonda que describen los sistemas, ofreciendo un significado físico más sencillo ydirecto que las funciones de onda por sí mismas. En su artículo de 1963 [67], A. J.Coleman se cuestionaba: “Can the wave function be eliminated from quantum me-
chanics and its role taken over, in the discussion of physical systems, by reduced
density matrices?” La respuesta a esta pregunta es afirmativa. Sin embargo, lascondiciones de N-representabilidad [68], como él mismo las denominó, suponían(y aún suponen) la piedra angular para formalizar dicho cambio de escenario.Hasta el día en que las matrices densidad reducidas se puedan determinar va-riacionalmente, su obtención ha de llevarse a cabo mediante el uso de funcionesde onda previamente calculadas.Aunque de suma importancia, el estudio de las condiciones antes mencionadasasí como una exposición detallada concerniente a las matrices densidad, está
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MÉTODOS MECANOCUÁNTICOS Y DE ESTRUCTURA ELECTRÓNICA
lejos de ser el objetivo que se persigue en el presente documento. A continuación,se presentan las características básicas de las matrices densidad con el objetivode tener un fundamento físico para las discusiones posteriores.

Dado un sistema compuesto por N partículas, la descripción física de dichosistema viene dada por la función de onda Ψ, que se supone normalizada yantisimétrica respecto del intercambio de partículas si éstas son fermiones. Enestas condiciones, la matriz densidad de orden N del sistema viene dada por
ρN(xxx1, . . . ,xxxN;xxx

′
1, . . . ,xxx

′
N) = N!Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)Ψ∗(xxx

′
1, . . . ,xxx

′
N), (2.93)

donde el punto y coma (;) separa las coordenadas de la parte derecha y de laparte izquierda, que será de utilidad a la hora de indicar los términos matricialesque se encuentran fuera de la diagonal. La matriz densidad de orden N, que des-cribe el sistema de un modo similar a la descripción proporcionada por la funciónde onda, es una matriz hermítica, normalizada, antisimétrica en el intercambiode los electrones y semidefinida positiva (i.e. sus autovalores son no negativos).A partir de ella, cualquier matriz densidad de orden inferior se puede obtenermediante integración. Así, la matriz densidad reducida de orden ν (ν-RDM) [69]se obtiene integrando las coordenadas de los N−ν electrones, de tal modo que
pν(xxx1, . . . ,xxxν;xxx

′
1, . . . ,xxx

′
ν) =

=

(
N

ν

)
ν!
∫
Ψ(xxx1, . . . ,xxxν,xxxν+1, . . . ,xxxN)×

×Ψ∗(xxx ′1, . . . ,xxx
′
ν,xxxν+1, . . . ,xxxN)dxxxν+1 . . . dxxxN. (2.94)

Todas ellas son matrices hermíticas y antisimétricas en cada conjunto de índices,por lo que
pν(xxx1,xxx2, . . . ,xxxν;xxx

′
1,xxx

′
2, . . . ,xxx

′
ν) =

pν∗(xxx
′
1,xxx

′
2, . . . ,xxx

′
ν;xxx1,xxx2, . . . ,xxxν), (2.95)

pν(xxx1,xxx2, . . . ,xxxν;xxx
′
1,xxx

′
2, . . . ,xxx

′
ν) =

− pν(xxx2,xxx1, . . . ,xxxν;xxx
′
1,xxx

′
2, . . . ,xxx

′
ν), (2.96)

donde las condiciones de hermiticidad y antisimetría están representadas porlas ecuaciones 2.95 y 2.96 respectivamente.Una de las propiedades importantes que presentan es que dos matrices densi-dad de órdenes sucesivos están relacionadas entre sí de tal modo que, medianterecurrencia, la (ν− 1)-RDM se puede obtener a partir de la matriz densidadreducida de orden superior ν-RDM como
ρν−1(xxx1, . . . ,xxxν−1;xxx

′
1, . . . ,xxx

′
ν−1) =

=
1

N+ 1− ν

∫
ρν(xxx1, . . . ,xxxν;xxx

′
1, . . . ,xxx

′
ν)dxxxν. (2.97)

54



2.2 DISTRIBUCIÓN ELECTRÓNICA
Como se señaló en la discusión precedente, la densidad electrónica, ρ(xxx), ladensidad de pares, ρ2(xxx1,xxx2) y cualquier otra densidad de probabilidad de orden

ν, ρν(xxx1, . . . ,xxxν), son casos particulares de la definición general de las matricesdensidad reducidas. Así, la parte diagonal de estas últimas son las densidadesde probabilidad introducidas en la sección 2.1.1. De este modo
ρ1(xxx1;xxx

′
1)
∣∣
xxx1=xxx

′
1
= ρ1(xxx1),

ρ2(xxx1,xxx2;xxx
′
1,xxx

′
2)
∣∣
xxx1=xxx

′
1

xxx2=xxx
′
2

= ρ2(xxx1,xxx2),

· · ·

ρν(xxx1, . . . ,xxxν;xxx
′
1, . . . ,xxx

′
ν)
∣∣
xxxi=xxx

′
i
= ρν(xxx1, . . . ,xxxν), (2.98)

donde, y tal y como se observó previamente, la integración sobre las coordena-das de los electrones correspondientes, ofrece una interpretación física directa.En concreto, para un número de electrones ν, ∫ ρν(xxx1, . . . ,xxxν)dxxx1 . . . dxxxν, midela densidad de probabilidad de encontrar simultáneamente un electrón en xxx1,otro electrón en xxx2, etc, sin importar dónde se encuentren los restantes N− νelectrones.Puesto que las matrices definidas en 2.94 son antisimétricas en cada conjuntode índices, si dos o más índices de un conjunto son idénticos las primeras seanularán. En el caso particular de los elementos diagonales y tomando comoejemplo las 2- y 3-RDMs, tenemos
ρ2(xxx1,xxx2)

∣∣
xxx1=xxx2

= ρ2(xxx1,xxx1) = 0,

ρ3(xxx1,xxx2,xxx3)
∣∣
xxx2=xxx3

= ρ3(xxx1,xxx2,xxx2) = 0, (2.99)
que muestran como el requirimiento de antisimetría para la función de ondafermiónica da lugar a efectos de correlación para partículas del mismo espín,consecuencia directa del principio de Pauli, y que se conoce normalmente comocorrelación de Fermi.Otra propiedad importante de las matrices densidad, que se deduce de laecuación 2.94, es su normalización combinatoria. Así,∫

ρ1(xxx1)dxxx1 = N,∫
ρ2(xxx1,xxx2)dxxx1dxxx2 = N(N− 1),

· · ·∫
ρν(xxx1, . . . ,xxxν)dxxx1 . . . dxxxν =

(
N

ν

)
ν! (2.100)

La integración de la ν-RDM sobre todo el volumen recupera el número total departículas correspondientes.
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Asimismo, el valor esperado de cualquier operador multielectrónico se puedeexpresar mediante el empleo de las ν-RDM. De este modo, una magnitud física

A asociada al sistema y representada por un operador hermítico Â, se puededescribir mediante
Â = Â0 +

∑
i

Âi +
∑
i<j

Âij +
∑
i<j<k

Âijk + . . . , (2.101)
donde cada término representa el operador de cero, una, dos, tres,. . . partículasrespectivamente, y con i < j, i < j < k, . . . en los sumatorios se omiten todoslos términos que tengan dos o más índices idénticos. Cuando ν = 1, el valor deloperador monoelectrónico viene dado por

〈Â1〉 =
∫
Ψ∗(xxx1, . . . ,xxxN)

(∑
i

Âi

)
Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)dxxx

= N

∫
Ψ∗(xxx1, . . . ,xxxN) Â1 Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)dxxx

= N

∫
xxx1=xxx

′
1

Ψ∗(xxx
′
1, . . . ,xxxN) Â1 Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)dxxx1 . . . dxxxN

=

∫
xxx1=xxx

′
1

Â1 ρ
1(xxx1;xxx

′
1)dxxx1, (2.102)

donde se establece que xxx1 = xxx
′
1 después de la acción del operador pero antesde completar la integración. Se introduce esta convención para poder expresarel operador en términos de las RDM. Puesto que en la primera igualdad dela ecuación 2.102, el operador solo puede actuar sobre Ψ(xxx) y no sobre Ψ∗(xxx),impediría expresar el valor promedio de dicho operador del siguiente modo

〈Â〉 =
∫
ÂΨ(xxx)Ψ∗(xxx)dxxx =

∫
Â ρ(xxx)dxxx, (2.103)

a no ser que Â fuera solo un multiplicador (alguna función de las coordenadas) yno un operador en el que intervengan operaciones de diferenciación e integración,como suele ser habitual. Sin embargo, gracias al salvoconducto precedente, enel que se intercambian las variables de Ψ∗ para hacerla inmune al operador, esposible escribir
〈Â〉 =

∫
xxx=xxx

′
ÂΨ(xxx)Ψ∗(xxx

′
)dxxx =

∫
xxx=xxx

′
Â ρ1(xxx;xxx

′
)dxxx. (2.104)
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El mismo artificio se puede emplear para el resto de casos multielectrónicos. Así,cuando ν = 2, es el operador bielectrónico el que entra en juego, de modo que

〈Â2〉 =
∫
Ψ∗(xxx1, . . . ,xxxN)


∑
i<j

Âij


Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)dxxx =

=
N(N− 1)

2

∫
Ψ∗(xxx1, . . . ,xxxN) Â12 Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)dxxx

=

(
N

2

) ∫
xxx1=xxx

′
1

xxx2=xxx
′
2

Ψ(xxx
′
1,xxx

′
2, . . . ,xxxN) Â12Ψ(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN)dxxx1dxxx2 . . . dxxxN

=
1

2

∫
xxx1=xxx

′
1

xxx2=xxx
′
2

Â12 ρ
2(xxx1,xxx2;xxx

′
1,xxx

′
2)dxxx1dxxx2. (2.105)

Procediendo de un modo semejante con los operadores de más cuerpos, se puedeexpresar el valor promedio del operador Â definido en la ecuación 2.101, como
〈Â〉 =

∫
Ψ∗(xxx1, . . . ,xxxN) ÂΨ(xxx1, . . . ,xxxN)dxxx

= Â0 +

∫
xxx1=xxx

′
1

Â1 ρ
1(xxx1;xxx

′
1)dxxx1+

+
1

2

∫
xxxi=xxx

′
i

(i=1,2)

Â12 ρ
2(xxx1,xxx2;xxx

′
1,xxx

′
2)dxxx1dxxx2+

+
1

3!

∫
xxxi=xxx

′
i

(i=1,2,3)

Â123 ρ
3(xxx1,xxx2,xxx3;xxx

′
1,xxx

′
2,xxx

′
3)dxxx1dxxx2dxxx3 + . . . (2.106)

Las expresiones para las matrices densidad reducidas dadas por la ecuación2.94 son válidas para una función de onda arbitraria, es decir, son válidas tantopara funciones de onda con un solo determinante de Slater (single determinant,SD) como para funciones multideterminantales (multi determinant, MD). Dadoque es común trabajar mediante una expansión orbital para la función de onda,las matrices densidad se pueden expandir mediante un conjunto de M orbitales
{χ} [70], de tal modo que la ν-RDM se puede escribir como

ρν(xxx1, . . .,xxxN;xxx
′
1, . . . ,xxx

′
N) =

=

M∑
i1...iν
j1...jν

νDi1...iνj1...jν
χ∗i1(xxx

′
1) . . . χ

∗
iν
(xxx
′
ν)χj1(xxx1) . . . χjν(xxxν),

(2.107)
donde νD es la matriz densidad reducida de orden ν y {χi}i=1,M es el conjuntode orbitales. Entre todas ellas, las RDM de orden 1 y 2 son importantes pues
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a partir de ellas se puede calcular el valor esperado de la energía, de tal modoque

ρ1(xxx1;xxx
′
1) =

M∑
ij

1Dij χ
∗
i (xxx

′
1)χj(xxx1) =

M∑
i

niϕ
∗
i (xxx

′
1)ϕi(xxx1),

(2.108a)
ρ2(xxx1,xxx2;xxx

′
1,xxx

′
2) =

M∑
ijkl

2D
ij
kl χ
∗
i (xxx

′
1)χ
∗
j (xxx

′
2)χk(xxx1)χl(xxx2), (2.108b)

donde, en la ecuación 2.108a, se muestra también la representación diagonal dela matriz densidad reducida de primer orden en términos de los denominadosorbitales naturales {ϕi}i=1,M y de sus respectivas ocupaciones {ni}i=1,M, quese corresponden con los autovectores y autovalores de 1D respectivamente.Es importante destacar que el cómputo de estos objetos, dada su complejidadcomputacional, constituye el cuello de botella para su aplicabilidad práctica. Amedida que ν se hace más grande, los requisitos de almacenamiento para lasmatrices densidad crecen enormemente. Para ν 6 4, los algoritmos de fuerzabruta puede resultar bastante eficientes, y no muestran serios problemas. Sinembargo, y a pesar de la relativa sencillez con la que obtenerlas, la mayoríade los códigos computacionales de estructura electrónica no ofrecen de manerarutinaria matrices densidad de orden 2 y superiores. En este sentido, E. Franciscoy colaboradores han codificado algoritmos eficientes con los que obtener ν-RDM(ν 6 4) a partir de funciones de onda de carácter general, es decir, a partir de Ψsmultideterminantales [71]. Asimismo, E. Matito et al., han mostrado recientementeuna nueva aproximación para el cómputo de la matriz densidad de orden 3, y suaplicación para el cálculo de índices de enlace tricéntricos, que involucra tansolo orbitales naturales y sus números de ocupación [70].Por otro lado, es útil destacar que las ν-RDM en el caso particular de un solodeterminante de Slater, adquieren una expresión sencilla y directa, basada enla factorización en términos de las matrices densidad reducidas de primer orden(1-RDM). De esto modo, para el caso general de orden ν a nivel SD, se tiene
ρνSD(xxx1, . . . ,xxxν;xxx

′
1, . . . ,xxx

′
ν) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ1(xxx1;xxx
′
1) ρ1(xxx1;xxx

′
2) · · · ρ1(xxx1;xxx

′
ν)

ρ1(xxx2;xxx
′
1) ρ1(xxx2;xxx

′
2) · · · ρ1(xxx2;xxx

′
ν)... ... . . . ...

ρ1(xxxν;xxx
′
1) ρ1(xxxν;xxx

′
2) · · · ρ1(xxxν;xxx

′
ν)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.109)

que en el caso particular para ν = 2 es de la forma
ρ2SD(xxx1,xxx2;xxx

′
1,xxx

′
2) = ρ

1(xxx1;xxx
′
1)ρ

1(xxx2;xxx
′
2) − ρ

1(xxx1;xxx
′
2)ρ

1(xxx2;xxx
′
1). (2.110)
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Si ρ2SD se expresa mediante los elementos diagonales e independientemente delespín adquiere la forma

ρ2SD(rrr1,rrr2) = ρ1(rrr1)ρ1(rrr2) − ρ1(rrr1;rrr2)ρ1(rrr2;rrr1). (2.111)
Es importante notar que incluso en la supresión de las variables primadas, lasexpresiones para las matrices densidad reducidas de orden 2 y superior, contie-nen términos fuera de la diagonal que se corresponden con las matrices densi-dad de primer orden con elementos no diagonales, es decir, con términos deltipo ρ1(rrri;rrrj) con i 6= j. En la expresión para la ecuación 2.111 se puedeapreciar dos contribuciones para ρ2SD. El primer término corresponde al pro-ducto de las densidades de una sola partícula mientras que el segundo estáasociado a la ampliamente conocida matriz densidad de cambio y correlación(ρ2xc = ρ1(rrr1;rrr2)ρ1(rrr2;rrr1)).La factorización de la 2-RDM en función de los términos 1-RDM es consecuen-cia del nivel teórico dentro de la aproximación monodeterminantal e implica quetoda magnitud concerniente al sistema está determinada por la función ρ1(xxx1;xxx

′
1).Este último término también se conoce como matriz densidad de Fock-Dirac, porlo que la factorización de cualquier matriz densidad reducida, a nivel SD, seconoce como expansión de Fock-Dirac.

2.2.3 Densidades cumulantes
Las matrices densidad (reducidas) de orden ν juegan un papel primordial enel análisis del enlace químico en el espacio real. Analizando su estructura sepuede observar que están constituidas por términos que no se pueden expresarmediante RDMs de orden menor a ν. Dichos términos se conocen como densida-des cumulantes de orden ν (n-th order cumulant densities, ν-CDs) o simplementecumulantes de orden ν, y se denotan como ρνc . Los cumulantes son objetos bienconocidos en la teoría de distribuciones estadísticas. En términos generales, uncumulante de orden ν determina la parte irreducible de los momentos centralesdel mismo orden en una función de distribución estadística. Es decir, aquellaparte de la distribución que no puede expresarse en términos de momentos deorden inferior [72].Los cumulantes son los objetos clave con lo que obtener índices de enlacequímico en el espacio real tanto a nivel HF como a niveles de teoría superiores,puesto que determinan las fluctuaciones de ν partículas de una distribuciónestadística. Es decir, contienen la correlación de ν partículas en un sistema dado.Como consecuencia, obtener expresiones explícitas que los definan constituye unproblema fundamental. En [71], se muestra el procedimiento con el que obtener
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las fórmulas para las ν-CDs. A partir de los términos diagonales de las RDMs,las expresiones explícitas para los tres primeros CDs vienen dadas por:

ρ1c(xxx1) = ρ
1(xxx1),

ρ2c(xxx1,xxx2) = ρ1(xxx1)ρ1(xxx2) − ρ2(xxx1,xxx2),

ρ3c(xxx1,xxx2,xxx3) = ρ1(xxx1)ρ1(xxx2)ρ1(xxx3) −
1

2
Ŝ ρ1(xxx1)ρ

2(xxx2,xxx3)+

+
1

2
ρ3(xxx1,xxx2,xxx3), (2.112)

donde Ŝ es un simetrizador de coordenadas, de tal modo que
Ŝ ρ1(xxx1)ρ

2(xxx2,xxx3) = ρ1(xxx1)ρ2(xxx2,xxx3) + ρ1(xxx2)ρ2(xxx1,xxx3)

+ ρ1(xxx3)ρ
2(xxx1,xxx2), (2.113)

son todos ellos productos totalmente simetrizados. Como se puede apreciar enlas ecuaciones dadas en 2.112, el cumulante de primer orden ρ1c y el cumulantede segundo orden ρ2c, no son más que la densidad electrónica (ρ) y la densidadde cambio y correlación (ρ2xc) respectivamente.Del mismo modo que las RDM, las CD muestran dos propiedades de sumaimportancia: la recurrencia y la extensividad. La recurrencia permite que el (ν−
1)-CD se obtenga a partir del ν-CD mediante integración del electrón ν:

ρν−1c (xxx1, . . . ,xxxν−1) =
∫
ρνc (xxx1, . . . ,xxxν)dxxxν. (2.114)

Mediante la aplicación sucesiva de la ecuación 2.114 desde ν,ν− 1, . . . hasta1, se obtiene el número total de electrones,
ρνc (xxx1, . . . ,xxxν)dxxx1 . . . dxxxν = N, (2.115)

que define la propiedad de la extensividad.Aunque las expresiones para los cumulantes dadas en 2.112 son válidas tan-to para los niveles de teoría SD y MD, como ejemplo instructivo se muestra acontinuación el empleo de dichas ecuaciones a nivel SD, donde las ν-RDM seexpresan mediante la expansión de Fock-Dirac a través de los términos no diago-nales de las 1-RDM, ρ1(xxxi;xxxj), con i 6= j (ec. 2.109). En ella, para ρν(xxx1, . . . ,xxxν),cada uno de los ν! productos son de la forma
±ρ1(xxx1;xxxξ1)ρ

1(xxx2;xxxξ2) . . . ρ
1(xxxν;xxxξν) (2.116)

en los cuales (xxxξ1 , . . . ,xxxξν) representa una de todas las posibles permutaciones.Solo el subconjunto (ν− 1)! de las ν! permutaciones no se puede expresar entérminos de RDMs de menor orden que ν, y por lo tanto no contribuirán a la parteirreducible de ρν(xxx1, . . . ,xxxν), es decir, al cumulante de orden ν. Si tomamos, por
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ejemplo, la expansión de Fock-Dirac para la matriz densidad reducida de orden2 a través de sus términos diagonales se tiene que

ρ2(xxx1,xxx2) =
∣∣∣∣
ρ1(xxx1;xxx1) ρ1(xxx1;xxx2)
ρ1(xxx2;xxx1) ρ1(xxx2;xxx2)

∣∣∣∣
= ρ1(xxx1;xxx1)ρ1(xxx2;xxx2) − ρ1(xxx1;xxx2)ρ1(xxx2;xxx1) (2.117)
= ρ1(xxx1)ρ

1(xxx2) − ρ
1(xxx1;xxx2)ρ1(xxx2;xxx1),

donde solo el segundo término contribuye a ρ2c (no contiene elementos (xxxξ1 ;xxxξ1)).Así pues,
ρ2c = ρ

1(xxx1;xxx2)ρ1(xxx2;xxx1) = ρ2xc(xxx1;xxx2), (2.118)
como ya se ha indicado previamente. Si tomamos ν = 3, la expresión para 3-RDMes

ρ3(xxx1,xxx2,xxx3) =

∣∣∣∣∣∣

ρ1(xxx1;xxx1) ρ1(xxx1;xxx2) ρ1(xxx1;xxx3)
ρ1(xxx2;xxx1) ρ1(xxx2;xxx2) ρ1(xxx2;xxx3)
ρ1(xxx3;xxx1) ρ1(xxx3;xxx2) ρ1(xxx3;xxx3)

∣∣∣∣∣∣

= ρ1(xxx1;xxx1)ρ1(xxx2;xxx2)ρ1(xxx3;xxx3)+

+ ρ1(xxx1;xxx2)ρ1(xxx2;xxx3)ρ1(xxx3;xxx1)+

+ ρ1(xxx1;xxx3)ρ1(xxx3;xxx2)ρ1(xxx2;xxx1)−

− ρ1(xxx1;xxx3)ρ1(xxx2;xxx2)ρ1(xxx3;xxx1)−

− ρ1(xxx1;xxx2)ρ1(xxx2;xxx1)ρ1(xxx3;xxx3)−

− ρ1(xxx1;xxx1)ρ1(xxx2;xxx3)ρ1(xxx3;xxx2), (2.119)
en la cual, solo el segundo y tercer término contribuyen al cumulante de orden3, de tal modo que

ρ3c(xxx1,xxx2,xxx3) =
1

2!
[
ρ1(xxx1;xxx2)ρ1(xxx2;xxx3)ρ1(xxx3;xxx1)+

+ ρ1(xxx1;xxx3)ρ1(xxx3;xxx2)ρ1(xxx2;xxx1)
]
. (2.120)

Generalizando al cumulante de orden ν, el factor numérico siempre es 1/(ν−1)!,que coincide, en valor absoluto, con el coeficiente de ρν en la expansión de ρνc .Como se ha mostrado en las ecuaciones previas, ρνc solo contiene elementos dela forma ρ1(xxxi;xxxj) con i 6= j. Los elementos constitutivos de un CD en particular,recorren todos los electrones del sistema mediante un circuito, en el que el factor
(ν− 1)! es el número de formas en las que se puede recorrer el circuito 1 →
a→ b→ · · · → 1. Para ν = 3 solo existen 2! = 2 posibilidades: 1→ 2→ 3→ 1
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y 1→ 3→ 2→ 1, a favor y en contra de las agujas de un reloj respectivamente.Para ν = 4, existen 6 posibilidades:

1→ 2→ 3→ 4→ 1

1→ 2→ 4→ 3→ 1

1→ 3→ 2→ 4→ 1

1→ 3→ 4→ 2→ 1

1→ 4→ 2→ 3→ 1

1→ 4→ 3→ 2→ 1

En general, y excepto para ν = 2, existen (ν−1)!/2 circuitos independientes enlos que el sentido de las flechas carece de importancia.
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3 E L E N L A C E Q U Í M I C O E N E L E S PA C I OR E A L
3.1 ANÁLISIS TOPOLÓGICOS

La definición de regiones del espacio con significado físico dentro de la me-cánica cuántica requiere del empleo de determinadas herramientas matemáticas.Una de ellas es la topología, por medio de la cual se ha logrado dividir el espaciofísico tridimensional de los sistemas moleculares en contribuciones atómicas. Co-mo veremos, la teoría de sistemas dinámicos proporciona los elementos básicospara fundamentar dichas particiones de R3.
3.1.1 Espacios topológicos

Un espacio topológico es un conjunto de elementos a los que se dota deestructura a través de sus subconjuntos, denominados subconjuntos abiertos, quedeben satisfacer tres propiedades. Sea XXX un conjunto de elementos y U unacolección de subconjuntos de XXX que cumpla:
∅ ∈ U, XXX ∈ U,
la intersección de dos miembros de U pertenece a U,
la unión de distintos miembros de U también pertenece a U.

Una colección de U que satisfaga los requisitos anteriores se llama topología de
XXX. El conjunto XXX junto con una colección de subconjuntos U definen lo que sedenomina espacio topológico, que se denota como (XXX,U). Los distintos miembrosde U, {Uj}, se denominan conjuntos abiertos del espacio topológico XXX.Si se toma como espacio topológico el espacio métrico Rn, y se emplea lamétrica Euclídea para definir entornos de dicho espacio, se genera una topologíaen Rn, conocida como topología métrica o usual. Toda topología de un espaciolleva asociada una partición del mismo en diferentes subconjuntos.De todas las posibles familias de subconjuntos correspondientes a un conjunto
XXX que cumplen las condiciones para queXXX sea considerado un espacio topológico,dos de ellos constituyen las situaciones límite. Por un lado, se puede tomar comofamilia de conjuntos el conjunto vacío y el conjunto completo, U = {∅,XXX}. Estatopología, que se puede definir para cualquier espacio XXX se denomina topologíaburda o indiscreta de XXX. Por otro lado, si se escoge U como el conjunto de todos
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los posibles subconjuntos de XXX, la topología se denomina topología discreta de
XXX.Para aclarar un poco los conceptos introducidos, sirva como ejemplo la si-guiente situación. Si XXX está formado por dos puntos {a,b}, se puede dotar a XXXde cuatro topologías diferentes:

U1 = {∅,XXX}; U2 = {∅, {a},XXX}
U3 = {∅, {b},XXX}; U4 = {∅, {a}, {b},XXX}

Como se puede apreciar U1 y U4 constituyen las topologías burda y discretarespectivamente. Si U2 es también una topología, por analogía U3 también habráde serlo. U2 contiene al conjunto vacío (∅) y al conjunto completo (XXX), por lo quesatisface la primera de las condiciones listadas anteriormente. La intersecciónde ∅ con {a} o con XXX es el conjunto vacío, y la intersección de {a} con XXX es elpropio conjunto {a}: todas las intersecciones pertenecen a U2. Asimismo la unióndel conjunto vacío con {a} es {a}, y tanto la unión de {a} o ∅ con XXX es el propioconjunto XXX. De este modo, todos pertenecen a U2, y cumplen las tres condicionesque todo espacio topológico ha de satisfacer.De manera general, sea un espacio topológico XXX; un subconjunto Nn ⊆ Xi sedice que es un entorno de x ∈ Nn si existe un subconjunto abierto Uj tal que
x ∈ Uj ⊆ Nn. De manera particular, todo conjunto abierto es un entorno de suspuntos. Es decir, todo conjunto O con interior no vacío es un entorno de cadauno de los puntos del interior de O.Sea una aplicación f : XXX −→ YYY entre dos espacio topológicos. Se dice que fes continua si la imagen inversa f−1(U) de todo conjunto abierto U de YYY es unconjunto abierto en XXX. Si se exige que, además de la condición de continuidadde f, posea la condición de biyectividad y que su inversa sea continua, se diceque dicha aplicación es un homoformismo entre los espacio XXX y YYY.Una vez introducidos los conceptos de conjuntos abiertos, se define el conceptode conjunto cerrado. Un subconjunto C de un espacio topológico XXX se dice quees un conjunto cerrado si y solo si XXX − C es abierto. Si se toma el espaciotopológico como el espacio euclídeo R3, estos conjuntos cerrados coinciden conlos habituales. Una aplicación f : XXX −→ YYY entre dos espacios topológicos escontinua si, y solo si, para todo conjunto C de YYY, f−1(C) es cerrado. Poseeademás, una definición equivalente a la anterior.
3.1.2 Topología inducida por un sistema dinámico

De la gran cantidad de topologías que se pueden definir en el espacio tri-dimensional R3, es de gran interés para el análisis del enlace químico en elespacio real examinar la topología inducida por un campo escalar.
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Consideremos una función escalar ℘ continua y derivable en R3:

℘ : R3 −→ R

rrr(x,y, z) −→ ℘(rrr(x,y, z)). (3.1)
Un sistema dinámico [73] asociado a ℘ es el campo vectorial obtenido mediantela aplicación del operador gradiente a la función ℘:

∇∇∇℘ =
∂℘

∂x
iii+

∂℘

∂y
jjj+

∂℘

∂z
kkk. (3.2)

Este sistema puede describirse de forma simple mediante la identificación delcampo vectorial con una velocidad en R3

∇∇∇℘ = ṙrr =⇒



ẋ =
dx

dt
=
∂℘

∂x

ẏ =
dy

dt
=
∂℘

∂y

ż =
dz

dt
=
∂℘

∂z

, (3.3)

y se conoce como flujo del campo gradiente de ℘. De esta forma, las líneas de flujo(o de fuerza o de gradiente) del campo vectorial se identifican con trayectorias,es decir, curvas integrales parametrizadas en R3, tal que
rrr(t) = rrr(t0) +

∫t
t0

∇∇∇℘ · rrr(t)dt, (3.4)
y poseen características bien conocidas:

1. ∇∇∇℘ es un función monovaluada, es decir, por cado punto del espacio rrr pasauna y solo una trayectoria de∇∇∇℘. Como consecuencia, las líneas de campono se cortan en ningún punto. La única excepción a este regla se presentaen los denominados puntos críticos del campo.
2. En cada punto rrr, el vector ∇∇∇℘ es tangente a la trayectoria que pasa porese punto.
3. Puesto que el vector gradiente apunta siempre en la dirección del máximocrecimiento del campo escalar ℘, las trayectoria de∇∇∇℘ son perpendicularesa las líneas isoescalares.
4. Todas las trayectorias deben nacer o morir en los puntos especiales delcampo, caracterizados por ∇∇∇℘(rrr) = 0, o bien en el infinito.
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Puntos críticos de un campo escalarLos puntos críticos de un campo escalar determinan las características básicasdel sistemas dinámico en estudio. Los puntos de R3 que satisfacen la condición

∇∇∇℘(rrr) = 0, (3.5)
son puntos estacionarios del sistema dinámico, denominados puntos críticos (cri-
tical points, CP), y se denotan como rrrc. En el espacio proporcionado por R3pueden existir tres grandes clases de puntos críticos: mínimos, máximos y puntosde silla. Su caracterización puede llevarse a cabo asumiendo que en las cercaníasde un punto crítico, el sistema dinámico puede aproximarse, mediante linealiza-ción, a un sistema dinámico lineal. Suponiendo, sin pérdida de generalidad, queel punto crítico rrrc se encuentra en el origen de coordenadas del sistema, enestas condiciones se tiene

ṙrrc =∇∇∇℘ '∇∇∇℘(0) +∇∇∇∇∇∇t℘(rrr) = 0+∇∇∇∇∇∇t℘(rrr), (3.6)
donde ∇∇∇∇∇∇t℘ es la matriz hessiana (HHH), cuya construcción es de la forma:

HHH(rrrc = 0) =∇∇∇∇∇∇t℘(rrrc = 0) =



∂
∂x
∂
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∂
∂z
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, (3.7)
Constituye una matriz de dimensión 3× 3 real y simétrica, que por lo tanto sepuede diagonalizar. Su diagonalización consiste en la resolución de un problemade valores y vectores propios cuyo objetivo es encontrar un nuevo conjunto decoordenadas en el que, tras un proceso de rotación, todos los elementos no dia-gonales (aquellos que presentan derivadas segundas mixtas de ℘) sean cero. Losnuevos ejes de coordenadas son los denominados ejes principales de curvatura(los autovectores) que describen las direcciones ortogonales de máximo creci-miento o decrecimiento del campo escalar ℘. Las correspondientes curvaturasson los autovalores.Sea UUU la matriz ortogonal que diagonaliza HHH en un punto crítico dado, deter-mina la transformación entre ambos sistemas de referencia. Así,

rrr = UUUηηη,
ṙrr = UUUη̇ηη. (3.8)

Sustituyendo,
ṙrr =HHHUUUηηη. (3.9)
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3.1 ANÁLISIS TOPOLÓGICOS
(ω,σ) Curvaturas Descripción AB RB
(3,−3) λi < 0 ∀i Máximo local (atractor) 3D 0D
(3,−1) λ1, λ2 < 0; λ3 > 0 Punto de silla de 1er orden 2D 1DMáximo en UUU1 y UUU2; mínimo en UUU3
(3,+1) λ1, λ2 > 0; λ3 < 0 Punto de silla de 2o orden 1D 2DMáximo en UUU3; mínimo en UUU1 y UUU2
(3,+3) λi > 0 ∀i Mínimo local (fuente) 0D 3D
(2,−2) λ1, λ2 < 0; λ3 = 0 Máximo local en UUU1 y UUU2 2D 0D
(2, 0) λ1 < 0; λ2 = 0; λ3 > 0 Punto de inflexión 1D 1DMáximo en UUU1 y mínimo en UUU3
(2,+2) λ1 = 0; λ2, λ3 > 0 Mínimo local en UUU2 y UUU3 0D 2D
(1,−1) λ1 < 0; λ2 = λ3 = 0 Máximo local en UUU1 1D 0D
(1,+1) λ1 = λ2 = 0; λ3 > 0 Mínimo local en UUU3 0D 1D
(0, 0) λ1 = λ2 = λ3 = 0 0D 0D

Tabla 1: Clasificación de los puntos críticos de una función escalar en R3 de acuerdocon su rango, ω, y con su firma, σ. AB y RB denotan las dimensiones de lascuencas de atracción y repulsión en cada CP, respectivamente.

Combinando ṙrr = UUUη̇ηη en la ecuación anterior y multiplicando el resultado por lamatriz inversa de UUU se llega a
η̇ηη = UUU−1HHHUUUηηη. (3.10)

El productoUUU−1HHHUUU = ΛΛΛ es la matriz diagonal de valores propios, ΛΛΛ = diag(λi).Los valores propios λi(i = 1, 3) de la matriz hessiana en el punto crítico sonnúmeros reales. Para su obtención, basta con resolver el determinante secular
det |HHH− λIII| = 0. (3.11)

Ordenaremos los valores propios tal que λ1 6 λ2 6 λ3. Los CP del sistema diná-mico quedan completamente caracterizados por el valor y signo de las curvaturas.De acuerdo con la notación habitual empleada por Bader [74], a cada punto críti-co se le asignan dos índices que describen la notación conjunta (ω,σ). El rango,
ω, es el número de curvaturas (autovalores) no nulas. La firma, σ, es simplementela suma algebraica de los signos de los autovalores, es decir, la diferencia entreel número de curvaturas positivas y negativas. Los diferentes puntos críticos quepueden coexistir en R3 se muestran la Tabla 1. Los puntos críticos que aparecencon mayor frecuencia son aquellos que presentan un rango igual a la dimensióndel espacio, ω = 3, y se denominan puntos críticos no degenerados o puntos deMorse.Los puntos críticos (3,−3) son aquellos que presentan todas las curvaturasnegativas, y todas las líneas de campo convergen hacia el punto crítico. Enestas condiciones, el punto crítico se denomina sumidero o atractor de las líneasde flujo. En el caso opuesto, cuando todos los autovalores son positivos, nos
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EL ENLACE QUÍMICO EN EL ESPACIO REAL
encontramos ante un punto crítico cuyo rango y firma es (3,+3). Dicho CP secaracteriza porque todas las líneas de campo emanan de él en las tres direcciones,y se conoce por lo tanto como fuente del campo, en contraposición al sumidero.En las situaciones intermedias, cuando la firma es σ 6= ±3, se pueden encontrardos tipos de soluciones. Una de ellas corresponde a σ = 1. En el punto críticofinalizan dos líneas de campo a lo largo del eje de curvatura UUU3. El resto deellas nacen en el CP, y emanan en la superficie bidimensional caracterizada porlos vectores UUU1 y UUU2. El punto crítico representa un punto de silla de segundoorden. La otra situación viene caracteriza por σ = −1. En este caso particular,las líneas de campo se dirigen hacia el punto crítico en el plano definido por losvectores UUU1 y UUU2. En la dirección perpendicular, UUU3, las líneas de flujo nacendel CP, que se denomina punto de silla de primer orden.
Cuencas, separatrices y topologías inducidasA medida que una trayectoria se aproxima a un punto crítico, ∇∇∇℘ decrece y elvalor del parámetro t (ecuación 3.4) aumenta. En el CP, ∇∇∇℘ = 0 y t→ ±∞. Elparámetro t de una trayectoria varía, pues, entre los límites −∞ (en el CP fuenteo punto α) y +∞ (atractor o punto ω). Puesto que a cada punto pertenecientea R3 (rrr ∈ R3) se le asocia una única trayectoria, y cada una de ellas poseedos puntos críticos bien definidos, es posible, por tanto, establecer una relaciónentre los puntos de R3 y los CPs de ℘. Para ello, se introducen los conceptosde conjuntos α y ω límite de un punto crítico. Así pues, se define:

Conjunto α-límite de un CP i: lugar geométrico de todos los puntos delespacio tridimensional rrr ∈ R3, a los que se llega a través de líneas decampo que nacen en dicho punto crítico i-ésimo.
Conjunto ω-límite de un CP i: lugar geométrico de todos los puntos delespacio tridimensional, rrr ∈ R3 a los que se llega a través de líneas decampo que mueren en dicho punto crítico i-ésimo.

Si nos concentramos en uno de los ejes principales asociados a un CP, el con-junto α-límite es monodimensional y el conjunto ω-límite posee dimensión cerosi el CP es un mínimo de la función potencial en dicha dirección. Por el contrario,el conjunto α-límite presenta dimensión cero y el ω-límite es monodimensionalen el caso de que el punto crítico sea un máximo de la función potencial. Enlas dos situaciones previas, el CP es una fuente y un atractor de líneas de flujo,respectivamente. Como una interpretación semejante es posible para el resto delos ejes principales de curvatura, desde un punto de vista general, un atractoro fuente exhibe un entorno tridimensional que es invariante al flujo de ∇∇∇℘. Asípues, cada línea de campo que se origina (finaliza) en dicho entorno termina(comienza) en el atractor (fuente). El mayor entorno abierto de un punto críticoque cumple esta propiedad se denomina cuenca de atracción (attraction basin,AB) o cuenca de repulsión (repulsion basin, RB).
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3.1 ANÁLISIS TOPOLÓGICOS
Asimismo, se denomina separatriz al conjunto de puntos que no pertenecenni a la cuenca de atracción ni a la cuenca de repulsión de un punto crítico.Con estos conceptos básicos, es posible dividir el espacio tridimensional en unnúmero finito (en moléculas) de subconjuntos, asociados cada uno de ellos alos conjuntos α y ω-límite de los puntos críticos de la función potencial. Lossubconjuntos correspondientes al conjunto α son las cuencas de repulsión (RB)de los mínimos, mientras que aquellos asociados al conjunto ω-límite son lascuencas de atracción (AB) de los máximos.Así pues, y de manera general, el espacio R3 se puede particionar en una seriede subconjuntos abiertos, {Oj}, denotados como (R3,O). Puede comprobarse(ver [75]) que este nuevo espacio satisface la definición axiomática de espaciotopológico [76]:
1. Tanto el conjunto vacío como el espacio completo constituyen conjuntosabiertos: ∅ ∈ O, R3 ⊂ O.
2. La unión de dos conjuntos abiertos cualesquiera también es un conjuntoabierto: Oi ∪Oj ⊂ O ∀Oi,Oj ⊂ O.
3. La intersección de dos conjuntos abiertos cualesquiera también es un con-junto abierto: Oi ∩Oj ⊂ O ∀Oi,Oj ⊂ O.

Al conjunto O que satisface la condiciones de espacio topológico se le denominatopología inducida por ℘ en R3.
3.1.3 Topología de la densidad electrónica

Uno de los primeros intentos con los que obtener información acerca de ladensidad electrónica de un sistema molecular estaba basado en medir diferenciasde densidad,
∆ρ(rrr) = ρmol(rrr) − ρref(rrr), (3.12)

donde ρmol(rrr) representa la densidad electrónica molecular y ρref(rrr) es la densi-dad electrónica de una referencia adecuada. De este modo, es posible estudiar yanalizar las regiones de acumulación y pérdida de carga. Este tipo de análisis,muy populares a finales de los años 60 y la década de los 70, chocaron con ladificultad básica de establecer adecuadamente el marco de referencia.La forma más directa y sencilla de establecer la densidad de referencia se basaen el empleo de la densidad atómica del estado fundamental neutro en cada unade las posiciones nucleares, conocida como densidad promolecular. Aunque estadensidad de referencia teórica permite ofrecer mapas de diferencia de densidadque genera zonas de acumulación y carga similares a las regiones de Berlin, lageneralización de su uso entraña ciertas dificultades. Por un lado, en aquellossistemas en los que la densidad de los átomos no sea esféricamente simétrica,
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la orientación de los átomos deviene en una cuestión fundamental. Por otro lado,la densidad de referencia promolecular viola el principio de Pauli, al no ser N-representable para el potencial, y porque permite que dos densidades atómicassolapen sin verse alteradas.En vista a la discusión previa, se hace necesaria la construcción de un marcode referencia estable que permita el estudio y análisis de la densidad electróni-ca sin ambigüedad. El método topológico constituye una herramienta adecuadapara llevar a cabo dicha empresa. El estudio de la derivadas de un campo escalarestá íntimamente relacionado con el de la estructura del campo gradiente aso-ciado. Su aplicación a la densidad electrónica genera un escenario ausente dereferencias externas, provoca la partición exhaustiva del espacio R3 en regionesbien definidas que proporcionan imágenes tridimensionales muy cercanas a laintuición química.
Características generales de ρLa densidad electrónica, ρ, definida a partir de la función de onda que describeel sistema en estudio, Ψ(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN,RRR1,RRR2, . . . ,RRRM) se expresa como

ρ(rrr) = N
∑
σ1

∫
· · ·
∫
dxxx2 . . . dxxxN

∫
dRRR1 . . . dRRRM

Ψ∗(xxx1, . . . ,xxxN,RRR1, . . . ,RRRM)Ψ(xxx1, . . . ,xxxN,RRR1, . . . ,RRRM), (3.13)
donde xxxi denota conjuntamente la coordenada espinorial del electrón i-ésimo(σi) y su posición en el espacio (rrri ) y RRRα la posición del núcleo α-ésimo. Bajola aproximación de Born-Oppenheimer, que separa el movimiento de los núcleosy de los electrones, la función de onda electrónica estacionaria depende detodas las coordenadas electrónicas y paramétricamente de las 3M coordenadasespaciales de los núcleos, RRR,

ρ(rrr;RRR) = N
∑
σ1

∫
· · ·
∫
dxxx2 . . . dxxxNΨ

∗(xxx1, . . . ,xxxN,RRR)Ψ(xxx1, . . . ,xxxN,RRR).

(3.14)
Conocer el comportamiento de la densidad electrónica es vital si se quiere reali-zar una análisis sobre ella. El teorema de Hellman-Feynman demuestra el papelprimario que juega ρ para el entendimiento de la fuerzas que acontecen en lasmoléculas, y en última instancia, para la compresión del enlace químico. Dichoteorema establece, en su versión electrostática, que

FFFα = −∇∇∇RRRα


Zα

∫
drrr

ρ(rrr)

|rrr−RRRα|
+
∑
β6=α

ZαZβ

|RRRα −RRRβ|


 , (3.15)
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3.1 ANÁLISIS TOPOLÓGICOS
donde FFFα y RRRα representan la fuerza ejercida sobre el núcleo α y su vector deposición respectivamente. Para moléculas diatómicas AB con simetría cilíndrica,y tomando como eje internuclear el eje z (por simetría las componentes de lafuerza en x e y sobre los dos núcleos son cero), la fuerza que actúa sobre unnúcleo A se reduce a su componente z, Fz,A, que viene dada por

Fz,A = ZAe
2

∫
d3rrrρ(rrr)

cos θA
r2A

−
ZAZBe

2

R2AB
. (3.16)

RAB es la distancia que separa a los núcleos A y B, rA es la distancia quesepara el núcleo A de un punto del espacio rrr(x,y, z), e es la unidad de cargafundamental, ZA y ZB son las respectivas cargas atómicas de los diferentesnúcleos y θA y θB son los ángulos formados entre el vector de posición rrr y eleje internuclear. Al inspeccionar la ecuación, se puede observar que existen doscomponentes que describen la fuerza sobre un núcleo. Un término que dependedel perfil tridimensional de la densidad electrónica a lo largo de toda la moléculay un término de repulsión entre núcleos.Berlin [77] demostró que una molécula diatómica se puede particionar en dosregiones bien diferencias: una región enlazante y una región antienlazante, queestán separadas por dos superficies de revolución, de acuerdo con una función
fz(ZA,ZB,rrr):

fz(ZA,ZB,rrr) = ZA
cos θA
r2A

−ZB
cos θB
r2B

. (3.17)
Un elemento de carga situado sobre una de las dos superficies ejerce una fuerzanula sobre los núcleos. Por el contrario, aquellos elementos de carga situadosen un punto del espacio rrr donde fz(ZA,ZB,rrr) > 0, se encuentran en la regiónenlazante y contribuyen a la estabilidad de la molécula. En el caso opuesto,cuando fz(ZA,ZB,rrr) < 0, la carga situada en la región antienlazante provo-ca una mayor atracción sobre un núcleo que sobre el otro, provocando que semantengan alejados.La estabilidad de una molécula en la situación de equilibrio solo se puededar cuando las fuerzas atractivas en la región enlazante compensan las fuerzasrepulsivas provenientes de la repulsión entre los núcleos y de la fuerza existentesobre un elemento de carga situado en la zona antienlazante. Es necesario, por latanto, que se acumule suficiente densidad electrónica en la región de enlace paraque se genere una molécula estable. Este requerimiento, junto con el descensode ρ cuando se aumenta la distancia respecto del núcleo, da lugar a que la cargaelectrónica se concentre principalmente a lo largo del eje internuclear.Los experimentos de difracción, que permiten determinar experimentalmentela densidad electrónica, proporcionan un patrón angular de la intensidad de loshaces difractados, a partir de los cuales y tras un proceso de tratamiento dedatos, se pueden obtener los factores de estructura. Los factores de estructura
F(HHH), donde HHH es el conjunto de índices que ofrecen una dirección de difracción
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particular, constituyen la transformada de Fourier de la densidad electrónica dela celda unidad. Así pues, ρ(rrr) se puede obtener como:

ρ(rrr) =
1

V

∑
H

F(HHH)exp [−2πiHHH · rrr] , (3.18)
donde V es el volumen de la celda unidad.La morfología básica de ρ está fuertemente determinada por la posición delos núcleos del sistema, que proporcionan la interacción más intensa de todaslas que son sentidas por los electrones. El teorema atómico de Kato [78], gene-ralizado más tarde por Steiner y Bingel [79, 80] a sistemas moleculares, ofreceun estudio analítico de las cúspides nucleares de la densidad electrónica. Elteorema de Kato, Steiner y Bingel permite localizar la posición de los núcleos ydeterminar su carga a partir del análisis de ρ, de acuerdo con el primer princi-pio de Hohenberg y Kohn [81]. Así pues, en la mayoría de los casos, el aspectogrosero que presenta toda densidad electrónica está basado en grandes cúspi-des en los núcleos y un comportamiento exponencialmente decreciente en todasdirecciones.Por último, es importante destacar que aunque ρ no es un verdadero campodiferenciable, pues los núcleos resultan ser cúspides y no puntos críticos, sepuede generar un campo con las mismas características que ρ en todos los puntossalvo en entornos alrededor de los núcleos. En estos entornos, que pueden ser tanpequeños como se desee, se sustituye la verdadera densidad no diferenciable poruna aproximación, cambiando de este modo las cúspides por máximos del campo.
Análisis topológico de ρComo se ha indicado previamente, existen dos topologías inducidas por unescalar, la de los conjuntos α-límite (cuencas de repulsión) y la de los conjuntos
ω-límite (cuencas de atracción). Matemáticamente es indiferente hacer uso deunos y otros para caracterizar la topología de ρ, pero no ocurre lo mismo desdeel punto de vista físico y químico. Así, los mínimos se localizan en zonas dondela densidad electrónica es muy plana, mientras que los máximos se encuentranmuy bien definidos en aquellas posiciones donde la densidad presenta grandespicos. Puesto que cada máximo (atractor) coincide en número y posición con losnúcleos del sistema, el análisis de ρ basado en cuencas de atracción resulta muyllamativo para el químico.La densidad electrónica es un campo escalar tridimensional que se caracterizaperfectamente por por el análisis de sus puntos críticos, es decir, aquellos puntosque cumplen: ∇∇∇ρ(rrr) = 0. Cada uno de los subsistemas en los que está divididoel espacio posee una superficie sobre la cual están localizados los distintos CP(vide infra). Mediante la caracterización de los puntos críticos se puede llevara cabo un análisis tipológico de ρ. La posición y conexión entre los distintosCP mediante líneas del campo ∇∇∇ρ(rrr) se relaciona con los conceptos básicos deenlace químico.
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Como se comentó previamente, la característica más sobresaliente de la den-sidad electrónica es que presenta cúspides en las posiciones nucleares. Estacaracterística ha servido de fundamento para identificar los atractores del siste-ma, o puntos críticos (3,−3), con los núcleos del sistema. Aunque generalmentela aparición de un punto (3,−3) está relacionado de manera directa con la posi-ción de un núcleo atómico, en ciertas condiciones también es posible la apariciónde un máximo en ausencia del mismo, que se conoce como máximo no nuclear(non nuclear maxima, NNM) [82].Cuando en la química tradicional se dice que existe un enlace entre dos átomos,en el espacio real, este fenómeno se hace patente mediante la presencia de unpunto crítico donde la densidad electrónica tiene un valor mínimo en el ejeinternuclear que une ambos núcleos. Asimismo, dicho punto es un máximo enlas dos direcciones perpendiculares restantes. Este lugar geométrico se conocecomo punto crítico de enlace (bond critical point, BCP), y se identifica como unpunto (3,−1), un punto de silla de primer orden que presenta dos curvaturasnegativas (ρ es un máximo en el plano definido por sus ejes propios) y unacurvatura positiva (ρ es un mínimo a lo largo del tercer eje). Para cada BCP,existen un par de líneas gradiente que conectan los núcleos, que constituyen lacuenca de repulsión del punto crítico. A esta línea se le denomina camino o líneade enlace (bond path).En general, las superficies que conectan las regiones atómicas están consti-tuidas por las cuencas de atracción bidimensionales de los puntos (3,−1). Decada punto (3,−1) parten dos trayectorias asociadas con el vector propio decurvatura positiva que mueren en cada uno de los núcleos enlazados, separadospor la superficie separatriz sobre la que se localiza el punto crítico de enlace.Una de las características más importantes que ofrece el análisis topológico dela densidad es mostrar la existencia de un punto crítico de enlace entre cadapareja de átomos que tradicionalmente se encuentran enlazados. Así por ejemplo,en la molécula de diborano (B2H6), existen líneas de enlace entre los hidrógenospuente y los boros, pero son inexistentes entre los hidrógenos puente [74].Aunque los puntos críticos de enlace son los que con más asiduidad aparecenen sistemas moleculares, todos los demás tipos de CPs también pueden encon-trarse. Un tipo de ellos lo constituyen los puntos críticos (3,+1), puntos de sillade segundo orden, en los que dos curvaturas son positivas y en el cual ρ es unmínimo en el plano definido por sus ejes característicos (su cuenca de repulsiónbidimensional), y un máximo a lo largo del eje principal, con curvatura negativa(cuenca de atracción monodimensional). Cuando varios núcleos se hallan enlaza-dos formando un anillo o un ciclo, las características de la densidad electrónicafuerzan la aparición de este tipo de puntos, que se conocen como puntos de anillo(ring critical point). Su recuento permite definir el número de anillos presentesen el esqueleto molecular.Finalmente, queda un único punto crítico no degenerado que corresponderíaa una fuente de líneas de campo en las tres direcciones del espacio, pues en

75



EL ENLACE QUÍMICO EN EL ESPACIO REAL
él, todas las curvaturas serían positivas. Dicho punto sería un punto (3,+3) yse conoce como punto de caja (cage critical point). Su presencia se hace paten-te cuando la molécula tiene una estructura tridimensional cerrada de enlaces,es decir, se localiza en el centro del volumen encerrado por varios anillos nocoplanarios.La red formada por los núcleos y las líneas de enlace define el grafo molecularque normalmente equivale a la representación habitual de la fórmula químicaestructural. La posición y tipo de los puntos críticos de la densidad electrónicadefine la estructura topológica inducida por ρ en el espacio tridimensional. Elnúmero y tipo de CPs que pueden coexistir en un estructura no es arbitrario sinoque está determinado por la relación de Morse,

n− c+ r− b = 1 (3.19)
donde n representa el número de núcleos (3,−3), c es el número es el númerode puntos de caja (3,+3), r es el número de anillos (3,+1) y b representa elnúmero de enlaces (3,−1).El análisis topológico de la densidad electrónica permite, además de identificarlos enlaces, diferenciar y clasificar diferentes tipos de enlace mediante el estudiode diversas propiedades topológicas asociadas al punto crítico de enlace.
Propiedades en los puntos críticosEn la discusión precedente se ha podido observar cómo las líneas de enlacemuestran dónde están localizados los enlaces en una molécula, es decir, quéátomos están unidos unos a otros mediante la acumulación de la densidad elec-trónica a lo largo de la línea que los enlaza. Puesto que cualquier magnitud varíaa lo largo de toda la línea de enlace, para poder comparar distintos sistemasbajo un marco de referencia común es necesario seleccionar un punto a lo largode dicha línea de manera consistente entre los distintos sistemas. Decidimos queese punto coincida con el BCP. Tres propiedades de la densidad electrónica enel BCP nos aportan valiosa información acerca del sistema en estudio:el valor de la densidad electrónica en el punto crítico de enlace, ρb,la elipticidad, ε, que proporciona una idea acerca de la forma de la distri-bución de la densidad electrónica en un plano que contiene al punto críticode enlace y que es perpendicular a la línea de enlace,el radio de enlace, rrrb, que ofrece información sobre dónde se encuentra elpunto crítico de enlace y sirve, además, como medida del tamaño de cadaátomo.
DENSIDAD EN EL PUNTO DE ENLACE La densidad en el punto crítico deenlace, ρb, es la medida más obvia que puede obtenerse en un BCP, y permitecomparaciones sencillas en el caso de que los dos átomos enlazados se mantenga
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constante. Se ha demostrado en numerosas ocasiones que correlaciona bien conla fortaleza del enlace. Sin embargo, dada la extrema dependencia de ρ con lacarga nuclear, no puede utilizarse de forma inmediatea para comparar la fortalezade enlaces entre parejas de átomos diferentes.En general, el valor de ρb es grande en el caso de enlaces covalentes y muchomás pequeño en sistemas débilmente enlazados o iónicos. Por ejemplo, en loshidruros de los metales alcalinos y alcalinotérreos ρb es pequeña, y se interpre-ta en términos del carácter fuertemente iónico que presentan estas moléculas,cohesionados más por fuerzas electrostáticas que por la acumulación de densidadde carga en las regiones enlazantes. Asimismo, el valor de ρb aumenta rápida-mente al comparar enlaces en los que uno de los átomos involucrados desciendeen un período pudiéndose considerar como una propiedad periódica más. Si lacomparación se realiza entre parejas enlazadas idénticas, ρb también se puedeutilizar para definir un orden de enlace topológico. Por ejemplo, en la serie dehidrocarburos orgánicos ordinarios se produce un aumento en el valor de ρb alincrementarse el grado de insaturación: 0.249, 0.356 y 0.427 u.a., al pasar desdeel etano al eteno y al etino, respectivamente.
ELIPTICIDAD La elipticidad, ε, ofrece una medida acerca de dónde se concentrapreferentemente la densidad electrónica. Por ejemplo, en un punto crítico deenlace, la densidad a lo largo de un camino de enlace es mínima. En este punto,la matriz hessiana siempre tiene un valor propio positivo a lo largo de la direcciónpropia de curvatura que es tangente a la línea de enlace. Posee además dosvalores propios negativos a lo largo de las direcciones propias que generan unplano tangente a la superficie interatómica.Se define la elipticidad de un CP de enlace como

ε =

(
λ1
λ2

)
− 1. (3.20)

Puesto que siempre existen dos autovalores (curvaturas) negativos (λ1, λ2 < 0),y el ordenamiento de los autovalores es tal que λ1 6 λ2 6 λ3, el cociente entre
λ1 y λ2 siempre es mayor que 1 en un BCP, λ1/λ2 > 1, por lo que la elipticidadserá siempre positiva. Si ε = 0, la densidad electrónica posee simetría circularen el plano interatómico, situación característica de los puntos críticos de enlacede moléculas lineales.El ejemplo habitual es el enlace C-C en la molécula de eteno, cuya elipticidadcercana a 0.3 indica una acumulación de carga en el plano perpendicular almolecular. Para moléculas planas, como el propio eteno o la molécula de benceno,
ε se puede considerar una medida del carácter π de un enlace C-C, aunque nosiempre es el caso. La elipticidad del triple enlace en la molécula de etino escero, como se esperaría de un sistema lineal, incluso cuando se considera elmodelo de enlace σ−π con dos contribuciones π. La suma de las distribucionesde carga de los electrones descritos por los orbitales de enlace π tiene simetría
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EL ENLACE QUÍMICO EN EL ESPACIO REAL
cilíndrica. Es importante remarcar que el carácter π de un enlace no es unamagnitud observable, al contrario que la distribución electrónica.
RADIO DE ENLACE La distancia desde un punto crítico de enlace hasta cadauno de los núcleos adyacentes constituye una medida del tamaño de cada átomoen la dirección de enlace que se conoce como radio de enlace y se denota por
rrrb. Este radio es idéntico al radio covalente convencional solo en el caso demoléculas homodiatómicas. El radio covalente de un átomo se asume constanteal cambiar de una molécula a otra. Los radios de enlace topológicos son caracte-rísticos de cada molécula, aunque su dispersión tiende a ser pequeña. El tamañotopológico de un átomo decrece en un período a medida que aumenta el valorde la carga nuclear efectiva Z, y aumenta al bajar en un grupo, de acuerdo conla intuición química.En el caso de sistemas enlazados el análisis puede tornarse más complejo. Asípor ejemplo, el radio de enlace de un elemento A en un hidruro AH diatómicodecrece a lo largo de un período para después aumentar, como consecuenciade dos efectos competitivos contrapuestos. En primer lugar, la carga nuclearaumenta al atravesar un período, provocando una disminución del tamaño delátomo y por consiguiente del radio de enlace. En segundo lugar, a medida quela carga nuclear aumenta, el átomo A se hace más electronegativo, atrayendomás densidad electrónica procedente del hidrógeno. Como resultado, su cargapositiva promedio decrece, haciéndose negativa y provocando un aumento de sutamaño y de su radio de enlace.
3.1.4 Topología de la Laplaciana de la densidad electrónica

En las secciones previas se ha podido observar como el análisis de la topolo-gía inducida por la densidad electrónica en R3 permite recuperar los conceptosde átomo, enlace, estructura molecular, etc. Sin embargo, esta función presentaúnicamente máximos en la posición de los núcleos (si obviamos los NNM), y de-cae monótonamente con la distancia. Aunque el análisis de ciertas propiedadesen el punto de enlace nos ofrece un escenario en el que obtener valiosa informa-ción acerca de un enlace químico, para caracterizar verdaderamente los enlacesy recuperar el modelo de capas atómicas, es necesario recurrir a otra función, lalaplaciana de la densidad electrónica. El estudio de la topología inducida porella ofrece un nuevo paisaje acerca de la estructura electrónica de los sistemas.
Características generales de ∇2ρLa laplaciana de la densidad electrónica, ∇∇∇2ρ(rrr), se construye a partir de lasderivadas segundas de ρ como

∇∇∇2ρ(rrr) = ∂2ρ

∂x2
+
∂2ρ

∂y2
+
∂2ρ

∂z2
, (3.21)
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3.1 ANÁLISIS TOPOLÓGICOS
y representa una curvatura total de la función en las tres dimensiones. La lapla-ciana de un campo se relaciona con la acumulación o fuga local del mismo. Así,un punto con ∇∇∇2ρ < 0(> 0) está asociado con una concentración (fuga) local decarga respecto a su vecindad.Esta interpretación es consecuencia de la existencia de un sistema principalde curvatura en cada punto del espacio. Dado que la traza de una matriz seconserva en una transformación ortogonal, se tiene que

∇∇∇2ρ = λ1 + λ2 + λ3, (3.22)donde λi son las curvaturas principales de la densidad en un determinado punto(no necesariamente un punto crítico). Las regiones del espacio que muestran unvalor de laplaciana negativa (regiones de acumulación), son aquellas en los queel valor de la densidad es mayor que el promedio en su región local. Es decir,se corresponde con una o más direcciones de curvatura negativa cuya curvaturatotal es superior a la suma de curvaturas a lo largo de cero o más direccionesprincipales de curvatura positiva. En el caso opuesto, una región de fuga de ladensidad electrónica se relaciona con un valor de laplaciana positivo.En el caso de simetría esférica (como en el caso de átomos aislados de capacerrada) la laplaciana adopta la siguiente expresión simplificada,
∇∇∇2ρ(rrr) = ρ ′′(rrr) + 2ρ

′
(rrr)

r
, (3.23)

y su signo depende de un balance entre la curvatura radial de la función (ρ ′′(rrr))y su pendiente (ρ ′(rrr)). Si se supone un comportamiento exponencial de la den-sidad electrónica válido tanto en las cercanías de los núcleos (en las posicionesatómicas no está definido) como en el límite asintótico,
ρ(rrr) = N exp [−ζr] , (3.24)la laplaciana se expresa como
∇∇∇2ρ(rrr) = N exp [−ζr]

(
ζ2 − 2

ζ

r

)
. (3.25)

Analizando la expresión, se pueden observar tres tipos de regímenes distintos.Por una lado, existe un radio de corte en el que existe un cambio de signo.Cuando r = rc = 2/ζ, y ∇∇∇2ρ(rrr) = 0. La laplaciana siempre mostrará un valornegativo cuando r < rc y un valor positivo en caso opuesto. Por otro lado, enel límite en el que r → 0, la laplaciana tiende a −∞. En el otro extremo, ydado que la densidad tiende a cero exponencialmente, ∇∇∇2ρ(rrr) habrá de mostrarun comportamiento idéntico. Así pues, cuando r → +∞, ∇∇∇2ρ(rrr) = 0. Puestoque las densidades atómicas se aproximan razonablemente bien por una seriede segmentos exponenciales de exponente decreciente, entre ambas asíntotas lalaplaciana de los átomos libres muestra una serie de máximos y mínimos a losque se les asocian, una a una, capas atómicas. A la concentración de carga másexterior se le conoce habitualmente como concentración de carga de la capa devalencia (valence shell charge concentration, VSCC).
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Análisis topológico de ∇2ρ

La laplaciana de la densidad electrónica revela características que la propiadensidad ρ por sí misma es incapaz de mostrar. Para átomos de capa cerradacon simetría esférica, la densidad presenta una cúspide en la posición nucleary decae exponencialmente a medida que aumenta la distancia al núcleo. Porel contrario, la laplaciana de un átomo presenta otra cúspide (negativa) en laposición nuclear seguida de pares de máximos y mínimos alternados siguiendouna distribución radial. Cada conjunto de máximos y mínimos está asociado a unacapa atómica. La capa más exterior es la que se denomina VSCC. En un átomo,las capas internas presentan todas simetría esférica y características comunes.Sin embargo, la capa VSCC adquiere un interés particular en moléculas.Por ejemplo, tomemos la molécula de Cl2 como representante de un enlacecovalente. La topología de ρ es simple, con dos máximos en la posición de losnúcleos de los átomos de cloro y un punto crítico de enlace. Por el contrario, lalaplaciana muestra claramente las capas atómicas K,L y M, con su estructurainterna prácticamente invariable. No ocurre lo mismo con la capa de valencia, queha sufrido una distorsión importante. Las regiones de acumulación más externasde ambos núcleos (capa M) se han fundido en una sola zona que recorre lamolécula por completo. La topología de ∇∇∇2ρ es relativamente compleja, puesla simetría cilíndrica fuerza la aparición de puntos críticos degenerados cuandono se sitúan en el eje molecular. Brevemente, se encuentra un punto (3,+1) enel punto medio del eje internuclear con presencia de dos puntos (3,−1) muycercanos a él. Cada cloro goza además de una pareja de puntos (3,−1) y (3,+3)muy cerca del punto de la capa de valencia con laplaciana nula. Asimismo, esimportante destacar la presencia de dos distribuciones toroidales de acumulaciónde carga alrededor de cada uno de los átomos de cloro.En el extremo opuesto, cuando la ionicidad de la molécula es elevada seobserva con facilidad cómo la laplaciana de la densidad diferencia sin dificultadlos dos modelos de enlace, mientras que la densidad electrónica es incapazde hacerlo. Así, en la molécula de cloruro de sodio (NaCl), las VSCC de losátomos no se funden sino que permanecen prácticamente inalteradas. De hecho,la región de enlace no es un región de acumulación de carga sino de fuga, ypresenta valores de ∇∇∇2ρ(rrr) grandes y positivos. El cloro conserva tantas capascomo el átomo libre mientras que en el sodio, la capa de concentración de carga
M ha desaparecido. La explicación de estos fenómenos se basa en la diferentenaturaleza de la molécula, donde los iones se mantienen cohesionados por fuerzaselectrostáticas y no por acumulación de carga en la región de enlace.En general, los enlaces clásicamente covalentes poseen puntos de enlace enregiones de acumulación de carga, con laplaciana negativa, y la capa común devalencia envuelve a los dos núcleos. Esta imagen está en consonancia con elmodelo de Lewis de compartición de electrones. Por el contrario, los sistemascon una ionicidad elevada poseen puntos de enlace con laplacianas fuertementepositivas.
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El análisis topológico en moléculas no lineales es más interesante, pues lospuntos críticos asociados dejan de ser degenerados salvo en casos excepcionales.En una molécula, la capa VSCC de un átomo se ve perturbada —se pierde lasimetría esférica—, y presenta un cierto número de máximos entre los cualesse presentan puntos de silla. Los máximos representan los puntos donde se con-centra más fuertemente la densidad electrónica mientras que los puntos de sillaindican dónde existe mayor fuga de la densidad. Si las regiones de concentraciónde carga se sitúan a lo largo de los enlaces moleculares se denominan concen-traciones de carga de enlace (bonding charge concentrations, BCC) mientras queen caso contrario son conocidas como concentraciones de carga no enlazantes(non bonding charge concentrations, nBCC).De manera habitual, las regiones nBCC se observan en la capa VSCC deaquellas moléculas que presentan pares electrónicos en la capa de valencia.Dependiendo de la diferencia de electronegatividad entre los átomos enlazadosasí como de la longitud del enlace, se podrán observar ninguna, una o dos nBCC.En moléculas predominantemente iónicas, las transferencia de carga de un átomoa otro provoca que la VSCC presente simetría prácticamente esférica, en la queno se observa ningún máximo. En molécula puramente covalentes, las dos VSCCse funden, formando una única capa en la que se observa la presencia de dosmáximos.Por último, es importante destacar que el número y posición de las BCC ynBCC se corresponden con los esperados pares electrónicos enlazantes y noenlazantes que la teoría de repulsión de pares electrónicos de la capa de valencia(Valence Shell Electron Pair Repulsion, VSEPR) preconiza.

3.2 HERRAMIENTAS PARA EL ESTUDIO DEL ENLACEQUÍMICO EN EL ESPACIO REAL
3.2.1 Teoría Cuántica de Átomos en Moléculas

La teoría cuántica de átomos en moléculas (Quantum Theory of Atoms in
Molecules, QTAIM) [74] utiliza la topología inducida por la densidad electrónica
ρ en el espacio tridimensional R3 para constituirse en un pilar fundamental parael estudio del enlace químico.La idea básica consiste en particionar el espacio en regiones que estén do-tadas tanto de significado físico como químico, asociadas con átomos y gruposfuncionales. Richard Bader mostró cómo en estos subsistemas cuánticos abiertosse verifican las leyes mecanocuánticas si y solo si:

el subsistema está rodeado por una superficie a través de la cual el flujodel campo vectorial definido por el gradiente de la densidad electrónica
ρ(rrr) se anula:
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∇∇∇ρ(rrr) ·nnn(rrr) = 0. (3.26)

nnn(rrr) es un vector normal a la superficie en el punto rrr y ∇∇∇ρ(rrr) es el gradientede la densidad electrónica en rrr. La unión de todas las regiones, denotadas como
Ωi, que satisfacen la ecuación 3.26 proporciona una partición exhaustiva delespacio, ∪iΩi = R3. Cada una de ellas contiene normalmente un sólo núcleo, yes conocida como una cuenca atómica. Podemos reunir un número cualesquiera detales regiones sin violar la condición de flujo nulo para definir lo que conocemoscomo grupos funcionales.Las propiedades fundamentales de la densidad electrónica, en particular, sudecaimiento exponencial hacia el infinito en sistemas finitos (y su periodicidaden sistemas cristalinos), garantizan la posibilidad de partir el espacio en lossistemas propuestos por Bader. La topología inducida por ρ(rrr) en R3 conviertea R3 en un espacio topológico cuyos subespacios son subsistemas cuánticosrodeados de superficies de flujo nulo correctamente definidos desde un punto devista mecanocuántico.Las líneas de flujo∇∇∇ρ(rrr) que no terminan en los núcleos tienen una importan-cia decisiva dentro de la teoría. Así, las superficies de flujo nulo que conectanlos átomos están constituidas por las cuencas de atracción bidimensionales delos puntos (3,−1). De cada uno de los puntos de enlace nacen dos trayectoriasen la dirección asociada al vector con curvatura positiva que terminan en cadauno de los átomos enlazados, separados por la superficie separatriz de flujo nulosobre la que está localizado el BCP. Por lo tanto, cuando se dice que dos atómosestán enlazados, en la teoría QTAIM significa que comparten una superficie deflujo nulo y que están conectados por una línea de enlace sobre la cual existeel punto crítico de enlace.
Observables atómicosLos átomos cuánticos así definidos exhiben propiedades que están perfecta-mente establecidas y adaptadas a la simetría del sistema y al entorno químicoen el que se hallan. Asimismo, las propiedades atómicas son aditivas. La particióndel espacio en volúmenes que no solapan y que completan el espacio molecularpermite recuperar el valor esperado de cualquier observable como suma de losvalores asociados a cada volumen particular. Por ejemplo, el promedio atómicode un observable monoelectrónico A, que viene expresado por el operador Â, enuna región Ω se expresa como

〈AΩ〉 = 〈Â〉Ω =

∫
Ω

drrr

∫
drrr
′N

2

[
Ψ∗ÂΨ+

(
ÂΨ
)∗
Ψ
]

. (3.27)
Una propiedad atómica está, por lo tanto, determinada por la integración dela correspondiente propiedad densidad del operador ρA(rrr) sobre la cuenca delátomo, donde

ρA(rrr) =
N

2

∫
drrr
′
[
Ψ∗ÂΨ+

(
ÂΨ
)∗
Ψ
]

, (3.28)
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por lo que

〈AΩ〉 =
∫
Ω

drrrρA(rrr). (3.29)
Las ecuaciones anteriores también se pueden expresar mediante las matricesdensidad ya introducidas. Así, si Â es un operador monoelectrónico, la ecuación3.29 es de la forma

〈AΩ〉 =
∫
Ω

drrr Â1 ρ
1(rrr;rrr

′
)

∣∣∣∣
rrr=rrr

′
. (3.30)

Si por el contrario, el operador Â se tratara de un operador bielectrónico, enton-ces
〈AΩ〉 =

∫
Ω

drrr1

∫
Ω

drrr2 Â2 ρ
2(rrr1,rrr2;rrr

′
1,rrr

′
2)

∣∣∣∣
rrri=rrr

′
i

. (3.31)
La consecuencia más importante de la definición de una propiedad atómica es queel valor promedio de cualquier observable se puede particionar en contribucioneslocales asociadas a cada región Ω,

〈Â〉 =
∑
Ω

AΩ. (3.32)
Esta última ecuación establece que cada átomo realiza una contribución aditivaal valor de cualquier de propiedad del sistema total, recuperando la esenciaquímica: los átomos y grupos de átomos realizan contribuciones reconocibles alas propiedades totales del sistema.La primera de la densidades que pueden integrarse en una cuenca atómica esla densidad unidad, que determina el volumen atómico (finito sólo en sistemasextendidos):

V =

∫
Ω

drrr. (3.33)
De igual manera, el operador más simple que se puede integrar sobre una cuencaes el operador unidad, Â = 1. Así, la propiedad densidad asociada al operador
Â = 1 es la propia densidad electrónica, como se puede apreciar a partir dela ecuación 3.28. La integración de la densidad electrónica sobre la cuenca Ωproporciona la población electrónica promedio sobre dicha región

〈NΩ〉 = 〈N̂〉Ω =

∫
Ω

ρ(rrr)drrr. (3.34)
De manera equivalente, y a partir de la expresión 3.31 el número de parejaspromedio, Λ, en una cuenca Ω se puede obtener a través de la expresión

〈ΛΩΩ〉 = 〈Λ̂〉ΩΩ =

∫
Ω

drrr1

∫
Ω

drrr2 ρ
2(rrr1,rrr2) (3.35)
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La carga neta de un átomo, qΩ, viene dada por la suma de su carga nuclear, Ze,y su carga electrónica promedio, −NΩe, por lo que

qΩ = (Z− 〈NΩ〉) e (3.36)
En general, cualquier propiedad que tenga asociada un operador, es decir,cualquier propiedad que sea un observable, se puede obtener en la QTAIMmediante la integración en una región arbitraria del operador densidad asociado.

3.2.2 Función de Localización Electrónica
La función de localización electrónica (Electron Localization Function, ELF)fue propuesta originalmente por Becke y Edgecombe [83] como una medida de lacorrelación electrónica basada en la probabilidad condicionada para electronesdel mismo espín,
℘αα(rrr1|rrr2) =

ρ2αα(rrr1,rrr2)
ρ1α(rrr1)

. (3.37)
Mide la probabilidad de encontrar un electrón con espín α en un punto delespacio rrr1 cuando otro electrón del mismo espín se encuentra en rrr2. ρ1α es unade las componentes (α) de espín de la matriz densidad de primer orden, mientrasque ρ2αα es la densidad de pares de electrones con espín α,

ρ2αα(rrr1,rrr2) = ρ1α(rrr1)ρ
1
α(rrr2) [1+ fαα(rrr1,rrr2)] , (3.38)

donde fαα(rrr1,rrr2) es el hueco de Fermi existente entre electrones con espinesparalelos. A nivel SD, la ecuación 3.37 toma la forma
℘HF
αα(rrr1|rrr2) =

ρ2αα(rrr1,rrr2)
ρ1α(rrr1)

= ρ1α(rrr1) −
|ρ1α(rrr1;rrr2)|2

ρ1α(rrr1)

= ρ1α(rrr1) −
|
∑α
i χ
∗
i (rrr2)χi(rrr1)|

2

ρ1α(rrr1)
. (3.39)

La función ℘αα(rrr1|rrr2) es mínima cuando rrr1 = rrr2 (℘αα(rrr1|rrr1) = 0), y su curvatura
∇∇∇2|rrr2 ℘αα(rrr1|rrr2) = Dα(rrr1) ofrece una estimación acerca de la probabilidad deencontrar un electrón con el mismo espín en los alrededores de rrr1.La idea propuesta por Becke y Edgecombe consistió en definir una nuevafunción a partir deDα(rrr), la denominada función ELF, normalizada en el intervalo[0,1], que fuera capaz de identificar sin ambigüedad regiones del espacio en lasque se localizaran parejas de electrones. Así, se define la función ELF como

ELF = ηBE(rrr) = 1

1+ χ2BE , (3.40)
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donde

χBE =
Dα(rrr)

Dαh(rrr)
, (3.41)

y la función de referencia Dαh(rrr) se expresa como
Dαh(rrr) =

3

5
(6π)2ρ1α(rrr)

5/3. (3.42)
Dαh(rrr) es la curvatura antes definida para una pareja de electrones del mismoespín para el gas homogéneo de electrones de Thomas y Fermi de igual densidadque el sistema real en el punto rrr.Retomando el caso monodeterminantal, la densidad de probabilidad de encon-trar un electrón del mismo espín a una distancia s del punto de referencia rrr sepuede expresar mediante una expansión de Taylor de la densidad de probabilidadcondicionada para una pareja de electrones del mismo espín promediada esféri-camente (el promedio esférico se realiza sobre una esfera de radio s alrededordel punto de referencia rrr). El primer término de la expansión de Taylor (inde-pendiente de s) se anula puesto que la probabilidad de encontrar dos electronescon el mismo espín α en el mismo punto rrr es cero (consecuencia del principio dePauli). El término lineal es dependiente del gradiente del agujero de Fermi en
rrr, por lo que también se anula. En estas condiciones, el primer término no nulode la expansión es el término cuadrático, de tal modo que

℘HF
αα(rrr, s) =

1

3

[
α∑
i

|∇∇∇χi(rrr)|2 −
1

4

|∇∇∇ρ1α(rrr)|2

ρ1α(rrr)

]
s2 + · · · (3.43)

La expresión entre corchetes,
Dα(rrr) =

α∑
i

|∇∇∇χi(rrr)|2 −
1

4

|∇∇∇ρ1α(rrr)|2

ρ1α(rrr)
, (3.44)

está directamente relacionada con la curvatura en rrr del agujero de Fermi a nivelHF.La función ELF, al igual que la laplaciana, ofrece información acerca de lasregiones del espacio donde se espera que se localicen una pareja de electrones.Esta información en realidad está contenida en la matriz densidad de segundoorden, ρ2(rrr1,rrr2), más difícil de calcular y estudiar. La diferencia con respecto ala propia densidad electrónica se hace evidente. La separatriz de la ELF entrela primera y segunda capa de un átomo es cercana a cero, mientras que ladensidad es realmente alta, mucho mayor que en la zona de valencia donde laELF adquiere un valor cercano a 1.Por definición, η(rrr) = 1 en todo el espacio tanto para un sistema monoelectró-nico como para el estado singlete de un sistema de dos electrones. En moléculaspoliatómicas, se suele considerar que el valor de la η(rrr) igual a 1 solo se da
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EL ENLACE QUÍMICO EN EL ESPACIO REAL
en casos de perfecta localización de una pareja de electrones o de un electróndesapareado. Es decir, cuanto más localizados estén los electrones, más cercanoserá el valor de ELF a la unidad. Así, los pares de electrones constitutivos deenlaces covalentes y los pares libres mostrarán elevados valores de ELF. Puestoque η(rrr) = 1/2 para el gas homogéneo de electrones, un valor de ELF= 1/2 mar-ca la referencia para un sistema totalmente deslocalizado. Hay que destacar, noobstante, que esta interpretación es sólo aproximada, pues es posible encontrarsistemas con ELF<1/2.Aunque la definición original de la función ELF viene dada por la expresión3.40, existe una interpretación en la que la ELF se redefine en términos de ladensidad de energía cinética [84]. Debido al principio de Pauli, dicha densidadpara el estado fundamental de un sistema formado por fermiones es superior a lade un sistema bosónico con la misma densidad. Sin embargo, ni la densidad deparejas ni su curvatura, que caracterizan a la función ELF, están correctamentedefinidas en DFT, por lo que es necesario recurrir a otra magnitud relacionadacon la matriz densidad de primer orden. Puesto que en DFT ésta aparece tansolo en la expresión para la energía cinética, se asume que la información estácontenida en la densidad de energía cinética de los orbitales de Kohn-Sham.Por lo tanto, la función ELF se puede expresar de forma equivalente en términosdel exceso de energía cinética local debido al principio de repulsión de Pauli.Así pues, en el método Kohn-Sham, la expresión para la energía cinética de unsistema formado por N electrones no interactuantes es de la forma

T(rrr) =
1

2

∫ N∑
i

|∇∇∇ψi(rrr)|2d3rrr, (3.45)
donde los orbitales {ψi} son los orbitales de Kohn-Sham. La densidad de energíacinética

t(rrr) =
1

2

N∑
i

|∇∇∇ψi(rrr)|2 (3.46)
no solo es positiva sino que además tiene un valor mínimo que se alcanza cuandoel sistema tiene carácter bosónico (cuando todos los orbitales son proporcionalesa √ρ),

tbos(rrr) > 1

8

|∇∇∇ρ1(rrr)|2

ρ1(rrr)
. (3.47)

La energía cinética de Pauli es la energía asociada a la redistribución de loselectrones debido a su naturaleza de carácter fermiónico, por lo que
tP(rrr) = t(rrr) − tbos(rrr) = t(rrr) − 1

8

|∇∇∇ρ1(rrr)|2

ρ1(rrr)
. (3.48)
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3.2 HERRAMIENTAS PARA EL ESTUDIO DEL ENLACE EN EL ESPACIO REAL
En las regiones de alta densidad electrónica (como en los cores atómicos), larelación entre t(rrr) y la densidad no muestra ninguna característica asociada ala localización de los electrones. Se acude por tanto, a una nueva referenciaexterna, que se corresponde nuevamente con un gas electrónico uniforme quepresenta la misma densidad electrónica,

th(rrr) = cF ρ(rrr)
5/3, (3.49)

donde cF es la constante de Fermi. De este modo, la expresión cinética para laELF es
ELF = ηS(rrr) = 1

1+ χ2S
, (3.50)

donde
χS =

tP(rrr)

th(rrr)
. (3.51)

La expresión para χS es formalmente equivalente a χBE para sistemas de capacerrada, por lo que las dos expresiones para la ELF, ηBE(rrr) y ηS(rrr), también loson.Bajo la interpretación de Savin et al., la ELF se describe como una medidade la influencia del principio de exclusión de Pauli, dada por la energía cinéticade Pauli, con respecto al de gas de electrones homogéneo de la misma densidadelectrónica.Silvi y Savin aplicaron por primera vez la función ELF para el estudio delenlace químico [85]. Mostraron cómo el análisis topológico de la ELF induce unapartición en cuencas de atracción en las que existe un máximo de la función,de un modo equivalente a la QTAIM. Dichas cuencas se corresponden con re-giones del espacio en las que el exceso de energía cinética debido al principiode Pauli es bajo, es decir, con regiones donde existen electrones solitarios oelectrones apareados, por que el valor de ELF se aproxima a la unidad. En la si-tuación contraria, la probabilidad de encontrar electrones con espines paraleloses relativamente elevada, por lo que la energía cinética local es grande.La distribución de la función ELF en los sistemas químicos presenta diferentestipos de atractores. Por un lado, se encuentran los atractores asociados a los
cores (puntuales para la capa K y aproximadamente esferas que rodean al núcleopara el resto de capas). Siguen los atractores de valencia, que rellenan el espacioy se identifican con las diferentes capas de valencia de los átomos. Cada unode ellos se caracteriza por su carácter sináptico, es decir, por el número deatractores de core que comparten a través de una separatriz común [86]. Así, unatractor monosináptico está relacionado con los pares libres de los átomos, puessolo comparte una superficie divisoria con el atractor de core del átomo. Porotro lado, una cuenca disináptica se asocia con enlaces entre dos centros y unacuenca polisináptica con enlaces multicéntricos.
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EL ENLACE QUÍMICO EN EL ESPACIO REAL
3.2.3 Función de distribución del número de electrones

La teoría QTAIM y la función ELF, examinadas en las secciones precedentes,generan una partición del espacio en múltiples regiones a las que se les puededotar de significado físico y químico. Mientras que en la QTAIM las regionesestán asociadas a entidades atómicas o a grupos funcionales (mediante la uniónde diferentes regiones en un orden determinado), en el análisis de la función ELFlas cuencas representan regiones del espacio donde la probabilidad de localizaruna pareja de electrones (o un electrón solitario) es relativamente alta.Una vez escogida una partición física del espacio podemos calcular los valoresesperados regionales de cualquier operador mecanocuántico bien comportado.El más habitual en las particiones antes reseñadas es la densidad electrónica,cuya integración devuelve la población de cada dominio. Usando la densidadde segundo orden también tenemos acceso a la varianza en dicha población,con la que se construye el bien conocido índice de localización de la QTAIM.Más interesante sería disponer de la distribución “instantánea” del conjunto deelectrones en una molécula: la probabilidad de encontrar una partición de los
N electrones del sistema en las m cuencas o dominios en que ha sido dividido.Ésta ha venido en denominarse función de distribución del número de electrones(electron number distribution function, EDF).Para enfocar el problema, comenzaremos por tratar de responder la siguientepregunta: ¿cuál es la probabilidad de que exactamente ν de los N electrones deun sistema se encuentren en una región Ω cuando el resto, N−ν, se encuentranla región complementaria de Ω? Esta probabilidad no puede obtenerse directa-mente a partir de una RDM particular, pues requiere integrar ν electrones enuna región y N−ν en otra. Teniendo en cuenta la indistinguibilidad del sistemafermiónico,

pν(Ω) =

(
N

ν

) ∫
Ω

dxxx1 . . . dxxxν

∫
Ω̄

dxxxν+1 . . . dxxxN|Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)|2, (3.52)
donde Ω̄ = Ω−R3. No es difícil mostrar que la anterior expresión puede expre-sarse en términos de las RDM de orden superior o igual a ν:

pν(Ω) =
1

ν!

N−ν∑
i=0

(−1)i

i!

∫
Ω

ρν+i(xxx1, . . . ,xxxN)dxxx1 . . . dxxxν+i (3.53)
El caso general se trata de manera similar. Sean por ejemplo m regiones Ωtal que ∪mi Ωi = R3. La probabilidad de que ν1 electrones se encuentren en Ωa,

ν2 electrones en Ωb,. . . , y νm electrones en Ωm, con ν1 + ν2 + . . . νm = N,determina la funciones de distribución del número de electrones del sistema(EDF), pν1,ν2,...,νm . Generalizando la expresión anterior,
pν1,ν2,...,νm(Ωa,Ωb, . . . ,Ωm) = N

∫
D

dxxx1 . . . dxxxNΨ
∗(xxx1, . . . ,xxxN)×

×Ψ(xxx1, . . . ,xxxN), (3.54)
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3.2 HERRAMIENTAS PARA EL ESTUDIO DEL ENLACE EN EL ESPACIO REAL
donde D es un dominio multidimensional en el cual ν1 electrones se integran en
Ωa, ν2 electrones en Ωb,. . . , y νm en Ωm, y donde el factor N = N!/ν1!ν2!...νm!tiene nuevamente en cuenta la indistinguibilidad de los electrones.La EDF no es un concepto nuevo, sino que su núcleo algebraico fue propuestohace décadas por Daudel [87–90]. Desafortunadamente, solo los nuevos avancesalgorítmicos y computacionales han permitido su cálculo eficiente en tiemposrecientes, particularmente tras el trabajo de Savin y colaboradores [91–95], o Bo-chicchio et al. [96, 97]. Las probabilidades están perfectamente definidas desdeun punto mecanocuántico y como tal, permiten realizar una interpretación esta-dística del enlace químico en el espacio real. Pueden obtenerse para cualquierdivisión de R3, aunque cuando las cuencas son las generadas por la QTAIM, laasignación de los N electrones (incluyendo la posibilidad de 0) a las distintasentidades atómicas (o multiatómicas) da lugar a lo que se ha venido en llamarestructuras resonantes en el espacio real (real space resonance structure, RSRS).Dado un número arbitrario de electrones N y un número también arbitrario deregiones m en las que se divide el espacio, el número total de RSRS distintas,
NS, viene dado por

NS =
(N+m− 1)!
N!(m− 1)!

. (3.55)
Cada una de las diferentes NS estructuras resonantes se puede denotar como
Si(ν1,ν2, . . . ,νm) ≡ Si{νp}, (i = 1,NS). Esta notación indica que ν1 electronesse encuentran en la región Ωa, ν2 electrones en Ωb,. . . , y νm electrones en laregión Ωm. Así por ejemplo, para la molécula de LiH existen NS = 5 formasresonantes distintas de asignar los electrones en las dos cuencas existentes:

S1(4, 0) S2(3, 1) S3(2, 2) S4(1, 3) S5(0, 4) (3.56)
El cálculo de las distintas probabilidades no solo tiene interés puramenteacadémico sino que se pueden emplear para la obtención de magnitudes impor-tantes para analizar los sistemas químicos. Cualquier observable dependientede la población electrónica quedará determinado por la EDF de un sistema. Asípor ejemplo, la población electrónica promedio de una cuenca, obtenida median-te la integración de la densidad electrónica en dicha región, también se puedeobtener fácilmente una vez que se conoce la EDF asociada [74]. El índice dedeslocalización entre dos dominios Ωa y Ωb, análogo al orden de enlace en elespacio orbital, se puede definir a través de las EDF [98–101] así como tambiénotros índices de enlace químico [102–105].Dada su complejidad algebraica, existen distintas aproximaciones para elcómputo de probabilidades en función del tipo de función de onda empleaday el número de regiones en las que se divide el espacio. Así, para una funciónde onda monodeterminantal y una bipartición del espacio, A. Savin et al. handiseñado fórmulas eficientes para el cálculo de pν(Ω) (ec. 3.52) [91–93]. La ge-neralización de dichas fórmulas a espacios con múltiples regiones (m > 2) así
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EL ENLACE QUÍMICO EN EL ESPACIO REAL
como a funciones de onda correlacionadas (i.e. mediante una expansión lineal devarios determinantes de Slater) no es una tarea trivial. Afortunadamente, MartínPendás y colaboradores han desarrollado algoritmos para llevar a cabo dichatarea [105] y han implementado a su vez los algoritmos capaces de introducir elespacio de espín para llevar a cabo el cálculo de las EDFs dependientes delmismo (spin resolved electron number distribution function, SEDF) [106]. Volvere-mos sobre este punto tras examinar brevemente el álgebra conducente al cálculode EDFs.A continuación, se exponen brevemente los algoritmos que conducen a expre-siones eficientes para calcular EDFs y SEDFs desde el punto de vista másgeneral, siguiendo las ideas de [102, 105–107].
Estructura de la función de onda, Ψ, y de su cuadrado, Ψ2Supongamos un sistema de N electrones descrito por una función de ondamultielectrónica tal que Ψ(xxx1, . . . ,xxxN) se expresa como una combinación linealde M determinantes de Slater, ψr,

Ψ(xxx1, . . . ,xxxN) =
M∑
r

Crψr(xxx1, . . . ,xxxN) =
1√
N!

M∑
r

Cr det [ψr] , (3.57)
donde ψr(xxx1, . . . ,xxxN) es una matriz cuadrada de dimensión N×N

ψr(xxx1, . . . ,xxxN) =
1√
N!

∣∣∣∣∣∣∣

χr1(xxx1) . . . χr1(xxxN)... . . . ...
χrN(xxx1) . . . χrN(xxxN)

∣∣∣∣∣∣∣
, (3.58)

en la que {χri } representa el conjunto de los espinorbitales moleculares, quese suponen reales y normalizados, asociados al determinante ψr. El producto
Ψ∗Ψ = Ψ2 que aparece en la ecuación 3.54 se puede expresar como

Ψ2 =
1

N!

M∑
r,s

CrCs det
[
ψrψ

t
s

]
, (3.59)

donde se ha hecho uso de la propiedad de que el determinante del productode dos matrices cuadradas del mismo orden es equivalente al producto de losdeterminantes de dichas matrices, det [ψs]det
[
ψts
]
= det

[
ψrψ

t
s

]. Un elemento
(i, j) del producto matricial N×N entre los determinantes de Slater ψr y ψtsviene dado por

(ψrψ
t
s)ij =

∑
k

(ψr)ik (ψs)jk =
∑
k

χri(k)χ
s
j (k). (3.60)

Aprovechando la linealidad de la función determinante (si aaa1, . . . ,aaaN y bbbk sonvectores columna, con aaai =∑k αkbbbk, donde αk son números reales o complejos,
det

[
aaa1, . . . ,

∑
k

αkbbbk, . . . ,aaaN

]
=
∑
k

αk det [aaa1, . . . ,bbbk, . . . ,aaaN] . (3.61)

90
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), y aplicándola de forma recursiva a las distintas columnas 1, 2, . . . ,N del pro-ducto ψrψts, se tiene que

det
[
ψrψ

t
s

]
=

N∑
k1=1

· · ·
N∑

kN=1

det



χr1(k1)χ

s
1(k1) · · · χr1(kN)χ

s
N(kN)... . . . ...

χrN(k1)χ
s
1(k1) · · · χrN(kN)χsN(kN)


 .

(3.62)Solo los términos en los que todos los kj(j = 1, . . . ,N) sean diferentes contri-buirán a [ψrψts]. Así pues, la expresión final para el producto de determinantes[
ψrψ

t
s

] es de la forma
[
ψrψ

t
s

]
=
∑

{kj}∈SN

det
[
χri(kj)χ

s
j (kj)

]
, (3.63)

donde SN es el conjunto de todas las N! permutaciones posibles de {1, 2, . . . ,N},
{kj} es una de ellas y det

[
χri(kj)χ

s
j (kj)

] es una forma compacta de la expre-sión para el determinante en el segundo miembro de la ecuación 3.62, teniendopresente que todos los elementos kj deben ser diferentes.
Cómputo de las probabilidades pν1,ν2,...,νmEl procedimiento básico para calcular pν1,ν2,...,νm se basa en la resoluciónde un sistema lineal que consta de NS ecuaciones referidas a las NS incógnitas
pν1,ν2,...,νm .Empleando la expresión para el cuadrado de la función de onda (ec. 3.59) enla ecuación 3.54 se tiene

pν1,ν2,...,νm ≡ pS{νp} =
M∑
r,s

CrCs p
rs
S{νp}

, (3.64)
donde

prsS{νp} =
1

ν1!ν2! . . . νm!

∫
D

det
[
ψrψ

t
s

]
dxxx1 . . . dxxxN, (3.65)

y sustituyendo en esta ecuación anterior la dada por la ec. 3.63 se llega a
prsS{νp} =

1

ν1!ν2! . . . νm!

∑
{kj}∈SN

∫
D

det
[
χri(kj)χ

s
j (kj)

]
dxxx1 . . . dxxxN. (3.66)

Sumando sobre las variables de espín además de llevar a cabo la integración enec. 3.66, se tiene
prsS{νp} =

1

ν1!ν2! . . . νm!

∑
{kj}∈SN

det



SSSrs11(k1) . . . SSSrs1N(kN)... . . . ...
SSSrsN1(k1) . . . SSSrsNN(kN)


 , (3.67)
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donde

SSSrsij (kj) =


(SSSrsΩa)ij if kj ∈ {1, . . . ,ν1},
(SSSrsΩb)ij if kj ∈ {ν1 + 1, . . . ,ν1 + ν2},...
(SSSrsΩm)ij if kj ∈ {N− νm + 1, . . . ,N},

(3.68)
y (SSSrsΩk)ij es la integral de solapamiento entre el espinorbital i-ésimo en eldeterminante de Slater ψr y el espinorbital j-ésismo en el determinante deSlater ψs dentro de la región Ωk,

(SSSrsΩk)ij = δ(σ
r
i ,σ

s
j )

∫
Ωk

χri(rrr)χ
s
j (rrr). (3.69)

En esta expresión se han separado las variables espaciales χri(rrr) y χri(rrr) in-tegrando sobre el espín, de tal modo que δ(α,α) = δ(β,β) = 1 y δ(α,β) =
δ(β,α) = 0. Cada prsS{νp} es una suma de N! determinantes construidos median-te integrales de solapamiento entre los espinorbitales correspondientes a losdeterminantes de Slater ψr y ψs. En cada uno de dichos determinantes, las ν1columnas, para las cuales kj ∈ {1, . . . ,ν1}, son las integrales de solapamientocircunscritas a la región Ωa; las ν2 columnas con kj ∈ {ν1 + 1, . . . ,ν1 + ν2}son las integrales de solapamiento en Ωb,. . . , y las νm columnas en las cuales
kj ∈ {N− νm + 1, . . . ,N} son las integrales de solapamiento en Ωm.Para llevar a cabo la suma de determinantes en la ecuación 3.67, y dado quea medida que N se hace más grande el cómputo de las probabilidades devienemás difícil, existe una identidad de gran utilidad [93] que permite simplificar elproceso,

∑
S{νp}

tν11 × · · · × t
νm
m prsS{νp} = det

[
m∑
k=1

tkSSS
rs
Ωk

]
, (3.70)

válida para cualquier número tk. Multiplicando los dos miembros de la ecuación3.64 por tν11 × · · · × tνmm y sumando sobre todas las S{νp} posibles estructuras,se tiene que
∑
S{νp}

tν11 × · · · × t
νm
m pS{νp} =

∑
r,s

CrCs det

[
m∑
k=1

tkSSS
rs
Ωk

]
. (3.71)

La parte izquierda de la ecuación 3.71 contiene NS términos, es decir, tantoscomo posibles estructuras S{νp} (con ν1 + · · ·+ νm = N) haya.El procedimiento para obtener el conjunto de las NS incógnitas (las pro-babilidades pS{νp}) se lleva a cabo del siguiente modo. En primer lugar, seasignan NS valores a t1, t2, . . . , tm−1 (tm = 1) para calcular los coeficientes
tν11 , tν22 , . . . , tνmm del miembro de la ec. 3.71 de cada una de las NS estructuras,
92



3.2 HERRAMIENTAS PARA EL ESTUDIO DEL ENLACE EN EL ESPACIO REAL
para en un segundo paso, realizar el cómputo de las matrices de solapamientode dimensión N×N, SSSrsΩk , que aparecen en el miembro de la derecha de la ec.3.71. De este modo, se obtiene un sistema de NS ecuaciones con NS incógnitas.Las soluciones obtenidas no dependen de los distintos valores tk seleccionadosaunque es necesaria cierta precaución a la hora de escoger dichos valores. En lapráctica, mediante la selección aleatoria de distintos valores dentro del intervalo
[0, 1], se evita la dependencia lineal de las NS ecuaciones [105].Es importante destacar el rápido crecimiento que experimenta NS con el nú-mero de electrones N y el número de regiones m, lo que provoca que el sistemalineal no se pueda resolver de manera exacta excepto para un conjunto pequeñode moléculas. Para el resto de casos, es posible establecer un método aproxi-mado consistente en limitar el número de estructuras S{νp} que aparece en laecuación 3.71, restringiendo el número de electrones a un valor mínimo o máximoen una o más de las m regiones. La restricción aplicada se puede basar en laintuición química.Continuando con la molécula de LiH, la intuición química nos ofrece una ima-gen de esta molécula con un enlace claramente iónico, en que el el átomo de Liestá formalmente cerca del catión Li+ y el átomo de hidrógeno del anión H−.Se intuye por lo tanto, que la estructura S3(2, 2) (etiquetando la población delLi a la izquierda) será la que tenga más peso. Asimismo, las estructuras S1(4, 0)y S5(0, 4), que asignan 4 y 0 electrones a la cuenca del Li respectivamente, ten-drán un peso mucho menor, por lo que dichas estructuras se podrían obviar a lahora del cómputo de la EDF. Esta reducción del espacio EDF, despreciable enuna molécula tan pequeña, se hace imprescindible para otras incluso tan simplescomo el benceno, C6H6, pues el número de estructuras resonantes en el espacioreal distintas escala a NS = 76, 223, 753, 060. Como es muy poco probable queen cada cuenca asociada a los H haya, por ejemplo, más de 5 electrones, todaslas estructuras que asignen 5 o más electrones a cada cuenca del hidrógeno sepodrían suprimir para el cómputo de la ecuación 3.71. Aunque esta estrategiareduce considerablemente el tiempo de cálculo necesario, no deja de ser unaaproximación, y requeriría por lo tanto de un análisis de consistencia sobre lasprobabilidades obtenidas al final del proceso (que sean positivas y que la sumade todas ellas se acerque marginalmente a la unidad).
Probabilidades incluyendo las variables de espín

El ordenamiento de los espinorbitales en cada determinante de Slater esarbitrario. Sin embargo, dado que cada espinorbital posee espín α o β, siemprese puede ordenar el conjunto de los espinorbitales correspondientes a ψr, χri(i =
1, . . . ,N) de tal modo que los Nα espinorbitales con espín α sean los primerosen la lista y los Nβ espinorbitales con espín β los últimos (Nα +Nβ = N).Además, como el número de electrones α y β es el mismo en cada uno de los
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determinantes de Slater ψr, las matrices de solapamiento en cada región SSSrsΩktienen la misma estructura diagonal,

SSSrsΩk = det

[
SSSrs,α
Ωk

000

000 SSS
rs,β
Ωk

] (3.72)
La estructura en bloque diagonal que ofrecen las matrices de solapamiento per-mite generalizar de manera relativamente sencilla la ecuación 3.71 con el finde incluir las variables de espín en el cálculo de probabilidades. Así, dada unapartición exhaustiva del espacio en m regiones, la probabilidad que se preten-der determinar es aquella donde exactamente να1 electrones se localizan enla región Ωa, να2 electrones en Ωb, . . . , y ναm electrones en Ωm, todos elloscon espín α (να1 + · · ·ναm = Nα) al mismo tiempo que νβ1 electrones se loca-lizan en Ωa, νβ2 en Ωb, . . . , y νβm electrones en Ωm, todos ellos con espín
β (νβ1 + · · ·+ νβm = Nβ). Si se denotan como S̃SSrs,α

Ωk
y S̃SSrs,β

Ωk
a las matrices dedimensión N×N definidas como

S̃SS
rs,α
Ωk

= det
[
SSSrs,α
Ωk

000

000 000

]
S̃SS
rs,β
Ωk

= det

[
000 000

000 SSS
rs,β
Ωk

]
, (3.73)

y se define S(i1, . . . , im, im+1, . . . , i2m) ≡ S{ip} = S(να1 , . . . ,ναm,νβ1 , . . . ,νβm),y TTTrsk = S̃SS
rs,α
Ωk

,
TTTrsm+k = S̃SS

rs,β
Ωk

(k = 1, . . . ,m), las probabilidades psS{ip} se pueden obtenerresolviendo el sistema lineal:
∑
S{ip}

ti11 t
i2
2 . . . t

i2m
2mp

s
S{ip}

=

M∑
r,s

CrCs det

[
2m∑
k=1

tkTTT
rs
k

]
, (3.74)

donde t2m = 1 y t1, . . . , t2m−1 son números reales arbitrarios. La ecuación 3.74es un sistema lineal de NαS ×NβS ecuaciones e incógnitas, con
NσS =

(Nσ +m− 1)!
Nσ!(m− 1)!

(σ = α,β), (3.75)
que se puede resolver como la ecuación 3.71. Asimismo, se puede reducir la di-mensionalidad del sistema lineal restringiendo el número de estructuras a teneren cuenta. Finalmente, cada probabilidad independiente del espín se puede ob-tener de manera directa mediante la suma de pS{ip} en la cual i1 + im+1 =
ν1, i2 + im+2 = ν2, . . . , im + i2m = νm.

94



3.3 REFERENCIAS
3.3 REFERENCIAS
[73] M. W. HIRSCH AND S. SMALE, Ecuaciones diferenciales, sistemas dinámicos

y álgebra lineal, Alianza, Madrid, 1974. (Citada en la página 67.)[74] R. F. W. BADER, Atoms in Molecules, Oxford University Press, Oxford, 1990.(Citada en las páginas 69, 75, 81, y 89.)[75] A. COSTALES CASTRO, Topología de la densidad electrónica en cristales. Una
teoría cuántica del enlace cristalino, Tesis Doctoral, Universidad de Oviedo,Diciembre 1998. (Citada en la página 71.)[76] C. KOSNIOWSKI, Topología algebraica, Reverté, Barcelona, España, 1986.(Citada en la página 71.)[77] T. BERLIN, Binding regions in diatomic molecules, J. Chem. Phys., 19 (1951),pp. 208–213. (Citada en la página 73.)[78] T. KATO, On the eigenfunctions of many-particle systems in quantum me-
chanics, Commun. Pure Appl. Math., 10 (1957), pp. 151–171. (Citada en lapágina 74.)[79] E. STEINER, Charge densities, J. Chem. Phys., 39 (1963), pp. 689–695. (Ci-tada en la página 74.)[80] W. A. BINGEL, The behaviour of the first-order density matrix at the Coulomb
singularities of the Schrödinger equation, Z. Naturforsch. A, 18 (1963),pp. 1249–1253. (Citada en la página 74.)[81] P. HOHENBERG AND W. KOHN, Inhomogeneus electron gas, Phys. Rev. B, 136(1964), pp. 864–971. (Citada en la página 74.)[82] A. MARTÍN PENDÁS, M. A. BLANCO, A. COSTALES, P. MORI-SÁNCHEZ, ANDV. LUAÑA, Non-nuclear maxima of the electron density, Phys. Rev. Lett.,83 (1999), pp. 1930–1933. (Citada en la página 75.)[83] A. D. BECKE AND K. E. EDGECOMBE, A simple measure of electron localization
in atomic and molecular systems, J. Chem. Phys., 92 (1990), pp. 5397–5403.(Citada en la página 84.)[84] A. SAVIN, O. JEPSEN, J. FLAD, O. K. ANDERSEN, H. PREUSS, AND H. G. VON SCH-NERING, Electron localization in the solid-state structures of the elements:
the diamond structure, Angew. Chem. Int. Ed. Engl., 31 (1992), pp. 187–188.(Citada en la página 86.)[85] B. SILVI AND A. SAVIN, Classification of chemical bonds based on topologial
analysis of electron localization functions, Nature, 371 (1994), pp. 683–686.(Citada en la página 87.)

95



EL ENLACE QUÍMICO EN EL ESPACIO REAL
[86] A. SAVIN, B. SILVI, AND F. COLONNA, Topological analysis of the electron

localization function applied to delocalized bonds, Can. J. Chem., 74 (1996),pp. 1088–1096. (Citada en la página 87.)
[87] R. DAUDEL, The fundamentals of theoretical chemistry, Pergamon, Oxford,1968. (Citada en la página 89.)
[88] R. DAUDEL, H. BRION, AND S. ODIOT, Localizability of electrons in atoms and

molecules-Application to the study of the notion of shell and of the nature
of chemical bonds, J. Chem. Phys., 23 (1955), pp. 2080–2083. (Citada en lapágina 89.)

[89] C. ASLANGUL, R. CONSTANCIEL, R. DAUDEL, AND P. KOTTIS, Aspects of the
localizability of electrons in atoms and molecules: Loge theory and rela-
ted methods, Adv. Quantum Chem., 6 (1972), pp. 93–141. (Citada en lapágina 89.)

[90] R. DAUDEL, R. F. W. BADER, M. E. STEPHENS, AND D. S. BORRETT, The electron
pair in Chemistry, Can. J. Chem., 52 (1974), pp. 1310–1320. (Citada en lapágina 89.)

[91] E. CHAMORRO, P. FUENTEALBA, AND A. SAVIN, Electron probability distribution
in AIM and ELF basins, J. Comput. Chem., 24 (2002), pp. 496–504. (Citadaen la página 89.)

[92] A. SAVIN, Reviews of Modern Quantum Chemistry, K. D. Sen, Ed. WorldScientific Publishing, Singapore, 2002. (Citada en la página 89.)
[93] E. CANCÈS, R. KERIVEN, F. LODIER, AND A. SAVIN, How electrons guard

the space: shape optimization with probability distribution criteria, Theor.Chem. Acc., 111 (2004), pp. 373–380. (Citada en las páginas 89 y 92.)
[94] A. SAVIN, On the significance of ELF basins, J. Chem. Sci., 117 (2005),pp. 473–475. (Citada en la página 89.)
[95] A. GALLEGOS, R. CARBÓ-DORCA, F. LODIER, E. CANCÈS, AND A. SAVIN, Maxi-

mal Probability Domains in linear molecules, J. Comput. Chem., 26 (2005),pp. 455–460. (Citada en la página 89.)
[96] R. BOCHICCHIO, R. PONEC, L. LAIN, AND A. TORRE, Pair population analysis

within AIM theory, J. Chem. Phys. A, 104 (2000), pp. 9130–9135. (Citadaen la página 89.)
[97] R. BOCHICCHIO, R. PONEC, A. TORRE, AND L. LAIN, Multicenter bonding within

the AIM theory, Theor. Chem. Acc., 105 (2001), pp. 292–298. (Citada en lapágina 89.)
96



3.3 REFERENCIAS
[98] R. F. W. BADER AND M. E. STEPHENS, Spatial localization of the electronic

pair and number distributions in molecules, J. Am. Chem. Soc., 97 (1975),pp. 7391–7399. (Citada en la página 89.)
[99] J. G. ÁNGYÁN, M. LOOS, AND I. MAYER, Covalent bond orders and atomic

valence indices in the topological theory of atoms in molecules, J. Phys.Chem., 98 (1994), pp. 5244–5248. (Citada en la página 89.)
[100] X. FRADERA, J. POATER, S. SIMON, M. DURAN, AND M. SOLÀ, Electron-pairing

analysis from localization and delocalization indices in the framework of
the atoms-in-molecules theory, Theor. Chem. Acc., 108 (2002), pp. 214–224.(Citada en la página 89.)

[101] J. POATER, M. DURAN, M. SOLÀ, AND B. SILVI, Theoretical evaluation of elec-
tron delocalization in aromatic molecules by means of Atoms in Molecules
(AIM) and Electron Localization Function (ELF) topological approaches,Chem. Rev., 105 (2005), pp. 3911–3947. (Citada en la página 89.)

[102] A. MARTÍN PENDÁS, E. FRANCISCO, AND M. A. BLANCO, An electron number
distribution view of chemical bonds in real space, Phys. Chem. Chem. Phys.,9 (2007), pp. 1087–1092. (Citada en las páginas 89 y 90.)

[103] A. MARTÍN PENDÁS, E. FRANCISCO, AND M. A. BLANCO, Charge transfer, che-
mical potentials, and the nature of functional groups: answers from quantum
chemical topology, Faraday Discuss., 135 (2007), pp. 423–438. (Citada enla página 89.)

[104] A. MARTÍN PENDÁS, E. FRANCISCO, AND M. A. BLANCO, Pauling resonant
structures in real space through electron number probability distributions,J. Phys. Chem. A, 111 (2007), pp. 1084–1090. (Citada en la página 89.)

[105] E. FRANCISCO, A. MARTÍN PENDÁS, AND M. A. BLANCO, Electron number pro-
bability distributions for correlated wave functions, J. Chem. Phys., 126(2007), pp. 094102:1–13. (Citada en las páginas 89, 90, y 93.)

[106] A. MARTÍN PENDÁS, E. FRANCISCO, AND M. A. BLANCO, Spin resolved electron
number distribution functions: How spins couple in real space, J. Chem.Phys., 127 (2007), pp. 144103:1–9. (Citada en la página 90.)

[107] E. FRANCISCO, A. MARTÍN PENDÁS, AND M. A. BLANCO, EDF: Computing elec-
tron number probability distribution functions in real space from molecular
wave functions, Comput. Phys. Comm., 178 (2008), pp. 621–634. (Citada enla página 90.)

97





4 A N Á L I S I S D E P O B L A C I Ó NG E N E R A L I Z A D O
4.1 PARES ELECTRÓNICOS, CORRELACIÓNELECTRÓNICA Y LOCALIZACIÓN/DESLOCALIZACIÓN
4.1.1 Pares electrónicos y densidad de pares

El concepto de par electrónico forma parte indivisible de la química modernadesde que G. N. Lewis postulara, hace casi 100 años, la compartición de elec-trones como pilar básico sobre el que se fundamenta, tal y como se conoce entérminos actuales, el enlace químico. Aunque en un primer momento, el principiode compartición supusiera la posible violación de la ley de Coulomb para darcuenta del apareamiento electrónico, hoy en día dicho apareamiento se entien-de como consecuencia del principio de antisimetría que toda función de ondafermiónica ha de satisfacer.Las estructuras de Lewis, de acuerdo a las cuales los electrones de la capa devalencia se disponen en pares enlazantes y no enlazantes, han jugado un papelimportantísimo en comprender la naturaleza del enlace químico y en elucidarla estructura y propiedades de la materia. Lewis observó que la mayoría delas moléculas estables tienen un número par de electrones, de manera que susfórmulas se podían escribir si se suponía que cada enlace correspondía a unacompartición de electrones entre los átomos enlazados. Posteriormente, tambiénconstató que la mayoría de los átomos en las moléculas se rodeaban de ochoelectrones (la regla del octete), donde las parejas de electrones se distribuíanformando un tetraedro. Años más tarde, cuando la mecánica cuántica hubo hechosu aparición, Linnett llegó a la conclusión de que los electrones no siemprese localizaban formando pares de electrones. Proponía que, como consecuenciade la correlación de espín, los electrones se distribuían en dos tetraedros (losdobles cuartetos) que se mantenían lo más alejado posible entre sí, y compartíanun vértice, una arista o una cara para dar cuenta del enlace entre átomos.A partir de ambos modelos, en los que el enlace se forma por comparticiónde electrones, se habría de esperar un máximo de la densidad electrónica enalgún punto geométrico entre los átomos enlazados. Sin embargo, habitualmentedicho supuesto máximo no se encuentra en realidad y solo suele aparecer enlas posiciones nucleares. El formalismo de Lewis suponía un modelo estáticode la distribución electrónica, pero ningún sistema con cargas puede estar enequilibrio cuando las cargas están en reposo. Una descripción más realista es
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considerar la distribución electrónica teniendo en cuenta la naturaleza cuánticade los electrones. En este sentido, solo se puede determinar la probabilidad delocalizar un electrón en un determinado elemento de volumen del espacio. Por lotanto, la distribución electrónica es una distribución de densidad de probabilidad.De este modo, aunque los electrones no pueden estar localizados el espacio, lasposiciones más probables de las parejas de espines opuestos sí que presentansituaciones promedio localizadas debido al principio de exclusión de Pauli.La compatibilidad entre ambas realidades, la localización de partículas y depares de partículas cuánticas en una región del espacio, ha suscitado y siguesuscitando multitud de discusiones, análisis y estudios. Una posible forma deabordar este escenario, dada la naturaleza cuántica, y por ende probabilística, dela materia a escala subatómica, es emplear análisis y herramientas estadísticas.Cabe esperar que el estudio del apareamiento electrónico esté relacionado conmagnitudes bielectrónicas. Si la densidad de una partícula es la clave paraestructurar una teoría cuántica del átomo en la molécula, la magnitud más simplepara construir una teoría del par de electrones es la densidad de pares o densidadde parejas.
Densidad de paresLa densidad de pares, ya definida y comentada en los capítulos precedentes,permite conocer la probabilidad de encontrar simultáneamente un par de elec-trones con espines σ1 y σ2 en los elementos de volumen drrr1 y drrr2 centradosen dos puntos del espacio rrr1 y rrr2, mientras que los restantes N− 2 electronestienes posiciones y espines arbitrarios. Constituye la parte de diagonal de lamatriz densidad de segundo orden que se expresa como

ρ2(xxx1,xxx2;xxx′1,xxx′2) = N(N− 1)

∫
Ψ(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN)×

×Ψ∗(xxx′1,xxx′2, . . . ,xxxN)dxxx3 . . . dxxxN, (4.1)siendo xxx1 = rrr1σ1 y xxx2 = rrr2σ2. Por lo tanto, la densidad de pares viene dadapor
ρ2(xxx1,xxx2) = N(N− 1)

∫
Ψ(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN)Ψ∗(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN)dxxx3 . . . dxxxN,(4.2)e independientemente del espín,

ρ2(rrr1,rrr2) = N(N− 1)

∫
Ψ(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN)×

×Ψ∗(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN)dσ1dσ2dxxx3 . . . dxxxN. (4.3)Al igual que sucede con la densidad electrónica, ρ2 es una cantidad siemprepositiva. Por otro lado, ρ2 es a su vez una función simétrica respecto al intercam-bio de las coordenadas de dos de los electrones y está normalizada al número
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total de parejas de electrones ordenadas, N(N− 1). Esta función es de una granimportancia en mecánica cuántica ya que contiene toda la información relacio-nada con la correlación electrónica. Al condensar la información contenida en lafunción de onda en la densidad de pares cualquier análisis algebraico que serealice resulta más sencillo. Sin embargo, incluso así, ρ2 es todavía una funciónde una gran complejidad que requiere desarrollos matemáticos posteriores quenos permitan extraer de la misma la información deseada. Uno de los posiblesanálisis está basado en las probabilidades condicionadas, las cuales describenla distribución de uno de los electrones del par electrónico cuando el segundoelectrón, denominado electrón de referencia, está situado en una cierta posicióno región.Evidentemente, si los electrones fueran partículas clásicas idénticas que nointeraccionan los unos con los otros (no correlacionados), la densidad de paresse obtendría de forma inmediata a partir de la densidad de un solo cuerpo. Eneste caso, la probabilidad de encontrar un electrón en un punto del espacio conun determinado espín sería totalmente independiente de la posición y espín delsegundo electrón. Dicha probabilidad vendría dada por

ρ2ind(xxx1,xxx2) =
N− 1

N
ρ1(xxx1)ρ

1(xxx2), (4.4)
donde el factor N-dependiente tiene en cuenta la renormalización de la densidaddel segundo electrón, que debe integrar a N− 1 y no a N, dada la supuestalocalización del primer electrón en xxx1. Es decir, la probabilidad de que cualquierade los N electrones se encuentre en xxx1 viene determinada por ρ1(xxx1) y laprobabilidad de que el segundo electrón se encuentre en xxx2, sabiendo que elprimero está en xxx1, es sólo (N/N−1)ρ1(xxx2), que es obviamente inferior a ρ1(xxx2).Debido a la naturaleza fermiónica de los electrones y a las interaccionescoulombianas que se establecen entre ellos, la densidad de pares se aleja delcomportamiento descrito por la ecuación 4.4. Por lo tanto, la diferencia entre ρ2 y
ρ2ind da cuenta de todos los efectos de correlación electrónica. Como consecuenciade la condición de antisimetría que ha de poseer una función de onda fermiónica,la densidad de probabilidad de encontrar dos electrones con el mismo espín enel mismo punto del espacio es nula. Es decir, para xxx1 = xxx2, el intercambio deelectrones conduce a ρ2(xxx1,xxx1) = −ρ2(xxx1,xxx1) por el principio de exclusión ypor lo tanto, ρ2(xxx1,xxx1) = 0. Este tipo de correlación, conocida como correlaciónde Fermi o intercambio, no tiene relación alguna con la carga de los electronessino que es consecuencia directa del principio de Pauli, y sólo afecta a electronescon espines paralelos.Por otro lado, el efecto que la carga de los electrones produce en la densidadde pares es bien conocido. Se trata de la clásica repulsión electrostática entreelectrones que se manifiesta a través del término 1/r12 en el Hamiltoniano delsistema, y provoca la exclusión mutua entre dos electrones a medida que ladistancia entre ellos decrece. Este efecto, al contrario que la correlación de Fermi,
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es independiente del espín, y se conoce de manera general como correlación deCoulomb.Para demostrar que la aproximación Hartree-Fock, introducida en el capítulo2, incluye la correlación de Fermi pero no la de Coulomb, basta con considerarla densidad de pares HF para un sistema compuesto de dos electrones, dosorbitales espaciales, φ1 y φ2, y dos funciones de espín σ1 y σ2,

ρ2HF(xxx1,xxx2) = {det [φ1(rrr1)σ1(s1)φ2(rrr2)σ2(s2)]}2. (4.5)
Desarrollando el cuadrado del determinantes, se tiene

ρ2HF(xxx1,xxx2) = φ1(rrr1)2φ2(rrr2)2σ1(s1)2σ2(s2)2

+φ1(rrr2)
2φ2(rrr1)

2σ1(s2)
2σ2(s1)

2

− 2φ1(rrr1)φ2(rrr1)φ1(rrr2)φ2(rrr2)σ1(s1)σ2(s1)σ1(s2)σ2(s2).(4.6)
La probabilidad, independiente del espín, de que un electrón se encuentre en rrr1y simultáneamente otro electrón en rrr2 se lleva a cabo mediante la integración delas variables de espín. Así, y dado que las funciones de espín son ortonormales, laintegración de los dos primeros términos de la ecuación 4.6 es la unidad. Además,el primer y segundo término son idénticos, debido a la indistinguibilidad de loselectrones. Sin embargo, en una situación con electrones que posean espinesantiparalelos, σ1 6= σ2, el último término de la ecuación se anulará debidoa la ortonormalidad de las funciones de espín, 〈α(s1)|β(s1)〉 = 0. En estascondiciones, la densidad de pares es

ρ2HF,σ1 6=σ2(rrr1,rrr2) = ρ1(xxx1)ρ1(xxx2), (4.7)
que se corresponde a la situación de electrones totalmente independientes. Con-viene hacer notar que ρ2HF,σ1 6=σ2(rrr1,rrr2) no necesariamente se anula cuando
rrr1 = rrr2. En la situación opuesta, cuando los electrones poseen espines para-lelos (σ1 = σ2), el último término en la ecuación 4.6 no se anula dado que
〈σ(s1)|σ(s1)〉 = 1, (σ = α,β). Por lo tanto, ρ2HF,σ1=σ2(rrr1,rrr2) no se reducesimplemente al producto de probabilidades individuales de electrones no corre-lacionados. Además, cuando rrr1 = rrr2, el tercer término en ec. 4.6 cancela los dosprimeros, dando lugar a ρ2HF(xxx1,xxx1) = 0. De este modo, la correlación, comoconsecuencia del principio de antisimetría, está perfectamente enraizada en elformalismo HF, situación que por otro lado no resulta llamativa ya que el deter-minante de Slater con el que se construye la función de onda es antisimétricaen el intercambio de las coordenadas electrónicas. Asimismo, la correlación deespines antiparalelos no está presente ya que los electrones se mueven en uncampo promedio y su movimiento, por lo tanto, no está correlacionado.Retomando el escenario original planteado, la desviación de la densidad depares respecto a la de partículas independientes tiene en cuenta los efectosasociados a las correlaciones de Coulomb y de Fermi. Una posible manera de
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medir la influencia de ambas es introducir un factor de correlación, f, que genereuna densidad de pares separada en dos contribuciones: el simple producto dedensidades independientes y la contribución asociada a los efectos de Coulomby Fermi, la cual tenga además presente el factor de normalización (N−1)/N. Así,

ρ2(xxx1,xxx2) = ρ1(xxx1)ρ1(xxx2) [1+ f(xxx1,xxx2)] , (4.8)
que nos retrotrae a la ya introducida función ELF (sección 3.2.2). De hecho, laecuación 4.8 es idéntica a la ec. 3.38 para una pareja de espines paralelos.Es importante destacar que el factor de correlación describe, incluso paraelectrones no correlacionados, el efecto que produce el factor de normalización.Así, la situación generada cuando f(xxx1,xxx2) = 0 define un escenario totalmenteno correlacionado, donde sólo la contribución de densidades independientes estápresente. Sin embargo, en este caso, ρ2(xxx1,xxx2) está normalizada a un númerode parejas erróneo,∫

ρ2HF,σ1 6=σ2(rrr1,rrr2)drrr1drrr2 =
∫
ρ1(rrr1)ρ

1(rrr2)drrr1drrr2 = N
2, (4.9)

en lugar de aN(N−1). Por lo tanto, incluso cuando f(xxx1,xxx2) = 0, la densidad depares contiene las denominadas correcciones de autointeracción, una situaciónsin fundamento físico en el que un electrón siente la interacción coulombianadebido a su propia densidad.Prosiguiendo con el análisis, resulta interesante para la discusión introducirahora el concepto de probabilidad condicionada. Ésta proporciona la probabili-dad de encontrar un electrón en xxx2 cuando se conoce que otro electrón, denomi-nado de referencia, se encuentra en xxx1,
℘(xxx2|xxx1) =

ρ2(xxx1,xxx2)
ρ1(xxx1)

. (4.10)
Dado que ℘(xxx2|xxx1) se refiere a todos los electrones menos al de referencia, queestá situado en xxx1, es evidente que integra a∫

℘(xxx2|xxx1)dxxx2 = N− 1. (4.11)
Además, resulta obvio que

ρ2(xxx1,xxx2) = ρ1(xxx1)℘(xxx2|xxx1),

℘(xxx2|xxx1) = ρ
1(xxx2) [1+ f(xxx1,xxx2)] . (4.12)

La diferencia entre la probabilidad condicionada, ℘(xxx2|xxx1), y la densidad no co-rrelacionada de encontrar un electrón en xxx2, ρ(xxx2), describe el cambio producidoen la probabilidad condicionada provocado por la corrección de autointeracción,
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la correlación de intercambio y la correlación de Coulomb, respecto a la situaciónde partículas independientes,

hxc(xxx1,xxx2) = ℘(xxx2|xxx1) − ρ1(xxx2) =
ρ2(xxx1,xxx2)
ρ1(xxx1)

− ρ1(xxx2) = ρ
1(xxx2)f(xxx1,xxx2),(4.13)donde hxc(xxx1,xxx2) se conoce como agujero o hueco de intercambio y correlación.Dado que la correlación generalmente conlleva una disminución de la densidadelectrónica en xxx2 con respecto a la situación de partículas independientes, elhueco de intercambio y correlación hxc(xxx1,xxx2), tiene un signo negativo; en parti-cular, en la vecindad del electrón de referencia. La propiedad básica que presenta

hxc(xxx1,xxx2) es que integra exactamente a la carga de un electrón. Puesto que
℘(xxx2|xxx1) integra a N− 1 (ec. 4.11), y ∫ ρ1(xxx2)dxxx2 = N, es evidente que∫

hxc(xxx1,xxx2)dxxx2 = −1 (4.14)
4.1.2 Hueco de cambio y correlación y correlación electrónica

El hueco de intercambio y correlación permite comprender intuitivamente elefecto que la correlación de Fermi y la Coulomb producen sobre la distribuciónelectrónica. Puede visualizarse como el hueco del espacio generado por un elec-trón a su alrededor de manera que disminuya la probabilidad de encontrar otroelectrón en sus cercanías. Puede dividirse formalmente en dos contribuciones, lade Fermi y la de Coulomb,
hxc(xxx1,xxx2) = hσ1=σ2x (xxx1,xxx2) + hσ1,σ2

c (xxx1,xxx2), (4.15)donde hσ1=σ2x (xxx1,xxx2) representa el agujero o hueco de Fermi, creado en la den-sidad como consecuencia del principio de Pauli y sólo aplicable a electrones delmismo espín, y hσ1,σ2
c (xxx1,xxx2), que responde al hueco de Coulomb, consecuenciade la interacción electrostática entre electrones, independientemente del espínde ambos. Aunque la partición del hueco de intercambio y correlación en contri-buciones particulares carece de sentido físico - sólo el hueco total tiene un ver-dadero significado físico - permite tratar, estudiar y analizar independientementeambas contribuciones, con las ventajas que ello pueda generar. Por ejemplo, labúsqueda de funcionales en la teoría del funcional de la densidad (DFT) quedescriban de manera más eficaz cada tipo de contribución y, en particular, eltérmino de intercambio. La separación entre los huecos de Fermi y de Coulombviene también motivada por la incapacidad del método Hartree-Fock de describiradecuadamente el segundo.

Hueco de FermiDos de las características más sobresalientes del hueco de Fermi son, en pri-mer lugar, que sobrepasa en importancia al hueco de Coulomb y, en segundo
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lugar, que, al igual que el hueco total, integra a la carga de un electrón (ec.4.14). La interpretación es sencilla. La probabilidad condicionada para electro-nes con espín σ integra a Nσ − 1 en lugar de a Nσ puesto que ya existe unelectrón con espín σ en rrr1. De hecho, es esta eliminación de un electrón de ladistribución de carga la que corrige el problema de la autointeracción. Asimismo,como consecuencia del principio de Pauli que establece que dos electrones conel mismo espín no pueden ocupar la misma posición en el espacio, el agujerode Fermi en la posición del electrón de referencia toma el valor opuesto de ladensidad electrónica de electrones con el mismo espín, es decir,

hx(rrr2 → rrr1,rrr1) = −ρ1(rrr1). (4.16)
El agujero de Fermi tiene un signo negativo en todo el espacio,

hx(rrr1,rrr2) < 0. (4.17)
De igual modo, se puede reescribir como

hx(rrr1,rrr2) = ρ1(rrr2)fx(rrr1,rrr2), (4.18)
donde se puede apreciar que el agujero de intercambio no depende sólo delfactor de correlación de Fermi (fx(rrr1,rrr2)) sino también de la densidad en rrr2.Como consecuencia, la forma del agujero no presenta simetría esférica, sino quedepende fuertemente del sistema. En general, tendrá su mayor profundidad en lascercanías del electrón de referencia, tendiendo a anularse rápidamente a medidaque nos alejamos de él. Por ejemplo, en el caso de que el electrón de referenciase encuentre muy alejado del átomo, el agujero varía tan solo ligeramente con
rrr2 debido a que la densidad en rrr1 es baja. En cierto sentido, puede decirse queel agujero se queda atrás cuando el electrón de referencia sale de las regionesde alta densidad electrónica.En algunas situaciones, el agujero de Fermi tiende a estar deslocalizado. Asípor ejemplo, en la molécula de H2 existen tan solo dos electrones con espinesopuestos y la única misión del agujero es cancelar la autointeracción. Por lotanto, para el electrón α, el agujero de Fermi asociado a él, hαx (xxx1,xxx2), es igualal opuesto de la densidad para el electrón α, y equivale a la mitad de la densi-dad electrónica total. De un modo equivalente sucede para el hueco asociado alelectrón β. Por lo tanto, este hueco representa la mitad del cuadrado del orbitalmolecular σg en H2, está totalmente deslocalizado por toda la molécula y cons-tituye una disminución de la carga de la mitad de un electrón en la vecindad decada núcleo.
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ANÁLISIS DE POBLACIÓN GENERALIZADO
Hueco de CoulombDado que la integral del hueco de Fermi equivale a la carga de un electróny la del hueco total también (ec. 4.14), resulta obvio que la integral del agujerode Coulomb a todo el espacio es 0,∫

hc(xxx1,xxx2)dxxx2 = 0. (4.19)
Para electrones con distinto espín, la probabilidad de encontrar uno con espín σen cualquier punto del espacio es obviamente el número total de electrones dedicho espín, Nσ, y es independiente de la posición de los electrones con espínopuesto. El hueco de Coulomb presenta valores grandes y negativos en la posi-ción del electrón de referencia como consecuencia del término interelectrónico
1/r12, que obliga a los electrones a mantenerse alejados. Asimismo y dado queexiste una probabilidad finita de superposición de electrones con distinto espín,considerados cargas puntales, hx(xxx1,xxx2) no presenta un valor prefijado cuando
xxx2 → xxx1, al contrario que para el hueco de Fermi que se aproxima a −ρ1(xxx1).Dado que el hueco de Coulomb siempre integra a cero, ha de haber regionesen las que presente un valor positivo. Por lo tanto, existen zonas en las que sedesaloja carga respecto a la posición del electrón de referencia y otras en lasque se acumula en posiciones alejadas de él.En el ejemplo de la molécula de H2, no existen contribuciones para espinesparalelos y la contribución del hueco de Coulomb se refiere sólo a electrones condistinto espín. Si uno de los electrones se encuentra, por ejemplo en el átomode la izquierda, la probabilidad de encontrar al otro en la parte derecha serámayor y viceversa. Además, a medida que la distancia entre los núcleos sea másgrande, más pronunciado será este efecto.
4.1.3 Localización y deslocalización electrónica

El estudio de la densidad de parejas ha resultado muy fructífero para funda-mentar el concepto de localización espacial. En este sentido, las ideas inicialesse remontan a los trabajos llevados a cabo por Daudel y colaboradores [108], quese interesaron en cómo dividir el espacio real en regiones disjuntas o loges (Ωi)de tal modo que dicha partición en grupos de electrones localizados representa-ra la división más probable del espacio físico. Aslangul et al. [109] propusieronque estos loges se pueden encontrar, en principio, minimizando la entropía deShannon,
I(Ωa,Ωb, . . . ) = −

∑
ν

pν1,ν2,...(Ωa,Ωb, . . . ) lnpν1,ν2,...(Ωa,Ωb, . . . ),

(4.20)
donde pν1,ν2,...(Ωa,Ωb, . . . ) es la probabilidad de encontrar exactamente unnúmero de electrones entero ν1 en Ωa, ν2 en Ωb, etc. (sección 3.2.3). En el
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caso particular de una partición exhaustiva del espacio real en dos regiones,
Ω∪ Ω̄ = R3, la entropía de Shannon deviene en

I(Ω) = −
∑
ν

pν(Ω) lnpν(Ω), (4.21)
donde pν(Ω) es la probabilidad de encontrar un número determinado de electro-nes ν en una región del espacio arbitraria Ω mientras que el resto de electrones
N− ν se encuentran en Ω̄ [110].El mismo Daudel encontró el paralelismo entre dicha función y la fluctuación(varianza) de las poblaciones de los loges,

σ2Ω =

N∑
ν=1

(ν− 〈NΩ〉)2pν(Ω) =

N∑
ν=1

ν2pν(Ω) −

[
N∑
ν=1

νpν(Ω)

]2

= 〈N2Ω〉− 〈NΩ〉2. (4.22)Si la varianza se anula sólo existe un término distinto de cero en las sumas, porejemplo, ν = k. En este caso pk(Ω) = 1 y 〈NΩ〉 = k. Es decir, la probabilidadde que en la región Ω haya un número de electrones igual a k es la unidad, ypor tanto, la población electrónica asociada a dicha región es exactamente iguala k. Se habla en este caso de una población electrónica pura.La población de parejas, es decir, el número promedio de pares en Ω se puedeobtener a través de la doble integración de la densidad de pares en dicha región,siendo posible asimismo expresarla a través de las pν(Ω) como
〈ΛΩΩ〉 =

1

2

∫
Ω

dxxx1

∫
Ω

dxxx2ρ
2(xxx1,xxx2) =

N∑
ν=1

ν(ν− 1)

2
pν(Ω). (4.23)

Teniendo en cuenta la expresión para la varianza dada en la ec. 4.22 se llega a
σ2Ω = 2〈ΛΩΩ〉− 〈NΩ〉 (〈NΩ〉− 1) . (4.24)Por tanto, si se anula la varianza en las condiciones anteriormente vistas; es de-cir, si sólo persiste el término ν = k, se cumple que 〈ΛΩΩ〉 = 〈NΩ〉(〈NΩ〉−1)/2.En esta situación, se dice que existe una población de parejas pura. Tal y comomostraron Bader y Stephens [111], se puede hablar de localización de los elec-trones en la región Ω, pues tanto el número de electrones como su apareamientorequieren solamente del conocimiento de ρ1(xxx) y ρ2(xxx1,xxx2).Otra forma de visualizar la localización consiste en considerar la expansióncumulante de densidad reducida de segundo orden, la 2-RD, (ec. 4.23) de talmodo que
〈ΛΩΩ〉 =

1

2

∫
Ω

dxxx1

∫
Ω

dxxx2 ρ
2(xxx1,xxx2)

=
1

2

∫
Ω

dxxx1

∫
Ω

dxxx2
[
ρ1(xxx1)ρ

1(xxx2) − ρ
2
c(xxx1,xxx2)

]

=
1

2
〈NΩ〉2 −

1

2
〈NΩΩ〉, (4.25)
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donde ∫Ω dxxxi ρ1(xxxi)dxxxi = 〈NΩ〉 y ∫Ω dxxxi ∫Ω dxxxj ρ2c(xxxi,xxxj) = 〈NΩΩ〉 resultaser una medida de la correlación dentro de la región Ω puesto que reduce elnúmero de pares creados por una distribución electrónica independiente. Porotro lado, si se tiene en cuenta que 〈ΛΩΩ〉, a partir de las probabilidades dadasen la ec. 4.23, se puede escribir como

〈ΛΩΩ〉 =
1

2

(
〈N2Ω〉− 〈NΩ〉

)
, (4.26)

la combinación de esta última ecuación con la ec. 4.25, y recordando la expresiónpara la varianza dada en la ec. 4.22, se llega finalmente a
σ2Ω = 〈NΩ〉− 〈NΩΩ〉. (4.27)

〈NΩΩ〉 provoca una disminución de la varianza en la población de Ω, aumentan-do la localización electrónica en dicha región, por lo que se conoce como índicede localización, λ(Ω) = 〈NΩΩ〉. Cuando 〈NΩΩ〉 alcanza su máximo valor, 〈NΩ〉,la fluctuación en la población es cero, y se genera por tanto una localizacióncompleta de los electrones en el fragmento considerado. En este caso, la probabi-lidad de encontrar ν electrones en Ω es uno, y la población electrónica promedio,
〈NΩ〉 = ν, por lo que el número promedio de pares es 〈NΩ〉 (〈NΩ〉− 1). En es-ta situación, tal y como se observó previamente, se habla de población de parespura.Del mismo modo que se puede medir la localización en un fragmento determina-do, también es posible medir el grado de localización entre dos regiones diferen-tes, Ωa y Ωb, determinando la fluctuación de la región conjunta Ω = Ωa ∪Ωb,

σ2Ω = σ2Ωa + σ
2
Ωb

+ 2〈NΩaΩb〉, (4.28)donde 〈NΩaΩb〉 viene dado por
〈NΩaΩb〉 =

∫
Ωa

dxxx1

∫
Ωb

dxxx2 ρ
2
c(xxx1,xxx2). (4.29)

El valor 2〈NΩaΩb〉 es una medida de la capacidad de los electrones de la región
Ωa de deslocalizarse en la región Ωb y viceversa, y se conoce como índice dedeslocalización (delocalization index, DI) [111] δ(Ωa,Ωb). Si las dos regionescompletan exhaustivamente el espacio, Ωa ∪Ωb = R3, se encuentra

〈NΩaΩa〉+ 〈NΩbΩb〉+ 2〈NΩaΩb〉 = N, (4.30)por lo que la maximización del grado de localización en una región conlleva unaminimización de la deslocalización de electrones entre los dos fragmentos.El número de pares electrónicos que se pueden formar entre diferentes regionesviene dado por
〈ΛΩaΩb〉 =

∫
Ωa

dxxx1

∫
Ωb

dxxx2 ρ
2(xxx1,xxx2) = 〈NΩa〉〈NΩb〉− 〈NΩaΩb〉.(4.31)
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Cuando tanto 〈NΩaΩa〉 como 〈NΩbΩb〉 alcanzan su máximo valor, es decir,
〈NΩa〉 y 〈NΩb〉 respectivamente, el índice de deslocalización es nulo, y porlo tanto, los electrones están perfectamente localizados en las dos regiones.Finalmente, si el espacio real está dividido en m dominios disjuntos, Ωa, detal modo que ∪ma Ωa = R3 (m > 2), los índices de localización y deslocalizaciónintroducidos previamente se pueden generalizar. Así pues,

m∑
a

〈NΩaΩa〉+
m∑
a6=b
〈NΩaΩb〉 = N. (4.32)

Las correlaciones intra e intercuenca, asociadas a los índices de localización ydeslocalización respectivamente, se pueden, a su vez, generalizar mediante lautilización de los cumulantes, que son los generadores de las fluctuaciones enla distribución electrónica. Por ejemplo, el 2-CD, ρ2c(xxx1,xxx2), es el que permiteestudiar el grado de localización y deslocalización asociado entre dos fragmentosdel espacio diferentes, como se ha visto previamente. Cuando el espacio estádividido en más de dos cuencas, el uso de los cumulantes de orden ν, permiteque los mismos conceptos persistan.
Índices de enlace químico a partir de probabilidadesA través del conjunto de probabilidades obtenidas para un sistema dividido enmúltiples regiones mediante la función EDF introducida en la sección 3.2.3, esposible el acceso a un conjunto índices de enlace químico de gran interés. Así,el más sencillo y directo de obtener es la población electrónica promedio en unaregión Ω, 〈NΩ〉,

〈NΩ〉 =
∑
S{νp}

νΩ pS{νp}, (4.33)
que puede particionarse en sus correspondientes poblaciones con referencia ex-plícita al espín de los electrones,

〈NΩσ〉 =
∑
S{ip}

νΩσ p
s
S{ip}

. (4.34)
El índice de deslocalización entre dos dominiosΩa yΩb, δ(Ωa,Ωb), representauna medida del número de pares de electrones compartidos entre ambas cuencasy se obtiene normalmente mediante el empleo de la parte diagonal de la matrizdensidad de segundo orden (ρ2(xxx1,xxx2)) y la densidad electrónica (ρ1(xxx)) como

δ(Ωa,Ωb) = −2
∑
σ1

∑
σ2

∫
Ωa

∫
Ωb

[
ρ2(xxx1,xxx2 − ρ1(xxx1)ρ1(xxx2))

]
dxxx1dxxx2,

(4.35)
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pero su cómputo se puede llevar a cabo fácilmente una vez que se conoce elconjunto de las probabilidades asociadas,

δ(Ωa,Ωb) = −2 [〈NΩaΩb〉− 〈NΩa〉〈NΩb〉]

= −2
∑
σ1

∑
σ2

[
〈NΩσ1a Ωσ2b 〉− 〈NΩ

σ1
a
〉〈NΩσ2b 〉

]

=
∑
σ1

∑
σ2

δ(Ωi,Ωj)σ1σ2 , (4.36)
donde 〈NΩa〉 y 〈NΩσa〉 vienen dadas a partir de las ecuaciones 4.33 y 4.34respectivamente, y 〈NΩaΩb〉 y 〈NΩσaΩσb〉 se obtiene mediante

〈NΩaΩb〉 =
∑
S{νp}

νΩaνΩb pS{νp}, (4.37)
y

〈NΩσaΩσb〉
∑
S{ip}

νΩσaνΩσb pS{ip}. (4.38)
Las ecuaciones 4.33 y 4.37 se pueden generalizar para obtener el valor promediode cualquier función que dependa de las poblaciones. Así,

〈fS{νp}〉 =
∑
S{νp}

fS{νp} pS{νp}. (4.39)

4.2 ORBITALES NATURALES ADAPTATIVOS
4.2.1 Huecos de Fermi promediados en dominios (DAFHs)

El agujero de intercambio y correlación, dado por la expresión 4.13, es de laforma 1
hxc(xxx1,xxx2) = ρ1(xxx2) − ℘(xxx2|xxx1) = ρ1(xxx2) −

ρ2(xxx1,xxx2)
ρ1(xxx1)

, (4.40)
y representa la diferencia entre la densidad total en el punto xxx2 y la densidadcondicional de que un electrón se encuentre en xxx2 cuando otro electrón dereferencia se encuentra en xxx1.La localización del electrón de referencia en un punto determinado no es com-patible con el principio de incertidumbre de la mecánica cuántica. Una imagenmás realista y útil resultaría si se supone que la posición de éste no está fija sinoque puede variar dentro de una cierta región Ω. De este modo, se puede definir

1 Por conveniencia, lo definimos con el signo opuesto al utilizado en la ec. 4.13
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el agujero de Fermi promediado en un dominio (domain-averaged Fermi hole,DAFH), introducido por Ponec [112, 113] y ampliamente utilizado para analizarel enlace químico en moléculas [114–117]. El DAFH se expresa como

hΩxc(xxx2) = ρ
1(xxx2) −

∫
Ω ρ

2(xxx1,xxx2)dxxx1∫
Ω ρ

1(xxx1)dxxx1
, (4.41)

cuya integración a todo el espacio R3, cualquiera que sea la definición de Ω, esla unidad,∫
R3
hΩxc(xxx2)dxxx2 = 1, (4.42)

dado que ∫ ρ1(xxx2)dxxx2 = N y la densidad condicionada integra a N − 1. Lalocalización de un sólo electrón en la región Ω es bastante artificial y no reflejael hecho de que en una molécula la región Ω puede estar poblada, no por unosi no por 〈NΩ〉 electrones. Resulta, por tanto, más conveniente trabajar conuna cantidad que integra al número promedio de electrones en la región Ω,
〈NΩ〉 =

∫
Ω ρ

1(xxx1)dxxx1. Bajo esta premisa, el DAFH de carga ponderada (deahora en adelante, solamente DAFH) se expresa como
gΩ(xxx2) = 〈NΩ〉hΩxc(xxx2). (4.43)

Separando la contribución de Coulomb y de intercambio y correlación de lamatriz densidad de segundo orden ρ2(xxx1,xxx2) = ρ1(xxx1)ρ2(xxx2) − ρ2xc(xxx1,xxx2), losDAFHs se pueden definir a su vez de la manera siguiente,
gΩ(xxx2) =

∫
dσ1

∫
Ω

ρ2xc(xxx1,xxx2)drrr1, (4.44)
e independiente del espín promediando sobre la coordenada espinorial σ,

gΩ(rrr) =

∫
dσgΩ(xxx). (4.45)

Los DAFHs poseen algunas propiedades interesantes. En primer lugar, y deacuerdo a su definición, cumple∫
gΩ(rrr)drrr = NΩ. (4.46)

A su vez, si la partición del espacio es exhaustiva, ∪aΩa = R3,∑
a

gΩa(rrr) = ρ1(rrr), (4.47)
por lo que el conjunto de los diferentes gΩa proporciona una partición de ladensidad en cada punto del espacio en contribuciones asociadas a cada dominio.

111



ANÁLISIS DE POBLACIÓN GENERALIZADO
Por otro lado, el DAFH está relacionado con índices ampliamente utilizadosen las teorías del enlace químico en el espacio real. La integración de gΩ(rrr) en

Ω proporciona λ(Ω), el índice de localización propuesto por Bader y Stephens[111]. Cuando el hueco de intercambio y correlación para un electrón que seencuentra en Ω está circunscrito totalmente en el propio dominio Ω, se habla deperfecta localización para los electrones (gΩ(rrr /∈ Ω) = 0). En estas condiciones,el máximo valor para λ(Ω) sería 〈NΩ〉. Por lo tanto, 〈NΩ〉−1 × ∫Ω gΩ(rrr)drrr,representa la fracción de electrones contenidos exclusivamente en la región Ω,es decir, no compartidos con otros dominios.La carga electrónica localizada de forma exclusiva en un dominio Ω sólo sedará en circunstancias muy concretas, por lo que generalmente estará repartidacon otras regiones. Dicha compartición de electrones está representada mediantela contribución asociada a la deslocalización, δ(Ω, Ω̄). Así pues, la poblaciónelectrónica promedio de una región Ω se puede descomponer en contribucionesde localización, λ(Ω), y de deslocalización, δ(Ω, Ω̄) (Ω 6= Ω̄), tal que
〈NΩ〉 = λ(Ω) + δ(Ω, Ω̄). (4.48)

El segundo término es la mitad del índice de deslocalización de Bader y Stephens[111], también llamado índice de distribución de electrones compartidos (shared
electron distribution index, SEDI), [118] entre dos regiones Ω y Ω̄. Este índicese utiliza de manera habitual como el análogo en el espacio real al orden deenlace entre dos fragmentos. Su expresión en términos de los DAFHs de lasregiones Ω y Ω̄ viene dado por

δ(Ω, Ω̄) =

∫
Ω̄

gΩ(rrr)drrr+

∫
Ω

gΩ̄(rrr)drrr. (4.49)
Los DAFHs se han aplicado de manera casi exclusiva al estudio de moléculasde capa cerrada descritas por funciones de onda monodeterminantales. Aunqueexiste una extensión para funciones de onda ROHF [117], su traslado al escenarioproporcionado por descripciones multiconfiguracionales apenas se ha llevado acabo, debido principalmente a la no disponibilidad de la matriz de cambio ycorrelación, ρ2xc(xxx1,xxx2). En este sentido, se ha propuesto un DAFH aproximadobasado en la utilización de integrales de solapamiento entre orbitales naturales(proveniente de la diagonalización de la matriz densidad de primer orden) y suspoblaciones electrónicas [116]. De entre los poquísimos análisis para niveles deteoría multideterminantal, destacan los llevados a cabo por Ponec y Cooper [119,120] y también por Bultinck y colaboradores [121]. Recientemente, E. Francisco
et al. [122] han llevado a cabo un estudio sobre la interpretación de los DAFHsbasada en el concepto de densidad excluida, válida tanto para niveles SD comoMD, y supone uno de los pilares fundamentales para el estudio y análisis desdeun punto de vista correlacionado.
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DAFHs para funciones de onda monodeterminantalesCuando la función de onda viene expresada por un único determinante de Sla-ter, se ponen de manifiesto las características que poseen los DAFH y su estrecharelación con las EDFs. Sea, por lo tanto, una función de onda monodeterminantal
Ψ que describe un sistema formado por N electrones,

Ψ(xxx1, . . . ,xxxN) =
1√
N!

det [χ1(xxx1)χ2(xxx2) . . . χN(xxxN)] , (4.50)
donde χi(xxx) es un espinorbital (real) con espín α para los electrones 1 6 i 6 Nαy con espín β para los electrones Nα + 1 6 i 6 Nα +Nβ = N, donde Nα y
Nβ representan el número de electrones α y β respectivamente. La discusiónposterior es válida para determinantes de Slater RHF o ROHF, por lo que Nαno necesariamente es igual a Nβ y los espinorbitales α y β no necesariamentecomparten la misma función espacial. En estas condiciones, la expresión para elDAFH es bastante sencilla. Dado que la densidad de cambio y correlación vienedada por ρ2xc(xxx) = ρ1(xxx1;xxx2)ρ1(xxx2;xxx1), se puede escribir como

ρ2xc =

N∑
ij

χi(xxx1)χi(xxx2)χj(xxx2)χj(xxx1), (4.51)
y la expresión para gΩ(xxx) en términos de los espinorbitales es de la forma

gΩ(xxx) =

N∑
ij

χi(xxx)G
Ω
ijχj(xxx), (4.52)

con
GΩij =

N∑
ij

δ(σi,σj)SΩij , (4.53)
y donde

SΩij =

∫
Ω

χi(xxx)χj(xxx)dxxx, (4.54)
representa la matriz de solapamiento atómico (atomic overlap matrix, AOM) ex-tendida al dominio Ω entre los espinorbitales χi y χj. De forma global, SSSΩ =
〈χχχ|χχχ〉Ω. Como consecuencia de la ortogonalidad de las funciones de espín, lasmatrices SSSΩ presentan un estructura diagonal en bloques α y β, SSSΩα y SSSΩβ .La matriz GGGΩ = SSSΩ, que representa el agujero de Fermi en la base de losorbitales atómicos, puede diagonalizarse, pudiendo obtener importante informa-ción acerca de cómo están distribuidos los electrones en un región arbitraria Ωa través de la inspección de los correspondientes valores y vectores propios. Así,sea una transformación unitaria UUU†UUU = III, de tal modo que GGGΩUUU = UUUnnn. Los
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ANÁLISIS DE POBLACIÓN GENERALIZADO
autovectores definen una nueva base de orbitales ocupados, φφφ, que representanlos orbitales DAFH, φφφ = χχχUUU. En esta nueva base, el agujero de Fermi gΩ(rrr) serepresenta como

gΩ(xxx) =

N∑
i

ni|φi(xxx)|
2. (4.55)

Las funciones φi son estados monoelectrónicos efectivos, denominados orbitalesnaturales de dominio (domain natural orbitals, DNO), introducidos por Ponec,y los valores propios ni son los bautizados como números de ocupación, porla similitud con la descomposición de la densidad electrónica en los orbitalesnaturales. Por otro lado, el hueco gΩ se puede entender como una densidad deprimer orden restringida al dominio Ω considerado, por los que los autovalores
ni satisfacen la condición 0 6 ni 6 1, de modo que la población electrónicapromedio del dominio Ω se puede recuperar mediante la suma de todos los niinvolucrados, 〈NΩ〉 =∑i ni.La base que conforma los DNOs, φφφ, es a la vez ortonormal en todo el espacio
R3 y ortogonal en el dominioΩ. Más aún, si la partición del espacio está formadasolamente por dos regiones Ω y Ω̄, Ω∪ Ω̄ = R3, en estas condiciones se tieneque Ḡ̄ḠG = 〈χχχ|χχχ〉Ω̄ = III−GGG, de tal modo que la matriz UUU también diagonaliza Ḡ̄ḠGsiendo III−nnn su matriz de autovalores. Así pues, la base de orbitales DAFH, φφφ,es común a los dos dominios Ω y Ω̄. Por lo tanto,

gΩ̄(xxx) =
∑
i

(1−ni)|φi(xxx)|
2. (4.56)

De este modo, cada pareja (i, j) de orbitales DAFH con el mismo espín satis-facen las siguientes relaciones
〈φi|φj〉R3 = δij,
〈φi|φj〉Ω = δijni,
〈φi|φj〉Ω̄ = δij(1−ni). (4.57)

El determinante de Slater escrito en la base χχχ se puede igualmente expandir enla base ortonormal φφφ, de tal modo que la densidad electrónica se puede escribircomo ρ(xxx) =
∑N
i |φi(xxx)|

2. Cada φi contribuye exactamente con un electrón a
ρ. Por lo tanto, y junto con la condición 〈φi|φj〉Ω = δijni, cada ni se puedeentender como la fracción del electrón efectivo descrito por φi que se encuentraen el dominio Ω.Finalmente, si la función de onda monodeterminantal es de capa abierta, gΩ(xxx)se puede descomponer en las dos contribuciones de espín de tal modo que

gΩ(xxx) = gΩα (xxx) + gΩβ (xxx), (4.58)
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donde

gΩσ =

N∑
i,j∈σ

χi(xxx)G
Ω
ij,σχj(xxx), (4.59)

y los índices i y j tiene en cuenta sólo los orbitales con espín α o β.
Relación entre los DAFHs y las EDF

Aunque los DAFHs y las EDFs, introducidas en el capítulo anterior, parecenno estar relacionadas a primera vista, realmente existe una conexión entre ambosconceptos. Se ha dejado entrever previamente cómo los DAFH están relacionadoscon el índice de deslocalización entre dos fragmentos del espacio real. Asimismo,en el capítulo anterior, hemos visto cómo pueden obtenerse estos mismos índicesa partir de las EDFs. En definitiva, mediante dos herramientas diferentes sepuede obtener el mismo índice químico. Así pues, se intuye que dicha conexiónexiste. No obstante, es importante destacar que el vínculo algebracio entre lasEDFs y los DAFHs que vamos a comentar a continuación sólo es exacto en elcaso de descripciones monodeterminantales [123].Con el fin de establecer dicho vínculo, basta con darse cuenta que el únicorequisito para obtener los DAFHs se centra en el cálculo de las matrices desolapamiento atómico (AOM) entre los espinorbitales que expanden la funciónde onda. De un modo semejante, dichas matrices son también las necesarias paradeterminar las EDFs.Centrándonos en el caso de dos regiones que completan el espacio R3, laprobabilidad de que exactamente ν electrones se encuentren en la región Ω y
N− ν electrones se encuentren en la región complementaria Ω̄ está dada por

pν(Ω) =
1

ν!(N− ν)!

∑
{kj}∈SN

det
[
S̃SSij(kj)

]
, (4.60)

donde SN es el conjunto de las N! posibles permutaciones de los primeros Nnúmeros naturales y {kj} es una de estas permutaciones. Cada elemento S̃SSij(kj)viene dado por SSSij o 111 − SSSij dependiendo de si kj ∈ {1, . . . ,ν} o kj ∈ {ν +
1, . . . ,N} respectivamente, y Sij = 〈χi|χj〉Ω es la AOM entre los espinorbitales
χi y χj en Ω.Dado que las funciones de onda monodeterminantales son invariantes antetransformaciones unitarias del conjunto de todos los espinorbitales, la ecuación4.60 se puede expresar en la base de los DAFH, φφφ. En esta base, y gracias a laortogonalidad de los DAFH, la matriz S̃SS es diagonal tanto en la región Ω comoen la región Ω̄, cuyos valores diagonales, λi, son ni y 1− ni respectivamente,y el cálculo de su determinante, por lo tanto, es trivial.
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ANÁLISIS DE POBLACIÓN GENERALIZADO
La probabilidad dada por la ec. 4.60 es, de este modo, una suma de N! pro-ductos de N números de ocupación de los DAFHs, por lo que
pν(Ω) =

1

ν!(N− ν)!

∑
{ki}∈SN

N∏
i

λi(ki)

{
λi(ki 6 ν) = ni
λi(ki > ν) = 1−ni.

(4.61)
La interpretación estadística de los números de ocupación de los DAFHs,

ni = 〈φi|φi〉, como la probabilidad de que un electrón efectivo descrito por φise encuentre en Ω, permite comprender desde este punto de vista la ec. 4.61. Eneste sentido, dado que los electrones desde 1 hasta ν residen enΩ y desde ν+ 1hasta N residen en Ω̄, cualquier permutación circunscrita a un solo dominio (Ωo Ω̄) proporciona el mismo valor de ∏Ni S̃SSii(ki). El número posible de estaspermutaciones restringidas es ν!(N− ν)!, que cancela el prefactor dado en laec. 4.61. Por lo tanto, la probabilidad pν(Ω) es una suma de (Nν) términos dela forma ∏Ni λi. Cada uno de estos términos describe la probabilidad de unevento conjunto en el que cada electrón, descrito por uno de los N DAFHs,es estadísticamente independiente de los restantes y reside en Ω o en Ω̄, conprobabilidad λi.Así pues, cada probabilidad pν(Ω) se corresponde con la probabilidad clásicaasociada a un conjunto de N electrones independientes en el que cada uno deellos tiene una probabilidad ni o 1 − ni de encontrarse en Ω o Ω̄, respecti-vamente, y se reparten de tal modo que ν electrones estén Ω y N− ν en Ω̄.Para una sola partícula, pppi1 = (ni, 1− ni), proporciona la probabilidad de queun electrón descrito por el orbital DAFH i se encuentre en Ω o Ω̄. La funciónde distribución total N-electrónica se obtiene fácilmente mediante el vector dedimensión 2N, pppN = ⊗Ni=1pppi1, es decir, el producto directo de N probabilidades
pppNi independientes. Sirva como ejemplo una situación sencilla con dos electronesy dos regiones que completan el espacio. En este caso particular,

p0(Ω) = (1−n1)(1−n2),
p1(Ω) = n1(1−n2) +n2(1−n1),
p2(Ω) = n1n2. (4.62)Finalmente, si la función de onda viene expresada mediante un determinan-te de Slater, los orbitales DAFH asociados a un dominio particular Ω descri-ben electrones independientes. Dado que la matriz SSS está estructurada en blo-ques diagonales referidos a la parte α y β, la EDF completa de un sistema

N-electrónico se puede calcular mediante el producto de las EDFs asociadas acada espacio de espín, es decir, como el producto directo de las componentes αy β estadísticamente indpendientes.
Índices de enlace en el espacio real a partir de los DAFHsEl índice de deslocalización o índice de distribución de electrones compartidos,
δ(Ω, Ω̄), mide la cantidad de carga electrónica deslocalizada entre dos regiones
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arbitrarias Ω y Ω̄. Haciendo uso de las Eqs. 4.45, 4.49 y 4.55, se puede escribircomo:

δ(Ω, Ω̄) =

N∑
i

nΩi

∫
Ω̄

[
φΩi (rrr)

]2
drrr+

N∑
i

nΩ̄i

∫
Ω

[
φΩ̄i (rrr)

]2
drrr

=

N∑
i

nΩi
(
1− sΩi

)
+

N∑
i

nΩ̄i (1− sΩ̄i ), (4.63)
donde sΩi =

∫
Ω

[
φΩi (rrr)

]2
drrr y sΩ̄i =

∫
Ω̄

[
φΩ̄i (rrr)

]2
drrr. Para funciones de ondamonodeterminantales, φΩi = φΩ̄i y nΩi = sΩi = 1− sΩ̄i = 1− nΩ̄i . Teniendo encuenta las igualdades anteriores y las relaciones de ortonormalidad y ortogona-lidad en R3 y Ω respectivamente, δ(Ω, Ω̄) adquiere la forma

δ(Ω, Ω̄) = 2

N∑
i

ni(1−ni) =

N∑
i

δi(Ω, Ω̄). (4.64)
Como consecuencia de la independencia estadística de los electrones efectivosdescritos por la base φφφ, el índice de deslocalización puede expresarse como unasuma de contribuciones monoelectrónicas.Por otra parte, es sencillo mostrar que el índice de localización λ(Ω) se ex-presa también como

λ(Ω) =

N∑
i

n2i . (4.65)
A la vista de la ecuación 4.64, resulta evidente que cada electrón efectivo,descrito por el DNO i-ésimo φi, contribuye aditivamente al enlace con un factorparabólico en ni. Por lo tanto si el DNO correspondiente está localizado en Ω(ni ' 1) o en Ω̄ (ni ' 0), su contribución a δ(Ω, Ω̄) es despreciable. Solo loselectrones deslocalizados contribuirán al enlace, y para éstos, el máximo valorde δi ocurrirá cuando ni = 1/2. Esto solo sucede, salvo por accidente, en el casoque dominios sean equivalentes por simetría. Como los pares de electrones α,βson cuasi-independientes, puede decirse que el enlace surge como consecuenciade la deslocalización de electrones independientes y no de la compartición deun par electrónico.Un ejemplo sencillo lo constituye la molécula de H2. A nivel SD, sólo esnecesario tener en cuenta el bloque α (o β). En estas condiciones, el bloque αestá constituido por un electrón y la probabilidad de encontrar dicho electrónen una de las dos cuencas existentes es 1/2. Por lo tanto, su contribución alenlace será n = 1/2, y finalmente, el índice de deslocalización entre ambasregiones atómicas es δ(H1, H2) = 1. Si se añade otro electrón α para constituirla molécula de He2 el principio de exclusión de Pauli entra en juego. De este
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modo, los electrones se localizan perfectamente en ambas cuencas, por lo quesus números de ocupación serán n1 ' 0 y n2 ' 1 y el orden de enlace esprácticamente nulo.Asimismo, el término ni(1− ni) presente en la ecuación 4.64 se puede rein-terpretar a través de la covarianza de la función de distribución monoelectrónica
pppi1 = (ni, 1 − ni). Si pi(1, 0) y pi(0, 1) representan la probabilidad de queel electrón se encuentre en Ω y Ω̄ respectivamente, la covarianza del electróndescrito por φi, cov{pppi1}, escov{pppi1} = −pi(1, 0)× pi(0, 1) = −ni(1−ni), (4.66)y por lo tanto, el índice de deslocalización se puede expresar mediante δ(Ω, Ω̄) =
−2
∑
i cov{pppi1}. Así pues, como resultado de la independencia estadística de loselectrones descritos por los orbitales DAFH, la covarianza de una distribuciónelectrónica total de un sistema de N electrones está relacionada con el DI [124–126] mediante
δ(Ω,Ω) = −2cov{pppN}, (4.67)y se puede descomponer en contribuciones monoelectrónicas.El análisis DAFH no sólo proporciona una interpretación del enlace químicoen términos de una partición monoelectrónica de los órdenes de enlace. Tambiéngenera una partición de la energía de intercambio y correlación entre las cuencas

Ω y Ω̄ dentro del formalismo IQA [127–129]. Así, a nivel SD, se puede escribir
ρ2xc(xxx1,xxx2) en la base de los DNOs, φφφ, como

ρ2xc(xxx1,xxx2) = 4
N/2∑
i>j

φi(xxx1)φ
∗
j (xxx1)φ

∗
i (xxx2)φj(xxx2). (4.68)

Puesto que la contribución covalente a la energía de cambio y correlación entrelas cuencas [130–132] se escribe como
Vxc(Ω,Ω′) =

∫
Ω

dxxx1

∫
Ω̄

dxxx2
1

rrr12
ρ2xc(xxx1,xxx2), (4.69)

la contribución de cada pareja de DNOs a Vxc dependerá del grado deslocali-zación entre las cuencas. En general, en ausencia del término interelectrónico,la ortogonalidad de la que disfrutan los DNOs entre las diferentes cuencas ga-rantiza que sólo los términos diagonales subsistan. En cualquier caso, inclusoen su presencia, solo aquellos términos diagonales en los que el DNO esté par-cialmente localizado en las dos cuencas contribuirán de manera no despreciablea Vxc, por lo que
Vxc(Ω, Ω̄) '

∑
i∈desloc.V

φi
xc (Ω, Ω̄). (4.70)

La energía covalente del enlace es aproximadamente igual a la suma de lascontribuciones de los DNOs que participan en el enlace, es decir, de los DNOsdeslocalizados entre los fragmentos considerados.
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DAFHs para funciones de onda multideterminantales y su interpretaciónEl análisis de los DAFH permite realizar interpretaciones del enlace químicoentre dos fragmentos Ω y Ω̄. Sin embargo, la discusión de la sección precedentesolo es válida a nivel SD. En el caso de funciones de onda multideterminantales(MD), la interpretación y el análisis no son tan directos. Siguiendo las ideasde la ref. [122], se presentará a continuación dicho análisis para el caso en elque solo dos regiones completan exhaustivamente el espacio. La generalizacióna más regiones, tanto a nivel SD como a nivel MD, es posible gracias a un nuevoconjunto de funciones, que hemos denominado orbitales naturales adaptativos(ver sección 4.2.2) y que constituyen la generalización de los DAFHs propuestospor Ponec.Por un lado, la interpretación de los DNOs y de sus números de ocupación esrelativamente sencilla y proporciona una imagen de los DAFH muy visual con laque comprender la naturaleza y fuerza del enlace químico entre dos fragmentosdiferentes del espacio. Además, a nivel SD, los DNOs son los mismos en ambasregiones y debido a las características que presentan, describen electrones es-tadísticamente independientes con los que obtener la EDF total de un sistema.Sin embargo, en el nuevo escenario MD no ocurre lo mismo. Por otro lado, elDAFH de una región arbitraria se puede entender como la densidad electrónicaexcluida de dicha región y, por tanto, su expansión en términos de los DNOsy de sus números de ocupación guarda mucha similitud con la bien conocidaexpresión de la densidad electrónica total de un sistema molecular en términosde los orbitales naturales y sus ocupaciones.
EXPRESIÓN PARA LOS DAFHS CORRELACIONADOS Sea Ψ la función de ondade un sistema N-electrónico, formada por un conjunto de M determinantes deSlater, ψr,

Ψ(xxx1, . . . ,xxxN) =
M∑
r

Crψr(xxx1, . . . ,xxxN), (4.71)
donde

ψr(xxx1, . . . ,xxxN) =
1√
N!

∣∣∣∣∣∣∣

χr1(xxx1) · · · χr1(xxxN)... . . . ...
χrN(xxx1) · · · χrN(xxxN)

∣∣∣∣∣∣∣

=
1√
N!

det
[
χri(xxxj)

]
. (4.72)

Las expresiones para los DAFH dependientes e independientes del espín poseenlas mismas estructuras vistas anteriormente:
gΩ(xxx2) =

∫
dσ1

∫
Ω

ρ2xc(xxx1,xxx2)drrr1, (4.73)
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gΩ(rrr) =

∫
dσgΩ(xxx). (4.74)

Para una función de onda MD, ρ2xc se puede expresar como
ρ2xc(xxx1,xxx2) =

M∑
ijkl

Cijkl χi(xxx1)χj(xxx1)χk(xxx2)χl(xxx2), (4.75)
donde Cijkl son los coeficientes que provienen de la expansión de la funciónde onda en términos de los determinantes de Slater y χi son los espinorbitalescanónicos de la molécula. Por lo tanto, el DAFH se puede expresar como

gΩ =

M∑
ij

χi(xxx)G
Ω
ijχj(xxx), (4.76)

donde
GΩij =

M∑
kl

δ(σk,σl)CijklSΩkl, (4.77)
y SΩkl son los elementos de matriz de las AOM entre los espinorbitales χky χj circunscritos a la región Ω. Empleando las técnicas de diagonalizaciónconvencionales, se obtiene

gΩ(xxx) =

M∑
i

nΩi |φΩi (xxx)|2, (4.78)
gΩ(rrr) =

M∑
i

nΩi |φΩi (rrr)|2, (4.79)
donde φΩi y nΩi son los DNOs correlacionados y sus respectivos números deocupación respectivamente. La suma de todos los números de ocupación recuperala población electrónica promedio de la región Ω, 〈NΩ〉 =∑Mi nΩi . En el casoparticular SD para moléculas de capa cerrada, M = N y las ecuaciones 4.78 y4.79 son las ya vistas para los DAFH a nivel SD.
OBTENCIÓN DE ÍNDICES DE ENLACE A PARTIR DE DAFH CORRELACIONADOSDe un modo semejante a los DAFHs SD es posible obtener índices de enlacequímico desde una perspectiva multideterminantal. El DI entre Ω y Ω̄ se puedeescribir como

δ(Ω, Ω̄) =

∫
Ω̄

gΩ(xxx)dxxx+

∫
Ω

gΩ̄(xxx)dxxx

=

M∑
i

nΩi

∫
Ω̄

[
φΩi (xxx)

]2
dxxx+

M∑
i

nΩ̄i

∫
Ω

[
φΩ̄i (xxx)

]2
dxxx, (4.80)
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donde se ha hecho uso de la ec. 4.79 y de su equivalente para gΩ̄(xxx). Dadoque los DNOs de ambas regiones, φΩi y φΩ̄i , están normalizados y se cumple
Ω ∪ Ω̄ = R3, la primera (segunda) integral en la ecuación 4.80 es igual a unomenos la misma integral sobre Ω (Ω̄). Así pues,

δ(Ω, Ω̄) =

M∑
i

nΩi (1− sΩi ) +

M∑
i

nΩ̄i (1− sΩ̄i ), (4.81)
donde sΩi =

∫
Ω

[
φΩi (xxx)

]2
dxxx y sΩ̄i =

∫
Ω̄

[
φΩ̄i (xxx)

]2
dxxx. En el caso de un solodeterminante de Slater, la ecuación 4.81 se convierte en la expresión 4.64. Parafunciones de onda multideterminantales, en general φΩi 6= φΩ̄i ; es decir, elDNO i-ésimo en la región Ω es diferente al DNO i-ésimo en la región Ω̄. Porlo tanto, nΩi (1− sΩi ) 6= nΩ̄i (1− sΩ̄i ). Consecuentemente el cálculo del DI a nivelMD requiere del cálculo de los DAFHs en las dos regiones involucradas. Laecuación 4.81 también se puede expresar como

δ(Ω, Ω̄) =

M∑
i

δi(Ω, Ω̄) +

M∑
i

δi(Ω̄,Ω), (4.82)
donde, en general δi(Ω, Ω̄) 6= δi(Ω̄,Ω), aunque las sumas en las dos contribu-ciones son idénticas. Al contrario de lo que ocurre para niveles SD, nΩi y sΩi nonecesariamente aumentan o disminuyen simultáneamente.
INTERPRETACIÓN DE DAFHS CORRELACIONADOS El hueco de Fermi prome-diado en Ω, gΩ(xxx), corresponde a la distribución promedio de 〈NΩ〉 electronesefectivos que es necesario eliminar de la densidad electrónica, ρ(xxx), cuando seconsidera que el electrón de referencia se encuentra en la propia región Ω.Los DNOs y sus números de ocupación, provenientes de la diagonalización delDAFH de esta región, generan contribuciones monoelectrónicas a la densidadelectrónica excluida de dicho dominio.Si se escoge el espacio tridimensional como la región en la que se obtine elDAFH, Ω = R3; es decir, si el electrón de referencia se promedia en todo el es-pacio, la densidad excluida corresponde a los N electrones del sistema por lo que
gR

3
= ρ(xxx). En estas condiciones, la diagonalización del DAFH-R3 proporcionala clásica expansión en orbitales naturales de la densidad electrónica, siendolos DNOs los propios orbitales naturales y los ni los correspondientes númerosde ocupación de los mismos. Surge, por lo tanto, una nueva interpretación de losorbitales naturales como aquellos que descomponen, en contribuciones monoelec-trónicas, la densidad N-electrónica excluida cuando el electrón de referencia sepromedia en todo el espacio R3.Las diferentes soluciones que se pueden encontrar para los DNOs se puedenclasificar en función de dos variables básicas: el número de ocupación de cadaorbital DAFH, ni, y el solapamiento de cada orbital DAFH consigo mismo en laregion Ω, si. De este modo, son posibles cuatro escenarios diferentes:
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ni > 0, ni = siSupone el caso más sencillo y es aquel que proviene de funciones deonda SD. Cada una de las soluciones aportadas corresponde a un electrónestadísticamente independiente del resto, descrito por el DNO φΩi . Sucontribución a la densidad excluida es igual a nΩi , la población del DAFHasociado a la región Ω cuando se lleva a cabo su diagonalización. Cuandose lleva a cabo el análisis en la región complementaria Ω̄, se encuentraun DNO equivalente al primero (φΩi = φΩ̄i ), de tal modo que nΩ̄i = sΩ̄i =
1− nΩi . Los números de ocupación ni miden el grado de deslocalizaciónde la contribución electrónica asociada entre las regiones consideradas.En sistemas de capa cerrada, la parte α y la parte β son idénticas, por loque conjuntamente muestran un par electrónico α−β.
ni > 0, ni < siEsta situación se corresponde con el papel clásico jugado por la correla-ción de Coulomb de tal modo que la probabilidad de que NΩ electronessean excluidos de la región Ω viene dada por nΩi /NΩ. Cuando ni es su-ficientemente grande, la solución asociada φΩi está acompañada por otrasolución φΩ̄i para las cuales nΩi + nΩ̄i ' 1 [133]. En general, φΩi y φΩ̄ino son idénticas, pero se aproximan a medida que decrece la correlacióny por lo tanto, nΩ̄i → 1−nΩi .
ni > 0, ni > siSe corresponde con la identificación de correlación negativa y describe uncomportamiento bosónico parcial de los electrones que se “sienten atraídos”hacia la región Ω cuando el electrón de referencia se encuentra en dicharegión. A medida que el valor de si disminuye, este efecto aumenta.
ni < 0Los números de ocupación negativos se relacionan con excitaciones deelectrones descritos por los DNOs φΩi como consecuencia de la existenciade la densidad de referencia. Los DNOs φΩi deben ir acompañados poruna contribución φΩ̄i que tenga asociado un valor nΩ̄i positivo.

4.2.2 Hacia la generalización de los DAFHs: Orbitales Naturales Adapta-tivos
Análisis de población generalizadoLa mayor parte de los índices de enlace empleados en química, tales comocargas atómicas u órdenes de enlace, fueron inicialmente introducidos a travésde particiones de la carga electrónica de los sistemas moleculares en centros. Enel análisis de Mulliken el número total de electrones se escribe en la base delas funciones primitivas como N =

∑
µν PµνSνµ =

∑
µ(PS)µµ, siendo PPP y SSS lasmatrices densidad y de solapamiento sobre primitivas, respectivamente. En este
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4.2 ORBITALES NATURALES ADAPTATIVOS
sentido, la población atómica sobre un centro Ωa se puede obtener asociandola carga que transporta cada primitiva centrada sobre dicho centro, por lo quela población del centro Ωa resulta ser: 〈NΩa〉 =∑µ∈a(PS)µµ ≡∑a Tra(PS).El equivalente en el espacio real a la matrizQQQ = PSPSPS es la densidad electrónica,
ρ, de tal modo que 〈NΩa〉 = ∫Ωa ρ(xxx)dxxx. Una de las propiedades básicas y másimportantes de QQQ es su idempotencia, es decir, QQQν = QQQ. A partir de ella, sepuede observar que N = TrQQQν, por lo que para cualquier número entero ν existeuna partición del número total de electrones en contribuciones de ν centros. Esdecir, se puede reconstruir la población electrónica total N en contribucionesde un solo centro, 〈NΩa〉, en contribuciones de dos centros, 〈NΩaΩb〉, de trescentros, . . . , o de ν centros. Por ejemplo, a orden ν = 2 (expansión en dos centros),TrQQQ2 = N y

〈NΩa〉 = 〈NΩaΩa〉+
∑
b6=a
〈NΩaΩb〉. (4.83)

El término 〈NΩaΩb〉, ya introducido en situaciones anteriores, coincide con elorden de enlace de Wiberg-Mayer [134] salvo un factor multiplicativo. Los resul-tados obtenidos permiten intuir que existe una simple generalización a órdenesde enlace de ν centros. Es decir, los índices de enlace de uso habitual puedendisponer de un análogo en el espacio real si se puede encontrar el equivalenteidempotente a QQQ. Esto ya ha sido explotado anteriormente por varios autores,entre los que se encuentran Giambiagi [135], Bultinck [136] y Matito y Solà [137].El análogo idempotente a QQQ en el espacio real existe y, para funciones de ondamonodeterminantales, no es más que el producto cíclico de las ν matrices densi-dad reducidas no diagonales de primer orden ρ1(xxx1;xxx2)ρ1(xxx2;xxx3) . . . ρ1(xxxν;xxx1).Todos los índices de enlace multicéntricos definidos para funciones SD utilizan-do una condensación de Mulliken se pueden extender al espacio real medianteestas 1-RDs no diagonales. Así,
〈NΩaΩb〉 =

∫
Ωa

∫
Ωb

ρ1(xxx1;xxx2)ρ1(xxx2;xxx1)dxxx1dxxx2, (4.84)
que, excepto por una constante multiplicativa, resulta ser el índice de deslocali-zación δ(Ωa,Ωb) de Bader y Stephens [111]. Por otro lado, 〈NΩaΩa〉, obtenidomediante doble integración en el recinto Ωa coincide con el índice de locali-zación λ(Ωa). En la Tabla 2 se puede observar la relación existente entre losdistintos índices empleados en el espacio orbital con sus análogos en el espacioreal.Es posible llevar a cabo una generalización de estos resultados a funciones deonda correlacionadas. Para ello, basta con reconocer que los productos cíclicosde las 1-RDs no diagonales que aparecen en la expansión de Fock-Dirac dela matriz densidad de un orden cualquiera ν para una función de onda SD sonjustamente la parte irreducible de estas ν-RDs; es decir, las componentes delas ν-RD que no pueden expresarse en términos de RDs de órdenes inferiores,
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Descripción orbital Descripción en el espacio real
N = TrQQQ N =

∫
ρ1(xxx)dxxx =

∫
ρ1(xxx,xxx)dxxx

〈NΩa〉 = TraQQQ 〈NΩa〉 =
∫
Ωa
ρ1(xxx,xxx)dxxx

N = TrQQQ2 N =
∫ ∫
ρ1(xxx1,xxx2)ρ1(xxx2,xxx1)dxxx1dxxx2

〈NΩaΩa〉 = TraaQQQ2 〈NΩaΩa〉 =
∫
Ωa

∫
Ωa
ρ1(xxx1,xxx2)ρ1(xxx2,xxx1)dxxx1dxxx2

〈NΩaΩb〉 = TrabQQQ2 〈NΩaΩb〉 =
∫
Ωa

∫
Ωb
ρ1(xxx1,xxx2)ρ1(xxx2,xxx1)dxxx1dxxx2

N = TraaaQQQ3 N =
∫ ∫ ∫

ρ1(xxx1,xxx2)ρ1(xxx2,xxx3)ρ1(xxx3,xxx1)dxxx1dxxx2dxxx3

〈NΩaΩaΩa〉 Multiplicidad de caminos: abc,acb,. . .〈NΩaΩaΩc〉
〈NΩaΩbΩc〉

Tabla 2: Relación entre los índices químicos obtenidos en el espacio orbital y en elespacio real.

conteniendo las contribuciones de correlación de ν partículas: las densidadescumulantes (CDs) introducidas en el capítulo 2.Así, por ejemplo, de igual manera que el cumulante de orden 2 no es más quela densidad de cambio y correlación, ρ2c(xxx1,xxx2) = ρ2xc(xxx1,xxx2) y que 〈NΩaΩa〉y 〈NΩaΩb〉 miden la varianza y la covarianza de las poblaciones electrónicasen una (o dos) cuencas, se puede demostrar que las poblaciones multicéntricas
〈NΩaΩbΩc...〉 determinan la covarianza múltiple (o fluctuación múltiple) entremúltiples centros. Paul Ziesche [138] ha demostrado, basándose en un formalismoalgebraico a través de los cumulantes, que esta interpretación es general, aunquede momento es un escenario inexplorado algorítmica y computacionalmente. Seacomo fuere, el enlace químico entre ν centros es consecuencia de la existencia defluctuaciones simultáneas de la población electrónica entre los diversos centrosasociados.
Orbitales Naturales AdaptativosLas CDs son los objetos clave para generalizar el análisis del enlace químicoen el espacio real a funciones de onda correlacionadas arbitrarias. Haciendo usode las mismas, es posible construir un conjunto de funciones monoelectrónicasque reparten todo índice de enlace, sea cual sea el número de centros involucra-dos, en contribuciones monoelectrónicas. Llamamos a estas funciones orbitalesnaturales adaptativos (NAdOs) [139] y suponen la generalización del conceptode DAFH a una partición del espacio en un número arbitrario de fragmentos.Dos propiedades de los cumulantes, su recursividad y su extensividad, sonesenciales para poder definir una jerarquía de índices de enlace en el espacio
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4.2 ORBITALES NATURALES ADAPTATIVOS
real. La recursividad permite obtener la matriz densidad cumulante de orden
ν − 1 a partir del cumulante de orden superior. Es decir, dos cumulantes deórdenes sucesivos están relacionados de tal modo que

ρν−1c (xxx1, . . . ,xxxν−1) =
∫
ρνc (xxx1, . . . ,xxxν)dxxxν. (4.85)

Mediante la aplicación sucesiva de la relación anterior a ν,ν− 1, . . . , 1 se ob-tiene ∫
ρνc (xxx1, . . . ,xxxν)dxxx1 . . . dxxxν = N, (4.86)

que define la propiedad de la extensividad. Ésta permite obtener índices deenlace (ν− 1)-céntricos a partir de los de ν centros, mientras que la recurrenciaproporciona la capacidad de descomponer una CD en contribuciones de cuencaa partir de una CD de orden superior.Bajo estas condiciones, dada una partición exhaustiva del espacio real en
m fragmentos Ω, ∪ma Ωa = R3, las propiedades de los cumulantes se pue-den emplear para generar una partición en contribuciones de una sola cuencade la densidad electrónica ρ1(xxx) = ρ1c(xxx) a partir del cumulante de orden 2,
ρ2c(xxx1,xxx2) = ρ2xc(xxx1,xxx2), tal que

ρ1c(xxx) =

m∑
a

∫
Ωa

dxxx2 ρ
2
c(xxx1,xxx2) =

m∑
a

ρ1a(xxx). (4.87)
En este caso particular, ρ1a(xxx) ≡ gΩa(xxx) no es más que el DAFH introducidopreviamente. De este modo, se recupera la exitosa descripción monoelectrónicaen términos de los DNOs y sus números de ocupación. Así, los DNOs se generanal escribir gΩa(xxx) en la base orbital, gΩa(xxx) = ∑Nij χi(xxx)GΩaij χj(xxx). Despuésde diagonalizar, gΩa(xxx) =

∑N
i n

Ωa
i |φi(xxx)|

2. Recordemos que en el caso SD,
GΩΩa = SΩa y, por tanto, ∑Ni nΩai = 〈Na〉. Los DNOs así definidos constitu-yen una descripción de estados monoelectrónicos que contribuyen a la poblacióndel domino Ωa.No es necesario limitarse al caso para ν = 2, sino que ρνc (xxx) permite unapartición en (ν− 1) cuencas del cumulante de orden 1, ρ1c(xxx), tal que

ρ1c(xxx) =

m∑
ab

ρ1ab(xxx) =

m∑
ab

∫
Ωa

dxxx2

∫
Ωb

dxxx3 ρ
3
c(xxx1,xxx2,xxx3), (4.88)

ρ1c(xxx) =

m∑
abc

ρ1abc(xxx) =

m∑
abc

∫
Ωa

dxxx2

∫
Ωb

dxxx3

∫
Ωc

dxxx4 ρ
4
c(xxx1,xxx2,xxx3,xxx4),

(4.89)
. . .
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ANÁLISIS DE POBLACIÓN GENERALIZADO
donde las ec. 4.88 y 4.89 generan una partición en dos y tres centros de ladensidad electrónica respectivamente. La división del cumulante de orden 1 encontribuciones de cuenca no es exclusiva del mismo sino que CDs de ordensuperior también se pueden particionar en dos, tres,. . . fragmentos. Así por ejem-plo, para definir una partición del cumulante de orden 2, ρ2c(xxx1,xxx2), se necesitacondensar en dominios el CD de orden superior, ρ3c(xxx1,xxx2,xxx3). De este modo

ρ2c(xxx1,xxx2) =
m∑
a

ρ2c,a(xxx1,xxx2) =
m∑
a

∫
Ωa

dxxx3 ρ
3
c(xxx1,xxx2,xxx3), (4.90)

ρ2c(xxx1,xxx2) =
m∑
ab

ρ2c,ab(xxx1,xxx2),=
m∑
ab

∫
Ωa

dxxx3

∫
Ωb

dxxx4 ρ
3
c(xxx1,xxx2,xxx3)

(4.91)
. . .

Las dos expresiones mostradas describen una bipartición y una tripartición dela 2-CD respectivamente. Como se puede apreciar en las ecuaciones desde 4.87hasta 4.89, todos los electrones excepto uno se promedian sobre diferentes cuen-cas, lo que genera una partición en ν cuencas de la densidad electrónica. Sinembargo, para cada ρνc (xxx), también es posible promediar el electrón ν-ésimorestante, obteniendo de este modo un escalar que sólo depende de las definiciónde los distintos fragmentos Ωi:
〈NΩa〉 =

∫
Ωa

dxxx1 ρ
1
c(xxx) (4.92)

〈NΩaΩb〉 =
∫
Ωa

dxxx1

∫
Ωb

dxxx2 ρ
2
c(xxx1xxx2) (4.93)

〈NΩaΩbΩc〉 =
∫
Ωa

dxxx1

∫
Ωb

dxxx2

∫
Ωc

dxxx3 ρ
3
c(xxx1,xxx2,xxx3) (4.94)

〈NΩaΩbΩcΩd〉 =
∫
Ωa

dxxx1

∫
Ωb

dxxx2

∫
Ωc

dxxx3

∫
Ωd

dxxx4 ρ
4
c(xxx1,xxx2,xxx3) (4.95)

. . .

La ecuación 4.92 muestra claramente como la integración de la densidad elec-trónica (1-CD) sobre la región Ωa proporciona la ya bien conocida poblaciónelectrónica promedio asociada a dicha región. De un modo equivalente, la inte-gración sobre dos cuencas diferentes (Ωa 6= Ωb) del cumulante de orden dos,proporciona 2〈NΩaΩb〉, que es idéntico al índice de deslocalización (DI) entrelos dos fragmentos asociados [111, 140–142]. En general, el índice de deslocali-zación entre ν centros viene dado por ν!〈NΩaΩbΩcΩd...〉.
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4.2 ORBITALES NATURALES ADAPTATIVOS
Es importante destacar también que, gracias a la regla de recurrencia expre-sada en la ecuación 4.85, todas las densidades generalizadas del tipo ρ1abc...(xxx)están normalizadas al DI ν-céntrico del mismo orden, es decir∫

R3
ρ1a(xxx)dxxx = 〈NΩa〉 (4.96)∫

R3
ρ1ab(xxx)dxxx = 〈NΩaΩb〉 (4.97)∫

R3
ρ1abc(xxx)dxxx = 〈NΩaΩbΩc〉 (4.98)

. . .Es fácil mostrar como todo índice de deslocalización entre ν centros se puederecuperar mediante la suma apropiada de DIs de (ν + 1) centros. Así, N =∑
a〈NΩa〉, 〈NΩa〉 =∑b〈NΩaΩb〉, 〈NΩaΩb〉 =∑c〈NΩaΩbΩc〉,. . . , por lo queel número total de electrones N se puede repartir en contribuciones de doscuencas, N =

∑
ab〈NΩaΩb〉, de tres cuencas, N =

∑
abc〈NΩaΩbΩc〉, y engeneral, de ν cuencas, N =

∑
ab...ν〈NΩaΩb...Ων〉. Estas relaciones no sonmás que el análisis de población, generalizadas al espacio real, del formalismode Mulliken. De hecho, si ν = 1, 〈NΩa〉 es la población del fragmento Ωa, quedesempeña el mismo papel que las poblaciones de Mulliken si los fragmenos soncuencas atómicas. Para ν = 2 y dos regiones distintas Ωa 6= Ωb, 〈NΩaΩb〉+

〈NΩbΩa〉, es el análogo al orden de enlace de Wiberg-Mayer entre las cuencas
Ωa y Ωb.Generalizando a ν centros, y como consecuencia del significado estadístico,se puede demostrar [143, 144] que

〈NΩaΩb...Ων〉 ≡
(−1)ν−1

ν− 1
〈(NΩa − 〈NΩa〉) (NΩb − 〈NΩb〉) . . .

. . . (NΩν − 〈NΩν〉)〉, (4.99)donde NΩa denota el valor de la población instantánea de la cuenca Ωa. Con-secuentemente, el índice de enlace ν-céntrico, 〈NΩaΩb...Ων〉, sólo es distintode cero cuando ninguna población en los diferentes fragmentos Ωa,Ωb, . . . estáfija. En este sentido, la covarianza de las poblaciones electrónicas de orden νdomina sobre 〈NΩaΩb...Ων〉, de modo que el enlace químico entre ν centros esconsecuencia de la fluctuación simultánea de las poblaciones electrónica entrelos ν centros.Las densidades generalizadas obtenidas mediante condensación de un númerodado ν de electrones en diferente fragmentos, ρ1abc...ν(xxx), se pueden expresarde manera unificada mediante notación matricial como
ρ1abc...ν(xxx) = ψψψ(xxx)GGG

ΩaΩbΩc...Ωνψψψ(xxx)†, (4.100)donde la matriz ψψψ denota globalmente el conjunto de todos los orbitales mo-leculares y GGGΩaΩbΩc...Ων es una matriz simétrica. En el caso para ν = 1, la
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diagonalización de la matriz GGGΩa da lugar a un conjunto de autofunciones, φΩai ,y autovalores, nΩai , para los cuales ρ1a =

∑a
i |φ

Ωa
i |2, que recupera la imagenproporcionada por los DAFHs.De manera semejante, se pueden llevar a cabo diagonalizaciones para cumu-lantes de orden superior que pueden aportar valiosísima información. Así, lapartición entre dos centros de la densidad electrónica se lleva a cabo median-te la 3-CD. La diagonalización de la correspondiente matriz GGGΩaΩb genera unconjunto de orbitales, φΩaΩbi , que describen enlaces bicéntricos entre dos frag-mentos. Cada una de estas funciones contribuye aditivamente al enlace a travésde nΩaΩbi , el autovalor asociado a φΩaΩbi . De manera general, el proceso dediagonalización de GGGΩaΩbΩc...Ων permite expresar ρ1abc...ν(xxx) como

ρ1abc...ν(xxx) =
∑
i

nΩaΩbΩc...Ωνi |φΩaΩbΩc...Ωνi (xxx)|2, (4.101)
donde el sumatorio recorre todos los MOs ocupados, el conjunto φΩaΩbΩc...Ωνison las autofunciones y los nΩaΩbΩc...Ωνi son los autovalores. En todos loscasos, el proceso de diagonalización deja invariante la traza de la matriz, porlo que 〈NΩaΩbΩc...Ων〉 = TrGGGΩaΩbΩc...Ων . Asimismo, la suma de todos losautovalores asociados a las funciones φΩaΩbΩc...Ωνi recupera recupera el índicede deslocalización entre los centros, de modo que

〈NΩaΩbΩc...Ων〉 =
∑
i

nΩaΩbΩc...Ωνi =
δ(Ωa,Ωb,Ωc, . . . ,Ων)

ν! (4.102)
Los autovectores φΩaΩbΩc...Ωνi son las funciones monoelectrónicas efectivasque hemos denominado orbitales naturales adaptativos (Natural Adaptive Orbi-
tals, NAdOs) y los autovalores nΩaΩbΩc...Ωνi son sus números de ocupación.Cuando ν = 1, las funciones φΩai son los DNOs de Ponec que descomponen lapoblación atómica en componentes; cuando ν = 2, los correspondientes NAdOsde dos centros (2-NAdO) descomponen en el enlace en contribuciones monoelec-trónicas, etc.Las expresiones mostradas anteriormente son válidas para cualquier funciónde onda arbitraria. No obstante, resulta instructivo mostrar cómo obtener lasexpresiones para los índices de enlace ν-céntricos 〈NΩaΩbΩc...Ων〉, y las den-sidades ρ1abc...ν(xxx). para funciones de onda SD. Así, considerando la parte nodiagonal e independiente del espín de la 1-RDM para una función de onda SDde capa cerrada, suponiendo siempre orbitales reales,

ρ1(rrri;rrrj) =
N/2∑
k

2ψk(rrri)ψk(rrrj), (4.103)
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4.2 ORBITALES NATURALES ADAPTATIVOS
y teniendo en cuenta la orogonalidad de las funciones de espín, la 2-CD inde-pendiente del mismo se puede expresar como

ρ2c(rrr1,rrr2) =
∫
ρ2c(xxx1,xxx2)dσ1dσ2

=
1

2
ρ1(rrr1;rrr2)ρ1(rrr2;rrr1)

=

N/2∑
kl

2ψk(rrr1)ψk(rrr2)ψl(rrr1)ψl(rrr2). (4.104)
La CD de orden ν (ν > 2), incluyendo las variables de espín, viene expresadocomo una combinación lineal de (ν− 1) términos cíclicos de la forma

ρνc (xxx1,xxx2,xxx3, . . . ,xxxν,xxx1) =ρ1(xxx1;xxx2)ρ1(xxx2;xxx3)ρ1(xxx3;xxx4) . . .

. . . ρ1(xxxν−1;xxxν)ρ1(xxxν;xxx1). (4.105)
Integrando sobre las coordenadas espinoriales se tiene∫

ρνc (xxx1,xxx2,xxx3, . . . ,xxxν,xxx1)dσi6ν =

= 2
∑

k,l,...,m

ψk(rrr1)ψk(rrr2)ψl(rrr2)ψl(rrr3) . . . ψm(rrrν)ψm(rrr1)

= 21−νρ1(xxx1;xxx2)ρ1(xxx2;xxx3) . . . ρ1(xxxν;xxx1). (4.106)
Finalmente, y condensando sobre los electrones 2, 3, . . . ,ν en los diferentes frag-mentos Ωa,Ωb, . . . , se obtiene la ecuación 4.100, donde los elementos de lasdistintas matrices GGGΩa ,GGGΩaΩb ,GGGΩaΩbΩc , . . . vienen dadas por

GΩaij = 2SΩaij , (4.107)
GΩaΩbij =

N/2∑
l=1

[
SΩail S

Ωb
lj + SΩbil S

Ωa
lj

]
, (4.108)

GΩaΩbΩcij =
1

3

N/2∑
l,m=1

[
SΩail S

Ωb
lmS

Ωc
mj + S

Ωa
il S

Ωc
lmS

Ωb
mj + . . .

]
, (4.109)

y los elementos matriciales SΩkl son las matrices de solapamiento atómico (AOM),
SΩkl =

∫
Ω

χk(rrr)χl(rrr)drrr. (4.110)
En el caso general, se tiene

GΩa,...,Ωm
ij =

2

m!

∑
i1,i2,...,im−1

ŜΩa,...,Ωm

[
SΩaii1 S

Ωb
i1i2
SΩci2i3 . . . S

Ωm
im−1j

]
,

(4.111)
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ANÁLISIS DE POBLACIÓN GENERALIZADO
donde Ŝ es una simetrizador y, por lo tanto, todas las matrices GGGΩaΩbΩc...Ωmson productos normalizados y simetrizados de AOMs.El escenario que aportan los NAdOs ofrece imágenes clarificantes y satis-factorias del enlace entre un número determinado de centros. Los NAdOs sonorbitales adaptativos que se localizan o deslocalizan entre los diferentes centrosdel sistema. Solo aquellos que estén parcialmente localizados en los ν recintoscontribuirán al enlace ν-céntrico entre los fragmentos. Si uno de ellos estánperfectamente localizado entre un conjunto de fragmentos, describirá un enlacepuro entre los centros asociados. Si no, estará complemetamente localizado paraun número superior de centros.Los orbitales naturales adaptativos suponen la generalización de los DAHFsde Ponec tanto para funciones de onda arbitrarias con y sin correlación así comopara una partición del espacio tridimensional en múltiples dominios. Los NAdOsde un centro (1-NAdO) se corresponde plenamente con los DNOs. Sin embargo,existe una característica de los primeros que mejora la visión proporcionada porlos segundos. Los NAdOs tiene la simetría correspondiente al grupo puntual delas representaciones irreducibles de los ν centros. Así por ejemplo, si ν = 1, elNAdO correspondiente tendrá la simetría del grupo puntual del centro o si ν = 2,poseerá la simetría del enlace. Sin embargo, cuando ν = 1, el DNO asociadoofrece una imagen no adecuada si se pretende el estudio del enlace químico,ya que los DNOs deslocalizados, indicadores de las contribuciones al enlace,no poseerán el carácter local esperado por la intuición química. Esta situaciónse resolvió parcialmente mediante procedimientos de localización, llevados acabo por Cioslowski a través de la conocida transformación isopícnica [145]. Conel escenario ofertado por los NAdOs, este tipo de transformaciones ya no sonnecesarias, y el enlace entre dos centros, por ejemplo, se debe analizar medianteel correspondiente NAdO de dos centros, etc.
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5 D O M I N I O S D E P R O B A B I L I DA DM Á X I M A
El método de los dominios de probabilidad máxima (Maximum Probability

Domains, MPD) constituye uno de los pilares básicos sobre los que se ha sus-tentado la presente Tesis Doctoral. En este capítulo, se tratarán de respondery analizar diferentes cuestiones relacionadas con la naturaleza y característicasdel método.De acuerdo con los principios de la Mecánica Cuántica, toda la informacióncontenida en y accesible sobre un sistema se encuentra almacenada en su fun-ción de onda, Ψ. Obtener información relevante a partir de ella no es una tareasencilla. Puesto que la Mecánica Cuántica tiene una clara interpretación proba-bilística, para poder caracterizar la distribución electrónica de un sistema parti-cular han de utilizarse conceptos estadísticos. Éstos son relativamente fáciles deexplorar cuando se realizan particiones del espacio tridimensional a las que seotorga significado físico. Sea cual sea la partición establecida, la probabilidad deencontrar un número dado de electrones en dichas regiones está perfectamentedefinida desde el punto de vista mecano-cuántico.En este capítulo mostraremos cómo utilizar las propias probabilidades de estossucesos para realizar particiones del espacio. Esta es la idea básica del métodoMPD: definir regiones del espacio en las que la probabilidad de encontrar unnúmero determinado de electrones es máxima. Si esto es posible, y la respuestaes afirmativa, dichas regiones serán químicamente relevantes, puesto que nues-tra intuición química trabaja con objetos que corresponden a un número, ν, deelectrones fijos localizados en regiones del espacio: cores, pares libres, pares deenlace, etc. La elección de ν = 2 permite establecer una conexión rigurosa entrela teoría cuántica y el concepto de pares electrónicos propuesto por Lewis. Deeste modo, el método MPD se muestra como una herramienta, a priori poderosa,con la que redescubrir los viejos conceptos que tan útiles han sido a lo largo delos años.
5.1 FUNCIÓN DE PROBABILIDAD

Como pretendemos mostrar, es posible obtener información acerca de un siste-ma multielectrónico mediante el estudio de la función de distribución estadísticadel número de electrones en regiones espaciales. Consideremos, pues, un sis-tema de N electrones, y una partición exhaustiva del espacio en m regiones
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(Ωa,Ωb, . . . ,Ωm) no solapantes y que completan el espacio (R3 =

⋃m
a Ωa),en la que examinaremos la probabilidad simultánea de encontrar ν1 electronesen Ωa, ν2 electrones en Ωb, . . . , y νm electrones (ν1 + ν2 + . . . νm = N)en Ωm: pν1,ν2,...,νm(Ωa,Ωb, . . . ,Ωm). El desarrollo de métodos algebraicos ycomputacionales con los que determinar dicha probabilidad no solo tiene inte-rés académico, sino que gracias a ellos se pueden reinterpretar conceptos de lateoría del enlace químico en el espacio real tales como la población electrónicapromedia en un recinto cualesquiera [146], o los índices de deslocalización entredos regiones [147–149], que a veces se usan como sustituto del orden de enlaceen el espacio real. Todos ellos pueden obtenerse del conocimiento de todas lasposibles pν1,ν2,...,νm . A este conjunto se lo conococe como función de distribu-ción del número de electrones (EDF), concepto introducido en la sección 3.2.3de la presente Tesis Doctoral.Para un sistema descrito por una función de onda multielectrónica arbitraria

Ψ, la EDF viene dada por la siguiente expresión,
pν1,ν2,...,νm(Ωa,Ωb, . . . ,Ωm) = N

∫
D

dxxx1 . . . dxxx |Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)|2, (5.1)
donde D es un dominio multidimensional en el cual los ν1 electrones se integranenΩa, los ν2 enΩb, . . . , y los últimos νm electrones enΩm, y donde el términocombinatorio N = N!

ν1!ν2!...νm! tiene en cuenta el carácter indistinguible de loselectrones. Asimismo, asumimos que xxxi representa las coordenadas espacialesy espinoriales de los electrones (xxxi = rrriσi), y los recintos Ωa constituyen unapartición exhaustiva del espacio.En el caso particular de que el sistema se divida en solo dos regiones, laprobabilidad de encontrar ν y solo ν electrones en uno de los dos recintos delespacio Ω, viene dada por la siguiente expresión:
pν(Ω) =

(
N

ν

) ∫
Ω

dxxx1 . . . dxxxν

∫
Ω̄

dxxxν+1 . . . dxxxN |Ψ(xxx1 . . . xxxN)|
2, (5.2)

donde R3 = Ω
⋃
Ω̄. La ecuación 5.2, que no es más que la particularización a dosrecintos de la ecuación 5.1, define la cantidad básica sobre la que se fundamentael método de los dominios de probabilidad máxima. Si no estamos interesados enel espín de los electrones, la integración sobre las coordenadas espinoriales delos mismos se asume implícitamente. La integración del cuadrado de la funciónde onda se realiza de tal modo que los ν electrones son integrados en la región

Ω sobre la que se quiere determinar la probabilidad, mientras que el resto delos electrones del sistema N− ν se integran en la región complementaria de Ω,es decir, en Ω̄. Es importante señalar que pν no corresponde a una densidadreducida de orden ν integrada en el dominio Ω. Si así fuera, la integración sobrelas coordenadas de los electrones ν+ 1 . . .N se realizaría sobre todo el espacio
R3, y no sobre el dominio complementario a Ω.
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5.1 FUNCIÓN DE PROBABILIDAD
Un caso de especial relevancia ocurre cuando, en la ecuación 5.2, ν = 1, donde
p1(Ω) = N

∫
Ω

dxxx1

∫
Ω̄

dxxx2 . . . dxxxN |Ψ(xxx1 . . . xxxN)|
2 (5.3)

es una expresión casi idéntica a la que define la población electrónica promedioen la misma región Ω∫
Ω

ρ(xxx1)dxxx1 = N

∫
Ω

dxxx1

∫
R3
drrr2 . . . dxxxN |Ψ(xxx1 . . . xxxN)|

2. (5.4)
Nótese que simplemente sustituimos los N− 1 recintos de integración por R3.La ecuación 5.4 no determina pues la probabilidad de encontrar un electrón enla región Ω, sino el número promedio de electrones en la misma. En esta últimaexpresión el electrón considerado se encuentra en el recinto Ω, mientras que elresto de partículas pueden o no estar en el mismo fragmento. Por el contrario,en la ecuación 5.2, solo el número de electrones que se consideran, ν, puedenestar en Ω, mientras que el resto ha de estar obligatoriamente en la regióncomplementaria.Debe también destacarse que la densidad electrónica ρ(xxx) multiplicada por elelemento de volumen no se debe interpretar como la probabilidad de encontrarun electrón con un determinado espín (σ) en el elemento de volumen alrededor deun punto determinado rrr. Esto conduciría a que, integrando sobre todo el espaciodicha probabilidad debería obtenerse 1, y no N, como es el caso. La densidad,normalizada a N e integrada sobre un determinado volumen proporciona el nú-mero promedio de electrones en dicho volumen, como se ha visto en el párrafoprecedente.Si se desea tener en cuenta explícitamente el espín de los electrones, esnecesario introducir la variable de espín (σ) de los mismos, que tomará valoresdiscretos +1/2 y −1/2 para los espines α y β respectivamente. De este modo, laprobabilidad de encontrar να y solo να electrones y νβ y solo νβ electronesen una región del espacio Ω viene dada por:

pνα,νβ(Ω) =

(
N

ν

) ∑
p{σ1...σνα=+1/2,
σνα+1 ...σν=

−1/2}

∑
σi=±1/2
i>ν

∫
Ω

drrr1 . . . drrrν×

×
∫
Ω̄

drrrν+1 . . . drrrN|Ψ(rrr1σ1 . . . rrrNσN)|
2, (5.5)

donde ν = να + νβ. Ambos tipos de probabilidades, dependientes e indepen-dientes del espín, están obviamente relacionadas por la siguiente relación
pν(Ω) =

∑
να+νβ

pνα,νβ(Ω). (5.6)
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Una vez definidas tanto una partición del espacio en diferentes regiones co-mo la probabilidad de encontrar un determinado número de electrones en cadaregión, desplazamos nuestro interés hacia los momentos estadísticos de la dis-tribución. Comenzaremos por el primero, que determina, nuevamente, el númeropromedio de partículas. Hablamos de número promedio puesto que el operadornúmero no conmuta con el hamiltoniano del sistema. Ninguna partición espa-cial podrá, por tanto, contener un número definido de electrones salvo en casoslímite. Como se señaló anteriormente, la población promedio, 〈NΩ〉, de una re-gión se obtiene mediante la integración de la densidad electrónica sobre dicharegión [146],
〈NΩ〉 =

∫
Ω

ρ(xxx)dxxx. (5.7)
Asimismo, del conocimiento de la distribución de probabilidades asociada alrecinto, se tiene que

〈NΩ〉 =
N∑
ν=0

νpν(Ω) =

N∑
ν=1

νpν(Ω). (5.8)
Existe, por tanto, una relación entre la integración de la densidad electrónica enun recinto Ω determinado y el cálculo de la función de distribución de probabi-lidad asociada al mismo recinto. Explícitamente,

ρ(xxx) = N

∫
R3
dxxx2 . . . dxxxN|Ψ(xxx1 . . . xxxN)|

2, (5.9)
por lo que es posible verificar que,

〈NΩ〉 =
∫
Ω

ρ(xxx)dxxx =

∫
Ω

dxxx1

∫
R3
dxxx2 . . . dxxxN|Ψ(xxx1 . . . xxxN)|

2

=

∫
Ω

dxxx1dxxx2

∫
R3
dxxx3 . . . dxxxN |Ψ|2 +

∫
Ω

dxxx1

∫
Ω̄

dxxx2

∫
R3
dxxx3 . . . dxxxN |Ψ|2

=

∫
Ω

dxxx1dxxx2dxxx3

∫
R3
dxxx4 . . . dxxxN |Ψ|2+

+

∫
Ω

dxxx1dxxx2

∫
Ω̄

dxxx3

∫
R3
dxxx4 . . . dxxxN|Ψ|

2+

+

∫
Ω

dxxx1dxxx3

∫
Ω̄

dxxx2

∫
R3
dxxx4 . . . dxxxN |Ψ|2+

+

∫
Ω

dxxx1

∫
Ω̄

dxxx2dxxx3

∫
R3
dxxx4 . . . dxxxN |Ψ|2

=

∫
Ω

dxxx1dxxx2dxxx3

∫
R3
dxxx4 . . . dxxxN |Ψ|2+

+ 2

∫
Ω

dxxx1dxxx2

∫
Ω̄

dxxx3

∫
R3
dxxx4 . . . dxxxN |Ψ|2+

+

∫
Ω

dxxx1

∫
Ω̄

dxxx2dxxx3

∫
R3
dxxx4 . . . dxxxN |Ψ|2. (5.10)
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Continuando por recurrencia hasta N∫

Ω

dxxx1

∫
R3
dxxx2dxxx3 . . . dxxxN |Ψ|2 =

=

N∑
ν=1

(
N− 1

ν− 1

) ∫
Ω

dxxx2 . . . dxxxν

∫
Ω̄

dxxxν+1 . . . dxxxN|Ψ|
2. (5.11)

Por otro lado,
〈NΩ〉 =

N∑
ν=1

νpν(Ω) =

N∑
ν=1

ν

(
N

ν

) ∫
Ω

dxxx1 . . . dxxxν

∫
Ω̄

dxxxν+1 . . . dxxxN|Ψ|
2

=

N∑
ν=1

ν
N!

(N− ν)!ν!

∫
Ω

dxxx1 . . . dxxxν

∫
Ω̄

dxxxν+1 . . . dxxxN |Ψ|2

=

N∑
ν=1

ν
N(N− 1)!

N− 1− (ν− 1))!ν(ν− 1)!
×

×
∫
Ω

dxxx1 . . . dxxxν

∫
Ω̄

dxxxν+1 . . . dxxxN |Ψ|2

= N

N∑
ν=1

(N− 1)!
(N− 1− (ν− .1))!(ν− 1)!

×

×
∫
Ω

dxxx1 . . . dννν

∫
Ω̄

dxxxν+1 . . . dxxxN |Ψ|2

= N

N∑
ν=1

(
N− 1

ν− 1

) ∫
Ω

dxxx1 . . . dxxxν

∫
Ω̄

dxxxν+1 . . . dxxxN |Ψ|2

=

∫
Ω

dxxx1N

N∑
ν=1

(
N− 1

ν− 1

) ∫
Ω

dxxx2 . . . dxxxν

∫
Ω̄

dxxxν+1 . . . dxxxN |Ψ|2,

(5.12)
por lo que 〈NΩ〉 = ∫Ω ρ(xxx)dxxx.Con el fin de poner de manifiesto la utilidad de estas funciones de distribución,consideremos la molécula de hidrógeno, tanto en su estado fundamental como ensu estado iónico excitado, en ambos casos en el límite de átomos separados. Ladivisión del espacio molecular es en este caso única por simetría, y se realiza detal modo que el recinto Ω consista en uno de los átomos de hidrógeno, que ocupael semiespacio determinado por el plano perpendicular al eje internuclear quebisecta los núcleos. El recinto Ω̄ está asociado al restante átomo de hidrógeno yla unión de ambas regiones completa exhaustivamente el espacio molecular. Enel estado electrónico fundamental, la probabilidad de encontrar un electrón en Ωes obviamente 1, p1(Ω) = 1, mientras que la probabilidad de encontrar ningunoo los dos electrones es nula, p0(Ω) = p2(Ω) = 0. La población electrónica
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DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
promedio en el recinto considerado es pues también 1. En en estado excitado,donde H+ · · ·H− ↔ H− · · ·H+, la probabilidad de encontrar un electrón enΩ es0, mientas que la probabilidad de encontrar ninguno o dos es p0(Ω) = p2(Ω) =
1/2. En ambos casos, por tanto, la población promedio es idéntica. El empleo defunciones de distribución proporciona más información que el uso de poblacioneselectrónicas asociadas a un domino en particular.El segundo momento de la distribución estadística es también interesante. Lavarianza determina la fluctuación de la población electrónica en un recinto:

σ2Ω = 〈N2Ω〉− 〈NΩ〉2 (5.13)pudiéndose determinar a partir de las pν como
σ2Ω =

N∑
ν=1

(ν− 〈NΩ〉)2pν(Ω) =

N∑
ν=1

ν2pν(Ω) −

[
N∑
ν=1

νpν(Ω)

]2
. (5.14)

Tanto la media como la varianza han sido empleadas en la literatura [147,150,151]para caracterizar el comportamiento de los electrones que residen en una región.Esta última ofrece información no accesible a partir de la población promedio.Por ejemplo, si se considera la molécula de hidrógeno a su distancia de equilibro,y se definen las regiones atómicas mediante la QTAIM, la población electrónicaasociada a cada cuenca es 1, mientras que la varianza es σ2 = 1/2. Esto esconsecuencia de que en cualquiera de las dos regiones, existe una probabilidadfinita no nula de encontrar tanto los dos electrones del sistema como ninguno deellos. Por ello, la varianza permite ofrecer una idea acerca de la permeabilidadde los electrones asociados a una región del espacio con respecto a la restante(o restantes) regiones. Mide, por tanto, la localización electrónica.
5.2 CÁLCULO DE LAS PROBABILIDADES pν(Ω)

Puesto que las probabilidades pν, tanto en su formas independiente comodependiente del espín, son los objetos básicos en los que el método MPD estáfundamentado, su cálculo eficiente, por tanto, es de vital importancia. Las téc-nicas básicas de cómputo para funciones de onda monodeterminantales y unabipartición del espacio han sido publicadas por Cancès et al. [152] El algoritmode Cancès no es aplicable a funciones multideterminantales, y su generalizaciónpara un número determinado de regiones m > 2 no es una tarea sencilla. MartínPendás y colaboradores [153] han generalizado el método de [152] para el cómpu-to de pν para funciones de onda multideterminantales y particiones del espacioen múltiples dominios. Las expresiones aquí descritas, en su carácter más gene-ral, están basadas en las ideas expuestas en [153]. Resumiremos a continuaciónel fundamento de estas técnicas, haciendo hincapié en una bipartición exhaustivadel espacio. Para una mayor información y profundización, se recomienda acudira las referencias facilitadas, así como a la bibliografía allí citada.
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5.2 CÁLCULO DE LAS PROBABILIDADES pν(Ω)

Sea la función de onda de un sistema N-electrónico, Ψ(xxx1, . . . ,xxxN). Sin pér-dida de generalidad, se puede asumir constituida por una combinación de Mdeterminantes de Slater, ψr(xxx1, . . . ,xxxN)

Ψ(xxx1, . . . ,xxxN) =
M∑
r

Crψr(xxx1, . . . ,xxxN) (5.15)
donde

ψr(xxx1, . . . ,xxxN) =
1√
N!

∣∣∣∣∣∣∣

χr1(xxx1) · · · χr1(xxxN)... . . . ...
χrN(xxx1) · · · χrN(xxxN)

∣∣∣∣∣∣∣

=
1√
N!

det [χri(j)] . (5.16)
Si el conjunto de todos los espinorbitales moleculares {χ} son reales, el cuadradode la función de onda se puede escribir como

|Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)|2 =
1

N!

M∑
r,s

CrCsψr(xxx1, . . . ,xxxN)ψts(xxx1, . . . ,xxxN), (5.17)
donde t indica que las filas y columnas de la matriz correspondientes al deter-minante ψs se han transpuesto. Utilizando esta última ecuación en la ecuación5.2 que define pν, se tiene que

pν(Ω) =

M∑
r,s

CrCsp
rs
ν (Ω). (5.18)

Esta es la probabilidad de que exactamente ν electrones estén en Ω y N− νelectrones estén en Ω̄ = R3 −Ω, donde
prsν (Ω) =

(
N

ν

) ∫
Ω

dxxx1 . . . dxxxN

∫
Ω̄

dxxxν+1 . . . dxxxNψrψ
t
s. (5.19)

El producto de los determinantes ψrψts viene dado por
ψrψ

t
s =

1

N!
det

[∑
k

χri(k)χ
s
j (k)

]
, (5.20)

y se puede expresar asimismo como
ψrψ

t
s =

1

N!

∑
k1,...,kN

det
[
χri(kj)χ

s
j (kj)

]
, (5.21)
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DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
donde los índices k1,k2, . . . ,kN van desde 1 hastaN. Como ya se ha mencionadoen la sección 3.2.3, se puede demostrar que todo determinante que aparece enla parte de la derecha de la ecuación 5.21 es cero a menos que todos los índices
kj sean diferentes. Esto da lugar a que la expresión final para el producto dedeterminantes ψrψts sea

ψrψ
t
s =

1

N!

∑
{kj∈SN}

det
[
χri(kj)χ

s
j (kj)

]
, (5.22)

donde SN es el conjunto de lasN! permutaciones posibles del conjunto {1, 2, . . . ,N}y {kj} es una de dichas permutaciones. En este punto, es útil definir las matricesde solapamiento SSSrs y SSSrsΩ entre espinorbitales moleculares como
SSSrs =

∑
ij

Srsij =
∑
ij

〈χri |χsj 〉R3 , (5.23)
SSSrsΩ =

∑
ij

Srsij,Ω =
∑
ij

〈χri |χsj 〉Ω. (5.24)
Srsij es el solapamiento entre χri y χsj extendido a todo el espacio, es decir, a
R3, mientras que Srsij,Ω es el solapamiento entre el mismo par de espinorbitalespero circunscrito solamente al recinto Ω. Puesto que Ω̄ = R3 −Ω, es evidenteque que SSSrs

Ω̄
= SSSrs − SSSrsΩ . Mediante el empleo de las definiciones dadas en laecuación 5.22, y combinando ésta con la ecuación 5.19, se llega a

prsν (Ω) =
1

ν!(N− ν)!

∑
{kj}∈SN

det
[
S̃̃S̃Srsij (pj)

]
, (5.25)

donde
S̃̃S̃Srsij (kj) =

{
SSSrsij,Ω kj ∈ {1, 2, . . . ,ν}

SSSrs
ij,Ω̄ kj ∈ {ν+ 1,ν+ 2, . . . ,N}.

(5.26)
La ecuación 5.25 es la generalización de la ecuación dada en [152] cuando r = s.Cada prsν (Ω) es una suma de todos los determinantes que se obtienen mediantela selección de ν columnas de SSSrsΩ , reemplazando las N− ν columnas restantespor las correspondientes columnas de SSSrs

Ω̄
= SSSrs −SSSrsΩ .El ordenamiento de los espinorbitales moleculares en ψr y ψs es arbitrario ycualquier elección de un orden particular da lugar a una matriz SSSrs que contieneunos y ceros en las posiciones (i, j) si χri = χsj o χri 6= χsj respectivamente, cuandoel espacio considerado es R3. Si nos referimos a la región Ω, la matriz SSSrsΩ nonecesariamente ha de contener unos y ceros en dichas posiciones. De cualquiermanera, siempre se puede obtener un ordenamiento de los espinorbitales en ψsque dé lugar a una matriz SSSrs de orden N×N cuadrada y diagonal en la quecada elemento sea uno o cero. Hay que destacar que si r = s, la matriz de
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5.2 CÁLCULO DE LAS PROBABILIDADES pν(Ω)

solapamiento en R3 entre los determinantes r y s es igual a la matriz identidadde N×N, es decir, SSSrs = IIIN. Para continuar con el desarrollo de pν(Ω) esmuy útil emplear la siguiente relación de identidad que es válida para cualquiernúmero real t [152]:
N∑
ν=0

tνprsν (Ω) = det
[
tSSSrsΩ +SSSrs

Ω̄

]
. (5.27)

Utilizando esta identidad en la ecuación 5.18 se llega a
N∑
ν=0

tνpν(Ω) =

M∑
r,s

CrCs det
[
tSSSrsΩ +SSSrs

Ω̄

]
. (5.28)

Si se asignan (N+ 1) valores diferentes a t y se calcula el segundo miembro dela ecuación 5.28 para cada uno de ellos, se obtiene un sistema lineal de (N+ 1)ecuaciones que permite obtener las probabilidades pν(Ω). La generalizaciónde la ecuación anterior a un número de m dominios (m > 2) disjuntos y quecompletan el espacio es relativamente sencilla [153].En el caso de funciones de onda de un solo determinante de Slater, la ecua-ción 5.28 se puede utilizar de tal modo que dé lugar a expresiones explícitas sinnecesidad de resolver ningún tipo de sistema de ecuaciones lineales [152]. Seexpone aquí, brevemente, el fundamento de tal método simplificado pues, tal ycomo se verá posteriormente, el tipo de algoritmo utilizado para la optimizaciónde los dominios basados en la maximización de pν, hace uso de dichas expresio-nes. Particularizando además a una bipartición del espacio en dos regiones Ωy Ω̄ = R3 −Ω, se tiene que
N∑
ν=0

tνpν(Ω) = det [tSSSΩ +SSSΩ̄]

= det [tSSSΩ + (IIIN −SSSΩ)] , (5.29)
donde, y tal y como se comentó anteriormente, IIIN es la matriz identidad N×Ny SSSΩ es la matriz de solapamiento entre los espinorbitales del determinantecircunscritos en el recinto Ω, SSSΩ =

∑N
i,j Sij,Ω = 〈χi|χj〉Ω. Si se denotan por[

λkΩ
]
16k6N los N autovalores de SSSΩ, entonces
[
(t− 1)λkΩ + 1

]
16k6N (5.30)

son los valores propios de la matriz tSSSΩ + (IIIN −SSSΩ) y, por lo tanto,
N∑
ν=0

tνpν(Ω) =

N∏
k=1

[
(t− 1) λkΩ + 1

]
. (5.31)
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DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
En particular, y cuando p0(Ω) 6= 0,

p0(Ω) =

N∏
k=1

[
1− λkΩ

]
,

p1(Ω) =

(
N∑
k=1

λkΩ
1− λkΩ

)
p0(Ω),

p2(Ω) =


∑
j6=k

λ
j
Ω

1− λjΩ

λkΩ
1− λkΩ


p0(Ω),

· · ·La complejidad algorítmica de este tipo de fórmulas escala como (Nν). Por lotanto, es conveniente emplear métodos alternativos para el cálculo de las pν(Ω)para ν > 2, si fuera posible. Cancès y Savin han mostrado cómo llevar a cabodicha tarea a través de reglas de recurrencia. Así,
pν(Ω) = aNν , (5.32)donde los coeficientes {akj }06k6N,06j6N son tal que
a00 = 1 1 6 k 6 N

ak0 = αka
k−1
0

akj = βka
k−1
j−1 +αka

k−1
j 1 6 j 6 k− 1

akk = βka
k−1
k−1,

(5.33)
con βk = 1−αk = λkΩ. Mediante este método, todas las probabilidades pν(Ω)se pueden obtener en O(N2) operaciones, lo que se traduce en una disminuciónsignificativa del tiempo de cálculo respecto al cómputo directo.Para un formalismo dependiente del espín, el cálculo de las probabilidades serealiza de un modo similar, excepto que en este caso hay que tener en cuentaque la matriz de solapamiento entre los espinorbitales tiene dimensión doblecon el fin de tener en consideración los dos espacios de espín. Las matrices desolapamiento tanto para la parte α como para la parte β vienen dadas por

SSSα =
∑
ij

Sαij =
∑
ij

〈χαi |χαj 〉R3 , SSSαΩ =
∑
ij

Sαij,Ω =
∑
ij

〈χαi |χαj 〉Ω,

(5.34)
SSSβ =

∑
ij

S
β
ij =

∑
ij

〈χβi |χ
β
j 〉R3 , SSS

β
Ω =

∑
ij

S
β
ij,Ω =

∑
ij

〈χβi |χ
β
j 〉Ω,

donde SSS = SSSα +SSSβ, SSSΩ = SSSαΩ +SSSβΩ y SSSΩ̄ = IIIN −SSSΩ. A partir de la correspon-diente generalización de las expresiones ya presentadas para la probabilidadindependiente del espín se obtiene
pνα,νβ(Ω) = aNνα,νβ(Ω), (5.35)
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5.3 EL CÓDIGO COMPUTACIONAL MPD
donde los coeficientes aNνα,νβ se obtienen mediante la recurrencia

a00,0 = 1

Para 1 6 k 6 kα : Orbitales α
aki,0 = α

α
ka
k−1
i,0

aki,j = α
α
ka
k−1
i,j +βαka

k−1
i−1,j para i > 0∧ i < kα

akkα,j = β
α
ka
k−1
i−1,j

Para 1 6 kα 6 ν : Orbitales β
ak0,j = α

β
k−kα

ak−10,j

aki,j = α
β
k−kα

ak−1i,j +ββk−kαa
k−1
i,j−1 para j > 0∧ j < kβ

aki,kβ = ββk−kαa
k−1
i,j−1,

(5.36)

y βα/βk = 1− α
α/β
k = λ

k,α/β
Ω , siendo λk,α

Ω y λk,β
Ω los valores propios de lasmatrices de solapamiento SSSα y SSSβ respectivamente.

5.3 EL CÓDIGO COMPUTACIONAL MPD
El código computacional empleado a lo largo de todo el trabajo para llevar acabo cálculos MPD ha sido el desarrollado por Osvaldo Mafra [154] durante larealización de su Tesis Doctoral en la Université Pierre et Marie Curie de París(Francia). Aunque el objetivo perseguido aquí no es presentar en detalle dichocódigo, sí se cree necesario realizar una breve introducción para comprender suscaracterísticas básicas, sobre todo en relación con los algoritmos de optimizaciónde la forma de que dispone para la maximización de la probabilidad de encontrarun número entero y exacto de electrones en un recinto cualesquiera.El código MPD está escrito en FORTRAN 90 e interconectado con distintosprogramas de cálculo de estructura electrónica tales como GAMESS o Gaussian,a través de un fichero .wfn que contiene toda la información acerca de la funciónde onda que describe el sistema. En su versión actual, solo es posible optimizarsimultáneamente la forma de un único dominio, por lo que la partición del espacioque consideraremos constará de dos regiones disjuntas que completan el espaciotridimensional (vide infra). Además, el código solo admite funciones de ondamonodeterminantales (o pseudo monodeterminantales), obtenidas mediante elmétodo Hartree-Fock o Kohn-Sham DFT.El paquete está constituido de tres programas independientes, ProbaDomain,

ProbaCpt y ProbaOpt, que realizan diversas operaciones: El primero de ellos,
ProbaDomain, se encarga de la generación de un dominio de partida, así como de
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DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
realizar diferentes transformaciones sobre dicho recinto, tales como rotaciones,uniones, intersecciones, etc. Para ello, el programa subdivide el espacio medianteuna rejilla de pequeños paralelepípedos que constituyen sus elementos unidad.Para la representación de un dominio espacialΩ, se requiere de una colección dedichos elementos, a los que se les asigna un valor 1 ó 0 dependiendo de si formanparte o no del dominio, respectivamente. El empleo de esta representación facilitatanto la manipulación de las integrales de solapamiento como las operaciones detransformación realizadas sobre los dominios. Además, garantiza la fácil escriturade ficheros de tipo gaussian cube para representar los dominios. Estos ficherosson leídos por multitud de programas de visualización.El procedimiento de optimización del recinto Ω se lleva a cabo de maneradiscreta sobre la rejilla, que puede englobar o no a todo el sistema en estudio.Este último punto es importante. Para la obtención de un dominio MPD no esnecesaria la construcción de una rejilla molecular completa, sino que podemosrestringir la discretización a aquellas zonas del espacio de nuestro interés. Parainiciar el proceso de optimización es requisito indispensable disponer de un do-minio de partida, situado en la anterior zona de interés, y representado medianteuna colección de elementos unidad de la rejilla (normalmente cubos). También esposible utilizar, como punto de partida, la cuencas ELF o QTAIM proporcionadaspor el programa TopMod [155].El segundo programa, ProbaCpt, calcula las pν sobre un dominio determinado,mediante las expresiones algorítmicas deducidas por [152] y discutidas brevemen-te en la sección anterior. Con su uso, es posible verificar que el dominio de partidaseleccionado es razonable, reduciendo de este modo el tiempo computacional delresto de las etapas. Por último, el módulo ProbaOpt lleva a cabo la optimizaciónde los recintos de prueba para maximizar la probabilidad pν escogida.En el anexo se presenta una breve guía con las opciones básicas del códigoMPD.
5.3.1 Algoritmos de optimización

El código computacional MPD implementa dos clases de algoritmos de opti-mización de forma: el método de optimización discreto o de aceptación/rechazoy el método de seguimiento del gradiente (steepest descent).
Método discreto o de aceptación/rechazo (AR)Este método es el más sencillo de los dos implementados. Dado un dominioespacial representado por una colección de elementos unidad que conformanla rejilla molecular, el método AR realiza perturbaciones de la rejilla sobre lasuperficie del dominio. Las perturbaciones de la región de partida son de ca-rácter aleatorio, añadiéndose o eliminándose elementos unidad de la superficiey analizando a posteriori el efecto que dicho proceso provoca en la probabi-lidad a maximizar. Solo se aceptan aquellas perturbaciones que dan lugar a
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5.3 EL CÓDIGO COMPUTACIONAL MPD
un incremento en el valor de la probabilidad, rechazando el resto. El dominioinicialmente considerado evoluciona según este procedimiento. El carácter alea-torio de la perturbación asegura que se explora toda la superficie del recinto,sin privilegiar ninguna dirección en particular. Un método de optimización simi-lar se ha empleado para la obtención de MPDs mediante cálculos Monte Carlocuántico [156].El inconveniente más claro del método es que a medida que el recinto conside-rado se aproxima más y más a su volumen óptimo final, el proceso de optimizacióndeviene más lento. Puesto que el proceso aleatorio de perturbación no favoreceninguna dirección, es cada vez más probable que el algoritmo explore regionesya exploradas anteriormente. Por ello, es necesario buscar algoritmos que provo-quen una modificación más efectiva del recinto cuya pν se pretende maximizar.
Steepest descent o de seguimiento del gradiente (SG)Una mejora sustancial en el algoritmo de optimización consiste en utilizarinformación sobre la dirección de crecimiento de pν en el procedimiento pertur-bador. Los métodos más eficaces para encontrar máximos locales de una funciónreal con respecto a la forma del recinto en estudio hacen uso del concepto dederivadas de forma (shape derivatives). Juegan el mismo papel en este problemaque el desempeñado por la función gradiente en los problemas de optimizaciónestándar. Seguiremos aquí las ideas expuestas en [152], mientras que una intro-ducción rigurosa sobre el concepto de derivadas de forma se puede encontraren [157]. Además, en [158] se presenta también el concepto de derivada de for-ma así como la introducción de la Hessiana de la forma para caracterizar laestabilidad de las regiones.Consideremos pues un dominio Ω, regular en su superficie, perteneciente alespacio tridimensional, Ω ⊂ R3 y sobre el que se aplica una deformación infi-nitesimal, denotada por Ω ′ . Ω ′ puede entenderse como el resultado de la defor-mación sufrida por el recinto Ω en su superficie ∂Ω tras la acción de un campode velocidad local v(xxx)nnn(xxx) durante un período de tiempo infinitesimal δt. nnn(xxx)es un vector normal a la superficie en xxx ∈ ∂Ω y v un campo escalar en ∂Ω.En el caso especial de que J se defina como

J(Ω) =

∫
Ω

f, (5.37)
donde f es una función continua e integrable en R3, se puede comprobar que

J(Ω
′
) = J(Ω) + δt

∫
∂Ω

f(xxx)v(xxx)dxxx+ o(δt). (5.38)
En el caso general, J es diferenciable en Ω si existe una función real ∂J/∂Ω,definida en ∂Ω y denominada derivada de forma de J en Ω, si para cualquier vse cumple

J(Ω
′
) = J(Ω) + δt

∫
∂Ω

∂J

∂Ω
(xxx)v(xxx)dxxx+ o(δt). (5.39)
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Si se escoge el campo que provoca la deformación v(xxx) igual a la derivada deforma, es decir, si

∀xxx ∈ ∂Ω, v(xxx) =
∂J

∂Ω
(xxx) (5.40)

se tiene que
J(Ω

′
) = J(Ω) + δt

[∫
∂Ω

(
∂J

∂Ω
(xxx)

)2
dxxx

]
+ o(δt). (5.41)

La ecuación 5.41 muestra que para cualquier pequeño cambio en δt, la defor-mación producida provoca necesariamente un aumento en el valor de J, a menosque Ω sea un punto crítico de J, definido por la condición
∂J

∂Ω
= 0, en ∂Ω. (5.42)

Particularizando al problema que nos ocupa, la función J sobre la que sequiere maximizar su comportamiento respecto de la forma del recinto en cuestión,es la probabilidad de encontrar un número determinado de electrones ν en eserecinto: J(Ω) = pν(Ω). Por lo tanto, para la maximización de pν, el problemaplanteado se reduce al cálculo de la derivada dependiente de la forma de lafunción objeto de estudio, es decir, al cómputo de ∂pν/∂Ω. En [152] se puedenencontrar expresiones explícitas para estas derivadas.
5.3.2 Proceso general para el cálculo y maximización de pν

En el algoritmo AR, el cálculo de pν(Ω) se transforma en el problema compu-tacional básico, mientras que en el algoritmo SG, tanto el cómputo de pν(Ω)como el de su derivada de forma ∂pν/∂Ω son etapas computacionalmente len-tas. Ya sea mediante la utilización de uno u otro algoritmo, el cálculo de lasmatrices de solapamiento entre los espinorbitales moleculares en la región Ωconsiderada, SSSΩ, constituye el cuello de botella de todo el proceso.
Sij,Ω = 〈χi|χj〉Ω =

∫
Ω

χi(xxx)χj(xxx)dxxx, (5.43)
siendo {χ} el conjunto de espinorbitales ocupados del determinante que constitu-ye la función de onda que describe el sistema en estudio, conforman los únicosobjetos que necesitan obtenerse para proceder a una optimización MPD.Puesto que trabajamos en un rejilla que está dividida en pequeños parale-lepípedos y dado que el domino Ω se representa mediante una colección dedichos elementos, el cómputo de Sij,Ω sobre cada uno de ellos se realiza deforma analítica.En el algoritmo AR, después de analizar la contribución a pν de todos loselementos unidad dentro y fuera de la superficie que delimita el dominio Ω,
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comienza el proceso aleatorio de adición y eliminación de elementos unidadsobre dicha superficie para incrementar el valor de pν. De este modo, el dominiooriginal Ω se ve modificado, y el proceso prosigue iterativamente hasta que elvalor de pν(Ω) permanece estable dentro de una precisión pre-establecida. Porel contrario, en el algoritmo de seguimiento del gradiente el proceso de adicióny eliminación de elementos unidad sobre la superficie del dominio Ω se llevaa cabo mediante la obtención de la derivada dependiente de la forma ∂pν/∂Ω,que indica la dirección particular a lo largo de la cual ha de realizarse.
5.4 DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA

Con los conceptos y definiciones empleados en las secciones anteriores, seestá en condiciones de introducir el método de los dominios de probabilidadmáxima. Dado un sistema constituido de N electrones y descrito por una funciónde onda Ψ arbitraria, un dominio de probabilidad máxima es aquella regióndel espacio tridimensional que maximiza localmente pν (ecuación 5.2). Para unnúmero concreto de electrones ν, la región Ω para la cual pν(Ω) es máximadepende de ν, y se denota como Ων. Matemáticamente, un MPD se puedeexpresar como
Ων = max

Ω
pν(Ω) (5.44)

En esta sección, procederemos a examinar el formalismo MPD en sistemas mo-delo. En primer lugar, se llevará a cabo una búsqueda de las capas atómicas delos átomos, mientras que en segundo lugar se estudiará la partición del espaciogenerada por el método. Posteriormente, realizaremos un breve análisis de lasdistintas soluciones que se pueden obtener y de las características generalesque poseen. A continuación, se presentará una comparación con otras teorías ymétodos de análisis que comparten fundamento físico con el método MPD. Ya porúltimo, mostraremos algunos resultados obtenidos sobre un conjunto de sistemascaracterísticos.
5.4.1 Aplicación para la búsqueda de capas atómicas

Si el método MPD es capaz de recuperar insight químico, debería poder hacer-lo en los sistemas que se nos antojan más simples: los átomos. Vamos a dedicaresta subsección, por tanto, a estudiar la imagen que de la estructura de capasatómicas nos ofrece este procedimiento [159].Desde un punto de vista formal, el objetivo que perseguimos es determinarlas posibles regiones de simetría esférica que maximizan Ων (ν = 1, 2, . . . ,N),centradas sobre el núcleo de un átomo de N electrones. Una manera de afrontarel problema, consiste en suponer que el radio r del dominio esférico es variable,como se muestra en la Figura 1. De esta manera es posible trazar la variación de
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DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
pν en función de r. Es fácil convencerse de que para cada valor de ν es posible

Figura 1: Dominio esférico Ω, centrado sobre un átomo determinado cuyo núcleo sesitúa en su centro y que posee un radio r variable.
encontrar, al menos, una solución diferente (ver Figura 2). En primer lugar, sise supone que el radio r del dominio es infinitamente grande y se determinala probabilidad de encontrar todos los electrones del sistema (N) dentro deldominio de dimensión infinita, se comprueba fácilmente que dicha probabilidades igual 1 (por normalización), pN(Ω, r → ∞) = 1 (imagen de la derecha enla Figura 2). Esta primera solución constituye una solución extrema al problemaplanteado. Por el contrario, si se supone que el radio r se hace cada vez máspequeño, a medida que disminuya, la probabilidad de no encontrar ningún elec-trón en el dominio considerado tenderá a 1, puesto que a medida que el radiose hace más y más pequeño, será más difícil que algún electrón pertenezca aldomino. En el extremo final, cuando el radio es infinitesimalmente pequeño, laprobabilidad valdrá 1, p0(Ω, r → 0) = 1 (ver figura de la izquierda en Figura 2).Entre ambas situaciones límite (r = ∞ → Ω = R3; r = 0 → Ω = ∅), siempre hade existir al menos un máximo para pν, es decir, siempre es posible encontrar undominio Ων que haga máxima la probabilidad de encontrar ν electrones (figuradel medio en Figura 2). Dicha probabilidad será no nula y siempre menor que1, y tomará valores pequeños para un conjunto de radios intermedios, donde di-ferentes soluciones que se corresponden a diferentes números de electrones sesuperponen unas a otras. El problema puede hacerse más físico si consideramosconchas esféricas comprendidas entre r1 y r2. Si una solución tiene un valorpequeño de probabilidad probablemente no tenga significado físico. Por el con-trario, aquellas soluciones con un alto valor de probabilidad estarán asociadasa lo que conocemos como capas atómicas [159].Con el objeto de comprender mejor la estructura en capas de los átomos, esútil establecer una comparación con las probabilidades que se obtendrían silos electrones fuesen partículas independientes estadísticamente [160, 161]. Laprobabilidad de encontrar ν y solo ν electrones independientes (pind

ν ) en undeterminado recinto Ω viene dada por una distribución binomial,
pind
ν =

(
N

ν

)
pbin
ν

(
1− pbin)N−ν

, (5.45)
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5.4 DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA

Figura 2: Variación de pν (en ordenadas) en función de r (en abscisas) para el dominoesférico Ω de la Figura 1. ν varía de 0 a N al desplazarnos de izquierda aderecha.
donde

pbin =

∑N
ν=0 νpν(Ω)

N
(5.46)

garantiza que la población de partículas independientes en Ω es la misma quepara partículas dependientes. Por lo tanto, se puede definir
∆pν(Ω) = pν(Ω) − pind

ν (Ω). (5.47)
Esta expresión ofrece una medida de la correlación electrónica (de Coulomb y/oFermi). Dado que los electrones no son partículas independientes, incluso a nivelHartree-Fock (que incluye únicamente correlación de Fermi) los valores de pνserán diferentes a los de partículas totalmente independientes.

5.4.2 Partición del espacio y complementariedad de dominios
La optimización de pν conduce necesariamente a una partición del espacio endos, y solo dos, regiones complementarias. Dado que, en general, el número deposibles MPDs con ν constante que pueden optimizarse en un mismo espaciomolecular es superior a uno, subyace la pregunta de si la unión de estos diferen-tes dominios (o de uno de sus subconjuntos) pudiera proporcionar una particiónexhaustiva del espacio, similar a la QTAIM. Hasta donde se conoce, no hayrespuesta teórica a esta conjetura, que debe ser resuelta mediante exploraciónnumérica.La experiencia acumulada hasta el momento sobre MPDs ha mostrado quemuchas de estas regiones pueden solapar entre sí, por lo que la conjetura decompletitud parece no ser correcta. En el estado actual de desarrollo de losalgoritmos, y dada la discretización en rejillas, no es posible asegurar si elsolapamiento de regiones es el resultado de un artefacto del código o si por elcontrario tiene un significado físico. Un ejemplo se encuentra en la referencia[156], en la que se presenta un análisis en la molécula CH+

5 , llevado a cabomediante cálculos Monte Carlo cuántico con un código distinto al que se hautilizado en esta memoria.
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DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
El estado fundamental de la molécula de metano protonada tiene simetría Cs.Existen diferentes mínimos energéticos equivalentes conectados por estados detransición de simetría C2v. Como es bien sabido, el compuesto CH+

5 es altamen-te fluxional, y sus enlaces químicos no se pueden describir mediante estructurasclásicas de Lewis, puesto que un par electrónico se comparte entre más de dosátomos. Pues bien, en el estado fundamental, los dominios Ω2 obtenidos sonsimilares a los encontrados para la molécula de metano, formando en conjun-to un tetraedro. Tres de los cuatro dominios contienen un átomo de hidrógeno,mientras que el dominio restante contiene dos protones, por lo que se puedeconsiderar como un par electrónico compartido entre tres centros. En el estadode transición, los dominios óptimos encontrados son idénticos a los del estadofundamental, excepto que en este caso, uno de los protones que pertenecía alenlace de tres centros se ha desplazado hacia la intersección con un dominiovecino. Existen, por tanto, dos dominios equivalentes que contienen dos protones.La descripción obtenida encaja perfectamente con la naturaleza flexible de lamolécula. Ni el aspecto ni la disposición de los dominios de enlace cambia alpasar del estado con simetría Cs al estado con simetría C2v. Pero, dado queahora son dos dominios en cuya intersección se encuentra un protón, la imagengenerada ayuda a interpretar el tipo de enlace existente en esta molécula enparticular. Los Ω2 resultantes se caracterizan por solapamientos considerables,que no parecen poder deberse a errores numéricos.La no exhaustividad de los recintos generados, a diferencia de lo que ocurre enotros métodos interpretativos como la QTAIM o el análisis de la función ELF, po-dría parecer a priori una característica no deseable. Es posible, no obstante, queesta propiedad no se trate de un inconveniente, sino que por el contrario, el sola-pamiento entre regiones ayude a ofrecer una imagen mucho más enriquecedorade la estructura electrónica de los sistemas.Otra característica notable del método MPD es la complementariedad de do-minios. Surge de la expresión para la función de probabilidad pν definida en laecuación 5.2: pν(Ω) = pN−ν(Ω̄). Consecuentemente, la búsqueda de un dominio
Ων que maximice la probabilidad de encontrar ν electrones, genera simultánea-mente un recinto complementario, i.e. una región que maximiza la probabilidadde encontrar N− ν electrones. Así, Ω̄ν = ΩN−ν. Es obvio que Ω y Ω̄ comple-tan el espacio real. Sirva como ejemplo una molécula sencilla como puede serel hidruro de litio (LiH) [160]. En el límite de átomos separados, tres electronesproceden del litio y uno del átomo de hidrógeno. La búsqueda de un dominio Ω1genera una región esférica alrededor del átomo de Li para la cual p1 ' 0.5, con
∆p1(Ω1) ' 0.08. Para ν = 2, este dominio se hace más grande, y p2 alcanzael valor cercano a 0.94, donde la diferencia respecto a las probabilidades departículas independientes es ahora ∆p2(Ω2) ' 0.56. Nótese el altísimo valorde p2. Finalmente, cuando se busca un recinto que maximiza p3, el resultadoobtenido es el complementario al de p1, con un valor de ∆p3(Ω3) idéntico. Elanálisis químico de los resultados es claro. La partición que verdaderamente tie-
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5.4 DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA

Figura 3: Diferentes Ω2 MPDs obtenidos para el átomo de neón (a distintas escalas).La región de la izquierda está asociada al par electrónico del core del átomo,mientras que la figura de la derecha representa una de las infinitas solucionespara un par electrónico perteneciente a la capa de valencia.
ne significado físico y químico es aquella que maximiza p2, asociada a un coredel átomo de Li o Li+ y a un hidruro, su región complementaria, que contieneel átomo de H y maximiza la probabilidad de encontrar 4− 2 = 2 electrones enella. Este recinto puede también asociarse al “enlace” entre el átomo de Li e H.Tanto Ω(H−) como Ω(Li+), para los cuales R3 = Ω(H−)

⋃
Ω(Li+), maximizan

p2.Es importante remarcar que con este método no es posible encontrar un MPDde tres electrones alrededor del átomo de Li: no existe ningún máximo para
∆p3(Ω3) que englobe al Li. Por el mismo razonamiento, no se encuentra ningúnátomo de hidrógeno. Los recintos obtenidos que ofrecen un máximo para ∆pν sonlos que aportan significado químico a las regiones. En el caso de la moléculaLiH en cuestión, es la región asociada al core de litio (o al hidruro) que aparececon una claridad nítida.
5.4.3 Ausencia de unicidad de las soluciones

La posible no unicidad de las soluciones MPD se ha dejado entrever en la sec-ción anterior. Esta es una característica general del procedimiento. Por ejemplo,en la molécula de LiH se encuentran dos soluciones MPD (Ω2), ambas maximi-zando p2. Cada una de ellas está asociada a una entidad química distinta. Porun lado, el core del átomo de Li y por otro, el “enlace” entre ambos átomos. Lamaximización de p2 tiene, por tanto, dos soluciones.Comoquiera que el código computacional utilizado busca una única solución encada ejecución, la respuesta final obtenida está condicionada por la región inicialusada para sembrar el proceso de optimización: tanto por su forma, tamaño olocalización espacial como por el algoritmo de optimización empleado. Pongamoscomo primer ejemplo el átomo de neón. La búsqueda de recintos Ω2 genera dostipos de soluciones distintas (Figura 3).Por un lado, cuando se utiliza como semilla un pequeño volumen situado sobrela posición nuclear para llevar a cabo una maximización de p2, se obtiene comosolución el core del Ne, como se puede apreciar en la parte izquierda de laFigura 3. Por otra parte, cuando el mismo pequeño volumen se sitúa alejado de
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DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
la posición nuclear, la maximización conduce al dominio que aparece en la partederecha de la Figura 3. Este último MPD está asociado a un par electrónicocorrespondiente a la capa de valencia del átomo. La correspondencia entre lasdistintas soluciones encontradas y los conceptos químicos tradicionales es clara.Podemos ahondar en estas ideas examinando una molécula sencilla, la molé-cula de agua. Su estructura de Lewis suele interpretarse en términos de cuatropares de valencia (dos pares electrónicos solitarios y dos pares asociados a losenlaces O-H) además del par de core del átomo de oxígeno. Jugando de for-ma químicamente significativa con el dominio semilla se obtienen con facilidadtres tipos de regiones Ω2, claramente correspondientes a los conceptos que aca-bamos de detallar. Estos MPDs pueden distinguirse cualitativamente mediantevisualización y cuantitativamente mediante comparación de los valores de p2.En general, la probabilidad p2 maximizada es significativamente más grandeen los dominios de core que en cualquier otra región MPD. Por ejemplo, enel átomo de Ne, el recinto Ω2 asociado al core muestra p2 ' 0.68, mientasque el par electrónico del dominio de valencia muestra p2 ' 0.40. Este últimoes un típico valor de p2 tanto para pares electrónicos de valencia como paradominios de enlace (como en el MPD de enlace O-H en la molécula de agua).La diferenciación del dominio de par solitario en torno al átomo de O del dominiode enlace solo es posible visualmente, pues los valores de p2 de valencia suelenser bastante constantes incluso en sistemas químicamente dispares.Por el contrario, y aunque las regiones de core muestran normalmente pro-babilidades p2 superiores a 0.60, éstas resultan ser más variables que las devalencia. Una muestra es la distinta probabilidad p2 encontrada para los coresde los átomos de Li y Ne. La interpretación que puede realizarse es que el corede Li está mucho más estructurado que el de Ne, existiendo para este últimouna separación menos clara (con respecto al Li) entre las regiones de core yde valencia. El elevado valor de p2(Li+) = p2(H+) muestra, como ya se hacomentado, que la estructura Li+H− es prácticamente la única posible.La no unicidad de soluciones MPD para ν constante no solo se refiere a laposibilidad de encontrar dominios con sentido físico diferente, sino a la dege-neración (habitualmente por simetría) de soluciones químicamente equivalentes.Retomar el ejemplo del átomo de neón resulta ilustrativo. Además de la regiónde core, se ha encontrado una solución p2 para la región de valencia. Nótese,no obstante, que la capa de valencia del átomo de neón contiene 8 electrones,y que, por lo tanto, es esperable encontrar tres regiones más que sumen enconjunto los cuatro pares electrónicos existentes en la valencia del átomo. Enrealidad, el MPD de valencia tiene simetría rotacional con respecto a un ejecualquiera que pase por el núcleo, por lo que existen infinitas soluciones equiva-lentes. Para reunir los ocho electrones de valencia, necesitamos cuatro de dichosMPD. Si los distribuimos tetraédricamente obtendremos el menor solapamientoentre ellos. Una inspección visual demuestra que la unión de los cuatro dominiosdispuestos tetraédricamente no completa el espacio, y que dos cualesquiera de
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5.4 DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
ellos solapan levemente. Un examen de los MPD de valencia en los aniones delos átomos halógenos muestra resultados completamente equivalentes a los delátomo de Ne, tanto en multiplicidad de soluciones como en valor p2.Un caso similar, aunque ligeramente diferente, sucede en la molécula de me-tano (CH4). En ella, y descartando nuevamente la región de core del átomo decarbono, la optimización de una región que maximice la probabilidad de encon-trar dos electrones da lugar a un recinto asociado a uno de los enlaces C-H. Laaplicación sobre este dominio de las operaciones de simetría Td, grupo puntaldel sistema, conduce a la obtención de tres dominios de enlace equivalentes. Eneste caso, y a diferencia del átomo de Ne, solo existen cuatro soluciones equiva-lentes, cada una asociada a un enlace C-H y mostrando una estructura tetrédricaen su conjunto. La unión de ellas habría de completar el espacio molecular, pe-ro nuevamente se observa cierto solapamiento entre las distintas regiones [158].Este es un comportamiento general y de implicaciones físicas importantes. Lapresencia de los cuatro núcleos de hidrógeno ha hecho cristalizar los cuatro pa-res de valencia sobre las direcciones C-H. Decimos que los pares electrónicoshan cristalizado debido al potencial nuclear.Es instructivo examinar brevemente los valores de p2 obtenidos en el metano.El valor de p2 para la región de enlace C-H, 0.55, es superior a 0.40. Se encuentra,por tanto, por encima del promedio antes señalado para la probabilidad de paressolitarios y dominios de enlace, aunque permanece alejado del valor encontradopara los dominios de core del carbono (p2(ΩC) = 0.76) y del átomo de neón(p2(ΩNe) = 0.68). Este elevado valor sugiere una estructuración electrónica másintensa de la capa de valencia del carbono en relación con la del átomo de Ne.La cristalización de pares de valencia se ha examinado también en otros sistemasequivalentes.En el tetrafluoruro de carbono (CF4), con una geometría tetraédrica equivalen-te a la del metano, la optimización de Ω2 asociada al enlace C-F arroja un valorde p2 = 0.39, similar al esperado para pares solitarios y dominios de enlace. Unanálisis más detallado, muestra que los valores anómalamente altos de p2 en-contrados en el CH4 son característicos de enlaces C-H, y que la estructuraciónde los pares disminuye a medida que la diferencia de electronegatividad entrelos átomos enlazados aumenta. En la Tabla 3 se encuentran los valores de p2de las regiones asociadas al enlace para las combinaciones de los átomos delos grupos 14, 15 y 16 del segundo, tercer y cuarto período con hidrógeno y loshalógenos.Como se puede apreciar, existen otros factores además de la electronegatividadque impactan sobre p2. Por un lado, el efecto parece diluirse a medida que eltamaño atómico aumenta. Las diferencias entre el tercer y cuarto periodos sonmuy pequeñas. Por otro lado, tienden a permanecer circunscritas a los hidruros,pues los compuestos halogenados se comportan de manera homogénea. Pareceevidente que la ausencia de core en el hidrógeno tiene una gran relevancia. Es
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p2(Ω2(enlace A-X))H F Cl BrCX4 0.55 0.39 0.39 0.39SiX4 0.69 0.39 0.40 0.39GeX4 0.66 0.39 0.39 0.39NX3 0.49 0.38 0.38 0.80PX3 0.58 0.39 0.38 0.38AsX3 0.57 0.39 0.38 0.38OX2 0.46 0.36 0.37 0.37SX2 0.51 0.38 0.38 0.37SeX2 0.51 0.38 0.37 0.37

Tabla 3: Valores de p2 encontrados para los MPDs asociados al enlace entre los átomosde los grupos 14, 15 y 16 del segundo, tercer y cuatro periodo (A) con hidrógenoy los halógenos (X).
de destacar la enorme similitud encontrada para p2 entre los distintos sistemashalogenados.Existe una última posibilidad relacionada con la unicidad de las soluciones. Esla de encontrar soluciones equivalentes químicamente, pero inequivalentes porsimetría. Un posible ejemplo se presenta en la descripción MPD de la estructuraelectrónica del acetileno [162]. Junto a la clásica estructura asociada a contribu-ciones σ y π para el enlace C-C, existe una descripción basada en tres enlacesequivalentes “banana” [154]. Es posible recuperar los seis electrones atribuidosclásicamente a este tipo de enlace mediante 3 MPDs que maximizan p2 cadauno de ellos y que están rotados 120◦ con respecto al C-C. Se puede generar,sin embargo, una infinidad de este tipo de regiones mediante rotación.
5.4.4 Similitudes y diferencias con otros métodos interpretativos

El método de los Dominios de Probabilidad Máxima pertenece a la categoríade métodos interpretativos basados en la partición del espacio real. Entre ellos,destacan notablemente los métodos comentados en el capítulo 3: la teoría cuán-tica de átomos en moléculas (QTAIM) y el análisis de la función de localizaciónelectrónica (ELF). Ambas herramientas difieren del método MPD en cómo segeneran las distintas regiones asociadas al espacio tridimensional. Sin embar-go, las imágenes ofrecidas por los distintos métodos proporcionan un escenariosimilar desde el que analizar las manifestaciones químicas. En ocasiones, lascaracterísticas del método MPD permiten mejorar la visión química disponiblecon otras herramientas.La QTAIM [146], propuesta por Bader, se basa en el análisis topológico de ladensidad electrónica ρ(rrr). Recordemos que, de acuerdo con sus prescripciones,el espacio se divide en regiones disjuntas, Ω, separadas por superficies de flujo
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nulo de∇∇∇ρ(rrr). Estas regiones, que dividen el espacio exhaustivamente son cono-cidas como cuencas atómicas. En última instancia, la teoría recupera el conceptobásico molecular, garantizando que los observables moleculares sean aditivamen-te expresados en términos de contribuciones atómicas o de grupos que resultanser transferibles en entornos químicos similares.La principal diferencia entre el método MPD y la QTAIM, como ya se in-trodujo en las secciones precedentes, es que con la teoría cuántica de átomosen moléculas se puede recuperar el concepto de átomo, pues las cuencas dela densidad están asociadas a entidades atómicas. Sin embargo, con el métodoMPD, la imagen proporcionada puede no corresponderse a la generada por laQTAIM. La molécula de LiH es un buen ejemplo, donde la región que maximizala existencia de dos electrones está asociada al core del átomo de Li (o al “en-lace” entre el átomo de litio e hidrógeno). Con la QTAIM, las cuencas obtenidascorresponden a los distintos átomos involucrados. Las regiones obtenidas poruno y otro método difieren en su naturaleza, pero se complementan. Por ejemplo,dado que las poblaciones promedio de los átomos QTAIM en LiH son cercanasa 2 electrones, en realidad las cuencas QTAIM y los MPD para este sistemase asemejan considerablemente. En el método de los dominios de probabilidadmáxima, el usuario es libre de elegir ν. Escogiendo ν = 2 para LiH, se obtieneel dominio ya comentado, el core Li+. Podría esperarse que cuando ν = 3, laregión obtenida se asemejara al átomo de Li. Tal fenómeno no se produce, comoya hemos comprobado. No existe una diferencia significativa en la probabilidad
p3 respecto a la probabilidad electrones independientes, que permitan otorgarun verdadero significado químico al dominio Ω3, dado que ∆p3(Ω3) ' 0.Aunque las imágenes generadas por ambas teorías son diversas, la interpreta-ción del enlace químico proporcionada puede complementarse. Analizar el enlaceen la molécula de LiH, mediante la QTAIM, incluiría un estudio acerca de la acu-mulación o fuga de carga en el punto crítico de enlace, situado en la superficiedivisoria de ambas cuencas atómicas. La densidad en dicho punto es pequeña,lo que concuerda con el gran carácter iónico de esta molécula, donde los átomosestán más cohesionados por interacciones electrostáticas que por la propia acu-mulación de densidad en las regiones enlazantes. Este carácter iónico se muestraen el alto valor de probabilidad p2 del core de Li, formalmente Li+, y por com-plementariedad, de la región asociada al H−, obtenidas en MPD. El análisis dela laplaciana de la densidad electrónica corrobora este mismo análisis, donde lamayor parte de la densidad electrónica en la capa de valencia del átomo menoselectronegativo se transfiere a la capa de valencia del átomo más electronegativo,formando por tanto un sistema con dos iones, el catión Li+ y el anión H−.La molécula de LiH constituye un ejemplo en el que la búsqueda de pareselectrónicos conduce a MPDs fácilmente identificables. Sin embargo, en la ma-yoría de los sistemas, las imágenes obtenidas por MPD son más ricas que lasproporcionadas por otros métodos interpretativos, como se señala en el capítulo7 correspondiente a la PARTE III del presente manuscrito. Tomemos, como ejem-
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plo, la molécula de cloruro de litio. El estudio de la laplaciana de la densidadelectrónica establece una conexión con la teoría VSEPR. La capa de valenciadel cloruro está casi completa y es casi esférica, como consecuencia del procesode transferencia de densidad del átomo de Li al átomo de Cl. En la laplaciana nose observan pares electrónicos separados. Por el contrario, en la imagen MPD,existen regiones que maximizan p2 que son perfectamente identificables con lospares de electrones supuestos por la teoría de Lewis.Otro método interpretativo que goza de una importante aceptación es el aná-lisis de la función de localización electrónica ELF [163], propuesta por Beckey Edgecombe. ELF es una función de las coordenadas espaciales cuyo valor serelaciona con la localización espacial de los electrones. El análisis topológico deELF (ver referencia [164]), ha sido ampliamente utilizado en Química. Las cuencasELF son identificables con cores, pares libres o de enlace, y proporcionan unapartición exhaustiva del espacio. Se definen de modo similar a las cuencas de laQTAIM y consisten en el conjunto de todos los puntos del espacio cuyas líneasde gradiente de ELF acaban en un determinado máximo. Puesto que la funciónde localización electrónica se definió por conveniencia, sus cuencas no tienenun significado físico puro. Sin embargo, se les puede atribuir una descripciónprobabilística cuando las regiones a las que se aplica tienen un volumen peque-ño [165]. También se pueden identificar las cuencas de ELF con regiones dondela probabilidad de encontrar una pareja de electrones con espines opuestos esmáxima: para sistemas descritos por funciones de onda de un solo determinantede Slater, y en el caso ideal de perfecta localización de los orbitales (no existesolapamiento), las regiones de localización MPD y ELF son idénticas [166]. Asi-mismo, estas regiones están identificadas como aquellas de menor fluctuación delas poblaciones electrónicas.El análisis de ELF como el de la densidad electrónica genera dominios con lasimetría molecular. Así por ejemplo, la cuenca ELF asociada a la capa L del áto-mo de Ne contiene aproximadamente 8 electrones, correspondientes a los cuatropares de valencia. Solo el método MPD es capaz de romper dicha simetría yencontrar regiones asociadas a pares solitarios. Como se ha comentado previa-mente, la p2 de este dominio es 0.395. El método MPD también proporciona unacuenca de valencia, complementaria a la región de core, que muestra un valor deprobabilidad p2(Ωcore) = p8(Ωvalencia) = 0.684. Que el valor p8 sea notable-mente superior a p2 para el par solitario sugiere que los pares electrónicos dela capa L se entienden mejor como la unión de cuatro pares en acuerdo con laimagen promediada generada por ELF.La semejanza entre los distintos escenarios mostrada por los dos métodos esuna buena razón para utilizar las cuencas generadas por ELF como puntos departida para la obtención de los dominios MPD. Un ejemplo, como se muestraen el capítulo 7, es el recinto asociado al enlace σ entre los átomos de carbonoen la molécula de etano. Las propiedades de las cuencas MPD y ELF, tales co-mo los valores de las probabilidades, forma, etc. son comparables. También este
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5.4 DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
es el caso de fases condensadas con estructura diamante (C-Sn). Las regionesobtenidas que maximizan la probabilidad de encontrar dos electrones son prác-ticamente idénticas a las obtenidas por la función ELF [167]. En cualquier caso,no siempre ocurre así. En la molécula de nitrógeno (N2), la cuenca ELF asociadaal enlace triple entre los átomos de nitrógeno no constituye una buena descrip-ción del enlace. Los enlaces π tienen un marcado carácter de desplazamientode carga, que provoca que las cuencas ELF disinápticas (compartidas por dosatractores) muestren volúmenes pequeños [168]. La región Ω6 ofrece una visiónmucho más intuitiva y cercana a la realidad química.Finalmente, ha de destacarse que en sistemas fuertemente iónicos en fasecondensada, los tres métodos revisados en esta sección generan resultados bási-camente equivalentes. Por ejemplo, en haluros alcalinos con estructura de clorurode sodio [169], los dominios iónicos MPD, ELF y QTAIM son muy semejantes.Por otra parte, en los sistemas cristalinos formados por elementos que poseenla estructura de diamante (C-Sn) [167], las regiones obtenidas que maximizanla probabilidad de encontrar dos electrones son prácticamente idénticas a lasobtenidas por la función ELF.Por último, destacaremos que la libertad que la elección de ν otorga al métodopuede aprovecharse para enriquecer nuestra visión de los problemas químicos.
5.4.5 Algunas aplicaciones

Buena parte de ese trabajo está basado en el estudio de los dominios deprobabilidad máxima y sus propiedades. Dada la novedad del método, la litera-tura existente es relativamente escasa, y casi todo está por explorar. Por ello, laPARTE III de esta memoria está dedicada exclusivamente al estudio y análisisdel método MPD. Algunos de los trabajos que en ella se encuentran han sidoya publicados y abarcan desde el estudio de las características de las cuencasMPD desde un punto de vista analítico hasta el comportamiento de las solu-ciones en sistemas moleculares sencillos y sistemas periódicos. Conocer cómose comportan los MPDs en diferentes sistemas, cuáles son sus características,qué imágenes proporcionan, etc, constituye una etapa básica en el período derodadura del método.Así, en el capítulo 6 se muestra el trabajo On the stability of some solvable
MPDs, donde se analiza la estabilidad de diversos dominios MPD mediante mo-delos analíticos fácilmente resolubles. Posteriormente, en el capítulo 7, el trabajo
A view of covalent and ionic bonding from Maximum Probability Domains, estádedicado al estudio del comportamiento de los MPDs en sistemas covalentes eiónicos sencillos. Ya en el capítulo 8, la aplicación del método sobre un conjuntode cristales covalentes puros e iónicos constituye la base fundamental del artícu-lo Electron Localization Function and Maximum Probability Domains analysis
of semi-ionic oxides crystals, surfaces and surface defects.
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Otra parte del trabajo realizado está aún por publicar. Se ha llevado a cabo,por ejemplo, un estudio preliminar de la aplicabilidad del método en sistemas deposible relevancia tecnológica, en los que se espera que un análisis MPD puedaproporcionar una grado de compresión novedoso. Nos referimos a sistemas concomportamiento de electruros. Un resumen de nuestros resultados se presenta acontinuación.

ElectrurosLos electruros constituyen un conjunto de sistemas sobre los que se ha vuel-to la mirada en años recientes, como consecuencia de las posibles aplicacionesque puedan derivarse de su extraordinaria estructura electrónica. En esta memo-ria hemos aprovechado nuestra colaboración con el grupo del Dr. Matito en laUniversitat de Girona para llevar a cabo análisis MPD sobre una colección demoléculas sencillas con propiedades electruro que han sido previamente carac-terizadas mediante QTAIM y ELF [170].
INTRODUCCIÓN Los electruros son compuestos iónicos en los cuales existenelectrones localizados en posiciones aniónicas que carecen de núcleo [171–173].La mayor parte de los electruros estudiados y sintetizados hasta el momento sonde tipo orgánico. De hecho, el primer electruro cristalino, Cs+(18C6)e−, compues-to de carácter orgánico, fue sintetizado en 1983, y su estructura determinada tresaños más tarde [174]. No sería hasta 2003, sin embargo, cuando se sintetizarael primero de naturaleza inorgánica [175]. La etapa clave en la síntesis de unelectruro orgánico es aquella en la que un catión, en una disolución de un me-tal alcalino, queda atrapado por un complejante sin capacidad reductora, comoen el caso de un éter corona. De este modo, los cationes interaccionan directa-mente con los complejantes, que los mantienen alejados de los electrones queneutralizan la estructura.En realidad, se sabe desde hace mucho tiempo que un número pequeño deelectrones aislados (uno o dos) pueden quedar atrapados en las vacantes anió-nicas de cristales iónicos, en lo que se conocen como centros de color (puesdotan de tal propiedad a los cristales en los que se instalan) o centros F. Estasimpurezas han sido objeto de un gran número de estudios tanto teóricos como ex-perimentales que han demostrado, sin lugar a duda, la naturaleza aislada de loselectrones atrapados. Así, estructuralmente, los electruros cristalinos pueden en-tenderse como centros F estequiométricos donde todas las posiciones aniónicasestán pobladas por electrones.La adición de metales alcalinos a zeolitas, minerales microporosos que con-tienen óxido de aluminio y sílice, genera electrones atrapados en proporcionesestequiométricas en un sistema inorgánico. Estos aductos tienen ciertas carac-terísticas propias de electruros, pero el “exceso” de electrones está vinculado alos cationes alcalinos, puesto que comparten el mismo espacio, por lo que hayconsenso en que estos materiales no sean considerados verdaderos electruros.
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5.4 DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
Asimismo, los electrones solvatados pueden ser considerados como precursoresde electruros cristalinos. A pesar de la diversidad de compuestos con caracterís-ticas similares a los electruros hoy se considera que dichos compuestos lo soncuando nos encontramos antes sólidos cristalinos estequiométricos en los cualeslos electrones: (i) actúan como aniones y; (ii) no pueden asociarse ni a enlaces,ni a moléculas, ni a átomos en particular.La estructura electrónica de electruros y compuestos similares da lugar asólidos cristalinos fácilmente polarizables, con propiedades ópticas no lineales[176, 177]. El exceso de electrones se ha utilizado con éxito para justificar lamagnitud de las primeras y segundas hiperpolarizabilidades.En el espacio real, la existencia de electrones atrapados puede dar lugar ala aparición de máximos no nucleares de la densidad electrónica (non nuclear
maxima, NNM) [178], es decir, máximos de ρ que no se corresponden con la posi-ción de ningún núcleo. La confirmación de la existencia de máximos no nuclearesen moléculas y cristales ha dado lugar a imágenes topológicas más complejasque las inicialmente consideradas en la QTAIM, puesto que cada atractor NNMtiene su propia cuenca de atracción, puntos críticos de enlace, propiedades ener-géticas, etc. Cada NNM, pues, define un subsistema cuántico aislable del resto,con propiedades química propias. En los centros de color del MgO, por ejem-plo, las vacantes de anión ocupadas por electrones han sido identificadas conpseudoaniones que actúan como si se trataran de iones óxido [179].A pesar del interés que estos compuestos suscitan, no se ha publicado ningúnanálisis MPD sobre ellos hasta el momento. Por ello, hemos decidido examinarcon el método MPD algunos de los electruros moleculares más sencillos. Loselectruros aquí estudiados son los aductos formados por tres metales alcalinos(Li, Na y K) y la molécula orgánica TCNQ (7,7,8,8-tetraciano-p-quinodimetano).
METODOLOGÍA Las geometrías de equilibrio de las moléculas M2-TCNQ (M= Li, Na, K) presentan simetría C2v, todas ellas poseen un estado electrónicotriplete y se han obtenido haciendo uso del método DFT / UB3LYP utilizandofunciones de base cc-pVDZ para los sistemas con M = Li, Na y 6-311G++(2p,2d)para el sistema con M = K. En todos los casos se ha realizado un análisis delos modos normales. Para caracterizar la molécula TCNQ (in vacuo) en su estadoneutro y en el estado aniónico monovalente se han utilizado los métodos B3LYPy UB3LYP respectivamente, con las bases cc-pVTZ. En cuanto a los cálculosMPD se refiere, se ha escogido una rejilla que engloba completamente a lossistemas en estudio y se ha utilizado el algoritmo de seguimiento del gradiente.
RESULTADOS Y DISCUSIÓN La molécula TCNQ es un compuesto bien conocidocon un alto poder oxidante, que se presente en varios estados de oxidaciónposibles, tales como TCNQ0, TCNQ−1, TCNQ−2 y TCNQ−3 [176]. Cuando entraen contacto con una especie dadora de electrones, suele producirse un procesoredox de transferencia de carga y como resultado la generación de una sal que
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DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
habitualmente puede cristalizarse. Si el reductor es un metal alcalino, las salesresultantes presentan características electrónicas y magnéticas inusuales debidoa las propiedades del proceso de transferencia de carga [180].Cuando la estequiometría es 1:1, aductos tipo M-TCNQ, el electrón de va-lencia del metal se transfiere a la fracción TCNQ. La estructura electrónica deestos aductos no presenta características extrañas. Sin embargo, cuando la es-tequiometría es 2:1 y se forman las sales M2-TCNQ, un electrón de la parteM2 se pierde formando un catión radical M•+2 . Este electrón es captado por elTCNQ formando un anión radical TCNQ•−, de tal modo que las sales M2-TCNQson formalmente sales en las cuales existe un par iónico radical, denotado comoM•+2 TCNQ•−.Las sales M•+2 TCNQ•− poseen propiedades típicas del comportamiento deelectruros. Su formación consta de dos etapas. En una primera, se produce latransferencia de un electrón de la fracción M2 al TCNQ, y la formación del pariónico radical M•+2 TCNQ•−. En la segunda etapa, el electrón de valencia restan-te en M•+2 , muy polarizable, se ve sometido a la interacción de los dos nitrógenosconstitutivos de TCNQ•− más cercanos, situándose en el espacio intersticial. Lassales M-TCNQ no forman electruros puesto que, cuando el electrón de valenciaes transferido a la fracción TCNQ, ningún electrón permanece en M+, y no seproduce interacción alguna con los pares electrónicos de los nitrógenos próximos.El proceso de transferencia de carga desde la fracción M2 hasta TCNQ pro-voca un cambio en la topología de la densidad electrónica del sistema, ademásde un cambio en la propia estructura de la especie TCNQ. En su estado neutrose caracteriza por una estructura quinoide en la cual el anillo central no poseearomaticidad. Sin embargo, cuando la molécula se reduce, la estructura molecu-lar de la misma se ve fuertemente alterada por la adición de electrones [181].Así, la introducción de carga negativa induce la aromatización del anillo centraly provoca un alargamiento de la longitud de los enlaces dobles exocíclicos, quedevienen en enlaces simples en el caso del TCNQ−2. Una representación es-quemática puede verse en la Figura 4. Simultáneamente, el electrón de valenciaremanente en M•+2 genera un máximo no nuclear de la densidad electrónica, quese situa entre ambos metales M, aunque ligeramente desplazado con respecto ala línea que los une. La presencia del NNM da lugar a la aparición de un nuevopunto crítico de anillo en la densidad electrónica, como puede verse en la Figura5, para el caso particular de Li2-TCNQ. La figura permite observar con claridadla presencia del máximo no nuclear, corroborada también por un claro máximoen la función ELF (Figura 6).Examinemos ahora los dominios MPD. Nos centraremos primeramente en elsistema con Li, y buscaremos un dominio Ω1, intentando como dominio semillaun pequeño cubo situado entre los átomos de Li. La optimización así diseñadaconcluye con éxito, obteniéndose un dominio que es claramente identificable conel máximo no nuclear de la densidad. (Fig. 7). El valor óptimo de p1 es 0.805, yla población electrónica promedio es 〈NΩ1〉 = 0.956 e−. Estos valores confirman,
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Figura 4: Evolución de la estructura electrónica de la molécula TCNQ en reducionessucesivas desde una estructura quinoide no aromática hasta otra fuertementearomática.

Figura 5: Topología de la estructura optimizada (UB3LYP//cc-pVDZ) de la moléculaLi•+2 TCNQ•−. En rojo se observa un NNM entre los átomos de Li, junto consu punto de anillo asociado (en azul). También se han representado isolíneasde la densidad electrónica en naranja.
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Figura 6: Diferentes perspectivas para la isosuperficie de la función ELF con |η| =
0.8ua en el sistema Li2-TCNQ. El lóbulo con forma de gajo a la derecha decada imagen representa la cuenca del NNM.

Figura 7: Diferentes perspectivas del MPD optimizado que maximiza la probabilidad deencontrar un electrón en la región correspondiente al máximo no nuclear delsistema Li2-TCNQ. En la imagen superior izquierda, el dominio se ha hechotranslúcido para poder apreciar que los átomos de Li no forman parte delmismo.
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sin lugar a dudas, la presencia del electrón localizado, y dotan de sentido físicoy químico al máximo de la densidad. El alto valor de p1 es característico de losdominios de core de los átomos. Por ejemplo, p2 = 0.925 para el dominio Ω2que caracteriza el core en el átomo de Li en el vacío. Además la varianza dela población electrónica para este Ω1 es baja, σ2 = 0.203. Si bien la varianzapara el dominio de core del Li es aún más pequeña σ2 = 0.078, el valor obtenidopara el NNM es claramente inferior a la varianza habitual (que normalmente seencuentra en un rango en torno a 0.6 - 1.2) para dominios que pueden ser con-siderados como dominios de enlace o pares solitarios. Todos estos datos hablande una región fuertemente estructurada.Llegados a este punto, y dado que la fracción M•+2 aún dispone de un electrónde valencia, podríamos pensar en la posibilidad de que éste pudiera tambiénser transferido al TCNQ, dada la versatilidad mostrada por esta especie encuanto a su estado de oxidación se refiere. Por ello, también emprendimos labúsqueda de un dominio que maximice dos electrones entre los átomos de Li. Trasvariados esfuerzos, hemos concluido que dicho dominio no existe. Por ejemplo,tras tomar el mismo pequeño cubo inicial utilizado para maximizar p1, el MPDobtenido se utilizó como punto de partida para obtener un posible recinto Ω2.Tras múltiples intentos, concluimos que: (i) o bien el electrón extra es capturadopor los electrones aún restantes en la fracción M•+2 (del core de uno de los dosátomos alcalinos), dejando un átomo de Li en el interior del dominio optimizado;o (ii) el dominio obtenido se desplaza para disponer de uno de los electrones deuno de los enlace C-N o de los pares solitarios de los átomos de nitrógeno.La sustitución de Li por Na y K no altera sustancialmente ni los resultadosni las conclusiones ya examinadas en el compuesto litiado. En los dos casos seobtiene un NNM de la densidad electrónica, con topología molecular homomorfaa la ya presentada y con presencia de atractores en la función ELF (Fig. 8).También hemos conseguido optimizar sin problemas dominios p1 en la posicióndel máximo no nuclear. En los dos casos, Ω1 se encuentra entre los dos átomosmetálicos, sin que los cores de estos últimos penetren en el interior de la regiónoptimizada.La evolución de las propiedades del dominio MPD se encuentran en la Tabla4. Obsérvese como p1 y 〈NΩ1〉 disminuyen monótonamente en la serie Li–K,y cómo σ2 aumenta, mostrando una progresiva desestructuración del dominio.Las probabilidades p1 aquí obtenidas sugieren la existencia de un verdaderosubsistema cuántico aislable de todo el sistema en su conjunto.También se han tratado de aislar MPDs que maximizaran dos electrones entorno a la posición del máximo no nuclear para los compuestos de sodio y potasio,en ambos casos sin éxito. Al igual que en el compuesto litiado, a medida que eldominio se optimizaba, el electrón extra o bien se tomaba de los pares libres delnitrógeno, o de uno de los enlaces C-N próximos, o de los cores metálicos.Tenemos por tanto evidencias proporcionadas por tres métodos independien-tes de que la existencia de dominios NNM es consustancial a este tipo de
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Figura 8: Diferentes perspectivas para la isosuperficie de la función ELF con |η| =
0.8ua en los sistemas Na2-TCNQ (arriba) y K2-TCNQ (abajo). El lóbulo conforma de gajo a la derecha de cada imagen corresponde a la cuenca del NNM.

Li2-TCNQ Na2-TCNQ K2-TCNQ
p0 0.121 0.164 0.189
p1 0.805 0.749 0.714
p2 0.071 0.082 0.090

〈NΩ1
〉 0.956 0.927 0.912

σ2 0.203 0.260 0.296
Tabla 4: Probabilidades (pi), poblaciones (〈NΩ1

〉/e−) y varianzas (σ2) para los domi-nios que maximizan p1 en los distintos sistemas M2-TCNQ (M = Li, Na, K).
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sistemas, y de que la región del espacio tridimensional correspondiente contieneprácticamente un electrón. Puesto que no hemos podido encontrar regiones Ω2,el proceso por el cual el sistema adquiere características de electruro se debefundamentalmente a la transferencia de carga de un electrón desde la unidadM2 a la unidad TCNQ, formándose como se comentó anteriormente el complejoM•+2 TCNQ•−.Un experimento interesante consiste en intentar localizar el electrón transferi-do a la unidad TCNQ. Así se identificaría el par electrónico que entra en juegoen este proceso: el electrón que permanece cerca de la unidad M2 y el electróntransferido. La localización de este electrón en la unidad TCNQ es notablemen-te difícil, pues la multiplicidad de dominios que maximizan un electrón en estafracción del sistema es grande. Es posible, no obstante, obtener evidencias in-directas analizando la estructura electrónica del anión radical. Como ya se haavanzado, la unidad TCNQ es su estado neutro presenta estructura quinoide,que se aromatiza a medida que la reducción progresa.En nuestros sistemas, los carbonos exocíclicos deben tener un cierto carácterradical (Fig. 4), por lo que el comportamiento de los MPDs debería ser similaral que se encuentra en los radicales orgánicos, como el radical metilo, CH•3,de simetría D3h. Los estudio llevados a cabo sobre este compuesto ofrecen unaimagen MPD característica: existen dos dominios independientes que maximizan
p1 a ambos lados del plano molecular, con p1 = 0.475. En estas regiones Ω1,cuya varianza en la población electrónica es σ2 = 0.648, existe una probabilidad
p0 no despreciable (p0 = 0.303). Este hecho es consecuencia de que a amboslados del plano molecular pueden existir dominios Ω1. Dada la presencia de losMPDs Ω1, cabe preguntarse acerca de la existencia de un dominio Ω2 comounión de las dos regiones monoelectrónicas Ω1. Este dominio puede en verdadoptimizarse, aunque el valor p2 = 0.363, con σ2 = 1.136, indica que se trata deuna región mucho menos estructurada que en los casos anteriores.Una situaciónsimilar ocurre en el estado de transición D3h en el proceso de inversión de lamolécula de amoniaco (NH3) [154]. Existen dos dominios monoelectrónicos biendefinidos a ambos lados del plano molecular y también se puede optimizar laregión bielectrónica. Con estos precedentes y dado que el anión radical TCNQ•−tiene cierta semejanza con el radical metilo, la aparición de los dominios monoy bielectrónicos que acabamos de describir constituiría otra prueba indirectade que el proceso de transferencia de carga se ha producido como se espera.Además, estos dominios espaciales no debieran aparecer en la molécula neutraTCNQ.Hemos, por tanto, buscado dominios de uno y dos electrones sobre los carbonosexocíclicos en los distintos complejos M•+2 TCNQ•−. Para el caso de M = Li,las Figuras 9 y 10 muestran los dominios que maximizan uno y dos electronesrespectivamente. Hemos encontrado imágenes similares para el resto de sistemasestudiados, Na2-TCNQ y K2-TCNQ. La Tabla 5 resume sus propiedades. Todaslas regiones que maximizan uno y dos electrones son similares. En todos los
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Figura 9: Diferentes perspectivas del dominio que maximiza p1 para el compuesto Li2-TCNQ, situado sobre el carbono exocíclico directamente enlazado al anillocentral más próximo a la unidad Li2. Existe un dominio equivalente en laparte inferior del plano molecular.

Figura 10: Diferentes perspectivas del dominio que maximiza p2 para el compuesto Li2-TCNQ, situado sobre el carbono exocíclico directamente enlazado al anillocentral más próximo a la unidad Li2. Se puede imaginar como la unión dedos dominios que maximizan p1.
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Dominio de un electrón Dominio de dos electronesLi2-TCNQ Na2-TCNQ K2-TCNQ Li2-TCNQ Na2-TCNQ K2-TCNQ

p0 0.324 0.324 0.323 0.089 0.090 0.089
p1 0.438 0.437 0.437 0.278 0.278 0.277
p2 0.198 0.198 0.199 0.335 0.334 0.334
p3 0.036 0.037 0.037 0.206 0.205 0.206
〈NΩ〉 0.957 0.959 0.960 1.955 1.952 1.959
σ2 0.698 0.702 0.710 1.321 1.324 1.328

Tabla 5: Probabilidades (pi), poblaciones (〈NΩ〉/e−) y varianzas (σ2) para los domi-nios que maximizan la existencia de uno y dos electrones localizados sobre elcarbono exocíclico más próximo a la fracción M2 para los complejos M2-TCNQ(M = Li, Na, K).
casos, las poblaciones electrónicas obtenidas están próximas al valor nominal.Esta igualdad en los valores calculados difiere de lo encontrado para la regiónlocalizada en el NNM. Todos los fragmentos TCNQ•− pueden así entendersecomo la misma entidad química, al contrario que para los dominios NNM, cuyanaturaleza evoluciona significativamente en los distintos compuestos estudiados.

También hemos verificado que estos resultados son característicos de la molé-cula TCNQ, obteniendo los dominios que maximizan p1 y p2 sobre los carbonosexocíclicos en las moléculas aisladas neutras y aniónicas. En el primer caso nopudieron encontrarse dominios ni Ω1 ni Ω2, mientras que en el segundo, losdos tipos de soluciones fueron fácilmente identificables. Las funciones de distri-bución, así como los momentos de las mismas son semejantes a las encontradaspara los dominios de los complejos M2-TCNQ.
CONCLUSIONES El proceso de transferencia electrónica entre M2 y TCNQgenera, sin duda, un punto crítico (3,-3) en ρ correspondiente a un máximo nonuclear. Éste es perfectamente identificable y localizable, tanto mediante el aná-lisis de la función ELF como en el formalismo MPD. Se trata de subsistemacuántico claramente establecido. En segundo lugar, el electrón transferido a launidad TCNQ provoca un cambio en la estructura electrónica de esta últimahacia un radical anión que es también perfectamente identificable.
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ANEXO
Breve presentación del código computacional MPD.

El código computacional MPD utiliza un fichero .wfn que describe funciones deonda Hartree-Fock o pseudo funciones de onda monodeterminantales, y permiteun análisis probabilístico, la generación y manipulación de las rejillas volumé-tricas que representan dominios espaciales y la optimización de un determinadorecinto para maximizar la probabilidad de encontrar un número entero y exactode electrones en él. Está basado en tres módulos:1. ProbaDomain: genera y transforma dominios2. ProbaCpt: calcula probabilidades3. ProbaOpt: optimiza dominiosEl código implementa dos tipos de algoritmos de optimización:1. Discreto o de aceptación/rechazo: realiza ciertas perturbaciones en la su-perficie del dominio añadiendo o eliminando pequeños paralelepípedos. Sila adición o eliminación conlleva un aumento de la probabilidad deseada,el proceso se acepta.2. De seguimiento del gradiente (Steepest Descent): hace uso del conceptode las derivadas de forma. La derivada indica dónde hay que añadir oeliminar los pequeños cubos sobre la superficie del dominio con el fin deaumentar la probabilidad.Las opciones básicas del programa se presentan a continuación, divididas enlas tres partes de las que consta el código. Las palabras clave en negrita denotancomandos y/o parámetros, mientras que aquellas en cursiva hacen referencia avalores y/o nombres de fichero.
ProbaDomain

Extract Atoms file_name.wfnExtrae las posiciones de los átomos del archivo .wfn. Este comando ha deser ejecutado al menos una vez durante un cálculo ProbaDomain.
New Grid \ End GridGenera una nueva rejilla cuboidal, sin la presencia de ningún dominio, me-diante los siguientes parámetros, seguido cada uno de ellos por su valor.Este comando se debe ejecutar al menos una vez durante un cálculo Pro-
baDomain.
xmin, ymin, zmin, xmax, ymax, zmax: límites de la rejilla
nbX, nbY, nbZ: número de intervalos en lo que se divide la rejilla en cadadirección
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5.4 DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
Read Domain \ End ReadRecupera y utiliza un dominio ya existente en un archivo .cube.
File domain_file_name.cube

Save Domain \ End SaveGuarda el dominio actual.
File domain_file_name.cube

Join Cuboid \ End JoinAñade un dominio ya existente. Mediante esta opción, se puede llevar acabo la unión de varios recintos uno a uno.
File domain_file_cube.cube

Complement Domain Obtiene el dominio complementario guardado en me-moria. El dominio final generado consistirá en todo el espacio molecularmenos el dominio complementado. Esta operación no necesita de más pa-rámetros adicionales.
Rotate Domain \ End RotateRota un dominio respecto a las direcciones x, y o z por un determinadoángulo expresado en radianes.
Angle value
Axis x, y o z

Intersect Domain \ End IntersectRealiza la operación de intersección entre el dominio actual y otro dadopor
File domain_file_name.cube

Minus Domain \ End MinusSustrae del dominio actual un segundo domino dado por
File domain_file_name.cube

MinusFrom Domain \ End MinusFromSustrae el dominio actual de un segundo dominio dado por
File domain_file_name.cube

Los comandos Complement, Rotate, Reflect, Intersect, Minus, MinusFrom y Saveactúan sobre el último dominio leído, construido o unido siguiendo el ordenestablecido en el archivo de input del programa.
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? Dos pequeñas muestras de archivos de input para el subprograma Proba-

Domain:
1 ExtractAtoms file_name.wfn23 New Grid4 xmin -5.5 ymin -5.6 zmin -5.7 xmax 5.8 ymax 5.9 zmax 5.10 nbX 10011 nbY 10012 nbZ 10013 End New1415 Join Cuboid16 xmin -0.517 ymin -0.618 zmin -0.419 xmax 0.720 ymax 0.621 zmax 0.822 End Join2324 Save Domain25 File domain_file_name.cube26 End Save

1 ExtractAtoms file_name.wfn23 New Grid4 xmin -6.5 ymin -6.6 zmin -6.7 xmax 6.8 ymax 6.9 zmax 6.10 nbX 8011 nbY 8012 nbZ 8013 End New1415 Read Domain16 File domain_file_name.cube17 End Read1819 Rotate Domain20 Angle 3.141521 Axis x22 End Rotate2324 Save Domain25 File domain_file_name.cube26 End SaveLos espacios dejados en blanco al comienzo de cada línea correspondiente acada parámetro y la separación entre comandos no son obligatorios.El comando New Grid \ End New se puede omitir (aunque al menos una vezha de ser ejecutado), pero hay que prestar atención a la hora de interactuarcon diferentes dominios al mismo tiempo. Aquellos dominios creados con nbi(i = X, Y,Z) diferentes no se pueden manipular conjuntamente debido a que
172



5.4 DOMINIOS DE PROBABILIDAD MÁXIMA
sus tamaños son incompatibles. Por el contrario, no existen inconvenientes enla manipulación conjunta de diferentes dominios creados con nbi idénticos contamaños de la rejilla globales distintos.
ProbaCptCalcula de probabilidades en un recinto cualquiera. Necesita los ficheros .cubede domino y .wfn de la función de onda del sistema.

DomainFile domain_file_name.cubeNombre del archivo que contiene el dominio para el cual se realiza elcálculo de probabilidades.
WFNFile file_name.wfnNombre del archivo que contiene la función de onda.
WFNFormat GaussianFormato de la función de onda, correspondiente al archivo .wfn de Gaussian.
BaseType CartesianGaussianTipo de las funciones de base empleadas.

Para un cálculo ProbaCpt las cuatro líneas anteriores son obligatorias, nosiendo necesarios más comandos.
ProbaOptOptimiza un dominio que maximiza la probabilidad de encontrar un númerodeterminado de electrones en él. El fichero de entrada consta de la entrada a
ProbaCpt y de palabras clave extra:

DomainFile domain_file_name.cube

WFNFile file_name.wfn

WFNFormat Gaussian

BaseType CartesianGaussian

Spin OFF / ONActiva o desactiva el cálculo de probabilidades dependientes del espín.• OFF
nu value: número de electrones• ON
na value: número de electrones α
nb value: número de electrones βLos siguientes comando son opcionales:
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PrintCriter valueNúmero de pasos de optimización empleados para escribir las cantidadescalculadas (probabilidades, poblaciones . . . ). Por defecto, 1 (a cada pasode optimización se escriben las cantidades calculadas).
SavingCriter valueNúmero de pasos de optimización necesarios para guardar los dominiosintermedios generados durante el proceso de optimización. El valor pordefecto es 1 (a cada paso de optimización, se guarda el dominio obtenido).
OptimizationOrder 0 / 1Define el tipo de algoritmo de optimización empleado. Por defecto, el valores 0.
−→ 0: método discreto o de aceptación/rechazo
−→ 1: método de seguimiento del gradiente
CompressMode PConstPermite ejercer una presión externa durante el proceso de optimización.
P_ext value

Contraint ONPermite que la optimización se lleve a cabo en el interior de otro dominioestablecido.
ContraintFile domain_file_name.cube
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? Ejemplo de fichero de input para el subprograma ProbaCpt

1 DomainFile domain_file_name.cube23 WFNFile file_name.wfn45 WFNFormatFile Gaussian67 BaseType CartesianGaussian

? Ejemplo de fichero de input para el subprograma ProbaOpt
1 DomainFile domain_file_name.cube23 WFNFile file_name.wfn45 WFNFormatFile Gaussian67 BaseType CartesianGaussian89 Spin OFF10 nu 21112 PrintCriter 101314 SavingCriter 501516 OptimizationOrder 1Los espacios dejados en blanco al comienzo de cada línea correspondiente acada parámetro y la separación entre comandos no son obligatorios.
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ON THE STABILITY OF SOME ANALYTICALLY SOLVABLE MPDS
6.1 DISCUSIÓN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

La estabilidad de algunos dominios de probabilidad máxima (MPDs) se exa-mina a partir de un conjunto de modelos analíticos que poseen solución. Lasregiones MPDs son regiones del espacio físico que maximizan la probabilidadde encontrar un número entero y exacto de electrones, y se ha demostrado queofrecen imágenes características de cores, pares solitarios, pares enlazantes, etc.Los MPDs constituyen una nueva herramienta con la que analizar la distri-bución de los electrones en el espacio real. Se obtienen mediante técnicas deoptimización numéricas de un dominio tridimensional tomadas de la teoría deoptimizaciones dependiente de la forma, y basadas en el concepto de las deriva-das de la forma (shape derivatives). La optimización de las diferentes regionesrequiere del cumplimiento de ciertas condiciones matemáticas. Una condiciónnecesaria pero no suficiente para que un región sea considerada como un MPDes que la derivada de la forma de la probabilidad de encontrar un número deelectrones arbitrarios, pν, se anule. Algunos trabajos anteriores han demostradoque el verdadero carácter de máximo local (o global) de los MPDs no se puededeterminar con facilidad, pues surgían dudas acerca de la estabilidad de losdominios obtenidos, es decir, acerca de la verdadera naturaleza de los puntosestacionarios encontrados mediante el algoritmo de optimización.En el presente artículo, se muestran los primeros pasos en la utilización dela Hessiana dependiente de la forma (shape Hessian), junto con las derivadasdependientes de la forma, como herramienta para obtener información acerca dela verdadera naturaleza de la soluciones numéricas encontradas.Mediante el empleo de sencillas funciones de onda analíticas para modelosatómicos y sistemas moleculares, se ha podido obtener un conjunto diverso deMPDs, y en muchos casos, discernir sobre su carácter de máximo o sobre ladegeneración de las distintas soluciones generadas.La principal conclusión observada es que a nivel Hartree-Fock se encuentrauna grandísima degeneración de las posibles y diferentes soluciones. Dicha de-generación es consecuencia de la independencia estadística de los electrones αy β. Así por ejemplo, en el sistema atómico modelo de dos electrones del átomode He, construido mediante orbitales analíticos 1s del átomo de hidrógeno parauna función de onda monodeterminantal (Ψ = |1s1s|), solo la maximización de p1tiene significado desde un punto de vista físico. Si se considera una región Ω talque ella y su complementaria completen el espacio, p1 muestra la probabilidadde que exactamente un electrón se encuentre en dicha región. En estas condicio-nes, p1 = 2S(1− S), y se observa de manera general que existe una infinidad deregiones que maximizan p1 con p1 = 1/2, para las cuales el solapamiento entreorbitales es S = 1/2.De entre la infinidad de regiones posibles, se ha podido demostrar que existendos soluciones que se pueden considerar verdaderos MPDs. Una de ellas estáasociada a semiespacios que pasan a través del núcleo, y que dividen a loselectrones angularmente, en el sentido que uno de ellos se sitúa a una lado del
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6.1 DISCUSIÓN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES
plano y el restante electrón al otro lado. Asimismo, cualquier deformación deldominio consistente en una rotación genera un dominio equivalente al anterior, ypor lo tanto, una posible solución. La segunda solución encontrada está asociadaa una separación radial de los electrones, mediante la construcción de una esfera,y presenta un grado de degeneración menor que la primera encontrada. Cualquierdeformación de la esfera que mantenga la condición S = 1/2 continuará siendouna solución MPD radial.La inclusión de correlación, mediante la expansión de la función de onda através de dos determinantes construidos mediante los orbitales analíticos 1s y
2s (Ψ = a|1s1s|+ b|2s2s|) no supone un cambio en los verdaderos MPDs en-contrados, pero sí supone un descenso en el número de soluciones degeneradas.Es decir, solo permanecen las soluciones radiales y angulares. Por lo tanto, lainclusión de correlación, incluso a un nivel sencillo como el mostrado, reduce deforma notoria la degeneración de posibles soluciones. El valor de p1 es práctica-mente idéntico, mostrando p1 = 0.5 para las soluciones angulares y p1 = 0.505para las soluciones radiales.La introducción de la correlación de Fermi, bien considerando dos electrones
s de tipo α (o β) o dos pares α,β no correlacionados, mediante una funciónde onda monodeterminantal tal que Ψ = |1s2s| cambia por completo el pano-rama anteriormente visto. Así, la solución radial aparece con una probabilidadmuy elevada, p1 = 0.915. Esto es consecuencia de la aparición del principio deexclusión de Pauli para electrones con el mismo espín, por lo que la introduc-ción de la correlación de Fermi cristaliza las soluciones. Aunque las solucionesde semiespacios son también posibles, la separación radial, que resulta ser nodegenerada, es mucho más eficiente que la separación angular.Una situación contraria se produce en el caso en el que se privilegia una direc-ción en particular. Así, considerando la función de onda mediante la introducciónde funciones 2pz, Ψ = |2s2pz|, es ahora la partición angular la que aparece conuna mayor probabilidad con respecto a la radial, puesto que son los semiespaciosorientados a lo largo del eje z los que están favorecidos.De este modo, la combinación de las dos situaciones previas a través de Ψ =
|1s2s2pz|, genera un escenario en el que resurge la aparición de un core, y deuna clara separación entre las regiones de core y valencia, pues el sistema 1s2sprovoca una solución radial no degenerada mientras que las solución 2s+ 2p dalugar a una preferencia sobre los semiespacios. Dicha separación, que ya se habíaencontrado para dominios MPDs obtenidos numéricamente, es consecuencia dela separación angular y/o radial de electrones con el mismo espín.
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A particularly important subset of these new descrip-
tors is based on the probability of finding an exact, integer 
number of electrons ν in a given three-dimensional region of 
space, Ω. These probabilities, pν(Ω) are well posed quan-
tities from the quantum-mechanical point of view and were 
originally examined many years ago by Daudel [6–8]. We 
may now obtain them routinarily for both single- and multi-
determinant wave functions [9, 10] if the domain Ω is known 
ea priori. This is the case when we perform any of the sev-
eral topological partitions of the physical space proposed in 
the literature, like those provided by the quantum theory of 
atoms in molecules (QTAIM) [11], the electron localization 
function (ELF) [3, 12], etc. It has been shown that the analy-
ses of such probability distributions (EDFs) [10, 13, 14] pro-
vide a wealth of chemical bonding information.

Another physically sound possibility is to use the pν(Ω) 
values to define the Ω regions themselves. This is the 
rationale behind maximum probability domains (MPDs) [9, 
15–17], 3D regions that maximize a given pν. They have 
been successfully used to provide vivid images of core, 
bond, and lone pair regions in simple molecules. Obtain-
ing an MPD is a problem in shape optimization [18, 19] 
theory, a well-developed field that relies on the concept of 
shape derivative. A necessary, but not sufficient condition 
for an Ω domain to be a MPD is that its pν shape derivative 
vanishes. The algorithms developed so far to optimize the 
shape of MPDs rely on this property [20], and as the num-
ber of systems explored increases, doubts have appeared 
about the stability of some of these domains, i.e., about the 
true maximal character of the stationary points met by the 
optimization algorithms.

Using simple analytical models, for instance [16], it has 
been shown that MPDs are neither unique, nor disjoint, nor 
do they provide an exact partition of space. In this contribu-
tion, we elaborate on these ideas by introducing the shape 

Abstract The stability of some maximum probability 
domains (MPDs) determined for a set of analytically solv-
able models is examined. MPDs are regions of the physi-
cal space that maximize the probability of finding an exact, 
integer number of electrons and have been shown to pro-
vide vivid images of cores, lone and bonding pairs, etc. 
They are obtained by numerical maximization techniques 
based on the use of the shape derivative, which has to van-
ish at any stationary point. Here, we give the first steps to 
use the shape Hessian to gain information about the true 
nature of the numerical solutions. As a general conclusion, 
electron correlation seems to decrease the multiplicity of 
solutions found at the Hartree–Fock level, the remaining 
MPDs remaining closer to what it is expected from chemi-
cal insight.

Keywords Chemical bonding · Wave function analysis · 
Maximum probability domains analysis

1 Introduction

Over the years, the analysis of the distribution of electrons 
in real space has provided theoretical and computational 
chemists with a set of very useful techniques to understand 
chemical bonding problems. Although the electron density 
stands still as the basic variable in these analyses, it is an 
observable and it may be determined experimentally [1], 
and other more complex quantities have been explored that 
are attracting interest in recent times [2–5].
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Hessian into the MPD discussion. We will show that in 
simple analytically solvable wave function models, some 
of the multiple MPD solutions that may be envisioned are 
actually not stable, i.e., they are not local maxima of the 
objective function, while others that coincide with chemi-
cal intuition are true maxima.

Our work uses general ideas from shape optimization 
theory [18, 19] and has also been influenced by a recent 
paper [21] where some specific examples are solved in an 
easy to follow language. Since our audience is expected 
to lack a proper background on these issues, we will not 
pursue a mathematically rigorous presentation that may be 
found on the above-cited references.

2  Shape optimization, shape derivative, shape Hessian

Let us consider a sufficiently smooth domain Ω ⊂ R3 
and a shape functional J(Ω) =

∫
Ω

f dv which we want to 
maximize. Let us also introduce a velocity field v(x) defin-
ing a flow such that ∂x/∂t = v. Starting at t = 0, the flow 
Tt(v)(x) = x(t) defines a continuos time deformation of the 
Ω domain, Ωt(v) = Tt(v)(Ω). The shape functional for this 
deformed domain becomes Jv(t) = J(Tt(v)(Ω)), and we say 
that it has a shape derivative at Ω in the direction v, which we 
write 〈dJ(Ω), v〉, if d/dt Jv(t)|t=0 exists and is finite.

To define second-order derivatives, we introduce two 
different velocity fields v, w and the doubly transformed 
domains and shape functionals Ωt,s(v, w) = Tt(v)Ts(w)(Ω) 
and Jv,w(t, s). The shape Hessian is defined as

With this, the basic results of shape optimization theory 
may be summarized in the following statement [21]:

Under suitable smoothness conditions on f , Ω, and the 
velocity fields v, w, the shape gradient exists and can be 
written as 

 and the shape Hessian is given by 

3  Methods and systems

We will start by recalling [9, 10] that the probability of 
finding ν electrons in region Ω for an N electron system 
described by the wave function Ψ  is given by

(1)〈d2J(Ω), v, w〉 =
∂

∂s

{
∂

∂t
Jv,w(t, s)

∣∣∣∣
t=0

}∣∣∣∣
s=0

.

(2)〈dJ(Ω), v〉 =
∫

∂Ω

f v · ndS,

(3)

〈d2
J(Ω), v, w〉 =

∫

∂Ω

∇ · (f v)(w · n)dS

=
∫

∂Ω

(∇f · v + f ∇ · v)(w · n)dS.

where R3 = Ω
⋃

Ω ′. If Ψ =
∑

r crψr is a linear combina-
tion of Slater determinants ψr = (

√
N !)−1det[χi(j)] built 

from real spin-orbitals χi, then |Ψ |2 =
∑

r,s crcsψrψ
t
s,  

where the t superscript implies that we have transposed 
the rows and columns that define the ψs determinant. Thus, 
pν(Ω) =

∑
r,s crcsprs, where

Defining the domain-restricted overlap integrals 
S

rs,Ω
ij = 〈χ r

i |χ s
j 〉Ω, it may be shown [9, 10] that

where pj is a possible permutation of the N electrons and 
S̃ denotes that the domain-restricted overlap is integrated 
over Ω if pj ∈ 1, 2, . . . , ν, and over Ω ′ if not.

Similar formulas may be obtained for the probability of 
finding ν1 electrons in region Ω1, ν2 in electrons in region 
Ω2, etc [10, 14, 22]. They will not be reproduced here for 
the sake of clarity, but again, they do only depend on the 
domain-restricted overlap integrals already introduced.

Armed with the expressions above, we have examined 
the sign of the shape Hessian in a few model systems. To 
that end, we have built minimal approximate wave func-
tions from the analytic φ1s, φ2s, and φ2p orbitals of the 
hydrogen atom:

With them, MPD guesses based on symmetry requirements 
or chemical intuition have been constructed and their pν 
values maximized. The fact that the orbital exponents are 
fixed will not compromise or influence our conclusions.

Results will be reported for single-determinant wave 
functions in model atomic systems, and for single- and 
two-determinant expansions in the He atom and the H2 
molecule. All the integrals needed have been obtained 
analytically using the MATHEMATICA code [23]. In most 
cases, however, maximization of pν cannot be performed 
analytically, and the maximal values reported have been 
obtained numerically.

When one-determinant wave functions are consid-
ered, a considerable algebraic simplification to obtain pν 
may be achieved by noticing that the α and β electrons 
are statistically independent [14]. In our previous expres-
sions, this crystallizes in block diagonal overlap matrices 

(4)pν(Ω) =
(

N

ν

) ∫

Ω

dx1 . . . dxν

∫

Ω ′
dxν+1 . . . dxN |Ψ |2,

(5)prs =
(

N

ν

)∫

Ω

dx1 . . . dxν

∫

Ω ′
dxn+1 . . . dxN ψrψ

t
s .

(6)prs =
1

ν!(N − ν)!
∑

pj∈SN

det[S̃rs
ij (pj)],

(7)

φ1s =
1√
π

e
−r

, φ2s =
1√
32π

(2 − r)e−r/2
,

φ2p{z,x,y} =
1√
32π

re
−r/2{cos(θ), sin(θ) cos(φ), sin(θ) sin(φ)}.
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if the spin-orbitals are ordered by its spin component. 
The full EDF is then a direct product of the α and β con-
tributions. If S = (n1, n2, . . . , nm) is a spinless partition 
of the N electrons of a molecule into m non-overlapping 
regions that exhaust the space, and if we spin-resolve the 
electron population in each region, i.e., ni = nα

i + n
β
i ,  

then p(S) = pα(Sα) ⊗ pβ(Sβ). In the last expression, 
Sα = (nα

1 , nα
2 , . . . , nα

m), with an equivalent expression for Sβ,  
and the ⊗ notation implies a direct (or Cartesian) product: 
To obtain p(S) we just multiply the probabilities of the 
independent Sα and Sβ, taking care of adding all the pos-
sibilities leading to the same spinless S. Due to this, we 
will only discuss spin-resolved, i.e., α or β, MPDs in some 
cases.

4  Model atomic systems

4.1  Two electrons: He

Let us start with a two electron atom, like He. At the one-
determinant level, Ψ = |1s1s|. In this case, we may focus 
on p0, p1, or p2 as our MPD target. However, only a maxi-
mization of p1 makes sense from the physical point of 
view. Let us choose an arbitrary domain Ω, R3 = Ω

⋃
Ω ′.  

Straightfoward application of the expressions of the pre-
vious section leads to p1 = p(1) = p(1, 1) = 2S(1 − S).  
Here, p(1, 1) is the probability that 1 electron lies in Ω 
and the other in Ω ′, and S = SΩ

1s1s. It is clear that any of 
the infinitely many domains for which S = 1/2 maxi-
mizes p1, giving rise to the binomial probability distri-
bution corresponding to independent α and β electrons: 
p(2, 0) = p(0, 2) = 1/4, p(1, 1) = 1/2.

The stability analysis of these MPDs starts by noticing 
that 〈dp1(Ω , v)〉 = 2〈dS(Ω , v)〉(1 − 2S). We will switch to 
a more compact notation from now on, dp1 = 2dS(1 − 2S).  
dS is to be interpreted as the variation suffered by the 
domain-restricted overlap integral when the Ω domain 
is deformed. Whenever S = 1/2, we will have a van-
ishing shape gradient, and any of the S = 1/2 regions 
will be a stationary or critical point (CP) of p1. Simi-
larly, the shape Hessian is straightforwardly found to be 
d2p1 = 2d2S(1 − 2S) − 4dSdS, so for any critical region, 
d2p1 ≤ 0, and the regions will be either true local or degen-
erate maxima of p1. For a CP, the shape Hessian also van-
ishes when the domain deformation does not change the 
S value, leading to an intrinsic degeneracy of the solu-
tions. This situation is easily envisioned in the present 
case. Any half-space determined by a plane that contains 
the nucleus is an MPD with S = 1/2. Any domain defor-
mation consisting of a rotation of the half-space around 
the axis would have dS = 0, and the shape Hessian would 
vanish. It is also easy to find less degenerate MPDs in 

this case. Due to the spherical symmetry of the 1s func-
tion, we may look for a radial separation of the two elec-
trons and search for a sphere centered at the nucleus with 
radius r satisfying S = 1/2. It is immediate to show that 
S(r) = 1 − exp(−2r)(1 + 2r(1 + r)), so that the S = 1/2 
condition is attained when r = 1.337 bohr. Deformations of 
this spherical domain that maintain the S = 1/2 condition 
are also possible.

To clarify whether the enormous degeneracy that we 
have just described is the effect of the statistical independ-
ence of electrons at the Hartree–Fock level or not, we have 
decided to examine the same problem, this time switching 
on correlation corrections by adding another singlet deter-
minant formed with 2s functions, Ψ = a|1s1s| + b|2s2s|. 
Simple CI calculations show that the sign of b opposes that 
of a. Straightforward algebra leads to

For a spherical region surrounding the nucleus p1 is 
maximum when a = 0.9948 and r = 1.3512, with 
pmax

1 = 0.5047. It is easy to check that this sphere has a 
vanishing shape gradient. The hessian will be considered 
below. At the radial maximum, S11 = 0.507, S22 = 0.046,  
and S12 = 0.153. We now show that much of the MPD 
degeneracy has been removed. A half-space passing 
through the nucleus still provides the binomial distribution 
with p1 = 1/2 < pmax

1 , since the 2s orbital is still orthogo-
nal to the 1s function for these domains.

Let us analyze the possible solutions from a slightly 
more general point of view, starting with the shape gradient 
dp1,

that must vanish for any v at a CP. This means that the 
term in braces should be zero on the boundary. Since 
all of the φ’s are radial functions, we may get vanish-
ing integrands for: (1) the particular r values that make 
Aφ2

1 + Bφ2
2 + Cφ1φ2 vanish for a given Ω and a, provid-

ing spherical surfaces, already considered; (2) for situations 
where all of the A, B, C terms are simultaneously zero. 
Now, we distinguish between the one-determinant and the 
two-determinant cases. In the former, it is only necessary 
that S11 = 1/2, giving rise to the infinite solutions situa-
tion already examined. In the latter, several conditions (i.e., 
S11 = S22 = 1/2, S12 = 0) need be met simultaneously so, 
for instance, the above-mentioned half-spaces determined 
by a plane that contains the nucleus will still be CPs, but 
the general regions considered in the single-determinant 

(8)p1 = 2a2S11(1 − S11) + 2b2S22(1 − S22) − 4abS2
12.

(9)

dp1 =
∫

∂Ω

{
2a2φ2

1(1 − 2S11) + 2b2φ2
2(1 − 2S22)

− 8abS12φ1φ2

}
v · n dS,

=
∫

∂Ω

{
Aφ2

1 + Bφ2
2 + Cφ1φ2

}
v · n dS,
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case with S = 1/2 will not. Summarizing, inclusion of cor-
relation decreases the number of types of solutions.

As stability is regarded, we may start by noticing that no 
infinitesimal deformation may transform a spherical solu-
tion into one of the A = B = C = 0 type. Provided that

we may reorganize the last three terms as

and taking into account the Cauchy–Schwarz inequality 
that assures that the second term in braces is positive sem-
idefinite, we arrive at the following results: (1) The spheri-
cal solution is stable, for no deformation will lead to the 
other types of CP; (2) the A = B = C = 0 solutions, for 
which the three first terms in Eq. 10 vanish, will in gen-
eral be degenerate. For instance, half-space solutions admit 
an infinite number of velocity fields corresponding to 
fixed point rotations for which dS11, dS22, and dS12 vanish 
simultaneously. We have found CPs that are maxima and 
domains for which specific velocity fields will not change 
their p1 value to second order (e.g., rotations of the half-
spaces). Since there is no domain with p1 value larger than 
the one obtained for the spherical solution, this will be a 
true local (and global) maximum.

Notice that our analysis has uncovered two types of 
electron separation in the He atom model: In half-space 
MPDs, the electrons are separated angularly (in the sense 
that one lies in the upper plane, the other in the lower) and 
are degenerate with respect to rotations, and in the spheri-
cal MPD, the electrons are separated radially. It is also 
interesting to see the closeness of the p1 values in these two 
cases: 0.5, 0.505, respectively.

4.2  Two α s electrons or two uncorrelated α, β pairs: 
triplet He or singlet Be

Let us now consider a single-determinant approxima-
tion for the wave function of a system of two α electrons 
or two α, β pairs. We will thus be introducing Fermi cor-
relation among same spin electrons, but forgetting Cou-
lomb correlation. In the case of two pairs, we will use 
the fact that the electron distribution fulfills p = pα ⊗ pβ,  
so we will concentrate on a triplet 1s2s wave function 
model, Ψ = |1s2s|. Following our previous arguments 
p1 = S11(1 − S22) + S22(1 − S11) + 2S2

12, and the CPs will 
have to satisfy

(10)
d

2p1 = Ad
2S11 + Bd

2S22 + Cd
2S12

− 4a2
dS2

11 − 4b2
dS2

22 − 8abdS2
12,

(11)−4
{

(adS11 + bdS22)
2 + 2ab(dS2

12 − dS11dS22)

}
,

(12)
{

φ2
1(1 − 2S22) + φ2

2(1 − 2S11) + 4S12φ1φ2

}
= 0

on the boundary of the surface. Given the incommensurate 
values of the different S’s, if we look for a general domain 
we get a condition that has to be satisfied in r, and this leads 
to spherical solutions. Otherwise, we are forced to satisfy 
simultaneously S11 = S22 = 1/2, S12 = 0, which takes us 
back to our previous discussion with p1 = 0.5. The numeri-
cal radial solution provides p1 = 0.915 at r = 2.934. The 
Pauli principle is at work, and the radial separation is now 
much more efficient than the angular one. Using once again 
the arguments following Eq. 10, we arrive at the same type 
of conclusions. Fermi correlation between the two elec-
trons seems to crystallize the MPD solutions.

It seems that crystallization of the MPDs may be equally 
accomplished by adding Coulomb correlation to the statis-
tically independent HF ground state in He, or by introduc-
ing Fermi correlation in the triplet, as we have just seen. We 
think that adding the effect of Coulomb correlation in the 
latter triplet will only alter the present single-determinant 
results quantitatively. The possibility of a domain between 
two spheres of radii r1 and r2 has also been examined, but 
no solutions have been found.

Due to the α, β statistical independence, all we have said 
is immediately transported to the probability of finding one 
α and one β electron in our single-determinant model for 
single Beryllium. This p(2)α,β will be 0.9152 = 0.837, and 
the spherical partition will describe the Be 1s2 core. Even 
though our model is very crude, this probability is not far 
from that obtained numerically in standard atomic cores.

4.3  Two α s + p electrons

Let us consider a |2s2pz| determinant. It would correspond 
to either a two electron sp triplet or to a two pairs s2p2 
valence configuration by performing the same trick of the 
last example.

The algebra of the half-space solutions is equivalent 
to that already examined, although now the z-oriented 
half-space solutions are different from the x, y ones. For 
the latter, we have again binomial distributions, with 
S11 = S22 = 1/2, S12 = 0, and their domains are degen-
erate. They may be freely rotated around the z axis. 
The z-oriented half-space, however, gives S12 �= 0, and 
p1 = 25/32 = 0.78125. The radially separated solution 
still exists, but Eq. 12 is now only z-axisymmetric (and not 
spherically symmetric), so the final CP domain has not a 
trivial structure. Assuming sphericity to grasp its p1 value, 
we get p1 = 0.521 at r = 5.21. We do not expect that the 
true non-spherical solution will display a much larger prob-
ability. In this radially separated case, the s and p functions 
act as domain natural orbitals (DNOs) of domain averaged 
Fermi hole analyses [24, 25], in the sense that non-diagonal 
overlap integrals vanish and the electrons may be consid-
ered statistically independent [26].
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We see in this example that the addition of a privileged 
direction changes the radial-angular balance of the solu-
tions and that now the angular separation gives larger p1 
values. This is in agreement with chemical intuition. It is 
also interesting to consider the Ψ  determinant as made up 
of two equivalent spz hybrids, φ1,2 = 1/

√
2(2s ± 2pz). If 

this is done, then the non-diagonal domain overlap inte-
grals vanish for the angular separation, and the hybrids act 
as DNOs for that partition. The stability analysis is equiva-
lent to that given for the case of two s electrons.

4.4  Three α 1s + 2s + 2p electrons: appearance  
of a core

Now, we switch to a three electron system, and we will 
consider a partition of space into three regions to maximize 
p(1, 1, 1) with Ψ = |1s2s2pz|. The computation of p(1, 1, 1) 
involves six 3 × 3 determinants of domain overlap integrals 
which are easily written down. In this example, we move 
out of the domain of standard MPD analyses, since three 
domains are separated by two (not one) boundaries. Never-
theless, we find it interesting enough.

Since the 1s2s system gives rise to a non-degenerate 
radially separated solution, and the 2s + 2p to both a radial 
and an angular one, the latter with larger p values, we have 
examined the maximization of p(1, 1, 1) in the 3-regions 
partition shown in Fig. 1. A spherical hole (for simplic-
ity) of radius r is made in the z-oriented domain consid-
ered before. This corresponds to the appearance of a radi-
ally separated core region. All the integrals are analytic. 

A solution is found at r = 2.426 with p(1, 1, 1) = 0.7095.  
Notice that this result is very close to the simple product 
0.915 × 0.78125 = 0.715 that comes out from suppos-
ing independent statistical events for the 1s2s and 2s2p 
separations.

The core separation does seem to be rather insensitive to 
the contents of the valence-like regions. If the half-space is 
chosen x- or y-oriented, then a solution also emerges with 
quite lower probability, as expected. The stability of such 
solutions remains to be worked out, since now we have to 
appropriately define objects like dp(1, 1, 1). We plan to do 
that in a near future. For the time being, we think that the 
symmetry of this problem makes it fairly unlikely that this 
solution is not a local maximum.

4.5  Four α 2s + 2px,y,z electrons

Having examined the origin of the MPD core-valence sepa-
ration, we return to the valence only case and consider the 
|2s2px2py2pz| determinant, in search for the partitioning of 
the four valence pairs in second row atoms. Generalizing 
what was found before by performing a linear transforma-
tion to a hybrid basis set, we have decided to consider a 
symmetric partition into four tetrahedra-like regions and 
construct sp3 hybrids (φ1, . . . , φ4) along the diagonals of an 
imaginary cube, as shown in Fig. 2.

With this construction, p(1, 1, 1, 1) may be obtained ana-
lytically in terms of only three different integrals: a, a′, b. 
Choosing the hybrid pointing toward the +x, +y, +z diag-
onal as a representant, φ1 = 1/2(2s + 2px + 2py + 2pz),  

z

Fig. 1  Sketch of the partition of the physical space into the regions 
discussed in the text. The three domains are the spherical core, and 
the upper and lower z-oriented half-spaces without the upper and 
lower semi-cores, respectively. The 2p

2 contribution is plotted just to 
aid the eye

z

y

x

Fig. 2  Partition of the physical space into four equivalent sp
3-like 

regions. The shaded planes determine the frontiers of the domain 
which point toward the x = y = z = 1 point. The three other are 
obtained through appropriate point-group rotations
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and Ω as the shadowed tetrahedron-like region, 
a = SΩ

11, a′ = SΩ
22, and b = SΩ

12, where φ2 is any of the other 
three equivalent by symmetry hybrid functions. All these 
integrals are analytic.

With this, p(1, 1, 1, 1) is a sum of twenty-four 4 × 4 
determinants that may be further classified into equiva-
lence classes for computational purposes. Its numeri-
cal value turns out to be 0.2031. Actually, the full 
electron distribution function (EDF) can be easily com-
puted, and p(4, 0, 0, 0) = 0.002, p(3, 1, 0, 0) = 0.009

, p(2, 2, 0, 0) = 0.015, and p(2, 1, 1, 0) = 0.050. Notice 
that any-angle simultaneous rotation of the four tetrahedra 
around an axis passing through the nucleus will maintain 
these results, so a large degeneracy hides in these results.

The tetrahedral symmetry that we have imposed assures 
that these multi-region partition is a stationary point of the 
p(1, 1, 1, 1) probability. Given the results of the 2s2pz sec-
tion, we think that any possible radially separated solution 
will display a smaller probability. Notice that the Pauli 
principle acting on the four α electrons provides a nice sep-
aration into four equivalent regions, so that p(2, 1, 1, 0) is 5 
times smaller than p(1, 1, 1, 1). To understand the low value 
of p(1, 1, 1, 1) we have to take into account the large mul-
tiplicity of the possible distributions (resonance structures) 
of the four electrons in these regions. For instance, the sum 
of all the p(2, 1, 1, 0) possibilities (12) scales up to p ≈ 0.60

, and both of the sums of the p(3, 1, 0, 0) and p(2, 2, 0, 0) to 
p ≈ 0.10.

It is now very interesting to return to standard MPDs 
in this case. Let us consider any one of the previous four 
domains as a binary partition of the space into Ω and 
Ω ′ = R3 − Ω regions. The probability that an α electron 
lies in Ω, p(1) = p(1, 3), may be obtained from the above-
mentioned full EDF, being equal to an appropriate sum of 
p(1, 1, 1, 1), p(1, 2, 0, 1), p(1, 3, 0, 0) components.

Doing so, we obtain p1 = 0.53380 (we need such a pre-
cision, see below). Let us now ask for the shape of a true 
p1 MPD in this case. Symmetry arguments that take into 
account the spherical symmetry of the Ψ  determinant leads 
us to a cone with apex at the nucleus. p(1, 3) is obtained 
as the sum of four determinants which are better expressed 
in the s, p basis than in the sp3 one. All of the integrals are 
again analytic, and numerical optimization leads to an apex 
angle 2θ = 118.08◦, with p1 = 0.53712. Notice how close 
this value is to the tetrahedral partition above.

A stability analysis confirms that this is a true MPD 
save for its rotational invariance. The axis of the cone may 
be freely rotated around the nucleus. Two interesting by-
products of the analysis are: (1) The solid angle subtended 
by the cone is 1.028π > π = 4π/4, i.e., 4 of these MPDs 
necessarily intersect each other, although not much; (2) if 
we compute p1 for the tetrahedral apex angle or for a solid 
angle equal to π, we get p1 = 0.52896 which is smaller 

than the value obtained for the tetrahedron itself. The 
exhaustive partition provided by the (1, 1, 1, 1) separation 
gives results practically equivalent to those of the standard 
MPD. MPDs alone do not provide thus, exhaustive parti-
tions of space, as already pointed out [16]. However, they 
may be extremely close to them.

Given the analytic character of all the integrals, we have 
also checked a spherical separation for p1 in this case. The 
probability is maximized by a sphere of radius r = 3.589 
with p1 = 0.4288, corresponding to 1 electron in the sphere 
and 3 out of it. Interestingly, another solution exists with 3 
electrons inside and 1 outside for r = 6.596 and p = 0.4291

. Once and again we encounter different possibilities with 
incredibly close probabilities. There seems to be a tendency 
for p’s to cluster around several stable values.

5  Model molecular wavefunctions

We will just discuss here two electron systems. If we like, 
the H2 molecule, or the HHe+ system. The analysis is very 
similar to that in He. Let us start with H2, with a and b 
being the left and right H atoms.

At the HF level, with Ψ = |gg|, where g is an abbre-
viation for the 1σg molecular orbital constructed from 
1s functions, the situation is completely analogous 
to that found in He. For a domain Ω, R3 = Ω

⋃
Ω ′, 

p1 = p(1) = p(1, 1) = 2S(1 − S), where S = SΩ
gg, and any 

Ω such that S = 1/2 will maximize p1. The stability analy-
sis is also similar. At the HF level, an infinite number of 
degenerate MPDs arise.

Correlation will be simulated by a simple CAS[2,2] 
wavefunction, Ψ = A|gg| + B|uu|. Again, sgnB �= sgnA. 
The expression for p1 is equivalent to Eq. 8, with S11 ≡ Sgg

, and S22 ≡ Suu,

In the present case, it is possible to independently maxi-
mize for a given Ω the sum of the first and second terms, 
on the one hand, and the third term, on the other. As it 
may be proven, the maximum value of the first two terms 
is attained at Sgg = Suu = 1/2, independently of A, and B
. Given the incommensurate nature of Sgg and Suu, the CAS 
wave function will destroy most of the degeneracy of the 
HF solutions. Very likely, only symmetric combinations 
will survive as MPDs, like those shown in Fig. 3, where we 
have considered QTAIM solutions corresponding to the left 
(or right) half-spaces, together with those defined through a 
plane that contains the internuclear axis. The latter provide 
degenerate MPDs, for they remain invariant under rotations 
along the a − b axis. If we allow Ω to be disconnected, then 
we may also imagine Sgg = Suu = 1/2 solutions formed by 

(13)p1 = 2A2Sgg(1 − Sgg) + B2Suu(1 − Suu) − 4ABS2
gu.
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two dissimilar regions surrounding each H atom at large 
distances. This seems to be not possible, as we will show in 
the next paragraph.

Now, we turn to the maximization of the third term. This 
leads to dSguSgu = 0, which has four types of solutions: (1) 
Ω = R3, with no interest; (2) the LOWER-type domains; 
(3) two disconnected regions; (4) dSgu = 0, which leads to 
φgφu = 0 on ∂Ω, thus to the nodal plane of the φu orbital. 
Again, we are led to the LOWER type of solutions, which 
will be binomial and degenerate, and the QTAIM partition, 
which is unique and provides p1 > 1/2, since it is easy to 
show that in this case,

where s = 〈φ1saφ1sb〉, Saa = 〈φ1saφ1sa〉Ω, and 
Sbb = 〈φ1sbφ1sb〉Ω . Disconnected domains seem to be 
excluded, since it will be in principle not possible to simul-
taneously guarantee all of the above conditions.

Finally, the stability of the QTAIM solution is easy to 
establish. The first two terms in Eq. 13 give rise to a maxi-
mum, and the Hessian coming from the third leads to 
(dSgu)

2 + Sgud2Sgu < 0. The first term vanishes for the 
nodal plane, and the second may be written as

which is found to be negative if we take any of the two 
QTAIM solutions.

Thus, besides the degenerate binomial decompositions, 
the only MPD that survives and that provides the largest 
probability, since p1 > 1/2, is the one which coincides 
with the QTAIM partition.

(14)p1 =
1

2
− AB

(
S2

aa − S2
bb

)2

1 − s2
,

(15)Sgu

∫

∂Ω

(
∂(φgφu)

∂n
v + φgφu∇v

)
(v · n)dS,

6  Conclusions

Maximum probability domains are a new tool to examine 
the distribution of electrons in real space. They are obtained 
through the numerical optimization of a 3D domain by 
techniques borrowed from shape optimization theory. Pre-
vious works have shown that, in many instances, the true 
maximum character of MPDs cannot be easily determined. 
Here, we have shown that the shape Hessian, together with 
the shape derivative, may shed some light on these issues. 
We have constructed simple analytical wavefunctions for 
model atomic and molecular systems and obtained several 
types of MPD solutions. In many cases, we have been able 
to demonstrate their degenerate or true maximum character. 
We have found across our work that much of the enormous 
degeneracy that Hartree–Fock MPDs display is due to the 
independency of α and β electrons. Correlated solutions, 
even as simple as the ones examined here, destroy much 
of that degeneracy. We have also shown how the cores and 
the core-valence separation already found for numerically 
obtained MPDs appears, and how it is related to radial and/
or angular separation of same spin electrons.

Acknowledgments MM and AMP are grateful to the Spanish gov-
ernment for financial support, Grant CTQ2012-31174.
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A VIEW OF COVALENT AND IONIC BONDING FROM MPDS
7.1 DISCUSIÓN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Continuando con el trabajo sobre el método MPD, y tras analizar la estabilidadde los dominios generados mediante la introducción de la Hessiana dependientede la forma en un conjunto de sistemas modelo, el trabajo desarrollado se hacentrado en el estudio que el método MPD proporciona sobre un conjunto demoléculas sencillas. Así, la elección de sistemas característicos constituidos porlos haluros y metales alcalinos, con el fin de analizar el comportamiento de losdominios de probabilidad máxima, ha supuesto la semilla para la publicacióndel artículo A view of covalent and ionic bonding from Maximum Probability
Domains. En dicho estudio, se presenta la imagen característica que proviene delos dominios MPD en dos de los tipos de enlaces más característicos: el enlaceiónico y el enlace covalente.Antes de analizar los sistemas moleculares, se presenta la imagen provenientede los MPDs en átomos, que sirve a su vez como propósito para conocer lascaracterísticas que el método MPD proporciona. En general, la optimización deuna región que maximice un número concreto de electrones no da lugar a un solotipo de dominio, sino que pueden existir múltiples soluciones. Así por ejemplo, enel átomo de Ne, existen dos dominios diferentes que maximizan p2. Uno de ellosasociado al core del átomo, mientras que el otro asociado a uno de los pares de lacapa de valencia. Los valores para cada uno de ellos son diferentes. Normalmente,las regiones de core presentan elevados valores de probabilidad, superiores a0.60, mientras que las regiones asociadas a pares electrónicos de valencia rondan
p2 ' 0.40, característicos también de regiones de pares electrónicos de enlace.Por otro lado, la multiplicidad de soluciones no solo se circunscribe a domi-nios que maximizan la misma probabilidad, sino que como consecuencia de ladefinición de la función de probabilidad, la optimización de un dominio que ma-ximiza ν electrones, genera, por complementariedad, la optimización de la regiónque maximiza N− ν electrones. Es decir, pν(Ω) = pN−ν(Ω̄). El ejemplo delátomo de Ne vuelve a mostrarse muy útil. La región asociada al core maximiza 2electrones, del mismo modo, que la región complementaria, maximiza 10− 2 = 8electrones. Este último dominio representa en conjunto los cuatro pares de elec-trones de valencia, es decir, la capa de valencia completa del átomo. De manerageneral, los altos valores asociados a los cores de los átomos muestran unaenorme estructuración y, por lo tanto, una muy baja fluctuación entre las capas.Asimismo, se pueden encontrar distintas soluciones equivalentes por simetría.Continuando con el átomo de Ne, y como consecuencia de la simetría esféricadel sistema, cualquier rotación de una región de valencia alrededor de un ejearbitrario que pase por el centro atómico generará una región idéntica y equi-valente. La unión de cuatro de estas regiones dispuestas en los vértices de untetraedro recupera la capa de valencia completa del átomo. Este fenómeno dalugar a una característica importante del método. En general, la partición ex-haustiva del espacio no es exacta, sino que las diferentes regiones obtenidasen optimizaciones independientes pueden solapar entre ellas. A diferencia de
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7.1 DISCUSIÓN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES
otros métodos interpretativos, como la QTAIM o la función ELF, la no exhausti-vidad del espacio puede parecer un defecto no deseable en un primer momento,sin embargo, en determinadas circunstancias, el solapamiento que se produceentre diferentes regiones puede ayudar a describir de una forma más exacta yadecuada la estructura electrónica de diferentes sistemas.Una vez introducidas brevemente las características del método MPD, su apli-cación a moléculas constituye el paso posterior a fin de analizar las imágenesque provienen de él. Centrándonos primeramente en el enlace covalente, la ima-gen proporcionada muestra que la forma característica de este tipo de enlaces seextiende de manera preferente sobre un eje ortogonal al eje de enlace y no a lolargo del mismo. Así, la búsqueda de una región que maximice dos electrones enla molécula de etano asociada al enlace σ entre los átomos de carbono presentauna forma de esferoide oblato en contraposición con la esperada forma químicade esferoide prolato. Por otro lado, y como se dejó entrever anteriormente, lasregiones de enlace muestran valores de p2 muy similares a las regiones de pareselectrónicos de valencia.Una segunda característica propia de los enlaces covalentes es que, a pesarde la diferencia de polaridad que distintas moléculas pueden presentar, las re-giones Ω2 asociadas muestran formas muy similares. Así por ejemplo, la formaque el dominio de enlace presenta en la molécula TFMTMS (F3CSiMe3), conun enlace C-Si extremadamente polar, es prácticamente idéntica a la mostradapor la molécula de etano, sin polarización del par electrónico hacia el fragmentomás electronegativo. Asimismo, el valor de probabilidad p2 es ligeramente supe-rior al dado para la molécula de etano, pero en el rango de valores asociados.Finalmente, un análisis de probabilidades posterior, parece cuantificar el gradode polaridad del enlace, de manera que si se divide la región de enlace en dossubdominios con volúmenes idénticos, aquél subdominio asociado al fragmentomás electronegativo mostrará un valor de probabilidad de encontrar dos electro-nes superior al asociado al fragmento menos electronegativa. Obviamente, en elcaso del etano, ambos subdominios muestran valores idénticos, pues se trata deun enlace homopolar. Por el contrario, en la molécula TFMTMS, el subdominiomás cercano al fragmento con más afinidad electrónica (CF3) recupera gran partedel valor de probabilidad p2.En cuanto al enlace iónico se refiere, la imagen generada consiste en unavisión resonante de distintas estructuras que es compatible, y además mejora, ladada por la clásica interacción electrostática entre dos iones de distinto signo.Así, en primer lugar se analizaron las moléculas HX (X = F, Cl, Br, I) en las que seespera una cierta contribución iónica entre el ión H+ y el anión X−. Al compararcon respecto a los aniones X−, que presentan un comportamiento similar al átomode neón, la presencia del átomo de hidrógeno provoca un descenso en la simetría.Como consecuencia de ello, dos tipos de soluciones Ω2 aparecen nítidamente,representadas conjuntamente en la figura 11. Una de ellas, está asociada alenlace H-X y está orientada a lo largo del eje internuclear, y contiene al átomo
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A VIEW OF COVALENT AND IONIC BONDING FROM MPDS

Figura 11: Disposición de los pares electrónicos encontrados para las moléculas HX (X= F, Cl, Br, I)
de hidrógeno. La otra solución existente apunta en el sentido opuesto al enlaceH-X y representa un par electrónico solitario. Debido a la simetría cilíndrica,cualquier rotación alrededor del eje internuclear, genera una solución idéntica yequivalente. Sin embargo, a través de rotaciones ±120◦ a partir de un Ω2 dado,se puede generar en conjunto los tres pares solitarios sobre el halógeno. Serecupera así, de manera natural, a través del método MPD, la imagen de paressolitarios propuesta por la teoría VSEPR. Las probabilidades p2 asociadas a lasregiones Ω2 muestran valores similares a los observados para pares solitarios yenlaces. Para estos últimos, y como consecuencia del carácter covalente/iónico deestos compuestos, la región de enlace presenta mayores valores de probabilidad
p2 a medida que aumenta el número atómico del halógeno. Se evidencia, porlo tanto, el mayor carácter covalente a medida que se desciende en la tablaperiódica.En un segundo lugar, se analizaron moléculas con un carácter iónico muchomás elevado, como el que presenta los sistemas del tipo LiX (X = F, Cl, Br, I).Contrariamente a lo observado, en este caso se encuentran tres tipos de disposi-ciones para las regiones Ω2, como se indica esquemáticamente en la figura 12.Así pues, la primera solución es equivalente a la encontrada para los sistemas

Figura 12: Tres estructuras resontantes diferentes para la disposición de los pares elec-trónicos encontrados en las moléculas LiX (X = F, Cl, Br, I).
HX, con una región de enlace situada entre los átomos enlazados, y tres paressolitarios alrededor del halogenuro. En segundo lugar, se encuentra el escenarioopuesto. Una par solitario que apunta, no en el sentido del átomo de Li sino enel contrario, y tres pares solitarios que se sitúan entre los dos átomos enlaza-dos (figura del medio en Fig. 12). Por último, se puede observar una situaciónintermedia, donde dos pares electrónicos del cloruro apuntan hacia el átomo delitio y los otros dos pares se orientan ortogonalmente respecto a los primeros enoposición a la región de enlace. Como consecuencia de ello, la imagen propor-cionada por el método MPD para los enlaces iónicos es la de una situación deresonancia entre las tres soluciones para la disposición de los pares electrónicos.
196



7.1 DISCUSIÓN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES
Sin embargo, en realidad existen multitud de soluciones, y aparecen casi todasellas con un valor de probabilidad semejante. Este fenómeno es reminiscentede las infinitas disposiciones equivalentes de las regiones de los pares de elec-trones encontradas en el átomo de neón y en los aniones X−. Aunque en lossistemas LiX se ha perdido la simetría esférica, la prácticamente libre rotaciónde los pares electrónicos alrededor del halogenuro se mantiene en cierto modo.
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a b s t r a c t

Connecting the accurate Quantum Mechanics to the chemical view is the first of foremost purposes of
interpretative methods in general, and topological analysis in particular. In this field of methods, the
Maximum Probability Domains (MPD) analysis, is conceptually appealing but has not been extensively
applied yet. In this study we provide the general vision coming out from MPD on the two main family
of bonds: polar-covalent and ionic bonds. An interesting picture arises concerning the MPD solution
associated to covalent bonds, displaying a prolate shape that extends preferentially in the orthogonal
direction to the bond axis, and not along it. The polarity of the bond only affects marginally the domain
shape, though further probability analysis seems to allow quantifying it. Concerning the ionic bond, a
resonating picture emerges, which is compatible, and refines, the usual electrostatic vision of two
oppositely-charged atoms in interaction.

� 2014 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

In his 1916 seminal paper The atom and the molecule, Lewis [1]
introduced his original model of the cubical atom and electron
pairing to rationalize bonding in molecules. This model,
supplemented by Langmuir’s octet rule [2] can be considered as
the foundation of the modern chemical alphabet, and as such it
determines the way chemists see and think the concept of chemi-
cal bond. Later, Linus Pauling, in the first of his famous series of
articles on the nature of the chemical bond [3], connected the
recently developed quantum theory with the Lewis model, and
presented the electron-pair bond (the covalent bond in modern
terms) and the ionic bond as the two extreme cases of bonding
mechanisms which can lead to a two electron chemical bond
between two atoms. As depicted in Scheme 1a, in Pauling’s
electron-pair bond the stabilization comes from spin-exchange
resonance energy of the two singlet-coupled electrons, which is a
purely quantum effect, whereas for the ionic bond (Scheme 1b) it
is the classical electrostatic interaction between the two ions that
drives the stabilization. Much more recently, a third distinct type
of bonding mechanism has been identified, the ‘‘charge shift bond-
ing’’ mechanism, where the bonding stabilization does not come

neither from the spin-pairing nor from Coulomb interaction
between ions, but from the covalent–ionic resonance energy [4].
Thinking in terms of these three extreme bonding concepts is use-
ful, as the different bonding types lead to different experimental
manifestations, such as strong dipolar moments or heterolytic
cleavage in polar solvents for ionic bonds.

Since then, chemists minds have been shaped by Lewis’ local-
ized vision and Pauling’s classification in terms of covalent and
ionic bonds. This vision has influenced the way chemists appre-
hend how molecules interact and react together, and hence chem-
ical intuition. It has thus been of major importance to develop
interpretative methods, which, on one hand, enable a connection
between the results of accurate quantum mechanical calculations
and the expectations of chemists, and, on the other hand, enhance
the chemists’ vision in small brush strokes with new information
extracted from quantum calculated densities or wave functions.
One such method is the Valence Bond (VB) theory, which after
being almost abandoned seems to get a new creative twist [5–7].
However, it suffers from two important limitations. The first limi-
tation is technical in nature, as the range of systems and problems
which could be tackled with modern VB computational methods is
still quite restricted, and the know-how (both theoretical and tech-
nical) needed to apply such methods is significant, even if impres-
sive progress has been made lately in both aspects [8]. The second
limitation is more fundamental: VB theory, such as the popular and
in former times rival Molecular Orbital (MO) theory, operates in

http://dx.doi.org/10.1016/j.comptc.2014.10.004
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orbital space, and thus delivers images which are valid in this
space, but are usually implicitly assumed to depict what is happen-
ing in real space. An interpretative method would be most useful
when ideally fulfilling the following requirements: (i) it can
retrieve key chemical concepts, and particularly the concept of
chemical bonding, from accurate quantum calculations; (ii) it
delivers chemical images in real space; (iii) it is kept as simple as
possible: the definition and physical meaning of the interpretative
quantities computed with the method can be readily understood
by most experimental chemists; (iv) it can generate explanatory
models which rationalize a whole bunch of data, and allows
predictions to be made. The Atoms in Molecules (AIM) [9] and
Electron Localization Function (ELF) [10,11] methods are such suc-
cessful real space density based interpretative methods. More
recently, the NCI method has been formulated which allows
semi-quantitative information about intermolecular interactions
[12,13].

A few years ago, a new method to analyse the distribution of
electrons in regions of space was proposed [14]. The basic quantity
which is computed and analyzed is defined in Eq. (2) below, and
could simply be defined as the probability to find m and only m
electrons in the region of space X, extracted from a given wave
function, W, describing an N-electron system.

pmðXÞ ¼
N
m

� �Z
X

dr1dr2 . . . drm

�
Z

X
drmþ1drmþ2 . . . drN jWðr1; r2; . . . ; rNÞj2 ð2Þ

where the physical space, R3, is divided such that X and X exhaust
it, i.e. R3 ¼ X [X. This probability analysis has first been carried out
on ELF and AIM basins [15], and later extended to the full Electron
Distribution Function (EDF) analyzed on a whole AIM space-
partitioning [15–18]. It is more logical though, instead of using
regions of space generated by other – and quite different – interpre-
tative methods, to search for the regions of space maximizing the
probability to find a given number of electrons m (Eq. (3)). Such
regions are called Maximum Probability Domains (MPDs), are
denoted with Xm, and stand for the domains that maximize the
probability to find m and only m electron inside it.

Xm ¼maxX pmðXÞ ð3Þ

An interpretative method built around these MPDs may fulfil
the four requirements listed above. First, the domains maximizing
the probability to find 2 (and only 2) electrons, namely X2, may be
directly assimilated to Lewis’ electron pairs, extracted from the
wavefunction W. In particular, MPDs can provide direct images
in real space of chemical bonds. As it will be seen, the concept of
resonating situations, fundamentally probabilistic in nature, also
comes out naturally. Besides, the fundamental quantities of the
method, i.e. the probability function and the MPDs are at the same
time mathematically very simple, easy to formulate, and conceptu-
ally simple to understand. Given the huge amount of know-how
that practicing chemists have gathered over the last century
around predicting chemical behavior from Lewis’ concepts, MPDs
may become a rigorous entry point to standard chemical concepts
from wave functions. After some early applications using a toy
program [19] as well as some molecular Quantum Monte Carlo cal-
culations [20], lately the focus has been more on analysing the

basic properties of MPDs [21,22] and on developing algorithms
and programs able to efficiently optimize these domains for mole-
cules and solids, which is still an on-going effort. Some fundamen-
tal application on basic solid-state systems has also been carried
out lately [23]. The purpose of the present work is to display and
analyse the standard pictures coming from MPD analysis applied
to some molecules representative of the two main families of
chemical bonds, namely covalent and ionic bonds. It will be shown
that both informative and quite different views of these bonding
types come out from MPDs.

2. Technical details

We have considered several systems to analyze the images pro-
vided by the MPD method. These include closed-shell atoms and
molecules with a ground state described by a single-determinant
wave function. The chosen systems are the neon atom and the
anions of the halogens. For molecules, hydrogen halides (HX) and
lithium halides (LiX) (X = F, Cl, Br, I) were studied as also the dini-
trogen, ethane in its staggered conformation and the trifluorimeth-
yltrimethylsilane (TFMTMS) F3SiMe3 molecules. All the electronic
structure calculations have been performed with the Gaussian
code [24] making use of the Density Functional Theory (DFT)
method with the hybrid B3LYP functional. As later explained in
Section 3, the use of pseudopotentials was preferred to avoid dif-
ferent technical issues. To that end, the VTZ Burkatzki basis sets
and pseudopotentials [25] were employed for all atoms in all mol-
ecules, except for the hydrogen ones, where an improved pseudo-
potential developed by Petruzielo et al. [26] was used. For the neon
atom, the cc-pVTZ correlation consistent basis set developed by
Dunning and coworkers [27] has been also employed.

Focusing on the Maximum Probability Domains calculations,
these have been done by applying the MPD code developed by O.
Mafra [28]. The program makes use of a grid of small cubes as unit
elements. To represent a spatial domain X, a set of such cubes is
needed. The optimization procedure of the X domain is performed
on a precomputed parallelepipedic spatial grid enclosing the mol-
ecule. It starts by guessing an initial region formed by the union of
a collection of grid cubes located in the part of space of interest, or
by using the basins obtained by the ELF method making use of the
TopMod program [29]. Two different optimization algorithms are
available. In one of them, grid cubes are randomly added or
deleted, a step being accepted when the desired probability
increases. Since obtaining a MPD is a problem in shape optimiza-
tion that relies on the concept of shape derivative, the second algo-
rithm implemented so far makes uses of these derivatives in order
to indicate where cubes should be added or deleted to increase the
probability. This improved algorithm has already been presented
in more detail in reference [35], and has been the one which has
been employed in all our calculations.

In order to guarantee the accuracy of our results, several tests
have been carried out to gauge the importance of the computa-
tional parameters determining the fineness of the grid. These are
the size of the search region and the number of intervals in which
it is divided. Both define the physical dimensions of the small
cubes that comprise the grid. After several tests, we have con-
cluded that a good compromise between computer time and accu-
racy is obtained if the edge of the cube elements of the grid (the
stepsize) is set around 0.15 bohr whenever pseudopotentials are
used. With these considerations, we are confident that all the
quantities computed (probabilities, average electronic populations
inside domains, etc.) are accurate enough. For instance, the proba-
bilities presented in this paper are accurate to about three digits.
Thinner grids have shown to increase computer time significantly
with no clear quality improvement.

Scheme 1. Two extreme cases of bonding mechanisms leading to a two electron
bond.
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Another way to check the quality of the grid is to extend it over
the whole molecule. The probability to find in it all N electrons
should be close to one, while any other probability close to zero.
For obtaining a given MPD, the grid should only be able to cover
it. However, taking into consideration the smallness of the mole-
cules considered in this paper, we have always chosen a for all
molecules and all MPDs a grid extending over the entire molecular
space. All the grids used in this work are cubic, with the center of
mass of each molecule at the cube’s center. Edges equal to 16 a.u.
(thus corresponding to 110 subdivisions and a stepsize of 0.145
a.u.) were used in the hydrogen halides, LiF, the monoatomic
anions of the halogens, ethane, dinitrogen and the Ne atom sys-
tems. A larger 20 a.u. edge with 130 subdivisions was used in LiCl,
LiBr, LiI and the TFMTMS compounds. These stepsizes have been
chosen so that the full grids contain the total number of electrons
up to 0.01. As discussed below, all-electron calculations need
thinner grids to properly optimize both core and valence MPDs dis-
playing boundaries with the cores. To that end, a full grid with 16
a.u. edge and 300 subdivisions was used in the case of all-electron
calculations presented for the neon atom.

An important remark regarding domain optimization needs to
be made. A MPD may either enclose a finite volume or extend
towards infinity along some directions. In the latter cases, much
of the volume of such MPDs will correspond to very small density
regions that have little significance and preclude an appealing
visualization of their shape. To that end, we have added a eV term
to the pm target functional (e being small and negative). This term
reduces the volume of the final MPD as if it were compressed by
some external pressure. The final constrained MPDs have finite
volumes, and display target probabilities which are marginally dif-
ferent from the unconstrained ones, with average electron popula-
tions differing in less than 0.01 electrons. We have made wide use
of the eV constraint in our calculations with e ¼ �10�7au.

The XMVB [30] program coupled to the GAMESS [31] package
has been used to perform the Valence Bond calculations. The
Breathing Orbital Valence Bond (BOVB) method was used, a varia-
tional ab initio VB method which allows both the inclusion of static
correlation through the multi-structure expansion, and the
inclusion of differential dynamical correlation through the use of
different orbitals for different structures [32]. This method has sev-
eral levels of sophistication, and the so-called D-BOVB (Delocalized
Breathing Orbitals Valence Bond) method has been selected for this
work. The structure weights are then computed from the opti-
mized structure coefficients and structure overlap matrices using
the Coulson–Chirgwin formula [33]. Calculations has been carried
out on the same optimized geometries and using the same basis
set as for the corresponding Maximum Probability Domains.
Notice, however, that our MPDs were always obtained through
the single determinant pseudo wave functions provided by DFT
calculations.

All pictures have been obtained with the Jmol [34] visualization
program.

3. Results and discussion

3.1. Atoms

Before moving to the molecular case, it will be useful to present
the Maximum Probability Domains that come out for a single
valence full atom. This will serve as a reference for the following,
in particular for the case of ionic systems, and allows to present
some typical properties of MPDs on the simplest possible ‘‘chemi-
cal’’ case. It should be noted, as explained before [14,19,21], that in
general multiple MPD solutions exists. Fig. 1 displays the typical X2

domains that can be obtained for the neon atom, i.e. the domains

maximizing p2, the probability to find 2 (and only 2) electrons.
When a small volume centered around the nuclear position is used
as starting guess, it is the X2 displayed on the left that is obtained
after optimization. On the other hand, when a volume located far
enough from the atomic position is used as the starting guess,
the X2 solution displayed in the middle is obtained. The values of
the maximum probabilities popt

2 , obtained at the end of the domain
optimization, are displayed below the corresponding pictures.
Since the code does not yet allow to automatically search for all
different solutions, which is not a simple issue, it is the starting
guess (both its form, size, and space localization), together with
the maximization algorithm used, that determines which solution
is found.

In this particular example, the X2 displayed on Fig. 1(a) can be
associated to the core electron pair of the neon atom. A general fea-
ture of the probability function emanating from Eq. (2) is
pmðXÞ ¼ pN�mðXÞ. As a consequence, finding a domain Xm which
maximizes the probability to find m electrons, provides at the same
time its complement, a domain maximizing the probability to find
N � m electrons (Xm ¼ XN�m). The complement of the domain X2 dis-
played in Fig. 1(a) thus corresponds to a domain maximizing the
probability to find 8 electrons (X8), which could be associated to
the whole valence electron shell. The extremely high value of popt

2

indicates that there is a very strong structuration of electron pairs
in atomic shells and very little fluctuation between shells. This has
been found to be a general feature [14]. The domain obtained in
Fig. 1(b) can be associated to one of the valence electron pairs,
and due to the spherical symmetry of the atom any rotation of this
domain around any axis passing through the atomic center would
also provide a Maximum Probability Domain of p2. Notice that the
valence domains extend to infinity, so the external boundary found
in the pictures is due to the maximization algorithm stopping at
either a predetermined small p2 gradient, at the grid limit, or as
a consequence of applying an external pressure constraint. The
maximal probability popt

2 obtained for this domain is much lower
than the popt

2 corresponding to the atomic core pair, indicating that
the valence electron pairs are much less structured than the cores.

This situation leads to two technical issues with domain
optimization. Firstly, as core electron pairs correspond to very high
maximal probabilities, they somehow act as ‘‘black holes‘‘ during
the optimization process, and it is not uncommon when searching
for a valence MPD that the core region is either found as a solution

Fig. 1. Different X2 MPD’s obtained for the neon atom for all-electron (left and
middle) and pseudopotential calculations (right). The domain on the left (on a
different scale with respect to the middle and the left ones) corresponds to the core
pair, and those on the middle and right pictures to one of the valence solutions.
There are an infinite number of similar solutions in the latter case, obtained by an
arbitrary rotation. The values given correspond to the maximized probabilities. For
the (b and c) domains, a close-up image of the domains around the nuclear region is
also shown (bottom images) in order to appreciate how the nucleus is included in
the pseudopotential calculation, leading to the sharpening of the MPD shape
commented on the text.
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(if m ¼ 2), or included in the final MPD (if m > 2). Secondly, core
regions are small size volumes with a high electron density, a
nearly spherical shape, and deforming them slightly strongly
affects the probability, so that in order to be properly optimized
very fine grids are necessary. Even though valence domains are
searched, those valence domains which share a boundary with a
core region (most of them) will also be affected by how finely
the core region is represented, propagating the need of a fine mesh
in their optimization. Since this leads to unnecessary large com-
puting times when locating the chemically interesting valence
MPDs, we have thus decided to get rid of the cores by using pseud-
opotentials in our calculations. The X2 valence MPD optimized for
the neon atom using a VTZ basis including electron core pseudopo-
tential is shown in the right part of Fig. 1(c). The MPD is very sim-
ilar to the one obtained using an all-electron basis, except for the
sharp shape near the nucleus as there is no core region now. The
popt

2 value appears to be slightly higher to what has been obtained
in the all-electron basis set, which is a common feature of pseudo-
potential vs. all-electron calculations, because in pseudopotential
calculations the fluctuations between core and valence are
eliminated.

Maximum Probability Domain optimizations have also been
carried out for the halogen anions, which will be involved in the
ionic bonds presented in the following. Table 1 displays the popt

2

values for the optimized valence X2 MPDs for the different atoms,
along with the average population hmi defined as in Eq. (4) below.

hmiX ¼
XN

m
mpm ð4Þ

The MPDs obtained are not reproduced here, as the solutions for
the different halogen anions are both very similar one with the
other, and with what is shown in Fig. 1(c). The popt

2 values are also
all comparable, around 0.40, which is a typical value for a well
defined valence electron pair as will also be seen with the covalent
and ionic bond domains. A last general remark is that although it is
p2 which is maximized during optimization, in the optimized MPD
the average population hmi comes out close to 2. According to our
experience this is a quite general feature of MPDs: the average
population in a Xm domain comes out close to m. The average pop-
ulation hmi is defined as the sum of the probabilities pm weighted by
m, as shown in Eq. (4), and thus hmi being close to m means that a
close-to-perfect symmetric distribution of the probabilities around
popt

m is obtained after optimization. There is no obvious physical
reasons for that, in particular in dissymmetric molecules, as the
only request during optimization is to maximize pm. At present,
we do not have an explanation to offer.

3.2. Covalent bonding

Fig. 2 displays two X2 MPDs corresponding to the two electron
bond in ethane, and in trifluorimethyltrimethylsilane (TFMTMS)
F3CSiMe3. This latter compound, best known as the Ruppert–
Prakash reagent, is typically used in the addition of trifluoromethyl

groups to organic compounds. For our purposes, this compound is
expected to display a polar carbon-silicon two electron bond, as
the electropositive character of the silicon atom is reinforced by
the donating methyl substituents, whereas the more electron-
attractive character of the carbon atom is enhanced by the fluorine
atoms. A Valence Bond BOVB calculation on both systems indeed
provides a 25.8% weight for the major ionic structure in TFMTMS,
F3C:� +SiMe3, vs. a 11.9% weight for the minor ionic structure,
F3C+ �:SiMe3 whereas of course both ionic structures in ethane
have equal weights (18.1% each).

The first important remark that can be made is that, contrarily
to the usual experimental molecular chemists’ view —inherited
from the vision inferred from the modern version of Lewis’ model,
where a bond pair is depicted by an horizontal line connected two
atoms— the spatial region in which the bonding electron pair has
the largest probability does not extend along the bonding axis,
but rather perpendicularly to the bond axis midpoint. This means
that the chemically expected prolate spheroidal shape of a two
electron bond should be substituted in the chemist mind by an
oblate image, closer to what the MPD optimization shows.

A second significant remark is that, despite significant differ-
ences in polarity, the two bonding X2 regions for ethane and
TFMTMS display a very similar shape, with no striking polarization
of the electron pair towards the more electron-attractive fragment
in a polar bond, as common chemical wisdom would indicate. It is
however possible to better differentiate a polar bond like the
carbon-silicon bond in TFMTMS from a non-polar bond like the
carbon–carbon bond in ethane, by further dividing the X2 domains
into two parts, each of them associated to one center. Although
there are several ways to do this, for instance by using AIM atomic
domains, we have chosen for the present, preliminary stage, to
simply divide X2 by placing a vertical plane orthogonal to the car-
bon–carbon and carbon-silicon bond, such that the volumes on the
left and right hand sides are roughly equal, and comparing p2 in
each part. For the ethane case, the probability in the two half-parts
are of course identical, whereas they significantly differ in the case
of TFMTMS, with a p2;left ¼ 0:312 in the half part closer to the more
electron-attractive CF3 fragment, to be compared with a
p2;right ¼ 0:121 in the second half part. This indicates that the elec-
tron pair has a larger probability to be fully located close to CF3

fragment than close to the SiMe3 one. Note that the ratio
p2;left=p2;right is quite comparable to the ratio between the weights
of the two ionic structures obtained with the BOVB method
(25.8%/11.9%). We think that analyses in this kind of domains
assigned to atoms might be a reliable way of assessing the polarity
of a bond, compatible with the polarity obtained within Valence
Bond theory.

Table 1
Optimized probability values (popt

2 ), and average electronic popu-
lation (hmi) for the X2 MPD’s corresponding to the valence domain
for the Ne atom and the halogen anions.

popt
2

hmi

Ne 0.404 1.98
F� 0.403 1.98
Cl� 0.400 1.98
Br� 0.398 1.98
I� 0.398 1.98

Fig. 2. X2 MPD’s corresponding to the bonding region between the carbon atoms in
ethane (figure (a)) and between the carbon and silicon atoms in TFMTMS, (figure
(b)) together with their corresponding popt

2 probability values.
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A question one may ask is whether other topological methods
may also provide a faithful image of Lewis pairs. No such image
comes out from the AIM analysis, where the space is partitioned
into atomic regions. Besides, the basins of the Laplacian of the elec-
tron density do also encounter severe problems [36]. In the popular
ELF method, we find disynaptic basins which are believed to pro-
vide an image of the bonding electron pair(s). In Fig. 3, the MPDs
associated to the bonding pairs (top pictures) together with their
corresponding ELF disynaptic basins (bottom pictures) are dis-
played for the ethane (left pictures) and dinitrogen (right pictures)
molecules, respectively. The values of the target probabilities (pm),
together with the average electron population (hmi) inside the
regions, are also shown. In ethane, with a single carbon–carbon r
bond, the relevant probability is p2 and the expected average pop-
ulation is 2, whereas for N2, displaying a triple bond, it is p6 that
should be compared to the (unique) disynaptic basin, with p6 as
the relevant probability and an expected average electronic popu-
lation of 6. In ethane the X2 MPD and the disynaptic basin are very
similar. The p2 probability inside the ELF basin is not far from the
popt

2 value found in the MPD, and the average population in the
ELF basin is rather close to 2. As a result, we can conclude that,
for this molecule, the ELF disynaptic basin is a good approximation
to the MPD associated to the bond. The situation is completely dif-
ferent for the N2 molecule, where the disynaptic basin is much
smaller than the X6 MPD, together with an average population
far away from the expected 6 electrons and a p6 value close to 0.
In this latter case, the ELF disynaptic basin is not even a qualita-
tively acceptable approximation of the X6 MPD. The ELF basins
have indeed a quite different physical meaning [37], and may or
may not match the chemists’ expectation of visualizing a volume
that could be associated to the space-localization of the bonding
electron pair(s). In the case of N2, in a paper to be found in this
same special issue [38], one of us has indeed shown that the p
bonds in dinitrogen have substantially charge-shift character. It

is known that charge-shift bonds lead to very small disynaptic
basins, if any, and that a substantial part of the bonding density
is found in these cases in the monosynaptic basins associated to
the lone pairs [39].

3.3. Ionic bonding

Diatomic ionic bonded systems are usually viewed as made up
of an atomic anion interacting with a cation through classical
Coulomb forces. The most simple systems supposed to be quite
ionic are HX molecules, composed of a hydrogen ion H+ in interac-
tion with a halogen anion X� (with X = F, Cl, Br, I). As compared
with the bare X� anions, which behave in a similar way as the
Ne atom, the presence of a hydrogen ion nearby creates a symme-
try lowering, so we do not expect to find anymore one sort of X2

symmetrically equivalent MPD in all spatial directions. The MPD
search indeed provides two types of X2 solutions, displayed in
Fig. 4 for the HCl molecule.

The first X2 shown is oriented along the H–Cl axis and encloses
the hydrogen atom. We thus associate it to the H–Cl chemical
bond. Note that, contrarily to what it is found for C–C in ethane
and for C–Si in TFMTMS, in the particular case of the H–Cl system
this domain expands towards infinity along the left side of the
internuclear axis (the domain in Fig. 4 was optimized without
any pressure constraint), as there are no other electron pairs
around the hydrogen atom that prevent such expansion. The sec-
ond type of X2 solution obtained is directed towards the rear part
of the H–X region, one of such solutions being shown in Fig. 4(b),
and might be associated to one of the halogen lone pairs. Because
of the cylindrical symmetry, any rotation around the H–Cl axis of
one of such lone pair MPDs will also be a X2 solution. It is however
possible to obtain by �120� rotations of a first trial X2 lone pair
two other X2 solutions. This set of three equivalent pairs are almost

Fig. 3. Comparison between the appropriate MPD’s (upper part) and ELF disynaptic
basins (lower part) associated to the bonding region between C–C in the ethane
(left, X2 MPD depicted) and dinitrogen (right, X6 MPD) molecules, together with
their relevant probability values (pm), and average electronic population (hmi). In (b),
both the bonding N–N domain (in red and made translucent) and the corresponding
lone pairs region (in orange) are shown. Both of them were pressure constrained
(see technical details). (For interpretation of the references to colour in this figure
legend, the reader is referred to the web version of this article.)

Fig. 4. Different MPD’s obtained for the HCl molecule (white: H, blue: Cl), together
with their respective optimized probabilities (popt

m ). Domain (a) is associated to the
bonding region between hydrogen and chlorine atoms, whereas the domain (d)
represents one of the halogen lone pair domains. Region (c) is the union of three X2

lone pair domains obtained by successive 120� rotations of one of them (b) along
the internuclear axis. The (d) MPD is obtained from the (c) region when p6 is
maximized. MPDs (b and d) have been optimized using an external pressure. (For
interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred
to the web version of this article.)
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disjoint with each one thus forming a representative image of the
three lone pairs of the halogen atom, as shown in Fig. 4(c). Thus,
the image of three VSEPR-like lone pairs around the Cl atom comes
out quite naturally from an MPD analysis.

Actually, we think that considering these three pairs together
captures more faithfully the situation in this system. To show it,
we may look for a X6 domain by starting a p6 optimization over
the domain formed by the union of the three p2 lone pairs just
commented. The result shown in Fig. 4(d) is obtained. This X6

domain describes the three lone pairs altogether, and retrieves
the cylindrical symmetry of the molecule as expected.

The global picture of the space repartition of the four valence
electron pairs in HCl provided by the MPD method is thus compat-
ible with the VSEPR rules, and can be summarized by Scheme 2,
where the three pairs to the right of X may be collected together
in a cylindrically symmetric lone pair region. The proximity
between the images provided by the MPD solutions and the VSEPR
model is not surprising, as the question: ’’maximize the probability
to find 2 and only 2 electrons‘‘ can basically be considered as a
probabilistic counterpart of the VSEPR criterion.

Similar solutions have also been obtained for all H–X systems,
and are not displayed. In Table 2 we gather all data of interest con-
cerning the optimized MPDs obtained for the different systems.
Notice how similar the solutions are when going from one mole-
cule to the other. The X2 associated with the H–X bonds comes
out with a popt

2 probability somehow larger than the one obtained
for the X2 associated with the lone pairs, and with what has been
obtained in the isolated halogen anions. This indicates that the lone
pairs are less structured than the bond electron pair, with a larger
fluctuation of lone pair electrons indicated by a larger variance (see
Table 2), and thus that these three lone pairs are better understood
if merged, eliminating the fluctuations between lone pairs. This is
also illustrated by the higher popt

6 probability together with the
smaller variance for the X6 MPD associated to the lone pairs. The
popt

2 value associated to the H–X bonding domains slightly
increases when going down in the periodic table for the halogen
atom. This evolution is incidentally opposite in sense to that of
the weight of the major ionic structure H+ �:X, which goes from
38.6% in the HF molecule to 26.4% in HBr, i.e. popt

2 associated with
this typical solution of polar-covalent bond logically rises with
the covalency of the molecule. The popt

2 value for associated to
the lone pairs is, in its turn, basically constant.

The vision depicted in Scheme 2 is not different from what has
emerged for a covalent–polar bond as studied in Section 3.2, but
one may wonder whether such is still the case in molecules dis-
playing a larger polarity, where one of the ionic structure is
expected to be the massively dominant.

The lithium halides LiX (X = F, Cl, Br, I) are expected to be such
molecules. In these systems, a Valence Bond calculations on the LiF
dimer provides a largely dominant 86.2% weight for the major ionic
structure Li+ �:F, and still a 61.0% weight for the corresponding
structure in LiI. Fig. 5 displays the MPD solutions which could be
obtained for the LiCl molecule (the other halides show similar solu-
tions). Now, and contrarily to what was found in all the previous
systems, three different types of solutions have been obtained for
the spatial arrangement of the bonding vs. the lone pairs. They
are displayed in Fig. 5. The first solution, top, corresponds to the

Scheme 2. Pairs arrangement found for the HX molecules (X = F, Cl, Br, I).

Table 2
Optimized probabilities (popt

m ; m ¼ 2 for X2 and m ¼ 6 for X6), population (hmi), and
variance (r2) values for the bonding regions (X2 (a)) and for those domains
corresponding to the lone pair over the halogen atom (X2 (b)), as well as for the
regions corresponding to the lone pairs (X6 (d)) for each of the HX molecules (X = F,
Cl, Br, I). Notice that p6ðX6(d)) has been optimized independently of p2ðX2(a)), so that
all the properties listed in the table except, of course, the average electronic
population, should coincide for an exact optimization, the differences being due to
numerical errors. The X2 (a) and X6 (b) MPDs have been subjected to pressure
constraints. The domains’ notation is identical to that given in Fig. 4.

popt
m hmi r2

X2 (a) HF 0.432 1.97 0.90
HCl 0.473 1.97 0.78
HBr 0.477 1.96 0.77
HI 0.493 1.95 0.73

X2 (b) HF 0.412 1.98 0.95
HCl 0.421 1.98 0.93
HBr 0.420 1.98 0.93
HI 0.423 1.98 0.92

X6 (c) HF 0.432 6.03 0.90
HCl 0.473 6.03 0.78
HBr 0.476 6.04 0.77
HI 0.493 6.05 0.73

Fig. 5. Different MPD’s obtained for the LiCl molecule (gray: Li, blue: Cl) together
with their optimized probability values (popt

m ). All the MPDs have been obtained
with a pressure constraint. Domain (a) is associated to the bonding region between
lithium and chlorine atoms, whereas domain (d) represents one of the halogen lone
pair domains. Regions (b and c) are associated to two different conformations of
three lone pair regions, being the complement of domains (a and d) respectively.
Regions (e and f) are the MPDs consisting of the union of two lone pair domains.
(For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is
referred to the web version of this article.)
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already known class of solutions that has been obtained for the
polar-covalent bonds of the previous section and for the H–X mol-
ecules, with a bonding X2 domain ((a)) located in between the two
atoms, and a X6 domain being its space complement ((b)).
However, this is not, in this case, the only solution. We have also
been able to find the opposite type of pairs arrangement, shown
in Fig. 5(d) and (c), with a X6 domain mainly localized between
the two bonded atoms (left), and an axial lone pair oriented
towards the rear part of the chlorine atom (right). In this arrange-
ment, the lithium cation can be viewed as chelated by three pairs
of electrons and electrostatically interacting with them. Last, but
not least, a third intermediate arrangement has also been found,
with two electron pairs of the chlorine pointing towards the cen-
tral lithium (X4 domain), and two other pairs oriented orthogo-
nally to the previous ones located in opposition to the bonding
region (Fig. 5(f) and (e)).

The global picture obtained for the pair arrangements in LiCl
could be synthetized through Scheme 3. Hence, from this MPD
analysis, bonding in systems having substantially ionic bonds
could be viewed as a resonance between these three pair-arrange-
ment situations. Note that it has been possible to retrieve multiple
solutions in this case, because all these three solutions come out
with comparable optimized probability, i.e. they are similarly
probable, even if the arrangement in the two X4 domains comes

out with a somehow lower probability than the two others. This
situation is reminiscent of the infinitely equivalent solutions of
pair arrangement found in the bare neon atom and halogen ions
due to the spherical symmetry. Now in LiCl the spherical symmetry
is lost but, nevertheless, this almost free rotation of the electron
pairs around the Cl� ion persists somehow. These results provide
a unique vision of the ionic bond, as a lithium cation interacting
with all the four free rotating electron pairs of the corresponding
chlorine atom in three types of resonating structures.

This interesting image appears to be quite general in the differ-
ent ionic LiX bonds, as such resonating solutions come out for all
the molecules of the LiX series. The shapes of these MPDs (not
shown) are similar to those displayed in LiCl, with only marginal
quantitative variation among systems. The values of the probabil-
ities are also quite comparable, as shown in Table 3.

4. Conclusions

Maximum Probability Domains appear as a promising way of
analysing the electronic structure of molecules in real space. Both
the definition of the probability function and the physical meaning
of the domains are conceptually and mathematically simple, and
can be understood with only basic knowledge of Quantum
Mechanics. MPDs readily provide pictures that can be associated
to the arrangement of electrons or electron pairs in real space, they
can be extracted, in principle, from any type of wave function, and
thus may be used to establish a direct connection between
accurate Quantum Mechanical calculations and the chemists’
Lewis-like vision. From analyses on bare atoms a close to perfect
separation of electrons in terms of shells has been found, confirm-
ing previous studies. The MPD vision of the two-electron polar-
covalent bond is particularly interesting, with prolate spheroidal
domains at variance with commonly seen oblate images around
the bond axis. More polar bonds display only slightly dissymmetric
domains, although polarity mith still be identified, and possibly
quantified, through probability analyses carried out by dividing
MPDs into atomic-like domains. In this contribution we have
shown how this can be done by using equal volume half-domains,
and we have proposed to use AIM domains in future applications.
From the MPD analysis on dominantly ionic bonds, namely the LiX
(X = F, Cl, Br, I) systems, an appealing resonating picture of a lith-
ium cation interacting with three types of dynamically changing
space-arrangements of the halogen anion electron pairs has
emerged. These different pair arrangements are all almost equi-
probable in these bonds.
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ELF AND MPD ANALYSIS OF OXIDES, SURFACES AND SURFACE DEFECTS
8.1 DISCUSIÓN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Finalizando sobre el estudio y aplicación de los Dominios de Probabilidad Má-xima, hay que destacar que hasta ahora el análisis se ha llevado a cabo sobresistemas moleculares más o menos sencillos. Sin embargo, una característica delmétodo MPD es su capacidad, a priori ilimitada, de aplicación sobre cualquiertipo de sistema, como muestran los trabajos existentes en la literatura (aún nomuy numerosos) sobre sistemas periódicos, principalmente sobre cristales cova-lentes puros e iónicos. Como consecuencia de ello, se creyó en la necesidad deconsolidar el estudio sobre de los MPDs en sistemas periódicos, extendiendo asíel método a sistemas más grandes. Dicho análisis se llevó a cabo sobre variossistemas químicos de interés, aplicado principalmente al estudio de las super-ficies y de los defectos en la superficie de sólidos característicos, involucradosen procesos de catálisis y fotocatálisis. El artículo científico Electron Localiza-
tion Function and Maximum Probability Domains analysis of semi-ionic oxides
crystals, surfaces and surface defects, que se adjunta a continuación, reúne losresultados logrados.Así pues, en el estudio llevado a cabo se analizaron los sistemas cristalinosde óxido de magnesio (MgO) con estructura cúbica centrada en las caras (FCC),la sílice en su estructura de diamante, SiO2 (cuarzo-α), Al2O3 (α-alúmina) yTiO2 con estructura de anatasa. Se realizó un análisis MPD y de la funciónELF en el bulk de los diferentes sistemas, así como en la superficie basal (001)de todos ellos. Aunque dicha superficie no es en algunos casos la más estable,con el fin de recuperar una imagen global se consideró tratar la misma en todosellos. Como consecuencia, la situación menos realista se produce en el cuarzo-
α donde, debido que se ha considerado la superficie (001), surgen un tipo deenlaces conocidos como dangling bonds, que de manera general se encuentranprotonados. Aún sí, y por homogeniedad con las restantes, este tipo de enlacesse han considerado como no protonados.El estudio de los defectos cristalinos también se ha considerado importante,pues dichos defectos juegan un papel primordial en los procesos de adsorciónde óxidos metálicos. En esta situación, se han tenido en cuenta las vacantes deoxígeno. En la red cristalina perfecta y como consecuencia de la carga formal
−2 que presentan los óxidos, tras la eliminación de un oxígeno neutro, los doselectrones aún residen en la red. Este efecto es bien conocido y si los electronesse mantienen en la posición que ocupaba el oxígeno, surgen los denominadoscentros F o centros de color, ampliamente observados. En la situación opuesta, sila localización de los electrones en la vacante generada no es posible, y se tras-ladan hacia los centros metálicos, se dice que el sistema se ha reducido. Dichareducibilidad de los óxidos metálicos ha sido también largamente estudiada. Contodo ello, el análisis mediante el método MPD y la función ELF ha pretendidoresponder a ciertas cuestiones de carácter químico, como si la α-alúmina es másiónica que el sílice, si esta última está mejor representada por una estructuraelectrónica completamente iónica como Si4+ y O2− o por el contrario se entien-
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8.1 DISCUSIÓN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES
de mejor mediante una estructura iónica parcial formada por Si2+ y O−, etc. asícomo tratar de describir la estructura electrónica de los defectos de superficiecomo los centros F.De esto modo, y antes de pasar a analizar los sistemas semiiónicos, el estudiode un sistema puramente iónico y otro puramente covalente sirven como puntode partida para los análisis posteriores. En el MgO, los análisis MPD y ELFofrecen una imagen que se complementa totalmente. La estructura electrónicaestá formada por iones Mg2+ y O2−. En la ELF, las cuencas asociadas a losaniones son grandes y tratan de acomodarse a la simetría del cristal, mientrasque las cuencas de los cationes son pequeñas. Por el contrario, en el escenarioMPD, los dominios asociados a los cationes y aniones tienen una grandísimaprobabilidad, pcation

10 = 0.83 y panion
10 = 0.57, en contraposición con la probabili-dad de la región asociada a Mg+ que es 0.39. De este modo, se observa quedesde un punto de vista mecanocuántico, es más probable la existencia de unsistema formado por Mg2+ que por Mg+. En el caso del silicio, las imágenesproporcionadas por ambas herramientas también se complementan. Así, en estecaso, aparece una región de enlace entre los dos átomos de silicio con p2 = 0.43,que tiene un aspecto muy similar a la isosuperficie de la función ELF asociadaal par electrónico de Lewis.En el caso de los restantes óxidos, el análisis de la función ELF muestra quetanto el cuarzo-α como la α-alúmina se pueden considerar como una situaciónintermedia entre una contribución iónica y otra contribución covalente. Para laanatasa, solo existe la contribución iónica.Por el contrario, el análisis MPD ofrece conclusiones interesantes. Por un lado,el estudio de las probabilidades obtenidas permite aseverar sin lugar a dudas queel sistema SiO2 está formado por iones Si4+ y O2−, donde las probabilidadespara las regiones asociadas a Si4+ son largamente más elevadas que para elresto de probabilidades catiónicas. Asimismo, la probabilidad para el anión O2−es mayor que la de O−. Una situación semejante ocurre en el sistema Al2O3,aunque más atenuada, donde los iones Al3+ y O2− son los más probables. Parala anatasa, y debido a la flexibilidad electrónica que presenta el átomo de Ti, noes posible afirmar desde un punto de vista mecanocuántico una definición química,sino que la descripción más realista es la aportada por un solapamiento entresituaciones donde el titanio presenta varios estados de oxidación.La diferencia entre la ionicidad del bulk y la superficie considerada en losdistintos sistemas también se pone claramente de manifiesto. Así, el carácteriónico del bulk y la superficie (001) en MgO y Al2O3 es prácticamente el mismo.No ocurre los mismo para el SiO2 donde se observa una ligera disminución delcarácter iónico al pasar del bulk a la superficie. En en el compuesto TiO2 tantolas probabilidades iónicas como covalentes aumentan en la superficie, lo quese traduce en una superficie con una estructura electrónica mucho más reactiva,lo que confirma el amplio interés que dicho compuesto presenta en catálisis yfotocatálisis.
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Por último, el análisis MPD sobre los defectos en la superficie muestra lahipótesis química de un par de electrones localizado en la posición de la vacantede oxígeno en prácticamente todos los sistemas. Asimismo, una vacante aniónica,es decir, la localización de un solo electrón también aparece con una probabilidadelevada. Solamente en el α-SiO2, la probabilidad del centro de color neutroes mayor que la vacante aniónica. En el dióxido de titanio, la probabilidad deencontrar un electrón en la vacante es mayor que de encontrar el centro F neutro,pues se trata de un sistema fácilmente reducible donde el titanio puede presentarestados de oxidación variables: Ti4+, Ti3+ y Ti2+.Como conclusión general, tanto los análisis MPD como ELF llevados a cabopermiten:

definir, en la mayoría de los casos, la mejor representación iónica de lossistemas cristalinos,
cuantificar su carácter covalente relativo,
medir cambio en la ionicidad, covalencia y localización cuando nos despla-zamos desde el bulk hasta la superficie,
atribuir estructuras químicas a los defectos puntuales.

Asimismo, se prevé continuar con el trabajo que los MPDs ofrece sobre siste-mas periódicos mediante el análisis de más sistemas y para tratar de medir elefecto que el método teórico, la correlación electrónica y las funciones de baseprovocan sobre las imágenes proporcionadas por la función ELF y el métodoMPD, tanto en los sistemas cristalinos como en sus superficies.
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a b s t r a c t

Maximum Probability Domain (MPD) analysis has been recently applied to pure covalent and ionic
crystals. The present study is devoted to a first MPD analysis of semi ionic crystals, Silicon Oxide, Aluminum
Oxide and Titanium Oxide. These crystals are involved in important catalytic and photo-catalytic processes
occurring on their surfaces. For this reason the study has been performed on bulk crystal and on surface
slab models. Also surface neutral oxygen vacancy, the F0 surface defect, has been considered. The Electron
Localization Function (ELF) analysis has also been performed, due to its holistic approach to electronic
structures.

� 2014 Published by Elsevier B.V.

1. Introduction

In Materials Chemistry and in Surface Sciences often very
simple and chemically classical questions are asked: how much
ionic is this system? Is the surface more or less ionic than the bulk?
What is the oxidation number of the bulk and the surface ions? Is
this one a more ionic or covalent compound? These questions are
perfectly reasonable within the chemical phenomenological
knowledge but are often nonsense within a physical approach:
they reside in that territory, up to now partially explored, of the
‘‘chemical questions’’ that need a physical explanation. All these
questions have two common conceptual kernels: the recognitions
of atoms (or ions) and the recognition of bonds in molecular and
crystalline systems, starting from a purely physical description of
the systems. The answers can be found following the path indi-
cated by Bader [1]. The present work is devoted to the application
of the most promising approaches in searching bonds and ‘‘Atoms

in Molecules’’: the Electron Localization Function (ELF) [2] and
Maximum Probability Domains (MPD) [3]. In the following we will
revise the most recent approaches for analyzing chemical bonds
starting from physical quantities and observables.

In recent years the traditional discussion of chemical bonding in
terms of the canonical orbitals has been challenged [4–6]. In fact, in
general SCF theory, the definition of orbitals remains ambiguous
[7–9] and several localization procedures have been introduced
by suitable unitary transformations of the set of canonical orbitals,
in order to provide a more rigorous mathematical meaning to
chemical concepts such as bonded atoms, reactants, chemical
bonds, electron shells, lone electron-pairs [10–12]. Yet, the realiza-
tion that theoretical partitioning is not unique ‘‘casts a shadow of
mistrust over certain definitions’’ [13].

Alternative approaches to the many-electron problem, working
in real space rather than in Hilbert space, and with the electron
density playing the major role, are provided by Bader’s ‘‘atoms in
molecule’’ [1,14], which partitions the molecular space into basins
associated with each atom, and density-functional methods
[6,15,16]. Such a localized ‘‘Lewis-like’’ description of bonding and
reactivity, which uses a natural bond orbital analysis (associating
bonds with localized two-center two electron wave-functions),
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has recently been expanded to bulk materials and/or periodic
surface models [17].

Some system cannot be characterized in terms of localized
orbitals: an extreme example is provided by the fluxional behavior
of CH5

+, where quantum–mechanical fluctuations induce delocal-
ization phenomena and thus fluctuating bonds [18–22].

Most importantly, these systems are amenable to Electron
Localization Function (ELF) method [2]. This is a local measure
based on the fact that the reduced second-order density matrix,
which has pioneered by Lennard-Jones [23], should retain the
chemical significance and at the same time reduce the complexity
of the information contained in the square of the wave function W.
ELF is defined in terms of the excess of local kinetic energy density
due to the Pauli exclusion principle, T(r), and the Thomas–Fermi
kinetic energy density, Th(r):

ELF ¼ 1þ TðrÞ
ThðrÞ

� �2
" #�1

ð1Þ

In other words the ELF can be interpreted as the local price that
the electronic structure pays in term of kinetic energy for respect-
ing the Pauli Principle.

In the seminal paper of Becke and Edgecombe [2] it was pro-
posed that a topological analysis of the ELF [24–26], permitted a
more quantitative analysis of the three-dimensional function. This
latter is normalized to the interval between 0 and 1, it is large
where the Pauli repulsion is small (two electrons with anti-parallel
spin are paired) and it is small in the regions between electron
pairs. To identify a region around a maximum (an attractor), which
forms a basin, one can consider all the points in space with ELF P f,
which define the f localization domain and with f being a positive
constant smaller than the value of the maximum. This region in
space can be visualized by showing the iso-surface ELF = f. All
points leading to the same attractor belong to the same basin.

The ELF has been extensively applied to a large number of
systems and has also been used to quantify chemical concepts like
the strength of the hydrogen bond [27] and aromaticity [28,29].
Moreover, other interesting ELF-like scalar fields have been devel-
oped, such as the localized orbital locator (LOL) [30], based on the
comparison of the local non-interacting kinetic energy density
with that of the uniform electron gas, and the electron localizabil-
ity indicator (ELI) [31–33], derived directly from the electron pair
density without any reference to the uniform electron gas.

In order to get out of the somewhat confusing definition and
interpretation of ELF, a more thoroughly investigation of the com-
petition of kinetic terms T(r) and Th(r) of Eq. (1), between regions in
which the inhomogeneous or the homogeneous behavior domi-
nates, was carried out by Putz [34,35]. Employing a path integral
Markovian pair conditional probability density with the basic
concepts of the catastrophe theory, he succeeded in introducing
new Markovian ELF classes which generalize the previous Becke–
Edgecombe definition. Going beyond the actual interpretation of
ELF as the error in electron localization, this new approach
provides a quantum step-function indicating where the electrons
are trapped rather than where they have peaks of spatial density.

From a computational point of view, it should be stressed that the
computational tool of Francisco et al. [36] results in obtaining the
electron number probability distribution functions of a n-electron
molecule through an exhaustive partitioning of the real space into
arbitrary regions. From the computed probabilities several magni-
tudes relevant to chemical bonding theory are obtained, such as
average electronic populations and localization/delocalization
indices.

Recently, Corminboeuf et al. [37] have compared the ELFs of
both the canonical wave functions and electron-localized states
with those of ELI and LOL, in order to discriminate between

enhanced or reduced electron (de)localization within cyclic
p-conjugated systems. As a result, the authors say, the simplest
LOL function gives a more appealing and intuitive picture of the
p-bond, whereas the most popular ELF fails to capture subtle
contrasting local electronic properties and suffers from the arbi-
trariness of the r/p dissection. Some ELF limitations have been
thoroughly discussed in recent years [3] and attempts to search
for new tools, capable of providing solutions to still unsolved diffi-
culties in chemical understanding, have been done. A promising
methodology has been obtained through a topological analysis by
means of Maximum Probability Domains (MPDs) [38–41]. The
definition of the probability function is quite simple:

P(n) is the probability of finding exactly n electron in the space
domain D:

Pðn;DÞ ¼
Z

D
dr1dr2 . . . drn

Z
D0

drnþ1drnþ2 . . . drNjWj2

where W is the wave function, N the number of the electron of the
system, D is the domain, D0 is the complementary space to D (all the
space outside D).

The Maximum Probability Domain (MPD) method consists in
maximizing P(n, D) with respect of D. The implementation of
MPD method for molecular and crystalline system is quite complex
due to the multiple integrations on limited space domains.

In the definition of MPD the spatial domain appears just in the
definition: on the other hand AIM and ELF define the local basins
analyzing a scalar field.

An original computational approach has been recently devel-
oped for treating and optimizing spatial domains in molecular and
periodic systems. This method is now part of a developing version
of the computer program CRYSTAL14 [42]: the MPD package will
be available to the users in the release version 1.0.4 (spring 2015).
Our method conserves and optimizes the domain surface, subdi-
vided in triangles, as it is done in computer graphics and animation
[43]. The main points of the MPD program coded in CRYSTAL14 are
briefly summarized in the Supplementary information.

2. Investigated crystals and computational details

In the present study we considered the following crystalline
structures: Silicon (diamond structure), MgO (cubic FCC), SiO2

(alpha quartz), Al2O3 (alpha alumina or corundum) and TiO2

(anatase structure). The calculations have been performed at the
Hartree–Fock (HF) level because the MPD approach requires the
knowledge of the system Wave Function and Density Functional
rigorously provides only the one particle Electron Density. On the
other hand the DFT approaches provide pseudo one-determinant
wave functions and much better energetic data than HF. ELF and
MPD are not very sensible to the level of the calculation, so we
do not expect any difference in the results of the present analysis
if the various DFT methods are applied. We are performing specific
studies for assessing the influence of electronic correlation on MPD
of crystals [44]. For all the crystals and the surfaces we adopted
double f plus polarization quality basis sets, already adopted in
previous crystalline and surface studies [45–49]. We considered
the basal plane (001) for all the oxides. We modeled surfaces by
means of slab model: a two dimensions periodic slab perpendicu-
lar to the surface under study has been cut from the bulk of each
oxide and optimized. Our slabs are about 15 Å thick; in our expe-
rience this thickness guarantees a reliable model of the up and
down surfaces and of the bulk-like sub-layers. In our study the less
realistic system under investigation is the (001) surface of alpha
quartz since the dangling oxygen (see below) is usually protonated.
For homogeneity with the other surfaces we decide to analyze the
un-protonated (001) quartz surface, this also because we are more
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interested in the comparison between bulk and surface rather than
with the experimental accessible situation. In the equilibrium
geometries of the surfaces we do not find any important surface
reconstruction as it is expected for the basal surfaces of oxides:
in fact only small relaxations and rumples are observed. We
checked the convergence of surface formation energies after mini-
mization, to check the reliability of minimum energy structures,
before starting the MPD and ELF analysis: even if the HF approxi-
mation we adopted does not include the electron correlation, we
find surface formation energies in the range 1–4 J/m2, those values
are reasonable for these systems. In order to analyze the role of
defects in the slabs, we have considered oxygen neutral vacancies.
Such defects play an important role in adsorption processes on
metal oxides [50].Due to the formal �2 charge of the oxygen
anions in the perfect lattice, upon the removal of a neutral oxygen,
two electrons formally reside in the host lattice. If these electrons
stay on site formally occupied by the oxygen atom we removed,
the so-called F or F0 centers [51] are obtained. If the electrons move
to cationic sites the system is said to be reduced. The MPD analysis
is an excellent tool to validate and quantify these possible situa-
tions. We modeled the defect with a 2D periodic super-cell: the
minimum distance between the periodically repeated defects is
about 10 Å that is reasonable in the case of neutral point defects.
The slab defective structure is relaxed: we do not observe impor-
tant surface reconstruction around the oxygen vacancies. To assess
the reliability of the structures the surface defect formation ener-
gies have been calculated, the values fall in the range 2–7 eV, those
are reasonable formation energies for this kind of compounds.

3. Results and discussion

In the present study we try to answer very simple questions
about the electron structure of simple oxides that are relevant in
surface science and in surface reactivity, as catalysts or catalytic
supports. Is alumina more or less ionic than silica? Is silica better
represented by a fully ionic electron structure, formed by Si+4

and O�2 or by a partial ionic structure consisting in Si+2 and O�1

ions, as Mulliken analysis suggests? Is it more important the ionic
or the covalent picture for silica, alumina and titania? Are surfaces
less or more ionic than bulks? What is the MPD representation of
surface defects like F centers?

3.1. ELF and MPD analysis of purely ionic and purely covalent crystals

For illustrating the ELF and MPD in paradigmatic cases, we
report some significant results of ELF and MPD analysis of extreme
ionic and covalent situations. We refer to crystalline magnesium
oxide as a prototype of pure ionic situation and crystalline silicon,
as a pure covalent situation. We select crystalline situation because
the extremely ionic bond exists only in the solid state. Even for the
perfect homo-nuclear covalent situation the crystalline status is a
perfect paradigm.

Fig. 1 shows the ELF iso-contour plots and profile between first
neighbors for MgO and silicon. All the molecular plots are made
using the computer program XCrysDen [52]. The ELF plot shows
wonderful illustration of chemical phenomenological concepts,
and allows re-focalizing the chemical common sense. In Fig. 1,
MgO core and valence are well distinguished, cations are small,
anions are large and try to adapt to the cubic space symmetry. In
silicon the covalent bond is a flat cylindrical domain perpendicular
to the bond axis: bond electrons try to occupy as much as possible
the inter-atomic space. 2D projections of the ELF function are dis-
played as Supplementary material.

It can be observed that ELF reaches very high values in valence
regions; it means that the electronic structure is much localized

both in perfect ionic and perfect covalent systems. In terms of
ELF, the main difference between ionic and covalent lies out of
the valence regions: in ionic systems ELF drops to very low values,
below 0.05, while in covalent systems it remains higher reaching
�0.1 along the bond direction; it can be even higher in ‘‘out of
bond’’ directions. As a consequence, the ELF basins remain well
separated even at low level, like the 0.3 iso-surface shown in
Fig. 1 for MgO. In covalent situations, ELF reaches maximum values
that can be considered as maximum pairing of electrons, both in
the 1s cores and in the middle of Si–Si segment that we commonly
attribute to a Lewis pair covalent bond. Thus, the chemical basins
which correspond to cores and covalent bonds easily melt
together: the covalent picture is clearly restituted by 0.6 iso-sur-
face reported for silicon in Fig. 1.

The chemically important Maximum Probability Domains for
MgO and silicon are shown in Fig. 2. For magnesium oxide, the cat-
ion and anion 10 electrons MPD have high probability: 0.83 and
0.57 respectively; the volumes of the two ions are very different,
19.4 and 90.5 cubic bohrs; the MPD average net charges are respec-
tively +1.85 and �1.85 |e|, very close to the formal charges. The
two electrons MPD for silicon has a probability equal to 0.43, a
volume of 56.0 cubic bohrs, and an average population of 2.04
electrons. The MPD plots for fully covalent and fully ionic crystals
confirm the ELF picture of Fig. 1: the domains are similar to the ELF
basins in MgO. The Si–Si two electrons MPD is also similar to the
ELF = 0.66 basin in Fig. 1; it shows more pronounced concavities
for hosting the Si cores since MPD always mutually exclude.

MPD analysis adds a quantitative data: the probability of having
m electrons in a volume. So we can state, on the basis of our Quan-
tum Mechanical ab initio study, the Mg2+ domain has a maximum
probability equal to 0.83 whereas Mg+ has a maximum probability
of 0.39: so Mg2+ clearly is more likely to exist, in a Quantum
Mechanical sense. O2� has a maximum probability of 0.57. The
Si–Si bond has a MPD equal to 0.43, the highest of all the covalent
domains, that in all our previous studies lies in the range
(0.30–0.43), whereas the probability for ionic MPD amounts to
(0.70–0.90) for cations and to (0.5–0.7) for anions [39].

3.2. ELF analysis of semi-ionic oxides

Fig. 3 shows the ELF plots for quartz, alumina and titania. In the
range ELF = (0.0, 0.7) the landscape is ionic: small cation basins,
large anion basins, deformed to adapt to the crystal symmetry.
At ELF = 0.8 some sign of metal–oxygen covalent bond appears
for quartz and alumina. For titania we observe that the oxygen lone
pairs extend up the middle of the bond, and do not leave to detach
some ‘‘covalent’’ M–O bond. This picture allows us to consider
quartz and alumina as an overlap between an ionic (left) and cova-
lent (right) situation: pictorially the weight of the ionic seems lar-
ger. Titania seems totally ionic. We will analyze these statements
using MPD.

3.3. MPD analysis of oxides

With respect to ELF, the MPD analysis produces space regions,
reported in Figs. 4 and 5 and a lot of numerical data, reported in
Table 1 for the considered oxides, surfaces and surface defects. A
larger set of MPD data is reported in the Supplementary informa-
tion file.

The data allows writing the following statements that can be
defined as the answers to some ‘‘chemical’’ questions about these
crystals.

� SiO2 can be defined as constituted by Si+4 and O�2 ions: the
probabilities for Si+4 are far larger than other cationic
probabilities. O�2 probability is larger than O�1. MPD
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closes the debate about the better ionic description of
silica.

� For Al2O3 the situation is the same, even if it is a little
attenuated. Al3+ and O2� are the most probable ions.

� For titania anatase the electronic structure is more com-
plex: MPD says that the O�1 ion (0.32) competes with
O�2 ion (0.35).On the other hand Ti4+ (0.49) is more prob-
able than Ti3+ (0.41) and Ti2+ (0.32). Considering these data
together with the Ti electronic flexibility due to the avail-
able d orbitals, the MPD analysis of titania shows that
chemical rigid definition cannot be every time attributed
starting from a Quantum Mechanical representation: it is
better to say that titania is an overlap between Ti+4O�2

2 ,
Ti+3O�1O�2 and Ti+2O�1

2 chemical situations.
� The (001) surfaces are ionic like the bulk for MgO and

Al2O3. The ionic probabilities are substantially the same,
but a little larger for the surface ions. So it is possible to
say that these flat and unreconstructed surfaces are a little
more ionic than the bulk.

� SiO2 shows a remarkably smaller ionicity on the (001) sur-
faces than the bulks. The M–O probabilities are larger; the
O�2 probabilities are smaller. The reason is structural. In
quartz (001) surface (see Fig. 4) the dangling oxygen is
in a bad chemical position: it is usually protonated. In
absence of hydrogen saturation, oxygen uses its lone pairs
for making stronger the bond with silicon.

� In titania, the Ti atom is electronically very flexible, as it is
demonstrated by the interest of TiO2 in many fields, like
catalysis and photo-catalysis. Passing from the bulk to
the surface, both the ionic and the covalent probabilities
increase. This means that the surface electron structure
is more localized: electrons spend more time in local
domain that has a well chemical definition. More localiza-
tion means more reactivity that is the characteristic of the
surfaces.

� MPD makes possible to define a covalency scale between
the oxides. All the ionic indicators show that MgO is obvi-
ously the most ionic. The maximum probability of the

Fig. 1. Electron Localization Function (ELF) iso-contour plots (left) and ELF profile between two neighbors (right) for crystalline magnesium oxide and silicon. The iso-surface
value is indicated.

Fig. 2. Maximum Probability Domains for crystalline MgO (left) and Si (right). For MgO both domains are optimized by maximizing the probability of containing 10 electrons
that represents the Mg2+ and O2� ions. For Si, the domain is optimized for two electrons and represents the Si–Si covalent bond.
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Metal–Oxygen domain for SiO2, Al2O3 and TiO2 is respec-
tively 0.38, 0.38 and 0.33. The corresponding Maximum
Probability Domains are shown in Fig. 4. On this basis sil-
ica is covalent like alumina, slightly more covalent than
titania but less than silicon. This statement is coherent
with the conclusion depicted qualitatively by ELF analysis.
We are working out a combined probability scheme for
crystal and surfaces (probability of having n electrons in

domain D simultaneously to m electrons in domain S). This
will allow making an ionicity scale combining the cationic
and anionic domains.

� MPD analysis gives high probability to have electrons (one
or two) in the spatial domain associated to a surface anio-
nic vacancy. So MPD confirms that in a neutral surface
anionic vacancy some electron is localized. The probability
of having a single electron in the defect domain (that we
define as F1) is slightly higher than having a pair of elec-
tron (F0), for all oxides but silica. The average population
hNi for the F0 MPD is higher than 1.5 for all the oxides.
MPD confirm the chemical hypothesis of a pair of electrons
quite localized in the region of the vacancy. One electron is
more localized, the other wants to escape. Fig. 4(SiO2,
Al2O3, TiO2) and Fig. 5 (MgO) display the surface F0 MPD
compared to the corresponding anionic surface domains:
they are very similar but respond in a different way to
the surface geometry constraint. The shape of the F0

MPD for silica is quite different: it shows a dangling bond
character. In fact, due to the position of the anionic
vacancy, the pair of electrons is not well stabilized by
the surface Madelung field, so they are displaced toward

Fig. 3. ELF for Si–O–Si cluster in alpha-quartz (top), AlO6 cluster of alpha-alumina
(middle) and TiO4 cluster in anatase-titania (bottom). ELF iso-contour values are
displayed.

Fig. 4. MPD corresponding alpha quartz (top), alpha alumina (middle) and titania (bottom). Left, bulk M–O domains: the domains may show concavity (usually for hosting
the cation core), and convexity (toward the anion). The Ti–O MPD shows convexity toward both the cation and the anion. Middle, O2� domains in stoichiometric (001) slabs.
Right, two-electron domains for oxygen-vacancy defective slabs.

Fig. 5. Left: O2� MPD for (001) surface of MgO. Right: two electron MPD for F0

center in (001) surface of MgO.
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the neighbor silicon atom. Considering the higher proba-
bility of the two electrons with respect to the single elec-
tron MPD (0.53 and 0.49) and the shape of the domain, we
can give a chemical interpretation of this local electronic
structure as ‘‘silicon lone pair’’.

� Titanium dioxide is a reducible oxide which means that
Ti4+ sites may capture electrons to form Ti3+ and Ti2+. Upon
the removal of a neutral oxygen from the lattice, the two
electrons left will be transferred to Ti 3d levels forming
two Ti3+ sites. The structure around the oxygen vacancy
relaxes and no electrons should found trapped in the lat-
tice. This effect is observed in titania rutile and anatase
surfaces [53–55]. MPD analysis gives a clear sign of the
reduction of the Ti cation close to the oxygen vacancy: as
shown in Table 1 the maximum probability of Ti+4 and
Ti3+ goes from 0.42 and 0.36 for the (001) surface to
0.38 and 0.36 for the F center on the same surface: the
probability of finding the two oxidation states is then
about the same. The symmetry constraints in the present
study force the two Ti atoms neighbors of the oxygen
vacancy in an equivalent position: work is in progress for
exploring less symmetric surface defects.

4. Conclusions and outlook

The MPD analysis gives interesting results applied to a family of
crystalline oxides, to their basal surface (001) and to an important
surface defect, the neutral anionic vacancy (F center). The ELF anal-
ysis gives results coherent with MPD and a holistic and synthetic
representation of the electronic structure. The MPD and ELF analy-
sis allows:

� to define in most cases the best ionic representation of the
crystalline systems,

� to quantify the relative covalency,
� to measure changes in ionicity, covalency and localization

going from bulk to surface,
� to attribute a chemical structure to point defects.

Work is in progress to measure the effect of the theoretical
method, the electronic correlation and basis sets of ELF and MPD
for crystalline system and surfaces.
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ONE-ELECTRON IMAGES IN REAL SPACE: NADOS
9.1 DISCUSIÓN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Finalmente, y centrándonos sobre el otro pilar de la Tesis Doctoral, los Or-bitales Naturales Adaptativos, el conjunto de los resultados obtenidos ha sidomenor que con respecto a los MPDs pero no por ello de menor importancia. En elartículo, One-electron images in real space: Natural adaptive orbitals, pendientede ser aceptado, se resume el análisis y estudio del enlace químico en el espacioreal desde la perspectiva proporcionada por las matrices densidad reducidas.En él se introduce un procedimiento de carácter general que permite construirun conjunto de funciones monoelectrónicas dentro del escenario generado por lasteorías del enlace químico en el espacio real. Es notamente importante que dichoprocedimiento tiene un claro fundamento físico tanto para descripciones de laestructura electrónica correlacionadas como no corrrelacionadas. Las funcionesa las que da lugar se han venido en denominar orbitales naturales adaptativos(natural adaptive orbitals, NAdOs), y descomponen en contribuciones monoelec-trónicas los índices de enlace multicéntricos (ν > 2) empleados en las teoríasdel espacio real. Cuando nos atenemos a un solo centro (ν = 1), las funcionesmonoelectrónicas coinciden plenamente con aquéllas obtenidas por R. Ponec,que él mismo denominó domain natural orbitals, y que utilizan ampliamente enlos análisis de los agujeros de Fermi promediados sobre dominios del espacioarbitrariosDe manera global, en el presente capítulo, se ha examinado la intepretaciónde los NAdOs cuando se tienen en cuenta solamente dos centros, además demostrar cómo se comportan y evolucionan en casos relativamente sencillos. Esmuy importante destacar que las imágenes obtenidas a través de esta técnicaconvergen, cuando se puede ignorar la correlación electrónica, con las obtenidasdentro del paradigma de los orbitales moleculares, que tantos éxitos ha pro-porcionado para interpretar y discutir las diferentes manifestaciones químicas.Cuando la correlación juega un papel básico y no se puede obviar, los NAdOsofrecen nuevas interpretaciones y puntos de vistas diferentes.
Los descriptores habituales empleados en las teorías del enlace químico solodisponen de una clara interpretación física bajo el paraguas de la aproximaciónorbital. Cuando la correlación electrónica juega un papel primordial para la des-cripción de los sistemas químicos, dichos descriptores pierden progresivamentesu significado o, en algunos casos, no se pueden obtener. Como consecuenciade ello, se hace necesario la obtención de un procedimiento general que posearaíces con fundamento físico y que se pueda aplicar tanto a situaciones con ysin presencia de la correlación electrónica.Cómo obtener dicha generalización es una de las cuestiones candentes. Unaposible vía podría ser mediante el empleo de las densidades reducidas de orden

ν (ν-th order reduced densities RDs). Asimismo, estas RDs poseen términos, co-nocidos como densidades cumulantes, que son los objetos básicos con los queobtener, una vez que el espacio real molecular se divide en un conjunto de re-
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9.1 DISCUSIÓN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES
giones arbitrarias, un conjunto jerárquico de índices de enlace de ν centros yde funciones monoelectrónicas que se denominan ocupaciones naturales adapta-tivas (natural adaptive occupations, NAdOccs) y orbitales naturales adaptativos(natural adaptive orbitals, NAdOs) respectivamente. Cada NAdO contribuye demanera aditiva al índice de enlace ν-céntrico, lo que proporciona una descom-posición monoelectrónica del enlace multicéntrico. En el presente trabajo se hanpresentado los descriptores de dos centros, tratando de mostrar cómo el lengua-je orbital se puede extraer a partir de estos objetos cuando la aproximación departículas independientes es una aproximación razonable, y cómo ofrece nue-vos escenarios cuando dichas aproximación no es suficiente. El conjunto de lasfunciones monoelectrónicas, NAdOs, al contrario que los orbitales naturales dedominio (domain natural orbitals) o los agujeros de Fermi promediados en domi-nios (domain averaged Fermi holes, DAFH), pertenecen a las representacionesirreducibles del grupo puntual del enlace que se analiza y, por lo tanto, no esnecesario ningún procedimiento de localización posterior. Asimismo, son compa-rables a los orbitales moleculares de enlace estándar.Se ha tratado de dar una explicación acerca del significado de los 2-NAdOsen términos del agujero de Fermi de cambio y correlación, y examinar su com-portamiento en un conjunto de sistemas sencillos cuando se tiene en cuenta lacorrelación electrónica y cuando no. Los resultados muestran que los NAdOs ysus números de ocupación son perfectamente transferibles y concuerdan con laintuición química. El efecto que correlación genera en los enlaces covalentes (re-ducción de la deslocalización y por consiguiente del orden de enlace) se puedeanalizar con gran detalle gracias al método propuesto.Aunque el número de sistemas estudiados es aún pequeño pues el método seencuentra en las primeras fases de su aplicación, la construcción de los NAdOsestá regido por la clara presencia de las reglas de Aufbau, y la inclusión dela correlación pueden cambiar apreciablemente la descripción MO. El efectode los pares de funciones enlazantes/antienlazantes desde el punto de vistatradicional, se debe a la localización de los electrones en ambas regiones dela interacción de dos centros estudiada, lo que cristaliza en un claro descensode su contribución al orden de enlace. El descenso producido en los NAdOccscuando se incluye correlación tiene un efecto mayor sobre las contribuciones πque sobre las contribuciones σ, por lo que el orden de enlace efectivo de losenlace múltiples es considerablemente menor de lo esperado. El procedimientopermite además una clara clasificación de las contribuciones correlacionadascomo angulares o radiales, y como estas muestran ocupaciones entre los doscentros negativas, que son positivas cuando están ocupadas desde el punto devista clásico de la teoría MO.Se han examinado además moléculas orgánicas poliatómicas simples, tanto anivel HF como a nivel CAS, y los resultados muestran que tanto las funcionesmonoelectrónicas (NAdOs) como los números de ocupación asociados (NAdOccs)son transferibles. Además, las contribuciones secundarias de una determinada
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ONE-ELECTRON IMAGES IN REAL SPACE: NADOS
interacción están asociadas a los canales clásicos de hiperconjugación, que juntoa la fortaleza de dicha interacción, pueden ser analizados en profundidad conesta técnica. Los NAdOs permiten asimismo analizar interacciones no enlazantes,existiendo fundamentos de base que permitan aseverar si dichas interacciones sepueden entender, desde un punto de vista clásico, como respulsiones estéricaso no. Sin embargo, es necesario continuar con esta línea de investigación parapara poder mostrar su generalidad.
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One-electron images in real space: Natural adaptive orbitals
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Abstract

We introduce a general procedure to construct a set of one-electron functions in chemical bonding theory which
remain physically sound both for correlated and non-correlated electronic structure descriptions. These functions,
which we call natural adaptive orbitals (NAdOs), decompose the n-center bonding indices used in real space
theories of the chemical bond into one-electron contributions. For the n = 1 case they coincide with the domain
natural orbitals used in domain-averaged Fermi hole analyses. We examine their interpretation in the two-center
case, and show how they behave and evolve in simple cases. Orbital pictures obtained through this technique
converge onto the chemist’s molecular orbital toolbox if electron correlation may be ignored, and provide new
insight if it may not.

Keywords: Real-space techniques, Natural Adaptive Orbitals

1. Introduction

Thanks to impressive algorithmic and computational
advances occurred in recent times, explicitly correlated
electronic structures of reasonably sized molecules are
now within reach. For the first time since the implo-
sion of wavefunction technology in the 1990’s in fa-
vor of density functional theory, theoretical and com-
putational chemists may examine in detail the effects
of electron correlation in real world (yet small) model
systems {1; 2}. Even truly correlated descriptions of ex-
tended solids are beginning to be commonplace {3; 4}.
This situation sets a new playground as interpretive
methods in the theory of chemical bonding are re-
garded, for multi-electron wavefunctions are hardly
intuitive objects that escape naı̈ve analyses. As we
and others have already put forward {5; 6}, the stan-
dard toolbox used to analyze chemical bonding issues
evolved from intrinsically one electron, i.e. molecular
orbital (MO), models. Their use when the independent
particle approximation (IPM) breaks is thus not justi-
fied.

Building chemical bonding concepts anew for corre-
lated descriptions is not an easy task, particularly when
we take into account the reluctance of the chemical
community to adopt images coming from other dis-
ciplines. A quick look at the set of new theoretical
models that have been successfully adopted in general
organic or inorganic works in the last decades is frus-
tratingly short. Let us take one of the most fortunate
incorporations, the Natural Bond Order (NBO) proce-
dure proposed by Weinhold and coworkers {7}. Be-
sides its many intrinsic virtues, there is no doubt that
the speed at which it initially spread in the literature is

∗Corresponding author
Email address: angel@fluor.quimica.uniovi.es (A.

Martı́n Pendás)

related to the proximity of its language to the chemi-
cal core concepts developed by Lewis, Pauling, and the
MO community. A simple lesson to be learnt from this
example is that new ideas will be embraced more easily
if, at least in part, they share these core concepts.

A first requisite that general chemical bonding de-
scriptors should fulfill is invariance under orbital trans-
formations. If possible, concepts should not depend on
the road that leads to the (possibly correlated) wave-
function from which the indices are to be obtained.
This limits considerably the list of quantum mechan-
ical objects from which descriptors may be built upon.
In fact, (reduced) densities (RDs) or density matrices
(RDs), either in real or in momentum space, almost ex-
haust the list. Since chemists usually think in real space
terms, momentum space RDs will not be considered
here. Our goal is then to construct intuitive chemical
bonding indices from real space RDs, valid for general
correlated electronic structure descriptions, that retain,
as much as possible, the one-electron language used by
chemists. We have embarked on such a project in the
last years {6; 8–12}.

Once that RDs have been selected as a target, a real
space partitioning technique is in need. Any chemical
bonding index will refer to some chemically meaning-
ful key concept: atom, bond, lone pair, etc, so a way
to isolate those regions in 3D becomes an essential in-
gredient in our work. Fortunately, the computational
chemistry community has derived a number of those
partitions over the years that range from those with
a solid theoretical foundation, like the Quantum The-
ory of atoms in molecules (QTAIM) of R. Bader and
coworkers {13}, to others, like the topological partitions
based on the Electron Localization Function (ELF) of
Becke and Edgecombe {14}, or the Electron Localiz-
ability Indicator (ELI) of Kohout {15}. The QTAIM
provides an atomic partition based on the electron den-
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sity field, and the other two, among many possibilities,
a partition into core, valence, bond, or lone-pair re-
gions. All of these methods have enjoyed a great pop-
ularity among theoretical and computational chemists,
but have not really permeated general chemistry.

We have recently shown {6} that the joint use of fur-
ther order RDs and real space partitions may be used to
derive a hierarchical set of general bonding indices that
continuously evolve towards known descriptors (like
the Wiberg-Mayer two-center bond order {16}) as elec-
tron correlation is switched off. The key objects are
found to be the i-th order cumulant densities (iCDs),
which convey information about true i-body correla-
tions. An important outcome of these ideas is that
n-center bonding is a measure of the simultaneous n-
center statistical dependence among the electron pop-
ulation that resides in those regions. This has been
floating around in the literature for some time {17–
19}, but still needs to spread properly. In this gen-
eral scheme, n-center bonding indices are obtained by
domain-averaging appropriate CDs. If this procedure is
stopped a step before obtaining scalar descriptors (see
below), we have also shown how to generalize Robert
Ponec’s domain averaged Fermi holes (DAFHs) and re-
trieve a set of one electron functions, that we call nat-
ural adaptive orbitals (NAdOs). These functions de-
scribe n-center bonds in real space (or cores and lone
pairs, if n = 1) much as general multi-center NBOs
do in Weinhold’s prescription. We have also given {8}
a physically sounded interpretation of NAdOs in the
n = 1 case (Ponec’s domain natural orbitals, DNOs
{20; 21}) for correlated wavefunctions, showing how
genuinely new bonding scenarios, not available in the
absence of correlation, may arise in its presence.

It is the purpose of this paper to take one further step
in our project, and show how two-center NAdOs be-
have in correlated and non-correlated descriptions of
simple molecules. We will briefly discuss on their in-
terpretation, following the ideas already outlined for
one-center NAdOs or DNOs {8}, and we will then fo-
cus on how they closely reproduce the standard MO
paradigm in simple cases. Our aim is to show that most
of the chemical bonding toolbox available in textbooks
may be directly extracted from these new objects when
the IPM is a good approximation, but that provide truly
new insight when this is not true.

We will start by recalling some basic concepts and
definitions. Then we will shift to the interpretation of
two-center NAdOs, and turn to consider several exam-
ples. We will end with some prospects and conclu-
sions.

2. Reduced densities, cumulant densities, natural
adaptive orbitals

A brief summary of some key concepts needed in
the rest of the work follows. A more detailed account,

including a discussion of the computational complexity
of these objects, may be found in Ref. {6}.

The spinless n−th order reduced density matrix
(nRDM), ρn(r1 . . . rn; r′1 . . . r

′
n), of a N-electron system

is defined as {22}

ρn(r1 . . . rn) =
N!

(N − n)!

∫
Ψ∗(1′, N′)×
Ψ(1, N) dsi≤ndxi>n (1)

where x = rs and s are space-spin and spin coor-
dinates, respectively,

∫
dxi>n means integration over

xn+1,. . . ,xN , and
∫

dsi≤n summation over s1,. . . ,sn (af-
ter taking the s′i → si limit). Its diagonal part is the
n − th order reduced density (nRD), that determines
the probability density of locating a set of n electrons
in positions r1 . . . rn. We will not restrict in the fol-
lowing the form of Ψ, although in actual examples we
will always consider it to be a multi-determinant ex-
pansion, Ψ(1, N) =

∑
K CKΨK(1, N), where each ΨK is

a Slater determinant written in terms of a (finite) set of
orthornormal spinorbitals, φi.

Since RDs may be seen as joint statistical distribu-
tion densities, it is legitimate to extract from them,
for n > 1, those parts which measure true n-particle
correlations, i.e., those parts that cannot be written in
terms of lower order RDs. As an example, ρ2(rrr1, rrr2),
the probability of locating two electrons at rrr1 and rrr2,
may always be written as that which we would find if
the particles where independent, ρ1(rrr1)ρ1(rrr2), plus an
extra term which corrects for mutual statistical depen-
dency, ρ2(rrr1, rrr2) = ρ1(rrr1)ρ1(rrr2) − ρ2

C(rrr1, rrr2). The lat-
ter is the second order cumulant density, which is usu-
ally known as the exchange-correlation density. More
cumbersome expressions may be found for the n-th or-
der (n > 2) cumulant density (nCD, ρn

C). We will also
use here non-diagonal objects ρn

C(rrr1, . . . , rrrn; rrr′1, . . . , rrr′n)
obtained by directly extending every RD found in the
definition of a given CD to form its RDM. For instance,
ρ2(rrr1, rrr2; rrr′1, rrr′2) = ρ1(rrr1; rrr′1)ρ1(rrr2; rrr′2)−ρ2

C(rrr1, rrr2; rrr′1, rrr′2).
These are subsets of (but should not be confused with)
the cumulant density matrices (CDMs). They lack any
type of exchange symmetry but will turn out to be use-
ful for our purposes.

Cumulant densities fulfill important relationships.
On the one hand, knowledge of the nCD gives access
to all of the CDs of lower order,

ρn−1
C (r1, . . . , rn−1) =

∫
ρn

C(r1, r2, . . . , rn)drn. (2)

On the other, iterating the last recurrence we discover
that nCDs are size-extensive,

∫
ρn

C(r1, . . . , rn)dr1 . . . drn = N. (3)

Domain averaging nCDs provides the entry point
to introducing chemical bonding descriptors that are
generalizations of those used in standard MO theory.
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Once an exhaustive partition of space is introduced,
R3 = ∪aΩa, a generalized population analysis at the n-
particle level becomes immediate. We thus define the
n-center populations

〈Nab...n〉 =

∫

Ωa

drrr1

∫

Ωb

drrr2 . . .

∫

Ωn

drrrn ρ
n
C(rrr1, . . . , rrrn).

(4)
It is clear that

∑
ab...n〈Nab...n〉 = N, for any n, so this

provides a one-, two-, etc, center decomposition of the
electron population. If n = 1, 〈Na〉 is the standard basin
population, which plays the role of Mulliken’s popu-
lations if the space partition is atomic-like. If n = 2
and a , b, 〈Nab〉 + 〈Nba〉 is the analogue of Wiberg-
Mayer’s bond order, that is widely known in real space
theories as the delocalization index between the Ωa and
Ωb regions. Further order 〈N〉’s measure multi-center
bonding, and are known as multi-center delocalization
indices {19; 18}. Due to the statistical meaning of CDs,
it is also possible to show that

〈Nab...n〉 ≡ (−1)n−1

n − 1
〈(Na − 〈Na〉) . . . (Nn − 〈Nn〉) . . . 〉,

(5)
in the sense that 〈Nab...n〉 is dominated by the n-th order
covariance of the electron populations, so that n-center
chemical bonding is the result of simultaneous n-center
fluctuation of electron populations.

If ρn+1
C is domain integrated n times, thanks to Eq. 2

we will get a n-center partition of the electron density,
ρ(rrr) = ρ1

C ,

ρ(rrr) =
∑

ab...n

ρ1
ab...n(rrr)

=
∑

ab...n

∫

Ωa

drrr2

∫

Ωb

drrr3 . . .

∫

Ωn

drrrn+1 ρ
n+1
C (rrr1, . . . , rrrn+1).

(6)

If in the above expression ρC(1, n; 1′, n′) is used instead
of ρC(1, n), and we take the standard i′ → i limits be-
fore integration, what we get is a domain partition of
the 1DM, ρ(rrr; rrr′) =

∑
ab...n ρ

1
ab...n(rrr; rrr′). all these do-

main partitioned density matrices may be diagonalized.
For instance {6}, ρ1

ab...n may be written in terms of the
occupied MOs of the system as

ρ1
ab...n(rrr; rrr′) = φ(rrr)DDDab...nφ†(rrr′), (7)

where φ is a vector comprising all the occupied orbitals
and DDD a Hermitian matrix. Upon diagonalization of the
above expression,

ρ1
ab...n =

∑

i

nab...n
i |ψab...n

i |2, (8)

defines the multi-center natural adaptive orbitals (NA-
dOs) ψab...n

i (rrr) and their natural adaptive occupation
numbers (NAdOccs). When n = 1, the generalized
densities coincide with Ponec’s DAFHs, and the ψa

i ’s
and na

i ’s with the domain natural orbitals and their oc-
cupation numbers. It is clear that the NAdOccs fulfill

the sum rule
∑

i nab...n
i = 〈Nab...n〉, so that NAdOs in-

duce a one-electron decomposition of any multicenter
delocalization index, including the domain population
(n = 1), and the standard two-center DI (n = 2) as we
are going to examine in the following.

n-center NAdOs provide vivid pictures of n-center
bonding. NAdOs are adaptively localized or delocal-
ized orbitals over the n centers in which they have been
computed. Only NAdOs which are at least partly lo-
calized in the chosen n centers contribute to n-center
bonding. If one of these orbitals is completely local-
ized over these centers, then it describes pure n-center
bonding. If not, it will appear as a completely local-
ized NAdO for a larger n value. Partially delocalized n-
center NAdOs thus signal the existence of further order
multi-center bonding. As an example, 1-center orbitals
will be either localized (describing non-bonding com-
ponents, i.e. cores or lone pairs) or delocalized over
other centers, denoting in the latter case the existence
of at least two-center bonding. This means that even 1-
center NAdOs (DNOs) may be used to study chemical
bonds in real space if we look at their delocalized com-
ponents. This has been the standard use of the DAFH
analysis. Our whole point here is to notice that this is
better done with our general formalism.

NAdOs have symmetry, belonging to the irreducible
representations of the group of the n-centers. Thus to
the point group of the center in which they are obtained,
if n = 1, or to the group of the bond, if n = 2. This fea-
ture is annoying if n = 1 DNOs are used to study chem-
ical bonds, for the delocalized DNOs that will indicate
bonding contributions will not have the local charac-
ter that chemists expect. This has been partially solved
using localization procedures, particularly the isopynic
transformation {23}. Those tricks are no longer neces-
sary when the general NAdOs of this work are used.
Two-center bonds, from our view, should be extracted
from two-center NAdOs, and so on.

3. The meaning of two-center NAdOs

We will use in this section the ideas already put for-
ward {8} to interpret DAFHs in terms of the concept of
excluded density. For n = 1, the 2-CD is the exchange-
correlation density, which may be viewed as a charge
weighted hole density,

ρ2
C(rrr1, rrr2) = ρh(rrr1|rrr2)ρ(rrr2), (9)

where ρh(rrr1|rrr2) = ρ(rrr1) − ρcond(rrr1|rrr2) is the difference
between the unconditional density at rrr1 and the condi-
tional one when we already know that a reference elec-
tron lies at rrr2, ρcond(rrr1|rrr2) = ρ2(rrr1, rrr2)/ρ(rrr2). It is thus
an excluded (or hole) density. Averaging over all the
reference electrons contained in domain Ωa, the DAFH
ρ1

a(rrr1) =
∫

Ωa
drrr2 ρ

2
C(rrr1, rrr2) gives the average distribu-

tion of the 〈Na〉 electrons that should be removed from
ρ when all the reference electrons lying in Ωa are con-
sidered. DNOs, or 1-NAdOs, provide a one-electron
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partition of this excluded density. When ρ1
a(rrr) is differ-

ent from zero outside the Ωa region, the electrons con-
tained in the latter delocalize into rrr. Put it in another
way, if a given ψa

i does not spread beyond Ωa, one elec-
tron will be localized in it. Similarly, when ψa

i invades
other regions, e.g. Ωb, the presence of reference elec-
trons in Ωa is sensed in those other positions, statistical
dependence between the Ωa − Ωb regions appears, and
at least two-center bonding develops {8}.

Now let us shift to the 3-CD,

ρ3
C(rrr1, rrr2, rrr3) =ρ(rrr1)ρ(rrr2)ρ(rrr3) − 1

2
ρ(rrr1)ρ2(rrr2, rrr3)−

1
2
ρ(rrr2)ρ2(rrr1, rrr3) − 1

2
ρ(rrr3)ρ2(rrr1, rrr2)+

1
2
ρ3(rrr1, rrr2, rrr3). (10)

If we now consider reference electrons at rrr2 and rrr3, the
above expression may be written as,

ρ3
C(rrr1, rrr2, rrr3) =

1
2

(
ρ(rrr2)ρ(rrr3)[ρh(rrr1|rrr2) + ρh(rrr1|rrr3)]−

ρ2(rrr2, rrr3)ρh(rrr1|rrr2, rrr3)
)
, (11)

which is to be seen as a generalization of Eq. 9.
ρh(rrr1|rrr2, rrr3) is a two-electron hole density, i.e. the ex-
cluded electron density at rrr1 when two reference elec-
trons are known to exist at rrr2 and rrr3:

ρh(rrr1|rrr2, rrr3) = ρ(rrr1) − ρcond(rrr1|rrr2, rrr3) (12)

= ρ(rrr1) − ρ
3(rrr1, rrr2, rrr3)
ρ2(rrr2, rrr3)

It integrates to 2 electrons. Eq. 11 thus describes
the charge-weighted non-additive effects at rrr1 of the
simultaneous presence of two electrons at rrr2 and rrr3
with respect to the sum of the two isolated one-
electron hole contributions. Averaging rrr2 and rrr3 over
regions Ωa and Ωb a charge distribution ρ1

ab(rrr) =∫
Ωa

drrr2
∫

Ωb
drrr3 ρ

3
C(rrr, rrr2, rrr3) is defined that shows how

the 〈Nab〉 a, b-delocalized electrons distribute in space.
As before, if ρ1

ab(rrr) spreads out of the Ωa ∪Ωb regions,
there is, at least, three-center statistical dependence and
3-center bonding (that may be further decomposed us-
ing the 4-CD). Each ψab

i (rrr) 2-NAdO, obtained by di-
agonalizing ρ1

ab(rrr; rrr′), will be localized in the Ωa ∪ Ωb

regions unless it is engaged in multi-center bonding,
and is accompanied by a corresponding NAdOcc, nab

i ,
that measures its contribution to 〈Nab〉.

As already noticed {8; 6}, the DDD matrices adopt
a particularly simple expression in the case of sin-
gle determinant wavefunctions, depending only on the
so called domain (or atomic) overlap matrices, S a

i j =∫
Ωa

drrr φ∗i (rrr)φ j(rrr), where the φ’s are the occupied canon-
ical orbitals. For instance, DDDa = SSS a, and DDDab =

(SSS aSSS b + SSS bSSS a)/2. This means that if we consider a
two-domain system (like a diatomic molecule, with

Ωa ∪ Ωb = R3), described at the 1-det level, diagonal-
ization of DDDa, DDDb, or DDDab will lead to the same eigen-
functions ψi = ψa

i = ψb
i = ψab

i , for SSS b = 111 − SSS a, and
the eigenvectors of these two matrices coincide. More-
over, the eigenvalues na

i will be the overlap integrals
of the eigenfunctions ψa

i over the Ωa domain, coincid-
ing with the the electron population of ψi within that
domain, na

i =
∫

Ωa
drrr |ψi(rrr)|2. Similarly, nb

i = 1 − na
i ,

and nab
i = na

i (1 − na
i ). With this, 1- and 2-NAdOs

in two-domain systems collapse onto the same set of
functions. The contribution of each of these ψi to the
Ωa/Ωb populations is straightforward: ψi contributes
with na

i /nb
i to the domain population, with (na

i )2/(nb
i )2

to 〈Naa〉/〈Nbb〉 (the so-called localization indices which
indicate the number of localized electrons in a given
domain), and finally, with na

i nb
i = na

i (1 − na
i ) to 〈Nab〉.

〈Nab〉 is half the delocalization index δab commonly
used to measure covalent bond orders. All these num-
bers may immediately be interpreted in statistical terms
{12; 11; 24}. For instance, the contribution of each of
these functions to δab = 〈Nab〉 + 〈Nba〉 is 2na

i nb
i , twice

the product of the probabilities that its electron lies in
each of the domains, behaving parabolically either with
na or nb: it vanishes when the electron described by ψ is
localized in each of either domains (na = 1 or nb = 1),
and peaks to 1/2 when the electron is equally shared
between the two regions, i.e. when na = nb = 1/2.
Since for closed-shells each ψ will be occupied by two
electrons of opposite spin, the total contribution to the
covalent bond order will be 0 in the first case (totally lo-
calized), and 1 in the second (totally delocalized). This
is exactly the expected behavior of a bond-order indica-
tor, and shows that at this level of description, na mea-
sures both polarity and covalency. Notice that, since
SSS a is a positive definite matrix, its na

i eigenvalues must
also be positive definite. Negative contributions to 〈Na〉
or 〈Nab〉 are thus not possible for a two-domain parti-
tion at the 1-det level. This is no longer true for 〈Na〉
when correlation is included, or even for 〈Nab〉 as soon
as more than two domains are considered. We have al-
ready considered in detail the first possibility {8}, and
one of the aims of this work is to examine the second.

Similar considerations may be put forward for fur-
ther order cumulant densities and further order NAdOs
and NAdOccs. We will concentrate on the 3-CD (thus
on 2-NAdOs) here and leave these other cases for fu-
ture works.

4. Discussion and Results

We will show in this section how 2-NAdOs perform
in a set of simple molecules. We will show simulta-
neously Hartree-Fock (HF) single determinant calcu-
lations and CAS calculations, paying attention to the
changes that the CAS description introduces on bond-
ing. We will start by considering the first and second
row diatomics, paradigmatic examples of the Aufbau
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principle in chemical bonding theory. Then we will
shift to simple polyatomics.

4.1. First and second row diatomics

We will start considering two-domain systems,
where the difference between the 1- and 2-NAdOs
eigenfunctions vanishes at the 1-det level. We have
selected the first and second row diatomics in their
ground state, used to teach the Aufbau principle in
the MO paradigm. To that end, we have performed
HF and CASSCF calculations with the GAMESS {25}
code using standard 6-311G(d,p)++ basis sets. Planes
bisecting the internuclear axis were used as interatomic
surfaces dividing the two atomic domains. This corre-
sponds to the QTAIM partitioning except in Li2, where
a non-nuclear attractor is found. The atomic over-
lap matrices were obtained with our PROMOLDEN {26}
code, and the CDs needed to obtain the 2-NAdOs were
constructed with a new local code, DENMAT. Simple
CAS[n,m] active spaces were used as follows: [2,2] for
H2 and Li2, [4,4] for He2 and Be2, [6,8] for B2, [8,8]
for C2, [10,8] for N2, [12,10] for O2 and F2, and [16,14]
for Ne2. All the systems will be examined in their low-
est closed-sell 1Σ+

g singlet states, except B2 (3Σ+
u ) and

O2 (3Σ−g ).
The analysis for H2 at the HF level is well known.

With just one 1σg orbital and S a = S b = 1/2, na =

nb = 1/2. There is no need for diagonalization, and the
1- and 2-NADOs coincide with 1σg. The bond order is
clearly 1, and it does not change with geometry. Cor-
relation at the CAS[2,2] level solves the dissociation
problem. The now two 1-NAdOs have no longer D∞h

symmetry, and they localize progressively on the two
atomic basins as the internuclear distance increases. A
full discussion of their meaning has been presented {8}.
2-NADOs, on the contrary, do maintain the bond group
symmetry. In this case, the full molecular D∞h point
group. It is straightforward to show, for instance, that
in two electron homodiatomics ρ1

ab(rrr) = 1
2 〈Nab〉ρ(rrr).

To prove this, we just have to take into account that
the third order density vanishes in Eq. 10, and inte-
grate each of the remaining terms. 2-NAdOs thus co-
incide with standard natural orbitals, and the NAdOccs
nab

i = 1
2 〈Nab〉ni, where ni are natural occupancies. Each

NAdO thus contributes to bond order proportionally to
its natural occupation number. This is no longer true
for N > 2. At our CAS[2,2] level in H2, we will have
two occupied natural orbitals, ψab

1 and ψab
2 ( of σg and

σu symmetry, respectively) with α+ β NAdOccs equal
to 0.4114 and 0.0049 e, respectively. The σg contribu-
tion accounts for almost 99% the total DI, which turns
out to be 2 × (0.4114 + 0.0049) ≈ 0.833.

We want to stress that the image provided by 2-
NAdOs is extremely close to the one that comes from
MO pictures. Bonding is primarily due to the 1σg com-
ponent in H2, with minor contributions from correem-
phg orbitals. However, α − β correlation does affect

non-negligibly electron delocalization, decreasing sub-
stantially the bond order. It is now well known {27}
that Coulomb correlation will decrease covalency in
standard chemical bonds. Our approach quantifies this
effect. It is also very important to notice that, at the
interpretive level, a change in the NAdOcc of a given
NAdO may be understood as a change in the degree
of localization or delocalization of the electrons it de-
scribes. Larger values imply more delocalized elec-
trons and viceversa.

It is also interesting to briefly explore the result of
stretching the H-H bond distance. No specific calcula-
tion will be reported, since the behavior of the popula-
tion of the two natural orbitals at the CAS[2,2] level is
well known, each approaching 1/2 as we get closer and
closer to the dissociation limit. Since the DI decreases
{28} along this process towards zero, the 2-NAdOs pic-
ture will move from one (the 1σg) function dominating
a large 2-center population towards two contributing
similarly to a smaller and smaller DI. At dissociation,
both natural orbitals will have degenerate nab, and both
a delocalized or localized picture of the ψab will be pos-
sible. At any other geometry, the two functions will
necessarily be delocalized.

Our next example is, obviously, the He2 molecule.
We do not pursue here to offer a quantitative correlated
description, but to simply show the 2-NAdOs image for
HF and simple CAS[4,4] calculations. Only two con-
tributions with non-negligible occupations are found at
both levels. Again, they are simple g and u combina-
tions of 1s-like functions with almost completely de-
generate NAdOccs, that change from 0.0002 to 0.0003
on going from HF to CAS. An important lesson is to be
found here: since covalent bonding is the result of elec-
tron delocalization, and from this point of view both
σg and σu are delocalized functions, σu should not be
considered an antibonding contribution as it is usually
assumed in textbook MO theory. If 1-NAdOs are re-
garded for any of the two He atoms, the dominant con-
tributions that we obtain are two extremely localized
1s-like functions, centered at each nucleus. Since they
do not delocalize over the other, their participation in
2〈Nab〉 is very small. When we change to 2-NAdOs,
symmetry preservation precludes localization, in gen-
eral, and now the two almost equally delocalized ψab’s
display a very similar, and small, contribution to the 2-
center population. At the HF level there is nothing odd
in this reasoning. The 1σg and 1σu orbital energies just
differ in a couple of kcal/mol, and their electron density
distribution is alike, since the effect of the nodal plane
of the ungerade function is barely visible. In brief, our
analysis changes the naı̈ve annihilation of the 1 and −1
contribution to bond order of the standard bonding and
antibonding orbitals to two almost identical, very small
contributions. We think that this latter view is to be pre-
ferred.

In Li2, the first two 2-NAdOs are almost g and
u combinations of 1s functions with negligible 2-
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NAdOccs, both at the HF and CAS levels. We will ne-
glect core orbitals in the following discussions. In the
HF approximation there is only a third function, which
coincides with the canonical 2σg orbital. Its nab = 1/4,
so its total (α and β) contribution to the DI is 1. Cor-
relation does not change the shape of this contribution,
but changes its occupation to nab

2 ≈ 0.1471, and obvi-
ously introduces extra correlating functions. ψab

4 is a
heavily hybridized ungerade contribution with a small
nab

2 ≈ 0.0098. Fig. 1 shows these functions, together
with their occupations. Notice that the total DI changes
from 1 to ≈ 0.628, a much larger decrease than that
found on H2 when including static correlation at about
the same level of theory.

HF: 0.2500
CAS: 0.1471 0.0098

Figure 1: |ψ| = 0.05 a.u. isosurfaces of the 2σ NAdOs in the
Li2 molecule. Numbers below correspond to their respective
2-NAdOccs, nab

i at the HF and CAS levels. Basis sets and
details of the calculations as described in the text

Similarly to He2, adding two electrons to obtain Be2
gives rise to annhiliation of gerade and ungerade com-
ponents. Neglecting the core orbitals, we obtain at the
HF level a pair of 2σg, 2σu 2-NAdOs, that may be
described as g, u combinations of slightly hybridized
2s functions with occupations equal to 0.0020, and
0.0021, respectively. At the CAS level, these func-
tions decrease their occupations to ≈ 0.0019, and a
pair of extra correlating functions appear that resemble
g, u combinations of slightly hybridized 2pz atomic or-
bitals. Their occupations are very small (≈ −0.00005).
The total DI changes from 0.016 to 0.015 on going
from the HF to the CAS description.

B2 is our first open-shell system, and the first di-
atomic with classicaly occupied π orbitals. There
are several striking facts in its NAdOs analysis. At
the ROHF level four (non-core) contributions appear
which are standard 2σ and 1πu functions. Now the
2σg and 2σu NAdOs are clearly bonding, with nab =

0.1336. Let us stress again that both of them delocal-
ize electrons between basins in similar ways, contribut-
ing almost equally to 〈Nab〉, although considerably less
than in the case of a pure covalent link (nab = 1/4).
Overall, these two orbitals add up a bit more than one
to the bond order (1.07). The π terms, with no possi-
ble contamination coming from equal symmetry func-
tions, have pure 2-center populations, and their (half-
populated) nab = 0.125. Adding all the terms to-
gether, we get a total DI of about 2.07. The CAS
calculation offers quite a different landscape. On the

one hand, now the 2σu becomes mainly non-bonding,
nab = 0.0475, and although the 2σg enhances its bond-
ing character, nab = 0.1500, the contribution of the
2σ block to the DI decreases to about 0.77. This σ
decrease is even larger if we take into account that
the two correlating 3σg,u contributions (coming mainly
from 2p atomic functions) display negative nab, see
Fig. 2. Similarly, the inclusion of π correlating terms
decreases their pure HF populations significantly, from
0.125 to nab = 0.0800. This is an almost 40% change
in the nab value. The correlating πg orbitals display
very small, negative nab’s, and the total π DI is about
0.64 units, very similar to that due to σ terms. We
have repeatedly found (recall also the Li2 case) that
classical overlap is related to the effect that correla-
tion has on nab. The smaller the naı̈ve overlap between
atomic orbitals, the larger the effect upon inclusion of
correlation. Thus π bonds respond more intensely to
the CAS than σ ones. Another interesting fact is that
we may build pairs of bonding and correemphg NA-
dOs with gerade and ungerade symmetry. They have
been displayed in columns in the Figure. The correem-
phg functions shown in the second row decrease the to-
tal 2-center population of their bonding couples in the
first row, sometimes slightly, e.g. the 2σg and 3σu pair,
sometimes substantially (the 2σu and 3σg pair). Also
important is the fact that correlating contributions may
be also classified according to the traditional classes of
radial or angular correlation. For instance, the 3σ func-
tions may be said to introduce radial correlation in their
2σ counterparts. Notice also that the total effect of cor-
relation on the DI is very large. It changes from ≈ 2.07
to ≈ 1.33.

Two new electrons in C2 add a bit more than one unit
to the total DI at the HF level, mainly due to the extra π
2-center population that may still be described as com-
ing from independent electrons. A smaller internuclear
distance, and thus a larger overlap, is responsible for a
slightly increased 2σg contribution. Overall, the HF DI
of C2 is close to 3. Inclusion of correlation at the CAS
level destroys, even more than in B2, this picture. The
full π skeleton provides only about ≈ 1.0 units to the
total DI, so that the latter quantity changes from about
≈ 3.2 to ≈ 1.8 on inclusion of correlating contributions.

The basic NAdOs scheme changes again in N2 (see
Fig.3). Now the 3σg ψ

ab, which was a correlating func-
tion with negative occupation in B2 and C2, becomes a
bonding term. At the HF level it is orthogonal to the
1σ and 2σ shells, so it acquires a pure 2-center pop-
ulation. Simultaneously, the 2σ shell is transformed
into a residual core. The π block remains pure, and
the total DI scales to ≈ 3.03, in agreement with stan-
dard wisdom. At the CAS level the contribution of the
2σ shell increases slightly. Interestingly, the ungerade
function adds up almost twice as much as the gerade
one. Similarly to C2 when we take into account the
bond length decrease, the 3σ contribution is the great-
est for a σ link so far, but even in this case, far from the
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ROHF: 0.1336 0.1336 0.1250 0.1250
(0.1485) (0.1485) (0.2500) (0.2500)

CAS: 0.1500 0.0475 0.0800 0.0800
(0.1688) (0.0415) (0.1348) (0.1348)

CAS: -0.0005 -0.0220 -0.0003 -0.0003
(-0.0011) (-0.0214) (-0.0056) (-0.0056)

Figure 2: |ψ| = 0.05 a.u. isosurfaces for the non-core NAdOs in the B2 and C2 molecules. The numbers below correspond to
their respective 2-NAdOccs, nab

i , at the HF and CAS levels. C2 data in parenthesis.

pure 0.25 value. Adding all the terms, the effective DI
drops from ≈ 3.03 to 1.94, 58% this figure comes from
π contributions.

In dioxygen, Fig. 3, the N2 picture becomes altered
once more by the appearance of highly populated CAS
NAdOs that are absent in the HF description. At the
CAS level there is a marked tendency, initiated in C2,
towards a decrease in the bonding contribution of the
2σg term in favor of the 2σu one. In this process, we
see how the progressive localization of electrons favors
bonding components with less inherent overlap (unger-
ade) over those with larger (gerade). Secondly, at the
HF level the 3σg function is pure, with zero overlap
with any other NAdO and thus with nab = 0.25, but the
π NAdOs have lost this property, since the πg orbitals
are now occupied: the πg functions are basically non-
bonding, and the πu become considerably localized.
The final DI is ≈ 2.24, close to its classical value. Cor-
relation destroys the pure character of the 3σg, which
loses more than half its HF 2-center population in favor
of a surprising 4σg NAdO, which is basically a sym-
metric combination of 3s atomic functions. As found
before, the CAS decreases the bonding character more
for π than for σ blocks. Notice that the πg functions
have, for the first time, positive 2-center populations,
and that the full contribution to the DI of the π block is
≈ 0.51, close to, but smaller than the equivalent data in
B2. As we introduce more and more electrons in one
of these blocks we observe a progressive localization,
which is known in other models as the lone pair bond
weaking effect. The 2.24 DI at the HF level drops to
1.44 at the CAS one. Only 35% comes from π NAdOs.
A CAS[12,12] calculation does only change the above
description slightly, confirming that the 4σg contribu-
tion is not an artifact produced by a particular active
space.

In F2, with ψab’s which resemble those of O2, the
1π block is full, and as we saw with Be2, this induces
localization and equalization of all of its components.
Now all the four π orbitals display 2-center populations
around 0.0122 at the CAS level, so that the eight π elec-
trons contribute ≈ 0.20 to the DI. In the HF approxi-
mation, only the 3σg term gets a close to pure (0.2350)
2-center population, and the bond order is about 1.1.
In the CAS description this localizes considerably, to
nab = 0.1451, and the total DI drops to ≈ 0.85. The
important 4σg term found in oxygen is now again a
correlating contribution accompanied by a 4σu coun-
terpart, with nab’s= −0.0054. At the CAS level, a 23%
the DI is due to π terms.

Finally, the inclusion of a 2π set of correlating func-
tions in Ne2 provides a picture of almost completely
localized electrons. All of the contributions give negli-
gible nab’s except the 3σ block, which provides about
80% the total DI, 0.0037 and 0.0074 at the HF and CAS
levels, respectively. All the correlating contributions
have very small negative 2-center populations.

4.2. Polyatomics: bonding and non-bonding interac-
tions

We will now consider a set of simple closed-shell or-
ganic molecules where some issues on the properties of
NAdOs and their transferability can be examined. Un-
less explicitly stated, most of the results in this section
are HF calculations performed with the GAMESS {25}
code using TZV(d,p)++ basis sets at theoretical equi-
librium geometries with atomic domains as defined by
the QTAIM.

Fig. 5 contains the 2-center functions together with
their occupation numbers obtained for the C-H bond in
the methane molecule. Since there are 10 electrons,
we have five NAdOs. One is basically a C 1s core
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RHF: 0.0049 0.2500 0.2500 0.2500
CAS: 0.0060 0.1940 0.1477 0.1477

RHF: 0.0049
CAS: 0.0114 -0.0076 -0.0076 -0.0076

Figure 3: |ψ| = 0.05 a.u. isosurfaces for the non-core NAdOs in the N2 molecule. The numbers below correspond to their
respective 2-NAdOccs, nab

i , at the HF and CAS levels.

HF: 0.0005 0.2500 0.1369 0.1369
CAS: 0.0026 0.1225 0.1111 0.0580 0.0580

HF: 0.0005 0.0119 0.0119
CAS: 0.0252 -0.0040 -0.0011 0.0051 0.0051

Figure 4: |ψ| = 0.05 a.u. isosurfaces for the non-core NAdOs in the O2 molecule. The numbers below correspond to their
respective 2-NAdOccs, nab

i , at the HF and CAS levels.

orbital with a 2-center occupation smaller than 10−5.
Out of the four others, we may clearly distinguish a
sp3-like hybrid with almost pure nab = 0.2342 popu-
lation, which we identify with the C-H bond orbital,
and three others with very small nab’s. 96% the total
DI (0.98) is provided by the sp3-like term. All of the
NAdOs belong to irreducible representations of the C3v

point group, the symmetry group of the C-H bond. If 1-
NAdOs (or DNOs from a DAFH analyses) are obtained
for the C atom, for instance, we would get Td functions,
which we would need to subject to an isopycnic local-
ization to obtain chemically relevant components. As
explained before, these localizations are not needed in
our present procedure, and only orbitals which are ap-
propriately delocalized between the two centers we are
considering will lead to non-vanishing 2-center occu-
pations.

We have also performed CAS[8,12] calculations on
CH4, leaving the carbon 1s orbital frozen. Out of the 12
non-core NAdOs, only 7 have non-negligible 2-center

occupations. The largest one is equivalent to the sp3-
like function in Fig. 5, but correlation decreases its
NAdOcc to ≈ 0.1932, as expected. It is easily paired
to its anti-bonding-like function, with nab = −0.0048,
and with a radially correlated term with nab = 0.0037
which is roughly a bonding s − 3p hybrid. Then we
have two E degenerate ψab’s similar to those obtained
at the HF level in Fig. 5 with nab = 0.0048 which are
radially correlated to their next shell equivalents with
nab = −0.0026. Overall, the C-H DI drops to 0.784.

Another point that deserves comment regards the
transferability of these kind of bonding analyses. We
have performed calculations on the saturated hydrocar-
bon series CpH2p+2, from p = 1 to p = 5. The C-H
bonding NAdO needs not be represented, since differ-
ences along the series cannot be distinguished with the
naked eye. It is, for all purposes, the first contribution
in Fig. 5. More interesting is to examine the evolution
of its NAdOcc.

Table 1 contains our HF data. It can be seen that the
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nab 0.2342 0.0051 0.0051 0.0004

Figure 5: |φab| = 0.1 a.u. isosurfaces for the four non-core single-determinant 2-NAdOs in CH4 together with their NAdOccs.
Details of calculations are given in the text.

m = 1 m = 2 m = 3
p = 1 0.2342
p = 2 0.2322
p = 3 0.2317 0.2290
p = 4 0.2319 0.2282
p = 5 0.2314 0.2280 0.2272

Table 1: Evolution of the 2-NAdOccs for the C-H bonding
contribution in the CpH2p+2 series. m indicates the position
of the C-H bond in the chain, being equal to 1 for a terminal
methyl group, and increasing its value as we consider inner
methylene groups.

convergence properties of our procedure are excellent,
as it is usually so with quantities defined through real
space techniques. There is interesting chemistry to be
learnt. Given m, the occupation of the bonding C-H
NAdO saturates quickly, although it slightly oscillates
about a mean value. This is known to be a remnant of
long-range delocalization effects {29} which depend on
the size of the chain and are likely to become less im-
portant as correlation is taken into account. For a given
p value, the 2-center occupation decreases as we dig
into the chain. C-H saturated bonds become slightly
more localized as we traverse from the methyl towards
the inner methylene groups. The effect is, nevertheless,
small.

Finally, we want to point out that since the number
of atoms in a polyatomic is greater than two, there is
no restriction about the sign of the 2-center occupa-
tion numbers, even at the HF level. In fact, we have
found small negative contributions in some of these ex-
amples. In the hydrocarbon series, they do not become
more negative than −0.0015. Their statistical interpre-
tation is, in principle, the same discussed in the cor-
related diatomic case. Nevertheless, they also include
here the role of secondary, as well as true electron cor-
relation, interactions that cannot be present in diatomic
cases.

Similar insights are obtained when the C-C link is
examined. In ethane, we find a nice σ function with
nab = 0.2232, that evolves to nab = 0.2216 in propane.
More interesting is to examine here the role of smaller
contributions. 2 contains the occupations of the 13
propane contributions at the HF level. Aside from
the i = 1 bonding function, there are two others (

i nab
i i nab

i i nab
i

1 0.221577 6 0.000037 11 -0.000747
2 0.019265 7 0.000002 12 -0.004910
3 0.019164 8 0.000001 13 -0.005574
4 0.000873 9 0.000000
5 0.000327 10 -0.000076

Table 2: 2-center NAdOccs (nab
i ) of the 13 occupied NAdOs

found in the C-C link of propane.

i = 3 i = 2

i = 12 i = 13

Figure 6: |φ| = 0.1 a.u. isosurface for the pairs of NAdOs in
propane examined in the text. Numbering as that in Table 2.

i = 2, 3 ) with non-negligible NAdOccs. Their shape
has been depicted in Fig. 6, and correspond to π-like
combinations built from the methyl and methylene C-
H bonds (i = 3), or involving the other C-C interaction
(i = 2). Notice that the existence of these pseudo-π
terms makes sense from traditional hyperconjugation
arguments. The i = 2, 3 functions contribute (although
slightly) to the C-C bond, and may be seen as the C-
H and C-C hyperconjugation channels. Even more
interesting is that they are accompanied by opposite
symmetry counterparts exhibiting small, but again non-
negligible negative occupations. We have seen several
examples of those pairs in the last subsection. We resist
the use of the standard bonding/antibonding nomencla-
ture, but as we shall see, such pairs are ubiquitous, in-
dicating the role that secondary interactions play on a
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final DI. That the symmetric or antisymmetric combi-
nation displays positive or negative 2-center occupa-
tions depends, as we have seen, on how localized they
are.

Increasing the size of the chain provides a very sta-
ble, converging image. Table 3 summarizes our re-
sults. The occupations of the main NAdO change as
for the C-H interaction, decreasing slightly as we go
deeper into the chain, and oscillating with chain depth
as p grows. Hyperconjugative channels (S1, S2 in the
Table) are also extraordinarily stable. Their pictorial
representation is indistinguishable from that found in
Fig. 6. Although we will not pursue this goal in this
work, it is possible to extract tertiary and further or-
der contributions easily that may also be interpreted in
terms of long-range delocalization. We have found be-
fore this kind of long range stability {30}. We want
to stress that our procedure quantifies these effects in
a new way. For instance, we state that the hypercon-
jugation channels shown in the Table are strongest for
ethane (at the HF level).

0.0111 −0.0034

Figure 7: |φ| = 0.1 a.u. isosurfaces for the main pair of H-H
NAdOs in CH4

Our analysis may, of course, be applied to non-
directly bonded atomic (or group) pairs. This may shed
light on the nature and strength of non-bonded interac-
tions. Staying at the single determinant level, Fig. 7
shows the two most important functions that account
for 94% the DI(H,H) in CH4, which turns out to be
≈ 0.0327. This is a 1,3 interaction in the language of
force-fields. Both NAdOs are again symmetric and an-
tisymmetric combinations of the C-H σ bonds. This
again makes sense, and this time the antisymmetric
combination has the positive eigenvalue, showing that
the residual delocalization between the two basins is
best achieved through the antisymmetric function, and
pointing towards a classical steric clash betweeen the
atoms. Transferability, including slight oscillations,
is again found, as expected. The total DI(H,H) for
two methyl H atoms evolves as the following series:
0.0327, 0.0357, 0.0365, 0.0350, 0.0363 on going from
methane to pentane, and the main eigenvalue changes
accordingly.

It is much more interesting to examine 1,n interac-
tions with n > 2. In staggered ethane, for instance,
we have two types of 1,4 H-H interactions, the anti,
and the gauge. Fig. 8 shows the main contributors in
both cases. A first point stands out. The total DI is
larger for the anti pair (0.0104) than for the gauge one

(0.0031). This is clearly surprising since, in the ab-
sence of long-range delocalization, DI’s decay expo-
nentially with distance, and the gauge H’s are closer
than the anti ones. As we see, there is a clear preference
for an anti delocalization in this system, that extends to
much larger n values, as we have already pointed out
{30}.

0.0103 −0.0077

0.0040 −0.0033

Figure 8: |φ| = 0.1 a.u. isosurfaces and 2-center occupations
for the main 1,4 H-H NAdOs in ethane

As we see in Fig. 8, the 1,4 interaction is due to the
indirect effect of the previously examined hypercon-
jugation channels on the populations of the H basins.
In the gauge case, the situation is comparable to that
found in the 1,3 terms in CH4. The symmetric NAdO
has negative population. In the anti pair the situation is
nicely reversed. All these quantities are also transfer-
able. In propane, for instance, the 1,4 H-H interactions
(now between a methyl and a methylene group, give
rise to the following NAdOcc pairs: 0.0108(−0.0081),
and 0.0041(−0.0034) for the anti, and the gauge con-
formations, respectively.

4.3. Polyatomics: multiple bonds

Let us conclude this initial study on the performance
of our 2-center functions by examining how multiple
bonding is recovered. We have chosen the methanal
molecule at the HF//TZV(d,p) level as an example and
the C-O link. The total DI(C,O) is 1.388 at this level,
which is clearly larger than one, but much smaller than
2. This is obviously due to the large polarity of the
C-O link, on the one hand, but leaves the double bond
interpration open.

We have found five relevant contributions to the C-O
delocalization, which may be seen in Fig.9. The double
bond nature of the interaction comes out crystal clear,
with two dominating σ and π functions. Notice that the
latter has a significantly larger occupation number than
the former. It is also interesting to point out that there
is an appreciable contribution from a pair of orthogonal
bonding-antibonding π NAdOs, with opposite sign oc-
cupations that resemble the hyperconjugating channels
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P m = 1 m = 2 S1 S2
p = 2 0.2232 0.0195, 0.0184 −0.0050,−0.0047
p = 3 0.2216 0.0193, 0.0192 −0.0056,−0.0049
p = 4 0.2211 0.0184, 0.0182 −0.0052,−0.0047
p = 4 0.2200 0.0184, 0.0174 −0.0052,−0.0050
p = 5 0.2215 0.0192, 0.0190 −0.0057,−0.0050
p = 5 0.2199 0.0189, 0.0178 −0.0054,−0.0050

Table 3: Evolution of the 2-NAdOccs for the main C-C bonding contribution in the CpH2p+2 series. m indicates the position
of the C-C bond in the chain, being equal to 1 for a terminal methyl-methylene bond, and increasing its value as we consider
inner C-C links. P refers to the primary function, and S1, S2 to the secondary ones, gathered by symmetric/antisymmetric pairs
as shown in Fig. 6

0.2678 0.3256 0.1083

−0.0261 0.0155 0.0005

Figure 9: |φ| = 0.1 a.u. isosurfaces and 2-center occupations for the non-core Hartree-Fock NAdOs in methanal corresponding
to the C-O pair.

already examined in propane. They correspond to rela-
tively strong interactions of the oxygen’s lone pairs. As
in propane with the C-C links, they help enhance the C-
O bond order and lie behind the large O,H DI found in
this system.

5. Conclusions

The standard descriptors used in chemical bonding
theory have only a clear physical interpretation un-
der the orbital approximation. They lose progressively
their meaning, or simply cannot be obtained, when
electron correlation is explicitly taken into account.
This unsatisfying situation calls for a generalization
which is both physically rooted and that may be ap-
plied equally to correlated and non-correlated levels of
theory

A possible route towards this generalization is to use
n-th order reduced densities (RDs). We have shown
in this work how RDs, through their cumulant densi-
ties, may be successfully used to build a hierarchical set
of n-center bond indices and 1-electron functions from
real space partitionings of the molecular space. We call
these objects natural adaptive occupations, NAdOccs,
and natural adaptive orbitals, NAdOs. Each NAdO
contributes additively to the n-center bond order index,

thus providing a one-electron decomposition of multi-
center bonding. Here we have focused in 2-center de-
scriptors, trying to show convincingly that MO text-
book knowledge may be directly extracted from these
objects when the independent particle model is a rea-
sonable approximation, and how our procedure offers
valuable new insights when it is not. NAdOs, contrarily
to Domain Natural Orbitals of Domain-averaged Fermi
hole Analyses, belong to irreducible representations of
the point group of the bond which is analyzed, and
need not be subjected to artificial localization proce-
dures. They are directly comparable to standard bond
molecular orbitals.

To that end we have tried to explain the meaning
of 2-NAdOs in terms of generalized Fermi (exchange-
correlation) holes and to examine them in a set of sim-
ple systems, both when correlation is or is not taken
into account. Our results show that NAdOs and their
occupations are transferable and comply with chemical
intuition. As already known, the clearest effect of elec-
tron correlation on covalent interactions is to decrease
electron delocalization, and thus the effective bond or-
der of the link. How this occurs is dissected through
our method in great detail.

Although the number of systems examined is still
small, we have shown that there exist clear Aufbau
rules in the construction of NAdOs, and that the in-
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clusion of correlation may change appreciably some
naı̈ve MO descriptions. We show that the effect of a
traditional bonding-antibonding pair of functions is the
localization of electrons in both of its members. This
crystallizes in a simultaneous decrease of their contri-
bution to bond order. The drop in the NAdOcc upon
inclusion of correlation is larger for π than for σ func-
tions, so the effective bond order of multiple bonds is
considerably smaller than what it is expected. Our pro-
cedure allows a direct classification of correlating con-
tributions as radial or angular. We have shown that
correlating functions tend to display negative 2-center
occupations, that become positive when they become
classically occupied at the MO level.

We have also examined some simple organic poly-
atomic molecules, both at the Hartree-Fock and CAS
levels. We have shown that NAdOs and NAdOccs are
very transferable, as much as the total DI they add up
to. Moreover, secondary contributors to a given inter-
action are easily associated to some well-known con-
cepts like hyperconjugation. A dissection of all the ac-
tive hyperconjugative channels present in a molecule,
together with their strength, is immediate through this
technique. NAdOs may also be used to rationalize non-
bonded interactions. We have found clear motifs that
differ if the interaction is classically understood as an
steric clash or not, but further work is needed to show
their generality.
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10 C O N C L U S I O N E S
A lo largo de todo el recorrido de la Tesis Doctoral se ha pretendido llevar acabo un estudio de una de las manifestaciones químicas de más trascendencia eimportancia en la disciplina: el enlace químico. El desarrollo de dicho concepto:cómo, por qué, y en qué condiciones dos átomos o grupos de átomos se asocianpara formar un agregado más estable que sus constituyentes, ha formado partede la ciencia química desde su concepción, formando en realidad el núcleo másbásico de la misma. Aun en las primeras décadas de este nuevo siglo XXI, cuandolos modelos clásicos ya no admiten más desarrollo y las técnicas computacionalesponen el énfasis en obtener números precisos sin detenerse en la interpretaciónde los mismos, el concepto de enlace sigue generando vívidos debates en laliteratura.El nacimiento de la teoría cuántica supuso una revolución global, y el enlacequímico no se quedó al margen de la misma. La introducción de conceptos talescomo pares electrónicos, espín, etc, moldearon la visión que los científicos engeneral, y los químicos en particular poseían. Actualmente, y a pesar del enor-me avance en nuestro entendimiento en las manifestaciones experimentales, laimagen prevalente que se tiene del enlace químico es la visión propuesta porLewis hace ya casi un siglo: pares electrónicos que se comparten entre los dis-tintos átomos que se suponen enlazados. Esta percepción, en cierto modo muysimplista, están tan profundamente enraizada que es difícil distanciarse de ella.Esto es consecuencia de que, en parte, los avances científicos y tecnológicos quese suceden, vienen a confirmarla, aunque el sustrato físico de la misma sea muyendeble. El par de Lewis es una quimera. Los electrones del mismo espín no seaparean, sino que es su deseo de mantenerse alejados tanto como sea posiblede otros del mismo espín el que genera el espejismo de su apareamiento.Avanzando hacia la química teórica y computacional, hemos de admitir quela química está hoy completamente impregnada de la descripción proporcionadapor la teoría de orbitales moleculares. Ésta ha permitido tal grado de acerca-miento entre las manifestaciones experimentales y las herramientas utilizadasen los estudios teóricos, que forma parte indisoluble de la misma. Sin embargo,y aunque de un enorme éxito, no está carente de graves limitaciones, de entrelas que la ambigüedad del propio concepto de orbital no es la más pequeña.Además, los modelos sencillos que proporciona la teoría orbital se analizan, in-terpretan y estudian en el espacio que ella misma proporciona, el espacio deFock. No podemos olvidar ni dejar de lado que, sin embargo, la mayor parte delos químicos la utilizan como si el concepto de orbital morara en el espacio real,aquél en el que acontecen los fenómenos químicos. Es por ello que las teorías
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CONCLUSIONES
que se centran en el espacio real han sufrido un espectacular auge en las últimasdécadas. El punto de partida en el desarrollo de este tipo de teorías lo supusoel análisis de la densidad electrónica sin injerencias externas. La vista hacia ladensidad electrónica como variable que encierra toda la información contenidaen un sistema arbitrario surge gracias al teorema de Hohenberg y Kohn, quie-nes demostraron el verdadero poder que la densidad electrónica encierra paracomprender las manifestaciones experimentales.El objetivo básico de esta Tesis se enmarca en el análisis de la distribuciónelectrónica en el espacio real mediante el uso de técnicas novedosas, algunasdesarrolladas durante este periodo. Aunque la densidad electrónica es de vitalimportancia en cualesquiera teoría de enlace en el espacio real, en los últimosaños han surgido métodos novedosos que permiten estudiar los mismos fenóme-nos desde puntos de vista diferentes.Durante este trabajo, hemos empleado dos herramientas que creemos puedenresultar muy fructíferas en un futuro en el análisis de la distribución electrónica.Una de ellas es el denominado método de los dominios de probabilidad máxima(Maximum Probability Domains, MPD), mientras que la otra técnica se centraen lo que se ha venido en denominar orbitales naturales adaptativos (Natural
Adaptive Orbitals, NAdOs). Aunque ambas herramientas están dando práctica-mente sus primeros pasos, los resultados mostrados en el presente manuscritoaniman sobremanera a continuar con el desarrollo y aplicación de las mismaspues creemos que pueden configurarse como técnicas poderosas.En el método MPD se genera una partición del espacio en diferentes regio-nes que tienen un marcado carácter físico y químico. Dicha partición del espacioreal se lleva a cabo mediante la maximización de la probabilidad de encon-trar un número determinado de electrones en una determinada región. Dichasprobabilidades, que están perfectamente definidas desde un punto de vista me-canocuántico, se pueden emplear en cualquier partición arbitraria del espacio.Sin embargo, lo realmente novedoso, es emplearlas como variable dinámica paradefinir por ellas mismas dominios asociados a los sistemas químicos. Las regio-nes que se obtienen mediante esta maximización se pueden identificar con lospares electrónicos que Lewis había propuesto si se maximiza la probabilidad deencontrar dos electrones en un recinto. Los MPDs recuperan, por lo tanto, lasimágenes que impregnan la visión de los químicos.La aplicación del método MPD se ha llevado a cabo sobre un amalgamadiferentes de sistemas. Se ha aplicado a átomos, moléculas, sistemas periódicos,e incluso, sobre un conjunto de compuestos que están recuperando nuevamenteel interés de los científicos como son los electruros moleculares. Las imágenesofrecidas por el método permiten caracterizar sin lugar a dudas los sistemasquímicos. Baste como conclusión sencilla que la técnica de MPDs proporcionaresultados compatibes con otras técnicas basadas en el análisis topológico deescalares en el espacio real, como la teoría cuántica de átomos en moléculaso el análisis de la función ELF. Más aún, complementa a estas técnicas bien
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conocidas, proporcionando una visión dinámica del par de Lewis que no puedeencontrarse con ningún otro método. En este sentido, los resultados obtenidossobre la cristalización de los cuatro pares de valencia en sistemas iónicos amedida que se sustituye la simetría esférica característica de los átomos poraquélla presente en el entorno molecular, son particularmente interesantes.Por otro lado, la técnica de los NAdOs recupera, generaliza y mejora de unamanera clara y detalla el análisis de los huecos de Fermi promediados en domi-nios, introducidos por R. Ponec. El desarrollo de los orbitales naturales adaptati-vos se basa sobre un conjunto de objetos, ampliamente conocidos y denominadosmatrices densidad reducidas. Mediante el empleo de éstas, y de sus términosinternos conocidos como cumulantes, es posible definir índices de enlace entrevarios centros mediante la condensación del correspondiente cumulante sobredistintas regiones. El empleo de este tipo de objetos requiere de una particiónprevia del espacio. Cuando es la topología de la densidad electrónica la quedefine estos recintos, el empleo de los NAdOs proporciona conclusiones muyinteresantes.Hemos aplicado la técnica sobre un conjunto de moléculas poliatómicas (loshidrocarburos más sencillos) y sobre las moléculas homodiatómicas del primery segundo período. Se ha podido demostrar mediante el análisis de los descrip-tores asociados a dos centros que el lenguaje orbital se recupera fielmente (enausencia de correlación electrónica), pero, y lo que es más importante, que dicholenguaje se obtiene mediante análisis en el espacio real. Los NAdOs son fun-ciones monoelectrónicas efectivas, que mantienen su identidad en presencia decorrelación electrónica. Hasta donde nuestra investigación ha podido demostrar,los NAdOs son entidades transferibles que concuerdan con la intuición química.De este modo se pone de manifiesto que la técnica puede suponer un punto deinflexión a partir del cual es posible ir sustituyendo, en la medida de lo posible,la teoría orbital por el lenguaje hablado en el espacio real.
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11 R E S U M E N E N F R A N C É S
INTRODUCTION

L’étude, l’interprétation et la compréhension de la liaison chimique depuisune perspective eloignée du langage orbitalaire reste un des grands défis dela Chimie Théorique et Computationnelle. Le besoin de donner de nouvellesinterprétations mecano-quantiques invariantes aux tranformations orbitales, avecun accent physique, constitue une séquence logique dans la longue périodede l’existence du concept même de liaison chimique. L’arrivée de la mécaniquequantique dans les années 20 du XXe siècle a supposé une révolution dans lascience en général et de la Chimie en particulier, permettant la renaissance desdifférentes théories pour expliquer et interpréter les phénomènes chimiques.Quelques années avant l’apparition de la chimie quantique, G. N. Lewis avaitproposé que les électrons constituaient les briques élementaires dont été forméela matière, et que leur distribution par paires était la base de la liaison chimique.Cette vision perdure aujourd’hui. Un premier obstacle auquel la nouvelle inter-prétation de liaison devait faire face était la violation de la loi de Coulomb entraitant le couplage électronique. On comprend aujourd’hui ce couplage électro-nique comme le besoin d’antisymétrie de la fonction d’onde pour décrire correcte-ment le comportement d’un système constitué de particules de nature fermionique.Il est remarquable la proposition de Lewis avant l’apparition de la mécaniquequantique parce que tous les outils et techniques issus de nos jours viennent laconfirmer.Néanmoins, et malgré son intérêt, le modèle de Lewis a du se confronter àd’importants défis. Le modèle d’atome “cubique”, abandonné plus tard pour ce-lui des paires électroniques situés sur les sommets d’un tétraèdre, ne peut pasdécrire les différentes manifestations chimiques. Plus tard, la règle de l’octet,introduite par Langmuir, ne permettait pas non plus une description appropriée.Lors de l’introduction du concept de spin électronique, Linnett et son modèlede “double quartet” considère que pour chaque groupement de spin donné lesélectrons des deux blocs sont situés dans les positions des deux tétraèdres in-terpénétrés tout en récupérant le cube de Lewis.Le modèle de Lewis, appuyé par la règle de l’octet introduite par Langmuiret par la théorie de “doubles quartets” de Linnett, est le scénario de base surlequel est bâti l’actuel alphabet chimique. La compatibilité entre la proposition àsuccès de Lewis et la théorie quantique aurait son point de départ dans l’articleimportant de L. Pauling qui réussit à relier les deux réalités. Il présentait ainsila liaison covalente et la liaison chimique comme deux processus d’un seul et
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même mécanisme dans lequel la paire électronique était partagée à différentdegré entre deux atomes liés.Parmi l’éventail de possibilités ouvertes dans cette nouvelle période, la théoried’orbitales moléculaires (Molecular Orbital Theory, MO), nécessaire à la com-préhension actuelle de la chimie, constitue un outil de base. Les résultats obtenuset son interprétation simple a permis son adoption par la communauté scientifi-que. Néanmoins elle manque une échelle absolue pour expliquer les différentesmanifestations chimiques, ce qui a amené les auteurs à la quête de nouvellesthéories éloignées de ce langage orbital en mettant l’accent sur l’espace où tousles phénomènes ont lieu: l’espace réel.Relier la vision de Lewis des paires électroniques localisés dans une régionspatiale à la théorie quantique basée sur les fonctions d’onde est une tâchedifficile. Néanmoins, et puisque l’image de Lewis est profondément installée chezles chimistes, il devient nécessaire de faire converger les deux réalités. Ainsi, encherchant des régions dans l’espace qui permettent d’obtenir des informationssur la disposition des électrons, on doit faire face à un problème fondamentaldans sa nature: la théorie quantique ne pose pas les frontières définies entreles régions où se trouvent les électrons. En fait, il n’existe pas (il ne peut pasexister) de localisation parfaite pour la position d’un électron dans une régionde l’espace. En conséquence, de nombreuses tentatives ont été proposées pourtrouver une façon simple, facile et rigoureuse de diviser l’espace en régions avecun sens physique et chimique.Dans les théories de la liaison chimique dans l’espace réel, l’approche topolo-gique a son origine dans le travail mené par Richard Bader. Dans cette approchel’espace est divisé en régions par l’analyse topologique de différents scalaires,méthode connue comme topologie chimie quantique (Quantum Chemical Topo-
logy, QTC). L’analyse topologique de la densité électronique a abouti à l’unedes théories les plus convaincantes des dernières années pour aborder les dif-férentes manifestations chimiques, parmi lesquelles la liaison chimique. Elle estconnue sous le nom de Quantum Theory of Atoms in Molecules (QTAIM), pro-posée par R. F. W. Bader. Les régions générées par cette analyse peuvent êtreassociées directement avec les entités atomiques, faisant de cette méthode unoutil nécessaire et fructifère pour l’analyse de la liaison chimique.Un deuxième outil permettant la localisation électronique est la fonction ELF,introduite par Becke et Edgecombe. La fonction ELF avait été proposé dansun premier temps à partir de la densité de probabilité conditionnée de spin.Néanmoins elle peut aussi être interprétée en termes d’excès local d’énergiecinétique dû à la répulsion de Pauli, par la différence entre la densité d’énergiecinétique d’un système bossonique (limite inférieure de l’énergie cinétique) etla densité cinétique d’un système fermionique. Cette différence donne une idéede l’endroit où l’interaction de Pauli joue un rôle majeur. En d’autres mots, oùla localisation des électrons a une plus grande importance, ce qui équivaut auxrégions proposées par Lewis pour les paires électroniques.
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Une fois la partition de l’espace établie avec des régions ayant une significa-tion physique, on peut se poser la question de savoir quelle est la probabilitéde trouver un nombre déterminé d’électrons dans une de ces régions. Cette ques-tion sur la localisation électronique a son origine dans les travaux de Daudel,récupérées plus tard par d’autres auteurs parmi lesquels Andreas Savin et ÁngelMartín Pendás. Le travail continué a permis le développement de la fonctionde distribution du nombre d’électrons (Electron Number Distribution Function,EFD). L’étude de ces objets est au cœur de l’interprétation statistique de la liai-son chimique. L’application de EDF a besoin d’une partition de l’espace concrète.Néanmoins, l’utilisation des probabilités sur lesquelles la méthode est basée peutêtre utilisée pour définir par elle-même une région de l’espace. C’est celui-ci lepoint de départ de la méthode connue comme domaine de probabilité maximale(Maximum Probability Domains, MPDs), qui constitue une partie importante decette Thèse de Doctorat.

LA MÉTHODE MPD
La méthode MPD permet l’optimisation d’une région de l’espace qui maximisela probabilité de trouver un nombre entier et exact d’électrons ν. Dans cetteperspective, l’inconnu de base utilisé pour générer les domaines est la probabilitéde trouver ν et seulement ν électrons dans une région de l’espace Ω, tandis queles autre électrons se trouvent dans une région complémentaire, Ω̄, et où lesdeux régions complètent de façon exhaustive l’espace, R3 = Ω∪ Ω̄:
pν(Ω) =

(
N

ν

) ∫
Ω

dxxx1dxxx2 . . . dxxxν

∫
Ω̄

dxxxν+1 . . . dxxxN|Ψ(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN)|2.(11.1)
Un domaine de probabilité maximale est donc la région qui maximise pν, et qu’onnote Ων. De cette manière, on engendre une division de l’espace en régions avecun sens physique claire: elles maximisent la probabilité de trouver un nombredonné d’électrons.Si avec EDF on pouvait calculer les probabilités de trouer un nombre d’électronsdans une région, un autre nombre dans une autre région, etc., la méthode des do-maines de probabilité maximale permet de définir les régions qui font ces proba-bilités maximales. Les régions trouvées sont facilement identifiables aux liaisonschimiques, paires libres. . . c’est-à-dire des objets parlant en Chimie auxqueleson attribue une signification physique et chimique. Dans ce scénario nouveauil est possible d’utiliser les nouvelles idées afin de redécouvrir et réinterpréterles concepts chimiques de grande valeur, et d’expérimenter avec des systèmesd’intérêt pour mieux comprendre leur structure électronique.
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LES NADOS

En même temps, un deuxième outil permettant de générer des méthodes inter-prétatives au sein de la théorie de la liaison chimique dans l’espace réel sontles matrices de densité. Grâce à ces matrices il est possible de représenter unsystème physique à N electrons, en notant la matrice densité d’ordre N comme
ρN(xxx1, . . . ,xxxN;xxx

′
1, . . . ,xxx

′
N) = N!Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)Ψ(xxx

′
1, . . . ,xxx

′
N), (11.2)

Cette équation décrit le système de façon semblable à une fonction d’onde. Apartir de celle-ci on peut obtenir de matrices d’ordre inférieur, connues com-me matrices densité réduites. La matrice densité réduite d’ordre ν (ν-th order
reduced density matrix, ν-RDM) s’exprime comme:

ρν(xxx1, . . . ,xxxν;xxx
′
1, . . . ,xxx

′
ν) =

(
N

ν

)
ν!
∫
Ψ(xxx1, . . . ,xxxν,xxxν+1, . . . ,xxxN)×

Ψ∗(xxx
′
1, . . . ,xxx

′
ν,xxxν+1, . . . ,xxxN)dxxxν+1 . . . dxxxN(11.3)

Ces objets sont connus depuis longtemps, mais du fait de leur complexité algé-brique nécessaire pour les traiter, il n’a pas été possible de les récupérer querécemment. La génération des indices de liaison dans l’espace réel analoguesà ceux largement utilisés dans l’espace orbital est possible grâce aux RDMs.L’utilisation conjointe de ces matrices avec les divisions de l’espace réel permetde définir une hiérarchie d’indices de liaison. Il est crucial dans ce processusd’exprimer les parties contenues dans les matrices densité réduites qui ne peu-vent pas être exprimées en termes d’ordre inférieur; elles sont connues sous lenom de densités cumulantes d’ordre ν (ν-th order cumulant densities, CDs) osimplement cumulants d’ordre ν. Elles sont essentielles afin d’obtenir indicesde liaison car elles permettent la fluctuation de particules d’une distributionstatistique, en d’autres mots elles contiennent la corrélation de ν particules.Le cumulant d’ordre 2, largement connu sous le nom de matrice échange etcorrélation, a permis à Rober Ponec d’introduire le concept des domain avera-
ged Fermi holes (DAFH) à travers l’analyse du trou de Fermi. L’application desDAFH quand l’espace est divisé en deux régions permet de définir un ensem-ble de fonctions monoélectroniques appelées domain natural orbitals (DNOs),très fructifères por analyser de nombreux phénomènes en rapport avec la liaisonchimique. Quand la partition de l’espace n’est pas restreinte à deux régions, ouquand la corrélation joue un rôle décisif, l’utilisation des DAFH n’est plus accep-table. Pour cela, une généralisation de ces concepts est nécessaire et l’équipe deChimie Quantique de l’Université d’Oviedo est un acteur majeur. Cette thémati-que constitue le deuxième pillier de la présente Thèse de Doctorat. L’utilisationde cumulants d’ordre supérieur à 2, ainsi qu’une partition de l’espace en plus dedeux région, a permis le développement d’un ensemble de fonctions monoélectro-niques qui généralisent celles proposées par Ponec, et qui s’appellent natural
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adaptative orbitals (NAdOs). Avec l’utilisation de celles-ci, on peut étudier laliaison chimique de ν centres et les descripteurs associés grâce à une décom-position en contributions monoélectroniques qui offrent une image identique àcelle donnée par les orbitales moléculaires, mais qui sont parfaitement définis dupoint de vue physique. En plus, l’étude de la corrélation électronique à traversles NAdOs est facilement accessible.
Objectif

Le travail réalisé réside donc dans l’analyse de la distribution électroniquedans l’espace réel en mettant l’accent sur la liaison chimique. Les deux techniquesintroduites ci-dessus, MPDs et NAdOs, seront utilisées et appliquées à dessystèmes d’intérêt chimique. Le chapitre consacré aux MPDs représente uneplus grande partie mais les résultats correspondant aux NAdOs ne sont pas demoindre importance.
RÉSULTATS

Il convient de noter que la littérature en MPDs est très limitée, ce qui a mo-tivé la réalisation d’une analyse des régions caractéristiques obtenues par cetteméthode. Il devient nécessaire de caractériser de façon appropriée les domai-nes obtenus. L’obtention d’une région MPD dépend fortément des techniques demaximisation numérique, qui elles dépendent à leur tour des dérivés de forme(shape derivatives) et requiert l’accomplissement de certaines contraintes mathé-matiques. Une condition nécessaire mais pas suffisante pour que une région soitconsidérée comme MPD est que la dérivée de la forme de pν s’annule. Néan-moins, au four et à mesure que le nombre de systèmes augmentait, des doutess’installaient sur la stabilité des domaines obtenus, c’est-à-dire de la nature despoints stationnaires trouvés avec l’algorithme d’optimisation. Dans l’article On
the stability of some analytically solvable Maximum Probability Domains, lastabilité des regions MPD est analysée grâce à l’emploi d’une fonction Hessien-ne dépendente de la forme pour déterminer le caractère des solutions trouvéessur un ensemble de systèmes atomiques avec solution analytique.La principale conclusion observée est qu’au niveau Hartree-Fock une forte dé-générescence de solutions est trouvée. Cette dégénerescence est conséquencede l’indépendence statistique des électrons α et β. Ainsi par exemple, dans lesystème atomique modèle de deux électrons de l’atome de He, construit avec desorbitales analytiques 1s de l’atome de H pour une fonction d’onde monodetermi-nantale (Ψ = |1s1s|), seule la maximisation de p1 a un sens d’un point de vuephysique. Si l’on considère une région Ω telle que elle et sa complémentairecomplètent l’espace, p1 montre la probabilité de que exactement un électron setrouve dans cette région. Dans ces conditions, p1 = 2S(1− S), et il est obser-
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vé de façon générale qui existe une infinité de régions qui maximisent p1 avec
p1 = 1/2 pour lesquelles le recouvremene entre orbitales est S = 1/2.Parmi l’infinité de régions possibles on a pu démontrer qu’il existent 2 solutionsconsidérées des véritables MPDs. L’une d’elles est associée à des semiespacesqui passent à travers le noyau, et qui divisent les électrons de façon angulaire,dans le sens où chaque électron se trouve de part et d’autre du plan. Aussi, toutedéformation du domaine consistant en une rotation engendre un domaine équiva-lent au précedent, et donc une possible solution. La deuxième solution trouvéesest associée à une séparation radiale des électrons par construction d’une sphè-re, et elle présente un degré de dégénérescence inférieur à la première solution.Toute déformation de la sphère maintenant la condition S = 1/2 continuera àêtre une solution MPD radiale.L’inclusion de la corrélation, par l’expansion de la fonction d’onde à travers deuxdéterminants construits avec des orbitales analytiques 1s et 2s (Ψ = a|1s1s|+
b|2s2s|) ne suppose pas un changement dans les véritables MPDs trouvés, maisils implique une baisse dans le nombre de solutions dégénérées. En d’autresmots, seules les solutions radiales et angulaires restent valables. On en conclutque l’inclusion de la corrélation, même à un niveau simple comme montré ci-dessus, réduit de façon remarquable la dégénérescence des solutions possibles.La valeur de p1 est quasiment identique, montrant p1 = 0.5 pour les solutionsangulaires et p1 = 0.505 pour celles radiales.L’introduction de la corrélation de Fermi, en considérent deux électrons s detype α (ou β) ou deux paires α/β non correlés, via une fonction d’onde mono-déterminantale telle que Ψ = |1s2s| change complètement le scénario. Ainsi, lasolution radiale apparaît avec une probabilité très élevée, p1 = 0.915 C’est laconséquence du principe d’exclusion de Pauli pour des électrons avec le mêmespin, car en introduisant la corrélation de Fermi cristallise les solutions. Mêmesi les solutions de demi-espaces sont aussi possibles, la séparation radiale, quin’est pas dégénérée, est bien plus efficace que celle angulaire.La situation opposée se produit dans le cas où l’une des directions est pri-vilégiée. Ainsi, si l’on considère la fonction d’onde en introduisant les fonctions
2pz, Ψ = |2s2pz|, c’est maintenant la partition angulaire celle qui apparait avecune plus forte probabilité que celle radiale, puisque les semi-espaces orientésle long de l’axe z sont favorisés.La combinaison des deux situations précédentes avec Ψ = |1s2s2pz| engendreun scénario où un core surgit, ainsi qu’une séparation claire entre cœur et valen-ce, car le système 1s2s induit une solution radiale non dégénérée alors que lasolution 2s+ 2p induit une préférence sur les semi-espaces. Cette séparation, dé-jà trouvée pour les domaines MPDs obtenus numériquement, est la conséquencede la séparation angulaire et/ou radiale des électrons de même spin.

La continuation du travail sur les MPDs après l’analyse de la stabilité desdomaines engendrés par l’introduction de la Hessienne dépendante de la formedans des systèmes modèle, est centrée sur l’application des MPDs à des molécu-
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les simples. Ainsi, l’élection des systèmes représentatifs constitués des halureset des métaux alcalins, afin d’étudier le comportement des domaines de probabi-lité maximale, a abouti à la publication de l’article A view of covalent and ionic
bonding from Maximum Probability Domains. Dans cette étude l’image carac-teristique provenant des domaines MPD dans deux types de liaison classiques,ionique et covalent, est obtenu.Avant d’aborder les systèmes moléculaires, on donne l’image MPDs des ato-mes, ce qui marque les avantages et limites de la méthode. En général, l’optimisationd’une région maximisant un nombre concret d’électrons n’aboutit pas à un seul ty-pe de domaine, mais de nombreuses solutions existent. Par exemple, dans l’atomede Ne il existe deux domaines différents qui maximisent p2. Le premier est as-socié au cœur de l’atome tandis que l’autre est associé à la valence. Les valeurspour chacun d’eux sont différentes. Normalement, les régions de cœur présentsdes valeurs élévées de probabilité supérieurs à 0.60, tandis que les paires libresde valence sont aux alentours de 0.40, typiques des régions de paires de liaison.D’autre part, la multiplicité des solutions n’est pas restreinte aux domainesqui maximisent la même probabilité, mais du fait de la définition de la fonctionprobabilité, l’optimisation du domaine qui maximise ν électrons engendre parcomplémentarité l’optisation de la région que maximise N− ν électrons. C’est-à-dire, pν(Ω) = pN−ν(Ω̄). L’exemple de l’atome de Ne se révèle très utile. Larégion associée au cœur maximise deux électrons, de la même façon que la régioncompléméntaire maximise 10− 2 = 8 éléctrons. Ce dernier domaine représenteles quatre électrons de valence, c’est-à-dire la couche de valence de l’atome. Demanière générale, les valeurs élevées associés aux cœurs des atomes montrentune forte restructuration et donc une faible fluctuation entre couches.Egalement on peut trouver des solutions équivalentes par symétrie. Toujoursen prenant l’atome de Ne, et comme conséquence de la symétrie sphérique dusystème, toute rotation d’une région de valence autour d’un axe arbitraire quipasse par le centre atomique engendrera une région identique et équivalente.L’union de quatre de ces régions disposés sur les sommets d’un tétraèdre ré-cupèrera la couche complète de valence. Ce phénomène met en avant une descaractéristiques de la méthode. En général, la partition exhaustive de l’espacen’est pas exacte mais les différentes régions obtenues dans les optimisations in-dépendentes peuvent se recouvrir entre elles. Par rapport à QTAIM ou ELF, lanon-exhaustivité de l’espace peut paraître un effet indésirable mais, dans certai-nes circonstances le recouvrement entre régions peut aider à mieux décrire lastructure électronique des différents systèmes.Une fois introduites brièvement les caractéristiques de la méthode MPD, sonapplication à des molécules est l’étape suivante. En se centrant sur la liaisoncovalente, l’image obtenue montre la forme caractéristique de ce type de liai-son: une extension préférentielle sur l’axe orthogonal à l’axe de liaison et nonparallèle. Ainsi, la recherche d’une région qui maximise deux électrons dans lamolécule d’éthane associée à la liaison σ entre atomes de carbone présente une
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forme sphéroide oblate contrairement à l’intuition chimique qui serait pour unsphéroide prolate. D’autre part, les valeurs de p2 dans les régions de liaison sonsimilaires à celles obtenues auparavant pour les paires de valence.Une deuxième caractéristique propre aux liaisons covalentes est que, malgréla différence de polarité des molécules, les régions Ω2 associées montrent for-mes similaires. Par exemple, la forme du domaine de liaison dans la moléculeTFMTMS (F3CSiMe3), avec une liaison C-Si très polaire, est quasiment iden-tique à celle montrée par l’éthane, sans polarisation de la paire électroniquevers le fragment les plus électronégatif. Aussi, la valeur de p2 est légèrementsupérieure à celle pour l’éthane mais elle reste proche. Enfin, une analyse deprobabilité postérieure semble quantifier le degré de polarisation de la liaison,de telle façon que si la région est divisée en deux subdomaines avec des volu-mes identiques le domaine associé au fragment le plus électronégatif montrerades valeurs de probabilité de trouver 2 électrons supérieur à celui associé aufragment le moins électronégatif. Bien évidemment, dans le cas de l’éthane lesdeux fragments donnent des valeurs identiques car la liaison est homopolaire. Aucontraire, dans la moléculer TFMTMS le subdomaine le plus proche au fragmentle plus électronégatif (CF3) récupèren en grande partie la valeur de p2.Concernant la liaison ionique, l’image obtenue consiste en une vision résonantede différentes structures compatible, voire améliorée, avec l’interaction électros-tatique classique entre ions de signe différent. Ainsi, dans un premier temps lesmolécules HX (X = F, Cl, Br, I) où l’on attend une contribution ionique entre H+et X− sont étudiées. En comparant par rapport à X−, qui se comporte commeNe, la présence de H+ induit une diminution de la symétrie. Par conséquentdeux types de solution Ω2 apparaissent clairement, représentés dans la figure13. L’une d’elles est associée à la liaison H-X et est orientée au long de la liaison

Figura 13: Disposition des paires eléctroniques trouvées dans les molécules HX (X =F, Cl, Br, I)
H-X et contient l’atome d’hydrogène. L’autre solution pointe en sens opposé à laliaison H-X et représente une paire électronique solitaire. Du fait de la symé-trie cylindrique, toute rotation autour de l’axe internucléaire génère une solutionidentique et équivalente. Néanmoins, à travers des rotations de 120 degrés àpartir d’un Ω2 donné on peut engendrer un ensemble de trois paires solitairessur l’halogène. On récupère ainsi, de façon naturelle, l’image des paures solitai-res proposé par la théorie VSEPR. Les probabilités p2 associées aux régions Ω2montrent valeurs proches de celles observées pour paires solitaires et liaisons.Pour ces dernières, et comme conséquence du caractère covalent/ionique de ces
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composés, la région de liaison présente des valeurs plus élévées de p2 au fur età mesure que l’on descend dans le tableau périodique.Dans un deuxième temps les molécules à caractère ionique plus élevé, commeLiX (X = F, Cl, Br, I) sont étudiées. Contrairement à ce qui est observé jusqu’àprésent, dans ce cas trois dispositions sont trouvées pour Ω2, comme l’indiquela figure 14. La première solution est identique à celle trouvée pour HX avec

Figura 14: Trois structures resontantes différents pour la disposition des paires eléctro-niques trouvées dans les molécules LiX (X = F, Cl, Br, I).
une région de liaison située entre les atome liés, et trois paires solitaires autourde l’halogenure. La deuxième solution est le scénario opposé: une paire solitairepointant non sur l’atome de Li mais en sens opposé, et trois paires solitaires entreles deux atomes. Enfin, une situation intermédiare où les deux paires libres du Clpointent vers le Li et les deux autres s’orientent orthogonalement en oppositionà la région de liaison. En conséquent, l’image que donne MPD pour les liaisonsioniques est une situation de résonance entre ces trois solutions. En réalité ilexiste une grand nombre de solutions, toutes avec de valeurs p2 similaires. Cephénomène est réminiscent des infinies dispositions équivalentes des régions despaires libre trouvées pour Ne et sur X−. Malgré le fait que dans les systèmesLiX la symétrie sphérique est perdue, la liaison libre des paires électroniquesautour de l’halogénure est quelque part maintenue.Jusqu’ici nous avons appliqué la méthode MPD à des systèmes représentatifsmoléculaires simples. Mais la capacité d’application de MPD est illimitée commele montre par exemple un travail dans la littérature sur les systèmes périodiques.Nous avons voulu élargir notre étude à des systèmes oxyde métallique cristallins,à leur surfaces et aux défauts de lacune d’oxygène. Ces systèmes sont d’intérêten catalyse et photocatalyse entre autres. Les résultats obtenus ont été publiéesdans l’article Electron Localization Function and Maximum Probability Domains
analysis of semi-ionic oxides crystals, surfaces and surface defects.Dans ce travail les systèmes cristallins de MgO (structure cubique à faces cen-trées), le silicium (structure diamant), la silice SiO2 (α-quartz), l’alumine Al2O3(α-alumina) et TiO2 (anatase) sont modélisés. L’analyse ELF et MPD est con-duite pour les systèmes cristallins bulk et sur la surface (001) pour toutes lesstructures. Même si cette terminaison n’est pas forcément la plus stable danstous les cas, elle permet une comparaison fiable des différentes structures. Uncas spécialement peu stable est le alpha-quartz car un oxygène reste monocoor-donnée avec des dangling bonds alors qu’en réalité il devrait se trouver protoné.Pour un souci d’homogénéité nous avons retenu aussi cette structure.
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Les défauts sont aussi considérés sur les surfaces dû à leur rôle important dansles phénomènes d’adsorption. On a choisi de modéliser les lacunes d’oxygène.Dans le réseau parfait les oxygènes sont formellement chargés −2. Leur élimina-tion comme oxygène neutre laisse 2 électrons dans la surface. Si ces électronsrestent piégés dans les positions cristallines les centres F apparaissent. Si aucontraire ils sont transférés à des centres métalliques voisins, on dit que le ca-tion est réduit. La réductibilité des oxydes métalliques est largement étudiée.L’utilisation de ELF et MPD permet de mieux comprendre la nature de la liaisonchimique au sein de ces matériaux, et de répondre à des quetions chimiquestelles que si la silice est plus ou moins ionique que l’alumine, si la première estmieux représentée par Si4+ et O2− ou par Si2+ et O−, etc., ainsi que décrirela structure électronique des centres F.Notre point de départ est l’étude de deux systèmes représentatifs des cristauxioniques et covalents. Chez MgO, les images ELF et MPD sont parfaitementcohérentes. La structure est formée de Mg2+ et O2−. Les bassins ELF associésaux anions son grands et essaient de s’accomoder à la symétrie du cristal, lesbassins cationiques sont petits. Avec MPD les domaines des cations présententdes valeurs très élevées, pcation

10 = 0.83 et panion
10 = 0.57 (pour comparaison, larégion associée à Mg+ a une probabilité de 0.39). D’un point de vue quantiqueMg2+ est plus probable que Mg+ comme attendu. Chez le silicium les imagesELF et MPD sont aussi cohérentes. La région de liaison netre Si-Si a p2 = 0.43,et présente une forme similaire à celle du bassin disynaptique ELF.Pour les autres oxydes l’analyse MPD révèle des comportements intéressants.La silice α quartz est interprétée clairement comme une structure Si4+ et O2− oùles régions Si4+ ont des probabilités plus grandes que les autres distributions.Egalement, O2− présente des probabilités plus grandes que O−. Une descriptionsimilaire est obtenue pour Al2O3, les ions Al3+ et O2− sont les plus probablesmême si l’écart avec d’autres distributions est moins prononcé que pour SiO2.Pour l’anatase, dû à la flexibilité électronique présnte dans Ti, la descriptionapporté par MPD est celle d’un recouvrement entre différents états d’oxydationdu titane.La différence entre l’ionicité du bulk et de la surface est aussi abordée. Le ca-ractère ionique du bulk et de la surface (001) dans MgO et Al2O3 est quasimentidentique. Pour SiO2 on observe une diminution du caractère ionique en passantdu bulk à la surface. Pour le composé TiO2 les deux probabilités ioniques etcovalentes se renforcent dans la surface, indiquant une plus forte réactivité dela surface par rapport au bulk, et confirment l’intérêt que suscite ce composé en(photo)catalyse.Enfin, l’analyse MPD sur les défauts de surface on considère l’hypothèsechimique des pares d’électrons localisés dans la position de la lacune d’oxygènepour tous les systèmes. La lacune d’oxygène contenant un seul électron est aussiprobable. Seulement dans SiO2 la probabilité d’un centre F est plus élevée pour2 électrons que pour un seul. Chez TiO2 la probabilité de trouver 1 seul électron
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dans la lacune est nettement plus grande que pour 2 électrons, montrant latendance des électrons à fuir la lacune, ce qui est compatible avec la facilité deTi4+ de se réduire en Ti3+. Les probabilités pour Ti4+ et Ti3+ sont proches cequi va dans le même sens.

Un dernier chapitre est consacré au deuxième pilier de la thèse, les NAdOs.Même si le nombre de résultats est inférieur aux chapitres précédents, il est aussiimportant de le considérer en détail. Un article, One-electron images in real
space: Natural adaptive orbitals, a été soumis sur cette thématique. Il considèrela liaison chimique dans l’espace réel depuis la perspective des matrices densitéréduites. Puisque la liaison chimique est associée à l’image de partage de pairesélectroniques, la méthode la plus directe pour l’étude de la nature de celle-làse fait à partir de l’analyse de la densité de paires. Il s’agit d’un cas particulierdes RDMs car la densité des paires représente la partie diagonale de la matricedensité réduite d’ordre 2 (2-RDM). Dans ce cas particulier le cumulant d’ordre2 est la densité d’échange et corrélation. Malgré l’information contenue dansla densité de paires, qui est moindre que celle dans la fonction d’onde, c’estune grandeur complexe qui demande un processus mathématique pour extrairel’information souhaitée.Une façon de procéder pourrait être l’analyse de la population des paires pro-posée par R. Ponec. Néanmoins, l’analyse de cette quantité par les probabilitésconditionnées (qui décrivent la distribution d’un électron lorsque l’autre électronest fixe dans une position ou région) en employant l’étude du trou de Fermi etmoyennant sur des régions de l’espace tridimensionnel (générées par QTAIM), aamené Ponec à établir les trous de Fermi moyennés dans les domaines (domain
averaged Fermi holes DAFH). Dans ce contexte, la densité associée à une régiondonnée peut se décomposer en termes de fonctions monoélectroniques, que Poneca appelées orbitales naturelles de domaines (domain natural orbitals, DNOs). Ilest important de noter que les DNOs récupèrent les images habituelles donnéespar la théorie des orbitales moléculaires, en plus elle est compatible avec desfonctions d’onde correlées, peut-être en sentant les bases du remplacement dumodèle orbital.Les DAFHs, obtenus par l’analyse du 2-CD, constituent un ensemble parti-culier de la généralisation des RDMs dans l’espace réel seulement pour unedivision du même en deux régions et en l’absence de corrélation. En moyennantsur un des domaines on obtient une partition de la densité en quantités mono-électroniques. Si une partition en plusieurs centres est nécessaire, il faut utiliserdes cumulants d’ordre supérieur et moyenner sur les domaines adéquats. Dansl’article cité ci-dessus on introduit une procédure générale pour construire un en-semble de fonctions monoélectroniques avec une base physique claire tant pourdes descriptions corrélées comme non corrélées. Ces fonctions engendrent unedécomposition avec les indices de liaison de ν centres en distributions d’un seulélectron. En plus, les DAFHs sont un cas particulier de cet ensemble de fonctions,et lorsque ν = 1 les DNOs de Ponec coincident avec les NAdOs. L’analyse des
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deux centres et du comportement des fonctions pour des systèmes simples sefait de manière claire et en détail, en montrant que les images du paradigmeorbital sont récupérables en absebce de corrélation électronique. Quand cettecorrélation est importante les images obtenues crééent des nouveaux scénariosà partir desquels analyser la réalité chimique.Dans ce but, on a étudié les molécules homodiatomiques de la première etseconde période ainsi qu’un ensemble de molécules polyatomiques basées sur lesalcanes simples, aux niveau théoriques corrélé et non corrélé. On a pu montrer defaçon satisfaisante qu’une généralisation des descripteurs chimiques des théoriesde la liaison chimique, employés principalement dans l’approximation orbitale,est possible dans l’espace réel et que, de plus, elle est parfaitement définie dupoint de vue physique. En plus, le sens physique que l’on peut leur attribuer estvalable même pour les descriptions corrélées, dont le manque de rigueur étaitévident pour la théorie orbitale quand la corrélation était importante.Dans ce travail nous avons voulu montrer les descripteurs associés à deuxcentres, et comment la récupération intégrale des images obtenues par la théorieMO peut s’extraire à partir de nouveaux objets définis, les NAdOs, quand lemodèle des particules indépendentes est valable, tout en offrant de nouveauxscénarios quand la corrélation entre en jeu. Aussi, et malgré le nombre réduit desystèmes étudiés dû au dévelopment de la méthode, la construction des NAdOsest gouverné par la présence claire des règles d’Aufbau, et de l’inclusion de lacorrélation peut changer de façon nette la description MO.Finalement, l’utilisation des NAdOs a permit de récupérer les canaux classi-ques de l’hyperconjugaison chez les molécules polyatomiques et d’analyser sa ro-bustesse à partir d’un scénario au caractère physique important, sans l’ambiguïtéde la théorie MO.
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12 R E S U M E N E N I N G L É S
INTRODUCTION

The study, interpretation and understanding of chemical bonding from a pers-pective away from the orbital language constitutes one of the current and greatestchallenges of theoretical and computational chemistry. The need to provide newinterpretations to quantum mechanical orbital invariant transformations is a logi-cal procedure in the long period of existence of the chemical bond concept. Theadvent of quantum mechanics around the 20’s of the XX century was a majorrevolution in science as a whole, and in particular in chemistry, that would leadto the revitalization of different theories to explain and interpret several chemicalphenomena.Some years before the birth of the quantum theory, G. N. Lewis had proposedthat electrons were the primary blocks from which matter was made of, and thatelectron pair sharing was the basic essence of the chemical bond. This perceptionstill survives nowadays. The new bond interpretation had to face some obstacles.Among them, it was supposed that electron pair sharing violated Coulomb’s lawin order to allow for electronic pairing. Nowadays, this is understood in terms ofthe antisymmetry requirement that every wave function should fullfil to describea system composed of fermionic particles.Even though extremely important, the model proposed by Lewis had to confrontseveral challenges. The “cubic atom” model, later abandoned by other in whichelectron pairs were located at the corners of a tetrahedron, was unable to describeall the known chemical phenomena. After it, the octet rule introduced by Langmuirwas also unable to provide an appropriate description. It was not until electronspin was introduced that Linnett proposed his “double-quartets” model, in whichelectrons were considered as forming two sets of interpenetrated tetrahedrons ofdifferent spin that recovered the original Lewis’ cubic atom model.The Lewis model, followed by Langmuir’s octet rule and Linnet’s double-quartertstheory can be considered as the foundation of the modern chemical alphabet, butit was Linus Pauling, trying to fit together the success of Lewis’ theory withQuantum Mechanics, the person that finally combined both worlds. He presen-ted the covalent and ionic bonds as two extreme cases of the bonding mechanismswhich can lead to a two electron chemical bond between two atoms.Among the great number of possibilities that the new era offered, molecularorbital theory (MO) became (and still is) one the basic tools at the chemist’s hand.Without it, chemistry could not have been properly understood. It was very easilyadopted by the chemical and experimental community because of its predictivity
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and clear interpretation. Nevertheless, it suffers from some disadvantages. Oneof the most important ones is that it is not able to provide an absolute scale toexplain the different chemical phenomena. This was one of the starting pointsthat lead some authors to look for a new theory away from the orbital language,trying to focus in that space where all phenomena take place: the real space.Trying to combine Lewis vision of electron pairs localized in certain spatialregions with the quantum theory is not an easy task. However, and since theLewis image is deeply rooted in the chemist’s mind, it is necessary to try joinboth realities. Searching for spatial regions that offer us information about thespatial arrangements of electrons drive us to a fundamental problem in nature: thequantum theory does not provide a perfect localization for an electron position ina certain spatial region. As a result, there have been numerous attempts to findan easy, rigorous, and simple way to divide the space in regions with physicaland chemical meaning.One of the first attempts to analyze the electronic distribution in real spacefocused on the electron density. Tracing back the look to the electron density asthe object that comprises all the information about a system was possible dueto the foundational article of Hohenberg and Kohn. Nevertheless, and since theelectron density is of vital importance in such analyses, some other more complexquantities have recently emerged that allow to explore, from different points ofview, the same underlying reality.Among the known chemical bond theories in real space, an approach thathas gained enormous importance is the well-known topological procedure, whichstems from the conducted by R. Bader. Within this approach the real spaceis divided into regions through the topological analysis of several scalars. Allthese techniques are commonly known as Quantum Chemical Topology (QCT).The topological analysis of the electron density has become one of the mostconvincing theories to analyze many different chemical phenomena, including thechemical bond, and it is known as the Quantum Theory of Atoms in Molecules(QTAIM), as proposed by Bader. The regions generated can be directly associatedto atomic entities, so it has constituted an essential and fruitful tool to studychemical bonding.Another tool that allows for the study of electron localization is the ElectronLocalization Function (ELF), introduced by Becke and Edgecombe. The ELF fun-ction was first proposed in terms of the conditional spin probability. Nevertheless,it can be also interpreted by means of the excess of kinetic energy due to thePauli’s repulsion, measured as the difference between the kinetic energy of abosonic systems (lower limit) and the kinetic energy of a fermionic system. Thisdifference provides an idea about where the interaction due to the Pauli’s prin-ciple displas its greatest contribution. This is, the region of space where theelectron localization acquires a mayor importance. These regions can be nicelyassociated to those domains where the Lewis’ formalism put a pair of electrons.
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Once a given partition of space into regions with true meaning is established,it is useful to ask the question about which is the probability of finding a gi-ven number of electrons in one of those domains. This question about electronlocalization starts from the seminal works by Daudel, later recovered by otherauthors like A. Savin and A. Martín Pendás. Continued work has enabled thedevelopment of Electron Number Distribution Functions (EDFs). The study ofthese objects has led to a new statistical interpretation of the chemical bond.To apply the EDFs, an arbitrary space partition is needed. However, it is alsopossible to use the probabilities to define by themselves a space partition. TheMaximum Probability Domains (MPDs) method relies on this concept, and It hasbeen an essential part of this PhD.

THE MPD METHOD
The MPD method allows for a domain optimization in order to maximize theprobability of finding a given number of electrons ν in it. From this perspective,the probability of finding ν and only ν electrons in a region of space Ω whereasthe rest of the electrons are inside the complementary space, Ω̄, such that R3 =

Ω∪ Ω̄ (i.e. both regions exhaust the space), becomes the basic variable:
pν(Ω) =

(
N

ν

) ∫
Ω

dxxx1dxxx2 . . . dxxxν

∫
Ω̄

dxxxν+1 . . . dxxxN|Ψ(xxx1,xxx2, . . . ,xxxN)|2.

A maximum probability domain is a region of space maximizing pν, and it isdenoted by Ων. In this way, the space is partitioned into regions which a clearphysical meaning: the maximize a given probability of finding a number of elec-trons.If the EDF allows us to compute the probabilities that a given number ofelectrons dwell in a region, another number of electrons lies in another region,etc., the maximum probability domains method defines regions that make thoseprobabilities maximal. The regions obtained are easily associated with chemicalbonds, lone pairs, etcm that is, with objects deeply rooted in Chemistry with aclear chemical and physical meaning. From this original landscape, many che-rished old chemical concepts that have proven their usefulness in the past aremaintained, and we may use the new ideas to re-discover them from the newperspective.
THE NADOS APPROACH

In another hand, one of the tools that allow for the generation of interpretativemethods in real space are the so called density matrices. Trough them, it is
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possible to represent the physical description of a system constituted by Nelectrons. The N-th order density matrix is given by

ρN(xxx1, . . . ,xxxN;xxx
′
1, . . . ,xxx

′
N) = N!Ψ(xxx1, . . . ,xxxN)Ψ(xxx

′
1, . . . ,xxx

′
N), ,

and describes the system in a similar way as that one provided by the wavefunction. From them, density matrices of lower order are able to be obtained.They are called reduced density matrices (RDMs). In this way, the ν-the orderreduced density matrix (ν-RDM) is expressed as
ρν(xxx1, . . . ,xxxν;xxx

′
1, . . . ,xxx

′
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)
ν!
∫
Ψ(xxx1, . . . ,xxxν,xxxν+1, . . . ,xxxN)×

Ψ∗(xxx
′
1, . . . ,xxx

′
ν,xxxν+1, . . . ,xxxN)dxxxν+1 . . . dxxxNThese objects were already defined long time ago but, due to the algebraic com-plexity needed to treat with them, their application in chemical bonding theoryhas not been possible until very recent timesGeneration of chemical indices in real space, analogs to those ones extensivelyemployed in the orbital space, it is possible through the use of RDMs. Thecombined use of RDMs and general partitions of the real space allows to definea hierarchy of bond indices. Key in this process are those parts contained inreduced density matrices that can not be expressed in terms of lower orderdensities, known as ν-th order cumulant densities (ν-CDs) or simply ν-th ordercumulants. The ν-th order cumulant is said to be the irreducible part of the n-RDM. They are essential to obtain chemical descriptors because they determinethe n-particles fluctuation of a statistical distribution: they contain the n-particlecorrelation.The 2nd order cumulant density, widely known as the exchange-correlationdensity, allowed R. Ponec to introduce the concept of domain averaged Fermiholes (DAFH) through the analysis of the Fermi hole. When the space is dividedinto two regions, the application of DAFHs allows us to define one-electronfunctions that are called domain natural orbitals (DNOs). They have been veryuseful in analyzing several phenomena related to chemical bonding. When thepartition of the space includes more than two domains, or when the electroniccorrelation plays a major role, DAFHs are not valid anymore. In such cases, ageneralization is in need and the Quantum Chemistry group of the Universityof Oviedo is in a very important position in this sense. This is the other basicfoundation of the PhD presented. The use of cumulants of order greater than 2 anda space partitioning in more than two regions have allowed for the developmentof a set of generalized one-electron functions. They generalize those ones givenby Ponec, and the are called natural adaptive orbitals (NAdOs). The study ofn-center chemical bonds and the descriptors associated to it is possible by usingNAdOs. They provide a decomposition in one- electron contributions, and offeran equivalent image to that provided by the molecular orbital theory. But, incontratst to molecular orbitals, they are perfectly defined from a physical point
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of view. Also, NAdOs allow for an easily understandable analysis of electroncorrelation phenomena.
Objective

Thus, the work presented is framed in the analysis of the electronic distribu-tion in real space focusing on the study of the chemical bond. Two techniquespreviously introduced have played a major role in our investigation: the MPDsand the NadOs. Even though the results obtained with the MPD method providea greater contribution than those ones obtained by the NAdOs method, the latterare also important.
RESULTS

It is important to stress the scarce presence of Maximum Probability Domainsin the literature. As the MPDs analysis progressed, it became clear that it wasnecessary to carry out a study about the stability of the maximal regions obtained.Such analysis is a consequence of the need to characterize the properties of thedifferent domains. Obtaining an MPD is a problem in shape optimization theory,needing from numerical maximization techniques. It is a well-developed fieldthat relies on the concept of the so called shape derivative. A necessary, but notsufficient condition for a domain to be an MPD is that its pn shape derivativevanishes. As the number of systems explored with the method increased, doubtsappeared about the stability of some of these domains, i.e., about the true maximalcharacter of some of these domains found by the optimization algorithm. Wehave explored this problem algebraically. In the article On the stability of someanalytically solvable Maximum Probability Domains’, the stability of the MPDregions is analyze through the introduction of the shape Hessian to determine thetrue character of the solutions encountered over a set of atomic model systemswith analytical solution.The main conclusion observed in that at the Hartree-Fock level, an enormousdegeneracy of all the different and possible solutions is found. Such degeneracyis a consequence of the statistical independence of alpha and beta electronswhen the system is described by a single determinant description.So, for instance, in the two electron model atomic system of the He atom, builtwith an approximate single determinant wave function from the analytic orbitalsof the hydrogen atom, only a maximization of p1 makes sense from the physicalpoint of view. If it is considered a two domain partitioning of the space such Ωand Ω̄ exhaust the space, p1 gives the probability of finding exactly one electronin the Ω region. Under these conditions, p1 = 2S(1− S). It is observed that anyof the infinitely many domains for which the overlap between orbitals S = 1/2maximize p1.
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Among the huge amount of possible regions, we demonstrate that only two kindof solutions can be considered as true MPD domains. One of them is associated tohalf-domains regions passing through the nucleus, and the electrons are dividedangularly, in the sense that one lies in the upper plane, the other in the lower.Additionally, any domain deformation consisting of a rotation of the half-spacearound the axis will generate an equivalent domain and, thus, a new possibleMPD. The second solution is associated to a radial separation of the electronsby means of a spherical MPD. This type of solutions shows less degenerateMPDs with respect to the former. Deformations of the spherical domain domainthat maintain the S = 1/2 condition still gives a radial MPD solution.Switching on correlation corrections by adding another single determinantformed with 2s functions, Ψ = a|1s1s| + b|2s2s|, does not make any changeunder the true MPDs previously encountered. But, in the case, the large amountdegeneracy is reduced. The only remaining solutions are those formed by theangular and radial maximum probabillity domains. Thus, inclusion of correlation,even though at this simple level of theory, reduces the degeneracy of the possiblesolutions. That is, decreases the number of types of solutions. The p1 value isalmost identical, being equal to 0.5 for the angular solutions and to 0.505 for theradial ones.Introducing Fermi correlation, considering two α (or β) s electrons or two un-correlated α,β pairs, but forgetting Coulomb correlation completely changes theprevious situation. In this case, the wave function is given by Ψ = |1s2s|, andthe spherical solution appears with a higher p1 probability value, p1 = 0.915.This is a consequence of the Pauli exclusion principle for same spin electrons.Fermi correlation crystallizes the solutions. Although half-domains are still pos-sible, the radial separation, found to be non-degenerate, is much more efficientin maximizing the probability than the angular one.An opposite situation occurs when an arbitrary direction is favoured. Thus,considering the wave function by introducing the 2pz functions, Ψ = |2s2pz|, thesolution dividing the electrons angularly appears with a higher probability valuewith respect to the radial one, because of the half-spaces oriented along the

z axis are privileged, by the radial ones are still present with a non neglibleprobability values.In this way, combination of the two preliminary situations through the cons-truction of the wave function as Ψ = |1s2s2pz|, generates a landscape wherethe presence of a core emerges, and a clearly core-valence regions separation.This is because since the 1s2s system gives rise to a non-degenerate radiallyseparated solution, the 2s+ 2p stands for both a radial and an angular one, thelatter with higher probability values. The core separation does seem to be ratherinsensitive to the valence-like regions. This separation, already found for nume-rically obtained MPDs is related to radial and/or angular separation of samespin electrons.
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To continue with the MPD method, and after analyzing the generated domainsstability through the introduction of the shape Hessian over a set of model sys-tems, the next step has focused on the study of the maximum probability domainsin a set of simple molecules. We have selected a number of covalent and ionic sys-tems formed by alkali metal-halide combinations. The study has been publishedwith the name A view of covalent and ionic bonding from Maximum ProbabilityDomains. In this paper the MPD image coming from the two main family of bonds:the polar-covalent and ionic bonds is presented.Before moving to molecular systems, we have obtained MPD domains in atoms,that allow us to present some typical properties of the method employed. Genera-lly speaking, the optimization of a region maximizing a given number of electronsdoes not lead to an unique type of solution, but to several possible ones. Forinstance, in the neon atom there exist two types of solutions maximizing p2. Oneof them is associated to the atom core, whereas the other one is associated toone of the valence lone pairs. Probability values for each of them are very dif-ferent. In this sense, core regions present high probability values, greater than0.60, meanwhile for those regions according to the valence lone pairs are about
' 0.40, also characteristic of those domains belonging to bonding electron pairs.Furthermore, the multiplicity of solutions does not only circumscribe to do-mains maximizing the same probability. As a consequence of the definition ofthe probability function, a domain optimization maximizing ν electrons will ge-nerate at the same time its complement, a domain maximizing N− ν electrons.That is, pν(Ω) = pN−ν(Ω̄). Coming back to the Ne atom is very useful. Theregion associated to the core maximizes the probability of finding 2 electrons.At the same time, the complementary domain maximizes the probability to find
10− 2 = 8 electrons. The latter region represents, as a whole, the four valenceelectron pairs of the atom, that is, the whole valence electron shell. As a generalfact, the extremely high probability values found for the cores show a strongstructuring of electron pairs in atomic shells and very little fluctuation betweenshells.In addition, it is possible to find different and equivalent types of solutionsas a result of symmetry. Returning to the Ne atom, and due to the sphericalsymmetry of the system, any rotation oh the valence lone pair domain aroundany axis passing through the atomic center will also provide an equivalent andidentical MPD solution. Joining together four of theses solutions, situated at thecorners of a tetrahedron, recovers the whole atom’s valence shell. This fact drivesus to an important characteristic of the method. In general, it does not provide anexhaustive partition of space. Thus, the different solutions encountered, obtainedin independent optimizations, may overlap. This characteristic is not present inanother interpretative methods, such as the QTAIM theory or the ELF function.The non-exhaustiveness of space could be, at first glance, a non-desirable defectbut, in some situations, the overlap between domains could help in describing ina properly and accurate way the electronic structure of different systems.
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Once briefly introduced the characteristics of the MPD method, its applica-tion to molecules represent the next logic step. Firstly, and focusing on thepolar-covalent bond, an interesting picture arises concerning the MPD solutionassociated to the bond, displaying a prolate shape that extends preferentially inthe orthogonal direction to the bond axis, and not along it. In this way, lookingfor a region maximizing the probability to find 2 electrons corresponding to the

σ bond in the ethane molecule, shows an oblate shape rather than the expectedoblate image by chemical intuition. Additionally, and as before guessed, the bon-ding regions exhibit p2 probability values very close to those valence lone pairsdomains.A second typical characteristic of covalent bonding is that, despite the differen-ce in polarity that several molecules could present, the Ω2 associated regionsshow very similar shapes. For instance, the TFMTMS (F3CSiMe3) molecule,with a extreme polar Si-C bond, displays a C-Si domain with a shape almostidentical to that found in the ethane molecule. No significant polarization ofthe electron pair towards the more electron-attractive fragment is present. Furt-hermore, the p2 probability value is slightly higher than in ethane. Finally, adeeper probability analysis may be used to quantify the polarity of a bond. Inthis sense, if the domain is divided in half-parts by a vertical plane orthogonalto the bond axis with equal volumes, the sub-domain closer to the more electro-negative fragment will show a probability value for finding two electrons greaterthan the sub-domain closer to the less electronegative fragment. Obviously, inthe ethane case, both half-parts show identical probability values because of thehomopolar character of the bond between the carbon atoms. But in TFMTMS, thesub-domain closer to the CF3 fragment is found to recover the main contributionto the p2 probability value.Concerning the ionic bond, the picture generated consists of a resonating situa-tion between different structures, which is compatible with the usual electrostaticvision of two oppositely-charged atoms in interaction. The HX molecules (X = F,Cl, Br, I) were firstly analyzed, where a polar covalent bond is expected betweenthe H+ and X− ions. As compared with to the bare X− anions, which behave ina similar way as the Ne atom does, the presence of the hydrogen atom createsa symmetry lowering. As a consequence, two different types of solutions clearlyappear, shown in figure 15. One of them is associated to the H-X bond, oriented

Figura 15: Arrangement of electron pairs in the HX (X = F, Cl, Br, I) molecules.
along the internuclear axis that contains the H atom. The other one points outtowards the rear part of the H-X region, and represents a halogen lone pair.Due to symmetry, any rotation around the internuclear axis generates an and
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equivalent solution. By peforming ±120◦ rotations of a first Ω2 regions, the setof three lone pairs over the halogen atom is generated. Thus, the image of threeVSEPR-like lone pairs around the X atom comes out quite naturally from anMPD analysis. Probability values associated to the Ω2 regions exhibit similarbehaviour with respect to bonding and lone pairs domains. For the former, anddue to the covalent-polar bond, the bonding region shows higher p2 values asthe halogen atomic number increases. This correlates with the larger covalentcharacter expected as we descend in a group.After examining the HX systems, molecules with a remarkable ionic characterwere analyzed, as the series LiX (X = F, Cl, Br, I). Unlike what was found before,in this case three different types of solutions for the arrangement of the bonding
vs lone pairs domains have been found. They are displayed in figure 16. The

Figura 16: Three different resonating structures for the pairs arrangements found in theLiX (X = F, Cl, Br, I) molecules.
first solution is equivalent to that one already encountered for the HX systems,with a bonding region placed in between the bonded atoms, and three lone pairsaround the halogen atom. However, this is not, in this case, the only solution.It was possible to find the opposite type of pairs arrangement. Here, a regionpoints out not to the Li atom but in the opposite direction, and three lone pairsare placed in between the two atoms (see the middle figure in Fig. 16). Lastly,it could be observed an intermediate situation, where two electron pairs of thehalogen pointing towards the central lithium, and the other two pairs orientedorthogonally to the previous ones located in opposition to the bonding region.In fact, there exists a huge number of solutions and, all of them appear with thesame probability value. This situation is reminiscent of the infinitely equivalentsolutions of pair arrangements found in the bare neon atom and halogens ions tothe spherical symmetry. Even though in the LiX systems the spherical symmetryis lost, the almost free rotation of the electron pairs around the X− ion persistssomehow.

Coming to the end in the study and application of the Maximum ProbabilityDomains, it is important to remark that, up to now, the analysis has been carriedout in some more or less simple molecular systems. However, the method posses-ses the ability to be applied, a priori, to every type of system, as recent worksin the literature have shown. We have also conducted a study of the MPD met-hod in crystalline solids, spreading out the technique to extended systems. Theanalysis was carried out over a set of crystals of interest, mainly applied to thebulk, surface and surface defects involved in catalytic and and photo-catalytic
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processes. The scientific work Electron Localization Function and Maximum Pro-bability Domains analysis of semi-ionic oxides crystals, surfaces and surfacedefects’ gathers the main results.Thus, in the study carried out, some crystalline systems like Silicon (diamondstructure), MgO (cubic FCC), SiO2 (α-quartz), Al2O3 (α-alumina) and TiO2(anatase structure) were analyzed. MPD and ELF analysis were done for thebulk structure as well as the basal 001) plane. Although this surface it is not,in some cases, the most stable one, for the sake of homogeneity it was theone considered. The less realistic system under investigation has been the (001)surface of α-quartz, where the dangling bonds associated to this type of thesystem have been considered both in protonated and non-protonated models.An analysis of the crystalline defects because has also been considered, forthey play a major role in the adsoption processes on metal oxides. In particular,we have studied oxygen neutral vacancies. Due to the formal -2 charge of theoxygen anions in the perfect lattice, upon the removal of a neutral oxygen, twoelectrons formally reside in the host lattice. If these electrons stay on site formallyoccupied by the oxygen atom removed, the so-called F or F0 centers are obtained.In the opposite situation, if electron localization at the vacancy is not possibleand the electrons move to cationic sites the system, we say that we face areduced center. The metal oxides reducibility has also been thoroughly studied.Our analyses through the MPD method and the ELF function, have been devotedto try to answer very simple chemical questions, such as whether α-alumina ismore or less ionic than silica, whether silica is better represented by a fullyionic electron structure formed by Si4+ and O2−, or on the contrary, by a partialionic structure consisting of Si2+ and O−, etc. We have also devoted efforts todescribe the electronic structure of the F centers.In MgO, MPD and ELF images provide a mutually complementary landscape.The electronic structure is well described by Mg2+ and O2− ions. The ELF basinsassociated to anions are larger and try to adapt to the cubic space symmetrymwhereas the cations’ basins are small. The MPD image agrees with this picture,and provides larger probability values for those domains associated to cationsand anions, pcation

10 = 0.83 and panion
10 = 0.57, than to the corresponding regionof a Mg+, which is 0.39. In this sense, it is observed that, from a QuantumMechanical point of view, a system formed by Mg2+ is more likely to exist thanMg+ in MgO. In the silica case, the images obtained by the different techniquesare also mutually compatible. A bonding region appears between the two Siatoms with p2 = 0.43, which shows a very similar shape to the ELF functioniso-surface associated to the Lewis electronic pair.Considering the remaining oxides that have been investigated, the ELF fun-ction analysis shows that α-quartz as well as α-alumina may be considered asan intermediate situation between ionic and covalent systems. Titania, on thecontrary, seems totally ionic.
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The MPD analyses show interesting remarks. On one hand, the probabilityvalues obtained allow for asserting that the SiO2 system is formed by Si4+ andO2−. The probabilities for Si4+ and O2− are far larger than the other cationicprobabilities. Additionally, the O2− probability is larger than that for O1−. Asimilar situation is found for the Al2O3 even though the effect is a bit attenuated,where the Al3+ and O2− ions keep on being the most probable ones. For anatase,and due to the electron flexibility of the Ti atom, it is not possible to attribute,from a Quantum Mechanical point of view, a chemical rigid definition. The morerealistic description is that one provided by a resonance of different chemicalsituations, where the Ti atom presents several oxidation states.The difference in ionicity between the bulk and the surfaces considered is evi-dent. In this sense, the (001) surfaces are ionic like the bulk for MgO and Al2O3crystals. This description is not longer valid for the SiO2 system, where a slightdecrease in the ionic character when going from the bulk to the surface is obser-ved. In the TiO2 compound, the ionic probabilities as well as the covalent onesincrease. This means that the surface electron structure is more localized and,as a consequence, more reactive, confirming the big interest that this compoundpresents in catalysis and photo-catalysis.Last, but not least, the MPD studies oerformed on surface defects confirmthe chemical hypothesis of a well localized pair of electrons at the position ofoxygen vacancies in almost all the systems. A simple anionic vacancy, i.e. thelocalization of one and only one electron, presents high probability values. Onlyin the α-SiO2 system, the probability of a neutral F center is higher than that ofthe anionic vacancy. In titanium dioxide, the probability of having one electronat the vacancy position is greater than that one of having the neural F center.This is a consequence of the highly reducible character of Ti, which may presentdifferent oxidation states: Ti4+, Ti3+ y Ti2+.Lastly, and focusing on the other pillar of the PhD, the article One-electronimages in real space: Natural adaptive orbitals, waiting to be published, summa-rizes the analysis of the chemical bond in real space from the landscape providedby the reduced density matrices. It is introduced a general procedure to constructa set of one-electron functions which remain physically sound both for correlatedand non-correlated electronic structure descriptions.Due to that chemical bonding is associated to the image of electron pairssharing, the basic quantity describing the behaviour of electron pairs in molecularsystems is the so-called pair density. it constitutes a particular case of the RDMsbecause of the pair density represents the diagonal part of the 2nd-order reduceddensity matrix. In this case, the 2nd order cumulant is the well-known exchange-correlation density. In spite of considerably reducing the extent of informationcompared to the wave function, this density is still rather complex quantity andin order to extract the desired information from it, it has to be subjected to furthermathematical processing.
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One of such methods may be the pair population analysis, proposed by R.Ponec. Nevertheless, the analysis of this quantity by means of conditional pro-babilities (describing the distribution of one electron of the pair provided thatthe second electron, acting as reference electron, is fixed at a certain position orregion) is difficult. This led R. Ponec to the development of the so-called domain-averaged Fermi holes (DAFHs). From this perspective, the density associatedto arbitrary regions is decomposed in one-electron functions called Domain Na-tural Orbitals (DNOs). It is worthy to remark that DNOs recover the classicalimages provided by orbital molecular theory, and that they are compatible withcorrelated wavefunctions.DAFHs, obtained though the analysis of the 2-CD, constitute a particularcase of the generalization that is proposed in this work, based on partitioningthe space by means of further-order CDs. For the two-center case, this includesaveraging the 3-CD over two spatial domains, and decomposing the resultingdensity into basin contributions to recover a new set of one-electron terms thatdescribe two-center bonds. This is generalized to the n-center case. We call thisfunctions NadOs, natural adaptive orbitals.We have introduced a general procedure to construct a hierarchical set of one-electron functions in chemical bonding theory which remain physically soundboth for correlated and non-correlated electronic structure descriptions. Thesefunctions decompose the ν center bonding indices into one-electron contributions.Furthermore, for the ν = 1 case, Ponec’s DNOs coincide with the NadOs. Adetailed analysis in the two-center case that shows how these functions behaveand evolve has been perforemd. We show that orbital pictures obtained throughthis technique converge onto the chemist’s molecular orbital toolbox if electroncorrelation may be ignored, and provide new insight if it may not.To that end, diatomic molecules from the first and second periods, as well as aset of polyatomic molecules based on the simplest hydrocarbons have been stu-died both in correlated and non-correlated descriptions. It has been shown thata generalization of chemical descriptors used in the real space theories of chemi-cal bonding, mainly employed in the orbital approach is possible in real space.Furthermore, they are perfectly defined from a physical point of view. Even more,their physical meaning remains valid also for correlated descriptions. Althoughthe number of systems studied with this new technology is still small, the NAdOs’construction is governed by clear Aufbau rules, and the inclusion of correlationmay change appreciably the MO descriptions. We have also shown how NAdOsrecover the classical hyperconjugation channels in polyatomic molecules.
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