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Introduction

L’étude des opérateurs de composition sur divers espaces de fonctions analytiques a donné
lieu & de trop nombreuses publications pour qu’on puisse espérer en faire une liste exhaustive.
Puisque ce domaine fourmille depuis plus de cinquante ans, beaucoup de questions ont émergé,
ont été résolues ou sont restées partiellement ouvertes. Les travaux qui suivent sont établis sur
I'espace de Hardy du disque H?(D) ou plus généralement sur des espaces de Hardy pondérés
H?(B3). Dans ces espaces, on ne sait pas, en toute généralité, calculer la norme d’un opérateur
de composition donné. Naturellement, beaucoup a été fait en ce sens. Sur l'espace H*(D)
notamment, il est connu qu'un tel opérateur C,, est toujours borné et on a une majoration et
une minoration explicite de sa norme dépendant uniquement de |p(0)|. Toutefois, il est trés
difficile d’avoir mieux qu’un simple encadrement.

Dans 'article de Gallardo et Partington [27], les auteurs ont, pour la premiére fois, I'idée
d’utiliser des semigroupes pour calculer la norme de certains opérateurs de composition. En
effet, les normes des éléments d’un semigroupe sont directement liées aux propriétés spec-
trales d’'un opérateur donné. Cet opérateur est appelé générateur infinitésimal du semigroupe.
C’est ainsi qu'ils calculent explicitement la norme des opérateurs de composition par des auto-
morphismes, dont les éléments peuvent effectivement constituer un semigroupe. Cette norme
était bien connue dans 'espace de Hardy du disque, mais leur approche reste valable dans
toute une famille d’espaces de Hardy pondérés, ce qui constitue une avancée notable dans ce
domaine.

C’est précisément I'idée novatrice de cet article qui a motivé la présente étude. L’objectif
du premier chapitre est de présenter les diverses notions en jeu jusqu’a voir comment appliquer
leur méthode au calcul explicite de diverses classes d’opérateurs de composition sur des
espaces de Hardy pondérés. En particulier, dans Uarticle de Siskakis [50], Pauteur donne
une liste d’exemples de tels semigroupes. Nous calculerons la norme de la majorité de ces
exemples.

Sachant calculer la norme des opérateurs de composition issus d’un semigroupe, il appa-
rait naturel de vouloir utiliser cette méthode pour calculer la norme de tout opérateur de
composition. A cette fin, il faut réussir a voir tout opérateur de composition C, comme un
¢lément de semigroupe. Autrement dit, il faut trouver une fonction 7" : Ry — £(X) satisfai-
sant, entre autres, 7(0) = I et T'(1) = C, et donc en particulier, pour tout n € N, on doit
avoir T'(n) = Cyn. Pour poursuivre, si une telle fonction existe, 'opérateur T(%) pour un
n € N donné impose 'existence d'une puissance fractionnaire gpi de la fonction analytique
©.

Déterminer les fonctions analytiques admettant des puissances fractionnaires est un pro-
bléme difficile a l'origine de nombreux articles, voir par exemple, |23, 31, 42|. Ce probléme
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est d’ailleurs toujours ouvert. Aussi, la méthode présentée ci-dessus ne nous permettra pas
de calculer la norme des opérateurs de composition qui ne sont pas directement issus d'un
semigroupe. Un autre obstacle a cette méthode est que les symboles des opérateurs de compo-
sition issus de semigroupes doivent nécessairement étre des fonctions analytiques injectives.
Par conséquent, nous n’avons aucun espoir de calculer, a l'aide de cette méthode, la norme
d’un opérateur de composition dont le symbole n’est pas injectif. Telles sont les limites de
notre étude.

Les semigroupes d’opérateurs de composition ont été étudiés pour la premiére fois par
Berkson et Porta dans I’article [14]. Pour leur étude, ils se placent sur les espaces de Hardy
HP(D) du disque et H?(C,) du demi-plan avec 1 < p < oo. Ils démontrent pour la premiére
fois que le semiflot des symboles d’un semigroupe d’opérateurs de composition admet un
générateur infinitésimal bien défini. De plus, ils donnent une caractérisation compléte de
ce générateur a l'aide du point de Denjoy-Wolff du semiflot. L’étude de la compacité du
semigroupe ou du spectre de son générateur, I’étude de ces semigroupes sur d’autres espaces
de fonctions tels que les espaces de Dirichlet ou de Bergman pour ne citer que ceux-la, sont
autant de sujets d’intérét pour de nombreuses publications récentes sur ce domaine. Le lecteur
intéressé pourra notamment se référer a celles de Abate [1, 2|, Aleman [5], Pommerenke et
coll. [17, 40], ou encore Shoikhet et coll. [3, 46| et bien sur, a celles, trés nombreuses, de

Siskakis [48, 49, 50, 47].

Le deuxiéme chapitre présente les résultats de l'article [11| en collaboration avec Isa-
belle Chalendar et Jonathan R. Partington. Dans celui-ci nous proposons un nouvelle carac-
térisation des générateurs de semiflots de fonctions analytiques. Cette fois-ci, et contrairement
a la caractérisation proposée par Berkson et Porta [14] ou par Abate [2], notre condition ne
fait plus intervenir le point de Denjoy-Wolff du semiflot et ne porte que sur le supremum
essentiel du générateur sur le cercle unité. Ainsi nous obtenons un test simple a effectuer sur
une fonction analytique G pour déterminer si, oui ou non, elle engendre un semiflot de fonc-
tions analytiques. Ce sera 'objet de la proposition 2.4 : la fonction analytique G engendre
un semiflot si et seulement si

esssup Re(ZG(z)) < 0.
z€T

Un corollaire immédiat de cette proposition est que le semigroupe d’opérateurs de compo-
sition ainsi engendré est un groupe si et seulement si la fonction z — ZG(z) est a valeurs
sur I'axe des imaginaires purs. Une des idées clé de ce résultat repose sur I'étude de la partie
réelle de I'image numérique du générateur en utilisant les noyaux reproduisants normalisés de
H?(D) ou de Dirichlet D. En outre, nous avons pu montrer de cette fagon que les seuls semi-
groupes quasi-contractifs sur ’espace de Hardy dont le générateur est de la forme f +— G x f’
sont les semigroupes d’opérateurs de composition (et réciproquement).

C’est une classe un peu particuliére de semigroupe qui motivera le troisiéme chapitre :
les semigroupes holomorphes. Un semigroupe est une fonction définie sur la demi-droite R, ,
mais il se peut qu’elle soit définie sur un domaine plus grand. En 'occurrence, sur un secteur
angulaire ¥y = {re’® € C, r > 0,a €] — 0;0[}. Les semigroupes admettant une extension
analytique sur >y qui est bornée au voisinage de 'origine sont dits holomorphes. Extraor-
dinairement peu de choses sont connues sur les semigroupes d’opérateurs de composition
holomorphes. Pourtant, dans les articles récents de Arendt et coll. [6, 7], les auteurs donnent
une extension du théoréme de Lumer-Phillips adaptée aux semigroupes holomorphes. Grace



a leurs travaux, nous pourrons établir une caractérisation des semigroupes d’opérateurs de
composition qui sont holomorphes & I’aide d’une condition simple portant uniquement sur
le générateur infinitésimal du semiflot associé. Cette condition fait 'objet du corollaire 3.9 :
l'opérateur A engendre un semigroupe holomorphe d’opérateurs de composition sur H*(ID)
si et seulement s’il existe 0 € }0, g[ tel que,

esssup Re(e*?2G(2)) < 0.
z€T
En particulier, nous verrons que sous cette condition, c¢’est le semiflot lui-méme qui admet
une extension analytique.

L’étude des semigroupes d’opérateurs de composition a partir de leurs générateurs suscite
un élan de motivation. Sachant que de nombreuses propriétés d’'un semigroupe peuvent étre
déduites des propriétés de son générateur, peut-on dire plus dans le cas des opérateurs de
composition ? En particulier, que dire de la compacité, peut-on détecter la compacité d’un
semigroupe a partir de son générateur ? Cette question fait I'objet du quatriéme chapitre. Il
faudra alors faire attention a la notion de compacité considérée : on peut parler d’opérateur de
composition compact ou de semigroupe compact. De nombreux critéres existent pour affirmer
qu’un opérateur de composition est compact, voir par exemple [19]. Ceux-ci s’expriment en
fonction du comportement du symbole de 'opérateur de composition au voisinage du bord
de D. Dans notre cas et puisque les symboles sont injectifs, ce critére portera uniquement
sur la dérivée angulaire du symbole. Par exemple, le théoréme 4.8 et son corollaire donnent
des conditions pour étre compact et méme Hilbert-Schmidt ici. De méme la proposition 4.10
offre une condition pour ne pas étre compact. Du coté des semigroupes, on voit aisément
que, si un élément 7'(t) d’un semigroupe 1" est compact alors, pour tout h > 0, Iapplication
T(t + h) est également compacte. Ainsi, on distinguera trois types de semigroupes, ceux qui
sont compacts pour tout ¢ > 0; ceux qui sont compacts a partir d'un certain moment ; ceux
qui ne sont jamais compacts. Cette compacité est liée a celle d'un opérateur appelé résolvante
et les travaux de Siskakis [48] donne une équivalence entre la compacité de la résolvante et
le comportement du générateur au bord de . Ceci nous permettra d’établir le théoréme
4.26. Les troisiéme et quatriéme chapitres ont donné lieu a I’article [10] en collaboration avec
[sabelle Chalendar et Jonathan R. Partington.

Le cinquiéme et dernier chapitre présente des contributions lorsque le disque est remplacé
par le demi-plan ainsi que quelques perspectives de recherche. Dans le cas ol le domaine
de définition des symboles ne serait plus le disque D mais un autre domaine 2 adapté, il
apparait comme naturel de vouloir étendre les travaux présentés ici. Toutefois ce changement
de domaine modifie considérablement le comportement des opérateurs de composition. Nous
présenterons deux facons de procéder. La premiére consistera a regarder ce qui se passe, en
repartant depuis les bases, sur I'espace de Hardy d’un autre domaine. L’exemple ot 2 = C,.
(voir [14]) montre & quel point les différences peuvent survenir puisque par exemple, dans
ce cas, aucun opérateur de composition ne sera compact. La seconde facon de faire est de
considérer une application transportant ID sur €2 et d’observer comment les propriétés des
semigroupes d’opérateurs de composition sont ainsi altérées. Puisque les semigroupes, car
ce seront des semigroupes, ainsi obtenus seront constitués d’opérateurs de composition a
poids, nous citerons alors les résultats de Konig [32] pour énoncer des caractérisations d’un
opérateur suffisantes pour affirmer qu’il engendre un tel semigroupe.






Chapitre 1
Généralités

L’objectif de ce chapitre est de donner les bases nécessaires pour appréhender les notions
que nous manipulerons tout au long de ce manuscrit. Nous en présenterons les définitions,
quelques exemples simples, ainsi que les propriétés directement utiles pour la suite. Ainsi, nous
commencerons par définir (dans cet ordre) les espaces de Hardy pondérés sur le disque unité
ouvert D = {z € C,|z| < 1}, qui incluent les espaces de Hardy et de Dirichlet ; les opérateurs
de composition ; les semigroupes et leurs générateurs. Puis, sachant que 1'une des motivations
principales de ces travaux est le calcul explicite de la norme d’opérateurs de composition,
nous allons dans un second temps présenter comment l'introduction des semigroupes permet
de parvenir & nos fins.

1.1 Définitions

1.1.1 Espaces de Hardy

Notre objectif sera d’étudier des opérateurs sur des espaces de fonctions analytiques clas-
siques tels que ’espace de Hardy ou I’espace de Dirichlet. Ces espaces sont des cas particuliers
d’espaces de Hardy pondérés.

Définition 1.1. Soit § = (5,,)nen une suite de réels strictement positifs telle que

| =

liminf(5,)

3

D> 1

On note H?(B3) l'espace de Hilbert des fonctions analytiques

f(z)= Z anz"

n=0

sur D pour lesquelles la norme suivante est finie

.

1flls = (ZlanFﬁi) :
n=0
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16 CHAPITRE 1. GENERALITES

Cet espace est appelé espace de Hardy de poids 5 et la norme précédente est induite par le

produit hilbertien
<Z an 2", Z bnz”> = Z anaﬁfb.

neN neN neN

Le cas (3, = 1 définit I'espace de Hardy H*(D).
Le cas By = 1 et B, = /n pour n > 1 définit Uespace de Dirichlet D. En particulier,
D C H*(D).

La fonction analytique définie par z Z@O(nﬁn)’lz” appartient a I'espace H?(/3) ainsi,

la condition lim inf (Bn)% > 1 apparait naturellement afin d’assurer que cette série défini une
fonction analytique sur D (voir [26]).

L’espace H?(D) admet de nombreuses définitions équivalentes. La « bonne » définition,
au sens ou elle permettra de définir les espaces H?(ID) avec p > 0, est une définition a 1’aide
d’intégrales que nous allons présenter maintenant.

Proposition 1.2. Soit f une fonction analytique sur D a valeurs dans C. La fonction f est
élément de H*(D) si et seulement si la norme suivante est finie

2

1 .
IFI = sup o= [ |f(re") dt.

o<r<1 27 Jo

Démonstration. Soit f une fonction analytique sur D et soit 0 < r < 1. On note

f(z) = Z anz".
n=0

[o.@] o0
|f(7’6it)|2 _ Z Z an@rn-i-mei(n—m)t‘
n=0 m=0

On en déduit que :
1 2m

ity (2 2 2n
— dt = n .
o ) Ve =3l
Ainsi, si f € H*(D), alors le second membre de cette égalité est borné par || f||* pour tout
r € [0; 1[. Réciproquement, si f ¢ H?*(D), alors le second membre tend vers I'infini lorsque 7
tend vers 1. O]

On peut noter qu’on a montré en réalité que

2
IFI2 = timsup — [ [F(re®)|? dt < oo.
r—1- 27 0
Les polyndémes sont évidemment toujours des éléments des espaces de Hardy pondérés. En
outre, la famille des monoémes (e, : z — 2"),en forme une base hilbertienne pour chacun de
ces espaces. A I'aide de la définition intégrale, on voit clairement que les fonctions analytiques
bornées sont également dans l'espace H%(ID). Autrement dit,

H>®(D) = {f € Hol(D), f bornée} C H*(D).
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Si on se place sur un espace H?(3), une autre famille de fonctions jouera également un role
important : pour w € D, on définit

Ces fonctions n’appartiennent pas a priori a 'espace H?(3). C’est le cas, par définition, si
pour tout w € D,

|w|2n

e

< 00,

ku(w) = [lkullz =)

neN

ce qui est équivalent a la condition plus explicite
lim inf(ﬁn)% > 1.

Sous cette hypothése sur la suite [, les fonctions k, sont appelées noyaux reproduisants car
elles vérifient la propriété remarquable que, pour tout f € H?*(3) et tout w € D,

{fs bw) = fw).

En outre, dans ce cas, I'espace H?(3) est dit espace a noyauz reproduisants.

Il est une derniére propriété de ces espaces de Hardy pondérés qu’il faut énoncer. Pour
une espace de Banach X, on note £(X) I'ensemble des applications linéaires continues sur
X. Si une fonction analytique ¢ est bornée c’est-a-dire ¢ € H*>°(ID), alors l'opérateur My, €
L(H?(B)) de multiplication par ¢ est borné sur H?(3). Autrement dit, les fonctions de H>°(DD)
sont des multiplicateurs de H?(3). Pour montrer cela nous aurons besoin de l'inégalité de
von Neumann.

Lemme 1.3 (Inégalité de von Neumann). Soit T € L(H?()) tel que |T| < oo. Soit P €
C[X]. On a
PO < WP oo ey = sup{[P ()], [2] < 1T}

Démonstration.
1

— On pose, pour r € [O;m[et t e R,

Kr,t (T) _ Z rnefintTn + Z rneintT*n
n=0 n>0

= (I—re™ T I —r*T*T)(I — re "T)7".

L’opérateur K, est appelé noyau de Poisson et est auto-adjoint.
— On a pour tout re® € D(0, ﬁ), K, 4(T) > 0. En effet, on a K, ,(T") > 0 si et seulement

si pour tout = € H%(3),
0 < (Kpu(T)z,x) = (L-r*T"T)y,y) = ylI* = r*| Tyl

oty = (I —re T 'z. Le résultat découle alors de la surjectivité de 'opérateur
(I —re ®T)~1
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~ Notant P(X) =Y~ jaxX* et s =|T|| on a:

27 27 N
/ P(se“)Kr’t(T)dt = / ( E akskeikt> (Z rle T 4 Z r”emtT*”) dt
0 0

n>0 n>0

= Z Z apst T /27r ekt gy

k=0 n=0

™

+ Z Z a st T / ekt gy
k=0 n>0

= Z/ apstrETrdt

= 2nP(srT).

— Soient z,y € H*(8). On a : Vr € [0; ﬁ[’

1 2

(P(srT)z,y) = o /. P(se")(K,.(T)x, y)dt

= % 02“ P(se") <\/Km(T)x, \/Kr,t(T)y> dt
srld)x < 1P oo,y o 2 : 2m 2 3
e < () (£ )

2m

P, 2 :
_ Hg%(gﬂuxuz) (2 lyl13)

= [[Pllooiryllzllsllylls-

1

Kr,t (T):L“ KT,t(T)y

Donc
[ P(srT)|| < [[Plloo, -

— Enfin, on a [|[P(srT) — P(T)|| — 0 quand r — d’ott le résultat.

IITII’

3=

Proposition 1.4. Soit § une suite décroissante de réels positifs telle que lim inf(/3,)
Soit (f,g) € H*(B) x H*(D). Alors f-g € H*(j3).

> 1.

Démonstration. On note S = M, le shift sur H*(8) : si f(z) = > 2 a,2", alors Sf(z) =
> o anz™ Tt Dans le cas particulier out ¢ est un polynome, on a : || M,]| = ||g(S)|| < ||glloop
par le lemme 1.3. Maintenant, si g est analytique, on considére les sommes de Féjer o, de
sa série (qui sont des polynémes). On a alors, par le théoréme de convergence de Féjer,
| Mo, || < ||onlloo < ||g]lco €t M, tend vers M,. Cela montre que ||M,]|| est bornée. O
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1.1.2 Opérateurs de composition

Définition 1.5. Soit ¢ : D — I une fonction analytique. On définit I’opérateur de composi-
tion C, de symbole o par : pour toute fonction f € H?(f),

Oso(f):f090~

Un tel opérateur est clairement linéaire et & valeurs dans ’ensemble des fonctions ana-
lytiques. La composée de deux opérateurs de composition est un opérateur de composition
avec la relation Cy, o Cy = Cyo,. De plus, si ky, est un noyau reproduisant C7ky, = Ky En
effet, pour f € H*(3),

(f; Cokw) = (Cof k) = f(p(w)) = (f; Fow))-

En revanche, il n’est pas clair (et faux en général) que H?(3) soit stable par C,. C’est vrai
dans lespace de Hardy H?*(ID), nous y reviendrons avec la proposition 1.7. Par ailleurs, vu
que Cyep = eg, on a toujours ||Cy|| = 1. Il est méme possible de dire mieux : pour a € D,

ICkall ol (ot (2(@)\?
16,11 Nl > Hpeie = el (Faleely
? P17 k] [ Ka(a)

On en déduit, en posant a = 0, que si |C,|| vaut 1 alors ¢(0) = 0, et la réciproque est vraie
dans H%*(D) comme Daffirme la proposition suivante due a Shapiro (voir [44]).

Proposition 1.6. Soit ¢ : D — D une fonction analytique. St p(0) = 0 alors ||C,|| < 1.

Démonstration. On note S le shift inverse :si f(z) =D o a,2", alors Sf(z) =Y 7 ans12™

Cette application translate les coefficients d'une série analytique « vers la gauche ».
On remarque que pour toute fonction analytique f(z) = > a,2",

f(z) = f(0) + 25f(2)

et
S™£(0) = ay.

On suppose dans un premier temps que f est polynomiale. Il est évident dans ce cas que f
et donc f o ¢ sont bornés sur D, ce dont on déduit que f o ¢ € H*(D). On a

Csof = f(O) + chw(sf)

ou M, est 'opérateur de multiplication par ¢. Puisque ¢(0) = 0, le coefficient constant de
M,C,(Sf) est nul et la quantité M,C,(Sf) est donc orthogonale aux constantes. Ainsi,

ICAAIIP = FO)? + IMaCo( SHI* < [FO)P + 1C(SHI*.
On en déduit, en appliquant cette inégalité aux fonctions S* f pour tout k € N, que
ICoS*FI1? < IS*F(0) + ICo(S* ).

On obtient
deg f deg f

ICAIP < D IS FOP+0= fanf* = I fI*.

k=0 k=0
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Ceci conclut la proposition dans le cas des fonctions polynomiales.

On achéve le raisonnement par un résultat de densité : soit f € H?(D), on note f, le
polynéme de Taylor d’ordre n associée a f. La suite (f,),en converge vers f uniformément
sur tout compact, et ainsi,

I : 1 [ :
|fop(re))* dt = lim — | fn 0 p(re™)|? dt

2 Jo n—o0 27 [

< limsup[|Cy fu®

n—oo

< limsup || fu]]* < [1/]1%

n—oo
Ceci étant vérifié pour tout 0 < r < 1, on a montré le résultat voulu. O

La proposition suivante nous permet de montrer qu'un opérateur de composition sur
I’espace de Hardy est bien défini et borné.

Proposition 1.7. Soit ¢ : D — D une fonction analytique. L’opérateur C, est borné sur
H?(D) et on a

1+ [¢(0)]

1 — [(0)|

Démonstration. On commence par montrer le résultat dans le cas ot f est polynomiale et
est un automorphisme. Soit a = ¢(0) € D, on a

IC ]I <

Plz) = 1 —-az

Puisque f est polynomiale, f est bornée sur D et donc f o ¢ 'est aussi. On calcule alors

1 27 )
2 it |2
= — dt
| f ol o O!fow@)|
1 o it |21, (it
= — ! ) dt
5 | P
e iy 1= laf?
= o)y, MO Gar

1 — 2 1 2 )

< ((1—}Z}>2)%/0 (eI dt
1 1 27 )
(J:Z:)% [ isten a

Ceci montre le résultat dans le cas d’'un automorphisme quand f est polynomiale. On peut
déduire le résultat pour f € H?*(D) quelconque a I'aide d’un argument de densité semblable
a celui de la proposition précédente .

1. La majoration précédente est, en réalité, optimale dans le cas des automorphismes. Ce fait sera dé-
montré plus tard, en guise d’application de la théorie des semigroupes au calcul de normes d’opérateurs de
composition.
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Il reste & montrer le résultat dans le cas ot ¢ n’est pas un automorphisme. On note o =
¢(0) et on considére I'automorphisme ¥(2) = #==. On a alors C,, = Cyc,Cy et 1o p(0) = 0,
d’ou

1+ |(0)]

Coll < [|[Cpop|||Copl| < 4| ——75-
1Coll < 1CyopllICyl = |o(0)]

[]

Hélas, bien que ces opérateurs aient été beaucoup étudiés au cours du dernier siécle,
déterminer leurs normes demeure un probléme ouvert. On ne sait pas, en toute généralité,
calculer la norme d’'un opérateur de composition sur un espace de Hardy pondéré, y compris
dans le cas de l'espace de Hardy du disque H?(ID). Dans I'article [27], Gallardo et Partington
parviennent, dans divers espaces de Hardy pondérés, a calculer la normes des opérateurs de
composition par des automorphismes a ’aide de méthodes que nous présenterons et qui sont
lices aux semigroupes. C’est dans cette optique, motivés par ces résultats, que nous nous
sommes intéressés aux semigroupes d’opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

1.1.3 Semigroupes et générateurs infinitésimaux.

Dans toute cette sous-section, X désignera un espace de Banach. Dans notre cas, ’espace
X sera presque toujours un espace de Hardy pondéré et donc un espace de Hilbert.

Définition 1.8. Un Cy-semigroupe est une application T : R, — L£(X) (o L(X) est
I’ensemble des applications linéaires et continues sur I'espace X) telle que

T(0) =1d ;
Vs, t >0, T(s+1t)=T(s)oT(t);
Ve e X, tw— T(t)zx est continue.

Usuellement, une application qui vérifie toutes les propriétés précédentes a ’exception de
I'hypothése de continuité est appelé semigroupe (sans le préfixe « Cy ») ou encore semigroupe
a un parametre. Dans la mesure oti, dans cette thése, les semigroupes considérés seront tous
des Cy-semigroupes, nous ferons 1’abus de langage consistant a omettre ce préfixe.

On peut noter que, si un tel opérateur est défini sur R et sous I'hypothése plus forte
Vs, t € R, T(s+t) =T(s)oT(t), 'application T transporte la structure de groupe de (R, +)
sur la famille (7'(t));cr. Dans ce cas, nous parlerons de (Cy—)groupe.

Exemples.

1. Translation : on se donne un vecteur v € X. On considére, pour tout ¢ € R, les
applications T'(t) : x — = + tv. L’application T" est un semigroupe.

2. Homothétie : on se donne un scalaire ¢ € C. On considére, pour tout ¢ € R, les
applications T'(t) : x — e“x. L application T est un semigroupe.

3. Composition par translation : sur l'espace X = C,(R) des fonctions de R dans R
bornées et uniformément continues, muni de la norme || - ||. On considére, pour tout
t € Ry, les applications T'(t) : f — f(t + -). L’application 7" est un semigroupe.

4. Composition par des automorphismes : sur l'espace de Hardy X = H?(ID). On considére,
pour tout ¢t € Ry, les applications T'(t) : f — f o, ol pour tout z € D, p(2) =

z+tanht ) : : .
Tr2tanhi L’application 7" est un semigroupe.
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En particulier, nous avons ici quatre exemples de groupe.

Proposition 1.9. Soit T'" un semigroupe. Il existe deux constantes M > 1 et w € Ry telles
que
VteR,, |T@)|| < Me™.

Démonstration. La fonction T étant continue sur le compact [0; 1], elle est bornée sur cet
intervalle. Posons
M = sup ||T(t)|| € R.
te[0;1]
Cette constante est supérieure a 1 parce que T(0) = Id. Pour ¢ € R, , on note n =t — |t] ou
|t] désigne la partie entiére de t. On a alors

IT@I =TT )] < MIT@)IM < M(max(1, [TD)]) = Me**
ot w = log(max(1, ||T°(1)]))- O

En particulier, dans le cas ol la meilleure constante M possible est M = 1, le semigroupe
est dit quasi-contractif. Ce cas jouera un role important dans I'espace H*(ID) car nous verrons
a la proposition 2.7 que les semigroupes d’opérateurs de composition sont toujours quasi-
contractifs. Si, de plus, w = 0, on dit que T est un semigroupe de contraction.

Définition 1.10. Soit 6 €]0; 7]. On note ¥y le secteur angulaire ouvert
Yo ={re"eC, r>0, |af <0}.

On dit que le semigroupe T est holomorphe (ou analytique) d’angle 6, sl existe une fonction
holomorphe T': ¥y — L(X) telle que

ﬁRJr = Ta
sup [|T(§)]] < oo

£exynhd

On remarque que cette définition implique que Vs,t € X,

T(s+1t) =T(s) o T(t).

En effet, pour t € R, la fonction & — T(€)oT(t) — T(£+1t) de Xy dans £(X) est holomorphe
et nulle sur la demi-droite R . Elle est donc nulle sur 3y par le principe des zéros isolés. On
peut alors répéter cet argument pour & € 3y : la fonction £ — T'(§) o T'(&y) — T'(€ + &) est
holomorphe et nulle sur la demi-droite R, . Elle est donc nulle sur >y par principe des zéros
isolés.

Pour connaitre le comportement d’un semigroupe, il suffit souvent de I’étudier en 0. Par
exemple, pour montrer que les fonctions ¢ — T'(t)x sont continues, il suffit de montrer la
continuité en 0 puis de composer par T'(t) pour tout ¢ € R,. L’objet suivant généralise
cette remarque. Le générateur d’un semigroupe représente la nature d’'un semigroupe en 0.
Toutefois, un tel opérateur n’est pas a priori toujours bien défini, aussi on lui associera un
domaine : son ensemble de définition.
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Définition 1.11. Soit 7' un semigroupe (holomorphe ou non). Le générateur® de T est
(D(A), A) ot

t—0t

1
D(A) = {x € X, lim —(T(t)x — x) existe}
est le domaine du générateur et

Ve e D(A), A:xz+ lim 1(T(t):z: — ).

t—0t

Ezxemples.

1. Translation : sur un espace X de Banach, on se donne un vecteur v € X. On consideére,
pour tout ¢ € R, l'application T'(t) : z +— x + tv. Le générateur du semigroupe 7 est
défini sur D(A) = X et est I'opérateur constant A = v.

2. Homothétie : sur un espace X de Banach, on se donne un scalaire ¢ € C. On considére,
pour tout ¢ € Ry, 'application T'(t) :  +— e“x. Le générateur du semigroupe 71" est
défini sur D(A) = X et est donné par 'opérateur de multiplication A = ¢1.

3. Composition par translation : sur 'espace X = C,(R) des fonctions de R dans R
bornées et uniformément continues, muni de la norme || - ||. On considére, pour tout
t € Ry, lapplication T'(t) : f — f(t+-). Le générateur du semigroupe 7" est défini sur
le sous espace de X des fonctions de X qui sont dérivables et est donné par I'opérateur
de dérivation Af = f'.

4. Nous étudierons en détails le cas des opérateurs de composition sur ’espace de Hardy.

Le générateur d’un semigroupe vérifie de nombreuses propriétés simples.

— Cet opérateur est linéaire.

— Pour tous z € D(A),t € Ry, on a T(t)z € D(A) et £T(t)x = T(t)Ax = AT (t)x.

— De plus, le générateur caractérise entiérement le semigroupe. En effet, si S et T sont
deux semigroupes de méme générateur, on consideére les fonctions f; : s — T(t—s)S(s)x
ou z € D(A). Ces fonctions sont de dérivées nulles, donc sont constantes. On en déduit
que S(t)z = fi(t) = fi(0) = T(t)a.

— L’origine de cet objet vient du fait que, pour tout x € D(A), la fonction t — T'(t)x est
solution du probléme de Cauchy

La définition seule peut sembler bien pauvre, surtout en ce qui concerne le domaine du
générateur qui pourrait aller de ’ensemble vide a 1’espace entier. Il n’en est rien. Le théoréme
suivant affirme, en particulier, que le domaine d’un générateur est toujours dense dans ’espace

X.
Proposition 1.12. Le générateur d’un semigroupe est fermé et de domaine dense.

Démonstration.

2. ou parfois générateur infinitésimal
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1. Soit x € X. On pose
1 t
v, (t) = —/ T(s)xds.
t Jo

On va montrer que, pour tout ¢t € R*, v,(t) appartient & D(A) et que v,(t) tend vers
x lorsque t tend vers 0. On a :

Lrmu(t) ~va) = 5 ( /O (s + hye ds - /0 I(s)e ds)
1
i

/t s ds /O " Te)e ds)

Ceci montre que v,(t) € D(A) pour tout ¢ > 0. En outre v,(t) 2 T(0)z = .
—

2. Afin de montrer que l'opérateur (A, D(A)) est fermé, on considére une suite (z,,)nen €
D(A)N et deux éléments z,y € X tels que ¥, — z et Ax, —> y. On cherche a

n—o0 n—oo

montrer que x € D(A) et Ax =y. Pour n € N, t,h € RY, on note u" : t — AT(t)x, et
up ot — +(T(t + h)x, — T(t)z,). Par un calcul analogue au précédent, on a

¢
/ up(s) ds — T(t)z, — xp.
0

h—0

Par ailleurs,

[(uh = u") (O < IIT(t)IIII%(T(h)xn — &) — Az

Ainsi, uj converge uniformément sur tout compact de Ry vers u". On en déduit que

t t
/ up(s) ds — [ u"(s) ds.
0

h—0 0

On a donc montré que pour tout n € N,
t t
T(t)x, — x, = / AT (s)x,, ds = / T(s)Ax, ds.
0 0
En multipliant cette égalité par % et en faisant tendre n vers oo, on en déduit que

%(T(t)a: — ) = % (/OtT(S)y dS) -

Ainsi, t — T'(t)x est dérivable en 0 de dérivée T'(0)y = y, ce qui est le résultat souhaité.
]
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1.2 Semiflots de fonctions analytiques

Considérer un semigroupe d’opérateurs de composition sur un espace de Hardy pondéré
revient a se donner une famille de fonctions analytiques ® = (¢;);er, du disque unité dans lui-
méme. On notera Cyp = (Cl, )ier, le semigroupe d’opérateurs de composition ainsi construit.
Si U est un semigroupe, on observe que ¢ doit vérifier toutes les propriétés des semigroupes,
ou presque. En effet, les fonctions ¢, ne sont pas des applications linéaires continues, mais
des fonctions analytiques de D dans ID. Ainsi, on ne dira pas que ® est un semigroupe, mais
on parlera de semiflots.

1.2.1 Semiflots de fonctions analytiques

Définition 1.13. La famille (¢;)icr, de fonctions analytiques de D dans D est un semiflot
si

Vz € ID)7 §00<Z) =z

Vs, t 20, Qspr =500 ;

VzeD, ¢+ ¢i(z) est continue.

Ezemple.

1. Soit ¢ € C, avec Re(c) = 0. Les fonctions z +— e~z forment un semigroupe de fonctions
analytiques sur ID. Chacune de ces fonctions contracte le disque en le faisant tourner
autour de l'origine.

2. Les fonctions z — e 'z + 1 — e~ forment un semigroupe de fonctions analytiques sur
D. Ces fonctions contractent le disque puis le translatent de sorte que le point 1 soit
point fixe.

(A
NI

3. Les fonctions z +— Cirenatite forment un semigroupe de fonctions analytiques sur
D. Ce semigroupe est constitué d’automorphismes du disque.

Dans cette définition, nous aurions pu demander que ¢ soit continue par rapport aux
deux variables t et z, ce qui semble plus fort. Le théoréme de Montel (voir par exemple [9])
assure que cette condition est équivalente a la continuité des t — ¢;(z). Le choix de cette
nouvelle définition, celle qui est plus forte, se justifie par un aspect pratique inhérent aux
démonstrations a venir. Aussi, nous allons maintenant la montrer.
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Proposition 1.14. Soit (¢;)icr, un semiflot. La fonction ¢ : (t,2) — ¢(2) est continue sur
R, x D.

Démonstration. Au vu des propriétés de semiflot de la famille (¢;)cr, , il suffit de montrer
le résultat pour ¢ proche de 0, ¢’est-a-dire () = wo(z0) = 2o
—)
Z—20

Soient € > 0 et zg € D. On va montrer que

1— ‘Zo‘

JaeR, Vz€ K. =D (20,5 ) V€ [0;af, |lee(2) — 20| < e.
On suppose pour cela que ce n’est pas le cas. On en déduit l'existence d’une suite (p;, )nen
qui n’est pas uniformément convergente sur K, et donc pas uniformément de Cauchy sur K..
Ainsi, il existe n > 0 et deux sous-suites ((ptnj )jen et ((ptmj )jen telles que Vj € N,

sup [lpr,, — r. | 2 0.
K.

Le théoréme de Montel s’applique sur ces deux suites qui convergent donc uniformément sur
K. respectivement vers des fonctions ¢ et 1. On a alors que

sup [ — | >,
K.

ce qui contredit la convergence ponctuelle de la suite (¢y, )nen issue du semiflot (¢4)ier,. O

De méme qu’avec les semigroupes, nous serons amenés a considérer les générateurs de nos
semiflots. La encore, il n’est pas évident qu’'un tel objet soit défini sur un domaine raisonnable.
C’est bien le cas. Le théoréme suivant, da a Berkson et Porta [14], énonce que le générateur
d’un semiflot de fonctions analytiques de D dans ID est une fonction définie sur le disque unité
ouvert tout entier.

Théoréme 1.15 (Berkson-Porta). Soit ® un semiflot de fonctions analytiques de D dans D.
1l existe une application G : D — C analytique telle que ¥Vt > 0, Vz € D,
0p(t, z)
/= = G(p(t, 2)).
2 = Gl 2)
Démonstration. Au vu des propriétés de semiflot de ®, on se contente de montrer le résultat
pour ¢t = 0. L’objectif est de montrer que, pour tout z dans un disque compact D(0,7), le
quotient 1 (¢(¢, z) — z) admet une limite finie G(z) € C lorsque ¢ tend vers 07. Soit 0 < r < 1.
— Puisque pour tout z € D, (¢, z) — 2 il existe a € [0; 1] tel que, pour tout point z
t—0

du cercle de centre 0 et de rayon 1—;”" et pour tout ¢t € [0; a,

1—r =107

On en déduit par la formule intégrale de Cauchy que V¢ € [0;a], Vz € D(0,7),

a<90<t7 Z) _Z) 1 ‘¢<t7£) _5’ 1
AN ALY I LAV
’ 2mi jé(o,ly) € — 2| :

< —.
10

0z
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Puis, Vt € [0;a], Vz € D(0,7r),

1
lp(2t,2) — 20(t, 2) + 2| = < E“O(t’ z) — 2|,

0z

[ deta-,

ot 1,+(A) = Ap(t, 2) + (1 — A)z, A € [0;1]. On en déduit que V¢ € [0;a], Vz € D(0,7),

2
10 1\3
o,2) - 21 < Jglet2t2) =21 < (3 ) lot2t) ~ 2.

~ On montre maintenant qu’il existe M € R, tel que Vt € [0;1], Vz € D(0,r),
lp(t, 2) — 2| < Mt5.

- Posant ng le plus petit entier tel que = < a, il vient, pour tout n € N,

270
1 1
<70 27’L0+7’L7Z -z SO 2n071,2 — Z].

1 8 no—1y 2
S (2no+n) X <2 ’ )3 sup

2€D(0,r)

wno

Il
=

- Soit t € } Qio : 1}. Alors
g (t2) — 2| <5 x (27)5 sup o (u,2) — 2.
2€D(0,r)
u€[ g1
— M,

- Soit t € }W, ﬁ} Alors

(o (t,2) — 2] <5 x (2D sup g (u,2) — 2.

- Le résultat est vrai pour t = 0.
— On en déduit que pour tout t € [0;a] et tout z € D(0,r),

1

et donc que
e2t,z) —z  p(t,z)—z| M

- < i,
2t t 20
On a ainsi montré que la suite (2"(¢(55,2) — 2))nen est de Cauchy dans C qui est

complet, ce qui montre I'existence de la fonction analytique G par le critére de Cauchy
uniforme. On montre de méme que la suite (2" (¢ (s+55, 2) —¢(5, 2)) Jnen tend localement
uniformément vers G(p(s, 2)).
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]

Nous avons ainsi montré qu’un semiflot était toujours donné comme solution d’un pro-
bléme de Cauchy
du(t, z)

— = G(u(t,z)), u(0,z) =z,

ou GG est une fonction analytique sur le disque (qui est convexe). Le théoréme de Cauchy-
Lipschitz nous offre alors le corollaire suivant :

Corollaire 1.16. Soit (¢(t,-))ier, un semiflot de fonctions analytiques de D dans D. Les
fonctions p(t,-) sont injectives.

Démonstration. On suppose par 'absurde qu’il existe t; € R, tel que la fonction ¢, n’est
pas injective, c’est-a-dire, qu’il existe z; et zo € D tels que ¢y, (21) = ¢y, (22). On note

K ={te€[0,t1],p:(21) = pu(22) }.

L’ensemble K est un compact non vide de R, on note ¢,,;, son minimum.
Comme ¢; — I uniformément sur tout compact de D, on a que ¢, — 1 uniformément
t—0 t—0

sur tout compact de D. On en déduit que pour tout ¢t € R, la fonction ¢; est localement
injective. En particulier, il existe r > 0 et ty > 0 tels que pour tout ¢ € [0;%], la fonction
PtiD(gr, . (=1).r) €ST injective.

On se donne maintenant un réel € €]0; min(t,m, to)| tel que ¢, . —(21) et @, . —(22)
appartiennent tous deux a D(yy, . (21),7). Or ces deux éléments sont distincts par définition
de t,,;, mais on méme image par . qui n’est donc pas injective sur D(¢y, . (21),7). Nous
avons obtenue la contradiction voulue. O]

Ce dernier corollaire s’avérera capital pour la suite. En effet, nous avons déja vu qu’un
opérateur de composition n’est pas en général défini sur un espace de Hardy pondéré. Cepen-
dant, un opérateur de composition de symbole injectif est défini sur I’espace de Dirichlet D
(voir proposition 2.13). Ainsi, ¢’est sans scrupule que nous pourrons étudier des semigroupes
d’opérateurs de composition sur cet espace particulier.

1.2.2 Application aux calculs de normes

Afin de calculer des normes d’opérateurs de composition (vus comme éléments d’un se-
migroupe), nous chercherons essentiellement a encadrer la norme d’un semigroupe 7" par

M <T@ < ™,

ol A et A sont deux constantes liées aux propriétés spectrales du générateur de T'. L’égalité
de ces deux constantes serait la cerise sur le gateau.
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Minoration

Soit A une valeur propre du générateur A du semigroupe 7" et soit x € D(A) un vecteur
propre associé. On a Ar = Ax et donc, en particulier pour tout ¢t € R,

oT(t)x

AT (t)x =T (t)Ax = AT (t)x = g

Ainsi, la fonction t +— T'(t)z est solution du probléme de Cauchy

5% = Ay, y(0)=T(0)x ==z,

qui admet ¢ — ez comme unique solution. Ainsi, ||T(¢)z|| = e®™?||z]|.
En notant 0,(A) le spectre ponctuel de 'opérateur A, on pose A = sup Re (0,(A)). Nous
pouvons déduire de ce qui précede que

M <T@

Dans la pratique, pour déterminer une valeur propre du générateur de nos semigroupes,
il faut, comme ci-dessus, résoudre un probléme de Cauchy. Il est en général assez aisé d’avoir
une expression explicite d’'une solution. Malheureusement, il ’est beaucoup moins de prouver
que cette fonction appartient a ’espace de Hardy considéré. En toute généralité, déterminer
le spectre ponctuel du générateur d’un semigroupe d’opérateur de composition revient exac-
tement & se demander, parmi une famille de fonctions, lesquelles sont dans le bon espace et
lesquelles n’y sont pas?

Majoration

On définit 1"image numérique W(A) d’un opérateur A par
W(A) = {{Az,z), [|z]| = 1}.

C’est a l'aide de cette quantité que nous exprimerons une bonne estimation de la norme d’un
semigroupe engendré par A. Cette quantité apparait comme naturelle & partir du théoréme
suivant.

Théoréme 1.17 (Lumer-Phillips 1961). Soit (A, D(A)) un opérateur de domaine dense sur
un espace de Banach X. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’opérateur A est le générateur d’un semigroupe de contraction.

2. Il existe A > 0 tel que (A\1d —A)D(A) = X et pour tout x € D(A),
Re(Az,z) < 0. (1.1)
3. Pour tout A > 0, on a (A\Id—A)D(A) = X et pour tout x € D(A),

Re(Azx, x) < 0.
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Un opérateur dont I'image numérique est incluse dans le demi-plan gauche, c’est-a-dire
qui vérifie 'inégalité (1.1) est dit dissipatif. Soit T' un semigroupe de générateur A. Notant

A =supReW(A),

le semigroupe t +— e MT(t) admet A — Ald comme générateur. On en déduit a laide du
théoréme de Lumer-Phillips que le semigroupe t — e *T(¢) est un semigroupe de contraction,
c’est-a-dire que pour tout t € R,

IT(®)] < e™.

Exemples

Exemple. On considére le semigroupe 7' d’opérateurs de composition par le semiflot donné

sur D par
ct

pir(z) =€
avec Re(c) = 0. Le générateur de ce semiflot est la fonction analytique G : z — —cz et le
générateur du semigroupe 7" est donné par A : f — G x f’. Commencons par calculer le
coefficient A qui borne I'image numérique de A par la droite. Soit f(z) = > a,z" € H?*(B)
de norme 1.

(Af, f) = <—zciannz"_l,ianz”>

n=0 n=0
n=0 n=0
= —cZn|an|2ﬁi,
n=0
donc Re(Af, f) = —Re(c)ann\2 2 <0.
n=0

On en déduit directement que | T(t)|| < € = 1 et, 'inégalité inverse ayant toujours lieu, que
17 = 1.

Ezxemple. On considére le semigroupe T d’opérateurs de composition par le semiflot donné
sur D par
etz
2)=——.
o (et—1z+1
Le générateur de ce semiflot est la fonction analytique G : z — —z(1 — z) et le générateur
du semigroupe T est donné par A : f — G x f’. Commencons par calculer le coefficient A

qui borne I'image numérique de A par la droite. On considére une suite S décroissante. Soit
f(z) =>"a,z" € H*(B) de norme 1.
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<Af7 f> = <_Z(1_2)Zannznlazanzn>
n=0 n=0
= - Z n|an|2ﬁ72z + Z nanan—l-lﬁ?wrl
n=0 n=0

A = TR - S |an|* + |an11]?
Re(Af, f) < — E nla,|*B;, + E NP1 —

= _Zn|an|262+25|an’252+1 +Z 9 |an+1|25721+1 _Z§|an+l|2ﬁ72z+1
n=0 n=0 n=0 n=0

=1 =n
= - Z §|an+1|2ﬁr2ﬁ-1 + Z §|an|2( T2L+1 — ) <0.
n=0 n=0

On en déduit directement que || T(¢)]| < e = 1 et, inégalité inverse ayant toujours lieu, que
7] = 1.

Remarque. Dans l'espace de Hardy, on peut noter, pour les deux exemples précédents, de
méme que pour les semigroupes d’opérateurs de composition par les semiflots donnés par les
expressions suivantes

t

pr(z) =1=(1=2),

elz) = ((e=mt —1)zn + 1)=
et
ale) = L=

(142" "+ (1—-2)¢"

que ’approche précédente est inutile dans le sens ot le calcul de leur norme était déja triviale.
En effet, pour chacun de ces semiflots, on a pour tout t € R, ¢;(0) = 0. On déduit, grace a
la proposition 1.6, que la norme de ces semigroupes vaut toujours 1.

Ezxemple. On considére le semigroupe 17" d’opérateurs de composition par le semiflot donné
sur D par

oi(z) =etz+1—e".
Le générateur de ce semiflot est la fonction analytique G : z — 1 — z et le générateur du

semigroupe T est A : f — G x f’. Commengcons par calculer le coefficient A qui borne I'image
numérique de A par la droite. On considére une suite 5 croissante. Soit f(z) = > a,2" €
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H?(8) de norme 1. On obtient :

(Af.f) = <(1—Z)Zanm”_1,zanzn>
n=0 n=0
= = nfaB+ ) (n+ Dann@ sy,
n=0 n=0
donc Re(Af, f) < —f:ma 1282 + f:(n+ 132 <M)
, n=0 ! " n=0 ! 2

=1 . n
= Y SIS+ D S5 — B <
n=0 n=0

DO | —

On en déduit directement que

1Tl < eb.

Pour obtenir la borne inférieure, on cherche a savoir si % est valeur propre de A, c¢’est-a-dire
si une fonction f solution de I’équation % f = G x f" est dans I'espace H*(3). On observe que
la fonction

1

A
/ 1—=z2

est solution de cette équation. L’appartenance de f a H?(3) dépend de toute évidence de la
suite §. Par exemple, si §, = 1, c’est-a-dire dans 'espace de Hardy, l'inclusion est vérifiée.
On peut ainsi dire que sur I'espace de Hardy H?(D),

IT(t)]| = e?.

Ezemple. Ce dernier exemple est celui introduit dans Uarticle [27]. On considére le semigroupe
T d’opérateurs de composition par le semiflot donné sur ID par

z + tanht

or(2) = 1+ ztanht

Le générateur de ce semiflot est la fonction analytique G : z — 1 — 22 et le générateur du
semigroupe T est donc A : f — G x f’. Commengons par calculer le coefficient A qui borne
I'image numérique de A par la droite. On traite ce calcul dans le cas ou la suite [ des poids

est donnée par f3, = ﬁ avec 0 < v < 2. Soit f(2) = a,2™ € H*(8) de norme 1.
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<Afa f> = <inanzn_1(]- - 22), io: amzm>
m=0
= Z((n + 1)ﬁiman+l - nﬁ?yﬂanm)

oo 2 2
Re(Af, f) < 3 O Do =Bt gy, 1y g2 1y

n—0 2ﬁnﬁn+1
DO A A 11
n>0 BBt 2
(n+2 (1)
=sup(n+1 -n .
n?l(:))( )(n—l- 1)v (n+2)
On note u(n,v) = (n+1) EZﬁ;: - EZI;;Z et on cherche a en calculer le supremum. Pour cela,

on observe que pour tout v > 0, on a lim u(n,v) =1+ 2v, et que pour tout n,
n—oo

2 2
% = (ln (Zii)) u(n,v) > 0.

Ainsi la fonction u(n, -) est convexe. En outre, u(-,0) =1 et

(n+2)?  (n+1)?
(17 (n+2p

w(n,2) = (n+1)

définit une suite croissante vu que

n(n+1)2+(n+2)(n+3)2+ (n+2)3 -0

u(n +1,2) —uln,2) = (n 12 CES O i

Il vient que u(+,2) < limu(-,2) = 5. Puis, par inégalité de convexité, on en déduit, pour tout
0<v<2, que

2—v
<

u(-,v) < u(-,0) + Zu(-,2) <1+ 20,

2 2
On a ainsi montré que pour tout automorphisme ¢ de D,

IT (O] < et 2.

Cette majoration semble grossiére au vu de la méthode utilisée. Nous allons cependant mon-
trer maintenant qu’elle est suffisante. Pour cela, on observe que e?“! est valeur propre de T'
deés que le candidat & étre un vecteur propre

o= (122)

14+2v
2

K(z):(l—l—z)w< ! )w.

1—2

appartient & H?(/3), ot on a noté w = afin d’alléger les notations. On a :
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La fonction z — (1 + 2)" appartient a I'espace H>(D) (et donc a H?(3)). Puisque les fonc-
tions de H>(D) sont des multiplicateurs pour H?(f3), il suffit de montrer que la fonction

2z ()" € H*(B). Or

1—2z

ZH;:iMznefﬂ(ﬁ)

si et seulement si la série

est convergente. Mais

VaeR, lim LT _q
n—o0 F(n)na
donc ) )
Vw € R, [(n+w) _ [(n+w) - n2w—2—2u7

Fn+1)2(n+ 1) n’T'(n)?’(n+ 1)

d’ott par comparaison avec une série de Riemann, il y a convergence de cette série pour
w < 22 Nous pouvons remarquer que nous n’avons pas montré exactement ce que nous

2
voulions, mais nous pouvons tout de méme en déduire que pour tout w < 1;&,

IT@)] > ™.

En conclusion,
IT(6)]) = e+,

Nous venons de voir comment calculer la norme d’opérateurs de composition lorsqu’ils
peuvent étre exprimés comme éléments d’un semigroupe. La question qui se pose naturel-
lement est : peut-on toujours faire cela? Est-il toujours possible de trouver un semigroupe
dont I'un des éléments est une fonction analytique prescrite 7 Hélas, la réponse est non. Une
premiére raison a cela est que les fonctions analytiques issues d’un semiflot sont toujours
injectives. Les fonctions analytiques qui ne sont pas injectives n’ont donc aucun espoir de
s'insérer dans un semiflot et nous n’avons aucun espoir de calculer leurs normes de cette
facon. Une deuxiéme restriction tient a ce que, pour une fonction analytique ¢ : D — D don-
née, trouver un semiflot dans lequel I'insérer revient, en particulier, a calculer ses puissances
fractionnaires QO%. Or on ne sait pas déterminer les fonctions analytiques qui admettent des
puissances fractionnaires. Il s’agit d’un probléme toujours ouvert (voir par exemple [23]).
Toutefois, nous avons également pu remarquer a quel point les propriétés des opérateurs
de composition issus d’un semigroupe sont liées a celles de leur générateur. C’est pourquoi
nous allons désormais nous intéresser a ces derniers : les caractériser sera l'objet du chapitre
suivant.



Chapitre 2

Générateurs de semigroupes
quasi-contractifs

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les propriétés de certains opérateurs de
composition — ceux qui pouvaient étre vus comme éléments d’'un semigroupe — étaient étroi-
tement lices au générateur du semigroupe en question, c’est-a-dire & un unique opérateur.
Il parait alors censé de s’intéresser en détails a ces générateurs, la premiére des questions
étant : qui sont-ils? Peut-on caractériser les opérateurs qui sont des générateurs de semi-
groupes d’opérateurs de composition ? Pour cela, on considérera une fonction analytique G,
et on notera A l'opérateur f + G x f’ sur 'espace de Hardy H?(3). On remarque que I'opé-
rateur A engendre un semigroupe d’opérateurs de composition si et seulement si la fonction
G engendre un semiflot de fonctions analytiques du disque. C’est, dans la premiére section
de ce chapitre, ce second point de vue que nous abordons : considérant une fonction G analy-
tique, nous cherchons a déterminer si cette fonction engendre un semiflot ou non, et ce, sans
considération pour le semigroupe de composition par ce semiflot, ni pour I'espace dans lequel
ce dernier sera défini.

2.1 Semigroupes d’opérateurs de composition

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonc-
tion analytique engendre un semiflot. Cette condition met en scéne G et sa dérivée G’ sur
I’ensemble des points du disque D.

Proposition 2.1. Une fonction analytique G : D — C engendre un semiflot si et seulement

st pour tout z € I,
2Re(zG(2)) + (1 — |2*) Re(G'(2)) < 0. (2.1)

Démonstration. On suppose que la fonction G est effectivement génératrice. Soit (¢¢)er, le
semiflot associé. Soit n > 0. Par analyticité, on a pour n >t > 0 et z € D fixé :

oi(2) = 2+ G(2)t + o(t)
et en écrivant p.(z) = z + G(2)t + te(t, z) et en dérivant selon z, on en déduit que
pi(2) =14 G (2)t + o(t).

35
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Puis, par le théoréeme A.3 de Schwarz—Pick, on obtient que

1 — |e(2)?

/

et donc que

1+ Re(G/(2))t + oft) < = 2> 2Re(zG(2))

< t t).
=R - oW

La condition (2.1) apparait alors lorsqu’on fait tendre ¢ vers 0.
On suppose maintenant la condition (2.1). Soit zyp € . On considére le probléme de

Cauchy

dw
= = G(w), w(0) = z.

Puisque G est analytique et donc localement Lipschitzienne, il existe une solution locale
w(t) = ¢i(2z0) & valeurs dans D par le théoréme de Cauchy—Peano. On pose

) 2
o) = o Wi /7 T
Ainsi,
K 2 Dps(20)
oot < [ e ||
t 2
= /0 m |G(ps(20))] ds.
On pose f:t+— (eI |G (i(20))|, de sorte que o(zq, @1(20)) < fot f(s)ds. On a alors,
iy 2 091G (#e(20))] 5 —
10 = e |l ) + 2 e (GG ) (G

2|G(e1(20))] : ) S
1= o0 )2 [RG(G (¢1(20)))(1 = lr(20)[") + 2 Re <g0t(zo)G(¢t(Z0))> ]

< 0 vue la condition (2.1) appliquée en p;(z).

On en déduit que f est une fonction décroissante et donc que, pour 0 < t; < ty < 7,

2|G (1, (20))]
20 |

0(0¢,(20), ¢1,(20)) < /t 2 f(t1)ds = (ta — tl)l o (2

De plus, sur [0,7], la fonction t — ¢;(zy) reste a valeurs dans un compact de D, d’ott pour
0<t <ty < n,

Q(Sptl (Zo), Pta (ZO)) < K’t2 - t1|7

ot K est une constante indépendante de ¢y,t5. Ainsi, ¢;(z9) converge lorsque ¢ tend vers 7.
Ceci prouve 'existence d’une solution sur R, au probléme de Cauchy précédent. O]
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Ce résultat a été démontré en 1978 dans article [14] dans le cas du demi-plan. Puis il
a été généralisé aux variétés complexes en 1992 dans [2]. Dans ce second article, 'auteur
montre comment retrouver, & partir de la condition (2.1), la caractérisation des générateurs
de semiflots donnée dans ’article [14]. Nous présentons cette preuve ici.

La proposition suivante ne fait plus apparaitre la dérivée G’ de G mais est liée au point
de Denjoy-Wolff de I'une des (et donc de toutes les) fonctions ;. Ce point correspond au
point d’annulation de la fonction G.

Proposition 2.2. Une fonction analytique G' engendre un semiflot si et seulement st
VzeD, G(z)=F(z)(z—a)(az—1) (2.2)
ot a €D et F: D — C est une fonction analytique vérifiant Re(F) > 0.

La condition Re(F) > 0 peut étre testée a I'aide du théoréme de Carathéodory-Toeplitz,
voir par exemple le théoréme B.1.

Démonstration. On suppose pour commencer que G engendre un semiflot noté ® = (¢;)ier i
Si @ est trivial, G = 0 et le résultat est vrai. On suppose donc maintenant que ® n’est pas
trivial. Soit o € D le point de Denjoy-Wolff de I'une des (et donc de toutes les) fonctions ;.
D’apreés le théoreme A.3 de Schwarz-Pick, les fonctions

t—

1—« 2 1
| OZSDt(Z)l _ (1 . |Oé|2) .
1 — |gi(2)] _ | et —eiz)

1—pi(a)pt(2)

ou z € D, sont toutes décroissantes. En différentiant en ¢ = 0, on obtient,
Re(G(2)(1 —za)(@ —2)) < 0.

On pose enfin F'(z) = (az—1)"'(z —a) 'G(z), fonction qui est bien définie puisque si a € D,
alors G(a) = 0. En outre, Re(F) > 0et Vz €D, G(z) = F(2)(z — a)(az —1).

On suppose maintenant que pour tout z € D, on a G(2) = F(z)(z — «a)(@z — 1) avec
a € Det F: D — C une fonction analytique telle que Re(F) > 0. S'il existe zy € D tel
que Re(F(z)) = 0, le principe du maximum impose alors 'existence d’'un réel r € R tel que
F = ir. On vérifie alors aisément que pour tout z € D, 2Re(ZG(2))+(1 — |2]*) Re(G'(2)) < 0
et donc GG engendre un semiflot d’aprés la proposition 2.1. Sinon, pour tout z € D, Re(F') > 0.

Le théoreme A.3 Schwarz-Pick appliqué a (5—;}) donne pour tout z € D,

[F'(2)] 1
SRe(F(2)) S 1= [-F

Ensuite,
22G(2) + (1 — [2)))G'(2) = (1 — |z)))(@z — 1)(z — a)F'(2) — (|2 — a* + [az — 1]*)F(2) < 0.

D’ou
Re (22G(2) + (1 — |2[*)G'(2)) < 0.
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Corollaire 2.3. Le générateur G d’un semiflot de fonctions analytiques admet des limites
radiales presque partout sur T.

Démonstration. (voir |21, Thm 3.2 et 2.2|) Nous allons montrer que si une fonction F' est de
partie réelle toujours positive, alors elle appartient a tous les espaces

H?(D) := {f € Hol(D), sup (/02 |f(7*e“)|pdt); < oo}

0<r<1

pour p < 1. On déduit de cela et de la condition (2.2) que la fonction G génératrice d’un
semiflot admet des limites radiales presque partout sur T.

On peut supposer, quitte & composer par un automorphisme du disque, que F'(0) = 1.
On note M : z — % I’application conforme qui envoie le disque D sur le demi-plan droit
C,.. On observe par un calcul direct que la fonction M est dans tous les espaces H? (D) pour
p < 1. Notant ¢» = M~ o I, on a ¥(0) = 0, ce dont on déduit par le lemme de Schwarz et
le principe de subordination de Littlewood que Cy(H?(D)) C H?(D) pour tout p < 1. Ainsi,
F=Cy(M) e H? (D). O

Ces trois résultats nous permettent d’énoncer une nouvelle condition caractérisant les
semiflots.

Proposition 2.4. Une fonction analytique G engendre un semiflot si et seulement si G
admet des limites radiales presque partout et

esssup Re(ZG(z)) < 0. (2.3)

zeT

Démonstration. 11 est clair que la condition (2.1) implique la condition (2.3).

On suppose maintenant que G satisfait la condition (2.3). Dans la mesure ou cette condi-
tion (2.3) est la restriction de la condition (2.1) au cercle unité, on serait tenté d’appliquer
un principe du maximum pour montrer 'implication inverse. Malheureusement, la fonction
z +— Z(G(z) n’est pas harmonique. L’idée est donc d’introduire une autre fonction, harmonique
cette fois, puis de s’en servir pour montrer le résultat voulu sur G.

La partie réelle de la fonction z — ZG(2) coincide sur le cercle avec celle d'une fonction
analytique : en effet, si G(2) = >~ . a,2", alors on pose G(2) = a1+ (as +a0)z+) 50 np12"
et on vérifie facilement que Re(2G(z)) = Re(G(z2)) pour tout z € T. Cette derniere fonction
G a donc une partie réelle négative sur le cercle unité T, ce dont on déduit par principe
du maximum que sup,p Re(G(2)) < 0. On pose H(z) = 2G(z). Cette fonction H vérifie la
condition (2.2) avec a =0 et F' = —G et est donc le générateur d’un semiflot. Elle doit donc
satisfaire également la condition (2.1) d’ou pour tout z € D,

X :=2Re(zH(2)) + (1 — |2)*) Re H'(2) < 0.
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Il vient alors que

X = <1+|| a1+2a0+a22+2a (k — 2)\z|)>
k=3
— <2 (14 [2[)ay +2a22+2akz (k— (k- 2)|z|2)>
k=3
— ( ( Z 2k 1|z|2> +(1— 2P Zkakzk1>
=1 k=1
— 2Re(3G(2)) + (1 — |2*) Re(G(2)),
qui est le résultat souhaité. O

Pour terminer cette section, nous allons présenter un dernier test. Ce test, trés grossier,
sera une condition suffisante, mais non nécessaire, pour déterminer si une fonction analytique
Gz Y 7 a,z" engendre un semiflot. Cette condition est la suivante :

Re(aq) + |ag + aq| + Z || < 0. (2.4)

n=3
Proposition 2.5.
(i) La condition (2.4) implique la condition (2.1).
(11) St G € Co|X] (c’est-a-dire, si G est un polynome de degré au plus 2), alors G satisfait
la condition (2.1) si et seulement si G satisfait la condition (2.4).
(111) 1l existe une fonction polynomiale de degré 3 pour laquelle la condition (2.1) soit vérifiée
sans que la condition (2.4) ne le soit.
Démonstration.

(i) La condition (2.1) est équivalente a

(14 |2/*) Re(an) + 2 Re((a@g + a2)2) + ZRe(an((Q — )|z +n)z"1) 0.

Tandis que la condition (2.4) est

Re(aq) + |ag + aq| + Z || <0

n=3

¢’est-a-dire,

(1+]21*) Re(an) + (1 + [2*)]@0 + o + D (1 + [2]*)|ewa] <0
n=3

On remarque que 2 Re((ag + a2)z) < 2|ag + ao|lz] < (1 + |2]?)|ag + asl. Puis, d’apres
I'inégalité arithmético-géométrique que, pour tout £ € N* et tout x € R,
1+ 2% + (k—1)zht?
k+1

> ’“+\1/1 x 22 x gkt (k=1) = gk




40 CHAPITRE 2. GENERATEURS DE SEMIGROUPES QUASI-CONTRACTIFS

c’est-a-dire que
L+a? > a"(k+1) — (k—1)2?%).

On observe alors que
Re(an((2 = n)|2* +n)z"7) <anll2" (2 = n) |2 + 1) < (1+ |2*)]anl.

(ii) Soit G(2) = ag + a1z + azz?.
Si la condition (2.1) est vraie, alors, en particulier pour tout 6 € R,

2Re(e™G(e?)) <0 clest-a-dire  Re(ay + (ag + as)e™) <0.
Pour § = —arg(ag + a»), on obtient
Re(al) + |Oé_0+ 062’ < 0.

(iii) On considere la fonction G(z) = —z—l—\z/—Qg —\‘Z/—%. On remarque que la fonction G ne satisfait
pas la condition (2.4). En outre, on remarque que G(2) = —2(1 — 2 + \z/—gg) = —2F(2).
Nous allons alors montrer que la fonction G satisfait la condition (2.2). Puisque Re(F')
est une fonction harmonique, elle satisfait le principe du maximum. On note h la fonction
0 — Re(F(e?) =1— \/ig cos(f) + 7= cos(26). On remarque que F envoie le disque unité
sur le demi-plan droit si et seulement si A est & valeurs positives. On calcule alors

1
h'(0) = —=sin(6)(1 — 4 cos(6)).
(6) 7 (6)( (6))
Il s’en suit que A'(f) =0< 0 =0 ou § = 7 ou cos(f) =
que : h(0) =1, h(1) =1+ \% et que si cos(f) = 1,
satisfait la condition (2.2) et donc la condition (2.1).

1—11. Un calcul direct donne alors
S

T, alors h() =1— 2= > 0. D'on G
1

2.2 Semigroupes quasi-contractifs

Dans la section précédente, nous avons exhibé plusieurs conditions sur une fonction
analytique G' permettant de déterminer si cette fonction engendre un semiflot ou non. La
question qui nous intéresse davantage est : 'opérateur A : f — G f’ défini sur le domaine
D(A) = {f € H*3), Gf € H*(8)}' engendre-t-il un semigroupe? Si 'on souhaite obte-
nir un semigroupe d’opérateurs de composition sur H?(3), le sujet semble particuliérement
proche de celui de la section précédente. Toutefois, ce n’est pas si clair, dans la mesure ou
I'opérateur de composition par le semiflot doit étre bien défini et ot cela dépend treés fortement
de la suite § considérée. La proposition suivante assure qu’avec une hypothése supplémen-
taire, deux conditions nécessaires pour que A engendre un semigroupe sont satisfaites.

1. Que D(A) est le domaine qu’il faut considérer a été démontré par Berkson et Porta dans [14, Thm
3.7] dans le cas de 'espace de Hardy H?(DD). Leur preuve s’adapte immédiatement dans le cas ou le point
de Denjoy-Wolff est dans 'intérieur du disque, c’est-a-dire lorsque G s’annule dans D. En revanche, lorsque
G s’annule uniquement sur T, c’est-a-dire lorsque le point de Denjoy-Wolff du semiflot est sur T, la preuve
doit étre modifiée en tenant compte de la norme des automorphismes dans I'espace de Hardy pondéré qu’on
considére.
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Proposition 2.6. Soit (8,),>0 une suite de réels positifs telle que zH?*(8) € H?*(3). On
suppose que G € H?(B). L’opérateur A défini par Af(z) = G(2)f'(2) sur D(A) est de domaine
dense sur H*(3) et est fermé.

Démonstration. L’opérateur A est de domaine dense car les hypothéses zH?(3) C H?(B) et
G € H?*(B) assurent qu’il est bien défini sur les polynémes qui constituent une famille de
fonctions dense dans I'espace H%(3).

Pour montrer que A est fermé, on considére une suite convergente (f,, : 2 — >, a,x2%) €
(H%(B) N D(A))N et deux fonctions f : z — >, apz® et g : 2 = >, bpzF € H?*(B) telles
que f, — f et Gf, — g dans H?(). On note G(z) = Y, dyz". En considérant les sommes
partielles a 'ordre N (qu’on notera a I’aide d’un indice N) on calcule :

2

Z di—1j(an; — a;)

itj=k

N
(G =GP <D 5
k=0

Puisque f,, tend vers f dans H?(3), on a
Zﬁ;ﬂamk —ap* =0
k=0

et donc pour tout k € N, |a, . — ax] — 0. D’ou,

g = Gfnll < 1llg = Gfnll+ G = G )Nl = 0.

On a montré que Vk < N, by = Ziﬂ.:kjdi_laj et puisque ceci peut étre fait pour tout choix
de N, on en conclut que g = Gf' € H*(3), Gf, — Gf dans H?() et donc que A est
fermé. O

Dans la mesure ou rien ne permet d’affirmer a coup sir, que les opérateurs de compo-
sition sont bien définis sur un espace H?(/3)?, nous allons nous intéresser dans un premier
temps au cas de l'espace de Hardy H?(ID). Nous avons déja vu que les opérateurs de compo-
sition s’y comportent bien. Dans ce cas, nous allons voir que les semigroupes d’opérateurs de
composition sont tous quasi-contractifs.

Proposition 2.7. Soit ® = (¢;)ier, un semiflot sur D. Le semigroupe d’opérateurs de com-
position associé (Cy,)ier, est quasi-contractif sur H*(D).

Démonstration. La continuité des fonctions ¢ — ¢;(0) implique que K := {¢:(0), 0 <t <1}
est un compact de D. Puisque le générateur G du semiflot ¢ est une fonction analytique sur
D, on a

sup |G(p:(0))] < o0.

0<t<1
11 vient alors, sachant 2¢;(2) = G(¢4(2)), qu'il existe une constante M > 0 telle que |¢(0)| <
Mt, et donc, pour 0 <t < ﬁ, | (0)] < % En outre, d’aprés la proposition 1.7,

1+ |sot<o>|)”2
1 - |90t(0)| 7

2. Nous verrons plus tard que les espaces de Hardy pondérés dont la norme admet une écriture intégrale
sont stables par les opérateurs de composition de symbole injectif.

10 < (
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ce qui implique que ||Cy, || < 14 O(t), et donc qu’il existe une constante w > 0 telle que
1Co |l < €™,
pour tout ¢ > 0. O]

Nous allons maintenant montrer une « pseudo-réciproque ». Le préfixe « pseudo » venant
du fait que nous n’allons pas directement montrer que, sous I’hypothése « A engendre un
semigroupe quasi-contractif », ce semigroupe est un semigroupe de composition. Nous allons
seulement montrer que dans ce cas, la fonction G engendre un semiflot ®. Le pas qu’il
nous manque est, encore une fois, que le semigroupe d’opérateurs de composition par le
semiflot ® n’est pas nécessairement bien défini sur I'espace de Hardy considéré. Cela est
vrai dans l'espace de Hardy H?(ID) comme nous I’avons maintes fois dit, mais la proposition
suivante est également vraie dans certains espaces de Hardy pondérés admettant des noyaux
reproduisants. Cette généralisation fera 'objet d’une seconde proposition, avec une preuve
un brin plus complexe.

Proposition 2.8. Si l'opérateur A engendre un semigroupe quasi-contractif sur H?(D) alors
G admet des limites radiales presque partout et vérifie la condition (2.3).

Démonstration. On remarque, notant G(2) = > ., 0, 2", que

sup Re(ZG(z)) = sup {Re(al) + Re ((Oé_[) + ag)e® + Z anei(”_1)9> } — supRe G(e"),

2€T R — 9eR

ot G est une fonction analytique dont la partie réelle coincide avec celle de z — ZG(z) sur le
cercle unité. Nous avons vu, a I’aide du théoréme de Lumer-Phillips qu'un opérateur engendre
un semigroupe quasi-contractif si et seulement si son image numérique est de partie réelle
majorée. On va donc calculer 'image numérique de A. Soit f : z +— 2@0 a, 2" une fonction
analytique vérifiant || f|| =1 et f € D(A). On a alors,

Re((G(:)f'(2), f())) = Re <<é<z>zf'<z>,f<z>>+a—ozanm>

= Re(m) Zn|an\2

n=0

+Re ((ag + @) Z nanan+1>

n=1

+Re (Oé_o Z anan+1>

n=0

o0 [ee]
+ Re (Z Qg Z nanm> .
3 =0

k=

On considére les fonctions polynomiales (clairement dans D(A)) définies par

N .
\/66_”7'9
fn(z) =cn Z —2",
~
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oll ¢y est une constante réelle positive choisie pour que || fy|| = 1. Il est clair que ¢y tend
vers 1 lorsque N tend vers l'infini. On remarque maintenant que si la condition (2.3) n’est
pas satisfaite, il existe un angle 6 tel que Re ((Afy, fn)) tend vers co lorsque N tend vers
oo (par divergence de la série harmonique). Il s’en suit que si la condition (2.3) n’est pas
satisfaite 'opérateur A ne peut pas engendrer de semigroupe quasi-contractif. O

On peut noter que cette preuve s’adapte immédiatement & tous les espaces H?(3) avec
B = (n"%)nen et @ = 0. Dans ce cas, les fonctions polynomiales considérées seront définies
par

\/_e—zne
= en Z "

7m1 «

Nous allons maintenant énoncer une généralisation de cette proposition a des espaces de
Hardy a noyaux reproduisants.

Proposition 2.9. Soit (5,), une suite décroissante de réels positifs telle que
lim inf | 8,|Y™ > 1
n—0o0

et soit G € H*(B) telle que G admet des limites radiales presque partout et

esssup Re(wG(w)) > 0.

weT

Alors
supRe{(Af. £}, f € D(AY | fllisgs) = 1} = +oc.

La condition liminf, . |3,|"/™ > 1 est exactement celle qui assure que tous les noyaux
reproduisants sont des éléments de I'espace H?(3), ’hypothése sur la décroissance de la suite
[ vient du lemme suivant.

Lemme 2.10. Soit (8,)nen une suite de réels positifs décroissante. Alors pour tout entier
positif N, il existe n =n(N) > 0 tel que pour tout z € D avec |w| >1—46, on a

N 2 |w|2n
Sl 2 <y

n=0 ” n=N+1 n

Démonstration. Par hypotheése, la suite (1/3,)nen est croissante, on a

N n IN+2
w 1 1 —|w
E ‘2 < —(1+ |w|2 -+ |w|2N) (—1 [w] ) )

n=0 n N BN |,U*)|2
D’autre part, on a

>

n=N-+1

|w|2n 1 o |w|2N+2 |w|2N+2

> Jw|* = > .
B2 7 B n:Z:NH B (I —[w?) ™ BR(1 = |w?)
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Or, 1 — |w]?M*? < |w|*M*2 si et seulement si |w| > (1/2)YEN+2) On pose alors n(N) =
1 — (1/2)Y/@N+2) ot on observe que pour tout w € D tel que |w| > 1 —n(N), on a

2 2
n=0 6” n=N-+1 n

O

Démonstration de la proposition 2.9. Par hypothése, il existe § > 0 et une suite (wg)ken €

DY telle que |wy| — 1 et Re(wyG(wy)) = 6. De plus, la condition liminf, o [8,|Y" > 1

assure que les noyaux reproduisants k, appartiennent a l'espace H?(3) pour tout w € D.

On consideére la suite (ky, )ken des noyaux reproduisants renormalisés associée aux (wy)gen,

c’est-a-dire

— k’wk

by, = ———-.
[Fuw Er2s)

On suppose dans un premier temps que pour tout k € N, k,, € D(A). Sous cette hypothese,

il suffit de montrer que

Jim Re (A, ) 20s) ) = +00.
On remarque que

I~ 1

(Akwys kwy) 25y = (Ghwy s Kw, ) r2(8) = k—gG(wk)kfyk (wg),
[Fwn 12 s)

et .
/ _ nwy n—1
kwk(’z )= Z 52 S
n>1 n
Il vient alors (0,7 ‘2( N
nG (wy ) wg | wy|*\""~
<Akwk7 kwk>H2(5) = Z ﬁZ ’
n>1 n
et donc .
—~ WG (wg) 2@1 nhfa]:gl

<Ak’wk ) kwk>H2 B) —

2 2n
|wi| > om0 'wg%

Pour tout N € N, on prend n(N) le réel donné par le lemme 2.10, et k suffisamment grand
pour que |wg| > 1 —n(N). On a alors

2 nz1 % _ > nmo % + 2N n‘ué%‘%
T M Yoo B Tl
N+ D) Yy - N1
2 Y e 2

Ainsi, pour k assez grand (pour que |wg| > 1—n(N)), on a

—~ >>(N+1)

Re (<Akwk,kwk>m(5) o Re(mG(w)
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Puisque Re(w,G(wy)) = 6 et que |wy| tend vers 1, on obtient le résultat souhaité.
Si maintenant k,, ¢ D(A), un calcul similaire donne la méme conclusion en considérant
la suite de polynoémes (kfl‘fk )arso définie par

W
M __ k .n
kwk = Z ﬁz )
n=0 "1
qui appartient & D(A)N et tend vers k,, dans H?(f3). O

Ces derniers résultats peuvent, dans le cas de 'espace de Hardy du disque H?*(D), étre
résumeés en un unique théoréme.

Théoréme 2.11. Soit G € H*(D). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. L’opérateur A engendre un semigroupe d’opérateur de composition sur l’espace H*(D) ;
2. pour tout z € D, 2RezG(2) + (1 — |2]*) ReG'(2) < 0 :
3. lopérateur A engendre un semigroupe quasi-contractif sur l’espace H?*(D) :

4. G admet des limites radiales presque partout et esssup,.qr ReZG(2) < 0.

Nous voulions caractériser les opérateurs A de la forme A(f) = G f’ qui engendre un semi-
groupe sur H?(ID). Nous savions que si la fonction analytique G engendre un semiflot, alors A
engendre un semigroupe d’opérateur de composition sur H?(D). Nous savons désormais que
la réciproque est vraie. De plus, ces semigroupes d’opérateurs de composition s’avérent étre
des semigroupes quasi-contractifs et le théoréme précédent atteste que tous les semigroupes
quasi-contractifs de H?*(D) de générateur A(f) = G f’ sont des semigroupes d’opérateurs de
composition.

Plusieurs questions restent en suspens. La premiére d’entre elles : existe-t-il et, si oui,
quels sont les opérateurs de la forme A(f) = Gf’ qui engendre un semigroupe sur H%(D) qui
n’est pas quasi-contractif 7 Cette question demeure sans réponse et le probléme est toujours
ouvert. Une deuxiéme question concerne les autres espaces de Hardy pondérés, nous avons vu
que la plus grande restriction a leur étude vient du fait que ces espaces ne sont pas stables par
composition par une fonction analytique. Quels sont les espaces sur lesquels la composition
par une fonction analytique est bien définie? Le théoréme 2.11 admet-il un équivalent dans
de tels espaces ? C’est 'espace de Dirichlet qui accueillera notre réflexion.

2.3 Sur l’espace de Dirichlet

Nous allons maintenant nous intéresser au cas de l'espace de Dirichlet D. Ainsi, compte
tenu de la proposition 2.6, nous ferons I’hypothése que G € D dans toute cette section.

Nous allons voir que, bien qu’un opérateur de composition n’est pas toujours bien défini sur
cet espace, nous pourrons tout de méme étudier des semigroupes d’opérateurs de composition
sur D. Pour cela, nous aurons besoin du résultat suivant qui caractérise les fonctions de
I’espace de Dirichlet & ’aide d’une intégrale. Les premiers résultats sur ces espaces peuvent
étre trouvés dans le livre [22]
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Proposition 2.12. Soit f € D une fonction analytique. On note f(z) =Y oo arz®, on a

A1 = laol” + > klax|* = [ £(0)]* + /D f'(2)]? dA(z),
k=1
Démonstration. On effectue un calcul direct :

/|f’(reit)|2dA(z) = / / Zananamr”+m 2ein=m)ty dqt dr
D

n=0 m=0
= 2Zn2|an\2/ r* 1t dr
n=0
= Zn|an|2.
n=0

]

Proposition 2.13. Soit ¢ : D — D une fonction analytique. On suppose que la fonction ¢
est injective. Alors, l’espace de Dirichlet D est stable par opérateur de composition C,.

La condition d’injectivité est nécessaire ici. On peut noter que la composition par un
produit de Blaschke infini, par exemple, ne laisse pas stable I'espace de Dirichlet.

Démonstration. La fonction ¢ étant injective, elle induit une bijection entre D et ¢(ID). On
a alors, pour f € D,

/D (Fog) ()P dA(z) = / 0 o()Ple ()] dA(2)

- /m»)' (WP dAw) < [ 17w dAw),

ou on a effectué le changement de variable w = ¢(z). Ainsi 'opérateur de composition C,,
est borné sur D. (]

La premiére remarque est que cette preuve s’adapte dans les espaces dont la norme est
donnée par une intégrale sur . Ainsi, nous voyons qu’il existe de nombreux espaces sur les-
quels les semigroupes d’opérateurs de composition peuvent étre étudiés. L’espace de Dirichlet
se présente donc comme un modeéle d’étude de nos semigroupes sur ces espaces.

On remarque ensuite que nous avons montré que, comme dans I'espace de Hardy H?(D),
si ¢(0) = 0 alors ||C,|| = 1. Une conséquence immédiate de ce fait est que la norme d'un
opérateur de composition de symbole ¢ sera toujours inférieure a la norme de 'opérateur de
composition par I'automorphisme 1 s’annulant en ¢(0), via 'inégalité

1€l < 1CuoplHICull = I Cyll-

Lorsque le symbole ne fixe pas l'origine, il est plus difficile d’obtenir une majoration sur la
norme. Cela a été fait dans l'article [34]. Ce résultat nous sera utile par la suite et nous
présentons maintenant leur preuve.
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Proposition 2.14. Soit ¢ : D — D une fonction analytique injective. Notant

L:m(m)’

1ol < \/L+2+\/L(L+4)
ell X 9 .

on a

Démonstration. Soit f(z) = 2@0 ¢, 2" une fonction de I'espace de Dirichlet, qu’on suppose
étre de norme 1. D’apres ce qui précéde, on a

Ifowll> < 17+ 1F((0)]* = [f(0)]?
00+chgo(0)"

n=1

2
= 1—|af+

2

< 1—|eof* 4+ | |eo] + Zn|cn|2 ZM
n>1 n>1 n

1
1 5
= 1—|col* + [ |eo] + ZH‘C"‘Q (ln (W))

n>1

Le but est désormais de maximiser la quantité précédente en faisant varier la fonction f
choisie. On remarque, en notant

Zn|cn|2 =z et donc || =1 — =z,

n=1

que || f o p||? est majorée par la fonction de ® : 2 — 1+ Lz + 2v/Lv/x — 22, On calcule

1-2 —V L
P'(x) =L+ VI—=L Q" (x) = —\/_3 < 0.
vV — 22 2(x — x?)?2
On en déduit qu’en xy = % + % 4+LL7 la fonction ® atteint son maximum — VA VQL(LH). H

Nous allons maintenant montrer les analogues des théorémes 2.7 et 2.8 dans le cas de
I’espace de Dirichlet.

Proposition 2.15. Si l'opérateur A est le générateur d’un semigroupe d’opérateur de com-
position sur D, alors ce semigroupe est quasi-contractif.

Démonstration. On rappelle que pour ¢ proche de 0, on a

0i(2) = + G(2)t + o(t).

t—

On en déduit, en conservant les notations précédentes

t—0

1 242 0 2
L=l (W) = |G(0)[2#2 + o(t?),
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et donc
Li+2+\/L(L+4)
Gl < \/ v = 14 [GO) +oft)
Il vient alors qu'il existe w = |G(0)| = 0 tel que ||C,, || < e*" pour tout ¢ > 0. O

Proposition 2.16. Soit A Uopérateur f — Gf', défini sur D(A) = {f € D, Gf € D},
dense dans D. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. esssup,.r RezZG(z) <0 ;
2. sup{Re(Af, f)p, f € D(A),|fllp =1} < 0.

Démonstration. On suppose que esssup,.p ReZG(z) < 0. On remarque que pour tout f, g €
D, on a

(f.9)p = (f.29") w2y + f(0)g(0).
Cette égalité sera considérée formellement au moins, puisqu’il n’est pas dit que la fonction
z + z¢g'(2) appartienne a 'espace de Hardy. Soit f € D(A), avec ||f||p = 1.

Re(Af, flo = Re(GJ',2f)im) + Re (G(0)f/(0)](0))

= Re (lim sup QL " G(re®)yre™™| f'(re')|? dﬁ) + Re (G(O)f’(O)W)

r—1— 4T Jo
2
= limsup QL Re (G(reie)re_w) | f'(re®)|* df + Re <G(O)f’(0)f(0)>
r—1- ™ Jo

< Re <G(O) f’(O)m) < .

Réciproquement, on suppose que esssup ReZG(z) > 0. On remarque que la proposition
2.9 ne s’applique pas sur l'espace de Dirichlet. Il va donc falloir trouver autre chose. On note
E C T un ensemble de mesure strictement positive tel que pour tout z € F, sup ReZG(z) >
d > 0, puis on construit la fonction (extérieure) u donnée pour tout z € D, par

1 [T etz 1 1
u(z) = exp <%/ T — In <§1E(z) + §llqr(z)) dt) .

™

Compte tenu des propriétés des fonctions extérieures (voir par exemple le chapitre 11 de
[41]), la fonction u est harmonique et admet, en presque tout point du cercle T, des limites
radiales coincidant avec la fonction %]1 e+ %ILT. On en déduit que
lim inf Re(Gu", 2u™) g2y > 0.
n—o0

Chacune des fonctions itérées de u étant bornée (car bornée sur T et harmonique), elle
appartient a l'espace de Hardy H?*(D). On en déduit, l'existence d'une fonction f € D
(primitive de ) telle que Re(G f', 2 f') p2my > 0. Quitte & tronquer sa série, on peut supposer
que f € D(A). On construit alors une suite (fx)ren de fonctions de D en posant fi = 2*f’ et
Jx(0) = 0. Explicitement, si f(z) = > " a,z", alors

o . n n+k
fk(Z) = Zanmz + .

n=1
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On montre que cette suite tend vers la fonction nulle par théoréme de convergence dominée,
en effet :

(o fidp = ) lanl (nLHc) (n+k)

2
n
= Y lal <R

Ainsi, si les fonctions f;, appartiennent au domaine D(A) de A, on voit que
Re(Afy, fr)p = Re(ZG f1, fi) 2y = Re(G f', 2f") 2wy
et donc, aprés renormalisation,
sup{Re(Af, f)p, f €D, ||fllp =1} = oco.

Si maintenant, les fonctions fj n’appartiennent pas toutes & D(A), on considére les fonctions
tronquées

M
n
flf:\/[(z) _ Zan Zn+k’
—~ n+ k

et un argument similaire a celui effectué pour la proposition 2.8 permet de conclure. O
Les résultats de cette section peuvent étre résumés dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.17. Soit G € D et A Uopérateur f — G f', défini sur le domaine D(A) = {f €

D, Gf" € D}, dense dans D. Les assertions suivantes sont équivalentes :

L’opérateur A engendre un semigroupe d’opérateurs de composition sur D ;

pour tout z € D, 2RezG(2) + (1 — |2]*) Re G'(2) < 0;

lopérateur A engendre un semigroupe quasi-contractif sur D ;

G admet des limites radiales presque partout et esssup,.qp ReZG(2) < 0;

sup{Re(Af, f)p, f € D(A), [[fllp =1} <oo;

Uopérateur A (étendue & son domaine naturel dans H?*(D)) engendre un semigroupe
d’opérateurs de composition sur H*(D) ;

)

S S e v~

7. Uopérateur A (étendue & son domaine naturel dans H?*(D)) engendre un semigroupe
quasi-contractif sur H*(D).

2.4 Quelques exemples

Dans les deux sections précédentes, nous avons caractérisé les opérateurs qui engendrent
des semigroupes quasi-contractifs ou, puisque ce sont les mémes, des semigroupes d’opérateurs
de composition sur les espaces de Hardy du disque H?(ID) et de Dirichlet D. Cette étude s’est
faite avec une arriére-pensée, celle d’en déduire des résultats sur les semigroupes en question.
Ceci nécessite donc d’étre capable, étant donné un opérateur A prescrit, de déterminer le
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semigroupe dont il sera le générateur, ou plus prosaiquement, le semiflot (¢;)icr, engendré
par la fonction G. On sait que celle-ci vérifie ’équation

dpy(2)
ot

= G(pu(2))-

Toutefois, résoudre cette équation, ou de fagon plus générale, déterminer ce semiflot n’a rien
de facile. Nous allons présenter certains cas particuliers, contenant notamment les exemples
de l'article [50]. Ces cas sont exactement ceux ou la fonction analytique G génératrice du
semiflot (¢;)icr, , est un polynome de degré 1 ou 2. Dans les autres cas, le probléme devient
beaucoup plus compliqué.

(i) Pour G(z) = az + b. La condition (2.3) devient Rea < —|b|, on a
at b at
wi(z) =e z—l—a(e —1).

De plus, le point de Denjoy-Wolff « de ce semiflot est a = —% e D.

(ii) Si G est un polynome de degré 2, défini par G(z) = ¢(z — a)(z — b). La condition (2.3)
devient Re((a + b)c) > |abe + €.
— Si a # b, on obtient

z(aebd o beact> + ab(eact o ebct)

Z(ebct _ eact) + (aeact _ bebct>

¢t<z) = ’
de point de Denjoy-Wolff « =a € D si Rea < Rebet a =b € D si Rea > Reb.
Dans le cas ou Rea = Reb, on observe ¢, = Id pour t,, = ii’fmb, et donc ¢, est
un automorphisme.

— Si a = b, on obtient une autre expression pour ¢; :

2(1 — act) + a*ct
th(Z> = )
—zct + (14 act)

de point Denjoy-Wolff o = a.

(iii) Lorsque G est un polynéme de plus haut degré, nous n’avons pas, en général, d’ex-
pression explicite du semigroupe (¢;). Cependant, nous pouvons exhiber quelques cas
particuliers :

— Si G(2) = ¢(z — a)™, alors pour tout t € R, et tout z € D,

zZ—a

(1 —nct(z — a)"—l)ﬁ '

oi(z) =a+

On remarque que si ¢ = 1, le seul cas possible est pour a = 1.
— Si G(2) = cz(2" — a), alors pour tout t € R, , et tout z € D,

ZG_Ct

(12 (=)

pi(2) =



Chapitre 3
Analyticité

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux semigroupes d’opérateurs de composition qui
sont holomorphes. Le chapitre précédent nous ayant permis de caractériser les générateurs
de semigroupes d’opérateurs de composition sur 'espace de Hardy et de Dirichlet, nous
cherchons maintenant a déterminer si I’holomorphie d’un semigroupe peut-étre lue sur son
générateur. Ainsi, nous souhaitons trouver une condition supplémentaire sur le générateur
pour dire si le semigroupe qu’il engendre est analytique.

Trouver la réponse de ce probléme nous a été grandement facilitée par les travaux des
articles [6] et [7]. Dans ces articles, les auteurs présentent notamment une extension du théo-
réme de Lumer-Phillips aux semigroupes de contraction holomorphes. La premiére section
présente cette extension.

3.1 Théoréme de Lumer-Phillips

Rappelons le théoréeme de Lumer-Phillips, déja vu lors du premier chapitre.

Théoréme 3.1 (Lumer-Pillips). Soit A un opérateur sur un espace de Hilbert H. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. L’opérateur A engendre un semigroupe de contraction ;

2. Dopérateur A est dissipatif et pour tout X\ > 0, \I — A est surjectif?.

La preuve de ce théoréme repose profondément sur le théoréme de Hille-Yosida.
Théoréme 3.2 (Hille-Yosida). Soit A un opérateur sur H. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Uopérateur A engendre un semigroupe de contraction ;

2. le domaine de A est dense dans H et pour tout A > 0 tel que A — A est inversible, et A
vérifie

IAA =A< 1.

Nous présentons maintenant l'extension du théoréme de Hille-Yosida aux semigroupes
holomorphes. Cette extension nous sera indispensable pour la suite.

1. Dans ce cas, on dit que I'opérateur A est maximal dissipatif.

ol
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Théoréme 3.3. Soit A un opérateur de domaine dense sur H. Soit 0 € ]O; g} Les assertions
suvantes sont équivalentes :

(i) Uopérateur A engendre un semigroupe holomorphe d’angle 0 de contractions;

(11) pour tout A € Xy tel que A — A est inversible, et A vérifie
A=A~ < L

Démonstration.

(i)=(ii) On va montrer que pour tout z € ¥y, 'opérateur zA engendre un semigroupe. Nous
pourrons ainsi définir un opérateur 7" sur les demi-droites du secteur angulaire ¥g. Il
restera & montrer que 'opérateur ainsi construit fournit une extension holomorphe de
semigroupe.

Soit z € ¥y. On a, pour tout A > 0,

A - 24)7 = <L

A /A !
z2 \ 2

Ainsi, d’aprés le théoréme 3.2 de Hille-Yosida, 'opérateur zA engendre un semigroupe
de contraction T, pour tout z € Xy. On considére lopérateur sur Xy, T : re™® + Tia (7).

Cet opérateur étend le semigroupe 77 et T'(Xy N D) est incluse dans la boule unité de
L(H). 11 suffit donc de prouver que 7" est holomorphe.

On remarque que sous la condition |A(A— A)~!|| < 1, on a, pour x dans le domaine de
lopérateur A,

lim n(n — A) 'z = 2.
n—oo

On en déduit que pour tout z € ¥y et tout x dans le domaine de A.

— n n —1
T(z)z = lim e"An==4) 'z = lim #2A403-4) 4
n—00 n—o00

Ainsi, l'opérateur T s’écrit comme limite d’une suite de fonctions holomorphes loca-
lement bornées sur Yy qui converge donc localement uniformément vers une fonction
holomorphe d’aprés le théoréme de Montel. On a montré que A engendre un semigroupe
holomorphe de contractions.

(ii)= (i) Ce sens est une conséquence immédiate du théoréme 3.2.

]

Théoréme 3.4. Soit A un opérateur de domaine dense sur H. Soit 0 € ]O; 3 [ Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. Dopérateur A engendre un semigroupe holomorphe d’angle 6 de contractions;
2. les opérateurs e*® A sont dissipatifs et, pour tout X > 0, \I — A est surjectif.
Démonstration. Le sens direct est une conséquence immédiate du théoréme 3.1. En effet, si A

engendre un semigroupe holomorphe de contractions, alors en particulier, les trois opérateurs
A, e A et e A engendrent des semigroupes de contractions.
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Montrons le sens indirect. Si les opérateurs e A et e~ A sont dissipatifs, alors, pour tout
s € [0,1], 'opérateur se? A + (1 — s)e " A 'est aussi. Puis comme cette propriété est stable
par multiplication par un réel positif, on en déduit que 'opérateur zA est dissipatif pour tout
z € Y. En particulier, A est dissipatif et AI — A est surjectif pour tout A > 0. On en déduit
par le théoréme 3.1 de Lumer-Phillips que A engendre un semigroupe de contractions. Puis
le théoréme 3.2 affirme alors que pour tout A > 0, (A — A) est inversible et [|A\(A—A)7|| < 1.
Il vient alors que I — zA = z(27! — A) est inversible dés que z € ¥y et [|[A(A — zA) 7| < 1.
La conclusion résulte alors du théoréme 3.3. O]

3.2 Caractérisation algébrique des opérateurs de compo-
sition

Un point important est que ’extension holomorphe, lorsqu’elle existe, d'un semigroupe
d’opérateur de composition a le bon goiit d’étre elle-méme un semigroupe de composition.
Autrement dit, ce sont les semiflots qui sont a posteriori holomorphes. Pour cela nous aurons
besoin de la caractérisation algébrique des opérateurs de composition suivante, dont nous
présentons la preuve issue de [35].

Théoréme 3.5. Soit T un opérateur sur H*(D). L’opérateur T est un opérateur de compo-
sition si et seulement si pour tout n € N, (Tey)" = Te,.

Démonstration. On suppose que T est un opérateur de composition, on note ¢ son symbole.
On vérifie : Tey = p et Te, = ™. D’ou le sens direct.

On suppose maintenant que pour tout n € N, (T'e;)" = Te,,. On note ¢ = T'e;. Montrons
que ¢(D) C D. Pour cela, pour tout § > 0, on note E = {e', lim,_;- [p(re®)| > 1+ &}, cet
ensemble est bien défini & un ensemble de mesure nulle pres. Il vient

1 2m )
n|2 : n ity |2
= lim — dt
I = lim g [l e
1
> lim 2—/ ™ (re™) |dt
r—1 ™ JE

> m(E)(1+0)™

ot m(E) est la mesure de I'ensemble E. Si m(F) > 0, on en déduit que ||¢"||* diverge lorsque
n tends vers 0o, or cela est en contradiction avec ¢" = Ae, qui implique que |[|¢"| < ||T.
On en déduit que m(E) = 0 et donc par principe du maximum |p| < 1. Sil existe zp € D tel
que |¢(z0)| = 1 alors, par principe du maximum encore, la fonction ¢ est constante, égale a
a € T. Il vient alors,

9 [eS) o0
1T eoll* = (T eo,en)* =D [eo, Ten)* = D o™ = oo,
n=0 n=0 n=0

il y a contradiction. Ainsi p(D) C D et I'opérateur de composition C,, est bien défini. Enfin,
T et C, coincident sur la base (e,)nen, par linéarité et continuité, elles sont égales. O

Ce théoréeme admet un analogue qui s’applique dans le cas des espaces de Hardy pondérés

H2(P3).
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Théoréme 3.6. Soit T : H*(3) — H?(B) un opérateur borné. L’opérateur T' est un opérateur
de composition si et seulement si pour tout n € N, (Tey)” = Te,, et Te;(D) C D.

Démonstration. La preuve s’adapte immédiatement de la preuve précédente grace a la pré-
sence de la condition T'e; (D) C D. O

Nous pouvons maintenant en déduire que, dans certains espaces de Hardy pondérés (I'es-
pace de Hardy H?(D) et I'espace de Dirichlet D notamment), les semigroupes d’opérateurs
de composition qui sont holomorphes voient leur extension analytique étre constituée d’opé-
rateur de composition.

Corollaire 3.7. Soit T = (T(t))i=0 un semigroupe d’opérateurs de composition sur H*(D),
ou plus généralement sur H*(3), ou 3, = O(y/n). Si T admet une extension holomorphe sur
un secteur angulaire ¥y, alors pour tout & € 3y, T(€) est un opérateur de composition.

Démonstration. Soit n € N. on définit f, : 9 — Hol(D), & — T(&)e, — (T(€)er)™. Puisque
T(t) est un opérateur de composition pour tout t € R, la fonction f, est nulle sur R,.
En outre, la fonction f, est analytique car T'(§)ey 'est pour tout k& € N. Il vient alors, par
analyticité de f,, sur 3y, que f, = 0.

Il reste a vérifier que pour tout £ € Xy, f({)el(ﬂ)) C . On suppose que ce n’est pas le
cas, alors il existe a € D tel que |T(¢)ey(a)| = 1. Puisque T(€)e; est analytique, on peut
supposer soit que |T(€)ey ()| > 1 ou bien que T'(¢)e; est une constante A de module 1. Dans
le premier cas,

T©en(e)l _ FQerlall®

leall llenll noeo

mais cela entre en contradiction avec le fait que T(€) est borné. Dans le second cas, T'(€)
envoie e, sur A" (y compris lorsque n = 0), et donc, si T'(§) était borné sur H?(/3), on aurait

pour tout f € H?(),
f Zﬂk €L, >

Ainsi, on obtiendrait pour tout p € N,

17©)) > 1) <Z> | = Zg—g

Or la derniére quantité n’est pas bornée lorsque p croit. Ceci contredit le caractére borné de

T(¢). 0
3.3 Semigroupes quasi-contractifs analytiques
Fort des résultats des deux sections précédentes, nous pouvons montrer le résultat suivant.

Il nous permettra de caractériser les semigroupes quasi-contractifs et holomorphes a partir
de la fonction G associée.
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Théoréme 3.8. Soit G une fonction de H*(D) (resp. D) et soit A un opérateur de domaine
D(A)={f € H*D),Gf € H*D)} (resp. {f € D,Gf" € D}), défini par Af(z) = G(2)f'(2).
Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’opérateur A engendre un semigroupe quasi-contractif et holomorphe sur H*(D) (resp.
D);

2. lopérateur A engendre un semigroupe holomorphe d’opérateurs de composition sur
H?*(D) (resp. D);

3. il existe 0 € ]O, %[ tel que les opérateurs €A, e A et A engendrent des semigroupes
d’opérateurs de composition sur H*(D) (resp. D);

4. il existe 0 € }0,%[ tel que
sup {Re(e™Af, f) : f € D(A), |[f]l = 1} < o0,

et pour tout A > 0,
(A= X)D(A) = H*(D) (resp. D).

Démonstration.

1.= 2. On note (T'(t)) le semigroupe sur le secteur ¥y engendré par 'opérateur A. Ce
semigroupe est holomorphe, il s’agit donc de montrer que c’est un semigroupe d’opé-
rateurs de composition. D’aprés le théoréme 2.11 (resp. 2.17), la restriction a R de ce
semigroupe est un semigroupe d’opérateur de composition. Ainsi, le semigroupe (7'(t))
est un semigroupe d’opérateurs de composition holomorphe.

2.= 3. On suppose que le semigroupe A engendre un semigroupe holomorphe (7'(t)):>0
d’opérateurs de composition sur le secteur >y. D’aprés le corollaire 3.7, chacun des
semigroupes (T'(t))iso0, (T(€"t))0 et (T(e7t))i=o pour a €]0;0[, est un semigroupe
d’opérateurs de composition.

3.= 4. D’aprés le théoréme 2.11 (resp. 2.17), tout semigroupe d’opérateurs de compo-
sition est quasi-contractif. De plus, si un semigroupe T est quasi-contractif, il existe
w € R tel que (e7"T'(t));=0 est un semigroupe de contractions. Le résultat découle
alors du théoréme 3.1 de Lumer-Phillips.

4.= 1. La derniére implication découle du théoréme 3.4.

]

Nous avons vu lors du chapitre précédent que l'opérateur A : f — Gf’ engendre un
semigroupe d’opérateurs de composition sur H?(D) ou sur D si et seulement si

esssupRezG(2) < 0
zeT
On peut désormais étendre cette proposition et donner une condition facile pour que ce méme
opérateur A engendre un semigroupe holomorphe.

Corollaire 3.9. Soit G une fonction de H*(D) (resp. D) et soit A un opérateur de domaine
D(A) ={f € H*(D),Gf" € H*(D)} (resp. {f € D,Gf" € D}), défini par Af(z) = G(2)f'(2).
L’opérateur A engendre un semigroupe holomorphe d’opérateurs de composition sur H*(D)
(resp. D) si et seulement s’il existe § € |0, %] tel que pour tout o € {—6,0,6},

esssup Re(e"zG(2)) < 0.
zeT



o6 CHAPITRE 3. ANALYTICITE

D’un point de vue géométrique, cette condition dit que I'image de T par la fonction
z + ZG(2) est incluse dans un secteur angulaire —¥(z ) du demi-plan gauche.

On remarque que la condition précédente lorsque o vaut 0 n’a pas d’intérét en général,
puisqu’elle est impliquée par les deux conditions précédentes lorsque « vaut 6 et —6. En
fait, cette condition supplémentaire est utile lorsque 6 vaut 7. Dans tous les autres cas, cette
condition est automatiquement satisfaite.

Ezxemples.

1. On consideére le semigroupe d’opérateurs de composition par le semiflot donné par

oi(z) = e 'z

Le générateur de ce semiflot est la fonction G(z) = —z et donc I'image de T par la

fonction z — ZG(2) est le singleton {—1}. Ainsi, ce semigroupe est holomorphe d’angle

5
2. On considére le semigroupe d’opérateurs de composition par le semiflot donné par

6—t

ei(z) = m-

Le générateur de ce semiflot est la fonction G(z) = —z(1 — 2) et donc I'image de T par
la fonction z — ZG(z) est le cercle de centre —1 et de rayon 1. Ainsi, ce cercle étant
tangent a la droite des imaginaires pures, ce semigroupe n’est pas holomorphe.

3.4 Groupes et analyticité

A titre d’exemple d’application directe du corollaire 3.9, nous allons caractériser les
groupes d’opérateurs de composition sur H?(D) et sur D et parmi ceux-la, ceux qui sont
holomorphes.

Proposition 3.10. Soit G € H*([D) (resp. G € D), et soit A un opérateur de domaine
D(A) = {f € H*D),Gf € H*(D)} (resp. {f € D,Gf € D}), défini par Af = Gf'. Les
assertions sutvantes sont équivalentes.

1. L’opérateur A engendre un groupe d’opérateurs de composition ;

2. Re(ZG(z)) = 0 presque partout sur T.
Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du théoréme 2.11 (resp. 2.17). En

effet, 'opérateur A engendre un groupe d’opérateur de composition si et seulement si les
opérateurs A et —A engendrent tous deux un semigroupe d’opérateurs de composition. [
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Corollaire 3.11. Le seul groupe d’opérateurs de composition sur H*(D) ou sur D qui est
holomorphe est le semigroupe trivial.

Démonstration. Ceci résulte immédiatement du corollaire 3.9 et de la proposition 3.10. [

Ce corollaire peut également étre vu comme une conséquence d’un résultat plus général :
un groupe holomorphe est continu en 0, et donc son générateur est borné (cf. [51]). Or, le
générateur d’'un groupe d’opérateurs de composition non trivial n’est jamais borné.

Exemple. Le semigroupe (Cy, )iecr, d’opérateurs de composition est un groupe si et seulement
si pour un (et donc pour tout) ¢ty € R,, l'opérateur Cy,, est inversible, c’est-a-dire si et
seulement si (;) est un semiflot d’automorphismes. Dans ce cas, le semiflot satisfait I’égalité

©; ' = ¢_,. En considérant le semiflot d’automorphismes donné par
(2) z +tanht
2)=——
7t 1+ ztanht
dont le générateur est la fonction G(z) = 1 — 2%, on voit que zG(z) = —2iIm(z) € iR. La

condition donnée est bien vérifiée.

Remarque. L’exemple de la fonction G(z) = z(z — 1) montre qu’il est possible qu'un semi-
groupe d’opérateurs de composition ne soit ni holomorphe ni un groupe.
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Chapitre 4

Compacité

Ainsi que l'indique l'intitulé de ce chapitre, nous allons maintenant étudier la compacité
des semigroupes d’opérateurs de composition. Il est important ici de concilier la notion de
compacité d'un opérateur et celle d’'un semigroupe. Nous allons dans un premier temps rap-
peler les principaux résultats connus concernant la compacité des opérateurs de composition,
en donnant en particulier deux caractérisations, I'une nécessaire, l'autre suffisante, avant
d’énoncer le bon critére. Puis, nous parlerons de la compacité d’un semigroupe d’opérateurs
de composition aprés avoir classé ceux-ci en deux catégories selon la classe de leur semiflot.
Enfin, nous étudierons la compacité des semigroupes d’opérateurs de composition qui sont
holomorphes.

Dans tous ce chapitre, lorsque nous considérerons un espace H?(3), nous supposerons
implicitement cet espace stable par les semigroupes d’opérateurs de composition.

4.1 Opérateurs de composition compacts
Commencons par rappeler la définition d’'un opérateur compact.

Définition 4.1. Un opérateur T est dit compact si 'image de la boule unité par T est
d’adhérence compacte.

En particulier, un opérateur de rang fini est compact. En outre, dans un espace de Hilbert
tel que H?(3), un opérateur borné est compact si et seulement s’il est limite d’opérateurs
bornés de rang fini. De plus, il est possible de montrer que si un opérateur est compact, son
spectre est nécessairement dénombrable. Nous allons maintenant montrer une caractérisation
équivalente de la compacité, valable pour les opérateurs de composition dans les deux espaces
de fonctions que sont 'espace de Hardy et ’espace de Dirichlet.

Proposition 4.2. Un opérateur de composition C, sur H*(D) (resp. D) est compact si
et seulement si pour toute suite bornée de fonctions (fn)nen de H?(D) (resp. D) telle que
fn . 0 localement uniformément, on a f, o ¢ —_ 0 dans H*(D) (resp. D).

Cette proposition s’énonce dans le cas de les espaces de Hardy et de Dirichlet, mais la
preuve se généralise & tout espace H?(3) dont la norme admet une écriture intégrale. Nous
montrons ce résultat.

99
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Démonstration.
— On suppose que C,, est compact. Soit (f,)nen une suite bornée de H?(3) telle que

fn — 0 localement uniformément. La suite des fonctions f, o ¢ admet, par compacité
n—oo

de lopérateur C,, une sous-suite qui converge dans H?(/). Puisque {p(z)} est un
ensemble compact pour tout z € D, il vient que f,(p(z)) — 0. Ainsi, la limite de la
n—o0

sous-suite est la fonction nulle. Cet argument peut-étre appliqué a toute suite extraite
de la suite (f,, 0 @)nen, on en déduit que la suite (f,, 0 ¢),en elle-méme tend simplement,
vers la fonction nulle. En outre, la fonction ¢ étant continue, la suite ( f,,0¢),en converge
localement uniformément vers 0, on en déduit f, o ¢ —_ 0 dans H?(3).

— Réciproquement, soit (g, )nen une suite bornée. La suite (g, )nen est normale, on peut
donc en extraire une suite (g, )reny qui converge localement uniformément vers une
fonction g de H?(S). La suite des fonctions g,, — g est alors bornée dans H?*(3) et
converge localement uniformément vers la fonction nulle. On en déduit que la g,, o
p—goyp m 0 dans H*(8). On a ainsi montré que l'opérateur de composition C, est

compact.
O

Cette nouvelle caractérisation des opérateurs de composition compacts nous permet d’éta-
blir deux conditions sur le symbole ¢, I'une nécessaire, ’autre suffisante, pour affirmer que
I'opérateur de composition par ¢ est ou n’est pas compact.

Corollaire 4.3. S’il existe 0 < o < 1 tel que pour tout z € D, |p(2)| < « alors l'opérateur
de composition Cy, est compact sur H*(D) et sur D.

Remarque. La condition précédente permet d’affirmer que 'opérateur de composition est en
fait de classe trace sur 'espace de Hardy (voir [19, p.149]).

Démonstration. Si pour tout z € D, |p(2)| < «, alors (D) est incluse dans un compact
K cc D. La compacité résulte alors immédiatement de la proposition 4.2. O

Exemple. On considére le semigroupe d’opérateurs de composition par le semiflot des fonc-
tions ; : 2z — e~z avec Rec > 0. D’aprés le corollaire 4.3, chaque élément de ce semigroupe
est un opérateur compact.

Corollaire 4.4. Si la mesure de U'ensemble {z € T, lim, ,1- |p(rz)| = 1} est strictement
positive, alors l'opérateur de composition C, n'est pas compact sur tous les espaces H*()
donnés par une suite (B,)nen bornée.

Démonstration. On considére la suite bornée des fonctions z — 2. Cette suite converge
localement uniformément vers 0. L’hypothése nous permet d’affirmer que la suite des ¢” ne
tend pas vers la fonction nulle. Ainsi, au vu de la proposition 4.2, 'opérateur C, n’est pas
compact. ]

Exemple. On considére le semigroupe d’opérateurs de composition par le semiflot des auto-
(1+eh)z—1+et

9 < . 12 .
S D’aprés le corollaire 4.4, aucun élément de ce semi-

morphismes ¢; : 2z +—
groupe n’est compact.



4.1. OPERATEURS DE COMPOSITION COMPACTS 61

Nous allons maintenant énoncer une caractérisation des opérateurs de composition com-
pacts sur I'espace de Hardy H?(ID). Cette caractérisation fait intervenir la fonction de comp-
tage de Nevanlinna N, définie comme suit :

Définition 4.5. Soit ¢ : D — D une fonction analytique. Soit w # ¢(0), on note E,,
I’ensemble des antécédents de w par ¢ comptés avec multiplicité. Alors

Now) == 3 Il

z€FE,,
avec la convention N,(w) = 0 si B, = (.

Théoréme 4.6 (Shapiro). Soit ¢ : D — D une fonction analytique, Uopérateur C, est
compact sur H*(D) si et seulement si

N,
lim W) _

wol- —Infw|

Démonstration. Voir [19, p.139]. O

Rappelons que les symboles des opérateurs de composition issus d’un semigroupe sont des
fonctions injectives. Dans ce cas, pour tout w € ), 'ensemble E,, contient au plus un élément.
La caractérisation ci-dessus s’exprime alors en termes plus simples, et la notion géométrique
de dérivée angulaire peut étre évoquée.

Théoréme 4.7. Si la fonction analytique ¢ : D — D est injective, alors ['opérateur de
composition C,, est compact sur H*(D) si et seulement si ¢ n’a pas de dérivée angulaire sur
T, c’est-a-dire, pour tout £ € T,

1—
tim 12,
=& 1 — |p(2)]
Démonstration. Soit w € ¢(ID), et soit z antécédent de w par ¢. On a alors Ny(w) = —In |z|.

Maintenant, si |w| tend vers 1, alors |z| aussi par continuité de ¢ et compacité de D. Dans
ce cas, — In |w| est équivalent & 1 — |w| et —In|z| & 1 —|z|. Il vient alors, d’aprés le théoréme
4.6 que 'opérateur C, est compact si et seulement si

1
i L
w—1- In |w|
soit, si et seulement si pour tout £ € T,
1—
lim 1.
ot 1= [o(2)|

Ezxemple.

1. On considére le semigroupe d’opérateurs de composition par le semiflot des fonctions
0; iz e tz+1—et Daprés le théoréme 4.7, aucun des opérateurs de composition
associés a ce semigroupe n’est compact.
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2. On considére le semigroupe d’opérateurs de composition par le semiflot des fonctions
—t N L N L o). .,
Uz 1—(1—2)° . D’apres le théoréme 4.7, les opérateurs de composition associés
a ce semigroupe sont compacts.

@ét(]D)) pour ¢ € [1, 8] Y1 ¢(D) pour ¢ € [2,6]

Citons maintenant trois applications directes de ces résultats aux cas des semigroupes
d’opérateurs de composition.

Théoréme 4.8. Soit 6 > 0. On suppose qu’il existe € > 0 tel que
Re(zG(z)) < =0  pour tout z tel que 1 —e < |z| < 1.

Alors, Uopérateur A, défini par Af = Gf', engendre un semigroupe T d’opérateurs de com-
position sur H*(D) ou sur D dont les éléments T(t) sont compacts pour tout t > 0.

Démonstration. On commence par remarquer que 'hypothése implique en particulier que

esssup Re(ZG(2)) <0
z€T

et donc que l'opérateur A engendre un semigroupe d’opérateurs de composition (C.,, )ier sur
H?*(D) et sur D d’aprés les théorémes 2.11 et 2.17.
On se fixe un complexe z € D. Pour tout ¢ > 0, on a

%M(Z)\Q = 2Re <¢t—(’z)%%(z))

= 2Re (gpt(z)G(got(z))>
Ainsi, dés que 1 — e < |¢i(2)] < 1,
0
E“Pt(@ﬁ < —20.
De plus, par compacité, il existe un réel M > 0 tel que
9 >
il <M
~lou2)
lorsque que |, (2)] < 1 —e.

Nous allons montrer que la fonction ¢, vérifie les conditions du corollaire 4.3 pour tout
t > 0, nous cherchons donc & montrer l'existence d'un a; €]0;1[ convenable. Au vu des
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propriétés des semigroupes, il suffit de montrer leurs existences pour ¢ proche de 0. On
choisit ainsi un réel ¢, > 0 tel que

a:=(1—e)+t,M < 1.

On pose
E={te[0,t)]:|p(2)| <1—¢}, F=10,t]\E,

ou E est éventuellement vide si |p;(2)] < (1 — €) pour tout ¢t € [0,t], et o F est éventuel-
lement vide si |p(2)] > (1 — €) pour tout ¢t € [0,tp]. De plus, car continuité de la fonction
t — @¢(2), choisir ¢y suffisamment petit pour que F' soit un intervalle de la forme [0;7]. On
a alors, |ps(2)]? < a pour tout t € E et |p;(2)|? < |2|*> — 26t pour tout ¢t € F.

Ainsi |¢]|2, < max{1 — 26t,a} < 1 pour tout 0 < t < ¢y et donc C,, compact pour tout
t € [0, o] et donc pour tout ¢ > 0. O

Corollaire 4.9. Soit n > 0. On suppose que esssup,.p Re(ZG(2)) < —n, et que Re G’ est
borné sur D. Alors, l'opérateur A, défini par Af = Gf', engendre un semigroupe d’opérateurs
de composition T sur H*(D) et sur D tel que pour tout t > 0, lopérateur T(t) est compact.

Démonstration. On note K(z) := G(z) + nz, de sorte que esssup,.p Re(ZK(z)) < 0. La
fonction K satisfait donc la condition (2.3) qui est équivalente a la condition (2.1) :

2Re(ZK(2))+ (1 = |2]))Re K'(2) <0 (2 €D),
et donc pour tout z € D,
2Re(ZG(2)) + (1 — |z]))Re G'(2) < —n(1 4+ |2*) < —.

Ainsi, si || ReG'(2)]| < M, on a Re(ZG(z)) < —n pour tout |z| > 1 — ﬁ et le résultat

découle du théoréme 4.8. OJ

Parmi les exemples simples d’applications des deux résultats précédents, on peut citer les
fonctions G(z) = —z et G(2) = 2(2? —2) génératrices de semiflots. Cependant, un semigroupe
d’opérateurs de composition peut étre compact pour tout ¢ > 0 sans vérifier les conditions
du théoréme 4.8 ou de son corollaire. C’est le cas de I'exemple, issu de [50], de la fonction
G(z) = (1 — z)log(1l — 2), qui vérifie esssup,.p ZG(2) = 0 mais qui engendre un semigroupe
d’opérateurs compacts sur R* . On remarque toutefois que tous les exemples de semigroupes
d’opérateurs compacts voient les points de Denjoy-Wolff de leurs semiflots appartenir au
disque unité ouvert D. Ceci est un fait général :

Proposition 4.10 (Shapiro). Soit ¢ : D — D une fonction analytique telle que C, est un
opérateur de composition compact sur H*(D). Alors, le point de Denjoy- Wolff de © appartient
aD.

Démonstration. Voir [44]. O
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4.2 Les deux modéles de semiflots

La proposition 4.10 nous permet de voir que les choses se passent différemment selon que
le point de Denjoy-Wolff appartient ou non au disque unité ID. Nous allons ici le confirmer
et présenter ces deux cas aux travers de deux modeéles trés simples qui permettront de com-
prendre le comportement de tous les semiflots selon cette distinction. Les résultats importants
sont présentés par exemple dans le livre [1], et ce sont ces preuves que nous mettons ici en
avant. Cela commence avec un lemme :

Lemme 4.11. On note Hy = {z € C,Im(z) > 0} le demi-plan complexe supérieur. Toute
fonction analytique f : H, — C telle que Re f' > 0 est constante ou injective.

Démonstration. S’il existe z € H, telle que Re f’(2) = 0 alors, par principe du maximum,
il existe b € R telle que f' = ib et donc il existe a,b € R telles que pour tout z € H,,
f(2) = a + ibz et le lemme est alors vérifie. On suppose donc que pour tout z € H,,
Re f > 0. On suppose que la fonction f n’est pas injective (et donc qu'il existe 21,z € H,,
21 # 23 tels que f(z1) = f(z2)) mais nous n’allons pas montrer qu’elle est constante, juste
que ce cas ne peut arriver. Considérant le chemin ¢ — (1 —¢)z; + tz5 de z; & 25, on a :

0= f(z2)— f(z1) = (22 — 21)/0 (1 —t)21 + tzp)dt.

et donc,
1 1
0= Re/ F (1 —=1)zy + tzo)dt = / Re f'((1 — )2y + tzp)dt > 0,
0 0

ce qui est absurde. O

Dans ce lemme, le domaine de la fonction f est H, cela vient du fait que c’est le domaine
sur lequel on appliquera ce résultat, cependant, n’importe quel domaine convexe de C aurait
pu convenir.

Si le point de Denjoy-Wolff est sur le cercle unité T, & une rotation prés, on peut supposer
que ce point est 1. Aussi, nous noterons @, la classe des semiflots dont le point de Denjoy-
Wolff est sur T. Ceux-ci suivent tous le méme modéle : la proposition suivante montre que,
quitte a changer de domaine, le semiflot est en fait une translation (verticale).

Proposition 4.12. Un semiflot sans point fixe, c’est-a-dire dont le point de Denjoy- Wolff
a €T, est de la forme
pi(2) = " (h(z) +it) (4.1)

ot h est une application conforme de D vers un domaine Q = h(D) C C stable par translation
verticale.

Démonstration. On note G le générateur du semiflot (¢;)¢cr, . La fonction G vérifie la condi-
tion (2.2) qui s’exprime, puisque o € T,

G(2) = F(2)(z — a)(az — 1) = aF(2)(z — a)?,

ou F': D — C est une fonction analytique telle que Re F' > 0. La fonction F' ne s’annule pas
sur D, en effet, s'il existait z € D tel que F(z) = 0, alors on aurait par principe du maximum
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F =0 et donc G = 0, le semiflot (¢4)ier, serait le semiflot trivial (identiquement égale a
la fonction identité) et aurait donc un point fixe (et méme plusieurs). On note j : D — H,
I’application conforme de D vers H, qui envoie a € T en l'infini,

. T+ 2
J(Z)—§a_z-

On observe que j'(z) = ia(z — a)7?. On pose maintenant g : H, — C fonction analytique

telle que
1

F(j=(2))
Le lemme 4.11 permet d’affirmer que la fonction g est injective, puisque non constante, et
donc que la fonction h := go j: D — C l'est aussi. De plus, pour tout z € D,

9'(z) =

d’on
B / - L=
gl #il2) = Gl (@l=) = Glade) gy =

On en déduit que h(p(2)) = h(z) + it, pour tout z € D, et que le domaine 2 = h(D) est
invariant par translation verticale. 0

Le cas de la classe ®; ne nous intéressera plus dans ce chapitre, puisque nous avons vu
que les opérateurs de composition compacts sont de point de Denjoy-Wolff dans le disque D.
Dans ce cas, & une transformation de Mobius prés, on peut supposer que ce point est 0. Aussi
nous noterons @, la classe des semiflots dont le point de Denjoy-Wolff est appartient a D.
Nous allons maintenant montrer que, quitte a changer le domaine pour un domaine spiralé,
ceux-ci sont tous des rotations-contractions.

Proposition 4.13. Un semifiot avec point fize, c’est-a-dire dont le point de Denjoy- Wolff
a €D, est de la forme

oi(z) =ht (e‘“h(z)) , (4.2)

ot Rec = 0 et h est une application conforme de D vers un domaine Q = h(D) qui est
c-spiralé, c’est-a-dire, stable par multiplication par e~ pour tout t € R,..

Démonstration. On note G le générateur du semiflot (¢;)¢cr, . La fonction G vérifie la condi-
tion (2.2),

G(z)=F(2)(z —a)(@z—1),
ou F : D — C est une fonction analytique telle que Re F' > 0. On peut supposer que la
fonction F' ne s’annule pas sur D car, par le méme argument que précédemment, si c¢’était le

cas, le semiflot serait trivial et dans ce cas le résultat devient clair en posant ¢ = 0 et h égal
a la fonction identité. On note pour tout z € D,

o —z

Yo @ 2 —
1—az
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I’automorphisme de D qui échange 0 et a et on rappelle que 1, est son propre inverse. On
considére une fonction analytique g : H, — C telle que pour tout z € H,,

, B 1
9) = T aB)F o gule™)

On observe que, pour tout z € Hy, ¢'(z + 1) = ¢'(2) et donc qu’il existe p € C tel que pour
tout z € Hy, g(z+ 1) = g(z) + p. D’aprés le lemme 4.11, la fonction ¢ est injective, on en
déduit d’une part que p # 0, d’autre part, que g est une fonction conforme de H, vers g(H., ).
De plus, puisque pour tout z € H, g(z + 1) = g(z) + u, il existe une fonction § conforme de
D* vers son image. telle que pour tout z € H,,

f](e%m) —en g(z)'
En dérivant cette relation, on observe que pour tout z € D*,

S S 1 B
(L= lal?)Fova(z)
et donc, en posant h = § o1, on a pour tout z € D\{a},

W) = PEWAE) 1)

Cp(l =) F(2)a(z)  pG(2)

On en déduit alors pour tout z € D\{a},

h(u(2))
G(pu(2))

ce qui montre que h o ¢, = e “'h avec ¢ = /% Il ne reste qu’a étendre la fonction conforme
h au disque D en entier, en attribuant & a une valeur h(«). D’aprés la relation précédente,

h(c«) ne peut valoir que 0 ou co et quitte a remplacer ¢ par —c et h par %, on peut supposer
que Re(c) = 0 et h(a) = 0. O

S0 z) = Glal (a(2) = 5 Gla()

1

Dans les deux modeéles (4.1) et (4.2), la fonction h qui apparait est appelée fonction de
Koenig associée au semiflot .

Nous avons montré ici que quitte a changer le domaine, il n’y a que deux sortes de
semiflots : les translations et les contractions-rotations. Cette classification nous permettra
ainsi de construire des exemples « visuels », et trouver un semiflot adapté a nos besoins revient
donc a trouver un domaine sur lequel le semiflot de translation ou de contraction-rotation a
les bonnes propriétés. Citons une application de ce fait :

Lemme 4.14. Soit (¢¢)ier, un semiflot sur D dont le point de Denjoy-Wolff est 0. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. il existe tg > 0 tel que ||pr, |0 < 1;
2. il existe ty > 0 tel que ||@t|lo < 1 pour tout t >ty ;
3. dans le modéle (4.2) du semiflot (¢1)ier, , le domaine Q est borné et Rec > 0.



4.3. SEMIGROUPES COMPACTS 67

Démonstration. L’implication 1. = 2. découle immédiatement de la propriété

©i(2) = @1o(Pr—1,(2))

pour tout ¢ = 1.

Montrons l'implication 2. = 3.. Puisque, pour tout t > ty, la fonction ¢, n’est pas
I'identité sur D, on a Rec # 0. En effet, si ¢ = 10, toutes les fonctions {p2kx pour k e N
seraient I'identité. On suppose par ’absurde que le domaine €2 n’est pas borné. Il existe une
suite (2, )nen d’éléments de 2 tel que |z,| — oco. En particulier, |e=“2,| — oo pour tout
t > 0. Puisque ||y llc < 1, il existe £ € D et une sous-suite (2, )ren de (2, )nen telle que
(Rt (e=2,, ))ren tend vers €. De plus e=“%z, — h(£), ceci entre en contradiction avec le
fait que la suite (2, )ren est non bornée.

Pour l'implication 3. = 1., si M = sup{|z| : z € Q} < oo et Rec > 0, alors, pour tout
e>0ona:

le h(z2)] < e BN < ¢

Pour ¢ suffisamment grand. Ainsi, vu h(0) = 0, h~! continue et ¢;(z) = h™! (e h(z2)), il
vient que ||| < 1 pour ¢ suffisamment grand. O

Rappelons qu’un espace topologique est localement connexe si chacun de ses points admet
une base de voisinages connexes.

Théoréme 4.15. Soit (C,,)icr, un semigroupe d’opérateurs de composition dont tous les
éléments (sauf Cy, ) sont des opérateurs compacts sur H*(D) tel que le domaine 9 du modeéle
(4.2) est localement connexe. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. il existe tg > 0 tel que ||pg, |0 < 1;
2. pour tout t >0 on a ||¢t|| < 1.

Démonstration. 11 suffit de prouver 1. = 2.

On suppose qu'il existe t; > 0 tel que ||¢y, |l = 1. Alors, il existe une suite (2,)nen
d’éléments de D telle que h=! (e~ h(z,)) — ¥ € T.

D’aprés le lemme 4.14, le domaine € du modele (4.2) est borné, il existe donc une sous-
suite de (h(2,))nen convergente vers un point & € Q. De plus, & € 05, en effet, sinon on
aurait e=“1¢; € Q, et donc A7 (e7"&;) € D, ce qui est une contradiction. On a également
6_0“51 € 0f).

Il s’en suit que 'arc {e~&; : 0 < ¢ < £} est entiérement contenu dans 95, et puisque OS2
est localement connexe, la fonction h s’étend continument a D, et envoie T sur OS2 voir par
exemple [40, Thm. 2.1, p. 20]. Ainsi, h~'{e & : 0 < ¢ < ¢1/2} est un sous-ensemble de T

de mesure positive sur lequel [¢4 (2)| = 1. D’ott C,, n’est pas compact d’aprés le corollaire
2 2z

4.4, il y a contradiction. O

4.3 Semigroupes compacts

4.3.1 Finalement, immédiatement ou pas

Rappelons que I'ensemble des opérateurs compacts est un idéal bilatére des opérateurs
bornés. Cette bréve remarque impose que lorsqu’un élément d’un semigroupe est un opérateur
compact, tous les suivants le sont forcément.
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Définition 4.16. Un semigroupe (7'(t))icr, est compact pour t > to si pour tout ¢ > to,
lopérateur T'(t) est compact. En particulier, on dit que

— un semigroupe (1'(t))icr, est immédiatement compact s'il est compact pour t > 0,

— un semigroupe (7'(t))icr, est finalement compact s'il est compact pour ¢ > ¢y > 0,

— un semigroupe est non compact sinon.

Profitons-en pour donner un exemple de construction d’un semigroupe d’opérateurs de
composition finalement mais pas immédiatement compact.

Exemple. Soit h la fonction de Riemann envoyant D sur la région étoilée
Q:=DU{z€C:0<Re(z) <2 et0<Im(z) <1},

avec h(0) = 0. Puisque 09 est une courbe de Jordan, le théoréme de Carathéodory [40, Thm
2.6, p. 24] implique que la fonction h s’étend continument a T.

Soit ¢¢(z) = h™'(e7*h(z)). On observe que pour 0 < t < In2, ¢;(T) intersecte T sur
un ensemble de mesure positive, et donc que Cy, n’est pas compact sur H*(D) d’apres le
corollaire 4.4. De plus, pour ¢t > In2, ||¢||oc < 1, et donc Cy, est compact par le corollaire
4.3.

t=0 0<t<In2 t>1In2

e th(z)

M

/
N
N
N\
7N

Figure 1.

4.3.2 Reésolvante

Définition 4.17. Soit A un opérateur sur un espace de Hilbert H. Pour A € p(A4) := C\o(A),
on appelle résolvante (ou parfois A-résolvante) de A I'opérateur R(\, A) := (AI—-A)~L.

Si(T(t))ier, est un semigroupe dont A est le générateur, on appelle queue de la résolvante
I'opérateur

Riy(N) :z— / e MT(t)adt.
to

Un tel opérateur est bien défini, en particulier, pour tout A tel que Re A > w ou [|T'(¢)]] <
Me".
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Proposition 4.18. Soit T' un semigroupe dont on note A le générateur. Soient X € p(A) et
teR,.
Riy(A\) = RN\, A)T(tg) = T(to) R(A, A).

En particulier, Ry(\) = R(\, A).

Démonstration. Soit h > 0, on a pour tout x € H,

T(h) — 1 [
(%) Ry, Nz = E/ e M(T(t + h)x — T(t)x)dt
to
hA _ o0 hA  ptoth
- ! / e MT(t)xdt — c e MT(s)ds.
h to h to

Par passage a la limite lorsque h — 0, on obtient :
AR, (N)x = ARy, (N)x — T'(tg)z.
D’ou le résultat, sachant que les opérateurs A\ —A et R;,(\) commutent. ]

Propriétés 4.19. Soient A et B deux opérateurs. Soient A € p(A)Np(B) et u € p(A), alors :

1. premiére équation de la résolvante,

R(A,A) = R(p, A) = (= M R(A, A)R(p, A) (4.3)
2. seconde équation de la résolvante,

R(MA)— R(A\, B) = R\, A)(A— B)R(\, B). (4.4)

Démonstration.
I.Ona (p—AN)I=(ul-A)— (ANI-A).
Puis on compose a droite par R(u, A) et a gauche par R(A, A).
2.0naA—B=\AN—-B)—(A—A).
Puis on compose a droite par R(\, B) et a gauche par R(\, A).
]

Proposition 4.20. Soit T un semigroupe. Si T'(t) est compact pour tout t > to alors T(t)
est uniformément continu pour t > t.

Démonstration. Soit M € R tel que pour tout s € [0;1], [|T(s)|]] < M. Soit ¢ > 0. Pour
t > tp, on note
U =A{T @)z, [J«] <1}

Cet ensemble est compact donc il existe x1,...,z, tels que 'ensemble U, est recouvert par

les boules ouvertes de centres T'(t)z; et de rayon m Par continuité des applications

t — T(t)x;, il existe hg €]0; 1] tel que pour tout h € [0; ho] et tout j € [1,n],
5

1Tt + h)z; = T(E)zyll < 5
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Soit x € H, ||z|| < 1. Il existe j € [1,n] tel que

€

[T (t)x; — T(t)z| < M+ 1)

Ainsi, pour tout h € [0; ho|,

1Tt +h)x =Tz < (TMOITE)z =T )|
HIT( + h)a; = Ttz
HIT @)z, = T ()|
< €.

On a ainsi montré que T'(t 4+ h) tend uniformément vers T'(t) lorsque h tend vers 0T pour
tout t > . ]

Nous pouvons maintenant énoncer un critére de compacité a partir d’un certain rang pour
un semigroupe.

Théoréme 4.21. Soit T un semigroupe dont on note A le générateur. Le semigroupe T est
compact pour t > ty si et seulement si'T" est uniformément continu pour t > to et pour tout
A € p(A), Uopérateur T(ty)R(\, A) est compact.

Démonstration. Soient M, w tels que ||T'(t)|| < Me*".

SiT(t) est compact pour t > tg, par la proposition 4.20, le semigroupe 7" est uniformément
continu pour ¢ > ty. De plus, pour Re A > w, la queue de la résolvante Ry, () est bien définie
pour la topologie uniforme. Soit ¢ > 0, les opérateurs T'(s) étant compacts pour s > tg, on
en déduit que Ry 1-(\) est compact. Puis,

e—0

to+e
1Riy(N) — ROV = | / e T(s)ds]| < eMetore) s .
to

D’out Ry, () est également compact. Enfin, on utilise la premiére égalité de la résolvante (4.3)
qui donne pour tous p, A € p(A)

R(AA) = R(p, A) = (= MR, A)R(p, A)
et donc

Riy(A) — Rio (1) = (1t — A) Rio (A) Ry (1)

On en conclut que pour tout p € p(A), Ry, (1) est compact.
On suppose maintenant que Ry, (\) est compact pour tout A € p(A) et T" est uniformément
continu pour t > to. Soit A €]w,00[. On a :

MR, (N)T(t) — T(t) = eMoN / h e (T(s +t) —T(t))ds.

to
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Puis V6 > 0,

to+o
leM ARy, (NT(1) = T(H)]| < / AT (s + 1) = T(1))lds

to

+/ Ae A0 |(T(s + t) — T(t))]|ds
to+0

< sup ||T(s+t) =T +/ N AEmt) pr(e@(ths) 1 ety

to<s<to+o to+6

A
< sup  ||T(s+1t) = T(t)|| + ——— MeTiotwd=A0 4 Jrewi=Ao,
w

to<s<to+9 A —
D'ott V6 > 0,

limsup ||[eM AR, (NT(t) —T#)|| < sup ||[T(s+1t)—T(t)|.

A—00 to<s<to+9

L’inégalité précédente étant vraie pour tout o > 0, il vient,

limsup [|[eM AR, (N\)T'(t) — T(t)|| = 0.
A—00

On déduit de la compacité de e*oAR;, (A\)T'(t) pour tout ¢ > ty que T'(t) est compact pour
t>0. O

4.4 Caractérisation de la compacité de la résolvante

Nous allons maintenant énoncer un résultat issu de [48] donnant un condition suffisante
pour avoir la compacité de la résolvante d’un opérateur. Pour le montrer, nous avons besoin
de deux résultats préliminaires que nous exposons maintenant.

Proposition 4.22. Soient ¢ et deux semifiots tels que pour toutt € Ry, ¢;(0) = ¢(0) = 0.
On note respectivement G et L leurs générateurs, C, et Cy les semigroupes d’opérateurs de
composition associés sur H?*(3) avec B suite décroissante et A et B leurs générateurs. On
suppose que la fonction & est bornée sur D. Soit A € p(A) N p(B). Si Uopérateur R(\, A) est
compact alors R(\, B) l’est aussi.

Démonstration. Soit f € D(B), on a :

o)) = 9 L) e v p),
o) ==
cH>(D)

et donc D(B) C D(A). Puisque pour tout t € Ry, ¢,(0) = ¢,(0) = 0,on a ||C,,|| = ||Cy,|| = 1.
On en déduit que C, C p(A) N p(B). Ainsi, pour tout A € C,, la seconde équation (4.4) de
la résolvante donne

R\ A) — R(\, B) = R(\, A)(A — B)R(\, B)

On en déduit que R(A, B) est compact. ]
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Proposition 4.23. Soit 0 < § < 2. Soit ¢ le semiflot donné pour tout z € D par,
0i(2) = h e h(2)) on h(z)=z(1—2)7".

On note A le générateur du semigroupe d’opérateurs de composition associé a ce semiflot. La
résolvante de A n’est pas compact.

Démonstration. Nous allons montrer que le spectre de A n’est pas dénombrable. On calcule
le générateur G' du semiflot ¢, ce qui donne pour tout z € D,

z2(z—1)

CE) =15

Autrement dit, le générateur A du semigroupe (Cl, )ier, est donné pour toute f € H?*(D) et

tout z € D par

z(z—1)

A =—7
1) 1—2z+pz

Pour A € C\N, n € N*, on pose pour tout z € D,
1 & e (n+1 n P
P”’A<Z)_X+;(_1) <( k )‘ﬁ(k_1)>m

fnv)\(Z) = Pm/\(l — Z)ﬁ/\.

On observe alors pour tout z € D, (AT —A) f,1(2) = (1 — 2)P2**1 On considére I'ensemble
Sp={Ae€C,P,\(1) =0} et S =U,~, Su\(—N). L’ensemble S est dénombrable. Soit \ €
{z € C,Re(z) < —ﬁ}\S. Le but est maintenant de montrer que A ¢ p(A). On choisit n € N
tel que Re(AB+n+1) > —3 de sorte que la fonction z — (1 —2)**"+! € H?(D). On suppose
par 'absurde que AT — A est inversible alors R(\, A)(1—2)** 1 = P, \(2)(1—2)"* € H*(D)
ce qui est en contradiction avec la définition de A. On en déduit que le spectre de A contient
un ensemble non dénombrable. Ainsi, 'opérateur A n’est pas compact et donc, pour tout
A € p(A), la résolvante R(\, A) n’est pas compacte. O

f'(2).

et

Proposition 4.24. Soit (¢;)icr, un semiflot dont on note G le générateur. On suppose ici
que pour tout t € Ry, ¢4(0) = 0. Sl existe w € T tel que le quotient % est borné sur D,

alors pour tout A € p(A), la résolvante R(\, A) n’est pas compacte.

Démonstration. On considére le semiflot donné par la proposition 4.23 avec [ = 1. Il s’agit
en fait du semiflot donné pour tout z € D par

etz

2) = —/".
xi(z) (et —1)z+1
On considére maintenant le semiflot ¢» donné pour tout Vz € D et tout ¢ € Ry, par ¢4(z) =
wx:(wz). Son générateur est la fonction L(z) = —z(1 — wz). De plus, si B est le générateur
de l'opérateur de composition associé a v, d’aprés la proposition 4.23, pour tout A € p(B),
R()\, B) est non compact. Le résultat s’en déduit alors de la proposition 4.22. O
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Dans 'article [50], 'auteur énonce une caractérisation de la compacité de la résolvante,
dans le cas ou le point de Denjoy-Wolff est 0, selon laquelle le quotient ‘@’ doit étre non

borné. Hélas, cette caractérisation est uniquement suffisante, comme on peut le remarquer
avec I'exemple ou G(z) = —z. Toutefois, en considérant les éléments majeurs du raisonnement
énoncé, on peut trouver ’ensemble des arguments permettant d’obtenir la réciproque du
résultat précédent. Par soucis de concision, nous nous proposons de ne présenter que les
grandes lignes de la preuve.

Proposition 4.25. Soit (¢;)icr, un semiflot dont on note G le générateur. On suppose ici
que pour tout t € Ry, ¢4(0) = 0. Si pour tout w € T, le quotient % est non borné sur D,

1
alors pour tout A € p(A), la résolvante R(\, A) est compacte.

Démonstration. Sile point de Denjoy-Wolff est 0, d’aprés la condition (2.2), le générateur du
semiflot est de la forme G(z) = —zF(z), avec Re f > 0. On peut supposer que la fonction F
ne s’annule pas et considérer la fonction % de partie réelle positive et supposons également
que F(0) = 1. Le théoréme de représentation de Herglotz donne 'existence d’une mesure de
probabilité p sur le cercle unité telle que

1 et 2
= . du(t).
F(z) /0 et — z u(t)
Soit maintenant w € T, on décompose la mesure p en u = p({w})d, + v ou la mesure v est
étrangere a la mesure de Dirac ¢,,. Ceci donne

1 w—+z t+ 2z
Fiy — e / au (),

w—2z t— =z
et donc o » )
lim —#Z) = lim (Z) = — .
—w o zZ(z—w)  owz—w 2wp({w})

Ainsi, si le quotient de I’énoncé est toujours non borné, cela signifie que la mesure p ne charge
pas les points du cercle.

On note maintenant h la fonction de Koenig donnée par le modeéle (4.2), h est solution
de I’équation

P'(z)  —c FO) 1

hz)  G(z) z2F(z) zF(2)
On en déduit, I'expression de h,

h(z) = zexp (/OZ%(%O—l)cK).

En combinant cette expression avec celle de %, il vient

h(z) = zexp (—2 /027r In (1—e"z) du(t)) :

Berkson et Porta ont montré [14, Thm 4.10] que la mesure u précédente n’avait pas d’atome
si et seulement si cette fonction h appartenait a tous les espaces H?(D) pour ¢ < oo. Enfin,
il reste & montrer que h € (1, H¥(D) équivaut & la compacité de la résolvante, ceci est le
résultat principal de larticle [5]. O
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Ces deux derniéres propositions se résument de la facon suivante :

Théoréme 4.26. Soit (p;)icr, un semiflot de point de Denjoy-Wolff 0 et dont on note A
le générateur du semigroupe d’opérateurs de composition associé. La résolvante R(\, A) est
compacte sur H*(D) si et seulement si pour tout £ € T
G
lim ‘ﬁ =
z—E S —Zz

Cette condition fait écho au théoréme 4.7 dans le sens ol chacun de ces résultats fait appel
a la notion de dérivée angulaire. En effet, la condition précédente affirme que la variable z se
rapproche de T toujours plus vite que G(z) ne se rapproche de l'origine.

4.5 Le cas analytique

La premiére remarque qui rend le cas analytique digne d’intérét est que les semigroupes
holomorphes sont soit compacts, soit non compacts. Autrement dit, si un semigroupe holo-
morphe est finalement compact alors il est immédiatement compact. Cette remarque peut-étre
trouvée dans [39] ou elle est attribuée & W.Arendt. La seconde remarque importante est que
tous les semigroupes holomorphes sont uniformément continus. Ainsi, étudier leurs compaci-
tés revient exactement a étudier celle de la résolvante de leurs générateurs. Commengons par
démontrer ces deux remarques.

Lemme 4.27. Si un semigroupe holomorphe est finalement compact alors il est immédiate-
ment compact.

Démonstration. On considére la fonction quotient () des applications linéaires continues £(H)
sur un espace de Hilbert H & valeur dans 'algébre de Calkin, c¢’est-a-dire le quotient de L(H)
par I'ensemble des opérateurs compacts. Soit 7" un semigroupe. La famille (QT'(t));er, est
un semigroupe holomorphe nul sur une demi-droite [¢y, co[. Ce semigroupe est donc nul pour
tout ¢t dans le secteur de définition de 7" par principe des zéros isolés. Le semigroupe T est
donc compact. O

Ce fait découle également du résultat suivant.
Lemme 4.28. Si un semigroupe est holomorphe, alors il est uniformément continu.

Démonstration. Si un semigroupe 1 est holomorphe, alors pour tout = € H, la fonction
t — T(t)x est différentiable. En particulier, pour tout x € H et tout t € Ry, T'(t)x € D(A)
avec AT (t)z = 2T(t)z borné. On note M € R tel que pour tout ¢ € [0;1], [|T'(¢)|| < M. Soit
maintenant t >0 et 0 <h < 1,0n a

T(t+h)x—T(t)x = /t+h AT(s)xds = /t+h T(s —t)AT(t)zds.
D’ou
IT(t+ h)x = T(t)z| < hMI|AT(@)]|[|],

ce qui montre 'uniforme continuité. n
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Théoréme 4.29. Soit G une fonction analytique et soit A un opérateur sur un domaine
D(A) c H*(D), défini par Af(z) = G(2)f'(2) et qui engendre un semigroupe holomorphe
(T'(t))ier, d’opérateurs de composition. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. le semigroupe (T(t))icr, est immédiatement compact ;
2. le semigroupe (T'(t))icr, est finalement compact;

3. il existe a € D tel que G(a) = 0 et pour tout £ € T,
G(2)

z —

lim

Démonstration. L’équivalence entre 1. et 2. est donné par le lemme 4.27.

Montrons que 1. implique 3. On suppose que T'(t) = C,,,, ou toutes les fonctions ¢, ont
un point de Denjoy-Wolff commun o € D et on suppose que le semigroupe (T'(t));cr, est
immeédiatement compact. D’apreés la proposition 4.10, on a o € . Pour utiliser le théoréme
4.26, nous allons considérer un autre semigroupe dont le point de Denjoy-Wolff est 0. Pour
cela, on considére 'automorphisme ¢, (z) := 1= et on note Pi(2) == pa0p10¢,. Puisque C,,
est inversible (égal a son inverse), et puisque Cy, = C, C,,C,,, il est clair que le semigroupe
(T'(t))icr, est immédiatement compact si et seulement si (Cly, )iecr, 'est.

On note G (resp. @) le générateur du semiflot (¢)¢)er . (resp. (¢¢)ier, ). La condition
(2.2) est satisfaite, c’est-a-dire on a G(a) = F(a)(z — a)(@ — z) = 0. De plus, sachant

goao@/)tchtogoa, on a | |2 aw p
off ~1 v, Op
- an@) or ) = ar Pel?)

Par passage a la limite lorsque ¢ tend vers 0, on obtient :

L= 266) = Gleala).
et donc ol
al’! -1 ~
G(z) = WG(%(Z))
Il vient alors ( of?) : )
1—|a?) ~ 1+lal) ~
TG @) < 16()] < T op Clea(2)
et donc
. G(Z) o . (@a(z)) _
Eg%z—J_ — ,lzlgé z—£ -
On remarque que N
al? -1
9004(2> - Qpa@) = (z - 5) (1 — az)(l — 55)7
e 1 —|af - ‘(1—&z)(1—6§)‘ 4
1+ |a| = a2 —1 S af
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Ainsi, on obtient

Gleaz)) |
Ya(2) = alf)

En utilisant le théoréme 4.26 et puisque ¢, (§) € T, on en déduit le résultat.

Pour montrer que 3. implique 1. on utilise la condition (2.2) grace a laquelle on voit que
I'existence d'un « € D tel que G(«) = 0 implique que le point fixe de Denjoy—Wolff de toutes
les fonctions ¢; est a. La conclusion découle d'un raisonnement analogue a celui qui vient
d’étre fait. O

G(z)

z —

=00 <= lim

z—E

lim

Nous pouvons maintenant citer le résultat suivant :

Théoréme 4.30. Soit (Cy,)icr, un semigroupe holomorphe et immédiatement compact sur
H?(D) ou D. Les assertions swivantes sont équivalentes :

1. il existe tg > 0 tel que ||t ]| < 1,
2. pour tout t >0, on a ||¢]le < 1.

Démonstration. Pour tout ¢ € R, le semiflot est de la forme (4.2). De plus, d’apreés le
corollaire 3.7, ce modele est encore valable pour t € >.

En suivant la preuve du théoréme 4.15, on choisit ¢, > 0 tel que ||y, [|o = 1. Cela implique
qu’il existe & € 0N tel que e~“"&; € 0N pour tout u dans le triangle ¥, N{z € C: Rez < t;}
(cf. lemme 4.14). Ceci entre en contradiction avec le fait que les points de 02 ne peuvent
avoir de voisinage contenant uniquement des points de 0f). ]

Les exemples suivants montrent que le fait d’étre holomorphe est indépendant du fait
d’étre compact. Nous avons déja vu, dans la section précédente un exemple de semigroupe
finalement compact (et donc non holomorphe). L’exemple ci-dessous est celui d’un semigroupe
immédiatement compact mais pas holomorphe.

FEzxemple. On considére la fonction

2z

-1

L’image du cercle unité par z — ZG(z) est la droite {z € C : Rez = —1}, et donc l'opérateur
A: f = G f" engendre un semigroupe (Cy, )= d’opérateurs de composition non-holomorphe
sur H*(D). D’autre part, on peut montrer que C,, est compact pour tout ¢ > 0. En effet, la
fonction f : z — ze™*, est vecteur propre de A : f — Gf’ de valeur propre —2. On a alors,
pour tout ¢ > 0, la fonction f est vecteur propre de C,,, de valeur propre e, c’est-a-dire,

G(z) = .

@i(2)e™t ) = 772,

En particulier, pour tout z € D et t > 0, |f(¢:(2))| < |[f(2)]. On peut vérifier directement
que la fonction f est injective sur le cercle T et que 0 est son unique zéro dans D. Puis, f(T)
étant une courbe de Jordan, il vient par le principe de I’argument, pour tout z, € D,

_ f'(z) _ 1
b= 20 /T f(z) — f(zg)dz 2 /f(T) w — zgdw’

et donc la fonction z — ze™* est injective sur D. Il s’en suit que |¢;]|oc < 1 pour tout ¢ > 0,
et donc C, est compact.
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Exemple. Le semigroupe correspondant & G(z) = (1 — z)? est holomorphe mais non compact.
En effet,

(1—t)z+1t
2) = —————
o) =
définit un semiflot de point de Denjoy—Wolff égal & 1, et donc le semigroupe ne peut pas étre

compact.
L’holomorphie découle du calcul de ZG(z) pour z = €. On obtient —4sin?(6/2), qui est
toujours réel et négatif.
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Chapitre 5

Et si on changeait le domaine ?

L’ensemble des travaux précédents a été présenté dans le cas trés particulier du disque
unité ouvert . Mais la littérature regorge de cas d’étude sur d’autres domaines. Pour com-
mencer, le résultat de Berkson et de Porta [14], présenté dans le théoréme 1.15, s’énonce
comme suit :

Théoréme 5.1. Soit U un ouvert de C. Soit (¢;)ier, un semiflot de fonctions analytiques
sur U. Il existe une fonction analytique G : U — C telle que pour tout t > 0 et tout z € U,
do(t, 2)

) — Glet,2)) (5.1)

Ainsi, il n’apparait pas nécessaire de se restreindre au cas du disque D et il est méme
tentant d’en changer. Toutefois, cela peut-étre fait de plusieurs fagons. La premiére consiste
naivement a se placer dés le départ sur un autre domaine et reprendre cette étude du début.
On voit alors qu’il est nécessaire de bien s’y prendre puisque ’ensemble des propriétés des
opérateurs de composition est alors considérablement modifié. A titre d’exemple, nous allons
présenter le cas du demi-plan droit C, tel qu’il 'est dans Particle [14], et nous essaierons
de voir comment les résultats des chapitres précédents sont altérés. La seconde maniére de
changer de domaine consiste & « changer » le domaine au sens propre, c¢’est-a-dire a ’aide
de l'application conforme j envoyant U sur D, de considérer le semiflot des fonctions ¢, =
j o) ol (Yy)ter, est un semiflot sur D, puis transporter les propriétés de ce semiflot. Cette
approche modifie encore plus I’étude de ces objets car 'image d’un opérateur de composition
par une telle transformation est un opérateur de composition & poids. Nous allons ainsi
présenter les opérateurs de composition a poids sur le disque et voir comment « transporter »
ces résultats sur un autre domaine.

5.1 Le cas du demi-plan

5.1.1 Caractérisation du générateur du semiflot

Afin de pointer les différences qui surviennent lorsqu’on remplace le domaine D du semi-
flot par le demi-plan droit C,, nous allons commencer par regarder les caractérisations des
générateurs de semiflots sur le domaine C,. Rappelons que nous avons vu trois caractéri-
sations des générateurs de semiflots sur . La fonction analytique G : D — C engendre un
semiflot si et seulement si I'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

79
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— Condition (2.1) : pour tout z € D,
2Re(zG(2)) + (1 — |2*) Re(G'(2)) < 0.

— Condition (2.2) : pour tout z € I, il existe & € D et F': D — C une fonction analytique
vérifiant Re F' > 0 tels que

G(z)=F(2)(z —a)(az —1).

— Condition (2.3) :

esssup Re(ZG(z)) < 0.
z€T

La condition (2.3) n’a pas, ou du moins pas encore, d’équivalent dans le cas du demi-plan
droit. En ce qui concerne les deux autres, nous avons les résultats suivants, issus de l'article
[14]

Théoréme 5.2. Soit G : C, — C une fonction analytique. On pose u : (x,y) — Re G(x+1iy).
La fonction G engendre un semiflot de fonctions analytiques sur C, si et seulement si pour
tout z =x +1y € Cy,

m%(az,y) < u(z,y). (5.2)

Cette condition (5.2) est l'analogue de la condition (2.1). En effet, dans les deux cas,
on construit une solution a I’équation différentielle (5.1) sur un voisinage de l'origine. Les
conditions (5.2) et (2.1) garantissent que ces solutions locales sont bien bornées sur tout
ensemble borné et donc peuvent étre prolongées jusqu’a donner des solutions maximales
définies sur R, tout entier.

L’analogue de la condition (2.2) est la suivante.

Théoréme 5.3. Soit G : C, — C une fonction analytique. La fonction G engendre un
semiflot de fonctions analytiques sur C si et seulement si pour tout z € C, il existe o € C.
et F': C. — C une fonction analytique vérifiant Re F' > 0 tels que la fonction G est de l'une
des deux formes suivantes :

G(z) = F(2)(a—2)(@+ 2).

La différence majeure dans cette caractérisation par rapport au cas du disque est que nous
avons désormais deux formes possibles pour le générateur au lieu d’une seule. Cette différence
vient de la nature de 'adhérence de C,.. En effet, la formule G(z) = F(2)(a — z)(@+ 2) reste
valable lorsque « est sur 'axe des imaginaires purs, mais lorsque || devient infini, c’est la
formule G(z) = F(z) qui doit prendre le relais.

5.1.2 Quasi-contraction sur ’espace de Hardy

Nous allons maintenant regarder le lien qu’il peut exister entre les semigroupes d’opéra-
teurs de composition sur ’espace de Hardy du demi-plan et les semigroupes quasi-contractifs.
Rappelons que ces semigroupes sont les mémes dans le cas du disque, nous verrons que ce
n’est plus le cas sur C, . Pour cela, commencons par donner la définition de I’espace de Hardy
du demi-plan.
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Définition 5.4. On dit qu'une fonction analytique f : C, — C est dans 'espace de Hardy
du demi-plan H?*(C,) si

1

11 = sup ( / |f(x+iy)l2dy)2 <.
>0 R

Nous considérons donc des semigroupes d’opérateurs de composition sur cet espace, asso-
cié & un semiflot de fonctions analytiques sur le demi-plan C, . Il est important de remarquer
que sur cet espace, contrairement a H*(ID), il existe des opérateurs de composition qui ne sont
pas bornés. En effet, les auteurs de l'article [24] ont montré quun opérateur de composition
de symbole ¢ était borné sur H?(C,) si et seulement si la limite non-tangentielle en I'infini

¢'(00) :==  lim #(2)

z—00,2€%9 2

existe pour tout & € [0; 7] et est non nulle. On notera :

Z lim

Z—00

pour désigner la limite non-tangentielle. Dans ce cas, on a
1
|G|l = ¢'(00)2.

De plus, Arvanitidis [8] a utilisé les résultats de l'article [17] pour donner une condition
nécessaire et suffisante pour que les opérateurs de composition issus d’un semigroupe soient
bornés :

Théoréme 5.5. Soit A un opérateur donné par Af = Gf' sur un domaine D(A) C H*(C,).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Dopérateur A engendre un semigroupe quasi-contractif d’opérateurs de composition sur

H2 (C-l-) ;
2. la fonction G vérifie la condition (5.2) et la limite non-tangentielle Z lim,_, @ existe.

. G _ot
On peut noter que dans ce cas, notant § = Ahmz_)oo@, on a ||Cy,|| < e 2. De plus,
il est possible d’énoncer une condition nécessaire simple pour déterminer si un semigroupe

d’opérateurs de composition est (quasi-)contractif ou non :

Théoréme 5.6. Soit A un opérateur donné par Af = G f' sur un domaine D(A) C H*(C,).
Si opérateur A engendre un semigroupe quasi-contractif alors

. . ReG(z)
inf ———= > —o0
zeCq ReZ

Si DUopérateur A engendre un semigroupe contractif alors

f ReG(z)

> 0.
C, Rez =
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Démonstration. Pour w € C,, on considére le noyau reproduisant k,, sur H?(C, ) donné pour
tout z € C par

1 1
ky(z) = — —.
2rz+w
On observe
Re (Aky, ky) _ _Re G(w).
(kw, kuw) 2Rew
Le résultat découle alors immédiatement du théoréeme de Lumer-Phillips. O

5.1.3 Analyticité

Nous savons peu de chose sur I’holomorphie des semigroupes d’opérateurs de composi-
tion sur l'espace de Hardy H?(C,). Mais nous pouvons tout de méme énoncer la condition
nécessaire suivante, qui nous permettra plus tard d’obtenir des exemples de semigroupes non
analytiques.

Proposition 5.7. Si l'opérateur A : f — Gf' engendre un semigroupe holomorphe sur
H?*(C,). Notant G = u+1v o u et v sont des fonctions réelles et notant z = x + 1y. Alors
il existe o €]0; 5[ tel que pour tout y € R et tout § € [—a, af, la fonction

0 in ¢
s u(z,y) cosf + v(z,y) sin

T

est décroissante.

Démonstration. Commengons par remarquer que la condition (5.2) peut se réécrire sous la

forme 5
5 (3) <o

Le résultat est alors immédiat en appliquant ceci aux fonctions e G qui engendrent des
semiflots. O]

Exemple. Le semiflot des fonctions analytiques ¢, : z + z + t permet de construire un
exemple de semigroupe d’opérateurs de composition holomorphe d’angle 7. Nous verrons
dans une sous-section suivante des exemples de semigroupes d’opérateurs de composition
non-holomorphes.

5.1.4 Compacité

La compacité n’a pas lieu d’étre étudiée dans ce cas. En effet, il est connu (voir par exemple
[24]) qu’aucun opérateur de composition n’est compact sur I'espace de Hardy du demi-plan.
Ce fait a été redémontré pour les semigroupes dans larticle [8] dans lequel auteur montre
que les semigroupes d’opérateurs de composition sur H%(C, ) ne sont jamais uniformément
continus et donc jamais compacts.
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5.1.5 Groupes

Nous allons maintenant voir qu’il existe étonnamment peu de groupes d’opérateurs de
composition sur I'espace de Hardy du demi-plan.

Proposition 5.8. On suppose que l'opérateur A : f — Gf' engendre un groupe quasi-
contractif d’opérateurs de composition (bornés) sur H*(C,). Alors il existe p,q € R, tels que
G(z) = pz +1iq. Dans ce cas le semiflot est donné pour tout t € R, et tout z € C, par

0i(2) = 2z’ + i (" —1), sip#0, (5.3)
p
et
wi(z) = z+iqt, sip=0. (5.4)

Démonstration. On part a nouveau de la condition (5.2) que 'on applique a G et & —G. On
obtient alors,

ou _
x@x_

La solution de cette équation est de la forme u = F(y)x ot F est une fonction & valeurs

u.

0
réelles. L’équation de Cauchy—Riemann implique que 8—U = F(y), et doncv = [ Fdy+ E(x)
Y
ou la fonction E est également a valeurs réelles. De méme,

0
a—Z = F'(y)r = —E'(x),
et donc il existe a,b,c € R, tels que F(y) = ay + b et E(z) = —% + ¢. On en déduit que

G(z) = —% + bz —ic. Maintenant le théoréeme 5.5 implique que a = 0. D’ou le résultat. [

Exemple. On pose pour tout z € C,, la fonction G : z +— pz +ig ou p,q € Ret ¢ # 0. La
fonction G engendre un groupe (non-holomorphe) d’opérateurs de composition.

De plus, en considérant sur C, la fonction G : z — 1 — 2z (de sorte que p;(z) = e7'z +
1 —e™"), on obtient un exemple de semigroupe qui n’est ni un groupe ni holomorphe.

Rappelons, pour finir, ce fait général : le seul groupe d’opérateurs de composition holo-
morphe est le semigroupe trivial.

5.2 Opérateurs de composition pondérés

Comme nous le verrons en détail plus loin, déformer le domaine vu par un opérateur de
composition transforme ce dernier en un opérateur de composition a poids. Autrement dit,
si j est une application conforme de DD dans un domaine (non trivial) simplement connexe €2,
I'application j induit une isométrie J de H?*(ID) sur, en quelque sorte, I'espace H2(€2) (nous
définirons plus loin ce « en quelque sorte » ). Si maintenant C,, est un opérateur de composition
sur cet espace H?(Q), alors Vopérateur T' = J1C,,J est un opérateur de composition a poids
sur H?(D), c’est-a-dire qu’il existe deux fonctions analytiques ¢ : D — D et m : D — C telles
que pour tout f € H*(D) et tout z € D,

Tf(z) =m(2)f((2)) = Copf(2).
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Dans notre contexte, nous souhaitons considérer des semigroupes d’opérateurs de composition
sur H?(§2), ce qui nous permet de construire une famille d’opérateurs de composition a poids
sur l'espace de Hardy, mais pour que cette famille soit effectivement un semigroupe, la famille
des poids doit vérifier de bonnes propriétés. Cette considération nous conduit donc a I'étude
des cocycles.

5.2.1 Cocycles

Définition 5.9. Soit ® = (¢;);er, un semiflot de fonctions analytiques sur . Un cocycle
pour ® est une famille (m;)cr, de fonctions analytiques de D dans C, telle que

mo = 1;
Vs,t € Ry, Mgy = my X ms 0 ¢y
Vz € D, t — my(2) est continue.

Etant donnés deux familles de fonctions analytiques o, : D — D et m; : D — C (t € R.),
on définit pour tout ¢ € R, I'opérateur T'(¢) pour toute f € H*(D) et tout z € D par

T()f(2) = Oy f(2) 7= mu(2) f(@1(2))-

On observe que l'opérateur 7" est un semigroupe si et seulement si la famille (¢;)ier, est un
semiflot et la famille (my)cr, est un cocycle pour (¢¢)icr, -

Définition 5.10. Un cocycle (my)ier, pour un semiflot (¢¢).er, est appelé cobord! s'il existe
une fonction analytique w : D — C telle que pour tout ¢t € R, et tout z € D,

o w(?)

Dans la définition précédente, on exige implicitement que la fonction w ne s’annule (éven-
tuellement) qu’au point de Denjoy-Wolff du semiflot (¢;)icr, , sans quoi les fonctions m; pour
t réel positif ne peuvent étre analytiques sur ID. Les cobords joueront un role particulier pour
nous, car comme nous le verrons, les cocycles qui apparaitront lors de I’étude des semigroupes
d’opérateurs de composition a poids seront des cobords. Dans 'article [32], 'auteur donne
une caractérisation des cobords a I’aide d'une fonction g qui jouera en quelque sorte le role
du générateur du cobord.

Théoréme 5.11. Soit (¢;)icr, un semiflot dont on note G le générateur. Soit (my)icr, un
cobord pour (¢i)ier,, on note w la fonction associée dans la définition 5.10. La fonction
g= GT”“”/ : D — C est analytique et vérifie pour tout t € R, et tout z € D,

(e = ( [ tg(sos(z))ds) |

Réciproquement, si la fonction G n’est pas la fonction nulle et si g est une fonction analytique,
alors le cocycle pour (¢i)ier, défini par my(z) = exp(fot 9(ps(2))ds) est un cobord.

Démonstration. Voir [32] O

1. en anglais coboundary.
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5.2.2 Espace de Hardy-Smirnoff

L’idée motivant I'étude des opérateurs de composition a poids sur l'espace de Hardy
H?*(D) est de voir ceux-ci comme des opérateurs de composition (sans poids) sur un autre
espace du méme type. Ce sont ces espaces que nous allons décrire maintenant.

Définition 5.12. Soit {2 C C un domaine non trivial et simplement connexe. On note j :
D — C l'application conforme envoyant D sur 2. L’espace de Hardy-Smirnoff est ’ensemble

B () == { € Hol(©,©), 2 f(j(2))((2))* € HD)} .
Ezemple. Pour 2 = C,, la fonction j est donnée pour tout z € D par j(z) =
7'(2) = — gy
Si on note J la fonction qui & f associe Jf : z — f(j(2))(j/(2))z, l'espace de Hardy-
Smirnoff est muni de la norme || f||g2q) = ||/ f||m2m) et la fonction J définit une isométrie
de E*(Q) dans H*(D).
Si maintenant ¢ est une fonction analytique de € dans ) induisant un opérateur de

composition C, sur E?(Q2), on pose T' = JC,J~'. Alors il existe deux fonctions analytiques
Y:D—Detm:D— C données par

Y
e ()
jou
telles que lopérateur T est alors I'opérateur de composition a poids C,, , sur H?*(D). Autre-
ment dit, pour tout z € D,

1—2
1+2

. De plus,

Y

(O N s
) = (22 vt

On a alors les diagrammes commutatifs suivants :

Q 5 Q Q) 25 Q)
iT T g1 I,
D % D HX(D) -5 H2(D).

Si plutét que de considérer une seule fonction analytique ¢ : Q — €0, on considére un
semiflot (¢;)icr, , on voit alors que les opérateurs 7'(t) pour t € R ainsi construits forment un
semigroupe d’opérateurs de composition a poids sur H%(ID). En particulier, en conservant les
notations (¢;)cr, pour désigner le semiflot et (m);er, pour désigner la famille des poids, on
observe que (1my)er, forme un cobord pour (¢;);cr, . On notera G le générateur du semiflot
et g le générateur du cobord, c’est-a-dire la fonction donnée par le théoréme 5.11.

Dans l'article [47], 'auteur caractérise sur l'espace de Hardy H?*(D) les générateurs de
semigroupes d’opérateurs de composition a poids dont le poids est un cobord. Dans notre cas,
son résultat s’exprime a l’aide des notations précédentes de la fagon suivante : le générateur
A du semigroupe (7T'(t)):cr, est donné par

D(A) = {f € H*(D),G [ +g[ € H*(D)}
et pour tout f € H*(D) et tout z € D,

Af(2) = G2)f'(2) + g(2)f(2) = G(2) f'(2) — 2
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5.2.3 Caractérisation

Pour terminer, nous allons tenter une fois de plus d’énoncer une condition simple sur
un opérateur permettant de déterminer s’il engendre ou non un semigroupe d’opérateurs
de composition & poids. Au vu de ce qui précéde, un tel opérateur doit étre de la forme
Af = Gf' + gf ou la fonction G tient le role du générateur du semiflot (¢;)icr, par lequel
on compose. Ainsi, la fonction G doit déja vérifier les conditions évoquées lors de la partie 2.
Il s’agit donc de trouver une condition sur la fonction g pour déterminer si elle engendre un
cobord pour (¢¢)er, . Cette condition nous est fournie par W.Koénig [32], mais ne sera que
suffisante. Nous n’avons pas de caractérisation nécessaire et suffisante a présenter.

Théoréme 5.13. Soit g : D — C une fonction analytique. Si

supRe g(z) < o0
z€D

alors pour tout semiflot (¢1)ier., , la fonction my(2) = exp (fot g(gps(z))ds> est un cobord pour
(Spt)tER+ .

Ainsi, si A est un opérateur de la forme Af = Gf' + ¢gf, il engendre un semigroupe
d’opérateurs de composition a poids dés que

supRe(ZG(2)) <0 et supReg(z) < oc.
zeT z€D

De nombreuses questions restent en suspens. L’étude de la compacité ou de I'analyticité
de tels semigroupes notamment reste a faire. Concernant la compacité, I'article [18] donne
déja une caractérisation a I’aide de mesure de Carleson des opérateurs de composition a poids
qui sont compacts sur l'espace de Hardy. Concernant I'analyticité, rien a ma connaissance
n’a été fait. Nous pouvons tout de méme énoncer le résultat simple suivant qui affirme que si
un semigroupe d’opérateurs de composition a poids admet une extension holomorphe alors
celle-ci est constituée d’opérateurs de composition & poids.

Théoréme 5.14. Soit T : H*(D) — H*(D) un opérateur linéaire borné. On suppose que
Tey #Z0 et Teg € H*(D). Alors, T est un opérateur de composition & poids si et seulement
si pour tout n € N, (Teg)" *Te, = (Tep)™.

Démonstration. Si T est 'opérateur de composition a poids défini pour tout f € H?(D) par
Tf=mf oy, alors il vient que T'ey = m et T'e; = mp. De plus, pour tout n > 1, on a bien
(Teo)”_lTen = (T€1)n.

Réciproquement, on suppose que pour tout n > 1, (Teg)" 'Te, = (Tey)™. Soit m = Teq €
H?(D). Puisque Tey n’est pas 'application nulle, 'ensemble Z de ses zéros est discret. Pour
tout z € D\ Z, on pose ¢(z) = %ﬁg Il reste a vérifier que p(ID\Z) C D pour tout z € D\ Z.

On suppose qu’il existe zg € D\ Z tel que |¢(zp)| > 1. Alors,

Im(20)[|¢" (20)] = [{Ten, kzo)| < IT/[E=

ce qui contredit I'hypothése |¢"(29)| — 0.
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On suppose maintenant qu'il existe zp € D\Z tel que |¢(zp)] = 1. Par le principe du
maximum, ¢(z) = A € T pour tout z € D\Z. D’ou, Te,, = \"m = A\"T'ey pour tout n € N.
Ainsi, on obtient

1T Teol* = > [(Teo, Ten)|* = > A" = o0,
neN neN
ce qui est une contradiction. D’oti, pour tout z € D, |¢(z)| < 1 et pour tout n € N, Te,, =
me™. Si Teg € H*(D), alors la continuité de f +— mC, f implique que 7' = (f — mC,f) =
Crn - O

Corollaire 5.15. Soit (T'(t))icr, un semigroupe d’opérateurs de composition & poids sur
H?*(D). Si ce semigroupe admet une extension holomorphe sur un secteur angulaire Xy, alors
pour tout § € Xy, Uopérateur T'(§) est un opérateur de composition a poids.

Démonstration. Soit n > 1. On pose f,, : Xy — H*(D) défini par

Fal&) = (T(€)eo)" T (§)en — (T(§)er)™.

Puisque T'(t) est un opérateur de composition & poids pour tout ¢ > 0, la fonction f,, s’annule
sur R, Ainsi, lanalyticité de f,, sur Xy implique que f, = 0.
Si Teg = 0, alors T'(t) est trivial. Sinon, le semigroupe 7" étant holomorphe,

sup || T(§)]| < +oo.
DNy

Il vient alors que pour tout £ € DN Xy, | T(€)eo] < M, c’est-a-dire pour tout £ € nlD N 3y,
IT(&)eo|| < M™. Ainsi, pour tout £ € Xy, T'(§)ep € H*(D). La conclusion découle alors du
théoréme 5.14. ]
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Annexe A

Théoréme de Denjoy-Wolft

Le but de cette annexe est de montrer le théoréme de Denjoy-Wolff.

Théoréme A.1 (Denjoy-Wolff). Soit ¢ : D — D une fonction analytique. On suppose que
© ne s’étend pas en un automorphisme elliptique du plan complexe. Alors il existe un point
a € D (appelé point de Denjoy-Wolff) tel que la suite des fonctions itérées (") converge
localement uniformément vers a.

Rappelons qu'un automorphisme du plan complexe admet toujours deux points fixes dont
le produit est de module 1. Ainsi, on peut répertorier ces automorphismes en trois catégories :

— On dit que ¢ est elliptique si 'un de ces deux points est dans le disque unité . Par
convention, la fonction identité est supposée elliptique.

— On dit que ¢ est hyperbolique si les deux points fixes sont deux points distincts du
cercle unité T.

— On dit que ¢ est parabolique si ¢ admet un point fixe double, qui doit donc étre un
point du cercle unité T.

On voit alors que, parmi les automorphismes, le cas elliptique est de loin le plus courant.
Par nature, il faut donc interpréter le théoréme de Denjoy-Wolff comme un théoréme sur les
fonctions analytiques qui ne sont pas des automorphismes, mais dont le résultat reste vrai
dans le cas particulier des automorphismes hyperboliques ou paraboliques. Commengons par
traiter ces cas.

— On suppose que ¢ est un automorphisme hyperbolique. On considére I’homographie h,
qui envoie le disque unité D sur le demi-plan supérieur H, = {z € C,Im z > 0} et qui
envoie I'un des points fixes sur 0, 'autre en 'infini. Si on note

az+b

hl oo hl_l(Z) = m,

ces conditions imposent b = c =0 et § # 1 car hy n’est pas la fonction identité. Ainsi,
hio@ohi' est une homothétie et le théoréme est vérifié.
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— On suppose que ¢ est un automorphisme parabolique. On note hy I’homographie qui
envoie le disque unité D sur le demi plan supérieur H, et qui envoie I'unique point fixe
de ¢ en 'infini. Notant

ez+ f
hyo@ohyt(z) = ,
20 2 ( ) gz =+ h

il vient g =0et £ = 1. Ainsi hp oo hy ! est une translation et le théoréme est vérifié.

Nous allons introduire une nouvelle métrique, appelée métrique pseudo-hyperbolique, qui
s’avérera plus pertinente que la métrique euclidienne usuelle dans le cadre des fonctions
analytiques sur le disque unité.

Définition A.2. On note p la métrique, dite pseudo-hyperbolique, sur D donnée pour tout

Cla §2 € ]D)v par < C
1— G2
A e ere
Cette métrique posséde plusieurs propriétés remarquables. Tout d’abord, les cercles pour
cette métrique sont des cercles euclidiens. En effet, en fixant (i, la fonction (5 — 1%%1((22 est
une homographie, donc conserve les cercles-droites, et est un automorphisme du disque, donc
ne peut envoyer un cercle euclidien que sur un autre cercle du disque. Autre propriété intéres-
sante, le théoréme suivant affirme que les fonctions analytiques sont toutes des contractions
pour cette métrique. Le terme de contraction est, ici, a prendre au sens large : les automor-

phismes sont des isométries, les autres fonctions analytiques sont des contractions strictes.

Théoréme A.3 (Schwarz-Pick). Soit ¢ : D — D une fonction analytique. Pour tous z,w €
D, on a
plp(2), p(w)) < plz, w).
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De plus, il y a égalité pour un couple (z,w) € D* avec z # w si et seulement s’il y a égalité
pour tous z,w € D, et si et seulement si ¢ est un automorphisme.

Démonstration. On fixe w € D et u = ¢(w). On note ¥, : z = == et Py, : 2z — {=. Ces

1-uz wz”
deux fonctions sont des automorphismes du disque unité. On pose

VeeD, ()= (%Z"”) (2).

La fonction @Z est une fonction analytique de ID dans ID. En effet, la fonction v, admet un
unique zéro, qui est simple, en z = w. Ce point s’avére étre également un point d’annulation
de 1, o ¢. De plus, pour tout z € T, |¢,(z)] = 1 et 1, (¢(D)) C D. Ainsi, par principe du
maximum, ||"J; loo < 1, ce qui est le résultat souhaité. En outre, s'il existe z € D (éventuel-
lement z = w) tel que ||@fZ;||C>O = 1, toujours par principe du maximum, QZ est une fonction
constante unimodulaire et donc ¢ est un automorphisme. O

En réalité, nous avons montré que les fonctions 1, définies par

7 = Pe(z), p(w))
¢w( ) p(Z,’lU)

sont bien définies partout sur le disque unité ouvert D, y compris lorsque z = w, de module
inférieur a 1. De plus, 'inégalité est stricte a I'intérieur du disque si et seulement si ¢ n’est
pas un automorphisme. Une derniére remarque est que 'inégalité de Schwarz-Pick peut se
réécrire, pour toute application analytique ¢ : D — D et tous z,w € D,

1 — o(2)p(w)
1—Zw

1= Jo()*

et donc |¢'(2)] < e

ECETRIE

Lemme A.4. Soit f : D — D wune fonction analytique. On suppose que f n’est pas un
automorphisme. Alors seulement deux cas sont possibles :
- Vz e ]D)a ‘fn(z)’ — 1;
n—oo
- JaeD,VzeD, f"(z) — a.
n—oo

En outre, dans le second cas, la convergence est localement uniforme.

Démonstration. On suppose que pour tout z € D et pour tout compact K CC D, la suite

des itérés f"(z) ne rencontre quun nombre fini de fois le compact K c’est-a-dire Vz € D,

VK cC D, #{n € N, f*(2) € K} < co. Dans ce cas, on a pour tout z € D, |f"(2)| — 1.
n—oo

On suppose maintenant, 3z € D, 3K CC D, #{n € N, f*(z) € K} = co. On note, pour
tout n € N, z, = f"(2), la suite des itérés de z. Puisque f n’est pas un automorphisme, on
a, d’apreés le théoréme de Schwarz-Pick, que Yu,v € D,

Ainsi, application
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est continue. Notant L = KU f(K), il existe ¢ < 1 tel que Yu,v € L, p(f(u), f(v)) < ep(u,v).
On remarque alors que, dés que z,, € K, on a

p(zm-i-?v Zm-i-l) < Cp(zm+17 Zm)

On en déduit que
p(2ns1s 2n) < p(21,29) — O
n— o0

ou N, = #{k € [0;n], zx € K}. On en déduit que la suite (z,) est de Cauchy, on note o € K
sa limite. D’aprés le théoréme de Montel, la suite de fonctions (f") converge localement
uniformément vers une fonction holomorphe g. Il reste & montrer que g = «. Soit D un disque
compact de D centré en . Il existe ¢ €]0; 1] tel que pour tout w € D, p(f(w), ) < ép(w, ).
Ainsi « est un point attractif et Vw € D, g(w) = «, et donc g = « par principe des zéros
isolés. O

Le lemme précédent nous fournit 'ingrédient essentiel de la preuve du théoréme de Denjoy-
Wolff. En clair, le résultat attendu a été montré lorsque le point de Denjoy-Wolff est un point
du disque unité. Dans le cas contraire, nous avons seulement montré que la suite des itérés
« tend vers le cercle unité », il nous faut alors montrer que cette suite admet une limite,
puis que la convergence est localement uniforme. L’idée finale consiste a contracter 'image
de notre fonction pour nous ramener au cas du lemme précédent.

Démonstration. (du théoréme de Denjoy-Wolff) On suppose que ¢ n’est pas un automor-
phisme, ce cas ayant déja été traité. D’apres le lemme, il y a deux cas : s’il existe a € D tel
que pour tout z € D, f"(z) — « alors « est le point fixe souhaité; sinon, pour tout z € D,
|f™(2)] — 1. On se place dans ce second cas. Pour ¢ > 0, on note f.(2) = (1 —¢)f(z). La
fonction f. est a valeur dans un compact de D, le lemme nous fournit un point fixe z. € D
pour f.. On note D, le disque pour la mesure pseudo-hyperbolique centré en z. de rayon
|ze|. Ce disque est inclus dans le disque unité, 0 € 9D, et puisque z. est un point fixe de
fz, le théoréme de Schwarz-Pick nous donne l'inclusion f.(D.) C D. et (1 —¢)f(0) € dD..
Les points 0 et f(0) doivent étre différents car sinon la suite des itérés (f"(0)) ne tendrait
pas vers 1 en module. On note D; et Dy les deux disques admettant 0 et f(0) dans leurs
frontiéres et tangents & T. On note z; (respectivement z;) 'unique point de T N D; (resp.
T N D,). En faisant tendre ¢ vers 0, le complexe z. converge vers I'un des complexes z; ou
Zy, ON supposera quitte a renommer ces points que z. — z;. Ainsi, le disque D, tend vers le
disque D; C . Or, pour z; € D, les points d’accumulation de la suite (f™(z))nen sont dans
TN D, = {z}. Le point z; est alors le point de Denjoy-Wolff recherché.



Annexe B

Théoréme de Carathéodory-Toeplitz

Dans le chapitre 2, nous avons exhibé trois conditions sur la fonction G € Hol(D) pour
qu’elle génére un semiflot de fonctions analytiques. La plus concise de ces conditions, la
condition (2.3), peut sembler difficile & vérifier. Aussi, il nous a semblé judicieux de parler du
théoréme de Carathéodory-Toeplitz qui donne une caractérisation des fonctions envoyant le
disque unité dans le demi-plan droit. Ce théoréme montre que la condition (2.3) s’exprime
directement en terme de définie positivité de matrices dont les coefficients sont ceux de la
fonctions G.

Théoréme B.1 (Carathéodory-Toeplitz). Soit f(z) = > " p1n2". On note pour k > 1 les
matrices My = (M j)1<ij<k 00 M4 = pj—; sii < j et m;; =0 sinon. Alors f envoie le disque
unité sur le demi-plan droit si et seulement si les matrices hermitiennes Ny = My, +ﬁ,; sont
définies positives pour tout k > 1.

Ce théoréme est une conséquence de ’algorithme de Schur :

Théoréme B.2. On note

S={f e H*(D), /(D) C D}
la boule unité de H>*(D) appellée classe de Schur et

—N ) ‘
E= {(Pyn)nGN eDh, ’%’ =1=V> 1,7 = 0}

Etant donnée une fonction holomorphe F, on considére la suite de fonction (Fy)nen et la
suite de complexes (Y )nen définie par :

2(1 =7 Fu(2))
L’application qui a la fonction F associe la suite (V,)nen a@insi construite est une bijection

de S dans E. De plus, il existe i € N tel que |v;| =1 si et seulement si la fonction F est un
produit de Blaschke fini.

Fo = F, v = Fy(0), Fra(z) =

Démonstration. On commence par remarquer que, d’aprés le lemme de Schwarz-Pick, si F), €
S alors F,,+1(T) C D. De plus puisque z divise F,, — v,, la fonction F,,;; est analytique, par
principe du maximum, on en déduit que F, (D) C D et donc que F,; € S. Ainsi, si ' € S
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alors pour tout n € N, on a |y,| < 1. De plus, par principe du maximum, s'il existe i € N tel
que |y;| =1 alors F; = ~; et donc pour tout j > i,y; = 0.
En outre, on remarque que

ZFn—i-l(Z) + Tn
1 + Z%Fn—l—l(Z) .

F(2) =

Puisqu’un produit de Blaschke de degré m s’écrit sous la forme P((')Z)

de degré m, P'(z) = sz(%) et A € T. On en déduit que si F,,; est un produit de Balschke
de degré m alors F}, est un produit de Blaschke de degré m + 1. Il vient alors que s’il existe
i € N tel que |y;| = 1 alors F' est un produit de Blaschke de degré i.

On suppose maintenant que pour tout n € N, |v,| < 1. Par ce qui préceéde, il existe deux
suites de polynomes (A, )nen €t (By)nen avec deg A,, = deg B,, = n tels que

ol P est un polynome

2BL(2) Fasa(2) + Aa(2)
Bo(2) + 2 A, (2) P (2)

F(z) =

Ces polyndémes sont définis par :
Ao =0, Ant1(2) = An(2) + 2911 B, (2),

Bo=1, Buii(z)=Bu(2)+ Z%HA;(z).

ou, d’un point de vue matriciel :

G ad) - G ) (B ) o

Montrons que B,, ne s’annule pas dans ID. En effet,

(% zZ”) (—01 (1)) (% ZZ”)*<(1—I%|2) (_01 ?)

dans le sens ou la différence de ces deux matrices est une matrice positive. Il vient,
Ba(2) An(2)\ (=1 0\ (Bn(2) A4.(2)\" _ 1 1 0
(A;(z) Bi)) Lo 1)) Bz ka (1= hwl”) 1
d’ot, en regardant le coefficient (1,1) de ces matrices,
| Ba(2)]* - H (1= |wl?)

On peut également déduire de cette relation que 4 =
D’autre part, par un calcul de déterminant dans I'équation (B.1), on a

n

Bu(2)By(2) — Au(2) AL (2) = 2" [ (1 = [l

k=0
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Il vient enfin que

An_<z) _ ntl - . 2 Frii(2)
5.~ UO-hPg omeamrmey

k=0

F(z) -

Ainsi, F' — % admet 0 comme zéro de multiplicité (n + 1), on note ¢ la fonction holo-

morphe sur D telle que 2 <F(z) _ gzgzg

5 ) = 2""g(2). On remarque que pour tout z € T,

) < 1 donc, par principe du maximum, pour tout z € D,

An(2)

_ 11 An(2)
on a [g(2)| = |} (F() - 2
l9(2)] < 1. 11 vient, |5 (F(Z) — m)‘ < J2[™*! sur D. Ainsi, la suite de fonction (£2)nen

converge localement uniformément vers F. On a montré que la suite des coefficients (7, )nen
caractérisait la fonction F'. O

Corollaire B.3. Etant donnée une famille de nombres complexes {ck, k =0,...,n}, il existe
une fonction F € S dont les n + 1 premiers coefficients de Taylor sont les coefficients {cy}
si et seulement si la matrice

Co 0 0 0
Tn _ C1 Co 0 0
Ch Ch—1 Cph—2 ... (O

définit une contraction.

Démonstration. Si une telle fonction F' existe, la matrice 7T, est la matrice de la restriction
au sous-espace engendré par les vecteurs (e, ..., e,) de 'opérateur de Toeplitz de symbole
F. La fonction F' étant dans la classe de Schur, T;, est une matrice de contraction.

On montre la réciproque par récurrence sur n. Le cas n = 0 est immédiat en posant
F = ¢y. On suppose maintenant la propriété vraie aux rangs 0 < & < n — 1. Sans perte de
généralité, on suppose || < 1 et on pose

TT/L - (Tn - COInJrl)(InJrl - C_OTn)iy
On remarque alors que
I =TTy = (1= |eol)(Lnwr — «oT) ™ (1 = Ty 1) (Lor — @) ™

donc T est une contraction. Or, la matrice 7} est de la forme

0 0 0O ... 00
ch 0 0O ... 00
T =| d O ... 00
Gt Cpa Cnog ¢ 0
Par conséquent, la matrice
& 0 0 0



08 ANNEXE B. THEOREME DE CARATHEODORY-TOEPLITZ

est également une matrice de contraction. Par hypothése de récurrence, il existe une fonction

F’" € § dont les n premiers coefficients de Taylor sont les nombres ¢y, ..., ¢, _;. On pose alors
co+ 2F'(z)
F(2) = ——=-+5 €.
(2) =7 (o)
Il reste & montrer que F' convient.
Etant donné une fonction analytique G(z) = do + d1z + da2% + ..., on note
dy 0 0 0
dy  do 0 0
dp dp—y dp—o ... dy

On remarque que, pour tout u, v € C, et pour tout G, H € Hol(D),
T.(pG +vH) = uT,(G) + vT,(H),

T,(GH) = T,(G)T,(H).
Au vu de ces propriétés, on a
Tu(F) = (colurr + Tu(2F")(Lner + QT (2F")) ™

(colpsr + 1)) L +ST) 7"
T,.

Ce qui conclut la récurrence. H
On peut alors montrer le théoréme B.1 de Carathéodory-Toeplitz.

Démonstration. Soit f(z) =Y 7, 12", on note

— f(0
ploy = L) =10
2(f(2) + £(0))
On a que f envoie le disque sur le demi-plan droit si et seulement si F' € S.
On note F(z) = co+c12+c22%+. ... Les coefficients (¢, )ren sont donnés par les relations :

P = Co2po

Hn = 200Cn—1 + f1Cp_2 + [2Cy_3 + + - + [Ly_1Co.

Ainsi, fixer les n + 1 premiers coefficients de Taylor de f équivaut a fixer les n premiers
coefficients de Taylor de F.
Avec les notations de la preuve précédente, on a :

N = To(f) + T, (f),
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<ff ) (I = T,(2F))(I +T,(2F))"",

% (50) ™ () =

Ainsi, la matrice N,, est définie positive si et seulement si la matrice 7,(F') est une matrice
de contraction. H

21 + T (2F)) (I = T (2F)To(2F))(I + T, (2F)) !

Ce théoréme prend encore plus de sens lorsqu’on lui ajoute le critére de Sylvester

Théoréme B.4 (Critére de Sylvester). Soit A = (am)1< ij<n hermitienne. Alors A est dé-

finie positive si et seulement si les n matrices A, = (alﬂ)1<z‘j<p avec 1 < p < n sont de
déterminants strictement positifs.

Démonstration. Nous allons montrer I’équivalence des conditions suivantes :
1. Les n matrices A, avec 1 < p < n sont de déterminants strictement positifs;
2. il existe une matrice P avec 'PAP =1 ;
3. la matrice A est définie positive.
(1) = (2) On montre le résultat par récurrence sur la taille de A. Le cas p = 1 est immédiat. On

suppose la propriété vraie au rang p > 1. On note P, convenant pour la matrice A, et
on remarque que det(P,)*det(A,) = 1 donc det(P,) # 0. On en déduit Pexistence de

coefficient by, ..., b,41 tels que
by
‘P, 0 P, 0 I :
p p _ .
(0 )T "
by - by by

On en déduit I'égalité suivante sur les déterminants

0% = det(P,)* det(Ap1) = by — »_ b2 > 0.

1<5<p
On pose alors
—%51
B, 0 I :
Pp+1 ( Op 1) P 1y
—1b,
0 0 %

On Vériﬁe l’égahté th+1Ap+1Pp+1 =1.

(2) = (3) Comme *PAP = I, on a det(P) # 0. Pour Y # 0, il existe un unique X non nul, avec
PX =Y, donc 'Y AY =! (PX)A(PX) = || X|? > 0.
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(3) = (1) On montre le résultat par récurrence sur la taille de A. Le cas p = 1 est immédiat. On
suppose la propriété vraie au rang p > 1. On sait déja (1) = (2) donc on a 'existence
d’une matrice inversible P, telle que *P,A,P, = I,. Avec les notations précédentes, on
en déduit que det A, est du signe de

bper — b

1<y<p
On calcule :
—Iy
tp0 P, 0 :
(_bl _bp ]') ( Op 1) Ap+1 (Op 1) —b
p
1
by —b;
I :
= (—b —b, 1 P
( 1 ’ ) by —bp
by bp pr 1

— 2
= bpp1 — Zl<j<p bj'

On a montré qu’il existe X non nul tel que

bpr — Y b =" XA,X >0

1<g<p

D’ou le résultat attendu.
]

Ezemple. Soit G(z2) = ag+ a1z + azz* € Cy[X]. D’aprés la condition (2.3), nous avons que G

génére un semiflot de fonctions analytiques sur D si et seulement si sup(G(T)) < 0. En outre
sup(G(T)) < 0 si et seulement si

det (—Re(ar)) >0, det ( ~ Re(a) —(a_0+a2)) >0

—(az +ag) —Re(ay)

c’est-a-dire

{ Re(a;) <0
Re(a1)? — |ag + az|* = (Re(a1) — [ag + as|)(Re(ar) + [ag + az|) > 0

c’est-a-dire
Re(al) + |Cl_0+ (12| < 0.

Exemple. Soit G(z) = ag + a1z + axz* + azz® € C3[X]. D’aprés la condition (2.3), nous avons

que G génére un semiflot de fonctions analytiques sur D si et seulement si sup(G(T)) < 0.

En outre sup(G(T)) < 0 si et seulement si

det (_ Re(al)) >0, det (—_(aize—i(—a;())) __(?({;(’;S)> =~ 0,
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et

( - Re(al) —(CL_() + CLQ) —as )
det | —(az+ag) —Re(a;) —(ag+az)]| >0
—as3 —(az +ap) —Re(ay)

c’est-a-dire

Re(a;) <0
Re(ay)? — |ag + as|? = (Re(ay) — [@g + as|)(Re(ay) + [@g + az|) > 0
(|las)® + 2]az + ag|* — Re(ay)?) Re(ar) — 2 Re(az(az + ag)) > 0

c’est-a-dire

Re(al) + ’Cl_o—l- (12| <0
(Jas]? + 2|az + ag|* — Re(a1)?) Re(ay) — 2Re(asz(@z + ag)) > 0.
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Résumeé : Cette these se situe a 'intersection de plusieurs domaines mathématiques par-

ticulierement actifs actuellement : I'analyse fonctionnelle, la théorie des opérateurs, la
dynamique complexe et la théorie des semigroupes. Nous étudierons ici les semigroupes
d’opérateurs de composition sur quelques espaces de Hardy pondérés, notamment 1’espace
de Hardy du disque et ’espace de Dirichlet.

Dans un premier temps, nous allons voir pourquoi se placer a cette intersection est perti-
nent, en montrant comment utiliser les propriétés des semigroupes pour calculer explicite-
ment les normes de certains opérateurs de composition.

Dans un second temps, nous étudierons les propriétés des semigroupes d’opérateurs de
compositions qui sont directement accessibles a partir de la seule donnée du générateur
infinitésimal du semigroupe, en nous concentrant tout particuliérement sur les notions
d’analyticité et de compacité.

Mots clés : Opérateur de composition ; Espace de Hardy ; Semigroupe ; Semiflot ; Com-
pacité; Analyticité.

Semigroups of composition operators on weighted Hardy
spaces

Abstract : This thesis takes place at the intersection of several particularly active ma-
thematical areas : functional analysis, operator theory, complex dynamics and theory of
semigroups. Here, we study semigroups of composition operators on some weighted Hardy
spaces, in particular the Hardy space of the disk and the Dirichlet space.

First, we will show why this intersection is relevant for our study, pointing out how to
use the properties of semigroups to explicitly compute the norms of some composition
operators.

Secondly, we will study the properties of semigroups of composition operators that are
directly accessible from the only data of the infinitesimal generator, focusing on analyticity
and compactness.

Keywords : Composition operator; Hardy space; Semigroup; Semiflow ; Compactness;
Analyticity.

Image en couverture : image du disque unité par les fonctions ¢; : 2z +— e 2 yp 1 2 — 1 — (1 — z)e_t et

Pz etz +1—e ! pour des valeurs de t croissantes.
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