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Introduction

Dans cette thése, nous étudions la dynamique d’une particule se déplagant dans
un milieu de telle fagon que son énergie cinétique n’est pas conservée, ce milieu est
modélisé par un gaz de Lorentz inélastique. Nous considérerons deux cas différents.
Premiérement, nous étudierons un gaz de Lorentz inerte, c’est a dire que le milieu
ne réagit pas au passage de la particule. Ainsi, les degrés de liberté du gaz ne sont
pas affectés par le passage de la particule. Dans le modéle que nous considérerons,
I’énergie cinétique de la particule croit avec le temps. Ce systéme, uniquement com-
posé de la particule, est traité dans les premiers chapitres de cette thése. Enfin, dans
le dernier chapitre, nous étudierons un cas ot le passage de la particule altére 1'évo-
lution du gaz. Des échanges d’énergie ont lieu entre la particule et le milieu dans
lequel elle évolue, ainsi, méme si I'énergie totale du systéme est conservée, ce n’est
pas le cas de celle de la particule. Nous sommes alors dans le cadre d'un systéme
ouvert. Le systéme dynamique considéré se compose de la particule et du gaz et
posséde un nombre infini de degrés de liberté et est dit dynamique (en opposition a
inerte).

En toute généralité, I’étude de tels systémes est motivée d’une part par la volonté
d’expliquer 'origine des lois de transport macroscopiques, comme la loi de Fourier,
la loi d’Ohm ou la relation d’Einstein. Cette derniére est une relation de fluctuation-
dissipation entre le coefficient de diffusion D associé aux fluctuations du mouvement
et a la mobilité u reliée a la dissipation. D’autre part, on souhaite également calculer
les coefficients de transport qui apparaissent en termes de la dynamique microsco-
pique et de la température du milieu. Nous nous limiterons dans cette thése a 1’étude
du phénomeéne d’accélération stochastique. Ce phénomeéne apparait dans des modéles
ol I’énergie cinétique de la particule n’est pas bornée. Typiquement, dans un modéle
inerte et inélastique, la particule ne peut pas se défaire du surplus d’énergie qu’elle
accumule en évoluant dans le milieu. Son énergie cinétique n’est pas bornée et croit
avec le temps. C’est cette croissance de I'énergie cinétique avec le temps qui est
appelée accélération stochastique. 11 existe de nombreux travaux dans la littérature
en physique théorique et en physique mathématique, sur des problémes de ce type
motivés par des questions de physique des plasmas, d’astronomie et de physique des
solides (voir par exemple [5, 49, 56]). La majorité des écrits mathématiques rigou-
reux sur ce sujet portent sur la recherche des équations de Fokker-Planck vérifiées
par la densité du moment de la particule pour des changements d’échelle adaptés.
C’est en partie ce qui est fait ici dans les chapitres 2 et 5. En revanche, les équations
de Fokker-Planck ot 'existence d’un processus limite obtenue sous un changement
d’échelle temporelle et spatiale ne sont pas suffisantes pour donner rigoureusement
des informations sur les comportement asymptotique de ’énergie cinétique moyenne
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ainsi que de la variance du déplacement de la particule dans le modéle initial.
Afin de bien comprendre les systémes étudiés, nous présentons un bref historique
des gaz de Lorentz.

Les gaz de Lorentz. On appellera, dans cette thése, gaz de Lorentz tout modéle
pour lequel des particules, en mouvement dans R?, avec d € N*, sont soumises & un
champ de force F' et obéissent donc a I’équation du mouvement :

mi(t) = F(x).

On suppose que support de F' est contenu dans une union dénombrable de boules,
toutes de méme rayon et deux a deux disjointes. Lorsque la particule n’est sous
I'influence d’aucun diffuseur, son accélération est nulle et sa trajectoire est alors
rectiligne. Ces boules sont disposées aléatoirement ou selon un réseau. La force
modélise ainsi un ensemble de diffuseurs, tous identiques modulo une rotation. Nous
considérerons uniquement le cas ot le champ de force dérive d’'un potentiel,

F(z) = —VV(x).

Lorsque chaque diffuseur est formellement décrit par un potentiel infini sur son
support, ceux-ci font office d’obstacles et la particule subit une réflexion spéculaire
sur le bord de chaque diffuseur qu’elle croise. Au contraire, lorsque la force décrivant
les diffuseurs est bornée, la particule peut pénétrer leur support, ainsi la trajectoire
des particules dans un tel gaz de Lorentz traverse le support du champ de force. On
parlera respectivement de gaz dur ou de gaz mou.

Une deuxiéme distinction est a faire selon que 1’énergie totale de la particule est
conservée ou non. Les gaz de Lorentz élastiques sont ceux dont la force décrivant
les diffuseurs dérive d’un potentiel statique V(x), c’est a dire d’un potentiel ne
dépendant pas du temps : I'énergie de la particule E(q,q) = ||¢||*/2+ V (q) est alors
conservée et aucun phénomeéne d’accélération stochastique ne peut étre observé.
Nous n’étudierons pas ce cas dans cette thése. Par ailleurs, le cas auquel nous nous
intéresserons dans la suite est celui des gaz de Lorentz inélastiques. Ce sont ceux
dont la force subit par la particule dérive d'un potentiel dépendant du temps ou
ne dérive simplement pas d’'un potentiel. L’énergie de la particule n’est alors pas
conservée.

Le gaz de Lorentz classique. Comme son nom le laisse penser, la premiére
introduction des gaz de Lorentz se fit au début du XX° siécle par Lorentz [36, 37, 38|.
Dans son modéle, Lorentz décrit les propriétés statistiques du mouvement d’électrons
dans un métal de faible densité. Un ensemble d’électrons supposés sans interaction
entre eux évoluent dans un milieu composé d’atomes de métal et sont assimilés a des
obstacles durs et fixes. L’interaction entre les électrons étant nulle, chaque trajectoire
d’électron est indépendante des autres. La dynamique du systéme ne prend alors en
compte que les collisions élastiques entre les électrons et les atomes composant le
métal. Lorentz montre, par des arguments physiques, que la distribution f(q,p, )
des électrons qui a U'instant ¢ sont dans I’état (g, p) satisfait I’équation de Boltzmann
linéaire dans le cas ol I’ est une force extérieure constante qui agit sur 1’électron

O f +P'qu+F‘vpf:NatRQC(f)-
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La position de la particule est décrite par la quantité ¢ € R? et p représente sa
quantité de mouvement, N, et R sont respectivement la densité et le rayon des
atomes de métal et le noyau de collision C(f) est défini par

CU) (g pht) = / (F(@.p—2(p- v)v.) — (g, p.)) cos(p,v)do.

jol=1
pv>0

Il est bien stir clair que le mouvement des électrons dans un métal est plus complexe
que le modéle introduit par Lorentz et fait en particulier appel & des phénomeénes de
physique quantique. Cependant, le gaz de Lorentz classique reste un sujet largement
étudié de nos jours. En effet, méme sans prendre en compte les aspects quantiques
qui interviennent, les phénoménes macroscopiques du modéle restent compliqués a
décrire. Il faudra attendre 1972 pour que la validité de ’équation de Boltzmann li-
néaire soit montrée rigoureusement par Gallavotti |26, 27| en partant des équations
de mouvement microscopique et ce, en 'absence de forces extérieures et en consi-
dérant que les atomes de métal sont distribués selon une loi de Poisson. D’autres
distributions d’obstacles ont été étudiés, notamment par Spohn [53] ainsi que par
Boldrighini, Bunimovich et Sinai et plus tard Chernov [7, 13] pour des gaz a horizon
fini. Ces derniers résultats sont démontrés dans la limite de Boltzmann-Grad qui
consiste a faire tendre la densité des obstacles Ny vers 'infini et leur rayon R vers 0
de sorte que N, R? converge vers une constante o strictement positive, et a étudier
la dynamique de la particule sur une échelle de temps de l'ordre de 1/R. Lorsque
la distribution des obstacles est périodique, I’étude du modéle est plus complexe et
I'équation cinétique qui en résulte est différente (voir [42, 14]). Bunimovich, Sinal et
Chernov montrent dans [11, 12, 13], en utilisant la théorie des billards hyperboliques
et sans passer a la limite de Boltzmann-Grad, que, dans un gaz de Lorentz classique
de dimension 2 dont les obstacles sont distribués selon un réseau périodique et ot la
force extérieure est identiquement nulle, les électrons ont un comportement diffusif.
En notant ¢(t) € R? la position de I’électron a l'instant ¢ et en désignant par (-) la
moyenne sur I’ensemble des particules telles que ¢(0) € [0, B1[x[0, Ba[ et ||p(0)|| = 1,
ils obtiennent

(llg(t) = q(O)[I3) ~t-s+o0 Dt

ou D est la constante de diffusion, dépendant de la vitesse initiale, et ayant une
croissance en ||p(0)]|q4.

Outre la relation d’Einstein et la loi d’Ohm, il est classique de s’intéresser a
un possible retour a I’équilibre thermique du systéme. Dans cet état, la vitesse des
électrons est distribuée selon la mesure de probabilité proportionnelle a e=AlIPlE on
B est 'inverse de la température d’équilibre. Or, lorsque le systéme n’est sous l'in-
fluence d’aucune force extérieure, I’énergie cinétique des électrons reste constante
et le systéme ne peut par conséquent pas relaxer a cet état d’équilibre thermique.
Les obstacles étant immobiles, le gaz de Lorentz classique est un modéle élastique
et inerte : aucun échange d’énergie entre les électrons et les atomes du métal n’est
possible. Une vision plus réaliste consiste a étudier un systéeme dont la force exercée
sur la particule dépend du temps, le gaz devient alors inélastique et 1’énergie ciné-
tique de la particule n’est pas conservée. Afin d’étudier ces cas, les gaz de Lorentz
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in¢lastiques ont été introduits. Nous distinguerons deux sortes de gaz de Lorentz
inélastiques : d’une part les systémes inertes, d’autre part les dynamiques dans les-
quels le milieu réagit au passage de la particule (dont un exemple sera traité dans
le chapitre 5).

Gaz de Lorentz inélastiques : le cas inerte. Un premier exemple de gaz de
Lorentz inerte et inélastique est celui évoqué dans [40, 39] par Loskutov, Ryabov
et Akinshin. Le milieu considéré est composé d’obstacles sphériques dont le rayon
oscille en fonction du temps, aléatoirement ou périodiquement. La trajectoire de la
particule ne traverse pas les obstacles et n’influe pas sur la perturbation des rayons
de ceux-ci. En revanche, les chocs sont maintenant inélastiques et 1'énergie de la
particule n’est plus constante. Lokustov, Ryabov et Akinshin obtiennent, par le
biais de simulations numériques, que ’énergie de la particule croit avec le nombre
de collisions subies, avec un exposant proche de 1 (voir [2]).

Pour un second exemple, nous présentons le modéle étudié par Elskens et Par-
doux dans [23]. Les auteurs étudient le mouvement unidimensionnel d’un nombre N
de particules de masse m évoluant dans un champ composé de M ondes d’amplitudes
Aje"i indépendantes avec de fortes corrélations spatiales et ayant des fréquences w;
et des vitesses de propagation k;/w; différentes. L’hamiltonien associé a ce systéme

est le suivant
2

M

p

H= - + Z kjA; cos(kjq — wit — ;).
j=1

Les auteurs montrent rigoureusement, pour A,, = Ag fixé et en terme de processus

stochastiques, un résultat de Bénisti et Escande [6] statuant que le moment des

particules suit un mouvement brownien avec pour coefficient de diffusion
Dop, = nA}
QL = TAyg,

dans la limite Ayg/m — +o0. Ils montrent de plus que pour N particules le processus
décrivant le moment de I'ensemble des particules converge en distribution vers N
mouvements browniens indépendants de variance 7t lorsque m — 0.

Enfin, le dernier exemple que nous présentons ici est celui étudié dans [22| par
Dolgopyat et Koralov. Les diffuseurs sont des boules de taille fixe, dont les centres
sont distribués selon une loi de Poisson dans R? avec d > 4 et représentent des
obstacles mous. Le champ de force décrivant les diffuseurs est aléatoire, défini sur
un espace ({2, F, P), et ne dérive pas d’un potentiel : V x F' # 0. En notant p(¢) la
vitesse de la particule a 'instant ¢, les auteurs montrent le théoréme suivant.

Théoréme. Il existe Q) C Q tel que P (Qp0)) tend vers 1 lorsque |[p(0)||a tend
vers +oo et tel que la famille de processus (||p(c*t)||3/c*), t € Ry), converge en dis-
tribution vers un processus de diffusion sur €y lorsque ¢ — +o00.

Ce résultat s’applique seulement & des forces non conservatives, nous évoquerons
le cas ou le champ de force ne dérive pas d’un potentiel uniquement lorsque nous
parlerons du résultat de Dogopyat et Koralov ([22]).
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Outre ce résultat de convergence, Dolgopyat et Koralov montrent que, lorsque
|p(0)]|4 est grand, I'énergie cinétique moyenne {||p(t)||?) croit comme #2/3 avec grande
probabilité. Cette croissance de 1’énergie cinétique moyenne est assez rapide pour
leur permettre de montrer que les trajectoires des particules ne s’auto-intersectent
pas avec grande probabilité. Ils peuvent ainsi conclure quant au comportement des
positions ¢(t) en intégrant le résultat obtenu pour les vitesses. La famille de processus
q(ct)/c* indexée par ¢ converge en distribution vers un autre processus diffusif sur
Qp0)- De plus, on remarque que 'échelle de temps nécessaire a la convergence du
processus vitesse est identique a celle du processus position.

Dans le chapitre 1 de cette thése, nous introduirons un gaz de Lorentz inélastique
et inerte dans lequel les diffuseurs sont décrits par une force dérivant d’un potentiel
et dépendant du temps. Nous montrerons que dans ce cas (||p(t)||?) ~ t*/°, qui est
une croissance moins rapide que dans le cas ou le rotationnel de la force est non nul.
Dans le chapitre 2 nous montrons deux résultats de convergence pour ce modéle,
I'un pour ep(e~4) et Pautre pour £3|p(e %) || avec ¢ = ||p(0)||;".

Gaz de Lorentz inélastiques : le cas dynamique. L’absence d’interaction
entre la particule et le milieu dans les systémes inertes permet une croissance non
bornée de I’énergie cinétique au cours du temps. Ces systémes ne peuvent pas re-
tourner dans un état d’équilibre, ni vérifier la loi d’Ohm ou la relation d’Einstein.
Dans le but d’évacuer ce surplus d’énergie il faut introduire des mécanismes de dis-
sipation. Les systémes autorisant les particules & interagir avec leur milieu sont en
effet plus fidéles a la réalité.

Pour étudier la loi d’Ohm, une premiére idée est développée dans [8, 16, 21, 15]. I
s’agit d’ajouter aux équation du mouvement une force dissipant le surplus d’énergie
entre deux collisions en introduisant un thermostat de Gauss (voir [25]). Ainsi, la
vitesse de la particule entre deux collisions n’est plus constante et les équations du

mouvement deviennent
qg=p
p=F—~(p)p,

ol le terme ajouté y(p) peut étre vu comme une force de frottement et est égal a

F-p
1P) = P

Une étude rigoureuse de ce modéle est faite dans [16]. Chernov, Eyink, Lebowitz
et Sinal montrent que lorsque F' provient d’un champ électrique constant, un état
stationnaire pour la dynamique de ce systéme est établi et la loi d’Ohm ainsi que
la relation d’Einstein sont satisfaites. Remarquons que lorsque F' = 0, v(p) = 0 et
aucune dissipation n’a lieu. Le modeéle est élastique et il est notamment impossible
de modéliser 'approche a 1’équilibre avec ce modéle.

Un autre exemple est le modéle étudié par De Biévre, Lafitte, Parris et Silvius
dans [33, 50, 19]. Celui ci présente un gaz de Lorentz périodique en dimension 1
et composé d’oscillateurs harmoniques. L’hamiltonien associé a ce systéme est le
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suivant,

1 1
HzﬁpQ—Fq—l— > i(pfn—Fqufn)—i—a > gmplg — ma).

meZ4 meZd

La position et le moment de la particule sont désignés par ¢ et p alors que (¢, Pm)
représente la position et le moment d’un oscillateur de fréquence w centré en z,, =
ma. La fonction p est l'indicatrice du segment | — 0,0, p(¢ — ma) vaut donc 1
lorsque la particule est dans la zone d’interaction de 'oscillateur et 0 sinon. La force
F' est extérieure et peut étre nulle (c’est le cas dans [50]). Ce modéle permet donc
des échanges d’énergie entre la particule et les oscillateurs (il est donc dynamique).
Ce modele est un cas particulier d’'une classe de modéles plus large évoquée dans
[10] dans lequel Bruneau et De Biévre étudient en détail le comportement en temps
long du systéme lorsque le milieu est & température nulle. La loi d’Ohm est obtenue
rigoureusement dans certains cas. En revanche la température étant nulle, la relation
d’Einstein ne fait pas sens ici.

A température strictement positive, il y a diffusion et il est vérifié numeériquement
dans [50] que, pour ce dernier modéle,

<Q(t)2> ~t—+oo Dt,

ou la constante de diffusion D dépend de la température : & hautes températures,
D ~ T5/2 et a basses températures D ~ T3/%.

Lorsque F' # 0, les oscillateurs ne peuvent pas absorber tout le surplus d’énergie
apporté par F' a des particules trop rapide. Dans ce cas, il a été montré que ce
modéle n’admet pas d’état stationnaire et par conséquent seulement une relation
d’Einstein & temps fini et pour des températures élevées peut étre obtenue. C’est ce
qui est fait dans [1] pour une classe de modéles plus large que celle évoquée ici.

Plan de la thése et principaux résultats.! Dans cette thése, nous nous intéres-
sons principalement au phénomeéne d’accélération stochastique pour une particule
dans un gaz de Lorentz inélastique et inerte. Plus précisément, nous considérons
des particules en mouvement dans R?, d € N*, sous l'influence d’un champ de force
aléatoire, dérivant d’un potentiel dépendant du temps. Nous reprenons le modéle de
[1]. La loi du mouvement de la particule est alors décrit par

() ==Y _NVV(q(t) = riwt+¢),  4(0)=wvy,  q(0) =qo

ou ¢(t) est la position de la particule a 'instant ¢. Le potentiel V' est une fonction
réguliere, dépendante du temps et a support compact en sa variable spatiale dans
la boule centrée en 0 et de rayon 1/2. Les points r; € R? représentent les centres des
diffuseurs et sont disposés aléatoirement ou sur un réseau dans R?, de sorte que les
boules B(r;,1/2) ne s’intersectent pas et que le modéle soit a horizon fini. Le vecteur
fréquence w € R™ est constant et de norme 1. Les A; sont des constantes de couplage

1. Dans cette introduction, nous reprenons la numérotation des théorémes telle qu’elle apparait
dans la suite du document.
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et les ¢; € T™ les phases initiales. Ces deux valeurs caractérisent les diffuseurs et sont
choisies aléatoirement et de facon indépendante. Le comportement asymptotique
d’une particule a tout d’abord été étudié numériquement, pour d > 2 dans [1, 3|.
Ces analyses numériques tendent & montrer que (G(t)?) ~ t2/° et {q(t)?) ~ t3/3.

Une difficulté liée a I’étude rigoureuse de ce systéme est que les recollisions entre
la particule et un méme diffuseur peuvent avoir lieu. Ce phénoméne rend ’analyse
du systéeme trés complexe. Dans le chapitre 1, nous reprenons un modéle simplifié
présenté dans [1, 3]. Ce modéle part du constat que la particule subit une succession
d’événements diffusifs et que sa trajectoire est rectiligne entre deux événements.
L’idée est d’approcher les états successifs de la particule avant chaque passage dans
un diffuseur par une chaine de Markov,

( Un+1 = Up + R(Uny Kn)a
t =1, + ¢
n+1 n ||Un+1||d7 (1)
14
Qn+1 = Qn + 77— VUn+1,
( [vnt1lla

ol k, regroupe ’ensemble des paramétres aléatoires caractérisant le n-iéme diffuseur
que la particule traverse; t, est l'instant auquel la particule entre dans le n-iéme
diffuseur, avec pour vitesse v, ; sa position a I'instant t,, est désignée par ¢,,. De plus,
la distance £ est fixée. La fonction R(v,, k,,) traduit le transfert du moment cinétique
ayant lieu lors d'un événement diffusif ot x désigne 1’aléa, plus précisément, on a

400
R(v, k) = —)\/0 dt VV (q(t),wt + ¢).

L’étude se restreint alors aux particules ayant une énergie suffisamment haute pour
traverser un diffuseur en un temps de lordre ||vg||;'. Pour tout ¢ € [t,,%,1], nous
considérons

Le résultat obtenu sur la croissance de I'énergie cinétique de la particule dont le
mouvement est décrit par (1) est le suivant :

Théoréme 1.2.2. Soit d > 5; alors pour tout v > 0 et vy € RY, il existe deux
constantes c(v,vy) > 0 et C(v,vy) > 0 dépendant uniquement de v et vy, telles que

1
lim P (Vt > —— c(v, vo)té_” <|lq(®)|la < C(v, @O)t?ﬁ”) =1.
l[volla—++o0 llvolla

Ainsi, (||§(t)]la) ~ /5. Ce résultat d’accélération stochastique est le résultat
central de cette thése. En effet, la littérature de physique théorique présente des
résultats contradictoires quant aux lois de puissance de (||p(t)||3) et (||¢(¢)||?). La
plupart des modeles étudiés sont ceux dérivant de potentiels aléatoires gaussiens et,
lorsque le champ a des corrélations temporelles de durées finies mais non nulles,
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plusieurs résultats présentés sont en contradiction. En effet, il est expliqué dans |28,
35, 48] quen dimension d = 1, (p(t)?) ~ t?/° et (q(t)?) ~ t'?/°, ces comportements
sont compatibles avec les résultats numeériques présentés dans [1, 3| et le théoréme
précédent. En revanche, dans [30], il est affirmé que pour d = 1, {q(t)?) ~ t3, tout
comme dans le cas des potentiels aléatoires delta-corrélés en temps considéré dans
[31]. Pour d > 1, il est affirmé dans [28] que (|[p(t)||2) ~ t/% et {||q(t)||?) ~ %%
Ces conclusions sont contestés dans [48] et il est montré que pour des potentiels
aléatoires gaussiens a corrélations spatiales et temporelles décroissant rapidement,
{Ip(t)||2) ~ t¥/> en toute dimension, et (||q(t)|%) ~ t? pour d > 1.

Une étude numérique faite dans [35] confirme les prédictions unidimensionnelles
de |28, 35, 48]. Les résultats numériques réalisés dans [1, 3] indiquent qu’en dimension
et 2, (Ip()|3) ~ 35, ce qui concorde avec [28, 35, 48].

Le Théoréme 1.2.2 est un résultat rigoureux confirmant les prédictions de |28,
35, 48, 3] mais pour d > 5. Cette restriction sur la dimension vient du fait que nous
avons besoin d’'un résultat de convergence pour la chaine de Markov (v,,), et nous
I’avons établi seulement si le processus limite est transient, ce qui dans ce cas précis
équivaudra a se restreindre aux dimensions strictement supérieures a 5 seulement.
Le comportement asymptotique en t2/° de I’énergie cinétique est trop « lent » et rend
I’analyse rigoureusement du comportement asymptotique moyen de (q(t)), difficile,
contrairement au modéle étudié dans [22].

Un exemple simple illustrant la complexité de I'étude de ¢(t) est le suivant :

Exemple. Supposons que le potentiel décrivant les diffuseurs ne dépend pas du
temps, nous sommes alors dans le cas d’un gaz de Lorentz inerte et €lastique. Ainsi,
[’énergie totale de la particule a linstant t s’écrit

Br(t) = 51l + Via(r).

Cette énergie étant conservée, on obtient, en dehors des diffuseurs

1
Er(t) = 5”“@“3-

La vitesse ||§(t)|la se comporte alors comme t° mais il est beaucoup moins trivial de
déterminer B tel que ||q(t)|la ~ t°.

La démonstration du Théoréme 1.2.2 sera faite dans la section 1.4. Section dans
laquelle nous introduisons une classe de chaines de Markov (&), avec &, ~ [[v,||3.
Toute chaine de Markov (&,,),, s’écrit

£n+1 = F(gmwn>
50 > 54—7

ol (wy,),, est une suite de variables aléatoires indépendantes, centrées, bornées et de
variance 1. De plus, pour tout £ > &, F' est une fonction continue telle que

ﬂ&w=£+w+%+%@wﬂJﬂ&w (2)
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avec 7 € R et ou les fonctions Fy et F; sont telles que, pour & grand,
sup Fo(€,w) = 0(E77),  E(Fy(&,-) =0,  sup (& w) =O0(7),

avec a > 0 et f > 1. Le lien avec le modéle précédemment introduit est que, la
chaine de Markov (||v,]|3), représentant le cube de la vitesse de la particule avant
chaque entrée d’un diffuseur s’écrit sous cette derniére forme lorsqu’on développe le
transfert du moment R pour ||[v||; grand. Aucune information sur le comportement
de la particule & basse énergie n’étant disponible, F' est définie seulement au-dessus
d’une valeur critique. Nous avons obtenu le résultat suivant sur le comportement de

(&n)n-

Théoréme 1.4.2. On suppose que vy > % Alors

1. Pour tout 0 < p < 1 et pour tout v > 0, il existe & > &, tel que pour tout
&g > &, on ait

1—v

]P’(‘v’n e N, <§o+n%> <¢, < <£o+n§>1+y) >1—np.

2. Pour tout v >0, on a

1\ 1-v 1\ 1+v
lim P (vn €N, (§0+n§> <¢, < <£0—|—n5> > —1
o—+o0

La preuve de ce théoréme fera ’objet du chapitre 3 entier et adapte une stratégie
suivie par Dolgopyat et Koralov dans [22].

Dans le chapitre 2, nous nous sommes intéressés a 1’échelle de temps pour la-
quelle une variation macroscopique de la vitesse décrite par le processus (q(t)), est
réalisée ainsi que celle pour laquelle la direction suivie par la particule varie d'un
angle macroscopique. Pour cela, nous avons d’abord considéré la famille de processus
continus (R°(t), t € Ry) ., indexée par ¢ = " et définie par

e2n+1)—t t—en
Re(t):%ﬁ’ﬁ = o, teEn, E(n+ 1))

Nous avons obtenu le résultat de convergence suivant qui sera utilisé dans la preuve
du Théoréme 1.4.2 dans le chapitre 3.

Théoréme 2.1.1. Soit T > 0 et supposons que vy > % Alors la famille de proces-
sus stochastiques (R°(t), t € [0,T]).., converge en distribution vers un processus de
Bessel de dimension 2y + 1 et de condition initiale 1. Autrement dit, la famille de
processus stochastiques (R°(t), t € [0,T]).., converge en distribution vers l'unique
solution forte de I’équation différentielle stochastique

{dR(t) - dB(t)+%dt
RO) = 1,
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ot B est un mouvement brownien uni-dimensionnel.

La condition v > 1/2 vient du fait que le processus de Bessel limite est transient.
La transience est indispensable dans la démonstration de ce théoréme, en effet, elle
permet d’éviter que le processus limite atteigne 0 en un temps fini. La restriction
a d > 5 du Théoréeme 1.2.2 trouve son origine ici. Ce résultat nous indique que
la particule doit subir de 'ordre de &2 = ||vg||§ collisions avant qu’un changement
macroscopique de sa vitesse soit visible.

Le second résultat obtenu dans le chapitre 2 porte sur le vecteur vitesse lui-
méme. Nous nous intéressons a la chaine de Markov (v,), décrite par (1) et nous
montrons que I’échelle de temps nécessaire a 1’obtention d’un résultat de convergence
est différent de celui obtenu dans le Théoréme 2.1.1. En effet, nous considérons la
famille de processus continus (v°(s), s € R;)_, indexée cette fois par € = [|vy||;" et
définie par

g _
v, = EVp, neN

1)—t t—et
n+l) v, + ; nvaH, t€le'n,e'(n+1)].

erp _ X
ve(t) = i

Le résultat de convergence obtenu pour le vecteur vitesse est le suivant.

Théoréme 2.2.2. Soit S > 0. La famille de processus (v*(s), s € [0,5]).., converge
en distribution vers le processus (U(S))SE[O g unique solution forte de Uéquation dif-
férentielle stochastique suivante

LK g
SO TP (e o) 4200 el
u(0) = HUTOHd’

ot B est un mouvement brownien d-dimensionnel.

Dans ce résultat, K? est une constante strictement positive que nous expliciterons
et pour un vecteur x € R, (I; — za’/||x||?) représente la projection sur 'hyperplan
orthogonal a x. La norme du processus limite est conservée et ce dernier est un
mouvement brownien sphérique. Contrairement au résultat de convergence précé-
dent, D'échelle de temps utilisée ici est e* = ||Jvg||;*. Tl faut donc de lordre de ||vgl/4
collisions avant que l'angle de la direction suivie par la particule varie d’un angle
macroscopique. Cette derniére tourne donc plus rapidement qu’elle n’accélére. Ce
comportement est en opposition avec celui montré par Dolgopyat et Koralov dans
[22] pour un modéle dont le champ de force ne dérive pas d'un potentiel. L’échelle
de temps permettant un comportement diffusif étant dans les deux cas (vitesse et
direction) en |lvg]|3. Néanmoins, ces deux derniers résultats ne nous permettent pas
de conclure quant a I'existence de possibles recollisions entre la particule et un méme
diffuseur et nous n’avons pas été en mesure d’établir de résultat asymptotique pour

(Q(t))t‘
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Comme dit précédemment, le chapitre 3 présente une démonstration rigoureuse
du Théoreme 1.4.2 et repose en particulier sur ’application du Théoréme Portman-
teau par le biais du Théoréme 2.1.1. Cette preuve adapte la stratégie développée dans
[22] tout en étant beaucoup plus compléte. Ces trois premiers chapitres, excepté le
résultat de convergence du vecteur vitesse, sont basés sur l'article [52], co-écrit avec
Stephan De Biévre et publié dans Stochastic Processes and their Applications. Ils
ont, de plus, fait 'objet d’une note dans les Comptes Rendus de [’Académie des
Sciences de Paris, [51].

Dans (2), nous pouvons remplacer 1/£ par 1/£7. C’est 'objet du chapitre 4. Dans
ce chapitre, nous montrons les comportements transitoires ou récurrents pour des
classes de chaines de Markov s’écrivant

{ Tpi1 = Uz, wy)

To > Ty,

ol v > 0 et ot (w,), est une suite de variables aléatoires indépendantes, bornées,
centrées et de variance 1. Pour tout > x, la fonction x — U (z, -) est alors continue
et s’écrit

Ulr,w) =2 +w-+ 9:_1 + Uy (z,w) + U (z,w),

avec

Uo(z,w) =0 (a7%), Ui(w,w) = O (¢7);

ou a > 0et > 0. De plus, E (Uy(z,-)) = 0. Ces chaines ressemblent a celles in-
troduites dans le chapitre 1 mais présentent un drift différent. En effet les chaines
du chapitre 1 sont le cas particulier ¢ = 1. Lorsque ¢ > 1 le drift est moins impor-
tant que précédemment. Nous verrons que dans ce cas les chaines sont récurrentes
et chaque point est visité une infinité de fois. Au contraire, lorsque o < 1 le drift
devient plus important et la chaine est transiente. Le cas ¢ = 1 est limite, le com-
portement dépend de la valeur du parameétre .

Théoréme 4.1.2. Soit (x,), une chaine de Markov définie comme précédemment.

Alors,
1. si o <1, alors (x,), est transiente;
2. sio > 1, alors (z,,), est récurrente;
3. sio =1, alors (z,), esttransiente siy > 1/2 et est récurrente si v < 1/2.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous introduirons un modéle de gaz de Lorentz
inélastique et dynamique. Contrairement au modéle introduit dans le chapitre 1,
la particule interagit avec les diffuseurs qu’elle traverse et un retour a l’équilibre
est possible. De plus, nous expliciterons la température a laquelle le systéme est en
équilibre thermique. Pour cela, nous reprenons un modéle introduit dans [20],

() = —a Yy n(Qi(t) VW (q(t) — )
i€Z4
MQi(t) + U'(Qi(t)) = —an'(Qi(t))V (q(t) — 7).
Dans ces équations, ¢(t) € R? représente la position de la particule a I'instant ¢ et
Qi(t) est le déplacement des degrés de liberté internes associés au diffuseur centré
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en 7; € R%. Le potentiel U est confinant et gouverne la dynamique non couplée des
degrés de liberté des diffuseurs et 7 représente la fonction de couplage; ces deux
fonctions sont supposées réguliéres et, plus particuliérement, elle sont supposées a
croissance polynomiale. Tout comme dans le modéle considéré dans les premiers
chapitres, les diffuseurs sont des objets tous disjoints, et sont décrits par le potentiel
W non dépendant du temps. Ce potentiel est & nouveau a support dans B(0,1/2)
et est invariant par rotation. Il est de plus supposé borné par 1. Les centres r; des
diffuseurs sont a horizon fini et sont distribués aléatoirement ou périodiquement dans
R, tout en imposant que min,; [|7; —7;]|4 > 1. Ainsi, toute particule évoluant dans
ce milieu interagit uniquement avec le diffuseur centré en r; lorsque que ||q(t) —7;|l4 <
1/2.

L’évolution en temps des degrés de liberté internes Q;(t) d'un diffuseur n’en-
traine pas un changement dans la localisation de son centre ni de la taille ou de la
forme de la région d’interaction. En revanche, cette évolution induit un changement
dépendant du temps de la magnitude ainsi que du signe du transfert d’énergie se
produisant entre la particule et le diffuseur durant le temps ou celle-ci traverse sa
zone d’interaction. Dans un tel systéme, le phénoméne d’accélération stochastique
ne peut pas étre observé, méme sur des échelles de temps intermédiaire, avant d’étre
dans un état d’équilibre.

Nous considérons alors la trajectoire de la particule comme étant une suite d’évé-
nements diffusifs et nous décrivons I’état de la particule juste avant son passage dans
le n-iéme diffuseur par

( Upt1 = Up + R(vn, Kp),
thar = tn + b
o ! an+1“d’ (3)
dn+1 = Q4n + —*pn—l-la
\ ||'Un+1||d

ou k, décrit ’état du n-ieme diffuseur traversé ainsi que 'approche de la particule.
La fonction R décrit le transfert du moment subit par la particule lors d’une unique
collision

Rlvr) = —a | (@)Y ().

Le couple (g, v,) représente I’état de la particule & son entrée dans le n-iéme dif-
fuseur et t,, est I'instant auquel cet événement se produit. Nous nous sommes alors
intéressés a la premiére relation de (3) qui est indépendante des deux autres. Cette
chaine étant récurrente, nous avons dii la conditionner a rester strictement positive
dans le but de pouvoir établir un résultat de convergence.

La chaine de Markov considérée dans le chapitre 5 est celle décrivant ’énergie
By = |lvall?/2 -

B =Ly + A(Q)Eg

ot AP E est le développement jusqu’a l'ordre 2 du transfert d’énergie ayant lieu
durant une unique collision. Nous avons imposé a cette chaine de rester strictement
supérieure a une valeur E, ne dépendant pas de la constante de couplage « sous
laquelle le comportement de la trajectoire de la particule ne peut pas étre analysé.
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Nous introduisons les processus changés d’échelle en temps et continus

2 2
N a*(n+1)—7_, T—0a’n_,
By = T ) T g T e e fatn,ol(n )
Théoréme 5.4.2. La famille de processus (E*(1), T € [0,1]),., converge faiblement,
quand « tend vers 0, vers ['unique solution du probléme aux martingales associé a

Vopérateur (L, D,) ot

D, - {f & ([, +oo]), lim f(z) = o},

CE*)E_A,_

Lf(zx) = L (é + E) fi(z) - %Qf’@c)-

2\ z

Les valeurs A, B et C? sont strictement positives et proviennent du développement
du transfert d’énergie. Nous montrons ensuite que la distribution des vitesses admet
un état stationnaire et nous expliciterons la température T" pour laquelle le systéme
est en équilibre thermique :

1 P2
M (i)

kT =







Chapitre 1

Particule dans un potentiel aléatoire
et dépendant du temps

Le role de ce premier chapitre est de décrire la dynamique d’une particule évo-
luant dans un milieu inélastique et inerte décrivant un gaz de Lorentz. Cette particule
évolue dans un champ de forces dépendant du temps, son énergie cinétique n’est pas
conservée. Un résultat sur la croissance asymptotique de 1’énergie cinétique de la
particule est énoncé pour un modele décrit par une chaine de Markov représentant
un systéme plus simple mais fidele a la dynamique originale.

Si par malheur

Au ceeur de Uaccélérateur
J’rencontre une particule

Qui m’mette de sale humeur

Oh, faudrait pas que j'me laisse aller.
Téléphone — La bombe humaine.

1.1 Introduction

On étudie le mouvement d'une particule dans R? subissant I’action d’un champ
de force aléatoire et dépendant du temps. La position ¢(t) € R? de la particule a
I'instant ¢ est donnée par ’équation de Newton qui suit :

G(t) = F(q(t),t), q(0) =qo, 4(0) = v, (1.1)

ou le champ de force F' s’écrit :

Flgt)=Y filg—rit). (1.2)

i€z4

Les fonctions f; sont réguliéres, bornées et a support compact en leur variable spa-
tiale dans la sphére de rayon 1/2 centrée en 0. Les points r; sont distribués aléa-
toirement ou non dans RY. Un réseau de diffuseurs (c’est-a-dire des zones de R?
ot 'impulsion de la particule varie sous I'influence d’une force) est ainsi modélisé.
Ceux-ci sont tous identiques et centrés en les points r; et ont une dépendance en
temps périodique ou quasi-périodique. La particule évolue donc librement entre deux
collisions successives avec des diffuseurs. On impose au systéme d’étre a horizon fini,

15
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FIGURE 1.1: Trajectoire typique d’une particule dans un champ de force de la forme
(1.2).

afin que toute particule évoluant dans le systéme croise le support de F' en temps
fini.

Ce modéle décrit un gaz de Lorentz inélastique et inerte, dans le sens ou le
milieu n’est pas affecté par le passage de la particule. Les fonctions f; décrivant
les diffuseurs étant bornées, la particule traverse les diffuseurs de fagon inélastique,
c’est-a-~dire que sa trajectoire intersecte le support de F'. On dira que le gaz est mou
(voir Figure 1.1).

Dans [33, 50, 20], les diffuseurs réagissent au passage de la particule, le systéme
est alors dynamique. Le systéme, composé d’une particule en interaction avec un
bain d’oscillateurs est traité en utilisant la dynamique hamiltonienne et la conser-
vation de I’énergie totale. L’interaction hamiltonienne de la particule avec le bain
d’oscillateurs engendre, en plus d’une force aléatoire, une force de friction effective
qui est & l'origine d’une dissipation de 1’excés d’énergie accumulée par la particule.
Le systéme est alors dans un état d’équilibre thermique. Dans ce cas, il est montré
que I'énergie cinétique moyenne de la particule est constante et son mouvement est
diffusif avec une constante de diffusion dépendant de la température. En particulier,
nous reviendrons sur le systéme étudié dans [20| dans le chapitre 5.

Ici, le champ de force F' considéré dans (1.1) et (1.2) est construit comme dans [1],
Tout mécanisme de dissipation de 1’énergie est éteint et les diffuseurs ne réagissent
pas au passage de la particule. Le gaz est rendu inerte et le surplus d’énergie emma-
gasinée par la particule ne peut pas étre évacué. Le champ de force induit dans ce cas
une accélération non bornée de la particule qu’on appelle accélération stochastique.

Le Théoréme 1.2.2 est le résultat principal de cette thése. Il porte sur un systéme
plus simple (voir (1.10)) que celui introduit ci-dessus dans lequel les recollisions
de la particule sur un méme diffuseur sont ignorées. Dans ce cas, on montre que
lG(t)|la ~ t*/°. Ce résultat est complété par deux résultats de convergence, établis
dans le chapitre 2 permettant de déterminer les échelles de temps auxquelles on
observe une variation macroscopique de ||(t)||4 ainsi que du vecteur ¢(t).

Une analyse mathématique de la trajectoire typique d'une particule en mouve-
ment dans un champ de force décrit par (1.2) est faite dans la section suivante.
Ce mouvement est décomposé en une suite d’événements diffusifs isolés et est alors
bien approché par une chaine de Markov discréte couplant les positions et vitesses
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de la particule avant chaque entrée dans un diffuseur. Chaque pas correspond a
une collision entre la particule et un unique diffuseur. Les variations de la vitesse
et de I'énergie cinétique a chaque pas sont vues comme des événements aléatoires
dépendants de la vitesse d’entrée de la particule dans le diffuseur et des paramétres
caractérisant ce diffuseur. Une analyse théorique faite dans [3, 1] montre que pour
cette chaine de Markov, le comportement de la variation de ’énergie cinétique et de
la vitesse lorsque celles-ci sont élevées détermine entiérement les propriétés asymp-
totiques du mouvement. Ce comportement & énergie élevée n’est sensible ni aux
propriétés statistiques du champ de force, ni a la géométrie précise des diffuseurs.

1.2 Un modéle markovien

Les fonctions f; introduites par (1.2) sont supposées étre de la forme suivante :

fi(Q> t) = _Aiqu<q, wt + ¢z)

Ainsi, I'équation du mouvement (1.1) devient

() = = NV (qt) = ri,wt + ¢7) . (1.3)

La famille (n- € Rd)l. za Teprésente les centres des diffuseurs, sa distribution peut,
a priori, étre aussi bien aléatoire que déterministe. Les constantes de couplage \; sont
des variables aléatoires & valeurs dans R, indépendantes et identiquement distribuées
selon une mesure de probabilité » non concentrée en 0. Les diffuseurs sont alors des
objets tous identiques décrits par le méme potentiel V : R? x T™ — R? supposé a
support compact en sa variable spatiale dans B(0, 1/2) et appartenant a C*°(R%x T™)
ou T™ est le tore de dimension m. On suppose de plus que V est invariant par
rotation, pour tout M € SO(R?),

V(Mgq,t) =V(q,t).

Le vecteur pulsation w € T™ est fixé. Lorsque ses composantes sont rationnelles, la
force est périodique, sinon elle est quasi-périodique. Les phases initiales ¢; sont des
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées sur le tore.

On émet 'hypothése suivante

Hypothése 1.2.1. La fonction V € C* (Rd, ']I‘m) est a support compact dans B (0,1/2)
en sa premiére variable. La fonction V| ainsi que ses dérivées partielles sont unifor-
mément bornées. De plus la fonction (w- V)V nlest pas identiquement nulle et, si
d =1, on impose que pour certains ¢ € T™, on ait

[0 @V 2o (1.4

Une solution (¢(t), ¢(t)) peut étre vue comme un processus stochastique défini
sur un espace probabilisé généré par (r;, \;, ;). A chaque trajectoire est associée
une suite (£, Vp, bn, Ti,s Ains @iy )pen O Ly représente I'instant auquel la particule
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FIGURE 1.2: Particule arrivant a l'instant ¢,, avec vitesse v,, et paramétre d’impact
b, sur le diffuseur centré en r;,.

va rencontrer le n + l-iéme diffuseur. A cet instant, la particule a pour vitesse v,
(inchangée depuis qu’elle est sortie du n-iéme diffuseur). Ce n + 1-iéme diffuseur est
centré en r; et est caractérisé par la constante de couplage A;, et par la phase initiale
¢;, . Enfin, le vecteur b, € R? représente le paramétre d’impact et est orthogonal & v,
(voir Figure 1.2). La trajectoire d’une particule arrivant a vitesse vy sur le diffuseur
centré en 1, est alors entiérement décrite par le processus (t,, vn, bn, Ai,, @i,)
L’instant t, représente 'instant o la particule se situe en gy = ¢(ty) défini par

neN”

1 Vo
2 Jvolla’

En d’autres termes, ty est le premier instant oil la trajectoire de la particule croise
une tangente a B(r;,,1/2) orthogonale & by.

Aprés action inélastique induite par le diffuseur sur la particule, celle-ci se dé-
place librement avec une nouvelle vitesse v; avant de rencontrer un second diffuseur
(qui sera alors centré en r;, ). Ainsi, on peut décrire une suite aléatoire d’événements
diffusifs : le n+ 1-iéme événement diffusif commence a 'instant ¢,, auquel la particule
a pour vitesse v,, et a pour position ¢,,

qO:TiO‘i‘bo— bOGB(O,1/2), bo - v9 = 0.

Un,
q :Tin+bn__€n; €n = . 15
' 2 ol ()
Le parameétre d’impact b,, est tel que
1
by v, =0 et 165 ]a < 5

Pour 'instant, ’existence de ¢,,.1 n’est pas assurée et rien n’exclut qu’il ne soit
pas défini. L’hypothése d’horizon fini implique que toute particule sortant d’un dif-
fuseur en rencontre un autre aprés un intervalle de temps fini, mais il est possible
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que dans certain cas, notamment si ||v,||4 est petite, la particule reste « enfermée »
dans B(r;,,1/2). On exprimera, dans la section suivante, sous quelle condition le
temps t,,1 est bien défini. Ainsi, lorsqu’'une particule suffisamment rapide traverse
le n-iéme diffuseur qu’elle rencontre, elle subit I'influence du champ de force ce qui
a pour conséquence une variation de vitesse. Cette variation s’écrit

Up =Up 1t R (vn—la bn—h ¢in717 )‘in71) ) (16)

et ot pour tout v € R% b € RY avec v-b = 0 et (4,\) € T™ x R, le transfert du
moment s’écrit

+o00
R(v,b, 6, )) = —)\/ AV, V (g(t), wt + o) (1.7)

ol ¢(t) est 'unique solution de

4(t) = =AV,V (¢(t),wt + ¢), q(0) =b— G(0) = . (1.8)

Une fois que la particule n’est plus sous l'influence du n-iéme diffuseur, elle se
déplace librement sur une distance qu’on notera ¢, avec vitesse v, vers le (n +
1)-iéme diffuseur qu’elle rencontre aprés un intervalle de temps £, /||v,|la- En se
basant sur cette description de la dynamique et en ignorant le role des possibles
recollisions, c’est-a-dire en admettant que la particule ne repasse jamais dans un
diffuseur qu’elle a déja traversé, on peut approcher la solution (§(t),q(t)) de (1.3)
par une chaine de Markov. Chaque pas représente le passage de la particule dans un
diffuseur caractérisé par les variables \; et ¢; , les variables b, et ¢, caractérisent
quant a elles I'approche du diffuseur. Pour définir précisément cette chaine, ces trois
variables sont choisies aléatoirement et indépendamment aprés chaque passage dans
un événement diffusif. Ainsi, partant de (v, qp), on détermine de maniére itérative
la vitesse et la position de la particule ainsi que I'instant avant son entrée dans le
(n + 1)-iéme diffuseur par les relations,

Unt1 = Unp+ R (Um bna ¢in7 /\zn) )

14

topr = b+ —tL (1.9)
|vntlla

gn+1 — Qn+£n+1€n+1~

Une derniére simplification est apportée a cette chaine de Markov en remplacant la
variable aléatoire £,, par la distance moyenne sur toutes les trajectoires £ = (¢,,) < L
entre deux centres de diffuseurs visités successivement. On définit finalement la
chaine de Markov qui sera étudiée dans la suite,

Un+1 = Up + R (Un; bn> ¢in7 /\zn) )
14

tnyr = bo+ (1.10)

[vnslla’
Gn+1 = Qn+‘€en+1'

Cette derniére chaine de Markov décrit le comportement d’une particule dans
un systéme plus simple ot les recollisions sur un méme diffuseur sont exclues. Cette
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chaine de Markov reste tout de méme fidéle au systéme original décrit par (1.3).
Précisément, les variables b,, sont tirées aléatoirement et de maniére indépendante a
chaque pas de la chaine de Markov selon une loi uniforme dans B(0,1/2) condition-
née par b, - v, = 0. Les variables ¢, et ); sont aussi aléatoirement tirées a chaque
pas et forment des suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées dans T™ et R respectivement. Dans le modéle original décrit par (1.3), rien
n’exclut de possibles recollisions. Néanmoins, les résultats numériques dans |3, 1]
étant en accord avec les résultats obtenus dans cette thése sur le comportement
asymptotique de ||v,|| défini dans (1.10), ils laissent a penser que ces recollisions ont
un impact négligeable sur la dynamique du modeéle (1.3).

A partir de (1.10), on introduit les trajectoires continues (g(t))ier, olt, pour tout
n € N, ¢(t,) = g, est solution de (1.10) et, pour tout ¢ € [t,,t,+1][, on note

q(t) = q(tn) + (t — tn) V1. (1.11)

Le résultat d’accélération stochastique obtenu sur le comportement asymptotique
de [|¢(t)||a est le suivant.

Théoréme 1.2.2. Soit d > 5; alors pour tout v > 0 et vy € R?, il existe deus
constantes c(v,vy) > 0 et C(v,vg) > 0 dépendant uniquement de v et vy, telles que

1 1 1
lim P (w > L )t < i)l < O, vo)t5+”) _1
lvolla—+o0 HU()Hd

La démonstration de ce résultat sera faite dans la section 1.4. Elle repose sur un
résultat plus général (Théoréme 1.4.2) qui porte sur une classe de chaines de Markov
incluant (1.10).

Un modéle similaire dans lequel les forces f; ne dérivent pas d’un gradient est
étudié dans 22| par Dolgopyat et Koralov. Dans ce cas les auteurs montrent que,
pourvu que [[¢(0)]|4 soit assez grand et pour d > 4,

la@)lla~ 72, lla@®)lla ~ 7,

avec une grande probabilité. La croissance de 1’énergie de la particule dans un tel
systéme est plus rapide que dans le cas présenté dans cette thése. En effet dans
notre cas I’énergie cinétique de la particule a une croissance en t%/° alors que cette
croissance est en t*/3 dans le modéle présenté par [22]. Le fait que I'énergie cinétique
croit plus rapidement permet aux auteurs de montrer que, avec grande probabilité,
les trajectoires des particules ne s’auto-intersectent pas, et que les recollisons sur un
méme diffuseur n’apparaissent pas. Dolgopyat et Koralov ont alors pu controler le
comportement de ||q(t)[|4. La situation présentée dans cette thése est trés différente.
Dans le chapitre 2, on montrera que 1’échelle de temps pour laquelle on observe un
changement de direction macroscopique de la particule est plus courte que celle per-
mettant d’apercevoir un changement macroscopique de sa vitesse. Cette différence
de comportement laisse penser que les trajectoires peuvent s’auto-intersecter. Il est
montré numériquement dans [3, 1] que la croissance de ||q(t)]|4 est plus lente que %/°
qui correspond & une intégration de ||G(¢)||q- Dans les faits, les analyses numériques
de [3, 1] indiquent que ||g(t)]|4 ~ t.
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1.3 Analyse du transfert du moment

Nous avons besoin de comprendre le comportement de R(v, ), le noyau de tran-
sition de la chaine (v,), définie dans (1.10) par :

Unt1 = Up + R(vp, kn), (1.12)

ou Kp, = (bn, @i, \i,). Cette équation étant indépendante des deux autres dans
(1.10), on peut la traiter séparément. Il est nécessaire de comprendre le comporte-
ment du transfert de moment R(v, k) lorsque ||v||4 est élevée ainsi que le comporte-
ment du transfert d’énergie

AE(v, ) = 5 ([0 + B, m)l3 — [0]3) (113)
= JIR@ R+ R(v, ) v

Pour cela, nous devons étudier le comportement des solutions de :

q(t) = =AVV (q(t),wt+¢),  40)=v,  ¢q(0)=q.

Soient
v = Jim_ ()

ainsi, si ¢ = b — 1eq, et v = vy, ol g = v/ vo |4,

+o0
R(vo, k) = vy —v_ = —/\/ dt VV(q(t),wt + ¢). (1.14)
—0o0

Les trois résultats suivants (voir [3, 1|) permettent de rendre plus explicite (1.7).
En particulier, sous I'Hypothése 1.2.1, une solution globale de (1.8) existe toujours.
Néanmoins, l'intégrale (1.7) peut ne pas converger. C’est possible si, pour une vitesse
initiale v donnée, la solution satisfait ||¢(¢)||4 < 1/2 pour tout ¢ grand. La particule
reste alors emprisonnée dans un diffuseur et dans ce cas l'intégrale (1.7) ne converge
pas. Heuristiquement, si la vitesse ||v||q d’entrée dans un diffuseur est assez grande,
la particule n’a pas le temps de subir 'influence du diffuseur et cela n’arrive pas,

c’est I'objet du lemme suivant.

Lemme 1.3.1 ([1]). Supposons que I’Hypothése 1.2.1 est vérifiée. Soient T € Ry
et ¢,v € R tel que ||qlla < 1/2 et [|v]|3 > M|Vl Alors il eziste ti, < T < tou
uniques et tels que g(tin)lla = 5/2 = |4{foue) 4 De plus

V3 2V/3

< min{7 — tin, touwr — 7} < max{7T — tin, towr — 7} < .
folla Ivlla

Ce lemme nous dit que si a l'instant 7, la particule se trouve dans une région
ou F' # 0 et que si a cet instant, la vitesse de la particule est suffisamment grande,
alors il existe un temps d’entrée et un temps de sortie (respectivement inférieur
et supérieur a 7) de la zone perturbée. De plus le temps mis par la particule pour
traverser cette zone est de 'ordre de [|v||;'. Ce lemme implique enfin le caractére fini
du transfert du moment R(v, k) et du transfert d’énergie AFE(v, k) lorsquel|v||q >
L2A |V || so-
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Lemme 1.3.2 (|1]). Supposons que I’Hypotheése 1.2.1 est vérifiée. Soient q,v € RY
et 7 € Ry avec ||[v|lq > 12A[|V||oo. Alors

A Feo
Av(q,v,7) =vy —v_ = _W/ ds VV (q + se,wt + ¢)
Vild J-0o

A oo B
_W/ ds s O, VV (g + se,wr + ¢) + O (|[v]|7?)
d J —oo

0u Oy =w -V, e =v/||v|q et ou le terme d’erreur est uniforme en q,T et .

La démonstration de ce lemme est faite dans [3, 1] et repose sur le changement
de variable s = (¢t — 7)||v||4 dans I'expression (1.7) puis sur un développement de
Taylor. La Proposition 1.3.2 nous permet d’écrire

R(v, x) = —L/:odsvv (b+( 1)

]|

Plus généralement, comme V € C>(R?, T™) on peut augmenter 'ordre du déve-
loppement de l'intégrande R et écrire, pour K € N,, (v,x) € R* x T™ x R avec
b-v=0et k= (b N),

5 aO(e, k)
ar’(e, K —(K+1) v
R(o.) =3 S+ 0 (ol ), e=plm o (16)
=1 d
avec
(1) +o00 1
a'Ve k) ==X\ dsVV [ b+ (s — é)e,gb , (1.17)

+o00
aP (e, k) = —/\/ ds so,VV (b + (s — %)e, gb) :

En revenant & (1.13), on obtient pour K € N, et (v, k) € R?** x T™ x R,

_ v
E(v, %) Z s " He Lo (Il ). o= T
avec

B(O) (6, KJ) =e- a(1)<67 H)?
(e, ) = -0 (e, ),

1
6(2) (67 H) = 506(1) (67 ’i) ’ a(l) (67 ’i) te- a(3) (67 I{)7 (119>
5(3) (6, ’l{) =al (67 '%) -al? (67 K’) t+e- a® (67 ’%)7

1
BW (e, k) = Ea@)(e, k) -a@ (e, k) +aY(e, k) a® (e, k) +e-ab (e k).

Le potentiel V' étant a support compact en sa premiére variable, le terme du premier
ordre dans le transfert du moment (1.7) est orthogonal au moment entrant, de sorte

que
e-aW(e k) =0.



1.3. Analyse du transfert du moment 23

Ainsi, on obtient,
BO(e, k) =e-aV(e, k) = 0.
Cela a pour conséquence que AE(v, k) ~ |lv]|;', de plus on a :

—+00

BW (e, k) =e-aP (e k) = —)\/ ds oV (b+ se, ¢).

—00

Remarque 1.3.3. Au contraire, lorsque la force ne dérive pas d’un gradient, o™V (e, k)
n’est pas orthogonal a e et B ne s’annule pas. Le terme du premier ordre dans
(1.18) est non nul et AE(v, k) ~ 1, c’est de la que provient la différence d’exposant
dans le comportement asymptotique de {||G(t)||a) dans [22].

Pour tout f dépendant de v € R? et k = (b, ¢, \) € RY x T™ x R tels que v-b = 0
et ||v]|ls < 1/2, on désignera sa moyenne par rapport aux paramétres aléatoires
associés au diffuseur lors d’une unique collision par

o= [ g [ e s,

ot Cy est le volume de B(0,1/2) C R*1.
Le changement d’énergie subi par une particule lors d’une unique collision est
décrit par le théoréme suivant.

Proposition 1.3.4 ([1]). Supposons que I’'Hypothése 1.2.1 est vérifiée. Alors

1. Pour tout vecteur unitaire e € R, on a

a(e) =0=a®e).

De plus, pour tout vecteur v € R%

— B _ — D? _
AB(@w) = = +O0(ll7%),  (AE@)? =5+ 0 (Ivll5°),
vl ]/
ot J_3
B=-—"D?
2
et,
p / | —(a— /
D= [ o [ dadd o= VAV (0.0)0V (d.6) > 0.
d Jm R2d

En particulier, pour tout vecteur e € R? unitaire et tout ¢ = 1,2, 3,

BO(e) =0,  B=pBW(e) et D*=(BN(e))" > 0;

2. Soit (vy), le processus aléatoire défini par (1.6) et e, = v,/||v,||. Soit pour
¢ eN, ﬂ,(f) = B (e,, k). Alors, pour tout n #n' € N et tout 0 < £ < (' < 3,
on a

By -B = 0=()
{ BYBYY = 0=(8P(BY - B)) = (B — B)(BY - B)). (1.20)

De plus, <(ﬁ,(z4))2> et (ﬁ,(f) 7(L4)> sont indépendants de n.
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La démonstration de la Proposition 1.3.4 est faite en détail dans [1].

Un résultat supplémentaire sur les termes du développement de (1.7), dont on
aura besoin dans le chapitre 2, est le suivant.
Proposition 1.3.5. Supposons que I’Hypothése 1.2.1 est vérifice. Alors :

1. Pour tout vecteur unitaire e € R,

aW(e)@aW(e)=K?*(Ig—e®e),

ot ® est le produit tensoriel. La constante K? ne dépend pas de e et s’écrit

32
0 K — L/ do dz/dhﬁw‘/(z,@aw‘/(z—f—he, é),
Cq Jrm Rd R

avec |wllg =1, w-e=0 et 0y =w-V,;

2. Pour tout vecteur unitaire e € R?,

— d—1
a(?’)(e) = ——2 K26.

Démonstration. 1. Notons A(e, k) = aV(e, k) @ aV(e, k). L'invariance par rotation
de V entraine que pour tous vecteurs unitaires u,v € R? tels que u - v = 0, et pour
tout a € R? avecu-a=0=v-a,

0.V (a,9)) = (0,V (a, ¢)). (1.21)

De plus, le produit scalaire e - a(l)(e, k) étant nul pour tout s, on obtient, pour tout
vecteur u € R? unitaire et tel que u-e =0,

(e-aW(e,r))?=0, (e-aW(e,r))(u-aV(e, k) =0. (1.22)

D’aprés (1.21), pour tous vecteurs unitaires u,v € R? orthogonaux a e et tels que
u-v =0,
(u-aW(e, k) = (v-aW(e, k)2 (1.23)

La matrice A(e, ) est symétrique diagonale et, d’aprés (1.23), (e - aM(e, k))? = 0.
Nous allons utiliser le Lemme de Schur pour montrer que cette matrice est en réalité
diagonale. Pour cela, considérons les matrices M € SO(R?) laissant e invariant.
L’espace R? est alors somme d’espaces irréductibles pour ce groupe de rotations :

R¢ = span(e) @ span(e)*.

Pour tout M € SO(RY) laissant e invariant, il est facile de vérifier que par (1.21),
M et A(e, k) commutent :

MA(e, k) = Ale, k)M, Vk.

Le Lemme de Schur s’applique et nous dit que A(e, k) est diagonale :

Ale, k) = ( al(g,m) 0 ) |

‘ as(e, k)lq
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Par (1.22) ay(e, k) =0, et
a2(€, K’) = (U'Oé(l)(e,/ﬁ))27 v“qu: Lu-e=0.

On obtient alors,

0| az(e)lq

Il reste & calculer K2(e) = ay(e). Soit u € R? orthogonal a e,

K6 = (a0 = [ a0
/ db/Rds/Rds’ OV (b+ (s— %)e,gb)@uV(b+ (% — e, ¢). (1.24)
beso

Le changement de variables (z,h) = (b+ (s — 1/2)e, s’ — s) permet d’obtenir

1 1
/ db/ ds/ ds'd,V(b+ (s — =)e, )0,V (b+ (= — ')e, ¢)
R R 2 2
Rd
b-e=0
= / dz/ dh 0,V (z,¢)0,V (2 + he,¢) > 0. (1.25)
R R
La stricte positivité de cette derniére quantité découle du fait que la variable aléa-
toire (e, k) n’est pas identiquement nulle. En effet, si K?(e) = 0, aV(e, k) serait

identiquement égale a sa moyenne. De plus, I'invariance par rotation de V' implique
que (1.25) ne dépend pas du vecteur unitaire e choisi.

2. Soit e € R? unitaire. L’égalité (1.19) permet de calculer (e - a(®)(e)) :

(e aP(e)) = FO(e) ~ 5al(e) - al(e).

Le Théoréme 1.3.4 affirme que 5 (e) = 0 et la premiére affirmation de ce lemme
nous dit que

aM(e)-aW(e) = (d — 1) K>
On obtient alors

e-al(e) = —%K{

et Jo1
aB(e) = —%K% + ut

ot 4+ € R? est orthogonal & e. Le systéme étant invariant par rotation, pour tout
M € SO(R?),

Ma®)(e) = a®)(Me). (1.26)
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Considérons des vecteurs unitaires u; € R%, i € {2, --- , d} tels que (e, ug, -+ -, ug)
forme une base orthonormée de R?. Alors, il existe une suite (i) e (2, qy & valeurs

dans R telle que
d—1

d
a®(e) = _TK e+ ;quz- (1.27)

Soit maintenant M € SO(R?) laissant e invariant, alors d’aprés (1.26),

d
— d—1
3 - _ 2 .
al(e) = — =~ K’ + MZQU (1.28)
Remarquons maintenant que
d—1 d
o) (—Ige) = a®(—e) = — K%+ p Y _u;
=2

et

—— d—1 d
—I4(aB(e)) = TKQe — uZui.
i=2

On conclut alors que 4 = 0 et par conséquent, pour tout e € R? unitaire, a(3)(e) =

d—1
—TKQE. O

Revenons maintenant, a (1.16). Les deux premiers termes de ce développement
étant de moyenne nulle, R(e,) ~ ||v,]|;°. La chaine de Markov (1.12) s’écrit :

3 (e, k)

as(e, Kk _

Ung1 = Un + ol + O (loallh) - (1.29)
(=1 n

1.4 Démonstration du Théoréme 1.2.2

Intéressons nous maintenant & la chaine de Markov (||v,||3),,cn OU vy, est défini par
(1.10). Il est en effet plus facile d’étudier le comportement de ||v,[|3 plutot que d’une

autre puissance de ||v,||4 car le terme aléatoire B sera isolé des termes dépendants
de |lv,||5, € € N*.
Remarquons tout d’abord que

Allvallz = lvnsalla = lloallg (1.30)

v v 2
— ol Qs = fonlle) (1 g Monsilla | ”) |
foalle ol
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Le développement (1.18) permet d’exprimer les deux derniers termes du membre de
droite de (1.30),

an+1H?l .
|vnl|? Z H H@+2 +0 (H“n“d ) ) (1.31)
HUnHHd 6
anHd - Z ” ||€+2 +0 (HUTLHd ) (1.32)
Pt (G0 i
[ons1lla = llonlla = Z i HH@H SOE o). )

Ainsi en insérant (1.31)-(1.33) dans (1.30), on obtient

3 0 3 (4) + l( (1))2
205 n 2\Fn _
Alloalli =" 55_1 + < 3 > + O ([lvallz*)
— |lvnllg [onll
3 ﬁn 5(@1 )2

La notation Oy(-) représente un O (-) de moyenne nulle, c’est & dire O (-) = 0. En
remplagant le terme en ||v,]|;* par sa moyenne (Théoréme 1.3.4) dans (1.34) et en
introduisant les notations suivantes,

[[val|? A 1/B 1\ d-2
— 1nlld = t = =4+ =—= 1.
W=Spc T © T=3\pr s 6 (135)
on obtient finalement la chaine de Markov & valeurs dans R
_1 _4
fun =G tent g 00 (67) 0 (7). (1:36)

La suite de variables aléatoires réelles (w,,), est égale a la suite (67(11) / 3D> . Ces va-

riables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées, c’est une consé-
quence du fait que les variables (k,,), sont elles aussi indépendantes et identiquement
distribuées. De plus, pour tout n € N, w,, = 0 et w_?l = 1 et par le Théoréme 1.3.4,
v=(d—2)/6 > —1/6.

Comprendre le comportement de 1’énergie cinétique du systéme revient donc
a étudier la chaine de Markov (&), oy : c’est I'objet du chapitre 3 et de la section
suivante. En particulier le Théoréeme 1.4.2 est un résultat sur le comportement d’une
classe de chaines de Markov plus large, contenant la chaine (&,),,o définie par (1.36).
Le Théoréme 1.4.2 est alors la clef de votite de la démonstration du Théoréme 1.2.2.

Considérons une suite (wy), oy de variables aléatoires bornées indépendantes et
identiquement distribuées, centrées et de variance égale a 1 :

E(w,) =0, E(w)=1, Ao > 1, |wa| < @. (1.37)

Leur mesure de probabilité est notée p. Soit une fonction F': R} x [-w, @] — R%
mesurable et satisfaisant 'hypothése suivante :



28 Chapitre 1. Particule dans un potentiel aléatoire et dépendant du temps

Hypothése 1.4.1. [l existe y € R, 0 < . < &, et deux parameétres o > 0, > 1,
tels que F' est continue sur [_,+o00] X [—w, | et, pour tout & > &,

F(6w) =€t g+ B (60) + Fi (€) (1.38)
et ot les fonctions Fy et Fy sont telles que, pour & grand,
sup [Fo(6,w)| = 0 (679), et swp|Ru€,w)| =0 (€7),  (1.39)

De pl’U,S, E <F0(§7 )) = 0.

Les deux termes Fy et Fy sont des perturbations de w et v/ respectivement. Les
chaines de Markov considérées sont celles s’écrivant :

(g 2 [0 140

La chaine de Markov décrite par (1.36) satisfait 'Hypothése 1.4.1 et peut donc
s’écrire comme (1.40). En effet, il est facilement vérifiable que Oy (5 ’%> et O (5 ’%>

sont respectivement de la forme Fy(€,w) et Fy(§,w).

Le résultat principal de cette section décrit le comportement asymptotique des
chaine de Markov définies par (1.40). Ce résultat s’applique en particulier & la chaine
de Markov (||v,]|3/3D), oy et est le pilier de la démonstration du Théoréme 1.2.2
qui sera montré a la fin de cette section.

Théoréme 1.4.2. On suppose que vy > % Alors

1. Pour tout 0 < p < 1 et pour tout v > 0, il existe & > &y tel que pour tout
o > &, on ait

1—v 1+v
P (Vn €N, (fo%—né) <¢, < (ﬁo—i-n%) > >1—np. (1.41)
2. Pour tout v > 0, on a

lim P (\m el (g+ni) <& < (g +né)1+") 1 (142)

&o—+o0

La preuve de ce théoréme nécessite un résultat de convergence énoncé et montré
dans le chapitre 2. Le reste de la preuve est 'intégralité du chapitre 3.

Ce résultat peut étre anticipé a partir de I'observation suivante. Considérons le
cas oul I est de la forme (1.38) pour tout £ > 0 et non plus pour ¢ grand. En oubliant
les deux termes perturbatifs Fy et Fi, la fonction F' reste strictement positive a la
seule condition que w < 2,/7. Dans ce cas il est possible de controler le moment

d’ordre 2 de (&,)

neN :

2

€41 =+ w427 + 2w, <€n+€l> e
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x 10 x 10

k-~

s

- - k—>§§+(2'y+1+%(17+74
7

2
2%

FIGURE 1.3: Illustration de (1.43) avec différentes valeurs de . Moyenne de 500
simulations de la chaine de Markov (&,),,.

et
E(&,)=E(&)+2y+1)+7E(£7).

Il suit que pour tout n > 2, E (¢,) vérifie 'inégalité suivante,

G+2v+1)n<E(&) <&+ (27+1+1#> n. (1.43)
4(1— #)2

Dans ce simple cas, E (£2) se comporte comme n. La Figure 1.3 représente le controle
(1.43) du moment d’ordre 2 pour une trajectoire moyennisée de (&,), et pour deux
valeurs de 7. Bien str cette information sur le comportement du moment d’ordre
2 de (&), n'implique pas les affirmations du Théoréme 1.4.2. De méme, n’ayant
pas le controle des trajectoires de (), sur un ensemble de faible probabilité, le
Théoréme 1.4.2 ne permet pas de conclure quant au comportement des moments de
(&)

Une remarque importante est que I’'Hypothése 1.4.1 ne donne aucune informa-
tion sur le comportement de la chaine de Markov (&), lorsque & < _. Une telle
information est en général inconnue dans les applications liées aux problémes phy-
siques sous-jacents. Il est intéressant de voir quels résultats peuvent étre obtenus
sans cette information et sans émettre d’hypothéses sur le comportement de F'(-, w)
sur [0,&_]. Néanmoins, espérer obtenir des résultats généraux et valides pour tout
~v € R sans plus d’information est irréaliste. En effet, si v est trop petit, les trajec-
toires de la chaine de Markov (§,,),, vont atteindre I'intervalle ]0, £_] avec probabilité
1 (la chaine est alors récurrente), et le comportement asymptotique de la chaine
de Markov va dépendre du comportement de F' dans cet intervalle. Prenons par
exemple v = 0 et F(§,w) = £ + w, pour tout & > £ _. La chaine (1.40) représente
alors une marche aléatoire ordinaire sur [{_,+oo[ qui est récurrente, c¢’est-a-dire
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qu’avec probabilité 1 la chaine de Markov va passer sous £_. Si de plus on impose
F =0 pour tout £ < £_ il est facile de vérifier que lim,,, ., E (§,) = 0. En effet, en
notant 7¢ le premier temps d’atteinte de U'intervalle [0,&_] :

Te :=inf{n > 0; &, < £_},
pour tout n € N, I'espérance de &, s’écrit
E (&) = E (&uln < 7¢) (1 =P (1c < n)) + E(§aln > 7¢) P (1 < ).

Or la chaine (,), est une martingale et est donc d’espérance constante, alors
E (&un < 7¢) =& et
E(&) =& (1 —P(re <n)).

Cette chaine étant récurrente, elle atteint 7. en temps fini, et
P (T e < +OO) =1,

de plus comme {7¢ < +00} = (), cn{7e < n}. Donc par le théoréme de convergence
monotone, on a :

lim E (&) = 0.

n—-+00

En somme, si v est trop petit, la chaine devient récurrente et sa trajectoire croise
avec probabilité 1 l'intervalle [0,£_]. Une condition de « non-emprisonnement » des
trajectoires dans cet l'intervalle est alors nécessaire afin d’assurer que le comporte-
ment asymptotique de la chaine (&), reste de la forme n'/2. Au contraire, lorsque
nous nous plagons dans le cas transient, pourvu que & soit assez grand, il existe un
ensemble de grande probabilité sur lequel les trajectoires de (&), oy 1'atteignent pas
[0,£_] et, peu importe ce qu’il peut se passer dans cet intervalle, le comportement
en n'/? de la chaine est assuré.

Comme nous 'avions annoncé, le Théoréme 1.2.2 peut maintenant étre montré
seulement a partir du Theéoréme 1.4.2. La condition d > 5 est alors équivalente a
v > 1/2 (voir (1.35)).

Démonstration du Théoréeme 1.2.2 : Le Théoréeme 1.4.2 s’applique a la chaine de
Markov (&), définie par (1.36). En se rappelant que &, = ||v,]/3/3D et d = 6 + 2,
on obtient que, sous la condition d > 5,

M

. 1 vo|3 1 5 1 vol3 1 ER
lim P [(3D)3 (%4—712) < oplla < (3D)3 (H?)Llﬂd—l—n ) ] =1.

[lvolla—+o00
(1.44)
En se restreignant a ’ensemble

1—v 1+v
1 lvll? 1) 3 1 oll? 1\
{w : (3D)>® (Hgogd + n2> < N|lonlla < (3D)3 (HSODHd 4+ n2> } :

les deux bornes suivantes sur ||v,||4 sont obtenues :

1—y 3 3 1+v
(3D)5 n'& < |lualla < (3D): (—”gﬂd + 1) n'e, (1.45)
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De plus, d’aprés (1.10), to = 0 et pour n > 1, ¢, = £3 77 [[v;]| ™", ce qui combiné a
(1.45) donne, pour tout n > 1,

n

t, <L(BD)FY 7
7=1

w )
i,

) 5 (1.46)

wh—‘

m»—'

Soit

14w
crtvn) = 0 (Ll ) ™

alors, toujours par (1.10) et (1.45), pour tout n > 1, ¢, peut se minorer de la fagon
suivante :

tn > LCy(v,v0)” Z] &

14+v

> 0C (v, v0) 7" /"H s 6 ds
<(n + 1)5% - 1)
(1 . 2*5%”) (n+1)%". (1.47)

Z KOI(I/, U())_l

—v
6

— VvV

Z 6010/7 UO)il

Les deux inégalités (1.46) et (1.47) nous permettent de controler n par ¢, et ¢, 1,
ainsi, pour tout n > 2, on obtient

11+ B0\ T
( G1o) ) . §n§<6£( 55,,)) t 1 (1.48)

En revenant a (1.45) et en utilisant la derniére estimation (1.48), on montre que
pour tout n > 2 et pour tout v > 0,

1 1+u

(WIS < Nld(tn)la < Calv, vo)tis, (1.49)

ou

1—v

(11 + 03D
(5+uv)l

(5—v)Ci(v,v0) \ "
60(1 —27°%%) '

o=

ca(v) = (3D)

et

Cy(v,v0) = Cy (v, vp) (
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Pour interpoler a tout ¢t > 1/||vg||4, on utilise le fait que pour tout n > 2 et pour
tout ¢ €]t,—1,t,) par (1.11), 4(t) = ¢(t,). Cela nous permet d’interpoler (1.49) a tout
t >t = £/||v1]]a et d’obtenir

(V) t570 < ||q()||la < Colv, vo)ts—, Vit > TN
V1||d

(1.50)

L’extension de (1.50) & tout ¢ > 1/|lvo|| se fait de maniére similaire. Pour tout
t €]llvoll; ", €lv1ll;']; d(t) = v1 et en appliquant (1.45) avec n = 1, on obtient,
1G(#)lla < Cy(v, vo)

< Gmwlwly 5, el el (L8
Enfin, toujours par (1.45) puis en remarquant que £/||v1]|4 < 1, on obtient que
la(t)lla > (38D)s £, (1.52)
En combinant (1.50)-(1.51) avec (1.44), on obtient pour tout v > 0,

1 —v v
lim P (w > —— o(v)t < ||q(t)]|a < Cslv, U(])té*u) =1, (153

o0 l4—-+o00 [|volla

avec

14v

c3(v) = min{(3D)%7CQ(V)}, C3(v,v0) = max{C1 (v, vo)||vol| 5", Calv,v0)}.

6v

S5) alors (1.53) devient, pour tout v > 0,

Enfin, soit 7 =

1 - .
lim P (w >—— (@) 577 < |q(t)]|q < o(a,vo)té+v> =1,
oo | a—+00 |vol[a

ou ¢(7) et C(7,vp) sont tels que

c() = c3(v) et C(v,v9) = C3(v,vp). O

1.5 Un lien avec les processus de Bessel discrets

Remarquons que la chaine de Markov

§n+1 :fn+wn+€l,

£0>07

qui est une version tronquée de (1.40), peut étre vue comme une version discréti-
sée de I'équation différentielle stochastique satisfaite par le processus de Bessel de

dimension 2y + 1 :
v

dR(t) = dB(t) + o)

dt,

R(0) >0
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ou (B(t)), est un mouvement brownien standard et v > —1/2.

Cette remarque est au coeur de la démonstration du Théoréeme 1.4.2. En effet on
montrera dans le chapitre 2 que la chaine de Markov (&), oy correctement changée
d’échelle, converge en distribution vers un processus de Bessel de dimension 2y + 1
lorsque v > 1/2 (Théoréme 2.1.1). Ce résultat de convergence sera utilisé dans le
chapitre 3, dans lequel la démontration du Théoréme 1.4.2 est faite en détail. Le
Théoréme 2.1.1 nous permettra de relier la chaine (&,) définie par (1.40) au
processus de Bessel limite via le Théoréme Portmanteau.

Différentes versions de processus de Bessel discrets ont été étudiées dans la lit-
térature. En général, et c’est le cas dans [4, 18, 34|, ceux-ci sont vus comme des
marches aléatoires (X,,), .y sur les plus proches voisins a valeurs dans N telles que
Xo = 0 et, pour tout i € N*,

neN

1

2
G=PXp=i—1|X,=i)=1
pp=PX=1[X,=0)=1

(1 + % + o(i*1)> ,

o (1.54)

Le caractére récurrent ou transient de ces marches aléatoires (tout comme celui
des chaines décrites par (1.40)) dépend du paramétre . Intuitivement, lorsque -y
est petit, le comportement de (X,,), se rapproche de celui d’une marche aléatoire
symétrique & valeurs dans N qui est connue pour étre récurrente (voir [44]). II est
montré dans [17, 29] que ces marches aléatoires sont transientes si 7 > 1/2 et
récurrentes si v < 1/2. Or, un processus de Bessel de dimension d est transient
lorsque d > 2 et récurrent lorsque d < 2, ce qui correspond a la valeur 1/2 de 7.

Cette relation entre les marches aléatoires (X,,), et les processus de Bessel est
développée dans 18] par un principe d’invariance forte. I’auteur montre ce principe
d’invariance dans le cas transient (y > 1/2) et :

Théoréme 1.5.1 ([18]). Sur un espace probabilisé adapté, on peut construire un
processus de Bessel (R(1))cp, de dimension 2y + 1 et une marche aléatoire sur les
plus proches voisins (Xy), oy avec probabilité de transition (1.54) tels que pour tout
e>0etn— +oo

R(n)— X, =0 (n1/4+€) , presque strement.

Un autre résultat reliant les marches aléatoires (X,,), dont les fonctions de
transition sont décrites par (1.54) & un processus de Bessel est énoncé dans [34].
L’auteur montre, toujours dans le cas ou v > 1/2, que la distribution de la suite
(X int]/ \/ﬁ) s oo CODVETgE Vers celle d’un processus de Bessel de dimension 2y + 1
lorsque n — +o00. Ce résultat difféere cependant du Théoréme 2.1.1 dans le sens o
nous montrons la convergence de la distribution des chaines de Markov (&) décrites
par (1.40) qui sont & valeurs dans R et pas seulement N et surtout, qui sont décrites
explicitement seulement & partir d’une valeur critique £, et non pas sur R,..

Lorsque 7 < 1/2, les marches aléatoires de noyau de transition (1.54) sont ré-
currentes et il est alors plus difficile d’obtenir des résultats sur leur comportement.
Néanmoins, dans [4], les auteurs montrent que le premier temps de retour en 0
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lorsque Xy = 0 vérifie la relation suivante,
P (1o = n|Xo = 0) ~ 0" 2¢(n)

oll ¢ est une fonction entiérement déterminée par le terme o (n~'). En particulier,
il approxime la queue de la distribution de 79 = inf{n > 0, X,, = 0}.



Chapitre 2

Résultats de convergence sous
changements d’échelle

Le but de ce chapitre est de montrer que, sous un changement d’échelle approprié,
la chaine de Markov (vy,),,.y représentant la vitesse de la particule a chaque sortie
d’un diffuseur ainsi que la chaine (||v,||5/3D), oy toutes deux introduites dans le
chapitre 1 convergent chacune vers un processus diffusif.

"If... she.. weighs the same as a duck, she’s made of wood.
And therefore ?

A witch!"

The Monthy Python and the Holy Grail.

2.1 Convergence vers un processus de Bessel

Dans cette section, nous établissons le Théoréme 2.1.1 : résultat de convergence
en distribution vers un processus de Bessel de la chaine de Markov définie dans
le chapitre précédent par (1.40) lorsque celle-ci est changée d’échelle en temps et
en espace. Ce résultat sera utilisé dans le chapitre suivant comme outil dans la
démonstration du Théoréme 1.4.2.

2.1.1 Changement d’échelle

Rappelons tout d’abord la définition de la chaine de Markov (&), , ainsi que les
hypothéses que cette derniére vérifie. Soit la classe de chaines de Markov a valeurs
dans R, de la forme (&), o définies dans le chapitre 1 :

{fnJrl = F(gmwn)
50 > §+7

avec (wy,), une famille de variables aléatoires indépendantes bornées, centrées et de
variance égale a 1,
E(w,) =0, E(w2)=1 3w>1, |w,|<w,

n

et vérifiant 'Hypothése 1.4.1 que l'on rappelle ici.

35
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Hypothése 1.4.1 [l existe vy € R et 0 < £ < &, et deux parameétres o > 0,3 > 1,
tels que F' est continue sur [_,+00) X [—w,w| et, pour tout & > &,

F(&w) =€wt g+ Fol6w) + Fi(6w), (1.38)
et ou les fonctions Fy et Fy sont telles que, pour & grand,
sup | Fo(€, )] = O (€7) et sup |Fy(€,w)| = O (¢7). (1.39)

De plus, E (Fy(&,-)) = 0.

Afin de changer ce processus d’échelle, nous introduisons le paramétre e = &'
Le changement d’échelle temporelle est le suivant : pour tout n € N, on considére
t, = ne?; la famille de processus continus (R°(t)),cr, a valeurs dans R et indexée
par € > 0 est construite de la maniére suivante : pour tout n € N,

R€<tn) = 5{71'
La continuité est obtenue par interpolation linéaire, pour tout ¢ € [t,, t,11],

t—
62

Re(t) = P pe y T ey ), (2.1)

e2

La valeur initiale R°(0) = 1, indépendamment de ¢. Il suit alors de (1.38) que R°(t,)
satisfait

RE(tny) = F(R(tn), wn) (2.2)

ou, pour ¥ > RS = ¢e&;
Fé(z,w) =2 +ew+ 62% + M S (2,w) + P FE (z,w), (2.3)

ou F§ et FY sont respectivement des perturbations des variables aléatoires w et /€.
De plus, elles sont telles que

sup | Fy (z,w)| = O (™) et sup |Ff(z,w)| = O (277),

weN weN

avec o« > 0 et B > 1 et, E(F5(x,)) = 0. La famille de (R°(t), t € R;)__, vérifie
alors le résultat de convergence suivant.

Théoréme 2.1.1. Soit T' > 0 et supposons que v > 1/2. Alors la famille de proces-
sus stochastiques (R°(t), t € [0,T]).., converge en distribution vers un processus de
Bessel de dimension 2y + 1 et de condition initiale 1. Autrement dit, la famille de
processus stochastiques (R°(t), t € [0,T]).., converge en distribution vers l'unique
solution forte de l’équation différentielle stochastique

{dR(t) - dB(t)+%dt
RO) = 1,

ot B est un mouvement brownien uni-dimensionnel.
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Les trois sous-sections qui suivent sont consacrées aux différentes étapes de la

démonstration du Théoréme 2.1.1. Le cheminement se découpe en 3 parties :

e une premiére étape consiste & introduire des temps d’arrét 7¢ afin de maintenir
les trajectoires des processus (R°(t)),c(o ) dans un compact et de montrer que
cette famille arrétée est précompacte ;

e la précompacité de la famille de processus discret (R(t A 7¢), 0 <ne* <T)__,
obtenue dans la premiére étape nous permet d’extraire des sous-familles conver-
gentes. Nous montrerons que les limites de ces sous-familles convergentes sont
solutions du probléme aux martingales associé a un processus de Bessel de di-
mension 2v + 1. Ce probléme aux martingales admettant une unique solution,
nous conclurons que les processus limites sont tous égaux en loi et, en parti-
culier, ont la méme loi qu'un processus de Bessel de dimension 2y + 1. Nous
serons alors en mesure d’étendre la convergence en distribution a la famille de
processus ([°(t), 0 <t < 2T)__, entiere;

e avant de conclure, il sera nécessaire de supprimer les temps d’arrét introduits.
C’est le but de la derniére étape.

Ici, t,, est égal a n&y 2 = n|lvg||~* et n’a pas de lien avec les temps d’entrée dans

un diffuseur introduits dans chapitre 1.

2.1.2 Cut off et précompacité

Soient n > 1 et, pour tout € > 0, le temps d’arrét 7¢ défini pour le processus
(Re(t»te[o,QT] par :

7= inf{t € 0,27, R°(t) &ln~", [}, (2.4)

avec la convention inf{()} = 27". Ainsi, on définit les processus continus (X*(t)), c[0.27]
tels que pour tout ¢ € [0,27],

Xe(t) = RE(t A T9).

1

Les points n*! sont adhésifs pour les processus (X *(1))tefo.or- On se restreint aux

0 <e <egooueg < (77§+)_1 de sorte que pour tout 0 < € < &,, le processus
(X €<t))te[0,2T] ne passe jamais sous la valeur critique €&, en deca de laquelle le
comportement du processus n’est plus explicite. Pour tout 0 < € < &,, on note II¢ la
fonction de transition du processus discret (X¢(t,)),. Nous avons alors la propriété
suivante.

Lemme 2.1.2. i) Soit Uopérateur (L, D,) défini par
1 " /
Lf(x) = 5f"(@) + 2 (),

D, ={feC®(n"n); lim Lf(zx)=0}.

r—nEl

Alors, pour tout f € D,, et tout x € [n~', )

Lf(z)— é(ne D f(@)| —erso 0. (2.5)
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i) La famille (X°(t),t € [0,2T1),,... est précompacte.

Démonstration. i) Considérons, pour tout = € [p~!, 7|, les coefficients suivants :
)= [ - MPedy) e ¥ = [ (- o))
In=tml In=tml
ainsi que l'opérateur

A f(2) = 20 (@) ") + V()T ().

Nous avons, pour tout 0 < ¢ < &, et tout = € [n71, 7],

1 1 1 1
£1() = SF = 05() < [£(0) = 5@ 4| 547 0) = ST - Do),
(2.6)
Remarquons que, dans le cas ou x €]n~1, 5[, les coefficients de A° s’écrivent
as(x) =E ((Fa(xa w) - x)Z ]l|F€(ac,w)|6]77*1,n[)
=& + o(e?), (2.7)
et
b*(2) = E ((F*(2,w) = 2) 1 pe(2 w)lely1 )
- 52% +o(<?). (2.8)

De plus, si @ = p*! il est clair que a®(n*!) = 0 = b*(n*!), et ce, pour tout £ > 0.
Cela implique que, en particulier, A® f(n*!)/e? = 0. D’aprés la forme de I'opérateur
L (voir (2.5)), pour tout f € D,, nous avons donc, pour tout z € [p~1, 7],

lA‘Sf(:lz) — Lf(x).

-2
Controlons maintenant |(IT¢ — 1) f(x) — A°f(x)|/&?. Pour tout = €]n~t, 1,

1 1
I = 0s) ~ Ag@I < 5 [yl T
2 — €
4 2l (T ™) 4 TG )
Or, d’apres (2.3)
[ v el dy) = 0
In=tnl

De plus, remarquons que pour tout d > 0, il existe un €, > 0 tel que, pour tout
€ < €4 et pour tout x € [77_1,77], on ait

II*(z,R\ |z — 6,z + d]) =0,
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ce qui a pour conséquence que

1
lim sup —IF(z,R\ |z — 0,2 +d[) = 0. (2.9)

e 0gepm-1 €

En utilisant (2.9), on obtient, pour tout z €|n~1, 5]

1

= | =D f(z) = Af(2)] 0 0. (2.10)

De plus, dans le cas x = n*, il est clair que, pour tout € > 0,

(IF ~ (') = / (Fy) — FOr) (™, dy)

[n=1m]

=0.
Par conséquent, pour tout f € D, et pour tout x € [~ 7],

1

’Ef(w) — (I = Df(x)| e 0. (2.11)

ii) Afin de montrer que la famille (X*(t), t € [0,2T]),_.... est précompacte, on uti-
lise le Théoreme H.8. Tout d’abord, pour x €]n~!, 5[ et pour tout f € D,,

1 "Nl o
St -npai< e [ oy, ag)
y€ln~1m|
1) o
P L e dy) (212)
+ 2% (T () + T (2, m)) - (2.13)

En combinant (2.7), (2.8) et (2.9) avec (2.13), on obtient I'existence d’une constante
C; dépendant uniquement de f et de ses deux premicres dérivées et telle que, pour

tout = €]y, n[ on ait
1

e2

(IF D ()] < Cr. (2.14)

Dans le cas ott z = 5%, nous avons vu dans la démonstration de i) de ce lemme
que, pour tout f € D,, et pour tout € > 0,

(1) f(z) = 0.
Ainsi, (2.14) s’étend a tout = € [, n] et il suit que pour tout f € D,,
B (F(X“(tu) + Cotur | FY°) = FX(0) + Oty
+ (I = D f(X5(tn)) + Ce®  (2.15)
> f(X*(tn)) + Crtn. (2.16)

Le processus ( F(X(t,) +C ftn> est donc une sous-martingale.

n
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Pour finir, remarquons que chaque pas de la chaine de Markov (X*(¢,)), a une
taille de 'ordre de €. D’otu, pour tout § > 0, il existe £ tel que, pour tout € < &, on a

P (IX7(t;) — X¥(t;1)| > 8) =0,

et,
1%

lim > P(IX%(t;) — X*(t;-1)| > 0) =0, (2.17)

Ces deux derniéres affirmations, combinée avec (2.16), impliquent la précompacité
de la famille de processus (X¢(t), t € [0,2T) d’aprés le Théoreme H.8. O

O<e<ex

La précompacité de la famille de processus continus (X°(t), t € [0,271),....
implique lexistence de suites décroissantes {ej}ren & valeurs dans R telles que
er — 0 quand k — 400 et telles que

(t — X°(t), t € [0,2T]), — = (t — X°(t), t € [0,2T). (2.18)

k—+o00

2.1.3 Convergence et limites

Introduisons les temps d’arrét pour les processus limites :
79 = inf {t c [0,27); X°(t) ¢ (n_l,n)}

avec la convention inf{()} = 27". Comme la famille (7%),_._. est a valeurs dans le
compact [0, 277, elle est aussi précompacte. Il existe alors des suites décroissantes
{ek }ren & valeurs strictement positives, convergentes vers 0 quand k — 400 et telles
que (7°F),cy converge en distribution vers une variable aléatoire 71 Remarquons
que cette derniére n’est pas forcément un temps d’arrét pour la filtration associée
au processus limite (X°(¢)),.
Théoréme 2.1.3. Tout processus limite (X°(t A 7°%)),c0.0r 00 X° est obtenu dans

(2.18) est solution du probleme aux martingales associé au générateur infinitésimal
(L,D,) ou

1d2 ~d
L= 2ds?2 ' xdx
et
D, = {fEC‘X’ ([p~",n)); lim Ef:O}.
x—nEl

C’est-a-dire que, pour tout f € D,, le processus

( FOXO(E A 0) — /0 e f(XO(s)ds>

t€[0,27]

0 .
est une F;X -martingale.
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Le générateur infinitésimal (£,C*(R)) est celui d'un processus de Bessel de di-
mension 2y + 1 > 2. Soit (R(t)),cg07 un tel processus, vérifiant R(0) = 1, et
définissons,

T:=inf{t € [0,2T]; R(t) &€ (n ".m)}, (2.19)

avec la convention inf{()} = 27'. Alors le processus (R(t AT)),cjgor st généré
par (£, D,) (voir [41] et I’Annexe E). Les conditions sur les bords du générateur :
lim,_,,+1 Lf(x) = 0 impliquent que ce processus de Bessel reste constant une fois
qu'il atteint les points 7*!. Ces point n*! sont alors définis comme étant « adhé-
sifs » (voir [41]). Les problémes aux martingales associés aux processus de Bessel de
dimension strictement supérieure a 2 étant bien posés, le Théoréme 2.1.3 implique
que les processus limites (X°(¢ A TO))tG[O’QT] obtenus dans (2.18), ont tous la méme
distribution, et celle-ci est celle de (R(t A 7)),c(9 o7 En particulier, T et tout 79 sont
aussi égaux en distribution.

Démonstration du Théoréme 2.1.3. Soit une suite décroissante {ej}s strictement
positive et telle que (t — X% (¢),t € [0,27]); est convergente. Pour tout f €

C>([n~"',nl)

—

n—

FXE ) = ) (I = 1) f (X (1)),

<.
Il
o

est une FX *-martingale. En particulier, c’est une F.X *-martingale pour tout f €
D.., de plus, l'introduction du temps d’arrét 7% ne change pas la propriété de mar-
tingale de ce processus. On conclut que, pour tout f € D, le processus arrété

0
[ -1

1) = > (I =Df(X*()

Jj=0

tn N\ 70
2

JOXE(L

n

XE .
est une JF,, *-martingale
Le Théoréme de représentation de Skorohod (Théoréme H.3) implique I'existence

d’un espace probabilisé ((2, F , IF’) et de processus

et ()?O(t))

ayant, respectivement, les mémes distributions que

(t — Xe(t),t € [O,QT])

keN t€[0,27]

(t = X°(t),t € [0,2T]) ey » €t (Xo(t))te[0,2T] .

sup ‘)A(:O(t) — X° (t)‘ — 0, P-p.s.
te[0,27] k—+o00

Pour tout k& € N, on notera 7°* ainsi que 7° les temps d’arrét de méme loi que 75
et 70 et respectivement définis par :

7o = inf{t € [0,27], X (t) &~ "}, et 70 =inf{t € [0,277, X°() &]n~",n[},

avec la convention inf{()} = 27. De plus, 7°* converge presque-stirement vers 7™,

et ce dernier est de méme loi que 7™,
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Lemme 2.1.4. Les trois propriétés suivantes sur l’espace de Skorohod sont
vérifiées.

i) L’inégalité 70 < 7™ est vraie presque-stirement.

ii) Pour tout f € D,, soient 0 <t <ty < 2T, alors,

(5 (479)) (5 (44709

~0
AT
|25 -1

= > @ g (X))
=115

converge P p?’esque—sﬁrement, quand k — +OO7 vers
tz/\?o

f ()?%52 A %ﬂ)) _ ()20(151 A %0)) . /

t1 ATO

Lf ()ZO(S)) ds, P-p.s.

iii) Le processus limite (Mo(t A 770)) ,
t

MOEATY) = f ()?O(t A ’fﬂ)) . /OWO Lf ()?O(s)) ds

YO0 .
est une F;X -martingale.

En revenant dans l'espace probabilisé¢ (2, F,P), le Lemme 2.1.4 ci-dessus im-
plique que, pour tout f € D,, le processus

(f(Xo(t A7) = /OW Ef(XO(S))dé‘)

t€[0,27]
est une Ff(o—martingale. Le Théoreme 2.1.3 est alors obtenu. [

Démonstration du Lemme 2.1.4. i) L’espace de Skorohod (Q, F , ﬁ”) est construit
pour que pour presque tout w € ﬁ, ont ait :

FER(D) Hpospoo T(@), et

XO(7%, ) — X (%Ek,@)‘ < sup \5&0@,@) _ X (t,@)| S hspoo 0.
t€[0,27]

En se restreignant aux w € Q pour lesquels la convergence a lieu, deux cas de figure

se présentent :

e soit 7M(@) = 27T, et par définition 7°(@) < 71™(0);

e soit 7(@) < 2T et il existe N € N tel que, pour tout k > N, 75 (@) < 2T Alors,

pour tout k > N, X (7 @) = n*L, et

X7, @) — | o0 O.
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La trajectoire X 0(.,@) étant continue, on obtient finalement,
X0 @) =n*, don @) < F@).
L’affirmation i) est alors montrée.

ii) Les processus limites X° sont continus en temps car limite presque-siire des
processus X ¢ qui sont continus en temps. Alors, pour tout f € D,

(R - s (2 (1E5702) ) <20 ear) - 30 (12702

k k
~ tAT? ~ tATO
e (e27) 5 (4759)
€k €k
—0 I?P/’—ps
k—+o0
tg/\27~' 1

Nous devons maintenant controler ftz/\fo Lf ()?%s)) ds—>" * _ (IFF=I)f ()?ak (tj))
PR

pour tout f € D,.

252 )1
[ e ()= 3 ar-ns ()|
j= LlAT

to A0
1287

[We Lf (5(’0(5)) ds— Y cf (5(%@))

1 ATO

IN

7L11AT

Ltz/\TOJ 1 LtQATJ 1

e Z L‘f(XO ) Z ﬁf(Xsk ))

t1 A -t
=115 =197

257 |1 |25 |1
1 ~
w2l Y ey (X)) -5 D @ —nf (X@))|.
j=187 =15 )

Le premier terme est une approximation de I'intégrale par la méthode des rectangles
et tend par conséquent vers 0 quand k — +oo. La convergence presque sire de X°©*
vers X° implique que le second terme tend lui aussi vers 0 quand k — +oo. Le
Lemme 2.1.2 entraine que le troisiéme terme tend aussi vers 0.

iii) D’aprés la Proposition A.10, on veut montrer que pour toute fonction ¢ €
Coo([nflaﬁ]d XxR);d € Net tous 0 = s1 < 89 < -+ < 84 = t1, l'espérance du
produit

(1\7%2 AFY) — MOt A %0)) ¢ ()20(51), e XO(sa), ]1;02“) (2.20)
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est nulle. Premiérement, pour tout 0 < & < &, et tout f € D,, on considére le
processus S%(t A 7°) défini par :

0

Lt/\?—

51
Ja?)) COY - DAEE).

t AT

e2

SE(tATY) = f ()?E(L

j

La Proposition A.10 et la propriété de martingale des processus S (- A 7°) nous
permettent d’affirmer que, pour tout ¢ € C*®([np71,n]? x R,); d € N et tout 0 =

51 < - < §q =,
E [(5%(152 ATO) — o (1 A %0)> é (f(%(sl), L X (), ]l;oztlﬂ — 0. (2.21)

En utilisant la convergence presque-sire de S vers M, de X®* vers X°, on conclut
que,

E [(1\70(152 AT — MOt M’O)) & (5(0(31), . ,)?O(sd),n;oztl)] —0. O

D’aprés le Théoréme 2.1.3, les processus limites X°(- A 7°) ont une unique distri-
bution qui est celle du processus de Bessel R(- A7) lorsque v > 1/2. Par conséquent,
les deux temps d’arrét 7 := inf{t € [0, T]; R(t) €|n~",n[} et 7° ont la méme distri-
bution. Nous désignerons par 7 ces deux temps d’arrét. Comme nous allons le voir
dans le corollaire suivante, I'unicité des limites permet d’étendre la convergence en

distribution & la famille (X*(t A 7),t € [0,271),.... entiére.

Corollaire 2.1.5. Supposons~ > 1/2. Alors, la famille (X*(t A7), t € [0,2T])qc ...
converge en distribution vers le processus de Bessel (R(L A T)),cioor), 00 I €l T sont
explicités précédemment.

Démonstration. D’aprés la Définition H.2 de la convergence en distribution, il suffit
de montrer que pour toute fonction ¢ : C ([0,277] : [, n]) — R continue et bornée,

i E (¢ (X“(- A 7)) = E (¢ (R(- A 7)) (2.22)

Supposons par 'absurde qu’il existe une telle fonction ¢ pour laquelle (2.22) soit
fausse. Il existerait alors une suite strictement décroissante {ey}x convergeant vers
0 quand k — 400 et § > 0 tels que pour tout 0 < ¢ < €, on ait

[E (¢ (XT*(- A7) =& (R(-AT)))| > 6. (2.23)

Le méme raisonnement que celui fait dans I’étape 1 permet de montrer que la famille
(X (tAT), t €[0,2T])y.... est précompacte : il existe une fonction ¢ : N — N
croissante telle que (X*v® (t A7), t € [0,2T7]),_.... converge en distribution vers le
processus de Bessel (R(t A T))cj o7y d’aprés le raisonnement fait au début de cette
étape, et on aurait

lim E (¢ (X*®(-AT))) =E(¢(R(-AT))),

k—4o00

ce qui est contradictoire avec (2.23). [
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2.1.4 Suppression des temps d’arréts

Les étapes précédentes montrent que la famille de processus doublement arrété
(RE(tATENAT), t€[0,2T])..., avec R* défini par (2.1), converge en distribution
vers (R(t A T)),cppar- Ll R est un processus de Bessel de dimension 2y + 1, tel que
R(0) =1 et 7 est son temps d’arrét en n*!. On rappelle que les temps d’arrét 7 et
7¢ sont définis pour les processus (R(1))cjoar) €6 (£°(¢)),c(0 o7) TesPectivement par :

7% =inf {t € [0,27], R*(t) ¢ln~',n[} et 7:=inf {t € [0,27T], R(t) ¢ln~",n[},

avec la convention inf{(} = 27".

Afin de conclure quant a la convergence en distribution de (R*(t); t € [0,T]),. ..
vers le processus de Bessel (R<t))te[o,T]= il faut supprimer les temps d’arrét introduits
dans les étapes précédentes, en faisant tendre 7 vers +o0o. La transience du processus
R lorsque 2y + 1 > 2 (i.e. 7 > 1/2) est ici cruciale.

Démonstration du Théoréme 2.1.1. D’aprés la Proposition G.6, lorsque que v > 1/2
le processus de Bessel R est transient, ainsi il ne peut ni atteindre 0 ni exploser en
temps fini. On a alors
lim P(r=2T)=1.
nN—r+00

La famille (7%)p<c<., ¢tant a valeurs dans le compact [0,27], il existe des suites
strictement décroissantes {e;, > 0}, convergeant vers 0 quand k — 400 et telles que
les familles extraites (7°%)p<.<., convergent en distribution. Le Lemme 2.1.4 nous
assure alors que

lim P (7™ =2T) = 1. 2.24
i P (7 =2T) (2:24)
Comme 78 = limy_,, o 7°%, on déduit de (2.24) que, pour tout p > 0, il existe

np < 1et K, € N tels que, pour tout > 7, et tout k > K, on a
P(r*>T)>1—p. (2.25)
Soit ¢ : C ([0, 7] : [n7%,n]) — R continue et bornée, alors
O (XF(AT)) Lonreist = @ (R (- AT)) Loprerst

Pour tout p > 0, tous k > K, et n > n,, I'espérance de ¢ (R*(-)) — ¢ (R(:)) se
majore comme suit

[E (¢ (F*(-)) — ¢ (R()))|
SE (o (B*() = ¢ (R()| Lrnree <) + E (| (B*()) — ¢ (B())| Trnrerz1)
< 2ol (T AT < 1) + E (¢ (X (- AT)) = ¢ (R(AT))[ Lrarenz1)
< 2[|llocp +E ([ (X (- AT)) = ¢ (R(-AT))])-

Le Théoréme 2.1.5 implique alors que

lim E ([ (X™(- A7) = ¢ (R(-AT))]) =0

k—4o00
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Ainsi, pour tout p > 0, tous k > K, et n > 1),

lim [E (¢ (B () — ¢ (R(-)))| < 2[|¢[locp-

k—4o00

En faisant tendre p vers 0, on obtient que, pour toute fonction continue et bornée
¢:C([0,7]: [n7",m]) = R,

lim [E (¢ (B™*(-)) — ¢ (R(-)))| = 0.

k——+o0

A ce stade, on a montré que les sous-familles (R°*(t), t € [0,7]), convergent en
distribution vers le processus de Bessel (t — R(t), t € [0,T7]), pour toute suite {e }
telle que 7% converge.
Raisonnons a nouveau par ’absurde afin de généraliser la convergence a la famille
(Rg(t)v te [07T]>0<6<6*
entiere. Supposons que celle ci ne converge pas en distribution vers (R(t)),c.1-
Alors il existe une fonction ¢ : C ([0, 7] : [n7*,n]) — R continue, bornée et telle qu'il

existe 4 > 0 ainsi qu'une suite strictement décroissante {ej}, convergeant vers 0
quand k& — 400, tels que

lim [E (¢ (R™*(-)) — ¢ (R(-)))| > 0. (2.26)

k——+o0

La sous famille (7°%), admet elle aussi des sous familles convergentes (75¢®)),  avec
¥ N — N*, car elle est a valeurs dans le compact [0, 27]. Le raisonnement précédent
implique que (R°¥®(t), t € [0,T]), converge en distribution vers le processus de
Bessel (R());cjo7) €t donc que

lim_[E (¢ (R (1)) = 6 (R(-))] = 0

k—4o00

ce qui est contradictoire avec (2.26) et conclut la démonstration du Théoréme 2.1.1.
O

2.2 Convergence des vitesses vers un mouvement
brownien sphérique

Rappelons que les chaines (&), sont liées a I'énergie de la particule, on s’intéresse
ici a I’évolution du vecteur vitesse.

Dans cette section, le Théoreme 2.2.2 de convergence est établi pour la chaine
de Markov (v,,),,(voir (1.29)) représentant le vecteur vitesse de la particule a chaque
sortie d'un diffuseur. Sous certaines hypothéses et correctement changée d’échelle
cette chaine converge en distribution vers un mouvement brownien a valeur dans

Se-1.
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2.2.1 Changement d’échelle

Considérons la chaine de Markov (v,,),,y & valeurs dans R? définie par

{”"*1 = G(vn, fin) (2.27)
lvolla > vy,

et vérifiant I’hypothése suivante.

Hypothése 2.2.1. 1. Les variables aléatoires (k,), sont définies sur un méme
espace probabilisé (2, F,P). Elles sont indépendantes, identiquement distri-
buées et a valeurs dans R x T™ x R ;

2. Il existe 0 < v_ < vy tels que G est continue sur R?B(O vy X R? x T™ x R, et
pour tout v € R\B(

0,v4)’
_ v
G(v, k) = U+Z Dol e=——  (229)
HH [v]|4
ol :
[ ) E (O{(l)(e, /{) X a(1)<67 /{)) — K2 <]1d . 66/) ’ (229)

avec K* > 0. La matrice (14 — e€') représente la projection sur Uhyperplan
orthogonal au vecteur e (i.e pour tout y € R, (14— ee')y = y— < y,e >e);

e E (a(l)(e, k) =0=E (oz(Z)(e, k), E (04(3)(6, K)) = —%KQQ; (2.30)
e pour tous 1 < £, ¢ < 3,
Eom%@@®a%@@m)<+m; (2.31)
e pour tous 1 < 0,0, 0" <3, et tous 1 <1i,j,k <d,
E ( ozl(z)(e, /@')aj(.g/)(e, ﬁ)o&;fll)(e, /-@)D < +00. (2.32)

Soit le paramétre e = ||lvg||;'. Pour tout n € N, on note s, = ne*. La famille
de processus continus (v*(t)),cp, indexée par € > 0 est construite de la maniére
suivante. Pour tout n € N,

v°(sp) = €vp.

La continuité est obtenue par interpolation linéaire, pour tout s € [s,,, Sni1,

S — S S§— S
UE(S) = %U%Sn) + nvs(5n+1>'

et

La famille de (v°(s), s € Ry),.., ainsi définie, vérifie alors le résultat de convergence
suivant.



48 Chapitre 2. Résultats de convergence sous changements d’échelle

Théoréme 2.2.2. Soit S > 0. La famille de processus (v°(s), s € [0,5]).., converge
en distribution vers le processus (u(s)) o s unique solution forte de l’équation dif-
férentielle stochastique suivante

u(s) = K — u(s)uls) s) — d-1 2u(s)ds
T = el @R T @ T

ot B est un mouvement brownien d-dimensionnel.

Remarque 2.2.3. L’équation différentielle stochastique (2.33) conserve la norme,
en effet un simple calcul d’Ité donne

dllu(s)]I7 = 2 (u(s) - du(s)) + (du(s) - du(s))

—1
S
[u(s)]I3

e (0= g ) 20 (4= i ) 27)
= 0.

Le processus (U(S))se[O,S] est donc unitaire. En particulier [’équation différentielle
stochastique (2.33) est de la forme (G.21), sa solution est un mouvement brownien
sphérique changé en temps (voir l’Anneze G.1).

2.2.2 Du microscopique au macroscopique

La chaine de Markov (v,,), explicitée dans le chapitre 1 par (1.29) satisfait 'Hy-
pothése 2.2.1 avec
A2
K? = —/ do dz/ dh 0,V (2, )0,V (2 + he, ¢),
Co Jom R R
ou 0y, =w-V,w-e=0et [|w||s =1. Le théoréme de convergence s’applique donc
a cette derniere chaine.

Dans le chapitre 1, nous avons vu que la classe de chaines de Markov de la
forme (&,),cy vérifiant 'Hypotheése 1.4.1 contient la chaine (||v,||5/3D),, oy (voir
(1.36)). Le Théoréme 2.1.1 affirme que cette chaine, aprés un changement d’échelle,
converge vers un processus diffusif. Le changement d’échelle temporelle nécessaire
pour observer cette convergence est en [|v||;° ce qui signifie qu’avant d’apercevoir
un changement d’accélération macroscopique de la particule dans le systéme dé-
crit par (1.10), celle-ci doit subir un nombre de collisions de lordre de |lvp|/S. Le
Théoréme 2.2.2, quant a lui, nous indique un tout autre comportement. En effet
le changement d’échelle temporelle utilisé pour obtenir le Théoréme 2.2.2 est en
|voll;?, il faut un nombre de collisions ||vg||3 pour que la direction d'un particule
typique ait varié d’un angle macroscopique.

Une particule typique dans le systéme (1.10) subit donc un changement de direc-
tion avant d’avoir accéléré. Les recollisions qui avaient été jusqu’ici ignorées appa-
raissent comme étant un phénomeéne probable. Néanmoins, les résultats numériques
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obtenus dans [3, 1] sont en accord avec le Théoréme 1.2.2, ce qui laisse & penser que
les recollisions, si elles ont lieu, n’ont qu’'un impact négligeable sur le comportement
asymptotique de ||¢||q défini par (1.11).

Cette différence de comportement entre la vitesse et sa norme n’apparait pas dans
le cas que Dolgopyat et Koralov étudient dans [22]. Dans cet article, les auteurs
s’intéressent, comme ici, au comportement de particules dans un champ de force
défini sur R? dont le mouvement est régit par I'équation de Newton (1.1) :

Q(t) =Y gala(t) = ).

neN

Les fonctions g, différent des fonctions f, (1.2) considérées dans le chapitre 1 dans
le sens ou elles ne dépendent pas du temps et principalement, elles ne dérivent pas
d’un potentiel, c’est-a-dire que pour tout n € N,

V Xgn#0

et la force que la particule subit n’est pas conservative. Autrement, (g,), est une
famille de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées définies
sur un espace probabilisé (€', F',P’). De méme, ces fonctions sont & support compact
dans B(0,R) C R% R > 0 et g, € C°(R?). Les auteurs considérent la distribution
de la suite (r,), .y comme étant un processus de Poisson ponctuel indépendant de

la suite (gn),,en-
Ils montrent les résultats de convergence suivants.

Théoréme 2.2.4 (Dolgopyat & Koralov, 2009). Soit d > 4, pour tout ||vo|| suffisam-
ment grand, il existe un sous-espace Y, tel que limpy|, 400 P’ () =1 et si Qy
est vu comme un espace de probabilité muni de la mesure obtenue en conditionnant
P’ sur I’événement 0, , i.e P, (-) = P'(-)/P'(2,, ), alors :
1. les processus position et vitesse q(t) et ¢(t) convergent tous les deux vers +o0o
lorsque t — 400 ;

2. Le processus ¢(c*t)/c sur Q, ~ converge en distribution, quand ¢ — 400 vers

un processus diffusif noté (5(15))1@@+ ;

3. Le processus q(c3t) /c* défini sur Q,, converge en distribution, quand ¢ — +00,

vers le processus diffusif (q(t))cp,

Ici, le changement d’échelle temporelle nécessaire a I’obtention d’une convergence
en distribution est le méme a la fois pour le processus décrivant la vitesse de la
particule et celui décrivant sa position. Le nombre de collisions que la particule doit
subir avant qu'un changement macroscopique de sa vitesse soit apergu est le méme
que celui qu’elle doit subir avant que sa direction varie d’un angle macroscopique.
La probabilité qu'une trajectoire typique ne s’auto-intersecte pas est alors proche
de 1. Cette observation permet d’obtenir I'affirmation 3. du Théoréme de Dolgopyat

et Koralov. Dans notre cas, un quelconque résultat sur le processus (q(zf))teR+ est
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bien plus difficile & obtenir en raison, justement, des possibles auto-intersections des
trajectoires.

Une autre remarque & propos du Théoréme 2.2.4 est que le processus limite
U est tel que HEHZ/ ? est un processus de Bessel de dimension 2d/3. L'hypothése
d > 4 permet aux auteurs (tout comme nous l'avons fait dans la Section 2.1.4) de
travailler avec un processus de Bessel de dimension strictement supérieure a 2 et
donc transient. De plus, le changement d’échelle temporelle utilisé pour observer la
convergence du processus est différent du notre. C’est aprés un nombre de collisions
de Tordre de ||vg|3 qu'un changement de vitesse macroscopique a lieu pour une
particule typique dans le modéle non-conservatif, ce qui est plus rapide que dans
notre cas.

Tout ce dont nous avons besoin dans la preuve du Théoréme 1.4.2 est que la fa-
mille de processus (R*(t),t € [0,T1]),..... converge en distribution vers un processus
(R2(1)) o) qui n’est pas forcement un Bessel mais qui vérifie

P (T; > T2) > 1

2 2
ol T% et Ty représentent respectivement les temps d’atteinte des points 1/2 et 2.
De méme la condition v > 1/2 dans le Théoréme 1.4.2 équivalente & la condition
d > 5 du Théoreéme 1.2.2 n’apparait que pour garantir la transience du processus
(R(t))te[O,T] qui permet de supprimer les temps d’arrét dans la troisiéme étape de la
preuve.

2.3 Preuve du Théoréme 2.2.2

Nous procédons en 3 étapes, comme pour la démonstration du Théoréme 2.2.2.
Cette fois nous engloberons la précompacité et la convergence vers le probléme aux
martingales dans un seul lemme.

Les trois sous-sections qui suivent sont consacrées aux différentes étapes de la
démonstration du Théoréme 2.2.2. Le cheminement se découpe en 3 parties :

e une premiére étape consiste a introduire des temps d’arrét 7¢ afin de maintenir
les trajectoires des processus (v°(s)) (o5 dans un compact et de montrer la
précompacité de la famille (v°(s A 79), s € [0,25]).. Ce lemme nous permettra
aussi d’affirmer que les processus limites sont solutions d’un probléme aux
martingales que nous expliciterons;

e le probléme aux martingales explicité dans 1’étape précédente étant celui as-
socié & un mouvement brownien sphérique, il est bien posé. L’unicité des pro-
cessus limites étendra la convergence a la famille entiére et non plus seulement
aux sous-familles ;

e avant de conclure, il sera nécessaire de supprimer le temps d’arrét introduit
dans la premiére étape. C’est le but de la derniére étape.

Comme précisé dans la section précédente, certaines notations se confondent. Le

paramétre € choisi ici est différent de celui introduit précédemment. En effet dans
la Section 2.1, nous avions € = ||vg||;%/3D, alors que dans cette section, & = |Jvg||;".
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2.3.1 Cut off et précompacité

Soient n > 1 et pour tout € > 0, le temps d’arrét 7¢ défini pour le processus
(v°(8)) g, par :

= inf{s € [0,25], v°(s) & I}, I =B(0,n) (2.34)

\B(On~1)’
avec la convention inf{} = +oo. Afin de rester dans le domaine ot (v°(s)),cp,

peut étre explicité, on se restreint aux 0 < & < g, ol &, > (nuy)~! de sorte que
pour tout 0 < ¢ < g,, evy < n~ L. Ainsi, on définit la famille de processus arrétés

(2°(s), s €[0,2S5])gcrc.. Of, pour tout 0 < € < ¢, et pour tout s € [0,25],

z°(s) = v (s A T).

Pour tout s € R, la forme explicite de z°(s) est alors connue. En particulier,

2°(sn) = G (2°(Sp—1), Fn), (2.35)
ou )
T, K

GE(a, k) =z + ZJH iz +2°0 (||=]l;%) . (2.36)

(&

Soit II° la fonction de transition du processus (2°(sy)),. On note (A%, DS) une
expression d’un coeur de son générateur infinitésimal. La Définition C.4, nous permet
d’écrire, pour tout f € D:,

(IF — 1)f(a) = / (F(y) — f(2)) TE (. dy). (2.37)

Lemme 2.3.1. La famille de processus (°(s),s € [0,25]) ... est précompacte, et
tout processus limite est solution du probleme aux martingales associé a [’opérateur

(L,D,) ou
1 xa! 260y o d-1 2. .
10 = g (e o) P0) - g s 239

D,={feC>(), lim Lf(z)=0}.

[zlla—n+t

Démonstration. La preuve de ce lemme est la méme que celle du Lemme 2.1.2 pour
la précompacité et du Théoréeme 2.1.5. Ici, nous montrerons seulement que, pour
tout f € D, et tout x € R? tel que ||x]|q € [n71, 7],

L - nf@) - L)

d

Comme dans la section précédente, considérons, pour tout x € I les coefficients
suivants :

a®(r) = — )11 (z,d et b (x)= — x)II°(x, dy),
() /y”de]n_ (= dy) et () /ydd_n[@ VI (2, dy)
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ainsi que 'opérateur

A f (@) = St (0) () + B (@) ().

En notant

1 za'! d—1
a(r) = —— K? <Id - —) et b(z) = ——— K*z.
[l el (el

Nous obtenons alors que, dans le cas ot x € I,

a*(z) = E ((G°(z,w) — 2) ® (G*(z,w) = 2)) | L g=(w)llacln-1,11)
= cta(x) + o(eh), (2.39)

et

b (2) = E ((G*(2,w) — ) | L 6= (aw)llucln-1.01)
= c*b(x) + o(eh). (2.40)

De plus, si ||z]|q = n*! il est clair que a(n*!) = 0 = b*(n*), et ce, pour tout & > 0.

Cela implique que, en particulier, A% f(n*!)/e* = 0. D’apreés la forme de I'opérateur
L (voir(2.38)), pour tout f € D,, nous avons donc

1 _
gAsf(x) —c0 Lf(x), pour tout x € I.

Pour tout = € I, controlons ||(TI° —I) f(z) — A°f(z)]|4/e*. Pour tout y € I, il existe
une constante Cy dépendant uniquement de f telle que

ST =) = A S @ < % [ =l o)+ T .01

Or, d’aprés (2.36)
/I ly — 231 (2, dy) = o(").

De plus, pour tout = € I, remarquons que, pour tout ¢ > 0, il existe un e, > 0 tel
que, pour tout € < €4, on ait

I (2, R\ B(x,6)) =0,

ce qui a pour conséquence que

1
lim sup —4H5(x,]Rd \ B(z,9)) =0.

e—0 IET &
on obtient, pour tout x € I

1

I = D) f (@) = A (@) 20 (2.41)
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De plus, dans le cas ||z||q = n*!, il est clair que, pour tout & > 0,

(I — D f(z) = / F(y) — @) (z, dy)
=0

Par conséquent, pour tout f € D, et pour tout x € 7,

H.c @) - 8—14(116 @) 0. (2.42)

d

La suite de la preuve se déroule exactement de la méme facon que dans la section
précédente, en montrant la précompacité puis en passant dans ’espace de Skorohod.
m

2.3.2 Limite des processus arrétés

L’étape précédente nous a permis d’établir 'existence de suites strictement dé-
croissantes {ex}ren de nombres positifs telles que g — 0 quand k£ — +oo tels que
les processus (2% (s), s € [0,25]), convergent faiblement vers des processus limites
(2°(5)) sepo2s)- Soit 7° les temps d’arrét définis par

70 = inf{s € [0,25], 2°(s) € I}, (2.43)

avec la convention inf{()} = 2S. Le Lemme 2.3.1 nous affirme de plus que les pro-
cessus limite (2%(s A TO))SE[OQS} sont solutions du probléme aux martingales associé
a Popérateur défini par (2.38).

Remarque 2.3.2. La famille des temps d’arrét (1°), ... €tant a valeur dans le
compact [0,2S], est précompacte. Elle admet donc des sous-famille (7°+), convergeant
vers des variables aléatoires ™. Ces derniéres n’ont aucune raison d’étre des temps
d’arrét, et par conséquent n’ont pas la méme distribution que les temps d’arrét des
processus limites.

De la méme fagon que dans la preuve de la section précédente, il est possible de

comparer 7™ & 79,

Lemme 2.3.3. Il existe un espace probabilisé <§, .7~:, IFE;) tel que

P(rim =) =1,

0

o 7m et FVsont respectivement de méme distribution que 7™ et 70.

Démonstration. Cette preuve est la méme que celle de affirmation i) du Lemme 2.1.4
de la Section précédente. n
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Le Théoréme E.4 implique que l'opérateur (£, D,) est un coeur pour l'opérateur
(£,D(L)) générateur infinitésimal d'un processus de Feller (u(s)),c(goq arrété en le
temps d’arrét 7 défini par,

7 :=inf{s € [0,25]; u(s) € I'}

avec la convention inf{()} = 2. Les processus limites (2°(s A 7)) .9 o5) SOnt, d’apreés
le Lemme D.7, solutions du problémes aux martingales associé a (£, D(L)). Ainsi, le
Théoréme F.12 permet d’affirmer que pour toute suite strictement décroissante {ey }«
telle que e, — 0 quand k — 0 et telle que la sous-famille (z°+(s), t € [0,25]),...
converge en distribution, les processus limites arrétés (x%(s A 7'0))86[0,25] sont solu-
tions faibles a I’équation différentielle stochastique arrétée

Y S VI R EE R
) H%(S)Hd (Id Hu(s)HZ)ﬂKTdB() 2”“(5)“3[( (s)Ls<rd
u(0) = Hvoo||d'

(2.44)
Cette équation différentielle stochastique modélise, quand elle n’est pas arrétée, un
mouvement brownien sphérique changé en temps et introduit dans I’annexe G.1.
L’unicité et 'existence d’une solution forte a cette équation différentielle stochas-
tique est vérifiée, et sa solution est un processus diffusif unitaire. On en conclut
que, premiérement tous les processus limites (2°(s A 7%)),cpqg SONt égaux en loi
et ne dépendent, par conséquent, pas de la suite {e;}, choisie. De plus, 70 =
2S5 presque stirement car le processus limite est unitaire. Toutes les sous-familles
(z°*s), s €[0,25])yc.... convergentes ont alors la méme limite et celle-ci est un
mouvement brownien sphérique solution de I’équation différentielle stochastique

- K _M s _& 2u(s)ds
= (= ol ) 200~ gt
u(0) = ”UOOHd‘

Pour finir cette étape, on étend la convergence en distribution vers (u(s)),cp .25 @
toute la famille (z°(s), s € [0,29])

Corollaire 2.3.4. La famille de processus (z°(s), s € [0,28])q..... converge en dis-
tribution vers le processus (u(s))sejo,2s) unique solution forte de l’équation différen-
tielle stochastique (2.45).

O<eps<es”

Démonstration. D’aprés la Définition H.2 de la convergence en distribution, il nous
suffit de montrer que pour toute fonction ® : C ([0,2S5] : I) — R continue, bornée,

lim E (® (2°())) = E (@ (u())) (2.46)

e—0

Raisonnons par I’absurde, soit ® une telle fonction pour laquelle (2.46) est fausse.
Il existerai alors une suite décroissante {ey}, convergeant vers 0 quand k — +oo et
0 > 0 tels que pour tout 0 < g5 < &,

[E(® (2°(-))) = E(® (u(-))] > 0.
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Or, la famille (z°+(s), s € [0,25]),..... est elle aussi précompacte. Il existe donc
une fonction ¢ : N — N telle que (z°® (- A 7)), converge en distribution et le
raisonnement précédent permet de conclure que sa limite est le mouvement brownien
sphérique (“(3))56[0,2 s unique solution forte de I'équation différentielle stochastique
(2.45). Ainsi

lin B (® (20 (-))) = B (& (u())

k—4o00

ce qui est contradictoire. ]

2.3.3 Suppression des temps d’arrét

Les deux étapes précédentes ont permis d’établir la convergence en distribution
de la famille (v°(s A 7°), s € [0,2S5]),..... vers le mouvement brownien sphérique
(u(8))sepo.25)- Ce processus étant unitaire, P’ (7 = 25) = 1 ou on rappelle que

7 =inf{s € [0,25]; u(s) € I}, inf{0} =2S.

Ceci, combiné avec le Lemme 2.3.3 entraine que pour tous n > 1, p > 0, et toute
famille {7°* };, convergente, il existe K, € N tel que pour tout k > K, on ait

P(re* > 85)>1—p.

Utilisons la Définition H.2 de la convergence en distribution. Soit @ : C ([0, 5] : R?) —
R continue, bornée, on peut écrire

O (2% () Lrenngy = @ (v°%(+)) Lgrer>1y).

On en déduit la majoration suivante,

[E (@ (0™(-) = @ (u(-))]
<E([(® (™) — @ (u(-) Lipsrary )
+E ([(@ (0%()) = @ (u()) Lrersmy|)
< 2/|@[|cE (Liron<ry) +E ([(@ (2%()) — @ (u()) Lirers1y])
< 2[[®floop + E ([(® (2°(-)) = @ (u(-))]) -

Or la convergence obtenue dans le Lemme 2.3.1 assure que

Jim E (@ (7)) = @ (u())]) = 0.
Ainsi,
lim [E(® (v°(-)) = @ (u(-)))| < 2[|[[cp,

k—+o00
en faisant tendre 0 vers 0, on obtient :

lim [E (® (v™(-)) = @ (u(-)))] = 0.

k—+o0

Pour conclure le raisonnement est le méme que celui du Corollaire 2.3.4. A nouveau,

supposons que (v°(s), s € [0,5]),..... ne converge pas en distribution, il existe alors
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une fonction @ : C ([0, S] : R?) — R continue et bornée ainsi qu’une suite strictement
décroissante {e;}; convergeant vers 0 quand k — +o0o et § > 0 tels que pour tout
0 <ep < ey,

[E(® (v%()) = @ (u(-)] > o (2.47)

La famille (7°%); étant a valeurs dans un compact, elle admet des sous-familles
(75v®)), convergentes et le raisonnement ci-dessus entraine la convergence en distri-
bution de v*¥®) (-) vers u(-) sur [0, S] ce qui rend (2.47) absurde et conclut la preuve
du Théoréeme 2.2.2.



Chapitre 3

Preuve du Théoréme 1.4.2

La démonstration du Théoréme 1.4.2 est faite dans ce chapitre. Elle se découpe
en trois parties. Tout d’abord on estime les temps pour lesquels la chaine de Markov
(&,),, est & valeurs dans un voisinage de 27, € Z. Ensuite on controle le temps que
-, met pour doubler ou réduire de moiti¢ sa valeur. Ces deux estimations nécessitent
un résultat de convergence pour la chaine (§,), qui est énoncé et montré dans le
chapitre 2.

You know those ducks in that lagoon
right near Central Park South?

That little lake? By any chance,

do you happen to know where they go,
the ducks, when it gets all frozen over?
J.D. Salinger — The Catcher in the Rye.

3.1 Préliminaires

Tout d’abord rappelons ’hypothése faite sur la classe de chaines de Markov
pour lesquelles le Théoréme 1.4.2 ainsi que le Théoreme 2.1.1 s’appliquent, ainsi que
I’énoncé de ces derniers.

Soit (wp), ey une suite de variables aléatoires bornées indépendantes et identi-
quement distribuées centrées et de variance égale a 1 :

E(w,) =0, E(w)=1, Ao > 1, |wa| < @. (3.1)
Soit une fonction F' : RY X [—w,w] — R mesurable et satisfaisant I’hypothese
suivante :

Hypothése 1.4.1 [l existe vy € R, 0 < £ < &, et deur paramétres a > 0,5 > 1,
tels que F' est continue sur [, +oo[x[—w, W] et, pour tout & > &,,

F(&w) = s+w+%+Fo<5,w>+F1<s,w>, (1.38)

ot les fonctions Fy et Iy sont telles que, pour & grand,
sup |Fo(€,w)| = O (€7%) et sup|Fi(£,w)] = O (67 (1.39)

o7
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De plus E (Fy(&,-)) = 0.
Les termes F{y et F} sont respectivement des perturbations des termes aléatoires w
et 7/€. Les chaines de Markov considérées sont celles s’écrivant :

{ En1 = F (En,wp) (32)

§o > &5

Ainsi définies, ces chaines de Markov vérifient le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.2 : Soit v > 1/2. Alors :

1. Pour tout 0 < p < 1 et pour tout v > 0, il existe & > &, tel que, pour tout
&g > &, on ait

P (vn €N, (50 + né)” <& < (50 + né)m) >1-p. (4.20)

2. Pour tout v > 0, on a

&o—+o0

lim P (\m eN, (g+ni) <g<(a+ n%)””) - 1. (4.21)

La stratégie de preuve est la suivante :

1. En premier lieu, dans le chapitre 2, nous avons construit une famille de proces-
sus continus en temps et indexée par un parametre € = &, ! Pour tout n € N,
nous avons introduit les temps t,, = ne? et la famille de processus continus
(R(t)) e, est définie par ]

Re(t,) = €&,,

et, pour tout ¢t € [t,, t 11/,

b —t t—tn .
RE(t) = 2 Re(t,) + R (tg).

Le résultat de convergence en loi sur la famille (R*(¢), t € [0,71) obtenue

dans le chapitre 2, est le suivant.

e>0

Théoréme 2.1.1 : Soit T > 0 et supposons que v > % Alors la famille de
processus stochastiques (R*(t), t € [0,T]).., converge en distribution vers un
processus de Bessel de dimension 2y + 1 et de condition initiale 1. Autrement
dit, la famille de processus stochastiques (R*(t), t € [0,T]).., converge en dis-
tribution vers l'unique solution forte de l’équation différentielle stochastique

dR(t) = dB(t) + %dt

ot B est un mouvement brownien uni-dimensionnel.
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Ce résultat étant indépendant du reste de la démonstration du Théoréme 1.4.2,
nous l'avons traité dans le chapitre précédent, avec un autre résultat de conver-
gence en loi pour la chaine de Markov (v,,),,o introduite dans le chapitre 1 par
(1.35). La seule application du Théoréme 2.1.1 dans la suite de ce chapitre se
fera par le biais du Théoréme Portmanteau. Néanmoins, 'hypotheése restrictive
v > 1/2 du Théoréme 1.4.2 apparait uniquement dans ce dernier résultat de
convergence en loi et dans le but de permettre au processus de Bessel limite
d’étre transient. Cette condition sur «y est équivalente a la condition d > 5 du
Théoréme 1.2.2.

2. Ensuite, dans ce chapitre, nous suivons une méthode développée dans [22| pour
un probléme similaire (cas ot I est non conservatif dans (1.1)) :

e nous introduisons un processus auxiliaire (1), & valeurs dans Z et des temps
d’arrét 7, tels que, approximativement, &,, ~ 2™ (voir la Figure 3.2). Les
accroissements du processus (m)é sont alors +1, et Ay = 7441 — 7y est
le temps que met le processus (&,), pour doubler ou réduire de moitié sa
valeur ;

e le Théoreme 2.2.2 et les propriétés des processus de Bessel sont utilisés via
le Théoréeme Portmanteau pour montrer que, sous les conditions v > 1/2
et ny assez grand, (1), est une sous-martingale. Les temps de séjour Ay
sont enfin controlés dans la Proposition 3.3.4, et la Proposition 3.2.2 montre
I'existence de p > 0 tel que

Ne ~ pl + 1y et Aty ~ 227,

Ainsi .
ST@ ~ TE;
e enfin, la derniére section de ce chapitre interpolera ce résultat & la chaine
(&), entiere.

3.2 Processus auxiliaire

Afin de construire un processus auxiliaire décrivant les passages de (§,,),, sur les
puissances de 2, considérons L > 0 et les intervalles J,, = [27 — L,2"+ L], n € Z. On
s'intéresse a la fagon dont (&), visite 'ensemble N, := |, ., J, C R} Pour cela,
on introduit un processus auxiliaire (7),oy & valeurs dans Z et des temps d’arrét
correspondants 7, tels que &, € J,, (voir Figure 3.2).

Remarque 3.2.1. Dans [’Hypothese 1.4.1, la valeur &, peut toujours étre remplacée
par une valeur plus grande. De cette fagon, en imposant &, > |y|/w, pour tout

fn > ng;

bnt1 € 16 — Gz, &n + Cay [ (3.3)
ol _ _g
Con =20+ Crm + Cros, C >0,
ol il

Cela traduit le fait que, di au terme dominant de drift en €1, lorsque &, est grand,
la taille du pas de la marche aléatoire devient petite comparée a &,.
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&

27 f) 9o t1
(
P E— [ E—
2L 2L

FIGURE 3.1: Exemple de cas ou & &€ Nr. Ici ng = 1 + 1.

Il est maintenant possible de définir le processus (1) ,oy. Tout d’abord, soit
7 = miny € N | 27 > 2max{é.,, Gy}, (3.4

et comme W > 1 (voir (3.1)), ny > 2. Afin que (3.4) soit satisfaite, on choisit L tel
que Cg., < L < 2"~1. Ainsi, pour tous 1,7 > ny tels que n # 1/,

JyN Ty =10,

et d’aprés (3.3), le processus (&), ne peut pas sauter au-dessus d'un intervalle J,
sans le traverser. De cette fagon, si &, € J,, le prochain intervalle de Ny que la
chaine visitera, s’il est bien défini, sera J,;1 ou J,_1.

Le processus (1), et les temps d’arrét 7, qui lui sont associés peuvent maintenant
étre explicités récursivement. Il existe ny > 1y tel que

o € Jr U2 4 L, 210F — LU J5 4.

Soient 75 = 0 et
7A:0 = 1nf{n > O, fn € Jﬁo U J;]“OJrl}.

Ainsi 7 = 719 si & € N, et soit

{ o = :rv]O si 6‘7'0 € Jﬁov
Mo = To +1 si 5770 S Jﬁo+1‘

La Figure 3.1 illustre l'initialisation du processus (7),. Ensuite notons

T = inf {’I’L > 0, fn S JT]o—l U J?70+1}7

/’71 = 770 + 1 Si 5‘[‘1 € Jno-‘rl)
=" — L s 57'1 € Jnofl-

Supposons que, pour ¢ € N, 79, 19, 71, M1, ..., T¢, N¢ sont bien définis, avec &, € J,,,
pour tout 0 < k£ < /. Dans le cas ol 1y = 14, on pose 711 = 7y €t np11 = 1, sinon

Tet1 = lnf{n > T fn = J’]é*1 U ‘]WJrl}a

T]f-‘rl - TM + 1 Si ng+1 € J’qe-‘rl)
Ne+1 =T — I st 57'[_',1 S Jng—l-
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Sren &n
2771*1 e 27h+1
B o e B e Sk
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FIGURE 3.2: (&), visitant N7. Ici, n1 = 10 — 1.

La suite de cette section consiste a montrer que, avec grande probabilité, le
processus (1), se comporte asymptotiquement comme une sous-martingale et qu'il
existe u > 0 tel que ny ~ pl (voir Proposition 3.2.2).

Le processus (1), décrit la maniére dont le processus (&,),, visite des intervalles
de taille fixe 2L et centrés en les entiers 27, n > 7. Ce processus (1), nous donne
une information sur la tendance du terme de drift du processus (§,),. Néanmoins,
il n’y a aucune raison de penser que la nature de ce processus est markovienne. En
effet :

P =nElne=nme-1 =n+1) =P (&,,, € Jyu1lé, € Iy, &y € Jyta)
7& ]P (£Tg+1 € Jni1|€‘rg c Jr]) .

Tout dépend de si &;, se trouve plutot a droite ou a gauche de l'intervalle J,,. Les
principales propriétés du processus (1), sont énoncées dans la proposition suivante.

Proposition 3.2.2. Soit v > 1/2.
i) Pour tout § > 0, il existe 7 > ny tel que, pour tout { € N* et pour presque

tout Mo, My s Mo—1 = Ny Mo > 1),

P (nexr =me £ 1| 0,...,m0) — p£| <6, (3.5)
ou 221 1 1
Pe= o giE 7 )
etp-=1—p,.
ii) Pour tout 0 < p < 1 et pour tout 6 > 0, il existe n. > ny tel que, pour tout
Mo = M

P(VCEN, e — pl —nol <6 (E+mo)) =1 —p,
ou p=2py —1>0.
ii1) Pour tout 0 < p <1, il existe n, > ny tel que, pour tout ny > 1.,

IP(WEN,WZ%>21—ID.

La démonstration de ce résultat utilise le Théoréme 2.1.1 de convergence en
distribution de (§,),, correctement changé d’échelle vers un processus de Bessel de
dimension 2y + 1 lorsque 7 > 1/2. La premiére affirmation de cette proposition
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indique que le processus (1), est poussé vers la droite. A chaque pas, la probabilité
que son incrément soit de 1 est plus grande que celle qu’il soit de —1. La seconde
affirmation, qui sera utile dans les deux prochaines sections, décrit le comportement
de (n¢), comme étant 1, ~ pl avec p > 0. Enfin, la derniére affirmation permet de
dire que si ng > 2n, alors, pour tout ¢ € N, n, > 1, presque stirement et donc que

P(VneN, & >¢&) =1

Avant d’entamer cette démonstration, deux remarques sont a faire.

Premiérement, dans ce qui suit, les notations ne font pas la distinction entre,
d’une part, les variables aléatoires P (A |7y, ..., 1), vues comme étant des fonctions
sur I’espace probabilisé sous-jacent ou sur N“*! et d’autre part, les valeurs que cette
fonction prends. Grossiérement,

P(Alne,...,m0) =P (Ane=mn...,m0=m0).

Deuxiémement, une conséquence de la nature markovienne de (&), o sera souvent
utilisée dans la suite : soit A € FI,

inf P(A|&_1) <PA|&_1€1,C€Fpsy) < sup P(A|&y),  (3.6)

&n1€l Enr€l

ot I est un intervalle, F,, 5 est la sigma-algébre engendrée par les £,,,0 < n' <n—2,
et F.I celle générée par les &,,,n' > n.

La démonstration de la Proposition 3.2.2 entiére étant longue, nous traitons
séparément le point i) des points ii) et iii).

Démonstration de la Proposition 3.2.2, affirmation i). Dans ce qui suit, les valeurs
de 1o, ...,ne et des multi-indices ¢; sont restreintes aux valeurs pour lesquelles I'en-
semble sur lequel on conditionne est de probabilité strictement positive. Soient
Nos M1y - -+, Me > Ne. On a alors

P ey =me+ 1|0, m0)
= > Psa=n+1lne....n; e=rp,..., 71 =1)

0<ip <<y

XP(rg=1tg,...,71 =71 |Ne,...,m0). (3.7)
Pour tout 7 € N et pour tout n > 1., soient
7—+7i(77) = lnf {n Z 0 ’ £i+n > 27]+1 — L} y
m_i(n) =inf{n >0[&, <2" '+ L}.
Alors pour tous 79,71, ...,7¢ > N4, et pour tous 0 < i1 < - -+ < iy,
P (e =me+ 1 0e, .m0y 70 =gy .., T = 11)
=P (r45,(ne) <7—3,(0e) | M-+ - 103 Te =gy ..., T = 1)

=P (74, (10) <7 se(ne) 1€y € Tps -+ &y € Ty, €0 € T
T =i¢,...,1 =141). (3.8)
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Il suit alors de (3.6) et de 'homogénéité du processus (&), que

inf P(740(ne) < 7-0(ne) | &0) = g_igﬁ P (74, (ne) < 7—3,(ne) [ &)

§o€ ne Al

et

inf P (745,(ne) < 7—5,(00) | &) < P (74, (0e) < 7, () | &, € s

gize«]n@
...,fo < JnO;TKZZ'g,...,Tl :il)
< sup P(7y4,(n0) < 75 (me) | &i,) = sup P (74 0(ne) < 17— 0(me) |&0) - (3.9)

i, €Jn, &€ Jn,

En combinant avec (3.8) et en utilisant (3.7), on montre finalement que
inf P (740(n0) < 7 0(m0)[€0) <P (M1 = ne+ 1ne, .., 10)

§o€Jn,
< sup P (740(n0) < 7 0(ne)[&o0) - (3.10)
&€ Jn,

Pour alléger les notations dans ce qui suit, nous écrirons 74 (1) = 74 (7). La fin de
cette preuve repose sur 'application du Théoréme Portmanteau. Soient n > n, et
¢ € J,. Introduisons l'ensemble E(n) par :

Em) =A{r(n) <7},

et soit IP¢ la probabilité conditionnelle définie par

Pe(-) =P (| &=¢).

Ainsi
dnf Pe (. (n) < 7- () = jnf Pe (E(n), (3.11)
sup Pe (m1:(n) < 7-(n) = sup Pe (E(n)). (3.12)

En remarquant que
E(n) = {v¥n <7y(n), & > 2" + L},

et en revenant aux notations (2.1.1), on obtient que, si £ € J,,

1
B 2 {n < ), Bt > o)},
ouo_(n) = (2"+2L) /(2" — L). La fonction o_ est alors décroissante et tend vers
1 lorsque n — +o00. Soit maintenant 7, > 7;, qu’on fixera plus tard et dépendant
de §. Soit n > n,. Il suit alors que

B 2 {0 < 7.0, 0) > 50-(0)}

o) {Vn <7.(n), RE(t,) > %a_(m)} :
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Afin d’appliquer le Théoréme Portemanteau, il faut remplacer les temps d’arrét
7. (n) pour la chaine (&,), par des temps d’arrét adaptés au processus continu en
temps (R°(t)),. Premiérement, remplagons 7 (n) par le temps d’arrét du processus
discret en temps (R°(t,,))

n *

75 =inf {n > 0|R°(t,) > 204 (n.)},

ou oy(n.) = (2™ — L/2) /(2™ — L) est aussi une fonction de 7, décroissante qui
tend vers 1 quand 7, — 4o00. Alors, pour tout n > 7,

7 2 7 (),

ce qui entraine que, pour tout n > 7, et tout § € J,, :
1 1
B(n) 2 {¥n < 7 (), Bo(t) > 50 (1)} 2 {9 < 75, BE(t,) > 5o (n)}-

Soient maintenant les deux temps d’arrét 7% et T° adaptés au processus continu
(R°(t)),, et définis par

TS =inf {t > 0|R°(t) = 20, (1)} et T° =inf {t > 0|R(t) = %a_(n*)} :

Comme (R*(t)),cp, est construit par interpolation linéaire entre les points R*(¢,),
n € N, et que 75 € N, il suit que

(Tfr — 1) e? < T < Ti€2,
et

%O’(n*) < R° ((Ti - 1)52) < 20’+(77*) < RE(Ti€2>.

D’ou
{w < (75— 1) () > %0_(77*); RE(0) = 1}
2 {Vt <T%, R°(t) > %0_(77*); R (0) = 1} . (3.13)
Finalement, on peut conclure que, pour tout n > 7, et pour tout { € J,, avec

e
Pe (E(n) > P <Vt < T R(t) > %0_(77*) | R(0) = 1) | (3.14)

Le Théoréme Portmanteau peut maintenant étre appliqué afin d’obtenir une borne
inférieure sur le terme de droite de I'inégalité (3.14). Dans ce but, on remarque tout
d’abord que, pour tout € > 0 et tout 7, > 7,

P (Vt < TS R(1) > %a_(n*) | B5(0) = 1)

_p (Vt <T5, R(t) > %J_(n*) | R5(0) € } g g D  (3.1)
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FIGURE 3.3: L’interpolation linéaire de (R), entre ¢, et ¢, implique que 7% est
antérieur a £275.

car P (R2(0) € ]2, 1[U]L,I[) =0,
Soient ay = 204 (n.) et a— = 0_(n,)/2. L’ensemble

{¢EamﬂmR”VW<7ﬁ’“ﬂ>%aim%mme}%g[}

avec T7 = inf{t > 0[¢(t) = a,} étant ouvert, le Théoréme Portmanteau et le
Théoréme 2.1.1 ainsi que le Lemme G.7 permettent d’obtenir la limite inférieure

1
lim inf P (Vt <T:, R°(t) > 5a(m)) >P(Vt <T,,, R(t)>a-) (3.16)
e—
=P(T,, <T, )
B am? -1
a — a7

ot (R(t)), est un processus de Bessel de dimension 27 4 1 et de condition initiale
R(0) =1 et

T, :=inf{t>0; R(t) <a_} et T,, :=inf{t > 0; R(t) > a}.

Comme o4 (n,) — 1 lorsque 7, — +00, il existe 7, assez grand, dépendant unique-
ment de J et de L, tel que

5 2271 1
P(T,, <Tu)>py — =, ol py

1
2 Tl _grn Y

lorsque v > 1/2. L’inégalité (3.16) entraine alors 'existence de € tel que

1
inf P (‘v’t <T:, RE(t) > 50_(77*)) > py — 0.

e<E€
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Cette derniére équation combinée avec (3.10), (3.11) et (3.14), permet d’obtenir

inf P (neqr =ne+11]00,...,m0) > vy — 6, (3.17)
Ne>1

ol 7) = max{n.,log, (67! + L)}. L’inégalité (3.17) est la borne inférieure escomptée.

Pour controler la borne supérieure dans (3.10), on procéde de la méme maniére.

Premiérement, pour tout £ € J, et e = {1,

E(n) ={vn<7i(n), & > 27"+ L}
on—1 +L}
m 4

C (vn < rn), Ro(ta) > 7). (3.18)

CA{vn < 1.(n), R°(t,) >

Maintenant, soit 7, > n,, qu'on fixera plus tard, et soit n > 7,. Considérons les
temps d’arrét
7¢ =1inf{n > 0| R°(t,)) > 204 (7.)}

ot 64 (7,) = (27 — L/2) / (2™ + L). Cette fois-ci, 64 est une fonction croissante et
converge vers 1 quand 7, — +o00. On vérifie alors facilement que 7¢ < 7,.(n). Le
processus ([()),cp, ¢tant Uinterpolation linéaire du processus discret (12(ty))
on a

neN?

1 1
{Vn < T14(n), R (t,) > 5} - {Vn < 7L, RE(t,) > 5 R*(0) = 1}
~ 1
C {Vt <T%, R°(t) > 3 R*(0) = 1} :

ot T¢ = inf {t > 0| R*(t) = 26, (i)} et (75 — 1)e2 < T% < 72, Finalement, on
obtient

Ee(n) C {Vt < TS, RE(t) > = ; R°(0) = 1} . (3.19)

Soit a4 = 26 (1), 'ensemble
1
{p € C(0. TR [VE < TT, (t) > 5: 9(0) = 1}

avec T7 = inf{t > 0[¢(0) = 1,¢(t) = a,} est fermé, donc le Théoréme Portman-
teau et le Théoréeme 2.1.1 impliquent que

~ 1 1
lim sup P (w <T%, RE(t) > 5) <P (Vt > T, R(t) > 5) : (3.20)

e—0

ot (R(t)), est, comme précédemment, un processus de Bessel de dimension 27y + 1
et de condition initiale R(0) = 1. Soit a_ = 3 ; le Lemme G.7 implique alors

21 1

2y—1 __ z1=2v"
2 a.

1

P (Vt < T&-&-’ R(t) > 5) =P (T&_ > T&+) = (321)
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Les deux derniéres relations (3.20) et (3.21) montrent 'existence de € > 0 dépendant
uniquement de 0 et tel que

~ 1
sup P (Vt <T%, RE(t) > 5) < p; +0.

O<e<é

Combinée avec (3.10) et (3.19), cette derniére inégalité implique I'existence de 77 > 7
tel que

sup P (ne1 = me + 1 e, .., m0) < py +6,
Ne>1

qui est la borne supérieure attendue. O

Démonstration de la Proposition 3.2.2, affirmations i) et iii). Le processus auxiliaire
est une sous-martingale. En effet, en utilisant I’affirmation i) de ce lemme,

E (e |06, ---5m0) = (e + 1) P (e = me + 1], .., m0)
+e—1) A =P 01 =ne+1]|0e,-..,m0))
=0+ 2P (o1 =m0 + 1 ne, .., mo) — 1
> 1.

Ainsi, le Théoréme A.9 permet de décomposer 7, pour tout £ € N en :
ne = 1o + M, + Ay,
ou

V4
Mg = Z(n] _E(nj‘njfla"'an0)>>
=1

et

¢
Ac=Y (B mrs. e m0) —mj1).-
j=1

Le processus (M), est une martingale pour la filtration engendrée par le processus
(nﬁ)év et

l
e = (o + p)] < (Mol + D [ (mj | -1, - - 10) — mjm1) —

J=1

ou = 2p; — 1 > 0. L’affirmation i) de ce lemme implique que, pour tout § > 0, il
existe n > 1. tel que, pour tout ¢ € N,

) B
Ne—1,-- 510 > 17 = e — (mo + pl)] < !Me|+§€. (3.22)

Maintenant, pour tout N > 0, définissons

Fy = {|Mg| < ge,w > N} , (3.23)
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1l

N+

FIGURE 3.4: Une trajectoire typique de 7y, sur Fy, comme définie par (3.23).
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Alors, sur Fly, et pourvu que 19 > n+ N > n, + N soit tel que ny_1,...,170 > 7, on
a
Iny — (o + )| < 0N,
et en particulier
nn > >1n+N.

Pour tout 0 < j < 2N, on a alors n; > 7 et il est possible d’appliquer (3.22) pour tout
N < ¢ < 2N et ainsi conclure que, sur Fly, et sous la condition ng > 1+ N > n,+ N,
on a

)
[1e = (0 + p)| < [ Ml + 5 < 6. (3.24)
Récursivement, (3.24) s’étend sur Fl, pour tout N < £. Pour tout 0 < ¢ < N,
d’aprés (3.22),
)
[ne = (0 + pl)| < [Me| + S0 < 2N + 6L,

D’ow, en choisissant 7y > 2N /4§, on peut conclure que, pour tout 0 < ¢ < N,

1m0 — (no + pl)| <6 (o + ).

Cette derniére équation ainsi que (3.24) permettent d’affirmer que, pour tout § > 0
et tout N > 0, si

2N
770>77*:max{ﬁ+N,T},

alors
P (V0 €N, |ne— (no+ pl)] <6(no+1¢) >P(Fy). (3.25)

Il reste alors a montrer que, pour d et p donnés, il existe N € N tel que
P(Fy)>1-p

afin de conclure cette preuve. Pour cela, on introduit la variation quadratique du

processus (My),,
¢

D} = (M; — M;_y)*.

=1

D’aprés l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, pour tout ¢ € N, il existe une

constante C' > 0 telle que
4
E (<max |Mi|> ) < CE(Dy).
0<i<t

La définition du processus (1), et de la martingale (M), implique immédiatement
que, presque strement, |[M, — M, 1| < 2, pour tout ¢ € N, et entraine que E(D}) <
4¢%. D’ou, en appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev,
5 5 21 C
e < A e <~ 2 _
P <|Mg| > 26) <P (grglzag;e|Mz| > 26) < 54€4C4€ i
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ou C' est une constante numérique. Il suit alors que

5 C
P(Fy) > 1—ZP(|ME| > 55) > 1= s

(>N

L’inégalité (3.25) permet de conclure en prenant N = C/(54p).

iii) C’est une conséquence immédiate de ii). En effet sur 'ensemble ou, pour tout
0>0:

{VeN, |ng—pl—nol <5 +m0)}

est vérifié, on obtient, en prenant § > 0 arbitrairement petit, que, comme p > 0,

{WGN,W>%}. 0

3.3 Controle des temps de séjour

Afin d’établir la preuve du Théoréme 1.4.2, il faut combiner la Proposition 3.2.2
obtenue dans la section précédente avec des estimations sur les temps de séjour
Te+1 — Ty entre les visites successives de la chaine de Markov (¢,), dans N7. Dans
cette section, on montrera que 7,4, — 7, ~ 2%% ce qui permettra de conclure que

TgNZZM et fTé N\/T_g.

Remarque 3.3.1. La suite (1y), est croissante, ce qui engendre la dichotomie sui-
vante : soit la suite (Tg)g est strictement croissante, et dans ce cas limy_, o, Tp = +00
et, pour tout £ € N, ny > ny ; soit on a l’existence de L, € N et d’un temps T, > 0
tels que 7y =T, et ny = ny, pour tout { > L,.

Le lemme suivant montre que sur un espace de grande probabilité et pour tout
¢ € N avec ng, . ..,N, To, - - - , T¢ bien définis, le temps 74,1 est aussi fini. La chaine de
Markov (&,),,cy 1€ reste pas bloquée dans un intervalle s’écrivant ]27~1 4+ L, 27+ — L[,

Lemme 3.3.2. Pour tout p > 0, il existe n € N tel que, pour tout £ € N et pour
tout ng >, 77 > 0,

P(1e41 < 400 |00y -y 00, Tey -+, T0) > 1 —p.

Démonstration. Premiérement, remarquons que, pour tout £ € N,

P (To41 < 40006, 3M0, Tey -+, T0)
:P(Hn >7105 &, & (2”‘“1 + L, 2t —L) |T]g,...,7’]0,7'g7...,770). (3.26)

Maintenant, pour tous n € Z et 7 > 0 et pour tout §{, = § € J,, soit 'ensemble

Ee(n,7) = {(wj);; In > 7 & ¢ |27 + L, 2™ — L[, & =&}
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Les inclusions suivantes sont alors vérifiées :

Ee(n.7) = {(w»], Sn > 7 BE(1

DA AR )
) {75622 f}

Ve
] M= 1—|—L on+1 _ L{,Rf(o)—l}
1
2

2{<%)j’3n>7 B 2+ L 2L

: { 1} (3.27)

{go €C([0,T):R%): 3t > 0, o(t) 4%2{}

étant ouvert, on peut utiliser le Théoréme Portmanteau et le Théoréme 2.1.1 afin
d’obtenir que

lim nf P (315 S0 B (1) & } % ) D > P (Ht =0, R(t) ¢ } % ) D C (398)

n) &
Q{(wj)],3t>0 R(t 52]

L’ensemble

De pls, p(ai>0nmwg]lol)zr (30 m0e[Le]). @

ou (R(t)), est un processus de Bessel de dimension 2y + 1. Lorsque v > 3, le
processus (R(t)), est alors transient, il ne peut donc pas rester dans un ensemble
compact indéfiniment, ce qui permet d’affirmer que

P <3t >0, R(t) & B QD _1 (3.30)

Combinée avec (3.30), (3.29) et (3.28), 'égalité (3.30) implique que, pour tout p > 0,

il existe € > 0 tel que
1
-2 >1—p.
52) =10

Alors, d’apres (3.27), il suit que, pour tout & > 0, il existe 77 = log, (7! — L) tel que
inf P(Elk > 705 &k Q}Z”‘fl + L, 2mt! —L[ |77@,...,770,7'g,...,7'0) >1—p. O

ne>

O<e<é

inf P <3t >0, R(t) ¢

Les principaux résultats de cette section sont les affirmations ii) et iv) de la
Proposition 3.3.4, qui contrélent les temps de séjour 7, — 7,_1. Grossiérement, les
temps 7,41 — 7 représentent le temps nécessaire a la chaine de Markov (&,), pour
passer de &, soit & 2¢,,, soit & %é}e. Ces résultats de controle se montrent comme dans
la précédente section en utilisant le Théoréeme Portmanteau avec le Théoréme 2.1.1.

Pour tout ng € N, tout b_ < 1 < by, et tout r > 0, définissons le temps d’arrét

K, =inf{n € N|&, 4n & [b_1, b 7[}. (3.31)

Si &y €)b-r,byr], alors K,,, = 0. Dans le cas contraire, K,,, > 0 et ng+ K,, — 1 est
le dernier instant pour lequel la chaine de Markov (&), est encore dans I'intervalle
Jb_r,byr[. Le lemme suivant donne un controle sur K, que nous utiliserons dans la
suite.
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Lemme 3.3.3. Soient v > 1/2 et (&,), une chaine de Markov vérifiant I’Hypo-
these 1.4.1.
i) Il existe & > &, et 0 < q_ < 1 tels que, pour tous m € N* et n € N,

sup sup P (mr® < Ky, | &) <q7 < 1. (3.32)

ng* gno E]b_r,b+r[

i) Soient b,V tels que b_ < b < 1 <V, < by. Alors il existe & > &y el
0 < qy <1 tels que, pour tout ng € N,

sup sup P (K, <r? | &) <gp <1 (3.33)

T2E Eng €Y r,b/_;r[

Démonstration. i) On considére tout d’abord le cas m = 1. Soient r > 0 et
&no € |b_r,byr|. La nature homogéne de la chaine de Markov (&), implique
qu’on peut prendre ny = 0 sans altérer le résultat. Soit ¢ = &; 1. on considére
I’ensemble

{Ko > 7“2} = {VO <n<ri¢, €lbor, b+r[}
= {Vt, < er* R°(t,) € Jeb_r,ebyr[}. (3.34)

En choisissant (b_, b, ,r) tel que (byr)™* <& < (b_r)~!, on obtient

{Ko>r?} C {th <Xl RE(t,) € ] b- by [}

bh
CoVt, <T,R(t,) € b;,b—+ )
by b

ou T = 1/(2b). Afin d’avoir 2 < T, choisissons r > (b_v/T)~!. Soit K eN

tel que, pour tz < 2T <tz ,,onaT <tz Comme (R(t)), est construit par

interpolation linéaire entre les points R°(¢,), n € N, on peut conclure que
b_ b b_ b
Vi, <T,R(t,) € | —, | CIVt<T,R(t) € | —, —
b b b b

CIVt<T,R(t) € b;,bi .
by b
Alors, pour tout 7 > (b_v/T)~!, et tout & €]b_r, byr|,

P(Ky>r*) <P (Vt <T,R(t) € [Z—; Z—*D : (3.35)

L’ensemble

b_ b
p € C([0,TIR.) | VE€[0,T], p(t) € | 7=,
by b
étant fermé, le Théoréme Portmanteau et le Théoréme 2.1.1 permettent d’af-
firmer qu’il existe €, > 0 tel que, pour tout € < ¢,

P <Vt <T,R(t) € {Z—; Z—j) <q., (3.36)
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ot g =3(1+q_) et

b b,

g =P (w € [0,7), R(t) € {E’ .

)

Le Lemme G.7 implique que ¢ < 1 et donc que g_ < 1. Les relations (3.35)
et (3.36) ont alors pour conséquence que, pour tout r > &, avec

& =max{(b_vVT)™, (b_c,) '}
et pour tout & €]b_r,byr[, on a :
P(K0>r2) <qg_ <1

L’affirmation (3.32) est alors vérifiée avec m = 1 et il ne reste plus qu’a la
vérifier pour m > 1. C’est une conséquence du caractére markovien de la chaine
(&n),,- En effet, soit A = |b_r,b;r[ et introduisons K, = |r?|. Premiérement,
remarquons que

]P(Kno > mK, ’ gno) = ]P)(Sno-i-l € A? o 7€no+mK* €A ‘ fno)

K.
H / P (dng+sk,+i | Enotskati-t)

1
s=0 i=1

£n0+sK*+i€A
-1

3

/ LK* (dfno—l-(s—&-l)K*a £n0+5K*) s (337>

§n0+(s+1)K* S7AN

o

S=

ol

Lk.(A,y) = / /

Eno+(s+ 1)K« €A Engt(s+1)Ka—1€EA

K.
/ HP<d§no+sK*+z’ | Enotskoti-1)P(AEngtsitt | Enorsk. =)

fno+sK*-‘r1€A =2
= ]P)(gno—&-(s—i-l)K* S AygnoJrsK*H €A 1<i<K, | £n0+SK* = y)-

Notons que, comme (¢,,), est homogeéne en temps, Lg, (A, y) ne dépend ni de
s ni de ng. Prenons A = A et y € A; alors

LK*(A7 y) = P(Kno > K* | 6”0 = y)'
En utilisant (3.37) et (3.32) avec m = 1, il suit que, pour tout m € N,,
P(K,, >mK, | &,) <q",

ce qui conclut la preuve de laffirmation i).
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ii) L’argument utilisé ici est analogue a la premiére partie de 'affirmation i) de
ce lemme. A nouveau, grace a 'homogénéité en temps de la chaine de Markov

(&), il est suffisant de montrer le résultat pour ny = 0.
Soit &, € }b’_r, b’+r[ Clo_r,byr]. Alors

{Ko <} ={3n<r?e, ¢A}
1 & b_ b+

b_ b
c{zennrog |5 ||
S
ot on pose T'=1/(0" )%. L’ensemble

b_ b
{eccomm e ewe|F i)
étant fermé, le Théoreme Portmanteau et le Théoréeme 2.1.1 s’appliquent avec
le Lemme G.7 pour obtenir (3.33) avec

Q+:1<1+6+), Q+:P<E|t€[o,T],Rt¢:|b_ b—+|:><1 O

2 A
Afin d’énoncer le principal résultat de cette section, on introduit de « bons »
ensembles sur lesquels les temps de sé¢jour sont correctement controlés et nous mon-
trons que ces ensembles ont une probabilité proche de 1. Soient 19 > 7, et § > 0 fixés
et soient deux suites croissantes (kF) d’entiers positifs, avec 0 < k,; < ¢. Définissons
de plus la suite
4y = 22[(1—5)770+(u—6)(l—1—k[)]2—6k;’ (3.38)

et introduisons les ensembles

Gy ={VL e N, |ne — pl —mo| < (€ +1m0)} = NeG1(0), (3.39)
G2 = {Vf € N*, Te — Ty—1 § k2‘71227713—1} B ﬁgGg(g), (340)
Gy ={V0eN, 3k, (—k; <k <l —71>a} =NGs(0), (3.41)

G =G NG NGs.

En posant § = 0, k, = 0, k/ , = 1 et en utilisant (3.38), on vérifie facilement que
les éléments appartenant & GG vérifient

T~ 2% et &y o 2

ce qui signifie que
67’[ ~ \/7T€7

qui est la loi de puissance que nous voulons établir. Dans ce cas, on ne peut pas
espérer obtenir une borne inférieure acceptable sur P(G). Pour le faire, il faut grossir
un peu l'ensemble G en prenant 6 > 0 et en choisissant des suites croissantes két
appropriées, ce qui nous permettra de montrer que P (G) est proche de 1. Cest
I’'objet de la proposition suivante, qui utilise la Proposition 3.2.2 et le Lemme 3.3.3.
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Proposition 3.3.4. Soient les ensembles G, Gy et G3 définis par (3.39), (3.40) et
(3.41). Alors

i) Pour tout 0 < p < 1 et pour tout 6 > 0, il existe 7 > ny tel que, pour tout
no > 7 et pour toutes les suites (k; )ien, on a

too
P(GhNGy) 21— ¢ - g, (3.42)
=1

ot q_ est défini dans Uaffirmation i) du Lemme 3.3.3. )
ii) Soit 0 < v < 1. Alors il existe § > 0 tel que, pour tout 0 < § < § et
k= 204m) il existe 7j tel que, pour tout ny > 7,

> 1
{Vﬁ € N,Tel_y S 522772; Gl} 2 G1 OGQ,
X 1
dou P (\V/g € N,TZI_V < 522W; Gl) > ]P)(Gl N GQ) .

iii) Pour tout 0 < p < 1, et pour tout 6 > 0, il existe 1 > 1, tel que, pour tout
no > 1) et pour toutes les suites 0 < k, < {, on a

+oo
P(GiNGs)>1- gy —g, (3.43)
/=1

ot qy est défini dans Uaffirmation i) du Lemme 3.3.3.
i) Pour tout 6 > 0, il existe 1 > ny tel que, pour tout ny > 1,

{MleN,17,>a;; Gi} 2 G NGy,
d’ot IP)(GhVE € N7T€ Z Qy Gl) Z ]P)(Gl mG?))a

avec k;, = min{o(¢ +no), L} et ot a, est donné dans (3.38).

Remarque 3.3.5. Il est important de voir que, dans le but d’obtenir une borne
supérieure satisfaisante sur 7, — Ty dans Uaffirmation i) du Lemme 3.5.3, une
premiére idée serait de prendre kj petit, ou au moins borné dans le membre de
gauche de (3.42), mais ces estimations sont utiles seulement si k; est grand pour
tout ¢ € N et tend vers +oo quand { — +oo. Cest en effet nécessaire pour que la
somme du terme de droite converge vers une petite valeur.

Démonstration. i) Premiérement, 'affirmation ii) de la Proposition 3.2.2 im-
plique que, pour tout 0 < p < 1 et tout > 0, il existe n, > n, tel que, pour
tout 7y = 7,
P(Gy)>1-"L.
2
D’ou

P(GyNGy) > 1—§—P(Gmag). (3.44)
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Maintenant,
+oo
P(GyNGs) <Y P(Ga(0)°NGy) (3.45)
(=1
400
<Y P (Ga()° NGy (L—1)) (3.46)
/=1
+o0
<) P(Gy(0)°|G (¢ - 1)) (3.47)
/=1
et, pour tout ¢ € N,
P(G2(0) |G —1)) < sup P (G2(0)° [me-1) , (3.48)
Ne—1€dp—1

ou nous utilisons que Gy (¢ — 1) = {ne_1 € I,_1} avec
Loy = [no(1 = 0) + (= 0)(€ = 1),m0(1 +6) + (u+0)(€ = 1)].

Maintenant procédons comme dans le début de la preuve du Lemme 3.2.2 :

P (G2(£)C | 776—1) =P (7'12 — Tg—1 > k’étl?m_l | 774—1)
= ZP (Tg — Ty—1 > ]{32;1227”_1 | Ne—1,Te—1 = Z) P (Tg_l =1 | 773_1) . (349)

Pour tout i € N, £ € N et 1,_; > n,, on a alors en utilisant (3.6) :

P (Tz — Ti—1 > kﬁﬂmfl | g1, 701 = Z)

- P(inf (ki & @]2m V4 L2w 4 — L) > k2% & ey,

Te—1 = Z)

d’ou

P (Tz - Tr—1 > kj_122m_1 | o1, o1 = Z)
< sup P(inf{k; &p @ ]2+ L2707 — L[} > k2771 |§)
§i€dn,_y
< sup P (inf {k|&p & |27 71 2700 [} > k270 |6
&i€Jn,_y
On remarque alors que

inf {k} |€z+k ¢ }2”@4*1’ ome—1+1 [} =K,

ou K; est défini dans (3.31), avec b_ =1, by =2 et r = 271, L’affirmation i)
du Lemme 3.3.3 et ce qui précéde impliquent que, sous la condition 27 > &,,
on a, pour tout n,_1 > 1,

+
- N
P (7'@ — Tom1 > kS 27 g, Ty = Z) <q ‘.
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En utilisant cette derniére inégalité avec (3.45), on obtient que, pour tout
ﬁ Z 10g2 5*7

k+
P (Go(€) |n0-1) = P(1e — -1 > k122" ne—y) < p 77,

ce qui, combiné avec (3.44)-(3.48), implique le résultat pourvu que 77 > max{n,, log, & }.
ii) Soit & > 0. Un simple calcul sur l'ensemble G; N Gy, avec kf = 20(t+mo)
implique

14
T= = Ty < (22— 1) 220Gk 30

Soit 7 > 0 et introduisons
0 = (5—30) " min (20,20 — 7' (1 — &) log, 22 — 1| — 1)).
I1 suit que, si 6 < 5 et si Mo > N+, alors sur I'ensemble G} N G,

|
TZI_V S 5227767

qui est 'estimation désirée.
iii) Comme dans l'affirmation i), pour tout 0 < p < 1 et tout § > 0, il existe
N« > Ny tel que, pour tout 7y > n.,

P(GyNGs) >1———ZP (G3(O)°NGL(L—1)N...NG (L —k; —1)). (3.50)

Afin de simplifier les notations, on introduit, pour £ —k, <k <,
G4(/{Z,€) = {Tk — Tr—1 < Clg} et G5(l{3,€) = G4(/{Z,£) N Gl(l{? — 1)

En remarquant que

¢
Gs(0) ={Vl—k; <k<lm—m_<a}= [ Galk0),

k=1—k;

et en introduisant -
) Gs(k.0)
k' =t—k;

il est possible d’écrire

P(G3(0)°NGi(t—1)N...NG({—k; — 1)) = P(mize_ke_@(k, 0))
k; -1
I P(Gs(t -k 0IG5 (€ — k. 0) | P(G5(¢ — k. 0)) . (3.51)

k=0
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Maintenant, pour tout &' vérifiant £ — k, < k' </,

P (G5(l<;’,£)|Gg(k:’,€))

=P (Gu(K, 0)|G1 (K — 1), G5 (K, 0)P(G1 (K — 1)|G5 (K, 0)), (3.52)
d’ou
P (G5(k’,€)|Gg(k', 6)) <P (G4(k;’,€)|G1(k:’ - 1), Gg(k’,é))

<P (ATk/ < a4|77kr,1 € I, Gg(k}/,f)) ,
et

P (ATk/ < ay | M1 € L1, Gg(ki/, 6))
< sup  P(Amw < ag|ne—1, ... ek —15 Amp_1 < ag, ..., ATZ_,%— < ay)

5 € 1
l—k; —1<j<k

(3.53)

ot A1; = 7; — 7;_1. Alors, comme précédemment, on peut écrire
P (ATk/ < ay | k' =15 T/ =25 + -+ 5 Tg— g —19 AT < ay, ... 7A7—g_k;l— < ae)

= § ]P)<A7—k’ < aﬁlnk’—lvnk’—% s 777€_k;_1a7_k’—1 = ik’—l) ey

0<ij—ij11<ay
To—k;—1 = isz;fl)
P(Tk’—l = -1, yTo—ky—1 = ie—k;—1 | D=1, M2, - - s Me—k; -1
ATk/_l < Gy, ... 7ATZ—I€; < CLg). (354)
Il reste & estimer
]P(ATkl < Clg‘?]klfl, Nk —2, - - - 7772719[717 Tk'—1 — Z'k/,l, RN >T£fk;fl = %7@771)'

Dans ce but, remarquons que

{77]6/,1,77]{/,2, R ?nﬁ—k[—lkalfl = k' —1y- .- 7T£—k;—1 = Zé—ke_—l}
={&,_, €y, .C} (3.55)
ou
C= {T]k/,Q, c 7?7£—k;—17 Te'—1 > /=1 — 1, . 7T£—k£_—1 = Zé—k;—l} .
De plus, sur I'ensemble ou &;,, € J,, et T 1 > i 1—1,onary 1 =iy
D’ou
]P)(ATkl < Clg‘??klfl, Nk —2, + - - 77757]{)2_717 Thi—1 = Up/—1, .. - 7T£7k;71 = ifsz_fl)

_Pp (mf {tygik_ﬁt ¢ ]Q"ikul‘l L2t L[} <alé, €y, (J)

< sup P (inf {t|€ikul+t ¢ } Mt [ 2T T L[} < az|§z‘k,,1>

5%/71 GJnk,71

(3.56)
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ot il est utilisé que C' € F;,, 1 et (3.6). Afin de conclure, nous allons utiliser
le Lemme 3.3.3. 1l existe alors 0 < b_ < 1 < by tel que, pour tout r > 2™

1
§T+L<b_r<r<b+r<27‘—L.

Clairement, on veut b_ proche de 1/2 et b, proche de 2. Avec les notations de
(3.31) et avec r = 2" -1

K; < inf {t | fik,71+t € } ka’—lil + L, 277ik’—1+1 — L |:} ,

k! —

et

P (inf {t ] it ¢ }271%/_1*1 4L, 2%

L[} < ag]&k,_l)

1
<P (Kik_1 < ag\fik,fl) . (3.57)
Rappelons que £ — k, < k' < {. On peut vérifier que
ag < r?,

et (3.33) implique l'existence de 7), tel que, pour tout ny > 7., pour tout
-1 € Iy—1 et pour tout &, € J,, ,ona

P (Hlf {t’fik,_lth ¢ :|27h'k/_171 + L, 2Wik/_1+1 _ I

L —

} < af'&ik/_1>
P (Kik’—l < aé‘gikul)
P

(Kik/—l < r2|€ik/—l)
g <1, (3.58)

IN A IA

pourvu que b’_, b’ soient choisis tels que
bor<br<r—L<r+L<V+r<b.yr,

pour tout r > 2™ ce qui est toujours possible. En combinant (3.53)-(3.58)
avec (3.51) on obtient

P(Gs(0)° NGy —1),...,Gi(f -k —1)) < ¢},

a la seule condition que

Mo = 7 = max{n., 7. }.

La relation (3.50) implique alors (3.43).
iv) C’est une conséquence immeédiate de l'affirmation iii) de ce lemme. ]
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3.4 Conclusion
La démonstration du Théoréme 1.4.2 peut maintenant étre faite. Il a été vu dans
les deux sections précédentes que
5’7‘1{ ~ 227—8-
Dans cette section, le résultat est étendu a tout (§,),,.

Démonstration du Théoreme 1.4.2. i) Solent 0 <p<1,0<v<let0<i<v.
La Proposition 3.3.4 implique 'existence de 4 > 0 et de 7 > n, tels que, pour
tout 0 < 9 < ¢ et pour tout ny > 7,

P(G) >P(GiNGy) +P(GiNGs) —1

>1———Z< +(J+),

ou G = G1 NGy N Gs. En prenant
k:j _ 226(770—&-6)7 k, = min{d(no + £), ¢},

on obtient

22070 ono+1
P >1-L- B " 4"
2 1—-(®»)” l1-at
Remarquons que G dépend de 1 et de d. De plus, sur GG, les inégalités suivantes
sont vérifiées pour tout ¢/ € N,

e — pl — o] <6 (€ +m0), (3.59)
1

<52, (3.60)

7o > ag = PA—ImA D1l n; (3.61)

. N
Dés l'instant o (27 + 7,72 )1=7 < 20=%)mo 4 TZ , les deux premiéres inégalités

entrainent que, sur G et en imposant § < m1n{5, v}, on a, pour tout 1y >
max{7, (2(2 — §))~'}, et pour tout £ € N,

1\ 1—v
(2"0 + TE> < om, (3.62)

De méme, en utilisant (3.59) et (3.61) et en supposant que § < min{d, '}, on
montre que sur G on a, pour tout 1y > max{7, (2(7 — 4))"'}, et pour tout ¢,

1\ 140
om < (2"0 +T;> . (3.63)

Par la définition des temps d’arrét 7, et en utilisant que 7, > 7,41 — 1 ainsi
que (3.62) et (3.63), on a, pour tout n € [14; To41],
1

(2770 _’_né>1y ZQmet1 L Qe 1 + L <€ < omnetl _ T

1
4 4

1+0
<2.9m <9 (2770 + n%) . (3.64)
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Finalement, en remarquant que
1 1, L
2= (2)% < (2 +nd)w,
le résultat est obtenu en choisissant 7 assez grand tel que :

v+ =<uv,

N

et tel que, pour tout 9 > 0 et pour tout ny > 7,

(qz )25770 qinoJrl

+
1 (%) l—at

<L
=2

ii) C’est une conséquence immédiate de laffirmation i) du théoréme. En effet, p
peut étre pris arbitrairement petit et, lorsque &, — 400 (ce qui revient a faire

Ny — +00),
()%™ gt

— 0. O
1—(2)” 1-a







Chapitre 4

Transience et récurrence d’une
chaine de Markov

Les chaines de Markov étudiées précédemment ont un drift en v/z pour x > 1.
Nous avons vu, en particulier, que dans ce cas lorsque 7 > 1/2 et sous un change-
ment d’échelle approprié, elles convergent en distribution vers un processus de Bessel
transient. Il est alors naturel de se demander quel serait leur comportement lorsque
le drift est de la forme ~y/x” avec v > 0 et 0 # 1, Nous analysons cette question
en quelques détails dans ce chapitre. Heuristiquement, lorsque ¢ > 1 le drift de-
vient petit. Les chaines ont alors un comportement proche d’une marche symétrique
(Tpg1 = xp + wy) et sont, par conséquent, récurrentes. Au contraire, lorsque o < 1,
le drift devient plus important et les chaines sont « poussées » vers l'infini. Leur
comportement est alors transient. Dans ce cas, & I'instar de ce qui a été fait dans le
chapitre 2, nous pouvons établir un résultat de moyennisation ainsi qu'un controéle
du comportement. Nous verrons que le terme v/2% domine I’aléatoire et le processus
limite pour de telles chaines est déterministe et nous pourrons énoncer un résultat
du type du Théoréme 1.4.2.

A lot of people don’t believe in curses.
A lot of people don’t believe

in yellow-spotted lizards either,

but if one bites you,

it doesn’t make a difference

whether you believe in it or not..
Louis Sachar — Holes.

4.1 Introduction

Tout comme dans les chapitres 1 et 2, considérons (w,,), une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telle que

E(w,) =0, E(w2)=1¢et Iw>1;]|w,| <w.

De plus, on suppose que la mesure p associée a la distribution des variables aléatoires
w, est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et admet une
densité p € C'([—w, w]) telle que

dp(w) = p(w)dw, [igf p(w) > 0. (4.1)

33
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Soit une fonction U : Ry x [-w,w] — R, telle que U € C'(Ry x [~w,w]) et
satisfaisant I’hypothése suivante :

Hypothése 4.1.1. i) Il existey € R, x>0, 0 > 0 et deuz paramétres o > 0
et B> o, tels que, pour tout x > x,,

Ulr,w) = +w+ % + Up(z,w) + Uy (z,w).

Les fonctions Uy et Uy appartiennent o C'(|x,, +oo[x[—w,w]) et satisfont,
pour tout x > x4 et tout w € [—w,w]

C C

- w—g < Uplz,w) < x—g (4.2)
C C

- (L’_f; < Ul(.CC,W) < SL’_Bl’ (43)

ou Cy et Cy sont deuz constantes strictement positives. De plus E(Up(x)) = 0.
i) Pour tout x € [0,24], il ewiste ny : [0,24] — RY et n- : [0,2] — R}

+
continues tels que
U(l’, [_wa W]) - [I‘ - 77—(@735 + 77+($)] - R-‘-'
oU
inf — > 0.
i) Jof o (z,w)
we[—w,w]
Les chaines de Markov considérées sont celles s’écrivant :
Tpp1=U (xm wn) ) (4 4>
To > Ty. '

L’idée de la condition i) est que Uy est une perturbation du terme en w, de moyenne
nulle. Tandis que U; perturbe le terme dominant de dérive qui est v/z?. D’ou la
condition @« > 0, f > 0. La condition ii) nous permettra de monter que [0,z ]
n’est pas absorbant. Elle n’est essentielle que dans le cas ou ¢ > 1. La condition iii)
implique que les chaines sont fortement Feller. Dans la suite, nous considérons x,
tel que

w— — — =2 —>0. (4.5)

Ces chaines sont alors homogénes en temps, et on note P leur fonction de transition,
pour tout I' € B(R;) et x € R,

P, T)=P(zpp €l |z, =2x). (4.6)

Le résultat suivant sur le comportement de ces chaines de Markov selon les valeurs
prisent par ¢ et v est obtenu.

Théoréme 4.1.2. Soit (x,), une chaine de Markov définie par (4.4) avec U véri-
fiant I’Hypothése 4.1.1.
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1. Sio <1, alors (x,), est transiente;

2. Sio>1, alors (x,), est récurrente;

3. Sio =1, alors (x,), est transiente siy > 1/2 et est récurrente si y < 1/2.

La preuve de ce théoréme repose sur les méthodes de type « Lyapounov »
exposées dans [43]. Il s’agit essentiellement de trouver une fonction f appropriée

qui croit ou décroit en moyenne le long des trajectoires de la chaine (voir les
Lemmes 4.2.1 et 4.2.2).

Remarque 4.1.3. Lorsque o = 1, les chaines de Markov sont celles considérées dans
le chapitre 1. La transience et la récurrence de chaines similaires a valeurs dans N
et représentant un processus de Bessel discret sont étudiées dans [3]]. Le résultat est

alors le méme qu’ici : la transience a lieu lorsque vy > 1/2 et la récurrence a lieu si
v <1/2.

Avant d’entamer la démonstration de ce résultat, nous rappelons quelques défi-
nitions et résultats de [43|. Soit (z,), une chaine de Markov & valeurs dans R.

Définition 4.1.4. i) Un ensemble A € B(Ry) est dit uniformément transient
pour la chaine de Markov (x,,), Si,

n>0

Dans le cas contraire, il est dit récurrent.
ii) Un ensemble A € B(R,) est transient pour la chaine de Markov (x,,), s’il est
recouvert par un nombre dénombrable d’ensembles uniformément transients.

Introduisons maintenant la notion de point atteignable.

Définition 4.1.5. Un point x € R est dit atteignable si, pour tout O, voisinage
ouwvert de x et pour tout y € R, il existe n € N, tel que

P(x, € O, | xg =y) > 0.
Soit A € B(R,), notons 74 le temps d’arrét défini par
T4 =inf{n >1; z, € A},
avec la convention inf{(}} = +oc.

Définition 4.1.6. Soit une mesure ¢ sur R.. La chaine de Markov (x,), est dit
p-trréductible si pour tout A € B(R,) tel que p(A) > 0, on a pour tout € R,

P (14 < 400 | z9g=12) > 0.

La définition de p-irréductibilité garantit que les ensembles de mesure ¢ positive
sont toujours atteints par la chaine, et ce quel que soit le point de départ de cette
dernieére.
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Proposition 4.1.7. Si il existe ¢ telle que la chaine (x,,), est p-irréductible, alors
il existe une mesure de probabilité 1 telle que (x,), est y-irréductible et, telle que
pour tout mesure ¢ telle que (x,,), est @ -irréductible, la mesure ¢’ est absolument
continue par rapport a 1.

La mesure ¢ dont 'existence est garantie par la proposition précédente est unique
a une équivalence prés et est appelée mesure d’irréductibilité maximale. On
dira que A € BT (R;) si ¥(A) > 0 et A € B(R,). Nous pouvons alors étendre
la notion de transience a la chaine (z,),. Nous énongons maintenant un critére de
Y-irréductibilité.

Proposition 4.1.8. Soit (x,), une chaine de Markov fortement Feller. Supposons
qu’il existe x, € R, atteignable. Alors la chaine est ., -irréductible avec p,,(A) =

P(z., A).

Démonstration. Voir la Proposition 6.1.5 de [43].
[

Définition 4.1.9. Une chaine de Markov (x,), est dite transiente si elle est -
wrréductible et st Ry est transient.

Nous avons la dichotomie suivante.

Proposition 4.1.10. Si la chaine (z,,),, est y-irréductible, alors (x,,), est soit tran-
siente, soit récurrente.

Nous pouvons maintenant conclure a la 1-irréductibilité pour les chaines (z,,),,
définies par (4.4) et satisfaisant 'Hypothése 4.1.1 grace a la proposition suivante
combinée avec I’'Hypothése 4.1.1.

Proposition 4.1.11. Soit (z,,), définie par (4.4) et U vérifiant I’Hypothése 4.1.1.
Alors
i) la chaine (x,), est fortement Feller.
i) tout x, > x4 est atteignable.
iii) Si I C Ry est un intervalle non réduit a un singleton et si il existe x, € 1
atteignable, alors (1) > 0.

Démonstration. i) Soit h € L*>°([—w,w]) et soit 2’ € R. On a

ou
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La fonction U étant continue, lim,_,, U(2',w) = U(z,w). De plus h étant bornée, p
et U étant C!, pour tout a,b € R, f: h(u) K, (u)du est continue. On obtient que

lim Ph(x") = Ph(x),

z—z’
et ainsi, la chaine (z,), est fortement Feller.
ii) Soit x, > z. Premiérement, considérons le cas ou zyp = = > x,. Nous voulons

montrer qu’il existe n € N* tel que P(z, € O,, | o = ) > 0. Comme x > z, nous
avons, d’aprés 'Hypothése 4.1.1 1) :

Cy C
w+—U+UO(x,w)+U1(x,w)zw+la——2— ;
T T T T
>po G
Slf(_)f_ Q;’f_
Or d’aprés (4.5), nous avons,
_ Gy ()
W+:w——a——5 0
De méme,
Cyo C
~@+ L+ Uplw,~w) — Uiz, ~@) < ~T+ - + —2 + =
T T T
Cy C
<-@-L-2-3)

Co C
PR T

Ainsi, par le théoréme des valeurs intermédiaires, on obtient que pour tout =z > x,,
Ulz,[-0,w]) —z 2 [~w_,w],

et il existe une suite (wy, -+ ,wy,) telle que z,, € O,, d’aprés (4.1). Ensuite, le cas ou
xo = x avec vy < x < xy se traite exactement de la méme facon. Enfin considérons
le dernier cas : soit x < z,, alors d’aprés 'Hypothése 4.1.1 ii), il existe une suite
(Wi, -+ ,wy) telle que x, > x+nn(z) > x4 et nous nous retrouvons dans le second
cas. Tout point z, > x, est donc atteignable.

iii) Si ¢(I) = 0, alors, d’apreés la Proposition 4.1.7, P(x,,I) = 0 ce qui est absurde
sixz, €1. O

La propriété ¢-irréductibilité est indispensable pour montrer les différents com-
portements de la chaine (z,,), énoncés dans le Théoréme 4.1.2.
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4.2 Preuve du Théoréme 4.1.2

Dans cette section, les trois affirmations du Théoréme 4.1.2 sont montrées sé-
parément. Dans la suite, A désigne le générateur de la chaine (x,,),. De plus, pour
toute fonction continue f et pour tout r > 0, on notera C;(r) les ensembles de
niveau :

Cilr) = {o € Ry, f(z) <7}, (4.7)

4.2.1 Cas transient : 0 < 1

Nous utiliserons le résultat suivant :

Lemme 4.2.1 (Théoréme 8.4.2 de [43]). Supposons que la chaine (z,,), est irréduc-
tible et qu’il existe une fonction bornée f: R, — R, et r > 0 tels que :

- Ci(r)={x e Ry; f(x) <r} et Cs(r)° appartiennent a By (R, ) ;

— pour tout x € C¢(r)°, Af(x) > 0.
Alors, la chaine de Markov (x,,), est transiente.

La condition Af(z) > 0 signifie qu’en moyenne f croit sur le long des trajec-
toires. Nous exhibons une fonction f bornée et un r > 0 tels que les conditions du
Lemme 4.2.1 soient vérifiées. La transience de la chaine (x,), sera alors montrée.
Afin d’obtenir la transience de la chaine (x,), lorsque o < 1, il reste a exhiber une
fonction f: R, — R, et r > 0 vérifiant les hypothéses du Lemme 4.2.1.

Démonstration du Théoréme 4.1.2, Partie i). Soit (x,), définie par (4.4) avec U vé-
rifiant 'Hypothése 4.1.1 avec o < 1. Soit la fonction

() + 1 =270 siox€lry, 4o,
flw) = { 1 ’ si x € [OJ,rer].

Choisissons M > x4 et pour r > f(M) tel que C¢(r) D [0, M]. Supposons que

Mom- Lo O

e W > Ty (48)

Les ensembles Cy(r) et C¢(r)° sont ainsi des intervalles non réduits & un singleton et
ils appartiennent donc a BT (R). Soit maintenant x € C¢(r)¢. Notons &, la variable
aléatoire w + Up(z,w) + Uy (z,w), alors

At = | " ) (U (,0)) — f(z)

—w

- / w6+ + L) - 1)

g
= T
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Or, comme r > f~Y(M), on a d’apres (4.8) & + x + /2% €]w, +ool, d'ou

= (£ )

_ 5o —(6+1) “ R S L G W e
ox / p(dw) ({x + = o & +2 + o + $20(§x)

= 5z~ O+ [E (Ur(z)) + 5—0 - 5;—;(1 +E (Up(2)?) + E (Ui (2)?)
+ HE (Uh() + L) + %E (O ((w+ Up(z,w) + Uy (z,w))?)) }

xo :CQO'

—w

D’aprés la forme de Uy(z,w) et Uy (z,w) dans 'Hypothése 4.1.1, nous obtenons

E(U,(z)) + ml > L 2L g

o0+1
2z

(1 +E(Ug(x) + E(Uf (2)) +

et comme o €]0, 1], on obtient alors,

C o0+1 c2 (7 2~C' 2
l _ _1 > 1 + ~0 + 1 + ! 7_’
2o SL’B 2r 120 x26 xo—‘—ﬁ 120

si 7 est assez grand. Pour tout « € Cs(r)¢, on obtient bien Af(x) > 0. O

4.2.2 Cas récurrent : 0 > 1

Le cas récurrent se montre de maniére similaire au cas transient. Le Lemme 4.2.2
donne un critére de récurrence et nous montrons que la chaine de Markov (z,),
satisfait les hypothéses du Lemme 4.2.2.

Lemme 4.2.2 (Théoréme 8.4.3 de [43]). Supposons que (x,), soit ¥-irréductible
qu’il existe C C Ry compact et une fonction f : Ry — R, qui soit non-bornée en
dehors des compacts tels que, pour tout x € C°, Af(x) < 0. Alors, la chaine de
Markov (x,,),, est récurrente.

Démonstration du Théoréme 4.1.2, partie 7). Nous exhibons maintenant une fonc-
tion telle que les hypothéses du Lemme 4.2.2 soient vérifiées.
Soit la fonction

2+ 1= (2y)° sl €]y, o0,
fla) = { 1 : stz € [OJ:,IJF].
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Considérons C' = [0, M] (ou M est le méme que dans la démonstration du cas
transient),

Af(2) = /R P, dy) f(y) — f(x)

= [ was (e ) - s @),

o
o X

Comme 7 > 0, pour tout = > 2z, on a bien &, + = + /2% €]2z,, +oo[. Ainsi, on
peut écrire

Af(x) = /wu(dw) ((&: Vot ;—0)6 —x5)

—w

:x‘s/_iu(dw) <<1+£”Z%>6—1>

W 5 _
=60 [ ) (gx i (e )+ ;0@)

—w 2z

E(x) + L~ 10

x° 2x

+ ZEGE) L 00y 4 LE (0 ((+ Uhl) + Ui@))) ] |

= ¢z~ (179

(1+E (Vi) +E (U3())

D’aprés la forme de Up(x,w) et Uy(z,w) dans I'Hypothése 4.1.1 et comme o > 1,
0 < 1, on obtient bien

E(Uy(a) + 2 < 1201 + E(02(x)) + E (U2()) + 22U | 7_2)7

0 2x i i

ce qui montre que, pour tout z € Cs(r)¢, on a Af(x) <0 sir est assez grand. [

La fonction f exhibée ici vérifie les hypothéses du Lemme 4.2.2, on peut conclure
que la chaine (z,,), est récurrente lorsque o > 1.

4.2.3 Cas limite : 0 =1

Le cas 0 = 1 est celui de la chaine de Markov décrite dans le chapitre 1. Lorsque
v > 1/2, le Théoréme 2.1.1 indique déja que correctement changée d’échelle, cette
chaine de Markov converge en loi vers un processus de Bessel de dimension stric-
tement supérieure a 2 et donc transient. Il est alors assez intuitif que dans ce cas
(v > 1/2), (z,,),, est, elle aussi, transiente. Afin de montrer les comportements de la
chaine de Markov (z,,),, lorsque o = 1 selon la valeur du parameétre v, on reprend les
Lemmes 4.2.1 et 4.2.2. 11 s’agit alors, comme précédemment, d’exhiber une fonction
f telle que Af soit positive dans le cas transient et négative dans le cas récurrent,
sur C¢(r) avec r > 0.
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Cas transient : v > 1/2

Reprenons la fonction f introduite dans la démonstration du point i) du Théo-
réme 4.1.2 : soit 6 > 0,

() + 1 =270 siox€lry, 4o,
fla) = { 1 : st x € [OJ,rx+].

et soit M vérifiant (4.8). Ainsi, on a, Cs(r) D [0, M] et C¢(r)° sont deux intervalles
non réduits & un singleton, ils appartiennent donc a BT (R ). Soit > M, alors, par
le méme calcul que précédemment,

0+1
x

Af(z) = 62~ |E (Uy (2, w)) + % -

IE (U (z, 2
L PO 7

<1 + E(Ug(x,w)> +E (Uf(z,w))

)+ 5B (0 ((w+ Ui(o) + Ur(e)))) |

et d’apres 'Hypothese 4.1.1, pour tout = € Cy(r)°,

E (Ui(x)) +% > 5; ! (1 +E (U3(z)) + E (Uk(z)) + NEOi(z) | 72) |

xr x z?
lorsque v > 1/2 et r assez grand. On obtient alors la transience de la chaine en
appliquant le Lemme 4.2.1.

Cas récurrent : v < 1/2

On applique a nouveau le Lemme 4.2.2 en reprenant les éléments de la preuve
de la partie ii) du Théoréme 4.1.2. Soit 0 < § < 1,

5
x .
flz) = °+1— 5 s €|z, +ool,

1 si € [0,x4],

et C = [0, M]. Alors,

(1-9)

r 2

2

Af(x) = 62°1E (Uy(z,w)) +

+ 2E (U (z,w)) + 7—2) + %E (O ((w + Up(z,w) + Ul(ﬁaw))g)) } (4.9)

T 2

(1 +E (Up(z,w)?) + E (Ui (z,w)?)

D’aprés I’'Hypothése 4.1.1, pour tout x € C,

1-9¢

T

E(Ul(x,w))—i—% < <1 +E (Ui(z,w)) +E (Ui(z,w)) + 29E (Ui (z,w)) " V2> 7

T 2

sur Cp(r)® avec r assez grand et lorsque v < 1/2. On obtient alors le caractére
récurrent de la chaine dans ce cas.
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4.3 Convergence des chaines dans le cas transient
(o <1)

Dans cette section, nous nous intéressons & la convergence de la chaine (z,,),
lorsqu’elle est correctement changée d’échelle et dans le cas ot 0 < 1

Procédons comme dans le chapitre 2. Soit le parameétre ¢ = ;" et pour tout
n € N, on note t, = e”"'n. La famille de processus (z°(t), ¢t € [0,27T]).., est alors
construite de la maniére suivante : pour tout n € N,

1

x(t,) = exy,

la continuité est obtenue par interpolation linéaire, pour tout t € [t,, t,41],

t —1 t—1
°(t) = %Ig(tn) + €U+1n 2 (tng1)-

L’Hypothese 4.1.1 entraine que,

2 (tny1) = U (2°(tn), wn)

ou, pour tout x > ez,
Uf(z,w) =2 +ew + EJH% + TS (2, w) + PTUS (2, w), (4.10)
et U§ et U sont respectivement des perturbations de w et de v/x7, telles que
Us(z,w) = Op(x™®), Uf(z,w) = O(z7"), (4.11)

avec a > 0 et > 0. Le terme Oy(z) désigne, comme habituellement, un O(z) d’es-
pérance nulle. La famille de (z°(¢), t € R)_,, vérifie alors le résultat de convergence
suivant.

Théoréme 4.3.1. Soit T" > 0. La famille de processus (x°(t);t € [0,T])c. ...

converge en distribution vers la fonction déterministe z(t) = (14 (o + 1)vt)"/*Y,

Démonstration. Soit 7 > 1, et pour tout € > 0, le temps d’arrét 7¢ défini pour le
processus (z°(t)),c(oor) PAT :
7° = inf{t € [0,2T7; 2°(t) &ln~". nl},

avec la convention inf{(}} = 27 Afin de rester dans le domaine olt (2°()),c(021)

peut étre explicité, on se restreint aux 0 < € < &, ou &, > (nx,)~! de sorte que
pour tout 0 < & < &,, ex, < n~'. Ainsi, on définit la famille de processus arrétés
(t — y°(t), t € [0,277]) o, pour tout 0 < £ < €, et pour tout ¢ € [0,27],

V() = (A T)

Soit II° la fonction de transition du processus (y°(t,)),, et soit I'opérateur (£, D)
ou

0<e<ex

Lf(z) = L f(x) (4.12)

xa
et

D.={s e e, tm, 1) =0},

x—nEl

Nous suivons le déroulement des démonstrations faites dans le chapitre 2.
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Lemme 4.3.2. Pour tout f € D, et pour tout x € [n™1, 7],

(IF = 1) f(z) = LF(@)| 00 0 (4.13)

50+1

uniformément sur les compacts de [n~1,n].

Nous montrerons ce lemme en fin de section. Ainsi, en suivant le déroulement de
la démonstration du Lemme 2.1.2 nous obtenons la précompacité de la famille de
processus continus (y°(¢), t € [0,277)..

Il existe ainsi des suites croissantes {e } ren de nombres strictement positifs telles
que ¢, — 0 quand k — +oo et telles que (y°+(¢), t € [0,277), converge en distribu-
tion vers un processus limite (y°(t)),co o7)- Pour tout processus limite (y°())ci0 977
on notera 7° le temps d’arrét défini par :

0 = inf{t € 0,271, y°(t) &n ", n[},

avec la convention inf{()} = 27". La famille de temps d’arrét {7°}. étant a valeurs
dans le compact [0, 277, il existe aussi des suites croissantes {e } telles que g — 0
quand k — +oo et telles que les {75}, convergent en distribution vers une variable
aléatoire noté 7™, Il n’y a aucune raison pour que les variables 7™ soient des temps
d’arrét, et donc aucune raison pour qu’elles soient égales en distribution aux temps
d’arrét 70,

En passant dans l’espace de Skorohod, nous montrons, toujours de la méme
fagon que dans le chapitre 2 que les processus limites arrétés (y°(t A 7°) tefo,27) Sont
solutions du probléme aux martingales associé a I'opérateur (£, D,) défini par (4.12).
Or, le coefficient de diffusion associé a ce probléme aux martingales est nul. Par
conséquent, les processus limites ne sont plus des processus stochastiques mais sont
seulement déterministes. Le Théoréme F.12 implique alors que les processus limites
(y°(t A TY)), c[0.27) Sont solutions de I'équation différentielle ordinaire arrétée suivante

i Y (4.14)
Y (t> - y(t)g ]ltﬁﬂ

ou 7 = inf{t € [0,27T), y(t) &]n',n[} avec la convention inf{(}} = 27T. L’équation
différentielle ordinaire
y(0) =1
g

!
y(t) = —,
y(t)”
admet une unique solution qui la fonction croissante suivante :

y(t) = (14 (o + D)yt

Il est alors facile de calculer 7. Tout d’abord remarquons que comme 7! < 1, la
fonction y étant croissante et de valeur initiale 1, elle n’atteint jamais . L’instant
7 est donc celui d’atteinte de 7 et ainsi

1

(o+1) _ 1\ o+t

r= (”—) A2T. (4.15)
o+1
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L’équation différentielle ordinaire (4.14) admettant une unique solution, les proces-

sus limites arrétés sont tous de méme distribution. Ainsi on conclut que 7° = 7

presque slirement, et que y°(t A 7°) = y(t A 7). Dans la suite, 7 désignera a la fois
lim

T et 7.

La convergence en loi de la famille (y*(¢ A7), t € [0,2T7)_.. vers (y(t A T)),cpo0m
se montre alors par ’absurde, de la méme facon que dans les démonstrations des
Théoremes 2.2.2 et 2.1.1. Il reste alors a supprimer les temps d’arrét 7¢ et 7. Pour
cela, on fait tendre n vers +o0o, de cette fagon et par (4.15), on obtient :

lim 7=2T. (4.16)

N—r—+00

Puis, de la méme fagon qu’on a montré 'affirmation i) du Lemme 2.3.3, on montre
que

P (T < ’7'0) =1,
ce qui, combiné avec (4.16) implique

lim P(r°=2T) =1.

n——+oo

La suppression des temps d’arrét 7° se traite alors comme dans 1'étape 3 de la
démonstration du Théoréme 2.1.1. Ainsi on obtient la convergence en distribution de
la famille de processus stochastiques continus (z°(t), t € [0,T1])y.. .., vers (y(t)) o
lorsque € — 0.

Nous finissons cette section en montrant la convergence uniforme (4.13).

Démonstration du Lemme 4.3.2. Considérons, pour tout z € [, 1], les coefficients
suivants :

@)= [ e Tedy) e @)= [ el

n~ 1l
ainsi que l'opérateur
€ 1 g £
() = L0t (@) () + () £ ).
Nous obtenons alors que, dans le cas ot x €]n~1, 7|,

a(z) = E (U (2,w) — 2)* | v+ @w)leln-1n))
_ 0(€a+1)7 (4.17)

et

b (x) = E ((F*(z,w) = 2) | 1) peaw)icln—1)
- g"“% + o7, (4.18)
De plus, si x = n*! il est clair que a®(n*!) = 0 = b°(n™!, et ce, pour tout & > 0. Cela
implique que, en particulier, A°f(n*!) /e = 0. D’aprés la forme de 'opérateur £
(4.12), pour tout f € D,, nous avons donc

601“ A f(x) — Lf(x), pour tout z € [n~*

;1)
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Controlons maintenant ||(II° — I)f — A f||»/e7tt. Pour tout = €]n~t, 7], et tout
y €ln~*, 0], il existe une constante C; dépendant uniquement de f telle que

1 1
g |(TI°F = 1) f(x) — A f(2)] < g 4_1 ; ly — 2’11 (2, dy)

2 (3 — (3
Or, d’apres (4.10)
[ty o dy) = o),
In="nl

De plus, pour tout z € 7!, 7], remarquons que, pour tout § > 0, il existe un e, > 0
tel que, pour tout € < €, on ait

I (z,R\ |x =,z + §]) =0,

ce qui a pour conséquence que

lim sup %Ha(x,R\]x — 0,2+ 0[) =0.

e04el-1m) €

On obtient alors, pour tout z 6]17’1, nl

1
€a+1

(I =D f(z) = A f(2)] —es0 0. (4.19)

De plus, dans le cas z = n*!, il est clair que, pour tout € > 0,

(IF ~ (') = / F(y) — FOEOIE (', dy)

()
= 0.

-1

Par conséquent, pour tout f € D,, pour tout z € [n~', 7],

‘E Fl) ~ e (1 =1 f‘ S

4.4 Conclusion

Dans les cas ot 0 > 1 ou 0 = 1 et v < 1/2, les chaines de Markov sont ré-
currentes. Nous n’avons pas été en mesure d’établir de résultats de convergence
vers un processus limite sans hypothése supplémentaire sur le comportement des
chaines sous la valeur critique z, ou sans les conditionner & rester supérieures a
cette valeur critique. En effet, I'étape de suppression des temps d’arrét faite dans
les Théorémes 2.1.1, 2.2.2 et 4.3.1 n’est plus possible (voir une situation analogue
dans le chapitre suivant).

En revanche si o < 1, les chaines sont transientes et ceci nous permet d’aller plus
loin dans I’étude du comportement des chaine de Markov. En effet, le chapitre 3 peut
s’adapter grace au Théoréme 4.3.1 a ces chaines.
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Théoréme 4.4.1. Soit 0 > 1 et soit une chaine de Markov (x,,), vérifiant [’hypo-
these 4.1.1. Alors

1. Pour tout 0 < p <1 et pour tout v > 0, il existe x, > x, tel que pour tout
To > Ty, ON ait

1—v 1+v
]P’(VneN, <x0+n%+1) << (x0+n%+1) ) >1—p  (4.20)
2. Pour tout v > 0, on a

1—v 1+v
lim P (Vn €N, <a:0 +n%+1> <, < <:170 +n%+1) ) — 1. (4.21)

To—+00

La solution limite exhibée dans le Théoréme 4.3.1 étant déterministe, la preuve
de ce théoréme se trouve simplifiée par rapport a celle du Théoreme 1.4.2. En effet,
le Théoreme 4.3.1 s’applique seulement via le Théoréme Portmanteau et le caractére
déterministe de la solution simplifie I’élaboration de la Proposition 3.2.2. On obtient
que pour tout o > 0, il existe 77 > 1 tel que, pour tout ¢ € N* et pour presque tout

005 Ny -+ Me—1 = Ny Mo > 1),
’P(nﬂ+l :WiHWaWO)_H <(57

en construisant le processus (1), de la méme fagon que celui construit dans la section
« Processus auxiliaire ». Il en est de méme pour le Lemme 3.3.3 ainsi que pour la
Proposition 3.3.4.



Chapitre 5

Un gaz de Lorentz dynamique

Pour ce dernier chapitre, nous étudions un modéle de gaz de Lorentz inélastique
et dynamique introduit dans [20]. Le systéme étudié présente un couplage entre la
dynamique de la particule et celle du milieu. Cela signifie que les degrés de liberté
internes des diffuseurs sont perturbés par le passage de la particule et des échanges
d’énergie ont lieu. Il en résulte que I’énergie cinétique de la particule ne se comporte
plus comme précédemment. En particulier, sous un changement d’échelle approprié
qui correspond a une limite de couplage faible, I’énergie cinétique se comporte comme
un processus diffusif récurrent admettant un état d’équilibre thermique.

"You weren’t there, you didn’t see,” he said.

"There must be something in books, things we can’t imagine,
to make a woman stay in a burning house ;

You don’t stay for nothing."

"She was simple-minded. "

Ray Bradbury — Fahrenheit 451.

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions le systéme particule-diffuseur introduit dans [20].
Ce systéme est un gaz de Lorentz dynamique dans le sens de 'introduction. L’état
du systéme particule-diffuseur vérifie les équations

i(t) = —a Y n(Qi() VW (q(t) — 1)
i€z (5.1)

MQ;(t) + U'(Qi(t)) = —an/ (Qi(t)W (q(t) — ry).

La donnée ¢(t) représente la position de la particule a I'instant ¢. Les localisations
r; € R? des centres des diffuseurs sont définies de la méme facon que dans le cha-
pitre 1. Le déplacement du degré de liberté interne associé au diffuseur centré en
r; est représenté par ();. Le potentiel U controlant la dynamique « non couplée »
des degrés de liberté des diffuseurs, ainsi que la fonction de couplage 7, sont suppo-
sés appartenant a C*(R). Plus particuliérement, on supposera que ce dernier a une
croissance polynomiale :

U@Q) ~ QI et [n(@Q)]~1Q"

97
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et que 7 est borné. Le potentiel U est donc un potentiel confinant. Le potentiel
W € C*(RY) apparaissant dans les termes d’interaction est tel que ||[W |, < 1 et,
comme dans le chapitre 1, supposé invariant par rotation, et & support compact dans
la sphére de rayon 1/2 centrée en 0. Les valeurs «, @ > 0 représentent la constante
de couplage.

Le modéle inerte étudié dans le chapitre 1, correspond au cas ot & = 0 et o > 0.
Les diffuseurs ne sont alors pas affectés par le passage de la particule. Le potentiel
V introduit dans le chapitre 1 correspond a nW et en particulier,

Vig,t) =n (Q(O) cos(wt) + wQ(0) sin(wt)) W(q).

Dans la suite, on considérera le cas ot les deux constantes de couplage sont égales
et non nulles : @ = & > 0. Le systéme (5.1) devient

i(t) = —a Y n(Qit) VW (q(t) — ;)
i€zl (5.2)

MQz(t) + U/<Qi(t)) = _anl(Qi(t»W(Q(t) — 7).

En notant v = ¢ et P, = MQ;, les équations (5.2) sont générées par I’hamiltonien

2
H(q,0.Qi P) = 5 + % Haa(Qi P) +a > n(@Q)V (g —73).

1€2Lq i€Zd

ou Hgg est ’hamiltonien associé a la dynamique d’un unique diffuseur. L’énergie
totale du systéme est donc conservée.

P2

HaunQ. P) = 5 + U(Q) 53
En d’autres termes, les degrés de liberté internes de chaque diffuseur répondent au
passage de la particule tout en permettant a 1’énergie du systéme d’étre conservée.
Notons que cette modification des degrés de libertés n’entraine aucunement une

modification de la localisation du centre du diffuseur ou de la zone d’interaction.
Dans [20], il est établi, si la constante de couplage « est petite et sous des condi-
tions appropriées sur la distribution de (Q;, P;) que la distribution des vitesses de la

particule approche une distribution de Maxwell-Boltzmann pour une température
T

Y

1

Pei = G T)I2 exp(—|[vl[a/2kT).

La température 7' est déterminée par la distribution des (Q;, P;). Les résultats de
[20] sont obtenus en partie numériquement et ne sont que trés partiellement appuyés
par des résultats rigoureux. Pour progresser dans cette direction nous montrons ri-
goureusement ici, en considérant un modéle simplifié que dans une limite de couplage
faible, I’énergie cinétique de la particule se comporte comme une diffusion admettant
un état d’équilibre thermique.
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5.2 Description par une chaine de Markov

De la méme maniére que dans le chapitre 1, nous allons étudier un systéme
simplifié¢ en excluant les possibles recollisions entre la particule et un méme diffu-
seur ainsi que les difficultés liées a la géométrie tout en conservant la dynamique
non triviale. Le couple position-vitesse (v(t), q(t)) de la particule est & nouveau
vu comme un processus stochastique. A chaque trajectoire, on associe une suite
(tn, Vn, bn, P, @n),en, O t, Teprésente l'instant auquel la particule s’approche a
vitesse v, d’un diffuseur. Elle arrive sur ce diffuseur selon un paramétre d’impact b,
orthogonal & v,, (voir Figure 1.2). Le moment P, ainsi que le déplacement (),, sont
supposés étre identiquement et indépendamment distribués selon 1’état stationnaire
de 'hamiltonien (5.3) :

P(Qn, Pn) = p (Haint(Qn, Pn)) = p(Qn, —Fn), (5:4)

et ol p est & support compact. A chaque événement diffusif 1’état du systéme change
et, en particulier, la particule subit un changement de moment :

Av, = U1 — Uy,

Ce transfert dépend uniquement du parameétre d’impact b,, ainsi que du déplacement
@, et du moment P, associés au diffuseur. Nous écrivons alors

Un4+1 = Un + R<vn7 bna Qn) Pn)7 (55)

Rb.Q.P) = —a [ A0 YW () (5.6)

et ou (g, Q) est I'unique solution de

{ i(t) = —an(Q(t)) VW (q(t)) (5.7)

avec les conditions initiales

q(0) = .

TR v(0)=v, QO0)=Q et P0O)=P, v-b=0.

Comme dans le chapitre 1, chaque pas de cette chaine représente un événement
diffusif. Les variables (Q,, P,), caractérisent I'état des diffuseurs traversés, tandis
que la variable b, représente l'approche de ces diffuseurs. Partant d’une donnée
initiale (qo,po), les positions ¢, et moments v, de la particule aux instants ¢, sont
définis itérativement par les relations

( Unt1 = Up + R(p, Kp),

*

[vnsilla’ (5-8)

s
Gn+1 = Qn +
[vnt1lla

lny1 =ty +

U?’L—‘rl?

\
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ou ky, = (bn, Qn, P,) est indépendant de v, et R(v, k) est défini par (5.6) . Les pa-
rameétres (Q)y, Py,),, sont maintenant considérés comme étant une suites de variables
aléatoires indépendantes, et identiquement distribuées selon la mesure stationnaire
p (Hair(Q, P)). Les parameétres d’'impact (b,,),, sont, eux aussi, représentés par des
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon une loi uni-
forme dans B(0, 1/2) et sont conditionnées a ce que, pour tout n € N, b, -v,, = 0. La
chaine de Markov précédente est alors entierement déterminée par la donnée initiale
(qo, vo) et par la suite de variables aléatoires (k,),. La différence avec le systéme
(1.9) réside en la différence essentielle entre (1.8) et (5.7).

5.3 Analyse du transfert d’énergie

Nous avons, comme dans le chapitre 1, besoin de comprendre de comportement
du transfert du moment R(v, k) de la chaine

Upt1 = Up + R(Una Rn)a
et défini par (5.6) avec K, = (bn, @Qn, P,). Cette relation étant indépendante des deux

autres dans (5.8), on peut la traiter séparément. Le transfert d’énergie cinétique
ayant lieu lors d’une unique collision pour une particule de moment v € R? s’écrit,

AE(v, ) = = (|lv+ R(v, &)|3 = v]|3) -

DN | —

En terme des solutions de (5.2), ce transfert d’énergie peut s’écrire

AE =a / " ds 1/ (Q(s) Q)W (g(s)), (5.9)

ou t, est 'instant auquel la particule n’est plus sous I'influence du diffuseur. Notons
que rien n’exclut le fait que ce dernier puisse étre infini.

La distribution p des diffuseurs étant a support compact, ’énergie moyenne F,
définie par

FE, = /dePHdiH(Qap)ﬁ (Haig(Q, P))

est finie. Il est possible de développer le transfert d’énergie ayant lieu durant une
unique collision lorsque ||v||4 est grand. Pour tout K € N, et tout (v, x) € R{xRxR,

=Y K K+1
AE(v, k) :ZB‘“ ( >+0(||u||;< >). (5.10)
{=0

vl

La particule passe un temps de l'ordre ||v]|;" dans un diffuseur, il est donc clair que
sous cette condition, pour tout k,

B (k) = 0.
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Dans la suite, pour toute fonction dépendant de v et de K = (b, P, Q), avec
b-v=0cet|blla < 1/2, nous désignerons son espérance par rapport a la variable
aléatoire k par

/ b / 1QdQ p(Q. P)f(v, b, Q. P), (5.11)
d RxR

Hb”d<1/2

ot Oy est le volume de la sphére de rayon 1/2 dans R4, Les coefficients du déve-
loppement (5.10) vérifie la proposition suivante.

Proposition 5.3.1. (/20]) Soient les coefficients 6&1)(11) et B3 (k) introduits dans
(5.10). Alors

1. Pour tout k = (b, Q, P),

B () = 7= (Q)PLo([1b].), (5.12)
B () = 75 (P'(Q) = My (QU'(Q)) La([1b]l0)
— S QLA (5.13)

ou, pour tout k € N et tout vecteur unitaire e € R? tel que b-e =0,

1
1
Li(||b]la) = / ds s* W (b+ (s — 5)e) : (5.14)
0
2. Supposons que la mesure p soit stationnaire pour la dynamique libre des diffu-
seur générée par Hag,

_ R 2 _— 2

1 2 o 1
=0, B = =g PIE et (B2 = 450

n' P 2L2 0.15
» ) (5.15)

Le calcul des coefficients e (k) et 5(2)( ) est fait en détail dans 'annexe de [20].

Le fait que 55}) soit nul vient de la parité en P de la mesure stationnaire. Remarquons
enfin que (5.14) ne dépend que de [|b||4, ce qui est une conséquence de I'invariance
rotationnelle du potentiel W. Les coefficients (5.15) du transfert d’énergie dépendant
de «, nous introduisons les notations suivantes afin de séparer les termes de différents
ordres en « et ceux de moyenne nulle ou non. Pour tout s, nous noterons dans la
suite

BO(k) = afM (),
B (k) = af (k) — 0?87 (k)

D’apreés la Proposition 5.3.1,

B89 (k) = M~/ (Q)PLo(|lb]la), AP (k) = M2 (P*"(Q) — Mn/(Q)U"(Q)) Ly (]|b]l)
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sont tous deux de moyenne nulle et

B2 (m) = M) 6 (QPLA(Ibla)  verifie 5 > 0.

Notons maintenant E¢ = |jv,||3/2 et nous considérons la chaine de Markov
obtenue en ne retenant que les deux premiers termes du développement (5.10),

o () | 0By (5n) — 022 (1)

V2E¢ 2By

Dans le modéle inerte du chapitre 1, le terme dominant de moyenne non nulle est
BW/(2E,)?. Ici le terme dominant de moyenne non nulle est 5 a cause de la

Ey  =E; + (5.16)

présence du terme Bf) > (0. Comme expliqué dans [20], c’est la présence de ce terme
de « frottement dynamique » qui constitue la différence essentielle entre le gaz de
Lorentz inerte (chapitres 1 a 3) et le gaz de Lorentz dynamique étudié ici. Dans la
suite, nous étudierons la chaine (5.16) sur R%. A cause du terme en —oﬂﬁf) /(2E%)
elle est récurrente et n’est par conséquent pas bien définie. En effet, pour EY petit,
on peut avoir £ < 0.

5.4 Résultat de convergence pour I’énergie

La chaine de Markov (E?),, définie précédemment par (5.16), dépend de la
constante de couplage a. Dans la suite de cette section, nous allons considérer cette
constante de couplage comme étant un paramétre indexant une famille de processus
continus construits & partir de la chaine de Markov (£%), . Dans le chapitre 2, nous
avons changé d’échelle spatiale les chaines de Markov considérées en y introduisant
un paramétre € > 0 qui était lié a la condition initiale. Ici, o contréle la force du
couplage entre la particule et les diffuseurs et c’est a qui joue le role de paramétre
d’échelle.

Tout d’abord, nous allons définir la chaine de Markov plus précisément sur la-
quelle nous allons établir un résultat de convergence. Pour tout o > 0, soit la fonction
F“:R’;dexRdeéﬁniepar:

Fz,k) =2+ a (681)0@ + ém(ﬁ)) — aQﬁf)(@.

vV 2x 2x 2x

Supposons que les variables aléatoires 681), (()2) et Bf) sont a valeurs bornées. C’est

a dire qu’il existe M > 1 tel que,

sup {1667 (), 1867 (), 18P ()} < M,

KERI xR xR

Dans les paragraphes suivants, nous ajoutons a (5.16) une condition au bord appro-
priée puis nous étudions son comportement. Afin d’éviter que la chaine de Markov
(5.16) ne touche 0, nous introduisons une énergie critique F, et nous conditionnons
la chaine a rester supérieure ou égale a cette valeur. Le conditionnement que nous



5.4. Résultat de convergence pour I'énergie 103

introduisons entraine une réflexion de la chaine en F, . Pour tout a > 0, les chaines
de Markov considérées sont donc :

Ee., =2E, - Fo(E% k), si Fo(E® ky) < E.. (5.17)

{ Ee,, =F*(EY k,), si FY(E%, k) > By
avec pour condition initiale Ef = Ey > E, ne dépendant pas de «. La chaine
de Markov ainsi définie est & valeurs dans [E,, +o0o]. La seconde relation de (5.17)
interdit a la chaine de Markov de toucher 0. Contrairement aux chaines de Markov
étudiées dans le chapitre 2, le drift est ici négatif, cela a pour conséquence que la
chaine n’est pas transiente et la particule peut entrer dans un état de basse énergie, et
ce peu importe sa vitesse initiale. Considérons maintenant une famille de processus
continus et indexée par a construite & partir des chaines de Markov (E¢), définies
par (5.17). Soit, pour tout n € N, 7,, = o?n et, pour tout 7 € [7,,, T,,11[, on introduit

Tn+1 — T

EY(1) = EY +

T—T,
o2 o?

B
Ainsi, pour tout a > 0, le processus (E%(7)),cp, est continu. Nous avons alors le
résultat de convergence suivant sur la famille (E*(7), 7 € [0, 1]) soulignons que
T correspond & un nombre de collisions et non pas & un temps.

a>0

Théoréme 5.4.1. La famille de processus (E*(7), 7 € [0,1]),., converge faible-
ment, quand o tend vers 0, vers l'unique solution du probleme aur martingales as-
socié a l'opérateur (L, D) ot

D, = {f € C*([Ey, +00), IEIE_,_ f(z) = 0} , (5.18)
(1)y2 2)\2 22)
L@ =1 (“gx) g )f”(w) e, (5.19)

Ainsi défini, (£, D,) est un coeur pour le générateur infinitésimal du processus
généré par L et étant réfléchi en . Le schéma de la démonstration est identique
a celui des théoremes de convergence du chapitre 2. D’abord, nous avons besoin du
lemme suivant.

Lemme 5.4.2. Pour tout o > 0, soit (II* — 1) le générateur du processus (E*(1,)),,
i) Pour tout f € D, et pour tout x € [E,+00|

Lf(z) = =" =) f(x)

«

1
' ——>a—0 0.

i) La famille (E*(7), T € [0,1]),-, est précompacte.

Démonstration. i) Considérons, pour tout x € [E,, +00[, les coefficients suivants :

a*(x) = — ) 11%(z, d et  b%(x) = —x)[I1%(z, dy), (5.20
() /[E%m[(y P (e dy) et () /{Ew[w 1% (2, dy). (5.20)
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ainsi que 'opérateur

A° () = a®(@) " () + 5 (2) ().

Les coefficients a®(x) et b*(z) sont, respectivement les moment d’ordre 2 et 1 des pas
de la marche aléatoire (E*(7,)),,. Nous avons, pour tout a > 0 et tout z € [E, +00],

1 1

A (a) = (I = (o).
(5.21)

Controlons tout d’abord le premier terme du membre de droite de 'inégalité précé-

dente. Remarquons que, pour z € [E,, +0o0], le coefficients de A* sont les espérances

suivantes :

+
(67

]cﬂx) Ly

< |esta) - At

a“(z) = E( (F*(x, k) — :L‘)2 Lpaer)>E,
+ (2B, — F(z, k) — x)° 1FQ(I,R)§E+> (5.22)
et
0 (2) = E( (F*(2, %) = 2) Lpo(unsr,
+ (2B, — F°(2, k) — ) 1FQ(Z7H)§E+>. (5.23)

Considérons le cas ou z > FE,. Le pas de la chaine étant de taille o, pour tout
x > FE il existe a, tel que pour tout a < v,

lpo@ws>p, =1, presque slirement. (5.24)
Ainsi, pour tout x > E, il existe «a, > 0 tel que pour tout a < av,

a*(z) =E ((F*(z, k) — x)Q)
2 ((ﬁé”)? G é“ﬂé”) L ( 8%, 9) a2

2 42 N/ 2x N/ 2x 212 472

La mesure p(-, P) étant paire, par (5.12) et (5.13), Bél)ﬁéz) =0, et ainsi,

a®(r) = o*a(z) + o(a?). (5.25)
De méme,
b (z) = E((F*(z, k) — 2)) (5.26)
ﬁTf)

2
——. 5.27
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Considérons maintenant le cas © = E., alors

a®(Ey) =E ((F*(E+, k) — E4)?)
o*a(Ey) + o(a?).

De plus, tout f € D, vérifie la condition f'(F.) = 0 d’ou, pour tout x > E,

——>a—0 0.

1)~ A f(a)

Il nous reste a contrdler le second terme de (5.21). En faisant un développement de
Taylor a l'ordre 2 et en utilisant (5.20), on a que, pour tout > E et pour tout
y > E,, il existe z €]z, y[ tel que

(00 1) f(2) < A%f(2) + ¢ /[E IO ). 629)

De plus, d’apres (5.17), nous avons

/ f(3)(z)(y—x)3ﬂo‘($,dy)‘ < Hf(g)”oo/ |y — x[’T1(z, dy)
B oo B

+,+OO[

<7 oo (B (1F2 (@, %) = 2 L po ey, )

+ ]E (‘2E+ -+ Fa($7 Ii) — x’3]]-F"‘(a:,n)<E+) )

D’apres (5.24), on obtient
\ [ eu- x>3na<x,dy>] < /0.
[E+,+OO[

En combinant cette derniére inégalité avec (5.29), on obtient finalement que pour

tout x > E,

L 1) - A f ()

(07

—a—0 0.

ii) Afin de montrer que la famille (E*(7), 7 € [0,1]),,., est précompacte, on utilise
le Théoreme H.8. Premiérement, remarquons que d’aprés (5.29) et (5.25), (5.27),
pour tout f € D,, il existe une nouvelle constante Cy > 0 telle que,

L - sl < 6. (5.30)

CYZ
Il suit que, pour tout f € D,
E (f(E* (7)) + Crmunr | FE*) = F(B(7)) + Oy

+ (I = 1) f(E*(r)) + Cpa?  (5.31)
> f(E“(13)) 4 Cyra. (5.32)
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Ainsi, le processus ( fE(T,) + 5f7n> est une sous-martingale. Ensuite, chaque

pas de la chaine de Markov (£“(7,)),, a une taille de I'ordre de a. D’ot1, pour tout
0 > 0, il existe a tel que, pour tout a < @, on a

P (B (7)) = E%(752)| > 6) = 0,

et,
o2l
lim » P (|E“(1;) — E%(1j-1)] > 0) =0, (5.33)
a—
j=1
Ces deux derniéres affirmations, combinée avec (5.32), impliquent la précompacité
de la famille de processus (E*(7), 7 € [0, 1]),,., d’aprés le Théoreme H.8. O

a>0

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le Théoréme 5.4.1.

Démonstration du Théoréme 5.4.1. L’affirmation iv) du Lemme 5.4.2 nous permet
d’établir I'existence de suites décroissantes {ay }y et a valeurs strictement positives
telles que a; — 0 quand k& — +o00 et telles que les sous-famille (E* (1), 7 € [0, 1]), o
convergent en distribution vers des processus limites (EO(T))Te[o,u- Ces processus
limites sont alors & valeurs dans [E,, +00].

Le Théoréme de représentation de Skorohod implique alors 'existence d’un es-

pace probabilisé ((2, F , I@) ainsi que de processus

Ee(r), 7 € [0,1]) o (B0)
( <T) T [ ] keN © (T) T7€[0,1]
respectivement de méme distribution que

(E*(7), T €[0,1]),cy et (EO(T))TE[O,I] :

et tels que

sup EO(T) — B (T)| —k—+00 O, I?D—presque stirement.
7€[0,1]

Lemme 5.4.3. Pour tout f € D,. On a les deux propriétés suivantes sur
l’espace de Skorohod.
i) Soient 0 < uy < uy <1, alors,

F(B (15002)) - 1 (B (1 002) ) - LZ%ZHW —nf (B ()
szZ—%J

converge P presque-sirement, quand k — 400, vers

f (Eo(u2> — f <E0(u1> - /“2 Lf <E0(5)> ds, P-p.s.

ul
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ii) Le processus limite (M O(r )) )

() = £ (B'(r) - /O cr (B(s)) ds

YO0 .
est une FX -martingale.

En revenant dans I’espace probabilisé d’origine, ce lemme nous assure que, tout
processus limites (E°(7))_ est solution du probléme aux martingales associé a 1'opé-
rateur (£, D,) défini dans (5.18) et (5.19). Les coefficients de ce probléme aux mar-
tingales étant lipschitziens sur [E,, 4+00[, il est bien posé. Les processus limites sont
alors tous égaux en distribution. Afin de conclure cette démonstration, on montre
que ce ne sont pas seulement les sous-familles qui convergent en distribution vers
la solution de ce probléme aux martingales mais la famille (E%(7), 7 € [0,1])
entiere.

a>0

Pour cela, revenons a la Définition H.2 de la convergence en distribution et
raisonnons par 1’absurde. Supposons qu'il existe ¢ € C ([0,1],R) — R et € > 0 ainsi
qu’une suite décroissante {ay}r de nombres strictement positifs et tendant vers 0
quand k£ — 400 tels que, pour tout k € N,

[E(¢(E° () = E (¢(E°(-)| > & (5.34)

Or, la famille (£°*(7), 7 € [0,1]),oy est & nouveau précompacte. En effet, les hy-
pothéses du Théoréme H.8 sont encore satisfaites. On peut alors extraire une sous-
suite {ayx) }r convergente telle que (E%® (7), 7 € [0,1]), .y converge en distribu-
tion. D’aprés ce qui précede, le processus limite de cette famille est (E°(7))
Ainsi

T€[0,1]"

lim E(p(E%® () = E (¢(E°(-)),

k——+o0

ce qui rend (5.34) absurde. Une telle fonction ¢ n’existe donc pas et nous pouvons
conclure la démonstration du théoréme. O

Cette section se conclut avec la démonstration du Lemme 5.4.3 utilisé dans celle
du Théoréme 5.4.1.

Démonstration du Lemme 5.4.5. i) Les processus limites E° sont continus en

temps car limite presque-stire des processus E“ qui sont continus en temps.
Alors, pour tout f € D,,

(#0) 1 (B (15 1002) )| <17

E%)-EO(L

k

R
[
S S
N—
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u2J 1

Nous devons maintenant controler [ L f (E%s)) ds—Z]jL ) (1> —T) f (Eo‘k (Tj))
pour tout f € D,.
[5]-1

/ £f (Bw)as= 3 (e —nf (Bo(r) |

7=

¥

A

LJl

< /ch (Eo(s)) ds — o? Z Lf (EO(Tj))
1 =%
Li—%]—l L;%J—l
+a? Z Lf (EO(Tj)) — Z Lf (Eak(Tj)>
i=12%) i=123)

vat| Y L (Brm)) - Yo - nf (B )|

(0]
=124 Ko=)

Le premier terme est une approximation de l'intégrale par la méthode des
rectangles et tend par conséquent vers 0 quand k — +oo. La convergence
presque stre de E° vers E° implique que le second terme tend lui aussi vers
0 quand k& — 4o0o. Laffirmation i) du Lemme 5.4.2 implique la convergence
vers 0 du troisiéme terme. B
ii) Pour tout f € D,, soit le processus (S“‘k (Tn)> défini par
n

n—1

S (1) = f (B (1)) = S = Df (E*(77)) .

J=0

La Proposition C.8 nous assure que, pour tout f € D,, le processus (S (t,)),,

est une .7-—5 3 -martingale. Ainsi d’aprés la Proposition A.10,

B [(5 (1500t - (1 ) o (B (o0, -+ Bos) || =0 (539

k

et ce, pour toute fonction ¢ € Coo([Ey, +00[?) & support compact, d € N*, et
toute subdivision
0=s51 <89 << 8g=1uy.

Comme on travaille dans ’espace de Skorohod, la convergence presque-stire
6 (B (s1), -+ B™(5)) m—irioe & (Es1), -+, Esa))

est vérifiée. Donc, d’apreés affirmation i) de ce lemme, le produit dans I'espé-
rance de (5.35) converge presque-stirement vers

(W02 = M) & (E(s0), -+, (o)
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pour toute fonction ¢ € C®([F,+oo[) & support compact. De plus, d’aprés
(5.30), le produit dans I'espérance de (5.35) se majore par

@l flloe + Crluz = 1)) [[4]]oo-
Ainsi, d’aprés (5.35) et le théoréme de convergence dominée,

E [(MO(U2) _ Mo(u1)> & (E%l), o EO(sd))] — 0.

Nous pouvons conclure par la Proposition A.10 que le processus <J\7 0(7’)) o
7€(0,1

est une .7:7_5 ’_martingale.
O

5.5 Température d’équilibre

Dans cette section, nous étudions briévement 1'unique mesure stationnaire du
processus F(7) solution du probléme aux martingales associé a I'opérateur (E, C OO(IRi)),

e (1)y2 (2)y2 32
,Cf(ZL’) — 1 <(60 ) + (60 ) )f"(x) _ %f’(m)

2 2x 42

L’équation de Fokker-Planck associée a ce probléme aux martingales est la suivante

A2) (Y2 (2)\2
Orp(x, 7) = 0y [%ﬁ(l’ﬂ') + %&C ((( 51') + (i0$2) ) ﬁ(m,7)>] : (5.36)

L’équation (5.36) admet une solution stationnaire pe, solution de I'équation diffé-
rentielle ordinaire

(2 (1)y2 (2)\2
0, [gﬁeq@w%@(((ﬁ;x) ) )ﬁeq@s))] —0. (537)

En notant -
(552 (552 . BY
A=-—— B=-—"— et (" =—F 5.38
2 i+ 2 (5.38)
on obtient ’expression suivante pour la distribution limite :
2025 _ 207
peq() = Nz? (Az + B) %" " exp (_ A I) , (5.39)
avec N une constante de normalisation. Le changement de variable de z = ||v[|3/2

qui représente 'énergie cinétique au moment ||v||4, donne la distribution,

ﬁeq(HUHd) = HUHdﬁeq(l")

Jolly (A e 1L
=l (St 5) e (-SI) a)
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Cette distribution est associée au nombre de collision pour lequel la vitesse finale
de la particule est ||v||4 lorsque le systéme est a ’équilibre. Afin de se ramener a
une densité décrivant ’état de la particule mais associé au temps et non plus au
nombre de collisions que celle-ci a subi, on remarque que le temps moyen que met
une particule de vitesse ||v||s entre deux collisions est £, /||v||4. Ainsi la densité de
probabilité a I'équilibre peq(||v]|4), décrivant le temps peq(||v]|a)d||v]|4 que la particule
passe avec un moment entre ||v||4 et ||v]|q + d||v||a satisfait la relation

pea(llvlla) = mﬁeq(Hde)-

D’aprés (5.40), la distribution p(||v||4,t) des particules de vitesse ||v||4 se comporte
asymptotiquement comme la distribution

-1
SR — =82 ((8P)2) -1 I ||2
1 2 4kgT \F0 0 )
peallolla) = Nollolls ((B0)2l0ll3 + (557)2) ™2 () 2 (— : ) ,

2kgT
(5.41)
avec une température effective T' donnée par ’expression
ksT = (547)2/ (261) = PP/ (M (). (5.42)

La chaine de Markov étudiée dans [20] ne prend pas en compte le terme 5((]2)

considéré ici. La température d’équilibre est alors la méme que celle obtenue ici. En
revanche le polynome dans la distribution est en ||p||3. Nous remarquons qu’ignorer

ce terme revient a prendre B = 0 dans (5.40), avec B = ( ((]2))2/4. Or, d’apres (5.13),

le coefficient (582))2 se comporte comme FE,/(2M) et le régime dans lequel ces deux
chaines ont la méme distribution stationnaire apparait lorsque M est grand.
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Pour plus de clarté et afin de fixer nos notations, nous rappelons dans ce chapitre

les notions et outils nécessaires aux démonstrations des Théorémes 2.2.2 et 2.1.1

faites dans le chapitre 2. Nous nous référons a (24, 32, 41] et [55] pour plus de détails.

Dans ce chapitre, (1, p) est un espace métrique complet et séparable (nous utiliserons

I CcRY, 1 <d< +ooavec p = |- |q). Par ailleurs, (Cy(I), | - ||s) représente

I’espace de Banach des fonctions continues et bornées sur 'intérieur de I et dont les
lim, ,5; f(z) existent et sont finies muni de la norme || f||oc = sup,¢; || f(2)]|4-

Freedom is the freedom to say

that two plus two make four.

If that is granted, all else follows.
George Orwell — 1984.

A Martingales

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. On rappelle tout d’abord la notion de pro-
babilité et d’espérance conditionnelle, toutes deux nécessaires a l'introduction des
processus de Markov.

Définition A.1. Soit X wune variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q, F,P) et soit G C F, on appelle l’espérance conditionnelle de X par rapport
a G lunique variable aléatoire G-mesurable notée E (X|G) telle que

E(E(X|G)1p) =E(X1p), VB € g.
De méme, soit A € F, la probabilité conditionnelle de A par rapport a G est
lunique variable aléatoire G-mesurable notée P (A|G) telle que
P(ANB)=E(P(A|G)1p) VB € G, ou encore,
P(AlG) = E(14]G).

La variable aléatoire P (A|X) désigne la probabilité conditionnelle de A par rap-
port & F¥ | la sous-tribu de F engendrée par X. De plus P (A|X = z) est la valeur
prise par la variable aléatoire P (A|X) en tout point w € Q tel que X(w) = z.

On rappelle maintenant la définition d’un processus stochastique.

Définition A.2. Un processus stochastique X, indexé par un ensemble ordonné
T, a valeurs dans un espace métrique appelé espace des états (I,p), et défini sur
un espace probabilis¢ (Q, F,P) est une famille de variables aléatoires (X (1)),

111
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Le parameétre t est généralement utilisé pour représenter le temps, ainsi il est
raisonnable de considérer 7 C R, . Si 7 C N est un ensemble discret on dira que X
est un processus stochastique a temps discret. Au contraire si 7 est un intervalle de
R, on dira que X est a temps continu. Un processus stochastique peut aussi étre
défini comme étant une fonction X : 7 x Q — I telle que la fonction X (¢,-) soit
mesurable par rapport & B([), la tribu borélienne sur I.

En considérant la tribu engendrée par un processus stochastique a chaque mo-
ment de 7, on obtient la notion de filtration.

Définition A.3. Une filtration complétée est une famille {F;}icr croissante pour
Vinclusion de sous o-algebres de F. Un processus stochastique (X (t)),. est adapté
a la filtration {Fy, t € T} st X(t,-) est Fy-mesurable pour tout t € R.

En particulier, tout processus stochastique (X (t))teRJr est adapté a sa filtration

usuelle {F* }er, ou F¥ := o (X(s), s <t). La notion de filtration permet entre
autres de définir les martingales et les temps d’arrét.

Définition A.4. Une variable aléatoire T positive a valeurs dans T U {+oco} est un
temps d’arrét pour la filtration {F;, t € T} si pour toutt € T,

{lweQ, 7(w) <t} eF.

De méme que pour les filtrations usuelles, on peut définir la tribu des éléments
qui sont antérieurs a un temps d’arrét.

Définition A.5. Soit T un temps d’arrét pour {F;, t € T}. On note F,, la tribu
antérieure a T :

AcFr<—=VeT, An{weQ, 7 <t} e F.
Les éléments de F, sont entierement décrits par les événements antérieurs a T.
En particulier, si 7 =t est déterministe alors F, = F;.

Lemme A.6. Si T est un temps d’arrét adapté a {F;},. alors T est Fr-mesurable.
De plus si o est aussi un temps d’arrét adapté a la filtration {F;},., alors
i) o4+ T,0NT et 0V T sont aussi des temps d’arrét pour la filtration {F;}, 1,
i) si A€ F,, alors AN{o <71} et AN{o <7} sont dans Fyr,
iii) si o <1, alors Fy, C Fr.

Définition A.7. Soit (F;),.; une filtration et soit (M (t)),.+ un processus stochas-
tique a valeurs réelles, adapté a (Fy),.r et intégrable. On dit que (M(t)),.; est :
— une martingale par rapport a (F;),cr, si pour tout t,s € T,

E(M(t+s)[F) = M(t);
~ Une sur-martingale par rapport a (F;),cr, si pour toutt,s € T,

E(M(t+ s)|F) < M(t);
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— Une sous-martingale par rapport a (Fy),cr, si pour tout t,s € T,
E(M(t+ s)|F;) > M(t).

Dans la suite un tel processus stochastique sera nommé F;-martingale ou respec-
tivement F; sur/sous-martingale. Les martingales sont des processus stochastiques
dont l’espérance reste constante au cours du temps. De plus, si un processus est
une martingale (respectivement une sur/sous-martingale) par rapport a sa filtration
usuelle, on dira simplement que c’est une (sur/sous-)martingale sans préciser par
rapport a quelle filtration.

Théoréme A.8 (Optional Sampling Theorem (Doob)). Soient 7 < o deuz temps
d’arréts bornés pour la filtration {F;, t € T} et soit (M (t)),.+ une martingale. Alors

E (M(7)|Fs) = M(0o).

Théoréme A.9 (Théoréme de décomposition de Doob-Meyer). Soit (X (t)),. une
sous-martingale (respectivement une sur-martingale) continue. Alors il existe une
unique décomposition

X(t) = X(0)+ M(t) + A(t)

ot (M(t)),er est une martingale continue telle que M(0) = 0 et (A(t)),c; est un
processus croissant (respectivement décroissant) et adapté tel que A(0) = 0.

A partir de la définition de I'espérance conditionnelle, la propriété de martingale
peut se traduire de la facon suivante :

Proposition A.10. Un processus stochastique intégrable (X (t)),.; est une martin-
gale pour sa filtration usuelle si, et seulement si, pour tous s,t € T tels que s < t

et pour toute subdivision s; < --- < sq < s appartenant a T et pour toute fonction
d € C(RY), on a

E[(X(t) = X(5)) @ (X(s1), ..., X(s4))] = 0.

Théoréme A.11. Soit (X (t)),.; une martingale pour sa filtration usuelle {F;}ier
et soit T un temps d’arrét pour cette méme filtration. Si T prend un nombre dénom-
brable ou fini de valeurs, alors le processus arrété X (- A1) et le processus décalé
X (- +7) sont toujours des martingales par rapport o {F;}er. En particulier, si
X est une martingale en temps discret et T un temps d’arrét quelconque, ces deux
processus sont des martingales. Dans le cas des processus en temps continu, on peut
wgnorer l’hypothese sur les valeurs de T dés que les trajectoires de X sont continues
a droite.

B Processus de Markov
Pour commencer, on définit les fonctions de transition comme étant des fonctions

Py, I xB(I)—1[0,1], 0 < s < t, satisfaisant pour tous z € I et I' € B(I) les trois
assertions suivantes :



114 Annexe : Processus markoviens

i) Psi(x,-) est une mesure de probabilité sur (I, B(/)) pour tout 0 < s < ¢ et
pour tout x € I ;

ii) Ps:(-,I') est B(I)-mesurable pour tout 0 < s <t et tout I' € B(I);

i) si0<s<t<wuetI € B(I),alors, pour tout = € I,

Pru(a,T) = / Poa(, dy) Pro(y. ). (B.1)

L’équation (B.1) est connue sous le nom d’équation de Chapman-Kolmogorov. Une
fonction de transition doit étre vue comme étant une distribution conditionnelle d’un
processus au temps t sachant qu’a I'instant s ce processus était en x. Les fonctions
de transition permettent de définir la classe des processus markoviens.

Définition B.1. Soit (Ps;),.,., une fonction de transition et u une mesure de
probabilité sur (I,B(I)). Un processus (X (t)),.r est un processus de Markov de
distribution initiale p et de fonction de transition (Ps,;) si

0<s<t’
P(X(0)eT)=pn(l), T eB)
et si pour tous 0 < s <tetl e B(I),
P (X(t) € T|F)) = Py (X(s),T). (B.2)
De plus, si pour tous 0 < s < t,
P (2, T) = Poys(z,T) zeletl €B(I)
alors le processus de Markov est dit homogéne en temps.

Pour plus de clarté, on écrira P, au lieu de F; dans le cas de fonctions de
transition homogénes en temps. Une fonction de transition homogéne en temps décrit
un semi-groupe lorsqu’elle agit sur les fonctions f € C,(1) de sorte que P, : Cp(1) —
L>(1) et

Pif(a) = [ e o).
Ainsi si, pour tout f € Cy(1),
E(f (X)) [X(0) = z) = B [f(z),

alors le processus (X (t)),., est un processus de Markov homogéne en temps.
L’équation (B.2) implique que si le processus (X (t)),., est un processus de Mar-
kov alors pour tout 0 < s < t et tout I' € B(),

P(X(t) e I|F)) =P(X(t) € [|X(s)). (B.3)
L’équation (B.3) implique pour tout f € Cy(I) et tout 0 < s < ¢,

E (f(X0)IFT) =E(f(X(1)]X(s)).
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Avec (B.2), cela résulte en

E (f (X(1) |FX) = / Poy (X(s), dy) £(y).

I

De plus, dire que le processus (X (t)),.; est homogéne en temps est équivalent a dire
que, pour tout f € Cy(I) et tout 0 < s < ¢,

E (f (X(1) |FY) = / Poya(X(5), dy) £ (4).

La loi finie-dimensionnelle d'un processus de Markov (X(t)),., de distribution
initiale p et de fonction de transition (Ps;),.,_, est définie par

= / T / Ptn—htn (ynl’ Fn)Ptn—27tn—l (yn—Qv dyn—l)
To | P

T PO,t1 (y07 dyl)u(dyo) <B4)

Il convient de se demander si a toute fonction de transition on peut associer un
unique processus de Markov.

Théoréme B.2. Soit (F,), ., une fonction de transition homogéne en temps et soit
p une mesure de probabilité sur (I,B(I)). Alors il existe un unique processus de
Markov (X (t)),e G valeurs dans I dont la loi finie-dimensionnelle est uniquement
déterminée par (B.4).

La preuve de ce théoréme est faite en détail dans [24, 55].
Afin de différencier les notations dans le cadre ot 7 C N est discret, on écrira,
pour tout n,m > 0

I, (2, T) = P (X1 € T| X, = )
= Ponim(z,T), zeletl € B(I),

et
IL,(z,T) =1y, (2, '), VxeletD eB(I).

De maniére équivalente & la Définition B.1, on définit les processus de Markov en
temps discret.

Définition B.3. Soient I, ,,, une fonction de transition discréte et ji une mesure
de probabilité sur (I,B(I)). Un processus en temps discret (X,,), oy st une chaine
de Markov de distribution initiale yu et de probabilité de transition (I ), .oy 50
P(Xoel)=uT), TeB),
et si pour tous n,m >0 et I' € B(I),
P (Xn+m € ]'_‘|‘F',:f() = Hn,m(XnaF)~
De plus, si pour tout n,m >0
Ly m(x,T) =11,(2,1), zeletl € B(I)

alors la chaine de Markov (X,,), . est dites homogéne en temps.
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Fondamentalement, une martingale est un processus a accroissements indépen-
dants et centrés. En temps continu les mouvements browniens (aussi appelés pro-
cessus de Wiener) sont sans aucun doute les martingales et processus de Markov les
plus connus.

Définition B.4. Un mouvement brownien d-dimensionnel issu de l’origine
est un processus stochastique (B(1)),cr, @ valeurs dans R? wérifiant les conditions
suivantes
- B(0) =0, P-presque strement;
- pour tous s < t, B(t) — B(s) est un vecteur aléatoire gaussien centré indépen-
dant de FP et de matrice de covariance (t — s)Ig. On dit que ses accroisse-

S
ments sont indépendants et stationnaires.

Il existe plusieurs constructions de ces processus. Une premiére construction
consiste a voir le mouvement brownien comme étant la limite d’une marche aléatoire
symétrique sur Z. C’est le principe d’invariance de Donsker. Cette construction est
faite plus en détail dans [32, 47]. On peut facilement montrer que 'indépendance
des accroissements d’un mouvement brownien entraine la propriété de martingale.
En effet, pour tous s, € R, , on a

E (B(t+ 5)|F7) = E (B(t + 5) — B(s)|F) + E (B(s)|F?)
=E(B(t)) + B(s)
= B(s).

La propriété d’accroissements indépendants du brownien a aussi comme conséquence
le théoréme suivant.

Théoréme B.5. Tout mouvement brownien d-dimensionnel est un processus de
Markov homogéne en temps.

De plus, la Définition B.4 permet d’affirmer que pour tout ¢ € R, B(t) est
un vecteur gaussien centré et de matrice de covariance tl,, ce qui nous permet
d’expliciter sa fonction de transition :

L[ (sl d
Pz, T) = /r (27rt)% p ( 57 ) dy, vl € B(RY). (B.5)

C Processus de Feller et générateurs infinitésimaux

Dans cette section on se restreint aux processus de Markov a trajectoires conti-
nues. Plus particuliérement aux processus dont la fonction de transition engendre
un semi-groupe de Feller. Nous rappelons que nous considérerons I C RY.

Définition C.1. Un semi groupe de Feller sur Cy(I) est une famille (1})ie
d’opérateurs linéaires de Cp(I) dans Cy(I) telle que

i) To = Id et (T})ie7 est contractant : pour tout t >0, ||T3|| < 1;

ii) Pour tous s,t >0, Ty, s =TTy ;

iii) (T})ieT est fortement continu : pour tout f € Cp(I), limy—o ||T2f — f]| = 0.
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Proposition C.2. Pour tout semi-groupe de Feller (T})ier sur I, il existe une
unique fonction de transition (P)ier sur (I,B(I)) telle que Tyf = Pif pour tout
feC(I) et tout x € 1.

Une fonction de transition associée & un semi-groupe de Feller est appelée fonc-
tion de transition de Feller. Pour montrer qu’une fonction de transition est de Feller,
il est pratique d’utiliser la caractérisation suivante.

Proposition C.3. Une fonction de transition est Feller si, et seulement si,
i) Pour tout t; P, : Cy(I) — Cp(I) ;
ii) Pour toute fonction f € Cy(I) et pour tout x € I, limy_,o P, f(x) = f(x).

Définition C.4. Soient T un sous-ensemble de R, et (P;)ie1 une fonction de tran-
sition de Feller et (X(t)),.; le processus de Markov qui lui est associé. On dit
qu’une fonction f € Cy(I) appartient au domaine D(L) du générateur infinitésimal
de (X (t))ier si la limite uniforme

1
LF=I-|I-lm T (Bf ~ )
existe dans Cy(I). L’opérateur L : D(L) — Cyo(I) ainsi défini est appelé générateur
infinitésimal du processus (X (t))ier ou de la fonction de transition (P;)iet.

Ainsi, £ décrit I’évolution infinitésimale du processus sur un petit intervalle de
temps.

Proposition C.5. Soit f € D(L), alors
i) Pour toutt >0, P.f € D(L);
ii) La fonction t — P,f est fortement dérivable a droite dans Cy(I) et, pour tout

t>0,
CP.f=LPf = PLS;
ii) Pour tout t > 0,
Pf—f= /Ot CP,fds. (C.6)

Démonstration. Soit t > 0. La propriété de semi-groupe assure que

lim ~ (PRS- Pf) = lim < (P(P.f — f)) = BLY,
ce qui prouve i) et la relation de commutation P,Lf = LP,f donc ii). De plus,
t — P, f admet une dérivée a droite égale & P,Lf.

Considérons la fonction t — f(f P,Lfds. Elle est dérivable et sa dérivée vaut
P.Lf. Comme la différence de deux fonctions qui ont la méme dérivée a droite est
nécessairement une constante, il existe g € Cp(I) telle que P, f = fot P,Lfds+ g, en
faisant ¢ = 0, on obtient que g = f ce qui prouve iii). O

Définition C.6. Soit (L,D(L)) un opérateur linéaire avec D(L) C Cp(I). On dit
que (L, D(L)) est fermé si son graphe

(L) ={(f,Lf) : feD(L)}
est un fermé de Cy(I) x Cyp(I).
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Proposition C.7. L’espace D(L) est dense dans Cy(I) et L est un opérateur fermé.

Démonstration. Soit L), = %(th — f)et Bsf = %fos P, fdu. Les opérateurs L, et
B, sont bornés sur Cy(/) et de plus

LyBs = B Ly, = BLs = LBy,
Pour tout s > 0 et f € Cy({),

fiug £15,f = iy £,(Buf) = Lo,

donc Bsf € D(L) et comme Byf — f quand s — 0, D(L) est dense dans Cy(I).
Soit & présent une suite (f,), d’éléments de D(L) qui converge vers f et telle
que (Lf,)n converge vers g. Alors

Bsg = lim B, (hm Lifn) = hm hm Ls(Bpfn) = hm Lifn=Lsf.

n—-+o0o

Ainsi la fonction f est dans le domaine de £ et Lf = g, ce qui prouve que L est un
opérateur fermé. O

Proposition C.8. Soit (X (t)), un processus de Feller et (L, D(L)) son générateur.
Alors pour tout f € D(L), le processus M a valeurs réelles défini par :

M(t) = F(X (1)) — / Cf (X(s))ds ()

est une F{X-martingale.

Démonstration. Puisque f et L£f sont bornées, M (t) est intégrable pour tout ¢. De
plus, pour tout t,u >0

E(Myp| FE) = E(f(Xpa)| FY) - / CE(LF(X()) FY)ds
- Py - [ LFOX(s))ds — / N P (X ()ds
— PA(X(1) - / LF(X(s))ds — /OuPsﬁf(X(t))dS

= PuX(0) ~ [ LX) — (X (0) - S0X(0)
= M(1),
ou (C.6) est utilisé pour le passage a I'avant derniére équation. O

Une réciproque a la Proposition C.8 est la proposition suivante.

Proposition C.9. Soit f € Cy(I) et soient (X(1)),cp, un processus de Feller et
(L,D(L)) son générateur infinitésimal. Supposons qu’il existe g € Cyp(I) telle que

FOX()) - / 9(X(5))ds

soit une Fi-martingale. Alors f € D(L) et g = Lf.
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Démonstration. Pour tout ¢ > 0 et pour tout x € I,
t
B (10X(0) - [ (X)X 0) =) = fo),
0
la fonction

On a donc P, f(z) — fot P,g(z)ds = f(x) pour tout = € I avec (P;)

tER+
de transition de (X (¢)) D’ou

teRy "

t
0

1 1 1
I As = =gl =7 [ (Po—g)ds| <7 [ [IPg—glds >0
0

On obtient alors que g = Lf. Comme g € Cy([), alors f € D(L). O

D Probléme aux martingales

Par probléme aux martingales on entend le probléme inverse a celui énoncé
dans la Proposition C.8 : & partir d'un opérateur (£, D(L)) linéaire, fermé et donné,
une solution au probléme aux martingales associé a (£, D,) o D, C D(L) sera un
processus de Feller (X(t)),.r tel que pour tout f € D, le processus (M (t)),., défini
par (C.7) est une F;X-martingale.

Définition D.1. Soient (£, D(L)) un opérateur linéaire fermé. Soit D, C D(L).
On dit qu’un processus de Feller (X (t))ier est solution du probléme aux mar-
tingales associé a (L, D.) si, pour tout f € D, le processus

(s0xo) - [ 2scxeonas) By

0
est une F;* -martingale.

Définition D.2. Soient (X(t)),.r et (Y(1)),er deuw processus de Feller de méme
distribution initiale p et solution du méme probléme aux martingales associé a
(L, D,), ot (L,D(L)) est un opérateur linéaire fermé et D, C D(L).

i) Si les deux processus X et Y ont la méme loi finie-dimensionnelle, alors on
dit qu’il y a unicité pour le probléme aux martingales associé a (L, D,) de
distribution initiale p ;

i) S’il existe une solution pour (L,D,) de distribution initiale p et que ['uni-
cité est vérifiée, le probléme aux martingales associé a (L, D,) de distribution
nitiale v est dit bien posé;

ii1) Enfin si le caractére bien posé est vérifié pour tout distribution initiale p, le
probléeme aux martingales associé a (L, D,) est bien posé.

Comme il est souvent difficile de déterminer le domaine d’un opérateur, il est
nécessaire de se poser la question sur les conditions que D, doit satisfaire afin que
la solution d’un probléme aux martingales associé a (£, D,) soit aussi solution de
celui associé a (£, D(L)). En effet, dans les démonstrations des Théorémes 2.2.2 et
2.1.1 nous seront amenés a vérifier qu'un processus est solution d’un probléme aux
martingales associé & un opérateur (£, D,) ou D, n’est pas le domaine de L. Il faudra
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alors étre capable de conclure que ce processus est aussi solution du probléme aux
martingales associé a (£, D(L)), voir Lemme D.7. C’est dans ce but qu’on introduit
la notion de coceur d’un opérateur.

Définition D.3. Soit (L, D(L)) un opérateur linéaire fermé. Un sous-espace D, C
D(L) est un ceeur pour (L, D(L)) si ladhérence de la restriction de L a D, est
égale o L. (i.e Lip, = L). Cest-a-dire que pour tout f € D(L), il existe une suite
(fu)n C D, telle que f, — f et Lf, — Lf.

Ainsi, si un processus de Feller est solution d’'un probléme aux martingales associé
a (L, D.) tel que (L£,D(L)) soit un opérateur linéaire fermé et que D, C D(L), alors
la Proposition C.9 permet d’affirmer que (£, D(L)) est le générateur infinitésimal
de ce processus et que (£, D,) est un ceeur pour (£, D(L)).

Lemme D.4. Un sous ensemble D, C D(L) est un ceeur pour L si, et seulement
si, D, est dense dans Cy(I) et qu’il existe X > 0 tel que Im(\— Lip,) est dense dans
Co(1).

La preuve du Lemme D.4 est faite dans [24]. Le lemme suivant est une caracté-
risation trés utile des cceurs dans le contexte des générateurs infinitésimaux.

Lemme D.5. Soit (£,D(L)) le générateur d’un semi-groupe de Feller (P;), . Soit
D, un sous ensemble dense de Cy(I), si pour toutt > 0, P, : D, — D, alors D, est
un ceeur pour (L, D(L)).

Démonstration. Soit f € D, on introduit la suite de fonctions

n2

1
fo==3 e mPf, x>0

n
k=0

Par hypothese, f, € D, et (P,),.; ¢tant un semi-groupe de Feller, il est fortement
continu ; cela implique que

n—-+oo n—+oo N

lim (A—L)f, = lim 1267% (A= L)f
k=0

+o0

= / dte™™P(\N—L)f
0

= R\(A—L)f

ot Ry est la résolvante de L. Or (P;),. est un semi-groupe de Feller, d’out
Ry, = ()\ — E)_l et
lim (A —L)f, = f.
n—-+o0o
Pour tout f € D, il existe alors une suite de fonctions (A — £)f, € Im(\ — Lip,)
qui converge vers f. L’ensemble D, étant dense dans Cy(I), le résultat suit du
Lemme D 4. O
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Exemple D.6. Soit (£, D(L)) le générateur du mouvement brownien & valeurs dans
R. Alors L est la fermeture de §f" avec son domaine et (L£,C;°(R)) est un ceur
pour (L, D(L)). Afin de le montrer, vérifions tout d’abord que la restriction de L
sur Ci°(R) est égale a 3 f". Soient (B(t))1er, un mouvement brownien & valeurs
réelles et {Fi}ier, la filtration engendrée par B. Soient f € C;°(R) et le processus

(M(1))cg, défini par :

M) = £ (B) -~ [ 1 (B

Alors,

E (Mt +u)|F) = E(f (B(t +u) |F) — 5 / E(f (B(s) | F) ds
)HE(f (Bt +u)|F) — £ (B(1)
! / " (B(s))ds — / E (/" (B(s)) | F) ds

= E(f(B(t+uw)[F) — f(B(1))

]‘ ! "
-3 / E (" (B(s)) | 75) ds

| (v~ B
=20+ = [ rwew (-L=20) 4y - s m0)

3 = [wrwes (‘(y}ﬂ)

= M(t).

La derniére égalité s’obtient par une double intégration par partie. Ainsi, la Pro-
picté C.9 permet d’affirmer que C;°(R) C D(L) et que pour tout f € C°(R),
11" = Lf. Pour montrer que (5f",C°(R)) est un ceur pour (£, D(L)), on utilise
le Lemme D.5 : l’espace Ci°(R) est dense dans Co(R) et est stable sous laction du

semi-groupe engendré par la fonction de transition du mouvement brownien explicité
par (B.5).

Lemme D.7. Soit D, un ceur d’un opérateur linéaire fermé (L, D(L)) et soit un
processus de Feller (X (t)),. solution du probleme auz martingales associé a (L, D.).
Alors, (X (t)),er est aussi solution du probleme aux martingales associé a (£, D(L)).

Démonstration. Soit f € D(L). Comme D, est un coeur, il est dense dans D(L )
il existe une suite de fonctions (f,), oy C Dx telles que lim, 4o || fn — fllc = 0 €
limy, 400 || £fn — Lf]|lee = 0. Alors, pour tout t € T,

n—-+oo

(v - | zJ, (X(s)ds) = s (xe) - [ LF (X(0) ds,
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Pour tous t,u € T tels que t+u € T, on a
t+u
B (70w - [ () asiy)
0
= lim E (fn (X (t+u)) — /t+u.cfn (X(s))ds \ftx)
0

n—-+4oo

= (o) - [ o))

n—400
— F(X(1) - / Cf (X(s))ds,

ce qui permet de conclure que le processus de Feller (X (t)),. est aussi solution du
probléme aux martingales associé a (£, D(L)). O

E Processus de diffusion

Dans la suite de cette section, on considére des processus de Feller a temps
continu et a valeurs dans l'espace d’états R? ou dans un fermé I C RY, et || - |4
est la norme euclidienne dans R?. On impose aux fonctions de transition étudiées
de vérifier ’hypothése suivante. Nous adaptons la définition de [24] en notant, pour
tout 0 < k < 400, 'ensemble CI(Q([ ) des fonctions bornées et k fois dérivables dans
I et telles que leurs limites ainsi que celles des dérivées jusqu’a l'ordre k existent sur
les bords.

Hypothése E.1. Pour tout x € R et pour tout § > 0, (Pt)t€R+ satisfait :

t—0 t

lim - {1 - /|y P dy)} ~0: (E.8)

2. Pour tout 1 <1,7 <d :

1
a;j(x) = 11_1)1%2 - (i — ) (y; — ) Pz, dy) < 400; (E.9)
y—x|<d
3. Pour tout1 <i1<d :
1
bi(z) := lim — (yi — ;) Py(z,dy) < +00. (E.10)
t—0 t |y_$|<§

Les termes a : RY — S3(R), ou Sy(R) est l'ensemble des matrices symétriques de
taille d x d a entrées dans R, et b : R? — R? représentent respectivement la variance
et l'espérance du processus sur un intervalle de temps infinitésimal.

Une écriture équivalente des coefficients a(x) et b(x) est la suivante
1. )
a(x) = lim —E ((X(t +5) = X(s)) @ (X(t +5) = X(5))|X(s) = 2);
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br) = lim B (X (¢ +5) — X())|X(s) =)

Le coeflicient a est appelé coefficient de diffusion et b coefficient de dérive du pro-
cessus (X (t));. La condition (E.8) impose au processus de rester dans une sphére de
rayon ¢ sur un intervalle de temps infinitésimal. De plus f| P,(z,dy) est un
o(t).

Il est alors possible d’avoir une forme générale pour (£,D(L)) le générateur
infinitésimal du processus (X (t));.

lz—y|la>0

Théoréme E.2. Sous les conditions énoncées dans I’Hypothése E.1 et pour tous
fece(RY), zeR?:

lim
1 & 02
L == bi(x E.11
1= 5 D oule) g +Z ool (B.11)
Démonstration. Pour tout z € R? et pour tout f € C°, (R?)
(1) =lim ; / F(y) — F(@))Pi(z. dy).

Alors, il existe L = {z +t(y —x) : t € [0,1]} et £ appartenant a l'intérieur de L tel
que

o (Z oz, Z axzaxj A )> Fle, dy).

1
ly—zllg<s 7

Maintenant, notons B := 2 Z” L @i )a,r o T S b )-2>, on a alors

d

ci-sia) <ty [ 30 (57 (f(f)—f(x))) (—2:) (35 —5) P, ).

= O0x;0x;

ly—zlla<d

A tout t > 0 fixé, la valeur absolue de I'intégrale est majorée par

d

o
— sup
2t z:||z—ax||g<d lg—:l

ly—zlla<é

62
3%5%

() - f(z))\ (i — )y — ;) Pz dy).

Or, pour tout 1 <4,7 <d,

82

Gaga (@) = 1) =0

lim sup
0=0 2| z—a||g<b

D’ou passant a la limite

£5(a) = BI@)| < gate) _swp S | (1) = 52|

wills—alla<s 52

On a le résultat en passant a I'infimum sur 6. n
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Nous nous intéressons maintenant aux diffusions sur un ensemble fermé de I C
R?. Notamment nous nous intéressons & la forme que prend le générateur infinitési-
mal d’un processus pour lequel nous imposons des conditions sur le bord de 1.

Un premier exemple est celui d’'un mouvement brownien a valeurs dans B(0, 1)
de dimension d et avec condition de Dirichlet sur les bords.

Exemple E.3. Soit (B(t)),cp, un mouvement brownien & valeurs dans R et soit
T le temps d’arrét défini par

7= inf {t >0, B(t) ¢ 3} ,1=B(001).

Soit le mowvement brownien arrété B(-) = B(-AT) et soit (Z, D(Z)) son générateur

infinitésimal. Alors, tout f € D(L) vérifie la condition limy,,—1 Lf(x) = 0. En effet,

sotent x tel que ||x||lq =1 et f € D(L), alors

Ef@) =tm~> [ (f(y) - f(2)) B, dy),

=0t J;
ou P, est la fonction de transition de (E(t)) . 1l est clair que pour tout I' C
_ teR4
B(0,1), P(z,I') =0, et on a
Lf(z)=0.

Or, D(L) C Cy(I), on en conclut que tout f € D(L) vérifie

lim Lf(z)=0.
[zl —1
Ce type de bord est abordé dans [41], ouvrage dans lequel 'auteur étudie plu-
sieurs conditions sur les bords qu’il est possible d’imposer a des processus de Feller.
Il explicite une condition nécessaire sur f a I’appartenance a un cceur. L’auteur qua-
lifie le type de bord vu dans 'Exemple E.3 d’adhésif ; ce terme est justifié par le
fait qu’en arrétant un processus comme dans 'Exemple E.3, une fois le bord atteint,
le processus reste «collé». Nous utilisons ce type de bord dans le chapitre 2. Il est
bien stir possible d’étendre le résultat vu dans I’exemple précédent a tout processus
de Feller vérifiant I’'Hypothése E.1.
Considérons un processus de Feller (X(¢)), vérifiant 'Hypothése E.1 et soit
(L, D(L)) son générateur infinitésimal. Soit I C R?, on définit le temps d’arrét

7 o=inf{t >0, X(t) & I}.

Théoréme E.4. Soit le processus arrété X () = X (- A 7). Alors (£,D,) avec
D, = {f € Cim({) ﬂCﬁﬁl(}), lim Lf(x) = 0}
x—0I

est un ceeur pour le générateur infinitésimal de <)~((t)>
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Démonstration. La condition nécessaire d’appartenance a un cceur se montre comme
dans I’Exemple E.3. On note (E,D(Z)) le générateur infinitésimal du processus
()Z' (t)) et P, sa fonction de transition. Soit z € 8 , alors pour tout I' C I,
~ t o~
P, (z,I") = 0. Ainsi pour tous z € dI et f € D(L),

~ 1 ~

Lf(x) =lim— | (f(y) — f(x)) Pz, dy) = 0.

t—0 t T

Par définition D(L) C Cy(1), tout f € D(L) vérifie la condition lim, 9 Lf(z) = 0.

o ~

Soit maintenant = € I, pour tout f € D(L),

Ef() =t ([ (10 ~ F2) Plody) (1 =P (r < 1)
[ G0 - fe) PP <. E12)

Comme (X (t)), vérifie 'Hypothése E.1, la relation (E.8) permet d’obtenir pour tout
rel et feDL)
Lf(x) = Lf(x).
Le fait que la condition lim,_,9; Lf(z) = 0 soit suffisante pour que (£, D,) soit

un cceur pour le générateur infinitésimal de <X (t)) est montré dans [24, 41].
t
[

Plus particuliéerement, (E, li) avec
D, = {Cin(T) N CZ,(1), lim Lf(z) =0}
z—0Il

est un coeur pour <Z, D(Z))
Seule cette condition sur les bords nous sera utile dans le chapitre 2. D’autres

conditions sur les bords ainsi que les conséquences qu’elles engendrent sur les coeurs
sont détaillées dans [24, 41].

F Equations différentielles stochastiques et problémes
aux martingales

Les équations différentielles stochastiques décrivent 1’évolution d’une dynamique
perturbée par un phénoméne aléatoire communément appelé «bruity. Ce bruit est
généralement modélisé a I’aide un mouvement brownien précédé d’un coefficient de
diffusion représentant l'intensité de ce bruit. Dans cette section, on s’intéresse aux
équations différentielles stochastiques de la forme suivante :

dY (t) = o(V (£))dB(t) + b(Y (t))dt, (F.13)
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ol (B(t)),ck, est un mouvement brownien dans R?. La fonction vectorielle
b : R? — R? est appelé le vecteur de dérive et o : RY — My(R?) est la matrice
de diffusion. Deux types de solutions a 1’équation (F.13) peuvent étre définies : les
solutions fortes et les solutions faibles. Un processus (Y()),cp, est solution
forte si 'unique inconnue de (F.13) est le processus (Y(t)),cp, , les termes o, b ainsi
que le mouvement Brownien (B({)),c, étant connus. Par contre, lorsque seuls les
termes o et b sont connus, une solution faible de (F.13) est la donnée d’un processus
(Y(t)),cg, et d'un mouvement brownien (B(1)),cp, satisfaisant 'équation (F.13).
On définit plus précisément ces deux notions dans la suite.

Pour tout 0 € M4(R?) on utilisera la norme matricielle et pour tout b € R? la
norme euclidienne dans R? :

d

lol?:= > ofy Ibllz =D b

1<i,j<d i=1

Définition F.1. Soit Yy une variable aléatoire dans Re et (B(t))1er, un mouve-
ment Brownien d-dimensionnel définis sur le méme espace probabilisé (Q, F,P). En
considérant la filtration

y = 0{Y0,B(s); 0<s<t} VO<t<+4oo
ainsi que la collection d’ensembles de mesure nulle
N :={NCQ, 3G € G, tel que N C G et P(G) =0},

on crée la filtration augmentée F;, := o{G; UN}, pour tout 0 < t < 4o0.

Une solution forte de (F.13) sur l’espace (2, F,P) par rapport au mouvement
brownien (B(t)) et avec condition initiale Yy, est un processus (Y (t)) tel
que :

— le processus Y est adapté a la filtration augmentée F; ;

CB(Y(0)=Y) = 1;

- P (fg [b(Y (s))] + 02(Y (s))ds < —1—00) =1 pour tout 0 <t < 4o00;

— ’égalité

teRL teR4

Y(t) = Yo—l—/ta(Y(s))dB(s) +/t (Y (s))dt, 0<t<+oo  (F.14)

est vrate presque-sirement.

L’équation (F.14) est la version intégro-différentielle de I’équation différentielle
stochastique (F.13). Le terme fot o(Y(s))dB(s) est I'intégrale stochastique (ou in-
tégrale d’It6) de o(Y(+)) par rapport au brownien B. Pour plus de détails, cette
intégrale est construite et étudiée dans le chapitre 3 de [32].

Définition F.2. Une solution faible de l’équation (F.13) est un triplet (0, F,P),
{Fitier,, (Y. B) ot :
~ (2, F,P) est un espace probabilisé et {F;}icr, est une filtration ;
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~ le processus (Y (1)),cr, est continu et adapté pour la filtration {Fi}ier, et
(B(t)),cr, est un mouvement brownien d-dimensionnel adapté pour la filtra-
tion Fy ;

— [’égalité

Y(t) = Y(0) + /tJ(Y(s))dB(s) + /tb(Y(s))dt, 0<t<+oo (F.15)

est vrate presque-sirement.
La mesure de probabilité définie par u(T) := P (Y (0) € T), pour tout T € B(R?) est
appelé distribution initiale de la solution.

La filtration {F;},cr, utilisée pour une solution faible n’est pas forcément la
filtration augmentée construite a partir du brownien et de la condition initiale. La
valeur Y'(¢) d’une solution faible & un temps ¢ fixé n’est donc pas forcément mesurable
par rapport a (B(t)),cg, et a la distribution de la condition initiale. C’est la, la
principale différence entre solutions faible et forte. On déduit alors que 'existence
d’une solution faible n’implique pas celle d’une solution forte. La réciproque est,
quant a elle, vraie : l'existence d’une solution forte entraine celle d’une solution
faible. La suite de cette section regroupe les résultats les plus utilisés pour montrer
'existence de solutions faibles ou fortes a I’équation (F.13).

Définition F.3. Il y a unicité forte si pour toutes solutions fortes Y et Yy de
léquation (F.13) par rapport au méme mouvement brownien B et pour la méme
condition initiale Yy sont indistinguables, c’est a dire que

P(Yi(t) = Ya(t), vt € Ry) = L,

Il existe plusieurs critéres d’existence et d’unicité forte dans la littérature. On
reprend ici un énoncé montré dans [32].

Théoréme F.4. Supposons que les termes b et o de l’équation différentielle sto-
chastique (F.13) sont lipschitziens et a croissance au plus linéaire, c’est a dire qu’il
existe une constante K > 0 telle que pour tous v € R? et y € R?, on ait

16(x) = b(y)lla + llo(z) = a(w)]| < K|z = ylla, (F.16)
()l + llo(@)]* < K21+ [l2]lq)-

Alors Uéquation différentielle (F.13) admet une unique solution forte.

Le théoréeme suivant est un résultat de Yamada et Watanabe lorsque d = 1, voir

[57].

Théoréme F.5. Yamada & Watanabe (1971) Soit I’équation différentielle stochas-
tique (F.13) uni-dimensionnelle. On suppose de plus qu’il existe une constante K > 0
telle que pour tous x € R, y € R, les coefficients b et o vérifient

16(2) = b(y)lla < K|z = ylla

lo(z) = o)l < hllz = ylla),
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ot h: Ry — Ry est une fonction strictement croissante telle que h(0) =0 et
€
/ h™%(u)du = oo, Ve > 0.
0

L’unicité forte pour 'équation différentielle stochastique (F.13) uni-dimensionnelle
est alors vérifice.

Ce théoréme peut étre appliqué avec h(u) = u®, a > 1/2. Clest le résultat
ayant les hypothéses les moins restrictives pour obtenir 'unicité forte des solutions
a l’équation (F.13) uni-dimensionnelle.

Un premier résultat d’existence faible pour I'équation différentielle stochastique
(F.13) est le suivant.

Théoréme F.6. Soient b: R — R? et 0 : RY — Sy(R) continus et bornés. L équa-
tion différentielle stochastique (F.13) admet alors une solution faible de distribution
initiale p sur B(RY) pourvu que celle-ci satisfasse

dm > 1, / |z]|3" p(dx) < +oo.
R4
Alors qu’il n’existe qu'une notion d’unicité pour les solutions fortes, dans le cas

des solutions faibles, il en existe deux.

Définition F.7. L’équation (F.13) vérifie la propriété d’unicité trajectorielle si
pour tout couple de solutions faibles (Y1, B), (0, F,P), { Fi}icr, et (Ya, B), (0, F,P),
{Gi}ier, définies sur une méme espace probabilisé et ayant mémes mouvement brow-
nien et condition initiale,

- ona

P (Y1(0) =Y2(0)) = 1;
— les deux processus Yy et Yy sont indistinguables :
P(Yi(t) = Va(t), vt € Ry) = L.

Les résultats sur I'unicité forte sont aussi valides pour I'unicité trajectorielle. En
effet, les preuves d’unicité forte n’utilisent pas la forme de la filtration augmentée.

Définition F.8. L’équation (F.13) vérifie l'unicité en loi si toutes solutions faibles
(le flu ]P)l) ) {ft}t€R+7 (1/17 Bl) et (QQJ ‘F27P2) ) {gt}t€R+7 (3/27 B2)7

définies sur des espaces de probabilités a priori différents mais ayant la méme dis-
tribution initiale

P, (Y1(0) € T) =Py (Y2(0) €I'), VI € B(RY),
ont la méme distribution.

L’unicité en loi est plus adapté que 'unicité trajectorielle a la notion de solution
faible. En effet deux solutions faibles peuvent étre égales en loi sans évoluer sur le
méme espace probabilisé et sans vérifier (F.13) avec le méme mouvement brownien
contrairement a la notion d’unicité trajectorielle.
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Proposition F.9 (Yamada & Watanabe [57]). L’unicité trajectorielle de solutions
faibles implique leur unicité en loi.

La réciproque est bien stir fausse. L’exemple suivant qui est classique exhibe une
équation différentielle stochastique pour laquelle 'unicité en loi est vérifiée mais pas
I'unicité trajectorielle.

Exemple F.10. On considere ’équation différentielle stochastique
dY (t) = sgn(Y(¢))dB(t).

Supposons que (0, F,P), {Fhier,, (Y, B) soit une solution faible de cette équation
différentielle stochastique. Alors le processus (Y (1)),cp, est une Fy-martingale conti-
nue et de carré intégrable, par construction de l'intégrale stochastique (voir chapitre
3 de [32]). La variation quadratique (Y); = fot sgn?(Y(s))ds =t ; le processus Y est
donc un mouvement brownien (Théoréme 3.3.16 de [32]). L’unicité en loi est alors
vérifiée. Néanmoins, (Q, F,P), {Fi }ier,, (=Y, B) est aussi une solution faible mais

le processus (=Y (1)),cp, nest clairement pas indistinguable de (Y'(t)), g, -

I1 existe un corollaire & la Proposition F.9 reliant ’existence d’une solution faible
a celle d’une solution forte et qui nous sera utile par la suite.

Corollaire F.11. L’existence d’une solution faible associée a l'unicité trajectorielle
implique 'existence d’une solution forte.

On a vu que lorsque les coefficients de dérive et de diffusion d’une équation dif-
férentielle stochastique sont lipschitziens et & croissance linéaire (Théoréme F.4),
alors I’équation admet une unique solution forte. Pour des coefficient plus généraux,
une solution forte peut ne pas exister, c’est le cas de 'exemple F.10. On peut alors
vouloir résoudre I’équation différentielle stochastique mais dans son sens faible. Une
alternative a cette approche, développée par Stroock & Varadhan dans [55] en 1969
consiste a relier la recherche de la loi d'un processus diffusif pour lequel les coeffi-
cients de dérive et de diffusion sont donnés & un probléme aux martingales. Cette
formulation a 'avantage d’étre bien adaptée a la convergence des chaines de Mar-
kov vers des processus diffusifs et nous sera trés utile dans les démonstrations du
chapitre 2.

Cette alternative met en évidence un lien entre ’existence faible et 'unicité en
loi de la solution & I'équation différentielle stochastique (F.13), avec oo = a et le
caractére bien posé du probléme aux martingales associé a (£, D,) défini par

1 0?2 d 0
Li@) =5 D wil@)g @)+ > bl@)s —f),  (F17)
1<i,j<d v i=1 v
D, = C*(RY),

ou a(z) = o(z)o'(z). L’équivalence suivante est vérifice.

Théoréme F.12. Soient o et b mesurables et bornées sur les compacts de R, Alors
il existe une solution faible a l’équation différentielle stochastique (F.13) de condition
mitiale Yy si, et seulement si, il existe une solution avec condition initiale Xq de
méme distribution que Yy au probléme auxr martingales associé a (L, D,).
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Une conséquence de la démonstration (voir [55]) de ce théoréme est que la solu-
tion faible de I’équation différentielle stochastique et celle du probléme aux martin-
gales ont la méme distribution. On en déduit le corollaire suivant sur l'unicité des
solutions :

Corollaire F.13. Si b et 0 sont continues et bornées sur les compacts de R?, alors
pour toute condition initiale x € R?, les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Le probléme aux martingales associé a (L, D.) et de distribution initiale 6, est
bien posé;

2. L’équation différentielle stochastique (F.13) admet une solution faible vérifiant
Punicité en loi et telle que P(Xy =z) = 1.

Remarque F.14. Soit (Y (t)), une solution faible de l’équation différentielle stochas-
tique (F.13) et soient I C RY et 7 un temps d’arrét défini sur l’espace probabilisé
(Q, F,P) par :

T:=inf{t >0 : Y(t) &I}

Il a été vu dans la section précédente comment s’écrivait le générateur infinitésimal
du processus (Y (t AT)),. L’équation différentielle stochastique que Z(-) =Y (- A T)
vérifie est la suivante

dZ(t) = o(Z(t))Li<-dB(t) + b(Z(t)) Li<-dt.

G Mouvement brownien sphérique et processus de
Bessel

Le but de cette section est d’introduire les deux processus qui seront importants
dans le chapitre 2 et de citer leurs propriétés qui nous seront utiles.

G.1 Mouvement brownien sphérique

Le mouvement brownien sphérique (voir Figure 1) est un processus dif-
fusif & valeurs dans la sphére unité vérifiant les propriétés définissant un mouve-
ment brownien. Il apparait dans [54] afin d’illustrer un résultat reliant la croissance
d’une intégrale stochastique a son coefficient de diffusion. Dans [9], I'auteur ob-
tient le mouvement brownien sphérique a partir d’'une équation différentielle sto-
chastique en coordonnées sphériques. Sa construction, que nous reprenons, est faite

dans [45]. Soit (é(t)) un mouvement brownien a valeurs dans R% d > 2 et
teRy
de condition initiale strictement positive. Ce mouvement brownien étant transient,

P <Hl§(z€)\|d >0,Vt € R+> = 1, ainsi on peut utiliser la formule d’It6 sur le proces-

sus renormalis¢ Y = B/||B||4 et celui ci vérifie Iéquation différentielle stochastique
suivante :
~ 1

1
e T TR

Y(0) € st

b(Y (1)) dt, .
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o, en notant 2’ la transposé du vecteur x € R?,

! d—1

Trr

La matrice o(x) représente la projection sur ’hyperplan orthogonal a z. Afin d’éli-
miner les facteurs dépendant de B dans (G.18) on effectue le changement en temps

t ds

Sit)=Y (a(t,w avec «aft,w) = - = — .
(t) =Y (a(t,w)) (t,w) = B(t)", B(t) s TBOIE

Théoréme G.1. Changement en temps pour lintégrale d’Ito, [45]. Soient c(t) un
. t . . .

processus continu tel que B(t) = fo c(s)ds soit strictement continu et que le processus

a(t) inverse de B(t) (i.e a(B(t)) =t = B(a(t))) soit aussi continu avec a(0) = 0

presque strement et E(a(t)) < 4+o00. Soit de plus, (B(t), F;) un mouvement brownien

et soit o; un continu et borné. Définissons

ot

) ~
B(t) = i Ve(s)dB(s).

Alors B(t) est un Fuuy mouvement brownien et

alt) _ ¢
/0 b(s)dB(s) = / b(ax(r)) /e () dB(r),

ot o/ (r) est la dérivée de a(r) par rapport ar, et

Formellement, ce résultat indique qu’en prenant ¢, = 1/||B(t)]|3
1
1B ()l

En appliquant le Théoréme G.1, le processus (.S (t))te]Rq est solution de I’équation
différentielle stochastique

o (Y (ar))dB(ar) = o(S(1))dB(1).

dS(t) = o (S(t))dB(t) + b (S(t)) dt, (G.20)

_ ¢ _dB(a(s))

o B(t) = [, ="
1B(a(s))lla
du processus (S(t)),cg est constante, en effet par le calcul d’Ito,

est un mouvement brownien a valeurs dans R%. La norme

dIS®)7 = 2(S(t) - dS(t)) + (dS(t) - dS(t))
=2(5(t) - b(S(t) dt) + (o (S(£)) dB(t) - o (S5(t)) dB(1))
——(d-1)+(d—1)=0.

Le processus (S(t));cp, est invariant sous les transformations orthogonales de R4, il
est appelé mouvement brownien sphérique.
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FIGURE 1: Une trajectoire du processus (S(t))y<,<1o avec d = 3 et S(0) = [1 0 0].

Théoréme G.2. Il existe une unique solution forte (S(t)),cp, a Uéquation différen-
tielle (G.20) et cette solution est un mouvement brownien sphérique.

La preuve est faite en détail dans [46]. La construction précédente, faite dans
[45] met en évidence un couple (S, B) solution faible de I’équation différentielle
stochastique (G.20). Afin de déduire 'existence et 1'unicité forte de la solution, les
coefficients ¢ et b ne satisfont pas le critére lipschitzien (F.16) du Théoréme F.4
a l'origine. Néanmoins le processus (S (15))756]R+ construit est de norme constante et
n’atteint donc presque-siirement jamais 'origine. Cet argument permet & [46] de
conclure.

Dans le chapitre 2, nous considérerons un mouvement brownien sphérique non
standard, c’est a dire que la matrice de covariance de S(t) — S(s) n’est pas égale a
(t —s)1, . En effet nous serons dans le cas d’une équation différentielle stochastique
s’écrivant :

dZ(t) = co(Z(t))dB(t) + 2b(Z(t))dt
{ p s (G.21)
0) e S,

oll ¢ € R’ est une constante et les coefficients o et b sont les mémes que dans (G.20).
Le processus (Z(t)), est un mouvement brownien sphérique auquel on applique &
nouveau un changement d’échelle en temps : pour tout t € Ry, Z(t) = S(c?t).

G.2 Processus de Bessel

Les processus de Bessel ont de trés nombreuses fois été étudiés dans la littérature,
notamment dans [47] et [32].
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FIGURE 2: A gauche : le processus (S(t))y<,<;o solution de 'équation différentielle
stochastique (G.20) partant de S(0) = [1 0 0]. A droite : le processus (Z(t))g<;<10
solution de I’équation différentielle stochastique (G.21) avec ¢ = 0.2 et tel que Z(0) =
S(0). Le processus Z décrit moins rapidement la sphére que S.
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Soit (B(t)),cg, un mouvement Brownien d-dimensionnel. On introduit le pro-
cessus (R(t)),cr, tel que pour tout t € Ry, R(t) = || B(t)||a et on note (Z(1)),cp, le
processus tel que pour tout ¢t € Ry, Z(t) = R?(t). La formule d’It6 implique que

d t
2(t) = ||B(0)||2+2Z/ By(s)dBi(s) + 1.
i=1 V0
De plus, le processus

Z/W”

est un mouvement Brownien uni-dimensionnel car sa variation quadratique est égale

A t. En effet ;
t B‘(S)2
frd ! dS == t
) Z/ Z(5)P

Le couple (Z, B) est alors solution faible de I’équation différentielle stochastique

Z(t) = 24/|Z(t)|dB(t) + d dt. (G.22)

On peut donc appliquer le Théoréme F.5 avec h(u) = y/u afin de conclure quant
a l'unicité forte de I’équation différentielle stochastique (G.22). Le Corollaire F.11
implique finalement que (Z(t)),cg, est I'unique solution forte de (G.22).

Théoréme G.3. Pour tout d € RY [’équation différentielle stochastique

Z(t) = 2/|Z(D)]AB(t) + d dt (G.23)

admet une unique solution forte.

Le processus (Z (75))@R+ est appelé processus de Bessel carré en dimension d, on
le note BESQ(d).

Proposition G.4. En toute dimension d > 0 et pour toute condition initiale Z(0) >
0, le processus de Bessel carré (Z(1)),cp, est a valeurs positives et est non-explosif :

P(|Z(t)] < 400, YVt € Ry) = 1.
De plus, en dimension d > 2, il satisfait

D’aprés ce résultat, on remarque qu’en dimension d > 2 et pour toute condition
initiale positive, le processus de Bessel carré est solution de 1’équation différentielle
(G.23) mais sans valeur absolue :

Z(t) =24/ Z(t)dB(t) + ddt.

Ainsi, le processus (R(t)),cg, vérifie I'équation différentielle stochastique

dR(t) = dB(t) + ;lR—”dt
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Théoréme G.5. Pour tout d > 2 I’équation différentielle stochastique

R(t) = dB(t) + %dt (G.24)

admet une unique solution forte.

Le processus (R(1))cp, est appelé processus de Bessel en dimension d et est noté
BES(d). Lorsque d < 2, le processus de Bessel carré peut atteindre 0 en temps fini.
La formule d’'Itd6 ne peut pas étre appliquée pour obtenir ’équation différentielle
stochastique vérifiée par \/\7| a I'inverse du cas d > 2.

Proposition G.6. En dimension d > 2 et pour toute condition initiale strictement

positive, le processus de Bessel (R(t)),cp, satisfait

P(0 < R(t) < 400, Vt e Ry) = 1.
De plus, dans ce cas le processus (R(t)),c, est transient.

D’apres le Théoreme F.12; le processus de Bessel de dimension d > 2 est solution
du probléme aux martingales associé a (Lg, Dg) ol

d—1

—f(@). Dr=CF(R.).

Laf(e) = ") +

Un dernier lemme sur les temps de sortie d’un intervalle pour un processus de
Bessel, sera utilisé dans le chapitre 3.

Lemme G.7. Soit d > 0, et R un processus de Bessel de dimension d avec, comme
condition initiale R(0) = 1. Soit, pour tout a_ <1 < a,,

Ty o, =inf{t > 0| R(t) &la_,ay[}, T,  =inf{t>0]|R(t) <a_},

T,

ay

=inf{t > 0| R(t) > a, }.

i) Pour tout T >0, on a
0<P(T, o, >T)<1;

ii) Si on suppose de plus que d > 2, alors on a

—d
a_"—1
P(T, >T,,)=——"-—.
Démonstration. i) Cette affirmation est montrée dans [41, 47, 24].

ii) On utilise le Théoréme A.8. On considére le processus M(t) = R(t)™% Le
processus de Bessel étant alors presque-siirement positif, le processus (M (t)),
est alors bien défini. Introduisons

TY =inf {t >0|M(t) =a;’} et T =inf{t>0|M(t)=a"}.
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Il est clair que P (T, <T, ) = P(T¥ <T™). Le Lemme d’Ito permet de
vérifier que le processus (M (t)) est une martingale locale. Il suit alors du
Théoréme A.8 que

E (M (T ATM)) =1. (G.25)
Et d’une autre part,
E(M(TY ATY)) = a7 P(TY <TY) + 0= (1 -P(TY <TY)). (G.206)
De (G.25) et (G.26), on obtient alors

P(TY <TM)= L

ce qui implique le résultat.

H Convergence vers une diffusion

Afin d’établir les Théoréemes 2.2.2 et 2.1.1, nous aurons besoin d’outils permettant
de démontrer la convergence de certaines familles de chaines de Markov vers des

diffusions. Nous les présenterons brievement dans cette section, le détail étant dans
[24, 55].

Définition H.1. Soit (S, p) un espace métrique muni de la tribu des boréliens B(S).
Soient P et P., € > 0, des mesures de probabilité sur (S,B(S)). La suite (P.)..,
converge faiblement vers P si pour toute fonction f : S — R continue et bornée,
on a

e—0

lim / F(5)dP.(s) = / F(5)aB(s).

Rappelons que la distribution d’une variable aléatoire X a valeurs dans S, notée
PX ! est une mesure de probabilité sur (S, B(S)) et est donnée par

PX'(B)=P(X € B), BecB(S).

On caractérise la notion de convergence en distribution pour une suite de variables
aléatoires.

Définition H.2. Soit (Q., F.,P.)_., une suite d’espaces probabilisés. Sur chacun
d’euz, on considére une variable aléatoire X¢ a valeurs dans 'espace métrique (S, d).
Soient (Q, F,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur cet espace a
valeurs dans (S, p). On dit que la suite (X*)_., converge en distribution vers X
si la suite des mesures de probabilité (P.(X¢)™').., converge faiblement vers PX .
De maniere équivalente, la suite (X®)_., converge en distribution vers la variable
aléatoire X si, et seulement si, pour toute fonction f : S — R continue et bornée on
a

lim E. (f(X7)) = E(f(X)),

ou E et E. correspondent respectivement aux espérances des mesures de probabilités
P et P..
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Le but est d’établir des résultats de convergence sur des suites de processus
stochastiques. Pour se ramener & la Définition H.2 on identifie un processus sto-
chastique continu (X (t)),c( ) défini sur un intervalle de temps compact [0, 7] avec
une variable aléatoire X a valeurs dans ’espace des fonctions continues muni de la
norme uniforme (C ([0,7] : R?) , || - ||). La convergence en distribution est une no-
tion plus faible que la convergence presque-stre. Il est néanmoins possible de passer
d’une convergence a l'autre par le biais du résultat suivant.

Théoréme H.3 (Skorohod). On suppose que l’espace (S, p) est complet et séparable.
Soit (X°®)_., une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, F,P) et a valeurs dans S convergeant en distribution vers une variable aléatoire
X définie sur le méme espace probabilisé et aussi a valeurs dans S. Alors, il existe
un espace probabilisé (Q,j-:, @) et des variables aléatoires X°¢ et X définies sur cet

espace probabilisé et o valeurs dans S tels que, pour tout ensemble B € B(S), on ait

ﬁ(}?eB):P(XeB), I@()?EeB)ﬂP’(XEGB), Ve > 0,

p ()?5 — )?) .00 presque-sirement.

Considérons les cas ot (X®)__, est une suite de processus stochastiques a valeurs
dans I C R? définie sur un espace probabilisé (€2, F,P) et sur un intervalle de temps
compact [0, 7]. Supposons que (X¢).~q converge en distribution vers un processus
stochastique X lui aussi défini sur (Q,F,P) et sur [0,7] et & valeurs dans I. Le

Théoreme H.3 nous donne alors 'existence d’'un espace probabilisé <§, F , ﬁ’) et de

processus stochastiques ()? =(t), t € [0, T]) et ()? (t)) tous & valeurs dans [
e>0 te[0,T]

et tels que pour tout borélien B de (C([0,7] : R?),|| - ||s) on ait
ﬁ(}?eB) —P(X € B), ﬁ()?feB) —P(X*eB), Ve>o0,

||)A(/5 — )~(||C><> = sup ||)za(t) — )~((t)||d —-00 presque-stirement.
te[0,T

Définition H.4. Une famille P de mesures de probabilité sur (S,B(S)) est
relativement compacte si toute suite d’éléments de P admet une sous-suite fai-
blement convergente.

La notion de relative compacité est équivalente & celle de précompacité (i.e P
compact). Dans la suite la notion de précompacité sera utilisé pour déduire 1'exis-
tence de sous-suites faiblement convergentes.

Définition H.5. Une famille P de probabilités sur (S,B(S)) est tendue si pour
tout € > 0, il existe un compact K C S tel que P(K) > 1 — & pour toutes mesures
de probabilite P € P.

Sous certaines conditions sur la nature de l'espace métrique (S, p), la relative
compacité d’une famille de mesures de probabilité est équivalente & sa tension.
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Théoréme H.6 (Prohorov). Soit (S, p) un espace métrique complet et séparable.
Alors une famille de mesures de probabilité sur S est relativement compacte si, et
seulement si, elle est tendue.

Le théoréme suivant présente un critére pour vérifier la précompacité d’une fa-
mille de mesures de probabilité.

Théoréme H.7. Soit (X*(t),t € [0,T]).., une suite de processus stochastiques conti-
nus, 0 < T < 400 tous définis sur un méme espace probabilisé (2, F,P) et a valeurs
dans I telle que

lim sup P (| X*(0)[|¢ = ) = 0;

0—0 >0

et pour tout ¢ >0 et 0 <T < 400

limlimsupP | sup p(X°(t) — X°(s)) >¢ | =0. (H.27)
d—0 -0 0§s<t§6T
t—s<

Alors la famille (P(X°(-))™").o, de mesures induites par (X¢(+))eso est précompacte.

On considére maintenant une famille indexée par € > 0 de chaines de Markov
homogenes (Xg), .y & valeurs dans I C R? et une suite (h.).-o positive et décrois-
sante telle que h. — 0 quand ¢ — 0. On construit alors une suite de processus
stochastiques continus :

Ye(nh.) = X,

v Dhe —t
ve) = —(“h) Ye(nh,) +

t — nh,

he

Ye((n+ 1)he), t € [nhe, (n+ 1)h.).
(H.28)

Pour tout € > 0, on notera II*(z,I') = P(Y*((n+ 1)h.) € I'|Y*(nh.) = z) la pro-
babilité de transition pour la chaine de Markov discréte (Y*(nhe))oc,p <p- Pour
tout € > 0, le générateur II° — I du processus (Y*(nhe)),;, <5 est défini de fagon
analogue & la Définition C.4 : S

(@ = 1)f(@)i= [ (7o) = @) I (. dy)
I
Le résultat suivant est un critére de précompacité énoncé dans [55]| (Voir Théo-

réme 1.4.11).

Théoréme H.8. Soit (Y*(t),t € [0,T]).., une suite de processus stochastiques conti-
nus définis comme dans (H.28), 0 < T < 400, sur un méme espace probabilisé
(Q, F,P). Soit (h.). une suite positive décroissante telle que he — 0 quand ¢ — 0.
On suppose que pour tout € > 0, le processus (Y= (nhe))ocnn <7 satisfait Uhypothese
suivante : -

i) soit I — 1 le générateur de (Y°(nh:))ocpn.<p- On suppose que pour toute
fonction positive f € Cy(I) il existe une constante Cy > 0 ne dépendant pas de
e telle que le processus

(f(Y¥(nh.) + Cfnhg)ognhEST
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soit une sous-martingale positive par rapport a la filtration engendrée par le
processus discret (Y=(nhe))ocpn. <7
ii) St de plus, pour tout 0 < T < 400 et tout § > 0,

lim S P(YE((r+ Dhe) = Yi(uhe)la > 6) = 0
0<nh:<T

iii)
lim supP (||Y*(0)]|s > ¢) =0.
{——+o0 e>0
Alors, la famille des mesures (P(Y*(-)™") .., sur (C([0,T],R?), B(C([0,T],R?))) est

précompacte.

Pour tout x € I et pour tout 6 > 0, I’équivalent des coefficients a et b introduits
dans I’hypotheése (E.1) peut étre défini pour des processus discrets,

iy = L e Vs — 2T (. day) -
P =g [ ) d); (1.29)
7 _ i R € T .
i) =g [ e dy); (1.30)
et
Ad(x) = hiﬂe(x,] \ B(z,6)). (H.31)

)

Supposons de plus qu'il existe deux fonctions a : S — Sy(R) et b : S — R?
continues telles que pour tout R > 0 et tout o > 0 on ait

lim sup ||a.(x) — a(x)|| =0; (H.32)
e—0 lz|[<R
lim sup ||b.(x) — b(x)||s =0; (H.33)
e—0 |$‘SR
lim sup A%(z) = 0. H.34
i sup A%(r) (H34)

Les trois derniers résultats de cette section sont développés dans [55] et permettent
de caractériser la limite d’une famille de processus convergente en distribution vers
la solution d’un probléme aux martingales.

Lemme H.9. Les conditions (H.32), (H.33) et (H.34) sont équivalentes a la conver-
gence uniforme sur les compacts de I,

H.cf—himf—I)fH 00, VfED()

ol
1 - N,
= — ¥J 2

1<ij<d







Table des figures

1.1

1.2

1.3

3.1
3.2
3.3

3.4

Trajectoire typique d’une particule dans un champ de force de la

forme (1.2). . . . .. L 16
Particule arrivant a 'instant ¢,, avec vitesse v,, et paramétre d’impact

b, sur le diffuseur centréenr; . . . . .. ... 18
[lustration de (1.43) avec différentes valeurs de v. Moyenne de 500

simulations de la chaine de Markov (&,),. . . . . . . .. ... ... .. 29
Exemple de cason & € Np. Ieimg =m0+ 1. . . . ... ... .. ... 60
(&p)n visitant Nz, Tci, oy =me — 1o o o o 0 o 0o o 61
L’interpolation linéaire de (R;), entre t, et t,.; implique que 75 est

antérieur & €275, ... L 65
Une trajectoire typique de 7, sur Fly, comme définie par (3.23). . . . 68

Une trajectoire du processus (S(t))y,<10 avec d =3 et S(0) = [1 0 0]. 132
A gauche : le processus (S(t))ge,<qo Solution de I'équation différen-
tielle stochastique (G.20) partant de S(0) = [1 0 0]. A droite : le pro-
cessus (Z(t))ge,<1o solution de I'équation différentielle stochastique
(G.21) avec ¢ = 0.2 et tel que Z(0) = S(0). Le processus Z décrit
moins rapidement la sphére que S. . . . . .. ... 0L 133

141






Bibliographie

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

17l

8]

19]

[10]

11

[12]

[13]

B. AGUER : Comportements asymptotiques dans des gaz de Lorentz inélastiques.
Theése de doctorat, 2010. These de doctorat dirigée par De Biévre, Stephan and
Lafitte-Godillon, Pauline Mathématiques appliquées Lille 1 2010.

B. AGUER et S. DE BIEVRE : On (in) elastic non-dissipative lorentz gases and
the (in) stability of classical pulsed and kicked rotors. Journal of Physics A :
Mathematical and Theoretical, 43(47):474001, 2010.

B. AGUER, S. DE BIEVRE, P. LAFITTE et P. E. PARRIS : Classical motion
in force fields with short range correlations. J. Stat. Phys., 138(4-5):780-814,
2010.

K. S. ALEXANDER : Excursions and local limit theorems for Bessel-like random
walks. Electron. J. Probab., 16:no. 1, 1-44, 2011.

A. BECK et N. MEYER-VERNET : The trajectory of an electron in a plasma.
American Journal of Physics, 76(10):934-936, 2008.

D. BENISTI et D. F. ESCANDE : Origin of diffusion in Hamiltonian dynamics.
Phys. Plasmas, 4(5, part 2):1576-1581, 1997. 38th Annual Meeting of the Divi-
sion of Plasma Physics of the American Physical Society (Denver, CO, 1996).

C. BOLDRIGHINI, L. A. BUNIMOVICH et Y. G. SINAI : On the Boltzmann
equation for the Lorentz gas. J. Statist. Phys., 32(3):477-501, 1983.

F. BONETTO, D. DAEMS et J. L. LEBOWITZ : Properties of stationary none-
quilibrium states in the thermostatted periodic Lorentz gas. I. The one particle
system. J. Statist. Phys., 101(1-2):35-60, 2000. Dedicated to Grégoire Nicolis
on the occasion of his sixtieth birthday (Brussels, 1999).

D. R. BRILLINGER : A particle migrating randomly on a sphere. J. Theoret.
Probab., 10(2):429-443, 1997. Dedicated to Murray Rosenblatt.

L. BRUNEAU et S. DE BIEVRE : A Hamiltonian model for linear friction in a
homogeneous medium. Communications in mathematical physics, 229(3):511—
542, 2002.

L. A. BUNIMOVICH et Y. G. SINAT : Markov partitions for dispersed billiards.
Comm. Math. Phys., 78(2):247-280, 1980/81.

L. A. BUNIMOVICH et Y. G. SINAI : Statistical properties of Lorentz gas
with periodic configuration of scatterers. Comm. Math. Phys., 78(4):479-497,
1980/81.

L. A. BuNniMOVICH, Y. G. SINAI et N. I. CHERNOV : Statistical properties
of two-dimensional hyperbolic billiards. Uspekhi Mat. Nauk, 46(4(280)):43-92,
192, 1991.

143



144 Annexe : Processus markoviens

[14] E. CAGLIOTI et F. GOLSE : On the Boltzmann-Grad limit for the two dimen-
sional periodic Lorentz gas. J. Stat. Phys., 141(2):264-317, 2010.

[15] N. I. CHERNOV, G. L. EYINK, J. L. LEBOWITZ et Y. G. SINAI : Derivation of
Ohm'’s law in a deterministic mechanical model. Phys. Rev. Lett., 70:2209-2212,
Apr 1993.

[16] N. I. CHERNOV, G. L. EYINK, J. L. LEBOWITZ et Y. G. SINAI : Steady-
state electrical conduction in the periodic Lorentz gas. Comm. Math. Phys.,
154(3):569-601, 1993.

[17] K. L. CHUNG : Markov chains with stationary transition probabilities. Se-
cond edition. Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band 104.
Springer-Verlag New York, Inc., New York, 1967.

[18] E. CsAKI, A. FOLDES et P. REVESZ : Transient nearest neighbor random walk
and Bessel process. J. Theoret. Probab., 22(4):992-1009, 2009.

[19] S. DE BIEVRE, P. LAFITTE et P. E. PARRIS : Normal transport at positive
temperatures in classical Hamiltonian open systems. In Adventures in mathe-
matical physics, volume 447 de Contemp. Math., pages 57-71. Amer. Math.
Soc., Providence, RI, 2007.

[20] S. DE BIEVRE et P. E. PARRIS : Equilibration, generalized equipartition, and
diffusion in dynamical Lorentz gases. J. Stat. Phys., 142(2):356-385, 2011.

[21] C. P. DETTMANN et G. P. MORRISS : Crisis in the periodic Lorentz gas. Phys.
Rev. E, 54:4782-4790, 1996.

[22] D. DOLGOPYAT et L. KORALOV : Motion in a random force field. Nonlinearity,
92(1):187-211, 2009.

[23] Y. ELSKENS et E. PARDOUX : Diffusion limit for many particles in a periodic
stochastic acceleration field. Ann. Appl. Probab., 20(6):2022-2039, 2010.

[24] S. N. ETHIER et T. G. KURTZ : Markov processes. Wiley Series in Probability
and Mathematical Statistics : Probability and Mathematical Statistics. John
Wiley & Sons Inc., New York, 1986. Characterization and convergence.

[25] D. J. EVANS et G. MORRISS : Statistical mechanics of nonequilibrium liquids.
Cambridge University Press, 2008.

[26] G. GALLAVOTTI : Divergences and the approach to equilibrium in the lorentz
and the wind-tree models. Physical Review, 185(1):308, 1969.

[27] G. GALLAVOTTI : Rigorous theory of the Boltzmann equation in the Lorentz
gas. 1972.

[28] L. GOLUBOVIC, S. FENG et F. ZENG : Classical and quantum superdiffusion in
a time-dependent random potential. Phys. Rev. Lett., 67(16):2115-2118, 1991.

[29] T. E. HARRIS : First passage and recurrence distributions. Trans. Amer. Math.
Soc., 73:471-486, 1952.

[30] J. HEINRICHS : Diffusion and superdiffusion of a quantum particle in time-
dependent random potentials. Zeitschrift fir Physik B Condensed Matter,
89(1):115-121, 1992.



Bibliographie 145

[31]

32|

[33]

[34]

[35]

[36]
[37]
[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

A. M. JAYANNAVAR et N. KUMAR : Nondiffusive quantum transport in a
dynamically disordered medium. Phys. Rev. Lett., 48:553-556, Feb 1982.

I. KARATZAS et S. E. SHREVE : Brownian motion and stochastic calculus,
volume 113 de Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York,
second édition, 1991.

P. LAFITTE, P. E. PARRIS et S. DE BIEVRE : Normal transport properties in

a metastable stationary state for a classical particle coupled to a non-Ohmic
bath. J. Stat. Phys., 132(5):863-879, 2008.

J. LAMPERTI : A new class of probability limit theorems. J. Math. Mech.,
11:749-772, 1962.

N. LEBEDEV, P. MAASS et S. FENG : Diffusion and superdiffusion of a particle

in a random potential with finite correlation time. Physical review letters,
74(11):1895, 1995.

H. A. LORENTZ : The motion of electrons in metallic bodies i. In KNAW,
Proceedings, volume 7, pages 438-453, 1905.

H. A. LORENTZ : The motion of electrons in metallic bodies ii. In KNAW,
Proceedings, volume 7, pages 585-593, 1905.

H. A. LORENTZ : The motion of electrons in metallic bodies iii. In KNAW,
Proceedings, volume 7, pages 684—693, 1905.

A. LoskuTov, A. B. RYABOV et L. G. AKINSHIN : Properties of some chaotic
billiards with time-dependent boundaries. Journal of Physics A : Mathematical

and General, 33(44):7973, 2000.

A. Y. LoskuTov, A. B. RyABoV et L. G. AKINSHIN : Mechanism of fermi
acceleration in dispersing billiards with time-dependent boundaries. Journal of
Ezxperimental and Theoretical Physics, 89(5):966-974, 1999.

P. MANDL : Analytical treatment of one-dimensional Markov processes. Die
Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band 151. Academia Publi-
shing House of the Czechoslovak Academy of Sciences, Prague, 1968.

J. MARKLOF et A. STROMBERGSSON : The Boltzmann-Grad limit of the per-
iodic Lorentz gas. Ann. of Math. (2), 174(1):225-298, 2011.

S. MEYN et R. L. TWEEDIE : Markov chains and stochastic stability. Cambridge

University Press, Cambridge, second édition, 2009. With a prologue by Peter
W. Glynn.

J. R. NORRIS : Markov chains, volume 2 de Cambridge Series in Statistical
and Probabilistic Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, 1998.
Reprint of 1997 original.

B. OKSENDAL : Stochastic differential equations in infinite dimensions. SIAM
Rewv., 55(3):585-588, 2013.

P. E. PROTTER : Stochastic integration and differential equations, volume 21
de Stochastic Modelling and Applied Probability. Springer-Verlag, Berlin, 2005.
Second edition. Version 2.1, Corrected third printing.



146 Annexe : Processus markoviens

[47] D. REVUZ et M. YOR : Continuous martingales and Brownian motion, vo-
lume 293 de Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental
Principles of Mathematical Sciences|. Springer-Verlag, Berlin, third édition,
1999.

[48] M. N. ROSENBLUTH : Comment on “classical and quantum superdiffusion in a
time-dependent random potential”. Phys. Rev. Lett., 69:1831-1831, Sep 1992.

[49] M. B. SiLEVITCH et K. I. GOLDEN : Dielectric formulation of test particle
energy loss in a plasma. Journal of Statistical Physics, 7(1):65-87, 1973.
[50] A. A. Siwvius, P. E. PARRIS et S. DE BIEVRE : Adiabatic-nonadiabatic tran-

sition in the diffusive hamiltonian dynamics of a classical holstein polaron.
Physical Review B, 73(1):014304, 2006.

[51] E. SORET et S. DE BIEVRE : Particule & haute énergie dans un potentiel
aléatoire dépendant du temps. C. R. Math. Acad. Sci. Paris, 352(7-8):645-649,
2014.

[52] E. SORET et S. DE BIEVRE : Stochastic acceleration in a random time-
dependent potential. Stochastic Process. Appl., 125(7):2752-2785, 2015.

[53] H. SPOHN : The Lorentz process converges to a random flight process. Comm.
Math. Phys., 60(3):277-290, 1978.

[54] D. W. STROOCK : On the growth of stochastic integrals. Z. Wahrscheinlich-
keitstheorie und Verw. Gebiete, 18:340-344, 1971.

[65] D. W. STROOCK et S. R. S. VARADHAN : Multidimensional diffusion processes,
volume 233 de Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental
Principles of Mathematical Sciences/. Springer-Verlag, Berlin, 1979.

[56] P. A. STURROCK : Stochastic acceleration. Physical Review, 141(1):186, 1966.

[57] T. YAMADA et S. WATANABE : On the uniqueness of solutions of stochastic
differential equations. J. Math. Kyoto Univ., 11:155-167, 1971.



	Introduction
	Particule dans un potentiel aléatoire et dépendant du temps
	Introduction
	Un modèle markovien
	Analyse du transfert du moment
	Démonstration du Théorème 1.2.2
	Un lien avec les processus de Bessel discrets

	Résultats de convergence sous changements d'échelle
	Convergence vers un processus de Bessel
	Changement d'échelle
	Cut off et précompacité
	Convergence et limites
	Suppression des temps d'arrêts

	Convergence des vitesses vers un mouvement brownien sphérique
	Changement d'échelle
	Du microscopique au macroscopique

	Preuve du Théorème 2.2.2
	Cut off et précompacité
	Limite des processus arrêtés
	Suppression des temps d'arrêt


	Preuve du Théorème 1.4.2
	Préliminaires
	Processus auxiliaire
	Contrôle des temps de séjour
	Conclusion

	Transience et récurrence d'une chaîne de Markov 
	Introduction
	Preuve du Théorème 4.1.2
	Cas transient : <1
	Cas récurrent : >1
	Cas limite : =1

	Convergence des chaînes dans le cas transient (<1)
	Conclusion

	Un gaz de Lorentz dynamique
	Introduction
	Description par une chaîne de Markov
	Analyse du transfert d'énergie
	Résultat de convergence pour l'énergie
	Température d'équilibre

	Annexe : Processus markoviens
	Martingales
	Processus de Markov
	Processus de Feller et générateurs infinitésimaux
	Problème aux martingales
	Processus de diffusion
	Équations différentielles stochastiques et problèmes aux martingales
	Mouvement brownien sphérique et processus de Bessel
	Mouvement brownien sphérique
	Processus de Bessel

	Convergence vers une diffusion

	Table des figures
	Bibliographie

