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Partie I
Introduction

L’objet de ce mémoire est de présenter plusieurs résultats sur ’asymptotique de certains
invariants quantiques intervenant dans la théorie quantique topologique des champs de
Witten-Reshetikhin-Turaev de groupe de jauge SUs.

La topologie quantique nait avec ’article de Jones [?] définissant son célébre invariant
polynomial des noeuds & partir de ’étude de représentations du groupe de tresse dans des
algébres de Von Neumann. Cet invariant, le polyndéme de Jones, associe a tout entrelacs
L dans S* un polynéme .J; € Z[q,q '] et peut se calculer facilement par des relations
d’écheveau; en revanche, son interprétation géométrique est mystérieuse.

En effet, contrairement aux invariants des noeuds connus précédemment, appelés invariants
classiques, comme le polyndéme d’Alexander, il ne correspond & aucun invariant topologique
évident du complémentaire Ej, = S3 \ L.

Dans son article |?], Witten construit de nombreux invariants des variétés de dimension 3
a partir du polyndéme de Jones évalué en les racines de I'unité. Sa méthode, inspirée de la
théorie quantique des champs, consiste & définir ces invariants comme intégrale de chemin

Zy (M) = / O dA, on Iintégrale porte sur Uensemble des SUs-connexions sur M et

C'S est la fonctionnelle de Chern-Simons de groupe de jauge SUs.

Cette fonctionnelle est définie sur I’espace des SUs-connexions sur M. Cette définition a
partir d’une intégrale de chemins n’est pas rigoureuse. L’intégrale porte sur un espace de
dimension infinie et on ne sait pas donner un sens mathématique précis a la mesure dA.
Cependant, elle permet & Witten de conjecturer I'existence de tels invariants et de déter-
miner certaines de leurs propriétés: en particulier ils doivent faire partie d’une structure
plus riche que nous décrivons ci-dessous.

Il existe un foncteur V, qui envoie les surfaces orientées compactes fermées X sur des
espaces vectoriels V,.(X), et les cobordismes avec entrelacs (M,Y, ¥, L) sur des applica-
tions linéaires V,.(M,L) : V,(X) — V,.(¥'), le recollement des cobordismes étant envoyé
sur la composition des applications linéaires. Enfin, pour les variétés M sans bord on a
Z(M) =V,.(M) € End(V,(0)) = C.

Cette propriété plus quelques autres axiomes conférent a V. une structure de théorie quan-
tique topologique des champs, aussi appelée TQFT. Cette notion sera axiomatisée par
Atiyah [?] & la suite des travaux de Witten sur les invariants Z,.

Les invariants Z,(M) et la théorie quantique topologique des champs sous-jacente seront
peu apreés définis rigoureusement par Reshetikhin et Turaev dans |?], en étudiant les valeurs
des polynomes de Jones des présentations de chirurgie de M aux racines de l'unité.

Peu aprés, en reprenant les travaux de Reshetikhin et Turaev, Kirby et Melvin dans [?]
puis Blanchet, Habegger, Masbaum et Vogel dans |?| produisent d’autres constructions de
ces invariants et TQFT. Dans ce mémoire, nous utiliserons la construction de [?] qui se
base sur le crochet de Kauffman et permet de simplifier les calculs de théorie d’écheveau.
De plus, dans la théorie de [?], les espaces V,.(X) sont munis de forme hermitiennes na-
turelles, et aux décompositions en pantalons C = {Ce, e € E'} de ¥ sont associées des bases
¢ de V,.(X) indexées par des coloriages ¢ : B — {1,...,r — 1}.

Remarquons que la structure de TQFT munit les espaces V,.(X) associés aux surfaces
de nombreux opérateurs naturels. Pour tout élément ¢ du groupe des difféotopies I'(X) de



¥, le cylindre My = [0,1] x E%Z est un cobordisme entre X et ¥ qui induit une application

pr(¢) = Vr(My) € End(V;.(%))
D’autre part, toute courbe simple v sur ¥ permet de définir un opérateur 7)) = V(¥ X

1
[0,1],v x {5}) € End(V;(X)). Cet opérateur est appelé opérateur courbe associé a la

courbe . Ces opérateurs seront 'un de nos principaux objets d’étude dans ce mémoire.

Les éléments p,(¢) associés aux difféotopies sont particuliérement intéressants: comme
le recollement des cylindres d’applications correspond a la composition des difféotopies
My LEJ Mgy ~ Myrog, on déduit de la structure de TQFT que les p, sont des représentations

de dimension finie des groupe I'(X). En realité, ce ne sont que des représentations projec-
tives, il existe une anomalie dans les TQFT définies par Reshetikhin et Turaev qui fait que
pour deux cobordismes M et M’, I'application V,.(M LEJ M') n'est égale & V,.(M') o V,.(M)

qu’a une constante prés. Les représentations p,. sur End(V,.(X)) correspondant & envoyer
¢ sur la conjugaison par p,(¢) sont elles de vraies représentations. Les représentations p,
constituent un outil remarquable pour étudier les propriétés mal connues des groupes I'(X).

Il existe une autre approche pour définir les TQFT V. issue de la théorie de la quantifica-
tion géométrique. Cette théorie correspond a chercher & représenter les espaces vectoriels
V;(¥) comme des espaces de sections holomorphes H°(M, L"). Tci M désigne une variété

w
Kahlerienne et L est un fibré en droites complexes L sur M, de courbure —, la forme w
i

étant la forme symplectique sur M. Les applications f € C°°(M) fournissent alors des
opérateurs sur H*(M, L") par la formule

T,f:HTomf

ou my est I'opérateur de multiplication par f, et II. est la projection orthogonale sur
les sections holomorphes. Il s’est vite avéré que l’espace naturel sur lequel appliquer la
quantification géométrique pour obtenir les espaces V,.(X) était 'espace des modules

M(X) = Hom(m X, SU;y)/ SUs

Cet espace est toujours muni d’une forme symplectique naturelle, qui a été définie par
Atiyah et Bott dans |?].
Tout d’abord, dans [?], Jeffrey et Weistman ont remarqué que la dimension des espaces
V- (X) était égale au nombre de fibres de Bohr-Sommerfeld de certains systémes intégrables
he : M(Z) — R¥ associés aux décompositions C = {C,, e € E} de ¥ en pantalons. Ces
systémes intégrables sont définis par la formule he = (h¢,)ecr avec

he, = Lacos(PLC)),

m 2

Suite & I’observation de Jeffrey et Weistman, Hitchin a introduit dans [?] un fibré V,.(¥) sur
Pespace de Teichmiiller 7(X) munie d’une connexion projectivement plate et dont les fibres
ont méme dimension que V;.(X). Une fibre V,(X), s’identifie & un espace H*(M(X%),, L")
ou M(X), est 'espace M(X) muni d’une structure Kdhlerienne associée a o € T(X). La
connexion sur 7 (X) permet de reconstruire les représentations quantiques p, de V,.(X).
Cette construction constitue I’approche géométrique de la TQFT de Witten-Reshetikhin-
Turaev.
Dans une série d’articles [?][?][?][?], Andersen et Ueno ont montré récemment un iso-
morphisme entre la TQFT combinatoire définie par Reshetikhin et Turaev et la TQFT



géométrique. Les approches géométriques et combinatoire de la TQFT sont complémen-
taires: I’approche combinatoire permet de réaliser beaucoup de calculs explicites a partir de
la théorie d’écheveau ou des groupes quantiques, 'approche géométrique permet d’exploiter
des outils d’analyse quand on souhaiter étudier I’asymptotique d’invariants quantiques.
Comme exemple de cette démarche, Andersen a prouvé dans |?| que les représentations p,
sur End(V;.(X)) sont asymptotiquement fidéles si le genre g(X) est supérieur a 3, et que
le noyau est constitué de 'identité et de l'involution elliptique ou hyperelliptique si g(3)
est égal & 1 ou 2. Sa preuve utilise le modeéle géométrique de la TQFT V,.(X) et introduit
des opérateurs de Toeplitz de symboles principaux les fonctions traces f, = — Tr(p(v)) sur
M(X) qui approximent les opérateurs courbes 7,7 a l'ordre 1.

A la suite des travaux d’Andersen sur les opérateurs courbes, Marché et Paul ont construit
dans [?] une représentation des opérateurs courbes sur la sphére a quatre trous et sur
le tore épointé comme des opérateurs de Toeplitz, de symboles principaux des fonctions
trace et de symboles sous-principaux de Weyl nuls. La méthode de |?] basée sur la théorie
d’écheveau et la définition combinatoire de la TQFT par [?] repose sur un développement
asymptotique des coefficients de matrices dans les bases données par [?| des opérateurs
courbes. Leur approche repose sur le calcul explicite des opérateurs courbes associés aux
trois générateurs de l'algébre de Kauffman de la sphére & quatre trous et du tore épointé.
Dans larticle [?] que nous présenterons dans la Partie 72, nous généralisons leurs résultats
a n’importe quel surface. Nous montrons la formule asymptotique suivante pour les coef-
ficients de matrice des opérateurs courbes:

Théoréme 0.1. Soit v une courbe sur une surface orientée compacte 3 et soit C une
famille de courbes décomposant ¥ en pantalons. Soit . la base de V,.(X) associée a cette
décomposition. Les coefficients des matrices des opérateurs courbes (T)) oc, perk) admettent
le développement asymptotique suivant:

c ke O c
T 00, 00 = (= e (=2 -1
(T} pcy Petk) k(r)+e§EE2raxe k(T)JrO(?“ )

ot Fy(x) est le k-eéme coefficient de Fourier de la fonction trace f., sur le tore hal(a:).

Cette formule asymptotique constitue une premiére étape pour représenter les opéra-
teurs courbes comme opérateurs de Toeplitz. Dans la Partie 7?7, nous introduisons un
modéle géométrique pour les espaces de TQFT V,.(X) avec une approche différente de celle
des travaux Hitchin et Andersen. Comme dans les travaux de Marché et Paul |?| dans le
cas de la sphére a quatre trous et du tore épointé, ou comme dans [?] et [?] pour le tore
fermé, on construit un isomorphisme

% : ‘/’/‘(2) — Hr

ot H, est un espace de la forme H°(M,L"). Cet isomorphisme est construit de maniére
explicite en envoyant une base orthonormée ¢, de V,.(¥) données par [?] sur une base
orthonormée de H,. L’espace de phase que nous considérons n’est plus ’espace des mod-
ules M(X) mais un ouvert dense U C M(X) correspondant a 'image inverse des valeurs
réguliéres du systéme intégrable h¢ associé & un décomposition en pantalons C.



Théoréme 0.2. Soit > une surface compacte connexe orientée. Pour toute courbe simple
v sur X, lUopérateur T, = 1, o T, o ¢7T1 est un opérateur de Toeplitz de symbole principal
la fonction trace fy = — Tr(p(7y)) et de symbole sous-principal de Weyl nul.

Ce théoréme sera démontré dans la Partie ?7?.

L’importance des modeéles géométriques pour la TQFT est qu’ils permettent de mettre
a profit les outils de 'analyse micro-locale pour étudier I'asymptotique d’invariants quan-

tiques. La formule Z,(M) = / ¢S dA par laquelle Witten a défini les invariants

quantiques d’une variété M compacte orientée a l'intérét de fournir une heuristique pour
ces invariants. En effet, en supposant qu'une méthode de la phase stationnaire est ap-
plicable dans ce cas, Witten conjecture que les invariants Z,(M) sont asymptotiquement
équivalents a une somme de contributions sur les points critiques de la fonctionnelle C'S, qui
correspondent en fait aux connexions plates & valeurs dans SU», c’est-a-dire aux représen-
tations p € Hom(m M, SU,). Witten en déduit la formule asymptotique suivante:

Conjecture 0.1. (Formule asymptotique de Witten, [?]) Pour toute variété M orientée
compacte fermée de dimension 3, les invariants Z,. admettent la formule asymptotique
suivante:

B 1 2inrCS(p), PN =10 (e)
Zy(M)=(140(r"")) Z e r 2 Tor(M, p)I,
,DGHOIn(ﬂ'lM,SUQ)/SUQ

o h'(p) et h°(p) sont les dimensions des espaces d’homologie tordue H'(M,Ad,) et
H°(M, Ad,), CS est Uinvariant de Chern-Simons, Tor est la torsion de Reidemeister et
I, est une racine 8-éme de l'unité qui se calcule comme un flot spectral.

De nombreuses approches ont été tentées pour prouver cette conjecture. Dans [?], Jef-

frey a montré que les invariants quantiques des espaces lenticulaires vérifient la conjecture.
D’autres travaux [?][?][?]|?] ont donné des exemples d’autres variétés de dimension 3 véri-
fiant la conjecture. Ces exemples concernent des variétés de Seifert, et utilisent des calculs
explicites des invariants Z,(M).
Andersen et Hempel ont utilisé 'approche géométrique de la TQFT via la connexion de
Hitchin pour prouver le résultat pour des tores de difféotopies d’ordre fini dans |?] et [?]. Le
cas de tores d’application de difféotopies vérifiant une certaine hypothése de transversalité
a été traité par Charles dans [?]. Enfin, Charles et Marché sont parvenus a montrer que
les remplissages de Dehn du noeud de huit vérifient la formule asymptotique de Witten.
Leur approche basée sur ’analyse micro-locale, consiste d’abord & montrer que les vecteurs
d’état du noeud V,(Eg) € V,.(T?), ou E est le complémentaire du noeud de huit, se con-
centrent sur la sous-variété de M(Tz) correspondant aux représentations qui s’étendent en
une représentation de ’extérieur du noeud.

Dans la partie 77, nous allons montrer une formule asymptotique similaire & la formule de
Witten pour certains invariants quantiques. Remarquons que comme une variété M peut
étre obtenue par un scindement de Heegaard M = H LEJ H', on peut exprimer les invari-

ants Z,(M) comme le produit scalaire (Z,(H), Z.(H")). Nous disposons d’autres vecteurs
remarquables dans V;.(X): les vecteurs de bases donnés par la construction de [?]. Soit
C et D deux décompositions de pantalons de X, on note ¢, et 1z les bases orthonomées
correspondantes.



Soit «, une suite de colorations r-admissibles. Dans la Partie 7?7, on montre par I’analyse
micro-locale que les vecteurs ¢, se concentrent sur des lagrangiens

c -1,@ O
A =g (%) = {p / Tr(p(C.)) = 2eos("2))
. Nous donnons une formule asymptotique pour ces vecteurs au voisinage du lagrangien.
Ce résultat est I’analogue de celui de Charles et Marché pour les vecteurs d’état du noeud
de huit.
Les champs de vecteurs hamiltioniens Xj, . forment en tout point z € A%, une base de

T

T,AS, et induisent une base duale (0c)eck et donc une forme volume
B=101N...N0y|

sur A%, . Le calcul des périodes du flot des Xp, permet de montrer que le volume V/

du tore lagrangien Ag ne dépend en fait pas de . Si D est une autre décomposition en
pantalons, on définit de maniére analogue 3’ & partir des champs de vecteurs X ho, -

Enfin, nous utiliserons ces formules asymptotiques pour les vecteurs de bases pour calculer
Iasymptotique de produits scalaires (@q,,%g,) pour des suites «, et [, vérifiant des con-
ditions de généricité, correspondant notamment & demander que les intersections A%, et

r

Ag soient transverses. On obtient alors le résultat suivant:
'

Théoréme 0.3. Soit (Ce)ecr et (Df) fer deux décompositions en pantalons d’une surface
compacte orientée X. Soit (Pa)acr, €t (V3)aey,. les deus bases de V,.(X) associées a C et
D. Pour des suites génériques (o, ) dans I, x J. on a la formule

eirn(zo 72)

ry3 1
<¢ar7¢5r>_ur(%) erAZ | det({hc,,hp,})|?

D
G NAG,
s T

w3

V=1 L o3

dim(M(X))

oun = , up est une suite de nombres complexes de modules 1, et ot V' (respec-

tivement V') est le volume commun des Ag (respectivement A??) pour les formes volumes
B (resp. ). Le point z est un point de référence arbitrairement choisi dans A%, N Aiﬁi.

D’autre part, n(zo,z) est ’holonomie du fibré L sur 'union d’un arc allant de zp a z dans
AS et d’une arc allant de z a zy dans AyD.
Enfin m(zo, z) est un entier, correspondant a un indice de Maslov.

Dans cette formule asymptotique on constate que les termes 7(zp,2) jouent un role
analogue aux invariants de Chern-Simons CS(p) dans la formule de Witten, le terme
| det ({4, 1 })| remplace la torsion de Reidemeister et les i™(20:2) sont I’analogue des flots
spectraux I, apparaissant dans la formule de Witten, et définis par exemple dans [?].

Les produits scalaires (pq,1g) peuvent s’interpréter de deux maniéres: tout d’abord, les
vecteurs V,.(H) associés aux corps en anses correspondent a des vecteurs de bases de col-
oration constante égale & 1. En ce sens notre formule est une généralisation de la formule

de Witten, bien que notre hypothése de généricité ne soit jamais vérifiée pour de telles
suites de vecteurs.

D’autre part, si une difféotopie ¢ envoie la décomposition en pantalons C sur D, '’endomophisme
pr(¢) envoie la base ¢, sur 1g. Les produits scalaires considérés correspondent alors a des
coefficients de matrices des représentations quantiques p.



Notons que du point de vue de la quantification géométrique, si les opérateurs courbes en
TQFT correspondent a des opérateurs de Toeplitz, les opérateurs p,(¢) associés aux difféo-
topies ¢ par les représentations quantiques p, devraient s’exprimer comme des opérateurs
Fourier intégraux. La formule asymptotique obtenue pour leur coefficient de matrice tend
a confirmer cette intuition.

Ce mémoire est organisé de la fagon suivante: la Partie 77 détaille les différentes théories
utilisées dans les Parties 77 et ?7. Aucun résultat original n’est introduit dans cette partie.
Les deux parties suivantes présentent les contenus des articles |?] et [?].

Dans la Partie ??7 sont étudiés les coefficients de matrice des opérateurs courbes et le
Théoréme 77 y est démontreé.

La Partie ?? reprend les résultats de ’article [?]. On met & profit les résultats de la
partie précédente pour exhiber un modeéle géométrique de V,.(X) comme espace de sec-
tions H°(X, L” ® §) o les opérateurs courbes s’expriment comme opérateurs de Toeplitz,
comme expliqué dans le Théoréme ??. Puis on utilise ce modéle et les outils de I"analyse
micro-locale pour établir la formule asymptotique du Théoréme 77.
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Partie 11
TQFT et quantification géométrique

Dans cette partie introductive, nous définirons dans la Section ?7? les invariants de Reshetikhin-
Turaev Z, et expliquerons la construction combinatoire des TQFT V, par [?].

Dans la Section ??, nous introduirons notre autre principal objet d’étude dans ce mé-
moire: les espaces de modules des surfaces M(X) et exposerons quelques propriétés de la
géométrie de ces espaces, dont nous aurons besoin dans les parties ultérieures.

Enfin, la Section ?? présente 'outil qui nous permettera de faire un pont entre les deux
précédents objets: la méthode de la quantification géométrique. Nous donnerons aussi des
résultats généraux sur les valeurs et vecteurs propres des opérateurs de Toeplitz.

1 Construction et propriétés de la TQFT de Witten-Reshetikhin-
Turaev

Dans la Section ??,aprés quelques rappels de théorie des noeuds, nous définirons le polyndéme
de Jones et sa variante pour les entrelacs solides le crochet de Kauffman.

La Section 77 est consacrée aux modules de Kauffman.

La théorie de la chirurgie et du calcul de Kirby sera brievement expliquée dans la section
29

Au paragraphe 77, on donnera la formule des invariants de Reshetikhin-Turaev, et on ex-
pliquera leur invariance par les mouvements de Kirby.

L’axiomatique d’Atiyah pour la TQFT sera détaillée dans la Section ?7?.

Dans la Section 77?7 sera exposée la construction combinatoire de la TQFT par Blanchet,
Habegger, Masbaum et Vogel.

Enfin, quelques propriétés basiques de celle-ci seront énoncés au paragraphe ?7?: bases,
valeurs et vecteurs propres des opérateurs courbes.

1.1 Crochet de Kauffman et polynéme de Jones

Avant d’introduire le crochet de Kauffman et le polyndéme de Jones, commengons par
quelques rappels et notations sur les noeuds et entrelacs. Dans tout le mémoire, un noeud
K dans une variété M de dimension 3 désignera une classe d’isotopie de plongement C°
de S' dans la variété M, modulo reparamétrage de S 1. Un noeud orienté sera une classe
d’isotopie de plongement de S* dans M, sans autoriser de reparamétrage de S* qui change
I'orientation.

De méme, un entrelacs L dans M & n composantes L1, ..., L, est une classe d’isotopie de
plongement d’une union disjointe de cercles H S < M, modulo reparamétrage. De

i=1..n
méme, que pour les noeuds, lorsqu’on autorise pas de reparamétrage inversant ’orientation,

on obtient un entrelacs orienté. Chaque composante est alors un noeud orienté.

Un entrelacs en bandes L a n composantes est une classe d’isotopie de plongement d’une
union disjointe de n anneaux S* x [0, 1] dans M, modulo reparamétrage de S x [0, 1]. Les
deux composantes de bord de chaque bande sont des noeuds isotopes, et 'entrelacs sous-
jacent & L défini en prenant une composante de bord de chaque composante de L est bien
défini. L’auto-enlacement d’une composante de L est I’enlacement de deux composantes de
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bord. Deux entrelacs en bandes L et L' ayant le méme entrelacs sous-jacent sont identiques
si et seulement si I’auto-enlacement de chaque composante est le méme dans L et dans L'.
Il existe aussi la notion d’entrelacs solides, qui correspond aux plongements de tores solides
St x D? modulo reparamétrage, cette notion est en fait équivalente a celle d’entrelacs
en bandes, le plongement étant déterminé & isotopie prés par le plongement des bandes
S x[0,1] c §* x D?.

Etant donné un noeud ou entrelacs L dans S%, des arguments de transversalité assure que
génériquement une projection plane L n’a qu’un nombre fini de points doubles et aucun
point triple. La donnée de la projection plane et de la position relative des deux brins
au niveau de chaque point double de la projection permet de déterminer ’entrelacs L, on
appelle cette donnée un diagramme de ’entrelacs L. Les points doubles sont aussi appelés
croisements du diagramme.

La théorie de la transversalité permet aussi de déterminer les singularités qui se produisent
génériquement au niveau de la projection lorsqu’on effectue une isotopie de I’entrelacs L.
On en déduit ainsi le théoréme suivant:

Théoréme 1.1. (Reidemeister): Deux diagrammes d’entrelacs représentent le méme en-
trelacs si on peut passer de l'un a l’autre par une succession d’isotopies planaires du dia-
gramme et des mouvements de Reidemeister RI, RII et RIII, présentés a la Figure 77.

RI ql o o l p
RII 9: = > (
RIII _\A_H *—\—

Figure 1: Mouvements de Reidemeister

Un diagramme d’entrelacs orienté est un diagramme d’entrelacs ot 'on a choisi une

orientation pour chaque composante. L’ajout de ces orientations détermine l’entrelacs
orienté.
D’autre part, tout diagramme d’entrelacs peut également étre vu comme le diagramme d’un
entrelacs en bandes, il suffit pour cela d’épaissir les arcs dans la projection planaire en des
bandes. Comme deux entrelacs en bande de méme entrelacs sous-jacents ne différent que
par 'auto-enlacement de chaque composante, on en déduit que tout entrelacs en bandes
admet un diagramme, et on obtient une version du théoréme de Reidemeister pour les
entrelacs en bandes. Notons que le mouvement RI du théoréme de Reidemeister change
I'auto-enlacement d’une composante, le résultat modifié est le suivant:

Théoréme 1.2. (Reidemeister): Deur diagrammes d’entrelacs en bandes représentent le
méme entrelacs st on peut passer de l'un a [’autre par une succession d’isotopie planaire
du diagramme et des mouvements RII, RIII et du mouvement RI’ ci-dessous:

La question de la classification des noeuds et entrelacs a amené a la construction
d’une multitude d’invariants: des quantités algébriques telles que des nombres, groupes,
polynoémes, complexes d’espaces vectoriels...associées aux noeuds ou entrelacs et qui ne
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Figure 3: Les relations de Kauffman. La premiére relation fait intervenir trois entrelacs
identiques sauf dans une petite boule ou ils different comme indiqué sur le dessin. La
deuxiéme relation correspond a la suppression d’une composante triviale disjointe du reste
de D’entrelacs.

dépendent que de leurs classes d’isotopie. Jusqu’a la découverte du polynome de Jones,
ces invariants reposent sur des propriétés topologiques du complémentaire Ej, = S° \ L de
I'entrelacs: ainsi le groupe de Pentrelacs n’est autre que le groupe fondamental 71 (S®\ L),
et le polynome d’Alexander A(K) d’un noeud K est l'ordre du premier groupe d’homologie
d’un certain revétement cyclique du complémentaire Fx du noeud K.

En 1984, dans son célébre article [?], Jones construit un nouvel invariant polynomial des
noeuds et entrelacs, depuis appelé polyndéme de Jones, qui ne correspond & aucune pro-
priété topologique évidente du complémentaire Fr. Bien que sa construction repose sur
I’étude de représentations de groupe de tresses dans des algebres de Von Neumann, nous
privilégierons ici une approche plus élémentaire basée sur le crochet de Kauffman.

Théoréme et définition 1.1. : Il existe un unique invariant des entrelacs en bandes ( )

G valeurs dans Z[A,A_l] qui vérifie les relations de Kauffman, représentées sur la Figure
29

Preuve: En effet, on peut vérifier que la formule suivante définit une fonction sur les
diagrammes de noeud vérifiant les relations ci-dessus:

<D> — Z AS(D)(_A2 _ A—Q)n(Ds)
sie(D)—{+1}

Ici ¢(D) est 'ensemble des croisements du diagramme D. La somme est indexée par les
applications s de ¢(D) dans {£1}, qu’on appelle états du diagramme. Ces états définissent
chacun une résolution du diagramme, modification locale au niveau de chaque croisement
définie dans la Figure ?7?, définissant un diagramme sans croisement Dy. Enfin, s(D) est
la somme des valeurs de s et n(Dy) est le nombre de composantes connexes du diagramme
Dq.

Cette définition vérifie de maniére immeédiate les relations de Kauffman. Pour montrer
que (L) est bien un invariant des entrelacs en bandes, il suffit alors d’aprés le théoréme de
Reidemeister de vérifier qu’il est invariant par les mouvements des Reidemeister RI’, RII et

13



S (S

Figure 4: Résolution positive et négative d’un croisement du diagramme

):A j\ At p/\ Alf O e i

Figure 5: Le crochet de Kauffman est invariant par le mouvement de Reidemeister RII

RIII. Des calculs élémentaires permettent de vérifier qu'un polynoéme vérifiant les relations
de Kauffman est invariant par les mouvements de Reidemeister. Un exemple de calcul
pour le mouvement RII est donné a la Figure 77, les calculs pour les autres mouvements
sont similaires. [

Le crochet de Kauffman n’est cependant pas invariant par le mouvement RI: on vérifie
facilement que le mouvement RI change (L) en (—A3)*(L), ot € désigne le signe du croise-
ment qu’'on a ajouté. Toutefois, nous remarquons que le crochet de Kauffman est trés
proche d’un invariant des entrelacs orientés: le polynéme de Jones. En effet, pour obtenir
un invariant d’entrelacs & partir du crochet de Kauffman, introduisons le vrillage d’un di-
agramme orienté: le vrillage v(D) est la somme des signes des croisements du diagramme
orienté D, les signes des croisements étant définis sur la Figure ??. On a alors:

Théoréme et définition 1.2. Pour D un diagramme de l’entrelacs orienté L on définit
un polynéme J(L) = (D)(—A%)~"P) o4 v(D) est le vrillage du diagramme D. Ce polynome
ne dépend pas du diagramme choisi, ¢’est donc un invariant des entrelacs qu’on appelle le
polynéme de Jones.

L’invariance par mouvement RI est immédiate & vérifier, étant donné que RI augmente
le vrillage de D de 1.
Le polynoéme J(L) est le polynome de Jones de L, c’est un polynéme en A qu’on peut
réexprimer en fonction de la variable ¢ = —A2.

1.2 Modules de Kauffman et idempotents de Jones-Wenzl

La notion de module de Kauffman ou module d’écheveau a été introduite indépendamment
par Turaev [?] et par Przytycki [?]. Cette construction associe un Z[A, A~!] module a toute

'ycroisement positif Ycroisement négatif

Figure 6: Signe des croisements
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variété orientée compacte M, dont le bord M contient une famille de points en bandes
(p1,...,pn). Parun point en bandes dans une surface 3, nous désignons un segment orienté
plongé dans X..

Les modules de Kauffman associant des structures linéaires (des Z[A, A~!] modules) aux
variétés, ils constituent un premier pas dans la direction de la construction d’une TQFT.
De fait, on obtiendra les espaces V;.(X) associés aux surfaces en prenant un certain quotient
d’un module de Kauffman.

Définition 1.1. Le module de Kauffman K(M,A) d’une variété orientée compacte de
dimension M munie d’une famille de points en bandes (py,...,pn) est le Z[A, A~Y]-module
quotient du Z[A,Ail]—module libre engendré par les classes d’isotopie d’enchevétrement
dans M de bord (p1,...,pn), quotienté par les relations de Kauffman.

Si z est un élément inversible d’'un anneau R, on peut définir le module de Kauffman
évalué en z comme un certain R-module par la formule

KM,z)=K(M,A) ® R
Z[Ail}

ot le morphisme d’algebre Z[AT!] — R est simplement évaluation de A en z. On utilisera

souvent les modules de Kauffman évalué en ¢, € C* ou (, sera une racine 4r-éme de 'unité,
-mh

et aussi les modules de Kauffman évalué en —e'2 € C[[R]].

Le théoréeme sur 'unicité du crochet de Kauffman donné dans la partie précédente revient
a dire que le module de Kauffman K (SS, A) est de dimension 1, engendré par ’entrelacs
0.

Les modules de Kauffman de variétés difféomorphes peuvent étre naturellement identifiés.
De plus, les recollements de variétés induisent naturellement des opérations au niveau des
modules de Kauffman: si une variété M est obtenue par recollement de variétés My et Mo
le long d’une surface avec points en bandes (3, p;) incluse dans leurs bords, alors I'inclusion
des enchevétrements induit une application bilinéaire:

K(M;,A) x K(My,A) — K(M,A)
o A — ~yUS

Notons que pour deux variétés M; et My dont le recollement donne la sphére S° (par
exemple deux corps en anses), comme K(S% A) = Z[A, A7!], le recollement induit une
forme bilinéaire (,) : K(M;, A) x K (Mo, A) — Z[A, A7
D’autre part, pour les surfaces épaissies 3 x [0, 1], contenant éventuellement une famille
1 1

de points en bandes, la décomposition ¥ x [0,1] = X x [0, 5] UX x [5, 1] induit le produit
d’empilement
]7A) X K(EX[*,H’A) - K(EX[()?H:A)

vy o, 0 - yUd

qui munit le module de Kauffman K (¥ x [0,1], A) d’une structure d’algebre. Ces modules
de Kauffman des surfaces épaissies, particuliérement important dans notre étude, sont aussi
notés abusivement K (X, A).

Un cas particulier de telles algébres de Kauffman est celui des anneaux épaissis, c’est-a-dire
des tores solides, considérés sans points en bandes.
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Proposition 1.3. Le module de Kauffman du tore solide S* x D? est isomorphe a lanneau
Z[A, A7Y[2], par un isomorphisme qui envoie I’dme du tore solide S x {0} sur lindéterminée
z.

Preuve: On identifie D? a [0,1] x [0,1], c’est-a-dire qu’on voit le tore solide comme
un anneau épaissi. Les entrelacs dans S' x D? admettent des diagrammes d’entrelacs
dans I'anneau S' x [0,1]. Par les relations de Kauffman, en résolvant les croisements, on
peut réduire tout entrelacs a une union disjointe de composantes triviales ou d’entrelacs

1
paralleles a Dentrelacs S* x {=} < S' x [0,1], puis on peut supprimer les composantes

triviales. Le module de Kauffman du tore solide est donc engendré comme algébre par

1
'entrelacs z = St x {5} Pour voir qu’il n’y a pas d’autre relation, il suffit de modifier la

formule du crochet de Kauffman donnée dans la Section ??7. La somme sur les résolutions
du diagramme doit étre modifiée de la fagon suivante:

(D) = Z A3D) (A2 _ g=2)n(Ds) ym(Ds)
s:ie(D)—{£1}

1
ou m(Ds) est le nombre de composantes paralléles a S Ly 3 dans la résolution. [

Définition 1.2. Soit (X,p;) une surface compacte conneze orientée avec une famille de
points marqués pi,...,pn. On appelle multicourbe dans (X, p;) toute union disjointe de
courbes simples qui ne rencontrent pas les points marqués p1, ..., DPn.

Un raisonnement similaire & celui que nous avons mené pour les tores solides permet

de justifier que les classes d’isotopies de multicourbes sur (X, p;) engendrent le module de
Kauffman K(X, p;) et qu’elles forment une base de K (X, p;).
Le calcul du module de Kauffman des tores solides permet d’étendre le crochet de Kauff-
man d’un invariant des entrelacs solides en un invariant des entrelacs solides dont les
composantes ont été coloriés par des polynomes dans Z[A, A7![z]. En effet, on définit
le crochet de Kauffman (L, c) de l'entrelacs L dont la composante L; est coloriée par ¢;
de la facon suivante: la sphére S% peut-étre obtenue en recollant les composantes de L
qui sont diffeomorphes a des tores solides a 53 \ L. Ce recollement induit une application
multilinéaire K (D? x S', A)" — K(S3, A) = Z[A, A™!] ot1 n est le nombre de composantes
de L. L’image (L, c) de I’élément c est un invariant des entrelacs coloriés, cet invariant est
appelé le multicrochet de Kauffman.

L’autre exemple important de module de Kauffman est celui des algébres de Kauffman des
disques a n points K ((D?,py,...,pn), A) qui correspondent aussi aux modules de Kauffman
de la boule avec 2n points en bande dans le bord. Ces algébres sont aussi appelées algébres
de Temperley-Lieb et notées T'L,,(A). Quand on évalue le module de Kauffman en A = ¢,
une racine 4r-éme de 'unité, on peut définir récursivement des éléments idempotents dans
les algebres T'L,(().

Proposition 1.4. La relation de récurrence donnée a la Figure ?7? définit une suite d’éléments
idempotents f, qui vérifie

- fn-ei=ei- fn =0 pour chacun des générateurs e; de l’algébre TL, (A).
- fn est un élément idempotent de TL,(A).
De plus, la relation de récurrence permet de définir les f,, dans T Ly (() pour toutn < r—1

et on a fr—1 =0.
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[l

Figure 7: Le générateur e; de ’algébre T'L,,(A)

(1111l
Jn

fn+1 =

Figure 8: Relation de récurrence entre les idempotents de Jones-Wenzl. On a noté [n] =
A2n o A—Qn
A2 _ A2

Nous utilisons les idempotents de Jones-Wenzl pour introduire la notion de module de
Kauffman d’une variété M avec des points dans le bord OM coloriés par des entiers dans

{1,...,7r =1}

Définition 1.3. Soit M une variété de dimension 3 compacte orientée et pi,...,p, une
famille de points en bandes dans le bord OM, ¢y, . .., ¢, une famille d’entiers dans {1,...,r—
1}. Pour tout i € {1,...,n}, soient qil, ...q;" des points en bandes obtenus en prenant c;
sous-segments consécutifs de p;. Le module de Kauffman K (M, (p;,c;), () de la variété M
avec points coloriés est l'image de [’application

K(M7Q%7"'7qrc7,n7 7“) _>K(M7Q%77Qrczn7CT)

donnée par le recollement d’un idempotent f., sur un petit disque contenant les points
1 ci
Qir---4; -

Avec cette définition, on a toujours la compatibilité du module de Kauffman avec le
recollement des variétés avec points en bandes coloriés dans le bord, et K (3, p;, ¢;) est une
algeébre pour toute famille de points en bandes coloriés (p1,c1), ..., (Pn,Cn)-

Définition 1.4. Une graphe trivalent en bandes dans une variété M de dimension 3, dont
le bord contient des points en bandes marqués pi,...,p, est un graphe I' dont tous les
sommets sont univalents ou trivalents et contenu dans une surface ST plongée dans M
telle que

- ST rencontre OM transversalement, en 'union des points marqués p1,...,Pn.

- ST est un voisinage réqulier de I' dans ST, et ST NOM est un voisinage réqulier de
I'noM dans ST NOM.

A Taide des idempotents de Jones-Wenzl, nous associons des éléments des modules de
Kauffman aux graphes trivalents en bandes coloriés. Soit M une variété de dimension 3
compacte orientée, avec points en bandes coloriés (p;, é;) dans le bord. Soit I" un graphe
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trivalents en bandes dans M. Un coloriage de I' est une application ¢: E — {1,...,r — 1}
ou F est 'ensemble des arétes de I' et telle que I'aréte adjacente & p; est coloriée par ¢;.
Nous définissons un élément (T, ¢), de K (M, (pi,é;), (). Pour cela, prenons ¢, — 1 copies
paralléles de chaque aréte e (vue comme une courbe dans la surface ST) et insérons au
milieu 'idempotent f.,_;. Au niveau des sommets trivalents, on relie les différentes bandes
de 'unique maniére qui évite les croisements. Ceci est possible si ¢, € {1,...,7 — 1} et
pour tout triplet (e, f,g) de courbes adjacentes & un méme sommet on a

- Ce<CfF g, cf < CeFgeteg < cetef
- Ce + ¢f + ¢y est impair

De plus, le corollaire 4.3 de [?] montre que ’élément de K (M, (p;,é;, () obtenu est nul
sauf si on a au niveau de chaque sommet c. + ¢y + ¢4 < 2r. Un coloriage du graphe T’
vérifiant toutes ces conditions est appelé coloriage r-admissible.

Enfin, les idempotents de Jones-Wenzl permettent de définir des éléments spécifiques dans
les modules de Kauffman K (D? x S',¢,) des tores solides.

Définition 1.5. Soit ¢, une racine 4r-éme de l'unité et notons  Uentrelacs {0} x S* dans
r—1

D? x SY. L’élément de K(D?* x S',¢,) défini par la formule w = Z(—l)iil[i](%i)r est
i=1
appelé élément de Kirby.
Ces éléments vérifient la propriété remarquable suivante:

Proposition 1.5. Le multicrochet de Kauffman est invariant par l'opération de glissement
d’une composante de l’entrelacs par rapport & une composante coloriée par la couleur de
Kirby w, comme expliqué dans la figure ci-dessous:

Figure 9: Le multicrochet de Kauffman est invariant par 'opération de glissement

Le multicrochet de Kauffman d’un entrelacs dont toutes les composantes sont coloriées
par w sera alors invariant par glissement de n’importe quelle composante de ’entrelacs sur
n’importe quelle autre. Nous allons voir dans la partie suivante le lien entre ’opération de
glissement et la théorie de la chirurgie.

1.3 Chirurgie et mouvements de Kirby

La théorie de la chirurgie permet d’encoder les variétés topologiques compactes orientables
de dimension 3 par la donnée d’entrelacs dans la sphére S3.

Etant donné un noeud solide K dans une variété M fermée de dimension 3, on peut
construire une nouvelle variété M(K) de la facon suivante: M \ K est une variété de
dimension 3 a bord, de bord K qui est homéomorphe au tore S* x S*. On peut choisir
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un tel homéomorphisme qui envoie un meéridien de K sur S* x {1}. On obtient une variéte
de dimension 3 fermée en recollant le long de 9K une copie de D? x S! qui a aussi pour
bord S* x S. En utilisant le recollement trivial, on obtiendrait de nouveau la variété M,
en revanche, en utilisant comme homéomorphisme de recollement 1’échange des facteurs
St x 81 — S x S, on obtient a priori une nouvelle variéte M(K). On dit que M(K)
est obtenue par chirurgie de M par rapport & K ou que (M, K) est une présentation par
chirurgie de M (K'). On peut réaliser le méme procédé pour un entrelacs en bandes L dans
M, il suffit de faire de telles chirurgies composante par composante.

Théoréme 1.3. [?][?] Toute variété compacte connexe orientable M admet une présenta-
tion par chirurgiec M = S3(L) ot L est un entrelacs en bandes dans S>.

Ce résultat a été prouvé indépendamment par Lickorish [?] et Wallace |?]. La preuve
de Lickorish repose sur deux faits: toute variété connexe compacte orientable de dimension
3 admet un scindement de Heegaard: M = H LZJ H' ou H et H' sont des corps en anses de

bord X, une surface connexe compacte orientable. L’existence d’un tel scindement repose
sur la théorie de Morse: la surface ¥ peut étre vue comme ligne de niveau d’une fonction
de Morse f sur M, et les corps en anses sont obtenus par attachement successifs d’anses
en correspondance avec les points critiques de f.

D’autre part, Lickorish prouve que le groupe des difféotopies d’une surface 3. est engendré
par les twists de Dehn. Enfin, il suffit d’expliciter une chirurgie reproduisant ’effet d’un
twist de Dehn.

Etant donné que toute variété de dimension 3 peut étre présentée par une chirurgie sur S,
il est naturel de se demander quels entrelacs dans S® produisent par chirurgie des variétés
difféomorphes. Des arguments de transversalité comme dans la preuve du théoréme de Rei-
demeister permettent de résoudre cette question: de tels entrelacs sont reliés par certains
mouvements, introduits par Kirby dans |?]. Plus exactement, la preuve de Kirby utilise
la théorie de Cerf en dimension 4 pour déterminer quelles singularités peuvent apparaitre
lorsqu’on considére une famille de présentations de chirurgie de M. Il obtient le résultat
suivant:

Théoréme 1.4. [?]: Deux variétés obtenues par chirurgie S>(L) et S3(L') sont difféo-
morphes si et seulement si les diagrammes de L et L' peuvent étre reliés par une suite

d’1sotopies planaires, de mouvements de Reidemeister RI’, RII et RIII et des mouvements
KI et KII de la Figure ?7.

Le mouvement KI s’appelle le glissement de la composante L; de 'entrelacs le long de
la composante L;, il consiste a remplacer la composante L; de I'entrelacs par L qui est
la somme connexe des composantes L; et L;. Le mouvement KII est ’ajout d’'une com-
posante triviale d’auto-enlacement +1 disjointe du reste de ’entrelacs. Nous renvoyons a
[?] pour la preuve.

Il est & noter que le choix d’une présentation de chirurgie M = S3(L) pour une variété
de dimension 3 orientable connexe compacte fournit également une variété de dimension
4 & bord Wy, telle que OWy = M. Notons Lq,..., L, les composantes de l'entrelacs L.
La variété Wy, est construite de la facon suivante: on part d’une boule B* de dimension 4
dont le bord est une sphére S? et on lui attache n anses d’indice 2 D? x D? en recollant
(0D?*) x D* = S' x D? sur une composante L; de I'entrelacs solide L. Le bord de W7, est
alors obtenu par chirurgie de S3 par rapport a lentrelacs L, donc isomorphe a M.

Le calcul de I’homologie de Wy, aboutit au résultat suivant:
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Figure 10: Mouvements de Kirby

KII

Proposition 1.1. Soit L un entrelacs dans S, M la variété de dimension 3 obtenue
par chirurgie par rapport a L et Wi, la variété de dimension 4 de bord M associée a la
présentation de chirurgie M = S3(L). Alors:

- H,(Wp,Z) est nul sauf pour k = 0 et k = 2. Ho(Wp,Z) est isomorphe a Z" ou
n est le nombre de composantes de L. Une base de Ho(Wp,Z) est donnée par les
[Lili=1,...n, 00 L; est une surface de bord ’ame {0} x St c L; de lai-éme composante
de L.

- Hy(Wp,M,Z) est nul sauf pour k =2 et k = 4. Hy(Wp, M,7Z) est isomorphe a 7 et
une base de Hy(Wp,,Z) est donnée par les [Djli=1,..n, 00 D; est un disque méridien
dans la i-éme anse.

- Dans les bases précédentes, la matrice de la forme d’intersection
Hoy(Wp,Z) x Hy(Wp,M,Z) — Z
est la matrice d’enlacement By, de coefficients
(Br)ij =e(Li, Lj), Vi,j€{l,...,n}?

ot e(L;, Lj) est 'enlacement des noeuds (orientés) L; et L; dans M (ou bien ['auto-
enlacement quand i = j).

Remarquons que le mouvement de Kirby KI ne change pas la signature de By: en effet
son action remplace la matrice d’entrelacement By par M TBLM ou M est une matrice
de transposition. D’autre part, le mouvement KII ajoute £1 a la signature (suivant que la
composante qu’on rajoute a 'entrelacs est d’auto-enlacement +1).

1.4 Invariants de Reshetikhin-Turaev

Le calcul de Kirby, qui permet de représenter une variété de dimension 3 par une certaine
classe d’équivalence d’entrelacs dans S® ouvre une approche intéressante pour construire
des invariants de variétés de dimension 3: il suffit de construire un invariant /(L) des en-
trelacs en bandes qui soit invariant par les mouvements de Kirby KI et KII, et I'invariant
I(L) sera un invariant par diffeomorphisme de la variétée S3(L).

On fixe ¢, une racine 4r-éme de 'unité. Nous avons vu a la fin de la Section ?? que le
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multicrochet d’un entrelacs dont les composantes sont coloriées par la couleur de Kirby est
invariant par le mouvement KI de glissement. Il suffit alors pour obtenir un invariant de
renormaliser pour obtenir une quantité invariante par le mouvement KII.

Pour L un entrelacs & n composantes on note (L, w®") le multicrochet de L avec chaque
composante coloriée par w. De méme, pour (I',¢) un graphe trivalent en bandes dans S°
colorié par une couleur r-admissible, 'élement (I, ¢), de K(S3,¢,) défini dans la Section
7?7 est un nombre complexe qu’on note simplement (I, ¢).

Pour L un entrelacs, on note (b4 (L), bo(L), b—(L)) la signature de la matrice d’entrelacement
Br,. Notons en outre U, Uy et U_ les noeuds triviaux dans S® avec auto-enlacement 0, 1
et —1 respectivement. On introduit le nombre complexe D tel que (U,w) = D?. On note

3im _ 3iw

enfin k =e 4~ 2r.
Un calcul [?] permet en fait de montrer que

(Uw)=D*= ———
et
(Usyw) = DK

Théoréme 1.5. [?][?] Pour M wune variété compacte conneze orientée sans bord de di-
mension 3 et m un entier. Soit (I',c) un graphe trivalent en bandes colorié dans M, soit
L un entrelacs tel que M = S3(L) et o(L) =m et I C S*\ L isotope a T'. La quantité

(LUT,w®" Uc)
<U+7w>b+<U—>w>b7

ZT(M, m, T, C) = D_bO(M)—bl(M)Kvm

est un invariant de difféomorphisme de (M, m,I",c). De plus, on a les valeurs

Z,(S*x 51,0,0) =1 et Z,(5%0,0) = %

Preuve :  Ce résultat découle de la propriété d’invariance du multicrochet de Kauffman
par glissement sur les composante coloriées par w, qui assure I'invariance par le mouvement
KI. De plus, comme I'ajout d’une composante UL disjointe de L augmente by de 1 et
multiplie le multicrochet par (Uy,w),, le mouvement KII multiplie 'invariant par kEL
Les valeurs de 'invariant pour 52 x S! et S? se calculent en utilisant le fait que la premiére
variété est obtenue par chirurgie sur un noeud trivial U, et la seconde par chirurgie sur

Dentrelacs vide. [J

L’invariant Z,., défini pour les variétés connexes, peut étre étendu aux variétés non con-
nexes en posant ZT(HMi) = HZT(MZ-). On obtient alors un invariant multiplicatif et
i i

symeétrique: si M est la varieté M = S3(L) munie de 'orientation opposée, cette variété

est obtenue par chirurgie sur I’entrelacs miroir de L, et on a Z.(M,—n) = Z,(M,n).

1.5 Axiomatique des TQFT

Nous avons déja évoqué le fait que les TQFT sont définies comme étant certains foncteurs
entre des catégories de cobordismes et une catégorie d’espaces vectoriels. Bien qu’il soit
possible de définir des TQFT a valeurs dans les espaces vectoriels sur k& pour tout corps
k, voire dans les modules sur un anneau A, nous n’étudierons que des TQFT & valeurs
dans les espaces vectoriels sur C. Plusieurs types de catégories de cobordismes peuvent
étre définies.
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Rappelons d’abord quun cobordisme lisse entre deux variétés M et M’ lisses orientées
compactes de dimension n est une variété lisse W de dimension n + 1 dont le bord est
décomposé comme union disjointe OW = —M LI M’ ott —M est difféomorphe a la variété
M et munie de lorientation opposée. On note un tel cobordisme (W, M, M").

On construit une relation d’équivalence sur les cobordismes: deux cobordismes (W, M, M’)
et (W', M, M'") sont équivalents sil existe un difféomorphisme préservant 1’orientation ® :
W — W' tel que ®|s = idaw .

Si I’on dispose de deux cobordismes (W, My, M1) et (W', My, Ms), on peut construire leur
recollement (W J\L4J W' Mo, Ms) qui est un cobordisme entre My et Ms. L’application de

1

recollement est compatible avec la relation d’équivalence sur les cobordismes. De plus
pour toute surface X, le cobordisme produit ¥ x [0, 1] fait office d’élément neutre pour
I'opération de recollement. On peut & présent définir la catégorie n — Cob des cobordismes
en dimension n + 1:

Définition 1.6. La catégorie n — Cob des cobordismes en dimension n + 1 est la caté-
gorie dont les objets sont les variétés différentielles orientées compactes de dimension
n, Uensemble des morphismes entre deuz variétés M et M’ est I’ensemble des classes
d’équivalence de cobordisme (W, M, M), et la composition entre morphismes est donnée
par application de recollement.

Les invariants de Reshetikhin-Turaev ne s’étendent malheureusement pas exactement
en une TQFT sur la catégorie 3 — Cob, mais seulement en une TQFT projective, ou la
composition des cobordismes ne correspond & la composition des applications linéaires
qu’a un facteur multiplicatif prés appelé anomalie. Nous aurons donc besoin d’introduire
une autre catégorie de cobordismes: la catégorie des cobordismes étendus, sur laquelle on
pourra étendre les invariants de Reshetikhin-Turaev en un foncteur de TQFT.

La catégorie des cobordismes étendus est définie de la facon suivante: les objets sont des
surfaces étendues (X, L), c’est-a-dire des couples formés d’une surface ¥ et d’un sous-espace
L C Hi(X¥,R) lagrangien pour la forme d’intersection sur H;(X,R). Les morphismes entre
(X0, Lo) et (X1, L1) sont des cobordismes étendus: couples (M, n) formé d'un cobordisme
(M,X0,%) entre Xg et X1 et d'un entier n. On peut aussi envisager les cobordismes
étendus (M, n) comme des classes d’équivalence de variétés W de dimension 4 de bord M,
la relation d’équivalence étant donnée par 1’égalité des signatures. De méme, une surface
étendue (X, L) peut étre vue comme une classe d’équivalence de variétés N de dimension
3 avec ON = 3 et la relation d’équivalence est donnée par le fait d’avoir méme noyau pour
Papplication induite en homologie par U'inclusion: Hi(X,R) — Hy(N,R). En particulier,
il faut noter que la donnée dune présentation de chirurgie M = S*(L) munit M d’une
structure étendue: la signature de la variété Wy, (qui n’est autre que la signature de la
forme d’intersection By, de 'entrelacs).

Le calcul de la signature d’un recollement nous améne & introduire la notion d’indice de
Maslov:

Définition 1.7. Soient L_, Lo et Ly trois sous-espaces lagrangiens d’un espace symplec-
tique réel (H,w) de dimension finie, l'indice de Maslov u(L_, Lo, Ly) est la signature de
la forme bilinéraire symétrique (,) définie sur E = {(a_,ap,ay+) € L_ x Lo x Ly / a_ +
ap + ay = 0} par {a,b) = w(a_,by)

Théoréme 1.6. (Wall) Soient W une variété de dimension 4 obtenue par recollement de
W_ et W, le long d’une partie de leur bord:
owW_ = —M_ LZJ My, OW, = —]\40LEJMJr avec OM_ = OMy = OM, = X. Alors la
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signature o(W') de W est donnée par la formule c(W) = o(W_)+0o(Wy) —u(L_, Lo, L)
ot L. = Ker(H;(3,R) — Hi (M., R).

Le théoréme de Wall permet de définir 1la bonne notion de recollement de cobordismes
étendus. Etant donné deux cobordismes étendus ((M,n), (X0, Lo), (X1, L1))
et (M',n'), (21, L1), (X2, L2)) leur recollement est le cobordisme
(M y M',n+n" —u(L_,L1,Ly), (S0, Lo), (Sa, La)), ot L = (i1.)  (ig«(Lo)) et Ly =

(j1x) "L (jox(L2)) avec i. (resp. j.) inclusion de . dans M (resp. M’). L’entier associé au
recollement correspond exactement a la formule de Wall pour le calcul de la signature, et
donc la composition des cobordismes étendus est bien associative.

Il sera utile dans les définitions suivantes d’autoriser dans la catégorie des cobordismes
étendus la présence d’entrelacs en bandes, ou de graphes trivalents en bandes. Le bord de

ces graphes trivalents en bandes dans une variété M sera une union de points en bande
dans OM.

Définition 1.8. Les objets de la catégorie 3 — Cob sont les surfaces étendues avec points
en bandes (3, L, p;). Les morphismes entre deuz surfaces étendues (X, L, p;) et (El,L’,p;-)
seront les cobordismes étendus (M,n,T') ot I' est un graphe trivalent en bandes dans M
dont le bord est ['union des p; C X et des p;- c Y.

Définition 1.9. On appelle TQFT de dimension 2 + 1 un foncteur V de la catégorie
3 — Cob ou 3 — Cob wvers la catégorie des C-espaces vectoriels de dimension finie vérifiant
les propriétés suivantes:

(Naturalité) Chaque diffé¢omorphisme entre deuz surfaces ¥ et Y induit un isomor-
phisme g. : V(X) — V(X'). De plus, ces isomorphismes sont compatibles avec les
applications linéaires définies par les cobordismes: pour tout difféomorphisme (h, g, g')
entre deuz cobordismes (Mo, o, () et (M1,%1,%]) on a

V(M) =g, oV(My)og;!

- (Fonctorialité) Pour tout recollement M = M'EU M" de deuz cobordismes (M', ¢, %)
1
et (M",%1,%5) on a

V((M,%0,%2)) =V ((M",31,52) o V((M', 30, %1))
- (Normalisation) Un cobordisme produit agit par l'identité:
V(X x[0,1],%, %) = Idy(x)
- (Multiplicativité) Il existe des isomorphismes fonctoriels
VE][E) 2 VE) eV(E), VE@)~C

compatibles avec les isomorphismes
vETIETIE) = v IE). VET]) =V(E)

- (Symétrie) L’isomorphisme V ( )~ V(Y H Y) est compatible
avec ’isomorphisme V(X)) @ V(X)) ~ V(X)) @ V()
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Si M est une variété compacte sans bord de dimension 3, M peut étre considéré comme
un cobordisme de () vers (), donc V(M) € End(C) ~ C. Le foncteur V restreint aux
variétés de dimension 3 sans bord constitue alors une fonction & valeur complexe sur les
classes de difféeomorphismes de variétés de dimension 3, c’est-a-dire un invariant complexe
des variétés de dimension 3. De plus la propriété de multiplicativité de la TQFT assure la
multiplicativité de 'invariant par unions disjointes.

1.6 Construction universelle

Sil’on se donne un invariant I des variétés de dimensions 3 & valeurs dans C et symétrique

(tel que I(M) = I(M)), il est toujours possible de définir des espaces vectoriels V(X) et
d’associer des applications linéaires V(M) : V(X) — V(¥') aux cobordismes (M, 3, %) de
fagon & vérifier certain des axiomes d’'une TQFT étendant 'invariant I. Cette construction,
introduite dans |?|, est appelée construction universelle.

Etant donnée une surface X, on considére I'espace vectoriel V(X)) engendré par les classes de
difféomorphismes de variétés M de dimension 3 telles que 9M = 3. On dispose d’une forme
sesquilinéaire (,) sur cet espace: pour M et M’ de bord ¥, on pose (M, M') = I(MLEJ M")

et on étend par sesquilinéarité. Alors on peut définir
V(X) =V(Z)/Ker((,))

Le recollement d’un cobordisme (M,X,Y) définit une application linéaire naturelle de
V(X) dans V(¥'). Cette application passe au quotient en V(M) : V() — V().

Cette construction vérifie de maniére automatique les propriétés de naturalité, fonctorialité
et de normalisation parmi les axiomes énoncés plus haut. En revanche, les espaces vectoriels
V(X), obtenus par quotient d’'un espace vectoriel de dimension infinie, ne sont a priori
pas de dimension finie. Plus fondamentalement, la propriété de multiplicativité n’est pas
forcément vérifiée, on a en général seulement une injection V(X)@V (') — V(T H ¥), car

il existe des bordismes de X H ¥’ connexes. Ces bordismes ne sont alors pas nécessairement
dans l'image de ’application ci-dessus.

Notons que la finitude de la dimension des espaces V(X)) est automatique si la propriété
de multiplicativité est vérifice. En effet, dans ce cas, on trouve que Idy () € End(V (%)),
qui est I'image du cobordisme produit [0,1] x ¥ appartient a V(X) ® V(X)*. Ceci n’est
possible que si V() est de dimension finie.

Dans [?], les auteurs utilisent les propriétés de compatibilité des invariants Z, avec les
opérations de chirurgie pour montrer qu’ils peuvent s’étendre en une TQFT. Nous avons
déja expliqué 'opération de chirurgie d’une variété par rapport & un noeud, qu’on appelle
aussi chirurgie d’indice 2. On a aussi la notion de chirurgie d’indice 1: M’ est obtenue
a partir de M par chirurgie d’indice 1 s'il existe deux boules B; et By plongées dans M

telles que M’ ~ (M \ (B [ [ B2)) SQIL_J[SQ (52 x [0,1]).

Dans |?], il est montré que les invariants Z, satisfont les axiomes suivants:

Proposition 1.6. - (Aziome S1) Il existe une constante D telle que si M' est obtenue
a partir de M par chirurgie d’indice 1 alors Z.(M',n) = DZ.(M,n)

- (Aziome S2) Il existe une combinaison linéaire d’entrelacs en bandes dans D* x S

notée w = Z)‘iLi telle que si M’ est obtenue de M par chirurgie d’indice 2 sur

un noeud solide L alors on a Z,(M') = Z)\in(M, #(Li)) ot ¢ est le plongement
D? x S — M défini par L.
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Preuve : L’axiome S2 est vérifié de maniére tautologique du fait de la définition de
Z, comme multicrochet d’'une présentation de chirurgie coloriée par ’élément de Kirby.
Pour voir que Z, vérifie ’axiome S1, il faut remarquer le fait suivant: soit M’ une variété
obtenue par chirurgie d’indice 1 sur une variété M présentée par chirurgie M = S3(L).
Soit L' I'entrelacs obtenue en rajoutant a l’etrelacs L une composante triviale disjointe de
L, alors on a M’ = S3(L). Comme by(M') = by (M) +1, et (LUU,w), = D*(L,w), on a
bien Z,(M'") = DZ,.(M).

Les axiomes S1 et S2 sont suffisants pour pouvoir définir une TQFT:

Théoréme 1.7. [?] Lorsqu’on applique la construction universelle a un invariant I des
variétés de dimension 3 multiplicatif, symétrique et vérifiant les aziomes SI1 et S2, on
obtient une TQFT sur la catégorie 3 — Cob.

L’article |?]| déduit de ces axiomes que pour toute surface orientée 3 les espaces V()
fournis par la construction universelle sont de dimension finie, et donne leur dimension. Il
faut en outre vérifier que la construction satisfait ’axiome de multiplicativité V(X H ) =
V() ® V(X'). L’idée de la preuve de la multiplicativité consiste a utiliser les axiomes de
chirurgie pour montrer que tout cobordisme (M, L) avec OM = EH Y est équivalent &

une combinaison linéaire de cobordismes produits (M H My, L1 U Ly). D’autre part, la
finitude de la dimension de V(X)) avec ¥ connexe consiste a utiliser les axiomes de chirurgie
pour montrer que V(X) est engendré par les V(H, L) ou H corps en anses de bord ¥. Puis,
on choisit une décomposition en pantalons de 3 par des courbes qui bordent des disques
dans H et qui découpent H en une union de boules. L’axiome de chirurgie S2 permet de
montrer pour engendrer V' (X) il suffit de prendre des entrelacs dont le nombre de points
d’intersection avec chacun de ces disques est borné, ce qui montre ainsi la finitude de
dim(V(X)). Nous référons a [?] pour la preuve compléte.

1.7 Bases, opérateurs courbes et valeurs propres

Dorénavant, on note V,.(X) les espaces associés a la surface ¥ par la construction de [?]
appliquée aux invariants de Reshetikhin-Turaev Z, et V,. le foncteur de TQFT en général.
Notons que nous oublions abusivement de préciser la structure étendue (X, L) sur X, ceci
ne posera pas probléme car nous ne ferons pas varier cette structure.

Rappelons que la construction de [?] munit les espaces vectoriels V;.(2) de formes sesquil-
inéaires naturelles:

() Ve(E) x Vi(E) = C
De plus, il est montré dans [7] que cette forme sesquilinéaire est hermitienne pour le choix

de racine de 'unité (, = —e2r. C’est le choix de racine de 'unité que nous ferons dans
toute la suite.

D’autre part, dans le cas de TQFT obtenues a partir des invariants Z,., les raisonnements
de la partie précédente montrent que les espaces V,.(X, (pi, ¢;)) sont les quotients des mod-
ules de Kauffman K(H, (p;,¢),¢,) on H est un corps en anses de bord X par le noyau de
la forme sesquilinéaire K (H, (p;, &), ¢) x K(H, (pi, é&),¢) — K(S3,¢.) = C.

Soit C = {Ce¢,e € E} une famille de courbes qui décompose ¥ en pantalons et en petits
disques contenant chacun un point colorié. On dit qu'un graphe en bandes I' plongé dans
>, avec sommets trivalents ou univalents est dual a la décomposition C si I' comporte un
sommet trivalent dans chaque pantalon, a pour sommet univalent p; dans le disque con-
tenant p; et chaque aréte intersecte une unique courbe C., et ce en un seul segment.
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Soit maintenant H un corps en anses de bord ¥ dans lequel chaque C, borde un disque.
On peut pousser le graphe I' dans H pour avoir ' N'Y = {p1,...,p,}. Nous avons vu
dans la Section ?? qu’a tout coloriage r-admissible de I" on peut associer un élément
(Tye)r € K(H, (pi,éi),¢r)- On note 9. son image dans V,.(X, (pi, é)).

Théoréme 1.8. [?] {1., c coloriage r-admissible} est une base orthogonale de V,.(X). Soit

n
P l’ensemble des sommets de I, et E celui des arétes. Pour n € R, on pose (n) = s.in(L ),
r

n

(n)! = H<z>, on note ¢!, 2, and ¢ les couleurs des arétes adjacentes a s, et enfin pour
i=1

a,b,c € N on pose

<a+b—50—1 > ! < a—i—bgc—l > ! < a—b—gc—l > ! < b+05a—1 >|

b =
{a,b.c) a— 1)lb— Dli{c—1)!
Alors on a
N
P
el = (3) 5 =
O
eck
Les vecteurs ¢, = HZ T forment alors une base orthonormale de V,.(X, (pi, ¢i), (). Nous

référons encore a [?] pour la preuve de ce théoréme.

Pour finir cette partie d’introduction de la TQFT, nous introduisons des opérateurs 7, €
End(V,. (%, (pi, &), (r)) associés aux multicourbes sur ¥ qui vont jouer un réle important
dans la suite. On rappelle quune multicourbe sur une surface avec points en bandes
(3, p1,...,pn) est une union disjointe de courbes simples dans X\ {p1,...,pn}.

Définition-proposition 1.7. Pour toute multicourbe v sur 3, ou plus généralement v €
K(X%, (pi,é),¢), on appelle opérateur courbe associé a 7y I'endomorphisme

T) =V (X x [0,1],7) € End(V,(%, (ps, é)))
De plus, Uapplication

K( (pwcl) C?") - End(w(zv(pivéi)))
v = T

est un morphisme d’algébres. En particulier, les opérateurs courbes associés a des multi-
courbes disjointes commutent.

D’autre part, les opérateurs courbes associés aux multicourbes sont des éléments her-
mitiens de End(V,.(X, (pi, ¢)). On peut déterminer leur spectre et vecteurs propres:

Proposition 1.8. Soit v une multicourbe dans une surface ¥ éventuellement munie de
points coloriés (p1,¢1),-- -, (Pn,Cn)-
Soit C = (Ce)eecp une famille de courbes qui découpe ¥ en pantalons et disques a un point,
telle que toute composante de v soit homotope a l'une des courbes C.. Soit Y. une base de
V(% (pi, €i)) associée auz colorations r-admissibles d’un graphe dual a la décomposition C.
Alors la base des . est une base de diagonalisation de T, et si on note n. le nombre de
composantes de vy homotopes a Ce on a

TCe

T) e = H(—Zcos( .

eckE

)" pe

Notons en particulier le rayon spectral de 7, est toujours borné par 2”(7), ou n(7y) est
le nombre de composantes connexes de +.
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2 Espace des modules SU; d’une surface
L’espace des modules SUs d’une surface sans bord X peut étre défini par:
M(E) = HOIn(?le, SUQ)/ SU2

Le but de cette section sera simplement de rappeler quelques résultats classiques sur les
espaces de modules, et d’introduire les structures sur M(X) qui nous permettront de mettre
en oeuvre sa quantification géométrique (voir Section ?7 et 77).

Nous commencerons par donner deux définitions alternatives de 'espace des modules. Nous
décrirons ensuite la description de son espace tangent en terme de cohomologie tordue.
Puis, nous introduirons la structure symplectique sur M(X) définie par Atiyah-Bott [?|
et montrerons comment les fonctions traces associées aux courbes d’une décompositon de
pantalon fournissent des applications moment. Nous expliquerons la description du flot
hamiltonien de ces fonctions par Goldman [?] ainsi que les paramétrisations de M(X) ainsi
obtenues. En outre, nous exposerons deux théorémes qui permettent de faire un lien entre
les espaces de fonctions traces sur M(X) et le module de Kauffman de ¥ défini dans la
section 7?. Enfin, nous définirons le fibré de Chern-Simons et la structure métaplectique sur
M(X). Le premier constitue un fibré préquantifiant sur M(X) et le deuxiéme permettant
d’introduire un fibré de demi-formes sur certain ouverts de M(X). Ces structures seront
nécessaires a la quantification géométrique de M(X).

2.1 Définitions et premiéres propriétés

Dans toute cette section, on considére une variété M orientée, connexe et fermée de di-
mension inférieure ou égale a 3.

Définition 2.1. L’espace des modules M(M) est l’ensemble
M(M)={p: mM — SUy}/ SUs
ot le quotient par SUs correspond a la conjugaison des représentations.

Nous aurons aussi parfois besoin d’introduire I'espace des caractéres SLo(C) défini

par M'(M) = Hom(mM,SLs(C))//SLy(C). 1l s’agit du quotient algébro-géométrique
de lespace des représentations dans SLs(C) par la conjugaison par SLo(C). Notons que
Pespace des représentations dans SLy(C) est un variété algébrique affine complexe, et que
Paction de SLy(C) est une action algébrique d’'un groupe algébrique. L’espace des or-
bites sous cet action n’est plus forcément séparé pour la topologie quotient, et le quotient
algébro-géométrique est le plus petit quotient séparé de cet espace. Le quotient algébro-
géomeétrique est encore une variété algébrique affine, voir par exemple |?].
L’adhérence de l'orbite d’une représentation dans SL2(C) sous la conjugaison contient une
représentation dans SUj si et seulement si la trace de tout élément est un réel appartenant
a [—2,2]. L’espace des modules M (M) est ainsi un ensemble semi-algébrique réel dans
M'(M). Notons que comme le groupe SU; est compact, les orbites sous la conjugaison par
SUjg sont toujours fermées, et le quotient algébro-géométrique revient au quotient ordinaire.
Si ¥ est une surface sans points marqués de genre g alors M(X) une variété algébrique
réelle de dimension 6g — 6 si g > 2, et de dimension 2 si g = 1.

Il est parfois utile de définir ’espace des modules d’une autre maniére, & partir de la

théorie de jauge. Pour M une variété de dimension inférieure ou égale a 3, on considére le
SUs-fibré principal trivial M x SUs. Remarquons que les SUs-fibrés principaux au dessus
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de M sont toujours trivialisables, du fait que les groupes m(SUz2) et m2(SUs) sont triviaux.
La donnée d’une connexion A sur ce fibré principal revient alors a la donnée d’une 1-forme
lisse o € QY (M, suy) on suy est Palgébre de Lie de SU;. On dira qu'une 1-forme est plate
si sa courbure

1
Fa:da+§[aAa]

est nulle. Si une 1-forme est plate, son holonomie le long d’un chemin ne dépend que de
la classe d’homotopie du chemin, et la connexion permet de définir une représentation

hol(A) : mM — SU,

On note Q},(M ,SUy) 'espace des SUs connexions plates.

L’analogue de la conjugaison des représentations pour les connexions est donnée par I’action
du groupe de jauge C*°(M, SUy). Le groupe de jauge agit a droite sur Q*(M,suy) par

1

of =g lag+g 'dg

Si A = d+ « est une SUs-connexion plate, on note aussi A9 la connexion associée a of.
Cette action préserve les formes plates et ’espace quotient

Q) (M, suz)/C*(M,SUs)

s'identifie a I'espace des modules M(M).

Considérons a présent le cas ot M est une surface 3, avec des points marqués pi,...,pn
coloriés par des réels ti,...,t, €] —2,2[. On introduit des courbes simples ; pour
i € {1,...n}, de sorte que 7; borde un disque dans ¥ contenant uniquement le point
marqué p;. La définition de M(X) ne pose pas de probléme quand il n’y a pas de points
marqués, dans le cas contraire on pose:

M, (P15 t1)s -5 (Prs tn)) = {p s m(ENAP1, - pn}) = SUz / Tr(p(vi)) = ti}/ SUs

On définit de meéme

M(Z, (pr,t1), -5 (s tn)) = {p s m(E\{p1, -, pn}) = ST2(C) / Tr(p(vi) = ti}/ SLa(C)

Pour tout élément v de 71 (X \ {p1,...,pn}) on dispose d’une fonction algébrique sur M (%)
ou M'(X) définie par
F(p) = =Tr(p(v))

Comme la trace est invariante par conjugaison, f,(p) ne dépend bien que de la classe de
conjugaison de p. De plus f,(p) ne dépend également que de la classe de conjugaison de
v dans m (X \ {p1,...,pn}). Or une courbe sur ¥ définit une classe de conjugaison dans
T (Z\{p1,...,pn}), cette définition permet donc d’associer a toute courbe v une fonction
algébrique f, sur I'espace des modules.

Enfin, rappelons que tout élément de SUs est conjugué & une unique matrice

ei7r9 0
Up = < 0 e—i@)

avec 0 € [0,1]. Pour v une classe de conjugaison dans w1 (X \ {p1,...,pn}), on note h(p)
I'unique élément 6 € [0,1] tel que p(7y) soit conjugué a Uy. La fonction h, est reliée a f,
par la formule

fy = —2cos(mh.)

La fonction h. est continue sur M(X) et lisse sur f;l(] —2,2[).
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2.2 Espace tangent et cohomologie tordue

L’espace des modules est une variété algébrique réelle et n’est en général pas une variété
différentielle. Sila surface est sans points marqués, M(X) présente des singularités dés que
le genre g de X est supérieur ou égal & 2. Dans cette section, nous allons identifier ’espace
tangent & un élément [p] de M(X) & un espace de cohomologie tordue et montrer que les
points lisses de M(X) correspondent aux représentations irréductibles, les représentations
qui ne laissent invariant aucun sous-espace de C2.

Nous noterons M (X) l'ensemble des classes de conjugaison de représentations irré-
ductibles dans M(X) et M (%) I'ensemble des classes de conjugaison de représentations
abéliennes. Notons qu’une représentation & valeurs dans SUs est toujours soit irréductible
soit abélienne. L’ensemble M (X) est un ouvert dense de M(X) si g > 2.

Commencgons par des rappels sur la cohomologie tordue. Considérons un espace topologique
X connexe homéomorphe & un CW-complexe fini. On note 7 = 71(X), et on considére
V une représentation de 7. Le revétement universel X de X est muni d’une structure de
CW-complexe compatible avec 1’action de m. Le complexe des chaines C\ (f( ,Z) est alors
un Z[r|-module et on définit ’homologie de X tordue par la représentation V' par:

H.(X,V) = H,(C.(X,Z) @[@} V)
L

De méme, la cohomologie tordue se définit par: H*(X,V) = HomZ[ﬂ](C*(X',Z), V). On
définit de maniére similaire les notions d’homologie et cohomologie tordue pour les paires
d’espace (X,Y).

Les théorémes classiques d’homologie se généralisent dans ce contexte. Ainsi, on a une
version du théoréme de dualité de Poincaré. Soit NV une variété différentielle de dimension

n de bord ON, et V une représentation de dimension finie de 73 N. Pour tout k € {0,...n}
il existe des isomorphismes de dualité de Poincaré:

H*(N,V)~ H,_;,(N,ON,V) et H,(N,V)~ H" ¥(N,ON,V)

Si l’on dispose de deux représentations V' et W, toute forme bilinéaire 71 [V invariante non
dégéneérée (,) : V x W — C induit une dualité parfaite

HYN,V) x Hy(N,W) > Vew % c

ot la premiére fléche est la contraction de la cohomologie sur I’homologie.

Nous allons a présent voir que la cohomologie tordue est 1’outil approprié pour calculer les
espaces tangents des classes de conjugaison de représentations.

Etant donné un groupe m de présentation finie

T=(T1, .., Tn|T1,y. - Tm)
Pespace des représentations Hom(7, SUs) s’identifie &
{g € SUS" /ri(g) =1pouri=1...m}

On a noté r; : SUs™ — SUs, Dapplication consistant a remplacer les lettres x; du mot
r; par leur valeur g;. L’espace des représentations est lisse au point p si ’application
R=(r1,...,rm) : SUs™ — SU™ est une submersion en p.

On définit une application de conjugaison C' : SUs xHom(7,SUs) — Hom(w, SUs) par

C(g, 915 0n) = (9019, .., ggng ")
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Si l’'on a également l'injectivité de la différentielle de C* = C(-, p) en lidentité alors la
classe de p dans M(m) = Hom(7, SUs)/ SUs est un point lisse et on a

TiyM(m) = KerD,R/Tm Dy C”

Soit maintenant X un 2-complexe avec une seule O-cellule, une 1-cellule /; pour chaque
générateur x; et m 2-cellules Dy,...,D,,, ou D; est recollé sur les [; en suivant le mot
r;, de sorte que m; X = 7. On note p la représentation définie par p(x;) = g; et Ad, la
représentation adjointe de p définie pour tout & € sup par v-& = p(7)Ep(y) L. Les cochaines
d’homologie tordues C°(X, Ad,), C*(X, Ad,) et C*(X, Ad,) s'identifient respectivement a
sug , suj et suj’. De plus, le calcul de D;C” et DyR permettent d’établir que le diagramme
TiSU, 7 msur 28 msuym
1~ b~ 1~
CO(X,Ad,) & CYX,Ad,) S C*X,Ad,)
est commutatif. L’hypothése sur D1C” et D,R pour que p soit un point lisse revient
a demander que les groupes d’homologies H%(X, Ad,) et H*(X,Ad,) s’annulent. Par la
dualité de Poincaré, ceci est le cas dés que H O(X ,Ad,) = 0. Le diagramme commutatif
implique qu’on a alors
T M(E) = H'(X, Ad)

Enfin, notons que I'espace H O(X ,Ad,) s’identifie a I'espace des vecteurs invariants

{& /vy emp(v)ép(y) Tt = ¢}

Cefc espace est donc réduit & {0} dés que la représentation est irréductible, et ouvert
MM(X) de M(X) est constitué de points lisses.

Enfin, si ¥ est une surface privée de n points pi,...,pn, ce calcul permet de déterminer
la dimension de l'espace des modules M(X). En effet, dés que ¢ > 2 ou dés que n > 1
sig=0oun > 3sig =0, il existe une représentation irréductible p, pour laquelle on
a donc H°(X,Ad,) = 0 et aussi H*(%,Ad,) = 0 par dualité de Poincaré. On a alors
dim(T,yM(%)) = dim(H' (2, Ad,) = x(C*(£,Ad,)) = 3x(X) = 69 — 6 + 3n.

De plus, on peut montrer que lorsqu’on fixe les classes de conjugaison des courbes de
bord (en demandant Tr(p(7;)) = t;, onl 7; est une courbe entourant le point p;), on obtient
dim(M(Z, (p1,t1), .., (Pn,tn))) = 6g — 6 + 2n pour tout ¢ dans un ouvert U de R".

2.3 Structure symplectique

Nous nous restreignons a présent ol cas ot X est une surface 3 éventuellement privée d’une
famille de points p1,...,p,. Considérons une forme bilinéaire sur sugy, sus-invariante et non
dégénérée. Une telle forme est toujours proportionnelle & la forme B(&,n) = Tr(&n).
Cette forme bilinéaire est non dégénérée et induit pour tout p irréductible une dualité
parfaite

w,: H'(Z,Ad,) x HY(Z,Ad,) - R
Etant donnée l'identification H' (%, Ad,) ~ Tj,jM(X), ceci munit donc MTT(2) en tout
point d’une 2-forme non dégénérée. La forme w munit en fait M“"(X) d’une structure

symplectique, et la forme w est en fait fermée.
On introduit pour voir ce fait, une autre définition de la forme w, en utilisant la théorie

30



de jauge. On a vu que lespace des modules M(X) peut aussi s’exprimer comme ’espace
Q})(E, sug) des SUg-connexions plates sur X, quotienté par ’action du groupe de jauge. On
introduit une 2-forme w sur Q'(X, suy) par la formule :

w(a, B) l/ZTr(a/\ﬂ)

:271'

Cette 2-forme est une forme symplectique sur ’espace affine Ql(Z,SUQ) et le groupe de
jauge C*°(X,SU,) agit par symplectomorphismes affines sur Q(X,sup). On peut voir

la forme de courbure F, = da + =[a A a] comme une application moment pour cette

action. La théorie de la réduction symplectique assure que la 2-forme w induite sur le quo-
tient F~1(0)/C>(%,SUs) = M(X) est elle aussi une forme symplectique. Cette structure
s'identifie en fait & la premiére définition en terme de H'(X, Ad,).

2.4 Flot de Goldman et paramétrisation

A présent que nous avons muni ’espace des modules d’une forme symplectique w, toute
fonction lisse h sur M"T(Z) induit un champ de vecteur hamiltonien X}, tel que w(Xp, ) =
dh. De plus pour deux fonctions lisses f et g on peut définir leur crochet de Poisson par
{f,9} = w(Xy, Xy). Nous avons défini dans la Section ?? des fonctions f, et h, associées
a toute classe de conjugaison dans m¥. On s’intéresse a leurs crochets de Poisson et a
leurs flots hamiltoniens.

Dans l'article [?], Goldman a étudié les crochets de Poisson des fonctions f, = —Tr(p(7))
associées aux courbes simples v sur 3. En particulier, il montre le théoréme suivant:

Théoréme 2.1. [?7] Soit v et § deuz courbes simples sur X homotopes 4 des courbes dis-
jointes. Alors { f, fs} = 0.

Sur h;l(]O, 1[)Nh; (10, 1[), les fonctions h et hs sont lisses et leur crochet de Poisson est

1
bien défini. Si 7 et § sont homotopes & des courbes disjointes, comme h, = —Acos(—ﬁ),

les fonctions h. et hs Poisson commutent également. Les fonctions h. ont des flots hamil-
toniens particuliérement simples:

Théoréme 2.2. [?7] Sur h;l(]O, 1) le flot du champ de vecteur hamiltonien Xy, est bien
défini et de période 2m si v est non séparante et m si v est séparante. Notons 0 - p =
bo(Xn,)(p) ce flot et soit p le représentant de [p] tel que p(y) = Uy, ((p))-

- Si vy est non séparante, on a 0 - [p](a) = p(a) si a N~y = 0.

- Si v est non-séparante et « rencontre v une seule fois dans le sens positif, on pose
0 [)(@) = Upp(a).
Pour une courbe o générale, on peut toujours écrire a = a7' " a5y ... aFy"™* o
les courbes a; intersectent une unique fois dans le sens positif la courbe 7y, ot les n;
sont des entiers et o g; € {£1}. On étend la définition de 0 - [p] par multiplicativité.

- 7y sépare ¥ en 31 et Yo, on pose 0 - [p](a) = p(a) si a est homotope & une courbe
dans X1 et 0 - [p](a)) = Upp(a)U—_g si o est homotope 6 une courbe dans Xo.
Pour une courbe o générale, on peut toujours écrire o = (510158202 ...0k, ol les (;
sont des courbes dans X1 et les d; des courbes dans Yo et on étend la définition de
0 - [p] par multiplicativité.
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Soit 3 une surface fermée orientée connexe, pi,...,p, des points distincts dans X,
Y1, - .., des courbes disjointes qui bordent chacune un disque D; contenant p;.
De la méme maniére que dans le cas fermé, pour toute représentation irréductible p de
71 (X \ {p1,-..,pn}), on peut définir une forme bilinéaire sur I’espace tangent Tjp]M(X \
{p1...,pn}). Cependant, dans ce cas-ci les formes bilinéaires obtenues peuvent étre
dégénérées, et on obtient seulement une structure de Poisson sur M(X\ {p1,...,pn})
Soit C = {Ce, e € E} une famille de courbes qui décompose X' = ¥\ UD; en pantalons.

7

On note S I'ensemble des triplets (e, f,g) tels que Ce, C¢ et Cy bordent un pantalons
(on permet la répétition des indices). Comme les courbes C, sont disjointes, les fonctions
he, Poisson commutent. Jeffrey et Weistman [?] ont montré que ces fonctions forment un
systéme intégrable sur M(X).

Théoréme 2.3. - Les feuilles symplectiques de la structure de Poisson sont les en-
sembles ﬂh;il (t;) out € R"

- L’image de Uapplication he : M(X) — RE définie par he = (he,)ecr est le polytope

P={zeRF /o, +xp+a,<2eta.<axs+z,Ve,f g) €S}

- Pour tout x € P le flot hamiltonien des hc, agit transitivement sur hgl(x) et admet
pour période le réseau 2wA ot

Ue +Uf + Ug

A = Vectz(ue € € E, 5

, (e, f,9) € 8)

et (ue)eck est la Z-base canonique de vAZS

Par ce théoréme l'ouvert dense U = hEl(P) de M(X) est homéomorphe a ’espace
P x RF /2mA. Etant donné une section s lagrangienne de he : U — f’, on peut définir
des coordonnées (x,60) sur U par z(p) = he(p) et si p = 6 - s(z(p)) alors O(p) = 6. Ces
coordonnées vérifient que

w = Zdwe A db,

ecE

On appelle coordonnées actions-angles pour ’application moment he toute coordonnées
qui vérifient x(p) = he(p) et cette derniére propriéteé.

2.5 Lien avec le module de Kauffman

Nous allons a présent voir deux théorémes qui établissent un lien entre I’espace des modules
M' (%) = Hom(m %, SL2(C))// SL2(C) d’une surface et les modules de Kauffman K (3, A).

Théoréme 2.4. Soit C[M'(2)] lalgébre des fonctions régulieres de M'(X) dans C. L’application
o: K(%,-1) — CM (D)
Y= — [T ot £(p) = = Tr(p(v))

est un isomorphisme d’algébres.

Remarquons que cette définition a bien un sens, car les multicourbes engendrent le
module de Kauffman. Notons que le fait que cette application soit un morphisme d’algébre
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Figure 11: Lacets correspondant a la résolution d’un croisement

est une conséquence de la formule de trace fondamentale dans SLy(C): pour tout A et
B € SLy(C), on a
Tr(AB) + Tr(AB™') = Tr(A) Tr(B)

elle-méme étant une simple conséquence du théoréme de Cayley-Hamilton. Considérons
une courbe dans ¥ x [0, 1] dont la projection sur ¥ admet un croisement en un point p.
On choisit une orientation de la courbe, elle définit alors un lacet basé en p. On peut
exprimer ce lacet comme un produit oy, 3,, de sorte que I'une des résolutions du croisement
corresponde au lacet a3, ! et lautre a une union de deux courbes homotopes a ap et By,
voir Figure ??7. Comme on a

—Tr(apBp) = —(— Tr(apﬁp_l)) — (= Tr(ep)) (= Tr(Bp))

les fonctions traces vérifient bien la relation de Kauffman en —1.

La partie délicate du théoréme est de démontrer la bijectivité de ce morphisme. Ceci
est la conséquence des travaux de plusieurs auteurs. Bullock [?] a d’abord montré que
I'application de K(X,—1) dans M’(X) est surjective et a pour noyau le nilradical de
K (3, —1). Przytycki et Sikora ont ensuite montré de maniére indépendante dans [?] que le
résultat de Bullock découle des travaux de Brunfiel et Hilden [?]. Ces travaux sont basés
sur des résultats dus a Procesi [?] en théorie géométrique des invariants.

Dans |?], Sikora a montré que les algebres K (X, —1) sont en effet réduites, en étudiant
I’espace tangent des variétés algébriques associées via la cohomologie tordue. Le résultat
de Sikora conclut la preuve du Théoréme ?7.

Charles et Marché dans [?] offrent une méthode alternative pour cette deuxiéme étape, en
montrant que les fonctions traces associées aux multicourbes sur X sont linéairement in-
dépendantes. Comme K (X, A) admet les multicourbes comme Z[A, A™]-base, ce résultat
donne automatiquement l'injectivité du morphisme d’algébre.

Rappelons que nous avons défini les espaces de TQFT V;(X) comme des modules de
Kauffman en (. = —e'2r. Les racines de l'unité ¢ tendent vers —1, et le théoréme de
Bullock-Przytycki-Sikora nous permet d’identifier les algébres de Kauffman en —1. Dans
la Partie 7?7, nous aurons besoin de comprendre les algebres de Kauffman des surfaces en
¢ proche de —1 mais différent de —1.

Pour cela on considére I'élément —¢' 2" € C[[h]] et le module de Kauffman
K(S,—¢%) = K(S,4) © C[[A]

s
A=—e""2

Comme les modules de Kauffman K (X, A) et K(X, —1) ont pour bases les multicourbes,
ona K(3,A) ~ K(%,—1)®Z[A, A™], et on peut identifier K (%, —ei%h) 4 un sous-espace
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de K (X, —1)[[h]].
Le résultat suivant nous permet d’identifier les algébres de Kauffman K (3, —ei%h) comme
des déformations quantiques de 1’algébre des fonctions réguliéres sur M’(Z).

Théoréme 2.5. [?][?] Soit v et & deur multicourbes, que l'on voit comme des éléments
de K(%, —e%h) =K(X,A) ® C[h]]. On identifie cet espace avec un sous-espace de
imh
A=—e2
C[IM' (D)][[R]] par Uapplication o du Théoréme ??. Alors on a:

16 = Fyfs s o)+ olh)

Le théoréme, du a Turaev [?] est une conséquence des travaux de Goldman: dans |?|
est démontrée une formule, que nous appelerons la formule de Goldman, pour calculer le
crochet de Poisson de deux fonctions traces. Soit a et 8 sont deux courbes simples, qui
s’intersectent transversalement en un nombre fini de points. On choisit une orientation
de ces courbes. Pour p un tel point d’intersection, on note o, et 3, les lacets basés en p
donnés par les courbes o et 5. On note e(p) € {£1} 'intersection algébrique de o, et 3,
en p. Alors on a:

{fas 5} (0) = D ep)(Tx(p(pBy)) — Tr(p(aps, )

pEQNS

La preuve de Turaev dans [?]| consiste alors a identifier les termes dans la formule de
Goldman pour le crochet de Poisson aux termes d’ordre 1 dans le produit dans 1’algébre
de Kauffman.

2.6 Fibrés de Chern-Simons

Soit C une famille de courbes décomposant une surface 3 en pantalons, et h¢ 'application
moment associée, et enfin U C M(X) 'image réciproque des valeurs réguliéres de he. Nous
avons vu que U est symplectomorphe & une variété (P xT,w) ou P est un polytope ouvert,
T est un tore, et w = dee A df.. Pour terminer la préquantification de cette variété,

eck
nous allons introduire un fibré préquantifiant L et un fibré de demi-formes § provenant de

structures naturelles sur M(X).

Le fibré préquantifiant nous sera fourni par la théorie de Chern-Simons. En utilisant
la présentation de ’espace des modules par la théorie de jauge comme vu dans la Section
??, nous introduisons L = QII,(E,SUQ) x C*. On choisit une variété de dimension M telle
que OM = 3X. Pour A = d + a une SUs-connexion plate sur % et g un élément du groupe
de jauge C°°(X,SUz), qui s’étend & C°°(M,SUsz), on définit

1 ~ - 1 - - ~
(A, g) = 47T/ZTlf(g YAgng 1z‘lg)—247T/MTr(g Ydg A g dg A g™ tdg))

La quantité c¢(A, g) est indépendante du choix de M et de I'extension de g & M modulo
onZ. En effet, remarquons tout d’abord que ¢~ 'dg s’identifie a la forme ¢*0, ou 0 est

la forme de Maurer-Cartan sur SU,. La forme x = Y Tr(0 A [0 A 6), appelée forme de
7r

Cartan sur SUy, est un générateur de H>(SUy, 277).
Si nous considérons M’ et M” deux variétés de bord X, et ¢’ et ¢” des extensions de g de
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¥ a M’ et M"” respectivement. On note g 1’élément de C*°(M’ LEJW, SUs) qui se restreint

a g sur M et g’ sur M”. On a alors
/ 9" x = 2ndeg(g) € 2nZ
M’LZJW

ce qui montre que ¢(A, g) est bien défini modulo 27Z.
On peut voir que ¢(A4, g) vérifie une relation de cocycle: on a pour toute SUy connexion
plate A

c(A, gh) = c(A, g) + c(A9, h)
De ce fait on déduit que ’action du groupe de jauge sur L donnée par (A4, z)? = (A9, zeic(A’g))
est bien définie et passe au quotient en un fibré £ hermitien sur M""(¥). La connection

1
d +n sur le fibré trivial L = Q},(E, SUsz) x C*, ou 1y, (v) = 2/ Tr(u Av) passe au quotient
b

en une connection V sur L.

1
Le fibré £ est appelé fibré de Chern-Simons et sa courbure est —w ol w est la forme sym-
i

plectique sur M7 (). Il s’agit donc d’un fibré préquantifiant.
Ce fibré est liée a la fonctionnelle de Chern-Simons, qui pour toute variété M de dimension
est une fonction C'S : M(M) — R/27Z définie par la formule:

CS(a) = %LF/M Tr(AN[ANA)])

Remarquons que A A A A A est une 3-forme dans Q3 (M, su$®) et donc Tr(A A [A A A]) est
dans Q3(M, R), I'intégration donne donc bien un nombre réel.

La fonctionnelle C'S est a priori définie sur Q' (M, suy), mais pour M sans bord, on a la
formule suivante

12

ou x est la forme de Cartan introduite ci-dessus. De méme que précédemment, on voit

CS(A9) =CS(A) + 1 /M "X

1
que la quantité W(g) = Y g"x = 2mwdeg(g) est un multiple entier de 2w. On peut
T JM

montrer de méme que si M a du bord, C'S(A) ne dépend que de la restriction de A au
bord.

Si M est une variété de bord ¥ et a; une famille & un paramétre de connexions plates sur
M, le théoreme de Stokes permet de démontrer la formule:

d

dt

1 d
CS(ay) == [ Tr(ap N —
o 2 /s dt

th)
t=0

Autrement dit, la fonctionnelle de Chern-Simons sur une variété a bord M induit une sec-
tion plate du fibré tiré en arriere r*L sur M(M), ou r : M(M) — M(X) est 'application
de restriction.

Sur l'invariant de Chern-Simons, terminons par un calcul qui éclairera la signification de la
formule asymptotique que nous prouverons dans la Section ??. Considérons un scindement
de Heegaard M = H LZJ H', et deux points pg et p de M""(M).

On note 7 I'application de restriction M(H) — M(X) et r’ la restriction M(H') — M(X).

On note Ag = d+ ap et A =d + « les connexions associées a pg et p.
On a CS(a) = CS(alg) — CS(alyr) et de méme pour .
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La difference C'S(a) — CS(ap) peut alors s’exprimer comme ’holonomie du fibré £ le
long d’une courbe 7,, , définie de la fagon suivante:

La courbe 7,, , joint pg & p par un chemin dans r(M(H)) C M(X) puis p & pp par un
chemin dans 7'(M(H")) C M().

Si cette courbe borde un disque D, ,, cette quantité est également I'aire symplectique du
disque D, ,, puisque le fibré £ a pour courbure w.

2.7 Structure métaplectique

Nous introduisons dans cette section la notion de structure métaplectique sur une variété
symplectique et montrons que 'espace des modules M(X) en admet une. Nous allons
également expliquer pourquoi cette structure permet de construire des fibrés de demi-
formes.

Soit n € N*, rappelons que le groupe symplectique réel SPo,(R) est connexe, et que son
groupe fondamental est Z. Ce groupe admet donc toujours un unique revétement non
trivial d’ordre deux, qu’on appelle le groupe métaplectique et qu’on note MPs, (R).
D’autre part, le groupe linéaire GL,(R) peut toujours étre plongé dans SP9,(R) via le

morphisme de groupe
m: GLp(R) — SPa, (R)

Il existe alors un unique revétement double ML, (R) de GLy(R) muni d’un plongement
7 : ML, (R) — MP,,(R) tel que le diagramme

™

ML,(R) < MPy,(R)
2 \:
GL,(R) < SP2,(R)
soit commutatif. Ce groupe est nommé groupe métalinéaire. Il est isomorphe au groupe
GL(R) x Z/AZ.
On peut alors construire un morphisme det? : ML, (R) — C par la formule

det? (A, z) = i®/det(A)

dont le carré passe au quotient par la projection en le morphisme det sur GL,, (R).

Etant donné (V,w) un espace vectoriel symplectique de dimension 2n, une base symplec-
tique de V' est une base (e1,...,en, f1,..., fn) de V telle que w(e;,ej) =0, w(fi, fj) =0
et w(ei, f]) = (51‘73‘. ~

Une structure métaplectique sur V' est un ensemble R(V') sur lequel MPy,, (R) agit et muni
d’une projection équivariante sur I’ensemble R, (V') des bases symplectiques de V.

On définit de méme pour W un espace vectoriel de dimension n une structure métalinéaire
sur W comme un ensemble }A%(W) sur lequel ML,,(R) agit et muni d’une projection équiv-
ariante R(W) — R(W) ot R(W) est I'ensemble des bases de W.

Etant donnée une decomposition V = L @ L' de V en somme de deux lagrangiens, une
structure métaplectique sur V' induit par restriction aux bases adaptées a la décomposition
une structure métalinéaire R(L) sur L.

Une structure métalinéaire induit un fibré de demi-formes det%(L) en quotientant le pro-
duit R(L) x C par la relation

(h-r,z)~ (r, det%(h)z)
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On a alors un isomorphisme det%(L)(@2 ~ det(L) = A" L.

Considérons maintenant la variété symplectique M = M (2) munie d’une application
moment h¢ associée & une décomposition de X en pantalons C. La variété M admet une
structure métaplectique, c’est-a-dire un fibré R(M) sur M dont la fibre R(M), en z est
une structure métaplectique sur T, M.

Ce résultat est obtenu de la facon suivante: on sait de maniére générale qu'une structure
meétaplectique sur une variété symplectique M existe si et seulement si la deuxiéme classe
de Stiefel-Whitney wy(M) s’annule. Un calcul de classe de Chern dans [?] montre que
cette classe est nulle et donc que la structure métaplectique existe. Voir aussi |?| pour une
méthode alternative pour exhiber la structure métaplectique sur M = M7 (%).

2.8 Holonomie en paramétrisation réelle

Dans cette section, nous allons expliciter ’holonomie des fibrés de Chern-Simons et de
demi-formes que nous avons introduit le long des tores associés au systéme intégrable h¢.
Notons P le polytope image de l'application moment h¢, l'intérieur P du polytope est
I’ensemble des valeurs réguliéres de h¢. Pour tout x € M le noyau de la différentielle d,he
est un sous-espace lagrangien L, de T, M. L’espace des lagrangiens transverses & L, étant
affine, on peut choisir continiiment une décomposition lagrangienne T, M = L, & L),. La
structure spin sur M induit alors une structure métalinéaire sur chaque L., et le fibré
dont la fibre en x est donnée par §, = det%(L) est alors un fibré en droites complexe,
appelé fibré de demi-forme. Le fibré L étant trivial, le fibré § est plat et admet donc une
connexion plate.

Sur chaque fibre h, L(z), le fibré £ est également plat, puisque sa courbure est multiple de
w et les fibres de h¢ sont lagrangiennes. Une telle fibre est alors appelée fibre de Bohr-
Sommerfeld de niveau r si et seulement si il existe une section plate de £L" ® ¢, c¢’est-a-dire
si I’holonomie du fibré £" ®  restreint a la fibre est triviale. Les fibres de Bohr-Sommerfeld
joue un role particulier dans la théorie de la quantification géométrique, comme nous allons
I’expliquer dans la section suivante. L’étude des fibres de Bohr-Sommerfeld fournissent un
autre lien entre la géométrie de ’espace des modules et les TQFT de Witten-Reshetikhin-
Turaev.

En effet, il a été pour la premiére fois observé dans [?] que la dimension des espaces
V. (X) est égale au nombre de fibres de Bohr-Sommerfeld des applications he. La preuve
de Jeffrey et Weistman repose sur un calcul explicite de ’holonomie du fibré de Chern-
Simons dans cette paramétrisation. Ce calcul est repris dans [?] en ajoutant des fibrés de
demi-formes. On obtient le résultat suivant:

Proposition 2.1. [?]Soit 3 une surface fermée et C une famille de courbe la décomposant
en pantalons et he : M(X) — P lapplication moment associée.

Ue +Ur + U
On note pour e € E ouv = (e, f,g) € S, ue et u, = %fg les générateurs du

1 .

réseau 2—A défini dans la Section 7?. Pour a € P, a + tu, (resp. o+ tu,) parcoure 27w
™

périodiquement (resp. m-périodiquement) un lacet Yo,c (Tesp. Yaw) dans hg'(P). Alors

- L’holonomie de L le long de Yo est e*™

- L’holonomie de L le long de o, est gim(aetagtag)
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- L’holonomie de ¢ est 1 le long des vq. et —1 le long des vyq-

Ainsi, a € p représente une fibre de Bohr-Sommerfeld de niveau v si et seulement si
ra € rP est un coloriage r-admissible.

3 Quantification géométrique

La Section ?? nous a permis d’introduire les TQFT de Reshetikhin-Turaev. On a construit
aingi, & partir de la donnée géométrique d’une surface 3, une suite d’espaces vectoriels
V. (X) et associé aux courbes ~ sur la surface des endomorphismes de V,(X). L’objet
de la présente section est d’introduire une procédure générale, appelée quantification
géométrique, qui & partir de la donnée géométrique d’une variété Kéhlerienne munie de cer-
tains fibrés en droites (M, w, L, d) construit de tels espaces vectoriels et endomorphismes.
Une telle variété est dite préquantifiée.

Nous avons vu a la Section 7?7 que M(X) était naturellement munie d’une structure sym-
plectique, et de plus on a introduit deux fibrés: le fibré de Chern-Simons et un fibré de
demi-formes pour construire une structure de variété préquantifée sur M(X).

Enfin, nous expliquerons qu’on peut associer & une variété préquantifiée M une suite
d’espace vectoriels et aux fonctions lisses sur M des opérateurs appelés opérateurs de
Toeplitz. On décrira la forme des vecteurs propres de ces opérateurs.

3.1 Variétés préquantifiées et opérateurs de Toeplitz

Soit M une variété Kédhlerienne compacte de dimension complexe n, on note w sa forme
symplectique. Tout fibré L en droites complexes muni d’une structure hermitienne est
localement holomorphiquement trivialisable. Si dans une telle trivialisation locale, la forme
hermitienne sur L s’écrit hy, = e alors on définit la courbure de Chern de L par ¢(L) =
00¢p. On appelle fibré préquantifiant sur M tout fibré en droites complexes L de courbure
1
(L) = -w.
i
M étant une variété complexe de dimension n, le fibré des n-formes holomorphes Q™°T* M

est un fibré en droites complexe sur M. On appelle fibré de demi-formes tout fibré en droites
6 muni d’un isomorphisme de fibré

@092 - QMO M

Une variété complexe n’admet de fibré de demi-formes que si I’obstruction donnée par
la deuxieéme classe de Stiefel-Whitney wy(M) s’annule. Si tel est le cas, comme on peut
toujours tordre un fibré de demi-formes par un fibré plat d’holonomie dans {£1}, ’ensemble
des fibrés de demi-formes est un espace affine paramétré par H'(M, {£1}).

Définition 3.1. Une variété préquantifiée (M,w, L, ) est une variété Kdihlerienne M de
forme symplectique w munie d’un fibré L préquantifiant, et d’un fibré § de demi-formes.

La variéte M étant compacte, pour tout entier 7 > 0, les ensembles H, = H(M, L" ®0)
des sections holomorphes des fibrés en droites L™ ®4 sont des espaces vectoriels de dimension
finie. Notons h la structure hermitienne sur le fibré L"®4. Cette structure induit un produit
scalaire hermitien sur H, par la formule suivante:

(s,8') = /M h(s,s’)%
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Les sections s de L ® 6 telles que la norme ||s||> = (s, s) est finie sont appelées sections
L? de L" ® 6. Les sections holomorphes sont également L2, car continues et car M est
compacte. On note I'ensemble de ces sections L?(M, L" ® §).

On dispose alors d’un opérateur de projection orthogonale

I, : L*(M,L" ® 6§) — H'(M,L" ® §)

Définition 3.2. Soit (f;)ieny une suite de fonctions dans C*°(M). On dit qu’une suite
T, € End(H(M,L" ® 0) est un opérateur de Toeplitz si pour tout k la suite d’opérateurs

TLr—Iromy 1y,

est un O(r_k_l) pour la norme d’opérateur associé & la norme L2
Dans ce cas, la série formelle f = fo+ hf1 + ... € C(M)[[h]] est appelé le symbole de
DVopérateur T, et fo est son symbole principal.

Remarquons que si f est une fonction non nulle, la norme des opérateurs II.my est
équivalente a ||f]|co. Ceci implique en particulier l'unicité du symbole d’un opérateur de
Toeplitz.

Nous serons amené & introduire dans la partie ?? une définition un peu différente d’opérateur
de Toeplitz, puisque nous étudierons une variété Kihlerienne non compacte M. La variété
M sera en effet donnée par un ouvert dense de M(X) correspondant aux valeurs réguliéres
d’une application moment.

Nous détaillons dans cette introduction les résultats classiques sur les opérateurs de Toeplitz
dans le cas M compact. Les opérateurs de Toeplitz sont stables par composition:

Théoréme 3.1. [7] Soit f,g € C(M)[[h]] et Ty et Ty des opérateurs de Toeplitz sur M.
Alors lopérateur Ty o Ty est un opérateur de Toeplitz dont le symbole f * g ne dépend que
de f et g. L’application

C*(M)[[R]] x C*(M)[[A] — C(M)[[A]
f g — f*g

munit C°°(M)[[h]] d’une structure d’algébre stellaire. On a:

Feg= fogn+O) et Fxg g% ] =" {fo, g0} + O(R?)

Rappelons qu'un produit stellaire est un produit associatif et C[[h]]-linéaire sur C°°(M)][[h]]
et dont 'ordre 0 correspond au produit sur C*°(M). A Dlordre 1, un tel produit s’écrit
toujours:

f*g= fogo+h(figo + fog1 + Bi(fo,90)) + O(h?)

ou Bjp est une forme bilinéaire dont la partie antisymétrique est un crochet de Poisson.
On appelle une équivalence de jauge sur C°°(M)[[h]] une application

D= C*(M)[[n]] = €= (M)][[h]]
telle que D = Id + ZhiDi ou les D; sont des opérateurs différentiels. Deux produits

i>1
stellaires * et [ sont dits équivalents s’il existe une équivalence de jauge D telle que

fxg=D(D7(f)OD (g))
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Un calcul classique montre que pour deux produits stellaires équivalents, la forme B; a
méme partie antisymétrique et de plus tout produit stellaire est équivalent & un produit
tel que Bj soit antisymétrique. L’équivalence de jauge est alors unique a 'ordre 1.

En conclusion, il existe un opérateur différentiel D tel que si o1(f) = f1 + D(fo), alors
pour le produit stellaire * défini par la composition des opérateurs de Toeplitz vérifie

o1(f *g) = foo1(g) + o1(f)g + %{fo,go}

Cet opérateur est unique modulo un champ de vecteur. La quantité o1(f) est alors un
symbole sous-principal de Weyl de I'opérateur T'.

3.2 Spectres et vecteurs propres des opérateurs de Toeplitz

Déterminer le spectre et les vecteurs propres d’opérateurs différentiels est un probléme
fondamental en analyse, pour lequel les méthodes de I'analyse micro-locale s’avérent trés
fructueuses. Un premier exemple classique de l'utilisation de telles méthodes est celui
de lapproximation BKW pour déterminer les solutions v € C®(R) de l'équation de
Schrodinger

(H—E)u=0
~ ~ d?
ou H est I'opérateur de Schrodinger H = _hﬁ + V(x) avec V € C*°(R). La méthode
x

S(x)

"“h avec

BKW consiste a chercher des solutions de la forme a(z)e

a(@) = S a;(2) (h)

Jj=>0
Appliquer formellement 1’équation & cet Ansatz produit I’équation eiconale
S'(z)*+V(z)-E=0

et des équations de transport

17 1!

a;_1(x) + 2a;~(x)S'(x) +aj(x)S (x) =0

S(z)

h

On peut alors résoudre ces équations et donner un sens aux solutions formelles a(x)e
pour obtenir des solutions de I’équation de Schrodinger. Nous renvoyons & [?] pour une
exposition détaillée de ces techniques.

Borthwick, Paul et Uribe ont introduit I'idée dans [?] d’utiliser une méthode perturbative
semblable a la méthode BKW pour calculer les vecteurs propres d’opérateurs de Toeplitz,
en les exprimant comme des sections lagrangiennes. Cette approche a ensuite été dévelop-
pée par Charles [?].

Dans le cas simple ot M est de dimension 2 et T,f est un opérateur de Toeplitz de sym-
bole principal fo = h et de symbole sous-principal nul, Charles obtient dans [?] le résultat
suivant sur le spectre de 'opérateur T’.

Théoréme 3.2. [?[Soit M une variété préquantifiée de dimension 2 et T! un opérateur
de Toeplitz de symbole principal fo et symbole sous-principal de Weyl nul.

On considére un intervalle |a, b] inclus dans les valeurs réguliéres de fo. Les opérateurs TTf
étant auto-adjoints, on note \| < ... < X, _y leurs valeurs propres dans |a,b[, Ay la plus
grande valeur propre de T, strictement inférieure a a et N, la plus petite valeur propre
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a+ Aj _b—i—)\};r

et b(r)
Soit By < ... < B[ les éléments de ]a,b| tels que I’holonomie de L" ® 0 soit triviale sur
f3H(B:). Alors, a partir d’un certain rang, les valeurs propres de T dans Ja(r),b(r)[ sont

strictement supérieure & b. On pose a(r) =

toutes simples, k, =1, et enfin il existe une constante C telle que |\] — BI'| < — pour tout
r

r assez grand et tout i € {0,..., k. }.

1
Si une suite E” = Eg+ - E'+0(r~?2) est telle que I'holonomie de L™ ®¢ sur f; ' (E,) est
T

triviale & O(r~1) pres, alors ce théoréme implique que E” est proche a O(r~2) du spectre
Spec(T/). On dit dans ce cas que E, vérifie les conditions de Bohr-Sommerfeld a O(r~1)
pres.

On définit un quasimode comme une suite de vecteurs 1, de norme O(r™) pour un certain
m telle que

T;wr = 7“1/}1” + O(rik)
pour tout k, le O étant au sens de la norme L? sur les sections de L” ® 4.

1
Un quasimode pour E, = E® + =E' + ... vérifiant les conditions de Bohr-Sommerfeld se
r

concentre sur les lignes de niveau h = E°, le supremum de ), sur tout compact disjoint
de ces lignes de niveau est un O(r~*) pour tout k.

Considérons (M,w, L,0) une variété préquantifiée avec M compacte de dimension réelle
2n, et h = (hi)i<i<n : M — R" une application moment, qu’on suppose analytique. En
particulier, les h; Poisson commutent. Soit 7T, Tl, ..., I7" des opérateurs de Toeplitz qui com-
mutent deux & deux, de symboles principaux les h; et de symboles sous-principaux de Weyl
nuls. Le théoréme d’Arnold-Liouville assure que h~'(z) est un tore de dimension n si =
est une valeur réguliére de h. On s’intéresse au spectre joint

Spec(Ty) = {(A1, .-, An) /30 € Hy [Tio = Nip}

1
Un quasimode pour une suite E, = EC+ ~E' 4+ ... € R" est une suite de vecteurs 1, € H,
r

de norme |[¢p,|| = O(#™) pour un certain m et tels que T'tp, = Ei). + R, ol le reste R,
est un O(r_k) pour tout k. On va pouvoir construire des quasimodes & partir de section F'
holomorphe de L qui sont plates sur h_l(EO). Notons que comme les fibres réguliéres de h
sont analytiques, on peut étendre une section plate de L sur h_l(E(]) holomorphiquement
sur un voisinage de h ™1 (Ep).

Le résultat suivant est démontré dans [?]:

1

Théoréme 3.3. Soit E, une suite d’éléments de R" telle que E, = E° + —E' + O(r™2),
T

avec E° une valeur réguliére de h. Alors on a:

- E, € Spec(T;) + O(r™1) si et seulement si I’holonomie de L" ® & sur le tore Ap, =
hY(E,) est triviale & O(r~') prés. Clest la condition de Bohr-Sommerfeld.

- Soient F' et g des sections de L et §, 4 support compact et holomorphes sur un
voisinage de Ag,. Si de plus F' est plate et de norme 1 sur Ag, et de norme < 1
ailleurs, et que g vérifie les équations de transport EXhig = 0 alors le vecteur ¥, =

Fg

TF gl de H, vérifie

A 1
quwr = rwr + O(ﬁ)
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et Y, est proche a O(r_l) prés d’un vecteur propre joint des TZ.

On donnera un énoncé plus précis de ces résultats dans la partie 77.
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Partie 111

Asymptotic formulas for curve operators in
TQFT

In this section, we show that the matrix elements of the curve operators 7,/ € End(V,.(X))

. . : . 1
associated to multicurves v on a surface ¥ have an asymptotic expansion in orders of —.

Furthermore, we give a formula to compute the first two terms in terms of trace functionTs,
generalizing results of [?].

This property, proved in [?] for the punctured torus and the 4-holed sphere, was used by
them to show that curve operators on these surfaces are Toeplitz operators and to obtain
the semi-classical behavior of many quantum invariants.

Our result is a first step in order to present curve operators as Toeplitz operators, as we
will do in Section ?7.

4 Introduction

Let 3 be a compact oriented surface. As was explained in Section 77, the vector spaces
V,(X) come with a natural Hermitian form and for each banded graph T, such that the
boundary of a regular neighboorhood of T" is ¥, there is a natural Hermitian basis (¢.)cer, ,
labelled by the set U, of r-admissible colorings ¢ : £ — Z of the set E of edges of I'.
Then the matrix coefficients of the curve operators admit a presentation as below:

_ c 1
TYpe =2(v) Z F/Z(;, ;)Soc+k
k:E—7Z
Here, € is the element of H'(T',0T,Z/2) dual to the multicurve L, on T' that has ¢, — 1
parallel strings along each edge e of I'. The factor ¢(v) is just a sign and is always trivial
if T is planar. Furthermore, we have an open set U C R¥, such that for ¢ € U,, we have

‘e U, and F}! are smooth functions on a neighborhood of U x {0} in U x [0, 00).

r
This result extends a result of |?], which studied the case of curve operators on the punc-
tured torus and the four-holed sphere. In this article, an asymptotic formula was given

to characterize the first two asymptotic terms of the F}' in orders of — as Fourier coeffi-
r

cients of trace functions f, on the moduli space M(X) = Hom(m(X),SUz)/SUs, where
fy i p = —tr(p(y)). We generalize the approach and the asymptotic formula of [?]. We
notice a new phenomenon, not appearing in the simple case of the four-holed sphere or
the pointed torus: oscillating signs appear in the matrix coefficients of curve operators. To
control these signs we introduce the intersection algebra:

First let 7 be the natural map HY(I',Z/2) — H'(T',0T,Z/2) and B be its image. The

intersection algebra of I is:
Ar = EB Ch]
[leB
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with the product [7][6] = (=1)"[y + 6] where 7(8) = ¢ and N is the intersection form
HYT,0T,Z/2) x HY(T',Z/2) — Z/2.

We remark that > can be seen as the gluing of two copies of I" along their boundaries and
that there is a continuous folding map p : ¥ — I'. The composition of this map and =
induces a map p, : H(%,%/2) — H(T,0T',Z/2).

Then for each morphism of algebras x : Ar — C we introduce the -symbol:

o(1,0,h) = ZFIZ(Tv h)@ikGX(p*(’Y))
ecl

Theorem 4.1. Let C be the pants decompostion of 3 induced by I' et he the associated
momentum mapping. IR, an action-angle parametrization of M(X) such that we have the
asymptotic expansion:

o(1,0, 1)) = f(Ry Z afe g7 1 (Bx(7:6)) + o(h)

where f is the trace function on M(X) introduced above.

This formula is very similar to the one in [?] which gives an approximation at order 1

of curve operators in the geometric setting of TQF'T by Toeplitz operators having trace
functions as principal symbols and whose subprincial symbols are computed in terms of the
Laplacian of trace functions. Their methods using the geometric framework of TQFT and
the Hitchin connection are quite different from ours which is more based on skein theory
and the continuation of the work of [?].
The proof of [?] in the case where ¥ is the punctured torus and the four-holed sphere
relied on explicit computations for some simple set of curves that generates the Kauffman
algebra of X, then extending the result to general curves. This approach failed in higher
genus as no simple set of generators is known. Instead, we developped a more conceptual
and systematic method, which relies on the study of algebraic properties of the -symbol
and the Kauffman algebra of 3.

The authors of [?] used the asymptotic estimation to construct a framework for curve
operators on the punctured torus and the four-holed sphere as Toeplitz operators on the
sphere. This allowed to implement the WKB-approximation for eigenvectors, and deduce
asymptotic expansions of quantum invariants (such as a new proof of the asymptotic ex-
pansion of 6j-symbols, and an expression for the punctured S-matrix). The asymptotic
formula we compute for matrix coefficients of curve operators on general surfaces will allow
us to see curve operators as Toeplitz operators associated to trace functions in Section ?7.

It will also yield asymptotics of many quantum invariants, as we will also explain in Section
77

5 Matrix coefficients of curve operators

We consider a surface 3 with marked points (p1,¢1), ..., (Pn, ¢). We have seen in Section
77 that the TQFT of Witten-Reshetikhin-Turaev associate to such a surface a finite dimen-
sional Hermitian vector space V,.(X, ¢). Moreover, for v a multicurve on ¥\ {p1,...,pn}, or
more generally an element of K (X, ¢, () we have defined an endomorphism 7} of V,.(¥, ¢)
such that the map
T K(2,¢) — End(V(2,8)

v o— 17
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is a morphism of algebras.

Furthermore, to any pair of pants decomposition of ¥ by a familly of curves C = (Ce¢)eck
and to any dual banded trivalent graph I' to the decomposition, we recalled that there is
an Hermitian basis (¢¢)cev, of the space V,.(X, ¢). The index set U, is the set of admissible
coloring of edges e € E of I'. We explained that a coloring is admissible if the following
conditions hold:

- For each edge e connected to a univalent vertex p; one has c, = ¢;.
- For any triple of edges e, f, g adjacent to the same vertex one has

® c.+cp+cyisodd
® c.tcy<cy
® Ccotcptcy <2

For the remainder of this section, we fix a surface ¥ with marked points p1,...,p, and
we fix t1,...,t, € QNJ[0,1]. We define colorations of the marked points as (&.); = rt;.
Thus we will need to suppose that r is a multiple of D, the least common denominator of
the t;, so that (¢); are integers. For any multicurve 7, and r a mutiple of D, T)) is an
endomorphism of V,.(X, ¢,.). We fix a pants decomposition {C,}.cp of ¥ and a compatible
trivalent banded graph I" drawn on ¥, and thus a Hermitian basis (¢.)ccv, of V-(%, ) as
explained above.

Note that the data of I' give us a cell decomposition of 3 into a bunch of hexagons,
by the boundary components of I', and the curves C.. For each e € E, we name C’; (re-
spectively C) the segment I'N C, (resp. C \ Int(C, NT)), see Figure ?7.
We will associate to each admissible color ¢ an element ¢ of H(X,Z/2) by writing, for
v € Hi(2,Z/2):

o(y) = H(,1)(ce—1)(0;*(7)+02'*(7))

eckE

In this formula, C.* (resp. C.*) is the cellular cochain dual to C, (resp. C. ). We can check
that the such defined ¢ is indeed a cocycle as its value on the boundary of each hexagon
is of the form (—1)%t¢T¢ =1 for e, f, g three adjacent edges, which equals to 1 as ¢ is an
admissible color.

There is also a way to think of () as computing an algebraic intersection modulo 2 of
curves. If ¢ is an admissible coloring of the graph I', we obtain a multicurve L. inside
I' by taking ¢, — 1 parallel strings along the edge e of I' for any e € F and then joining
strings together at trivalent vertices without intersections. Furthermore, the surface ¥ is
obtained by gluing two copies of the banded graph I'. Indeed, the complement of I' in
> is a trivalent banded graph homeomorphic to I'. Thus we get a continuous "folding"
map p : ¥ — I' by identifying the two banded graphs. The map p and the projection
m: Hi(I',Z/2) — Hy(T',0T",Z/2) induces a map p, : H1(%,Z/2) — H(I',0T",Z/2). Then
¢(y) is simply the intersection L. - ps (7).

We introduce a set U of "real admissible colorations", that we view as a set of limits

of admissible colorations in U,. Recall that we denote by S the set of triples (e, f, g) such
that C¢, Cy and C, bounds a pair of pants. Also for 1 <7 < n we call e; the edge adjacent
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Figure 12: A banded graph compatible to a pants decomposition of % by the curve C, and
the associated cell decomposition of a pants into hexagons

to the marked point p;. Then we define:

U={r:E—= (0,1)|V(e,f,9) €S, Te+ 7 +74 <2, Te <Tp+ 17y,
and for 1 <i<n, 7., =t;}

It was seen in Section ?? that this set is the interior of the image of M(X) by the momen-

TY(p(Ce))))eeE

1
tum map he = (—Acos(
0 2

. . c
We can now give an expression for 7))@, when — tends to an element 7 € U when
T
T — +00.

Theorem 5.1. Let v be a multicurve in X\ {p1,...,pn}. We introduce an open set V., C
U x [0,1] by the formula

Vo, ={(1,h) | (e +eehl)eer €U , Ve € {£1}F}

Then
1) There are smooth functions (Fg)sz%Z on Vy such that we have for any c € U,,

r (AOC - C Z F’Y (Pchk
k:E—Z

2)Let I, = 4(y N Ce). If there exists e € E such that k. > I. or such that ke # I.(mod 2),
then F,Z =0.

We recall that here, € is an element of H'(X,7Z/2), so that &(y) is just a sign. So up to
this oscillating sign which varies with the level r, the matrix coefficients of curves operators
are converging when r — +o00. One might remark that this sign factor did not appear
in [?], but it can be shown that it is trivial when the banded trivalent graph I' is planar
(which was the case for the punctured torus and the four-holed sphere).
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The two points of the theorem are proved by doing local computations, working in each
pants of the pants decomposition of X. The proof is rather technical but not difficult and
relies on fusion rules in TQFT. It will be detailed in ?7.

The coefficients F,Z can be computed recursively for any surface ¥ (together with pants
decomposition C and trivalent banded graph T'), but are uneasy to make explicit. How-
ever, we will provide a formula to get the first two term F}', and F}/; of their asymptotic

. 1
expansion in orders of A = —:
r

Fl(r,h) = F]ZO(T> + ﬁF]Z,I(T) + o(h)
To state our asymptotic formula, we have yet another definition to give.

We defined the intersection algebra Ar as

Ar = C - [q]

aeB

with the product structure given by [] - [6] = (=1) [y 4 §]. We will explain in ?? that
the form we defined on B does not depend on the lift of «, is bilinear and symmetric, thus
the product we obtained on Ar is really associative and actually commutative.

Now Ar is a commutative C-algebra of dimension [ = 2%, where d is the dimension of B.
Define Ar to be the set of algebra morphisms Ar — C. Then [ is the cardinal of Ar, and
Ap is isomorphic to C!, by the map a € Ap — (X(a))xeflp‘

An important case will be if the banded graph I' can be embedded in the plane, then B
has dimension 0 and A is just C.

Definition 5.1. Let v be a multicurve on . For all 6 € (R/2rZ)¥ and (1,h) € V,,
we define the -symbol of T)) as the following element of Ar:

o'(1,0,h) = Z Fy(r, h)eikhe[P*W)]
k:E—Z

Let us add a few remarks on this definition:
1) To begin with, the sum over k : E — Z is actually a finite sum, as only a finite number
of coefficients F,Z does not vanish by the second point of Theorem ?7. Furthermore, we

wrote k - 0 for Zk606. Also, we will often omit the p, and just write [v] for the element

ecl
[p« ()], when y is a multicurve.
2) We will often refer to the zero order in A of the i-symbol, that is o7(7,0,0), as the
principal symbol of 7).
3) For a fixed (7,6,h), the definition of the t-symbol only introduces v — o7 (7,6, h)
as a map £rom multicurves to Ap. We extend it by multilinearity to obtain o(7,0,h)

K(3,—e 2 ) — Ar[[h]], as K(%, —e@) is spanned by multicurves.
The Fourier coefficients of the -symbol of T/ are the matrix coefficients of 7). Thus the

asymptotic behavior of these matrix coefficients are entirely captured by the -symbol.
We use it to state our main result:
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Theorem 5.2. Let vy be a multicurve on 3. The 1p-symbol o7 (1,0, h) of the curve operator
T has the following asymptotic expansion:

o7(1,0,h) = o7(1,0,0) + 2123739 (7,6,0) + o(h)

and writing O';(T, 0) = x(c7(7,0,0)), we have O';Z(T,G) = fy(Ry(7,0)) = —Tr(R\(7,0)(7)),
where the Ry are action-angle parametrizations associated to the momentum map he on

M(E) = Hom(mi (2 \ {p1, ..., pn}), SU2)/SU2
differing only by the origin of angles.

The above theorem is quite similar to results obtained by Andersen and Gammelgaard
in [?] in the geometric framework of Witten-Reshetikhin-Turaev TQFT. The geometric
framework for TQFT consists of providing a compact closed surface 3 with a particular
complex structure o in the Teichmiiller space 7 of ¥. The moduli space of ¥ has an
associated structure of Kahler manifold M,. It is then possible to identify TQFT vector
spaces V;.(X) with spaces of holomorphic sections H(M,, L"), where L is the Chern-Simons
vector bundle. The theorem 7 of [?] shows that curve operators 7, are approximated at
order 1 by Toeplitz operators of principal symbol f, and subprincipal symbols

Dofy+iV g fy

where X7, is the (0,1)-part of the Hamiltonian vector field for the Ricci potential.

An alternative proof of Theorem ?? could be to combine the results of |?] with results
explaining how these Laplace operators degenerate when the complex structure on ¥ con-
verges to the pair of pants decomposition. See |?| for an outline of such techniques, where
it is explained how the complex structures on M(X) degenerate as o converges to a pair
of pants decomposition.

The proof of Theorem ??, giving an asymptotic formula for the i-symbol, will be the
goal of Sections 77 and ??. It will rely heavily on the following property of the 1-symbol,

imh

that explains its compatibility with the product in K (X, —e 2 ):

Proposition 5.3. Let v and 6 be two multicurves on . Then we have the following
asymptotic expression:

o7(7,0,h) = (U’V(T, 0,h)o° (7,6, h) + Z@ o7 (1,0, 1)dp,0° (1,0 h)) o(h)

This expression is similar to the composition of symbols of Toeplitz operators. This is
not a surprise as curve operators can be approximated at order 1 by Toeplitz operators by
[?]. The Theorem 8 of [?] gives the order 1 of the symbols of the composition of two such
operators. It could again be possible to derive this result by degenerating the complex
structure to a pair of pants decomposition.

According to this proposition, the principal symbol o'(7,6,0) : K(X,—1) — Ar is a
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morphism of algebras. Recall that there is an isomorphism between the algebras Ar and
CAr, the components of which are morphisms we named x : Ar — C. Then the maps
oy =xo00(7,6,0) : K(3,—1) = C constitutes a collection of algebra morphisms.

We will then use the theorem of Bullock to show that these morphisms have the form
f € CIM'(2)] — f(Ry), for some representations R, of m1 (X \ {p1,...pn})-

Finally, we identify precisely the representations R, and how they depend on (7,6) by
checking the special values of the 1-symbol on the curves C..

As for the computation of the first order term, we proceed in a similar fashion: first
we will show, using only Proposition 77 that this term is related to derivations of algebras
K(3,—-1) — A, then by studying the values of the -symbol on the curves C. and an
other family of curves D., we show the first order term is indeed given by the formula in
Theorem ?77.

6 Computations of curve operators using fusion rules

This section is devoted to the skein theory computations that will be needed in order to
prove Theorem ?7. We describe the general form of matrix coefficents of curve operators,
and give examples of explicit computations of the coefficients FIZ and the v-symbol o7 for
some curves -.

6.1 Fusion rules in a pants decomposition

In this paragraph, we will work with a fixed closed oriented surface ¥, along with a pants
decomposition by a family of curves C = {C,}ccp. We can consider n, > 1 parallel copies
(C¥)1<k<n, of the curves C, so that the curves C¥ cut the surface ¥ into a collection of
pants {Ps}scs and annuli {4* ec B, 1<k <n,—1}.

We recall that to this pants decomposition is associated a Hermitian basis . of V;.(X), of
which we will recall the construction:

Let T'" be a banded trivalent graph compatible to the pants decomposition C of ¥ as in
Subsection ??. We recall that I' is viewed as drawn on ¥. Given an admissible coloring
¢ : E— Cy, we define 9. € K(X;¢;(,) as follows:

- Replace each edge e of I' by ¢, — 1 parallel copies of e lying on ..

- Insert in the middle of each edge the idempotent f.._1 where we recall that fj is
k-th Jones-Wenzl idempotent.

- In the neighborhood of each trivalent vertex, join the three bunches of lines in ¥ in
the unique possible way avoiding crossings.

We recall that by the Theorem ?? of [?] that we introduced in ??, this family of vectors
is actually an orthogonal basis of V,.(3, ¢) for a natural Hermitian structure defined in [?]
and we have the formula:

(T L2 3
L R W

Here the first product is over all vertex P corresponding to pants of the pants decomposi-
n

tion, the second over the edges e of the graph I". We write (n) for Sin(—ﬂn), (n)! for | | (1),
r
i=1
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ch, ¢%, and ¢ for the colors of the 3 edges adjacent to P, and we also set

<a+b—£—c—1>!<a+bgc—1>!<a—b—gc—1>!<b+c5a—1>!
(a— 1)l — Dl{c—1)!

(a,b,c) =

As we will work with TQFT vectors locally, inside a pants of the pants decomposition

for example, we will need to give a local version of this norm. Notice that if we forget
2 xm . . . .

the global factor (f)XT in the norm, we will not change the matrix coefficients of curve
r

operators T)). Then, we will decide that the square of the norm of a trivalent graph is

HP<C}37 C%D’ C?I)D>

HeeEQ (ce) HegEl <ce>%

where the products in the denominator are over Ejs, the set of edges adjacent to 2 internal
vertices (we include the marked points here), and E; the set of edges adjacent to 1 internal
vertex and 1 external vertex (the other edges bear no contribution to the norm). With this
definition, if we paste pieces of colored graph to get the graph I', we obtain the previous
norm.

With this setting, we give a normalized version of fusion rules in TQF'T. The fusion rules
derived in [?], give a way to compute the image of the vector ¢, by curves operators. We
list the fusion rules that we will need below; our version differs from the rules in [?], as we
express them with the normalized vectors ¢, instead of the vectors 1. from [?].
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a
<a+b72tc+1><b+cga+1> %
(b+1)(c+1)
b+1 c+1
. a
a —b+c— at+b—c 2
_ <a b-é— 1>< -i—b2 +1> 2
b c (b+1){c—1)
b+ c—1 b+1 c—1
@ b b 3 ¢
. _ <a+ —50—1)( +05a—1> 2
c (b—1){c—1)
b—1 c—1 b1 c—1
ct1

c :i<<c<i>1>)% c+1

Figure 13: Fusion rules

These "normalized" fusion rules allow to simplify the union of a colored banded graph and
a curve colored by 2. The dotted edges are colored by 2. The first rule allows to merge an
edge colored by 2 with an other one. The second line consists of the "half-twist formulae"
of [?]. When all curves have been merged with the graph, the 3rd, 4th and 5th lines can
be used to remove trigons, and the last rule to remove bigons.

We will perform the computations by using fusion rules only locally, that is only inside
of a pair of pants of the pants decomposition, or inside an annulus in the neighboorhood
of one of the curves C..

Indeed, for v a multicurve, by a classification provided by Dehn, we can isotope ~ so that
the intersection of v with each pants Ps of the decomposition looks like the 4th picture of
Figure ??, and the intersection with each of the annuli A looks like one of the first three
pictures of Figure ?7.

Furthermore, in this isotopy class, the intersection of v with each C, is the smallest in the
isotopy class of . We refer to [?] for the proof of this classification.
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Figure 14: Dehn presentation of multicurves

Now, we do the computations in two steps:

First, we use fusion rules to reduce each type of piece to elements corresponding to the
intersection of the graph I' in a pants or annulus with a certain coloring, glued with "can-
dlesticks".

We call a candlestick an element of the TQFT vector space of an annulus that is the
normalized vector associated to a banded trivalent graph in an annulus, consisting of a
central edge joining the boundary components (with no twist), colored by n € C, on the
bottom component, a collection of legs colored by 2, joining the central edge and the bot-
tom component, as in Figure ?7.

The data that define a candlestick with k legs C(n, e, ©) is the color n € C, of the central

edge at the bottom, the order © in which the legs join the central edge, and the shifts of
the color of the central edge (£;);=1..r when we pass each vertex corresponding to a leg.
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Figure 15: A candlestick C'(n, e, 6) with 4 legs

We wrote §; = Zsj the partial sums of the shifts. In the bottom the central edge is colored by n,
j=1

and the color is shifted by €; when T" meets the i-th leg. Notice that the legs can go alternatively

to the left or to the right of the central edge.

Reduction of the different pieces : Simple computations using fusion rules give us
the following formulae when the pants or the annuli contain only one curve:

\J
= ZFs,u(a7 b7 ¢, T)
&1
C

.

where we set Fy 4 (a,b,c,r) = (

1
<a+b42rc+1 > < b+c5a+1 > ) 2
)

Py (asber) = Fo (o) = - << 2

<a+b42rc71 > < b+c;a71 > ) 2

{b)(c)

and F_ _(a,b,c,7) = — (
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1
where G4 (n,r) = (_1)n+16—z7r(:t—1) <<n + 1>> 2

and G (n,r) = (~1)"+1e ™ <<n - 1>> 2

1
im(n—1) 1 2
where Hi (n,r) = (_1>n-i-1671 <<n + >)

and H_(n,r) = (—1)"e "7 <<n<;>1>>%

where Ly(n,r) = (—1)n+1em(?«7+2) <<n<—7|;>1>>2

and L_(n,r) = (1) 52 ((n(;)l))é

All these coefficients are of the required form ¢(vy)F(

c 1

;7 ;)

where F' is a smooth function defined on V,, = {(7,h) / 7. = hl. € U}, and ¢() is a sign
factor, corresponding to taking the holonomy Hol(g, ) of the cocyle ¢ with values in {£1}
along ~ already defined in Section ?? and displayed in Figure 77?.

If we have many curves in a pants or annulus, we only need to choose an order to make
the fusions, and apply the latter formulae. For example, in the case of the pants , we obtain:

Q. curves ~ curves

= ZPS,MV(OL, b,c,r)

&1,V
B curves
B+ a+y a+f
where we use the notation A = Zsi, B = Z,uj, and C' = ZVk
i=1 j=1 k=1
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Figure 16: The cocycle ¢ on the pants bounded by the curves C., Cy and Cj

Here we have first used fusion on the a curves that go from Cj to C., then the 8 curves
that run from C, to C,, and finally the v curves from C, to C.. With this order for the
fusions, the coefficients P ,, ,(a, b, c,r) are products of three factors corresponding to each
series of fusions:

«
FH17V1(a7b7c7r)FM2»V2(a7b+lu'l’c+l/lv'r)"'Fuayl’a(afb“i’ Z Wiy €+ Z 117377')

a+p—1

@ «
Fua+1,51(b+Z/—Li:avc“l’zl’iyr) Fz/a+ﬂ€5 b+ZH’L»a+ZEZ7C+ Z V’L7T)

i=1 i=1
aty—1 B+r—1

a B
Fua+l,55+l(c+Zl/,b+2m,a+2€i,r)...Fua+7,gﬁ+w(c+2u,b+ Z Wi, a+ Z €4,T)
i=1 i=1 i=1 i=1

Notice that at every step of the fusion, the shifts in the color ¢, are sums of +1 terms, one
term for each arc intersecting C, that has been merged with I'. Hence the coefficients P. , ,
is defined and smooth on the required domain V,, = {(7,h) / 7 = IJh € U}. Furthermore,
in the end the shift of ¢, is no greater than the number of curves that intersect C, and of
the same parity as this number.

We now only need to explain what happens when we glue together two candlesticks.
First, remark that we can only paste candlesticks with the same number of legs, and the
same bottom color n. Moreover, if we paste two candlesticks C(n,e,0) and C(n, u,O")

with Zuj + Zsi, then we obtain always 0 (as the vector space V,.(X) of a sphere
j i
with two points marked by different colors is 0).

Proposition 6.1. The gluing of two candlesticks with k legs C(n,e,©) and C(n, u, ©') with

251 Zu] 1s proportionnal to a band colored by n + Zaz joining the two boundary
J=1
n 1
components of the annulus with no twist, the proportionality constant being G(—, =), where
ror
G is a smooth function on {(1,h) | T £ kh € (0,1)}.

95



We should point out that in this proposition, the function G depends on ©, ©’, ¢ and
73
Proof : We prove this proposition by induction on the number of legs of the candlestick.

If we paste two candlesticks with only one leg, it is direct from the fusion rule eliminating
ct1)

bigons (see Figure 77), as it only a factor ( )% Now, if n = 2, the only delicate case

is when the legs of the two part are disposed as in the third case of the figure below :

e e ]

(] D N

I at -l

N %
Case 1 Case 2 Case 3

Indeed, in case 1 and 2, we could simply eliminate two bigons. For the case 3, we use
the following switching legs formulae:

C C C
ct1
ct1 cF1
20 (et Dte—ny2 8
R (c)
C C
c+2 cE2
ct1 ct1
|
C C

This shows Proposition ?? for k£ < 2.

Now, suppose we glue two candlesticks with k + 1 legs. We have two cases as in Fig-
ure 77:

In case 1, the upper leg of the upper candlestick and the bottom leg of the bottom
candlestick both go to the right (or both to the left), the gluing is obtained by gluing
two candlesticks with k legs, then suppressing a bigon. The factor we get is of the form

1

E+1 3
G(ﬁ,1 <M:Zk:1€z>> , which is indeed a function of (E, }) that is smooth on the
P\ e S e i

domain we claimed.

In case 2, the upper leg of the upper part and the bottom leg of the bottom part go to
different sides, but by applying the above formulae to switch legs, we can reduce this to
the former case.
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\ C(n,e,©)
C(n,e,0) | (]
Rt 1l
i A
D(n,u,© D(n, p,O")
Case 1 Case 2

Figure 17: The two cases of pasting candlesticks with k legs

Figure 18: The family of curves D, on X associated to the trivalent banded graph I’

6.2 Examples of {-symbol

We derive expressions of 1-symbol for two families of curves on X: the first family consists
of the curves C, of the pants decompostion itself, and the other of curves (Dg)ecp that
are in some sense dual to the curves C.. The D, are defined this way: if e is an internal
edge that joins a vertex to itself, then D, is a loop parallel to e. If e joints two different
vertices, then D, consists of two arcs parallel to e that we close into a loop as in Figure
2?7
Note that C, and D/ intersect each other if and only if e = f, and in this case they intersect
once or twice, and that p(Ce) and p(D.) vanish in Hy(I',01',Z/2).
Proposition 6.2. We have for any e € E and c € U,:

¢ ¢

- T% @, = —2cos(m—< )¢, and 0% = —2 cos(m—=)[0]

r r

- If e is an edge joining an internal vertex to itself as in the left case of the Figure 77,
then we have
Ce Cf T Ce Cf T

oPe(.0.0) = (WL Tyt 4 w(n e, x % D)o (g

T rr T r T
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Figure 19: The curve D, around an edge e joining one or two internal vertices

where

sin(r + a/2 + h/2) sin(r — a/2 + h/2)> 2

W(r,a,h) = ( sin(7) sin(7 + h)

- If e is an edge between two distinct internal vertices as in the right of Figure 77, then
we have

ol (=,0,-) =~ <I(7r7-, wh) + J (w7, wh)e? + J(n (T — 2hd.), ﬂh)efm'e) [0]

Here, we have set T = E h = —, éc for the Kronecker symbol d. y = 1 if and only if
r’
e = f and else equals O and finally we set

I(t,h) = 2cos(1.+ 74— h)

| (TR s (T i (i e i e
Sin(Te) Sin(Te + h)
14 Sin( Ta+’7—d;"7'e—h) Sin( —Ta“”T%“r’Te—h) Sil’l( Tb“l‘Tc;‘Te—h) Sin( —Tb+T§+Te—h)
sin(e) sin(7. — h)
and
sin (TetTe—Te=h g (Ta=TadTeth ) iy (Tt TeTe—h) iy (T=TetTeth
J(r,h) = 4( 2 5 . - .
sin(7e) sin(7e + h)
Sin( Ta+Td2+Te+fL) Sin( —Ta+7'g+7'e+ﬁ) sin( Tb"rTc;‘Te-Fh) Sin( —Tb+T§+Te+h) ) %
sin(r, + h) sin(7. + 2Ah)

The expressions of T,,C ¢ and Tf) ¢ can be derived by using fusion rules. The computations
are rather long in the last case, but straightforward.
These expressions, as well as the expressions of the 1-symbol of the curves C, and D, were
already given in [?]. They also checked by hand that the formulae of Theorem ?? were
satisfied by these curves. We will only derive from the formulae that the zero-th and first
order term for these curves are related as in Theorem 7?7, as this is rather quick, and we
will use it later:

Proposition 6.3. Let v be any of the curves Ce or De.
T v =
hen o7 (7,0,h) = o7(7,0,0) + 26 69 a7 (7,6,0) + o(h)
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Proof : For C,, there is not much to prove: as o does not depend on £, the first
2

01,00

For the curves D., we need to separate the case 1 where gj(e)iantes a vertex to itself, and the
case 2 where it joints two distinct vertices.

In case 1 depicted by the figure above, we have

oPe(,0,h) = (W (n7e, w1y, mh)e% + W (1, w74, —mh)e~¢)[0]. Notice that from the for-

h
mula of W given above, we get W (n7., n7p, mh) = W (7 (7. + 5),7177,0) + o(h). Thus

order term vanishes, and as ¢ does not depend on 6 o7 (7,0,0) also vanishes.

O’DE(T,Q,FL> = O'DE(T 0,0) + g(W(ﬂ'Te,ﬂ'Tf,O)eioe — W(T['Te,ﬂ'Tf,O)eiw‘e)[O} + o(h)
= oP(1,6,0) + 2228%80 ¢(1,0,0) + o(h)

as expected.

Finally, in the case 2 above, we have

oPe(r,0,h) = —(I(w7,7h) + J(n1, mh)e*% + J(n(T — 2hd.), wh)e~2%)[0]. It is easily seen
that J(7,h) = J(7 + hd,,0) for §. Kronecker symbol. Thus we only need to prove that
I(1,h) = I(7,0) 4+ o(h). This is a bit more tricky:

First, notice that we can write

I(1,h) = 2cos(Tc + 74 — h) + .1 (F(Te + h) — F(—=7¢ + h)) + o(h)

sin(7e)
where
3 at+Td—Te 1 a—Td+Te 3 +Tc—Te 3 —Tc+Te
Fr) - 4sm(T F=Te ) sin (=4t T ) sin(PH=Te) sin (=5 )
sin(7e)
_ (cos(1g — 7e) — cos(7q))(cos(T. — Te) — cos(Ty))
B sin(7e)

2
Therefore, the first order term of I(7, h) is & (2 sin(7e + 74) + () dr. P( ) (7 )) where
Te

P(F') is the even part of the function F. From the formula above, we have
P(F)(7e) = sin(7. + 74) cos(Te) — cos(7q) sin(7e) — cos(m,) sin(74)

1 d
So that ————"P(F)(1e) = —sin(7. + 74), and the first order of I(7, /) vanishes.
sin(7e) dre
The computations of ¢%¢ and o were previously used in [?] to prove a version of The-
orem ?? for the punctured torus and the 4-holed sphere. Their approach was to derive
from the above formulae that the asymptotic estimate of Theorem 7?7 was valid for the

curves Ce, D, and ¢, (D.) where 7¢, denotes the Dehn-twist along C.. Then they used the

compatibility of the i-symbol with the product in K (X, —e k2 ) to prove that if Theorem
77 is verified by v and  two multicurves, then it is also true for their product - §. This
yielded Theorem ?? for all multicurves in the punctured torus and the 4-holed sphere, as
the curves Ce, De, and ¢, (D.) were sufficient to generate the Kauffman algebra.

However, this approach fails in higher genus, as this set of curves no longer generate the
Kauffman algebra. Therefore, we developped another approach to tackle the higher genus
cases, which was also more conceptual and required less computations. Our fundamental
idea is to use the multiplicativity of the t-symbol together with the theorem of Bullock to
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view the zero-th and first order term of the 1-symbol in terms of algebra morphism and
derivation of algebras on C[M’(X)]. We then only need to compare this general shape with
the values of the ¢-symbol on a few curves to get the formula of Theorem ?7?. (In fact, we
will only need the values on the C, for the zero order term, while the first order term also
required the values on D)

7 Principal symbol and representation spaces

This section will be centered on the study of the principal symbol ¢7(7,6,0), that is the
zero-order of the ¥-symbol o7 (7,0, h). The goal of this paragraph is to establish the formula
for the principal symbol, which is stated in our main theorem: o(7,0,0) = f,(Ry(7,0)),
where f, is the function on M(X) such that f,(p) = —Tr(p(v)), and R, are action-angles
parametrization on M ().

7.1 The intersection algebra Ar and multiplicativity of the {-symbol

The aim of this section is to prove the property of compatibility of the i-symbol with the
multiplication in K (X, —1), given by Proposition ?7:

Proposition ?? : Let v and § be two multicurves on . Then we have the following
asymptotic expression:

076 (T7 97 h) = (o-’y (7—7 97 h)0-5 (7—7 97 h) + E’ZaTE U’Y(T’ 07 h)ageo-é (T’ 97 h)) + O(h)
7

A version of this proposition appeared in |?|, but they worked with an other definition of
the ¢-symbol, which took values in C, whereas in our definition, the ¥-symbol takes values
in AF.

Thus, before we turn to the proof of the proposition, we would like to define more properly
the algebra Ar.

Proposition 7.1. Let © be the natural map H1(I',Z/2) — Hy(T',0T,Z/2) and let B be
the image of m. For o, 8 € B and & a lift of « let

(O[,B) =ang

where N is the usual intersection form Hy(I',Z/2) x Hy(I',0T,Z/2) — Z/2. Then {,) is a
well-defined bilinear symmetric form on B.

Proof. Let us first show that (a, 3) = & N B is independent of the choice of the lift a.
Indeed, two lifts of « differ by an element of H;(9I',Z/2). Furthermore, any element ~y
of Hi(I',0I',Z/2) can be seen as a linear combination of closed curves and curves with
extremities in 9", and v € B if and only if its number of extremities in each component
of OT" is even. Thus the intersection of an element of H;(0I',Z/2) with any element of B
vanishes, and the form (,) is independent of the choice of lift.

Actually, this shows that we can think of B as the quotient of H;(I',Z/2) by the kernel of
the intersection form on Hy(I',Z/2), and of (,) as the corresponding quotient form.

The bilinearity of the form (,) is then evident. Finally, given & and B lifts of o, B8 € B,
(o, B) = @ N B is also the intersection number mod 2 of & and B, so that the form is
symmetric. 0
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As an easy consequence of this bilearity of (,), we obtain that the product structure
18] = (=) [y + 6] on Ap = @ C[y] is associative. Also, as the form is symmeric,
heB
we see that Ar is a commutative C-algebra of dimension 2¢ where d is the dimension of
B. This dimension can be computed using the exact sequence

H.(T,Z/2) — H\(T,0VZ/2) > Hy(dT,Z/2) — Ho(T,Z/2) — 0

We have B = Ker(¢), dim(Kerd) + rg(d) = ¢g and rg(d) = b — 1 where b is the number of
boundary components of I'. Thus the dimension of B is g — b+ 1.
Note that when I' can be embedded in the plane this dimension is 0 and Apr = C.

As a finite-dimensional commutative C-algebra, Ar is isomorphic to the algebra C!, where
I = dim(Ar) = Card(Ar) where we recall that Ar is the (finite) set of algebra morphisms
from Ar to C. The isomorphism is given by

o € Ap = (x(@)) s,

An element y of A, must send each [a] with a € B to some (—=1)9®) with the conditions
that ¢(a + ) — q(a) — ¢(8) = (o, ) modulo 2. Thus Ar is in bijective correspondance
with the set of "relative spin-structures" on (I, 9I).

Now the principal symbol o7(7,6,0) is a morphism K(X,—1) — Ar, we denote its com-
ponents o(7,0) = x(o7(7,0,0)) for every x € Ar.

Proof of Proposition ??7: We fix r > 0 and we take v and § two multicurves on
3. The two functions appearing in the equality are smooth functions on a neighborhood
of U x {0} in U x [0, 1]. We remark that any point of U can be approximated by sequence

— with ¢, € U,. Hence it suffice to show that they have the same asymptotic expansion
r

c 1 c . -
at order one on sequences (—, 6, =) where — — x € U. According to Theorem ??, writing
roor T

c 1
7= — and h = —, the matrix coefficents of the operator T,/ can be written as:
r r

Tlpe=2(v) Y Fl(r,D)gein
k:E—7

with the F}] being smooth functions on V, such that F}| = 0 as soon as there is some e € E
such that |ke| > I or ke # I (mod 2).

As v e K(%,—ex) — T € End(V,(2)) is an morphism of algebras, we have:

T’y.égpc = TJ(TSSOC)

T

and from the above expression of the matrix coefficients, we get

g = Y (Z Fﬂ(f+kh>h)F;f(ﬂh)c(5)cH€(v)> Gotm

m:E—7 \k+l=m

= e(7)e0)i(7.8) Y ( Y F(r+kh W)F(r, h)) Petm

m:E—7 \k+l=m
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To obtain the second equality, note that ¢+ k() = ¢(y)k(y) and observe that if there
exists e such that k. # I°[2] then by Theorem ?? F? is 0. However if k, = I°[2] for all

e € E then k(y) = H(—I)IS(CC*(VHCS*(”)) = i(7,9) is independant of k. Hence we can
eckE

factor k(7) out of the sum. We will later show that i(v,d) correspond to the intersection

in Hy(I',01',Z/2) of the projections of v and 6.

Now as K (X, —e%) is generated by multicurves, we can write v -0 = Zf}\(h))\, and

A
in this sum, f) # 0 only when [\] = [7] + [0] € H1(3,Z/2), according to the Kauffman

€
relations. When it is the case, we have ¢(\) = ¢()é(d). We can write another formula for
the curve operator of the product:

50— 3 (zmmm, m) o

m A

So, identifying coefficients in the two formulae, we get:

> A Ep(r,h) = < > F(7+kh,h)F(r, h)) i(v,9)
A

k+l=m

imh

Now, remember that we defined the ¢-symbol of an arbitrary element of K(X,—e 2 ) by
extending lineary the formula for multicurves. Thus, we have:

(7,0, h) ZZA R)F (7, h)e™0 ]

recalling that [A] = [y] + [§] and using the previous identity of coefficients:

= i(7,0)) ( > F)(r + kh, h)F{(r, n)) ™0y + 6]

m k+l=m
o . 4
= i(1.0)) ( > (Fﬁ(r, B+ Y _kewF (7, h)) e E(T, h)e““") [y + 4]
m k+Il=m ecE ¢

= i(7,0)(p«(7), P«(9)) (07(77 0,1)0° (7,60, h) + Za o7 (7,0, h)3.0° (7,0, ﬁ)) o(h)

eeE

To obtain the third equality recall that [7][0] = (p«(7),p«(d))[y + 0] in Ap. All that is left
to prove is to show that the formula given for i(y, d) actually computes the intersection in
H(T',01,7Z/2).

Let «v and § be two curves in I'. We can isotope v and § so that ¢ lies in the interior of T,
and ~ follows the edges of the cell decomposition of I'. Then the intersection points lie only
in the curves p(C.) = L.. The number of intersection points of v and § in L. is congruent
modulo 2 to #(6 N Le) L () where L? is the dual to the cell Lo. If 4 and 6 are lifts of ~
and & to ¥, then L¥(7) = C.*(3) + C.*(5) and #(6 N L.) = (6 N C,) modulo 2, hence the
formula for (¥, 5) computes the number of intersection points of v and 6 modulo 2.

7.2 Principal symbol and the SL,-character variety

This section aims to elaborate a link between the components of the principal symbol oy
and functions on the space of representations 71 (X) — SLa(C).
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We will start our study of the principal symbol by the following proposition, which de-
scribes which values o7(7,6) can take:

Proposition 7.2. For any multicurve v and x € AF, we have:
1) ol(r,0) €R
2) |o(,0)] < 2" where n(vy) is the number of components of ~.

Proof : 1) We recall that the components of the ¢-symbol o] are complex-valued.
The stated property comes from the fact that curve operators are Hermitian: for any mul-
ticurve 7y, and every r, the operator 7)) is a Hermitian endomorphism of V,.(¥). By defini-

c1
tion, we have TV ¢, = g F'(=, =)@ctk- As the basis (¢c)cer, is a Hermitian basis, we get
rr
k
ct+k 1

F7( - ’r) F'Y(S ;)forallcEU Then for r — 400 we have F”, (7,0) = F(r,0).

Hence o](7,6) ZF'YTO et ? e R, ¥(r,0) € U x (R/27Z)F

2) We want to find a bound for |o)(7,0)|, where v is a multicurve. By definition, we
have o] (7,0) = x(v ZFW 7,0 ’k'e. On the one hand, we know that the coefficients F}'

are zero as soon as there is an e such that |k.| > I] = (7 N C¢). The number of non-zero

coefficients is then lower than M, = H 2I7 4+ 1). On the other hand, for any r > 2 and
eck

c 1
FIE2) = (Tge, pern) < 1T

We recalled in the preliminary section the spectral radius of 7)) is always < 27" Thus

ceU,:

1
we have |F,Z(E, =) < 27 for every r > 0 and every ¢ € U,. Taking the limit, we get
r’r

|F} (1,0)] < 2",

These two estimations only allow us to write |o)(7,0)| < M72"(7). To obtained to the
promised inequality, we use the multiplicativity of o} (7, 6):

We have, for any integer p: ‘O’;p (7,0)| = |o}(7,0)[P. But 4 is also a multicurve, obtained
by taking p parallel copies of each component of ~.

We deduce that |O’;p (1,0)] < My ") < p39—3M72p”(7) and so we get by taking p — +o00
that |o](7,0)| < 2" for all (7,0) € U x (R/2rZ)F.

Now, recall that the components of the ¥-symbol
oy(m,0) + K(3,-1) =C

are morphisms of algebras. There is a simple description of all such morphism of algebras:
indeed, by the Theorem ?? that we recalled in Section ??, we have an isomorphism

K(%,-1) ~ C[M'(D)]

where M’ (X)) stands for Hom(m X, SLa(C))//SLo(C), the spaces of characters of the fun-
damental group of ¥ in SLy(C). This space is an affine algebraic variety, and we are writing
C[M'(X)] for the set of regular functions from M’(X) to C). A morphism of algebras ¢
from C[M’(X)] to C is always of the form

¢« fECIM(D)] = f(p)
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for some p € M'(X). We deduce the existence of maps
R, : Ux (R/27Z)F — M'(%)

such that o](7,0) = f,(Ry(7,0)).

7.3 A system of actions-angles coordinates on the SU,-character variety

This paragraph will be devoted to study the maps R, more closely, the aim is to prove that
it actually gives actions-angles coordinates on the character variety Hom(m;(X), SU2)/SU,
that we will note M(X).

In M(X) there is an open dense subset M, (X) consisting of all conjugacy of irreducible
representations. It is a well-known fact that M, (3) consists only of smooth points of
M(X) and has a symplectic structure.

The maps R, have at first sight their image in M'(X). Again, we have a subset M (2) C
M'(X) consisting of conjugacy classes of irreducible representations, and there is a structure
of complex symplectic variety on it, that restricts to that of M, (X).

We have two remarks:

First, we point out that R, (7,6) is always a non-commutative representation. Indeed, for
a commutative representation, we would have for e, f,g three adjacent edges

he, (p) + hey(p) = he, (p)

for one of the three ordering of e,f,g, or have hc,(p) + hc,(p) + hc,(p) = 2. This can
not happen for R, (7,60) as (hc,)ecr maps it to 7 € U, and we have strict inequalities
Tg < Te+ Tf, Te +Tf + Ty < 2.

Our second point is that the map R, is smooth. This has a sense as by our first remark
its image is in the smooth part of M'(X). Remark that for any v € K(X,—1) the map
(1,0) — o7(7,0,0) is a smooth function on U x (R/27Z)%. So (7,0) — Tr(R,(7,0)(7)) is
smooth for every v € 71(X). As the space M’(X) can be parametrized by a finite collection
of coordinates p — Tr(p(v;)), where v; € 71(X), the map R, : U x (R/27Z)¥ — M'(2) is
smooth.

Proposition 7.3. The maps R, take in fact values in M (X) = Hom(m X, SUs)/SUs

Proof : Indeed, we have seen with Proposition ?? that o7/(7, 0) is real-valued. We can
use a well-known lemma:

Lemma : Any irreductible subgroup G C SL2(C) such that the trace of all elements of
G are real is conjugated to either a subgroup of SLy(R) or a subgroup of SUs.

The proof of this lemma is based only on elementary algebra, manipulating trace of prod-
ucts of elements of G. A detailed proof can be found for example in |?, p.3040-3041].

As we have 07(7,0,0) = —=Tr(R(7,0)(7)) € R, we get that R(,0) is conjugated to either
a representation in SLa(R) or a representation in SUs.

To prove Proposition 7?7, we still need to dismiss the case where the image of R,(7,6)
would be conjugated to a subgroup of SLy(R). To this end, we use the point 2) of Propo-
sition 77, which states that |Tr(R,(7,0)v)| < 2 for every v € m(X) representing a simple
closed curve on ¥. We use the following lemma, proved in [?]:
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Lemma 2.1 : Let p : m(X) — PSLy(C) be a non-elementary representation, then
there exists two simple loops a and b intersecting once such that p(a) and p(b) are loxo-
dromic (|Tr(p(a))| > 2, |Tr(p(b))| > 2) and non commuting.

This lemma appeared as Lemma 3.1.1 in [?] and follows from elementary considerations in
hyperbolic geometry. From the lemma, we get that since R(7,0)(a) is never loxodromic,
it must be an elementary representation into PSLo(C). But if R(7,6) was conjugated to
a representation in SLy(R), it would be a commutative representation, and we saw that
R(7,0) is not.

Proposition 7.4. For any x € /lp, the map
R, : (1,0) € U x (R/27Z)¥ — R, (,0) € M(X) gives action-angle coordinates on the
symplectic variety M (X).

The proposition 5.2 of [?]| shows that when a pants decomposition C = {C.}ccp of

¥ is given, the family of functions ho, = —Acos(—fc‘“‘
7r

h : h~Y(U) — U and h~1(U) is an open dense subset of M(X). The variables 7, are the

action coordinates associated to this moment mapping:

feRdro), 1, o)
2 T

) constitutes a moment mapping

) =Te

he, (R (7, 6)) = %Acos(—

where the third equality comes from the computation of the operator TTCE given in Sec-
e

tion ??: for any coloration ¢ of E, we have T ¢, = —2 cos(— )¢, so that age (1,0,h) =

r

FE (1, h)x([0]) = —2 cos(re).

The only missing condition for (7,6) to be a system of action-angle coordinates on M (%)
is that:

w=Y dr. Adf.

eck

where w refers to the symplectic form on the variety M(X).
It also amounts to the fact that the vector fields dp, and X, (the symplectic gradient
associated to the function h¢,) on M(X) are equals. This equality of vector fields can be
rewritten in terms of Poisson brackets:

0

Vf € CX(M(D),C), ¥r.0 we have {hc..f} = 5

f(Bx(7,9))

We only need to verify this equality when f is one of the function f., where v € K (X, 1)
as the Poisson bracket is a first order differential operator, and any function f on M(X)
can be approximated at order 1 by a trace function f,. By linearity, we only have to show
it for v a multicurve.

To compute such Poisson brackets, we can apply the formula of Goldman [?]| that we
recalled in Section ?77:

We denote by ¢ the linear map

imh
2

e K(8,—e2)— K(X,—1) ~ CIM'(2)]

() T NN ()

~ multicurve ~ multicurve
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i h

For v and § € K(X,—e2 ) we have:

{fs fs(6 } f 276]

with [’}/,(5]:’)"5—5"}/6}((2,—6?). ’
We apply the above formula to compute {h¢,, f,} for any v € K(X, —eﬁ): We recall that

1

he, = —Acos(—fce ). Our strategy to compute the Poisson bracket is to approximate h¢,
T

with polynomials in fc,.

Since 7 € U we have —2cos(n7.) € (—2,2) and we can choose a a polynomial P such that
P(—2cos(n(1e + 1)) = = + o(2?).

e

Now, the maps { fy} + C®M(E)) = C®(M(Y))
and %[-,’y] : K(3,—-1) - K(X, —1) being derivations of algebras, we have by Goldman’s

formula:

6(%[ (Ce),“/])(

{P(fo.), fr}(Ry(7,0)) = fs(%[P(Ce)7fy])(R (1,0)) = oy 7,0,0)

We compute this last quantity: we recall that we wrote 7,7 ¢ ZF T, h)perr and we

k
gave in Section ?? the expression T, = —2 cos(n7e)@e. Hence TX (), = P(—2 cos(7e))@e.
We deduce that for ¢ € U,:

TP N e = "P(=2cos(m(re + keh))) ] (1, ) s — D _P(—2cos(m7e)) F (7, h) ek
k k

But since [C¥] = [0] in Ar,

O_e(%[P(Ce),'y])(T’ 970) _ ZZ P(_2COS(7T(TS + keh))) — P(_2 COS(T(TS)) F'Y(T 0) ik-60 ('Y)

X - i .
By our choice of P this reduces to
Y k-0 0 0
> _ikeF (1, 0)e®x(7) = 5=00(7,60,0) = = [ (Ry(7.6))
Og, X 0O,

k

The last equality ends the proof: we have indeed {hc,, fy}(Ry(7,0)) = B(ZfV(RX(ﬂ 6))

e
for every multicurve v , and R, gives an action-angle parametrization of M. (X).
Origin of angle coordinates

Finally, we want to investigate how exactly R, varies with x € Ar. We recall that ac-

cording to Section 77, the values of two different morphisms y and ' on [y] differ by a

representation p : Hy(I',0I',Z/2) — {£1}.

Let us also get more precise about angle coordinates. We recall that we have an hamilto-
1 Tr(p(C

nian h : Min(X) — U, given by (h(p))e = Acos(r(pée))
0

an action of R¥ on M (X). This action has a kernel

). The hamiltonian flow gives

A = Vectz{(2mue)ecr, m(ue +uf + Ug)(e,f,g)es}
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where (ue)ecp is the canonical basis of RE, E is the set of edges of I', and S is the set
of triple of edges adjacent to the same vertex in I'. We also define A’ = Vectz(mue) D A.
The quotient A’/A then acts on M™(X) by Tue - p(y) = (—1)( ) p(5), where (-,-) is the
intersection form in .

Now that we know that the maps R, give action-angle coordinates on M.(3), the only
ambiguity is the choice of the origin of the angle part. That is we must have for any
Y, X € Ar that R,/(1,0) = R\ (7,0 + vy (7)) where v, s is a continuous function from U
to R/A.

We use the values of R, on the curves D, to get the origin of angle coordinates. We have
Tr(Ry(7,0)(De)) = —ofe (1,0,0) = —2W (77, 0) cos(f) if e joins a vertex to itself,

or = I(n7,0) + 2J(77,0) cos(26.) otherwise. We see that in the first case, 8, = 0 is the
unique minimum of Tr(R,(7,6)(D.)), so that this origin of this coordinate is the same
for all y € Ap. In the second case, 0, — Tr(R,(7,0)(D.)) has exactly two maxima, one
for §, = 0, one for . = m. So 0 is fixed modulo 7u,. Thus for x,x’ € Ar, we have
Uy (T) € A'/A. Furthermore, v, , is continuous, hence it has to be constant.

Taking two elements y, X’ in Ar we know that they differ by a morphism p : Hy (T,or,Z/2) —
{£1}. It is possible to recover the vector v, ,/ € A’ /A from the representation p: indeed,
by Poincare duality, one can write p(ps(7)) = (—1){¢ where C € H\(%,Z/2), p, is the
projection Hy(X,Z/2) — H,(I',0T',Z/2) and (-,-) is the intersection form in H;(X,Z/2).
Remember that p, maps each C, to zero, so that the intersection of C with each C, must
vanish. As the C, generate a Lagragian of H;(X,Z/2), C is a linear combination of the C,
and this yields a vector v, € A’/A such that R, (7,60) = Ry (7,0 + v,).

We need to note that when I' is a planar graph we can drop these complicated con-
sideration of angle origins and we could have taken the t-symbol to be just C-valued.
Indeed, in this case the intersection form in H;(I',0T',Z/2) is trivial, and the image of
H,(3,Z/2) — H1(T',0T',Z/2) is {0}, so the 1-symbol is C-valued.

8 First order of the i-symbol

In this section, we investigate the first order term in A of the asymptotic expansion of
the ¥-symbol. We identify this term by linking it with the principal symbol, of which we
already know a formula.

We recall that for v a multicurve, the map (7, h,0) — o7 (7,0, h) is defined as a finite sum
of smooth functions on V5, and V,, is a neighborhood of U x {0} in U x [0,1]. We may
write, for any multicurve ~:

o’(1,0,h) = d7(1,0,0) + h(Ay(7,0) + D,(7,0)) + o(h)

Here, A, (7,0) refers to the expected first order as in Theorem 2:
1 0?

Ay(1,0) = —
00 =512 500,

the remainder D, (7, 6) is zero for all v and (7,0) € U x (R/27Z).

We remark that the previous expressions defines A(7, 6) and D(r, #) as maps from the set of

multicurves to Ap, what we can extend by linearity to linear maps K (%, —e%h) — Ar[[R]].

Furthermore, A and D, are some linear combinations of partial derivatives of the smooth

functions Fj, on V;, they are both smooth on U x (Z/27Z)*.

7(7,0,0). Hence what we want to prove in this section is that
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Proposition 8.1. For any multicurve v and for all (7,0), the remainder term D.(T,6)

1 2
0 o’ (7,0,0).

vanishes, so that the first order term of o7 (7,0, h) is A (7,0) = 22590
TeOUe

The proof relies on the two following lemmas:

Lemma 8.2. Let (7,0) be in U x (R/2xZ)F. We will provide C with the structure of a
K (%, —1)-module (or equivalently of C[M'(X)]-module): for x € C and f € CIM'(D)],
we define f-x = f(Ry(7,0))x. Then the corresponding component of the remainder term
v = X(Dy(7,0)) is a derivation of K(X,—1)-modules from K(X,—1) to C.

Lemma 8.3. With respect to the above discussed C[M'(X)]-module structure on C as
above, we have an isomorphism Der(CIM'(X)],C) ~ Ty (-9 M(X) sending a vector X €

TR, (ro)M(X) to the derivation f — Lx f(Ry(7,0)), and the vector fields (Rzzai R 8(2 )

give basis of the tangent spaces Tx (79 M(X).

Proof of Lemma 7?7 : We use Proposition ?? to determlne how the remainder term
D(r,0) behaves with the product of elements in K (X, —e2 ) We work with one component
oy of the ¥-symbol at a time. For v € K(X, —1), we will note £, = x(Ay 4+ D), so that
we can write o) (7,0, h) = o7(7,0,0) + hE,(1,0) + o(h).

Then, applying x € Ap to Proposition 7?7 we have:
o0 (7,0,h) = o)(1,0,h)od(,0,h) + Z (1,0, 1)d,0° (7,0, h) + o(h)
X s Uy x\" Y Te X 0.0 X
We have o] (7,0,0) = f,(Ry(7,0)). Recall that by the formula of Goldman given in Section
27, fys = fyfs + h;{fy, fs} + o(h). So, isolating terms of order 1 in A, we get:

{fwfa}( (7,0)) + Eq.s(7,0)
= E,(7,0) f5(Ry(7.0)) + Es(,0) f (R Za@fy W (7:0))3s, f5(Ry (7, 0))

but {f,, fs} = %Za% f+09. f5 — O f506, f,- We deduce that

E,s= EVU + Eso) + 2876070960 + 09,0707, U

<9f7

th
87689 Ry, the

However, as for v, € K(X, —1) we have f.,.s = f,fs5, and x(A =5 Z
i

Leibniz rules implies that x(A,) satisfies the same law of composition:
X(A56) = X(Ay) f5 + x(As) fr + Zafefvage fs + 0o, f-0-. f5

This concludes the proof of Lemma ??: x o D is a derivation.

Proof of Lemma 7?7 : It is well-known that M’(X) is an affine algebraic variety those
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smooth points is the open dense subset M; . (X) (see [?]| for example). The point R, (7, 6)
is thus a smooth point of M'(X) for any (7,0) € U x R/2nZ.

Then the proof comes from elementary considerations of algebraic geometry: when V is
an affine algebraic variety, and = a point of V| we put a structure of C[V]-module on C
by defining f - A = f(z)\. Then Der,(V,C) identifies with T,V = m,/(m;)? the alge-
braic tangent space to V' at x (where m, = {f / f(x) = 0}), and the algebraic tangent
space at a smooth point is the same of as the tangent space of V at x in the sense of
differential manifolds. As the affine variety M'(X) is smooth on the image of R,, by this
general property, derivations of C[M(X)] can be viewed as vectors of the tangent space.

As (7,0) — R, (7,0) is a parametrization of M(X), the vector fields (aa, 82) give a basis
Te e
of the tangent space Tg, (g,-)M(X) for each (7,0).

Proof of Proposition 7?7 from the Lemmas 7?7 and ?7. Combining these two lem-
mas allow us to assert that x(D(7,0)), viewed as a map C[M'(X)] — C, is of the form
f = Lx f(Ry(7,0)) for some X € Ty (-9 M'(X) and we may write

0 0
X = E aea— + bea for some coefficients ae, b : M(X) — C. As D, is smooth, so are
e Te e

the coefficients a, and b,.

We want to prove that these coefficients all vanish. To this end, we recall that we proved
in Section 7?7 that the remainder term vanishes for the curves C, and D.. Besides, we have
the formula of Section 77:

We have 0% (7,0,h) = —2cos(n7.)[0], so that x(D¢,)(1,0) = 2acmwsin(nr.). Since the
remainder term vanishes on C., we must have a. = 0.

To show the vanishing of the b, we use the formulae for D.:

In the first kind of curve D, described in Section ??, we have fp, (R (7,0)) = cr)j?e (1,60,0) =
2W (7r1,0) cos(f.) where W does not vanish for 7 € U.

We know that remainder term Dp, vanishes, so we have

x(Dp,(7,0)) = beange(RX(T, 0)) = —2bem sin(f )W (n7,0) = 0. This yields be = 0.

In the second case, we have fp, (R, (7,6)) = 055 (1,6,0) = —2J(77,0) cos(20,) — I(nT,0)
for the functions I and J defined in Section 7?7, that are non-vanishing for 7 € U.

Again since
x(Dp,(T,0)) = beasze(Rx(T7 6)) = 4mb, sin(26,)J (7T, 0) vanishes, we must have b, = 0.

It follows that the remainder term v — D, is the zero derivation on K(3,—-1) — Ar,
which is the last ingredient we needed to complete the proof of the Proposition ?7?.
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Partie IV
Geometric quantization and semi-classical
limit of pairings of TQFT vectors

This section exposes an explicit mapping between the TQFT vector spaces V,.(X) defined
combinatorially in ??7 and spaces of holomorphic sections of complex line bundles on some
Ké&hler manifold, following the approach of geometric quantization. We explain how curve
operators in TQFT can then be seen as Toeplitz operators with symbols corresponding to
some trace functions. As an application, we show that eigenvectors of these operators are
concentrated near the level sets of these trace functions, and obtain asymptotic estimates
of pairings of such eigenvectors. This yields an asymptotic for the matrix coefficients of
the image of mapping classes by quantum representations.

9 TQFT and geometric quantization

In this section and the following ones, > will be a close compact connected oriented surface.
In the first subsection, we will introduce a prequantized manifold M and a space H,
of holomorphic sections of a line L” ® § with an explicit Hermitian isomorphism with
V,(32). We use this isomorphism and the asymptotic formula for matrix coefficients of
curve operators proven in Part 7?7, to show that curve operators are Toeplitz operators on
H,., for an appropriate definition of Toeplitz operators.

9.1 TQFT vector spaces V,.(X) as spaces of holomorphic sections of line
bundles

We want to translate the combinatorial definition of the TQFT space of ?? in a geometric
framework, and see the V,.(X) as spaces of holomorphic L£? sections of a complex line bundle
over a Kéahler manifold.

Since the discovery of Witten-Reshetikhin-Turaev TQFT, it has been a popular endeavor
to link the combinatorial definition of TQFT with a definition based on geometric quanti-
zation. Given a compact Kahler manifold M, with a prequantization line bundle L (that

1
is a line bundle with Chern curvature —w) and a half-form bundle, we have a sequence of
i

vector spaces V, = H°(M,L" ® ), and any continuous function f on M gives rise to a
sequence of operators 7;f = II,my where II, is the orthogonal projector from £? sections
of L" ® ¢ to the space of holomorphic sections.

The natural geometric object to represent the combinatorial TQFT spaces is then the
moduli space M(X) together with its Chern-Simons bundle, and a half-form bundle. The
problem is that for a general genus g, M(X) is not smooth, and also there is no canonical
choice of complex structure to work with. These hurdles can be solved: for each complex
structure o on ¥ the geometric quantization process yields TQFT spaces V,7(X) and there
is a connection on the Teichmiiller space of ¥ called the Hitchin connection, which gives
a way of identifying the various V7 (X) arising from different complex structures on M(X)
(see [?]). The non-smoothness of M(X) is usually avoided of by working with the moduli
space of X with a puncture and choosing appropriate holonomy around the puncture in-
stead of the moduli space of X..

It has been recently showed by Andersen and Ueno in a serie of articles in [?]|?][?][?]
that the TQFT defined by the geometric approach is isomorphic to the combinatorial one.
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However, the geometric approach to TQFT loses some of the structure of the combina-
torial approach: it is not clear how to geometrically define the Hermitian structures on
the vector spaces V,.(X), or the natural basis associated to pants decompositions, also, the
identification is quite unexplicit.

As we wish to use analysis to study pairings of such basis vectors, we will take another
approach. Instead of using M(X) to do geometric quantization procedures, we will use
some open subset of M(X) associated to a pants decomposition of ¥: the set of regular
points of the momentum map associated to the pants decomposition. Then we are able to
very easily define a complex structure on this set, and to exhibit an isomorphism between
V,(X) and a space of holomorphic sections over this open subset.

Given a pants decomposition of X, the set ,u_l(fo’) of regular points of the associated
momentum map is an open dense subset of M(X) as described in Section ??. By action-
angle coordinates it is symplectomorphic to PxT equiped with the symplectic form
w = Z dt; A df; . This open set can be seen as a submanifold of M = RZ x T which we
will equip with a Kéhler structure.
A symplectic form on M is given by the formula w = Z dt; A df;. The complex structure
on M will be induced by the map
Z: RExT — (CHE/Y

ti L
(ti,0;) — oz = ez Ti0:

and the usual complex structure of (C*)F.

Here Y is the discrete subgroup of (C*) generated by {e” ,v € S} where if v = (e, f,g),
then e¥ = (—1)%kT0r+o9k  where di; is the Kronecker symbol. In fact, (C*)¥/Y is just
isomorphic to ((C*)E , but it is easier to work with these coordinates to give an expression
of the symplectic form w. Note that the symplectic form induced on (C*)¥ /Y by this map
is the form zz dw; A dwj, where wj = In(z;), for a local determination of the logarithm.

We endow the line bundle M x C with the Hermitian form h such that h(t,0)(1) = e ¥

P 1
where ¢ = H2|| =3 Zln(ziZ)Q. The Chern curvature of this complex line bundle is

_ 1
00p = Z dw; N\ dwj = ~w. That is, this is a prequantization bundle.
i

The manifold M also carries a half-form bundle §: the bundle of n-form is trivial as

the n-form 22 A A 2 s well-defined globally (because the action of Y leaves each &
21 Zn Zi
invariant). The square root of the n-form bundle are then parametrized by H'(M, {£1}).
We then choose as half-form bundle a flat bundle with holonomy —1 along the loops
(t,0 + puy)o<p<r for v € S. As we will see below, this choice will allow us to identify
HY(M,L" ®46) with a space spanned by monomials which share the same parity conditions

as r-admissible colors.

Notice that with these definitions, we have a symplectomorphism between PxT CcRExT
and 1~ (P) € M(Z). Furthermore, the complex line bundle L with Hermitian connection
h is constructed to have the same curvature and holonomy as the Chern-Simons bundle,
and for ¢ a bundle on p~'(P) with the same holonomy called the metaplectic bundle can
also be defined, see [?].

We now want to build an isomorphism between V,.(3) and holomorphic sections of L" ® ¢§
on M. The space of holomorphic sections of L" ®§ has a Hermitian scalar product induced
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by the Hermitian structures on L and 9:

n

(s,8") = / s?e_ww—' = / s(t, 0)s'(t, 9)6_%Ht”2dt1 codt,doy ... do,
REXT n: REXT

1 r
Let x be the constant such that / eithszh e dtndfy ... dB, =1
K JRExT

L) 5, where we recall that n = |E|).
27

Proposition 9.1. For a € I the formula

(that is, Kk = Vol(T') (

e 2
A 1 ta,, o _llel
Car e o tia 96 Ir

EEIRYE
defines a holomorphic section of L" ® 0, and if we set H, = Vect{e, ,« € I,.}, the map

o,.: V.(¥X) — H,
Pa = €a

is an unitary isomorphism between V,.(X) and H,.

Proof. Indeed the parity conditions for a € I, is exactly what is required for the sections
z% to have the correct equivariance to be a section of L" ® §. It is easy to see then that
the 2% are orthogonal for the Hermitian product on H°(M, L" ®§) and form an Hermitian
basis of H° (M, L"®0). The vector spaces V,.(X) and H, have orthonormal basis ¢, and e,
indexed exactly by the same label set I,., hence ®, is indeed an unitary isomorphism. [

We end this section with a technical result that we will need in Section ??: the asymp-
totics of the Schwartz kernel of the orthogonal projection II, : L?(M,L" ® §) — H,. If s
is an L2 section of L” ® ¢, then I, s may be expressed as

s(t,6) = 3 (cans)ealtip) = | N(t0,u9)s(u o)dudy
CMEIT‘ M

r||t

where N(t,0,u,p) = e 2

2
. Zea(u, ©)eq(t,8) is the Schwartz kernel of II,. There is
acl,

also a orthogonal projection map: IT. : L*(M,L" ® 6) — H°(M,L" ® §) whose Schwartz
kernel N’ is called the Bergman kernel. The Bergman kernel is a section of the bundle
LRL'®dR6~! on M x M. The asymptotics of Bergman kernels of a compact Kihler
manifold M with prequantizing bundle are well understood and concentrate on the diagonal
A = {(x,x) x € M}, see for example |?]. Here the K&hler manifold we work with is not
compact but we have:

. _rlie? S Zw——
Proposition 9.2. The Bergman kernel N(t,0,u,p) = e ; Zea(u, p)ea(t,0) defined
ae[r
on M x M 1is O(T‘N) for the norm of the supremum for some N, and on any compact subset
K of (P x T)* we have the asymptotic expansion:

N(t,0,u,p) =
f—ullz 78— o2 t A
(2;)”26498@(_7«” 8u!l il 2sal! _‘_Z-T<—’2_u>.(9—g0))eg " o)

for the norm of the supremum on K.
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Proof. First notice that

rllel[? u2 - rllt=2)? -2
N(t 9 U SO) - 6 : Zea 'LL SD ea t 0 Ze 4 - 4 ela'(efap)

GfGI’r OLGIT

is bounded uniformly by a polynomial in r as each term in the sum is bounded by 1 on

n

M x M and x = Vol(T) (2;)5.

Furthermore, elements of I, are of the form o« = —(1,...,1) 4+ 7 where  is an element of
the lattice A defined in Section ??. On a compact subset K of (P x T)?, this sum is the

same as
et -2 rfjutloo)?

Ly et et o) LS -, )

a€A aeA

_rlitrE—al®  rllutt—o|? irat .
where f(r,t,u,§,z) = e 1 1 ™. Note that as a function of the last

variable z, it is in the Schwartz class S(R¥), with all Schwartz semi-norms bounded inde-
pendently from r and uniform in all other variables. We set g(x) = f(r,t,u, &, x) and we
use Poisson summation formula: for the Schwartz function g on R¥, we have:

Zg Covol(A) Z g(ru)

YEA u€Hom(RE /A,R/27Z)

where g is the Fourier transform ¢(u) = / g(t)e*i“(t)dt. But as g is in the Schwartz class
RE
with uniform semi-norms independent of r, all terms corresponding to p # 0 are O(r~>°).

n 3n
— = ()72 = n _ 929-3
xCovol(A) (27r> 2 as Vol(T') (2m)"Covol(A) and Covol(A) 2

(see |?]) and thus we get:

Finally

3n
"' \2 56-4g~
N(t.6,u,0) = (5=) * 2745(0)

—ull2 — |2 i3 2(65—¢5)
L (S A P

<27r 8 2

up to O(r~°°) as claimed. O

9.2 Curve operators as Toeplitz operators

The above section explained the construction of a geometric quantization model for V,.(X),
the isomorphism @, sends V;.(X) to a space of holomorphic sections on a Kahler manifold
M of line bundles L" ® . This model is not a very natural object but it has the advantage
of being quite simple and explicit, which is what we need for our goal of computing pairings
of vectors in V,.(X).

Having a simple model for V,.(X), we turn to the curve operators associated to curves on
Y. By conjugating a curve operator 7, € End(V,(X)) using the isomorphism ®, between
V.(X) and H,, the curve operators can be seen as endomorphisms of H,. We wish to
understand the curve operators as Toeplitz operators on H,.

Usually given a compact K&hler manifold with a prequantizing bundle L and half form
bundle §, Toeplitz operators are defined as follows: we have an orthogonal projection
operator 1L, : L*(M,L" ® §) — H°(M,L" ® §) and for f : M — R a smooth function
we have an operator m; acting on sections of L"® by pointwise multiplication by f. A
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sequence of endomorphisms of H 0(M ,L" ® 9) is then a Toeplitz operator if there exists

1
a function ¢(-,r) with asymptotic expansion g(-,7) = go + —g1 + ... for the norm of the
r

supremum such that:
T, =IL,mg(-,7) + R,

where the term R, is an operator of norm O(r~) for any N.

We introduce a slightly modified definition of Toeplitz operators as we wish to work with
the open manifold M = R¥ x T Let II, be the orthogonal projector L*(M, L" ® §) — H,
where H, is the vector space defined in the last section. Moreover for any smooth bounded
function f on M, let my be the operator on L2(M,L" ® ) of multiplication of a section

by f.

Definition 9.1. Let U be an open subset of RE x T and let fy, f1, fa, ... be a sequence
of smooth functions on an open subset U. We say that the sequence T, of endomorphisms

1

of Hy is a Toeplitz operator of symbol fo + —fr + < fo+ ... on U if for any k and any
r r

compact subset K C U we have:

Tr =1Ly (fo 2 frogt A )+ O

where x is some smooth function with compact support in U such that x =1 on a neigh-
borhood of K, and R, are operators whose norms are O(rik*l) for the norm of operators
(Hp, || - llL2any) = (Hpy || - ||oo (1)) for any compact subset K C U and are O(rN) for the
norm of operator H, — H,, for some N € N

Representing curve operators as Toeplitz operators is the main ingredient towards our
formula for pairings of curve operator eigenvectors. Indeed, the asymptotic behavior of
eigenvectors of Toeplitz operators is well understood, eigenvectors are expected to concen-
trate on level sets of the principal symbols.

The Theorem ?? will serve to identify the principal and subprincipal symbols of curve
operators: we will use it to match the asymptotic expansion of matrix coefficients of 7}/

1 1
with that of a Toeplitz operator of symbol f = fo + —f1 + —f2 +.... We will find that
r r

the appropriate principal symbol is the trace function on M(X) associated to the curve ~.
Our definition of Toeplitz operators is a bit unusual in that Toeplitz operators are usually
introduced as having smooth symbol on a compact prequantized manifold M. Here we
work with on an open manifold M and the symbol we get from Theorem ?? might not
behave well on the boundary of P x T, hence the need for this local definition of Toeplitz
operator. The usual computation of quasimodes of Toeplitz operators derived from mi-
crolocal calculus will still work with this definition.

We want to compute the matrix coefficients of some Toeplitz operator of symbol f. We
will link the matrix coefficients of such a Toeplitz operator to the Fourier coefficient of its
symbol.

Lemma 9.1. Let o, be a sequence of admissible colorings such that o € K where K is a
r

compact neighborhood of some point x in 13, and let e, be the corresponding basis vectors

of H,.

Let f be a smooth function on R with compact support. Finally, take k € ZF and define
82

A as the differential operator ZW Then there exists differential operators (L;)i>2
Te =

e
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on RE such that for any n we have:

ar, k[

) - Tf(%))
+—j{: 2) + Or™" 1)) ea, 1k

n>2

(878

Hrmf(t)eikeear = (f( ) Af( ) k : Vf(

21"(

a
Furthermore, the O(r~""Y) are independent of the sequence . such that — € K.
r

Proof. It is straightforward from the definition of ey, that f(t)e**’e,, is orthogonal to
€a,+1 for any [ # k. Thus Hrmf(t)eikaear is colinear to ey, 4k and we only need to estimate
the coefficient

; k. _u_k- e lIkl2
(f(t)ezkeearaeocr—kk / f(@) HtHQ ot 54— 15 o ar
_kor HIZHQ
T ar (12
- t e_QHt_iH
- Mg( )

where we set g(t) = f(t)eg't.

A stationary phase lemma argument will give us an asymptotic expansion of the integral.
Q

Indeed, let K’ be a compact neighborhood of K, as — € K for all r, for x € M\ K’ we have

MMeWWW§M@’Wm.MdKMUU>QmmMMdﬂmﬁWﬂ2

a
on M\ K'is a O(r~*%) for every k, with constants independent of —.
r

. . @
Furthermore, we write the Taylor expansion at — of g on K’ at order k:
r

o(0) = (%) + Dg(Z)(t = %) o+ DR - 0+ ()

with |h(t)| < (k:ikl) (t— %)kﬂ where Cj, is the supremum of ||D*"1g|| on K’, which is

. Ay
an universal constant independent of —.
r

Integrating by part each integral / Dkg(%)(t - %)6_%”“%”2(&, we get 0 whenever k
r r
is odd, Ag( ~)if k =2 and —L n(g )(a ) when k = 2n and where (L, g)( ") is a linear
r rm T

combination of the degree k derivatives of g. We get the asymptotic expansmn

1 r o (12 o 1 a 1 o
1 —rfje—ery2 _ ey Lo o Lo —k—1
/Mg(t)e 2 g(r)+2TAg(r)+ > TkLkg(r)vLO(r )

K

82
where Ag = ZW and Ly, are some differential operators of degree 2k. The O(rik*l)
e

eck

. . (673
is uniform for — € K.

r

As g(t) = f(t)e%t, the derivatives of ¢ can be computed in terms of the derivatives of f.
We find that there are differential operators L, of degree less than 2n such that (L,g)(t) =

(L;Lf)(t)egt and we have Ag(t) = <Af(t) + %k -Vf(t)+ HZHQ (t)> ¢3! where V is the
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gradient, - is the scalar product in R¥ and || - || is the Euclidian norm in R,
Hence the matrix coefficient (f(t)e*%eq, ,eq, +%) has the asymptotic expansion:

(878

o 2
(O en, o) = 1) + 5 (A1) + hvﬂﬂ—“ﬂﬂrﬂ

+Z z)+ 0@~

n>2

2

where L/ are some differential operators of degree less than 2n.

The error factor O(r~""1) is again uniform for e K. O
T

Theorem 9.2. For any simple closed curve v on X, there exists functions fi € Coo(fo’ xT)

. 1
such that T,) € End(H,) is a Toeplitz operator on P x T of symbol fo+ —f1+ ...
r
Furthermore the principal symbol fo of T, is the trace function o”7(t,0) = — Tr(pte(7y))

1
and the Weyl subprincipal symbol defined as fi + §Aafo vanishes, where Ay is the Kihler
Laplacian on M.

Proof. First we want to introduce the functions fy, f1,... that constitutes the symbol of
T, using Theorem ?? and Lemma ?7?. Let K be a compact in P x T and let K’ be a
compact neighborhood of K in P x T. We choose a function x with compact support in
P x T which is identically 1 on K.

o
Let also a, be a sequence such that — € K.

r
According to Theorem ??, to represent 7)) as a Toeplitz operator TTfT acting on H, with

1 1 ;
fr=1fo+ ;f1 + T—Qfg + ..., and f} is the j-th Fourier coefficient of f;, we need to have:

a1l
F’y(; ;) (T oas Patk) = (Trfrea’ea+k)
ROy Ly L g e HkH2 9
= fo(=)+ - —)+ = |Afg(=)+ k- — (0]
O+ (A + 3 [ e v - EERE) ) +oe)
using Lemma ?? for the second equality.
Gathering the equations for each Fourier coefficient and using Theorem 7?7, we get:

Z FIZ@? O)eike = —Tr(Pt,e(’Y)) =07(t,0)

kE—Z
and (92 52 52
1 1 1
1(t,0)

)+ Z [2 oz " 201,00, T 8 862} ~ 2 Z 615389
Remember that w, = 56 + 10, are local complex coordinates such that w = ZZ dwe N dig,
thus the K&hler lapl Ay on M i ly Y o 82+182

us the Kéhler laplacian on is sim -
P 0 PV 2 wom, — 4o T 1002

Thus f; + §Aa fo must vanish.

It is then possible to choose further coefficients f; to match the asymptotic expansion
up to O(r~**1) for each k, simply choosing fi+1 to cancel the residual term in in
T, —II,m

]

f0+%f1+...%

76



At this state, we have introduce smooth functions fo, f1, f2, ... such that for any K com-
pact subset of P x T, any K’ compact neighborhood of K and xy = 1 on K’ of compact
support, we have

_ —k—1
(T,;.y — HTmX(fO"‘%fl‘f'rikfk)) Sy = O(r )LOO(K)

uniformly for s, € Vect(e,, € Hy / ¢ K') of norm 1.
T
So we just have to control the difference of the two operators on the subspace
Vect(eq € Hy, / Yep- K'). But there is a constant C such that Va € P — K’, we have
T

’ [0
sup(|eq|?) < Ce TURLP-K ). Thus for s, € Vect(eq € H,,/ — € P — K') of norm 1, we
K r
have sup|s,| < Cr~%=1 for an constant C not depending on s,. As the operators T, sends
K

€q to a linear combination of e,4x with k& bounded, and as the 7, are bounded for the
norm of operators on H,., we must also have sup|Ts,| < C'r~*=1, O
K

1
The quantity f1 + §Aa fo is sometimes called in the litterature the Weyl-subprincipal

symbol of the Toeplitz operator Tf . A straightforward computation gives that, for Trf
and T two Toeplitz operators of principal symbols fy and gy and subprincipal symbols f;

1
and g1, the composition T/T9 has fogo as principal symbol and fog1 + fig0 + i{f,g} as

subprincipal symbol, which is the composition law that a Weyl-subprincipal symbol ought
to satisfy.

With the framework we developed in the last paragraphs, we wish to study the following
problem: take ¥ a closed oriented surface of genus g and C = (C¢)ecp a pants decomposi-
tion of ¥. Such a pants decomposition gives rise to a moment application p: M(X3) — P,
to basis o of V,.(¥) where o are some integer points of the moment polytope P and to
isomorphisms ¢, : V;.(X) — H, defined above, where H, are subspaces of H(M, L™ ®6).
Suppose D = (Dy)ser is another pants decomposition, and the associated basis of V.(¥)
is 1. As V.(X) has an Hermitian product, we can form the pairings (¢q, 1) and study

o
the limit as — and é tend to some limits in R” and RY.
r

But the VeCth'S g are joint eigenvectors of the curve operators 7", and by Theorem 7?7, we
know that the operators T77 act as Toeplitz operators with symbol o7 on HO(Px T, L" ®4).
Eigenvectors of Toeplitz operators are well understood, in particular they concentrate on
level sets of the principal symbols. We will be able to give an asymptotic form for 15 as
a section of L™ ® 0, and thus we will be able to compute the pairing with ¢,. As ¢, and
g concentrate on level sets of 0% and o7, the formula will be a sum of contributions
coming from each intersection points of these level sets. The next section is to devoted
to a result proving that generically, such level sets intersect nicely in a finite number of
points, allowing us to obtain an asymptotic formula by summing the contributions of each
of these points to the pairing in Section ?7?.

Such pairings have an interpretation as quantum invariants: (¢q,g) is the Reshetikhin-
Turaev invariant of the 3-manifold with links obtained by gluing the handlebodies associ-
ated to the pants decompositions C and D, and adding in each handlebody the dual graph
of the pants decomposition colored by a and S respectively. A special case would be if both
coloring are trivial colorings (1, ..., 1), then adding the colored trivalent graphs correspond
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to adding empty links in each handlebody, thus we would obtain the Reshetikhin-Turaev
invariants of the 3-manifold with Heegard genus g and Heegard splitting corresponding by
the pants decomposition C and D. Unfortunately our approach to calculating pairings fails
in this case, as some intersection points will be in 9P x T and we lack control over what
happens on 9P.

10 Intersections of Lagrangians in M(X)

We fix a pants decomposition C = (C)cec g, which defines an isomorphism ®,. : V,.(3) — H,
as in Proposition ??. Furthermore, we denote by U the set u~*(P) € M(X), where p is
the moment map defined as in Subsection 77.

For D = (v;)ier a pants decomposition of 3, we introduce the closed subset AZ of M(X)
defined by

AP ={p, Viel, —Tr(p(y)) =z}
When z is in the interior of the moment polytope associated to the pants decomposition
D, these subsets are Lagrangian tori of M(X): indeed, it is the pre-image of a regular
value of the Poisson commuting trace functions Tr(p(7;)). The Arnold-Liouville theorem
ensures it is a torus of dimension n where dim(M (X)) = 2n.

As we expect the joint eigenvectors of curve operators 7%, viewed as elements of H,
to concentrate on such Lagrangians, we wish to show that they have nice properties for
generic x.

Proposition 10.1. For D = (v;)icr and F = (0;)jcs any pants decompositions of ¥, we
have:

- For any x in an open dense subset of RY, the intersection AD N pu=1(0P) is transverse
and AP\ 1 71(OP) is connected.

- For any x,y in an open dense subset of R xR’ the intersection AEHA; 1S transverse.

Proof. The proposition follows from two steps. First we can obtain the transversality con-
ditions as an application from a classical result in real algebraic geometry, the algebraic
Sard theorem. We will shortly introduce the notions needed to state this result, a detailled
background is found in [?].

To begin with, we define a semi-algebraic set N as a subset of some RY defined by
polynomial equations or inequations (strict or large): there are a families of polynomi-
als Pi,..., Py, Q1,...Qm, and Ry, ... R; such that

N={zeRY/P(z)=0,...Py(z) =0,Q1(x) >0,...Qm(x) >0,Ri(x) >0,...R; >0}

Any affine algebraic variety is a semi-algebraic set (defined by equations only). For the
usual topology on RV, an affine algebraic variety is a stratified manifold. Each of its strata
are then semi-algebraic sets.

Moreover any semi-algebraic set is also a stratified manifold. The dimension of a semi-
algebraic set is then defined to be the maximal dimension of any of its strata.

Regular maps between semi-algebraic sets still are those given by polynomial functions.
Finally, semi-algebraic sets have tangent spaces defined in the same manner as in the case
of algebraic varieties.

We can now express the algebraic Sard theorem:
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Theorem 10.1. [?/Let N and M be two semi-algebraic sets. If f : N — M is an algebraic
map, then the set Crit(f) = {f(z) /dimT fo(T:N) < dim (T, M)} is semi-algebraic and

has dimension < dim M

Now we note that the intersections occurring in Proposition ?? are intersections of real
algebraic subvarieties inside M(X).

Lemma 10.2. Y = p~Y(0P) is a real subvariety of M(X). Moreover for any D pants
decomposition of ¥ and any x € RY, the set AxD is a real algebraic subvariety of M(X).

Proof. Indeed, given three curves C,,Cy,Cy € C that bound a pair of pants ), the coor-
dinates z., 2y and x4 of u(p) satisfy three triangular identities of the type z. < x5 + x4,
and the inequation z. + z; + x4 < 2. We have equality in one of these equations if and
only if the restriction of p to the pair of pants Q is commutative. Hence, p € u~1(9P) if
and only if its restriction to one of the pants is commutative, and the set Y is the reunion
of the subvarieties {Tr(p([Ce, C¢]) = 2}, for C, and C in the same pair of pants.

The case of AL is straightforward as AL is defined as the set {p / Tr(p(D;)) = z;}. O

Topologically, as Y is a real algebraic manifold, it is a stratified manifold. Its strata
are in turn semi-algebraic sets.
We can apply the algebraic Sard theorem to the map (fp,)ecr : M(X) — R restricted
to any stratum Z C Y. We obtain that for = in a dense open subset of R!, the map
(fp.)ecE does not have x as a critical value on the stratum Z. This is the same as saying
that AL is transverse to the stratum Z of Y, so for generic x it is transverse to each stra-
tum of Y. The same applies to showing the transversality of AL and Ayf for generic x and y.

The only thing that remains to prove is the part about the connectedness of AP \ Y.
We will need the following lemma:

Lemma 10.3. The real algebraic subvariety Y = pu~'(OP) has codimension 2 in M(X).

Proof. Recall that the subvariety Y is included in the union of subvarieties

{p /Tx(p([Ce, C])) = 2}

where C. and C} are curves of the pair of pants decomoposition that bound a common
pair of pants. Thus we only have to show that subvarieties of this type have codimension
at least 2.

Let v and § two disjoint non-isotopic simple closed curves in the surface 3. We show
that the subvariety {Tr(p([y,d])) = 2} has codimension at least 2 in M(X). This contains
the subvariety of abelian representations, which has dimension 2¢g and thus codimension
greater than 2, as g < 2. Therefore we are interested in the codimension near an irreducible
representation p.

One possibly is that p € {p € M;;r(2)/p(y) = £I}. This semi-algebraic set is of codi-
mension at least 3 in M(X).

Indeed, consider the projection 7 : M(3) — Hom(713, SO3)/SO3. This map is a cover on
its image, and thus conserves dimension. The representation p is sent to a representation
p such that p(y) = I in SO3. Taking p(y) = I amounts to replace M(X) with the moduli
space of ¥/ /v, that is we smash ~ to a point.

We have two cases: either v is separating, we obtain the wedge of two surfaces of genus g;
and go with g = g1 +g2, whose fundamental space is 71Xy, *m12,,, and whose moduli space
has dimension 6g; — 6 + 6g2 — 6 = 6g — 12. When the curve ~ is non-separating, ¥//~ has
fundamental group m1X,_1*Z and the moduli space has dimension 6(g—1)—6+3 = 6g—9.
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In either case, the codimension is greater than 3.

Thus we need only to show that {Tr(p(]v,d])) = 2} has codimension at least 2 in the
neighborhood of points p such that p(y) # +I and p(d) # +1.

We denote by F' the function p — Tr(p([v,9])). Let p an irreducible representation in
{F(p) = 2} with p(y) # £I and p(d) # £I. As we consider representation in SUs, the
function F' has a local maximum at p, thus the differential D,F vanishes. To understand
the local structure of {F' = 2} near p, we compute the 2nd differential of F. We will
exhibit a subspace of the tangent space of dimension 2 on which D?F is definite negative.
This will prove that the tangent space of {Tr(p([,d])) = 2} has codimension at least 2,
and hence finish the proof of our claim.

Claim: There is a pair of pants P’ such that p is commutative on P’ and the restriction
map M(X) — M(P') is a submersion.

Indeed it is an elementary fact that the tangent space T, M(X) is isomorphic to the twisted
cohomology group H'(X, Ad p) where Adp stands for the adjoint representation of p (see
for example [?]).

Consider the exact sequence in twisted cohomology associated to the pair (X, P):

HY(%,Adp) — H'(P,Ad p) — H*(, P,Ad p)

By Poincaré duality, we have H*(X, P,Ad p) ~ H°(X\ P,Adp)*. If ¥\ P is connected, p
must be irreducible on ¥\ P and then H°(X\ P, Ad p) = 0. When it is not the case, either
p is irreducible on each components of ¥\ P and H°(X \ P, Ad p) = 0, or there is another
pair of pants P’ in the decomposition on which p is commutative and such that ¥\ P’ is
connected: just take one of the connected components of 3\ P on which p is commutative,
it is a surface with one or two boundary curves, and any decomposition of such a surface
has a nonseparating pair of pants disjoint from the boundary.

Hence, we can always assume that H(X \ P,Ad p) = 0 and thus that the restriction map
is a submersion.

Now we only have to show that {p’ / F(p’) = 2} is of codimension 2 in M(P).

We now compute the second derivative of the restriction F|rqpy. As p(v) and p(d) com-
mute, up to conjugation we can assume that p(7y) and p(d) are diagonal with coefficients
(e, e7®) and (¢'?,e™%) respectively. We denote these diagonal matrices by Uy and U,
respectively. We compute the second differential of F[yqpy on H L(P,Ad p), space which
is isomorphic to

H'(P,Ad p) = suy @ sua/{(€ — UplUy ', € — UptU, ', € € sup}

Let us introduce the notations: j = (_01 é) and k = (? 8)

Now the vector space V = {(£,0), & € Vect(j, k)} is a subspace of dimension 2 of H'(P, Ad p)
(as Uy and U, have the same commutant, no (£,0) is equivalent to (0,0) in H'(P, Ad p)).
We can endow it with a norm || - || for which (j, k) is an orthonormal basis.

We show that D?F is definite negative on V: we have

Te(UpeSUpe Uy ) = 2 — Te(UptU,EU_g_) + 2 Te(€?) + O([¢]*)
= 24 Te(U_s,) — 2/[¢][2 + O(l[€]*)
— 2+ 2|¢] 2(cos(2¢) — 1) + O(|[€][*) = 2 — 4sin(p)1¢]> + O(/[€][*)
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As the second differential is definite negative on a subspace of dimension 2, in a neighbor-
hood of p the space {p’ / F(p') = 2} is of codimension at least 2. O

To finish the proof of Proposition 7?7 we deduce the connectedness of Af NY for generic
z from the Lemma ??. Recall that for generic z the intersection AP NY is transverse, thus
the intersections of AL with each {Tr(p([C.,Cf])) = 2} are transverse. Also, for generic
z € R™ we can assume that the set AL is either empty or a torus of dimension n inside
M(Y). In the former case the connectedness is trivial. In the latter case, to show that
AP np~Y(P) is connected, we will only need to show that AP NY is of codimension at least
2 in Af. What we mean by codimension at least 2, is that each strata of this stratified
variety has topological codimension at least 2 in the torus AZ. As the intersection A NY
is transverse, it follows from the fact that Y is of codimension at least 2 in M(3). O

11 Pairings of eigenvectors of curve operators

11.1 Pairing in the half-form bundle

In this short preliminary section, we define various pairings for the half-form bundle §
on Kahler manifold M. These pairing forms will be useful to describe the asymptotic
expansions occuring in the pairing of quasimodes in Section ?7.
We consider a general Kéhler vector space E of complex dimension n with symplectic form
w and complex structure J.
Choose two transverse Lagrangian subspaces I'y and I's of the vector space E.
Let A™YE* be the space of complex n-forms on M, of which 4 is a square root. We have
maps:

m: AMYE* - AT @ C

which consist of restricting a complex n-form on F to I';, getting an isomorphism between
complex n-forms on E and the complexification of real n-forms on I';. On the other hand
we have maps

AT} ®C — A™OE*
extending n-form on I'; to complex n-form on E. These maps are well defined as the I';
are Lagrangian (thus I'; @ JTI'; = F), and are the inverse isomorphisms of the first couple

of maps.
Now given n-forms on I'y and I's the wedge product create an 2n-form on F, which we can
n

w
compare with the Liouville form — Combining with the restriction maps m;, we get the
n!

AES x AYE* - C
(2-n) T1(a) A m2(B)

wn

pairing

(0% ) /B — (04,5)1‘1,1‘2 = Zn

If we have a complex line § with an isomorphism ¢ : 622 — A"YE* = C, a pairing for §
associated to Lagrangians I'; and T is

(O‘76)F1,F2 = (a®275®2)F1,F2

The determination of the square root goes as follows: recall that we also have an Hermitian
pairing
A™OE* x A™OEF C

(67 ) /8 - (Oé, B) = in(2_n) aC:\nIB
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and thus also a pairing (a, 8) = v/ (a®?2, 92)

It is shown in [?] that when I'y = JI'y, this pairing is the same as the pairing (o, 8)r, r, up
to a positive constant. We require the same to be true for the corresponding pairing on 6,
for general transverse I'1 and 'y we extend the definition so that it depends continuously
on Fl and Fg.

Suppose we consider, instead of just a Kahler vector space, a (connected) Kéhler man-
ifold M of complex dimension n, equipped with a half-form bundle 6. Pick a point x in
M, pairings on d, can be defined by the above procedure. We get pairings on any 9, for
y € M by extending these by continuity.

11.2 Quasimodes of curve operators

Let C = (Ce)ecr and D = (Dy)ser be two collections of curves that form pair of pants
decompositions of ¥. We assume that these pair of pants decompositions have planar dual
graphs. We call I, (resp. J;) the set of r-admissible colorings associated to the pair of
pants decomposition C (resp. D), (pg)acr,. and (¥5) e, the associated basis of V,.(¥).

We introduce the polytope P (resp. @) that is the image of M(X) by the momen-
1
tum mapping g : M(X) — RE such that pu(p) = acos(i Tr(p(C.))) (resp. p' such that

1
4 (p) = acos(5 Tr(p(C.))
We want to study the asymptotic behavior of pairings <<pgr,wgr> for large level r. We
B

. .. Oy T .
impose conditions on the sequence «, and S,: firstly, we need — and — to stay in com-
r r

pact subsets of P and Q Indeed the representation of common eigenvectors of commuting
Toeplitz operators works well only for eigenvalues corresponding to regular values of the
principal symbols: that is, here, the interior of the polytopes. Secondly, as the eigenvectors

will concentrate on Lagrangian AEZCOS(WQTT) and A?Q cos(mlz) thus we want the intersection

to be transverse. By Section 77, there is an open dense subset Wy, of P x Q such that for
any x,y € Wy the Lagrangian A€ oy and A?

—2cos(m are transverse.

QCOS(W%)
So we impose the following conditions on «,. and ;:

Property (*) : We say that a sequence («;, 3;) € I, x J, satisfy Property (*) if there is
a

a compact subset K in Wy, such that (—,—) € K for any r.
r’or

As explained in Section 7?7, the pants decomposition C induces an isomorphism ®, from
Vi(%) into H, € HO(M,L" ®$6), where M = R¥ x T, where T is the torus that is the fiber
of the map u. The vectors 1%, as linear combinations of the ¢!, can be viewed as elements
of H,, furthermore their L?-norms are concentrated near P x T.

The curve operators T, TD  have ¥} as common eigenvectors with eigenvalues —2 COS(LBJ[).
But we have given an expression of the curve operators acting on H, as Toeplitz operaz;ors

onU =P xT. Call 0”7 the Toeplitz symbol associated to T,pf, that is the trace function
associated to the curve Dy.

Proposition 11.1. Let W be a compact subset ofﬁ and B, € J, be a sequence such that
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Br

— € W. The vectors WL}T are microlocal solutions on U of
,

D
77w, = —2 cos(@)@r

meaning that they satisfy the following 2 conditions:

- (admissibility condition) For any compact subset K C U, there exists constants C
and N such that |¥,(z)| < CrY for all x € K.

- (quasimode condition) For any x € U there is a function ¢ with compact support
containing x, such that II,.(oW,) = U, + O(r~>°)

and TTDfHT(cp\I/T) =2 COS(@)\I& + O(r~°) uniformly on a neighborhood of x.

Such a sequence of vectors ¥, is also called a quasimode of the Toeplitz operators TTDf, for

the joint eigenvalue —2 cos(%)
,

Proof. Indeed, 1 is a linear combination of the vectors ¢, which are in number less or
equal than 1Pl and the coefficients in the linear combination are all less or equal than 1
as g is of norm 1. As h(eqa,eq)(7) <1 for all a and x € R¥ | the vectors Yj;, satisfy the
admissibility condition.

For the quasimode condition, choose z = (¢,0) € U, let ¢ be a T invariant cutoff function
with compact support in U and identically equal to 1 on a set of the form V x T where
V' is a neighborhood of z. Then up to O(r™"°), the projection II.(¢vj ) has the same
coefficients as 15 on each e, with @ € V, and on a small neighborhood V' C V of z, any

" r

other eq is O(r~>°). Thus IT,(¢yp ) = Y5 + O(r~>°) on V.

Finally, we know that 5 is an eigenvector of TTD 7 which on U acts as a Toeplitz operator
of symbol ¢/ by Theorem ??. As ¥}, has the same coefficients on the e, with o € V up

to O(r~—°°), and T;”’ has a finite number of nonzero diagonals,

7r/8r,f
T

177 T (04, ) = —2cos("ord oyt + O(r)

on V' xT. O

The operators TTD " of H, commute as they are curve operators on disjoint curves.
Quasimodes of commuting Toeplitz operators are well understood. When Ti,...,T,, are
commuting Toeplitz over a Kéhler manifold M of dimension 2n, with principal symbols
1i, and F is a regular value of y : M — R", the set /fl(E) is a Lagrangian torus of M by
the Arnold-Liouville theorem.

Quasimodes associated to eigenvalues E° concentrate on the Langrangian torus Ag, and
some Ansatz can be used to compute the asymptotic behavior of quasimodes. We will follow
the approach of [?], which describes quasimodes of such operators as so-called "Lagrangian
sections".

Let U C U’ be two contractible neighborhoods of E, consisting of regular values of . By
Arnold-Liouville theorem, = (U’) is diffeomorphic to U’ x T where T is an n-dimensional
torus, and p acts as the projection U’ x T' — U’ on it. For any E' € U’, the torus Ap
is Lagrangian. We take a sequence E™ € U, and we are interested in quasimodes of the
Toeplitz operators 171, ...,T,, that is microlocal solutions of

/v, = E'V, (2)
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Proposition 3.5 [?] gives a formula that allows to compute quasimodes on contractible
subsets in the following way:

Proposition 11.2. Let E be a regular value of the momentum map p : M — R" and
U c U’ be small contractible neighborhoods of E, so that M_I(U) =U xT where T s a
torus. Let 'V be a contractible open subset of the torus T. Then:

- There 1s a smooth map Fy : U — L2(U' x V, L) such that for any E € U, the section
Fy(E) is flat of norm 1 on Ag and of norm < 1 elsewhere in U’ x V, such that
Fy(E) is holomorphic in a neighborhood of A in U x V', and such that all Fy (E)
for E € U have the same compact support in U x V

- There is a sequence of smooth map gy (-,7) : U — L2(U’ x V,68) such that gy (E,r)
is holomorphic in a neighborhood of Ag, and gy (-,r) has an asymptotic expansion
1
g (1) = %) + —gb () + ... with gg/—(E)|AE satisfying the transport equations
r
L'Xeg‘o/(E) = 0 where X, is the symplectic gradient of the function pi..

such that Fy(E,)" g(Ey,r) is a microlocal solution on U x V of (?7)

Furthermore, the proposition 3.6 of [?] garanties that quasimodes are always of this
form:

Proposition 11.3. Let E be a regular value of u and U and V be defined as in Proposition
??. Suppose that 1, is a microlocal solution of (?77) on U X V. Then there exists a sequence
A with A\, = O(r™Y) for some N such that:

w'r = /\TFV(ET)TQ(EM 7’) + O(r—oo)

Proof of Propositions ?? and ??: The material in [?] and [?] is sufficient to get these
two propositions. The proof of Proposition 77 consists two steps: first step is a computation

of how Toeplitz operators act on Lagrangian sections given by the Ansatz ¢, = Fy g(-, —).
r

We follow the proof in [?] to work out this calculation. First, the projection on H, acts on
a Lagrangian section by sending 1, to

I, () = /M N 9)F” (4)9(4) 1t (9)

where N(x,y) is the Bergman kernel we computed in ??. What differs from [?] is that we
integrate over a non-compact manifold M. However, as [F| < 1, |g| = O(r®) for some a,
and N(z,y) < Crbe m@9)? for some constants C and a, we can reduce this integral to

an integral over a bounded open set: let y be in a compact subset K of P x T, and let
e <d(K,0P). Weset K. ={y / d(y,K) < e}. We have:

[ NewF Gt = 06 )
M\K.

where the O(r~>°) is uniform for y € K. Once we reduced to an integral over a bounded
set, the computations in [?| apply directly to show that I, = 1, + O(r~°°) uniformly
on K. In the same way, when we compute the action of the Toeplitz operator 7' on the
Lagrangian section F"g, we can restrict everything to an integral over a bounded set. We
have that:

T (z) = /M N(z,y) f5@)x W) F" (y)g(y)u(y) + O(r™=)
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where the O is uniform for x € K, where f, is the symbol of T}/, and x is some cutoff

function that is identically 1 over K.. Again, as N(z,y) < Crberd@y)?

M\ K. is a O(r~°°) uniformly on K, and we have

, the integral over

Ty () = . N(z,y) f () F" () 9(y)par (y) + O(r—>)

We then refer to |?| for the computation of the action of a Toeplitz operator on the
Lagrangian section:

it is shown that a Toeplitz operator of principal symbol u; and vanishing subprincipal
symbol sends the Lagrangian section Fy,;g to a Lagrangian section

1 1 -
Fy(Ergo + —(Ergr + —Lx,90) +...) + O(0™%)

These computations are again purely local, and transport directly in our setting.

Once the action of Toeplitz operators on Lagrangian sections is known, it is possible to
recursively define the sections g; to get a quasimode by solving transport equations. More-
over the first term go must satisty Lx,go = 0.

Then the proof of Proposition ?? in [?] consists of using Fourier integral operators to show
the microlocal equation is equivalent to an equation in a "model manifold" in which the
equation can be explicitly solved. The same arguments using the control we have on the
Bergman kernel to localize all integrations can be used to show that the proof in [?] can
also be applied to our setting.[]

In general the quasimodes on such contractible open set can be patched together to get a
quasimode on U x T if the sequence E" satisfy some conditions called the Bohr-Sommerfeld
conditions, and then on M using functions, as quasimodes are negligible away from Ag,.
Roughly speaking, the Bohr-Sommerfeld conditions consist in the following: as the sections
Fy(E,) for different contractible V' C T differ by a complex number, we need to be able
to renormalize them in a coherent way, this is possible when the holonomy of L x § along
Apgr is trivial.

In our case, we do not need to study the Bohr-Sommerfeld conditions: we already know the
spectrum of TTDf and we have a sequence ¢5 € H, that realize a quasimode on U = PxT
of the Toeplitz operators T for El =-2 COS(@).

. . D .
These quasimode have to concentrate on the Lagrangian A Ef . If we chose E" in an appro-
. . . Dy . . .
priate open dense subset of RY, the intersection A Eff is connected according to Section 77.

Hence, if we cover Agf N U by contractible open sets Vi,..., Vs, we know that on each V;,
there are coefficients A.; such that

Vs, lvi = AribV,(E")gvi (B, 7) + O(r™™)

as sections in ]L2(15 x Vi, L" ® ¢), and the coefficients \,; differ by complex numbers of
norm 1; the sections Fy;(E") can be patched together to give a section F' of L that is flat
of norm 1 on Agr, similarly the gy,(E",r) are patched together to form a section g of 4.
The sections F' and g can be multivalued, however, F"g is a single-valued section of L" x §
which has trivial holonomy on Agr as E, satisfy the Bohr-Sommerfeld conditions.

Note that here we have used the fact that the intersection U N Agr is connected, otherwise
we would need multiple constants A, one for each connected component of the intersection.
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Now that we know an asymptotic expression of 15 as a Lagrangian section, we want
to calculate || using the fact that ¢ is of norm 1.

Proposition 11.4. The vectors g, for & € W where W is a compact subset of (:2, have
r

an asymptotic expansion as elements of H,:

v = (5=) (14 06 ) (E)g(E)

where

- Uy 18 a sequence of complex number of moduli 1

- E" is the sequence of common eigenvalues corresponding to g, , given by the formula

El =-2 COS(F&)
r
- F and g(-,r) are the smooth maps in W — L2(M, L) and W — L%(M, §) respectively,
with F(E") flat of norm 1 on AR, holomorphic in a neighborhood of this Lagrangian,
and of norm < 1 elsewhere.
And finally the sections g(E") of § on M are holomorphic in a neighborhood of Agr

and have an asymptotic expansion g = go+ —g1 + ... with gy a smooth section of the
r

half-form bundle § such that on Agr we have g%z)2 = dOy A ...dOy, where the

Vol(AZ,)

0; are angle coordinates on AZ, .

Proof. The norm of Lagrangian sections are easily computed using stationary phase lemma:
according to [?], the Lagrangian section is normalized when we normalize the section

gy by ¢V (E)®? = —————db; A ... A df, where 6; are angle coordinates on Agr, and
Vol(Agr)

A = (i)%.

27
But as the difference between ¢ and the Lagrangian section is O(r~>°) uniformly only
on compact subset of U = P x T, we need to be careful that 15 does not carry too much
weight over small neighborhoods of 0P x T.
To compute the coefficient A, we will introduce an operator II to localize our eigenvector
on P x T. Let p be a cutoff function with compact support inside P and identically equal
to 1 on the open set {x € P/d(xz,0P) > ¢}. For e sufficiently small, this set has non
trivial intersection with A?Q cos(rz) for any z in a given compact subset W of Q
Now the operator II, € End(V,.(X)) acts on the basis of ¢, associated to the pants decom-
position C by:

10 = p(%)soa

The operator II, cacl} actually be seen as a function of the curve operators TTCE: we have
I, = p(%acos(—rT)). Therefore, it can be viewed as a Toeplitz operator of principal

Ce

symbol o = p(%acos(— )) and vanishing subprincipal symbol, where fo, are the trace
functions associated to the curves C.. In [?], it is stated that for a Lagrangian section
v, = )\T(L)%FTg concentrating on Agr, and for a Toeplitz operator T, of principal
symbol ¢ and vanishing subprincipal symbol, we have

1

7.9, U,)=(1+0(r"! Aﬂ/ odby A ...db,
( )= ( (r=))l !VOI(AET) N
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We can apply this for the vector 15, as an element of H, and the Toeplitz operator II,. to
get an expression of (I,13,,13,).

But instead of using the isomorphism from V,.(X) to H, corresponding to the pants de-
composition C, we also have an isomorphism corresponding to the decomposition D. With
this isomorphism, g, is sent to a monomial eg, in M =RF x T', which is a Lagrangian

section concentrating on {&} x T', furthermore, in this simple situation, the coefficient
r

T . n
Ar is exactly (=—)4. Though the operator II, does not have a simple expression as a

diagonal operator in the base of the eg, it is still a Toeplitz operator of principal symbol

1
o= p(;acos(—%)) and vanishing subprincipal symbol in this new setting. Hence we

have:
1

dfy A .. .doy,
VOl(T/) \/{M}XT/ o

Comparing the two asymptotic expansions of (II,1g , 13, ), as the integral of the principal
symbol of I, on Agr is non-vanishing, we get that the coefficient of normalization is indeed
that of the proposition. O

(Tths, 5,) = L+ O())()E

11.3 A formula for pairings of eigenvectors

We are ready to prove our final theorem:

Theorem 11.1. Let C and D be two pair of pants decompositions of a closed oriented
surface X3. Let oo and B, r-admissible colorings for the two pants decompositions such that
(o, By) satisfies Property (*), and let ¢q, and g, be the corresponding basis vectors of
V. (2). Then we have the following asymptotic expansion:

r\T5 1
(SOCY?W wﬁ'r) =Ur |\ 5= Z 1
<27r> \/Vol(A%ar)Vol(Aggr)ze ag, oz, |det({p 1)l
r Br

cirn(z) jm(=)

wl3

+O0(r 27h

where n = 3g — 3 is half the dimension of the moduli space, u, is a sequence of complex
numbers of moduli 1, pi; = — Tr(p(C;)) (resp. p; = — Tr(p(D;)) ) are the principal symbols

of the curve operators TTCZ' (resp. TPj), the volumes of the Lagrangians are volumes for
n-forms dual to the n-vectors X1 A ... A X, (resp. X1 A ... A X)) of Hamiltonian vector
fields of p; (resp. M;‘ ), "2 e U is the holonomy of L along a loop 7., . which goes from a
reference point zy € A%ar OASZa to z in A%QT then back to zy in AE,B and finally m(z) € Z

corresponds to a Maslov indez.

Proof. Let C and D be two pants decompositions of X, and (., 3,) be a sequence of ad-
missible 7-colorings (that is index of basis vectors) satisfying Property (*) of ?7.
We consider pairings of the vectors ¢, and g, . The first is a common eigenvector of the

. . TQ . . D
T with eigenvalues E! = —2 cos(—~=%). The second is a common eigenvector of the Ty *
T

s,

with common eigenvalues E}T = —2cos(
We use the first pants decomposition as a decomposition of reference, giving us an isomor-
phism @, between V,(X) and a space H, of holomorphic sections of a complex line bundle
L"® 9§, by the work done in Section ??. Under this isomorphism, we know that the images
of the vectors 15, are Lagrangian sections, concentrating on the Lagrangian AE,T, and of
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Figure 20: The loop 7.

the form (1 + O(r_l)(g)%FTg, where F' section of L and g section of ¢ satisfying the
T

conditions explained in Section ??. The same is true for the ¢, . (actually, the situation is
even simpler, as the isomorphism @, sends the vectors ¢, to the vectors e, of H,, which
are exactly the expected Lagrangian sections).

As these sections concentrate respectively on ACET and Ag/r, the only meaningful contri-
bution in the integral comes from the intersection points of these two Lagrangians. But
as a, and B, were carefully chosen to respect Property (*), the intersection of these two
Lagrangians is always transversal, in particular, consists of a finite set of points. The
contribution of each intersection point can be computed by means of stationary phase
methods, the computations are done in [?].

For two Lagrangian sections (; )4F191 and (2 )4Fggg concentrating on A; and As, the
T T

first order of the contribution of an intersection point z of their Lagrangian supports is

(52) R () Fa(2) (91(2), 92(2)) o e

But Fy and F; are flat of norm 1 on A; and As. Thus, if we write (F1F2)"(2) = (%) and
pick a point zg € Aq N Ay of reference, then ¢”(*)=1(20) ig the holonomy of the line bundle
L along a loop 7.,,. which goes from zp to z in A and returns from z to 2z in As.

Furthermore, up to normalization, 9?2(2) and g§®2(z) are n-forms dual to the n-vectors
X1A...AXp(2) and X{A...A X, (2) (where the vector fields X; and X are Hamiltonian

vector fields of p; and pf). Thus the pairing (¢1(2), g2(2))1.A, 1.4, 1S & square root of
1

det({u;, 1) 71(2).
VOI(Al)VOl(AQ) € ({M nu]}) (Z)
We can introduce integers m(z) such that

1
v/ Vol(A1)Vol(As)

[det({ps, s 1|72 (2)im )

(91(2), 92(2)) 1y 70> =

Recall that g1 and go are sections of § such that g®2 and g®2 are the complexification of

the n-forms on A; and Ag given by ————— 1 and ————f2 (where ; and (35 are dual to

1 1
Vol(Ay) Vol(As)
the Hamiltonian vector fields of the two sets of principal symbols). The pairings of these
sections have been described in 7?7, which gives a rule depending on the relative positions
of the Lagrangian A; and Ag to choose the square root.

These definitions of 7(z) and m(z) depend only on the homotopy class 7., . as L and ¢ are
flat on A7 and As. Furthermore, L™ ®¢ is flat and trivial on A; and As as Bohr-Sommerfeld
conditions are verified, thus the asymptotic expansion does not depend on the choice of
Vzo,2 at all. O
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11.4 A geometric interpretation of the phase and index

Our Theorem ?? introduces two quantities: a phase 7(z) and an integer index m(z) where
z is in the intersection of the two Lagrangian A; and As of the theorem. They are defined
using features of Kéhler geometry: holonomy of a prequantizing bundle, parallel transport
in a half-form bundle, and the pairings in half-form bundle of Section ??. From this de-
scription, the procedure to compute the index m(z) seems rather intricate.

We would like a simple geometric picture to interpret both the phase n(z) and the index
m(z). Of course, only their variation are relevant: if we choose a reference point zp in the
intersection A; N Ag, we can assume 71(zp) = 0 and m(zp) = 0 just by changing the moduli
1 complex number u, appearing in Theorem ??. The geometric picture we have in mind
should preferably involve only the symplectic geometry and not the complex structure J
on our quantizing space M, as it is the only structure inherited from the moduli space

M(D).

An interesting case is when a loop 7, . is trivial in 71 M and thus bounds a disk D, ..

As the prequantizing line bundle L has curvature E,, the holonomy of L along 7., . is the
i

same as ¢'1(P=0.2) where A(D,, ) is the symplectic area of D, .

As for the index m(z), observe that as D(zp, 2z) is contractile, the half-form bundle § is
trivial on it. After choosing gi(z0) and g2(zo) (for which there is a sign ambiguity), the
value of gi(z) and ga2(z) is determined for any = € D(z,z) by parallel transport. View
91(20)%? as the complexification of a n-form on Ay, then following 7., . Wwe get a path e(z)
in the oriented Lagrangian Grassmanian LG (D(zg, 2)) of D(2p, ), such that for x € 7, .,
the element g;(x)®? is the complexification of a positive n-form on e(z). The same can
be done for the return map from z to zp in Ay, we get a path f. There is a canonical
way to connect these two paths to get a loop in the Lagrangian Grassmanian. Indeed,
fix a Lagrangian frame L. The set of Lagrangians L’ transverse to L is affine: any such
Lagrangian is the graph of a map A : L — JL such that JA is symmetric, thus defines a
quadratic form on L. We can thus connect L’ to JL by a segment. This give us paths p,,
and p, from T, Ay to JT,,A; and from JT,A; to T,As. The path Je allows us to close the
path p, fp,,.- We get a close path in the oriented Lagrangian Grassmanian, the m; class of
which is exactly m(z).

Indeed, as our index m(z) and the class we defined depend only on the Lagrangian A
and As, we can move our Lagrangian so that at points of intersection zg and z we have
TAp = JTA;. Then the pairing (-,-)7a, 7A, in the half-form bundle is positively propor-
tional to the square root of the Hermitian pairing on n-form on D, .. Thus, the ambiguity
in the square root comes from which square roots of dfy A ... A df, (resp dO} A ... A d0))
the section g1 (resp. g2) represents at zp and z. It is easy to see that following a loop of
class 1 in 7T1LG+(DZO7Z), parallel transport changes g; by a — sign. Hence the m-class of
(Je) - ps - [ - Dy calculates the index m(z)

The definition of the index seems to depend on the quasi-complex structure J. However,
the set of quasi-complex structures on the disk D, . is affine. As the index we defined
depend continuously on J, it must be constant when the quasi-complex structure J varies.

The argument to interpret geometrically the index m(z) works only when the loop v, .
bounds a disk in P x T. The situation is more complicated when the loop is not trivial
inPxT (whose fundamental group is the same as 7', that is Z"), and the interpretation
of the index is not clear in this picture, and seems to depend on our specific choice of
half-form bundle.
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A possible way of tackling this problem would be to show that our choice of half-form
bundle derives from the choice of a spin-structure on M(X). The loop 7., , can be defined
as a loop in M(X). As the fundamental group of the moduli space M(X) is trivial (as
explained in [?]), this loop always bounds a disk in M(X). We expect the index m(z) to
be computable as the class of some specific loop in the Lagrangian Grassmanian of M(X).
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