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Chapitre 1
Introduction

Lorsque I'on s’intéresse a la modélisation d’'un probleme particulier, on se base sur les
connaissances que I'on a sur celui-ci. Généralement, ces connaissances proviennent d’obser-
vations que I'on fait. Mais une observation ne fournit le plus souvent que des informations
partielles sur le sujet étudié. L'approximation est donc partie intégrante de toute tentative de mo-
délisation, puisque I'on ne se base pas sur des informations complétes. On utilise au contraire
des descriptions partielles pour représenter un systéme. Il est possible de généraliser ce propos,
et d’autres raisons veulent intervenir pour justifier cette partialité de I'information représentée.
Nous en donnons quelques-unes, réparties en trois catégories.

Tout d’abord, on peut classer toute cause d’imprécision subie, que I'on ne peut éviter. On
peut reprendre les arguments donnés dans le cadre d’observations imparfaites d’'un systeme.
On trouve cela en physique, ou toutes les données proviennent de mesures qui comportent
obligatoirement une part d’incertitude, d'imprécision. Mais il ne s’agit pas de I'unique origine.
Ainsi, en informatique, il peut arriver que la quantité d’information que I'on a sur un résultat
dépend du temps de calcul nécessaire pour I'obtenir. Alors, si I'on veut avoir un résultat a
un moment donné, il faut interrompre le calcul et se satisfaire du résultat obtenu jusqu’alors
(lorsque I'on calcule les décimales de que I'on s'intéresse aux traces de I'exécution d’un
programme, etc.).

D’autres raisons sont a l'origine de la partialité de I'information dans un modele. On peut
citer I'utilisation d’approximations voulues. Il n’est en général pas nécessaire de représenter
toutes les informations disponibles pour effectuer tel ou tel calcul. Ainsi, si I'on s’intéresse a
la modélisation d’un dé a 6 faces, la seule partie intéressante de cette modélisation ne sera la
plupart du temps que la valeur inscrite sur la face supérieure du dé. On se soucie peu de sa
composition, sa couleur, sa densité, la profondeur des points, etc.
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Enfin, méme une fois que I'on a sélectionné la partie des informations que I'on juge per-
tinente, il est possible que I'on n’ait pas envie ni besoin de les représenter avec la meilleure
précision disponible. Il existe de nombreux exemples ou I'on choisit un niveau de description
trés grossier par rapport aux informations disponibles. Ainsi, on peut modéliser des circuits élec-
triqgues de fagon simplifiée, et en déduire néanmoins de nombreuses propriétés intéressantes sur
leur comportement. En effet, les quantités manipulées sont définies macroscopiquement (I'inten-
sité, la tension) et un grand nombre de propriétés de ces systemes utilisent ces quantités (ainsi,
une grandeul? et 'équationU = RI permettent de caractériser une résistance). La thermo-
dynamique est un exemple encore plus flagrant, puisque son existence repose sur la possibilité
de définir de telles quantités et d’énoncer des propriétés les utilisant (un exemple célébre étant
I'équation des gaz parfait8V = nRT).

Aussi, comme on le voit, des approximations sont quasiment toujours présentes dans un
modele. On peut alors s’interroger sur la place qui leur est donnée en général. Leur existence
est-elle prise en compte ? Comment exprimer précisément les limitations qui en découlent?
Nous nous proposons dans ce travail d’étudier ce que l'utilisation de descriptions partielles
implique sur la connaissance que I'on peut avoir d’'un systeme que I'on modélise.

Pour cela, nous nous intéressons tout d’abord a ce que peut étre un modele, et ce que re-
présentent les éléments descriptifs de ces modeles. Une premiere question a considérer est la
suivante : Que choisit-on de modéliser ? En effet, on ne veut pas représenter des informations
gue I'on ne juge pas importantes pour un besoin particulier. On effectue une sélection des pro-
priétés que I'on veut avoir explicitement dans le modéle. Un premier choix s’opéere donc, que
I'on peut qualifier d’élagage “horizontal”. De plus, comme nous venons de I'évoquer, on doit
choisir pour les informations que I'on a décidé de représenter une précision maximale, une
résolution. On est obligé en général de décider d’'un niveau d’approximation, puisque tout re-
présenter est le plus souvent impossible. C’est I'élagage “vertical’. Ces choix montrent que
pour un méme systeme a modéliser, il existe de nombreuses maniéres de procéder. Par la suite,
nous qualifierons deeprésentationtes différentes facons de modéliser un systéme donné, pour
insister sur le fait qu’ils se rapportent a la description de ce systéme.

La présence d’'une multitude de représentations pour un méme systeme apparait alors comme
un élément important a prendre en compte. En effet, si tous les modeles que I'on considere se
rapportent au méme objet, il doit exister des moyens de relier les différents modeles. Nous
arrivons a un point intéressant qui servira de base a notre étude : pour étudier la notion de
connaissance basée sur des descriptions imparfaites, nous ferons abstraction du systéeme étudié
pour nous concentrer uniqguement sur les représentations que I'on a définies. Ainsi, au lieu de
mettre en relation une description partielle a la propriété qui lui correspond dans la réalité pour
le systeme, nous mettrons en relation les descriptions partielles provenant de différentes mo-
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délisations, et nous nous intéresserons a la facon de traduire les informations d’'un modele a
l'autre.

Un point important découlant de I'étude de ces relations entre représentations est la possi-
bilité de définir une hiérarchie entre les difféerents modéles, en fonction de leur précision et de
leur capacité a exprimer plus ou moins d’'information. Cette notion d’ordre est sous-jacente au
concept de modele. En effet, un postulat que I'on peut énoncer a ce propos, et que I'on retrouve
de facon tacite dans la quasi-totalité de la démarche scientifique, est que si une représentation
(ou de facon similaire un modele) est plus précise qu’une autre, toutes les propositions acces-
sibles depuis la représentation la moins précise le sont aussi depuis la plus précise des deux.
Une formalisation rigoureuse des relations existant entre diverses modélisations peut permettre
d’étudier ce type de questions.

Ce gque nous proposons

Nous commencerons par étudier la question de la définition de modélisations et des rapports
gui existent entre elles. Nous analyserons ce probleme d’'une facon tres générale, pour en isoler
certains aspects qui nous semblent le caractériser.

A partir de cette discussion, nous allons définir un ensemble de structures algébriques per-
mettant de formaliser ce sujet. Principalement, deux éléments entrent en jeu pour cela : un
moyen de définir une représentation, version algébrique et abstraite de la notion de modéle, et
la caractérisation de méthodes permettant de relier différentes représentatiomspidsen-
tation sera une structure trés proche de celle d’ensemble partiellement ordonné. Ses éléments,
appeléslescriptionorrespondent a diverses descriptions partielles que I'on peut faire de I'état
du systeme, et I'ordre partiel définit une relation de précision sur les descriptions. Ainsi, une
descriptiond; sera dite plus précise qu’une descriptibn(ce que I'on notel; < d,) si toutes
les informations contenues dadissont aussi présentes dafs

Puisqu’il existe en général plusieurs manieres d’observer et de représenter un systeme, nous
devons considérer I'existence de plusieurs représentations pour le méme systéeme. Pour forma-
liser cela, nous introduirons l'usage de fonctions permettant d’effectuer des traductions de des-
criptions d’une représentations & une autre. Ces fonctions sont simplement des fonctions crois-
santes. Si I'on a deux représentatiBn et R, et que I'on utilisef;; : R; — R pour traduire
une descriptionl; € R4, fy1(dy) est la description d&, qui contient le plus d’informations
parmi celles fournies pat;, et qui n’en contient pas d’autres (il peut en particulier s’agir d'une
description “vide” ne fournissant aucun information). A nouveau, a l'aide de considérations
générales sur ce que peut étre ce processus de traduction, nous identifierons des propriétés que
I'on doit imposer aux fonctions de traduction. Ainsi, la traduction d’'une représentation vers
elle-méme est 'identite, et si I'on a trois représentatifs R, et R, et sif;; est la fonction
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de traduction d&k; versR,;, on veut qu’elles vérifient :

Vdy € Ry, fan(di) < faz 0 fou(dr)

En d’autres termes, cela signifie que lors d’'une traduction d’'une représentation vers une autre,
on peut perdre de I'information si I'on passe par une représentation intermédiaire.

Nous intituleronsystéme de représentatidastructure algébrique comportant un ensemble
de représentations et un ensemble de fonctions de traduction vérifiant ces propriétés. Cette struc-
ture va servir de base pour effectuer une étude logique précise du comportement des connais-
sances dans le cadre d’'observations. Pour cela, nous définirons un langage propositionnel dans
lequel nous exprimerons les propriétés représentant le comportement de I'information. Ce lan-
gage comprend un ensemble d’opérateurs de modalitui permettent de faire apparaitre
explicitement dans les propositions I'existence de plusieurs manieres d’observer un systeme
donné. Ainsi, un opérateux; est associé a chacune des représentafiynst la signification
d’'un terme de la formés; ¢ est qu’en utilisant les descriptions @, on est sOr que la proposi-
tion ¢ est vérifiée par le systéme.

Il existe plusieurs facons de relier les descriptions des diverses représentations d’'une part
et les propositions de notre langage logique d’autre part. Aussi, nous identifierons plusieurs
logiques, correspondant a différentes approches de la modélisation. En particulier, nous nous
intéresserons a I'étude des relations entre les connaissances associées a deux représentations
dont I'une est plus précise que l'autre, c’est-a-dire dont I'une contient toutes les descriptions de
I'autre. On peut supposer que dans de telles conditions, toute connaissance accessible grace a
la représentation la moins précise doit I'étre aussi grace a la plus précise.

La discussion sur les différentes logiques nous permettra d’identifier une logique particu-
liere, que nous intituleron®L commelogique d’observationCette logique, basée sur la lo-
gique intuitionniste et dont les axiomes modaux sont donnés dans Ig falile 9 p.135, permet
d’exprimer simplement de nombreuses propriétés concernant les rapports entre la connaissance
et I'observation. Bien que cette logique ne permette pas de relier entre elles les connaissances
associées a plusieurs représentations de facon trés forte (ce qui est pourtant I'un des objectifs
de cette étude), nous pensons qu'’il s’agit d’'une modélisation adéquate du sujet que I'on s’est
proposé d’étudier.

Les résultats obtenus

On peut regrouper les résultats que nous avons obtenus et que nous présentons dans ce tra-
vail en deux catégories. Tout d’abord, nous avons défini un ensemble de structures algébriques
pour la formalisation de systémes. Parmi elles, il y askestémes de représentatipgsoqués



plus haut, et nous avons de plus définibgsrarchies de représentationgui sont une variante

de ces systémes de représentations. Elles different des premieres en ce sens que I'on impose
des conditions sur les représentations utilisées — elles doivent contenir une description “vide”
ne contenant aucune information, ainsi qu’une opération de conjonction entre les descriptions
— ainsi que sur les relations entre les représentations — puisqu’en utilisant la comparaison de
précision entre représentations évoquée plus haut, nous imposons qu’il existe toujours une re-
présentation plus précise que deux représentations données.

Nous présentons ces structures avec un ensemble d’outils et de constructions de base per-
mettant de les manipuler. En particulier, ces constructions que I'on propose sont trés générales
et flexibles, ce qui fait de la structure de hiérarchie de représentations un formalisme adéquat
pour la modélisation de systemes.

Parallelement a cela, nous proposons une discussion de nombreux aspects concernant le
comportement logique de la connaissance basée sur I'observation, et la |@diguéroduite
plus haut. L'un des principaux résultats de cette discussion est la nécessité de se baser sur la
logique intuitionniste dans une telle approche, ainsi que la non-vérification de I'axiome modal
5. L'origine de ces deux faits est que dans nos postulats, I'information provient d’observations
effectives, et que I'on considere que ne rien observer ne fournit aucune information puisque I'on
ne peut étre sir d’effectuer une observation avec une finesse, une résolution suffisantes.

Comme annoncé, nous nous intéressons de plus a la relation qu’il y a entre I'information
accessible depuis des représentations dont I'une est plus précise que I'autre. Nous montrons
gue l'idée intuitive, selon laquelle ce qui est accessible pour la moins précise I'est aussi pour
la plus précise, n'est pas Vérifiée, en particulier a cause de la présence d'implication dans le
langage propositionnel. A partir de ce résultat, nous nous penchons sur d’autres maniéres de
relier les connaissances relatives a plusieurs représentations, ainsi que sur la possibilité de relier
une connaissance obtenue par observation au systeme lui-méme, au systeme réel. Un élément
important que I'on identifie pour cela est 'importance de faire figurer, pour une observation
donnée, la méthode utilisée pour obtenir ce résultat, ce qui au niveau logique se traduit par
la nécessité, pour les observations, les connaissances de base que I'on manipule, d’'indiquer
explicitement la représentation a laquelle elles se rapportent. On se penche de plus sur une classe
particuliere de propositions que I'on qualifieothjectiveset telles qu’elles peuvent étre utilisées
dans toutes les représentations sans avoir a tenir compte de leur représentation de départ.

Le résultat principal de cette discussion peut étre interprété comme le fait que dans notre
approche, il n’est pas possible en général d’énoncer des propriétés se rapportant au systéme. A
la place, on doit se restreindre a des propositions qui relient entre elles les observations que I'on
peut faire. Ainsi, cela donne a ces observations le statut d’élémeglts puisque le systeme
lui-méme peut étre oublié totalement, au profit de ces observations qui deviennent les éléments
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tangibles que I'on manipule. Enfin, la discussion sur les propositions objectives montre dans
guelle mesure ces informations peuvent étre manipulées et regroupées, avec le fait particulier
gue les implications autres que celles déduites directement de la structure du systeme ne sont
généralement pas objectives.

Structure du document

Le mémoire que nous proposons s’articule en trois parties. Tout d’abord, nous étudions de
facon théorique différents aspects liés a I'observation partielle de systemes et de définition de
modéeles. C’est 'occasion de définir les structures algébriques de base que nous utiliserons par la
suite, comme legeprésentationgt lessystemes de représentatiol® plus, nous définissons
a l'aide des systémes de représentations la logique observatiofiellet nous en donnons
guelques propriétés.

Dans la partie suivante, nous présentons une discussion sur I'existence d’'un ordre entre
les représentations relatives a un méme systeme, ce qui nous conduit a définir une variante de
la structure de systémes de représentations, que nous app&mrshies de représentations
Ces nouvelles structures nous permettent de définir une deuxiéme fagcon de modéliser la connais-
sance sous la forme de la logiqle4 + KV, et de mettre en valeur deux notions particulieres
s’y rattachant : la localisation de propositions et la consistance de hiérarchies.

Enfin, dans la derniére partie, nous revenons sur les deux logiques que I'on a défini dans les
parties précédentes, et nous les comparons en mettant particulierement I'accent sur l'interpré-
tation que nous en donnons du point de vue de la modélisation de connaissances. Ainsi, nous
suggérons queL, bien gu'apparement moins puissante et expressivé$uie KV, constitue
dans notre approche la “bonne” logique, celle la plus adaptée, en utilisant les faiblesses appa-
rentes de cette logigue comme autant d’indications sur ce qu'il est loisible ou non d’énoncer
comme propriétés concernant I'observation d’'un systeme.



Chapitre 2
Contexte

Nous allons dans un premier temps donner un apercu de divers travaux existant sur des
éléments que nous utiliserons par la suite. Il s’agit tout d’abord de la notion d’approximation
qui apparait sous de nombreuses formes dans divers domaines de I'informatique théorique, puis
nous présenterons certains aspects concernant les logiques intuitionnistes et modales ainsi que
la modélisation de la connaissance en relation avec les flots d’'informations et les observations
partielles.

Enfin, nous préciserons I'approche retenue, celle que nous développerons dans la suite de
ce travail.

2.1 Approximation et abstraction

Systémes formels en intelligence artificielle

Il existe en intelligence artificielle une longue tradition d’utilisation de processus d’abstrac-
tion dans le cadre du raisonnement, qui se justifie par le fait qu’abstraire un probléme permet de
supprimer des éléments qui sont jugés inutiles, pour avoir ensuite moins de données a considérer
et rendre le probleme plus facile a traiter.

Historiquement, I'abstraction a d’abord été utilisée dans les domaines de la résolution de
problémes et de la planification [56,/46, 47] et la preuve de théorémes [52] avant de la voir
appliguée a de nombreux autres domaines (Voir [32] pour un survol). Ces abstractions sont
définies comme des fonctions de traduction de systémes formels préservant certains aspects
algébriques [5Z, 18, 32, 31], un systéme formel pouvant étre défini comme un langage logique
dont on a identifié un sous-ensemble (les axiomes), éventuellement muni d’'un mécanisme de
déduction ou d’inférence. Ainsi, dars [32], on définit un systeme formel comme un Hiptet
(A, Q,A) ou 2 est un ensemble de formules du langaget A est un mécanisme de déduction
(Deductive Machinefypour .. Dans ce cas, une abstraction écfite}; = ¥, est la donnée

9
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de deux systémes formels et>,, ainsi qu’une fonctiorf : A; — A, de traduction du langage.
Dans[31], on utilise justement la préservation ou non des trois parties d'un systeme formel pour
classer les différentes sortes d’approximations.

Plus récemment, la notion d’abstraction a été étendue et raffinée en déplacant la transforma-
tion du langage logique vers les modeles. Ainsi/ [51] définit une abstraction comme étant une
fonction transformant les interprétations de langages. On compare alors les langages en fonc-
tion de leurs modeles respectifs et de la fagcon dont ceux-ci sont transformés. De méme, notre
approche se rapproche de celle présentée dans [57]. En effet, les différents modéles que I'on
considére dans I'étude d’'un systeme correspondent a différentes facons de I'observer. Ainsi, on
définit une relation d’approximation entre différentes observations d’'un systeme (qui la sont
appelésystemes de perceptioa I'aide d’'une fonction transformant un systeme de perception
en un autre systéme de perception plus simple (la simplicité étant ici définie comme le fait que
les observations d’une perception peuvent étre traduites en observations de I'autre systeme, qui
est donc considéré comme moins precis ou plus simple).

Théories de Galois

Une autre approche générale de I'approximation est celle, trés simple, ou I'on a deux en-
semblesA et B, et une relation entre ces deux ensembiRss p(A x B), et 'on associe a un
élémentr € Al'ensemble{y | Ry}. Les éléments de 'ensemblepeuvent étre vus comme
autant d’attributs, ou de propriétés pouvant étre vérifiees par les élémeAts@iegenre de
structure ou des structures équivalentes se retrouvent dans de nombreux domaines de la littéra-
ture, souvent sous des noms différents. L'une des dénominations les plus générales pour cela
est celle déspace de Chunommeée ainsi du nom d’un étudiant de M. Barri[2, 37]. G. Birkhoff
I'appelle polarité [6] et elle apparait sous le nom dentextechez G. Hardegree [40, 19].

On retrouve cette méme structure chez J. Barwise et J. Seligman sous le nom de classifica-
tion [3]. Dans ce cas, le premier ensemble (celui dont les éléments sont “étudiés” par I'intermé-
diaire du second ensemble) est celui tté®ns correspondant au systeme, le second ensemble
étant celui desypes servant &lassifierles tokens. On note alots|= « pour indiquer que le
tokena est de typey.

On retrouve ce genre de construction sous forme ensembliste chez B. Ganter et R. Wille
[28], avec la notion de treillis de concepts. Ces structures sont définies a partir de ce qui est
nommé urcontexte formelet qui est un tripletO, A, I) ou O est un ensemble d’objetd, un
ensemble d'attributs €t € (O x A) une relation d’'incidence entre objets et attributs. Nous
retrouvons la exactement les éléments constitutifs d’'un espace de Chu. A partir d’un contexte
formel, on peut associer a un ensemble d’ohjétdes informations symbolisées par 'ensemble
>X des attributs vérifiés par tous les objets, soit = {y | Vx € X, zIy}. De méme, a un
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ensembl&” d’attributs, on peut associer I'ensemklg d’objets correspondant a cet ensemble
d’attributs. Avec ces définitions, il est possible d’étudier les différentes propriétés associées a la
composition de ces fonctions (les combinaisans-<, <><, etc.). En particulier, on a la relation
importanteA C <B < B C A. Sil'on ordonne les ensembles de partigsl) et o(B) par
I'inclusion, cette relation montre que la paife <) est une correspondance de Galois entre

et B (la définition étant la donnée de deux fonctions croissafitesA — Betg: B — A
vérifiantVa € A, Vb e B,a < g(b) & b < f(a), voir [6] pour plus de développements).

En utilisant les fonctions etr, on peut de plus définir la notion de concept formel, qui est
une paire(X,Y) telle queY =X et X = «Y. On considere donc des ensembles d’objets et
d’attributs tels que I'un définit exactement I'autre. Lensemble des objets est artsrision
du concept, alors que I'ensemble des attributs constituensemsion D’apres la définition, on
voit que I'extension autant que l'intension permettent seuls de définir un concept. L'ensemble
des concepts formels, ordonnés par inclusion des objets (et de fagon équivalente par inclusion in-
verse sur les attributs) est un treillis complet que 'on nomme habituellement treillis de concepts
(ou encore treillis de Galois).

Exemple

Pour illustrer cette approche, nous allons développer un exemple insgiré de [3], ou I'on re-
garde une facon de classifier les noms de la langue anglaise, en s’inspirant du dictionnaire
Webster On y trouve quatre catégories pour classer les mots : il y a les ng@B),

les adjectifs ADJ), les verbes transitifSTR VB et intransitifs (NT VB). Voici un extrait

d’une telle classification :

Webster || NOUN INTVB TRVB ADJ
bet 1 1 1 0
eat 0 1 1 0
fit 1 1 1 1
friend 1 0 1 0
square 1 0 1 1
swallow 1 1 1 0

Si I'on se limite a ces seuls mots, on peut explorer la notion de concept. Par exemple, on
a:>{eat = {INT VB, TR VB}. Dans l'autre sensj{INT VB,ADJ} = {fit}. Pour la

notion de concept formel, on exige que les ensembles d’objets et d’attributs s’envoient
I'un sur l'autre avec les opérationrset>. Le premier exemple nous fournit un premier
contexte formel ({eat}, {INT VB, TR VB}). On a en effet vu la premiere égalité, et

la seconde se vérifie facilement. Le deuxieme exemple cependant ne nous fournit pas
un concept formel, puisque l'onta{fit} = {NOUN, INT VB, TR VB, ADJ}. On peut
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vérifier que I'on a alors obtenu un concept :
({fit}, {NOUN, INT VB, TR VB, ADJ})

Il est possible de représenter 'ensemble des concepts formels associé a un contexte for-
mel sous la forme d’un graphe ou chaque point est étiqueté par un ensemble (eventuelle-
ment vide) d’attributs et d’objets. Dans cette représentation, chaquepoantespond

a un concept donc les objets sont ceux apparaissant dans les étiquettes des pgjints sous
tandis que les attributs sont ceux dans les étiquettes des points au-degsla tigure

[2.7 donne une représentation du contexte tiré du dictionkiétester

() bet, swallow () square

Figure 2.1 — Représentation du treillis de Galois (ou de concepts) de I'exemple

Une autre variante importante est celle utilisée dans le cadre de l'interprétation abstraite
[16,[17]. Dans ce cas, le premier ensemble désigne I'espaueret par opposition a l'autre
ensemble qui est dabstrait Traditionnellement, on parle alors de fonction d’abstraction pour
f (et on la notex) et de concrétisation poyr(on la notey). De plus, on considere que I'ordre
est inversé pour I'espace abstrait, et on obtient alors ce que rigoureusement on nomme une cor-
respondance de Galois semi-duale (ce qui se traduit par rapport a la définition donnée ci-dessus
par le renversement de I'ordre a gauche de I'implication). Elle se caractérise par I'équivalence
Suivante :

Vae A,Vbe B,afa) <b<s a<~(b)
Ce formalisme peut alors étre étendu de fagcon générale a des fonctions opérant sur les ensembles
concrets et abstraits. Ainsi, si I'on a une fonction “concrefe” A — A, on peut définir la
fonction “abstraite” associéeo f o+, qui est en général plus simple que la fonction de départ, et
I'étude de propriétés sur la fonction abstraite permet d’obtenir un certain nombre d’information
sur son équivalent concert.



2.1. Approximation et abstraction 13

Exemple

Un exemple simple d’un tel processus d’approximation est donné par la regle des signes
lors de calculs sur les entiers. On considére que I'ensemble cohest’'ensemble des
parties deZ ordonné par l'inclusion. Lensemble abstrditest lui constitué des diffé-
rentes facons de comparer un ensemble d’entiers a zéro. Il est représenté dans la figure
2.2.

Figure 2.2 — Treillis des signes

Les fonctionsy ety se définissent alors naturellement. Ainsi, par exemyl,0) = Z*,

ou encorex({0,1,2}) = > 0. On peut alors par exemple définir une version abstraite
notéex* de la multiplicationx définie sur des ensembles de nombres (5oit ¥ =

{zy | x € X,y € Y}). On définit alorst x# y = a(y(z) x v(y)). Des calculs simples
permettent de vérifier que, entre autres :

>0 X7 >0 = >0 >0 x7 <0 = <0
0x* T =0 £0 x# #£0 = #0

On le voit, ce formalisme permet de manipuler la notion d’approximation ou d’abstraction
de fagon simple et puissante, puisque I'on peut étendre celles-ci a des fonctions et donc a en-
visager I'approximation dans un cadre non seulement statique (ou I'on ne considére que les
descriptions de fagcon intrinseque) mais aussi dynamique (ou I'on peut en plus avoir des rela-
tions entre descriptions, ces relations provenant de I'usage de fonctions entre elles).

Toutes ces constructions ont effectivement la méme origine et les versions les plus abstraites
peuvent étre vues comme des généralisations et la construction de départ, exprimée par des
espaces de Chu. Aussi, le point de départ est trés simple, et la structure de base, du fait du peu
de contraintes qu’elle impose, permet de I'appliquer a une trés grande variété de domaines et



14 Chapitre 2. Contexte

de sujets. Ainsi, on la trouve dans la littérature utilisée dans le cadre de la concutrence [37,
54], la modélisation de la logique linéaire [48, 55], I'analyse de concepts [28], I'étude de flux
d’'information (nformation flow analysis[3], 'analyse statique de programmeés][17, 15], et de
nombreux autres encotie [53,/42].

2.2 Logiques intuitionnistes et modales

Pour effectuer I'étude logique du comportement de I'information de notre approche, nous
allons utiliser un langage propositionnel, et mettre en relation une modélisation sémantique de
ce comportement (en utilisant des modeéles, et plus particulierement des structures algébriques
inspirées de celles que I'on utilise avec les correspondances de Galois) avec une modélisation
syntaxigue, ou nous définissons des regles de manipulation des propositions pour effectuer des
déductions. Nous utiliserons pour cela deux variantes de la logique classique, qui sont la logique
intuitionniste d’'une part, et la logique modale d’autre part.

Logique intuitionniste

Nous allons tout d’abord présenter la logique intuitionniste. Celle-ci est issue de réflexions
faites par le mathématicien hollandais L. E. J. Brouwer au début du XXéme siecle a propos des
mathématiques en tant qu’activité intellectuelles [([7, 8], tous deux repris et traduitd_dans [9]).
Pour lui, les mathématiques ne sont rien d’autre qu’'une construction intellectuelle, et les faits
gue I'on manipule ne peuvent étre considérés comme vrais que si on les a prouvés. De méme,
si I'on affirme qu'il existe un objet vérifiant une certaine propriétéc’est que I'on a exhibé,
construit un tel objet.

Or, cela revient a ne pas accepter le principe du tiers-exclu, qui dit que pour une propriété
P donnée, soitP est vraie, soitP est fausse ou dit autrement sa négatian est vraie (ce
que l'on I'écrit P v —P). Par exemple, considérons la conjecture de Goldbach, qui dit que
tout nombre pair est somme de deux nombres premiers (notars-as recherches actuelles
ont permis de vérifier cette conjecture pour de nombreux entiers (jusqu’a envirof21]),
et aucun contre-exemple n’a encore été trouvé. Cependant, si I'on a testé empiriquement cette
conjecture, aucune preuve de cette conjecture n’existe a I'heure actuelle. Aussi, pouvons-nous
écrireG V —G et que cela voudrait-il signifier ?

La logique intuitionniste insiste sur I'aspect constructif d’une preuve. Ainsi, la preuve de la
propositiony — 1 est une construction qui transforme une preuve éa une preuve de. La
preuve dep — ¢ ne dépend pas de la prouvabilité deUn autre point intéressant, la preuve
d’une disjonctiony V ) est donnée par soit la preuve gdesoit la preuve dey. On voit donc
dans ce cas que le principe du tiers-exclu n’est pas vérifié.
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Nous donnons une formalisation de cette logique sous forme axiomatique a la Hibert dans
la tablg 1. On pourra de plus trouver une version en calcul des séquents dang Ta faile 4 p.50. On
pourra se réferrer a[41, 62,126] pour plus d’informations sur la logique intuitionniste.

Axiomes :
p— (Y — )
(p—=¢) = ((p— W —0) = (p— 7))
e — (W —pAY)
PANY = AP =Y
p—=oVY hb—pVY
(p =) = (v =) = (VY — 1))
L=y

Regle :

o oY
(0

Modus Ponens

Table 1 — Axiomes et régles de la logique intuitionniste

Historiquement, le modele de la logique intuitionniste est fourni par la classe des algebres
de Heyting compléetes. Une algébre de Heyting est un treilis<, v, A) pour lequel il est
possible de définir une opération de pseudo-complémentatitaile que :

Ve,ye LVzeLl,z<rxr—ysrAz<y

On parle d’algébre de Heyting compléte quand le treillis sous-jacent est lui-méme complet, c’est-
a-dire que I'on peut définir I'union et l'intersection d’'une famille quelconque d’éléments de

Un exemple emblématique d’algébre de Heyting complete est constitué, pour un engemble
donné, de son ensemble de parties ordonné par I'inclusion. Dans ce cas, le pseudo-complément
A — Bestlensembldz | r€ A=a2e€ B} ={x |z ¢ Aoux € B}.

Il est intéressant de remarquer que les opérations de réunion, d’'intersection et de pseudo-
complément d’une algebre de Heyting compléete correspondent exactement aux opérations de
disjonction, conjonction et implication de la logique intuitionniste. On pourra se repofter a [6]
pour de plus amples développements.
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Logique modale et épistémique

Nous allons maintenant présenter la logique modale, qui comme la logique intuitionniste,

a été inventée au début du XXéme siecle dans le cadre d'une reflexion sur divers aspects de
la logique classique. Elle a été pour la premiere fois proposée par C. LLewis [50] qui explorait
divers aspects de I'implication en logique classique. Dans cette nouvelle logique, on introduit
un nouvel opératelr, tel gu’une propositionly signifie” p est nécessairement vraid”ajout

de cet opérateur permet alors de distinguer des propositions qui sont forcément vraies et qui le
sont dans tous les contextes de celles qui sont vraies “par hasard” dans certains contextes. Une
présentation approfondie de la logique modale peut étre trouvéel dans|[44, 45, 14].

Il est possible de donner plusieurs interprétations du réle de cet opérateur de modalité. Nous
allons nous intéresser plus particulierement a la logique epistémique. Dans cette approche, on
utilise la logique pour modéliser le raisonnement que I'on peut faire sur la connaissance. Le
premier traitement en profondeur de ce sujet a été fait au début des années 1960 par Hintikka
[43]. On peut trouver un survol du domaine dens [38]. En logique épistémique, on considére un
ensemble d’agent§A,;},.; qui peuvent avoir des connaissances sur le monde qui les entoure,
et on associe a chacun un opérateur de modalité Rpt@< pour knows. Ainsi, un terme
K; ¢ signifie que I'agent4; sait I'information ¢. En formalisant de différentes maniéres le
comportement de ces opérateurs, on peut exprimer autant de fagcons de relier la connaissance
entre les différents agents. Nous allons nous attarder sur quelques-uns de ces comportements.
Pour cela, introduisons dans la tabje 2 quelques axiomes usuels de la logiqgue modale.

Ki(p =) = (Kip — Kiv) K
Kip — 2K~ D
Kip—¢ T
Kip— K; K¢ 4

5

Ko — K, ~K;p

Table 2 — Quelques axiomes en logique modale

Faisons un rapide survol de ces axiomes. L'axidifietout d’abord, exprime pour I'ap-
proche épistémique le fait qu'un agent peut faire des déductions. En effet, si unfgsit
© — 1) et saityp, il peut en déduire). L'axiome D précise que la connaissance d’'un agent est
consistante. Ainsi, s{; est sir qu’une propriétg est vraie, alors il ne peut pas étre sir aussi
gue sa négatiomy est vraie elle aussi. Laxiom®, plus fort queD, stipule qu’'un agent ne
sait que des choses vraies. Ainsi, on parle bien de connaissances et non de croyances. Les deux
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derniers axiomest et 5, énoncent des propriétés sur ce que I'agent sait de lui-méme. Ainsi,
exprime le fait que si un agemt; sait une proposition (soit K; ¢), alors il sait qu’il la sait (soit
K; K; ¢). Inversement, pour I'axiom®, si un agent ne sait pas une propositjo(soit cette fois

=K p), il sait qu’il ne la sait pas (Soik’; ~K; ).

Pour avoir un survol complet de la définition d’éléements usuels en logique modale, il faut
inclure la réegle de nécessitation no®kec, qui indique que les agents connaissent tous les
théoremes de la logique considérée. En d’autres termesy salorsk K; ¢.

A l'aide de ces axiomes, on peut donc définir plusieurs logiques. Nous allons dans un pre-
mier temps nous pencher sur la logique appelée usuelle®Betits’agit de la logique obtenue
en utilisant les axiomeK, T, 4 et5 ainsi que la regl&ec. Un ensemble de travaux considérent
gu’elle est adéquate pour modéliser la connaissance (on peut citer comme représentant de ce
courant le livre [[23]). Il s’agit d’'une approche trés forte de la connaissance, puisqu’alors, un
agent a des connaissances tres préecises sur le monde. Il sait que ses connaissances sont exacte
et sait ce qu’il sait et ce qu’il ne sait pas. Dans notre optique, cette logique est trop forte, puisque
si I'on suppose que les connaissances viennent des observations, I'@xapeut étre vérifié
en général. Ce point sera d'ailleurs développé dans la derniére partie.

Un autre ensemble de logiques a considérer est constitué des logiques modales intuition-
nistes [58]. Un grand nombre de travaux leur a été consacré ces derniéres années, d’'une part
du fait de grand nombre d’applications (systémes distribués [60], vérification de circuits [24],
langages de programmation [20], etc.). D’autre part, de nombreuses études ont été faites pour
exhiber des modeles de ces logiques. On peut en particulier s’attarder sur la ko est
la logique intuitionniste a laquelle on ajoute les axioesT et4 et Nec. Le type de modéle
le plus souvent utilisé dans le cadre des logiques modales sont les structures de Kripke. Une
structure de Kripke est composée d’'un ensemble d’éléments appelés mondes, et de relations
binaires entre ces mondes, une par agent. La grande souplesse de ces structures vient du fait
gue le type de relation modélisant une modalitédécoule directement des axiomes utilisés.
Ainsi, dans le cas d&4, les relations sont des ordres partiels, p8ar il s’agit de relations
d’équivalences.

On connait depuis les travaux de Godel I'existence de liens forts entre la logique rSddale
et la logique intuitionniste puisqu’il est possible de traduire la seconde dans la premiére [33].
Des travaux plus récents ont identifié des modéles variés pour la logique intuitidigdste-
cluant des constructions catégoriques [4, 5], des modeles computationnels [34] et géométriques
[35,[36], des systemes de représentation [12], etc.
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2.3 Connaissances et observations

Dans le cadre des relations existant entre la connaissance et I'observation, il existe un certain
nombre de travaux ou la premiere notion est basée sur la seconde. Nous allons nous pencher sur
les travaux portant sur les flux d’informatiomformation flow. Initiés dans un cadre formel
par F. Dretskel [22], ils ont conduit a de riches développements. Ainsi, dans [3], J. Barwise et J.
Seligman s’intéressent aux liens qui existent entre différentes facons de représenter la réalité, et
étudient comment mettre en relation les théories logiques obtenues. Ils se basent sur un forma-
lisme ou chaque point d’observation est décrit parelassification Cette structure correspond
exactement a un espace de Chu, et est donc constituée de trois éléments : un eAsBaible
jets a classifier, un ensembi, de types utilisés pour cette classification, et une relation de
typagel=4 entreA et 4.

Exemple

On peut considérer le cas ou I'on lance un dé a différents moment§’. Le résultat
d’'un tel lancer peut étre exprimé par un nombre compris enge6. Soit doncX; =
{1,...,6} 'ensemble des types associé aux élement§’ d®n peut alors définir une
relation de typage entre ces deux ensembles en affirmartlgyen si et seulement si le
résultat du lancer de dé a I'instangst le nombre.

Une telle classification permet alors de définir une étude logique du comportement du sys-
teme, en étudiant des relations vérifiées par les types de la classification. Pour cela, on définit
un séquent comme étant une pgifeA) d’ensembles de types, et on dit qu’une classification
A = (A, X4, Ea) veérifie ce séquent (ce que I'on ndig-, A) si et seulement si :

VeeA Vyel,olEay)=30€Aiax 40

On peut donc associer a une classificattota théorieTh(A) définie comme I'ensemble des
séquents verifiés paX.

De plus, il est possible de définir des relations entre différents classifications : étant donné
deux classificationsA et B, on définit uninfomorphismeentre A et B comme une paire
(fA fYYoulonaf™:¥, — Ypetf¥: B— A, etvérifiant:

Va e Xy, be B, f\/(b> ):A asb ):B f/\(Oé)

On peut remarquer que la définition d’'un informorphisme entre deux classifications est trés
proche de celle d’'une correspondance de Galois semi-duale entre deux ensembles partiellement
ordonnés. Il est d'ailleurs possible de développer ce paralléle et il a été montré dans [11, 10] que
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les classifications pouvaient étre rendues plus expressive en les transformant de fagon a utiliser
réellement des correspondances de Galois et non des informorphismes.

Le fait de pouvoir définir sur les classifications une méthode pour étudier logiquement le
phénomene de typage d’une part et une méthodes pour relier entre elles différentes classifica-
tions d’autre part permet d’étendre I'étude logique a plusieurs classifications, et donne ainsi la
possibilité de d’étudier la fagcon dont I'information (symbolisée par la relation de typage des
différentes classifications) est manipulée, transportée, transformée entre différentes fagons de
représenter un méme systéme.

Ces travaux montrent comment aborder de fagon concréete le probléme des relations existant
entre différentes méthodes d’acquérir de la connaissance pour un méme sujet, un méme systeme.
L'approche proposée est tres flexible, et dans la suite, nous nous inspirerons grandement de sa
structure.

[l convient pour finir d’évoquer les travaux mettant en relation la topologie et la calculabi-
lité. Le slogan, exprimé par M. Smyth dans][59], est que les ouverts sont des propriétés semi-
décidables. Cela a conduit au développement de la vision de la topologie (autrement appelée
logique géométriqgue) comme une logique des observations fifies [1]. Dans ce contexte, l'in-
formation est supposée provenir d’observations, et I'accent est mis sur I'aspect fini de la quan-
tité d’'information obtenue, ce qui limite la connaissance a des propriétés semi-décidables. Par
exemple, si 'on a un nombre réelet que I'on regarde ses décimales une par une (ce qui fait
gu’'a tout moment, on ne connait qu’'un nombre fini de décimales), savoiest différent de
Zéro ou non est un probléme semi-décidable.

Cette approche differe de celle que nous allons suivre, puisque nous mettrons I'accent sur
le fait que les observations ne permettent de considérer que I'on a une description compléte de
systeme, et non sur le fait que les descriptions correspondent a une quantité finie d’'informations.
Cependant, ces deux notions sont liées, et il est intéressant d’avoir en téte ce parallele.

2.4 Approche retenue

Aprés ce survol de différents travaux concernant des éléments que nous allons utiliser dans
notre étude, nous allons donner quelques précisions sur les objets que nous voulons modéliser,
en particulier les postulats que nous utiliserons.

Tout d’abord, qu’entendons-nous par systéme. Il s’agit pour nous d’'une partie du monde
dont les limites sont identifieées, et qui peut évoluer, se transformer, tout en restant identifiable.
Ainsi, une lampe de poche peut étre vue comme un systeme. Méme si I'on déplace cette lampe
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de poche, gu’on I'allume, etc., on reconnait néanmoins que I'on a toujours une lampe de poche.
Nous avons évoqué des modifications temporelles d’une lampe de poche, mais le fait de recon-
naitre un systeme va au dela de cela. Ainsi, on peut considérer plusieurs lampes de poches, de
différentes formes, couleurs, puissances, on parlera de lampe de poche dans tous les cas, et la
lampe de poche que I'on tient dans la main pourra étre vue commiastaaecedu systéme.

Ainsi, un systeme possede une structure connue, qui est veérifiée par toutes les instances du
systeme. C’est d'ailleurs cette structure que nous utiliserons comme caractérisation d’'un sys-
téeme particulier. En utilisant cette structure, nous pourrons alors nous intéresser a la description
d’instances particulieres du systeme.

Nous allons faire un postulat sur I'état du systéme : dans le processus de description que
nous allons faire, nous supposerons que nous décrivons une instance donnée, et bien détermi-
née du systéme. Dans ce cas, toutes les observations que I'on va faire, toutes les informations
gue I'on va acquérir sur I'instance précise que I'on étudie (dit autrement, sur I'état du systéeme)
seront cohérentes entre elles. Ce postulat ne signifie pas une correction implicite des observa-
tions, mais illustre le fait que toutes les informations que I'on obtient proviennent d’observations
du méme systeme. En effet, cela revient a dire que les affirmations dtetygdfectuant cette
observation-ci, nous avons trouvé ce résultat4&ht correctes, et correspondent effectivement
a la réalité. Mais nous n’affirmons pas que le résultat de I'observation correspond lui a la réalité.
Aussi, ce sont les observations qui sont réelles, pas leur résultat.

La description d’'un systéme et de son état comporte donc deux parties : d’'une part 'infor-
mation que nous qualifierons d’externe ou de structurelle, qui comporte les données relatives a
la structure du systéme, comme en particulier les états possibles du systeme, ainsi que les dif-
férentes facons de représenter, d'observer le systeme. On peut parler d’information structurelle
compléte, totale, puisque il s’agit des données de base que I'on considere, et tout ce que I'on
pourra dire par la suite reposera sur un tel ensemble d’informations structurelles.

D’autre part, la description du systeme comporte I'information décrivant son état “actuel”,
réel. Ainsi, on a des données sur l'instance du systeme a laquelle on a précisément affaire. Cette
information est incompléte, puisque I'on n'a qu’une description partielle de I'état du systeme.
Cela correspond a un ensemble d’états possibles du systeme. On se base donc sur une approche
“mondes possibles” a la Kripke ou une description peut étre vue comme la caractérisation d’'un
ensemble d’états que I'on considére comme tous possibles.

Cette approche aura de I'importance pas la suite. En effet, elle conduit a considérer comme
naturelle la notion de conjonction d’informations, qui se traduit par l'intersection des ensembles
de possibilités. Au contraire, la disjonction apparait comme moins préférable, puisque affirmer
guele systeme n’est pas dans I'étgt ou bien il n’est pas dans I'état, n’est pas une descrip-
tion “constructive” de I'état du systéme, comme peut I'étre une conjonction.
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Ces précisions étant données, nous allons présenter quelques exemples simples illustrant
notre approche, avant de définir les structures algébriques que nous utiliserons pour la formali-
sation et I'étude de systemes observés.
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Chapitre 3
Exemple : Des cartes et des enveloppes

Avant d’entrer dans la présentation du formalisme que nous voulons développer, nous allons
illustrer dans ce chapitre quelques uns des éléments principaux de ces travaux dans un exemple.
Pour cela, considérons une expérience ou I'on a deux candidats : Alice et Bernard, deux cartes,
I'une rouge et I'autre noire, ainsi que deux enveloppes. On commence par mélanger les cartes,
on en dispose une dans chacune des deux enveloppes, et on les distribues aux deux candidats.
Chacun est alors libre d’ouvrir son enveloppe comme il le désire et regarder quelle est la carte
en sa possession. De plus, on impose comme condition que aucun des candidats ne peut voir le
contenu de l'autre enveloppe, mais ils peuvent voir si I'autre a ouvert son enveloppe ou non.

3.1 Définition du systéme de représentations

Intéressons-nous tout d’abord a la fagon dont on peut représenter la connaissance pour I'un
des deux candidats, disons pour Alice. Tout d’abord, nous allons considérer deux descriptions,
gue nous nommeronsetR, et qui correspondent respectivement au cas ou Alice trouve une
carteNoire ou Rougedans son enveloppe. Ces deux descriptions correspondent au cas ou Alice
a ouvert son enveloppe. Définissons justement une autre description, nanicoéemeAlice),
qui correspond au fait qu’Alice a effectivement ouvert son enveloppe, sans donner d’indication
sur le contenu de celle-ci. Il s’agit d’'une description moins précise que les deux premiéres. On
adonc N < A etR < A. Par contre, comme il n'y a qu’un seul résultat possible pour I'ouverture
de I'enveloppe, les descriptionset R sont incompatibles, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de
descriptions plus précises que les deux en méme temps.

Puisqu’Alice voit si Bernard a ouvert son enveloppe, introduisons une descripponr
le cas ou Bernard a effectivement ouvert son enveloppe. Il est possible d’étre dans un cas ou
Alice a ouvert son enveloppe (et connait le résultat, donc la description correspondaria est
R) et ou Bernard a lui aussi ouvert son enveloppe. On décrit ces deux cas par deux nouvelles

23
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descriptionsiB etRB.
Enfin, ajoutons la description videé pour compléter cet ensemble de descriptions. On ob-
tient une représentatioR 4 (voir la figure3.1).

Figure 3.1 — Représentation associée a Alice

La descriptionR 5 associée Bernard est exactement la méme7Rue Cependant, pour
garder des noms de descriptions suffisamment “parlants”, nous inversanstliesB dans les
noms des descriptions. Comment relier les descriptions des deux représentations entre elles ?

Tout d’abord, les descriptions vidés, et T 3, correspondant toutes deux a une absence
d’'informations, peuvent étre mise en relation naturellement.

La descriptionA de R 4, qui correspond au fait qu’Alice a ouvert son enveloppe peut étre
mise en relation avec la descriptiare R 3 qui correspond au fait que Bernard a vu qu’Alice a
ouvert son enveloppe. Il en est de méme pour les descripti®ar contre, pour les descriptions
N etR des deux descriptions, elles ne peuvent pas étre mises en relation avec une description de
I'autre représentation, puisque aucun des candidats de I'expérience ne peut savoir le contenu de
I'autre enveloppe. Il y a néanmoins de l'information qui transite entre les deux représentations
dans ce cas |la, car si Alice a ouvert son enveloppe et trouvé la carte noire (destrai®rn,),
alors en patrticulier elle a ouvert son enveloppe( A) et donc Bernard a vu Alice ouvrir son
enveloppe. Aussi, la descriptiahde R 4 entraine la descriptioh de R g, laquelle n’entraine
en retour que € R 4.

Enfin, la descriptionB de R 4 exprime le fait qu’Alice a ouvert son enveloppe et trouve la
carte noire, et elle a vu Bernard ouvrir la sienne. Dans ce cas, Bernard a forcément trouvé la
carte rouge et sait aussi que tous deux ont ouvert leur enveloppe. En d’autres termes, on associe
NB aRA, etRB aNA.

Ces correspondances entre descriptions sont illustrées dans la figure 3.2.

Nous avons ainsi défini précisément notre systéme de représentations, c’'est-a-dire un en-
semble de représentations (une par point de vue, ici une par candidat), ainsi que les fonctions
permettant de les relier. Ces fonctions sont déduites des relations entre descriptions que nous
avons données. Ainsi, on a deux fonctigias, : R4 — Rp et fa : Rp — Ra, qui vérifient
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Figure 3.2 — Relations entre les deux représentations

par exemple, d’aprés la discussion précédente :

fB\A(NB) =RA fA‘B(RA) = NB
fBlA(N) =A fB|A(A) =A

Ces fonctions sont croissantes, et vérifient de plus :

da < fapo fela(da)  dp < fplao fas(ds)

On trouve la une version particuliere d’'une propriété que nous retrouverons par la suite, et qui
sera tres importante, puisqu’elle exprime le fait que I'application des foncfioss traduit par
une perte plus ou moins importante des informations contenues dans les descriptions.

A l'aide de cette structure, nous allons pouvoir commencer une étude précise du comporte-
ment logique que I'on peut associer a cette expérience.

3.2 Traduction logique

3.2.1 Définition du vocabulaire

Pour faire cette étude, nous devons d’abord définir les “briques de base”, c’est-a-dire les pro-
positions élémentaires que nous utiliserons. Nous proposons d’en définir quatre. Tout d’abord,
il y a globalement deux comportements possibles pour I'expérience : soit Alice recoit la carte
noire, soit elle recoit la rouge. Nous allons symboliser ces deux comportements par deux propo-
sitions atomiques AliceNoire et AliceRougequi correspondent respectivement — comme leur
intitulé I'indique — a une carte noire ou rouge dans I'enveloppe d’Alice.
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Nous allons introduire deux autres propositions atomiques pour symboliser les actions pos-
sibles d’Alice et de Bernard, c’est-a-dire pour symboliser le fait qu’ils ont ouvert leur enveloppe.
Soient donc deux propositions atomigudeeOuvertet BernardOuvert

Ainsi, notre vocabulaire de base est constitué de quatre propositibitseNoire Alice-

Rouge AliceOuvertet BernardOuvert Nous allons pouvoir maintenant combiner celles-ci en

des propositions plus compliquées pour exprimer des propriétés plus complexes se rapportant
au systeme. En utilisant les connecteurs logiques usuels (la conjongtadisjonctionv, I'im-
plication— et la négation-), on peut facilement écrire de telles propositions. Etant donné une
propositiony, nous écrirons- ¢ pour indiquer que le systéme vérifie cette proposition. Plus
précisément, nous voulons que cela corresponde a des propositions qui sont toujours verifiées
par les expériences, c’est-a-dire ne dépendant pas de la carte placée dans I'enveloppe d’Alice
ni de I'ordre dans lequel sont ouvertes les enveloppes. On veut donc avoir de cette fagon des
informationsa priori sur le déroulement de I'expérience.

On peut exprimer simplement quelques propositions de cette sorte, comme par exemple :

- —(AliceNoireA AliceRougé
F AliceNoireV AliceRouge

La premiére proposition exprime le fait que seule une carte se trouve dans I'enveloppe d’Alice,
alors que la seconde indique gu’il y a au moins une carte. Elles illustrent bien le rdle que I'on
veut attribuer aux propositions que I'on considére, c’est-a-dire que quelle que soit la fagon dont
se deéroule I'expérience, ces deux propositions seaqumiori verifiées. Nous disona priori
puisque dans la suite, nous présenterons une facon formelle pour vérifiée si une pyopsieté
bien telle que- ¢ ou non. Aussi noupensongjue les propriétés précédentes sont vérifiées par
le systéme mais plus tard, nous pourrons essayer de le prouver.

Dans le langage des propositions que nous allons utiliser par la suite, nous allons introduire
deux autres opérateurs (not&s et Kz) qui permettrons d’indiquer précisément la connais-
sance d’Alice ou de Bernard, soit de I'un des observateurs du systeme. Kingi,sera la
proposition associée au fait qu’Alice a suffisamment d’'informations pour prouvep crst
vraie. Un exemple de propriété que I'on peut exprimer a propos du systeme et utilisant ces
opérateurs peut étre :

AliceNoireA AliceOuvert— K 4 AliceNoire

En langage courant, cette proposition signifie que si la carte noire est dans I'enveloppe d’Alice
(AliceNoire et si Alice a ouvert son envelopp&liceOuver}, alors elle sait quelle carte est dans
son enveloppe. De méme, on peut avoir :

AliceOuvert— K 4 AliceOuvertA K g AliceOuvert
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La signification est que si Alice a ouvert son enveloppe, alors a la fois Alice et Bernard le savent.
Il s’agit la de la traduction sous forme logique d’une condition utilisée pour définir 'expérience.
Nous espérons donc qu’elle sera effectivement vérifiée par le systeme.

3.2.2 Liens avec les descriptions

Comme annoncé plus tot, nous allons relier de fagon précise les propositions logiques que
I'on pourra considérer avec des ensembles de descriptions de notre systeme de représentation.
Cette facon de procéder permet de traduire mathématiquement I'un des postulats de départ que
nous avions énoncé, qui est que la connaissance se base sur des observations. Ici, les informa-
tions liées directement aux observations faites par Alice et Bernard sont représentées par les
descriptions des représentatidRg et’R z définies plus haut, et ce seront elles seules qui seront
utilisées pour étudier le systéme. Comme il y a deux représentations, nous définirons donc deux
fonctions de traduction d’une proposition vers un ensemble de descriptions. Si I'ofi herte
semble des propositions que I'on peut écrire (sans se soucier de leur sens ou de leur véracité),
nous aurons donc une fonctigtj 4 : £ — (R 4) qui associe une propositigna I'ensemble
[¢] 4 des descriptions dB 4 qui permettent a Alice de prouver queest vérifiée, et de méme
une fonction]-]5 : £ — p(Rp) pour Bernard.

Propositions atomiques Pour effectuer cette traduction, il nous faut tout d’abord indiquer a
guoi correspondent les propositions atomiques que nous avons définies précédemment. Com-
mencons paAliceNoire Cette proposition indique que la carte d’Alice est la noire. Quel peut
étre 'ensemblgAliceNoird 4 ? Comme on vient de l'indiquer, il s’agit des descriptionste
correspond a une situation ou Alice a assez d’'informations pour prouver qu’elle a bien la carte
noire. D’aprés la définition d& 4 que I'on a donnée, on a:

[AliceNoirg , = {N,NB}

De facon similaire, on peut écrifédliceRougé, = {R,RB}. Sil'on se penche maintenant sur
I'interprétation de ces propositions atomiques en termes de descriptioRgs,den s’apercoit

gue la situation s’inverse, puisque pour Bernard soit sr qu’Alice a la carte noire, il faut qu’il
ait ouvert son enveloppe et ait trouvé la carte rouge. On a donc:

[AliceNoird s = {R,RA} [AliceRougés = {N,NA}

Traitons maintenant le cas de la propositlliiceOuverf et commencgons par le point de
vue de Bernard. Si Alice a ouvert son enveloppe, Bernard I'a vu, et sa connaissance correspond
donc a une description au moins plus petite quéussi, on peut écriréAliceOuverfz =
{A,NA,RA}. Du point de vue d’Alice, nous considérerons que dés qu’elle a ouvert I'enveloppe,
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elle en connait le contenu, c’est-a-dire que si I'enveloppe est ouverte, alors Alice sait si la carte
a l'intérieur est la noire ou bien la rouge. On pose donc :

[AliceOuverf, = {N,R,NB,RB}

En particulier, cela signifie que la descriptibde R 4 n’est pas danfAliceOuver} .. De méme,
on définit :

[BernardOuvert, = {B,NB,RB} [BernardOuvertsz = {N,R,NA,RA}

Connecteurs logiques Une fois que la traduction a été définie pour les propositions de base,
nous allons maintenant voir comme étendre la traduction a des propositions plus compliquées.
Commencons par la conjonction : étant donné deux propositi@is, quelles sont les descrip-

tions d’'une représentatidR; permettant de prouverA« ? Ce sont exactement les descriptions
appartenant a la fois a la traductipp]; de p et a[v]; dev. On déduit donc simplement la for-

mule :

[ A]s = [l N [¥]s

On traite la disjonction de facon similaire, pour obtenir la formigev ], = [¢]: U [¢];.
En effet, il est naturel d’interpréter la disjonctignv ¢» comme I'ensemble des descriptions
permettant de prouver sajt, soit¢). Limplication a un traitement un peu plus délicat, car il
faut prendre en compte explicitement une propriété des ensembles de I fdrmmee I'on n'a
pas évoquée jusqu’a présent. Ainsi, si une descriptienR; permet de prouver une propriété
¢ (soit en d'autres termes une descriptibtelle qued € [¢];), alors toute descriptiod’ plus
précise quel doit aussi permettre de prouver En d’autres termes :

d<d=delp]; =d €[]

Cette propriété ditde clbtureest vérifiée par les traductions que I'on a donné des propositions
atomiques, et les traductions de la conjonction et de la disjonction la conservent. Pour I'impli-
cation, on pourrait comme précédemment s’inspirer d’'une interprétation ensembliste standard
en posant :

o — ¢l ={d | d e [e]; = d € [¥]:}

Mais I'ensemble a droite de I'égalité ne vérifie pas toujours la propriété précédente, c’est-a-dire
que I'on peut avoir deux descriptiatetd’ telles quel’ < d,d € [¢ — ¢]; maisd’ & [¢ — 1];.

Cela signifie que I'ensemble> — ]; est trop grand, et ne prends pas en compte la propriété
de cléture que I'on veut imposer. Nous sommes donc obligés de modifier la définition, pour
obtenir :

[p =] ={d|Vd <d,d €]¢]; = d €[]}
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Il reste a définir une traduction pour les opératelifsCela se fait en revenant a la définition
des fonctionsf.. qui permettent de relier les descriptions de représentations différentes. Ainsi,
si 'on a deux descriptiong, € R etdg € Rp telles quefpa(da) = dp, que cela signifie
t'il ? Que dp est la description d& 3 qui correspond de fagon la plus proche a I'état décrit par
d 4, mais sans donner plus d’informations que Ainsi, sidg € [K4 ¢] 5, cela signifie ques,
transformée en la descriptiofy z(dp) de R4 est suffisante pour s’assurer gueest vérifiée.
On adonc:

[Kiely = {d | fa;(d) € [#]:}
On suppose de plus que 'on&; ¢]; = [¢]; pour traiter aussi le cas ou les deux indices sont
egaux. Nous avons donc défini des traductions pour la plupart des opérateurs logiques. Une liste
compléte sera donnée plus tard (voir t4Ble[6]p.65).

Signification du symbole- Maintenant que I'on a défini une méthode de traduction pour les
propositions en termes de descriptions, comment peut-on traduire le fait qu'une propgsition
véerifie ¢ ? D’apreés la discussion faite plus haut, elle signifie que quelque soit le déroulement
de I'expérience, on peut prouver queest veérifiée, soit en d’autres termes que pour un obser-
vateur: donné, quelle que soit la descriptidre R; associée a sa connaissance, ana[y];.

Ainsi, on définit pour le cas présent :

A partir de ces définitions, nous pouvons tout d’abord énoncer deux propriétés simples qui nous
serviront par la suite. Tout d’abord, une propriété de la fopme> « vérifiet p — ¢ si et
seulement sion av i, [¢]; C [¢]:. De plus, on & —¢ si et seulement &i i, [¢]; = 0.

3.3 Quelques propriétes du systeme

Nous allons pouvoir utiliser le formalisme précédent pour vérifier formellement si des pro-
priétés sont verifiees par le systeme ou non. Commengons par une proposition proposée préce-
demment —(AliceNoireA AliceRougg.

Pour la représentatidR 4, on aJAliceNoirg 4 = {N, NB} et[AliceRougé, = {R,RB}. Ainsi,
I'interprétation de la proposition précédente dasest I'ensemble vide. On vérifie facilement
gu’il en est de méme pouk 3. Donc on a bien :

- —(AliceNoireA AliceRouge
Par contre, on montre qué/:AliceNoireVv AliceRougeguisque que par exemple :

A ¢ [AliceNoireVv AliceRougé,
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Cela mets en lumiére un aspect intéressant de la modélisation de la connaissance dans ce
contexte, puisqu’illustrant le fait que le tiers exclu (qui stipule que pour toute propogition

on at ¢ V =) n'est pas vérifié. La logique classique ne s’applique donc pas a notre approche,
et il faut utiliser la logique intuitionniste a la place. Par contre, on peut avoir une version plus
faible de cette proposition :

- —(—AliceNoireA —AliceRougé

Cette derniere peut s’écrire de facon équivalénte—(AliceNoireV AliceRouge. On voit ici
apparaitre la double négation dont le role sera développé longuement plus tard dans ce mémoire.

Regardons maintenant la propositi@ficeNoire A AliceOuvert — K 4 AliceNoire Véri-
fier que sa traduction verR 4 est égal a I'ensemble en entier se fait directement, puisque
[ K 4 AliceOuvert, = [AliceOuvert 4. Qu’en est-il poufR 5. Puisque I'on a défirfiAliceNoire] 4
comme étan{N,NB}, on a:

[K 4 AliceNoird s = {d | fap(d) € {N,NB}} = {RA}

Ayant par ailleurgAliceOuverfsz = {A,RA,NA} et [AliceNoirgl; = {R,RA}, on a bien l'inclu-
sion de[AliceOuvertA AliceNoirg] 5 dans[ K 4 AliceNoirg 5. On a donc Vvérifié formellement
quelona:

+ AliceNoireA AliceOuvert— K 4 AliceNoire

3.4 Etude statique et dynamique

Pour finir cet exemple d’utilisation des structures de représentations que nous développerons
par la suite, nous allons donner quelques indications pour I'étude du comportement dynamique
d’'un tel systeme. Ce que nous qualifions de “dynamique” ici consiste en les assertions de la
forme*“si a un moment donné est vrai, alors peut-on en déduire qud’est aussi ?”.

Dans ce qui précéde, les propositiangelles que- ¢ sont, d’apres la définition de que
I'on a donnée, les propositions qui sont vérifiées par le systéme quel que soit son état, son
évolution. Dans le cas de I'expérience des deux cartes par exemple, cela ne dépend pas de la
carte mise dans I'enveloppe d’Alice.

Comment faire alors pour trouver les propriétés vérifiées par I'expérience dans le cas ou
c’est la carte rouge qui est dans I'enveloppe d’Alice ? Une premiére idée pourrait étre de s’auto-
riser a utiliser une hypothése supplémentaire tsditiceRougegar exemple. Malheureusement,
cette méthode ne marche pas. En effet, avec la méthode de traduction que I'on a donné, une pro-
priété est que sil'on & ¢, cela entraine K 4 ¢ (et K ). On donne ainsi a notre hypothése



3.4. Etude statique et dynamique 31

le statut de propriéttoujoursveérifiee par le systéme, ce que I'on ne veut pas. Ici, ce n'est pas
parce que I'on considere que I'enveloppe d’Alice contient la carte rouge que forcément Alice et
Bernard le savent. C’est pourtant le cas si 'on supposdiceRouge

Une autre méthode, plus convaincante, est de traduire une interrogation de ladicirae
moment donné est vrai, alors peut-on en déduire quel’est aussi ?”par la prouvabilité de
la propositionp — 1. Ainsi, a-t'ont ¢ — 1 ? devient la question a considérer. Considérons
par exemple l'assertiosi Alice sait que son enveloppe contient la carte rouge, alors elle sait
gue si Bernard ouvre son enveloppe, il saura aussi que celle d’Alice contient la carte rouge
Ainsi, peut-on relierk 4 AliceRouge I'implication K 4 (BernardOuvert— K AliceRouge?
La réponse est positive, puisque I'on a :

F K4 AliceRouge— K, (BernardOuvert— K AliceRouge

On peut remarquer que la premiére méthode qui consistait a supposer I'’hypothéese supplémen-
taire- K 4 AliceRougget donc restreindre I'ensemble des descriptions a considérer) pour dé-
duire K4 (BernardOuvert— K g AliceRougegest trop forte, puisque I'on peut méme déduire

dans ce cas K AliceRougece qui signifierait que Bernard gagne automatiquement de I'in-
formation lorsqu’Alice ouvre sa carte.

On voit donc que méme si notre formalisme ne s’occupe que de propriétés verifiées tout le
temps par le systeme étudié (ce que I'on peut qualifier de propriétés statiques ou structurelles),
il permet néanmoins d’appréhender de facon puissante le comportement dynamique de celui-ci,
puisque les propriétés du typeci entraine celgeut se traduire sous forme d’'une implication
correspondant a une propriété statique.

Nous allons maintenant aborder la présentation du formalisme proprement dit, avec en pre-
mier lieu la définition précise des structures de représentations et de systemes de représentations
que nous utiliserons par la suite.



32

Chapitre 3. Exemple : Des cartes et des enveloppes



Deuxieme partie

Formalisation

33






35

Dans cette partie, nous allons introduire les structures élémentaires qui seront utilisées
comme base pour modéliser des systemes. Dans un premier temps, nous définirons la structure
dereprésentationll s’agit d’'une sorte d’ensemble partiellement ordonné, dont les éléments cor-
respondent a des descriptions de I'état du systéme étudié. Une représentation est utilisée pour la
formalisation d’'un systéme depuis un unique point d’observation. Aussi, dans ce cas, les seuls
éléments qui entrent en compte sont d’une part la structure que I'on connait du systeme, laquelle
fournit un ensemble d’états et de descriptions possibles, et d’autre part une notion d’ordre par-
tiel sur ces descriptions permettant de les comparer suivant la quantité d'informations qu’elles
fournissent. L'usage de ce type de structure tres simple pour modéliser la connaissance a pour
premiere implication que la logique de base est dans ce contexte la logique intuitionniste et non
la logique classique. Cela traduit le fait que dans notre approche, seules les observations four-
nissent des informations, et I'absence d’observation d’'une propriété ne peut étre utilisée pour
prouver que celle-ci est fausse.

Une fois cette structure définie, nous allons I'étendre pour considérer I'existence de plu-
sieurs points d’observations possibles pour un systéme donné. Pour cela, nous allons d’'une part
utiliser plusieurs représentations — une par point de vue — et d’autre part définir un ensemble de
fonctions permettant de relier ces représentations entre elles pour refléter le fait gqu'il s’agit d’'un
unique systeme qui est vu de multiples facons. Ces fonctions précisent la fagon dont “coule”
I'information entre les différents points d’observation, pour reprendre une terminologie issue de
[22,[3]. C’est ainsi que nous définirons la structuresgstéme de représentatiQgii nous per-
mettra d’étudier formellement comment il est possible de relier les connaissances d’'un méme
systeme selon plusieurs points de vue. En particulier, nous nous intéresserons a la fagon dont
une information obtenue depuis un premier point de vue peut étre utilisée pour un second point
de vue. Cela nous permettra de préciser le mode d’étude de I'observation d’'un systeme en fai-
sant abstraction de celui-ci pour se concentrer sur les relations entre les différentes observations.

Les principaux €léments de cette partie sont présentés plus succintement dans [13].
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Chapitre 4

Une representation

4.1 Présentation

Nous allons dans un premier temps nous intéresser a la notion de représentation. Une repré-
sentation est la formalisation d’'une fagon de représenter les différents états du systeme que I'on
observe. Une facon de représenter un de ces états est d’en donner une description. Aussi, dans
un premier temps, on peut considérer qu’une représentation d’'un systeme est un ensemble de
descriptions. Dans cette définition, on ne spécifie pas le fait qu’'une description doit étre com-
pléte, ni méme aussi précise que possible. Ainsi, partant d’une premiére descfiatiest
possible d’en obtenir d’autres en supprimant/deertaines informations. Mais les descriptions
ainsi obtenues sont moins précises qu€ela permet d’introduire une notion que I'on peut
ajouter de facon naturelle a un ensemble de descriptions, celle de comparaison suivant la preé-
cision et la quantité d’informations fournie par les descriptions. Cette comparaison correspond
a une relation d’ordre partiel entre les descriptions, et nous permet d’obtenir notre premiére
définition :

Definition 1 (Représentation)
Une représentation est une paire (R, <) ou R est un ensemble de descriptions et < est un ordre

partiel sur les descriptions.

Cette définition est en fait exactement celle daip.o.(ensemble partiellement ordonné).
Cependant, le nom de représentation permet de préciser le fait que les éléments du poset que
I'on considére sont des descriptions d’'un systéme. De plus, nous utiliserons la convention que
pour deux descriptions comparabtgs< d,, la plus précise des deux ekt

Grace a cette définition tres simple et trés générale, on peut définir une grande variété de
représentations.
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4.1.1 Exemples
Resultat d'un dé

Un premier exemple peut étre donné par le cas simple ou I'on veut représenter (éventuelle-
ment de fagon partielle) le résultat d’'un lancer de dé. Les différents états possibles sont donc les
nombres compris entreet 6. On peut dans ce cas utiliser comme description partielle de I'état
du dé tout sous-ensemble non vide{de. . ., 6}, a la condition que I'un de ces nombres est le
résultat effectif du dé.

L'ensemble des descriptions a considérer est ded,...,6}) \ {0}. Pour obtenir une
représentation, il faut de plus équiper cet ensemble d’un ordre partiel. Mais supposons que
I'on a deux descriptiond; = {1,2,4} etd, = {2,4}. Comme une description est vu comme
un ensemble de résultats possibles du dé lancé, on peut affirmer dans ce dassuane
description plus précise qug, puisque I'on gagne l'information que le résultat n’est pas
Ainsi, il parait clair dans ce cas que l'ordre a utiliser sur cet ensemble est I'inclusion, soit si
dy C dy alorsd; est plus précise qué.

La représentation utilisée dans ce cas-la est donc de la fgstie, ..., 6}) \ {0}, C).

Parties d’'un ensemble

De fagon plus générale, étant donné un enseifibten peut considérer la représentation for-
mée par ses sous-ensembles non vigé#)\ {0}, C). Une description peut étre vue comme
un ensemble d’états qui sont tous des candidats plausibles pour I'état réel du systeme. Le com-
plément de la description est donc un ensemble d’états dont on sait qu’ils ne peuvent pas étre
I'état du systéme.

On remargue a nouveau que dans ce cas, on ne considéere pas I'ensembleaid@e
une description, puisque I'on considére gu'il existe toujours un état (soit un éléntnk’)
qui correspond effectivement a I'état du systeme, et que les descriptions partielles de cet état
doivent au moins contenir cet élément

Il est possible de considérer une multitude de variations de cette définition, en prenant des
sous-ensembles de I'ensemble des parties et en tenant compte de la structure de I'efisemble
de départ. Par exemple, suivant les cas, on peut considérer 'ensemble des ouverts, des parties
connexes, des ensembles finis, des sous-espaces d’'un espace vectoriel, etc. La liste est tres
longue.
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Ensemble de propositions

Etant donné un langage logiqueet une relation de déductidny on peut définir un ordre
partiel sur les sous-ensembleslelos par déduction en posant< A < Vi e A, ' 4.0n
obtient alors une représentation en considérant les sous-ensembles consigidntssiea-dire
ne permettant pas de prouver la proposition fausserdonnés pak-.

Cette sorte de représentation est en fait tres générale, puisque permet de comprendre une
description comme un ensemble de faits vérifiés par I'état du systeme. De plus, elle nous sera
tres utile par la suite pour les preuves de théoremes de complétude.

On peut remarquer que 'ordre défini ici correspond a I'inverse de I'inclusion ensembliste.
On retrouve alors exactement le dual de la représentation de la forme ensemble de parties,
puisque I'on peut associer une proposition a 'ensemble des états du systeme vérifiant cette
proposition, et si une proposition en impliqgue une seconde, elle est inversement vérifiée par
moins d’états du systeme. C’est la raison pour laquelle il y a un renversement de I'ordre entre
les deux types de représentations.

4.1.2 Enrichissement de la définition

On définit une représentation comme n’étant rien de plus gqu’un e.p.o., la seule notion impor-
tante étant la comparaison entre les descriptions suivant leur précision et I'information fournie.
En général, il est intéressant d’enrichir la structure d’e.p.o. en définissant des opérations supplé-
mentaires tenant compte de I'ordre. Les opérations les plus simples de ce genre sontf’'union
et I'intersection/A (ou pour prendre un vocabulaire plus général et plus adapté aux e.p.o., les
bornes inférieures et supérieures), ainsi que les constantes représentant I'élément maximum
et minimum_L pour 'ordre partiel. Nous allons ici explorer I'application de ces opérations aux
représentations.

Description vide

Commencons par I'adjonction d’un élément maximum pour I'ordre. On I'appelle tradition-
nellementtop et on le noteT. En termes de descriptions, comment peut-on interpréter un tel
élément ? Etant maximal pour I'ordrg, on vérifie en d’autres termesv:d, d < T. Suivant
le role attribué a<, on en déduit que pour toute descriptidn’information contenue dans la
description maximalé est présente dank T peut donc étre vue comme une description ne
contenant que des informations communes a toutes les descriptions, en particulier, elle ne peut
pas contenir d’information relative a I'état du systeme. En fait, on peut méme aller plus loin et
considérer qué ne fournit absolument aucune information. En effet, si I'on veut décrire un sys-
teme en termes d’'une description appartenant a une représentation, la représentation elle-méme
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doit étre prise en compte, et c’'est la présence de cette représentation et de la structure qui va
avec qui peut étre considérée comme symbolisant I'informatipriori concernant le systéme,
présente quelque soit la description retenue. Ainsi, on peut considérer quaterfournit au-

cune information, I'information commune étant donnée par la représentation. Cette description
correspond donc a I'absence totale d’information sur I'état du systéme, et sera parfois appelée
description videpar la suite.

Conjonction de descriptions

Dans I'optique retenue pour la définition des représentations, une description peut étre vue
comme une liste de faits, d’'informations que I'on tient pour vraies concernant I'état du systeme.
Cette approche permet de facilement considérer une nouvelle opération que I'on peut intituler
conjonction. En effet, si 'on a deux descriptiosset d, décrivant I'état du systeme, on peut
construire une nouvelle description correspondant a I'ensemble des faits fournis gtat,.

Notons cette nouvelle descriptidnA ds, et étudions les propriétés qu’elle vérifie. Tout d’abord,
cette description contient plus d’informations que les descriptions de dgpetid,. On a donc

dy N dy < dy etdy A\ dy < dy. De plus, supposons I'existence d’'une descriptipplus précise
qued; et qued,. Alors tous les faits fournis par ces deux descriptions sont aussi donnés par
ds. Mais comme la descriptiot; A do correspond exactement a I'ensemble des informations
données pat; etd,, on en déduit qués < d; A ds.

Il faut remarquer que cette opération est définie de facon partielle sur 'ensemble des des-
criptions. En effet, deux descriptions données peuvent trés bien ne pas correspondre a un méme
état du systeme, et il se peut qu’aucun état ne corresponde aux deux descriptions. On parlera
alors de descriptions incompatibles, et de descriptions compatibles sinon.

Exemple

Reprenons I'exemple du dé présenté plus tot, et représente@dr ..., 6}) \ {0}, C).

Dans ce cas, I'opération de conjonction correspond exactement a l'intersection ensem-
bliste. En effet, sil; = {1,2,4} etd, = {2,3,4,5}, alors la conjonction des deux des-
criptions nous informe que le résultat du lancer de dé es? sedtit4, ce qui est donné par

dy N dy = {2,4}. On peut de plus considérer une troisieme descriptios {5,6}. Les
descriptionsi; etds sont incompatibles, puisque leur intersection est vide, alors qu’'une
description doit toujours étre un sous-ensemble non vidglde. 6}, puisque contenant

le résultat du dé.

Exemple

Dans le cadre du représentation dont les descriptions sont des sous-ensembles consistents
de propositions d’'un langage, I'opération de conjonction se traduit par la réunion en-
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sembliste. En effet, si une description est une liste de faits vérifies par le systemes, la
conjonction de deux descriptions revient a considérer une liste plus longue.

On retrouve bien ici le renversement d’ordre par rapport a une représentation du type
“mondes possibles”, puisque I'on interprete ici la conjonction par la réunion et non l'in-
tersection d’ensembles. De plus, la encore I'opération est partielle, puisque la réunion de
deux ensembles de propositions doit étre consistante.

Ainsi, le domaine de définition de I'opération de conjonction est I'ensemble des paires com-
patibles. Si I'on notel; — d, pour indiquer que deux descriptions sont compatibles, on a :

dlf\dgﬁadgldggdletdggdg
d1Ad3:>Vd3, (d3§d1 etd3§d2)<:>d3§d1/\d2

Si de plus, on a un élément maximumpour cet ordre, on &d, d —~ T et la conjonction
vérified A T = d. Enfin, suivant la fagcon dont le domaine de la conjonction est défini (c’est-a-
dire en enlevant les paires incompatibles qui conduiraient a des états absurdes), on a la propriété
Suivante :

Vdy <dy,Vey < ey di —~ e = dy ~ ey

Par la suite, on pourra pour cette opération parler de conjonction ou bien d'intersection, cette
derniere appelation venant du fait que si I'on associe a une description 'ensemble des états pos-
sibles correspondants (ce qui était le cas pour I'exemple du dé), alors les états correspondant a la
conjonction de deux descriptions sont donnés par l'intersection des ensembles d’états associés
a chacune des descriptions de départ.

Ces deux opérations, la conjonction et la constante maximum, peuvent étre, comme on l'avu,
définies assez naturellement en termes de représentations. Cela vient du fait que I'on peut voir
la construction d’une description comme I'activité ou, partant des informations a priori sur le
systeme, on ajoute différentes informations une a une pour arriver a la description désirée. Leur
présence n’étant pas nécessaire dans I'étude que nous voulons faire des structures basées sur
les représentations, nous ne les supposerons pas dans les définitions de cette partie. Cependant
ces opérations sont tellement naturelles qu’elles seront souvent présente dans les exemples que
I'on pourra donner. Ce n’est que dans la prochaine partie, lors de la définition de la notion de
hiérarchie de représentations, que I'on imposera explicitement la présence de ces opérations.

Nous allons considérer maintenant les deux autres opérations, la réuptda constante
minimale_L, et voir qu’elles sont plus délicates a considérer dans le cadre des représentations.
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Commencons par la constante minimale, appelée généraléaitoinet notéel , descrip-
tion duale deT présentée plus haut. Par définition, elle vénfié | < d, ce qui signifie que
toutes les descriptions que I'on peut donner de I'état du systéme sont moins précises que cette
description.L. Une telle description affaiblirait trop la notion de représentation. Pour montrer
cela, revenons sur I'un des postulats de base, qui est que le systéme étudié est toujours dans
un état bien défini. Introduisons de plus la notion de couverture d’une représerRatiane
couverture est un ensemble de descriptions R telle quevd € R,3c € C:d —~ c. Le pos-
tulat peut étre traduit par le fait qu’étant donné une couvedyiguelque soit I'état du systéme,

il existe un élément € C décrivant partiellement cet état. Or, s'il existe un minimum global

1, le singleton{ L} constitue une couverture de la représentation, et dogngui est la plus

précise des descriptions disponibles, ne permet pas de différencier les différents états possibles
du systéme. La représentation n'a donc absolument aucun intérét, puisque aucune des descrip-
tions ne fournit effectivement d’information sur le systéme. Elles sont toutes équivalentes a la
description vide, ne donnant que des informations a priori.

Aussi, méme si 'argumentation que I'on vient de donner n’est qu’approximative, on com-
prend aisément que la présence d’un minimum global conduit au fait que toutes les descriptions
sont équivalentes a une description vide. Par la suite, nous ne rencontrerons donc jamais de
représentation avec un minimum global.

La situation est moins nette pour le cas de la disjonctigaussi appelée réunion), comme
nous lI'avons évoqué dans la présentation des postulats de départ. Tout d’abord, dans de nom-
breux cas, il sera possible de définir une opération de disjonction sur la représentation. En effet,
une classe intéressante de représentation concerne celles comportant une description vide, une
opération d’intersection et vérifiant la condition de chaine croissante. Cette condition stipule
gue toute description est a une distance finie du sommetu plus précisément gu'il existe
une borne a la cardinalité des chaines strictement croissantes allamidel . Cette classe de
représentations correspond au cas ou une description est obtenue a partir de la description vide
en ajoutant des informations, et ce un nombre fini de fois. On peut alors définir une disjonction
en posant :

diVdy=N\{d|d <detd, <d}

Il s’agit alors bien d’une fonction totale, la condition de chaine croissante nous assurant en effet
gue la conjonction est bien définie méme si 'ensemble apparaissant dans la définition est infini
puisque, I'élément final étant a une distance finie du sommet, seul un nombre fini d’éléments
de I'ensemble intervient dans le calcul effectif de la conjonction. On notera que le cas ou la
représentation contient un nombre fini de descriptions est inclus dans le cas précedent.

Nous voyons que dans ce cas spécifique, il est possible de définir une opération de disjonc-
tion en fonction de la conjonction. Cependant, dans le cas général, la définition ci-dessus fait
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intervenir la conjonction d’'un ensemble infini, qui n'est pas toujours définie. Or, comme nous
I'avons expliqué plus tét, la conjonction semble se définir tres naturellement dans le cadre des
représentations et en se basant sur la définition de la disjonction en fonction de la conjonction
gue I'on vient de voir, nous pensons que la disjonction découle effectivement de cette derniére,
mais que cette dépendance ne permet pas toujours de la définir. Aussi, nous pensons que c’est
la conjonction qu’il faut considérer en priorité, et que la disjonction, si elle peut étre définie, en
dépend.

Une autre approche pour expliquer cette préférence, est que si I'on se place dans le cadre
de I'observation d’'un systeme, et que I'on part du principe que toute observation correspond
a un éléement de réalité de ce systeme, étant donné deux observations, anppeut défi-
nir une nouvelle observation correspondant a la conjonction des deux précédentes, et pas a la
disjonction.

Il serait aussi possible de considérer d’autres opérations sur les e.p.o0., comme par exemple
la pseudo-complémention (défini de la fagon suivante : étant donné deux élemenis, le
pseudo-complémemnt, — d, est 'unique élément vérifiantd, d A dy < dy & d < di — dy).

Ces opérations sont trop spécifiques pour étre définies sur les représentations, mais nous les
retrouverons lors de I'étude logique des représentations.

Avant cela, nous allons d’abord présenter plusieurs méthodes générales pour combiner et
transformer les représentations.

4.2 Construction de représentations

Pour construire une représentation associée a un systeme composé de plusieurs parties mises
en relation, on peut procéder de la fagcon suivante : on construit tout d’abord une représentation
correspondant a chacune des sous-parties, que I'on regroupe pour n’en former qu’une. Chaque
partie est alors, du point de vue de la représentation obtenue, indépendante des autres. On ap-
plique une transformation qui réduit la taille de la représentation, afin de ne garder qu’une partie
des descriptions pour exprimer les relations entre les différentes parties. Ainsi, si le systéme est
composé de deux sous-partidset B et qu’'une représentatiafy de A correspond a un état
qui implique un état de3 décrit pardp, alors 'opération de réduction supprimera toutes les
descriptions donnarnt, mais pasiz.

Cette méthode de construction peut donc s’effectuer a partir de deux opérations générales
sur les représentations que nous allons définir maintenant.
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Produit cartésien

Tout d’abord, intéressons-nous a la premiére construction, qui permet de regrouper en-
semble des représentations correspondant intuitivement a des sous-parties d’un systeme. Ainsi,
on se donne deux représentatidds et Rz (ou I'on noteR; = (R;, <;)), chacune correspon-
dant a une sous-partie. Une description de I'état du systeme peut alors étre la donnée d’une paire
de descriptionsd 4, dg), chacune correspondant a une sous-partie. On reconnait la construction
du produit cartésien pour les ensembles de descriptions, que I'on étend a la structure de repré-
sentation en considérant I'ordre produit. On obtient donc la représentation produit :

Ra®Rp=(Rax Rp,<agn)

ou l'ordre < 4 est le produit point par point des deux ordres de départ (ainsi, la comparaison
(dy,ds) <agp (€1,e2) €st équivalente a la conjonctiah <4 e; etds; <p e,). Cette construc-

tion pouvant s’étendre a une famille quelconque de représentations, on peut définir dans le cas
général[[{R; | i € Z}.

Cette construction, tres classique, permet de construire une représentation a partir d’'une fa-
mille de représentations. Cependant, elle ne peut pas étre utilisée toute seule. Dans le cas de
produit de deux représentations, toute paire de descriptions est une description du produit, ce
qui impligue que des informations concernant I'une des parties n’entrainent aucune connais-
sance sur I'état de l'autre partie. Du point de vue de cette représentation produit, il n’existe
aucune corrélation entre les différentes parties. Dans ce cas, I'étude de chacune des parties est
indépendante des autres, et il n'est d’aucune utilité de les considérer ensemble. Pour remédier
a cela et augmenter les informations exprimées par un représentation, nous allons maintenant
présenter I'opération de raffinage.

Raffinage

Reprenons le cas ou I'on a deux représentatidnset R 5. Supposons que ces représenta-
tions correspondent a deux parties d’un systeme, et qu'il existe une relation entre I'état de la
partie A et I'état deB. Pour simplifier, on pourra considérer que la relation en question permet,
connaissant une description de I'état dede déduire des informations sur 'état Be Cette
relation peut s’exprimer de facon fonctionnelle, et ainsi si 'on a une descrigtioh R 4, on
en déduit de I'information suB décrite parf(d4) € Rp. Dans ces conditions, certaines des-
criptions deR 4 ® Rp peuvent étre supprimées, précisément, les descriptibns/z) telles
quedp £ f(da). En effet, si une part d’'information fournie p#td4) n'est pas présente dans
dg, cette description est vue comme trop “pauvre”. En présence d’'une opération de conjonction,
on peut la transformer en une bonne représentdtiands A f(da)).
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Dans le cas général (sans supposer une opération de conjonction), on peut donc définir
I'opération de raffinage sur une représentatfora partir d’'une fonctionp : R — R en pre-
nant comme nouvel ensemble de descriptipdg d < ¢(d)}, et en restreignant l'ordre a cet
ensemble. On notera pour simplifiefR ) la représentation obtenue. Pour 'exemple précédent,
on avaito((da,dp)) = (da, f(da)). On notera que cette opération de raffinage est idempo-

tente :on a0 ¢(R) = ¢(R).

Plusieurs renforcements de la définition peuvent étre définis. En particulier, le raffinage que
I'on vient d’introduire ne permet pas en général, étant donné une descriptiofk, de dire
comment la transformer en une descriptiongd® ). Elle fournit uniguement un critére de sé-
lection que I'on applique aux descriptions. Pourtant, I'opération de raffinage peut aussi étre vue
comme un ajout d’'information structurelle a I'observation du systeme, et I'on pourrait trouver
naturel de savoir comment transformer une description en intégrant I'information structurelle
gue I'on ajoute. On peut donc supposer que la fonction utilisée pour faire le raffinage permet
en plus de transformer les descriptions. Cela revient & associer a toute descriptierdes-
cription ¢(d) € ¢(R). On peut facilement se convaincre qu’une telle fonction est un opérateur
de clbture inférieure, c’est-a-dire qu’elle est croissante, intensive et idempotante : croissante
car si 'on a deux descriptions comparablgs < d,, les informations déduites dé& et de
I'information structurelle ajoutée peuvent aussi s’obtenir a partif;deéntensive (c’est-a-dire
Vd, ¢(d) < d) car I'application de la fonction revient a ajouter de I'information ; idempotente
(c'est-a-direv d, po p(d) = ¢(d)) enfin car appliquer la fonction revient a ajouter I'information
structurelle, et le faire une deuxieme fois n'apporte rien par rapport a la premiére fois. Dans ce
cas, la représentation obtenue consiste en les descriptions fixées par

Dans le cas du produit de deux représentations avec une opération de conjonction, une
fonctionf : R4 — R p permet en fait de définir une telle opération de cléture inférieure comme
on I'a vu plus haut, en posawt; : (da,dg) — (da,dp N f(da)). Cette remarque permet
d’observer le fait qu’'une opération de cléture inférieure n’est pas forcément une fonction totale,
puisque dans le cagy, la conjonction n'est que partielle. Cela traduit le fait qu’en ajoutant
de linformation structurelle, on peut découvrir que des descriptions jusqu’alors acceptables
sont en fait absurdes. Cependant, la découverte de descriptions absurdes est la seule cause de
partialité de la fonction, et de fagon similaire a I'opération de conjonction, il est raisonnable
d’exiger qui le domaine de définition d’'une telle fonctignsoit un idéal :Vd; < d,, d; €
dom(¢) = dy € dom().

On peut s’interroger sur I'application successive de plusieurs raffinages, et de leur éventuelle
commutativité. Notamment, comme on a défini deux sortes d’opérations de raffinage, on peut
voir la facon dont elles different. Dans le premier cas, on n’utilise une fonction de raffinage
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gue comme un sélecteur de descriptions, pour transformer une représeRtatidrensemble
®»(R) = {d | d < ¢(d)}. Dans ce cas, il y a toujours commutativité entre les différents raffi-
nages, puisque on a en général :

¢10¢2(R) ={d | d < d1(d) etd < ¢a(d)} = ¢2 0 $1(R)

Dans le cas de la définition étendue, la situation est cependant moins concluante. En effet, rien
n’impose qu’aprés avoir appliqug puis ¢,, on doive obtenir une description qui est toujours
point fixe deg;.

Exemple

Soit N I'ensemble des entiers naturels, ordonnée de facon usuelle. C’est bien une repré-
sentation. On définit maintenant deux fonctions sur les entiers :

f:xHQ{g-‘—l g:xr—>2{gJ

ou[n| (resp. n]) représente la partie entiére par exces (resp. par défaut)idest facile

de s’assurer que ces fonctions sont bien des opérateurs de cléture inféti@ymaf pour
points fixes les nombres pairs,geét les nombres impairs. L'application des fonctions ne
commute pas, puisqu’on a en particuliétz, f o g(z) = go f(x) £ 1.

On I'a vu, le raffinage d’une représentation peut se traduire par I'ajout d'informations struc-
turelles concernant le systeme étudié. Cette opération a donc deux actions sur une représenta-
tion : d’'une part, elle sélectionne les descriptions qui ne sont pas absurdes, d’autre part, elle
précise quelles sont les descriptions qui peuvent étre considérées comme suffisament riches,
incluant l'information structurelle que I'on a ajoutée.

La définition de ces deux opérations permet donc bien d’exprimer la fagon dont en général
on peut définir I'étude d’un systeme a partir de ses sous-parties. En effet, on commence d’abord
par étudier chacune de ces sous-parties (ce qui correspond a la définition des représentations
R;), puis on considére le systéme dans son ensemble, en prenant en compte toutes les sous-
parties (on effectue le produit dé&;) et en exprimant de facon précise les corrélations qu'il
peut y avoir entre ces parties (on applique alors un ensemble de raffinages correspondant a ces
corrélations).

De cette maniere, et en considérant la variété des représentations que I'on peut définir, on
voit qu’il est possible d’exprimer un tres grand nombre de systémes sous forme de représen-
tations, et ce de fagon trés riche grace a I'opération de raffinage. Nous allons maintenant voir
comment il est possible d’étudier le comportement d’un systéme que I'on a formalisé de la
sorte.
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4.3 Logique associée aux représentations

De maniére générale, pour étudier de facon logique le comportement d’un systéeme formalisé
par une représentation, on se donne un ensemble dénomHirat#epropositions liées a ce
systéme, propositions dites atomiques. A partir de cet ensemble, on va définir le l&ngage
considérant toutes les propositions obtenues a partir e utilisant les opérateurs logiques
usuels (soit la conjonction, la disjonctionv, I'implication — et la négation, ainsi que la
constante faussé). Pour cette définition, les opérateurs s’appliquent a des propositions et ne
doivent pas étre confondus avec les opérateurs discutés lors de la définition des représentations.

A partir de ce langage, nous allons associer aux propositions des ensembles de descriptions
de la représentation retenue, et cela nous permettra de caractériser la facon dont se comportent
les propositions en fonction de cette association avec une représentation. En particulier, nous
étudierons la partie de ce comportement qui ne dépend pas de la représentation choisie mais
seulement du fait que 'on utilise une représentation.

Définition de la fonction d’interprétation

Ainsi, soit R une représentation. On va définir une fonction dite d'interprétation rigtée
qui va associer a chaque propositiore £y un ensemble de descriptions®elLe sens que I'on
peut donner a cette fonction est le suivant : pour une propositidonnée[y] est exactement
I'ensemble des descriptions € R pour lesquelles on peut s’assurer guest vraie (nous
utilisons ici le termes’assurervolontairement, pour ne pas préciser s'il s'agit de savoir, croire,
prouver ou autre).

Suivant cette définition, on peut donner une premiére caractéristique de la fonction d’inter-
prétation. Si I'on a deux descriptiodsd’ € R telles qued’ est plus précise qué(c’est-a-dire
d" < d), alors sid suffit pour étre slr que est vraie, alorsl’, étant plus précise, suffit aussi.
Ainsi, [] est un idéal d&k, c’est-a-dire un ensemble clos vers le bas. SiI'on gateP) I'en-
semble des idéaux d’un ensemble partiellement ordonnégguP, alors la fonctior|-] est a
valeurs dang'(R). Sachant cela, nous allons définir cette fonction de fagon inductive, suivant
la structure du terme donné en argument.

Tout d’abord, il faut préciser l'interprétation des propositions atomiques. Pour cela, la seule
facon est de préciser “a la main” les descriptions correspondant a chaque proposition atomique.
On a donc besoin d’une fonction: ¥ — ©!(R). Le cas de la disjonction se traite simplement.
Ainsi, supposons qué € [ V v]. Cela signifie que la descriptiahpermet de s’assurer que
¢ ou quey est vraie. Ainsi, on dp VvV ¢] = [¢] U [¢]. De fagon similaire, on trouve que
[ Adl = [e] N [¥]-

Le cas de I'implication est un peu plus complexe. En effet, on pourrait a nouveau définir
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I'interprétation dep — ¢ en s’inspirant de la sémantique ensembliste usudlile- ] =

{d | d e [¢] = de [¢]}. Cependant, en général, il ne s’agit pas d’'un idéal. Nous devons donc

restreindre cette définition en prenant le plus grand idéal inclus dans cet ensemble. On a donc :
[o = vl ={d|Vd <d d €[] =d €[¢]}

De méme, on obtient pour la négatipny] = {d | Vd < d,d & [¢]}. On complete la défi-

nition en interprétant la constante fausis@ar 'ensemble vide. Les régles de définition[ee

sont données dans la table 3, ot I'on npie, pour préciser que cette fonction est définie a

valeurs dang'(R), en utilisant une fonction d’interprétation atomique ¥ — o!(R).

VY eV, [Ylry =v(¥)
oV Ylry = [@lrw U [¥]R0
[ Adlrw = [elrw N [P]R
[o = ¥lry ={d|Vd <d.d € [plry = d" € [Y]r.}
[~¢lr, ={d|Vd <d,d &[elr.}
[[ ]]RV - @
Table 3 — Définition dd-]z, : Ly — p'(R)

Notions sémantiques de vérité

En utilisant ces fonctions d’interprétation, on peut définir plusieurs notions de “vérité”. Tout
d’abord, étant donné une représentatnune fonction d’interprétation atomiqueet une
descriptiond € R, on dit qued validey pour|-]z,. sid € [¢]r,. (ditautrement, une description
d valide une proposition si intuitivement, elle permet de s’assurer que cette proposition est
vraie). Au niveau des fonctions d’interprétatiopsest valide pouf-|z . (R, v =r ) si toutes
les descriptions d& valident cette propositionVd € R, d € [¢]r,. (C'est-a-dire[p|r, =
R). Enfin, de fagcon générale, une propositiorest valide pour les représentations si quelque
soit la fonction d’interprétation considérée, la proposition est validée par celle-giy si et
seulement sV R, v, [¢]r., = R.

Cette notion de vérité définie de fagcon purement sémantique a partir des représentations est,
comme on va le voir, équivalente a la prouvabilité pour la logique intuitionniste.
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La logique intuitionniste

Cette logique, développée initialement par Brouwer puis par Heytihg[41] dans les années
1930, repose sur la notion de constructibilité en mathématiques. Ainsi, un objet dont on peut
prouver I'existence pour cette logique peut étre construit explicitement, ce qui fait que I'on
peut toujours exhiber les objets dont on parle. Cela interdit en particulier les raisonnements par
I'absurde.

Dans le cas de l'interprétation en fonction des représentations, le constructivisme estincarné
en particulier par la notion d’observation. L'observation d'un fait est considérée comme une
preuve de la véracité de celui-ci, et toutes les propositions vraies sont alors des combinaisons
de propositions primitives qui correspondent a des observations. La régle du tiers-exclu, qui est
a l'origine du raisonnement par I'absurde et s’éerit —¢, doit alors étre abandonnée.

Exemple

Si I'on considere une piéce que I'on lance dans un jeu de pile ou face, tant que I'on n'a
pas observé la piéce apres le lancer, on ne peut pas dire quel est le résultat. Aussi, on
ne peut pas considérer la propositibtiie V Face comme étant vraie, ne pouvant pas
affirmer quePile est vraie, ni qu&ace l'est.

Cependant, une version équivalente du tiers-exclu signifie que la double négation est équivalente
a l'identité —¢ — ). Donc si 'on abandonne la regle du tiers-exclu, on abandonne aussi
cette seconde régle. La double-négation acquiert, comme on le verra plus tard, un role tres
particulier.

Exemple

Dans le cas du jeu de pile ou face, elle permet de considérer la propositigRsle
Face), qui exprime le fait que méme si I'on ne regarde pas le résultat du lancer, on peut
affirmer que le résultat ne peut pas étre autre chose que pile ou face.

La logique intuitionniste repose principalement sur une notion tres forte de l'implication, qui
est ici un connecteur de base, et non une abbréviation (en logique classiguey est un
raccourci de—y V ). Cette spécificité implique que pour la partie propositionnelle de cette
logique, ce que I'on considére ici, on ne peut pas utiliser de tables de vérités pour vérifier la
validité d’une proposition, contrairement a la logique classique. La notion de preuve est ici plus
importante que la notion de vérité, et on en donne une formulation sous forme du calcul des
séquents a la Gentzen dans la table 4.
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Table 4 — Logique intuitionniste formulée en calcul des séquents

Equivalence entrel-_ et =x

Le modéele usuel pour la logique intuitionniste est la catégorie des algébres de Heyting com-
pletes, c’est-a-dire la catégorie des treillis complets pseudo-complémentés. Le fait que I'en-
semble des idéaux d’'un poset est justement une algébre de Heyting compléte permet de se
convaincre que l'interprétation a I'aide de représentations comme on vient de le définir réalise
bien un modele pour la logique intuitionniste. Nous allons donner cependant une preuve pré-
cise de ce résultat, car elle servira de prototype pour les preuves ou I'on considérera aussi les
connecteurs de modalité.

Théoreme 1
Toute proposition ¢ € Ly est prouvable avec la logique intuitionniste si et seulement si elle est

valide pour les représentations :

Vo, Fne & Fro

Preuve Succinctement, on montre que l'interprétation est correcte, puisque chaque axiome
de la logique est vérifiée par les interprétatiprjsRéciproquement, on utilise la méthode clas-
sique consistant & définir une interprétation canonje¢goour laquelle les propositions vraies
sont exactement celles prouvables par IL. La preuve compléte est donnée erf anpnexeB.1.
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Dans la suite, nous allons enrichir I'expressivité de la formalisation de systemes en donnant
la possibilité d’avoir plusieurs points de vue, a quoi correspondront plusieurs représentations,
et en donnant des méthodes pour relier ces différentes représentations entre elles. De méme,
on enrichira la logique en introduisant les connecteurs de modalité au langage de propositions,
pour symboliser la présence des multiples représentations et dont le comportement dépendra
de la facon dont les représentations sont reliées. Cependant, a chaque fois, la base sera 'usage
de représentations, seul I'agencement de celles-ci changera, ce qui implique que les logiques
gue I'on trouvera seront toutes basées sur la logique intuitionniste. Les régles logiques que I'on
ajoutera pour caractériser leurs relations ne concerneront que les opérateurs modaux.
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Chapitre 5
Deux représentations

Dans un premier temps, pour introduire I'étude des relations entre différentes représenta-
tions, nous allons étudier le cas simple ou I'on a seulement deux représentations. De cette
maniére, nous allons pouvoir introduire le formalisme utilisé pour relier les représentations
ensemble. Ce formalisme va étre défini comme un développement de I'idée utilisée pour le raf-
finage des représentations. Ainsi, en partant du produit cart®sien R 3, on avait raffiné ce
produit en introduisant une fonction qui associe une descriptioR gla chaque description de
Ra.

Pour exprimer une relation dans chaque sens, on peut donc relier deux représentations en se
donnantdeux fonctionz 4 : R4 — Rp et fap : Rp — Ra. Linterprétation de ces fonctions
est, comme précédemment, qu’étant donnée une descriptiappartenant par exemplea,,
celaimplique des informations sur I'autre description (ij;) décrites payz 4 (d.). Avec cette
interprétation, on peut exprimer quelques conditions qui doivent intuitivement étre vérifiées
par ces fonctions. Tout d’abord, ces fonctions doivent étre croissantes, puisque si I'on a deux
descriptions comparables < d,, les informations fournies sur 'autre représentation gar
sont aussi fournies pds. Si 'on prend une descriptiaiy € R 4, la représentation obtenue par
transformation en appliquarfig 4 fournit une partie des informations présentes dansais une
partie seulement. Puisque I'on perd de 'information a nouveau en retransformant la description
obtenue versk 4, on en déduit que la description finafg s o fp4(da) st moins précise que
d, Soit exprime autrememtd, € Ra, da < fap o fpa(da). Le raisonnement symetrique a
partir deR z permet aussi de conclure quep € R, dg < fpja o fas(ds).

Nous allons donc partir de cette situation pour étudier les relations entre représentations : on
se donne deux représentatioRs et R z et deux fonctiongz 4 et f4 5 veérifiant les conditions
précédentes. Pour simplifier les notations, nous supposerons aussi la présence de deux fonctions
faja et fp 5 définies comme lidentité sUR 4, et Rz respectivement. Les conditions sur les

53
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fonctions autres que la croissance peuvent donc s’écrire :
Viaja ke {A7B}7 fk\z < fk|j O f]\z

Avec cela, nous allons étudier différentes situations de relations entre deux représentations. En
particulier, on peut étudier deux cas extrémes de relation entre deux représentations. Il s'agit
tout d’abord d’une relation que I'on peut qualifier d*horizontale”, ou les deux représentations
sont totalement déconnectées I'une de l'autre. Aucune information ne circule alors entre les
deux, et les descriptions de I'une des représentations ne donne aucune information exprimables
dans l'autre représentation. A 'opposé, deux représentations peuvent étre en relation “vertica-
le”, auquel cas I'une des représentations apparait comme une approximation de I'autre. Avant
cela, nous allons adapter deux constructions ensemblistes classiques — la somme disjointe et le
produit — aux représentations en tenant compte des fonctions les reliant.

5.1 Constructions a partir de deux representations

5.1.1 Somme disjointe

Nous allons tout d’abord définir la notion de somme disjointe pour les représentations. Pour
définir cette construction, il faut étre capable de comparer toute paire de descriptions, quelle
gue soit leurs représentations d’origine. Si les descriptions proviennent de la méme représenta-
tion, on peut les comparer en utilisant I'ordre correspondant a cette représentation. Aussi, pour
gue cet ordre soit défini dans tous les cas, il faut maintenant s’intéresser au cas ou I'on com-
pare les descriptions provenant des deux représentations. Soit donc deux desariptioRs
etds € Rp. En utilisant la fonction de transformatiof 4, on déduit ded, la description
[B1a(d4) appartenant & . Elle représente la description la plus précise dans cette représen-
tation basée sur les informations dg. Aussi,dp est moins précise que, si et seulement si
elle est moins précise quyg a(d4) dansR . En considérant les autres cas de provenance pour
les distributions, et en utilisant les fonctiofig 1 et 5z, on obtient la définition de la relation
<aap définie surR 4 ® Rp :

VZ,j € {A, B}, Vde Ri7 Ve e Rj, d SA@B e = f]|z<d) Sj e

Grace aux inégalités concernant la composition de ces fonctions, on prouve sans mal que la rela-
tion <, 5 ainsi définie est bien un pré-ordre. Pour ce pré-ordre, deux éléments différents

d, sont équivalents si et seulement si ils n'appartiennent pas a la méme représentation (puisque
les relations associées aux représentations sont des ordres partiels et non des pré-ordres), et
verifient, sid;, € Ra etd, € Rp, da = fap(dp) etdp = fpja(da). Sil'on note~,qp
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cette relation d’équivalence, on peut alors définir la construction de somme disjointe sur les
représentations :

Ra®Rp = <(RA D RE) jm SA@B>

Cette construction permet donc d'utiliser conjointement les descriptions provenant de diffé-
rentes représentations. On identifie les descriptions qui se transforment 'une en l'autre. De
plus, I'ordre que I'on a défini permet de comparer le contenu informationnel de différentes
descriptions.

Cependant, cette construction n'augmente pas le nombre ni la précision des descriptions,
puisqu’a chaque fois, on se donne une unique description du systéeme. Dans la construction
suivante, on augmentera la puissance descriptive en s’autorisant a utiliser simultanément une
description de chaque représentation.

5.1.2 Produit réduit

Dans les constructions appliqguées aux représentations seules, on avait d’une part défini le
produit cartésien de deux représentations, et le raffinage ou I'on réduit le nombre des descrip-
tions d’'une représentation en les sélectionnant suivant un critére d“intérét”. Nous allons ici
combiner ces deux opérations en une seule pour obtenir le produit réduit de deux représentations.
Pour cela, nous allons utiliser les fonctiofyg pour effectuer dans la pratique la réduction du
produit cartésien d& 4, et’R 5. Le critere de sélection des descriptions va étre le suivant : sil'on
considere la paire formée de deux descriptidn, dg), on veut s’assurer qu’elle vérifie deux
propriétés. D’'une part, que les deux descriptions sont compatibles, c’est-a-dire qu’elles peuvent
s’appliquer au méme état du systéme (au moins dans I'état des connaissances du moment), et
gu’elles sont maximales, c’est-a-dire que chaque description contient I'information donnée par
I'autre description et exprimable dans la représentation. On remarque que cette seconde pro-
priété implique la premiere. On peut donc définir le produit réduit a partir de 'ensemble de
descriptions suivant :

{{da,dp) | da < fap(dp) etdp < fpa(da}

Cette construction n’est qu’un cas particulier de I'application du produit et du raffinage
sur les représentations. En effet, le produit réduit ainsi défini est exactement la représentation
¢r(Ra® Rp)oulon a défini:

[ {da,dp) — (fas(dp), fpa(da))

Dans cette construction, il est possible de retrouver chacune des représentations intiales. De
facon plus précise, pour chaque description d’une des représentations de départ (prenons par
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exempleds € R 4), il existe une description du produit réduit(R 4 ® R ) fournissant exacte-
ment la méme quantité d’information. En effet, considérons la descripzﬂ@nfB‘A(dA)) Elle
appartient au produit réduit, puisque I'on a :

fBla(da) < fpia(da)  da < fapo fpja(da)

De plus, l'inégalité de gauche qui est en fait une égalité prouve gu'il s’agit de la plus petite
description deb;(R 4 x Rp) contenant les informations fournies pay. Or, puisque elle n'est
définie qu’a partir del,, on comprends qu’elle ne contient pas plus d’information, si ce n'est
I'information structurelle ajoutée par le biais dgs.

Ces considérations nous montrent qu’il existe pour chaque description de chaque représenta-
tion une description du produit réduit décrivant le méme état et étant minimale. Cela n’était pas
vrai pour un produit cartésien dans le cas général, il fallait pour cela la présence de descriptions
minimales (les descriptions vidég pour chacune des représentations de départ. Cette relation
entre un produit réduit et 'une des représentations de départ est en fait plus forte que cela, et
nous verrons que la seconde est une approximation de la premiére, une fois que I'on aura défini
cette notion.

5.2 Cas extrémes de relations entre représentations

Nous allons maintenant étudier deux cas de relations extrémes entre représentations et voir
la fagcon dont cela se traduit pour la somme disjointe et le produit réduit.

5.2.1 Cas horizontal

Commencons tout d’abord par ce que I'on a défini comme une relation d’horizontalité entre
les deux représentatiofis, etR z. Rappelons que cela signifie qu’une description d’'une des re-
présentations ne fournit absolument aucune information exprimable dans l'autre représentation.
Cette définition implique une contrainte assez forte sur chaque description, qui est la présence
d’'une description minimale. En effet, la condition précédente peut se traduire, pour le sens de
A versB par exemple, par I'inégalité suivante :

Vdy € Ra,Vdp € Rp,dp <p fpja(da)

Sid 4 ne contient aucune information exprimable d&s cela signifie qug i a(d.4) ne fournit
aucune information, et 'on a doredg, dp < fg1a(da). Or, fpa(da) est bien une description
deR g, etl'inégalité que I'on vient de considérer nous montre qu’il s’agit de la description vide.
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Ainsi, on vient de montrer que dans le cas relation horizontale entre représentations, chacune
des deux représentations de départ possede une description vide, et chaque fonction de transfor-
mationf4 5 et fp4 envoie les descriptions de la représentation de départ vers la description vide
de l'autre transformation. Partant de cela, nous allons pouvoir caractériser la somme disjointe
et le produit réduit de ces représentations.

Pour la somme disjointe, I'ordre 4.5 Veérifie pour les descriptions provenant de représen-
tations différentes :

da <agpdp & dp=Tp

Vds € Ra Vdy € R,
{ dp <sepda = da=Ta

On en déduit que les seuls éléments équivalents pours sont les descriptions vides 4
et Tz (en dehors de la reflexivité), et donc la somme disjoiRte® Rp est simplement la
juxtaposition des deux représentations de départ ou I'on a identifié les descriptions vides.

Pour le produit reduit, la fonction de sélectigp envoit toutes les paires de descriptions
sur la paire(T 4, T ), ce qui fait qu’il 'y a aucune réduction qui s’applique effectivement. Le
produit réduit est alors exactement le produit cartésien des deux représentations (8n &
Rp) =Ra® Rp).

On voit bien que dans le cas d’'une relation horizontale entre deux représentations, aucune in-
formation ne circule entre les deux représentations, il n'y a aucune relation entre les descriptions
de représentations différentes et les deux systémes correspondant peuvent s’étudier séparément.

5.2.2 Cas vertical

Nous allons maintenant nous intéresser a l'autre cas extréme de relation entre deux repré-
sentations. Cette fois, il s’agit de verticalité, ou I'on considére qu’une des représentations (nous
supposerons gu'’il s’agit d& 4) est exactement “sous” I'autre (ici, il s'agira deg). Intuiti-
vement, dans la relation d’ordre partiel utilisée pour comparer les descriptions d'une méme
représentation, une description est “sous” une autre si elle contient plus d’information que celle-
ci. C’est cette idée que nous allons adopter pour les représentations. On veut signifier que
est plus précise quB 5. Cela peut se traduire par le fait qie, a une plus grande expressivite,
gu’elle peut donner des descriptions avec une meilleure précision, etc. Mais en considérant de
plus qu’une représentation peut contenir pour chaque description les descriptions partielles ou
I'on oublie des informations, cela revient a dire que chaque descripti®deeut étre exacte-
ment exprimée danR 4. Dans ce cas, on dira réciproquement g est uneapproximation
deR 4.
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Mais la donnée des fonctiorfs; (ou,j € {A, B}) nous fournit pour chaque description
dp € Rp le candidat la représentant deéRs, il s'agitde f45(d4). Si cette derniere description
représente fidelemeds;, cela signifie que I'on retrouve celle-ci en retraduisant la description
obtenue dan® 5. En d’autres termes, la relation de verticalité eRreet R z peut s’exprimer
de la fagon suivante :

Vdp € Rp,dp = fpjao fas(dp)

C’est cette condition que nous allons considérer pour étudier la somme disjointe et le produit
réduit dans ce cas.

Pour la somme disjointe, on en déduit que chaque descrigfiotie R 5 est équivalente
a fap(da) pour la relation~ 4 5. Si 'on quotienteR4 @ Rp par~,qp On retombe sur une
représentation isomorphef,. Ainsi, si la représentatioR 4 est plus précise quR z au sens
gue I'on vient de définiron &4 ® Rz = Ra.

On va avoir une situation analogue pour le produit réduit. En effet, soit une paire de des-
criptions (d4, dg) appartenant au produit réduit (R 4 ® Rp). Par définition de celui-ci, les
descriptionsi, etdp vérifientdy < fap(dp) etdp < fpja(da). Mais si I'on appliquefs|a
a chaque membre de la premiére inégalité, on en déduit grace a la croissance de la fonction,
fBla(da) < fglao fas(dp) = dp. En particulier, cela implique qués est entierement déter-
miné pard, puisque 'on alp = fp1a(da). Le produit réduitp; (R4 ® Rp) est donc lui aussi
isomorphe &R 4, puisque I'on a, en oubliant I'ordre partiel sur les descriptions :

¢f(Ra®Rp) = {(da, fap(da)) | da € Ra}

Les constructions précédentes nous montrent donc que lorsque une représentation est I'ap-
proximation d’'une autre, la premiere se comporte comme si elle était incluse dans la seconde.
Dés lors, I'étude du systeme représenté peut uniguement se faire par le biais de la représentation
la plus précise.

Cependant, la notion d’approximation, telle que nous I'avons définie, est trés intéressante en
tant que telle et, dans la prochaine section, nous allons I'étudier d’'une maniére plus générale.

5.3 Approximation et abstraction

Comme on I'a vu au chapitfe 2.1, les notions trés proches d’approximation et d'abstraction
sont des sujets d'étude tres développés dans de nombreux domaines des mathématiques et de
I'informatique théorique. L'idée de base dans tous les cas est alors généralement la méme :
on se donne deux ensembles ainsi qu’'une relation entre ces deux ensembles, permettant de



5.3. Approximation et abstraction 59

mettre en correspondance les éléments des différents ensembles. Alors, I'étude de I'approxima-
tion consiste en la détermination des informations que I'on a sur un ou plusieurs éléments de
I'ensemble de départ en fonction des éléments du second ensemble qui leur sont reliés.

Dans le court survol que nous avons fait, nous avons présenté différentes facons de forma-
liser I'idée d’approximation. Tout d’abord, intuitivement, on peut vouloir dire guest un
sous-ensemble bien choisi de Réciproguement, chaque élémentigi@st accessible depuis
A. Dans le cadre de départ, avec un espace de Chu, cela peut donc se traduire par le fait que
tout élément de3 est en relation avec au moins un élémentddev b, 3 a : aRb. En terme de
fonctions« et > utilisées en analyse de concept, cela revient a impesgr= B, et pour une
correspondance de Galois (semi-duale ou nan);y(z) = x. On parle dans le dernier cas de
surjections de Galois.

On voit donc que dans ces différents formalismes, la notion d’approximation s’exprime as-
sez naturellement avec des conditions simples, et nous allons voir que ce que précédemment
nous avons définis comme une approximation dans le cadre de la relation entre deux représen-
tations correspond bien a cette notion dans I'acception que I'on vient de donner.

5.3.1 Approximation et représentations

On définit une approximation d’'une représentation par une autre comme le cas ou I'on a
deux représentatior’® 4 et R z et des fonctions croissantég; ; | i,j € {A, B}} vérifiant en
particulier :

Vda € Ra,da < fapo fplalda)
Vdp € Rp,dp = fpjao fap(dp)

Soient dans ce cas deux descriptidnss R4 etdp € Rp. Sida < fap(dp), on en déduit
fB1a(da) < fplao fa(ds) = dp. Réciproquement, sfipja(da) < dp, 'application defu s
nous donnely < fap o fpla(da) < fas(dp). On a donc montré que les fonctiofig s et
fB14 forment une correspondance de Galois semi-duale :

Vds € Ra,Vdp € Rp, fpja(da) < dp < da < fap(dp)

Il s’agit en fait d’'une surjection de Galois semi-duale, puisgig@ est une surjection (ayant
IBla©o fap = idp).

On retrouve donc bien pour les représentations la construction d’approximation qui se pré-
sente dans le cas général. Cela n’est pas étonnant, puisque les fonctions de transformations entre
les deux représentations correspondent a I'idée d’une relation entre celles-ci. Dans la suite, nous
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allons reprendre I'étude logique des représentations, en nous intéressant au cas de I'approxi-
mation. De par la généralité de cette construction, I'étude que nous allons faire pourra donc
s’adapter a un grand nombre de situations et de formalisations de la notion d’approximation.

5.3.2 Logique de I'approximation

Au chapitre précédent, nous avions étudié le comportement logique associé aux représenta-
tions, et nous avions montré que I'on retrouvait exactement la logique intuitionniste. Maintenant,
dans le cas d’'une approximation, nous allons considérer deux représentations, ainsi que les re-
lations imposées entre elles. Mais avant cela, nous allons présenter une autre facon d’exprimer
I'approximation d’'une représentation par une autre.

Dans I'idée méme d’approximation, on a vu que I'ensemble abstrait (celui qui “approxime”)
peut étre vu comme inclus dans I'ensemble concret (celui qui est “approximé”). Aussi, on peut
penser qu'il est possible de ne considérer qu’un ensemble, en précisant comment transformer
les éléments concrets en éléments correspondant a I'ensemble abstrait. Dans le cas de I'ap-
proximation d’une représentation par une autre, une description codgrets transformée en
description abstrait¢z 4 (d4). Or, celle-ci est exactement équivalente a la description concréte
fap o [Bla(da). En effet, on a:

fBia (fas o feia(da)) = (feia© fas) (fe1a(da)) = fBalda)
fais (fB1a(da)) = fap o fpa(da)

Cela qui signifie que les deux descriptions correspondent a exactement la méme description du
systeme. On va donc associer chaque description abstgadtéa description concretg z(dp),

et nous allons définir la fonctiom= f 45 o f514 pour représenter I'application de I'approxima-

tion. En effet, sil'on ady € R4, p(d4) représente la description obtenue en transforrmdant
dansR g (il s’agit alors defp4(d4)) mais exprimée dan® 4 en utilisantf, z. La fonctionp

ainsi définie est un opérateur de cléture supérieure, c’est-a-dire qu’elle vérifie :

Vd, d < p(d)
Vd, p(d) = pop(d)
Vdi < da, p(dr) < p(do)

En particulier, I'idempotence dg (c’est-a-dire quep o p = p vient du fait @ nouveau que
IBla© fap estlidentité surk z.
La donnée d’une représentation et d’'un opérateur de cloture supérieure est équivalente a la
donnée de I'approximation d’une représentaffon par une autr& z par le biais des fonctions
de transformatiory 4z et fp 4. En effet, comme on vient de le définir, on défimién fonction
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des f;;. Réciproquement, on défiRp = {d € Ra | d = p(d)}, fp4 est l'identité surk ,
restreinte &R g, et f 45 est la fonctiorp.

Grace a cette équivalence, on va pouvoir remplacer I'étude des approximations d’'une re-
présentation par une autre par I'étude des représentations munies d’'un opérateur de cléture
supérieure.

Pour étudier la logique associée a I'approximation de représentations, il faut de plus étendre
le langage. Pour cela, nous allons ajouter un opératewont le réle sera de personnifier le
processus d’approximation. AinSly signifie que I'on est sOr qug est vraie, méme aprées ap-
plication de I'approximation. Nommons f&; . Comme c’était le cas pour les représentations,
nous allons définir une fonction d’interprétation dg ¢ versp'(R). Pour la définir, nous al-
lons avoir besoin d’'une fonction d’interprétation atomigueomme précédemment, ainsi que
de 'opérateur de cléture supérieurpour exprimer I'opératedr]. On peut ainsi définir l'inter-
prétation deéJp. Comme on I'a dit]dy] correspond a I'ensemble des descriptions qui, méme
apres approximation, validept Cela donne la définition suivante :

[O¢lr o = {d | p(d) € [¢]lr o}

On retrouve la définition compléte g ,, dans la tablg]5 en ajoutant les définitions pour les
autres opérateurs logiques.

VY eV, [Y]r,n = v(¥)
[V YR pw = [€lRpw U [¥]R,pw
[ AR pw = [€lRp0 N [W]R o0
[ = Vlrpw ={d | Vd <d,d € [@lrpr = d € [V]rpo}
[—lr o = {d | Vd <d,d" & [¢]rpn}
HJ—]]R/J,
[Belr.pw = {d | p(d) € [elrpu}

Table 5 — Définition dd ]z, : Lov — ©'(R)

Caractérisation de la logique

Comme précédemment, nous allons définir une notion de Vvérité, avec le symbeldéfini
ainsi :l=ar ¢ © VR, p, v, [¢lr,» = R. Sil'on ne tient pas compte de I'opératetiy on a
montré que la logique obtenue est exactement la logique intuitionniste. L'ajout de cet opérateur
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va nous obliger a ajouter quelques axiomes pour caractériser son comportement. Nous allons
montrer qu’'il se comporte exactement comme un opérateur de modalité vésdianK'V. On
rappelle les axiomes et regles correspondants dans la liste suivante :

H(e —¢) = Op — 0Oy K
Lp — ¢ T
Op — OOp 4
O(p V) —Op v Oy KV
F

— N
F Qe e¢

On peut les relier précisement aux propriétés de la définition d’'un opérateur de cléture supé-
rieure. Ainsi, la régle de nécessitation vient du fait guesst une fonction totale, et que I'image
réciproque deR est I'ensemble lui-méme. L'axiome de Kripk€ exprime la croissance de
L'axiome T correspond a I'extensivité ge(i.e.d < p(d)), puisquel € [Cp] = p(d) € [¢] =
d € [¢]. Laxiome4 correspond lui a 'idempotence ge On a méme, en I'utilisant conjointe-
ment a l'axiomeT’, Cly «— OOy qui est la conséquence au niveau de I'interprétation de I'égalité
[B0¢] = [O¢]. Enfin, 'axiomeKV vient de l'interprétation sous forme d’ensembles.

De facon plus précise, on a le théoreme suivant :

Théoréme 2
Toute proposition ¢ € L0y est prouvable pour la logique IS4 + KV si et seulement si elle est

valide pour les approximations de représentations :
Vo e Loy, Fisarkv ¢ & Far @
Preuve La preuve compléte se trouve en anrjexg B.2. O

Ainsi, dans le cas de deux représentations, une situation particuliere ou I'une des représenta-
tions est 'approximation de I'autre donne un comportement logique tres prodstddlous
allons maintenant nous tourner vers des cas ou le nombre de représentations n’est pas limité. Il
n'y a alors pas forcément de représentation plus précise que toutes les autres, et nous verrons
alors qu’il faudra affaiblir cette logique pour rendre compte du comportement général d’un tel
systeme.



Chapitre 6
Plusieurs représentations

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié le cas ou deux représentations étaient pré-
sentes et reliées entre elles par le biais de fonctions transformant les descriptions. En particulier,
nous avons caractérisé le comportement logique d’un tel systeme dans le cas ou I'une des repré-
sentations est I'approximation de l'autre.

Nous allons maintenant nous intéresser a une étude plus générale de cette catégorie de struc-
tures, composées de représentations reliées entre elles par des fonctions de transformation des
descriptions. Pour cela et de maniere a rester le plus général, nous allons dé&fysiteume de re-
présentationsl’'une fagcon aussi simple que possible. Dans la version de base, la seule condition
imposée sur les fonctions de transformation est la croissance. Pour reprendre I'argument donné
au chapitre précédent, on justifie cela en présentant les fonctions de transformation comme sé-
lectionnant une partie des informations présentes dans la description de base, et en les traduisant
dans une autre représentation. Si maintenant nous avons deux descriptions comparalles
les informations sélectionnées a partir deseront aussi présentes apres sélection a partir de
dy, donc apres traduction vers la nouvelle représentation, les nouvelles descriptions obtenues
sont elles aussi comparables. Nous imposions de plus que les fonctions de traduction allant
d’une représentation vers elle-méme soient I'identité, puisqu’avec l'interprétation que 'on en a
donné, toutes les informations présentes dans une description peuvent subsister, puisqu’il N’y a
pas de perte liée a la traduction. Ces considérations sur les fonctions de transformation ne s’ap-
pliqguaient qu’au cas ou il n'y avait que deux représentations, et nous allons maintenant nous
en inspirer pour définir une structure similaire dans le cas ou il y a un ensemble quelconque de
représentations :

Definition 2
Un systéme de représentations un triplet (Z,{R; | i € I} ,{ fy; | i,j €Z}), ou T est un
ensemble d’indices, pour chaque indice © € I, R; est une représentation et les fonctions

{ fij : Ry — RZ} définies entre chaque paire de représentations sont croissantes, avec en parti-
culierVi € 7, f; = id;.

63
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A partir de cette définition, nous allons étudier divers raffinements possibles, et exprimer
de facon logique les modifications qui en découlent dans le comportement de ces structures.
Mais pour cela, nous allons tout d’abord adapter le langage logique a I'existence de multiples
représentations, c’est-a-dire de plusieurs fagcons d’observer et d’acquérir des informations.

Modification des notations

Dans le cadre de I'approximation d’'une représentation par une autre, on avait étendu le lan-
gage en ajoutant un opératéursymbolisant le processus d’approximation. Ainsi, on avait une
représentation de base, ainsi qu’une autre, moins précise, et I'on utilisait cet opEragteur
parler de l'information accessible depuis cette représentation moins précise. Le point important
aremarquer ici est que I'opératdurest associé a une représentation. C’est cette idée que nous
allons developper dans le cadre général. Ainsi, nous allons définir le ladgagpour étudier
de facon logique les systémes de représentation avec un enseimidxant les représentations.

Ce langage est obtenu a partir dg par I'ajout d'un ensemble d’opérateurs unaifés; }, ;,
chacun de ces opérateuss jouant vis-a-vis de la représentation correspondatee méme

réle queld vis-a-vis de la représentation approximante. Ils permettent donc d’exprimer la pré-
sence d’information accessible depuis un point de vue doihé:indique que la propriété

peut étre vérifiée depuis le point de vue associé a la représerigtion

On retrouve avec cette construction une interprétation des opérateurs de modalité similaire
a celle de la logique épistémique. Dans le cadre de cette logique, on a un ensemble d’agents et
les opérateurs de modalité; correspondent a la connaissance de I'agent correspondant. Ainsi,
K; ¢ signifie alors que I'agentl; “sait” que ¢ est vraie.

6.1 Cas sans composition

Nous allons tout d’abord nous intéresser a la version brute de la définition d’'un systéeme de
représentations que I'on vient de donner. Pour cette version, il n’y a aucune relgiraori
entre les différentes fonctions de transformation. Nous allons cependant voir que l'interpréta-
tion des formules d€; ¢ vers un systeme de représentations va permettre d’'identifier certains
comportements des opérateuts. Mais du fait que I'on ne peux pas relier des descriptions
appartenant a des représentations différentes, il en résulte que ces comportements ne vont pas
concerner les(; pour des indices différents.

Celaimplique que si I'on veut interpréter les formules de notre langage en termes de descrip-
tions, il faut donner une interprétation pour chaque représentation. En reprenant la construction
déja utilisée dans les chapitres précédents, nous allons donc définir un ensemble de fonctions
d'interprétation]-]; : £7.4 — ©'(R;). Pour chacune de ces fonctions, il faut de plus se donner
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une fonction d’interprétation atomique: ¥ — p!(R;). Cela nous permet de définir I'interpré-
tation des formules dé€y vers les idéaux d’un systéme de représentations. Cependant, comme
on a étendu le langage en ajoutant les opérateurs de modalité pour dhtenil nous faut
maintenant définir I'interprétation d’une formule du typg . Pour cela, intéressons-nous a
I'interprétation d’une formule de ce type. Aussi, séie [K; ¢];. Il sS'agit d’'une description
de R, dont on sait que transformée en descriptioriRie elle validey. On peut donc en de-
duire que[K; ¢]; est exactement 'ensemble des description®geui, transformées verg;

par f;;, se trouvent danfy];. On en déduit la définition générale de l'interprétationdey

vers un systéme de représentatishs= (Z,{R;}, { fi;}) suivant un ensemble de fonctions
d'interprétation atomique = {v;}, qui est donnée dans la table 6.

VY el [Yls,,; = vi(P)
[V ]sws = [elsws Ul¥]sw;
[o A]sws = [P)swg N [¥]sw;
[ = Vlspy={d | Vd <;d, d € [plsw; = d € [V]su;}
[=¢ls.v; = {d | Vd <;d,d & [e]sw;}
|
I

Syvj —
[[Kl(p Swvg — {d } fz|] ]]S,l/,i}

Table 6 — Définition de{ [-]s...; : Lz.0 — ¢'(R;)}

1€l

6.1.1 Caractérisation de l'interprétation

Cette interprétation va nous permettre de trouver quelques indications sur le comportement
des opérateurk’;. Tout d’abord, comme I'indépendance des différentes représentations le laisse
présager, nous pouvons penser qu’il N’y a pas d’axiomes utilisant explicitement plusjedifs
férents servant a modéliser leur comportement. Nous verrons par la suite que cette intuition est
juste. Intéressons-nous donc aux axiomes standards de la logique modale, puisqu’il ne mettent
pas en jeu plusieurs modalités différentes.

Tout d’abord, I'axiomeK est bien vérifié, puisque partant d¢ — ) A ¢ — 2, on
a pour une descriptiod € R, sid € [K;(y — ¥) A K; ¢];, cela implique surf;;(d) €
[(¢ — ¥) A ¢];, ce quiimplique quef;;(d) € [¢];, soit de fagon equivalentec [K;¢];. Cet
axiome est trés important, puisqu’il exprime le fait que I'on peut faire des déductions localement,
c’est-a-dire que I'ensemble des informations que I'on a a partir d’'un point de vue donné est clos
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par déduction. La régle de nécesdNeéc est elle aussi vérifiée, puisqlie]; = R; implique
que[K; ¢]; = R;. Enfin, laxiomeKV : K, (¢ V ¢) — K, ¢ V K, est aussi vérifié, puisque
l'ona f;;(x) € AUB & (fi;(x) € Aou f;(x) € B).
Ces trois axiomes et régles viennent du fait que I'on a défini I'interprétation d’'une formule
comme un ensemble de descriptions et ne sont que les conséquences de propriétés ensemblistes.

Nous allons maintenant nous pencher sur les deux familles principales d’axiomes de moda-
lité, qui sontD et T d’'une part, et et 5 d’autre part, qui ne dépendent eux que de la facon
dont sont reliées ensembles les différentes descriptions. Pour cela, et afin d’alléger l'interpré-
tation des différents axiomes, nous allons introduire un ensemble d’agéptschaque agent
correspondant a un point d’observation. Ainsi, dans la suite, la phrase “I'agaait quey est
vraie” signifiera que I'on considére une descriptioritievalidanty (i.e. une descriptiod telle

qued € [¢]).

Les axiomesD et T

Etudions maintenant le couple d’axiomBset T. On rappelle que le premi® : K; o —
- K; —~¢ exprime le fait que la connaissance obtenue depuis un point de vue donné est consis-
tante. En effet, aveK, il est équivalent & K; L. Sous cette forme, il est facile de montrer qu'il
est vérifié, puisquék; L]; = {d | fi;(d) € 0} = 0.

Le secondT : K; ¢ — ) est plus puissant, puisqu’il permet d’affirmer des choses sur le
systeme lui-méme, et non plus sur les observations que I'on peut en faire. Or, cela revient a faire
des généralisations inconsidérées.

Laraison majeure pour laquelle I'axioriien’est pas verifié est qu'il n’existe pas de contraintes
sur les différentes interprétations d’'une méme proposition atomique. Ainsi, soil’ et défi-
nissons/; (¢) = Ry etw(yp) = . Un calcul simple montre que :

[K1¢ — ¢y ={d | Vd <d, fip(d) € [¥]1 = d € [¥]2}
={d|Vd <d, fio(d) eR = d €0}
=0

Mais si 'axiomeT n’est pas Vérifié, on peut constater qu’une version plus faible I'est. En
effet, considérons I'axiome suivant, que nous appellens

T, K;Kip— Ko

Il exprime le fait que si un agent sait qu’il sait qu’une propositioest vraie, alors il sait qu’elle
est vraie. Cet axiome exprime précisément le fait Yuef,; = id;. Or, si cette condition a
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ete imposée dans la définition des systémes de représentations, elle apparait comme naturelle,
et 'axiome T; apparait lui aussi comme naturel. En particulier, si I'on reprend l'idée de la
présence d’agents aux différents points d’observations, comme on n’impose pas de restrictions a
I“intelligence” de celui-ci (que ce soit sa puissance déductive ou sa capacité de représentation),
on ne peut pas faire a priori de distinction entre ce que sait un agent et ce qu’il sait qu’il sait.
L'axiome T en est une facette, 'axiomeque I'on va voir maintenant en est une autre.

Les axiomest et 5

On se retrouve avec ces axiomes dans une situation similaire aux axiomes précédents. Le
premier est en effet vérifié alors que le second est délicat et non vérifié dans le cas général.

Laxiome 4 : K; ¢ — K; K; ¢, tout d'abord, est souvent apped&iome d’introspection
positive Il signifie qu'un agent sait les informations qu’il sait, il peut prouver qu’il peut prouver
un fait. Combiné a 'axiomd'y, cela donnés; ¢ — K; K; ¢, qui est exactement I'expression
du fait quef;; est I'identité deR,;, ce qui revient aux egalitésy, [¢]; = [K; ¢];.

Laxiome 5 : =K, — K; K, p, est appelé@xiome d’introspection négativél signi-
fie qu'un agent peut prouver gu'’il ne peut pas prouver une proposition donnée. Il s’agit aussi,
commeT, d’un axiome trop fort. Dans le chapitre précédent, on a vu qu'’il n’était méme pas
vérifié dans le cas de I'approximation d’'une représentation par une autre, cas pourtant trés res-
trictif puisque I'on pouvait alors considérer que la représentation la plus précise correspondait
a une description compléte de la réalité, ou en tout cas suffisamment compléte (ce qui fait que
I'axiome T était lui vérifi€). Dans le cas général, la situation n’est pas meilleure.

Exemple

En reprenant I'exemple utilisé lors de I'étude de I'axiomeon peut s'intéresser a l'inter-
prétation]— K, p — K> K5 ¢];. Pour cette interprétation, onfa ks o]z = [~¢]s = 0
ce qui entraind K, K, ¢]; = (). Cependant, dans la représentatfon on a[ K ¢]; =
[¢]1, ce qui entraine que-K> ] # (). Ainsi, la proposition :

_|K290 — K2 _|K2g0

n'est pas valide.

Cet axiome n’est donc pas vérifié par les systéemes de représentations tels que nous venons de
les définir. En fait, nous pensons que quelque soit I'extension de la définition que I'on peut
considérer, cet axiome ne sera jamais verifié. Cela vient de I'idée de baser la connaissance sur
I'observation. Nous développerons ce point plus précisement dans la troisiéme partie.
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Axiomes de localisation

Comme on I'a vu, I'étude du comportement des opératéljret de leur interprétation en-
trainent la vérification des axiomest T, du fait que I'on g¢]; = [K; ¢];. Les répercussions
de cette égalité sur la logique sont en fait plus fortes, puisque I'on afalers K; ¢]; = R;, et
donc :

Vo, Vi, j, [Ki (¢ < Kip)l; =R;

Ainsi, un axiome plus puissant que€ ¢ «— K; K; ¢ est vérifié, que I'on peut écrire de la facon
Suivante :

gue I'on peut décomposer en les deux axiomes suivants :

Nous avons intitulé cet axionke commelocalisation puisqu’avec l'interprétation telle qu’on
I'a définie, un observateur a des informations sur le point de vue qu'’il utilise et ces informations
sont présentes de facgon interne a la logique.

Regle d'universalité

Pour clore ce survol d’axiomes veérifiés par l'interprétatjdnnous allons présenter un der-
nier élément, qui est une regle et non un axiome, et qui est aussi vérifié par cette interprétation.
D’aprés sa définition, on a en effefe]; = R, qui impliqueY j, [K; ¢]; = R,. On peut méme
obtenir une équivalence en quantifiant universellement :

On peut s’en inspirer pour définir ce que nous nommons la régle d’universalité, qui spécifie
gu’une proposition est vraie si elle est vue comme vraie de partout. Plus formellement, on a:

Univ: (Vi, F K;¢) =F ¢
On vérifie sans peine que cette régle est vérified pad’aprés sa définition.
Cette regle permet de caractériser certaines relations existant entre les propriétés vérifiées

par le systeme (de la forme 1), et les propriétés considérées comme étant vérifiée par un
observateur (de la forme K; ¢). Ainsi, siZ est fini, cette propriété est équivalente a :

)

1€l
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En effet, on a paLr Vi, - K; (K; ¢ — ¢) ce qui entrain&'i, - K; (/\j Kjp— go) dont
on déduit la proposition précédente en appliquamit/. Réciproquement, sil'on'di, - K; o,
alors on en déduit A, K; ¢, et dona- ¢ avect (A, K; p) — .

De facon duale, on &, + K;(p — K;¢) dont on deduitvi, - K;(p — V, K )
puisk ¢ — \/j K, ¢ en appliguantyniv a nouveau. On voit donc que pour si une propriéte
est vérifiee par le systeme, alors au moins un des points d’observation permet de s'assurer
gu’elle est vraie. Cette derniere propriété illustre bien la différence qui existe entre une propriété
vérifiée par le systeme de facon globale (donc telletqug et une propriété vérifiée de facon
dynamique (donc intervenant dans une expression de la ferme- .. .). Dans le premier cas,
la régle de nécessitation nous dit que si an @, donc sip est vérifiée de fagcon globale, ou
encore structurelle par le systéme, alors ce fait est accessible par tous les points d’observation.
A Tinverse, sip est vérifiée & un moment par le systéme, alors on peut seulement affirmer
gue ce fait est accessible par au moins I'un des points d’observation, ce qui est traduit par
F ¢ — V, K;¢. De plus, ce dernier cas n'est vrai queZsest fini, alors que la régle de
nécessitation s’applique méme si I'ensemble des indices est infini.

Nous verrons d’ailleurs dans le chapitre suivant qué sist infini, on peut supprimer la
regle d’'universalité sans appauvrir la logique.

6.1.2 Caractérisation de la logique

Nous venons de voir qu'avec une interprétation vers un systeme de représentation, la lo-
gique intuitionniste (puisque I'on est toujours basé sur une interprétation sous forme d’'idéaux
d’un poset), ainsi que les axiom&§ D, L, KV et les reglefNec et Univ sont vérifiés. Ap-
pelons la logique correspondardd.~ commelogique observationnell@bservationnal logic),
I'exposant— indiquant que nous ajouterons un axiome dans la section suivante pour obtenir
ce que nous considérons étre une bonne définition de ce que peut étre une logique de I'obser-
vation. Nous allons maintenant caractériser compléetement la logique associée aux systemes de
représentations. Pour cela, nous définissepgarl=s ¢ < V.5, v.1, [¢]s.: = Ri avec les
notations usuelles.

Nous pouvons alors énoncer le théoreme caractérisant précisément ce comportement.

Théoréme 3
Toute proposition ¢ € Lz g est prouvable pour la logique OL™ si et seulement si elle est valide
pour les systemes de représentations :

VoeLlrw, FoL-¢ © FEsy

Preuve La preuve compléte se trouve en anrjexg B.3. O
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Dans cette premiere version du systeme de représentation, il n’y avait pas de contraintes ex-
primant des relations entre les fonctions de transformation des descriptions. Nous allons main-
tenant étudier comment I'ajout de quelgues contraintes va modifier la logique correspondante.

6.2 Cas avec composition

Pour étudier comment renforcer la définition d’'un systeme de représentations en ajoutant
des relations entre les fonctions de transformation, revenons sur leur réle. Comme nous I'avons
defini, on peut considérer que la transformf@g(d) d’une descriptionl € R; contient moins
d’'informations que la description de départ. En effet, il est possible qu’une part des informations
ded ne soit pas exprimable dans la nouvelle représent®iomMais puisque ces deux descrip-
tions n'appartiennent pas a la méme représentation, il est difficile de les comparer directement
pour exprimer le fait que I'une est plus ou moins précise que l'autre.

Nous allons donc définir une condition traduisant le fait guest plus précise qug;(d)
en utilisant une troisieme représentati®p et en transformant ces deux descriptions dans cette
derniere. Il est alors possible de les comparer, et I'on veut alors écrire :

fri(d) < fri(fi;(d))

On obtient donc la regle de composition que I'on veut imposer aux systemes de représenta-
tions pour exprimer le fait que le processus de traduction d’'une représentation vers une autre
entraine une perte d’'informations. En écrivant cette inégalité de facon générale, on a donc :

Un cas particulier de celle-ci survient lorsqhie= i, cela donnel <; f;; o f;:(d), ce qui

est naturel puisque comme on I'a vu, I'application d’'une fonction de transformation perd de
I'information et rend une description moins précise. Cependant, on pourrait s'attendre a voir
vérifiée I'égalité :

fijj o fijio fij o fii(d) = fuj o fi(d)

En effet, la description obtenue pourrait correspondre intuitivement a
la description dont les informations sont celles fourniesiaari peuvent

étre exprimées a la fois dafi et R ;. Ce n’est pas le cas, puisque cette ! %
interprétation est erronée. En effet, 'ensemble des informations de

exprimables dan® ; ne correspond pas forcément a une description de

R;, aussi lorsque I'on retransforme veéRs, on ne garde une fois de plus ) 2

qu’une partie des informations présentes dgn&d). 3
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Exemple

On se donne deux représentatioRs,(resp.R.) correspondant a

I'ensemble des nombres impairs (resp. pairs), ordonnés par l'ordre

usuel sur les entiers. Intuitivement, une descriptiod’'une des

deux représentations correspond a la minoration d’un nombre

donné. Ainsi, la descriptioh € R, peut s’interpréter comme l'assertion> 1. Mainte-

nant, si 'on sait que: > d; pourd; € R, (c’est-a-dire quel; correspond a un nombre
impair), la meilleure borne inférieure paire que I'on peut en donnedest d; — 1 (en
identifiant une description et le nombre entier associe). Ainsi, les deux fongfioret

fo;1 sont les restrictions de la fonction précedesseurs aux nombres pairs et impairs. En
particulier, fiz o fo(d) = d — 2 < d.

Cette inégalité permet de relier entre elles les différentes représentations de facon simple, et
exprime des relations fortes entre les fonctions de transformation (comme le montre l'inégalite
d < fi; o fji(d)). Elle impose en fait une condition tres forte sur les différents points de vue,
qui est qu’ils correspondent tous maintenant a I'observation delaanstance du systéme, et
surtout que de l'information est conservée lorsque I'on fait passer une description d’une repré-
sentation a une autre par le biais d’fify : d < f;; o fj:(d) exprime que la connaissance qu’a
I'agent A; des informations ded; peut étre utilisée pour ses observations. Cela va impliquer
pour la suite que la logique correspondant aux systemes de représentations donvées
fient les inégalités précédentes sera la logiQle a laquelle on ajoute un axiome concernant
plusieurs opérateurs de modalité.

6.2.1 Renforcement de la logique

Nous allons donc étudier concretement quel axiome va étre ajouté. Pour cela, nous allons
tout d’abord donner une nouvelle définition :

Definition 3

Un systéme compositionnel de représentatiestsun triplet (Z,{R;},{fi;}). ot T est un
ensemble d’indices, pour chaque indice 1 € 1, R; est une représentation et les fonctions
{ fij i Ry — Ri} définies entre chaque paire de représentations sont croissantes, avec en parti-
culierVi € 7, f;;, = id;. On impose de plus qu’elles vérifient :

Vi, j,k€Z,Vde Ry, fri(d) <p fi;© fj|i(d)

On définit le symbolé=s. pour exprimer la validation par des systémes compositionnels
de représentations. Il correspond a la méme fonction d’interprétation que celle définie pour les
systemes de représentations, mais en se limitant aux seuls systémes compositionnels.
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La structure de l'inégalité que I'on impose aux fonctions de transformations constitue une
indication pour trouver la forme de I'axiome que I'on va ajouter a la logiQlie . En effet, elle
signifie que pour toute interprétatigp], C o' (R:), pour toute descriptiod € R;, ona:

frj o fi1i(d) € [¢le = fri(d) € [k

Cette implication correspond a la propositifip K, ¢ — K}, . NommonsT', cet axiome.
Il s’agit d’'un axiome plus fort qud’;, mais plus faible qud’. Il s’agit en fait d’'une restriction
de ce dernier, restriction portant sur la forme des assertions que I'on peut faire sur le systeme et
qui oblige a toujours garder au moins un opérat€udans les affirmations que I'on peut faire
sur I'état du systeme.

Le théoreme suivant montre que I'on obtient effectivement la logique associée aux systemes
compositionnels en ajoutafit; a OL—, pour obtenir la logiqu®L. On rappelle qu'elle est la
logique obtenue en ajoutant a la logique intuitionniste les regles de nécessitation et d’universa-
lité, ainsi que les axiomeK, D, L, T, et KV. Ces axiomes et régles sont rappelés dans le
table(T.

Ki(p =) = Kip — K¢ K
Kip — K, —p D
Ki (p < Kip) L
Fo
N

F K, ee
Vi, FKip Univ

F

Table 7 — Axiomes et régles de la logigOd

Théoreme 4
Toute proposition ¢ € L1y est prouvable pour la logique OL si et seulement si elle est valide
pour les systemes compositionnels :

VoeLlry, FoLy & [Escy
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Preuve La preuve compléete se trouve en anriexg B.4. O

La structure de systéme compositionnel semble étre une bonne candidate comme forma-
lisme de représentation des observations d’'un systeme. Elle est basée sur des représentations
qui sont des structures algébriques trés générales, et les conditions que I'on impose sur les re-
lations entre différentes représentations sont aussi peu restrictives que possible. Dans la suite,
nous omettrons le terme “compositionnel”, et tous les systémes de représentation gue nous ren-
contrerons seront compositionnels, & moins que le contraire ne soit préciseé.
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Chapitre 7

Quelgues variations logiques autour de
OL

Nous allons dans ce chapitre nous attarder sur la logique de I'obser@iigue I'on vient
d’identifier. Tout d’abord, nous allons présenter une version en calcul des séquents a la Gentzen.
Ensuite, nous nous intéresserons a quelques propriétés vérifiéed parettant en lumiere
diverses manipulations que I'on peut faire sur 'ensemble des indicagec en particulier un
résultat exprimant le fait que pour prouver une proposition donnée, on peut se restreindre a un
ensemble fini d’indices, ce qui entrainera certains résultats pour le Gasstunfini.

7.1 Formulation en calcul des séquents

La formulation de la logique sous forme de calcul des séquents [29] permet d’appréhender
plus facilement les aspects déduction et prouvabilité. Ainsi, nous utiliserons cette formulation
pour exprimer certains résultats sur 'utilisation des coupures et de la régle d’'universalité dans
le processus de preuve.

Dans un premier temps, nous allons cependant nous restreindre au cas ou I'ensemble des
indicesZ est fini. En effet, la regle d’'universalité peut poser des problemes a cause de la pré-
sence d’une possible infinité de prémisses (puisque sa définition est la possibilité dinferer
des prémissesi, - K; ). Nous verrons plus loin qu’il est possible d’utiliser la formulation
en systeme des séquents méme dans le cas d’'un enséinfilg, mais commencons donc par
nous restreindre au cas fini.

7.1.1 Localisation des propositions

Avant de définir les régles composant le calcul des séquents, nous allons introduire une
notation qui permettra une gestion des indices de localisation intervenant dans les termes que

75
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nous auront a manipuler. Ainsi, les propositions qui interviendront dans les séquents seront
écrites sous la formgp] , ou A est une suite finie d’indices. Intuitivement, un terme de la forme
[¢l;, ., correspond au termk;, ... K, .

Pour cela, définissons tout d’abord I'ensembtedes mots deZ, soit plus précisement
I'ensemble des suites finies a valeurs danslous identifierons en particulier le mot vide qui
sera noté, et 'opération de concatenation sera elle natéBlous allons cependant apporter
une petite modification, qui est une conséquence de I'équival&nde o — K; p. Aussi,
nous nous restreindrons aux mots n'ayant pas deux fois la méme lettre consécutivement, ce qui
revient a quotienter 'ensemble des mots par la relation d’équivalence définig gpario Ay ~
A 0io Ay. Pour 'opération de concaténation, on considére dond queo A) est égal do A.
Nous continuerons néanmoins a noter cet ensemble simplé@ment

Nous allons de plus définir deux ordres partielsBurTout d’abord, I'ordre< correspond
au cas ou un mot est obtenue a partir d’'un autre en enlevant un nombre arbitraire de lettres.
Ainsi, sil'on notee = ¢(1) o e(2) o... 0 e(n) (avec eventuellement = 0), on pose :

e§f<:>5|{wiEI*}OSZ.Sn:f:wooe(l)owl...oe(n)own

De facon équivalente, < f si et seulement si il existe une fonctipns strictement croissante
sur les indices, telle quéi € {1,...,n}, ,e(i) = f(pos(i)).

Nous aurons de plus besoin d’'un second ordre partiel, noté,lgui est une restriction au
cas ou les deux mots commencent par la méme lettre s’il ne sont pas vide. Ainsi, on pose :

e=f=c¢ ou

e, f& . . .
dieZ,e,ffel*e=iocetf=iofete<f

On peut remarquer que cet ordre retranscrit la fagon dont les opérateurs modaux peut se compo-
ser a la lumiére de 'axiom@&,. En effet, siA’ <, A, on ator, Ky ¢ — Kx ¢ oul'on a défini
la notationK'y par K.y o = K; Ky ¢ et K, o = .

7.1.2 Regles ala“Gentzen” poutOL

Les régles sont données dans la tableg 8|p.77. Elles peuvent se diviser en trois parties. Les
reglesAxiomet 1 d’'une part qui permettent I'introduction des éléments de base. Viennent
ensuite les regles structurelled/dak Contract Cut, Loc et Univ) qui ne modifient pas les
propositions apparaissant dans les séquents, et enfin les regles logiques qui précisent la fagon
dont on peut introduire les différents connecteurs logiques/ ( — et K).

Nous allons tout d’abord montrer que ce systeme de séquent permet bien d’obtenir la logique
OL, en commencant par le résultat de complétude :
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AN <, A AN <A
—  Axiom —— |
[SD]A - [SO]A/ U-]A - [SO]A/

I , - Vi, Iy oi
A Weak [SO]A [QO]A v Contract [SO]A Univ

U [l B (W] L, [ply F o I'F ],

F I_ [QO]A Av [SO]A’ I_ ¢ A/ S* A Cut F? [SO]A’ l_ w A/ S* A LOC
P7A|_77Z) F?[SO]Al_w

Lol b0 Tl F o I'F [e]s I'F [¢]a
VL

—— VR, ——— VR,
F;[W\/w]ﬂ_ﬁ F'_[@Vw]/\ FF[@VMA

F,[gp]Al—ﬁ F7[%0]A'_79 AL, FP[QO]A FFW]A/\R

AL
F;[<P/\¢]A|_19 F7[90/\¢]A|_79 FF[‘P/\Q/J]A

UHlply DYy Y
Ll =l o

L [Sp]ioA - [MA' N <A KL '+ [‘P]ioA
L, [K; SO]A + W]A/ I'F[K; SO]A

Table 8 — Formulation en calcul des séquent®de

Proposition 1

Pour toute proposition ¢ € L1y, 0na:

Preuve Cela vient du fait que les différents axiomes @& sont prouvables dans ce calcul
des séquents avec la localisatigret que la regle d’universalité peut aussi étre exprimée dans
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ce systéme. Pour les axiomes, nous en donnons les dérivations :

Axiom
—— Axiom Wl W, Weak
[90]1‘ + [80]2 [90]1 ) W’]z - [Mz
L P N o
’ i P : KR,KL
[Ki (0 — )], [Ks o], B K ), .

FIKi (¢ = ¢) = Kip — Kig],

(L], F [1] + ()05 1 [] o
D KL g e P g
DKL E L 2 K Kl F[Kigl,
— —R
ﬁ AXiOm W AXiOHl
;(Dioi l_SOi KL Spil_[fm' KL
- [Kio — ¢, Fly - Ky
[Kip — ¢l; KR v ¢l KR
HIK (Kip — 9)l. F K (v — Kip)l,

Pour ces deux dérivations, on a fait apparaitre explicitement des localisations de la forme
i o i qui sont en fait équivalentesigafin uniquement de rendre I'enchainement des regles plus

clair.
f Axiom f Axiom
[30]1' [ % ]g VR WL [ ﬂb]g \/R2

KV - el FKipV K], ' [V, F KoV K9,
oVl = [KipV Ky,
[Ki(p V). [KipV K],
FIK (e V) = KoV K],
Pour le cas de la regldniv, nous allons anticiper sur la suite en utilisant la propfiété [10 p.83,
qui découle de la possibilité d’éliminer les coupures et permet de déduire une preuve|de

a partir d’'une preuve de [K; ¢].. En effet, si 'on utilise la régle d’universalité pour déduire
ForL ¢ deVi, For K; ¢, on en déduit par récurrence que pour toue séquend + [K; ¢]_.

VL

—R
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Alors, d’apres la propositiO, on en déduit une preliydet [¢]., et on construit :
11;
Vi, =gl
—[ | Univ
[l

O

Nous venons de monter que le systéme des séquents que nous venons de présenter est com
plet pour la logiqué L. Nous allons maintenant nous pencher sur le résultat de correction. Pour
cela, nous allons introduire deux notations pratiques, avant de présenter le résultat proprement
dit.

Definition 4
Etant donné un mot A € T* et une proposition ¢ € L1y, on définit K ¢ par récurrence par :
Kionp = Kp K; Kep=¢p

De méme, étant donné un systéme de représentations R, on définit f; de fagon récursive par :

onz'|j = fA\z' © fz‘\j fs\j = id,

Cette derniére définition permet d’avoir la propriété suivante, qui relie I'ordravec les fonc-
tions de transformation d’'un systéme compositionnel de représentations :

Proposition 2

Pour tout systéme de représentations R, pouri € Z et N', A € T* telsque A’ <, A,ona:

Iani < fagi

Preuve C’est un conséquence directe de la définition de 'ordyest de la régle de composi-
tion[6.7 f.70. O
Ces notations vont nous permettre d’exprimer le résultat de correction :

Proposition 3
Etant donné un séquent I' - ], prouvable a I’aide des régles définies ci-dessus, un systéme de

représentations R et une interprétation atomique v/, on a :

Vi, /\{[[Vj]Aj]}i C {lglal

oul' = [y, -, [mla, et ol I'on utilise la notation ¥ , A, i, {[[¢]\[}i = {{Ka @]}
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Preuve On prouve ce résultat par induction sur la hauteur de la preuve. Les cas de bases
sont constitués par les reglégiomet L. Pour la premiéere régle, si I'on [@], - [¢],, avec
A <, A, le résultat découle de la proposition 2 précédente. Pour la tegtela vient du fait

que{[[L],]}: = 0.

Nous allons nous intéresser aux autres régles. Tout d’abord, on vérifie facilement que les
reglesWeak Contract Cut ainsi que les regles d’introduction des connecteyrs. et — ne
posent pas de probléme.

On prouve la cas des regléSL et K R en remarquant :

K lpy = {IEa Kt = {{[@lieall

La régleLoc est elle aussi une conséquence de la propogition 2. Il reste a prouver le cas de
la regleUniv. Reprenons les notations utilisées pour la définition de la regle, et posois
Par récurrence, on sait qugj, {I'.[}; € {[¢],.,]};- Pour le cas particulier oy = i, on a

{Ta = {00 et {lellhi = {ll), ) ce qui permet de conclure. =

Nous avons donc prouvé que le systeme de séquents que nous avons introduit est correct et
complet vis-a-vis d®L, ce que nous notons formellement par :

Théoreme 5
Pour toutp € L1y, 0na:

Preuve On aen fait-or, ¢ = F [¢]. = Esc ¢ = FoL ¢. La premiere implication est
donnée par la propositign 1, la seconde[par 3 et la derniere par le th§grgme 4 p.72. O

7.2 Propriétés et manipulations de preuves

Nous allons tout d’abord énoncer des propriétés concernant la localisation des différentes
propositions apparaissant dans les preuves.

Proposition 4
Pour tout séquent [y1], .-, [¥n]x, I [#], prouvable avec le systéme précédent, on a :

Vi, A < A,
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Preuve On prouve ce résultat par induction sur la hauteur de la preuve. On remarque que pour
les cas de base, une condition est ajoutée spécifiquement pour que cette propriété soit veérifiée.
Les autres régles pouvant poser une difficulté sont les ré&i¢d_oc et KL. Pour ces deux
derniéres, une condition est donnée explicitement pour que la condition soit vérifiée. Pour la
regle de coupur€ut, en reprenant les notations de la définition, on a par récurr&hgei est
supérieur a la localisation dg et toutes les propositions intervenant dBret une localisation
supérieure a\, et donc a\’, ce qui permet de conclure. O

Proposition 5
Etant donné une preuve I1 de ' I- [¢],,, pour tout séquent A = [1)],, apparaissant dans 11, on a
A<AN.

Preuve Ce résultat se prouve lui aussi par induction sur la hauteur de la preuve. Pour cela, il
faut remarquer en particulier que les seules régles agissant sur la localisation d’'un terme a droite
du symbole- — soit Cut, Univ, — L et KR — ont deux actions possibles sur la localisation en
regardant du bas vers le haut : soit on ajoute un indice a la localisation (t#glestKR), soit

on a un séquent supplémentaire dont la localisation du terme de droite est la localisation d’'un
terme de gauche du séquent de départ (réglest — L). La proposition précédente s’applique
alors. O

Corollaire 5.1
Etant donné une preuve Il de T - [¢] ,, toute proposition apparaissant dans I1 a une localisation

supérieure a A.
Preuve C’est une conséquence directe des deux propositions précédentes. O

Apres ces quelques résultats a propos de la facon dont les localisations sont organisées dans
une preuve, nous allons maintenant nous pencher sur quelques manipulations simples que I'on
peut faire pour une preuve.

Proposition 6

FEtant donné une preuve IT de T" + [L] - 1l est possible de la transformer en une preuve 11’ de
I' F [¢]\, pour ¢ quelconque et A’ < A. De plus, II' et I1 ont le méme enchainement de regles,
a I’exception de regles AXiom qui peuvent étre transformées en regles | .

Preuve Pour obtenir la preuvél’, nous allons marquer le ternje.|,, a changer eriy],.,
en écrivant] L]A, et nous allons donner des régles de transformations pour faire remonter ce
marquage le long de la preuve jusqu’a le faire disparaitre.



82 Chapitre 7. Quelques variations logiques autour de OL

La régle d’axiome se transforme de la fagon suivante :

—— Axiom e
" —
[L]a F LI [Ls F [lan
La regle L se traduit de facon similaire. Pour les autres régles, la transformation se fait sim-

plement en faisant remonter le marquage vers les termes concernés. Nous donnons quelques
exemples de transformation :

Ll GO N o £ P T[]y A W], LY
- ut  — Cut
Fv A l_ [[J—]]ﬁ’ F> A l_ [SO]A”
PRy DWea by TH[aly DRl b Y
T, [ — o]y F [LIAY T, [t — o]y - [@]an
Vi, Ty b [L], i T Aloi
2, [A}/A of Univ s V’L, F }_ [[J-]]A o1 UIliV
'+ [[J—]]A' '+ [@]A"

Finalement, la preuvB’ s’obtient en appliquant les transformations précédentes a :

I1
[F LI

De plus, on montre par induction sur la hauteur de la preuve que la preuve obtenue est bien une
preuve correcte. O

Proposition 7
FEtant donné une preuve I1 de T F [¢] - il est possible de la transformer en une preuve 11’ de

I'oi F [¢] \o; Ol I’enchainement des régles reste inchangé.

Preuve La transformation s’effectue simplement en ajoutant l'indiéedroite de toutes les
localisation de toutes les propositions apparaissant dans la preuve. La preuve obtenue est bien
correcte, puisqu’en particulier les conditions sur les localisation des différentes régles restent
vérifiées. O

Proposition 8

Etant donné une preuve Il de T + [¢], il est possible de la transformer en une preuve 11’ de
I' - [p]y o A’ <, A. De plus, la structure de II' ne différe par rapport a I1 que par I’ajout de
regles Loc.
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Preuve Cette proposition est une conséquence des propositior|§ 4 et 5. Cependant, la preuve,
bien que sans difficultés techniques, nécessite d’'introduction de notations et de quelques pro-
priétés les concernant. C'est la raison pour laquelle nous donnons la preuve dans [anhexe C.1
p[179 afin de ne pas trop alourdir cette partie. O

Nous présentons maintenant la proposition principale d’élimination de coupures.

Théoréme 6 (Elimination des coupures)
FEtant donné une preuve I1 de T (0] A, 1l est possible de transformer celle-ci en une preuve I’

du méme séquent, mais n’utilisant pas la regle de coupure Cut

Preuve La preuve de ce théoreme, longue bien que sans réelles difficultés, est donnée dans

I'annexe C.2 p.186. O

7.3 Quelques propriétes sur les indices

La présence de la regle d’'universalité, lorsque I'on a affaire a un ensemble d’ifditas,
peut laisser craindre qu'il est impossible d’utiliser le formalisme de calcul des séquents, sous
peine d’avoir une preuve infinie. Nous allons étudier quelques propriétés vérifiées par la logique
OL, et nous montrerons en particulier que pour prouver la validité d’'une proposition, on peut
toujours se ramener a un ensemble fini d’'indices, ce qui permettra de supprimer cette difficulté.
Tout d’abord, montrons une déduction vraie en général peut étre faite localement dans une
représentation donnée :

Proposition 9
Pour tout ensemble fini de formules I', toute formule ¢ et pour tout indice ¢, on a :

I'FoL p = K;I'Fon K;

Preuve C’est une conséquence directe de la propositjon 7. O

De méme, on peut énoncer une propriété précisant que

Proposition 10
Pour toute proposition et tout indice i, si ) - [K; ¢]_ est prouvable, alors il en est de méme

pour ) = [¢]..
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Preuve En effet, toute preuve sans coupuretdei; ¢]. a comme régle a la racine soit une
instance déJniv, soit deKR. Si c’est cette derniere qui est a la racine, on a directement le résul-
tat voulu. Sinon, parmi les prémisses on a une preuve du séguénty].. Si l'on regarde la
regle utilisée pour obtenir cette conclusion, on remarque a nous quérseitsoit KR ont été
utilisées. En répétant le processus, on arrive forcément a un moment ou I'on a utilisé KRegle
pour déduire- [K; ¢|.. . detr [p].. ..., ne pouvant avoir un empilement infini de réglérsv.
Maintenant, puisque I'on a identifiéeti o ... o i o 4, on en déduit que la preuve &ey],, ...,

est en fait une preuve de[y).. O

Nous allons maintenant nous intéresser a quelques manipulations d’indices lors de preuves.
Tout d’abord, on montre que les indices associés aux représentations n’ont aucune signification
intrinséque, et que I'on peut les renommer sans modifier la prouvabilité d’'une proposition. On
peut méme fusionner plusieurs indices sans que cela n’ait d’'incidence :

Proposition 11
Etant donné un ensemble d’indices 7, un sous-ensemble T C 7, et une fonctiono : T — 7,
ona:
Vo€ Ly, FoLz ¢ = Forea o(p)
ou o(p) désigne le terme obtenu a partir de v en échangeant chaque indice i en o (i) (et donc

chaque K; en K, ;).

Preuve Cela vient du fait qu’étant donné une preuvelet- [¢]_, la preuve obtenue en appli-
guant la substitutionr a tous les indices (que ce soit pour I€set les localisationd) est une
preuve dé- [o(y)]. pour 'ensemble d'indices (7). O

Introduisons la notatioind () qui est 'ensemble des indices apparaissant dans un terme
donné. Cet ensemble est toujours fini, puisgu&est aussi. La proposition précédente permet
de montrer :

Corollaire 11.1
Etant donné un ensemble d’indices T et une proposition ¢ € L1y, pour tout ensemble J tel
queind(¢) CJ CZ,ona:

FoLz ¢ = FoLg ¢

Preuve On utilise la propositio 11 avec une fonctien: Z — Z fixant J et telle que
o(Z) = J.O0nremarque en particulier que l'orvéyp) = . O

Ce corollaire montre qu'il est correct de restreindre I'ensembld’'indices a un sous-
ensemble fini. La proposition suivante va permettre d’étudier le cas inverse, et justifier le fait
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gue la prouvabilité pour un sous-ensemble particulier est complete vis-a-vis de I'engeenble
entier.

Proposition 12
Etant donné deux ensembles d’indices T et J tels que J ¢ T, en posant j € J \Z,ona:

Vo € Lzvw, FoLzugy ¢ = FoLzug @

Preuve Pour prouver ce résultat, nous allons utiliser le fait que la logiglieest modélisée
par les systemes de représentations. Par hypothese, on a pour tout systiciodte interpréta-
tion atomiquer, on avi € ind(¢) U {j}, [¢]: = Ri.

Soit maintenant un systeme de représentatidmes une interprétation atomiquedonnés.
Soit de plus un indicé € Z U 7. Nous allons montrer qur]; = R;. On sait que c’est le cas
sii € ZU {j}. Sinon, définissons un nouveau systeme de représent&iemspartant deS et
en intervertissant les indiceé®t j, c’est-a-dire en ayant :

R,=R; R, =R
Riy=Rip k¢{ij}
fiw=Ffix Fe =Ty k€ {i, 5}
Fiw = far k& {i,5}
fie = fur k1€ {4, 5}

De méme, on définit’ en intervertissantet j. D’aprés I'hnypothéese de départ, ofas ./ ; =

R/. Or, 'expression ensembliste de]s ./ ; ne fait intervenir comme fonctions que I¢s; et

les fl" , avec dans les deux cas! ¢ {7, j}. En partant de cette expression et en intervertissant a
nouveau: et j, on obtient I'interprétation d@p]s ,.; qui vautR;, puisque I'on avaify]s ./ ; =

R’;. En genéralisant ce résultat pour toyf 7 U {j}, on a montre :

VZGIUJ,H@HZ:RZ

En généralisant maintenant pour tous les systemes de représentations et toutes les interpréta-
tions atomiques, on obtient le résultat recherché. O

En utilisant conjointement le corollaife 1lL.1 et la proposifion 12, on peut montrer que la
prouvabilité pour un ensemble infini d'indicé&sest équivalente a la prouvabilité pour un sous-
ensemble fin{7 C 7 bien choisi.



86 Chapitre 7. Quelques variations logiques autour de OL

Théoreme 7
Etant donné un ensemble infini d’indices Z, soit o € Lz.y. Si I’on note ind(y) I’ensemble des

indices apparaissant dans le terme o, et pouri € 7 \ ind(p), ona :

FoL,ind(p)ufi} © & FoLz ¢

Preuve La propositiorj IR permet de prouver le seastandis que le sens- se prouve avec
le corollairg 11.]L en posauk = ind(y) U {i}. O

7.4 Elimination de la régle d’universalité dans le cas infini

Pour finir, nous allons montrer que dans le cas ou I'ensemble des indices est infini, on peut
effectivement utiliser le systéme de séquents défini précédemment sachant qu’alors on peut se
passer de la regle d’'universalité.

Proposition 13

FEtant donné un séquent ' + [¢], dans lequel un indice i n’apparait pas, et une preuve 11 du
séquent I'; =[], ., n’utilisant pas la régle Univ, il est possible de transformer 11 en une preuve
du séquent I' - [¢] ,.

Preuve Ce résultat se prouve par induction sur la hauteur de la preuve, en raisonnant par cas
sur la régle utilisée a la racine.

Si la regle en question eakiom le séquent est de la forme] .. F [¢],..; avecA’ oi <,
A oi. Deux cas se présentent alorsASi= £, comme alorg <, A o1, celaimpliqgue qué\ = ¢
(puisqueA o i commence pat, et queA n’en contient pas). Si au contraing # ¢, alors il en
découle que\’ <, A. Dans les deux cas, on peut donc transformer la preuve en :
—— Axiom
[o]a - [e]a
qui est correcte. Les regles Weaket Contractse traitent sans probléme.

Penchons-nous maintenant sur la rdgbe. Reprenant les notations de la définition, nous
partons d’une reégle de la forme :

Lois [SO]A/ - [w]A“oi
Loc
Foi; [@]Aoi l_ [w]/\”oi
avecA’ <, AoietA” oi < A daprés la propositioh|4 [p.80. Mais alors, 48 o i < A’
il découle que\’ contient au moins une occurence de l'indicet commeA’ < A o i avec:
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n'apparaissant pas dans on en déduit qué’ est équivalent a un mot de la formé o i ou
n'apparait pas dan§, et tel queA} <, A (le raisonnement est la méme que pour le cas de la
régleAxiom). On conclut en appliquant la récurrenc€@ [¢] .., F [¥],.; €t en appliquant a
nouveau la régleéoc pour passer da’ aA.

;.
1O’L

Enfin, les regles d’introduction de connecteurs se traitent elles-aussi sans problemes.

Cette proposition va maintenant étre utilisée pour éliminer les instances de ldUrégle
dans le cas ou un indigen’apparait pas dans la conclusion d’'une preuve.

Proposition 14
Etant donné une preuve sans coupure 11 d’un séquent T’ + (0], dans lequel n’apparait pas
un indice i donné, il est possible de transformer 11 en une autre preuve II' du méme séquent

n’utilisant pas la regle d’universalité Univ.

Preuve Pour prouver ce résultat, on procéde par récurrence sur la longueur minimale de la
preuve sans coupure d’'un séquent donné, et I'on procede par cas suivant la régle utilisée a la
racine.

Bien évidemment, le seul cas a développer est celui ou la régle utilisée a la racine est alors
Univ. Dans ce cas, on a par récurrence une préiivee I';; - [¢], , n'utilisant pas la regle
Univ. On applique alors la proposition précédente pour obtenir une piéusteI" - [¢], ne
contenant pas non plus d’instance de cette réegle. O

Nous allons maintenant nous pencher sur la derniére proposition de cette partie, qui permet
d’utiliser le systéme de preuves en calcul des séquents méme dans le cas d’ensemble d’indices
infini, puisqu’alors on peut se passer de la regle d’universalité qui sinon poserait un probléme.

Proposition 15
Pour tout ensemble d’indices 7 est infini, pour toute proposition ¢ € Lz y telle que For, ¢, il

existe une preuve de () - [p]_ n’utilisant pas la régle d’universalité Univ.

Preuve PuisqueZ est infini etind(y) est fini, il existe un indicé dansZ \ ind(y). Alors, on
en déduit grace au théorél[ﬁe 7 &L ina(,)us} - Alors, on en déduit qu'il existe une preuve
IT def + [¢]. sans utilisation de la régldniv et pour 'ensemble d’'indicesmd(y) U {i}. Or,
comme cet ensemble est inclus ddnet que justement la reglégniv n'a pas été utilisée, on en
déduit qudl est aussi une preuve du séquiht [¢]_ pour I'ensemble d'indices. O

Ce chapitre ne fournit qu’un rapide survol de propriétés préliminaires vérifiées par la logique
OL. Il existe de nombreux autres aspects qui pourraient étre développés. Tout d’abord, on
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pourrait s’interroger sur I'extension d@L au premier ordre. Il conviendrait alors de se poser un
certain nombre de questions sur la marche a suivre pour faire cela, en gardant a I'esprit la facon
donc cela pourrait s'interpréter en terme d’observations partielles et de multiples observateurs.
En particulier, deux voies se dessinent, suivant que les valeurs que prendraient les variables
dépendent ou non de la description choisie, et plus encore de la représentation choisie. De méme,
comme il est possible d’ajouter des quantifications pour les propositions, on pourrait envisager
de quantifier aussi les indices de représentations. Cela pourrait permettre d’inclure explicitement
au sein de la logique des informations sur la structure du systeme de représentation.

Un autre développement possible est I'inclusion d’autres opérateurs épistémiques. En parti-
culier, dans([23], sont définis des opérateurs permettant de traiter la connaissance distribuée sur
un ensemble d’agents (une information distribuée est telle gu’elle peut étre reconstituée en met-
tant en commun les connaissances des différents agents), la connaissance partagée (précisant
gue tous membres d’'un ensemble d’agents donnés connaissent une information particuliere),
ou encore la connaissance de sens commun ou tous les agents connaissent une infoymation
savent que les autres connaissgnsavent que les autres savent que les autres connajssent
etc.

Cependant, nous gardons ces pistes pour des développements ultérieurs. Pour le moment, la
logique OL est suffisante pour I'étude que I'on veut en faire. En effet, puisqu’elle émane du
point de vue selon lequel la connaissance est basée sur des observations, seuls les dpgrateurs
tels que nous les avons définis sont utiles. De méme, les quantificateurs ne sont pas nécessaires,
puisque I'on se contente d’étudier les différentes informations que I'on peut avoir a partir de
résultats d’observations donnés, et I'on n’effectue pas de généralisation a partir de cela.

Nous allons donc dans le chapitre suivant entamer une interprétation des résultats provenant
de I'étude de la logiqu®L, pour exhiber certaines propriétés vérifiées par la connaissance dans
I'approche que nous avons formalisée.



Chapitre 8

Quelgques consequences de la logiguigL

8.1 La double négation intuitionniste

L'une des principales différences entre la logique classique et la logique intuitionniste est
gue pour cette derniéere, la double négation n’est pas équivalente a l'identité. Elle en est juste
une conséquence. Ainsi, on peut considérer cette double négation comme un nouvel opérateur
logique unaire. Quelle est sa signification ?

Dans un premier temps, en utilisant sa définition et la logique intuitionniste, il est possible
d’identifier un premier aspect de son comportement. Pour cela, considérons les assertions sui-
vantes, qui sont facilement prouvables :

I—IL _l_\(p Nd —|ﬂ—\—|gp

FiL (9 — ) — (79 — =)

Si I'on définit un pré-ordre< parp < ¢ & + ¢ — 1, les propositions précédentes nous
montrent que I'opérateur— agit comme un opérateur de cloture supérieure, puisqu’elles cor-
respondent respectivement a I'extensivité, 'idempotence et la croissance.

Nous avons déja rencontré des opérateurs de cette sorte dans les parties précédentes. En
particulier, ils incarnaient dans la paitie 5/3.2 I'idée d’approximation entre deux représentations.
On peut donc penser qu'ici aussi, la double négation peut étre associée a une forme d’abstraction
sur les formules de notre langage logique.

Une application intéressante de cet opérateur apparait dans le cas d’une formule de la forme
v V . En effet,on a:

Vo, FiL 7= (¢ V )

Ainsi, une propositior-— (¢ V =) est verifiée partout, quelque soit la description que I'on a de

89
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I'état du systéme, donc on peut prouver cette proposition méme si I'on n’a aucune information
sur cet état (ce qui arrive avec la description

Il existe une corrélation entre les descriptions vérifiant une propositiep et I'informa-
tion que I'on possede pour pouvoir prouver Avant de préciser cette relation, nous allons
développer un exemple qui servira d’illustration.

8.1.1 Le protocole de transfert de bit

Cet exemple, tiré de [23], est la modélisation du protocole de transfert de bit entre deux
personnes. |l s’agit tout d’abord d’'un agent — appelé émetteur eSaoté- qui émet un bib a
un autre agent, le récepteur (n®&écy. Le protocole permet de s’assurer que le récepteur a de
bonnes chances de recevoir la valeunéme dans le cas ou les communications sont difficiles.
Il se déroule de la fagon suivante : I'émetteur commence a émettre la valedacon répétée.
Il est possible qu’un bit émis n’arrive pas jusqu’au récepteur, ce qui explique que la valeur soit
envoyée plusieurs fois. Dés que le récepteur recoit le bit, il se met a envoyer a I'émetteur des
accuseés de reception, symbolisés par un mes&elgedés que I'émetteur recoit un accuseé de
réception, il arréte d’émettre la valelur

Ce protocole peut étre formalisé par la hiérarchie de représentation donnée dans[lafigure 8.1.
Les deux indicesSendet Recvcorrespondent respectivement a la connaissance de I'émetteur
et du récepteur. Un troisieme indiceRrotocol— symbolise 'ensemble du systéme. On peut
remarquer que la représentation associée au protocole est le produit réduit des représentations
associees &endet aRecv

La représentation correspondante, en plus de la descriptionTvidst composée de deux
séries de descriptions, correspondant aux deux valeurs possibles du bit a transmettre. Chacune
de ces séries est constituée de trois descriptions, pour les différentes étapes du protocole.

La premiere description, celle au nivedaeand correspond a la premiére étape, ou I'émetteur
envoie de facon répétée le bit a transmettre. Puis, lorsque le récepteur obtient cette valeur, le
systéme peut étre décrit par une description du nivReey A partir de ce moment, ce dernier
se met a émettre régulierement des accusés de réception. Le Aisleegprésente la fin du
protocole, lorsque I'émetteur a recu I'un de ces accuses.

Le déroulement de ce protocole peut étre vu comme un échange successif d’informations
entre les deux agents qui représentent les sous-systemes. En particulier, la seule évolution de
I'état de ces sous-systémes est I'aquisition d’information. 1l n’y a ni perte, ni transformation
d’'information. Aussi, la connaissance sur I'état général du systeme est croissante au cours du
déroulement de ce protocole.
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Protocol

Figure 8.1 — Systeme de représentations du protocole de transfert de bit

Cet exemple va nous permettre d’illustrer le comportement de I'opération de double néga-
tion. On se souvient que I'un des postulats que I'on avait énonceés pour justifier I'utilisation des
représentations est que I'on suppose que le systéme que I'on représente est dans un état bien
défini, et qu’une description n’est que partielle vis-a-vis de cet état. Dans le cas de ce protocole,
I'état du systeme est constitué par I'ensemble du déroulement du protocole, et ne correspond
pas au systeme a un moment donné. Au contraire, I'état ne dépend pas du temps, et les diffe-
rentes descriptions que I'on peut en faire, si elles dépendent du temps, découlent néanmoins de
cet état “intemporel”.

Si par exemple nous nous intéresson a la proposiitky qui correspond aux situations ou
I'on est sOr que I'émetteur a recu un accusé de réception pour un bit de ¢aleen découle
gue son interprétation pour la représenta®s, ..o €St le singletod (Ack,b = 0)}. Dans ce
cas, l'interprétation de la propositiof-Ack, est :

{(Send, b = 0) , (Recv,b = 0), (Ack,b = 0)}

Il s’agit des états ou il est inéluctable que dans le futur, on arrivera dans un état ou la proposi-
tion Ack, sera vérifiée (puisque il faut que le récepteur connaisse la Vakduque I'émetteur le
sache), mais la description actuelle ne vérifie pas cette propriété (par exemple, pour I'état corres-
pondant a la descriptiofsend, b = 0), la valeur n’a pas encore été correctement communiquée

au récepteur). Ainsi, si la propriéte-Ack, est verifiee, mais quAck, n’est pas vérifiée, ou

plus précisément n’est pas prouveée, c’est uniguement par manque d’'information. Une fois que
le protocole aura évolué suffisament longtemps, on est sdr en effet qu’elle pourra étre prouvée.
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8.1.2 Interprétation de la double négation

Cet exemple permet de préciser l'interprétation que I'on peut donner a I'opération de double
négation. Une premiére interprétation pourrait étre que si pour un état donné, la propriété
est prouvable, alorg le sera dans le futur. Dans I'exemple précédent, sia un moment donné on
vérifie =—, alors a la fin de I'évolution du protocole,sera vérifiée.

Une autre interprétation possible est de dire que si une propositigrest vérifiee, alors la
propositiony est “forcément” vérifiée par le systeme, c’est-a-dire que si une descriptsh
dans l'interprétation de—, alors toute description plus précige< d vérifie :

d & [~y]
A" < d:d" € [¢]

Ainsi, en partant/, il ne sera jamais possible de prouver en gagnant de I'information, et au
contraire il est possible d’arriver a prouveren ajoutant suffisamment d’informations. Cepen-
dant, on ne possede pas suffisamment d’'informations pour pouvoir prougstte interpré-
tation rejoint l'interprétation temporelle précédente, particulierement dans le cas de I'exemple
gue I'on a développé, puisque I'évolution temporelle se confond avec le gain d’'informations.
Cependant, le temps n’apparait pas toujours dans la description d’un systeme, et cette seconde
interprétation nous semble meilleure. Dans I'acquisition progressive d’informations concernant
I'état du systeme, une fois que I'on peut prouvery, on pourra le faire jusqu’a la fin, et a partir
d’'un moment, c’est-a-dire une fois que I'on a suffisamment d’information, on pourra prouver
p.

Cette interprétation est naturelle pour I'exemple donné en début de sectipresitde la
forme Vv —1. En effet, on peut montrer que toutes les descriptions vérifieiit) v =), ce
qui fait que, si I'on considére la description vide, on peut affirmer que le systeme Vérifig soit
soit—1), mais que I'on ne peut pas forcément dire laquelle des deux propositions est vérifiee (ce
qui reviendrait a prouver la propositianVv —)).

Ainsi, on peut interpréter 'opération de double négation comme servant a exprimer le fait
gu’une propriété est forcément vraie, mais que I'on ne posséede pas suffisament d’'informations
pour prouver ce fait.

8.1.3 Lien avec la logique classique

L'existence de la double-négation en tant qu'opérateur a part entiere dans la logique intui-
tionniste (c’est-a-dire difféerent de I'identité) fait qu’elle joue un rdle crucial dans les rapports
entre la logique classique et la logique intuitionniste. Il existe en effet de nombreuses méthodes
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de traduction de formules logiques~~ ¢ équivalentes classiquemehtdy, p < ) et telles
que :
FeLy & P
Un certain nombre de ces méthodes de traduction repose sur l'introduction de négations et de

doubles négations (pour bénéficier en particulier de I'équivalence intuitionfiste «— —y).
Nous présentons en guise d’exemple la fonction de tradugtien” due a Kolmogorov :

Y= Yevw
(mp)" ="
(<P*¢)K = _'_'(QOH *¢K) * € {\/7 N, —>}

Une présentation de ce genre de traduction peut étre trouvée dans [27]. On peut retenir que
la relation entre les deux logiques basée sur ces transformations illustre I'interprétation que I'on
a donnée de la double négation. Ainsi, une propositiggrouvable classiquement correspond
a une assertion de la formMe est forcément vraie, il ne peut pas en étre autrement, mais je ne
peux pas forcément le prouver d’aprées mes observatiohgtontraire, si elle est prouvable de
facon intuitionniste, elle découle des observations.

On voit donc que le fait que la logiquOL est basée sur la logique intuitionniste traduit
explicitement la prépondérance que I'on a donné aux observations comme éléments de base de
la connaissance dans ce travail.

8.2 Laxiomebs

Nous allons maintenant nous intéresser a un axiome trés présent et utilisé dans le domaine
de I'étude logique de la connaissance. Il s’agit de I'axiobn@ui est généralement intitulé
axiome d’introspection négativ&a signification en logique épistémique est qu’'un agent sait
les informations qu’il ne sait pas, ou plus précisément, dans le contexte de I'observation d’un
systeme, s'il estimpossible qu’un agent puisse savoir une certaine informpatitors le méme
agent peut prouver cette impossibilité. Formellement, on I'exprime de la fagon suivante :

5:-Kip— KK

On trouve l'usage de cet axiome dans une grande part de la littérature concernant I'étude lo-
gique de systémes multi-agents, comme par exemple dans [23]. On I'a vu précédemment, cet
axiome n’est pas vérifié en général par les systemes de représentations, puisqu’il n’est pas une
conséquence de la logiq@¥L. Ainsi, en général, I'inclusion suivante n’est pas vérifiée :

[=Ki vl C [Ki =K ¢l
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La figure[8.2 en donne un contre-exemple. Elle représente une hiérarchie de représentations
a deux indices (avet < 2) ou I'on exhibe une propriété dont I'interprétation ne vérifie pas
I'axiome 5.

[K,-K, K 1,

Figure 8.2 — Contre-exemple pour 'axiome 5

Cet exemple peut étre développé pour illustrer la raison pour laquelle il est difficilement
envisageable de pouvoir modifier la structure des hiérarchies de représentations de fagon a veéri-
fier 'axiome5. En effet, la figur¢ 8]2 peut étre vue comme une représentation simplifi€e d'une
partie de pile ou face.

Dans ce jeu, supposons que I'on a deux joueurs, Alice et Bernard. Alice tient une piece de
monnaie dans sa main, et la lance. Le résultat est soit pile, soit face. Dans un premier temps,
Alice regarde le résultat sans le communiquer a Bernard. C’est seulement dans un deuxieme
temps qu’il connaitra le résultat. Une représentation plus compléte du jeu est donnée dans la
figure[8.3. La représentation de gauche correspond a Alice. Dans cette représentation, les des-
cription P et F' correspondent respectivement au résuise ou Facede la piéce. A chacune
de ces deux descriptions est associée une autre qui correspond au méme résultat plus le fait
gu'’il a été communiqué a Bernard. Ainsi, la descriptiénsignifie que le résultat eflace et
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gue Bernard le sait. La représentation de droite correspond a la connaissance de Bernard, et les
seules descriptions présentes (en plus jisont équivalentes aux descriptioRs et F'c de la
représentation d’Alice.

Figure 8.3 — Le jeu de Pile ou Face

D’un point de vue logique, on peut considérer que I'on a deux propositions atomigiles :
dont l'interprétation es{ P, Pc}, et Face ({F, Fc}). De simples calculs en se basant sur ces
interprétations permet d’avoir :

Pile «+» —Face <+ ——Pile < =Ky Face
Face «+» —Pile «» ——Face «+» =K g Pile

[Kp Pile]a = {Pc} [Kp Face]a = {Fc}

Reprenons maintenant le cours d’'une partie de pile ou face. Tout d’abord, Alice lance la
piéce et regarde le résultat. A ce moment, Bernard ne connait pas le résultat. Supposons que
le résultat soitPile. Ainsi, la description de I'état du systeme est donnéepaOr, d’apres
les calculs ci-dessus, onfac [Pile] 4, donc la propriété-K 5 Face est vérifiée par le systeme.

C’est prévisible, puisque si le résultat du lancer de la piecRikstAlice n’a pas communiqué a
Bernard le résultaftace Mais la propositionk'z — K g Face n'est pas veérifiée, puisque Bernard

n'a encore aucune information sur le résultat du lancer de la piéce. Si c’était le cas, on aurait
alors K g Pile qui lui est équivalente.

Comme on peut le voir dans cet exemple, I'axiofngevient a autoriser I'acquisition d’in-
formations sans qu’il y ait interaction avec ce que I'on observe, sans qu'il y ait une modification
de I'état interne de lI'agent. On peut relier cet axiome avec le fait que la regle du tiers-exclu
n'est pas vérifiée, puisque dans les deux cas il est question de connaissance accessible ou non
suivant que I'on a fait une observation ou non. Nous allons voir qu’il est possible de relier ces
deux notions de facon plus directe.
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8.2.1 Lien avec le tiers-exclu

La double négation permet d’exprimer un fait qui est inéluctable, mais que I'on ne peut pas
prouver faute d’avoir suffisament d’'informations. L'axiome du tiers-exclus, quand a lui, exprime
le fait que la double négation est équivalente a I'identité, étant équivalente a :

Ainsi, avec cet axiome, il n'y a plus de différence entre ce qui est vrai (ce que I'on peut prouver),
et ce qui est forcément, c’est-a-dire les faits que I'on ne peut pas forcément prouver, mais qui
ne peuvent étre faux, ceux dont la négation est absurde. Or, dans le cadre de I'observation, cela
revient a dire que si I'on ne peut observer la négation d’un fait, alors I'observation du fait lui-
méme est inéluctable, et le systéme se comporte alors comme si cette observation avait eu lieu.
C’est précisément l'interprétation de I'axiorfie

Plus précisement, on peut montrer que dans la log@lie 'axiome KV qui exprime la
distributivité de la disjonctiorv par rapport aux opérateurs de modalité implique que I'axiome
5 est une conséquence du tiers exclus. En effet; dg ¢ v —K; ¢, on peut déduire la validité
de K; (K; ¢V —K; p), etdonc en utilisanK'V, on obtient :

FKioV K ~K;p

De ce point de vue, I'axioms peut étre vu comme une forme affaiblie du tiers exclus qui ne
s’appliquerait qu’a la connaissance interne d’un agent.

Si 'axiome 5 était vérifié, cela signifierait qu’un agent pourrait gagner de I'information
sans effectuer aucune observation du systéme. Linformation gagnée proviendrait simplement
du fait que de I'information acquise ailleurs dans le systeme impliquerait des impossibilités qui
seraient connues de I'agent.

Dans l'approche que nous avons choisie, un tel déroulement est impossible, on ne peut pas
gagner d’'information sans effectuer une observation. Ainsi, 'axidme peut étre vérifié, et
si 'on conserve le méme principe de base, il ne peut pas non plus le devenir en enrichissant la
structure.

8.3 La confiance réciprogue entre agents

Nous allons maintenant nous intéresser a d’autres propriétés, concernant les relations entre
les connaissances de différents agents. Une propriété de ce genre et vérifiée par les systemes de
représentation et la logigu@L est 'axiome que I'on a intitul&', dont l'intitulé est :

T2ZKZ‘KJ‘QD—>KJ'(,D
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Son interprétation est la suivante : si un agdrgait qu’'un autre ager® sait qu’'une propriété
p est vraie, alors c’est effectivement le cBssait effectivement que est vraie. Cependant, on
peut remarquer que cet axiome ne donne aucune indication sur ce que peut dired ageat
propriétép.

Or, on peut imaginer que les agents se font confiance entre eux, et considerent que les
connaissances qu’ont les autres agents sont fiables, puisque chaque agent connait la structure
du systeme étudié, ainsi que les informations accessibles a chacun. Une telle condition pourrait
s’exprimer de la fagon suivante :

On peut tout d’abord s’apercevoir que I'axiorf@en’est pas prouvable da3L. Pour s’en
convaincre, remarquons gue le seul axiome de cette logique mettant en relation plusieurs opéra-
teurs modaux esT';, et qu’il n’autorise pas de supprimer la modalité la plus a droite, comme
on voudrait le faire ave€. Cette considération permet d’exhiber un contre-exemple simple.

En effet, supposons qug contient au moins deux indicéset j, et que l'interprétation d’'une
proposition atomique) vérifie : [¢], = 0 et[¢]; = R;. On a dans ce cds K et donc
en utilisant la regleNec - K; K+, ainsi que- —K; . Dans ce cas, on ne peux pas avoir
K, K;v¢ — K;, puisque cela entraineréit L.

Ce contre-exemple nous montre que 'axiofie’est pas vérifié ici du fait que I'on peut
choisir les interprétations atomiques de fagon indépendante d’'une représentation a I'autre. Mais
peut-étre est-il possible de modifier la structure des systemes de représentations gbsoijue
vérifié par l'interprétation en résultant. Malheureusement, la proposition suivante nous montre
gue l'ajout de cet axiome reviendrait a affaiblir considérablement la puissance expressive des
systemes de représentations ou de la structure que I'on considérerait.

Proposition 16
L’axiome C combiné a la logique de I’observation OL a comme conséquence :

Vi,j,\V/QD, KZSD(_)KJQO

Preuve En effet,ona:

FEK; (¢ — Kio) Ly
= FKK, (p— K, p) Nec.
= FK; (¢ — Kiy) C
= FKjp— K;K;p K
= FKjp—Kp T,
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O

Ainsi, une logique contenant I'axiome de confiarCeet la logique de I'observatio@L
ne serait pas intéressante, puisqu’alors, tous les opérateurs de modalité seraient équivalents. La
présence éventuelle de cet axiome n’est donc pas a considérer, et nous devons nous pencher sur
des axiomes moins forts.

8.4 La consistance globale

Une autre notion concernant les différents observateurs d’'un systeme est celle de consis-
tance. L'un des axiomes définissant la logi§dk est 'axiomeD dont l'intitulé est :

DIKZ'SO—>_|KZ'_|Q0

Cet axiome permet de s’assurer que les connaissances de chaque agent sont consistantes (une
formulation de cet axiome, équivalente en présencKdest—K; 1). Cependant, il pourrait

étre souhaitable que ce principe de consistance soit étendu a I'ensemble du systeme et des
observateurs. Ainsi, supposons qu’un agdnfpuisse prouver une proprié{e (on a donc-

K; ©). Alors, dans quelles conditions un autres agent pourrait-il prouver le contraire ? S’il est
possible qu’un autre agent puisse prouver la négatiop (euquel cas- K; —y), alors il en

découle qu'’il n'existe aucune facon de relier les informations des différents observateurs en
général. Pour éviter cela et renforcer la logique que I'on a définie, nous proposons de définir un
axiome de consistance globalD :

GDKZSOH_\K]_'()O

Cet axiome est plus faible que I'axiome de confialitepuisque I'on avait montré quie
K, — Kjp qui, avec l'axiomeD, impliquet- K; o — —K,; ~¢. On peut remarquer tout
d’abord queGD n’est pas une conséquence de la logique observationDdllest I'exemple
suivant montre que sa présence peut conduire a une inconsistance.

Exemple

Reprenons la structure présentée dans la section précédente. On avait deux eitdices
ainsi qu'une proposition atomiquevérifiant[]; = () et[y)]; = R;. Dans cette situation,
on al Kj etk K, —). Mais alors, I'adjonction de 'axiom&D permettrait de déduire
F —K; ) del K et donc on peut aboutirta L.

Cet exemple nous montre une limite du formalisme des systemes de représentations tel
gu’'on I'a défini. Les relations qui existent entre les différentes observations sont trés pauvres,
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puisque la seule fagon d’obtenir de telles relations est d’utiliser I'axi@meAinsi, une forme
de consistance globale que I'on obtient a@k peut s’exprimer par :

Kzg0—> _|Kj Kz_'SO

Mais on ne peut pas en genéral reliery et K; ¢. La raison fondamentale est la suivante : dans
notre formalisme, on n'impose aux interprétations aucune condition sur les relations entre les
ensemblegy]; et[y],. Ainsi, il N’y a aucun lien entre les deux, et donc entre les interprétations
des formuless; ¢ et K .

Nous avons jusqu’a présent étudié la connaissance basée sur des observations partielles en
définissant des structures algébriques adaptées pour modéliser ce type d’information, puis en
déduisant leur comportement logique a partir de celles-ci. Nous avons ainsi défini la logique
modaleOL. Mais nous nous sommes baseé sur des structures tres générales, et il en découle
gue les liens existant entre les différentes méthodes d’observation du systeme étudié sont tres
faibles, se limitant en fait a I'application de I'axiorfig; comme on vient de le voir.

Nous allons dans la suite renforcer les liens existant entre les différentes représentations
en modifiant les structures utilisées. Pour cela, nous ajouterons les conditions supplémentaires
entre les représentations, et nous introduirons une notion de comparaison entre celles-ci. Nous
étudierons alors comment cela se traduit au niveau de la logique modélisée.
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Les systemes de représentation que nous avons introduits dans la partie précédente sont une
structure trés générale pour modéliser I'étude d’'un systéme dans le cas ou existent plusieurs
facons de I'observer. Cependant, comme nous I'avons vu, les relations existant entre ces diffé-
rents points de vue sont trés pauvres, et ne permettent pas de relier les informations qui leur
sont associées de fagon tres intéressante.

Pour remédier a cette faiblesse, nous allons étudier une méthode permettant de renforcer
cette structure, en définissant Ie®rarchies de représentation®our cela, nous allons re-
prendre I'étude faite sur la possibilité de définir une représentation comme I'approximation
d’'une autre. Cela se traduira par la définition d’une propriété portant sur les fonctions de transfor-
mation entre ces deux représentations. Comme on le verra, cette propriété peut étre vue comme
une relation de pré-ordre entre les représentations. Aussi, cette discussion sera I'occasion de
donner une définition formelle de la notion de précision ou d’expressivité d’une représentation
evoquée dans l'introduction.

En utilisant cet ordre sur les représentations, nous allons imposer une condition précisant
gu’il existe toujours un “moyen” de passer d’'une représentation a une autre en passant par une
représentation plus précise. C’est cette condition (plus une autre concernant la complétude des
représentations) que I'on utilisera pour définir les hiérarchies de représentations. Avec cette
nouvelle structure, les relations entre les différents points de vue sont plus fortes que dans le cas
d’'un systeme de représentation, puisqu’il existe alors toujours une représentation plus précise
gu’une paire de représentations donnée.

Cela donnera de plus la possibilité de définir des outils flexibles pour manipuler les hiérar-
chies de représentations. Ainsi, les opérations de produit et de raffinage peuvent étre étendues
facilement au cas des hiérarchies. Cette dernieére opération est en particulier rendue possible par
le fait qu'il est toujours possible de passer d’'une représentation a une autre, ce qui implique
gue I'ajout d’information structurelle a une hiérarchie de représentation peut toujours étre défi-
nie pour une représentation donnée, la structure d’ordre permettant de I'étendre ensuite a I'en-
semble de la hiérarchie (Pour des raisons de lisibilité, le chapitre concernant ces constructions
a été reporté dans les annexes).

Enfin, nous pourrons aborder une discussion sur la fagon dont I'information accessible pour
une représentation donnée se transforme en changeant de représentation. En particulier, nous
allons pouvoir étudier formellement la possibilité d’inclure I'un des postulats de départ (celui
précisant qu’une information reste accessible siI'on passe a une représentation plus précise), et
cela nous conduira & mettre en évidence deux propriétés importantes concernant la fagon dont un
systeme est modélisé : la localisation qui précise quelles sont les représentations suffisamment
précises permettant de décider de la validité d’'une propriété, et la consistance qui impose que
les approximations entre représentations ne font que perdre de I'information.
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Chapitre 9

Vers les hiérarchies de représentation

9.1 Un ordre sur les indices

Avant de déefinir les hiérarchies de représentation, nous allons nous intéresser plus préci-
sément a 'ensemble des indices d’'un systeme de représentations. En effet, la caractérisation
gue nous avions donnée de I'approximation d’'une représentation par une autre peut étre re-
prise et étendue au cas d'un systéme de représentations. Ainsi, étant donné un tel systéme
S = ({A,B} {R;}.{fi;}), lareprésentatioi 5 est considérée comme une approximation
deR 4 sila composition de fonctionfg 4 o f4 5 st égale a l'identité dR 5. On voit aisément
gue cette relation d’approximation entre représentations peut étre étendue a un systéme dans son
ensemble. Pour cela, définissons une relation biresrre les indices de la fagcon suivante :

V’l,] € I,’i<lj = fj|’L sz'|j = ldj
Ainsi, on voit qu’'une représentatioR; est une approximation d&; si et seulement si< j.
Comme la notation le suggere, la relation que I'on vient de définir est un pré-ordre sur I'en-
semble des indiceg. On a besoin pour cela de montrer que deux propriétés, la réflexivité et
la transitivité, sont verifiées. La réflexivité vient directement du fait que comme- id;, on

a fi; o fi; = id;. Pour montrer la transitivité, on procede de la fagon suivante : supposons que
I'on a trois indices, j, k tels quei < j etj < k. On a alors les inégalités suivantes :

idr = fik
< fuio fik
fugi © fire < frjo (firi o fig) © Fie
= frjj © filk cari<j
= id, carj <k

On a donc montré qug,; o fir = idy, et quei < j et j < k impliquenti < k. La définition de ce
pré-ordre sur les indices va permettre de structurer les systémes de représentations en ajoutant
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une dimension “verticale” aux représentations. Ainsi, de méme qu’au sein d’'une représentation
R, plus on descend dans 'ordre correspondanplus on a des descriptions précises, dans le
cas des indices dg, plus I'on descend pou, plus on a des représentations expressives.

Nous allons utiliser cet ordre comme élément central de la définition de la prochaine struc-
ture algébrique. Cependant, nous allons affaiblir un peu son role, pour ne garder comme pro-
priété que :

Vi,j€Z,i4j = fiio fi; =id; (9.1)

Cela vient du fait qu’au cours des manipulations qui pourront étre faites sur ces structures, il
pourra arriver que I'on ait I'égalité a droite de I'implication de fagon “accidentelle”, c’est-a-dire
sans que cela soit voulu, et donc en particulier sans qu'’il n’y ait de répercussions surd'ordre

9.1.1 Implications sur la logique

L'existence d’un ordre sur les indices entraine une relation dans la logique correspondante
sur les opérateurs de modalité. En effet, soit deux indices telg qye On a par définition
fj1i o fi; = id;. On peut alors comparer les interprétations des proposifiois; p et K ¢

[K; K o]k = {d } fiio far(d) € [[SOHJ}
[K; 1k = {d | fiir(d) € [¢];

Tout d’abord, comme l'indique I'axiom&', : K; K; ¢ — K ¢, I'inclusion [K; K; ] C
[K; o] est vérifiee. Réciproquement, sdit [K; ¢[x, c'est-a-dire tel que;.(d) € [¢],. On
a:

fitio fue(d) < [0 figj o fin(d) = f(d)

On en déduit donc qué appartient alors 4K; K; ¢],. Ainsi, on a montré que les deux en-
sembles[K; K o], et [K; ], sont égaux dans le cas ow j. Cela s’exprime sous forme
logique par :

L'ordre partiel<, que I'on a défini comme une relation entre les fonctions de transforma-
tions entre les représentations, traduit le fait qu’une représentation est plus précise qu’une autre.
Comme on le voit, en utilisant I'interprétatidn], cet ordre se trouve traduit dans la logique
par le fait que si une informatiop est accessible dans une représentafigrice que I'on note
K ¢), alors ce fait est connu dans toute représentation plus pregiaeec: < j.
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9.2 Hiérarchies de représentations

Nous allons dans cette section définir la notiorhgigarchiede représentations, qui est une
restriction de celle de systeme de représentation, mais choisie de facon adéquate pour étre facile
a manipuler. En particulier, nous voudrons avoir la possibilité de définir le produit et le raffinage
sur cette structure.

9.2.1 Définition

Nous allons imposer une premiére condition sur le pd%et). En effet, comme nous
I'avons indiqué au début de cette partie, nous voulons pouvoir considérer des structures telles
gu'il est possible de construire un systéme de représentation en partant de représentations (ou de
hiérarchies de représentations, comme nous le verrons) et en ajoutant des contraintes exprimant
les relations que I'on exprime entre les différentes parties. Pour cela, il est important d’avoir un
“moyen” de passer d’une représentation a une autre. Pour cela, nous allons imposer la condition
suivante : pour tout couple de représentatiBngt R ;, il existe une troisieme représentatin
approximée par les deux premiéres. Cette condition permettra par la suite d’assurer I'existence
d’'une représentation dans laquelle on peut formaliser les relations entre deux représentations
guelconques. On peut I'écrire de la fagon suivante :

Vi,jeZ,dkeT: kaietk<y (9.3)

Cependant, nous n'imposons pas de condition supplémentaire, telle que I'existence d’un indice
k maximum vérifiant cette condition, et encore moins son unicité.

Examinons maintenant comment définir et exprimer de fagcon simple un produit cartésien
de deux représentations sous forme d’'un systéme de représentations. A la base, on a deux
représentation® 4, et Rz, et on veut aboutir a un systeme en contenant trois : les deux re-
présentations de dépaR, et R ainsi que leur produiR .5 = R4 ® Rp, ainsi que les
fonctions de transformation correspondant aux morphismes classiques d’un produit. On peut ai-
sément caractériser les fonctions d’approximation (ainsi, ¢n.as((da,dg)) = da). Mais
comment définir la transformation inverse :&| € R4, quelle est la valeur a donner a
fapja(da)? Il est clair quefapja(da) est de la formgd,, -) mais alors, comme fournir en
plus ded, une description de I'état de la partie¢ constitue un apport d’information, on en
deduit quevdp € Rp, (da,dp) < fapa(da). La seule fagon de pouvoir verifier cette inéga-
lité est d'imposer &R 5 I'existence d’'une description maximaleg, ce qui permet de définir
fapja(da) = (da, T ). Par symétrie, il est logique d'imposer ausska la présence d'une
description maximale, et on en déduit qu’al®s z possede elle aussi une description maxi-
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male(T 4, T g). Une condition nécessaire pour la définition d’'un produit cartésien est donc la
présence dans chaque représentation d’une description maximale

Nous imposerons de plus deux conditions qui seront trés utiles pour avoir une généralisation
du raffinage. Il s’agit tout d’abord de la présence pour chaque représentation d’'une opération
de conjonction partielle telle qu'évoquée dans la segtion 4]1.2.0. Cela renforce le fait qu'une
description peut étre construite comme la mise en commun d’'un ensemble de descriptions moins
précises.

Nous allons enfin imposer une condition de fermeture sur les suites décroissantes des des-
criptions, qui stipule que toute suite décroissante bornée converge. Formellement, étant donné
une suite croissantgr;} d’éléments d’'une représentati®y, si I'on notex| = {y | vy <; x},
cette condition s’écrit :

(il #0= Fo € Ry ol =)l (9.4)
J J

Cette condition nous sera utile dans I'anngxe D lorsque nous étendrons la notion de raffinage
a l'aide d’'opérateurs de cloture inférieure a une hiérarchie de représentation entiére. On peut
cependant remarquer que cette condition sur les représentations ne modifiera pas la logique. En
effet, cette condition est vérifiée par tout treillis complet (puisque c’est une conséquent de la
complétude pour l'ordre), et donc en particulier par les algébre de Heyting compléetes qui sont
le modéle de base de la logique intuitionniste (voir la partie 22.0.0).

Nous pouvons maintenant définir une hiérarchie de représentations comme étant un systeme
de représentations vérifiant toutes ces conditions. De facon formelle, on a donc :
Définition 1
Une hiérarchie de représentatioas un systéme compositionnel de représentations

H={(Z,a.{R;} . {fi;})

ou chaque représentation R; = (R;, <;, T,;, \;) posséde un élément maximum et une conjonc-
tion partielle, et tel que les équations|[9.1][9.3| et[9.4 soient vérifiées.

9.2.2 Approche équivalente

La définition que nous avons donné d’une hiérarchie de représentation est trés proche de
celle de systemes de représentations, et utilise de fagon similaire les forfgtioNsus allons
montrer qu’il est possible de définir ces structures en utilisant une autre approche, ou I'on se
contente de définir les relations entre représentations comparables.
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Surjections de Galois

La structure que I'on impose a I'ensemble des indices d’une hiérarchie de représentations
par le biais de I'équation 9.3 donne une grande importance a la notion d’approximation, et I'on
peut étudier la présence des surjections de Galois dans ce contexte. Pour rappel, une surjection
de Galois entre deux e.p.B.et F' est une paire de fonctiods : £ — F,v: F' — F) telle que
« est surjective, et que I'on a I'inégalité :

Ve E.VyeF,ax) <pysz<gyy)

On peut reprendre le résultat donné en se¢tion|5.3.1 en I'exprimant avec les nouvelles notations
de la fagon suivante :

Proposition 17
Les fonctions de transformations entre deux représentations comparables pour < forment une
surjection de Galois : si I’on a deux indices tels que i < j, alors la paire < filis fi|j> est une

surjection de Galois de R; vers R ;.

Composition de surjections de Galois

De fagon générale, sil'on a trois posétsF, GG et deux surjections de Galdja;, ;) : E —
F et{as,72) : F — G, il est possible de les composer de maniére a obtenir une surjection
de £ surG en obtenant {as o oy, 71 © 79). En utilisant cette construction dans le cadre des
hiérarchies de représentations, étant donnés des indices k, il est possible de définir deux
surjections de Galois dB; versRy. En effet, on a tout d’abordfkﬁ, fﬂk> puisquei < k, et en
utilisant les étapes devers; puis dej versk, on a auss{ fu; © f;ji, fii; © fix)- Léquation de
compositionnalit¢ 6]1 permet une premiére comparaison de ces fonctions, puisque par exemple
frii < frjj o fj1;- On montre que dans le cas ou les indices sont comparables, la relation est bien
plus forte.

Proposition 18

Etant donné trois indices 1< j < k,on a :

fz‘\k = filj © fj\kz
fk|i = fk\j o fj|i

Preuve Soity € Ry, etz = f;); o fx(y). Par 'équation de compositién 6.1, orfg(z) <
frj © fji(x), d’ol :

< figk o fry o fiji(2)
En remplacant par f;; o f;x(y), et en simplifiant I'expression, on obtient :

fij o fie(y) < fiw o fujo fijio fij o fie(y) = fir(y)
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La premiere égalité en découle. Pour la seconde égalité, soit tout d’aberdR; tel que
& = fir o fri(z). Ona:

fk|i($) = fk\i © fi\k © fk|i($)
= frji © fij o fik © fuyi()
= (fk|i o fi|j) o (fjlk o fk\i) (x)
> fuij © fiii(x)
On en déduit donc qug,;(x) = fx; o fj:(x) pour toutz vérifiantz = f;x o fi(x). Pour
obtenir le cas géneral, il suffit de voir qug;(z) = fu (fi‘k o fkﬁ(x)) et quef, o fri(z) =
fik © (fk\i o fi‘k) o f:(z), ce qui permet de conclure. [

Comme le montre cette proposition, il existe de fortes contraintes de composition sur les
fonctions de transformations dans le cas de représentations comparables. Cela montre de plus
gu’étant donné une hiérarchie de représentation, il est possible de définir une collection de
surjections de Galoi§ («;;,vi;) | i<} telle que sil'on atrois indices tels que j <k, alors

<ak|17’yz|k> = <Oék|j>’)/j\k> o <aj|i77i|j>- On pose pour Cela, $K1], Ajlg = f]|z et’mj = fl|j
Il est possible de définir a I'inverse l¢fs;, en fonction de ces surjections de Galois, comme
le montre la proposition qui suit :

Proposition 19

Soit i, j deux indices. On a :

Vk, (k<ietkayj) = fij = ik © Yl

Preuve On a en effet pour un tdl, les inégalités :
filj(@) < far o fr;(x) = qur 0 vapi ()
ik © Vel () = fir © frli (@) < fir o fagi o fu; () = fi(@)

On en déduit I'égalité attendue. O

Dans cette preuve, on se sert uniqguement du faitiRjueeut étre vue comme incluse dans
Ri. Une des conséquences de cette proposition est que le choix de linaikgeue aucun réle.
En effet, il suffit juste de prendre une représentation suffisament fine pour coRteeirR ;,
mais c’est la seule condition nécessaire.

Définition équivalente

On voit donc, puisque I'on peut traduire les fonctions de transformations en surjections
de Galois et vice-versa, que I'on peut aussi bien définir les hiérarchies de représentations en
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fonctions de surjections de Galois. En effet, la propriété importante ici est celle de fermeture de
I'ensemble des indices exprimée par I'équafion 9.3. On peut donc écrire :

Définition 2 (Hiérarchie de représentations, bis)
Une hiérarchie de représentatioes un quadruplet :

H = (Z,<{R:}, {{ajiv;) |i<7})

ou chaque représentation R; = (R;, <;, T,;, \;) posséde un élément maximum et une conjonc-
tion partielle, tel que les conjonctions A\; soient distributives par rapport aux fonctions «; et

V;li» €t tel que :

Vi,jeT,3keT kaietk<
Vi<j<ak, (o vir) = (g Vitk) © (i, Vil )

Les deux définitions d’une hiérarchie de représentations expriment deux aspects différents.
Dans la premiere définition a I'aide de fonctions de transformation, on insiste sur I'aspect tra-
duction d’'une représentation a une autre, ce qui donne une vision horizontale de I'organisation
de la hiérarchie. A I'opposé, la définition & base de surjection de Galois met en valeur une
organisation verticale puisque ce qui est spécifié est la facon dont une représentation s’inclue
dans une autre plus fine. Il est de plus intéressant de voir que l'inégalité de I'eduation 6.1 de
composition des fonctions de transformation se transforme en une égalité pour les surjections
de Galois.

9.3 Comportement logique

Nous avons défini les hiérarchies de représentations en imposant des contraintes sur les
systemes de représentations conpositionnels. La question qu’il faut se poser alors est de savoir
si en faisant cela, nous n’avons pas modifié la logique, en validant des propriétés qui ne sont
pas déductibles dar@L. Nous allons montrer dans cette partie que si 'ensemble d’indices
est infini, alors il N’y a pas de modification de la logique modélisée. On obtient toujdLirs
Cependant, sT est fini, il y a une modification. En effet, dans ce cas, la condition imposée sur
I'ordre < impose qu’il existe un indice. € 7 tel queVi: € Z, 1L <i. Nous verrons que cela
ajoute un axiomstructurela la logique.

9.3.1 Cas avec une infinité d’indices

Commencons par examiner le casDwst infini. Une propriété intéressante dans ce cas
est que pour toute famille finie d’indiceg C Z, il est possible de trouver des hiérarchies
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de représentations ou ces indices ne sont pas comparables. paussi, pour toute formule

¢ € Lzy, puisqu’elle comporte un nombre fini d’indices, il est possible de construire des
hiérarchies de représentations qui, en se restreignant aux indices préseptssgegmmportent
comme un systéme de représentation.

Pour montrer cela, so& un systéme de représentations défini pour un ensemble fini d’in-
dices7. On peut le prolonger en une hiérarchie de représentatid§sZ, L) surZ. Pour cela,
nous avons besoin d’un indice qui sera plus petit que tous les autres. On identifie donc un indice
1 €7\ J.Nous définisson® | par son ensemble de descriptions :

{{dj S Rj ’ j e j} ‘ Vii,j €T, dj1 < fjl\]é(dh)}

Les autres éléments d&, s’en déduisent simplement. Par exemple, I'ordreZBurest le pro-
duit point par point des ordres;, et T, = { T, | j € R;}. Pour les indices restanie 7 \ J,
on pose :

Ri={T:},. <1, T4)

La représentation la plus précise est le produit réduit des représentatiSnsedeautres étant
des représentations a un seul élément (I'ordreétant précisement défini comme I'ensemble
{(T,T)}). Pour relier les différentes représentations aec on peut vérifier que pour tout
i # T, lareprésentatio; est une approximation de, . Aussi, on &', 1 < j (il s'agit bien
d’une hiérarchie de représentations) et on peut définir une surjection de @a]gismi} pour
tout: € 7\ {L}.

On peut plus précisément s’intéresser éumﬁm} pourj € J. En effet, pouri, j € J
etd; € R;, I’ensemble{ fryi(ds) } ke j} est une description dR |, et c’est la plus grande
contenant/;. Ainsi, il s'agit dev,;(d;). On en déduit que;, oy, ;(d;) = f;:(d;) en prenant la
j®™e composante de I'ensemble précédent. On voit donc que la hiéra¢SieZ, 1) que I'on
vient de définir de cette maniéere est bien un prolongement du sysiélaelépart.

Cette construction va nous étre utile pour montrer la complétude des hiérarchies de repré-
sentations vis-a-vis de la logiq@®L, puisque pour une propositigmndonnée, si toutes les re-
présentations la valident, alors on peut en déduire que tous les systéemes définissuw {j }

(ouj ¢ ind(yp)) la valident aussi.

Théoreme 8
Etant donné un ensemble T d’indices, une proposition ¢ € Lr.y et un indice j € T \ ind(y),

ona:

Fr e = FoL,ind(e)ufj} ©
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Preuve En effet, supposons que lI'onvaH, v, Vi, [¢]+.; = R;. Dans ce cas, soit un indice
j & ind(yp). Etant donné un systéme de représentatidagfini surind(p) U {j} et une inter-
prétation atomiques, en prolongeans enH(S,Z, 1) etvs en une interprétation, on a par
hypothéese que :

Vi € ind(p) U{j}, [lnsz 00 =R

Mais I'expression ensembliste @¢]+ (s z,1).,; Ne comporte que des éléments issus du systeme
de représentatiof de départ, ainsi que deg, on en déduit donc que :

Vi€ ind(e) U{j}, [¢lswi = R

En d’'autres termes, on& v |=s . Puisque c’est vérifié pour tous les systemes de représenta-
tions, on en déduit qUeow ind(p)u{i} ¥ O

Nous pouvons maintenant utiliser ce résultat pour énoncer le théoreme principal de carac-
térisation logique des hiérarchies de représentations pour un ensemble infini d’indices. Si I'on
note =5 pour exprimer la validité d’'une formule pour toutes les hiérarchies de représentations
pourZ fixé, ona:

Théoreme 9

Soit Z un ensemble infini d’indices. Pour toute formule ¢ € L1y, 0ona:
Fx e & FoLy

Preuve La correction, correspondant au seas vient du fait que les hiérarchies de repré-
sentations sont un type particulier de systémes de représentations. Il faut maintenant montrer
le sens de la complétude. Pour cela, étant donné un iridic& \ ind(y), le théoréme|8 nous
assure que=y ¢ = Fornd()u{j} ¢- Lapplication du théorén@ 7 permet alors de conclitre.

Nous allons maintenant nous pencher sur le cas ou I'ensemble d'indesdini. Alors, le
résultat précédent ne pourra plus s’appliquer directement, puisqu’il est possible d’exprimer au
sein de la logique elle-méme le fait gqu'il existe une représentation plus précise que les autres.

9.3.2 Cas avec un ensemble fini d'indices

Pour étudier cette nouvelle situation, fixons un ensemble fini d’'indicesconsidérons une
hiérarchie de représentatiohsdéfinie pour cet ensemble. Il est facile de prouver qu’il existe
un indice L € 7 tel queVi, 1 <. Dans ce cas, la hiérarchie de représentation valide toutes les
propositions de la form&; o — K| K; p:

Vo,VieZ, HEKip — K| K; ¢
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NommonsGD; la propositionk; ¢ — K; K; ¢, ou l'indice j peut varier, mais pas On
voit donc que si une hiérarchie définie Jua comme représentation la plus précisalors elle
valide 'axiomeGD | . Puisqu’il n’est pas conséquence de la logi@le, on en déduit que dans
le cas oUZ est fini, la logigue modélisée par les hiérarchies de représentation contient au moins
OL et un axiomeGD; pour uni donné.

Nous allons montrer que c’est suffisant. Pour cela, nous définissons le syimpelpour
exprimer le fait qu'une propriété est validée par toutes les hiérarchies de représentation défi-
nies surZ et de représentation minimaleAvec cette notation, on peut énoncer le résultat de
modélisation :

Théoreme 10
Pour un ensemble fini Z d’indices, pour un indice i € 7 et pour toute formule ¢ € L1y, 0na:

Fni ¢ < FoLicp, ¥

Preuve La correction découle du fait que les hiérarchies de représentations sont correctes
vis-a-vis deOL, et que I'on a=5; GD;.

Pour prouver la complétude, nous allons adapter la preuve de complétude pour les systémes
de representations (voir théoréfme[4 p.72). Par souci de lisibilité, nous considérerons que l'indice
correspondant a la représentation la plus précise e€tn définit alors un systéme canonique
C., en spécifiant cette fois que les représentati®@nsont constituées des ensembles premiers
I'; pour la logiqueOL a laquelle on a ajouté I'axiom@&D, : K; o — K, K; ¢, et contenant
les formules de la forme «— K ¢. Le modele canonique est un systeme de représentation, et
ona:

pel,= K,pel;
=K, K,pel;
= K, p € fJ_|i(Fi)
= ¢ € firo fru(ly)

Ainsi, f; 1 o f1; estlI'identite, ce qui fait que le modele canonique que I'on vient de définir est
une hiérarchie de représentations d’indice minimurmomme prévu.
En reprenant le raisonnement utilisé pour prouver le théoféme 4, on montre que :

Enile = CLEnL Y = FoLigp, ¢

On a donc le résultat espéré. O

Comme on I'a montré, I'ajout de ces conditions ne modifie pas la facon dont se comporte
la connaissance (du moins dans le cas ou il y a une infinité d’indices). Le fait que deux repreé-
sentations données peuvent toujours étre vues comme les approximations d’une troisiéme, il
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est possible de manipuler ces structures facilement, puisque toute transformation impliquant
plusieurs représentations (mais en nombre fini) peut étre vu comme s’appliquant & une unique
représentation. On pourra se référer a I'anfieixe D ol sont présentées plusieurs constructions gé-
nériques pour la manipulation des hiérarchies de représentations. En particulier, nous montrons
comme étendre les outils de base que sont les opérations de produit et de raffinage.

De plus, l'utilisation de hiérarchies de représentation va nous permettre de reprendre la dis-
cussion entreprise sur la facon dont est modélisée la connaissance dans le cadre d’observations
partielles, et nous allons dans le chapitre suivant introduire une seconde maniére de relier les
propositions du langag@; ¢ et les ensembles de descriptions, ce qui va nous conduire a donner
une nouvelle modélisation de la logiglfe4 + KV.
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Chapitre 10
Localisation et consistance

L'une des questions évoquées au début de ce travail était de savoir si une propriété prouvée
pour un modele donné devait étre encore prouvable avec un modele plus précis. Dans le for-
malisme que nous avons développé, il est possible d’avoir une traduction précise de ces deux
notions, d’'une part la comparaison entre la précision des représentations, incarnée par l'ordre
partiel< sur les indices, et d’autre part le fait qu’une propriété est prouvable pour une représen-
tation donnée, avec les opérateurs de modaljté

Nous pouvons donc exprimer de facon formelle et rigoureuse le postulat de base sous la
forme de la proposition suivante :

Pos : Vo, Vi<j, F Kjp — K, ¢ (10.2)

Mais la logiqueOL nous indique que cette condition ne peut pas étre appliquée en regle
générale pour un systéme d’observations. En effet, on retrouve le méme probléme qu’avec
I'axiome de confianc€ puisque I'on en déduit pour toytet tous indices<j - K; ¢ — K ¢.

En effet, on peut écrire :

FKj(p— Kjp) NEK;(p— Kjp) = Ki (¢ — Kjp)
= Ki (p — Kj¢)
=>FKip— K K;p
=>FKip— K;p

Ainsi, essayer d’'ajouter le postulat de départ en modifiant la structure des systemes ou des
hiérarchies de représentations conduirait a rendre équivalentes toutes les représentations com-
parables pour I'ordre. Nous allons donc essayer de le reformuler pour gu’il soit possible de
I'exprimer et I'utiliser dans le cadre des hiérarchies de représentations.

117
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10.1 Localisation des propositions

Le postulat tel qu'il est exprimé dans I'équation 10.1 est trop fort. En effet, un point de vue
peut étre trop imprécis pour décider si une propriété est vraie ou non, il peut méme ne fournir
aucune information relative a cette proposition. Pour remédier a cela, nous allons définir, pour
chaque propositiop € L7 ¢ un ensemblé.oc(p) C Z qui désigne I'ensemble des représenta-
tions correspondant a une observation suffisament fine pour pouvoir étre sdr de la véracité de la
propositiony. Cet ensemble correspondra a la “localisation” d’une propriété donnée.

Caractérisation de la fonctionLoc

On peut identifier plusieurs propriétés que I'on utilisera pour définir précisement la fonc-
tion Loc. Tout d’abord, cette fonction va permettre de restreindre le champs d’application du
postulatPos en limitant 'ensemble des indices possibles pour chaque proposition. Ainsi, si
pour une propositiorp donnée, on a un indicg € Loc(y), cela signifie qu’il représente un
point d’observation assez fin pour déciderssest vraie. Mais alors, pour toutk j, la repre-
sentationR; est aussi suffisament fine pour décidep ®st vraie ou non, ce qui implique que
j € Loc(p) = i<j = i € Loc(p). On en déduit donc que les ensembles(y) sont des
idéaux dez.

Maintenant, supposons que I'on a un indi¢el quei € Loc(¢) N Loc(w). Alors, cet indice
correspond a une représentation ou I'on peut décider de la validité des deux propgsiions
. On peut alors aussi décider de la validitéde ), ¢ A 1 et — 1. Réciproquement, pour
décider de la validité de chacune de ces trois propositions, il faut pouvoir décider de la validité
des sous-termes. On pose donc :

Loc(p V 4) = Loc(p A 9) = Loc(¢ — 1) = Loc(yp) N Loc())

La proposition fausse. ne correspond a aucune information, et toute représentation est suffi-
samment fine pour décider de sa validité. Donc, on défihiic() = Z. Cela implique en
particulier queLoc(—p) = Loc(p). Pour décider de la validité d’'une proposition de la forme
K; o, il suffit de prendre une représentation conterfaptpuisque I'on se limite effectivement
aux informations accessibles depuis cette représentation. AiRsi/; ) = {7’ | i’ <i} =i].
Pour les propositions atomiques, il faut fournir “a la main” les ensemfdles,, (v) | v € ¥}
gue I'on suppose tous non vides. Avec les définitions ci-dessus, on peut définir la fdnation
par induction sur la structure des termes sur 'ensemblé;de La définition de cette fonction
est rappelée dans la figure 70.1.

L'usage de hiérarchies de représentations sera alors tres utile dans le cadre de I'utilisation
de la fonctionLoc, puisque la propriété de fermeture de I'ensemble des indices (définie par
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Vi € U, Loc(y

Loc(p V1) = Loc(p) N Loc()
Loc(¢ A ¢) = Loc(y) N Loc(w)

) = Loc, (¢)

) =

) =
Loc(p — 1) = Loc(p) N Loc(v))

) =

) =

Loc(K; il
Loc(L)=7T

Figure 10.1 — Définition inductive dieoc

I'équation 9.8 p.107) implique que I'on a :
¥, Loc(p) # 0

Aussi, dans la suite, nous ne considererons que des hiérarchies de représentations afin de plei-
nement profiter de la notion de localisation des propriétés donnée par la fohation

Traduction du postulat

Grace a cette fonction, nous allons pouvoir adapter le postulat de départ reliant les représen-
tations comparables, en se restreignant a celles ou une proposition donnée est localisée. On peut
donc écrire une nouvelle définition du postulat sous la forme de la proposition :

Vo,VjeLoc(p),Viaj, FK;jpo — K;p

Or, comme nous l'avons vu précédemment, cela implique er fAity — K; ¢ en gardant les
mémes indices, puisque I'on peut reprendre la dérivation donné¢ pajge 117 en remarquant que
Loc (¢ — K ¢) = Loc()Njl = jl. Ainsi, cette condition implique I'équivalente K ¢ «

K; p pouri < j ce qui permet d’écrire, étant donné la fermeture de I'ensemble des indices, la
nouvelle définition du postulat :

Pos, : Vo, Vi, j € Loc(p), F Ko Kjp (10.2)

En terme d’interprétation vers des hiérarchies de représentations, ce principe peut étre formulé
de facon équivalente de la facon suivante :

Vo,Vi,j € LOC(QO), VdeR;,de [[QO]]Z = f]h(d) € [[90]]3'

Dans un premier temps, nous allons supposer que cette équivalence est bien vérifiée, ce qui
nous permettra de définir une nouvelle fonction d'interprétafigntenant compte de la locali-
sation des propositions. Ensuite, une fois cette interprétation définie, nous allons en déduire une
condition nécessaire et suffisante pour que le posRdat soit veérifié.
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Définition de l'interprétation {[-]}

Tout d’abord, pour les propositions atomiques, il faut maintenant fournir plusieurs fonc-
tions, une premiereLoc, : ¥ — p!(Z) donnant la localisation, et un ensemble de fonctions
{yl- U — ol (Ri)} donnant l'interprétation proprement dite. Ces fonctions vérifient, en accord
avec le postulat :

Vi ew Vi, je LOCV(77ZJ>, VdeR;, de VZ(¢) = fjh(d) S l/j(@/)) (103)

Pour les connecteurs de la logique intuitionniste, pour les indices inclus dans la localisation des
propositions, I'interprétation est la méme que celle définie pour les systemes de représentation.
Par exemple :

Vi, ¥, Vi € Loc(p = ), {lo = ¢l ={d | Vd' < d, d" € {[g]: = d' € {¢]}:}

Il reste & étudier deux éléments pour arriver a la définition compléfeflde’interprétation
des formules de la form&; ¢ et la signification d€{[¢]}; pouri ¢ Loc(yp). Pour le premier
cas, définissons tout d’aboft; ¢}; = {d | f;:(d) € {{¢]};} ouj estun indice appartenant &
Loc(yp). Il est facile de voir que la définition de cet ensemble ne dépend pas de I'jhdia®si.
En effet, si 'on a un autre indicke € Loc(y), on a:

Fii(d) € {lelrs = g o fi(d) € {wlhe
= fui(d) € {#l

On en déduit donc la définition pour toluki i (avec toujourg € Loc(y)) :

(K b = {d | fj0 far(d) € {l};}

Pour les indices en dehors de la localisation d’'une proposition, on se base sur le fait que si
I'on a une propositiorp, alors :

Vi, j € Loc(p), {{elly = {Ki vl

Nous allons utiliser cette égalité, et la généraliser a 'ensemble des indices, en défifiigsant
comme étant I'ensembléd | f;;(d) € {[¢]};} pourj € Loc(y). En d'autres termes, on a :
{lelt: = {{K; ¢]}: dans le cas ou¢ Loc(y), pour un indice quelconquiee Loc(y).

On obtient donc la définition inductive de la fonction d’interprétatiol, rappelée dans la
figure[10.2 (olLoc(yp, ¢) désigne I'ensembl&oc(y) N Loc(¢)). Cette définition s’appuie sur
le fait que le postulat exprimé p&tos, est vérifié. Mais ce n’est pas le cas en général. Nous
allons donc dans la section suivante identifier une condition nécessaire et suffisante pour que ce
soit le cas.
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{v}i = vi(¥) ¥ e V.1 € Loc, ()

{lo vl = el U vl i € Loc(ip, ¥)

{o Aol = {lelh N {lUl) i € Loc(p, )

{o = dli={d|vVd <d d €{¢}i=d € {y}:} i € Loc(, )

{55 el = {d | fuy o fi(d) € {elr} k € Loc(p), 1 € Loc(K @)

{elhi = {d | f55(d) € {lelhs} i ¢ Loc(), j € Loc(yp)
{L}:i=0

Figure 10.2 — Définition de la fonction d’interprétati¢ir}

10.2 Hiérarchies consistantes

Pour cela, nous allons définir et étudier une hiérarchie particuliere, pour isoler une condition
sur la structure de celle-ci, et nous montrons qu’elle est suffisante pour que la coiditipn
soit vérifiée.

Définition de la condition

Soit deux indices < j et une descriptionl, € R;. On suppose que I'on a aussi deux
propositions primitiveg) et. Nous allons définir leur interprétation de la facon suivante :

Loc(y) = Loc(¥) = j|
={d|d<fuldo)} {9} ={fiu(d) | d<do}

On remarque que cette définition est suffisante, car les ensefiibleset {{J]}, s’en déduisent
pourk <7 en utilisant le postulaPos,. Avec ces propositions atomiques, regardons la situation
pour la proposition) — . On montre tout d’abord qué € {[v» — J]};. En effet,ona:

Vd < dy,d € {0} = {d" | fiu(d) < fi(do) }
Cela implique, puisqué, € {{y — 9]}; < f;:(do) € {[v — 9]}, la proposition suivante :
Vd < fii(do), d € {[Y}; = d € {[I]};
Or, il découle del < f;:(dy) qued € {[¢’]};. On en déduit donc :

Vd < fi(do), d € {0}; = { fiu(d) | &' < do}
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Cette condition peut étre exprimée autrement en disan{gfﬂg(d’) \ d < do} est un idéal de
R;. On obtient donc de fagon générale la condition que nous allons retenir et dont nous allons
montrer qu’elle est suffisante pour gRes,, soit vérifié avec l'interprétatiof]-]} :

Vi<j,Vde R, {fju(d) ] d <d} € p'(R;) (10.4)

Définitions équivalentes

Cette condition stipule que si I'on a deux indidesj, I'image d’un idéal deR; par f;; est
un idéal deRR ;. La proposition suivante en donne encore une autre formulation :

Proposition R0

La condition|10.4| est équivalente a :

Viaj,Vde Ry {fiu(d) | d <d}={d" | d" < fiu(d)} (10.5)

Preuve Pour montrer qug 10.4 impliqiie 1D.5, on remarque tout d’abord que par croissance
des f;;;, on a linclusion{ f;;(d') | @ <d} C {d" | d" < f;:(d)}. Réciproquement, si’ <

fii(d), alors on déduit de la conditign 10.4 qu'il existe une descripifor< d telle qued’ =
fia(d").

Dans l'autre sens, i 10.5 est vérifiée, alors il est clair qu’un ensemble de la forme :
{fiu(d) | d' < d}

est un idéal dev;. O

Ecrit autrement en utilisant la notatiatj, cette condition peut se noter augsi(d|) =

(fis(d)) L.

Une autre fagon d’exprimer cette condition est la suivante : si 'on a deux indiget deux
descriptionsi; € R, etd; € R; telles qued; < f;:(d;), alors il existe une autre description
d; € R; telle qued; < d; et f;;(d;) = d;. Mais alors, on peut caractériser un tel élemént
puisqu’il est plus petit qué; et quef;;(d;), la descriptioni; A f;);(d;) fait forcément 'affaire.
En reprenant la notation- vue pag¢ 414, —~ d, signifie que(d,, d») appartient au domaine
de définition de\), on peut écrire :

Proposition P1
La condition|10.4| est équivalente a :

Vi<j,Vdi € Ri,Vd; € Ry, dj < fidi) = di ~ fiy;(d;) (10.6)
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Preuve On aen effet:

dj € { fi(d) | d < d;} & Idj: di < d; et f:(d;) = d
& 3d;: d; < d; etd; < fi;(d;) et f;:(d;) = d;
& 3di:dy < di A fy);(d;) et fi(dy) = d;
& di ~ fi;(dy)

O

Comme on le voit dans ces différentes formulations, la condition que I'on a exhibée sur les
hiérarchies de représentations exprime le fait qu’une représentation plus approximative qu’une
autre doit cependant “en recouvrir toute la largeur”.

Preuve d'équivalence

Nous allons supposer maintenant que cette condition est veérifiée, et nous allons montrer
gu’alors, en utilisant l'interprétatiofi-}, la propositiorPos, est vérifiée. Ainsi, on aura prouve
que la propositiop 10/4 est une condition nécessaire et suffisante paBobssisoit vérifiée elle
aussi.

Proposition 22
Etant donné une hiérarchie de représentation ‘H vérifiant la condition|10.4, une fonction Loc,, :
U — ©!(Z) et un ensemble de fonctions v; : ¥ — ' (R;) vérifiant la condition (10.3, Ia

condition Pos, :

Vo € L1y, Vi,j € Loc(p),Vd € Ry, d € {[¢lts < f:(d) € {{gl}

est elle aussi vérifiée.

Preuve On procede par récurrence pour montrer ce résultat. Le cas de base, c’est-a-dire le
cas des propositions atomiques, est réglé par le faiLgug et lesy; vérifient la proposition

[10.3. Supposons maintenant par récurrence que deux propositeins vérifient la condition
voulue.

Soient deux indices j € Loc(y) N Loc(y). Ona:

d e {le Vil & de gl U{v]s
& fii(d) € {elt; U{Ivl
& fi(d) € {» V¥l
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De la méme fagon, on montre qdes {[p A Y]} < f;i(d) € {{p A ¢]};. Le cas de 'implication
est un peu plus compliqué. Tout d’abord, en utilisant les définitions et I'hypothese de récurrence,
on peut écrire :

de{lp =4l & Vd <d fiu(d) € {elt; = fiu(d) € {U];
fii(d) € o = Ul & Vd < fa(d), d' € {¢lt; = d" € {v]};

On peut alors conclure pour le cas de I'implication, puisque la propo$ition 20 nous assure que
les ensemble$ f;:(d) | & < d}et{d | d < f;:(d)} sontégaux.

Le dernier cas, concernaht; ¢, est direct puisque par définition, on a :

Vj<i,d e {{Kiolt; < fi;(d) € {Ki el

On en déduit donc, pour<i :

d e {[Kipl; < fi;(d) € {Ki ¢l
& fig © fri o fu;(d) € {Ki¢l}i
< fik © frj(d) € {K; oI}
& frj(d) € {Ki el

On a utilisé pour cela les inégalités :
fitk © fri© firj = filj < fi o fuj < fip© fupi © filj

L'hypothése de récurrence est donc bien vérifiée, ce qui permet de conclure. O

La condition que nous avons exhibée nous permet donc, en utilisant I'interpréfafion
d’avoir le comportement entre des représentations comparables exprimé par la cdPaokition
Définition 3
Une hiérarchie consistante de représentatibhs- (Z,<, {R;},{fi;}) est une hiérarchie de
représentation vérifiant la condition que I’on rappelle :

Vi<j,Vd e R, fj(d)] = fji (dl)

Les hiérarchies consistantes, avec l'interprétafidn modélisent une logique différente de
OL. C’est ce que nous allons étudier maintenant.
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10.3 Logique des hiérarchies consistantes

Retour sur la consistance globale

L'utilisation conjointe de hiérarchies consistantes et de I'interprétdfipmermet d’obtenir
une logique différent®©L. Par exemple, I'axiome de consistance glob@P® vu précédem-
ment (voir{ 8.4 9.98) est maintenant vérifié. On rappelle son intitulé :

GD :Vp,Vi,j, F K, — K;-p

Pour montrer cela, on observe tout d’abord Gue(K; p — —K; —p) =i] Nj]. Soitk un
indice appartenant a cet ensemble, ainsilggd.oc(y). On a par définition :

{{Kip — —~K;=ph = {- (Ki o A Kj —9)
={d|vd <d,d & {{K;ip} N {K; ~¢]}r}

Mais I'ensemble{[K; o} N { K ~¢]}, est vide, comme le montre la suite d’'implications sui-
vante :

d' € {{Kielte = fuio fur(d') € {olh
= fur(d') € {vl}
= 3d" < fyjo fi(d): d" € {{olh
= fu; o fin(d) & ]
= d ¢ {K;~oltx

Cela nous assure donc que I'of[&; ¢ — —K; —¢lt, = Ry, et que de fagon plus générale,
I'axiome de consistance globaleD est vérifié par les hiérarchies consistantes pour l'interpré-
tation {[-]}.

Etude de la logique

Nous allons maintenant caractériser précisement la nouvelle logique que I'on obtient en
utilisant les hiérarchies consistantes et I'interprétafjdh Tout d’abord, nous venons de voir
gue I'axiome de consistance glob&l est vérifié. On peut en fait montrer qu’un autre axiome
plus puissant, en I'occurren@: K; ¢ — ¢, est lui aussi vérifié. En effet, on a pour un indice
k € Loc(p)Nil :

{Kiv = gl ={d |Vd <d,d €Kil = d" € {[pli}

={d|Vd <d, fyo fir(d) € {ltx = d' € {¢hi}
- Ry
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puisque l'on & <i = Vd, d < fi; o fiu(d).

Il est cependant intéressant de remarquer que la logique que I'on obtient avec cette nouvelle
interprétation ne contient pas la précédente, c’est-a€lteEn effet, 'axiomeL, : K; (¢ —
K; p) n'est plus vérifié, puisqu’en conjonction avec l'axioriig il permet de déduirep —
K; ¢, et donc en utilisant a nouvedl, ¢ «— K; ¢, lequel n’est pas veérifié puisqu’en général,
frji © fir(d) # d.

L'axiome 4, qui est plus faible qu&, est lui vérifié, grace au fait que :

frpi © fijk © fri © fije = fugi © fijk

Pour résumer, la nouvelle logique que I'on considére vérifie les axiomes de la logique ob-
servationnelleOL a laguelle on a 6té.4 et I'on a ajouté les axiomes et 4. La logique que
I'on obtient de cette maniére est exactemEsd + KV, que I'on avait rencontré précédem-
ment dans le cas de I'approximation d’une représentation par une autre (voir le th¢préme 2
p[62). Nous allons en fait montrer qli84 + KV est exactement la logique modélisée par les
hiérarchies consistantes et I'interprétatipi}, dans le cas ou I'ensemble d’indicésest infini.
Comme précédement, dans le cagZoest fini, il faut spécifier la représentation qui est la plus
précise, et ajouter un axiome en conséquence. Pour exprimer le résultat du cas infini de fagon
rigoureuse, définissons la notatipr-;, pour représenter la validation pour ces structures (en
utilisant les notations usuelles,®tdésignant une hiérarchie consistante) :

Vo, Fen v © VH,Loc,,v, Vi € Loc(p), {¢l}i = R,

On peut alors écrire :

Théoreme 11
Pour tout ensemble infini d’indices Z, toute proposition ¢ € L1y est prouvable pour la logique

IS4 + KV si et seulement si elle est valide pour les hiérarchies consistantes :

Vo€ Lry, Fisarkv ¢ & Fen ¢
Preuve La preuve compléte se trouve en anriexg B.5. O

Si'ensembléel est fini, et quel est associé a la représentation la plus précise, on voit qu’il
faut ajouter un axiome de la fornr@D’, : ¢ — K, ¢ pour obtenir la logique modélisée par
ces hiérarchies consistantes. On montre en particulier dans I'gnnéxe B.5 que si I'on désigne par
=en, 1 ¢ la validité pour toutes les hiérarchies consistantes telle que la représerRatiest
plus précise que toutes les autres, on a:

Vo, Feni ¢ < Frsaikviap, ¢
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L'utilisation de hiérarchies consistantes avec l'interprétafjdnhpermet donc de modéliser
la logiqueIS4 + KV, qui a 'avantage par rapport@L de permettre d’exprimer des relations
plus fortes entre les différentes fagcons d’observer un systéme, assurant par exemple que des
observations différentes ne seront jamais en contradiction I'une avec l'autre.

Nous allons cependant montrer dans la section suivante que ces structures sont moins intui-
tives ou pratiques a utiliser que les hiérarchies de représentations.

10.4 Utilisation de hiérarchies consistantes

Les exemples et sujets que nous allons développer dans cette section vont rester a un niveau
moins formel que le reste de ce travail. En effet, il s’agit ici de la présentation d’arguments illus-
trant ce que nous estimons étre des faiblesses des hiérarchies consistantes et de I'interprétation
{-]}. Cependant, ces arguments sont subjectifs et ne sont que le reflet de notre opinion vis-a-vis
des avantages et inconvénients des structures considérées.

10.4.1 Lalocalisation des propositions

On peut tout d’abord s’interroger sur le sens de la fonction de localishtionCette fonc-
tion a été introduite pour traduire le fait qu’il fallait disposer d’'un moyen pour identifier les
observations ayant une “résolution” suffisante pour étre sir de la validité d’'une proposition don-
née. Ainsi, pour une proposition, I'ensemblel.oc(y) désigne I'ensemble des représentations
suffisamment précises pour pouvoir décider de la validit¢.de

Si la notion de résolution minimale peut étre considérée comme légitime, la facon dont
elle est formalisée dans le cadre de l'interprétatijoh fait qu’elle n’est pas présente dans la
logique elle-méme. Ainsi, pour chaque propositioet une interprétation donnée, il existe au
moins un indice tel quei € Loc(p). On a alors? j, {{¢]}; = {{K ¢]};. Cette égalité dans les
interprétations se traduit dans la logique par la proposition valide :

Fpe Kip
Il existe une proposition de ce type pour chague L7 v, et on peut écrire de fagon générale :
VoeLlry,di€el: Epe— Kip

Mais cette propriété, qui représente une caractéristique importante de la logique modélisée par
une interprétation donnée, n’est pas exprimable dans cette logique. Elle reste extérieure a celle-
ci : étant donné une formule, il n’existe aucun moyen a I'intérieur de la logique de déterminer

un indices tel quey et K; ¢ soient équivalents. Pour que cela soit possible, il faudrait au moins
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étendre le langage de facon a introduire une quantification sur les indices. Mais méme alors,
cela ne suffirait pas pour trouver, pour une propositonn indice: correspondant.

Ainsi, certains aspects importants du raisonnement que I'on peut faire sur un systéeme mo-
deélisé par une hiérarchie consistante obligent a se référer au modeéle. Toute I'information que
celui-ci donne sur le systeme étudié n’est pas accessible de fagon interne.

10.4.2 La manipulation des hiérarchies consistantes

Nous allons maintenant donner quelques exemples montrant que la condition sur I'on im-
pose sur les hiérarchies de représentations pour qu’elles soient consistantes entraine une grande
perte dans la souplesse de manipulation de ces structures. On reprends pour cela quelques-unes
des constructions présentées dans I'anpexe D.

Les partitions de représentations

Nous allons tout d’abord nous intéresser a la construction de partition décrite dans la par-
tie[D.4.3. Il est facile de montrer que cette construction ne peut étre appliquée telle qu’elle
a une hiérarchie consistante dans le cas général. Un contre-exemple peut étre défini simple-
ment. Considérons en effet une hiérarcRieonstituée d’'une unique représentation composée
de quatre éléments, une description videt trois descriptiond, d», d3 incomparables entre
elles. Cette hiérarchie est consistante, comme le sont toutes les hiérarchies a un seul indice.
Un exemple de partition & partir d@ est représenté dans la figlire 10.3. La hiérarchie obtenue
n’est pas consistante, puisque le coufale d;) n'appartient pas au domaine de définition de la

conjonctionA comme l'imposerait I'équation 10.6 p.122 sachant due- frs(t).

R Ry

Figure 10.3 — Exemple de partition non consistante

On voit donc que la possibilité de partitionner une hiérarchie consistante dans le cas gé-
néral implique, si I'on veut obtenir une hiérarchie consistante comme résultat, d’ajouter des
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contraintes sur la structure des représentations. Il en résulterait donc un alourdissement supplé-
mentaire de ces structures.

Le raffinage de hiérarchies

Comme on vient de le voir, 'opération de partitionnement est problématique dans le cadre
des hiérarchies consistantes. Cette opération est un cas particulier de I'opération de raffinage.
C’est a cette derniére que nous allons maintenant nous intéresser.

Nous allons étudier un aspect de l'utilisation d’un tel opérateur pour effectuer un raffinage.
On suppose pour cela que I'on a deux représentafiyret R ; avec: < j, et deux fonctions de
transformationy, v de telle sorte que I'ensemble forme une hiérarchie consistante. Nous allons
appliquer a la représentatid; un opérateur;. En utilisant les définitions du raffinage, les
représentations obtenues apres résultats’8pat R’ ou l'on a:

Vdj S R;, dj = Qo ¢1 O’}/(d])

Pour que la hiérarchie obtenue soit consistante, soient deux descrigtiend,; telles que

d; < o/(d;) (on rappelle que’ = «). La propositiorj 10]6 nous impose alors que la description
d; N+'(d;) = ¢:(d; Np;0y(d;)) est bien définie. Mais par consistance de la hiérarchie de départ,
la seule information que I'on a est I'existence de la descripfiony(d;).

Avec cette définition, on s’apercoit que pour que la condition soit vérifi€ée dans le cas général
(c’est-a-dire que la descriptiop;(d; A ¢; o v(d;)) existe dans les conditions que I'on vient
d’énoncer), il faut ajouter des conditions supplémentaires. En effet, il est facile de construire un
exemple ou elle n'est pas vérifiée. Considérons pour cela les hiérarchies représentées dans la
figure[10.4. On part d’'une hiérarchie consistahté laquelle on applique un opérateuqui a
pour action de transformer toute descriptibe = end A y.

Il est facile de s’apercevoir que la hiérarchie obtenue n’est plus consistante, puisque par
exemple dans la hiérarchie de depdrt) v(d;) est bien déefinie, maig; A" 7/(d;) ne I'est plus
a l'arrivée.

On voit donc que 'opération de raffinage, qui était présentée dans le chagitre 4.2 et 'annexe
comme l'une des opérations les plus importantes avec le produit cartésien pour la manipula-
tion de hiérarchies, nécessiterait d’étre modifiée pour pouvoir étre appliquée aux hiérarchies
consistantes. En particulier, il faut appliquer des restrictions aux opérateurs de cléture que I'on
souhaiterait utiliser dans ce cadre. Cependant, nous n'avons pu caractériser aucune restriction
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v(d;)

Figure 10.4 — Exemple de raffinage non consistant

“raisonnable”, ce qui fait que nous n’avons pas trouvé de classe d’opérateurs suffisament in-
tuitive et facile a définir, comme l'est la classe des opérateurs de cl6ture inférieure pour les
hiérarchies de représentations.

De facon plus générale, nous voyons la nécessité de modifier les opérations de base comme
un inconvénient a l'utilisation des hiérarchies consistantes. Alors que pour les hiérarchies de
représentations, nous avions présenté un ensemble d’opérations générales, faciles a définir et
permettant une grande souplesse dans la manipulation de ces structures, nous voyons que Si
I'on se restreint aux hiérarchies consistantes, on perd une grande partie de ces avantages.

Cependant, I'étude de cette restriction des structures de base a permis d’isoler un ensemble
d’idées et de concepts importants relativement au but de départ qui est la modélisation et I'étude
logique de la connaissance basée sur I'observation de systemes. Dans la prochaine partie, nous
allons mettre en paralléle ces deux formalismes, et présenter une méthode pour combiner les
deux approches de facon a obtenir dans une certaine mesure le meilleur de celles-ci.
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Jusqu’a présent, nous avons développé deux approches différentes de la modélisation de
la connaissance dans le cadre d’observations partielles. Tout d’abord, nous avons défini les
systemes de représentation, ainsi que la log@liequi lui associée, cette logique pouvant étre
vue comme assez faible, puisque ne permettant pas d’exprimer de liens forts entre les différentes
points d’observation.

Ensuite, nous avons introduit les hiérarchies de représentations, qui sont une extension de la
structure précedente, ainsi qu’une nouvelle maniére d’interpréter les propositibas,déa
logique correspondante, que nous avons identifiée commel8tamtKKV, fournit plus de liens
entre les différentes observations, mais le prix a payer est comme on vient de le voir une perte
importante de la généralité et de la souplesse des structures manipulées.

Nous allons maintenant comparer plus en profondeur ces deux approches. En particulier,
nous reviendrons sur la notion de localisation, qui permet de relier la prouvabilité d’une pro-
priété a un ensemble de représentations. En modifiant cette notion pour mettre plus précisement
en correspondance une proposition et une représentation ou elle a été observée, nous pourrons
identifier une catégorie de propositions qui sont utilisables de facon plus sire que les autres, en
ce sens que l'on peut les utiliser en faisant abstraction de leur représentation d’origine. Ainsi,
I'utilisation de la logiqueOL et de ses limitations par rappori®s4 + KV nous permettra d’ob-
tenir une ébauche de théorie des informations communicables, en fournissant a la fois un critére
de sélection des propositions et une méthode de transformation des propositions en général pour
gu’elles remplissent ce critére.
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Nous pouvons maintenant résumer les deux approches que I'on a décrites dans ces pages. On
a d’'une part la structure des hiérarchies de représentations, avec l'interpr@fatetird’autre
part les hiérarchies consistantes afjéf. Le premier formalisme méne, comme on I'a vu, & une
modeélisation du comportement logique de I'information suivant la logique observatiofifelle
Elle est constituée de la logique intuitionniste a laquelle on a ajouté la régle de nécessitation,
ainsi que les axiomes et régles résumés dans lajtable 9.

Ki(p—=¢) = Kip — K K
Kip — 2K~ D
Ki (p < Kip) L
V'L, ~ Kz (Y2 +
Univ i Nec
Fo F K
Table 9 — Axiomes et régles de la logiqQd.

Ce formalisme peut étre caractérisé par deux traits principaux : les hiérarchies de représenta-
tions sont une structure algébrique trés générale et facile & manipuler, comme Ifahnexe D nous
le montre. En contrepartie, on a vu au début de cette partie que la loQij@vait le défaut de
fournir trés peu de liens entre les informations correspondant aux différentes représentations.

Cette derniére constation a amené dans le chapitre précédent a définir une nouvelle struc-
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ture — les hiérarchies consistantes — et une nouvelle interprétation de cette structure sous forme
logique. On obtient alors la logiqu&4 + KV comme modélisation du comportement de I'in-
formation dans le cas de représentations partielles. L'un des principaux avantages de cette lo-
gique est la vérification de I'axiom® : K; o — ¢. Cet axiome permet en effet de prouver les
axiomes de confiance entre agents et de consistance globale, dont on rappelle les énoncés :

Malheureusement, les hiérarchies consistantes sont difficiles a manipuler, comme nous avons
essayé de le montrer dans le chapitre précédent.

Nous allons maintenant présenter une adaptation de I'approche utilisant les hiérarchies de
représentation permettant de regagner une partie de I'expressivité de la [EHqudV, tout
en conservant une grande souplesse d’utilisation. Pour cela, nous allons examiner a nouveau la
notion de localisation des propositions, ce qui impliquera une légére transformation du langage
logique utilisé, et plus précisément I'ajout explicite d'indices pour indiquer la localisation.

11.1 Nouvelle approche de la localisation

Nous allons tout d’abord revenir a la notion de localisation des propositions. Elle avait été
définie en suivant I'idée qu’on ne pouvait décider de la validité d’'une proposition que dans des
représentations ayant une précision suffisante pour cela. Le traitement que I'on avait fait de cette
notion avait conduit a la définition des hiérarchies consistantes et de la fonction d’interprétation
notée{-]} modélisant la logiqudS4 + KV. La discussion qui a été faite dans le chapitre
précédent sur certaines propriétés de ce nouveau cadre nous incite a croire qu’il ne s’'agit pas
du meilleur traitement que I'on peut faire de la notion de localisation. En particulier, cette
localisation est présente de fagcon directe dans la structure algébrique, mais absente de la logique,
ce qui la rend peu intuitive.

De plus, telle qu’elle est définie dans ce cadre, cette notion est trop générale. Pour illustrer
ce fait, intéressons-nous a la signification de I'interprétation d’'une proposition primitives
suivant deux représentations différentes. D’aprés la définition d’une interprétation basée sur des
hiérarchies de représentations, ofyd; = v;(¢). Or, pour deux indices distinciset j, v;(1))
etv;(¢) ont des valeurs quelconques, et il n’existe aucune relation entre elles. Il est possible de
déduire deux propriétés impliguées par cette constatation pour la localisation des propositions
atomiques :

— Deux versions différentes d’'une méme proposition atomique n’ont aucun rapport entre

elles si elles se rapportent a des représentations différentes. Ainsi, une proposition
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apparaissant dans le termig ) ne correspond pas a la méme propriété du systeme que
dans le termés; ¢ sii # j.

— Lorsqu’une proposition atomique apparait dans un tespriefaut qu’elle se rapporte a
une représentation, puisque parler d’'une propositiem général n'a pas de sens, d’aprés
la premiere remarque. Il faut donc se limiter aux termes du langageou toutes les
propositions atomiques sont localisées.

Pour formaliser plus précisément le premier point, nous allons introduire une notion de
localisation d’un sous-terme et plus particulierement des occurrences de propositions atomiques
dans un terme. Ainsi, 'occurrence d’'une proposition atomiguest localisée en si elle est
située a l'intérieur d’'un sous-terme de la formfigp, et que ce sous-terme est le plus petit de
cette forme. Cette notion est illustrée dans les exemples suivants, ou pour chaque proposition
atomiquet) est notée avec sa localisation en indice entre crochets (@tindique qu’elle
n'apparait pas a l'intérieur d'uf;) :

Ky K Ky Ay
K; (Y — (K vy V) — v

Plutdt que de définir précisément cette notion, nous allons nous intéresser directement a celle de
permutation localisée. Etant donné une permutatida I'ensemble des propositions atomiques
U, on définit la permutation de selono eni (que I'on notep[o, i| comme le terme obtenu en
partant dep ou chaque proposition atomique localisée eni est remplacée par()). On
définit cette transformation de fagon formelle :
Définition 4
Etant donné un terme , un indice i et une permutation o de U, I’application localisée de o en
i sur ¢ donne le terme |0, i = Subs(yp, 0, 0, 1) avec la fonction Subs définie ainsi :
Subs(v o k) =4 ITF bew
o¥) j=k

Subs(K; ¢, j,0,k) = K; Subs(p, i, 0, k)

SUbS(ng V 9027j7 g, k)= SUbS(g&l,j, g, k) \% SUbS(gD27J7 g, k)

) =
) =
Subs(p1 A @2, 7,0, k) = Subs(¢1, J, 0, k) A Subs(ps, J, 0, k)
Subs(p1 — 9, j,0,k) = Subs(gpl,j, o, k) — Subs(ps, j, 0, k)
) =

Subs(L, 7,0,k

Dans cette définition, on suppose que I’indice (), correspondant a I’absence de localisation, ne

fait pas partie de I’ensemble d’indices 1.
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Nous proposons de plus une notation sur les interprétations atomiguredéfinissant :

(W) i#]

vi(o(¥)) i=j
On peut alors énoncer la proposition illustrant I'indépendance des propositions atomiques de
localisations différentes :

Proposition 23
Etant donné un terme , une permutation o de ¥ et un indice i, on a pour toute hiérarchie de

représentations 'H, toute interprétation atomique v et tout indice j les égalités :

[elos illnws = [Pl
[[SHbS(907 .ja g, i)]b‘ﬂ%j = [[w]]H,V[in]J

Preuve On prouve ce résultat par récurrence sur la taille des termes. Les cas— et | se

traitent directement. Nous allons développer le cas des propositions atomiques et des opérateurs
modaux. Pour les propositions atomiques, deux cas se présentent, suivaet gjlgent égaux

ou non:

i # j = [Subs(¢,j,0,9)],; = [¥].; =v;(¥) = v[o,i];(¥) = [V]vwa,
i =J = [Subs(¥,5,0,0)]u; = lo(W)l; = vi(a(¥)) = vio,il; () =[]

Pour les opérateurs modaux, on peut écrire en utilisant I'hnypothése de récurrence :

[Subs(Ky ¢, j, 0,7)],; = [Kx Subs(p, k, 0,7)].,
= {d | fu;(d) € [Subs(p, k,0,)]x}
= {d ‘ ka(d) € [[SOHV[U,i},k}
= [Kk 0lvjo,.5

On a ainsi prouvé la seconde égalité de la proposition. Pour obtenir la premiere égalité, il suffit
de reprendre les calculs précédents, en remarquant gue @j alors;j # i. O

Cette proposition permet d’énoncer un corollaire important, qui exhibe précisement l'indé-
pendance de propositions atomiques de localisations différentes.

Corollaire 23.1

On a pour une proposition p, une permutation ¢ de V et un indice ¢ € 1 I’équivalence suivante :

FoL e & Fowylo,i]
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L'une des conséquences de cette proposition est que I'évocation d’une proposition atomique
non localisée dans une proposition logique n’a aucun sens, puisque comme on vient de le mon-
trer, il y a autant de significations pour une proposition atomique donnée qu’il y a d’indices. On
justifie donc le second point de la liste donnée p.136.

11.2 Fermeture des propositions

Nous allons donc maintenant nous restreindre a I'étude des propositions ou toute occurence
d’une proposition atomique se trouve a l'intérieur d’un sous-terme de la féfme De tels
termes peuvent étre qualifiés de fermés, puisque les propositions atomiques ne peuvent pas
s’échapper. Il est facile de définir cette notion de fermeture.

Le critére de fermeture

La fermeture d’un terme peut étre caractérisée en utilisant la notion de proposition atomique
libre, proche de la notion de variable libre ®talcul. Dans ce dernier, une variable est libre si
elle n'apparait pas a l'intérieur d’'uk Dans le cas présent, on peut de méme parler d'une pro-
position libre si elle n'apparait pas a I'intérieur d’'éf). Cela suggere les définitions suivantes :
Définition 5
L’ensemble des propositions atomiques ayant au moins une occurence libre dans terme ¢ est

égale a fp(y), ou la fonction fp est défini de fagon inductive :

fp(¥) = {¢} pevw
fp(p1 V p2) = fp(ip1) U fp(2)
fp(o1 A p2) = (1) U fp(ip2)
fp(p1 — w2) = fp(1) U fp(i2)
fp(K; ) =0
fp(L) =10

Définition 6
Un terme ¢ € L1y est fermé si et seulement si fp(y) = (.

On obtient donc une premiére définition de la fermeture d’'un terme, qui de plus correspond
bien a l'idée que I'on a énoncée plus tdét, qui impose que toute occurence d’'une proposition
atomique soit localisée (ce que I'on appelle ici fermée).

Il est possible de contraindre encore plus les termes de telle sorte que chaque proposition

atomique apparaissant dans un terme se trouve accolée a uniermntquant directement sa
localisation.
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Le langageLLz

Cette seconde approche de la localisation peut étre obtenue en imposant au langage d’utiliser
non pas leg) € ¥ comme formules atomiques, mais a la place des termes de la formeour
i € T ety € W. On peut définir exactement I'ensemble des propositions ayant cette forme :

Définition 7
Le langage LLz g est le plus petit ensemble E vérifiant :

{Kiv|ieZpeV}U{L}CE
Voelbiel, Kijpek
Vr,020 € E, {p1 Vo, p1 Ao, 01 — 2} CE

D’aprés les deux définitions de localisation que I'on vient de donner, il semble que I'appar-
tenance d.Lz y est plus forte que la fermeture. On a en effet :

Proposition 24

Vo € LLzy, fp(p) =0

Cependant, du point de vue logique, ces notions sont similaires, puisque toute formule fermée
est équivalente a une formule déz g :

Proposition 25

Vo€ Ly, (fp(p) =0= 3¢ € LLzy: FoL v < ¢')

Preuve Ce résultat vient du fait qu’il est possible, dans un terme fermé, de faire “descendre”
les K; jusqu’aux propositions atomiques. On a en effet :

FoL K (p1V ¢2) <« K1V K;
FoL K; (w1 A wa) < K01 N K; o
FoL K (p1 — p2) < K; (K; o1 — K )

On peut donc appliquer ce genre de transformations successivement pour, partant d’'un terme
fermé, aboutir a un élément dé.; ¢, chacune des étapes préservant 'équivalence. [
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11.3 Les observations atomiques

L'utilisation du langagd.Lz v modifie la fagon dont il faut considérer la logiq@d. pour
la modélisation de connaissances basées sur des observations. En effet, jusqu’a présent, les
propositions atomiques, éléments@gepouvaient étre prises pour représenter les informations
de base dont on dispose a propos du systeme, c’est-a-dire les résultats d’observations. Ces
éléments étaient utilisés comme briques de base, et toute proposition logique concernant le
systéme étudié apparait alors comme une mise en relation d’observations.

Puisque I'on impose la localisation des observations, on modifie ces briques de base, celles-
ci étant remplacées par des termes de la foffmé. Pour illustrer la fagon dont cela change
le comportement des propriétés impliquant des propositions atomiques, nous allons introduire
une nouvelle notation suggérant que I'on a un nouvel ensemble de propositions primitives. Ainsi,
définissong); comme étant une version abrégée pAytr).

Dans le cadre de la logiqu®L, il est possible d’énoncer de nombreuses propriétés vérifiées
par ce que I'on peut donc considérer comme de nouvelles propositions atomiques. Ainsi, on peut
exprimer des propositions les concernant ressemblant & I'axiroe qui peut donne un statut
de “réalité” a ces propositions :

E Ky — ¢,

On peut déduire en particulier que I'axiome de confiance entre agents est alors vérifié :
- Kz'Kﬂ/)k — Ky,

De plus, puisque la localisation des propositions de la faperepparait explicitement, on peut
énoncer des propriétés quand a leur observabilité :

"%HKﬂﬂi

Pour une hiérarchie de représentations particuliére et en utilisant l'ersine les indices, on
peut méme écrire :
Vi<, Ey o K,

Observations négatives des propriétés

Dans les propriétés que I'on vient d’énoncer, on relie la véracité d’'une proposijtébson
observation. Ainsi, si'on d; ¢;, alorsy; est vraie. Réciproquement,siest vraie, alors cette
propriété est observable dans au moins une représentation. Mais ces différents cas se rapportent
a une situation ou une propositign est bien vérifiée par le systeme.

On peut aussi s’intéresser au cas ou la propriétést fausse, ou sa négation est vraie.
Supposons tout d’abord que I'or/g, —¢);. Cela ne suffit pas a assurer guen’est pas verifiée
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par le systeme. En effet, la logiqu2L ne permet pas de deduire); de K; —);. |l est méme
possible quey; soit vérifiee en méme temps qu€; —¢;, puisque— (y; A K;1);) n'est pas
non plus prouvable dan®@L. En particulier, on peut construire une hiérarchietelle que
H = ¢ N K; —);, comme la figurl le montre.

Figure 11.1 — Hiérarchie modélisant A K1 —1)y

Aussi, le terme-1); n'est pas suffisant pour s’assurer que la propositiomest pas vérifiée.
Il faut de plus imposer que ce terme soit observé depuis la représentation ou est lagalisée
c’est-a-dire la représentatidg; elle-méme. Pour cette raison, le terme & utiliser pour désigner
la négation d’une proposition; estK; —1); et non simplement);. On peut donc enrichir la
notationy; en définissant :

v =K1 ;= K~ K9

Nous pensons que ces deux définitions permettent d’exprimer correctement I'idée d’'une pro-
priété qui est vérifiée ou non par le systeme. Pour illustrer cela, nous allons présenter quelques
propriétés concernant cette notion.

Quelques propriétés concernant leg);" et

Tout d’abord, comme dans le cas précédent aveon préciser le rapport entre I'observa-
tion d’une proposition de la forme? et sa validité (ainsi que son observabilité) :

by e Ky pe{+ —}

Ainsi, de telles propositions peuvent étre vues comme des éléments de réalité. Si elles sont ob-
servées, alors elles sont prouvables. De plus, réciproquement, si elles sont prouvables, alors il
est possible de les observer. La présence de la localisation en indice permet de plus la détermi-
nation d’'une représentation dans laquelle elles sont observables, et cela de fagcon interne a la
logique, sans avoir recours au modéle utilisé.
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Les propositions);” et ), sont définies comme correspondant au fait qu’'une propriété
définie dans la représentati®) est vraie ou fausse. En général, en logique intuitionniste, une
propositiony et sa négatiomy vérifient les propriétés suivantes : elles ne sont pas vraies en
méme tempsHr, —(¢ A —¢)) mais au moins I'une des deux est vraie, méme si on ne peut pas
dire laquelle i, = (¢ V —¢)).

Pour les propositions atomiqué$, il est aussi possible d’énoncer des propriétés similaires
mettant en relation les versions positives et négatives d’'une méme prapriétéit d’abord,
elles ne peuvent pas étre vérifiées en méme temps :

F = (f A7)

On peut de plus énoncer le fait que I'une des deux est forcément vérifée par un systéeme donné.
Cependant, la proposition—(«; \V1);) est trop générale, et non prouvable dés. La raison

pour cela est que ce résultat n’est pas vérifié dans toutes les représentations. Si I'on reprends
la figure[11.1, I'interprétation dé&, + vérifie [3 ], = 0 et [y5 ], = 0. On en déduit donc

[v3 Vv 5|1 = 0, ce qui montre la non prouvabilité de-(vy5 V 15 ). La raison en est une fois

de plus que toutes les représentations ne sont pas adaptées pour décider de la validité d’'une
proposition. Cependant, si I'on se place dans la représentation ou est localisée la proposition

on retrouve la propriété attendue. Ainsi, on peut écrire :

- K= (0 V)

Tous ces aspects du comportement logique des termes de lafgrete); nous montrent
gu'’ils constituent une formalisation adéquate de la notion de propriétés atomiques sil'on impose
gu’elles soient localisées. Cela justifie de plus la restriction que I'on a imposé au langage en se
limitant au sous-ensemble des propositions fermées, et mérhe a

11.4 La connaissance accessible par observation

Pour reprendre I'un des postulats de départ, toutes les informations que I'on a sur I'état
du systéme proviennent d’observations. Exprimées dans le lahdageutes ces observations
se rapportent a une représentation précise, elles sont localisées. Ainsi, toute occurence d’'une
proposition atomique est associée a un indi¢en apparaissant sous la formigy.

L'observation d’'une propriété depuis une représentation donnée n’est cependant pas la forme
d’'information la plus intéressante a manipuler. En effet, comme on I'a développé plus t6t, il n'y
a pas assez de liens entre les différentes fagcons d’observer une méme proposition.

Ainsi, dans le cas général, 'observation d’'une propriété ou de sa négation peut ne pas cor-
respondre a sa vérification effective par le systeme, et il est possible gu’une hiérarchie vérifie a
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la fois K; ¢ et K; —). Cela implique de plus que les agents ne peuvent rien communiquer entre
eux, puisqu’ils peuvent étre en désaccord méme sur les informations les plus élémentaires.

La situation est bien plus favorable si I'on inclut la localisation des propositions. En for-
cant de plus l'utilisation de termes de la formag —K; ¢ pour exprimer la négation d&; 1,
on obtient un ensemble de nouvelles propositions atomiques qui correspondent a des informa-
tions plus significatives. Comme on I'a vu, en utilisant les notatighet ), , ces propositions
atomiques correspondent a des informations fiables sur I'état du systéme. Elles vérifient des
propriétés calquées sur I'axiorie:

- K — o
Cela implique gu’il s’agit d’une information communicable, puisque I'on peut prouver :
=K Ky, — Ky,
Et la consistance globale est vérifiée par ces propositions :

F (K A Kjy)

Toutes ces propriétés ne s’appliquent pas en général a tous les terhigsdé a distributi-
vité de la disjonction et de la conjonction par rapport aux opérations modales font que tout terme
formé a partir deg? en appliquant les opérationset \V constitue une information “fiable”, en
ce sens gu’elles vérifient les mémes propriétés que les propositions atomiques.

C’estla présence au sein d'un terme de I'implicatierqui change le statut de I'information
représentée par ce terme, puisqu’alors on ne peut pas prouver en gén€ral — . En
conséqguence, des propositions contenant des implications ne sont pas communicables dans le
cas général et I'observation d’une telle propriété n'implique pas sa vérification. Dans la logique
OL, on ne peut en effet pas prouver la proposition :

= (Ki(p =) A= — 1))
Pour illustrer cela, la figurg 11.2 montre un exemple de hiérarchie de représentatietis
que :
HE K (Ko — Ky) N (Kyp — Ky1))
Comme la négation d’'un terme est une forme d’'implication, elle n’est pas communicable en
général. C’est la raison pour laquelle dans le cas des propositions atomiques, on &;défini
commekK; - K; .

Nous allons dans le prochain chapitre étudier comment caractériser de facon plus géne-
rale des propositions ayant un comportement analogue aux termes de la/far@ela nous
conduira a définir la notion dbjectivitéd’'une proposition.
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Figure 11.2 — Hiérarchie modélisait; (o2 — 1) A (g — 1)
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Chapitre 12

Vers une théorie de la connaissance
observable

En s’inspirant de I'étude faite précédemment, et de la comparaison entre les lo@ifjues
etIS4 + KV, ainsi que des propriétés vérifiées par les termes de la fgfinié est possible
d’identifier une propriété particuliere que possédent certains termes, une propriété qui traduit le
fait que I'information est utilisable et échangeable.

Pour expliquer cela, on peut revenir a 'un des postulats de départ, qui affirme que toute
connaissance provient d’une observation. De facon logique, cela légitime le fait que les éléments
de base que I'on manipule sont des termes de la fdfine, ou: est I'indice correspondant au
point d'observation utilisé, et est I'information en question.

Mais pour que cette information puisse étre utilisable en général comme caractérisation de
I'état du systeme, il faut qu’elle puisse étre dissociée de sa représentation de départ. En effet, si
I'on associe un agent a chacune des représentations, une information prouvée par W) agent
(correspondant a la représentatiBr) ne peut étre communiquée a un agentque si I'infor-
mation telle qu’elle est formulée est exploitable par ce dernier. C’est a ce genre d’informations
gue nous allons nous intéresser maintenant.

12.1 Objectivité d’'une proposition

Pour cela, nous allons définir un critérebjectivité Une proposition sera dite objective si
elle ne dépend pas d’'une représentation particuliére. Une telle proposition peut étre utilisée sans
risque dans tout raisonnement concernant le systeme.

147
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12.1.1 Quelques approches de I'objectivité

Il est possible de traduire cette notion de différentes facons au sein des logiques que I'on
a rencontrées. On peut tout d’abord s’intéressés4é + KV. Cette logique est apparue a
deux reprises au cours de ce travail, la premiére fois dans le cadre de I'approximation d’'une
représentation par une autre, et dans le cadre des hiérarchies consistantes.

Dans le cadre de I'approximation d’une représentation par une autre, il existe une représen-
tation plus précise que l'autre, ce qui implique que toute information peut étre représentée dans
celle-ci. Dans ce cas, toute information peut étre vue comme objective, puisqu’il 'y a pas de
probleme de localisation des propositions, étant toutes exprimées dans la méme représentation.

Cette situation se retrouve dans les hiérarchies consistantes, méme si elle apparait de fa-
con moins directe. En effet, on peut considérer qu'il existe une représentation plus précise que
toute les autres. Une telle représentation peut étre construite facilement a partir de la hiérarchie
consistante, en prenant le produit réduit. D’apres la fonction de localisation utilisée pour I'inter-
prétation{[-]}, on voit que la aussi, toute information se comporte comme si elle était exprimée
dans cette représentation plus précise que toutes les autres.

Dans les deux cas, nous pensons que cette situation se traduit dans la logique par le fait que
l'axiome T : K; ¢ — ¢ est vérifié. Cet axiome peut en effet étre traduit simplement par le fait
gue si une propriété est observée (g06itp), alors elle est effectivement vérifiée par le systeme
(soit K; o — ¢). Il implique de plus le fait que les agents peuvent se faire confiance entre eux,
puisque l'axiomeC : K; K, ¢ — K; p est alors vérifie.

La vérification de I'un ou l'autre de ces axiomes apparait comme une bonne caractérisation
de la notion d’objectivité que nous sommes en train de définir. De plus, ils ne sont pas vérifiés
en général par la logiqu®L, ce qui légitime I'existence de cette notion dans le cadre des
hiérarchies de représentations.

12.1.2 La notion de contexte

La notion d’objectivité dans le cas général, ou I'on fait totalement abstraction de la struc-
ture, n'est a priori pas trés intéressante a étudier, puisque qu’une grande part des affirmations
gue l'on peut faire sur I'état du systéme utilise une part d’'information structurelle. Pour tenir
compte de cette information, nous allons utiliser un ensemble éventuellement'irfifiy; }
de propositions appelk&ntexte Alors, nous dirons que dans le contekteune propositionp
est vérifiée, ce que nous noterdns ¢, si et seulement si :

VieZ,Vde R de [l =de [¢];
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Dans cette définition, s’inspirant de la construction de conjoncfiof3,représente I'ensemble
;[;]i- SiT estfini, la definition précédente est équivalente ala prouvabilite@de A . .. v,,) —
©.

On doit cependant ajouter une contrainte supplémentaire a la définition de contexte. En effet,
son role est de représenter I'information structurelle associée a une hiérarchie de représentations
donnée. Or, ce type d’information est indépendant de toute localisation, et doit étre exprimée de
facon équivalente dans toutes les représentations. On impose donc :

Cette condition donne au contexXtée statut de connaissance commune, notion étudiée chez
J. Halpern (voir par exemple [39]). Dans notre cas, cela signifie que I'on a pour toute suite finie
d’indicesiy, ..., i,, 'équivalence :

Cela permet d’assurer que I'information structurelle expriméelpast connue, et peut étre
utilisée quelque soit le niveau d’'imbrication d’opérateldisapparaissant dans un raisonnement.

12.1.3 Définition de la notion d’objectivité

En utilisant la notion de contexte, nous pouvons maintenant nous intéresser a la définition
formelle du critere d’objectivité. Comme nous I'avons vu, deux axiomes apparaissent en tant
gue candidats pour cette définition : I'axiorited’'une part, et 'axiomeC d’autre part, qui est
une version moins forte du premier. On peut donc écrire les deux conditions :

Vi,'FK,p—¢ (12.1)
Vi,j, 'K Kjp— K (12.2)

Tout d’abord, puisque I'axiom@& est plus fort queC, on peut supposer que la condition
[12.1 implique I'équatioh 12]2. Cependant, puisqu’a chaque fois, il y a quantification universelle
sur les indices d&€, on peut montrer que les deux conditions sont en fait équivalentes. Pour
montrer cela, écrivons-les sous forme ensembliste en utilisant I'interpréfdti@n obtient :

Vi, j,Vd € [I'];, fi;j(d) € [¢li = d € [#]; (12.3)
Vi, j,k,Vd € [Ulk, fijio fur(d) € [¢l; = fur(d) € [l (12.4)

La conditior] 12.B s’obtient & partir fle 1P.4 en posant k. Réciproquement, saittel que
d € [T]x et fi; o fiw(d) € [l Siy vérifie la conditior] 123, alors comme par hypothése sur
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les contextes on@c [I'], = f;x(d) € [I'];, on peut appliquer cette conditiorya(d), ce qui
permet de deduirg;;(d) € [¢];, qui est le résultat espére. On vient donc de montrer que les
deux versions de la notion d’objectivjté IP.1 et 12.2 sont équivalentes. On peut donc les utiliser
comme définition.

Définition 8

Etant donné un contexte I, une proposition o est objective pour I si et seulement si elle vérifie :

VieZ, TFK,p— o

Dans la suite, nous noterobj(I") 'ensemble des propositions objectives pour un contexte
I' donné. Il est possible, comme nous allons le voir, d’énoncer quelques propriétés simples
vérifiées par cet ensemble.

12.1.4 Quelques propriétés dé&bj(I")

A la maniére de la définition du langag®r ¢, nous allons commencer par indiquer un
certain nombre de types de propositions objectives, qui peuvent étre vues comme des briques
de bases, puis nous indiquerons dans quelle mesure il est possible de combiner des propositions
pour que le résultat soit lui aussi objectif.

Les briques de base

On peut identifier trois types de propositions qui sont objectives pour un contexte donné
Tout d’abord, tout ce qui est déductible du contexte est objectif, puisque sil'on a une proposition
v telle quel’ F ¢, alors pour tout, on a:

'EFK;p— o

Ces éléments dépendent directement du coniexdéautres propriétés qui viennent de la défini-
tion de la logiqueOL, peuvent aussi étre identifiées comme objectives quelque soit le contexte.
Laxiome D : K; ¢ — —K;—p, nous indique tout d’abord que la proposition absutde
est toujours objective, puisque en conjonction avec I'axién€une des conséquences de cet
axiome est la propositiomK; 1, qui peut encore s’écrire sous la formig L — 1, ce qui
permet de conclure a I'objectivité de
Un autre axiome d®L permet lui aussi de fournir un ensemble de propositions objectives
ne dépendant pas du contexte. Il s’agit de l'axiole: K; K; ¢ — K, ¢. Ce dernier nous
montre en effet que toute proposition de la forkigp est objective. On retrouve ici les termes
de la formey? que nous avions introduits dans le chapitre précédent.
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On peut donc écrire, pour résumer :

Vo, I'Ep=¢e0bjl)
1 e Obj(T)
Ve, i, Ko € Obj(I')

Construction récursive

Le langage des termé; y est constitué, en plus des propositions de base, de cing construc-
teurs. Le cas de la proposition absurdest des opérateurs modaikk ont été traités en tant
gue briques de bases. Il reste les connecteurs binajreet —.

Puisque lI'on & K; (¢ A Y) — K; ¢ A K; 1, on montre facilement que la conjonction de
deux propositions objectives est aussi objective :

'FK,p— o

=TFK oAK; A =T F K (oA A
FmeHw} © Y — @AY (pAY) = AP

Laxiome KV : K, (¢ V¢) — K; ¢V K;v¢ permet d'appliquer le méme raisonnement a
une disjonction de propositions objectives. On peut donc écrire :

Vo, € Obj(I), ¢ V1p € Obj(I')
Vo, € ObJ(T), ¢ A¢h € Obj(T)

Le cas de I'implication

Le raisonnement que 'on vient de faire pour la disjonction et la conjonction ne s’applique
pas a I'implication. Nous en avons d’ailleurs déja donné un contre-exemple dans la figlire 11.2
p[145, ol la représentation vérifie :

HE K (K — Ko) A= (Kap — Ko ))

On l'a vu, les sous-propositions, ¢ et K5 1) sont objectives, aussi on a montré que I'implica-
tion de propositions objectives n’est pas objective en général.

Une courte étude de la preuve possible de I'objectivité d’'un tesme ) nous donne une
indication de la raison pour laquelle elle n’est pas toujours possible. En utilisant 'axdgme
on obtient :

LKi(p—Y)F Kip— Ky
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Tout d’abord, si le second sous-termhest objectif, on obtient :
I Ki(p—=v)F Kip— ¢

Dans ce cas, pour arriver a I'objectivité ge— 1, une condition suffisante est quevérifie

Vi, I' o — K;p, quiestlaréciproque du critére d’objectivié. La raison est donc intuitivement
une question de variance pour le membre gauche d’une implication. Le membre droit est cova-
riant, donc I'’hypothése d’objectivité peut s’appliquer, mais le membre gauche est contravariant,
ce qui fait qu’il faut qu’il vérifie la réciproque.

Cloture déductive

Un autre aspect de l'implication qui caractérise I'ensentblg(I") est le fait qu'il n’est
pas clos par déduction. Pour montrer cela, on remarque que la logique intuitionniste, et donc la
logique de I'observation, permettent de prouver :

Vo, FoL L — o

Cela signifie que toute proposition de la forme— ¢ est objective. Comme. est elle-
méme objective, et puisqu’il existe des propositions qui ne le sont pas, on en déduit que I'en-
semble des propositions objectives n’est pas clos pour la déduction.

Ce survol des propriétés vérifiées par les ensenmblg$l’) montre que la notion d’objec-
tivité est stable par toute opération covariante (comme la conjonction et la disjonction), et que
toute proposition de la formg; ¢ est objective, ce que I'on peut interpréter comme le fait que si
I'on fournit suffisament d’informations (comme la représentation utilisée pour valider la propo-
sition ¢), alors cette information est objective, c’est-a-dire qu’elle aura la méme interprétation
dans toutes les représentations.

Nous pensons donc étre parvenu a un critere de sélection des propositions particulierement
intéressant, et nous allons reprendre I'étude de la logijuen tenant compte de celui-ci.

12.2 Lobjectivité dans le cadre de la logique de I'observation

Dans les chapitres précédents, nous avions critiqué le manque de puissance expressive de
la logique de I'observatio®L, en la comparant notamment a la logique modale intuitionniste
IS4 + KV. La discussion s’était en particulier portée sur la vérification ou non de I'axiome
T : K;¢o — ¢. Par la suite, ce dernier a d’ailleurs été retenu comme définition de la notion
d’objectivité pour une proposition.
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A la lumiére de cette notion, nous pouvons comparer les deux logiques et leur adéquation
pour la représentation de connaissances observablesI®bur KV, toutes les propositions
sont objectives, c’est-a-dire qu’elles peuvent étre utilisées telles qu’elles pour spécifier un en-
semble d'états du systeme, et ne sont pas rattachées a une représentation particuliere. Mais
comme nous l'avons vu plus haut, cela vient du fait que pour les structures modélisant cette
logique, la réalité, ou en tout cas une représentation la plus compléte possible de celle-ci, est
présente dans ces structures. Il y a donc une référence absolue a laquelle se rapportent toutes les
descriptions. Or, cela est une contrainte trés forte, puisqu’elle impose un vocabulaire commun
et absolu a tous les agents pouvant observer le systeme. Cela ne correspond pas a I'approche
gue nous avons donné de la formalisation d’'un systeme, ou I'on commence par assembler di-
verses sous-parties (en utilisant le produit de hiérarchies de représentations) avant d’établir des
relations entre ces parties (en appliquant des raffinages).

Le fait que dans la logiqu®L toutes les propositions ne sont pas objectives montre au
contraire que les hiérarchies de représentations sont une structure algébrique possédant la sou-
plesse voulue pour la modélisation d’'un systéme. En particulier, on peut associer a chaque
représentation un langage particulier. Cet aspect des hiérarchies est apparu dans les discussions
précédentes, lorsque nous avons remarqué gu'il n’existe absolument aucun lien entre les dif-
férentes interprétation§];} d’'une méme proposition atomique La contre-partie de cette
souplesse est naturellement le fait que toutes les propositions ne sont pas objectives, c’est-a-dire
gu’elles ne peuvent pas toutes étre utilisées hors contexte, en ne connaissant pas la représenta-
tion ou elles sont valides.

Une analyse plus fine de la notion d’objectivité montre cependant qu’elle ne constitue pas un
argument indiquant une faiblesse de la logi@QUe par rapport dS4+KV. On peut pour cela se
pencher sur I'information structurelle relative au systéme. Ce type d’'information est disponible
guelque soit la représentation choisie, aussi le langage relatif a chaque représentation est connu
partout. Ainsi, si une propositiopvalide dans une représentatiR@nn’est pas objective, il suffit
d’indiquer explicitement sa localisation en utilisant le termgp pour qu’elle le devienne. On
retrouve donc le fait que toutes les propositions de la faking sont objectives. En utilisant un
vocabulaire d’expériences physiques, cela revient a changer une affirmation du type “on mesure
une valeur de 15 volts” en “en effectuant une mesure suivant la procéaduraouve une valeur
de 15 volts”. Puisque les protocoles expérimentaux sont connus de tous, I'intérét de la seconde
formulation est évident.

Ainsi, on voit que le fait que toutes les propositions ne sont pas objectives ne fait que traduire
la souplesse d'utilisation des hiérarchies de représentations, en n'imposant pas des conditions
a priori qui devraient étre vérifiées par toutes les représentations. De plus, puisque toute propo-
sition peut facilement étre transformée en une proposition objective, cela n’entraine pas pour
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autant une réduction de I'expressivité de cette modélisation. Au contraire, nous avons identifié
un critere permettant de s’assurer qu’une propriété est correctement formulée ou non, en restant
dans un cadre général. Ce critere suggere qu’il faut fournir suffisamment d’indications sur le
point de vue utilisé pour énoncer la proposition considérée pour que celle-ci puisse étre reprise
telle qu’elle n'importe ou.

Nous pensons donc étre arrivés a un compromis raisonnable pour définir des informations
communicables. Si toutes les propositions ne sont pas objectives, c’est parce que I'on n’a pas
imposé de conditions fortes sur les représentations, et puisqu’il est facile de rendre une pro-
position objective, cela signifie que cette absence de conditions permet néanmoins de pouvoir
exprimer toutes les propriétés que I'on souhaite sur le systéme.



Chapitre 13

Conclusion

L'objectif de ce travail était de fournir une base logique et formelle aux notions d’observa-
tion et de connaissance acquise par observation. Partant du postulat que toute connaissance que
I'on peut avoir du monde qui nous entoure ou d’un sujet d’étude particulier provient uniquement
des informations que I'on obtient en interagissant avec celui-ci, nous avons défini une structure
théorique précise rendant compte de cette approche.

Contributions

Nous sommes partis de considérations tres générales sur la notion de connaissance partielle.
Cela nous a conduit a la définition d’'une structure algébrique normepgésentatiorpermet-
tant de modeéliser la connaissance accessible depuis une méthode d’observation. Nous avons
alors enrichi cette structure en autorisant la présence de plusieurs méthodes d’observations, et
en définissant un moyen algébrique simple de relier les représentations correspondantes. Ces
considérations ont finalement conduit a la structure que nous avons apgpaléhies de repré-
sentations

Ces structures ont, comme nous I'avons montré, une grande souplesse d'utilisation, et les ou-
tils que nous avons introduits pour les manipuler montrent qu’il est possible de les utiliser pour
modéliser une grande variété de systemes, puisque la méthologie présentée pour cela (la consti-
tution d’un produit de représentations auquel on applique ensuite un ensemble de raffinage) est
trés générale.

Nous avons alors effectué une étude logique du comportement de la connaissance dans ce
contexte. Pour cela, nous avons défini une interprétation du langage proposidernedrs les
hiérarchies de représentations, en introduisant aussi peu d’hypotheses supplémentaires que pos-
sible. La seule dont nous nous sommes servis est celle stipulant que la validité d’'une propriété
est préservée en cas d'ajout d’information. On impose ici une notion de validité assez forte,
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qui exprime le fait que I'on se base sur les observations et rien d’autre pour prouver une pro-
priété. Cela exclue totalement toute forme de raisonnement a priori ou par défaut. L'étude des
propriétés de I'interprétation ainsi définie nous conduit a considérer une logigue que nous qua-
lifions d’observationnelle (noté®L). Cette logique donne lieu & de nombreux commentaires
intéressants quant au comportement de la connaissance telle qu’elle est modélisée.

Tout d’abord, elle est basée sur la logique intuitionniste et non la logique classique. Cela
signifie que I'on exclut tout raisonnement par I'absurde, et que I'on privilégie au contraire les
preuves constructives, dont les briques de base sont des résultats d’observations. En particulier,
le principe du tiers-exclus n’est pas Vérifié, ce qui est I'une des caractéristiques fondamentales
de la logique intuitionniste. Si une propriété n’a pas été observée, elle n'est pas fausse pour
autant. On retrouve ce fait dans le comportement des opérateurs modaux qui ne vérifient pas
I'axiome 5.

Un autre point qui a été développé est celui des liens qui existent entre la connaissance ac-
cessible depuis les différents points d’observation. En effet, dans la structure des hiérarchies de
représentations, ils sont formalisés par un ensemble de fonctions qui correspondent a un moyen
de transformer les descriptions d’'une représentation vers une autre. Cela est possible puisqu’a
chaque fois, il s’agit du méme systéme qui est représenté. A partir de cela, il est raisonnable
d’espérer pouvoir relier de fagon simple les connaissances liées aux diverses représentations. Or,
une premiere étude de cette question montre que la logiduae permet d’exprimer que des
relations trés pauvres a ce sujet. Pour illustrer cela, nous pouvons mettre en paralléle les deux
axiomes suivants :

KiKjp— Kjp T2

Le premier stipule que si une personAgeut prouver qu’une autre personBepeut prouver
une propriété, alor® peut effectivement prouver la propriété en question. Il s’agit d’'un axiome
vérifié par la logiqueOL. Cependant, la non-vérification de I'axioraepar OL précise que la
connaissance de ce fait pame lui suffit pas pour prouver la propriété.

Ces dernieres considérations ont conduit a une longue discussion ou nous avons développé
différentes approches pour identifier plus précisément ce que I'on peut exprimer sur les rela-
tions logiques entre observations. Deux notions sont ressorties de ces discussions. Tout d’abord,
celle de localisation, ou il est apparu que puisque toute connaissance provient d’observations, il
est possible de leur associer une information précisant explicitement la représentation utilisée
pour exprimer cette information. Mais nous avons vu de plus que les propositions atomiques
qui apparaissent dans les propositions ont un sens qui dépend uniquement de la représentation
considérée, ce qui explique que I'axiof@gprécédent n’est pas verifié : 'énoncé d’'une proposi-
tion peut dépendre d’'une localisation précise, et ne peut donc pas étre utilisé sans modification
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autre part.

Nous avons donc défini le concept d’objectivité pour une propriété, qui précise si une pro-
priété donnée dépend d’une représentation ou non, ou encore si elle peut étre utilisée sans
reformulation quelqu’en soit I'endroit. En d’autres termes, cette notion précise si une propriété
vérifie I'axiome C ou non. Il s’agit donc d’'un critere d’autonomie, qui permet de s’assurer
gu’une proposition contient suffisament d’'information sur son contexte d’utilisation. Plus gé-
néralement, on peut parler alors de propositions exprimables, puisque ce sont les seules qui
permettent d’affirmer quelque chose sur I'état du systéme en ne connaissant que la structure de
la hiérarchie de représentation, ce sont les seules que I'on peut énoncer directement en restant
extérieur au systeme, sans se réferer a une représentation particuliere.

De plus, un autre aspect important de cette notion est que dans la formulation que nous
avons donnée de ce critére, il apparait qu'il est équivalent a la vérification de I'aibme
K; p — . Ainsi, ce qui au départ a été défini comme un critere d'indépendance vis-a-vis des
représentations revient a un critere permettant de dire si une propriété observée est réellement
vérifiée par le systéeme ou non, si une propriété est “réelle” ou non.

Comparaison avec d’autres travaux

Il peut étre intéresser de mettre ce travail en paralléle avec d’autres approches de la modéli-
sation de la connaissance. Nous citerons deux d’entre elles, qui toutes deux ont servis comme
modéle et source d’inspiration. En premier lieu, on peut citer les recherches de Jon Barwise sur
I'analyse de flux d'information [3]. Il convient de remarquer a nouveau que ces recherches ont
de nombreux points communs avec notre travail. En particulier, sa structure se rapproche de
celle del[3], puisque dans les deux cas, le point de départ est la représentation de connaissances
d’un point de vue donnée, puis le formalisme est étendu pour tenir compte de plusieurs points de
vue, et on utilise ce formalisme pour définir une logique permettant d’analyser le comportement
des systéemes ainsi modélisés.

Cependant, les approches utilisées sont différentes. J. Barwise et J. Seligman se concentrent
sur les relations existant entre les logiques “locales” (c’est-a-dire la fagon de définir le comporte-
ment du systeme, depuis un point de vue donnée) et ni les différentes représentations ni I'aspect
approximation n’apparaissent explicitement dans celles-ci. Au contraire, nous nous sommes
attardés sur ces deux notions, et avons définir une logique modale pour avoir ces aspects a
I'intérieur méme de la logique.

On peut de plus mettre ce travail en relation avec différents travaux centrés sur le raison-
nement a propos de la connaissarnce [39] 23, 38, 49]. Dans ce contexte, I'étude se base aussi
sur l'utilisation de logiques modales, ou les opérateurs de modalité correspondent a la base aux
différents agents observant le systeme, comme c’est 'usage en logique épistémique. Cependant,
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comme nous lI'avons remarqué précédemment, nous nous sommes basé sur une approche plus
restrictive de la connaissance, puisque nous sommes partis du postulat qu’elle provient unique-
ment d’observations. Cela a conduit comme nous I'avons vu a un abandon d’axiome d'’intros-
pection négativés, lequel abandon semble définitif comme expliqué dans la s€ctipn 8.2. Dans

le méme ordre d’'idées, la logique que nous avons définie ne veérifie pas I'aficspécifiant

gue les connaissances observées peuvent étre appliquées directement au systeme. Cet axiome a
été remplacé par trois axiomes, la pdirget Lt d’'une part qui jouent un role équivalenet T

mais restreints & un unique agentI&tqui joue le réle deTl pour les propositions de la forme

K; ¢ uniquement.

Ainsi, en analysant précisément le cadre utilisé pour obtenir des informations sur le systeme,
nous avons obtenu une caractérisation de la logique correspondante, en supprimant Baxiome
et en restreignant fortement le champ d’applicatiorlde

Ce travail a permis d’élaborer un formalisme précis pour appréhender les problemes d’ac-
cessibilité de la connaissance. Il s'agit a notre connaissance de la premiére étude de ce sujet.
Un de ses intéréts principaux, en plus de la facilité d'utilisation de ce formalisme, est le fait
gue partant de postulats simples, nous sommes arrivés a une caracterisation logique assez riche
de ce que peut étre la connaissance observable, reflétant bien en particulier les limites qui en
découlent. Nous avons montré que tout ce que I'on observe ne correspond pas nécessairement
a la réalité, et que dans la démarche scientifique, on ne peut pas prouver en général la causalité
effective d’une relation de cause a effet que I'on observe.

Perspectives

Parmi les différentes pistes de développement qui peuvent venir a I'esprit, on peut tout
d’abord citer diverses fagons d’enrichir le formalisme et la logique que nous avons développés.
On peut revenir pour cela a certaines directions évoquées plus tét.

Tout d’abord, I'ajout le plus évident que I'on peut fai€¥l est celui des quantificateurs
universels et existentiels, permettant d’obtenir une logique du premier ordre. Comme mentionné
précédemment, cela souléve la question de la définition du domaine de valeurs que pourraient
prendre les variables propositionnelles, qui en particulier peut dépendre de la représentation
utilisée ou non. De plus, de méme que I'on peut quantifier les propositions logiques, on pourrait
aussi envisager d’inclure la possibilité de quantifier les indices de représentations.

Une autre piste de développement de la logi@le est I'ajout d’autres opérateurs épisté-
migues. Une source d’inspiration possible a ce sujet est donnée par les opdigiawrsnnais-
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sance partagée citée plus hautfedécrits dang [23]. lIs sont définis de la fagcon suivante :

EpoeViel K¢
Cop=E(pACyp)

L'opérateurC en particulier a été évoqué dans la définition de la notion d’objectivité, puisque la
contrainte que I'on a imposée aux contexfeeprésentant I'information structurelle revenant
a imposer qu'’ils devaient étre équivalentd’.

En utilisant ces opérateurs et des quantifications sur les indices, on peut espérer caractériser
la logique pour les hiérarchies de représentation dans le cas ou I'ensemble des indices est fini.
Ainsi, il pourrait étre intéressant d’étudier des axiomes de la forme :

\/C/\V:U.Kjx — K, Kjx
? J
qui expriment le fait qu’une représentation est connue communément pour étre plus précise que
les autres. De méme, une hiérarchie de représentation pourrait étre décrite a I'intérieur de la
logique par :
Vi, j, 3k: CVp.(K; o — Ky K o) N (Kj o — Ky K )

Un autre développement possible est celui d’'une formalisation en calcul des séquents adé-
guate pour obtenir un théoréme d’élimination des coupures. Cela permettrait en particulier d’étu-
dier plus précisement des notions comme I'objectivité, la localisation, etc.

Une autre suite que I'on peut donner a ces travaux est leur application a des problemes
concrets. Ainsi, nous pouvons utiliser ce formalisme dans les différents domaines évoqués dans
le survol que nous avons fait plus tét des disciplines utilisant les notions d’abstraction et d’ap-
proximation.

De plus, de par son caractere tres général et théorique, on peut envisager d’utiliser les no-
tions provenant des hiérarchies de représentations a certains problémes de physique mettant en
jeu les concepts d’'information, d’échange et de mesure. On peut aussi envisager dans le méme
registre une étude générale des phénomeénes d’échanges d’informations entre systémes disso-
ciés. C’est une problématique tres riche, puisque I'on peut y inclure des systémes distribués en
informatique comme certains aspects des interactions entre systemes physiques.

Enfin, un dernier point que I'on peut soulever est celui des probabilités et des mesures d’in-
formations. La plupart des théories essayant de formaliser un moyen de quantifier I'information
se basent en général sur une approche probabiliste des descriptions des états d’'un systéeme, en-
trainant souvent des problémes délicats comme I'existence de probabifitésri. Dans le
cadre des hiérarchies de représentations, nous ne manipulons que des données slres, iSsues
directement d’observations. Une tentative de définition d’'une mesure de la quantité d’informa-
tions en utilisant ces structures pourrait étre une direction de recherche intéressante.
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Annexe A

Index des axiomes

— 4 : Introspection positive.[16[62[ 6], 125
Kip— K K;p

— 5 : Introspection négativp.[16,67[ 9B
Kip — Ki~Kip

— C: Confiancep.[96,98[ 136, 149
K,Kjp— K,;p

— D : Consistance.[16,66[ 98, 135, 150
Kip — 2K~

— GD : Consistance globalp.[98[125] 136
Kip — =Kj—p

— K : Distribution p.[16,62[ 65 135, 150
Ki(p—=v) = Kip — K¢

~ KV : p.[63/[65[ T3, 151
Ki(p V) = KipV Kt

— L Localisationp.[68[135

Ki(p < Kip)
— L, :p.[68[125
Ki(p — K;p)
— Ly :p.[68
Ki (Ko — ¢)
— T : Connaissance.[16,62[ 6B, 125, 136, T4, 144, 148, 11[49,]152
Kip—o
— T, :p.[66
KiKip— Ko
~ T : p.[72[96[T36, 150
KiKjp— Kj¢
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Annexe B

Preuves de correction et de complétude

B.1 Représentations

B.1.1 Correction

Pour prouver le résultat de correction, on montre que si un ensemble fini de formules
' = {v,...,7} implique une formulep, alors l'interprétation de celle-ci contient toujours
I'intersection des interprétations des formuledde

Proposition 26
Pour tout séquent de la logique intuitionniste 71, . . . , ¥, b= @, pour toute interprétation vers une

représentation |-z, ona:

ﬂ[[%]]n,u C [elrw

%

Preuve On montre ce résultat par induction sur la taille de la preuve. Pour cela, on regarde la
derniere regle utilisée. Chaque cas se traite directement. Regardons par exempie |b. &3
notantl’ = vy, ...,v, et[['] = N[v], supposons donc que la derniere régle de la preuve est de

la forme :
'y yYEY

Lo—yE9
Soitd € [I'] N [ — v¥]. On veut montrer qué € [J]. Maisd € [p — v] implique que
Vd <d,d € [¢] — d € [¢]. Sil'on regarde en particulier le ca& = d, cela se réécrit
d € [¢] = d € [¢]. Or, par récurrence, on a le séquent valide ¢, et donc comme € [I'],
on en deduit! € [¢], puisd € [¢]. Maintenant, par récurrence a nouveau, mais en considérant
Iy F49,0nad € [I'] N [v], etdoncd € [¢] ce qui permet de conclure. Les autres cas se font
de maniere similaire. O
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Corollaire 26.1
Pour toute proposition p € Ly et toute interprétation |-z, ona:

FiL @ = [¢lry =R

Preuve On applique la propositidn 26 pour le séquént . O

B.1.2 Complétude

Pour montrer que les propositions d¢ sont prouvables pour la logique intuitionniste si
et seulement si elles sont valides pour les représentations, on va utiliser la méthode classique
du modéle canoniqué [26,62]. Pour cela, on va définir une représentation can@piguaeir
laguelle sont vraies les seules formules prouvables HarBour cela, nous allons introduire la
notion d’ensemble premier :

Definition 5 (Ensemble premier)

Un ensemble premier (ou saturé, prime Seten anglais), pour un langage dénombrable L et
une relation de déduction pour ce langage -, est un sous-ensemble I" de L clos par déduction
VMo, 'Fp=pel) consistant I' t/ L) ettel quesil' - ¢V 1), alors soit ' - ¢, soit I' - 1.

Une propriété fondamentale des ensembles premiers est la suivante :

Proposition 27
Pour tout sous-ensemble consistant I' de L et pour toute proposition p € L telle que I" I/ ¢, il
existe un ensemble premier A tel que I' C A, et A F/ .

Preuve On donne ici la preuve décrite dans|[62] p. 252. Cominest dénombrable, on en
numérote les formules. On va construire une suite croissante d’ensefiihlesle la fagon
suivante :I'y = I' et par récurrence, diy,...,I'; ont déja été construits, on considére la
disjonction; V 1, ayant le plus petit numéro parmi celles non encore traitées et telles que
Iy 17 V. Il est impossible que 'on aif, v; F ¢ pour les deux valeurs deet on définit
doncT'y 1y = 'y U {4} pouri tel quely, ¥, I/ .
On définitl',, = (JT'x et I'on va montrer qu’il s’agit d’'un ensemble premier vérifiant les
propriétés recherchées. On montre cela en considérant les trois points suivants :
— Tout d’abord, on a bief, t/ ¢, car dans le cas contraire il existeraitiutel quel’;, - ¢,
ce qui est impossible. En particulier, cela impliqgue ugest consistant.
— SiTy F 41 V1, alors il existe urk tel quev k' > k, 'y, F 41 V 5. Aussi, il existe un
indicek” tel que la disjonction); V v, est bien traitée a cette étape. On en déduit que soit
; € T'gryq pour 'une des valeurs de
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— Pourtoutp, onal’' F ¢ = ¢ € I'.. En effet, ' F ¢ implique quel'y, - v V ¢, et le
point précédent nous permet de conclure quel’..
Ainsi, ', est bien un ensemble premier, conteriaet veérifiantl', I/ . O

On définit la représentation canonique comme étant composée d’ensembles premiers :

Definition 6 (Représentation canonique)
On définit la représentation canonique R comme étant I’ensemble des ensembles premiers de

Ly pour IL, ordonné par I’inclusion inverse (c’est-a-direI' < A < A CT).

En posant (i) = {T' | ¢» € '}, on définit l'interprétation canoniqug]c comme étant
I'interprétation[-]z. ... La proposition centrale pour prouver la complétude de I'interprétation
est la suivante :

Proposition 28

Pour tout formule ¢ et tout ensemble premier I', on a :

F"ILQD(E)FGH(PHC

Preuve La preuve de ce résultat se fait par récurrence sur la structure du terme considéreé. Pour
le cas de base, on a par définitipi] = {T" | I" k1, ¥}. Dans le cas d’'une conjonctianV ¢,

on a par définition des ensembles premierts ¢ V ¢ si et seulementdi - poul' . On a

donc par récurrence :

TFoVvyeTheoul k¢ < elplcU]e T € eV

La conjonction se traite de fagon similaire en remarquant que cettégoisy]c = [¢]cN[¢]c-

Il reste a montrer le cas de l'implication. 8i i, ¢ — 1, alors pour toutA < T', on a
A F ¢ — 1. Mais de plus, s\ - ¢, on en déduit qué\ I . En utilisant la récurrence, on a
donc montré que :

o =9 =VALT, (Ac[ple=Ac[]e) =T €fe— e

Réciproguement, 4i' /1, ¢ — 1, cela implique qud’, ¢ t/1, . Alors, par application de la
propositior] 27, il existe un ensemble premietel quel’' U{¢} C A etA by, . Soit, exprimé
autrementi A <T': A € [p]c etA & [¢]c, doncl & [ — ¢]c. O

Corollaire 28.1
Pour toute formule ¢ € Ly, 0ona:

FiLe & Fr
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Preuve Le résultat de correction (pr26) montre gug ¢ impliqueVR, v, [¢]lr, = R
soit par définition=x ¢. Réciproquement, en utilisant le modéle canoni®¢ede la proposi-
tion[28,on a:

EFre=ele=Re=tmwe

On a donc bien I'équivalence voulue. O

B.2 Approximations de représentations

On retrouve ici la preuve d’'un résultat donné dans [12].

B.2.1 Correction

Pour prouver le résultat de correction, on procede comme pour le cas avec les représentations
seules, en ajoutant les régles correspondant aux opérateurs modaux.

Proposition 29
Pour tout séquent vy, . . ., ¥, =  prouvable par IS4 + KV, pour toute fonction d’interprétation

[-] vers une représentation R munie d’un opérateur de cléture supérieure p, on a :

ﬂ [T €[]

i€[l...n]

Preuve On vérifie que les axiomds, T, 4 et KV vérifient cette inclusion. Pour I'axioni€,
ona:

[B(e — )N [O¢] € [BY]
En effet,d € [O(¢ — )] implique quevd’ < p(d), d' € [¢] = d' € [¢]. Mais sid € [O¢],
on en déduit que(d) € [¢], d'oup(d) € [¢]. Pour 'axiomeT, on a :

[O¢] C [¢]

Cela vient de I'extensivité dg : d € [Op] = p(d) € [¢] = d € [¢]. Laxiome 4 vient
lui de I'idempotence, qui implique quElC¢] = [O¢]. Il reste 'axiomeKV qui se traite en

remarquant quéd(e V )] = [Oe] U [O¢] = [He v Oy]. O
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B.2.2 Complétude

On définit pour prouver la complétude le modéle canonique suivante : la représentation
R.ar est'ensemble des ensembles premier£dg pourIS4 + KV, ordonné par I'inclusion
inverse. L'opérateur de clotuye,r est défini par :

par(l) ={p | Op €T}

L'axiome K assure la cléture par déduction des: (I'), KV quey V ¢ € par(I’) implique
quey ou bienv appartient 4= (I'), T que lesp 4= (I') sont consistents, ainsi quaz (I') C T.
4 assure lui que 4 est bien idempotent.

I manque au modeéle canonique la fonction d’interprétation atomigrequi associe a une
proposition atomique € ¥ I'ensemble{T" | ¢» € T'}. En notan{-] 4x I'interprétation associée
a ce modele canonique, on peut maintenant interpréter la proposition principale de la preuve de
complétude.

Proposition 30
Pour toute formule ¢ € Loy et pour tout ensemble premier I' € R 4z, on a I’équivalence :

I'tisarxv ¢ © T € [o]ar

Preuve En s’appuyant par la preuve donnée pour les représentations et la logique intuition-
niste, il suffit pour prouver ce résultat de s’intéresser au tasPar récurrence, on a :

[ € [O¢]ar < par(l) € [¢plar © par(l) F ¢

Il suffit donc de prouver qu’on a I'équivalenggz (I') F ¢ < T' = Op. Mais sipar(I') F ¢,
I'axiome K nous permet de déduifély) | Oy € T'} F Oy, et doncl” - Oyp. Réciproquement,
la primarité del” implique que si” - Oy, alorsOy € T, et doncy € par (D). O

Le théoréme suit :

Théoréme 12

Pour toute formule ¢ de Loy, ona:

Fisarkv @ € Far @

Preuve En effet, sitis4 kv o, alors on peut prouver le séqudht- ¢, et donc pour toute
interprétatior{-] vers une représentatid, on en déduit qugp] = R gréace a la propositign 29.
Réciproquement=_4r  implique en particulier quép] 4z = Rur, €t donc qué-is4 kv ¢
par complétude (Prop. BO). O
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B.3 Systemes sans composition

B.3.1 Correction

Pour prouver le résultat de correction, comme pour les approximations de représentations,
on procede en étudiant les régles correspondant aux opérateurs modaux.

Proposition 31
Pour tout séquent vy, . ..,7, = ¢ prouvable par OL™, c’est-a-dire IKDL + KV, pour toute
fonction d’interprétation [-] vers un systéme de représentations S = ({R;}, { fi;}). ona:

Vi, () [Tl € el

i€[l..n]

Preuve Chacune des fonctions d'interprétati¢s); se comportant comme dans le cas des
représentations pour les connecteurs non modaux, il suffit de vérifier que les akomed.
et KV sont vérifiés eux aussi.

Pour 'axiomeK : K, (¢ — ¢) — K; ¢ — K; 1, on prouve que :

Vi, [Ki (e — )] N [Kipl; C [Ki];

Ainsi, soitd € [K; (¢ — v¢)]; N [K;¢];. Cela signifie quef;;(d) € [¢ — ¥]i N [¢]i, ce
qui donne le résultat voulu. Pour I'axioni®, dont on utilise la formulation-/; 1 (qui est
equivalente a la formulation usuellé p — —K; ¢ en présence de I'axiond€), il suffit de re-
marquer qudK; L]; = {d | fi;(d) € [L];} = 0. Légalité [K; o], = {d | fi:(d) € [¢]:} =

[¢]: entraine]y <« K; ¢];, ce qui prouve la validité de I'axiomds : K; (p < K, ¢). Enfin,
laxiome KV : K, (¢ V¢) — K; ¢ V K; vient du fait que :

fii(d) € [e Vol & fi;(d) € [¢]i ou fij;(d) € [¢]

B.3.2 Complétude
Le résultat se prouve comme précédemment en définissant un modele canonique, avec
guelques adaptations pour tenir compte de la modalité (vair [14, 25]).

Définition 9 (Modéle canonique)
On définit le modeéle canonique comme Cs = (Z,{R;},{fy;},v) ou les représentations R;
sont définies comme :

I'; premier pour L1 ¢ selon gy~
Vo,p o Kip €l
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ordonnées par I’'inverse de I'inclusion (I' <; A < A C T') et les fonctions de transformation
par fi;(I';) = I';/i = {¢ | Kip €T;}. Enfin, les fonctions d’interprétation atomique sont
données par v;()) = {T; | ¥ € T;}.

Le modeéle canonique tel qu'il est défini est bien une systéeme de représentations. En par-
ticulier, sil’; € R;, on peut vérifier quef;;(I';) € R;. Pour cela, comme dans le cas des
approximations d’une représentation par une autre, I'axiBirassure que I'ensemblg;(T';)
est clos pour la déductio) qu'il est consistentKV qu'’il décide la disjonction. Enfin, par
définition de la logiqueDL ™, pour toute propositiorp, on a K, (¢ < K, ¢) € I';, et donc
p = Kjp e fi(l).

On peut donc définir une interprétation canonif{e, a partir du modeéle canonique, et on
montre :

Proposition 32
Pour toute formule ¢ € L1y et pour tout ensemble premier I'; € R, aveci € Z, on a I’équiva-

lence :

IiboL- o1 € [[‘P]]cai

Preuve A nouveau, on prouve ce résultat par induction sur la taille du termees connec-
teurs non modaux se traitent comme dans le cas des représentationg (Prop[28]page 169).
Il reste a étudier le caK); p. Par définition, on &', € [K;¢]cs; © I'j/i € [¢les,i- Par
induction, c’est équivalent B;/; - . Il suffit donc de montret’;/, - ¢ < I'; - K; ¢ pour
avoir le résultat voulu. Mais le seas découle de I'axiomd<, tandis que le sens- vient du

fait que :
I''FKe=>Kepel;=pel,/

O

Avant de passer au théoreme principal, nous proposons deux lemmes qui servent a montrer
gue si une propositiop est validée par la représentatifn du modéle canonique, alors on peut
prouverk; ¢ dansOL™.

Tout d’abord, nous allons dans le premier lemme définir un élément particulier des repré-
sentations canoniqués;. Pour cela, étant donné une propositior L7y, notonssf(y) I'en-
semble des sous-formules gdeetssf(y) 'ensemble des parties finies dg ¢ contenantf(yp).

On définit alors 'ensemblE&; + comme :

It = {80

3P e ssf(p): F /\(@'HK@'@’) —><P}

p'ed
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Lemme 1
Pour tout indice i € T et toute proposition ¢ € L1y, 0na:

pelil & FoL- Kip

Preuve Pour le sens=, sit K¢, alors commep € sf(K; ), on a dans la conjonction
d’ensembled de la définition le terme — K ¢ qui permet de conclure.

Réciproquement, sp € I; 1, soit® € ssf(yp) tel quet A (¢ < Ki¢') — ¢. En
appliguant la régle de nécessitation et I'axioKigon obtient :

N\ Ki(¢ o Ki¢) = Kig
p'ed
On conclut en remarquant que la conjonction ne contient plus que des instances de I'lexiome
O

Lemme 2
Pour tout indice © € Z, I’ensemble I'; + appartient a'R;.

Preuve On se sert du lemme précédent pour montrer ce résultat. En particulier, les axiomes
K et D assurent la cloture par déduction et la consistancE;de De méme KV assure la
décision de la disjonction, puisque :

1V €l =F K;(p1V2)
= Kip1V K; @)
=F K;,p10uUF K;py
> prelToupy el r

Enfin, onabienY ¢, p < K, ¢ € I'; + du fait de I'axiomeL. O

Lemme 3
On a pour toute formule ¢ € L1 et tout indice i € 7 :

[eli=Ri = FoL- Kip

Preuve En utilisant le lemme précédent, ona:

[eli=Ri = el = FoL- Ko

On peut maintenant prouver le résultat principal :
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Théoreme 13

Pour toute formule ¢ de L1y, 0ona:

FoL- ¥ © s

Preuve En effet, sikgr- ¢, alors on peut prouver le séquehtt ¢, et donc pour toute
interprétation[-] vers un systeme de représentatishs= ({R;},{fi;}). on en déduit que
Vi, [¢]; = R, gréace a la proposition B1. Réciproquemeag ¢ implique en particulier que
Vi, [¢lesi = Ri, et donc qué/i, Fop- K; ¢ par complétude (Prop. B2). On conclut en utili-
sant la regldJniv pour obtenit-g;,- . O

B.4 Systemes compositionnels

B.4.1 Correction

Pour la correction, il suffit de s'intéresser a I'axioffig qui est le seul a avoir été ajouté a
OL™ pour obtenirOL.

Proposition 33
Pour tout séquent 7, . .., 7, b @ prouvable par OL pour toute fonction d’interprétation [-] vers
un systéme compositionnel S = ({R;},{fy;}). ona:

Vi, () [Tl € el

i€[1...n]

Preuve On montre que l'axiomel', : K; K; o — K; est bien vérifié par les systemes
compositionnels :

d € [K; K; o] = fuyr(d) € [K; ¢l
= fjii o fir(d) € [el;
= fi(d) € [¢];
= d € [K; ¢]k

On a donc le résultat espéré. O
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B.4.2 Complétude

Le résultat de complétude pour les hiérarchies compositionnelles vis-a-@k de prouve
de la méme fagon que pour les hiérarchies sans composition vis-a-@$.deSeulement on
utilise pour le modele canoniquks les ensembles premiers seloi :

Définition 10 (Modéle canonique)
On définit le modeéle canonique comme Cs = (Z,{R;},{fi;},v) ou les représentations R;

sont définies comme :

I'; premier pour L1 ¢ selon oL,
Vo, p o Kipel,

ordonnées par I'inverse de I'inclusion (I' <; A < A C T') et les fonctions de transformation
par fi;(I';) = I';/; = {y | Kip €I';}. Enfin, les fonctions d’interprétation atomique sont
données par v;(1)) = {T; | v € T';}.

La similitude avec la définition dés nous assure qué:s est bien un systéme de représen-
tations. Il reste a prouver que la propriété de composition est vérifiée. Il suffit d’écrire :

¢ € fijo fir(Tr) = Kip € fir(I'r)
~ K, Kipel,
= K;pel}
= ¢ € fir(T'k)

On peut donc définir une interprétation canonifde., a partir du modele canonique, et on
montre :

Proposition 34
Pour toute formule ¢ € L7y et pour tout ensemble premier I'; € R;, on a I’équivalence :

I'; FoL P <= I e [[Spﬂccs,i

Preuve La preuve est identique a celle de la proposition équivalente pour les systemes non
compositionnels (Prop. B2). O

On peut mettre ensemble ces deux résultats pour prouver :

Théoreme 14
Pour toute formule ¢ de L1y, 0ona:

FoLy & sy
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Preuve Comme précédemment, ce résultat est la mise en commun de la proposition de correc-
tion (Prop| 3B) et de complétude (Prpp| 34). O

B.5 Hiérarchies consistantes

Nous allons maintenant nous pencher sur le résultat de complétude des hiérarchies consis-
tantes vis-a-vis de la logiquEs4 + KV. Pour cela, nous allons tout d’abord nous intéresser
aux hiérarchies consistantes ayant une représentation minimale pour ¥ohiogbons comme
précédemment. I'indice correspondant. Cette contrainte permet de simplifier la situation. En
effet, on note que d’aprés les définitions de la fonction et I'interprétation{]-J}, on a :

Vo, L € Loc(p)
Vo, (Vi, el = Ri) & el =Ry

Ainsi, on n’a besoin de calculer I§ko[}; que dans le cas o= L. Mais alors, l'interprétation

de{[K; o]} devient égale §d | f1;; o fiL(d) € {[¢]}.}. Les fonctions de la formg,; o f; .

étant par définition de I'ordre des opérateurs de cl6ture inférieure, on se retrouve dans un cas
analogue a celui apparu pour I'étude de I'approximation d’'une représentation par une autre. Le
cas ou existent plusieurs opérateurs d’approximation est étudi€ dans [12], ou nous avons montré
gue la logique modélisée est aldi$4 + KV. Dans le cas présent cependant, il faut de plus
exprimer qu’a la représentation la plus précise correspond un opérateur de miadal@&la

se traduit par I'ajout d'un axiom&D', : ¢ — K, . L'ajout de cet axiome est suffisant pour
obtenir la logiqgue modélisée par les hiérarchies consistantes vérifiant< 7, puisque dans le
modéle canoniquey,, est I'identité.

Nous avons donc montré le résultat suivant :

Vo, Fen ¢ < Fisarkviap, ¢

Ce résultat s’applique en particulier au cas ou I'enserbkst fini, puisqu’il y a alors
forcément une représentation plus précise que toutes les autres.

Considérons maintenant le cas général ou I'ensefhlelst infini, et soitp € £z 4. On note
comme précédemmeitd(y) 'ensemble des indices apparaissant dans le terng comme
7 est infini etind(y) fini, on peut définir un indicg € 7 \ ind(y). Notons7 I'ensemble
ind(p) U {5}.

Si ¢ est modélisée par les hiérarchies de représentations (ce que I'o-fote ou =cz 7
¢ en préecisant 'ensemble d'indices), alors en particutier, 7 ; ¢ (ou I'on se restreint aux
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hiérarchies suy/ ayantj minimal pour<). En effet, une telle hiérarchie de représentations peut
étre étendue pour étre définie dyren ajoutant pour € 7 \ J la représentation vide & un seul
élément. On en déduit alors que :
FisatkviGD, ¥
On conclut en remarquant que toute preuvel8i¢ + KV + GD) peut étre transformée
en une preuve diS4 + KV en effagant toutes les occurenceside En particulier, tous les

axiomes concernant les modalitésk#t + KV restent prouvables dans cette logique aprés
“nettoyage”, et I’axiome(}D; devient la tautologiez — . On a donc bien le résultat voulu :

Fen ¢ = Fisarkv ¢



Annexe C

Preuve d’élimination de coupures

Dans cette annexe, nous allons développer la preuve d’élimination de coupures pour le cal-
cul de séquents présenté dans la se€tign[7.] p.75 et donc nous rappellons les regles dans la figure
[10 p[180. La preuve utilisée est une adaptation de la preuve de Gentzen [29] modifiée par Tait
[61] et Girard [30], telle que présentée dans [27].

C.1 Laréduction de localisation

Avant de nous pencher sur le théoreme de réduction de coupures, nous allons tout d’abord
nous pencher sur la propositioh 8 §.82 dont on rappelle I'énoncé :

Etant donné une preuvid du séquent’ I [¢],, il est possible de la transformer en une
preuvell’ deT" F [¢],, ouA” <, A. De plus, la structure dél’ ne differe par rapport d1 que
par I'ajout de régled_oc.

Tout d’abord, la définition de I'ordre sur les mots d&* est équivalente a I'existence d’une
fonction croissante entre les lettres des mots. Plus précisément, deuxX rebts' vérifient
A < A’ si et seulement si il existe une fonction croissamte : [1,|A|] — [1,|A’]] (ou |A]
désigne la longueur du mdi) telle que :

Vie [1,|A]], AG) = A (pos(i))

On parle alors de fonction d’inclusion dedansA’. De plus, on remarque qu’il est possible
de définir un ordre partiel sur les fonctions veérifiant la propriété précédente en comparant les
différents résultats (sojt; < p, < Vi € [1,|A]], p1(7) < pa(4)), et qu'il existe une fonction

179
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AN <, A AN <A
—  Axiom ——M— |
[SD]A - [SD]A/ [J-]A = [(P}A’

I, , = Vi, 'y F oi
]A Weak [SO]A [QO]A v Contract [SO]A Univ

U [l B (W] L, o]y F o I'F ]y

F |_ [(p]A Av [QD}A’ I_ 1/) A/ S* A Cut Fa [SO]A’ l_ ¢ A/ S* A LOC
F’Akﬂ) Fa[%"]/\'_w

Ul PO Tl F o NN I'F [¢]a
VL

—— VR, ——— VR,
F7[<PV7/J]A|_19 FF[SDVMA FF[SOV"LMA

F,[go]Al—ﬁ F7[‘P]A'_79 AL, FP[QO]A F'_[MA/\R

AL
F7[<P/\?/J]A|_19 F,[so/\w]AFﬁ FF[SO/\MA

UHlply DYy FY
Lol =l 0

F7 [gp]ioA - [w]A' A/ S A KL [ [SO]iOA
L [Ki @]y =[] I [Kio],

Table 10 — Formulation en calcul des séquent®de

minimale pour cet ordre partiel. En effet, définissaria(A, A’) de la fagcon suivante :

min(A, A')(1) = min {j [ A(1) = A'(j)}
Vie{2,...,|Al}, min(A,A)(i) =min{j | 7 > min(A,A)(i — 1) etA(z) = A'(§)}
Il est facile de vérifier quenin(A, A’) est bien une fonction d’'inclusion dé dansA’, et sa
définition nous assure qu’elle est bien la plus petite.

De fagon duale, on peut définirax(A, A’) qui est la plus grande fonction d’inclusion de
dansA’ en posant :

max(A, A)(JA[) = max {j | A(JA]) = N'(5)}
Vie{l,...,|A| =1}, max(A, A)(¢) = max{j | j <min(A,A)(i + 1) etA(i) = A'(j)}
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La fonctionmax (A, A’) est par sa définition strictement croissante. On en déduit en particulier
que :Vi e {1,...,|Al}, max(A, A’)(i) > i. De plus, sil'on atrois motd; < A, < Az,ona:

Vi, maX(AQ, A3) 9] maX(Al, AQ)(Z) < maX(Al, Ag)('l)

Cette derniére inégalité vient de la maximalitérdex(A;, A;) et du fait quemax(As, As) o
max (A, Ay) est une fonction d’insertion d&; dansA;. Nous allons maintenant présenter
guelques propositions de manipulation de localisations.

Proposition 35
Etant donné quatre mots Ay, Ao, A, " € T* tels que A < A, alorson a :

A10AOA2 §A10A/0A2
De plus, si A <, A’ alors on a en fait :

AfoAoNy <, AjoA oA,

Preuve Lapreuve delacomparaison seldprovient directement de la définition de cet ordre
partiel. Pour le cas.,, on vérifie que les deux mots, o A o Ay etA; o A’ o A, commencent par
la méme lettre. O

Introduisons maintenant I'opération suivante : étant donné deux mnets\’, on définit le
motA’/A comme étant :
N(1.. . max(A,A)(1)—1)o A

Cette transformation a pour fonction de “nettoyer” un méselon l'insertion la plus a droite
deA. Pour illustrer cela, on a par exemple :

abcdadbcbcea/aca = abcdaca

On peut énoncer deux propriétés simples a propos de cette construction.

Proposition 36
Si I’on a deux mots A < A’, alors on a :

A< AN/A<SN
De plus, si ces mots vérifient A <, A’, alors on peut écrire :

A<, N/A<, N
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Preuve Les inégalités aveg proviennent de la définition de/e. Pour le cas<,, on Vvérifie
gue les trois mots commencent a par la méme lettre. O

Proposition 37

Etant donné trois mots A < Ay < Ay, ona:
A/A < Ay /A
De plus, si'ona Ay <, As,ona:
A/A <, As/A
Preuve Puisquemax(A, Ay) o max(A, A1)(1) < max(A, Ay)(1) on en déduit que :
A (1., max(A,A1)(1) — 1) < Ag(1...max(A,Ay)(1) — 1)

Cela entrainé\; /A < A,/A. Maintenant, si de plug; <, A,, alors on a bier\; /A <, Ay/A
puisque deux mots de la formleet A/A’ (pour A’ < A) commencent forcément par la méme
lettre. OJ

Définissons enfin une derniére transformation : étant donné troisots A, < Aj, on
définit A3/ A2:A; comme étant le mot :
Ag(l c. III&X(AQ, Ag)(l) — 1) o A1

En combinant les propositions précédentes, on a :

Proposition 38
Etant donné des mots A’ <, Aet A < Ay < Ay, ona:

A /AN < Ay /N:A
Si de plus Ay <, Ay, on a méme :
A /NN <, Ay/N:A

On a de plus dans tous les cas :
Al/A/ZA S* A1
Enfin, nous proposons un résultat sur I'imbrication des construcéionse :

Proposition 39
Etant donné quatre mots tels que A’ <, A < AjA,,ona:

A2/A1: (Al/AAI) S* AQ/A:A/
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Preuve Tout d’abord, on remarque que I'on peut écrire :

Ao /Ay (Ar/A:AN) = Ay(1 .. max(Ay, Ag)(1) — 1) o Ay(1...max(A, A;)(1) — 1) o A’
Ao /AN = Ag(1. . max(A, Ag)(1) — 1) o A

Mais comme les fonctionsiax sont strictement croissantes, on en déduit que :

max(Ag, A)(1) > max(Ay, Ag) (max(A, A;)(1))
> max(Ay, Ag)(1) + max(A, Ay)(1) — 1

Cela implique que\s(1 ... max(A;, A)(1) — 1) o Ay(1...max(A, A;)(1) — 1) est plus petit
queAy(1...max(A, As)(1) —1). Les deux mots de départ sont donc comparablesgoBour
avoir la comparaison selofi,, on vérifie qu'ils commencent par la méme lettre. Mais cela dé-
coule du fait que 'on &’ <, A qui implique que\,/A:A’ et A; commencent eux par la méme
lettre. O

Nous avons donc défini quelques transformations et prouvé qu’elles se comportent de fa-
con satisfaisante vis-a-vis des ordreset <,. Nous allons nous en servir pour manipuler les
localisations de propositions dans des preuves.

Tout d’abord, étudions la facon dont évoluent les localisations des propositions a droite du
symbolet- dans une preuve d'un séqudnt- [p], ne comportant ni coupure, ni instance de
la regle— L. Elles sont forcément de la formg o A o A,. En effet, seules les reglésR et
Univ modifient ces localisations, et elles ne font qu’ajouter un indice a gauche ou a droite a
la localisation si I'on regarde du bas vers le haut. Il s’agit d’'une version plus précise de la
propositior] $ p.8]1.

Concernant les propositions a gauche d’'un séquent, leur localisation est supérieur a celle du
terme a droite du méme séquent (voir la proposifipr| 4]p.80). Nous pouvons donc définir une
transformation en “nettoyant” les localisations a gauche selon celle de droite.

Dans la proposition suivante, nous allons en fait combiner les deux propriétés pour transfor-
mer une preuve en diminuant la localisation du terme a droite dans le séquent résultat.

Proposition 40

Etant donné une preuve I1 du séquent (Vila, >+ [Ynla, = [#la (que I'on peut abréger en T -
[¢]5) et un mot A" <, A, on peut transformer 11 en une preuve de [v1]5, /anrs- - -+ [Valn, anr
[¢] s (ou de fagon abrégée I' /x.a+ = [¢] /) avec pour seules modifications I’ajout d’applications

de la regle Loc en plus du changement des localisations.

Preuve On procede par récurrence sur la hauteur de la preuve. Considérons les cas de base,
correspondant aux réglésxiomet L. Dans le premier cas, on part du séquent, = [»],
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avecA <, A,. La proposition précédent nous assure qua:A’ <, A;/A:A’. Comme de plus
A/A:N, on peut transformer la preuve en :

Axiom

[W]Al//\;/\' = [ela

Pour laréglel, on a bien\; < A qui impliqueA;/A:A" < A'.

Regardons maintenant le cas des autres régles. Les regles struciesle€ontract les
regles d’'introduction des connecteur®t vV ainsi que la régle- R ne posent pas de probleme.
En effet, il n’y a pas de manipulation des localisations. Par exemple, pour lakégleon part
de:

I
PE (9],
FJ [SO]A - [¢]A

L'hypothese de récurrence permet d'obtenir une prdifvele I'/y.o- - [],, que I'on utilise
pour obtenir une preuve dg ./, [(p]/A:A, - 1], en appliquant la reglé/eak

Weak

Pour la regld_oc, on peut appliquer la récurrence, sachant que que l'on a :
A <, A= A/AN < A AN

Dans le cas d&niv, il suffit de voir que(A;/A:A") oi = (Ay0i)/(A oi): (A" o7). On peut
donc appliquer la récurrence aux prémisses avecet A’ oi. Pour la réglé&KL, on remarque de
facon similaire quéi o A;) /A:A’ = io(A;/A:\), alors que la régl&R se traite en remarquant
que:

Ai/(ioA):(ioN) = A /AN

Il reste donc a traiter le cas des regl&ast et — L, qui sont similaire du point de vue de la
localisation. Regardons la régle de coupure. On part d’une piéwueela forme :
I, I,

TEely,  Alely, F Y]y
F? A }_ W)]A

La récurrence appliquéeeld, permet d’obtenir une preuvd;, du séquent\ 5./, [@]Al/A:A, +
[¥],,- Maintenant, appliquant la récurrencélaavecA; et A;/A:A’ a la place de\ et A’. On
obtient une preuveél| du séquent :

F/1\1:(1\1/A:A’) - [SDL\I/A:A/
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Maintenant, le point important est de remarquer qu;sK A, et A’ <, A, alors on a d’apres

la propositior} 3P p.182 :
AQ/Ali (Al/AA/) S* AQ/AZA/

Aussi, en appliquant la regleoc de fagon adéquate, on obtient une preuve deys - [@]AI/A:A/.
Pour résumer, la preuve que I'on obtient est :

I}
U/nsian/anny B 1@)a, a Loc IT,
L/an - [@}Al/A:A’ A/A:A’a [@]Al/A;A' - W)]A’

Cut

Lyanr Ajaen = [10]

Cette manipulation peut s’adapter facilement au cas de la tédlece qui conclut notre étude
par cas. U

On peut tirer deux corollaires de cette proposition.

Corollaire 40.1

Etant donné une preuve 11 du séquent T' - [ip],, et un mot A’ tel que A’ <, A, on peut obtenir
une preuve II' de I' - [¢] ,, our la structure de la preuve II' differe de celle de I1 uniquement par
I’ajout d’applications de la regle Loc.

Preuve En appliquant la propositiO, on obtient une preliVede I .x - [¢],,. Puisque
I'on a pour tout\; > A la propriétéA; /A:A’” <, A;, on obtient la preuve espérée en appliquant
la régleLoc aux propositions a gauche du symbble
Hl/
Lynn F @]y
'k [SO]A'

Loc

Corollaire 40.2
Etant donné une preuve 11 du séquent T, [¢], = [/], et un mot A’ tel que A’ <, A, on peut
obtenir une preuve Il de I, [p],, - [¢],, ol la structure de la preuve I1' différe de celle de 11

uniquement par 1’ajout d’applications de la regle Loc.

Preuve La preuve estla méme que pour le corollaire précédent, sachant que I'on peut choisir
précisement a quelles propositions on applique la regte O
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C.2 Laréduction de coupures

C.2.1 Quelques définitions pratiques

Avec de commencer la preuve proprement dite, nous allons définir quelgues notions qui
seront utiles pour spécifier I'ordre utilisé pour la récurrence.

Definition 7 (Degré d’une formule)

Le degré || d’une formule ¢ est le nombre de connecteurs logiques présents dans .

Pour les deux définitions suivantes, étant donné une prEules premisses de la racine
de Il sont notéegl, ...II, lorsqu’elles existent. On rappelle que I'on suppose que 'on a un
nombre fini d’indices, aussi la regléniv a bien un nombre fini de prémisses.

Definition 8 (Hauteur de coupure d’'une preuve)
La hauteur de coupure ch(I1) d’une preuve 11 est le nombre maximum d’instances de la régle
de coupure situées I’'une au dessus de I’autre. On la définit inductivement par :

— SiII est une instance de la régle Axiom ou de L, on a ch(IT) = 0.

— Si la racine de 11 est la régle de coupure, on pose ch(1l) = 1 4+ max(ch(I1;), ch(Ily)).

— Enfin, dans les autres cas, on pose ch(Il) = max({ch(IL;}).

Definition 9 (Rang de coupure d’'une preuve)
Le rang de coupure cr(I1) d’une preuve I1 est définie inductivement de la facon suivante :
— Si Il est simplement une instance de la régle Axiom ou de L, alors cr(II) = 0.
— Si la racine de 11 est la regle de coupure Cut avec ¢ comme formule de coupure, on a
cr(II) = max ({|p]| + 1, er(Ily), er(Ilz) }).
— Sinon, on a cr(Il) = max ({er(Il;)}) pour les régles autres que Cut et ayant au moins

une prémisse.

Definition 10 (Profondeur logique d’'une preuve)
La profondeur logique ld(11) d’une preuve II est définie inductivement de la fagon suivante :
— Si 1T est simplement une instance de la régle Axiom ou de L, alors ld(IT) = 0.
— Si la racine de I1 est un régle structurelle a une seule prémisse (soit Weak Contractou
Loc), ld(IT) = ld(I1y).
— Si la racine de 11 est une regle logique a une seule prémisse, ld(I1) = [d(I1;) + 1.
— Si la racine de 11 est une régle avec deux prémisses ou plus, [d(11) = 1 +max ({ld(11;)}).

Definition 11 (Taille d’'une preuve)
La taille ps(I1) d’une preuve I1 est le nombre de régles qui la composent. Ainsi, on a ps(I1) =

1+ ps(IL).

Enfin, pour simplifier la présentation des regles de réécriture, nous considérons dans la suite
une version plus puissante de la regle de coupure :
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Definition 12 (Coupure étendue)
La regle de coupure étendue est définie par :

DElely Anfply F [
INVANERITY

a ExtCut

ol la notation n [¢], désigne une famille de n > 1 termes de la forme [p] , telle que Vi, A; <,
A.

En d’autres termes, il faut au moins que I’'une des occurences de  ait la localisation A, et

que pour les autres, la regle de localisation LOC puisse s’appliquer.

On vérifie sans peine que les reglast et ExtCutsont équivalentes en présencelimtract
et deLoc. Aussi par la suite, nous n’utiliserons que cette derniére que nous no@ubns

C.2.2 Laréduction proprement dite

La preuve d’élimination de coupures repose principalement sur le lemme suivant qui donne
explicitement les différentes transformations a appliquer a une preuve suivant sa structure.

Proposition 41 (Réduction des coupures)
Etant donné une preuve IT du séquent T" (], 1l est possible de transformer la preuve I1 en

une preuve sans coupures du méme séquent.

Preuve On procede par induction en utilisant I'ordre lexicographique défini(piafll;) <
ch(Ily), er(Ily) < er(Ily), ld(11;) < ld(I1p), ps(I1;) < ps(Ily)). Il s’agit d’'un ordre bien fondé
puisque défini comme un ordre lexicographique basé sur des ordres bien fondés.

Les seuls cas a développer sont ceux ou la préuest de la forme :

1T 1T,

LEply  Anfely F [y
T AF Y],

Cut

Il existe plusieurs cas a considérer (pas forcément mutuellement exclusifs) suivant la structure
des sous-arbrdg, etIl,.

1. Laracine déI; et dell, sont les conclusions d’inférences logiques ayant pour résultat la
formule de coupure. On dit alors qu’elle est active.

Chaque transformation est donnée en deux versions, I'une pour la regle de coupure stan-
dard, I'autre pour la regle de coupure étendue.
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Cas de la conjonction On part de la preuvH :

™ T2 3
FElely  TH[, N A L]y [0 L
'+ [sko]A A, [W/\?MA/ - W]AN t
INAF [19}/\,,

que I'on transforme en une nouvelle preuve
™ 3

'+ [SO]A A, [@]A/ - MAN
AR [ﬁ]AN

Cut

Avec cette transformation, on a bieh(IT") < ch(II), er(II') < ch(II) etld(IT") <
ld(IT). On peut donc appliquer la récurrence a la preie

Pour la regle de coupure étendue, nous partons maintenant d'une prele/da
forme :

1 T2 T3
Phlely,  THEEL o AledworleAvIE Bl o
I'Elondly At Dl AU WPl
NN

SoitIT), la preuve obtenue en appliquant I'nypothése de récurrence a la preuve sui-
vante qui est bien strictement plus petite gle

st Uy
IHlely,  TE[Y, N T3
I'Hle Ayl A, lelynle Ay F 0]

Cut

Fv A? [SO]A’ }_ [19]A”

De méme, on peut appliquer I'hypothése de récurrence@our obtenirr. Défi-
nissons alor§l’ comme étant :

™ I,
'+ [‘P]A I, A, [‘P]A/ F [19]/;//
Cut
| N AVAN S [V BV
Contract
LA [9]

On ach(Il') = 1 < ch(Il), alors queer(Il') = |p| + 1 < [ A Y| + 1 < er(II). On
peut donc appliquer la récurrencéla
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Cas de la disjonction Dans la version de base, on transforme la prdlive

T T2 3

I lgly VR A, lply F [0y Aﬁwhﬁ‘WhnvL

IR [CAVEAVIIN AoVl E [
TAF [0,

Cut

en une nouvelle preuvé’ :
™ T2
I ols A, @l b [
LA 9]\
De méme, la preuvél’ est strictement plus petite quig on peut lui appliquer la
récurrence. La version étendue se traite comme pour le cas de la conjonction.

Cut

Cas de I'implication Cette fois-ci, la transformation a effectuer est la suivante : la preuve

IT suivante
™ T2 3
L lela B[], Ablely AWy E ]
—— >R — L
'l — 4]y Al = Yy D)0
Cut
LA F 9]\
devient la preuvdl’ en utilisant la preuver; obtenue en appliquant le corollaire
[40.2 p.18p ar; :
o ™
A [l I, [l B[] 3
Cut
Fa Ak [w]A’ A? [w]A’ - [ﬁ]A”
Cut
LA A F )
Contract
LA [9]

On applique alors la récurrence au sous-arbre de récie- [¢],,, ars, en rempla-
cant dandT’ les résultats obtenus pour obteHit. On a alorsch(IT”) = 1 < ch(IT)
eter(Il”) = || +1 < |¢ — ¢| + 1 < ¢r(IT). On peut donc conclure en appliquant
maintenant la récurrencel&'.

Examinons maintenant en détail le cas de la coupure étendue. La preladépart
est de laforme:

Dol Fl, Anfp—=yl Flely  Aynfe—dly, @]y F [Py
k- [(p—np]A A, (n+1) [gp—np]A - [q?]A,, .,

T,AF[9],,
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Appliguons 'hypothése de récurrence pour transformer les deux preuves :
T

L, [SO]A/ - W’]A/ 3
'l — 4l A,nfo =9l [y 0]
LA, [l F [0y
enIl) etIl, respectivement. On définit alors la pred¥ecomme étant :
Iy st
IAE [SO]A' L, [(:O]A’ - W]Af Cut H/Q
LA [ LA, [y B [0]
T,T,T, A, A F [0,
LA F 9]y

Comme précédemment, on applique la récurrence au sous-arbre ddrdcite
[¢],, (sa hauteur de coupure estHet son rang de coupe égald + 1 est stricte-
ment inférieur &r(I1)) puis a la preuve obtenue a partir Heapres cette derniere
transformation.

Cut

Cut

Contract

Cas de 'opérateur de modalité La preuve de la forme :
™ T2

't [p] A [elon F [V 4
[90]101\ KR [SD]’L A [ }A KL
I [Kiely A, [Ki @l b [0
Cut
LA F 9]y
se transforme de facon directe en une preuve strictement plus petite :
1 o
I'E [@lion A, [@lion E U] pn
LA [0\
On peut appliquer la récurrence a cette derniére.
Dans la version étendue, il faut considérer la prelivebtenue en transformant :

Cut

!
I [Sp]ioA KR 2
I+ [Kl ()0]/\ Av I:SO]Z‘OA/ y T [KZ (p}A H [ﬂ]A”

Cut

F7 A? [w]ioA’ + [ﬁ]A”



C.2. Laréduction de coupures 191

pour construire la preuvi :

1 H/
' [‘P]io/\ I, A, [W]ioA/ - [19]A~
Cut
I'[A R [19]A//
Contract
A F Y] A

Les inégalités voulues s’obtiennent de fagon classique.
2. Laracine ddl; ou dell, est I'application d’'une regle mettant en jeu une formglgui
n'est pas la formule de coupe (elle est alors qualifiépatesive.

Cas de la conjonction On a une preuve de la forme (A est inférieur aA et A’ les-
quels ne sont pas forcéments comparables en eux, contrairent aux conventions pré-
cédentes) :

2
T Aynely, [i]a E [0
PELely Anfely, [ Ay B [0
LA, [ A o]y = [9]0

Cette preuve peut étre transformée en une nouvelle preuve ou I'on inverse les régles
CutetAL:

ut

m Uy’
LF o]y A nfply s [r]a F [9]4n
U A [y = [0y
LA, [ A o]y = [9]40
On conclut en appliquant I'hypothése au sous-arbre dont la racitie Asfy ], F

[Y] 1, puisque par rapport a la preuve de départ, les hauteur et rang de coupure sont
conserveés alors que la profondeur logique a diminué ebeactement.

Cut

Cas de la disjonction On traite une formule de la forme :

Up) T3
1 Anely s [Pila E 0] A,n el [elp [0 VI,
I'k- [SO]A An [SO]A v @MA' - [ﬁ]A" Cut

LA [t Vbl = [0
gue I'on peut transformer en :
Comme précédemment, on conclut en appliquant la récurrence aux sous-arbres de
racinel’, A, [¢n],, = [0] . €tD, A, [1s] \ F [9] y0r.

Cas de l'implication et de I'opérateur modal On procede comme au-dessus.
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VB! T2 T 3
'+ [SD]A A,n [SD]A ) [T/}l]/v - [ﬁ]A” C [ [SOL\ A;n [SO]A ) W}?]A’ - [19]/\"
ut Cut
Fv Av w}l]A’ + [19]A” F, A? [wﬂA’ - [19]1\” VI

F? A? [wl \% w2]A/ - [ﬁ]A“

Cas de larégle de coupureOn part d'une preuvél de la forme :

2 T3
1 Ay, ny o]y W] Agna @]y, m [l [0 Cut
'k [QO}A Alu A2an1 + no [SD]A + [19]/\” Cut
I AL Ag = [0 0

SoientII] etIl, les preuves obtenues en appliquant la proposition au preuves stric-
tement plus petites qué :

T o
THely Annmalely B[y
Cable
T T3
FElely  Aaymalgly,m ]y [0y Cut
L Ao, m [Y] F [0]
et définisson$l’ comme étant la preuve :
Iy 1T
LA Y], L, Ag,m (Y] B [9]40 ut

T,T,Ap, Ay b [0,
T, Ay, Ay b 9],

Contract

On aalorsh(Il') = 1 < 2 < ch(II). On peut donc appliquer la récurrencl’a

Cas de la contraction, de I'affaiblissement et de la localisatiorLes trois cas se traitent
de facon absolument similaire, en permutant la régle en question avec la regle de
coupure. Ainsi, dans le cas de la re@entract on a une preuve de la forme :

m A? n [QO]A ’ [1/)]1\’ ) [w]A’ + [ﬁ]A” C
ontract
']y A,nfe]y, [l b [0

Fa A? [w]A’ - [ﬁ]A”
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que I'on transforme en :

] 2
IElely Aol W]y, [y B [0 Cut
A [y [W]ar = [0 an
Contract

Fv Au [w]A’ + [ﬂ]A”

On applique alors la proposition au sous-arbre dont la racing, ést[] ,, , [¢],, F
[¥] ,. Celui-ci ales mémes hauteur et rang de coupure, ainsi que profondeur logique
que la preuve de départ, mais sa taille de preuve est strictement inférieure.

Regle d'universalité Cette régle ne s’applique pas ici, puisque concernant les séquents
en entier.

3. Laracine ddl; ou dell; est le résultat de I'application de la regdgiomou de L. En
ce qui concerne la regexiomutilisée dans le sous-arbre gauche, on peut transformer la

preuvell :
2

[pl s F el An o)y [$]gn Cut

en une nouvelle preuvé’ :

A, nply F Y]y

A ey F [y

l_
Loc
A, ]y F [¥]a

On vérifie quech(IT') = ch(IT) — 1. Si la régleAxiomest utilisée dans le sous-arbre
droite, on transforme le sous-arbre gauche en une preul/e-dgp] ,, (on utilise ici les
notations usuelles) en appliquant le coroll@ire #0.1 9.185. On applique la récurrence a la
preuve obtenue, puisque sa hauteur de coupure est diminuéeatieapport a la preuve

de départ.

- Contract

La regle L dans le sous-arbre gauche se traite de fagon similaire, en transformant la
preuve :
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Si la regle L est utilisée dans le sous-arbre droite, c’est-a-dire €st la formule de
coupure, on transforme la preuve :
T
[ [L], [L]s F ear
I o]

en la preuve d& F [¢],, obtenue en appliquant la proposit@n @.81 a la preyv@uis-
gu’alors la transformation ne change pas la structure de la preuve, a par la transformation
eventuelle d’'instances de la regi@omen instances de, on vérifie que la preuve obte-

nue vérifie les contraintes sur le rang de coupe et la profondeur logique.

1
Cut

Le dernier cas a considérer est celui I'on utilise une régle structurelle s’appliquant a la
formule de coupe.

Cas de la contraction La régle de contraction se traite de la facon suivante. Partant de

la preuvell :
2
T A (=1 el el lely B o
ontract
T[]y Angly F Y]y

LA F []

on la transforme en une nouvelle predve
™ T2

CElply A(n+1)[ply F [z
T, AF [,

et on applique la proposition a cette derniére, ayatl’) < ph(II) et des égalités
pourch, cr etld.

Cas de l'affaiblissement Pour la regléVeak deux cas sont a considérer. Dans le premier
cas, on supprime la seule occurence de la formule de coupe :

UP)
T A+ ,
' s Weak
TEloly Aol [y Cut
LA F (9],
On peut la transformer en :
T2
AF ,
Wl eak

LA F (9],
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Dans le cas ou il reste des formules de coupe, on procéde comme précédemment, en
supprimant I'application de la régle d’affaiblissement, et en appliquant la propriété
au résultat obtenu.

Cas de la localisation Pour cette regle, la définition de la régle de coupure étendue que
I'on utilise permet de supprimer purement et simplement une occurence de la régle
de localisation dans le cadre d’une coupure. La taille de la preuve diminue alors
strictement dd, on peut appliquer la récurrence a la preuve obtenue.

Cas de 'universalité La preuve de départ a la forme suivante :

T,
Vi, Foi + [QD]Aoi 2
Univ
I'F [y A o]y [l Cut
LA (9],

Définissons les preuves ; obtenues en appliquant la propositign [7"p.82 gour
ajouter l'indice: a droite, et soienll les preuves obtenues en appliquant la récur-

rencea:
1, T2

Loi F [#) poi Aoi, [Pl poi I [V aroi
Loiy Aoi b [1h] pro
On définit alors la preuvE comme étant :

Cut

I
Vi, Doy Ao B [¥] 0o
LA R[],

Univ

Onaalors bier(II) = max ({c(I1}) }) < |¢|, etd(II) < 142d(me)+2max ({d(7;)}) <
2(d(11y) + d(I1y)).
U
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Annexe D

Manipulation des hiérarchies

Nous allons maintenant exclusivement nous intéresser a ces hiérarchies de représentation,
puisque toutes les conditions que I'on impose sur ces structures vont permettre de définir les
constructions que I'on espére (en particulier le produit cartésien et le raffinage) de facon simple.

D.1 Opérations de manipulation des indices

Les premieres opérations que nous définissons ici sont des briques de bases permettant des
manipulations élémentaires de hiérarchies.

D.1.1 Hiérarchie atomique

La premiere construction a considérer est la transformation d’'une représentation en hiérar-
chie. Son role est purement formel, et permet de construire les hiérarchies “atomiques” que I'on
combinera par la suite pour aboutir a des hiérarchies plus complexes.

Ainsi, étant donné une représentatiBravec une description maximale et une conjonction
partielle (ce que I'on impose aux représentations présentes dans une hiérarchie), on définit :

H(R) = <{L} A0t ARY, {fL\L}>

ou I'unique indice est not§ la représentatio®, estR elle-méme, et la fonctioif,, est I'iden-
tité deR.

D.1.2 Ajout de la représentation vide

On peut définir une représentation ville-, ayant une unique description: (qui donc est
la description vide, celle ne fournissant aucune information) en posant :

RT - <RT7 §T7 TT>

197
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avecR+ = {T+}, l'ordre partiel<+ se déduisant directement de cette définition, puidgue
ne contient qu’un élément.

Il est possible d’ajouter cette représentation a une hiérarchie de représentations. En effet,
soit une hiérarchie définie a I'aide de surjections de Galois

H=(Z,<,{R:}, {{pi» i) })
En supposant que le symbadlen’appartient pas &, on peut définir une nouvelle hiérarchie :
Hr = (T, 4 {Ri}ier - {{efii 1) })

ou le nouvel ensemble d'indices &t=7Z U {T }, I'ordre partiel<’ est tel que :

Viel i<dT

Vi,jel, i< j&idy

Tdi=i=T
De plus,R’; est la représentation vider, etVi € Z, R, = R,. Enfin, pour les surjections de
Galois,ona:

Vi, j €Z,i45 = () = (i i)
Viel, { o=

Cette construction, bien qu’un peu fastidieuse a définir, sera trés pratique, utilisée conjointe-
ment avec le produit cartésien.

D.1.3 Suppression d’'indices

La derniére construction de base sur les hiérarchies est la suppression d’indices. En effet, il
peut arriver plusieurs situations ou il peut étre intéressé de retirer certains indices et les repré-
sentations qui correspondent d’une hiérarchie de représentations.

De fagon générale, 8{ est une hiérarchie de représentation, et si un sous-ensgmbl&
vérifie la condition de fermetufe 9.3[p. 107, on peut définir la restrictiok [deen posant :

H|s = <j,<|jxja {Rities {fi\j}i,jej>

Deux cas particuliers peuvent apparaitre régulierement pour la suppression d’'indices :

Suppression vers le haut Etant donné un filtreF deZ (c’est-a-dire un sous-ensemble tel que
i€ Fetj<i = j € F),lecomplément \ F esttoujours un ensemble fermé d’indices. On
peut donc definifH|z . Un cas particulier est, en présence d’une hiérarchie avec un indice
maximal T, de considéref{|1 (1. En effet, dans la pratique, on peut avoir besoin d’ajouter
une représentation vide pour les besoins d’'une construction, et de la supprimer apres.
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Suppression vers le bas On peut adapter la suppression vers le haut pour retirer des indices
vers le bas, mais pour que la condition de fermeture soit toujours vérifiée, il faut faire quelques
adaptations. Etant donné un indices Z, notonsi| = {j | j <i} pour obtenir la définition
Suivante :

Définition 11 (Idéal premier)
Un idéal premierd’un e.p.o. (P, <) est un idéal I de P vérifiant la propriété suivante :

Ve,ye P,x]NylCI=x€louyel

Cette notion d’idéal premier va nous permettre de caractériser les idéaux que I'on peut retirer
a un ensemble d’indice pour gu'’il soit toujours fermé au sens de la conditipn 9.3. En effet, si
est fermé, et7 C 7 est un idéal premier, alos\ J est encore fermé.

Cette “direction” de suppression d’indices pourra étre utilisée pour retirer les représenta-
tions contenant une certaine information. Ainsi, si I'ensemble d’indicest le produitZ; x Z,
ouZ, a un indice maximun , (ce qui sera une configuration classique en pratique), alors on
peut définiry = {(iy,ia) | i1 € 1,12 € o \ {T2}}. Il S'agit bien d’'un idéal premier d&, et
le complément est \ 7 = { (i1, T2) | i1 € Z1}, de sorte que I'on a effacé toutes les informa-
tions correspondant aux représentations associées aux indi¢esQie peut ainsi masquer les
informations relatives a une partie du systeme.

D.2 Produit de systemes

On rappelle que dans la section]4.2 p.43, on a défini le produit de deux représentation en
prenant comme ensemble de descriptions le produit des deux ensembles de départ, et comme
ordre partiel I'ordre composante par composante correspondant aux ordres de départ. On peut
I'étendre aux représentation avec description vide et conjonction partielle en définissant :

(R1,<1, T1) ® (Rg, <2, Ta) = (R1 X Ra, <i1g2,(T1, Ta))

oU (dy, da) <ig2 (e1,€2) & di <1 €1 €tdy <5 €.

A partir de ce produit défini pour les représentations, on peut définir le produit de deux
hiérarchies de représentations. Intuitivement, on construit le produit en considérant toutes les
paires de représentations des hiérarchies de départ, et les fonctions entre elles agissent compo-
sante par composante de la facon la plus simple possible. Ainsi, étant donné deux hiérarchies
Hi = (T, <1, {R;},{fi;}) etHa = (T, <2, {S;} . {gi; } ), on définit :

Hi® Hy = <I X T, <iw2, {Z,j}iez,jej ) {h(i17j1>|(i27j2)}>
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ou les representations sont définieshar= R; © S; et les fonctions de transformations par :

h<i17j1>|(i27j2>(<67 f)) = <fi1|i2(e)v gj1\j2(f)>

Dans cette définition simple, le produit ne fait que mettre dans une méme structure deux hiérar-

chies de représentations, mais sans ajouter d’autre information. Ainsi, si chaque hiérarchie de

départ représente diverses fagons d’observer une partie distincte d’un systeme, le produit de ces
hiérarchies n’exprime aucune correlation entre les représentations des deux parties.

Maintenant que nous avons défini comment étendre le produit a des hiérarchies de représen-
tations, nous allons maintenant aborder la construction de raffinage, qui permettra entre autres
d’exprimer des relations entre les différentes composantes d’un produit.

D.3 Raffinage de systemes

Nous allons ici reprendre une version renforcée parmi les définitions de raffinage données
dans la section 4.2[p.}43. Ainsi, étant donné une représenfatitmraffinage que nous conside-
rerons maintenant est défini par un opérateur partiel de cléture inférieunsk. Cet opérateur
fournit trois types d’'informations sur le raffinage :

— Les descriptions que I'on doit maintenant considérer comme incohérentes. Il s’agit du

complément du domaine de définition ¢lesoitR \ dom(¢).

— Les descriptions qui sont suffisament riches pour le raffinage. Il s’agit de 'ensemble des

points fixes{d | d = ¢(d)}.

— La facon dont les autres descriptions doivent étre transformées pour inclure les informa-

tions relatives a I'application du raffinage. En effet, si 'on a une descriptierdom(¢),

celle-ci est transformée ef(d).
Précisons un peu plus I'application d’'un tel opérateur dans le cas ou la représentation posséde
un élément maximum, et une conjonction partielle, comme c’est la cas pour les représentations
présentes dans une hiérarchie de représentations.

Definition 13
FEtant donné une représentation R = (R, <, T) et un opérateur de cloture inférieure ¢ défini sur
R, son raffinage est la représentation ¢(R) = (R, <', T') oul’ona:

- R'={¢(d) | d e R}

- <'=<|pxr

- T'=¢(T) puisqueVd,d < T = ¢(d) < o(T).

Pour pouvoir étendre I'application du raffinage a une hiérarchie de représentations, il faut
prendre en compte plusieurs éléments. Tout d’abord, il faut considérer gu’il existe un opérateur
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de cloture inférieure); pour chacune des représentatigds avec des conditions reliant ces
opérateurs. De plus, on doit aussi définir la facon de transformer les fonctions de transformations
pour tenir compte des changements de représentations. L'approche que nous allons suivre dans
la suite va étre d’appliquer un opérateur de cloéture en un point de la hiérarchie (c’est-a-dire
de l'appliquer a une représentation bien précise), et d’étendre son action a I'ensemble de la
hiérarchie.

Pour cela, nous allons définir deux facons de modifier les opérateurs de cl6ture, en allant
d’une part “vers le haut” et d’autre part “vers le bas”. Nous allons par la suite considérer deux
indicesi, j de la hiérarchie de représentation tels gug.

Vers le haut

Nous allons nous intéresser premierement au premier sens, qui est le plus simple. En effet,
si 'on a un opérateur de cloture infériegiy défini surikR;, on peut définiry; = a;); o ¢; o ;.
On verifie facilement que la fonction ainsi définie est intensiwg(d) < a;j; 0 v;;(d) = d, elle
est croissante puisque définie comme la composition de fonctions croissantes, et idempotente.
Pour cette derniére propriété, on a en effet :

¢j(d) = ao ¢; 0 y(d)
=0 ¢;0p;0v(d)
<ao¢p;0ovoaop;oy(d)
= ¢; 0 ¢;(d)
Vers le bas

Si maintenant on a un opérateur de clbtgredéfini surR;, comment définir un autre
opérateur); surRk; compatible avec le premier, c’est-a-dire tel que :

i © %ilj (d) = iy © ¢;(d)
Tout d’abord, la croissance nous impose :
i(d) < @i (15 © azu(d)) =75 © &5 © azs(d)
En tenant compte de l'intensivité, on obtient I'inégalité suivante :
¢i(d) < d Ay 0 50 agpi(d)

L'opérateur que I'on cherche est donc le plus petit opérateur de clbture vérifiant cette inégalité.
Définissons la suite suivante :

d[):d dk+1:dk/\70¢)joa(dk)
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Du fait de I'idempotence, on trouve qiie:, ¢;(d) < di. En effet, par récurrence, on peut écrire
que sig;(d) < dy, alors :

6i(d) = 61 0 ¢i(d)
< ¢i(d) Ay odjoa(pi(d)
< dp ANyodjoa(d)

= dj11

Cependant, si la suitgl), } a une limited., on a¢;(d) < d.., mais puisqué., < yop;oa (du)
par définition de la limite, on trouve que c’est en fait la bonne valeup;dé). On peut donc
écrire :

¢i(d) =1fp (z — z A5 0 @5 0 () (d)
Gréce a la conditiop 9.4 définie plus haut, on peut s’assurer que le domaine de définition de
vérifie bien la condition :

dy < dy = dy € dom(¢;) = dy € dom(¢;)

On retrouve donc vérifiée la condition imposée sur les opérateurs de cloture pour étre utilisables
dans le cadre de représentations.

Nous allons maintenant nous intéresser a une propriété de composition des transformations
précédentes. Pour cela, soient trois indiceg < k, et supposons que I'on a un opératewr
défini surRRy. Il existe deux manieres de définir un opérateur de cloturéksu partir degy.
La premiéere fagon est de descendre directemef,daRR ;. On définit donc :

0 = d s i (& = 1 A s 0 0 gy (1)) (d)

Mais on peut définir un second opérateur en descendant juBjypais en remontant vef§ ;.
On définit donc :

¢? =d > aj;olfp (x = 2 A ik © P © Oék\i(x)) © 7il;(d)

Nous allons montrer que ces deux fonctions sont égales. Tout d’abord,escﬂbm(gb}). On
peut donc définir une suite pds = d etd, .1 = d, A v,k © ¢r © ayj(d,), €t cette suite a une
limite d..
Définissons donc une suite daRsen posant,, = 7;);(d,). Commev n, v;;(ds) < e,, 0N
en déduit que la suitge,, } converge. Soit., sa limite. Or, il est facile de vérifier que cette suite
vérifie de plus :
€nt1 = €n A Vil © O 0 upi(en)

On en deéduit donc que;;(d) (qui est égal &) appartient a doiie;), et doncd appartient a
dom(¢?). Réciproquement, si € dom(¢;), on en déduit quey;(d) € dom(¢;). Mais alors,
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en reprenant les suitdgl, } et {e,} définies précédemment, on en déduit que la siitg
converge, et donc c’est aussi le cas pody}.

On en déduit donc quéc dom(¢;) < d € dom(¢3). Les deux domaines sont égaux. Enfin,
en utilisant les notations précédentes, on a :

6;(d) = do 65(d) = ajs(ecc)

Mais on a vu quey;;(ds) < e ce qui implique quel,, < o;j;(es). Réciproquement, on a :
Vn, ajji(es) < dy, et donco;;(ex) < ds Ce qui donne I'egalité entre les deux fonctions.

Construction générale

Nous pouvons maintenant nous pencher sur la méthode pour définir a partir d’'un opérateur
de clbture inférieurey; défini sur une représentatioR; une famille d’opérateurs de cl6ture
{¢):R; — R;} telle que :

J k= ¢, = mjj 0 & 0 ok

Pour cela, étant donnge Z, on pose :

¢; =d— ajolfp (a: = A\ Yg|i © @i © Oéz‘|k(5’7)) © Yrl;(d)

ol k est un indice appartenant an j|. On peut tout d’abord vérifier que {& ainsi defini ne
dépend pas de la valeur éehoisie. Supposons en effet que I'on a deux indiges, € i Nj|.
Soitde plud € k1| N ko|. D’apres le résultat précédent, on a :

i, © Up (5’3 = A\ Yy Ji © @i © Qi (95)) O Viyj

= Qjky © ey 0 Mp (2 @ Ay 0 610 (@) © Yy © Yl
= a0 Up (x> 2 A i © ¢ 0 () 0

= ik, © Qpypr © 1P (w =X A0 ¢ 0 Oéi\l(x)) O Vilky © Vkalj

= |, © lfp (m = A\ Yiyli © @5 © aile(x)) O Viylj

Ainsi, la famille { ¢/} est bien définie. On vérifie sans peine aije= ¢;, ainsi quej < k =
Or = Ykl © ¥; © gk, grace a la propriété de composition dest .

On peut donc définir pour chaque représentation sa transformée en fonctioereosant :
Vj, R = ¢3(R;)

Pour obtenir une hiérarchie de représentations, il reste a transformer les fonctions de transfor-
mations, et de vérifier que les conditions sur l'ordreont bien vérifiées. Si I'on part d’'une
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descriptiond dans une représentation donnée, et qu’'on la transforme a l'aide de fonet@ins
~, pour étre sar que le résultat est stable par 'opérateur de cléture de la représentation d’arrivée,
il suffit de I'appliquer. On peut donc définir :
Vi<j, aj; =@ v = 6o
On peut Iégerement simplifier cette notation en remarquaniyue «;; o ¢; o v;;, ce qui
fait que sid = ¢}(d) alorsa;;(d) = ¢ (ji(d)). Le dernier point & montrer est quer j =
o 07, =id;. Maisona:

/ / . - / I /
Qg © Viy = Xli © ¢ 0 iy = ¢j

Or, par définition d&k, on ad € R, = d = ¢’(d).

Toutes ces considérations nous ont montré comment modifier une hiérarchie de représen-
tations a partir d'un opérateur de cloture défini pour une représentation donnée. Nous avons
montré comment en déduire un ensemble d’opérateurs permettant de modifier toutes les repré-
sentations ainsi que les fonctions de transformations, sans pour autant changer I'ordre sur les
indices<. Nous résumons maintenant cette construction.

Définition 12
Etant donné une hiérarchie de représentations H = <I, A4 {R;}, { <ozj|i, Vil > }>, unindicep €
et un opérateur de cldture inférieure ¢ défini sur R, on définit le raffinage de 'H par ¢ comme
la hiérarchie :

H' = (T, 4R} {{fis i) })

ol pour tout i € I, on a R} = ¢;(R), ofy; = aypslr; et; = ¢; 0 Yijj|w;. On utilise dans ces

J
définitions les opérateurs 1), définis par :

¢; = d — ayjj o lfp (91; = T A\ Yjp O ¢o O‘p\j(m)) °7;i(d)

Nous avons ainsi défini une transformation de hiérarchies de représentations basée sur I'ap-
plication d'un opérateur de cléture inférieure en un point précis de cette hiérarchie, soit sur
une représentation déterminée. Cela traduit le fait que dans I'étude d’un systeme, si I'on ajoute
de l'information structurelle, on le fait en général en se restreignant a une partie bien précise
du systéme, et non au systéme entier. En utilisant les constructions de base que I'on a définies
dans ce chapitre, nous allons présenter plusieurs exemples de manipulations de hiérarchies de
représentations.
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D.4 Autres constructions

D.4.1 Produit de deux représentations

Nous donnons ici un exemple simple de l'utilisation du produit de hiérarchies conjointement
aux opérations simples définies juste avant. L'exemple est le suivant : on part de deux représen-
tationsR, et R, et 'on montre comment aboutir a une hiérarchie de représentation contenant
trois représentations (celles de départet R, et leur produitR; ® R,) ainsi que les fonctions
usuellement associées aux produits cartésiens.

On effectue cette construction en plusieurs étapes :

1. Tout d’abord, on transforme les deux représentations de départ en hiérarchies atomiques.

H(R.)  H(R2)
2. On ajoute a chacune de ces hiérarchies atomiques une représentation vide.

H(Ry)T H(Rs2)T

3. On effectue le produit cartésien de ces deux représentations.

H(Ry)T ® H(R2)T
4. On supprime la nouvelle représentation vide, d’indiceT).

(H(R1)7 @ H(Ra2)T) [0, T)(T 0}

Sil'on note{R;} I'ensemble des représentations de la hiérarchie finale,f) aqui est
égaleR; ® R, alors queRQﬂ) (resp.R’<U>) estisomorphe &, (resp.R,). De plus, on a pour
les fonctions :

LTy = (T, Y) =T YT =T (T, Ta)

Les differentes étapes que I'on vient de décrire sont représentées dans la figure D.1. On voit
dans cette construction que I'on a bien les représentations, ainsi que les projections et insertions
qui sont présentes.

D.4.2 Application de fonctions

L'ajout d’'une contrainte structurelle sous forme d’une fonction peut étre formalisée en utili-
sant la construction de raffinage. Un tel ajout de contrainte peut s’exprimer de la fagon suivante :
supposons que I'on a deux indiceg € Z, et que la contrainte s’exprime par une fonction
croissantef : R; — R; dont l'interprétation est la suivante : une connaissance depuis le point



206 Annexe D. Manipulation des hiérarchies

@) @)
R, R, H(R)) H(R,)
Etape 0 Etape 1
T,T
T T
T
L L Ll
H(R) | H(R,) | HR), HRy,
Etape 2 Etape 3

H(ﬁl)l H(‘RZ)J_ {LL, ,T, T}

Etape 4

FIG. D.1 — Produit de deux représentations

d’observatiorO; exprimée par une descriptiahentraine des informations sur la représentation
R; exprimeée parf (d;).

Grace a la propriété de fermeture de I'ensemble des indices d’'une hiérarchie, il est possible
d’avoir un indicek tel quek < i etk < j. On peut alors transformer la fonction précédente en
une fonction ayant la méme représentation g) comme domaine et co-domaine en posant
I" = ;o [ o ayp. Cette fonctionf’ représente exactement le méme apport d’information
que la fonctionf, puisquef = o, o f’ o y,,. On peut donc se limiter aux fonctions d’une
représentation vers elle-méme.

Ainsi, considérons une représentatiBnet une fonctionf : R; — R; qui traduit I'apport
d’'information structurelle. En partant d’'une descriptidre R;, il faut y ajouter des informa-
tions correspondant & la descriptifil) € R;, pour obtenird A f(d). Il est donc intéressant de
considérer la fonctiod — dA f(d) pour effectuer le raffinage de la représentation. Mais ce n’est
pas en général un opérateur de cléture, car si elle est bien croissante et intensive, I'idempotence
n’est pas toujours Vvérifiée.

On peut identifier quelques cas ou I'on peut facilement déduire un opérateur de cl6ture de
cette fonction :
— On peut tout d’abord s’intéresser au cas ou la foncfien d A f(d) est un opérateur de
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cléture. Pour cela, il faut que la propriété d'idempotence soit vérifiée. Elle s’écrit :
Vd, dA f(d)=dAf(d)Af (AN f(d))
On en déduit la condition nécessaire et suffisante :

fdnfd) <dnf(d)

— Un cas particulier de la situation précédente est exprimé par la condition suivante :

Vd, f(d A f(d) = f(d)

Cette situation est celle que I'on rencontre par exemple dans le cas d’'un produit cartésien
de représentation : si I'on a deux représentati@nst R ;, et leur produitR, = R; @ R,

pour une fonction croissante: R; — R;, en posantf’ = ;o f oy = (2,y) —

(x, f(z)),ona:

F @y nf () = (2 oy A (@) = (@ y A fa)) = f ((,9)

— Si la représentatioR;, est complete pour I'ordre, on peut définir une suiteen posant
rg = x etz = x, A f(x,). Deux cas se présentent alors : soit la suite est définie
pour toutn, auquel cas on définit*(z) = lim inf {z, }, ., Soit la suite n’est pas définie
pour toutn, auquel cag$ n'est pas définie pour. On vérifie aisement qug verifie les
propriétés suivantes : c’est un opérateur de cl6ture inférieure dont le domaine de définition
est un filtre deR;, qui vérifieVd € dom(¢%), ¢7(d) < f(d) et c’est le plus grand
opérateur de cléture ayant cette propriété.

D.4.3 Partition d’'une représentation

La partition d’'une représentation permet son découpage en deux parties, permettant d’imiter
le comportement de booléens au sein d’'une représentation. On définit tout d’abord la représenta-
tion booléenn&k g comme étant composée de trois élémants f avecT qui est la description
vide et les autres descriptiongtf ne sont pas comparables.

L'idée de la partition est alors d’associer un idéal a la descriptatrun autre d. Pour cela,
on se donne deux idéauxet N deR, ainsi que deux descriptions etdy vérifiant :

Vde P,d<dp Vde N,d<dy

Ainsi, P (resp.N) correspond a (resp.f). On se donne de plus deux descriptiotis €t d )
pour représenter les deux valeurs booléennes. Il est a noter que I'on ne veut pag gee
viennent une approximation de, ce qui implique que lI'on n'impose nlp € P, nidy € N.
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On définit donc la partition d& suivant(P, dp) et(NV, dy) commepc(R @ Rgp) ou la fonction
C' est définit par les gardes suivantes :

Vde P, (d, T) — (T,t)

Vde N, (d, T)— (T,f)
(T,t) — (dp, T)
(T,f) — (dn, T)

Il est facile de vérifier qué&’' vérifie : Vd, C(d A C(d)) = C(d). Un schéma résumant cette
construction est donné en figure D.2.

FIG. D.2 — Partition d’'une représentation

D.4.4 Ensembles d’'idéaux

Etant donné une représentatiBnon peut définir un autre ensemble partiellement ordonné
en considérant le poset de ses idé@lix= (p'(R), C). Cette construction permet d’étendre
la structure d’une hiérarchie de représentations en considérant des ensembles de descriptions.
Cette extension peut aussi étre appliquée aux fonctions croissantes, puisque si I'on a une telle
fonction f : R; — R4, on peut définir :

frip(Ri) = (Ro)
I'—{d|3d el:d<f(d)}
= J{a | d < f(a)}

del
On peut adapter la transformation d’'une représentation en I'ensemble de ses idéaux a une
hiérarchie de représentations, en définissant (avec les notations habituelles) :

H— <I,<1, {Rf},{le\g}>
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Proposition 42

Etant donné une hiérarchie de représentations, la structure H' en est une elle aussi.

Preuve |l suffit pour prouver cela de vérifier les propriétés suivantes :
coopl ool gl
Viayg, fi 0 fi; = id;
Viaja k: le|k g fllu o f]l|k

En effet, on a:

a5 = flyo fh = 1 (U (|0 < fi|j<d>})

del
- gfjl” ({d'|d < fi(d)})
=J{d | d < fiio fus(d)}
_G{d’ | d' < d}
_TI

fiyo fu =UJ{d | & < fiy o fin(d)}

del

D U {d|d < fild)}

del
- f,ﬁk(])
0

On peut encore enrichir cette construction en reliant la hiérarkhiex celle d’origine
(H) dans le cas ou il est possible d’établir une surjection de Galois entre toutes les représen-
tationsR; et leur ensemble d’idéau%ﬁ. C’est par exemple possible lorsque 'on peut de-
finir une disjonction compléete/; sur chacune de®,;. On définit alorsy; : R, — Rj en
posanty;(d) = {d' | d <d} et inversementy;(I) = \/.{d € I}. Ces fonctions vérifient
a;0v(d) =V, {d |d <d} =det:

a(l)<devVd el,d <de I Cy(d)
Dans ce cas, on peut définir une hiérarchie de représentation :

H = (T, < AR} (i vis) )
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oulona:

T'={(i,j) |ieZ,je{1,2}}
(i1, J1) < (iz, jo) & i1 <ig €ty < jo
;,1 = Rzl ;,2 =R
5 0)|(0,1) = i 72i,1)|<j,1> = Yilj

e = Wi Vealua = Vi

oy = OGOl Vi) = Vi © Vil

Il est aisé de vérifier qu&’ est bien une hiérarchie de représentations.

D.4.5 Union de deux éléments

On propose ici une autre méthode pour enrichir une représentation de telle sorte que I'on
ajoute une description correspondant a la réunion de deux autres. Cette méthode utilise I'opé-
ration de raffinage en conjonction avec une fonction se comportant comme la disjonction boo-
léenne. On définit pour cela la fonctiarsur le produitRg ® Rg ® R par les gardes suivantes
(on note- a la place der pour améliorer la lisibilité) :

(£,£,-) = (6
(t,-,-) — <-,-,t>
y <‘,t,-) — <.7 ~,t>
(o) = (51
(£, ) = t,0)
(B ) = ()

La figure[D.3 montre comment, en appliquant: d — d A u(d), on obtient une représentation
équivalente &k g ® Rp alaquelle on a ajouté une description correspondant a l'unidn de
et(T,t) (il s'agit de la représentatiofy, -, t) marquée en noir).

On peut appliguer cette transformation dans le cas général en se servant des partitions. Ainsi,
si on veut construire la réunion de deux descriptiénst d,, on effectue deux fois la partition,
'une selonP, = {d | d < d} etN, ={d | Vd <d,d £ d,} etl'autre selonP, et N, définis
similairement. On peut alors appliquer I'union booléenne définie ci-dessus aux deux booléens
représentant; etd;.
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O, (RgPREXRy)

Fic. D.3 — Construction de 'union de deux éléments
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Résumeé

On s’intéresse a la connaissance que I'on peut avoir d’un systeme en se basant uniquement
sur des observations que I'on peut en faire et ou certaines informations peuvent rester cachées.
On peut structurer ces observations en comparant leur contenu et la quantité d’informations
gu’elles fournissent, pour obtenir ce que nous nommons des représentations. On peut de plus
etudier les relations existant entre les différentes facons d’observer un méme systeme, pour
obtenir certaines fonctions reliant les représentations entre elles.

Avec ce formalisme, on se livre a une étude logique du comportement de l'information pour
cette approche. Le premier résultat est que I'on se base sur la logique intuitionniste, puisque les
propositions que I'on considere expriment des connaissances sdres, et que I'ajout d’'information
n’en modifie pas la véracité.

On étend cette logique en utilisant des opérateurs “modaux” pour symboliser les différentes
facons d’observer le systéme et exprimer le fait qu’une information est accessible ou non depuis
le point de vue correspondant. Suivant les contraintes que I'on impose, on obtient plusieurs com-
portements de ces opérateurs dont découlent plusieurs logiques proches de la logique nommée
1S4,

Le postulat de base utilisé (on étudie un systéeme en I'observant) est tres général. Or, notre
étude montre que cela impose une logique relativement faible, puisque ni le tiers-exclus, ni
I'axiome modab ne sont vérifiés, et ne peuvent I'étre méme en ajoutant des hypothéses. Cela si-
gnifie que seuls les éléments que I'on manipule, soit les résultats d’observations, sont importants.
On est donc obligé de raisonner de fagon constructive a partir de ceux-ci et la non-observation
d’un fait de permet pas d’en déduire sa négation.

Ainsi, les seuls éléments dont il faut tenir compte dans I'observation et I'étude de la na-
ture sont les observations que I'on en fait et toute connaissance s’obtient de fagon strictement
déductive a partir de celles-ci.

Mots-clés: Représentation de connaissances, Logique modale, Logique intuitionniste, Théorie
de I'observation

Abstract

We focus on the study of knowledge obtained by performing partial observations of a
system. The result of those observations can be structured by comparing their informational



content, and this is how we define what we call representations. It is also possible to study
the possible relationships existing between different observations methods, which leads to the
existence of functions between representations.

With this formalism, we make a logical study of the way information behaves in such a
context. The first point which arises from this is that one has to use intuitionistic logic, since
propositions are about facts and not beliefs, and the addition of information does not change
their veracity.

This logic is extended by adding “modal” operators, which correspond to different ways of
observing a system and express the fact that a piece of information is accessible or not from a
given point of view. Depending on the constraints which are applied to our structures, one gets
several behaviors for those operators and as many logics, all similar to the modal logic 1S4.

The basic postulate, that is a system is studied by observing it, is extremely general. How-
ever, our study shows that this leads to a rather weak logic, since neither the excluded middle
principle nor the modal axiom 5 can be verified, even if extra hypotheses are considered. This
means that the only important elements are the results of observations, and any reasoning is
done constructively from them. As a consequence, the non-observation of a fact can not be used
as a proof of its negation.

In conclusion, the only elements which have to be taken into account when observing and
studying nature are the observations which can be done of it, and any knowledge is obtained
deductively from it.

Keywords: Knowledge Representation, Modal Logic, Intuitionnistic Logic, Observation The-
ory
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