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Chapitre 0

Introduction

Cette thése a pour objectif 'application de certains outils de la théorie des cycles algébriques, notamment les
motifs et les jacobiennes intermédiaires, & des classes particuliéres de variétés algébriques. Elle comporte deux
parties. La premiére partie est consacrée aux motifs purs, le résultat principal étant le calcul du motif d’un fibré
en quadriques. L’objet de la deuxiéme partie concerne une étude des fibrations lagrangiennes sur des variétés
holomorphiquement symplectiques, obtenues comme les jacobiennes intermédiaires relatives de familles de variétés
de Fano de dimension 3 et, éventuellement, leurs compactifications partielles.

0.1 Partiel

Les motifs ont été introduits a la fin des années 60 par Grothendieck, dans le but de trouver une théorie de
cohomologie universelle. La catégorie des motifs de Chow purs (construite par Grothendieck) est définie de la fagon
suivante.

Une correspondance entre deux variétés projectives lisses complexes X et Y est la classe d’un cycle algébrique
sur le produit X x Y modulo équivalence rationnelle, i.e. un élément de CH (X x Y'). Si X est de dimension d, une
correspondance de degré p de X vers Y est un élément de CH d+p (X xY). On peut définir une loi de composition
sur les correspondances comme suit : si I'; est une correspondance de X vers Y et I's une correspondance de Y
vers Z, on pose

Lyol'y = pxz«(Pxy 1 - Py 212),
oll pxz est la projection de X x Y x Z vers X x Z et de méme pour pxy et pxz, et le point désigne le produit
d’intersection sur X x Y x Z. Un projecteur sur X est une correspondance p de degré 0 de X vers X qui vérifie
pop = p. Un motif de Chow (effectif) est un couple (X, p), ot p est un projecteur sur X. De méme on peut définir
des motifs modulo une autre relation d’équivalence adéquate par exemple 1’équivalence homologique ou numérique.

Une correspondance I de X vers Y induit un homomorphisme de Q-espaces vectoriels ' : H(X,Q) — H(Y,Q)
sur la cohomologie défini par

Io=py.(pxa-[I),
ol le point désigne le cup produit. De méme, I" induit un homomorphisme T, : CH (X) — CH (Y) sur les groupes
de Chow. Plus précisément, si I" est une correspondance de degré d de X vers Y, alors I' induit un homomorphisme
I, : H*(X,Q) — H*24(Y,Q) et un homomorphisme I', CH”(X) — CH"T¢(Y). En particulier un projecteur p de
X induit des endomorphismes de H*(X,Q) et de CH*(X).

Par la suite, la théorie des motifs était développée dans des travaux de nombreux mathématiciens dont Beilinson,
Bloch, Deligne, Hanamura, Manin, Milne et Murre. Plusieurs bonnes propriétés de la catégorie des motifs dépendent
de la conjecture de Bloch et Beilinson (et indépendamment Murre) qui est l’existence d’une filtration décroissante
finie sur les groupes de Chow des variétés projectives lisses, compatible avec 'action des correspondances, dont les
graduées sont contrélées par la cohomologie :

Conjectures. (Bloch-Beilinson-Murre [35]) Pour une variété projective lisse X de dimension n, il existe une
filtration décroissante F¥ (v >0) sur CHl(X), 0 <1 < n satisfaisant aux propriétés suivantes :

)
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(i) F*=CH'(X), F' = CH}_,, (X).

(i) F" - F* C F™% ou le point désigne le produit d’intersection.

(iii) F* est fonctorielle pour les morphismes f: X =Y.

(iv) Les composantes de Kiinneth [Ax]?" 77 € H""(X x X,Q) de la classe de cohomologie de la diagonale sont
algébriques, données par les classes de projecteurs p;, et Gr'p. CHl(X) ne dépend que du motif h?'~V(X) =
(X, [P21—v]hom ) modulo Uéguivalence homologique, i.e. pj. Gr'pm. CHY(X) = 62, Id g, v, CHI(X)-

(v) F™ =0 pour m >> 0 (version faible) ou F'** =0 (version forte).

Remarque 0.1.1. Pour (iv), on notera que (i) et (ii) pour X x X et (iii) impliquent qu’une correspondance
L eCHP, (X x X) agit par zéro sur Gr'%. CH(X).

hom

Jannsen [35] montre qu’une filtration satisfaisant aux points (i) & (iv) est unique. Une filtration satisfaisant aux
points (i) a (iv) existe toujours (cf. S.Saito) mais on ne sait pas si elle s’arréte, i.e. si elle vérifie le point (v).
Dans [541], Murre a introduit la notion de décomposition de Chow—Kiinneth.

Définition 0.1.2. (Murre) [55, Def. 6.1.1, p. 67]
Soit X une variété projective lisse de dimension n. On dit que X a une décomposition de Chow—Kiinneth si il
existe, pour 0 < j < 2n, des cycles p; € CH (X x X) tels que

1. pjpr = d;kpj t.e. p; sont des projecteurs, deux & deux orthogonauz,

2. Z?ZO pj =Ax € CH,(X x X), ou Ax désigne la classe de la diagonale de X x X,

3. pjlhom = [Ax]2", ot [Ax]2" € H"™™(X x X,Q) désigne la '™ composante de Kiimneth de la
classe de cohomologie de la diagonale. De fagon équivalente, l'action de p; sur la cohomologie est pj, g (x) =
6j,k Id Hk(X)

Définition 0.1.3. On dit qu’une décomposition de Chow—Kiinneth d’une variété projective lisse X est auto-duale
s1, pour tout indice j tel que 0 < j < 2dx, on a p;j(X) = "pyg, _;(X), ou '’ désigne le transposé.

Donnons maintenant des exemples de variétés projectives lisses sur k admettant une décomposition de Chow—
Kiinneth :
1. Les courbes projectives lisses satisfont aux conjectures de Murre.
2. Pour les surfaces projectives lisses, Murre a construit une décomposition de Chow—Kiinneth via la construc-
tion du motif de Picard et d’Albanese. Pour plus de détails voir [55].
Il a ensuite énoncé quatre conjectures pour chaque variété projective lisse :

Conjectures. ([51, Sec. 4.8.2.1, p. 149], [55, Sec. 7.2 p. 85]) Pour une variété projective lisse X de dimension
n:

I (Existence) X admet une décomposition de Chow-Kinneth donnée par des projecteurs orthogonauz p; €
CH 4, (X x X)), pour 0 < j < 2n.

II Pour tout 0 <1 < n, les projecteurs py,. .., pi—1 €t Daj+1,. .., D2n agissent par zéro sur CHl(X).
III Pour tout 0 < 1 < n, ker(py) = CH (X)phom . (Notons que clairement ker(py) € CH' (X )hom )-

IV Pour tout 0 <1 < n, la filtration sur CH'(X) définie par FP CH'(X) = ker(py ) Nker(pa;—1)N...Nker(pay—p11)
est indépendante du choiz de la décomposition de Chow-Kiinneth.

Jannsen [35] a plus précisément montré que les conjectures de Murre pour toutes variétés projectives lisses sont
équivalentes a I'existence de la filtration de Bloch—Beilinson.

Plus généralement, on peut définir des motifs au-dessus d’une base S. Soit S une variété quasi-projective
complexe et soient X et Y des variétés quasi-projectives lisses complexes munies d’un morphisme propre (non
nécessairement lisse) vers S. Une correspondance relative de X vers Y est un élément de anneau de Chow
CH(X xgY) du produit fibré X xg Y au-dessus de S. Corti et Hanamura ont défini une loi de composition
pour les correspondances relatives en utilisant l'intersection raffinée de Fulton ([24] ). Ils ont montré également
qu’une correspondance relative de X vers X sur S agit sur I'image directe Rf,Qx, ot f : X — S est le morphisme
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structural. Un projecteur relatif est une correspondance relative p(X/S) de degré 0 qui vérifie p o p = p. Un motif
de Chow relatif est un couple (X, p(X/S)), ot p(X/S) est un projecteur relatif.

De plus, Corti et Hanamura (puis Gordon—Hanamura—Murre [26]) ont conjecturé 'existence d’une décomposition
de Chow—Kiinneth relative :

Définition 0.1.4. ([55]) Soient S une variété quasi-projective complexe, X une variété algébrique lisse complexe
de dimension dx =n et f : X — S un morphisme projectif. Soit k la dimension de la fibre générique. On dit que
f a une décomposition de Chow—Kiinneth relative au sens faible si il existe p; € CH (X xg X), 0 < i < 2k, tels
que

1. pipj = 0i jpi, 1-e. p; sont des projecteurs relatifs, deuw a deuzr orthogonaus,
2. Zipi =Ax € CHn(X X g X),
3. pix PRI f,.Qx = §; ;1d PRI f.Qx, OU PRI désigne la j°°™° cohomologie perverse du compleze Rf.Q.

Soient X et S des variétés quasi-projectives complexes, dont X est lisse de dimension dx =n, et f: X — S
un morphisme projectif. Soit k£ la dimension de la fibre générique. Si f a une décomposition de Chow-Kiinneth
relative donnée par des projecteurs relatifs p; € CH, (X xg X), 0 < j < 2k, alors on a un isomorphisme de
motifs de Chow relatifs ch (X/S) = (X, Ax) ~ @?iO(X,pj) (cf. proposition 1.3.16). De plus, si X est projective,
CH (X) = &2 yp;, CH (X).

Plus récemment, Nagel et Saito [56] ont donné une décomposition de Chow—Kiinneth relative explicite des fibrés
en coniques, et en ont déduit le motif des fibrés en coniques au-dessus d’une surface projective lisse. Derniérement,
Vial [77] a montré les conjectures de Murre I, IT et III pour les fibrations aux groupe de Chow triviaux (i.e.isomorphe
a Q) au-dessus d’une surface projective lisse via une décomposition du motif absolu.

Dans la premiére partie, on s’intéresse a la description du motif des fibrés en quadriques de dimension relative
impaire. Ceci permet de démontrer les conjectures de Murre I, IT et III dans le cas ot la base est une surface. Dans
le cas des familles d’hypersurfaces d’un espace projectif ou plus généralement des fibrés en hypersurfaces, on a une
décomposition de Chow—Kiinneth relative au sens faible (cf. fin du Chapitre 1 pour la preuve, la difficulté étant les
versions perverses des théorémes de Lefschetz faible et fort), mais le projecteur non trivial p,, reste mystérieux.
Un fibré en hypersurfaces de degré d de dimension relative N étant une variété algébrique irréductible X munie
d’un morphisme plat f: X — S tel que les fibres X, sont isomorphes a des hypersurfaces de degré d de PN*!, on
a alors un fibré ample relatif sur X et donc un plongement relatif f : X — P(£) — S, ou P(§) — S est un fibré
projectif de rang N + 1. La proposition 1.3.20 et le point (ii) de la remarque 1.3.21 disent que X — S admet une
décomposition de Chow—Kiinneth relative.

Cela s’applique en particulier aux fibrés en quadriques f : X — S de dimension relative impaire au-dessus d’une
surface. Dans ce, on donne un projecteur non trivial explicite po, qui permet de décrire en détail le motif de X. Ce
projecteur est obtenu de la fagon suivante : Soit C' C S la courbe discriminante du fibré en quadriques, i.e. la courbe
qui paramétre les quadriques singuliéres. Pour simplifier I’exposition, on suppose que C est lisse et irréductible.
Soit 7 : C' — C le revétement double qui paramétre les deux familles de m-plans dans une quadrique nodale et
soit 7 : C' — C Dinvolution de ce revétement. Soit p = I — 7* € CHl(C’ Xg XC’) le projecteur de Prym associé
a ce revétement. La restriction de la famille universelle des m-plans I' C F;,,(X/S) x¢ X¢ & une multisection du
morphisme F,,(X/S) — C induit une correspondance v de degré m de C vers X. On pose alors

Poo =70 por.

Plus généralement, cette construction s’étend aux courbes singuliéres et réductibles (voir chapitre 3).
Le théoréme principal est le suivant :

Théoréme 0.1.5. Soient f : X — S un fibré en quadriques de dimension relative impaire 2m — 1, X, S deux
variétés projectives lisses sur C, telles que dim (S) = 2, et donc dim (X) =n = 2m + 1. Soit C = U;C; C S le
discriminant de f : X — S, ou les C; sont les composantes irréductibles. On note po ; la correspondance associée
a Cj el poo =) Poo,j € CH (X x5 X). Alors,
(1) L’orthonormalisation ({pé\lf-}0<i<2m , {pévoyj}j) par le procédé de Gram—Schmidt de la famille ({p2ito<;<om » {P.i};)
constitue une décomposition de Chow—-Kinneth relative de f: X — S.
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(2) Cette décomposition de Chow—-Kiinneth relative induit une décomposition de Chow-Kiinneth absolue de X
qui vérifie les conjectures de Murre I, II et I11.

La difficulté principale est de montrer que la correspondance po, est un projecteur et qu'on a 1’égalité

Ax = Zp%—kZpi’j € CH,(X xg X).

J

Cette égalité s’obtient via la description de CH,,(X xg X) et un argument de nilpotence. On en déduit alors le
corollaire suivant :

Corollaire 0.1.6. On a un isomorphisme de motifs de Chow relatifs, donc a fortiori absolus :
(X, Ax)= @5 (S, Ag)(—2i) © ©;(N(C)), py),
ot N(Cy) dénote la normalisation de C;.

On construit alors une décomposition de Chow—Kiinneth absolue de X satisfaisant aux conjectures de Murre I,
I1, et IIT via cet isomorphisme de motifs de Chow et en utilisant le cas connu des surfaces projectives lisses.

On a un énoncé analogue dans le cas pair avec un projecteur p., qui est dans ce cas supporté au-dessus de toute
la base (cf. chapitre 3).

Remarque 0.1.7. Un résultat analogue a été obtenu par C.Vial (Voir Chapitre 3).

0.2 Partie 2

La notion d’une variété irréductible symplectique lisse a été introduite par Beauville (cf. [7] et [8]) dans les
années 80 comme une généralisation d’une surface K3 en dimension supérieure.

Définition 0.2.1. — Une variété symplectique est une variété algébrique normale X € Var (C), telle que son

lieu lisse X eg posséde une structure symplectique, c’est a dire une 2-forme w € HO(Xreg,Qﬁ(reg) fermée

et partout non-dégénérée, i.e. V(w/\%dim Xy =0 ¢ Xieg - La dimension d’une variété symplectique X,
dim (X) = dim (T, X) pour x € Xy, est nécessairement paire et Kx, , est trivial.

— Une sous-variété fermée irréductible Y C X d’une variété symplectique X munie d’une structure symplec-
tique w est lagrangienne si dim (Y) = 1 dim (X), Yy = Yieg N Xreg # 0 et w)y, = 0. Notons que la non-
dégénérescence de wy en x € Yy C Xiop tmplique que Ty Yo C Ty, X est un sous-espace isotrope mazimal
(de dimension % dim (X)).

— On dit qu’une variété symplectique X, munie d’une forme symplectique w € H‘J(Xreg7§2§(mg ), posséde des
singularités symplectiques si w se reléve a une 2-forme réguliere @ sur une résolution de singularités XX
de X.

— Une variété symplectique irréductible est une variété symplectique compléte X, simplement connexe, lisse ou

a singularités symplectiques de codimension supérieure ou €égale a 4, telle que dim HO(Xreg , Qgﬂeg) =1.

Beauville a donné les premiers exemples variétés symplectiques irréductibles lisses, qui constituent deux classes
de déformations différentes en toute dimension paire 2n :
— Les schémas de Hilbert S = Hilb "(S), paramétrant les sous-schémas de dimension zéro et de longueur n

d’une surface K3 S.
— Les variétés de Kummer K,,(A) = s~1(0) ¢ A" sont définies comme les fibres du morphisme s : A+ —

A, s(ag,...,an) = ag + ... + an, ol A est une surface abélienne et AP+ = Hilb " (A) est le schéma de
Hilbert paramétrant les sous-schémas de dimension zéro et de longueur n + 1 de A.
Par la suite, Mukai (cf. [48]) a mis en évidence, toujours dans les années 80, une forme symplectique sur les

espaces de modules de faisceaux semi-stables (pour une polarisation quelconque) sur une surface K3 S, donnée
par I’accouplement de Yoneda. La variété S peut étre identifiée avec 'espace de modules de faisceaux stables de
rang un sur .S aux classes de Chern ¢; = 0, co = n. Ces espaces de modules sont projectifs lorsque .S est projective.
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En outre, ces espaces de modules sont lisses si tous les faisceaux sont stables. Dans le cas ou tous les faisceaux
paramétrés par un espace de modules sont stables, on obtient une variété symplectique irréductible lisse équivalente
par déformation a S (cf. [32, Theorem 6.2.16]).

A la fin des années 90 et au début des années 2000, O’Grady a construit deux nouveaux exemples de variétés
symplectiques irréductibles lisses donnant deux nouvelles classes de déformations :

— Une désingularisation symplectique d’'un espace de modules M, de dimension 10 de faisceaux semi-stables

de rang 2 sans torsion sur une surface K3 aux classes de Chern ¢; = 0 et co =4 (cf. [61]).
— La fibre, de dimension 6, du morphisme d’Albanese d’une désingularisation symplectique d’un espace de
modules M} de dimension 10 de faisceaux semi-stables sans torsion sur une surface abélienne aux classes
de Chern ¢; =0, co =2 (cf. [62]).
La méthode de O’Grady donne uniquement deux nouvelles classes de déformation. En effet, pour un espace de
modules de faisceaux sur une surface K3 ou abélienne, l'alternative suivante se présente : soit il n’existe pas
de désingularisation symplectique, soit une telle désingularisation est équivalente par déformation & un des deux
exemples connus ([36], [16], [17]). Il y a bien plus de diversité dans le monde des variétés symplectiques irréductibles
singuliéres. On s’intéresse surtout a des exemples qui n’admettent pas de résolution de singularités appartenant a
des classes de déformation connues. La méthode de construction étudiée dans cette thése est susceptible de produire
de nouveaux exemples de ce type.

Parmi les variétés symplectiques, sont particuliérement intéressantes celles qui ont une structure d’une fibration
lagrangienne. De telles variétés symplectiques sont des espaces de phases de systémes hamiltoniens complétement
intégrables. Un morphisme f : X — B, ou X est une variété symplectique de dimension 2n et B une variété
algébrique de dimension n, est une fibration lagrangienne si f est surjective, a fibres connexes et si la fibre générique
de f est une sous-variété lagrangienne de X. Par le théoréme de Liouville, les fibres compactes et lisses d’une
fibration lagrangienne sont des variétés abéliennes de dimension n = % dim X.

Les espaces de modules de faisceaux semi-stables de torsion sur une surface K3 S dont les supports sont des
courbes admettent une fibration lagrangienne naturelle donnée par ’application de support, qui transforme chaque
faisceau en la courbe qui est son support, vue comme un point du schéma de Hilbert paramétrant ces courbes sur
S.

En 2008, Markushevich (cf. [43]) a montré que la jacobienne intermédiaire relative de la famille universelle des
variétés de Fano de dimension 3 contenant une surface K3 fixée en tant que diviseur anticanonique est une fibration
lagrangienne. Dans la perspective d’une recherche de nouveaux exemples de variétés symplectiques, éventuellement
singuliéres, possédant des fibrations lagrangiennes, il est naturel de se poser la question si certaines de ces jacobiennes
intermédiaires relatives admettent des compactifications symplectiques. Dans les années 70, Mori et Mukai (cf. [45]
et les tableaux de I’Appendice a la fin de cette thése) ont achevé la classification des variétés de Fano de dimension
3, dont le cas de nombre de Picard 1 avait été fait par Fano et Iskovskikh (voir [33] et des références bibliographiques
dedans). Il y en a exactement 105 classes de déformations parmi lesquelles environ la moitié posséde une jacobienne
intermédiaire non-nulle.

On commence par scruter la liste de Fano—Iskovkikh—Mori-Mukai, en explicitant les constructions des familles
universelles f : X — F* des variété de Fano contenant une surface K3 fixée S en tant qu’un diviseur anticanonique,
dont les bases F* sont a priori des champs algébriques, introduits par Beauville dans [6], dans tous les cas ot la
jacobienne intermédiaire de la variété de Fano en question est non-nulle. On s’intéresse & une description explicite
du champ F?°, a la question de sa représentabilité, ainsi qu’a la question de la compactification de la jacobienne
intermédiaire relative J(X/F%). Dans les tableaux de 1’Appendice, la colonne h':? contient le nombre de Hodge
hl’Q(Xi) de la variété X;, ou ¢ est le numéro d’ordre de X; dans le tableau. Ce nombre de Hodge est la dimension de
la jacobienne intermédiaire J(X;). On ne s’intéresse qu’aux cas ot h:2(X;) # 0. Dans chacun de ces cas, le tableau
produit un plongement projectif X; — Pi de X; (ou un revétement double X; — P¥i dans certains cas), donné
par le systéme linéaire |H;|, ou H; est un diviseur ample primitif dans Pic (X;), proportionnel & —K,. L’entier
positif non-nul r; tel que —Kx, ~ r;H; est listé dans la colonne du tableau libellée par r et est appelé indice (ou
indice de Fano) de X;. Cela donne une description explicite de la surface K3 S;, un diviseur anti-canonique de X;,
comme une section de X; par une hypersurface V(G;) C PV de degré r;. Dans la plupart des cas, on a r; = 1,
donc il s’agit d’'une section hyperplane; en général 1 < r; < 4, et il n’y a qu’'une variété de Fano, & isomorphisme
prés, des indices 3 et 4 : ce sont la quadrique Q3 de P* et I’espace projectif P3.

On fixe une telle surface K3 S;, en supposant son équation G; générique, et on construit ensuite une famille de
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toutes les variétés de Fano X/, déformations de X;, contenant S;. En général, on obtient une famille redondante
fB, + Xi.p, — B;, ou B; est un ouvert dans une union disjointe de produits d’espaces projectifs. Les variétés
algébriques X; g, et B; sont munies d’une action d’un groupe algébrique I';, de sorte que fp, est équivariant et
Pespace de modules des paires (S;, X;) avec S; fixée s’identifie au quotient B;/T';. Cette caractérisation nécessite
quelques précisions. Dans certains cas, I'; n’est pas réductif et on n’a pas de théorémes de la théorie des invariants
qui nous permettraient de conclure que B;/T'; existe dans la catégorie des schémas ou des espaces algébriques, donc
l'espace de modules % = [B;/T;] existe en tant qu'un champ quotient.

Si T'; est non-trivial, il est possible que le stabilisateur Stabr,(S;, X;) de certaines paires (S;, X;) soit non-
trivial ; de telles paires sont alors des points champétres de F5. On a Stabr, (S;, X;) ~ Aut (S;, X;), le groupe
des automorphismes de X; fixant S; point par point. Puisque X; est une variété de Fano, Aut (S;, X;) est formé
d’automorphismes linéaires de X; (dans le plongement via |H;|) et est fini.

Soit f; : &; — F5i la famille universelle de variétés de Fano induite par fg,. D’aprés Beauville [6], dim F% =
h'2(X;) coincide avec la dimension des fibres de la jacobienne intermédiaire relative J f; : J; = J(&X;/F%) — F5i.
D’aprés [13], le champ J;, de dimension 2h'2(X;), porte une structure holomorphe symplectique naturelle, et le
morphisme structural Jf; est une fibration lagrangienne.

Selon les cas, on peut donner des descriptions différentes du champ F%. Par exemple, dans le cas ot X = X;
est une cubique de dimension 3 (le cas n°13 du tableau 6.2), la surface S = S; et l'intersection générique d’une
cubique F = 0 et d’une quadrique G = 0 dans l’espace projectif P*. Les cubiques lisses de dimension 3 contenant
S sont alors paramétrées par un ouvert B de P5 : & tout point A = (Ag : ... : A5) € P5, on associe la cubique X
d’équation Fy =0,

FA = ()\0170 + ...+ )\41‘4)G(.§C07 N ,I4) + >\5F(I0, ',$4),

et B est I'ouvert des A pour lesquels X est lisse. Ici I' = {Id} et F¥ = B. Cet exemple nous permet d’illustrer
la difficulté principale du probléme de compactification de la variété symplectique J = J (X/F%). La fibration
f:X =V(F(\z)) C P*xP> - P5 est une compactification naturelle de la famille f : X — F7, mais les

fibres X, = fﬁl()\) acquiérent des singularités lorsque A € P\ B, voire deviennent réductibles pour A5 = 0, et les
jacobiennes intermédiaires (compactifiées) des cubiques X singuliéres ne sont pas définies. Dans ce cas particulier,
ot X = X, est une cubique de P*, nous laissons la question sur Iexistence d’une compactification symplectique
de J = J; ouverte. Dans cet exemple, il se trouve que le groupe I' = I'; est trivial, donc le champ F* est en fait
un ouvert de P°. Dans le cas général, F5: n’est pas représentable. Nous résumons ci-dessous ce qu’on peut dire du
type de Iespace F°i selon les cas.

Pour les 19 familles de paires K3-Fano (X,S) énumérées dans le théoréme 5.1.3 (i), la famille universelle
f: X — F° est paramétrée par un ouvert F° = B de PV ou de PV UPY, et la jacobienne intermédiaire
relative J = J(X/B) — B admet une compactification symplectique h : J = Mg(v) — PV, respectivement
h:J=Ms(v)UMg(v) — PN UPY, ot Mg(v) désigne I’espace de modules de faisceau de torsion semi-stable sur
S de vecteur de Mukai v et h(F) = Supp F. Puis il y a 3 familles pour lesquelles I’espace de modules F* est un
ouvert de P? et la jacobienne intermédiaire relative admet une compactification symplectique Jy s — P2. Il y a
encore une autre famille pour laquelle 7 est un ouvert de P? x (P! UP!) et la jacobienne intermédiaire relative
admet une compactification symplectique de la forme J4 s x (Ms(v) U Mg(v')) — P? x (P! UP!). Et enfin, on
trouve 4 familles pour lesquelles les fibrations lagrangiennes se décrivent en fonction des cas précédents : soit par
produit direct, soit par spécialisation.

La question d’existence de compactifications symplectiques reste ouverte pour les familles de nombre de Picard
1 (tableau 6.1), pour des fibrés en coniques de la proposition 4.1.8 et pour la famille 7°8 du tableau 6.3. Dans un de
ces cas restants n°18 du tableau 6.3, nous construisons une compactification partielle de la jacobienne intermédiaire
relative en utilisant les variétés de Prym de revétements doubles de courbes avec singularités. Nous esquissons cette
construction ci-dessous.

La surface K3 S et la variété de Fano X sont dans ce cas des sous-variétés du projectivisé p : P(£) — P? du
fibré vectoriel £ = Op2 @ Opz @ Opz2(1) sur P2. On note par F une section générique de Op(g)/p2(2) @ p*Op2(2)
et par G une section générique de Op(g)/p2 (1) @ p*Op2(2). On pose alors S = Ve (F, G), et alors on a un P? de
variétés de dimension 3 X, t = (to : t1 : t2) € P2, contenant S en tant que diviseur anticanonique, données dans
P(€) par l’équation

toF + (tlxo + tox1)G = 0.
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Ici wg et x1 désignent les sections de Op(g)/p2(1), correspondant aux deux premiers facteurs Op2 de £ par 'isomor-
phisme canonique H%(P(£), Op(eyp2(1)) ~ HO(P?,&). L'espace de modules ¥ = B est I'ouvert des ¢ € P? pour
lesquels la variété X; est lisse. La restriction pg = pjg: S — P? est un revétement double ramifié en une sextique
lisse Cy C IP?, et les fibres des projections p; = pix,  X¢ = P2 sont des coniques. La courbe discriminante A; pour
t générique est une quartique lisse, telle que toutes les fibres de p; au-dessus des points de A; sont des coniques
réductibles P! V PL. On a alors un revétement double naturel m, : At — A, paramétrant les composantes irréduc-
tibles P! des fibres réductibles P! V P!, et d’aprés Beauville [4], la jacobienne intermédiaire J(X;) est isomorphe,
de facon canonique, a la variété de Prym principalement polarisée Prym (A,/A,). On étudie donc le probléme
de compactification de la famille J(X5/B) — B des jacobiennes intermédiaires en termes d’un prolongement de
la famille des variétés de Prym Prym (At/At) au points ¢ € P2, oul soit A; acquiert des singularités, soit X; est
réductible (toutes les fibres de p; sont dans ce cas réductibles). Plus précisément, PQ\B = LUC5g, ou L est la droite
d’équation tg = 0 et Cog est une courbe irréductible de degré 28. Au point générique de Cog, A; acquiert un seul
noeud hors de Cj, la variété X; a un point double ordinaire, et la variété de Prym Prym (A, /A;) est une extension
de Prym (N(A;)/N(A,)) des courbes normalisées par C*. La jacobienne intermédiaire se compactifie au-dessus
d’un point générique de Cyg par une variété non-normale Prym (A;/A;) dont la normalisée N (Prym (A,/A;)) est
un fibré au-dessus de Prym (N(A;)/N(A,)) de fibre P!. Au point générique de L, la variété X, devient réductible
et Ay = P2, cependant aprés division par t3, les courbes de la famille (A¢)ty0 admettent une extension naturelle
aux points t € L par des courbes intégres ayant deux noeuds hors de Cy. On arrive aussi & compactifier la famille
des revétements doubles A; — Ay, de sorte que pour t € L générique, A, =CU C} est la réunion de deux courbes
elliptiques qui s’intersectent transversalement en 4 points.

0.3 Plan de la thése

La premiére partie traite des motifs purs et comporte trois chapitres. Dans le premier chapitre, on donne les
définitions de base et des résultats sur les motifs purs de variétés algébriques sur un corps quelconque. Aux chapitres
2 et 3, on regarde le cas particulier des fibrés en quadriques. Au chapitre 2, on donne une décomposition de Chow—
Kiinneth relative explicite pour les fibrés en quadriques de dimension relative impaire au-dessus d’une surface
projective lisse au discriminant lisse. On en déduit une description du motif relatif et une décomposition de Chow—
Kiinneth absolue satisfaisant aux conjectures de Murre I, IT et ITI. Au chapitre 3, on donne des compléments, et un
énoncé dans le cas de discriminant quelconque, ainsi que dans le cas ou la dimension relative est paire au-dessus
d’une surface projective lisse au discriminant lisse.

Dans la seconde partie, qui est divisée en trois chapitres, on s’intéresse a la jacobienne intermédiaire relative des
familles de variétés de Fano contenant une surface K3 fixée et plus particuliérement au probléme de sa compactifi-
cation symplectique. Dans le chapitre 4, on donne les notions de base sur les variétés symplectiques, les fibrations
lagrangiennes et les variétés de Fano; on rappelle aussi la définition de Beauville du champ algébrique des paires
K3-Fano. Ensuite, au chapitre 5, aprés avoir énoncé le plan de travail, on donne les résultats pour chacune des
familles de variétés de Fano de dimension 3 suivant la classification de Fano—Iskovskikh—-Mori-Mukai. Dans la der-
niére section de ce chapitre, on étudie une compactification partielle d’un cas particulier dont les variétés de Fano
sont des fibrés en coniques au-dessus de P2, a ’aide du logiciel Macaulay 2. Une partie des résultats est justifiée
par des calculs a 'ordinateur. La description de ces calculs et les codes pour Macaulay2 sont rassemblé dans [14].
Cette partie est suivie de deux de 'appendice qui résume, en quelques tableaux, toutes les familles de variétés de
Fano de dimension 3.
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Notations

Une variété algébrique X sur un corps k (non nécessairement algébriquement clos) est un schéma réduit X
muni d’un morphisme de type fini fx : X — Spec (k). Dans toute la suite, on note :

1.

Var (k) la catégorie dont les objets sont les variétés algébriques sur k et les morphismes entre deux objets X
et Y sont les morphismes de schémas f : X — Y tels que fy o f = fx. Pour X, Y € Var (k), X xY = X x;, Y
est le produit dans cette catégorie.

2. SmVar (k) C Var (k) la sous-catégorie pleine formée des variétés algébriques lisses,

PVar (k) € QPVar (k) C Var (k) les sous-catégories pleines formées des variétés algébriques projectives,
respectivement quasi-projectives,

PSmVar (k) = SmVar (k) NPVar (k) C Var (k) la sous-catégorie pleine formée des variétés algébriques projec-
tives lisses.

5. La dimension d’une variété X sera noté dy = dim X.

La transposée din cycle algébrique Z sur un produit X x Y est Z! = 7, (Z),ou7: X xY - Y x X est
I'isomorphisme qui interchange les deux facteurs.

Dans la partie II, toutes les variétés algébriques et espaces analytiques sont définis sur le corps des complexes
C. En particulier on notera AN = A(ICV et PN = IP’({:V .

13
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Motifs purs
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Chapitre 1

(Généralités sur les groupes de Chow et
motifs
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Ce premier chapitre est axé principalement sur les notions de base dans la théorie sur laquelle repose toute la
premiére partie de ce travail. On rappelle tout d’abord les définitions de base, par la suite on énonce les différentes
conjectures, & savoir les conjectures de Beilinson et les conjectures de Murre. Enfin on s’intéresse au notions de
correspondances et motifs relatifs. Les références principales de ce chapitre sont [24], [35] et [55].

1.1 Notions de base

1.1.1 Cycles algébriques
Quelques définitions

Définition 1.1.1. Soit X € Var (k).

— Un cycle algébrique de codimension r sur X est une combinaison formelle finie Z = ), n;Z; de fermés
irréductibles de Zariski Z; C X, tels que codim (X, Z;) = r et n; € Z pour tout i. Ainsi les cycles algébriques
de codimension r forment le groupe abélien libre Z"(X) engendré par les fermés irréductibles de codimension
r.

— Un cycle algébrique de dimension r sur X est une combinaison formelle finie Z = Y . n;Z; de fermés
irréductibles de Zariski Z; C X, tels que dim (Z;) = r et n; € Z pour tout i. Ainsi les cycles algébriques de
dimension r forment le groupe abélien libre Z,.(X) engendré par les fermés irréductibles de dimension r.

— Si X est de dimension pure dx, un fermé irréductible de codimension r de X est un fermé irréductible de
dimension dx —r et Z,.(X) = Z9x-7(X).

17
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— On peut aussi considérer les combinaisons formelles finies Z =Y. n;Z; de fermés irréductibles de Zariski
Z; C X, codim (X, Z;) = r,(resp. dim(Z;) = r) avec les n; € Q pour tout i. On obtient alors l’espace
vectoriel Z"(X)g = 2"(X) ®2 Q, (resp. Z,(X)g = Z+(X) ®z Q).

— Si W —= X est un sous-schéma de pure dimension r, alors on lui associe le cycle effectif [W] =", n;W; €
Z.(X), avecn; > 0, ot W; C X sont les composantes irréductibles de W, et n; := l(Ow, w) est la multiplicité
de la composante W; pour chaque i (cf.[2/, 1.5]).

— Le fermé (et ouvert) ) C X de X correspond au cycle [0] =0 € Z7(X) pour tout r.

On définit dans ce qui suit le "pushforward" pour un morphisme propre, et le "pullback" pour un morphisme
plat.

Définition 1.1.2. — [2/, 1.4, p.11 | Soient X,Y € Var (k) et f : X — Y un morphisme propre. StV C X
est un fermé irréductible de dimension dim (V) = r alors f(V) C Y est un fermé irréductible de dimension
dim (f(V)) < r. On définit alors

SRS TER S A S ittt

Puis on étend par linéarité.

— [2/, 1.7, p.18] Soient X,Y € Var (k), Y conneze, et f : X — Y un morphisme plat de dimension relative
n. Si V. .CY est un fermé irréductible de dimension dim (V) = r, alors, f~1(V) := X xy V < X est un
sous-schéma de pure dimension dim (f~1(Y)) =r +n soit f~1(V) = 0. On définit alors

2 Z2.(Y) = Zn(X)
par f*V = f~1(V), puis on étend par linéarité.

Définition 1.1.3. — Soient X € SmVar (k) et Z,Z' C X deux sous-variétés fermées intégres de codimension
i et j respectivement. Alors ZNZ' :=Z xx Z' = UaZ! C X, ou Z!! C X sont des sous-variétés fermées
et, puisque X est lisse, codim (Z//,X) < i+ j. Si codim (Z”,X) = i+ j pour tout o, on dit que Z et Z'
s’intersectent proprement. Dans ce cas, on définit

i(Z0, 202, X) = 3 (~1) La(Tor(A) Tz, AJTz),

T

ou A désigne l'anneau A = Ox z1 et Ly (resp. Iz:) l'idéal de la sous-variété Z (resp. Z') dans A.

— Soient X,Y € Var (k) de dimensions pures et f : X — Y wun morphisme. On note px : X xY — X
et py : X xY =Y les deux projections. Alors la restriction de px au graphe de f I'y C X XY est un
isomorphisme pxr, : I'y=X et est donc propre. Si Z C'Y est une sous-variété fermée intégre qui est telle
que le graphe T'y C X XY intersecte py Z = p{,l(Z) (py est un morphisme plat) proprement, on définit
alors

"2 =px«(Ty-py2) € 2(X).

Soient X € SmVar (k) et Ax : X — X x X le plongement diagonal. Alors on peut montrer que pour
deur sous-variétés integres Z,7' C X de codimension i et j qui s’intersectent proprement, on a Z - Z' =
A (Z x Z') e Z21(X).

Relations d’équivalence adéquates

Le terme de "relation d’équivalence" ([55, 1.2 p. 3]) sera utilisé pour une famille de relations d’équivalence sur le
groupe abélien Z(X) := @; Z*(X) : pour tout X € Var (k) on a une relation d’équivalence sur les groupes abéliens
Z'(X). Une telle relation d’équivalence est dite adéquate, si sa restriction a la sous-catégorie pleine PSmVar (k) C
Var (k) satisfait aux propriétés suivantes :

(i) compatibilité avec la graduation et 1’addition,

(ii) compatibilité avec les produits : si Z ~ 0 dans Z(X) alors, pour tout Y € PSmVar (k), Z x Y ~ 0 dans

Z(X xY) (avec Z XY =px*Z),
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(iii) compatibilité avec les intersections : si Z; ~ 0 alors Z; - Za ~ 0, pour tout cycle Zs,

(iv) compatibilité avec les projections : si Z ~ 0 dans Z(X x Y), alors px,Z ~ 0 dans Z(X),

(v) Pour Z € Z(X) et Wy,..., W, des fermés stricts de X, il existe Z' € Z(X) tel que Z' ~ Z et Z' intersecte
les W; proprement pour tout 1 < j </, i.e. 'intersection Z.W; est bien défini pour tout j.

Définition 1.1.4. Soit ~ une relation d’équivalence adéquate sur Var (k). On définit
ZU(X)={Z € 2'(X)/Z ~0},
ce qui est un sous-groupe de Z'(X) d’apres la condition (i). On définit aussi
2L (X)g = ZL(X) @2 Q,

ce qui est un Q-espace vectoriel.
On définit les quotients
CL(X) = 2(X)/ZL(X), Cu(X)=a:CL(X),

CL(X)o=CL(X)©2Q, Cu(X)g=Cu(X)@2Q.

Equivalence rationnelle

Cette notion est définie dans ([24, 1.3, p.10], [55, 1.2, p.4]). Soient X € Var (k) et W C X une sous-variété
fermée integre. Le cycle associé a une fonction rationnelle f € k(W) est défini par :

div(f) = > ordy(f)-Y, codim(W,Y) =1,
Ycw

ot le morphisme ordy : k(W)* — Z est donné par ordy (f) = loy,., (Ow,y/(f)), pour f € Ow,y. Pour f = % €
kE(W)*, avec f1, fo dans Ow,y, on définit ordy (f) = ord vy (f1) — ord y (f2)-
Le sous-groupe des cycles rationnellement équivalents a 0 est alors défini par :

2} (X) = Im{@wexa-vk(W)* A, Dzex L},

ott chaque X®, pour 0 < i < dx, est Pensemble des sous-variétés fermées intégres de codimension i. Autrement

dit, pour tout cycle Z € Z¢, (X), il existe une famille finie de paires (W, f.) de sous-variétés fermées intégres W,

de codimension (i — 1) et de fonctions rationnelles f, € k(W,), telle que Z =" _ div (fa).

Proposition 1.1.5. (/2/, Prop. 1.6, p.16]) Soit X € PSmVar (k). Alors Z € Z*(X) est rationnellement équivalent
a zéro si et seulement si il eriste une famille finie de sous-variétés fermées intégres V,, C X x P, telles que la
projection V,, — P! est dominante pour tout o, avec

Z = Z(Va(o) — Va(00)).

Proposition 1.1.6. ([55, Prop. 1.2.3, p. 5]) L’équivalence rationnelle est une relation d’équivalence adéquate.

Proposition 1.1.7. ([2/, Prop. 1.8 et Thm. 3.3/

(i) Soient X € Var(k), i : Y — X un plongement fermé et j : U = X\Y — X. On a la suite exacte de
localisation

CH ,(Y) 5 CH ,(X) & CH ,(U) — 0.
(i1) La propriété d’homotopie est vérifiée : la projection px : X x A} — X induit un isomorphisme

Pyt CHY(X)S CHY (X x AD).
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Equivalence algébrique

Définition 1.1.8. (/2/, Def. 10.3 , p.185]) Soit X € Var (k). Un cycle Z € ZY(X) sur X est algébriquement
équivalent a 0, noté Z ~a, 0, s’il existe une courbe irréductible lisse C, un cycle V € ZHCO x X) et deur points
a,be C tels que Z =V (a) — V(b). Ainsi, on définit le sous-groupe :

;lg (X)={Ze€2'(X)/Z ~alg 0},

et le quotient ‘ ‘ . ‘
CH g (X) := 234 (X)/ 215 (X) € CHY(X).
D’aprés la proposition [24, Prop. 10.3, p. 185], on déduit immédiatement la proposition.

Proposition 1.1.9. L’équivalence algébrique est une relation d’équivalence adéquate.

Equivalence smash-nilpotente
Pour X € Var (k) et Z un cycle algébrique, on pose :

X'"=Xx---xX
—_——

n

I"=7Zx---XZ.
—_——

n

Définition 1.1.10. Soit X € Var (k). Un cycle Z € Z(X) est smash-nilpotent, ce qui est noté par Z ~g 0, si et
seulement si il existe un entier n tel que Z™ ~yup 0 sur X™.

Proposition 1.1.11. (¢f. [55, Prop. 1.2.10]) La smash-nilpotence est une relation d’égquivalence adéquate.

Equivalence homologique
Soit F' un corps commutatif de caractéristique 0 (non nécessairement algébriquement clos).

Définition 1.1.12. ([55, Def. 1.2.13, p. 7-8]) Une théorie cohomologique de Weil est un foncteur
H : PSmVar (F) — GdVect (F)

de PSmVar (F) dans la catégorie des F-espaces vectoriels gradués GdVect (F), satisfaisant auz aziomes suivants :
(1) Il existe un cup-produit - : H(X) x H(X) — H(X) associalif, gradué, et super-commutatif, i.e. si a €
Hi{(X),be H(X), alorsb-a = (-1)¥a-b.
(2) On a la dualité de Poincaré : pour tout X € PSmVar (F) connexe de dimension dx, il existe un isomor-
phisme Tr : H?3x (X)SF tel que
HY(X) x H¥>x~{(X) 5 H**>x(X) B3 F

est un accouplement parfait (en particulier, H®(point) ~ F).
(8) La formule de Kinneth est vérifiée :

H(X)® HY) 2% g(X x V)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués.
(4) Il existe des applications de classe de cycles

vx : CHY(X) — H*(X)

qui sont
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— fonctorielles, au sens ow si f : X — Y est un morphisme de PSmVar (F), alors f* o~y = vyx o f* et
froyx =9y o f,
— compatibles avec le produit d’intersection vx(a - 5) = vx () - vx(8),
— compatibles avec les points, i.e., Tr oy, = deg pour tout point x.
(5) Le théoréme de Lefschetz faible est vérifié : sii:Y — X est une section hyperplane lisse, alors

00— ) { e

(6) Le théoréme de Lefschetz difficile est vérifié : l'opérateur de Lefschetz L(a) = a-yx (YY) induit l’isomorphisme
L' Hx{(X)SHXT(X), 0<i<dyx.

Une théorie de cohomologie de Weil donne la définition suivante.

Définition 1.1.13. ([55, Def. 1.2.16, p. 9]) Un cycle Z € Z'(X) est dit homologiquement équivalent & 0, ce qui
est noté Z ~nom 0, si et seulement si vx(Z) = 0.

Cette relation d’équivalence dépend du choix de la cohomologie de Weil. La fonctorialité de ’application classe
de cycle pour une cohomologie de Weil montre la proposition suivante.

Proposition 1.1.14. L’équivalence homologique est une relation d’équivalence adéquate.

Equivalence numeérique

Définition 1.1.15. (/55, Prop. 1.2.17, p. 10]) Soit X € PSmVar (k). Un cycle Z € Z(X) est dit numériquement
équivalent a 0, ce qui est noté Z ~yum 0, si pour tout cycle W € 29X~ X) tel que Z - W est défini (i.e. est un
0-cycle, autrement dit Z et W s’intersectent proprement), on a deg(Z - W) = 0.

La proposition suivante découle de ’associativité de l'intersection et de la formule des projections pour les
variétés projectives lisses.

Proposition 1.1.16. L’équivalence numérique est une relation d’équivalence adéquate.

Proposition 1.1.17. ([55, Lem. 1.2.18, p. 10]) Soit X € PSmVar (k). On a la chaine d’inclusions

Zjat (X) C Z;’ilg (X) C Zflom (X) C ZZ

num

(X) ¢ 2'(X),

2l (X)g C 2l (X)g C 25(X)g C Zlom (X)o € Zium (X)g C Z'(X)g.
Corollaire 1.1.18. _ _ _ _
CH}j, (X) C CH}ppp, (X) € CHy,p, (X) € CHY(X),
CHJ), (X)g C CHL(X)g C CH}p, (X)g € CHY,p (X)g € CHY (X ).

Intersection raffinée

Si X,Y € Var (k) et f: X — Y est un morphisme propre, alors le morphisme f, : Z,(X) — Z,(Y) passe au
quotient par I’équivalence rationnelle pour donner le morphisme f, : CHx(X) — CHg(Y).

SiX,Y € Var (k) et f: X — Y est un morphisme plat de dimension relative d, alors le morphisme f* : Z;(Y) —
Z1+a(Y) passe au quotient par I’équivalence rationnelle pour donner le morphisme f* : CH(Y) — CH p44(Y).

Soit X,Y € Var (k) et ip : X < Y un plongement fermé. On note C' = CxY = Spec x (>, I;‘(Y/I}ﬁ}) - X
le cone normal. Fulton [24, §5.1, p. 86] met en évidence une famille de plongements paramétrée par P! qui est la
suivante. On considére 'éclatement € : M = MxY — Y x P! de Y x P! le long de la sous-variété X x oo C Y x P!,
Alors :

— f: M SY xP' — P! est un morphisme plat.

— La fibre de f au-dessus de oo est Moo = P(C & 1) U Yy, out Yy est Péclaté de Y le long de X.
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— On a un plongement relatif i : X x P! < M. Au-dessus de A! = P\ oo, il s’agit du plongement relatif trivial
iAl ZXXA1‘—>MA1 =Y x AL
— En notant M° = M\)}X, le plongement relatif i se factorise par M°. On peut donc écrire i : X x P! < M°.
Au-dessus de A! = P!\oo, il s’agit donc du plongement relatif trivial i1 : X x Al < My =Y x Al et
au-dessus de oo du plongement i : X — P(C & 1).
Soient X,Y € Var (k) et i : X — Y un plongement fermé. On note C = CxY le céne normal. Si V < Y est
une sous-variété fermée intégre de dimension k, CynxV — C = CxY est une sous-variété de dimension pure k.
On a donc le morphisme dit de spécialisation

o: Z,Y = Z,(0),

o[V] = [Cvnx]

pour un fermé irréductible V' C Y, puis on étend par linéarité. Fulton [24] utilise la déformation M° = (MxY)° —
P! du cone normal pour montrer la proposition suivante :

Proposition 1.1.19. [2/, Prop. 5.2, p. 89] Le morphisme
o: Z Y = Z,(C)
passe au quotient par I’équivalence rationnelle pour donner le morphisme
c:CH,Y — CH(C).
Grace a cette proposition on peut définir I'intersection raffinée des cycles de dimension k de Y avec X :

Définition 1.1.20. Soient X,Y € Var (k) eti: X — Y un plongement régulier (localement intersection compléte)
de codimension d = dy — dx. Alors CxY = NxY = N — X est un fibré vectoriel et on a donc le morphisme
sy i CHE(N) = CHy_q(X), ot sy est la section nulle du fibré vectoriel N — X. On définit alors le morphisme

¥ : CH k(Y) — CH kfd(X)

comme le composé

*

i* = sy oo : CHL(Y) S CHR(N) 3 CHj_q(X).

Définition 1.1.21. [2/, §6.2, pp. 97-98] Soient X, Y € Var (k), i : X — Y un plongement régulier (localement in-
tersection complete) de codimension d = dy —dx et f : Y’ — Y un morphisme de variétés algébriques. Considérons
X' =Y' xy X et le diagramme cartésien :

Xy
f’i lf
X sy
On a le plongement fermé de cones au-dessus de X' :
io: Ox/ Y <5 f*OxY = f*NxY = N'.
Puisque N — X' est un fibré vectoriel, on a le morphisme sy, : CH(N') — CH ,_4(X"). L’homomorphisme
it Zp(Y') = CH (X))
est le composé
Z0(Y") % Zy(Cx V)= CH (V') N CH 4 (X)

ot la deuzxieme application est induite par i.. Le morphisme o passe au quotient par ’équivalence rationnelle par la
proposition 1.1.19. Donc cette composition passe au quotient par I’équivalence rationnelle pour donner le morphisme

i CHR(Y') = CHp_g(X).
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Corollaire 1.1.22. [2/, Cor 8.1.3, p. 134]
— Soient X, Y € SmVar (k) et f: X =Y un morphisme. On note px : X XY = X et py : X XY =Y les
deux projections. Puisque Y est lisse, Uapplication graphe iy : T'y — X XY définie par if(x) = ((z, f(x))
est un plongement régulier. On définit alors pour Z € CH(Y)

"7 =13 (py (2))

ot i} est définie comme ci-dessus (Définition 1.1.20).

— Soit X € SmVar (k). Puisque X est lisse, Ax : X — X x X est un plongement régulier. Alors l'intersection
de cycles passe au quotient par l’équivalence rationnelle : pour Z,Z' € Z(X) on a [Z]-[Z'| = A%[Z x Z'] €
Z(X).

Remarque 1.1.23. Soient X € SmVar (k) et i : Z — X, i : Z/' — X deux sous-variétés intégres. Alors
[Z]-1Z'] = i.4*[2'] = i,i"*[Z] € CH(X).

Parmi les propriétés principales de l'intersection raffinée est qu’elle est compatible avec la définition 1.1.3 et
avec la cohomologie :

Proposition 1.1.24. [2/, Corollary 19.2] Soient X,Y € SmVar (k) irréductibles et f : X — Y un morphisme.
Alors, pour Z € CH(Y), f*[Z]) = [f*Z] € H?**x~2k(X).

1.1.2 Correspondances et motifs
Définitions

Les définitions suivantes se trouvent dans le livre de Murre-Nagel-Peters [55, Ch. 2, p. 23,24]. Si une variété
X € Var (k) est irréductible de dimension d = dx, on la note Xj.

Définition 1.1.25. Fizons une relation d’équivalence adéquate ~. Soient X,Y € Var (k).
— Le groupe des correspondances de X vers Y est

Corr .(X,Y) = Co(X x Y)q.
— On définit le degré r d’une correspondance par
Corr” (X4,Y) = CH7 (X4 x Y)g.
— Si ~ est I’équivalence rationnelle, on note simplement
Corr (X,Y) = CH(X xY)g.

Dans le cas ou les variétés algébriques sur k sont projectives lisses, on peut définir la composition de correspon-
dances.

Définition 1.1.26. Si XY, Z € PSmVar (k) sont trois variétés projectives lisses, I'1 € Corr (X,Y) et I'y €
Corr (Y, Z), la composée des correspondances 'y oT'y € Corr (X, Z) est définie par

Ty 0T =pxz, ((T1 x Z) - (X x Ty)).

L’intersection (I'1 x Z) - (X x T'q) est bien définie puisque X XY x Z est lisse et px,z est propre par la projectivité
deY.

Remarque 1.1.27. On voit que i I'y € Corr " (X,Y) et T'y € Corr?,(Y, Z), alors 'y 0Ty € Corr7*(X, Z).

Définition 1.1.28. Soient X,Y € PSmVar (k) deuz variétés projectives lisses.
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— Une correspondance I' € Corr (X, Y) agit sur C(X)g par ’homomorphisme
I, :CL(X)g — CH"(X)o,

défini par
I.Z =py.-(ZxY))
pour Z € C(X)q. 4
— De plus, en supposant que ~ est plus fine ou égale & I’équivalence homologique, T' agit sur H*(X) par
l’homomorphisme _ '
I, : H(X)— H*(Y),
défini par
Fia=py.([I - pka)
pour o € H (X).
On définit ainsi la catégorie additive des correspondances :

Définition 1.1.29. Pour une relation d’équivalence adéquate ~, Corr . (PSmVar (k)) est la catégorie dont les objets
sont les variétés projectives lisses, i.e. les mémes que PSmVar (k), et les morphismes entre X,Y € PSmVar (k)
sont Hom (X,Y) := Corr o(X,Y). Comme on se restreint aux variétés projectives lisses, la composition est bien
définie. C’est une catégorie additive avec X @Y = X UY pour X,Y € PSmVar (k). De plus, cette catégorie additive
admet un produit tensoriel X @ Y = X xY pour X,Y € PSmVar (k) et Spec k est I’élément unité. De méme
Corr? (PSmVar (k)) € Corr (PSmVar (k)) est la sous-catégorie dont les objets sont les variétés projectives lisses
PSmVar (k) et les morphismes Hom (X,Y) := Corr %, (X,Y).

Remarque 1.1.30. (¢f. [51, §4.1.2, p. 127])
— Corr % (—, —) respecte les degrés.
— Les correspondances modulo équivalence rationnelle agissent sur les groupes de Chow et sur la cohomologie.
Les correspondances modulo équivalence homologique agissent sur la cohomologie.
— Via la composition de correspondances, Corr (X, X) pour X € PSmVar (k) devient un anneau et Corr (X, X)
est un sous-anneau de Corr (X, X).

Définition 1.1.31. Soit X € PSmVar (k) une variété projective lisse. Une correspondance p € Corr % (X, X)

est appelée projecteur de X si pop = p. On dit que deux projecteurs p,q € Corrg(X,X) sont orthogonauzr si
pog=qop=0.

Pour une relation d’équivalence adéquate ~, Grothendieck a défini la catégorie des motifs purs M. (k) comme
suit ([55, §2.2 pp. 25-26]) :

Motifs purs effectifs

La catégorie MT (k) des motifs purs effectifs a pour objets les paires (X, p), ou X € PSmVar (k) est une variété
projective lisse et p est un projecteur de X, et les morphismes entre M = (X, p) et N = (Y, p) sont définis par

Hom ¢y (M,N) = qoCorr?(X,Y)op
= {TeCorr’(X,Y),lop=qgol}/{l|gol =T op=0}.

Motifs purs

Comme pour la cohomologie, on s’autorise a tordre les motifs par des entiers et on définit la catégorie M. (k)
des motifs purs dont les objets sont les triplets (X, p,m), ot X € PSmVar (k) est une variété projective lisse, p un
projecteur de X et m € Z et les morphismes entre M = (X, p,m) et N = (Y, p,n) sont définis par

Hom pq_y(M,N): = gqoCorr"™(X,Y)op
= {IeCorr™™(X,Y),Top=gol'}/{l'€ Corr2™(X,Y),Top=gqol =0}.

Clairement M} (k) C M. (k) est une sous-catégorie pleine via (X, p) — (X, p,0).
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Proposition 1.1.32. — M. (k) est une catégorie additive. Sin =m,
(Xapv m) D (K q, m) = (X U K (ZXXX)*p + (Z.YXY)*(L m)

Pour le cas n # m, on se réfere a [0Y].

— Mo ( ) est méme une catégorie pseudo-abélienne : c’est la complétion pseudo-abélienne de la catégorie
Corr? (PSmVar (k)).

— M (k) admet un produit tensoriel avec (X,p,m) ® (Y,q,n) = (X x Y,p X ¢,m + n). Le motif 1 :=
(Spec k, Ay, 0) est Uélément unité, i.e. (X,p)@1=1® (X,p) =(X,p)

— Il existe un foncteur h : PSmVar (k) — M. (k) donné par : ho(X) = (X,Ax,0), et si f : X =Y est un
morphisme de variétés algébriques, ho(f) =T% = f* : ho(Y) = ho(X)

— M (k) a une structure multiplicative :

ho(Ax)
MaubEN

mx : he(X) ® heo(X) = heo(X x X) he(X).

— 11 eziste une involution M (k) — M..(k) donnée par M = (Xq,p,m) — M := (Xg,p',d —m).

Lemma 1.1.33. Soit X € PSmVar (k) une variété projective lisse. Sip,q € CH 4, (X x X) sont deux projecteurs
orthogonauz (i.e. pg = qp = 0) alors, on a un isomorphisme de motifs

(X;p+q9)=(X,p) & (X,q).

Démonstration.
On note XM = X et X® = X deux copies de X, (X x X)) := X x XN = X x X et (X x X))@ :=
XxXP=XxX,(XxX)BD .= X0 x X = X x X et (X x X)?2:=X? x X = X x X. Soit
— AL CX x (XD UX®) = (X x X)D (X x X)? la diagonale de (X x X)1),
— A2 X x (XMW UXx®) = (X x X)D U (X x X)? la diagonale de (X x X)),
— 1AX =t AL (XD UX@)x X =(X x X)P U (X x X)? le transposé de Ak, qui est la diagonale de
(X x X)<1>
— 2Ax =t AL (XD UXP)x X = (X x X)) U (X x X)) le transposé de A%, qui est la diagonale de
(X x X)),
— pl € CH 4, (XM U X®@) x (XD U X3@)) le projecteur p; sur (X x X))
— p2 e CH dX((X(1 UX®@) x (XM g X@)) le projecteur py sur (X x X)Z2)
On vérifie alors immédiatement que les correspondances

= (p1+p2)o(*Ax +2Ax) o (pt +p?) e CH,4, (XVD U XP) x X)
et
¥ = (p} +p3) o (A% + A%) o (p1 +p2) € CHyy (X x (XD X))

satisfont aux relations ¢ o) = p; + ps et Y o ¢ = pi + p3.
Donc

¥ (X, p+)>(XD UX® pl 4 p2) = (X, p1) ® (X, p2)

est un isomorphisme de motifs d’inverse ¢~ = ¢.

Mentionnons maintenant le lemme de Lieberman :

Proposition 1.1.34 (Lemme de Lieberman). (55, Lemma 2.1.58]) Soient X, Y, X', Y’ € PSmVar (k) et T €
Corr o(X,Y), I'y € Corr (X, X'), Ty € Corr (Y,Y"). Alors (T'1 x I'3).(T') =Ta0T oTY.

Il faut noter que le terme de droite est une composée de correspondances, tandis que le terme de gauche est
laction de la correspondance I'y x I's € Cu(X X X' x Y xY’') = Corr (X x Y, X' x V).
Le lemme de Lieberman donne en particulier le corollaire suivant :
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Corollaire 1.1.35. Soient X, Y, X', Y/ € PSmVar (k) et " € Corr .(X,Y), f1 : X - X', fo: Y = Y/,
f1: X' = X, fo:Y' =Y. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

— (fi x f2)«(I') = fax 0T o f1,

— (fix f)*@) =f3" oTo fl,,
donc en particulier :

— (fixIy) () =To ff, (Ix x f2)«(I) = fas o T,

— (fixIy)"(T) =To fi,, (Ix x f3)*(T) = f3" oT.

Démonstration.
11 suffit d’appliquer le Lemme de Lieberman 1.1.34 & I'y =I'y, = fi. et I'y; =I'y, = fo, pour le premier point
etaly =T} = Met Iy = F?; = f5* pour le deuxiéme point.

O

Motif de Lefschetz et motif de Tate

Le motif L. = (Spec k, Ay, —1) est appelé motif de Lefschetz, et le motif T = (Spec k, A, 1) motif de Tate. On
a ainsi (X,p,m) = (X,p,0) @ L™ = (X, p,0) @ T™.

Projecteurs py(X) et pog(X)
Soit X = Xy € PSmVar (k) irréductible et e un point fermé de X. On pose

po(X) = [ex X] e CHy(X x X)
p2a(X) = [X xe] € CHy(X x X) (1.1.1)

Alors po(X) et peg(X) sont des projecteurs. De plus po(X) agit par zéro sur H7(X) pour j # 0 et par I'identité
sur HO(X), et paq(X) agit par zéro sur H7(X) pour j # 2d et par l'identité sur H2%(X). On a des isomorphismes
de motifs de Chow : (X,po(X)) = 1 et (X, p2qa(X)) =~ L& [55, Sec. 6.1.2, p. 68].

Motifs de Picard et d’Albanese

La construction des motifs de Picard et d’Albanese est due a Murre (cf. [53]) ou encore, pour plus de précision
[55, Ch.6, pp. 71-74]. Soit X = X4 C P} une variété projective lisse irréductible. On fixe un point e € X. On
note e* C (P™)* lespace des hyperplans H; de P passant par e. Pour t = (¢1,...,t4—1) € €* X ... X e* générique,
Cy=H;, N..NHy, ,NX C P" est une courbe lisse. On notera i : Cy = C — X le plongement fermé. Rappelons que
'on note i* = Tt € Corr®(X,C) et i, = I'; € Corr *"*(C, X). La correspondance i,i* € Corr (X, X) induit la
(d — 1)¥M€ puissance L' de I'opérateur de Lefschetz. La conjecture standard de Grothendieck de type Lefschetz,
appelée B(X), prédit que 'opérateur A € H?¢(X x X), qui est l'inverse de 1'opérateur de Lefschetz ([53, §4.2.1.1,
p.138]), est algébrique, i.e. A = yxx x(Z) pour un certain Z € CH? ™1 (X x X)g- Cela n’est pas encore connu, mais
on sait que A%! € H?(X x X) est algébrique, induit par une certaine correspondance de CH'(X x X). On a en
effet I'isomorphisme

¢:CHY(X x X)?:={D e CH'(X x X),D.e =0,D.e =0} = Hom (X, Px)=Hom (Ax, Px),
ol Px est la variété abélienne de Picard et Ax est la variété abélienne d’Albanese.

En utilisant le fait (pour les courbes projectives lisses) que Pc ~ Ac =~ J(C), on voit que I'; o I't induit le
morphisme de variétés abéliennes a = A(C), = i,i* : Px = Po ~ Ag % Ax, qui est une isogénie De plus o = &
et « ne dépend pas de t. Puisque a € Hom (Px, Ax) est une isogénie, il existe une isogénie 8 € Hom (Ax, Px),
B =05, et un entier m # 0 tel que oo B =mly, et foa=mlp,.

On considére alors la correspondance D(B) := ¢~ *(8) € CH*(X x X)°. Par construction yxx x (D(8)) = A4
On considére alors les compositions de correspondances

p(X) = %D(ﬁ)i*i*ECorr(X,X),

p2a-1(X) = PI(X)t:%i*i*D(ﬁ)t- (1.1.2)
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Elles satisfont aux propriétés suivantes :
— p1(X) est un projecteur, orthogonal & po(X) = [e x X], et paq(X) = [X x €].
— p1(X) agit par zéro sur CH?(X) pour j > 1 et sur CH?(X), et agit comme lidentité sur Pic?(X).
— p1(X), H*(X) = 6, HF(X).

— paa—1(X) est un projecteur, orthogonal a po(X) = [e x X], et pq(X) = [X X ¢].

— pa2qg—1(X) aglt par zéro sur CH? (X)) pour j # d, et agit comme lidentité sur Alb x (k)q.

— paa—1(X) H¥(X) = dga—1,p H*(X).

— pag—1(X) op1(X) =0et, si d > 3, alors p1(X) 0o pag—1(X) =0

La finitude de la dimension d’un motif pur

On se réfere au chapitres 4 et 5 de [55]. Soit X € PSmVar (k). On a une action (a gauche) du groupe symétrique
S, sur le produit X™ = X x ... x X définie par :
R —

n facteurs
X" = X"
(:z:l,...,:cn) — (Ig—l(l),...,xa—l(n)).

On note son graphe par FU(X ); cest la sous-variété de X™ x X™ dont les points sont de la forme sui-
vante : (Z1,...,%n, To-1(1),- -+ Te—1(n)). Plus généralement, pour tout r = > _r(c) € Q[S,], on définit une Q-
correspondance I',.(X) € Corr L(X™ X™) par

FT‘(X) = Z T(O’)[FU(X)].

ocES,,

D’aprés cette définition, on remarque que le produit dans Q[S,,] correspond a la composition des correspondances,
ie.

Fs(X) =T.(X) o Ts(X).
On pose e = d”“ dim Wy ZGGS Xx(0) -0, ou W) est la représentation correspondant a la partition A de n, de caractére
Xx- En partlcuher on a

esymze(n) = ﬁ ZU

Calt = €(1,1,---,1) = ] Z sgn(o)o.

Alors les projecteurs
mA(X) :=Te (x)
sont deux a deux orthogonaux
Pour M = (X,p,m) € M.(k), on définit le motif M®" = (X™, p®"* nm). Un calcul rapide montre que

[y(M):=T,(X)op®" =p®"oT,(X),

donc ', (M) est un endomorphisme du motif M®n.
Les projecteurs 7y (X ) donnent une décomposition du projecteur p®™ en projecteurs deux a deux orthogonaux :

p®"=Z7T,\(X op®
A

Définition 1.1.36. Soient M = (X,p,m) € M. (k), et A une partition de n. On pose
TAM = (X", 75 (X) 0 p®",nm) € M (k).

En particulier,

.....
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Proposition 1.1.37. [55, Prop. 4.3.8] Soit M = (X,p,0) € M. (k). Alors
H(Sym"™(M)) = ®itj=n Sym* HP" (M) @ A H™P" (M),
H(An(M)) _ @iJrj:nAinair (M) ® Symj Himpai'r(M).

Définition 1.1.38. - M est dit pairement de dimension finie si A" M = 0 pour un n > 0,
- M est dit impairement de dimension finie si Sym™ M = 0 pour un n > 0,
- M est de dimension finie si M = Mpair © Mimpair, avec Mpqir pairement de dimension finie et Mimpqir
impairement de dimension finie.

Conjectures (Conjecture S(X)). [55, Conj. 4.5.1] La somme des composantes de Kiinneth paires de la diagonale
et la somme des composantes de Kiinneth impaires de la diagonale sont algébriques.

Lemme 1.1.39. Sila conjecture S(X) est vérifie, alors hpom (X) est de dimension finie.
La démonstration se trouve dans [55, Lemma 4.5.3].

Proposition 1.1.40. Si, pour X € PSmVar (k) irréductible et tout entier n > 0, le sous-espace Q-vectoriel
CH gy (X™ X X™)pum C CHy, (X" X X™) est formé d’éléments nilpotents pour la composition des correspondances
et si la conjecture S(X) est vérifiée, alors le motif ch (X) := (X, Ax) est de dimension finie, donc en particulier
tout motif (X, p), pour tout projecteur p € CH 4, (X x X), est de dimension finie.

Théoréme 1.1.41. (5ermenev, Kinnemann, Kimura [55, Thm. 4.6.1, p. 47]) Soit C' une courbe projective lisse
de genre g. Le motif ch'(C) est impairement de dimension finie 2g. Donc ch (C) est de dimension finie.

On s’intéresse maintenant a quelques propriétés des motifs de dimension finie.

Théoréme 1.1.42. Soient M et N deux motifs.
- M et N sont pairement (resp. impairement) de dimension finie si et seulement si M & N est pairement
(resp. impairement) de dimension finie.
- M et N sont de dimension finie si et seulement si M & N est de dimension finie, de plus dim (M & N) <
dim M + dim N.
Si M et N sont tous deux pairement (ou impairement) de dimension finie, alors M ® N est pairement de
dimension finie.
- Si M et N sont de dimension finie, l’un pairement et l’autre impairement, alors M ® N est impairement de
dimension finie.
- Si M et N sont de dimension finie, alors M @ N est de dimension finie, de plus dim (M ® N) < dim M -
dim N.

Démonstration. Voir [55, Prop. 5.1.1 et Thm. 5.1.4]. O

Théoréme 1.1.43. [55, Thm. 5.5.1] Soient M = (X,p,m) un motif de Chow et f : M — M un morphisme
de motifs de Chow. On suppose que M est soit pairement de dimension finie avec A" M = 0, ou impairement de
dimension finie avec Sym™ (M) = 0. Alors :

(i) 1l existe un polynome non nul G(T') € Q[T] de degré n — 1 avec G(f) = 0.

(ii) Si f ~num 0, alors f est nilpotent, plus précisément, f*~1 = 0.

Proposition 1.1.44. [55, Prop. 5.3.1] Soient M et N deux motifs de dimension finie de parité différente et
f: M — N un morphisme. Alors f est smash-nilpotent, plus précisément, f&¢ =0 si £ > dim M - dim N.

Le corollaire suivant est un résultat immédiat du théoréme et de la proposition.

Corollaire 1.1.45. Soit M un motif de Chow de dimension finie. Un endomorphisme [ de M qui est numéri-
quement équivalent & zéro est milpotent. De plus, l'indice de nilpotence est uniformément borné, i.e. l’indice de
nilpotence ne dépend que de la dimension de M.
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1.2 Conjectures sur les groupes de Chow

1.2.1 Motivation : conjectures de Beilinson

Bloch et Beilinson ont conjecturé l'existence d’une filtration décroissante sur les groupes de Chow de chaque
variété projective lisse qui, d’une part, s’arréte aprés un nombre fini d’étapes et qui, d’autre part, est respectée par
les correspondances et est contrdlée par la cohomologie.

Conjectures de Beilinson. (cf. [35]) Pour une variété projective lisse X € PSmVar (k) de dimension n, il existe
sur CHY(X), 0 <1 < n, une filtration F* (v < 0) décroissante avec les propriétés suivantes :

(i) F* = CHY(X), F' = CH}__ (X).

(ii) F" - F* C F"** ou - est le produit d’intersection.

(iii) F* est fonctorielle pour les morphismes f: X =Y.

(iv) En supposant que les composantes de Kiinneth [Ax]*"~77 € H™»(X x X,Q) de la classe de cohomologie
de la diagonale sont algébriques, données par les classes de p; € Z™(X x X,Q), alors pj.Gri. CHZ(X) =
0j21-vldgy  cui(x)-

(v) F™ =0 pour m >> 0 (version faible) ou F'** =0 (version forte).

1.2.2 Décomposition de Chow—Kiinneth absolue et conjectures de Murre

Définition 1.2.1. ([51, Sec. 4.2.3,p. 144], [55, Def. 6.1.1, p. 67])
Soit X € PSmVar (k) une variété projective lisse de dimension n. On dit que X a une décomposition de Chow-
Kiinneth si il existe, pour 0 < j < 2n, des cycles p; € CH (X x X) tels que

1. pjpx = 0, kpj, i.e. p; sont des projecteurs, deuxr & deux orthogonauz,

2. Z?Zo pj =Ax € CH,(X x X), ou Ax désigne la classe de la diagonale Ax C X x X,

3. [pilnom = [Ax]2" 73, ou [Ax]2"39 € H"™™(X x X, Q) désigne la j'°™E composante de Kiinneth de la classe
de cohomologie de la diagonale. De fagon équivalente, 'action de p; sur la cohomologie est pj,*Hk(X) =
6j,k‘I|Hk(X)'

Définition 1.2.2. On dit qu’une décomposition de Chow—-Kiinneth d’une variété projective lisse X est auto-duale
s1, pour tout 0 < j < 2dx, on a pj(X) = "pag, —;(X).

Définition 1.2.3. ([/51, Sec. 4.8.2.1, p. 149], [55, Sec. 7.2 p. 85]) Pour une variété projective lisse X € PSmVar (k)
de dimension n, Murre a énoncé une série de conjectures :

I (Existence) X admet une décomposition de Chow-Kinneth donnée par des projecteurs orthogonauz p;, pour
0<j5<2n.

IT Pour tout 0 <1 < n, les projecteurs pg,..., pi—1 €t Pai+1,---, Pon Ggissent par zéro sur CHl(X).
III Pour tout 0 <1 < n, ker(py) = CHY(X)hom - (Notons que clairement ker(pa;) € CH' (X )pom )

IV Pour tout 0 < | < n, la filtration sur CH'(X), définie par F? CH'(X) = ker(pa)Nker(pg;_1)N...0ker (par_ps1),
est indépendante du choix de la décomposition de Chow—Kinneth.

Jannsen [35] a en effet montré que les quatre conjectures de Murre sont vérifiées pour toute variété projective
lisse si et seulement si la filtration de Bloch—Beilinson existe.

Tout d’abord, une filtration de Bloch—Beilinson est unique, c’est pour cela on parle de la filtration de Bloch—
Beilinson. Ceci est une conséquence de [35, proposition 5.7] : Pour X € PSmVar (k), une filtration décroissante
sur CHl(X ), 0 <1 <dx qui est comptaible avec l’action des correspondances, est contrélée par la cohomologie et
s’arréte aprés un nombre fini d’étapes est unique.

Le fait que les conjectures de Murre I, II et III pour toutes les variétés projectives lisses donnent la filtration
de Bloch—Beilinson est une conséquence des résultats suivants :
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1. Soit {p;}y<j<oq4, une décomposition de Chow-Kiinneth d’une variété projective lisse X € PSmVar (k) donnée

par des projecteurs p; € CH 4, (X x X). L'égalite Ax = Z?dﬁ pj € CH 4, (X x X) et la conjecture de Murre

IT pour X impliquent que la filtration F* CH'(X) := ker(pa) N ker(pa_1) N ... N ker(pay_py1) s'arréte a
l'ordre [ + 1, i.e. F'*1 CH (X) = 0. On obtient donc la versiin forte de (v). Cette formule montre aussi que la
conjecture ITI(X) partie (i) des conjectures de Beilinson.

2. Le point clé de argument est le résultat suivant

Proposition.([35, Prop. 5.8], [55, Prop. 7.5.2]) Soit {p; },< ;<o4, une décomposition de Chow—Kiinneth d'une
variété projective lisse X € PSmVar (k) donnée par des projecteurs p; € CH g, (X x X). Soit {qj}ogjgzdy
une décomposition de Chow—Kiinneth d’une autre variété projective lisse Y € PSmVar (k) donnée par des
projecteurs ¢; € CHg4, (Y x Y). On note M; = (X,p;,0) et N; = (Y,¢;,0). Si la décomposition de Chow—
Kiinneth de X x Y donnée par les projecteurs r(p, q) = Z?:O Pj X qk—j € CH gy 1a, (X xY x X xY) vérifie
les conjecture de Murre II et III, on a

0 i<j

Hom (M;, N;) :{ Hom (MPom, Nhom) j — ;
7 sy Vg

ott Mo = (X, phom 0) et MIo™ = (Y, qhOm 0) sont les motifs modulo équivalence homologique.
3. En utilisant la formule [35, (5.30)]

FYCHY (X)g = @73" CHY (M;)qg

on montre que les filtrations sur CH (X) CH (Y) donnée par les projecteurs p; et g; sont compatibles avec
Paction des correspondances de CH (X x Y') donc en particulier avec 'action de tout morphisme X — Y. On
obtient ainso la partie (iii) des conjectures de Beilinson.

4. En utilisant la formule Z,-Z2 = A% (Z1 x Z3), I'étape précédente et les conjectures de Murre pour X x X x X on
montre que la filtration est compatible avec le produit d’intersection (partie (iii) des conjectures de Beilinson).

5. Finalement, pour la partie (iv) on utilise la formule [loc.cit., p. 295]
Gr'p CHY(X)q = CHY (Mzj—,)q = p2j—» CH! (X)q.

Le fait que 'existence de la filtration de Bloch—Beilinson implique les conjectures de Murre se déduit des résultats
suivants :

— [35, lemme 5.4] donne alors 'existence d’une décomposition de Chow—Kiinneth.

— La conjecture IV suit de I'unicité d’une filtration controlée par la cohomologie (cf. [35, proposition 5.5]).

La proposition suivante est une conséquence immédiate du Lemme 1.1.33.

Proposition 1.2.4. Si une variété projective lisse X € PSmVar (k) de dimension n admet une décomposition de

Chow-Kiinneth donnée par les projecteurs orthogonaux p; € CH (X x X), alors on a un isomorphisme de motifs
de Chow :

2n
ch (X) = (X,Ax) > EP(X,p)).
7=0

De plus, CH (X) = ;% p; CH (X).
Démonstration. Cela découle du lemme 1.1.33, qui dit que si p1,p2 € CH,(X x X) sont deux projecteurs ortho-
gonaux, i.e. p1ps = pop1 = 0, alors on a un isomorphisme de motifs (X, p1 + p2)=>(X,p1) @ (X, p2). Pour une

décomposition de Chow-Kiinneth de X donnée par des projecteurs p;, Ax = Z?io pj € CH,L(X x X) et les
projecteurs p; sont 2 & 2 orthogonaux. On en déduit que

2k 2k
(X, Ax) = (X, 3_p) = DX.y).
7=0 7=0

L’action sur les groupes de Chow appliquée & cet isomorphisme de motifs donne CH(X) = Ay, CH(X)
@?iopj* CH (X).

0o
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1.2.3 Exemples de variétés satisfaisant 4 des conjectures de Murre

Exemple 1.2.5. 1. Les courbes projectives lisses satisfont auzr conjectures de Murre : Soit C' une courbe
projective lisse. On considére les projecteurs po(C) et pa(C) comme ci-dessus, formule (1.1.1), on pose
p1(C) = Ac —po(C) —p2(C), et alors les projecteurs po(C), p1(C) et p2(C) constituent une décomposition
de Chow-Kiinneth auto-duale qui satisfait aux conjectures de Murre II et III. De plus, une courbe projective
lisse satisfait & la conjecture de Murre IV.

2. Pour les surfaces projectives lisses, Murre a construit une décomposition de Chow—Kiinneth : Soit S une
surface projective lisse. On considére les projecteurs po(S) et p4(S) comme ci-dessus (1.1.1) ainsi que les pro-
jecteurs de Picard et d’Albanese p1(S) et p3(S) (1.1.2), que U'on normalise : p1(S)N = p1(S) — 1p1(S)ps(S)
et p3(S)N = p3(S) — %pl(S)pg(S). On pose p2(S) = Ag —po(S) —p1(S)N —p3(S)N — pa(S), alors les projec-
teurs po(S), p1(S)Y, p2(S), p3(S)N et ps(S) constituent une décomposition de Chow-Kiinneth auto-duale
qui satisfait aux conjectures de Murre II et I11.

3. Soit X € PSmVar (k) une variété projective lisse de dimension d telle que H'(X) est algébrique pour
tout i # d. Alors X admet une décomposition de Chow-Kiinneth auto-duale ([55, Appendice C, p. 83]).
En particulier, les intersections complétes dans ’espace projectif admettent une décomposition de Chow-
Kiinneth : soit X C PN une intersection compléte lisse de dimension d, soient Ly _q4.; C PN des sous
espaces linéaires de dimension N —d + 1, pour 0 < i < d, et & = X N L; les sections linéaires associées.
Les cycles pa;i(X) = [& X Eq—i] € CH (X x X) sont des projecteurs deux & deuzx orthogonauz. On pose
Poo(X) = Ax — E?:o pi(X). Alors, si d est impair, les projecteurs po(X), ..., p24(X), Doo(X) constituent
une décomposition de Chow-Kiinneth qui satisfait aux conjectures de Murre II et 111, et si d est pair alors
les projecteurs po(X), ..., pa(X) 4 Poo(X), ..., p2a(X) constituent une décomposition de Chow—-Kiinneth auto-
duale qui satisfait aux conjectures de Murre II et III.

4. Si une variété projective lisse X € PSmVar (k) de dimension n admet une décomposition de Chow-Kiinneth
donnée par des projecteurs po, . .., Pan, alors X x X admet une décomposition de Chow-Kiinneth auto-duale,
donnée par les projecteurs q, = Zz’-{—j:rpi x p; € CH (X x X x X x X) pour 0 <r < 4n.

5. Les variétés abéliennes admettent une décomposition de Chow-Kinneth auto-duale ([70], [20]).
6. Les variétés uniréglées de dimension 8 admettent une décomposition de Chow-Kiinneth auto-duale ([1]), et

aussi certaines classes de variétés de dimension 3 avec une condition spéciale sur HZ,, . (X) admettent une
décomposition de Chow-Kiinneth auto-duale ([2], [52]).
7. Certaines variétés elliptiques modulaires admettent une décomposition de Chow-Kiinneth ([20]).

1.3 Correspondances et motifs relatifs

Soit T' € Var (k) une variété algébrique sur k. On désigne par Var (k,T/k) la catégorie dont les objets sont les
variétés X sur k munies d’un morphisme propre fx : X — T, les morphismes entre deux objets fx : X — T et fy :
Y — T étant les morphismes f : X — Y tels que fx = fyof. On désigne par PSmVar (k, T/k) C SmVar (k,T/k) C
Var (k, T/k) les sous-catégorie pleines formées par les variétés qui sont lisses sur k, resp. projectives lisses sur k.

1.3.1 Définitions

Définition 1.3.1. Soient X,Y,S € Var (k) et fx;g: X — S, fy;s: Y — S deuzr morphismes.
— On définit le groupe des correspondances relatives de X vers Y par

Corr g(X,Y) :=CH(X x5Y)g.
— S1Y =Y, est irréductible de dimension e, on définit le degré d’une correspondance relative par

COI‘I“E(X,Y;) = CH€_7.(X X5 Y)Q.
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— Si Y est lisse, alors Y = UY; avec Y; =Y., et on définit
COI‘I‘E(X, Y) = ¢, CH ei—r(X Xs Yei)(@-

La composition de correspondances relatives (voir [18]) est définie comme suit :

Définition 1.3.2. Soient X,Z,S € Var(k), Y € SmVar (k) et X — S, Y — S, Z — S trois morphismes
propres. Soit T'y € Corr g(X,Y), Ty € Corr g(Y, Z). On considere alors Ty x 'y € CH((X xgY) x (Y xg Z)) et
d=A)):Y <Y xY le plongement diagonal. Puisque Y est lisse, § est un plongement régulier (localement
intersection compléte), donc

6 CH((X xgY) x4 (Y x5 Z)) = CH(X xgY x5 Z)
est bien défini via le diagramme :

X XY xg Z———= (X x5 Y) x4 (Y x5 Z)

l |

y< Y %1 Y

On définit alors
1
IyoTy =px 2.0 [T1 x o],

ot px,z: X XgY XgZ — X Xg Z est la projection (px,z est propre).
Remarque 1.3.3. On voit que si Ty € Corr §(X,Y) et T'y € Corr §(Y, Z), alors Ty 0Ty € Corr 57°(X, Z).
L’action d’une correspondance relative est définie comme suit :

Définition 1.3.4. Soient Y,S € Var (C), X € SmVar(C) et f: X — S, g: Y — S deuz morphismes tels que f
soit propre. Une correspondance relative T' € Corr '5(X,Y) induit le morphisme T, : CH'(X) — CH""(Y) qui est
défini par

I'.a = py.dx[a x T,

o dx : X XgY =5 xg X XgY — S xg X x X xXgY désigne Uinclusion de la diagonale.
Remarque 1.3.5. Si X etY sont projective lisse, l’action relative de I' coincide avec l’action absolue.

Définition-Proposition 1.3.6. [/8] Soient X,S € Var(C), Y € SmVar(C) et f : X — S, 9g:Y — S deuz
morphismes tels que g soit propre.

Une correspondance relative T' € Corr'g(X,Y) induit un morphisme Ty : Rfx.Qs — Rfy«Qgs[2r] dans la
catégorie dérivée D4(S) des faisceauz constructibles de Q-espaces vectoriels sur S via le morphisme

Corr §(X,Y) = Hyjy' (X x5 Y,Q)= Hom py (g, (Rf.Qs, Rg.Qs[2r]).

Le morphisme T, : R'f.Qs — R™*?"g,Qg induit par Ty : Rfx+Qs — Rfy«Qs[27] sur la cohomologie en degré i peut
étre décrit de la fagon suivante. Soit V. C S un ouvert contractile. On note Xy = f~1(V). Sia € T(V, R f.Qgs) =
H (Xv,Q), alors I'va = pyv*((p}v a)N[I)) € H*T?"(Yy, Q). On précise que :

- p}v . HZ(XV7Q) —C HI(XV Xy Yv,Q),

- [F] € Hfilgfrc)(v Xy YVaQ)7

- pxy  Xv xv Yy = Xy et py, : Xv xv Yy = Yy désignent les projections.

- Puisque g est propre, py, est aussi propre, donc

Dy - Hffff_r_i(Xv xy Yy,Q) — Hfff_r_i(YV,(@) est bien défini.

- Enfin, comme Yy est lisse, on peut appliquer la dualité de Poincaré a Hﬁy_r_i(Yv, Q).

On définit, a l'aide de la composition des correspondances relatives, la catégorie additive des correspondances
relatives :
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Définition 1.3.7. Soit S € QPVar (k) une variété quasi-projective. La catégorie Corr (SmVar (k, S/k)) a les mémes
objets que SmVar (k, S/k), i.e. les variétés algébriques X lisses sur k, munies d’un morphisme propre fx;q : X — S
vers S, et les morphismes sont Hom (X,Y) := Corr 5(X,Y). C’est une catégorie additive avec X @Y = X UY,
fxuyys = fxysUfyys : XUY — S. De méme Corr ®(SmVar (k, S/k)) € Corr (SmVar (k, S/k)) est la sous-catégorie
dont les objets SmVar (k, S/k) sont les variétés algébriques lisses sur k munies d’un morphisme propre vers S, et
les morphismes sont Hom (X,Y) := Corr $(X,Y).

Remarque 1.3.8. — Corr%(f, —) respecte les degrés.
— Les correspondances relatives agissent sur les groupes de Chow et sur la cohomologie.
— Via la composition de correspondances relatives, Corr 5(X, X) devient un anneau et Corr §(X, X) est un
sous-anneau de Corr g(X, X).

Définition 1.3.9. Soient S € QPVar (k), X € SmVar (k) et fx;s : X — S un morphisme propre. Une corres-
pondance relative p € Corr%(X,X) est appelée projecteur relatif de X si pop = p. On dit que deuz projecteurs
p,q € Corr %(X, X) sont orthogonauz si poq=gqop=0.

Pour une variété quasi-projective S, on définit la catégorie des motifs relatifs M(S) comme suit :

Motifs relatifs effectifs

Soit S € QPVar (k). La catégorie M™(S) des motifs relatifs effectifs a pour objets les paires (X,p) ou X €
SmVar (k, S/k) et p un projecteur de X, et a pour morphismes, si M = (X,p) et N = (Y, p),

Hom p+(5)(M,N) = gqoCorr%(X,Y)op
= {TeCorr(X,Y),Top=gol}/{T|gol =T op=0}.

Motifs relatifs

Soit S € QPVar (k). On définit la catégorie M(S) des motifs relatifs comme la catégorie dont les objets sont
les triplets (X,p,m), ou X € SmVar (k,S/k), p est un projecteur de X et m € Z, et dont les morphismes entre
M = (X,p,m) et N =(Y,p,n) sont définis par

HOmM(S)(M,N): = quorrgfm(X,Y)op
= {PeCory™(X,Y),Top=qol}/{lop=0}.

Clairement M (S) C M(S) est une sous-catégorie pleine via (X,p) — (X, p,0).

Lemma 1.3.10. Soient S € QPVar(k), X € SmVar (k) et fx/s : X — S un morphisme propre. Si p,q €
CH 4, (X xg X) sont deuz projecteurs orthogonauz (i.e. pg = gp = 0), alors on a un isomorphisme de motifs
relatifs

(X,p+9)=>(X,p) & (X, ).

Démonstration.
C’est Panalogue relatif du lemme 1.1.33. La démonstration est similaire : il suffit de remarquer que A%, A% C
X xg (XMDUX@)et 'Ax2Ax € (XD UX®P) xg X sont des correspondances relatives.
O]

Proposition 1.3.11. La composition de correspondances relative est compatible avec les changements de base plats
S — S [55, Lem. 8.1.6]. Il existe donc un foncteur M(S) — M(k) de la catégorie des motifs de Chow au-dessus
de S vers la catégorie des motifs (absolus) de Chow.
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Principe d’identité de Manin

Soient X, Y € PSmVar (k). Le critére de Manin est un critére immédiat qui dit quand T' € Corr (X,Y) et
I" € Corr (X, Y) sont égales. Le critére se résume par les équivalences suivantes :

Théoréme 1.3.12. [55, §2.8, p.33] Soient X,Y € PSmVar (k) et I',T” € Corr (X,Y). On note
Ip:Co(TxX):=Corr (T xXX)—>C(TxY):=Corr (T xY)

Uaction induite. Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :
— I'=T1".
— Pour tout T € PSmVar (k), 'y =T7,.
— I'x =T%.

Ce principe permet d’identifier une correspondance I' € Corr (X,Y) pour X,Y € PSmVar (k) via son action
universelle I'r : C(T x X) := Corr (T x X) - C.(T xY) := Corr (T x Y). On 'utilise pour calculer le
motif d’un fibré projectif ou d’un éclatement d’une variété de PSmVar (k) en une sous-variété lisse. Ce principe
montre aussi que si ¢ : X < Y est un plongement régulier de codimension r de variétés de PSmVar (k), alors
Itol; =Ax(c,(Nxy)), ot Ax : X < X x X est le plongement diagonal.

La proposition suivante calcule certaines compositions de correspondances relatives :

Proposition 1.3.13. Soient X,Y,S € SmVar (k) et soient f : X — S, g : Y — S des morphismes plats. On
note dx = dim X, dy = dimY, dg = dim S. Soient I'y € Corr%(S,Y) = CHgy, _,(Y) et T'y € Corr (X, S) =
CH 4,—q(X) des correspondances relatives. Alors

[yoTy = [Ty xsTy] € Corr 2™ (X,Y) 2 CH 4y —p—o(X x5 Y).

Démonstration. Puisque S est lisse, le plongement § : S < S x S est régulier. Rappelons que la composition I'; o'y
est définie en utilisant le diagramme

XXSYQXXSSXSY — (XXSS)Xk(SXSY):XXkY

| [

Onalyoly = (pxy)«(0'(Ta xx T1) ol pxY : X x5S xs5Y — X xg Y est la projection. Dans notre cas pxy est
un isomorphisme et le diagramme ci—dessus s’identifie au diagramma cartésien

XxgV 44 Xx.Y

| [

S SUTY SXkS.

Puisque f et g sont plats, le morphisme ¢’ est un plongement régulier [24, Appendix B.7.4]. On a donc par [loc.cit.,
Rmk. 6.2.1]

ol = §(TyxpIy)
= (8")" (T2 xxT1)
= Fg Xs Fl.

O

Remarque 1.3.14. Soient X, Y, X', Y’ € SmVar(k), S € QPVar(k) et fx : X = S, fy : Y = S, fx :
X' =S, fy: Y — S des morphismes propres. Soient T' € Corr g(X,Y), T’y € Corr g(X,X’), I's € Corr (Y, Y”).
Supposons que X xgY soit lisse. Alors on a l’égalité de correspondances relatives (I'y xg g), L =T 0T ol le
premier terme étant laction d’une correspondance relative (cf. [20] pour la définition).
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1.3.2 Deécomposition de Chow—Kiinneth relative

Soient X, S € Var (C) et f: X — S un morphisme propre. D’aprés [10], on a une décomposition
Rf.Q> &; "R’ f.Q[—i] (1.3.1)

dans la catégorie dérivée Db(S) des faisceaux constructibles de Q-espaces vectoriels sur S, ott PR f,Qx désigne la
j%me cohomologie perverse de Rf,Qx.

Si X € Var(C), Y € SmVar (C) et fx : X — S, fy : Y — S sont des morphismes propres, la Définition-
Proposition 1.3.6 dit qu’une correspondance relative I' € CH (X xg Y) de degré zéro induit un morphisme I,
Rfx«Qx — Rfy.«Qy dans D%(S). En particulier on obtient des morphismes I, :? R’ f,Qx — PR f.Qy pour tout

7.
Définition 1.3.15. (/51, sect. 4.4.2.2, p. 160], [55, Def. 8.3.3, p. 112]) Soit S € QPVar (C), X € SmVar (C) de
dimension dx =n et f : X — S un morphisme projectif. Soit k la dimension de la fibre générique. On dit que [ a
une décomposition de Chow-Kinneth relative au sens faible si il existe p; € CH, (X xg X), 0 <1 < 2k, tels que
1. pipj = 0i jpi, i.e. p; sont des projecteurs relatifs, deux o deuzx orthogonaus,
2. %, pi=Ax € CH,(X x5 X),
3. pi*pij*QX = 5i,jIPRJ'f*Qx'

Proposition 1.3.16. Soient S € QPVar (C), X € SmVar (C) de dimension dx =n et f: X — S un morphisme
projectif. Soit k la dimension de la fibre générique. Si f a une décomposition de Chow—Kiinneth relative donnée par
des projecteurs relatifs p; € CH (X xg X), 0 < j <2k, alors on a un isomorphisme de motifs de Chow relatifs

2k
ch (X/8) = (X, Ax) > EP(X, p;)-
7=0

De plus, si X € PSmVar (C) est projective, CH (X) = @?io pj, CH(X).

Démonstration. Cela découle du Lemme 1.3.10, qui dit que si p;,p2 € CH,(X xg X) sont deux projecteurs
orthogonaux, i.e. pypa = pap1 = 0, alors on a un isomorphisme de motifs relatifs (X, p; + p2) (X, p1) ® (X, p2).
Pour une décomposition de Chow—Kiinneth relative de X — S donnée par des projecteurs p;, ona Ax = Zjio D; €
CH,, (X xg X), et les projecteurs p; sont 2 & 2 orthogonaux , On en déduit que

2k 2k
(X,Ax) = (X, _pj) >EPX,p;).
j=0 j=0

De plus, si X est projective, Paction sur la cohomologie appliquée a cet isomorphisme donne CH (X) = Ax, CH(X) =
@3Lop;, CH(X). O

Remarque 1.3.17. Comme les faisceaux pervers PRI f,Qx admettent une décomposition en somme directe de
complexes d’intersections, on peut raffiner la décomposition 1.3.1. Une décomposition de Chow—Kiinneth au sens
fort est donnée par une famille de projecteurs deux & deux orthogonaux qui induisent cette décomposition raffinée.
Dans le cas des fibrés en quadriques de dimension impaire que [’on regarde dans le chapitre suivant, les deuzx notions
coincident.

1.3.3 Exemples
Motif de Lefschetz et motif de Tate relatifs

Soit S une variété quasi-projective. Le motif Lg = (S,id g, —1) est appelé motif de Lefschetz au-dessus de S.
Le motif Tg = (S,id g, 1) est appelé motif de Tate au-dessus de S. On a ainsi (X/S,p,m) = (X/S,p,0) @ Lg™ =
(X,p,0) ® TZ.
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Version perverse du théoréme de Lefschetz faible relatif

Théoréme 1.3.18. [19, Thm. 2.6.4, p.561] Soient X, S € Var (C) et f: X — S un morphisme projectif, de sorte
que f: X CPN xS — S. Soit H un hyperplan de PN et Hy = (H x S)N X la section hyperplane relative associée.
Alors, Uapplication induite par l'inclusion i : Hx — X wvérifie :

- ; i est un isomorphisme st ] < —2
P PHI(f ICK) = PHITH(flay )« ICX) { est injectif SZ.JJ.: 1

Version perverse du théoréme de Lefschetz difficile relatif

Théoréme 1.3.19. [19, Thm. 1.6.3, p.547] Soient X, S € Var (C) et f: X — S un morphisme projectif, de sorte
que f: X CPN xS — S. Soit H un hyperplan de PN et Hy = (S x H)N X la section hyperplane relative associce.
Alors, pour tout i =0,...,dx — dg, la correspondance Hx induit un isomorphisme

[Hx]": PH Y (RfICx) S PHY (RS ICK).

Famille d’intersections complétes

Les familles d’hypersurfaces d’un espace projectif IP(JCV 1 admettent une décomposition de Chow-Kiinneth relative
au sens faible. Cela raffine la partie 3. de I'exemple 1.2.5, qui dit que les hypersurfaces lisses d’un espace projectif
]P’g +1 admettent une décomposition de Chow-Kiinneth.

Proposition 1.3.20. Soit S € QPVar (C), et f: X C PN*! x S — S une famille d’ hypersurfaces de degré d de
PN+ paramétrée par S telle que X € SmVar (C). Soit, pouri =0,..., N, H*' C PN un sous-espace linéaire de
dimension i+ 1 et & = (H"! x S) N X C X la sections linéaire relative associée. Les cycles algébriques

p2i = [§i X5 En—i] € CH v a5 (X x5 X),

pouri=0,...,N, sont des projecteurs relatifs tels que pa; o paj = 0 pour ¢ > j. Il est possible d’orthonormaliser la
famille {p2; }o<i<n par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (cf. Lemme 2.2.5) pour obtenir la famille

{p5Yo<i<n. On pose
N

Poo = Ax — Zpé\i € CHN+ds:dX(X XSX)'
=0

Alors {p%}OSiSNapoo constituent une décomposition de Chow-Kiinneth relative au sens faible de f.

Démonstration.
D’apres la proposition 1.3.13, on a la composition suivante de correspondances relatives pg; = [En_i] o [&]F, on
(&) € Corr " (X, S) = CH 145 (X) et [En—s] € Corr (S, X) = CH y_i144(X). Donc

p2i 0 p2j = [En—i) © [&]* o [En—j] 0[],

avec [§] o [En—;] € Corr 5(S,5) = CH ;_;(S). On en déduit py; o poj =0sii > j.
D’aprés [10], puisque le morphisme f est projectif donc propre, on a une décomposition dans la catégorie dérivée
D4(S) des faisceaux constructibles sur S :

2N
R1.Q= D PR 1.Q[—j].

=0

Notons ¢ : X < PNt x S le plongement fermé et g : PN*! x § — S le fibré projectif, de sorte que f = g o .
D’aprés les versions perverses des théorémes de Lefschetz faible relatif et difficile relatif,

— PRYTLf Q=0 pour tout entier j tel que 2j +1 # N et

— PR £,Q = 1*R¥ ¢,Q pour tout entier j tel que 2j # N.
Par construction on a
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\*R23 g.@ Pour tout entier j et donc
/< R2ig.q pour tout entier j, donc pi, |»p2i ;.o = i, id |sp2i ;g pour tout entier j tel

— P2ix|i*R2i 9.0 = 03,5 id

— Pl reig,q = 0y id
que 2j # N.

De plus, par définition de po, on a

2N

Ax =5 + Poo CH N pag=ax (X x5 X)
=0

et poo est orthogonal aux projecteurs pl.. Donc poos |» s 7.0 = 0N, id |oRif.q-
O

Remarque 1.3.21. (i) Le projecteur pss € CH Nydg—dx (X X5 X) et le motif (X,poo) restent a priori mysté-
TIEUT.

(ii) Cela s’applique en particulier aux fibrés en quadriques f : X C S x PN*tL — S Le point important du
chapitre 2 est d’identifier un tel projecteur po et le motif (X,poo) de fagon explicite.

(i1i) Comme dans le cas des quadriques, un fibré un hypersurfaces est une variété algébriqgue X € Var (C) munie
d’un morphisme projectif plat f : X — S de dimension relative N, S € Var (C), de sorte qu’il existe un
fibré projectif de rang N+ 1 g : P(E) — S tel que f: X CP(E) — S avec f = goi,i: X — P(E) étant
le plongement fermé, et les fibres X, C PN*! étant des hypersurfaces. On a la méme proposition en ne
supposant pas le fibré P(€) = PN x S trivial.
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Chapter 2

Motives of quadric bundles

2.1 Introduction

Let f: X — S be a quadric bundle, i.e., f is a flat morphism whose fibers are quadrics. Throughout this paper
we shall assume that S is a smooth, projective surface defined over C and that the fibers of f are odd—dimensional
quadrics, say of dimension 2m—1. Let A?(X) = CH?, g(X ) be the Chow group of codimension p cycles algebraically

equivalent to zero. In the case S = P? Beauville [1] showed that
A™H(X) = Prym (C/0)

is isomorphic to the Prym variety of the double covering C — C, where C is the discriminant curve of f. In the
case of conic bundles (m = 1) over a surface S Beltrametti and Francia [11] proved that

A%(X) g = A%(S)g © A'(S)g @ Prym (C/C)qg

where the subscript indicates tensor product with Q. Nagel and Saito [56] obtained a motivic refinement of these
results. They proved that the Chow motive ch (X) of a conic bundle over a surface admits a decomposition

ch (X) 2 ch(S) @ ch (S)(—1) @ Pr(C/C)(-1)

where (—1) denotes the Tate twist and Pr (C/C) is the "Prym motive". For a quadric bundle of relative dimension
2m — 1 over a surface S, Vial [77] has shown that there is a decomposition

ch (X) = @21 ch (S)(—i) @ M

where M is a Tate twist of a direct summand of the motive of a smooth, projective curve. In this paper we obtain
a more precise result that identifies the motive M as the Prym motive of the double covering associated to the
quadric bundle. We shall show that the Chow motive of a quadric bundle f : X — § of relative dimension 2m — 1
over a surface S admits a decomposition

ch (X) = @21 ch (S)(—i) ® Pr(C/C)(—m) (2.1.1)

where Pr (C/C) is the Prym motive of the associated double covering C' — C.

This theorem is proved by constructing a Chow-Kiinneth decomposition of X. This is done in two steps:
first we construct a relative Chow—Kiinneth decomposition, and then we pass from the relative to the absolute
Chow—Kiinneth decomposition. We now recall the basic definitions and outline the key steps of the proof in more
detail.

Let S be a smooth, quasi—projective variety and let Var (S) be the category of smooth, quasi—projective varieties
X equipped with a projective morphism f : X — S. For X|Y € Var (S) a relative correspondence from X to Y
is an element I' € CH(X xgY). We say that I" has degree p if I' € CH 4, _,(X XxgY), where dy is the absolute
dimension of Y. The composition of relative correspondences is defined as follows:

39
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Definition 2.1.1. (Corti-Hanamura [18]) Let X,Y,Z € Var(S). LetT7 € CH(X xgY), I's € CH(Y xg Z) be
relative correspondences. We define
FQ o Fl = pX,Z,*5I[F1 X FQ]

where 6 = Ay : Y —= Y xY is the diagonal embedding and px,z : X xgY XgZ — X X g Z is the projection. Since
Y is smooth, § : Y < Y x Y is a regular embedding (local complete intersection), hence 8' is well defined (see [2/]).
Moreover px z is proper.

A relative projector on X € Var (S) is a relative correspondence of degree 0 from X to X satisfying pop = p.
The category of Chow motives over S is the category whose objects are triples (X, p,m), with X € Var(95), p a
relative projector on X, and m an integer. A morphism from (X, p,m) to (Y, q,n) is a relative correspondence of
degree n — m from X to Y (see for example [55, Section 8.1.3]). The composition of relative correspondences is
compatible with flat base change S’ — S |55, Lemma 8.1.6]. Absolute motives over a field k are those for which
the base is the spectrum of a field S = Spec k. There exists a functor from the category of Chow motives over
S € PVar (k) to the category of (absolute) Chow motives over k.

Let X and S be smooth, projective varieties over C and f : X — S be a proper morphism. By [10] we have a
decomposition

Rf.Q ~ @; PR f.Q[—1i]

in the derived category D%(S) of constructible sheaves of Q-vector spaces over S, where P R’ f,Qx denotes the j*"
perverse cohomology of Rf,Qx.
Note that a relative projector ¢ on X acts on the perverse cohomology PR’ f,Qx by [15]. We denote the action

by q..
Definition 2.1.2. ([51, sect. 4.4.2.2], [55, Def. 8.3.3])

Let X and S be smooth, quasi—projective varieties over C and let f : X — S be a projective morphism. Let n
be the dimension of X. Let k be the dimension of the generic fiber. We say that f has a relative Chow—Kiinneth
decomposition if there exist p; € CH, (X xg X), 0 <1i < 2k, such that

1. pipj = 0; s te p; are relative projectors, mutually orthogonal,

2. Zipi =Ax € CHn(X X g X)

3. Pix lrrif.0x= 0ijloRif.ox -

Remark 2.1.3. Let X and S be smooth, quasi—projective varieties over C and f : X — S be a projective morphism
with X of dimension n. Let k be the dimension of the generic fiber. If f has a relative Chow-Kiinneth decomposition
given by relative projectors p; € CH (X xg X), 0 < j < 2k then we have an isomorphism of relative Chow motives:

ch(X/S) = (X,Ax) ~ @?io(Xapj)~

Definition 2.1.4. Given X, S € Var (C), X is said to be a quadric bundle over S if there exists a flat projective
morphism f: X — S, such that the fibers of f are quadrics of dimension n —r.

Recall that a morphism f : X — S, with X, S € Var(k), is projective if we have a relative embedding
X < P(€) — S, with P(§) — S a projective bundle. In the case where f : X — S is a quadric bundle with
dim X = n and dim S = r, we can choose such a projective bundle of dimension n — r + 1. Indeed, the existence
of a relative ample divisor on X gives such an embbeding, for more details see [4, Prop. 1.2].

We refer to [28] for the elementary proprieties of quadrics.

Definition 2.1.5. Let &; C X be a relative linear section of relative dimension i of a projective morphism f : X —
P(E) — S, with X, S € Var (k). We define

1
p2i = 5[& X g En—r—i] € CHp(X x5 X).

The base of the quadric bundles admits a natural stratification
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Proposition 2.1.6. ([7/]) Let f : X < P(€) — S be a quadric bundle, there is a stratification A, C ... C Ay C S
of S by closed subsets where

Ay ={se S rk(X;)<n—r+2-k}.

From now on f : X — S is a quadric bundle over a surface of odd relative dimension 2m — 1. Consider the
Stein factorization F,(X/S) — A — A where F,,,(X/S) denotes the relative Fano variety of m-dimensional linear
subspaces and A = A; C S. It is a double covering ramified over Ay C A.

We will denote I' C F,,,(X/S) xg X the incidence correspondence with p : I' — F,,(X/S), ¢ : T' — X the
restriction to I' of the two projections:

I —=% F,.(X/S)
|
X
The morphism F,,(X/S) — A is flat projective, so we can take W C F,,,(X/S) be a multisection of F,,(X/S) —

A. We denote Ty € W xg X the restriction of I' to W and Z = ¢(T'w) C X. We have dim (Z xa Z) = n with
ZxnZ =(ZXanZ)TU(Z xa Z)~ two n dimensional components:

(ZxaZ)" =(axa)pxp) " gx9) (Ax), (ZxaZ)” =(gxq)(pxp) " (gxg) (D7)
where g : W — A is the covering and D~ denotes the graph of the involution.

Definition 2.1.7. Let W C F,,,(X/S) be a multisection of degree 2d and Z = q(T'w) C X. We define
1
Poo = (—1)mﬁ([(2 XA Z)+] — [(Z XA Z)_D € CHn(X X5 X)

The main result of the paper is the following:

Theorem 2.1.8. (=Theorem 2./.2)
Let f : X — S be a quadric bundle with fibers of odd dimension 2m — 1, X smooth projective, S a smooth
projective surface.

(1) The orthonormalization ({pd]to<i<em—1,pX.) of the family ({pai}o<i<am—1,Pe0) constitutes a relative Chow-
Kiinneth decomposition of f: X — S.

(2) This relative Chow—-Kiinneth decomposition induces an absolute Chow—-Kiinneth decomposition of X and
ch (X) = @27t ch (S)(—i) @ Pr (C/C)(—m).

Remark 2.1.9. We show in addition that the absolute Chow—Kiinneth decomposition of X satisfies part of Murre’s
conjectures; see section 4.2.

The proof is based on a generalization of the techniques of [56]. It consists of the following steps:

1. We show that the po; and p., are relative projectors, for 0 < i < 2m — 1.

2. Using the Gram-Schmidt process |76, lemma 4.11], we obtain mutually orthogonal relative projectors p2; and
pévo for 0 <i<2m—1.

3. We show that these relative projectors act in the right way on the perverse direct images.
4. We verify the identity Ay = Z?;"O_l p +pN € CH, (X xg X).

5. We pass to the corresponding absolute projectors and decompose them to obtain an absolute Chow-Kiinneth
decomposition of X which satisfies Murre’s conjectures I, II and III.
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This article is organized as follows. In section 2 we prove steps 1, 2 and 3 (the proof that p., is a relative
projector uses the result from Appendix 5.1). By the Appendix 5.1, I'y, induces an isomorphism of motives
Tw : (C,p)=(X,pso). Section 3 is devoted to the proof of step 4. The idea of the proof is as follows. Let

2m—1
R=Ax - > p)—p) € CH,(X xs X).
i=0

Consider the localization exact sequence

(2X1)«

CH,(Xc xc Xc) CH (X x5 X) 9% CH . (Xy xu Xu) — 0,

where C C S is the discriminant of f : X — S and U = S\C. We first show that R|x,x,x, = 0. Hence
R is the image of an element 7" € CH,,(X¢ X¢ X¢). We then prove that R is nilpotent using a description of
CH,,(X¢ x¢ X¢). Hence R = 0 since it is a projector. The description of CH,,(X¢ x¢ X¢) represents the main
technical difficulty of the paper ; in the case of conic bundles this step is easier since CH 3(X¢ x¢ X¢) is generated
by the irreducible components of X¢ x¢o Xc¢.

Remark 2.1.10. (i) For a quadric bundle f : X — C over a curve with odd—dimensional fibers (of dimension
2m —1) the discriminant locus X is a finite set of points. In this case we have an analogous, but easier, result:

ch (X) 2 @27 ch (S)(~1) @ Q(-m)*™.

(i) A similar result holds for quadric bundles f : X — S over a surface with even-dimensional fibers (say of
dimension 2m) . In this case one obtains a decomposition

ch (X) = @™ ch(S)(—i) & M

where M is a Tate twist of the "Prym motive" of the double covering S — S, ramified over the discriminant
C. The proofs are similar to the ones presented in this paper.

Notation. All the Chow groups of algebraic varieties will be with rational coefficients. All the singular cohomology
of complex varieties groups will be with rational coefficients.

Acknowledgments. The author was supported by research contract 2010-9201AAO047S00752 from the region of
Burgundy. I would like to thank the referee for a number of comments that helped to improve the exposition of
the paper, and my thesis advisoir J. Nagel for help and encouragement.

2.2 Relative Chow—Kiinneth decomposition I

Let f : X — S be a quadric bundle with odd-dimensional fibers of dimension 2m—1, X and S smooth projective
with dim (S) = 2. Then dim (X) =n = 2m + 1. Assume C' = A; is smooth so that Ay = ().

Consider the commutative diagram
d P(E)
\ /
g
S

Proposition 2.2.1. The BBDG decomposition[10] of Rf.Q is given by

Rf.Q = @775 ' Qs[-2j] @ ic.V[-2m] € D2(S),

X

where V = i~ Y(R*™ f,Q), is the cokernel of the sheaf morphism i* : R*™g,Q — R?™f.Q induced by the above
diagram. The sheafV is a local system of rank one on C.
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Proof.
This follows from the perverse versions of the Lefschetz hyperplane theorem and the hard Lefschetz theorem ;
cf.[55, Proposition 8.5.2]
O

To obtain a relative Chow-Kiinneth decomposition we need to define a family of mutually orthogonal relative
projectors that induce the above decomposition and add up to the identity.
Let, for 0 <¢ < 2m — 1, § C X be a relative linear section of relative dimension i of X < P(£) — S.
Consider the relative correspondences py; = %[fz X g €am—1—4]. An immediate computation shows that ps; =
%[meflfi] o [éﬂt.
Proposition 2.2.2. The relative correspondences po; are projectors and satisfy
(i) paj o p2;i = 0 if j > 1,
(ZZ) D2j © D2 =0 Zf] <1—2.

Proof.
We have the composition of relative correspondences

D2i = %[fmnflfi][fi]t’

with [fl]t c CHZ+T(X) = CHZ+T(X Xg S) = CO?"S(X7 S)
and [€2,—1-4] € CH,_;(X) = CH,,_;(S xg X) = Corr g(5, X).
Thus

D2;iP2i = i [§2m—1—j] [gj]t[&m—l—i] [&]t-

We have [Ej]tKQm—l—i} S CHr+j—i(S Xs S) = CHT_;_J'_Z'(S).
So [&]" [€am—1-:) = 0if j > i or j < i —r. Moreover [§;]*[Eom—1-;] = 2[S] if i = j.
The result then follows by the associativity of the composition of relative correspondences.
O

Consider the Stein factorization F,,(X/S) — C — C, where F,,(X/S) denotes the relative Fano variety of
m~—dimensional linear subspaces and C' = C; C S. It is a non trivial étale double covering by the hypotheses of
Theorem 2.1.8. Let 7 : C' — C be the involution of the double covering.

Let T' C F,,,(X/S) xg X be the incidence correspondence with p : ' — F,,,(X/S), ¢ : T' = X the restriction to
T of the two projections.

For W C F,,(X/S) a multisection of degree d of F,,(X/S) — C we denote g : W — C' the covering of degree
d, T'w C W xg X the restriction of I to W and Z = ¢(T'w) C X.

We have

CxgC=D"uD,

where DT = Ay and D~ = 7*. We will denote p =T — 7, € Corr ¢(C,C) the Prym projector and (C, p) the
corresponding Prym motive.

Remark 2.2.3. If the coveringNC' — C is trivial, then C and W have two irreducible and connected components(the
covering is non ramified) and C x g C has four connected components Dy, DS, DT, Dy .

The variety Z xcZ C X xg X has two irreducible components (Z xcZ) ™~ = (¢xq)(pxp)~(gxg)~H(DT™) C
X Xs X.
Denote
v =Twg* € Corr¢(C, X).
We will denote:
an,C = ’yo’yt = [(Z X Z)ﬂ € CHn(X Xg X),

Qo =700 =[(Zxc Z)7] € CH,(X x5 X).



44 CHAPTER 2. MOTIVES OF QUADRIC BUNDLES

We will consider

1 1 _
poo = (1) o (I =) oqt = (*1)’”@(%0 — o) € CH,u(X x5 X).

Note that by construction

"Poo = Poos 'P2i = Pam—2-2i- (2.2.1)

Proposition 2.2.4. (i) py, is a relative projector,
(ii) p2; 0 poo =0 fori#m — 2,
(i4i) Poo © P2; =0 fori #m+ 1.

Proof.
Part (i) follows by the Appendix 2.5.2(1):

t 1 t

1
PooPoo = (5)270 (I —T) oyt oyo (I — 7)oy = ()" mrel—m)ey =pu

d2

since vt oy = (=1)™(I — 7)) € CH,(C x¢ O).
For the proof of part (ii), note that pa;pse = 0 if i # m — 1, i # m — 2 for dimensional reasons. Specifically,
pgiq:{hc = p2iqy, c =0if i #m—1and i #m — 2, since

pziq:rn,c = %[fzmq—i]([gi]tWWt

and [&]"y € CH,_py2(C x5 S) = CH;_py2(C). o

For i = m — 1, we have [;]y = A[C] with A\ € Z, hence pa,,—2Ps = 0 since 7%[C] = [C].
Part (iii) follows from part (ii) by transposition using (2.2.1).

We now use the Gram—Schmidt orthonormalization process:

Lemma 2.2.5. [78, Lemma 2.12]
Let V' be a Q-algebra and k a positive integer. Let po,...,pn be idempotents of V which satisfy pjp; = 0 for
j>1. Then

1 1 1 1
~i: 1—-— ...1—*1'_ il_fi 1—*71
pi = ( 2po) ( 5P 1)pi( 2p+1) ( 2p)

define idempotents so that p;p; = 0 for j > i and j =i — 1. Moreover, if we apply this process r times, we will
obtain idempotents p; which satisfy pip; =0 for j > i and j <i—r.

Applying the Lemma two times to the family {p2;}o<i<2m—1, we obtain idempotents {p2; }o<i<2m—1 such that
Da2iP2; = 0 for i # j. These projectors satisfy again:

Proposition 2.2.6. (i) p3; 0 pe =0 for i #m — 2.
(1) Poo 0 P2; =0 fori #m+ 1.

Proof.
Part (i) follows from Proposition 2.4 and by noting that po;,—gpam—4Pec = 0 for dimensional reasons. More
preCiseIY7 p2m—6p2m—4q;70 = p2m—6p2m—4q7;70 = 0 since

p2m—6p2m—4q7—;70 = %[fm+2]([fm—?»]t[5m+1][§m—2]t7)7t

and [&n—3]" [Emt1][Em—2]"y € CH 71(C~' xgS) = CH,l(C’) =0.
Part (ii) follows from part (i) by transposition using (2.2.1).
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Using Proposition 2.2.6, we can apply Lemma 2.2.5 to the family ({p2; }o<i<2m—1,Pso). Following this process
we define:

— For 0<i<2m—1,i#m—2,i#m+1: p =py € CH,(X x5 X).

— P =P — $PooP2m+2 — 3P2m—4Poo = Poo — 3PocP2m+2 — 3P2m—aPoo € CH (X x5 X).

— PY_4 = Pom—a — %ﬁQm—4poo = Pom—4 — 3P2m—aPoc € CH,(X x5 X).

— pé\in+2 = Dam+2 — §p00252m+2 = Pomi2 — 5DocoP2m+2 € CH n(X Xs X)

The relative correspondences pd%, 0 < i < 2m — 1, and pY constitute then an orthogonal family of idempotents.

We now look at the action of these projectors on the higher direct images.

Proposition 2.2.7. (i) For0<i<2m—1and0<j<2m—1, j # m, we have P2 R £.Q = 6i,jR2jf*Q.
(ii) For j = m, we have pa;i* R?™g.Q = §; i* R*™g. Q.
(iti) We have pooy((R*™ f.Q)y) = I(g2m.q), -

Proof.

As, for j # m, R* f,Q = i*R* g,Q = Qg is the constant sheaf on S, it is enough to show that ps; .(R* f,Q)y) =
5i7jI(szf*Q)|U with U = S\C the open subset of S over which f is smooth. We see this immediately by the action
on the smooth fibers. This proves (i).

The same technique proves (ii).

For (iii), let V C S be an open subset(with V N C # 0) and « € T'(V, (R*™£.Q),). By the Appendix 2.5.2(2),
v, induces an isomorphism of sheaves on S

Vst (mQ)” (R £,.Q),
So let 8 € T'(V, (7.Q) ™) such that o« = . 3. We have then by the Appendix 2.5.2(1)
G o =1V = 1d?(I — 1) B = 7d*(28) = 2d°av.
We have in the same way

G 0o = (1 = 7.) = 7 d(I — 7.)8 = 7. d*(-28) = —2d°a

Proposition 2.2.8. We have

(i) P (R f,Q)y = I(g2my.q), s
(iii) pay, (R*™ f.Q), =0,
(iv) pX.i*R* g*Q = 0.

Proof.
We have pJoVo =Poo twE CH n(X Xs X) with w = _%poop27n+2 - %me—4poo~ Since P2m—4PocoP2m+2 = 0 for
dimensional reasons and

D2m—4PooP2m—4 = P2m+2PocP2m+2 = 0

by Proposition 2.2.4, we obtain w? = 0. Hence, w,(R*™f.Q), = 0 since it is a local system of rank one on C.
By Proposition 2.2.7, p3; = 04;1;+geig.9.- Thus, for 0 <7 <2m —1,i#m —2,i# m+ 1: pé\;*i*Rng*Q =
5i7ji*R2jg*Q.
Fori=m—2, pY _, = Pom_4 +n with n = —%pgm,4poo. Since peo is supported on X¢ X X, n acts as zero
on the invariant part, and the result follows.
Parts (iii) and (iv) follow from parts (i) and (ii) and the orthogonality of the projectors pY. and p% .
O
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2.3 Relative Chow—Kiinneth decomposition II

Let f : X — S be a quadric bundle of relative dimension 2m — 1, X and S smooth projective with dim (.5) = 2.
Then dim (X) =n =2m+ 1. For 0 < ¢ < 2m — 1, let §& C X be relative linear sections of f : X — P(€) — S of
relative dimension .

The main theorem of this section is the following:

Theorem 2.3.1. Let R € CH,, (X xg X) be a relative correspondence. If R acts as zero on Rf.Q, then R is
nilpotent, more precisely R® = 0.

Denote U = S\C the open discriminant complement of S. Let 7' : U < S, j : Xy — X, and jxj : Xy Xy Xy —
X xg X be the open immersions.

Denote 1t : C— S,i: Xog—> X and i xi: Xg xXg Xg — X Xg X the closed immersions.

We can describe the Chow group CH (X xg X) via the localization exact sequence:

(iX1) 4

CH . (Xc xo Xe) CH (X x5 X) 9% CH . (Xu xu Xur) — 0.

Lemma 2.3.2. Put Ry = Rjxyx,x,- Then R =0.

Proof.
Denote &; v = & N Xy C X. They are relative linear sections of fy : Xy < P(£);y — U. Since fy : Xy = U
is a smooth quadric bundle of relative dimension 2m — 1, the map

by : CHo(U)®?™ @ CH(U)®*™ 1 @ CH o(U)%*™ 2 — CH ,.(Xy xv Xv),

induced by [0 X v &2m—1-i.u], [&i.v XU &am—iv] and [§,u XU E2mt1—i,u] is surjective by the Appendix, Proposition
2.5.6.
Since ¢y is surjective, there exist rational numbers n; such that

2m—1

Ry = Rixyxyxu = Z nipaiv +wu € CH,(Xy xu Xvu),
i=0

with wy € Ky = ¢U(CH1(U)EB2m71 ©® CHO(U)@mel)_
Let V C U be a contractible open subset and for 0 < j < 2m — 1 take
0+#ael(V,R¥f.Q) = H¥(Xy,Q). We have then Ry .a = 2?26_1 nip2i v+ = nja by Proposition 2.2.7. Thus
n;jo = 0. This gives n; = 0 for 0 < j < 2m — 1. Hence Ry = wy € CH,(Xy xy Xy). The Proposition 2.5.7 of
the Appendix tells us then that R} = 0.
O

By the compatibility of relative correspondences with flat base change, we have R‘?’X o Xy = R?ﬁ = 0. The
UXUAU
localization exact sequence then says that

R® = (i x i), T € CH,(X x5 X),

for some T € CHn(XC X Xc). ~ ~
Recall that fo : X¢ — C admits a section e. Let X be the blow up of X along e(C) and let X¢ be the strict

- . H -
transform of X¢. The morphism X — C factors as X¢ b xH f—) C, where h : X¢ — X* is a P! bundle and
fH: XH 5 C is a smooth quadric bundle of relative dimension 2m — 2. Denote € : X¢ — Xc. Let §fc c XH be
relative linear sections of f7.

Lemma 2.3.3. There exists TH € CH,,_o(XH xc X)) such that T = (e x €).(h x h)*TH.
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Proof.
Denote

X =Xc\e(O)

and
(XC X Xc)o = (XC Xc Xc)\(XC Xc G(C) U e(C) X Xc).
Let p: X& — XH be the relative projection from the section e(C) on Ho and px p : (X¢ x¢c X¢)° — XH xo X
Denote I : (X¢ x¢ X¢)° — X¢o X¢ X the open immersion.
Consider the commutative diagram:

) (pxp)~

CHn,Q(XH X XH CHn((XC X Xc)o) .

\L(hxh)* I*T

(eX€)x

CH,(X¢ x¢ X¢) — CH,(Xc x¢ X¢)

Since p x p: (X x¢ X)° = XH xo X is an A? fibration, (p x p)* : CH,,_o( X xoc X#) — CH,,(X¢c x¢ X¢)
is an isomorphism.
Note that I* : CH,,(X¢ X¢ X¢) = CH ,,((X¢ x¢ X¢)°) is an isomorphism because dim (X¢ x ¢ e(C)Ue(C) X
Xc)=n-1.
Hence there exists TH € CH,,_o(XH xc X)) such that T = (I*) "1 (p x p)*TH = (e x €).(h x h)*TH.
O

Put A =ioe: Xo — X and write goj.c = (A X A)u(h X h)*po; (X ) € CH (X x5 X) Denote pr: X xg X — S
the structural morphism.

Lemma 2.3.4. Let & C X be a linear section that extends the linear section &5 = e(h™'(&/'¢) C X¢. We have
a2j,c = [§j+1 X5 Eam—1-;].pr*[C] € CH,(X x5 X).

Proof.
Since X¢ — XH is a P!-fibration we obtain (e X €)x(h x M)*[&j.c X Eam—2—j,c) = (1 X )*[§j41 X5 Eam—1—4]-
The result then follows from the projection formula since (i x i).[X¢c xc X¢] = pr*[C].
O

Remark 2.3.5. Note that
(A X A)ulh X B) P o (XT) = Neh* T 9" 0. (D) ha A" = 17 = ¢f o

and
A N (B 1) Do (X) = MB Tl g m g (D) X" = 97" = g, ¢

Lemma 2.3.6. Let K C CH,,_o(X xc XH) be the subspace 2.5.2 defined in the Appendiz. Put Ko = (X X
N)u(h x B)*KH and let L=Y2"2n;qa;.c +w € CH, (X x5 X) withw € Kc. Then L* = 0.

Proof.
It suffices to shows that, for w € K¢ and n € K¢,
a) q2i,c © q25,cq2k.c =0,
b) qejc ow = wgajc =0,

c) won=0.
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We start by proving a). By the Lemma 2.3.4, we have ¢oj.c = [§2m—1—;] © [C] 0 [§;41]". Hence,

@2i,0925,00k,¢ = [Com—1-i][C][&i+1) [€2m—1—5][Cl&j+1) [€2m—1-&][C] [E41]"-

We claim that
[C[&i11] [€2m—1-5][C1[&51]" [€2m-1-4][C] = 0. (2.3.1)

To prove the claim, consider the expressions [{;41]'[fam—1-;] € Corry(S,S) = CHP(S) and [§;41]"[Sam—1-k] €
Corr §(S,5) =CHY(S). If p < 0 or ¢ < 0 the formula holds. If not then the expression (2.3.1) belongs to
CHPT4%3(S) and vanishes since p 4 ¢ > 0.

The subspace K¢ € CH,, (X xg X) is generated by the elements

G = AXN(hxh) (px p)a([€l15 X &gy or2<j<2m—1j#mj#m+1
Gmrte = AXN)u(h x B (px p)([.o x AT
dm,s’ = ()‘ X )‘)*(h X h)*(p X p)*([A/s}/q X grg,s’})'

where s’ € C'.
Note that ¢j ¢ = g3, 1 for s € C"and 2 < j <2m — 1.
We have
Qj78/ - A*h*p* [é.;[m_j,cl][sl][ Jl—I_l]tp*h*A* f0r2 S j S 2m -1 j 3& m] 3& m + 1
Gt = Ao NS ) RN
Al palm o8| [A ] " B

qm,s’

For c), let us prove for instance that ¢, s'¢m+ = 0, the other equalities are similar. We claim that
[$)IE5 11 oot B A A p A [E] = 0. (23.2)

Consider the expression [£ | o]'p*h X Nh*p.[A"] € Corr(C',C") = CHP(C" x¢ C"). 1f p < 0 the formula
holds. If not the expression 2.3.2 belongs to CH**?(C” x C’) and vanishes since p > 0.
Let us prove b). We have g, sq2j,c = 0for 0 < j < 2m—2. As before, it follows since [s'][AT ]! p* by X*[€21m—1-;][C] =

0. Indeed [A"H]!p*h, A*[€om—1—;] € Corr%(S,C") = CHP(C’) vanishes if p < 0 and [s'][A"H]! p* h A [€a—1—4][C] €
Corr272(S,0") = CHPT2(C”). Similarly goj,cqm,s = 0 for 0 < j < 2m — 2 since [C][€j41] A\h* pa| H sl = 0.
Indeed [¢; 1] AR pu ¢ o] € Corr%(C’,S) = CHP~!(C’) vanmishes if p < 1 and [C][§1] Ah*p [ o][s'] €
Corr‘g”(C’,S) = CHP'™(C"). By transposition we see that similarly Gm+1,5'925.¢ = G2j,0qm+1,s = 0 for 0 <
j < 2m — 2. Similarly gajcqre = 0for 2 <k <2m -1,k # m, k # m+1and 0 < j < 2m — 2 since
[C[&j+1) Ach* pu [{fmikc,][s’] = 0. By transposition we see that similarly qi s qoj,c =0for 2 <k <2m—1, k #m,
k#m+1land 0<j<2m—2.

O

Lemma 2.3.7. We have TH =" nipoi(X) + wf with w® € K, where TH is the cycle introduced in Lemma

Proof.
By Corollary 2.5.8 and Lemma 2.5.9 of the Appendix applied to the quadric bundle f& : X/ — C, there exist
rational numbers n; such that

2m—2
T = 3" npo(XT) 0T pd, (XY +n7pg, o(XT) +w € CH, (X xo X1,
J=0.j#m—1

with wf € Kg
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We obtain
2m—1
RO =(Ax A (hxh)'T" = " njgio+ntqh c+nq,c+weCH,(X x5 X),
j=14#m
with w € K¢.

Let V C S be a contractible open subset of S such that CNV # () and take 0 # o € HO(V, (R*" £,Q),) = H*™(Xv,Q),.
As gjc € CH, (X xs X) and w € CH,,(X xg X) are nilpotent by the Lemma 2.3.6, ¢; c.a = 0 and w.a = 0.
Moreover the proof of Proposition 2.7(iii) shows that

2m—1

R.a = ( Z nig.0 +nt gl o +na, o +wha =2d(nt —n")a.
i=1j#m
As a # 0, we obtain nT =n~ = n.
Hence,
2m—1
TH = Z n;p2; (XH) + n(pgm_g(XH)Jr —|—p2_m_2) + wH € CH n(XH Xc XH)
j=0,j#m—1

Note that p3,, o(XH) + 05, o(XH) = d®pay—2(XH) + wll | with wf € K by Lemma 2.5.10.
We obtain finally:

2m—2
™ = Z n;p2; (X)) + n(d®pam—o(X ) + wil) + w
Jj=0,j#m—1
2m—2

3 oy (X7) + wh € CH (X7 xc XH),
=0

with n,, = nd? and wi = w +nwil € KY.

O
We can now prove Theorem 2.3.1.
Proof. (Theorem 2.3.1)
We have by Lemma 2.3.7
2m—2
R =" njgjc+ws € CHL (X x5 X), (2.3.3)
§=0
with w3 € K¢. Lemma 2.3.6 then shows that RY = (R?)? = 0. This completes the proof of Theorem 2.3.1.
O

Proposition 2.3.8. 1. The mutually orthogonal projectors pY. € CH (X xg X), 0 <i < 2m — 1, and pY €
CH (X xg X) constitute a relative Chow—Kiinneth decomposition of f : X — S.

2. We have the following isomorphisms of relative Chow motives:
(1) (S, As)(1)=(X,pai) > (X, pd) for 0 <i <2m — 1.
(2) (C,p)(m)=(X,pec) (X, PX).
Proof.

For the proof of part one we consider now

2m—1
R=Ax— Z po — plt € CH, (X x5 X).

1=0
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As R acts by zero on Rf,Q by Proposition 2.2.8, Theorem 2.3.1 tells us that R° = 0.
As R is an idempotent, R = R? = R, we conclude that R = 0, i.e.

2m—1
Ax = > ph+ph € CH,(X x5 X).
=0

Let us prove part two. The first isomorphism of (1) is induced by [¢;] € Corr 5™ ' 7%(S, X) and [£2,—1-4]* €
Corr §(2m7171)(S,X) is the inverse. The second isomorphism of (1) is induced by pg;p) € Corr %(X, X) and
pNpa; € Corr (X, X) is the inverse (note that pY — po; is nilpotent of order 2). The first isomorphism of (2) is
induced by v € Corr §(C, X) and 4* € Corr g™ (X, C) is the inverse. The second isomorphism of (2) is induced by
PoopY € Corr %(X, X) and pY po, € Corr 4(X, X) is the inverse (note that p& — p. is nilpotent of order 2).

O

Combining parts 1 and 2 of Proposition 2.3.8 we obtain the following;:

Corollary 2.3.9. We have an isomorphism of relative Chow motives:

(X, Ax)= @757 (S, As)(=) @ (C, p) (—=m).

2.4 Consequences

2.4.1 Absolute Chow—Kiinneth decomposition

Definition 2.4.1. ([51, sec. 4.2.5], [55, def. 6.1.1])
Let X be a smooth, projective variety over k of dimensionn. We say that X has a Chow-Kiinneth decomposition
if there exist p; € CH (X x X) for 0 < j < 2n, such that:

1. the composition of the correspondences p; and py equals to §;ipj: pjpk = 0;kp;, i.e. p; are mutually
orthogonal projectors,

2. Z?Zo pj = Ax € CH, (X x X), where Ax denotes the class of the diagonal Ax C X x X,

3. [Pjlhom = [Ax]*" 99, where [Ax]?"79 € FPH>™(X x X,Q) denotes the j'* Kiinneth component of the
cohomology class of the diagonal. Equivalently, the action of p; on cohomology is pj s« |pr(xy= 0jrlpn(x)-

Let f: X — S a quadric bundle with odd dimensional fibers 2m — 1, X, S smooth projective, dim (S) = 2 and
C C S smooth.

Let for 0 <i <2m —1, & C X be relative linear sections of X — P(£) — S.

Denote k: X xg X < X x X the closed embedding.
kv : CH,(X xg X) = CH,(X x X) gives the functor from relative to absolute correspondences [55].

S being a smooth projective surface, it admits a Chow—Kiinneth decomposition given by projectors p;(S) €
CH (S x S) for 0 < j < 4 which satisfy Murre’s conjectures [55].

Let 7o; be the image under this functor of the projector p2(X/S) and let 7+, be the image of pY. By Proposition
2.3.8 (2) and Murre’s result, we have (X, mo;) ~ (S, Ag)(—i) ~ @Z?:O(S,pj(S))(—i). This implies that we have

on orthogonal decomposition mo; = Z?:o mi; € CH,(X x X), where my; ; is the image of p;(S) under this
isomorphism. Put
_ Z2i+j:k 24,5 k#2m+1
2itj—k M2i,j T Moo =2m + 1.

Theorem 2.4.2. Suppose that the discrimiantn curve C' is smooth and the double covering C — C is non trivial.
Then the projectors px(X) induce an absolute Chow-Kinneth decomposition of X and

ch (X) = @21 ch (S)(—i) ® Pr(C/C)(—m) (2.4.1)

where Pr (C/C = C, p)(—m) is the Prym motive associated to the double covering C — C.
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Proof. By construction the projectors p(X) are mutually orthogonal and add up to the diagonal Ax. To show
that it gives an absolute decomposition we have to show that the action of pj(X) on H'(X) is zero for k # 1.
Since the action of ma; p—2; on H'(X) factors through the action of pj_2;(.5) on H'=%(S), the result is clear for
k # 2m+ 1. For the remaining case put M., = (X, 7o) and note that if the double covering C' — C' is non-trivial,
we have an isomorphism

Hz(Moo) ~ Hi—Qm(C, L),

where L = (7.Q)~ is a non-trivial rank one local system. The result then follows since H’(C,L) = 0 for j # 1.
The formula (2.4.1) follows from Corollary 2.3.9. O

Remark 2.4.3. (i) Ifthe double covering C — C is trivial, then the motive (X, 7o) is isomorphic to (C, Ag)(—m
and we have a decomposition (X, Ax)=> @271 (S, Ag)(—i) @ (C,A)(—m).

(i1) If the discriminant curve C is not smooth, one should replace C by its normalization N and the double
covering C — C by N — N as in [50].

Corollary 2.4.4. If the double covering C — C is non-trivial, we have the following isomorphisms of Q Hodge
structures

— HE(X)HO(S)(—j) @ HX(S)(j — 1) & HA(S)(j - 2),

— HER(X)SHY(S)( ) 0 HAS)(G—1) if j £m,

— H™(X)>HY(S)(—m —1)® H3(S)(—m) ® H*(C)~,
and the following isomorphisms of Chow groups with rational coefficients

~ CHY(S)® CH(8)(& CH(S)(—j + ) CHY(X) i j £m+1,

— CHY(S)® CH'(S) @ CH?*(S) ® CH'(C)= CH™M (X)),

— CH*(8)ag ® CH?(S)a1; ® CHY(C)™ = CH™ ™ (X)alg -

Remark 2.4.5. If S = P2, the previous result gives a motivic proof (with Q-coefficients) of a theorem of Beauwville

[4]

2.4.2 The conjectures of Beilinson and Murre
Let k be a field. Fix a Weil cohomology theory H*.

Beilinson’s conjectures. Let X be a smooth, projective variety of dimension n over k. There exists a decreasing
filtration F* (v < 0) on CHY(X), 0 <1 < n, with the following properties.

(i) FO=CHY(X), F' = CH}__ (X).

(ii) F" - F* C F""% under the intersection product.

(iii) F* is functorial for morphisms f: X — Y.

(iv) Assuming that the Kiinneth components [Ax]*"~97 € F"H?"(X x X,Q) of the cohomology class of
the diagonal are algebraic, given by the class of p; € Z™(X x X,Q), we require that pj. \Gr;* CHI(X)=
Oj21-vldGry, cui(x)-

(v) F™ =0 for m >> 0 (weak version) or, F'*1 =0 (strong version).

Murre’s conjectures. ([0, sec. 4.3.2.1], [55, sec. 7.2])
For X a smooth, projective variety over k of dimension n, Murre stated the following set of conjectures:

I (Existence) X admits a Chow-Kinneth decomposition given by projectors p;, for 0 < j < 2n.
II For all 0 <1 < n, the projectors po,. .., pi—1 and Pa4+1,. - ., P2n act as zero on CHZ(X).
I For all 0 <1 < n, ker(pa) = CH (X )hom - (Note that clearly ker(pa) € CHY(X)hom ).
IV For all 0 <1 < n the filtration on CH'(X) defined by F? CH'(X) = ker(pa;) Nker(pa—1) N...Nker(pa_pi1),
where the projectors p; acts on CHZ(X), 1s independent of the choice of Chow—Kinneth decomposition.

Jannsen proved [35, Thm. 5.2] that this set of conjectures is equivalent to the strong version of conjectures of
Beilinson [51, sec. 4.3.2.2] and that if the conjectures are true, the filtrations agree.

Example 2.4.6. 1. Smooth projective curves satisfy Murre’s conjectures.
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2. For smooth projective surfaces, Murre has constructed a Chow—-Kiinneth decomposition, via Picard and
Albanese projectors which satisfy Murre’s conjectures II and III ([53],[5/]).

3. Smooth complete intersections in the projective space admit a Chow-Kinneth decomposition.

4. If a smooth projective variety X of dimension n admits a Chow—Kiinneth decomposition given by projectors
PO, - - -y Pon, then X x X admits a Chow—Kiinneth decomposition, given by the projectors g, = Ziﬂ-:r DiXDpj €

CH?™(X x X x X x X), for 0 <r < 4n.
5. Abelian varieties admit a Chow-Kinneth decomposition ([70],[20]).
6. Uniruled 3-folds admit a Chow—Kinneth decomposition ([1]) and also certain classes of 3-folds with a special
condition on HZ.,,..(X) admit a Chow-Kiinneth decomposition ([2],[52]). The 3-folds and 4-folds whose

mazximal rationally connected quotient is of dimension at most 2 ([70]).
7. Elliptic modular varieties admit a Chow-Kiinneth decomposition ([20]).

Proposition 2.4.7. The projectors pr(X), 0 < k < 2n of X satisfy Murre’s conjectures I, IT and III.

Proof. We have already verified conjecture I in Theorem 2.4.1. To prove conjecture II, we have to show that py(X)
acts as zero on CHY(X) if k ¢ {I,...,2¢}. Let us first consider the case k # 2m+1. Write py(X) = >, Tik—2i Where
Tik—2i = & 0 pr—2i(S) 0 Eam—1—i. Since the action of m; j_o; on CHZ(X) factors through the action of pg_2;(.5)
on CH*™%(S), the action is zero if k — 2i ¢ {l —4,...,2¢ — 2i} by a theorem of Murre; cf. [55, 7.3.1]. Hence the
action of pg(X) on CH*(X) is zero if k ¢ {l+1,...,2¢}(which is stronger then the statement that we need). For
k =2m+ 1 we write pami1(X) = D, M om+1-i + To. For the projectors m; am41—; we use the same reasoning
as above, and the projector o, only acts on CH ,,1(X) since the Prym projector p only acts on CHI(C') if the
double covering is non trivial. If the double covering is trivial, we decompose the motive 7., as in Remark 2.4.3.
To prove conjecture III, we have to show that if Z € CHY (X) is homologically trivial, then Z belongs to the

hom

kernel of pyg(X). To this end, write pae(X) = >, 7 20—2; as before. We obtain

p2e(Z) = (&) (p2e—2i(5) (Gam—-1-i)+(2))

?

Now if Z is homologically trivial then for all i the cycle (€g,_1_i)+(Z) € CH*7(S) is homologically trivial. Hence
it belongs to the kernel of pas_o;(S) by the results of Murre [loc.cit.]. This shows that Z belongs to the kernel of

p2e(X).
Proof.

Remark 2.4.8. As the motive of X is a direct sum of a number of Tate twists of copies of the motive of the
surface S and a direct summand of the motive of a curve, the motive (X, Ax) is finite dimensional if the motive
of S is finite dimensional.

2.5 Appendix

2.5.1 Computation of 7' o~y

Let f : X — S be a quadric bundle over a smooth projective surface S, with fibers of dimension 2m — 1.
Let W C Fp,,(X/S) a multisection of degree d of F,,(X/S) — C. Denote i : C'— S the closed immersion and
7w : C — S the double covering C' — C' composed with the immersion ¢. Recall that

vy =Twg* € Corr o(C, X).

The aim of this section is to compute v oy € Corr &(C,C) = CH{(C x¢ C).
Note that } : 5 y
CH{(C x¢ C) = HEM(C x¢ C) = End (7,Q),

hence it suffices to study the action of ~* o7 on Q. To do this we choose a point s € C' and a transversal slice T
to C at s. Denote X7 = f7Y(T) and let X7 be a smooth compactification of X7 such that fr : X7 — T extends
to f: Xpr—=T.



2.5. APPENDIX 53

Restricting to T' we obtain
t

(1.Q)s B R f7.Q 3 (r.Q)..

Denote 7= 1(s) = {s’,s"}. Since (1.Q)s; = Q[s'] ® Q[s"], the above map is given by a 2 by 2 matrix A with
rational coefficients.

Proposition 2.5.1. We have
o gympe( 1 -1
A=(-1)"d (_1 E
Proof.

Given t,u € {s,s"}, write g7 1(t) = {t1,...,ta} and write g~ (u) = {u1,...,uq}. The (¢,u)-component of
(7' o) is given by the composition

HO({t}) = &L HO(Ae,) = HZ™ (X7) — H*™(X1) = @1 H*™(Ay,) = H°({u}).
The map H>™(Xr) — H*™(Xr) factors through H?>™(Xr) and the map
H°(Ay,) — HZ™(Xr) — H*™(X7) — H*™(Ay,)

is given by the intersection (Ay, - Ay,) in X7
To calculate this intersection number, note that the singular quadric X, = f~!(s) is a cone with vertex x over
a smooth quadric X of dimension 2m — 2 and the two families of m-planes of X are obtained by taking the cone
over the two families of (m — 1)-planes of X. Also recall that if A; and Ay belong to the same family of m — 1
planes on X we have
dim (A; N A2) =m — 1[mod 2].

Suppose that m is even. Then, if ¢ = u, by moving A, and A4, in their rational equivalence class, we may assume
that the intersection is the vertex x. Hence A, - Ay, = 1. If u = 7(t), we compute the intersection Ay, - Ay, as

follows. Since Ay, + A, is rationally equivalent in X7 to the intersection of X, with a relative linear subspace and
any two fibers are numerically equivalent we obtain A, - (A, + Ay;) = 0. Hence A, - Ay, = —1. The proof for m
odd is similar.

O

Corollary 2.5.2. We have
(1) At oy = (=1)"d*(I — 7.) € CH(C x¢ C) and
(2) v induces an isomorphism . (7.Q)™ = (R*™ f£,Q),.

Proof. Part one is the expression of the matrix A. Part two follows from the fact that the composite morphism of

sheaves (1.Q)~ 5 (R2™f,Q), =5 (7.Q)~ on S is an isomorphism. Indeed, if s € C, then 7 1(s) = {s',s”} and
this morphism sends [s'] — [s"] € H(771(s)) to 2(—1)md?([s'] — [s"]) € H°(7~*(s)) by the computation of the
matrix A. Hence, v, (7.Q)~ — (R?*"£.Q), is injective. Since (R*™f,Q), is a local system of rank one on C, the
same as (m,Q) ™, it is an isomorphism. O

2.5.2 Chow groups of smooth quadric bundles

Definition 2.5.3. Let X and S be smooth irreducible algebraic varieties and f: X — S a smooth morphism. We
say that f : X — S admits a relative cellular decomposition in the weak sense if there exists a stratification by
closed subvarieties X, C Xo41 C ... C X so that

fa = f‘Xa\Xa71 : Xa\Xa—l e Xa,l ...y X@J — S

where Xo1 — S,..., Xa1 — S are A¥ fibrations in the weak sense (not necessarily locally trivial).
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Proposition 2.5.4. If f : X — S admits a relative cellular decomposition X = Xg D X1 D ... D Xoq D ..., with
codim (X, X,,) = ca, then we have:

(i) Bo CHF % (8)= CH*(X),
(ii) @Ba,p CHF 27 (8)S CH*(X xg X).

Proof. Part (i) has been proved by Kock [39] in the case when X, ; — S are locally trivial fibrations. The result
also holds for fibrations in the weak sense by [15].
Part (ii) follows in the same way since X xg X — S admits a relative cellular decomposition (see [37]). O

Proposition 2.5.5. Let f: X — S be a smooth quadric bundle. There exists a finite covering w: S" — S so that
the quadric bundle ' : X' = X xg 8" — S admits a relative cellular decomposition.

Proof. Recall that in the case of a quadric ) defined over C the cellular decomposition is obtained as follows.
Chose a point p € @ and consider the intersection @ N7T,Q, which is a cone over a smooth quadric ' of dimension
dim(Q) — 2. By induction (starting with the case P* and P! x P!), Q" admits a cellular decomposition. Hence @
admits a cellular decomposition.

We can apply the same process in the relative case, if all the data needed to produce the cellular decomposition
are defined over the base (if there exists a section of F;(X/S) — S for i < dim (X/S)/2). This can be achieved by
passing to a finite covering of the base. O

Proposition 2.5.6. Let f : X — S be a quadric bundle which is smooth of relative dimension 2m — 1. Assume
for simplicity that S is a surface. Let & C X be a relative linear section. We have a surjection of Q vector spaces

¢ : CHo(S)P?™ @ CH,(S)P?™ 1 @ CH((S)®?™ 2 — CH (X x5 X),

Proof. By Proposition 2.5.4, we can take a finite covering 7 : S — S such that f/: X/ = X x5 5" — S5’ admits a
relative cellular decomposition. Denote p: X’ — X and p: X xg X' — X xg¢ X the finite coverings obtained by
base change. Consider the relative linear sections &, = 7/~1(¢;) C X’. We have the following commutative diagram:

CH 2(5«/)@2771 o) CH I(S/)Q;Qm—l o) CH O(S/)§92m—2 T CH 2(S)e92m o) CH I(S) D CHQ(s)@%n—r .

| &

CH, (X' xg X') (xp)- CH (X x5 X)

Indeed, since we took & = 7'~1(&;), we have [£] x g Eoma1—i—t] = P*& Xs &amr1-i—k]. So by the projection
formula, for « € CH (X)) we have

& x5 Comtr—i—k]war = (p X p)u([§ X5/ Eamp1—i—r)wpet).
Asm: 8" = Sand pxp: X'xg X' — X xgX are surjective (they are finite coverings), m. : CH/ (S) — CH ¢(5)

and (p x p)y : CH, (X' xg: X') = CH, (X xg X) are surjective. As the quadric bundle f' : X’ — S’ admits a
relative cellular decomposition, (i) says that ¢’ is an isomorphism. Thus by a diagram chase, ¢ is surjective.  [J

We immediately deduce the following:

Proposition 2.5.7. Let f: X — S be a quadric bundle which is smooth of relative dimension 2m — 1. Assume
for simplicity that S is a surface. Denote

KS — qb(CH 1(5)@2m—1 &) CH()(S)@Qm_Q).

Let F € CH,,(X x5 X) be a relative correspondence of degree zero. If F € Kg, then F? = 0.
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Proof. Denote for C' C S an irreducible curve and for 1 < j <2m —1
gj,c = [§5 X5 Eam—jl«[C] = [§j X5 Eam—;].p77[C] = [§j,c X E2m—j,0] € CH (X x5 X).
We have ;¢ = [£2m—;] 0 [C] o [§;]". Let us show that g¢; ¢, ¢;,c,qk,cs = 0. We have

4i,C1 45,05 Gk, = [Sam—i][C1][Ei]" [€2m—5][Cal €51 [€am—1][Ci][Er]"

We claim that
[Cr[€is1]" [€2m—1-5][Col[€s41] [€2m—-1-4][C3] = 0. (2.5.1)
To prove the claim, consider the expressions [{;41]'[fam—1-;] € Corry(S,S) = CHP(S) and [;41]"[Sam—1-k] €
Corr £(S,5) =CH(S). If p < 0 or ¢ < 0, the formula holds. If not, then the expression (2.5.1) belongs to
CHPT4%3(S) and vanishes since p 4 ¢ > 0.
Denote for s € Sand 2 <j<2m—1

Qs = [§5 X5 Eama1—j)x[8] = [& X5 Eamr1—5].077[8] = [€j,s X Eamt1—j,s) € CHp(X x5 X).

We have g; s = [Sam+1-4] © [s] o [§;]*. Similarly, one shows that ¢; cqr.s = qx,s¢j,c = 0 and ¢; sqrt = 0 for C C S,
seSandtes. O

Let f : X — S be a smooth quadric bundle of relative dimension 2m — 2, X and S smooth quasi-projective,
dim (X) = n. Assume for simplicity that S = C' is a curve.

Let & C X be relative linear sections of f : X — P(€) — C.

Let Fy,_1(X/C) — C — C be the Stein factorization where F,,,_;(X/C) is the relative Fano variety of (m —1)-
dimensional linear subspaces. Denote I' C F,,,_1(X/C) x¢ X the incidence correspondence.

Let W C F,,_1(X/S) be a smooth multisection of degree d of Fy,_1(X/S) — C and Ty C W xg X = p~ (W)
the restriction of I' to . We assume the double covering C' — S non trivial so that C' and C' are irreducible.

Denote Z = q(T'w) C X. Then Z x¢ Z C X X¢ X has two irreducible components Z x¢ Z = (Z x¢ Z)T U
(Z xc Z)~ € X x¢ X, obtained by considering the diagonal and the antidiagonal of CxgC.

By Proposition 2.5.5, there exists a finite covering C’ — C so that the quadric bundle f': X' = X xo C' — C’
obtained by base change admits a relative cellular decomposition and in particular contains two relative m — 1
planes A’ and A”. Consider the relative linear sections & = 7'~1(¢;) € X’. By Proposition 2.5.4, we have a
surjection of Q-vector spaces

¢’ : CH,(C")#*™+2 @ CH((C")®*™ — CH, (X' xor X'),

Denote p : X’ — X the finite covering obtained by base change. Since p X p: X' xo» X' — X X¢ X is surjective,
(px p)s: CH (X' x¢r X') = CH (X X¢ X) is surjective. We thus obtain the following corollary:

Corollary 2.5.8. 1 = (p x p)s 0 ¢’ : CH{(C")®2m+2 g CH((C")®?™ — CH (X x¢ X) is surjective.

We now look for generators. We clearly have for 8 = (81,...,c},c5,¢5,¢), ..., Bam—2) € CHo(C') and ¢; =
(c;) € C, Y(B) = ([&2m—2 X &l(m(B1)), - - [Emoer X AL [Emice X AL [AL, X Emcals [AL, X e, - [ X

Eam—2]«(mx(Bam—2))). Denote
Ko = ’(/)(CHo(O/)) C CHn(X X X) (252)

For i #m — 1 and «; € CH(C"), we clearly have ¥(a;) = [& X Eam—a—i]«(Tx ().

Lemma 2.5.9. Denote p3., o = Twg*g.Th, = [(Z x¢ Z)*] € CH,(X x¢ X) and ps,,, 5 = Twg*g.Th =
[(Z Xc Z)_] S CHn(X X X)
Then

/

(px p)u(N xev A') = ph o +wr, (2.5.3)
(p X p)u(N xer A") = pih o+ ws, (2.5.4)
(px p)u(N xcr N') = pypg +ws, (2.5.5)
(px p)a(N" xcr ') = pg, o +uwi, (2.5.6)

for some w; € K¢.
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Proof. Let us prove the second equality. The others are similar. To this aim, we prove that 1/d(p x p)*[(Z x¢
) = (pxp)*(p x p)x[A xcr '] = wh € CH (X' x¢v X') with wh € Ko = ¢/ (CH((C")).

Let ' =1/dp*[(ZxcZ)T|—p*p«[A" xcrA"] € CH, (X’ x¢cr X'). We have by the relative cellular decomposition
of f': X' — C’'(Proposition 2.5.5)

F = f171[A/ X o A/] + f272[AN X o A”] + fl,Q[A/ X o AN}

—|—f2’1[AH X AI] =+ lec + L«.}é S CHn(XW Xw Xw)

The generic fiber of the covering 7 : C' — C' is of cardinality 2d.

The action of (px p)*[(ZxcZ)T] on (R*™ fQ)s = H*™(X,,Q), for s € C” generic, is given by [A}] — d*[A] and
[A”] — d?[A”] if [AL]-[A”] = 0 and [A]-[A.] = 1. In this situation, we have g.T'wTwg* = d*[D*] € CH(C x¢ C).
This action is given by [A]] — d?[A}] and [A]] — d?[A}] if [A}] - [A7] =1 and [A]] - [A,] = 0. In this situation, we
have g.TywT'wg* = d*[D~] € CH{(C x¢ C).

The action of (p x p)*(p x p)«[N’ xor A”] on (R*™f1Q)s = H?™(X,,Q), for s € C' generic, is given by
[AL] — d[AL] and [AY] — d[AY] if [A] - [AY] = 0 and [A]] - [A] = 1. This action is given by [AL] — d[A”] and

— i . =1 an . = (0. We have indeed (7 s =T NXs=U, P UUS_, P/ wit
[AS] — dAL]Af [AL]- [AS] d [AL]-[AY] We h deed (m(A"))s = w(A")N X, = UL, P/ ,UUT_, P, with
[PL,) = [A7] and [P] = [AZ), and (p(A” xcr A7), = p(A" xcr A)) 1 X, = ULy (P x PLy) UUE_, (P2, X P,
Thus the action of F on (R?™f/Q), = H?*™(X,, Q) vanishes for s € C’ generic.

This gives f11 =0, fa2 =0, fi2 =0, f21 =0 and J} = 0. Thus F = wy € CH, (X' xcr X').

Applying (p x p)s, we obtain: [(Z x¢ Z)T] —d(p x p)«[N xcr A'] = (p X p)ewh = ws € CH (X x5 X). O

Hence we obtain:

Lemma 2.5.10. Let F' € CH, (X x¢ X) a relative correspondence that acts as zero on Rf,Q. Then F € K.

Proof. By Corollary 2.5.8 and Lemma 2.5.9, there exist rational numbers n;, n*, n~ such that F' = zfﬂf;m_l n;p2i+

nFpg_o + N Pam_o +w With w € K¢. Since F acts as zero on Rf,Q, we obtain n; = n* =n~ =0. O

We finally note that, as in the odd-dimensional case, we have:

Remark 2.5.11. Let F € CH,,(X x¢ X) be a relative correspondence of degree zero. If F € K¢, then F? = 0.



Chapitre 3

Précisions et compléments

Dans ce chapitre, on donne quelques précisions et compléments sur le chapitre 3. Ici, X, S € Var (C) sont des
variétés algébriques irréductibles (sauf mention contraire) sur C.

On rappelle qu'un fibré en quadriques est une variété algébrique X € Var (C) munie d’un morphisme projectif
plat f : X — S de variétés algébriques sur C de dimension relative r, de sorte qu’il existe un fibré projectif
g:P(E) = Sderang r+ 1 tel que f = goi, oui: X — P(E) est un plongement fermé, et tel que les fibres
X, C P"*! sont des hypersurfaces quadriques.

e Formules de compositions de correspondances relatives

Soient X € Var (k), S € SmVar (k) et f: X — P(£) — S un morphisme projectif surjectif. Soient & C X des
sections linéaires relatives et T C S un fermé irréductible d’intersection non vide avec I'ouvert de platitude de f.
Alors on a les compositions suivantes de correspondances relatives au-dessus de S (on peut composer car, d’une
part S est lisse, donc la diagonale de S est localement intersection compléte dans S x S, et d’autre part f est

propre) :
(€] 0 (&l = [& x5 €] € CH(X x5 X)

et
(€] o[T)o[&]" = (& x7 &jr] € CH(X x5 X).

Ces formules sont en effet des cas particuliers de la proposition 1.3.13 En particulier, po; := [§ Xg &ix—ds—i] =
[€ax—ds—i] 0 [&]" € CHay (X x5 X)
e Preuve du (ii) de la proposition 2.2.8 : une petite remarque

Dans la preuve du (ii) de la proposition 2.2.8, le cas i = m + 1 est similaire au cas i = m — 2.

e Complément de appendice 2.5.2
Dans 'appendice 2.5.2 du chapitre précédent, on a utilisé le résultat suivant :

Proposition 3.0.12. Soient X, S € Var (C) intégres et f : X — S un morphisme plat tel que f~1(s) ~ A% pour
tout s € S, i.e. f est une fibration au sens faible de fibre AT . Alors f* : CHP(S) — CHP(X) est un isomorphisme
pour tout p.

Ce résultat se démontre par récurrence sur la dimension de la base en utilisant la suite exacte de localisation
pour les groupes de Chow. Dans cette section, on présente une démonstration directe des propositions 3.0.14 et
3.0.15 basée sur cette approche.

Proposition 3.0.13. Soit Q C P¥ une quadrique sur un corps K. Si, dans le cas N = 2m, la quadrique Q
contient un (m — 1)-plan A, ou si, dans le cas N = 2m+1, la quadrique Q contient un m-plan, alors Q admet une
décomposition cellulaire.

o7
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Démonstration.

Cela résulte d’une récurrence descendante sur la dimension des quadriques. Soit p € A un K-point et T,Q C P¥
'espace tangent, qui est un hyperplan de P¥. Soit H C PX un hyperplan ne passant pas par p. Considérons
une droite L C P¥ passant par p et non contenue dans T,Q. Cette droite L coupe @ en un autre K-point ¢ :
LN @Q = {p,q} Notons, par ailleurs, t = L. N H. L’application bijective de projection depuis le point p, définie par

q=(<p,t>NQ)\peQ\(QNT,Q) =t € H\(HNT,Q)

sur les K-points, donne un isomorphisme de schémas

H\(HNT,Q)) = A '>Q\(QNT,Q)).

Ensuite, @ N T,Q est un coéne de sommet p au-dessus d’une quadrique lisse @’ de dimension N — 3. On a
A CT,Q, et Q' contient un (m — 2)-plan si N = 2m et un (m — 1)-plan si N =2m + 1, a savoir Q' N A C T,,Q.
O

Cas de dimension relative impaire

Proposition 3.0.14. Soit f : X — S un fibré en quadriques lisses de dimension relative impaire 2m — 1, ou
X, S € Var (C) sont irréductibles. Par souci de simplification, on suppose que S est une surface. Ici, on ne suppose
pas que X et S sont lisses. Soit & C X une section linéaire relative. On a un homomorphisme surjectif

¢ : CHo(S)®?™ @ CH1(S)%*™ 1 @ CH((S)®*™ 2 - CH (X x5 X),

Démonstration. Soient 7 : S" C F,,,(X/S) — S une multisection de degré d et f': X' = X xg 5" — 5’ le fibré
en quadriques obtenu par changement de base. Alors p : X/ = X x5 5" — X est un revétement de degré d et
pxp:X xg X' — X xg X est un revétement de degré d?. Considérons & = p~1(&;) C X'.

Sin € S’ est un point générique de S” ou d’une courbe irréductible de S’, alors la quadrique X, C ()|, = IP’%(”Z”)
contient un (m — 1)-plan Ag(,, donc d’aprés la proposition 3.0.13, admet une décomposition cellulaire. Donc,
X, x X} admet une décomposition cellulaire.

Soit @« € CH (X xg X). Puisque p x p est surjectif, il existe o/ € CH (X’ xg X’) tel que a = (p X p).(a’).
Soit 1 le point générique de S”. Comme X, x X; admet une décomposition cellulaire, il existe une collection de
nombres rationnels {n; }o<i<om—1 tels que

2m—1

O/|77 = Z ni[gz/',n X gémflfi,n] € CH n*Q(Xr/] X X7/7)
=0

1l existe donc un ouvert U’ C S’ tel que

2m—1

oy = Z & v XU Eam-1-i,07] € CHa(Xy xur Xi71).
i=0

La suite exacte de localisation avec C" = S"\U’ = UC et i : Xi x Xov — X' xgr X,

CH (X4 v X)) 5 CH (X xg X') = CH (X} xuv Xpy) = 0,

donne
2m—1
o = Y nil€] x50 &y i) +ixB € CHp (X x X)
=0
avec § € CH,,(X{ x¢r X(). Maintenant, on considére les points génériques n; € Cj’» des composantes irréductibles
de C". Les quadriques X; C P(€)'|,;, = IP%’(LW) contiennent un (m — 1)-plan, donc admettent une décomposition

cellulaire. Donc X,’U X th_ admet une décomposition cellulaire. On obtient ainsi la surjection par récurrence. [
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Cas de dimension relative paire

Soit f: X — S un fibré en quadriques lisses de dimension relative 2m — 2, ou X, S € Var (C) sont irréductibles.
On suppose pour simplifier que S = C est une courbe. Ici, on ne suppose pas que X et C sont lisses.

Pour chaque i = 0,...,2m — 2, soit & C X une section linéaire de f : X — P(£) — C. De plus, soient
F_1(X/C) = C — C la factorisation de Stein de la varié¢té de Fano relative F,,_1(X/C) — C, et C' C
Fp,—1(X/C) une multisection de degré 2d de Fy,_1(X/S) — C. On note 7 : C' C Fy,_1(X/C) — C le revétement
de degré 2d et [ : X' = X x¢ C" — C' le fibré en quadriques obtenu par changement de base. Alors mx : X' =
X x¢ C" — X est un revétement de degré 2d et p x p: X' xor X' — X x¢ X est un revétement de degré 4d?. On
considére & = p~1(&) C X',

Proposition 3.0.15. Soit f : X — S un fibré en quadriques lisses de dimension 2m — 2, ot X, S € Var (C) sont
irréductibles. Pour simplifier, on suppose que S = C' est une courbe. Ici, on ne suppose pas que X et C sont lisses.
Avec les notations ci-dessus :
— Le fibré en quadriques f : X' — P(E) — C’ contient deux (m—1)-plans relatifs distincts ' C X' et A" C X'.
— On a un homomorphisme surjectif ¢’ : CH 1(C")®?™+2 @ CH(C")®?™ — CH (X’ x¢» X'). Donc I’homo-
morphisme ¢ = (p X p)x 0 ¢’ : CH1(C")®?m+2 ¢ CH o(C")?™ — CH (X x¢ X) est surjectif.

Démonstration. Le premier point est immédiat. On va en déduire le deuxiéme point. Sin € C” est le point générique
de (', alors la quadrique X, C P(£)|, = P%}’(Ln) contient deux (m — 1)-plans A}, et Aj, donc d’aprés la proposition
3.0.13, admet une décomposition cellulaire. Donc X,’, X X7’7 admet une décomposition cellulaire.

Soit a € CH ,,(X x ¢ X). Puisque p X p est un revétement, donc surjectif, il existe o/ € CH (X’ x¢r X') tel que
a = (p x p)«(a’). Soit 7 le point générique de C’. Comme X, x X; admet une décomposition cellulaire, il existe
une collection de nombres rationnels {n; }o<;<2m—1 tels que

2m—2
ol = Z Nl ) X Eam—n—i gl + 1Ay, X AJ] A+ 12[A7 X AT]
i=0,iEm—1
+’I’3[A/T; X A%] + 7’4[A;7, X AZ] € CH n—l(X;, X X;])
11 existe donc un ouvert U’ C C’ tel que
2m—2

O/|U/ = Z n; [§£7U' Xy gém—l—i,U’] + Tl[A/U/ Xy AIU’} + 79 [AIU’ Xy Ag,]
i=0,i#m—1

+T’3[A2/]/ Xy A/U’} + 7’4[A/(}/ Xy A/[}/] S CH,L(X{]/ Xy X{J/)

La suite exacte de localisation avec C'\U" = {s1,...,si} et i: Ui<j< X x X, — X' xcor X',

@y CH (XL, % X1) 5 CH (X xor X') = CH o (X{y xur Xip1) = 0,

donne
2m—2

' = Z nil&; X Eom_o_i] + 1[N X AT+ 19[A x o0 A”]
i=0

+7"3[AH X A/] + 7’4[A” X A/I] + Z*ﬁ € CHn(X/ X X/)

avec § € ®_; CH (X[, x X[ ). O
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e Complément de 1’appendice 2.5.1

Dans l'appendice 2.5.1, on a étudié 'action de

('Yt © 7)* : (W*Q) - Rme*@ — m.Q.

On procéde de la maniére suivante. Etant donné un point s sur la courbe discriminante C, il existe une courbe
affine T' qui coupe C transversalement en un unique point s. Si on restreint +* o v au-dessus de 7', on obtient

(’Yt 0’7)*|T : (W*Q)s — (R2mf*Q)T — (W*Q)s'

En prenant les sections globales on obtient :

Qs’ 2] Qs” — HO(T7 Rme*Q) — Qs’ @ Qs”a
ot 7 1(s) = {s,s"}.

Puisque 7" est une une courbe affine, H7 (T, R¥ f.Q) = 0 pour j > 2 par le théoréme d’annulation d’Artin. De
plus, R?™~1f.Q = 0, car les quadriques n’ont pas de cohomologie en degré impair. La suite spectrale de Leray
implique alors que

H*™(X7)>H(T, R*™ £,Q).

Par construction, 'application 7 se factorise par H¥"(Xr) (cohomologie a support dans X). Par conséquent g

se factorise par H2™(Xr) et donicpariHQT” (X7), ott X7 est une compactification lisse de Xr telle que fr : X7 — T
s’étend en un morphisme fr : X7 — T. Ceci justifie le début de la Proposition 2.5.1.

e Résultats de C. Vial sur les motifs de Chow absolus

Théoréme 3.0.16. [77, Thm. 4.2/ Soit k un corps et Q/k un domaine universel. Soient X,S € PSmVar (k) et
f X — S un morphisme projectif et plat. Supposons qu’il existe un entier positif n tel que CH(Xs) = Q pour
tout 0 <1 < n et pour tout point s € S(Y). Alors, il existe Z € PSmVar (k) de dimension dx — 2n et un projecteur
r sur Z tel que le motif de X admet une décomposition en somme directe dans M (k) :

dx—ds

(X, Ax)> P (S.A5)(4) @ (Z,7,n).

i=0
Le théoréme 3.0.16 est contenu dans la proposition suivante :

Proposition 3.0.17. Soit k un corps et Q/k un domaine universel. Soient X, S € PSmVar (k) et f: X — S un
morphisme projectif et plat. Supposons qu’il existe un entier positif n tel que CH (X)) = Q pour tout 0 <1 < n et
pour tout point s € S(Q). Soit, pour 0 < i < dx —ds, LN—dx+ds—i C IP’,ICV un sous-espace linéaire de dimension
N—dx+ds—i,et&=XNLyn_gytdg—i =X N(SXLy_dytds—i) C X la section linéaire de dimension dg + 1,
qui est aussi une section linéaire relative du morphisme projectif f de dimension relative i. Les correspondances
relatives

D2i = [Ez Xg gdx—ds—i] € CH dx (X xs X)

sont des projecteurs relatifs tels que pa;p2; = 0 pouri > j. On peut donc orthonormaliser cette famille de projecteurs
par le procédé d’orthonormalisation de Gram—Schmidt, on obtient ainsi la famille de projecteurs pé\g. Ainsi

dx—ds

Poo = Ax — Z po € CH 4, (X x5 X)
i=0

est un projecteur relatif autodual, c’est a dire p', = poo. 1l existe alors une variété projective lisse Z € PSmVar (k)
sur k de dimension dx — 2n et un projecteur r sur Z tel qu’on ait les isomorphismes de motifs (absolus) suivant

dans Myt (k) :
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— (X, po0)>(Z,1,n),
— (X, Ax) S D (X, pY) © (X, poo) = DX (S, As)(—i) @ (2,1, n).

Démonstration.

La surjection du théoréme [77, Thm 3.2] implique que poo o« CH ;(Xq) = 0 pour 0 < < n. Par autodualité, on
a aussi pl o, CH;(Xq) = 0 pour 0 < I < n. Ceci entraine que peo (x)« CH1(Xk(x)) = Pl 4(x)« CHi(Xk(x)) =0
pour 0 <[ < n, car le foncteur

F(2/k(X)) : Corr va, (PSmVar (k(X))) — Corr ot (PSmVar (2))

est fidéle. La proposition [77, 4.1] dit alors qu’il existe une variété projective lisse Z € PSmVar (k) sur k de
dimension dx — 2n et un projecteur r sur Z tel qu’on ait un isomorphisme de motifs (absolus) dans M., (k) :

(X, ps0)=>(Z,7,m).

On en déduit les isomorphismes

dx—ds dx—ds
(X.Ax)> P Xph) e (Xpe)> @ (S.As)(—i)& (Z,r,n).
i=0 =0

O

Remarque 3.0.18. Soit f : X — S un fibré en quadriques de dimension impaire 2m — 1, X, S € PSmVar (C),
dim (S) = 2. La proposition 3.0.17 dit qu’il existe une courbe projective lisse C € PSmVar (C) et un projecteur r
sur C tel qu’on ait un isomorphisme de motifs (absolus) dans M.t (C) :

dx —ds

(X,Ax)> @D (S, A8)(—i) & (C,r,n).

i=0
Le point important du chapitre 2 est d’identifier un tel projecteur

2m—1

poo:AX_ Z pé\i ECHdX<X XsX)
=0

et le motif (X, poo). Voir aussi la remarque 1.3.21.

Corollaire 3.0.19. Soit f: X — S est un fibré en quadriques de dimension impaire 2m — 1, X, S € PSmVar (C)
et dim (S) = 2. Puisque le motif d’une courbe est de dimension fini et que S admet une décomposition de Chow—
Kiinneth qui satisfait les conjectures de Murre II et III, I’ isomorphisme de motifs (absolus)

dx—ds

(X,Ax)2 ) (S, Ag)(—i) @ (C,rym)

=0

donne une décomposition de Chow—-Kiinneth de X qui satisfait auz conjectures de Murre II et I11.

e Remarques sur la conjecture IV

Dans la proposition 2.4.7, on a démontré que les conjectures I,IT et III de Murre sont vérifiées pour un fibré en
quadriques de dimension impaire au-dessus d’une surface S. La question de la conjecture IV se pose. Il y a deux
approches possibles.



62 CHAPITRE 3. PRECISIONS ET COMPLEMENTS

1. Si le motif de S est de dimension fini (cf. Déf. 1.1.38), alors le motif de X est de dimension fini (voir
rem. 2.4.8). Supposons qu’on ait deux décompositions de Chow—Kiinneth données respectivement par des
familles de projecteurs deux & deux orthogonaux {pi}ogiQdX et {pg}ogiS2 dx- Alors par un théoreme de
Kimura et Murre [38] (notons que les p; — p; € CH 4, (X x X) sont nilpotents, car ils sont homologiquement
équivalents a zéro et le motif de X est de dimension fini), on a des isomorphismes de motifs de Chow
T, : M; = (X,p;))=>N; = (X,p)) pour tout i. Ceci implique que les deux filtrations sont isomorphes. Plus
précisément, notons F” CHY(X) (resp. F/* CH’(X)) les filtrations associées aux projecteurs p; (resp pf).
Comme

FYCHY(X) = kerpy;N..Nkerpaj_,
= Imp; ®..0Im py;_,
CHY(M;) ® ... CHY (Ma;_,,)
et de méme F"" CH/(X) = CHj(MJ/') e...® CHj(Méjfu)v on obtient que F¥ CH’(X) ~ F"* CH’(X) pour
tout p.

2. Une approche plus directe est la suivante. Dans [55, Cor 7.5.9], on montre que la conjecture IV est vraie
pour X si les conjectures I, IT et III sont vraies pour X et toute les puissances de X. La démonstration de
ce corollaire montre qu’il suffit de vérifier les conjectures I, IT et III pour X et X x X. Dans notre situation,
ceci veut dire qu’il suffit de vérifier les conjectures II et III pour X x X.

e Un isomorphisme de motifs

Dans le chapitre 3, on a montré que les motifs (X, p2;) et (X, pd}) sont isomorphes, ot pY. est obtenu & partir de
pa2; par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Ce résultat repose sur le fait que p3. — po; est nilpotent
d’ordre deux. Plus généralement on a le résultat suivant :

Proposition 3.0.20. Soient X € SmVar (k) une variété lisse munie d’un morphisme propre fx;g : X — S,

S € QPVar (k), et soient p, q € Corr %(X, X) deuz projecteurs relatifs tels que p — q est nilpotent. Alors les motifs
de Chow relatifs M = (X,p) et N = (X, q) sont isomorphes.

Démonstration. Par hypothése il existe n € N tel que (p — ¢)™ = 0. Alors on a
O=po(p—q)"ep=p+ flp,q)op.

De méme
0=qo(qg—p)"cqa=q+ f(p,g)oq
Par construction f(p,q) = >, \ifi(p,q) avec \; € Z et

filp,q) =po filp.g)og=...=(pog)o(pog)o...o(pog) = (pog)
i fois
En particulier on a
po f(p.q) = f(p,a) = f(p.q) oq. (3.0.1)
Comme (qop)iog=gqo(poq)® ona f(q,p)oq=qo f(p,q). On obtient alors les identités
O=p+f(p,g)op (3.0.2)
0=qg+qo f(p 9. (3.0.3)

On pose a = —f(p,q). Comme poa=aog=aonaa: N — M. De méme pour f =¢gpona fop=qgof=0
donc SM — N. Alors en utilisant (3.0.1) et (3.0.2) on a

aofl = —f(p,q)oqop
= —f(p,g)op
= p=idy
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et de méme en utilisant (3.0.1) et (3.0.3)

foa = —qopo f(p.q)
= —qof(p.q)
q = ldN :
Donc « et 8 sont des isomorphismes de motifs relatifs. O

Remarque 3.0.21. (i) Un petit calcul montre que pour des petites valeurs de ’indice de nilpotence n on obtient
les polynomes

n=2:f(p,q) = —pqg
n=3:f(p,q) = —2pq+pepq
n=4:f(p,q) = —2pq+pgpq.

(ii) On montre par récurrence suri que poqo (p—q)%* =t op =0 pour tout i > 1. Par conséquent p(p — q)*p =
p(p—q)(p—q)* p=p(p—q)* p et on obtient le méme polynéme pour les indices de nilpotence 2i — 1 et

21.

e Remarques sur le théoréme 2.1.8

Premiére remarque :

On a un énoncé analogue dans le cas pair. Soit f : X — S un fibré en quadriques de dimension relative paire
2m avec X, S € PSmVar (C) et dim (S) = 2. On a dim (X) = n = 2m + 2. Considérons la factorisation de Stein
Fn(X/S) — S — S de la variété de Fano relative des m-plans. Le morphisme S — § est un revétement double
ramifié au-dessus du discriminant C = A; € S de f: X — S. Notons I' C F,,(X/S) xg X la correspondance
d’incidence et p : I' = F,,,(X/S), ¢ : T' — X les restrictions a I" des deux projections. Soit W C F,,(X/S) une
multisection du morphisme plat projectif £, (X/S) — S, Tw C W xg X larestrictionde T a W et Z = qTw) C X.
OnaZxgZ=(ZxgZ)TU(Z xgZ)~. Considérons ps = [(Z Xg Z)T — (Z xg Z)"] € CH,(X x5 X), qui est la
classe d’un cycle supporté cette fois-ci au-dessus de toute la base S.

Le théoréme principal est dans ce cas le suivant (on donnera une esquisse de la preuve) :

Théoréme 3.0.22. Soit f : X — S un fibré en quadriques de dimension relative paire 2m avec X, S € PSmVar (C)
et dim (S) = 2. On a dim (X) =n = 2m + 2. On suppose que C = A1 est lisse, donc Ay = (). Alors
(1) L’orthonormalisation ({pg}0<i<2m ,pX) de la famille ({p2i}o<icom > Poo) constitue une décomposition de
Chow-Kiinneth relative de f : X — S.
(2) Cette décomposition de Chow-Kiinneth relative induit une décomposition de Chow-Kiinneth absolue de X
qui vérifie aux conjectures de Murre I, IT et II1.

Démonstration.

(1) L'égalité Ay = >, ph +p& € CH, (X xg X) vient du fait que R := Ax — >, p5 — p¥ € CH, (X x5 X)
est nilpotent. Ceci suit du fait que R agit par zéro sur Rf,.Qx et de la description de CH,,(X xg X) via la suite
exacte de localisation

(icXic)«
—

CH,(Xc xc Xo) CH, (X XSX)MCHn(XU xy Xy) = 0,

onU =5\C,icxic: XecxcXe— X xsX,juxju:XvxuXv— X xgX, et les surjections des propositions
3.0.15 et 3.0.14.

Puisque C est lisse, S est lisse et on peut donc définir de motif de Prym (S, p), oit p = 1/2(I—7*) € CH (S x5 S)
est le projecteur de Prym, 7 étant I'involution du revétement double S — S.

(2) On déduit alors de (1), et du fait que (X, pY )= (X, poo)—=(S, p), isomorphisme de motifs de Chow

(X, Ax))= @i (S, As)(=2i) & (S, p).

Ceci entraine (2).
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Remarque 3.0.23. Notons que si Ay = {s1,..,5-} #0, il y a des projecteurs de X xg X supportés sur Xs, x X, .

Deuxiéme remarque :

Considérons maintenant le cas impaire mais sans hypothése sur le discriminant. Soit f : X — S un fibré en
quadriques de dimension relative impaire 2m — 1 avec X, S € PSmVar (C) et dim (S) = 2. On considére le cas ou
le discriminant C' = U;C; de f : X — S est non lisse et réductible, les C; étant les composantes irréductibles.
On rappelle qu’on note F,,(X/S) — C 5 C la factorisation de Stein et T' C F,,(X/S) xg X la correspondance
d’incidence. La restriction de 7 au-dessus d’une composante Cj, éj =71 1Cj) C C, est composée soit dune
composante irréductible (cas ou le revétement double induit est non-trivial), soit de deux composantes irréductibles
(cas ot le revétement double induit est trivial). On se fixe une composante irréductible C; et on considére :

— La normalisation n : N(C;) — C; de C;. Le morphisme structural m on : N(C;) — C; — C; se factorise

par la normalisation 77 : N(C;) — C; de C; : mon =7 o N(x), N(r) : N(C;) — N(Cj).

— Le changement de base g : i, (X/S)n = Fin(X/5) e, N(Cj) — N(Cj).

— Une multisection lisse W; C F,,(X/S),, du morphisme g (qui est projectif lisse) ; on note encore g : W; —
N(Cj).

— La correspondance d’incidence I'yy, C W; xg X.

— La projection px : T'w;, C W; xg X — X ; on pose Z = px(I'w;) C X.

— La projection pw, : T'w, C W; xg X — Wj.

— Le cycle poo,j = [(Z %, Z)t = (Z x¢, Z)7] € CH,(X x5 X).

— Le lieu lisse €7 de Cj. Le revétement double 7 : C’;’ — €7 induit par m au-dessus de l'ouvert C7 qui est

aussi la restriction du revétement double N(7) : N(C;) — N(C;) au-dessus de Pouvert C7, est alors non
ramifié. On a C'jo >~<C]F’ C~‘]" =A; U Tj7iﬁ A; est la diagonale et 7; est le graphe de I'involution associée au
revétement étale C¥ — C7. On note A, respectivement 7;, 'adhérence de A, respectivement de 7;, dans
N(C;) x¢; N(Cj), et on définit le cycle p; = A; — 7 € CH1(N(C)) x¢; N(Cy)).
On note pes = 3 Poo,j = 2_;((Z Xc; )" = (Z x¢; Z)7] € CHL(X x5 X).
Le théoréme principal est dans ce cas le suivant (on donnera une esquisse de la preuve) :

Théoréme 3.0.24. Soit f : X — S un fibré en quadriques de dimension relative impaire 2m — 1, avec X, S €
PSmVar (C) et dim (S) = 2. On a dim (X) =n =2m+ 1. Soit C = U;C; C S le discriminant de f : X — S, les
C; étant les composantes irréductibles. Alors, avec les notations ci-dessus :
(1) L’orthonormalisation ({pé\;}ogigm , {pg’j }]) de la famille ({p2i}o<;<om » {P,j};) constitue une décompo-
sition de Chow-Kiinneth relative de f : X — S.
(2) Cette décomposition de Chow-Kinneth relative induit une décomposition de Chow-Kiinneth absolue de X
qui vérifie les conjectures de Murre I, IT et II1.

Démonstration.
(1) On a la composition de correspondances relatives suivante :

Pooj = (Px X px)«(Pw; X pw;) (9 X 9)"pj = Cw, 909" Ty, -

On en déduit aisément, apres le calcul de g*F'{,VjFWJ_ g* € CH{(N(C}) Xc; N(C})), que pao,; est un projecteur. Les
Poo,j sont des projecteurs deux a deux orthogonaux et on a l'existence d’un isomorphisme de motifs (X, peo ;) —
(N(Cj), pj)- Ici, le point clé est que le support de la correspondance relative g*I”{,Vj T'w, g*~e CH;, (N(~CJ) x¢c,; N(Cj))
est de dimension 1, donc est de méme dimension que la variété (non irréductible) N(Cj) x¢; N(Cj), qui a deux
composantes irréductibles, toutes les deux de dimension 1. On peut ainsi calculer g*F%,Vj I'w,g* € CH{(N (C'J) X
N(C;)) au-dessus de l'ouvert s C Cj.
L’égalité
Ax = ph+> pN;€CH,(X xgX)
i J
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vient du fait que R:= Ax — >, p¥ — > pévoyj € CH (X x g X) est nilpotent. Ceci suit du fait que R agit par zéro
sur Rf.Qx et de la description de CH ,,(X xg X) via la suite exacte de localisation

CH ,(Xo o Xo) 29 ol (X % X) Y2997 CH (X xo Xo) — 0,

oulU = S\C, ioXic: XexeXe — X XsX, jU X ju : XuXuXy &> X xgX.En effet, la pI‘OpOSitiOn 3.0.14 donne
une description de CH ,,(Xy Xy Xy). On obtient des générateurs du sous-espace Q-vectoriel (i¢c X i¢)« CH,,(Xo X
Xc) C CH,(X xg X) comme suit. Soit f; : Xy, = X xg W; = Wj et nw, : Xw, = X xg W; = X¢o, C X le
changement de base. Soit ¢; : XW (W) — Xy, léclatement. Considérons :
— fH
— Le morphisme f;o¢; : XW e(w;) W;, qui se factorise par f; oe€; : Xy, e(W;) N XH]_ = W;, ot h est un
fibré en P! et J; H . s Xy H W, = W; est un fibré en quadriques lisse de dimension relative paire 2m — 2 admettant
une decomposmon cellulaire relatlve
— Le morphisme \; = nw,; o¢; : XW Je(W;) — X.
La surjection de la proposition 3.0.15, appliquée au fibré fjH : XVI{,]_ — W; admettant une décomposition cellulaire

relative, donne des générateurs de CH n_z(XVIf,j X, XV}[I,J_). On obtient ainsi des générateurs de

(ic xic)s CHp (X xo Xo) = Y (ic, xic, )« CHu(Xo, X0, Xoy) = Y (A x Aj)a(hx h)* CH o o( X xw, Xif),
J J
que l'on peut exprimer comme une composition de correspondances relatives par (ii) de la proposition 1.3.13.

(2) On déduit alors de (1), et du fait que (X, pXY )= (X, poo) = @ (N(C}), p;), I'isomorphisme de motifs de Chow
(X, Ax)= @i (S, As)(—2i) & @;(N(C)), p).

Ceci entraine (2).
O

Remarque 3.0.25. Dans le cas ot le revétement C~’j — C; est trivial, on a quatre composantes irréductibles de
Z Xg; Z et le projecteur ps,; se décompose en quatre cycles irréductibles. Alors N(C;) = N(C;) U N(Cy), et le

motif de Prym est (N(C}), p;j) ~ (N(Cy); An(c;))- Deuz exemples de fibrés en coniques dont le revétement est
trivial se trouvent au chapitre 5, section 5.5.10.

Corollaire 3.0.26. L’isomorphisme de motifs de Chow (X, Ax)> @; (S,As)(—2i) @ @;(N(C;),p) entraine en
particulier, dans le cas o S = IP’Q,Nles isomorphismes
H2m+1(Xa Q); S Hl(N(Cj)’ Q>_7

o CHm+1(X7 (@);> ®j CHallg (N(C])v(@)_

alg

On rappelle & ce propos le résultat de Beauville [1] : Dans le cas ou S = P2, on a l'isomorphisme de variétés
abéliennes polarisées : J(X) = H™™(X)/H?*™ (X, Z)= Prym (N(C;),7) = HY%~(N(C;))/H(N(C)), Z).



66

CHAPITRE 3. PRECISIONS ET COMPLEMENTS



Deuxiéme partie

Jacoblennes intermédiaires relatives des
paires K3-Fano

67






Chapitre 4
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4.1 Classification des variétés de Fano de dimension trois

Pour X € PSmVar(C), on note Kx € Pic(X) le diviseur canonique (modulo équivalence rationnelle) et
wx = Ox(Kx) le fibré en droites canonique. Le fibré en droites dual w;(l = Ox(—Kx) est appelé anticanonique
et —Kx € Pic(X) est le diviseur anticanonique.

Définition 4.1.1. Une variété de Fano est une variété projective lisse X € PSmVar (C) dont le fibré anticanonique
wy' = Ox(—Kx) est ample.

On rappelle le théoréme de Riemann—Roch—Hirzebruch.

Théoréme 4.1.2. — Soiti: X — Y un plongement fermé, X,Y € SmVar (k). Pour tout F € Coh (X).
ch(ixF) = iy (ch(F) - td(Nx/y) ™).

— Soit X < PN une variété projective lisse. Pour tout F € Coh (X).

X(X, F) = /X ch(F) - td(X).

Démonstration. Voir [24], le début de la section 15.1 pour le cas d’un plongement fermé et le Corollaire 15.2.1 pour
le deuxiéme énoncé. O

Proposition 4.1.3. Une variété de Fano X de dimension n vérifie les propriétés suivantes :
— HYX,0x) =0 pouri > 0. En particulier, ¢(X) = dim H'(X,0x) =0 et b;(X) = dim H}(X,C) = 0.
— Pic?(X) = HYY(X)/HY(X,Z) = 0, et l’application cl : Pic(X) — H?*(X,Z) = H*(X,Z) N HY(X) est un
isomorphisme. En particulier, Pic (X) = NS (X).
— Sin =3, on a x(X,0x) = h°(X,0x) = —1/24Kx - ca(X) = 1 et x(X,-Kx) = h%(X,-Kx) =
1/2(-Kx)? + 3.

Démonstration. La proposition est une conséquence immédiate du théoréme d’annulation de Kodaira, de la dé-
composition de Hodge et du théoréme de Riemann—Roch—Hirzebruch. O
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Définition 4.1.4. Soit X une variété de Fano de dimensionn. On a —Kx = rH, ot H est une classe primitive
de diviseurs ample et r € N* est un entier strictement positif. On appelle r l'indice de X et d = H™ le degré de X.

Proposition 4.1.5. Soit X une variété de Fano de dimension n. Alors 0 <r <n-+1.

Démonstration. Le théoréme d’annulation de Kodaira donne x(X,kH) = x(X,Kx — Kx +kH) = x(X, Kx + (k+
r)H) = 0 pour —r +1 < k < 1. Comme c’est un polynéme de degré dim (X) =nen k, on ar —1 <mn, c’est a dire
r<n-+1. O

Sir =mn+1, alors X est I'espace projectif P". Si r = n, alors X = V(fy) C P"*! est une hypersurface de degré 2
(pour plus de précision, voir [33]).

Définition 4.1.6. Soit X une variété de Fano de dimension n. Le genre de X est g(X) = (—Kx)" +1

Remarque 4.1.7. Si —Kx est trées ample, alors g(X) est le genre d’une courbe section générique lisse C =
HiNn.NH, _,NX par des hyperplans H] € | — Kx|.

On s’intéresse maintenant aux variétés de Fano de dimension n = 3.

Variétés de Fano de dimension trois et d’indice r = 2

Les variétés de Fano de dimension trois et d’indice deux sont aussi appelées variétés de Del Pezzo. Comme
précédemment, on note par H le diviseur ample primitif sur X tel que —Kx = rH. Les variétés de Del Pezzo
ont été classifiées par Fano et Iskovskikh (voir [33]). On note par d le degré de la classe ample H, i.e. d = H?, et
on démontre que les variétés de Del Pezzo existent seulement pour les degrés 1 < d < 7. Pour chaque d dans cet
intervalle, il existe une seule famille de déformations de variétés de Del Pezzo de degré d, que ’on note par V. En
voici la liste compléte :

— V1 est un revétement double du cone au-dessus d’une surface de Veronese ramifié en une cubique.

— V4 est un revétement double de P3 ramifié en une surface lisse de P2 de degré 4.

— V3 C P* est une hypersurface cubique.

— V4 C P5 est une intersection compléte lisse de deux quadriques.

— Vs C PP est une section linéaire de Gr(2,5) C P? par un sous-espace de codimension 3.

— Vs C P7 est I'image de P! x P! x P! par le plongement de Segre.

— Vz C P8 est Iéclaté de P3 en un point.

Remarquons que le systéme linéaire |H| a un point fixe pour d = 1, définit un revétement double de P? pour d = 2,
et est trés ample pour 3 < d < 7. Dans le dernier cas, |H| donne un plongement de X dans P*! (dim |H| =d+1).

Variétés de Fano de dimension trois avec Pic(X) =2

Les variétés de Fano de dimension trois d’indice un et de groupe de Picard de rang un ont aussi été classifiées
par Fano et Iskovskikh. Elles sont appelées variétés de Fano de la série principale. Pour celles-ci, le systéme linéaire
|H| n’a pas de points fixes, et les membres lisses de |H| sont des surfaces K3. Les courbes qui s’obtiennent comme
intersections complétes lisses de deux diviseurs de |H| sont de genre g, ot d = 2g — 2 est le degré de la variété X
pour la polarisation —Kx = H. Il y a 10 classes de déformation de variétés de Fano Xy, X, de la série principale :

— X} — P3, un solide double (i.e. un revétement double de P3) ramifié en une surface lisse de degré 6.

— X4 C P*, une quartique, ou X; — Q C P*, un revétement double d'une quadrique lisse ) ramifié en une
surface lisse de degré 8.

— Xg C P?, une intersection compléte d’'une quadrique et d’une cubique.

— Xg C IP%, une intersection compléte de trois quadriques.

— Xi0 C P7, une intersection de la grassmannienne Gr (2,5), plongée dans P? par les coordonnées de Pliicker,
avec un sous-espace linéaire de codimension 2 et une quadrique, ou X}, C P7 une section lisse d'un cone
dans P au-dessus d’une variété de Del Pezzo V5 C P de degré 5 par une quadrique.

— X2 C P8 une section linéaire transversale de la variété spinorielle de dimension 10 dans P'® par un sous-
espace projectif P7.
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— X4 C P?, une section lindaire transversale de la grassmannienne Gr (2,6), plongée par les coordonnées de
Pliicker, par un sous-espace de codimension 5.
— X16 C P10 une section lindaire transversale de codimension 3 de la grassmannienne lagrangienne LGr (3, 6)
dans son plongement naturel dans P*3.
— X5 C P! une section linéaire transversale de codimension 2 de Iorbite minimale du groupe exceptionnel
G o, opérant sur I’espace projectif P'3 par I’action adjointe projectivisée.
— Xg9 C P13, le lieu des zéros d’une section, transversale & la section nulle, du fibré A2U* @ A2U* @ A2U* sur
Gr(3,7), ou U est le sous-fibré tautologique de rang trois du fibré trivial de rang 7 sur Gr(3,7).
Les variétés X, et X, sont équivalentes par déformations (d = 4 ou 10). On marque par une prime les variétés
de Fano de la série principale, pour lesquelles le systéme anticanonique ne donne pas un plongement mais un
revétement double. Les descriptions que nous reproduisons pour les variétés Xy pour d = 12,16, 18 et 22 ont été
trouvées par Mukai (voir les références dans [33]). Si on ajoute, aux 10 classes de déformations de variétés de Fano
de la série principale, les 5 classes de variétés de Del Pezzo Vi, Va, Vi, Vi, Vs, une quadrique lisse Q@ C P* (d’indice
r = 3) et lespace projectif P? (d’indice r = 4), on obtiendra toutes les 17 classes de déformations de variétés de
Fano de dimension trois et de nombre de Picard un.

Variétés de Fano de dimension trois avec rg (Pic (X)) > 2

Les variétés de Fano de dimension trois et de nombre de Picard supérieur ou égal & deux ont été classifiées par
Mori et Mukai [15], [17] : il y a exactement 88 classes de déformations de telles variétés. En effet, une telle variété
de Fano X est soit 1’éclaté d’une variété de Fano de nombre de Picard un, soit un fibré en coniques au-dessus de
P? ou de P! x P!, soit I’éclaté d’un tel fibré en coniques.

Il y a en tout 105 = 88 + 17 classes de déformation de variétés de Fano de dimension trois.

4.2 Surfaces K3

Définition 4.2.1. Une surface K3 est une variété analytique compacte S de dimension 2 dont le fibré canonique
wg est trivial et telle que ¢(S) = dim H'(S,Og) = 0.

Une surface K3 est automatiquement kéhlerienne par le résultat de Siu [72].

Proposition 4.2.2. Soit S une surface K3.

— On aPic?(S) = H*L(S)/H(S,Z) = 0, Uapplication cl : Pic (S) — H?(S,Z)NHY(S) est un isomorphisme
et Pic (S) = NSY(S).

— Les seuls nombres de Hodge non nuls de S sont h° = h02 = p209 = p22 = 1, B! = 20. Cela entraine que
Yiop(S) = ca(8) = 24.

— Le réseau H?(X,7Z) muni de la forme d’intersection (cup produit) est de signature (3,19) et est isomorphe
a Eg(—1)%2 @ U®3. En particulier la forme d’intersection est paire.

— Si L € Pic(S) est tel que (L?) > —2, alors soit L, soit L~ est effectif.

Démonstration. Voir [3]. O

Proposition 4.2.3. Soit S une surface K3 et C C S une courbe irréductible. On a (C?) = 2p,(C) —2 > —2 et
dim (|C|s) = pa(C). En particulier, pour L € Pic (S), (L£L?) > —2 si et seulement si, soit L, soit L™ est effectif.

Démonstration. Par le théoréme de Riemann-Roch-Hirzebruch x(S, Os(C)) = 1(C?)+2. Le théoréme de Riemann—
Roch pour C dit que x(C, Os(C)jc) = (C?) + 1 —pa(C), ot p,(C) est le genre arithmétique de C. La suite exacte

0— Og — 05(0) — OS(C)‘C -0
implique que x(C, 0s(C)|c) = x(S, 0s(C)) — x(5,0s). Donc (C?) + 1 — p,(C) = $(C?), ce qui entraine

(C?) = 2p,(C) - 2.
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Puisque Kg = Og, dim H?(S,05(C)) = H°(S,05(—C)) = 0 et dim H'(S,05(C)) = dim H'(S,0s(—C)). De
plus, comme H'(S,Og) = 0, la suite exacte

0—0g(—C) = 0s = 0c —0
donnent dim H(S,05(—C)) = dim H°(C,O¢) — dim H°(S,0s) = 0. On en déduit
X(8,0s(C)) = dim H’(S,05(C)).

Le systéme linéaire |C|g a donc pour dimension
1
dim ([C1s) = dim H(S.05(C)) ~ 1 = x(5.05(C)) ~ 1 = 5(C?) +1= pu(C)

ot p,(C) est le genre arithmétique d’une courbe de ce systéme linéaire. O

On définit pour un entier positif d le champ algébrique des surfaces K3 polarisées de degré d.

Définition 4.2.4. Soit K; :Var (C)° — (Sets) le foncteur, qui associe & une variété algébrique B € Var (C)
Vensemble Kg(B) = {(f:Y = B,L)}/ ~, o0 Y € Var(C) , L € Pic(Y), et f : Y — B est un morphisme plat
tel, que pour tout b € B, la fibre Y}, est une surface K3 et L, = L}y, est ample avec c1(Ly)? = d. La relation
d’équivalence ~ est définie comme suit : (f :' Y — B,L) ~ (f' : Y — B,L’') si et seulement si il existe un
B-isomorphisme g : Y — Y’ et N € Pic(B), tel que g*L' ~ L. ® f*N.

Définition 4.2.5. Un foncteur F : Var (C) — Sets est coreprésentable par une variété algébrique X € Var (C),
st pour tout Y € Var (C) et toute section s de F(Y') il existe un unique morphisme h : Y — X tel que F(h)(s) =
X(Y)(s).

Théoréme 4.2.6. Le foncteur Ky est coreprésentable par la variété quasi-projective Ky € QPVar (C), obte-
nue comme le quotient Ky = Hq//PGL(N) dans le sens de la théorie géométrique des invariants, ot Hg C
Quot (PY, Opn, P) est un ouvert du schéma de Hilbert des sous-schémas de PN, N = 9% + 1, au polynéome de

Hilbert P(m) = 4m? + 2.

Démonstration. Soit (S, Ls) € Ka(s), ot s = Spec C, une surface K3 polarisée de degré d. Par le théoréme de
Riemann-Roch-Hirzebruch, dim H°(S, £&3) = 94 + 2, et L3 est trés ample par un résultat de Saint-Donat [65].
Donc le systéme linéaire |£$3| plonge S dans PV, ot N =94 + 1. On a donc un morphisme de foncteurs

K4 — Quot (PY, Op~, P)

qui transforme une famille (f : Y — B, L) € K4(B) de surfaces K3 polarisées de degré d au-dessus d’une variété
algébrique B € Var (C) en la famille (Y < B x PY) € Quot (PY, Opn~, P)(B) de leurs plongements dans PV par le
fibré relativement trés ample £&3 € Pic (Y) pour f. Soit Hqy C Quot (PY, Opn, P) I'ouvert maximal paramétrant
les surfaces K3 plongées lisses irréductibles. Alors H,4 est PGL(N )-invariant et tous les points de H, sont stables
[31], d’ou le résultat. O

De méme on définit le champ algébrique des surfaces K3 primitivement polarisées de degré d.

Définition 4.2.7. Soit K'y :(Var (C))° — Sets le foncteur, qui associe ¢ B € Var(C) l’ensemble K'q(B) =
{(f:Y = B,L)}/ ~ des paires formées, comme précédemment, d’une famille plate f : Y — B de surfaces K3,Y €
Var (C), et d’un fibré en droites L € Pic (Y') relativement ample pour f avec, cette fois, la restriction supplémentaire
que ¢1(Ly) € HYL(Y,) N H2(Y,, Q) soit primitif de degré d pour tout b € B.

Théoréme 4.2.8 ([32]). Le foncteur K/, est coreprésentable par la variété quasi-projective irréductible K| =
"//PGL(N) € QPVar (C), ot H/; est un ouvert du schéma de Hilbert, H!, C Hq C Quot (PV, Opn, P).

Mentionnons maintenant le théoréme de Noether-Lefschetz pour les surfaces K3 de degré d.
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Proposition 4.2.9 ([32]). Pour une surface K3 primitivement polarisée (S, H) € K/, générale, Pic (S) = Z[H].
Les surfaces K3 primitivement polarisées (S, H) € K/, de nombre de Picard supérieur ou égal & deux forment une
réunion dénombrable et dense de fermés de K.

Lemme 4.2.10. Soit (A, (+,-)) un réseau. Il y a une bijection entre le domaine des périodes
D = {[z] € P(A¢), (x,2) =0 et (x,T) > 0} C P(Ac),

ot Ac = A®z C, et les structures de Hodge polarisées de poids 2 sur (A, (+,-)) telles que toute classe o # 0 de type
(2,0) satisfait (0,0) =0, (0,5) > 0 et o est orthogonal @ A*L.

Soit maintenant A = Eg(—1)®2 @ U®3 le réseau K3 et [ € A un élément primitif de carré [2 = d, d € 2Z, d > 2.
Soit A; = I+ C A le supplémentaire orthogonal. On considérera, :

— le domaine de périodes des surfaces K3 D = {[z] € P(A¢), (z,z) = Oet (z,Z) > 0} C P(A¢),

— le domaine de périodes des surfaces K3 polarisées par I, défini par D; = {[z] € D, (x,l) =0} C D.
Remarquons que pour chaque d € 2Z, d > 2, il y a une et une seule O(A)-orbite d’éléments primitifs [ de carré d dans
A, donc A, D; ne dépendent que de d, & une transformation de O(A) prés, et seront notés Ay, D,y respectivement.

Définition 4.2.11. Soit f : X — B une famille propre et lisse de surfaces K3, ot X, B sont des espaces analytiques
sur C. On suppose, pour simplifier, que B est une variété complexe lisse (et donc aussi X ). Si B est simplement
connexe, alors on fize 0 € B et on a des isomorphismes naturels H*(X,Z)>H?*(Xo,Z) et H*(X,Z)>H*(X,,Z),
pour tout b € B. De plus, on fize un isomorphisme ¢ : H?(Xo,Z)=>A. On définit alors, si B est simplement
connezxe, l’application des périodes

P: B —P(Ac),b— ¢(H>*O(Xy)).

Théoréme 4.2.12. Soit Xo une surface K3 et f: X — B := Def(Xy) sa déformation universelle. Alors B est
lisse de dimension 20 et
P:B — D CP(H*(Xo,C)) =P(Ac),b — ¢(H**(X))

est un tsomorphisme local.

Corollaire 4.2.13. (i) Une surface K3 X est équivalente par déformation & une quartique K3.
(ii) Puisque deuz quartiques lisses sont équivalentes par déformation, le point (i) implique que deux surfaces
K3 sont équivalentes par déformation.

Soit f: X — B une famille projective lisse de surfaces K3 primitivement polarisées par un fibré en droites L,
X,B € Var (C) et L € Pic(X) est relativement ample de degré d. Il existe un revétement étale B — B, tel que B
est simplement connexe et I'application de périodes

P B — Dy
passe au quotient pour donner le morphisme
P:B=B/O(Ag) = Dg/O(Aqg),

que l'on note par le méme symbole P.

Théoréme 4.2.14. Soit f : X — H}, la famille universelle des surfaces K3 primitivement polarisées de degré d
plongées dans PN avec N = 9% + 1. Alors Uapplication des périodes

P H, = HJO(Ag) = Da/O(Ag)
est PGL(N)-invariante et descend au morphisme injectif

Remarque 4.2.15. L’%image du morphisme P : K, = H!,//PGL(N) < D4/O(Aq) est D5/O(Aq), ot DG = Dyg\Aq
est l'ouvert complémentaire du discriminant Aq = Dg N (Usep, 52=20"). Voir par exemple [31].
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4.3 Paires K3-Fano

Soit X une variété de Fano de dimension trois et g = (—Kx)®+ 1. On a H*(X,—Kx) = g+ 2 > 0. Donc le
fibré ample — K x est effectif. Si —Kx est trés ample, un élément générique S du systéme linéaire | — K x| est lisse
irréductible par le théoréme de Bertini. Il est connu ([71]) que pour toutes les classes de déformations de variétés
de Fano de dimension 3, il existe un élément S € | — Kx| irréductible lisse.

Proposition 4.3.1. Soit X une variété de Fano de dimension trois et g = +(—Kx)3 + 1. Soit S € | — Kx]|
irréductible lisse et ig : S — X Uimmersion fermée. Alors S est une surface K3. De plus, si le groupe abélien
Pic(X) = NSY(X) est muni de la forme quadratique Dy, Dy € Pic(X) — (D; - Dy - —Kx), alors i% : Pic (X) =
NSYX) < Pic(S) = NSL(S) est un plongement de réseauz. Ce plongement envoie —Kx sur la classe ample
—Kx g =1i5(—Kx) € Pic(S) de degré _KX%S =2g — 2.

Démonstration. La formule d’adjonction donne Kg = 0. Par le théoréme de Lefschetz faible, i% : H'(X,Z) —
H*'(S,Z) est un isomorphisme et i§ : H*(X,Z) < H?(S,Z) est un plongement primitif. Donc H'(S,Z) = 0. Ainsi
S est une surface K3 et i% : Pic (X) < Pic (5) est injectif.

Puis, la formule de projection pour is donne (D - Dy - —Kx) = (D1 - Dy - S) = (Dys - D2|s)) pour Dy, Dy €
NS'(X). Le morphisme % : Pic(X) — Pic(9), respectant donc les formes quadratiques, est un plongement
primitif de réseaux. O

Beauville [6] définit le champ algébrique des paires K3-Fano.

Définition 4.3.2. Le foncteur F, : (Var(C))® — Sets associe a une variété algébriqgue B € Var (C) l’ensemble
Fq(B) = {(f X =B, f:Y—>X EN B)}/ ~, ou X est une variété algébrique, Y C X une sous-variété fermée
et f: X — B est un morphisme plat, tel que pour tout b € B, X} est une variété de Fano de dimension 3 et

Y, € | — Kx,| est une surface K3, sur laquelle la polarisation par *KXb|Y,, est de degré 2g — 2. Le champ de
Beauville s’obtient par la faisceautisation de F4; on le notera par le méme symbole F.

Remarque 4.3.3. — Le champ algébrique F4 est un ouvert du champ Proj Tg(S‘ym' [«Ox(—Kx)T1,)) qui est
le fibré projectif au-dessus de Ty, ot f : X — Ty est la famille universelle du champ T, des variétés de Fano
de degré anticanonique 2g — 2.
— Le champ algébrique F, n'est pas représentable, car certains objets de ce champ possédent des automor-
phismes non triviauz.

Remarque 4.3.4. — On a un morphisme de foncteurs sq : Fg — Kog—2 tel que, pour B € Var (C), lapplica-
tion sg(B) : F4(B) — Kog—2(B) est celle de 'oubli de la premiere composante : s4(B) : (f : X — B, f':
Y XL B)w (f:Y = B).

— On ne peut pas s’attendre, en général, a ce que le morphisme s, soit surjectif. En effet, si les variétés de
Fano de Fy ont un nombre de Picard supérieur ou égal & deus, les surfaces K3 dans l'image de ce morphisme
ont alors un nombre de Picard supérieur ou égal o deux, ce qui n’est pas vrai pour une surface K3 générale
dans Kyg_o.

Par conséquent, Beauville [6] fixe un réseau R muni d’une forme quadratique entiére et d’un élément distingué
p € R, et il considére les champs algébriques suivants :

Définition 4.3.5. [0] Soit R un réseau muni d’une forme quadratique entiére et d’un élément distingué p € R On
définit :
— Le champ algébrique K5, _, : (Var (C))° — Sets,

B KE _o(B)={(f:Y = B,L,Rg = Pic(Y/B))} / ~,

ouY € Var(C), f : Y — B est un morphisme plat, tel que pour tout b € B, Y}, est une surface K3,
Ly € Pic(Y;) est ample de degré c1(Ly) = 29 — 2, Rp est le systéme local trivial de réseaux sur B de fibre
R, et Rg — Pic(Y/B) est un plongement primitif qui induit sur chaque fibre un plongement de réseaux
R — Pic (Y}) respectant la forme quadratique et envoyant p sur Ly.
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— Le champ algébrique ng : (Var (C))° — Sets,
B~ FR(B) = {(f X5 B f Y Xh B,RB;Pic(X/B))}/ ~,

ot X € Var (C) est une variété algébrique, Y C X est une sous-variété fermée et f : X — B est un
morphisme plat tel que pour tout b € B, X, est une variété de Fano de degré anticanonique 2g — 2, avec en
plus un isomorphisme Rp—= Pic (X/B) qui induit sur chaque fibre un isomorphisme de réseauz envoyant p
sur —Kx,, et Yy € | = Kx,| est une surface K3 polarisée par (—Kx, )|y, de degré 2g — 2.

Remarque 4.3.6. Les sous-champs algébriques Kf C Kg et ]-'f C Fy sont donnés par les variétés de Picard

relatives des familles universelles f' : Y — Kog o et f" : X' = X x, Proqu(Sym'f*OX(fKX/Tg)) — Fgy des
champ Kag_o et Fy. '

On a un morphisme de foncteurs 35 : ]-'f’ — Kf, défini pour B € Var (C) par (f: X = B, f: Y < X EN B) e
FE(B)— (f':Y = B) € K§,_5(B). Beauville [(] montre le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.7. [6] Le morphisme sf : ng — K%Q est lisse, donc génériquement surjectif, et, pour (X,S) €
FE(C), la fibre de sf contenant (X, S) a pour dimension 5bs(X) = h*!(X).

4.4 Variétés symplectiques et fibrations lagrangiennes

Définition 4.4.1. — Une variété symplectique est une variété algébriqgue X € Var (C) normale, telle que son
lieu lisse X.og posséde une structure symplectique, c’est o dire une 2-forme w € HO(Xrcg , Qireg) fermée et
partout non dégénérée, c’est a dire, telle que dw =0 et Vx,, (wA% dim (X)) = (0. La dimension d’une variété

symplectique X, dim (X) = dim (T, X) pour x € Xyeg, est nécessairement paire et Kx|x,,, est trivial.

— Une sous-variété fermée irréductible Y C X d’une variété symplectique X munie d’une structure symplec-

1

tique w est lagrangienne si dim (Y) = 5 dim (X), Yy = Yieg N Xieg # 0 et w)y, = 0. Notons que la non-
dégénérescence de w, en v € Yy C Xy tmplique que Ty Yo C Ty X est un sous-espace isotrope maximal
(donc de dimension maximale %dim (X)), ot un sous-espace W C Ty, X est dit isotrope si wyyjw = 0.

— On dit qu’une variété symplectique X, munie d’une forme symplectique w € HO(Xmg,Qg<reg ), possede des
singularités symplectiques si w se reléve en une 2-forme réguliere @ € HO(X, Qiz) sur une désingularisation

X — X de X. Notons que la forme & est alors fermée mais pas nécessairement symplectique et que la forme
w se prolonge alors en une 2-forme réguliére sur toute autre désingularisation de X.

— Une variété symplectique irréductible est une variété symplectique complete X, simplement connexe, lisse ou
a singularités symplectiques de codimension supérieure ou égale a 4 telle que dim H°(X, Q%) = 1.

Remarque 4.4.2. Une variété compléete symplectique (X,w) de dimension 2n ne peut contenir de sous-variété
Y C Xieg de dimension dim (Y') > n telle que Wy, = 0. En particulier, une variété complete symplectique X de
dimension 2n ne peut pas contenir de sous-variété fermée irréductible Y rationnelle de dimension strictement plus
grande que n, telle que Y N X = YO £ 0.

Définition 4.4.3. Un morphisme f : X — B, ou X est une variété symplectique de dimension 2n et B une variété
algébrique irréductible de dimension n, est une fibration lagrangienne si f est surjective et il existe un ouvert V C B
tel que pour b € V, X est une sous-variété lagrangienne de X.

Les surfaces K3 sont les variétés symplectiques irréductibles de dimension deux. Les surfaces abéliennes sont
aussi des variétés symplectiques de dimension deux.
Beauville (cf [7] et [8]) construit alors deux classes de déformation de variétés symplectiques irréductibles lisses
en toute dimension paire 2n.
— Les schémas de Hilbert S = Hilb™(S) paramétrant les sous-schémas de dimension zéro et de longueur n
d’une surface K3 S sont des variétés irréductibles symplectiques de dimension 2n.
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— Les variétés de Kummer K,,(A) = s~1(0) ¢ A1 sont les fibres du morphisme s : A"+ — A défini par
$(a1, ..., p) = a1 + ... + apn, ol A est une surface abélienne et A1) = Hilb™ ™! (A) le schéma de Hilbert
paramétrant les sous-schémas de dimension zéro et de longueur n+1 de A. Ce sont des variétés symplectiques
irréductibles de dimension 2n.

Soit X € PVar (C) polarisée par H € Pic (X). La famille des faisceaux semi-stables sur X pour H, de polynéme
de Hilbert P, est bornée. Ainsi, il existe un entier p tel que, pour tout faisceau F semi-stable sur X pour H et
X(X,F(m)) = P(m) Ym € Z, on a reg (F) < p, ou reg désigne la régularité de Castelnuovo-Mumford, c’est a
dire le plus petit entier » > 0 tel que H(X,F(r —i)) = 0 pour tout i > 0. Le champ algébrique des faisceaux
semi-stables sur X pour H de polynome de Hilbert P est défini par :

B € Var (C) — {F € Coh (B x X) | F est plat sur B, Fy, est semi-stable pour H et x(Xs, Fx,(m)) = P(m) Vm € Z}.
Ce champ algébrique est ainsi représentable par le quotient de Mumford
MY (P) = Q°//GL(V),

ouV = HY%X,F(p)) et Q° C Q= Quot (X,V ® Ox(—p), P) est I'ouvert paramétrant les faisceaux semi-stables
(cf. [32, Thm. 3.3.7]).

Remarque 4.4.4. Notons que M (P) est un schéma projectif, cf. loc. cit.

Définition 4.4.5. — Soit X € Var (C) et Vect (X) C Coh (X) le sous-ensemble des faisceaux localement libres.
On a un morphisme ch : Vect (X) — CH*(X) appelé caractére de Chern (cf. [2/]).
— Soit X € SmVar (C). Tout faisceau cohérent admet alors une résolution finie par des faisceauz localement
libres. Ainsi, on peut définir, pour F € Coh (X), son caractére de Chern ch(F) € CH*(X) ou H**(X) et
en particulier, son déterminant

det(F) = ¢;(F) € CH'(X) = Pic (X).

Soit maintenant X € PSmVar (C). On muni 'espace vectoriel de cohomologie paire H**(X,Q) = 31" | H*(X,Q)
de la forme bilinéaire (v, w) = — [ Y1 ((—=1)"v; - Wy ;.

Définition 4.4.6. Soit X € PSmVar (C). A tout faisceau cohérent F € Coh (X), on associe un élément de
H?*(X,Q) appelé vecteur de Mukai et défini par

o(F) = ch (F) - td (X)=.

Proposition 4.4.7. [32] Si on connait le vecteur de Mukai de F, alors on connait son polynéme de Hilbert P(m) =
X(X, F(m)) = —(v(F(m)),v(Ox)). Par ailleurs, on a un morphisme det : M (P) — Pic (X), F + det(F).

Démonstration. La formule de Riemann—Roch—Hizebruch donne, au cas ou F; est localement libre :
X Fr@F) = / oh (FF @ Fy) - td (X)
X

= /Xch(ff)-td(X)%-ch(fg)-td(X)%
= —(v(F1),v(F2)),
car ch (£ ® F) = ch (€)-ch (F) € CH*(X) ou H?*(X). O

Si maintenant S est une surface K3 polarisée par H € Pic(S5), alors un faisceau cohérent F € Coh(95) a
pour vecteur de Mukai v(F) = (rg(F),c1(F),c1(F)?/2 — co(F) + rg (F)). Pour une surface K3, connaitre le
vecteur de Mukai de F équivaut a connaitre son polynoéme de Hilbert P et sa premiére classe de Chern ¢ (F).
Par conséquent, 1'espace de module des faisceaux semi-stables de vecteur de Mukai fixé v € H?*(S) est la sous-
variété fermée M (v) = det™" (v1) € ME(P), oit P est le polynome de Hilbert associé & v. Mukai (cf [48], [49])
montre que louvert Mé{’s(v) C MZ(v) des faisceaux stables est soit vide, soit lisse de dimension (v,v) + 2 (pour
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une surface K3, (v,v) est un entier pair) admettant une structure symplectique donnée par I’accouplement de
Yoneda o : Ext '(F, F) x Ext '(F, F) — Ext?(F,F) = H2(S,0g) ~ C, avec Tr(MH (v)) = Ext'(F,F) pour
F e ME*(v).

On a la proposition suivante (pour plus de précision cf. [32] et [43]) :

Proposition 4.4.8. Soit S une surface K3.
1. Siv e H**(S) est primitif et H € H*(S,Z) est contenu dans une des chambres ouvertes de H*(S,R) associée
a v, alors Mg(v) est une variété symplectique irréductible lisse, équivalente par déformations a Sli+3 v,
2. Awvec les méme hypothéses surv, H, soitm € Z, m > 2 et w = muv. ﬂ?ﬁ ME (w) est singulier, et soit ME (w)

n’admet pas de résolution symplectique, soit une telle résolution Mg(w) est équivalente par déformations a
SU+z@2)] oy bien a l'un des deux exemples d’O’Grady.

Soit S une surface K3 et H € Pic(S) une classe trés ample. On a vu (cf. chapitre 5) que dim (|H|g) = g, ou
g = g(C) est le genre d’une courbe lisse C' € |H| (ou le genre arithmétique de toutes les courbes C' € |H|) du systéme
linéaire. Considérons le vecteur de Mukai v = (0, H,k + 1 — g(C)), k € Z. Un faisceau £ € Coh (5) de vecteur de
Mukai v(£) = v est un faisceau de torsion sur S de dimension pure 1 dont le support est une courbe C € |H| et
tel que x (S, L) =vo(L) = k+1— g(C). Rappelons que le support schématique de £ est le sous-schéma de S défini
par l'ideal de Fitting Fitt ¢(L), voir par exemple [66] pour plus de détail sur le support schématique. Dans le cas
ou L est inversible sur C¢, on a x(S, L) = x(C¢, L) = deg (L) + 1 — ¢g(C) par le théoréme de Riemann-Roch pour
Cr, donc deg (£) = k. On a la proposition suivante :

Proposition 4.4.9. Soit S une surface K3 polarisée par une classe ample primitive H de degré d, i.e. S € Ky,
et contenant une courbe irréductible C' de genre arithmétique p,(C) = g, de sorte que Pic(S) contient le réseau
R =Z[H] ® Z|C]. Considérons le vecteur de Mukai v = (0,[C],k+ 1 —g), alors :
(i) la restriction au lieu lisse du morphisme f : ML (v) — P9, donné par L € M (v) — C, = Supp (L) €
P9 = P(H(S,05(C))) est une fibration lagrangienne,
(i) ME(0,[C),k+1—g) est une variété symplectique irréductible lisse si tous les membres de |C|g sont réduits
et irréductibles.

Démonstration. Le point (i) résulte du fait que la forme symplectique sur le lieu lisse de M 51 (v), donnée par
laccouplement de Yoneda, s’annule sur les fibres de f par [9]. Le point (ii) résulte du fait que tout faisceau de rang
un sur une courbe projective réduite et irréductible est stable. O

La proposition suivante donne une condition nécessaire pour que deux variétés algébriques ayant des singularités
isolées en méme nombre et de méme type soient équivalentes par déformation :

Proposition 4.4.10. Soient X, X' € PVar (C) ayant le méme nombre de singularités isolées de méme type, i.e.
sing (X) = {s1,.., 8-} et sing (X') = {s],..,s,.} sont formés de r points isolés aux nombres de Milnor ny,..,n,. Si
il existe C € SmVar (C) irréductible, X € Var (C) et un morphisme projectif équidimensionnel f : X — C' tels que
la fibre générique X, de f est lisse et X = X, X' = X pour ¢, € C, alors x(X,Z) = x(X',Z), c’est a dire X
et X' ont la méme caractéristique d’Euler pour la topologie usuelle.

Démonstration.

D’apres [65], il existe des voisinages ouverts C'(c) C C et C(¢) C C de ¢, respectivement de ¢/, tels que
les inclusions i : X — X et 7' : X' — Xo() admettent des rétractions r : Xg() — X, respectivement
" X'c(ey = X avec i or homotope & Iy, et i’ or’ homotope a Ix,, ., -

Soit d € C(c), d' € C() tels que Xq C X et Xg C X sont lisses. Puisque f: X\ f~!(Discr (f)) — C\ Discr (f)
est un morphisme propre et lisse, x(Xa,Z) = x(Xa,Z). Les restrictions rq : Xg — Xo@) = X et v)y : Xg —
Xeoey = X' der a X4 et de " & Xy sont des homéomorphismes au-dessus de X'\ sing X, respectivement au-
dessus de X'\ sing X’ et pour 1 < ¢ < r, d’aprés la proposition C.11 et la remarque C.12 (ii) de [65], on a
une inclusion r;l(si) — Mil(f,s;) qui est une équivalence homotopique, la fibre de Milnor Mil (f,s;) ayant le
type d’homotopie d’un bouquet de n; sphéres, de méme pour 77, (s;). Donc x(X,Z) = x(Xq,Z) + >_,(=1)"n; =
X(Xa, Z) + > ,(=1)"n; = x(X',Z), ot n = dim (X) = dim (X') = dim (X) — 1.

O
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Chapitre 5

Description des systémes intégrables
K3-Fano
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5.1 Systémes intégrables K3-Fano et plan de travail

Soit R un réseau de Picard d’une variété de Fano de genre g. Il contient un élément distingué p = —Kx. Par
abus de notation, nous omettrons la mention de p, en écrivant juste R au lieu de (R, p).

On a vu que le morphisme de champs algébriques s : .Ff — IC%_2 est génériquement surjectif. Soit [S] €
IC%_Q(C) une surface K3 munie d’un plongement primitif R < Pic (S). La fibre au-dessus de [S] est le sous-champ

F&=s"(8):B—{f:X—>B, SxB—X—B, Sc|-Kx,|, e B}/ ~

des variétés de Fano contenant S en tant que diviseur anticanonique. Le morphisme ig : S x B — X est un
plongement fermé relatif sur B de variétés polarisées par le réseau R. Le pullback via ig envoie le réseau de Picard

79
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de X, pour b € B sur le sous-réseau i§Pic(X,) = R C Pic(S) de S. Les C-points de ce sous-champ sont les classes
d’isomorphisme de variétés de Fano relativement aux isomorphismes ¢ : X =+ X’ qui induisent l'identité sur R.
Un tel isomorphisme prolonge un automorphisme ¢|g de S. Si S est générique dans K2Rg72, alors Pic (S) ~ R et
¢|s induit l'identité sur Pic (S), ce qui entraine, dans la grande majorité des cas, que ¢|g fixe S point par point.
Remarquons que lorsqu’il y a plusieurs choix possibles d’un élément marqué p de R, le champ ]-"g en dépend
fortement. Par exemple, si S est une surface K3 obtenue comme une intersection d’une cubique et d’une quadrique
de P4, alors R = ZH est engendré par la section hyperplane de P*, et F. g parameétre les quadriques, les cubiques
ou les intersections Xg d’une cubique et d’une quadrique de P® contenant S selon que p = 3H, 2H ou H. La
dépendance de KT = KQFZ est moins importante. L’indice inférieur 2g — 2 précise la self-intersection de p et
pourra étre omise. Dans I’exemple considéré K ne dépend point de p. Dans les cas ott rg R > 1 'espace de
modules K forme I'ouvert de I’espace de modules des surfaces K3 polarisées par le méme réseau sans élément
marqué, qui parameétre les surfaces, sur lesquelles p est ample.

Définition 5.1.1. Les jacobiennes intermédiaires d’une variété projective lisse X € PSmVar (C) de dimension n
sont les tores complezes

J2k—1(X) _ H2k_1<X, (C)/(FkHQk—l(X) o I{Zlc—l()(7 Z))

Soient X,B € Var(C) et f : X — B un morphisme projectif lisse. Les faisceaur R f.7, R f.Q et R f.C
sont des systéemes locauz sur B, que l'on note Hz, Hg et Hc respectivement. Le faisceau localement libre HI =
Op @RI f,C est isomorphe au faisceau ij*(QX/B), Les sous-faisceaur FPH) = R f, (QX%S) C Rif, (Q'X/B) =HI
sont des fibrés vectoriels algébriques sur B. La jacobienne intermédiaire relative est définie par

J2k71(X/B) —_ %Qkfl/(‘kaHQIcfl D HZ)
C’est une fibration en tores complezes.
La jacobienne intermédiaire d'une variété de Fano de dimension trois est donc le tore complexe J3(X) =
HY2(X)/H3(X,7Z).

Le théoréme suivant constitue le résultat principal de Particle de Markushevich [43].

Théoréme 5.1.2. [/5] La jacobienne intermédiaire relative h : J(X | FE&) — FE& de la famille universelle f : X —
fg des variétés de Fano contenant S en tant que diviseur anticanonique est une fibration lagrangienne.

Plan de travail

La classification des variétés de Fano de dimension 3 donne 105 familles complétes f; : X; — K;, K;, X; €

PVar (C), ¢ € {1,...,105}, dont une fibre générale est une variété de Fano. Les variétés de Fano de réseau de
Picard R; sont ainsi représentées par un ouvert K? C K;, au-dessus duquel f; est lisse, pour ¢ € {1,...,105}, c’est
a dire qu'on a pour i € {1,...,105} des morphismes surjectifs de champs algébriques [K7] — T/, ou [K7?] est le

champ algébrique représenté par la variété algébrique K7 et ’7; est une des 105 composantes connexes du champ
algébrique T = ;%] T des variétés de Fano.

Pour chaque i-iéme famille de variétés de Fano, on fixe une surface K3 contenue dans une variété de Fano de
cette famille en tant que diviseur anticanonique, i.e. S; € | — Kx,,| lisse irréductible pour un certain ¢ € K?. On
a vu, au chapitre 4, que i3, : Pic(Xj;) = R; < Pic(S5;) est un plongement primitif de réseaux. On donnera une
base et la matrice de la forme d’intersection de ce réseau R; C Pic(S;). La surface K3 S; appartient a 'espace de
module IC%;Q. On mettra en évidence la généricité, d’aprés le théoréme 4.3.7 ([6]), des surfaces K3 obtenues de la

sorte (comme diviseur anticanonique d’une variété de Fano X;;) dans I’espace de modules IC2R;72.
Pour chaque ¢ € {1,...,105}, on fixe S; € | — Kx,,
du champ algébrique

, générique dans K%_Q, et on étudiera la représentabilité

]:éggi_QZB—){leiB—)B, ’L'SiZSiXB%XiBSU.I‘B, Si€|—KX“‘}/N,
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le morphisme ig, : S; x B — X;p — B étant un plongement relatif sur B de familles polarisées par R;. On
considérera la sous-variété K; s, C K; des t € K; tels que S; C Xj; et Pouvert B; := K; g, N K. de K; g,
paramétrant les fibres qui sont des variétés de Fano. On obtient la famille

Si x B; C Xini — Bi,

qui représente toutes les extensions de Fano de S;. Le champ ffgd = [B;/G] est alors le champ quotient de la
variété algébrique B; par le groupe des isomorphismes des variétés de Fano de B; fixant R;. Si ce groupe est trivial,
B; est I’espace de modules de ce champ. Dans le cas oil le groupe est non trivial, les questions se posent si le champ
est représentable, s’il posséde un espace de modules grossier dans la catégorie des schémas et si l'existence de la
forme symplectique sur le champ est une propriété plus forte que celle sur ’espace de modules grossier. La question
la plus intrigante est si la jacobienne intermédiaire relative h : J(Xp,/B;) — B;, qui est une fibration lagrangienne
par théoréme 5.1.2, admet une compactification symplectique lisse ou normale & singularités symplectiques. Nous
étudierons ces questions dans certains cas.

Notre intérét principal étant I’étude des fibrations lagrangiennes de jacobiennes intermédiaires relatives, seules

les familles dont les variétés de Fano ont h%! > 0, i.e. dont la jacobienne intermédiaire est non-nulle, seront
considérées. En effet si h?! = 0, I'espace de modules ]—'259’;2 est de dimension zéro. Il y n’a ainsi que 51 familles a
étudier.
On étudiera d’abord dans la section 5.2 les familles de variétés de Fano de nombre de Picard 1. Le cas des
intersections complétes de 2 quadriques dans P° est connu. La section 5.3 sera consacrée aux familles de variétés
de Fano de nombre de Picard supérieur ou égal a 2 classifiées par Mori et Mukai. On distinguera dans cette section
les cas suivants : .

— Pour les familles dont les variétés de Fano X;; = thCt sont les éclatés de Y = P3 en une courbe C;, ou
de variétés de Fano Yj; d’une autre famille en une courbe C; tel que J(Yj;) = 0, alors J(X;) = J(Ch)
et on montre que la jacobienne intermédiaire relative h : J(Xpg,/B;) — B; admet une compactification
symplectique du type h : Mg, (v;) = K; s, ou h : Mg, (v;) U Mg, (v]) — K, s,, Ms,(v;) étant un espace de
modules de faisceaux de torsion sur la surface K3 S;. Il y a 16 familles de ce type (cf. propositions 5.3.2 a
5.3.19).

— Dans la méme situation, si les variétés de Fano 5//; ont une jacobienne intermédiaire non nulle, on montre
que que la question de l’existence d’une compactification symplectique de h : J(Xp,/B;) — B; se raméne
acellede h: J(Yp,;/Bj) — Bj. Il y a 7 familles de ce type (cf. propositions 5.3.26, 5.3.28, 5.3.41, 5.3.42).

— Pour les familles dont les variétés de Fano X;; — P! x Y sont des revétements doubles de P! x Y, ramifiés en
un diviseur R; d’un systéme linéaire de type |p;O(2) x p5L|, ou Y est une surface projective lisse, les variétés
X+ — Y sont des fibrés en coniques au-dessus de la surface projective lisse Y et J(X;;) = Pr (C’t /C4), ou
Cp C Y est le discriminant du fibré en coniques X;, — Y. Il y a 7 familles de ce type.

Dans le cas ou le revétement double C;, — C; est trivial, J (X)) = J(Cy) et Cy C S;. La jacobienne
intermédiaire relative admet dans ce cas une compactification symplectique qui est encore un espace de
modules de faisceaux sur S; (cf. propositions 5.3.22, 5.3.24).

Dans le cas otl les variétés de Fano sont les revétements doubles X;; — P! xP? de P! x P? (Y = P?) ramifié en
un diviseur R; de type (2,2), on étudie, dans la section 5.4, une compactification f(CN’Ki,Si [Ck.s,) = Kis, =
P2 de la jacobienne intermédiaire relative h : J(Xp,/B;) — B;. La famille de courbes Ck, s, C P2 x P? est
ici une famille de quartiques de P? qui n’est pas un systéme linéaire.

— Enfin il reste a déterminer la jacobienne intermédiaire de la famille 8 de nombre de Picard 2.

On obtient le théoréme suivant. On énumeére les cas ou la jacobienne intermédiaire est non nulle et 1’espace
de modules }'g est assez simple : un ouvert de PV, ou d’un produit ou d’une réunion de PY. On note par p le
nombre de Picard de la variété de Fano. Pour les variétés de Fano a p = 1, on se sert de la notation X, ol
g est le genre de la variété dans le cas ot elle est d’indice 1, et de la notation Vj en cas d’indice 2, ot k = H?,
H = %(—K v). Pour les variétés de Fano a p > 2, on fait référence au numéro de la variété de Fano dans les tables de
la classification de Mori-Mukai, qui est aussi reprise dans les tableaux de I’Appendice. Les trois premiers points du
théoréme ramassent les cas ot on produit une compactification de la jacobienne intermédiaire relative en utilisant
le systéme intégrable de Beauville-Mukai sur une surface K3. La question de la compactification symplectique de
la jacobienne intermédiaire relative n’est pas étudiée pour les variétés du point (iv), ainsi que pour les variétés non
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présentées dans ce théoréme parce que leurs espaces de modules F, g/ sont des champs que ’on ne peut pas identifier
a un ouvert de PV, ni d’un produit, ni d’une réunion de P¥. Pour un des cas du point (iv), notamment, la famille
no. 18 avec p = 2, on étudie une compactification partielle de la famille lagrangienne dans la section 5.4.

Théoréme 5.1.3. (i) Pour les 19 familles : no. 4, 7, 9, 12, 13, 14, 15, 17, 23, 25, 28 du cas p = 2, no. 3, 6,
7,9, 11, 14 du cas p =3, et no. 1, 2 du cas p = 4, la famille universelle f : X — ]—'g est paramétrée par un
ouvert F& = B de PN ou de PNV UPN, et la jacobienne intermédiaire relative J = J(X /B) — B admet une
compactification symplectique h : J = Mg(v) — PN respectivement h : J = Mg(v) U Mg(v') — PN UPY,
ot Mg (v) désigne lespace de module de faisceauz de torsion semi-stables de vecteur de Mukai v sur S et
h(F) = Supp F.

(ii) Pour les variétés Vy, ainsi que no. 16 et 19 du cas p = 2, lespace de modules .7-"5' est un ouvert de P? et la
jacobienne intermédiaire relative admet une compactification symplectique, qui est un systéme intégrable de
Beauville-Mukai Ty s := Mg(0,|H|,1 — g) = P? sur une surface K3, génériquement différente de S.

(iti) Pour la famille no. 10 du cas p = 2, F& est un owvert de P? x (P UP') et Ju,5 x (Mg(v) U Mg(v')) —
P2 x (PLUPY) est une compactification symplectique de la jacobienne intermédiaire relative lice & une surface
K3 différente de S.

(iv) Dans les cas restants, la jacobienne intermédiaire est non triviale et l’espace de modules }‘g est un ouvert
de PN ou de P! x PN seulement si les variétés de Fano appartiennent & une des familles suivantes : Xq
(71<¢g<10), Vi, V3, no. 5, 6, 11, 18 du cas p =2, ou no. 2, 4 du cas p = 3.

La plupart des variétés de Fano de dimension trois classifiées par Mori-Mukai [415] et Iskovskikh [33] sont des
intersections complétes de quadriques et de cubiques, des quartiques, des éclatés de ces intersections complétes, des
fibrés en coniques, ou des éclatés de ces fibrés en coniques.

On utilisera les propositions suivantes :

Proposition 5.1.4. Si X = V(f1,...,f.) = V(Ix) C PV est une intersection compléte, alors pour tout d € N
le morphisme i% : HO(PY,0(d)) — H°(X,0x(d)) est surjectif, ot ix : X < PN est le plongement fermé. En
particulier, X est projectivement normale si et seulement si X est normale.

Démonstration. C’est classique. On utilise la résolution de Koszul du faisceau j; C Opn. O

Proposition 5.1.5. (i) Si X =V (f1,..., fr) C PN est une intersection compleéte telle que dim (X) > 3, alors
HY(X,Z) =0 et H*(X,Z) = Z[H]. De plus, si X est lisse, Pic (X) = Z[H].
(i) Si X = V(f1,....fr) C PN et X' = V(f],....f) € PN sont deux intersections complétes lisses de
dimension > 3 isomorphes par un isomorphisme ¢ : X — X'. Alors ¢ se reléve en un automorphisme
é: PN PN,

_ Donc deux intersections complétes lisses X C PN et X’ C PV sont isomorphes si et seulement si il existe
¢ € PGL(N) tel que ¢(X) = X', en particulier elles sont données par des équations de méme degré.

Démonstration.
(i) : Soit X une intersection compléte de PV. Notons ix : X < PV Iimmersion fermée. Le théoréme de Lefschetz,
pour les sections hyperplanes d’une variété projective dont le complémentaire est lisse, dit que i% : HY{(PN,Z) =
HY(X,Z) et i% : H*(PN,Z) = H?*(X,Z) sont des isomorphismes. Donc H*(X,Z) = 0 et H*(X,Z) = Z[H],
ot H=XNA C X C PN est une section hyperplane. Si X est lisse, Pic?(X) = 0 car H*(X,Z) = 0. Donc
cl : Pic(X) — H?(X,Z) est un isomorphisme et Pic (X) = Z[H].
(ii) : Ce point se déduit du point (i). En effet, notons H = Ox (1) = Opn~ (1)x et H' = Ox/(1) = Op~(1),x-. Par le
point (i), Pic (X) = Z[H] et Pic (X') = Z[H']. Un isomorphisme ¢ : X = X’ envoie donc H sur H',i.e. ¢*H = H'.
Le morphisme ¢ : P(H*(X’, 0% (1)) = P(H°(X, ¢*Ox/(1)), donné par les systémes linéaires complets trés amples
|H| et |H'|, prolonge ¢ : X = X’. Comme X et X’ sont projectivement normales, ¢ : P(H(X’, Ox(1) =PV =
P(H°(X, ¢*Ox:(1)) = PV est un automorphisme de P .

O

La proposition suivante concerne les surfaces K3 contenues en tant que diviseur anticanonique dans les variétés
de Fano de dimension trois qui sont des éclatés d’autres variétés de Fano.
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Proposition 5.1.6. Soit X¢ Uéclaté d’une variété de Fano de dimension trois X et d’indice r en une courbe
irréductible C € X. Notons € : X¢ — X le morphisme d’éclatement et E C X¢ le diviseur exceptionnel. On a alors
(Z) Kf(c =¢Kx+FE=—-rH+FE.
(i) Soit S € | — K¢ _|=|rH — E| irréductible. Notons So = €(S) C X. Alors C C Sp et S C X est le
transformé strict de Sy. De plus, si So C X est lisse, € induit un isomorphisme € : S = Sj.
(#ii) Réciproquement, si Sy C X est une surface K3 membre du systéme linéaire | — Kx/| contenant C, alors
e 1(Sy) = SUE C Xc et le transformé strict S est une surface K3 isomorphe o So, € induisant un
isomorphisme € : S = Sy. De plus, S € | — Kx_|.

Démonstration.
(i) : Clest classique.
(ii) : Pour S € [ — K¢ _| et So = €(S) C X, on a [So] = €.[S] = rH € Pic(X). Si C n’était pas contenue dans So,
e~ 1(Sp) C X¢ serait irréductible et on aurait donc S = e~1(S). Ceci entrainerait [S] = [e=(Sp)] = €*[So] = rH €
Pic (X¢), ce qui est une contradiction. Donc C' C Sy, € 1(Sy) = SUE et S est le transformé strict de Sp. Par
ailleurs, si Sy C X est une surface contenant C' et S est le transformé strict, la restriction € : S — Sp de € & S est
l’éclaté de Sy en C. Si Sy est lisse, C C Sy est un diviseur de Cartier de Sy, donc € : S =5 Sy est un isomorphisme.
(iii) : Clair.

O

Lemme 5.1.7. Soient X C P" une variété projective et C' C X une courbe. Il existe un entier positif r, tel que
pour toute variété projective X' € Quot pn (Opn, Px) et toute courbe C' € Quot x/(Ox, Po) Uéclaté X' ¢ de X' en
C" se plonge dans X' x P" de maniere relative.

Démonstration. On note X C Quot pn (Opn, Px)XP™ et C C Quot pn (Opn, Po) X X les correspondances d’incidences.
L’éclatement étant un morphisme projectif, il existe un entier positif r tel qu’on ait le plongement suivant

—~—

(X x Quot pn (Opn, Po))e C X X Quot pn (Opn, Po) x PT.
O

Proposition 5.1.8. (i) Soit X € PSmVar (C) et Z C X une sous-variété fermée lisse. Alors on a un isomor-
phisme Def (X, Z) = Def (Xz), ou Def (X, Z) désigne le foncteur des déformations de la paire (X, Z) et
Def (Xz) le foncteur des déformations de X 5.
(i) Les déformations infinitésimales de (X,Z) sont paramétrées par T(x 7 Def (X, Z) = HY(X,Tx(Z)), ou
Tx{(Z) désigne le sous-faisceau de Tx formé des germes de champs de vecteurs laissant invariant l’idéal de
Z, et les déformations de X5 sont paramétrées par T'g, Def (Xz) = H' (X, Tx,)
(i1i) Soient X est une variété de Fano au nombre de Betti bs nul et Z C X une sous-variété fermée lisse. Alors

HY(X,Tx(Z)) = H*(Z,Nz/x))/a(H(X, Tx)),
ol « est le morphisme de la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte courte de faisceaux
0—Tx(Z) = Tx —)/\/Z/X — 0.

Démonstration. (i) L'isomorphisme Def (X, Z) = Def (X ) suit du travail de Kodaira [10].
(ii) L’isomorphisme T(x, z) Def (X, Z) = H* (X, Tx(Z)) est démontré par Beauville [0].
(iii) C’est une conséquence immédiate du fait que h*(X, Tx) = h*1(X) = %bg, (X)=0. O

Soit S une surface K3 dans I'espace de modules Ky des surfaces K3 polarisées de degré 6 ne contenant pas de
courbes rationnelles lisses et qui n’est pas un revétement double d’une surface cubique réglée de P* ou d’un cone
au-dessus d’une cubique gauche lisse de P2. S est polarisée par une classe ample H de degré 6. Le systéme linéaire
complet |H|g est de dimension 4. Les composantes fixes A; C S d’un systéme linéaire sur une surface K3 sont des
courbes rationnelles lisses car p,(A;) = dim |A;|s = 0. Le systéme linéaire complet |H|g est donc sans composantes
fixes donc sans point de base d’aprés Saint-Donat, [65] corollaire 3.2. Il donne ainsi un morphisme fini ¢z : S — P*.
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Comme ¢ (S) C P n'est pas contenu dans un hyperplan, ¢ est soit birationnel, soit hyperelliptique. D’aprés le
théoréme 5.2 et la proposition 5.7 de Saint-Donat [65], si ¢ est hyperelliptique, alors ¢ (S) C P* est une surface
cubique réglée de P* ou un coéne au-dessus d'une cubique gauche de P3. En effet, puisque H? = 6, il n’existe pas
de courbe irréductible C' C S, telle que 2C ~ H dans S. Le théoréme 6.1 de [68] montre que, si ¢ est birationnel,
alors ¢ est un plongement, i.e. la classe H est trés ample.

Lemme 5.1.9. Soit X une variété projective et |L|x un systéeme linéaire complet. Notons ¢r, : X — PN =
P(H°(X,L)) le morphisme correspondant. Soit D € |L|x, D = ¢, (H) C X ou H C PN est un hyperplan.
Supposons que ¢1,(X) C PN ne soit pas contenue dans un hyperplan. Alors, ¢% : HO(PY,0(1)) = H°(X, L) et donc
SEHO(X, L) = HO(PN,0(k)). Si, pour les entiers naturels k et k—1, le morphisme uy : S*H°(X, L) — H°(X, L¥)
est surjectif (en particulier, si L est trés ample et X projectivement normale, c¢’est & dire ces morphismes sont
surjectifs pour tout k) alors, pour toute hypersurface frr € H°(H,O(k)) de degré k de H qui contient ¢r(D) C H,
il existe une hypersurface f € HO(PN O(k)) qui contient ¢1(X) C PN de degré k telle que fg = fiu-

Démonstration.
On a le diagramme commutatif

On déduit par une chasse au diagramme la surjectivité de HO(PN, 1, (x)(k)) — H(H, 1, (p)(k)).

On déduit de ce lemme la proposition suivante :

Proposition 5.1.10. Soit S une surface K3 dans Kg, c’est a dire polarisée par une classe ample H de degré
H? = 6. Si la classe H est trés ample, alors le morphisme ¢g : S — P* donné par le systéeme linéaire complet |H|g
plonge S comme une intersection compléte d’une quadrique et d’une cubique de P*, i.e. ¢ (S) = Vpa(f3,q).

Démonstration.

Soit C' € |H|s une courbe lisse, C = H NS C P* est une courbe canonique de genre 4 (de degré 6). Toute
courbe canonique de degré 6 est une intersection compléte d'une quadrique gy € HO(H,O(2)) et d'une cubique
fs.u € H(H,0(3)). Donc C = V(qu, f3,u) C H. D’aprés le lemme ci-dessus et le théoréme 6.1 de [63] (le systéme
linéaire H est trés ample projectivement normal) les morphismes H° (P4, I5(2)) — H(H, 1c(2)) et HO(P*, I5(3)) —
H°(H,Ic(3)) sont surjectifs. Donc il existe une quadrique ¢ € H(P*, O(2)) et une cubique f3 € H°(P* O(3)),
telles que S C V(¢) NV (f3) = Vpa(q, f3). Puisque la quadrique gy n’est pas contenue dans la cubique f3 g, la
quadrique ¢ n’est pas contenue dans la cubique f3 donc Vpa(q, f3) est bien une intersection compléte (c’est une
surface). Enfin, puisque S est une surface de degré 6, on a S = Vpa(q, f3). O

La proposition suivante met en évidence, dans des cas ou les variétés de Fano sont les éclatés d’autres variétés

de ces vari¢tés de Fano dans leurs espaces de modules K3, :
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Proposition 5.1.11. Soit C C PV une courbe connexe de degré d, tel que (C) =PN. Alors N < d+ 1 — p,(C).

Démonstration. Le théoréme de Riemann-Roch donne x(C, O¢(1)) = d+1—p,(C). On a par ailleurs x(C, O¢(1)) =
dim H°(C,0¢(1)) > N. D’ott le résultat. O

Dans la suite de ce chapitre, on s’intéresse d’abord au cas des variétés de nombre de Picard 1. En effet, on ne
voit pas de compactification naturelle dans ce cas, cependant, on regardera si le champ algébrique est représentable
(resp. coreprésentable) et on donnera une description de ’espace de modules (resp. espace de modules grossier) de
ce champ. Ensuite, on s’intéressera aux classes de déformation des variétés de Fano dont le nombre de Picard est
supérieur ou égal & 2, classifiées par Mori et Mukai.

5.2 Variétés de Fano de nombre de Picard 1

Dans ce paragraphe on s’intéresse au cas oil les variétés de Fano ont le nombre de Picard égal a 1 et I'indice
re{l,2,3,4}.

5.2.1 Variétés de Fano d’indice » = 1

Soit S une surface K3 de degré 2g — 2 telle qu’il existe une variété de Fano X; de dimension 3 de nombre de
Picard 1 et d’indice 1 contenant S en tant qu’un diviseur anticanonique. Le réseau de Picard est ZH avec I'élément
marqué p = H tel que (H)? = (H - H - p)x = 29 — 2. On dénote par F% le champ de modules de Beauville
qui paramétre de telles variétés de Fano et par f : X — ]—"g la famille universelle de sorte que la jacobienne
intermédiaire relative J f : J (X /FE) — FE est une famille lagrangienne.

Remarque 5.2.1. Lorsque les variétés de Fano sont de mombre de Picard 1 et d’indice 1 et 2 < g < 10, la
jacobienne intermédiaire relative J f : J(X JFE) — FE de la famille universelle f : X — FE du champ FE a été
étudiée par Iliev et Manivel ([3/]). Ils montrent que c’est localement une fibration lagrangienne, plus précisément
que pour b € FE et Hg = Def (X,,S) — FE, la jacobienne intermédiaire relative fyy @ Xpy — Hs est une
fibration lagrangienne (proposition 9).

Il existe pour chaque g un espace affine A de dimension N tel que toutes les variétés de Fano X; = V(I;) C
P™(resp. X 12, ps pour g = 2) contenant S C P"~! (resp. S 12 p2 pour g = 2) sont représentées par un point
t € AN, Le champ F& C [AY/G] est donc un ouvert du champ quotient de AN par un groupe G. Ce groupe
G contient une extension par G,, du sous-groupe G’ non réductif des automorphismes de P (resp. P3) fixant
P! C P" (resp. P? C P3) point par point. Il contient aussi le sous-groupe G’ des éléments qui préservent les
idéaux I; des variétés de Fano X; = Vpn (I}). La variété X; est ainsi représentée par £ € AN /G”. L’orbite d’un point
t € AN sous l'action de G représente aussi Uorbite de la variété X; = V(1) C P (représentée par £ € AN /G") sous
I'action de G’. Les automorphismes des points du champ A" sont alors les stabilisateurs G des points € AN /G"
de AN /G” dans G'. On rappelle que si un groupe agit sur un ensemble, les stabilisateurs de deux points de cet
ensemble appartenant a4 une méme orbite sont conjugués. En particulier, si Z,# € AY /G” sont dans la méme orbite,
alors G% et G:T' sont isomorphes.

Proposition 5.2.2. Le champ .7-'5” est un ouvert du champ ]-'75 décrit dans le tableau ci-dessous suivant les cas
g=2,...,10 :
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g | dim FE Description de FE

2 52 [AS7 /G, x (G3 x G| = [PP%/G2 x G,p,)]

3| 30 | [A%/G x (G x Go] = [P¥/GE x G )]

I 20 | [A®GE x (Gh x (G5 x Gon))] = [P2! x P®/Gy x (G5 % Gu)]

5 14 [A%4/G3, x (GS % G,,)] = [P7 x PT x P7/GS x G,,)]
k 3k ok

6| 10 [Alo x GL (3)/@3 x (* * *)}
00 =

7 7 P7

8 ) P>

9 3 P3

10 2 P?

Démonstration. On montre cette proposition famille par famille.
Pour fy(zo,...,z,) de degré d on note T'(fa)(Mo,---,Ar) = T(fa)(Xo,- -, Ar)(20, -+, T, Zpt1) le polynome de
degré d — 1 en (xq,...,x.41) tel que

fa(xo + MoTri1s. oy + Mexpg1) = fa(zo, oy xr) + 21 T(fa) Aoy oo s Ar) (@0, - ooy Ty Tpge1) -

g=2 : La surface S est un revétement double de P? ramifié en une sextique lisse d’équation f§(zq,z1,72) = 0 et
toutes les extensions de X; de Fano de S sont représentées sous la forme d’un revétement double de P? ramifié en
une surface sextique lisse R; d’équation

tof§ (w0, 1, 22) + 2305 (20, 71, T2, T3) = 0,

olt g5 € HY(P?,0(5)) est une forme quintique assez générique. Soit Aut g, (P?) le sous-groupe de PGL (4) laissant
I'hyperplan Hy = V(x3) C P? invariant. Les éléments de Aut g, (P?) sont les éléments de PGL (4) de la forme
Ua(xo, T1,x2,3) = (To + Aox3,T1 + A1x3, T2 + Aoz, Azx3). La classe d’isomorphisme d’un revétement double
X — P3? ramifié en R; est constituée des revétements doubles de P? ramifiés en 1y (R:). Le champ de modules
FE est donc un ouvert du champ quotient A®7/G,,, x (G2 x G,,), out G,,, X G2 x G,, agit sur Pespace affine

AT = {(to, ¢5)} par :
(@, Mo; A1, A2, A3) € G X (G2 xGyp) = (to, @5 (w0, - - -, 3)) — (ato, adsds (Y (o, 71, T2, 23))+atoT(f§ ) (Ao, - - -, A2)).

g=3 : La surface K3 S est une quartique lisse de P d’équation f{ (x,...,x3) = 0, et toutes les extensions de
Fano X; de S sont représentées par les quartiques lisses de P* contenant S = Vpa(f7 (20, ..., 73),74). De telles
quartiques ont pour équation

tofi (o, ..., x3) + zad3(x0, ..., 24) =0,

ot ¢35 € H(P3,0(5)) est une forme cubique assez générique. Soit Aut g, (P*) le sous-groupe de PGL (5) lais-
sant I'’hyperplan Hy = Vpa(z4) invariant. Les éléments de Aut g, (P*) sont les éléments de PGL (5) de la forme
¥a(zo, - -, 3,74) = (To+AoT4, - - -, T3+ N34, \a4). La classe d’isomorphisme de X; = Vpa (ff +x463) est Iorbite
{¥a(X1), ¥ € Aut g, (P*)}. Le champ de modules F& est donc un ouvert du champ quotient A%¢ /G, x (G2 x Gy,),
ot G = Gy, x (G} x G,,) agit sur I'espace affine A36 = {(to, ¢3)} par :

(a, )\0, ceey )\3, )\4) c Gm X (Gi X Gm) : (to, ¢3) — (ato, a)\4q53(1/1>\(x0, e 7I4)) —+ atoT(ff)(Ao, ey )\3))

g=4 : La surface K3 S = Vpa(qs (w0, ..., 24), f5 (20, ...,24)) est une intersection compléte d'une quadrique et
d’une cubique de P* et toutes les extensions de Fano X; de S sont représentées par une intersection compléte lisse
d'une quadrique et d’une cubique de P° contenant S = Vps (g5 (xo, ..., 74), f5 (o, ..., 24),25) donc de la forme

Xi = Vps(f3,q2) ot

fs =tof§ (zo, ..., x4) + x5002(20, .. ., 75)

g2 = t145 (o, . .., ®4) + T5P1 (0, . . ., @),
¢1 étant une forme linéaire et ¢ une forme quadratique. Soit Aut g, (P?) le sous-groupe de PGL (6) laissant I’hyper-
plan Hs = Vps (z5) invariant. Les éléments de Aut g (P°) sont les éléments de PGL (6) de la forme ¥ (o, . . . , ¥4, 75) =
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(xo+AoTs, . . ., Ta+Agx5, Asxs). La classe d’isomorphisme de Xy = Vps (f3, g2) est Uorbite {z/))\(Xt), ¥y € Aut g, (]P’5)}.
Le champ de modules F5 est donc le champ quotient de l'espace affine A% = {(to,t1, 2, 1)} produit de l'es-
pace affine des formes linéaires de dimension 6, de l'espace affine des formes quadratiques de dimension 21 et de
A% = {(t1,t2)} par le groupe G2, x (G, x (G3 x G,,)), I'action étant la suivante :

((L, b,,U/, >\Oa ceey )\4a )‘5) : (tovtlv ¢17 ¢2) € AQQ — (at07 btla a)\5¢1(¢/\($0, v ,.%‘5)) + CLtoT(QQS)()\Q, ceey )‘4>7
DAsda (Un (2o, - -, 25)) + b0 T(f5) (N0, - -+, Aa) + pultrgs + x5 (adsdr(a(xo, - -, 5)) + atoT(g5 (Mo, - - -, Aa)))))-

En effet pour f3 = tof5 + w502, g2 = t1g5 + w501 et f§ = t(f5 + x50h, ¢h = thq5 + x50, on a V(f3,q2) =
V(f},qb) C P5 si et seulement si f5 = f3 + lgz ott | = agzo + ... + asxs est une forme linéaire, si et seulement si
x5(¢’2—¢2—l¢1—a5t1q25)—(aomg—|—. . .—|—0,4.T4)t1q“29 = 0 si et seulement si apg = ... =0a4 = Oet ¢/2 = ¢2—|—a5(¢1 —|—151q2s)7
d’ou laction du troisiéme facteur G, avec u = as.

g=>5 : Les variétés de Fano X sont les intersections complétes lisses de trois quadriques ¢i, ¢ et g3 dans PS.
La surface K3 S = Vps (7 (w0, - - ., 75), 45 (0, - - -, 25),q5 (To, . .., T5),T6) est une section de X par une hyperplan.
Toutes les extensions de Fano X; de S sont représentées sous la forme X; = Vps(q1, g2, q3), ot

@i = tiq? (%o, ..., x5) + 26; (2o, - . ., Tg)

pour i = 1,2, 3, les ¢; étant des formes linéaires. Soit Aut g, (P%) le sous-groupe de PGL (7) laissant ’hyperplan Hg =
Vpe (w6) invariant. Les éléments de Aut g, (P%) sont les éléments de PGL (7) de la forme 9 (o, - . ., o5, 26) = (70 +
A0Zes - - -, L5+ As5Z6, AeZg). La classe d’isomorphisme de X; = Vps (q1, g2, ¢3) est U'orbite {w)\ (Xt), ¥ € Aut g, (Pﬁ)}.
Le champ de modules F5 est donc le champ quotient de A%* par G2, x (GS x G,,), 'action étant la suivante :

(a, b, C, )\0, ey )\5, )\6) . ((t17t27t3,€1,€27€3) S A24 — (ath th,Ctg,G)\(;gl (¢] ¢)\ + atlT(qf)()\o, ey )\5)7
bAslz 0 Y + btaT(g5) (Mo, -+, As), Asla 0 Px + ct3T(q5) (o, - -, As)))-

En effet, pour ¢; = t;q¢7 + w6l; et ¢\ = t'q? + x6ll, Vis(q1, g2, q3) = Ves (¢}, ¢4, q5) si et seulement si ¢} = ¢;.

g=6 : Les variétés de Fano X sont les sections X = V(h1,h2,q5,Ic:) = Gr(2,5) N Hy N Hy N Qg C PY de la
grassmanienne par deux hyperplans H;, Hy et une quadrique Qg. La surface K3 S = V(hy,ha, h3,q5, Ic:) =
Gr(2,5)NH NHy;NH3zN Qg C PY est une section de la grassmannienne par trois hyperplans Hy, Hy, H3 et une
quadrique Qg . On note hq, ha, hs les formes linéaires et qg? la forme quadratique respectives. Toutes les extensions
de Fano X; de S se représentent sous la forme X = V(hy, ha, s, Ig:) C P?, ol §g = qSS + hso1(zo,...,29), la
forme linéaire ¢; dépendant de 10 parameétres. La fixation de S détermine les h; modulo 'action du groupe linéaire
GL (3), donc le champ de modules F, 5” est le champ quotient

{Alo x GL (3)/@3 . ((I) (I) Z)]

par ’action suivante :

* * *
(1,2, M) € GEx | % % x| 1 (¢1,(h1,ha,h3)) — (¢1 + p1h1 + poho, (hi,ho,hs) - M™Y.
0 0 =«

g="17 : Les variétés de Fano X sont les sections linéaires de la variété spinorielle $19, plongée dans 'espace projecti-
visé des demi-spineurs P'®, par un sous-espace linéaire Ag de dimension 8. Ici Y5g—2 C P9+7—2 désigne une extension
de S de dimension maximale, notée n, de sorte que S s’obtienne de X3, _, comme une section linéaire transversale. La
surface K3 S est une section de $19 par un sous-espace linéaire A7 de dimension 7, et S = A;NX1 € X = AgNXiY
si et seulement si A7 C Ag.

g=38 : Les variétés de Fano X sont les sections linéaires de la grassmannienne Gr (2,6) = X%,, plongé dans P &
la Pliicker, par un sous-espace linéaire Ag C P!* de dimension 9. La surface K3 S est une section de ¥§, par un
sous-espace linéaire Ag de dimension 8,et S = Ag N, C X = Ag N X§, si et seulement si Ag C Ag.
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g=9 : Les variétés de Fano X sont les sections linéaires de la grassmannienne lagrangienne LGr (2,6) = X5 dans
son plongement naturel dans P'3 par un sous-espace linéaire Ay C P'3 de dimension 10. La surface K3 S est une
section de £¢; C P'3 par un sous-espace linéaire Ag de dimension 9, et S = Ag N X% C X = Ajp N XY si et
seulement si Ag C Aqp.

g=10 : Les variétés de Fano X sont les sections linéaires de I'orbite minimale %93 du groupe exceptionnel G5 dans
le projectivisé P'? de 'algébre de Lie gy par un sous-espace linéaire Ajg C P'? de dimension 10. La surface K3 S
est une section de X33 C P'3 par un sous-espace linéaire Ag de dimension 9, et S = Ag N Xfg C X = Ayg N X si

et seulement si Ag C Aqg.
O

Remark 5.2.3. La seule variété de Fano de la série principale exclue dans la proposition 5.2.2 est Xo2. On ne la
considére pas car sa jacobienne intermédiaire est nulle.

Proposition 5.2.4. (i) Pour 3 < g <5, les champs FE& sont de Deligne-Mumford car le groupe des automor-
phismes d’un point du champ est fini et réduit.
(i) Pour g =3 et g =4, les champs ]-"g' ne sont pas représentables car certains points de ces champs possédent
des automorphismes non triviauz.

Démonstration.

(i) : Pour 3 < g < 5, les variétés de Fano sont des intersections complétes lisses X C P97L. Cela résulte alors de
|

(i) : g=3. Soit t € A3® les automorphismes de X; = V(fs) C P? constituent le stabilisateur G; de t dans

G = G? x G,,. Considérons la quartique

fap = ff + za(zaqy(zo,. .., x3) + 372}) = ff(xo, cox3) + wZQb(ﬂco, S, a3) F ZC?;

contenant S. Le stabilisateur Gy de la quartique lisse X; = V(fy;) C P* contient 1’élément d’ordre deux (=1,0,...,0)>
donc est non trivial.
g=4. Soit t € A%, les automorphismes de X; = V (f3;, q2¢) C P® constituent le stabilisateur G% det € A? /G2, xG,

dans G’ = Aut g, (P°) = G x G,,. Considérons I'intersection compléte lisse
Xy = V(g5 (w0, ..., xa), [5 (0, ..., w4) +28) C PP

contenant S. Alors I'élément d’ordre trois ¢(.2ix/3 o . o) appartient au stabilisateur G/Z de t dans G’ qui est donc

non trivial.
O

La proposition suivante concerne la jacobienne intermédiaire d’une variété de Fano de dimension 3 d’indice 1
et de nombre de Picard 1 :

Proposition 5.2.5. (i) [5/, Theoréeme 8] Soit X une variété de Fano générale de dimension 3, d’indice 1,
de nombre de Picard 1, de genre g et telle que le schéma de Hilbert des coniques Fy(X) est lisse. Alors la
correspondance d’incidence I'y C Fo(X) x X induit un isomorphisme

[a. Alb Fp(X) = J(X).
(ii) Dans le cas g=38, X = V(f4) C P* est une quartique lisse et on a un isomorphisme
Clzo, ..., 24]3/(0p, 1) = H>'(X).

(iii) Dans les cas g=4 et g=35, la proposition 5.2.8 donne une description alternative de la jacobienne inter-
médiaire des variétés de Fano de ces genres : la jacobienne intermédiaire d’une intersection compléte lisse
X =V(f3,q) C P> d’une quadrique et d'une cubique est un quotient d’une variété de Prym généralisée par
une variété de Prym, et la jacobienne intermédiaire d’une intersection compléte lisse X = V(q1,qa,q3) C PS
de trois quadriques est une variété de Prym.
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La preuve de la proposition 5.2.6 ci-dessous se trouve dans le livre de C.Voisin [79].

Proposition 5.2.6. Soit X =V (f4) CP", ou fy € H(P™,O(d)) = Clzo, ..., Tn]d, une hypersurface de degré d.
(i) L’espace tangent Tt,Opgrin)(fa) C H(P",0(d)) a lorbite de fq sous laction de PGL(n) est le sous-espace
affine engendré par les éléments de degré d de lideal jacobien Jy, = (Ogy fd, - - -+ 0z, fa) C Clzo, ..., xx] :

TfOPGL(n)(f) = <']?d> = <$Oangda ce 7$naxofd7 200z, fd, - - - 7$naxn fd>

Ainsi si (ME,..., M2) est une base du C-espace vectoriel Clxy, . .. ,xn]d/(JJild), alors le sous-espace affine
A" = fg+ (M, ..., M%) C H(P",0(d)) est une transversale a l’orbite, paramétrant la famille

X=V(fa+> MM CA" xP" — A",

i=1
(ii) On a un isomorphisme Clxo, ... ,xn]p+q+pq/(J§c’:'q+pq) = HPolma( X)),

La proposition suivante montre que dans le cas g=3 et S = V(2§ + a1 +23 +23, 14) C P4, la forme symplectique
sur la jacobienne intermédiaire relative du champ F g ne se reléve a une forme symplectique sur aucune résolution
de singularités de ’espace de modules grossier de la jacobienne intermédiaire relative a cause de la présence de
singularités. Remarquons aussi qu’au voisinage de tels points la jacobienne intermédiaire relative champétre reste
lisse, tandis que son espace de modules grossier acquiert des singularités quotients.

Proposition 5.2.7. Soit S =V (z¢ + a2t + 23 + 23, 24) C P4 Soit s € FE le point correspondant a la classe d’iso-
morphisme de X =V (f1s) C P4, ot f1s = g +ai+a3+23+27 ; alors Aut (X,) = (¥), oy € Aut g, (P?*) est l'au-
tomorphisme d’ordre 4 donné dans les coordonnées (xo, ..., x4) par la matrice diag (1,1,1,1,7). Soit (M, ..., Msp)
une base de Clzo, ..., x4]3/Js,,. Alors le sous-espace affine

A0 = fi 4 (x4 My, ... x4 Msg) € HO(P*, 0(4)),

qui est lintersection de la transversale a la PGL (5)-orbite de fis dans HY(P*, O(4)) (cf. proposition 5.2.6,(i)) et
du sous-espace vectoriel Ts = HO(P* Ts ® O(4)), est la transversale & la Aut g, (P*)-orbite de fis dans Ts. Soit
By € A% = {(\1,...,A30)} un ouvert de cette transversale au voisinage de fy suffisamment petit, de sorte que
faxr = fas + 24 2?21 NiM; soit lisse et que le morphisme By; — Fg, donné par la famille

Xp, = V(f1,) C Bs x P* = B,

soit une carte étale de ce champ. Alors la forme symplectique sur la jacobienne intermédiaire relative J(Xp,/Bs) —
Bs ne se reléve pas au voisinage de s en une forme symplectique sur une désingularisation du quotient

J(XB,/Bs)/ () = Bs/ ().

Démonstration. Le stabilisateur G5 de s est un sous-groupe d’ordre 4 engendré par 'élément @ : (zg,...,z4) —
(wo,21,...,iz4) de Aut g, (P*). Localement analytiquement, la forme symplectique sur Jp, = J(Xp,/Bs) — Bs
s’écrit par w = > dA\; A dn;, ol n; sont les coordonnées de 'espace tangent de J(X;). Cette forme est par dé-
finition invariante par 'action de G,. Le sous-espace propre de valeur propre —i, engendré par les M; qui sont
des multiples de 22, i.e. x3xq,...., 2323, est de dimension 4; celui de valeur propre i, engendré par les M; non
divisibles par x4, est de dimension 16, et celui de valeur propre —1, constitué des M; divisibles par x4 et non par
x3, ie. xqzizy, 0 < i < j < 4, est de dimension 10. Donc le lieu singulier de B;/(¢)) est de dimension 10. Ainsi
la forme symplectique w sur Jp, — Bs ne se reléve pas en une forme symplectique au-dessus d’une désingulari-
sation de B,/(y), car codim (Jp, /{¢),sing (Jp,/{¢))) = 2dim (Bs/{¢)) — 20 = 40 est strictement supérieure a
$dim (Jp, /() = dim (B, /(1)) = 15 (voir prop. 3.3 dans [23]). O

Dans les cas g=4 et g=5, on a la description alternative suivante de la jacobienne intermédiaire relative.
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Proposition 5.2.8. (i) g=4 : Soit S = V(f30,q0,70) C P°. Soit B C T = A%" ouvert représentant les
intersections complétes d’une cubique et d’une quadrique, contenant S, qui sont lisses. Il existe un ouvert B°
de B et un revétement fini B® — B°, au-dessus duquel la jacobienne intermédiaire relative J( BO/B") — B
est un quotient d’une famille dont les fibres sont des variétés de Prym Prym (At, A,) de revétements doubles
au-dessus d’hypersurfaces Ay C P' x Hsy, ot Hy; C P° est un 3-plan, par une famille dont les fibres sont

des variétés de Prym Prym (C’t, Cy) de revétements doubles au-dessus de courbes Cy C Hz NV (xg).
(ii) g=5 : Soit S = V(q1.0,92.0,93.0,70) C P°. Soit B C T = A% l'ouvert représentant les intersections
compleétes de trois quadriques contenant S qui sont lisses. Les fibres de la jacobienne intermédiaire relative
J(Xp/B) — B sont les variétés de Prym Prym (Cy, Cy) de revétements doubles au-dessus de courbes Cy C P2,

Démonstration.

(i) : Soit X = V(f3,q) C P° contenant la surface K3 S = V(f30,qo,z0) C P°. Les cubiques de P® contenant X
sont paramétrées par le sous-espace linéaire Ag(X) = {f3; = tofs +lig} C P(SE), ot I, € S} parcours les formes
linéaires. On consideére alors le pinceau de cubiques Ay (X) = {f3: = tofs + t1z0q} C Ag(X) contenant X, et :

— p1: Z =V(tofs +t120q) C P x P5 — P!, la restriction de la premiére projection qui est le fibré en cubique
correspondant,

— pa2: Z =V(tofs+t120q) C P! x P> — P5, la restriction de la seconde projection qui s’identifie & 1’éclatement
de P5 en le lieu de base V(f3,20q) = X UK C P? du pinceau, ou K = V(f3,79) C P est une cubique,

— la surface K3 S" = V(to, f3.0,490,20) = V(to, f3,q,m0) C Z C P! x P? contenue dans Z, de sorte que po
induit un isomorphisme, noté encore ps : S” = V(to, f3.0,q0,%0) = V(to, f3,q,20) — S = V(f3,0,q0,%0) =
V(fg,q,xo) =XNK CP°.

On a sing (Z) C V(f3,20q) C P! x P°. Pour f3 et q génériques, sing (Z) = S'.

On a ainsi la famille

Z =V(tofs +t1xoq) C PP x P° x T — T9,

ott pour t' € T py : Zy = V(tofsw + tizoqr) C PP x P> — P! est un fibré en cubiques et S = S’ =
V(to, f3,0, 90, 0) C 2. ) )

On considére un sous-schéma TS C F;(X/T?¥) — T, tel que le morphisme T — T est génériquement fini,
et les changements de base suivants :

— X =V(fs, )C]P’5><TS—>TS et

— Z V(tofg + tll'oq) c P! x P5 x TS — T~'S

11 existe alors une famille de droites de P%, notée L, telle que :

— LCXCPxTS - TS, ot pour t' € TS, Ly =l est une droite contenue dans Xy = V(fser,qr) C P,

— P'xLCZ CP' xP°xT"S - P x T'S est une droite relative contenue dans la famille de cubiques.

Cette derniére famille est singuliére. On utilise la désingularisation en S’ x TS proposée par Otwinowska ([63]) ;
la famille Z — TS devient alors lisse pour t' € T S générique, puis on effectue ’éclatement en le transformé strict
de P! x £ C Z. Ainsi on obtient la famille )

Zges — Z — TS,

La projection linéaire relative depuis £ C P% x TS sur un sous-espace linéaire relatif H C P® x Ts , de dimension
relatif 3, donne alors le morphisme

k:Zge— ZCP xP’x TS - P! x H.

Pour ¢ € TS générique, Zyes v = Zaes est lisse, et le morphisme ky : Zges s — Z C P x P> — P x Hzy de
projection linéaire depuis Iy = Ly sur Hzy C P5 est alors génériquement un fibré en coniques.

Pour ¢’ € TS générique, Xy = V(farr,q) CP° et K] = V(fay,x0) C P° sont lisses et on a J(Xyp) & J(Ky) —
J(Zdes,t’ ) .
(ii) : Pour X = V(q1,q2,q3) C P contenant S, on considére le fibré en quadriques p; : Z = V (t1q1 +taqa +13q3) C
P? x PS — P2, Le morphisme py : Z C P? x P — P® induit par la deuxiéme projection s’identifie & 1’éclatement
de P® en X. La surface K3 5" = V(t1,t2,q1.0,92.0, 43,0, o) = V (t1,t2,q1, g2, q3, o) C P? x PS est contenue dans Z,
et po induit un isomorphisme, noté encore py : 8" = S.
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On a la famille Z = V (t1q; + taga +t3q3) C P2 x P® x T% — T dont la fibre au-dessus de ' € T est un fibré
en quadriques Zy = V (t1qiy + tagoy + taqze) C P? x PO, contenant la surface K3 S = S'.
Pour ¢’ € B, les fibres X/ et Z; sont lisses, et on a un isomorphisme J(X;) = J(Zy).
L]

5.2.2 Variétés de Fano d’indice r = 2
Famille de degré (—Kx)? =8

Les variétés de Fano X sont obtenues comme revétements doubles 7 : X — P(2,1,1,1), de léclatement
]fD(Q, 1,1,1), de l’espace projectif a poids P(2,1,1,1) en son sommet v. Ces revétements sont ramifiés en un diviseur
lisse R € |Op(2,1,1,1)(6)| ne passant pas par v. Les éléments de |Op(z,1,1,1)(6)| sont les sections R = P(2,1,1,1)NK C
P5 de D10sa1 1y @) P P(2,1,1,1) = P® par les cubiques K € |Ops (3)| de P5. Il n’y a, 4 isomorphisme prés, qu'un seul
revétement double de P(2,1,1,1) ramifié en un diviseur R donné comme ci-dessus. Ces variétés de Fano peuvent
également étre vues comme les hypersurfaces X = V(t2 — fo(xq, 21, 72,73)) C P(3,2,1,1,1) de degré 6, ot on
note les coordonnées de 'espace projectif a poids par (¢, o, ..., z3). On ne connait pas actuellement de description
géométrique de la jacobienne intermédiaire de V.

Proposition 5.2.9. (i) Pour le fibré anticanonique de X, on a —Kx = 7°€¢*Op(2,1,1,1)(2), oti € : @(2, 1,1,1) —
P(2,1,1,1) est le morphisme d’éclatement. De plus, dim |- Kx| = dim |Op(2,1,1,1)(2)| = 7. Donc une surface
K3 S € | — Kx| est donnée dans P(3,2,1,1,1) par les équations du type suivant : S = %(3’2,1’1’1)(1?2 —
fe(wo, 1,22, 23), q2(T0, T1, T2, 23)).
(i) Pour une surface K8 S = V(t2 — f§(x0, 71,72, 73),¢5 (20, 21, T2, 73)) C P(3,2,1,1,1) fizée, l’espace de
modules ]-'55 est un ouvert de P?L.

Démonstration. (i) : Soit m : X — P(2,1,1,1) le revétement double ramifié en R € 0 2,1,1,1)(3H)|, ot H =

Op(2,1,1,1)(2). Calculons le fibré canonique de X. L’éclaté P(2,1,1,1) admet une structure d’un fibré projectif p :
]f”(2, 1,1,1) — P? au-dessus de P2. Dans cette représentation, la classe H est celle du fibré en droites O@,(Q 1,1,1)/P2 (2)

etona —Kp, 1) =2H+L, ou L = p*(Op2(1)). Notons que Pic (P(2,1,1,1)) est de rang 2, mais Pic (P(2,1,1,1)) =
Z[2L] est de rang 1, de plus, H = 2L € Pic (P(2,1,1,1)) est la classe d’une section hyperplane du cone de Veronese
P(2,1,1,1) < PS Donc, Kx = T (Kp(p11,1)) +27"H — 7"l = n*H. Enfin (X, -Kx) = x(X,-Kx) =
1/2(-Kx)*+3=8/2+3=17=h"(P(2,1,1,1),0(2)). Ceci prouve (i).

(ii) : Fixons une surface K3 S = V (t2 — f§(zo, 71, T2, 3), ¢5 (T0, 71, T2, 73)) C P(3,2,1,1,1). Toutes les extensions
de Fano de S sont représentées par X = V(fq(t, o, x1, x2,23)) C P(3,2,1,1,1), on

folt, w0, w1, w2, 23) = Ao (> — f (w0, 21, T2, 3))+
3
g (w0, 1, w2, x3). (123 + tz Aixi + o Z AijTi%j + fa(z1, 22, 23)).

i=1 1<i<j<3

Famille de degré (—Kx)? =16

Les variétés de Fano de ce type sont les revétements doubles de P? (appelés solides doubles) ramifiés en une
quartique Ry € |4H| de P3. Le revétement associé est noté 7 : X — P3. Pour une quartique Rg = V(fy) C P3, il
n’y a, & isomorphisme prés, qu'un seul revétement double de P3 ramifié en Ry. Il peut étre donné par I’équation
23 — fa(zo,...,w3) = 0 dans P(1,1,1,1,2) et est muni de la projection sur 'espace projectif correspondant aux
quatre premiéres coordonnées. Le systéme linéaire complet [Op(;,1,1,1,2)(2)| de dimension 11 définit un plongement
¢:P(1,1,1,1,2) < P qu’on donne en coordonnées par les formules t = x4, 245 = 2325, 0 < ¢ < j < 3. Les variétés
de Fano X sont donc obtenues comme sections de P(1,1,1,1,2) C P! par les quadriques Q C P'°, ’équation de @Q
dans P'0 étant de la forme ¢ + tl(z;;) + q(z;;) = 0. Une telle X posséde un revétement double sur P? de diviseur
de ramification V (I*(z;z;) — 4q(ziz;)).
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Proposition 5.2.10. (i) On a —Kx = 7*(2H), mais dim | — Kx| = 11 = dim |2H|ps + 1. Une surface K3
S €| — Kx]| est une intersection S = P(1,1,1,1,2) N Q N H, ot H est un hyperplan de P1°.
(ii) Si on fize une surface K3 S =P(1,1,1,1,2)NQ N H C P9, l'espace de modules F£, de dimension 10, est
un ouvert du champ quotient [A*2/G,, x G,] de l’espace affine A'2.

Démonstration.

(i) : On a Kx = n*(—4H) + [R] = —4H' + [R] = —2H’ € Pic(X), oa H = #*H et R = 1/27*Ry = 2H'.
De plus, h°(X,—Kx) = x(X,—-Kx) = 3(-Kx)?>+ 3 = 8+ 3 = 11. La classe canonique est —Kx = Ox(2) =
Op(1,1,1,1,2)(2)]x. Le morphisme ix : H°(P(1,1,1,1,2),0(2)) = H°(X,—Kx) est un isomorphisme d’espaces
vectoriels de dimension 11, ix : X < P(1,1,1,1,2) étant le plongement fermé. La surface K3 est donc l'intersection
de X avec un hyperplan de P! = PHO(P(1,1,1,1,2),0(2)).

(ii) : Fixons maintenant une surface K3 S = P(1,1,1,1,2) N Q% N H C P1°. Toutes les extensions de Fano de
S sont représentées sous la forme X = Q NP(1,1,1,1,2), ot Q@ = V(q) C P est une quadrique donnée par
q = hol(t,z;j) + tog® (R est la forme lindaire associée & H¥ et I(t,x;;) est une forme linéaire de P1°). Ainsi
FE c [A?/G,, x G,] est un ouvert correspondant aux intersections complétes lisses et G, x G, est le sous-groupe
des automorphismes de P9 fixant H® point par point et laissant P(1,1, 1, 1,2) invariant, I’action étant la suivante :

G X Gg > (A, ) & (t,245) = (Mt + ,uhs, ATi5).

O
Famille de degré (—Kx)? = 24
Les variétés de Fano de cette famille sont les cubiques lisses X = V(f3) C P4
Proposition 5.2.11. (i) Si S € | — Kx|x est une surface K3 contenue dans X en tant que diviseur antica-

nonique, alors S = X NQ C P4, ot Q est une quadrique, et S € Kg. Les surfaces K3 obtenues comme une
intersection compléte d’une quadrique et d’une cubique sont génériques dans Kg.

(ii) Si on fize une surface K3 S =V (fs,q) C P* dans Kg, le champ de modules F& est un ouvert B de l’espace
projectif P(H°(P*,Zs ® O(3))) = P°.

Démonstration. (1) : Ona Kx —2H = —20x(2) € Pic(X). Soit S € | — Kx| = |2H|. D’aprés la proposition 5.1.4,
X est projectivement normale. Donc S = QN X = V(f3,q) C P*, ot Q = V(q) C P* est une quadrique. Si S est
lisse, c’est une surface K3 primitivement polarisée par H de degré 6. Elle appartient a ’espace de modules K.

Soit S une surface K3 générique de Kg. Alors Pic (S) = Z[H] avec H? = 6, donc d’aprés Saint-Donat, H est
trés ample. La proposition 5.1.10 dit alors que I'image du plongement ¢ : S < P* est une intersection compléte
d’une quadrique et d’une cubique.

(ii) : Fixons maintenant S = V(f3,q) C P* dans Kg. Si S est générique, Pic(S) = NS1(S) = Z[H] est de
rang un. On a S = V(fs3,q) C X' = V(f}) si et seulement si f} = Afs + lg, ou |l € Clzg,...,x4] est une forme
linéaire et A € C. Les cubiques X; = V/(f3;) C P* contenant S sont donc paramétrées par t = [to,...,t5] € P° avec
f3t = tofs + (tizo + ... + ts24)q. On obtient la famille compléte des cubiques de P4 contenant S, qui est donnée
par

f:X =V(fs) CP° xP* = PP,

ott pour t € P°, X; = V(f3;) C P* contient S. Soit B C P I'ouvert de lissité de f. Un isomorphisme entre X; et X,
t € B, s € B, qui fixe S point par point, se reléve en un automorphisme PGL(5) de P* qui fixe S point par point,
car cet isomorphisme envoie H; € Pic (X;) sur Hy € Pic (X,). Comme (S) = P*, il n’y a pas d’automorphisme de
P* non trivial qui fixe S point par point. Donc X; = X, C P*. Ainsi B = F, é?' est I’espace de modules du champ
F g et fg : Xp — B est la famille universelle associée. O

Famille de degré (—Kx)? = 32

Les variétés de Fano sont les intersections complétes lisses X = Q1 N Q2 = V(q1,q2) C P° de deux quadriques,
et la surface K3 S = Q1 N Q2N Q3 C P? est une intersection compléte lisse de trois quadriques.
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Proposition 5.2.12. Supposons S générique. Alors l’espace de modules ]-'fq% est un ouvert B de P2, et la jacobienne
intermédiaire relative de la famille universelle fp : Xp — B admet une compactification symplectique h : Jo.5 —
P2, dans laquelle J2 5 est un espace de modules de faisceaur de torsion sur une autre surface K3 S associée S,
et h est Uapplication du support.

Démonstration.

Les trois quadriques Q1, @2, @3 engendrent un réseau de quadriques W = P2, et S est le lieu des points de
base de W. Les intersections complétes X de deux quadriques contenant S sont les lieux de base des pinceaux de
quadriques, contenus dans le réseau W, et correspondent donc aux droites du plan W, c’est & dire aux points du
plan dual W*. On note par B la partie ouverte de W* ~ P? paramétrant les intersections complétes lisses. Du fait
que S est générique, ni S, ni aucune des variétés de Fano X paramétrées par B n’a d’automorphismes non triviaux.
Donc B représente le champ de modules F. g, et les variétés X, L € B, forment une famille universelle Xz — B
des extensions de Fano de S.

Soit maintenant L € B une droite de W, et X, I'extension de Fano de S correspondante. D’aprés Narasimhan—
Ramanan [57], la jacobienne intermédiaire J(Xp) est canoniquement isomorphe a la jacobienne d’une courbe Cp,
de genre 2 associée & X,. Cette courbe est définie par le revétement double de L apparaissant dans la factorisation
de Stein F»(Qr/L) — Cf 2L L ~ P!, o F»(Qr/L) — L désigne la famille des plans P? contenus dans les
quadriques de dimension 4 qui sont les fibres du pinceau de quadriques Qr, /L (voir aussi [58] pour I'interprétation
de X comme un espace de modules de fibrés vectoriels sur Cy, et [67] pour une généralisation aux quadriques de
dimension quelconque).

On peut relativiser ce résultat classique sur toute la famille des variétés Xy a la fois de fagon évidente : on
définit la surface S par le revétement double apparaissant dans la factorisation de Stein F(Qu /W) — S 2L W de
la famille relative Fy(Qw /W) des plans dans les quadriques du réseau Quw /W. Pour un point w € W représentant
une quadrique lisse @, le schéma de Fano F(Q,,) des plans dans @, est formé de deux composantes disjointes
isomorphes a IP3, et si w appartient & la courbe discriminante Ay C W, qui paramétre les quadriques singuliéres
du réseau, F(Q,,) est connexe. L’hypothése de généricité de S, et donc de Quw /W, entraine, que A est une sextique
lisse de W et que @, est un cone quadratique non dégénéré, de sorte que F(Q,,) est une seule copie de P3, pour
tout w € A. La surface S est dans ce cas une surface K3 revétement double du plan W ~ P2 ramifié en la courbe
sextique lisse A. Notons 7 : S 25 W ce revétement double.

Les courbes Cr, = n~ (L), lorsque L parcourt les droites de W, forment le systéme linéaire complet C — |C| =
W* ~ P2 ol on a noté par C une de ces courbes, et on a I'isomorphisme canonique J(Xp/B) — Jo.s = J(Cp/B),
ou la premiére jacobienne est la jacobienne intermédiaire relative, et la seconde est la jacobienne relative de la famille
de courbes lisses Cp — B. Cette derniére jacobienne est un espace de modules relatif de faisceaux sans torsion de
rang 1 sur les fibres de la famille Cg/B. Puisque c’est une famille de courbes dans S, par la propriété universelle
de l'espace de modules, il existe un morphisme naturel de J(Cg/B) vers un espace de modules de faisceaux de
dimension pure 1 sur S , qui n’est autre que MSC(O, [C],—1). Le choix du réseau de quadriques W étant générique,
toutes les courbes de |C| sont irréductibles, et le second espace de modules est lisse a cause de 'absence de faisceaux
strictement semistables. Puisque le morphisme entre les deux espaces de modules est bijectif, et que le second espace
de modules est lisse, le morphisme est un isomorphisme. La projection sur W* est la fibration lagrangienne naturelle
donnée par 'application du support d’un faisceau. On a obtenu, de cette facon, une compactification naturelle de
la fibration lagrangienne de jacobiennes intermédiaires :

h:Jas=MS(0,[C],~1) - W* ~ P2 [£]+— Supp L.

Remarquons qu'ici J2 5 est une variété symplectique irréductible lisse, équivalente par déformations a S (21,

Famille de degré (—Kx)? = 40

Il n’y a qu’'une seule classe d’isomorphisme de variétés de Fano, d’indice 2, de nombre de Picard 1 et de degré
5. C’est une section X = AgNGr (2,5) C P? de la grassmannienne Gr (2,5) C PY par trois hyperplans. Dans ce cas
h?1(X) = 0, par conséquent il n’y a pas d’intérét a 1’étudier.
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5.2.3 Variétés de Fano d’indice r = 3 ou 4
Famille de degré (—Kx)? = 54

Il n’y a qu’une seule classe d’isomorphisme de variétés de Fano d’indice 3 : c’est une quadrique lisse de P*, dont
la jacobienne intermédiaire est nulle ; par conséquent, il n’y a pas d’intérét a ’étudier.

Famille de degré (—Kx)> = 64

Il n’y a qu’une seule variété de Fano d’indice 4 : c’est ’espace projectif P3, et sa jacobienne intermédiaire est
nulle.

5.3 Variétés de Fano de nombre de Picard > 2

5.3.1 Les éclatés de P? en une courbe lisse connexe

Dans ce paragraphe, on considére les éclatés X de P? en une courbe lisse connexe C. On note € : P}, — P?
le morphisme d’éclatement, Quot ps (Ops, Pc) le schéma de Hilbert de P? dans lequel varie la courbe C et C C
Quot ps (Ops, Po') xP? la correspondance d’incidence. Soit 7 un entier positif et p : P> xP" — P3 la projection, de sorte
que, pour toute courbe C’ € Quot ps(Ops, Pc), le morphisme d’éclatement se factorise par € : P3, < P3 x Pr & p3
(cf. lemme 5.1.7).

Lemme 5.3.1.

(i) Un isomorphisme ¢ : X = P3¢ = X' = P3¢, oo C C P3 et C' C P? sont des courbes connezes lisses qui ne
sont pas des sextiques de genre 3, descend a un automorphisme ¢ de P3 tel que ¢(C) = C', c’est a dire que les
contractions € : X — P3 et € 0 ¢ : X — P3 sont équivalentes, € : X — P3 et € : X' — P3 désignant les éclatements
de départ de centres C, C' respectivement.

(i) L’assertion du point (i) est encore vrai si C est une sextique de genre 3, sous ’hypothése supplémentaire que X
contienne un diviseur anticanonique lisse S tel que € et € o ¢ induisent un isomorphisme de S sur son image.

Démonstration. Cette question d’unicité de représentation d’une variété de Fano comme ’éclatement d’une autre
variété de Fano a nombre de Picard plus petit se pose pour plusieurs entrées des tables de Mori-Mukai. Ces tables
contiennent effectivement la réponse : la derniére colonne des tables 2-4 de [46] donne la liste des autres variétés de
Fano, dans lesquelles on peut éclater une courbe pour obtenir la variété en question, chaque variété étant répétée
autant de fois qu’il existe d’éclatements non-équivalents. En scrutant la derniére colonne des tables 2-4, on apercoit
que seulement ’éclaté P3 en une sextique de genre 3 admet deux contractions non équivalentes sur P2, et dans
ce cas on recourt a Uinvariance de S. Puisqu’on ne trouve pas la démonstration de cette assertion dans [16], nous
donnons les détails de cette démonstration ici. En fait, ce type de raisonnement, bien qu’on ne le trouve pas dans
la littérature en 'application & P3, a été utilisé par plusieurs auteurs pour I’étude d’isomorphismes birationnels
entre des variétés de Fano, voir par exemple, 73], [64]. Nous donnons une démonstration détaillée pour P3, et dans
les autres cas ou bien nous indiquons des modifications & faire lorsqu’on applique la méme méthode, ou bien nous
mentionnons la référence au résultat de Mori-Mukai.
(i) Soit donc €; : X — P3 et ea : X — P? deux contractions non équivalentes qui contractent deux diviseurs
exceptionnels distincts F7 et Ey sur deux courbes connexes lisses C; et Cy respectivement. La variété X contient
alors :

— les classes amples H; = €f¢1(Ops(1)), 4 =1,2, et

— deux diviseurs E; = ¢ 1(C;), i = 1,2,
qui sont tous les deux des surfaces réglées lisses admettant des fibrations £y — Cy, E5 — C5 de fibres générales
f1, respectivement f5. Ces fibres satisfont aux propriétés f1 ~ fo P!, Kx - fi= -1, H; - f; =0, E; - f; = —1.

Ainsi —Kx =4H; — Fy = 4H5 — E5 € Pic(X). On a les formules suivantes :

Ef = —€;C; + (deg Nci/PS)fia
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—E? =deg Ng,/ps = 29(C;) — 2 + 4deg (C;).
On calcule :
~K% = (4H; — E;)® = 64 — 8deg (C;) + 29(C;) — 2.
Puisque h*2(X) = ¢g(C;), on en déduit que
9(C1) = g(Ca) = g, deg (Ch) = deg (Ca) = d.
Puisque Pic (X) = Z[H;] @ [E;] (i = 1,2), il existe k,I,m,n € Z tels que

Hy, =FkH —IE;
E2 :mHl—nEl.

De plus, on a k,l,m,n > 0. En fait, I > 0, car | = Hs - f; = deg (e2(f1)), et alors k > 0, car dans le cas contraire
H; ne serait pas effectif. Puis n = f; - E5 > 0, car f; n’est pas contenu dans Fs, et alors m > 0 par Ueffectivité de
Es5. Puisque (H1, E1) et (Hs, E5) sont deux bases du méme réseau, on a kn —ml = £1. On en conclut que

H1 ZTLHQ —lEQ
E1 :mHg 7kE2

et kn — ml = 1. Finalement, on a :
— —1:Kx-f1 :(—4H2+E2>~f1 =—4l+n, d’oﬂn=4l—1>0,
— —1=Kx-f2:(—4H1+E1)~f2 donnek=4l—1>0,
— m =16l —8 > 0.
En exprimant la relation H22 - E5 = 0 en fonction de H; et de E7, on obtient :

0=Hi Ey= (kH, —1E))? - (mH, — nE;) = k*m — [(2k* + ml)d + 2kI*v, (5.3.1)

oll on a noté 2v = 2g — 2 + 4d. Donc [ divise k?m. On a k = 41 — 1, donc k et [ sont premiers entre eux et [ divise
m =160 — 8. Dot | € {1,2,4,8}. On utilise maintenant la relation H3 =1 :

1= H3 = (kH, —1E)® = k* — 3ki*d + 21%v. (5.3.2)

Si 2 divise [, alors (5.3.2) entraine que k* = 1 mod 4, ce qui est faux puisque ¥ = 4/ — 1 = —1 mod 4. On
en conclut que la seule valeur possible est [ = 1. Ainsi [ = 1, k = 3, n = 3 et m = 8. L’équation (5.3.2)
devient 1 = 27 — 5d + 2g — 2, d’ou g = %d — 12. Remarquons maintenant que les relations Hy - fo = [ = 1,
E; - fo = 4l — 1 = 3 entrainent que la famille des courbes €;(f2) est celle des droites trisécantes a Cy. D’aprés
la géométrie énumérative [30], une courbe lisse de P? posséde un nombre de quadrisécantes, le degré de la classe
virtuelle des quadrisécantes dans la grassmannienne Gr (2,4) étant - (d —2)(d — 3)*(d —4) — 1g(d* - 7d + 13 — g).
D’apreés [13], les quadrisécantes de C feraient partie du lieu singulier de la surface des trisécantes €1 (E2). Donc
lexistence de quadrisécantes contredirait le fait que Fs est lisse et que, par conséquent, €;(FE3) ne peut pas avoir
de singularités en dehors de C;. En injectant g = gd — 12 dans la formule du nombre des quadrisécantes, on obtient
un polyndéme de degré 4 en d qui n’a que deux racines réelles d; = 6 et do ~ 9,8514. Donc le seul cas, ou C; n’a
pas de quadrisécantes et la surface balayée par les trisécantes est non singuliére en dehors de C, est le cas d = 6
et g =3.
(ii) Supposons de plus que X contienne une surface K3 S et que ¢; induise des isomorphismes de S sur les images
€;(S) = So,i, i = 1,2. On remarque alors que €z contracte les trisécantes de Cq et donc Sp 2 a des self-intersections
triples, ce qui est absurde.

O

Proposition 5.3.2. (i) Si S €| — Kx|x est une surface K3 diviseur anticanonique de X = ]f”?é, alors Sy =
€(S) = V(f1) CP? est une quartique qui contient C.
(ii) Soient Sy une quartique lisse de P3 contenant C et R = Z[H|®Z[C] le sous-réseau de Pic (Sp) engendré par
H = ¢1(0g(1)) et [C], ayant pour forme d’intersection (d4 dic 2) . Alors on a Pic (Sp) = R pour une
c c—
quartique Sy trés générale contenant C. Une surface K3 générique dans l’espace de modules Kf s’obtient
comme une quartique lisse contenant une courbe lisse conneze C’' équivalente par déformations a C.
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(i4i) Dans une quartique lisse So contenant C, générique dans K[, les courbes du méme type que C contenues
dans So varient suivant les cas soit dans un seul systéme linéaire |C|s,, soit dans deuzx systémes linéaires
différents |Clgs, et |C’|s,-

Fizons une quartique K3 So = V(f4) C P3 contenant C, générique dans K de sorte qu’elle vérifie a la propriété
du (iii). Soit S C P3 x P le transformé strict de Sy, de sorte que p induit I’isomorphisme p : S — So. Alors :

(iv) Uespace de modules FL = B est un ouvert de P9¢ = |Clg,, respectivement de P9¢ LUPIC = |C|g, U |C’|s,,

(v) la jacobienne intermédiaire relative J(Xp/B) — B, de la famille universelle f : Xp — B des variétés
de Fano de réseau de Picard R contenant S en tant que diviseur anticanonique, s’identifie & la restriction
au-dessus de B de la fibration lagrangienne h : ME (0,[C],1—gc) — P9¢, respectivement h : M (0,[C],1—
go) U Mg)(o7 [C'],1 = gc) — P9c UP9e,

Démonstration. Dans toute la démonstration, le diviseur exceptionnel de I@% est désigné par la lettre F, et par H
la classe d’un hyperplan de P3.
(i) : Soit S une surface K3 de | — Kx|x. Puisque S est irréductible, la proposition 5.1.6 (ii) dit que la courbe C
est contenue dans I'image Sy = €(S), et comme P? est d’indice r = 4, Sy est une quartique.
(ii) : La premiére assertion suit du théoréme de Beauville ([0]), qui dit que le morphisme s : FE — K[ est
génériquement surjectif, donc les surfaces K3 trés générales de K[, celles de nombre de Picard 2, ont bien une
intersection non vide avec I'image de ce morphisme. La deuxiéme assertion suit du fait que les propriétés :

— la classe [H] est ample, et

— la classe [C] est représentée par une courbe lisse connexe,
sont ouvertes pour la topologie de Zariski dans toute déformation de S préservant 'algébricité des classes [H] et
[C].
(iii) : Ce point sera traité famille par famille.
Famille 4 de nombre de Picard 2

Soit Sy = V(f1) C P3 une quartique K3 contenant une intersection compléte lisse de deux cubiques C' =
V(fs, f) Cc P2 Ona C = V(fi, i) C So=V(f1) si et seulement si fy = fih' + f/h”, ou k' et h” sont deux
formes linéaires de S3. Alors, si on note K’ = V(f}), on a

K'NnSy=CU(K'nH"Y=CucC’,

o C' = V(h",f}) c H" = V(h") C P3 est une cubique plane. D’oit 3H = [C] + [C'] € Pic(Sp). De plus,
H"NSy=C"Ul,otl=V(hW,h") CP? est une droite. Ainsi, on obtient H = [C’] +[I] € Pic (Sp). Les intersections
dans Sy sont C-C' =3H-C'=9,1-C' =H-C'=3,1-C=0, H2 =4, H-C =9, H-C' =3, H-1=1, C2 = 18,
2 =0, 2= 2.

Si Sy est générique dans KIt, alors Pic (Sy) = Z[H] @ Z[C]. La courbe C est lisse de genre g(C) = 10 donc,
d’aprés la section 1.2, dim (|C|s,) = 10. La quartique K3 Sy contient une droite /, un unique pinceau elliptique
|C|s, de degré 3 dans lequel varie la courbe C” et un unique systéme linéaire de courbes |Ct|s, de genre 10 et de
degré 9 dans lequel varie la courbe C, car le systéme

(aH + bC)? =18
{ (cH4+bC)-H =9
n’a qu’une seule solution dans Z?2, qui est (0,1).
Famille 9 de nombre de Picard 2
Soit Sy = V(f4) C P3 une quartique K3 contenant une courbe lisse de genre 5 et de degré 7, qui est une
intersection de cubiques. Si Sy est générique dans K, alors Pic (Sp) = Z[H] ® Z[C]. La courbe C est lisse de genre
5, d’aprés le chapitre 4, dim (|C|s,) = 5. Il n’y a qu’un seul systéme linéaire de courbes de genre 5 et de degré 7,
car le systéme
(aH + bC)? =38
{ (aH+bC)-H =7

admet une seule solution dans Z?, qui est (0, 1).
Famille 12 de nombre de Picard 2
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Soit Sop = V(fs) C P3 une quartique K3 contenant une courbe lisse de genre 3 et de degré 6 qui est une
intersection de cubiques. Si Sy est générique dans K £, alors Pic (Sp) = Z[H] ® Z[C]. La courbe C est lisse de genre
3, et d’aprés le chapitre 4, dim (|C|s,) = 3. Il n’y a qu’un seul systéme linéaire de courbes de genre 3 et de degré
6, car le systéme

(aH +bC)? =4
{ (aH4+0bC)-H =6

admet une seule solution dans Z?, qui est (0, 1).
Famille 15 de nombre de Picard 2
Soit Sp = V(f1) C P3 une quartique K3 contenant une courbe lisse C = V(q, f3) = Q N K C P3. Elle est
primitivement polarisée par la classe ample H = Og,(1). On a C = V(q, f3) C So = V(fa) si et seulement si
f1=qq +1ofs, ott ¢ € S2 est une forme quadratique et Iy € S} est une forme linéaire. Notons Hy = V(ly) C P3
I’hyperplan associé. Alors
QﬂSOZ(HQﬂQ)U(KﬁQ):O()UC,

ot Cy = HypNQ C P? est une conique avec (Cy) = Hy. Ainsi [C] + [Co] = 2H € Pic (Sp). De plus, Hy N Sy = (Q N
Ho)U(Q'NHy) = CoUCY. La quartique K3 Sy contient donc deux coniques Cy et Cf avec [Co]+[C)] = H € Pic (Sp).
Puisque (Co) = (C}) = Ho, Co N C} = {4 points }, donc (Cp - Cf)s, = 4. Les intersections dans Sy sont H? = 4,
H - C=6,0C=29(C)—2=6,H-Co=H-C)=202=-20C%=-20Cy-Ch=(H-C}) C) =4,
C-Co=(2H—-Cy)-Cyp=2,C-C\,=(2H—Cy)-C{y=0. Puisque C-Cy =2, C-C{ =0, ona C,NCy = {2 points },
Cy N Cl =0 pour C, € |C] générique.

Si Sp est générique dans Kf, alors Pic (Sg) = Z[H] ® Z[C]. La courbe C est lisse de genre g(C) = 4, donc
dim (|C|s,) = 4. La quartique K3 Sy contient deux coniques Cp et C{) et un unique systéme linéaire de courbes C;
de genre 4 et de degré 6, car le systéme

(aH +bC)? =6
{ (aH+bC)-H =6

n’a qu’une seule solution dans Z?, qui est (0, 1).
Famille 25 de nombre de Picard 2

Soit So = V(f1) C P3 une quartique K3 contenant une courbe elliptique C' = V(q1,92) C P2, qui est une
intersection compléte lisse de deux quadriques. Elle appartient & K4 et est primitivement polarisée par la classe H
de degré 4. On a C C Sy si et seulement si fi = q3q1 + g4ga, Ol g3 et g4 sont des formes quadratiques de S2. Alors

Q1NSy=(Q1NQHU(Q1NQy) =CUC".

Ainsi 2H = [C] + [C’] € Pic(Sp). Les intersections dans S sont : H> =4, H-C=H-C' =4, C?>=C" =0,
Cc-C'"=C-(2H-0C)=8.

Si Sp est générique dans K£, alors Pic (Sg) = Z[H] @ Z[C]. La courbe C est lisse de genre g(C) = 1, donc
dim (|C|s,) = 1. La quartique K3 Sy contient alors exactement deux pinceaux elliptiques de degré 4, car le systéme

{ (aH +bC)? =0
(aH +bC)-H =4

admet deux solutions dans Z?2, qui sont (0,1) et (2, —1).
Famille 28 de nombre de Picard 2

Soit So = V(f4) C P? une quartique K3 contenant une cubique plane lisse C = V (f3,h) = HNK. Elle appartient
a K4 et est primitivement polarisée par la classe H de degré 4. On a C' C Sy si et seulement si fy = hgs + k' f5.
Alors HN Sy = CUl, oul = V(h,h') C P? est une droite. Ainsi H = [C] + [I] € Pic(Sp). Pour t € P! C Gr(3,4)
paramétrant les hyperplans H; tels que | C H, C P3, H; N Sy = Cy Ul. Ainsi H = [Cy] + [I] dans Pic (Sp). La
surface K3 Sy contient une droite ! et un pinceau elliptique C;, t € P!, de degré 3, dans lequel varie la courbe C.
Les intersections dans Sy sont H2 =4, H-C =3, H-1=1,C?>=0,1?=-2,C-l=(H —1)-1=3.

Si Sy est générique dans K[, alors Pic (Sy) = Z[H] ® Z[C]. La courbe C est lisse de genre g(C) = 1, donc
dim (|C|s,) = 1. La quartique K3 Sy contient un unique pinceau elliptique de degré 3, car le systéme

{ (aH + bC)? =0
(aH+bC)-H =3
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admet une unique solution dans Z?2, qui est (0, 1).

Maintenant fixons une quartique lisse Sy = V(f4) C P? contenant C. Alors Sy appartient a K[*. Supposons
Sp générique dans K1, de sorte que Pic(Sy) = R = Z[H] @ Z[C] est de rang 2 et satisfait donc a la propriété
du (iii). Soit S C P? x P" le transformé strict de Sy, de sorte que p induit un isomorphisme p : S = Sy. Comme
le raisonnement suivant est identique dans le cas ot la courbe C' varie dans Sy dans un ou deux pinceaux (i.e. P9
ou P9¢ LI P9¢), on écrira les points (iv) et (v) dans le cas d’un seul pinceau.
(iv) : Soit X une extension de Fano de S. Ainsi X = P3./ contient S en tant que diviseur anticanonique. D’aprés
la proposition 5.1.6 (ii), So = €(S) contient C’. La famille

f1X = (Poc x P, — P,

ou Cs, = CN(P9° x Sp) est la correspondance d’incidence, contient donc toutes les extensions de Fano de S. La fibre
de f au-dessus de t € P9¢ est Iéclaté X, = ]P;3Ct de P3 en Cy qui contient S en tant que diviseur anticanonique (cf.
proposition 5.1.6 (iii)). Soit B C P9¢ Pouvert des t € P9¢ tels que Cy est lisse. On a ainsi un morphisme surjectif
de champs algébriques r : B — F g.

Puisque dim F& = hb2(X) = ¢g(C) = dim |C|s,, le morphisme 7 est génériquement fini. Montrons que r est
étale. Pour cela, puisque dim F. é? = dim B, il suffit de montrer que la différentielle de r en un point ¢t € B est
injective. On montrera que la différentielle du morphisme composé (B,t) — ‘FSBI( By Def (X;) est injective.
D’aprés la proposition 5.1.8, il s’agit de montrer que 73 B s’injecte dans HO(ChJ\/'Ct/Ps)/a(HO(P?’, Tps)). L’image
de o paramétre les déformations infinitésimales de premier ordre de Cy, correspondant & ’action infinitésimale de
PGL(4). Or Sy n’a pas d’automorphismes infinitésimaux, car H°(Sp, T’s,) = 0, donc aucune déformation infinité-
simale de C; donnée par un élément de I'image de « n’est contenue dans Sp. Il en résulte que |Clg, est transverse
a I'action de Aut (P?), ce qui donne l'injection désirée.

Il reste & montrer que le morphisme r est injectif. Soit ¢ : X; =+ X; un isomorphisme qui transforme S en S et
fixe R. On note par ¢, € les contractions X — P3 inverses aux éclatements de centes C;, Cy respectivement. Alors,
d’aprés le lemme 5.3.1, ¢ descend & un automorphisme ¢ de P3, tel que po€’ = eo ¢ et ¢(C;) = Cy. 1l s’ensuit que
€(S) et €(S) est la méme quartique K3 Sy de P2, contenant C;, Cy et invariante par ¢.

11 suffit donc de voir qu’un automorphisme linéaire de P? qui transforme Sy dans Sy et induit Iidentité sur R,
sous I’hypothése que Sy est générique dans K £, induit aussi I'identité sur Sp. On peut vérifier cette assertion cas par
cas par des arguments trés élémentaires. Prenons, par exemple, les cas des familles 4 et 28, dans lesquels le réseau
R est le méme (ces cas différent par I'image de —Kx dans R). On suppose donc qu’il existe un automorphisme ¢
de P? qui induit sur Sy un automorphisme, différent de id g,. La surface Sy contient une unique droite [, donc la
linéarité de ¢ entraine que [ est invariante par ¢ et, donc, ¢ fixe R automatiquement.

Il est bien connu que le groupe des automorphismes d’une surface K3 polarisée préservant la polarisation est
fini, voir, par exemple, [59]. Puis, (Sp) = P2, donc ¢ = id si et seulement si ¢|s, = id 5,. Donc ¢ est d’ordre fini et
peut étre diagonalisé.

Plus précisément, on peut relever ¢ a un automorphisme de I’espace vectoriel C*, dont le projectivisé est P2, et
choisir une base e, . .., e3 de C*, dans laquelle ¢ s’écrit par la matrice diagonale aux éléments diagonaux aq, . . ., a3
qui sont des racines de 1. De plus, on peut supposer que eg, ¢; forment une base du plan vectoriel L correspondant
a la droite projective [ et que la forme quartique f définissant Sy est fixée par ¢.

Si eg, e; sont des vecteurs propres de ¢ aux valeurs propres distinctes, alors la déformation de f & 1 paramétre
fi = f + t(xo + z1)z3 n’admet pas de déformation de ¢ en un automorphisme linéaire vy de S; = V(f;) pour ¢
générique. Si eg, e; sont tous les deux propres avec la méme valeurs propre, alors il existe un vecteur propre de valeur
propre différente, que 'on peut supposer étre e3, et le pinceau de quartiques f; = f + t(z# + z3x3) n’admet pas de
déformation de ¢. Donc la quartique générique contenant [, que ’on peut donner par I'équation zogs + 1 f3 = 0,
ou f3, g3 sont des formes cubiques génériques, n’a pas d’automorphismes linéaires non triviaux. Les familles 9, 12,
15, 25 peuvent étre traitées par des arguments similaires.

On conclut que ¢ fixe Sy point par point. Donc, Cy = Cy et X; = Xy, ce qui montre que r est injectif. Ainsi
r est un isomorphisme, c’est a dire B = F g est 'espace de modules du champ F, g et fp: Xp — B est la famille
universelle.

(v) : Notons € : (P9¢ x P3)¢,  — P9¢ x P? le morphisme d’éclatement, £ C (P9e x P)c, le diviseur exceptionnel,

—~—

i & < (P9c x P3)

s, immersion fermée correspondante, p : & — C la projection et h : Cg, = P9¢. On a le
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morphisme de faisceaux constructibles sur P9¢
ixp* : R*'h,C — R3f.C,

pour ¢t € B, J(X;) = ip;JJ(Ct) ol iy : By — X; est l'inclusion du diviseur exceptionnel et p; : Ey — C; est la
projection induite par I'éclatement ¢, : X; — V car J(P3) = 0.
On a I’ isomorphisme de variétés symplectiques lisses, non compactes

ME(0,[C],1 - go)p = T (Xp/B)

au-dessus de B donné par :
— Disomorphisme d’espaces de modules M (0,[C],1 - gc)p — Pic’(Cp/B);
— Pisomorphisme d’Abel-Jacobi relatif Pic®(Cz/B) = Hy’/R'h.Z, ot hp : Cg — B
— l’isomorphisme de fibrés de Hodge au-dessus de B

ip® : HE /R B Z = HE R [, 2.

On en conclut donc que M (0,[C],1 — g¢) est une compactification de J(Xp/B) et le morphisme du support
ME(0,[C],1 - go) — |Cls, ~ P9 est une extension de la fibration lagrangienne J (Xp/B) — B.

Rappelons au passage que l'on a une polarisation relative des variétés holomorphes 7—[}5;0 /R'1.Z et J(Xp/B)
qui en font des variétés algébriques. O

5.3.2 Les éclatés de P? en une courbe lisse non connexe

Il n’y a qu’une seule famille rentrant dans ce cas. C’est la famille 6 de nombre de Picard égal a 3.

Les variétés de Fano sont les éclatés X = ]fbﬁ( de P? en I'union K = C' U, o C = Q N Q' est une intersection
compléte lisse de deux quadriques (c’est une courbe elliptique) et [ est une droite. On note € : X — P3 le morphisme
d’éclatement, Quot ps (Ops, Po) le schéma de Hilbert de P? dans lequel varie la courbe C et C C Quot ps (Ops, Po) xP3
la correspondance d’incidence. On note Quot ps (Ops, Po + 2) le schéma de Hilbert dans lequel varie la courbe K
et K C Quot ps (Ops, Po + 2) x P3 la correspondance d’incidence. Soit r un entier positif et p : P3 x P" — P3 la
projection, de sorte que, pour toute courbe K’ € Quot ps (Ops, Pc + 2), le morphisme d’éclatement se factorise par
€:P3, < P3 x P 2 P3 (cf. lemme 5.1.7).

Lemme 5.3.3. Un isomorphisme ¢ : X = P3oy — X' = ]P;?’C’ul, ot C C P3 et C' C P3 sont des intersections
complétes lisses de deux quadriques, descend & un automorphisme ¢ de P tel que 5(0) = (', c’est a dire que les
contractions € : X — P3 et € o ¢ : X — P3 sont équivalentes, € : X — P3 et €' : X' — P3 désignant les morphismes
d’éclatement.

Démonstration.

Par des arguments similaires a ceux utilisés dans la démonstration du lemme 5.3.1, on vérifie qu’un isomorphisme
¢ : X = X’ non induit par un automorphisme de P envoie les fibres P! du diviseur exceptionnel E; — C’ sur les
transformées strictes des trisécantes & C'. Or C' est une intersection de quadriques donc n’a aucune trisécante.

O

Proposition 5.3.4. (i) Si S €|— Kx|x est une surface K3 diviseur anticanonique de X = P%, alors Sy =
€(S) = V(f1) CP? est une quartique qui contient C et l.
(ii) Soit So = V(f1) C P? une quartique K3 contenant K = C U l. Alors Sy appartient ¢ KE, ou le réseau

44 1
R=Z[H|®Z[C)® Z[l] est muni de la forme d’intersection 411 0 0 ) . De plus, Sy contient trois pinceauz

elliptiques |Clg,, |C'|s, €t |C"|s,, dont seul |C|s, posséde la propriété que ses membres ont une intersection
vide avec | ou contiennent I. Une quartique K3 Sy générique dans Kf’ s’obtient par cette construction et,
pour une quartique K3 Sy trés générale contenant C et I, on a Pic (Sy) = R.
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(i4i) Pour un choix générique de Sy dans KJt, Sy ne contient qu’une seule droite | et qu’un seul pinceau elliptique
|C|s, de degré 4 tel que le membre général ne rencontre pas .
Fizons une quartique K3 So = V(f1) C P? contenant K = C U1, générique dans Kf de sorte qu’elle satisfait aux
propriétés du (iii). Soit S C P3 x P le transformé strict de Sy, de sorte que p induit I'isomorphisme p : S — S.
Alors :
(iv) lespace de modules FLI = B est un ouvert de P! = |Clg,,
(v) la jacobienne intermédiaire relative J(Xp/B) — B, de la famille universelle f : Xp — B des variétés
de Fano de réseau de Picard R contenant S en tant que diviseur anticanonique, s’identifie & la restriction
au-dessus de B de la fibration lagrangienne h : M (0,[C],0) — P

Démonstration. Le morphisme d’éclatement se décompose en € : X = ]P’% 3 IF‘% 5 P3, et on note By C ]f‘%7
By C P} les diviseurs exceptionnels.

(i) : On a Kx = —4H + FE5 + F;. Considérons un diviseur S € | — Kx| = |[4H — E; — Ey| irréductible et Sy =
€(S) C P3. Alors, d’aprés la proposition 5.1.6 (ii), So = V(f1) C P? est une quartique, C C Sy et [ C Sp.

(ii) : Soit Sy = V(f4) une quartique K3 contenant une intersection compléte lisse de deux quadriques C =
QNQ =V(g,q) CP?et une droite | = HN H' = V(h, 1), telles que INC = ). On a C' C Sy si et seulement
si f1 = qq1 + ¢'qa, avec q1,q2 des formes quadratiques de C*, de méme, | C Sy si et seulement si fy = f3h + fih'
avec f3, fi des polynomes homogenes de degré 3 de C*. Par conséquent, Q NSy = C UC’, oit C' = V(q,q2) C P?
et HNSy = C" UL, ou C” = V(h, f}) C P? est une courbe elliptique plane. D’ou [C] + [C'] = 2H € Pic (Sp)
et [C"] + [l] = H € Pic(Sp). Les intersections dans Sy sont H2 =4, H-C = H-C' =4, H-C" =3,

C?=0"%=0"=0, ’=-2, C-C'=8, C-1=0, C-C"=4, C"-C"=2, C"1=2H-C)-1=2H-1=2,
C"-1=(H —1)-1=3. La quartique K3 Sy contient donc trois pinceaux elliptiques :

— Un constitué de courbes elliptiques C; de degré 4, dans lequel varie C, et tel que pour t € |Cl|g,, C: NI =0
oul C Cy, et que ses membres sont génériquement des intersections de deux quadriques (c’est le cas qui
nous intéresse).

— Un autre, constitué de courbes elliptiques C] de degré 4, dans lequel varie C’, et tel que pour ¢t € |C'|g,
générique, C; N1 = {2 points }. Les membres du pinceau sont des intersections de deux quadriques.

— Un troisiéme, constitué de courbes elliptiques C}’ de degré 3, dans lequel varie C”, et tel que pour ¢ € |C"|g,
générique, C; N1 = {3 points }, et que ses membres ne sont pas des intersections de deux quadriques.

Le réseau de Picard de Sy contient le sous-réseau primitif R = Z[H] @ Z[C] & Z[l] de rang 3, dont la forme
d’intersection est celle indiquée dans 1’énoncé du théoréme. Les propriétés :

— la classe [H| est ample;

— les classe [C] et [I] sont représentées respectivement par une courbe connexe lisse et par une droite,

sont ouvertes pour la topologie de Zariski dans toute déformation de S préservant l’algébricité des classes [H], [C],
[I]. Cela entraine qu’une surface K3 générique dans l'espace de module Kf s’obtient par cette construction. Le
théoréme de Beauville ([6]) dit que le morphisme s? : F — Kt est génériquement surjectif, donc les surface K3
trés générales de KF, celle de nombre de Picard 3, ont bien une intersection non vide avec 'image de ce morphisme.
(iii) Pour un choix générique de Sy € K[, Pic (S) = Z[H] ® Z|C] @ Z[l] est de rang trois d’aprés (ii). Dans ce cas,
So ne contient qu'une droite ! et qu'un seul pinceau elliptique |Clg, de degré 4 tel que C' N1 = {), car les systémes

(aH +bC +cl)> =0
, (aH+bC+cl)-H =4

(aH +bC+cl)-1 =0

(aH +bC +cl)? = -2
(aH+bC+cl)-H =1

n’ont chacun qu’une seule solution dans Z3, qui est (0,0, 1), resp. (0, 1,0).
(iv) : Soit X une extension de Fano de S. Ainsi X = P3¢/ contient S en tant que diviseur anticanonique. D’aprés
la proposition 5.1.6 (ii), So = €(S) contient C’ et I. La famille

f:X = (Poo x P3), — P9C,

So

ou Cg, = C N (P9¢ x Sp) est la correspondance d’incidence, contient donc toutes les extensions de Fano de S. La
fibre de f au-dessus de t € P9¢ est I'éclaté X; = P3¢, de P2 en K; = Cy U1 qui contient S en tant que diviseur
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anticanonique (cf. proposition 5.1.6 (iii)). Soit B C P9¢ Douvert des ¢t € P9° tels que Cy est lisse. On a ainsi un
morphisme surjectif de champs algébriques 7 : B — F&. Le fait que ce morphisme est étale se démontre comme
dans le point (iv) de la proposition 5.3.2 : dim F& = h1?(X) = g(C) = dim |C|g, et |C|s, est transverse & I’action
de Aut (P?), ce qui montre que la différentielle est injective. L’injectivité de r suit du lemme 5.3.3 de la méme fagon
que dans la démonstration du (iv) de la proposition 5.3.2. Ainsi r est un isomorphisme, c’est a dire que B = F é%
est ’espace de modules du champ ]-'g et fg: Xp — B est la famille universelle.

(v) : Pour tout ¢t € B, J(Cy) = J(X;). Donc la restriction au-dessus de B h™*(B) = M (0,[C],0)p — B de la
fibration lagrangienne h : M§ (0,[C],0) — P! s’identifie a la fibration lagrangienne J(X5/B) — B de la jacobienne
intermédiaire relative de la famille universelle fp : Xp — B des variétés de Fano contenant S en tant que diviseur
anticanonique. O

5.3.3 Les éclatés de P en une union disjointe d’une courbe lisse connexe et d’un
point

Il n’y a qu’une seule famille dans ce cas; c’est la Famille 14 de nombre de Picard 3.

Dans ce paragraphe, on considére les éclatés X = I?):;’( de P? en I'union disjointe K = C U {z}, ot C est une
cubique plane lisse et z un point de P3. Le morphisme d’éclatement se décompose en € : X = P3, 3 P3 5 P3 et
on note By C P3| Ey ¢ X =P les diviseurs exceptionnels. On note Quot ps(Ops, Po) le schéma de Hilbert de P?
dans lequel varie la courbe C' et C C Quot ps (Ops, Pc) x P? la correspondance d’incidence. Soit 7 un entier positif et
p: P3 x P" — P3 la projection de sorte que, pour toute courbe C’ € Quot ps(Ops, Po), le morphisme d’éclatement
se factorise par € : P, < P3 x P" & P3 (cf. lemme 5.1.7).

Lemme 5.3.5. Un isomorphisme ¢ : X = P30, = X'= ]P;?’C/uz, ot C C P2 et C' C P2 sont des cubiques planes
lisses, descend a un automorphisme ¢ de P3 tel que ¢(C) = C’, c’est a dire que les contractions € : X — P et
€ o¢: X — P3 sont équivalentes, € : X — P3 et € : X' — P3 désignant les morphismes d’éclatement.

Démonstration. La preuve est entiérement similaire a celle du lemme 5.3.3, & la seule différence que dans le cas
considéré dans le lemme 5.3.3 la courbe elliptique C' n’avait point de trisécantes, tandis qu’ici C' est une cubique
plane, qui posséde une famille de trisécantes de dimension 2. Les trisécantes de C ne peuvent donc pas engendrer le
diviseur exceptionnel d’une contraction non équivalente de X, puisque la famille compléte des déformations d’une
fibre d’un diviseur exceptionnel au dessus d’une courbe C’ est de dimension 1. O

Proposition 5.3.6. (i) Si S € | — Kx|x est une surface K3 diviseur anticanonique de X = Iﬁ%, alors Sy =
€(S) = V(f1) CP? est une quartique qui contient C et x avec une singularité quadratique en x.

(ii) Soit So = V(f1) C P3 une quartique ayant pour seule singularité un point double ordinaire en x et contenant
une cubique plane C qui ne passe pas par x. Alors le transformé strict S1 C If"f’u de Sy est une surface K3
dont le réseau de Picard contient le sous-réseau primitif R = Z[H| ® Z[E}] ® Z[C], ot Ef = E1 N Sy est le

4 0 3
diviseur exceptionnel de S, muni de la forme d’intersection | 0 —2 0] . La surface K3 S est primitivement

polarisée par la classe ample primitive 2H — E} de degré 14. Elle contient un pinceau elliptique |Cls, de
degré 6 et une courbe rationnelle lisse l. Une surface K3 Sy générique dans KI5 s’obtient par cette procédure.
Cela entraine, entre autre, que la surface K3 générique obtenue par cette procédure a pour réseau de Picard
R.
(iii) Pour un choix générique de S; € KT, S1 n'a quun seul pinceau elliptique |C|s, de degré 6 dont les
membres ne rencontrent pas E.
Fizons une quartique Sy = V(f1) C P? contenant C, ayant comme seule singularité un point double ordinaire x
qui n’appartient pas a C. Soit S1 C If”i le transformé strict de Sy et S C P3 x P" le transformé strict de Sy, de
sorte que p induit le morphisme p : S = Sy — S. Alors, pour un choiz générique de S; € K&, obtenu par cette
procédure, de sorte qu’elle vérifie aux propriétés de (iii) :
(iv) lespace de modules FI = B est un ouvert de |C|g, = P!, et
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(v) la jacobienne intermédiaire relative J(Xp/B) — B, de la famille universelle f : Xp — B des variétés
de Fano de réseau de Picard R contenant S en tant que diviseur anticanonique, s’identifie & la restriction
au-dessus de B de la fibration lagrangienne h : Mé{ (0,[C],0) — PL.

Démonstration.
(i) : On a Kx = —4H + 2E, + E; € Pic(X). Soit § € | — Kx| irréductible, S; = €;(S) C P? et Sy = €(S) =
€1(S1) C P3. D’aprés la proposition 5.1.6, [S1] = 4H — 2B, € Pic(P3,), C C Sy et S C X est le transformé
strict de Si. On a aussi C' = ¢;(C) C Sp. De méme, [Sy] = 4H € Pic (P?), x € Sy et Sp est le transformé strict
de Sp. Notons Ej C Sp le diviseur exceptionnel avec Ef = E1 NSy C Iﬁ’g La formule de projection donne alors
(EQQ)S1 = (E1.E1.51)p = —2. Donc Sy a une singularité quadratique en z et €; : S; — Sy est éclatement de cette
singularité. ’
(i) : Soit Sy = V(f4) C P3 une quartique ayant pour seule singularité un point double ordinaire en x et contenant
une cubique plane lisse C' = V(f3, h) C P? ne passant pas par x. Le transformé strict S; C P3, est une surface K3
qui est éclatement de la singularité en x. On a C' C Sy si et seulement si fy = h'fs + hf} avec A’ une forme linéaire
de C* et f} un polynome de degré 3 de C*. Alors HN Sy = C UL, ott | = V(h,h') C P3 est une droite. Pour ¢ € P!
paramétrant les hyperplans H; tel que | C Hy, H,N Sy = C,Ul. Pour ¢t € P! générique, C; ne contient pas x et donc
Cr =€, (Cy) C Syetl=e1(l) CS,. Lasurface K3 S; contient donc une droite et un pinceau elliptique |C|s,
constitué des courbes Cy. Notons que Cy C Sy et | C Sy sont des diviseurs de Cartier de Sy, car Cy ne contient pas
x pour ¢ générique et [ ne contient pas x. Ainsi [Cy] = H — [I] € Pic(Sy) et [Cy] = €][Cy] = H — [I] € Pic(S1). Les
intersections dans Sy sont H-C =3, H-l=1, H-E{=C-E; =1-E{ =0, et C-1=3. Le réseau de Picard
de S contient donc le sous-réseau primitif R = Z[H] @ Z[E}] @ Z[C] de rang 3, muni de la matrice indiquée dans
le théoréme. La surface K3 S; est polarisée par la classe ample primitive 2H — [E1] € Pic(S7) de degré 14. Les
propriétés :
— la classe [H| est ample en dehors de EY,
— la classe [C] est représentée par une courbe lisse connexe,
— la classe [Ef] est représentée par une courbe rationnelle lisse,
sont ouvertes pour la topologie de Zariski dans toute déformation de Sy préservant 'algébricité des classes [H], [C]
et [E}]. Cela entraine qu'une surface K3 générique dans l’espace de module K£ des surfaces K3 s’obtient par cette
construction. Le théoréme de Beauville ([6]) dit que le morphisme s : F* — K[t est génériquement surjectif, donc
les surface K3 trés générales de K £, celles de nombre de Picard 3, ont bien une intersection non vide avec I'image
de ce morphisme.
(iii) : Pour un choix générique de S; dans K%, Pic (S;) = Z[H] D Z[E;]®Z[C] est de rang trois d’aprés (ii). Dans ce
cas, S1 ne contient qu’un seul pinceau elliptique de degré 6 dont les membres ne rencontrent pas Ej ou contiennent
Ef, car le systéme
(aH +bC +cE})? =0
(aH +bC +cE}]) - (4H — 2[E7]) =6
(aH +bC +cE})-E] =0,

a une unique solution dans Z?, qui est (0, 1,0).

Fixons maintenant une quartique K3 Sy = V(f;) C P3 contenant une courbe elliptique plane C' = V(f3,h)
et ayant comme seule singularité un point double ordinaire en x non contenue dans C. Alors le transformé strict
S1 C I@’i est une surface K3 dans K¥. On choisit Sy générique de sorte que S; est générique dans K1} et vérifie la
propriété du (iii). Soit S C P? x P" le transformé strict de S, de sorte que p induit le morphisme p : § =+ S; — Sp.
(iv) : Soit X une extension de Fano de S. Ainsi X = IP;?’CIM contient S en tant que diviseur anticanonique. D’aprés
la proposition 5.1.6 (ii), S1 = €2(S) contient C’. Donc Sy = €1(S1) = €(S) contient C’ et x. La famille

f:xXc P x IP)B)CSOU(]P’lx{r}) - P = |Cls, = |Clsy 5

ot Cg, = CN(P! x Sp) est la correspondance d’incidence, contient donc toute les extensions de Fano de S. La fibre de
f au-dessus de t € P! est 'éclaté X, = ]I;SCtUm de P3 en K, = C,Ux qui contient S en tant que diviseur anticanonique
(cf. proposition 5.1.6 (iii)). Soit B C P! Pouvert des t C P! tel que C est lisse et (Cy) = H; C P3 ne contient pas z.
On a ainsi un morphisme surjectif de champs algébriques r : B — F. 5. Le fait que ce morphisme est étale se démontre
comme dans la preuve du (iv) de la proposition 5.3.2 : dim F¥ = ht%(X) = ¢(C) = dim |C|s, = dim |C|g, et
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|C|s, est transverse a I'action de Aut (P3), ce qui montre que la différentielle est injective. Soit ¢ : X; — Xy un
isomorphisme fixant S point par point. D’aprés le lemme 5.3.5, il descend & un automorphisme de P? fixant Sy
point par point. Donc Cy = Cp et X; = Xp. Ceci montre que r est injectif. Ainsi 7 est un isomorphisme, c’est a
dire que B = F, 5 est I’espace de modules du champ ]-'513 et fp : Xp — B est la famille universelle.

(v) : Pour t € B, J(C}) = J(X;) car J(V') = 0. Donc la jacobienne intermédiaire relative f : J7(Xp/B) — B de la
famille universelle fg : Xp — B des variétés de Fano contenant S en tant que diviseur anticanonique s’identifie a

la restriction h=(B) = M;fLI_Ei (0,[C],0)5 — B de la fibration lagrangienne h : Méfq_E1 (0,[C],0) — P! donnée
par 'application du support des faisceaux. O

5.3.4 Les éclatés de P? en le transformé strict d’une courbe

I n’y a q’une seule famille dans ce cas, c’est la Famille 11 de nombre de Picard 3.
Les variétés de Fano sont les éclatés X = Pi,c de P2 en une courbe elliptique C = D; N D, intersection de

deux diviseurs D; € | — 1/2K,| . Notons € : X = P3 . 3 P3 % P3 le morphisme d’éclatement et £, C P32,
Ey C X les diviseurs exceptionnels. On note C C Quot 35 (Ops, Po) % ]f”i la correspondance d’incidence. Soit r
un entier positif tel que, pour toute courbe C’ € Quot 43 (Ozs, Pc), le morphisme d’éclatement se factorise par

€: IP’;C, — P3 x P & P3 (cf. lemme 5.1.7).

Lemme 5.3.7. Un isomorphisme ¢ : X = IP;S%C =5 X = 19739370/, ou C C I@i et C' C P3, sont des courbes
elliptiques comme ci-dessus, descend a un automorphisme ¢ de P3 tel que ¢(C) = C".

Démonstration. D’aprés la Table 3 de [40], il existe une unique fagon de contracter X sur ]P;% O

Proposition 5.3.8. (i) Si S €| — Kx|x est une surface K3 diviseur anticanonique de X, alors Sy = €(S) =
V(f1) C P? est une quartique contenant une courbe elliptique C = €1(C) = V(q1,q2) C P2, qui est une
intersection compléte lisse de deuz quadriques passant par x, et Sy posséde une singularité quadratique en x.

(ii) Soit So = V(f1) C P? une quartique ayant pour seule singularité un point double ordinaire x et contenant
une courbe elliptique, qui est une intersection compléte lisse de deuzx quadriques C =V (q1,q2) C P? passant
par x. Alors, le transformé strict S; C I@i de Sy est une surface K3 dont le réseau de Picard contient le
sous-réseau primitif R = Z[H] ® Z[E1] ® Z[C], ou Ef = E1 NSy est le diviseur exceptionnel de Sy, muni

4 0 4
de la forme d’intersection 91 *12 (1) . La surface K3 Sy est primitivement polarisée par la classe ample

2H — E{ de degré 14. De plus, Sy contient deux pinceauz elliptiques |C|s,, |C'|s, de degré 7. Une surface K3
Sy générique de KE, s’obtient par cette construction. Cela entraine entre autre qu’une surface K3 générique
obtenue par cette construction a pour réseau de Picard R.
(i4i) Pour un choiz générique de Sy € K&, |C|s,, |C'|s, sont les seuls pinceauz elliptiques de degré 7 dont les
membres intersectent E{ transversalement.
Fizons une quartique So = V(f1) C P3 ayant comme seule singularité un point double ordinaire x et contenant
une courbe elliptique C' = V(q1,q2) C P? qui est une intersection compléte lisse de deux quadriques lisses passant
par x. Soient S C I@‘z le transformé strict de Sy et S C If”i X P celui de S1 de sorte que p induit I’ isomorphisme
p: S = Sy Alors, pour un choix générique de S; € KT obtenue par cette procédure de sorte qu’elle vérifie a la
propriété du (i) :
(iv) lespace de modules FE = B est un ouvert de |C|s, U|C’|s, = PLUP!, et
(v) la fibration lagrangienne J(Xg/B) — B de la jacobienne intermédiaire relative de la famille universelle
f: X — B des variétés de Fano de réseau de Picard R contenant S en tant que diviseur anticanonique
s’identifie a la restriction h~*(B) — B de la fibration lagrangienne h : M;fq_E1 (0,[C1,0) uMéf‘Ei (0,2H —
[C] = [E1],0) = |Cls, U[C]s, -

Démonstration. R
(i) : On a Kp; = —4H + 2[Ey] € Pic (P3) et Kx = —4H + 2[E1] + [E»] € Pic(X). Soit S € | — Kx| irréductible,
51 = e3(S) CP3 et Sy = e(S) = €1(S1) € P3. Alors [S1] = €.[S] = 4H — 2[Ey] € Pic(P3), C C Sy et S C X est
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le transformé strict de S;. De méme, [Sy] = 4H € Pic (P3), donc Sy = V(fs) C P3 est une quartique et contient
x. Notons Ff C Sp le diviseur exceptionnel de S, qui est de Cartier, avec Ef = F1 NS; C IE% La formule de
projection donne (E{Q)S1 =(E, - F - Sl)IP"lT = —2, donc Sy a une singularité quadratique en = et €; : S1 — Sp
est I'éclatement de cette singularité. On a C = D1 N Dy C ]P;% avec D; ~ 2H — E; dans 1@3, pour i € {1,2}. Soit

D; = eo(D;) C P?, pour i € {1,2}, alors D; = V(g;) C P? sont des quadriques lisses contenant z et les D; sont les
transformés strict de D;. On a €;(C) C Dy N Dy, donc €, (C) = C = Dy N Dy (irréductibilité de Dy N Dy pour D;
générique). Puisque S; C P3 contient C, la quartique Sp = €(S;) C P? contient C = €;(C).
(ii) : Soit Sg = V(f1) C P3? une quartique ayant comme seule singularité un point double ordinaire en x et
contenant C' = V(q1,q2) = D1 N Dy C P3 une courbe elliptique intersection compléte lisse de deux quadriques lisses
Dy =V(q) et Dy = V(q2) passant par x. On a C' C Sy si et seulement si f4 = ¢}q1+qbqz, ol ¢} et ¢} sont des formes
quadratiques de C*. Alors D; NSy = CUC C Sy avec O = Vg, qh) € P3. Ainsi 2H = [C] + [C"] € CH1(Sp).
Considérons maintenant le morphisme S; — Sy et les transformés stricts C C S C IP;%, C'cS;c IF;3Qc de C, C"
respectivement. On a alors 2H = ¢*2H = [C] + [C'] + [E{] € Pic(S1). A priori seule H = [A2 N Sp] € Pic(Sp) est
la classe d’un diviseur de Cartier de Sy. On montre la deuxiéme égalité comme suit. On voit, en se restreignant &
Pouvert S1\E] C S1, que 2H = [C] + [C’] + n[E]] € Pic(S1), car 2H = [C] + [C’] € Pic (S1\E}) = Pic (So\ {z}).
Ensuite, les intersections dans S; sont 2H-E| =0 = C-E|+C"-E| +E|* = 2—2n. En effet, E|-C = E|-C' = 1 car
C C Sy et C" C Sy sont lisses, C’ étant une intersection générique de deux quadriques lisses de P2. Donc n = 1. Les
intersections dans S; sont C2 =0, C"? =0et 2H = C+C'+E}, donc C-C' = 2H-C'—E}-C' =2H-C—1=8-1=1.
La surface K3 S; contient donc deux pinceaux elliptiques C; et C} avec Cy - C; = 7. Le réseau de Picard de S;
contient le sous-réseau primitif R = Z[H]| & Z[E]] & Z[C] de rang 3 avec la forme d’intersection indiquée dans
I’énoncé du théoréme. S; est polarisée par la classe ample primitive 2H — Ej. Les propriétés :
— la classe [H] est ample en dehors de EY,
— la classe [C] est représentée par une courbe connexe lisse,
— la classe [F1] est représentée par une courbe rationnelle lisse,
sont ouvertes pour la topologie de Zariski dans toute déformation de S; préservant P’algébricité des classes [H], [C]
et [E]. Cela entraine qu'une surface K3 générique dans I'espace de module K £ des surfaces K3 s’obtient par cette
construction. Le théoréme de Beauville ([6]) dit que le morphisme s : F® — K[ est génériquement surjectif, donc
les surface K3 trés générales de KI*, celles de nombre de Picard 3, ont bien une intersection non vide avec I'image
de ce morphisme.
(iii) Pour un choix générique de Sy dans K4, Pic (S1) = Z[H| ® Z[E}] ® Z|C] est de rang trois d’aprés (ii). Dans ce
cas Sp posséde exactement deux pinceaux elliptiques de degré 7 dont les membres intersectent Ej transversalement.
Ce sont les pinceaux elliptiques |C|g,, dans lequel varie la courbe C, et |C’|s,, dans lequel varie la courbe C’, car
le systéme
(aH 4+bC +cE})? =0
(aH+bC +cEj)-H =4
(aH +bC +cEY)-E] =1,

a exactement deux solutions dans Z3, qui sont (0,1,0) et (2, —1,—1).

Fixons maintenant une quartique Sop = V(fs) C P? ayant comme seule singularité un point double ordinaire
x € C et contenant une courbe elliptique C' = V(q1,g2) C P? intersection compléte lisse de deux quadriques lisses
passant par x. Le transformé strict S; — Sp est une surface K3 et contient les transformés stricts C' C S1 C IP;%
et C' C S; C P3, de C et C respectivement. On choisit S; générique dans K74, de sorte que Pic (S;) = Z[H] ®
Z|E}] ® Z[C] est de rang 3. Ainsi, |C|s, et |C'|s, sont les seuls pinceaux elliptiques de degré 7. Soit S C P3 x P”
le transformé strict de S, de sorte que p induit I'isomorphisme p : S = 5.
(iv) : Soit X une extension de Fano de S. Ainsi X = P3, o contient S en tant que diviseur anticanonique. D’aprés
le point (i), S; = €2(S) contient C” et la courbe C = ¢;(S1) de Sy = €;(S) passe par x. La famille

F:X C((ICls, U|C]s,) x P3)es, — |Cls, UIC'|s, =P UPY,

ouCs, =CN((|Cls, U|C]s,) x S1) est la correspondance d’incidence, contient donc toutes les extensions de Fano
de S. La fibre de f au-dessus de t € P! P! est I'éclaté X; = P3, ¢, de P2 en C; (ou C}) qui contient S en tant que
diviseur anticanonique (cf. proposition 5.1.6 (iii)). Soit B, C P! 'ouvert des t € P! tels que C; est lisse, B C P!
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louvert des t € P! tels que C est lisse et B = B. U B. C |Clg, U|C'|s, I'ouvert correspondant. On a ainsi un
morphisme surjectif de champs algébriques 7 : B — F&. Le fait que ce morphisme est étale se démontre comme
dans la preuve du (iv) de la proposition 5.3.2 : dim F& = h12(X) = g(C) = dim |Clg, et |C|g, est transverse a
l’action de Aut (I@’i), ce qui montre que la différentielle est injective.

Pour l'injectivité de r, on remarque d’abord que, par le lemme 5.3.7, il existe une unique fagon de contracter X
sur I@g, donc il suffit de vérifier q’il n’existe pas d’automorphisme 7 de S7 qui induit 'identité sur R et transforme
une courbe Cy € |C|g, en une courbe distincte Cy € |Cls, U |C'|s, . Le fait que n fixe R implique qu’il est induit
par une transformation linéaire de P3, puisqu’il fixe H. On peut supposer S; générique, et d’aprés [59], [30], un
automorphisme non trivial de S; induisant U'identité sur Pic (S7), s’il y en a un, est une involution. Donc si un
tel n # id existe, il s’écrit, en coordonnées convenables, sous une des trois formes : (g : x1 : 2 : x3) — (—zp :
X1 X9 i x3), (T Xy Ty wg) > (—To i —x1 T x3) ou (Xg Xy ;Lo i xy) > (=X 2 —xp 1 —x9 ¢ x3), le
point singulier de Sy dans tous le trois cas étant P = (1:0:0: 0). Il est connu que la courbe elliptique projective
générique de degré donné posséde un seul automorphisme linéaire non trivial, qui est I'involution —1 de la loi de
groupe avec 1’élément neutre choisi dans un des points fixes. Don pour tout i d’entre ces trois formes normales,
on peut choisir une quartique elliptique C' passant par P, telle que son idéal soit n-invariant et, en plus, que 7 soit
Punique automorphisme d’ordre 2 de E'; on peut choisir 'idéal de C sous la forme (g1, g2), ou chacune des deux
quadriques g; est invariante ou anti-invariante sous 7. On peut ensuite construire des quartiques K3 Sy a un point
double en P et contenant C' en les donnant par ’équation ¢1 @1 + g2@Q2 = 0, ou ); sont des formes quadratiques
s’annulant en P. Dans chacun des cas, suivant les choix de 7 et de valeurs propres de n pour ¢, g2, on trouve sans
peine un exemple d’une déformation de @1, @2, qui n’admet pas d’extension & une déformation de n en tant qu'une
involution linéaire préservant Sy. Cela démontre que la surface Sy générique de K n’a pas d’automorphismes
différents de I'identité qui fixent Pic (S) ~ R. Il s’ensuit que r est injectif.

Ainsi r est un isomorphisme, c’est a dire B = FSB‘ est I'espace de modules du champ F. 5 et fg: Xp — Bestla
famille universelle.

(v) : Pour tout ¢ € B, on a l'isomorphisme canonique J(C}) = J(X;). Donc la fibration lagrangienne J(Xp/B) — B
de la jacobienne intermédiaire relative de la famille universelle fp : Xg — B des variétés de Fano contenant S en
tant que diviseur anticanonique s’identifie & la restriction h=!(B) — B de la fibration lagrangienne

h: M2 0, [0),00 0 M2 (0,2H — (B} - [€),0) — |Cls, U|C"]s,

donnée par 'application support. O

5.3.5 Les éclatés d’une quadrique de P* en une courbe lisse connexe

Dans ce paragraphe, on considére les éclatés X d’une quadrique Q C P* en une courbe C. On note ¢ : Qc - Q
le morphisme d’éclatement.

Lemme 5.3.9. Soient C C Q et C' C Q des courbes connexes lisses telles que X = Qc, X' = Q¢ soient des
variétés de Fano de nombre de Picard 2, c’est a dire, C, C' appartiennent auz cas no. 7,13,17 ou 23 de la table 2

de [/0].
(i) Si C, C' nappartiennent pas au cas no. 17 de Mori-Mukai, alors tout isomorphisme ¢ : X = QC S X = Qc/,
descend & un automorphisme ¢ de Q tel que ¢(C) = C’, c’est a dire que les contractionse: X — Q et e'ogp: X — Q
sont équivalentes, € : X — Q et € : X' — Q désignant les morphismes d’éclatement.

(i) De plus, ceci est encore vrai si C' est une courbe du cas no. 17 et si X contient un diviseur anticanonique lisse
S telle que € et € o ¢ induisent un isomorphisme de S sur son image.

Démonstration.

Ce lemme se démontre par les mémes arguments que ceux utilisés dans les lemmes 5.3.1 &4 5.3.5.
(i) Soit ¢; : X — @ deux contractions qui contractent deux diviseurs distincts Fp, Es sur des courbes Cp, Cy, On
trouve alors deux classes semi-amples H; = €;¢1(Og(1)) telles que Pic (X) = Z[H,] & Z[E1] = Z[H,] ® Z[E»]. 1l
existe donc une transformation M € GL2(Z) de déterminant +1 qui transforme Hy, E; en Hy, Es. En utilisant
des contraintes diophantiennes, imposées sur M par la condition det M = =1 et les indices d’intersection des
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diviseurs Ky, H;, E;, on démontre, comme dans le cas d’éclatés de P3, que g = g(C;) et d = d(C;) ne dépendent
pas de i = 1,2 et que les fibres de la surface réglée Fs — C5 sont les transformées strictes dans X, pour €, des
droites bisécantes de C; contenues dans @Q. Dans le cas de P? les fibres de E5 — C5 étaient des transformées de
trisécantes de C, et 'obstruction a la contraction de E5 consistait en la présence de quadrisécantes, du fait que
—Kx s’exprimait par la formule 4H; — E;. Dans le cas actuel, ou X est un éclaté de Q, on a —Kx = 3H; — Fj,
ce qui résulte en ce que €;(Fy) doit étre constitué des bisécantes de C; et 'obstruction & la contraction de FEs
est donnée par les trisécantes de C7. Remarquons maintenant que, vu le degré de @, toutes les trisécantes de C
dans P* sont automatiquement contenues dans @, donc pour savoir si C; posséde des trisécantes dans @Q, on peut
appliquer la formule bien connue de la géométrie énumérative pour le nombre de trisécantes k(d, g) d’une courbe
lisse irréductible C' de P* de degré d et de genre g, voir [41], p. 182 : k(d,g) = (d;2) —g(d—4). Cette formule donne
le degré du cycle virtuel des trisécantes de C' dans la grassmannienne Gr (2,5), ce qui entraine deux conséquences
suivantes : a) si k(d, g) = 0, alors, ou bien C' n’a aucune trisécante, ou bien le nombre de trisécantes est infini; b) si
k(d, g) # 0, alors C' a au moins une trisécante. Parmi les lignes de la table 2 de [46] couvertes par cette proposition,
on trouve k(d, g) = 0 dans un seul cas, numéro 17.
(ii) Dans ce cas on peut conclure par un argument simple suivant : les courbes C; sont contenues dans la surface S,
qui doit étre transformée par e de fagon isomorphe sur l'image, or e contracte les bisécantes de Cy et donc €3(.S)
a une courbe de self-intersection. La contradiction obtenue démontre I’énoncé du point (ii).

O

Proposition 5.3.10. (i) Si S € |- Kx|x est une surface K3 diviseur anticanonique de X = Q¢, alors
So = €(S) = QN K C P* est une intersection compléte de Q et d’une cubique K qui contient C.

(i) Une surface K3 générique dans l'espace de modules K, ou R est le réseau R = Z[H| @ Z[C] muni de la
forme d’intersection ( d40 2950_ 9
de P* contenant une telle courbe C. Cela entraine, entre autre, que la surface K3 générique, qui est une
intersection compléte d’une quadrique et d’une cubique, a pour réseau de Picard R.

(iii) Dans une intersection compléte lisse d’une quadrique et d’une cubique Sy de P* contenant C, générique
dans KE, les courbes équivalentes & C par déformations dans So, varient suivant les cas soit dans un seul
systeme linéaire |C|s,, soit dans deux systémes linéaires différents |C|s, et |C']s,-

Fizons Sy = Qo N Ko C P* intersection compléte lisse contenant C, générique dans K& de sorte qu’elle vérifie la
propriété du (iii). Soit S C P* x P” le transformé strict de Sy, de sorte que p induit isomorphisme p : S = Sp.
Alors :

(iv) Uespace de modules F& = B est un ouvert de P9¢ = |C|s,, respectivement de P9 LIPIC = |C|g, U |C']s,,
et

(v) la jacobienne intermédiaire relative J(Xg/B) — B de la famille universelle f : Xg — B des variétés
de Fano de réseau de Picard R contenant S en tant que diviseur anticanonique s’identifie & la restriction
au-dessus de B de la fibration lagrangienne h : MSI{ (0,C,1 — gco) — P9¢, respectivement h : Mg) (0,C,1 —
gc) LlMg)(O,C/, 1-— gc) — P9c |y P9e,

) , est une intersection compléte lisse d’une quadrique et d’une cubique

Démonstration. Notons € : X = Q¢ — Q le morphisme d’éclatement et E C X le diviseur exceptionnel.
(i) : Ona Kx = —3H + E. Soit S € | — Kx| irréductible. Alors Sy € | —3H]|g et contient C' = Q N Q1 N Q2 (cf.
proposition 5.1.6). Puisque @ est projectivement normale (cf. proposition 5.1.4), Sy = V(f3,q) C P*.
(ii) : La premiére assertion vient du fait que les propriétés :

— la classe [H] est ample

— la classe [C] est représentée par connexe lisse,
sont ouvertes pour la topologie de Zariski dans toute déformation de Sy préservant lalgébricité des classes [H]
et [C]. Cela entraine qu'une surface K3 générique dans I'espace de module K/* des surfaces K3 s’obtient par la
construction donnée en (ii). Le théoréme de Beauville ([6]) dit que le morphisme s? : F — K/ est génériquement
surjectif, donc les surfaces K3 trés générales de K, celles de nombre de Picard 2, ont bien une intersection non
vide avec 'image de ce morphisme.
(iii) : Ce point sera traité famille par famille.
Famille 7 de nombre de Picard 2
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Soit So = Vpa(f3,q) une intersection compléte lisse contenant une intersection compléte lisse C' = Vpa(¢', g1, ¢2).
C’est une surface K3 primitivement polarisée par la classe ample H = Og, (1) de degré 6. On a C =V (¢, q1,¢2) C
So =V (fs,q) si et seulement si ¢ = A\q et f3 =11q1 + l2g2 + lq. On a alors

QiNSy=(QUH)NQiNQ=CUHNQ:NQ)=CUC’,

ou Hy = V(ly) C P* est I'hyperplan associé. La courbe €' = Hy N Q1 N Q est une courbe elliptique de degré 4.
On a ainsi [C] + [C'] = 2H € Pic(Sp). De plus, Hy NSy = €' N Cy, ou Cy C Sp est une conique. On a ainsi
[C']+ [Co] = H € Pic(Sy).

Les nombres d’intersection dans Sy sont C? = 2g(C)—2=8, H-C =8, H-C' =4, C?=0, H -Cy=2,
Ced=-2, C"-Co=(H-Cy)-Co=4,C-C'"=2H-C")-C"=8,et C-Cy=(2H —C")-Cy = 0.

La surface K3 Sy contient une conique Cj, un pinceau elliptique de degré 4, dans lequel varie C’, et le systéme
linéaire |Cy| de courbes de genre 5 et de degré 8, dans lequel varie C et tel que C; N Cy = 0 ou Cy C Cy car
C - Cy = 0. Le réseau de Picard de Sy contient le sous-réseau primitif R = Z[H] ® Z[C|] de rang 2 avec la forme
d’intersection indiquée dans 1’énoncé.

Si Sy est générique dans K¢, alors Pic (Sp) = Z[H] @ Z[C]. La courbe C est lisse de genre g(C) = 5, donc
dim (|C|s,) = 5. De plus, la conique Cy, le pinceau elliptique de degré 4 dans lequel varie C’ et le systéme linéaire
|Ct|s, de courbes de genre 5 et de degré 8 dans lequel varie C' sont unique dans Sy. L'unicité de |Ct|s,, par exemple,
suit du fait que le systéme

(aH + bC)? =6
{ (aH4+0bC)-H =6

n’a qu’une seule solution dans Z?, qui est (0, 1).
Famille 13 de nombre de Picard 2

Soit So = V(/f3,q) C P* une intersection compléte lisse contenant une courbe lisse C' = Vps(q, g1, g2, g3) de genre
2 et de degré 6 qui est une intersection de quatre quadriques. Ona C = QNF =V (q,q1,92,493) C So = V(f3,q0) si
et seulement si f3 = lopg+...+13q3, oil les [; € S} sont des formes lindaires et ¢ = A\gp, ot A € C, i.e. Q = Q. Pour
q € {q1,q2,43), out {q1,q2,q3) = P? C H°(P* O(2)) est le réseau engendré par q1,q2 et g3, on a Sy N Q; = C U C].
Ainsi deg (C}) = 6 et [C] + [C}] = 2H € Pic (Sp). La surface K3 Sy contient deux réseaux de courbes de genre 2
et de degré 6, celui dans lequel varient les courbes Cj et celui dans lequel varie la courbe C, et C - C] = 10. Le
réseau de Picard de la surface K3 Sy contient le sous-réseau primitif R = Z[H] @ Z[C] de rang 2 avec la forme
d’intersection indiquée dans 1’énoncé.

Si Sy est générique dans K, alors Pic (Sp) = Z[H] @ Z[C]. Dans ce cas Sy contient exactement deux réseaux
de courbes de genre 2 et de degré 6, car le systéme

{ (aH +bC)? =0
(@H +0C)-H =6

a exactement deux solutions dans Z2, qui sont (0,1) et (2, —1).
Famille 17 de nombre de Picard 2
Soit Sy = V(f3,q) C P* une intersection compléte lisse contenant une courbe elliptique (lisse) C' de degré 5
dans P*. La surface K3 Sy contient un pinceau elliptique de degré 5, dans lequel varie la courbe C, et une droite.
Le réseau de Picard de la surface K3 Sy contient le sous-réseau primitif R = Z[H] @ Z[C|] de rang 2 avec la forme
d’intersection indiquée dans 1’énoncé.
Si Sy est générique dans K¢, alors Pic (Sy) = Z[H] @ Z[C]. La surface K3 Sy contient alors un unique pinceau
elliptique de degré 5, car le systéme
(aH +bC)? =0
{ (aH+0bC)-H =5

n’a qu’une seule solution dans Z?, qui est (0, 1).
Famille 23 de nombre de Picard 2

Soit Sy = V(qo, f3) C P* une intersection compléte lisse contenant une courbe lisse C = Vpa(q,¢’,h). On a
C=VI(q,q,h) C So="V(qo, f3) si et seulement si f5 =1g+1'q’+¢"h et Q = Qo, | et I’ étant des formes linéaires
de C°. Alors HN Sy = C U Cy, ott Cyp = V(q,l’;h) est une conique telle que (Co) = Ag = V(I';h) C PL. Ainsi
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H = [C] + [Cy] € Pic(Sp). Pour t € P! C Gr(4,5) paramétrant les hyperplans Hy, tels que Ag C H; C P4, on a
H:N Sy = CUCy avec deg (Cy) = 4. Ainsi H = [Cy] + [Co] € Pic (Sp). Les nombres d’intersection dans Sy sont
H?=6, H-C=4, H-Ch=2,C?*=0, C¢=-2,et C-Co=(H—Cyp) Co=0.Puisque C-Cy = 0 et que
C; ne contient pas Cy, on a C; N Cy = (. On a Cy = Ag N Sy, donc Ag N C; = (). La surface K3 Sy contient un
pinceau elliptique, dans lequel varient les courbes C;, et une conique Cy avec Cy N Cy = . Le réseau de Picard de
la surface K3 Sy contient le sous-réseau primitif R = Z[H] @ Z[C|] de rang 2 avec la forme d’intersection indiquée
dans I’énoncé.
Si Sy est générique dans K¢, alors Pic (Sy) = Z[H] @ Z[C]. Dans ce cas, Sy contient un seul pinceau elliptique
de degré 4, car le systéme
(aH + bC)? =0
{ (aH4+bC)-H =4

a une seule solution dans Z?2, qui est (0,1). Ce qui termine la démonstration du point (iii).
(iv)-(v) : La démonstration est similaire a celle des parties (iv)-(v) des propositions 5.3.2-5.3.8. O

5.3.6 Les éclatés d’une quadrique de P* & un point singulier en une union disjointe
d’une courbe lisse et du point singulier

Il n’y a qu’une seule famille rentrant dans ce cas. C’est la famille 2 de nombre de Picard 4.

Les variétés de Fano sont les éclatés X = Vv,c des cones V = V(qy) C P* de sommet v au-dessus d’une surface
quadrique lisse R = A3 NV C P4, en v et en une courbe elliptique C' = A3 NV N Q, qui est une section de V par
un hyperplan Az de P* ne passant pas par v et par une quadrique. On note ¢; : IF;41, P ey: X = VU,C =27,
f/v av, V', les morphismes d’éclatement et E? C IP;4U, E = E? N f/v C Vv, FEy C X les diviseurs exceptionnels.
Par ailleurs, Ly C V, Ly C V désignent deux plans (passant par v) représentant les deux familles de plans de V.
On note Quot ps(Ops, Pc) le schéma de Hilbert de P* dans lequel varie la courbe C, C C Quot pi(Ops, Po) x P*
la correspondance d’incidence. Soit r un entier positif et p : P* x P* — P* la projection de sorte que, pour toute
quadrique singuliére V' C P* et toute courbe C’ € Quot (Oy, Pc), le morphisme d’éclatement se factorise par

€y : f/v,c/ SVxPrLy (cf. lemme 5.1.7).

Par ailleurs on notera par A la matrice

=Moo

2 1 2

(1) ,12 % , par S une surface K3 dans le systéme linéaire | — K x|, par Sy,
22 00

resp. S7 son image dans V', resp. V. Remarquons que €z y induit 'isomorphisme S ~ S; et que €2 v|s, : S1 — So
contracte la (—2)-courbe E{ = E1 NSy en le point singulier ordinaire double de Sy, qui est le sommet du cone v.

Lemme 5.3.11. Soit ¢ : X = ~v,c 5 X = 1,,0/ un isomorphisme, ou C C V et C' C V sont des courbes
elliptiques comme ci-dessus et notons e = €1 oeg: X =V et € =€ 0€hy: X' — V les morphismes d’éclatement.
Si S C X est un diviseur anticanonique lisse tel que es et €} o ¢ induisent des isomorphismes de S sur son image,
alors ¢ descend a un automorphisme ¢ de V tel que ¢(C) = C’, c’est a dire que les contractions € : X — V et
€o¢: X —V sont équivalentes.

Démonstration.

La Table 4 de [46] montre qu’il existe deux contractions non équivalentes d’une variété de Fano X de ce type sur
V,, tandis que la contraction V — V est unique (modulo automorphismes de V). Onnote €3 : X — V,,, & : X — V,
ces deux contractions, Fs, Fs leurs diviseurs exceptionnels, € = €; o €2, € = €1 0 €& les composées respectives. On
trouve facilement la description géométrique d’un diviseur exceptionnel dans X, différent de Es, qui admet une
contraction sur une courbe elliptique : c’est le transformé strict dans X du céne de sommet v sur la quartique
elliptique Cy = €(E3) = A3 N Q N V. Effectivement, la classe anticanonique de X étant —Kx = 3H — F; — E, les
transformeées strictes f des génératrices de ce cone dans X intersectent F; et E transversalement en un point, donc
—Kyx - f =1et laclasse de f engendre un rayon extrémal du cone de Mori de X. Le résultat de contraction de Fs
posséde une unique quadrique exceptionnelle E1, qui est la transformée stricte de R = A3NV, et en la contractant,
on obtient la variété isomorphe a V. En nous appuyant sur 'unicité de la deuxiéme contraction, affirmée par
Mori-Mukai, nous identifions cet autre diviseur exceptionnel dans X avec E,. Notons S; = e2(9), S, = €2(S) et
So = €(S7). La restriction de FE» a S est égale a C + C' + 2FE1, ou C' est la courbe telle que QN Sy = C U C’
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et Ef = FE; NSy, ce qui entraine la conclusion absurde que Sy est non normale a une courbe de singularités de
multiplicité 4. Cette contradiction démontre le lemme.
O

Proposition 5.3.12. (i) Si S € | — Kx| est une surface K3 contenue dans X = Vi, ¢, alors Sy = €(S) =
V(fs,qv) C P* est une section de V par une cubique qui contient C' et v.

(ii) Soient So = V (f3,qv) C P* une intersection compléte d’un cone quadratique V =V (qy) et d’une cubique
lisse V(f3), passant par v et contenant une courbe elliptique C = A3 NV N Q telle que v ¢ C. Ainsi Sy a
un point double ordinaire en v. On choisit Sy générique de sorte qu’elle a pour seule singularité un point
double ordinaire en v et que les L; NSy = L; NV (f3) soient lisses. Le transformé strict S; C ‘7@ de Sy est
alors une surface K3 lisse contenant un pinceau elliptique |C|g,, et le réseau de Picard de S1 contient le
sous-réseau primitif de rang quatre R = Z[L}] @ Z[Lh) © Z|F}] ® Z[C), ou B} = S1 N Ey C V, est le diviseur
exceptionnel de Sy et L, C Sy sont les transformés stricts de L; NSy. La forme d’intersection de R dans la
base L', Ly, EY,C est donnée par la matrice A. Une surface K3 Si générique dans KT s’obtient par cette
procédure. Cela entraine, entre autre, que la surface K3 générique obtenue par cette procédure a pour réseau
de Picard R.

(iii) Pour un choiz générique de Si, il y a exactement deux pinceaux elliptiques sur S1 dont les membres
génériques sont les images réciproques dans S1 de quartiques elliptiques dans V' ne passant par v. Si l'un est
|C|, Dautre est |2H — 2E] — C|.

Fizons maintenant une surface Sy = €(S) = V(f3,q), comme dans (ii), contenant une courbe elliptique C' =
AsNV NQ telle que v ¢ C, et notons par L;, i = 1,2 deuzx plans des deux familles différentes dans V. Soient
S1C I@’ﬁ la transformée stricte de Sy et S C P* x P" celle de Sy, de sorte que on a les morphismesp : S — S; — Sp.
Alors, pour un choix générique de Sy, de sorte que S ~ Sy soit générique dans KT et vérifie la propriété du (iii),
on a :

(iv) Uespace de modules Fs = B est une ouvert de |C|s, = P!, et

(v) la jacobienne intermédiaire relative J(Xp/B) — B de la famille universelle f : Xp — B des variétés
de Fano de réseau de Picard R contenant S en tant que diviseur anticanonique s’identifie & la restriction

au-dessus de B de la fibration lagrangienne naturelle h : Mgf{_E‘/) (0,[C],0) — P

Démonstration. (i) : Calculons le fibré canonique de V,, € P4. On a e;1(V) = V, UE? C P4, V, étant le transformé
strict de V. Donc [V,] = €*[V] —2[E?] = 2H —2[E?] € Pic (P}). D’autre part Kpi = —5H +3[E?] € Pic(P?). On en
déduit Ky, = K, |Vo+ V] g, = —3H +[E1] € Pic(V,). Done Kx = e3Ky, —[Eo] = —3H +[E\] + [Es] € Pic (X).
Soit S € | — Kx/| irréductible. On pose S1 = €3,y (S) C V, et Sy = ev(S) = e1,v(S1) C V, on a [So] = ey.[S] =
3H € Pic (V) et d’aprés la proposition 5.1.6, C C Sy et v € Sp. Donc C = €1,y (C) C Sy, S1 est le transformé strict
de Sy et S est le transformé strict de S;. Puisque V' C P* est projectivement normale, So = V(f3,q1) C P4 est une
section de V' par une cubique.

(i) : Soient Sy = V(f3,qv) C P* et C = ANV N Q comme dans I'énoncé. On choisit Sy générique de sorte
que L; NSy = L; NV(f3) soient lisses. On a C = ANV NQ = V(h,qv,q) C So = V(fs,qv) si et seulement si
fs=hqg' +lgy+1Uq. Alors QNSy = CUC", ou C' =V (¢, qv,q) = VNQRNQ' est une courbe de degré 8 et de genre
arithmétique p, (C”) = 5 qui est une intersection compléte de trois quadriques. Ainsi [C]+[C’] = 2H € Pic (Sp). Soit
S le transformé strict de Sp, qui est une surface K3 polarisée par 3H — E}. En notant encore C = ¢~ 1(C) C S; (C
ne passe pas par v) et C"* = ¢71(C") C S1, on a [C]+ [C"] = 2H € Pic (S1). La surface K3 S; contient un pinceau
elliptique |C|, tel que H - C' = 4, et un systéme linéaire |C"| de courbes de genre 5 tels que H - C’* = 8. Dans Sy, on
aC?=2g(C)—2=0, C?=2p,(C")—-2=2p,(C")—-2=8, C-C"*"=C-C"+C?>=C-(C+C")=2H-C =38,
E{-C =0,et Ef-C"" = E|-(2H — C) = 0. Les courbes L/, L}, sont des cubiques planes, donc des courbes
elliptiques, passant par v ; aprés I'éclatement de v elles rencontrent Ef en un point. Donc (L})2 =0et L, - E} = 1.
Puis, L N LY = Ly N Ly N V(f3) est 'intersection de la cubique {f3 = 0} avec la droite Ly N Lo, formée de trois
points, mais I'un de ces trois points est v et disparait donc lors de I’éclatement de v. On a donc L} - L, = 2. Puis,
E; ~ P! donc (E})? = —2; on a aussi C' - B} = 0 car C se trouve dans un plan A3 ne passant pas par v, et
C-L;=2car CNL, =AsNL;NQ est intersection de la droite Az N L; avec la quadrique @, formée de deux
points. Avec C? = 0, cela donne la matrice A ci-dessus. On note aussi la relation H = L} + L} + E{ dans Pic S.
D’ailleurs, les classes L}, L}, By, C engendrent I'image R de Pic X dans Pic S, car Ly, La, Eq, E engendrent Pic X.
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Donc le réseau qu’on a décrit est bien un sous-réseau primitif de Pic S. Le réseau de Picard de S; contient donc le
sous-réseau primitif R = Z[L}] ® Z[L}] ® Z[E}] ® Z[C] de rang 4, dont la forme d’intersection est donnée par A.
(iii) Si ) est générique dans K%, Pic (S1) = Z[L}] ® Z[Ly] ® Z[E}] ® Z[C] est de rang 4. Dans ce cas, le systéme

(aL} +bLh + cE} + dC)? =0
(alf} +bLY +cEy +dC)-H =4
(aly +bLy+cE{+dC)-E; =0

a exactement deux solutions dans Z*, qui sont (0,0,0,1) et (2,2,0, —1).
(iv)-(v) : Ces points se démontrent comme dans les propositions 5.3.2 a 5.3.10. O

5.3.7 Les autres cas d’éclatés ou la jacobienne de la variété qu’on éclate est nulle
Eclaté de V5 en une courbe lisse

Il n’y a qu’une seule famille dans ce cas, c’est la famille 14 de nombre de Picard 2.

Les variétés de Fano sont les éclatés X = Vi d’une section linéaire V = Gr (2,5)NAg C P? de la grassmannienne
Gr (2,5) en une courbe elliptique C'= A4 NV de degré 5, une section linéaire de V' par un sous-espace linéaire Ay
de dimension 4 contenu dans le sous-espace linéaire Ag de dimension 6. On note € : X = Vo — Ve morphisme
d’éclatement.

Lemme 5.3.13. Un isomorphisme ¢ : X = Ve = X’f Ver, ou C CVet C' C V sont des courbes elliptiques
comme indiquée ci-dessus, descend & un automorphisme ¢ de V' tel que ¢(C) = C’, c’est a dire que les contractions
€: X > Veteop: X =V sont équivalentes, ¢ : X — V et € : X' — V désignant les morphismes d’éclatement.

Démonstration.
Dans ce cas, comme montre la table 2 de [46], la contraction X — V est unique.
O
Proposition 5.3.14. (i) Si S € |— Kx|x est une surface K3 contenue dans X = Ve en tant que diviseur

anticanonique, alors Sy = €(S) est une surface K3 de la forme Q N Gr (2,5) N Ag C P?, contenant C, ot Q
est une hypersurface quadrique de Ag.

(ii) Soit Sy = QNGr(2,5)NAg C P? une intersection compléte lisse contenant une courbe elliptique C = AyNV
de degré 5, ou Ay est un sous-espace linéaire de dimension 4 contenu dans Ag. Alors Sy est une surface K3

de K&, ou R = Z[H] ® Z[C] a pour forme d’intersection (150 (5)) De plus, Sy contient deuz pinceauz

elliptiques |C|s, et |C’|s,. Une surface K3 Sy, générique dans K{y, s’obtient par cette construction. Cela
entraine, entre autre, que la surface K3 générique obtenue par cette construction a pour réseau de Picard R.
(i4) Pour un choiz générique de So € K, |Cls, et |C'|s, sont les seuls pinceaux elliptiques de degré 5.
Fizons une intersection compléte So = Qo N Gr (2,5) N Ag C PV lisse contenant une courbe elliptique C =V N Ay
de degré 5, ot Ay C Ag, générique dans KL de sorte qu’elle vérifie la propriété du (). Alors :
(iv) lespace de modules FE = B est un ouvert de |C|s, U|C’|s, = P* UP!, et
(v) la restriction au-dessus de B de la fibration lagrangienne h : M (0,[C],0) u ME (0, H — [C],0) — P* UP*
s’identifie a la jacobienne intermédiaire relative J(Xp/B) — B de la famille universelle fg : Xp — B des
variétés de Fano de réseau de Picard R contenant S en tant que diviseur anticanonique.

Démonstration. Notons E C X le diviseur exceptionnel de X = V.

(i): Ona Kx = —2H+ E. Soit S € | — Kx/|. Alors, d’aprés la proposition 5.1.6 (ii), Sy = €(S) € |2H|y et contient
C. Par la normalité projective de V, Sg =V N Q C PY.

(i) : Soit Sy = VN Q C P lisse contenant une courbe elliptique C = Ay NV ou Ay C Ag. C’est une surface K3
de Kjg primitivement polarisée par H de degré 10. Puisque C' = V N A4 C Sy, la quadrique @ N Ag C Ag est de
rang 3 (cone de sommet un plan projectif au-dessus d’une quadrique lisse de dimension 2) contenant A4. On a
AyNSy=CUC. Ainsi H = [C] +[C'] € Pic(Sp). Les intersections dans Sy sont : H> =10, H-C =H -(C' =5,
C?=0, C?=0, C-C'"=(H-C")-C'"=H-C" = 5. La surface K3 Sy contient donc deux pinceaux elliptiques C;
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et C} de degré 5. Puisque C'-C' =5, C; N C| = {5 points }. Le réseau de Picard de Sy contient donc le sous-réseau
primitif R = Z[H] & Z[C] dont la forme d’intersection est celle de I’énoncé.

(iii) Une surface K3 Sy générique dans K¢ est de réseau de Picard R. Dans ce cas, elle contient exactement deux
pinceaux elliptiques de degré 5, car le systéme

{ (aH +bC)? =0
(aH+bC)-H =5

admet deux solutions dans Z?, qui sont (0,1) et (1,—1).
(iv)-(v) : La démonstration de ces points est similaires a celle des points (iv)-(v) des propositions 5.3.2-5.3.12. [

Eclaté de P(1,1,1,2) en ’union disjointe d’une courbe lisse et de son point singulier

Il n’y a qu’une seule famille rentrant dans ce cas : c’est la famille 9 de nombre de Picard 3.

Les variétés de Fano sont les éclatés X = va de V =P(1,1,1,2) en le sommet v = [0,0,0, 1] et en une courbe
de genre 3, qui est une quartique lisse C contenue dans le plan R = V(z3) = P(1,1,1) ~ P? ne passant pas par v.
On note iy : V =P(1,1,1,2) < P° le plongement donné par le systéme lindaire |Oy (2)|. Notons Quot , (Oy, Pc)
le schéma de Hilbert dans lequel varie la courbe C' et C C Quot (Oy, Po) x PS la correspondance d’incidence.
Notons € : X = VU,C 2, f/v L Vila composée de deux éclatements, E; C Vv, FEs C X les diviseurs exceptionnels.
Soit  un entier positif et p : P x P" — PS la projection, de sorte que, pour toute courbe C’ € Quot 1, (Ov, Pc), le
morphisme d’éclatement se factorise par ¢ : V, or < V x P" 2V (cf. lemme 5.1.7).

OnaV, =P = P(Op: @ Op2(2)). On note £ = Opjp2(1) et m : P — P? la projection naturelle. Notons
H = ci(L) et h = c1(7*Op2(1)). Alors la suite exacte d’Euler relative et 'égalité wp = wp/p> ® T wp2 donnent
—Kp = 2H + h. On introduit les coordonnées homogénes 7y et n; sur P, en utilisant I'isomorphisme canonique
7L = Op2 ®Op2(2) : g = HO(P, L) = H°(P2, Op2 ®Op2(2)) m1 = H*(P, L7 Op2(—2)) = H°(P?, Op2(—2) ® Op2),
ol 7o, 11 est une section de L, resp. de L@ 7*Opz(—2), qui donne une base du facteur Opz de la somme directe sur
P2 aprés 'application de 7. On a alors deux sections de la projection 7 naturelle : E; = Vp (1), Ng, p = Op,(—2),
R = V]p(no), NR/IF’ = OP2(2), et [R} = H = F; + 2h € Pic (P)

On considére également une surface K3 S € | — Kx|, contenue dans X = Vu,c en tant que diviseur anticano-
nique, et on note S; = €3(5). On remarque que S; € | — Kp| = |2H + h|.

Lemme 5.3.15. Soit ¢ : X = Vv,c =X = f/vycf un isomorphisme, ot C C V et C' C V sont des quartiques
lisses comme ci-dessus et notons e = €1 o€y : X — V et € =€ 0€hy : X' = V les morphismes d’éclatement. Si
S C X est un diviseur anticanonique lisse tel que es et €, o ¢ induisent des isomorphismes de S sur son image,
alors ¢ descend a un automorphisme ¢ de V tel que ¢(C) = C’, c’est a dire que les contractions € : X — V et
€o¢: X —V sont équivalentes.

Démonstration.

La table 3 de [16] montre que dans ce cas il existe deux fagons non équivalentes de contracter X sur P. La
premiére, c’est la contraction €5 : X — P de E sur C. Pour décrire la seconde, remarquons que si on note par le
méme symbole R C X le transformé strict de R = Vp(n) dans X, alors Ng,x = Ng/p(—C) =~ Op2(—2). Donc
R devient diviseur exceptionnel dans X qui peut étre contracté en un point singulier du type de sommet du cone
de Véronése sur P2, De facon similaire, les fibres du fibré projectif 7 : P — P? passant par des points = de C' se
relévent (dans le sens de transformée stricte) dans X comme des courbes f, ~ P! telles que —Kx - f, = 1, et
engendrent donc un rayon extrémal du type birationnel I, dans la notation de Mori. La surface réglée E¢ formée
des courbes f, (x € C) est un diviseur exceptionnel, isomorphe & E; mais différent de E7, qui peut étre contracté
par la contraction de Mori e¢ = cont s, : X — Y. Comme Ec coupe E; par une quartique isomorphe a C,
Nee(B1))y = NEg,/x(2) ~ Op2(2). Donc ec(E1) n’est plus exceptionnel dans Y. Par contre, Ec "R = () dans X et
ec(R) reste exceptionnel dans Y. On conclut que Y est, comme P, le projectivisé de Opz @ Op2(2), mais maintenant
les roles de Fq, R sont permutés.

Cette deuxiéme contraction e : X — Y = P contracte en des points les courbes f,, x € C. Puisque la classe de
7~ 1(z) dans P est h? et la classe de S est 2H + h, et que h3 = 0, H?-h = 1 dans P, on voit que (7~ *(z)-S1)p = 2,
c’est a dire 7|s, : S — P? est un revétement double. Par construction, 7=1(C) se décompose en deux courbes
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isomorphes, dont I'une, contenue dans R, est notée par le méme symbole C, et 'autre est C/ = 7(C), ou 7 dénote
I'involution de Galois du revétement double 7|g,. On voit que la contraction ¢ de la famille des courbes f,, z € C,
identifie les points z et 7(x) pour z € C. Donc 'image de S par cette contraction a une courbe de points doubles
ec(C) = ec(C’), ce qui est absurde, car par I'hypothése la contraction doit envoyer S sur son image de fagon
isomorphe. Cela termine la démonstration. O

Proposition 5.3.16. (i) Si S € | — Kx|x est une surface K3 contenue dans X = VU,C en tant que diviseur
anticanonique, alors S1 = €3(S) = Vp(so), ot so = fi(z)ng + f3(x)nom + fa(x)g1(z)ni avec x € P? (elle
contient C = Vpz2(f4)).

(i) Soit Sy = Vi, (fr(x)ng + f3(x)nom + fa(x)g1(x)ni) lisse. Notons Ef = S1NE; C V, le diviseur exceptionnel
de Sy et b = igl/Pﬂ'*Opz(l). Alors S est une surface K3 dont le réseau de Picard contient le sous-réseau

2 1 4
primitif de rang trois R = Z[h'| ® Z[E1] & Z[C], muni de la forme d’intersection <}1 —02 2) . La surface K3

Sy contient le systéme linéaire |C|s, de courbes de genre 3. Une surface K3 générique dans KT s’obtient
par cette construction. Cela entraine entre autre que la surface K3 générique obtenue par cette construction
a pour réseau de Picard R.

(iii) Si S1 est générique dans KT, |C|s, est le seul systéme linéaire de courbes de genre 3 tel que h' - C =4 et
dont les membres sont d’intersection nulle avec Ej.

Fizons un diviseur lisse Sy = V (fi(x)n2 + fa(x)nom + fa(x)g1(x)n?) C V,. Soit S C V x P" le transformé strict
de Si, de sorte que p induit le morphisme p: S =+ S} — Sy. Alors, pour un choiz générique de Sy de sorte qu’elle
vérifie la propriété (iii),
(iv) lespace de modules FL = B est un ouvert de |C|g, = P?, et
(v) la jacobienne intermédiaire relative J(Xp/B) — B de la famille universelle f : Xg — B des variétés de
Fano de réseau de Picard contenant S en tant que diviseur anticanonique s’identifie a la restriction au-dessus

de B de la fibration lagrangienne h : Mg (0,C,—2) — P3.

Démonstration.

(i) : Soit S € | — Kx| irréductible. On a Kx = ¢*Ky + 2E; + E5. Donc [S] = —€*Ky — 2E; — E3 € Pic(X).
Notons S; = €(S) C V, et Sy = €(S) = €(S1) € V. Alors [Sy] = e[S] = —Ky = Oy(5) € CHy(V),
Sy contient C' et Sy contient z et C. Le fait que (E}%)s, = (Ey - B - S)y, = —2 montre que Sy possede
une singularité quadratique en z. Ainsi Sy = V(so) € V =P(1,1,1,2), ott 89 € H°(V,0y(5)). On a sy =
fs(xo, v1,22) + w3 f3(20, 71, 22) + 23 f1(70, 71, 72), les éléments f5, f3, f1 € Clxy,...,x4] ayant pour degré 5,3,1
respectivement et étant indépendant de la variable x3. On a : Sy contient C' = Vp(y,1,1,2)(f4,23) si et seule-
ment si f5 = fig1, ou g1(xo,x1,22) est une forme linéaire. Dans V, = P, on a donc S; = V(sp), ot 89 =

fi(zo, x1, x2)15 + f3(x0, 1, m2)n0m + fa(2o, 21, 22)g1 (0, T1, T2)17
(ii) : Le morphisme 7 oig, g : V,, — P? est un revétement double. On a Ef = F; NS, = Vi (1, 80) et RN Sy =
Vi, (1o, s0) = CU VVU(nO,gl). Les intersections dans S; sont : K2 =2, h'-C =4, W -E, =1, C-E; =0. Le
groupe de Picard de S7 contient donc le sous-réseau R de rang trois muni de la forme d’intersection comme dans
I’énoncé. Les propriétés :

— la classe [h/] est ample,

— la classe [C] est représentée connexe lisse,

— la classe [Ef] est représentée par une courbe rationnelle lisse
sont ouvertes pour la topologie de Zariski dans toute déformation de S; préservant l'algébricité des classes [h], [C]
et [E]. Cela entraine qu'une surface K3 générique dans I'espace de module K des surfaces K3 s’obtient par cette
construction. Le théoréme de Beauville ([6]) dit que le morphisme s : Ff — KT est génériquement surjectif, donc
les surfaces K3 trés générales de K, celles de nombre de Picard 3, ont bien une intersection non vide avec I'image
de ce morphisme.
(iii) Une surface K3 S; générique dans K% a pour nombre de Picard 3. Dans ce cas, elle ne contient q’un seul
réseau de courbes de genre 3 tel que b’ - C' = 4 dont les membres sont d’intersection vide avec Ej ou contiennent
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E1, car le systéme
(aH +bC + cE})? =4
(aH+bC+cE})-n =4
(aH+bC+cE))-E] =0

admet une unique solution dans Z2, qui est (0, 1,0).

Fixons un diviseur lisse S1 = V (f1(z)ng + f3(z)nom + fa(z)g1(z)n?) C V,,. On choisit S; générique de sorte que
|Cls,, ot C = V5 (f1,m0), soit le seul réseau de courbes de genre 3 tel que h'-C' = et E] - C = 0. Soit S C V x P*
le transformé strict de S, de sorte que p induit le morphisme p : S =+ S; — Sp.

(iv) : Soit X une extension de Fano de S. Ainsi X = VU,C/ contient S en tant que diviseur anticanonique. D’aprés
le point (i), Sp = €(S) contient C’ et V = V. La famille

f X C (]P)l X V())csou(plx{v}) — ]P’l = ‘O|SO = |C|51,

ot Cs, = C N (P! x Sp) est la correspondance d’incidence, contient donc toutes les extensions de Fano de S. La
fibre de f au-dessus de t € P! est l’éclaté X, = ‘N/v,Ct de Vi en C} qui contient le transformé strict S de Sy en
tant que diviseur anticanonique (cf. proposition 5.1.6 (iii)). Soit B C P9¢ P'ouvert des t € P! tels que C; C Sy est
lisse. On a ainsi un morphisme surjectif de champs algébriques r : B — F, 5. Le fait que ce morphisme est étale
se démontre comme dans le point (iv) de la proposition 5.3.2. L’injectivité se déduit du Lemme 5.3.15 par des
arguments standard utilisés dans les démonstrations des points (iv) des propositions 5.3.2-5.3.14.

(v) : La preuve de ce point est identique a celle du point (v) des proposition 5.3.2-5.3.14. O

Remarque 5.3.17. Remarquons que, bien que Sy contienne un second systéme linéaire P3 de courbes C' de genre
3, léclatement de C' n’est pas une variété de Fano. Effectivement, le critére de la proposition 2.14 de [/5], qui
permet, dans certains cas, de conclure que l’éclatement d’une courbe est de Fano, ne s’applique pas, car les courbes
C' du second systeme sont découpées dans P par deux diviseurs des classes 4h et H + h qui n’engendrent pas un
sous-systéme linéaire de | — Kp — h| définissant C' comme sous-schéma de P.

Eclaté d’un diviseur lisse P? x P? de type (1,1) en une courbe lisse

Il n’y a qu’une famille rentrant dans ce cas : c’est la famille 7 de nombre de Picard 3.

Les variétés de Fano sont les éclatés X = WC des diviseurs lisses W = V(hy1) C P2 x P? en une courbe
elliptique C' = V/(I},,1},, h11) intersection de trois diviseurs L}, LY,, W de bidegré (1,1). Notons € : X = Wg — W
le morphisme d’éclatement et £ C X le diviseur exceptionnel.

Lemme 5.3.18. Un isomorphisme ¢ : X = We % X' =Wer, ou CCcWet C" C W sont deux courbes elliptiques
comme ci-dessus, descend & un automorphisme ¢ de W tel que ¢(C) = C', c’est & dire que les contractions
e: X > Weteop: X — W sont équivalentes, e : X — W et ¢’ : X' — W désignant les morphismes d’éclatement.

Démonstration.
Dans ce cas, comme montre la table 2 de [40], la contraction X — W est unique.
O
Proposition 5.3.19. (i) Si S € | — Kx|x est une surface K3 diviseur anticanonique de X = Wg, alors
So = €(S) est une intersection compléte de la forme V (qaz, h11) C P? x P2 contenant C.
(ii) Soit So = V(qa2,h11) C P2 x P? une intersection compléte lisse contenant une courbe elliptique C =
V(111,111, h11). Alors Sy est une surface K3 dont le réseau de Picard contient le sous-réseau primitif R =

243
Z[H,] ® Z[H3) ® Z[C] de rang trois, muni de la forme d’intersection é % 8) , ot Hy, Hy désignent les

images réciproques des sections hyperplanes des deux facteurs de P2 x P2. Elle est polarisée par la classe
ample Og,(Hy + Hy) de degré 12 et contient deux pinceauz elliptiques |Cls,, |C'|s, de degré 6 par rapport
& Hi + Hs. Une surface K3 Sy générique dans K{g s’obtient par cette construction. Cela entraine, entre
autre, que la surface K3 générique obtenue par cette construction a pour réseau de Picard R.
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(i4i) Pour un choix générique de Sy dans K{I%, Sy contient evactement deux pinceaus elliptiques |Cls,, |C’|s,
de degré 6.
Fizons une surface K3 Sy = V(gaz,h11) = Qa2 N W C P? x P2 contenant une courbe elliptique qui est une
intersection compléte lisse C = Ly N LY, NW de W avec deuz diviseurs de type (1,1), générique dans KI5 de sorte
qu’elle satisfait o la propriété du (iii). Alors :
(iv) Vespace de modules F& = B est un owvert de |C|s, U|C'|s, = P* UP', et
(v) la jacobienne intermédiaire relative J(Xp/B) — B de la famille universelle f : Xp — B des variétés
de Fano de réseau de Picard R contenant S en tant que diviseur anticanonique s’identifie & la restriction
au-dessus de B de la fibration lagrangienne h : M (0,[C],0) U ME (0, H — [C],0) = |C|s, U |C7]s, -

Démonstration. Notons e : X = We — W le morphisme d’éclatement et £ C X le diviseur exceptionnel.

(i) : On a Ky = —2H; — 2H,, Kx = —2H; — 2H, + E. Considérons une surface irréductible S €
| - Kx|=|2H; + 2H3 — E|. Alors, d’aprés la proposition 5.1.6 (ii), Sy = €(S) = V(gaz, h11), et Sp contient C.
(i) : Soit So = V(ga2,h11) C P? x P? une surface K3 lisse contenant une intersection compléte lisse C' =

V(hi1,131,1;). Cest une surface K3 primitivement polarisée par la classe H = Hy + Hy € Pic (Sy) de degré 12.
Ona:C = V(llu, /1/1, hu) C Sy = V(QQQ, hn) si et seulement si gog = ll1h11—|—l/11 /11—|-l/1/1 /1/1. Alors LIHQSO = CucC’.
Ainsi [C] + [C'] = Hy + Hs € Pic(Sp). Les intersections dans Sp sont : HZ = (Hy + Hs) - (2H; + 2H,) - H? = 2,
H22 = (Hl + HQ) . (2H1 + 2H2) . H22 = 2, H1 . H2 = (Hl + HQ) . (2H1 + 2H2) . H1 . H2 = 4. PlliS7
deg C = (C - H)s, = #V(I41,1%1, hi1, hi1,g22), ot hiy est une forme générique de bidegré (1,1) représentant
H. Puisque C' C Sy, on a qag € (44,1}, h11), donc deg C = #V (I}, 1}y, h11, h11) = (Hy + Hj)gz o pe = 6H7H3 = 6.
Onaaussi H)-C=Hy-C=H;-C'=Hy-C'=3, C?=C"?=0, C-C'"=(H;+Hy—C)-C = 6. La surface K3
So contient donc deux pinceaux elliptiques |C|g, et |C'|s, avec C - C" = 6. Le réseau de Picard de Sy contient ainsi
le sous-réseau primitif R = Z[H1] ® Z[H3] ® Z[C] de rang trois avec la forme d’intersection indiquée dans I’énoncé.
(iii) Une surface K3 Sy générique de K% est de nombre de Picard 2. Dans ce cas elle contient exactement deux
pinceaux elliptiques de bidegré (3, 3), car le systéme

(aHj| + bHS + cC)? =0
(aH{ +bH,+cC)-Hf =3
(aH{ +bH,+cC)-H) =3

admet deux solutions dans Z2, qui sont (0,0,1) et (1,1, —1).
(iv)-(v) : Ces points se démontrent comme dans les propositions 5.3.2 a 5.3.12. O

Diviseur du type (1,1,2) dans P! x P! x P2

C’est la famille 3 de nombre de Picard 3. On notera (a,b,c) = ([ag, a1, [bo, b1], [co, c1, c2]) € P! x P! x P2,
Les variétés de Fano en question se représentent sous la forme X = V(g) C P! x P! x P2, oi1 g est un polynome
trihomogeéne en a, b, ¢ de tridegré (1, 1,2). On représentera les classes de diviseurs de tridegré (i, j, k) sous la forme
iHy + jHy + kHs. Donc X € |Hy + Hy + 2H3| et —Kx = Hj + H) + Hj, ou H] = H;|x. On notera par pr; la
projection sur le i-iéme facteur et par pr;; la projection sur le produit du i-ieme et du j-ieme facteurs.

Le tableau 3 de Mori-Mukai [16] montre qu’il y a deux contractions non équivalentes ¢; : X — P! x P? qui
contractent un diviseur exceptionnel sur une courbe. Il est facile de les identifier comme les projections pry3, prys.
Montrons, par exemple, que pry; est une contraction de ce type. Dans ce but, écrivons I’équation de X sous la
forme suivante : g = apho + a1hy, ou les h; = h;(b,¢) sont des formes bihomogenes sur le produit du 2-iéme
et du 3-iéme facteurs de bidegré (1,2). On voit que pryg|x : X — P! x P? est un isomorphisme au-dessus du
complémentaire de la courbe Co3 = Vp1p2 (ho, h1), tandis que les fibres au-dessus des points de Co3 sont PL. Clest
la premiére contraction, €; = pros |x, de diviseur exceptionnel E; = 6;1(023). De fagon similaire on définit la
seconde contraction €s = pry5 |x au diviseur exceptionnel Ey = €5 1(013). Puisque les jacobiennes de ces courbes
sont isomorphes, comme des V.A.P.P, a la jacobienne intermédiaire J(X), et par le théoréme de Torelli, on conclut
que Cy3 ~ C15. En fait, on peut voir cet isomorphisme plus directement de fagon géométrique.

Lemme 5.3.20. La projection prs|x : X — P? est un fibré en coniques avec une courbe discriminante Cs
de degré 4 et de genre 3. Le revétement double associé de Cs paramétrant les composantes P! des coniques
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(pry|x)~te) = Pi(l) \/Pi@) réductibles est trivial, c’est a dire, (prs|x) 1(C3) est la réunion de deur surfaces
réglées E; = U, cc,
suggerent les notations.

La courbe d’intersection des diviseurs exceptionnels, ou en d’autres mots la courbe formée des points singuliers
des coniques réductibles, C' = F1 N Ey, est isomorphe aux trois courbes Caz, C13,C3, les isomorphismes étant établis
par les projections prys, prys, pry respectivement.

3 . . . e . .
IF%( ), i = 1,2, qui ne sont autres que les diviseurs exceptionnels des contractions ¢; comme le

Démonstration. On écrit g = Zijhijaibj, ol h;; sont des formes quadratiques en ¢ = (cg,c1,c¢2). Les fibres
(pr3 |x)~*(c) sont des coniques, sections planes de P! x P! plongé & la Segre dans P3. La conique (prs|x)~'(c)

hoo(c) hoi(c)

d’équation , ; hij(c)a;b; = 0 est réductible si et seulement si hao(c) 11(6)' = 0, ce qui est I'équation de la

quartique C5. Le revétement double paramétrant les composantes des coniques réductibles est trivial, parce que
les deux composantes appartiennent & deux réglages différents de P! x P! et ne sont donc pas permutées par la
monodromie le long des lacets dans C'. O

Remarque 5.3.21. On peut également représenter X comme un fibré en coniques au-dessus de P! x P! au reve-
tement double du discriminant non trivial, via la projection priy, ce qui donne une représentation de la jacobienne
intermédiaire de X comme la variété de Prym d’un revétement double non ramifié d’une courbe de type (3,3) et
de genre 4 sur P! x P!,

Proposition 5.3.22. (i) Soit S € | — Kx|x une surface K3, membre du systéme anticanonique de X. Alors
S est une intersection compléte de la forme V(g,gs), ot gs est trihomogéne de tridegré (1,1,1). De plus,
st on suppose X et S génériques, alors les projections €; induisent des isomorphismes de S sur S; = €;(S),
i=1,2, et Co3 C Sy, C13 C Sa. La surface K3 S; (i = 1,2) est donc un diviseur de bidegré (2,3) dans
P! x P2, qui est non générique, puisqu’un tel diviseur générique posséde le groupe de Picard de rang 2, mais
S; ~ S posséde le groupe de Picard de rang > 3.

(i) Pour une surface K3 S C X comme dans (i), le réseau de Picard Pic (S) contient le sous-réseau primitif

023
R =Z[H}) ® Z[H}] ® Z[H}] de rang trois dont la forme d’intersection est donnée par la matrice % g % ,

ol on note par des primes la restriction des classes de diviseurs a S. La surface K3 S est primitivement
polarisée par la classe ample H} de degré 2. Une telle surface K3 S est générique dans K.

(iii) Une surface K3 S générique dans KI' ne posséde que deux pinceauz elliptiques |H!| de degré 3 et que
deuz systéemes linéaires P2 de courbes de genres 3 et de degré 4, |E!| = | — H! + H)_, + 2H}|. De plus,
€(E]) =Cao_y3CS;, pouri=1,2.

(iv) Si S est générique dans K£, alors I’espace de modules Fé% est un ouwvert B de PHO(P' x P! x P? [s®
O(H, + Ho + 2H3)) = P3.

(v) Le point (iii) permet d’identifier le P> du point (iv), contenant B, avec chacun des deux systémes linéaires
|El|, i = 1,2. La jacobienne intermédiaire relative J(Xp/B) — B de la famille universelle f : X — B
des variétés de Fano de réseau de Picard R contenant S en tant que diviseur anticanonique s’identifie a la
restriction au-dessus de B de la fibration lagrangienne h : ME (0,[E]],0) — |E{|s ~ P* pour chacune des
deuzx valeurs i =1 ou 2.

Démonstration.

(i) En écrivant g = aghg + a1hi, ou les h; = h;(b,c) sont de bidegré 1,2 et gs = aply + a1l1, ou l; = I;(b,¢)
sont de bidegré (1,1) en b, ¢, on voit que les seuls points ol prayg |g pourrait ne pas étre isomorphisme sur l'image
sont les points ou Iy = I3 = hg = h1, ce qui est I’ensemble vide pour le choix générique des h;, ;. Cela démontre
I’isomorphisme S ~ Sj. Puis, Ca3 = pryg(F;), et S contient donc une section de la projection E; — Cas, isomorphe
a 023.

Remarquons que la projection S; — P? est génériquement finie de degré 2. La famille de tels surfaces K3 est
irréductible et son membre générique posséde le groupe de Picard de rang 1. Les surfaces de cette famille qui ont un
pinceau elliptique, génériques avec cette propriété, ont le groupe de Picard de rang 2 et se plongent dans P! x P2,
ce qui démontre que les diviseurs génériques de type (2,3) de P* x P? ont le groupe de Picard de rang 2. Or S ~ S;
a au moins 3 diviseurs indépendants, qui sont les restrictions des H;.
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Les roles des deux premiers facteurs de P x P! x P? étant symétriques, les mémes conclusions sont vraies pour
Sg, 013 ala place de Sl, 023.
(ii) : La démonstration de ce point est tout a fait standard. Pour montrer 'amplitude de HY, il suffit de vérifier
que la projection pry |g : S — P? est finie (donc un revétement double ramifié en une sextique).

Pour le montrer, on remarque que prs |¢ pourrait ne pas étre fini dans un des deux cas : 1) toute une conique
(prs |x)~1(c) d’équation > hij(c)azby = 0 satisfait a équation gs = 0, ou 2) ¢ € Cj et gs s’annule sur une des

deux composantes de la conique (pry |x)~1(c) = Pi(l) \/Pi(z). Le premier cas se réalise sur le lieu ou

g<h00 hot  hio h11)<27
loo lor lio i

ce qui est une condition de codimension 3, qui définit donc génériquement 1’ensemble vide de points ¢ € P2. Le
deuxiéme cas est donné par les annulations des déterminants de (h;;), de (1;;) et d’au moins un déterminant mixte,
formé d’une ligne ou d’une colonne de (h;;), et d’une ligne ou d’une colonne de (I;;), exprimant le fait que deux
coniques réductibles >, s hij(c)aib; = 0, 3, . lij(c)a;b; = 0 ont une composante P! commune. C’est donc une
condition de codimension 3, qui ne se réalise pas pour des formes génériques (h;;), (I;;) sur P2,

(iii) : On trouve facilement toutes les solutions du systéme diophantien pour les indices d’intersections des classes
de courbes elliptiques ou de genre 3 satisfaisant aux hypothéses.

(iv)-(v) : On remarque que d’aprés [59], la surface S générique de KZ* ne peut avoir plus que deux automorphismes
fixant R. La classe H} € R définit un revétement double de P2, ce qui présente un exemple d'un automorphisme
de S non trivial fixant Hj, qui est ¢, 'involution de Galois du revétement double. C’est le seul automorphisme de
S induisant Iidentité sur P2. Or ¢ ne fixe pas R, car t*(E}) = E}. Effectivement, la fibre de la projection vers P?
au-dessus d’un point ¢ s’obtient comme l'intersection de deux diviseurs du type (1,1), g. = 0 et gs,. = 0, dans
la quadrique P* x P!. Lorsqu'un des points de la fibre se trouve sur Ef, 'équation g. = 0 définit une conique
reductible P1V\/PL®) de sorte que P1 NS € B et P1® NS € EL. Done I'involution permutant deux points de
chaque fibre permute Ef et Ej.

Donc si S a un automorphisme non trivial fixant R, disons ¢, alors ¢ induit une involution non triviale linéaire
¢ de P? laissant invariante la sextique de ramification. On a une seule forme normale pour une involution linéaire de
P2 : quitte & changer les coordonnées, on peut supposer que ¢ : (co, c1,c2) = (co, —c1, —¢2). La partie de dimension
1 du lieu fixe S® de ¢, si non vide, est alors contenue dans (prs |s)~!(¢), ot £ est la droite d’équation co = 0.

Remarquons maintenant, que le lieu fixe d’une involution sur une variété lisse est une réunion de composantes
connexes lisses. S’il y a une composante de S¢ de dimension 0, c’est a dire un point isolé, alors I'involution est
symplectique, le quotient S/¢ est une surface K3 a points ordinaire doubles, images des points fixes de ¢, et le
compte des nombres d’Euler donne #(S5?) = 8. On peut en déduire que rg Pic (S) > 9 (voir [75] pour les détails).
Ce n’est pas notre cas, puisqu’on suppose S générique dans K et rg Pic (S) = 3.

Donc l'involution est antisymplectique. Si S = @, alors S/¢ est une surface d’Enriques et rg Pic (S) > 10,
ce qui est impossible, donc dans notre cas S¢ est une réunion de courbes lisses, et donc une seule courbe lisse de
genre 2, puisque elle est contenue dans (prs|s)~1(¢). Dans [60], Nikulin a classifié les lieux fixes des involutions
antisymplectiques des surfaces K3, et selon cette classification, dans le cas ou rg Pic(S) = 3, le lieu fixe d’une
involution symplectique a une composante connexe de genre > 8, ce qui est absurde. On conlclut donc que le groupe
Aut ® (S) des automorphismes de S fixant R est trivial pour S générique dans K.

Dans le reste, les points (iv)-(v) se démontrent de fagon similaire au points (iv)-(v) des propositions 5.3.2 a
5.3.12.

O

Diviseur du type (1,1,1,1) dans P! x P! x P! x P!

C’est la famille 1 de nombre de Picard 4. On notera (a(",a®,a® a®) € P! x P! x P! x P! = (P')4,
ot a¥ = (a(()i),agi)). Les variétés de Fano en question se représentent sous la forme X = V(g) C (P')%, ou g est
multilinéaire, de multidegré (1,1, 1,1). On représentera les classes de diviseurs de multidegré (i, j, k, ) sous la forme
iHy + jHy + kH3 + lHy. Donc X € | Y, Hi| et —Kx =) . H], ou H, = H;|x. On notera par pr;, DPr;;, PTijp les
projections sur les (produits de) facteurs.
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Le tableau 4 de Mori-Mukai [16] montre qu’il y a quatre contractions non équivalentes ¢; : X — (P!)? qui
contractent un diviseur exceptionnel sur une courbe. Il est facile de les identifier comme les projections pr,y.
Montrons, par exemple, que prys, est une contraction de ce type. Dans ce but, écrivons I’équation de X sous la forme
suivante : g = aél)ho + agl)hl, ott les h; = hi(a®,a® a®) sont des formes trihomogénes de tridegré (1,1,1). On
voit que progy |x : X — (P')? est un isomorphisme au-dessus du complémentaire de la courbe Caszq4 = Vip1ys (ho, h1),
tandis que les fibres au-dessus des points de Ca34 sont PL. C’est la premiére contraction, €1 = prog, | x, de diviseur
exceptionnel E; = €] *(Cy34). De fagon similaire on définit les contractions ¢; = prjj, |x aux diviseurs exceptionnels
E;, = e{l(Cjle ou {i,j,k,1} = {1,2,3,4}, j < k < I. Puisque les jacobiennes de ces courbes sont isomorphes,
comme des V.A.P.P, 4 la jacobienne intermeédiaire J(X), et par le théoréme de Torelli, on conclut que toutes les
courbes Cj;; sont isomorphes. On peut également vérifier cet isomorphisme de fagon plus directe. Le lemme et
la proposition suivantes se démontrent comme le lemme et la proposition précédentes, concernant la famille 3 au
nombre de Picard 3.

Lemme 5.3.23. La projection pr;; |x : X — (P')? est un fibré en coniques avec une courbe discriminante Cj
de bidegré (2,2) et de genre 1. Le revétement double associé de C;; paramétrant les composantes P! des coniques

(prij|x)"'(c) = Pi(k) \/]P’}:(l) réductibles est trivial, ¢’est a dire, (pry; |x)~'(Cij) est la réunion de deux surfaces
réglées B, = Ucecw_ ]P’i(a), a € {k,1} ={1,2,3,4} \ {i,7}, qui ne sont autres que les diviseurs exceptionnels des
contractions €, comme le suggérent les notations.

La courbe d’intersection des diviseurs exceptionnels Ey, By, ou en d’autres mots la courbe formée des points
singuliers des coniques Téductibles (prij Ix)"1(c), c € Cij, est isomorphe aux trois courbes Ciji, Ciji, Cij, les iso-
morphismes étant établis par les projections respectives.

Proposition 5.3.24. (i) Soit S € | — Kx|x une surface K3, membre du systéme anticanonique de X. Alors
S est une intersection compleéte de la forme V(g,gs), ot gs et g sont tous les deux multihomogénes de
multidegré (1,1,1,1). Les projections €; induisent des isomorphismes de S sur les surfaces K3 S; = €;(S),
i=1,...,4, et Cjri C S, ot {i, 5, k,1} = {1,2,3,4}.

(ii) Soit S = V(g,g95) C (PY)* une intersection compléte lisse de deux diviseurs de type (1,1,1,1). Le ré-

4
seau de Picard de S contient le sous-réseau R = @ Z[H]] de rang quatre muni de la forme d’intersection

0222 =
% (2) (2) % , o on note par des primes la restriction des classes de diviseurs a S. La surface K3 S est
2220

primitivement polarisée par la classe ample Z?Zl H| de degré 24. Une telle surface K3 S est générique dans

KE.
(iii) Une surface K3 S générique dans KX ne posséde que quatre pinceaux elliptiques de degré 12, qui sont
4 .

|El| = ’(Zazlﬂg) 72H{’, i=1,....4.

(iv) L’espace de modules FE& est un ouvert B de H° ((P1)4,IS 20(¥, H{)) =P

(v) Le point (iii) permet d’identifier le P* du point (iv), contenant B, avec chacun des 4 pinceauz |El|, i =
1,...,4. La jacobienne intermédiaire relative J(Xg/B) — B de la famille universelle f : Xg — B des
variétés de Fano de réseau de Picard R contenant S en tant que diviseur anticanonique s’identifie & la
restriction au-dessus de B de la fibration lagrangienne h : ME (0, [E!],0) — |E!|s ~ P! pour chacune des 4

valeurs i =1,...,4.

5.3.8 Les éclatés d’une intersection compléte de deux quadriques de P° en une courbe
lisse connexe

Dans ce paragraphe, on considere les éclatés X = Ve d’une intersection compléte V de deux quadriques de P°
en une courbe lisse connexe C'. On note € : Vo — V' le morphisme d’éclatement.
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Lemme 5.3.25. Un isomorphisme ¢ : X = Vo = )S’ = Ve, o0 C CV et C' CV sont des courbes connezes
lisses, descend a un automorphisme ¢ de V, tel que ¢(C) = C’, c’est a dire que les contractions € : X — V et
€o¢g: X —V sont équivalentes, € : X —V et € : X' — V désignant les morphismes d’éclatement.

Démonstration.
Il y a trois cas dans cette catégorie, dans lesquels C' est une droite, une conique ou une quartique elliptique.
Comme montre la table de [16], dans les trois cas la contraction sur V' est unique. O

Dans ce qui suit h : Ja 5 — P? désigne la compactification symplectique de la jacobienne intermédiaire des
intersections complétes lisses de deux quadriques contenant S, voir Proposition 5.2.12.

Proposition 5.3.26. (i) Si S €| — Kx|x est une surface K3 diviseur anticanonique de X = Ve, alors So =
€S)=Q'NQR"NQ CP?, ouQ,Q,Q" sont des quadriques de P°, et Sy contient C.

(ii) Soit So = V(q',q",q) C P° une intersection compléte lisse de trois quadriques contenant C. C’est une
surface K3 de KE, ou le réseau R = Z[H] ® Z[C] a pour forme d’intersection (d(SC’) 2g(dc(§)_ 2) . Une
surface K3 Sy générique de KE s’obtient par cette construction. Cela entraine, entre autre, que la surface
K3 générique obtenue par cette construction a pour réseau de Picard R.

(i4i) Pour un choiz générique de Sy € K&, Sy contient, suivant les cas, exactement 2 pinceauz elliptiques |Cls,,
|C'|s, de degré 4 si d(C) = 4, resp. une unique conique C si d(C) = 2, resp. une unique droite C =1 si
d(C) =1.

Fizons une surface K3 générique S = V(q},q),q0) C P> de K& contenant C. On note S par Sy au cas ot
C =Q NQ"NA; est une quartique elliptique, S au cas ot C est une conique, et S§ au cas ot C =1 est une
droite. Les assertions suivantes sont vérifiées :

(iv) L’espace de modules B = F§, Féz, resp. Fgf), est un ouvert de P** x (|C|s, U|C"|s,) = P? x (P* UP'), de
P2?*, resp. de P2*.

(v) Dans le cas de Sy, la jacobienne intermédiaire relative J(Xp/B) — B de la famille universelle fg : Xp — B
des variétés de Fano de réseau de Picard R contenant Sy en tant que diviseur anticanonique s’identifie a la
restriction du morphisme

h=hy X he: Ta.sy X (Mgg(o, [C],0) U M (0, H — [C],O)) S P2 x (PLUPY)

au-dessus de B. Dans les cas de S}, ou de S{, la jacobienne intermédiaire relative s’identifie a la restriction
de hy : J2.5, = P? qu-dessus de B.

Démonstration. Notons F C X le diviseur exceptionnel.
(i) : On a Ky, = —2H + E € Pic (Vo). Soit S € | — Kx|. Alors Sy = €(S) € |2H|y et contient C' d’aprés la
proposition 5.1.6 (ii). Puisque V est projectivement normale, Sy = @ NV pour une quadrique Q.
(ii) : La premiére assertion suit du fait que les propriétés :

— la classe [H] est ample,

— la classe [C] est représentée par une courbe connexe lisse,
sont ouvertes pour la topologie de Zariski dans toute déformation de Sy préservant I’algébricité des classes [H]| et
[C]. Cela entraine qu'une surface K3 générique de KZ¥ s’obtient par cette construction. Le théoréme de Beauville
(|6]) dit que le morphisme s : FE® — K[ est génériquement surjectif, donc 'ensemble des surfaces K3 trés
générales de K{*, celles de nombre de Picard 2, a bien une intersection non vide avec l'image de ce morphisme.
(iii) : On considére séparément les trois cas.
Famille 10 de nombre de Picard 2

Soit Sp = QN Q' N Q" C P® une intersection compléte lisse contenant C = Q' N Q" N Az. C’est une surface
K3 de Kjs, primitivement polarisée par la classe ample H = Og,(1) de degré 8. On a C C Sy si et seulement
si AsN Q' NQ" C Q. Les hyperplans H; de P5 contenant Az sont paramétrés par P!, et pour t € P!, on a
H, NSy =C,UC, ou deg (C}) = 4; ainsi [C]] + [C] = H dans Pic(Sp). Notons par C’ un membre typique du
pinceau C}. Nous avons les intersections suivantes dans Sy : H> =8, H-C=H -C' =4, C?>=0, C? =0,
C-C'"=(H-C")-C' = H-C" = 4. Le réseau de Picard de Sy contient le sous-réseau primitif R = Z[H]®Z[C] muni
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de la forme d’intersection comme dans 1’énoncé, avec g(C) =1, d(C) = 4, et Sy contient deux pinceaux elliptiques
|Cls, et |C'|s, de degré 4.

Pour un choix générique de Sy € K&, Pic (So) = Z[H] ® Z[C] est de rang 2. Dans ce cas Sy contient exactement
deux pinceaux elliptiques de degré 4, car le systéme

|
o

(aH +bC)?
{(aH+bC)~H =4

n’a que deux solutions dans Z2, qui sont (0,1) et (1,—1).
Famille 16 de nombre de Picard 2

Soit S) = QN Q' NQ" C P intersection compléte lisse contenant une conique C. Les intersections dans S} sont
H? =8, H-C =1, C? = —2. Le réseau de Picard de S}, contient le sous-réseau primitif R = Z[H| & Z[C] muni
de la forme d’intersection comme dans I’énoncé, avec g(C) = 0, d(C') = 2. Pour un choix générique de S) € K&,
Pic (S)) = Z[H] @ Z|C] est de rang 2. Dans ce cas, S| contient une unique conique, car le systéme

-2
2

(aH +bC)?
{ (aH+0bC)-H

n’a qu'une seule solution dans Z?2, qui est (0,1).
Famille 19 de nombre de Picard 2

Soit S = QN Q' NQ" C P° une intersection compléte lisse contenant une droite C' = . Les intersections dans
Sy sont H> =8, H -1 =1, 2 = —2. Le réseau de Picard de S} contient le sous-réseau primitif R = Z[H] @ Z][l]
muni de la forme d’intersection comme dans I’énoncé, avec g(C) =0, d(C) = 1.

Pour un choix générique de Sy € K&, Pic (Syy) = Z[H]|® Z|C] est de rang 2. Dans ce cas S}y contient une unique
droite, car le systéme

{(aH+bC)2 = -2
(aH +bC) - H = 1

n’a qu'une seule solution dans Z?2, qui est (0,1).

(iv) : Notons par B 'ouvert de P2 x (P'LIP') ou de P? paramétrant les éclates lisses Voo, L'injectivité de Papplication
classifiante r : B — FI, pour S = Sy, S{ ou Sf, se démontre en deux temps : on commence par l'injectivité sur le
facteur P? paramétrant les variétés V non-éclatées, puis on étudie l'effet de 1’éclatement.

Puisque les variétés de Fano intersections lisses de deux quadriques de P? sont des modéles sous-canoniques,
leur champ de modules est un ouvert du quotient [Gr (2, Sym*C%)/ PGL (6)] de la grassmannienne des pinceaux
de quadriques dans P® = P(C®) par 'action du groupe PGL (6) des automorphismes de P°. Pour I'injectivité de la
restriction de r sur le premier facteur il suffit donc de vérifier que pour S fixée, le stabilisateur de chaque extension
de Fano V de S, qui est une intersection compléte lisse de deux quadriques, est trivial. Ce stabilisateur s’identifie au
groupe des automorphismes de V qui laissent S invariante et s’injecte dans le groupe Aut? (S) des automorphismes
de S fixant la classe de la section hyperplane H. On va montrer que Aut? (S) = 1 pour les trois familles de surfaces
K3 en question.

D’aprés les résultats de [59], [30], pour une surface K3 générique au réseau de Picard R donné, le groupe des
automorphismes Aut®(S) fixant R est d’ordre 1 ou 2. Lorsque S = S5 ou S, Aut®(S) = Aut”(S) par I'unicité
des (—2)-classes C,l complétant H & une base de R. Pour S = Sy, le seul automorphisme non trivial de R fixant
H et préservant la proriété de H d’étre ample est H — H,C +— H — C, donc [Aut? (Sy)| € {1,2,4}. Dans tous les
cas, il suffit donc de démontrer que S ne posséde aucune involution préservant H, c’est a dire, aucune involution
induite par une involution linéaire de P°. Supposons le contraire, et notons par ¢ une telle involution.

D’aprés [75], le plus petit nombre de Picard p(S) possible pour une surface K3 S admettant une involution
symplectique est 9, donc ¢ est non symplectique. Son lieu fixe ne peut pas étre vide, car dans le cas contraire
le quotient S/t serait une surface d’Enriques et on aurait p(S) > 10, ce qui serait absurde. Le lieu fixe de ¢ est
donc une courbe lisse, connexe ou non, qui est une section linéaire de S ou une réunion de deux sections linéaires
par les sous-espaces linéaires correspondant aux valeurs propres £1 de I'action de ¢ sur P5. Sur Sp, il n’y a que
deux types de lieux fixes possibles selon cette descritpion : une courbe canonique lisse de degré 8, de classe H, et
une quartique elliptique de classe C' ou H — C. On fait maintenant référence a la classification par Nikulin des
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involutions anti-symplectiques sur les surfaces K3 [60] ; on peut trouver dans [12], Théoréme 4.2, une représentation
compacte, par un seul diagramme, des 75 classes de cette classification. On y voit trois classes au nombre de Picard
p = 2, correspondant aux invariants de Nikulin (p, a,d) = (2,0,0), (2,2,0, (2,2,1). La structure du lieux fixe de
Pinvolution est déterminée par l'invariant de Nikulin, et pour ces trois cas on a les lieux fixes suivants : a) une
réunion disjointe d’une courbe de genre 10 et d’une courbe rationnelle, et b), ¢) une courbe de genre 9, de classe
divisible ou non par 2. Une involution ¢ avec les propriétés précisées ci-dessus n’existe donc pas sur Sy. On traite les
cas de S}, S de fagon pareille. Remarquons que ces deux derniéres surfaces ont chacune une infinité d’involutions
anti-symplectiques dont aucune n’est H-linéaire, par exemple, I'involution de Galois du revétement double défini
par le systéme linéaire |H — C| sur S ou |2H — 3l| sur S{.

On passe a la deuxiéme étape de la démonstration : maintenant V est fixée et on laisse varier C”'. Par le Lemme
5.3.25, la contraction X = Ve — V est unique. Il reste donc & voir que, dans le cas de Sy, deux courbes distinctes
de |C|U|C’| ne peuvent pas étre transformées I'une dans 'autre par un automorphisme de Sy fixant R. Or on vient
de voir que Aut®(Sp) = 1; I'injectivité de r est donc démontrée.

L’argument utilisant la trivialité du stabilisateur dans PGL (6) ci-dessus démontre aussi l'injectivité de r sur
les vecteurs tangents du facteur P?; celle pour les vecteurs tangents au deuxiéme facteur, correspondant aux
déformations infinitésimales de C” dans V', se démontre par le méme raisonnement que (iv) de la Proposition 5.3.2.
(v) : La démonstration est similaire a celle du (v) de la Proposition 5.3.2.

O

5.3.9 Les éclatés d’une cubique de P* en une courbe lisse connexe

Les variétés de Fano sont les éclatés X = Ve des cubiques lisses V = V(f3) C P* en une courbe lisse connexe
C. On note € : X = Vo — V le morphisme d’éclatement et £ C X le diviseur exceptionnel.

Lemme 5.3.27. Soient X = Vo, X' = Voo deuz variétés de Fano de ce type et € : X — V., X' =V
les contractions naturelles. Alors tout isomorphisme ¢ : X = X' descend & un automorphisme ¢ de V tel que
o(C) = C', c’est a dire, les contractions €, € o ¢ sont équivalentes.

Démonstration. 1l y a deux cas dans cette catégorie, dans lesquels C' est une droite ou une cubique plane. Comme
montre la table de [16], dans ces cas la contraction sur V est unique. O

Proposition 5.3.28. (i) Si S €|— Kx|x une surface K3 diviseur anticanonique de X = Vg, alors Sy = €(S)
est une section VN Q de V' par une quadrique contenant C'.

(ii) Soit So =V N Q C P* une intersection compléte lisse d’une quadrique et d’une cubique contenant C et H

la classe d’une section hyperplane. Alors Sy est une surface K3 de K[, ou le réseau R = Z[H] @ Z[C] est

. . . 6 d L .
muni de la forme d’intersection (d 29(0? 9] Une surfaces K3 Sy générique de KE s’obtient par cette
c _
construction. Cela entraine qu’une surface K3 trés générale obtenue par cette construction a pour réseau de

Picard R.

(iii) Si Sy € KE est générique, alors Sy admet exactement deur pinceauz elliptiques |C|s,, |C'|s, de degré

do = 3 au cas ou C' est une cubique plane, et contient une unique droite dans le cas ou C =1 est une droite.
Fizons une surface K3 Sy = Vo N Qo C P4, contenant une courbe elliptique C = Vo N Ay et générique dans KE, et
une surface K3 S =V N QY C P, contenant une droite C =1 et générique dans K, ot R, resp. R’ désigne le
réseau indiqué dans la partie (ii) avec do = 3,9(C) =0, resp. de = 1,9(C) = 0. Alors :

(iv) L'espace de modules FE est un overt de P(H°(P*,Zs, ® O(3))) x (|C|s,) U|C"]5,) = P® x (P*UP'), et Fé‘:';)
est un ouvert de P(H®(P*,Zs, ® O(3))) = P°.

(v) La question d’existence d’une compactification symplectique de la jacobienne intermédiaire relative de FéfJ
se réduit a celle du cas r = 2 et by = 1, —Kg’( = 24, voir Proposition 5.2.11. Notamment, hg : 73,50 —
P(H®(P*,Zs, ® O(3))) = P° est une compactification symplectique de la jacobienne intermédiaire relative
des cubiques lisses de P* contenant Sy en tant que diviseur anticanonique, alors

h=hs x hc: Tss, x (ME(0,[C],0) uME(0,2H — [C],0)) — P° x (P' UPY)
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est une compactification symplectique de la jacobienne intermédiaire relative J(Xp/B) — B de la famille
universelle des variétés de Fano de réseau de Picard R contenant S en tant que diviseur anticanonique.
Dans le cas de FSI%, la jacobienne intermédiaire relative J(Xp/B') = J3.5, — B’ est celle du cas r = 2,

by =1, —K3% = 24.

Remarquons, que dans les deux cas de F! g) et de F, é%,, la question de l'existence d’une compactification hg se
0
pose pour une sextique K3 non générique.

Démonstration.
(1)-(ii) : Ces points se démontrent comme dans les propositions 5.3.2-5.3.26
(iii) : On considére séparément les deux familles en question.
Famille 5 de nombre de Picard 2

Soit Sy = V N Q C P* une intersection compléte lisse d'une quadrique et d’une cubique contenant une cubique
plane C' = V N Ay lisse. C’est une surface K3 appartenant a K¢ primitivement polarisée par H = Og,(1). On a
C=VNAy CSy=VnNQ siet seulement si Ay C Q. La quadrique Q C P* est donc de rang 4, c’est & dire, un coéne
au-dessus d’une quadrique lisse de dimension 2. Donc @ contient deux familles de plans. Pour ¢ € P! paramétrant
les hyperplans H; C P* contenant A, on a H; NSy = C U C}. Ainsi deg (C}) = 3 et H = [C] + [C]] € Pic(Sp). La
surface K3 Sy contient donc deux pinceaux elliptiques |C|g, et |C}|s, de degré 3 et les intersection dans Sy sont :
H’=6, H-C=H-C'"=3, C>=0, C?=0, C-C'"=3. Le réseau de Picard de Sy contient le sous-réseau
primitif R = Z[H]| @ Z[C] de forme d’intersection (g g) .

Pour Sy € K¢ générique, Pic (Sy) = Z[H] @ Z[C] est de rang 2. Alors, Sy contient exactement deux pinceaux
elliptiques de degré 3, car le systéme
(aH +bC)? =0
(aH4+0bC)-H =3

n’a que deux solutions dans Z2, qui sont (0,1) et (1,—1).
Famille 11 de nombre de Picard 2

Soit S) =V NQ C P* une intersection compléte lisse d'une quadrique et d'une cubique contenant une droite
C = 1. Les intersections dans Sy sont H2 =6, H-1 =1, 12 = —2. Le réseau de Picard de Sy contient le sous-réseau

primitif R = Z[H] & Z[l] de forme d’intersection (? _12) .

Pour un choix générique de S} € K2V, Pic (S}) = Z[H] ®Z[l] est de rang 2. Alors, S} contient une unique droite,
car le systéme
(aH + bC)? =-2
{ (aH+0C)-H =1

n’a qu’une seule solution dans Z?, qui est (0, 1).
(iv)-(v) : Les démonstrations sont similaires & celles des points (iv)-(v) de la proposition 5.3.26. O

5.3.10 Les revétements doubles et fibrés en coniques

Famille 8 de nombre de Picard 2 ~
On note par €; : P2 — P3 'éclatement d’un point = dans P3, par E; le diviseur exceptionnel de P23, et par H
la classe d’hyperplan de P23, ainsi que ses pullbacks via des morphismes qu’on considére. Les variétés de Fano de

la famille en question sont les revétements doubles 7 : X — If”i, de ]f"i ramifiés en une surface Ry € | — Kps| =
[4H — 2E1|ﬁ,,2 . On introduit les notations suivantes : ’
— Ro=e1(I); 5
— r, 'équation de Ry, de sorte que Ry = V(r) C P2 et Ry = V(r) C P3 (on notera par le méme symbole 7 et
Toe€r);
— E=n1"YE));

— R le diviseur de ramification 7=1(R1) ~ R; de 7; R
— & =0ps ®Ops(E1 — 2H), un fibré vectoriel de rang 2 sur P3 ;

— p:P(&) — P3, le projectivisé de & ;
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— 0(1) = OP(E) /B2 (1), le faisceau tautologique de Grothendieck, [, sa classe dans le groupe de Picard ;

— (&)=0,1 les coordonnées homogénes de P(€) au-dessus de P2, vues comme des sections de O(1)@p*Op, (j(2H —
Ey)) et choisies de telle fagon, que les identifications canoniques

p.(001) & 0" 05y (j(2H ~ E1)) ) = €@ Ogy (j(2H — Fn)) = Ogy (j(2H — F1)) © Oz ((j — 1)(2H — En)

transforment §; en la section 1 du facteur Op; de la somme directe.

Pour Ry =V (r) C ]I~”§ donné, il n’y a qu'un seul, & isomorphisme prés, revétement double 7 : X — I@’i ramifié
en Ry. Il peut étre donné par I'équation &2 — £2r = 0,

T X = Vo) (6 - &) = BL, 7w =plx : (7 (60, 6)) = 7.
Un revétement double donné par une équation plus générale du type
X = V(& + &bige + &aa) CPE) — P2, (5.3.3)

ot o € HO(P3,0(k(2H — E1))) (k = 1,2), est isomorphe au revétement normalisé comme ci-dessus avec r =
2
43 — 4qs.

Lemme 5.3.29. Soit ix : X < P(E) le plongement fermé. Alors
(i) Le morphisme ix, : Pic (X) — CH2(P(€)) est injectif.
(i) Le fibré anticanonique de X est —Kx = 7*(2H — Ey) et dim (| — Kx|) = 9 = dim (|]2H — Ey|zs ) + 1.
(iii) On ai(l) =0, donc —Kx =i%(2H—Ey) = i%(I+2H — Ey) et i% : HO(P(E),0(1)@p*Ops (2H — Ey)) =
HO(X,—Kx) est un isomorphisme d’espaces vectoriels de dimension 10.

Démonstration.
(i) : Il suffit de voir que les images des générateurs H' et E du groupe de Picard de X sont linéairement indépendants
dans CH(P(£)).
(i) : On a [R)] = 4H — 2[F,] € Pic(P3). On remarque que Ry = ¢(R;) C P? est une quartique contenant z et
ayant une singularité quadratique en , et que Ry C P3 est le transformé strict de Ry. De plus, [R] = im*[Ry] =
2H' —[E] € Pic(X) et Kx = —4H'+2E+ R = —2H'+ E, ou H = n*H. La dimension de | — K x| s’obtient par la
recherche d’une base explicite de H°(X, —Kx ), pour laquelle on peut choisir &1, &My, . . . , &g Mg, ot les M; forment
une base des formes quadratiques de P? s’annulant en x. Le résultat s’accorde avec ce qui suit du Théoréme de
Riemann-Roch : h%(X, -Kx) = x(X,—-Kx) = 1/2(-Kx)? + 3 = 10.
(iii) : On a i% (O(1)@p* Opy (2H —Ey)) = i (I4+p*2H—p* By) = i% [+2H'~ E. Mais ix,i% | = I-(2l+p*AH —p*2E;) =
2(12+p*(2H—E1)) = 0. Donc i% 1 = 0 d’apreés le point (i). Ceci montre que % (O(l)@p*O]@,g (2H-FE,))=2H'—F =
—Kx. La deuxiéme assertion suit du fait que H*(P(£), O(—1) ® p*Ozs (—2H + E1)) = 0. En effet, R'p.(O(-1) ®
p*Ops (—2H + E1)) = R'p.O(—1) @ Ops (—2H + Ey) = 0 car R'p.O(—1) = 0 (les fibres de p sont des P'). Donc
HO(P3, Rlp*(O(—l)®p*O]§,i(—2H+E1))) = 0. De méme, p*(O(—1)®p*O]§,i(—2H+E1)) = 5*®OI§,3(—2H+E1) =
Ops @ O3 (—2H + E). Done H' (B3, p.(O(=1) ©@p*Ops (—=2H + Er))) = H' (P, 00 O(~2H + E1)) = 0. On conclut
par la suite spectrale de Leray que H(P(E), O(—1) ®p*OEDg (—2H + Ey)) =0.

O

Proposition 5.3.30. (i) Une surface K3 S € |— Kx/| se représente sous la forme S =V (£2 —&2r, c&1+Eoq2) C
P(£), oti c € C et qo est une forme quadratique sur P> s’annulant en x.

(ii) Pour une surface K3 comme dans (i), le réseau de Picard de S contient le sous-réseau primitif R =

Z[H'] ® Z[E'] muni de la forme d’intersection (é _02> ,ouE'=ENS et H =7 YH)NS. Une surface

K3 générique de KT s’obtient par cette procédure.
Fizons une surface K3 comme dans la partie (ii). Alors :
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(iii) Le champ de modules F%, de dimension 9, s’identifie au champ quotient [U/G], ot G = G, X G, et U
est un ouvert de lespace affine A'', sur lequel il existe une famille localement semi-universelle f : X — U
des extensions de Fano de S. De plus, l'action de G sur U est libre, donc le schéma de modules grossier Fg"/
existe, et lapplication naturelle U — B = Fé:‘ est un fibré principal de groupe G.

(iv) La famille localement semi-universelle f : X — U posséde une structure de fibré en coniques X — .7-'5 x P?
au-dessus de P? dont les courbes discriminantes sont des sextiques planes génériquement lisses. La fibration
lagrangienne des jacobiennes intermédiaires J(X | FE) — FE s’identifie donc a la variété de Prym relative

Prym (C/C) — F& d’une famille de revetements doubles C 2he > FE génériquement non ramifiés, ou
C— ]-"éz est une famille de sextiques planes. La famille des revétements doubles et celle des variétés de Prym
descendent a des familles définies au-dessus de l’espace de modules grossier B = FSR.

Démonstration. (i) : Cela résulte des points (ii), (ili) du Lemme 5.3.29.

(ii) : Les intersections dans S sont (H' - H')g = (n*H -7n*H - S)x =2(H-H - (2H — E1))ps =4 et (E' - E')g =
(E-E-S)x =2(E\-E1-(2H — E1))ps = —2. On obtient ainsi la matrice de I’énoncé de la proposition. La généricité
d’une telle surface K3 S dans K résulte de (i) et du Théoréme 4.3.7 (Beauville [6]).

(iii) : On peut paramétrer toutes les extensions de Fano X de S par I'espace affine A!! aux coordonnées Mo, . . ., Ag, 1o, fi1,
en donnant X par ’équation

8

(c€1 + &o0g2) (fo Z AiM; + Mo&) + 1 (68 — &) =0, (5.3.4)

=0

ott la notation M; a le méme sens que dans la démonstration du lemme 5.3.29, (ii). On note par U ouvert de A!!
paramétrant les variétés (5.3.4) lisses. La base de cette famille A est munie de I'action naturelle de G = G,, x G,
qui s’obtient par 'application de certains automorphismes de P(£) a la famille (5.3.4), suivie du ré-développement
du résultat sous la forme (5.3.4). Cette action par automorphismes est donnée par la formule :

(A 1) = (80, €1, (24)) = (Ao, A&y + (e + €0g2), (24))- (5.3.5)

ott (z;) sont les coordonnées de P3. Il est immédiat & voir que ce sont tous les automorphismes de P(£) qui fixent
S point par point. En calculant ’action des transformations de G sur les A;, on voit que ’action de G est libre sur
U. Donc lapplication quotient U — U/G existe en tant qu’espace homogéne principal de groupe G. Le quotient
B =U/G est de la dimension attendue 3b3(X) = 9, donc I'application classifiante rp : B — FZ est génériquement
finie. En supposant S générique dans K %, on va montrer maintenant que r est un isomorphisme. Pour cela il suffit
de démontrer que Aut © (S) =1, c’est a dire, le seul automorphisme de S qui fixe R est I'identité, et que la famille
(5.3.4) est localement semi-universelle.

Pour la premiére assertion, notons, qu'une surface K3 S = V(&2 — &2r, c&1 + €0ga) générique est isomorphe a la
quartique de P? d’équation g3 — c?r = 0 avec la singularité en z éclatée. Par le calcul du nombre de paramétres dont
dépendent ces surfaces K3, égal a 18, la surface K3 générique de KT est une quartique de P? 4 un point ordinaire
double résolu. Il est facile de démontrer qu’une telle surface générique n’est invariante par aucune involution de
P? (par des arguments similaires a ceux utilisés dans les démonstrations du (iv) des propositions 5.3.8 et 5.3.26).
D’aprés les résultats de Nikulin [59], pour S € K générique, | Aut #(S)| < 2, donc s'il n’y a pas d’involutions,
Aut #(S) = 1.

On va vérifier enfin, toujours en supposant S générique, que la famille (5.3.4) est localement semi-universelle,
c’est a dire, qu’elle induit, localement dans la topologie de Zariski, toutes les autres familles d’extensions de Fano
de S. Pour cela on montre que pour une famille donnée h : X — T d’extensions de Fano de S sur une base
quelconque T, on peut définir, de fagon relative au voisinage d’une fibre X;, quelconque, les coordonnées (z;),
(€0, &1), dans lesquelles la famille s’écrit par I’équation (5.3.4) avec les coefficients dépendant de t € T. Puisque la
restriction & S induit un isomorphisme Pic X; ~ R = Pic S pour tous t € T, on a les classes relatives H et E sur
X qui induisent les classes H;, E; sur les fibres X;, telles que E; est un diviseur exceptionnel et les sections de H,
définissent un morphisme 7; : X; — P23, génériquement 2 : 1 et contractant £ un en point z; € P3. L’application
relative T = ¢/ définie par les sections de H agit comme 7; sur chaque fibre X;, I'image de 7 étant le fibré
projectif P(h.(Ox(H)). Quitte a remplacer T par un voisinage de tg, on peut supposer le fibré projectif trivial, de
sorte que 7 est un morphisme vers P? x T, et que les z; forment la section constante, égale & z = (1: 0: 0 : 0),
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de la projection sur 7. Puis, 7 se factorise par ’éclatement Iﬁ’g x T — P3 x T, ce qui nous permet de récupérer
la version relative du revétement double 7 : X — P3 x T. Puis on construit la version relative du fibré £ de rang
2, en posant £ = m,(Oy). Ensuite on définit les sections & € HO(P3 x {to}, &, (j(2H — E1)) (j = 0,1), et on les
étend au voisinage de tg, ce qui est possible par le changement de base pour les faisceau pr.&, ou pr : If"i xT —=T
est la seconde projection. Quitte & encore diminuer 7', on peut supposer que (&g, &) restent des formes linéaires
indépendantes sur P(&;) pour tous t € T. Alors P(€) ~ P(&;,) x T, le plongement relatif de X dans P(€) au-dessus
de I@’i x T a pour image un diviseur de P(E€), le lieu des zéros d’une section donnée par une équation du type
(5.3.3), dans laquelle les coefficients de ¢o, g4 dépendent de ¢. Si on impose la condition S C X, alors I’équation
est forcément de la forme (5.3.4), ce qui démontre la semi-universalité locale. Il en résulte que F& ~ [U/G] et que
le schéma quotient B = U/G est I'espace de modules grossier du champ FZ%.

(iv) : Soit z = (1:0:0: 0) le point éclaté de P3. Alors la structure de fibré en coniques sur toute variété de Fano
de la forme (5.3.3) est donnée par la projection p : ((&x), (z1)) — 2’ = (x1,22,23). En écrivant le discriminant
r = q3 — 4q4 de (5.3.3) sous la forme r = xry + xors + ry, ot 1y = 7(2’) est homogéne de degré k, k = 1,2, 3, on
voit que toute fibre P! de la projection linéaire P2 — P? de centre  coupe le diviseur de branchement r = 0 en
deux points, qui correspondent aux racines de r vu comme polynome quadratique en xg. La fibre de la projection
X — P? au-dessus d’un point 2’ € P? est alors le revétement double de P! ramifié¢ en ces deux points, donc la
conique d’équation t? — x3r9(z’) — zors(z’) — ra(z’) = 0. Cette conique devient une paire de droites distinctes pour
les 2’ satisfaisant a I'équation A = 0, ot A = rZ — 4ryry est une forme sextique. Pour X générique, les formes
9,753,174 n'ont pas de zéros communs dans P2, donc le revétement A 21 A est non ramifie. Ces revétements,
construits par ce procédé pour tous les membres X de la famille (5.3.4), donnent la famille des revétements doubles

[N N }"51? dont il s’agit dans I’énoncé de la proposition. Puisque Paction (5.3.5) se réduit a l'identité sur les
courbes discriminantes A = 0, la famille C 2L e - FE descend a une famille Cx 24, Cp — B, et pareil pour

les variétés de Prym relatives associées, bien qu’une famille universelle de variétés de Fano n’existe pas au-dessus
de B. 0

Famille 2 de nombre de Picard 3
Soient £ = O @ O(—1,—1)%? le fibré vectoriel de rang 3 sur la quadrique @ = P! x P!, L = Op/q(1) le fibré
en droites tautologique, [ € Pic (P) la classe de diviseurs associé a L et h; = 7*h; € Pic (P) les relévements des

classes de droites des deux réglages de Q. Les variétés de Fano qu’on considére dans cette section sont les diviseurs
irréductibles lisses de |L®% ® 1*0(2, 3)].

Proposition 5.3.31. (i) Les variétés de Fano X € |L®? @ 7*0(2,3)| sont des fibrés en coniques au-dessus de
Q =P! x P!, pour la projection naturelle X — P 5 Q.

(i) Si S € | — Kx|x est une surface K3 contenue dans X en tant que diviseur anticanonique, alors [S] =
(I42h1+h2)-(2l14+2h1+3hs) € CH?(P) et Pic (S) contient le sous-réseau primitif R = Z[l|®Z[h1]®Z[h2) muni
—-212

de la forme d’intersection % (2) (2) . Une surface K3 générique dans K s’obtient par cette procédure.

Fizons une surface K3 S = XoNTs C P intersection compléte lisse de deuzx diviseurs Xo € |21 + 2hy + 3ha|p et
Ts € |l + 2hy + halp. Alors :

(iii) L’espace de modules du champ F& est un ouvert B de |Xo — S|p ~ P3.

(iv) Si B° C B C P3 est l'ouvert des t € B tels que la courbe discriminante Ay C Q du fibré en coniques
X, — Q soit lisse, alors A, = Fy (X:/Q) est lisse et la jacobienne intermédiaire relative de la restriction
fBo : Xpo — B° a B° de la famille universelle fg : Xg — B associée est isomorphe & la variété de Prym
relative Prym (A, /A,) — B°.

Démonstration. (i) : La suite exacte d’Euler relative donne pour le fibré canonique relatif : wp/q ~ 7*(det £*) ®
OP/Q(—?)) = 77*0(—2, —2) ®OP/Q(—3) = Op(—th —2ho — 3[) Ainsi, on a Kp = W*KQ ®0J[p>/Q = -3l —4hy —4hy €
Pic (P). Puisque la classe de X est [X] = 2] + 2h1 + 3ha, onapour y € Q : X -7 Y(y) = X - hy - hg =21 - hy - hy
dans P. Donc X, C P, ~ P? est de degré 2, ce qui veut dire que 7 : X — Q est un fibré en coniques.

(ii) : Soit 7 : X — P(&) le plongement naturel. On a Kx = K]p(g)‘x—‘r [X]|x = —={—=2h1—hg, ottl = i*l, hy = i*h;. Si

S e | —Kx|, [S] =[+4+2h1+hsy € PiC(X), alors [S} = (l+2h1—|—h2)[X] = (l+2h1+h2)'(2[+2h1+3h2) S CHQ(P)
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Onal®>=10% 7%(c1(€)) — -7 (c2(E)) = —(2h1 + 2hs) - 1> — 2hy - ho - I. Les intersections dans S sont (h; - hj)s =
(hi . hj . (l+2h1 +h2) . (2l+2h1 +3h2))]p = 251‘4_]‘,3, (l . h1)s = (l “hy- (l +2hy +h2) . (2l +2hy +3]’L2))]P> = 1,([ . hg)s =2,
dans K suit du Théoréme 4.3.7 (A. Beauville [0]).

(iii) : Fixons maintenant une surface lisse S = XoNTs C P qui est une intersection de deux diviseurs irréductibles
Xo € |21 + 2hq + 3halp et Ts € |l +2h; + halp de P. On a X = V(sg) C P pour une section so € H(P, O(20+2h1 +
3h3)), et Ts = V(s7) C P pour une section sy € H(P, O(I1+2h;+hs)). Alors une autre variété X = V(s) de ce type
contient S si et seulement si s = \gs + os7 pour un scalaire \g et une section o € H°(P, O(l + hz)). On notera par
(w0, 1), (Yo, 1) les coordonnées sur les deux facteurs de @ = P! x P! et par (£, &1, &) les coordonnées homogénes
dans les fibres de P — @, qu’on choisit de telle fagon que & € HO(P,O(1)), &1,& € HO(P(E),O(L+ hy + h2)). Avec
ces notations, o est le produit de &, avec une forme quadratique en yg, y1, est s dépend de 4 parameétres Ay, ..., A3 :

X =V(s), s=Xoso+&(Myh + Xayoyr + Asyi).

Toutes les extensions de Fano de S sont donc paramétrées par louvert B de P? formé des A\ = ();), pour lesquels
V(s) est lisse et irréductible. La dimension de B étant égale a la dimension attendue b3(X) = 3, on voit que
I’application classifiante B — Fg est génériquement finie, et par un raisonnement standard on vérifie qu’elle est en
fait un isomorphisme.
(iv) : Cela suit de la théorie générale de la jacobienne intermédiaire des fibrés en coniques [1].

O

Dans la suite, on traite les familles 2 et 18 de nombre de Picard 2, ainsi que la famille 1 de nombre de
Picard 3.

Les variétés de Fano de la famille 2 de nombre de Picard 2 sont les revétements doubles 7 : X — P! x P?
ramifiés en un diviseur Ry C P! x P? de bidegré (2,4).

On introduit les notations suivantes :

— W = P xP?, les coordonnées homogénes et les points des deux facteurs du produit W étant notés z = (x¢, 1)
et y = (Y0, y1,Y2);

— & = Op2 ® Op2 @ Op2(—2), le fibré vectoriel de rang 3 sur P?;

— p:P(€) — P2, le projectivisé de £ avec sa projection sur P? naturelle ;

— O(1) = Op(gy/p2(1), le fibré en droites tautologique ;

— (z0, 71, 22), les coordonnées homogénes sur les fibres de P(€), ot zg, 1 € H°(P(E),O(1)) correspondent aux
sections 1 des deux facteurs Opz de la somme directe lors de I'identification canonique p,O(1) = & = Og?f @
Op2(—2), et 29 € H'(P(E),0(1) @ p*Op=(2)) correspond a la section 1 du troisiéme facteur, canoniquement
isomorphe a Op2, de la décomposition de p.(O(1) ® p*Op2(2)) = £(2) en somme directe ;

— on identifiera W avec le diviseur Vp(g)(z2) de P(E), ce qui permet d’identifier les coordonnées zo,z; du
premier facteur de W avec les restrictions zo|w, z1|w de coordonnées homogenes de P(E) ;

— ro = ro(2,y), I'équation d’un diviseur lisse Ry de bidegré (2,4) dans W,

ro = foo(y)zg + for(y)woxs + f11(y)aT,

ou foo, fo1 et fi1 sont des polynomes homogeénes de degré 4;
— 7 : X — W, le revétement double ramifié en Ry, que 'on considére dans son plongement dans P(£) :

V(x% —ro(z,y)) CPE), m:X 24, W, 7 : (2o, 21,22,9) — (To,T1,Y);

— R =n"1Rp) C X le diviseur de ramification;
— H; = [0(1)], H2 = [p*Op2(1)], des classes dans Pic (P(€)) ou leurs restrictions a W, et H] = H;|x les
restrictions & X.
Remarquons qu’on peut donner les revétements doubles de ce type par des equations plus générales,

Ve(e) (23 + 2g2(20, 21, ) + qa(0, 21,)) W = Vie)(22), (20, 71,22,y) = (20, 71,Y), (5.3.6)

ol gar, = qar (20, 71,y) € H'(P(E),0(k) ® p*Op2(2k)), k = 1,2. Une telle équation se transforme en une équation
de la forme 2% — ry avec 79 = ¢3 — 4q4 par un changement de coordonnées.
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Lemme 5.3.32. Soitix : X — P(E) le plongement naturel. Alors :
(i) Le morphisme ix. : Pic(X) — CHo(P(E)) est injectif.
(i) On peut engendrer les espaces de sections de fibrés en droites suivants sur X par leurs bases monomiales
explicites :

H°(X,0(HY)) = (zo,21), H(X,0(H)})) = (yo,y1,y2), H*(X,O(H{ + H})) = (2;¥;)i=0,1,j=0,1,2-

(iii) Le fibré anticanonique de X est —Kx = H{+H) = n*(H|w +Ha|w), et dim (|— Kx|) = dim (|H; + Hz|) =
dim (‘H1|W +H2|WD = 5.

Démonstration. (i) : Il suffit de voir que les images des générateurs H| et H) du groupe de Picard de X sont
linéairement indépendants dans CH o (P(£)).

(ii) : Dans le cas de H{, les égalités H] = i%[O(1)] = 7*(Ow (1,0)) = 7*[H;|w] suivent du fait que i (Vip(g)(20)) =
71 (Vpryp2 (20)). Le fait que la restriction Opg)(H1) — Ox(H{) induit Pisomorphisme sur les sections globales
suit de 'annulation H'(P(£),0(—1) ® p*Opz2(—4)) = 0, que I'on peut vérifier, a son tour, par la suite spectrale de
Leray, dans laquelle R'p,O(—1) = 0. De facon similaire on démontre les assertions concernant deux autres fibrés
en droites.

(iii) : Le calcul de Kp(g) se fait par la suite exacte d’Euler pour le fibré tangent du projectivisé d'un fibré vectoriel,
comme dans la proposition 5.3.31. On trouve d’abord le faisceau dualisant relatif wp(g)/p2 ~ O(—3) ® p*Op2(—2),
puis Kp(gy ~ O(—=3) ® p*Op2(—5). Puisque X est le schéma des zéros de la section x5 — 19 de O(2) ® p*Op=(4),
la formule d’adjonction donne Kx = i%(O(1) @ p*Op2(1)) = Ox(Hj + H}). La partie (ii) donne une base de
H°(X,Ox (Hj+H})) de cardinalité 6, d’ott le résultat, d’ailleurs, la dimension suit encore de la formule de Riemann—
Roch : hO(X, —Kx) = x(X,-Kx) =1/2(-Kx)*+ 3 = 6. O

Proposition 5.3.33. (i) Les variétés de Fano X = V(23 — ro(xo,21,y)) C P(E) comme ci-dessus ont une
structure d’un fibré en coniques, donnée par la projection p|x : X — P2. La courbe discriminante A =
V(f& — 4foof11) C P2 de ce fibré en coniques est de degré 8 et de genre 21.
(ii) Une surface K3 S € | — Kx| peut étre représentée sous la forme S = V(z3 — ro(xo,21,y), ho(y)xo +
hi(y)xz1) = X NV (ho(y)zo + hi(y)x1) CP(E), o h; sont des formes linéaires en y.
(i1i) Soit S une surface K3 comme dans (ii). Alors Pic (S) contient le sous-réseau primitif R = Z[H/] ® Z[H})
muni de la forme d’intersection (8 2), ou H] dénote H;|s. La surface S est primitivement polarisée par la

classe ample H{ + H} de degré 6. Une telle surface K3 S est générique dans K{t.

(iv) Pour une surface K3 S générique, comme dans (ii), le champ de modules ]-'g, de dimension 20, s’identifie
au champ quotient [U/G], ot G = G2 x G, et U est un ouvert de l’espace affine A?*, sur lequel il existe une
famille localement quasi-universelle f : X — U des extensions de Fano de S. De plus, l'action de G sur U
est libre, donc le schéma de modules grossier Fg‘ existe, et 'application naturelle U — B = Fé2 est un fibré
principal de groupe G.

(v) Soit U° C U lowvert des t € U tels que la courbe discriminante Ay C P? de X; — P? est lisse. Alors
At = Fl(Xt/IP’Q) — Ay est un revétement double non ramifié, et la jacobienne intermédiaire relative de la
restriction fyo : Xyo — U° a U° de la famille semi-universelle f : X — U est isomorphe a la variété de
Prym relative Prym (A/A) — U°, ot A, A désignent les familles des courbes Ay, Ay sur tous les t € U°.

Démonstration. (i) : Pour y € P? fixé, la fibre (p|x) *(y) = X, est une conique du plan P? aux coordonnées
(z0,21,%2), définie par la forme quadratique

23 — ro(xo, 1, y)) = 23 — foo(y)z — for(y)wox1 — fu1(y)?,

ou foo, fo1 et fi1 sont des formes de degré 4, ce qui entraine Passertion du point (i).

(ii) : Cela résulte de (ii), (iii) du lemme 5.3.32.

(iii) : Soit S = V(23 — ro(wo, x1,9), ho(y)zo + h1(y)x1) C P(E) lisse. Les intersections dans S sont (Hj - Hy)g =
(H{ - Hj- H{ + H))x = 2(Hy - Hy- Hy + Hy) = 2, (H'})s = (H{ - H{ - H{ + H})x = 2(H, - Hy - Hy + Hy)w =0,
(H’22)S = (H's-H's-H'1+ H'5)x = 2(Hs - Hy - Hy + Hy)w = 2. On obtient ainsi la matrice de I’énoncé de la

proposition. La généricité d'une telle surface K3 S dans K{ suit de [0].
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(iv) : Etant donnée une extension de Fano Xy = V(sg) de S = V(sg, 5k3), ot 89 = 25 —r9 € H°(P(£),0(2H; +
4Hs)), sik3 = ho(y)xo + hi(y)z1 € H°(P(E),0(H; + H,)), toutes les extensions de Fano de S s’écrivent sous la
forme

X =V(s) CP(E), s = Noso + osk3, ot 0 € H(P(E),0(H, + 3H>)). (5.3.7)

Comme dans la preuve du lemme 5.3.32, (ii), on démontre que H°(P(E),O(H; + 3H3)) a pour base les 23 mo-
noémes ;Y YrYi, T2Ym (0 < i < 1,0 < j <k <1<2 0<m < 2). Donc les variétés V(s) de ce type sont
paramétrées par l’espace affine A?*; notons par U la partie ouverte paramétrant les variétés V (s) lisses. Il est facile
d’identifier un groupe G d’automorphismes de P(£) de dimension 4 qui permute les membres de cette famille, de
sorte que dim [U/G] = 1b3(X) = 20 et I'application classifiante rp : B := [U/G] — F& est génériquement finie.
Effectivement, on peut poser

G ={gue: (x,22,y) = (e, pxs + 205K30(Y), Y) buecs, e HO®2,0(1))=(yo,y1,y2)- (5.3.8)

La suite de la démonstration utilise des arguments similaires a ceux utilisés dans la démonstration du point (iv)
de la proposition 5.3.30. Commengons par montrer que pour S générique, il n’y a pas d’automorphismes de P(€)
autres que (5.3.8) qui préservent la famille (5.3.7). Notons d’abord qu’un automorphisme de P(€) fixe les classes
H,, Hy. Puis, s'il préserve la famille des variétés V(s), il laisse invariante S. Donc il fixe H] = H;|g, c’est a dire,
agit par I'identité sur le sous-réseau R de Pic (S).

Pour le choix générique de S, on a Pic(S) = R, et le seul automorphisme non trivial de S qui fixe R est
I'involution du revétement double S — Ry ~ F;. On peut le déduire, par exemple, du résultat général de Nikulin
[59], affirmant, que pour tout réseau R et pour une surface K3 S générique de K, I'ordre du groupe Aut #(S) ne
peut étre supérieur & 2. Donc si 9 : X; — X, est un isomorphisme de deux membres de la famille (5.3.7), quitte &
le composer avec 'involution du revétement double, on peut supposer qu’il fixe S point par point. Il préserve aussi
la classe de diviseurs —Ky = H} + H} et induit donc un automorphisme de P! x P2, donné par un élément 1 de
PGL (2) x PGL (3). Cet élément fixe point par point Ry, puisque ¢ fixe S et S est un revétement double de Ry.
Or les projections de Ry sur les deux facteurs P! et P? sont surjectives, donc 1) est trivial. Donc 1) n’agit que sur
la coordonnée xo, et (5.3.8) donne la forme générale de 1.

On a donc démontré que I'application classifiante rp est injective, et il reste a vérifier qu’elle est lisse. Il suffit
de montrer que la famille (5.3.7) est localement semi-universelle pour ]-'g; le résultat suivra alors du fait que les
stabilisateurs de tous les points de U sont les mémes, égaux a G.

La semi-universalité locale de la famille (5.3.7) signifie que pour toute famille X — T d’extensions de Fano de
S, il existe un recouvrement de 7' par des ouverts de Zariski U;, tel que les restrictions &y, — U; sont des pullbacks
de la famille (5.3.8) via des morphismes convenables ¢; : U; — U.

On suppose donc qu’on est donné une famille quelconque f : X — T d’extensions de Fano de S, et on veut la
représenter, au voisinage d’un point tg € T quelconque, comme le pullback de (5.3.7).

On a l'application anticanonique relative ¢ = ¢W2}T X = P(fs (w;,}T)), d’image W = ¢(X), qui induit sur

chaque fibre le revétement double
b Xy 2, W, <= P° = P(HO(Xt’W)_(,})),

ou W; ~ P! xP? est plongé dans P° par le plongement de Segre. En remplacant T’ par un voisinage de t, convenable,
on peut supposer que le fibré vectoriel f, (w;(} ) est trivial, et donc ¢ est une application vers P5 x T. En diminuant

T encore, on trouve un hyperplan L; de P?, tel que L; N W; est un diviseur irréductible dans W; de type (1,1).
Un tel diviseur est isomorphe & F; et contient donc I'unique courbe exceptionnelle P}. En prenant la réunion des
P} sur tous les t € T, on obtient une sous-variété de W qu’on note P*.

En choisissant un hyperplan L, assez générique de P° et diminuant encore 7', on peut supposer que Lo coupe
chaque P} en un point, ce qui distingue un plan P7 du réglage de W; parmi les plans du type z x P2, x € PL. On
note la réunion des plans P? par P?; c’est un diviseur de W, fibré au-dessus de T' de fibre P2. La restriction de
ce diviseur sur chaque fibre W; est de type (1,0); on notera sa classe dans le groupe de Picard par H;. On pose
H, = [L; x T] — Hy, et alors on a la projection 1 = ¢p, /1 : W — P2, de sorte que no ¢ : X — P2 est une famille
de fibrés en coniques sur P?, ¢ € T. Puisque la restriction de Ops(1) X Or sur les fibres P? est Opz(1), la variété de
Severi-Brauer P2 — T est scindée, et en diminuant T, on peut supposer que P2 = P? x T.
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On a donc la famille de fibrés en coniques § = no ¢ : X — P2 x T. Le plongement anticanonique relatif par les
sections de w;}wa plonge X, au-dessus de P2 x T, dans le projectivisé du fibré vectoriel £ = 6, (w;}ﬂmxT). De
plus, en prenant la restriction a to € 7', on peut identifier &, =: €|p2x ¢,} avec ng @ Op2(—2), ce qui définit un
plongement de X;, dans P(&;,), dont I'image est donnée par une équation de la forme (5.3.6). On a juste & montrer
que la donnée de X; par cette équation se relativise au-dessus de T'.

Effectivement, les sections g, z1 € HY(P? x {to},&,) et w2 € HO(P? x {to}, &, (2)) s’étendent & des sections de
E, resp. £ ® (Op2(2) X O7) dans un voisinage de P? x {to}, par le changement de base et I’annulation des groupes
HY(P?2 x {to}, &) HY(P? x {to}, &, (2)). Quitte & remplacer T' par ce voisinage et & le diminuer, on peut supposer
que les sections z; ainsi définies sont des formes linéaires indépendantes sur les fibres de P(€) — P? x T. Cela
permet d’identifier P(€) avec P(&;,) x T et de donner toute la famille X par une équation (5.3.6) dépendant de
t € T. Lorsqu’'on impose la condition S C X; pour tous ¢, 'équation acquiert la forme (5.3.7), ce qui termine la
démonstration de la semi-universalité de la famille (5.3.7).

On en conclut I'isomorphisme [U/G| ~ Fg.

(v) : En utilisant la représentation des fibres du fibré en coniques X — P2, donnée dans (i), nous voyons que les fibres
droites doubles correspondent aux annulations simultanées des 3 formes quartiques foo, fo1, f11. Génériquement ces
trois formes n’ont pas de zéros communs, donc les revétements doubles A, — A, sont génériquement non ramifiés
et le résultat suit de la théorie générale de la jacobienne intermédiaire des fibrés en coniques [4].

O

Remarque 5.3.34. L’espace de modules F des variétés de Fano de ce type est usuellement construit comme le
quotient d’un ouvert de l’espace projectif |Op1yp2(2,4)|, paramétrant les diviseurs de ramification Ry, par PGL (2) x
PGL (3). Or cette description ne convient pas & l’étude de .7-"5, car la condition S C X ne se traduit pas directement
par des propriétés du diviseur de ramification de X — W. Par le théorie de la descente (Théorémes 4.33, 4.38
in [22]), les familles A, A descendent o des familles définies sur B. Cependant, pour donner les équations de
ces familles, on a di introduire des paramétres supplémentaires, qui sont les coefficients de o, et I’équation de A
dépend de ces parameétres supplémentaires de fagon non linéaire.

Les variétés de Fano de la famille 18 de nombre de Picard 2 sont les revétements doubles de P! x P? ramifiés
en un diviseur de bidegré (2,2).

On utilisera les notations suivantes :

— W = P! x P2, comme dans le cas de la famille 2, aux coordonnées = = (xq,71) et y = (yo, y1,y2) sur les
facteurs du produit direct ;

— & = Op2 ® Op> @ Op2(—1), le fibré vectoriel de rang 3 sur P?;

— p:P(€) — P2, le projectivisé de € avec sa projection sur P2 naturelle ;

— O(1) = Op(gy/p2(1), le fibré en droites tautologique ;

— (z0, 71, 22), les coordonnées homogénes sur les fibres de P(€), ot zg, 1 € H°(P(E), O(1)) correspondent aux
sections 1 des deux facteurs Opz de la somme directe lors de I'identification canonique p,O(1) = & = Og?f @
Opz(—1), et x5 € HO(P(E),0(1) ® p*Opz2(1)) correspond & la section 1 du troisiéme facteur, canoniquement
isomorphe a Op2, de la décomposition en somme directe de p,.(O(1) ® p*Op2(1)) = £(1);

— on identifiera W avec le diviseur Vp(g)(w2) de P(£), ce qui permet d’identifier les coordonnées xg,r; du
premier facteur de W avec les restrictions o|w, z1|w de coordonnées homogenes de P(E) ;

— ro = ro(z,y), 'équation d’un diviseur lisse Ry de bidegré (2,2) dans W,

ro = foo(y)zg + for(y)moz1 + fi1(y)aT,

ou foo, fo1 et fi1 sont des formes quadratiques;
— m: X — W, le revétement double ramifié en Ry, que l'on considére dans son plongement dans P(£) :

V(m% —ro(z,y)) CPE), 7:X 21, W, 7 (2o, 21,22,9) — (o, 21,Y) ;

— R =7"YRp) C X le diviseur de ramification ;
— H; =[0(1)], Hy = [p*Op2(1)], des classes dans Pic (P(£)), et H, = H;|x, leurs restrictions a X.
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Remarquons qu’on peut donner les revétements doubles de ce type par des equations plus générales,

V(o) (23 + 2aq1 (20, 21, y) + @2(20, 21, 4)) 20 W = Viey (x2), (20, 1,22, 9) — (20,21, 1),

ol qr = qr(wo,21,y) € H(P(E),0(k) @ p*Op2(k)), k = 1,2. Une telle équation se transforme en une équation de
la forme x3 — 7 avec rg = g7 — 4¢o par un changement de coordonnées.

Lemme 5.3.35. Soitix : X — P(E) le plongement naturel. Alors
(i) Le morphisme ix, : Pic (X) — CH2(P(£)) est injectif.
(ii) Le fibré anticanonique de X est —Kx = Hj + 2H, = n*(Hylw + 2Halw), et dim | — Kx| = 14 =

(iii) On peut engendrer les espaces de sections de fibrés en droites suivants sur X par leurs bases monomiales
explicites :

HO(XaO(Hi)) = <l‘0,l’1>, HO(X7O(H£)) = (yo,y1,y2>, HO(X70<_KX)) =

<xiyjykv $2y1>ogig1, 0<j<k<2, 0<I<2-

Démonstration. Similaire & celle du lemme 5.3.32.
O

Proposition 5.3.36. (i) Les variétés de Fano X = V(23 — ro(xo,z1,y)) C P(E) comme ci-dessus ont une
structure d’un fibré en coniques, donnée par la projection p|x : X — P2. La courbe discriminante A =
V(£ — 4foof11) C P? de ce fibré en coniques est de degré 4 et de genre 3.

(ii) Une surface K3 S € |— Kx| peut étre représentée sous la forme S =V (z3—ro(w0,21,Y), Togo(y) + 2191 (y)+
22l(y)) = X NV (zogo(y) + z191(y) + z2l(y)) C P(E), ot go,g1 sont des formes quadratiques et | est une
forme linéaire en y.

(iii) Soit S une surface K3 comme dans (i). Alors Pic(S) contient le sous-réseau primitif R = Z[H;| ® Z[H}]
muni de la forme d’intersection (2 % , ot H] = H;|s. La surface S est primitivement polarisée par la classe

ample H] + H} de degré 10. Une surface K3 générique de KI§ s’obtient par cette procédure.

(iv) Pour une surface K3 S générique, comme dans (ii), le champ de modules fg est représenté par un ouvert
B de P2.

(v) Soit B® C B louvert dest € B tels que la courbe discriminante A, C P? est lisse. Alors A, := Fy (X, /P?) est
lisse, le revétement double Ay — A, est non ramifié, et la jacobienne intermédiaire relative de la restriction
fBo : Xpo — B° de la famille universelle fp : Xp — B des extensions de Fano de S est isomorphe a la
variété de Prym relative Prym (A/A) — B°, ou A, A désignent les familles des courbes Ay, Ay sur tous
lest € B°.

Démonstration.

La démonstration est trés similaire & celle de la proposition 5.3.33, avec 'usage du lemme 5.3.35 au lieu du
lemme 5.3.32, et avec une simplification importante due au fait qu’on arrive a paramétrer les extensions de Fano
de S sans parameétres redondants et que l’espace de modules B = F g porte une famille universelle. Pour 1'utiliser
plus tard, on explicite cette famille ici.

Etant donnée une extension de Fano Xo = V(sg) de S = V/(s¢, sx3), ot so = 23 —19 € H(P(£), O(2H, +2Hs,)),
sx3 = 20g0(y) + 2101 (y) + 22l(y) € H°(P(E), O(H; + 2H>)), toutes les extensions de Fano de S s’écrivent sous la
forme

X = V(S) C ]P(g), S = toSo + (tlllfo + t2x1)5K3, (to,tl,tg) S P2, (539)

et B est Pouvert des ¢ € P? pour lesquels V() est lisse. L’ouvert B a la bonne dimension, égale a 2 = 1b3(X), et
la démonstration du fait que 'application classifiante B — F é? de la famille (5.3.9) est un isomorphisme s’appuie,
comme d’habitude, sur la trivialité du groupe Aut’ (S). Cela se fait par des arguments qu’on a utilisés dans de
nombreux autres cas et qu’on ne détaille pas ici, voir les exemples d’application de ce genre d’arguments dans les
démonstrations du point (iv) des propositions 5.3.8, 5.3.22, 5.3.26.

O
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Les variétés de Fano de la famille 1 de nombre de Picard 3 sont les revétements doubles de P! x P! x P!
ramifiés en un diviseur de type (2,2, 2).

On utilisera les notations suivantes :

— W =P! x P! x P!, aux coordonnées = = (z0,21), ¥ = (Yo, y1) et z = (20, z1) sur les trois facteurs du produit
direct ;

— @ =P! x P!, aux coordonnées y = (yo,%1) et z = (29, 21) sur les facteurs;

— G(i,7), le twist par f*(Og(4,j)) pour tout morphisme f : Z — @ et pour tout faisceau de Oz-modules G ;

— =00 ® 0g & Og(—1,—1), le fibré vectoriel de rang 3 sur @ ;

— p:P=P(€) = Q, le projectivisé de & avec sa projection sur @) naturelle;

— Opq(1), le fibré en droites tautologique ;

— (@0, 1, 72), les coordonnées homogénes sur les fibres de P, ot xg, 21 € H(P, Op/q(1)) correspondent aux
sections 1 des deux facteurs Og de la somme directe lors de l'identification canonique p.Op;g(1) = &, et
z9 € H(P,Op;0(1) ® p*Og(1,1)) correspond a la section 1 du troisiéme facteur, canoniquement isomorphe
a Ogq, de la décomposition en somme directe de p.(Op,g(1) ® p*Oq(1,1)) = £(1,1);

— on identifiera W avec le diviseur Vp(z2) de P, ce qui permet d’identifier les coordonnées zg,z; du premier
facteur de W avec les restrictions zo|w,21|w de coordonnées homogénes de P;

— ro =ro(z,y, 2), Péquation d’un diviseur lisse Ry de bidegré (2,2,2) dans W,

o = foo(y, 2)xg + fo1(y, 2)woz1 + fi1(y, 2)z7,

o foo, fo1 et fi1 sont des polynémes bi-homogénes de degré (2,2);
— 7w : X — W, le revétement double ramifié¢ en Ry, que ’on considére dans son plongement dans P :

2:1
V("Eg - To(if,y,Z)) - ]Pv (I X — Wa (I (3307901@2,%2) — (x()vxlayvz) )

— R =n"1YRp) C X le diviseur de ramification ;
— Hy = [Opo(1)], Hy = [p*Oq(1,0)], H3 = [p*Oq(0,1)] des classes dans Pic(P), et H] = H;|x, leurs
restrictions a X ;
— H,w, le relévement & W de la classe [Op1(1)] du i-iéme facteur.
Remarquons qu’on peut donner les revétements doubles de ce type par des equations plus générales,

2:1
‘/]P’(S)(‘r% +1’ZQ1($’YJ72) + QQ(x7yaZ)) — W= VP(xQ)v ($0,$1,$2,y,2) = (mo’xlvyaz)a

ot g € H(P, Op/o(k)®@p*Oq(k,k)), k = 1,2. Une telle équation se transforme en une équation de la forme T3 —70
avec 19 = gi — 4q2 par un changement de coordonnées.

Lemme 5.3.37. Soitix : X — P le plongement naturel. Alors :
(i) Le morphisme ix, : Pic(X) — CHo(P) est injectif.
(11) La classe anticanonique de X est —Kx = n*(Hyw + Haw + Haw) = H{ + Hy + Hj et dim (| — Kx|) =
8 = dim (‘Ow(le + How + Hsw)|) + 1.
(iii) Les 9 sections suivantes forment une base de H*(X,0(—Kx)) = H*(X,O(H| + H} + H})) :

Z2, TiYjZk, ot i, j) ke {Oal}

Démonstration. Standard.
O

Proposition 5.3.38. (i) Les variétés de Fano X = V(23 —ry) C P comme ci-dessus ont une structure d’un
fibré en coniques, donnée par la projection p|x : X — Q. La courbe discriminante A = V(3 —4foof11) C Q
de ce fibré en coniques est de bidegré (4,4) et de genre 9.
(ii) Une surface K3 S € | — Kx/| peut étre représentée sous la forme S = V(23 — ro(x,y,2), wolo(y,2) +
211 (Y, 2) + cxa) = X NV (xolp + z1l1 + cxo) C P, 0w l; sont de bidegré (1,1) et ¢ est une constante.
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3
(i1i) Soit S une surface K3 comme dans (ii). Alors Pic (S) contient le sous-réseau primitif R = @ Z[H|]] muni

i=1
022
de la forme d’intersection % (2) % , o0 H dénote H;|s. La surface S est primitivement polarisée par la

classe ample H| + H} + H} de degré 6. Une telle surface K3 S est générique dans KE.

(iv) Pour une surface K3 S générique, comme dans (ii), le champ de modules F§ est un ouvert de la forme
[U/G] du champ quotient [AY?/G], ot G = G,,, x G, U est un ouwvert de l’espace affine A'°, au-dessus duquel
il existe une famille localement semi-universelle f : X — U des extensions de Fano de S.

(iv) Soit U° C U lowvert dest € U tels que la courbe discriminante Ay C Q est lisse. Alors A, == F1(X,/Q) est
un revétement double non ramifié, et la jacobienne intermédiaire relative de la restriction fyo : Xyo — U° a
U? de la famille semi-universelle f : X — U est isomorphe a la variété de Prym relative Prym (A/A) —U°,
ot A, A désignent les familles des courbes Ay, Ay sur tous les t € U°.

Démonstration. La démonstration est similaire & celle de la proposition 5.3.33. On peut décrire la famille localement
semi-universelle et ’action de G comme suit. Soit Xo = V(sg) une extension de Fano de S = V(so, sx3) comme
dans I’énoncé : so = 3 — 1o, sx3 = olo(y, 2) + 2111 (y, 2) + cwa. Alors toutes les extensions de Fano de S s’écrivent
sous la forme

X =V(s)CP, s=toso+ |tiza+ Z tijTiyizk | sks, (to,t1, (tijk)) € A0
(4,5,k)€{0,1}3

et un élément (A, p) € G = G,, x G, agit par 'automorphisme de P qui fixe S point par point :

(>\7/“'L) : (CL’,.’EQ,y,Z) = ()\SC,)\CL'Q +MSK3;y,Z)~

Famille 6 de nombre de Picard 2

Les variétés de Fano de ce type sont les revétements doubles d’un diviseur non dégénéré W de bidegré (1,1) de
P2 x P2, ramifiés en une surface Ry € | — Kyy|. La non-dégénérescence de W signifie que les projections de W sur
les deux facteurs P? sont surjectives, ou encore que pour un choix convenable de coordonnées x;,%; sur les deux
facteurs, W est donné par 1’équation xoyg + z1y1 + T2y2 = 0. On peut également définir W comme le projectivisé
du fibré (co)tangent de P2
On utilisera les notations suivantes :
— (@), (y:),i = 0,1,2, des coordonnées sur les deux facteurs de P? x P2, et W = V(hy1) C P? x P2, ou
hi1 = zoyo + T1y1 + T2y2;
— pr;, la projection P? x P2 — P? sur le i-iéme facteur (i = 1,2) ou sa restriction a W' ;
— G(i,7), le twist par f*(Opzyxp2(i,7)) pour tout morphisme f : Z — P2 x P? et pour tout faisceau de Oy-
modules G ;
— & = Opayp2 @ Opzyp2(—1,—1), le fibré vectoriel de rang 2 sur P? x P?;
— p:P=P(&) = P? x P?, le projectivisé de £ avec sa projection sur P2 x P? naturelle;
— O(1) = Opp2xp2(1), le fibré en droites tautologique de Grothendieck, et L, sa classes dans Pic (P);
— (&j)j=0,1, les coordonnées homogenes sur les fibres de P(£), vues comme des sections de O(1) ®p* Op2 «p2 (J, J)
et choisies de telle fagon, que les identifications canoniques

Dx (O(l) ® p* Opz xp2 (jJ)) =E® Opaxp2 (5, §) = Op2xp2(4, §) ® Opaypz (j — 1,5 — 1)

transforment §; en la section 1 du facteur Opz4p2 de la somme directe ;
— 1o = ro(z,y), Péquation d'un diviseur lisse de bidegré (2,2) dans P? x P2, ainsi que sa restriction a W' ;
— Ry = Vi (ro) = Ve2yp2(r0, h1,1) 5
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— 7: X — W, le revétement double de W ramifié en Ry, que l'on considére dans son plongement dans P :

V(&% - gOTO(xvy)vhl,l(xvy)) C P? ™ :p|X : X i I/Vv (s (ébvfluxay) = (xay) ;

— H; (i = 1,2), le relévement a P? x P2 de la classe de la section hyperplane du i-iéme facteur, ainsi que sa
restriction & W ; H! = n*(H;) le relévement a X.
Remarquons qu’on peut donner les revétements doubles X — W de ce type par des équations plus générales
comme celles-ci :

V(€2 + qua(@,9)E01 + ooz, 9)E3, hi 1 (2,9)) CP, m=plx: X ZHW, 71 (€0,&1,2,9) = (2,1),

ot qg, € HO(P, p*Op2xp2(k, k)), k = 1,2. Cette représentation se transforme en la représentation normalisée avec
une équation de la forme & — &ro(z, y), ot 1o = ¢7 ; — 442,2, par un changement de coordonnées.

Lemme 5.3.39. Notons ix : X — P le plongement naturel.
(i) Le morphisme ix, : Pic(X) < CH2(PP) est injectif.
(ii) La classe anticanonique est —Kx = H{+H} et dim |—Kx| = dim |H1+Ha|p2xpz = dim |H;+Hz|w+1 = 8.
(i4i) La restriction O(1)|x est triviale, la section & de O(1) ne s’annulant nulle part sur X. On a donc
—Kx =i%(0(1)®@p*Opzyp2(1,1)) = i%p* (Op2 xp2(1,1)). Le morphisme i : H*(P,O(1)®@p*Op2 xp2(1,1)) —
H(X,—Kx) entre les espaces vectoriels de dimensions respectives 10 et 9 est surjectif au noyau de dimen-
sion 1, engendré par {ohy 1.

Démonstration. Standard. O

Proposition 5.3.40. (i) Les variétés de Fano X = V(€2 —&oro(z,y), hia(x,y)) C P comme ci-dessus ont une
structure d’un fibré en coniques, donnée par la composée 0 = pryop|x : X — P2, La courbe discriminante
A C P? de ce fibré en coniques est de degré 6 et de genre 10.
(i) Une surface K3 S € | — Kx| peut étre représentée sous la forme

S =V(& - &ro(x,y), h11(2,9), &l (2, y) + &) = X NV (&l 1 (x,y) + c€1) C P,

ol ¢ est une constante et 111 une forme bihomogéne de bidegré (1,1). L’image Sy = p(S) C W est généri-
quement une surface K3 isomorphe a S, intersection complete de deux diviseurs de bidegrés (1,1) et (2,2)
dans P? x P2 :

Sy =p(S) = V(c*ly 1(2,y)* —ro(z,y), h11(x,y)) C P? x P2.

Il'y a aussi dans le systeme anticanonique | — K x| des surfaces lisses K3 S spéciales, pour lesquelles Sy = p(S)
est une surface de Del Pezzo de degré 6 et la projection pjg = mg : S — So est un revétement double ramifié
en Ry N Sy. Ces membres spéciaux de | — Kx| correspondent & la valeur ¢ = 0.

(i11) Soit S une surface K3 comme dans (ii). Alors Pic (S) contient le sous-réseau primitif R = Z[H;| ® Z[H})
muni de la forme d’intersection (?1 %), ou on dénote la restriction H]|s de H, € Pic X par le méme symbole.

La surface S est primitivement polarisée par la classe ample H] + Hb de degré 12. Une telle surface K3 S
est générique dans K{%.

(iv) L’espace de modules FE& est un ouvert B de PY.

(v) Soit B® C B l'ouvert dest € B tels que la courbe discriminante Ay C P? est lisse. Alors A, = Fi(X;/P?) est
lisse, le revétement double Ay — A, est non ramifié, et la jacobienne intermédiaire relative de la restriction
fBo : Xpo — B° de la famille universelle fp : Xg — B des extensions de Fano de S est isomorphe a la
variété de Prym relative Prym (A/A) — B°, ou A, A désignent les familles des courbes Ay, Ay sur tous
lest € B°.

Démonstration.

La démonstration suit le méme schéma que celle de la proposition 5.3.33. La démonstration de la partie (iv)
s’appuie sur une donnée explicite d’une famille localement universelle d’extensions de Fano de .S, paramétrée par
un ouvert de PY, que l'on peut décrire comme suit.
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Etant donnée une extension de Fano Xo = V(so,h1,1) de S = V(so,8K3,h11), out so = & — &ro(z,y) €
HO(P,O(2L +2H; +2H>)) et sx3 = &oly1(z,y) +c&1 € HO(P,O(L + Hy + 2H>)), toutes les extensions de Fano de
S g’écrivent sous la forme

9
X = V(S) C P(g), s =19s0 + (Z tiMi> SK3, (to7 e ,tg) € Pg, (5310)

=1

ott (M ..., My) est une base quelconque d’un sous-espace de dimension 9 de 'espace vectoriel H(P, O(L+H;+Hz))
de dimension 10, supplémentaire au noyau de la restriction a X, lequel est engendré par {ohi,; d’aprés le lemme
5.3.39. Les seuls automorphismes de P qui fixent S sont (&g, &1) — (Ao, A& + 15k3 + p12h1,1), mais le sous-groupe
G, de paramétre s agit de facon triviale sur p~ (W), donc sur toute la famille (5.3.10), et on peut le supprimer, et
les transformations avec pp # 0 ne préservent pas W. Il ne reste que les homothéties, qui agissent de fagon triviale
sur le projectivisé. Cela démontre que la famille (5.3.10) n’a pas d’automorphismes.

O

5.3.11 Les éclatés de revétements doubles
Eclaté de Vs en une courbe lisse

Il n’y a qu’une seule famille rentrant dans ce cas. C’est la famille 3 de nombre de Picard 2.

Les variétés de Fano de cette famille sont les éclatés X = Vi des variétés de Fano V = V5 d’indice 2 en une
courbe lisse C. Les variétés V sont des revétements doubles de P? ramifiés en une quartique lisse, et C est une
courbe elliptique image réciproque d’une droite de P3. On introduit les notations :

— 2 = (w,...,23), les coordonnées de P3, et H, la section hyperplane de P? ou ces tirés en arriére par certains

morphismes;

— Ry € [4H| C P3, une quartique K3 lisse d’équation ro = 0;

— & = Ops ® Ops(—2), le fibré vectoriel de rang 2 sur P3;

— p:P=P(£) — P3, le projectivisé de £ avec sa projection sur P? naturelle ;

— O(1) = Opps (1), le fibré en droites tautologique, et L = c1(O(1));

— (&, &1), les coordonnées sur les fibres de P au-dessus de P3, vues comme des sections de O(1) ® p*Ops (25)

et choisies de telle fagon, que les identifications canoniques

p.(0(1) & " 053 (2)) ) = € @ Ops (2) = O3 (2)) ® Ops (2] — 1))

transforment &; en la section 1 du facteur Ops de la somme directe, j =0,1;
— m=ply : V =V(&} — 3r9) — P3, le revétement double ramifié en Ry ;
— Ry = 7 Y(Ryp), le diviseur de ramification dans V', et H', L', les tirés en arriére de H, L sur V;
— ¢, une droite de P3;
— C = m1(£), une courbe elliptique dans V de degré 2 par rapport a H';
— X = Vg, Iéclatement de V en C';
— ¢: X =Ve — V, le morphisme de contraction naturel ;
— R C X, le transformé strict de R;.
Remarquons qu’on peut donner les revétements doubles V' — P3 comme ci-dessus par des equations plus
générales,
Ve (€2 + €obiga(x) + E3qa(w)) 25 P, (&0, 61, 0, a1, 22) = (w0, @1, T2),

ot gor € HO(IP3,0ps(2k)), k = 1,2. Une telle équation se transforme en une équation de la forme &7 — £2r( avec
ro = g5 — 4q4 par un changement de coordonnées.

Proposition 5.3.41. (i) SiS €| — Kx| est une surface K3 diviseur anticanonique de X, alors S, = €(S) C V
contient C' et appartient o | — Ky| = |2H'|. L’image Sy = (S1) dans P? est une quadrique contenant £, et
7|s, 1 S1— Sy est un revétement double.

(ii) Soit S C X comme dans (i). Alors le réseau de Picard de S contient le sous-réseau R = Z[H'] ® Z[C] muni

de la forme d’intersection (% g) , ot H' dénote ici H|g.
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(iii) Une surface K3 générique de KL s’obtient par cette procédure. Une surface K3 générique de KF ne
contient que deuz pinceaux elliptiques de H'-degré 2, qui sont |C| et |H — C|.

(iv) Le champ de modules ]—'5“ est le produit direct ]—'gl X (\C|g1 U|H' — C’|°Sl), ou |- |§1 désigne la partie ouverte
d’un systéeme linéaire de courbes sur S paramétrant les courbes lisses. Le premier facteur ]-'51 est le champ
de modules des variétés de Fano Vy extensions de la surface K3 S1, ot R = ZH avec élément marqué 2H .
Le champ ‘ng’ de dimension 10, se représente sous la forme du champ quotient [U/G], ot G = G, x G,
agit linéairement sur Uespace affine A2 et U est un ouvert invariant, qui porte une famille localement semi-
universelle des extensions de Fano de S1 du type Vo et sur lequel Uaction est libre. L’espace de modules
grossier B =U/G existe en tant que schéma, et Uapplication quotient U — B est un G-fibré principal.

(v) La fibration lagrangienne de jacobiennes intermédiaires J (X /FE) — FE& de la famille universelle X | FE
des extensions de Fano de S est le produit direct de deux familles : la famille des jacobiennes intermédiaires
T Vo) FE) = F& de la famille universelle Vo /F§ des extensions de Sy du type Va, et la réunion disjointe
de deux jacobiennes relatives de pinceaux elliptiques dans S1, qui peut étre vue comme une partie ouverte de
la fibration lagrangienne compactifiée

ME'(0,[C],0) U ME(0,[H' — C],0) = |C|g, U|H' — C|2, ~P'UP,
donnée par l'application du support des faiscequz.

Démonstration. La démonstration utilise des arguments standard que nous avons utilisés a plusieurs reprises dans
d’autres cas. Il est évident que I'espace de module se décompose en produit direct, qui sont traités séparément.
On précise ici la famille localement semi-universelle des variétés du type Vo qui sont des extensions de S, dont
lexistence est utilisée dans la démonstration du point (iv). Fixons S; = V(so, sx3) C P, ot 89 = £2 — &2ro(z) €
H°(P,O(2L+4H)) définit une extension particuliére Vg du type Va de Si, et sgz € H(P,O(2H)) est P'équation de
la quadrique Sp; si £ = V(hq, ha), alors on peut écrire sx3 = hily + hals, ou les h;, [; sont des formes linéaires sur
P3. Remarquons que le membre générique du systéme linéaire — Ky, se projette de fagon bijective sur une quartique
de P3, mais lorsque on impose la condition C' C S, ot C est un revétement double de son image ¢ dans P2, on ne
laisse que les diviseurs S; de | — Ky, | qui sont des revétements doubles des quadriques de P3.
Maintenant on peut écrire toute extension de S; du type Vs sous la forme

V= V(S) CP, s=tgsp+ osks, ol 0 € HO(P,O(QL + QH)), oc=%& | ti&r + Z tijxix; |, (5.3.11)
0<i<j<3

I'espace affine A'? ayant (to,t1,t;;) pour coordonnées. L’ouvert U paramétre les variétés V (s) lisses, et 1action de
G =G,, X G, est donnée par
(A 1) = (€0, &1, @) = (Ao, A + pisks, @).

Eclaté de revétement double de P! x P2 en une courbe lisse

Il n’y a qu’une famille rentrant dans ce cas. C’est la famille 4 de nombre de Picard 3. Les variétés de Fano
en question sont les éclatés des variété de Fano X de la famille 18 de nombre de Picard 2 (voir proposition
5.3.36) en une fibre lisse du fibré en coniques X — P2.

On reprend les notations de la page 128. On rappelle que X est plongée dans P = P(£), ou £ = OS?QZ @ Op2(—1),
et que

X =V (23 —ro(zo,z1,y)) CPE), m:X 21, W, 7 (xo, x1,22,y) — (zo,21,Y) ,

ot ¥ = (Yo,y1,y2) sont les coordonnées de P2, (xq,r1,22) sont les coordonnées homogenes sur les fibres de
P — P2, W est le diviseur de P défini par W = V(x5) = P! x P2, les coordonnées bihomogénes sur W étant
((xo,21), (Yo, y1,Y2)), Vapplication 7 : X — W est un revétement double ramifié en la surface Ry = V(rg) de
bidegré (2,2), et la structure du fibré en coniques est donnée par la composée

0= plX X =P L W = Pl X ]P)2 pr_ﬂ”2> PQa ((.’EO,J?:[,%’Q), (y07y17y2)) = (yanbyQ)'
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On choisit les coordonnées (y;) de telle facon que la conique éclatée soit C' := #~(1:0 :0), et on note par
€: X = X¢c — X la contraction inverse de 'éclatement de C, de diviseur exceptionnel E.

Proposition 5.3.42. (i) Les variétés de Fano X comme ci-dessus ont une structure d’un fibré en coniques
6: X — P2 , obtenue par le changement de base dans le fibré en coniques 6 : X — P? relativement la
contraction € : P? = P%l:():o) — P? inverse de ’éclatement du point (1:0:0). La courbe discriminante du fibré

en coniques 6 est projetée par € de facon isomorphe sur la courbe discriminante A de 6 et sera notée par le
méme symbole. C’est 'image réciproque d’une quartique plane de genre 3 qui ne passe pas par (1:0:0).

(i) Si S € | — Kg| est une surface K3 diviseur anticanonique de X, alors Sy = €(S) € | — Kx/| est une
surface K3 contenant C, et €|g : S — Sy est un isomorphisme. On peut représenter Sy sous la forme
So = X NV (zogo(y) + 2101 (y) + 22l(y)) CP, 0w g,l € (y1,92,y3) C Cly1,...,ys] sont homogénes de degrés
respectifs 2, 1.

(i1i) Soit S € | — Kx| une surface K3 comme dans (i), Sy = €(S). Alors le réseau de Picard de Sy contient

- 04 2
le sous-réseau de rang trois R = Z[H{] ® Z[H}] ® Z[C]| muni de la forme d’intersection 421 (2) 0 |, ou H|

désigne ici Hylg,, i € {1,2}. La surface Sy est primitivement polarisée par la classe ample H{ + HY, de degré
10. Une surface K3 générique dans K{ s’obtient par cette procédure.
(iv) Pour une surface K3 S générique, comme dans (ii), l’espace de modules FE est un ouvert B de P2.

(v) Soit B® C B louvert dest € B tels que la courbe discriminante A, C P? est lisse. Alors A, := Fy (X, /P?) est
lisse, le revétement double Ay — A, est non ramifié, et la jacobienne intermédiaire relative de la restriction

fgo : Xgo — B de la famille universelle fg: &z — B des extensions de Fano de S est isomorphe a la
variété de Prym relative Prym (A/A) — B°, ot A, A désignent les familles des courbes Ay, Ay sur tous
lest € B°.

Démonstration. Les démonstrations des points (i)-(iii) sont tout a fait standard, et on se limitera a donner quelques
éléments de la démonstfation des points (iv), (v). La description du revétement double X de W' est identique & celle
donnée dans proposition 5.3.36 avec S remplacée par Sp, et X = X xp2 P? est déterminée par X. Donc toutes les
extensions de Fano de S appartenant & FZ & s’obtiennent par I’éclatement X, de la fibre au dessus du point (1:0:0)
d’un des fibrés en coniques X; = V (s) donnés par (5.3.9), ot s = s(t) dépend du point ¢t = (g, t1,t2) € B C P2, Ici
on note par B I'ouvert de P? formé des t pour lesquels X, est lisse, et on peut identifier B avec I'espace de modules
F 50 , ou R est le réseau de rang 2 introduit dans le point (ii) de la proposition 5.3.36, que l'on peut considérer
comme plongé dans R:
R=Z[H|]® Z[Hy] C R = Z[H}] ® Z[H}) © Z|C).

Dans la proposition 5.3.36, on a affirmé que B représente le champ de modules F go sous ’hypothése de généricité
de Sy dans K%, mais maintenant Sy est générique dans K, ce qui représente une famille de surface K3 de
codimension 1 dans K. Le role de la généricité dans la démonstration se réduisait & la propriété que le seul
automorphisme de Sy fixant R est I'identité. Or il est immédiat a vérifier que pour Sy générique dans K, de sorte
que Pic (Sy) = R, tout automorphisme fixant R fixe aussi R. Pour cela on vérifie que [C] est 'unique élément de R
qui satisfait équations H} - C' =2, H, - C =0, C? = —2. Alors tout automorphisme de Sy fixant [H/] et [Hj], fixe
automatiquement [C], donc appartient a Aut #(S). La trivialité du dernier groupe est démontré par les mémes
arguments que ceux utilisés dans les démonstrations du point (iv) des propositions 5.3.8, 5.3.22; 5.3.26. On conclut
donc que B ~ F& 5, pour Sy générique dans K R,

On remarque aussi que la fibre §; *(1:0:0) du fibré en coniques 6; = px, : X; — P? ne dépend pas de t € B et
reste égale & C'. Donc le lieu B des t € P2, pour lesquels X, est lisse, coincide avec B, et on a ]-"g ~B=DBr~ ]-"go.

En ce qui concerne le point (v), I’éclatement de la courbe rationnelle C' C X; ne change pas la jacobienne
intermédiaire, et B° coincide avec Pouvert B° du point (v) de la proposition 5.3.36. La description de la jacobienne
relative dans le cas actuel est donc identique a celle de la proposition 5.3.36. O

Remarque 5.3.43. Malgré la derniére assertion dans la démonstration de la proposition précédente, le probleme
de compactification pour la jacobienne intermédiaire de la famille actuelle (no. 4 au nombre de Picard 3) n’est pas
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identique o celui pour la famille no. 18 au nombre de Picard 2, car la premiére est un cas spécial, non générique de
la seconde, et il faut s’attendre a ce que la famille actuelle admet des dégénérescences plus sévéres que la seconde.

5.4 Compactification partielle de la jacobienne intermédiaire relative
dans le cas de la famille 18 au nombre de Picard 2

Dans cette section, on décrit une compactification partielle de la jacobienne intermédiaire relative J(X'/B) — B
de la famille universelle f : X — B des variétés de Fano construite dans la proposition 5.3.36; il s’agit du cas no.
18 au nombre de Picard 2 dans la classification de Mori-Mukai. C’est un exemple ot dim J(X/B) = 4 et B est
un ouvert de P2. Dans cet exemple, on n’arrive pas & représenter la jacobienne intermédiaire relative comme la
jacobienne d’un systéme linéaire de courbes sur une surface K3, donc la construction d’une compactification par
un espace de modules de faisceaux de torsion sur une surface K3 avec la structure d’une fibration lagrangienne
donnée par l'application du support des faisceaux est inapplicable. Vu la petite dimension, on peut espérer de
pouvoir construire une compactification “a la main”. Cependant, il se trouve que ce probléme réclame des calculs
volumineux et on n’arrive pas & construire une compactification compléte, méme avec l'aide du logiciel Macaulay?2
[27] destiné aux calculs symboliques en géométrie algébrique. On présente ici des résultats partiels dans cette
directions, dont une partie est vérifiée par des calculs a ’ordinateur.

On reprend les notations, introduites en rapport avec cette famille sur la page 128 et dans la proposition 5.3.36.
On rappelle que X est plongée dans P = P(£), ou & = OD%QGBOW (—1). On définit X et son application de revétement
double par

X =V(F)CP(€), F =3 —ro(zo,21,y) € H (P, Op/p2(2) ® p*Op2(2)),

T X ZH W =P x P2, (20,21, 22,y) — (20,21,Y) (5.4.1)

olt y = (o, y1,y2) sont les coordonnées sur le facteur P? de W, (x¢, 1, z2) sont les coordonnées homogénes sur les
fibres de p : P — P2, W est considéré comme le diviseur de P défini par W = V(z3) = P! x P2, les coordonnées
bihomogenes sur W étant ((xg, 1), (Yo, y1,42)), et le diviseur de ramification de 7 est

Ry =V(ro) CW, ro € H'(W,0(2,2)), 1o = foo(y)xg + for(y)zow1 + f11(y)a3,

ol foo, fo1 et f11 sont des formes quadratiques en y = (yo,y1,¥2). La structure du fibré en coniques sur X est
donnée par la composée

0:=plx : X 5P W =P x P> 255 P2 ((20,21,2), (Y0, Y1, ¥2)) = (Yo, Y1, Y2)-
On donne en plus un diviseur G de P du type suivant :
Ve =V(G), G € H°(P,Op/p2(1) @ p*Op2(2)), G = z2l(y) + 2090(y) + 2191 (y),

ot [ est une forme linéaire sur P? et gy, g1 sont des formes quadratiques. On suppose que la surface K3 S =
V(F,G) = X N Vg est générique dans K%, de sorte que Pic (S) = R = Z[H}] ® Z[H}] avec la forme d’intersection
04 N *
(3 2) on H = Hils, Hy = c1(0s/22(1)), et Hy = e1(p"Og2(1)).
La famille universelle des extensions de Fano de S au réseau de Picard R avec 1’élément marqué H + 2H), € R
s’obtient par une restriction de la famille compactifiée suivante :

? = V(toF -+ (tli]']() —+ tgxl)G) cPx ]P2, ? = PIp2 |? : ? — ]P)Q, Xt = ?71(15) pour t= (to,tl,tg) S IP2.

On dénote par B Pouvert des ¢t € P? tels que X; est lisse, et on pose X = f_l(B), f = flx. Alors B = FE est
I’espace de modules des extensions de Fano de S et f : X — B est la famille universelle.

On introduit encore un ouvert plus petit B® C B des t € B pour lesquels la courbe discriminante A; du fibré
en coniques 0; = p|x, : X; — P? est lisse. On note par fgo : Xgo — B° la restriction de f. La variété Xpo a alors
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une structure d'un fibré en coniques au-dessus de P? x B°. On note par A la variété discriminante, A = J Ay,
teBe
et par A = |J A le revétement double paramétrant les droites, composantes des coniques singuliéres du fibré en
te Bo

coniques : A = Fy(Xgo /P2 x B°), ou Fi(-) dénote le schéma de Fano paramétrant les droites.
La proposition 5.3.36 représente la jacobienne intermédiaire relative de Xpo/B° comme la variété de Prym
relative :

h:J(Xgo/B°) = Prym(A/A) — B°.

Le fibres X; s'écrivent pas des équations plus générales que I’équation normalisée (5.4.1) sans terme linéaire en xs.
On précise ces équations et ’équation § = §; de la variété discriminante du fibré en coniques qui en résulte :

X, = Vo(Fy), F; = qoa3 + @172 + g, ¢ = qi(z0,21,9,t), qo = to, 1 = l(y)(t1z0 + taw1),

a2 = (20g90(y) + 2191(y)) (1o + tax1) — to(foo (v)xd + for (Y)woz1 + f11(y)z?),

1 t190 — tofoo $(t1g1 + tago — tofor) 3tal
0 = 8(y,t) = — |5(tLg1 + tago — tofo1) t2g1 — tofu1 stall, (5.4.2)
to 11 Ltol o

ol on a divisé par le facteur ¢y, dont la présence est due au fait que pour tg = 0 la variété X; devient réductible et
toutes les fibres du “fibré en coniques” §; : X; — P? sont singuliéres. La variété discriminante A = V(§) C P? x P?
qui en résulte est de bidegré (4,2) par rapport aux coordonnées y,t, et la variété A qu’on a introduite ci-dessus
n’est autre que sa restriction au-dessus de B°, A = A xp2 B°.

Pour étudier les dégénérescences du revétement double At — A, lorsque t s’approche de Cgig. := P2 \ B° on a
besoin de pouvoir représenter A, par des équations. A la différence des courbes A;, qui varient dans une surface, qui
est P2, il n’y a, a priori, aucune surface lisse qui pourrait contenir la famille des courbes A,. Il se trouve qu’on peut
les voir comme les normalisées de courbes dans la surface K3 S. Il convient a considérer S comme un revétement
double de P2.

Proposition 5.4.1.

(i) La projection p|s : S — P? est un revétement double, ramifi¢ en la sextique lisse Cs d’équation

fs(y) =0, fs= %((93 — 1% fo0) (g% — 1* f11) — (9091 — 12f01)2)-

(ii) Soit t € B°. Alors pour y € A générique, les deux composantes P! de la conique réductible X, = 0, (y)
coupent la surface S chacune en un point. Il en résulte que la courbe Ay, paramétrant les composantes P! des
coniques réductibles au-dessus des points de Ay, est birationnelle au revétement double Ay s = (pls) ™ (A¢) de Ay
contenu dans S.

(iii) Pourt € B°, la quartique A¢ est totalement tangente a la sextique Cs. Pour t € B° générique, Ay et Cs ont
12 points distincts de tangence simple et pas d’autres intersections. La courbe Ay s a alors 12 neeuds situés sur la
courbe de ramification Cs = (p|s)~*(Cs) au-dessus des points de tangence de A, et Cs, et A, est la normalisée de
Ay s, que l'on peut obtenir par léclatement des 12 neeuds.

Démonstration.

(i) L’équation s’obtient par un calcul facile, et il reste a vérifier que p|g est fini. La finitude est équivalente a ce que
S ne contient aucune composante d’aucune fibre X, = 6~1(y). Si on suppose que S contient une telle composante,
disons /£, alors on aurait 2 = —2, (- H, = 0, et £- H| = 1 ou 2 selon que ¢ est une droite ou une conique. La matrice
d’intersections des trois courbes Hj, H}, ¢ étant non dégénérée, on arrive a une contradiction avec ’hypothése de
généricité de S, impliquant que rg Pic (S) = 2.
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(ii) Les équations F = 0 et G = 0 de S, lorsque on les considére pour y fixé, définissent une conique et une droite
respectivement. D’aprés (i), la droite G, = 0 ne peut jamais étre une composante de la conique F, = 0. La fibre
(pls)~(y) est I'intersection schématique G, = F, = 0. Si on suppose que la conique X, d’équation F, = 0 est
réductible, I'intersection est formée de deux points distincts appartenant & deux composantes distinctes, sauf le cas
ou Gy = F, = 0 est non réduite, est alors y € Cs. Puisque Cs est une sextique lisse et donc irréductible, A; ¢ Cg
et pour y € A\ (AN Cg), intersection est bien formée de deux points distincts appartenant a deux composantes
distinctes.

(iii) Puisque A; g est birationnelle a At, le revétement A; g — A; ne peut avoir de points de ramification. Donc A,
n’a pas d’intersections transverses avec Cg. La seule chose & vérifier est que génériquement 'intersection C'g N Ay
est formée de 12 points distincts de tangence simple. On peut le faire par I'ordinateur : on crée des polynémes F, G
comme ci-dessus aux coefficients choisis au hasard, puis on choisit un point ¢ € P2 au hasard, puis on calcule ’idéal
du schéma A; N Cs de longueur 24, puis son radical. Il se trouve que la longueur du schéma défini par le radical
est 12, ce qui démontre I’assertion. O

Cela permet de construire une compactification de la famille des revétements doubles A, — A,.

Corollaire 5.4.2. Soit A — P? la famille de quartiques planes définie par (5.4.2), et soit A la normalisée du

produit fibré A xp2 S. Alors la fibre du revétement n : A — A au-dessus de t € B° s’identifie au revétement
double 1, : Ay = Ay associé au fibré en coniques 0, : X, — P2.

Il n’est pas cependant facile de décrire les dégénérescences des fibres 7 : A — A,

Remarque 5.4.3. On peut obtenir une autre forme symplectique sur la variété de Prym relative considérée ici.
La réalisation d’une partie ouverte dense de la famille des courbes Ay comme la normalisée d’une famille
équisinguliere avec 12 neuds de courbes Ay s, qui sont des membres singuliers du systéeme linéaire |[AHL|s sur la
surface K3 S, permet de considérer un systéme intégrable de frontiere (“boundary integrable system”) qui y est
associé, comme dans les derniéres lignes de la section 8 du travail [21]. Les courbes A, g sont de genre arithmétique

17, donc la jacobienne compactifiée relative de ce systéme linéaire k : M = Mé{é (0, [4H}), —16) — P17 est une famille
lagrangienne sur une variété symplectique de dimension 34. Lorsqu’on prend la restriction de k a la strate S;o C P17
des courbes avec 12 neeuds, on obtient une famille lisse de jacobiennes généralisées kis : J12 = J(C12/S12) — Si2,
ot C12/S12 est la famille des membres du systéme linéaire |AHS|s a 12 neeuds, et Jio C k™1(Si2) est louvert
des jacobiennes généralisées a lintérieur des jacobiennes compactifiées; donc k1o est un schéma en groupes. On a
dim (S12) = 5, et les jacobiennes généralisées fibres de k1o sont des extensions par G}ﬁ de la variété abélienne de
dimension 5 qui est la jacobienne de la normalisée de la courbe ¢ 12 neeuds. L’observation de Donagi—Markman
était que dans cette situation, la restriction de la forme symplectique de M & J12 a un noyau de dimension 12, et
le feuilletage du noyau de la forme symplectique est en fait tangent auz orbites de G12. Donc la forme symplectique
descend a une forme symplectique sur la fibration réduite des jacobiennes des normalisées des courbes, paramétrées
par S12, de sorte qu’on obtient une fibration lagrangienne & fibres compactes J(CYy/S12), ou lindice supérieur v
indique la normalisée, une famille de courbes de genre 5 sur la base S12 de dimension 5. C’est ce systéme-ci que
Donagi—-Markman appellent systéeme intégrable de frontiére. Si on note B* la partie ouvert de B® paramétrant les
courbes Ay a 12 tangences simples avec Cg, alors P* := Prym (A/A)|B* — B* se plonge de fagon naturelle dans
J(CYy/S12) = S12 comme la partie anti-invariante par linvolution de Galois v du revétement double, B* étant la
partie de S1o stable par ¢.

Donc la famille P* — B* porte deuz structures symplectiques, pour lesquelles elle est lagrangienne, ['une celle
des systémes intégrables des drapeauxr K3-Fano, l'autre induite par le systéme intégrable de frontiére a la Donagi—
Markman. Il n’est pas clair si elles sont identiques.

Maintenant on considére le lieu des droites doubles :
As = {(y,t) e P> xP* | Xy, = 0; ' (y) ~ 2P'},

oll on a noté par 2P' une conique plane de rang 1, c’est & dire, une droite double. Comme partout dans cette
section, on travaille sous 'hypothése que les données initiales F, G sont génériques.
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Proposition 5.4.4.

(i) Le lieu des droites doubles Ay est une courbe irréductible qui se projette sur le plan P2 quz coordonnées t de
facon birationnelle. La projection Cio de Ao sur ce plan est une courbe irréductible de degré 12 n’ayant que 36
neuds comme singularités ; de plus, tous ces neuds se trouvent hors de la droite tg = 0.

(i) Pourt € Cio générique, A, a un seul neud comme singularité et la variété X, reste lisse. La forme normale
locale de l’équation du fibré en coniques X; — P? au voisinage du neeud de A, est uzd +va? + 23 =0, ot u,v sont
des paramétres locauz analytiques de P? convenablement choisis, I’équation locale de A; étant uv = 0.

(iii) Pourt € Cio générique, A, a également un seul neeud comme singularité, qui est le seul point de ramification
du revétement double ny : At — Ay, L’involution de ce revétement ne permute pas les branches de At au point
singulier, et bien que les jacobiennes généralisées J(At), J(A) soient toutes les deux non compactes, la variété de
Prym Prym (At/At) reste une surface abélienne principalement polarisée. La variété de Prym dans cette situation
est définie de la méme fagon que pour un revétement entre des courbes lisses : Prym (A, /Ay) = (ker[nt* cJ(A) =
J(At)])o, ol M désigne le morphisme de la norme entre les groupes des classes de diviseurs et l'indice supérieur

© désigne la composante connexe de l’élément neutre du groupe.

Démonstration.

(i) L’idéal de Ay est Iidéal bihomogéne en (y,t) engendré par les mineurs de taille 2 du déterminant (5.4.2) de
taille 3. On le calcule par l'ordinateur pour un choix aléatoire de F, G, puis on élimine les variables y, ce qui
donne un idéal principal engendré par un polynéme ¢ de degré 12, définissant la courbe plane Cs. Le calcul de la
longueur du schéma défini par ’idéal jacobien de C15 donne 36, donc le lieu singulier est formé de 36 nceuds ou de
plus petit nombre de points singuliers plus compliqués dont les contributions au schéma jacobien sont > 1. Pour
éliminer I’éventualité de présence de points singuliers dégénérés, on démontre d’abord que C12 n’a pas de points
de multiplicité > 2. L’idéal du lieu des points de multiplicité > 2 peut étre engendré par les dérivées partielles de
¢ des ordres 1 et 2. Le calcul de la dimension du schéma défini pas cet idéal donne —1, c’est a dire le schéma des
points de multiplicité > 2 est vide. Donc tous les points singuliers sont doubles et il reste & voir que les parties
quadratiques de ¢ en ces points ne sont pas de rang 1. On calcule I'idéal engendré par les dérivées partielles du
premier ordre de ¢ et par les mineurs de taille 2 de la matrice hessienne de ¢, et on vérifie que cela donne le schéma
vide. L’intersection du lieu nodal avec la droite tg = 0 est aussi vide.

(ii) Toujours par un calcul a 'ordinateur, on vérifie que A; n’a qu’un noeud comme singularité. Puisqu’on n’a pas
de possibilité de trouver explicitement un point ¢ de P? solution de ¢ = 0, on se contente d’un idéal qui donne un
nombre fini de telles solutions : on coupe C12 par une droite, c’est a dire, on forme 'idéal de l'intersection (¢, ¢), ou
¢ est, comme ci-dessus, I’équation de C'5 et 1 est une forme linéaire aléatoire en t. Puis, en rajoutant a cet idéal les
dérivées partielles d’ordres 1 et 2 de d par rapport a y, on vérifie qu’il n’y a pas de points triples, et en remplacant
les dérivées d’ordre 2 par les mineurs de taille 2 de la matrice des dérivées partielles d’ordre 2 par rapport a y,
on vérifie qu’il n’y a pas de points doubles dégénérés non plus. Donc au-dessus des 12 points du lieu ¢ = = 0
du plan des t, les courbes A; n’ont que des noeuds. En calculant ’idéal de I’ensemble des nceuds, on vérifie que sa
colongueur est 12, donc chacune des 12 courbes singuliéres A; a un seul nceud. L’assertion concernant les courbes
A; est donc vérifiée.

Rajoutons maintenant a ¢, 1 les dérivées partielles de F' par rapport aux variables z,y. L’idéal obtenu donne
le lieu singulier de la réunion des variétés X; sur les 12 points ¢ de Uintersection Co N {1 = 0}, et le calcul de sa
dimension montre qu’il est vide. !

11 reste a réduire la forme quadratique F; en x; aux coefficients dépendant de parameétres locaux (u,v) du plan
ou varient les y, le points u = v = 0 étant le noeud de A;; par un changement analytique local de (u,v), on peut
se ramener & la situation oul 'équation locale de A; est uv = 0. Le coefficient de 22 dans F; étant non nul, F} se
réduit, par un changement évident du type o — a(u,v)zs + b(u, v)x1 + c(u, v)xo (a(0,0) # 0), a la forme

F = x% + aooxg + 2a91x0x1 + aux%, a;; = ai;(u,v), a;;(0,0) =0, det(a;;) = uv.

1. En réalité, on fait ce calcul aprés avoir déshomogénéisé les coordonnées x,y, c’est & dire, on travaille dans les cartes affines A*
recouvrant P. De cette fagcon on se débarrasse des solutions parasites zop = x1 =22 =0 ou yg =y1 =y2 =0.
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On a donc a diagonaliser une forme quadratique en deux variables. On commence par normaliser la partie linéaire
des Aij,
= s = (s iy d m2 —
aij = Q;; = a145u + agi;v mod m*, m = (u,v).

Puisque det(@;;) = uv, on a det(ai;;) = det(ag;;) = 0. On peut donc écrire

a? ab 2 od
(a1ij) = (ab bz) , (a2ij) = (cd dz) :

Alors Y @@z = u(azg + br1)? 4+ v(czo + dxq)?, et le changement (z1,21) — (axo + bx1, cxg + dry) rameéne Fy a
la, forme normale diagonale voulue modulo m2. On démontre facilement par récurrence sur k que la diagonalisation
peut étre prolongée modulo m* pour tous les k > 2.

(iii) L’assertion sur la structure locale du revétement 7, : At — A, suit immédiatement de la forme normale locale
du fibré en coniques obtenue dans (ii). Les revétements doubles entre des courbes nodales avec ce comportement
local — les revétements ramifiés en tous les noeuds et non ramifiés ailleurs, et tels que 'involution du revétement
ne permute pas les branches locales en chaque noceud — ont été étudiés par Beauville, et on les appelle usuellement

revétements satisfaisant a la condition de Beauville, voir la condition (*) en début de la section 3 de [5]. En
supposant cette condition vérifiée, Beauville démontre que la variété de Prym généralisée, définie comme dans
I’énoncé, est une V.A.P.P (proposition (3.5) dans loc. cit.), ce qui entraine ’assertion du point (iii). O

La proposition suivante se démontre par des calculs avec Macaulay?2.
Proposition 5.4.5.

(i) La famille complete A = V(5) C P2 x P2 225 P2 (y.1) v ¢, est constituée de courbes intégres A, (irréductibles
et réduites) acquérant au pire des tacnodes comme singularités. Le lieu des t € P2 ou Ay est singuliére, ou en
d’autres mots le discriminant de la famille A /P2, est la réunion de trois composantes irréductibles :

Caiser = Cag UC1a UL C P2

ot Cg est une courbe intégre de degré 28, Co est la courbe intégre de degré 12, introduite dans la proposition 5.4.4,
et L est la droite d’équation ty = 0.

(iii) On a la description suivante de singularités de Caiser -
— Les lieux singuliers de Cio et de Cag sont disjoints des intersections de composantes de Cygiscr -
— D’apres (i) de la proposition 5.4.4, les singularités de Ci2 sont constituées de 36 neeuds.
— Les singularités de Cyg sont constituées de 276 neeuds et de 66 cusps.
— (2 et Csg s’intersectent transversalement en 204 points et ont, en plus, 66 points de tangence simple.
— (o est totalement tangente a L, et l'intersection C1o N L est formée de 6 points de tangence simple.
— (g intersecte L transversalement en 26 points et a, en plus, un point de tangence simple avec L.

(iv) On rappelle qu’on a interprété, dans la proposition 5.4.1, la surface K3 S comme le revétement double de P?
ramifié en la courbe C's. On appelera un point de Cgiser non spécial s’il n’est pas contenu dans le lieu singulier de
Caiser- Les propriétés suivantes concernant les singularités des courbes Ay sont vérifiées :

— C1o coincide avec le lieu des points t de P?, pour lesquels la courbe Ay a un point singulier sur Cs. Pour
t € C12 non spécial, Ay a un seul point singulier, qui est un neud situé sur Cg, de sorte qu’aucune branche
du neeud n’est tangente 6 Cl.

— Pour tout t € Cog mon spécial, Ay a un unique neud, et ce neud ne se trouve pas sur Cg.

— Pour tout t € L non spécial, le lieu singulier de Ay est formé de deux neuds non situés sur Cg.

Démonstration.

La vérifications de ces énoncés par des calculs avec Macaulay2 sont décrites dans [14], voir les sections Courbes
A; pour t € V(tg), Discriminant Discr D de la famille de courbes DDD C P(yo, y1,y2) X P(lag,la,las)
et singularités de Discr D, Etude des singularités qu’acquiérent les courbes DDD(t) C P(yo,y1,2) de
la famille DDD C P(yo,y1,y2) X P(lag,lay,las), Discriminant Discr D de la famille de courbes DDD C
P(yo,y1,y2) X P(lag,lay,las) et singularités de Discr D, Intersection des courbes de la famille DDD C
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P(yo,y1,y2) x P(lag,lay,las) avec la courbe de ramification Cy = Qo C P(yo, y1,y2) du revétement double
S c P(&) — P(yo,y1,y2) de la surface K3 S, Courbes A, pour t € V(t;), Etude des singularités qu’ac-
quiérent les courbes DDD(t) C P(yo,y1,y2) de la famille DDD C P(yo,y1,y2) x P(lag,lai,lay), Etude
des singularités qu’acquiérent les courbes DDD(t) C P(yo,y1,y2) de la famille DDD C P(yo,y1,y2) X

P(lag,lay,las) de [14].
Dans loc. cit., on se sert des notations utilisés dans les codes, dont DDD pour A, (lag,lay,las) pour (t1,t1,t2),
SDDD pour le lieu des singularités de la projection de DD D sur le plan des la;, D2 pour le lieu des droites doubles.
O

Il est intéressant de décrire le revétement double 7 : A, — A, aux points t € L. Ces revétements ne corres-
pondent plus & des fibrés en coniques, car les fibres X; correspondantes de f : X — P2 sont réductibles. Il se trouve
que ces revétements, pour ¢ € L générique, restent étales, et que At se décompose en deux composantes, bien que
non isomorphes & A;, de sorte que le revétement soit non trivial.

Proposition 5.4.6. (i) La surface K3 S porte deux pinceaux elliptiques |Hi|s et [4H, — Hils. Chacune des
courbes elliptiques de ces pinceaux se projette de facon birationnelle sur une quartique de P?, totalement
tangente o Cs. Cela donne un pinceau de quartiques planes { Dy, }ycpr, génériquement o deux neeuds, donc de
genre géométrique 1, et dépendant de fagon quadratique en u, tel que pour u € Pt générique, (p|s) ™ (Dy) =
ClUCl, ou C),Cl sont deux courbes elliptiques lisses, isomorphes a la normalisée de D,,, C! € |Hi|s et
C!l € |[AH, — H{|s. De plus, C!,, C!l ont Hi - (A4H, — Hy) = 16 points d’intersections transverses, dont 12 se
situent sur la courbe de ramification Cs au-dessus des points de tangence de D, avec Cg, et 4 restants se
projettent sur deux points de P? hors de Cs.

(ii) Pour un choiz convenable du parameétre u de P* dans (i), le pinceau quadratique {D,},cpr $’identifie au
pinceauw {A}ier -

Démonstration.

(i) s’obtient par un calcul facile a partir des équations de S.

(ii) : On montre ce point par un calcul avec l'utilisation de Macaulay2, voir la section Courbes A; pour ¢ € V(¢).
O

Les calculs par le logiciel Macaulay2 donnent aussi la proposition suivante :

Proposition 5.4.7. Les fibres X; de la famille f : X — P? ne sont singuli¢res que pour t € Cog U L.
— Pourt € L, la variété X; devient réductible, formée de deur composantes irréductibles.
— Pour t € Cog non spécial, X; a un unique point double ordinaire comme singularité.
— Sit est un noeud de Cog, Xy n'a que deux points doubles ordinaires comme singularités.
— Sit est un cusp de Cag, X; a un seul point singulier, et ce point singulier est de type As.

Démonstration. Cette proposition est vérifiée par les calculs dans la section Discriminant Discr X et Etude des
singularités qu’acquiérent les variétés de Fano X (t) C P(£) de la famille de diviseurs de type (2,2)
X =X CP() xP(t) de [14]. O

On énonce aussi la description des courbes singuliéres At au-dessus de points de Cgiscr = Cys UC12UL. On
rappelle que B° = P? \ Cyiser est le lieu des t € P2, pour lesquels A4, et par conséquent Ay, est lisse. On note par ¢

Pinvolution sur A et sur les fibres individuelles At, de sorte que A, Ju= A

Corollaire 5.4.8. (i) Pourt € B° =P?\ Cyiser, la courbe A, est lisse et v est sans points fizes.

(i) Pour toutt € L non spécial, Ay = C,UCY, ou Cf, C! sont des courbes elliptiques, qui se coupent transver-
salement en quatre points sy, s, s, 84 ; Uinvolution v est sans points fixes et permute les 4 points en paires :
W(sh)y=s,i=1,2.

(iii) Pour tout t € C1o non spécial, A a pour singularité un neeud, qui est l'unique point fize de iota et dont
les branches ne sont pas permutées par v. Si t est un neud de Cia, alors le lieu singulier de A, est formé

de deux neeuds, qui sont les seuls points fizes de v et dont les branches ne sont pas permutées par t.
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(iv) Pour tout t € Cag non spécial, A, a pour singularité 2 neeuds permutés par v. Sit est un neud de Cag,
alors Ay a 4 neeuds, permutées par o en paires. Si t est un cusp de Cas, alors Ay a deuz cusps permutés
par v. Dans tous ces cas, ¢ est sans points fives sur Ay.

On va maintenant étudier la structure de fibres dégénérées de la variété de Prym relative compactifié¢e. On

précise d’abord le sens exact du dernier terme. On a défini dans le corollaire 5.4.2 le revétement double  : A — A
de familles de courbes au-dessus de P?, dont la fibre au-dessus de ¢ € B° C P? s’identifie au revétement double

Mg A; = A;. On peut munir A d’un fibré en droites £ relativement ample et t-invariant ; par exemple, le pullback
de Opz2(1) convient, oul le P? est celui de coordonnées y, c’est a dire, le P? dans lequel sont contenues les courbes

A;. Alors on peut définir la jacobienne relative compactifiéee J = J (X /]P’2) comme ’espace de modules relatif

des faisceaux L-semistables de rang 1 et sans torsion sur les fibres A; de A /P2. Cet espace de modules est muni
de deux involutions, a priori rationnelles, I'une induite par ¢, que I’on note par le méme symbole ¢, et I'autre, notée
v, induisant la multiplication par —1 sur la jacobienne généralisée relative, c’est a dire sur la partie ouverte J de

J qui est le schéma en groupes paramétrant les faisceaux inversibles sur les fibres. On définit alors la variété de

Prym compactifiée relative par
[ —_ o
P =Prym (Z/A) = (FiX(L o v)) ,

ou l'indice supérieur ° désigne la composante connexe contenant la section des éléments neutres du schéma en
groupes J /P2. On note les fibres au-dessus des points t € P? par Prym (A;/A;), ou Prym (A4, ) ou simplement
par P;.

Proposition 5.4.9. Les fibres Py de la variété de Prym compactifiée vérifient les propriétés suivantes.

(i) Pour toutt € B = P?\ (ng N L), P: est une surface abélienne principalement polarisée, isomorphe a la
jacobienne intermédiaire de la variété de Fano X;.

(i1) Pour tout t € L non spécial, on a la décomposition en strates P, = Py U Py, ot Py — J(Cy) ~ J(C}) est
un ouvert de dimension 2, fibré en C* au-dessus de la courbe elliptique J(CY), et P = J(C}) est un fermé
de dimension 1 dans l’adhérence de Py (voir le corollaire 5.4.8 pour la définition de Cy, C} ; voir aussi la
proposition 5.4.6 pour la réalisation de ces courbes elliptiques comme des courbes sur la surface K3 S).

(iii) Pour tout t € Cag non spécial, on a la décomposition en strates Py = Py U Py, ot Py est un ouvert de
dimension 2, fibré en C* au-dessus de la courbe elliptique Prym (N(A,),1), N(A,) étant la normalisée de
Ay, et Py = Prym (N(Ay),1) est un fermé de dimension 1.

Démonstration.

(i) : On a déja observé I'isomorphisme canonique J(X;) = P; pour t € B°. D’aprés la proposition 5.4.7, X; reste
lisse pour t € B\ B° = C12\ (Cos U L), et donc J(X;) reste une surface abélienne principalement polarisée.
L’isomorphisme J(X;) = P se prolonge alors aux points de B\ B° par la proposition 2.8 de Beauville [4].

(if) : Soit t € V(to)\(V(to) N (C12 U Cag)). D’apreés le point (ii) du corollaire 5.4.8, on a

psomn i Ay =ClUC) — A; C P?

qui est un revétement étale avec C; N Cy = {s}, sy, sh,s5}, «(C}) = CY, u(sh) = sY, u(sh) = sy. De plus les
morphismes ps o : Cf — A; et pson: Cf — A, s’identifient 4 la normalisation de A; C P? car CJ et C}' sont
lisses. Donc C] = C}' — A, sont isomorphes au-dessus de A, en particulier les courbes elliptiques C} et C}" sont
isomorphes. Notons n : N(C;UC}) = C” ucy — C” C’” la normalisation et

) {511/(’)78/1,(//)} avec 8/1/( ) C O et 8,,( ) caor.
52) = {8,2(')’3,2(”)}7 avee 550 c Cf et 54 €.
=1

5’2’( ),3’2’( )}, avec 5’2’() C Ciet 3'2’( ) ¢ cy.
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Considérons le morphisme
n* 7‘}% (C1UCy) = Pic®(N(CLUCY)) = Ugez Pic(C}) x Pic ~*(CY),

ou 0 0

T T ASNY

Ty (CLUCY) i= Ty (A7) =

{£ € Coh (C;UCY), 1k (L) = 1,sans torsion, de degré 0 et semi-stable pourHs} C Quot (¢ (O(r), x(£(m))))

est une famille bornée, r € Z étant un entier fixé (la condition de semi-stabilité borne la régularité). La condition
de semi-stabilité implique que —2 < d < 2. Ainsi

(T3, (CLU CY')) = Uscaca Pic () x Pic~(CY)

. . e S5/ X 5 —0
paramétre une famille bornée de faisceaux cohérents. Par définition, Prym (A¢,¢) = Prym (C{UCY', 1) C J g (CRU
.. . . . c1s . —=0 .
C/') sont les anti-invariants par I'involution ¢. Considérons la premiére strate J9 ; (C{UCY) C I (C{UCY) qui est

Pouvert de j?{g (C{ U CY') paramétrant les faisceaux inversibles. Alors
n*: g (CLUCY) = Uoscacs Pic?(CY) x Pic ~(CY)

est un fibré en C*3 = (yu = [y, .. ., pua]) dont la fibre au-dessus de (£}, £ ;) € Pic®(C}) x Pic ~4(C}') est constituée
des faisceaux £, tels que
Ly =Ly Uy coopa) L2 5= (V! x QYU (V" x C))/

(57, ~ (5 me). ()~ (o), (557 e) o~ (55 rae). (50 )~ (5 pae),
oun: V' UV =nYV) =V CC/UC/, V C C]UC étant un ouvert contenant {s},sy,sh,s5}, V' C C}
un ouvert trivialisant £/, via la section €’ et V" C C/ un ouvert trivialisant £/ via la section e’. Regardons la
composante connexe constituée des faisceaux localement libre anti-invariants par I'involution, Py := J? ; (crucy)n
Prym (C; U C/,1). L’involution ¢ : C; U C} — Cj U C}' se prolonge en Iinvolution «~ : N(C; UC}) = C;uC} —
N(CiuCY)=Ciucy avec

o LN(S/I( )) _ 8/1/( )’

o LN(S/ll(')) _ 5/1(")’
o LN<S/2(/)) _ 5/2/(”)’
— M) =
Donc L*(ﬁ& Ui, popas o paa] ﬁlid) = £Id u[uz_l,uflﬁuzl,ﬂ;l] [',—/d'
Par ailleurs, (£ U pr o pas o pia) L) =L, I_I[#;1,#2717u;1’#zl] L” ;. Donc

! " / "
v ((Lg Ulpir a2, pas s pa] L74)") =Ly Ulpia a1, praspas) L7

Done (£ Ujpiy iz iz ia) £24)7) :*le Ulpar iz sl £7a )
— si et seulement si £, = £ ;" et [ua, 1, pua, i3] = [p1, pi2, pis, pa) € C**,

— si et seulement si £, = £ " et (2, p1, pta, p3) € C** et (1, o, p3, a) € C** sont proportionnels,

— si et seulement si £ = L7, et po(1, pipg , prapiy by papin V) et pr (1, popy 1, papy b, papy ') sont propor-
tionnels,

— si et seulement si £, = L£” ;" et p1 = pa(1l) ou uy = —p2(2), pa = pz(l) ou pg = —p3(2) et pz = pa(1) ou
3 = —Ha(2),
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— si et seulement si L, = L” ;" et [u1, po, 3, pa] = [p1, p1, i, pa] ou [pn, pa, pi, pra) = [pr, —pun, pi3, —pis)-
Ensuite, on prend la composante connexe i.e. seulement la premiére égalité des parameétres.
Donc

n*: Py C Jp, (CLUCY) = Pic®(Cy) = J(C}) = J(CY) = Pic’(CY) C Pic®(Cy) x Pic°(CY)
est un fibré en [uy, uz] € C*. Considérons maintenant les 4 autres strates
Ji Uy U5 Uy = Tgp, (CLUCYNIY, (CLUCY)

dont les faisceaux ne sont pas localement libres et regardons la composante connexe des anti-invariants.

— On voit immédiatement que £ € Prym (C] U C/, 1) est inversible en s si et seulement si il est inversible

en s/ et qu'il est inversible en s} si et seulement si il est inversible en s. Donc les strates P, = P3 =0 C

—=0 . . .. . .
Ty (C; U CY), qui paramétrent les faisceaux anti-invariants non localement libres en exactement 1 des 4
points {s}, 7, s5, s}, respectivement en exactement 3 des 4 points {s}, s{, 5, s5 }, sont vides.
— On a i
Jo = JV LI C Ty, (CruCy),
=0 . .
ol J2(1) C J g, (C{UCY') paramétre les faisceaux non localement libres en exactement {s5, 7} donc localement

. —0 N . .
libres en {s, s/}, et J2(2) C J g (CLUCY) paramétre les faisceaux non localement libres en exactement {s}, sy

donc localement libres en {s}, s5}. On argumente alors comme précédemment pour obtenir la description
de P := JoNPrym (C{UCY ).
. —0 N . .
— Pour la derniére strate, Jy C Jp, (C{ U CY) paramétre les faisceaux non localement libres en tous les 4

points {s},s%, sh,s5} donc paramétre les extensions triviales. Donc Jy = Pic “2(C}) x Pic “*(C/). Puisque
Pic(C}) ~ Pic(CY), Py := Jy N Prym (C} U CY 1) = Pic(C}) = J(C}) ~ J(CV).
(iii) : Soit t € Cag\(sing Cag U (Cag N (C12 UV (g)))). D’apres le point (iv) du corollaire 5.4.8, sing A; = {s} C P?,
ou s est un noeud,

psomn: Ay = Fi(X./P?) = A, C P?

est un revétement étale et sing A, = {s',5"}, ou s’ et s sont 2 noeuds tel que ¢(s') = s”. La démonstration est
alors similaire & celle de [14, proposition 4.3(iii)].
O

Remarque 5.4.10. D’apres le corollaire 5.4.9, il n’y a qu’un nombre fini de fibres P, C Prym (A, 1) — P2(t) dont
la caractéristique d’Euler x(Py,Z) # 0 est non nulle. Si on pouvait décrire les décompositions en strates de toutes
les fibres Py, on en pourrait déduire la caractéristique d’Euler de P. Or pour le moment on n’a pas de description
des fibres Py pour t appartenant aux intersections des composantes de Clgisc-
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Appendice
Récapitulatif des variétés de Fano de
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Notations : Hy_; c PV désigne un hyperplan.
X4 désigne une variété de Fano de la série principale de degré d.
Les points d’interrogation désignent des questions encore non résolues.
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TABLE 6.1: Variétés de Fano de nombre de Picard 1 et d’indice 1

No. | r (K')? g h1:2 Description Surface K3 FP = Compactification

1 1 2 2 52 X = X5 — P3 est un revétement S est revétement double B C [P?%/G2 xG,,]est ?
double ramifié en un diviseur de de Sp C P3 un ouvert
degré 6

2 1 4 3 30 X = X4 C P* est une quartique, S = X;NHs CP*estune B/G4, ou B c 7
ou X — @Q C P? est revétement quartique K3, S € Kj. [P35 /G2 x Gp] est un
double d’une quadrique lisse ra- ouvert
mifié en un diviseur de degré 8.

3 1 6 4 20 X = Xg C P est une intersec- S = X¢NH, C P5°, S€ B/Gs, B C [P x ?
tion compléte d’une quadrique et K. P6/G,x (G5 xG,,)] est
d’une cubique. un ouvert.

4 1 8 5 14 X = Xg C PC est une inter- S = XgNH; C P’ S € B/Gs, BC[P"xP"x ?
section compléte de trois qua- Kg. P7/GS xG,,] est un ou-
driques. vert.

5 1 10 6 10 X = X190 CP7 est unesectionde S =HsNXoCP',Se B - [AT0 x 2
Gr (2, 5) plongée par Pliicher par K. GL (3)/G2 X
un sous-espace linéaire de codim x % x
2 et une quadrique, ou une sec- k ok ok ] est,
tion d’un céone W = Wy C P7 au 0 0 =
dessus d’une variété de del Pezzo un ouvert
(de dim 3) V = V5 C P% de deg
5 par une quadrique.

6 1 12 7 7 X = X410 C P8. S=H,NXy, CP8 Se BCP unouvert ?

Nﬂum.

7 1 14 8 5 X = X14 CP?est unesectionde S = HgN Xy CP?, S € B CP®est un ouvert ?
Gr (2, 6) plongée par Pliicher par  Ki4.
un sous-espace de codim 5.

8 1 16 9 3 X = X4 C P10, S=HyNXig CPO Se BcCP3 est un ouvert ?

Kie
9 1 18 10 2 X = X5 C P, S=HoNnXigCPl Se B cCP?est un ouvert ?
NWHm.
10 |1 22 12 0 X = Xgp C P13, sans intérét sans intérét J(X)=0
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TABLE 6.3: Variétés de Fano de nombre de Picard 2

wmqm

Description

Surface K3

S
.Nﬂm

Compactification

22

20

11

10

I’éclaté de Vi en une
courbe elliptique, qui est
une intersection de deux
diviseurs du systéme li-
néaire | — 2Ky, |.

le revétement double X —
P! x P? ramifié en un divi-
seur Ry de bidegré (2,4).

Péclaté de Vo5 en une
courbe elliptique, qui est
une intersection de deux
diviseurs du systéme li-
néaire | — 2Ky, |.

l’éclaté de P3 en une inter-
section C' =V (f'5, f"3) C
P3 de deux cubiques.

Transformé strict de Sy C V3 contenant
deux pinceaux elliptiques.

S=XNTy; CPE), PE)— P? étant
un fibré projectif de rang 2 et 77 C
P(E) un diviseur de type (1,1). On a
SeKEF ot R= Aw wv

S 5 Sy est le transformé strict de
So = Vo n H C P (Tableau 6.2 No.
12) contenant un pinceau elliptique. On
aSeKlouR= Aw Nv

S 5 Sy est le transformé strict de
So = V(fs) C P? quartique K3 conte-
nant une intersection compléte C =
V(f's, f"3) € P3 de deux cubiques,

4 9
R oy P —
meﬁfocmlAw Hmv.

B c (P2 x PY) U
(P21 xP1) est un ou-
vert.

B c P2 est un ou-
vert.

B c (P x
P11 /G,]) U (P! x
[PY1/G,,]) est un
ouvert.

B ¢ P9 un ouvert

ngo Aon ﬁQTOv -
km_o AO“ ﬁQ\Tovv X
»Wf.m‘o — @E X
P21 L (P x P21).

?

Q&MH AO“ ﬁQTOV U
&MH Aoq ﬁqguovv X
J 2,5, —
(P* x [P1/G,,]) U

(P x [P /G,,)).
Mg, (0,[C],—2) —
PO = _Q_MO
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TABLE 6.5: Variétés de Fano de nombre de Picard 2

Description

Surface K3

S
‘TJQ

Compactification

No. | (K
9 |16
10 |16
11 |18
12 |20
13 | 20

l'éclaté de P2 en une
courbe de degré 7 et de
genre 5 qui est une inter-
section de cubiques.

léclaté de V; C P5 en une
courbe elliptique qui est
une intersection de deux
sections hyperplanes.

I'éclaté de V3 en une
droite.

léclaté de P? en une
courbe de degré 6 et de
genre 3 qui est une inter-
section de cubiques.

'éclaté de @Q C P* en une
courbe de degré 6 et de
genre 2.

S 5 Sy est le transformé strict d’une
quartique K3 So = V(f4) C P3 conte-
nant une courbe C' C P3 de degré 7 et
4
de genre 5, S € KF, ou R = Aﬂ Mv .
S 5 Sy est le transformé strict
d’une intersection compléte lisse Sy =
V(g,q',q") C P5 de trois quadriques,
contenant un courbe elliptique C =
Q' NQ'"NA3 C P S € KE on
8 4

(3 ).

S 5 Sy est le transformé strict de Sy =
V3NQ C P* d’une intersection compléte

lisse d'une cubique et d’une quartique
contenant une droite [ C P4, S € K&,

o, (6 1
ocmlAH va.

S 5 Sy est le transformé strict d’une
quartique K3 Sy = V(f4) C P? conte-
nant une courbe C' C P3 de degré 6 et
4

de genre 3, S € K, ou R = A@ Mv .

S 5 Sy est le transformé strict
d’une intersection compléte lisse Sy =
V(fs,q) € P* d’une cubique et d’une
quadrique contenant une courbe C =
V(q,q1,q2,q3) C P* de degré 6 et de

genre 2, S € K, ot R = AM mv .

B c P5 est un ou-
vert.

B C (P2 x P') U
(P2 xP!), un ouvert

B c P® un ouvert.

B C P3 est un ou-
vert.

B c P2UP? un ou-
vert.

Ms,(0,[C),—2) —
P3.

ng@ Aon ﬁQT \Mv U
Ms, (0, H o —
ﬁQT |Mvv X rﬂur,wo —
(Pt x P2) (Pt x P?)
Ww“mc — P°

»\g,m.o on ﬁq_v |Mv -
Ms, (0,2H -
[C],—2) — P2 LU P?
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TABLE 6.7: Variétés de Fano de nombre de Picard 2

No 7 Qmwmvw h1:2 Description Surface K3 m‘% Compactification

19 26 léclaté de Vy CPP enune S 5 Sy est le transformé strict B C P? un ouvert. W%mo — P?
droite. d’une intersection compléte lisse Sy =

Vi(g,q',q") C P de trois quadriques

contenant une droite [ C P°, S € KE,
N 8 1

ou R = AH Imv .

20 | 26 I'éclaté de Vs C P® en une  sans intérét sans intérét J(X)=0
cubique tordue.

21 | 28 l'éclaté de Q C P* en une sans intérét sans intérét J(X)=0
quadrique tordue.

22 | 30 l'éclaté de Vs C PS en une  sans intérét sans intérét J(X)=0
conique.

23 | 30 léclaté de Q CP* enune S = Sy est le transformé strict B C P! =|Cls, un Mg, (0,[C],-2) —
intersection de deux divi- d’une intersection compléte lisse Sy = ouvert. P!
seurs A € [Og(1)| et B € V(fs,q) C P* d’une cubique et d’une
|Oq(2)], tel que quadrique contenant une courbe ellip-

1) A est lisse, tique C =V (q,¢',h) C P4, S € K, on
2) A est singuliére. R Ao. gv
4 0)°

24 |30 un diviseur sur P? x P?de  sans intérét sans intérét J(X)=0
bideg (1,2).

25 | 32 léclaté de C P3 en une S = Sp est le transformé strict d'une B C PLUP! un ou- Mg, (0,[C],-2) U
courbe elliptique qui une quartique K3 Sy = V(fs) C P3 conte- vert. Ms,(0,2H—[C]) —
intersection de deux qua- nant une intersection compléte lisse de Pl UP!
driques. deux quadriques C' = V(q1,q2) C P?,

SeKEF ou R= AM Nv

26 | 34 I'éclaté de Vs C P® en une  sans intérét sans intérét J(X)=0
droite.

27 | 38 I'éclaté de P3 en une cu- sans intérét sans intérét J(X)=0

bique tordue.
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TABLE 6.9: Variétés de Fano de nombre de Picard 3

No. | (Kxh)?  hb? Description Surface K3 m‘% Compactification
1 |12 8 un revétement double X - P! x S = X NT111PE) ou P(E) - B C [PY/G,,] est 7
P! x P! ramifié en un diviseur Ry P! x P! est un fibré projectif de un ouvert.
de tridegré (2,2,2). de rang 2 et T1 11 C P(E) est
un diviseur de type (1,1,1). On
0 2 2
aScKE ouR=1[2 0 2
2 20
2 14 3 un diviseur X de [L®*?® 0(2,3)] S=XNT, CPE)ouTsel|l+ BC|X-Tipiey= 7
sur  le  fibré  en  P? 2hy + halpe), S € K%, ot R = P? est un ouvert.
P(O(-1,-1)%%) = P¢&) — 7 9 10
%Hx%fﬂ&@:mNDM\mmﬁ 9 0 2
irréductible avec L le fibré en 10 2 0
droite tautologique et Y € |L|.
3 |18 3 un diviseur X de P! xP!xPlde S = XNZ c PP xP' xP? B C |[Is ® Mg(0,[A},00 U
tridegré (1,1, 2). ol Z est un diviseur de tride- O(1,1,2)] = P3 Mg(0,[A)],0) —
gré (1,1,1), S € K&, ot R = est un ouvert. P3 U P3.
0 2 3
2 0 3
3 3 2
4 18 2 l'éclaté du revétement double S-S, est le transformé strict de B C P? est un ou- Jg,.18 — P2
Y — P! x P? ramifi¢ en un di- Sy =Y NTy o C P(€) contenant vert.
viseur Ry de bidegré (2,2), en une fibre Y,, S € K, ot R =
une fibre lisse du composée Y — 0 4 2
P! x P2 — P? du revétement 4 4 0
double avec la projection. 2 0 =2
5 |20 0 I'éclaté de P! x P2 en une courbe sans intérét sans intérét J(X)=0
C de bidegré (5,2) tel que la
composée C' — P! x P? — P2
est un plongement.
6 |22 1 léclaté de P3 en une union S = S = Sp est le trans- B C P! un ouvert. Mg, (0,[C],—2) —
disjointe d’une droite et d’une formé strict d’une quartique K3 P! = |C|s,
courbe elliptique de degré 4. So = V(f4) C P? contenant une
courbe C = V(qi,q2) C P3 et
une droite I, S € K[, ot R =
4 4 -1
4 0 0
-1 0 -2
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TABLE 6.11: Variétés de Fano de nombre de Picard 3

No. | (Kxh)?  hb? Description Surface K3 Nu% Compactification
14 | 32 1 'éclaté de P3 en une union d'une S = S; — Sj est le transformé¢ B C P! = |C|s, un Mg, (0,[C], —2) —
courbe cubique se situant dans strict d’'une quartique Sy, = ouvert. P!
un plan S et dun point non V(fy) C P3, singuliére en u,
contenu dans S. contenant une cubique plane lisse
C = V(f3,h) C P et le point x,
4 0 3
SeKFE ouR=1|0 -2 0
3 0 0
15 | 32 0 I'éclaté de Q@ C P* en une union sans intérét sans intérét J(X)=0
disjointe d’une droite et d’une
conique.
16 | 34 0 Iéclaté de Vi en la transformée sans intérét sans intérét J(X)=0
stricte (sous V7 — P3) d’une
courbe cubique tordue passant
par le centre de I’éclatement.
17 | 36 0 un diviseur sur P! x P! x P2 de sans intérét sans intérét J(X)=0
tridegreé (1,1,1).
18 | 36 0 I'éclaté de P? en une union dis- sans intérét sans intérét J(X)=0
jointe d’une droite et d’une co-
nique.
19 | 38 0 'éclaté de @ C P* en deux points  sans intérét sans intérét J(X)=0
non colinéaire.
20 | 38 0 I'éclaté de Q@ C P* en une union sans intérét sans intérét J(X)=0
de deux droites.
21 | 38 0 I'éclaté de P! x P? en une courbe sans intérét sans intérét J(X)=0
de bidegreé (2,1).
22 | 40 0 I’éclaté de P! x P2 en une conique  sans intérét sans intérét J(X)=0
sur t x P2, t € PL.
23 | 42 0 léclaté de V7 en une conique sans intérét sans intérét J(X)=0
passant par le centre de ’éclaté
<ﬂ — H@w.
24 | 42 0 W xpz F1, ot W — P2 est un sans intérét sans intérét J(X)=0
Pl-fibré et F; — P2 est léclate.
25 | 44 0 I'éclaté de P? en une union dis- sans intérét sans intérét J(X)=0
jointe de deux droites ou alors
P(O(1,0) & 0(0,1)) sur P! x P1.
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TABLE 6.13: Variétés de Fano de nombre de Picard 4

No 7 Qmwmvw h1:? Description Surface K3 Nu% Compactification
1 |24 1 diviseur X CP!x P! x P! xP! § = XonX; ¢ PPxPlx B C |Is ® Mg(0,[A},00 U
de multidegré (1,1,1,1). P! x P, S € KE, ot R = O(1,1,1,1)] = P! Mg(0,[A)],0) —
0 2 2 2 est un ouvert. P! U P
2 0 2 2
2 2 0 2
2 2 20
2 |28 1 léclaté du come V = V(gy) C S = S1 — Sy C V(fs,qv) CPY BcCP=|Cls, est Mg, (0,[C],-2) —
P4, de sommet v, au dessus d’'une Sy contient le sommet v un ouvert. PL.
quadrique lisse R C P3 en une et wune courbe elliptique
union disjointe du sommet et C = A3 NV N Q C P4
d’une courbe elliptique C = AsN S € KE,  on R =
VvnQE cpt 2o0u —1 —-lou2 1 4
—lou2 20u-—-1 1 4
1 1 -1 0
4 4 0 0
3 |30 0 Iéclaté PL x P xP! en une courbe  sans intérét sans intérét J(X)=0
de tridegré (1,1,2).
4 | 32 0 léclate de Y (No. 19, Tableau sans intérét sans intérét J(X)=0
6.11) en une transformée stricte
d’une conique sur () passant par
p-q.
5 |32 0 I'éclaté de P! x P? en une union sans intérét sans intérét J(X)=0
disjointe de deux courbes de bi-
degré (2,1) et (1,0).
6 | 34 0 I'éclaté de P? en une union dis- sans intérét sans intérét J(X)=0
jointe de trois droites ou, qui est
le méme éclaté de P! x P! x P!
en une courbe tridiagonale.
7 |36 0 éclaté de W C P2 x P2 en une sans intérét sans intérét J(X)=0
union disjointe de deux courbes
de bidegré (0,1) et (1,0)
8 | 38 0 léclaté de P! x P! x P! en une sans intérét sans intérét J(X)=0
courbe de tridegré (0,1, 1).
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TABLE 6.15: Variétés de Fano de nombre de Picard > 5

No. | Pic. (Kxh)?  hb? Description Surface K3 m,,% Compactification
1 1 28 0 léclaté de Y (No. 29, Ta- sans intérét sans intérét J(X)=0

bleau 6.5) en trois droites

exceptionnelles de l'éclaté

Y = Q.
2 2 36 1 léclaté ' Y (No. 25, Ta-

bleau 6.11) en deux

droites exceptionnelles £

et ¢/ deléclaté ¢ : Y — P3

tel que ¢ et ¢/ contenues

dans la méme compo-

sante irréductible du lieu

exceptionnel de ¢.
3 3 36 0 P! x Sg. sans intérét sans intérét J(X)=0
4 4 30 0 P! x Ss. sans intérét sans intérét J(X)=0
5 5 24 0 Pt x Sy. sans intérét sans intérét J(X)=0
6 6 18 0 P! x Ss. sans intérét sans intérét J(X)=0
7 7T 12 0 P! x Sy. sans intérét sans intérét J(X)=0
8 8 6 0 P! x 9. sans intérét sans intérét J(X)=0
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