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Introduction

Dans un systéme physique en interaction, il est crucial de distinguer entre les paramétres
effectivement mesurés et les parameétres nus, c’est-a-dire la valeur que ceux-ci prendraient en
I’absence de toute interaction avec ’environnement. La théorie de renormalisation désigne tout
procédé qui permet de passer des paramétres nus aux paramétres effectivement observés, qui
sont alors dits renormalisés. Nous citons I'exemple d’un ballon sphérique en mouvement dans
un fluide, donné par G. Green dés 1836, qui permet d’en donner une idée |22, 10, 12] : & vitesse

proche de zéro (ce qui permet de négliger les forces de frottement), tout se passe comme si la

masse mg du ballon était augmentée de R ou M est la masse du volume de fluide occupé par

M
celui-ci. La force totale F' = mg agissant sur le ballon (avec m = mg + 7) se répartit entre la
force de gravité Fy = mqgo et la poussée d’Archiméde —M gg, ot go ~ 9, 81m.s~2 est I'intensité
de la gravitation a la surface de la terre. Les parameétres nus sont donc la masse myg, la force

de gravité Fj et 'accélération gg, alors que les parameétres renormalisés sont :

M M mo — M
m=my+—, F=(1-——)F, = — 0.
0 5 ( mo)o g m(ﬁ_%go

On remarque donc que 'accélération initiale décroit de gy & —2go lorsque 'interaction, repré-
sentée par la masse de fluide M, croit de 0 a +o0.

En électrodynamique quantique (QED), comme dans les autres théories des champs quan-
tiques en général, les paramétres nus sont infinis. Cette difficulté des infinis est apparue dans
les années 40 du 20 éme siécle, avec les traveaux de Tomonaga, Schwinger et Feynman qui
ont partagé le prix Nobel en physique en 1965. La renormalisation a été essentiellement dé-
veloppée pour interpréter des intégrales divergentes qui proviennent des graphes de Feynman
de la theorie perturbative. En fait les régles de Feynman d’une théorie quantique des champs
associent a chaque graphe de Feynman une fonction des moments associés au graphe, dont
I'intégration suivant les moments intérieurs est appélée intégrale de Feynman. Le probléme est
que ces intégrales sont en général divergentes. L’idée principale de la théorie de renormalisation
est de donner un sens a ces intégrales en les transformant en des fonctions bien définies des
moments extérieurs, tout en préservant leur sens physique. Depuis les années 50 et 60 du 20

éme siecle N. Bogoliubov, O. Parasiuk, K. Hepp et W. Zimmermann ont déterminé un procedé



de renormalisation connu sous le nom d’algorithme BPHZ qui consiste, aprés avoir régularisé
I'intégrale, c’est-a-dire lui avoir donné un sens mathématique, a choisir un schéma de renor-

malisation puis extraire la partie finie.

A la fin des années 90, Alain Connes et Dirk Kreimer ont découvert 'organisation des
graphes de Feynman de la théorie quantique des champs en une algébre de Hopf combinatoire
[9, 10, 11, 26], et ils ont exploité cette découverte pour interpréter 'algorithme BPHZ en termes
de cette algebre de Hopf et 1'utiliser comme un outil puissant pour expliquer la combinatoire
de la renormalisation. En fait, sur toute algébre de Hopf H graduée connexe il est possible
de décrire un procédé de renormalisation directement apparenté a 1’algorithme de Bogoliubov,
Parasiuk, Hepp et Zimmermann (BPHZ) (|6, 23, 41]). Le cadre est le suivant : pour toute
algébre commutative unitaire A munie d'un schéma de renormalisation, c’est-a-dire d’une
décomposition A = A_H A, ou A_ et A, sont deux sous-algebres, avec I'unité dans A, tout
caractére ¢ : H — A admet une unique décomposition de Birkhoff en deux caractéres p_ et
P+ -

p=9 " gy

ou ¢_(Kere) C A_ et o (H) C Ay (on désigne par € la counité). L’etoile * désigne le produit
de convolution. Un exemple de schéma de renormalisation est donné par les series de Laurent
en une variable complexe z, la sous-algébre A, désigne alors C[[z]] et A_ désigne 'espace
2z~ 'C[27!] des polynomes en z ' sans terme constant (schéma minimal). La valeur renormali-
sée du caractére ¢ est définie par ¢ (0), qui par définition existe.

Cette approche est utilisée maintenant couramment en théorie quantique des champs (QFT)
[34] et en plusieurs autres domaines des mathématiques, par exemple en théorie des nombres

[31], en systémes dynamiques [32], etc.

Dans notre travail de thése, nous nous intéressons a la renormalisation de Connes et Kreimer
dans le contexe des algébres de Hopf de graphes de Feynman spécifiés. De maniére informelle,
un graphe spécifié est un graphe dont chaque composante connexe est munie d’un indice qui
sert a discriminer certains types de sommets. Nous construisons une structure d’algébre de
Hopf H7 sur U'espace des graphes de Feynman spécifiés d’une théorie quantique des champs T .
Nous définissons encore un dédoublement 157 de la bigébre de graphes de Feynman spécifiés,
un produit de convolution % et un groupe de caractéres de cette algébre de Hopf a valeurs
dans une algebre commutative qui prend en compte la dépendance en les moments extérieurs.
Nous mettons en place alors la renormalisation décrite par A. Connes et D. Kreimer en [10]
et la décomposition de Birkhoff pour deux schémas de renormalisation : le schéma minimal de

renormalisation et le schéma de développement de Taylor.



A la fin nous rappelons la définition des intégrales de Feynman associées a un graphe. Nous
montrons en appliquant la regularisation dimensionnelle que ces intégrales sont holomorphes
en une variable complexe D dans le cas des fonctions de Schwartz, et qu’elles s’étendent en
une fonction méromorphe dans le cas des fonctions rationnelles. Nous pouvons ainsi donner un

sens a nos intégrales de Feynman en utilisant 1’algorithme BPHZ.

Notre travail de thése est décomposé en quatre chapitres : Dans le premier chapitre, nous
donnons des généralités sur les algebres de Hopf et la renormalisation. Nous commencons
par définir les notions d’algéebre, cogéebre, bigébre, produit de convolution, algébre de Hopf et
antipode en donnant quelques exemples a la fin, ensuite nous décrivons le schéma de renorma-
lisation ainsi que la décomposition de Birkhoff d’un caractére d’une algébre de Hopf a valeurs

dans une algébre commutative.

Rappelons ici 'approche de Connes et Kreimer pour déterminer le groupe de renormali-
sation et la fonction Béta liés a la bidérivation de graduation d’une algébre de Hopf graduée
connexe H définie par Y : H — H, donnée par Y (x) = nx pour x homogéne de degré n.
L’opérateur de Dynkin D est défini par :

D=S5xY,

ou S est I'antipode de H. Soit G4 le groupe des caractéres de H a valeurs dans l'algébre
commutative A = C[z7!, 2]] munie de schéma minimal de renormalisation. L’ensemble des

caractéres locaux est défini par :

d
Giaolc ={p e Gy, E(%)_ = 0}.

Le groupe de renormalisation d’un caractére local ¢ est défini par :

Fy(o)(w) = lim (0" 0p)(2)(2).

z—0
La fonction Béta, le générateur de ce groupe a un paramétre définie par :

AR = ) FOE)

est donnée par les formules suivantes :

Blp) = Res(p'oY)
= —Res(p_oY).

Dans le deuxiéme chapitre nous définissons des objets analogues pour d’autres bidérivations

que la graduation Y. Une famille de bidérivations apparait dans la situation suivante : On



suppose qu’il existe deux algebres de Hopf graduées connexes ‘H et K en interaction, I étant un
comodule-cogébre sur H. Plus précisément on suppose qu’il existe une coaction ® : H — KRQH

qui est en méme temps un morphisme d’algébres graduées, et telle que :
(Ide ®Ay) 0 ® =m'? o (P ® P) o Ay,
ot mMP KOHIKOIH —KOHH est défini par :
mP(a®b®ced) =a®bed,

et ® s’exprime en notation de Sweedler pour tout x € H par :

d(z) = Zxo @ =1z + Zx(/) ®z().
() (z)

Cette situation se rencontre naturellement dans le cas de I'algébre de Hopf Hex des arbres
enracinés [7], et dans le cas plus général de I'algébre de Hopf des graphes de Feynman orientés
sans cycles [29]. Le groupe G% des caractéres de K (& valeurs dans A) agit alors par automor-
phismes sur le groupe G4 des caractéres de H. Tout caractére infinitésimal a : K — A définit
alors une bidérivation B, de l'algébre de Hopf H, qui peut jouer le role de la graduation Y.

Nous montrons que les caractéres locaux, le groupe de renormalisation et la fonction Béta
peuvent étre définis de la méme maniére que pour la bidérivation Y. En effet, pour tout

¢ € G4 on définit un groupe a un parameétre ¢, , d’automorphismes de G 4 :

Or.a(p)(2)(2) = (exp™tzax @) (2)(2).

Cette formule définit également un sous-groupe a un parameétre d’automorphismes de l’algebre
(L(H,A),*). On note :
Pta = et,a(sp)-

La décomposition de Birkhoff de ¢, , s’écrit :

Pta = (Sot,a)*—_l * ((Pt,a)+-

On note G I'ensemble des caractéres ¢ de H a valeurs dans A qui vérifient :

d

%(Wt,tﬁ— = 0.

Nous définissons alors ’analogue de 'opérateur de Dynkin E,, par :
E, =85 B,.

L’analogue ¢ —— ¢ o E, de la composition a droite par l'operateur de Dynkin S * Y n’est

toutefois pas une bijection des caracteres de H vers les caractéres infinitisémaux. Cela vient du



fait que Ker B, est non trivial (il contient tous les éléments primitifs), contrairement a Ker Y
qui se réduit a 'unité de H.

Pour tout ¢ € G4 nous définissons une famille & un parameétre h,, dans G 4 telle que :

Pta = P * h't,aa

et nous montrons que pour tout ¢ € GY%, le terme constant de h;, defini par :

Fra(p)(x) = lim hyof2)(2)

z—0

est un sous-groupe a un paramétre de G4 N L(H, C), et que 'analogue 5, de fonction Béta, le
générateur de groupe a un parameétre Fj ., c’est-a-dire ’élément de H* défini par :

Balp) : a

= F «a )
dt}t:O Lal)

est liée au résidu de ¢_ o B,. Nous montrons que

Balp) = Res(¢’™' o By)
= —Res(¢p_ o B,).

Dans le troisieme chapitre nous étudions les graphes de Feynman et leurs structures exté-
rieures. Nous nous intéressons a l'algébre de Hopf des graphes de Feynman specifiés étudiées
par A. Connes et D. Kreimer dans [10]. Dans la premiére partie nous étudions le cas plus simple
des algébres de Hopf des graphes de Feynman localement irréductibles a une particule (1PI),
en négligeant dans un premier temps la spécification. En premier lieu on se donne une théorie
des champs T (par exemple ©* [10], ¢* [38], QCD et QED [38], [39] ...) qui donne naissance a
des graphes de Feynman de type determiné par T : le type d’un sommet est déterminé par le
type des arétes qui lui sont adjacentes. Nous construisons alors une structure de bigébre ’}:ZT

commutative sur I'espace des graphes de T localement 1PI. Le coproduit est donné par :

A) = Y yel/y

yCr

T/veT
ol la somme parcourt tous les sous-graphes couvrants localement 1P/ de I, tels que le sous-
graphe contracté I'/7 soit dans la théorie 7 (autrement dit, les sous-graphes superficiellement
divergents localement 1P [2|). L’algébre de Hopf H7 est obtenue en prenant le quotient de
la bigébre ﬁT ci dessus par I'idéal engendré par 1 — I' ou ['unité 1 est le graphe vide et I' est
un graphe 1PI sans arétes internes. Ensuite nous introduisons la spécification : on est en effet
amené en théorie quantique des champs a distinguer entre plusieurs sommets de méme type.

Par exemple les listes des sommets admis en théorie ¢* et QED sont respectivement :

10



{ < , <} et { < ,W<,'VV>1<N\'}.

La contraction d’un sous-graphe sur un point pose alors un probléme. Par exemple en théorie
% si on contracte le sous-graphe —O— a l'intérieur du graphe 4@*, va-t-on obtenir :

Q- w

De méme en QED, la contraction de sous-graphe _s2 dans _S5%  donne-t-elle :
4& ou 4&7

On y remédie en introduisant les graphes spécifiés I' = (I',7) ot i est un multi-indice qui
repere le type de résidu de I', c’est-a-dire le sommet obtenu en contractant le graphe sur un
point (exemple res *Qj = —<). La formule du coproduit pour la bigébre Hs des graphes

spécifiés s’ecrit alors :

AT) = ) 0T/,
yCT
T/5eT
oil la somme porte sur les sous-graphes couvrants spécifiés 7 = (v, j) localement 1PI (voir la

définition 27), tels que le graphe contracté (I'/(, ), 1) appartient a la théorie 7. Ici j est un

multi-indice qui repére le résidu de chacune des composantes connexes de . L’algébre de Hopf

Hr est la encore obtenue en identifiant les graphes spécifiés sans arétes internes a 'unité.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous nous intéressons aux structures extérieures.
Les régles de Feynman associeront a chaque graphe une fonction qui dépend des moments
associés a chaque demi-aréte du graphe, avec les contraintes p. + po, = 0 pour chaque aréte

interne (ee’) et Z pe = 0 pour tout sommet v, ou st(v) est 'ensemble des demi-arétes

e€st(v)
adjacentes a v. Les régles de Feynman ® dépendent des types raffinés de sommets, mais ne

dépendent pas de la spécification du graphe. Les types raffinés de sommets se combinent de la

facon suivante : Par exemple, en théorie ¢, et se combinent en 'aréte
0

[10] :
o))+ o) =a(—0—).

0 1

De méme en QED nous avons :



et
DO ) + P(Ow) = P(mOw).

0 1

Considérant les relations ci-dessus, nous pouvons choisir un seul type de sommet bivalent pour
¢* de méme en QED nous pouvons choisir I'aréte électron, et éliminer le sommet bivalent
pour l'aréte photon : ce sont les conventions adoptées dans [39]. Nous avons choisi de ne pas
considérer cette simplification, afin de suivre [10] de plus prés.

Nous introduisons un semi-groupe de caractéres G de ﬁT a valeurs dans une certaine algebre
commutative B, et un produit de convolution ® sur GG. Nous retrouvons alors la renormalisa-
tion decrite par A.Connes et D.Kreimer dans [10], en remplacant B par A := B([z™', z]]) et
en montrant que chaque élément de G admet une unique décomposition de Birkhoff pour le
schéma minimal de renormalisation A = A_ @ A,, avec A, = B[[2]] et A_ = z'B[z7].
L’interét de la construction presentée ici est le caractére purement combinatoire de la bigebre

ﬁfr et de l'algébre de Hopf H7, toute 'analyse étant deplacée dans 'algébre-cible A.

Dans le dernier chapitre nous nous intéressons aux régles de Feynman proprement dites,
données par l'intégration de ces fonctions sur les moments intérieurs. Nous commencons par
définir le dédoublement 157 de la bigebre des graphes de Feynman spécifiés. C’est I'espace
vectoriel engendré par les couples (I',) ot I' est un graphe spécifié localement 1PI de la
théorie 7, ¥ C I localement 1PI et I'/4 est un graphe spécifié de 7, et nous considérons le

coproduit suivant :

Nous définissons alors le produit de convolution % sur les éléments de 1’algebre de Hopt Dy a
valeurs dans une algébre d’endomorphismes munie d’un produit commutatif e compatible avec

la composition o, qui prend en compte la dépendance en les moments extérieurs :

px1Pi=0o(pRY)A,

ol ¢ désigne I'opposé du produit de composition o. Autrement dit, pour tous graphes spécifiés

7, T tels que y C T on a :

(px ) 7) = Y ¢(1/5,7/8) 0 o(T,4).

Nous retrouvons alors la renormalisation telle qu’elle est formulée par A. Smirnov |36, §8.5,
8.6, en adoptant I’approche d’A. Connes et D. Kreimer pour deux schémas de renormalisation :
le schéma minimal de renormalisation et le schéma de développement de Taylor.

Nous nous intéressons ensuite aux intégrales de Feynman qui sont en général divergentes.
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Nous utilisons une approche algébrique pour réinterpréter ’approche de Smirnov |36, §8| dans
le formalisme de Connes-Kreimer, en utilisant I'algébre de Hopf D7 et une algebre-cible qui
n’est pas commutative, en raison de la composition des opérateurs. Nous utilisons le procédé de
la regularisation dimensionnelle pour construire les intégrales D-dimensionnelles, qui consiste
a écrire les intégrales divergentes que nous avons a régulariser de manieére a ce que la dimension
de l'espace-temps physique d puisse étre remplacée par un nombre complexe quelconque D.
Nous suivons I"approche de P. Etingof [19] (voir aussi [33]). Soient alors V' I'espace-temps de
dimension d et I' un graphe de Feynman avec m arétes extérieures et ¢y, -+ ,qn € V les
moments correspondants, et avec n — m boucles (n > m). L’amplitude de ce graphe s’écrit

sous la forme :

I(‘]l""]m)(f) = / B f(ql e Qn)de-H e dqn

Soient I', v et ¢ trois graphes de Feynman tels que 6 C v C I', on désigne par :
E:=&), F=ET/5) et G:=E&T/|y) = 5(r/5/7/5),

les espaces vectoriels engendrés par les demi-arétes des trois graphes I', I'/d et I'/v respecti-
vement. On désigne par S?E* de 'espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques sur F,
par SJQFE* le sous ensemble des formes bilinéaires semi-définies positives sur E, et par SJQFE*
le sous ensemble des formes bilinéaires définies positives sur E, et par S(STE*) et S(S*E*)
respectivement le deux espaces de Schwartz des fonctions sur SiE* et S2E*. On adopte les
notations analogues pour F' et G. On considére le n-uplet ¢ :== (q1,--- ,¢,), ol ¢; € R?, comme
un élément de Uespace vectoriel Hom(E, R?). Le m-uplet (qq, - - - , ¢m) nest autre que la restric-
tion ¢ € Hom(F, RY). La forme bilinéaire ¢*(3) € S_r‘,;E* est la tirée en arriére de 3 € (S_Z,;Rd)*.

Nous définissons alors 'intégrale d’une fonction f définie sur S’iE* par :

= 7(q"B)da
{¢€Hom(E,R?) /q| p=F}

Nous montrons que pour tout A dans SJQFE*, pour tout B dans S_Z,;E et pour ¢g(A) =
exp(—tr(AB)) on a :

Id

Id’C(gbB) = g2 oxp(— tr(C.BF")).(det Bpo)~Y2.

Nous montrons U'existence de I'intégrale D-dimensionnelle  un paramétre (I”)pec : S(S3 E*) —
O(C,S(S2 F*)) définie par :

ID’C(qu) = g(=mID/2 oxp(— tr(C.BY")).(det Bpi)~P/2.

Nous définissons alors lintégrale I; : S(STE*) — S(S7F*) pour tout C € STF* et f €
S(S2E™), par :
IEs(F)(C) = I7| (),
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cette expression est holomorphe en D.

Nous montrons que pour tous graphes I', v et § tels que d C~y C T on a:
D D D
Iryy =1Irs° Irjsr/y

Soit f(SiE*) Pespace de fonctions de type Feynman sur SiE* et par f“(SﬁE*) Pespace
de fonctions sur C x S’iE*, méromorphes en la premiére variable, égales a Ié),’E(g) pour une
certaine fonction g € F(S?E™), ot E’ est un espace vectoriel contenant E. L'intégrale de

Feynman fFDW est définie comme suit :
P F(S2EY) — F(S2FY)
f o I = 1),

et s’étend en une fonction méromorphe de D.

Les régles de Feynman proprement dites sont définies pour U = E(resT") par :
Irr(e(T)) € F(S1U%),
ou ¢(I') est 'intégrande défini par la formule :
@(F)(p) = H Gu H Gea(e)(p*ﬁ(ea 6)) H Ge(p*ﬁ(e, 6)),
veV(l')  {e,o(e)},o(e)#e o(e)=e
ol g, est la constante de couplage associée a chaque sommet et Gw(e) est un propagateur
associée a chaque aréte et qui tient compte de la théorie et de type de laréte (eo(e)).
Soit G le groupe des caractéres de Dy a valeurs dans une certaine algébre commutative 4
(voir [§6.1; §6.3|), munit du schéma minimal de renormalisation. Nous montrons que chaque

élément ¢ de G admet une unique décomposition de Birkhoff compatible avec le schéma de

renormalisation choisi :
o x—1
=9 K Py,

avec :

&y
5/6 €T

Ces formules constituent le cadre algébrique de 'approche de Smirnov |36, §8.2|. Les régles

de Feynman définissent alors un élément Tde G :
[:Dr — A (I',9)— I(T',7) :szDW,
tel que : T=I*"x%1],,

ou /_ est le caractére des contretermes et I, est le caractére renormalisé évalué en D = d.
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Chapitre 1
Algébres de Hopf et renormalisation

Nous donnons dans ce chapitre des généralités sur les algébres de Hopf et la renormalisation.
Nous commencons par définir les notions d’algébre, cogébre, bigébre, produit de convolution,
algébre de Hopf et antipode en donnant quelques exemples a la fin, ensuite nous décrivons
le schema de renormalisation ainsi que la décomposition de Birkhoff d’un caractére d’une
algébre de Hopf a valeurs dans une algébre commutative. Nous utilisons dans ce chapitre les
réferences suivantes |1],[27], |21], [37] et [24]. Dans toute la suite, on désigne par k un corps de

caractéristique nulle.

1 Algébres, Cogébres et Bigébres

1.1 Produit tensoriel

Soit A et B deux espaces vectoriels sur k. Le produit tensoriel A® B est un espace vectoriel

sur k£ qui satisfait la propriété universelle suivante : il existe une application bilinéaire

1:AxB — A®B
(a,b) — a®b

telle que pour tout k-espace vectoriel C' et pour toute application bilinéaire f : A x B — C
il y a une unique application linéaire f : A® B — C' telle que f = f o4, i.e le diagramme

suivant est commutatif :

Ax B> A®B

fl/

C

Si (e;)ier est une base de A et (f;);es est une base de B, alors (e; ® f;)icr jes st une base
de A® B.
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1.2 Algebres et modules

Définition 1. Une k-algebre est un k-espace vectoriel A muni d’une application bilinéaire :
m:AA— A

qui est assoctative i.e :
mo (m®Id)=mo (Id®m). (1.1)

L’associativité est exprimée encore par le diagramme commutatif suivant :

AR AR A—18T Ao A
m®1dl lm
A® A — A
L’algébre A est unitaire si de plus elle est munie d’une unité 1 qui induit une application
linéaire :
uk — A
A — A1
satisfaisant :
mo(u®Id)=Id=mo (Ild®u), (1.2)

qui se traduit encore par la commutativité du diagramme suivant :

A" Ao A" Aok

Proposition 1. L’algébre A est commutative si et seulement si :
morT=nm, (1.3)
ouT: AR A — A® A est la volte, définie par 7(a ® b) = b ® a.

Algébre tensorielle
Pour tout n > 1, on note V¥" =V @ --- ® V. Par convention V®° = k. Les éléments de V"
sont des combinaisons linéaires de tenseurs de longueur n d’éléments de V. L’algebre tensorielle
de V est défini par :

(V) = é yen, (1.4)
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Les éléments de T'(V') sont des combinaisons linéaires de tenseurs d’éléments de V' de longueur
quelconque. Nous definissons une structure d’algébre sur T'(V'), le produit étant donné par la

concatenation.

T(V)xT(V) — T(V)

(rvl...rvn7w1...wk> — U1 VWt W

Remarque 1. Si A et B sont deux algébres unitaires, on définit une structure d’algébre unitaire

sur A ® B de la maniére suivante :
(71 @ y1)-(12 ® y2) = 2172 ® Y192
Lunité 1 495 est donnée par 14 ® 1 et la multiplication est donnée par :
MAzs = (MA@ mp) o Toz,
00 T3 : ARBRIARB — AR ARBR B est défini en permutant les termes intermédiaires :
T3(21 @Y1 @ T2 D Y2) = T1 @ T2 @ Y1 @ Ya.

Définition 2. Soient A et B deux algébres et ® : A — B une application linéaire. On dira

que ® est un morphisme d’algebres unitaires si :
mpo (PR P)=>Pomy, (1.5)

c’est-a-dire si le diagramme ci-dessous commute :

A A e B®B
y -
A . B

et st :

P oug = ug,

c’est-a-dire si le diagramme ci-dessous commute :

k—2 = A
xlé
B

Définition 3. Soit A = (A, m,u) une algébre unitaire.

1. Un sous-espace vectoriel T C A est dit sous-algebre unitaire de A si :

m(Z®ZI)CT et ulk)CZ.

17



2. Un sous-espace vectoriel J C A est dit idéal a gauche de A si :

mA® J)CJ.
3. un sous espace vectoriel J C A est dit idéal a droite de A si :

m(J®A) CJ.
4. Un sous-espace vectoriel J C A est dit idéal bilatere de A si :

mARJ +I® A)CT.
5. Un A-module & gauche est un k-espace vectoriel M muni d’une application
a: A M — M
satisfarsant les deux aziomes suivants :
ao(m®Id)=ao(ld® «a), (1.6)

c’est-a-dire si le diagramme ci-dessous commute :

Id®a

A AR M Ao M
m®ldl l/oc
Ao M < M
et :
ao(u® Id) = Idpy. (1.7)
c’est-a-dire si le diagramme ci-dessous commute :
ko M—21 L Ao M

M

Un A-module a droite est défini d’une maniére similaire en remplacant AQM par MQA.

1.3 Cogebres

Définition 4. Une k-cogéebre est un k-espace vectoriel C muni d’une application linéaire, qu’on

Uappelle coproduit, A : C — C ® C qui est coassociative i.e :
(A®Id)o A= (Id® A)oA. (1.8)
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La coassociativité est donnée encore par le diagramme commutatif suivant :

C A CxC
Al lA@Id
CxC —— CRC®C

Une cogebre est co-unitaire si de plus elle est munie d’une co-unité € : C — k satisfaisant :
(e®Id)oA=1Ide=(Id®e)oA. (1.9)

qui se traduit encore par la commutativité du diagramme suivant

keC~—211 coc—1%% _cok
\NT/

Remarque 2. Remarquons que les axiomes des cogebres sont obtenus en dualisant les axiomes

des algébres c’est-a-dire en inversant les fleches des diagrammes commutatifs.

Notation de Sweedler. Le coproduit d’un élément est donc une somme finie d’éléments

indécomposables. Pour décrire le coproduit, on utilise la notation suivante :

x) :le ® To. (1.10)
(2)

Définition 5. La cogebre C est cocommutative si et seulement si :
ToA=A
ot T:CRC — CRC est la volte.

Remarque 3. En utilisant la notation de Sweedler :
r) = Z 1 & o,
(x)

la coassociativité de A\ s’écrit :

Z($1)1 ® (11)2 ® 19 = Z% ® (x9)9

(z)

et la cocommutativité s’écrit :

le R To = ZM & 11
(z) (z)
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A tout espace vectoriel V| nous pouvons associer sa cogébre tensorielle 7¢(V'), isomorphe

a T'(V) en tant qu’espace vectoriel. Le coproduit est donné par la déconcatenation :

A ) =S oy v (111
p=0

La co-unité est la projection canonique sur k.

Remarque 4. Si C et D sont deux cogébres co-unitaires, on définit une structure de cogebre

co-unitaire sur C @ D de la maniére suivante : le coproduit est donné par
Acgp = Taz 0 (Ac ® Ap), (1.12)

0l Toz €S la volte définie en permutant les termes intermédiaires et la co-unité € g4qp est donnée
par :

EAeB = EARER

Définition 6. Soient C et D deux cogébres et ® : C — D une application linéaire. On dira

que ® est un morphisme de cogebres co-unitaires si :
Apod = (d® P)o A, (1.13)

c’est-a-dire si le diagramme ci-dessous commute :

C ‘I’ D
Acl lAD
CxC 5o0 D®D
et si :
epo® =eg, (1.14)

c’est-a-dire si le diagramme ci-dessous commute :

C  _.D
X\LED
k

Définition 7. Soit C une cogébre.

1. Un sous-espace vectoriel V C C est dit sous-cogébre de C si :
AV)CVRYV
2. Un sous-espace vectoriel V C C est dit co-idéal a gauche de C si :

A(V)CcCoV.
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3. Un sous-espace vectoriel V C C est dit co-idéal a droite de C si :
AV)CcV®C.
4. Un sous-espace vectoriel J C C est dit co-idéal bilatére de C si :
AV)CVR@C+CV,

et

5. Un C-comodule o gauche est un k-espace vectoriel M muni d’une application
V. M-—CeM,
satisfaisant les deux ariomes suivants :
(AR Idp) oV =(ld® V)oW (1.15)

et
(E@[dM)O\If:IdM (116)

c’est-a-dire les deuxr diagrammes suivants sont commutatifs :

CoCOM ldev CoM
A®IdMT T\Il
CoM - M

En termes de la notation de Sweedler la coaction ¥ s’écrit sous la forme :

U(z) = le ® X,
(z)

avec xog € M et x1 € C et la propriété de comodule o gauche s’écrit :

D (@)1 ® (21)2 @ (z0) = (1) © (20)1 ® (w0)o-

() (z)

Un C-comodule a droite est défini d’une maniére similaire en remplacant C @ M par

M®C.
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1.4 Bigébres

Définition 8. Une bigebre unitaire co-unitaire est un k-espace vectoriel H muni d’une struc-
ture d’algebre unitaire (H,m,u) et d’une structure de cogébre co-unitaire (H,A, ) avec une
compatibilité entre les lois donnée par le fait que A et € sont des morphismes d’algeébres uni-
taires ou, de maniére équivalente m et u sont des morphismes de cogébres co-unitaires. La

compatibilité entre les lois peut se traduit par les diagrammes commutatifs suivants :

HOHOHOH- = -HOHOHOH
A@AT m/ lm@m
HOH—: H ———HOH

HoH—2" - kok HOH~—""__kok

R

H k H k

Définition 9. Soit H une bigébre et x un élément H.
1. x est dit élément de type groupe ou “grouplike”, si x non nul et A(x) = x & x.
2. x est dit élément primitif si, A(z) =1Qz+zr® 1.
L’ensemble des éléments primitifs de H est noté Prim(H).
Définition 10. Soit H une bigébre.

1. Un sous-espace vectoriel T C C est une sous-bigebre de H si L est un sous-algébre et une

sous-cogebre de H.

2. Un sous-espace vectoriel J C A est un bi-idéal de H si J est un idéal et un co-idéal de

H.

Définition 11. Soient H et H' deux bigebres et ® : H — H'. On dira que ® est un morphisme

de bigebres st ® est un morphisme d’algebres et de cogébres.

2 Algébres de Hopf graduées connexes

2.1 Convolution et algébres de Hopf

Proposition 2. Soit C = (C; A;e) une cogébre co-unitaire et A = (A; m;u) une algébre uni-
taire. L’espace vectoriel Hom(C, A) est munie d’une structure d’algébre de la maniére suivante :
si f,g € Hom(C, A),

fxg=mo(f®g)oA. (1.17)
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Autrement dit, pour tout x € C :

frglx)=> flw)g(x). (1.18)
@

Ce produit est appelé produit de convolution. L’unité est lapplication i : v — e(x)1 4.

Preuve. L’associativité du produit de convolution * est une conséquence immédiate de 1’asso-

ciativité du produit m et la coassociativité de coproduit A. O

Définition 12. Soit H une bigebre. On dira que H est une algébre de Hopf si Idy posséde un
inverse dans 'algébre de convolution Hom(H, H). L’unique inverse de Idy est appelé antipode
de H et il est noté en général S. Autrement dit, H est une algébre de Hopf s’il existe une

application linéaire S : H — H telle que le diagramme suivant commute :

HoH —21" 3 oH
/ X\
H : Ji u H
N e
HoH—"9 3 oH

Autrement dit, pour tout x € H :

Z S(z1)xe =e(x)l = leS(x2).
(2) (2)

Définition 13. Soit H une algebre de Hopf et I un sous-espace de H.

1. On dira que I est une sous-algebre de Hopf de H si c’est une sous-bigebre de H et
S(I) cT.

2. On dira que T est un idéal de Hopf de H si c’est un bi-idéal et si S(Z) C Z.
Définition 14. Soient H et H' deux algébres de Hopf. Soit ® : H — H' une application

linéaire. On dira que ® est un morphisme d’algébres de Hopf si ® est un morphisme de bigébres
6tq>OSH:SH/0(I).

Remarque 5. La propriété ® o Sy = Sy o @ peut étre éliminée, en fait si H et H' deux
algebres de Hopf et si ® : H — H' est un morphisme de bigeébres, alors automatiquement on
G(I)OSH:SH/O@.

Proposition 3. (/37/) Soit (H,m,u, A, e, S) une algébre de Hopf, alors on a :

1. Sou=ueteoS =c¢.
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2. S est un antimorphisme d’algébres et un antimorphisme de cogébres, i.e. si T est la volte

on a :
mo(S®S)or=Som, To(S®S)oA=Ao0S.
3. Si H est commutative ou cocommutative, alors S? = Idy.
Pour une preuve détaillée de cette proposition, voir |37, [27] ou |25].
Proposition 4. ([37]) Soit (H,m,u, A, e,S) une algébre de Hopf.
1. Si x est un élément primitif de H alors e(x) =0 et S(x) = —uz.
2. Prim(H) est une algébre de Lie.
Preuve. 1. Soit x € Prim(#) alors on a :
(e®e)oAx) = (e®e)(r®@1+1®x)
= 2e(x)e(1)
= 2¢(x).
Comme on a : (e®e¢) o Ax) = e(z), on en déduit que e(z) = 0.
De plus on a :
m(S ® Id) o A(x) =uoe(x)
Donc : S(x) +x = 0, et par suite : S(z) = —=x.
2. Soit z,y € Prim(H). 1l suffit de montrer que [z,y] = xy — yx est un élément primitif.
Allr,y]) = Aley —yr) = Al2)A(y) — Aly)A(z)
= 291+1@z)(y01+10yY) - (Y91+10y)(r®1+101)
= yR1+1Qrzy—yr®1-1Qyx
= (2y—y2r)®1+4+1® (vy — yx).

Ce qui prouve la proposition.

2.2 Graduation

Définition 15. Une algébre de Hopf graduée sur k est un k-espace vectoriel gradué :

H=EEPH. (1.19)
n>0
muni d’un produit m : H Q@ H — H, un coproduit A : H — H ® H, le tout verifiant les
aziomes d’une algébre de Hopf [37], et tel que :
m(Hy @ Hy) C Hpiq,

A, C P H,®H,,

ptq=n
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2.3 Dual gradué

Soit V = @ V., un espace gradué. Soit n > 0. Alors V" s’identifie au sous espace suivant
n>0

de V* :
Vo= {feV/f(Vk) = (0) sik#n}.

Par la suite, on identifiera les deux et on pourra écrire V' C V*.

Définition 16. Soit V' un espace gradué. Le dual gradué de V est le sous-espace suivant de

Ve N
ve=@pv;.
n=0

Remarque 6. Lorsque chaque V,, est de dimension finie, V°° est isomorphe a V' comme espace

gradué.

2.4 Connexité

Définition 17. Une algebre de Hopf graduée H sur k est dite connexe si sa partie homogeéene

de degré zéro est de dimension un, c’est-a-dire réduite o k.1, ot 1 = u(1) désigne ['unité.

Les algebres de Hopf graduées connexes (commutatives ou non) sont particuliérement bien
adaptées aux raisonnements par récurrence sur le degré. Cela vient du fait que pour tout

élément x homogéne de degré n dans ‘H on peut écrire en utilisant la notation de Sweedler :

Ax:x®1+1®x+2x’®x”, (1.20)
(2)

ou les 2’ et 2" sont homogeénes de degré compris entre 1 et n — 1. En particulier antipode est

donné gratuitement par I'une des deux formules de récurrence ci-dessous :

S(z)=-z - S(a')a" (1.21)
(z)

S(z) = -2 2'S(a"). (1.22)
(z)

La donnée d’une telle algébre de Hopf H, lorsqu’elle est de plus commutative, équivaut a
la donnée du schéma en groupes pro-unipotents qui a toute algébre commutative unitaire A
associe le groupe G4 des caractéres de H a valeurs dans A. Le théoréme de Cartier-Milnor-
Moore permet de récupérer ’algebre de Hopf ‘H comme le dual gradué de I’algébre enveloppante
U(gy) ou gi est 'algébre de Lie du groupe Gy, qui peut se voir comme ’ensemble des caractéres

infinitésimaux de H a valeurs dans k.
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2.5 Exemples d’algébres de Hopf

1. Soit G un groupe. Soit kG 'espace vectoriel engendré par les éléments de G. Le produit
de GG s’étend en une application bilinéaire de kG ® kG sur kG. Ainsi kG est une algébre,
I'unité est donnée par I’élément neutre de G.

On définit une structure de cogébre co-unitaire sur kG pour tout g; € G par :
A( > >\z‘9z’> = Nigi @i
Sa counité est donnée par :
€ < Z Aigi) =\

De plus les lois vérifient bien les axiomes de compatibilité :

i J j j

1,J

_ (Z Xigi ® Z;g) (Z fih; @ ZJ: “jhj)

= AT ) A(Th)
a(Z Noi Y uihs) = a(z Nittigih; ) ]
- s <SSt
L’antipode de kG est défini pour tout g € G pazr : ]
S(g)=g7"

2. Soit V' un espace vectoriel et T'(V') 'algébre tensorielle. il existe une structure d’algébre

de Hopf cocommutative définie par :
Alz)=2®1+1®z pour tout = € V.

La co-unité est défini par :
g(x) =0 pour x € V.

L’antipode est : S(x1 - x,) = (—1)"x, - - - 27.

3. Soit g une algeébre de Lie. L’algébre enveloppante de g, notée U(g), est le quotient de
T(g) par l'ideal engendré par x ® y — y ® x — [z, y] pour tout z,y € g.

Ulg) =T(g)/(z @y —y @z~ [z,y]).
La structure de 'algébre de Hopf sur U(g) est définie par :

Alx)=21+1®z ,e(x) =0 et S(z) = —=x.
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3 Décomposition de Birkhoff et Renormalisation

Nous décrivons dans cette paragraphe la renormalisation de Connes-Kreimer dans le contexte
des algébres de Hopf ([10], |9] , [26]). Chaque caractére d’une algébre de Hopf dans une al-
gébre commutative A4, munie d’un schéma de renormalisation, i.e d’une décomposition en
somme directe de deux sous algébres A_ et A, , admet une unique décomposition de Birkhoff
© = ©* 71 %, compatible avec le schéma de renormalisation choisi. Nous revenons a ce pro-
cedé avec plus de détails dans le contexte des algebres de Hopf de graphes dans les prochains

chapitres.

3.1 Groupe des caractéres et algébre de Lie des caracteéres infinitési-
maux

Définition 18. Soit H une algébre de Hopf et A une algeébre commutative. Un caractére de H

a valeurs dans A est un morphisme d’algébre ¢ : H — A i.e : p(1) =1 et pour tout x, y € H

p(ry) = p(2)p(y) (1.23)

Proposition 5. L’ensemble des caractére de H a valeurs dans A forme un groupe pour le

produit de convolution, noté G. Pour tout ¢ € G, l'inverse est :
e l=¢o8. (1.24)

Preuve. Soient ¢ et ¢ deux éléments de G et soient x et y deux éléments de H. Pour prouver
la premiére partie de la proposition nous utilisons le fait que le coproduit A de H est un

morphisme d’algébres, ainsi que la commutativité de A. On a :

(e *)(1) = 0(1)9(1) = 1.

De plus :

(pxv)(zy) = Y p(r1yn)t(aya)
(2)(v)

= (1) (Y1) (r2)1 (y2)

(zy)

— Zap(:cﬁi/}(@)@(%)d’(%)
(zy)
= (px9)(@)(e*¥)(y).
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Vérifions maintenant que p o .S appartient a G :

(poS)(zy) = w(S(y)S(x))

(S()e(S(x))

= @oS(y)poS(z)
(

= poS(x)poS(y).

©(S(y)
©(S(y)

Donc ¢ oS € G. Prouvons maintenant la deuxiéme partie de la proposition :

(poS)xp(x) = Y o(S(x1))p(x2)
@)
= D ¢(S(a)s)
@)
= (D S(x1)12)
@)

De maniére analogue, ¢ * (p o S)(z) = ¢(x)1, donc ¢* ' = po S. O

Définition 19. Soit H une algébre de Hopf et soit A une algébre commutative. Un caractére
infinitésimal de H & valeurs dans A est une application linéaire ¢ : H — A telle que p(1) =0
et pour tout x, y € H on a :

p(ry) = p(z)e(y) + e(r)p(y), (1.25)

Proposition 6. L’ensemble des caractéres infinitésimauz de H a valeurs dans A forme une

algébre de Lie, notée g, pour le crochet induit par le produit de convolution défini pour tout
@, € g par:
[0, 0] = o —1px .

Preuve. Soient ¢ et 1 deux éléments de g et soient x et y deux éléments de H. Il suffit de

montrer que [gp, w] est un caractére infinitésimal, ¢’est-a-dire :

[, 0] (xy) = @xi(xy) — 1 * p(xy).
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Calculons tout d’abord ¢ * (zy).
e xtp(zy) = Z e(@1y1)1(22y2)
(zy)

= Z (e(z1)e(yr) + e(y)e(z1)) (V(x2)e(y2) + Y (ya)e(z2))

(zy)
= Y (plz)p()e(y)e(y) + lar)e(z2)d(ya)e(yr))

(zy)

+ 3 (plm)e()(@)e(@) + ()i (y2)e(r2)e(x1))

(zy)

= p*(x)e(y) + p(@)P(y) + e(y)Y(r) + 0 * P(y)e(z).

Donc :
Vxp(zy) = xp(x)e(y) +v(z)e(y) + D(y)e(r) + ¥ * p(y)e(z).
D’ou :
(o, 9] (zy) = (s@ * 1) — 1) s@) ()e(y) + (so * ) — P x s@) (y)e(),
et par suite [go, 1/1} est un caractére infinitésimal. O

3.2 Schéma de renormalisation et décomposition de Birkhoff

Soit H une algébre de Hopf graduée connexe. Nous pouvons maintenant expliquer comment
renormaliser un caractére ¢ de H : il faut pour cela que ¢ soit a valeurs dans une algébre com-

mutative unitaire A munie d’un schéma de renormalisation, ¢’est-a-dire d’une décomposition :
A=A_@ A, (1.26)

ou A_ et A, sont deux sous-algébres de A, avec 14 € A,.

L’exemple le plus utilisé de schéma de renormalisation est donné par le schéma minimal qui
correspond au cas ou A est 1'algebre (sur £ = C) des fonctions méromorphes d’une variable, A,
est la sous-algébre des fonctions qui sont holomorphes en un z, fixé, et A_ est la sous-algébre

des polynomes en (z — z5)~" sans terme constant.

L’espace des applications linéaires de ‘H dans A est muni du produit de convolution, donné
par :

px1)=myo(pRp)oA. (1.27)

On a déja montré que 'espace des caractéres de H a valeurs dans A est un groupe pour le

produit de convolution. L’élément neutre e est donné par e(1) = 14 et e(x) = 0 si x est

homogéne de degré > 1. L’inverse est donné par la composition a droite avec ’antipode :

*

e t=poS. (1.28)

29



Le théoréme ci-dessous donne la décompostion de Birkhoff d’un tel caractére .

Théoréme 1. Soit ¢ caractére d’une algébre de Hopf graduée connere H a valeurs dans une

algébre commutative unitaire A munie d’un schéma de renormalisation.
1. Chaque caractére ¢ admet une unique décomposition de Birkhoff :
o= xp, (1.29)
compatible avec le schéma de renormalisation choisi, c’est-a-dire telle que @, prenne

ses valeurs dans A, et telle que p_(x) € A_ pour tout x homogéne de degré > 1. Les

composantes . et p_ sont données par des formules récursives suivantes :

o_(x)=—7 | ¢z +Zg0 ) (1.30)

pr(m) =T —m) | o@)+ ) p_(a)e") ] . (1.31)

ot 7 la projection sur A_ parallélement o A, .

2. Les composantes v, et w_ sont encore des caractéres. On appelle . (x) le caractére

renormalisé et p_(x) le caractére des contretermes.

Preuve. 1. Le fait que ¢, prenne ses valeurs dans A, et que p_(z) € A_ est immédiat
par définition de projection 7, et on peut vérifier que p, = p_ ® @ a partir des formules
récursives (1.30) et (1.31) :

pi(r) = (T—m) |+ p_(a
@

= o) -7 | plx +Zs0 )|+ e (@)e(a)
= () +Zs0

= p-xp(x).
Montrons maintenant que cette décomposition est unique. On suppose que ¢ admet deux
décompositions c-a-d :
p(z) == xpr =y 5y
Donc on obtient 1’égalité suivante : o, * wjrl = p_ *9_'. Comme pour tout z € H on
a:py P (z) € Ay et p_x='(z) € A_. Alors :
prxP =@ kYTt =
et par suite : o =1, et @_ =1_. D’ou l'unicité de la décomposition de Birkhoff.
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2. On se limite a montrer que ¢_ est un caractére, . = ¢_ ® ¢ etant alors automati-
quement. Ceci decoulera du fait que la projection 7 vérifie la propriété de Rota-Baxter
[14]

m(a)m(b) = w(m(a)b + amw(b) — ab) (1.32)

On suppose que ¢_(zy) = ¢_(x)p_(y) pour tout z,y tels que deg(z) + deg(y) < n — 1,
et on montre que l'egalité est vraie pour tout z,y € H tels que deg(z) + deg(y) = n. Soit

p-(z) = —m(p(x)) o :

o (vy) = — w@w%+§:w—@@3wwﬁﬂﬂ

mmww+¢4mw>+w<>wm

+ (@) e W)e(y") + o §:¢

D’ou ¢_ est un caractére et donc (. aussi.
O

Remarque 7. L’application linéaire b(y) : H — A donnée par b(p)(1) = 0 et pour tout
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x € H par :

b(p)(z) = p(z) + Y o_(2')p(2"),
@

est nommeée préparation de Bogoliubov et s’écrit b(p) = p_* (@ —e). Les formules de récurrence

(1.30) et (1.31) s’écrivent de maniére plus compacte [16] :

p- = e+ Plp-x))
= e+ PN+ P(PA)*A)+ ... + P(P(..P(XN) *A)ox X)) + ...
nfois

et -

pi = e+ Ppy &)

avec X\ = e— @, E:=e— ', et ou P et P sont les projections sur L(H,A) définies par
PA)=mo)et P(§) = (I —m)o&, respectivement.
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Chapitre 2

Groupes de renormalisation pour deux

algébres de Hopf en produit semi-direct

Dans ce chapitre, nous considérons deux algébres de Hopf graduées connexes H et K en in-
teraction, H étant un comodule-cogébre sur K. Nous définissons alors ’analogue de ’opérateur
de Dynkin, du groupe de renormalisation et de la fonction Béta de Connes-Kreimer lorsque la
bidérivation de graduation Y est remplacée par une bidérivation B, provenant d’un caractere
infinitésimal o de la deuxiéme algébre de Hopf KC. Dans toute ce chapitre A = C[z™!, z]] désigne
'algebre (sur k = C) des séries de Laurent d’une variable complexe munie de schéma minimal
de renormalisation c-a-d A = A, & A_ ot A, = C[[2]] est la sous-algebre des fonctions qui
sont holomorphes en 0 et ou A_ = C[z_l] est la sous-algébre des polynomes en 27! sans terme

constant.

1 Groupe de renormalisation et fonction Béta de Connes-

Kreimer

1.1 Opérateur de graduation et opérateur de Dynkin

Définition 20. Soit H une algebre de Hopf graduée connexe. La graduation induit une bidé-

rivation Y : H — H, donné par Y (x) = nx pour x homogéne de degré n.

La bidérivation Y donne naissance au sous-groupe a un parameétre d’automorphismes de H
défini pour tout x € H,, par :
0;(x) = ez,

et p — p o6, est un automorphisme de L(#H,.A) pour tout ¢ € k. On en déduit une action de
C sur le groupe G4 des caractéres de H dans A, donnée par :

pi()(2) = e*lp(a)(2). (2.1)
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Proposition 7. L’application : p — @ oY est une dérivation de l’algébre L(H, A) pour le

produit de convolution.

Preuve. Soit ¢ et ¢ deux éléments de £(H, A). Pour tout élément homogéne z € # on a :
x (BoY)(@)+(poY) s iln) = 3 p(en) (00 Y)(ws) + (9o ¥)(ea)b(e2)
3 lealplean) + el b(es)
(el + fe ()
S e
— (prd) oY)
]

Définition 21. Soit H une algébre de Hopf commutative graduée connexe. On appelle opérateur

de Dynkin D, ’endomorphisme de H défini par :
D=SxY,
ot S est l'antipode de H.

Théoréme 2. Soit H une algebre de Hopf commutative graduée connexe, G désignant le groupe
des caracteres et g désigne l’algébre de Lie des caractéres infinitésimauzr de H a valeurs dans
A. L’application :
©:G — g
¢ — oD

est une bijection. Linverse I' est donnée par :

(o) = Z Z ey (ky + kzl) . (kl +k7.1. -+ k)’ (2.2)

n ki, knEN*

0t ag(z) = afz) si || =k et ap(z) =0 si || # k.

Preuve. Pour une preuve detaillée de ce théoréme, voir [15]. L'opérateur de Dynkin a été
aussi etudié par F. Patras et C. Reutenauer [35] dans le cadre général des algébres de Hopf

commutatives et cocommutatives. O
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1.2 Groupe de renormalisation et fonction Béta

Soit ¢ un élément du groupe des caractéres GG 4. L’action de C sur le groupe GG 4 définie par

I'equation (2.1) s’ecrit en termes de décomposition de Birkhoff sous la forme suivante :

er = ()" = (01)4,
on définit alors ’ensemble des caractéres locaux :

Définition 22. L’ensemble des caractéres locaux est défini par :
loc d
Gir={peGa (o) =0}

Les théorémes ci-dessous donne le groupe de renormalisation et la fonction Béta d’un ca-

ractére local ¢ définies par A. Connes et D. Kreimer dans [11].

Théoréme 3. [11] Le groupe de renormalisation d’un caractére local ¢ est défini par :

Fy(p)(z) = lim (¢" " % ¢p)(x)(2). (2.3)

z—0
Définition 23. La fonction Béta, le générateur du groupe a un paramétre Fy est définie par :

d

B = 11,

Fi(p)(z). (2.4)

Théoréme 4. [11] Pour tout caractére local , la fonction 5 est donnée par les expressions

suvantes :

Blp) = Res(p'oY)
= —Res(p_oY).

2 Deux algébres de Hopf graduées connexes en interaction

On se placera dans le cadre suivant : H et K sont deux algébres de Hopf graduées connexes
commutatives et & : H — K ®H une coaction a gauche qui est en méme temps un morphisme

d’algebres graduées, et telle que le diagramme suivant commute :

H 2 KoH
y
HROH I®A
<I>®<I>l/

KoHKQH 22 KoHH
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¢’est-a-dire :
(Id]c ®A’H) od = m1’3 o ((I) (29 (I)) o A’H, (25)
ot mMP KOHIKOIH —KOHH est défini par :

mPa®b®cxd) =ac®b®d, (2.6)

et ® s’exprime en notation de Sweedler pour tout x € H par :

d(x) :ZI0®I1 = 1;¢®x+2x(l) ® 2", (2.7)
(z) ()

avec : 1 < ‘ZL’(”)

<|x|—1et ’ZE(”)‘ +deg ) = | z | ou |...| désigne le degré dans H et deg
désigne le degré dans K.

Exemple 1. 1. &(1y) = 1x ® 1y4. En effet, on suppose qu’il existe X € k™ tel que ®(1y) =
M ® 14 on a alors :

(5 ® Id) o (I)(]-H) =1y = )\5(]-IC)1H = )\]-H
Donc : X =1 et par suite :
D(13) = 1 ® 1y, (2.8)
2. Pour tout © € H tel que |x| =1, on a ®(z) = 1x @ x. En effet : on suppose tout d’abord
que P(x) = 1x @y + 2 ® 1y avec y € Prim(H) et z € Prim(K) tels que |y| = 1
et deg(z) = 1 et on utilise [’équation (2.5) qui définit la co-action ®. On obtient alors
[’égalité suivante :

(Ide @A) 1k @y + 2@ 1) =m0 (PR @) o Ay(lx @y + 2 ® 1x).

Donc on a :

le®1yQ@y+1e®@y®1y + 201 @1y =1k @1y QY+ 1@y ® 1y + 22 @ 1 @ 1.
D’ou
z=0 et donc on peut ecrire P(x) = 1 ®y.

On utilise maintenant la co-action de la co-unité qui se traduit par le diagramme suivant :

H * KoH
l&';.[@]d
koM

On obtient donc : 1x @ y =1 @ x, D’ou : y = z, et par suite :
O(x) =1 @ . (2.9)

Le cadre ci-dessus est inspiré par les deux exemples suivants :
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2.1 Les arbres enracinés

D. Calaque, K. Ebrahimi-Fard et D. Manchon ont etudié ’algébre de Hopf H de Connes-
Kreimer graduée suivant le nombre de sommets, dans |7|, comme comodule sur une algébre de
Hopf IC d’arbres enracinés graduée suivant le nombre d’arétes. Cette structure est définie de

la facon suivante. Pour tout arbre non vide ¢ on a :
O(t) = Ax(t) =) s@t/s,
sCt

ot la notation s C t exprime le fait que s est une sous-foréts de 'arbre t, c-a-d s est soit la forét
triviale », ou une collection (tq,--- ,t,) de sous-arbres disjoints de ¢, chacun d’eux contenant
au moins une aréte. En particulier, deux sous-arbres d’une sous-foréts ne peuvent avoir aucun
sommet en commun, et ¢/s est 'arbre obtenu par contraction des composantes connexes de
s en un sommet, et pour 1 on a : $(1) = «® 1. On peut encore écrire ®(t) de la maniére

suivante :

o) = Ac(t)=> s@t/s

sCt

= .®t+<t®.+ > S®t/s>,

s sous-fort propre de t

ce qui montre que la formule (2.7) est vérifice.

Exemple 2. La forét triviale o est identifié a ['unité de ['algébre de Hopf K.

A;c(i) = %®.+.®§+2£®I+3I®£+II®I
Ac(T) = POt T LIV I+l e )
A = Ioereoltatoln

Le théoréme suivant donne la relation entre cette structure de comodule et le coproduit de

Connes-Kreimer Ay, défini par :

Ay(t)=t®1+1®t+ Y  P(t)®R(t), (2.10)

CGAdm(t)

ou Adm(t) designe l’ensemble des coupes admissibles d’'une forét ¢ (rappelons qu’une coupe
admissible de t est une coupe non vide telle que tout trajet d’'un sommet de t vers une feuille
ne rencontre au plus qu’une seule coupe élémentaire). Une coupe admissible envoie ¢ vers un
couple (P(t), R°(t)) telle que R°(t) est la composante connexe de la racine de t aprés la coupe,

et P°(t) est la forét formée par les autres composantes connexes. (Voir 7] et [20]).
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Exemple 3.

AMY):1®Y+Y®1+L®hw@ﬁ+V®.

AAU):1®g+g®1+m®%+u®v+ﬁ®£+n®aﬁh®l

Théoréme 5. [7] L’identité suivante est vérifiée :
(Idx ®Ay) 0 ® =m'? o (P ® P) o Ay, (2.11)
otmP KOHIKQH — KQH®H est définie par :

mP(a@b®ced) =ac®bd. (2.12)

2.2 Les graphes de Feynman orientés sans cycle

Un graphe de Feynman orienté est un graphe orienté (non plan) avec un nombre fini de
sommets et d’arétes, qui peuvent étre internes ou externes. Une aréte interne est une aréte
connectée aux deux extrémités a un sommet, une aréte externe est une aréte avec une extrémité

ouverte, I'autre extrémité étant reliée a un sommet.

Un cycle dans un graphe de Feynman orienté est une collection finie d’arétes orientées
internes (eq, ..., €,) tels que le but de e; coincide avec la source de ey pour tout k = 1,...,n

modulo n.

Pour toute partie non vide P de 'ensemble V(I') des sommets de I', le sous graphe I'(P)
est défini comme suit : les arétes internes de I'(P) sont les arétes internes de I" avec source et
but dans P, et les arétes externes sont les arétes externes de I' avec la source ou le but dans

P, ainsi que les arétes internes de I avec une extrémité dans P et l'autre extrémité hors de P.

Un sous-graphe couvrant de I" est un graphe de Feynman orienté « (pas forcement connexe),
donné par une collection I'(Py), ..., I'(P,) de sous-graphes connexes telle que P; N P, = () pour
J # k, et telle que tout sommet de I" appartient & un certain P; pour j € {1,...,n}.

Pour tout sous-graphe couvrant 7, le graphe contracté I'/7y est défini par contraction de
toutes les composantes connexes de v sur un point. On dira qu’un sous-graphe couvrant v de

" est compatible avec 'ordre partiel si le graphe contracté I/~ est sans cycle.

Les graphes de Feynman orientés sans cycles engendrent a la fois une algebre de Hopf H

(graduée suivant le nombre des sommets) et une bigébre K (graduée suivant le nombre des
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arétes internes) [29]. La coaction & gauche de K sur H est définie par :

P(1y) =15 @ 14,
et pour tout graphe non vide I' par :

o(T) = Ag(l) = > 7®T/y.
7 sous graphe couvrant de I'
compatible avec 'ordre partiel

Exemple 4. L’ordre partiel sur les sommets provient de [orientation des arétes du graphe.

C’est un ordre partiel car le graphe est sans cycle.

Ap( 2N = 1”@ &+&®.+$¥®G+H®G.

Le coproduit sur H est défini pour tout graphe orienté sans cycle I' par :

AT = ) TW)eI(V), (2.13)
ViuVe=V(T),V1<Va

ou I'inégalité Vi < V5 signifie que pour tout v; € V) et vy, € V5 avec vy et v, comparables, on a

v1 < vy dans l'ensemble partiellement ordonné des sommets de I" noté V(T).

Exemple 5.

Ay(2N) = 1@ /_/F_x+/_/>_\.®1+$®¥+£®{

D’aprés [29, Theorem 2| le coproduit Ay et la coaction ® vérifient bien :
(Idg @Az) 0 @ = m'? o (B © B) o Ay, (2.14)

En quotientant par l'idéal engendré par les éléments I' — 1z ou I' est un graphe sans arétes
internes, la bigébre IC donne naissance a une algeébre de Hopf graduée connexe IC, et la coaction

® déduite de ® par passage au quotient vérifie la formule (2.5). La coaction ® s’écrit alors :

OT) = 1,97+ [IP® et > vyaT/y|,

7 sous graphe couvrant propre de I
compatible avec 'ordre partiel

et verifie bien la formule (2.7).

Dans toute la suite de chapitre nous considérons que H et K sont deux algébres de Hopf

graduées connexes en interaction c-a-d, K est un comodule-cogébre sur H.

39



3 Bidérivation provenant d’un caractére infinitésimal

3.1 Groupes de caractéres

On désigne par G4 (resp. GX) le groupe des caractéres de H (resp. de K) a valeurs dans
A, par G 4, (resp. Gﬁ+ ) le groupe des caractéres de H (resp. de K) a valeurs dans A, et par

G, (resp. G) le groupe des caractéres de H (resp. de K) & valeurs constantes.

Remarque 8. Dans toute la suite on utilise des notations similaires (g4, gﬁ, 94, gﬁ+, 1P

a~ ) pour les algébres de Lie des caractéres infinitésimaur associées aux groupes des caractéres.

Tout a € G§+ s'écrit sous la forme exp*X ott X € gX{. On définit la bijection Z par :

Z:Gﬁ — Gﬁ

exp*X —— exp zX

ol exp*zX est défini par :
n

* < *T
exp*zX(z) = Z EX (x),

n>0

pour tout x € . L’'inverse de Z est donné par la formule suivante :
Z N exp*X)(z) = expz T X (2) = 3 T X (a). (2.15)
n>0 n'

Remarque 9. La somme précédente est finie car elle s’arréte a n = |z| ou |z| désigne le degré

de x.

Pour tout g,¢ € G on pose :

g9 = Z N Z(g) x Z(g")).

Définition 24. L’action de Gﬁ sur G4 est définie pour tout g € Gﬁ, peGqreHetzeC

par :

(gx0)(2)(2) := (Z(9) * ) (2)(2).

Cette formule définit bien une action. En effet pour tout ¢,¢’ € Gﬁ, peG ona:

gx:(g'%20) = Z(g) * (9"%=)
= Z(g)x(Z(d) x¢)
= (Z(g)*Z(d)) *¢
= Z(gx.g)* ¢
= (g% )x:0.
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3.2 Bidérivation B,

Proposition 8. Soit a : K — A une transformation linéaire. L’application B, : H — H

définie par :
B,=(a®Idy)o®
e :
Bu(x) =Y <@,z > 1 (2.16)
(z)
satisfait [identité :
Ay 0 By = By 0 Ay, (2.17)

ot 'm : K* — (K@ K)* est défini par : 'm(a)(z @1y) = axy) et
Bina := ('ma @ 1dy @ 1dy) o 73 0 (P @ ®).

En particulier si o € K° alors 'ma = Z a1 ®ay € KCRK et :
(@)

Ay 0 By =3 (Ba, @ Bay) 0 My (2.18)
(@)

Preuve. L’opérateur B, est la transposée de 'opérateur de multiplication a gauche
Ly :H® — H°

donnée par la structure de H°-module a gauche (i.e. L,(b) = axb). De méme, si o € K° alors

'ma € K° ® K°, et By, est la transposée de 'opérateur de multiplication & gauche
Lipe : H° @ H® — H° @ H°.
La structure de H° ® H°-module a gauche est donnée par la transposée de P = Ta30 (P ® D),
ou la notation 7, 3 désigne la permutation des deux termes intermédiaires, i.e :
T3(a@b@c®d) =a®c@b®d.

La preuve de la proposition est un calcul direct basé sur la définition de la coaction ® :

Ay oBy = Ayo(a@ld)od
= (a®Id®Id)o (Id ®Ay) o P
= (a®Id®Id)om™ o (®® ®)o Ay
= (ma®@ld®Ild)omzo (P ®)oAy
— Bun, oAy
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Proposition 9. Soit o : K — A un caractére infinitésimal de IC, en particulier a(1x) = 0.

St x est un élément de H de degré 1 alors x appartient a ker B, i.e :
B,(z) = 0. (2.19)
Preuve. Soit x € H;y, alors d’aprés (2.9) on a : ¢(z) = 1x ® =, donc :

B,(z) = (a®Ildy)o ®(x)
= (a®ldy)(1c @)
= Oé(].]c)l’

= 0
0

Proposition 10. Si o : K — A est un caractére infinitésimal de KC alors ['opérateur B, est

une bidériwation de [’algébre de Hopf H.

Preuve. Le fait que B, est une codérivation découle immédiatement de la proposition 8 et du

fait que « est infinitésimal. Montrons maintenant que B, est une dérivation. Soient z,y € H :

Ba(zy) = Y <a, (zy)1 > (y)o

(zy)

= ZZ <, T1Y1 > ToYo

(@) (v)

= Z Z(< a, x1 > e(yr1)+ < o, y1 > e(1))zoyo

() ()

= Z<a,x1>xoy+z<a,y1>a¢yo
(z) (y)
= B.(v)y + xBa(y).

Ce qui prouve que B, est une dérivation. O

Corollaire 1. Si o : K — A est un caracteére infinitésimal de IKC, alors ¢ — po By, = ax @

est une dérivation de l'algébre L(H,.A) pour le produit de convolution.

Preuve. Soient p, 9 € G 4.

ax(px1)) = Z(O&l*(p)  (ag * ).
(a)

Comme « est un caractére infinitésimal, alors il est primitif pour ‘m. On a donc :

m(a) =a® lxe + 1xs @ a.

Dot : ax(p*x1) = (axp) x4+ @*x (ax)). O
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4 Groupe de renormalisation et fonction [,

4.1 Groupe & un paramétre d’automorphismes

Pour tout o € g“,é*, on obtient un groupe a un paramétre 6, , d’automorphismes de G4

défini pour tout ¢ € G4 par :

01.0(0)(2)(2) = (exp™tza x ) (x)(2). (2.20)

La formule (2.20) définit également un sous-groupe a un parameétre d’automorphismes de 1’al-
gebre (L(H,.A), *). On note :
Pra = Oalp). (2.21)

En termes de décomposition de Birkhoff ¢; , s’écrit :
Pra = (Pra) " * (Pra) s

On note G I'ensemble des caractéres ¢ de H a valeurs dans A qui vérifient :

d

—(ptq)- =0.
dt(%ﬁ,)

Proposition 11. Pour tout o € gé*, [’équation :
axp=@*y (2.22)

définit une application :

Ra:G.A — g4

Y = 9

Preuve. Pour x = 14 : v(1y) = 0 et pour |z| = 1 'équation (2.22) s’écrit en utilisant la

notation de Sweedler :

a(1x)p(r) = w(x)y(1n) + e(1y)y(2).

Le fait que a(1x) = v(14) = 0 implique que y(z) = 0 et pour x € Kere, I’équation (2.22)

s’écrit en utilisant la notation de Sweedler :

a(Li)p(z) + ) ale)pa®) = y(x) + Y pla')r(a").
: (@)



Ce qui nous permet de définir (z) par récurrence sur le degré de x”. Soient ¢ € G4 et
x,y € H.

*—1

Y(zy) = @ (axp)(zy)
= ¢ % (poBy)(zy)
_ Z 0 ((zy)1)¢ o Ba((zy)2)

(zy)

= Y ¢ (@) 0 Balways)

(=) (y)

= Z (p*_ (a:l)go B (y1)90(Ba(552)y2 +x2Ba(y2))

= ) o @) () (9 0 Balwa)p(2) + (22)@ © Ba(y2))
B0

= " x (poBa)(x)e(y) +e(x)e* " * (g o By)(y)
= y(w)e(y) +e(x)v(y).

D’ou 7 est un caractére infinitésimal. O

Proposition 12. Soit :

Ra:94 — 94

a — v
définie par :
Ra(a) = Ra o exp(a).
Alors on a : Ra(p) = "k (axyp) e Rala)=e""*(axe).

Preuve. ﬁa(cp) =~ alors en utilisant 1'équation (2.22) on obtient : avx p = ¢ * 7, d’ou :

Ralp) = " (axp)
Comme : R, = 75,& o exp on obtient immédiatement d’aprés le résultat ci dessus :

Rao(a) =% (axe™).

Remarque 10. Si o =0 alors on a : 0, ,(p) = ¢ et ﬁa =0.
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4.2 L’opérateur E,

+

Soit H une algébre de Hopf graduée connexe, pour tout o € gé on définit 'opérateur E,

par :
E, :=5x%B,,

ou S est 'antipode de H.

Proposition 13. Si ‘H une algebre de Hopf graduée connexre commutative la correspondance

R. se réduit o la composition a droite avec E,, i.e: ﬁa(go) =poF,.
Preuve.

pokl, = po(SxB,)
= (poS)*(poBa)
= ¢ x(axy)
= Ra(@)-
]

Remarque 11. L’analogue ¢ — po E, de la composition a droite par l'operateur de Dynkin
S*Y n’est pas une bijection des caractéres de H wvers les caractéres infinitésimauz. Cela vient
du fait que Ker B, est non trivial car il contient tous les éléments de degré 1 (proposition 9),

contrairement a KerY qui se réduit a 'unité de H.

Proposition 14.

1— e—ada

ad a (a0 Ba).

1
Rala) = / €% % (a0 By) * €°%s =
0
Preuve. Pour tout v € C nous avons :

e o B, = ™ %« R,(ua).

*(t+s)a _ xta

On pose u = t + s et on utilise la propriété de groupe e e x ™. En utilisant la

propriété de dérivation :
(e*m * e*sa) o Ba — (e*ta o Ba) * e*sa + e*ta * (e*sa o Ba)-

On trouve :
e*(tts)a g B, = e*tts)a (Ra(sa) 4 prsa *Ra(ta) % 6*8(1)'

En posant 7(t) = R.(ta) : L’équation précédente devient :
Yt +s) =(s) + e xy(t) x e
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Nous avons 7(0) = 0. En dérivant ’équation précédente par rapport a s et prenant s = 0, on
obtient :

La solution de cette équation différentielle du premier ordre est donnée par :
A(t) = e % 5(0) * ™o,
En dérivant Iégalité e o B, = ¢ % +(t) 4 t = 0 on obtient immédiatement :
4(0) = a o B,.

On intégre puis on prend ¢t = 1, ce qui prouve la proposition. ]

4.3 Groupe de renormalisation

On désigne par G 1'ensemble des éléments ¢ € G tels que ¢ = ¢*~'. Comme la com-
position a droite avec B, est une dérivation pour le produit de convolution, ’application R,

vérifie la propriété de cocycle :

Ralp* ) = Ra() + 9" % Ra(p) x 9. (2.23)

Définition 25. Pour toute ¢ € L(H, A), nous associons une forme linéaire Res ¢ sur H par

1

extraction du coefficient de 2~ : plus précisément, si nous avons pour tout x € H et pour tout

z dans un voisinage de 0 :
+0o0o

p()(2) = > enlw)2",

n=—N
avec @, (x) € C, alors :
Res p(z) := p_1(2).

Théoréme 6. 1. Pour tout ¢ € G il y a une famille a un parametre hy o telle que :

Ora=@xhq etona:

. d ~ _
Do = @ht,a = Dy o * ZRa(ht,a) + 2Ra(p) * ht .- (2.24)

2. zﬁa se restreint en une application de G dans gt NL(H,Ay). Par ailleurs zﬁa envoie

G sur Uensemble des éléments de g a valeurs constantes.
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3. Pour tout ¢ € G%, le terme constant de hy o defini par :
Fra(p)(@) = lim Ry q(2)(2)
z—0

est un sous-groupe & un parameétre de G 4N L(H,C).

Preuve. 1. Pour tout ¢ € G 4 on écrit : Yo = @ * Ny 4.
D’une part en dérivant I’expression ci-dessus par rapport a t on a : ¢, = @ * i‘zm

D’autre part en dérivant la formule (2.20) par rapport a t on obtient :
(pt,a = 2k Ptq
= (pt,a * Z'R,Q(QO),
d’ou :

© * ht,a = Pta* Zﬁa((pt,a)
= pkhg* zﬁa(gp * hi o).

R, verifie la propriété de cocycle (2.23), donc on a :

© * i'zm = pxhia*z (ﬁa(ht,a) + h;jxl * ﬁa(gp) * ht,a>
= @khgx zﬁa(ht,a) + % zﬁa(w) * Mg -

Donc :
ht,a - ht,a * Zﬁa(ht,a) + Zﬁa(@) * ht,a-

2. Soit ¢ € (. La décomposition de Birkhoff de ¢, , s’écrit :

Ora = (Pra) *(Pra)+
= ()" (ra)t
(

Donc hyo € Ga,. Alors en écrivant la formule (2.24) & ¢ = 0, on montre que zﬁa(gp)
appartient a gt N L(H, AL), ce qui prouve la premiére partie.

En écrivant I'équation (2.24) a ¢ = 0 on obtient :

d

Zﬁa(gp) = ha(o) = %Itzo(wt,a)—f—' (2.25)
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Pour ¢ € G4 = {p € GY tel que ¢ = ¢* "'} on a, puisque p(Kere) C A_ :

hia(r) = (Pra)s(z)

= (@ +Z<p Noralm ))
= +ZZSO o) (x ")) +0(#*)

= tRes(axgp

Donc :
ha(0) = Res(ar % ). (2.26)

Alors d’aprés la formule (2.25) pour tout ¢ € G% on a :
“Ralp) = Res(ax ¢). (2.27)

Inversement, soit x € g, on considére 1) = ﬁ;l(z_lx). Cet élément de (G4 vérifie par

définition, d’aprés I’équation (2.22) :
2o By =1 *x.

Donc pour tout x € Kere on a :

axp(z) = %(X( ) (1) + ¢ (2)x(1n) +Zd’ )

= - <x<x> - Z¢(x’)x($”)> .

On suppose que « € gy alors a x(z) € A_. En utilisant la notation de Sweedler on

écrit :
axip(r) = ZO&(SL’OW(?CI)
= a(lo)d(r) + Y a(@)p(’
= Y(x) + Zoz T
Donc :

Y(a) = ax(a) =Y ala)p(a").
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Par récurrence sur le degré de z, la formule ci dessus nous permet de montrer que :
P(x) € A

par suite :
=Ry (="x) € GY_.

3. Le deux équations ¢y, = ¢ * by o €t (@Pra)s,a = Pitsa DOUS permettent d’écrire :
h's—l-t,a = hs,a * (ht,a>s,a- (228)
En effet :

* ((Pt—i-S,a)

hs—i—t,a = 90*_1

= 90*_1*(§0t7a)57a
QO*_I
h

* (ps,a * (ht,a)s,a
= s,a k¥ (ht,a>s,a-

En prenant z = 0 on obtient immédiatement la propriété de groupe a un parameétre :
Forro=FsoxFi,. (2.29)

O

Nous pouvons maintenant définir la fonction f,.

4.4 Fonction [,

Définition 26. Pour tout ¢ € G sa fonction B, est le générateur de groupe a un parametre

F, o, c’est-d-dire l’élement de H* défini par :

5a(¢) = %}tZOFt,a(SO)'

Proposition 15. Pour tout ¢ € G% sa fonction B, coincide avec celle de la partie négative

0V dans la décomposition de Birkhoff. Elle est donnée par les expressions :

fa(#) = Res(Ra(p))
= Res(p*'oB,)
= —Res(p_ o B,).
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Preuve. On suppose que ¢ € G , alors ¢! = . D’ott d’aprés la proposition 8, zﬁa(go) est

constant. La proposition résulte alors des équations :
h(0) = Res(po B,) et 2Ra(yp) = Res(y o By).

On suppose que ¢ € G et considerons la décomposition de Birkhoff. Comme et p, € G4,

en appliquant la proposition 8 nous obtenons :

Pt = P * ht,oc

(90*—_1)t,a = Sp*__l * VUta

(80+)t,oc = P4 * Wi,
et I’égalité :
Cra = (@7 Nia * (01 )ta

donne :
ht,a - Qp*_l * Ot a
= SO*_l * (Soi_l)ua * (90+)t,a
= " (0T KV * Py * Wea.
Donc :

-1

hio = (02) "k Vg % 1 % Wy 4. (2.30)
On désigne par F},, Via, Wi respectivement les sous-groupes a un parameétre obtenus par
Mty Vea, We o & 2 = 0, il est clair que (g0+)‘zzo = e et de méme W;, est un groupe a un

parameétre constant reduit a 1’élément neutre e. Ainsi I’équation (2.30) a z = 0 se réduit en :

Fta:‘/;oc-

) )

Ce qui prouve la prémiére affirmation. En utilisant la propriété de cocycle on obtient :

Ra(9) = Ral0™ ™ % 04) = Ra(ps) + 05 5 Ral@™Y) % 0y

Donc :
Res <7Aéa(g0)> = Res <7Aéa(g0*__1)> :
Comme :
Ra(e) = Ralp- * ") = Ralp-) + ¢ x Ralp™™) x p- =0,
on a donc :
Ra(pt") = == * Ralp-) # o,
d’ou :
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Chapitre 3
Algébres de Hopf de graphes de Feynman

Dans ce chapitre, nous construisons une structure d’algébre de Hopf Hs sur 'espace des
graphes de Feynman spécifiés d’une théorie quantique des champs 7. Nous définissons ainsi un
produit de convolution ® et un semi-groupe de caractéres de cette algébre de Hopf a valeurs
dans une algebre commutative qui prend en compte la dépendance en les moments extérieurs.
Nous mettons en place alors la renormalisation décrite par A. Connes et D. Kreimer en [10]
et la décomposition de Birkhoff pour deux schémas de renormalisation : le schéma minimal
de renormalisation et le schéma de développement de Taylor. Le contenu de ce chapitre est le

sujet d’un article en collaboration avec Dominique Manchon [4].

1 Deéfinitions générales

Un graphe de Feynman est un graphe (non plan) avec un nombre fini de sommets et
d’arétes, qui peuvent étre internes ou externes. Une aréte interne est une aréte connectée aux
deux extrémités a un sommet, une aréte externe est une aréte avec une extrémité ouverte,
I’autre extrémité étant reliée a un sommet. les arétes s’obtiennent a I'aide de demi-arétes.
Plus précisément, on considére deux ensembles finis V et £. Un graphe I' avec V (resp. &)
comme ensemble des sommets (resp. demi-arétes ) est défini comme suit : Soit 0 : &€ — & une
involution et 0 : £ — V. Pour tout sommet v € V on désigne par st(v) = {e € £/0(e) = v}
I’ensemble des demi-arétes arrivant sur v. Les points fixes de o sont les arétes externes et les
arétes internes sont données par les paires {e,o(e)} pour e # o(e). Le graphe I" associé a ces
données est obtenu en attachant les demi—arétes e € st(v) a tout sommet v € V), et en joignant

les deux demi-arétes e et o(e) si o(e) # e.

On désigne par Z(I') I'ensemble des arétes internes et par Ext(I') I'ensemble des arétes

externes. Le nombre de boucles d’un graphe I' est défini par :
L) = |Z(T)| = VI)| + |mo(T)]
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ou mo(I') désigne 'ensemble des composantes connexes de I

Un graphe irréductible & une particule (en bref, graphe 1PI) est un graphe connexe et qui
reste connexe quand on coupe toute aréte interne. Un graphe non connexe est dit localement

1P1 si toutes ses composantes connexes sont 1P1.

{]} est 1PJ] et —O—-O— estnon 1PI.

Un sous-graphe couvrant de I" est un graphe de Feynman ~y (pas forcement connexe), obtenu

a partir de I' en coupant des arétes internes. Autrement dit :
L. V(y) =V().
2. E(y) =&().
3. op(e) =e = o,(e) =e.
4

. Sioy(e) # or(e) alors o,(e) =€ et o,(or(e)) = or(e).

Pour tout sous-graphe couvrant ~, le graphe contracté I' /v est défini par contraction de toutes

les composantes connexes de v sur un point. Par exemple,

r=—(— 7= <<—=< = T/Hh=-0-.

['= P >7:““<§WM< = I'/v= +wOw.

Le résidu d'un graphe I" noté res I' est le graphe contracté I'/T", autrement dit c’est le graphe

sans arétes internes dont les arétes externes sont celles de I'.

res(ﬂ}) = —X— et res(”“é) = WM<
Le squelette d’un graphe I" noté sk I' est graphe obtenu en coupant toutes les arétes internes,
sk(—( )= <—<—<-=<.

s o e

par exemple :
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2 Algébre de Hopf des graphes de Feynman non spécifiés

2.1 Bigebre ’7[27

On se placera dans le cadre d’une théorie physique 7 qui se traduit par 'apparition de
graphes de Feynman d’un certain type : ¢®, ¢*, QED, QCD etc.
On désigne par £(T) I'ensemble des types de demi-arétes possibles et par V(7) 'ensemble de
types de sommets possibles.

Exemple 6. £(¢°) ={ ——} , V(¢")={—x—, <}

EQED)={_——_, v } | V(QED):{W”<, —XK—, v}

Un élément de V(7)) peut se voir comme une fonction de £(7) dans N qui a chaque type
d’aréte associe le nombre d’arétes de ce type arrivant sur le sommet en question. En fait la
typologie des sommets presentée ici est encore trop grossiére : nous y reviendrons a la section
2, avec l'introduction des graphes spécifiés.

Soit V7 I'ensemble des graphes I' connexes 1PI avec arétes dans £(7T) et sommets dans V(7T
tels que resI' soit un sommet dans V7 (condition de divergence superficielle 2], [10], [26]). Par
exemple [' = ~2 est exclu de la théorie ¢ car son résidu fait apparaitre un sommet tétravalent.
Soit ’;ftfr =9 (177) I’espace vectoriel engendré par des graphes de Feynman localement 1P pas
nécessairement connexes. Le produit est donné par la concaténation, 'unité 1 est identifiée

avec le graphe vide et le coproduit est défini par :

AT)= > y&T/y. (3.1)
mher

Dans la somme ci-dessus, 7y parcourt tous les sous-graphes couvrants localement 1P de I'; tels
que le sous-graphe contracté I'/~y soit dans la théorie T, ¢’est-a-dire tels que tous les sommets

de T'/~ sont d’un type appartenant a V(T ).

Exemple 7. En théorie ¢* :
M) = <<<<=<=<eo—]+—(])—o—x
+ 2 <<—=<o P +2 (] <& —O—

+ —C - ® O+ [ =<8 0
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Le dernier terme est supprimé car _— ¢ 7.
En QED :

s = e o o

+ m@m®www+2w<§W”<®MQ~

+ QMA<§MM“<WV<W“<®V\@N+w<§w<§®MQW.

Théoréme 7. Munie de ce coproduit, ﬁT est une bigebre.

Preuve. A est coassociatif. En effet :

A@idAT) = Y AT/
72

= > 0®7/6eT/y

dCHCD
/6T /veT

(id@ A)AT) = > 5@ A(L/d)

sCcr
r/éeT

- Y ey /A
dCI ; 7CT/6
(Ir/6)/3;1/6eT
Pour tout sous-graphe couvrant ¢ de I" tel que I'/6 € T, il y a une bijection évidente vy —
v = /0 de I’ensemble des sous-graphes de I' contenant 0 tels que I'/y € T et v/§ € T, sur
’ensemble des sous-graphes couvrants de I'/§ tels que (I'/d) /7 € T, donnée par la contraction
de 6 [29]. Pour tout ¥ C I'/d il existe un unique sous-graphe couvrant v de I' contenant § tel
que : ¥y =r~/detona: (I'/0)/7 =T/v. On obtient alors :

(id@ AAT) = > 6@ AT/

0CHCT
r/éeT

= Y d@y/ial/y

dCHCD
L/y;~/0eT
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Les deux expressions coincident donc A est coassociatif. La co-unité est donnée par e(I') = 1
si I' n’a pas d’arétes internes, et ¢(I') = 0 pour tout graphe possédant au moins une aréte

interne. La bigébre ﬁT est graduée suivant le nombre de boucles L. O

2.2 Algébre de Hopf H

L’algebre de Hopt Hr est obtenue en identifiant tous les éléments de degré zéro (les résidus)
a l'unité 1 :

Hr =Hr/T (3.2)
ou J est le (bi-) idéal engendré par les éléments 1 — resI” ou I" est un graphe 1PI. La bigébre
H7 est évidemment graduée connexe, elle est donc une algébre de Hopf graduée connexe,
qui peut étre identifiee comme algébre commutative avec S(Vr), ou V7 est Iespace vectoriel

engendré par les graphes de Feynman connexes 1PI. Le coproduit devient alors :

AD)=1T+I®1+ > y®T/7, (3.3)

7 sous graphe propre de I'
loc 1PI. T'/veT

et 'antipode S est donné recursivement sur le degré du graphe I" par :

SMy=-T— S s/ (3.4)
7 sous graphe propre de I
loc 1PI. T'/v€T

Exemple 8. En théorie ¢°

AM—O—) = 18 -0+ ~O— @1

M) = 18 -0+ Q- w1+2- —O-

A—D-) = 1o (D—+(D—e1+2-C © Q-
+2(e—O—+-(C o0 +Br=oo

S(—0—) = -0

S(—Q-) = -=Q-+2-C —O—

s(HD-) =D -25(-0 -0 -256() ~O— - 5(-C-0) O~
- -+ 0+ (-0-3-C-C O
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A(wgg) = 10w + e 91+ wnf ® wncf,
Alwe) = 10 wfdm + wlPor @1+ wcf v © O
+ 2w @ O + 2w @ @
S(wE) = o+ wE
(i) = — P B o O 2K O+ 2o @

3 Algebre de Hopf des graphes de Feynman specifiés

3.1 Bigeébre Hr

Dans ce paragraphe, on désigne par 9(7’) I’ensemble de types raffinés de sommets possibles :
Pour t € V(T) on peut avoir des sommets de méme type ¢ mais de type raffiné différent. Pour
tout type raffiné £ € V(T) on note [ ] le type de sommet sous-jacent. On notera egalement

t = (t,) ou lindice i sert a distinguer les types raffinés de méme type sous-jacent.

Exemple 9. V(¢°) = { , , <}

ﬁ(QED):{ 0 ’ 1 ’ M’ ,\/V>1<A/\'}

Remarque 12. Notons bien que les types des demi-arétes adjacentes a un sommet v ne suf-

fisent pas a determiner son type.

Définition 27. Un graphe spécifié de la théorie T est un couple (I',1) ot :
1. T est un graphe localement 1P1 avec demi-arétes et sommets de type prescrit dans T .

2.1 m(l') — N, les valeurs de i(y) étant prescrites par les types possibles du sommet

obtenu en contractant la composante connexe vy sur un point.
(7,7) est un sous-graphe couvrant spécifié de (I, 1), ((%l) C (F,g')) st :
1. 7 est un-sous graphe couvrant de I'.

2. Si o est une composante connexe pleine de 7y, i.e si Yo est aussi une composante connexe

de T', alors 1(70) =i(70).
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Remarque 13. Parfois on notera I' = (I',i) un graphe spécifié, et on écrira ¥ C T pour
(7.4) € (I'2).

Définition 28. Soit (v,7) C (I',i). Le graphe spécifié contracté s’écrit :

L/y = (T/7,1), (3.5)

ol f/ﬁ est obtenu en contractant chaque composante connexe de v sur un point, et en spécifiant

le sommet obtenu a laide de j.
Remarque 14. La spécification i est la méme pour le graphe I' et le graphe contracté T'/7.

Soit 7227 I’espace vectoriel engendré par les graphes de Feynman spécifiés d’une théorie des
champs 7. Le produit est donné par la concaténation, L’unité 1 est identifiée avec le graphe

vide et le coproduit est défini par :

AT = > yel/, (3.6)
yCr
r/53eT
La somme porte sur les sous-graphes couvrants spécifiés ¥ = (v, j) localement 1PI, tels que le

graphe contracté (I'/(7,7),2) appartient & la théorie 7.
Théoréme 8. Munie du coproduit A, ﬁT est une bigebre.

Preuve. A est coassociatif. En effet :

(A @id)A(T) = Z AY)®T/5
rlser

= ) i®y/el/y
6CHCT
3/6 ;T/3€T

(id@ A)AT) = > d®A(L/d)
ier

= Y dweaw(l/i)/a
5CT ;acT/s
(T/6)/a ;T/6€T
Pour tout sous-graphe spécifié ¢ il y a une bijection évidente ¥ — @ = 7/ de 'ensemble
des sous-graphes couvrants de I' contenant § tels que (I'/0)/a;T/d € T, sur 'ensemble des
sous-graphes couvrants de I'/§ tels que 7/0 ;T'/5 € T, donnée par la contraction de J. Donc



pour tout & = (v, j) sous-graphe spécifi¢ de I'/d il existe un unique 5 = (v, ) sous-graphe
spécifié de T tel que § C v et a = ~/5, dou : & = 7/§ et (I'/5)/a = T'/4. On obtient alors :

((doA)AT) = ) d05/60T/7.

Donc A est coassociatif, ’}:ZT est donc une bigébre dont la co-unité est donnée par £(I') = 1 si
I est un graphe spécifié sans arétes internes et 5(f) = 0 pour I' contenant au moins une aréte

interne. O

Exemple 10. En théorie ¢® :

A== = (.08 >+ <<<=<a(—( )0

H««ﬂﬂw{}m

0

H%%ﬂﬂW{}m

1

En QED :

N w<w~<w<ww<®<iﬁz,1>

+@&mw%H&W<W<MW¥£@

o o o (L

1

3.2 Algébre de Hopf H

L’algebre de Hopt H est obtenue en identifiant tous les éléments de degré zéro (les résidus)

a l'unité 1 :
Hr = Hr )T (3.7)
oit J est le (bi-) idéal engendré par les éléments 1 — res[" ott I' est un graphe spécifié. La
bigebre Hr est évidemment graduée, elle est donc une algébre de Hopf graduée connexe. Le
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coproduit devient alors :

AT)=10T+T®1+ > yoT/7,
7 sous graphe propre de r
loc 1PL. I'/5€T
et 'antipode est donné récursivement sur le degré de I par :
S(r) =T - > ST/,

7 sous graphe propre de r
loc 1PL. I'/4€T

(3.8)

(3.9)

Exemple 11. En prenant les méme graphes que ’exemple 10 on obtient : en ¢ [10] :

A(—0—.,0) = (—0—,0)®1+1®(—0—,0)

A0 = (—.0et+1e(—H).0)

+ (—o—.0)a (.0 + (—o—.1) & (—{J0),

0 1

S(—0—.,0) = —(—0—,0)

S(—=—0) = (=0~ 5(—0—.0)(J=.0) - 5(—0— 1) (< .0)

0

En QED [39] :

A2 ,1) = 1@ (2, 1)+ (2, 1)®1

A(SSm 1) = 1@ (Smia 1)+ (2 1)el

S, 1) = —(==,1)

1

S(LEM 1) = (LB 1) -5 )= 1) - (1)~ 1)



4 Structure extérieure

4.1 Produit tensoriel non ordonné

Soit A un ensemble fini, et V; un espace vectoriel pour tout j € A. Le produit H Vj est
jeA
défini par :
[TVi={v:A—]]Vi.v() € V;, Vi € A}.
jEA jEA
L’espace V = ® V; est alors défini par la propriété universelle suivante : pour tout espace
jEA
vectoriel £ et pour toute application multilinéaire F' : HV] — FE, il existe une unique
jEA
application linéaire F' tel que le diagramme suivant est commutatif :

Rjea Vi

v»—>®jeA/vj‘f lF

HjEA‘/j ja E

Remarque 15. Soit (e)\) une base de V;. Une base de ®VJ est donnée par :

)\EAJ'
jeA
(fu = ®eu(j))ue/\>
jeA
ou A = HA]- ={pu:A— HA]- tel que pu(j) € Aj, Vj € A}.

JEA JEA
4.2 Une algébre de fonctions C*™

Soit d un entier > 1 (la dimension). Pour chaque demi-aréte e de I' on désigne par p, € R?
le moment correspondant. On désigne par £(I") 'espace vectoriel engendré par les demi-arétes
de T', et on prolonge e — p, en une application linéaire de £(I') dans R?. Plus précisément

I’espace des moments du graphe I' est défini par :

Wr={p:ET) — R, Z Pe=0 Yo e V(I'), pc+poe) =0 Vec &) / e#o(e)}.

e€st(v)
En particulier,
[Ext(I)]
Wiest = {(p1,-*+ , Plpay)) . 5 € R, Z p; =0}
j=1

On pose alors pour I' connexe :
Vi =C>(Wr, C),
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pour I' =1 ---I',, on pose :

® Vl—‘ja

je{l,"','f‘}
c’est le produit tensoriel non-ordonné des Vr, ou les I'; sont les composantes connexes de I'.
Et enfin :

B= [ W (3.10)

I" connexe ou non

L’espace Vi s’identifie naturellement a un sous-espace de C*(Wr, C) via :
@ vi(p) =[] vs(py) avec p; == piery)-
jEA jEA

On munit par ailleurs B du produit de concaténation non-ordonné qu’on note e : pour v =
®Uj cVretv = ®Uj € Vv, le produit v e v' € Vi est défini par :

jeA jEB
ver' = Q) v (3.11)
jeAllB
Le produit e est commutatif par définition. Cette définition s’étend naturellement en un produit

bilinéaire : B x B — B.

Proposition 16. Soient deux graphes I'y et T's (pas forcément connexes), et soit I' = T'1T'y.

Pour tout vy,v] € Vp, et vy, vy € Vr, on a 'égalité suivante dans Vr :
(v1v]) ® (vav5) = (v1 @ va)(v] @ V).

Preuve. Pour p; € Wr, et p, € Wp, on a:

(vivy) @ (v2v5)(p1,p2) = w1t (p1)vavs(p2)
= vi(p1)vi(p1)v2(p2)
= U1(p1)U2(p2) ( 1)
= (v e vy)(p1,p2)(v) @V )(pl,p2)
)

/

vy @ vh)(p1, p2)-

vy (p2)

= (v ey

4.3 Produit de convolution ®

Soit I' un graphe et v un sous-graphe de I', on désigne par ir , : Vr/y — Vpet myp: V, — V1

deux morphismes d’algébres qui sont définis comme suit :
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Soit Fr, : Wp — Wr,, la projection de Wr sur Wr/, en oubliant les moments intérieurs de -y,

que l'on peut encore définir par le diagramme commutatif suivant :

EM)
nj(r,y) lp
E/y)—+RP

]'-l"w(p)

ou inj(I',y) est l'injection naturelle et Fr ., = inj(I',y)*. On considére maintenant le dia-

gramme suivant :

WF/’Y

Pl
— - C
WF ]:F,'y*f

On définit I'injection ir . par : ip, = Fr,". On désigne par G, : Wr — W, l'inclusion

naturelle de Wr dans W, et on considére le diagramme suivant :

W,

)

——C
Wr Gyr*f

On définit la surjection 7, par : m,p:= G, p* : V, = Vp.

Soit ’;ftfr la bigébre de graphes de Feynman spécifiés associée a une théorie 7. On désigne par
L(Hr,B) 'espace des applications C-linéaires x : Hy — B, et par L(Hr, B) le sous-espace
de L(Hr,B) des x tels que :

1. x ne dépend pas de la spécification de I, c-a-d : x(I',2) = x(I).

2. x(I") € V¢ pour tout graphe I'.

3. x(I') = 1y5. si I' n’a pas d’arétes internes, ot 1y, désigne la fonction constante égale a 1
sur Wr.
On définit alors un produit de convolution ® pour tout x, n € E(’;':z% B) et pour tout graphe
speécifié (T',4) par :

x@nT)=xenO) = > mrk(lic,[2(0/(.0)]. (3.12)
(7:.)C(T'9)
(T,i)/(v.4)ET
Le produit utilisé dans le membre de droite est le produit point par point dans V.

Théoréme 9. Le produit ® est associatif.

62



Preuve. Soient y,n et & trois éléments de £(Hr, B) et (I',i) un graphe specifié. On notera
indifféremment I' = (', 7), ¥ = (v,5), 0 = (6,k) et I'/5 = (I'/(7,4),4). D’une part on a :

x®m@f)li) = x®@n@)(I)
= Y msrlx(@)] irs | (n® )(T/5)]

fg/%ef:F
= Z 7T§,F[X(5)] Z'F,(; |: Z 77(1,1“/5 [n(a)]if/é,a[g((f/g)/d)] .
f(s/%elzf (f&/c%) /F 5{27'

En identifiant @ & 7/8 ot ¥ est un sous-graphe de I" contenant §, et (I'/d)/& a I'/4 on obtient :

x® Mm@, = x®n®))
T [X(0)] ir5 | Ty 17807/ 0))ir /5716 (T/7)]

= . [X(0)] irs7 /517507 /0)irsir/sq/sE(T/7)]-

D’autre part on a :

xen)®(li) = (x®n) ®(T)
= Y mrlx ®EM)] in, [E(T/7)]

3cT
T/5eT

= > | X(@is[n(3/8)]] ina [E(T/7)]
i3 e

= D T [X(O)]m i a[0(7/0)] in s [ET/ D)
/5 e

En utilisant les définitions de G, r et Fr ., il est clair que les trois diagrammes suivants com-

mutent :
Frs
W, Wp —= Wrys Wrs
Gy,r Fr.
/ lga,w g%rl lgq/a,r/s 7 lfr/a,q/a
Wr 5 Ws Wy = Wass W —=Wryy

Par conséquent, on obtient par dualité les trois diagrammes commutatifs suivants :
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V“/ V“//5 - V’Y VF/5

s, 0 /5,7/8 )
/ l”mr Ww/é,r/él lﬂw,r /% llr,s

Tar Vr VF/6 irs Vr VP/’Y in,y Vr
Donc on peut écrire :

(x®n @) = Y wrlX(0)] iremysrssm(7/0))insirsqs€(C/7)].

Et par suite, comme (x ® n) ® &(I',1) = x ® (n ® &)(I",2) pour tout graphe spécifié (I, 1), le
produit ® est associatif. O

Théoréme 10. Soit G = {¢ € L(Hr,B) tel que p(17) = o(7) @ o(7') et ©(1) = 15}. Muni
du produit ®, [’ensemble G est un sous-groupe du semi-groupe des caractéres de ﬁT a valeurs

dans B.

Preuve. Soient ¢, ¢ deux éléments de G et T' = (T',i), I" = (I, 4’) deux graphes spécifiés : par
définition il est clair que ¢ ® ¢ € Z(ﬁT, B). En utilisant la proposition 16 on a donc :

(p@¥)(IT) = (p@v)(IT)
- Z T o0 [P (7)) 4 [w(f‘f'/ﬁﬁ’)}
Ay c T
LT /4y eT

= Y (mrle@ e myrle() (ira [BT/D)] i [0(T/7)])

L’élément neutre e est défini par :

(3.13)

— 1y, si ' est un graphe spécifié de degré zéro
0 sinon.

En effet pour tout ¢ € L(Hy,B) on a :
Si I de degré zéro,

(e®p)(I') = e(l)p(l') = ¢(I)
De méme :

(e ®e)(I') = p(l)e(l) = (I



SiT de degré > 1ona:

(e®Q)T) = D mrle(®)]ir,leT/7)]
(T)
= Tarr[lv, ] irar[e()]
= o).

(p®e)l) = > mrle(]ir,le(T/7)]
@)

= mrr[p(D)] irrle(sk )]
= o).

L’inverse d’un élément ¢ de G est donné par la formule suivante :

"I I) = (e—(e—9)* (T
= > (e—9)™(D).

n
Cette somme est bien définie : elle s’arréte & n = ¢ pour un graphe spécifié I' de degré ¢. On a
bien alors :

4.4 Décomposition de Birkhoff

Dans ce paragraphe on va expliquer comment renormaliser un caractére ¢ de la bigébre
graduée de graphes spécifiés Hr : Soit  un caractére a valeurs dans ’algébre commutative

unitaire A := B([z"', 2]]) munie du schéma minimal de renormalisation :

A=A_® A, (3.14)
Ay = B[[7]],
A= z'B[z7]

les espaces A_ et A, sont deux sous-algébres de A, avec 14 € A,. On note P la projection
sur A_ parallélement & A,. L’espace des applications linéaires de Hs dans A est muni du

produit de convolution ® défini pour tout ¢, ¢ € Z(?:ZT, A) et tout graphe spécifié (I',7) par :
(p@Y)Ti) = (p@d)M) =Y mrleMlin,[v(T/(3.0)].

(v.9)C(T2)
(I8)/(v.0)ET
On a vérifié dans le paragraphe précédent que l'espace des caractéres de ’;ftfr a valeurs dans A
est un groupe pour le produit de convolution ®.
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Théoréme 11. 1. Chaque caractere p € G admet une unique décomposition de Birkhoff
dans G :

o=0""® 0, (3.15)

compatible avec le schéma de renormalisation choisi, c-a-d telle que . prenne ses valeurs

dans A, et telle que p_(I') € A_ pour tout (T,i) graphe spécifié de degré > 1. Les

composantes . et p_ sont données par des formules récursives assez simples. Pour tout

[ de degré zéro (i.e sans arétes internes) on pose : ¢_(I') = o (T') = ¢(T) = 1y, si on

suppose que ¢_(T') et o, (T') sont connus pour T' de degré k < n—1, on a alors pour tout

graphe spécifié T' homogeéne de degré n :

() = (1) = =P | (D) + Y myrle- ()] iy |9 (T/(7.) | (3.16)
FP}%EFT

(D) = (1) = (1= P) [ @(D) 4+ 3 morlo- () ing [ (0/ () | |- (317)
F}%EFT

2. oy el p_ sont deux caractéres, on appelera ¢y le caractére renormalisé et p_ le caractére

des contretermes.

Preuve. 1. Le fait que ¢, prenne ses valeurs dans A, et que ¢_(I') € A_ est immédiat par

définition de P, et on peut vérifier que ¢, = ¢p_ ® ¢ par un simple calcul :

prl) = (I=P)| o)+ D murlo-(]irs | (0/(19)) |
fv/%erT

= e +o-0)+ 3 mrle-()ing [ (T 0) |
f}%er’f

En utilisant le fait que ¢_(I') = ¢(I') = 1y, pour un graphe I' de degré zéro on a :
p-®ell) = 3 murle- ()] iva [o (1/(1.)
fﬁ/geI;f
= mar,rlo-(skD)]irar(e()] + mrrle- (I)lirr|e(res )]
+ > mrle- O ina e (T/(1) |-

¢ T

L/3eT
= ¢ +e-O+ 3 murle-0)ing [ (T/(1.2) |-
1’]/%62'
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Dol : ¢, = p_ ® @, equivaut a dire que : o = ¥ ' ® .
Supposons maintenant que ¢ = ¢! ® v, = ® ! ® ¢, alors, on obtient :

pr @Y = @yt

Le terme de droite de I’egalité envoie tout graphe spécifié de degré > 1 dans A, par

contre le terme de gauche 1'envoie dans A_, donc pour tout graphe I' de degré > 1 on a :
pr @YD) =g @ () = 0.

Donc : ¢ ® @/}S’?‘l = p_ ® Pt = e, ce qui prouve l'unicité de la décomposition de
Birkhoff.

. On se limite & montrer que ¢_ est un caractere, ¢, = ¢_ ® p ’étant alors automatique-

ment. L’idée decoule du fait que la projection P vérifie I’egalité de Rota-Baxter :
m@mmzp<—m+P@w+P@@. (3.18)

Soit ¢ un élément de GG. La démonstration se fait par récurrence sur le degré du graphe
I'T". Pour I'T” de degré zéfo_on a~bien 1y, o 1y, :_lVrr/' SuPposons que ¢o_(I'T) =
o_(T') @ o_(I'") pour tous I'\I'' € Hy tels que : deg(T") + deg(I") < d — 1 et montrons
Pegalité pour I',I" € Hy tels que : deg(T) + deg(I") = d.

On a:

ou

o (T) ey (I') = P(X)e P(Y) = P< XY+ P(X) oY+XoP(Y)>.
Comme P(X) = —¢_(I') et P(Y) = —¢_(I') , on obtient :

o (T) ey (I') = —P(X V4o (TeY+Xe ¢_(r’)).
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p-(I)ep(I') = —P[w(F)-sO(F’)+¢—(F)-<p(F’)+<P(F) oo (I')
£ Y (marle-O))ing [ (T/9)]) o (o-() + ()
fj%eFT
+ > (mrrle-0 v [o0/7)]) @ (o-(T) + (1)
ver
+ 3 (mrle-0lina[/m])  (rrwle- ] ivro [oT/7] )|
Cer

Le coproduit A(TT") s’ecrit :

A(IT) = TTV®@resCresT’ +sksk Y @ I'T" + Tsk[" @ IMresT + TVsk ' @ Tres [’
+ Z AT @ (T/7) res T + sk " @ (T/3)T

'\/CF
T/53eT
+ Y Y@/ )resT+7skT@T(T/Y)+ > ¥ & T/MNT/A).
F'er jgf_f‘ygf
F'/W’ET /31 /v eT

Comme p_(T'T") = —P(gp_ ® o(I'T") — w_(FF’)), alors on a :

o_(Tr") = —-P [Wrrurr' [o— (PT)Jirrs rrv[o(res T res T)]
+ Tarsar,rr[o— (kT sk ) irr gorar [e(TT))]
+  mrarrre— (U sk ) )iry rar [gp(F’ res f‘)}
+ 7 aerrr o (T sk D)]irr g [@(F res TV)]
+ Y el (V)ire o [ (T /7 ves T)] + 7 e o (7 sk I)irps o [(T/41)]

3G T
T/3eT
+ Z 7T'Y'Yl FF/ )]ZFF/ Y |: (1:‘//,7/ res 1:‘)] + 71-—\/—\/7{‘{‘/ [80_ (’}// Sk f)]iFF’,'y'y’ [Qp(f,/ﬁ/r)}

7' T’
I"/”y’ET

) Ww,rrf[so—(w’)]z’rrf,w[ap(f/ﬁf’/ﬁ’)]—go_(rr’)]

ACTHCT
L/ /v eT

2 1ﬂ
=

On remarque que le premier et le dernier termes se compensent. En utilisant le fait que
¢ est un caractére, ¢(sk ') = ¢_(sk[) = 1y;, et en utilisant ’hypothése de récurrence
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on obtient :
- (IT) = —P|p() e o(I")
+(7TF sk, T'T [o_(T')] ® Tp o KRN [o_(sk f’)]) (iFF',Fskr/ [SO(F/)} ® IITY kT [SO(YGS f‘)D

+(mrvaer e [p-(T)] @ mpraer e (kD)) (irre (D] e e [ (res 7))
+ Y <7T»y,r[<ﬂ—(7)]irm [w(f/ﬁ)D . (90—@/) + ‘p(rl)>

15/%57’
w3 (erle-liva [pT/7)]) @ (- (0) + (1)
FZ%’ST
3 (marlee e mple- () (v [ /)] @ i [oE/37)])
(e

La proposition 16 nous permet d’écrire :
p-(IT) = =P [w(F) e o(I") + ¢ (I') 0 p(I") + (') @ o (I")
+ > (murle- O] ina e (T/9)]) o (-0 +4(1)

ce qui montre que ¢_ est bien un caracteére.

4.5 Deéveloppement de Taylor

Nous adaptons ici la construction de |15, §9|, utilisée encore dans |34, §3.7|, (voir aussi

17, 18]).

Définition 29. Soit B [’algébre commutative définie par (3.10). Pour m € N, Uopérateur de

développement de Taylor d’ordre m est :

P, € End(B), Puf(v):= »_ %fagf, (3.19)

|B]<m
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ot 5= (P1, ..., Bn) € N" avec les notations habituelles : |B| :== 1 + ... + Bn, et

B
V= I o s I 8 9= ] a‘i;
k

k
1<k<n 1<k<n 1<k<n ‘vkzo

Nous pouvons maintenant mettre en oeuvre le "schema général des moments" en utilisant

ces projections P,,. Soit ¢ un élément de GG, nous définissons la décomposition de Birkhoff :

p=0" " @, (3.20)

Les composantes ¢ et ¢_ sont données par les formules récursives suivantes. Pour tout I' de

degré zéro (i.e sans arétes internes) on a : ¢_(I') = ¢ (I') = ¢(I') = 1. Si nous supposons

que ¢_(T) et . (') sont connus pour I' de degré k < m — 1, nous avons alors pour tout graphe

spécifié T' de degré m :

- (T) = =P [ ¢(D)+ 3 morle- ()] ins [ (T/(3,9)) | (3.21)

(D) = (=P | D)+ Y mrle-O)ling [p (C/n) || (322)
fx;%er’f

Les opérateurs P, forment une famille de Rota—Baxter dans le sens de K. Ebrahimi-Fard, J.
Gracia-Bondia et F. Patras |15, Proposition 9.1, Proposition 9.2|. L’analogue de 'égalité de

Rota-Baxter défini par la formule (3.18) est donné par le théoréme suivant [15, 34] :

Théoréme 12. Soit I' un graphe, et soient f,g € Vp. Pour tout s,t € N, l'opérateur de
développement de Taylor satisfait :

(Pf)(Prg) = Pos[(Psf)g + f(Pg) — f9l. (3.23)

Preuve. On note par u(f ® g) = fg le produit point par point sur Vr. En utilisant 1'egalité de

Leibniz :
Jdopu=po(0®Ild+I1d®0), (3.24)
et la formule
v 0P o5 (v > vP) a5 si|al <s
XP, =00y ——9f = 0 T U= 0 = 3.25
’ 0 ﬁ|2<s B! 0 |BZ<S s 0 0 sinom, ( )
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Par la formule (3.19), il suffit de vérifier le résultat pour tout multiindice |a| < s+t :

(PN +5(P9) ~ 1o = X (o @ 0 6 (Pf) @9+ & (P~ £

B<a

—Z() (@GP0 g) + (9 )05 Prg) — (9.5 9)].

B<a

En effet, par la formule (3.25), les contributions de |3] > s ou | — | > t donnent zéro. Par
exemple, si o — 3] > t alors |a| — || > t = |B| < |a] — ¢, puisque |a] < s+t alors |B] < s et
on a :

AP, =08, et 9P =0,

alors
(05 P f) (05 g) + (90 ) (05" Pog) —(95 £) (95 g) = 0.
—— S——
oL f 0
De méme on a :

(% Pf)(0 " Prg) = 0.
Donc il ne reste que les termes en |5| < s et |a — 5| < t, qui donnent :
AP, =0 et PR =007,
donc nous avons :

(05 P f)(05 " 9) + (95 )85 " Pg) — (95 £) (05 g) = (95 1) 9)
= (0 P.f)(9 " Pug).

D’ot on a :
P+ 5Pa) = ol = 3 ()@ P05 Pa)
_ FUR P,
ce qui prouve le théoréme. 0

Théoréme 13. Soit ”;QT la bigebre graduée des graphes de Feynman spécifiés et ¢ un caracteére
a valeurs dans une algébre commutative unitaire B. De plus soit P.: N — End(B) un schéma

de renormalisation indexé, ¢’est‘a-dire une famille d’endomorphismes (P;)en tels que :
o(Ps@P,)=Psyyopo[Ps@Id+Id® P, —1d® 1d], (3.26)

pour tout s,t € N. Alors ¢_ and v, définis par (3.21) et (3.22) sont deuz caracteéres.

71



Preuve. On se limite & montrer que ¢_ est un caractére. Le fait que ¢, = ¢_ ® ¢ est aussi un
caractére s’obtient automatiquement.

La preuve se fait par récurrence sur le degré du graphe I'T’. Pour |I'T’| = 0, le résultat est
imédiat. Supposons que ¢_(I'T") = p_(T")p_(I") jusqu'a Pordre |I'T'| — 1.

Pour I',I" € kere, on écrit ¢_(T') = —Pr/(¢(I)), on

PO =)+ Y mrle-(n]iry[e (T/(v: 1) ]
fj%eFT

Pour prouver ce théoréme, nous utilisons I’hypothése de récurrence et les formules (3.21) et
(3.26).

p-(TT) = =Py p(I) 0 o(I") + - (L) 0 (I") + p(I) @ - (T")
0 3 (marle-l v o (0/2)]) o (o-(0) + o)

— 3

(6 + X (mrle-()] ina o (F/9)]))
Fj%eFT

= AT

&) = Pry(@(0) (1) = Py (#(1)) @ 2(D)]
= P [ By (9(F) o 9(T) + Pry(2(T) o @(T) — 5(T) 0 6(T)]
= P (@(T)) o Ar(¢(I"))

— o (D) e (T).

= - \r\+|r/|[@(f)°@(
)
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Chapitre 4

Dédoublement de la bigébre des graphes

et régles de Feynman

Dans ce chapitre, nous définissons le dédoublement ZST de la bigébre des graphes de Feyn-

man spécifiés. C’est 1’espace vectoriel engendré par les couples (I',7) ou " est un graphe spécifié
localement 1PT de la théorie 7, ¥ C I localement 1P et I'/4 est un graphe spécifié de 7. Nous
définissons également un produit de convolution > sur les caractéres de D7 a valeurs dans une
algébre d’endomorphismes, munie d’un produit commutatif e compatible avec la composition.
Nous retrouvons alors la renormalisation telle qu’elle est formulée par A. Smirnov [36, §8.5,
8.6], en adaptant ’approche d’A. Connes et D. Kreimer pour deux schémas de renormalisa-
tion : le schéma minimal de renormalisation et le schéma de développement de Taylor.
Enfin, nous nous intéressons aux intégrales de Feynman qui sont en général divergentes. Nous
déterminons alors leurs parties finies en utilisant 1’algorithme BPHZ, aprés avoir régularisé ces
intégrales avec le procédé de la regularisation dimensionnelle. Nous suivons 'approche de P.
Etingof [19] (voir aussi [33]).

1 Le dédoublement de la bigébre

Soit 157 I'espace vectoriel engendré par les couples (I, ¥) ot I' est un graphe spécifié loca-
lement 1PI de la théorie 7, ¥ C T localement 1PI et I'/¥ est un graphe spécifié de 7. C'est
encore l'algébre commutative libre engendrée par les objets connexes correspondants, et nous

considérons le coproduit suivant :

AT, 7) = Z (T,0) @ (T'/9,7/9) (4.1)
W/S?fg/%eT
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Proposition 17. (157, m, A, u,e) est une bigébre graduée, et
Pg : 5’7’ — j‘ZT
T3 — 7
est un morphisme de bigebres.

Preuve. L’unité 1 est identifiée avec le graphe vide, la counité ¢ est donnée par (I, ¥) = £(7)

et la graduation est donnée par le nombre des boucles du sous-graphe :

On calcule maintenant :

(AidAT,5) = (Aeid( Y ([, (0/5,5/9)

5Cy
3/6€T
= Y ([o)®(/5,6/5)® (T/6,7/)
5C6CH
5/ ,7/0€T

Par ailleurs,

(ide MAT) = (o) Y (00)e([/e5/7)

aCy
y/eeT
= Z Z ® (['/7,0) ® F/O’/(S”)//U/(S
oSy 6Cq/e
V€T 55 15eT
= Y (o)e(T/5,6/0)®(T/5,7/0).
7CoCy
y/a ,q/c€T

les conditions {7/8 , 7/6 € T} et {§/5 , 6/ € T} sont équivalentes, ce qui démontre la
coassociativité. La compatibilité avec le produit est évidente, la compatibilité avec la graduation

Iest aussi. Enfin P est un morphisme d’algebres, et on a :

AoPy(l,7) = A®%)
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2 Les régles de Feynman

2.1 Description de l'intégrande

Soit I' un graphe, chaque sommet v vient avec sa constante de couplage g, qui ne dépend
que du type de v. Chaque aréte intérieure (e_ey) (resp chaque aréte extérieure e) vient avec
un propagateur G ., : RP — C (resp G.) qui ne dépend que du type de I'aréte. C’est une
fonction rationnelle, sans poles réels dans le cas euclidien avec masse. Par exemple en théorie
©® ou ¢ euclidienne, tout propagateur (intérieur ou extérieur) est donné par :

1
G(p) = 2rme
Alors ¢(I') est un élément de Vr = C*°(Wr, C) défini par :

oMp)=[[ 9o [] Geotwe) J] Gelre): (4.3)

veV(T) {e,o(e)},o(e)#e oe)=e
Notons que si G, n'est pas une fonction paire, on oriente I’aréte interne correspondante et
on pose Gcr(e)e(p) = Geo’(e)(_p>'

Exemple 12. On considére le graphe suivant en théorie p° :

I =
L’amplitude de I' s’ecrit :

1 1 1
o(T) = g°.

(P2 +m?)2 k2 +m? (k—p)2+m?

Exemple 13. Dans les théorie de jauge, le propagateur des fermions a un numérateur différent

de 1. Par exemple en QED il s’écrit :

i <7, pe > +m
GefeJﬁ (pe) = pg + m2

avec < ¥,pe >= 1V (Pe)o + Y (Pe)1 + V(D)2 + V2 (De)s, ot les ¥/ sont les matrices 4 x 4 de
Diract. On considére le graphe suivant en QED :

L’amplitude de I' s’ecrit :

() = 2ii<fy,k>+mi<fy,(p—/f)>—|—m

o kK2+m?2 0 (p—k)2+m?

Y

1
le terme — wvient du fait que le photon est sans masse.
p

—1 +m
L dans le formalisme lorentzien

1. Cette formulation dans le formalisme euclidien correspond & — 5
p;+m= —ae

140).
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2.2 Intégration de moments intérieurs

On met sur R la mesure de Lebesgue normalisée
S
o

et on lui associe la mesure de Lebesgue normalisée sur Wr.

ag

Pour tout ¢ dans Wt/ on pose :
Irqp(q) = / ¢(p)dp (4.4)
Frs({ah)cWr
d’ou a priori :
[F77 : VF — Vp/ﬁ/

si 'intégrale converge. Par intégration par étapes on peut voir que si 6 C v C I', on a:
Iv, = Iv/s5 © Irs
La regle de Feynman proprement dite est donnée par :
I'— Irr(e(I) € Viyr.

Le probléme qui se pose est que ces intégrales sont en général divergentes.

3 Algorithme de Bogoliubov

On note 7 une certaine projection sur les contretermes. Concrétement 7 : Vp — Vi est
donnée par le développement de Taylor a un certain ordre, ou alors en regularisation dimen-
sionnelle on prend souvent 7 : Vp[z ™1, 2]] = 27 'Vp[z7!] (schéma minimal).

Si || = 0 on constate que : I, = Id.
Si |y| =1 on posera : I;. = —mo I,

Si |y| > 2 on procéde par récurrence :

Iy, = —mo <IM + 3 Ijsas o 155>, (4.5)
0Cy
]I—!—;y = ([d—?T)O (IF7V+ZIF/57'Y/5O[IT,5)' (46)
6Cy

Ces formules sont simulaires au formules de Connes-Kreimer, mais il y a quelques diffé-
rences : le produit commutatif de I’algebre-cible A est remplacé par la composition des opéra-
teurs. D’autre part, on peut dire que la bigebre 157 doit jouer un role : ¢’est en effet le cas. De
plus, comme Ir, = Id pour tout v de degré zéro, on peut plutot travailler avec l'algebre de
Hopf Dy := 157/], oit J est le (bi-) idéal engendré par les éléments 1 — (T, ), pour |y| = 0.
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4 Adaptation du formalisme de Connes et Kreimer

Nous voulons réinterpréter ’approche de Smirnov [36, §8| dans le formalisme de Connes-
Kreimer, en utilisant 1’algébre de Hopf D et une algébre-cible qui n’est pas commutative, en

raison de la composition de opérateurs.

4.1 Quelques faits sur les fonctions de Schwartz

Définition 30. Une fonction f : R" — R est dite a décroissance rapide si f € C(R") et si

pour tout o, f € N, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout x € R"

}xo‘aﬁf(x)} < c.
L’ensemble des fonctions a décroissance rapide est l’espace de Schwartz, noté S(R™).
Définition 31. On considere R™ = R? x RY et on écrit §=(&m). Soit 0 € S(R"), on définit

I,(&) sur RY par

16 = [ olenan

Proposition 18. Soit o un élément de S(R"), (R" = R? x RY ). Alors pour tout £ € R, la
fonction n—s a(€,n) est un élément de S(RT).

Preuve. Soit «, 5 € N" alors a = (v, -+, g, g1, -+ s ap) et 8= (B, Ba, Baxis 5 Bn)s
comme o € S(R"), il existe ¢ > 0 telle que :

}§°‘850(§)} < c.

Comme §a — gffl e :jxd ntllde .. n;n et 85 — 8511 e a?; 8gld+1 e 85:,7 en Choisissant oy ==
ag=0et g =---= 3 =0, on obtient :
}nlad+1 . ‘,r/g,nag{#rl .. _aﬁno-(é)‘ < c.

Mg’

Donc pour tout o, 8 € Nd/, il existe ¢ > 0 telle que pour tout n € R? on a:

"o (&, m)| <<,
et par suite : ) — o(£,n) est un élément de S(RY). O

Proposition 19. Soit { = ({,7) € R? x RY et Soit o un élément de S(R™). Alors la fonction
£ — I1,(€) est un élément de S(RY).
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Preuve. Soient a, 3 € N¢. D’aprés la proposition 18, n — o(&,m) est a décroissance rapide

pour tout £ € R?. On peut donc dériver sous signe intégral.
o] = 10 [ otena
R
= | / 00 a(&,n)dn|
R

<
R

On introduit ici la notation A(n) = /14 ||n||?>. Comme o appartient a S(R"™), pour tout
a,B€N"et k>0, il existe Cy g > 0 telle que 'on a :

§*0¢a(&,n)|dn.

|€0%0(€.m)] < Capr(AE, )7

On prend alors k = d' 4+ 1 et on utilise le fait que / (A(n))~*~tdn converge. On a donc :
R

eone] < [ leotaenlan
Rd
< [ Cosarnaen) " dy
Rd
[, Cananalam) iy

Coprin / (M)~ dn
R4

/
< Capar:

IN

IN

Donc la fonction & — I,(£) est un élément de S(RY). O

4.2 Une algébre de fonctions de Schwartz

Soit 7 une théorie quantique des champs et soit I' un graphe connexe de la théorie 7. On

rappelle ici que 'espace des moments du graphe I' est défini par :

Wr={p:ET) — R, Z Pe=0 Yo € V(I'), petDoey =0 Yec EXI') [/ e#ole)}.

ecst(v)

On pose :
VF = S(WF) (47)

Pour I' =1"; - - - I', non connexe, on pose :



B:=]] W (4.8)

TeT
Le produit court sur tous les graphes de la théorie (sans spécification éventuelle), localement
1PI, connexes ou non, divergents (i.e tels que I'/T" donne un sommet dont le sous-type soit

dans la théorie).

Tout @ € End B s’écrit comme une matrice bloc dont les coefficients sont de la forme
suivante :

aryr - VF — Vl'/‘

On définit sur B un produit noté e par :

ar,r; ® ar,ry, Ve, — Vi

® Vi ® aI}-I‘;(”i)

ie{1,2} ic{1,2}
Cette définition s’étend naturellement en un produit bilinéaire commutatif sur End B :
(aeb)rr = Z apor ® s - (4.9)
96=T
8/6/:1"/
Considérant quatre application linéaires :
aj : VI‘1 — Vpll; by : Vpll — Vplll,
as : VF2 — VF’Q; bg : VF’2 — Vpg,
on a le résultat suivant :

Proposition 20.
(bl ] al) ° (b2 @) CLQ) = (bl L] bg) 9] (CL1 L] CLQ).

Preuve.

(broar)e(boa)( Q) v) = Q) (bioa)(v)

ie{1,2} ie{1,2}

(b1 eby)o(arear)( Q) v:i) = breby( X ai(v:)

1€{1,2} i€{1,2}

= by by ® bi(ai(vi)))

ie{1,2}

= ® (b; 0 a;)(v;).

ie{1,2}
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4.3 Produit de convolution x

On désigne par ¢ 'opposé du produit de composition dans End B. On définit alors un

produit de convolution 3 pour tout ¢, ©» € L(D7, End B) par :

P * P =0(p ®Y)A, (4.10)

autrement dit, pour tous graphes spécifiés 7, I tels que ¥ C ' on a :

(o x)(T,7) = Z W(T/5,7/68) 0 (T, 0). (4.11)
’_y/(%g'r

Théoréme 14. Soit G l'ensemble des morphismes d’algébres unitaires : Dy — (End B, e).

Muni du produit %, [’ensemble G est un groupe.

Preuve. L’associativité de x est immédiate, elle découle de 1’associativité de ¢ et la coassocia-

tivité de A. L’élément neutre E est defini par :

B(T,5) = { ldg s‘i ~ est un graphe spécifié de degré zéro (4.12)
0 sinon.
L’inverse d’un élément ¢ de GG est donné récursivement par la formule suivante :
p*HT,7) = o(I,7) = Ids si 9] =0
w17 - %—1/7 /5 = /F = = : 4.13
P H0A) = 3 e /8 0 plT.) i > 1 1)
oCy
|6]>1

Le fait que pour tout ¢, ¥ € G on a ¢ % Y € G est une conséquence de la compatibilité entre
les produits ¢ et o. En effet :
(px)IT,37) = (px¢)(IT",77)
= > W(IT/8,(77)/6) o p(TT',5)
5CHY
(¥¥')/6€T
= > W(IT/80, 57 /68") 0 p(IT",80")
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4.4 Développement de Taylor

Dans cet paragraphe nous adoptons les notations du Paragraphe §3.5. Soit B ’algébre
commutative définie par (4.8). Pour tout m € N, l'opérateur de développement de Taylor

d’ordre m défini par :

Py € End(B),  Puf(v) = »_ %fag f (4.14)

|8]<m
Soit ¢ un élément de GG. Nous définissons la décomposition de Birkhoff :

p=9*xp,. (4.15)

Les composantes ¢ et ¢_ sont données par les formules récursives suivantes. Pour tout (I', %)

de degré zéro (i.e sans arétes internes) on a : p_(I',%) = ¢, ([',5) = o(I',5) = Ids. Si nous

supposons que ¢_(I',7) et ¢, (I',7) sont connus pour (I',7) de degré k < m — 1, nous avons

alors pour tout couple de graphes spécifiés (I',7) de degré m :

p-(T,7) = =P [ @(T,7) + Y ¢(I'/6,5/8) 0 o (T,0) (4.16)

o+ (0,7) = (I = Po) | o(TA) + Y ¢(L/8,7/8) 0p-(T,0) |- (4.17)

5C 7

5/6 €T
Les opérateurs P,, forment une famille de Rota-Baxter. Pour tout graphe I', pour tout f,g € Vr

et pour tout s, € Non a :

Théoréme 15. Soit 157 le dédoublement de bigébre des graphes de Feynman spécifiés et
@ un caractére de Dy a wvaleurs dans [’algébre commutative unitaire B. De plus soit P :
N — End(B) un schéma de renormalisation indexé, c’est-a-dire une famille d’endomor-

phismes (Py)en tels que :
po(Ps®P)=Piopol[Ps®@Id+Id® P, — Id® Id), (4.19)
pour tout s,t € N. Alors ¢_ et ¢, définis par (4.16) et (4.17) sont deux caractéres de (B, e).

Preuve. On se limite & montrer que ¢_ est un caractére. Le fait que ¢ est aussi un caractére

s’obtient automatiquement.

Pour (1:‘7’7)7 (f,a ’7,) € kere, on écrit QO_(T, ’7) = _P|(f‘fy)\(¢(r>’7))7 ou :



Pour prouver ce théoréme, nous utilisons les formules (4.16) et (4.19).

o (TT.77) = —PFier o (¢(TT37) + Y. 9(TT'/88,57/88") 0 (IT",50)))

= —Paray) [@(F, 7)o 7) + - (T,7) e o(I".7) + (I, 7) @ o (I",7)

I
|
lav
=
:4_/\
+
5
Y]
pS
=
2
[ )
pS|
’jl
Y
N
|
Hav
=
3/‘
S
\.’1 l
2l
S—
[ ]
ps(
=3
|

= Pt 54T )] [P\(ff,»-yfn(@(f/’ ¥')) @ (T, 7) + Py~ (@(T,7)) @ (I, 5')

5 Reégularisation dimensionnelle

Le probléme de la théorie de la renormalisation perturbative est de donner un sens a

certaines intégrales divergentes résultant de graphes de Feynman. La difficulté analytique est de
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régulariser les intégrales divergentes qui se produisent en associant a chaque graphe de Feynman
une famille de valeurs finies indexée par un paramétre. Une des procédures pour régulariser
une intégrale est appelée régularisation dimensionnelle. L’idée de base de la régularisation
dimensionnelle est d’écrire les intégrales divergentes que nous avons a régulariser de maniére a
ce que la dimension de I'espace-temps physique d puisse étre remplacée par un nombre complexe
quelconque. La valeur régularisée est obtenue par la soustraction minimale : nous soustrayons
la partie polaire dans le développement de Laurent autour de d et évaluons la fonction restante
en d. Nous reprenons l'approche de Pavel Etingof [19] et Ralf Meyer [33].

5.1 Idée générale

Soit V' 'espace-temps de dimension d. Considérons un graphe de Feynman avec m arétes
extérieures et qp,- -+, ¢, € V les moments correspondants, et avec n — m boucles (n > m).

L’amplitude de ce graphe peut étre écrite sous cette forme :

Lgrqu)(f) = /nm fq1 - @n)dgmir - - - dgn, (4.20)

ot nous supposerons dans un premier temps que f est une fonction de Schwartz. La dimension d
de 'espace-temps est devenue un parameétre externe qui peut étre remplacé par n’importe quel
nombre complexe D. Nous obtenons ainsi les résultats suivants : d’abord, pour Re D > n + 1
et ReD < 0 lintégrale I”(f) existe, d’autre part, cette fonction en D admet une extension
holomorphe sur C. Si f est une fonction rationnelle, I”(f) est encore définie sur un demi-plan
et admet une extension meéromorphe.

Une fois que nous avons une fonction méromorphe I”(f), la valeur de régularisation de l'inté-
grale est obtenue par la soustraction minimale & la dimension physique D = d. Nous considérons

la série de Laurent autour de d :

I°(f) = an(D—d)". (4.21)

nez
Alors la partie polaire est donnée par :
I°(f) = > an.(D—d)", (4.22)
n=-—1
et la valeur régularisée est :
I"9(f) := ap. (4.23)

5.2 L’integrale D-dimensionnelle

Dans cette section, nous construisons l'intégrale D-dimensionnelle pour les fonctions de

Schwartz. Nous allons travailler avec le modéle euclidien de I’espace-temps. Soit alors V = R?
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Iespace-temps euclidien, 8 est la métrique définie positive canonique sur V. On note d la di-
mension physique de 'espace-temps et on utilise D pour la dimension lorsqu’elle est considérée

comme une variable complexe. Le groupe de Lorentz est remplacé par le groupe orthogonal

O(d).

Soit W un espace vectoriel de dimension finie. On désigne par S*W* 'espace vectoriel des
formes bilinéaires symétriques sur W, par S’iW* les sous ensemble des formes bilinéaires semi-
définies positives sur W, et par SiW* le sous ensemble des formes bilinéaires définies positives
sur W. Ainsi :

STW* C STW* C SPW

On désigne par S(S2W*) et S(S*W*) le deux espaces de Schwartz des fonctions sur S W*

et S?W* respectivement. Par définition, une fonction sur S’iW* est une fonction de Schwartz
si et seulement si elle est une restriction d’une fonction de Schwartz sur S*W*.
Soit F un espace vectoriel et F' un sous-espace de E. On considére le n-uplet ¢ :== (q1, -, qn),
olt ¢; € RY comme un élément de espace vectoriel Hom(E, R?). Le m-uplet (g, - -, ¢,) n’est
autre que la restriction ¢ € Hom(F,R?). La forme bilinéaire ¢*(8) € S5 E* est la tirée en
arriére de 8 € (S2RY)".

Proposition 21. [33] Soit q, et ¢ deuz éléments de Hom(E, R?). Alors q, et qo appartiennent

a la méme O(d)-orbite si et seulement si q; 5 = ¢5 .

On suppose que la fonction f est définie sur SiE*. Alors son intégrale est définie par :

I s () = / f(q"B)dq, (4.24)
{q€Hom(E,R?) /q| p=F}

pour k € Hom(F,R?). Le coté droit ne dépend que de k*3 et non pas k lui-méme. L'intégrale
Id‘c(f) est bien définie sauf si rang(C') < d.

5.3 Extrapolation aux dimensions complexes
Soit ¢pp(A), définie pour tout A dans SiE* et B dans SiE par :
05(A) = exp(~tr(AB)).
La fonction ¢p est une fonction de Schwartz sur SﬁE* par positivité.

Proposition 22. Soit B € S2E*. On désigne par Bp., la restriction de B a Ft=(E/F)* C
E* et BY ¢ SiF* est la forme bilinéaire sur F'. L’integrale Id‘c(¢3) est définie pour C' € SiF*
telle que rang(C) < d, et est donnée par :

Id‘c(¢3) = (=42 exp(— tr(C.BF")).(det Bpy) ™42, (4.25)
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Preuve. On décompose E de la maniére suivante : £ = F @ F*. Soit (ey,...,e,) une base
orthogonale de E telle que B est diagonale sur (e, ..., e,). On prend alors (eq, - - - , e,,,) une base
de I pour Bjp = B et (émi1, ..., en) une base orthogonale de F- et on note u; = Ble;, ¢;).
La condition rang(C') < d implique Uexistence d’une forme bilinéaire symétrique 3 sur R? telle
que C' = k* avec k € Hom(F,R%). On calcule alors :

) (¢5) = exp ( . tr(C’.B))dq
eXp < - iﬂiq*ﬁ(% €i))dq
exp (= D e )

- eXp(—imijW) / exp(— 3 milale)|P)dg

/{qGHom(E,V)/qF=k}
/{qGHom(E,V)/qF=k}

/{qEHom(E,V)/qF=k}

{q9€Hom(E,V)/qr=k} i=m—+1
= €exXp ( - tr(k*/B\F-B H /exp Mz”q €; H )dQZ
i=m+1

= exp(—tr C.BY ) H 2y

i=m—+1

= plremd2 o ( —tr(C.B" *)) (det Bpo )2,

O

Nous écrivons E sous la forme £ = '@ G et décrivons B par une matrice-bloc (B;;) qui

respecte la décomposition E* = F* @ G*, alors nous obtenons :

By = B, BY" = By, — B1yBy' By (4.26)
Si la décomposition de E diagonalise la matrice B, nous obtenons alors B = By,
Théoréme 16. [33] Il existe une unique distribution ID‘C € S(S2E*) qui satisfait :

1P| (¢5) = 7P exp(— tr(C.B")).(det Bp.) "/ (4.27)

pour tout B € SiE, Ce giF* et D € C. Ces distributions constituent une application linéaire

continue :
I =(I")pec : S(STE*) — O(C,S(52F™)).

Définition 32. L’operateur IP est appelée intégrale D-dimensionnelle ¢ un paramétre. Si
F = {0}, I” est appelé intégrale D-dimensionnelle.
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5.4 Construction de l'intégrale D-dimensionnelle & paramétres

Pour prouver le théoréme 16, nous présentons deux descriptions pour construire une dis-
tribution ID‘C satisfaisant (4.27). La premiére est définie pour Re D > n — 1. La seconde est
définie pour Re < 0 et on 'utilise pour étendre la premiére description a tout D € C.

Pour tout [ € N, x € C, on définit :

-1 .
Ty(z) = 7D/ HO Tz — %).
]:

Pour ReD >n —1 et CGSiF* , On définit :

[,.(D/2) (det A)P—n=1/2

D . . (n—m)D/2
Ar—p (A C) =7 T(D/2) (det O D172

5(Ap —C).

Cette distribution est bien définie car (det A)~" est localement intégrable sur S*E*.

Lemme 1. /33 Soit ReD >n—1, C € S2F* et B € S2E. Alors :

/ pP(A, C)pp(A)dA = 7=™P/2 exp(— tr(C.BF)).(det Bp.) P72
52 B

Preuve. Les deux cotés de ’équation sont définis de maniére indépendamment du choix d’une

base : ils n’utilisent que le sous-espace F' C FE, les formes volume sur E et F, et les formes

bilinéaires définies positives C' et B. Soit (z;)1<i<, une base de E telle que F' =< z1,..., 1z, >
et G =< Tpi1,..., T, >. On désigne par (x])1<;<, la base duale de E*. On pose :
G:=F'%=<a,,1,...,0, >C E, G* =F+ C E,

les formes bilinéaires définies positives B et C sont alors écrites sous la forme :

cp - 0 .
BF
c=1: . ], B= ")
0 Bp.
o --- C,

Soit A un élément de S_ZILE*, on represente A par une matrice-bloc (A4;;) qui respecte la dé-
compostion £ = F ® G. Si A est définie positive, A;; aussi. D’ou Ay est inversible et on peut

définir :

Y = AglAl_ll, Y* = Al_llAlg, X = A22 — A21A1_11A12.

1 0 All 0 1 Y . All A12
Yy 1 )° 0 X /) \o 1 o\ Ay Ay

L’egalité suivante



montre que A > 0 si et seulement si A;; > 0 et X > 0 et que det A = det Ay;.det X. Nous
utilisons le changement de variables suivant : A — (Ay1, X, As1) qui identifie

S2E* 2 S2F* x S2F x Hom(F*, F™).

Le déterminant du jacobien est égal a 1. En simplifiant tout d’abord la fonction ¢ puis I'intégrale

gaussienne de Asq, on obtient :

I = [, "A.C)e(aa
52 B

nemypj2Tm(D/2) (det A)P=n=1/2
B /52 B e T.(D/2) (det C)yD-m-D72 P (—tr(AB)).6(Ap — C)dA
?

/ p(n—m)D/2 [',,(D/2) (det Ajp. det X)(P—n=1)/2
§2 F*x S2 FL x Hom(F*,F4) I'.(D/2) (det C)(D—m=1)/2

exp ( - tI‘(AnBH) - tr(AQQBQQ)).é(AF - C)dAndAgldX

/ r(n—m)D/2 [,,(D/2) (det Ajp. det X)P—n=1)/2
S2 F*x S2 FL xHom(F*,FL) I (D/2) (det C)(D-m=1)/2

exp ( — tI‘(AnBH) - tI‘(X -+ A21A1_11A12)BQQ>.5(AF - C)dAndAgldX

w("_m)D/Q.ill:T:((g//s)) (det C)m"=2 exp (— tr(BFC))

/ (det X)P== D2 exp (— tr(BEX))

S2FpL

/ exXp ( - tI'(BFLAglc_lA;l))dAgldX.
Hom(F*,F1)

Soit J = / exp (— tr(BpLAnC ™' AL)))d Ay, on effectue le changement de variables
Hom(F*,F1)

suivant :

Ay =C7P Ay,
ce qui implique que :
dAy = (detC)"m/Emg AL
= (detC)("=m™/2q Al
et J devient :
J = / exp (— tr(Bpr Ay C AL)))dAy
Hom(F*,F L)

= (det C)(n—m)/2 / exXp ( — tI'(BFLAglAél))dAgl.

Hom (F*,FL)
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On effectue un autre changement de variables :
A/21 - (BFJ_)I/zAQl - (bFL)1/2A21,
ce qui implique que :

dAy = (det Bp.) mn=m/2n=m) gl
= (det Bpr) ™2dAl,,

et on obtient :

J = (detC)""™/2(det By.) ™2 / exp ( — tr(Ax Ab)))dAy

Hom(F*,F1)
= 7" (det €)™/ (det Bpa) T,

et I'intégrale I devient :

I = w("_m)D/z.ill:j((g//;)) (2m)m /2 exp (—tr(B" Q)

/ (det Bpo)™™(det X) P2 exp (— tr(BEX))dX.
s2FL

Soit K = (det Bp.)~™?(det X)P~=1/2 exp (— tr(Bp.X))dX. On effectue le change-
SZFL
ment de variz;bles suivant :

X/ — BFLX - bFLX,
ce qui implique que :
dX = (det BFJ_)—(n—m)(n—m+1)/2(n—m)dX/
= (det Bp.)~(m=m2q X7

et 'intégrale K devient :

K = (det Bp.) ™?(det Bpy)~(n=m+1)/2 / (det bps ' X) P D 2 exp (- trX)dX

2
s2 L

= (det Bpy)m-(nmmAh=(D-n=1)/2 / (det X) P D2 exp (— trX)dX
S3FL

= (det BFJ_)_D/2/ (det X)P=n=/2 oxp (—trX)dX.

2 plL
S2F

On décompose maintenant G = F* := Gy @ G avec dimGy = 1. On écrit X = (Xi), et

X11 = 711, et on pose :
T = X21X1_11, TM< = X1_11X12, L = X22 — X21X1_11X12.
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Par calcul on obtient :

1 0 Xll 0 1 7 . Xll X12
T 1) Vo L) \o 1) \ Xy Xo ]/’

Cette égalité montre que X > 0 si et seulement si X;; > 0 et L > 0 et que det X =
det X3;.det L. Nous utilisons le changement des variables suivant : X —— (X731, L, X51). L'in-

tégrale K s’écrit :

K = (detBFL)_D/2/ (detX)(D_"_l)/zexp(—trX)dX

2 pl
S2F

= (det Bp.) P72 / (det X11) P~ D2 exp (— trXyy)
SiGl XSiGQ XHom(Gl,Gz)

(det L)P™" D2 exp (— tr(L + Xo1 X 11" X12) ) dX 11dLd X5

= (det Bp) " / (det Xqq) P D2 exp (— trXy)(det L)1
SiGl XSiGQ
exXp ( — tI‘(L)) / exp ( — tr(X21X1_11X12))dX21 andL
Hom(Gl,Gz)

L’intégrale
/ exp ( — tr(X21X1_11X12))dX21
Hom(Gl,Gz)

est égale a 7"~ V/2(det X,,)""m=V/2 donc :

K = a0 D/2(det By )P/ / (det X )P/ 2H=m=D2] oxp (— X1 ) d X1
5%2Gy

/ (det L)P~"D2 exp (—tr(L))dL
S2Go

_ 7T(n—m—l)/2 (det BFL)_D/2 Xl(lD—m—Q)/2 eXp(_Xll)Xml
s2cy

/52 . (det L)P="=D/2 exp (—tr(L))dL
Y G2

= g=m=D/2(det BFJ_)_D/2F(D/2 —m/2). / (det L)P="=D/2 exp (—tr(L))dL.
S2Go

On répéte ce raisonnement n — m + 1 fois, ce qui fait apparaitre un produit de fonctions
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Gamma et de puissances de 7 :

I = w("‘mw/z.i?:((g//;) exp (— tr(B"°C))(det Bp.) ™"/,

gmln=m/2 gn=m=D2 D (D /2 —m/2).a DR (D)2 — (m+1)/2) - -

(m—n)(m+n—1)

p(n—m)D/2 n 4

[1=,.0(D/2 - §/2)
n—1
W(”—m)m/27'(‘z?=m+1(n_j)/2- H P(D/2 - ]/2)

Jj=m

exp ( — tr(B"C))(det Bp) P2

(m—n)(m+n—1)

(n=m)D/2 n 4

exp ( — tr(BY” ot B, )~D/2
T r(Djz— ) =% (7B ©)(det Br)

(n—m)(m+n—1)
T 4

.ﬁF(D/2—j/2)

r(=mID/2 exp (—tx(BFC))(det Bp.)"P2,
D’ou le résultat final :

/ pP (A, C)pp(A)dA = 7"=™P/2 oxp(—tr(C.BF")).(det Bp.) P72,
52 E*

U
Ainsi, nous pouvons définir ID‘C pour ReD >n—1et C € SJQFF* par :
ID}C = pP(,0).
Définition 33. On définit IgF : S(S2E*) — S(SZF*) pour tout C € STF* et f € S(STE"),
par :
Ip p(F)(C) = 17| (f). (4.28)

Proposition 23. Soient E, F' et G trois espaces vectoriels tels que G C F C E. Le diagramme
sutvant est commutatif :

_ . _
S(S3E") ' S(S3F%)
T e
S(526G)
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Preuve. Soient C' € S2F*, C' € S3G* avec Cjg = C' et B € S1E, on a bien :

IRG(IRp(68))(C") = /S . pP(C, ") [S . pP (A, C)op(A)dAdC

= [p(D/2) Tin(D/2) / (det C')(P=m=1)/2
T'n(D/2) Tn(D/2) Js2 e (det C")P—2=D/2

det A)(P—n—1)/2
/ ((dthtC))w 72 98(A)6(Ca — C1)6(Ap — C)dAdC

(= p)D/z I',(D/2) / (det A)(P-n=1)/2
(D/Q) 52 px (det C’)(D—p—l)/2

/ d5(A)5(Cq — C)6(Ap — C)dAdC

n—p)D/2 (D/Q) (detA)D n1)/2 !
:/SQE A st o (A (g — ')A

- / Ao (A)A
= Ig,G(¢B)(C,)-

son - 7D _ D D
Dou: Iy =1Irgolpp. O

5.5 Intégrale D-dimensionnelle d’une fonction de type Feynman

Définition 34. Une fonction f € S’iE* est dite fonction de type Feynman, si elle est écrite

sous la forme :

P(A)
4= Hl (tr(AB-) + m?) ' (4.29)
j=1
ou P est un polynome, B; € 52 E* telles que B(t Zt B E 52 E* pour tout t; > 0, et

les mj sont des réels strictement positifs. En partzculzer pour tout sous-espace ' C E, B(t) .

est non dégénérée. La fonction f est sans poles dans SiE*.

Proposition 24. [19] Si f est une fonction de type Feynman, Uintégrale D-dimensionnelle

Ig’F(f) s’etend en une fonction méromorphe de la variable D pour tout sous-espace F' de E.

Preuve. On prouve d’abord la proposition pour P = 1, le cas ou P # 1 sera prouvé ultérieu-

rement. On utilise tout d’abord 1’égalité suivante :

/ exp(—at)dt = a~' pour tout a > 0.
0
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Soient t = (t1,--- ,t;) et B(t Zt ;B;. Comme on a :

1
H | (tr(AB;) +m3)

:HtrAB )1
=1

fA) =

l

— H /t 0exp ( —t;(tr(AB;) + m?))dtj

j=

:/ exp ZtrAtB eXp Ztm dtl---dtl
t;>0

= / exp (— trA(Z t;B;)) exp (— Z tym?)dt
t;>0 j=1 j=1
on obtient pour tout C' € SJQFF* :

l

IRp(f)(C) = /t.>oexp Z IEF<exp —trC’ZtB )d

: ,7 1
En utilisant le lemme 1 nous pouvons écrire :
!

I2 . (£)(C) = mln=mD/2 / exp (= Y tym? — te(C.B()™)).(det B(t) ) " dt.  (4.30)

t;>0 j=1

Pour finir la preuve du proposition nous allons utiliser le théoréme de Bernstein [5] (voir aussi
[13]) et un corollaire.

Théoréme 17. Soit Q un polynome a | variables. Alors il existe un opérateur différentiel L(D)

en | variables, a coefficients qui dépendent de D et un polynome q en D tels que :

L(D)Q™P1* = ¢(D)Q P, (4.31)

Corollaire 2. On suppose que Q) prend des valeurs positives pour t; > 0. Soit g une fonction
a décroissance rapide définie pour t; > 0, et telle que ses dérivées sont encore & décroissance
rapide. Alors l’intégrale

1(D,g) := / QR (4.32)

converge pour Re D << 0, et s’étend en une fonction méromorphe a tout le plan complexe.
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Preuve. Les formules (4.31) et (4.32) nous permettent d’écrire :
D+29) = [ g0Q " 0
t;>0

-/ 9()a(D) " LDIQ

J

— 4D / AL b

J

En utilisant Vintégration par parties suivante :
gt) — LDY (g(t) et L(D)QP2(t) — Q~P/2(1)
nous obtenons :
I(D+2,9) = (D) / DY (a)Q 0t + (D)
— (D) (D, L(D)(g(t)) + C(D),

ou C(D) est une somme d’intégrales du méme type sur le bord. Ce terme est donc méromorphe
par Phypothése de récurrence, puisque le bord de (R.)! s’écrit comme la réunion de I copies
de (R,)""! et de strates de dimension <1 — 2. O

En utilisant le théoréme de Bernstein et le corollaire précedent, on peut conclure alors que :

I r(f)(C) = mlrmPr /t exp (= 3 tm — (C.B(O)") (det B(t)ps) PR

i j=1

s’étend en une fonction méromorphe en D, ce qui prouve la proposition pour P = 1.

Pour P # 1, nous obtenons les mémes résultats : comme

P(A)
A) = ;
/) ngl (tr(ABj) + mf)

Pintégrale I »(f)(C) va s'écrire sous la forme :

12,.(F)(C) = / e (= DS tm) (P esp(—n( B(t) (C

i j=1

l
- / exp (— Z tjmﬁ)lﬁ;)f (Popw)(C)dt
t;>0 7j=1

J

l
= / 0eXp ( — Ztjmg)]ng(P(ag)aS(B(t)))(C’)dt,
t> =

J
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oit P(0p) est un opérateur differentiel & coefficients constants, défini comme suit : pour A =
(aij) et B(t) = (bw(t)) on a .
B(t)) = anbyi(t)
kyi

et alors :

_%exp(_tr(A.B(t))) = apexp (= aubu(t))

= Gpy €Xp ( — tr(A-B(t)))7

ce qui définit le polynome P pour P(A) = a,,, et donc pour tout P en itérant le procédé. Par

suite :

I5 o (P(OB)dwmw))(C) = POp)IEr(dwmaw))(C)
_ (7 )P o (— te(CB())).(det B(t)pe) P
= gro(t)(det B(t)pr )~ P>,

ol t — g, () est une fonction de Schwartz. on obtient donc :

[Jg,F(f)(C) = /t‘>oexp(—th Zgrc (det B(t)po) P2 "at.

D’ou sous les mémes conditions que pour P = 1, I'intégrale I§7F(f), dans le cas P # 1, s’étend

en une fonction méromorphe de la variable complexe D. O

On désigne par ]-"(SﬁE*) I’espace de fonctions de type Feynman sur giE* et par f"(giE*)
I’espace de fonctions sur C x SJQFE*, méromorphes en la premiére variable, égales a ID,E(g) pour
une certaine fonction g € F(STE™), out E est un espace vectoriel contenant E. On utilise la

représentation :

l

g(A) = /t_>0 P(0p)exp (—tr(A.B(t))) exp ( — Z tym?)dt,

j=1
pour tout A" € 52 E™, soit encore :
g = / P(9) ) exp ( Zt m
t;>0
On a donc pour tout A € SJQFE* :

F(A) = 12 1(9)(A) = / exp ( Z 2) 1B, 5 (P(0) exp(—tx(B(1)))) (A) dr.

tj> — ' o
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Il est clair que ¢; € S(S’iE*). On pose alors :
!
e(h)i= [ oo (=3 tmd) R (.
t;>0 j=1

Au vu de la Proposition 23 on peut alors écrire pour tout C' € SJQFF* :

1

]g,F(f)(C) = / . exXp ( - Z tjmﬁ)fﬁngf,E (P(a)¢(3(t))) (C)dt
t;>

J j=1

B /t.>0 exp (— Z tjm?)]gﬂF (P(9)d(nwy ) (C)dt
= Ip r(9)(C)

Corollaire 3. On a :
I, F(S2E*) — F(S2F™),

et st G C F C E, le diagramme suivant est commutatif :

~ 2 ~
F(82E7) —"— F(S2F)
T
F(S2G7)

autrement dit on a :
D _ D D
]E,G = IF,G © IE,F

6 Renormalisation de l'intégrale de Feynman

6.1 L’algebre-cible End B

Soit 7 une théorie quantique des champs et soit I' un graphe connexe de la théorie 7. On
rappelle que Wr est l'espace des moments du graphe I', et £ = £(I"). Dans ce paragraphe, on
définit l'algebre cible B d’une maniére analogue au paragraphe §4.2. Soit .F(S’iE*) I’espace de

fonctions de type Feynman sur SiE*. On pose :
Vi = F(S2E"). (4.33)

Pour I' =Ty --- T, ou I'; est connexe pour j € {1---7} , on pose :

- ® W,
}

j€{17... 7T
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3= [ & (4.34)

I'eT

Tout @ € End B s’écrit comme une matrice bloc dont les coefficients sont de la forme suivante :
Zipp/ : ‘7F — ‘71—/\
On définit sur B un produit noté e par :

ar,ry ® ar,ry : Veyr, —> Vi

® 52 — ® 6ij}(§j)

Je{1,2} je{1,2}

Cette définition s’étend naturellement en un produit bilinéaire commutatif sur End B:

(ae b Jrr = g Qoo ® Ay
a/é/zr‘/

Pour quatre applications linéaires :

51 : VI‘1 — Vp/l; bl : Vp/l — Vplll,
52 . VF2 — Vpé; bg : Vp/2 — VF/Z/,

on a le résultat suivant qui est ’analogue de la proposition 20 :

Proposition 25.
(bl Oal) ° (b2 062) = (bl L] bg) 9] (61 .62).

On désigne par ¢ 'opposé du produit de composition dans End B. On définit alors un
produit de convolution % pour tout ¢, ) € L(Dr, End g) par :

e x P =0 RY)A, (4.35)

autrement dit, pour tous graphes spécifiés 7, I tels que ¥ C ' on a :
(exv)(I,7) = > ¥([/5,7/8)0¢(T,0). (4.36)

De la méme maniére que le paragraphe §4.3, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 18. Soit G 'ensemble des morphismes d’algébres unitaires : Dy — (End g, o).

Muni du produit %, [’ensemble G est un groupe.
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6.2 Intégrale de Feynman

Soient I', v et § trois graphes de Feynman tels que 6 €~ C I'; on pose :
E=EI),  F:i=&l/) et Gi=EN/y)=ET/3/v/d).
On a bien G C F C E. On définit 'intégrale de Feynman fg,y par :
j%),(s =10y :S(STE*) — S(STF),
cette expression est holomorphe en D, c¢’est-a-dire elle définit un opérateur :
Irs = (IP)pec : S(S2E) — O(C. (52 F)) (4.37)
Théoréme 19. Soit I', v et § trois graphes de Feynman tels que 6 C~v CT'. On a bien :
IR =150 IEs. (4.38)
Preuve. C’est un corollaire direct de la proposition 23. O

Soit F(S3E*) lespace de fonctions de type Feynman sur S E* et par f(SﬁE*) I'espace
de fonctions sur C x S? E*, méromorphes en la premiére variable, égales a IB’E(g) pour une
certaine fonction g € ]-"(SiE/*), ol E' est un espace vectoriel contenant E. L’intégrale de

Feynman TI?V est définie comme suit :
Ry =10, F(SE*) — F(S2F*)

et s’étend en une fonction méromorphe en D.
Théoréeme 20. Soit I', v et d trois graphes de Feynman tels que 6 C v CT'. On a bien :

IR =150 IL;. (4.39)
Preuve. C’est une conséquence directe de corollaire 3. O

Les régles de Feynman proprement dites sont définies pour U = E(resT") par :
TF,F((P(F» < f(g?l-U*>7

ou ¢(I') est I'intégrande défini par la formule (4.3), qui peut s’écrire encore comme étant une

fonction de Feynman sur SiU*, sous la forme :

e =[] 9o [] Gerw®Blee)) J] Gelp™Ble.e)). (4.40)
o(e)=e

veV(T) {e,o(e)},o(e)#e
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6.3 Décomposition de Birkhoff

Soit ¢ un élément du groupe G(k[z7', z]]) c’est-a-dire un caractére de Dy & valeurs dans
I’algébre commutative unitaire A := End B([z7, 2]]), ott I'on a étendu le produit commutatif

e & A par k[z~', 2]]-linéarité. On munit A du schéma minimal de renormalisation :
A=A_® A, (4.41)
on: A, =B[z] et A_:=z"'B[z7].
On note P la projection sur A_ parallélement a A, .

Théoréme 21.  1.Chaque caractere ¢ admet une unique décomposition de Birkhoff dans G :

o= 0, (4.42)

compatible avec le schéma de renormalisation choisi.

2. Les composantes ¢ et p_ sont données par des formules récursives suivantes. Pour tout

(T',%) de degré zéro, o_(T',7) = o (T,7) = o(T',7%) = Idg, et pour tout (I',7) homogéne

de degré n on pose :

- (0.7 = =P(o(0.7) + Y @(1/5,7/3) 0 o-(T5)) (1.43)
W?SQQT
(9 = U= P)(pT )+ Y o([/8.7/0)0p-(06)  (444)
«7/%37’

3. Les composantes @y et o_ sont deux caracteres, on appellera v, le caractére renormalisé

et w_ le caractére des contretermes.

Preuve. 1. L’existence de la décomposition de Birkhoff de ¢ est donnée par les formules
(4.43) et (4.44), qui vérifient bien p = ¢* ! % .. Montrons maintenant l'unicité, on

suppose que ¢ admet deux décompositions c-a-d :
I -l
=97 ¥ =9 %y

Donc on obtient 1’égalité suivante : o, % wjrl = p_xy_h
Comme pour tout (I',¥) € Dy on a :p x ' (T,7) € Ay et p_x¢~"(I',7) € A_. Alors :

prx Y = %yl = E,

et par suite : oy =Py et p_=1_.

D’oui I'unicité de la décomposition de Birkhoff.
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2. On se limite & montrer que ¢_ est un caractére. L’idée découle du fait que la projection
P vérifie I'egalité de Rota-Baxter (3.18). La preuve se fait par récurrence sur le degré du
graphe (I'T”,47). Pour (I'T',53') de degré zéro on a bien 1y, e 1y, =1y, .

Supposons que ¢_ (LI, 57) = ¢_(T,7) ® o_(I",7) pour tous (I',7), (I',7') € Dy tels
que : [(T,7)] + |(I",7')| < d — 1 et montrons I'égalité pour (I, 7),(I",7') € D7 tels que :
(0, 9)] + (T, 7)] = d. Soit ¢_(T',7) = =P(@(T, 7)), ot :

#(T,7) = o(T,7) + Z ©(T/6,7/8) o p_(T, ).

5C
3/6 €T
On a
o (CT,77) = —P(go(fl“'ﬂ")—i— 3 go(fff/gg’,w/&?)ogo_(fff,&?))
88’ vy

/
= —P[@(T,7) 0 @I, 7) + ¢ (T,9) 0 o(I",7) + ¢(T,5) 0 (I, 7)
)
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A partir des formules (4.43) et (4.44) nous avons donc donné le cadre algébrique expliquant
'approche de Smirnov 36, §8.2]. Pour finir, nous énongons cette définition qui nous permet de

donner un sens au intégrales de Feynman. O

Définition 35. Les régles de Feynman définissent un élément Ide G :

[:Dy — A (D,7) — I(D,7) := IP

7’y’

tel que : I=I*"x%1]

ot I_ est le caractere des contretermes et I est le caractére renormalisé évalué en D = d.
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Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons a la renormalisation de Connes et Kreimer dans le
contexe des algébres de Hopf de graphes de Feynman spécifiés. Nous construisons une structure
d’algébre de Hopf H sur 'espace des graphes de Feynman spécifiés d’une théorie quantique
des champs 7. Nous définissons encore un dédoublement 157 de la bigebre de graphes de
Feynman spécifiés, un produit de convolution % et un groupe de caractéres de cette algébre
de Hopf a valeurs dans une algébre commutative qui prend en compte la dépendance en les
moments extérieurs. Nous mettons en place alors la renormalisation décrite par A. Connes et
D. Kreimer et la décomposition de Birkhoff pour deux schémas de renormalisation : le schéma
minimal de renormalisation et le schéma de développement de Taylor.

Nous rappelons la définition des intégrales de Feynman associées a un graphe. Nous montrons
que ces intégrales sont holomorphes en une variable complexe D dans le cas des fonctions
de Schwartz, et qu’elles s’étendent en une fonction méromorphe dans le cas des fonctions de
types Feynman. Nous pouvons alors déterminer les parties finies de ces intégrales en utilisant
I’algorithme BPHZ aprés avoir appliquer la procédure de regularisation dimensionnelle.

Mots clé : Bigéebre, doudoublement de bigebre, algebre de Hopf', graphes de Feynman, produit
de Convolution, décomposition de Birkhoff, renormalisation, groupe de renormalisation, régles

de Feynman, regularisation dimensionnelle.
Abstract

In this thesis, we study the renormalization of Connes-Kreimer in the contex of specified
Feynman graphs Hopt algebra. We construct a Hopf algebra structure Hs on the space of
specified Feynman graphs of a quantum field theory 7. We define also a doubling procedure
for the bialgebra of specified Feynman graphs, a convolution product and a group of characters
of this Hopf algebra with values in some suitable commutative algebra taking momenta into
account. We then implement the renormalization described by A. Connes and D. Kreimer and
the Birkhoff decomposition for two renormalization schemes : the minimal subtraction scheme
and the Taylor expansion scheme.

We recall the definition of Feynman integrals associated with a graph. We prove that these
integrals are holomorphic in a complex variable D in the case oh Schwartz functions, and that
they extend in a meromorphic functions in the case of a Feynman type functions. Finally, we
determine the finite parts of Feynman integrals using the BPHZ algorithm after dimensional
regularization procedure.

Keywords : Bialgebra, doubling bialgebra, Hopt algebra, Feynman Graphs, convolution pro-
duct, Birkhoff decomposition, renormalization, renormalization group, Feynman rules, dimen-

sional regularization.
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