N

N

Analyse asymptotique de systemes hyperboliques
quasi-linéaires du premier ordre
Victor Wasiolek

» To cite this version:

Victor Wasiolek. Analyse asymptotique de systémes hyperboliques quasi-linéaires du premier ordre.
Mathématiques générales [math.GM]. Université Blaise Pascal - Clermont-Ferrand 11, 2015. Frangais.
NNT: 2015CLF22577 . tel-01247344

HAL Id: tel-01247344
https://theses.hal.science/tel-01247344
Submitted on 16 Feb 2016

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01247344
https://hal.archives-ouvertes.fr

N° D.U. : 2577

UNIVERSITE BLAISE PASCAL
U.F.R. Sciences et Technologies

ECOLE DOCTORALE DES SCIENCES FONDAMENTALES
N° 825

THESE

Présentée pour obtenir le grade de

DOCTEUR D’UNIVERSITE
Spécialité : Mathématiques appliquées

Par : Victor WASIOLEK

Analyse Asymptotique de Systemes Hyperboliques
Quasi-Linéaires du Premier Ordre

Apres avis de :

M. Jean-Francois Coulombel Université de Nantes Rapporteur

M. Olivier Gues Université de Aix-Marseille Rapporteur

Soutenue publiquement le 29/05/2015, devant la commission d’examen composée de :

Président : M. Francois Bouchut Université Paris-Est, Marne-la-Vallée
Examinateurs :

M. Youcef Amirat Université de Clermont-Ferrand

M. Jean-Francois Coulombel Université de Nantes

M. Olivier Gues Université de Aix-Marseille

M. Nicolas Seguin Université Pierre et Marie Curie

M. Yue-Jun Peng Université Blaise Pascal Directeur de these






A ma famille






SIGNALEMENT

Analyse Asymptotique de Systemes Hyperboliques
Quasi-Linéaires du Premier Ordre

Résumé : Les systemes hyperboliques interviennent dans de nombreuses branches
des sciences : théorie cinétique, mécanique des fluides non visqueux, magnéto hydrodyna-
mique, dynamique des gaz non visqueux, trafic routier, flux d’une riviere ou d’'un glacier,
processus de sédimentation, processus d’échanges chimiques, etc.. Et souvent, les systemes
qui régissent ces évenements font intervenir des petits parametres, dont I’étude asympto-
tique permet d’envisager des simplifications mathématiques et/ou informatiques notoires.
L’existence locale et 1'existence globale de solutions, uniformément par rapport a ces pa-
rametres, sont des questions fondamentales. Cette thése regroupe a la fois des résultats
généraux sur l'existence locale uniforme de solutions pour des systeémes hyperboliques
quasi-linéaires du premier ordre; et sur 'existence globale uniforme de solutions autour
d’un équilibre constant pour ces mémes systémes. Le cas du systeme d’Euler-Maxwell ne
satisfaisant pas les conditions requises pour 'existence uniforme globale, nous le traitons

a part.

Mots-Clés : systeme hyperbolique quasi-linéaire du premier ordre, existence locale uni-

forme, existence globale uniforme, étude asymptotique



SIGNALEMENT

Asymptotic Analysis of First-Order Quasilinear Hyperbolic
Systems

Abstract : Hyperbolic systems arise in a large field of sciences : kinetic theory, inviscid
reactive flow, magnetohydrodynamics, inviscid gas dynamics, traffic flow, river or glacier
flow, sedimentation processes, chemical exchange processes, etc.. In these kind of systems,
small paramaters often appear, and an asymptotic study may lead to mathematical or
computational simplifications. One fundamental problem that we may work on is local and
global existence of solutions for these systems, uniformly with respect to these parameters.
This Ph.D. thesis includes, on one hand, general results on uniform local existence of
solutions for first order quasi-linear hyperbolic systems ; and on the other hand, results on
uniform global existence of solutions near constant equilibriums for these same systems.
In the case of Euler-Maxwell systems, required conditions are not fulfilled for uniform

global existence, then we treat it separately.

Keywords : first-order quasilinear hyperbolic system, uniform local existence, uniform

global existence, asymptotic analysis
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inconnues génériques d’un systeme d’E.D.P.

inconnue générique d'un systeme d’E.D.P., ou vitesse d’un fluide
vitesse d’un fluide apres changement de variables

densité d’un fluide avant/apres changement de variables
pression

enthalpie

champ électrique, avant/apres changement de variables

champ magnétique, avant/apres changement de variables
potentiel électrique

petit parametre générique, destiné a tendre vers 0
petit parametre, inverse de la vitesse de la lumiere
petit parametre, temps de relaxation

entier, dimension de ’espace

entier, nombre d’équations dans un systeme générique d’E.D.P.
entier fixé, 0 <r </

entier fixé ; généralement m > 2

entier fixé, 1ié a la régularité des fonctions; généralement s > d/2 + 1

multi-indices génériques
entiers génériques

espace d’état, dans lequel vit I'inconnue

espace générique inclus dans €

tore unité en dimension d, sphere unité en dimension d

espaces de fonctions bornées, intégrables

espaces de Sobolev

espaces de fonctions continues, de classe C!, infiniment dérivables

fonctionnelles décrivant le terme source dans un systeme d’E.D.P.
vecteurs génériques

variables temporelles avant/apres changement de variables
variable spatiale

fonction exponentielle

constantes génériques

constante utilisée dans l'inégalité de Young : 2ab < da? + %bQ
constantes fixes

condition initiale sur la fonction X

suite (X(), Xl, XQ, )

transposée de la matrice ou du vecteur X
adjoint de la matrice ou du vecteur X

produit scalaire dans L?(.) des fonctions X et Y’
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Introduction générale

Cette these se compose de travaux théoriques concernant 'existence uniforme locale
et globale de solutions pour des systemes hyperboliques non linéaires du premier ordre.
Plus précisément, les premiers résultats concernent une classe générale d’équations aux

dérivées partielles hyperboliques (EDPH) : les systémes hyperboliques symétrisables.

Le systeme d’Euler-Maxwell mono-fluide est un cas particulier de ces systemes, et
intervient dans la modélisation de plasmas, fluides composés d’ions de charge o, et
d’électrons de charge ¢... = —1. Nous devons le traiter a part dans I’étude de ’existence

globale uniforme.

Nous nous plagons donc, de maniere générale, en dimension d € N*, en notant z =
(71, ...,74) € R? la variable position, et ¢ > 0 la variable temporelle. Les notations utilisées

fi g1
sont, pour deux fonctions vectorielles f = | : | et g =

Ja 9d

d d
diV(f) :Zaxjfj7 f®g: (figj)lgi,jgdv (f'v)g:ijaxjg-
j=1 Jj=1

De plus, lorsque d = 3, on note

ax2f3—ax3f2 f293 — f392
rot(f) = | Opf1—Op fs |, et INg=1 fsg1 — fig3
al"lfQ_a:EQfl f1gz—f2g1

Pour une fonction scalaire f, on note

O, f
Vf= :
Oy f
Il convient maintenant de décrire précisément ce que sont le systeme d’Euler-Maxwell et

les systemes hyperboliques symétrisables.
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 Le systeme d’Euler-Maxwell mono-fluide peut se décrire comme suit (voir également
[11], [52] ou [53]).

Notons dans un premier temps v > 0 I'inverse de la vitesse de la lumiere, et 7 > 0 le
temps de relaxation. Notons également n(z,t), v(z,t), E(x,t), B(z,t) respectivement la
densité des électrons, la vitesse des électrons, le champ électrique et le champ magnétique
a la position x et a U'instant t. Alors, si les ions sont supposés immobiles, de charge
Gion = +1, et de densité b(x) indépendante du temps (on parle alors de systeme mono-
fluide), les équations qui régissent ces quatre variables sont, d’une part, les équations de
la mécanique des fluides appliquées aux électrons (systeme d’Euler : conservation de la
masse, et conservation de la quantité de mouvement), et, d’autre part, les équations de

I'électro-magnétisme (systéeme de Maxwell). On peut les exprimer de la fagon suivante :

o + div(nv) = 0,
d¢(nv) + div(nv ® v) + Vp(n) = —n(E + yv A B) — %

oE — = rot(B) = nv, div(E) =b(z) —n,
Y

1
0B+ —rot(E) =0, div(B) =0,
Y

ou p(n) représente la pression du fluide, supposée strictement croissante sur |0, +oo[.

Ce systeme, lorsque n > 0 (ce que la cohérence physique suggere), peut se réecrire

o + div(nv) =0,
O+ (v.V)v + Vhin) = ~(E +70 A B) = =,

(1) OFE — irot(B) =nv, div(F)=b(z)—n,

1
0B+ —rot(E) =0, div(B) =0,
Y

ou h(n) représente 1’enthalpie, définie par

(2) h(n) = /1n pl(y)dy.

Y

Puisque p est strictement croissante sur 0, 4+o00], h aussi.

x Les systéemes hyperboliques symétrisables sont définis comme suit.

Définition 0.1. Soit | € N* et (z,t) — U(x,t) une fonction vectorielle a valeurs dans
Q) C R’ Donnons-nous d fonctions matricielles A;(.), de taille [ x [, définies sur (2, et une

fonction vectorielle Q(.) également définie sur €. Alors le systéme suivant, d’inconnue U :

(3) o,U + fj A (U0, U = QU),

est dit hyperbolique symétrisable lorsqu’il existe une fonction matricielle Ay(.), appelée

14



symétriseur, telle que, pour tout U € 2 :
(i) Ap(U)C.C > Colcl?, pour tout ¢ € B,
(i) A;(U) =] Ag(U)A;(U) est symétrique pour tout j € {1,...,d},

“won

ott Cy > 0 est une constante, ot “.” est le produit scalaire classique de R!, et ot |.| est la

norme Euclidienne classique de R'.

Les systemes hyperboliques symétrisables sont, en particulier, hyperboliques (c’est-
d

a-dire que la matrice ZCjAj(U) est diagonalisable sur R pour tout ¢ = ((i,...,{4) €
j=1
S471). Le systeme d’Euler-Maxwell mono-fluide est un exemple de systéme hyperbolique
symétrisable, avec
v; nef 0 0
h’(n)ej UjIg 0 0
0 0 0 J;
0 0 J7 0

) A](U) = ) ] € {172a3}a

& 3

ol e; désigne le j-éme vecteur de la base canonique de R?, ou I est la matrice identité
de taille 3 x 3, ou

0 0O 01 0 -1 0
J = -1, Jo= O 00}, Jds=11 0 0},
1 0 -1 0 0 0O 0 O
et avec

n~t 0 0
R (n)~* 0
0 I 0
0 0 I

Notons que pour un systeme hyperbolique symétrisable donné, le symétriseur n’est pas
unique. Lorsque les matrices A; sont constantes pour tout j € {1,...,d}, on parle de
systemes hyperboliques semi-linéaires.

Intéressons-nous maintenant aux parametres v et 7, intervenant dans le systeme d’Euler-
Maxwell. La constante v étant 'inverse de la vitesse de la lumiere, il arrive trés souvent
que ce parametre soit tres petit par rapport aux autres données du probleme, et il pourrait
étre judicieux de simplifier le probléeme en considérant que ce parametre tend vers 0. On
parle de limite non relativiste (nonrelativistic limit). De méme, le temps de relaxation 7
est parfois trés court, et il peut étre judicieux de considérer que ce parametre tends vers
0. On parle alors de limite a relaxation nulle (zero-relazation limit).

Ces deux parametres peuvent étre choisis indépendamment, et nous pouvons étudier
chacune des deux limites séparément. Cependant le passage a la limite est loin d’étre
trivial. Imaginons, par exemple, que nous parvenions a montrer ’existence locale d’une

solution au systéme (1) sur un temps [0, 7], 7% > 0, alors ce temps d’existence T, dépend
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des deux constantes v et 7, et il est tout a fait possible que
T.,— 0 et/ou T,— 0.
v—0 T—0

Ce probleme n’est pas inhérent au systeme d’Euler-Maxwell, et peut se généraliser aux
systemes hyperboliques symétrisables. Nous étudierons donc, par exemple, des systemes
hyperboliques symétrisables du type
(4) oU + iAj(U)aij = Qi’U),
j=1
ou £ > 0 est un petit parametre destiné a tendre vers 0. Ce systeme est une généralisation
du cas de la constante 7 dans le systeme (1). On le voit intervenir dans plusieurs domaines
de la science : mécanique des fluides, dynamique des gaz, optique, etc..

Ainsi, tout au long de ce travail, nous nous intéressons a ’étude de systemes dépendant
d’un petit parametre, souvent présents dans des modeles issus des sciences (physique, bio-
logie, chimie, géologie, volcanologie, etc.), le but étant, a terme, de considérer ce parametre
nul en vue de simplifications : simplification du systeéme initial, mais aussi simplification
des calculs numériques. Ces études permettent également le calcul rapide de solutions
approchées. Ce mémoire se divise en trois majeures parties, qui sont autant de travaux
menés a terme durant cette these. Ces résultats suivent 'ordre logique, et chronologique,

de 'avancement de mes recherches.

1. La premiere partie traite de résultats théoriques sur l’existence locale de solutions
pour un systeme hyperbolique symétrisable dépendant d’un petit parametre. Lorsque
le parametre est fixe (systeme (3)), l'existence locale de solutions est prouvée depuis
1975 par Kato (cf. [27]). Quant a l'existence locale uniformément par rapport a une
constante ¢ > 0, divers travaux ont déja abouti, tant sur les systemes hyperboliques
symétrisables en général (systeme (4), cf. [68, 69, 70, 71, 32]) que sur le systéme d’Euler-
Maxwell mono-fluide (systeme (1), cf. [19]). Cependant les résultats généraux sur les
systemes hyperboliques symétrisables n’incluaient pas la totalité des exemples connus,
notamment le cas du systeme d’Euler, et le cas du systeme d’Euler-Maxwell mono-fluide.
Mon premier but fut donc de généraliser les résultats obtenus dans [68, 69, 70, 71, 32]
pour inclure, entre autres, le résultat obtenu dans [19]. Ainsi nous aurions un résultat plus
général, incluant de maniere non exhaustive les premiers résultats, ainsi que le résultat
sur le systeme d’Euler-Maxwell. Ce résultat fit I'objet d’un article intitulé Parabolic limit

with differential constraints of first-order quasilinear hyperbolic systems, a paraitre (cf.
[54])-

2. La deuxieme partie traite de résultats théoriques sur I'existence globale de solutions
pour un systeme de type (4), avec un terme source () indépendant de . Lorsque le
parametre est fixe (systeme (3)), lexistence globale de solutions autour d’un équilibre
constant a été démontré par Hanouzet et Natalini en dimension 1 dans [20], puis en

dimension quelconque par Yong dans [72]. Il s’agit de reprendre les calculs en tenant
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compte du parametre £, comme 'ont fait Coulombel, Goudon et Lin dans [13, 35] pour
le systeme d’Euler, ainsi que Beauchard et Zuazua dans [3] pour un cas particulier de
systeme hyperbolique symétrisable. Ces travaux ont permis de confirmer, sous certaines
hypotheses plus larges que [3], 'existence globale de ce type de systémes uniformément
par rapport a €. Ce résultat a fait 'objet d’un article récemment soumis, intitulé Uniform
global existence and parabolic limit for partially dissipative hyperbolic systems (cf. [55]).
Cependant, les hypotheéses excluent le cas du systeme (1), j’ai donc décidé ensuite de

traiter ce cas.

3. La troisieme partie décrit deux résultats d’existence globale pour (1), uniformément
par rapport aux constantes 7y et 7, respectivement. Ces deux résultats permettent ensuite
de prouver la convergence vers deux systemes limites, un pour chaque étude. Ils font
I’objet d’un article récemment soumis, intitulé Uniform global existence and convergence
of Euler-Mazwell systems with small parameters (cf. [66]). Un résultat d’existence locale
uniforme avait déja été démontré, cf. [19, 53] ; ainsi qu'un résultat d’existence globale sans

prise en compte des parametres, cf. [53].

Voyons maintenant en détails les résultats principaux démontrés dans chaque partie.

Les notations utilisées dans ceux-ci sont les suivantes :

* Pour simplifier, nous notons H*, L% L> et WP1P2 les espaces H*(K?), L?(K?),
L>®(K9) et WPrr2(K9), respectivement, avec K = T = R/Z (tore unité) dans le
chapitre 1, K = R dans le chapitre 2, et K =R ou T dans le chapitre 3. De méme,
les normes ||.|| grsxay, ||-||2akays ||-|oee ey et || [lweirz ey, sont abrégées en |||, |||,

|-llso €t ||y po» Tespectivement. Le produit scalaire dans L?(K?) est noté (., .).

* Pour un multi-indice a = (a, ..., ag) € N, nous notons

olal

0% = ———F—%
a1 aq
Oxi"...0zy

avec |a| =a; + ... + ag.

Résultats de la premiere partie : Existence locale uniforme de
solutions pour les systemes hyperboliques symétrisables.

Cette premiere partie traite de systemes hyperboliques non linéaires de taille [ € N*,

de la forme

) oU + 1> 4,0, U = U5

ot U € R! est I'inconnue, (g,U) — Q(g,U) € Rl et U — A;(U) € R™! sont des fonctions

données, et € > 0 est le petit parametre destiné a tendre vers zéro.
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Les conditions initiales peuvent dépendre de ce parametre :
(6) U(z,0) =U(z,e),

et le terme source ) est tel que

(7) Q0,U) =

q(U)

ou q : ) — R" est une fonction réguliere, 1 < r <[, et

(8) qU) =0 <~ (v =0, et d,q(u, 0) est inversible pour tout u € Rl_r> ,

oulU = ,u € RI7" v € R". Le choix de ce cadre est expliqué dans I'introduction du

chapitre 1. Nous introduisons également des hypotheses, notées (H1.1), ..., (H1.6), dans

le but de démontrer le résultat suivant :
Théoréme 1.1.

Soit U® la solution exacte de (5)-(6), définie sur l'intervalle de temps mazimal [0,T%).
Soit s > d/2 + 1 un entier. Soit m > 2 un entier fixé, et soit UE, une solution approchée
de (5)-(6), définie sur[0,T,,] avec T,, > 0 indépendant de . Supposons que les hypothéses
(H1.1) a (H1.6) et (7)-(8) soient vérifiées. Alors il existe e > 0 tel que, pour tout
e € (0,e0], nous ayons T. > T,,, et

sup [[US(t) — U, ()[ls < ce™.
0<t<Tpm
De plus,
Tm
[ 0 o o) dt < e,
0

Ici, ¢ désigne une constante générique indépendante de €.

Notons que m = 2 suffit & démontrer 'existence locale uniforme par rapport au para-
metre (1. > T5), mais le fait de prouver le théoréme pour tout m > 2 permet également
d’avoir une solution approchée a €™ pres.

Ce résultat a fait 'objet d’un article récemment accepté pour publication (cf. [51]). La
logique de cette partie suit celle de 'article dont elle est tirée.

Nous commencerons par introduire différents exemples concrets ou peut intervenir ce
genre de systemes : deux exemples de systemes semi-linéaires, puis le systeme d’Euler avec
relaxation et le systéeme d’Euler-Maxwell avec relaxation.

Nous rappellerons ensuite les différentes études qu’ont menées Kato (cf. [27]) dans
le cadre de l'existence locale de solutions pour un tel systéme, puis celles de Yong et
Lattanzio (cf. [32]) dans le cadre de leur étude asymptotique. Nous verrons les limites de
leurs études grace aux exemples cités, puis nous expliquerons I'intérét de notre étude dans

le but de pallier ces limites.
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Nous prouverons alors le théoréme 1.1 par une étude formelle puis exacte d’une solution
approchée, a laquelle nous ferons suivre une méthode classique d’estimation d’énergie.
Cette méthode nous donne a la fois la forme du systéme limite et le degré de convergence
de la solution approchée, que nous construirons de maniere inductive par la résolution
d’un systeme parabolique non linéaire de taille [ —r, r > 0 (avec contraintes selon les cas),
puis par la résolution de systémes paraboliques linéaires de taille [ — r (avec contraintes

selon les cas).

Nous discuterons un peu plus longuement du cas avec contraintes, qui a notre connais-

sance ne connait pas de méthode de résolution systématique.

Résultats de la deuxieme partie : Existence globale uniforme de
solutions pour les systemes hyperboliques symétrisables.

La deuxieme partie traite de systemes hyperboliques non linéaires de taille [ € N*,
sous la forme non conservative
Q)

d
(9) U+ > A;(U)0,,U = _

=1
ot U € R! est I'inconnue, U — Q(U) € Rl et U — A;(U) € R™ sont des fonctions
données, et ¢ > 0 est le petit parametre destiné a tendre vers zéro.

Notre but est de montrer I'existence globale d'une solution de (9) autour d'un équilibre

constant U,, uniformément par rapport a €. Les conditions initiales seront

(10) U0,2) =U(x), zeR%

Plus précisément, nous supposons comme en premiere partie que Q(U) = o | nous

effectuons le changement de variable U = — V= () ], puis nous intro-
v q(u,v

duisons des hypotheéses notées (H2.1), ..., (H2.5), ainsi que la condition de Shizuta-

Kawashima, notée (SK), dans le but de démontrer le résultat suivant :
Théoreme 2.1.

Soit s > d/2 + 1 un entier, et soit U € U, + H®. Supposons satisfaites les hypothéses
(H2.1) o (H2.5) et (SK). Il existe deux constantes wy > 0 et ¢c; > 0, indépendantes de
g, telles que, si ||[U—U,|s < w1, alors pour tout € € (0, 1], le probléme de Cauchy (9)-(10)

admet une unique solution globale U*, satisfaisant

Us — U, € C(R*; HY),
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et, pour toutt > 0,
t /1 _
1U5(6) = el + [ (Sllatus (@), o @DIE + el Vur(E) 2y ) dt' < al[T = Ui

Nous rappelons ensuite, tout comme dans la premiere partie, les différents résultats
obtenus par Hanouzet, Natalini, Yong, Beauchard, Zuazua, Coulombel, Goudon, etc. pour

aboutir aux limites de ces résultats, et donc aux motivations de larticle [55].

Nous prouvons alors le théoreme 2.1 par des estimations d’énergie, faisant intervenir,
tout comme dans les articles de Yong, Beauchard et Zuazua, transformations de Fourier
et condition de Shizuta-Kawashima (SK). Cette derniére peut prendre plusieurs formes
légerement différentes, nous 'utilisons telle que décrite dans [72] (pour les autres formes,

voir [59, 61, 20, 3]) :

Le noyau du Jacobien dyQ(U,), Ker(0yQ(U,)),

d
(SK) ne contient aucun vecteur propre de la matrice Y (;A4;(U.),
j=1

quel que soit ¢ = ((y, ..., () € 841 (la sphere unité de RY).

Nous nous intéressons ensuite a I’éventuel systéme limite qui en découle, et prouvons,
apres un changement de variables temporelles, la convergence de ces systemes vers des
systeémes paraboliques non linéaires d’ordre deux. Plus précisément, nous démontrons les

trois résultats suivants :
Théoréme 2.2.

Supposons les hypothéses du théoréeme 2.1 vérifices. Alors pour tout T > 0 et tout
s1 €[0,s), lorsque € — 0, on a

us — ue — Ug — Ue, faiblement-x dans L>°(R*; H®),
u® — ug, uniformément dans C ([0,7]; H.) ,
q(uf,v?) — 0, fortement dans L*(R*; H®),

ot ug est l'unique solution du probleme linéaire

d
Oyuo + Y A (ug, 0)0y,u9 =0, >0, xR,

J=1

up(0, ) = u(x),
et ou A;(V) = A;(U).

Nous introduisons ensuite deux hypotheses un peu plus fortes, (H2.6) et (H2.7), dans

le but de démontrer :
Théoréme 2.3.

Supposons les hypothéses du théoréme 2.1 vérifiées, ainsi que (H2.6) et (H2.7).
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Alors, si l’'on note

- - - 1 - -
pit ) = w (/e x), N 2) = ~q (u(f/e,2),0%(F/e, ),
€
lorsque € — 0, la suite (U, A°)eso converge dans le sens suivant :

UE — Ue — pig — U, faiblement-x dans L®°(RT; H®),
A — )\, faiblement dans L*(RT; H?),

et pour tout T > 0 et tout s € [0, s),
W1 — po, uniformément dans C ([0, 7T]; H}L) ,

ot iy est la solution globale du probleme suivant :

d
" Dito + D [ AP (110,00s, |[9uq(110, ve)] ™ AT (110,000, o)
i,j=1

o anill(:um O) [avq(lu()? Ue)]il "431 (,UO; O>aﬂﬁ],u08xz,u0] = 07

avec condition initiale

(12) po(0, ) = u(x),

et o g est donné par

d
(13) Ao = [Bua(pi0, ve)] ™ D7 AT (110, 0) s, 0.

j=1

Théoréme 2.4.

Supposons les hypothéses du théoreme 2.3 vérifiées. Il existe deux constantes wy > 0
et co > 0 telles que, si || — ue||s < wa, alors le probléme de Cauchy (11)-(12) admet une
unique solution pg satisfaisant pg — u. € C(RT; H®) et Vo € L*(RY; H®). De plus, pour
tout t > 0,

t
l110(2, ) —ue||§+/0 IVpo(t', )2 dt” < ealla — uell.

Enfin, nous parlerons du cas particulier de I'existence globale lorsque le parametre

est fixé. Plus précisément, nous prouverons le résultat suivant :
Théoreme 2.5.

Soit s > d/2+1 un entier, et e = 1. Supposons U—U, € H*, et les hypothéses (H2.1)-
(H2.2)-(SK) vérifiées. Il existe une constante ws > 0 telle que, si||U—U.||s < w3, alors
le probléme de Cauchy associé au systéme (9) avec condition initiale U admet une unique
solution globale Uy vérifiant Uy—U, € C(R*; H®), d supposer que nous ayons une des deux

conditions suivantes :

21



(i) (H2.4)-(H2.5),
(i) d > 3.

Nous donnerons également des exemples ou ces théoremes peuvent s’appliquer.

Tous ces résultats ont fait 'objet d’un article récemment soumis (cf. [55]). La logique

de cette partie suit également celle de 'article dont elle est tirée.

Résultats de la troisieme partie : Existence globale uniforme de
solutions pour le systeme d’Euler-Maxwell.

La troisi¢éme partie traite du systéme (1) avec conditions initiales (7,7, E, B) dépen-
dants de 7 ou 7. En particulier, d = 3. La densité des ions b(x) est supposée constante

égale a 1. Le systeme considéré est donc le suivant :

On + div(nv) = 0,
o+ (v.V)v+ Vh(n) = —(E+~vyvAB) — %

14 1
(14) OE — ;rot(B) =nv, div(E)=1-—n,

1
0B+ —rot(E) =0, div(B)=0.
Y
Et les conditions initiales sont :
(15) (n,v, E,B)(t=0) = (ﬁa,ﬁe,FE,Ee),

avec € = 7 et ¢ = v dans I’étude de la relaxation nulle et dans I’étude non relativiste,

repectivement.

Puisque le systéeme (14) ne satisfait pas les conditions données dans le chapitre 2,

notamment (SK), nous devons traiter le cas a part.

Notre but est alors de montrer I'existence globale d'une solution, autour d'un équi-
libre constant, uniformément par rapport a chacune des constantes 7 et . Les résultats

démontrés sont les suivants :
Théoréme 3.1.

Soit v =1, et soit s > 3 un entier. Il existe trois constantes 19 > 0, wy > 0 et ¢y > 0,

indépendantes de T et du temps, telles que pour tout T € (0,7], si
7" = s+ 77 + I1E" s + 1 B" = Bells < wa,

alors le probléme périodique (14)-(15) admet une unique solution globale (n™,v™, E™, BT),
satisfaisant
n” — 1,07, E7, B" — B, € C(R"; H°).
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De plus, on a

In7(8) = 112+ o O + [ E7OI2 + 1B7(6) = B
trl
[ @2 + @) - 112 ar

<o (J7" =12+ 112+ IET 2+ 1B - B.JZ), ve>o0.

Théoréme 3.2.

Soit (n7,v", E7, BT) la solution donnée par le théoréme 3.1. On définit une suite en

temps lent par )
- v” t
o i) = (0, S ) (L)
T T
Supposons qu’il existe iy indépendant de T satisfaisant, lorsque T — 0,

n —1—ng—1, faiblement dans H".

Alors il existe des fonctions py — 1, Fy, Zg — B, € L™(R™; H®) et vy € L* (RT; H®) telles

que, lorsque T — 0, on ait
(p" = 1,F",Z" — B,) — (po— 1, Fy, Zy — B.), faiblement- dans [LOO(Rﬂ HS)}B,

VT — 1y, faiblement dans L*(R*; H*),

De plus, pour tout T > 0 et tout s; € [0,5s), on a, lorsque T — 0,
p" — po, uniformément dans C ([0,7]; H*'),

et (po, o) est lunique solution globale du systéme de dérive-diffusion suivant :

{ Oepo — div [po (Vh(po) — Vipo)] = 0,
— Apg =1~ po,

avec condition initiale

Notons que @q est unique a une constante additive prés. De plus,

Zoy=cst., Fy=—-Veo, vo=—V[h(po)— ¢o].

Théoréme 3.3.

SoitT =1, et s > 3 un entier. Il existe deux constantes ws > 0 et c5 > 0, indépendantes

de v et du temps, telles que pour tout v € (0, 1], si

7" = 1l + 1[0 ls + I[E7||s + 1B = Bells < ws,
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alors le probléeme périodique (14)-(15) admet une unique solution globale (n?,v", EY, BY)
satisfaisant
n’ — 1,07, E",B" — B, € C(R"; H?).

De plus, on a
In7(8) = LI + [ @I + IEYONF + 1B7(t) — Bellz
t
[ o @2+ () = 12 a

< (In7 = 12+ 012 + IE"|2 +1B” = Bll?) . vt =o0.

Théoréme 3.4.

Soit (n7,vY, E7, BY) la solution globale donnée par le théoréme 3.3. Supposons qu’il

existe gy et Uy indépendants de v satisfaisant, lorsque v — 0,
(" — 1,77) = (g — 1,Tp), faiblement dans (H*®)>.

Alors il existe des fonctions ng — 1, vy, Ey, By — B. € L®(R™T; H®) telles que, lorsque

v — 0, nous ayons
4
(n"=1,0", E", B'=B,) = (no—1,v0, By, Bo—B), faiblement-+ dans [L*°(R*; H*)| .
De plus, pour tout T > 0 et tout s; € [0, s), nous avons, lorsque v — 0,
(n?,v7) = (ng,v0), fortement dans [C ([0,T]; H*)]?,
et (ng, vo, o) est lunique solution globale du systéme d’Euler-Poisson suivant :

&mo + diV(n(ﬂ}()) = O7
aﬂ)() + (Uo.V)UO + Vh(TL()) = VQOO — Vo,
- ASOO =1~ no,

avec conditions initiales

(no, Uo)(t = 0) = (ﬁo,@o).

Notons que @ est unique a une constante additive pres. De plus, nous avons

le(B()) = 0,
E() = —VQO() et
I‘Ot(Bo) = —NoVyg.
Ces résultats font 'objet d'un article récemment soumis (cf. [60]). La logique de ce

chapitre suit également celle de 'article dont il est tiré.
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‘Premiere partie

Existence locale uniforme de
solutions pour les systemes

hyperboliques symétrisables
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INTRODUCTION

Nous traiterons dans cette partie de systemes hyperboliques quasi-linéaires du premier
ordre, avec terme source, de la forme (5), avec les conditions initiales (6). Ce systéme peut
se déduire de (4) par un changement de variable temporelle et <> ¢t. Comme décrit en
introduction, U : R x R? — Q C R est I'inconnue, avec x = (21, ..., 2q), € € (0,1] est un
petit parametre, et Q : [0,1] x Q — R! est une fonction vectorielle réguliere. L’espace {2
est appelé espace d’état, et les matrices A; (j € {1,...,d}), de taille [ x [, sont des fonctions
régulieres définies sur €2. On suppose que (5) est hyperbolique symétrisable, avec Ag(U)
comme symétriseur. En général, le terme source () ne dépend que de U. Le fait qu’il puisse

aussi dépendre de e permet d’inclure le cas du systeéme (1) (cf. paragraphe 1.1.2).

Dans (5), la variable ¢ doit étre vue comme un temps court, lié au temps usuel ¢’ défini
par t = et’. Ainsi (5) est équivalent a (4), qui est une forme tres générale de systeme
hyperbolique quasi-linéaire du premier ordre avec relaxation dans le terme source. Ce
type de systeme fut étudié par de nombreux auteurs dans le cas ou () ne dépend que de
U. Sous certaines conditions, appelées conditions de stabilité, le systeme limite, associé a
(4) lorsque € — 0, est de type hyperbolique. Voir [67, 37, 12, 24, 16, 69, 58, 70] (et leurs

références) pour des résultats mathématiques et des exemples physiques de (4).

Le but de cette premiere partie est d’étudier la limite de solutions locales régulieres
de (5)-(6) lorsque € — 0. Nous considérons le probléme sur le tore unité T?. La condition

initiale U est supposée réguliére et périodique en espace.

La plupart du temps, le terme source est de la forme (ou, par une transformation
linéaire, peut étre ramené a la forme) (7). Nous garderons cette hypothése durant toute

cette partie.

La partition (I—r,r) étant utilisée a répétition, nous notons selon cette méme partition

U:

u
], weRC" v eR,
v

et de maniere générale, nous décomposons selon cette partition un vecteur X € R! et une
X } [ ML 2

matrice M de taille [ X [ en { 1 e

] , respectivement.
Dans le but d’obtenir le résultat souhaité, nous devons de plus supposer (8). Cette
hypothese est vérifiée dans tous les exemples donnés dans le paragraphe 1.1.2.

Lorsque € — 0, le systéme limite de (5) fut étudié dans [10, 39, 12] pour des modeles
spécifiques. Dans [7] ont également été étudiées des approximations de systémes parabo-
liques par des modeles BGK (Bhatnagar-Gross-Krook) diffusifs. Contrairement au cas de

(3), en général le systeme limite de (5) est de type parabolique.

Dans [32], Lattanzio et Yong ont considéré le cas d’un systeme hyperbolique symétri-
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sable du premier ordre de la forme

1 G
j=1

j=1

avec les conditions initiales régulieres et périodiques décrites dans (6). Sous certaines
conditions de stabilité, ils ont prouvé la convergence de ce systeme vers un systéme de
type parabolique, sur un intervalle de temps indépendant de . Dans leur cas, les singu-
larités proviennent des termes Q(U)/e? et A;(eU)/e, il n’y a pas de difficulté & traiter
le cas de A;(U). L’avantage est que le terme 8, A;(cU) est toujours un terme d’ordre
O(e), propriété tres utile lors des estimations d’énergie d’ordre supérieur a 1, permettant
d’utiliser des inégalités de type Moser (cf. [28, 38]).

D’autre part, lorsque les matrices A; sont constantes et les flj nulles (j € {1,...,d}), le
systéme (1.1) devient semi-linéaire, et fut déja étudié dans [12] dans le cas de la dimension
1. Le résultat de [12] peut par exemple étre appliqué aux équations des ondes linéaires
avec conduction de chaleur (linear wave equation of heat conduction) et au modele discret
A deux vitesses généralisé (generalized discrete two-velocity model). Ecrivons alors (1.1)

comme suit :

1 d d _
oU + . A (0)0,,U + > |A;(U) +
j=1

J=1

A;(eU) = 44(0)

QW)

e2

0,,U =

Puisque [A;(eU) — A;(0)] /e est d’ordre O(1), (1.1) apparait essentiellement comme une
extension du probleme semi-linéaire en dimension supérieure. En outre, nous verrons que le
résultat de [32] n’est pas applicable sur au moins deux exemples de systémes hyperboliques
quasi-linéaires, décrits dans le paragraphe 1.1.2.

Dans cette partie, nous étudions donc la limite, lorsque ¢ — 0, du systeme quasi-
linéaire de forme générale (5). Nous proposons des conditions de stabilité, satisfaites a la
fois par les exemples semi-linéaires et par les exemples quasi-linéaires mentionnés ci-dessus.
Tout comme dans les précédents travaux sur ce sujet, nous construisons une solution
approchée grace a un développement asymptotique de séries formelles, avec correction
de couches initiales. La nouveauté provient du fait que les équations limites permettant
de construire cette solution approchée sont généralement accompagnées de contraintes
différentielles.

A notre connaissance, il n’existe pas de résultat général concernant l’existence d’une
solution locale réguliére pour ce type de systémes, méme dans le cas ou (5) est semi-
linéaire. La recherche d’un tel résultat est un peu éloigné du but de nos recherches, et serait
sujette a de plus amples investigations. Nous donnons dans cette partie des conditions
(suffisantes) pour que ces sytémes soient paraboliques et sans contrainte différentielle.

Nous justifions ensuite, dans le cas ou la solution approchée existe, que ce développe-
ment asymptotique est rigoureux sur un temps indépendant de . Les applications d'un
tel résultat incluent les systémes quasi-linéaires d’Euler et Euler-Maxwell, présentés en

(1.20) et (1), respectivement. Pour ce dernier, il y a effectivement des contraintes différen-
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tielles dans les équations limites. S’il n’existe pas de résultat général pour 'existence d’une
solution locale réguliere, nous pouvons tout de méme continuer I’étude dans le cas du sys-
teme (1), car les équations limites satisfont un systéme de dérive-diffusion (drift-diffusion

system), dont on sait I'existence de solution locale réguliere (cf. [13]).

Puisque U est régulicre et périodique en espace, selon le résultat de Kato (cf. [27]),
pour tout entier s > d/2+ 1, il existe un temps maximal T, > 0 tel que le probléme (5)-(6)

admet une unique solution réguliere locale U¢, satisfaisant
U €C(0,7.); H) N C*([0,1.); H7Y).

Le probleme principal, dans cette étude, est de montrer que U converge lorsque € — 0,
mais aussi de montrer que . galg ) T. > 0. Plus précisément, pour tout entier m € N, nous
noterons UZ, une solution réguliere approchée de (5)-(6), définie sur [0, T,,], ou T,,, > 0 est
une constante indépendante de €. Cette solution sera construite grace a un développement

asymptotique de la forme

(1.2) Us(t,x) = > " [Ukl(t,2) + In(f x)], meN,
k=0
avec t = t/e? la variable temporelle rapide. Un tel T}, sera alors indépendant de ¢ car il

sera défini comme

T, = min { temps d’existence des Uy, et I, }.
ke{077m}

Pour tout entier m > 2, nous voulons prouver que T, > T,,, et que

sup ||US(t,.) = UL (t,)|ls < cg™,
0<t<Tm,
ou ¢ > 0 est une constante indépendante de €. Notons qu’il suffirait de prouver que
T. > T, pour avoir 'existence locale uniforme, mais prouver le résultat pour tout m

permet également d’avoir construit une solution approchée a €™ pres.

Le résultat principal de cette partie est le théoreme 1.1, donné dans la section 1.1.1 et
dans l'introduction générale. La preuve est basée sur des estimations d’énergie uniformes
par rapport a . Cependant, les estimations d’énergie classiques ne nous permettraient
pas de conclure. La difficulté principale provient du terme 0,,A;(U¢), désormais d’ordre
O(1) au lieu de O(¢) dans (1.1).

Pour pallier cette difficulté, nous utilisons I'argument de continuité suivant. Supposons
que

|U=(0,.) = U;,(0, )]s < ce™.

Pour tout T! € (0,7.) N (0,Ty,], la fonction ¢ — [|US(t,.) — US,(¢,.)||s est continue sur

[0, T]. Ainsi, si nous fixons un entier m > 2, et si € est assez petit, il existe un temps
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maximal T2 € (0,7%) N (0, T;,] pour lequel

sup ||U(t,.) — Us,(t, )]s < e.

0<t<T?2

Ce résultat fait 'objet du lemme 1.2. Des lors, il suffit de montrer que

sup [|U*(t,.) — Ug(t, )|ls < ce™.
0<t<T?2
En effet, cette derniere égalité implique rapidement (nous le démontrerons) que 72 = T,,.
On a donc T, > T,,.

En outre, cet argument de continuité nous permet de ne garder que les termes qua-
dratiques dans les estimations d’énergie, ce qui évite des calculs compliqués, notamment
l'utilisation d’une inégalité de type Gronwall non linéaire, comme procédé dans [09, 32].

Cette premiere partie peut se décomposer comme suit. Dans la section suivante (section
1.1), nous présentons les conditions de stabilité utilisées pour obtenir un systéme limite
pour (5), puis nous énongons le théoreme 1.1. La section 1.2 est consacrée a la preuve de
ce théoréme, formée d’une succession de lemmes de type estimation d’énergie, couplée a
une inégalité de Gronwall a coefficients variables. Dans la derniére section (section 1.3),
nous détaillons les équations satisfaites par les Uy et I définis dans (1.2). Lorsque les
données initiales sont petites, nous montrons que pour tout k € {0,...,m}, l'existence
des [ est assurée globalement, et ces derniers décroissent exponentiellement vers zéro
lorsque ¢ — +00. A propos des exemples quasi-linéaires, nous prouvons que les solutions
approchées peuvent étre construites rigoureusement, et donc que le théoreme peut leur étre
appliqué. Enfin, dans I’annexe, nous donnons la preuve du lemme 1.1, et des propositions

1.2-1.3 (des résultats similaires ont déja été établis dans de précédents travaux).

1.1 RESULTATS PRINCIPAUX ET EXEMPLES
1.1.1 Hypotheses et théoreme principal

Dans un premier temps, nous introduisons les notations suivantes, valables dans tout
ce premier chapitre : Im(X) désigne I'image d’une fonction X ; et pour deux ensembles
w, € RY, la notation w CC  signifie que w est relativement compact dans €.

Soit m € N un entier. On désigne par UZ, une solution approchée de (5)-(6), définie
sur [0, T,,] avec T,,, > 0 indépendant de . Alors 'erreur de cette approximation est définie
par

15 € 1 d € £ Q87U7§’l
(1.3) Rm:W%+EZAﬂ%m4%—g2)

j=1
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Ainsi, une condition nécessaire pour que UZ, soit une solution approchée de (5)-(6) est que
R;, — 0lorsque € — 0. Dans la section 1.3, nous construisons une telle solution approchée

grace a un développement asymptotique avec correction de couche initiale. Ses propriétés

U
dépendent principalement de son terme dominant Uy = 0 , qui est la limite formelle
Vo

de U®. Du systeme (5) et de la condition (8), on obtiendra vy = 0, ainsi que :

d
(1.4) ZA}l(uo, 0)0y,ug — 0-Q"(0, ug, 0) = 0,
j=1

d d
(15) atU[) + Z A;2<UQ, O)ax].vl + Z A;l(UO, O)amjlh + Qo(uo, V'LLQ, U1> = O,

=1 j=1
et

[e
(16) U1 = [81JQ<U‘070>]_ ZA?I(U’O’O)anuO a Q (0 Uo, ) )

j=1
ol
d 1
(1.7)  go(uo, Vug,v1) =Y 9, A} (U)v10y,u0 — 9,0-Q" (0, ug, 0)vy — 5ang(o, g, 0).
j=1

Ainsi, le systeme pour ug est (1.4)-(1.5). Comparé a I'étude de [32], I'équation (1.4) est

nouvelle : il s’agit d'une contrainte différentielle sur ug. Dans le cas de (1.1), puisque @

est indépendant de ¢, la contrainte différentielle correspondante serait
d
Z AH 8I7u0 = 0
contrainte trivialement satisfaite lorsque A}l (0) = 0 pour tout j, ce qui était une hypothese

de [32].

I1 nous reste néanmoins a éliminer u; de I'équation (1.5). Pour cela, nous supposons

u’il existe une matrice constante D, carrée d’ordre | — 7, telle que
b )

(1.8) DA (u,0) =0, V1<j<d, Vu

En appliquant D a (1.5), on obtient
d
(19) DatU() + D Z A;2(U0)8$].’Ul + Dgo(uo, VU07 ’Ul) = 07
j=1
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et (1.5) peut se réécrire

d d
(110) Z A}I(Uo)axjul + (Il—’r - D) 6tU,0 + ZAJI?(U())a%.Ul + go(U(), VU(),U1> = 0.

j=1 j=1

En conclusion, lorsque ug est construit, on a v; grace a (1.6), et il reste une contrainte

(1.10) pour u;. Regardons le systeme satisfait par ug de plus pres.

En injectant (1.6) dans (1.9), on obtient

d d
DatU() + D Z Aﬁ(UO)agiijQ + D Z Bj(U(])aijo

(1.11) "’jd:l i=t
+ D Z Cij(UU)axiu()aijO + DfO(u()) = 07
i=1
avec
(1.12) Ajj(ug) = AP (ug, 0) [0uq(uo, 0)] ™" A3 (uo, 0),

Bj<u0) = - A;z(u()v O)a’u [[aUQ(Uo, 0)]_1 aEQII(Oa U, 0)}
(113) - 8UA]1'1(u07 0) [&19(”07 O)]il 88Q11(07 Uo, 0)
— 0,0.Q" (0,10, 0) [Dq(uo, 0)] ™ AF' (uo, 0),

(1.14)
Cij(uo) = AL (0,000, [[Duq(uio, 0)] " A (o, 0)] + 0, AL (10, 0) [D,q(up, 0)] ™" AF (1, 0),

et
(115) fO (UO) = _;(952@[(07 U, O) + aUaEQI(Oa Ug, 0) [a’UQ(U’O) 0)]_1 a&Qll(Oa Ug, 0)

Remarquons que ug est une fonction vectorielle, et qu’ainsi (1.11) est un systeme d’E.D.P.
évolutif que I'on doit combiner aux contraintes différentielles (1.4). Si D = I,_,., trouver
uy demande des conditions de compatibilité entre (1.11) et (1.4). Dans le cas simple ou

pour tout u

I .
Al (u,0)=0 et 8.Q'(0,u,0) =0, Vje{l,..d},

les contraintes différentielles disparaissent, alors le terme principal dans (1.11) est gouverné

par un opérateur différentiel de second ordre de la forme
d
2
c% + Z Aw(uo)ﬁmz%
ij=1

Si cet opérateur est parabolique, il est possible de résoudre (1.11) localement en temps
(cf. [29]). En particulier, lorsque [ — r = 1, uy satisfait une équation parabolique scalaire,

qui peut étre résolue par des techniques standard. C’est le cas des exemples semi-linéaires
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et des équations d’Euler données dans la section 1.1.2. Un autre cas intéressant advient
lorsque les équations et les contraintes différentielles sont séparées. Par exemple, prenons
71,73 € N, avec 1 +ry = [ —7. Siles 7y premiéres lignes de A} (Up) et de 0.Q"(0,u, 0) sont
nulles, on prend D = diag(1,,,0,,), alors (1.8) est satisfait, et (1.11) signifie que seules
les r; premieres composantes de ug satisfont un systeme d’E.D.P. d’ordre deux évolutif,
avec ry contraintes différentielles données par (1.4). Un exemple type ou cette situation

se produit est le systeme d’Euler-Maxwell avec relaxation, décrit dans nos exemples.

Avant d’énoncer le théoreme principal, nous introduisons les hypotheses suivantes :

(H1.1) Les matrices Aj'(ug,0) et zzljl-l(uo, 0) sont constantes, et 0, Aj* (ug,0) = 0 pour
tout j € {1,...,d};

(H1.2) I existe une constante Cy > 0, dépendant uniquement de €, telle que

Ao(u,0)0yQ(0,u,0)¢.¢C < —Cy|cMT]?,  pour tout (u,0) € Q et tout ( € R;

(H1.3) 9,0.Q%(0,u,0) =0 pour tout u € R-";

(H1.4) U € H*, et il existe un ensemble ouvert convexe Qo C ) tel que Im (U) CC
Qo ;

(H1.5) Pour e > 0 assez petit, UZ, satisfait US, € C([0,T,,); H**1) N C*([0, T,,]; H?),
Im(U;,) CC Q,

(1.16) 1U(0,.) =U(e)|ls < e,

et

(117) [|0US (s Sc+ee 27 sup |UL(L.) — Up(t,.)|ls < ce +ce™ 2,
0<t<T},
ou w > 0 est une constante indépendante de ¢ ;
(H1.6) L’erreur RS, définie dans (1.3) peut se mettre sous la forme

an — 6m—l [ +Em_1F§l7

avec 1y, € C([0,T,,]; H?), F5, € C([0,T,,]; H?) et

wt

|E ()]s < ce+ce” 2.

Théoréme 1.1.

Soit U® la solution exacte de (5)-(6), définie sur lintervalle de temps mazimal [0,Ty).
Soit s > d/2 + 1 un entier. Soit m > 2 un entier fixé, et soit US, une solution approchée
de (5)-(6), définie sur[0,T,,| avec T,, > 0 indépendant de . Supposons que les hypothéses
(H1.1)-(H1.6) et (7)-(8) soient vérifices. Alors il existe g > 0 tel que, pour tout ¢ €
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(0, 80]

, nous ayons 1. > T,,, et

(1.18) sup || U(t) — U, ()]s < ce™.
0<t<Tm

De plus,
Tm

(1.19) / [0 (1) — o (8)|2 dt < e2m D),
0

Passons maintenant aux remarques associées a ces hypotheses.

Remarque 1.1.

Les hypotheses (H1.1)-(H1.3), couplées a (7)-(8), sont des conditions structurelles
de stabilité pour le systeme quasi-linéaire (5), elles peuvent étre vérifiées pour un
systeme donné et un wug donné. En particulier, elles sont satisfaites pour tous les
exemples donnés dans le paragraphe 1.1.2.

L’hypothese (H1.1) est utilisée dans les preuves des lemmes 1.3-1.4 et 1.7. C’est une
amélioration de la condition (Ajll(O) =0,5€{1,.., d}) étudiée pour la résolution
du systeme (1.1) dans [32].

L’hypothese (H1.1) est en particulier satisfaite lorsque les matrices Aj'(u,0) et
fl}l(u, 0) sont constantes pour tout j € {1,...,d} et tout u. C’est le cas dans tous
les exemples étudiés dans le paragraphe 1.1.2. Elle est également satisfaite lorsque
ug est constant et d, A} (ug,0) = 0, ou lorsque le systéme (5) est semi-linéaire.
L’hypothese (H1.2) est une hypothese de dissipation partielle sur le systeme (5).
Couplée aux conditions (7)-(8), elle implique une propriété utile sur le symétriseur
(cf. lemme 1.1 ci-dessous). Lorsque r = [, ¢’est-a-dire que la dissipation est compleéte,
on obtient U = v. Ce cas est plus facile a traiter que le cas partiel, c’est pourquoi
nous supposerons directement que r € {1,...,[ — 1}.

L’hypothese (H1.3) est une hypothese technique que doit satisfaire le terme source.
Elle est trivialement satisfaite lorsque ) ne dépend que de U.

L’hypothese (H1.4) est nécessaire pour appliquer le théoréeme de Kato (cf. [38]).
Dans I’hypothese (H1.5), (1.16) est une condition naturelle sur Uerreur initiale.
Les conditions (1.17) et (H1.6) doivent étre vérifiées lors de la construction de la

solution approchée U;, dans la section 1.3.

Lemme 1.1.

Pour tout (u,0) € Q, lhypothése (H1.2), couplée a (7)-(8), implique A{*(u,0) = 0.

Preuve.

Voir 'annexe de la premiere partie.
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1.1.2 Exemples

Nous détaillons ici des exemples d’applications du théoreme 1.1. Dans ce paragraphe,
nous vérifions que chaque exemple satisfait les hypothéeses présentées, puis, dans le para-

graphe 1.3.4, nous voyons comment construire les solutions approchées pour ces exemples.

Exemples semi-linéaires

Voici maintenant deux exemples de systémes semi-linéaires de la forme (5) avec [ = 2
et d = 1. Ces deux exemples étaient déja considérés dans [32] comme des applications
de (1.1). Le premier exemple concerne 1’équation des ondes avec conduction de chaleur

suivante :
SRRV -V +9¥ =0, t>0, xcR.

Ce systeme a déja été étudié par plusieurs auteurs (cf. [21, 31] et leurs références). Posons
u=0,V, v=—eoV.

Alors le systeme se réécrit
1
oyu+ —0,v =0,
€

1 v

O + —0yu = —=-
€ €

Il s’agit bien de la forme (5), avec

0 1
10

u

U: ) Al:

| oo

° |

Posons alors Ag = I et r = 1. 1l est facile de vérifier que le systéme est bien hyperbolique
symétrisable, et satisfait (7)-(8) et les hypotheses (H1.1) a (H1.3), avec Aj' =0 et

v

Ao Q(u, 0) = [ 8 _01 ] |

Les équations limites correspondantes sont, pour Uy, vg = 0, et I’équation de la chaleur
mono-dimensionnelle

atU() — c’ﬁuo = 0.

Le deuxiéme exemple concerne le modele discret a deux vitesses généralisé (generalized

discrete two-velocity model) :

Of+el0uf = (f+9)Xg— 1)
Ohg—e g =e(f+9)X(f—9), t>0, z€R,
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ou y est un nombre réel et f + g > 0. Ce systeme fut étudié dans [63, 56, 30]. Apres le

changement de variables u = f + g et v = f — g, le systeme se réécrit

1
(9tu + g&xv = O,

1 2uX
o0+ —0,u = — v
€

c2

Posons alors Ag = I, r =1, et

U: y Alz

01 0
1 0]’ Q(U):[—QuXv]'

Pour u > e¢st. > 0, le systeme est hyperbolique symétrisable, et satisfait (7)-(8) et les
hypotheses (H1.1) a (H1.3), avec A}' =0 et

0 O
AgOpQ(u,0) = :
B, 0) {0 —2u’<]
Le systéme limite correspondant, pour Uy, est vg = 0, et

Opug — ;Gx (uax&cuo) =0.

Systeme d’Euler avec relaxation

Le systeme d’Euler se décrit comme suit (cf. aussi, par exemple, [10, 39, 22, 60, 13]) :

o + div(nv) = 0,

1.20
(1:20) O¢(nv) + div(nv ® v) + Vp(n) = —?, t>0, zeR

oun > 0 est la densité du fluide, v sa vitesse, et p sa pression, fonction uniquement de n,
suffisamment réguliere et satisfaisant p’(n) > 0 pour n > 0. Le terme 7 est, tout comme
dans le systeme (1), un temps de relaxation. Puisque n > 0, la seconde équation dans

(1.20) peut se réécrire
(1.21) O+ (v.V)v + Vh(n) = —;,

ou h est 'enthalpie introduite en (2).

Apres un changement de variable temporelle ¢ <+ 7t (variable usuelle <+ variable lente),
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le systeme s’écrit :

1
o + —div(nv) =0,
T

O+~ [0V} + Vh(p)] = -

n
)
v

—., t>0,zeR.
-

Posons T =¢, u=n, U =

Uj nejT ) 0
A;(U) = ] ., jed{l,....d}, et QUU) = ] , qU) =—v.
h'(n)e; wv;l; —v

Alors, puisque n > 0 et A'(n) > 0, le symétriseur suivant

AO(U) =

n~t 0
0 h/(TZ)ilIg

donne un systeme hyperbolique symétrisable, qui satisfait (7)-(8), ainsi que les hypothéses
(H1.1) a (H1.3) avec [ =d+ 1 et r =d.

Il est important de noter ici que le systéme ne peut se mettre sous la forme (1.1). Ainsi

le résultat dans [32] ne peut étre appliqué.

Systéme d’Euler-Maxwell avec relaxation

On s’intéresse ici au cas du systeéme (1) lorsque v = 1. Il s’agit de (cf. [1, 11]) :

on + div(nv) = 0,
B + (v.V)o + Vh(n) = —(E+v A B) — 2,

-
OE —rot B=nv, divE =b(z)—n,

hB+rotE=0, divB=0, t>0, xR

Les contraintes différentielles
divE =b(x) —n, divB =0,

sont invariantes en temps, il s’agit donc d’un systeme a 10 équations. Apres changement
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de variable temporelle t <+ 7¢ (variable usuelle <+ variable lente), ce systéme peut s’écrire

1
O + — div(nv) = 0,
T

1
OB+ —rot E=0, divB =0,
T

1
8tE——r0tB:@, div E = b(x) — n,
T T
1 1 1
Ov + ;(U.V)U + ;Vh(n) = —ﬁ(TE + 70N B+0).
Posons 7 = ¢,
n v; 0 0 nejT
" B 0 0 J 0
u=|B |, U= . AU = ! . jed{1,2,3),
s O I O LR (R
v h'(n)e; 0 0 wvl;
et
0
0 0
Qe,U) = , Qe U)=1] 0 |, aU)=—v
env
env

—v—¢clk —-—ecvx B

Alors le systeéme est bien de la forme (5), et, en choisissant pour symétriseur

nl 00 0
I, 0 0
AU) = 01 0 !
3
0 0 I(n) 'L

on vérifie rapidement que le systeme est hyperbolique symétrisable, et satisfait les condi-
tions (7)-(8) ainsi que les hypotheses (H1.1) a (H1.3), avec [ = 10 et r = 3. Les détails
de la justification pour le systéme limite sont dans [53, 19]. Cette partie s’en est inspirée
pour généraliser le résultat.

De méme que l'exemple précédent, ce systéme ne peut étre mis sous la forme (1.1), et

le résultat de [32] ne peut étre appliqué.

1.2 JUSTIFICATION DES DEVELOPPEMENTS FORMELS

1.2.1 Préliminaires

Soit m > 2 un entier, et U, une solution approchée de (5)-(6) définie sur [0, 7,,], avec

T,, > 0 indépendant de e. Alors, pour tout T2 € (0,7.) N (0,T,,], les solutions exacte et
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approchée sont toutes deux définies sur 'intervalle [0, 72], sur lequel on peut définir (pour

alléger les calculs)
We =U" - U,

D’apres (5) et (1.3), on obtient

1 d 5 be

(1.22) oW+ =3 AU, W =L+ L R,
€3 E €

avec

a® = Z [A4;(U;) — Aj(U9)] 0,Uy,, et b7 =Q(e,U%) = Q(e, Uy).

Soit a € N, avec |a| € {0, ..., s}. Appliquons alors 9%(.) & (1.22), on obtient

d o € e e
(1.23) CATS NS SENSENCA S AL A A N

€4 g2

avec

fj[ (U9)0s, (0°WF) = 0 (A;(U%) 0, WF) |

Prenons ensuite (1.23), et effectuons le produit scalaire L? avec Ao(U¢)9*We. Grace a la

symétrie de Ay et flj, on obtient 'égalité d’énergie suivante :

d

(AU W, W) = (diva o(US)0 W<, 0" W)

2 (A (U)o a0
2
+ 2 (AU, o)
2 (A (US) " RS, 0
2
2 (AU 13,00,
avec

diVAﬁ(V) = 8,5140 —|—

Z 895] AJ

J=1
Ecrivons cette égalité comme suit :

d

pr (Ag(U")0"We,0°We) = o+ + I+ I+ I3,

avec les correspondances naturelles pour I7, ..., If,.

Nous avons besoin du résultat préliminaire suivant :

Lemme 1.2.
Sous Uhypothése (H1.5), si e > 0 est assez petit, alors il existe un temps maximal
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T2 € (0,T:) N (0,T,,], tel que

(1.24) [We)||s <e, Vtel0,T2,

et l'on a

(1.25) ou bien ||We(T?)||ls =¢, oubien T2 ="T,,.

De plus,

(1.26) |U=(8) = Us(®)]l« < ce+ce” =, U] <e, V¥ te0,T,
(1.27) Im(U*(t,x)) CC Qy, VY (t,z)€[0,T? x T
Preuve.

Pour tout T} € (0,7.)N(0,T,,], puisque W¢ € C([0, T}], H*), la fonction ¢ — ||[IWe(¢)]|s
est continue sur [0, Tel] De plus, pour un entier fixé m > 2, nous avons toujours, pour

n’importe quelle constante ¢ > 0, un € > 0 assez petit pour que ce™ < ¢.

Si T, < T, alors [0,7.) N [0,T,,,] = [0,7,,], intervalle borné. Alors la condition (1.16)
implique qu’il existe un temps maximal T2 € (0,T,,] tel que (1.24)-(1.25) soient satisfaits.
Dans l'autre cas, T,, > 1., et [0,7.) N [0,T,,] = [0,7). Puisque T est par définition le

temps maximal d’existence pour U¢, nous avons
lim [[We(t)]|s = 400.
t—T.

Ainsi, il existe encore un temps maximal T2 € (0,7.) tel que (1.24) soit satisfait, et
|We(T2)||s = €. On a donc aussi (1.24)-(1.25). Ensuite, (1.26) provient de (1.24) et de la
condition (1.17), et (1.27) provient de (1.24), du fait que Im(UZ,) CC Qq et de I'injection
continue H*® — L*. U

Suivent maintenant 5 lemmes concernant les estimations de I¢, ..., I¢, sur [0, 77]. Pour
calculer ces estimations, on supposera toujours que les conditions du théoréme 1.1 sont
satisfaites. Notons que 'on utilisera plusieurs fois (1.24), (1.26), et Iinjection continue
H* — W1, Par souci de clarté, dans tout ce qui suit, on omet l'exposant et 'indice e

dans W*¢ et dans I, ..., I§'., et nous noterons simplement

WI
W:[WH].
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Notons également que, des conditions (7) et (8), nous obtenons

0
OyQ(0,u,0) = ., YueR™.
AA {0 avq<u,0>] ’
Ainsi
(1.28) ouQ(0,u, 0)W 0 Vue R
. ,u, = , U .
v Dyq(u, O)W !

1.2.2 Estimations d’énergie

Généralement, les estimations d’énergie se font en plusieurs étapes : d’abord une es-
timation des normes L?, lorsque |a| = 0, puis les estimations d’ordre supérieur, lorsque
la] > 1. Cependant, ces différentes estimations passent souvent par des calculs similaires,
et dans le but d’éviter la répétition de tels calculs, on calculera directement une estima-
tion générale, d’ordre |a| € {0, ..., s}, incluant le cas des normes L2 C’est pourquoi la
convention suivante est utilisée : ||.||-1 = 0.

De plus, toujours dans le but de simplifier les notations dans la preuve des différents

lemmes, on introduit
(1.29) e(t) =e 2.

Cette fonction apparaissait déja dans les hypotheses (H1.5)-(H1.6) et dans (1.26).

Lemme 1.3.

On peut estimer I3 par
a N 1 1 I 2
(1.30) (O] < MW +e5 |1+ Ze(t) + WO | W@,

pour tout t € [0,T2], ot 6 > 0 est une constante indépendante de ¢, a fizer plus tard, et

ot c5 est une constante générique dépendant uniquement de 9.

Preuve.

Rappelons que
I = (diva (U%)0W, 0°W) ,

avec

diVAﬁ(Us) = 8,5140((]6) + Zaac]/i](Ug)

1
€53
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Ainsi
17| < ||diva-(U%)]l [W]]2.

Prouvons alors, dans un premier temps, que
1 1
(1.31) (A U)W, W )| < c(l et 82vaﬂus) w2

En effet, le systéme (1.22) donne

1 & . a®  b° .
atWZ—*Z ](U )8333W+*+*2—Rm
6]-:1 £ g

Or, on obtient rapidement que
d

A;(UYO, W <c|[W]|s < ece,
J j o

=1

ainsl que
a]|oe < c|W]|s < ce.

D’apres le fait que m > 2 et 'hypotheése (H1.6), on a également
IRl < €™ Hirmlloo + €™ HIFR oo < e

Ecrivons alors b comme suit :

0" =Q(e,U%) = Qe. Uy)
=Q(,U%) = Q(e, Uy,) = duQ(e, U)W
+[00Q(e,U;,) — uQ(e, Up)l W + [0uQ(z, Us) — du@Q(0, Ug)] W
+ 9y Q(0, U)W

En prenant en compte (1.28), on obtient, d’apres ’hypothese (H1.5), (1.24) et (1.26),
16°]| 0 < ce® + cee. + | W,

Ceci implique
10:W oo < e+ Zec + S IWT]..
3 g2

Ainsi nous obtenons (1.31), grace a (H1.5) et

8tA0(U€) - A{)(Us)(atW + @Ufn)

Ensuite, puisque flj(U ?) est symétrique, nous avons
(0, A;(U)0W,0°W ) = (0, AT (U)W, 0°W!) + 2(0,, AP (U)o W, 0 W)
+ (0, AZ(U) "W o W),
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Dans le second membre de cette équation, les deux derniers termes sont majorés par
atr711 0 atr71112 2
clIWls[lo* W1 < Z[lo* W™ + esel WL
Quant au premier terme, I'hypothése (H1.1) implique

(0a, A (U)W, W )| = |(0,, [AJH(UF) = AJ(Up)] 0°W T, 0°W )
< )|, (UF = Up)loo W12
<cle+e) W2

Ainsi,

1
< cs (1 + €€5> ||W||§

<i oo

Couplé a (1.31), on obtient 'estimation (1.30).

Lemme 1.4.

On peut estimer I par
(e’ 0 1o Cs 1
(132)  EO]S SIeWI O + S @R + e |1+ e0)] IWOIE,
pour tout t € [0,T2], et pour tout 6 > 0.

Preuve.

Rappelons que

Ig = 2<A0(U5)8"‘a5,8aw>
(1.33) ; ,
= g< [Ao(U®) — Ao(Up)] 0%a”, 8QW> + E<A0(Uo)3o‘as, (90‘W>,

avec

d

[4;(Uy,) = A;(U7)] 0, Uy,

—_

J

Gréce a I'hypothese (H1.5) et a (1.24), on a clairement
10%a"]| < [la%[]s < el[W][s-
De méme, (1.26) donne
[40(U?) = Ao(Up) [0 < (e + €2).
Ainsi,
2 € a € Qo 1 2
(1.34) = ([40(U%) — Ao(U)] 076", 0°W) | < ¢ (1+ Ze. ) [TV
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Pour estimer le second terme dans (1.33), on utilise le fait que A{?(Uy) = 0 (lemme

1.1). Alors un calcul direct donne

(Ao(Un)0af, 0°W') = zd:<A0 (U0)d™ [(A;(U5,) — Aj(U9))0s,Ug, |, 0°W)
d
;@431 o [(AM(U) — A (U=) D ul ], 0°W )
(1.35) +§_jl<Aﬂ( Uo)0™ [(AP(UF,) — AP(U9) 00l ],0°W)

+
M&.

> (A7 (U0)0" (431 (Uy,) = AT (U),,ul |, 0 W)

<.
Il
—

<A22(U0)8a (AP (UF,) = AP(U=)du 0], W),

[L'JE

+
M=

<.
Il
_

Les deux derniers termes de (1.35) sont clairement majorés par
oy 11 0 ayr7I12 2
c||W||sl[o*WH| < gH(? WHIF 4 cse||W]|Z, pour tout 6 > 0.

Puisque vy = 0, 'hypothese (H1.5) implique [|o*||s < ce + ce.. Ainsi,

> (A (Up)0™ [(AP(UR,) — AP(U9))0w, 0|, 0°W )

<clete) WL

j=1
Pour le premier terme de (1.35), on a
A (U) = AP (UF) = [ A} (ul o) = AJ (o) o+ A (o) = A (o)
_ /0 DL AN [u + 0(u — u™), o] W d
-/ L0, AN [t o 4 6(v" — o) W db.
La deuxiéme intégrale est majorable, grace au terme en W1/, Quant a la premiére, elle se

majore grace a la condition GUA}I(UO, 0) = 0 de I'hypothese (H1.1). Plus précisément, on
écrit
111, m € m m
a1“4]' [us _'_‘9(“ — U )7Us ]
= [0uA} (u + 0(uf — ul),v0") = Du AT (ug, )| + [0uA} (0, 0I") — DA} (uo, 0)]

£

/ 2, AN (L= 0)ug + 0/ (ul + Ou® — ), o] [l — g + O(u® — )] dO!

/ 62 All u0,9’ m) mdel

uvt g
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Ainsi,
1
- / Ou A [ul 4+ 0(u® — ul"), vl Wwae
= —/ / 2 AN (1 =0 ug + 0'(ul + 0(u® —ul)), vl {u;n —ug + 0(u® —ul"), WI} dody’
—/ / 92 A (g, 00 (W, 0™™) dOdY) .

uv’ g

Puisque [|US||s < ce + ce., cela implique

> (A (Un)0* (A} (UF,) — A (U9)) 0w ul], 0°W )

Tj e

i=1

4]
< oW @)+ LYW @)y + s e+ o) W, pour tout 5 > 0.
Ce qui prouve, pour tout ¢ > 0,
2 (Ao(U0)0ae, 00w < S oew I )2 + S )12 L4 2e) e
~ Ay (U)ora, 02| < S 10 WO + S @R, -y + 5 (14 e ) W

Combiné & (1.33) et (1.34), cela implique (1.32). O

Lemme 1.5.
On peut estimer IS par

(1.36)  Ig(t) < 40— Ol

le} Cs 1
O W )2 + W () + s [ 14+ Sec0)] W

pour tout t € [0,T2] et pour tout & > 0, ot Cy est la constante strictement positive donnée
dans U’hypothése (H1.2).

Preuve.

Rappelons que
2
I3 = 2 (Ap(U®)0"D", 0°W) ,
avec
¥ =Q(e,U%) — Q(e,Up,).

On écrit dans un premier temps b° comme suit :

b = 9uQ(0, U)W
+ €0y 0-Q(0, Uy )W
+[Q(0,U7) — Q(0,Uy,) — duQ(0, Up) W]
+¢[0:Q(0,U%) = 0:Q(0,Uy,) = 050-Q(0, Up) W |
+[Q(.U%) = Q(0,U%) = £0.0(0.U%) ~ (Q(e, Uy,) = Q(O.U;) — £0.Q(0,U7))].
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qui donne la notation suivante
Ig = Igy + I35 + I3 + I3, + 15,

avec les correspondances naturelles pour I, ..., I55.
Maintenant, estimons un a un chacun de ces termes.

(i) Pour I$y, on écrit

Ao(UF)0 [0uQ(0, Ug)W] = Ao(Us) 0y Q(0, Up ) O“W
+ Ao(Up) [0% (0uQ(0, Ug)W) — 0y Q(0, U)W |
+ [Ao(U?) — Ag(Uo)] 9* [0 Q(0, Up) W 1.

Alors I'hypothese (H1.2) implique
(Ao(Uo) 0y Q(0, Ug)0°W, 0°W) < —Cy[|o° W |2
Considérant (1.28) et A}?(Uy) = 0, on obtient

(Ao(Uo) [0% (0uQ(0, Upg)W) — dyQ(0, Up)0“W ], 0“W)
= (A2 (Uy) [0* (0ug(Uo)W'T) = Duq(Us)0° WM | 0P W)

Ce terme s’annule lorsque o = 0. Ainsi, pour tout |a| € {0, ..., s}, par des calculs de type

inégalités de Moser (cf. [28, 38]), on a toujours

(Ao(Up) [0% (0uQ(0, Ug)W) — 9y Q(0, Up)0“W], 0“W)
< e[ WH | g1 oW

J

< —|joWH||? + 05||WII||‘2a|_1, pour tout § > 0.

N |

Pour le dernier terme dans Ig}, un calcul similaire permet d’aboutir a

([Ao(U?) — Ao(Up)] 0 [0u:Q(0, Up) W], 8°W)
= ([al2) - AZ W) 0° [Dug(UW "] W)
+ ([ W) - ARW)] 0 [Dua@o) W] W)

Puisque || Ag(U?) — Ag(Up)||oo < £ + ce. et €2 < e., on a clairement

([Ao(U*) = Ao(Up)] 0* [0:Q(0, Ug) W], 0°W)
<cle+e) |0 W)W
0
2

< oW ||? + 05||WH||‘2a|_1 + c5(e? + e.)||W]|2, pour tout § > 0.
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Ce qui donne, pour tout 6 > 0,

_Cl

J
[gél S )

o Cs 1
oW + Wy 4+ cs (1+ e ) IWE,

(ii) Pour I$,, I'hypothese (H1.3) donne

0 avaeQI<07 UO)

90-0(0, Uy) =
v Q( 0) auaaQII<OaUO) 81,85@[[(0,[]0)

Ainsi,
I3 = z (A (U%)0™ 2,0.Q" (0, Ug)W!! | oo
+ i ([AR(U#) = AR (Uy)] 0 [0,0-Q" (0, U)W ], 0°WT)
- i (A (U)o [0,0-Q" (0, U)W | ,0°W)
+ i (A3 (U%)0" [0,0-Q" (0, Up)W '] oW !T)
+ i (AP (U%)0" 0,0-Q" (0, Up)W + 9,0.Q" (0, Up)W '] , oW "),

dans lequel chaque terme est quadratique, et contient W1, mis & part le second terme,

majoré par ¢ (1 + %e€> |[W||? grace au lemme 1.1. Ainsi,

1) c 1
|15 < —[|o*W |12 + iHWHHQa L tes (14 —e. ||W||§, pour tout ¢ > 0.
2 £2 ] c

iii) Pour IS, puisque 0,q(Uy) = 0, on a (1.28), et 9,q(Uy)W = 0yq(Uy)W . Ainsi,
33

Q(07 Ua) - Q(Ov Ufn) - 8UQ(07 UO)W

0 0
= +
q(U®) = q(Uy,) — Oua(Uy, )W ] [ [0vq(Uy,) — 0uq(Us)| W
La formule de Taylor donne directement
10 [a(U%) = a(U5,) — dua(Uz )W || < c|[ WIS < cel| W]

et
10% [0vq(Uy,) — Ouq(Uo) )W || < cle + e2)[[W]s.
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Puisque A{*(Uy) = A2 (Up) = 0, on obtient

2 (AU [QUO.U%) = QU0.U) — 00 Q(0. Uy W], 071
< (A2 W00 [oU7) - 4(U5) — duaUZ)W), 0 W)

+ 2 [(ABW00 (Qwa(U) = duaUn)) W], 0° W)

c Q

(et e)[Wikso W

< i||8°*W”||2+ 142 w2 tout 6 > 0
262 Cs 5265 s pour tou .

IN

Nous avons maintenant
I = 2 {[AU%) — Ao(U0)] 9% [Q(0, UF) — Q0. Us) — w0, Uy)W] , 07
+ 25 (000" [Q0,U%) — Q0. U) — 0uQ(0, U)W, 0 W)

Le premier terme peut étre majoré par les mémes méthodes que ci-dessus, en utilisant
U — Upl|s < ¢(e + e.). Ainsi, pour tout 6 > 0,

« 5 (63 1
15 < SI0PWIE s (14 e ) W

(iv) Les mémes méthodes permettent d’obtenir

[154] = € [{Ao(U°)0* [0-Q(0,U°) — 0-Q(0,Uy,) — 9y 0:Q(0, Ug)W], 0“W)|

o ¢ 1
< €—2||80“VVH||2 + ;(;HWHH%&‘_l + cs (1 + Eea) W2, pour tout & > 0.
(v) Pour I, on écrit

Qe,U%) = Q(0,U7) = 0:Q(0,U%) — [Q(e, Uy,) — Q(0,Uy,) — £0:Q(0, Uy,)]
11
_ / / Oud2.Q [0, 0'U° + (1 — 6'\U=] W do' e,
0 Jo
qui implique
2
551 < Se? IWILIW L < e W
Les estimations (i)-(v) permettent de conclure :

40 — C

1
o< _ oW T2 + C—g||WH|||a\_1 + cs (1 + Qe€> W%, pour tout & > 0,
£ £ £

ce qui acheve la preuve du lemme 1.5. O

Lemme 1.6.
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Le terme I peut étre estimé par
o 5 le' 17 2 1 2 2m
(137 150 < SIWHE + s |1+ e o) IWOIE + =

pour tout t € [0,T2] et tout § > 0.

Preuve.
On a
I§ = — 2(Ag(U%)0"RF,0°W)
= — 2( [Ap(U*) — Aog(Up)] 0 R, 0°W ) — 2 Ag(Up) 0" ¥, 0°W ).
Puisque

[A0(U%) = Ao(Uo)loc < ¢[|[U* = Uslloo < IUF = Uolls < c(e + ec),

si I'on utilise 'hypothese (H1.6) et (1.24), on obtient

€ (63 1 (0% m 1 1
{([40(U) = Ao(U0)] 07 Ry 0°W )| Zee (14 —e) (il + 15 )Wl
1
<c (1 + 268) W2 4 cs2m,
g

Pour le second terme de I, on utilise & nouveau A}?(Uy) = A2'(Uy) = 0. Un calcul direct

donne
(Ao(U0)0 RS, 0°W )| = e[ A (U0) 07, W) 4 (Ao (Up) D F,, 0°W)|

) 1
< *2||806VVH||2 +¢5 <1 + 265) W2 + e£*™, pour tout & > 0.
€ €

Ceci prouve (1.37). O

Lemme 1.7.

On peut estimer IS par
o ) o Cs 1
(138) IO < SI0WI@ + W@ +es [1+ e ] IR

pour tout t € [0,T2] et tout § > 0.

Preuve.

Rappelons que
d

18 =23 (AolUF) iy 00,

J=1
avec

= A(U9)0,, (W) = 07 [A4,(U°)0, W]

aj J
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Ainsi,
Ao(U%) £ = Ao(U?) [(A3(U%) = A;(U0)) B, (0°W) — 0% ((A;(U7) — A;(Un)) 02, )]

+ [Ao(U%) = Ao(U0)] [A;(U0)0, (0°W) = 9 (A;(U0) 0, W )]
+ Ao(Un) [A;(Uo)u, (0°W) — 0% (A;(Uo) 0, W) | .

J

Utilisons alors les inégalités de type Moser. En utilisant le fait que
14;(U%) = A;j(Uo)]ls < cle +ee),  [[A(UT) — Ao(Un)lls < cle +e2),

les deux premiers termes de |I¢| peuvent alors étre majorés par c (1 + éeg) W |2
Pour le dernier terme de |I¢], on utilise le lemme 1.1, qui donne A}?(Uy) = A2 (Up) = 0.

Puisque A} (Up) est constante (hypothese (H1.1)), un calcul direct donne
(Ao(U0) [A4; (U0, (W) = & (A;(U0),, )] .o* W)
= (A3M(Us) [A(U0)0s, (0" W) — 0% (AP (Uo)du, W], 0 W)
+ (AF(Ug) [AZ (Up)0,, (0°W') — 0™ (A2 (U)0,, W), 0" W)
+ (AT (Uo) [AZ(Up)0,, (W) — 0 (AZ(Uo)d,, W) | ,0"W T,

dans lequel chaque terme contient W/, Grace aux calculs de type inégalités de Moser, on

obtient alors
[(Ao(U0) [A;(U0), (0°W) = 0% (4;(Un)0s, W) | 0°W)|
< Wi W]l

) c
< QoW + LW IR,y + csel

Ceci implique (1.38). O
1.2.3 Preuve du théoréeme 1.1

A partir des lemmes 1.3 & 1.7, on peut conclure le résultat suivant.

Lemme 1.8.

11 existe une constante Cy € (0,C4], indépendante de ¢, telle que pour tout t € [0, T2

et tout o € N, avec |a| € {0, ..., s}, nous avons

d € o (0% C o

7 (AU W, 0°W) + [0 W (1))
(1.39) c II 2 ) 1 2, € i1 2 2
< SIWH @I+ [1+ e IWOIE + STV @LIW @) + e
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Preuve.

Ajoutons les estimations dans les lemmes 1.3 & 1.7, et prenons ¢ suffisamment petit,
on obtient (1.39). O
Corollaire 1.1.

11 eziste Cy € (0,C4], indépendant de e, tel que pour tout t € [0,T?], nous avons

d . C
7 (AW W) + W (1)

(1.40) ! 1 2, € I7 2 om
< e [14 e ] IO+ SIWT@ LW )2 + e

Preuve.

Découle du lemme 1.8 avec |a| = 0, et la convention ||.||-; = 0. d

Le corollaire 1.1 donne une estimation de la solution dans L?. Grace a une induction

et au résultat du lemme 1.8, on obtient ’estimation d’énergie dans H°® comme suit.

Proposition 1.1.

Sous les conditions décrites dans le théoréeme 1.1, on a

1 t
(1.41) IW@IE+ 5 [ I @2t < e, ¥ e 0,72,
0
Preuve.
Appliquons le lemme 1.8 avec |a| = 1, nous voyons que %HW” |?, dans le second
£

C!

membre de (1.39), peut étre controlé par —;HWnHz dans le terme de gauche de (1.40),
€

a une constante multiplicative pres. Par récurrence sur ||, on en déduit I'existence de

constantes C, > 0, indépendantes de ¢, telles que

d

tel te% 1
7 2 CalAUR)o"W,0°W) + S [WH ()]

0<|al<s

1 c m
< e[t e ] W@ + IV OIIW @2 + e

L’inégalité de Young nous donne
1
AW @1 W1 < FIWH O + W @I::

Puis le fait que ||V (¢)]|? < ce? implique

4

e (6% 1 1 m
S5 Cul AW, 0W) 4 SIWH I < |1+ e (0)] IWOIE + e

0<al<s

Finalement, en intégrant cette inégalité sur [0, T2], et en notant que Y Cy (Ao(U%)*W, 0“W)

0<||<s
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est équivalent & ||[WW]|2, on utilise 'hypotheése (H1.6) pour obtenir

1/t t 1
WO+ [ W@ <e [ |1+ Se)| W@+, vee o2,

¢ 1

Ainsi, remarquant que / [1 + 2es(t')} dt' < cst. pour tout t < T? < Ty, I'inégalité de
0 5

Gronwall implique (1.41). O

Preuve du théoréme 1.1.

Grace aux estimations établies dans la proposition 1.1, il ne reste qu’a montrer que
T? = T, ce qui impliquerait 7. > T,,. Rappelons que le lemme 1.2 nous donne T2 &
(0,7.) N (0,T,,], et [0,T?] est I'intervalle de temps maximal sur lequel (1.24)-(1.25) est
satisfait, i.e.
Wl <e Vtelo,17],

et
ou bien ||W¢(T?)||s =¢, oubien T2=T,,.

D’un autre coté, la proposition 1.1 donne
W (t)||s < ce™, Vtelo,T7].

En particulier, ||[W(T2)||s < ce™. Lorsque m > 2 et € est suffisamment petit, on a toujours

ce™ < &, quelque que soit la constante ¢ > 0 fixée. Ainsi, T2 = T,,. O

1.3 DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE FORMEL

Dans cette partie nous construisons une solution approchée du systeme (5)-(6). La

premiere idée que nous pourrions avoir serait de la mettre sous la forme

m
(1.42) S UL (t, ),

k=0
pour un certain m € N, puisque le systeme (5) dépend du petit parametre €. Cependant,
en général, une telle solution n’a aucune chance de satisfaire les conditions initiales (6).

En effet, lorsque 'on regarde ’ordre 0 en ¢, le systéme
d
20U +eY_ Aj(U)0,,U = Q(e,U)
j=1

implique @ [0, Uy(t, )] = 0, donc, en particulier, @ [0,Uy(0,2)] = 0. Cela requiert donc
une nouvelle condition sur U : @ [g,U(I, 6)} — 0 quand ¢ — 0, condition qui n’a a priori

aucune raison d’étre satisfaite. Dans le but d’éviter cette situation, nous devons ajouter
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des termes dits de correction de couches initiales dans la solution approchée :

m

>t [Uklt,z) + Iu(f, )],

k=0

ot t = t/e? est une variable rapide.

Dans ce qui suit est présentée une construction détaillée des Uy, et I, puis nous mon-
trons que US,, défini dans (1.2) :

Us(t,7) = Y (Ut 2) + Ik(F 7)), E=t/e,
k=0
satisfait les conditions (H1.5) et (H1.6), conditions portant sur le reste RS, associé a

cette solution approchée, défini dans (1.3). Notons tout d’abord que, pour une fonction
—+00

suffisamment réguliere ¥, dépendant d’une variable X de la forme X = Z e® X}, nous
k=0

avons formellement

(1.43) U(X) =U(X,) + Z Flox W (Xo) Xi + H(W, k, X)),

avec H(V, k, X ) termes dépendant uniquement de la fonction ¥ et des k premiers éléments

de X = (Xo, X1, X, ...). De plus, on a H(¥, 1, X) = 0.

1.3.1 Les équations satisfaites par les U}

On introduit dans un premier temps une fonction décrivant 'erreur entre la solution

exacte et la solution approchée :

Qe V)

e2

R(V) = 8tV+8ZA )0z, V —

j=1
Utilisant a plusieurs reprises (1.43), on obtient, formellement,
+o0 +o0
R (Z €kUk> = Z 5k0k,
k=0 f=—2
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ou
0—2 = Q(OJ U0)7

d
O_1=>_ Aj(Uy)0,,Uy — 0-Q(0,Up) — 9y Q(0, Up) U,

=1

et, pour tout k € N,

d kod
Or = 0Us + > Aj(U0) 00, Urs1 + > D 00 A;j(Uo)Usis + H(Aj, 0+ 1,U)] 0y, Up—r
=1 0=0j=1
1 ft2 pam;
+ o o
- (k + 2)|ag Q(Ov UO) - Uz:% ; [aUag Q(O7 UO)Uk+270 +H (85 Q(O> ')7 k+2— g, Q)] :

Si la série formelle (1.42) est solution du systeme (5), alors

(1.44) R <’§5kUk> = 0.

On a donc O = 0 pour tout k£ € N.

L’égalité O_y = 0 donne vy = 0 grace a (8). Puis, si 'on décompose O_; = 0 en deux

blocs de [ — r et r équations, on obtient

d
Z Ajl‘l(ulb O)axjuo - aeQ[((L U, 0) = 0’

Jj=1

(1.45) -
Z A?I(U()) O)a:cjuo - aEQ]I(()? Up, 0) - aUQ(u()? O)Ul = 0.
j=1

Le premier systeme dans (1.45) est une contrainte différentielle sur uy dont nous discute-

rons plus tard. Pour le second systeme, grace a (8), on a

d
(1.46) vy = [0yq(uo, 0)]71 Z A?l(uo, 0)0q,;u0 — 0-Q™ (0, ug, 0)

Jj=1

De méme, pour £ € N, on sépare O = 0 en deux systemes de [ — r et r équations. En

notant que
I
&LAJU(UO) =0, Q' (0,U,) =0, {’H(Q(Q D), k+ 2,Q)} =0,
on obtient
d d
(147) atuk‘ + Z A;2(UO)8J;]-U]€+1 + Z A}1<U0)8l‘juk+1 + gk. [(UZ) VU’L)OS’LS]C’ Uk+1] — O
J=1 j=1
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et
(1.48)

a§+2QH<0, UO)

d
1

Ao + Y | A3 (Uo) 0, + A% (Up) 0y, -

tUk 2:1[ 0 5 Uk+1 (0) Jvk+1} (k—|—2)!

.

+ i i {( UO Ug41 + 8 A (U())’Ug+1) -azjukfa

o=0j=

—_

+ (0uAT (Uo) g1 + 0,47 (Uo)vos1) O, 00—

k d
+ 33 [H(A) 0+ LU Oajuns + [H(Ay, 0+ 1,U)]% 0y 050

o=0j=1
k+1 1 II
> [a 07Q"(0,Up)ur 2o + 0,07Q" (0, Up)vks2—o + [H(7Q(0, ), k + 2 — 0, U)] ] =0,
=0
ou
(1.49)
k d
9k [(Us, VUio<ich, v = 3 D [[H(Aj 0+ LU Ou iy + [H(Aj, 0+ 1,U)] 0, 00 |
o=0j=1
k d
+ Z Z [6UA}1(U0)UU+1.8QCJ.U]€_U + (8UA]1~2(U0)UJ+1 + 0UA}2(U0)UU+1> .830].1);6_‘,}
o=0j=1
k+1 1 I
X [a 92 Q" (0, Uo)tira—s + 0,07Q1 (0, Un) s + [H(7Q0,.), k +2 — 0,U)] ]
. 1 k+2 I _

La derniere somme dans (1.48) contient
9,07Q™ (0, Up)tt12—o + 0,07Q™ (0, Up)vk12—0 = 0,q(Up)vk4a, pour o = 0.

Ainsi, (1.48) permet de réécrire vy4o comme suit :

d
(1.50) Ukt = [0pq (g, 0)] > AN (ug,0)0,, w1 + Vi tnsr + Vidps, k€N,
=1

ou Vk1+2 et Vk2+2 peuvent dépendre de Uy, Uy, ..., Uy, vp41 et leurs différentielles de premier
ordre, mais sont indépendantes de 1.

Détaillons maintenant ces équations selon la valeur de k. Pour k& = 0, le systéme (1.47)

devient
d d
(151) 8tu0 + Z A}2(U0)8xjv1 + Z A}I(Ug)axjul + go(UO, VUQ, Ul) = 0,
j=1 j=1

ou go est défini en (1.7). Le systeme (1.51) est exactement celui introduit en (1.5) :
dans (1.51), vy peut étre remplacé par (1.46), en revanche u; est une inconnue a traiter

indépendamment. D’aprés hypothese (H1.1), A (Up) est une matrice constante pour
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tout j. Dans le but d’éliminer u; dans (1.51), on suppose qu’il existe une matrice carrée
constante D, d’ordre [ — r, telle que (1.8) soit satisfait. Alors appliquer D a (1.51) donne
le systeme d’E.D.P. d’ordre deux (1.9), et il reste une contrainte différentielle (1.10) sur
uy. Injecter (1.46) dans (1.9) donne le systeme (1.11), fermé pour wuo.

Supposons maintenant que (1.9) et (1.4) admet une solution réguliere locale uy définie

u
sur [0, Ty], avec Ty > 0 indépendant de €. Alors nous venons de construire Uy = 00 ,

et vy, donné par (1.46). De plus, nous avons encore une contrainte différentielle (1.10) sur
uy.

Prenons maintenant £ > 1, et débutons une récurrence. Supposons que Uy, Uy, ..., Ux_1
et vy, soient définis sur [0, Ty_1] avec Tj_; € (0, Tp] indépendant de . Supposons aussi que

nous avons une contrainte différentielle sur uj, du méme type que (1.10) :

d d
>~ A} (10, 0)0y,u + (Tioy = D) | Qg + 3 AP (Uo)r, e
(1.52) =1 i=1

+ (I — D) gr—1 [(Us, VU;)o<i<k—1, vk] = 0.

De méme que pour le cas k = 0, appliquer D a (1.47) donne un systeme d’E.D.P. pour

uy, cette fois-ci linéaire :

d
(153) Dat’dk + D Z A}Q(Uo)axj?]k+1 + ng ((Ul, VUi)OSigka UkJrl) =0.

j=1

et (1.47) devient une contrainte différentielle linéaire pour ug :

d
ZAH (u0,0)0z,up11 + (L—p — D) 8tuk+ZA (Uo)Or; Ve 41

j=1

(1.54)
+ (L—r — D)gr (Ui, VU,)o<i<k, Vk+1) = 0.

Regardons maintenant 1’expression (1.50), avec k+ 1 au lieu de k + 2, et injectons-la dans

(1.53). Associons-les avec (1.52), on obtient les équations sur u; suivantes :

(1.55) Doyuy + D Z Ay (uo) D2,k + DZB’“@x]uk + DZC’“uk + Dfy, =0,

,j=1 Jj=1 Jj=1

ou les Bj’?, CJ’-“ et fr peuvent dépendre de Uy, Uy, ..., Ux_1 et de leur différentielles de premier
ordre, mais sont indépendantes de wuy.

Supposons maintenant que les équations (1.55)-(1.52) admettent une solution locale
réguliere uy, définie sur [0, 7] avec T € (0,T)_1] indépendant de €. Alors nous avons
construit Uy, et vgy1, donné par (1.50) avec k + 1 au lieu de k + 2. De plus, il nous reste
une contrainte différentielle (1.54) sur ux41, ce qui achéve 'induction.

Il est important de remarquer que 'opérateur d’ordre deux dans (1.55) et (1.11) est
le méme. Lorsque pour tout u, Aj*(u,0) =0 (j € {1,...,d}) et 9.Q"(0,u,0) = 0, alors les

contraintes sont trivialement satisfaites pour D = I,_,.. Ainsi, ug et les uy sont uniquement
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déterminés par (1.11) et (1.55), respectivement. Dans ce cas, nous donnons ci-dessous
une condition suffisante pour que ces deux systemes soient paraboliques. La preuve de
ce résultat est similaire & celles données dans [32, (9]. Un exemple type est le systéme

d’Euler avec relaxation (cf. paragraphe 1.3.4).

Proposition 1.2.

d
Soit ¢ = (G, -, Ca) € RU\{0} et A*(C,u) =Y A3 (uo, 0)¢;. Supposons quer > 1—r
=1
et que A*1(C,ug) est de rang mazimal, i.e. Ker [A* (¢, up)] = {0}. Alors,
d
> Aij(u0)Gi¢;

1,j=1

est une matrice négative. En d’autres termes, si D = I,_., alors les systémes (1.11) et

(1.55) sont strictement paraboliques.

Preuve.

Voir I'annexe de la premiere partie.

1.3.2 Détermination des [, et des conditions initiales de u;

+oo
Si la série formelle Y & {Uk(t, x) + Ii(t, x)] est solution de (5), alors
k=0

R [Jio g’“(Uk(t,x) + Ii(t, x))] = 0.

k=0

Puisque t = ¢, on a formellement

+oo “+o0o
(1.56) S ULt x) =D F Pt 2),
k=0 k=0

avec sl
~ th 8hUk_2h
Pk(tax) = —= EW(OMI)
Ainsi,
400 5 5
R [Z 5k(Pk(t,x) + I (1, x))] =0.
k=0

Utilisant alors (1.43) & plusieurs reprises, les mémes arguments qu’en section 1.3.1 nous
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permettent d’obtenir
(I + Fy) = Q(0, Iy + Fy),

d
O:(I1 + P1) = 0y Q(0, Iy + Fo)(I; + P) + 0-Q(0, Iy + Fp) — ZAJ (Io+ )0 (Io—i-Po)
7=1

0;(Ix + Py) = 0uQ(0, Iy + Po)(Ix + Py) + F(k, 1+ P), pour tout k > 2,

avec

F(k,I+P) = Z [aUal (0, To + Po)(Is—t + Pxt) + H(0LQ(0,.), k — 1,1 + P)|

d

1
+ 2708Q(0, Io + Po) = 32 A (o + Fo)Ou, (I1 + Pia)
! =
d k-2
= > [0vA;(To + Po)(Iis1 + Prsr) + H(A; 1+ 1,1+ P)| 0y, (In—2—1 + Pr—2)
i=11=0

ne dépendant que des k premiers termes de I + P = (Ip+ Py, 1 + Py, ..., Ix—1 + Pi_1, ...).
De méme, d’apres (1.44) et (1.56), on a

R rf e*P(t, x)] =R FZOO akUk(t,x)] =0,

k=0 k=0

ce qui implique
8{]30 - Q(O, PU),

d
3{131 aUQ(O P(_))Pl +8Q 0 [[) ZAJ P[) (%JPO,
7=1

0; P, = 0y Q(0, Py) P, + F(k, P), pour tout k > 2.
Ensuite, de Py(t,2) = Up(0, ) et Q(0, Py) = 0, on obtient

Il = Q(0, Iy + Fo),
(1.57) Oeli = 9y Q(0, Io + Po) I + [0y Q(0, Iy + o) — 9y Q(0, Po)| Pu(i, )
+G(k,t,z), Vk>1,

ou

avec

U

F(1,I+P)=0.Q(0, 1o+ Py) = Y_ A;j(Io + Py) 0y, (Io + Pp).

Jj=1

Nous pouvons maintenant décrire [, et déterminer les conditions initiales pour wuy.

Soient U, =

Vg

} des fonctions régulieres données, dépendant de x, obtenues grace a
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un développement asymptotique formel de la donnée initiale U :

U(z,e) = g:o e"UL (7).

+o0o
Siy eF {Uk(t,x) + Ii(t, ZL’)} est une solution du systeéme (5)-(6), on doit avoir
k=0

i.e.

(1.58) {u’fm’x) + 1,,(0, 7) = u(x),

ve(0,2) + IH(0,2) = Ty (x), Yk > 0.

Grace a Q1(0,U) = 0 et a la premiere équation de (1.57), on a 9;If = 0, ce qui signifie
qu’il n’y a pas de couche initiale d’ordre zéro pour u. Dans ce cas, on peut prendre I = 0.

Puis, grace a vg = 0, on obtient
uo(0,7) =up(x), 13(0,2) = To(),
qui sont les conditions initiales pour ug et I7. Ainsi les équations sur I{? deviennent
Oy = q[wo(x), '), weT
D’apres le lemme 1.1, la condition dans (H1.2) peut se réécrire de maniére équivalente :
A2 (u,0)0,q(u, 0) < —C11,, Vu € R,

Puisque Ay est symétrique définie positive, A2* I'est aussi. Cela implique que chaque valeur
propre de 0,q(u,0) est strictement négative, uniformément par rapport a w. Ainsi, pour
une donnée initiale T, suffisamment petite, il existe une unique solution globale I/1(f, 1),
qui décroit exponentiellement vers zéro lorsque £ — +oo (cf. [2]). Ensuite, par induction,
pour tout a € N tel que |a| < s+m, 9211 satisfait une équation différentielle ordinaire,

linéaire, de la forme :

(1.59) 0 X = 0uq [To(), I'| X + g(F,2), x €T

avec décroissance exponentielle de ¢ lorsque ¢ — +o00. Cela implique que
I To(Z, ) |ls2m — 0, exponentiellement lorsque ¢ — +oo0.

On peut se référer a [68] pour la résolution de I’équation linéaire (1.59).

Ensuite, pour k& > 1 fixé, supposons que, pour tout i < k — 1, I; existe globalement en

temps, et supposons que ||;(£,.)||s+m_i décroit exponentiellement vers zéro lorsque £ tend
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vers U'infini. Alors ||G(k,t,2)||stm_k aussi, puisque
G(k,t,x) = F(k,I+ P) - F(k,D),

et F ne dépend que des (I;, P;) pour i < k — 1. Les [ — r premiéres équations dans (1.57)
sont

afllg = gl(k7 £> 33')
Ainsi, i
~ t ~ ~
[, z) = (0, 2) +/ Gk, ¥, 2)di"
0
Or cette équation admet pour limite zéro lorsque ¢ tend vers I'infini. Ainsi,

II.E _ Feo Ik'~/ d~/
k(ax)__f g(,t,l’)t

et

I IE(E, ) lssm-r — 0, exponentiellement lorsque  — +o00.

En particulier,

o) = [ G T ) di.

Cette équation, couplée a (1.58), détermine la condition initiale de wy, :
+o0 I - -
ur(0,2) = T(z) +/ G (k, 1, 2)di.
0

Finalement, les r derniéres équations de (1.57) impliquent que ! satisfait encore un

systéme linéaire de la forme (1.59). Ainsi, I{! existe, globalement en temps, et

I TE(, )||sem—r — 0, exponentiellement lorsque f — -+oo0.

1.3.3 Estimations de ’erreur

Dans les deux dernieres sous-parties 1.3.1 et 1.3.2, nous avons construit, pour tout
k > 0, Uy et Ij sur lintervalle de temps [0, 7], avec 0 < Ty41 < Tj. Maintenant nous
prouvons que, pour un entier fixé m quelconque, la solution approchée U’ définie par
(1.2) satisfait (H1.5)-(H1.6). En effet, puisque I} =0,

O (t)?)) = e 20:18 (12, ) = e 20,q(To, 131,

et I11(,.) décroit exponentiellement vers zéro lorsque £ — 400, (H1.5) est clairement
satisfaite.

Le résultat suivant implique que (H1.6) est aussi satisfaite.
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Proposition 1.3.

Soit R;, le reste défini par (1.3) associé a la solution approchée construite en sections

1.3.1-1.3.2, i.e., RS, = R(US,). Alors

m—1 e
+ ¢ F-,

ot ry, € C([0, T,,]; H®) et F5 € C([0,T,); H®) satisfont

IFS ()]s < ce+ce™ 2, Vie[0,Tl.

Preuve.

Voir 'annexe de la premiere partie.

1.3.4 Exemples

A propos des exemples semi-linéaires présentés dans le paragraphe 1.1.2, on a Al =0,
et Q) ne dépend que de U. Ainsi les contraintes différentielles disparaissent. Il est facile de
vérifier que les solutions approchées U:, peuvent étre construites quel que soit ’entier m

choisi, alors le théoreme 1.1 peut étre appliqué.

Considérons maintenant les exemples quasi-linéaires donnés dans 1.1.2.
Systéme d’Euler avec relaxation

Rappelons que dans ce systeme

T

C A= 7" ey
h’(n)ej ’UjIg

U —

Ainsi Aj'(n,v) = v;. Puisque Aj'(n,0) = 0 et que @ ne dépend que de U, il n’y a pas
de contrainte différentielle. Le terme dominant (ng,vg) satisfait vy = 0, et un systéme

d’équations des milieux poreux
315”0 - Ap(”ﬂ) = 07

qui est strictement parabolique puisque p est une fonction strictement croissante. Ainsi,

ce systeme admet une solution locale réguliere. On voit rapidement que v; = —Vh(ny).
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Soit I() = [ 7?0

] le terme dominant de la couche initiale. Celui-ci satisfait
Vo

Oing = 0,
8{’50 - —1~)0.
Il est donc clair que I existe globalement en temps, et décroit exponentiellement vers

zéro lorsque t — 400, méme pour de grandes conditions initiales.

De méme, par récurrence on peut construire les termes d’ordre supérieur ng, I, =

n
[ Nk } et vp1 pour k > 1. Plus précisément, les équations satisfaites par n; et I sont
Uk

Oy — p'(ng)Any + by, = 0,
afﬁk - glf:—(ga m)7
Oty = —p + gi' (L, 2),

ou les by ne dépendent que de (n;,v;) pour 0 < i < k et de leurs différentielles de premier
ordre, et ot gi et gi! décroissent exponentiellement vers zéro lorsque ¥ — +oo. Enfin, vy,
est donné par I'expression (1.50). Ainsi la solution approchée US, peut étre construite pour

tout entier m donné, et le théoreme 1.1 peut étre appliqué.

Systéme d’Euler-Maxwell avec relaxation

Rappelons que pour ce systeme [ = 10, r = 3,

n v; 0 0 nel
n
B 0 0 J;, 0
u=| B|, U= . A(U) = ! . je{1,2,3},
v h'(n)e; 0 0 w13
et
0
0 0
Qe,U) = , Q)= 0 |, qU)=-v
env
NV

—v—¢cF —cvxB

Puisque



il y a des contraintes différentielles sur le terme dominant, de la forme

, [0 0 0 0
0=> 10 0 J; |Oyuo=]| rotFE, |,
o Jt o — 10t By

que l'on réécrit plus simplement
rot By = rot By = 0.
Couplées avec les contraintes des équations de Maxwell :
div By =0, divEy=b— nyg,

on en déduit que By est une constante, et qu’il existe un potentiel g tel que Ey = V.

On a au final vy = 0, et I’équation satisfaite par ng :
oo + div(nevy) =0, v3 = —V [h(ng) + o] -
Ainsi, (ng, po) satisfait un systeme de dérive-diffusion (drift-diffusion system) :

{ Oyng — div [ngV (h(ng) + o)) = 0,
Apg=b—mng, Ey= V.

On sait que ce systéme admet une unique solution locale réguliere (cf. [13]). Ainsi, on a

construit Uy et vy. Il est facile de vérifier que les contraintes sur u; sont

rot By = 0,Fy — ngv1, rot By = —0;By.

no
. . By . o o
Maintenant, soit Iy = | - le terme dominant de la couche initiale. Il satisfait
0
Ug
Oing = 0,
85B0 = 07
81?-E0 - 07
8{’[70 — —770.

Ainsi, un tel I existe globalement en temps, et décroit exponentiellement vers zéro lorsque

t— —+00.

De méme, par récurrence, grace aux contraintes différentielles sur les wug, on peut

construire les termes d’ordre supérieur wuy, Iy et vgy1 pour k > 1. En particulier, (ng, @)
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satisfait un systéme de dérive-diffusion linéaire (linear drift-diffusion system) :

{ Iy — div [ngV (1 (no)ng + @x)] + div(ngvr) = ay,
Apr = —nyg + B,

By, satisfait un systeme div —rot linéaire :
div Bk = 0, rot Bk = 8,5Ek,1 - cbkfl,

et
By =V — 0he—1, U = =V [N (no)ng + @] + 01 + Y,

ol o, Bk et v ne dépendent que des U; et ; pour 0 < ¢ < k — 1, et ou
k—1
Bi_1 =rtot 1, Ppo1=—> nu, k>1
i=0

De plus, il reste des contraintes différentielles sur vp,q :
rot Bk—i—l = ékEk - (I)k, rot Ek—i—l = —atBk-.

Le terme de couche initiale I, satisfait une équation différentielle ordinaire linéaire, de
méme partie principale que Iy, et toujours avec un terme source décroissant exponentiel-
lement vers zéro. Ainsi, la solution approchée UZ, peut étre construite pour tout entier m
donné, et le théoreme 1.1 peut étre appliqué.

Dans cet exemple, le choix correspondant de D et des fonctions g est

’Ul.vng
D= djag(luoﬁ)v gO(u07vu07U1) = 0 )
—TNoU1
et
Vg41.Vng + div(nguy) — oy
9k (Ui, VU)o<i<k, Vi1] = 0 , k>1.
Dy
ANNEXE :

PREUVES DU LEMME 1.1 ET DES PROPOSITIONS 1.2-1.3

Les preuves de ces divers résultats sont assez similaires a celles développées dans

[32, 69]. Voir aussi [68]. Nous les donnons ici dans un souci de complétude.

Preuve du lemme 1.1.
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D’apres les conditions (7) et ¢(u,0) =0, on a

Q0. u,0) = [ 8 0 q(Ou 0) ]

“ Ag(u,0)0yQ(0,u, 0) + dyQ(0,u, 0)" Ag(u, 0)
0 A (u,0)0,q(u, 0)
[Duq(u, 0)]" Af*(u,0)"  AZ(u,0)0,q(u, 0) + [Duq(u, 0)]" AF*(u,0) ] ’
ou T désigne la transposition. D’autre part, 'hypothese (H1.2) implique que la der-
niére matrice est symétrique définie négative. Puisque le premier bloc diagonal est nul,

on en déduit que A}*(u,0)d,q(u,0) = 0. Et puisque d,q(u,0) est inversible, on obtient
AP (u,0) = 0. O

Preuve de la proposition 1.2.

Le lemme 1.1 implique que A§?(ug,0) = 0. Puisque Ag(U)A4;(U) est une matrice sy-
métrique, on a

A (0, 0) A (10, 0) = [A% (0, 0)] " A (uo, 0).

j
Ainsi, pour tout ¢ € RANJ0},
d

A (0,0) D AP (uo, 0) [0,4(uo, 0)] 7" AT (uo, 0) GG

,j=1

= [42(Cu)] " AZ(uo, 0) [Bug (o, 0)] " A2 (C, o).

De plus, 'hypothese (H1.2) implique que
AgQ(Uo, 0) [8UQ(U0, 0)]_1 < _Cllr-

Pour tout £ € R\ {0}, on a A%*((,up)¢ € R". 1l s’ensuit que

d
€7 1 At (w0, 0) > Al*(uo,0) [0pq(uo, 0)] " A% (1o, 0)Gi; | €

i,j=1
:ASQ(UO, 0) [Ovgq(uo, 0)]71 Am(C, )€ - Am(C} up)§
< — Ci|A* (¢ uo)él* <0,

puisque £ # 0 et Ker [A% (¢, up)] = {0}. Ainsi,

d
A(l)l (uO’ O) Z Azm(u()v O) [aUQ<u0’ O)]il Agl(u()a O)CZCJ

i,7=1
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est une matrice négative, tout comme
d 1
Z A,}Q(UO, 0) [aUQ(u(b 0)]7 Ail(u(h O)ngja

1,j=1

puisque A} (ug,0) est définie positive. O

Preuve de la proposition 1.3.

m +oo
Refaisons les calculs pour R <Z et k) de la méme fagon que pour R (Z kU, k) dans
k=0 k=0
le paragraphe 1.3.1, on obtient

m m—1
R (Z £kUk> = Y FO+e™ 'R, + O(e™),
k=0

k=-2
ol
d m—1 d
Rm = atUm_l + ZAJ(UQ)ax]Um + Z Z OUA Uo o+1 —f—%(A],O"I— 1 U)](‘? Um o—1
Jj=1 o=0 j=1
UCN |
~H(Q(, ),m +1,U) = 3 = 0007Q(0, Ug)Uny1-0 + H(27Q(0,.), m+ 1 = o, U)]|
o=1
1
— ———=97"Q(0, Uy).
( + 1)‘ € ( 0)

Les fonctions U sont construites dans la section 1.3 de sorte que O, = 0 pour k €
{=2,...,m—1}. De plus, grace aux équations (1.54)-(1.55) et (1.50), il est facile de vérifier

que

= 0y Q(0,Up)Upi1 =

0
Owq(uo, 0)vmi1 |

ol V41 est donné par (1.50) avec k = m — 1. Ainsi,

Ui 0
R E ekUk> —gm-!
<k:0 an(an O)Um+1

+O(e™).

Définissons
e 1-m pe D,
'm = UQ(U’O7 0>Um+17 Fm =£ Rm — Rm

On veut alors montrer que
1FE ()]s < ce 4 ce™ 2.

Dans ce but, on écrit d’abord

Z SkUk(t,.CE) = Z 5/€Uk(52ﬂ x) — Z 5kpk(£, [B) + €m+1p’
= k=0 k=0
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avec P = P(e,t,t,x) = O(1)#+m/2] | Ainsi

m m

Uz, = > " [Un(t, @) + I, 2)] = D" [Pulf, @) + Li(F, 2)] + ™1 P,

k=0 k=0
On peut alors montrer que

R [Z €kUk(t,ZE)‘| = Em_l {3{15 +£(€7]57P07 >Pm)} )

k=0

R(U)

e 0P + L(e, P, I + Po, ey P+ In)|

ou L(g, P, .) dépend de maniére C* de ses variables et leurs différentielles de premier ordre

en espace. 1l s’ensuit que

Fe =e'""R(UE) — '™ ™R [i *UL(t, .CE)‘| + O(e)

k=0
=L(e,P,Iy+ Py,....Pp+ 1) — L(c, P, Py, ..., P,,) + O(e).

Et, puisque les I (%, 2) décroissent exponentiellement vers zéro lorsque £ — 400, on obtient
le résultat. O
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‘Deuxieme partie

Existence globale uniforme de
solutions pour les systemes

hyperboliques symétrisables
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INTRODUCTION

Dans cette partie nous recherchons des solutions régulieres au probleme de Cauchy
associé aux systemes hyperboliques quasi-linéaires d’ordre 1 avec terme source de la forme
(9), avec conditions initiales (10). Le cadre est similaire a celui de la partie 1. Rappelons
que la variable U : Rf x R — Q C R! est l'inconnue, avec z = (z1,...,74), et que
e € (0,1] est un petit parametre. Les fonctions vectorielle @ : Q — R! et matricielles
Aj(j € {1,....d}) : Q — R sont régulieres. L’espace © est I'espace d’état. On suppose

de plus que le systeme (9) est hyperbolique symétrisable, avec un symétriseur noté Ay(U).

La plupart du temps, Q(U) est, a une transformation linéaire pres, de la forme

(2.1) Q) =

ou q : 2 — R" est une fonction réguliere, 1 < r < [. C’est le cas dans la plupart des

modeles physiques (cf. [20, 72]). Selon la méme partition, on note
u
U= }, weR", veR,
v
Mll M12
et M = V2 pour toute matrice M de taille [ x [. Le terme ¢(U) /e correspond

aux effets dissipatifs dans (9). Lorsque r = [ la dissipation est complete, et U = v. Ce
cas étant plus facile a traiter, nous ne traiterons que le cas de la dissipation partielle (ou
r <[ —1). Par définition, un vecteur constant U, = (u.,v.) € § vérifiant q(U.) = 0 est
appelé un état d’équilibre pour (9).

Le systeme (9) est une forme générale d’équations hyperboliques quasi-linéaires du
premier ordre avec relaxation dans le terme source, il inclut le cas conservatif, de la forme

(2.2) U + f:aijj(U) = Q(EU)

j=1
avec A;(U) = Fj(U). On sait (cf. partie 1) que, de maniere générale, des solutions régu-
lieres pour (9) ou (2.2) existent seulement localement en temps, et des singularités peuvent
apparaitre en un temps fini. Cependant la structure dissipative du systeme prévient cette
formation de singularité, et implique 'existence globale de solutions régulieres au voisi-
nage d’un équilibre constant. Pour (2.2), avec € = 1, un tel résultat d’existence globale
a été prouvé par Hanouzet et Natalini en dimension un (cf. [20]), et a été étendu aux
dimensions supérieures par Yong (cf. [72]). Dans leurs résultats, les auteurs ont besoin

de deux hypotheses importantes. La premiere est une condition de dissipation partielle
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autour de 1’équilibre U,. Elle s’écrit comme suit
(2.3) (¢ (U) — & (U)] Q(U) < —c.|Q(U)|?, pour U proche de UL,

ou ¢, > 0 est une constante, et ou & est une entropie strictement convexe pour (2.2).
Cette condition permet de montrer une estimation en temps sur la dissipation de Q). La
seconde hypothese est la condition classique de Shizuta-Kawashima (SK) sur U, qui
permet d’obtenir une estimation en temps de la dissipation de VU. Ces estimations sont
essentielles dans la preuve de I'existence globale de solutions autour de U,. Sous ces deux
conditions, des travaux supplémentaires ont été effectués sur le comportement en temps
long des solutions (cf. [5] et [3]). Notons que (SK) n’est pas une condition nécessaire pour
I'existence globale. Citons par exemple [73, 9, 11, 53] ou l'existence globale est démontrée
tandis que (SK) n’est pas vérifiée. En général, I'existence globale de solutions pour (2.2)
n’est pas uniforme par rapport a ¢ € (0, 1], car le voisinage de U, dépend lui aussi de €. Cela
dit, dans [13], Coulombel et Goudon ont considéré les équations d’Euler avec un terme

2n, avec a > 0 constante. Ces résultats furent

de relaxation (1.20) dans le cas ou p(n) = a
améliorés par Lin et Coulombel au cas d’une pression p(n) quelconque, croissante selon
n > 0 (cf. [35]). Un autre résultat sur l'existence globale uniforme est di a Beauchard et
Zuazua (cf. [3]), ot un systeme non conservatif de forme générale (9) fut étudié, mais dans
un cas particulier de fonctions A; et ). Malheureusement, le cas présenté ne s’applique
pas a beaucoup d’exemples (notamment ceux présentés en paragraphe 2.1.3). Ainsi, ils
laisserent dans leur article une conjecture sur I'existence globale uniforme par rapport a

¢ dans le cas général.

Dans cette partie, nous nous proposons d’étudier le probléme pour une forme géné-

rale de A;. Ce travail comporte trois résultats principaux. Premiérement, nous prouvons

I’existence globale uniforme de solutions régulieres U = au probleme de Cauchy

v
(9)-(10), au voisinage d’un équilibre constant U, = Ze . Une application immédiate
e
de ce résultat est la convergence globale du systéme (9) vers des équations hyperbo-
liques linéaires lorsque € — 0. Une condition essentielle pour obtenir ces résultats est que
Ajl-l(u, v.) doit étre une matrice constante pour tout j € {1,...,d} et tout u au voisinage
de u.. Ensuite, nous supposerons de plus que A}l(u,ve) = 0. Alors, lorsque ¢ — 0, la
suite de solutions (uf).-o, dans un temps lent £ = &t, converge globalement en temps vers
une solution d’un systeme non linéaire de type parabolique d’ordre deux. Cela implique
I’existence globale de solutions régulieres pour ce systeme limite. On montre de plus que
le systeme limite est effectivement parabolique, et que le probleme de Cauchy associé
admet une unique solution dans un voisinage de u.. Remarquons que le systeme limite
est différent de celui que I'on obtient a partir du systeme (9) par le développement de
Chapman-Enskog. Ces résultats demandent des conditions de stabilité supplémentaires,
et peuvent s’appliquer & (au moins) quatre exemples, notamment les équations d’Euler

(1.20) et les systemes étudiés par Beauchard et Zuazua dans [3]. Leurs preuves reposent
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sur des estimations d’énergie uniformes par rapport au temps et a . Les conditions de
stabilité et les exemples dont nous parlons sont décrits en détails dans la section suivante
(paragraphe 2.1.3). Enfin, pour ¢ = 1, nous étendons le résultat d’existence globale, établi
pour des systemes conservatifs par Hanouzet et Natalini dans [20] et par Yong dans [72],
au cas des systemes non conservatifs. En particulier, pour d > 3, nous prouvons l’exis-
tence globale sous une condition de dissipation partielle et sous la condition (SK), sans

hypothese supplémentaire.

Expliquons maintenant pourquoi nous considérons des systemes non conservatifs :

(1) Ces systemes offrent un résultat plus général, puisque tout systéme conservatif peut

se mettre sous la forme d'un systeme non conservatif.

(2) Il existe effectivement des systémes qui ne peuvent se mettre sous la forme conservative.

Des exemples typiques sont les modeles multi-fluides (cf. [33, 57, 17]).

Cette partie est organisée comme suit. Dans la prochaine section (section 2.1), nous
décrivons d’abord les hypotheses, et discutons des liens avec notre probleme. Puis nous
énoncons les théorémes principaux, et donnons des exemples d’applications. La section 2.2
est dédiée a la preuve de I'existence globale uniforme, par le biais d’estimations d’énergie
uniformes. Dans la section 2.3, nous prouvons la convergence, lorsque € — 0, du systeme
vers des équations hyperboliques, puis paraboliques sous une échelle de temps lent. Dans
la derniére section (section 2.4), nous prouvons l'existence globale de solutions, lorsque

e = 1, pour des systemes hyperboliques non conservatifs.

2.1 RESULTATS PRINCIPAUX ET EXEMPLES

2.1.1 Hypotheses

Durant cette partie, nous supposons premierement que
(H2.1) U, est un état d’équilibre de 2, et 0,q(Ue) est une matrice inversible.

Introduisons les variables suivantes :

(2.4) qa=qU), V=

La condition (H2.1) nous dit que g, = qU,) = 0 et que ¢ : V — U est un C'-

difféomorphisme dans un voisinage de V, = 06 , que ’on notera €2.. De plus, V satisfait
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le systeme suivant :

(2.5) oV + zdj A, (V)2,,V = iP(V)
(2.6) A (V) = &' (V)T A [o(V)] ¢/ (V),

0
(27) PVI=1 0060704

Soit alors

(2.8) Ao(V) = ¢/ (V) Ao [p(V)] ¢ (V).

On voit rapidement que le systéme (2.5) est encore hyperbolique symétrisable, avec Ay (V)
comme symétriseur. Ce systeme (2.5), d’inconnue V', fut introduit par Yong dans [72], et
fut utilisé pour les estimations d’énergie d’ordres supérieurs a 1. Nous suivrons la méme
idée, et utiliserons (2.5) au lieu de (9) dans notre étude. L’avantage est que, sous une
condition de dissipation partielle, q peut étre vue comme variable de dissipation dans les
estimations d’énergie. Pour que v — v, puisse jouer un tel rdle, nous devrions faire une
hypothese plus forte que (H2.1) (voir (H2.7) ci-dessous).

Avant d’énoncer le résultat principal, nous faisons les hypotheses suivantes, portant
sur la structure du systéme (2.5). L’espace w, désigne un voisinage de u, (indépendant de

e) satisfaisant w, x {0} C ..
(H2.2) Il existe une constante C, > 0 telle que

(2.9) Ao(Ve)P'(Ve) + P'(Ve) " Ao(Ve) < —C { 8 IO ] ;

(H2.3) Pour tout u € w,, g A (u,0) =0;
(H2.4) Pour tout u € w,, A§*(u,0) =0;

(H2.5) Pour tout j € {1,...,d} et tout u € we, A(u,0) et A1 (u,0) sont des matrices
constantes, et 0, Ay (u, 0) A (u,0) =0, o A = AoA; ;

(SK) Nous supposons également que V; satisfait la condition (SK) décrite en introduction,

et nous noterons

d
A(Cue) =D GA;(Ve), pour tout ¢ € ST
=1

La condition de dissipation partielle (H2.2) fut abordée dans [12, 15] et introduite dans
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[69] pour un systeme général de la forme (9). Elle fut utilisée plusieurs fois, dans différents

travaux, cf. par exemple [32, 70, 72, 51]. En particulier, elle est vérifiée pour un systeéme
conservatif possédant une entropie strictement convexe €, cf. [72]. Les conditions (H2.4)
et (H2.5) furent introduites dans [32] et [51], respectivement, dans I’étude de 1’existence

locale uniforme par rapport a € et de la convergence vers un systeme de type parabolique
lorsque ¢ — 0. La condition (H2.3) est nouvelle, et est requise pour notre étude de
I'existence globale uniforme. Dans [20, 72], I'existence globale de solutions régulieres pour
le systeme (2.2) fut prouvée sous les conditions (H2.1), (2.3) et (SK). Enfin, il est
important de souligner que ces hypotheses sont indépendantes de €.

Nous savons que la condition de Shizuta-Kawashima (SK) est invariante par difféo-
morphisme, et qu’il existe diverses formes, équivalentes, d’énoncer (SK) (cf. [59] ou [72]).

Ci-dessous, nous énongons deux de ces formes, nécessaires dans 1’étude de notre probleme.

Lemme 2.1.

Supposons (H2.1) vérifiée. Alors la condition (SK) est équivalente a chacune des

deux conditions suivantes :
(SK’) V¢ € 847, le noyau de A* (¢, u.) ne contient aucun vecteur propre de A™ (¢, u.) ;

(SK”) Il existe une constante csx > 0 et une matrice anti-symétrique réelle KK €

C(8%7Y) telles que K(—¢) = —K(C), et

K(Q)A(C ue) — AT (¢ ue)K(C) > 2¢sry — 2 [ 8 g ] . V(estt

T

Dans I’étude de la convergence du systéme en temps lent £ = £t, nous avons besoin de

deux nouvelles hypotheses, plus fortes que les précédentes. Elles furent déja utilisées dans

32, 54].
(H2.6) Pour tout j € {1,...,d} et tout u € we, Aj'(u,0) =0;

(H2.7) 0,q(U.) est une matrice inversible, et pour tout u € w,, q(u,v) =0< v = v,.

Discutons maintenant des liens entre ces conditions. Clairement, (H2.7) implique (H2.1).

Nous avons de plus le résultat suivant.

Proposition 2.1.

Supposons que Uhypothése suivante, un peu plus forte que (H2.2), soit vérifiée :

0

(2.10) Ao(u,0)P'(u,0) + P'(u,0)" Ay (u,0) < —C, [ 0 ! ] , YU € we.

T

Alors (H2.7) implique (H2.4), et (H2.6)-(H2.7) impliquent (H2.5).

Preuve.
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D’apres (2.7) et (H2.7), nous avons

o o
i [ 0 duq(u,ve) ]

et
Ao(u,0)P'(u,0) + P'(u,0)" Ay (u,0)
0 Ag?(u, 0)0uq(u, ve)
[Duq(u, ve)]" AR, 0)7 AZ (u,0)Duq(u, ve) + [Dug(u, ve)]" AZ(u,0)

La condition (2.10) implique que la matrice ci-desssus est symétrique définie négative,
et (H2.7) implique que 0,q(u,v.) est inversible, pour tout u sur un voisinage de u,,
que nous noterons encore w,. Puisque le premier bloc diagonal de la matrice est nul, cela
implique que A% (u, 0)d,q(u, ve) = 0, et donc A% (u, 0) = 0, pour tout u € w,. Finalement,
I'hypothese (H2.5) provient de (H2.6) et de

fl;l(u, 0) = Ag' (u, 0) A (u,0) + A (u, 0) A (u,0) = 0, pour tout u € we.

La preuve est donc terminée. O

Les conditions (H2.2) & (H2.6) sont écrites pour le systéme (2.5), avec la variable V.
Le résultat suivant montre que ces conditions peuvent aussi s’écrire pour le systéme (9)

avec la variable U, a supposer que (H2.7) soit vérifiée.

Proposition 2.2.

Supposons (H2.7) vérifiée. Alors les hypothéses (H2.2) a (H2.6) sont invariantes

par le changement de variable ¢. Plus précisément, on a

(2.11) Ayt (u, ve) = Ag' (u,0),
(2.12) AP (u,ve) = Ay (u, 0)0yq(u, ve)
(2.13)

Dp Ayt (u,ve) = 0 Ay (1, 0)0,q(u, ve) + {&?wq(u, Ue)}T.Agl (u,0) + Ay (u, 0)02,q(u, v.),

(214)  0,AN (u,0.) = 0,AY (u,0) + [02,0(u.0)] A3 (1 0) + AR (s, 0)82, g, ve),

(2.15) Al (u, ve) = A (u,0),
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et enfin (H2.2) est équivalent a

(216)  Ag(U)Q'(U) + (Q(U.)) Ao(U) < —C.,

0 0
0 [3g(u,ve)] dualu,ve) |
ot [0,q(u, ve)]" Buq(u,v.) est une matrice symétrique définie positive.

Preuve.

Soit ¥ 'inverse de ¢. Alors

u

U) =
Y(U) J(u)

] Y ¢/(U) =

Il—r
Auq(u,v)  0pq(u,v) ] '

Si (H2.7) est vérifiée, alors 0,q(u,v.) = 0, et on a vu dans la preuve de la proposition

2.1 que 0,q(u,ve) est inversible pour tout u € w,. Ainsi,

0 0
0 0yq(Ue)

I, 0

Q'(Ue) = P/(Ve) = 0 Huq(l)

) ¢/(Ue) = [
Or, d’apres (2.8), on a

Ao(Ue)Q'(Ue) = 4" (Ue)" [Ao(Ve) P'(Ve)] ¢/ ().

Donc (H2.2) équivalent a (2.16).

Ensuite, quelques calculs donnent

A(U) = ' (U) Ay [p(U)] ' (U)
AT+ (0uq)T AR + [AR + (0,9)T AR Dug [AR + (0u9)T AB2] Dug
(9uq)" AS" + (90q)" AT*Oug (9vq)" AFPOug

Par identification, on obtient
A U) = AF [u, g(U)]+0uqg(U)]T AZ [, g(U)]+[ AR [u, q(U)] + [0ug(U)]" AZ? [u, q(U)]] Dug(U),

et
AR(U) = [AR T, g(U)] + [Bug(U)]" AZ [u, q(U)]] Dg(U).

Puisque 0,q(u, v.) = 0, on a les égalités (2.11) & (2.14). De méme, (2.6) implique 1'égalité
(2.15). Les résultats (2.11) a (2.16) prouvent 'invariance de (H2.2) a (H2.6) par ¢. O

2.1.2 Reésultats principaux

Notre premier résultat concerne I'existence globale uniforme de solutions régulieres au
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probléme de Cauchy (9)-(10) par rapport a .

Théoréme 2.1.

Soit s > d/2 + 1 un entier, et soit U € U, + H*. Supposons satisfaites les hypothéses
(H2.1) a (H2.5) et (SK). Il existe deux constantes wy > 0 et ¢; > 0, indépendantes de
g, telles que, si ||U—U.||s < w1, alors pour tout e € (0,1], le probléme de Cauchy (9)-(10)

€

u
admet une unique solution globale U® = e satisfaisant Us — U, € C(R™; H®) et, pour
v

tout t > 0,
t /1 —
@17) U0 = Ul + [ (Sllale (@), o (@] 12 + el Vur (), ) de' < a0 - U2

Le théoreme 2.1 a pour application immédiate la convergence du systeme (2.5) vers
des équations hyperboliques linéaires lorsque ¢ — 0. En effet, I'estimation (2.17) donne
des bornes uniformes sur la suite de solutions (U¢).so. Associées au systéme, on obtient

la compacité relative de (U®).~¢, nous permettant de passer a la limite dans le systeme.

Théoréme 2.2.

Supposons vérifiées les hypothéses du théoréme 2.1. Alors pour tout T > 0 et tout

s1 €10,s), lorsque e — 0, on a

(2.18) Ut — Ue — Ug — Ue, faiblement-* dans L°(R; H®),
(2.19) u® — ug, uniformément dans C ([0,T); H}.),
(2.20) q(us,v°) =0, fortement dans L*(R*; H*),

ol ug est l'unique solution du probléme linéaire
d
Ouo + > A (ug, 0)0y,u0 =0, >0, z € R,
(2.21) j=1
up(0, ) = u(x).
Notons que le systeme (2.21) est linéaire car (H2.5) implique que Aj'(u,0) est une
matrice constante pour tout u € w.. Un résultat plus intéressant peut étre prouvé sur la
convergence du systeme en temps lent vers un systeme d’équations de type paraboliques

non linéaires. Plus précisément, si nous notons q° = ¢(uf, v%), nous définissons une suite

en temps lent £ = et par
- - - 1 .
(2.22) pe(t, ) =u(t/e,x), MN(t,z) = gqe(t/s,x).

Nous voulons alors prouver la convergence de (u°, A®) vers une solution (pg, Ag) au pro-
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bleme de Cauchy associé aux équations aux dérivées partielles de second ordre (11)-(13)

avec condition initiale (12).

Théoréme 2.3.

Supposons les hypothéses du théoréme 2.1 vérifiées, ainsi que (H2.6)-(H2.7). Alors,

lorsque € — 0, la suite (U, A°)eso converge dans le sens suivant :

(2.23) UE — Ue — o — Ue, faiblement-+ dans L™(RY; H®),

(2.24) A — X, faiblement dans L*(R*; H*),
et pour tout T > 0 et tout s; € [0, s),

(2.25) W — po,  uniformément dans C ([0,T); Hp.),

loc
ol iy et Ao sont les solutions globales du probléme (11)-(13).

Le systeme (11) fait intervenir des équations aux dérivées partielles non linéaires

d’ordre deux, dont le terme principal est gouverné par l'opérateur différentiel suivant :

d
-1
O + Z 'Aij (M)aixj’ avec 'Aij (N) = A}Q(u, O) [aUQ(:uu Ue)] "4]21 (:uv 0)7
ij=1
ou A;; (1) est bien définie grace a (H2.7). Pour ce type de systeme, 'existence de solutions
régulieres (méme locale) n’est pas connu de manieére systématique. Ainsi le théoreme 2.3
peut paraitre surprenant a ce stade, puisqu’il implique effectivement 'existence globale
d’une solution réguliere au probléme de Cauchy (11)-(12). Pour mieux comprendre cette

situation, nous établissons un résultat sur la structure du systeéme (11).

Lemme 2.2.

Supposons les hypothéses (H2.6)-(H2.7) et (SK) vérifiées. Alors il existe un voisi-
nage w, C w, de u. (indépendant de €), tel que le systéme (11) est strictement parabolique

sur wl, au sens ou
d

> A6

ij=1

est une matrice symétrique définie négative pour tout u € w et tout ¢ = ((y, ..., () € S¥L.

Preuve.

Remarquons premiérement que S¢! est un ensemble compact. Ainsi (SK’) implique
qu’il existe un voisinage (indépendant de ¢) w!, C w, tel que SKer [A*!({, )] ne contient
aucun vecteur propre de A1 (¢, ), pour tout ¢ € S9! et tout u € w.. Grace a (H2.6),
on a AM(¢, p) = 0, et ainsi Ker [A?Y((, )] = {0} pour tout ¢ € S et tout p € w). Cela
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implique que r > [ — 7. D’aprés le théoréme du rang, on obtient rg [A* (¢, u)] =1 — 7,
c’est-a-dire que A?((, 1) est de rang plein, pour tout ¢ € S et tout p € w!. Ainsi, en
suivant le méme principe que le lemme 2.4 dans [32] ou la proposition 1.2 de la partie 1,

on prouve que le systéme (11) est strictement parabolique. U

Théoréme 2.4.

Supposons les hypothéses du théoréme 2.3 vérifiées. Il existe deux constantes wy > 0
et co > 0 telles que, si ||t — ue||s < w2, alors le probléme de Cauchy (11)-(12) admet une
unique solution pg satisfaisant po — ue € C(RT; H®) et Vo € L*(RT; H®). De plus, pour
tout t > 0,

t
(2.26) 1o (t ) —ue!\§+/0 IVio(t', IS dt” < eafla — uell.

La preuve du théoreme 2.4 provient de techniques standard utilisant les transforma-
tions de Fourier. Nous la laissons en annexe.

Le théoreme 2.1 donne un résultat d’existence globale uniforme pour un systeme non
conservatif par rapport a € € (0, 1]. Considérons maintenant le cas ou ¢ = 1. Rappelons
que pour un systéeme conservatif (2.2), Uexistence globale est démontrée des que (H2.1),
(2.3) et (SK) sont vérifiées. Nous établissons maintenant un résultat similaire pour des
systeémes non conservatifs, sous les conditions (H2.1)-(H2.2), (H2.4)-(H2.5) et (SK).
En particulier, pour d > 3, (H2.4) et (H2.5) ne sont plus requises. Ces résultats montrent
notamment que (H2.3) n’est nécessaire que dans le probleme de l'existence globale uni-

forme par rapport a e.

Théoréme 2.5.

Soit s > d/2+1 un entier, ete = 1. Soit U € U, + H®, et supposons (H2.1), (H2.2)
et (SK) vérifiées. Il existe une constante @z > 0 telle que, si |[U — U||s < w3, alors le
probléeme de Cauchy associé au systéme (9) avec condition initiale U admet une unique

solution globale Uy vérifiant Uy — U, € C(R™; H®), a supposer que nous ayons

ou bien (i) (H2.4)-(H2.5), ou bien (ii) d > 3.

Remarque 2.1.

La condition (H2.2) implique que q est une variable dissipative. Si (H2.7) est vérifiée,

v — v, est également dissipative puisque
q(u, v) = 0yq(u, ve) (v — ve) + O([v — ve[?).

Dans ce cas, le changement de variables ¢ n’est plus nécessaire pour obtenir les théorémes
2.1 & 2.5, et nous pouvons travailler directement sur le systéeme (9), en considérant que
¢ est I'indentité, pour comprendre les conditions (H2.2) a (H2.6) et (SK). De plus, en
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regardant la preuve de la proposition 2.2, on voit rapidement que le systéme d’ordre deux

(11) peut s’écrire

d
Ogpio + Y [ AP (t0, ve)a, ([00q(pt0, ve)] ™" A2 (10, V) Du 10

ij=1

- avAiH(,uO? Ue) [8UQ<,U07 ve)]_l A?I(Mo, 'UE)axj/’LOaIi/’l’O} = 0.

Cette remarque est utile pour vérifier les hypotheses sur des exemples concrets.

2.1.3 Exemples

Nous donnons deés a présent quatre exemples pour lesquels les théoremes 2.1 a 2.5

peuvent s’appliquer.
Exemple 1. Modéle discret a deuz vitesses généralisé

Ce modele, déja étudié dans la partie 1 en variable lente, peut s’écrire comme un

systéme semi-linéaire de la forme (cf. par exemple [63, 56, 30]) :

{ Of +0uf = (f+9)Xg— 1),
g —0wg=c'(f+9X(f—g), t>0,z€R,

ou x est un réel et f + g > 0. Avec un changement de variables u = f +get v = f — g,

le systeme se réécrit

3tu -+ 8;,;1} = O,
Ov + Opu = —2e LuXv.
Soit
0 1

U= ) Alz

, U) = —2u*v.
. 0] q(U)

Alors le systeme est de la forme (2.5), et est hyperbolique symétrisable avec symétriseur
Ag = I, et ¥ = 1. Pour u > est. > 0, la fonction ¢ vérifie 'hypothese (H2.7). D’apres
la remarque 2.1, le changement de variables ¢ n’est donc pas nécessaire pour la preuve
des théoremes 2.1 a 2.4. Ainsi, en considérant la variable v comme la variable ¢, on voit
rapidement que les hypotheses (H2.1) a (H2.7) et (SK) sont vérifiées. L’équation limite

parabolique correspondante pour p(f, ) = us(t/e, x) est

dppo — ;ax (ua Xﬁxﬂﬂ) =0.

Exemple 2. Equations d’Euler avec relazation

Pour ce systéme (décrit en (1.20)), 'existence globale d’une solution (n,v), uniformé-

ment par rapport a 7, a été prouvée dans [13] dans le cas ot p(n) = a®n, a > 0, puis dans
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le cas général dans [35] (cf. également [39, 60]). Nous l'avons vu dans la partie 1, pour
des solutions régulieres avec n > 0, la conservation de la quantité de mouvement peut
se réécrire sous la forme (1.21). Comme en partie 1, on suppose que p'(n) > 0 pour tout

n > 0. On pose alors r =d, e = 7, et

n v neJT )
U= . AU) = ., jed{l,....d}, qU)=—v.
v h’(n)ej ’Ude

Alors le systéme est bien de la forme (2.5), et est hyperbolique symétrisable avec symé-

triseur

Ao(U) =

n-! 0
0 K(n) 'y ] '
Dans cet exemple, on a exactement ¢ = —v. On montre rapidement que les hypotheses
(H2.1) a (H2.7) et (SK) sont satisfaites. L’équation limite parabolique correspondante
pour £ (t, ) = n(t/e, x) est
Ortto — Ap(po) = 0.

Cette équation n’est linéaire que si p est lui-méme linéaire.
Exemple 3. Fquations d’Fuler avec relaxation en coordonnées Lagrangiennes

Dans cet exemple nous considérons le cas du systéme (1.20) en dimension 1 (d = 1).
Soit dy = ndx —nvdt. Les coordonnées Lagrangiennes (t,y) sont bien définies pour n > 0.

Dans ces coordonnées, les équations d’Euler de I'exemple 2 deviennent :

(9tp — ayU = 0,
O+ 0ym(p) = —v/e, t>0,y€eR,

p=1/n, w(p)=p(1l/n).

Puisque p/(n) > 0 pour n > 0, on a 7'(p) < 0 pour tout p > 0. On pose alors

Ainsi le systeme est de la forme (2.5), et est hyperbolique symétrisable. On montre ra-
pidement que les hypotheses (H2.1) a (H2.7) et (SK) sont vérifiées pour ce systéme.

L’équation limite parabolique correspondante pour uf(t,y) = p°(t/e,y) est

Ostto + 95,p(1/ o) = 0.

Cette équation n’est linéaire que si ug — p(1/p) est linéaire. C’est le cas, par exemple,

d’un gas de Chaplygin, ot p(uo) = —pg '

Exemple 4. Le modéle de Beauchard et Zuazua
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Ce dernier exemple fut étudié par Beauchard et Zuazua dans [3] pour un systéme non

conservatif de la forme :

021 AV S AV — [ 00

J=1

u], ueR™, qgeR,
q

ou A;(q), pour j € {1,...,d}, sont des matrices symétriques et ne dépendent que de la
seconde variable g, et ou ' est une matrice définie positive constante d’ordre r. Ce systeme
est bien de la forme (2.5), et est hyperbolique symétrisable avec symétriseur Ay = I.
Clairement, les hypotheses (H2.1) a (H2.5) et (H2.7) sont satisfaites. En supposant
(SK) vérifiée, les auteurs prouverent 'existence globale uniforme de solutions autour de
Ve = 0. C’est un cas particulier de notre théoréme 2.1. En supposant de plus (H2.6),
c’est-a-dire A}l(()) = 0 pour tout j € {1,...,d}, on peut appliquer le théoreme 2.3 & ce
systeéme. D’apres (11), lorsque € — 0, la limite du systéme (2.27) en temps lent £ = &t est

un systeme d’équations aux dérivées partielles de second ordre avec coefficients constants :

d
(2.28)  Ogo— Y [AP(O)TAZ(0)D2,, 1o + (A" (0)T " A (0)0s, 10D, p10] = 0.

ij=1
Ainsi, le lemme 2.2 implique que la matrice constante

d
> APOT AN 0)] G
ij=1
est définie positive pour tout ¢ = ((y, ..., (4) € S¥1. De plus, d’apres le théoréme 2.4, au
voisinage de u, € R"™", le probleme de Cauchy associé au systéme (2.28) avec condition

initiale p(0,.) € ue + H® admet une unique solution globale.

2.2 EXISTENCE GLOBALE UNIFORME

Dans cette section nous donnons une preuve du théoreme 2.1. Soit T > 0 et soit U®
une solution réguliere du systeme (9) définie sur l'intervalle [0, T'|. Par souci de simplicité,

nous omettons désormais ’exposant € de U¢, et nous introduisons
W=V-V, w=u-—ue,

ou V est défini en (2.4). La preuve repose sur deux estimations d’énergie principales.
La premiere est une estimation classique de la solution dans H?®, avec une estimation de
dissipation sur q. La deuxiéme est une estimation de dissipation sur Vu dans H*!.

Par la suite nous noterons

Ny(T) = sup [[W(t)]]s,

0<t<T
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et ¢ > 0 désignera une constante générique indépendante de € et du temps. Nous supposons
de plus que Ny(T') est borné par une constante suffisamment petite et indépendante de
¢ et du temps, et nous utiliserons plusieurs fois le fait que s > d/2 4 1, ce qui implique
I'inégalité de Sobolev

Wl < el[W][s-1.

2.2.1 L’estimation d’énergie sur W et de dissipation sur g

Dans cette sous-partie, nous supposons que les hypotheses (H2.1) a (H2.5) sont

satisfaites. Le but est de montrer 'estimation suivante :

Lemme 2.3.

Pour tout t € [0,T], on a

(2.29) WO+ [ )2 < ek (o),

ol
def 1+ trl
K.(t) = IIU—UelliJr/0 LIIQ(t')Ili+€IIVU(t')II§_1 W (t")]]sdt".

La preuve de ce lemme s’effectuera par une suite de résultats que nous détaillons ci-
dessous. Soit o € N? tel que |a| € {0,...,s}. Appliquons A(V)9%(.) au systéme (2.5),

nous obtenons

d

1
Ao(V)9,(0°W Z 0u; (W) = EAO(V)a‘”P(V) +Ao(V)Za,
ou, pour tout j € {1,...,d},
Zoj = Aj (V)0 (0, W) — 0 | A; (V)0 W] .

Effectuons le produit scalaire avec 9*W dans L?, on obtient une égalité d’énergie classique
sur W :

CZ (Ao(V)O*W, 0°W) = (9, [Ao(V)] 9°W, 9° W) + de (0., [A;(V)] oW, 0°W)
(2.30) e
- j (Ao(V)O" P(V),0°W) + 23 (Ao(V) Zay, O°W).

Cette égalité, nous I’écrivons :
d (0% O[ (0% (03 2 (0%
—dt<AO(V)8 W,0°W) = I +§j]23+ = +2§j el
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avec les correspondances naturelles pour I7¥, I

5 15 et If;. Nous devons alors estimer ces

termes. Remarquons d’abord que Z;; = 0 pour tout j € {1,...,d}. Ainsi, Iffj =0, ce qui

veut dire que les derniers termes de I’égalité (2.30) disparaissent dans l'estimation L.

Lemme 2.4.

Pour tout a € N? tel que |a| € {0,...,s}, on a, pour tout t € [0,T],

(2.31) L'(t) <c i||CI(t)||§+5||VW(t)H§1 WO

Preuve.

Rappelons que
17 = (0[Ao(V)]0*W, 0°W) .

Puisque Ay(V) est symétrique on a
= (O[AS (V)]0 w, 0°w) + 2 ([ AF*(V)]0q, 0°w) + ([ AA(V)]0"q,0%q)
En utilisant (2.5), on obtient

RAR(V) = [A2] (VoW = [A] (v fjAj azjw+1p<V)

Jj=1

Si l'on regarde 'expression de P(V'), cela donne
c
10:A* (V) loo < e[ VW |51 + _llalls,

ce qui implique que

2(0 A (V)]0%q, 0%w) < clall[[VW[laa Wl + £llal 21V

c(Llal? + el VW [2_) W]l

IA A

De méme,

1
(AR W)ora.0%) < e (Zlall2 + VIR ) WL

Pour le premier terme de I{*, on utilise le fait que

d
o= = 3 [P V)00 + A0,

=1

et
d

1
0 == [AZ(V)dsw+ A2(V)0,,q] + ~Ouq(u,v)a.

=1
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Ainsi
6tA(1]1(V) = 3UA(1)1(V)8tw + an(l)l(V)atq

d

= - 2:1 (ylj + Y25 + Y35 + y4j) + Vs,
o
ou
yi; = OuAG (V)AF (V)0 w,
Yoj = Og At (V)AT(V)0,,w,
Ysj = 3 AII(V)A}Z(V)%CI,
ysj = Og Ay (V)AZ(V)0u,0,

J
v = 200AG (V)Oug(u,v)q.
D’apres les hypotheses (H2.3) et (H2.5), 03Ap' (u,0) = 0 et 0, Ap'(u,0).A} (u,0) = 0

pour tout u € w,. Ainsi, y1; et yo; sont bornés par c||q||s|| VW ||s_1, et y4; et ys sont bornés

par c||q]|?/e. Quand |o| € {1, ..., s}, on a clairement
(y3;0°w, 0%w) < c|lqlls[[VW |-t [W]ls.
Quand |a| = 0, une intégration par parties nous donne la méme borne. Ainsi,
17 < dlalls [VW |- [Wls + §||Q||§||W||s,
ce qui implique l'estimation (2.31). O

Lemme 2.5.

Pour tout o € N? tel que |a| € {0, ..., s}, on a, pour tout t € [0,T],
o 1
(232 15 < e |2l 2 + VW] 1w @)l

Preuve.

Rappelons que
15 = (00, [ A;(V)]O°W, 0°W ) .

Grace a la symétrie des ./Z(j, on obtient

15, = (0, [AR (V)]0"w, 0°w) + 2 (0, [AR(V))0°w, 0q) + (0, [AZ(V))0°q,0°q)

J J J

Clairement, les deux derniers termes de I5; sont majorés par c||q||s||VW{[s—1||W][,. Pour

le premier terme, on utilise (H2.5) pour obtenir
<8xj [ﬂ}l(V)]ﬁaw, 8aw> = <8xj [/Nl;l(u, q) — fl;l(u, 0)]0%w, 8aw> :

Ce terme est donc également majoré par c||q||s[|VW||s_1||W|s quand || € {1, ..., s}. Pour

|a| = 0, une intégration par parties nous donne le méme résultat. Ce qui prouve (2.32). O
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Lemme 2.6.

Pour tout o € N? tel que |a| € {0, ..., s}, on a, pour tout t € [0,T],

20, .
10%a()]1%,

(2.33) I(t) < g!lq(t)H?IIW(t)Hs -

ot Ce > 0 est la constante donnée dans (2.9).

Preuve.

Rappelons que )
I = = (VIO P(V), "W).
Puisque
A (V)0 [0,q(U)q]

Ao(V)O*P(V) =
A (V)0 [0ug(U)a

)

on a

Ig = §<,432(V)aa [0uq(U)a] , 0%w) + i (AF (V)" [0ug(U)a] ,0%q)

Le premier terme de I§ est majoré par E||q\|§HVV||S grace & (H2.4). Nous réécrivons le
€
second terme comme
2

(AZ(V)0* [0.q(U)a] ,0%q)
(2.34) ¢

2
¢

2
(AF(V)2u0(U)%0,0%0) + ~ (AT (V) [0 [0ug(U)a] — D,q(U)0"a] . 0%a)
En utilisant (H2.2), on obtient
2 2Ce | o
(AP ()00, 0%) < —=—<[|0"q|]*

Le dernier terme de (2.34) disparait lorsque |a| = 0. Pour |a] € {1, ..., s}, une inégalité de

type Moser (cf. [38]) donne

2 o o c
—(AF(V) [0 [0ua(U)a] — Bua(U)0%q],0%q) < —[lalZ[[WV][s-

€ €

Ce qui prouve le lemme 2.6. O

Lemme 2.7.

Pour tout a € N? tel que |a| € {0, ..., s}, on a, pour tout t € [0,T],

(2.35) I(t) < e il!q(t)H?Jré?HVW(t)H?l W @5

Preuve.

Rappelons que
I3 = (Ao(V) Za 5, 0°W)
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Puisque I; = 0, on ne considere que |a| € {1, ..., s}. Développons Z, ; comme suit :

Ly 22
Zj + Zj7
avec
2 = AL (V)9 (Orw) — 0 [A} (V)2 ]
2 = APV (0,,9) - 0 [A2(V)D0]
22 = AR (V)0 (0,,w) — 0 [AZ (V)0 ]
2 = AP (V)0 (8ry0) — 0% [AT(V)0sy0]

L’hypothese (H2.5) implique que .Ajl»l(u, 0) est une matrice constante. Ainsi, une inégalité

de type Moser donne
1271 < cllall VW51,

151 < cllalls W1,
1231 < el VW |-V,
151l < cllalls W ]ls.

En utilisant & nouveau (H2.4), on obtient

Iy = (A(u,0)(z} + 22),0°w) + (A2(u,0)(22 + 1), 0%q)
+{((Ao(u, q) — Ao(u, 0)) Zy 5, 0°W)..

Ainsi,
155 < cllalls VW[ s [[W s,

ce qui implique I'estimation (2.35). O
Preuve du lemme 2.3.

En regroupant les résultats des lemmes 2.4 a 2.7, on obtient
d N o 2Ce || a 1
S Ae(V)OPW, 0T+ = ral < (<l + VW ) [

Additionnons ces inégalités sur les «, |a| € {0, ..., s}, puis intégrons sur [0, ¢]. En remar-

quant que Ag est symétrique définie positive, on obtient

WU+ [ lat)lzde < elw©, )12+ [ [lat)2 + oW @)l 1wl
Puisque € < 1, nous avons
c
VW, < g||q||§ + e[Vl
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Finalement,

W0, )l = ll¢™ (T) = 6 (Ue)lls < cllT = Uells,

ce qui implique le lemme 2.3. Ul

2.2.2 Estimation de dissipation sur Vu, et preuve du théoréme
2.1

Le lemme 2.3 n’est pas suffisant pour prouver I'existence globale de solutions puisque
le dernier terme dans 'inégalité (2.29) n’est pas contrdlé. En supposant de plus (SK),
nous voulons maintenant montrer ’estimation de dissipation sur Vu suivante, qui menera

a 'existence globale.

Lemme 2.8.

Sous les conditions (H2.1) a (H2.5) et (SK), nous avons, pour tout t € [0,T],

trl —
(2.36) W@+ [ 1) + I Vale) 2] de' < elT - U2

Preuve.
D’abord nous linéarisons le systeme (2.5) autour de V, :

d
O + 3 A (V) W = b+ ZP(V),

7=1

avec

h=>[A4;(V.) — A;(V)] 0, W.

J=1

Alors, appliquer la transformation de Fourier donne

_— d _ ~ 1] ——
8,5W +ZZ£]AJ<‘/6>W — b + gP(V),

j=1

ou f désigne la transformée de Fourier d’une fonction f par rapport a x.
Soit K(¢) la matrice définie en (SK?”), avec ¢ = -3, pour tout ¢ € R?\ {0}. Multiplions

alors le dernier systéme par —iW*K. Puisque

£
K

29Re (—iW*IC@tW) = —i0, (VT/ICVT/)

) e (5« LFT)] = am [ (5-+ L5
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nous obtenons

—i0, (WKW) +Ti = Ts,
avec

Jj=1

d

7‘1 = 29{2 <W*ICZfJA]<‘/e>W) s
et .

T, = 20m {W*/c <6 4 gP(V)ﬂ .
Gréace a (SK”), on a

(2 N
Ti > 4f¢|esk ‘W’ —4l¢ (g

On a également

2

—

7o < e ] [f+ 2P0V)| < esulel [ 7] + 5[5+ ZP(V)

I3
22
+\h]>.

,avec o € {1, ..., s}, cela donne

1
<eontl 71+ g ([P

Ainsi, si nous multiplions le systéme par [£]?7~!

il 10, (WKW + Besicl¢[*

7|2 2 |22 902 [ 1 2
W[ <4lgP (@) + el | 5 [PV

e2

)

Une intégration sur [0,¢] x R? donne, en utilisant l'identité de Parseval et le fait que
€177 < 1612772 + 1€,

sesic [ 30 10 W ()Pl < AW @I+ W2 +4 [ 5 Jora(e) ar
laj=c Ial
el 3 i NI+ S0 (PP

Multiplions alors I'inégalité par €, et sommons sur les o € {1, ..., s}. En utilisant le lemme
2.3 et l'expression de P(V'), on obtient

t t
Becsrc [ IVa(e)|2dt' < Becsrc [ [VW(E)|2at
0 0

< 1(t) + e [ I+ [ 1o [0V ()] a2y

On a rapidement que
t
e [IB() 2 at < eK.(1),
0
et d’apres le lemme 2.3, on a
E [ Mo oV ()] )l < k)
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Ainsi,

t
(2.37) 3ecsi / IVt |2 dt’ < cK.(t).

0
Ajouté au lemme 2.3, cela donne

2 b1l N2 AN /
W@ +/0 LHCI(t s + el Vul(t )Hsl:| dt" < cK.(1).
Et puisque
_ tr1
K(t) T = U+ N(T) [ |Zla@)l + el Vue)IE, ] de,

I'estimation (2.36) provient du fait que Ny(T') est borné par une constante suffisamment

petite et indépendante de € et du temps. [
Preuve du théoréme 2.1.

Le fait que (2.36) implique I'existence globale de solutions est classique. En particulier,
I'estimation (2.17) provient de (2.36) et de

IU = Uells = [|o(V) = o(Ve)lls < cllWs.

Le théoréme 2.1 s’ensuit. O

2.3 LIMITES HYPERBOLIQUE ET PARABOLIQUE

2.3.1 Limite hyperbolique - Preuve du théoreme 2.2

D’apres le lemme 2.3, la suite (u® — u.)e>0o est bornée dans L®(R™; H®), et la suite
(9°/+/€)es0 est bornée dans L*(R*; H®). Ainsi, lorsque € — 0,

q° — 0, fortement dans L*(R™; H*),
et il existe vy € L>®(R™; H?) telle que, & une sous-suite pres,
Ut — U, — ug — U, faiblement-x dans L™(R*; H®).
Soit T > 0. Alors (u® — u,)e>0 est bornée dans L>(0,T; H®). D’autre part, u® vérifie
d d
(2.38) Ot + 30 AN, 4°)0, 0 + 3 AR (0, 470 0" = O,
j=1 j=1
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ce qui implique que (9;uf).~¢ est bornée dans L*(0,T; H*~1). Soit R > 0 et Bg la boule
centrée de rayon R dans R? Par un théoréme classique de compacité (cf. [61]), pour tout
s1 € 10,8), (u® — ue)eso est relativement compacte dans C ([0, T]; H**(Bg)). Ainsi, & une

sous-suite pres, lorsque € — 0,
u® — ug, uniformément dans C ([0, T]; H**(Bg)) .

La bornitude et la forte convergence de (uf, q°).~¢ nous permet de passer a la limite dans
I'égalité (2.38), et d’obtenir ainsi le systeéme linéaire (2.21).
Regardons maintenant les conditions initiales pour ug. La convergence uniforme de u®

vers ug dans C([0, T]; H**(Bg)) implique que, lorsque £ — 0, on a
u®(0,.) = up(0,.), fortement dans H*'(Bg).

Puisque u#(0, z) = u(x), nous obtenons uy(0, .) = @, vérifié sur H*'(Bg) pour tout R > 0.
Ainsi, ug(0,z) = u(z) pour tout z € RY, puisque I'injection de H*'(Bg) dans C(Bg) est
continue.

Enfin, A}*(u,0) = 0 implique que
Ajt (1, 0) = Ag' (u, 0).A}" (u, 0).

Puisque le systéme (2.5) est hyperbolique symétrique, le systéeme linéaire (2.21) 1'est aussi,
avec symétriseur A!(u, 0). Ainsi, le probléeme de Cauchy (2.21) admet une unique solution
globale, ce qui implique la convergence de toute la suite, et clot la preuve du théoréeme
2.2. ]

2.3.2 Limite parabolique - Preuve du théoreme 2.3.

On remarque d’abord que, d’apres le systéme (2.5) et le changement de variables (2.22),
le systeme vérifié par (u, \) est
1 d
O + R Z A (17, eN) 0y 1 + ZA;Q(/f, eN*)0,,A° =0,
(2.39) ! =
20N + D AT (1 eX) 0, 1 + £ Y AP (17, 6X°) 00, A = Ouq [9(1°, X)) N7,

=1 j=1

et 'estimation (2.17) implique que

@) — w2+ [ IR < T — U2
sup ||p°(t) — ulls + ; | A (D) ||5dt < | ells-

t>0

Ainsi, la suite (u° — u,)eso est bornée dans L (R™; H®), et la suite (A%).5¢ est bornée dans
L*(R*; H®). On en déduit qu’il existe pg — ue. € L®(RT; H®) et \g € L*(R*; H®) tels que,

89



a une sous-suite pres, lorsque ¢ — 0,
UE — Ue — g — ue, faiblement-x dans L>®(R*; H*),

A — )\, faiblement dans L*(R"; H®),

eX — 0, fortement dans L*(R™; H*).

En utilisant le premier systeme de (2.39) et le fait que A;l(u, 0) = 0, on en déduit que
(O51) >0 est bornée dans L*(RT; H571). Ainsi, O;ug € L*(RT; H*™'), et, & une sous-suite

pres, lorsque € — 0, nous avons
O — O, faiblement dans L*(R*; H*1).

Soit T'> 0 et R > 0. Alors (u° — u.)eso est bornée dans L*(0,T; H*(Bgr)) et (9p1f)e>o0
est bornée dans L2(0,T; H*~'(Bg)). On conclut par un théoréme classique de compacité
(cf. [01]) que (1 — ue)eso est relativement compacte dans C ([0, T]; H**(Bg)), pour tout

s1 € [0, s). Ainsi, & une sous-suite pres, lorsque € — 0, on a
ps — o, uniformément dans C ([0,7]; H**(Bg)) .
Il s’ensuit que
Aj(pf,eX) — Aj(po,0), fortement dans L*(0,T; H* (Bg)),

0uq [0(1F, X)) — 0uq [0(110,0)], fortement dans L*(0,T; H* (Bg)),

ou (H2.7) implique que
avq [QS(MU? 0)] = an(,UOa ve)-

Par unicité de la limite, on obtient

Oy,
] — A;(10,0) [ 5 Jio ] . faiblement dans L*(0,T; H*"'(Bg)),
X j 0

A4, 2X) [
Opq [O(1°,eX7)] A° — 0uq(p0, V)Xo, faiblement dans LQ(O,T; HS_I(BR)),

et
d
ey AP, eX)0,,A° — 0, fortement dans L*(0,T; H*~'(Bg)).

j=1
D’autre part, 'hypothese (H2.6) implique que A}l(/f, 0) = 0. Ainsi,
1 11/, € 1 11/, € 11/,
SA (T eN) = - [AR (2 X) = AT, 0)
— 03 A5 (110, 0) Ao, faiblement dans L*(0,T; H*~'(Bg)),
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ce qui implique que
1
— A (15, eX) 0y, 1" — Oy AL (110,0) XoOy, 10, faiblement dans L*(0,T; H*~(Bg)).
€

Nous pouvons donc passer a la limite, au sens des distributions, dans le systeme (2.39).
On obtient

d d
Oipio + Y 0g.AS (10, 0) N0z, 10 + D A (110, 0)05, A0 = 0,
=1 j=1

d

> AT (110. 00y, 10 = Duq(p0, ve) Ao,

=1

ce qui implique (11)-(13), puisque 9,q(u, ve) est inversible pour tout u € we. La condition
initiale de o s’obtient de la méme maniére que dans la preuve du théoreme 2.2. Enfin,
I'unicité des solutions obtenue grace au théoreme 2.4 implique la convergence de toute la

suite, ce qui clot la preuve du théoreme 2.3. U

2.4 EXISTENCE GLOBALE POUR LES SYSTEMES NON
CONSERVATIFS

Dans cette section nous montrons le théoreme 2.5. Dans la preuve de I'existence globale
pour un systéme conservatif, I'estimation d’énergie L? s’obtient grace a une loi vérifiée par
un couple entropie / flux d’entropie. Cette technique ne peut s’utiliser pour les estimations
d’ordres supérieurs, ni pour l'estimation sur la dissipation de Vu. Ces estimations sont
obtenues de la méme fagon que pour un systeme non conservatif (cf. [20, 72]). Cela signifie,
en particulier, que (H2.3) n’est pas requise dans cette partie, et qu’il suffit donc de
considérer 'estimation d’énergie a 1'ordre zéro (estimation L?) dans les cas (i) et (ii).

Dans le cas (i), on doit juste vérifier que la preuve du lemme 2.3 est valide sans utiliser

(H2.3). Plus précisément, nous allons montrer, pour tout ¢t € [0, 7],

WO+ [ )]

(2.40) B :
< ol|T = Ue|® + e|W(®)* + ¢ /0 ()2 + I7u@) 12 ] W () ]«dt

Pour des petites solutions, (2.40), ajoutée aux estimations d’ordres supérieurs et aux

estimations de dissipation obtenues grace a (SK), implique que
t _
W2+ [ la@)2de < e|T V|2, pour tout ¢ € [0, 7],
0

Notons que les deux derniers termes dans lestimation (2.40) n’apparaissent pas dans

I'estimation L? pour des systémes conservatifs.
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Pour la preuve dans le cas (ii), I'idée majeure est de controler ||W ||, par ||[VIW|s_1.

Dans cette optique, nous utiliserons 'inégalité de Sobolev suivante.

Lemme 2.9.

Soient d > 3 et s > d/2 deux entiers. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

| X ||oo < ¢||VX|ls=1, pour tout X € H®.

Preuve.

Soit X € H®. Pour d > 3 on définit d’ par % =31 é. Alors I'injection W14 (R?) —

L™ est continue, c’est-a-dire que,
[ X0 < cl| X[[yamr,07 ay-
De plus, I'inégalité de Sobolev donne
1 X lyys-1.a gy < €l VX |51

Ce qui prouve le lemme. O
Preuve du théoreme 2.5.

(i) Remarquons d’abord que le lemme 2.3 est encore valide dans le cas ou ¢ = 1,
et 'hypothese (H2.3) n’est utilisée que dans la preuve du lemme 2.4 pour I{*. Puisque
(H2.3) n’est pas requise pour les estimations d’ordres supérieurs, il suffit de regarder I7.

Nous avons

o= (0lA\V)W,W)
= (A V)], w) + 2 (A (V)] (0:V)a, u) + ([AT*(V)]'(0:V)a, q)

Puisque
d
(2.41) OV = =3 A;(V)a., W + P(V),
j=1

avec P(V)) = O(q), nous obtenons
2([AFM @V)a,u) < e (llall2 + [IVull2y) W],

et
(JAZWM(@V)a, ) < cllal2IW]l..

Pour le premier terme de I?, I'hypothése (H2.5) et la symétrie de A}' impliquent que

(0 AT (V)]u, u) = jt (A (V) — A (u, 0)]u, u) + 2 (JAS (V) — AS' (u, 0)]u, Qpu)
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Puisque dyu = O(VW) et A3 (V) — At (u,0) = O(q), on a alors

o4

Il_dt

(A (V) = A (u, 0w, u) < e ([lall2 + [ Vul2_y) (1]

Cette estimation, ajoutée a celles obtenues dans les lemmes 2.5 a 2.7, implique que

jt ((Ao VW) = ([AGH(V) = A (w, 0)]u w)) +2Cclall* < e (llall: + [ Vul2,) IW]),.

Enfin, intégrons cette inégalité sur [0, ¢]. En remarquant que
(A (V) = AT (u, 0)]u, )| < | WP,
on obtient I'estimation (2.40). O

(ii) De méme que pour Iégalité (2.30), on obtient I’égalité d’énergie suivante :

(2.42) CZ (Ag(VIYW, W = (diva(V)W, W) + 2 (Ao(V)P(V), W),
Ava(V) = 8 Ao(V)] + 30, [A(V)

En utilisant (2.41), on obtient de plus

%MW:%WMW+i%W%M’
— VPV + 3 [B(V) = AV AV 0,1

J=1

Considérant 'expression de P(V'), on a
[diva(V)I| < e(llall + VW) -

Appliquons le lemme 2.9, il vient

[{diva(V)W, W) [diva(V) W oo [W]
c(lalls + VW [s—0) [VW |1 [W]]

c(llall2 + Vw2 1w ]l..

(2.43)

IAIA A

D’autre part, nous avons

(Ac(V)P(V), W) = (Ao(Ve)P'(Vo )W, W) + (Ao(V) [P(V) — P/ (Vo )W], W)
+([Ao(V) — Ao(Ve)] P (Ve )W, W) .

Pour le premier terme dans le membre de droite, on utilise 'hypotheése (H2.2) pour
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obtenir
(Ao(Vo)P (V)W W) < —C.||q]|.

Pour les deux autres termes, on remarque que

0

P V)W =
[an(¢(V>) - av (gb(‘/e))] q

, P(V) =P (VW =

0
Ovq [¢(Ve)] q
Alors le lemme 2.9 implique

[{(Ac(V) [P(V) = P(VOWT, W) < cllal[[W | [W]

cllalllVWls- (W,

VARVAN

et, de méme,

[{[Ao(V) = Ao (Vo) P (Ve )W, W) | < cllall [ VW [l [W]].
Ces estimations nous donnent
(2.44) (Ao(V)P(V), W) < =Cellall”* +c (llall + IVWIZ,) [W]l..
Enfin, ajoutée a (2.42)-(2.44), on obtient

Z (Ao (VI)W, W) +2C[lal* < e (llall2 + I Vull?-y ) W]l

Intégrons sur [0,¢], notons que Ag(V') est une matrice symétrique définie positive, on

obtient, pour tout ¢ € [0, 77,
¢ o ¢
W@l +/0 la(®)|*dt" < el|U = Ue|l* + C/O a2+ IuE) 13- | 1 ()|t

ce qui est 'estimation L? recherchée. U

ANNEXE :

PREUVE DU THEOREME 2.4

Clairement, 'existence globale est une conséquence du théoreme 2.3. La régularité
Vi € L*(R*; H®) provient de I'estimation (2.26), ce qui est une propriété classique des
équations paraboliques. Ces preuves sont similaires a celle de I'unicité qui suit, c’est pour-

quoi nous nous permettons de les omettre.

Nous prouvons donc maintenant 1'unicité de (11)-(12). Soit py € ue+H? et us € ue+H?®
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deux solutions de (11) avec la méme condition initiale w. Alors, pour o € {1,2},

d d d
it + Z Aij (ue>a§ixj/l0 = Z Bij(ﬂa)axiﬂaaxj,ua - Z [Aij(/la) - -Aij (ue)] aileim
5,j=1 3,j=1 5,j=1

ou
!

Biy(ita) = — A2 (115, 0) [[0u0(110, 0)] " A2 (110, 0)] — [0 A (1. 0) (Do, 0] A2 (11, 0)]

Posons figif = pto — p1. Alors pgiry € H®, et le systéme satisfait par pig;rs est

d

Orltaiff + Z Aij(ue)aixjudiff =f+g,
ij=1

ol
d
F= 3 {[Bij(12)0r.100n, 182 = Bij (1) D2 O pia | + [Aig (1) — A (112)) 2, pin
ig=1

et
d
g= > [Ai(uc) — Aij(1m)] 8§ixj,udiff-
ij=1

Appliquons la transformée de Fourier au systeme, on obtient

d
Ofaigs — > Aij(ue)&iiiairy = f+ 6.
ij=1
Ainsi,
1d

Sl |12+ (¢, wo) ¢ gy Ve gy ) = (F g ) + (8 g )

oﬁ{zépouré‘eRd\{O},etoﬁ

d

A(C, ue) = Z Aij(ue) GG

ij=1

est une matrice définie négative pour tout ¢ € S 1. Puisque S ! est compacte, il existe
une constante C3 > 0 telle que
2

(¢ 1) € airy s €l airs ) = s |I€lazs ||+ pour tout ¢ € S,

D’apres l'identité de Parseval, on obtient

1d

§d7||/idz'ff|\2 + C5|V ptaip |1 < |5, ptasp )| + 19, paigs)] -
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D’autre part, puisque p1 —u, € H®, 1o —u. € H® et pug;ry € H®, un calcul direct donne

|5, rair )| < ¢ (aips V1V paig s l1) as s

Cs
< cllpaiss I” + 5V a1
Une intégration par parties donne également

g, paig ) < ellV paigplll|aig |+ Nl = telloll V paig |1

Ainsi, lorsque ||p; — wel|s est suffisamment petit, on a

Cs
(g, pairs)| < C||,udiff||2 + *”V,Udiffng'
2

Il s’ensuit que

d
dngMdiffW < |\ paig sl

Ainsi, I'inégalité de Gronwall, ajoutée au fait que pqifs(0,.) = 0, implique pg;ff(¢, ) = 0,
pour tout (#,7) € RT x R%.
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Troisieme partie

Existence globale uniforme de

solutions pour le systéeme
d’Euler-Maxwell
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INTRODUCTION

Dans cette partie, rappelons que nous considérons le systeme d’Euler-Maxwell (14)
avec conditions initiales (15). Plus précisément, nous voulons prouver Iexistence globale
de solutions régulieres au voisinage d’un équilibre constant, uniformément par rapport aux
constantes 7 et 7. Notre résultat est valable sur 1’espace entier R?, ou pour un probléme

périodique sur le tore unité T3.

Puisque h est strictement croissante, notons qu’il existe k > 0 tel que A'(n) > K pour
tout n > 1/2.

Ces deux analyses asymptotiques sont des problémes bien connus. Les limites a relaxa-
tion nulle 7 — 0 et non relativiste v — 0 sont justifiées dans [53] et [19], respectivement.
Leurs résultats montrent que les limites du systéme (14) sont, respectivement, un systéme
de dérive-diffusion, et un systeme d’Euler-Poisson compressible. Pour chacune des limites,
les auteurs ont prouvé la validité de la convergence locale du systeme (14) vers ces sytémes
limites, sur un intervalle de temps indépendant du parametre. On peut également se réfé-
rer a [0, 51, 64, 65] pour d’autres analyses asymptotiques du systeme d’Euler-Maxwell. Le
but ici est de montrer que ces résultats sont valables globalement en temps, au voisinage

d’un équilibre constant.

L’existence globale de solutions régulieres autour d’un équilibre constant, lorsque
les parametres sont fixes, est également bien connue. Ces équilibres sont de la forme
(1,0,0, B.), avec B, € R? constant. Dans [53], les auteurs ont établi un résultat d’exis-
tence globale autour de tels équilibres, cependant, ce résultat ne prenait pas en compte
les parametres 7 et . Voir également [18], pour une étude de systemes d’Euler-Maxwell

sans le terme dissipatif —nu/7.

Ainsi, dans cette partie, nous établissons un résultat d’existence globale uniforme
par rapport a chaque parametre 7 et 7, puis la convergence de (14)-(15) vers ces sys-
temes limites (dérive-diffusion et Euler-Poisson compressible). Pour cela, nous suppose-
rons que (7%, 7¢, B, B") reste dans un voisinage de (1, 0,0, B,) indépendant du paramétre
e € {7,7}. En particulier, cela nous permet de considérer que n € [1/2,3/2]. Sous ces hy-
pothéses, nous prouvons des estimations d’énergie et de dissipation uniformes par rapport
au temps et par rapport aux parametres. D’une part, ces estimations impliqueront 1’exis-
tence globale de solutions uniformes autour du voisinage de (1,0,0, B,) ; et d’autre part,
les mémes estimations d’énergie impliqueront la compacité des suites de solutions. Alors,
lorsque chaque parametre tend vers zéro, nous pourrons passer a la limite de maniere

globale dans (14), pour retrouver le systéme limite associé au parametre.

Pour les équations d’Euler isentropiques, I'existence globale uniforme de solutions et

la limite a relaxation nulle ont été étudiées dans [13, 35].

Pour le systeme d’Euler-Poisson (cf. [11, 13]), la limite a relaxation nulle a été traitée
par plusieurs auteurs. Voir, par exemple, [11, 26] pour des solutions entropiques globales
en dimension 1 par la méthode de compacité par compensation ; voir aussi [31, 30, 68] pour
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des solutions locales régulieres en dimensions supérieures par la méthode des estimations
d’énergie. Récemment, dans [13], le résultat que nous souhaitons démontrer a été établi
pour un systeme d’Euler-Poisson. En particulier, 'auteur a justifié la convergence globale
du systeme d’Euler-Poisson dans le cas de la limite a relaxation nulle. Pour ce faire,
I’auteur a établi une estimation d’énergie générale, incluant chaque parametre, avant d’en
regarder les conséquences séparément pour chacun des parametres.

Dans cette partie, tout comme dans [18], nous prouvons une estimation d’énergie (cf.
(3.17)) incluant chacun des parametres 7 et 7, puis nous montrons lexistence globale
et uniforme de solutions dans chacun des cas. Ces deux résultats sont décrits dans les
théoremes 3.1 et 3.3.

Cette estimation d’énergie, associée a un argument classique de compacité (cf. [61]),
nous permet d’obtenir un systeme limite pour chacun des parametres 7 et 7. Ces deux
résultats sont décrits dans les théorémes 3.2 et 3.4.

Remarquons que ces deux résultats ne sont pas triviaux, puisque le systéeme (14) ne sa-
tisfait pas la condition (SK), qui donne habituellement (cf. chapitre 2) I'existence globale

et la stabilité asymptotique de solutions régulieres pour des systemes hyperboliques.

Nous énoncgons maintenant un résultat de type inégalité de Moser, et nous rappe-
lons le résultat de Kato sur I'existence locale de solutions régulieres pour des systemes

hyperboliques symétrisables. Ils nous seront tous deux utiles dans cette partie.

Lemme 3.1. (c¢f. [25])

Soit s > 3 un entier. Soit f € H®. Pour tout multi-indice o € N? tel que |a] € {1, ..., s},
sige H° alors
10%(fg) = fO%gll < e[V flls-1llglls-1,

ot ¢, désigne une constante ne dépendant que de s.

Proposition 3.1. (¢f. [27, 38])

Soit s > 3 un entier, et n°, 5, B, B- € H® tels que I > 1/2. Alors il existe T. > 0

tel que le probléme (14)-(15) posséde une unique solution (n®,v®, B¢, B®) satisfaisant
n®,v°, E°, B° € C([0,T.); H*) N C* ([O,TE); Hs—l) :

Cette partie se décompose comme suit : dans la prochaine section, nous énoncons les
résultats principaux, les théoremes 3.1-3.4. 1l s’agit de 'existence globale uniforme de
solutions régulieres et de leur convergence lorsque chacun des parametres tend vers zéro.
La section suivante est dédiée a I'estimation principale (3.17), obtenue par une succession
d’estimations d’énergie. La preuve des théorémes 3.1-3.4 est donnée dans la quatrieme

section. En annexe se trouvent les preuves de deux résultats techniques.
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3.1 RESULTATS PRINCIPAUX

Pour chacun des parametres 7, v € (0, 1], nous donnons deux résultats : un sur 'exis-
tence globale uniforme, et 'autre sur la convergence de la solution lorsque le parametre
tend vers zéro. Ces résultats sont décrits d’abord pour 7, puis pour 7. L’hypothese sur la

condition initiale est la suivante :
n°,v°,E , B € H°, avec 7 >1/2,

pour € € {7,7}.

3.1.1 La limite a relaxation nulle 7 — 0

Théoréme 3.1.

Soit v = 1, et soit s > 3 un entier. Il existe deux constantes wy > 0 et ¢y > 0,

indépendantes de T et du temps, telles que, pour tout T € (0,1], si
7" = s+ 77 + I1E" s + 1 B" = Bells < wa,

alors le probléme périodique (14)-(15) admet une unique solution globale (n™,v™, E™, BT),
satisfaisant
n"—1,0v",E",B" — B, € C(R"; H¥) N C*(R"; H*™1).

De plus, on a
In7(8) = 112 + [0 (O + I1E7 O+ 1 B7(t) = Bl
trl
(31) O N GG AR THE

<o (177 = 12+ 1[I+ [ETIZ + B = Be|2), vt =o0.

Théoréme 3.2.

Soit (n™,v™, E™, BT) la solution donnée par le théoréeme 3.1. On définit une suite en

temps lent par
~ " t
(3.2) (o7, F7, 27, ) = (nEB) <x> .
T T
Supposons qu’il existe Ty indépendant de T satisfaisant, lorsque T — 0,

(3.3) n’ — Ty, faiblement dans H®.
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Alors il existe des fonctions pg — 1, Fy, Zy — B, € L™ (R™; H®) et vy € L* (RT; H®) telles

que, lorsque T — 0, on ait

(34) (o7 —1,F7,Z"~B.) = (po—1, Fo, Zo—B.), faiblement-+ dans [L*(R*;H*)|",

(3.5) VT — vy, faiblement dans L*(R*; H®),

De plus, pour tout T > 0 et tout s; € [0,5s), on a, lorsque T — 0,

(3.6) p" — po, fortement dans C([0,T]; H*),

et (po, o) est lunique solution globale du systéme de dérive-diffusion suivant :

(3.7) { Irpo — div [po (Vh(po) — Vio)] = 0,

—Apo =1— po,
avec condition initiale
(3.8) polt = 0) = ip.
Notons que @q est unique a une constante additive prés. De plus,

(39) Zo = CSt., Fo = —VQO(), Vg = -V [h(po) — 900] .
3.1.2 La limite non relativiste v — 0

Théoréme 3.3.

Soit T = 1. Soit s > 3 un entier. Il existe deur constantes ws > 0 et c5 > 0, indépen-

dantes de ~y et du temps, telles que, pour tout v € (0, 1], si
17 = s + 107 ]ls + 1 E7[|s + |B" = Bells < s,

alors le probléeme périodique (14)-(15) admet une unique solution globale (n”,v", E7, BY)
satisfaisant
n’ — 1,07, E",BY — B, € C(R"; H) N C*(RT; H*™).
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De plus, on a

I (8) = 12+ [ @I + 1B @) + | B7(t) — B2
(3.10) + [ [ @I+ () = 1] a

<os (|7 = 1E+ )2+ B2 +B" - Be[2), Vvt>o.

Théoréme 3.4.

Soit (n?,vY, E7, BY) la solution globale donnée par le théoréme 3.3. Supposons qu’il

existe my et vy indépendants de vy satisfaisant, lorsque v — 0,
(3.11) (R, 07) = (m,v), faiblement dans (H®)*.

Alors il existe des fonctions ng — 1, vg, Ey, By — B € L™ (RT; H®) telles que, lorsque
v — 0, nous ayons

(3.12)

(n"—1,v", B, BY—B,) — (ng—1,v9, Ey, Bo— Be), faiblement-+ dans [LOO(RJF;HS)r.

De plus, pour tout T' > 0 et tout sy € [0,s), nous avons, lorsque v — 0,
(3.13) (n?,v") = (ng,vo), fortement dans [C ([0, T]; H*")]?,
et (ng, vo, o) est lunique solution globale du systéme d’Euler-Poisson suivant :

atno + diV(ng’Uo) = 0,
(3.14) 0o + (v0.V)vg + Vh(ng) = Vo — v,
— Apg =1 —ny,

avec conditions initiales

(315) (no, Uo)(t = 0) = (ﬁo,@g).

Notons que @ est unique a une constante additive pres. De plus, nous avons

le(B()) 0,

(316) Eo = —VQOO et
rot(By) = —ngvo.
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3.2 ESTIMATIONS GLOBALES UNIFORMES PAR RAPPORT
AUX PARAMETRES

Soit 7, v € (0, 1]. Posons

Q@ =

Le systeme (14) est hyperbolique symétrisable, donc la proposition 3.1 peut s’appliquer.
Soit T > 0, et soit W la solution réguliere locale de (14) définie sur [0,77]. Soit s > 3
un entier. Dans cette partie comme dans les précédentes, ¢ > 0 désigne une constante
générique indépendante du temps et des parametres (7,7).

Dans la section précédente, nous avons présenté quatre théoremes, deux pour chaque
étude limite. Pour chacune d’entre elles, I'estimation suivante nous permettra de conclure :

Pour 7 assez petit, on a

t 1
(3.17) w3 +/0 {TIIN(t')IlivL —[@)Z| dt" < WO, vt e [0,T].
Cette estimation est similaire a celle que 'on obtient pour un systéeme d’Euler-Poisson
(voir [18]); elle est principalement due au fait que E et n sont liés par div(E) =1 —n
dans (14).

Durant la preuve nous utiliserons I'identité suivante, satisfaite pour tous vecteurs f, g €
R3 :

(3.18) rot(f).g —rot(g).f = div(f x g);

et nous utiliserons plusieurs fois l'injection continue H*® « W™ en particulier le fait

qu’il existe une constante c,,, telle que

(3.19) 12lloe < Cemllzlls; V2 € H”.

Nous introduisons également

NAT) = sup [IN@IZ+ o2 + 1B + 6@l

0<t<T

et
1
K (W) =7||N|2 + ;HvHi

et nous supposons que Ng(T) < c. Les deux lemmes suivants permettent de démontrer
I'estimation (3.17).
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Lemme 3.2.

Pour tout T, v € (0,1], on a

1
(3.20) > (AW oWy + || |12 + |G 2 + —[loll2 < eN(T)E (W);

0<|a|<s

dt

puis la deuxiéme équation de (14) permet d’aboutir a

Lemme 3.3.

Il existe une constante Cy, indépendante du temps et de (7,7), telle que

d < 1 .
— ——9°N, 8BN> — Cyr 9° [div(v)],0°N
(3.21) dt legs:s—l I+ N osg;s—l < )

+7|VNZ = Carllolls < eNo(T) K- (W7).

Ces deux résultats peuvent se rapprocher des résultats (2.29) et (2.37) obtenus dans le
chapitre 2, cependant, le systeme d’Euler-Maxwell ne satisfaisant pas la condition (SK),
nous devons adapter les calculs au systeme (14) en particulier. L’avantage de ce dernier est
Pobtention d’un résultat uniquement grace aux dissipations sur X||v||2 et sur 7||N||2. Ce
résultat semble fonctionner grace aux spécificités du systeme (14) : linéarité des équations
de Maxwell, équation de compatibilité reliant div(F) et N, termes linéaires en E et B
dans les équations d’Euler, etc.; c’est pourquoi il me parait non trivial de dégager un

cadre général pour lequel ce type d’estimations fonctionnerait systématiquement.

Les preuves des lemmes 3.2 et 3.3 est assez technique, c¢’est pourquoi nous la laissons
en annexe. En sommant (3.20) avec « fois (3.21), k > 0, puis en intégrant sur [0, ¢], on
obtient

> (A NI W (1), oW (D)) + I EDIIE + GO + wIN (B2
0<|r|<s
—Cir Y (97 [div(u(t)], 0° [N(t)]) + i /Ot (1= Canm?) (@2 + £l VN(©)2] d
0<[B|<s—1

< W2 +eNy(T) [ K, [ (9)] de.

Ensuite, on utilise le fait que Ag(NN) est symétrique définie positive et n € [1/2;3/2], et

on prend k assez petit pour aboutir a
t
W ()2 +/ ] dt < c [HW< )2+ NS(T)/O K, (W) dt'} .

Alors, en prenant Ny(7T') assez petit, on obtient (3.17).
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3.3 CONSEQUENCES DE L'ESTIMATION (3.17)

Nous prouvons maintenant les théoremes 3.1-3.4. On considere chacune des limites

séparément.
3.3.1 La limite a relaxation nulle

Preuve du théoréme 3.1.

Rappelons que v = 1 et 7 € (0, 1] dans la limite a relaxation nulle. Ainsi (3.1) est une

conséquence directe de 'estimation (3.17). Cela implique I'existence globale de solutions.
O

Preuve du théoréme 3.2.

Remarquons premiérement que le changement de variable temporelle (3.2) donne un

nouveau systeme pour p7, V7, FT et Z7 :

Op” +div(p™v") =0,

20w + (W NW+T7(W" x ZT)+ FT + Vh(p") = -7,
T(OFT — p™vT) =rot(Z7), div(F")=1-p",

TOZT +1ot(F7) =0, div(Z7) =0,

(3.22)

et 'estimation (3.1) donne, en particulier,
T 2 T 2 T 2 oo T\ [|2 4!
sup (|o7(1) = 12+ IF7 2+ 1270) = Bell2) + [ I ()38 < +oc.

Ainsi, les suites (p™ — 1),50, (F7)r>0 €t (Z7 — B.),~0 sont bornées dans L™ (R ; H®), et
(v™)r>0 est bornée dans L? (R, ; H®).
Il s’ensuit que, dans D' (R, x T3),

0" + V.V + 1V x Z7) — 0
T(atFT — pTVT) 3 0,
TatZT — 0,
7—0
et qu’il existe des fonctions pg — 1, Fy, Zg — B. € L™ (Ry; H®) et vy € L? (Ry; H?) telles
que, & une sous-suite pres, les convergences (3.4)-(3.5) soient satisfaites.
De plus, la premiére équation de (3.22) nous permet de déduire que (9;p7),~0 est
bornée dans L* (0,7; H*~!) pour tout 7' > 0.

Fixons un 7' > 0. La suite (p7),~¢ est aussi bornée dans L? (0, T; H®), ainsi, un argu-

ment classique de compacité (voir [01]) permet de conclure que, pour tout s; € [0, s), la

105



suite (p7)rso est relativement compacte dans C ([0, T]; H*'), et, a une sous-suite pres, la

convergence forte (3.6) est vérifiée, par unicité de la limite.

Par conséquent, nous pouvons passer a la limite dans chacun des termes non linéaires
de (3.22), afin d’obtenir

Opo + div(poro) = 0,
Fy + Vh(po) = —w,

(3.23)
rot(Zy) =0, div(Fp) =1 — po,
rot(Fy) =0, div(Zy) =0.
Ceci implique directement 'existence de ¢, satisfaisant Fy = —V g, et, en remplacant v

dans la premiere équation de (3.23) par son expression dans (3.9), on obtient le systéme
de dérive-diffusion (3.7).

Pour la condition initiale sur pg, on considere la convergence forte (3.6) : étant uniforme
sur t € [0, 7], on obtient

p"(0,.) — po(0,.), dans H*'.

T—0

Puisque p7(0,.) = 7", I'égalité (3.8) provient de (3.3) et de 'unicité de la limite.

Enfin, nous savons que la solution au systéme de dérive-diffusion (3.7) avec condition
initiale réguliere (3.8) est unique (voir par exemple [15, 25]), ce qui implique la convergence

de toute la suite ((p™, V", F7,Z7)). -, O

3.3.2 La limite non relativiste

Preuve du théoréme 3.3.

Rappelons que 7 = 1 et que v € (0,1] dans la limite non relativiste. Alors (3.10)
est une conséquence directe de l'estimation (3.17). Cela implique l'existence globale de

solutions. 0
Preuve du théoréme 3.4.
Notons premiérement que le systeme satisfait par (n?,v?, E7, BY) est

o + div(n"v”) = 0,

Ov” + (vVV.V)v" + Vh(n") = —E7 —y(v? x BY) — 7,
YO EY —rot(B7) = yn v, div(EY) =1-n",
v0:BY +rot(E7) =0, div(B?) =0,

(3.24)
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et que l'estimation (3.10) donne, en particulier,
sup ([[n7(t) = 12 + [0 + |1 E7(@O)2 + | B7(t) — Bel?) < +o0
t>g) S S S €lls :

Cela implique que les suites (n? — 1)4>0, (0v7)y50, (E7)y>0 €t (BY — B.),>0 sont bornées
dans L™ (Ry; H®).
Il s’ensuit que, dans D' (R x T3),

’}/(U’y X B’Y) ,ng 0, ”}/atE’y ;}) 0,
vo,BY — 0, ynTvY  — 0,
v—0 ¥—0

et qu'il existe des fonctions ng — 1, vg, Ey, By — Be € L>® (Ry; H®) telles que, a une
sous-suite pres, les convergences (3.12) sont satisfaites.

De plus, la premiere équation de (3.24) permet de déduire que (9yn?),>o est bornée
dans L? (0, T; H*™') pour tout T > 0.

Fixons donc 7' > 0. La suite (n”),~¢ est également bornée dans L? (0, T; H*). Ainsi,
un théoréme classique de compacité (voir [61]) implique que, pour tout s; € [0,s), la
suite (n7),>¢ est relativement compacte dans C ([0, T]; H°*). Ainsi, & une sous-suite pres,
la convergence forte pour n” dans (3.13) est satisfaite, par unicité de la limite.

De méme, puisque (v7),~q est bornée dans L? (0,T; H®) et que (v7.V17),~¢ est bor-
née dans L? (0,T; H*') pour tout 7" > 0, la deuxiéme équation de (3.24) implique que
(Opv7),=0 est bornée dans L?(0,7; H*'). Ainsi, par le méme argument de compacité,
pour tout s; € [0,s), la suite (u?),>¢ est relativement compacte dans C ([0,T]; H*!). Par
conséquent, & une sous-suite pres, la convergence forte pour v dans (3.13) est satisfaite,
par unicité de la limite.

Nous pouvons donc passer & la limite dans chacun des termes non linéaires de (3.24),

afin d’obtenir

8tn0 + diV(n[)Uo) = 0,
at?)o + (Uo.V)’Uo + Vh(v[)) = —Eg — o,

(3.25)
I'Ot(Bo) = NoYg, le(E@) =1- No,
I'Ot(Eo) = O, le(Bo) = 0.
Cela donne directement 'existence d'un ¢, satisfaisant Ey = —V,. Puis, en remplagant

Ey dans (3.25), on obtient le systeme d’Euler-Poisson (3.14) avec les conditions sur Ej et
By dans (3.16).

Concernant les conditions initiales sur (ng, vp), la convergence forte (3.13) est uniforme

par rapport a ¢t € [0,7T]. Ainsi, dans H*!,

ol Y
n’(0,.) " no(0,.) et 07(0,.) o v0(0,.).

Puisque (n7(0,.),v7(0,.)) = (n",77), I'égalité (3.15) provient de (3.11) et de l'unicité de
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la limite.
Enfin, nous savons que la solution du systéeme d’Euler-Poisson (3.14) avec conditions

initiales (3.15) est unique (voir par exemple [1, 23]), ce qui implique la convergence de

toute la suite ((n7,0v7, E7, B7))_ .. O

ANNEXE :
PREUVE DES LEMMES 3.2 ET 3.3

3.3.3 Preuve du lemme 3.2

L’estimation d’énergie du lemme 3.2 provient de deux études séparées de (14). D’abord,

des deux premieres équations, nous déduisons

Lemme 3.4.

(3.26) Z<AO(N)8O‘WI,8QWI> < ~2(nd" B, 070} — [07u]” 4 eN.(T) K (W),

Puis, des équations de Maxwell, nous déduisons

Lemme 3.5.

(3.27) jt (0B + 0°G|1?) < 2 (nd®v,0*E) + cN,(T) K- (W").

Additionnons (3.26) et (3.27), on obtient

d 1
- [(Ag(N)o W, 0°W ) + [|0°E|* + [|0°G*| + vl < eN(T) I (W),

Sommons alors sur tous les « tels que |a| € {0, ..., s}, on obtient le lemme 3.2.

Prouvons maintenant les lemmes 3.4 et 3.5.

Preuve du lemme 3.4

Les deux premiéres équations de (14) peuvent se réécrire

3
0
3.28 oWt 53 A, (who, Wl =
(3.28) t le i (W) 0, B ux (G4 Byt

)
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avec
Aj(WI> _ Uj (1 —|—N)eJT .
h/(l + N)e] UjIg

Puisque n > 1/2; la matrice

(V) = [h’(1+N) 0 ]

0 (14+ N)I

est symétrique définie positive, et la matrice

- R(1+ N, p'(1+N)el
A1) = ag(V) Aty = | PN e,
p(l —|—N)ej (1 +N)’Uj]:3
est symétrique pour tout j € {1,2,3}.
Soit a € N3 tel que |a| € {0, ..., s}. Appliquons 9%(.) au systéme (3.28), et prenons le

produit scalaire dans L? avec 2A4(N)9°W?; on aboutit &

0 I)
(Ag(N)o" W o W)

Sl

520 (0 [Ao(N) 0 W', 0" W) +Z< JA4wh]oew! oW
—2(no“E,0%) — 2y {((1 + N)0%,0%(v x G))
2 (14 N)o"v,0%0) +2(J*, 0°W'),

-
avec J° = 0 et, pour tout « tel que |a| € {1, ..., s},
3 3
NS A, (W0 (0, W) = 0 (A;(W o, W) = Z
J=1 J=1

avec la correspondance naturelle pour Jy¥, Jg, Js'.

Regardons alors ’égalité (3.29) comme
d
o (Ao(Wyarw! o) = 17 + ZI; PG IS IS Z g5,
j=1 j=1

toujours avec les correspondances naturelles pour I, ..., I§’5. Analysons chacun de ces
termes.

* En développant IT', I3'; et I, et en utilisant plusieurs fois le lemme 3.1 ainsi que

6,77
(3.19), on obtient directement

(3.30) I < cNJ(T)K-(W'), I3, < cNJ(T)K. (W), Ig; < eNJ(T)K(W").
« Puiqsue n € [1/2,3/2], on a
2 1 )
(3.31) I§ = —— (14 N)0%,0%) < —;||a%|| :
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* Remarquons que I peut se réécrire
If = =29 (1 + N)O*(v x G),0%%) = =27 {((1 + N) [0%(v x G) — (0%v) x G],0),
ainsi le lemme 3.1 implique
(3.32) I§ < | VG |s=a[[vlls—1|0°v]| < ellGllsllvll2 < eNy(T) K- (W),

Sommons alors (3.30) jusqu’a (3.32), et utilisons-le dans (3.29), cela donne le lemme
3.4. U

Preuve du lemme 3.5

Prenons la troisieme équation de (14) :

oE — = rot(G) = nw.
Y

Puis appliquons 0°(.), et prenons le produit scalaire avec 9*FE, nous obtenons

(3.33) jtnaaEH? - i (ot(9°G), 9 ) = 2 (6°%(nw), °E) |

Puis prenons la quatrieme équation de (14) :
1
0,G + —rot(E) = 0.
g

Appliquons 0%(.) et prenons le produit scalaire avec 0*G, nous obtenons

(3.34) jtnaaGH? + i (rot(0°E),0°G) = 0

Additionnons alors (3.33) et (3.34), la relation (3.18) nous donne

d .. ) o
(3.35) dt (H@ E|* + |0 GHZ) = 2(0%nv),0°F) .

=2 (nd%v,0°E) 4+ 2 (0*(Nv) — NO“v,0°FE) .
Le dernier terme, grace au lemme 3.1, vérifie
(0%(Nv) — NO*v,0°E) < cN,(T)K,(W1).

Ajouté & (3.35), on obtient le lemme 3.5.
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3.3.4 Preuve du lemme 3.3

Commencons avec la deuxieme équation de (14) :
90 + (v.V)v + Vh(n) = —(E +~v x B) — .
T

Appliquons 9°(.), avec |3| € {0,...,s — 1}, et prenons le produit scalaire dans L? avec
9°(VN); nous obtenons

(W(n)d°(VN),0°(VN)) + (9°E,0°(VN))
= (K (n)d*(VN) = 9” [W (n)VN], 0 (VN)>

(3:36) — (9,(0%),0”(VN)) — (8" [(v.V)v] ,0°(VN))

—7(0°(v x G),0%(VN)) — v ((0°) x B, 0°(VN )>—i<55%5’5(VN)>-

Cette égalité contient huit termes : deux a gauche, six a droite. Nous traitons chacun

d’entre eux dans le lemme suivant :

Lemme 3.6.

(3.37) (W(n)d"(VN),0°(VN)) > E[|0°(VN)|?;

(3.38) (0°E,0°(VN)) = |[0°N||*;

(3.39) (W (n)d*(VN) = 8° [W(n)VN],0°(VN)) < eN,(T)||N||?;
(3.40) (0,(0°0),0°(VN)) < 5@5 [div(v)],0°N) + cl|v]?;
(3.41) (07 [(0- V)], 0°(VN)) < clv]|2;

(3.42) —7(9°(v x G),0°(VN)) < cl[v]2 + eNo(T)||N|2;

(343)  7((9%0) x B, 0*(VN)) < cllol | VN]looy < S[VNIZ, + csllol?, W6 > 0,
ot cs > 0 désigne une constante générique ne dépendant que de 9 ;

1 1 d c
— (o8 %V ey A 1 B < = wi
(3.44) <8 v, 0”( N)> o7 <1 N@ N,0 N> Ny(T)K(WH).
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Preuve du lemme 3.6.

« Le fait que h'(n) > k > 0 permet d’obtenir (3.37).

« La premiere équation de compatibilité de (14) permet d’obtenir (3.38).
% Le lemme 3.1 permet d’obtenir (3.39).

« Une intégration par parties permet d’obtenir (3.40).

« L’estimation (3.41) provient de (3.19).

« L’estimation (3.42) s’effectue grace a

—7(0°(v x G),0°(VN)) < | VGl 0°Wl[| N + ]| Voll [0 G N,
< || GllsllvllsINls < cllol? + eNo(T)|IN][3.

% Un calcul direct donne
7 ((9%0) x Be, 0’ (VN)) < cl|olls[VN[laox < SIVNIZ, + eslv]2,

pour tout § > 0. On a donc (3.43).

* La preuve de (3.44) demande plus de calculs. Remarquons que
~L0P0, 00 (VIN)) = 2 (07 [aiv(w)] ,0°N).
T ’ T ’

On utilise alors la premieére équation de (14) pour obtenir

1 1 /9°(O;N) 1 /v.0°(VN)
__/pB &) - _ t & I A W SV a Ve
T<au,a(vzv)> T<1+N,8N> T< v 0N
1/P@ON) 5 AN\ .5
(3.45) +T<1+N—a g A
1 /v0%(VN) 5 (0.YNY .4
+r< [ (1+N>’aN |

On traite ensuite chaque terme de droite dans (3.45). Le premier satisfait

1 /PON) Ld )1
_T<1+N’8N +27dt<1+NaN’aN>

(346) _ L [ _ON sy o\ < € anz < O )
2 T ap? NN ) £ JION 0N < div (o)l V
EN(T)KA(W).

IN

Le second terme a droite dans (3.45) satisfait

(3.47)

T 1+ N

1 <”'aﬁ(VN>,aﬁN> < SNS(T)KT(WI).

En utilisant le lemme 3.1, le troisiéme satisfait

1 aﬁ(atN) 3 8tN 8 & I
(3.48) = <1+N —07 (o )OO ) < CNUDE (W),
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et le dernier satisfait

1 /vd°(VN) 3 (v.VNY _g c 7
, Sl i D P AS L (t f < Z wh.
(349) T< 1+ N J <1+N)’6N _TNS(T)KT( )
En combinant (3.45) jusqu’a (3.49), on obtient (3.44). O]

Fin de la preuve du lemme 3.3.

Sommons (3.37)-(3.44). On obtient, pour tout § > 0,

1 d 1
= I&] 2 B 2 Lta/ 1 5 3
K0P (V)2 + [|8° N +27dt<1+Na N9 N>
d
< i <85 [div(v)] 735N> +05HUH§ +6HVN||§71 + ;Ns(T)KT(WI)

En multipliant cette inégalité par 7, puis en sommant sur les 3, |3| € {0, ...,s — 1}, puis

en prenant ¢ suffisamment petit, on obtient

d 1
VN2 N+ 2 <85N,65N>
AN+ VI ([; -
Ser Y 0 () 9N + ool + eN(T)K W),

0<|8]<s—1

Pour conclure, remarquons qu’il existe une constante C5 > 0 satisfaisant
IVNIZ + INIE- = G5 V3

Cela donne le lemme 3.3. OJ
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