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Résumé

Résumé

Nous nous intéresserons aux graphes avec conflits (un conflit est une paire d’arétes
ne pouvant pas simultanément faire partie d’'un méme sous-graphe), dans lesquels
nous étudierons différents types de problemes liés a ’existence de sous-graphes sans
conflit, de nature aussi bien algorithmique que combinatoire, notre ligne directrice
étant la notion de connectivité. Nous verrons que plusieurs résultats, simples sans
conflit, ne le sont plus lors de ’ajout de conflits. Nous présenterons : des algorithmes
exacts (non polynomiaux), des résultats de A4 Z-complétude, et des conditions suf-
fisantes assurant 'existence de certains objets (arbre couvrant, chemin et cycle ha-
miltonien) sans conflits.

Mots-clefs

Graphe, Conflit, Transition Interdite, Connexité, Chemin, Parcours, Arbre, Condi-
tion Hamiltonienne, Algorithme Exact, .4 Z-Complétude

On the Connectivity of Graphs with Conflicts

Abstract

We will look at graphs with conflicts (conflict is a pair of edges can not simul-
taneously be part of the same subgraph), in which we will study different types
of problems related to the existence of subgraphs without conflict. The nature
of the problems is both combinatorial and algorithmic. Our guideline is the no-
tion of connectivity. We will see several results, simple without conflict, are no
longer when adding conflicts. We will present exact algorithms (not polynomial),
N P-completeness results and sufficient conditions ensuring the existence of certain
objects (spanning tree, path and Hamiltonian cycle) without conflict.

Keywords

Graph, Conflict, Forbidden Transition, Connectivity, Path, Walk, Tree, Hamil-
tonian Condition, Exact Algorithm, .4 #?-Completeness
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Introduction

Les problemes liés au transport ou a la circulation de biens, de marchandises ou
d’informations sont cruciaux. Il faut organiser les réseaux de distribution de telle
facon que I’écoulement ou le mouvement des éléments a transporter se passe le mieux
possible, potentiellement sur les routes les plus courtes. Lorsque le réseau est donné,
savoir s’il y a une route entre deux points et trouver une plus courte route est un
probléme connu qui peut facilement étre résolu avec des algorithmes classiques de
parcours de graphes, méme si les trongons sont pondérés. Cependant, en pratique,
des contraintes peuvent venir s’ajouter. Le sujet de cette thése a pour source la
variante suivante : en certains points du réseau, il peut étre interdit de poursuivre une
route vers tel point voisin si, au pas d’avant, on est arrivé par tel ou tel point. Ceci
se modélise par exemple en rendant certaines parties du réseau incompatibles. Pour
cela, nous avons tout d’abord choisi de nous intéresser a des graphes dans lesquels
il est interdit d’emprunter consécutivement certaines paires d’arétes adjacentes :
les graphes avec transitions interdites. Ces graphes sont particulierement adaptés
pour modéliser des problemes issus de diverses situations pratiques. Par exemple,
dans une ville, il peut étre interdit de poursuivre son trajet par telle rue si I'on
arrive par telle autre (comme lorsque I'on est confronté a une interdiction de tourner
a gauche ou de faire demi-tour). Un certain nombre d’exemples d’algorithmes de
planification de routes peuvent étre trouvés dans [DSSW09]. Dans le domaine des
réseaux informatiques, des réseaux connectent souvent plusieurs réseaux “privés”
entre eux et on peut imaginer que les opérateurs/gestionnaires/administrateurs de
certains d’eux ne veulent pas router des paquets provenant de tel réseau vers tel autre
(pour des raisons de sécurité, financieres, d’incompatibilité technologique, etc.). De
méme, dans les réseaux optiques, pour des raisons de cotit, au niveau de certains
neeuds des informations entrant par un port ne peuvent sortir par certains autres
et on est alors amené & interdire des transitions. On pourra consulter les articles
[BLGMO09, ICHW ™13, HZT 12, [JT14] pour des exemples d’utilisations de graphes
avec transitions interdites dans ces réseaux. Terminons en citant U'article [BK0OG] sur
le séquencgage de ’ADN dans lequel les auteurs utilisent ces graphes pour interdire
des transitions entre des éléments biologiques.

Deux des problemes les plus importants en algorithmique consistent a trouver un
chemin entre deux sommets d’un graphe ou un arbre couvrant dans un graphe. On
connalt depuis longtemps des algorithmes efficaces permettant de construire un plus
court chemin entre deux sommets (citons par exemple celui de DIJKSTRA en temps
O(nlog(n) +m) et espace linéaire et celui de BELLMAN-FORD en temps O(nm) et
espace linéaire ou n et m sont les nombres de sommets et d’arétes du graphe respec-
tivement, voir par exemple 'ouvrage [CLRS09]), des arbres couvrants (algorithmes
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de parcours en largeur, en profondeur, voir [CLRS09]). On sait également que sous
certaines conditions (DIRAC, ORE, BONDY-CHVATAL, NASH-WILLIAMS, CHVA-
TAL, voir par exemple [Diel2]) un graphe contient toujours un chemin ou un cycle
hamiltonien. Cependant, lorsque ’on ajoute des contraintes, comme par exemple les
transitions interdites, nous nous sommes heurtés a des problemes différents devenant
pour certains beaucoup plus difficiles. Par exemple, un résultat de SZEIDER [Sze03],
montre qu’'un probleme tres simple sans les restrictions dues aux transitions inter-
dites, consistant a vérifier ’existence d’un chemin entre deux sommets donnés d’un
graphes, devient .4 Z-complet dans les graphes avec transitions interdites (voir
I'annexe [A] pour une présentation plus détaillée de ce résultat ainsi que d’autres du
méme type). Dans ce qui va suivre, nous allons présenter les problémes étudiés qui
concernent principalement la connexité.

Dans le chapitre [2| nous regardons un probleme qui généralise le probleme de la
coupe minimum. Le probleme de la coupe minimum consiste a trouver un nombre
minimum d’arétes a enlever pour déconnecter deux sommets. On montre que ce
probléme est polynomial avec une réduction au probleme du flot maximum. Nous
nous sommes intéressés a la variante qui consiste a trouver le nombre minimum de
transitions a interdire pour déconnecter deux sommets non adjacents. Cette variante
est intéressante car elle préserve certains chemins que I'on ne pourrait plus emprun-
ter apres la suppression des arétes d’une coupe minimum, tout en déconnectant les
sommets souhaités. Pour le traiter, nous avons été amenés a introduire une générali-
sation de la notion de line graphe (aussi appelé graphe adjoint), ou chaque aréte du
graphe initial devient un sommet et chaque transition autorisée devient une aréte.
Cette notion semble initialement avoir été introduite dans un article de CALDWELL
[Cal61]. Nous avons obtenu un algorithme polynomial permettant de localiser un en-
semble de transitions non interdites de cardinal minimum et qu’il suffit d’interdire
pour déconnecter deux sommets d'un graphe avec ou sans transition interdite. Pour
cela, nous utilisons une bijection entre les ensembles de transitions non interdites
qu’il suffit d’interdire pour déconnecter deux sommets et les coupes séparant ces
sommets dans le line graphe généralisé. Ces résultats font I'objet d’une partie de
notre article [KLM13a].

L’utilisation de cette notion nous a, au passage, permis d’obtenir une bijection
entre les plus courts parcours (chemin pouvant emprunter plusieurs fois les mémes
sommets ou arétes) dans un graphe avec transitions interdites et les plus courts
chemins dans son line graphe généralisé, donnant alors un algorithme polynomial
permettant de trouver un plus court parcours simple (chemin pouvant emprunter
plusieurs fois les mémes sommets) sans transition interdite entre deux sommets d’un
graphe avec transitions interdites. Les prémices d'un tel algorithme se trouvaient
déja dans l'article de [Cal61]. Remarquons comme le montre 'exemple suivant (ou
la transition interdite est en pointillé) que l'existence d’un parcours simple sans
transition interdite n’implique pas celle d’'un chemin sans transition interdite. En
effet, nous avons bien un parcours simple sans transitions interdites entre s et t (en
prenant la boucle), mais nous n’avons pas de chemin sans transitions interdites entre
s et t.
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F1GURE 1 — Un parcours mais pas de chemin entre s et ¢

Nous utilisons également la notion de line graphe généralisé (celui-ci est un line
graphe dans lequel on ne conserve que les arétes correspondant aux transitions au-
torisées) pour montrer que les probléemes de chemin et cycle eulérien sans transition
interdite sont A4 Z-complets dans les graphes planaires avec transitions interdites.
Dans le cas non planaire, ces résultats sont déja prouvés dans [BKLBdW0S]. La ma-
jorité des résultats de ce chapitre fait ’'objet d'une partie de notre article [KLM13a].

Dans le chapitre (3| nous étudions le probleme de l'algorithme exact pour le
probleme du chemin sans transition interdite. Notons que concernant le probleme
du parcours sans transition interdite, deux articles [VD05| et [AL09] donnent des al-
gorithmes polynomiaux permettant d’obtenir des parcours sans transition interdite.
Cependant, personne n’a abordé la question de I'algorithme exact pour le probleme
du chemin sans transition interdite.

Remarquons tout d’abord qu’il est possible de trouver un algorithme en temps
O(2"n°W) ot n est le nombre de sommets du graphe, en utilisant la programmation
dynamique comme dans les algorithmes de BELLMAN [Bel60), Bel62] et HELD-KARP
[HK62] pour le probleme du voyageur de commerce. Cependant, les algorithmes
obtenus de cette maniere présentent le grave inconvénient d’avoir une complexité
spatiale exponentielle, laquelle limite I'utilisation a des petites instances. Une autre
piste pouvant sembler intéressante a premiere vue est 'adaptation d’un algorithme
utilisant le principe d’inclusion-exclusion ayant le méme temps d’exécution mais
un espace polynomial qui permet de détecter si un graphe est hamiltonien (voir
IKGKT77, Kar82, Bax93]). Une application naive de ces techniques a notre probleme
donne un algorithme en temps O(3"n®W)). Aussi, nous avons cherché une facon plus
fine d’utiliser le principe d’inclusion-exclusion afin de réduire le nombre d’opérations
jusqu’a obtenir un algorithme en temps O(2"n°M) et espace polynomial. Cet algo-
rithme a été publié¢ dans [KLM13a]. En corollaire, nous obtenons deux algorithmes
exacts de méme complexité, pour vérifier 'existence d’'un chemin hamiltonien et
d’un cycle hamiltonien sans transition interdite.

Dans la seconde section nous avons cherché a voir si le probléme du chemin sans
transition interdite pouvait étre résolu en temps polynomial & parametre fixé (FPT -
fixed-parameter tractable). L’une des techniques classiques permettant de construire
des algorithmes FPT est I'utilisation de décompositions de graphes comme la décom-
position arborescente avec la largeur arborescente comme parametre. Cela permet
de résoudre le probléme initial sur chacun des sous-ensembles de la décomposition,
puis de fusionner les résultats dans I'arbre a ’aide de méthodes de programmation
dynamique. On pourra par exemple consulter les livres de FLUM-GROHE [FG00] et
NIEDERMEIER |NieO6] pour des exemples. Concernant le probleme du chemin sans
transition interdite, nous montrons que le probleme peut étre résolu en temps poly-
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nomial lorsque la largeur arborescente ¢ est bornée et, qu’il est FPT de parametre
¢+ A ou A est le degré maximum. Ce résultat fait ’objet d’une partie de 'article
[KMMN15].

Dans le chapitre [4] nous nous intéresserons aux graphes planaires. Les pro-
blemes comportant des transitions interdites ou des conflits ne semblent pas encore
avoir été étudiés dans les graphes planaires, pourtant ces derniers paraissent adaptés
aux situations qui ont motivé initialement nos travaux sur les transitions interdites.
En effet, le plan d’une ville (sans pont) avec des interdictions de tourner n’est rien
d’autre qu'un graphe planaire avec des transitions interdites. Il semble donc impor-
tant d’étudier le probléme du chemin sans transition interdite dans ces graphes. Nous
montrons que le probléme du chemin sans transition interdite est .4 Z?-complet
dans les grilles. Notre résultat améliore celui de SZEIDER, car il prouve la A4 -
complétude dans une classe plus restreinte de graphes. Ces résultats font 1'objet
d’une partie de l'article [KMMNT15].

Dans le chapitre [5] nous traiterons une généralisation naturelle de la notion de
transitions interdites : les conflits. Ce sont des transitions dont les arétes ne sont
plus nécessairement adjacentes. Dans larticle [DPSWT11], les auteurs étudient les
graphes avec conflits et montrent que les problemes d’existence d’arbre couvrant
sans conflit et de couplage maximum sans conflit sont 4" &?-complets. Citons éga-
lement des problemes issus de la théorie des réseaux utilisant une notion proche de
celle de conflits et modélisant des groupes de ressources/liens partageant un risque
(shared risk resource/link group, SRRG/SRLG). Ces problemes sont modélisés par
des graphes dont les arétes sont coloriées d'une ou plusieurs couleurs. Dans I'article
[CDPT07] plusieurs probléemes d’optimisation consistant & trouver des “structures”
(chemins, chemins disjoints, coupes) utilisant le minimum de couleurs sont traités.
La notion de conflit, bien que proche de celle proposée, semble également étre une
bonne alternative pour modéliser de tels problémes.

Nous avons étudié plus en détail les arbres dans les graphes avec conflits et éga-
lement dans les graphes avec transitions interdites. On rappelle qu’un arbre est un
graphe dans lequel il existe un unique chemin entre chaque paire de sommets. Cette
structure est particulierement intéressante car elle permet d’assurer ’existence d’un
chemin entre tout couple de sommets tout en ayant un nombre minimum d’arétes.
Ce chapitre présente les résultats de 'article [KLM13b] ainsi que certains autres ob-
tenus par la suite. En particulier, nous montrons que le probleme de ’arbre couvrant
sans transition interdite est .4 Z?-complet et que le probleme de I'arbre couvrant
sans conflit est A4 Z-complet méme dans les (3, k)-grilles. Nous montrons que le
probleme de I'arbre sans transition interdite de taille maximum ne peut pas étre
approximé avec un ratio meilleur que n'/?2=¢ avec ¢ > 0 méme si le graphe est une
étoile ou n est le nombre de sommets. Nous étudions également le cas du graphe
complet avec conflits ou transitions interdites et donnons des conditions suffisantes
assurant I'existence d’un arbre couvrant sans conflit ou transition interdite.

Dans le chapitre [6] nous considérons l'existence de chemins et cycles hamilto-
niens sans conflit, ¢’est-a-dire des chemins ou des cycles passant par tous les sommets
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du graphe et sans conflit. On rappelle que ces problemes sont .4 Z?-complets dans
les graphes et qu’il existe cependant un grand nombre de conditions suffisantes a
I'existence d’un tel chemin ou cycle. Parmi les plus connues pour un graphe a n > 3
sommets on notera par exemple : la condition de DIRAC [Dir52] (si le degré de
chaque sommet est d’au moins %), la condition de ORE [Ore60] qui généralise la
précédente (si la somme de degrés de toute paire de sommets non adjacents vaut
au moins n) ou encore la condition de BONDY-CHVATAL [BC76] qui généralise les
deux précédentes (basée sur une notion de cléture). Nous avons cherché des condi-
tions suffisantes analogues pour les graphes avec conflits. Pour simplifier un peu le
probléme, nous avons supposé que chaque sommet de nos graphes apparaissait dans
au plus un conflit, et nommé ces objets les graphes 1-conflit. On peut observer qu’il
n’est en général pas possible d’étendre telles quelles les conditions classiques aux
graphes 1-conflit. Nous proposons de nouvelles conditions suffisantes inspirées par
ces dernieres pour qu'un graphe 1-conflit contienne un chemin ou cycle hamiltonien
sans conflit. Par exemple, parmi les graphes 1-conflit suivant (ou les conflits sont
représenté par des pointillés), le premier vérifie la condition de DIRAC et le second
celle de ORE mais aucun n’admet de cycle hamiltonien sans conflit.

Nous montrons également que la condition de Nash-Williams [NW69] (tout
graphe k-régulier a 2k + 1 sommets contient un cycle hamiltonien) n’est plus valide
dans les graphes 1-conflit, mais qu’elle assure en revanche 'existence d'un chemin
sans conflit. Nous présentons également des conditions similaires a celle de CHVA-
TAL [Chv72] (basée sur la suite des degrés des sommets du graphe) pour les graphes
1-conflit. Ces résultats font I'objet des articles [LM14] et [LMI5].

Liste des publications présentées dans ce mémoire

— [KLM13a] An Exact Algorithm to Check the Existence of (Elementary) Paths
and a Generalisation of the Cut Problem in Graphs with Forbidden Tran-
sitions (avec MAMADOU MOUSTAPHA KANTE ET CHRISTIAN LAFOREST),
SOFSEM, 2013, Lect. Notes Comput. Sci. vol. 7741, p. 257-267.

— [KLM13b] Trees in Graphs with Conflict Edges or Forbidden Transitions (avec
MAMADOU MOUSTAPHA KANTE ET CHRISTIAN LAFOREST), TAMC, 2013,
Lect. Notes Comput. Sci. vol. 7876, p. 343-354.

— [LM14] Some Hamiltonian Properties of One-Conflict Graphs (avec CHRIS-
TIAN LAFOREST), IWOCA, 2014, Lect. Notes Comput. Sci. vol. 8986, p. 362-
373.

— [LM15] Nash-Williams and Chvatal Conditions in One-Conflict Graphs (avec
CHRISTIAN LAFOREST), SOFSEM, 2015, Lect. Notes Comput. Sci. vol. 8939,
p. 327-338.
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— [KMMN15] Finding Paths in Grids with Forbidden Transitions (avec MAMA-
DOU MOUSTAPHA KANTE, FATIMA ZAHRA MOATAZ ET NICOLAS NISSE),
WG, 2015, a paraitre dans Lect. Notes Comput. Sci.



Chapitre 1

Définitions et problemes étudiés

Dans ce chapitre, nous allons définir les principales notions utilisées dans cette
these, donner les acronymes dont nous nous servirons par la suite et présenter les
problemes étudiés.

1.1 Définitions

Pour les principales notions en algorithmique et en théorie de la complexité on
pourra par exemple consulter le livre [CLRS09].

Un graphe orienté G = (Vig, Eg) est défini par la donnée d’'un ensemble de
sommets Vg et d'un ensemble d’arcs Eg C Vi x V. Les graphes orientés que
nous considérons sont dits simples, i.e., il n’existe aucun arc d’'un sommet vers lui-
méme. Un graphe (non orienté) G = (Vi, E¢) est un graphe orienté symétrique,
i.e., (x,y) € Eg < (y,r) € Eg. Les paires d’arcs symétriques dans ces derniers
sont notés {x,y} ou zy - ou de maniére équivalente {y,x} ou yx - et sont appelés
arétes. On verra alors Fg comme 'ensemble des arétes. Un graphe H = (Vy, Eg)
est un sous-graphe de G si Vi C Vg et By C Eg. Pour V' C Vg le sous-graphe
induit par V' est par définition G[V'] = (V', Eg N (V' x V’)). Dans un graphe non
orienté, deux sommets extrémités d’'une méme aréte sont dit adjacents ou wvoisins
et deux arétes contenant un méme sommet sont dites adjacentes. Pour x € Vg on
note Ng(z) := {y € Vi | 2y € Eg} l'ensemble des sommets adjacents a z. Un
sommet extrémité d’une aréte est dit incident a cette aréte et I'aréte incidente a ce
sommet. Le degré d'un sommet v d’un graphe non orienté GG est le nombre d’arétes
incidentes a v. Il est noté degg(v). Le degré maximum de G est noté Ag (i.e.,
A¢ = max,ey, dega(v)). Le line graphe ou graphe adjoint d’un graphe orienté G est
le graphe dont chaque sommet représente une aréte de GG, et ou deux sommets sont
adjacents si et seulement si les arétes correspondantes sont adjacentes dans G.

Dans un graphe (orienté ou non) G, un parcours entre x € Vg et y € Vi (ou
(x,y)-parcours) est défini par une suite finie (v;)o<i<k de sommets telle que vy = z,
v =y et (v;,v41) € Eg pour tout 0 < ¢ < k — 1. Les sommets z et y sont les
extrémités du parcours. On peut également représenter un parcours par la suite des
arcs ou arétes qui le composent. Si cette derniere suite a k éléments, le parcours est
dit de longueur k. Un plus court parcours entre x et y est un parcours de longueur
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minimale. Un parcours simple est un parcours ne passant pas deux fois par un méme
arc ou aréte. Un chemin est un parcours ne passant pas deux fois par un méme som-
met, c’est-a-dire tous les sommets de la suite (v;)o<;<x sont distincts (un chemin est
un parcours simple, mais la réciproque est fausse). Une transition est un chemin de
longueur 2. Le centre d’une transition est le sommet qui n’est pas une extrémité.
Un chemin hamiltonien est un chemin passant une fois et une seule par tous les
sommets du graphe. Un cycle dans un graphe est un chemin cyclique (c’est-a-dire
que le premier terme est le successeur du dernier). Un cycle hamiltonien est un cycle
passant par tous les sommets du graphe. Un graphe est dit conneze s’il existe un
parcours entre tout couple de sommets. Un arbre dans un graphe non orienté GG est
un sous-graphe connexe et sans cycle. Il est dit maximum s’il n’existe pas de tel
arbre ayant strictement plus de sommets et couvrant si son ensemble de sommets
est V. Un sommet d'un arbre est fréquemment appelé un nceud. Un arbre enraciné
est un arbre dans lequel on a désigné un sommet quelconque. Ce sommet est appelé
la racine. Une racine r détermine alors une relation de descendance : s’il existe un
chemin 7,... p,e le sommet p est dit parent de e et e enfant de p. S’il existe un
chemin r,...,p,...,d le sommet d est dit descendant de p. Un couplage dans un
graphe non orienté G est un sous-graphe ou chaque sommet est de degré 1 (i.e., un
ensemble d’arétes sans sommet commun).

Le graphe complet (non orienté) K, est le graphe a n sommets ou tous les som-
mets sont adjacents et un stable est un graphe sans aréte. Un graphe k-régulier est
un graphe ot tous les sommets sont de degré k. Pour m > 1 et n > 1, la (m, n)-grille
est le graphe dont I’ensemble des sommets est {1,...,m} x {1,...,n} et 'ensemble
des arétes est {{(7,7),(i+1,7)} i€ {l,....m—1},5 €{1,...,n}}U{{(,J), (4, j+
D} lie{l,....m},je{l,...,n—1}}.

Définition 1.1. Un graphe (orienté ou non) avec transitions interdites est un triplet
G = (Vg, Eg,Intg)

ou (Vg, Eg) est un graphe (orienté ou non) et Znts un sous-ensemble de len-
semble des transitions dans ce graphe dit ensemble des transitions interdites dans
G. Un parcours (resp. parcours simple, chemin) sans transition interdite dans G =
(Va, Eg,Intg) est un parcours (resp. parcours simple, chemin) dans G tel que
chaque sous-suite d’éléments consécutifs n’est pas dans Zntg. Dans un tel graphe,
on note Autg (pour autorisées) I'ensemble des transitions G qui ne sont pas dans
Intg. On définit de méme, en remplacant transition par parcours, les graphes avec
parcours interdits.

Exemple 1.2. Dans I'exemple suivant, ou la transition interdite est en pointillé, il
n’existe pas de chemin sans transitions interdites entre s et t.
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Dans le graphe de la figure [I] il existe un parcours sans transitions interdites
mais pas de chemin sans transitions interdites entre s et t.

Définition 1.3. Dans un graphe non orienté, un conflit est un couple d’arétes
distinctes. On peut alors voir une transition comme un conflit dont les arétes sont
adjacentes. Un conflit dont les arétes ne partagent pas de sommet est dit paralléle.
Un graphe avec conflits est un triplet

G = (Vg, Eg, COTLfG)

ou (Vg, Eg) est un graphe non orienté et Confs un ensemble de conflits dans ce
graphe. On nomme graphe 1-conflit un graphe avec conflits tel que chaque sommet
apparait dans au plus un conflit. Un parcours (resp. parcours simple, chemin) sans
conflit dans G = (Vg, Eg,Confe) est un parcours (resp. parcours simple, chemin)
dans G tel que toute paire de ses arétes ne forment pas un conflit de Zntgs. Un arbre
sans conflit (abrégé ASC) dans un graphe avec conflit G = (Vg, Eq, Confg) (resp.
un arbre sans transition interdite (abrégé ASTI) dans un graphe avec transitions
interdites G = (Vg, Eg,Intg)) est un arbre dans (Vi, Eg) tel que toute paire de
ses arétes ne forment pas un conflit (resp. une transition interdite). Les notions de
degré et couplage dans un graphe avec conflits G = (Vg, Eg,Conf) sont les mémes
que dans (Vg, Eg).

Remarque 1.4. Contrairement aux transitions interdites, 'ordre dans lequel on
prend les arétes d'un conflit n'ayant pas d’importance, 'existence d’un parcours
sans conflit implique l'existence d’un chemin sans conflit (il suffit des supprimer les
boucles dans un parcours sans conflit pour obtenir un chemin sans conflit).

Exemple 1.5. Dans I’exemple suivant, ou les deux arétes en conflit sont en poin-
tillés, il n’existe pas de chemin sans conflit entre s et ¢.

Le graphe précédent ainsi que les graphes de l’exemple sont des graphes
1-conflit.

Lorsque 'on prend un sous-graphe d'un graphe possédant des structures inter-
dites, on conserve uniquement les interdictions contenant des sommets du sous-
graphe. Un graphe complet G & n sommets avec transitions interdites (resp. conflits)
sera noté (K,,Intg) (resp. (K,,Confg)).

1.2 Liste des acronymes

Dans cette section, nous donnons les acronymes qui seront utilisés dans la suite,
a la fois comme abréviations mais également pour faire référence aux problemes cor-
respondants. Chaque mot est représenté par sa premiere lettre excepté Chemin que
est représenté par Ch. pour le différencier du cycle C. Le k au début d'un acronyme
signifie que les parcours interdits sont de longueur bornée par k (de tels parcours
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seront appelés des k-parcours). Nous reviendrons plus en détail sur les problémes
correspondants & la section [I.3]

Parcours Sans Transition Interdite PSTI
Parcours Simple Sans Transition Interdite PSSTI
Parcours Sans k-Parcours Interdit PSPI
Cycle Hamiltonien Sans Transition Interdite CHSTI
Chemin Sans Transition Interdite Ch.STI
Chemin Hamiltonien Sans Transition Interdite | Ch.HSTI
Chemin Sans k-Parcours Interdit Ch.SPI
Chemin Hamiltonien Sans k-Parcours Interdit | Ch.HSPI
Arbre Sans Conflit ASC
Arbre Sans Transition Interdite ASTI
Arbre Couvrant Sans Transition Interdite ACSTI
Arbre Couvrant Sans Conflit ACSC
Chemin Sans Conflit Ch.SC
Cycle Sans Conflit CSC
Chemin Hamiltonien Sans Conflit Ch.HSC
Cycle Hamiltonien Sans Conflit CHSC
Chemin Hamiltonien Sans Transition Interdite | Ch.HSTI

1.3 Problémes étudiés

Dans cette section, nous allons détailler les différents problemes étudiés ainsi que
les principaux résultats obtenus.

Dans le chapitre [2| nous allons étudier les parcours dans les graphes avec tran-
sitions interdites. Tout d’abord, nous verrons a la section du chapitre [2| un
algorithme polynomial utilisant la notion de line graphe généralisé permettant de
construire un plus court PSTI dans un graphe avec transitions interdites, et donc
résoudre le probléme suivant.

Parcours Sans Transition Interdite (PSTI)

Instance : Un graphe avec transitions interdites et deux sommets s et ¢.

Question : Le graphe contient-il un PSTI de s a ¢?

Comme l'algorithme de la section du chapitre [2| retourne un plus court PSTI
et que ce dernier est nécessairement simple (car dans un PSTI on peut supprimer
la boucle prise entre deux passages par une méme aréte), il résout également le
probleme du parcours simple sans transition interdite PSSTTI.

Il est prouvé dans I'article BKLBAWOS§| que les problémes du chemin et du cycle
eulérien sans transition interdite sont 4" &?-complets. Nous montrons a la remarque
du chapitre [2| que ces problemes sont .4 Z-complets méme lorsque 1'on se res-
treint aux instances composées de graphes planaires.
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Dans le chapitre |3| nous allons présenter des algorithmes exacts. Dans la sec-
tion nous recherchons des algorithmes exacts exponentiels pour les problemes
Ch.STI, Ch.HSTTI et CHSTI donnés ci-dessous, et obtenons des algorithmes en temps
O(2"n°M) ol n est le nombre de sommets du graphe et en espace polynomial.

Chemin Sans Transition Interdite (Ch.STT)

Instance : Un graphe avec transitions interdites et deux sommets s et ¢.

Question : Le graphe contient-il un Ch.STI de s a t?

Chemin Hamiltonien Sans Transition Interdite (Ch.HSTTI)
Instance : Un graphe avec transitions interdites et deux sommets s et ¢.

Question : Le graphe contient-il un Ch.HSTI de s a ¢?

Cycle Hamiltonien Sans Transition Interdite (CHSTTI)

Instance : Un graphe avec transitions interdites.

Question : Le graphe contient-il un CHSTI?

Dans la section du chapitre 3| nous montrons que le probleme Ch.STT peut
étre résolu en temps polynomial a parametre fixé (FPT) avec comme parametre
¢+ A ou ¢ est la largeur arborescente et A est le degré maximum.

Dans le chapitre 4 nous étudions le probleme Ch.STI et nous montrons qu’il est
N P-complet dans les grilles.

Dans le chapitre [5| nous montrons que le probleme ACSTI est .4 Z2-complet
avec une dichotomie entre les instances de & et celles de A& portant sur la forme
des conflits (sous réserve d’avoir &2 # A ), et que le probleme ACSC est A -
complet dans les (3, k)-grilles.

Arbre couvrant sans transition interdite (ACSTI)

Instance : Un graphe avec transitions interdites.

Question : Le graphe contient-il un ACSTI?

Arbre couvrant sans conflit (ACSC)

Instance : Un graphe avec conflits.

Question : Le graphe contient-il un ACSC?

Dans le chapitre [0, nous nous intéressons aux problemes Ch.SC et CSC et nous
présentons des conditions suffisantes a l’existence de Ch.HSC, CHSC et Ch.HSTT.
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Chemin sans conflit (Ch.SC)

Instance : Un graphe avec conflits.

Question : Le graphe contient-il un Ch.SC?

Cycle sans conflit (CSC)

Instance : Un graphe avec conflits.

Question : Le graphe contient-il un CSC?

Chemin Hamiltonien Sans Conflit (Ch.HSC)

Instance : Un graphe avec conflits et deux sommets s et t.

Question : Le graphe contient-il un Ch.HSC de s a t?

Cycle Hamiltonien Sans Conflit (CHSC)
Instance : Un graphe avec conflits.

Question : Le graphe contient-il un CHSC?

Chemin Hamiltonien Sans Transition Interdite (Ch.HSTTI)

Instance : Un graphe avec transitions interdites et deux sommets s et ¢.

Question : Le graphe contient-il un Ch.HSTI de s a t?




Chapitre 2

Autour des parcours

Dans la premiere section, nous allons donner un algorithme polynomial permet-
tant de trouver (s'il existe) un plus court PSSTI entre deux sommets d’un graphe
avec transitions interdites. Cet algorithme utilise une généralisation de la notion de
line graphe initialement introduite dans un article de CALDWELL [Cal61]. Au mo-
ment ou nous avons obtenu ces résultats nous n’avions pas encore pris connaissance
de I'article de CALDWELL. Or, méme si l'article de CALDWELL est tres peu formel,
la notion de line graphe généralisé y était déja présente. Bien que la notion de tran-
sitions interdites n’y soit pas explicitement mentionnée, CALDWELL donne des cotits
aux transitions et une transition interdite peut alors étre vue comme une transition
avec un coit infini. Notons également que CALDWELL ne donne pas d’algorithme
pour que ses résultats soient utilisés en pratique. Cette premiere section peut donc
étre vue comme une tentative de formalisation des résultats de CALDWELL ainsi
que comme une maniere simple et intuitive d’aborder les transitions interdites. Plus
concrétement, nous verrons qu’il existe une bijection entre les plus courts PSTI dans
un graphe avec transitions interdites et les plus courts chemins dans son line graphe
généralisé.

Dans la seconde section nous allons présenter un algorithme polynomial per-
mettant de localiser un ensemble de transitions autorisées de cardinal minimum et
qu’il suffit d’interdire pour déconnecter deux sommets d’un graphe avec ou sans
transitions interdites. Pour cela, nous utiliserons a nouveau la notion de line graphe
généralisé avec cette fois-ci une bijection entre les ensembles de transitions non inter-
dites qu’il suffit d’interdire pour déconnecter deux sommets et les coupes séparant
ces sommets dans le line graphe généralisé. Les résultats présentés dans cette section
font 1'objet d’une partie de 'article [KLMI13a].

2.1 Recherche de plus courts PSSTI

Dans cette section, nous allons donner un algorithme polynomial permettant
de trouver (s’il existe) un plus court PSSTI entre deux sommets d’un graphe avec
transitions interdites.

Remarque 2.1. Un plus court PSTI dans un graphes avec transitions interdites est
toujours simple mais n’est pas toujours un chemin. En effet, si un PSTI passe deux
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fois par le méme arc, on peut supprimer la boucle qu’il fait entre ces deux passages
pour obtenir un PSTI plus court dont les transitions sont inclues dans celles du PSTI
initial. Cependant, lorsquun PSTI passe deux fois par le méme sommet, comme par
exemple le parcours ..., x,y,...,y,2,..., si 'on supprime la boucle qu’il fait entre
les deux passages y, on obtient un parcours dont la transition (z,y,z) peut étre
interdite.

Les PSTT obtenus par notre algorithme ne seront donc pas toujours de chemins
mais seront toujours des PSSTI.

Définition 2.2. Prenons un graphe orienté avec transitions interdites
G= (Vg, Eg,Intg)

et deux sommets non adjacents s et t de G. On note L*(G) le graphe orienté défini
par :

Vic) = Fag,
EL*(G) = .Autg.

On note G* le graphe orienté défini par :

Vo = Ve U{s'TU{t'},
Eg- == Ep-) U{(5,(s5,v)) | (5,v) € Eg} U{((v,1),t) | (v,t) € Eg}.

Remarquons que G* dépend des sommets s et t choisis initialement mais pour ne
pas alourdir la notation nous choisirons de ne pas marquer cette dépendance.

Remarque 2.3. Le graphe L*(G) est une sorte de line graphe généralisé : il admet
pour sommet les arcs de G et pour arcs seulement les transitions autorisées.

Exemple 2.4. Pour le graphe orienté avec transition interdite G = (V, Eg, Intg)
ou I’I’LtG = {(62, 63), (612, 614)} suivant :

es €9

€17 €18

A
N
N
~+

€24
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on obtient le graphe G* suivant :

A -GG
(el e ‘v

Remarque 2.5. On sait que tout graphe (non orienté) n’est pas forcément un
line graphe (voir par exemple [Bei70]). Cependant, contrairement a la notion de
line graphe, tout graphe est le line graphe généralisé d'un graphe avec transitions
interdites. En effet, prenons un graphe ) a n sommets et associons a chacun de
ses sommets, une feuille de ’étoile K, de centre c. Ensuite, interdisons dans cette
derniére les transitions symétriques (i.e., toute transition interdite dans un sens l’est
également dans le sens opposé) {v;c, cv; } telles que v;v; ¢ E¢ pour obtenir une étoile
avec transitions interdites G telle que L*(G) = Q. Par exemple, le graphe K 3 n’est
pas un line graphe (voir [Bei7(]), mais il est le line graphe généralisé du graphe K 4
avec les transitons interdites {bc, cd}, {bc, ce} et {dc, ce } suivant :

a b

d €

Remarque 2.6. Maintenant, inspirés par la construction de la remarque nous
allons nous intéresser aux problemes suivants dans les graphes orientés.

Chemin\Cycle Eulérien Sans Transition Interdite (Ch.ESTI\CESTT)

Instance : Un graphe orienté avec transitions interdites.

Question : Le graphe contient-il un Ch.ESTI\CESTI?

Il est prouvé dans les articles [MN02], [Dvo04] et [BKLBAWOS] que ces pro-
blemes sont A4 Z-complets. Allons plus loin et montrons que ces problémes sont
N P-complets méme lorsque I'on se restreint aux instances composées de graphes
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planaires. Pour cela, nous pouvons faire une réduction a partir des problemes .4~ -
complets du chemin hamiltonien et du cycle hamiltonien. En effet, soit R une ins-
tance a n sommets de l'un de ces problemes. Le graphe R contient cycle hamiltonien
(v1,vV9,...,U,,v1) si et seulement si I'étoile orientée (i.e., vue comme un graphe
orienté possédant tous les arcs possible entre le centre et les feuilles) K ,, de centre
¢, de feuilles les sommets de R, et avec comme transitions interdites les chemins
(orienté) (vs, ¢, v;) tels que vv; ¢ Eg, contient un CESTI (vq, ¢, va,¢, ..., ¢, vy, ¢, v71).
De méme, il existe un chemin hamiltonien de v; a v; dans R si et seulement s’il existe
un Ch.ESTI dans I'étoile avec transitions interdites précédente privée des arcs v;c
et cv;. Par exemple, si R est le chemin a 5 sommets suivant, on obtient comme
instance de CESTT le graphe du milieu ou les transitions autorisées sont (v;, ¢, v;41)
pour 1 < i <4 (instance fausse), et comme instance vraie de Ch.ESTI le graphe de
droite.

Théoréme 2.7. Soit G = (Vg, Eg,Intg) un graphe orienté avec transitions inter-
dites, et, s et t deuxr sommets non adjacents de G. L’application

Iy {(s,t)-PSTI dans G} — {(¢',t')-parcours dans G*}
' (61 € Eg,...,ep € Eg) — (81,61 eVge,...,er € Vg*,t/)

est bien définie et bijective.

Démonstration. En effet, si (eq,...,e;) est un (s,¢)-PSTI dans G alors s € e; et
t € ep donc s'e; € Eg, et ext’ € Eg., et pour 1 <i < k—1ona (e,e;11) € Autg et

donc e;e;11 € Eg.. Maintenant, si (¢, eq,...,ex,t') est un (s, t')-parcours dans G*
alors il admet (eq,...,ex) comme unique antécédent par f et ainsi f est bijective.
Cela conclut la preuve. n

Corollaire 2.8. Soit G = (Vg, Eq,Intg) un graphe orienté avec transitions inter-
dites, et, s et t deur sommets non adjacents de G. Il existe un (s,t)-PSTI dans G
st et seulement s’il existe un (8',t")-parcours dans G*.

Théoréme 2.9. Soit G = (Vg, Eg,Intg) un graphe orienté avec transitions inter-
dites, et, s et t deur sommets non adjacents de G. L’application

Fon {(s,t)-plus courts PSTI de G} — {(s',t')-plus court chemin de G*}
res (61 € Eqg,...,ex € Eg> — (s’,61 eVae,...,ex € Vg*,t/)

est bien définie et bijective.
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Démonstration. Soit k > 1 la longueur d'un (s,t)-plus court PSTI de G. L’appli-
cation f,.s envoie un tel PSTI sur un (s',t')-parcours de longueur k + 1 dans G*.
Maintenant, si les (s',t)-plus courts parcours de G* avaient une longueur stricte-
ment inférieure a k£ 4 1, alors ils admettraient des antécédents par f,.; de longueur
strictement inférieure a k, ce qui contredirait le fait que les (s, t)-plus courts PSTI
de G sont de longueur k. Ainsi I'image par f..; d'un (s,t)-plus court PSTI dans
G est un (¢, t')-plus court parcours et donc un (s',¢')-plus court chemin dans G*.
L’application f,.s est donc bien définie.

L’application f étant une bijection, f..s est injective. Prenons un (s, t')-plus
court chemin (s, eq,..., e, t') de longueur k + 1 dans G*, alors (¢, eq,..., e, t') =
fres((e1,...,ex)) car (e1,...,ex) est un (s,t)-plus courts PSTI de G (en effet, sinon
(s',e1,...,ex t') ne serait pas un plus court chemin) et f est donc surjective. Cela
conclut la preuve. O]

Nous sommes maintenant en mesure de donner un algorithme polynomial per-
mettant de trouver un plus court PSTI (qui est un PSSTI d’apres la remarque
2.1)), entre deux sommets s et ¢t d'un graphe orienté avec transitions interdites
G = (Vg, Eg,zntg) .

Algorithme 1 : Plus court PSTT entre deux sommets d’un graphe orienté avec
transitions interdites
Données : Un graphe avec transitions interdites G = (V, Eg, Zntg) et deux
sommets non adjacents s et t.
Résultat : Un (s, t)-plus court PSTT (sil existe).

début
1 Construire G*;
2 Appliquer un algorithme polynomial de recherche de plus court chemin a
(G*, §',t') pour obtenir (s',eq,..., e, t') s'il existe, sinon retourner PAS
DE SOLUTION ;
3 retourner (ey,...,e;) := [ (s e1, ..., ext));
fin

L’algorithme de cette section se généralise facilement aux graphes avec parcours
interdits de longueur bornée par un entier k fixé (notés k-parcours) en prenant le
line graphe généralisé puis le line graphe généralisé du line graphe généralisé etc.
jusqu’a ne plus avoir de parcours interdit, et nous pouvons en déduire un algorithme
polynomial pour le probleme PSPI suivant.

Parcours Sans k-Parcours Interdit (PSPI)

Instance : Un graphe avec k-parcours interdits et deux sommets s et ¢.

Question : Le graphe contient-il un Parcours Sans Parcours Interdits de s a t?

Cependant, alors que ’algorithme est tres simple dans le cas des transitions in-
terdites, il devient fastidieux dans le cas des parcours interdits car pour une instance
a n sommets, il oblige a construire £ — 1 line graphes généralisés jusqu’a obtenir un
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graphe pouvant avoir n®2*-1) sommets. Deux articles récents traitent ce probleme

et proposent des algorithmes plus intéressants lorsque £ > 3.

Le premier article, par VILLENEUVE et DESAULNIERS [VD05] donne un algo-
rithme pour le probleme du plus court parcours sans parcours interdit. Ils prétraitent
I'instance G en temps O((n+ L) log(n+L)+m+AgL) et en espace O(n+m~+AgL)
de sorte que le plus court parcours de s a un sommet requéte peut étre trouvé en
temps O(n + 1), ou n = |Vg|, m = |Eg|, Ag le plus grand degré d’un sommet du
graphe et L est la taille totale de tous les parcours interdits. Ils ont d’abord construit
un automate fini déterministe (DFA) a partir de I’ensemble des parcours interdits
en utilisant I'idée de AHO et CORASICK [ACTH| qui permet de détecter en temps
linéaire si un parcours donné contient 'un des parcours interdits. Ils ont ensuite
“inséré” le DFA dans GG en reproduisant certains sommets de G de la maniéere intro-
duite par Martins [dQVM84], puis ils construisent un arbre des plus courts parcours
dans ce graphe modifié.

La second article, par AHMED et LuBiw [AL09] donne deux algorithmes pour
calculer un plus court parcours sans parcours interdit dans le cas ou tous les par-
cours interdits ne sont pas connus a priori. Leurs algorithmes sont strictement plus
généraux que celui de VILLENEUVE et DESAULNIERS, car ils résolvent le probléme
en approximativement le méme temps mais en espace O(n+m+ L). Les algorithmes
en temps O(gnlog(n) + gm) et O((n + L)log(n + L) + m + AgL) permettent de
trouver un plus court parcours évitant les parcours interdits entre s et tous les autres
sommets, ou g est le nombre de parcours interdits. Leurs algorithmes utilisent une
technique de réplication de sommets similaire a celle utilisée pour gérer les parcours
non-élémentaires dans d’autres problémes de plus court parcours [dQVMS84], VD05].
Leur idée est de gérer un parcours interdit en reproduisant ses sommets et en suppri-
mant des arétes. Le résultat est que dans une copie du parcours interdit il manque sa
premiere aréte et dans I’autre copie sa derniere aréte. Avec cette technique, ils veulent
exclure le parcours interdit mais permettre tous ses sous-parcours. Au cours de leur
travail, ils ont identifié le méme probléme que VILLENEUVE et DESAULNIERS : la
réplication de sommets peut entralner un nombre exponentiel de copies de n’im-
porte quel parcours interdit qui recouvrent I'actuel. VILLENEUVE et DESAULNIERS
résolvent ce probléeme en identifiant et en comprimant les chevauchements des par-
cours interdits; une telle approche était impossible pour AHMED et LUBIW car ils
n’ont pas eu acces a ’ensemble des parcours interdits Fg. Leur idée est de coupler
la réplication de sommet avec la “croissance” d’un arbre des plus courts parcours.
En effet, en préservant certaines structures dans I'arbre des plus court parcours, ils
ont prouvé que ces copies supplémentaires produites au cours de la réplication de
sommets ne sont pas significatives. Bien que cela n’ait pas été fait, leur algorithme
est facile a implémenter alors que les preuves et 'analyse du temps d’exécution sont
non-triviales.

2.2 Coupe minimum dans L*(G)

Dans cette partie, nous allons présenter un algorithme polynomial permettant de
localiser un ensemble de transitions non interdites de cardinal minimum et qu’il suffit
d’interdire pour déconnecter deux sommets d’un graphe avec ou sans transitions
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interdites.

Définition 2.10. Soit G = (Vi, Eg,Intg) un graphe orienté avec transitions inter-
dites, et, s et t deux sommets non adjacents de G. Une (s, t)-coupe dans un graphe
orienté GG est un ensemble d’arcs, qui une fois supprimé du graphe, assure qu’il n’y
a plus de parcours de s a t.

Lemme 2.11. Soit G = (Vg, Eg,Intg) un graphe orienté avec transitions inter-
dites, et, s et t deur sommets non adjacents de G. Il existe une (s',t')-coupe dans
G* ne possédant aucun des arcs sortant de s' ni aucun des arcs entrant en t'.

Démonstration. Comme s et t ne sont pas adjacents, tout (s,t)-parcours dans G
passe par au moins une transition. Interdisons toutes les transitions de ces parcours
et notons G’ le nouveau graphe orienté avec transitions interdites obtenu. Il n’existe
alors plus de parcours de s a t dans G'. D’apres le corollaire il n’existe pas de
(s',t')-parcours dans G"™. Comme le graphe G’ est le graphe G* sans les arcs de
G* correspondant aux transitions interdites pour obtenir G’, ceux-ci forment une
(s',t')-coupe dans G* ne possédant aucun des arcs sortant de s’ ni aucun des arcs
entrant en t’. Cela conclut la preuve. O

Lemme 2.12. Soit G = (Vg, Eg,Intg) un graphe orienté avec transitions inter-
dites, et, s et t deux sommets non adjacents de G. Dans G*, les arcs d’une (s',t)-
coupe ne possédant aucun des arcs sortant de s’ ni aucun des arcs entrant en t' de
cardinal minimum, correspondent a un ensemble de transitions autorisées dans G
qu’il suffit d’interdire pour que G ne soit plus (s,t)-connexe de cardinal minimum,
et réciproquement.

Démonstration. Comme d’apres le corollaire il existe un (s, t)-parcours dans G
si et seulement §'il existe un (', t')-parcours dans G*, 'application “identité”

I { Autg — Eg \ ({(8; (5,v)) | (s,v) € Eg} U{((v,1),t) | (v,t) € Eg})
| (eiey) = (eisey)

induit des bijections entre les (s',¢')-coupes ne possédant aucun des arcs sortant de
s’ ni aucun des arcs entrant en ¢’ de cardinal minimum et les ensembles de transi-
tions autorisées dans G qu’il suffit d’interdire pour que G ne soit plus (s, t)-connexe.
Ainsi, le cardinal d’une coupe est égal au cardinal de I’ensemble de transitions cor-
respondant et si I'un est minimal, 'autre I'est également. O]

Définition 2.13. On appelle capacité d'une coupe la somme des capacités de ses
arcs.

Théoréme 2.14. Soit G = (Vg, Eg,Intg) un graphe orienté avec transitions in-
terdites, et, s et t deuxr sommets non adjacents de G. Soit m le nombre d’arcs de
G*. Attribuons a chaque arc de G* une capacité valant un sauf pour les arcs sortant
de s’ et les arcs entrant en t' pour lesquels on la prend égale a m. Les arcs d’une
(s',t')-coupe de capacité minimum correspondent a un ensemble de transitions auto-
risées dans G qu’il suffit d’interdire pour que G ne soit plus (s, t)-conneze de cardinal
minimum, et réciproquement.
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Démonstration. D’apres le lemme m il existe une (¢',t')-coupe dans G* ne pos-
sédant aucun des arcs sortant de s’ ni aucun des arcs entrant en t’. Cette coupe
possede strictement moins de m arcs (ayant chacun une capacité valant un) et ad-
met donc une capacité strictement inférieure a m. Ainsi, la capacité minimum d’une
(s',t')-coupe est strictement inférieure a m, et donc une (s,t')-coupe de capacité
minimum ne contient ni d’arc sortant de s’ ni d’arc entrant en t’, car sa capacité
serait alors supérieure a m. Maintenant, pour une telle coupe, la capacité est égale
au cardinal et si son cardinal est minimum, d’apres le lemme [2.12] elle correspond
a un ensemble de transitions autorisées dans G' qu’il suffit d’interdire pour que G
ne soit plus (s,t)-connexe de cardinal minimum, et réciproquement. Cela conclut la
preuve. O

Nous sommes donc maintenant en mesure de donner un algorithme qui prend
en entrée un graphe orienté avec transitions interdites G = (Vig, Fq, Intg) ainsi que
deux sommets non adjacents s et t de GG, et retourne un ensemble de transitions
autorisées dans G, qu'il suffit d’'interdire pour que G ne soit plus (s, t)-connexe, de
cardinal minimum.

Algorithme 2 : Ensemble de transitions autorisées (s, t)—déconnectant

Données : Un graphe orienté avec transitions interdites G = (Vg, Eg, Intg),
et, s et t deux sommets non adjacents de G.

Résultat : Un ensemble de transitions autorisées dans G, qu’il suffit
d’interdire pour que G ne soit plus (s, t)-connexe, de cardinal

minimum.
début

1 Construire le graphe G*;

2 Associer a chaque arc de G* une capacité valant 1 sauf pour les arcs
sortant de s’ et les arcs entrant en ¢’ pour lesquels on la prend égale a
|Ecl;

3 Calculer une (¢',t')-coupe de capacité minimum dans le graphe G* muni
des capacités précédentes ;

4 retourner les transitions de GG associées aux arcs de cette coupe;

fin

Théoréme 2.15. L’algorithme [ s’exécute en temps polynomial en fonction de la
taille de G.

Démonstration. En effet, les étapes 1, 2, et 4 s’exécutent en temps O(|Eg|?) et
I’étape 3 peut se faire en temps polynomial via un algorithme qui calcule une (s',t')-
coupe de capacité minimum dans G* pour en retirer le flot max, comme ’algorithme
d’EpMONDS-KARP (voir [CLRS09]). Cela conclut la preuve. O

Exemple 2.16. En reprenant le graphe de 'exemple [2.4] on voit que, entre autres,
les arcs {(eg, €14), (€23, €22)} forment une coupe de capacité minimum dans G* est
donc qu’il suffit d’interdire les transitions (eg, €14) et (e3, €22) dans G pour qu'il ne
soit plus (s,t)-connexe.
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2.3 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons vu l'utilité de la notion de line graphe généralisé.
Dans un travail en cours de réalisation avec FATIMA ZAHRA MOATAZ et NICOLAS
NISSE, nous utilisons de nouveau cette notion pour résoudre en temps polynomial
des problémes de parcours arc-disjoints dans les graphes avec transitions interdites.
On a vu a la remarque que, contrairement a la notion de line graphe, tout graphe
est le line graphe généralisé d’un graphe avec transitions interdites. L’'un de mes ob-
jectifs futurs sera de mieux étudier cette propriété, d’un point de vue structurel et
combinatoire. On pourra par exemple rechercher un graphe avec transitions inter-
dites G ayant un line graphe généralisé L donné, et minimisant 'une des valeurs
|V, |Zntg| ou |Vi| 4 |Znte|, dont on voit facilement en considérant 1'étoile Ky |y, |
comme a la remarque , qu’elles vérifient |Vg| < |Vi|+1, |Znte| < W—Wﬂ
et donc |Vg| + [Znte| < W —|EL|+1.






Chapitre 3

Algorithmes exacts exponentiels
pour Ch.STI, Ch.HSTI et CHSTI.

Nous avons vu au chapitre précédent un algorithme polynomial utilisant le line
graphe généralisé pour le probleme PSSTI, et a la fin de la section du chapitre 2
nous avons présenté deux articles donnant des algorithmes polynomiaux pour le
probleme PSPI (voir [VD05] et [AL09]). Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser
au cas des chemins. On rappelle que SZEIDER a prouvé que ces problemes sont
N P-complets. Nous allons présenter des algorithmes exacts exponentiels en temps
O(2"n°W) ol n est le nombre de sommets du graphe et en espace polynomial pour les
problemes Ch.STI, Ch.HSTI et CHSTI et méme traiter les deux premiers problemes
dans les graphes avec parcours interdits. Ensuite, nous donnerons un algorithme
FPT de parametre ¢ + A ou /¢ est largeur arborescente et A est le degré maximum
qui retourne un plus court Ch.STI.

3.1 Graphes avec parcours interdits
Dans cette section, nous allons présenter des algorithmes pour les problemes

Ch.SPI, Ch.HSPI ci-dessous, ainsi que pour CHSTI. On note k-parcours un par-
cours dont la longueur est bornée par un entier k.

Chemin Sans Parcours Interdit (Ch.SPI)
Instance : Un graphe avec k-parcours interdits et deux sommets s et t.

Question : Le graphe contient-il un Chemin Sans Parcours Interdits de s a ¢ 7

Chemin Hamiltonien Sans Parcours Interdit (Ch.HSPI)

Instance : Un graphe avec k-parcours interdits et deux sommets s et t.

Question : Le graphe contient-il un Chemin Hamiltonien Sans Parcours Interdits
desat?

Les transitions interdites étant des 2-parcours, le probleme Ch.SPI est A" Z2-
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complet méme lorsque l'on se restreint aux 2-parcours. Par contre, lorsque 1'on se
restreint aux l-parcours le probleme Ch.SPI est polynomial car il revient a cher-
cher s’il existe un chemin dans un graphe. L’algorithme de DIJKSTRA permet par
exemple de trouver en temps polynomial un plus court chemin entre deux sommets
d’un graphe (voir [CLRS09]). Rappelons également que méme dans les graphes sans
parcours interdit, les problemes consistant a vérifier si un graphe contient un che-
min hamiltonien et si un graphe contient un cycle hamiltonien sont tous les deux
N P-complets (voir [BM10]).

Nous présentons trois algorithmes (ot n est le nombre de sommet de I'instance) :

~ Un algorithme exact en temps O(2"n**°W) et en espace O(n**+°W)) permet-
tant de résoudre le probleme Ch.SPI. Si un Ch.SPI existe, il retourne égale-
ment la longueur du plus court. Cet algorithme généralise 1'algorithme que
nous avons obtenu dans [KLM13al, ce dernier ne traitant que le cas des tran-
sitions interdites.

— Un algorithme exact en temps O(2"n*+9(M) et en espace O(n*T°M) permet-
tant de résoudre le probleme Ch.HSPI.

— Un algorithme exact en temps O(2"n°M) et en espace O(n°Y) permettant
de résoudre le probleme CHSTI.

Restreint au cas des transitions interdites, cela donne des algorithmes exacts ex-

ponentiels en temps O(2"n°Y) et en espace polynomial pour les problémes Ch.STI,
Ch.HSTI et CHSTI.

3.1.1 Algorithmes pour Ch.SPI et Ch.HSPI

Prenons G = (V, Eq,Zntg) un graphe orienté a n sommets avec k-parcours
interdits, A et T" deux sous-ensembles de V;, £ un entier strictement positif, et, s et
t deux sommets de GG. Notons P l’ensemble des PSPI de G.

Lemme 3.1. Pour j > k, (xg,...,x;) € P si et seulement si (z;,...,x4x) € P
pour tout i € {0,...5 — k}.

Démonstration. Si le parcours (x,...,x;) est dans P alors toute sous-suite d’élé-
ments consécutifs de ce parcours est dans P, et réciproquement si (z;, ..., z;1) € P
pour tout i € {0, ...j—k}, comme le longueur des parcours interdits est inférieure ou
égale k, aucun sous-parcours de (o, ...,z;) n'est interdit et donc (zy,...,x;) € P.
Cela conclut la preuve. O

Notons P(A, ¢) le nombre de PSPI de s a t de longueur /—1 qui visitent seulement
des sommets de A.

Notons P(A, l; vy, v, ...,vx) le nombre de PSPI de s a vy, de longueur ¢ — 1 qui
visitent seulement des sommets de A et dont les k derniers sommets visités sont,
dans cet ordre, vy, v9, ..., V.
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Lemme 3.2. Pour A fixé, les valeurs P(A, ) pour 1 < { < n peuvent étre calculées
en temps O(nF+OW) et en espace O(nF+O0W),

Démonstration. Pour ¢ < k le résultat est clairement vrai. En effet, il suffit de tester
les au plus n' suites de sommets possibles.

Pour ¢ > k nous avons :
P(A0) = > P(A, lvq, ... 061, 1) (3.1)
(vl,...,l}kfl)GAkfl
Sit=k:

77(14,5;@17-..,%):{ 1 si (vg,...,0¢) EPetvg,...,op €A,

0 sinon.
Sit>ketuv, ¢ Aona:
P(A, Ly, ... v) = 0.

Sil >k etuv, €A, avec I'aide du lemme on voit que P(A, l;vy, ..., vx) est
égal a la somme pour tous les vy appartenant a A, des nombres de PSPI de s a
v_1 de longueur ¢ — 2 qui visitent seulement des sommets de A, dont les k derniers
sommets visités sont, dans cet ordre, vy, va,...,vx_1, et que I'on peut prolonger en
rajoutant vy a la fin, d.e. :

P(A,E;vl,...,vk) = Z P(A,g—l;'l}o,...,?]k,1>

vo€A:(vg,...,v)EP

= > P(A L — 1509, ..., 06-1),

voE€A:(vo,...,vg) est bon

ou (vo, ...,vx) est bon si et seulement si (vj,...,vy) ¢ Intg pour 0 < j < k.

On en déduit alors :

{P(A, Gor, ... o) | (vg,...,0) € AFY

:{ Z P(A7é_]—;v07"'7vk—1)|(Ulgu-,vk)eAk}

vo€A:(vo,..., v ) est bon

On peut donc calculer la valeur des éléments de cet ensemble a partir de la valeur
des éléments de I’ensemble :

{P(A, L — L;v0,...,05-1) | (vo,-..,06_1) E Ak}

en temps O(n®+2) (on fait O(n*) sommes qui se font chacune en temps O(n?)) et en
espace O(n*tOM) (espace nécessaire pour stocker 'ensemble ci-dessus) et donc par
récurrence a partir de la valeur des éléments de 1’ensemble :

{P(A, k;v1,...,06) | (v1,...,08) € Ak}

en temps O(n*+3) et en espace O(n*+9(M)). Finalement, avec la formule (3.1) on
calcule P(A, £) en temps O(n*+°M) et en espace O(n*T9M). Cela conclut la preuve.
[
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Définition 3.3. Notons C(7') le nombre de Ch.HSPI de s a ¢t dans G[T.

En remarquant que le nombre de Ch.HSPI de s a t dans G[T] (i.e., C(T)) est égal
au nombre de PSPI de s a t dans G[T] (i.e., P(T,|T|)) moins le nombre de PSPI
de s a t passant deux fois (au moins) par un méme sommet dans G[77, le principe
d’inclusion-exclusion nous donne :

Lemme 3.4.

C(T) = Y (=) P(A,|T)).

ACT

Démonstration. Considérons un PSPI de s a ¢ de longueur |T'| — 1 qui contribue 1
pour l'un des termes de la somme P(A,|T]). La contribution de ce parcours a la
somme Y o (—1) A P(A,|T) est

> (=i

UCACT

ou U est 'ensemble de sommets qu’il visite. En remplagant |7~ A| par k la somme
précédente devient

bl ("3 ) —oma

et est donc égale a 0 si U est différent de T et a 1 sinon. Ainsi, la somme compte
le nombre de PSPI de s a t de longueur |T'| — 1 visitant tous les sommets de T,
c’est-a-dire C(T"). Cela conclut la preuve. O

k=0

Le nombre de Ch.SPI de longueur ¢ — 1 allant de s a t est obtenu en prenant
la somme des C(T) sur tous les sous-ensemble de sommets 7' du graphe tels que

|T|=1¢:
>, D).

TCVg:|T|=t

Utilisons maintenant le lemme pour donner une expression plus facile a cal-
culer de cette somme :

Soor) = S S (- AP T))

TCVg:|T|=¢t TCVg:|T|=¢ ACT

= oo (—n)HpA

ACVg:|A|<¢ ACTCV:|T|=¢

= > ()R (”{J?’)

ACVg:|Al<e

En remarquant qu'un chemin hamiltonien est un chemin de longueur n — 1 on
déduit, en remplagant [ par n dans I'égalité précédente, que le nombre de Ch.HSPI
allant de s a t est :

ST (=) P(A ).

ACVg
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Le nombre de Ch.SPI allant de s a t est quant a lui égal a la somme pour /¢
variant de 1 & n du nombre de Ch.SPI de longueur ¢ — 1 allant de s a t et vaut

done : ; S (L <nn—_|?l>.

ACVg:|Al<e

On en déduit donc le résultat suivant.

Théoréme 3.5. Les algorithmes [3 et [4] sont corrects et fonctionnent en temps
O(2mn*+OW) et en espace O(nF+OW)) pour tout graphe a n sommets avec k-parcours
interdits.

Algorithme 3 : Chemin Hamiltonien Sans Parcours Interdits

Données : Un graphe avec parcours interdits G = (Vg, Eg, Intg) et deux
sommets s et .
Résultat : Existe-t-il un Ch.HSPI de s a t?
début
n = |Vg|;
R:=0;
pour tous les A C V faire
| R:=R+ (1) M.P(An);
fin
si R > 1 alors
6 ‘ retourner OUI ;
fin
7 retourner NON ;
fin

BW N =

(4]

Algorithme 4 : Chemin Sans Parcours Interdits

Données : Un graphe avec parcours interdits G = (Vig, Fq, Intg) et deux
sommets s et ¢.

Résultat : Existe-t-il un Ch.SPI de s a ¢t 7 Si oui, quelle est la longueur du
plus court ?

début

n:=|Vgl;

pour ¢ <+ 1 a n faire

R:=0;

pour tous les A C Vi tels que |A| </ faire

| Ri=R+ (=D)AL ()

fin

si R > 1 alors

7 | retourner (OUI ();

fin

U R W N =

(=]

fin
8 retourner NON ;
fin
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Démonstration. D’apres ce qui précede, les algorithmes sont corrects et la complexité
en espace est bornée par O(n*°(). La complexité en temps de l'algorithme |3{ est
bornée par

i <n> . O(nk+0(1)) — O(2nnk+0(1)>
i=1 \!

La complexité en temps de 1'algorithme 4] est bornée par

D

n £
l=11=

ny- k+O(1)) — O (gnpk+0)
(z) O(n ) =0(2"n ).

1

Cela conclut la preuve. O

Remarque 3.6. En répétant 1’algorithme |3| pour tous les couples de sommets (s, t)

on vérifie l'existence d'un chemin hamiltonien sans parcours interdits dans G en
temps O(2"nk+OW),

3.1.2 Algorithme pour CHSTI

Prenons un graphe orienté avec transitions interdites a n sommets G.

Lemme 3.7. Un CHSTI ne peut pas contenir les deux arcs d’une transition inter-
dite.

Démonstration. En effet, si un cycle contient les deux arcs ab et be (avec possible-
ment a = ¢) d’'une transition interdite, bc ne peut pas étre le successeur de ab car
sinon le cycle contiendrait une transition interdite. Ainsi, le sommet b apparait au
moins deux fois dans le cycle. Ce qui contredit le fait qu’un sommet apparait au
plus une fois dans un cycle. Cela conclut la preuve. O

Pour chaque arc ts € Eg on définit le graphe G5, comme étant le graphe avec
transitions interdites construit a partir de G de facon suivant :
1. On supprime de Eg 'arc différent de ts de chaque transition contenant ts,

2. On supprime de Intg toutes les transitions contenant 1’arc ts.

i.e.

VGs,t = Vg,
Eq,, = Eq~ ({vt] (v,t,5) € Intg} U {sv | (t,s,v) € Intg}),
Intg,, = Intg ~{(v,t,s),(t,s,v) |veVg}.

Théoreme 3.8. Le graphe G contient un CHSTI contenant ’arc ts si et seulement
st le graphe G, contient un Ch.HSTI allant de s a t.

Démonstration. Sile graphe G contient un CHSTI contenant ’arc ts, alors d’apres le
lemme [3.7]1e cycle ne contient pas I'arc différent de chacune des transitions contenant
ts. Ainsi, le graphe G, contient ce cycle et contient donc un Ch.HSTI et allant de
s at.
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Réciproquement, si le graphe G, contient un Ch.HSTI allant de s a ¢. Par
construction, Gy, contient 'arc ts et aucune transition de Zntg,, ne contient cet
arc. On peut donc I'ajouter au Ch.HSTT allant de s a ¢t pour obtenir dans le graphe
G+ un CHSTI contenant I'arc ts. Ainsi, comme ce cycle ne contient pas les deux
arcs d'une transition de Zntg \ Intq,,, il est également un CHSTI dans G. Cela
conclut la preuve. O

Le résultat suivant se déduit immédiatement du théoreme B.8] :

Corollaire 3.9. Le graphe G contient un CHSTI si et seulement s’il existe un arc
ts € Eg tel que le graphe G5y contient un Ch.HSTI allant de s a t.

Algorithme 5 : Cycle Hamiltonien Evitant les Transitions Interdites

Données : Un graphe avec transitions interdites G = (Vi, Eq, Intq).
Résultat : Le graphe G contient-il un CHSTI?
début

1 pour tous les arcs ts € Eg faire
2 appliquer 'algorithme [3{a G ;
3 si l’a,lgom'thme@ retourne OUI alors
4 ‘ retourner OUI ;
fin
fin
5 retourner NON ;
fin

Corollaire 3.10. L’algorithme [J est correct et vérifie lexistence d’un CHSTI en
temps O(2"n°W) et en espace polynomial pour tout graphe avec transitions interdites
an sommets.

Démonstration. D’apres le corollaire I’algorithme [5| est correct et en espace po-
lynomial. D’apres le théoreme [3.5] et le corollaire la complexité en temps est

bornée par
n(n — 1) - 02?00y = O(2"n°W).

Cela conclut la preuve. O

3.2 Transitions interdites et complexité paramé-
trée

Dans cette section, nous allons utiliser la programmation dynamique sur la dé-
composition arborescente d'un graphe avec transitions interdites pour montrer que
le probleme Ch.STT peut étre résolu en temps polynomial & parameétre fixé (FPT)
avec comme parametre la somme de la largeur arborescente et du degré maximum.
Plus précisément, nous montrons qu’il existe un algorithme qui résout le probléme
en temps O(AZ(3A(¢ + 1))%**2n)) pour un graphe & n sommets avec largeur arbo-
rescente au plus ¢ et degré maximum A. Nous supposerons que les transitions sont
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symétriques, i.e., si (z,y, z) est une transition interdite alors (z,y, z) aussi, et nous
noterons simplement {zy,yz} une telle transition.

Une décomposition arborescente [RS86] d'un graphe G est un moyen de le repré-
senter par une famille de sous-ensembles de V; organisée en un arbre satisfaisant
certaines propriétés de connexité.

Plus formellement, une décomposition arborescente de G est une paire (7, X') ou
X ={X; |t € Vr} est une famille de sous-ensembles de sommets de Vi, appelés les
sacs, et T est un arbre tel que :

= Utevir) Xt = Vo,
pour tout uv € Eg, il existe t € Vp tel que u et v sont dans X;,

— pour tout v € Vg, Pensemble {t € V| v € X;} induit un sous-arbre de 7.
La largeur d'une décomposition arborescente (T, X') est

mazey(ry| Xe| — 1.

La largeur arborescente de G est le minimum des largeurs pris sur ’ensemble des
décompositions arborescentes de G. La largeur arborescente d’un graphe mesure une
forme de “distance” du graphe a un arbre. Dans le cas d’un graphe avec transitions
interdites ces notions sont définies de méme en ignorant les transitions interdites.

Exemple 3.11. Un graphe et sa décomposition arborescente.

> (Dl
00 ) E

Définition 3.12. Un probléme est dit FPT en un parametre p s’il existe un algo-
rithme permettant de le résoudre en temps proportionnel & f(p).n®W, ou n est la
taille des données du probleme et f est une fonction calculable quelconque.

Théoréme 3.13. Le probleme Ch.STI parametré par ¢ + A est FPT ou { est
la largeur arborescente et A le degré mazimum. En particulier, il existe un algo-
rithme qui retourne le plus court Ch.STI (s’il existe) entre deur sommet en temps

O((kﬁAg)2(3k’Ag)2kn)

Pour prouver le théoreme commencons par donner une définition ainsi qu'un
lemme.

Définition 3.14. [Klo94] Une décomposition arborescente munie d’un sommet ra-
cine ((T,X),r) est dite sympa (nice en anglais) si tout nceud u € Vi est de I'un des
types suivants :

— Feuille : u n’a pas de fils et | X,| =1



3.2. TRANSITIONS INTERDITES ET COMPLEXITE PARAMETREE 39

— Introduit : w a un seul fils v avec X, C X, et | X,| = |X,| + 1,
— Oublié : u a un seul fils v avec X, C X, et | X,| =|X,| —1
— Joint : v a deux fils v et w avec X, = X, = X,.

Exemple 3.15. Les différents types de nceuds.

Feuille Introduit Oublié Joint

"8

Une décomposition arborescente sympa de racine {c, f} du graphe de l’exemple 3

Lemme 3.16. [Kl0o94] Quand une décomposition arborescente de largeur k d’'un
graphe G est donnée, on peut construire en temps polynomial une décomposition
arborescente sympa (T, X) de G de largeur k avec |Vr| € O(k|Vs]).

Nous allons utiliser la notion de décomposition arborescente sympa et adapter
I’algorithme de programmation dynamique utilisé pour trouver un cycle hamiltonien
dans les graphes de largeur arborescente bornée [Bod88] pour prouver le théoréeme

3.13l

Démonstration du théoréme[3.13. Soit G un graphe avec transitions interdites de
largeur arborescente bornée k ainsi que s et ¢t deux sommets de G. On cherche, s’il
existe, un plus court Ch.STI entre s et t.

Pour e et f des arétes incidentes a s et ¢ respectivement, notons G, s le sous-
graphe avec transitions interdites obtenu a partir de G en supprimant les arétes
incidentes a s et t sauf e et f. Trouver un plus court Ch.STI entre s et ¢ dans G
est équivalent a trouver un plus court Ch.STI entre s et ¢ dans chacun des G ¢
pour toutes les paires possibles {e, f} et conserver I'un des plus courts d’entre eux.
Dans ce qui suit, nous allons voir un algorithme permettant de trouver un plus court
Ch.STI entre s et t dans G, ;. Pour obtenir un plus court Ch.STI entre s et ¢ dans
G nous aurons alors besoin de répéter notre algorithme au plus A% fois.

Soit (7', X') une décomposition arborescente sympa de largeur k et de taille O(kn)
de G, telle que s apparait dans la racine qui est un noeud introduit et que ¢ apparait
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dans deux nceuds, une feuille et son parent introduit. On peut obtenir une telle
décomposition en prenant une décomposition arborescente sympa de G[Vg \ {s,t}]
obtenue avec le lemme puis en ajoutant les nceuds dont on a besoin. Pour
u € Vp on note X, T, et V,, les sommets du sac correspondant a u, le sous-arbre de
T enraciné en u formé des descendants de u et les sommets des sacs correspondant
aux noeuds de T, , respectivement.

S’il existe un Ch.STI noté P entre s et ¢, alors 'intersection de ce Ch.STI avec
Ger[Vu] ot u € Vp est un ensemble de Ch.STI chacun ayant ses deux extrémités
dans X, U{t}. En ce qui concerne les parties de P qui sont dans G ¢[V,,], les sommets
de X, peuvent étre partitionnés en trois sous-ensembles X2, X! et X2 qui sont les
sommets de degré 0, 1 et 2 dans PN G, ¢[V,], respectivement. En outre, un couplage
M de X} si |X]| pair ou X} U {t} si |X]| impair peut représenter les sommets
qui sont extrémités d’'un méme sous-Ch.STI de P et un ensemble S les arétes de
PN G,.[V,] incidentes & un sommet de X .

Pour chaque nceud u € T le sous-probleme (X0, X1 X2 M. S) on (X2, X! X2)
est une partition de X,,, M est un couplage dans X} si |X}| pair ou dans X! U{t} si
| X} impair et S est un ensemble d’arétes G, ;[V,] incidente chacune & un sommet de
X, consiste en la recherche d’un ensemble de Ch.STI dans G, ¢[V,] dont la somme
des longueurs est la plus courte possible et tels que :

— les chemins contiennent les arétes de S et les sommets de X2 et ils ne contiennent

pas de sommet de X!,

— les extrémités d’'un méme chemin forment un couple de M.

Pour trouver un plus court Ch.STI entre s et ¢t dans G,y nous avons besoin
de résoudre tous les sous-problemes (XU, X! = {s}, X2 M = {s,t},S = {e}) a la
racine (unique nceud contenant s). Pour cela, on résout a chaque noeud de (7, &),
en partant des feuilles vers la racine, tous les sous-probléemes possibles. Pour chaque
noeud u € T, il y a au plus 3**! partitions possibles des sommets de X, en trois
ensembles différents, k¥ couplages possibles pour un ensemble a k éléments et Ag
arétes possibles pour chaque sommet de X!. On doit donc résoudre au plus 381 EF AL,
sous-problémes.

Montrons comment résoudre le probléme (XU, X!, X2 M, S) au nceud u en sup-
posant que tous les problemes au niveau de ses descendants sont résolus :

— Si u est une feuille, alors X, = {a}. Le seul probléme qui a une solution est

(X0 ={a}, X} =0,X2=0,M =0,S =) et sa solution est ’ensemble vide.
— Si u est un neceud introduit, soit v le fils de u. On a X, = X, U {a} (tous
les voisins de a dans V,, sont dans X,). Notons que a # t car t apparait dans
un neeud oublié et son parent introduit. Dans ce cas, on procede comme suit.
~ Sia € X?, alors résoudre (X2, X} X2 M,S) en u est équivalent & résoudre

(X9\{a}, X!, X2 M,S) en v. Une solution au probléme en u sera alors égale

a une solution au probléme en v. Voir figure [3.1

~ Sia € X}, soit ab I'aréte incidente & a dans S. Comme tous les voisins de a
dans V, sont dans X, alors b € X,, N X,. Nous avons les cas suivants :

— Si b = t, alors X, = {a,b} (rappelons que ¢ apparait dans une feuille
et son parent introduit) et le seul probléeme qui a une solution en u est
(0,{a,t},0,{at}, {at}). Sa solution est 'aréte at. Traitons maintenant les
cas ou b # t.
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XMa) X

FIGURE 3.1 — u est un nceud introduit et a € X,

~ Sib e X! (b #t), alors le probleme a une solution si et seulement si
{ab} € M, l'aréte incidente a b dans S est ab et s'il existe une solution
en v au probleme (X% U {b}, X} \ {a,b}, X2, M',S") ot M' = M \ {ab}
et S = 5\ {ab}. Une solution au probleme en u sera alors égale a une
solution au probléme en v & laquelle on ajoute 'aréte ab. Voir figure [3.2]

Xt XMabh X?

FIGURE 3.2 — u est un nceud introduit, a € X} et b € X} (b#1).

~ Sibe X2 (b+#t), alors le probléme a une solution si et seulement s’il
existe une solution en v & un des problémes (dépendants de ¢) (X0, X!\
{a} U{b}, X2\ {b}, M',S") ot M’ = M \ {ac} U{bc} et S’ en supprimant
ab de S et en ajoutant une aréte bc avec ¢ € V, qui forme une transition
autorisée avec ab. Une solution au probleme en u sera alors égale a une
plus courte solution parmi celles aux problemes en v a laquelle on ajoute
I’aréte ab. Il y a au plus Ag tels problemes. Voir figure |3.3]

X XyMajulb} X\ib} X X X

FIGURE 3.3 — w est un nceud introduit, a € X} et b € X2 (b # t).
~ Si a € X2, alors pour toute paire de voisins b et ¢ de a dans X, telle que

que {ba, ac} est une transition autorisée on procede comme suit (le nombre
de paires de voisins de a est de l'ordre de k?).
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~Sib e X! et ce X} alors le probleme a une solution si et seulement
g'il existe une solution en v au probleme (XP U {b,c}, X!\ {b,c}, X2\
{a}, M';S") ou M" = M \ {bc} et S" est obtenu en supprimant ab et bc
de S. Une solution au probleme en w sera alors égale a une solution au

probléeme en v a laquelle on ajoute les arétes ab et ac. Voir figure (3.4

X Ula,b} X \a,6} X \a) X, X, X,

FIGURE 3.4 — u est un nceud introduit, a € X2 et b,c € X!

~ Sibe X2 et ce X2 alors le probléme a une solution si et seulement s’il
existe une solution en v & un des problémes (dépendants de h, b/, V', et ¢)
(X0, XYu{b, c}, X2\ {a,b,c}, M, S") oot M" = M\ {hI} U {bh,ch'} (bc
ne doit pas étre dans le couplage) et S’ est obtenu en ajoutant & S deux
arétes bb' et cc avec V', € V, qui forment une transition autorisée avec
ab et ac respectivement. Une solution au probleme en u sera alors égale
a une plus courte solution parmi celles aux problemes en v a laquelle on
ajoute les arétes ab et ac. Il y a au plus k choix possibles pour hh' et AZ
choix possibles pour les deux arétes que 1’on ajoute a S. Voir figure [3.5]

X,  Xyuibcl X \ab,cl X, Xy X,

FIGURE 3.5 — u est un nceud introduit, a € X2 et b,c € X2.

~ Sib e X2etce X, alors le probleme a une solution si et seulement

s'il existe une solution en v & un des problémes (dépendants de ') (X° U

{c}, X U{b}\ {c}, X2\ {a,c}, M',S") ot M' = M\ {cd} U{bd} et S’ est

obtenu en supprimant ac de S et en ajoutant une aréte bb’ avec b’ € V,

qui forme une transition autorisée avec ab. Une solution au probleme en

u sera alors égale a une plus courte solution parmi celles aux problemes

en v a laquelle on ajoute les arétes ab et ac. Il y a au plus Ag possibilités
pour b'. Voir figure |3.6

— Si u est un nceud oublié, soit v le fils de u. On a X,, = X, \ a. On distingue

deux cas :
— Sia # t, alors le probleme (X2, X! X2 M, S) a une solution si et seulement
si P'un des problemes (X2 U {a}, X}, X2, M, S) ou (X°, X!, X2 U {a}, M, S)
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Xulch Xuu ibh\ic} X, \la,b} X

FIGURE 3.6 — u est un nceud introduit, a € X2 et b,c € X2.

a une solution en v. Une solution au probleme en u sera alors égale a une
plus courte solution parmi celles aux deux problémes en v. Voir figure [3.7]

X, Xjuia

FIGURE 3.7 — u est un nceud oublié et a # t.

— Sia =t, alors le probleme (X0, X! X2 M, S) a une solution si et seulement
si le probleme (XU, X!U{a}, X2, M, S) a une solution en v. Une solution au
probleme en u sera alors égale a une solution au probleme en v. Voir figure

FIGURE 3.8 — w est un nceud oublié et a = ¢.

— Si u est un nceud joint, soient v et v ses enfants. Rappelons que X, =
X, = X,. Pour toute paire de sous-problémes aux nceuds v et v’ on vérifie
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si 'union des deux solutions est une solution de (X°, X! X2 M S) au noeud
u. 11 'y a au plus (3*1A*AL)? paires de sous-problémes aux nceuds v et v'.
Pour chacune d’elles on vérifie le degré des sommets apres 'union, et si les
transitions utilisées dans 'union sont autorisées. Voir figure [3.9] et [3.10]

v

v

FIGURE 3.9 — u est un un noeud joint - L’union des deux solutions aux nceuds v et
v" est une solution au neeud w si la transition de centre a est autorisée.

FI1GURE 3.10 — u est un un noeud joint - L’union des deux solutions aux nceuds v et
v' n’est pas une solution au nceud u car elle a un sommet de degré 3.

On peut donc résoudre un sous-probleme en temps :

— O(kAZ(3kAg)¥) au niveau d'un neeud introduit,

— O((3kAg)¥) au niveau d’un nceud oublié,

— O(k(3kAg)*) au niveau d’un nceud joint.

Ainsi, comme G, s a O(kn) nceud, on peut trouver un plus court Ch.STT entre s
et t dans G, s en temps O(k*(3kAg)**n). Finalement, en répétant cela au plus AZ
fois, on peut trouver un plus court Ch.STT entre s et ¢ dans G (s’il existe) en temps
O((kAg)*(3kAg)**n). Cela conclut la preuve. O
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3.3 Conclusion et perspectives

Quand le nombre total de parcours interdits p d’un graphe avec parcours interdits
a n sommets est bas et que ceux-ci sont de longueur bornée, un simple algorithme
de séparation et évaluation (branch and bound) supprimant simplement une aréte
de chaque parcours interdit et testant toutes les possibilités permet d’obtenir un
chemin sans parcours interdit dans un graphe avec parcours interdits de longueur
bornée. En effet, un chemin ne prenant pas une aréte de chaque parcours interdit
est un Ch.SPI, et réciproquement, un Ch.SPI ne peut pas prendre toute les arétes
d’un parcours interdit, car sinon il prend, soit le parcours interdit, soit deux fois le
méme sommet. Lorsque p = O(log(n)) cet algorithme est polynomial. Cependant,
comme p peut étre plus grand que n, l'algorithme que nous proposons dans la sec-
tion est bien meilleur. Nous espérons encore pouvoir abaisser cette complexité en
adaptant, par exemple, I’algorithme probabiliste de BJORKLUND [Bj614]. Nous sou-
haitons également chercher des algorithmes exacts pour les graphes ayant un degré
ou degré moyen borné par une constante d. Nous aimerions obtenir un algorithme
en temps O(2(=2)mn%M)) o g4 dépend seulement de d. Voir pour cela [CP13] ou
le probléeme du voyageur de commerce est étudié dans les graphes de degré moyen
borné. Enfin, toujours pour les problémes de la section [3.1] une de nos perspectives
est de regarder s'il existe des algorithmes Monte-Carlo en temps ¢*t2n°M o k est
la largeur arborescente, A le degré maximum et ¢ une constante fixée (on pourra
consulter [CNP™11] pour des exemples de techniques).

Dans la section [3.2] nous avons prouvé que le probleme Ch.STI peut étre résolu en
temps polynomial lorsque la largeur arborescente est bornée. Notons cependant que
I'algorithme est XP de parameétre la largeur arborescente (i.e., peut étre résolu en
temps O(n' (p)) ou n est la taille des données du probleme, f une fonction calculable
quelconque et p le parametre) et nous pensons que l'on ne peut pas faire mieux,
c’est-a-dire qu’il est W1]-difficile quand paramétré par la largeur arborescente (voir
[FGO6] pour plus de détails sur ces points).






Chapitre 4

Graphes planaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probleme Ch.STI dans les graphes planaires
non orientés. L’idée d’étudier les graphes planaires semble tout a fait naturelle car
la représentation des interdictions de tourner dans les réseaux routiers par des tran-
sitions interdites motive initialement leur utilisation. Or, de tels réseaux ne sont
rien d’autre que des graphes planaires avec des transitions interdites. Les réseaux
optiques planaires peuvent également étre le support de transitions interdites. En
effet, au niveau de certains nceuds d’un réseau optique, des informations entrant
par un port ne peuvent sortir par certains autres pour des raisons de coiit (voir par
exemple les articles [BLGMO09, ICHW™13]) et ce réseau peut donc étre représenté par
un graphe avec transitions interdites. Malgré leur utilité apparente, il semble que
les graphes planaires avec transitions interdites n’aient pas encore été étudiés. Nous
proposons donc dans ce chapitre, d’étudier le probleme Ch.STI dans les graphes
planaires non orientés. Nous prouvons que ce probleme est .4 &2-complet y compris
dans les grilles. Notre résultat améliore celui de SZEIDER car il prouve la A4 -
complétude dans une classe plus restreinte de graphes. Pour cela, nous commengons
par prouver que le probleme est A4 F-complet dans les graphes planaires de de-
gré maximum au plus 8 en faisant une réduction a partir de 3-SAT. Ensuite, nous
proposons des transformations pour réduire le degré des sommets et ainsi prouver
que le probleme est 4" Z-complet dans les graphes planaires de degré maximum au
plus 4. Finalement, nous prouvons qu’il est .4 &-complet dans les grilles. Comme
SZEIDER, nous nous restreindrons a la classe des graphes dont les transitions sont
symétriques, i.e., si (x,y, z) est une transition interdite alors (z,y, ) aussi, et nous
noterons simplement {zy, yz} une telle transition.

4.1 N P-complétude de Ch.STI dans les planaires
de degré au plus 8

Commencons par montrer que le probleme Ch.STI est .4 Z?-complet dans les
graphes planaires de degré maximum au plus 8. Le probleme est clairement dans
NP, Montrons qu'il est complet pour cette classe en faisant une réduction a partir
du probléeme 3-SAT. Prenons une instance ¢ du probléeme 3-SAT ayant n variables
{v1,--+ ,v,} et m clauses {Cy,---,C,,}. Nous allons construire un graphe planaire
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en forme de “grille” dont les lignes correspondent aux clauses et les colonnes aux
variables. Dans ce qui suit, les couleurs servent seulement a rendre la présentation
plus claire. De plus, nous considérons uniquement des graphes non orientés, mais
pour faciliter la présentation et bien visualiser les chemins, les figures sont représen-
tées avec des arcs. Notons également que, par souci de simplicité, nous utiliserons
des multigraphes (i.e., que nous pourrons avoir plusieurs arétes entre deux sommets
donnés). Ces multigraphes peuvent facilement étre transformés en graphes simples
sans changer le degré maximum.

Gadget G;;. Pour tout 1 <7 < n et tout 1 < j < m, on définit le gadget G;
décrit dans la figure et qui consiste en 4 chemins arétes-disjoints de s;; a ;; :
deux chemins “bleus” BT;; et BF;; et deux chemins “rouges" R7T;; et RF;; définis
comme suit.

— RT3 = (8ij, Qij, trueqg, T, truel;, vij, 2ij, i) ;

= BTij = (545, Bijs trueig, vy, truel;, vij, 2ij, tiy) ;

- RFU = (Sij7 Lijys Yigs Vigs fCLlSGij, Zijs fCLlSG;j, tz]) )

— BEjj = (845, Tij, Yij, 0ij, falsey, zij, falsel;, tij).

Les transitions interdites F;; du gadget G;; sont définies de sorte que la seule
maniere d’aller de s;; a ¢;; soit de prendre I'un des chemins de I’ensemble

{BT;;, BFij, RT;;, RE;}
et il est interdit d’utiliser une transition composée de deux arétes provenant de deux
chemins différents de cet ensemble.

Intuitivement, affecter a la variable v; la valeur Vra: sera équivalent a choisir
I'un des chemins BT;; ou RT;; (appelés chemins positifs) représentés par des lignes
continues dans la figure Respectivement, affecter a la variable v; la valeur Faux
sera équivalent a choisir 'un des chemins BF;; ou RE}; (appelés chemins négatifs)
représentés par des pointillés dans la figure [4.1]

Pour l'instant, il n’est pas possible de partir de s;; par un chemin et d’arriver
dans t;; par un autre chemin. En particulier, la couleur de I’aréte par laquelle s;; est
quitté doit étre la méme que celle de 'aréte par laquelle ¢;; est atteint. Si la variable
v; apparait a la clause C}, nous ajoutons une aréte a G;; comme suit. Si v; apparait
positivement dans C;, nous ajoutons l'aréte marron {w;;, 3;;} qui crée un “pont”
entre BT;; and RT;;. De maniére similaire, v; apparait négativement dans C;, nous
ajoutons 'aréte verte {7;;,0;;} qui crée un “pont” entre BF;; et RF;;. Lorsque le
gadget-graphe G;; contient I'aréte marron (resp. verte) toutes les transitions conte-
nant cette aréte sont autorisées; cela permet de passer/basculer entre les chemins
positifs BT;; et RT;; (resp. BF;; et REFj;) en allant de s;; a t;;. Par conséquent,
lorsque la variable v; apparait a la clause Cj, il est alors possible de quitter s;; avec
une aréte d'une couleur et d’arriver a ¢;; avec une aréte de I'autre couleur. Notons
qu’a cause des transitions interdites, le type de chemin (positif ou négatif) ne peut

pas étre modifié entre s;; et t;;.
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FIGURE 4.1 — Exemple de gadget G;; pour la variable v; et j < m. L’aréte marron
(resp. verte) est ajoutée si v; apparait positivement (resp. négativement) dans Cj.
Si v; ¢ C; aucune de ces arétes n’est ajoutée.

Caractérisons les Ch.STI de s;; a t;; dans Gj; :

Affirmation 4.1. Les Ch.STI de s;; a t;; dans G;; sont RT;;, BT;;, RE;;, BF;; et
— si la variable v; apparait positivement dans la clause Cj :

— le chemin RBT;; qui commence par la premiere aréte {s;;,;;} de RT};,
suivie de l'aréte marron {o;, 8;;} et termine par le chemin BT;; sauf sa
premiere aréte ;

— le chemin BRT;; qui commence par la premiere aréte {s;;, 5;; } de BT}, suivie
de l'aréte marron {a;j, 5;;} et termine par le chemin R7T;; sauf sa premiere
aréte ;

— si la variable v; apparait négativement dans la clause Cj :

— le chemin RBF;; qui commence par le sous-chemin (s;;, z;;, Yij, vij) de RE;;,
suivi de l'aréte verte {7;;,d;;} et termine par le sous-chemin de BFj; qui
commence a d;; et finit a t;;;

— le chemin BRF;; qui commence par le sous-chemin (s;;, i;, yij, 0;;) de BF};,
suivi de l'aréte verte {d;;,7i;} et termine par le sous-chemin de RF}; qui
commence a 7;; et finit a ¢;;;

Affirmation 4.2. Soit F;; un Ch.STI de s;; a t;; dans G;. Alors
— soit Pj; passe par true;; et true;; et ne passe ni par false;; ni par falsej;,
— soit P;; passe par false;; et false;j et ne passe ni par true;; ni par true;j.

Affirmation 4.3. Soit P;; un Ch.STI de s;; a t;; dans G;. Alors la premieére et la
derniere aréte de P sont de couleurs différentes si et seulement si P utilise 'aréte
marron ou l'aréte verte, i.e., si et seulement si P;; € {RBT;;, BRT;;, RBF;;, BRF;;}.

Graphe G;. Pour 1 < j < m, le clause-graphe G; est construit en combinant les
graphes G;;, i < n, en une “ligne” (fig. |4.2). Les sous-graphes G;; sont combinés
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de “gauche a droite” (pour ¢ =1 a n) si j est impair et de “droite & gauche” (pour
i=mnal)sijest pair. De maniére plus détaillée, pour j < m, G; et obtenu a partir
des gadget-graphes G;;, 1 <1 < n, et de deux sommets additionnels s; et t; comme
suit :

— Si j est impair, le sous-graphe G; commence par une aréte rouge {s;, $1;} puis,
pour 1 < ¢ < n, les sommets s;; et ¢;_; ; sont fusionnés en un seul sommet.
Finalement, il y a une aréte bleue {t,;,%;}.

— Si j est pair, le sous-graphe G; commence par une aréte bleue {s;, s,;} puis,
pour 1 < ¢ < n, les sommets ¢;; et s;_;; sont fusionnés en un seul sommet.
Finalement, il y a une aréte rouge {t1;,%;}.

Les transitions interdites Zntg, comprennent, outre toutes les transitions dans
Intg, pour ¢ = 1,...,n, de nouvelles transitions interdites qui sont définies de
telle sorte que, lors du passage a partir d'un gadget-graphe G;; au suivant, la méme
couleur doit étre utilisée. Cela signifie que si nous entrons dans un sommet ¢;; = s; j11
par une aréte avec une couleur donnée, la méme couleur doit étre utilisée pour quitter
ce sommet. Cependant, a de tels sommets, nous pouvons changer le type (positif ou
négatif) du chemin.

Notons que si nous entrons dans un clause-graphe par une aréte rouge (resp.
bleue), nous ne pouvons le quitter qu’avec une aréte bleue (resp. rouge). Cela si-
gnifie que le chemin doit changer de couleur a l'intérieur du clause-graphe, et doit
donc utiliser une aréte marron ou verte dans un gadget-graphe. L’utilisation d’une
aréte marron (resp. verte) force une variable qui apparait positivement (resp. néga-
tivement) dans la clause & prendre la valeur Vrai (resp. Faux) et valide la clause.

Les propriétés clés de G; sont liées a la structure des Ch.STI de s; a ¢;, que nous
résumons dans les affirmations [£.4] et [4.5]

s n'apparait pas dans G

U1 négatif dans (& § » c ) B c
affecté & Vrai v2 positif dans ~ affecté a Faux 24 positif dans ¢

affecté & Vrai affecté a Vrai

FIGURE 4.2 — Cas j impair. Le clause-graphe G; pour une clause C; = 01 V vy V 14
d’une formule a 4 variables. Le chemin en gras correspond a une affectation a Vrai
de v, v et vy, et & Faux de vs.

Affirmation 4.4. Tout Ch.STI de s; a t; consiste en la concaténation de :

Cas j impair. l'aréte rouge {s;, s1,}, puis la concaténation de Ch.STI de s;; a t;;
dans Gj, pour 1 < i < n dans cet ordre, (de i =1 a n), et finalement 'aréte
bleue {tnj, t]} )

Cas j pair. 'aréte bleue {s;, s,,; }, puis la concaténation de Ch.STI de s;; a t;; dans
Gij, pour 1 < ¢ < n dans l'ordre inverse (de i = n a 1), et finalement 'aréte

rouge {t1;,t;}.



4.1. N P-COMPLETUDE DANS LES PLANAIRES DE DEGRE AU PLUS 8 51

D’apres I'affirmation précédente, tous les Ch.STI de s; a t;, ont leur premiere
et leur derniére aréte de couleurs différentes. Ainsi, d’apres l'affirmation [4.3] et la
définition des transitions permises entre deux gadgets.

Affirmation 4.5. Tout Ch.STI de s; a ¢; doit utiliser une aréte marron ou une
aréte verte dans un gadget G;; pour un certain 1 <i <n.

Graphe G(®). Pour conclure, nous devons étre stirs que 'affectation des variables
est cohérente entre les clauses. Pour ce faire, nous combinons les sous-graphes G,
1 < j < m, comme suit (voir fig. . Tout d’abord, pour tout 1 < 5 < m, nous
identifions t; et s;41. Puis, certains sommets (représentés en gris dans la figure
de G;; sont identifiés avec des sommets de G ;11 de telle maniere que l'utilisation
d’un chemin positif (resp. négatif) en G;; force I'utilisation du méme type de chemin
dans G ;1. C'est-a-dire, le choix du chemin utilisé dans Gj; est transféré a G ;14
et donc il correspond a une méme affectation de la variable v;.

A savoir, pour chaque 1 < j < m et pour chaque 1 < i < n, nous identifions les
sommets true; j11 et false;; d'une part, et les sommets truej; and false; ;11 d’autre
part pour obtenir les sommets “gris”. Enfin, les transitions interdites Zntg ) de
G(®), comprennent, outre toutes les transitions de Zntg, pour j = 1,...,m, de
nouvelles transitions qui sont définies afin d’interdire le “changement d’étage” par
un sommet gris, c’est-a-dire, pour qu’il ne soit pas possible de passer de G; ; a G; ;11
via un sommet gris. Les affirmations suivantes présentent les propriétés essentielles

des Ch.STI dans G(®).

FIGURE 4.3 — Combinaison de C; = 03 Vva Vuy et Cjyq = vV 3V 0y (Cas j impair).

Affirmation 4.6. Tout Ch.STI de s; a t,,, dans G(®) consiste en la concaténation
de Ch.STI de s; de t; dans G pour j =1 a m.

Affirmation 4.7. Soit P un Ch.STI de s; a ¢, dans G(®). Alors, pour 1 <i <mn
— soit pour tout 1 < 57 < m, le sous-Ch.STI de P entre s;; et t;; passe par true;;
et truej; et ne passe ni par false;; ni par false;,
— soit pour tout 1 < 5 < m, le sous-Ch.STI de P entre s;; et t;; passe par false;;
et false;; et ne passe ni par true;; ni par truej;.

Démonstration. Prenons 1 < i < n. D’aprés les affirmations [£.4] et [£.6] pour tout
1 < j < m il existe un sous-Ch.STI P;; de P allant de s;; a ¢;;. De plus, pour
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1 < j < m, les Ch.STI P;; sont deux & deux sommet-disjoints (¢.e., sans sommet
commun).

D’apres 'affirmation , Py passe, soit par true; et truel, et ne passe ni par
false;; ni par falsel,, soit par false; et false,, et ne passe ni par true; ni par
truel,. Supposons que nous soyons dans le premier cas (le second se traite de maniere
similaire). On prouve par récurrence sur j < m que P;; passe par true;; et true;j et
ne passe ni par false;; ni par false;;.

En effet, si P passe par true;; = false] ;. et truej; = false; 1, alors P, ;11 ne
peut passer ni par false; ;11 ni par false; ;, car Py et P j, sont sommet-disjoints.
Ainsi, d’apres I'affirmation , P j 41 passe par true; ;i1 et true;j 41 et ne passe ni
par false; ;.1 ni par false; ;.. Cela conclut la preuve. n

Notons que G(®P) peut étre construit en temps polynomial. De plus, G(P) est
clairement planaire et de degré maximum au plus 8. Nous pouvons maintenant
montrer le résultat suivant.

Affirmation 4.8. ® est satisfaisable si et seulement s’il existe un Ch.STI de s; a
tm dans G(P).

Démonstration. Soit ¢ une affectation des variables rendant vraie l'instance ®. Nous
pouvons construire un Ch.STI de s; a t,, dans G(®) comme suit. Pour chaque “ligne”
1 < 7 < m, nous construisons un Ch.STI P; allant de s; a ¢; en concaténant I’aréte
rouge {s;, s1;} si j impair ou I’aréte bleue {s;, s,;} si j pair, les Ch.STI P;;, 1 < i < n,
dont la construction est décrite juste apres, et 'aréte bleue {t,;,t;} si j impair ou
l'aréte rouge {t1;,¢;} si j pair.

Parmi les variables qui apparaissent dans C}, notons v, la variable avec le plus
petit indice tel satisfaisant la clause avec l'affectation .

— Pour 1 <i <k, si ¢(v;) = true, alors P;; = RT;; si j est impair, et P;; = BT;;
si j est pair. Si ¢(v;) = false, alors P;; = RE}; si j est impair, et P;; = BF;;
si j est pair.

— Si p(vk) = true, alors P;; = RBT;; si j est impair, et Pj; = BRT;; si j est
pair. Si p(v;) = false, alors P;; = RBF;; si j est impair, et P;; = BRE;; if j
est pair.

— Pour k < i < n, si p(v;) = true, alors P;; = BT}; si j est impair, et P;j = RT;;
if 7 est pair. If o(v;) = false, alors P;; = BF;; si j est impair, et P;; = RFj;
si j est pair.

Supposons maintenant qu’il existe un Ch.STI P de s; a t,,. D’apres 'affirma-
tion , pour tout 1 <4 < non a, pour tout 1 < 57 < m, P passe par true;; et true;j
ou pour tout 1 < j < m, P passe par false;; et falsej;. Considérons I'affectation ¢
suivante définie pour 1 <17 <n:

— Si P passe par true;; et true;; pour tout 1 < j < m, alors p(v;) = Vrai.

— Si P passe par falsey; et falsej; pour tout 1 < j < m, alors ¢(v;) = Faux.
D’apres 'affirmation @ est une affectation valide. Montrons maintenant ¢ sa-
tisfait ®. D’apres laffirmation pour tout 1 < j < m, P contient un Ch.STI P,
allant de s; de ¢;. Chaque Ch.STI P; utilise une aréte marron ou une aréte verte
comme vu & affirmation (4.3

En respectant les moyens d’utiliser une aréte marron ou verte vus dans 'affirma-
tion [4.1} I'utilisation de I’aréte marron dans P; force P; (et donc P) a utiliser, pour
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une variable v; qui apparait positivement dans Cj, les sommets true;; et t'ruegj. De
maniére similaire, 1'utilisation de l'aréte verte dans P; force P; (et donc P) & uti-
liser, pour une variable v; qui apparait négativement dans C}, les sommets false;;
et falsej;. Cela signifie que pour chaque clause Cj, pour 'une des variables qui
apparait dans C; notée v;, p(v;) = Vrai (resp. p(v;) = Faux) si v; apparait positi-
vement (resp. négativement) dans C;. Ainsi, l'affectation ¢ satisfait ®. Cela conclut
la preuve. O

On déduit de ce qui précede le résultat suivant :

Lemme 4.9. Le probléme Ch.STI est N P2-complet dans les graphes planaires de
degré mazximum au plus 8.

4.2 N P-complétude de Ch.STI dans les planaires
de degré au plus 4

Dans le but de réaliser un plongement du graphe obtenu dans la réduction pré-
cédente vers une grille, nous allons montrer comment réduire a 4 le degré de G(®).
Rappelons que par construction on a :

— G(®) est planaire.

— Les sommets de G(®) sont de degré 8, 5 ou au plus < 4. Les sommets de degré 5
peuvent étre transformés en sommets de degré 3 comme suit. Pour un sommet
s1; (resp. t1;) avec j impair, on supprime les deux arétes bleues incidentes a sy
(resp. t1;). Pour un sommet s,; (resp. t;;) avec j pair, on supprime les deux
arétes rouges incidentes a s,; (resp. t1;). Cette transformation n’affecte pas la
réduction.

— Un sommet v de G(®) de degré 8 est de 1'un des trois types suivants :

Type 1 : Si les arétes incidentes a v sont w(v) = {e, €, f, f', 9,9, h, N} et
les transitions autorisées de centre v sont A(v) = {{e, '}, {f, f'},{9,9'},
{h,'}}. Cette situation est représentée par la figure 4.4 Dans ce cas v
est un sommet du type z;;, y;; ou z;; dans le graphe G(®).

Type 2 : Les arétes incidentes a v sont w(v) = {e, e, f, f',g,4',h,h'} et les
transitions autorisées de centre v sont A(v) = {{e, '}, {f, ['},{9,9'},
{h,1'}}. Cette situation est représentée par la figure [4.6] Dans ce cas v
est un sommet du type true;;, truej;, false;;, ou false;; dans le graphe
G(D).

Type 3 : Les arétes incidentes a v sont w(v) = {e, e, f, f',g,4',h,h'} et les
transitions autorisées de centre v sont A(v) = {{e,e'}, {e, '}, {f, [},
{f,e},{9,9'},{g, W'}, {h, '}, {h,g'}}. Cette situation est représentée par
la figure . Dans ce cas v est un sommet du type s;; dans le graphe G(®).

Nous allons remplacer chaque sommet v de degré 8 par un gadget D,. Apres
cette opération nous obtiendrons un graphe avec transitions interdites G'(®) de
degré maximum au plus 4 et tel que 'existence d’'un Ch.STI entre s; et t,, dans
G soit équivalente a l'existence d'un Ch.STT entre s; et t,, dans G'(®). Soit v un
sommet de degré 8 dans GG. Le gadget D, est construit suivant le type de v comme
suit.
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Type 1 Le gadget D, est construit comme suit. Pour toute aréte k € w(v), un
sommet vy est créé. Pour toute transition autorisée {k,l} € A(v), les sommets
v, and v; sont reliés par un chemin P de longueur 4 de sorte que le graphe
obtenu soit planaire, que les quatre chemins P; aient deux a deux 1 sommet
commun et que tous ces sommets soient distincts comme illustré a la figure
4.5 Ainsi, les sommets sont de degré au plus 4. Les transitions autorisées de
D, sont les transitions des chemins Py;. Ensuite, on remplace v dans & par le
gadget D, donné a la figure en reliant chaque aréte k € w(v) de G(®) au
sommet vy de D, et en autorisant les transitions contenant ces arétes. Comme
les arétes k € w(v) sont reliées a D, dans le méme “ordre” que celui dans
lequel elles étaient reliées a v dans & le graphe reste planaire (voir figures
et . Remarquons que le gadget D, peut étre traversé si et seulement si les
arétes utilisées pour entrer et sortir forment une transition autorisée de centre
v, et qu’il ne peut pas étre traversé deux fois car sinon on passerait deux fois
par un méme sommet.

FIGURE 4.4 — Type 1 : un sommet v de degré 8 centre des transitions autorisées

Aw) ={{e, e}, {f, '}, 19,9}, {h, '} } les arétes sont ordonnées comme dans G(P)).

FIGURE 4.5 — Gadget D, : les chemins P../, Pys,FP,y et Py sont respectivement en
violet, bleu, rouge et vert. Les transitions de centre vy ainsi que celles des chemins
P.er, Pppr Pyy et Py sont autorisées.
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Type 2 Dans ce cas, D, est construit comme suit. Pour toute aréte k£ € w(v), un
sommet vy est créé. Pour toute transition autorisée {k,l} € A(v), les sommets
v et vy sont reliés par un chemin Py de longueur 7 de sorte que le graphe
obtenu soit planaire, que les quatre chemins Pj; aient deux a deux 2 sommets
communs et que tous ces sommets soient distincts comme illustré a la figure
4.7 Ainsi, les sommets sont de degré au plus 4. Les transitions autorisées de
D, sont les transitions des chemins FPj;. Ensuite, on remplace v par le gadget
D, donné a la figure |4.5| en reliant chaque aréte k € w(v) de G(®) au sommet
v, de D, et en autorisant les transitions contenant ces arétes. Comme les arétes
k € w(v) sont reliées a D, dans le méme “ordre” que celui dans lequel elles
étaient reliées a v dans & le graphe reste planaire (voir figures et .
Remarquons que le gadget D, peut étre traversé si et seulement si les arétes
utilisées pour entrer et sortir forment une transition autorisée de centre v, et
qu’il ne peut pas étre traversé deux fois car sinon on passerait deux fois par
un méme sommet.

FIGURE 4.6 — Type 2 : un sommet v de degré 8 centre des transitions autorisées
A(w) ={{e, e}, {f, [}, 19,9}, {h, '} } les arétes sont ordonnées comme dans G(P)).

FIGURE 4.7 — Gadget D, : les chemins P..,, Py ,P;y et Py sont respectivement en
violet, bleu, rouge et vert. Les transitions de centre vy ainsi que celles des chemins
P.er, Pppr Pyy et Py sont autorisées.
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Type 3 Dans ce cas, D, est construit comme suit. Pour toute aréte k € w(v), un
sommet vy est créé. Pour toute transition autorisée {k,l} € A(v), les sommets
v, and v; sont reliés par un chemin P de longueur 7 de sorte que le graphe
obtenu soit planaire, que les quatre chemins P; aient deux a deux 1 sommet
commun et que tous ces sommets soient distincts. De plus, on ajoute, entre
des sommets de degré 2 (qui seront alors de degré 3), deux arétes reliant les
chemins P, et Py, et Pyy et Py, respectivement comme illustré a la figure
[M.9] Ainsi, les sommets de D, sont de degré au plus 4. Les transitions autorisées
de D, sont les transitions des chemins Py, ainsi que celles contenant une des
deux arétes ajoutées entre ces chemins. Ensuite, on remplace v dans £ par le
gadget D, donné a la figure 4.9 en reliant chaque aréte k € w(v) de G(®) au
sommet v de D, et en autorisant les transitions contenant ces arétes. Comme
les arétes k € w(v) sont reliées a D, dans le méme “ordre” que celui dans
lequel elles étaient reliées a v dans & le graphe reste planaire (voir figures
et . Remarquons que le gadget D, peut étre traversé si et seulement si les
arétes utilisées pour entrer et sortir forment une transition autorisée de centre
v, et qu’il ne peut pas étre traversé deux fois car sinon on passerait deux fois
par un méme sommet.

h

F1GURE 4.8 — Type 3 : Un sommet v de degré 8 centre des transitions autorisées

Aw) ={{e, e’} Ae, 1AL AL €3 g9 g W3 {h, 17} {h, o'} (les arétes sont

ordonnées comme dans G(P)).

FIGURE 4.9 — Type 3 : Gadget D, : les chemins P,.r, Pss,Pyq et Py sont respecti-
vement en violet, bleu, rouge et vert. Les transitions de centre vy, celles de chemins
P.er, Ppp Py et Py, ainsi que celles contenant une aréte jaune sont autorisées.
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Le graphe G'(®) est obtenu a partir de G(®) en remplagant les sommets de degré
8 par les gadgets décrits ci-dessus. L’ensemble de transitions interdites de G'(®P)
est alors I’ensemble de transitions interdites de GG auquel on ajoute les transitions
interdites de gadgets décrites ci-dessus. Le graphe G'(®) est planaire est de degré
maximum au plus 4. Montrons que l'existence d'un Ch.STI entre s; et ¢, dans G(®P)
est équivalente a l'existence d'un Ch.STT entre s et ¢, dans G'(®).

Affirmation 4.10. Il existe un Ch.STI de s; a t,,, dans G'(®) si et seulement s’il
existe un Ch.STI de s; a t,, dans G(®).

Supposons qu’il existe un Ch.STI P entre s; et t,, dans G(®). Alors on définit
comme suit un Ch.STI P’ entre s; et t,, dans G'(®). Si P emprunte un sommet v
de degré 8 de type 1 ou 2 avec une transition de centre v de la forme {z, 2’} alors P’
emprunte x, le sous-Ch.STI P,/ et /. Si P emprunte un sommet v de degré 8 de
type 3 avec une transition de centre v de la forme {x, 2’} (resp. de la forme {z,y'})
alors P" emprunte z, le sous-Ch.STI P,,/ et 2’ (resp. z, le sous-Ch.STI P, (qui est
un concaténation d’un sous-Ch.STI de P,,,, d'une aréte jaune et d’'un sous-Ch.STI
de P,,) et v/).

Maintenant, supposons qu'il existe un Ch.STI P’ entre s; et t,, dans G'(®).
Si P’ emprunte seulement des sommets de G(®) alors P’ est un Ch.STI entre s
et t,, dans G'(®). Si P’ emprunte des sommets qui ne sont pas dans G(®) alors il
traverse un gadget D,. Comme spécifié plus haut, les gadgets peuvent seulement étre
traversés d’une fagon qui impose que 'aréte empruntée en entrant et celle empruntée
en sortant forme une transition autorisée dans (. Ainsi, comme P’ ne peut pas
traverser deux fois un méme gadget, pour tous les sommets v tel que P’ traverse
D,, on peut supprimer les arétes de D, de P’ et les remplacer par v pour obtenir
Ch.STI P entre s; et t,, dans G(®). Cela conclut la preuve.

4.3 N P-complétude de Ch.STI dans les grilles

Théoréme 4.11. Le probleme Ch.STI est N Z-complet dans les grilles avec tran-
sitions interdites.

Démonstration. On sait d’apres les affirmations [4.8] et que P est satisfaisable
si et seulement s’il existe un Ch.STI de s; a t,, dans G'(®). Montrons comment
construire a partir de G'(®) une grille telle qu’il existe Ch.STI de s a t dans G'(®)
si et seulement s’il existe un Ch.STT entre les images de ces sommets dans la grille.

Nous allons utiliser la notion de plongement planaire dans une grille [Tam87].
Un plongement planaire d’un graphe G dans une grille est une application ) de
G dans une grille qui envoie chaque sommet de GG sur un sommet différent de la
grille et chaque aréte e sur un chemin Q)(e) dont les extrémités sont les images des
sommets de l'aréte telle que pour toute paire {e, ¢’} les chemins Q)(e) et Q(e’) n’ont
pas de sommet commun excepté éventuellement les extrémités. Il est prouvé dans
[Val&1] que pour un graphe planaire a& n sommets de degré maximum au plus 4, on
peut construire un plongement planaire dans une grille ayant au plus 9n? sommets
((3n, 3n)-grille) en temps polynomial. De plus, quitte a& multiplier la taille de la grille
par 2, on peut trouver un plongement planaire tel que si deux sommets ne sont pas
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adjacents dans le graphe initial, alors ils ne sont pas extrémités d’'une méme aréte
de la grille.

Soit @ un plongement planaire de (Vi (@), Ecr(@)) (G'(P) ot les transitions inter-
dites sont ignorées) dans une grille K. L’existence d’'un Ch.STI entre deux sommets
s et t de G est équivalente a 'existence d’un Ch.STT entre les sommets Q(s) et Q(%)
la grille K munie des transitions autorisées suivantes :

— Pour tout e € Egq), toutes les transitions du chemin Q(e) sont autorisées.

— Si {e, €'} est une transition autorisée dans G'(®) alors la paire contenant une
aréte de Q(e) et une aréte de Q(€’) avec une sommet commun forme une
transition autorisée.

En effet, comme deux sommets non adjacents de G'(®) sont envoyés sur des sommets
a distance au moins 2, application () est une bijection entre de tels Ch.STI. Cela
conclut la preuve.

O

On pourrait rechercher une dichotomie similaire a celle de SZEIDER pour Ch.STI,
c’est-a-dire que le probléeme Ch.STI ou l'on se restreint aux grilles ou aux graphes
planaires est .4/ &?-complet si et seulement si les transitions interdites sont d’une

certaine forme (voir le théoreme de I'annexe |A| pour le cas de Ch.STI).



Chapitre 5

Arbres sans conflit

5.1 Introduction

Apres nous étre intéressés a des problemes de chemins, intéressons-nous main-
tenant a un probleme classique en théorie des graphes, qui généralise les chemins,
et qui consiste a étudier 'existence d’arbres couvrants dans un graphe. Dans un
graphe, l'existence d'un tel sous-graphe est équivalente au fait que le graphe soit
connexe (voir [Diel2]), mais un graphe avec transitions interdites (resp. conflits)
connexe n’admet pas forcément d’ACSTI (resp. ACSC). Par exemple, pour n > 3
le graphe complet a n sommets dans lequel toutes les transitions sont interdites
n’admet pas d’ACSTTI car tout arbre couvrant contiendrait un chemin de longueur
2 et donc une transition interdite. Le graphe suivant ou toutes les arétes en gras

(ou rouge) sont en conflit deux a deux est un exemple de graphe non complet qui
n’admet pas d’ACSTIL.

(O—CO

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux graphes avec conflits et nous étu-
dions l'existence d’ASC et plus particulierement d’ACSC.

Dans [DPSW11] les auteurs étudient les graphes avec conflits et montrent que les
problemes d’existence d’arbre couvrant sans conflit et de couplage maximum sans
conflit sont .4 -hard. Inspirés par ces résultats nous avons étudié plus en détail les
arbres dans les graphes avec conflits et également dans les graphes avec transitions
interdites. Ce chapitre présente les résultats de 'article [KLM13b] ainsi que certains
autres obtenus par la suite. En particulier, nous montrons que le probleme de ’arbre
couvrant sans transition interdite est .4 Z?-complet et que le probleme de ’arbre
couvrant sans conflit est 4" Z-complet méme dans les (3, k)-grilles. Nous montrons
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que le probleme de I'arbre sans transition interdite de taille maximum ne peut pas
étre approché avec un ratio meilleur que n'/27¢ avec € > 0 méme si le graphe est une
étoile a n sommets. Nous étudions également le cas du graphe complet avec conflits
ou transitions interdites et donnons dans ce cas des conditions suffisantes assurant
I'existence d’un arbre couvrant sans conflit ou transition interdite.

5.2 Résultats de complexité

Donnons d’abord le résultat de DARMANN et. al. [DPSW11] avant de montrer la
N P-complétude des problemes ACSTI et ACSC dans des classes plus restreintes,
généralisant entre autres ce résultat.

Définition 5.1. Pour £ > 2, un k-ladder est une union disjointe de chemins élé-
mentaires de longueur k — 1.

Définition 5.2. Si G = (Vi, Eg,Confg) est un graphe avec conflits, le graphe des
conflits de G est le graphe dont les sommets sont les arétes impliquées dans un
conflit et ol deux sommets sont reliés si et seulement si les arétes correspondantes
sont dans un méme conflit.

Remarque 5.3. Une transition interdite pouvant étre vue comme un conflit par-
ticulier dont les arétes sont adjacentes, le graphe des conflits est également défini
pour les graphes avec transitions interdites.

Théoréme 5.4 ([DPSWT1I1]). Le probleme ACSC est N PP-complet, méme si le
graphe des conflits est un 3-ladder. Si le graphe de conflits est un 2-ladder le probléme
est polynomial.

Concernant le probleme ACSTI nous avons obtenu le résultat suivant qui géné-
ralise le théoreme puisqu’il restreint les conflits a étre des transitions interdites
et les graphes a étre bipartis :

Théoréme 5.5. Le probleme ACSTI est N &2 -complet, méme pour les graphes bi-
partis ayant un 3-ladder comme graphe des conflits. Si le graphe des conflits est un
2-ladder le probleme est polynomial.

Démonstration. Le second point s’obtient directement a partir du théoreme

Pour le premier point, remarquons tout d’abord que le probleme est bien dans
NP (on vérifie qu’on a bien un arbre couvrant puis qu’il est bien sans transition
interdite en O(n) opérations). Pour montrer qu’il est complet pour la classe A &,
nous allons réduire le probleme (3, B2)-SAT au probleme ACSTI dans les graphes
avec conflits bipartis ayant un 3-ladder comme graphe des conflits.

On rappelle qu'une instance de (3, B2)-SAT est une instance de de 3-SAT tel
que chaque littéral apparait exactement deux fois. Il est prouvé dans [BKS07] que
(3, B2)-SAT est A Z-complet.

Soit I une instance de (3, B2)-SAT ayant n variables X, ..., X, et m clauses
Ci,...,Cy,. Considérons le graphe avec transitions interdites G = (Vg, Eg, Intg)
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défini de la fagon suivante :

Vo :={r}U{c; | C; est une clause} U {x;, 75, 7;, s; | X; est une variable},
Eq :={rri,rix;, riT;, x;8;, T8 |1 € {1,...,n}}U
{z;c; | X; apparait positivement dans C;}U

{Zic; | X; apparait négativement dans C}}.

Intg = U {{cjzi, xisi}, {ewri, xisi} | ¢jx; € Eg et ey € EgiU
i€{1,...,n}
U o7 misi}, {ami, Tisi} | ¢;Ti € Eg et .7 € Eg}
i€{1,...,n}

Par exemple, pour I'instance I = (X; VX VX3) A (X1 VX VX3) A (X VX,V
X3) A (X V X5 V X3) nous obtenons le graphe (Vg, Eg) suivant :

Le graphe G est biparti : on peut colorier en “noir” les sommets rq,...,7,,
Sy -3 8n,Cl,- -, Cy qui sont indépendants (deux-a-deux non adjacents) et en “blanc”
les sommets restants qui sont également indépendants. Pour i donné, x; (et T;) est
dans exactement 2 clauses c¢;j et ¢;. Donc on a exactement deux arétes c;jx; et cpx;
dont la transition est interdite avec x;s;. Ainsi, le graphes des conflits contenant x;
est un chemin de longueur 2 :

— Extrémités : c;x; et cpa;S.

— Sommet central : z;s;

Cela étant, en faisant 1'union pour tous les littéraux on obtient un 3-ladder.

Prouvons maintenant que I est satisfaisable si et seulement si G' contient un
ACSTI.

Supposons que [ soit satisfaisable. Il existe alors une application

0:A{Xy,...,. Xo} = {FV}
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telle que en donnant a X; la valeur §(X;) chaque clause soit satisfaite (o F' corres-
pond a faux et V a vrai).
Soit H le sous-graphe de G formé par les arétes suivantes :

U {rri, rizq, rizi} U U {siz; | 0(X;) = F} U U {simi | 0(X;) = VU
ie{l,...,n} i€{1,...,n} 1€{1,...,n}

U {zicj, zicr | 0(X;) =V et X; apparait positivement dans C; et dans Cy} U
1e{1,...,n}

U {Ticj, iy, | 0(X;) = F et X; apparait négativement dans C; et dans Cj}.
ie{l,...,n}

On constate que H couvre G (Vg = Vi), est connexe, et ne contient pas deux
arétes appartenant a une méme transition interdite. Ainsi, H admet un arbre cou-
vrant qui est un ACSTI de G.

Réciproquement, supposons que G ait un ACSTI. Pour tout ¢ € {1,...,n} tel
qu’exactement 'une des arétes x;s; ou T;s; est dans Er on définit I'affectation o :
{X1,..., X} = {F,V} de la facon suivante :

(X)) =

F s x;S; € ET;
V. simgs; € ET,

et les autres variables X; recoivent une affection quelconque. Montrons que cette
affectation satisfait l'instance I. Considérons une clause C; quelconque. Il existe
i€ {l,...,n} tel que z;¢; € Er ou Tic; € Er. Si w;c; € Ep, alors x;s; ¢ Er par
définition des transitions interdites et donc 7;s; € Ep. Par définition de §, nous avons
d(X;) = 1 et donc O} est satisfaite par §(X;). De maniere similaire, si Z;c; € Ep,
nous avons T;s; ¢ Er et donc z;s; € Er. De nouveau, par définition de §, nous avons
0(X;) = 0, et donc C; est satisfaite par §(X;). Finalement, l'affectation § satisfait
I'instance I. Cela conclut la preuve. O

Montrons maintenant que le probleme ACSTI reste .4 Z?-complet méme dans les
graphes complets avec transitions interdites. Pour un graphe avec transitions inter-
dites G = (Vg, Eg,Intg) ayant n > 3 sommets, notons (K,, F(G)) le graphe avec
transitions interdites complet a n sommets obtenu en ajoutant les arétes manquantes
a (G et ayant pour ensemble de transitions interdites :

F(G) :=IntcU{{e, f} | e € Ex,\Eq, f € Ex,,e # f et e et f incidentes dans K, }.

Lemme 5.6. T est un ACSTI de G si et seulement si T est un ACSTI de (K, F(G)).

Démonstration. 11 est clair que si T est un ACSTI de G il est également un ACSTI
de (K,, F(G)) car les transitions interdites ajoutées a (K, F(G)) contiennent toutes
une aréte qui n’est pas dans Eg. Réciproquement, si T est un ACSTI de (K, F(G))
alors il ne contient pas d’aréte qui n’est pas dans FEg. En effet, toute transition
contenant un telle aréte est interdite, et comme n > 3, 'ACSTI T contiendrait
forcément une telle transition. Comme les transitions interdites de G sont inclues

dans celles de (K,,, F(G)), T est donc un ACSTI de G. Cela conclut la preuve. [

A partir du théoreme et du lemme on obtient le résultat suivant :
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Théoréme 5.7. Le probleme ACSTI est N Z-complet dans les graphes complets
avec transitions interdites.

Le graphe complet K, avec n > 3 contient toujours plusieurs chemins ou cycles
hamiltoniens. En effet, n’importe quelle suite de n sommets convient. Cependant,
cela n’est plus le cas lorsque 1'on rajoute des transitions interdites.

Théoréme 5.8. Les problemes Ch.HSTI et CHSTI sont N ZP2-complets dans les
graphes complets avec transitions interdites.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que ces problemes sont bien dans .4 &2,
Pour montrer qu’ils sont complets pour la classe .4 % nous allons faire une réduc-
tion a partir des problémes du chemin hamiltonien et du cycle hamiltonien dans
les graphes qui sont A Z-complet (voir [GJ79]). Prenons un graphe G a n > 3
sommets. On peut voir G comme un graphe avec transition interdite ou Zntg = ()
et donc définir le graphe avec transitions interdites (K, F(G)). On remarque que G
contient un chemin (resp. cycle) hamiltonien si et seulement si (K, F(G)) contient

un Ch.HSTT (resp. CHSTI). Cela conclut la preuve. O

Lorsqu’'un probléme est 4" &-complet, il est naturel de s’interroger sur sa dif-
ficulté dans des classes de graphes particulieres. Dans ce qui va suivre, nous allons
montrer que le probleme ACSC reste .4 &?-complet méme dans les sous-graphes des
(3, k)-grilles avec k quelconque. Comme ces grilles ainsi que les sous-graphes obtenus
dans notre réduction ont une largeur linéaire[] égale a 3, on peut en conclure que le
probleme ACSC est A4 Z-complet dans les graphes de largeur linéaire égale a 3.

Lemme 5.9. Le probléme 3-SAT o1 l'on autorise les clauses a avoir 2 ou 3 littérauz
est N P -complet méme si 'on se restreint aux instances ot chaque variable apparait
exactement une ou trois fois et chaque littéral une ou deux fois.

Démonstration. On rappelle une nouvelle fois que 3-SAT est A4 Z-complet. Cela
étant, notre probléeme est également dans .4 &2. Faisons une réduction a partir
du probleme 3-SAT. Pour ce faire, prenons une instance I de 3-SAT et montrons
comment la transformer en une instance I’ de notre nouveau probléme, satisfaisable
si et seulement si [ est satisfaisable. Considérons une variable x de I apparaissant
J > 2 fois. Remplagons chacune de ses répétions par xi, ..., x; puis ajoutons a /I les
clauses (T1V x2), (T3 Vx3),. .., (T; V). On remarque que [ est vraie si et seulement
si cette nouvelle instance est vraie car les clauses a deux éléments associées a une
variable x imposent que tous les x; prennent la méme valeur pour satisfaire I. Cela
conclut la preuve. O

Théoréme 5.10. Le probleme ACSC est N PP-complet, méme si l'on se restreint
aux instances sous-graphes des (3,p)-grilles avec p quelconque, ayant un 3-ladder
pour graphe des conflits.

1. Une décomposition linéaire est une décomposition arborescente ou 'arbre est un chemin et
dans ce cas on parle non plus de largeur arborescente mais de largeur linéaire.
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Démonstration. Notre probleme étant une restriction d’'un probleme déja dans A4~ 2,
il est également dans .4 &?. Montrons qu’il est complet pour cette classe en faisant
une réduction & partir du probléeme présenté dans le lemme [5.9] Pour cela, pre-
nons une instance I de ce dernier composée de p clauses Ci,...,C, a 3 littéraux
et de ¢ clauses Cpiq,...,Cpiy a 2 littéraux pour chacune desquelles nous ordon-
nons arbitrairement les littéraux. Considérons le graphe avec transitions interdites
G = (Vg, Eg,Confg) défini de la fagon suivante :

Vo :={x1i, x5, 23 i €{l,...,p+1}}U{z1,20, |1 €{p+2,....p+ {+1}},
Eq ={x1,x0:, 20,23, |1 € {1,...,p+1}}
U{zy20;|i€{p+2,....p+L+1}}
U {21,141, 2,T2i41, T3,%3,41 | 1 € {1,...,p}}
UA{Z1i%141, D221 |1 €E{p+1,...,p+L{}},
Confo ={{xei%a,it1,Tv;Tv+1} | le a®me littéral de C; est Popposé du b*™ de C; }.

Par exemple, pour l'instance I = (X7 V Xo V X3) A (X4 V X5V X6) A (X7V Xg V
Xo) A (X1 VX)) A (X VXA (X VXA (X, VX5)A(X5V Xe) A (X VX7)A (X7 V
Xg) A (XgV Xg) A (X V X1), nous obtenons le graphe G suivant, ot les conflits sont
entre les arétes correspondant a deux littéraux opposés :

X; Xg X

x3,1 5 6 ? T34
X5 E Xs | Xo X3 X4 X5 X X7 Xg X9 Xj

T21 X213
X | X | X0 | X0 | Xo | X3 | X | X5 | Xs | X7 | Xs | Xo

T1,1 T1,13

Ti2 T13 Ti14 Tis5 L1 Ti7 T1ig T19 T1,10 L1,11 L1,12

Revenons au cas général. Par construction, (Vg, Fg) est isomorphe a un sous-
graphe de la (3,p + ¢ + 1)-grille et comme 'instance I est telle que chaque variable
apparait une ou trois fois et chaque littéral une ou deux fois, le graphe des conflits de
G est bien un 3-ladder. Prouvons maintenant que I est satisfaisable si et seulement
si G admet un ACSC.

Si I est satisfaisable, alors il existe une affectation des variables qui rend vraie
chaque clause. Pour chaque clause C; prenons une aréte e; = x,,%4,+1 telle qu’avec
I'affectation précédente le a®™ littéral de la clause C; rend vraie celle-ci et notons
E' ={e;|ie{l,...,p+{}}. Par construction de G, il n’existe pas de conflit entre
les arétes de E’. Notons maintenant E” = {xy;29,, 22,23; | ¢ € {1,...,p+ 1}} U
{z100; |1 € {p+2,...,p+ ¢+ 1}}. Comme les arétes de E” ne font partie d’aucun
conflit, il n’existe pas de conflit entre les arétes de E := E' U E”. Le sous-graphe
couvrant T := (Vi, E) est donc sans conflit. On constate qu’il est connexe et sans
cycle. Ainsi, T est un ACSC de G.

Réciproquement, supposons que G possede un ACSC noté T. Comme T est
couvrant et connexe, pour tout ¢ € {1,...,p + £} il existe a € {1,2,3} tel que
ZaiTait1 SOit une aréte de T'. L’affectation qui rend vraie le a®me littéral de C;
pour tout i € {1,...,p + £} existe et satisfait alors I. En effet, si elle n’existait
pas, cela voudrait dire que 'on doit rendre vrai deux littéraux opposés et les arétes
correspondantes seraient alors en conflit. Cela conclut la preuve. O]
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On remarque que les problemes ACSC et ACSTI sont .4 Z?-complets méme dans
des classes de graphes ou les problemes classiques sont généralement faciles, et ou
I’on aurait pu penser qu’eux aussi le seraient a priori.

5.3 Inapproximabilité de ’arbre maximum sans
transition interdite

Les résultats précédents montrent que construire un ACSTI est un probleme dif-
ficile. Cela étant, nous allons maintenant nous intéresser au probleme d’optimisation
associé a l'existence d’ASTI. Donnons-nous un graphe avec transitions interdites G
et notons [(G) le nombre maximum d’arétes d'un ASTI de G. Comme le nombre
d’arétes d'un arbre est strictement inférieur a son nombre de sommets, on peut en
déduire que 5(G) < |Vg| — 1.

Commencons par rappeler quelques définitions. Le probleme de la clique maxi-
mum est un probleme d’optimisation classique. Une clique dans un graphe est un
sous-ensemble de sommets tel que chaque sommet est adjacent a tous les autres. Le
probléme de la clique maximum consiste a trouver une clique ayant le plus grand
nombre de sommets dans un graphe donné. C’est I'un des premiers problemes dont
la A ZP-complétude a été établie (voir [Kar72)).

Pour un probleme de maximisation, un algorithme d’approximation de ratio
d’approximation p > 1, est un algorithme polynomial qui retourne une solution
au moins égale a 1/p fois la solution optimale. Dans [Has99] il est montré que le
probleme de la clique maximum ne peut pas étre approché avec un ratio inférieur
ou égal & n'/?=¢ pour tout € > 0 sous I'hypothese &2 # A4 . Nous réduisons le
probléme de la clique maximum dans un graphe au probleme dans ’arbre maximum
dans les étoiles (de la forme K, pour un certain k) avec transitions interdites.

Théoréme 5.11. Soit G un graphe avec transitions interdites. Alors $(G) ne peut
étre approzimé avec un ratio d’approximation inférieur ou égal & n'/>~¢ pour tout
e > 0, méme si on considére uniquement les étoiles, sous l'hypothese &P + N P.

Démonstration. Prenons un graphe G’ a n sommets et notons G 1'étoile avec tran-
sitions interdites définie de la fagon suivante :

Vo=Va U {T},
Eq={ur|ueVg},
Intg = {{ur,rv} |uwv & Eq}.

Montrons que G’ contient une clique ayant k sommets si et seulement si G
contient un arbre ayant k arétes.

Si C :={uy,...,ux} est une clique ayant k sommets dans G’, alors pour i # j
on a w;u; € E¢ et aucune des paires d’arétes de {ruy,...,ru;} n’est une transition
interdite de Znt. Ainsi, C'U {r} induit un ASTI ayant k arétes dans G.

Réciproquement, si T' est un ASTI ayant k arétes dans G alors c¢’est une étoile
K, ayant r pour sommet central et k feuilles appartenant a V. Comme 7' ne
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contient pas de transition interdite, pour tout u et tout v appartenant a Vi \ {r} on
auv € Eg. Ainsi, Vr \ {r} induit une clique ayant & sommets dans G'.

Cela étant, si sous I'hypothese &2 # A& on pouvait approximer 5(G) avec un
ratio d’approximation inférieur ou égal & n'/2=¢ pour un certain e > 0 alors on pour-
rait approximer le probléeme de la clique maximum avec un ratio d’approximation
inférieur ou égal & n'/27¢ ce qui contredirait le résultat de [H&s99]. Cela conclut la
preuve. ]

Au vu du théoreme I'une des nos perspectives futures est de chercher un
algorithme exact exponentiel permettant d’obtenir 5(G).

5.4 Résultats constructifs pour le graphe complet

A partir de la preuve du théoréme , on déduit la A F-complétude du pro-
bleme ACSTI (dans un graphe quelconque) méme si le nombre de transitions inter-
dites contenant un sommet ou une aréte est borné (par exemple, méme si le nombre
de transitions interdites contenant une aréte est borné par 2 le probleme est tou-
jours A P-complet). Cependant, la réduction dans la preuve du théoréme ne
conserve pas cette propriété. On peut alors se poser la question de savoir pour quels
types de transitions interdites (resp. conflits), 'existence d'un ACSTI (resp. ACSC)
pouvant étre construit en temps polynomial, est assurée dans les graphes complets
avec transitions interdites. Dans cette section, nous proposons quelques conditions
suffisantes.

5.4.1 Une premiére condition suffisante pour avoir un ACSTI

Dans cette partie, nous allons voir qu’a partir de certains graphes complets avec
transitions interdites nous pouvons construire un sous-graphe sans transition in-
terdite dans lequel il existe un arbre couvrant qui sera alors un ACSTI du graphe

initial. Nous présentons une condition suffisante pour ’existence d’un tel sous-graphe
et donc d'un ACSTI.

Prenons G = (K,,Zntg) et supprimons tout d’abord toutes les arétes appar-
tenant a au moins une transition interdite de Znts. Nous obtenons alors £ > 1
composantes connexes. Dans chacune d’elles, prenons un arbre couvrant et notons
G' le graphe obtenu. Si k = 1, alors G’ est un arbre couvrant qui sera également un
ACSTI de G. Maintenant, si & > 1 notons 17, ...,T} les k arbres de composantes
connexes GG'. Nous appelons Aréte Entre Composantes, notée AEC, une aréte de G
ayant ses extrémités dans deux arbres différents. L’idée générale est la suivante :
s’il est possible de connecter les k arbres avec des AEC en un arbre de sorte que
chaque sommet de chaque T; soit incident a au plus une AEC alors G contient un
ACSTI. En effet, le graphe obtenu couvre GG, est connexe, sans cycle et ne contient
pas deux arétes d’'une méme transition interdite (car chaque sommet de chaque 7;
est incident a au plus une AEC). Le théoreme donne une condition suffisante
pour qu'une telle construction soit possible et donc que G admette un ACSTI. Voir
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I'exemple [5.16] pour une illustration de cette construction. Avant d’aller plus loin,
nous avons besoin de quelques définitions et résultats préliminaires.

Définition 5.12. Une suite ny,...,n; d’entiers positifs (n; > 1) est une Suite de
Degrés d’Arbre, notée SDA, §’il existe un arbre T a k sommets uq,...,u, tel que
degr(u;) < n.

Nous utiliserons le résultat suivant.

Théoréme 5.13 ([GJT07]). Soient k > 1 et ny,...,ng une suite d’entiers stricte-
ment positifs. Il existe un arbre a k sommets de degrés nq,...,ny si et seulement si
¥ ni =2k —2. De plus, un tel arbre peut étre construit en temps polynomial s’il

existe.
A partir du théoréme on déduit le lemme suivant :

Lemme 5.14. Pour k > 1, une suite d’entiers strictement positifs nq,...,ny est
une SDA si et seulement si Zle n; > 2k — 2.

Démonstration. Soit k > 2. Si nq,...,n, est une SDA alors il existe un arbre T" a
k sommets uq, ..., u; tel que degr(u;) < n;. Comme dans un arbre, la somme de
degrés des sommets vaut deux fois le nombre d’arétes et que le nombre d’arétes vaut
le nombre de sommets moins un, on a

k k
> ng >y degr(u;) =2(k —1) =2k — 2.
i=1 i=1

Réciproquement, s’il existe une suite d’entiers strictement positifs ny, ..., n; telle
que Zle n; > 2k — 2 alors, en diminuant la valeur de certains n; tout en les gardant
strictement positifs (cette opération se fait facilement en temps polynomial), il existe

une suite d’entiers strictement positifs n’, ..., n} avec n} < n; telle que XF  n! =
2k — 2. D’apres le théoreme il existe un arbre a k sommets des degrés n}, ..., n}
et donc nq,...,n; est une SDA. Cela conclut la preuve. O

Théoréme 5.15. Soit G = (K,,,Intg) et k le nombres de composantes connezes du
graphe obtenu en supprimant toutes les arétes appartenant a au moins une transition
interdite. Si n > 2k —2 alors G contient un ACSTI qui peut étre construit en temps
polynomial.

Démonstration. Notons nq, ..., ng le nombre de sommets des composantes connexes
C1, ..., C du graphe obtenu en supprimant toutes les arétes appartenant a au moins
une transition interdite. Notons G’ le graphe obtenu en remplacant chacune des
composantes C1,...,Cy par un arbre couvrant 71, ..., Ty. Si Zle n; =n > 2k—2
alors d’apres le lemme il existe un arbre T a k sommets uq,...,u; tel que
degr(u;) < m;. Maintenant, remplagons chaque sommet u; de l'arbre T' par 'arbre
couvrant 7; de C; a n; sommets. Pour chaque aréte u;u; de T', choisissons un sommet
u de C; et un sommet v de C; et ajoutons 'aréte uv a G'. Comme degr(u;) <
n;, ces arétes ajoutées entre les composantes connexes de G’ peuvent toutes étre
reliées a des sommets différents. Ainsi, le graphe obtenu est connexe, sans cycle
et n’a pas de transition interdite; il s’agit donc d’'un ACSTI de G. Remarquons
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que comme les arbres T; peuvent étre construits en temps polynomial a 'aide, par
exemple, de 'algorithme de parcours en profondeur, que comme la technique utilisée
au lemme [5.14] pour obtenir des entiers dont la somme vaut 2k — 2 est constructive et
polynomiale, et qu’alors 'arbre T" peut étre construit en temps polynomial, I’ ACSTI
de G peut étre construit en temps polynomial. O]

Exemple 5.16. Donnons un exemple d’application de la technique présentée dans
la preuve précédente. Supposons par exemple que le graphe G’ soit le suivant :

% °
®
®

Nous avons k = 5 composantes connexes avec, par exemple, n; = 3, np = ng =
ng =2, n5 = 1. On a donc 10 = Zle n; > 2k — 2 = 8, et il existe alors un arbre T’
a b sommets uy, ..., us; tel que degr(u;) < n; a partir duquel on obtient ’ACSTI de
GG, en remplacant chacun de ses sommets par un arbre couvrant de la composante
connexe associée, et en reliant les AEC a des sommets différents.

5.4.2 Bornons le nombre de conflits contenant un sommet
ou une aréte

Dans cette partie, nous nous intéressons aux graphes complets avec conflits ou
transitions interdites pour lesquels chaque aréte ou sommet est dans un nombre
borné de conflits ou transitions interdites. Nous donnons tout d’abord un résultat
dans le cas ou cette borne vaut 1 (théoreme , puis nous donnons ensuite ensuite
des résultats dans le cas ou cette borne est une constante fixée (théoremes , ,
5.23]).

Intéressons-nous tout d’abord au probleme général ou chaque aréte est dans au
plus un nombres fixé de conflits.

Théoréme 5.17. Soit k un entier fixé. Si chaque aréte du graphe avec conflits
G = (K,,Confg) est dans au plus k conflits alors G contient un ASC an —k+ 1
sommets que ['on peut construire en temps polynomial.
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Démonstration. Pour k > n le résultat est évident. Prenons donc &k < n. Sin < 3
le résultat est évident. Prenons n > 4. Prenons un ASC & [ < n — k sommets dans
G. Comme n > 4, toute aréte de G est nécessairement adjacente a au moins n(> k)
arétes et on peut donc prendre un ASC avec [ > 2. Chaque aréte étant dans au plus
k conflits, les [ — 1 arétes de cet ASC sont en conflit avec au plus (I — 1)k arétes
extérieures a ’ASC. Le nombre d’arétes entre un sommet de ’ASC et un sommet
extérieur vaut [(n — ).

Sil <n—k alors comme [ > 2

(—Dk<(=1n-=-10)<ln-1).
Sil=mn—k alors
(—Dk=n—-k-1Dk<(n—-FkKk=In-1).

Ainsi dans les deux cas il existe une aréte entre un sommet extérieur et un sommet
de ’ASC qui n’est en conflit avec aucune aréte de I’ASC, et donc ’ASC peut étre
étendu en un ASC a [+ 1 sommets dans G. En répétant cette opération, on construit
un ASC a n—k-+1 sommets dans GG en temps polynomial. Cela conclut la preuve. [

Concernant le cas particulier ou chaque aréte est dans au plus une transition
interdite, nous avons obtenu le résultat suivant.

Théoréme 5.18. Si dans un graphe avec transitions interdites G = (K,,Intg)
chaque aréte du graphe est dans au plus une transition interdite alors G contient un
Ch.HSTI que l’on peut construire en temps polynomial.

Démonstration. Construisons pas a pas un chemin hamiltonien dans G en partant
d’une aréte de GG et en ajoutant un sommet a l'une de ses extrémités tout en préser-
vant la propriété d’étre sans conflit. Pour 1 < k < n — 1, montrons comment passer
d’un chemin de longueur £ a un chemin de longueur k + 1. Prenons un chemin H de
longueur k et notons a et b ses extrémités et a’ (resp. b’) I'unique sommet adjacent
aa (resp. b) dans H (sik=1onad =betb =aetsik=2onaa =10). Prenons
également un sommet ¢ a l'extérieur de H.
Cas 1. Si {d'a,ac} (resp. {¥'b,bc}) n’est pas une transition interdite alors on peut
ajouter I'aréte ac (resp. bc) a H pour obtenir un chemin de longueur k£ + 1 dans G.
Cas 2. Si {d'a,ac} et {b'b, be} sont des transitions interdites, les arétes a’a, b'b et ac
étant dans au plus une transition interdite, cela implique a’a # 0'b (i.e. k > 2) et les
transitions {b'b,ba} et {ba,ac} sont autorisées. Donc le chemin d',... b b, a,c est
sans transtion interdite et de longueur k£ + 1.

Comme le passage d'un chemin de longueur £ a un chemin de longueur k£ + 1
se fait en temps polynomial, on peut donc construire, en répétant la construction
précédente, un chemin hamiltonien en temps polynomial. Cela conclut la preuve. [J

Maintenant, on s’intéresse au cas ou chaque sommet est extrémité (les extrémités
de la transition {{a,b},{b,c}} sont a et ¢) d’au plus un nombre fixé de transitions
interdites ou dans au plus un nombre fixé de conflits.
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Lemme 5.19. Soit k un entier fizé. Si chaque sommet du graphe avec transitions
interdites G = (K,,Intg) est extrémité d’au plus k transitions interdites avec n >
k+1 et si G contient un ASTI a k + 1 sommets, alors il peut étre étendu en un
ACSTI en temps polynomial.

Démonstration. Notons T I’ASTI a k 4+ 1 sommets de G. Sin = k + 1 alors T est
déja un ACSTI de G. Si n > k+ 1, prenons un sommet v de K,, a 'extérieur de T'.
Comme u est I'extrémité d’au plus k transitions interdites et que 7' contient k + 1
sommets, T' contient un sommet v qui n’est le centre d’aucune transition interdite
ayant u pour extrémité. On peut donc étendre T" en connectant u et v. On obtient
alors un nouvel ASTI ayant k+2 sommets. En répétant cette opération, on construit
un ACSTI en temps polynomial. Cela conclut la preuve. O

On montre de maniere presque similaire :

Lemme 5.20. Soit k un entier fixé. Si chaque sommet du graphe avec conflits
G = (K,,Confg) est dans au plus k conflits avec n > k+1 et si G contient un ASC
a k+ 1 sommets, alors il peut étre étendu en un ACSC en temps polynomial.

Démonstration. Notons T I’ASC a k + 1 sommets de G. Sin = k + 1 alors T est
déja un ACSC de G. Sin > k + 1, prenons un sommet u de K, a 'extérieur de T
Comme u est dans au plus k conflits et que T contient k£ + 1 sommets, T' contient
un sommet v tel que 'aréte uv n’est en conflit avec aucune aréte de T. On peut
donc étendre T' en connectant u et v. On obtient alors un nouvel ASC ayant k + 2
sommets. En répétant cette opération, on construit un ACSC en temps polynomial.
Cela conclut la preuve. O

Lemme 5.21. Soit k un entier fixé. Il existe un algorithme polynomial qui vérifie
sl existe un ASC a k+1 sommets dans un graphe avec conflits G = (Vg, Eg,Confg)
et le construit le cas échéant.

Démonstration. Appliquons la méthode “force brute”. Commencons par générer tous
les sous-ensembles de Vi ayant k& + 1 sommets. Chaque sous-ensemble induit un
sous-graphe a k+ 1 sommets de (Vg, E¢). Testons dans chacun d’eux tous les arbres
couvrants possibles. Si I'un d’eux ne contient pas de conflit on s’arréte et on le
retourne. Si aucun ASC n’est trouvé, le procédé étant exhaustif, cela signifie qu’il
n’en existe pas.

Générer tous les sous-ensemble & k+ 1 sommets peut étre fait en temps O(n**1).
Pour chaque sous-ensemble, on génere ensuite tous les arbres couvrant du sous-
graphe induits par ces sommets. Cela se fait en temps O((k(k + 1))¥), en vérifiant
pour chacun des sous-graphes induits par k arétes s’il est connexe ou sans cycle.
Finalement, pour chaque arbre, on vérifie en temps O(k(k + 1)) la présence ou non
de conflits. Comme k est une constante fixée, ce processus nous donne un algorithme
polynomial décidant s’il existant un arbre a k£ + 1 sommets dans G et le construit le
cas échéant. Cela conclut la preuve. m

Théoréeme 5.22. Soit k un entier fixé. Si chaque sommet de G = (K,,Intg)
est extrémité d’au plus k transitions interdites (resp. si chaque sommet de G =
(K,,Confg) est dans au plus k conflits), alors il existe un algorithme polynomial
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vérifiant ezistence d'un ACSTI (resp. d’'un ACSC) dans G et le construit le cas
échéant.

Démonstration. Si G contient au plus k£ + 1 sommets, alors une méthode similaire a
celle décrite dans la preuve du lemme fournit un algorithme polynomial vérifiant
Iexistence d’ACSTI ou d’ACSC dans G et le construit le cas échéant. Si GG contient
strictement plus de k 4+ 1 sommets, alors si l'algorithme décrit dans la preuve du
lemme construit un ASTT (resp. un ASC) a k + 1 sommets, les lemmes et
permettent d’obtenir un ACSTI (resp. un ASC) dans G en temps polynomial.
Si algorithme décrit dans la preuve du lemme dit qu’il n’existe pas d’ASTI
(resp. d’ASC) a k + 1 sommets alors il n’existe pas d’ACSTI (resp. d’ACSC) dans
G. En effet, si GG contenait un tel arbre, on pourrait facilement en extraire un ASTI
(resp. un ASC) a k + 1 sommets. Cela conclut la preuve. O

Théoréme 5.23. Soit k un entier fizé et n > 2k + 1. Si chaque sommet de G =
(K, Intg) est extrémité d’au plus k transitions interdites (resp. si chaque sommet
de G = (K,,Confq) est dans au plus k conflits), alors G contient un ACSTI (resp.
un ACSC) qui peut étre construit en temps polynomial.

Démonstration. L’'idée générale est la suivante : tout d’abord construire un chemin
a k + 1 sommets dans G et ensuite I’étendre en un ACSTT (resp. un ACSC) de G
en utilisant le lemme (resp. [.20).

Pour u € Vi, notons Ext(u) U'ensemble de sommets extrémité d'une transition
de centre u si G = (K,,Intg) et Ext(u) Uensemble des sommets v tels que 'aréte
wv soit dans un conflit si G = (K,,Confg). On remarque que tout chemin dans
G d’extrémité u peut étre prolongé en ajoutant une aréte entre u et un sommet w
extérieur au chemin lorsque w ¢ Ext(u). On a également par hypothese |Ext(u)| <
k.

Montrons maintenant comment, en partant d'un sommet de GG, on peut construire
pas a pas un chemin de longueur £+1 dans GG. Plus précisément, montrons comment
pour 1 <1 < k, on peut passer d'un chemin C' = uq, ..., u; a ¢ sommets a un chemin
a i+ 1 sommets dans G. Comme i < k et n > 2k + 1 il y a au moins k£ + 1 sommets
de G qui ne sont pas dans P. Ainsi, comme |Ext(u;)| < k au moins 'un d’eux n’est
pas dans Ezt(u;) et on peut alors ajouter ce sommet a la fin de C' pour obtenir un
chemin & i+ 1 sommets dans G. On obtient donc un chemin a k+ 1 en temps O(n*).

Une fois le chemin a k£ + 1 sommets dans G obtenu, il ne reste donc plus qu’a

appliquer le lemme (resp. |5.20) pour obtenir un ACSTT (resp. un ACSC) dans
G en temps polynomial. O

5.5 Conclusion et perspectives

Nous avons vu que 'ajout de conflits ou de transitions interdites rendait difficiles
des problemes simples dans les graphes, y compris dans des classes de graphes aussi
restreintes que les (3, k)-grilles. Une de nos perspectives est donc de rechercher des
algorithmes exacts exponentiels pour les problemes ACSTI et ACSC.

Comme nous avons vu que 5(G), le nombre maximum d’arétes d'un ASTI de
G, n'est pas approximable avec un ratio d’approximation inférieur ou égal a n'/?—¢
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pour un certain € > 0 sous I’hypothese &2 # A Z, il serait également intéressant
d’avoir un algorithme exact exponentiel permettant de calculer 5(G).

Pour terminer, signalons que nous décrivons dans I’annexe [B] un processus per-
mettant de simplifier une instance G = (Vg, Eg, Confg) du probleme ACSC en sup-
primant des arétes et des conflits pour obtenir une nouvelle instance Gy = (Vg, =
Ve, Eg;,Confg,), plus simple que l'instance initiale et possédant un ACSC si et
seulement si G’ en possede un. Ce processus est encore en cours d’amélioration.



Chapitre 6

Conditions hamiltoniennes

6.1 Introduction

Ces dernieres décennies, de nombreux travaux ont été réalisés pour obtenir des
conditions suffisantes pour qu’un graphe ait un cycle hamiltonien. Plusieurs condi-
tions suffisantes, devenues maintenant classiques, ont été obtenues pour un graphe
a n > 3 sommets : la condition de DIRAC [Dir52] (si le degré de chaque sommet
est d’au moins %), la condition de ORE [Ore60] qui généralise la précédente (si la
somme de degrés de toute paire de sommets non adjacents vaut au moins n) et enfin
la condition de BONDY-CHVATAL [BC76] qui généralise les deux précédentes (basée
sur la notion de cléture). Pour plus de résultats dans ce domaine on peut consul-
ter les états de l'art [Gou9ll [Gou03, [Gould] ainsi que [Lil3]. Le travail présenté
dans ce chapitre, vise a généraliser ces conditions aux graphes 1-conflit. Ce chapitre
présente principalement les résultats des articles [LM14] et [LMI15]. Nous montrons
qu’il n’est en général pas possible d’étendre telles quelles les conditions classiques
aux graphes 1-conflit, et nous proposons de nouvelles conditions suffisantes inspirées
par ces dernieres pour qu'un graphe 1-conflit (graphe avec conflit dans lequel chaque
sommet apparait dans les arétes d’au plus un conflit) contienne un Ch.HSC ou un
CHSC. Dans la premiere section, nous nous intéressons a la condition de DIRAC.
Dans la deuxieme section, nous étudions la condition de NAsSH-WiLLIAMS [NW69)
(tout graphe k-régulier a 2k + 1 sommets contient un cycle hamiltonien). Dans la
troisiéme section, nous traitons les conditions de ORE et BONDY-CHVATAL. Fina-
lement, dans la quatriéme section, nous terminons par la condition de CHVATAL

[Chv'72] (basée sur la suite des degrés des sommets du graphe).

6.2 Résultats “a la DIRAC”

On rappelle le résultat (1952) de DIRAC dans les graphes :

Théoréme 6.1. [Dirb2). Un graphe a n > 3 sommets G tel que §(G) > % contient

un cycle hamiltonien.

n
2

Nous avons tenté de voir si des résultats du méme type existaient dans les graphes
avec conflits. Par exemple, on déduit du théoreme [6.1] le résultat suivant.
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Corollaire 6.2. Un graphe 1-conflit G a n sommets tel que 6(G) > § + 1 contient
un CHSC.

Démonstration. Pour n < 3 aucun graphe ne vérifie la condition. Pour n > 3, il suffit
de supprimer une aréte de chaque conflit et de remarquer que le graphe obtenu vérifie
les conditions du théoréme 6.1 et admet donc un cycle hamiltonien qui est un CHSC
dans G. O

Cependant, en général il n’est pas possible d’avoir un CHSC dans un graphe 1-
conflit vérifiant la condition sur le degré du théoréme dite “condition de DIRAC".
Par exemple, sin = 4, le cycle a 4 sommets Cy ou deux arétes sont en conflit satisfait
les conditions du théoreme mais ne contient pas de CHSC.

Pour n = 6, considérons un stable a deux sommets GG; et un graphe a 4 sommets
composé de deux arétes disjointes G'5. Notons G le graphe obtenu en faisant I'union
disjointe de G; et (G5 et en ajoutant toutes les arétes possibles entre les sommets de
GG1 et ceux de 5. On remarque que tout cycle hamiltonien dans GG passe nécessai-
rement par les deux arétes de G5, et donc en mettant ces deux arétes en conflit, on
obtient un graphe satisfaisant les conditions du théoreme mais ne contenant pas

de CHSC.

En revanche, pour n = 5, tous les graphes 1-conflit qui vérifient la condition de
DIrRAC contiennent un CHSC. En effet, les seuls graphes vérifiant la condition sur
le degré (chaque sommet est de degré supérieur ou égal a 3) sont :

— Le graphe complet a 5 sommets K,

— K5 privé d’une aréte,

— Kj5 privé de deux arétes non adjacentes.

De plus, comme un conflit contient 3 (transition interdite) ou 4 (conflit parallele)
sommets , pour satisfaire la condition sur les conflits (chaque sommet est dans au
plus un conflit) notre graphe peut contenir au plus un conflit. Ainsi, pour mon-
trer que les graphes précédents auxquels on ajoute un conflit admettent chacun un
CHSC, il suffit de montrer que le dernier privé d’une des arétes du conflit, i.e., K5
(sans conflit) privé de trois arétes dont deux sont non adjacentes, admet un cycle
hamiltonien.
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On remarque que lorsque I'on considere un cycle hamiltonien dans K, les arétes
restantes forment également un cycle hamiltonien (plus généralement, Ky, 1 est dé-
composable en n cycles hamiltoniens aréte-disjoints - WALECKI 1892 - voir [Luc92]).
Lorsque 'on prend dans Kj trois arétes dont deux sont non adjacentes, on peut faci-
lement trouver un cycle hamiltonien passant par ces trois arétes. Les arétes restantes
forment alors un cycle hamiltonien dans K5 privé des trois arétes précédentes. Ainsi,
pour n = 5, tous les graphes 1-conflit vérifiant la condition de DIRAC contiennent
un CHSC.

Nous avons obtenu, pour les graphes 1-conflit, le résultat suivant qui est similaire
au théoreme en remplagant cycle hamiltonien par Ch.HSC.

Théoréme 6.3. Un graphe 1-conflit a n sommets G tel que 6(G) > % contient un
Ch.HSC que l’on peut construire en temps polynomial.

Pour n =1, 2,3 ou 4 le graphe GG admet un Ch.HSC et une technique similaire a
celle décrite dans la preuve du lemme permet de le construire. On suppose des
maintenant que n est supérieur ou égal a 5.

Nous allons montrer qu'un graphe 1-conflit & n sommets G tel que §(G) > %
contient un Ch.SC de longueur k supérieure ou égale a § — 1 (lemme [6.2). Ensuite,
nous montrerons que si k < n — 3, le Ch.SC de longueur k£ peut donner naissance
a un Ch.SC de longueur k + 1. Cela se fera, soit en ajoutant une aréte entre une
des extrémités du Ch.SC de longueur k£ et un sommet extérieur tout en restant sans
conflit, soit en transformant le Ch.SC de longueur k£ en un CSC de longueur k£ + 1
(lemme lequel pourra a son tour donner naissance a un Ch.SC de longueur
k + 1 (lemme . En répétant cette opération on obtiendra alors un Ch.SC de
longueur n—2 (lemmel6.8)). Enfin, on montrera qu'un tel Ch.SC peut étre transformé
en un Ch.HSC (lemme [6.9). Comme notre démonstration est constructive, nous
obtiendrons un algorithme permettant d’obtenir un Ch.HSC dans G (algorithme [6).

n

5 contient un
1 que l'on peut construire en suivant

Lemme 6.4. Un graphe 1-conflit G a n sommets tel que §(G) >
Ch.SC de longueur supérieure ou €gale a 5 —
la méthode décrite dans la preuve.

Démonstration. On part d'un sommet quelconque de G et on construit progressi-
vement un Ch.SC de plus en plus long en ajoutant un sommet voisin d’une de ses
extrémités sans ajouter de conflit (tant que cela est possible). Tant que la longueur
du Ch.SC est strictement inférieur a 5 —1, chacune de ses extrémités est voisine d’au
moins deux sommets qui lui sont extérieurs, et il peut donc étre prolongé tout en res-
tant sans conflit. En procédant ainsi tant que possible, on est donc certain d’obtenir
un Ch.SC de longueur supérieure ou égale a 7 — 1. Cela conclut la preuve. O
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Lemme 6.5. Soit P = vy,...,vx1 un Ch.SC de longueur k dans un graphe 1-conflit
G a n sommets tel que 0(G) > %, que l'on ne peut pas prolonger en ajoutant une
aréte entre une des extrémités et un sommet extérieur tout en restant sans conflit
comme vu dans la preuve du lemme[6.9 Sik < n —3, il existe un CSC de longueur
k+1 dans G que l’on peut construire en suivant la méthode décrite dans la preuve.

Démonstration. Commencgons par remarquer que comme on a supposé n > 5, d’apres
le lemme on a k > [2 — 1] = 2. Supprimons une aréte extérieure a P de chaque
conflit et notons G’ le graphe obtenu. Un cycle dans G’ est alors un CSC dans G.

2
! 1 et vgy1 ne sont dans aucun conflit et sont de degré supérieur

ou égal a 7 — 1. Ils sont donc chacun adjacents a au moins 5 — 1 sommets de P

(car sinon on pourrait prolonger P en utilisant la méthode décrite dans la preuve

du lemme [6.2)). De plus il existe 1 < i < k tel que vy est adjacent & v; 41 et vy est

adjacent v;. En effet, si pour sommet v;,; adjacent a vy, v; n’était pas adjacent vgq,
n

au moins § — 1 sommets de P ne seraient pas adjacents a vjy1. Ainsi, vpyy serait

adjacent a au maximum
n
E—(=—1
G- 1)

sommets de P, et comme

k—<g—1>:k—g+1§n—3—"+1=”—2<”—1,

2 2 2
cela est impossible. Finalement, si i =1ou¢ =k, vy,..., 011,01
o
U1 U2 Uk Vk+1
est un CSC de longueur k+ 1 dans G et si 1 <i <k, v1,..., 0, Ups1,-.-Vig1, V1

T S S ()
N> N>

U1 U; Vi1 Vk+1

est un CSC de longueur k£ + 1 dans GG. Cela conclut la preuve. O]

Lemme 6.6. Soit C' = vy, ..., 051,07 un CSC de longueur k + 1 dans un graphe

1-conflit G a n sommets tel que §(G) > 5 et 5 —1 <k <n—3. On peut construire

un Ch.SC de longueur k + 1 dans G a partir de C' en suivant la méthode décrite
dans la preuve.

Démonstration. Si k + 1 = 3. Prenons un sommet quelconque v; de C'. Comme v;
est de degré supérieur ou égal a 7 il est adjacent a un sommet v extérieur a C. S’il
n’existe pas d’aréte de C' en conflit avec vv; alors on ajoute cette aréte a C' et on lui

retire I'une des arétes contenant v; pour obtenir un Ch.SC de longueur k£ + 1.



6.2. RESULTATS “A LA DIRAC” 7

Sinon, on note ab 'aréte du cycle en conflit avec vv;. On a alors a # v; ou b # v;. Par
symétrie on peut supposer a # v;. Comme a ne peut pas étre dans plus d’un conflit,
ci-dessus.

Si k > 7, prenons un sommet v extérieur au cycle. Comme le degré de v est
supérieur ou égal a 7, il est adjacent a au moins deux sommets du cycle v; et v;.
Comme v est dans au plus un conflit, I'une des arétes vv; ou vv; n’est en conflit avec
aucune aréte de C'. Par exemple, s’il s’agit de vv; on ajoute vv; a C' et on lui retire
I'une des arétes contenant v; pour obtenir un Ch.SC de longueur k£ + 1. Cela conclut

la preuve.

]

Remarque 6.7. La méthode décrite dans la preuve du lemme fonctionne pour
n’importe quel cycle de longueur k + 1, pas forcément obtenu via le lemme [6.5

Dans un graphe l-conflit & n sommets G tel que 6(G) > §, tout Ch.SC de
longueur £ < n — 3 peut donner naissance a une Ch.SC de longueur k£ + 1 de la
maniere suivante :

— Si possible on applique la technique présentée dans la preuve du lemme (6.2

— Sinon, on construit un CSC de longueur k£ + 1 en utilisant les techniques

présentées dans la preuve du lemme[6.5] puis on construit un Ch.SC de longueur
k + 1 a partir de ce cycle en utilisant les techniques présentée dans la preuve
du lemme [6.6]

Ainsi, en répétant cette opération, on obtient le résultat suivant :

Lemme 6.8. En partant d’un sommet quelconque d’un graphe 1-conflit G a n som-

mets tel que 0(G) > %, on peut construire un Ch.SC de longueur n — 2 dans G.
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Voyons maintenant comment obtenir un Ch.HSC, c’est-a-dire un Ch.SC de lon-
gueur n — 1, a partir du Ch.SC de longueur n — 2.

Lemme 6.9. Tout Ch.SC' P = vy,...,v,_1, de longueur n — 2 dans un graphe 1-
conflit G a n sommets tel que 6(G) > 4 peut donner naissance a un Ch.HSC dans
G en suivant la méthode décrite dans la preuve.

Démonstration. On note v le sommet extérieur a P. On supprime une aréte exté-
rieure & P de chaque conflit pour obtenir un graphe G’ dans lequel tout sommet
est de degré supérieur ou égal a § — 1. Un chemin hamiltonien dans G’ est alors un
Ch.HSC dans G.

Cas 1 : Sivv, € Eg ou vv,_1 € Eg alors il existe un Ch.HSC dans G.

Cas 2 : Supposons dés maintenant que 'on a vv; ¢ Eg et vv,_1 ¢ Egr.

Cas 2.1 : Si vyv,_1 € Eg alors ajoutons cette aréte a P et notons C' le cycle
obtenu. Pour obtenir un Ch.HSC dans G, il suffit maintenant de prendre un sommet
v; de P tel que vv; € Eg, d’ajouter cette aréte a C', et de retirer de C' 'une des
arétes contenant v;.

Cas 2.2 : Supposons dés maintenant que v1v,,_1 ¢ Egr.

Cas 2.2.1 : S’il existe k € {2,...,n — 3} tel que vvy € Eg et vvgyq € Egr alors
on peut ajouter ces deux arétes a P et supprimer 'aréte viviy; pour obtenir un
Ch.HSC dans G.

—0O

U1 Vg Vk+1 Up—1

Cas 2.2.2 : Sinon, n est pair et v est adjacent aux seuls § — 1 sommets de
A= {’UQ,U4, . ,’Un_g}.

V4 Un—4 (%
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Cas 2.2.2.1 : Si vy (resp. v,_1) est relié & un sommet v; ¢ A alors

Viy V15«5 Vi1V, Vjp1 « -+, Un—1

(resp. U1, ..., Vi1,V Vit1 « -, Un_1, ;) est un Ch.HSC dans G.

Cas 2.2.2.2 : Sinon v; et v, sont reliés aux 7 — 1 sommets de A.

Comme dege(v) = § — 1, on a supprimé une aréte contenant v pour obtenir G'.
On la réintegre et on supprime 'aréte avec laquelle elle est en conflit pour obtenir
un nouveau graphe G”. Montrons que G” contient un chemin hamiltonien qui sera
alors un Ch.HSC dans G.

Cas 2.2.2.2.1 : Si l'aréte supprimée pour obtenir G” n’est pas une aréte de P,
alors v étant adjacent a deux arétes consécutives dans G”, il existe donc un Ch.HSC
dans G.

Cas 2.2.2.2.2 : Supposons deés maintenant que l’aréte supprimée est une aréte
de P et notons P’ le chemin P sans cette aréte. Il existe k € {1,...,n—2} tel que v
soit voisin de v, et vg1 dans G” mais il manque une aréte de P. Notons maintenant
vjv;41 'aréte de P supprimée pour obtenir P’

Cas 2.2.2.2.2.1 : Si j = k alors vy, ..., 0%, U, Ugs1, - .- Up_1 est un Ch.HSC dans
G.
O () () O
U1 P Vg, Vkt1 ~— Un—1
Cas 2.2.2.2.2.2 : Si j < k :
Cas 2.2.2.2.2.2.1 : Siv; € Aalors vjiq,...,V, U, Ugs1, . .. Up—1, V5, ..., V1 €st un

Ch.HSC dans G.
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o0
U1
Cas 2.2.2.2.2.2.2: Siv; ¢ Aalorsvj 1 € Aetv;, ..., 01,Vj41, .., Uk, Uy U1, - - - U1

est un Ch.HSC dans G.

O/Q_O\OQ

01 Vy Vj+1 Vg, Vk4+1 Un—1

o
O

Cas 2.2.2.2.2.3 :5ij > k:
Cas 2.2.2.2.2.3.1 : Si v; € A alors vy,...,V, U, Ugs1,- .-, Vj, Up—1 - .., V41 €st
un Ch.HSC dans G.

—0O ©
U1 Uk Vk+1 Uy Vj+1 Up—1
Cas 2.2.2.2.2.3.2: Siv; ¢ Aalors vy € Aet vy_1,..., V541,01, .., U, U, Vg, - - - 5 Uj

est un Ch.HSC dans G.

N

)
©
O

Vj+1 Up—1

Cela conclut la preuve. O
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme [6.3]

Démonstration du théoréme 6.3 Le lemmel6.§ montre comment construire un Ch.SC
de longueur n — 2 et le lemme montre comment le transformer en un Ch.HSC.
Cela conclut la preuve. O]
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Nous ne savons pas, si pour n suffisamment grand, le résultat du théoreme [6.3
est vrai lorsque I'on remplace Ch.HSC par CHSC. Par contre, en ce qui concerne
les graphes avec transitions interdites, KRIVELEVICH, LEE et SUDAKOV [KLS15]
viennent de montrer un résultat plus général.

Définition 6.10. On dit qu'un graphe avec transitions interdites G est p-borné
si pour toute aréte e € Eg et pour tout sommet v € e le nombre de transitions
interdites de centre v contenant e est inférieur ou égal a p.

Théoréme 6.11. [KLS15)]. Il existe une constante p > 0 telle que tout graphe avec

transitions interdites d n sommets pun-borné G vérifiant §(G) > % contienne un

2
CHSTIL

Nous verrons plus loin, au corollaire [6.41], que lorsqu’un graphe 1l-conflit a n
sommets G = (Vi, Eq,Confg) tel que §(G) > § vérifie [Confq| < § — 1, le graphe
1-conflit G contient un CHSC.

Pour conclure, on déduit du théoreme le résultat suivant qui nous donne
un algorithme polynomial pour obtenir un Ch.HST dans un graphe 1-conflit a n
sommets G tel que 0(G) > 3.

Corollaire 6.12. L’algorithme [0 est correct et retourne un Ch.HSC dans G.

Algorithme 6 : Ch.HSC sous la condition de DIRAC
Données : Un graphe 1-conflit & n sommets G tel que 6(G) >
Résultat : Un Ch.HSC dans G.
début

P < Un sommet de G ; P’ + (}; tant que P # P’ faire

tant que P # P’ faire

P’ < P Appliquer si possible la technique du lemme a P (qui

consiste a ajouter un sommet extérieur a une extrémité de P);

n
3¢

fin

si La longueur de P est inférieure ou égale ¢ n — 3 alors
Appliquer a P la technique décrite dans la preuve du lemme

(qui permet de transformer P en un CSC ayant le méme nombre
de sommets) puis celle décrite dans la preuve du lemme (qui
permet de transformer le CSC en un Ch.SC ayant un sommet de
plus que P);

fin

si P est de longueur n — 1 alors
| retourner P;

sinon
Appliquer la technique du lemme a P (qui permet de transformer
un chemin sans conflit & n — 1 sommets en un chemin & n sommets);

retourner P ;
fin

fin
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6.3 Résultat “a la NASH-WILLIAMS”

On rappelle le résultat (1969) de NASH-WILLIAMS dans les graphes :

Théoréme 6.13. [NW69/. Un graphe k-régulier a 2k+1 sommets contient un cycle
hamiltonien.

Remarque 6.14. Si H est un graphe a-régulier a 25 + 1 sommets, on a :

2Eu| = Y degu(v) = a(28+ 1)

veVy

et donc « est nécessairement divisible par deux. Ainsi, pour un graphe k-régulier a
2k 4 1-sommets, k est divisible par deux.

Remarque 6.15. Le théoreme(6.13|est “serré”, c¢’est-a-dire qu’il devient faux lorsque
I'on remplace 2k + 1 sommets par 2k + 2 sommets ou k-régulier par (k — 1)-régulier

(k>1).

Démonstration. Sil’on remplace 2k + 1 sommets par 2k + 2 sommets alors 'union
disjointe de deux graphes complets a k+ 1 sommets est un graphe k-régulier a 2k +2
sommets qui n’est pas connexe et donc n’admet pas de cycle hamiltonien.

Si 'on remplace k-régulier par k — 1-régulier. L'union disjointe d’un graphe com-
plet & k4 1 sommets privé d’'un couplage parfait (un tel couplage existe car k+ 1 est
pair d’aprés la remarque et d'un graphe complet & k sommets est un graphe
(k—1)-régulier a 2k + 1 sommets qui n’est pas connexe et donc n’admet par de cycle
hamiltonien. Cela conclut la preuve. O

Comme le papier [NW69| est difficilement trouvable, nous allons donner une
preuve du théoreme |6.13|inspirée de 'unique preuve que nous avons vue sur internet
http://vene.ro/blog/nash-williams-theorem-on-the-hamiltonian-property-of-some-re
gular-graphs.html

Démonstration du théoréme[6.13. Soit G un graphe k-régulier ayant 2k+1 sommets.
Rappelons que d’apres la remarque [6.14] on a & > 2. On ajoute un sommet a G que
I'on relie a tous les autres sommets. Le graphe ainsi obtenu satisfait la condition
du théoreme (de DIRAC) et on peut donc construire dans ce nouveau graphe un
cycle hamiltonien. Le sous-graphe de ce cycle induit par les sommets de G est alors
un chemin hamiltonien dans G :

P =wi,v9,..., 09611

Supposons des maintenant que GG ne contienne pas de cycle hamiltonien. Parmi
les sommets de P différents de vy, k sont voisins de v; et k& ne le sont pas. Les
prédécesseurs des voisins de v; ne sont pas voisins de vy car sinon on aurait un
cycle hamiltonien dans G. Comme wvg, 41 a k voisins parmi les sommet de P, ses
voisins sont les prédécesseurs des sommets qui ne sont pas voisins de v;. Ainsi, pour
i€{2,...,2k+ 1},

V1V; ¢ Ee & Vi—1Vok4+1 € Eq.


http://vene.ro/blog/nash-williams-theorem-on-the-hamiltonian-property-of-some-regular-graphs.html
http://vene.ro/blog/nash-williams-theorem-on-the-hamiltonian-property-of-some-regular-graphs.html
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Si vy est voisin de vy, v3, ..., Vg1 alors vopyq est voisin vgiq, Vgpaa, - - ., Uog. Main-
tenant, comme vy est relié a vy, o, il n’est pas relié a au moins un sommet v; de
{va, ..., v} et donc v; est relié a un sommet v; de {vgyo, ..., vox}. Mais alors,

U1y v oy Uiy Vg, U2kt 1, Uj—15 -+ -5 Vi1, U1

est un cycle hamiltonien dans G.
Donc il existe i € {2,...,2k} tel que vjv; ¢ Eg et viv;11 € Eg. Mais alors,
Vi_1U9k+1 € Eg et donc

C =v1,...,0i-1, V241, -, Vig1, V1

O e o VI
N

U1 Vi—1 U; Vi+1 Vk+1

est un cycle de longueur 2k dans G.

Maintenant le sommet v; extérieur a C est relié a un sommet de C sur deux
car sinon il serait adjacent a deux sommets consécutifs et on aurait alors un cycle
hamiltonien.

En permutant v; avec I'un quelconque des k& sommets auxquels il n’est pas relié,
on remarque que ce dernier peut jouer le réle du sommet extérieur, et que v; peut
prendre sa place pour obtenir un nouveau cycle de longueur 2k. Le nouveau sommet
extérieur ayant déja deux voisins en commun avec v; (ses voisins dans C), il est relié
aux mémes sommets du nouveau cycle que v;. Donc, chacun des £ sommets auxquels
v; n'est pas relié, est relié aux voisins de v; qui sont alors de degré supérieur ou égal
a k+1, ce qui est en contradiction avec I'hypothese faite sur les degrés des sommets

de G.
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Ainsi, supposer qu’il n’existe pas de cycle hamiltonien dans G aboutit a une
contradiction et il existe donc un cycle hamiltonien dans G. Cela conclut la preuve.
O

Remarque 6.16. En général, le théoreme [6.13] est faux pour les graphes 1-conflit.
Par exemple, pour £ = 2, le cycle a 5 arétes dont deux d’entre elles sont en conflit
est un graphe k-régulier a 2k + 1 sommets mais ne contient pas de CHSC.

Cela étant, nous avons tenté de voir si des résultats similaires existaient dans
les graphes 1-conflit. Nous avons obtenu pour ces graphes un résultat semblable au

théoreme valable pour les Ch.HSC.

Théoréme 6.17. Un graphe 1-conflit k-régulier a 2k + 1 sommets contient un
Ch.HSC.

Commencons par remarquer que si k = 0,1 ou 2 le résultat est évident. En
effet, si k = 0, le graphe est réduit a 1 sommet. Si k = 1, il n’existe pas de graphe
k-régulier a 2k + 1 sommets d’apres la remarque Enfin, si £ = 2, un graphe
1-conflit 2-régulier a 5 sommets est un cycle avec au plus deux arétes en conflit et il
suffit alors de supprimer I'une d’entre elles pour obtenir un Ch.HSC. Nous pouvons
donc supposer des maintenant que k est supérieur ou égal a 3.

Nous allons montrer qu’'un graphe 1-conflit k-régulier a 2k + 1 sommets contient
un Ch.SC de longueur i supérieure ou égale a k (lemme . Ensuite, nous mon-
trerons que si ¢ < 2k — 3, le Ch.SC de longueur ¢ peut donner naissance Ch.SC de
longueur ¢ + 1. Cela se fera, soit en ajoutant une aréte entre une des extrémités du
Ch.SC de longueur 7 et un sommet extérieur tout en restant sans conflit, soit en
transformant le Ch.SC de longueur ¢ en un CSC de longueur ¢ + 1 (lemme le-
quel pourra a son tour donner naissance a Ch.SC de longueur i+ 1 (lemme . En
répétant cette opération, on obtiendra alors un Ch.SC de longueur 2k — 2 (lemme
. Par la suite, nous montrerons quun tel Ch.SC peut étre transformé en un
Ch.SC de longueur 2k — 2 (lemme lequel pourra de nouveau étre transformé
en un Ch.HSC, ce qui prouvera le théoreme [6.17,

Lemme 6.18. Un graphe 1-conflit k-régulier a 2k + 1 sommets contient un Ch.SC
de longueur au moins k.

Démonstration. Soit G un graphe 1-conflit k-régulier a 2k + 1 sommets. Supposons
que la longueur ¢ du plus long Ch.SC dans G,

P:/UO’...,’UZ'
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soit strictement inférieure & k. Supprimons une aréte extérieure a P de chaque conflit
et notons G’ le graphe obtenu. Un chemin dans G’ est alors un Ch.SC dans G. Ainsi,
dans G’ les sommets vy et v; sont de degré supérieur ou égal a k — 1 et ne sont pas
adjacents a un sommet extérieur a P. On a donc ¢ > 2 et vgv; € E¢. Par conséquent,

C:U(),...7Ui,1)0

est un CSC de longueur 7 + 1 dans G.

Considérons maintenant un sommet v; de C. Comme dege(v;) = k, le sommet
v; est adjacent a un sommet v extérieur a C' dans G. Si aucune aréte de C' n’était en
conflit avec vv;, alors en ajoutant cette aréte a C' et en lui retirant I'une des arétes
contenant v;, on obtiendrait un Ch.SC de longueur i + 1 dans G, ce qui contredirait
la maximalité de ¢. Ainsi, il existe une aréte ab de C telle que {ab,vv;} € Confq.
On a alors a # v; ou b # v;. Par symétrie, on peut supposer que a # v;. Comme
a ne peut pas étre dans plus d'un conflit de G, on peut remplacer le sommet v,
choisi initialement par a pour obtenir un Ch.SC de longueur ¢ + 1 dans G via
I'opération précédente et de nouveau la maximalité de ¢ est contredite. Finalement,
la supposition initiale est fausse et il existe un Ch.SC de longueur au moins k£ dans
G. Cela conclut la preuve.

e

]

Remarque 6.19. On peut également prouver l'existence et construire, dans un
graphe 1-conflit k-régulier a 2k + 1 sommets GG, un Ch.SC de longueur au moins k
a l'aide du théoréme [6.3] En effet, on ajoute un sommet universel a G relié a tous
les autres sommets. Le graphe ainsi obtenu satisfait les conditions du théoreme [6.3
et on peut donc construire dans ce nouveau graphe un Ch.HSC. Le sous-graphe de
ce Ch.HSC induit par les sommets de GG contient au plus deux Ch.SC et donc 1'un
d’eux est un Ch.SC de longueur au moins k dans G.

Lemme 6.20. Si dans un graphe 1-conflit k-régulier a 2k+1 sommets G, il existe un
Ch.SC de longueur i avec k < i < 2k — 3 que l'on ne peut pas prolonger en ajoutant
une aréte entre une de ses extrémités et un sommet extérieur tout en restant sans
conflit, alors G contient un CSC de longueur i + 1.

Démonstration. Notons P = vy, ...,v; un Ch.SC vérifiant les conditions du lemme.
Supprimons une aréte extérieure a P de chaque conflit et notons G’ le graphe obtenu.
Un chemin dans G’ est alors un Ch.SC dans G. Ainsi, dans G’ les sommets vy et
v; sont de degré supérieur ou égal a kK — 1 et ne sont pas adjacents a un sommet
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extérieur a P. Montrons que GG’ contient un cycle sans conflit de longueur 7 + 1 qui
sera alors un Ch.SC dans G.

Il existe 0 < 7 < @ — 1 tel que vy est adjacent a v et v; est adjacent a v;.
En effet, si pour tout sommet v;;; adjacent a vy, v; n’était pas v;, au moins k — 1
sommets de P ne seraient pas adjacents a v;. Ainsi, v; serait adjacent & au maximum
i — (k— 1) sommets de P, et comme

i—(k—-1)<2k-3—(k—1)=k—-2<k—1,
cela est impossible. Finalement, si j =0 ouj =1 — 1,

Uo,...,Up,UO

() " @,
Vi

Vo U1 i—1 U;

est un CSC de longueur i +1 dans Getsi0 < j <7 —1,

Vo, -+« Ujy Viy -+, Uj41, Vo

O e A ()
N N

Vo (] Vj+1 Vi
est un CSC de longueur ¢ 4+ 1 dans G. Cela conclut la preuve. O

Lemme 6.21. Dans un graphe 1-conflit k-régulier a 2k +1 sommets G, un CSC de
longueur v + 1 avec k <1 < 2k — 3 peut donner naissance a un Ch.SC de longueur
1+ 1.

Démonstration. Notons C' = vy, ..., v;, v9 un CSC vérifiant les conditions du lemme.

Si ¢ = k. Comme le degré des sommets de G est égal a k, chacun des k sommets
extérieurs a C' est adjacent a au moins un sommet de C. Il y a donc au moins k
arétes entre les sommets de C' et les sommets extérieurs. Comme C a k + 1 arétes,
au plus L%J d’entre elles sont impliquées dans des conflits. En effet, deux arétes
adjacentes de C' ne peuvent pas simultanément faire partie des arétes impliquées
dans des conflits car sinon on aurait un sommet présent dans au moins 2 conflits.
Comme k > |5 ] (k > 3), il y a une aréte v;v entre un sommet v; de C' et un
sommet v extérieur a C' qui n’est en conflit avec aucune aréte de C. 1l suffit alors
d’ajouter vv; a C' et de supprimer une des arétes de C' contenant v; pour obtenir un
Ch.SC de longueur ¢ + 1 dans G.
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Si ¢ > k. Prenons un sommet v extérieur au cycle. Comme degg(v) = k il est
adjacent a au moins deux sommets v; et v; de C. Comme v est dans au plus un
conflit, I'une des arétes vv; ou vy, n'est en conflit avec aucune aréte de C. Par
exemple, s’il s’agit de vv;, on ajoute vv; a C et on supprime une des arétes de C'
contenant v; pour obtenir un Ch.SC de longueur 741 dans . Cela conclut la preuve.

O

Dans un graphe 1-conflit k-régulier a 2k + 1 sommets G, tout Ch.SC de longueur
i avec k < i < 2k — 3, peut donner naissance a un Ch.SC de longueur 7 + 1 de la
maniere suivante :
— Si possible on ajoute un sommet a une de ses extrémités sans ajouter de conflit,
— Sinon, on construit un CSC de longueur 7 + 1 en utilisant les techniques pré-
sentées dans la preuve du lemme [6.20] puis on construit un Ch.SC de longueur
i + 1 a partir de ce CSC en utilisant les techniques présentées dans la preuve
du lemme [6.27]
Ainsi, comme nous avons vu au lemme qu'un graphe 1-conflit k-régulier a
2k 4+ 1 sommets contient un Ch.SC de longueur au moins k, en appliquant itérati-
vement 1'opération précédente a un tel chemin, on obtient le résultat suivant :

Lemme 6.22. Un graphe 1-conflit k-régulier a 2k + 1 sommets contient un Ch.SC
de longueur 2k — 2.

Montrons maintenant que ce résultat reste vrai pour 2k — 1.

Lemme 6.23. Un graphe 1-conflit k-régulier a 2k + 1 sommets contient un Ch.SC
de longueur 2k — 1.
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Démonstration. Soit G un graphe 1-conflit k-régulier a 2k + 1 sommets. D’apres le
lemme [6.22] il existe un Ch.SC de longueur 2k — 2 dans G

P =wp,...,vo 2

Notons v et v’ les sommets de G extérieurs & P. Supprimons une aréte extérieure a
P de chaque conflit et notons G’ le graphe obtenu. Montrons qu’il existe un chemin
de longueur 2k — 1 dans G’, lequel sera alors un Ch.SC de longueur 2k — 1 dans
G. Pour cela, supposons le contraire, i.e., qu’il n’existe pas de Ch.SC de longueur
strictement supérieure a 2k — 2 dans GG. Notons que pour tout sommet z de G’ on
a:

dege () =k —1 ou degg(x) = k.

Si vv' € Eqr, les sommets v et v' ne peuvent pas étre adjacents a vg, v1, Uogp_3
et vop_o dans G’. Ainsi, v et v/ sont chacun adjacent & au moins k — 2 sommets de
I’ensemble

{Uz, U3, ... 7U2k74}

de 2k — 5 sommets dans G'. Comme v ne peut pas étre adjacent a deux sommets
consécutifs de P dans G/, il est adjacent aux sommets d’indice pair

{027 Vg, - - >U2k74}

de I’ensemble précédent. De méme pour v'.

IR 2
O ) ) ) O
Vo U1 Vog—4  U2k—3  Vgk—2
Mais alors,

/
Vo, U1, V2,V,V , Uy, ..., VU2k—-2

est un Ch.SC de longueur 2k — 1 dans G, ce qui contredit I’hypothese initiale.

On a donc vv' ¢ Eg. Dans ce cas, v ne peut pas étre adjacent a vy, vog_o
ainsi qu’a deux sommets consécutifs de P. La seule possibilité est donc que 'on ait
dege(v) = k —1 et que v soit adjacent uniquement aux sommets d’indice impair de
P dans G'. De méme pour v'.

) A

O O O
_/ _/ _/ _/ _/ _/
%) U3 Vo—4a Vok—4a Vok—3 Vok—2
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Ainsi, on peut remplacer n’importe quel sommet x d’indice pair différent de 0 et
2k —2 de P par v pour obtenir un nouveau chemin P, ayant pour sommets extérieurs
x et v’ avec v’ ¢ Eg. Pour les mémes raisons que précédemment, le sommet x doit
étre adjacent aux sommets d’indice impair de P,. Or, comme cela est vrai pour tout
sommet x d’indice pair différent de 0 et 2k — 2 de P, le sommet v, est alors adjacent
a vy, v, v ainsi qu’aux k — 2 sommets d’indice pair différent de 0 et 2k — 2 de P,
et est donc de degré strictement supérieur a k£ dans G, ce qui contredit 'hypothese
faite sur le degré des sommets de G.

Finalement, supposer qu’il n’existe pas de Ch.SC de longueur strictement supé-
rieure a 2k — 2 dans G aboutit a une contradiction, et il existe donc un Ch.SC de
longueur 2k — 1 dans G. Cela conclut la preuve. m

Nous allons maintenant montrer que tout graphe 1-conflit k-régulier a 2k + 1
sommets contient un Ch.HSC et ainsi prouver le théoreme [6.17]

Démonstration du théoréemel6.17. Soit G un graphe 1l-conflit k-régulier a 2k + 1
sommets. D’apres le lemme [6.23] il existe un Ch.SC de longueur 2k — 1 dans G

P =wg,..., 092

Notons v le sommet de G extérieur a P. Supprimons une aréte extérieure a P
de chaque conflit et notons G’ le graphe obtenu. Montrons qu’il existe un chemin
hamiltonien de longueur 2k — 1 dans G, lequel sera alors un Ch.HSC dans G. Pour
cela, supposons le contraire. Notons que pour tout sommet x de G’ on a :

dege(x) =k —1 ou degq (z) = k.

On rappelle que pour & € Vg, on note Ng/(x) 'ensemble des sommets adjacents
a un sommet = de G', i.e., Nov(x) :={y € Vo | xy € E¢ }. Ainsi,

dege () = |Nor ()]

On a vy ¢ Ng(v), vor_1 & Nor(v) et vovgg_1 ¢ Egr. En effet, si vgvgp_1 € Egr on
a un cycle vy, ..., var_1, v de longueur 2k dans G’ dont au moins I'un des sommets
est adjacent a v et il existe alors un chemin hamiltonien dans G’, ce qui contredit
I’hypothese initiale.

Si |Ng(v)| = k, alors v est adjacent & deux sommets consécutifs de P et on a
un chemin hamiltonien dans G’. Donc [N/ (v)| = k — 1 et, soit les différences entre
les indices de deux sommets consécutifs de Ng/(v) classé par indices croissants sont
toutes de 2, i.e. :

NG’<U) = {,017/037 s 7U2k73}
ou
NG'(U) = {U2, Vg, - - >U2k—2}7

soit les différences entre les indices de deux sommets consécutifs de Ng/(v) classé
par indices croissants sont toutes de 2 sauf une qui est de 3, i.e., il existe h €
{1,...,2k — 5} tel que

Ner(v) = {v1,v3, ..., on} U{Uhts, Unis, - .o Va2 }.
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Si les différences entre les indices de deux sommets consécutifs de N/ (v) classé
par indices croissants sont toutes de 2, par symétrie on peut supposer que

NG/(U) = {’Ul, Vs, ... ,?)2]{,3}.

Y I\ I\ U I\ I\ Y I\
Vo (%1 V2 U3 Vok—5 Vok—4 Vok—3 Vok—2 Vok—1

Dans ce cas
NG/(U()) = NG/(’U).

En effet, si vy est adjacent & v; € {vg, vy, ..., ve,_2} alors

U, V-1, - -5 V0, V15 - -+, V2k—1

(-—0

V2k—1

est un chemin hamiltonien dans G'. Maintenant, montrons qu’il existe deux sommets
de
X = {vo,v4, ..., 092}
adjacents dans GG'. Pour cela, supposons le contraire. Alors, pour tout x dans X, on
a Ng/(x) € Ngr(v) U{vgg—1}. Soit X' := X \ {var_2}. Alors, pour tout =’ dans X,
ona Ng/(2') € Ngi(v). En effet, s'il existe un sommet v; de X’ tel que v;vop_1 € Egr
alors
Vs« v v s Uiy U1y« + oy Vg1, U

N

Vok—1

est un chemin hamiltonien dans G’. On a donc au moins | X'|(k—1) = (k—2)(k—1)
arétes entre X' et Ng/(v), au moins k — 2 arétes entre vg,_o et Ng/(v), au moins
|Ng:(v)| = k — 1 arétes entre vy et Ng/(v), au moins |Ng(v)| = k — 1 arétes entre v
et No/(v) et comme deger (y) < k pour tout y € Ngr(v) on a :

(k—=Dk> Y deger(y) > (k+1)(k—1)—1> (k—1)k.

YENq (v)
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D’ou une contradiction et il existe donc deux sommets v; et v;1; de X adjacents
dans G'. Mais alors,

Voy -+ - Vi—1, Uy Vi j—15 « -+, Vi Vij - -+, U2k—1

est un chemin hamiltonien dans G’, ce qui contredit 'hypothese initiale.

Donc les différences entre les indices de deux sommets consécutifs de N (v)
classé par indices croissants sont toutes de 2 sauf une qui est de 3, i.e., il existe
he{l,...,2k — 5} tel que

Ner(v) = {vr,v3, ..., on} U{Uhis, Unis, .o Vop—2}.

On a alors
Ngf(U()) = Ngl(U).

En effet, si vy est adjacent a v;; pour j # 2k — 2 et v; € Negv(v)

U, Vg v o3 V0, Ujt1y - - -5 U2k—1

)
O

Vok—1

est un chemin hamiltonien dans G, et si vy est adjacent & vy, 9, alors

Uh+1, Uh+2,00, - - -, Uy Un43, - - - V2k—1
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est un chemin hamiltonien dans G’, et dans les deux cas, I’hypothese initiale est
contredite. On montre de maniére similaire que

Ner(vag-1) = N (v).

Notons S I'ensemble des k — 3 sommets de P situés entre deux sommets de Ngv(v)
dont les indices different de 2, i.e.,

S = {v1,v9, ..., v2-2} \ ({v1,vs, ..., 00} U{Upys, Vies, ..o, Vag—2} U{vpt1, Viga}).

Montrons que pour tout s € S on a Ng/(s) = Ng/(v). En effet, si Ng/(s) # Ngi(v)
alors, quitte a retourner P, il existe deux sommets v. € Ng/(v) et v.rq € N (v) tels
que s € Ver1Vergr1 € Eg et alors

Voy---VUey UyVUetdy -+ -5 UetlyUetdt+l -+ -5 UV2k—1

V2k—1

est un chemin hamiltonien dans G’ ce qui contredit I’hypothese initiale.
On a donc pour tout tout s € S

Ngl(S) = Ngl(U) = Ngl (’Uo) = Ng/(UQk_l).

Ainsi, le sommet vy, est adjacent a v, vg, vp11, Vor_1 €t aux k — 3 sommets de S et
donc deger(v;) > k + 1. Cela est en contradiction avec le fait que G soit k-régulier.

Finalement, supposer qu’il n’existe pas de chemin hamiltonien dans G’ aboutit
a une contradiction, et il existe alors un chemin hamiltonien dans G’ et donc dans
G. Cela conclut la preuve. O
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6.4 Résultats “a la ORE et BONDY-CHVATAL”

On rappelle le résultat (1960) de ORE dans les graphes :

Théoréme 6.24. [Ore60/. Un graphe a n > 3 sommets tel que la somme des degrés
de toute paire de sommets non adjacents vaut au moins n admet un cycle hamilto-
nien.

Ce résultat devient faux lorsque 1’on considére des graphes 1-conflit. En effet, si
G est le graphe obtenu a partir de l'union disjointe de K; et K, _; en ajoutant deux
arctes entre ces graphes. Un cycle hamiltonien dans G contient nécessairement ces
deux arétes, et donc en les mettant en conflit, on obtient un graphe satisfaisant les
conditions du théoréme [6.24] mais ne contenant pas de CHSC.

Inspirés par la preuve de ORE, nous introduisons la notion suivante.

Définition 6.25. Une représentation circulaire C' d’un graphe 1-conflit a n > 3
sommets G et obtenue en ordonnant les sommets de G dans un ordre cyclique
U1, Vs, ..., Uy, U1 €t en conservant seulement les arétes entre deux sommets consécutifs
ainsi que les conflits entre ces arétes. On représente souvent C' par la suite naturelle
de ses sommets C' = vy, vs,...,0,,v;. Les deux suites naturelles vy, vo, ..., v,, 01
et vy,,...,vs,v1,v, dénotent la méme représentation circulaire. Cependant, il est
souvent utile de fixer un sens de parcours pour pouvoir parler des choses comme le
successeur d’un sommet, etc. On parle de saut ab entre deux sommets consécutifs a
et b s’il n'y a pas d’aréte entre ces sommets. Dans un graphe G (sans conflit), une
représentation circulaire n’est rien d’autre qu’un cycle hamiltonien auquel il manque
des arétes, les sauts et un cycle hamiltonien est une représentation circulaire sans
saut.

’ e

Donnons maintenant un lemme, qui nous permettra sous certaines conditions, de
réduire le nombre de sauts d’une représentation circulaire sans augmenter le nombre
de conflits.
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Lemme 6.26. Soit G un graphe 1-conflit a n > 3 sommets. Si C' est une représen-
tation circulaire de G avec un saut ab tel que :

— a et b ne sont incidents a aucune aréte d’un conflit de G et,

- degc(a) + dege(b) = n.
Alors il existe une représentation circulaire de G dont les sauts sont strictement
inclus dans les sauts de C' (i.e., au moins un saut de moins que C') et pas plus de
conflits que C'.

Démonstration. Si n = 3, une représentation circulaire satisfaisant la condition sur
le degré ne peut pas avoir de saut.
Si n > 4, notons
C=a,bxy,...,T5 9,0

et montrons qu’il existe deux sommets consécutifs z; et x;,1 avec 1 <1 < n — 3 tels
que x; soit adjacent & a et x; 1 soit adjacent a b. En effet, si ce n’était pas le cas, b
ne pourrait pas pas étre adjacent aux successeurs des voisins de a et on aurait

degg(b) < n —1—degg(a)

c’est-a-dire :
degc(a) + dega(b) <n —1

ce qui contredirait la condition sur le degré.

Maintenant
/ Pyp—
C'=a,x4...,01,b,Ti41,...,Tpn_2,0

(C auquel on ajoute les arétes ax; et bx;;; et retire x;x;11) est une représentation
circulaire de G dont les sauts sont inclus dans ceux de C, et avec un saut de moins
que C' (si z;x;41 est un saut de C alors C” a deux sauts de moins que C'). Comme a
et b ne sont incidents & aucune aréte d’un conflit de G, les conflits de C” sont inclus
dans ceux de C'. De plus, comme C’ ne contient pas l'aréte uv, si cette derniere est
en conflit avec une aréte de C' alors C contient un conflit de moins que C. Cela
conclut la preuve. O

Dans le cas ou les conflits sont paralleles (i.e., les deux arétes ne partagent pas
de sommet) nous avons obtenu le résultat suivant :

Théoréme 6.27. Si G est un graphe 1-conflit an > 3 sommets dont les conflits sont
paralléles et vérifiant Yu,v € Vg (u # v) : wv ¢ Eg = degg(u) + degg(v) > n+1
alors il contient un CHSC.
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Démonstration. D’apres le théoreme [6.24] G admet donc un cycle hamiltonien mais
ce dernier peut avoir des conflits. Considérons donc un cycle hamiltonien C' dans
G ayant le nombre minimum de conflits. Supposons que C' ait au moins un conflit.
Prenons alors un conflit {ab,cd} (a, b, ¢ et d sont deux-a-deux distincts car les
conflits sont paralléles) tel que 'on ait :

C=a,bx,...,z,c,d,y1,...,9;,a

Considérons la représentation circulaire

C'=a,c,x;,...,21,b,d,...,a
a b a c
- ?

Y M) Y; ) Z;
n ) T; n 2 X1
d c d b
C C’

On remarque que comme {ab, cd} est un conflit et que chaque sommet est dans
au plus un conflit, C’ a un conflit de moins que C et au plus deux sauts ac et bd. La
minimalité du nombre de conflits de C' implique que C’ a au moins un saut. Notons
G’ le graphe 1-conflit G auquel on supprime 'aréte ab ainsi que le conflit {ab, cd}.
Dans ce nouveau graphe, C’ vérifie les conditions d’application du lemme [6.26 et
donc en I'appliquant au plus deux fois, on obtient un cycle hamiltonien dans G ayant
strictement moins de conflits que C' ce qui contredit I’hypothese initiale. Finalement,
C n’a pas de conflit et est donc un CHSC dans G. Cela conclut la preuve. O]

Nous allons maintenant nous intéresser a la condition BONDY-CHVATAL (voir
théoreme et présenter les résultats du méme type que nous avons obtenus
pour les graphes 1-conflit. Cette condition utilise la notion de cloture que nous
généralisons.

Théoréme 6.28. Pour tout entier k > 0 et tout graphe 1-conflit a n sommets G,

l’algom'thmelj construit un unique graphe G (pew importe ordre dans lequel on
ajoute les arétes). Ce graphe 1-conflit est appelé la k-cloture de G.

Démonstration. Pour montrer que la k-cloture de G est unique, peu importe l'ordre
d’ajout des arétes, nous allons montrer qu’elle est égale a l'intersection H de tous
les graphes 1-conflit H vérifiant les propriétés (P) suivantes :

- Vo =V,

- E¢ C Ey,

—wv ¢ By = degy(u) + degp(v) < n+ k et,

— Confg =Confy.
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En effet, considérons un résultat G" de I’algorithme [7| appliqué a G avec 'entier
k > 0. Comme clairement H := G* vérifie les propriétés (P) nous avons Fy C Es.
Supposons que Fy # E_x. Soit xy la premiere aréte de F_» ~ Ey ajoutée par
I'algorithme 7} Nous avons degy () +degy(y) > degg(x) +degg(y) > n+ k. Comme
xy ¢ Ey, il existe H vérifiant les propriétés (P) tel que zy ¢ FEy. Cela implique
degp(x) +degn(y) < n+k et comme H C H nous avons degy(z) +degy(y) < n+k
ce qui contredit I'inégalité précédente. Finalement, nous avons Ey = Ezx. Cela
conclut la preuve. O

Algorithme 7 : Construction de la k-cloture G de G (k > 0).
Données : Un graphe 1-conflit a n sommets G.
Résultat : La k-cloture G de G.
début
G'«a :
tant que I existe deux sommets u et v de G" tels que uv ¢ Bz et
degzr(u) + degzr(v) > n + k faire
| Egr < B U {uvt;
fin

—k
retourner G ;

fin

Remarque 6.29. Comme un graphe est un graphe 1-conflit dont I’ensemble des
conflits est vide, la notion de cloture est bien définie pour les graphes.

Exemple 6.30. Si G est un graphe 1-conflit & n sommets vérifiant Vu,v € Vg (u #
v) tuwv ¢ Eg = degg(u)+dega(v) > n+k alors il admet comme k-cloture le graphe
complet a n sommets avec les mémes conflits.

En particulier, si G' est un graphe 1-conflit a n sommets vérifiant §(G) > ”7%
alors il admet comme k-cloture le graphe complet a n sommets avec les mémes
conflits.

Remarque 6.31. G # G =n >4+ k.

Démonstration. Comme G # G" il existe deux sommets u et v de G tels que uv ¢ Eg
et

dege(u) + dega(v) = n+ k.

Comme degg(u) < n—2 et degg(v) <n—2ona
dege(u) + dega(v) < 2n —4

d’ou
n+k<2n-—4

et donc
n>4+k.
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On rappelle le résultat (1976) de BONDY et CHVATAL dans les graphes :

Théoréme 6.32. [BC76/. Un graphe G contient un cycle hamiltonien si et seule-
ment si G aussi.

Remarque 6.33. Comme la 0-cloture d’'un graphe G vérifiant Yu,v € Vi (u #
v) uwv ¢ Eg = dege(u) + dega(v) > n est le graphe complet et que ce dernier
contient un cycle hamiltonien des que n > 3, le théoreme de Ore s’obtient
comme corollaire du théoréme précédent.

Concernant les graphes 1-conflit, nous avons obtenu des résultats similaires pour
les problemes Ch.HSC et CHSC, mais en utilisant respectivement la 1-cloture et la
2-cloture.

Théoréme 6.34. Un graphe 1-conflit G contient un Ch.HSC' si et seulement si G'
ausst.

Démonstration. Sin < 5 le résultat est vrai d’apres la remarque On peut donc
supposer que n > 5.

Il est clair que si G contient un Ch.HSC alors G' aussi.

Réciproquement, supposons que G' contienne un Ch.HSC et pas GG. Prenons une

. . . 1

suite quelconque de graphes 1-conflit commencant par G et se terminant par G,
telle que I'on passe d’un graphe 1-conflit au suivant en ajoutant une aréte entre deux
sommets dont la somme des degrés est au moins n + 1 :

G() = G,...,Gi,Gi+1,...,él

Il existe un plus petit entier i tel que G;y; contient un Ch.HSC et pas G;. Notons
x1x, l'aréte ajoutée pour passer de G; a G;i1, et notons P = zq,...,x,,21 la
représentation circulaire de (G; obtenue en supprimant ’aréte z;x, au Ch.HSC dans
G,.1. Cette représentation circulaire a exactement deux sauts car sinon elle serait
un Ch.HSC dans G;. Notons Z;7;7 le deuxiéme saut. On a alors

de.gGi ($1) + degGi(xn> >n+ 1.

Si 1 est dans un conflit, ce dernier admet (au moins) une aréte extérieure a P. On
la supprime ainsi que le conflit correspondant. De méme pour x,. On note G} le
graphe 1-conflit ainsi obtenu. Dans le nouveau graphe 1-conflit G, on a

dega: (1) + degg (vn) > n — 1. (6.1)

Maintenant, G, n’a pas de Ch.HSC car sinon celui-ci serait un Ch.HSC dans G;.
Ainsi, z1 n’est pas adjacent a x;41 et x,, n’est pas adjacent a x;, car sinon on aurait
un Ch.HSC dans G,. De méme, x| n’est pas adjacent aux successeurs des voisins de
Z,. On en déduit donc

dega;(z1) <n —1—degg(zn),

ce qui contredit I’équation . Finalement, si G' contient un Ch.HSC alors G en
contient un également. Cela conclut la preuve. O]
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Du théoreme on déduit un résultat du méme type que celui de ORE valable
pour les Ch.HSC dans les graphes 1-conflit.

Corollaire 6.35. Si G est un graphe 1-conflit a n sommets tel que
Vu,v € Vg (u #v) :w ¢ Eg = dega(u) + dega(v) > n+1
alors G contient un Ch.HSC.

Démonstration. En effet, G' estle graphe 1-conflit complet & n sommets et il admet
donc un Ch.HSC d’apres le théoreme Ainsi G contient un Ch.HSC d’apres le
théoreme [6.34] Cela conclut la preuve. O]

Théoréme 6.36. Un graphe 1-conflit G contient un CHSC si et seulement si G
ausst.

Démonstration. Sin < 6 le résultat est vrai d’apres la remarque On peut donc
supposer que n > 6.
Il est clair que si G contient un cycle hamiltonien sans conflit alors G’ aussi.
Réciproquement, supposons que G* contienne un CHSC et pas GG. Prenons une
. . . 2
suite quelconque de graphes 1-conflit commencant par GG et se terminant par G,
telle que 1'on passe d’un graphe 1-conflit au suivant en ajoutant une aréte dont la
somme des degrés est au moins n + 2 :

2

GO Z:G,...,Gi,Gi_;,_l,...,é

Il existe un plus petit entier ¢ tel que G;;1 contient un CHSC et pas G;. Notons ab
l’aréte ajoutée pour passer de G; a G;;1 et C' le CHSC dans G;,1. On a alors

degg,(a) + degg,(b) > n + 2.

Si a est dans un conflit, ce dernier admet (au moins) une aréte extérieure a C. On la
supprime ainsi que le conflit correspondant. De méme pour b. On note G le graphe
1-conflit ainsi obtenu. Dans le nouveau graphe 1-conflit G} on a

dega (a) + dege: (b) > n.

Dans G, la représentation circulaire C' privée de l'aréte ab satisfait les conditions
d’application du lemme et G} contient un CHSC qui ne contient pas non plus
de conflit de G; et est donc un CHSC dans G;. Cela contredit alors 'existence d’un
entier ¢ tel que G, contient un CHSC et pas G;. Finalement, si G contient un
CHSC alors GG en contient un également. Cela conclut la preuve. O]

Du théoréme on déduit un résultat du méme type que celui de ORE valable
pour les CHSC dans les graphes 1-conflit.

Corollaire 6.37. Si G est un graphe 1-conflit a n > 4 sommets tel que
Vu,v € Vg (u #v) :uv ¢ Eg = degg(u) + degg(v) > n + 2

alors G contient un CHSC.
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Démonstration. En effet, G est un graphe 1-conflit complet a n sommets. A partir
2 . . : .

de G" on construit un nouveau graphe sans conflit H en supprimant une aréte de

chaque conflit. Vu € Vi on a degy(u) > n — 2 et quand n > 4 on a degy(u) > 3.

D’apres le théoreéme [6.1, H contient un cycle hamiltonien qui est alors un CHSC

dans G~. Finalement, d’apres le théoreme , G contient un CHSC. Cela conclut

la preuve. O

Maintenant nous allons donner un théoreme pour les graphes duquel nous allons
pouvoir tirer plusieurs corollaires valables dans les graphes 1-conflit.

Théoréme 6.38. Soit H un graphe a n sommets tel que
Vu,v € Vg (u#v) :w ¢ Ey = degp(u) + degu(v) > n.

Soit X un couplage dans H et k := |Vx| (on rappelle que Vx est l’ensemble des
sommets extrémités des arétes de X ). Si l'on peut ranger les sommets de Vx dans
un ordre (1, Ta, ..., xx) tel que pour tout 1 < i < k on ait degy(x;) > i+ 2, alors
H privé des arétes de X contient un cycle hamiltonien.

Démonstration. On note H' le graphe H privé des arétes de X. On va montrer que
H est le graphe complet et utiliser le théoreme m pour en déduire que H' contient
un cycle hamiltonien.

Comme dans H la somme des degrés de toute paire de sommets non voisins vaut
au moins n, 7 contient toutes les arétes entre deux sommets qui ne sont pas dans
Vx et ces sommets y sont donc de degré au moins n — k — 1.

Montrons maintenant que H” contient toutes les arétes entre les sommets de Vx
et les sommets qui ne sont pas dans V. Pour cela, supposons le contraire. Prenons
alors le plus grand entier ¢ tel que le sommet x; ne soit pas relié a tous les sommets
de H qui ne sont pas dans V. A" contient donc toutes les arétes entre les sommets
de H qui ne sont pas dans Vx et les sommets de Vx d’indice strictement supérieur
a 7. Ainsi, les sommets de H qui ne sont pas dans Vx ont un degré supérieur ou égal
a

n—k—1+k—i=n—1i—1.
Mais alors, x; étant de degré supérieur ou égal a i + 1 (car on a supprimé une
aréte), il est relié a tous les sommets de H qui ne sont pas dans V. Cela contredit
I’hypothese initiale et donc A contient toutes les arétes entre les sommets de Vx
et les sommets qui ne sont pas dans Vy.

Il reste a montrer que H” contient toutes les arétes de X. Pour cela, nous
allons montrer que dans H” tout sommet x; est relié a tous les sommets d’indice
strictement supérieur a j. Supposons le contraire. Prenons alors le plus grand entier
J tel que le sommet z; ne soit pas reli¢ a tous les sommets d’indice strictement
supérieur a j. Les sommets de Vx d’indice strictement supérieur a j sont de degré
supérieur ou égal a

n—k+k—j—1=n—j5—1.

Mais alors, x; étant de degré supérieur ou égal & j+1 (car on a supprimé une aréte),
il est relié a tous les sommets d’indice strictement supérieur a j. Cela contredit



100 CHAPITRE 6. CONDITIONS HAMILTONIENNES

I'hypothese initiale et donc z; est relié a tous les sommets d’indice strictement
supérieur a j. Ainsi, 7 contient toutes les arétes de X.

Finalement 7" est le graphe complet, il contient donc un cycle hamiltonien et
H aussi d’apres le théoreme [6.32] Cela conclut la preuve. O

Corollaire 6.39. Soit G est un graphe 1-conflit a n sommets tel que
Vu,v € Vg (u #v) :uv ¢ Eg = dega(u) + dega(v) > n.

S’il existe un couplage X dans G contenant exactement une aréte de chaque conflit,
pour lequel on peut ranger les sommets de Vx dans un ordre (x1, s, ..., xy) tel que
pour tout 1 < i < k on ait degg(z;) > i+ 2, alors G contient un CHSC.

Démonstration. Sil’on ignore les conflits de G et qu’on le regarde comme un graphe,
le théoreme|[6.38| nous assure l’existence d’une cycle hamiltonien ne contenant aucune
aréte de X. Un tel cycle est alors un CHSC dans G puisqu’il contient au plus une
aréte de chaque conflit. O

Corollaire 6.40. Si H est un graphe a n sommets et X un couplage dans H tels
que :

— chaque sommet de H est de degré supérieur ou égal a % et,

- |X| <% =1 (cest-a-dire |[Vx| < § —2).
Alors H privé des arétes de X contient un cycle hamiltonien.

Démonstration. Définissons 'entier k := |Vx|. (On rappelle que Vx est I'ensemble
composé des sommets extrémité d'une aréte de X). Rangeons les sommets de Vy
dans un ordre quelconque (z1,z, ..., x). Tout sommet z; de Vx vérifie

n
degy(z;) > ) >k+2>142
et donc le théoreme [6.38 nous assure que H privé des arétes de X contient un cycle
hamiltonien. Cela conclut la preuve. O

Le résultat suivant est intéressant puisqu’il montre qu’un graphe 1-conflit véri-
fiant la condition de “DIRAC” contient un CHSC lorsque ’on borne le nombre de
conflits.

Corollaire 6.41. Soit G = (Vg, Eg,Confg) un graphe 1-conflit a n sommets tel
que :
- 0(G) = 5 e,

~ |[Confal <% — 1.
Alors G contient un CHSC.

Démonstration. Notons X un couplage ayant exactement une aréte dans chaque
conflit. Il suffit de montrer que G vu comme un graphe, c¢’est-a-dire dans lequel on
ignore les conflits, admet un cycle ne contenant aucune aréte de X. Or, comme

1X| = [Confe| < g _1,

le corollaire [6.40] nous donne le résultat. Cela conclut la preuve. O
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Donnons maintenant un petit lemme qui avec ’aide du théoréme [6.38 nous per-
mettra d’obtenir de nouvelles conditions suffisantes.

Lemme 6.42. Soit H un graphe da n sommets tel que
Vu,v € Vg (u#v) :w ¢ Ey = degp(u) + degu(v) > n.

et un ensemble A de k sommets tel que le voisinage fermé de A (A ainsi que les
sommets adjacents a un sommet de A) soit différent de V. Alors, tout sommet de
A est de degré supérieur ou égal a k + 1.

Démonstration. Un sommet qui n’est pas voisin d’aucun sommet de A (il existe car
le voisinage fermé de A est différent de Vi) est de degré au plus n — k — 1. Dong,
comme la somme des degrés de toute paire de sommets non voisins de H vaut au
moins n, tout sommet de A est de degré supérieur ou égal a k + 1. O

Corollaire 6.43. Soit G est un graphe 1-conflit a n sommets et k conflits tel que :
- n>8(k*+k)+1,
~Yu,v € Vg (u#v) :ww ¢ Eg = dega(u) + dega(v) > n,
- 0(G) > 2k + 1.

Alors G contient un CHSC.

Démonstration. Si k = 0 le résultat est vrai d’apres le théoreme [6.24] Pour & > 1,
notons A I'ensemble des sommets présents dans les conflits. Il suffit de montrer que
I'un des sommets de A est de degré supérieur 2k + 2 et le graphe vérifiera alors
les conditions d’application du corollaire [6.39] Pour cela, supposons que tous les
sommets de A sont de degré 2k+1 et montrons que cela aboutit a une contradiction.
Comme nous avons k conflits comprenant chacun au plus 4 sommets et que chacun
de ces sommets a 2k + 1 voisins, le voisinage fermé de A contient au plus

k-4-(2k+2) =8(k*+ k)

sommets, et est donc différent de V. Mais alors, comme chaque conflit comprend
au moins 3 sommets

|A| >3k > 2k +1

et le lemme [6.42] implique que les sommets de A sont de degré supérieur ou égal a
2k + 2, ce que contredit I’hypothese initiale. Cela conclut la preuve. O

Corollaire 6.44. Soit H un graphe da n sommets tel que
Vu,v € Vg (u#v) :w ¢ Ey = degp(u) + degu(v) > n.

S’il existe un couplage X dans H et un sommet v € Vi \ Vx tels que le voisinage
fermé de Vx U {v} soit différent de Vi, alors H privé des arétes de X contient un
cycle hamiltonien.

Démonstration. Définissons l'entier k := |Vx|. D’apres le lemme [6.42] (avec A =
Vx U{v}), tout sommet de Vx est de degré supérieur ou égal a k + 2 et H satisfait
donc les conditions d’application du théoreme [6.38] Cela conclut la preuve. O
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Corollaire 6.45. Soit G un graphe 1-conflit a n sommets tel que
Yu,v € Vg (u #v) :uv ¢ Eg = dega(u) + dega(v) > n.

S’il existe un couplage X dans G contenant exactement une aréte de chaque conflit
et un sommet v dans Vg \ Vx tels que le voisinage fermé de Vx U {v} soit différent
de Vg, alors G contient un CHSC.

Démonstration. Sil’on ignore les conflits de G' et qu’on le regarde comme un graphe,
le corollaire[6.44] nous assure I’existence d’une cycle hamiltonien ne contenant aucune
aréte de X. Un tel cycle est alors un CHSC dans G puisqu’il contient au plus une
aréte de chaque conflit. Cela conclut la preuve. ]
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6.5 Résultats “a la CHVATAL”

Soit G = (Vg, Eg,Confg) un graphe 1-conflit & n sommets. La suite des degrés
de G est la suite des degrés des n sommets de G ordonnés de maniere croissante,

avec répétitions si besoin :
dl S T S dn-

On rappelle le résultat (1972) de CHVATAL dans les graphes :

Théoréme 6.46. [Chvu72]. Si la suite des degrés d’un graphe a n > 3 sommets
vérifie

alors il contient un cycle hamiltonien.

Ce résultat devient faux lorsque I'on ajoute des conflits. Soit G; le graphe obtenu
a partir de I'union disjointe de K et K,,_; en ajoutant deux arétes entre ces graphes.
Un cycle hamiltonien dans G contient nécessairement ces deux arétes et donc en
mettant ces deux arétes en conflit, on obtient un graphe satisfaisant la condition du
théoreme [6.46| mais ne contenant pas de CHSC.

Un second contre-exemple est le graphe G5 obtenu a partir de I'union disjointe
de Ky (avec Vi, = {x,y}) et K, o (avec Vi, , = {v1,...,v,_2}) pour n > 4 en
ajoutant les trois arétes xvy, rvy et yvy entre ces graphes. Un cycle hamiltonien dans
GG contient nécessairement les deux arétes xv; et yvs et donc en mettant ces arétes
en conflit, on obtient un graphe satisfaisant la condition du théoreme mais ne
contenant pas de CHSC.

Cela étant, nous avons tenté de voir si des résultats similaires existaient dans
les graphes 1-conflit. Nous avons obtenu au théoréme [6.48| une condition proche.
Commencons par donner un lemme.
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Lemme 6.47. Soit G un graphe 1-conflit a n sommets. La suite des degrés du graphe
G' obtenu en supprimant une aréte de chaque conflit de G vérifie

Vie{l,...,n}, d; <d;+1.
Démonstration. Par définition on a :
Vie{l,...,n}, Ju; € Vi = Vi | dege (v;) = d;.
Comme chaque sommet est dans au plus un conflit on a
Vie{l,...,n}, degg(v;) < degg/(v;) +1=d;+1

et comme
dfl << d;l

on a
Vie {l,...,n}, dega(vi),...,dega(v;) < d, +1

et donc pour tout 7 € {1,...,n}, G contient au moins i sommets de degré inférieur
a d, + 1. Ainsi on a

On déduit du théoreme [6.46] et du lemme [6.47 le résultat suivant.

Théoréme 6.48. Si la suite des degrés d'un graphe 1-conflit G a n > 3 sommets
vérifie

n
alors G contient un CHSC.

Démonstration. Supposons que G vérifie la condition du théoréme et montrons qu’il
contient un CHSC. A cet effet, supprimons une aréte de chaque conflit de G' pour
obtenir un nouveau graphe G’ (sans conflit), et montrons que ce dernier contient un
cycle hamiltonien qui sera donc un CHSC dans . Pour cela, notons

dy <---<d,

la suite des degrés de G’ et montrons qu'’il vérifie la condition du théoreme a
Savoir : n
i<y, d;<i=d, ;>n—i

Supposons qu’il existe i < § tel que dj < i. D’apres le lemme cela implique
d; <i+1.
Par définition de G cela implique
dp_i>n—1+1
puis on utilise de nouveau le lemme [6.47] pour obtenir
d _.>n—i

et finalement G’ satisfait la condition du théoreme [6.46] O
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En ajoutant a un graphe un sommet universel (voisin de tous les autres) puis en
appliquant le théoréme [6.46, CHVATAL a également montré dans son article [Chv72]
le résultat suivant pour les chemins hamiltoniens.

Théoréme 6.49. [Chv72]. Si la suite des degrés d’un graphe 4 n > 2 sommets
vérifie
1
ng(z’<”;r), di<i—1=dy;>n—i

alors il contient un chemin hamiltonien.

Ce résultat devient faux lorsque 1'on ajoute des conflits. En effet, prenons G le
graphe complet K,,_5 dont I'un des sommet est relié a un chemin de longueur 2. Un
chemin hamiltonien dans G contient nécessairement les deux arétes du chemin de
longueur 2 et donc en mettant ces arétes en conflit, on obtient un graphe satisfaisant
les conditions du théoréme mais ne contenant pas de Ch.HSC.

On déduit du théoreéme [6.49 le résultat suivant.
Théoreme 6.50. Si la suite des degrés d’un graphe 1-conflit G a n > 2 sommets
vérifie
n
alors G contient un Ch.HSC.

Démonstration. Supposons que G vérifie la condition du théoreme et montrons qu’il
contient un Ch.HSC. A cet effet, supprimons une aréte de chaque conflit de G' pour
obtenir un nouveau graphe G’ (sans conflit), et montrons que ce dernier contient un
chemin hamiltonien qui sera donc un CH.HSC dans G. Pour cela, notons

dy <--- < d,

la suite des degrés de G’ et montrons qu’il vérifie la condition du théoreme a
savoir :

.n . n+l . .
Vzgg(z< 5 ), di<i—1=d, , ;,>n—i
Supposons qu’il existe i < § tel que d; < i— 1. D’apres le lemme cela implique

d; <.
Par définition de G cela implique
dpy1s>n+1—1
puis on utilise de nouveau le lemme [6.47] pour obtenir
dpyg =2 m—1i

et finalement G’ satisfait la condition du théoreme [6.49] O
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Remarque 6.51. Le théoreme[6.50| permet de retrouver, lorsque n est impair, ’exis-
tence d'un Ch.HSC dans un graphe 1-conflit a n sommets G vérifiant §(G) > %
prouvée pour tout n au théoreme . En effet, sin = 2p+ 1 et 6(G) > § on a
0(G) > p+1 et donc la suite des degrés de G

dy < - <dy,
vérifie :
Vie{l,....n}, di>p+1
et donc : o .
W§§, di2p+1>§>i.

6.6 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté des conditions suffisantes pour qu'un graphe 1-conflit pos-
sede un Ch.HSC ou un CHSC. Comme nous avons vu que les conditions classiques
ne peuvent en général pas étre étendues aux graphes 1-conflit, nous en avons pro-
posées de nouvelles adaptées a ces derniers, dont la plupart sont résumées dans le
tableau suivant ou GG est un graphe 1-conflit a n sommets.

(G)>5+1 CHSC
5(G) > o Ch.HSC
n =2k + 1 et G k-régulier Ch.HSC
Conflits paralleles, n > 3 et uv ¢ Eg = degg(u) + degg(v) > n+1 | CHSC
G contient un Ch.HSC (équivalence) Ch.HSC
w ¢ Eq = dega(u) + dega(v) >n+1 Ch.HSC
G contient un CHSC (équivalence) CHSC
w ¢ Eq = dega(u) + dega(v) > n + 2 CHSC
d(G) > 5 et [Confg| < 7§ — CHSC
Vi<i, di<i+l=d,i>n—i+l CHSC
Vi<l d<isdg>ntl—i Ch.HSC

Une de mes perspectives de recherche est de m’intéresser au cas ou un sommet
peut faire partie d'un nombre plus élevé de conflits. Par exemple, pour la condition
de DIRAC, on peut pour chaque sommet supprimer des arétes qui lui sont incidentes
jusqu’a obtenir un graphe 1-conflit (resp. un graphe) et remarquer qu’'un Ch.HSC ou
un CHSC (resp. chemin ou cycle hamiltonien) dans ce graphe en est également un
dans le graphe initial comme nous I’avons fait au corollaire Ainsi, une condition
suffisante dans ce nouveau graphe nous donnera une condition suffisante pour le
graphe initial.

Nos contre-exemples ayant un degré minimum de 2 ou un nombre de sommet
borné, nous nous posons également la question de savoir si la condition de ORE et
plus généralement celle de BONDY-CHVATAL sont vraies dans les graphes 1-conflit
de degré minimum 3 lorsque n est suffisamment grand.
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Une autre perspective est d’essayer d’obtenir un résultat similaire a celui du
théoreme de KRIVELEVICH, LEE et SUDAKOV dans le cas des conflits. A pre-
miere vue, la preuve semble un peu délicate a adapter au cas des conflits, car le fait
que les arétes partagent un sommet semble important. Cependant, nous projetons
d’étudier en détail cette preuve pour voir si certaines idées peuvent nous permettre
d’obtenir un résultat dans le cas des conflits.






Chapitre 7

Conclusion Générale

Dans cette these, nous nous sommes intéressés aux graphes avec conflits, dans
lesquels nous avons étudié différents types de problemes, de nature aussi bien al-
gorithmique que combinatoire, notre ligne directrice étant la notion de connexité.
Nous nous sommes rendu compte que plusieurs résultats, simples sans conflit, ne
I’étaient plus lors de I'ajout de conflits. Nous avons obtenu : des algorithmes exacts
(non polynomiaux), des résultats de .4 Z-complétude (dont certains plus “forts”
que ceux qui existaient), et des conditions suffisantes assurant I'existence de certains
objets (arbre couvrant, chemin et cycle hamiltonien) sans conflits. Il semble donc
que les graphes avec conflit soient intéressants a étudier, car ces derniers se com-
portent différemment de leurs homologues sans conflit, et sont féconds de résultats.

Pour conclure, nous allons présenter des perspectives de recherche qui nous sem-
blent les intéressantes et prometteuses, et auxquelles nous souhaitons réfléchir plus
profondément dans I’avenir.

Tout d’abord, les travaux a venir pourraient se concentrer sur l'utilisation des
propriétés structurelles des graphes planaires, pour améliorer le temps d’exécution
de T'algorithme pour résoudre Ch.STI dans les graphes planaires de largeur arbo-
rescente bornée. En effet, I’algorithme de la section du chapitre 3] est XP de
parameétre la largeur arborescente (i.e., fonctionne en temps O(nf*)) ot n est la
taille des données du probléme, f une fonction calculable quelconque et k le pa-
rametre) et nous pensons que l'on ne peut pas faire mieux, c’est-a-dire qu’il est
W1]-difficile quand le parametre est la largeur arborescente. De plus, beaucoup de
problemes W[1]-difficiles quand paramétrés par la largeur arborescente ¢ dans les
graphes sont FPT de parametre ¢ dans les graphes planaires, comme par exemple le
probléme de I’ensemble dominant ou encore celui de ’ensemble indépendant (voir
les articles [ABET02, [AFN03, [AFN04] ou le livre [FG0G]). 11 est donc judicieux de se
demander si le probleme Ch.STT ne serait pas FPT de parametre ¢ dans les graphes
planaires. Ceci pose également la question de 'existence d'un algorithme exact plus
rapide dans les graphes planaires (par exemple en temps O(2V7")).

Dans le chapitre [d] nous avons prouvé que le probléme Ch.STT est 4" Z?-complet,
méme dans des graphes aussi bien structurés que les grilles. Une direction intéres-
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sante dans 1’étude du probleme Ch.STI pourrait étre de considérer le probléme
d’optimisation, dont 1’objectif est de trouver un chemin avec le nombre minimum de
transitions interdites, et d’étudier les solutions d’approximation possibles. On pour-
rait s’intéresser a l'existence d’un schéma d’approximation en temps polynomial
(PTAS), d’un tel schéma efficace (EPTAS) ou méme d’un schéma d’approximation
entierement en temps polynomial.

Nous projetons également de continuer I’étude des différents problemes présentés
au chapitre [I] dans le cas planaire. En effet, comme nous 'avons rappelé au chapitre
[], il semble qu’aucun de ces problémes n’ait été étudié dans les graphes planaires. Il
semble donc intéressant de rechercher de nouveaux algorithmes spécifiquement adap-
tés a ces graphes et plus rapides. De tels algorithmes pourraient s’avérer tres utiles,
notamment quand on sait que les problémes de réseaux routiers qui ont motivés
initialement 'introduction des transitions interdites, sont principalement composés
d’instances planaires.



Annexe A

Le résultat de SZEIDER et quelques
corollaires

Dans cette annexe nous allons replacer dans son contexte et détailler le résultat
de SZEIDER ainsi que présenter quelques corollaires.

Définition A.1. Pour k£ € N*, un k-facteur de G est un sous-graphe couvrant (un
sous-graphe qui contient tous les sommets du graphe initial) k-régulier (chacun de
ses sommets est de degré k).

Définition A.2. Pour v € Vi, un graphe de transitions T'(v) de v est un graphe dont
les sommets sont les arétes incidentes a (contenant) v. Un systéme de transitions
(autorisées) T de G est un ensemble T'= {T'(v) | v € V}.

Définition A.3. Un 2-facteur F' de G est dit compatible avec un systeme de tran-
sitions T si pour tout sommet v € V| les deux arétes de F incidentes a v sont
adjacentes dans T'(v).

Définition A.4. Un graphe multiparti complet est un graphe dont on peut par-
titionner les sommets de maniere a ce que deux sommets soient adjacents si et
seulement s’ils appartiennent a deux ensembles différents de la partition.

Soit A une classe de graphes (fermée sous isomorphisme). Pour un graphe G donné,
on note G le graphe obtenu a partir de G en supprimant les sommets isolés et on

définit par abus de notation A4° = {G° | G € A}.

On s’intéresse maintenant au probleme de décision suivant.

A-compatible 2-facteur (A-C2F)
Instance : Un graphe G avec systeme de transitions 7' C A.

Question : G contient-t-il un 2-facteur compatible avec T'7

Voici le résultat sur les 2-facteurs que l'on trouve dans [KP92] :

Théoréme A.5. Le probleme A-C2F peut étre résolu en temps polynomial si au
moins l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
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1) A° contient seulement des graphes multipartis complets.
2) A° C {Cy, Py, Ko + K3, P3, K5, Ko}
Dans les autres cas le probléeme A-C2F est N &7 -complet.

RIS

3 2 0

Remarque A.6. Dans la définition on ne donne pas de précision sur les arétes
de T'(v), cependant on voit qu’il est intéressant d’avoir une aréte entre deux sommets
correspondant a deux arétes de G dont la transition est autorisée. Ainsi en regardant
siT C A avec A° vérifiant I'une des deux conditions du théoreme on voit si
I’on peut vérifier en temps polynomial I'existence d’un 2-facteur de G respectant les
transitions interdites.

Dans [KP92], KRATOCHVIL et POLJAK se sont également intéressés au probléme
suivant.

Max-A-C2F
Instance : Un graphe G avec systéme de transitions 7' C A et un entier positif K.

Question : G contient-t-il un sous-graphe 2-régulier, compatible avec 1" et ayant
au moins K sommets ?

Ils ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme A.7. [KP97]. Le probléme Max-A-C2F peut étre résolu en temps po-
lynomial si A° contient seulement des graphes multipartis complets. Sinon il est
N P -complet.

Par la suite, en 2002, J. MAXOVA et J. NESETRIL étudient dans [MNO02] la dé-
composition d'un graphe en cycle et prouvent en particulier que le probléeme qui
consiste a trouver un cycle eulérien dans un graphe (orienté ou non) avec transitions
interdites est A4~ Z?-complet. Cette preuve demande que les degrés des sommets du
graphe ne soient pas bornés. En 2004, Z. DVORAK montre dans [Dvo04] que le
probleme est également .4 &?-complet pour les graphes orientés dont les degrés en-
trants et sortants des sommets sont bornés par 4 et pour les graphes non orientés
dont les degrés des sommets sont bornés par 8. Il prouve également que le probléeme
est polynomial lorsque les degrés sont bornés par 2 dans le cas non orienté et 4 dans
le cas orienté. Signalons également 'article [BKLBAWOS| qui prouve de fagon tres
simple que les problemes du chemin eulérien et du cycle eulérien dans un graphe
avec transitions interdites sont .4 Z-complet. A la remarque nous montrons
que ces problemes sont .4 Z-complets méme lorsque I'on se restreint aux instances
composées de graphes planaires.
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En 2009, Z. DVORAK montre également que le probléme A-C2F pour les graphes
orientés admet une dichotomie similaire & celle trouvée par J. KRATOCHVIL et S.
PoLJAK, c’est-a-dire que le probléme est soit polynomial, soit .4 &?-complet, selon
le type du systéme de transition du graphe, voir [Dvo09].

En 2003, SZEIDER publie ([Sze03]) un nouveau résultat concernant la complexité
du probleme qui consiste a chercher s’il existe, dans un graphe avec transitions
interdites, un chemin respectant ces interdictions. Pour énoncer plus clairement notre
probléme, on a besoin d'une définition :

Définition A.8. Un chemin C dans G est dit T-compatible si chaque paire {uv, vw}
d’arétes consécutives dans P forme une aréte dans T'(v).

Le probleme pour lequel on recherche un algorithme est alors le suivant.

Chemin A-compatible (A-CP).

Instance : Un graphe G = (Vg, Eg) avec systéeme de transitions 77 C A, deux
sommets distincts x,y € V.

Question : Existe-t-il un chemin T-compatible de z a y 7

Dans son résultat, SZEIDER est amené a introduire la classe suivante :

Définition A.9. On note A™ la classe (fermée sous isomorphisme) engendrée par
les sous-graphes induits par les sommets (sous-graphe défini par un sous-ensemble
de sommets et dont I’ensemble des arétes correspond a ’ensemble des arétes de G
incidentes a deux de ces sommets) des graphes de \A.

Il obtient alors le théoréme suivant :

Théoréme A.10. [Sze03]. Le probléme A-CP est N P-complet si A™ contient
au moins l’'un des ensembles

{Ps, Ky + Ko} ,{K3, Ko+ Ko} . {Ps},{L4}.

Dans tous les autres cas, le probléme peut étre résolu en temps linéaire (O(|Vg| +
|Ecl)) et un chemin peut étre construit (s’il existe) en temps linéaire.

o

3 3 4 4

En considérant la preuve de SZEIDER, on remarque qu’il réduit le probleme
3—SAT au probleme { K3, Ky + K5}-CP et que les graphes construits sont de degré
au plus 4. On en déduit que le probleme suivant est .4 Z-complet.
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Chemin A-compatible dans les graphes de degré au plus quatre

(A-CPB).

Instance : Un graphe biparti de degré au plus 4 avec un systéme de transitions
T C A et deux sommets distincts xz,y € Vg.

Question : Existe-t-il un chemin T-compatible de z a y 7

Nous nous sommes alors intéressés aux problémes suivants.

Chemin A-compatible dans les graphes bipartis (A-CPB).

Instance : Un graphe biparti G = (Vg, Eg) avec un systeme de transitions 7' C A
et deux sommets distincts x,y € V.

Question : Existe-t-il un chemin 7T-compatible de z a y 7

Corollaire A.11. Le probléme A-CPB est N P-complet si A" contient au moins
['un des ensembles

{Ps, Ky + Ko} { K3, Ky + Ko}, { Py}, {La} .

Dans tous les autres cas, le probléme peut étre résolu en temps linéaire (O(|Vg| +
|Ec|)) et un chemin peut étre construit (s’il existe) en temps linéaire.

Démonstration. Si A™? ne contient aucun des ensembles
{Ps5, Ky + Ko}, { K3, Ky + Ko}, { Py}, {Ls}

alors le probleme A-CPB peut étre résolu en temps linéaire O(|V| + |Eg|) d’apres
le théoréeme . Si A" contient au moins I'un de ces ensembles, clairement le
probleme A-CPB est dans .4 &. Montrons alors que le probleme A-CPB est
N P-complet en faisant une réduction a partir du probleme A-CP. Considérons
pour cela une instance I composée d'un graphe G = (Vg, Eg) avec un systéme de
transitions 7' C A et deux sommets distincts z,y € Vi, du probleme A-CP ou A4™¢
contient au moins 1'un des ensembles

{Pg, K2 -+ Kg} s {Kg, KQ + KQ} s {P4} s {L4} .

On remarque que si A™¢ contient au moins 1'un des ensembles précédent, il contient
aussi le chemin de longueur 2 noté P,. Considérons alors 'instance I’ du probléme
A-CPB composée du graphe biparti G’ défini par :

VG’ = VG U Eg,
EG’ = {{.CC, {x7y}} | {xvy} € EG}7

avec le systéeme de transition 7" := T'U P, (qui est bien un systéme de transtion de
G') et des deux sommets distincts = et y. Montrons que l'instance I du probleme
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A-CP est vraie si et seulement si 'instance I’ du probleme A-CPB est vraie. Pour
cela, il suffit de remarquer que
(T1,...,%k)

est un chemin 7T-compatible de x a y dans le graphe G si et seulement si

(xla {xla $2}7 T2y, Tp—1, {xk—la xk}a l’k)

est un chemin 7’-compatible de x & y dans le graphe G’. O

Chemin compatible avec condition sur le degré (3CD).

Instance : Un graphe G = (V, E) avec un systéme de transitions 7" tel que si
dega(v) > 4 alors T'(v) est un graphe complet (avec au plus degs(v) sommets) et
deux sommets distincts z,y € V.

Question : Existe-t-il un chemin T-compatible de z a y?

Corollaire A.12. Le probléme 3CD peut étre résolu en temps linéaire (O(|Vg| +
|Ecl|)) et un chemin peut étre construit (s’il existe) en temps linéaire.

Démonstration. Prenons un sommet v de G. Si degg(z) < 3 alors aucun des graphes
2K, + K, Py et Ly ne peut étre un sous-graphe induit de 7'(v). Si degg(x) > 4 alors
T'(v) est un graphe complet et donc aucun des graphes 2K, + Ky, Py et Ly ne peut
étre un sous-graphe induit de T'(v). Ainsi, en prenant pour A la classe des graphes
n’ayant aucun des graphes 2Ky + Ko, Py et Ly comme sous-graphe induit toute
instance du probléeme 3CD est une instance du probleme A-CP laquelle peut étre
résolue en temps linéaire (O(|Vi|+|E¢g|)) et un chemin peut étre construit en temps
linéaire. O






Annexe B

Simplification des instances

d’ACSC

Nous allons décrire un processus permettant de simplifier une instance G =
(Vg, Eg,Confg) du probleme ACSC (Arbre Couvrant Sans Conflit) en supprimant
des arétes et des conflits pour d’obtenir une nouvelle instance Gy = (Vg, = Vg, Eg,,
Confa,), plus simple que I'instance initiale et possédant un ACSC si et seulement si
G en possede un. Cette nouvelle instance G ¢ va étre construite de maniere itérative.

Notons Gy = G et pour ¢ > 0 notons H; le graphe obtenu a partir de G; en
supprimant toutes les arétes appartenant a un conflit de Confg, et G4 le graphe
avec conflits obtenu en ajoutant a H; les arétes de Confg, ayant leurs extrémités
dans deux composantes connexes différentes de H; ainsi que les conflits de Con fg,
impliquant deux arétes de G;1.

Nécessairement, ce processus converge vers un graphe avec conflits Gy en un
nombre d’étape ne pouvant pas dépasser le nombre d’arétes de G. L’algorithme
décrit les différentes étapes du processus de construction de GY.

Algorithme 8 : Simplification des instances

Données : Un graphe avec conflit G = (V, Eq,Confq).
Résultat : Le graphe Gy.
début
1:=0;
Gy = G;
tant que i =0V G; # G,_; faire
H; := le graphe obtenu a partir de GG; en supprimant toutes les arétes
appartenant a un conflit de Confg;, ;
5 G,11 := le graphe avec conflits obtenu en ajoutant a H; les arétes de
Confq, ayant leurs extrémités dans deux composantes connexes
différentes de H; ainsi que les conflits de Con fg, impliquant deux
arétes de G11;
6 1:=1+1;
fin
7 retourner G;;
fin

BW N =
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Théoreme B.1. G contient un ACSC si et seulement si Gy en contient également
un.

Démonstration. Tout d’abord, si f = 0 alors le résultat est évident. Considérons
maintenant le cas f > 1. Si Gy contient un ACSC T, alors 7" est aussi un ACSC de
G. En effet, T est connexe, sans cycle, couvre G et si deux arétes de T formaient un
conflit de Con f¢ elle formeraient aussi un conflit de Confg,, donc T' est sans conflit.

Réciproquement, si G contient un ACSC T'. Prenons une aréte uv de T ayant
ses extrémités dans deux composantes connexes différentes de Hy_;. Supposons que
uv ¢ Eg, ; alors il existe 0 <@ < f — 1 tel que uwv ¢ Eg, et uv & Eg,,, et donc u et
v sont dans une méme composante connexe de H;. Or, toute composante connexe
de H; est inclue dans une composante connexe de Hy_; ce qui contredit I’hypothese
initiale que u et v sont dans deux composantes connexes différentes de Hy_;. Ainsi,
uv € Eg,.

Notons maintenant H} ,, le graphe Hy_; auquel on ajoute les arétes de T ayant
leurs extrémités dans deux composantes connexes différentes de Hy_;. D’apres ce
qui précede, H} ; est un sous-graphe couvrant de (Ve »Ec f). Montrons qu’il est
connexe. Pour cela, prenons deux sommets = et y de VH}_l' Ces sommets sont
connectés par un chemin dans 7" et deux sommets consécutifs de ce chemin sont,
soit dans une méme composante connexe de Hy_;, soit connectés par une aréte de 7'
se trouvant entre deux composantes connexes de H;_; et donc dans £ HY - Donc les
sommets x et y sont connectés dans H} ;. Ainsi, H}; ; est un sous-graphe couvrant
connexe de (Vg,, Eg,) et contient donc un arbre couvrant.

Comme H}_; est un sous-graphe couvrant de (Vg,, Eg,), il suffit maintenant de
montrer que deux arétes quelconques de H }71 ne font pas partie d’'un méme conflit
de Confg, pour quun arbre couvrant de H }_1 soit également un ACSC de Gy. Or,
par construction les arétes de Hy_; ne sont dans aucun conflit de Confg, et deux
arétes de T' ne peuvent étre dans un méme conflit de Confe C Confg,. Cela conclut
la preuve. [

Corollaire B.2. Si Hy est conneze alors G contient un ACSC.

Démonstration. En effet, si Hy est connexe, il contient un arbre couvrant qui est
également un ACSC de G et donc de G. O

Il est facile de trouver des graphes GG pour lesquels Hy n’est pas connexe mais
Hy est connexe (par exemple I'union disjointe de deux graphes complets a plus de
trois sommets, entre lesquels on ajoute une aréte et un conflit entre cette aréte
et 'une des arétes d’'un des deux graphes complets). Notre processus permet donc
de transformer des instances a priori difficiles en des instances faciles a résoudre,
puisqu’il s’agit de trouver un arbre couvrant dans un graphe connexe (sans conflit)
pour obtenir un ACSC de G.

Exemple B.3. Donnons un exemple de simplification d’instance. Supposons que
G = (Vg, Eg,Confg) soit le graphe suivant :
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a (b) 4
‘ }
o
® O
ConfG - {{gb7 gf}v {gb, bf}v {gf7 bC}, {ed7 bc}}

Les arétes en gras (ou rouge) sont celles présentes dans au moins un conflit :
a (b) : c i
En les supprimant on obtient alors le graphe H :
En pointillés les arétes de GG ayant leurs deux extrémités dans une méme compo-
sante connexe de Hj et qui seront définitivement supprimées pour obtenir le graphe

G avec Confa, = {gf,bc} :

avec
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Ainsi, le graphe H; sera le suivant :

En rouge I'unique aréte de G; ayant ses deux extrémités dans une méme com-

posante connexe de Hq,
qui sera définitivement supprimée pour obtenir le graphe G5 qui n’a plus de conflits.

I1 suffit alors de prendre un arbre couvrant de G5 pour obtenir un arbre couvrant
de G.
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Il serait intéressant de pouvoir évaluer, a un nombre de sommets fixé, le pourcen-
tage d’instances qui deviennent polynomiales (soit en cherchant un arbre couvrant
dans Hy, soit un ACSC dans G) apres avoir été simplifiées. Testée par CHRISTIAN
LAFOREST a l'aide de Maple, sur un petit nombre d’exemples choisis au hasard, la
méthode semble porter ses fruits, mais le faible nombre de tests réalisés ne permet
pas d’en dégager des résultats significatifs. Pour pouvoir déterminer le pourcen-
tage d’instances réellement simplifiées, il faudrait étudier les manieres de générer
aléatoirement des graphes avec conflits et ensuite appliquer notre simplification sur
un grand nombre d’entre eux pour pouvoir se faire une idée sur le pourcentage
d’instances simplifiées. Cela est une perspective que nous souhaitons regarder dans
I’avenir.
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