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A Clémence LATOUR-
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Je remercie trés sincérement Monsieur LENOIR, I.D.E.N de la cir-
conseription de Montrouge et Madame BUSSON, directrice de l'école, qui par
leur excellent accuetl tout au long de l'expérience et encore bien au deld,
ont toujours facilité le déroulement du travail.

Pourtant, sans la stabilité et la continuité nécessaires d sa réa-

lisation, ce projet n'aurait été qu'un réve. Sa réalisation est aussi due au
fait qu'elle s'est déroulée dans le cadre institutionnel de L'IREM. Je rends
hommage 4 leurs directeurs successifs, dont l'actuel est Frangots COLMEZ,
d'avoir compris 1'importance du réle des IREM dans le développement de la

didactique des mathématiques et d’avoir contribué d son essor.

Ma reconnaissance va également au professeur H. FRFUDENTHAL et &
André REVUZ qui, depuis la premiére heure, ont témoigné leur intérét et n'ont

pas ménagé leurs encouragements.

Je veux tout autant remercier Gérard VERGNAUD, comme je remercie
Guy BROUSSEAU, des entretiens didactiques si intéressants que nous avons eus

ensemble et qui ont été pour moi si instructifs tout em étant d'un apport
trés différent.

Je voudrais aussi exprimer toute ma recomnaissance d Aline ROBERT
qui a passé un tempe considérable & m'écouter exposer des idées parfois mal
formulées, me permettant ainsi de les préciser. Sans sa précieuse collabora-
tion, je n'aurais probablement jamais mené ce travail Jusqu'au terme de sa
rédaction.

Marie-Jeanne PERRIN a participé activement & la constitution des
informations recueillies. Notre collaboration est effective depuis plusieurs
années ; la rédaction de brochures et la réalisation de travaux achevés ou en
cours en sont le fruit. Je tiens & exprimer ici tout le prix que J'attache a
cette collaboration et & l'en remercier.

de remercie tous ceux et celles qui ont participé 4 la frappe et
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INTRODUCTION

Le but de ce travail est de contribuer & 1'étude des rapports entre
1'enseignement et 1'apprentissage des mathématiques en situation scolaire. Nous
cherchons, en relation avec le point précédent, & améliorer les méthodes et les
contenus de 1'enseignement de cette discipline & 1'école primaire.

Dés 1975, notre projet était en'germe [DOU. 1 3. Nous avons formulé de-
puis, un certain nombre d'hypothdses cognitives relevant spécifiquement des si-
tuations d'apprentissage en classe et expliquant les réussites constatées.

Plis précisément, compte. tenu des hypothéses piagétiennes sur la forma-
tion des connaissances en termes de déséquilibre-rééquilibration [Pia ] et de
la théorie des situations [Br. 11, nous proposons les hypothdses suivantes :

1) Sur le plan strictement cognitif, la mise en oeuvre de déséquilibres
et 1a possibilité-de rééquilibration par les éléves peuvent se faire, pour une
grande partie des concepts, au sein de jeux de cadres appropriés, grice 3 des
problémes & construire & cet effet.

Les rééquilibrations que nous visons correspondent & 1'acquisition de
concepts nouveaux impliqués dans des "dialectiques outil-objet".

2) Sur le plan didactique, nous faisons 1'hypothése qu'il y a des problémes
adéquats permettant la réalisation des hypothéses ci-dessus et s'inscrivant dans
une organisation globale de 1'enseignement efficice pour la majorité des &léves.

L'exposition de nos hypothases fait 1'objet du chapitre I (principes).

Pour tester nos hypoth&ses, nous exhibons un projet d'enseignement des
mathématiques sur les 5 années du cursus primaire(l) (chap. II). Ce projet est
organisé du point de vue mathématique autour de la mesure des grandeurs : longueurs
et aires (de rectangles) et inclut 1'apprentissage des nombres décimaux. H. Lebesgue
déclarait au début du sié&cle & propos de la mesure des grandeurs :

(1) Les &léves entrent d 1'école primaire vers 6 ans. Les années du cursus sont
les suivantes : cours préparatoire (CP), cours &lémentaire lére année (CE,) et
2e année (CE,), cours moyen lére annde (CM;) et 2&me année (CM,). Les éleves
entrent ensugte, en général, en 6e (lére a&née de coligge).

"I1 n'y a pas de sujet plus fondamental : la mesure des grandeurs est
e point de-départ de toutes Tes applications mathématiques ... d'autre part
cette mesure fournit le nombre, c'est & dire 1'objet méme de 1'Analyse” [Lleb ].
En particulier, géométrie et analyse sont en &troite relation.

Pour mettre en oeuvre dans notre projet ces rdles imbriqués de 1a me-
sure et du nombre nous avons &té amends 3 introduire, en interaction avec 1a '
géométrie et 1e nombre, le cadre fonctionnel et le cadre de 1a représentation
sous deux aspects : algébrique et graphique. Nous vérifions, autant que nous
e pouvons, que dans ce projet nos hypothéses sont bien & 1'oeuvre (chap. II
et chap. III jeu de cible). Enfin le chapitre IV est consacré & 1'évaluation
des &léves ayant suivi une réalisation (de ce projet) qui s'est révéléetrés ef-
ficace. .

Nous avons bénéficié toutefois de conditions propices de réalisation.

En effet, i1 &tait d'usage dans 1'école qu'un enseignant de Cours Moyen suive

ses éléves en CM1 et CMZ' 11 arrivait qu'un _enseignant suive ses &léves en CP-

CE;. Pour notre expérience, C. Latour. a suivi ses &léves en CP-CEl-CEz, P. Giraud
prenant Ta suite en CMI-CMZ. Signalons que le projet réalisé est né d'ung pre-

migre expérience sur 4 ans réalisée auprés d'une autre promotion d'enfants ani-

mée par C. Latour en CEI-CE2 et P. Ducousset en CMI-CMZ. Pendant les nombreuses
années qu'ont duré les expériences, le travail.en commun, auquel a participé pour ine
grande partie Marie-Jeanne Perrin, a été marqué parlla,cordialité et 1a confiance ré-
ciproque, et aussi par 1'exigence de rigueur, sans oublier -la qualité ae 1'anima-
tion en classe par les maitres qui en ont toujours gardé la responsabilité. Tout
cela a produit un travail fécond tant du point de vue de la préparation des legons,
que de 1'dnalyse a posteriori qui pouvait aboutir & des modifications des prévi-
sions.

Le projet d'enseignement &tait envisagé pour s'étaler sur 4 ou 5 ans.
En fait, vu les conditions exceptionneiles de travail, 1a plupart des objectifs
- en particulier, 1'apprentissage des nombres décimaux - ont &té atteints en CE,.

Cette durée inattendue nous a permis, grace a la coopération active de P. Giraud.
de tester la permanence &ventuelle des acquis et 1'évolution des conceptions sur
2 ans (CMl-CMZ). Malgré les départs d'élaves et 1'arrivée de nouveaux, c'est fina-
Jement avec un groupe de 20 &l@ves que nous avons pu travailler au moins 4 années
consécutives : 17 du CP au CM2 auquel s‘adjoignent Louison et Grégoire du CP au

M Elsa du CE; au CMZ.’Nous avons considéré tous les é&ldves du CP pour 1'évalua~-
tion aprés la situation "jeux de cible" en fin de CP début CEI, mais nous n'avons



pas retenu pour notre stude diachronique les &léves que nous n'avons pas obser-:

vés au moins 4 ans.

Nous pouvons témoigner que tous les acteurs de 1'expérience, en parti-
culier &laves et enseignants ont manifesté® une grande curiosité intellectuelle
et un enthousiasme qui n'a jamais faibli. Cela n'a pas empéché les maitres con-
cernés de recevoir notre proposition diversement et d'avoir contribué d notre

- projet avec des différences traduisant leur opinion propre sur le réle du maitre
et sur les relations maitre-&léve-savoir. C. Latour, toujours décidée a aller
de 1'avant s'est engagée dans les voies les plus audacieuses (la symbolisation
algébrique au CP, 1'étude des négatifs au CE; ou des relations temps-distance
au CP puis au CEl) en faisant le pari, la plupart du temps gagné sinon immédia-
tement du moins & plus long terme (cf Ta résurgence des négatifs au CEZ) que .
les risques &taient contrdlables. P. Ducousset a contribié efficacement:au dé=
broussaillage.des situations:en.animant 1a lére promotion en CMI-CMZ. 11.a aussi
apporté plus.tard;: dans-une autre école (pﬂ les rapports maitre-éléves et 1a re-
Jation au savoir se présentaient différemment : en effet, 11 éléves sur 24 ne
savaient.pas lire en CMZ) des solutions didactiques au probliémes posés d la classe.

En effet, en bindme avec une collégue, grice & l1a fois @ un partage des tdches -
2 enseignants pour 2 classes - et une excellente coordination, il a pu en 3 mois
constituer un groupe-classe. les &léves, dans leur majorité, ont pu acquérir les
connaissances de base” nécessaires au développement des - situations d'enseignement
prévues pour 1'apprentissage des nombres décimaux.

Enfin, nous avons recueilli avec Marie-jeanne Perrin une énorme informa-
tion, méme s'il manque par moment des &léments d'appréciation et d'évaluation.
Toutefois, i1 ne nous a pas &té possible de tout vérifier ni tout exploiter dans
le cadre donné. Méme au niveau théorique, nous n'avons pas transformé toutes nos
remarques et réflexions recueillies sur le terrain dés 1975 en hypothéses (cf. la
nécessité d'un facteur de ralentissement pour 1'éléve ou le besoin de survérifi-
cation éprouvé par 1'éléve, signaiés dans [ DOU. 11].

Nous pensons tout de méme avoir pointé un élément tout d fait important
de 1a construction des connaissances en mathématiques, 3 savoir les jeux de cadres.
A titre d'illustration, nous joignons justement en appendice deux exemples, parmi
" d'autres, significatifs de jeux de cadres, par ailleurs trés efficaces, dans la
recherche actuelle.

* en particu!ier Tes apprentissages de la symbolisation et de 1a lecture ont
avancé en interaction.

CHAPITRE I

Principes

INTRODUCTION

Notre projet est le suivant :

"Elaborer et tester des hypothéses sur la fagon dont peuvent s'acquérir en si-
tuation de classe dans tout le cursus primaire les connaissances en mathémati-
ques."

Toutefois, ces hypothéses que nous allons poser ne prennent leur
sens que dans leur réalisation effective & travers des projets précis d'ensei-
gnement. De ce fait, nous ne pourrons pas les tester directement, mais indirec-
tement 2 travers un enseignement effectif.,

Précisons notre projet :

nConstruire et réaliser un enseignement dont nous censidérons qu'il met en oeu-
vre de fagon caractéristique les hypothdses élaborées et tester,d travers le

déroulement effectif du processus , son impact sur la masse des él2ves. Lieffi-
(1)

cacité de 1'apprentissage ainsi provoqué s

repérée par rapport aux attentes
standard certes, mais surtout par rappert & nos prévisions,est pour nous l'in-
dice d'un fait didactique. Nous pensons avoir dégagé des paramdtres pertinents
de la formation scolaire des connaissances sur lesquels nous avons eu une action
(22 Leur mise en évidence constitue pour nous une validation de l'ensemble de

notre démarche.'

(1) en un sens que nous préciserons, et qui ne se réduit pas aux performances.

(2) (cf. variables de commande de G. Brousseau)



I - A PROPOS DE FORMATION DES CONNAISSANCES.

Précisons le cadre de notre travail,

Nous adoptons comme hypothdse sur l'acquisition des connaissances
1'idée centrale de Piaget sur la formation des connaissances, idée qu'il émet
d'ailleurs indépendamment de l'enseignement et du contexte social, selon la-
quelle "elles ne procdédent ni de la seule expérience des objets, ni d'une pro-
grammation innée préformée sur le sujet, mais de constructions successives
avec €élaborations constantes de structures nouvelles". Pour Piaget, "l'équi;
libration est le facteur fondamental du développement cognitif", En effet, dit-
il,"durant les périodes initiales, il existe une raison systématique de déséqui-
libre, qui est l'asymétrie des affirmations et des négations. Il en résulte

. que l'équilibration progressive est un processus indispensable du développement,...
dont les manifestations se modifient... dans le sens d'un meilleur équilibre
en sa structure qualitative comme en son champ d'application®.

En d'autres termes, le processus général de formation des connaissan~
ces serait le suivant : "Il débuterait en chaque cas par l'exercice d'un schéme
ipitial d'assimilation dont 1'activation se trouverait t8t ou tard entravée par
des perturbations : les compensations ﬁui en résulteraient se traduiraient alors
par une nouvelle construction dont les régulations caractérisant ses phases
seraient donc & la fois compensatrices, eu égard a la perturbation (en impli-
quant ainsi la formation au moins virtuelle de négations) et formatrices par
rapport & la construction, et cela jusqu'a la constitution d'une nouvelle struc-

ture équilibrée et au déroulement ultérieur de processus analogues”.

Au niveau de l'apprentissage, dans la mesure ou certaines erreurs
apparaissent comme un facteur de déséquilibre (contradiction par exemple), on
comprend qu'elles puissent jouer un rdle productif. Ceci se produit surtout
dans une situation collective ol on a besoin de validation. En effet, pour
expliquer et rejeter les erreurs, on est amené & construire des arguments pour
convaincre (rééquilibration). Ainsi, pour nous, l'enseignément doit prendre le
relais des premiers déséquilibres naturels de l'enfant. I1 a 1la charge d'orga-

niser aussi efficacement que possible un jeu de déséquilibres-rééquilibrations
au niveau des conceptions des él2ves., Ce jeu peut évoluer selon les moments,
de fagon individuelle ou collective,

Ajoutons 3 ce sujet que parmi les successeurs de Piaget, les tenants
de 1l'Ecole Genevoise de psychologie sociale ont montré que 1'appropriation col-
lective des connaissances peut précéder 1'appropriation individuelle, Ils ont
tenté d'expliquer le phénomzne dans le cadre de la théorie constructiviste'dev
Piaget. Ils expliquent par exemple l'efficacité du conflit socio-cognitif par
1'intégration de centrations opposées dans un nouveau schime.

Nous utiliserons aussi ces idées, en prévoyant en particulier des
phases collectives 2 certains moments bien choisis de notre enseignement. Cela
étant, Piaget et ses successeurs se placent toujours hors du contexte d'ensei-
gnement. En particulier, ils ne donnent pas de conditions sur les situations
d'apprentissage permettant de eréer des déséquilibres et d'engager le jeu des
régulations, Une lecture littérale de leurs conclusions a d'ailleurs donné lieu
& une exploitation répandue, mais inefficace, des caracteres positif et négatif
des objets (tels que carré-non éarré, rouge-non rouge)...

Ainsi tout 1'apport de Piaget, si important qu'il soit, est insuffi-
sant pour qu'on puisse construire directement un apprentissage en classe dont
les résultats soient prévisiﬁles, au moins avec une forte probabilité, et dont
les conditions soient reproductibles, Piaget laisse entier le probl2me du rap-
port entre 1l'enseignement et 1'apprentissage, rapport qui est un des objets
d'étude de la didactique de la discipline enseignée et dans le cas des mathéma-

tiques celui de la didactique des mathématiques.

Face 2 ce probléme et pour y répondre, au moins en partie, G. Brousseau
a élaboré une théorie des situations didactiques. Pour G. Brousseau, en effet,
les conceptions des éléves sont le résultat d'un échange permanent avec les si-~
tuations de problemes dans lesquelles ils sont placés et au cours desquelles
les connaissances antérieures sont mobilisées pour &tre modifiées, complétées

ou rejetées, 11 donne une classification des situations de classe mais ne donne



pas de conditions sur les problzmes susceptibles de servir efficacement de con-
tenus & ces situations. Autrement dit, il n'étudie pas particulidrement les rap-

ports entre les contenus et les situations.

Face au méme probl2me de formation des connaissances, G. Vergnaud
déclare 2 la suite de Piaget en une formule schématique : "1'action est
source et critére du savoir". Ici action peut vouloir dire résolution de pro-

blemes. Probleéme est 2 prendre au sens large de situation problématique 3 si-

-tuer dans un champ conceptuel approprié. La considération d'un tel champ con-

tribue a donner du sens au problzme et aux divers concepts en jeu. Elle permet
d'expliquer en partie les conduites de résolution. D'autre part, nous insistons,
comme G, Vergnaud et d'autres avant nous, sur le rfle du temps dans la construc-
tion des connaissances. I1 faut souvent plusieurs années pour construire un
concept. Enfin un tout autre ordre d'explication abordé dans les travaux de

Y. Chevallard prend en compte les conventions et habitudes dans Ya construction

des connaissances.

Pour notre part, nous sommes amenés, pour atteindre notre objectif,
3 proposer des réalisations d'apprentissage en classe. Nous le ferons, d'une
part en nous appuyant sur la théorie des situations {8r.13, d'autre part en
formulant sur 1l'apprentissage des hypothéses complémentaires 3 celles de Piaget,

Vergnaud et al.

Nous allons en revanche préciser et systématiser un jeu desrégula-
tions dont 1'objectif est 1'apprentissage des mathématiques du CP au CM2. Comme
il s'agit de situations de classe, nous allons privilégier ce qui peut avoir

une réalisation effectivement collective.

2 - A PROPOS D'ENSEIGNEMENT,

Les caractéristiques & considérer pour cerner l'eh;eignement en
tant qu'objet d'étude sont de plusieurs ordres, cependant imbriquées. Nous en

repérons trois. Certaines sont impliquées dans toute forme d'enseignement. Ce

sont par exemple celles relatives 2 1l'attitude & priori des enfants vis 3 vis

de 1'école, & l'existence d'un seuil minimum de discipline, d'attention, 2 la
disponibilité d'une masse de connaissances et d'habitudes au moment d'aborder
une question nouvelle, a une certaine gestion du temps scolaire, Cependant la
détermination de ces facteurs et la réalisation plus ou moins satisfaisante

des conditions posées dépendent, entre autres,de la forme d'enseignement. Un
autre ordre de caractéristiques a trait & l'aspect social de 1'apprentissage,
aux relations maitre-éldves, éldves-éldves, D'autres enfin qui nous serviront

a3 formuler nos hypothéses prennent leur sens au sein de 1'enseignement que nous
décrivons, Précisons au préalable le contexte dans lequel nous travaillons.

Nous prenons acte du fait suivant : l'enfant arrive & 1'école avec une certaine
connaissance, avec des moyens, des habitudes gr&ce auxquels il va traiter 1l'in-
formation qu'il recevra et prendre des décisions quand il aura & faire des choix.
11 dispose de systemes de représentations et de sch2mes d'action, Tout ce bagage,.
qui est certes tr2s différent d'un individu & 1'autre, dont l'enseignant peut
tenter de faire abstraction s'il le veut, existe cependant et constitue une par-
tie de-la personnalité de l'enfant, Les apports extérieurs & 1'école (télévision,
camarades, famille,..) continuent d'ailleurs & se produire tout au long de la
scolarité. D'autre part’l'objectif du maitre est un objectif d‘apprentissage.

11 a2 la charge d‘amener l'ensemble des éldves de sa classe & disposer de fagon
efficace de certaines connaissances et savoir-faire, De ce point de wvue il est
responsable devant 1'Institution, les éldves, les parents d'éléves. L'objet de
1'enseignement est déterminé par 1°Institution, non par le maitre. Celui-ci a
seulement la responsabilité des moyens 3 mettre en oeuvre pour atteindre son
objectif, Certains de ces moyens sont contrflés par les conseils et instructions .
qu'il regoit par la voie hiérarchique. D'autres sont & négocier en classe avec
les éldves, C'est dans ce contexte que 1'élive de 1'école primaire doit construi-

re des concepts mathématiques.

3 - A PROPOS DE MATHEMATIQUES.

a) Pour un concept mathématique, il convient de distinguer son carac-

tére "outil" et son caractére "objet". Par outil nous entendons son fonctionne-

. ment scientifique dans les divers problémes qu'il permet de résoudre. Un concept
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prend son sens par son caractere outil. Toutefois, ce caractgre met en jeu les
relations qu'il entretient avec les autres concepts impliqués dans le méme pro-
bitme. Autrement dit, du point de vue outil, on ne peut pas parler d'un concept
mais d'un réseau de concepts gravitant éventuellement autour d'un concept prin-
cipal (cf. champ conceptuel G, Vergnaud 1). Aussi 1'apprentissage devra-t-il
prendre en compte un tel ensemble.

Nous dirons qu'un outil est un gutil adapté s'il intervient dans
un probleme justifiant 1'usage du concept dont il prociéde, par efficacité ou
nécessité. Un outil peut &tre adapté 2 plusieurs types de problémes, Récipro-
quement , plusieurs outils peuvent 8tre adaptés & un méme probleéme. Néanmoins,
chacun a un certain domaine de validité.

Ces outils peuvent appartenir & différents cadres : physique, géomé-
trique, numérique, graphique ou autres, chaque cadre ayant ses objets,ses rela-

tions et leurs formulations.

Par objet, nous entendons le concept mathématique, considéré comme
objet culturel ayant sa place dans un édifice plus large qui est le savoir sa-
vant 3 un moment donné, reconnu socialement.

L'activité principale en mathématiques, dans le cadre scolaire ou
chez les chercheurs professionnels [ cf. appendice] consiste & résoudre des pro-
blémes, & poser des questions. Pour sa part, le chercheur peut déclarer un pro-
bleme résclu s'il peut justifier ses déclarations selon un systime de validation
propre aux mathématiques. Dans cette démarche, il crée des concepts qui jouent
le role d'outil pour résoudre des problémes. lLors du passage & la communauté

scientifique, le concept est décontextualisé de fagon 2 pouvoir resservir. Il

devient alors un objet de savoir.

b) Rapports 2 l'élave.

Pour 1'él2ve, le caractire outil peut &tre implicite ou explicite.

Décrivons plus précisément la situation. Un éldve est confronté 2 un probl2me
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qu'il doit résoudre. Cela fait partie de son contrat avec le maitre., Ses concep-
tions propres lui permettent d'engager une procédure grace 3 des noticns et
techniques qu'il sait utiliser, & propos desquelles il peut faire des déclara-
tions mais dont il ne connait pas nécessairement les conditions d'emploi et

les limites,

Admettons qu'il résolve ainsi au moins partiellement son problame.

L'observateur extérieur peut reconnaitre que les hypoth&ses mathéma-
tiques justifiant les décisions de 1'éleve sont en fait satisfaites, sans que
1'éleve soit en mesure de les formuler. Ces notions que 1'observateur extérieur

reconnait, nous dirons que 1l'éléve les fait fonctionner implicitement, ou qu'il

met en oeuvre des outils conceptuels implicites ou plus simplement des outils

implicites,

Au contraire, si 1'éldve peut les formuler et en justifier 1'emploi,
nous dirons qu'il met en ceuvre ‘des outils explicites. D'autre part, le domaine

de validité des outils dont dispose 1'él2ve évolue au cours de la scolarité.
Enfin, nous appelerons "pratigue" tout usage adapté , par les él2ves,

d'outils explicites ou implicites mais formulés, que ces outils aient fait 1'ob-
jet d'une institutionnalisation ou non.

4 - A PROPOS DES RAPPORTS ENTRE MATHEMATIQUES, ENSEIGNEMENT et APPRENTISSAGE.

Rappelons que, pour nous, avoir des connaissances en mathématiques

c'est &tre capable d'en provoquer le fonctionnement comme outils explicites

adaptés dans des problémes qui leur donnent leur sems - avec ou sans marque
d'appel dans la formulation du probléme. Ces connaigsances interviennent,soit
pour résoudre des problémes, soit pour poser des questions # leur propos. Ceci
se produit en particulier si les conditions habituelles d'utilisation ne sont
pas exactement satisfaites dans le probleme posé. En ce cas, avoir des connais-
sances, c'est aussi pouvoir les adapter, les bricoler pour essayer de répondre
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tout de méme au probleme (cf. ChaplV B 6 R&l): Autremeqt dit, nous adoptons
un point de vue dynamique vis 2 vis de la connaissance en mathématique. Dans
ces conditions, un enseignement est efficace dans la mesure ol il donne lieu
chez 1'él2ve & des acquisitions, au sens précédent, de connaissances mathéma-
tiques.

a) Objets de savoir ~ Objets d'enseignement.

Y. Chevallard a introduit le concept de transposition didactique

[Ch. 1] pour rendre compte de la transformation nécessaire opérée sur les savoirs
retenus pour 8tre enseignés avant que ces savoirs puissent effectivement &tre
enseignés. Les mathématiciens assurent la création mathématique selon une geng-
se qui dépend essentiellement (mais pas seulement) des problémes 2 résoudre, L'é-
cole, elle, développe une gendse artificielle différente, compte tenu des con-
traintes auxquelles elle est soumise : par exemple, la contrainte-de temps, la
complexité du champ scientifique et des problémes & l'origine de 1a notion dé-
contextualisée choisie pour 8tre enseignée et la recontextualisation artificiel-
le & laquelle elle est conduite avant le dépouillement retrouvé, Les conventions
sociales, les textes officiels -programmes, instructions, commentaires- les li-
vres scolaires exercent une pression déterminante sur cette transformation, Or ces
textes sont "largement marqués par une conception déductiviste de la démarche en
mathématique" peu propice & une construction des connaissances efficace. pour
résoudre des problémes: [Bal. .

Pour hous, un objet d'enseignement doit &tre "fiddle" 2 l'objet de

savoir auquel il correspond. Pour cela, il doit avoir les caractires suivants :

~ le concept sous-jacent est un outil adapté aux problémes retenus
pour les élzves, (Autrement dit, les propriétés essentielles que les scientifi-

ques utilisent sont retenues dans les problimes de 1'éldve).

- la diversité des aspects qui entrent en jeu dans la signification

du concept est convenablement représentée dans l'ensemble des problémes retenus.

b) Objets réels - Objets d'enseiqnemgnt -Représentations.

Le début de 1l'enseignement des mathématiques correspond & une modéli-
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sation du réel : l'espace ambiant et les objets réels déplagables. L'enfant
peut agir sur le monde réel et le modifier. Il peut ne pas &tre capable d'en
avoir ‘'une vision instantanée globale. Un rfle des représentations est de ren-
dre compte de cette globalité, en ne retenant qu'une partie bien choisie de
1'information, de fagon & en avoir une disponibilité permanente. Ce faisant,

on attache aux signifiés primitifs (objets réels) des signifiants (représen-
tations, relations...). Aux traces écrites de ces signifiants sont attachés

de nouveaux signifiés d'un nouvel espace, celui des représentations. On n'abor-
de pas ici les raisons des choix des signifiés retenus dans l'enseignement.

c) Pédagogie courante

Cette pédagogie utilise essentiellement et dans 1l'ordre invariable
la méthode " j'apprends, j'applique". On pourrait parler d'une mécanique "objet-
outil” et/ou "signifiant-signifié", Il s'agit en effet d'une présentation de
notions mathématiques que 1'éldve doit apprendre, suivie de problémes ou exer-
cices d'applications fabrigqués pour que 1'éldve puisse utiliser ce qﬁ'il a
appris sans transformation. De plus, il doit le faire selon des riégles du jeu
gui ne sont pas toujours explicitées mais qui servent de référence pour évaluer
son travail, Souvent le maitre "montre", 1'éldve n'a qu'a "faire pareil”, On
sait que pour 1a majorité des éldves, cette pédagogie n'aboutit pas 2 une cons-
truction des connaissances. Remarquons qu'il n'y a pas de recherche de jeu des
déséquilibres-rééquilibrations. De plus, les probiémes mettent rarément en oeu-
vre les caracteres essentiels des notions (1), c'est 2 dire ceux qui en justifient
scientifiquement 1l'emploi. En particulier, les éldves sont rarement engagés dans
une dialectique de preuve correspondant & une question ouverte pour eux. Les
partisans de la méthode "j'apprends, j'applique" espgrent, en allant du général
au particulier, donner aux él2ves des moyens & plusieurs usages et par la-méme

(1) C'est vraisemblablement incompatible avec ce type d'enseignement. En effet,

un enseignement n'est admissible pour le maitre que s'il lui garantit un certain
pourcentage de réussite dans sa classe. Cela le conduit dans la méthode "j'apprends
j'applique" 2 ne pas mettre en ceuvre de grands problémes ou & lesdécouper

en petites questions.
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les conduire & un apprentissage efficace. Mais cette méthode risque le cas éché-
ant d'occulter la correspondance signifié-signifiant évoquéeen b). Enfin les
concepts y sont en général présentés dans un certain cadre et les applications
demandées n'en sortent pas. b

Ceci rend difficilesd’'une part les interactions des différents ca-
dres d'intervention du concept, d'autre part l'articulation avec d'autres con-

cepts,

d) Une autre organisation de l'enseignement des mathématiques.

Pour construire un enseignement différent, restituant leur sens aux
outils que les éldves utilisent, tout en assurant une présentation institution-
nelle aux objets correspondants, nous avons besoin de caractériser une autre

organisation de 1'enseignement.

Dans cette organisation, 1l'enseignant prend en compte officiellement
la construction du savoir des él2ves par les éldves eux-mémes. Cette organisa-
tion est fondée du point de vue cognitif sur trois points : la dialectique outil/
objet ; la dialectique ancien/nouveau § le jeu des cadres. Du point de vue des
échanges de 1'éldve avec le milieu au sein duquel il évolue, elle s'appuie sur
les trois formes de dialectique (action, formulation, validation) [G. Br. lJ
et aussi sur des interventions de 1l'enseignant & des moments bien cheoisis par lui.
Enfin, du point de vue du contrat didactique, elle nécessite une institutionna-
lisation des connaissances et un moyen pour 1l'él2ve de contrdler lui-méme son
apprentissage. Nous décrivons ce fonctionnement ci-dessous en dégageant les
deux leviers sur lesquels nous avons choisi d'agir : le sens(dialectique outil/
objet) et le jeu des déséquilibres/rééquilibration (jeu de cadres) et en décri-

vant & cette occasion un certain r8le de 1'enseignant.

5 - DIALECTIQUE QUTIL-0BJET.

Le fonctionnement de la dialectique outil-objeézest caractérisé par

1'organisation schématique suivante : étant donné un certain problzme initial ,

*® notée par la suite D.0.0ou D 0 0.
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Phase a) "ancien" :

La premi2re étape consiste en la mise en ceuvre d'un objet connu
comme outil explicite pour engager une procédure de résolution du probleme,
ou au moins d'une partie du probléme, Autrement dit, on mobilise de "1'ancien"
pour résoudre au moins partiellement le probléme,

Phase b) Recherche :

Dans la deuxidme étape, l'éldve rencontre des difficultés pour ré-
soudre complétement son probléme : soit parce que sa stratégie devient trés
colteuse (en nombre d'opérations, en risque d'erreurs, en incertitude du résul-
tat...), socit parce qu'elle ne fonctionne plus. I1 est conduit & chercher d'au-
tres moyens mieux adaptés & sa situation. On reconpait 12 le début d'une phase
d'action. Il peut alors mettre en oeuvre implicitement des outils, nouveaux soit
par l'extension du champ de validité, soit par leur nature méme, Schématiquement
nous parlerons dans cette &tape, de "nouveau implicite",

Du point de vue des éléves, les conceptions 3 1l'ceuvre (le cas éché-
ant collectivement) & ce moment 13, vont entrer en conflit ou en résonance avec
les anciennes. Les erreurs ou contradictions peuvent devenir les enjeux dé pro-
cessus dialectiques de formulation et validation propres 2 résoudre les conflits
et assurer les intégrations nécessaires. Mais il se peut aussi que des convictions
contradictoires restent sans réponse tout en étant fécondes (cf. 1I la recherche

d'un carré d'aire donnée)

Phase c) Explicitation :

Certains éléments ont joué dans 1'étape précédente un rdle important,
voire décisif et sont susceptibles d'etre appropriés 2 ce moment-12 de 1l'appren-
tissage. Ils sont alors formulés soit en termes d'objets, soit en termes de pra-
tiques, avec leur condition d'emploi du moment. Il s'agit 12 de "nouveau expli-
cite" susceptible de réemploi et familiarisation.

. Intervention du maitre.

11 se peut qu'en cours de phase b ou c le maitre se rende compte que
la situation risque de se bloguer s'il n'intervient pas, ou qu'il s'en apergoive

trop tard et qu'il ait & la débloguer. Il lui revient, selon son analyse de la
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gituation didactique, de prendre la décision d'intervenir ou non, et si besoin
est, de choisir le moment et la forme de l'intervention tout en respectant la

liberté de manoceuvre des éldves (cf. Incertitudes)

Phase d) Institutionnalisation

Le maitre passe, d&s lors, & une étape d'institutionnalisation de ce
qui est nouveau et 2a retenir avec les conventions en cours, . le cas échéant des
définitions, théor2mes et démonstrations. Ce nouveau a retenir est destiné a fonc-

tionner ultérieurement en tant qu'ancien.

Phase e) Familiarisation - Réinvestissement

Or donne ensuite aux éldves divers probleémes destinés a provoquer le
fonctionnement comme outils explicites de ce qui a été institutionnalisé, i déve-
lopper des habitudes et des pratiques, & intégrer le savoir social dans le savoir

de 1'éléve. Ces probldmes simples ou complexes ne mettent en jeu que du connu.

Phase f = a) Complexification de la t&che ou nouveau problime

Il reste & utiliser les nouvelles connaissances au sein d'une situation

complexe impliquant d'autres concepts soit connus, soit visés par 1'apprentissage.

Le nouvel objet est susceptible de prendre place comme "ancien" pour

un nouveau cycle de la dialectique outil-objet.

. Remargue$

1) Cette description du fonctionnement de la dialectique outil-objet
n'implique pas que chaque cycle aboutisse nécessairement 2 une extension du savoir
de 1'él2ve, socialement reconnu. Pour un méme éldve et pour un méme objet, plu-

sieurs cycles peuvent étre nécessaires.,

2) 11 se peut que des habitudes et pratigues familidres attendent de
nombreuses années avant de donner lieu & des objets de savoirs (cf. II Variables -
Fonctions).

Le processus que nous venons de décrire comprend plusieurs phases ba-

sées sur un probléme 2 résoudre impliquant tous les éleves. Toutefois, méme si
la collectivité "classe" a résolu le probleme, tous n'ont pas réagi, a titre in-
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dividuel, de la méme manidre vis-23-vis du savoir engagé dans le probleme, vis-
3-vis des connaissances-outils mobilisées, Dans les situations de communication,
le savoir diffuse diversement selon les él2ves, Officialiser certaines connais-
sances qui, jusque-l3, n'ont été que des outils, leur donner un statut d'objet
mathématique est une condition d'homogénéisation de la classe, et, pour chacun,
une fagon de jalonner son savoir et par 12 méme d'en assurer la progression.
C'est la fonction principale des situations d'institutionnalisation. Une autre
fonction est d'intégrer le savoir social, les habitudes et conventions dans le
savoir de l'élave,

Par ailleurs, la structuration personnelle du savoir est de premigre
importance en mathématiques pour qu'il y ait effectivement savoir, Cette structu-
ration a été bien engagée dans le processus développé., Toutefois, pour la parfai-
re, 1'élgve a encore besoin de mettre & 1'épreuve éventuellement dans des essais
renouvelés, tout seul, les connaissances qu'il croit aveir acquises et faire le

point sur ce qu'il sait. C'est la fonction des exercices.

Dans cette structure qu'on peut appeler "activités - institutionnali-
sation - exercices", on a montré toute 1'importance du premier terme. Sans les
deux autres termes, son incidence sur 1'appropriation des connaissances risque-

rait d'étre faible pour 1'élave.

Remarquons qu'il n'est pas nécessaire que toutes les notions visées
par 1'apprentissage soient introduites dans une dialectique outil/objet, Certai-
nes peuvent 8tre apportées directement par 1l'enseignant ou par la lecture d'un
manuel. Il reste & 1l'enseignant & définir pour l'organisation de la matigre 2
enseigner une stratégie pour la répartition entre problémes et apport direct
ef, pour une certaine organisation, définir une stratégie d'adaptation aux réac-

tions de la classe.

6 -~ JEU DE CADRES

Le jeu de cadres traduit l'intention d'exploiter le fait que la plupart

des concepts peuvent intervenir dans divers domaines, divers cadres physique, géo-

® quel qu'en soit le type, et 1'on sait qu'il y en a touttune panoplie [GL 11.
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métrique, numérique, graphique ou autres. Un‘concept se traduit dans chacun d'eux
en termes d'objets et relations qu'on peut appeler les signifiés du concept dans
le cadre. Les signifiants qui leur sont associés peuvent éventuellement symboli-
ser d'autres concepts dans le cadre des signifiés., C'est le cas des représenta-
tions graphiques de fonctions et de représentations dans le plan, d'ensembles
d'éléments matériels, algébriques, ou autres, dont on peut étudier les propriétés
géométriques, topologiques ou combinatoires. Il en résulte des correspondances
d'une part entre signifiés d'un méme concept dans des cadres différents et d'au-
tre part entre signifiés de concepts différents représentés dans le méme cadre
par les mémes signifiants. Mais, pour les éldves en cours d'apprentissage, les
concepts fonctionnent de mani2re partielle et différente selon les cadres. Par
suite, les correspondances sont incompldtes,

De plus, cet état hétérogtne des connaissances varie d'un éldve 2a
1'autre. Nous choisissons pour introduire et susciter le foncticnnement des con-
naissances, des problémes ol elles interviennent dans au moins deux cadres. Nous
privilégions les cadres (en fait les problémes) dans lesquels 1'imperfection des
correspondances est créatrice de déséquilibres qu'il s'agit de compenser. Cfest
le cas par exemple si les deux conditions suivantes sont réalisées :

- Les signifiants d'un cadre représentent des signifiés de concepts
différents, chacun ayant ses propriétés propres. L'étude autonome de 1'un des
syst2mes de signifiés peut alors conduire 2 des résultats dont la traduction dans
un autre systéme fournit des énoncés non prévisibles ou non évidents. C'est ainsi
que l'inter-disciplinarité peut jouer de fagon efficace.

- Les acquis des élaves sont différents dans chacun des cadres, pour
chacun des signifiés, Les efforts déployés pour la recherche d'un équilibre pour-
ront se traduire par un dépassement de 1l'objectif visé d'ol un nouveau déséquili-
bre et ainsi de suite jusqu'd la construction d'un modeéle stable pour toutes les

opérations qu'on veut faire,

. Intervention de l'enseignant

La gestion par le maitre, lors de bilans locaux et exercices prenant
appui sur les productions des éldves au cours de leurs recherches, des différents

changements de cadres réalisés par les éldves, les rappels et bilans globaux que
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le maitre organise et anime sont autant de moyens de diffusion des connaissances
au sein de la classe. Ces moments se situent soit au cours de la phase b, pour
prévoir ou dépasser un blocage éventuellement local, soit au cours des phases c
ou e [cf. III Jeu de cible, chronique] [Ar. 1].

7 - CONDITIONS SUR LES PROBLEMES SUSCEPTIBLES D'ENCLENCHER UNE DB.0.0.

11 reste & exprimer des conditions sur les problémes pour que certains

rapports de 1'élave au probl2me soient assurés, que la dialectique outil/cbjet

et le jeu des cadres soient possibles. Enongons celles que rious avons retenuesgl)

a) L'énoncé a du sens dans le champ de connaissances de 1'él2ve.

.b) L'éleve doit pouveir envisager ce que peut dtre une réponse au pro-
bléme. Ceci est indépendant de sa capacité & concevoir une stratégie de réponse,
ou d'une validation d'une proposition de réponse.

c) Compte tenu de ses connaissances, 1'éléve peut engager une procédu-
re. Mais la réponse n'est pas évidente, Cela veut dire qu'il ne peut pas fournir
de réponse complite sans développer une argumentation le conduisant & des ques-
tions auxquelles il ne sait pas répondre immédiatement.

(2)

cepts impliqués est assez important, mais pas trop pour que 1l'éléve puisse en

d) Le probl2me est riche . Cela veut dire que le réseau des con-

gérer la complexité, sinon tout seul, du moins en équipe ou méme au sein de la

collectivité classe,
(2)

léve peut poser ou par la diversité des stratégies qu'il peut mettre en ceuvre

e) Le probl2me est ouvert par la diversité des questions que 1l'é-

et par l'incertitude qui en résulte pour l'éléve.

Les conditions c), d), e), éliminent un découpage du probléme en de

trop petites questions.

f) Le probleme peut se formuler dans au moins deux cadres différents.

(1) Pour des catégories de problemes [Gl. 1]

(2) Complexité et ouverture sont des notions relatives & 1'é¢léve, Un probleme est

riche et ouvert pour une classe s'il 1'est pour assez d'éléves de la classe —

80 % par exemple,
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chacun ayant son langage et sa syntaxe et dont les signifiés qui les constituent‘

font partiellemént partie du champ des connaissances de 1'éléve.

g) La connaissance visée par 1'apprentissage est le moyen scientifi-
que de répondre efficacement au: probléme: . Autrement dit, elle est un outil
adapté,

8 - NOS HYPOTHESES.

L'organisation que nous proposons, par son caractire interactif (ou-
til-objet, changements de cadres...) oblige 1'él2ve & traiter une information
souvent abondante, émanant de plusieurs sources et s'exprimant diversement, avec
des correspondances(volontairement)partielles entre les divers modes d'expression.
La situation est par construction source de déséquilibre. La recherche d'amélio-
ration des correspondances et 1'argumentation développée a cet effet sont des

moyens de rééquilibration.

Ceci nous conduit & poser les hypotheses suivantes :

a) On peut construire effectivement des connaissances en faisant
jouer la dialectique outil-objet sur au moins deux cadres en respectant toutefois

des seuils de deux types :

- Il existe une masse critique hétérogéne de connaissances anciennes
et d'habitudes, culturelles et techniques (les pré-requis) sous forme d'outils
explicites dans un champ conceptuel donné permettant 3 1'éldve de s'engager dans
la résolution d'un probléme relevant de ce champ, donc d'engager la dialectique

outil-objet.

- I1 existe un seuil critique d'interrogation en dessous duquel la

réflexion ne s'enclenche pas (cf. Conditions 1), 2, 3) Repports éldve-problzme).

b) La réalisation des conditions décrites en a) suppose une autre
hypoth&se : on peut pour un certain nombre d'cbjets mathématiques trouver des

problsmes sollicitant deux ou trois cadres entre lesguels une dynamique est pos-
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sibleaelsusceptible de vréer la dialectique outil-objet,

Ceci sera & rapprocher peut-gtre de 1'efficacité de 1l'hypothése a).

c) I1 y a une masse critique de connaissances 3 acquérir par le pro-
cessus décrit en a).

- gréce & quoi il est possible de leur intégrer d'autres connaissan-
ces acquises autrement, par exemple par la mécanigue objet-outil, et qui fone-
tionneront efficacement.

- en dessous de laquelle le "j'apprends, j'applique" est inefficace
pour la plupart des é€lgves.

d) Pour réaliser un enseignement prenant en compte les hypothdses
ci-dessus, il reste 2 préciser l'articulation entre la dialectique outil-objet
et sa gestion dans le cadre de la classe, Le maitre en porte toute la responsa-
bilité. D'ol la nécessité de poser une autre hypothése :

- On peut former des maitres capables de mettre en oeuvre la dialecti-
que outil-objet. -

En fait, il y a d'autres difficultés du c6té du maitre et dans la re-
lation ternaire maitre-éldve-savoir,

9 - POINT DE VUE DE L'ENSEIGNANT, INCERTITUDE DE L'ENSEIGNANT ET DE L'ELEVE.

Presque toutes les expériences s'appuyant sur les hypothéses formulées
précédemment ont révélé de la part des enseignants a la fois un attrait et un
malaise & mettre en oceuvre le type d'enseignement auquel elles conduisent. L'at-
trait s'explique par le fait que le maitre est convaincu de 1'importance de 1'ac-

tivité de l1'éleve dans l'acquisition de ses connaissances.

Par ailleurs, le maitre a un contrat avec l'institution scolaire, avec
les parents, avec les éldves. Ce contrat 1l'engage 3 assurer et méme garantir la
progression du savoir des éldves et par la-méme lui impose des contraintes., Plus
précisément, 1l'enseignant a la tAche d'amener les éldves de sa classe; dans leur

ensemble (et pas seulement un petit nombre d'entre eux) d'un état supposé de con-
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naissances, caractérisé par un réseau de concepﬁs et relations (entre concepts)
34 un autre état de connaissances caractérisé par un autre réseau. Le travail
cognitif de 1'éldve consiste alors & créer le nouveau réseau, avec l'aide du
maitre et aussi de ses acquis propres (lesquels ne sont pas seulement des pro-
ductions de 1'école), et éventuellement contre ses conceptions primitives, Or
la progression du savoir 2 moyen et long terme est fixée par 1'institution (cf.
Programmes) et le maitre doit en gros la respecter. Pour cela, il doit prévoir
et organiser la progression 3 court terme entre deux jalons imposés. Il est tout
3 fait rassuré si sa progression effectivement réalisée a court terme respecte
ses prévisions. C'est un moyen pour lui de garder le cap de l'objectif fixé et
donc de respecter son contrat.

Mais peut-il garantir que les él@ves, dans leur ensemble, 1'auront

suivi dans sa progression et auront atteint 1l'objectif visé ?

Pour que les éldves puissent réussir leur tache d'apprentissage, 1l'en-
sei gnant doit leur communiquer lfenvie d'apprendre et les convaincre qu'avec
son aide, ils peuvent y arriver. Nous ne pouvons négliger que, pour le maitre,
la perception que les éldves ont de lui est un élément important dans ses choix
didactiques. Il établit un équilibre entre les différentes contraintes (de toute
nature ) auxquelles il est soumis, Or nos hypoth&ses conduisent a un changement
de cette perception. Il s'ensuit un déséquilibre et un malaise en attendant 1'é-
tablissement d'un nouvel équilibre,

Admettons que l'enseignant prévoie dans sa progression une phase d'ac-
tion. Pour que l'action soit réelle, il faut que 1'éldve ait 2 prendre des initia-
tives, faire des choix parmi des possibilités diverses, qu'il puisse poser des
questions annexes et repérer des jalons intermédiaires pertinents pour son probla-
me. Rappelons & ce propos que l'action est efficace si 1'éléve a un contrfile sur
les effets produits : cela lui permet alors de modifier les conditions de produc-
tion quand les effets ne sont pas ceux attendus. Pour que le jeu:de l'action puis-
se se dérouler de fagon satisfaisante, la situation doit laisser une marge de
manoeuvre a l'éldve, lui permettant en particulier d'exploiter le contingent et
de faire jouer ses comportements cognitifs propres, Autrement dit, la situation
doit comporter une part d'incertitude. De la sorte, elle prend en charge les

différences possibles entre les élzves.
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Admettons que 1'enseignant tienne compte des camportements et des
productions des éldves dans 1'organisation et le contenu de ses séquences d'en-
seignement. Il s'en suivra inévitablement pour lui, quant & la trajectoire co-
gnitive de chaque éldve, une incertitude qui a des conséquences :

- C'est d'abord une incertitude sur les contenus qu'il va pouveir
institutionnaliser et sur le moment de leur institutionnalisation. En effet,
il faut prévoir une autre gestion du temps scolaire, par exemple pour une question
donnée, un allongement du temps de travail de 1'él2ve & court terme. A long terme,
on peut penser qu'il n'en est plus de méme, Mieux, on peut parier sur une conhais-
sance mieux construite, mieux structurée et par suite plus efficace, plus sou-
ple, et plus adaptable aux imprévus, A moyen terme (celui qui préoccupe le maitre)
la trajectoire réeile globale de la classe risque fort de s'écarter notablement
de la trajectoire prévue., Or le maitre ne peut accepter un trop gros écart in- -
compatible avec ses contraintes,

- C'est aussi une incertitude sur 1°évaluation des éldves, en somme
sur le contrfle de leur apprentissage. C'est sa responsabilité d'enseignant qui
est en jeu. -

Pour toutes ces raisons, le malaise constaté ne nous étonne pas.
Signalons tout de méme que nous avons rencontré des enseignants tout a fait a

1'aise dans le contrfle de ces situations d'apprentissage.

En résumé, pour que 1l'ensemble des éleves d'une classe atteigne un
objectif cognitif fixé par le maitre, celui-ci doit résoudre une contradiction :

- g5'il fixe a priori une manigre de l'atteindre, il n'a aucune garan-

tie que les éldves le suivent,

- s'il suit les él2ves, il risque de perdre le contr8le de l'objectif

visé..

Cette contradiction du cdté de l'enseignant est en dualité avec une
contradiction du coté de 1'él2ve, Celui-ci doit aborder l'inconnu avec les ﬁoyens
connus dont il dispose. Il doit répondre 2 la demande du maitre : apprendre ses
legons et résoudre ses probl2mes. Mais il y a une incertitude pour lui : il

-
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n'est pas sOr de savoir faire m@me s'il a bien appris ses legons.

La construction du savoir pour 1'él2ve correspond & la résolution
d'une contradiction : comment engendrer du nouveau avec du connu, alors que la
plupart des moyens d'actions ne font pas sortir du connu. Et quand ils permet-
tent d'en sortir, comment contréler le nouveau produit.

Trés général ement, nous pensons que l'enseignement a 2 résoudre
une contradiction entre le besoin de se placer dans la continuité de ce que
savent les éldves et la nécessité de faire progresser le savoir (de faire avan-
cer le temps du savoir, dit Yves Chevallard) et donc d'introduire du nouveau qui
peut atre en rupture avec l'ancien. Les deux p6les de cette contradiction sont
d'une part - 1'action propre de 1'él2ve (aussi bien dans un contexte familier
ot il peut mobiliser du connu, que dans un contexte nouveau ol l'action est a
priori impossible et ol il n'est pas tenu de savoir faire), d'autre part 1l'ap-.
port extérieur : le maftre en est 1'acteur lorsqu'il fait son "cours" avec, rap-
pelons, le risque que 1'éléve ne puisse se l'approprier et par suite ne puisse
le réinvestir dans un contexte ol il sera tenu de savoir faire. De ce point de
vue, tout enseignement revient & privilégier dans le temps (ce qui ne veut pas
dire "réduire 2") un des pdles (ou les deux alternativement) au détriment de
1'autre : par exemple, la pédagogie courante privilégie le cours, la pédagogie
active l'action, ce que nous proposons est un systdme alternatif et interactif,

Ceci dit, quel que soit le systeme d'enseignement choisi, 1l'enseignant

en position de contrfle de 1'un des pOles, perd le contrdle de l'autre. Il en
résulte une incertitude dont le domaine dépend des choix :

- Pour le maitre, quel cours faire ? Quelles connaissances les élaves
ont-ils acquises ? Quelles situations contrOlent-ils avec les comnaissances ac-

quises ?

- Pour 1'éleéve : "est-ce que je saurai résoudre les probl2mes qu'on

va me poser ?"

Soulignons qu'il n'y a plus d'incertitude si 1'éléve se trouve en phase
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d'action ol il n'est pas tenu de fournir une réponse finale.

S'il est vrai que la progression du.savoir de 1'éldve ne peut se fai-
re de manigre continue, alors l'enseignant est contraint d’osciller entre le
connu et 1'inconnu de 1'éldve, Ceci nous améne 3 formuler ume sorte de "orinci-
pe d'incertitude" ( élaboré avec Aline Robert).

Nous faisons l'hypoth@se que tout syst2me d'enseignement comporte de
1'incertitude quelque part : du cdté de 1'élave si le pBle "cours" est privilé-
gié, du cOté du mattre si le pdle "action" est privilégié. Nos propositiens d'en-
seignement reviennent i répartir dans le temps 1l'incertitude entre le maitre et
1'éleve, Elles provoquent de la sorte, par rapport i la pédagogie "cours-exercices'
un déplacement de l'incertitude, et par suite du malaise, de 1'élave (quant 2
ses acquisitions) vers le mattre (quant au déroulement du temps du saveir), Ceei
dit, ce déplacement de I'incertitude est de notre point de vue bénéfique pour
1'élave mais 3 certaines conditions.

Pour 1l'éldve, comme pour le mattre, 1l'incertitude n'est en effet accep-
table que si elle peut &tre contrélée., Le mattre la contrBle grice aux phéses
d'institutionnalisation au cours desquelles il fixe le savoir que tous dans la
clagse doivent aveir en commun. Il contr@le les connaissances et moyens d'actions
des éldves grice aux exercices et probl2mes qu‘il leur demende de faire. Par
ailleurs, la dialectique outil-objet et les jeux de cadres, par la surabondance
d'informations et la nécessité de cohérence qu'elle entraine, fournissent a 1°'éla-
ve des moyens de contrfle et de modification de la situstion. Mais pour s'enclen-
cher, la dialectique cutil-objet a besoin que les élaves disposent d'une certaine
liberté de manceuvre, ce qufautorise le syst2me, De plus, les problémes et exer-
cices sont pour 1l'éldve l'occasion de se familiariser avec le savoir institution-
nalisé, de contrfler ses acquisitions et ainsi de faire le point sur sa structura-
tion personnelle. Par la-méme, il mattrise son incertitude.

Cette gestion de 1'incertitude, tant pour le maltre que pour 1'élave
est un élément important dans les rapports enseignement-apprentissage. De ce fait,
la formation des malitres devrait comporter aussi l'dtude de cette gestion, en
particulier des moyens de récupérer le contrdle de la situation didactique en
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respectant 1'incertitude.

En résumé, toutes nos initiatives visent i créer des déséquilibres,
mais de manigdre telle que les él2ves puissent participer activement & leur pro-
pre rééquilibration sur le plan cognitif, Pour cela, nous agissons soit sur les
contenus (dialectique outil-objet, jeux de cadres) soit sur les rapports sociaux
(situations de communication, conflits socio-cognitifs...). Il n'en reste pas
moins qu'il y a tr2s certainement des conditions extra-cognitives nécessaires
pour que la rééquilibration soit possible pour et par 1'éldve. Citons, & titre
d'exemples, celles relatives aux rapports de force entre él2ves au sein du grou-
pe de travail (qu'il s'agisse d'une petite équipe ou de la classe toute entidre)
aux rapports affectifs entre le maftre et les él2ves, & 1'intérét que portent
les parents au travail de 1l'enfant etc... i

10 - APERCU DE LA METHODOLOGIE,

Un concept se construit sur une longue période de temps qui s'évalue
en années. Ce fait fondamental nous a conduit 2 adopter la méthodologie suivante :

a) Construction d'un enseignement sur les 5 années de 1'école primaire.

Nous avons élaboré un ensemble de séquences répondant d'aussi pres
que possible aux hypoth@ses énoncées dans le paragraphe 8. En particulier, nous
avons été contraints de faire des choix dans les probl2mes pour qu'ils répondent

3 nos conditions, Nous décrivons le schéma général des séquences au chapitre II.

b) Observation de cet enseignement.

Une premigre observation exploratoire a été nécessaire & 1l'élabora-
tion puis 3 la mise au point des séquences. Les observations de 1'expérience
elle-méme sont de plusieurs types :

- Enregistrement des phases collectives des séquences en classe au
magnétoscope.
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~ Chroniques.
- Tests écrits

- Entretiens individuels en dehors de la classe,

L'expérience centrale a ét€ mende sur une méme promotion d'enfants
du CP au CM2. Mais nous n'avons pas, bien entendu, recueilli toutes les formes
d'observation pour tous les enfants sur les 5 années, Cependant, nous avons
d'autres observations complémentaires sur d'autres enfants., Nous avons choisi
de présenter et de développer 1'analyse de certaines séquences qui nous parais-
sent caractéristiques de notre type d'enseignement. (cf. Ch. II).

¢) Evaluation de cet enseignement.

(Elaboration de prévisions, comparaison comportements-prévisions, conclusions
didactiques).

En comparant les outils et les stratégies mobilisés pour résoudre
les problémes posés & ceux ayant fait l'objet de notre apprentissage nous ta-
cheraons d'établir s'il y a ou non des liens de cause 2 effet entre la mise en
oeuvre de nos hypotheses et les résultats des éldves,

Cela étant, nous ne connaissons pas de moyens d'affirmer de fagon
certaine qu'il n'y a pas d'hypoth2ses autres, non formulées, vérifiées a notre
insu dans nos séquences et qui non seulement pourraient expliquer les résultats
mais méme en seraient des conditions nécessaires. En revanche, nous vérifions
dans quelques cas particuliers représentatifs, que nos hypothgses provoquent les
mécanismes de déséquilibre et équilibration majorante auxquels Piaget attribue
la construction des connaissances. Nous vérifions aussi que dans les enseignements
pratiqués couramment, nos hypoth2ses ne sont pas & l'oeuvre et ce, indépendamment
de la réforme des programmes.

11 - RESTRICTIONS ET ELARGISSEMENT.

a) Signalons que pour des raisons déontologiques la marge de manoeuvre
avec les éléves est tres étroite. Notre contrat, en tant que chercheur, avec les

éldves et 1'institution sociale (le maitre, les parents, la hiérarchie) est que
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' CHAPITAE II

nous essayons de répondre 2 nos problémes tout en assurant aux éléves un appren- Un projet d'enseignemznt et

tissage au moins équivalent (et de préférence meilleur) & 1l'apprentissage stan- des éléments d'une réalisation.

dard, Par ailleurs, nous ne pouvons passer sous silence un certain nombre de

variables cognitives que nous n'étudions pas, Pourtant, non seulement elles au-
raient pu intervenir dans nos hypothéses mais encore nous lessavons & 1'oeuvre
dans notre enseignement sans que nous puissions encore en contrfler ni les effets

ni les imbrications avec les autres hypotheses. 1, Introduction.
Ainsi en est-il du rbBle de la mémoire, de la rapidité (ce qui est i,1. Présentation
particuli2rement développé a l'occasion d'une certaine pratique du calcul oral),
de la périodicité et de la durée des séances de travail, On voit bien encore 13, Notre but est de repérer la relation entre 1l'enseignement effecti-
& quel point nous ne testerons que des hypothdses composées. —vement réalisé, 1l'apprentissage correspondant et la disponibilits

" d'un cartain savoir, en par%iculier des nombres décimaux, pour
b) Recherches en mathématiques. ' résaudre des problémes ol ce savoir est un outil adapté.

Les observations de chercheurs en activité ainsi que les é&tudes épis- Pour cela, nous exposans d'sbord 1es raisons.de nas choix d'ensei-
~-gnemant et leur organisation globals, Nous décrivans et analysons .
ensuita certaines situations d'apprentissaga au CF'[?I é}et au CEI[?I,Z]
dans les tormss de nos cholx, Nous renvoyons dlune part & un article

pary dans la rsvue RDM[@GUu@], diautre part & une brochure IREM

Scrita en collaboration avec Marie-Jeanne PERRIN (& parattre) ,

dans le-but d'avoir une:informaticn compldte sur la génése des décimaux

témologiques de mathématiques montrent que les jeux de cadres et dans une cer-
taine mesure la dialectique outil-objet sont couramment & l'oeuvre dans la pro-
duction des connaissances. Ceci renforce nos choix d'hypothéses.

que nous Propasons,
Nous présantnns schématiquement tout de méme les séquances qui se .
sant: déroulées eu CE2 EII 4] gt nous donnons quelques indicatinns
sur ce gque nous connalssons de l’agseignement effectué en CM 1 et CM 2.
Ceci constitue 3 la fois une'illuséfatiun concréte de la mise en
osuvre des hypothésss exposées au chepitre I et le moyen de vérifier
' par 1'intermédiaire de .leur réalisaticn la validitd de ces hypaothéses.
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‘41.2. Raisans des chaix.

4.2.1. Le point de vie du mathématicien.

Nous-alions présenter notre étude sur 1'apprentiss§ge des nombres
décimaux, -Les nombres décimeux constituent un ensemble ordonné [ de .
nombres, stable. pour les opérations + , -, X, lesquelles sont ccm;
patibles avec 1l'ordre. L’ensemble ([ des rationnels aussi. Mais [
jouit, per rapport & 4@ , d'un privilége dans lss probli2mes de mesure,
car il conjugue deux avantages:

- 11 permst. (Somme @ ) d'approcher-les réels avec une précisien
arbitraire;

- compta tanu de 1'écritur= en bese. 10 , les calculs et comparaisons
sont techniquement faciles.

-Le fait que B ne soit pas stable par division est un inconvénient
minsur par rapport & la facilits de calcul.

Autrement dit, les décimaux sont un autil adapté pour tout travail

effectif dans una situation de mesure ou d'approximation. Or cas situa-
tions sont trés générales[Lelﬂ, et ce sont slles qui justifient plus

tard la construction da R .

1.2.2. Le point de vue de 1‘ensegignant.

Si nous voulons que l'apprentissage prenns appui sur le role essen-

tiel que les dicimeux jouent dans ls calcul scientifigue et pas seulement

dans la vie gquotidienne, nous sommes terus d'inserirs dans notre ensei~

grement 1'stude de tels probisémes.
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Pour cela, nous avons choisi des problémes qui pourraient staxprimer

dans le cadre géométrique et dans le cadre numérique, La nécessits

de discrétissr eartificiellement la réalité pour pouvoir la décrire,
confrontée 4 la nature continue des grandeurs (longueurs, eirss...)
crée le déséquilibre d'ol nattra la pression qui mdne & 1a construc—
tion des réels. Dans les nroblimes que nous avors choisis, les nombres

interviennent d'abord comme mesures de longueurs ou d’aires. Ils désignent

ensuita des soluticns d'dguations traduisant des relaticns entre grandsurs.

Dans le cadre géométrique, les éldves peuvent conjecturer 1'existencs
des solutions. Il est peu vFaisemblable gu'ils puissent le faire dans
le cadre numérigus, ol on n'a‘plus la krés grande force de canvicticn
du pr&ncipeides valeurs intermédiaires. Les mesurzs seront d'abord des
entiers, puis des Frgctions, en particulier des fractions décimales. .

Certaines équatians n'admettént pas de sglution rationnelle, Les nompres

décimaux permattenf d'en danner des soluticons aporochées avec une préci-

sion arbitrairement grende. C'est pourquoi ds tejles équations auront

una place importants dans 1'apprentissage des nambres décimaux.

Précisons avec un exempla: Parmi les rectangles dfaire 2?7 cm2 5
e*iste-t—il un_carrs?

La questiaé de san existence est, pour les Sldves de 1'école éléman~—
taire, toute philasophiqus. Elle ngus intéresse en tant qu'indice pour
repérer des diF%érencaé chez les &l3ves. En ravanche, la construction
de couples (u,v) avec u2< 27‘, v2> 27 , ta}s-_' que les di.f“.“érences
v'=u forment une suite dicroissante (sans préjuger de la convergsnca )
est l'objet de 1la situation d';pprentissage et concefne tous les éléves,

Par exemplz, (5 1 8) est un premier couple. ﬁour progressar,
1'818ve doit s'intéresser & la progression de % (% cuand x =ug=—-

gmente de S & 6 . 5'il connait quelquas fractions: l=s n/2 , les
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p/d , les p/8 etc..., mals aussi les p/3 et les p/6 et gueldues
autres, et qu'il sait calculer avec,et 1les ccmparef; 11 peut fabriguer
de meilleurs encadrements: (54-% H 54-%) . Mais les ealculs sant péni~
bles. éuur comparer uxu & 27 , i1 a besoin de rechercher les
parties entitres de fractions > 1
§'41 sait meniguler les p/10 , les p/100 ;... , &t qu'il a une
benna cannaissance de la numératlon en base dix, les calculs sant plus
ajsés. I1 peut alors fabriguer beaucoup de couples (uj; v) ot u et
v sanf de la forme Dy o Do + plllﬂ s Po ¥ pllln + p2/1ﬂ0 R
Pe + pl(lo + p2/100 + p3/1000 . I1 pourrait continuer ainsi ds suite.
Ces nombres sont décimaux et admettent une écriture standard & vir-
gule. Leur traitement numérique est celul de; fractions., Mais la réeli-

sation. technique est remargusblement faeilitse par le choix des déncmi—

nateurs.

Nous avens vu dans ce problame gue le repérage des éléments fixes et

des éléments variables, la recherchs des relations qu'ils peuvent entre-

tenir et des modes de variation sont des éléments d'étude au voisinage
de la situation proposée, des éléments importants pour progresser

dans e prablémé. Ce que nous venons de dirs est vrai plus géhératement.
Les notions mathématiquss en jeu sont czlles de constante, variable,
fonction, voisinage. Ce sont des outils indispensables & 1l'analyse du
probldme. Cela expligque notre volonté d'introduire des problémes ol les
donndes sont les unes sujettes & veriztion, les autres fixes, dans un

cantexte géomdtrique.

De notre point de vue, l'apprentissage des décimaux est insdperable
d'un cartain apprentissage des fonctions en tant qu'outil; non en tant

qu‘objet. Pour cela, chaque fonction doit 8tre considérée commz uhe, ds
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fagon 2 pouvoir 8tre maitrisée globalement, ou au moins 2u voisinage
de cartaines valeurs de la varizable, et non comme une collection
infinie de points quton ne szurait comment organiser. 0'al la‘nécassité
d'un référentiel effectivement infini (langueurs, aires, durdes), ou si
nombreux qu'il est assimilé & 1'infini dans le treitement (plus de

1000 points & traiter dans le quadrillage), et 1%intérét.de chaisir

des prablames iésus de la gfométrie et relatifs & la mesurs, dans
ilesquels le continu de l'espace jous implicitement st dans lesquels

la variation de le mesurs a de honnes propris$ids (continuits, monotonie
par intzrvalles).

Par exemple, dans ls probléme de recherche d'un carré d'2irs donnée,
on utilise implicitement la continuité et explicitement le sans de
variation de la fonction x r—ﬁ?x?’. Dans la recherche, parmi les
rectangles de demi—périmé;re p donné, d'un rectangle d'aire maximum,
on recherche implicitement 1=z sens de variation de la fonction
x > xe{p~x) , ot x est 1lfune,privilégiée, des dimensions du rec-
tangle. Dans la recherchs de rectangles d'aire fixés, on cetudie expli-

cifement les variations réciproques des dimensions.

1.2.3. Des gutils pour l'enseignant’

Toutes les procédures euxquelles les problémes précédents amgnent
ont peu de chénce d'8tres menées & lsur terme si elies ne prennent
pas appui sur les conceptions des élédves. C'est la condition pour
qu'ils puissent prendre des initiatives créatrices dont ils socient
en mesure de contrfler le sens et le rapport au probléme.

Par ajlleurs,pour qu'il y ait création collective plus riche que
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celle de chacun et cue cette création collective ait des retombées
individuelles, i1 faut, autant que. Faire se peut, que chacun pulsse
* gntendre " 1l'autre. 11 faut donc se dpnner au sein qg la classe,
des moyens de communication entre conceptions différentes.

Un rfle des jeux de cadres est d?établir ces communications.
Toutefois, pour gue celles-ci solent effectives, il faut & la fois
que chacun dispose a'un szuil de connaissances dens chaque cadre, et
qu'au.dela, la diversité se manifeste. Or, 11 est dans ‘le contrat
standarﬁ de l'dcole, d'acquérir un certain nombre de connaissances
sur les nombres et en géamétrie. Mais le point de vue est essentiel-
~lement algorithmique pour 1l'un, perceptif pour l'autre. les deux
cadres restant étrangers dans leur fonctionnement,

L*introduction du cadre fonctionnel et du cadre de la représentation
sous l'angle‘algébiique at sous l'angle grephigue permet la communi-
~cation entrs cadres et du coup, leur restitue leur puissance et méme
la développe.

b) La dialectique outil-objet est un moyen de s'appuyer sur les

conceptions des 4&ldves. Nous en donnons plus loin des exsmples.

c) Les représentations grashigues: un signifiant pour des signifiés
différents. |
Les représentations graphigues sur quedrillage gradué sont edaptées

aux relations entre 2 variables. Un point de la représentation est
caractérisé par 2 longueurs (les coordonndes du point) qui symbolisent
un couple de‘valeurs des variables en correspondance. Ces variables
peuvent 2tre des nombres sans signification physique ou des mesures

issues d'une situation metsrdielle physique ou gdamétrique., Alnsi
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les lengueurs-symbole de la représentation sont des signifiants pour
les signifiss qui peuvent 8tre des longueurs impliguées dans la cadre
géamétrique meis aussi des nombres ou n'imports quelle grandeur physique
(aire, volume, messe, durdés) ou autre [prix, nombre d*shjéts d une

collection, nombre d'éldves, de repes etc... )

L'efficacits de le reorésentation graphigue comme qutil intervenant
dans la recherche d'un probléme est conditionnde par la distinction
entre signifiant et signifié. Cela explique 1'importance gque nous ac-
cordons dans 1'apprentissage 2 la cormnaissance du quadrillage (cf. cEL
construction du quadrillage, greduation, affinement de la greduatinn)
et & la familiarisation avec la raprésentation grephique de fonctions
diverses comme t2che en soi avant de le solliciter dans un jeu de
cadres comme outil de trevail et guide pour poser des conjectures.
Cette distinction est de premiZre importance quand le signifisé qu'an
représente est une longueu¥f%u quand un point du quadrillége représante
un rectangle dont les dimensions écnt les 2 coordaonndes (cf. problzme
du coloriage du quadrillage‘en 3 couleurs selon que l'aire du rectangle
(a,b) est supérisure, égale ou inférieurs & une‘aire donnée).

Les courbes qui nous intéressent peuvent 8tre considérées de deux
points de vue.
- Comme ensemble de points, mis en relation avec le cadre numdrigue,
c'est un signifiant pour un ensemble de cpuples ds nombres, en. relation
selen une lgi donndée valida sur un certain champ numérigue.
Exemple: l'ensamble des couples (a,h) tels que atbh = k ou axbh = k'

ot k =t k' sont des constantes fixées.

(*)cf. la confusion bien connues entre la représsntation dz la trajectoire
d*un mobile et celle de son mouvement.
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Le champ numérique concerndé dépend de l'éléve: ce psut &tre les seuls
entiers ou des entiers et des fractions...

Comme ensemble de points mis en relation avec le cadre de la situation,

et dans 1l'exemple ci-dessus avec le cadre géométrique, c'est un signi-
fiant pour un ensemble d'éléments de la situation, ici des rectangles
ayant une propristd particulidra: demi-périmétre fixd ou airs Tixée.

~ Comme nartie'du_glan, elle bénéficie du continu géométrigque. Les points
"gntre™ 2 points repérés ont une signification dans le cadre de la situ-
ation-d'origina, mémg si on ne sait pas désignér les nombres qui sont
leurs coordonndes, voire si on ne sait pas qu'on "sait". Ce fait cons-
titue une pression pour étendre la désignetion (cf. recherche des rectan-
gles d'aire 27 ; pour a fixd quelconque, b = %% par aillsurs bilen
connu et familier pour certaines valeurs de a ) et enrichir 1a'gra—
duation de fagon significative vis 3 vis du prdbléme. Le champ numérigue
explicitement sollicité & un moment duﬁné par les él2ves et qui psut
différer de 1'un & l'autre est la trace visible sn expansion d'un ensemble
beaucoup plus large: les réels 70 , maﬂéle(mathématique des longueurs

et des aires, plus généralement des grandeurs physiques.
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1.3. Plan du chapitrs II

Oans ce chapiltre, nous présentons les connaissénces que npous voulcons
mettre en place dans chacun des cadres auxquels nous entendons faire
appel, du moins dans les problémes que nous avons retenus. Nous
donnons la description des situations diapprentissage réalisées en
cp (11,2), en CEL (I1,3), en CE2 (II,4). Certaines de ces situations
concernent principalement un cadre. DYautres sont plut@t des situations
de coordination dans lesquelles l'objectif est double: coordonner des
outils connus dans une situation complexes, introduire un élément
nouveau, Nous décrirons ces situations plutft en termes de dialectique
outil-objet (qu'on notera 00O) et jeux de cadres. En{II,5), nous exami-
nons de fagon bréve un probléme que nous aurions étudi$ si nous avions

caontinué & travailler avaec ces éldves au deld de 1l'école primaire.

La colonne vertdbrale de notre projet didactique, sur le plan cagnitif,
est une genése des nombres; en particulier, & 1'école primeire,. une
gandse des nombres décimaux. C'est pourquoi nous présentons ci-aprés
un plan résumant les différentes voies d'accdés envisagées pour les
nombres décimaux et, sous forme de diagramme, les cadres et jeux de
cadres qui peuvent intervenir dans leur gengse.

Nous présentons aussi le planhde la plupart des séences de travail,
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LA PREPARATION AUX DECIMAUX

Elle se fait

- du point de vue topologique, par 1'étude de situations-problémes
inscritesdans un jeu de cadres géométrico-numérique ol 1a recherche d'un
encadrement, puis d'un meilleur etc ... est 1'outil adapté.

- du point de vue algébrique, par 1a pratique de Ta division eucli-
dienne.

. en situations-problémes ol quotient et/ou reste ont un réle &
Jouer.

. en exercices en soi
sous 2 formulations - algébrique a=(bxg)+r,r<b

- opération alb
riq
#« jntervenant de manidre adéquate dans les problémes
* systématiquement dans les exercices

- = du point de vue numérique strict

. par une pratique journaligre du calcul oral avec explications,
justification ou rejet argumenté des diverses procédures de calcul.

. par un retour périodique é la signification de 1a numération de
. position.

. par le calcul impliqué dans les situations.
I1 n'y a pas d'entrainement systématique & des opérations &crites.
Celles-ci interviennent toutefois dans des épreuves dont le but
est de tester 1a compétence des &léves sur ce point.

Le cadre fonctionnel est introduit en interaction avec le cadre de
1a représentation comme cadre de travail. C'est le caractére outil des fonc-
tions qui va étre solticité.
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Plan d'une sdances

~ Une séance dsbute en géndral par uns phase de calcul oral qui dure

une dizaine de minutes.

- Une deuxidme phase est consacrée aux rapagls des sdances précédantes

s'il s'agit d'un thime en cours d'étude. Elle dure aussi unz dizaine

de minutes, éventusllement olus (cf III jeux de cible ).

— Le travail concernant les nouvelles consignas se déroule en 3 temps:
. Exposition de la consigne, avec discussion collective sur 1%énoncé

pour lever toute ambiglité.
» Travail individuel ou en gquipe, Eventuellement mise au point

partielle en cas de difficultés rencontrées sur un méme point par
plusisurs él2ves; fin de la séance.

« Bilan ﬁnllectif: présentation des résultats & travers des exemples
représentatifs s'il s'agit de travail individuel, des réultats de
chagque déquipe sinon. Cette présentation sst accompagnde dtun débat
sur les productions comparées et sulvie dfune conclusion.

Une séance dure en génséral 1hl/2 : c'est la plags horaire avant la
récréation. Elle peut reprendre aprds la récréation ou peut-8tre
1'aprés-midi, celle du lendemaln est alors en généfal supprimée ou

réduite au calcul oral.
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2. Cours préparatoire (CP).

ler trimestre : Construction de nombres et de systémes de réprésentation

2.1- Des Nombres aux représentations

2.1.1- Désignation d'objets et de relations

L'ancien est constitué par des objets matériels que 1'enfant connait
et par les actions qu'il produit : toucher, saisir, déplacer etc ... des ob-
jets. Avancer, reculer, tourner, se déplacer etc ... dans 1’espace qui 1'en-

toure.

Le nouveau visé est 1a désignation par des signes des objets et des
actions.

L'égalité est un outil & institutionnaliser plus tard. Plusieurs si-
gnes peuvent désigner un méme objet, un signe ne peut désigner qu'un objet
sous peine d'ambiguTta.

C'est aussi la représentation de relations : fléches entre désigna-
tions d'éléments en relation, organisation en tableau des couples d'é&léments
en relation (17/10/75).

2.1.2- Correspondance terme 3 terme : plus, moins, autant.
Tris, constitution de boites”.

On met ensemble dans une boite des collections qui ont autant d'ob-
jets. On donne un signe & 1a bofte. On constitue 3 boftes. On désigne chaque
boite par un signe différent. Notons qu'ici, on utilise des signes dans une
situation plus complexe que précédemment. Les objets & comparer sont multi-
ples. :

Plusieurs signes sur une méme bofte vont donner 1ieu & des égalités.
L'outil implicite "égalita" va fonctionner en situation de communication et
donner 1ieu 3 une formulation. Institutionnalisation de “3 = *" par exemple.
Les signes numériques sont institutionnalisés. Le nouveau ici est d'une part
un signe pour dire autant, (un pour dire "plus", un pour dire "moins" éven-
tuellement%d'autre part une procédure pour savoir-si 2 collections ont au-
tant d'objets.

Les premiers nombres 2, 3, 5 peuvent avoir pour 1'enfant un statut

% De 1a taille d'une boite de chaussures.
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d'objet matériel dans 1a mesure oG il connait les noms, et oi i1 sait émetteur-récepteur, 1fémetteur dispose de plusieurs collections..Il en fa-
reconnaitre globalement une collection de 2, 3, 5 objets matériels. A brique une 3 1'aide de 2 ou 3 collections prises dans son stock. I1 envoie

un message, coﬁposé uniquement avec des signes, au récepteur qui doit avec
2.1.3~. Rangement des boites du moins au plus ce message constituer une collection ayant autant d'&léments. Le contrdle

est assuré par la comparaison matérielle des 2 collections de 1'Emetteur

La connaissance sur laquelle on s'appuie est celle d'une procé-
et du récepteur.

dure pour savoir si 2 collections ont autant.d'objets. Pour ordonner les
boites, on ordonne 1'ensemble obtenu en prenant une collection dans chaque
boite. L'outil implicite qui justifie cette procédure est 1a compatibilité
de 1'ordre et de la relation d'équivalence "avoir autant d'éléments" ou en- . Les boites constituées, désignées, sont rangées du moins au plus.-
core “&tre dans 1a méme boite". Le théoréme en actes est le suivant : Est-il possible d'en placer une nouvelle entre deux boites cote a cote ?
SiA=B et B<C alors A<C

2.1.6- Relation "entre"

2.1.7- 1 de plus, 1 de moins (du point de vue de 1'action)

2.1.4- Construction de nouvelles boites Constructions de boites consécutives.

En réunissant les objets de 2 collections différentes on obtient Désignations a + 1, a - 1
une nouvelle collection. Si elle a autant d'objets qu'une collection connue, Dans ce travail, 1'outil implicite est toujours la compatibilité
on peut mettre ces deux collections dans une méme bofte. Sinon, c'est un pouvel de 1'ordre et des opérations avec la relation d'équivalence "avoir autant
Glément d'une nouvelle boite. Plusieurs activitss se présentent : d'&léments". Le travail dans le cadre matériel, les preuves matérielles

sont fournies sur les collections. La symbglisation porte sur 1és bofites.
On pointe le fait suivant : entre deux boites dont les collections ne dif-
férent que d'un élément on ne peut placer aucune boite. La boite a est
précédée de 1a boite a - 1 et suivie par la boite a + 1. (Il s'agit seule-

- constituer d'autres collections ayant autant d'objets que 1a nouvel-
Te en puisant dans un gros tas.

- Repérer, parmi les boites connues, des boites dont 1'association améne &

1a constitution de la nouvelle boite. ment de désignations).
La question de 1a désignation de 1a nouvelle boite se pose. Une gran-
de diversité se présente prenant en compte les différents signes des boites 2.1.8- Institutionnalisation de tous les signes numériques entre 1 et 9
et le mode de construction des nouvelles boites.
Les connaissances utilisées sur lesquelles on s'appuie sont la cor- 2.1.9- a # a - 1, La boite vide. 0.
respondance terme i terme, les signes numériques et 1'égalité entre signes
désignant un méme objet. 2.1,10- afa+1
Le nouveau est le signe "+ pour représenter 1'opération entre bof- A partir d'une boite, on fabrique une nouvelle bofte. En adjoignant

tes et permettre la désignation de nouvelles boites. un &élément i une collection, on fabrique une collection qui ne va pas dans

1a méme boite.

2.1.5- Jeu de cadres entre le matériel et le symbolique On pourrait toujours fabriquer de nouvelles boftes.
Des situations de communication vont provoquer la mise en relation Signalons que pour les éléves, ce "toujours" n'a pas la valeur géné-
du cadre symbolique et du cadre matériel, citons un exemple : dans un jeu rale qu'on pourrait lui accorder. I1 est relatif & leur champ de connaissance

»

ou un peu au-dela.
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2.1.11- Pratique du calcul

Elle est. 3 1a fois orale et &crite. Les &léves calculent dans deux
types de situations : en calcul oral, tous les jours pendant 10 minutes au
début de chaque séance. Ils calculent aussi au cours de recherche de solu-
tions de problémes dans des phases de familiarisation ou de compte-rendy
collectif. Un méme calcul donne lieu en général & plusieurs procédures exa-
minées, contrdlées, rectifides éventuellement aprés avoir décelé 1'origine
de 1'erreur.

2.1.12- Elaboration d'un langage algébrique

Nous décrivons ci-dessous une des situations qui a donné lieu &
1'8laboration d'une formulation algébrique, en termes de dialectique outil-
objet et jeux de cadres. Il s'agit d'un jeu issu des situations didactiques
proposées par G. Brousseau au CP.

Jeu a deux : L'équipe regoit un sac avec des pions. Un des joueurs
puise les pions dans le sac, les observe, puis i1 se retourne pour ne plus
voir les pions. L'autre alors en préléve une partie qu'il cache. Au vu des
objets restants, le premier joueur doit deviner le nombre de pions cachés.

I1s recommencent une partie en échangeant les rdles.

Le contrdle du résultat est facile, i1 suffit d'exhiber les pions
cachés. I1 s'agit d'une phase d'action.

phase a D.0.0.: le sac comporte peu de pions.
phase b D.0.0.:

- le sac comporte assez de pions pour que la perception globale ne
puisse jouer.
La soustraction et la notion d'inconnue sont ici les outils impli-
cites.

- On demande aux 2 joueurs d'envoyer un message 3 un autre joueur
pour qu'il puisse avec un partenaire jouer 1a méme partie.

Cela est suivi d'une discussion entre les 2 équipes pour savoir
‘si les récepteurs ont joud comme les émetteurs, en particulier si le récep-
teur du message a caché autant d'objets que 1'émetteur.
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phase ¢ D.0.0.: Les propositions d'écriture font ensuite 1'objet d'une
discussion collective en bilan. Les &léves aboutissent 3 des écritures
du type = + 3 = 5.

" L'existence de la collection cachée est attestée sur le plan de
1'&criture par le signe =, Dans 1a partie ci-dessus, : = 2. Dans une autre
partie, x peut prendre une autre valeur. C'est ce qui est pointé au compte-
rendu collectif, & 1a comparaison des différents messages.

2.1.13- Une correspondance entre le langage algébrique et le langage numérique.

I1 s'agit pbur 1'élave de se familiariser avec la signification de =
dans # + a = b pour des a et b donnés numériquement :

2+ 4=7 x+3=8 2+%=26 ete ...

Cette question est en général reliée & la décomposition d'un nombre
en somme de 2 nombres.

% + 4 = 7 est plutdt compris comme - parmi les différentes maniéres
de faire 7 que je connais, y en a-t-il une qui comporte un 4 -.

2.2- Des représentations aux nombres

Citons pour exemple des thémes effectivement traités en novembre-
décembre 1975 dans le CP qui nous intéresse. Ils concernent la mise en place
d’un nouveau cadre de travail : la représentation..

27/11/75 1})x+a=5
2) codage des rues simulées par les allées entre les tables.
Ceci fait suite 3 un codage des tables de 1a classe @ propos d'une
réunion des parents d'é@laves. Chacun avait recu & 1'entrée un carton portant
Te signe de la table de son enfant. Un effort avait &té fait pour que le re-
pérage soit facile : Tes tables avaient &té organisées en rangées, les rangées
numérotées et chaque table numérotée dans sa rangée. On donnait & 1'entrée aux

parents 1e code de lecture du carton.

2/12/75 Quadrillage sur le sol du préau.
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Phase a D. 0. 0.: Un jeu de rendez-vous, par message sans dessin, sur les
croisements du quadriilage.

Le probléme ressembie 3 celui des parents entrant dans la classe.
Peut-on adopter pour les croisements du quadrillage, le mode de désignation
des tables dans la classe.

Phase b D.0.0.: Recherche d'un procédé commode et systématique de désigna-

tion des croisements.

outil : un noeud du quadrillage est caractérisé par 2 informations : Tes
signes des lignes qui s'y croisent.

Phase ¢ D.0.0.:
. Elaboration de couples (x, &) numériques pour d&signer un croisement.
. Distinction (%, &) et (A, =).

Phase d D.0.0.: Institutionnalisation du mode de repérage des lignes et des
croisements du quadrillage comme instrument de représentation.

4/12/75 Exploitation du quadrillage

A La mattresse a affiché au tableau un
3 quadrillage représentant celui du préau,
11 est gradué de 1a méme fagon. Elle re-
tient toutefois qu'un croisement est un
4 signifiant pour un couple de nombres.

S 4 2 3 4 5 6
La consigne est de rechercher tous les croisements pour lesquels

x + 4 = 6. C'est une occasion 3 la fois de tester les &laves sur leurs connais-
sances numériques et de les familiariser avec les nombres. Le langage est dif-
férent selon le contexte (matériel, numérique, graphique) auquel i1 se référe,
mais les informations doivent étre cohérentes,

Dans « + A = 6, 1'outil implicite est 1a notion de fonction : on peut
choisir 1'une des valeurs, et 1'autre est alors déterminée. Pour 1'é&léve, il
s'agit de trouver 2 nombres dont 1a somme soit &gale & 6. I1 y a plusieurs pos-
sibilités.

Phase e 5/12/75

8/12/75

9/12/75

11/12/75
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Alignement de points sur le quadrillage

- travail collectif
Construction et observation de "1'alignement"” des™6,
des’5, des'4’ete ...

Pratique orale de 1a recherche de x tel que
a+x=0>b

La maitresse présente 1a question sous forme de devi-

nette. Elle interroge les éléves & tour de rgle sur

une équation différente.

Le contrdle est graphique

Exemple : 2+ x =5 44u2=7 etc ...

Nouvelle consigne : = + A =7

Recherche de couples convenables.

Chacun vient indiquer sur le quadrillage du tableau
(10 x 10 noté de 0 & 9) un couple répondant & la ques-
tion.

Fonctionnement du codage du quadrillage dans une nouvel-
le tiche.

Une situation de communication 3 2 :

émetteur et récepteur disposent d'un quadrillage. L'émet-
teur fait un dessin sur son quadrillage en joignant des
croisements par des traits. I1 envoie un message sans
dessin sur feuille blanche & un récepteur qui doit re-
produire sur son quadrillage le méme dessin.

Si le récepteur ne comprend pas le message, i1 le ren-
voie avec des questions'écrites’a 1'émetteur. _

Le contrdle..se fait par comparaison des dessins de 1'é-
metteur et du récepteur. Les erreurs font d'abord 1'ob-
jet d'une discussion entre les 2 protagonistes. Elles
interviennent &galement dans la présentation collective
des travaux lors du bilan.
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16/12/75 Pratique de connaissances établies
- jeu de cartes & 2
) A Dans chaque case est écrit un nombre
n 017 5| compris entre 0 et 7 (bornes incluses).
4 2 Un joueur pose une carte - L'autre joueur

pose une autre carte cdte a cdte sur 1'un des 4 cbtés
de Ta carte a 1a condition que la consigne "a + b = 7"
soit respectée. I1 est entendu et précisé que a et b
désignent des nombres.

Vacances

Conclusion :

A la fin du trimestre, on peut considérer que des &léments de base ont
&té mis en place dans le cadre numérique, et dans le cadre de la représentation
sous ses 2 formes algébrique et graphique. I1 reste 3 voir leur disponibilité
et leur efficacité pour les &léves dans les tdches qui leur seront demandées
(cf. cibles). '

2e trimestre : Extension des nombres - Numération - Longueurs

2.3- Extension des nombres

Téute5u1es séances commencent par une phase de calcul oral nommée par
la classe "jeu de 1'autobus™ : des voyageurs montent, d'autres descendent. On
compte 3 ‘chaque &tape le nombre de voyageur dans 1'autobus. Cette phase dure
une dizaine de minutes. Elle est réclamée par les enfants quand 1a maitresse
essaie de gagner ces 10 minutes pour une autre activité.

6/1/76 1) Un test de conservation des quantités type "Piaget".
Tous les enfants sont conservants.

2) Une activité de groupement pour comparer des collec-
tions trop nombreuses.
Les éléves sont groupés par 2. A chaque éléve la mai-
tresse distribue une boite contenant beaucoup de petits
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coquillages. Le probléme est de comparer les 2 tas.

Signalons quelques procédures mises en action :

on les étale; on regarde celui qui prend le plus de

place".

on fait une montagne, on voit 1a plus haute".

on les compte”.

si on ne sait pas compter jusqu'a la fin, on les met
en ligne".

on les met par paquets"”.

6 groupes priviligient cette derniére procédure.

1 groupe y vient aprés &chec du comptage et de la bi-
jection. Les autres se répartissent diversement.

Dans cette situation, les objets sont déplagables et
1a bijection est encore possible, méme si le comptage
ne 1'est pas.

Pour que les éléves changent la procédure, il faut que
celle qui est familiére soit nettement en &chec. Nous
avons repris dans une autre classe, une situation pro-
pqsée par G. Brousseau.

Une feuille 21 x 29,7 est partagée en 2 par un trait.
De part et d'autre,on 1a couvre de petits signes. Les
objets de 1a collection sont les signes, on ne peut

pas les déplacer comme les objets matériels auparavant.
Les signes sont disposés arbitrairement dans la feuille.
Et Te probléme est de comparer Tes 2 collections de si-
gnes a gauche et & droite.

Le travail se fait & 2 &léves, chacun s'occupant d'un
coté de Ta feuille.

Revenons 3 notre classe.

Nous ne faisons pas ici 1'analyse des procédures. Nous
pointons seulement qu'a cette séquence apparaissent les
premiers groupements par paquets dans Tesquels on sait
compter, et la correspondance terme 3 terme de paguets
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ot i1 y a autant de signes. Les paquets situés d'un
méme c6té, donc regroupant des signes d'une méme col--
lection, ne comportent pas le méme nombre de signes.
La nouveauté pour les éléves ici réside dans la mise
en oeuvre coordonnée de connaissances acquises sépa-

rément.
8/1/76 Groupement systématique par 3
13/1/76 Une notation pour désigner la quantité d'éléments

est adoptée collectivement et Ecrite au tableau.
Elle fait intervenir des groupements de paquets, des
tableaux de numération & 2 colonnes.

15/1/76 Fiche de contrdle sur les groupements par 3.
Groupement systématique par 5. Ecriture.

2.4- Longueurs
Du 20/1/76 au 10/2/76

Le théme principal de travail porte sur les longueurs et désignation
d'objets non numériques mais entre lesquels on peut faire des comparaisons. On
peut aussi faire des opérations qui ressemblent beaucoup & celles entre les
nombres. L'objectif est de reproduire avec des baguettes & propos des longueurs,
1a démarche de construction des premiers nombres. L'intérét est, dans un premier
temps, de mieux maitriser les propriétés des nombres entiers en pointant des res-
semblances et des différences avec les longueurs dans le cadre matériel des ba-
guettes. Le point le plus accessible et par ailleurs trés important est le sui-
vant : étant données deux baguettes de longueurs différentes, on a pu jusqu'ici
fabriguer une autre baguette plus courte que 1'une, plus longue que 1'autre.
Etant donnés deux nombres, on ne peut pas toujours insérer un 3e nombre entre
les deux. Y a t-il une situation analogue pour les Iongueurs?

Un autre intérét des longueurs est de fournir ultérieurement avec la
droite graduée une représentation des nombres.

Remarque sur les thémes d'&tude.

L'étude des longueurs n'est pas exclusive pendant cette période. 1'étude
algébrique et numérique continue mais se place dans une phase de familiarisation
et de routine. Ceci explique le contenu des épreuves du 29/1/76.

20/1/76

22/1/76

27/1/76

29/1/76

3/2/76

1)

-

2)
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Classements divers des baguettes selon le caractére
retenu : couleur - matiére - flexibilite - taille
etc ...

Comparaison de baguettes. Codage des baguettes.

11 est nécessaire de donner des signes différents
d des baguettes différentes. Ceci déclenche une discus-
sion sur 1a signification du signe "=".

Deux baguettes différentes peuvent &tre aussi longues,
"avoir la méme longueur?

On choisit un signe pour dire "longueur"
“FA" veut dire Tongueur de 1a baguette A

Comparaison. de baguettes qu'on ne peut pas

déplacer. Comparaison de 1a'longueur du bureau et de
1a Tongueur du tableau.

Les Tongueurs sont suffisamment proches, les objets
suffisamment loin 1'un de 1'autre pour que la percep-
tion ne puisse pas jouer.

I1 est nécessaire de recourir & un intermédiaire dé-
plagable.

Les &élaves le choisissent assez long pour simuler le
déplacement et pratiquement faire en sorte qu'il s'agis-
se d'une comparaison directe .

Rappel de 1a séance précédente.
Ecriture de Ta comparaison des longueurs.

Test si x = |3 5 6 veone X varie
qué vaut x + 2’|

Utilisation d'une petite baguette pour en mesurer une

grande.
Le probléme se présente matériellement :

combien de petites baguettes peuvent rentrer dans la
grande.

On peut se servir d'une seule petite baguette
pour le savoir, & condition de 1a reporter convenable-
ment : repartir de 13 ol on est arrivé.



5/2/76
10/2/76

1)

- 52 -

Commentaire sur la séquence’

La maitresse voudrait obtenir des écritures de la
forme 3b < s < 4b. Les €léves lui opposent un refus.
Pour les éléves, 3b n‘est pas une iongueur.

L'écriture 3b désigne une action : on a reporté 3 fois
1a baguette de longueur b. L'écriture n'est qu'une
représentation de la manipulation.

Le changement de cadre. ne peut se faire sans une
évolution des conceptions des &léves leur permettant
d'interpréter 3b comme une longueur. Il faut des situa-
tions congues a cet effet.

Fabrication de baguettes

par mise bout & bout d'anciennes

On reprend une situation de communication qui a &té
utilisée pour construire des collections nouvelles
d'objets & partir d'anciennes.

Jeu émetteur-récepteur : tous deux disposent de 2 lots
identiques de baguettes de longueurs différentes. L'émet-
teur fabrique une baguette par juxtaposition de 2 ou 3
baguettes et erivoie un message écrit permettant au récep-
teur de construire une baguette de méme longueur que la
baguette fabriquée.

Ici la désignation est un outil.

I1 est nécessaire de se mettre d'accord sur une désigna-
tion des longueurs de baguettes si on veut savoir de quoi
on parle.

2) Chacun dispose d'un lot de baguettes, toutes de méme

Tongueur pour les 2 joueurs.
Le jeu est le méme.

24/2/76

2/3/76

7/3/76
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Exemple de formulation des Tongueurs :

camillo :"il a pris 3 baguettes, i1 a donné un nom
3 la baguette,~toutes de la.méme Tongueur.

r+m+n=>b m=n=p
on. peut Ecrire r+r+r=>b -

Isabelle ‘n+n+n==5b

La maitresse ©'n + n 2" E:'2n"eteenfin b = 3n = 3m = 3r
Vacances de Février

De retour des vacances, la maftresse reprend le travail
de numération, les groupements par dix. Les é&léves uti-
Tisent des abaques.

Récapitulation du travail de mise bout & bout des baguet-
tes.

.:Les éléves recherchent une désignation cohérente des
baguettes et longueurs de baguettes : si M désigne
une baguette, m 'désigne Ta Tongueur de la baguette M.

. Report de baguettes, &criture de nombreuses égalités
et inégalités enwutilisant la transitivité de 1'ordre.

Mise en jeu d'une fonction

Coralie a 6 ans, son frére Frédéric a 9 ans

Quel &ge avaient-ils 1'année dernigére, 1'année d‘avant ?
Quel &ge auront-ils 1'année prochaine, dans 3 ans, dans
5 ans etc ... ?

Ecriture de quelques correspondances.

Le jeu de 1‘'autobus fonctionne pour des nombres allant
jusqu'a 30 environ. :
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2.5- 2e-3e trimestre : Coordination des acquis - jeu de cadres outils-objets.
Un jeu de cadres sur le théme-de 1a course

Nous avons choisi un théme de travail dans Tequel Tles nombres, les
Tongueurs, la rebrésentation sur quadrillage vont entrer en jeu de maniére
interactive, permettant ainsi un fonctionnement de la dialectique outil-objet.
Toutefois, les concepts de temps, durée, plus vite, moins vite sont source de
difficultés pour les &léves, méme dans un contexte tras simple. Nous notons en
particulier des difficultds 3 se servir des connaissances numériques pour ré-
pondre & des questions sur 1a course. L'intervention d'un 3&me cadre en relais
débloque souvent la situation. )

Nous citons pour mémoire la Tiste des activités en mars-avril. Nous
détaillons plus loin un autre jeu de cadres 3 1'occasion de la situation ap-
pelée "jeu de cibles™. .

Signalons que le théme de la course sera le théme de travail de la
mi-mars 3 1a mi-mai 1'année suivante en CEl.

7/3/76 - courses simultanées, départ en ligne sur le stade.

- course individuelle un & un. On note en liste les noms
et les temps de chacun.
La course est en deux parties. Chaque coureur a 2 temps.

16/3/76 - Représentation sur une feuille du parcours sur lequel
on a couru.

- Qui est arrivé en premier, en second etc ...

Parallélement, des séances sont consacrées 3 1a numération.

Vacances de P3ques

6/4/76 1) Rappel de la course
R

Les élaves redessinent une représenta-

AD T
Méme si les traits n'ont pas la méme longueur sur 1a re-

présentation, ils désignent des parcours de méme longueur

sur le terrain.

tion du parcours. I1s désignent les coins.

13/4/76

15/4/76

2)

3)

1)

2)
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11s rappellent les résultats de la course :
le ler, 1e 2e, ... les ex aequos.

Nouvelles informations : 1a majtresse, lors de la

course, avait noté les temps de chacun & chaque change-
ment de direction. Ces temps varient entre 5 et 9 se=
condes. Elle affiche toutes les informations sous for-
me de tableau D+>P-+Q->R~=>A

Valérie 7 8 6 5

Coralie 7 6 6 6

Frédérique 7 8 7 7
Questions

On pose toutes les questions qu'on veut.
On les classe, on essaie d'y répondre.

Course de relais par &quipe de 5 ; les parcours ont 1a
méme longueur pour chacun. Ainsi, 2 trongons sont droits,
3 comportent un tournant.

Sur 1a représentation déja faite du parcours global, on
reporte les points de passage du témoin.

Lioutil implicite est 1'échelle.

L'outil matériel : une grande baguette qu'on reporte sur
1e terrain, une petite baguette en carton qui la simule
en classe et qu'on reporte autant de fois. Si ¢a ne va
pas, et c'est Te cas en général, on redessine le parcours.
La maitresse a choisi la grande baguette pour que Te report
tombe juste.

Récapitulation du jeu de relais :

description, données, procédures de représentation,

mode des désignations des &léments : coin, distance entre
2 coins.

Quelle est 1'équipe gagnante ?

Y a t-i1 des ex aequos etc ...
Les temps vont de 4 & 11 secondes
Les temps globaux de 24 & 37.
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22/4/76 Essai de représentation graphique t -+ distance 3. Sttuations d'apprentissage au C.E.1.
échec en général, confusion prévisible entre la. ‘ Année scolaire 1976-77
trajectoire et 1a représentation du mouvement.

Nous donnons d'abord us plan du travail effec;ué chaque trimestre

27/4/76 Jeu de cible en termes de contenu, Nous développons ensuite certaines &tudes en termes de
Voir étude détaillée. jeux de cadres et 0.0.G Nous donmons des &valuations des £l&ves en cours
d"année.,

3.1. Plan du travail de 1’amée.

1o trimesire : Le cadre de la représentation algébrique et graphique

Crion ane'habézud¢7¢t dBveloppei une phatique du fandage algébrique

dans des situations fonctionnelles simples.

Exemple : Béatrice a 2 ans, Lsabelle sa soeur (une &ldve de la classe) a 7 aus.
quel &ge aura Isabelle quand B8atrice aura 3 ams, 4 ans ete...

Quel ige aura Béatrice quand Isabelle aura 8 ans, 9 ars,....

I1 s'agit de la reprise d’une &tude abordée au C.P. La situation
provoque un jeu de cadres entre la réalité de 1'enfant,.1e numérique, la

représentation algébrique et graphique.

Symétries.

a) Etude dams le cadre gométrique, dessins sur papier blanc
b) Transformations du plan codées sur un quadrillage gradué
&, (=%,7) 3 (X7 (F,%) ...
¢) jeux de cadres géométrique, algébrique, numérique : 1'outil Etant

le quadrillage gradué.

La multiptication.
a) Etude numérique
b) Etude xw$2a %X X

¢) Etude graphique en interaction avec les précédentes.

* DOO ou D.0.0, abréviation pour dialectique outil-objet.
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2eme trimesine : Etude graphique

Rechenchen sur fe quadiillage grdadué des points alignés avec des points

]
donnés par leurs coordonnées. 2
. - B 3 @ ot
a) Il y a entre les coordonnées des points, données, des relations simples H £
. seea o o ]
d'un type 8tudid : x—)x + a2 ou »—j)a x x avec a entler, pour différentes ':;‘. 8 § §
valeurs de a. Etude comparée des comportements des 2 types de lois. H g Pt
od
T E T o
b) Les points donnés sont alignés avec O mais aucune relation simple nfap- 2 2 - w9
o 9 Q -]
: = Q 0
parait sur les coordonnées. : ﬂ% 77 3 3
Dans ce travail, les.cadres.numérique et graphique sont concernés. o ged / &
] — L 4 o
< ‘g e X
. g & X:)
. g o ps . g . -; o / be’%@& -
Connaltie Lo suppornt graphique 2 Pt ANE
. : . . Ry
a). Construction du quadrillage comme pavage du plan ; maille rectanmgulaire, o // 04@’ 22° “’l
: . . s w LGS 2 g
maille carrée. Qu'est ce qui les caractérise ? o & @ 2.4
° - - . o a noa
C'est un travail géométrique. & §| ‘§ §
b) Graduation du quadrillage g g ‘g ,5:3 3
: L]
- graduation entiBre : lien entre le repérage des points de la gradua— ~ o wou S
" —_—_— ] g3 '3 0
tion et la distance entre l'origine et un point de la graduation. g I, L 3 g
. s . .y | Sl ! 9
- affinement de la graduation au demi, au quart, au huitiZme en rela- g P I E9H A
- Q Qe W
tion avec la mesure des longueurs. Extension du champ numérique désigné et ~ ‘§ @ 55
] @
des opérations sur ce champ &tendu. < 2
3 ;
Ce travail est 1'occasion de jeux de cadres entre la géométrie, la repré- o
o
sentation et les nombres. 9

32me trhimestre : Coondination.

nombres entiers
listes en corresp.

Une situation complexe de ¢oordination des différents outils rencontrés :

la course.
C'est une reprise de la situation propos@e au CP : course individuelle,

course de relais.

tervalles € &

(bornes entidres)

Etude des multiples d'un nombie , caractire dé divisibifite

in

Xb—3) x+5
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3.2. Langage a’gébrique.

a) Il s'agit de crder une habitude et une pratique du langage algébrique
dans une situation ‘fonctionnelle simple
- ou les entiers vont servir I désigmer des valeurs de la variable
et les valeurs correspondantes de la fonction,
- mais o la variable, exprim@e dans un autre cadre est implicitement

Py L4 ~ : » . "
" continue, méme si.- la formulation est souvent"discréte’

b) Disposer. d'une représentation visuelle disponible & tout moment de ce
qui se passe "entre" 2 valeurs qu'on sait désigmer. Le fait qu'il se passe
effectivement quelque chose est assuré par regard de la situation dans un

autre cadre.
Probldme : Béatrice a 2 ans, Isabelle 7 ams.

Quel 3ge avaient-elles l'année derni&re, l’année d'avant ? Quel 4ge auront-
elles 1'année prochaine 7 Quel 8ge aura Isabelle quand B&atrice aura 3 anms,

4 ans ....

Dans la réalité quotidienne, le temps ne s'arréte pas.

Les cadrnes concernés sont la réalité de l'enfant, le cadre numérique
et topologique (nomﬁres entiers et intervalles 3 bornes enti&res), la repré-
sentation algébrique (relation entre 1'8ge x de BEatrice et celui d'Isabelle)

et la représentation graphique sur quadrillage gradué.

Dialéctique outil-objet.

Phase a. Les premidres questions appellent comme répomse des listes d'ige,
en nombres entiers d'années, en correspondance.
L'outil est le suivant : quand il s'est &coulé une année, 1'dge des
2 soeurs a augmentd d'un an. Quand il s‘est &coulé un temps t, 1'3ge des deux
a augment& de t. On peut représenter grapﬁiquement les couples d'idges en cor-
respondance sur un quadrillage gradué, du moins certains d'entre eux dans les

limites de la feuille, 1'unité &tant fournie par la maille du quadrillage.

Candcténe du graphique : Pour les uns, le graphique ne fait que porter une

partie de 1'information : ce sont ceux qui reportemt les couples d'age et

les désignent par des points du quadrillage.
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Dans la mesure ot certains couples dépassent les limites de la feuille,
le graphique est ré&ducteur.
Pour d'autres, le graphique peut—-&tre producteur ce sont ceux qui

prennent en compte 1'alignement des points, les relient par un trait.

Phase b. Que veulent dire les traits ? A quoi correspondent les points sur

les traits ? Un &léve, observant sa représentation, pose la question
"™ ot entre 4 et 5 qu'est ce qu'il y a ?"

Réponse d'un autre : "euntre 4 et 5 ans, Béatrice a 4 ans et demi.

Implicite : 1) le temps se déroule contipuement pour tous. Les difficultés

dues au décalage des anniversaires n'ont pas &té soulevées ni par le maftre,
ni par les &léves. Si des &l&ves avaient soulevé la question, le maitre aurait
eu 3 y faire face. La classe aurait &té conduite 3 remettre en cause la dif-
férence 5 ans, 3 ne plus la considérer que comme une valeur approximative, et
3 distinguer d'une part, le modéle : différence constante,d'autte part, la

valeur de la différence.

2) 1'accroissement d'dge pour BEatrice et Isabelle est le méme

en fonction du temps (c'est ce que traduisent les longues listes systématiques

que certains &l&ves &crivent).

Phase ¢. Explicitation de "entre" dans le cadre numérique : "y > 4 y <5".

Tous les points du trait désignent des 8ges, il y en a que 1'on sait
désigner.
. Isabelle 2 5 ans de plus que Béatrice, Béatrice a 5 ans de moins qu’Isa-
belle.

. La différence est toujours 5 ams.

Phase d. Institutionnalisation de la formulation algébrique de la correspon-

dance.

X—>y=x+35
y-x=25
yr—x=y=-5

Phase e, Décontextualisation.

Exercices et tests dans le cadre algébrique

2/10/76 4/10/76 14/10/76
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3.3. Les trnois thiémes d'étude qui suivent sont : Remarqued.
- Les négafj.ﬁé (du 11/10 au 6/11) comme prolongement des entiers connus
pour désigner des déplacements orient&s sur un axe pointé avec un O. -Nous n'avons pas dans la progression, mené notre projet d'étude sur les
< La sym ginie (du 8/11 au 11/1/77) comme transformation gométrique sur ’ négatifs jusqu'au bout. Nous espérons le reprendre dans le ler cycle du
papier blanc et sur quadrillage gradu&. Dans ce cas, on introduit un second degré.
M Toutefois, les &léves se sont mis d'accord sur les points suivants :

codage algébrique du type (x,y) 3 (-x,y)
- le symétrique du symétrique c'est le point lui-méme.

M
xy _ M M
Gey) 53 (%,79) 1) 53 (5,y) FES (-(1),7)) = (x,y)
- La 4onction Lindaire xt—a x x (du 18/1 au 27/1/77) au sein d'une - 5i le point est 3 gauche, son symétrique est 3 droite.
étude sur la multiplication. S§'il est 3 droite, son symétrique est 3 gauche. Par exemple
' s . - - . )
L'intention &tait de corréler, un jour, ces trois th&mes pour prolonger six = -3 —x=-(-~3) =3 (=x) = ~(~(=3))) = -3 ....

les opérations aux négatifs de fagon que les graphes de x+ (a x X) restent .
des droites et que lp3a x 1 =a pour a>o ou a<o six= 3 -x=-3 “Cx) = -(=3) = 3 ...

c'est la parité du nombre des signes (=) qui compte.

- Nous détaillons ci-aprés seulement le travail sur la multiplication.

Toutefois, nous verrons des ré@surgences des nombres négatifs en CE 2,

3> G¥%X a propose de la recherche de 2 nombres dont la somme est donnée. Par
a3 ailleurs, les &ldves utiliseront la symétrie pour donner unme descrip-
x>0

tion géométrique du rectangle (cf. travail de la deuxiZme quinzaine

de Novembre 1977).

axo
Xy O
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Féte foraine: les manéges.

La mattresse est le caissier principal. .

1) On joue au seul mandge 4 2F . M. (1a mattresse) distribue du
vrai argent & chacun. Des maniges sont improvisés dans le préau.

2) M. a récupéré l'argent & la fin du jeu précédent. Les clients
paient maintenant en inscrivant des sommes sur des papiers.

3) Prévisions de dépenses: les clients se groupent en égquipe. Chaque
égquipe choisit une somme d'argent pour jouer. Elle doit préveir ses

s

dépenses & chaque mangge et envoyer ses prévisions & chaque caissier

pour qu'il les contrfle.

Le caissier principal
a au début du Jeu,
de l'argent et des tickets & 2F, 3F, SF

(toutes les informations sont affichées. )

o

au début, les clients ont chague caissier (un par manége)

de 1'argent (regu de M.) a des tickets (regus de M.)

a2 la fin, les clients ont chaque caissier a moins de

des tickets et moins tickets et de l'argent

d'argent

| Chacun fait ses comptes.
Tous les comptes doivent
s'équilibrer, auprés

du caissier principal

€n prévision du traveil ea 3} , les caissiers de man2ges constituent

une liste "tours-francs”, “pour contrfler plus vite".
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3.4, La multiplication.

Le théme de la multiplication combiné avec ceux de la proportion—

nalité et de 1la linéarité ont occupé les mois de décembre et janvier.

Nous décrivons la 'situation de "la féte foraine" par un diagramme.
Par ailleurs, nous accompagnons la présentation des séquences d'apprentissa-
ge d'une &valuation faite au fur et 2 mesure du développement de 1'&tude.
Elle s'appuie sur des &preuves pass@es le 17/12/76, les 3, 6, 7, 8, 13, 14
et 17 janvier 1977,

Pour les 3 et 17 janvier, nous détaillons les procédures. Dans ces

2 &preuves, les &léves ont 2 faire des choix pour répondre aux questions posées.

Pour les autres Epreuves, constituées de nombreuses petites ques-—
tions dont chacune comporte une réponse, nous classons les &l&ves selon les

réussites-échecs.

3.4.1. Apprentissdge (du 9/12 au 13/1/77)

. explicthlion de la multiplication (9.10.11 Déc). Travail sur papier
quadrill8. On compte les carreaux 2 1'intérieur de figures dessi-

nées sur papier quadrillé : ume irrégulidre et un rectangle.

-~

notation @ axb=
\\\\b +b+ ... +b a termes

at+ta+ ...+a b termes

. Manége : 2 tours +——3 1F, 2 petites pi€ces d'1/2F.

. Coordination addition-multiplication (du 14 au 17 D&c) dans une
situation de communication.
Le contexte : une féte foraine, des maniges 3 S5F le tour, 3F le
tour, 2F le tour.
- Voir diagramme ci-contre.
. Test le 17 Déc.
11 comporte 4 séries de questions. Il y a 15 réponses. Nous don—~

nons par question, le nombre de répomses contenant O ou 1 erreur.

15 réponses | Tours 3F | Tours 5F | Addition | table de
itérée Pythagore

Ooule .{.. .10 - 10 130 L 14
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. du 3 au 13 janvier : familiarisation

- Travail dans le cadre de la représentation: 8tude de la variation

tours —> francs

3/1/77 individuel. -Chacun choisit 2 man&ges parmi ceux 3 2F, 3F,
4F ou 5F le tour. Il &tablit pour chacun des listeés de couples en

correspondénce qu"il choisit arbitrairement et les reporte graphi-

quement.

Résultats : sur 21 travaux

7 font des listes systématiques 1, 2, 3... les antres parcourent

les nombres en sautant de fagon non monotone.

8 marquent 0'———9 0 dans leur liste numérique. Toutefols on ne
trouve aucune fdférence i O —30 dans les listes systématiques mais

13graphiques passent par l'originetles 8 plus 5 autres. .

Les 8 qui restent : Bastien, Camilo, Frédérique, Jacques,

Laurent, Lidia, Sandrine, Yannick reportemt leurs points. Laurent et Yannick

ne les relient pas,les autres relient les points placés.

12 écrivent les &quations de droite sur le graphique ;
parmi ceux_la, 5 ont une formulation"x*iig you x E—i—ééAy" dans la liste.

4/1/77 individuel.

Vous. disposez d'une somme d'argent que vous choisissez.

Vous choisissez un mandge, un nombre de tours. Quelle est la dépemse ? Quel

est le reste ?

Du 6 au 13. Familiarisation algébrique par exercices &crits.

Test 6/1

5 listes 2 compléter.

20 &léves

0 ou I erreur

de 2 3 4 erreurs

les 4
premiéres 19 1
les 5
listes 13 7
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Test 7/1 ..
21 &léves
n=nombres 1 | 2 ou 3 | > 3
} d'erreurs |
- nouveau questions du
'a 1'écrit type b:= 3xa 17 2 2
b donné ou
. "bE=4xa .
- reprise du
calcul complet 9 5 7
oral A o
Test 8/1/77 19 &léves
calcul de a et r 4 non réponses
- nouveau 15 réponses vérifient
3 1'8crit les &galités

-~ reprise du’
calcul

oral

3.4.2.

3.4.3.

7 sur les 15 dommnent
r minimum

Autres.questions tout juste

Test du 13/1/77 |21 &l&ves

| &l3ve commet 3 erreurs, 2 &ldves 1 erreur, les 19 autres

font tout juste.

Réinvestissement : probldmes traditionnels de multiplication

4/1/77 - Commande de galettes : vendues par caisses de 6
prix d'une galette S5 F
On passe des commandes, combien coiite chaque commande.

La commande est au choix de 1'éléve.

Nouveaw Eﬂabléme : la division euclidienne 3 1'oeuvre.

17/1/77 - On veut des galettes pour un certain nombre d'enfants.
On en distribuera une par enfant. Passer commande pour

un nombre d'enfants au choix et pour 159 enfants.
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Les procédunes. .

P 4 ne font rien
4 1 calcule des multipley$de 6 et dérape

P 3 &crivent systématiquement la liste : .
nombre d'enfants +—) nombre de caisses.
de 6)~—>1 3 96+ 16

1’3 1 cherche 3 encadrer 159 par des multiplés de 6 (6 x 20, 6 x 40,

6 x 17) et s'arréte.

P4 3 répondent pour 100 par recherche de multiple de 6 et regroupe-
ment jusqu'd obtenir 100.

P 7 aboutissent 3 159 = (26 x 6) + 3 par recherche de multiples de

6 et regroupement. des quotients et des restes.

Le 17/1/77.

Pd Sandrine - Lidia - Mathieu - Jacques

Pl Laurent

P, - | Kamel Olivia - Virginie répondent pour 100

P3 Marc

P4 Bastien -~ Frédérique - Isabelle

Py Camilo — Elsa - Gilles - Grégoire — Louison
Valérie - Yanmnick

- Pour les é&l8ves recourant i 1’5, les objectifs d'apprentissage de cette

premiére partie de l'annSe sont trés largement atteints.

- Pour ceux recourant 3 P4, Olivia, Virginie et Marc aussi, avec toutefois

moins de robustesse.

- Ramel et Laurent ont une comnnaissance numérique opératoire dans les situa-
" tioms simples, Mathieu -~ Jacques remplissent 3 peu pr3s convenablement les

tiches algorithmiques (cf. les tests décontextualisés).
- Sandrine commet des erreurs de calculs.

- Pour Lidia, l'@criture des nombres ne repr@sente pas encore une convention

d'écriture des groupements. Ce sont des désignations globales.
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3.5. Une autre connaissance du quadriflage.

3.5.1. Mesure des Longuewrs.

Cette &tude est une reprise du CP. Elle concerne une notion qui

doit servir d'outil dans le théme suivant : construction d'un quadriilage.

310477, Consigne 1 : a 1%aide d'8tiquettes auto~collantes toutes pareilles,
fapriquerdes bande_s. Comparer les longueurs des bamdes,

Consigne 2 : Dessiner un trait, emvoyer un message i un camarade
pour yu'il dessine un trait de mdme iongueur,
matériel : aprds dessin du trait, avant écriture du message, chaque &l&ve
regoit une baguette de longueur u (la méme pour tous) [ Dou —Per].

Production des &ldves : -Z- U, % 1 ... et nombreuses relations,

3.6.2. Comstuuetion du quadrillage du 1/2 au 8/2/77.

Dans une premiére &tape, seul "le cadre gdométrique est concerné. Il

s'agit de paver la feuille,

1/2/77 Une situation de communication.

DOO phase a : construire sur ume feuille blanche un quadrillage.

DOO phase b : Envoyer un messuge t&l&phonique sans dessin 3 un camarade

pour qu'il construise le m&me quadrillage.

D00 phase ¢ : Explicitation des propriétés de la maille‘des quadrillages
utilisés jusqu'ici,
DOO phase d : Pour connaitre un rectangle, il faut connuitre ses 2 dimensions,
Pour un carré, les 2 dimensions sont &gales,
Dans une deuxidme &tape, les cadres géométrique. et mumérique sont mis

en reiation par i’intermiéliaire de la mesure,
3/2/77 Une situation ae comsunication.

Travail par &quipe de 4.

Chacun r.eq,oit une baguette de longueur u

DOO phase a : En se servant de u, construire un quadrillage. Chacum en cons-

truit un. Les quatre sont différents dans l'&gquipe.

DOO phiase b : Envoyer une message téléphonique sans dessin 4 un camarade pour

qu’il dessine le m@me quadriliage. (cf, chronique en annexe),
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1'cutil adapté est ici la subdivision de u en demi, en quart, tiers, etc,...

Emetteur et récepteur compyrent ieur quadrillage et &ventue }euent
essaient a'expliquer la non-conformité, En cas de difficultés du récepteur,
celui-ci renvoie le message avec demande supplémentaire de précisionms....

1 1 1 : .
‘D00 phase ¢ @ ZU s A u 3IU ... sont des longueurs plus petites que u. Mais

. i on conpait u,on les connait aussi,

Dans une troisidme &tape, le cadre graphique est concerné et mis en

relation avec le cadre mumérique (graduation du quadrillage, affinement de la

graduation) et avec le cadre g&ométrique (recherche de la distance de 2 points

du quaurillagej.

Consigne : tracer deux axes, les repérer par des lettres A, B, C....

3.5.3. Graduation.

DOO phase a : Choisir 2 points sur une méme horizontale ou une méme verticale,

Quelle est ia distance entre ces 2 points ?

Proposition d’&ldves : "Si les points sont proches, on compte
les carreaux, S'ils sont loin, on est enmuy&" -(0Olivia)
~"quand on avait des nombres au lieu des iettres, c’'était bien,
on faisait la différence” (Héiene)

Décision : on mumérote les lignmes.

DOO phase b : Une situation de comsunication.

. Cnoisir 2 points A,B sur 1’axe horizontal de son quadrillage.

. Envoyer un message 3 un camarade pour qu'il place sur son qua-
drillage 2 points A et B, de fagon que la distance entre A et
B, soit la mé@me qu’entre A et B. Le contrble se fait par compa-
raison des longueurs des traits AB et Ay By.
Outil implicite .: comparer des longueurs revient & comparer les
nombres qui les mesurent, 4 condition d'avoir pris la méme unité

de uesure.

DOO phase ¢ : Explicitation du rSle de 1l'unité de mesure,
Le message doit comporter pon seulement le "'nombre' de carreaux

entre A et B, mais aussi la "taille" d'un carreau,

-

Chacun marque sur les axes de son quadrillage & partir de 1l'ori-

gine, les points obtems en reportant 1'unité u. Chaque point
. est désigné par un nombre : le nombre d'unitds u entre 0 et

ce point.
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DOO phase d : Etant domnés 2 points A et B de la graduation,désignés respec-
tivement par les nombres p et q¢ (g > p), la distance AB est

(g-p) u. La distance de 0 3 A est p u.

Du 4 au 15/2/77. Giadudtion de diffenents quadnillages.
Un jeu entre le cadre mumérique et le cadre géométrique.

4/2/77. Travail en séance collective.
Le matériel est constitud par 4 quadrillages que la maitresse a

dessinés sur de grandes feuilles de papier calque. La longueur des mailles

est respectivement Ilu , -él-u s —ll;u N %u . Le quadriilage Qu’ gradué en

a2

nombres entiers est affiché au tableau.

Le quadrillage Q,u (lignes dé couleur différente du préc&ent)

est posé sur Q de manidre’que les axes soient superposés,

Probléme : désigner les points des axes de Qiu obtemus par report de % u,
3

de wanidre qu'on puisse comparer les distamces entre points sur l'un ocu

1l'autre des quadriliages.

i -2 = 2. - _1..
Qutil '7“ lu 2“ lu.+2u PR

nombreuses &critures

3.5.4. Extension du champ numérique.

: -21- , % , % 2 ees ; s... désignent des points de 1'axe - horizontal
ou vertical - la désignation% inaique que la distance de 0 au point corres-
pondant 'a; est ;— u =k x —zl—u. Comme longueur, %‘-u peut avoir beaucoup
dfautres &critures, Par exemple l—; u=7u+ -;-u. Ainsi l—g et 7 + %- dési-~
gent le méme point. Quand on prend u comme unité de longueur, l—g et 8

désignent la méme mesure.

Exercices Sur le quadrillage Quu gradué en prenant u comme unité de longueurs
- z

Choisir deux points A et B n'importe ol sur la graduatiun. Cal-

°

culer ia distance AB.

Cnoisir un point A et une distance d, trouver B a la distamce d

de A,

Bifan : On calcule avec les -Ezl comne avec les entiers ; on les compare,

on les additionne, on les soustrait.
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Exercice : Etant donnés deux nombres a et b entiers ou de la forme% oun de
i = k
ia forme n + 5

-~ les comparer

- Trouver le nombre qu'’il faut ajouter au plus petit pour obtenir

un nombre égal au pius grand,

DOO plhase 2 : graduation en u de Qu, de Qqu du 8 au 15/2/77.
0 ]

Nombreux calculs entre les entiecs, les % N % N % .

Problome : Caoisir sur som quadrillage 2 points A et B sur une mBme hori-
zontale ou une méme verticale i coordomnnfes non entiéres. Envoyer um message
4 un camarade pour qu'il place sur son quadriilage (pas nécessairement le

méne) 2 points A Bl teis que : distance A B = distance AlBl'

Autrement dit, on reprend le probl2me qui &tait rest@ em suspens.

Procédure systématisde : passage par l'entier voisin,

Remague : Notons que pour certains éléves, clest ie cas de Lauremt, le

moddle des entiers dicte encore les procéiures quand la situation devient

2
une expression en nombres entiers k de quarts (resp. de mitidme). Les nom-~

complexe, Par exemple sur Q_l. (resp. Q.L , comme sur Q;) les coordommnées ont
3 3

bres k; sont utilis&s pour caiculer la aistance entre 2 points (20 pour

%

20 x 1), Geci se produit moins quand il s’agit de Q -
3

Bifan : Le chamf,v mumérique sur lequel onm sait calculer comprend les entiers

les P, P2, % qu'on: comnait. On pouvait en fabriquer d'autres,
2 4

Une précision : om sait mulitiplier 1%% N % R % pac un nanbre entier,

. fes o . Heto1s 1 1
car il s'agit d'une addition it&rée. On ne sait pas multiplier FPaA— 5 .
Nous domnons pour mémoire, une information rapide sur les themes d'étude

qui ont suivi.
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3.6. Durde. Relation distance-durée

Les mois de Mars-Avril ont &t& comsacrés & 1'étude de la notion de
durée et des relations entre distances et dures, dans unme situation complexe
pour les Eléves, impliquant plusieurs notions : "la course”. C'est une reprise

de la course du CP. Les cadres concernds par la situation sont :

- 1a réalité de 1'enfant : les enfants courent sur un parcours déterminé,

soit individuellement, soit en course de relais par &quipe de 3.

- le cadre physique : on mesure les longueurs de parcours, les durées

de course.

Le rdle des unit8s de longueur et des unités de temps est objet d'&tude,
de méme que les notions "plus vite, moins vite" "court régulilrement'.

- le cadre numérique est sollicité par les mesures

- le cadre graphique intervient pour les représentations du parcours
d'une part, pour la regrésentation des relations entre le temps et la dis-

tance parcourue pendant.ce temps au sein d'ume course d'autre part.
S

A cette occasion, l'alignement des points sur la représentation a &té
interprété comme une "régularité&" de la course. Par exemple, chaque fois

qu'on fait 10 mdtres de plus, on met 3 secondes de plus.

3.7. Refour aux nombres entiers

Etude des notions de multiples, pratique de la division euclidienne.
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Sttuations d'apprentissage au C.E.2.
Annéde scolaire 1977-78.

on

tat

L’enseignement au C.E.2 s'est organisé autour de trois pdles.

Le premier pSle est marqué par 1'étude de situations fonctiomnel-

les issues de la vie quotidienne, axées sur la proportionnalité.

&,

"Le deuxiZne a trait i la mise en route de jeux de cadres et dia-

lectiques pour des probl2mes de mesures issus de ia gEom&trie, Pour ces pro-

fonctionnel

ALGERRIGUE
/

blémes, nous Jonnons d'une part la liste clironologique Jdes séyuences, d'autre
part, pour deux d'entre eux, une présentation en termé;de DOO. Nous accompagnons
cette présentation Ju compte rendu d'une séance Jde travail, le 5/12/77 ; Nous
noterons en particulier la diversité des choix des &léves pour répomdre & la

question posée,

RELATIONS ENTRE NOMBRES

‘sonsidérés comme MESURES

en devenir

Le troisilme marque un retour aux nombres entiers et 3 1'é&tude

de certaines de leurs propriétés(de certains caractéresde divisibilits).

™~ EQUATIONS

Détaillons.

-
\ .

4.1. Situations fonctiomnelles issues de la vie quotidienne.

.. VARIATIONS
—~
¥
/
v
\
cadre de la represen

Q

Le travail s'est déroul? en septembre-QOctobre;le coutexte est

GRAPHIQUE

pris dans la vie courante. Le eontrdle est assur& d’ume part par la recher-

che de colifrence entre les résultats des &iéves, J'autre part par la recher-

grandeurs et les nombres
— o ——

GRAPHIQLES ™~ .

cite de cohérence entre les calculs, ou les calculs et les représentations.Laligne-

DROITES ET PLAN ,°

ment des points dans la représentation exprime, dans les termes de chagque

o @ support des
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Th3me : 1) Tariis de parking 3F de 1l'heure

‘s
A
-

relation durée »—3 prix

plicitement

o
-
Q

- représentation graphique pour une somme donnée, combien de teaps

f l‘ \o ~
°
licitement

de parking a-t-on.

~ Correspondance heures — jours
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RECTANGLES
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2) Tarifs dJe taxis

inie imp

ENTRE GRANDELRS

longueurs-aires

DIVERSES RELATIONS

PLAN

- 3F pour ciuaque km effectué, 5F de prise en charge

relation distance r—3 pxix

- Il
trie "

- Autres exempies en faisant varier les données mmériques.

SAS

correspondance en extension

partout déf

AVEC
VESURE

3. Problén;e : On a beaucoup de déplacements & faire, Les longueurs a par-

de la

courir somt tris variabies, Une compagnie de taxis propose 3 tariis,

13

geome

- wae partiellement d&f
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. 1,50 F par km et 4.50 F de prise en charge

. 2 F par km et pas de prise en charge

. Un forfait de 25 F par tranche de 15 im.

Toute tranche entamée Joit 8tre payée.

on voudrait & chaque déplacement choisir le plus avantageux.

Comment savoir ?

Commentaire : La motation 1,50F est une nmotation sociale, Elle n'implique
rien sur la conpaissance des &critures & virgule pour désigner des noabres

décimaux. Elie veut dire IF et 50 centimes et 2 x 50 centimes = 1 F

La représentation graphique des relations distance —) prix pour
chacun des tarifs peut intervenir comme outil de xésolution ou au moins de

propositions i contrdler par le caleul.

4) Variations et question diverses sur les sujets suivants :

. 13 oeufs & ra douzaine, on connait le prix d'une douzaine.
. 6 assiettes pour 2 bols

. 3 pamplemouses pour 5 F

. Les taxis avec de nouvelles valeurs numériques.

. Comnunications teéléphoniques et prix.

Comne on ie voit, ii s'agit de relations entre des mesures de
nature différente. En général, 1'étude est mmérique dans le sems direct :

on peut choisir les valeurs de départ et on a un proc&dé de calcul pour

obtenir leés valeurs corresponmlantes de la fonction. Cette &tude domne lieu 2 des

suggestions provenant du graphique, scutemues par une réiérence 2 la notion
"eptre" quami il s’agit de chercher la valeur de départ correspomlant & une
valeur 3 1'arrivée comprise entre 2 valeurs prises. Si possibie, les sugges—

tions sont contrdlées par le calcul,

4.2. Etude purement graphique dans un jeu emetteur-récepteur.

Il s'agit de se mettre d’accord sur une caractérisation de 1'ali-
gnement de points sur le graphique.
5/11/%7. Consigne : L'émetteur dispose d'un quadrillage gradiué. Il choisit
un point A sur son quairillage. Il emvoie & un récepteur un message, sans

dessin qui doit lui permettre de proposer des points alignés avec 0 et A,
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Indications sur les messages produits.
Ceux~ci sont de 3 formes :
— "ie nom de la droite" exemple y = 2 x x
Dans .ce cas,-le xécepteur a domné des valeurs i x, ¢alculéd y et fourni

N . H £
des points par leurs coordomnnées,

~ 2 points domnés par leurs coordommnées : A et un autre.
Dans ce cas, ie riécepteur a en général proposé des points dont les coor-

donndes sont des wuitiples (facteur 2 ou 3) des coordonnées envoyées .

- 1 point : le point A
Dans ce cas, le récepteur a soit joint le point (0,0) 3 A et s'est retrouvd
avec 2 points, soit il a remvoyé le message pour insuffisance d'information
avec L'argument "un point, ga fait pas une ligne". L'émetteur a alors rappeléd

le point 0 (o0,0).
Nous n'analysons pas cette situation, par aiileurs trds intéressante,
C'est pourquoi nous ne parions pas des procédures d'€checs, qui ont

donné lieu & aller-retour de .nessages,d'discussion au bilan.
Toute la classe s'est mise d'accord sur les points suivants :

~ quand on a le "noa" de la droite (v = a x x) on peut trouver tous
les points
- quand on a un point conmt par ses coordonnées (a,b), les points

(n x a, n x b) sont alignés avec (o0,0) et{a,b)

4.3. Etude géométrique du rectangle.

Séances des 8 - 10 et 15/11 : nous en prégentons une chronique résumée.

le 8/11 : DOO phase a,
Conpigne. Dessiner un rectangle sur une feuiile blanche. Envoyer un message

4 un camarade pour qu'il dessine sur sa feuilie le méme rectangle.

Procédures.

- le rectangle est caractérisé par les longueurs des cBtés. Les cOtés oppo-
sés ont la m&me longueur. ’
— Pour &viter les Jifficultés de construction d'angle droit, un choix est
souvent adopté : 1le rectangle a ses cOtds paralléles (3 1'ceil) aux bords
de la feuille. Deux samaets &tant choisis, fixés, les autres sont un peu

dépiacds pour tenir compte de i'exigence sur les longueurs des cGtés.
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DOO phase b. en séance collective.
A pariir du compte rendu des &l8ves et des caractéres retemus pour

décrire ie rectangle, la maitresse fournit des contre-exeuples.

Orivia :"les cdtds qui sont em face, il fuut qu’ils svient pareils"

Bastien :"non, c'est de travers il faut qu'ils soient droits"
a
b

1
3
Bastien :'"en se penchant, c'est droit”

Olivia :"a = a; b= bl ga val'

Un gfément contingent : Bastien recourt & la syméirie pour caractériser le
rectangle, (c£.CE 1)

Bastien : c'est comne dans un miroir, doxt 8tre ie reflet de a et b le

reflet de b
1t dessi.ne @

Il ajoute : "Ce qui fait le rectangle, c'est le aemi-rectangie reflété dans
le miroir". (I1 est implicite qu'il s'agit de symé&trie droite).La classe

recherche les axes de symétrie du rectangle.

De la recnerche précéiente, il ressort ies points suivauts :
- On peut piier le rectangle de manidre que a vienne sur 4, ,que les
somaets viennent Ll'un sur 1'autxe.
- On peut piier le rectangie dams 1'autre sens de maniSre que b vienne
sur bl'

- Quand on plie dans un sens puis dans l'autre on obtient 4 petits rec-

. . t
tangles qui se superposent," les 4 sommets du grand rectangle se superposent(

(d&claration de Frédéric).
Ceci me se passe pas pour ia 4dre figure proposée par la meitresse.
- Le rectangle a 2 miroirs.
Précision e Bastien : "si je mets la pointe du compas au milieu du rectan-

» - v 3 n
gle, il passe par les 4 coims du rectangle.'
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Les séances des 10 et IS5 Novembre ont pour but de tester la aisponi-
biiité des propridtds de symétrie comme outil de construction u’unm rectangle

et de soliiciter leur formuiation dans une situation de communication.

ie 10/11 : m@me consigne que ie 8 en fournissant aux &ldves une feuille &
bords g rrondis irréguiidrement pour bloquer la procdiure de construction des

cOtés paralliement aux boxds de la feuilie,

Rémarque. Certains ont fixé la feuille sur la table et se sont servi des
bords de la table comme guide pour les cdtéds de leur rectangle.

D’autres font appel au double pliage.

le 15/11 : Chaque éidve regoit une feuille blanche sur iaquelle sont maryués

un point A et un trait (1a méme feuille pour tous).

‘Consigne : Dessiner um rectangle dont 1l'un des sommets est A et pour lequel

ie trait dessiné est un axe Jde symétrie.

. Envoyer un message 3 un camarade pour qu'ii reproduise sur sa
feuille (contenant aussi un point et un trait comme ceile de 1'émetteur) le
néme rectangie avec les mémes exigences (l'un des sommets est ie point, le
trait est axe de symétrie).

C'm:onique(*) :

le travail imdividuel comporte 3 phases: construction - rédackion
du message - reception d'ua message (interprétation-coustruction d'ume figure
qul correspond).

I Coustruction d'un rectangle i partir des idments doumés,

La procddure majoritaire est la suivante :

On commence par tracer A, le symétrigue du point dona€, par rapport &
1'axe de symétrie domué, et le cdté AA; - la plupart d'eatre eux marjueak Ay
en pliant leur feuille le iong de l'axe de symétrie et em premaat ie refiek
de A, Deux d'entre eux reportent la distance de A & i'axe de 1'autre cote
de 1'axe sur uile droite perpendiculaire 3 i'axe passant par A. Toutefois,
ici, la direction est &valude & 1l'oeil et le pliage sert alors de vérifica-
£1ou. Pour compléter le dessin du rectangie, on a deux attitudes constructives,
dout 1l'une moins fréguemment adoptée, menme pius difficilement # 1'ach&vement
de la figure et est méme parfuis abaudounée en cours de rouke au profitc de
itautre. .

La premidre méthode consiste & tracer une paralldle 3 1'axe de symé-~

trie et passant par A. Sur 4 &l&ves ayant adopté cette méthode, 1'un 1'aban-

* Cette curonigue a &ke rddigde par tlaudiue bubiu,
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donne ensuite pour utiliser la seconde démarche, 1'un d'entre eux avait au
préalable tracé une paralléle au segment AAl,il a donc obtenu la moitié du
rectangle. Il lui restait . & compléter son dessin par symétrie par rapport
3 1'axe donn&. L'&cueil de cette méthode réside dans le fait que les & &l&ves
ont tracé leur paralléle 3 "vu de nez" sans faire de vérification. L'impréci-
sion du dessin les fait aboutir 3 la fin d une figure qui s'&loigne sensible-
ment du rectangle. Par ailleurs,il.semble que le fait de ne pas obtenir immé-
diatement un troisiZme sommet du rectangle et d'@tre obligé de le choisir
arbitrairement sur cette droite constitue pour eux une géne qui les pousse

3 abandonner cette construction. Trois autres &léves &vitent cet &cueil en
reportant la mesure de A 3 1’axe de symétrie, mais sans construire effective—

ment la parallile 2 1'axe de symétrie.

La seconde démarche adoptée par 9 &léves leur permet d'aller jusqu'au
bout de la construction du rectangle. Ils cherchent le deuxiZme axe de symé-
trie en repliant le premier axe sur lui-méme. Le"reflet" des_points Aet A leur
donne immé&diatement les 2 dutres :sommets -B.et BI"Il ne reste plus alors qu'a
tracer les cStés du rectangle. Personne apparemment n'a &té géné par 1'arbi-
traire de 1'emplacement du second axe de symétrie sauf Gilles qui a cru le
lever en reportant sur le premier axe donné la mesure de A & cet axe. Il
s'est apercu ensuite qu'il avait obtenu un carré, cela ne 1'a pas géné. Il a
alors vérifi& que son carré &tait bienm un rectangle en faisant se superposer

les c8tés opposés.

Enfin un él&ve a tracé d'abord une paralldle au cdté AAl puis a effacé

et est revenu 3 la premire démarche.

Si cette premiZre phase n'a pas posé de grand problime. , il n'en a pas

été de méme pour la rédaction des messages.

2) La plupart des messages ne respectent pas entigrement le point de dé-
part donné par la consigne, ils disent de" tracer un axe de symétrie"puis
donnent la mesure des c6tés (ou la mesure des demi-cotés) en précisant :
horizontal, vertical (ou encore longueur, largeur), 1 taxe de symétrie servant
implicitement 3 déterminer 1'horizontale (ou fixant "le sens" du rectangle -
la longueur'étant prise le long de 1l'axe de symétrie) + (ertains messages
contiennent des indications sur la longueur de l'axe de symétrie voire mémc
des axes de symétrie), mais celles—ci sont sans rapport avec les mesures des
c6tés du rectangle. Un seul message, celui d'0Olivia, arrive 3 peu prés &
préciser suffisamment les donn€es tout en respectant 1a consigne de départ :
"tu prends un axe incliné de longueur 9 cm. Pour AAI en partant de 1'axe

c'est 1,6cm. Pour BB, c'est Sem".
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3) Nous ne relaterons pas ici la réception des messages.

DOO phase c : la sdance collective permet de critiquer les messages,Tous sont
d'accord pour dire que le message doit dire de tracer l'axe de symétrie, doit
préciser la distance de A 3 l'éxe ainsi que la distance de A 2 B.(sous-entendu
3 prendre parallélement 3 1'axe de symdtrie). Si on connait la distance de A
3 1'axe, on comnaft le cdté AL, c'est le douﬁle", 1a maitresse fait préciser

la mesure de A 3 1'axe en tragant au tableau :

les &léves refusent ce dessin et précisent
i1 faut que-cé soit droit"
Les notions de cdt&s horizontal et vértical sont critiqués par 1lés &léves :
"on n'a pas dit que-1l'axe &tait horizontal"
un message &vitait ce proﬁléme en disant :
"tu mets ta feuille horizontal, tu mesures en horizomtal ° 7cm, vertical Scm,
tu reflétes".
La discussion permet alors de préciser la fagon dé placer 1'axe de symétrie
pour obtenir tout le rectangle. L’expression utilisée est "au milieu".

‘La maitresse trace : \

\

les &l&ves refusent le dessin et finaaement proposent de placer 1l'axe de symé-

trie horizontal,au milieu du c&té vertical.

En fin de séance la maitresse introduit la notion d'angle droit qui semblait
manquer sux enfants au cours de la s@ance pour s'exprimer. L'angle droit est
vu comme un quart de tour. Enfin un él8ve, Frédéric fait remarquer au cours
de la discussion que'si on a donné l'axe de symétrie et la distance du point
A 3 1'axe en pliant en quatre, le reflet du point A donne les 4 sommets du
rectangle. Les autres ajoutent alors qu'on a 4 rectangles qui se superposent
chacun est le quart du rectangle cherché.

DOO phase d : Institutiomnalisation des symétries du rectangle.

4.4. Recfangled ef mesuwres.
- dimensions, pérnimitre, aire.

Pendant trois mois, de la mi-novembre 3 la mi-février, les &léves

travaillent sur des relations entre dimensions, périmStre et aire de rectangles.
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Dans les probldmes proposés interagissent le cadre géométrique,le cadre nu-
mérique et le cadre de la représentation sous ses Z formes : algébrique et
graphique. Le cadre fonctionnel intervient comme outil en relais du cadre

matériel.

Nous exposons ci-aprés la liste chronologique des consignes telles
qu'elles ont &t& donndes aux &léves et non modifiées comme nous la proposerions
maintenant (et qui int3gre en particulier du travail sur la notion d'aire

indépendamment de la mesure)

4.4.1. Rectangfes : Connaissance du matériel - des crit&res de classifi-

cation.

17/11/77 : Travail par &quipe de 4. Chacune découpe 4 ou 5 rectangles sur
du papier quadrillé.
L'équipe choisit un crit@re pour repérer ses rectangles et les

classe selon ce critére.

~

. Comparaison des divers crit&res retenus

- selon le nombre de carreaux 3 l'intérieur
- gselon une dimension

- selon la somme des dimensions

. Organisation d'une méme collection de rectangles selon les 3 crit@res.
Nécessité de désigner les rectangles pour formuler les classes. Elles ne

coincident pas.

21/11/77 : On veut classer des rectangles selon le périmétre et selon la
somme des 2 dimensions.
Travail par 2 &quipes &mettrice~réceptrice.
) Chacune dispose d'une collection de rectangles et envoie un mes-
sage 3 1'autre sans dessin, pour qu'elle puisse classer, selon le périmétre

1’'ensemble des 2 collections de rectangles.

Bilan : . La somme des 2 dimensions,c'est le demi-périmétre. Il revient au
méme de classer selon la demi-périmétre ou selon le périmétre. La connais~-
sance de 1'une des informations (périmétre ou demi-périmdtre) d&termine

1'autre.

. Beaucoup de rectangles ont méme périmétre.
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22/11/77. Récit de la séquence du 21.

)
4.4.2. Rechéncho de neatangles dont le périmdtre est fixé

DOO phase a : Consigne : dessiner des rectangles tels que le périmdtre soit

16cm.
Pour les élévés, le proBléme reviént 3 cherchét dés rectanglesbdoﬁt
.1a somme des diménsions soit égalé 3 8cm ; ou éncore, cherche 2 nombres a
et b tels que a + B = 8.

DOO phase b : Les solutions entiSres de a + b = 8 sont vite &puisées. On
observe ce jour 13 une voie de sortie : le recours aux fractions

1 1 .o s
77 etc.... ou le recours aux mm comme subdivision du cm, ce

qui a du sens du point de vue de la désignation des mesures de
longueurs. .
Dans les séquences suivantes, (25-28/11) la relation a+b = constante
est reprise avec d'autres valeurs de la constante :

i+r=2 i+r=6.....

13, on observe ume autre voie de sortie sous forme d'entiers néga-
tifs (une résurgence de l'année précédente). Jacques en particulier
ne mentionne aucune fraction mais plusieurs solutions comprenant

un entier négatif alors que 1'annde précédente, il n'avait pas té-

moigné d'aisance 3 leur &gard.

La procédure en général utilisée pour engendrer des couples (i,r) conve-
nables consiste 3 partir d'unme solution,3 travailler par compensation : on
augmente 1'une des valeurs et on diminue 1'autre d'autant. C'est en particulier

ce qui conduit 2 des négatifs.

Ceux qui proposent des solutioms fractionmaires emploient plutdt une
autre procédure. Ils diminuent la constante k de 1 qu'ils partagent en % et

% avec p + q = n. A partir d'un couple (i,r) répondant 2 i+r==%k-1l, ils fabri-
quent des couples de la forme (i + &-, T+ ﬁ)u

Elsa remarque que dans i+r = 2 pour un choix de r, i est le complément
2 2. Elle propose la méthode suivante : om choisit r, on calcule i = 2-r.

Pour les autres valeurs de la constante, on fait "pareil”.
Les &laves se partagent em 2 catégories : ceux pour qui itr = k, r = k=i,
i = k-r sont trois manidres d'écrire la méme relationm entre i et r; ceux

qui ne sont pas convaincus,
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Conéigna : la classe est partagde en 3 groupes. Chacun s'occupe de chercher
des couples (i,r) tels que

i + r = 8 pour un groupe

r = 8§ ~ i pour un autre groupe

i = 8 - r pour le 32me groupe
On représentera graphiquement les couples et on comparera les graphiques.
En fait, les expressions r = 8-1 et i = 8~r perturbent plusieurs &lédves
et la représentation graphique ne leur apporte aucun contrdle de leurs listes

numériques, elle reste un cadre &tranger (cf. &valuation).

DOO phase c et d : compte rendu et bilan de 1la s8ance du 22/11.

Pour i 4 r = % £ixé, il y a peu de rectangles dont les dimensions
"s'expriment en nombres entiers,mais il y en a une infinité dont les dimen-

sions sont fractiomnaires.

Remarque : le statut des nombres négatifs vis 3 vis de la mesure est ambigu.
Jacques ou Kamel par exemple calculent avec les entiers négatifs comme avec
les entiers positifs, méme si la technique est quelquefois défaillante. Ils
ont identifid le probléme de recherche de rectangles 3 demi-périmétre fixé
d la recherche de 2 nombres dont la somme est donnée et ne prennent pas en
compte la question de la signification des solutions dans le cadre géométri-

que. Il y a pour eux changement de cadre. .

DOO phase e : chercher des eouples de nomﬁres'fractionnaires (i,r)

dont la somme i+r est fix&e 3 1l'avamce.
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4.4.3. Aire des rectangles.

4.4.3.1.Relation longeur—aire
Canéégne_: Choisir et découper des rectangles dans du papier quadrillé, Cal-

culer le demi-périmétre et l'aire. L'unit& de longueur est 1a longueur de la
maille du quadrillage, 1'unité& d‘faire est la maille.

DOO phase a : les dimensions sont entilres

DOO phase b : les dimensions sont fractiomnaires.
(cf. compte rendu du 5/12 dans 1'&valuation IV A 5,6).

8/12/77 : Le matériel est toujours constitué de rectangles. On fixe une dimen~

sion a, on fait varier 1l'autre b.

DOO phase c : Calculer le demi-périmétre p, le périmdtre P, l'aire A.
Reporter graphiquement les couples (b,p) (b,P) (b,A).

Pour répondre 3 cette consigne, les &léves découpent quelques rec-
tangles et surtout travaillent dans le cadre numérique.

Ce travail représente une manipulation des relations bl—3a + b et
bi—> ax b dans le cadre numérique et le cadre fonctionmel en extension et

en relais de la réalité matérielle qui leur a donné leur sens.

4.4.3.2,FEatenston de la multiplicdtion.

DOO phase b, ¢, d : 8-9/12/77 (cf.détail IV A 7,8)

Mise au point d'une méthode pour calculer le produit de 2 frac-
tions en interaction avec 1'interprétation "aire de rectangle”.

Nombreux calculs.

4.4.4. Familiarisation dais le cadre numérique : DOO phase €.

12/12/77 : Etude de quelques correspondances xp+—3}y = a*x 2 pour a .fixé

entier ou fractionnaire, par exemple

=1, a-=3
2=3 5

. Probléme : conmmaissant y, trouver x tel que axx =y

En pratique, ce problime est résolu pour a entier ou inverse d'entier. La

5

joue un rdle important.

question se posz2 pour a = éu Elle donne lieu 3 une discussion collective ofi

= 3 x

i
wij=
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13/12/77 : Reprise des graphiques
x— L=a+x pour traduire des demi-périmétres de rectangles
xb—3 y = a x x pour traduire des aires de rectangles

o= 13 7 9 4
aestf1xe=l—,—l—-,—5—,%—,7,—3-

Travail en &quipe de 4.
Chacun dans 1'équipe choisit une valeur différente de a.

Les valeurs de x sont choisies par les &l&ves, entidres et/ou fractionmnaires

selon les &léves.

Exemple : pour a = % , X =‘%%
Probléme : Calculer ﬁ-+ 28 et 4 28 .

3 13 3 13

Les 4 &l&ves d'une &quipe comstruisent leurs graphiques des périmétres sur
" un méme quadrillage gradué, et les graphiques des aires sur un autre quadril-

lage gradué.

Bifan : Comparaison des graphiques,
Comparaison des ré&lations x+V—>a + x

Xp—3)axx

4.4.5. Additivité des dires.

15/12/77 : Travail en &quipe.
On met en commun tous les rectangles not&s par les d1fferents mem-
bres de l'equlpg,le 13. On en choisit 2, RI et R,,on essaie par recollement

bord 3 bord de constituer un nouveau rectangle R.

- Si on y parvient on calcule le demi-p&rimétre et l'aire de R et on
note ses dimensions.

-~ 8i on n'y parvient pas, on en cherche la raisom.

Consigne : dans ce cas, construire un rectangle R3 tel que, en recollant bord
3 bord Rl’ RZ’ R3’on obtienne un nouveau rectangle. Quelle est son aire ?

- A quelle condition peut-on en recollant bord A bord erectangles Rl
et R, obtenir un nouveau rectangle R. Quelles relations y a-t-il entre les

dimensions de Rl’ RZ’ R ; entre les aires.

10/1/78 : Calcul mental sur la proportionnalité 3 partir des achats du ré&-

veillon.
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. On dispose d'un rectangle R de dimension (a,b), d'un rectangle Rl
de dimensions (2 x a , 3 x b). Peut-on paver R, avec R. Quelle relation y a-
t-il entre l'aire A(R ) et l'aire A(R)

Méme question avec Sl de dimension ( x a, x b).

L
10

12/1/78.1)Calcul mental 3 propos de périmétre et aire de rectangles dont on

! 1

donne les dimensions (lo . 5) 3 (45 » 10) H G— —0 H (— —9

. Rappel de la sé@ance précédente

4.4.6. Rectangles d'aire fixée.

12/1/78.2)Cons4igne : Rechercher des rectangles d'aire 24.

. Représentation graphique de couples (a,ﬁ) tels que a x b = 24,

- les points 3 coordonnées entires sont rep&rés immédiatement.

Bilan : - un rectangle domne 2 couples (a,b) et (b,a) symétriques par rapport
3 la diagonale.

- 3 partir d'un couple (a,b) tel que a x b = 24 on en fabrique beau-
coup

v 260 5 G, 48) 5 G, 98) 5 (Gys 288) 5 GG, 7D 5 G 8O

17/1/78 : Reprise de la recherche de rectangles d'aire 24.

DOO phase e : Une méthode est formulée pour en trouver beaucoup 3 partir
d'un qui convient : si un c6té est x fois plus grand, 1'autre est x fois
plus petit.

Probléme : 3 partir de (72, 1) on obtient
——— 3

1/3 1/3

(72 * 1000, 1000 1000

—=). Qu'est

?

Le probléme est posé 3 toute la classe.

Louison répond :"c'est % divisé par 1000, 3000 petltes parties dans 1'unité
"

1
clest —— 3000 °

Bastien :"et 171000 «

3

Remarque sur la courbe des couples (a,b) tels que a x b = 24



- 88 -

4 .
HélZne : Qa déscend vers 1'axe, ga se rapproche de plus en plus, mais ga ne

. n
touchera jamais parce que o x X = 0, jamals 24.

4.4.7. Régionnement.
19/1/78 : Coloriage du quadrillage (ler quadrant) en 3 couleurs selon ia régle

suivante (une unité@ d'aire &tant choisie, on identifie 1'aire 3 sa mesure).

Un point de coordonnée (a2,b) sur le quadrillage repré@sente un rectan-—
gle R de dimension (a,b). On compare son aire A(R) 3 une valeur k fixée. On

choisit k = 25.

Si A(R) < 25 on marque (a,b) par un point bleu
Si A(R) > 25 on marque (a,b) par un point rouge
Si A(R) = 25 on marque (a,b) par un point noir

Y a-t-il un carré parmi les rectangles ?

23/1/78 : Reprise du coloriage du quadrillage pour k = 9

- Nouveau coloriage du quadrillage selon la méme consigne avec une
valeur de k différente par &quipe : k = 15, 16, 36, 27, 49, 20.

- Recherche de procédés rapides de coloriage.

4.5. Récherche d'un carré d'aire donnée.
Introduction de l'éeriture décimale.

4.5.1. Probléme : Rechercher um carré d'aire 27.

7/2/78 : A défaut, s'en rapprocher le plus ‘possible. (cf. 4.8 et transcript).

Dans la semaine du 9 au 16 Février.

. Rappel des séquences précédentes pour des absents.

4.5.2. Familiavisation par de nombreuz caleuls avec l'écriture décimale.

4.6. Echelle, lindarité, proportionalité.

Ce sont les outils adaptés pour 1'agrandissement ou la ré&duction de
puzzles. La situation est empruntée 3 G.Brousseau, Toutefois, elle regoit

quelques modifications.
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Consigne : Voici un puzzle de 6 pidces (chaque pigce a une forme géométrique

simple).

M : On veut changér la taille des pi&ces sans changer la forme de fagon 3 re-~
faire un puzzle. On veut fabriquer 4 puzzles : un violet, un jaune, un
bleu et un rose. Chacun fabrique 1 pi&ce. On rassemblera ensuite les
pi3ces pour former le puzzle. Il y a 4 puzzles, 4 &quipes de travail.

La consigne est la suivante :
Un cété d'une pidce de mon puzzle mesure 12,5cm.

Pour les violets, ce cdté doit mesurer 25 cm
Pour les jaunes, ce cdté doit mesurer 10 cm
Pour les bleus, ce cdté doit mesurer 20 cm

Pour les roses, ce c6té doit mesurer 6,25 cm
Construisez les pidces.

COMMENTAIRES.

Ce travail occupe plusieurs s@ances au cours desquelles le cadre
fonctionnel est sollicité pour répondre 3 des questions sur la relation en-
tre longueurs qui se correspoundent, entre aires de piBces qui se correspon-

dent dans un agrandissement choisi.

Le puzzle violet est trés vite construit en doublant toutes les
mesures. Les responsaﬁles de ce puzzle recourent 3 une procé&dure "fonction"
sans la moindre h@sitation. Pour le puzzle rosé, 3 &éléves fournissent vite
leurs pi&ces en divisant par 2 les mesures, 3 autres rencontrent des diffi-
cultds. Le puzzle jaune et le ﬁleu posent prpﬁléme i un certain nombre des
€laves impliqués. Le modéle a +——3 a ~ 2,5 est par exemple mis en ceuvre
dans le puzzle jaune. Il est rejet& parce qu'il ne produit pas la forme atten-

due. Une procédure de type " Scalaire” est alors sollicitée.

Ainsi, le choix de la procédure (type "scalaire" ou type "fonction')

dépend aussi du caractére des relations numériques en jeu.

.« L. . . .y PN N
4.7. Description de la dialectique outil-objet & propos du probléme :
Recherche de l'aire de rectangles dont le périmétre est donné.

DOO phase a : Recherche de rectangles dont le périmétre est 16 cm.

* développée par la classe.
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1). Un rectangle dessin& sur du papier a un intérieur et un bord, le périms-
tre est la longueur du bord. L'aire &value l'intdrieur. A‘

Si le rectangle est dessiné sur papier quadrillé;l;unité de longueur
est la longueur d'un c6té de la maille et 1'unité d'aire est 1'aire de la
maille.

. 8i le dessin du rectangle suit les lignes du quadrillage, sui-
vant a cbtds de mailles dans un sens et b dans 1'autre, on sait mesurer

son bord : 2a + 2b, et son aire ax b.
.2a+2b=16 * a+b=28

. On &puise les couples d'entiers. Mais aussi : on choisit
alF—) 2 x at—> 16 -(2 x a) le résultat divisé par 2 c'est b, on vérifie.

On veut d'autres rectangles

2) % N %' sont des mesures de longueur. Si les longueurs sont mesurées en
unités u, %- est la mesure de la longueur v telle que
v+ v=2¥=u
1, 1.,,1.2,
gtg=2xz=z7°1
R S e
de méme Z+Z+Z+Z 4)(2: % 1
2 1 1 1-
etaussi%+%=% 2><-Z=1 Z+Z=E'etc...
et aussi d'autres petites fractioms.
1
ici a=7+% % b= 3
1 3
a—7+-5 b Z
1 _ 1
a=5+—2- b—2+7
DOO phase b : Probléme : Calculer l'aire
5 1/2
1 5x 2=10
-2- 1 l: ‘
2 5x 2 —l-ZxEZXZ I
z 5xl=2+l
12 az2fy/2 Lz [ 1/2[172 2 2
5 x 1 2 Il reste un petit carreau ?

2
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~ La stratégie ne fonctionne plus.
Jusqu'ici, le moyen de déterminer 1'aire &tait le pavage avec un

certain nombre n de mailles unitaires et la détermination de n.

. Dans le probléme ci-dessus, on a compté les 1/2 carreaux : 2 demi- -

carreaux valent | carreau. Ca se voit sur le dessin.

. Pour le petit carreau restant, on ne voit rien. Et pas question de
le paver avec des mailles unitaires.

+ Extension d'une procédure connue I une situation nouvelle.
Dans le registre des longueurs, on a mesuré des longueurs v¥ u en les repor—
tant dans u. Quand le report tombait juste v + .... + V=nv = u on avait
vl

Ici pour &valuer 1l'aire du petit carreau, on essaie da2 paver avec des
copies ¢ de ce petit carreau, la maille unitaire. Il en faut 4. L'aire de

chacune est %u L'outil implicite ou explicite selon les &ldves ici est

4 xx=1d"oux-= %-,quelle que soit la réalisation de x. Ceux qui n'en

disposent pas,ne peuvent conclure par une réponse exacte.
Ils peuvent encore ré&pondre : un peu plus de 13 et demi.
Ici le bilan collectif remplit le rBle de diffuseur des id@es et aussi parti-

cipe 3 1'&volution des conceptions.

. Conclusion pour l'aire du rectangle.
P 4

1 i, , aire 1 1 1,1 3
A(5+7,2+~2—)|—-——)10+I+2+7+z=13+5+z=l3*z—

g) Nouveau explicite.

On a pu déterminer 1'aire du rectangle en ayant seulement une infor-

mation sur les longueurs des cot&s, comme pour les dimensions entidres.

Prolongement deé la multiplication.

1 1 1 1 1
G.Pr—>3233

Gty 24P G+ xQ+P=6Gx2)+Gxh

P 2xP+gxD

(6+3, 3440 GxD+ G+ GxD+ Ged
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d) Institutionnalisation

Pour des mesures entidres ou fractionnaires, et des unité&s de mesure
de longueur et aire adaptées, 1'aire d'un rectangle de dimension (a,b) est le

produit des dimensionms.

e) Familiarisation. Renforcement.

- Des problémes du méme type, olt on fait varier la valeur du demi-périmStre.

- Etude de la variation dé l'aire d'un rectangle dont on fixe 1 dimension.

A ce propos, &tant donnée une mesure d'aire, est—elle l'aire d'un

rectangle de la famille ?

4.8. Dialectique outil-objet*; & propos du probléme sutvant posé en CEZ

Soit m = 25. On se donne une unité de longueur et une unité d'aire adaptée,
un quadrillage gradué Q. On décide que chaque point M de Q de coordonnées
(a,b) représente un rectangle R(a,b) de dimension (a,b). Colorier le quadril-
lage en attribuant 3 M la couleur

rouge si Aire Ra,ﬁ > 25

bleu si Aire Ra,b < 25

noir si Alre Ra,b = 25

DOO phase a : un critére possible :
1) on choisit un point M, on 1it ses coordonnées

on calcule a x b on compare 3 25 )
- La procédure est trop longue pour le nombre de points qufil y a

4 colorier (plus de 1000 points)
2) 5 x5 =25 point noir

au dessus rouge

au dessous bleu

L'oﬁtil implicite qui sert tout le temps est la compalibilité de
1'ordre et de la multiplication.

En réfléchissant, au besoin en faisant jouer la communication dans
la classe en phase collective, on arrive 3 progresser et colorier de grandes

zones :

* production des 8laves.
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le coin en haut 3 droite d'un point rouge est rouge
le coin en bas 3 gauche d'un point bleu est bleu.

Ces deux coins peuvent se toucher en un point noir.

Phase b) O sont les poirnts noirs, y em a~t-il beaucoup ?

Certains €l8ves recourent pour cela 3 un principe de valeurs inter-
médiaires (VI)
- au dessus d’un rouge c'est rouge

- au dessous d'un bleu c'est bleu

Sur une droite verticale, entre un rouge et-un bleu il y a un noir. Il

faut rétrécir 1’espace entre un rouge et um bleu.

. L'outil implicite ici est que 1l'application x#+—3a x x (pour a
abscisse de la droite) est continue et que toute valeur entre 2 autres fixées

est prise, en particulier 25.

Les &l&ves qui recourent 3 1'argument VI ont une conception gomé-
trique des nombres : .
ils transférent implicitement au cadre numérique, le continu g@ométrique.
C'est par exemple le cas de Bastien. Cet outil fonctionne longtemps avant

d*&tre explicité. C'est l'existence de 1'ensemble des réels qui est concerné.

DOO phase ¢ : reprise du probléme en diversifiant les valeurs de n pour

chaque &quipe. On explicite les effets de (VI). Prenons n = 27.

. Les points noirs correspondent aux couples (a,b)'tels que a x b = 27.
Cela on le savait.

. Pour chaque choix de a, on a b =-Z§
DOO phase d : institutiornalisation

%1 est le nombre qui multiplié par a est &gal & 27. En termes de

longueur et aire, %1 mesure le c8t& d'un rectangle dont 1l'autre a pour mesure

et dont 1'aire (pour une unité adaptée 2 1°unité de longueur) mesure 27.
a

Pour placer le point (a, %ZO sur le quadrillage 1'&criture %1 ne dit

rien. Il faudrait situer %Z dans un intervalle aussi petit que possible et
dont on sache désigner les bornes commodément vis 3 vis de la graduation.

La tdche est plus ou moins facile selon les valeurs de a ; pour a = 2, 3, 5,
10 c'est possible. Pour a = 7, on choisit une valeur proche de %Z, par
exemple 4. On peut améliorer cette valeur. Si a est fractiomnaire, la ques-

tion n'est pas résolue.
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Nouveau probléme : DOO phase b

Parmi ces rectangles, y a-t-il un carré ?

I1 faudrait trouver a tel que a x a = 27 ou encore a = 27

(cf. Conceptions des &léves, IV C2).

Probléme : Comment choisir a ?
Une proposition : 5 x 5 = 25 6 x 6 =36

a est entre 5 et 6.

Vouvelle situation :

. On cherchait une valeur, on trouve une fourchette, c'est 3 dire un
couple de nombres.

. Dans les problémes antérieurs, on avait traité des nombres, on est
ici confronté 3 des couples de nombres.

. Le problZme est de déterminer une stratégie permettant, chaque fois
qu'on a une fourchette [un R vn] d'en obtenir une meilleure [u

s V.

n+l n+l]'

Plusieurs possibilités se présentent selon les connaissances de celui

qui cherche. Elles ménent 3 des suites [un R vn] différentes. Elles utilisent

toutes la propriété pour ume fonction continue d'envoyer un intervalle sur
un intervalle.

L'outil implicite, pour nos &ldves, est.la fonction continue at—3 a?,

"1l'image d'un intervalle est un intervalle” est pour eux, un théorme en acte.
Phase ¢) Ce qui va &tre explicité c'est un choix adapté, &conomique pour les
calculs, des intervalles. [un N vn] contenant a. On va choisir

u, et v, fractions décimales.

Phase d) On institutionnalise une &criture commode pour les calculs, sociale-

ment reconnue, de ces fractions décimales : 1'&criture 3 virgule.

Les ré&gles de calcul sont celles des entiers, accompagnées dearéglés

d'usage de la virgule pour traduire 1'intervention des fractions décimales.

Signifiés -~ Signifiant

Dans ce probléme, les points du quadrillage comstituent un signi-

fiant pour des signifids différents : les rectangles et les couples de nombres.
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o ses s . X
Le jeu de cadres a permis de domner une signification au quotient 7 de 2
nombres, qu'il soient entiers ou fractionnaires : £ mesure un des c8tés

d'un rectangle dont 1l'autre cdté mesure y et dont {'aire a pour mesure X.

La multiplication est ainsi &tendue 3 tous les nombres qui désignent

des mesures de longueur.

Changement dé cadre.

La représentation graphique des informations obtenues dans la pre-
midre partie de 1'étude permet de faire des conjectures pour répondre & la

dernigre question.

Si on ne sait pas donner une réponse exacte, on pourra peut &tre
fournir un encadrement.
- Autre &tude : variation de 1'aire d'un rectangle quand on fixe le
demi~périmdtre.
A ce propos, méme question que précéﬂemment)étant donnée une mesure

d'aire, est-elle l'aire d'un rectangle de la famille ?

Lés cadres en interaction ici sont nombreux :
le cadre géométrique, le numérique, le fonctiomnel, les 2 cadres de

représentation : graphique et algébrique.

Rémarque. )

Dans notre projet actuel d'organisation des séquences, le problime
ne se présenterait plus de la méme manilre. Nous avoms été conduites 3 dé-
velopper 1'étude du cadre propre de la géométrie pour que les Eléves puis-

sent développer ume conception géométrique de l'aire indépendante de la

‘mesure, puis en dialectique avec elle une conception numdrique par pavage

2 " = :
et mesure. Nous renvoyons 3 la brochure IREM "longueurs et aires” &crite
. . . v e
avec Marie Jeanme Perrin, pour avoir plus d'informations sur 1'&tat actuel

du projet.
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5. Un probléme abordé en CM2. Un projet d'étude.

1) Parmi les rectangles i périmetre fixé

- Y a-t-il un rectangle d'aire maximum ?

2) Existe-t-il un rectangle d'aire et périmétre fixés ?
a+b=2x

a » b= vy x,y fixés

Notre projet &tait de continuer cette &tude par le théme suivant :
Pour chaque choix de couple (x,y) on peut se poser la question de
savoir s'il existe un rectangle (a,b) tel que a +b =x

ash = y

Selon les valeurs de x et y, la réponse est oui ou nom. On peut clas-

ser ainsi les couples (x,y) en 2 catégories.

Proﬁléme : On repdre les couples (x,y) sur un quadrillage gradué. On attribue

3 chaque point une couleur selon la régle suivante :

rouge si la réponse est oui

bleu si la réponse est non

Colorier le quadrillage.

L'étude qui s'impose ensuite est celle de la frontiZre,d'un point de
vue global et pas seulement point par point comme cela a pu 1l'8tre si elle est
intervenue comme outil implicite de résolution. La caractérisation de la fron-
tidre va conduire 3 une relation entre x et y non prévisible qui pourra &tre
institutionnalisde bien plus tard en tant qu'objet de connaissance glément
d'une &tude théorique : celle des Equations du 22me degré, ou celle des ra-
cines d'un polyndme,le jeu de cadres ici se fait entre 3 cadres, le cadre
géométrique : les rectangles avec leurs 8léments descriptifs (dimensioms,
aire, périmétre) et les relations emtre eux ; le cadre numérique:les mesures
de grandeurs en jeu et leurs relatioms, et le cadre graphique qui permet une
représentation des &léments d'&tude, avec un certain caractére global. En
effet, dans le cadre géométrique, les Eléves manipulent des rectangles. Ceux-
~i sont les uns 3 cbté des autres méme si certains sont dessin€s et les autres
fmaginés. Cette représentation des oéjets d'étude de plus, incite i une concep-
tion discréte du proﬁlémé. Sa traduction numérique grdce 3 la mesure ne change

pas le regard sur le proéléme,bien qu'elle soit un bon outil technique.
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Le cadre graphiqﬁe, avec ses limites (la feuille de papier)
suggére un regard nouveau en apportant son caract@re coutinu. En effet, cela
a un sens’ d'attribuer une couleur 3 chaque point. Mais pour le faire effec-
tivement sur un'quadrillage finement gradu&, on ne peut pas ccnsidérer les
points un 2 un, méme s'il n'y en a qu'un nombre fini. Il faut les envisager
plus globalement, insérer les petits éroﬁlémés étrangers dans un probléme

plus large qui en permettra 1'organisationm.

Or ce qui détermine la couleur des points, c'est 1'existence du
rectangle de demi~périmdtre x et d'aire y. Et cela est conditionné par la

situation de y par rapport 3 1lfaire du carré (%)zc

Alors un point (x,y) est rouge si y < (%)2
. X, 2
bleu si y > (—2-)

la frontilre est y = (;)2. Elle correspond aux carrés.
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Chapitre III

Une situation d'apprentissage au CP

- Le Jeu de cible -

Introduction.

La situation que nous décrivons dans ce chapitre a été réalisée dans
une classe de CP du 27 Avril au 31 Mai 1976 (3Zme trimestre de 1'année scolaire
1975~76). C'est l'une des expériences sur laquelle nous ‘nous appuyons pour &va-

luer notre démarche.

Ce chapitre comprend trois parties :

Dans la premidre partie, nous présentons une analyse a priori de la
situation. En particulier, nous décrivoms des jeux de cadres possibles et ume
manidre pour la dialectique outil-objet de s'engager. Nous situons le registre

dans lequel peut jouer le contingent.

La deuxiZme partie est consacrée 2 la chronique des s&quences. Cette
chronique est présentée sous des formes diverses :

- Un transcript suivi d'une analyse didactique pour la séance du 27/4.

- Un résumé pour les s&ances des 29/4, 4/5, 7/5 et 10/5.

- Une chronique analysée pour les 3/5, 11/5, 18/5.

La troisidme partie concerne 1'évaluation des &laves d'une part en
cours de situation sur des épreuves attachées 3 la situation, d'autre part

grice i des tests de connaissances passés tout de suite aprés 1'apprentissage

(17/5), et quatre mois aprds, c'est i dire au début de 1'snnée scolaire suivante

dans les premiéres semaines.
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A. Analyse a priori.

Dans le n°l nous exposons les connaissances supposées des €l&ves au
démarrage de la situation et en relation avec elle d'unme part, les objectifs

d'apprentissage d'autre part.

Dans le n°2, nous décrivons la situation : le jeu, les régles du jeu,
les consignes de travail, et aussi les cadres de la situation et les variables

didactiques (sur lesquelles on peut jouer).

Dans le n°®3, nous envisageons des proc&dures possibles, les jeux de

cadres qu'elles impliquent et le réle que le contingent peut y remplir.

Le n°4 est consacré 2 une analyse &pistémologique des séquences.

1. Les connaissances.

1.1. L'ancien ou les connaissances des &ldves au démarrage de la situationm

et en relation avec elle.

En moyemne dans la classe, les &l@ves savent &numérer les entiers
jusqu'd 50 environ, additionner des petits nombres. Ils savent comparer 2 nom-
bres et souvent justifier leur résultat en calculant 1'&cart. Plus précisé-

ment, si a < b, ils calculent ¢ tel que a + ¢ = b.

Pour comparer des collections d'objets (objets matériels, baguettes
ou nombres) ils ont eu recours soit au comptage, soit aux correspondances

terme 3 terme.

Des symboles &ventuellement organisés em tableaux 2 double entrée
leur permettent de désigner par Ecrit les objets et relatioms qu'ils ont 2

étudier.

Le travail en classe peut &tre individuel, en &quipe de 2 2 4 &l&ves

ou collectif.

1.2. Objectif d'apprentissage

11 s'agit par la situation proposée de faire jouer aux nombres, 3
1'ordre et 3 l'addition leur rdle d'outil pour répondre 3 des questions. En

interaction avec cela, il s'agit d'&tendre la compétence numérique des El@ves
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de deux points de vue :
a) - &étendre le champ des nombres sur lesquels ils savent opérer.
~ Préciger le sens de la numération de position.
b) - acéroftre la complexité des situations problémes qu'ils peuvent
traiter.

Un autre objectif est solidaire du précédent :

- Construire un langage algébrique et des repr@sentations (tableaux
de nombres, longueurs, graphiques) pour traiter une information abondante et

résoudre des problémes difficilement abordables sans ce recours.

Si possible, susciter le fonctionnement dans une situation simple,
des notions de multiples et diviseurs dont 1'apprentissage s'étale 3 notre
avis sur une longue durée et qui interviennent implicitement dans la numéra-

tion.

2. LA SITUATION.

2.1. La situation propos@e aux &ldves consiste en une suite de jeux répondant
3 des régles différentes regroup@es en deux types. Pour chaque régle, il peut
y avoir plusieurs parties, les &léments matdriels du jeu sont constitugs d'une

cible "marquée” comme sur le dessin ci-dessous, dessinge au sol ou sur le mur,

et des balles en caoutchouc. I1 y a aussi des joueurs : les &léves de la classe

ou ceux d'une autre classe.

Dans le premier type de jeu, il s'agit de marquer le plus possible

‘de points.

l3re ragle du jeu : le jeu est individuel. Chaque joueur (Eldve de la classe)
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lance la balle 3 fois. Il marque 3 chaque lancer le nombre de points indiqué
par ‘la zone de la cible que 1la balle a touchée. Le gain d'un joueur est le
total des points marqués aux trois lancers. Le gagnant est celui qui a gagné

le plus de pbints.

ggﬂééﬂgg : 1) Jouer

2) Ordonner les 28 joueurs-éu gagnant Ju perdant

28me régle du jeu : les joueurs sont group8s par &quipes de 4 (ici 7 &quipes).

Chaque joueur lance la balle 3 fois. La marque (le score)d'une &quipe est cons-—
tituée de 12 nombres : les 3 marques de chacun des 4 joueurs. L'Zquipe gagnante

est celle qui totalise le plus de points.

Considne : 1) Jouer

2) Poser toutes les questions qu'on veut sur les résultats de la
partie et essayer d'y répondre.

3) Ordonner les équipes, de la gagnante 3 la perdante par exemple,
si ce n'est déja fait.

4) Comparer les scores des &quipes de la classe 3 des scores exté-

rieurs.

Authe consigne : 1) Le jeu précédent est considéré comme la premiSre manche.
On joue une deuﬁiéme manche, :

2) Chaque Eéquipe compare ses scores aux deux manches et cal-
cule 1'8cart.

3) On fait le clagsement général des &quipes, compte tenu

des 2 manches,

Dans Lo deuxilme type dé feu, il s'agit de marquer un nombre de points fixé

3 1'avance ou de s'en approcher le mieux possible. Les joueurs sont en &quipes
de 4.

3&me régle du jeu : chaque joueur lance la balle 1 fois.

L'&quipe qui marque 18 points a gagné.

Canéigne : 1) Jouer

2) Ordonner les &quipes

4&me régle du jeu : chaque joueur lance la balle 3 fois.

L'équipe qui s'approche le plus de 50 a gagné.
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Consdigne : 1) jouer 3. JEU DE CADRES. ‘

2)"Ordonner les Equipes i ) )
) . 3.1. Cadres et procédures. Il s'agit d'interactions entre trois cadres :

‘ -

. . le cadre matériel, le cadre numérique, le cadre de la représentation.
2.2. [Les cadres de la situation.

. . . Le premier jeu de cadres intervient entre le numérique et le matériel.
— 1o cadre matériel du jeu comprend la cible marquée, les balles, les

] N o I1 s'agit d'8tudier une question posée dans le cadre matériel : "qui a gagné".
joueurs, les différentes régles du jeu, (et pour chaque régle) les diffé-

) ) Le critdre pour y répondre est numérique "celui qui a le plus de points". Le
rentes parties jouées.

cadre matériel ne peut apporter seul la réponse. Le travail consiste donc &

. . i . . traduire la question posée en termes mumériques, 3 la résoudre par le calcul
- le cadre de la représentation-mémoire du jeu. Chaque partie peut—-étre

et 3 retraduire la solution dans le cadre d'originme. La rigle du jeu a &té&
représentée de mani&re 3 rendre disponible, 3 tout instamt, 1 'ensemble des

choisie en tenmant compte des connaissances des &l8ves. La traduction et la
informations concernant cette partie. Ce peut &tre pour le jeu individuel

résolution numérique sont possibles techniquement pour eux. IL s'agit de
la liste des points marqués par un joueur 3 chacun des 3 lancers. Ce peut

1'addition de trois nombres pris parmi 0, 3, 6, 9 et de la comparaison de

gtre pour les jeux en &quipe, un tableau 3 4 lignes et 3 colomnes, la case e .
Zme .Sme nombres inférieurs i 27.

(i,j) indiquant les points marqués par le i joueur au j lancer. On peut

- a ' . : .
aussi représenter une marque de n points par une baguette de longueur m.u, Cette &tape est un contrdle d'acquis de la classe, qui vont servir
: s s < - t 3 :
oi u est une unitd de longueur choisie et représenter 1la marque d'une équipe d‘appui pour la suite.

par mise bout I bout des baguettes adéquates. Le deuxi®me jeu de cadres a pour but d'étendre la compétence numé-

A un ordre sur les parties joudes correspond un ordre sur les repré- rique des &l3ves comme outil de résolution. Le problZme est posé lors du jeu
sentations de ces parties en &quipes, les Eléves sont confrontds 13 4 une situation numérique plus com-

plexe : comparer des scores Si donnés chacun sous forme d’une liste de 12
- le cadre numérique est sollicité de fagon essentielle dans cette

termes. Plusieurs procédures sont possibles :

situation. A chaque laficer de balle correspond un nombre : celui indiqué

whé - procédure d'addition : c'est la procédure signalée dans le jeu
par la zonevde la cible. A chaque partle correspond un ensemble de uombres el —_—

précédent mais avec 12 nombres au lieu de 3. Dans cette procédure, le cadre
4 un ordre sur les énsembles dé iiombres selon une rdgle donnde, correspond

numérique est le seul pressenti pour répondre i la question "quelle est
un préordre sur les parties.

1'équipe gagnante ?" Dans ce cas, ou bien 1'8lsve sait effectuer les addi-

tions nécessaires et il peut comparer tous les gains des Equipes (cela peut

2.3. Variables didactiques. se produire s'il y a beaucoup de O et peu de 9) ou biem il y a des additions

Les différents paramStres du jeu dont un changement de valeur qu'il ne sait pas effectuer et la situation est bloquée pour lui. Cela aussi
. est susceptible d'entrainer unm changement de procédure des Eldves sont des a toutes les chances de se produire, car 1'habileté manuelle des &laves se
variables didactiques (cf. G.Brousseau). Tci ce sont le nombre des zones développe au cours des lancers successifs, chacun a envie de gagner et
de la cible, la valeur des points attribués i chaque zome, les relationms ) cherche 3 marquer le plus possible de points.

1] des différentes zones (0, 3, 6, 9 ou 0, 2, 5 10 n'ont pas . . . . . .
entre les points ( ’. P ~ Procddure faisant intervenir le cadre de 1la représentation

les mémes caractéristiques),le nombre des lancers par Joueur, le nombre de - - X T - ~ .
L'intervention d'un cadre anmexe, ici celui de la représentation,

oueurs par parties, le type de régle du jeu. . e ]

Jou P P ? P & : a pour but de fournir 2 1'éléve un autre cadre dans lequel exprimer les Si
sous une forme qu'il puisse manipuler plus aisément et qui.permette tout de
méme la comparaison. Cette intervention est fructueuse si 1'éléve peut enga-—

ger une interaction avec le cadre numérique. Cette correspondance n'est pas
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complite, sinon 1'éldve utiliserait la procédure d’addition. Il y 2 alors
déséquilibre dans 1'8tat du probléme et dans sa gestion selon le cadre dans
lequel 1'é1l3ve le comsidére. La ré&quilibration se produit au cours des tran—

ferts successifs 3 1'un des cadres des relationms &tablies dans 1'autre.

Précisons ce jeu des déséquilibres—rééquiliﬁration.

Tout d'abord, il ne peut se produire que si au moins deux registres
sont concernds. Par exemple dans la procédure ﬁbaguettes" un seul cadre, celui
de la représentation, peut 8tre sollicité. En effet, si les scores des équipes
sont représenté@s par des baguettes, comparer les équipes revient 3 comparer
les longueurs des baguettes. Or ceci peut se faire directement par superpo-
sition sans aucun recours aux nombres. Mais cette procédure solitaire a peu
de chances de se produire. Il faudrait pour cela que les baguettes soient
aisément manipulables et superposaﬁles donc pas trop longues. Cela demande-
rait de choisir une unité de longueur toute petite pour représenter l point.
Le comptage des unit8s serait fastidieux et source d'erreurs. Plus astucieux
serait d'avoir rep8ré qu'om pouvait prendre une unité pour représenter 3
points (dans ce cas, implicitement 1'outil adapté serait la propriété de 6
et 9 d'8tre des multiples de 3, ou plus simplement d'&tre somme de termes
‘Sgaux 3 3), ce qui n'est pas &vident méme si on sait que 3 + 3 =6et 3+ 3
+3=9.

Un autre moyen est d'additionner les mesures, mais alors on est
ramené au problime de 1'additiom.

En conclusion, il ne faut pas s'attendre 3 créer du mouveau 2 par-—
tir d'ancien en manipulant un seul cadre, que ce soit le cadre numérique ou

celui de la représentation.

3.2. Un jeu de cadres. "Représentation-Numérique" dans la procé&dure
tableau.

A une partie joude, on peut associer un tableau comportant autant
de lignes que de joueurs engagés dans la partie, autant de colonnes que de
lancers par joueur. Les tableaux caractérisent les parties. Un tel tableau
est parfaitement adapté 2 la situation, remplit trds bien son réle de mémoire
du jeu et est facile i écrire par les Elaéves. Comparer les scores des &quipes
revient I mettre un ordre sur les tableaux. A ce point 13 de la situation un
jeu de cadres entre le numérique et la représentation peut s'engager. Compte—
tenu des nombres en jeu : 0-3-6-9 et des comnaissances numériques des &léves
on peut penser qu'ils n'auront pas de difficultés techniques 3 remplacer un

tableau numdrique donné par un tableau &quivalent (en ce sens qu'il ne modi-
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fiera pas l'ordre des équipes), plus facile 3 manipuler. C'est le cas si on
remplace dans un tableau les marques, 3-3-3 ou 6-3~0 par les nombres 9-0-0

qui ne correspondent plus & des marques mais qui remplissent les mémes fone-
tions quant aux probl&mes de comparaison. Chaque tableau domne lieu ainsi 2
une autre représentation de la partie jouZe sous la forme : un certain nombre
n de 9 et un reste r qui peut &tre 0,3 ou 6. Comparer deux tableaux, et
donc deux E€quipes, revient 3 comparer deux repré@sentations de la forme (n.9,r).
I1 est clair que dans le contexte du jeu, celui qui a le plus de 9 a gagné

(les 9 &tant obtenus directement ou indirectement en regroupant des marques).
Il est clair aussi que, 3 méme nombre de 9, 1'Equipe gagnante est celle qui a
le plus fort reste.De la sorte les &l&ves peuvent comparer des parties dont

ils ne savent pas &valuer les scores. Plus précis@ment au prix d'ume complica—
tion de 1'8criture des nombres (mais qui en fait n'est qu'apparente, la numé-
ration de position masquant la complexit&) et d'une prise en compte simultanée
de 2 données : le nombre de 9 et ce qu'il reste, (12 encore ce n'est pas diffé-
rent d'un nombre s'@crivant avec 2 chiffres en &criture ordinaire) les &l3ves
peuvent comparer des nombres sortant de leur domaine numérique coutumier pourvu

que n et r ¥ soient,

Il'reste aux &ldves & transférer les informatioms du type (n.9,r) dans
le cadre numérique en explicitant les opérations. Il y a pour le moment d&sé-
quilibre de fonctionmement entre les 2 cadres. Les conventions d'&critures des
opérations + et x et le support sémantique assuré par le jeu permettent d'as-
socier 3 (n.9,r) le nombre(n x 9) + r. En transportant aux (n x 9) + r la rdgle
de comparaison des (n.9,r), 1'éléve rééquilibre ses connaissances dans les 2
cadres. Ce faisant, il &tend le registre des nombres qu‘il sait additionnmer, ou

comparer, mais ces nombres ne sont pas encore &crits sous forme canonique.

Hotons que les nombres 0, 3, 6, 9 qui ont servi de base constituent
une variable didactique. Une modification des valeurs peut entrainer un chan—

gement de procédure.

Le dernier pas que 1'8lave doit faire pour obtenir le total des équi-
pes est de prendre en compte que dans le proc&dé usuel d'écriture des nombres
on groupe par dix au lieu de 9 et que 9 + I = 10. C'est 1'objet de la comsigne

de comparaison 3 des scores extérieurs.

-~

Notons & quel point ici le jeu de cadres est imbriqué avec une dia-
lectique ancien-nouveau dans le numdrique. C'est cette imbrication qui a rem—
du possible le déséquilibre au profit de la représentation et sa rééquilibra-

tion au profit du numérique.
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D'autres traitements des tableaux sont possibles. Par exemple pour
comparer 2 tableaux on peut rechercher les 92 dans chacun d'eux. Si on en
trouve dans les 2, on en barre un de chaque cfté ; puis on recommence jusqu'd
ce qu'on ne puisse plus. A ce moment 13, 1'un au moins des 2 tableaux n'a plus
de 9. On fait la méme operatlon avec les 6 et les 3 A la fin il reste peu de
nombres dans chaque tableau, on peut les addltxonner et/ou les comparer. Cette
procédure conduit 3 comparer les tableaux 2 3 2, ce qui est long, méme si la
transitivité Economise du travail. Dans cette procédure on utilise implicite-
ment la régle suivante : pour comparer a + B et at+ c, il suffit de comparer
b et c. Cette compatibilité de 1l'ordre et de 1'addition permet de ramener le
traitement de nombres sortant du domaine connu,;mais donn&s par 1'intermédi~

aire de nombres connus,3 celui de nombres maitrisés.

Dans cette dernidre procédure, il s'agit plutdt de solution par ré-
duction du problime. Dans l'opératiom précédente, il s'agissait d'extension
de comnaissances et savoir-faire. Les 2 procédés sont duaux. On peut aussi
utiliser le fait que 9 = 3+3+3 et 6 = 3+3 pour exprimer toutes les marques
en fonction du nombre 3 et associer 3 chaque tableau T, le nombre ki de 3
qu’il fournmit. Comparer deux tableau Ti et Tj revient 3 comparer ki et kj
qui sont deux nombres et non plus deux couples de nombres comme dans la
représentation précédente. Mais les ki sont produits paz unme décomposition
des nombres alors que le probléme incite plutdt & les grouper. Pour s'inté-
resser aux k., i1 faut au préalable s’étre rendu compte que 9 et 6 sont des
multiples de 3. Cela rejoint les remarques faites 3 propos de la représen—

tation des scores sous formes de baguettes.

Le deuxiZme type de jeu sollicite la soustraction, (et méme la sous-
traction ou 1'addition itérde). C'est dire qu'il s'agit essentiellement de
développer le cadre numérique, le cadre matériel servant de support pour

contrbler le sens des actions et des calculs.

3.3 ROle du contingent.

Pour que les procédures de départ puissent évoluer ou &tre remises
en question (et c'est le but pOUrS“lVl en faisant jouer les variables didac—
tiques), les él&ves ont besoin de jouir d'une certaine marge ‘de manoeuvre
par rapport aux questions posées. Il est nécessaire qu 'ils puissent poser
et se poser des questions annexes em rapport avec 1a situation-probléme,
mais dont ils &tudieront ensuite 1'int&rét vis 2 vis du probléme posé. Or

si la situation-probléme est riche et ouverte (assez mais pas trop) il est
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possible- aux &léves d'enrichir le corpus des questions posges. L'organisation
des moyens d'action et des répouses 3 ces questions, contingentes dans le
détail puisque non prévues par 1'enseignant, est une occasion d'enclencher jeux
de cadres et dialectiques. Par 13 méme les procédures &volueront. Pour cela,
nous avons postulé que des questioﬁs différentes peuvent avoir des effets &qui-

valents. Nous pouvons alors en laisser 1'initiative aux &léves.

Ces questions ﬁogées par les &l&ves eux—mémés échappent aux diffi-
cultés de la "dévolution” et i 1'ambiguité qu’elle provoque. Par dévolutiom,
on entend la transformation que le sens du problémé subit en passant du maitre
3 1'éldve (par la formulation d'un &noncé et 1la ré&ception de cet &noncé par
1'sléve qui va s'efforcer de lui reconstruire un sens). Ce que le maitre
attend de 1'&l3ve n'est pas toujours ce que 1'&ldve croit que le maitre attend
de lui.

Voyons plus en d&tail comment dans le jeu de cibles, les différentes

dialectiques s'enchainent.

4. EPISTEMOLOGIE DES SEQUENCES.

*
4.1, Phase a) DOO : Familiarisation avec le jeu dans sa forme individuelle,

qui a gagné ?

Du point de vue moteur, 1'&l&ve va développer son habileté @ lancer
1a balle et contrdler sa zome de chute. C'est une nécessité si 1'él&ve veut
avoir un certain contrdle sur ges actions dane le cadre matériel et s'il
veut 1'exploiter. Du point de vue cognitif, il s'agit de contrdler et renfor—
cer la disponibilité de 1'addition de nombres petits (< 27) et de rendre fa-

milidre la comparaison de 2 d‘'entre eux, si cela n'était pas déj2 le cas.

Envisageons les procé&dures possibles pour répondre 3 la premidre

consigne (jeu individuel).

P, Additionner les points de chacun et comparer les totaux. Chaque &léve
doit additionner 3 nombres égaux 3 0,3,6 ou 9 puis comparer les 28 totaux.
Cette comparaison peut se faire imdividuellement. Il faut alors que chacun
dispose de la totalité de 1'information puis,que chacun travaille. Il reste
3 comparer les productions des éléves'au cours d'un bilan collectif par
exemple, de manire que la contestation soit possible et levée par des expli-
cations susceptibles dfemporter la conviction de tous. Dams le cas qui nous
intéresse, compte tenu des acquis des &l&ves, tous devraient envisager cette
procédure, l'addition &tant un outil familier, adapté i ce probl&me. Techni-

quement, chacun est capable de faire 1'addition qui le concerne. lLa classe

* pialectique outil-objet désignée par D.0.0 ou DOO



est capable d'ordonner une liste de 28 nombres‘inférieurs ou égaux 3 27.
L'addition et la comparaison des mnombres sollicités sont des outils explicites
connus et mis & 1'8preuve. On suppose toutefois que chaque joueur a mémorisé
sa marque et que l'information fournie par chacun est admise par les autres.
Une mémoire &crite du jeu permet de disposer de fagon sfire, & tout moment, de
cétte information, donc de la contréler.

PZ : Repérer dans un premier groupe tous ceux qui ont trois 9, puis dans un
deuxidme groupe ceux qui ont au moins deux 9 repérés directement (exemple 9,
3,9) ou indirectement (exemple 9,3,6). Grouper ensuite ceux qui ont plus de

9 et moins de 18 et enfin ceux qui ont moins de 9. Dans le ler groupe, tous
les scores sont &gaux et rdalisent le maximum. Dans les autres groupes, on
isole las 9 et on ordonne selon ce qu'il reste. On peut prévoir des cas oll
1a conclusion s'impose sans calcul : 3 fois 9 points ou 3 fois O point. Entre
ces cas extrdmes, on peut prévoir ume utilisation massive de la premiére pro-—

cédure.

4.2. Phase b) DOO : Phase d'apprentissage.

On veut que les &l&ves étendent leur connaissance des nombres. En
particulier, on veut qu'ils &tendent 1'ordre et 1'articulation entre l'ordre
et les opérations i des nombres sortant de leur domaine familier. Nous en-
tendons par 1& : &tant donnés 2 nombres a et b différents, reconnaitre le

plus petit des deux et savoir calculer c tel que, si a<b,a+c=b.

Pour disposer de nombres plus grands qu'a 1'ordinaire, on va recou—

rir 3 1'addition comme moyen pour en engendrer.

4.2.1. Chotx du probléme.

Nous choisissons un contexte qui a du sens pour 1'&l&ve : lancer
des balles dans la cible connue, avec une autre valeur de la variable didac-
tique-nombre de lancers— 12 marques pour I jeu au lieu de 3 marques ; mais
toujoﬁrs 1a méme cible et la méme régle : 1'quipe qui a marqué le plus de
points a gagné. Ainsi le problime est tout & fait analogue au précédent :
comparer des scores dont chacun est donné par 1'intermédiaire de plusieurs
marques. La procédure addition est parfaitement adaptée. C'est 13 que la
difficultd commence : les nombres sont petits, comnus. Mais 12 nombres a
additionner, méme s'il y a des z8ros, c'est beaucoup. Il faut s'y prendre

autrement.
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Expliquons pourquoi nous avons choisi de sauter de 3 2 12 marques.
Les &€léves savent compter oralement au deld de 50 en g&néral et parfois au
deld de 1la centaine. Le nom des nombres leur conf@re une éxistence brute,
globale, tgl un objet. L'8criture connue de certains nombres avec plusieurs
chiffres est pergue plutdt comme une entité malgré le travail de numération’
fait avant le début de la situation “cibles™. Un des objectifs de 1'appren-
tissage est de restituer son sens 3 1'écriture des nombres en base dix en
explicitant 1'information concentr@e dans la numération de position, le carac-
tére conventiomnel du codage , la diversité des codages envisageables, la
puissance de ce type d'8criture pour engendrer des nomﬁres et les moyens

d'action qu'elle permet pour les additionner, les comparer.... bref pour
calculer.

Nous avons estimé suffisant le saut de 3 2 12 marques pour que la
procédure par addition totale soit remise en cause et que soit suscitde une
réorganisation des cognaissances. Si la procédure &tait maintenue, il se pose-
rait de toute fagon le probléme de 1'&criture des nombres > 100, ce qui est

un de nos objectifs.

4.2.2. La représentation.

Dans le jeu en &quipe, le grand nombre de marques rend néces—
saire une mémoire &crite des points obtenus 3 chaque lancer, quelles que soient
les questions relatives aux marques qu'on se pose. Par ailleurs, le jeu com-
prend une double série d'informations : les joueurs de 1l'@quipe, les points
marqués par chacun. La représentation du jeu sous forme de tableau & double
entrée est bien adaptée : il peut @tre pour chaque manche un tableau 3 4
lignes (une par joueur) et 3 colonmnes (lg-26—3a-1ancer) ou le contraire. Un
tel tableau comporte dans les deux cas 12 nombres. Si deux tableaux diffa3rent
par un seul nombre, c‘est qu'ils représentent des parties différentes du point
de vue de la marque. Mais des tableaux différents peuvent totaliser le méme
nombre de points. Des &quipes peuvent 8tre ex aequo, comment les repérer ?
Plusieurs procédures sont possibles, Nous en avons signalées au paragraphe jeux de
cadres. Etudions plus en détail celle qui met en oeuvre un jeu entre 2 cadres :
@elui de la représentation et le cadre numérique, la sémantique de la situa-

tion Etant celle du cadre matériel.

4.2.3. La procédure "Tableau”.
Compte tenu de la marque de la cible : 9,6,3,0 et de 1'objectif
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du jeu : marquer le plus de points, le nombre 9 est privilégié. Méme si les
§ldves ne savent pas additiomner beaucoup de 9, ils savent obtenir des 9 en
groupant des 3 ou des 6 et 3. Il s'agit 12 d'une opération constructive. En
revanche, obtenir des 9 3 partir de 6 uniquement demande une opération en 3

" temps : une décomposition 6 = 3+3, une construction 6+3 = 9 et une transfor-
mation 6+6 = 9+3 ou 6+6+6 = 9+9. En principe, les outils mathématiques solli-
cit8s dans cette opération sont connus. Mais leur fonctionnémeut coordonné
peut poser probléme 2 certains El3ves. Pour ceux-13, la situation intervient
en renforcement. Cette &tape &tant explicitde, 3 chaque tableau correspond
deux informations pertinentes pour la comparaison : le nombre maximum n de 9
qu'il fournit et un nombre r = 0,3 ou 6. Ordommer les scores revient 3 ordon-
ner les tableaux, ce qui revient 3 ordonner les coupes (m,r). Pour plus de
commoditd, formulons cette procédure en termes mathématiques : notons J; le
jeu d'une Equipe Ei’ Si le score correspondant 2 Ji’ Ii le tableau des marques
3 4 lignes et 3 colonmnes associé i Ji, ny le nombre dé.g que fournit le tableau
directement ou par regroupement et r; les points restants. On peut &crire le

diagramme suivant

P s s
Cadre matériel Jip_______9 S:.L = (ni x 9) + T, = (pi x 10) + uy - e(Si) éeri-

ture en base dix

T g b cadre qumérique

Ti l-——f——9 (ni.9, ri)

cadre de la représentation

La procédure "addition” fournit directement les E(Si).

si e(si) = e(Sj), Ei et Ej sont ex aequo.

Si e(Si) < e(Sj) Ej gagne devant Ei'

Etudions la procédure qui transite par T, £, g.

. La mise en place de T utilise du connu, plus ou moins familier mais
bien adapté i la situation et facile 3 réaliser techniquement : &crire le
nom d'un joueur de 1'Bquipe sur ume ligne et 3 ¢6té ses 3 marques , recom~

1=

mencer 3 la ligne du dessous avec chacun des joueurs de 1'8quipe.

Toutefois, les tableaux peuvent n'étre que des mémoires inertes.

. Une condition nécessaire pour qu’il y ait &laboration de f est que les
tableaux remplissent effectivement leur rdle de représentation et restent

en interactiom avec l'objet, ici le jeu. Cela demande que 1'éléve puisse
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transférer le probléme dans le cadre de la représentation et donc qu'il ait

le choix de la procédure de comparaison. De ce point de vue, si 1'&léve re-

court au tableau de sa propre initiative, c'est 1'indice qu'il le considére
commé une représentation adapt@e susceptible de lui rendre dés sérvices, que
le tableau est mobilisé comme outil de résolution, méme si 1°&l2ve n'aboutit
pas compltement. Si le maftre, convaincu que le tableau est un bon outil, le
prépare “pour gagmer du temps et pour que ce soit plus propre” avec en plus
une colonne vide c'est 1'indice que la proc&dure d'addition s'impose 3 lui.
Il a d'ailleurs des arguments pour justifier sa position : la procédure est
adaptée au probléme et 1’extension de 1'addition est son objectif d'appren—
tissage. Seulement dans ce cas, 1'él3ve n'a plus le choix de 1la procédure.

Le contrat 1'aspire vers le calcul du total des points. Or sans méme rece—
voir une incitation de cette nature et qui peut paraitre bien anodine, la
seule question "qui a gagné" appelle déja le calcul du total. Pourtant cette
procédure ne peut amener au résultat que si 1'8lave sait déja faire les addi-
tions qu'on veut qu'il apprenme 3 faire. Si 1'él&ve ne sait pas, & défaut de
procédure alternative il est bloqué ; il ne fait rien ou n'importe quoi pour

fournir une réponse, ce qui revient au méme.

Pour que les él3ves ne soient pas conduits 3 1'inaction, il faut
que la situatiom-probléme preovoque chez eux le besoin d'en faire une analyse
détaillde. Celle—ci peut se faire 2 1'occasion de questions amnexes et contin—-
gentes que les &l&ves posent au vu des résultats du jeu avant que le maftre
ne demande d'ordonner les &quipes. Par exemple, on peut chercher 3 classer
ies joueurs 2 1l'int&rieur d'une &quipe ou rechercher les ex aequo ou ceux
qui ont réalisé 3 fois la mile marque etc.... Si le maitre laisse aux Eléves
le choix des questions, une grande diversit& peut se produire., Le travail -
d'organisation des questions et la recherche des réponses vont susciter de
la part des 8léves des lectures différentes des tableaux. Leur confronta-
tion aménera 1'ensemble des &l&ves 3 une meilleure connaissance des nombres
qui composent ces tableaux et de ce qu’ils représentent et 3 ne pas étre
subjugués par une prccédure qui semble s'imposer. Cette phase des questions
annexes, contingentes,cristallise une bonne part de l'incertitude du maftre
et de la marge de manceuvre des El&ves nécessaire au choix de la procé&dure
et par conséquent 3 la mise en oeuvre d'outils implicites. C'est une phase
dans laquelle les différences de comportements cognitifs peuvent librement
évoluer. Toutefois, om peut prévoir la diffusion d'un petit nombre d'idées
force qui donneront tournure au comportement cognitif global de la classe.

- 1a construction de £ n'est pas seulement une question de comptage ou
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de calcul bien que les nombres & manipuler soient petits : 0, 3, 6, 9. Il faut
repérer qu'il est intéressant de compter les 9 du tableau, mais aussi que le
tableau peut comporter plus de 9 qu'il n'en affiche directement. Cela suppose
de la part de 1'&léve une bonne comnaissance de la composition du tableau et

donc une analyse préalable. Celle—ci peut se faire 3 l'occasion de questions

proposées par les &l8ves (voir plus haut). Le contrSle des résultats (les (n.9,r))’

est assuré par la confrontation des propositions des &quipes. Aucume &quipe
n'a envie d'étre plus mal classée que nécessaire. Ainsi chacune a intérét i
rechercher le bon calcul. Or techniquement, c'est possible pour tous les

éléves.

Mais la correspondance £ n'a d'int&rét que si les &l&ves peuvent
mettre un ordre sur les couples (n.9,r) qui refl&te 1'ordre des &quipes. L3
encore, compte~tenu du contexte-~jeu qui leur donne leur sens, l'ordre sur les
couples s'impose : celui qui a le plus de 9 a gzagné. A méme nombre de 9, on

regarde les restes. Autrement dit,

Si o < nj (ni.9,ri) < (nj.9,rj)

(ni.9,ri) < (ni.9,rj)

et r. <r.

La question de l'ordre des &quipes est résolue.
La mise en place de h correspond 3 un travail de formulation &crite des scores

en relation avec la recherche du total des points de chaque Equipe.

Le couple (n.9,r) traduit 9+ .... + 9 + r

n termes

4.2.4. Phase c¢) DOO : Explicitation-formulation.
C'est 1'occasion d'introduire un codage pour désigner la somme de n
termes &gaux : par exemple (n x 9) pour 9+ .... +9. D'une fagon générale, les

scores pourront 8tre codés par des &critures de la forme (n x 9) + r.

Ce travail peut avoir diverses incidences :

-~ situer un nombre a parmi les multiples d'un nombre b.

- &crire les nombres en base 9

- tout nombre de la forme (n x 9) + r, r < 9, peut s'écrire (p x 10
+ u) u < 10 et réciproquement. Le travail pour passer des "paquets de 9" aux
"paquets de 10" est facile si n <7t : on enldve 3 r autant de | qu'il y a

de paquets de 9.
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- @crire les nombres en base 10

- comparer des nombres écrits en base 10.

La consigne“comparer les performances de la classe d celles d’une classe
voisine" demande 1l'explicitation de h et son utilisation dans la recherche

de 1'information portée par 1°8criture standard des nombres.

Par exemple, une &quipe extérieure a gagné 39 points en jouant avec

la méme cible, selon la méme r8gle du jeu, comment se situe-t-elle parmi les
’ 5

" équipes de la classe. Deux manidres de procéder se présentent naturellement :

8crire 39 sous lavforme (n.9,r) ou &crire les différents couples (ni9,ri)
sous forme réduite, c¢'est 3 dire totaliser les points. Le nombre de perfor-
mances ext@rieures 3 comparer 2 celles de la classe est une variable qui va
privilégier 1L'uneou 1'autre des procédures. $'il n'y a qu'un score extérieur,
on a intérét 3 1'exprimer sous la forme (n.9,r). Cela fait un seul calcul et
on dispose alors de moyens de comparaison. §$'il y a Beaucoup de scores exté-
rieurs on a plutdt intéiﬁt 3 calculer les totaux de la classe. Compte tenu
de la pression qui ne manquera pas de se produire de la part des joueurs
pour savoir "combien" de points leur &quipe a obtenus, nous choisissons de
privilégier la premi&re procédure en introduisant seulement 2 ou 3 scores

extérieurs.

Pour transformer 39 en (n.9,r), les &lé&ves ont besoin d'explici-
ter les conventions d'Scriture
39 = (3x 10) + 9
de formuler la relation opératoire entre 9 et 10
10=9+1
3x10=3x(9+1)=@3x9)+ (3x 1)

pour comclure 39 = (4 x 9) + 3

L'outil important ici est la multiplication comme addition itérée.

Elle est implicite comme op&ration malgré 1'expliciftion des caleuls.

Familiarisation avee le nouveau explicité.

La deuxidme manche a pour but de familiariser les &ldves avec
les nouvelles 8eritures et de faire intervenir celles—ci comme outils expli-
cites pour comparer des nouveaux scores, des sommes de deux tels nombres et
des 8carts : étant donnés a et b a<b, trouver c tel que a + ¢ = b.

Décrivons la séquence. Chaque &l&ve 3 1la fin de la 28me manche

dispose de 2 dounées multiples : les performances de son &quipe 3 chaque



manche. Il va devoir appliquer au score de la 28me manche la régle d'&criture
&tablie lors de la l&re manche. L'algorithme d'@criture est simple, tous peu-

vent s'en servir avec succés.

En demandant 3 chaque Equipe de comparer les scores aux deux man-
ches, la maitresse demande de refaire dans un cas simple un exercice d&ji
fait. I1 s'agit_de comparer deux scores au lieu de 7. En demandant de pré-
ciser combien de points ils ont en plus ou en moins 3 la 2&me manche par
rapport 3 la lére, elle demande d'&tendre 2 de nouveaux nombres une pratique

connue sur des petits nombres.

En fait deux cas peuvent se produire : soit 3 comparer S =(n x D+ T
et §' =(a' x 9)+ r'

.8in<n' et r<r' les 2 composantes n et r agissent séparément et il

s'agit seulement de juxtaposer 2 comparaisons et soustractions faciles.

.8in<n' etr>r' il peut y avoir un décalage entre la capacité 2
comparer et celle 2 calculer 1'&cart : comparer se fait en négligeant les
restes, calculer 1'8cart exige de décomposer un groupement (cf. soustractions

3 retenue).

Dans ce cas, nous pouvons prévoir que 1'éléve aura de la difficulté
3 justifier sa comparaison méme s'il en est convaincu. L'explicitation des
raisons peut se faire par la confrontation des résultats des 4 membres de
1'équipe et par 1'argumentation & laquelle elle conduit. Mais cette confron-~

tation est contingente.
A

Elle peut aussi se proquire lors d'une situation de formulation
et validation construite 3 cet effet [ Brlj.

Soulignons que le travail concerne la soustraction 3 retenue avec
des nombres petits et un contexte explicite, ce qui compense la difficulté
provenant de la lourdeur de 1'@criture. En effet, le jeu matériel qui est
3 1'origine des &critures de nombres sert de support 3 1'8criture et apporte
une aide au calcul en contrdlant le sens et en suggérant des procédurgs.
Ici, les 9 ont &té obtenus par groupement, on peut concevoir d'avoir 3
décomposer un groupement, on retrouve les &léments d'origine. Par exemple,
pour S = (3 x 9) +6 et S' = (4x9) + 3. On peut écrire §' = (3 x 9) +
9+3 et S'"=S+3+3=5+6.

Une autre procédure possible consiste 2 tramnsiter par 4 x 9. On obtient

(3x9)+6___,4x9@.,(4x93+3
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4.4, Institutionnalisation. phase d) DOO.

Indépendamment de i'écriture des nombres, &tant domnés deux nom-
bres aet b, a < b, on peut trouver c tel que

a+c=b

pour désigner des nombres plus grands. Correspondance avec les &critures en
base dix. Cela se produit 3 1'occasion du classement général compte temu des

2 manches.

TInstitutionnaligation de 1'8criture en base dix de nombres dépassant la

centaine.
4.5. Un nouveau probléme-de nowveaux outils sollicités.

4.5.1. La soustraction et la décomposition des nombres : outils sollicitds
dans un registre numérique connu.

La régle du jeu ~ ré&aliser 18 points - met en oceuvre un domaine
numérique maitrisé. La r3gle du jeu — se rapprocher de 350 - a pour but
d'étendre ce domaine. Dans la phase précédente, on se proposait de construire
de nouveaux nombres par additions de nombres connus. Ici, la soustraction et
la décomposition des nombres comnus sont les moyens de résolution. Les com-
pétences mumériques sollicit&es sont en principe disponibles chez les &léves.
Pour gagner, on a int&rét 3 conmaitre avant le jeu, les différentes décompo-
sitions de 18 en somme de 4 termes &gaux 2 0,3,6 ou 9. Ensuite on peut soit
faire des prévisions de points 3 marquer 2 chaque lancer et les corriger au
fur et 2 mesure du jeu si elles me sont pas respectées, soit jouer au hasard
an début et adapter ensuite de fagon & réaliser 1'ume des décompositions
gagnantes de 18. La coordination de 1'8quipe est un &lément déterminant du

résultat.

4.5.2. Extension du registre rumérique sollicité.

Le jeu 3 50 est apparemment le méme. On a seulement remplacé 18
par 50. Mais les nombres de l'ordre de 50 ne sont plus dans le registre usuel
des &ldves pour toutes les manipulations numériques. Pour gagner, les &l8ves
peuvent comme dans le jeu 3 18 cherchér systématiquement des décompositions

de 50 3 1'aide des nombres permis et essayer de réaliser les prévisions. Cela
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demande un effort de calcul. Ils peuvent aussi jouer au hasard au début de

la partie (1'&quipe dispose de 12 lancers). Cela permet de ré&duire 1'8cart

3 50 done de ramener le nombre de points 3 atteindré dans un domaine npumé-
rique oll 1a décomposition des nombres est opératoire. Une analyse a postériori
des scores effectivement réalisés permet de poser la question "Peut-on attein-—
dre 50 avec la régle du jeu donnée ou pas ? Sinon, quel est le nombre le plus
proche qu'on peut atteindre ?" On essaie de répondre 3 ces questions en cher-
chant les nombres que la réglé du jeu permet d'atteindre. Autrement dit, on
cherche & caractériser les noméres obtenus comme somme de plusieurs termes
égaux 3 0,3,6 ou 9. Le cadre de la représentation et le cadre numéridue peu~
vent interagir et provoquér des déclarations telles que "on ne peut faire

que des 3". La représentation des points qu'on peut marquer 3 chaque lancer
sous forme d'arbre et 1'addition des points des différents lancers d'une
partie permet de connaitre un ensemble de nombres qu'on peut atteindre. En
faisant des hypoth&ses restrictives sur les marques : par exemple on ne fait
que des 3 (resp. des 6, resp. des 9) on peut représenter graphiquement les
points marqués par des couples (J,n ) ot j deslgne le numéro d'ordre du

lancer et nj le total des points marques au j izme lancer depuis le début de

la partie, sans calcul, en reportant 3 partir d'un point (J,nj) du quadril-
lage ce qui s'est pass€ au coup suivant. Le travail comsiste 3 interprédter

le graphique pour obtenir le résultat numérique cherchs.

5. MISE A NIVEAU DE LA CLASSE ET EVALUATION.

A 1la fin de chaque phase, la maftresse donne & faire 2 chaque
&laéve par Ecrit et en classe des exercices. Ces exercices sont de deux types

et remplissent des fonctions différentes :

1) Repérer les &ldves en difficulté et leur apporter individuellement un com-
plément d'informations et d'explications. Cette mise 3 nivedu de 1'ensemble
de la classe est essentielle 3 la progression de 1'apprentissage. Elle n'est
cependant réalisable que si peu d'&l&ves en ont besoin. Pour remplir cette
fonction de repérage et mise 3 niveau, la maitresse propose aux &léves un
petit nombre d'exercices courts mais typiques de 1'apprentissage visé. Il
s'agit par exemple 3 la fin de la 28me phase de 2 ou 3 additions simples

ou avec retenue portant sur des nombres plus grands qu'# 1'ordinaire.

2) Familiariser 1'&l3ve avec le "nouveau" qu'il doit retenir et maitriser,
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3) Evaluer 1'éléve, tester ses acquis présumés aprés la mise 3 niveau.
Pour répondre 2 cela, la maftresse propose plusieurs séries d'exer—

cices comportant chacun de nombreuses petites questions. Chaque série met

en jeuvgg &lément nouveau (dans un contexte plus ou moins complexe) qui a

déja fonctionné en situation d’action et avec lequel il reste 3 se familiari-

ser pour en acquérir une bonne maftrise et donc une bonne dispomibilité.

Par ailleurs, ces tests révélent les faiblesses. 1ls permettent une
nouvelle mise 3 niveau sélective si elle porte sur peu d'éldves et la mise
en place d‘une nouvelle situation d'action centrée sur les difficultds des

sla N f P
€léves si nombre d'entre eux sont concernés,
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B. Chronique.

Plan de 1a chronique du 27/4/76 au 21/5/76.

I. Premier type de jeu

1246 donddigne

27/4 Jeu individuel

‘Zeme eonsigne

Jeu en éduipes : l&re manche
Elaboration de l'écriture (n 00 9) + r

29/5 - Comparaison des scores de 2 &quipes. Calcﬁl de @& tel que
a+c=b.

3/5
matin - Comparaison des scores (l&re manche)
3eme_consigne /33 /39
3/5 4éme_consigne

aprés-midi

2éme manche jeu et &criture ‘des scores

52me_consigne

4/5 - Comparer les points de la 2Z8me manche 3 ceux de la lére
manche
- Comparer au message d'une autre classe 51
TEST
éeme _consigne
7/5 - Calcul de la différence des scores aux 2 manches
10/5 7eme consigne : classement g&néral

TEST
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11/5 1) Rappels sur la situation compl&te
Pratique des &critures
-C>Cl"" » C=Cl+l139-3
- numération en base neuf,&changes

~ 8criture d'inégalité@s en base dix

II. Deuxigme type de jeu

17/5 " '9@me cdansigne
jeu 2 50

TEST 27 +x=280

18/5 Renforcements de calculs numériques 3 partir des tableaux
de marques du jeu 3 50

21/5 Représentation graphiqué des multiples de 3, multiplesde 6,
multiplesde 9
P=3x9 6 x9 9x9

Exploitation pour repérer les nombres qui peuvent &tre des

scores du jeu et les distinguer de ceux qui ne peuvent pas.
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La dialectique outil-objet & travers les jeux
de cadresdans les jeux de cible
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2éme probléme : situer des scores provenant de 1'extérieur

- Scores (33,39, ... , 51) parmi ceux de 1a classe
Anciennes )
connaissances Tableaw-( de valeurs . < (relation d'ordre) . - écriture de ces scores sous la forme
- Numération sur de petits nombres : et + (addition) nO9+r .
(en base 10)
ler probléme posé : Comparaison et addition des scores des différentes équipes. 3éme probléme : on fait une deuxiéme manche
Cadre de travail = : Pour chaque équipe, on a fait un tableau représentant les > comparaisors globales.
résultats des différents joueurs de 1'équipe. _ . .
Résultats : - extension de "<" et de "+" pour des plus grands nombres
ancers ler 2er 3er -calcul de c tet quea+¢c = b
Joueurs lancer | lancer | lancer . Chaque joueur lance 3 balles dans (institutionnalisation et familiarisation)
ler joueur 0 9 6 une cible comportant un 0, un 3,
un 6 et un 9.
28me joueur 6 3
3éme joueur 9 0 3 Qutil de travail : 3, puis 9 en
- opas g
4me joueur 3 3 3 tant qu'objet unitaire (on compte

tes 3, les 9).

11 y a alors création, en vue de résoudre le probléme

- Formation de:couples : - paquets de' 9 et.restes (Formulation orale)
(paquets de 9, restes)|.......] Ecriture nC 9+ r

- Ordre et addition sur |.......}- addition : si n + ro > 9, on fait un paquet
chacune des composan- de plus pour pouvoir comparer

tes : c'est insuffisant| - A
- ordre sur les écritures

-~ Numération en-base 9

- "Tous ces paquets nous ennuyaient"
~+ S1 A< B, Calcul de C tel que A+ C =B
avec C sous la forme pO 9 + q




: <, + sur des

Ancien

SCORES

Tableaux

Ancien

nombres petits
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E Q Q
o o o " .
N © n 2 . -~ Q
3 L3 E 5 E 23 ¢
L v & § B & & < Z ©
N 2 T 8¢ W oo CHRONIQUE.
S n -~ o 5 >N U O
D QL e © Q 2 g > .3
@ w 5 2 E o & o a ¢
= S g = 5 @ =z VvV -
L2 5 9 w 3 8 o o
x C g e 9 - La situation s'est dérouvlée du 27/4/76 au 21/5/76.
Ww “2 “ v Mous avons observé les séquences des 27/4 (en partie), 3/5,
L]
- 4/5, 11/5, 18/5.
Séance du 27/4.
fare phase.
. g 1) Le premier jeu (individuel) s'est déroulé trés vite.
o - : Chacun a compté mentalement ses points : comme les
w3y : ? 3 élaves &taient malhobiles, ils ont réalisé peuv de 9,
g % m : § & g beaucoup de 0, quelques 3 et 6. La maitresse a écrit
=
; g - s 3 ® } & au tableau sous la dictée des éldves, les scores de
g : _— 2 5 B . g chacun. Collectivement, ils ont ordonné ces nombres
ot
é © 3 f = et obtenu le classement cherché.
e
o
22me_phase
2) Le deuxidme jeu (en équipe) demande une organisation
préalable,
a) Lo moitresse donne d'abord lo régle du jeu : lancer
la balle dans la cible, chacun a droit & 3 essais. L'
équipe gagnante est celle qui réalise le plus de points.
La maitresse rappelle qu'il y a 7 équipes déja consti-
tuées dans la classe et qu'elle a dessiné 7 cibles sur
le sol. Chaque équipe dispose d'une balle et d'une cible.
~ .
'§ % b) Avant d'aller jouer, la maitresse demande & la classe
§ B E *"Comment ollons-nous nous organiser pour savoir quelle
v s g 53 sera l'équipe gagnante ?"
o g o &
3 s g o d Une proposition vient de différents é&laves :
ﬁ § s - © g § "Chaque équipe s'occupe de ses points. sur une feville,
2 % § § E g on marque le nom des enfants de 1‘'é&quipe. Le chef d'équipe
& A hal '2 f © morquera les points de chacun. Un gutre le remplacerc

quand ce sera son tour de jouer". La proposition est acceptée



Louison

M :
Héleéne :
M :
Hélene
Eric :
M

Erie

M : {(bis). Pourquoi on en avait marqué ¢ dans le rouge,
3 dans le (le choeur "blanc"). § dans le (le choeur
"bleu"). Pourquoi ? :
Réveillez~vous, pourquoi ?

Olivia : porce-que c'était le plus petit, on a mis 9, le moyen )
on a mis 6 et le tras grond 3.

M : Et pourquoi ? J. Baptiste pourquoi ?

Jean-Baptiste le 3 était le plus facile pour lancer la boule.

Coralie: le plus facile c'était le 0.

M : Pourquoi ?

Eric : c'était toute la cour autour de la cible.

M : On avait joué & quelque chose. Qu'est-ce qu'on avait
fait ? Patrick

Patrick: un relais(*

M : un relais ! ga fait longtemps. La maitresse avait fait

;. 3 points
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et mise en oeuvre immédiatement.

c) Le jeu se déroule dans la cour (7 autres cibles
étaient dessinées dans le préau, en prévision de mau-
vais temps).

d) De retour en classe, les élaves en collectif
font un compte-rendu du jeu & la demande de la mai-
tresse (nous la désignons par M).

Pourquoi avez-vous fait un tableau avec vos mesures?
On voulait faire un jeu. On a préparé un tableau pour
mettre combien on a fait, porce que c‘'était une cible.
Y avait un bout qui était blanc avec 3. Quand on met-
tait dons le rond 3, on avait 3.

3 points

quand on était dans le rouge, on avait marqué 6. Et
quand on était dans le

rouge. C'est rouge ?

: On en avait marqué 9

une cible. Qu'est-ce qu'il y avait dons cette cible ?

(*) Il s'agit de la sitvation "“course” qui a précédé le jeu de cible

Mathieu

J. Baptiste

M

Eric

Eric
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Suit une [redescription de la cible et des coups permis
ob interviennent des nouveaux éléves sollicités par la

maitresse ou pas : Valérie, Lidia, Franck.

: On pouvait marquer 0, 3, § ou ?

Quel était votre premier travail. Il falleit s'organiser.

Qu'est-ce que vous faisiez en équipe ?

: on a fait un tableau

.
b

: pour marquer les temps, non les points
Vous avez préparé chacun votre petit tableau pour écrire
vos points. Voila

: On n'a fait qu'un tableau

" qu'un tableau ?

: un tableav pour toute l°équipe

: pour toute liﬁquipe. Et puis nous sommes allés sur le

terrain. Et qu'est-ce qu'on a fait ?
On avait le droit

le choeur: de lancer la balle 3 fois

M

: et chaque fois qu'on langeit la balle ?

Jean-Charles : on a marqué le nombre qu'on avait foit.

M

Comilo
Bastien
Isabelle
M

Valérie
M
Valérie
M

I3
5

Voila, regardez. J'ai reporté au tableau, voyez por
équipe, vos points.

Quelles sont toutes les questions que vous pouvez vous
poser 7

L'équipe qui o perdu

1'équipe qui a gagné

les équipes qui sont égales

bon, l'équipe qui a perdu, les équipes qui sont égales.
Bon. Dépéchez-vous. On peut en chercher des choses.

: les équipes qui sont pcreiiles

.

pareil , quoi ?

: pareil-pareil ¢ - ¢

tu veux dire, ceux qui sont dans chaque équipe ont tiré
les mémes points en tirant les 3 fois. Bon, tras bien.
;q c'est intéressant. Sandrine ? Qu'est-ce qu'on peut



Lidia
M
Lidia
M
Lidia
M
Gilles

M
Gilles
M

Grégolire .

Bastien

Coralie

M
Valérie

M
Valérie
M

Eriec
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faire encore ? Lidia ?

: On prend le plus petit

: Comment le plus petit ?

: On prend 6, 6 > 5 alors c'est §
: Y a pas de 5 au tableau

: Ah ! ¢

(...) Ah bon, un point de plus que l'autre

: On peut regarder dans 1'équipe ceux qui ont les

a
mémes nombres.

: Ah, ceux qui ont fait le méme nombre de points

: dans une rangée, ceux qui ont le méme nombre

Trés bien

Ceux qui ont fait 3 fois le méme nombre
3 pour aller-a & 3

6 pour aller a9, 3

Tu l'os pas fait par hasard
Toi, t'es un petit malin, toi !
C'est quelgue chose & retenir. C'est vrai (bis)
Vous comprenez ce qu'il veut dire
0+3, 3 +3, 64 +3,9
Clest un petit malin.

’

: Quelles sont les remarques, les questions que vous

pouvez poser ? Valérie ? Je n'entends pas Laurent.
Camilo
Qu'est-ce qui a d'autres questions & se poser ? vite.

: Dans toutes les équipes, on pourrait voir ceux qui

ont gagné, perdu

: G& bien sOr

sans perdre ou gagner, celui qui o le plus de points
dans 1'équipe
(bis) Valérie

: ou celui qui est égal
: Bon, oui et alors ?

se rapproche du tableau d'Olivia en l'observant
"Ceux-13d ont 3 - 3 (Christian, Marc désignés)
Sauf celui~la, il a 3 et 3 = 6

Eric

Brovhaha

E .
Eric

M

Patrick
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Pointant la derniére colonne
"Ceux~1ld sont &gal, 3 et 3, & et 3 9"
Tous ceux-1a ont fait 3, squf celui-ci il fait §,

autrement ...

: Olivia a fait 3 aussi ?

non celui-13 compte pas parce que c'est un 0.
Christophe a fait que 3 parce que l& il y o deux 0
et Marc aussi. Sauf Yonnick, parce que 1la 3 et 3 4.

On note E les élaves dont on n'arrive pas & repérer l'identité

On enléve un 3, on le met & Olivia

Je sais qui a gagné la dedans : ceux-la n'ont fait
que des 0 (l2re rangée) & et 3, c'est 6 qui a gagné
‘La, c'est facile, tu veux dire que dans cette équipe,
c'est facile de voir qui a gogné, c'est Yannick qui
a marqué le plus de points. Bon, c'est vrai.

Pour voir les aqutres équipes, il faudrait marquer com-
bien ¢d fait en tout

Il faudrait le marquer ! on ve voir, on va essayer.
On cherche pour l'instant, apras on va travailler.
Encore des questions ? Franck, tu as quelque chose

& dire ?

: On trouve pas tellement ceux qui z'ont gagné, parce

y a des 0 dans les équipes.
Ca te géne qu'il y ait des 0 ?

: non, mais on sait pas laquelle qui a perdu.

: Dans 1'équipe d'Olivia, je sais qui a perdu, c'est

Olivia.
C'est Olivia. Et dans l'équipe de Mathieuv ?
C'est Jean-Charies

: et dans 1'équipe de Bastien ?

"Louison
et dans les autres équipes on peut pas savoir ?

On verra



Grégoire
E
M

Grégoire

M

Isabelle
M
Olivia
M

Isabelie
M
Isavelse

‘M
Grégoire
M

M
Valérie
Grégoire

M

Mathieu

m = m
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.

On peut voir celui qui ole plus de 0.

C'est celle d'Olivia, elle a perdv

Alors 1'équipe qui a perdu c'est celle qui a le

plus de 0 ? Ah bon.

il vy a que des 0 et des 3. 3 c'est le fort.
(sous~entendu de 1'équipe)

Ecoutez bien, il y o que des 0 et des 3 et c'est le
fort. Alors on est sir que c'est l'équipe qui a perdu.

: L'équipe Kamel a gogné parce qu'il y a qu'un 0.
: bis
: 14 y a trois 0, l& aussi, y en a trois 13 aussi !

Dans Grégoire aussi, alors, Frédérique ; pourquoi il te
semble que c'est celle-l& ?
celle-]4 a gagné parce qui y en a beaucoup qui sont forts

: qui sont forts ? parce qu'ils ont fait.quoi ?

o

y a des & et des 9

bis. Mais regarde celle de Bastien

on peut voir celle qui a le plus de ?. Elle a gagné.

Ah bon ! on peut savoir celle gqui a gagné, on peut voir
celle qui a le plus de 9. Pourquoi ca ?

Les 9, c'est les ptlus forts.

C'est pas celle-1a en tout cas (indiquant celle d'Clivia)
C'est pas celle d'Olivia. Pourquoi & votre avis ? Valérie.
parce qu'elle a plus de 0 que les autres.

celle-1a o des 0 et des 3 et les 3 c'est pas tellement
fort.

: des 0 et des 3. Bon aprés nous allons parler de celle

.
H

de Mathieu. Qu'est-ce que vous pouvez me dire de celle
de Mathiev ? )
elle n'a pas un seul 9.

: Ah bon !
: elle n'a pas un seul 9 mais elle o des é ?

: elle est avant ouv aprés celle d’0Olivia ?

: avant,

M
Grégoire :

M :
Grégoire :
M :
Gilles :
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: Pourquoi ?

Elle est avant l'équipe d'Olivia; elle o un § et elle
a moins de 0 que celle d'Olivia.

Bon. Elle a des 3 gussi.

quand méme, les 6 c'est fort, ga fait deux 3.
Qu'est-ce que ga veut dire qu'un é ¢a fait deux 3.

3 et 3 ga fait 6.

Eric se précipitant au tableau :

Eric :

M

Grégoire :

M :

Gilles
M s
Coralie

M H
Grégoire
M

Patrick

M :
J.Charles:

: Ah !

"Dans l'équipe de Yannick, y a deux 3 alors ga doit
faire 4".

il y a encore deux trois dans l'équipe ¢a fait §
Yannick, il n'a que deux 3, il n'en a pas quatre.
Je parle qué de Yannick ‘

: Bien, dans toute l'équipe, il y a quatre 3. Et dans

1'équipe de Mathieu, combien y a de 3 ?

: Dans 1'équipe de Mathieu, ils ont auvtant de 3 et ils

ont un 6, ils ont gagné.

ils ont le méme nombre de 3, mais ils ont un 6
de plus, alors ils ont gagné ! Bon.

on prend les deux §, non 3 et 3 &6 et encore 3 et 3, 4
ga fait deux 6.

Bon, regardons maintenant. Ecoutez bien Grégoire,
1'équipe qui a gagné, c’est celle qui a le plus de 9.
Alors & votre avis, quelle est 1'équipe qui a gogné ?

: c'est pas forcé. Un 6 et un 3 ga fait aussi un 9.

Ah, c'est vrai.
un 6 et un 3, ¢a fait 9.
Alors & votre avis qui a gagné ? .

s C'est 1l'équipe de Bastien qui a gagné.
: toi tu crois que c'est 1l'équipe de Bastien. Pourquoi ?

Patrick ?

: parce que y a plus de 9, vy o des é et y a moins de 0.

mais Gilles te dit:"attention” 1!
oui 6 et 3 ¢a fait ?
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M : D'accord, alors ga fait déja quatre ia.
Hélene, dans ton équipe ?
Hélane, au tableau compte les ¢ de son équipe :

éd et 3 9, encore 6 et 3 9,alors on a quatre ?
M : Alors, elle, elle a quatre 9.

Est-ce que vous pouvez dans chaque équipe trouver
combien il y @ de 9 ? cherchez ! Allez, chacun dans son équipe
cherche combien il y o de 9. On va voir.

Gilles : on peut faire des 9 avec que des 3. Kamel indique
du doigt & Gilles, un autre ? de 1'équipe.

Brouhaha sur les maniéres d'obtenir 9.

M : chacun va aller les écrire.

Phase de travail individuvel, puis reprise de
la phase collective.
M : ga y est ? Vous les avez faits vos 9 ?
Jacques ! ‘
Jacques {dont on n'entend jamais un son et dont on voit rarement
un &crit) lave un doigt pour indiquer un 9.
M : Vous étes d'accord ? '
Jacques lave 2 doigts pour indiquer deux 9.
M : viens les montrer.
Jacques désigne dans son tableau.
Jacques : O 3 é 9
Franck : 0 6 3 9
M:et Sandrine (0 6 0) et Mezigne (0 3 0)
Gilles : on prend deux §, on enl2ve 3 ¢a fait 9. J'en enléve

3 d'un 6 et ¢a foit 9.

FIN DE LA lare BANDE
REPRISE AVEC UN DECALAGE
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Reprise

les 4laves choisissent un signe pour "paquets". Aprés diverses
propositions)ils décident d'adopter 0.

A propos de l'équipe de.-Jocques
Gilles : 11 y a 3 paquets de ¢ et encore 3

M : viens écrire au tableav ce que tu viens de dire
Gilles écrtt 3p? + 3 et lit "3 paquets de ¥ + 3"
M : pour moi 9 + 3 = 12. Tu as 3 paquets de 12
Gilles " non.” I1 ajoute des parenthdses :

(3p 9) + 3
puis apras propositions et choix duv signe :

(30 9) + 3

Brovhaha

M . : d'accord, tu veux en retirer é de la pour en mettire 13,

tu en as toujours 3,

"L'éguipe d'Olivia, combien trouvez-vous de paquets de 7.

Combien en as-tu trouvé ?
Yannick : 1
M : 1 paquet de 9, bon ! Olivia, combien tu en trouves.
Olivia : 1
: C'est tout, 1 paquet de 9 tout juste

Eric : moi je trouve qu'il y en a un de 6.
M Marc, combien ?
Marec : 31 n'y a qu'un paquet de ¢

Yannick : + 3

Ah, 1 paquet de 9 plus 3.
Yannick écrit : (1g 9) +3
M : Kamel , le compliqué, combien en as-tu trouvé ?
Kamel. - ’
Gilles en trouve 4
Virginie en trouve 3
Frédérique en trouve 5. Lo maitresse l'oblige & compter les
paquets un par un et & marquer le résultat (511 9) + 3

- C'est le tour de Laurent, Valérie, Isabelle, Camilo
{4 O 9). Laurent explique le calcul.
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- T de Bastien, Patrick, Jean-Baptiste Frédéric (Louison)
ovr e ! : ’ Grégoire efface le 6 du 6 - 3 entouré

M : écris le & cdté plutdt, voila.

B bi avez-vous de paquets de 9. Bastien Lovison
M Combien av paq ’ ’ Grégoire : je le mete 13
\ .

Patrick, cherchez les autres.

Bastien, & ton avis M : Mets-le, voyons un peu
Bastien : 30 ¢ . : D'od il sort ce 3 la (bis)
M : 3 9 ‘est tout, étes-~ sbr ? .
"7, ces out, etestveus =0 9 9 Grégoire écrit un petit 3 a

Les &laves : ovi, non . .
Patrick 4029 é 6 ? 1'extérieur du groupement
La :1c ) is 5 0 0 0 M : Ah le 3 sort dessous

: je crois
ousson 3 3/ (3/\¢-3 Grégoire indique le 3 du 6-3 et dit :
Frédérique : moi aussi, je crois 5
3 il y a 3 1la.

M & Patrick : viens ici, entoure les paquets de ¢

P k 1 9 et l ts 6 et 3.
atrick entoure les et tes groupements € Olivia : il n'y a qu'd faire une flache

Il reste en disposition diagonale. M : et bien, fait une flache
M : Cherchez, qui a une idée Olivia veut tracer une flache dv § - 3 au 3
Grégoire : -3, on n'a qu'a mettre -3 M 1l'arréte
M : écris le & cdté

Grégoire au tableau note -3 & cdté du § M refait & c3té le dessin

Olivia l'entoure comme dans le tableocu et veut
écrire -3 en dehors de

M : Qu'est-ce que ¢a fait - 3

Grégoire : Il reste 3

‘M efface le 6 : tu veux remetire - 3
M : Il faudrait qu'on le voit ce 3 qui va nous rester ne
M : tu veux écrire autre chose, continuve, gavfait rien.
Grégoire : la (il indique le 3 du é - 3)
. . On va voir aprés, écris
M : est-ce qu'on le voit trads tras bien ce 3, est-ce que
. \ J.B. erit 3 + 3 = (4 - 3)
vous étes d'accord ?
M : Qu'est-ce que tu as écrit 1a? est-ce que c'est vrai ?

Si t fait 6 et 3 fait 9
je compte ca fa € ¢+ §a Tad c'est vrai ou c'est faux ?

La je dis 6 et 6 le cheur de 1 lasse 12
J e tac (s'adressant & J.B.) 6 - 3 J.B. 3
M : 12 - 3 ga fait ¢ ga marche ? .
M : Alors est-ce que c'est vrai ce que tv as écrit ?
Les élaves : oui I8 . ovi
M : O i lors. E 3 o )
n peut le laisser alors t le qui va nous rester ? M . est-ce que ton écriture est juste ?
Et pour savoir ob il est l'autre 3. 1B ?
G i : 3 i o
régoire répdte : & et 3 ga fait 7 M 343 J.B. & M. écris-le J.B. 3+ 3 =4
M : ga fait 9, d'accord. Comment on va savoir qu'il nous
reste + 3 (bis) ’ M : est-ce que tu peux écrire 3 + 3 =6 - 3
Grégoire : Le 3 qui est 13, on va le mettre la J.B. : non, si on m'en retire 3, il va m'en rester 3.
M : mets le (...) voyons comment M : 6 n'est pas égal & 3, c'est faux.
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. maintenant qu'est-ce que tu voulais nous dire ? On M
comprend bien pourquoi tu l'avais écrit. Qui veut J.B.
1'aider, pourquoi il avait écrit ga.
A lo place de 8, qu'est ce que tu voulois metire
é
J.B. :3+3 ..., il éerit 3 + 3 : M
Mi : voila, & la place de 6 il a mis 3 + 3
Olivia proteste JOCQUES
M : Ah bon, bon ! Grégolre
Olivia reprend % ' Laurent
Gilles
-3
M : : Ah bon ! c'est bien ~3. Qu'est-ce que ga veut dire alors ?.

C'est le 3 que tuas enlevé? Mais le 3 qui nous reste, ob
tu vas le mettre ?
Qu'est-ce qui a une autre idée ? (bis)
J. Baptiste : je voulais écrire (il a la craie en main)
: Toi, tu avois dit d'ob il venait le 6 ?
Moi, jJe savais que ¢& venait de 3 parce que 3 et 3 6.
M : et bien, écris le. Au lieu d'écrire 4 tu voulais
écrire 3 + 3 '
J. Baoptiste "écrit 3 + 3 = 6§ - (il reste un moment la craie en
l'air)
M : Vas-~y
J. Baptiste a envie d'écrire -3. Il dit :
"Je ne crois pas que ga va aller".

M :+ ¢ fait rien, vas-y ... on va voir.
J. Baptiste écrit & cdté de 3 + 3 plus loin 6 - 3
M - : entoure le paquet de 9
J.B. : 3'ai un peu réfléchi
é
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: Combien de paquets de 9 alors pour 1l'équipe

(6 9) + 3

Puis Mathieu écrit pour son équipe (2(1 9) + ©

récapitule les résultats

(30 9) + 3 Bastien
(509) + 3 Mathieu
(409) +0 Olivia
(50 79) +3

(609) + 3
(20 ¢9%) +0
(1d9) + 3
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Jeu du 27/4

Les marques des différenmtes &quipes

scores
Jacques O 3 6 Olivia
Sandrine :0 .6 .0 Christophe
Franck 0 6 3 Marc
Meziane 0 6 0 Yannick
Laurent 6 3 6 Grégoire
Valérie 0o 3 0 Eric
Isabelle 3 3 O Héléne
Camilo o 3 9 Coralie
Bastien 9 9 6 Kamel
Patrick 6 6 9 Gilles
J.Baptiste 0 O O Virginie
Frédéric 3 3 6 Frédérique
Mathieu 3 3 0 Jacques
Lidia 0 0 3 Olivia
J.Charles 0 0 O Laurent
David 3 0 6 Grégoire
Basgtien
Kamel
Mathieu

O O O O
w O O O
W w w o

O w v o
N N W W
o O W W

[ SV I PR
o O o v
w W v o

(309
(109
(4009
(09
(6 09
(509
(209

+ o+ o+ o+ o+
QO W W W o WwWw
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Analyse de la sdguence du__27/4

__________ =

A. Phase collective

Caté Maltresse

I Descrintion du_Jeu.

M: Pourquoi un tablsau?
C'est un appel aux données du

prébléme,

M: Qu'est-ce qu'on avait fait?
Par cette seconde question, la

mattresse provegue la diffusion

. des données parmi 1l'ensemble des

éléves.,

4
M. ‘relance la question:
Qulest-ce qu'on a fait?

{.a maltresse, assurée de la dif-

fusion, passe & une autre étape.

II Appel aux guestions.

M: J'ai reportd au tableasu, par
équipe, .vos ppihts.
Guellesqont toutes les questions

que vous pouvez vous poser?

M: Lidia?

Caté élédves

Hélgne: Pour mettre combien on a fait.
Suit une description de la cible et dé
sa marque. Intérvienngent: HElene, Eric,
Olivia, J.-Baptiste, Coralie. .

Redescription de la cible et des coups

" permis par d'autres éldves.

Précision d'Eric: On n'a fait qu'un
tableau pour toute 1'Zquips.

Le Choeur, dans son ensemble, reprend

les informations précidentes.

GCamilo, Bastien, Isabelle, Valérie,

Gilles, Grégoire, Eric, Sandrine, posent
des questions diverses portant sur la
comparaison d'ddquipes ou sur les joueurs

4 1'intériesur d'une dquipe.

‘Lidia: 6> 8§ , alors c'est & .

Lidia regoit la auestion non pas dans le
contexte du jeu, meis comme une inter-

pellaticon sur ses conrzissances numériques,
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11T Un changement de cadres "jeu —— Numérigue", déclenché par Bastien.

M: T'es un petit malin. Vous
comprenez?
0+3,3;+3,6;+3,9,
C'est guelgue ¢hose & retenir.

M. pointe un éldment mathématique
qui, pour elle, doit avoir des
consdéquences.

M. appelle de nouvelles questions.
Elle interpelle Valérie, taurent,
Camilo. ’

IV M. ogriente 12 discussion.

Et alors?

M. ne veut pas entendre cette
proposition, mais ne veut pas nmon
plus la rejeter. Elle choisit de
la laisser en suspens: "On cherche
pour l'instant, aprés on va
travailler”.

- Encore des questions? Franck?

M, saisit cette premire réponse
pour résoudre une série de ques-
tions: Et dans 1l'équipe Mathieu,

démaonte la construction du jeu par 1=
maitresse.
3 =8, 3;

6§ — 9 , 3 ; "pas par haesard".

Autres guestions de Coralis, Valérie.

Les premiers éléments de réponse font

apparattre 3 comme unitd ds comnte.

C'est une idée d'Eric, qui l'exploite
pour comparer les joueurs de 1l'équipe
d'Olivia,

Une autre idée, de Patrick —totaliser les
points —n'est pas reprise.

Franck répond en exprimant son incertitﬁde:
an ne sait laquelle qui a perdu,

Eric: Dans 1'équipe d'Olivia, je sais:
Ceux-1a n'ont fait que des zdros, 6 et

3, c'est 6 qui a gagn<,

Une remargus purement numsrique de Bastien
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...get dens 1l'équipe Bastien..., et
dans les autres équipes, on peut pas

saveir?

V¥ Une_conjecture,

M. énonce alors une conjecture en
donnant un caractére général & une
déclaration prenant son sens pour
une égquipe précise:

Alors, 1'équipe qui a perdu c'est
celle qui a 1le plus de O ?

M. reprend l‘argument.

VI Nouvelle orientatieon.

M: Ils sont Forts? Parce gu'ils ont
fait gquoi?

M. soutient cette proposition pour
provoguer la camparaison de deux
équipes: une nouvelle, célle de
Mathisu, une déja examinge, celle
d'Nlivia,

A cette derniZre.question, Grégoire rsoond:
On peut voir celui qui a le plus de O .
fette remarque Fait déviar un £léve sur
1'examen des équipes (sans doute par
confusion). "Cest celle d*0Olivia, elle a

perdu”.,

V Des &léments de justification.

Grégoire: il yaque des O et des 3.
Isabelle, tirant les conséquences:
L'équipe Kamel a gagné, v a qu'un 0 .
‘01ivia rejette 1l'argument par un gontre-
exemple: La, il y a trois 0 , 1& aussi,
13 aussi.

Autrement dit, on ne peut pas ramener la
comparaison des équipes-au décompte des
zéras. Elle le prouve en exhibant des
équipes non ex—-aequo qui ont autant de 0 .

Isabslle entend la réfutation et modifie
son arguments Cells 13 a gagné parce qu'il

y en a beaucoup qui sont forts.

Isabelle: Des 56 et des 9 .

Brégoire gnonce une proposition: Nn peut

voir cells qui 2 le plus de 9 , elle a

gagns.
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M. relance: Ecoutez bien Grégoire:
"1tSquipe qui a gagné, c'est celle
qui a le plus de 9 ".

Les deux tableaux sont décortiqués en
termes de 3, 6, 9 . Ce qui domne:

"Méme nombre de 3 , un & de plus,

1'squipe Mathieu est avant celle d'Olivia”.

Billes rejette 1'énoncé de la maltresse:

C'lest pas forcé, un 6 et un 3 , ga fait
aussi un 9 .

Coralie répdte: Un 6 et un 3 , ga fait
9.

Billes: On peut faire des 9 que avec

des 3 .

8. Phase individuells.

M: Chacun va aller dcrire ses 9 .

Travail individuel, mais avec concertation
dans 1'éguipe avant d'aller en rendre
compte au bilan collectif.

C. Bilan collectif

1) On compte les 9 .

M. interroge Jacques (dont on
n'entend jamais un san et dont on

voit rarement un écrit)

L 'ambigutté & propos des 9

2) M. sollicite une dcriture.

Familiarisation avec le calcul.

3) M, appelle chaque équipe a tour

. ds rfle & exposer son calcul,.

1)

Jacgues répond: en levant 1 doigt pour

un 9 , puis 2 doigts pour deux 9.

soulevée par Gilles se retrouve ici.

Billes intervient pour grouper desux 6

et conclure: 3 paguets de 9 et encore
3.
C'est le langage de la numiration

pardlldlement en cours d'étude.

‘2) Elaboration d'un signe pour “"paquet”:

et d'dcritures du type (n89) +r .

3)
Un membre de 1'éguipe exnligque son calcul,

et 4ventuellement se fait aider ou relayer
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par un autre de 1°'dquipe ou extdérieur &
1'équipe.
Chaque calcul sert d'apprentissage au

suivant, ou de renforcement.

La transformation Tableaux — Ecriture numérique Ffonctionne bien tant

que les 9 sqnt obtenus par assemblage.

4) Une difficulté inattendue pour M.
avec 1l'équipe Bastien. Celle~-ci
comprend 4 membres, et 3 propo-
sitions de résultats différentes: .
(aa9), (3a9), (509); restent

6 ,6&.

M. tente de jouer sur 1l'dcriture
pour gbtenir 6+6 =9+3 ; i.e.

un traitement numérique des infor—
mations:

- I1 faudrait qu'on le voie, ce 3
qui va noué rester. ’ .

- Est-ce gu'on le voit trés trés
bian?

- 6 et 3 ,ca fait 9 ; 1 je
dis 6 et 6 ...

~ Comment on va savoir gu'il reste
+3 ?

i
i

4) Due faire quend il reste deux 6 ?

La question s'est déja posée et Gilles 1'a

résolue par uns procédure sous-tendue par

le jeu: * 3 pagquets de 9 et encore e

Pour les joueurs, le probléme est de
compter les 9 . La régle qui donne
1'équipe gagnante est "celle qui a le plus
de 9 a gagné®. Le 3 n'est pas dans

leur préoccupation, La maitresse st les

| é1dves se situent dans des cadres étran—

gers, ce qui entraine ure incompréhension,
bien qu'ils disposent de toutes les

connaissances numérigques nécessaires.

Grégoire:
-3 ., Puis il écrit:
6
65-3"
3
Olivia: Y a qu'd mettre une flache.

6 et 6, on n'a qu'a mettre

J.~Baptiste tents une formulation de type
Sgalité numérique, mais il veut un 3 .

T1 s'ensuit une petite épreuve de force entre M. et Grégoire, puis Olivia.

M: Ah! au lieu de 6 , tu youlais
youiais

gcrire 3 +3 . ’

Et encore, & propos de 3+3 =5-3:

- Est-ce que ton dcriture sst juste?

- 6

n'est pas égal &8 3 , c'ast
faux.

Et enfin:

-- Voila, & la place de 6 , il a mis
3+3 .
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Les é&laves dialoguent entre le jeu et la représentation. La maltresse

entre la représentation et les nombres. La situation est bloqude.

La maitresse ne veut ni dire, ni faire ce gu'elle veut que les éléves

fassent d'eux-memes, et dont la production serait pour elle 1'indice

d'un progrés.

M: 3 +37

J.~Baptiste: & .

M: Ecris le. Est-ce gue tu peux
écrire 343 = 6.3 7
J.-Baptiste: Non,

M: Voilatl
—~ Combien de paquets de 9 alors
pour 1'équipe?

La situation se déblogue gquand Jean=

Baptiste, cédant & la pression, se place

au plan purement numériqqg "3+3 =8 "

et "si on m'en retire 3 il va m'en

rester 3 ", Enfin, dans le diagramme
6

6 * il remplace un 6 par 3+3 pour

<]
obtenir 3 +3 ©n disant "j'ai un peu

réfléchi®,

Le basculsment ést réalisé. La technique
ne manque & personne et trés vite les
résultats sont récapitulés sous forme
numérique,

Dans 1'dcriture (2a9)+0 , 1le O

carrgspond & une information du tableau.
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Séance du 29 Avril

Cette s@ance n'a pas &té observée.

On sait ce qui s'est passé par les rappels que les éléves font de

la s8ance du 3 Mai, par des documents d'8l8ves et les informations de M.

1) Le probléme posé &tait de comparer les scores des 2 &quipes.

~ Chaque &quipe dispose d'ume feuille sur laquelle tous les scores sont
notés. Elle doit classer les &quipes de 1a plus forte 3 la plus faible.

- Toutes utilisent la méme proc&dure de comparaison
plus forte est celle qui a le plus de 9. Si 2 &quipes ont le méme nombre de
paquets de 9, on regarde combien ellecont de points en plus. Dans toutes les

8quipes, on doit trouver le méme ordre :

- Pour &crire les comparaisons, les &critures numériques &taient trop
lourdes. Ils ont décidé de nommer les Bcores. Ils ont choisi la premigre
lettre du mot désignant le nombre de paquets de 9. Par exemple T = (3 09) +3
Sauf pour les &quipes ex aequo 2 qui ils ont attribué € et P

2) Chercher combien 1l'équipe forte a de plus que la faible.

Combien la faible a de moins que la forte ?

En fait, 3 la demande de la maftresse, ils ont tous calculé
i'8cart de P 2 Q. Ils en

se sont heurté@s alors au

Rappelons les scores

s=(609)
D=(209)
U=(09)
L=F=(09
(309)
% a9

-
(]
+ o+ + o+ o+ o+

O W W W O Ww

o
[}

de deux &quipes, la

ont calculé d'autres 3 leur choix en plus. Certains

probléme de soustraction 3 retenue.
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3) Une autre représentation des scores

a) La maitresse propose une autre représentation des scores par des ba-

guettes découpées dans du papiler quadrillé.
Le choix collectif est le suivant : on d&coupe des bandes d'un carreau
de large, on prend autant de carreaux qu'il»y_; de points, on fabrique des ba-

guettes de 9. Notons que ce choix est un réimvestissement du travail de numé-

ration fait auparavant.

b) Une procédure de c¢omparaison pour D et U : pour D ils collent bout

3 bout 2 baguettes. Ils posent dessus 1 baguette de 9, convenablement, ils

comptent encore 3 points pour représenter U et voient de combien D dépasse.
¢) Ce n'est pas commode de manipuler des baguettes qui, mises bout 3

bout, peuvent devenir trZs longues. Ils d&cident de les coller sur une feuille

en les alignant bien dans l'ordre pour faciliter la comparaison.

209 .

etCee.s

109

. Pour comparer D et U, les baguettes sont voisines, ga va. Pour T et Q aussi.

Pour les autres ce n'est pas commode.

On verra plus tard.

Soulignons que tous ces &léments de représentation sont introduits comme

jalons pour une reprise et une exploitation ultérieure.

le 30 Avril.

Réinvestissement d'une connaissance antérieure

. Dans la représentation "baguette” des points, il 'y a 2 types d'informa-
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tions : le nombre de paquets de 9 représentés et le nombre de points. On

peut représenter graphiquement cette double information.

C'est une reprise d'une représentation utilis@e dans une course de relais
(2 laquelle Patrick et d'autres ont fait allusion dans leurs interventions

sur le jeu de cibles).

-1 . Sur un quadrillage, on trace deux axes .
nombrep de
poipts
12y -
9
6
3

T 2 3 ] % nombre de paquets de 9

Mais Bastien précise que dans le jeu on ne peut faire que des 3,

et, qu'il est inutile de marquer les autres nombres. Il propose de graduer

1'axe vertical de 3 emn 3.
Pour Bastien au moins, la représentation est bien en dialectique

dvec le jeu.
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ANALYSE DE LA SEQUENCE

DU 3 MAT

A. .Phase collective

Rappel
1) Questions
interroge Jacques, Yannick, Franck

Grégoire

- ponctue les phrases des &léves

L'équipe de Jacques avait ?

que voulait dire le signe O?

en réponse 3 Isabelle :

"Pourquoi Laurent"

a le souci de la diffusion des idées

mais tous les paquets vous ennuyait

?

Grégoire répond. Jacques reprend. Coralie
compléte.

- Suit , par plusieurs &l&ves, une descrip-
tion de la cible, des coups permis, du re-

' tour en classe, de la comstitution des ta-

bleaux, de leur traitement.
Ils rappellent quelques questioms

Grégoire : Celui qui aurait le plus de 9

aura gagné

~ Justifications de Coralie, Olivia, d'au-
tres &léves.

- Grégoire : on a fabriqué des 9

E: (309) +3

Le choeur rappelle le score de chaque &quipe,

la signification de "O"

Isabelle : on avait vu que 1'Zquipe de
Grégoire et 1l'équipe de Gilles, ils &taient
pareils.

Laurent répond : mémes signes, mémes nombres,

mémes points.

"On a donné des signes"

pour les classer, ga n'a pas &té
difficile, qui &tait 1'équipe
gagnante ?

revient 3 la convention de la classe
609 + 3

Puis elle demande de "calculer”

Isabelle, Kamel, Olivia, d'autres &l&ves
rappellent la convention des signes

Olivia fait allusion aux restes
- *des fois les gagnants ils avaient 0O
les perdants +3

¢a nous avait ennuyés *

Frédérique fournit une réponse en numération

ordinaire : Bastien, 57

Patrick lit umn graphique affiché

2) Calcul Un des objectifs d'apprentiss;

"appel 3 plusieurs maniéres de cal-

" garde le contrSle du calcul en le

3) Classement des &quipes

- 147 -

Comment passer de (6 09) + 3

La maitresse attire 1l'attenti
entame une phase de calcul et fait

culer des sommes de 9.

rapportant au jeu

"On est arrivé 3 7 paquets"

M : nous avons classé tous les points.

4) Organisation des informations

M : Avec tous ces renseignements on ne

le ler......

savait plus y voir clair

fait 'marquer O dams les cases
diagonales pour les distinguer

des cases "perdantes”

24 - - -&
t
151 ¢
12 .
1]
-~ T
1]

dit 9 + 9 = 18

- -
®
- -

w &
[
2

ge est en jeu ici : 57 = (5 x 10) + 7
3 57.

n des él&ves dessus.

Yannick : 1 point pour aller 3 10 et il en
reste 8 10 et 8 18

Olivia : 9 + 10 = 19 19-1=18
Ramel : 19 + 9 = 27
ssseseses Isabelle, Jean Charles, Eric,
" Louison, Valérie calculent jusqu'a 63
Les &l&ves ont un programme qui tourne bien,

ils pourraient le faire marcher plus loin.

3) Framck, Coralie, David, H&l&ne, Jean—
Charles, Olivia, Bastien, Gilles et d'autres

interviemnent pour exprimer-tous leurs

‘calculs d'Scarts

4) Yannick : on a fait un tableau

P T Q C s D U

H N

Ils ont reporté leurs résultats et ensuite

calculé les &carts manquants. Ils se sont

interrogés sur les cases diagonales.

Franck : S et S, elle est vide, c'est &gal.
on voit sur le tableau qui avait
"ggal', ’

Ils ont laissé vides les cases (X,Y) avec

x<¥Y.

Yannick : U est 1'Equipe perdante , elle

n'’a rien dans sa ligne
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II. Nouvelle consigne

i} M : Dans une autre classe, ils ont fait

le méme jeu. Une &quipe a gagné 33
points.

cette &quipe a marqué de
de 9 ?

Combien

paquets

¥ 3 Camilo : combien 309

M : et alors 33

2) M : oit le

situer

M : elle a cowmpté li.dessus.

3) Qui a uné autre méthode

M rejette. "ga ne veut rien dire.ici 5"

4) ¥ donne un nouveau message 39 pts

III. Une nouvelle manche : méme régle

du jeu

1I.

1) Gilles, Camillo, Hél&ne, Grégoire
1l3vent la main.

Camilc propose 3 paquets de 9
Camilo : 27

Camilo : ga dépend des isolés

7 -6 -6 Plusieurs ddclarent 6 - 6

2) Argument d'Isabelle :

points"

"j'ai compté les

Elle a devant elle, un axe gradug de 3 en‘
3. Elle indique les carreaux du quadril-
lage entre 27 et 33.

Bastien décrit :'c'est gradué en 3: et

argumente * 3 et 3 6. Coralie fait &cho.

Frédérique ¢t 5et 1 6
Frédérique regoit la question comme

"une autre manidre de faire 6"

Coralie reprend la pratique de numération
27 pour aller & 30 3
30 " " 33 3 3et3 6
Jean—Charles répéte le m@me calcul comme

s'il le découvrait.

Valérie et d'autres utilisent les méthodes
précédentes : calculs et graphique.

Gilles a une fagon personnelle

39 =30+ 9 -+ 1 paquet
30= 3x10= 309+3
ca fait 6409 et 3 isolés

Toutes les méthodes doivent mener au méme

résultat, chacune sert de contrfle 2 1'autre.
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M : Vous avez une feuille par équipe.

Préparez-la pour marquer vos points.

Un &ldve : on va déji faire le tableau

Pour la maitresse, comme pdur les &l&ves, cette

deuxiéme manche est une roytine

une situation de renforcement

Mieux jouer maintenant qu’on est habile

Reprise de la sé&duence 1'aprés-midi

3 la demande des enfants

* ‘Travail 4n &quipes

.M les laisse travailler

-BILAN CO

M ° demande de comparer 2 &quipes
Jacques et Bastien
* Combien de plus 2"

M : qui a gagné ?

. Ils veulent savoir combien ils ont fait 2
la 28me manché, s'ils ont &té meilleurs
qu’2 la 12re manche, quelle est 1'8quipe
gagnante etc.... Ils ne veulent pas atten-

dre le lendemain.
LLECTIF

Eric : l3re manche (50 9) + 3
28me manche (4 T 9) + 6
il déclare : 3 isolds de plus qu'avant
Contrdle graphique : 6 de moins !
ca fait 42.

- il ajoute :
- il faut défaire un paquet.
Franck propose de compter les O dans chaque

équipe (retour en arridre)

Réponse ¢ 9 + 6 = 15

Sandrine compare son nouveau score 3
1'ancien en comptant les paquets de 9.

(309) +3 (lere) (709) +.6 (2§me2
mieux joud

Elle calcule "le mieux" en disant

4 et 3 7 alors 4 paquets de 9 de plus

et 3 isolés

Sandrine utilise correctement la premidre

formulation. '

Olivia : tout de suite om ne sait pas, il

faut compter tous les paquets de 9.




M : On fera demain le classement

général.
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Jacques cherche ses paquets de 9 (malgré
1e calcul de Sandrine qui est dams son

équipe)

Les relations entre "paquets de 9 et paquets

de 10" diffusent lentement.

Jacques
Sandrine
Franck

Méziane

Olivia
Christophe
Marc

Yannick

Grégoire
Eric
Héléne

Coralie

Mathieu
Lidia
Jean-Charles

David

w o O v

x O O

w o O o

w o o o

w w o e o & O v

o W O

W Ww O v

a W O W w NN W

O W W W

w o O o
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Jeu du 3/5

Les scores .de la deuxime manche

Bastien
Patrick
Jean Baptiste

Frédéric

Laurent
Valérie
Isabelle

Camilo

Kamel
Gilles
Virginie

Frédérique

W o N VW O

Q O o &

W W o W

w o o o

N W O
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Pour mémoire

~ Séance du 4/5 Jacques T, =089 +6 T=4(309)+ 3
Laurent Q= (609 +o0 glo9 +o
I. Rappels : 1) Ils rappellent le jeu, les tableaux pour marquer les points, . Grégoire Cl = (4009 +6 cC=(509) + 3
1a régle d i - celui ia lus de 9 - Mai s
a reg.e e compara son. celui qui a le plus de ais, Bastien sl = (609 +0 S=(609) +3
attention 3, 3, 3 ga fait 9,et 6 et 3 9. Math .
thi D, = a =
Tout cela prend 4 minutes. - éu ! GE9) 6 p=@E9 0O
Olivie U, =09 +0 - U=(09) + 3
2) Combien de points d'&cart :
- Ils expliquent pour cela les transformations des paquets de 9 en lgillfi Pp=(309 +6 P=(509) +3
paquets de 10.
~ Ils signalent le probléme du calcul de 1'écart quand dans le score Au vu des résultats, les remarques f N
- usent
faible le reste est + 3 et dans le fort, le reste est O. Ils rappel- Eric : Q= U Pat;ick Q s Eri Q * U
: 1 2 Q7o Tic : Qg 1

lent la procédure : en prendre 3 d'un paquet, il en reste 6.
E:Q =10 +2 Q9 Q; > U,

3) Construction d'un tableau "a en plus”
- On voit la perdante : il n'y a rien dans sa ligne. Pl = D1 cevee
- On voit la gagnahte : elle a toujours plus que les autres.

IV. Nouvelle consigne.

II. Nouvelle consigne.sur un théme connu @ M : chacun va chercher combien il a de plus que la semaine dermiére.

On regoit un message d'une autre classe 51 points. Comment le situer Voir le compte rendu des travaux des &ldves.

parmi nos résultats.
. La lecture graphique fournit immédiatement la réponse et aussi le nombre

de paquets de 9 dans 51 que M. demande de contr8ler par le calcul.

La dialectique fonctionne entre le cadre graphique et le cadre numérique.

III. Phase de renforcement @

L'exploitation des résultats de la 28me manche fait 1'objet de la
£in de la séance.

- Chaque &quipe compléte le travail entamé la veille. Chacun compte le
nombre de paquets de 9 de chaque &quipe & la 2&me manche. Pour noter tous les
résultats, on a besoin de désigner les scores.

- Le choix est décidé en commun : on met un indice au score de la l&re
manche ; par exemple, T pour la l&re manche Tl pour la 28me manche.

— M. collecte les résultats au tableau
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Séance du 7/5

Dans cette s&ance, la maftresse fait une reprise systématique des

résultats de la veille.

1. Auparavant, elle domne un moment aux El&ves qui le veulent,pour terminer

les calculs de la veille ou en faire d'autres.

2. Bilan et institutionnalisation.

. Chaque équipe annonce la différence entre ses scores aux 2 manches en

paquets de 9 et la traduit en expressioh numérique "au pays des 10".
. On rappelle le sens des signes < , > .,

. La classe est appelée pour contrSler les propositions de résultats de

1'8quipe au tableau et &ventuellement pour 1'aider en cas de difficulté.

Toutes les méthodes : calcul, graphiques, paquets, baguettes sont permises

et sollicitées. Elles servent de contrdle mutuel.

. Le programme de calcul est formulé explicitement pour la soustraction &
retenue sous la forme :

1w 7

"On prend d'un paquet” "on défait un paquet”,les termes "soustraction”

ou "retenue" ne sont pas employés.

Séance du 10/5

I. La premidre partie de la s@ance est un travail individuel. Il s'agit de

faire le point pour chacun.

Consigne : On veut faire le classement général.
Chacun totalise les points de son &quipe Z la l8re et 3 la
2éme manche,

La maitresse adjoint des exercices 3 cette consigne en rapport avec le jeu.

Additionner 1) D x [9] 2)
3 6
4 6
3) 38 ou une autre du méme type selon 1'Eldve

26
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II. La deuxiéme partie de la sé&ance est consacrée 3 un bilan.
I1 s’agit d'un contrSle collectif des résultats qui sert d'appui 3 un

travail systématique de numération.

Chaque équipe totalise ses points aux deux manches et les exprime de i
deux mani8res : en paquets de 9 et sous forme standard. Tous les résultats
sont affichés au tableau, 8crits en base 9 et en base dix (1'écriture en base
9 n'était pas prévue, la maftresse a trouvé 13 1'occasion de faire pratiquer
un apprentissage antérieur, et de mettre l'accent sur l'aspect conventionnel
de 1'écriture des nombres : un méme nombre de points s'Bcrit avec 3 chiffres

en base neuf et 2 chiffres en base dix).

Exemple de caleouls :

Olivia [;]
3 x
U I 3
_+
Ui o4 (o]
Uyt 13
Jacques T + Tl = T2
(309) +3+ (709 +6=(1109 +0=120 [ 99!
BILAN
Bastien S = (609) + 3
S1 = (609) +0
s> Sl S2 = (1209) + 3 1.11
S = S1 + 3 133
Mathieu D =(2009) +0
D, =(309) +6

D, >D b, (5809) +6 l 5 ll

Dy =D+ (1009) +6
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Séquence du 11 Mai: Chronique analysée,

Phase collsctivs.

Olivia U =4(109) +3
Ul = (409) +0 1 Raopels.
Ul>U U2=(SD9)+3 [_4__8] ’
1) Cadre matériel. . 1) Données.
U]-U+(2139)+6 53
M. Rappelez ce vous avez fait » Description de la cible.
) depuis le début » La régle du jeu.
Gilles P = (589) +3
P = (309 %6 2) Cadre de la reorésentation. 2) Représentation.
Explication des tableaux.
P>P) P,=(909) +0 IE[ ‘ " des signes P , U , D, etc.
P=P + (199) +6 . Un signe pout "paquets™: .
100
: . & .
- Pl s (209 -3 Traitement des donndes
M. Un signe pour "paqguet”.
Jacques T = (309) + 3 Pourquoi des pequets de 9 ? - Les 9 , c'était les plus forts.
Isabelle: On pouvait marguer que des 9 .
Tl =709 +6 . Valérie: Et aussi des 6 et des 3 .
TI-T+(4EJ9)+3 '1‘1>'1‘ . ' . Olivia: Et aussi des 3 , 3 , 3 .
. { Gilles: Et aussi des 6 st des 6 .
T+ Tl = T2 = (1109 +o ’ . Le vocabulaire fait appel au jeu:
120 "marquer®. Mais le théme est numérique:
i1 s'agit des différentes manidres
d'ebt g a tir de 3 t 6.
Laurent Q = (409) +0 enir pertir ce &
Q =609 +0 3) Cadre numérigue. 3)
Ql =Q+ (209 Ql >Q M., & Gilles: Alors, avec deux 6 ? | Gillss: J'enlevais un 3 d'un 6 , j'en
gerdais un, j'en mettais un avec un 6,
Q2 = (1009 +0 La réponse de Gilles la rassure. e faisait © .
110 M. Voila, et l'autre? ' - Je le mettais avec les autres, a coté.
: — Rappel des questions gque les
Grégoire c =(009) +3 PR q ?
élaves ont posé, ou gque M, a posé.
C,=(409) +6 - M., en les rappelant, regroupe
c> Cl Cz = (1089) +0 Ig Ol les questions qui sont importantes
v du point de vue de l'apprentissage.
C = C1 + 6 1o "Guand on s'est damandd gqui est le
(;1 cC -6 plus grand, on s'aest posé une auire
quaestion"”. Héléne comprend trés bisn 1'appel:
111 > 99 > 90 > 81 > 51 > 48 La proximité est conceptuelle. "Ah oui, combien le plus grand a de plus
90 . Si a(b , on peut calculer c de paguets que les autres?"
tel que a4c = b
Y.: Voila (bis). E: On 1'a fait pour tous.
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.M. ponctue

d) Représentation_graphigue.

M.: Qu'est ce gu'on s'est amusé &

faire sur cette liste?

£t m@me on s'est amusé & avoir uns
autre... (geste vers le graphique)

c
(%,

gas Y
3a3 1

209 I
1ad)3Y
(Ao 45‘3# ], I
2 3 4 5 é
Tous les scores ( , €y s Uy ty 5o

sont portés sur l'axe vertical.

5)
M. n'intervient pas

6) Retour au numérigue.

avac le probl2me de la retenus.

M: Qu°est ce qu'il avait fallu
faire?

M: Voila. On ne s'est pas arr8té la.

On a dit: On va faire une 2% mancha.

Bastien: Et combien le dernier avait de
moins que les autres.
£: On a calculéd en points.

La choeur: En paquets de 10 .

4)

£: ici, c'stait les paguets.

E: Et ici les points.

(avec gastes explicatifs vers le graphique
affichs).

E: Des scores de la classe et d'une autre
classe.

E: Combien ils avaient de paguets de 9
et d'isolés.

8)
E: On a mémg fait le tablsau.

Rappel du tableau des comparaisons
des scores 2 & 2.

6)
0ljivia: Aussl le gagnant il avait +0,

ie perdant avait +3 . Ca nous avait
e nous svest

bien ennuys.

Héladne: Voir les paquets de 9 .
Bastien: prendre 3 dans les paquets
de 9 .
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7) Dialectique Représentation

. - Numérigue.
M: Qu'est ce qu'on a cherché pour

chague équipa?

M: A quoi avons-nous Jjoud Samedi
matin (8 mai).

- Las baguettss de la 1% semains
et les baguettas de la 2°_semaine.

-~ Qu'gst-ce gu'on a margus?

)

Jean-Baptists: Le plus grand nombre de 9
le plus grand nombre de points.

s Rappel des points de la 1e manche et
de 1a 2% manche. Tous les résulists sont
affichés.

£: Tu nous a donné une feuills quadrillée,

on a fait des baguettes.

E: On les a comparés.

E: PP, , U17U , etc.

Au tablseau sont ordonnés du plus grand au plus petit des nombres

Gcrits en base 10 . Ce sont les scores globaux réalisés aux 2 manches

par les &quipes. Coralie 1it un certain nombre de résuttats des équipes,

elle lit aussi des comparaisons de scores d'une méme dquipe aux deux

manches, das égalités C = C, + 6 , stc,

1

M., suivant Grégoire, reprend:
On a voulu savoir dans les 2 manches.
M: Qu'est-ce gqu'il fallait faire?

M: On a donné un signe au nombre de
points du classement général.

Jacques?

M: Vous avez dit: la baguette P2
M: On s'est amuség.

H: On a réuni tous les paguets de
9 de P, de P, . Onaeudes

1
ennuis,

Grégoire: On a compté les points des
2 parties.

E: Qu'est-ce qu'on a merqué de points!

Héldne: Omr prenait une baguette et une

autra baguette au bout..

(I1 n'y a pas d'ambiguité pour Hél&ne).
Otivia: Comme ga, on pouvait savoir qui

avait gagné.

Un éléve répond: P 92., etc...

2 ’
gt la signification.

: est égale & la baguette P et la

baguette Pl .

E: Aprds, on a trouvé une techniaue. Il

fallait aller a la bangue.
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Notons le vocabulaire utilisé per # sslon les té&ches: “"amusé”,

"joud”, gquand il s'agit de reorésentations- — baguettes ou graphiques;

"cherché™, “savoir”, "ennuis", quand le numérique est concernd.

M: Quand on avait 6  points isolés
et & _points isolés...

M: Voild. Et avec les bagusttes de
9 , il nous est arrivé d'en avoir
10 .

M: Pour avoir uns rondelle bleus,
qu'est-ce qu'il fallait?
M: Et si on avait 10 rondelles

rouges?

M: Comment on écrit ce nombre la,

au pays des... en baguettss de 9

points?

9)

M. suit Coralie et Isabelle:
L'un avait 409 , 609 ;
1tautre (509) + 3, (6 9)+6 .

M: Et: pourquoi?

( I dure 21 minutes)

E: 12 points isolés, 1 rondelle rouge
et 3_isolés.

Kamel: Fallait aller & la bangue. On

avaelt une rondelle bleue.

Le Choeur: 9 rondelles rouges.

Olivia: On n'en donnait pas 10 . 8n en
donnait 9 et on en gardait 1 .

Olivia: 1.1.0.

9) Retour su contexte

par Coralis: On a fait quelgus chose
110 st 110.

E: Des ex-aequo.

Isabelle: On n'avait pas les mémes points,
mais on est arrivé au méme total.

Dlivia: 6 et 3, ga fait 9 .

Yannick: Dans notre équipe, on n'a pas su
de plaguettes.

Bastien: Parce gu'ils n'ont pas eu 9

rondelles rouges.
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II Nouveau Jeu

M8me pible, nouvelles ragls.
1)
M. énaonce la régle du jeu & 18

points.

M: On va prSparer une feuille. Vous

marquerez vas points prévus.

2)
M: Qui n'a pas compris la consigne?
Mettez—-vous 1a.

M. fait répéter la consigne &
Méziane, a Marc.

M. iui rappelle la consigne: 1

lancer chacun, 4 dans l'équipe.

{La phase II dure 3 minutas).

III Le jeu.

Iv Compte rendu du jeu

l)fhbmFEErendu par chague éguips.

M: Ah bon? On va mardquer.
Elle note au tableau les résultats

de 1l'éguipe de Bastisn.

1) Prévisions pour gagner.
Hél&dne: 9 ,9.,0 ,0 .
Eriec: 9,3, 3, 3.
Kamel: 9 ,6 , 3,0.

Frédéric: On est 2 , on fait 9 chacun.

2) Réception du probléms.

Viennent Marc, Méziane, Lidia, Sandrine,

Frédérique, Bastien (farceur).

Kamel expligus correctement. Méziane
n'a pas compris, Marc la répéte.
Bastien préwit 3 , 3,3, 3,3, 3.

Les enfants vont jouer leur partie dans

la cour.

1)

Chague joueur a les points obtenus par
son dquipe en t8te. Rien n'est noté. Il
s'agit de retenir 4 nombres petits.
To.s n'ont pas fait de prévision.

Eg. Bastien-Patrick-Louison-Frédéric:
Patrick: On a gagné, on a fait 9 , 9 ,
0,0.
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Tu es maladroite !

Pourgquoi?

=
I

Voila (bis).
M. rappelle l'sxplication.
M: Comment vous—8tes vous organisés?
M., aprés le rappel du jeu de Grégoire
et Coralie:

Vous vous 8tes réunis?

M: Tuas fait 6 ot 9, 15 .

A l'appel de la maltresse,

M: Et si Eric n'avait pas fait 3 7

M:
M:

Et s'il avait fait 6 7
Pourquoi?

Eq. Grégoirse-Coralie-Eric-Hélene.
er
1

Coralie: MElene a fait exprés de faire 0O .

campte-rendu.

Hélgdne: Non, si j'avais fait 3 , on
n'aurait pas gagné, on aurait fait plus. s
Héléne: Parce que comme on sait que 6

et 3 ga fait 9 , on avait déja un 9 ,

j'ai fait exprés un 0 pour ne pas perdre,

Brégoire réexpligue la stratégie.

M:
Coralie: Qui, on a compté: &6 et 9 ,
de 9 pour aller jusqgu'a 10 i1 faut
1,et 5 gafait 15 . Mz
Eric: aprés, on s'asst dit, il en faut 3 . M:

s Pour Héléne, 1'uﬁité de compte est 3 .
Elle fait le 187 compte~rendu de la *

stratégie, dans un langage proche du jeu.
Coralie et Eric font un 2e compte-rendu

en se plagant dans le cadre numérique.

Héléne: On éurait perdu, Il aurait pu
faire O et moi j'aurais fait 3 .
Héldna: Ah non! on aurait perdu,

E: Ils auraient fait plus que 18 .,

Les propristés de 1‘'addition, la compatibilité de 1'ordre et de 1l'addition

foncticnnent implicitement.

M. appelle a tour de rdle chacune des
équipes pour rendre compte des pré=’

visions et de la réalisation.

Equipe Bastien:

Patrick: J'ai fait 9 . Jean-Baptiste: 9 .
Frédéric (avec un sourire): J'ai fait O .
Bastien: O . )

Coralie: Ils ont fait comme nous. Y.

la derniére idée:
Ah! Ils ont le m@me nombre de poings.

: Est-ce qu'ils sont gagnants?

: Bu'est—=ce qui mangqua?

suit 1'orientation, Elle précise
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Est-ce que vous Btes gagnants?

Tu étais la dernigre a tirer?

I1
I1
gui aurait pu les faire ?

en fallait 7?7

en fallait encore 7

Il aurait fallu +3 .

Equipe Olivie-Christophe~iarc-Yannick.

3 . J'ai fait

6 , Christophe 9 , ils voulaient faire
3, ils ont fait O .

Yannick: Non. On 2 15 , il faut encore
3.

Olivia: On voulait faire

Equipe Isabelle-Valérie~Camilo-taurent:

6, 6, 3, 6.

Isabelle: Je voulais faire 3 , j'al
fait 6 .

Oui.

. Equipe BGilles:

- 0n a fait 12 .

18 .

6 . .

- Moi {Gilles).

Au tableau, on compldte: Virginie & ,
Frédérique 3 , Kamel 3 , Gilles O .

Equipe Mathisu-t idia~ J-Charles-David,

Mathieu dicte: 6, 3, 0, 6.
Laurent: Non. 6 et 3, 9 ; 9 et 0O,
g; 9 et 6, 15 .

Laurent: 3 .

2) Ericgbriente vers une lecturs des

résultats.

Eric: Equipe Gilles, 6 , 3 , 3 , 0 ;

équipe Mathieu, 6 , 3 , O ,_5 . 5'ils
comme GBGilles et si Gilles
avait 6 , ils auraient gagné tous les

avaient 3

deux,

€: Equipe Olivia 13 , éguipe Mathieu 15 .

Coralie: Il fallait +3 & chacun .
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M. suit toujours: Ah ouil vous avez

compris ca qu'elle veut dire?

M, traduit le discours d'Isabslle: .
Elle veut dire que celui qui s'Scarte

le plus dg 18 a perdu,

Unez équipe n'a pas encors donné ses

résultats.: Jacgues.

M. reprend: elle me dit que ce n'est

pas la seule équipe geagnants,

'3} M. relance la discussion sur

1ss écarts,

M: Et ces deux, 0'ivia et Isabelle,
qui est l'équipe gagnante, celle qui
a +3 oucglle quia =37

L.a formulation pidge provoque le
dérapage. C'est sans doute l'effat
recherché, M., constamment préocuppée
par son souci de diffusion, veut que
les élaves reprennehfé leur compte
la remarque d'Isabelle.

M. Pourgoi? Réfléchissez!

L'élément important devient 1'écart a 18,

un indice pour orronner les équipes.

Isabelle: Celui qui a le moins ou le plus,
i1 a perdu (elle indigue +6 , +3 , =3 ).
Celui qui a vraiment le plus,a perdu.

Isabelle: Parce que 6 est plus grand
que 3 et 6 est plus grand que 3 .
‘Elle indigue successivement le défaut &
18 ,dss équipes, noté '
+6 pour Billes qui avait 12 ,

+3 pour Olivia qui avait 15 ,

=3 pour Isabelle gui avait 21 .

E: B'un cbté ou de 1‘autre.

Jacques annonce: 6 , 9 , 3 , 0.
Patrick: Ils ont gagné: 6 et 3, 9 ;
9 et 9, 18 .

Isabaglle: Ce n'est pas la saule équipe

gagnanta.

Le Choeur: Equipa Hélgne, équipe Jacques,
équipe Bastian,

l.a perdante: Gilles.

valérie: C'est +3 .

Bastien: Ah non! c'est «3 ,
(I1 y a deux rédponses possibles, si ce

n'est pas l'une, c'est l'autre.)
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M: Isabelle a dit quelgquechaose, tout

a l'heure. Isabelle: celui~la qui est le plus écarté.
M: Mais tu as dit "gue ce soit en

plus ou en moins".

(Ce n'est pas Isabelle qui l'a dit) Héléne relit les Scarts des deux équipes.
’ Olivia: Normalement, elles sont égales:
21 -3=18 , 15+ 3 =18 .

M: I1ls ont la m@me erreur.

v Exgﬁﬁkatian numérigue,
de deux points de vue:

» renforcement.— On peut permuter l'ordre des termes d'un somme sans changer -

le résultat.

= 0On peaut substituer & une expression numérique une autre qui
lui est égale.
» apprantissage: conséquence du point précéddent, la mutltiplication comme

addition itérée.

M: Est-ce que vous auriég pu avoir
18 par d’autres combinaiscris? Isabelle: ici, il a commencé par 9 , il
aurait pu commencer par 3 .

Olivia: 3 +3 +3 +9 .

Le Choesur: Quil

J.~-Baptiste: 3, 3, 3,9 ; 9 et'9, 18 .
E: 3 fois 3, 9.

M: Pourquoi "fois™ ? E: 3 "paquets" de 9 , c'est 3 fois 9.

M: D'accaord?

E: 9+6+ 3+ 0, c'est pareil,
Bastien: 3, 3, 3, 3, 3, 3.

E: 6+6+6+0.,

M: 6 et 67 E: 12 .

M: et 6 7 E: 18 .

M: Voila, c'est pereil.

#: On verra comment on peut ranger
tous ces renseignemants. Plusieurs éldves: Tout & 1'heure,
M: ou peut-8tre demain. E: Non. Tout & 1'heure!

M: Allez jouer maintenant.

FIN
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Séquence du_ 18/5/76 .

- 167 -

chague équipe, au jeu a 50 .

Phase collective.

T Rappels.

1) M: Hier, nous avons joud & un

nouveau jeu. Quelle é&tait la

consigne?

M: Nous avons compté les points des
équipes. Qu'avons—-nous trouvéd pour
1'équipe d'Dlivia?

2) M: "En trop", qu'est-ce que ca
veut dire?

M: "En trop?, é'ast pas trés mathé-
matigue. Qu'est-ce gu'on pourreit

mattre pour dirs "en’trop™?

M: Ne parlez pas tous & la fois, On
gards "en trop®! Que veut dire "en

trop"?

Les Sldves raisonnent et s'expriment dans le cadre du jeu’avac des nombres,

M. veut les faire changer de cadre. Ils ne sont pas disposés & se situer

dans le cadre numérigue formel.
II
Pour cette séquence,

a) Un entratnement au calcul.

Une familiarisation avec la numé-
ration.

La base de travail est donnée par
1'ensemble des points marqués par

| Patrick:
1 Kamel:

M. s'est fix$ deux objectifs.

E: Mettre le plus prés de S50 . Jeter

b) Un appel & la soustraction comme
3 fois chacun.

outil de résolution.
La situation est la recherche d'une

stratégie gagnante pour le jeu & 50.

Olivia: 9 en trop.
Valsdrie: 13 en trop.

1) Est-ce gue vous vous étiez donns:
Gilles: 15 en trop.

des consignes? Est-ce gu'on pouvait

Grégoire: 18
gagner? Qu'sst-ce qu'il fallait

en trop.

I1 y a ambigoité sur "en trop". Pour
Valérie, 63 = 50+13 . Pour les autres,

ce sont les points qu'ils n'auraient pes

savoir?
M: Ah voild!

d0 marquer pour 8tre proches de 50 .

50 .
63 , etc... pour chaque équipe. Me

48

13 de plus que

Qu'est-ce gui est le plus prés,
ou 51 7
M. veut qu'ils calculent pour chagque

E: Un signs T, + . équipe le dépassement & 50 .

Brouhaha, chacun propose son signe. M: J'ai demandé: combien de points
ont-ils marqué en trop epreés SO ,
des points qui dépassent 350 .

Kamel: ils ont dépassé S0 . Vous avez bien compris la question?

De quels calculs s'agit-il?

Les <léves, dans leur jeu, n'ont pas
effectus leurs 3 1lancers & la file,

mais en 3 tours d'éguipe.

Franck et son &quipe ont calculé les pointes

er e
2~ tour.

D'autres ont refait les calculs autrement.

réalisss au 1 tour, puis au
11 s'agit d'éldves spllicités par la mai-
tresse: Kamel, Patrick, Christophs, Eranck.
Sandrine, Yannick, Virginie.

Les calculs sont Hécortiquss.'Il s'agit d°
utiliser la :numération: dizaines, unités,

pour obtenir des procédures d'additiaon,

C'est 1a que se nlace la question de la

maltresse:

Bastien: Combien de points il manquait.
Dliﬁi&: i1 fallait compter ces deux trucs
13, ces deux nombres, 27 +21 =48 ,
Ils staient prés.

Le choeur: I1 fallait 2 .

Olivia: On peut pas faire 2 .

Suit une discussion sur l'dcart & 50 .

La réponse fournie est le dépassement &
51 , puis, apr®s protestation de la
mattresse, celui & 50 . .
Chaque équipe fait son calcul. Chacun
donng lieu & une formulation en termes
de baguettes, isoléds, banque, etc.,

puis unités, dizaines.
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21/5 Représentations_grachigues.

2) Retour au jeu et aux scores possibles.

M: Vous m'avez dit que l'équipe de . .
Chaque glgve représente sur un guadrillage individusl (maille de 1 cm
Mathieu a gagns$, mais 1'équipe de

Mathieu a 51 . Alors personne n'a de cOté) gradué les couples (n, nv\a) représentant les scores réali-

gagné? Le Choeur: Tu avais dit "le plus prés . sables e n lancers si on ne marque gue des 3 . Chaque point est

de 50 ". ) )

- : désigné par ses coordonnéss: par exemple (6,18) ou (15, as) .

I1 y a plusisurs nombres prés de 50 . .

\In éldve: 49 et 51 . Collectivement, sur un grand quadrillage, les élédves représentent les
M: 49 et 51 ? . Louison: Ils sont & cAitd de S5O . couples (n, p) selon trois régles: “on ne fait que des 3 ",

Valérie: 49+1 =50, 50+1 =61 .

"an ne fait qus des 6 " , "on ne fait que des 9 ". Sur la représn—
Il ya 1 de différence. :

M: Est-ce qu'on pouvait faire 49 ? E: 49 , c'est -1 de 350 . tation, trois alignements de points apparaissent. On les matérizlise
Valérie: 48, on peut, et on n'a pas par un trait. On exploite le graphique pour repérer des scores qu'on
de 1.
peut atteindre des 3 manidres, des scores gqu'on peut atteindre de
Un éldve: Pour faire 49 , il fallait
fajre 40 . _ 2 manigres et des scores qu'on ne peut atteindre qus d'une maniére.
Olivia: On pouvait pas faire 10 , on Apres cela, les &ldves s'en vont en classs de nature pour un mois.

pouvait faire que des 9 .

Un autre: 46+3 , et 46 on psut pas .
nombre de points 1
M: On ne peut pas faire 49 . P ¢
Cherchez combisn on aurait pu faire.| £: On peut “presque 40 -, 42 “ ]
Billes: 39, on peut.
E: On peut 45 , pas 45 ,.pas 47 , 24 4
on peut 48 , pas 49 . 21
Fin de la séance. )
18
15 |
12 4
g
64 —/4--
3¢+ - - !
' t
—_— # N 3
1 2 3 a 5 6 ? 8

nombre de langers
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C. Evaluation.
Introduction.

Nous présentons ci-apr@s un compte rendu des travaux faits par les

enfants au cours de 2 types d'épreuves.

-~ Les 29/4, 4/5 et 10/5, ils s'agit de travaux faits au cours du dérou-

lement de la situation d'apprentissage et en rapport avec elle.

- le 17/5, il s'agit d'une &preuve décontextualis@e, proposée en fin
d'apprentissage. Les 24/9, 4/10 et 14/10 il s'agit du méme type d'épreuves,
quatre mois aprés l'apprentissage et apré&s unme période de vacances. Les 2

premidres ont un caractdre algdbrique, la 38me un caractire numérique.

L'épreuve du 14/5 a &té passée par peu d'€léves. Toutefois,
couplée avec celle du 17/5 (nmous justifioms plus loin ce couplage), elle
nous permet d'augmenter la population des &laves &valués tout de suite
aprés l'apprentissage.

Par ailleurs, l'institutiomnalisation et le renforcement ont porté

sur les points suivants :

1) la numération de position pour des nombres 3 2 chiffres.

) ’///,somme a+bm=x
2) des procédures de calcul : .
\\\\\complémen§ a+x=Dbhb

en particulier le passage par la dizaine intermédiaire.

3) Une représentation de la procédure de calcul sous la forme :

Etat Transformation Etat

Une pratique
- Ecriture d'@quations de la forme a +x = b
ot aetb sont connus, a<b pour désigner ce qu'il

faut ajouter 3 a pour obtenir un nombre &gal & b.

Nous &valuons les &l&ves sur ces points 3 travers la tiche :

Trouver x tel que 27 + x = 80 proposée le 17 Mai.

1. Liste des Epreuves en Mai 1976.

le 29/4 : Comparer les scores P et Q rdalisés le 27/4.
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. Calculer ce qu'il faut ajouter au plus petit pour qu'il

soit &gal au plus grand.
le 4/5 : Chacun cherche combien il a de plus que la semaine dernigre

(ou de moins)

le 10/5 : 1) Chacun additionne les points de 2 manches de son &quipe

n@ .U-@

2 X H dix une addition
. 316 218 subsidiaire
41 6 . 415

le 14/5 : voir texte en annexe.

le 17/5 : Trouver x tel que 27 + x = 80

2. Le détail des travaux du 29 Avril 1976

Nous rapportons ci dessous les ré@sultats des productions de 15

&léves (nous n'avons pas les autres), 32 la question suivante :

- comparer 2 scores
~ calculer ce qu'il faut ajouter au plus petit pour qu'il soit &gal

au plus grand.

1) Pour P et Q

2) Pour d'autres nombres au choix.

Rappelons que P = (5 09) + 3 Q=(09) +o0.
Pour ces scores, il est possible de traiter séparément les

"paquets de 9" et les restes et juxtaposer les r&sultats.

Sur 15 réponses; 13 sont correctes : P = Q + (109) + 3.
Elles proviennent de Bastien, Eric, Franck, Frédérique, Gilles, Héléne, Kamel,
Marc, Mathieu, Patrick, Valérie, Virginie, Yannick.

Coralie propose P = Q + (1 O 9) "oubliant" le reste

Sandrine est bloquée "1 + "

Parmi les 13 ayant produit une réponse correcte, trois n'en pro-
posent pas d'autres : Marc-Virginie-Yannick auxquels s'ajoutent Coralie et

Sandrine.
Détaillons le travail des autres

Bastien : P =S8+ (1009) P et S sont échangés
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Eric : P=T+ (209) 3. Le détail du travail du 4 Mai 1976.
s=p+ (109 Le travail du 4 Mai se présente pour 25 &l&ves avec plus ou moins
S=Q+ (209) +3 de difficultés selon les scores. En effet pour certaims, il faudra tenir
compte d'une retenue dans 1'opération, pour d'autres non et dans ce cas le
S=T+ (309 tout juste . : R . .
probléme est le méme que celui du 29 Avril.
Franck : §=U+ (509) +3 3 en trop *
. Les nésultats : 1) 8 &laves se trouvent dans le ler cas et fournissent ume
Frédérique : Q=T+ (1 09) +3 probl3me de retenue, Frédérique — N .
a 8crit les décalages qu'elle réponse correcte. Ce sont
"voit".
Antonio P 48 P>1 dcriture Incompléte sans doute
Gilles : P=T+ (209
1’1 33 199 + 6
P=U+ (4009 les 2 justes
( ) 3 Camilo QI-Q+2E19
Héléne : T=Q=-(109) +3 comme Frédérique, Hél&nme &crit
les décalages mais avec plus de Uy =0+ (209) + 6
T=D+ (109 +3 précision, en tenant compte de .
1'8cart en points et du sems de Christophe Uy = U + (20 9) + 6
S =P+ T"écart. .
Eriec C + 3 =-Cl + (1 009)
= e— .
c -Cl+'(lD9)—3
=-Q 4+ —
Grégoire C = C1 + (109 -3
- T 4 ——
C =48 C1=42 C>C1deplus6
=D + ———— Elle calcule correctement tous

les &carts. Hélene C =¢C + (109) -3
. Kamel P-Pl+(1E19)+6
Kamel : S=P+(109) juste .
. . . TI-T+(4EJ9)+3
Mathieu : propose 3 &galités qu'il barre (notoms qu'elles sont
erronées). Yannick U< Ul + (209 + 6

Patrick : S=C+ (109) + 3 3 en trop
. 4 &ldves butent plus ou moins sur la difficulté
Valérie : C=Q+ (109) +3 . .
' Gilles, Marc et Isabelle produisent des &critures incorrectes

S=D+ (409) + 3 juste,

Gilles Py =P+ (109) +6 (échange entre P et Pl)

Isabelle Q< Q, Q >Q Q=0Q + (2 O9)

mais ausgi S =U+ (509) + 3

s=P+ (109 +3 ce pourrait &tre par entrai-
C>C1 CI=C+(ID9)+3
nement, car elle 8crit aussi .
) T1>T T=Tl+(4D9)+3
U<s+ (509) qu'on peut interpréter comme
Marc g,>u0 +((309) +6

1

U plus petit que S de 5 09. .. A .
Virginie a &crit puis barré P =P, + (209) +3

En conclusion, nous observons une certaine aisance dans la manipula-

tion des Bcritures méme chez ceux qui éprouvent des difficultés 3 calculer * Rappelons que les lettres P,Q,... désignent les scores r&alisés le 27/4,

les P galisé .
les différences. es Py, Q. ceux réalisés le 3/5
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2) 7 éléves ne sont pas confrontés au probléme, 3 parmi ceux-13
fournissent une réponse correcte dans le cas simple et 4 produisent des &cri-

tures incorrectes.

Bastien S

1™ S+ 3 Patrick Sl =S+ 3

Frédéric Sl =S +3

Mais pour Louison-Valérie § = Sl + 3

pour Laurent Q1 = Q+209
et Mathieu D1 >D
<109 +6

3) Coralie et Jacques n'&crivent qu’une inégalité :

Coralie c> C1

Jacques Tl >T

Toutefois, pour préciser son inégalité Coralie symbolise ses paquets
de 9 par des points dans un rond et des croix pour les isolés (c'est la re-
présentation dans le travail de numératiom). Mais elle ne mZne pas sa repré-

sentation jusqu'au bout et n'apporte pas d'information supplémentaire.

4) Enfin, 4 &léves ne font que rdécrire les scores. Ce sont Franck,
Frédérique, Lidia, Méziane. Toutefois, Frédérique, comme Coralie,a essayé de
représenter les paquets de 9 par des groupements de 9 points, mais sans

efficacité.

Une dizaine d'éléves progressent trds nettement dans la manipulation
des groupements comme outil pour ré&pondre 3 une question et pas seulement

comme tiche en soi.

4, Le détail des travaux.du 10 Mai 1976.

I1 s'agit, dans ce travail, de s'appuyer sur les activités des
&laves pour tester la disponibilité des &critures degnombres et celle de

1'addition sur un champ numérique &tendu.

La question I s'appuie sur le jeu lui-méme. La difficulté réside

dans la taille des nombres.

La question (II.1) concerne une opération, mais les nombres sont

choisis parmi ceux du jeu, de taille moyenne.
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Dans la question (II.2), il s'agit de nombres n'ayaant pas de
signification dans le jeu, mais &crits encore dans un systlme de groupe-
ments par 9. Dans la question (II.3), pour ceux quiﬂarrivent, il s'agit

d'effectuer une addition ordinaire.

Nous présentons les performances par question, pour 16 &léves.
Parmi ces &ldves, Lidia est la seule 2 ne répondre 2 aucune question. Hormis
Lidia, tous effectuent correctement l'addition (II.1), exceptés Grégoire et
Jean-Baptiste (qui ne répondent pas). Mais compte—~tenu des autres réponses
qu'ils fournissent ((II1.2) juste en particulier) om peut penser qu'il s'agit

d’un oubli.

10 MAT : détail pan question.

I. Addition des points des 2 manches

j Camilo-Gilles-Grégoire—Jean Charles~ Laurent-Mathieu-
Olivia-Valérie

(Camilo-Gilles en base 9, les autres en base 105

faux ou non fait Antonio, Frédéric, Frédérique, Louison
ou incomplet

unités correctes Bastien, Franck, Jacques

I1I.1) Antonio - Bastien — Camilo — Gilles — Framck —
U x j | Frédéric - Frédérique - Jacques — Lauremt -
316 Mathiéu - Olivia - Valérie
+
4] 6

unités Jean' Charles
non fait  Louison ~ Grégoire
2) “ x j  Frédérique — Grégoire - Louison - Mathieu
2} 8
41 S
3) une addition i Frédérique - Jean: Charles - Louison

proposée en
base 10, 3 ceux
qui ont terminé

les autres ques—
tions

Mathieu -~ Valérie

j veut dire juste
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Rien Lidia 5. Epreuve du 17 Mai 1976 passée par 19 élaves
question : 27+ x = 80
Tout fait A=
juste : Mathieu - Olivia — Valérie que vaut x ?
11,2)(I1,3) juste : Frédérique - Louison ) .
(11,2) (11,3} j 5.1 Interprétation du probléme par les &l&ves :
- Comment aller de 27 2 80
Detait des travaux d'enfants du 10 Mai 5.2 Types de procédures
1 IT . Les représentations majoritairement utilis@es sont du type
1) 2) 3) ) Transformation
Antomio P + 12} faux j. - - Etat 3 Etat
Bastien S + S1 j. 3. - - . Les &tapes intermédiaires utilisent les dizaines :

(addition séparée

des chaque colonne) ’ @/'BOQ x = 53

. : 27..____._-9 80
Camilo Q+Q1A j. 3. - - .

Franck T + T, unités correctes je - -

. 50 )
s ; ® 37 x = 41
Frédéric S + 8, &crit, non calculé j. - -

a6 Mgy

Frédérique - j. i. i.
. . .47
Gilles P + Pl 3. j. - - @/ w
Grégoire C + ¢, j. - 3. - ou 46— 3 87
Jacques T + T, addition sé&parée 3. - - 4 30 7
A dans chaque colonne . ou 46 » 50 3 80 >87 x = 41
J-Charles D + D, en base 10 unités justes j.

erreur de retenue
5.3 Résultats.

Laurent Q + Q; 13- J- - - A ceux qui avaient résolu rapidement l'8quation proposée, la mai-
Lidia - - - - tresse en proposait d'autres. Les &l3ves ont ainsi ré&solu un nombre différent
N d'équations.
- 1, "
Louison S + S paquets - 3. j.
(Jean—Baptiste} de S et‘S non ) a) 3 Eéquations ou plus avec une formulation de la procédure et du résul-
: regroupés
group tat témoignant d'une bonne maitrise des outils appelés.
Mathieu D + D B j. j. j. )
1 4 . Christophe (3 &q) . Coralie (3 é&q)
olivia U+ U, j. J- 1. 3. . Grégoire (5 &q) ) . Isabelle (3 &q)
Valérie Q + Ql i. j. j. j. . Louison (3 &q) . Patrick (3 &q)
. Virginie (2 &q.+1) . Yamnick (3 éq)
j = juste 8q. = équation(s)

- = non fait
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b) 2 équatioms
Les objectifs sont atteints séparément, la coordination demande
un effort. Il s'en suit des essais,des ratures (Valérie) ou de nombreux in-
termédiaires (Gilles).

Leur travail est plus lent que celui des pré&cédents.

¢) 1 seule &quation réussie avec traces de la procédure

Franck - Jean Charles — Marc - Kamel - Laurent

d) O équation
Mathieu : 1le problZme est regu comme "il faut aller de 27 z 80"

- le passage par 30 est noté

- 1'8cart de 30 & 80 est noté

tous les &léments ne se coordomment pas pour fournir une réponse.

Pour Antonio il s'agit aussi d'aller de 27 i un nombre (?) ; x désigne

bien une 8tape intermédiaire. Il lui attribue 60.°

e) En &chec complet : Lidia

bloquée 3 1l'écriture : Sandrine
2ioquee

5.4 Utilisation de la couleur pour visualiser la position des chiffres
dans 1l'écriture des nombres : bleu ou noir pour les unités, rouge
pour les dizaines. -

C'est la convention dans la classe. Elle est
- non ytilisde pat 3 "trés bons”
par 3 en difficulté, Mathieu, Lidia, Sandrine

- utilisée par les autres.
3 transgressent, elle est manifestement inutile pour eux

3 n'en comprennent pas 1'utilisation

5.5 Le d&tail par enfant.: nous précisons l'usage de la couleur pour 1'écri-

ture des nombres (couleur différente pour les dizaines et les unités).

Antonio 2 couleurs
3
27 330 — 510 5 40 3,10 %50 510
! &q. réponse x = 60

ce qui fonctionne : le principe de la numération de position pour um nombre

3 2 chiffres.

'60

ce qui ne fonctiomne pas

Christophe :
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: ce que désigne x exactement .

27+x=8(‘§,

en 1 couleur

tout le reste en 1 couleur x = 53
3 éq. 19 + x = 90 x =71
46 + x = 87 x = 41
Coralie en 2 couleurs 3 50
27 + x = 80 27— 5,30 ——— 80 x = 53
3 é&q. idem pour 19 + x = 90
46 + x = 87
30
3 { 53
Franck 27"+ x = T80 2 couleurs
3 50
1 &q. puis 27— 3 30 ——% 80 ©x = 53
12/;39
puis pour 19 + x 19— 90 sans réponse finale.
Gilles 1 couleur
27 + x = 80 x 53
27 30, .40\\____"50
3 10 10 10
2 &q.
80,5______12_______§0
10 10

puis dessous une 8criture contractée

27\/30 , 50 , 80

3 20 30
19 + x = 90 x = 71
19 20 . 80 . 90 le premier 10 est sans doute
~ — gerit dans 1'élan des O le
10 60 10 résultat est bien 71.
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46 + x = 87
Grégoire : 2 couleurs, respecte la r2gle fonctionme tr&s vite,

résout 5 équations par le méme proc&dé. 40

1~ N\ x = 41

30
P . |
ici passage par 47
277 +x =80 ici passage p
Marc 27 + x = 80 2 couleurs
5 éq. 'x = 53 28 + x = 99 x = 53
19 + x = 90 39 + x = 86 )
46 + x = 87 40 : 30 53
27 —————=—-> 80
y 6 : 3
39— 5 86
Isabelle 2 couleurs méme procédé le passage 3 la 1 &q. 19 + x =90
dizaine X =
27 + x = 80 50 19 —> 90 sans réponse
19 + x = 90 4/! {l
3 &q. 46 + x = 87 w6l 3 87 Kamel 27 + x = 80 2 couleurs
& x = 53 1 couleur
Jean—Charles 1 couleur . | &q 27m0 - 80
27 + x = 80 ' 30 %0
3
1 &q. 27 ——3 30 —> 80 x =53 Laurent 27 + x = 80 = 53 2 couleurs
19 + x = 90 - ’30__30'86
i N
19 — 3 20 —— 90 sans réponse
barré 1 &q. 19 + x = 90
19 —>» 90 sans réponse
Lidia (8crit le 4 de 4 Mai en rouge) )
3 g .
. TINT TN th 27 + x = 80 1 couleur
0 8q. puis 27 + x = 80 2 et 8 en rouge Mathien
et rien d'autre 30 5
é Z 330 sans réponse
Louison 2 couleurs 0 2q. 27 P
27 +x =80
il ne représente que les interm&diaires Patrick 27 + x = 80 1 couleur
3 30 /\50 il pense & une soustraction '
x= 33 il pose 27 puis barre tout
v * 80
3 &q. 19 + x = 90 _ 7 A
70 27 @ 3047y 80
1 Zom x = 71 ) et recommence
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en dessous 3 30 /’,EQ\\ x = 53 méme schéma que le précédent x =71
Cgeor s 4, 37
notant seulement 1'état intermédiaire. 46 — ¥ 50 > 87
70
19 + x = 90 19 20 5 90 x = 41
x = 71 7 en rouge 46 + x = 87
46 + x = 87
(:) 30 7 5.6. Soustraction avec retenue : &volution du 4 au 17 Mai
46 > 50 ¥ 80 y 87 14 8laves évolution du 4/5 au 17/5
x = 4] 4/5 Antonio PP, ] \
Sandrine 1 couleur Camil u,u .
Seperine ilo U —
B 27+ x =80 Christophe U, U, ki _
0 &q. X = rien
Coralie ¢,c, / (////?
Valdrie 2 couleurs Eric c.c, 3 _— ?
- 27 + x = 80 X = raturé on ne peut pas lire Gilles PP, i >
&q.
en dessous 27 ————% 80 Grégoire C,Cl j ———
30
Héléne C,C1 j. —
19 + x = 90 x = 81 1 tranformé en O puis le tout barré
Isabelle C,C1 /
puis 19 —> 20
70 . Kamel P,Pl 3 —_—>
19 -——2:.(_)_-—)’——)90 O transformé en | Marc v,/ : /
Y . . Valéri C
Virginie 2 couleurs, &crit en paralléle alfrie €1 / :,////a
27 + x = 80 19 + x = 90 46 + x = 87 Virginie B,P) / (mais barré) /
Yannick U, 0 j >
30_ . 20 50 *
; Ol ! D" Dy~ - . . .
2 &q. 27 80 19 ————— 90 46 ——— ¥ 87 / erreur partielle ou incorrection .
x = 53 ) x = 71 sans conclusion
17/5 27 + x = 80
. Yannick 2 couleurs . Coralie, Isabelle, Marc, Virginie, Valérie (au 38 essai) progressent.
27 + x = 80 absents le 4/5 performants le 17/5 Laurent - Louison - Patrick
’S:>/’30 50 ' v abgsents le 4/5 non performants le [7/5 Franck - Lidia - Sandrine
27 “————>» 80
x = 53
5.7. Epreuve du 14 Mai
3 é&q. 19 + x =90

Elle a &té passée par trés peu d'éléves. Elle comprend des &quations
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+ 0 bien d'autres questions. Pour les &léves présents le . . e
du type 27 + x = 80 et ¢ P 4) Génde par la complexité : 1 &léve
14 et le 17 Mai, nmous observons une tr&s bonne concordance des performances U, .

bloquée i 1'écriture : 1 &léve
(cf.liste ci-jointe). Ceci nous permet de prévoir les résultats d'élaves

présents le 14, absents le 17 & la question posée le 17 Mai et de considérer 5) ‘Se manifeste différemment selon la tiche : 3 &laves absents le 17/5

pour &valuer les &l&ves une &preuve fictive 14-17 Mai. Nous obtenons ainsi

un groupe de 24 Eléves. en 1)
Christophe Virginie en 2) Franck en 4) Lidia
- Présents le 14 et le 17 Mal Coralie Yannick Jean—Charles Sandrine
14/5 17/5 Gilles Bastien Kamel
Coralie x % Grégoire Camilo Laurent
Gilles X x Isabelle Eric Mare en 5) Frédérique
Crésoire x x Louison Héléne en 3) Antonio Frédéric
=]
Isabelle % % Patrick Olivia Mathieu Jacques
. Valéri
Valérie / / alérie
Yannick b4 x
/ partiellement réussi, x compl&tement ré&ussi 6. Evaluation des &léves dans le mois de la rentrée 1976-1977.

Nous mettoms en annexe pour information la liste des épreuves.
- Absents le 17/5, présents le l4&

proposées aux &ldves dans le mois de la renmtrée. Comme nous n'avons pas tous

14/5 17/5 prolongé les protocoles, nous n'en utiliserons qu'une partie pour l'évaluation "aprds
Bastien x x les vacances”. Nous retenons celle du 24/9 (21 &léves) celle du 4/10 (22 &lé-
Camilo X x ves) celle du 14/10 partie numérique (19 &l&ves). Nous regroupons pour chacune
Eric x b des épreuves, les.erreurs en 3 catégories : O ou ! erreur entre 2 et 5 erreurs,
Hél&ne x x plus de 5 erreurs ou une partie non faite. Par ailleurs nous donmons, sous
Olivia x x forme de tableau, les performances de chaque €l&ve & chacune des &Epreuves.
adjoints 2 la l&re catégorie du 17/5
7.1. L'épreuve du 24/9.
Elle comporte 8 séries de calculs présentées sous forme de tableaux
6. Bilan de 1'évaluatiomn. ‘ avec une consigne donnde sous forme algébrique
1) Les objectifs, comme outils explicites coordomnés somt atteints .
valeur de x «+.. donnés
pour 15 8l&ves (10 par 1'épreuve du 17, 5 par celle du 14 Mai) et ont
statut de connu. que vaut
—_— x -3 ceee ?
2) La coordination pose probldme, il faut du temps pour qu'elle fonc- x - 2 ?

tionne correctement : 5 &l&ves
Deux difficult&s se présentaient : la masse du travail 3 faire

3) méme problime qu'en 2) mais n'aboutissent pas : 2 &laves (76 réponses demanddes),et un pi&ge & &viter. En effet, les séries sont cou-

plées par deux ; la valeur de x est celle donnée. Or 3 enfants pour la
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série en 23me position ont pris comme valeur de x celle qu'ils venaient de
calculer. Nous les avons repéréspar un point dams le tableau des performances,

le nombre d'erreurs que nous indiquons ne tient pas compte de cette déviation.

Nous observons que, du point de vue numérique, les catégories

d'enfants constitudes en Mai, en gros se confirment :

. Camilo, Gilles, Virginie, Yanmick toutefois ont des performances moins
bonnes.
Mais c'est le début de 1'annde scolaire. Et de toute fagom, 17

gl3ves sur 21 commettent 5 erreurs au plus.

7.2. L'épreuve du 4/10 :

I1 s'agit essentiellement de tester la disponibilité du passage
3 la dizaine supérieure dans une formulation algébrique.
Exemple : 27 + a = 34 , 59 + a = 63 etc...

Les él3ves avaient 3 produire deux &critures de a, une sous—forme
de différence p - q et l'autre sous forme standard effectuée.
L'épreuve est massivement réussie : 19 sur 22 commettent au plus

1 erreur.

7.3. L'épreuve du 14/10 :

I1 s'agit de 11 additions posé€es sous forme d'opérations, por-
tant sur des nombres 3 1, 2 ou 3 chiffres, comportant 2 ou 3 termes, avec

ou sans retenue.

7.4. Résultats.

24/9 0 ou 1 erreur entre 2 et 5 erreurs plus de 5 erreurs
ou partie non faite

Bastien . Camilo Antonio
Grégoire Christophe Franck
Héléne Coralie « Laurent
Isabelle . Gilles Mathieu

s Louison Virginie
Olivia Yannick
Valérie ~ Kamel
Mare Sandrine

- 187 -
4/10 0 ou 1 erreur entre 2 et 5 erreurs plus de 5 erreurs
ou partie non faite
Bastien Virginie Camilo Frédéric
Coralie Yannick Antonio

Gilles Franck
Grégoire Frédérique
Héléne Kamel
Isabelle Laurent
Louison Marc
Olivia Mathieu

Valérie Patrick

Sandrine
4/10 Bastien Virginie Antonio - Franck
Christophe Yannick Kamel Frédéric
Coralie Frédérique Laurent
Louison Marc Lidia
Olivia Patrick Mathieu

Valérie Sandrine

Nous observons unme reprise de la maitrise opé@ratoire attendue pour les

&ldves de la cat@gorie 1 et un progrés pour Mathieu, Sandrine et Frédé&rique.

Tableau des performances

ooul entre 2 et 5 plus de 5 ou
erreur erreurs partie non
faite
2479 2} 8/21 9/21 4/21
éléves
22
4/10 7« 19/22 2/22 1/22
&léves )
14/10 22 12/29 5/19 2/20
gléves

©“ l
Les absents du 4/10 sont Grégoire, Héléne, Isabelle, des bons "en prin-
cipe. La comparaison des épreuves des 4/10 et 14/10 montre une meilleure
aisance avec 1'@criture littérale (en situation numérique simple) que dans

la technique opératoire.
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Table des mati@res des annexes

Annexe 1 :

CP:

CE 1:

CE 2 :

CMI1:

travaux d'enfants

Yannick

Gilles, Grégoire
Gilles

Gilles, Camilo
Gilles

Gilles, Héléne
Gilles, Sandrine
Gilles

Gilles, Frédérique, Jacques
Gilles, Laurent
Frédérique
Virginie

Gilles

Equipes "mangges"

Gilles, Virginie

3/1/77 (1.et2) Gilles, Virginie

Virginie

Gilles

Gilles

Gilles

Gilles, Virginie
Gilles, Mathieu
Gilles, Camilo, Lidia

Gilles, Lidia

3/11/77(1 et 2)Gilles, Lidia

14/5/76 (2)

17/5/76  (2)

16/9/76 (2)

20/9/76 (2)

21/9/76 (S)

24/9/76 (S)

24/9/76 (2)

28/9/76 (S)

1/10/76 (2)

4/10/76  (2)

8/10/76 (2)

14/10/76 (2)
21/10/76  (2)
16/12/76  (2)
17/12/76 (S)
41777 (8)

6/1/77  (2)

771777 (2)

8/1/77 (2

17/1/77 (8
5/2/77  (2)

30/4/77  (2)
22/9/77  (2)
5/12/77 (1)
23/1/78  (2)
10/2/78 (2)
6/3/78 (2)

13/3/78 (1)
22/5/78  (2)
12/1/79 . (2)
18/6/79 (2)
/6/80  (2)

Gilles, Bastien, Marc

Virginie

Mathieu

Gilles, Lidia

Gilles, Virginie

Gilles, Lidia

Gilles

Frédérique, Lidia, Valérie, Yanmick
Gilles

Nous avons indiqué entre parenth&ses la nature de 1'&preuve telle qu'elle est

décrite en IV C 1.2.

Productions libres du 5/12/77 CE 2 :
Bastien, Camilo, Elsa, Frédérique, Grégoire, HEl&ne, Isabelle, Jacques,
Kamel, Laurent, Lidia, Louison, Marc, Mathieu, Olivia, Sandrine, Valérie,

Yannick.
Productions libres des 20-24 janvier 78 :
Camilo, Frédérique, Grégoire, Héléne, Kamel, Laurent, Mathieu, Sandrine,

Yannick.

Virginie : travaux des 25-28 Novembre 77, 2-8-13 Décembré 77,
6-12-19-24 janvier 78.

Annexe 2 : Séance du 3/2/77 CE.l. P. 2 ;

Annexe 3 : Séance du 7/2/78 C E 2. P. 3 ;



Annexe 1

Présantation des textes des épreuves par des travaux d'élaves:

14/5/76 , 16/9/76 , 20/9/76 , 24/9/76 , 2/10/76 , 4/10/76 , 14/10/76 ,

17/12/76 , 6/1/77 , ?/1/77 , 8/1/77 , 5/2/77 , 30/a/77 , 22/9/77 ,

ANNEXES 3a/1y/7? , 5/12/77 , 23/1/78 , 10/2/'78. , 6/3/78 , 13/3/78 .
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Annexs 2
3/2/77 CEl1 Phase collective: compte-rendu du travail individuel.

Chaque élave a regu une baguette de longueur u et canstruit
un quedrillage. Certains rendent compte de leur construction. Ils sont

& peu prés représentatifs de l'ensemble des travaux de la classe.-

Valérie a construit un quadrillage & maille carrée en se ser—
vant d'une des dimensians de son rectangle, mais elle ne sait plus dire

laquells. La mattresse la renvoie "ré&fléchir” & sa place.

Olivia: "moi, mon petron, je 1'ai plié en & , et puis aprés Jje 1l'ei mis
PR dci et j'ai fait un petit trait, et je 1'ai remis en bas et jtai
fait un petit trait, et de ce point 1& & ce point 1a j'ai tiré
un trait. J'ai fait ga pour tous st aprds j'ai fait de 1l'autre
cotsé."

: Trés bien

Dlivia: “"du cOté horizontal et du cbté vertical.”

M. : Tres bien, seulement tu as fait une petite erreur. Tu as plié

[ LN NCS BN A

L

=
L]

an 4 et aprds tu t'es trompde. Est-ce que tu as pris le quart de ta
mesure?

Dlivia: "Non, j'avais pas pris le bon cOté".

M, : voila, On lui donnera un nom.

Valérie: J'ai aussi plié mon petron en 4 . Apra2s, je l'ai posé sur le
cOts horizontal et j'ai mis un petit point. Je 1'ai posé sur le coHté
vertical et j'ai mis un petit point aussi et j'ai relié.

M. : Tu l'as posé comme ¢a 2 fois tout le long?

valérie: Nan, non, aprds avec ma rdgle, quand j'ai fait toute cette

: ligne, j'ai pris O ici. J'ai mesuré la longueur du patron,
j*ai trouvé 1cm et 4mm et j'ai reporté sur le bord horizontal
et sur le bord vertical. Et j'ai relié.

M. repdtes le procédé de construction de Valérie an précisant le

ITURER BRI

langage.

M. : GQui a fait d'une autre fegon?

Florence: J'ai pris 1/2 .

M, : Elle a pris le 'demi patron. )

Florence: Je l'ai posé sur ma feuille et aprés j'ai tiré mes traits

comme ¢a.

M. ¢ Tout autour?

; Florence: Oui, quand j'ai fait tout le tour, j'aveis plus besoin de mon

petit u . Cor k je savais que c'était de la méme dimension,
jtai repris les traits et j'ai tiré.
M. & Tu les as continués?

F. : J'ai d'abord tiré le trait vertical et aprés le trait

horizontal.
M, =: Trés bien.
Mathieu: J'ai fait la méme chose.

M, : Viens nous montrsr.

Mathisu: J'ai plid en 2 , i dépassait un peu, j'ai mesuré et j'ai

reporté la mesure.

Marc : Moi, Je n'ai pas plié.

M. : Tu as gardé ta mesurs entidre?

Mare : Oui. J'ai posé sur le cftéd vertical.

M. commente & haute voix cs qu'elle pense 8tre la construction de Marc.
Marc : aprés, j'ai posé sur une ligne horizontale.

M. : Mais mon patron est plus grand que ton carreau. Comment es-tu
Fait?

Voici les 4 dtapes de la construction de Marc.

il

Ty
111

Il a rep.orté la mé@me dimension dans les 2 directions en tournant son
patron. Il obtient ainsi un guadrillage & maille carrée de mesure la pe—
tite dimension du rectangle. Marc ne parvient pas & décrire sa construc—

tion; ctest finalement Bastien qui explique:" il a& croisé son patron®.

M. : Voila le guadrillage de Frédérigque. Est ce qu'il est carré
celui-la?

F. : non, rectangulaire.

M. : On peut en avoir des carrés, des rectangulaires, on peut en

avoir d'autres. Avez-vous des idées?

E. : des ronds
E. : des triangles. Avec des triangles, c'est facile.
E. : des losanges.

Bastien: Avec des losanges c'est facile.



E. : Avec des nombres.

M. :*Non, pour l'instent, on ne gradue pas le quadrillags. Seulement

la maille; ¢& s'’appelle la maille.
Cealui~ci donc est ractangulaire."

Frédérique ne dit rien.

M, & F. : Tu as tracé des traits? des verticales? des horizantales?

n'importe comment? Tu as pris une mesure?

A chagque question, Frédérique répond non.

M. : Elle a fait un quadrillage, une pertie avec des petits chHtés,

uns partie avec des grands cétés.

Récapitulation.

M. : Peut-il y avoir plusieurs sortes de quedrillages?

Le choeur: Oui

M. : Pour le quadrillage carrd, combien de renseignements doit-on
donner?

Olivia : Je ne sais pas, mais je sais quel renseignement on doit donner,
parce que les 4 cHtés sont pareils.
M, : Ils ont la m@me longueur. Alors, combien de renseignements doit
on donner?
E. : 1 mesura.
Mo : 1 mesure.
Virginis: Pour les rectanguleires 11 en faut 2 , parce que celui-la (geste)
ast plus petit que celui-~la.
M. : Parce que ce cOté est plus petit que 1'autre. Au lieu de dire
"ca cHts”, "celui~la", nous allons leur donner des noms.
Donc, pour envoyer le message, si c'est un carré, combien 8tes-
vaus obligé de donner de renssignements?
Le chosur: 1
M. : si c'esst un quadrillage avec des rectangles,‘combian 8tes-vous
obligé de donner de renseignemants?
Le choeur: 2
M. : Voila, 1& nous sommes d'accord.
Avez-vous eu des diFFicultés pour envayer votre message?
E. : Qui

v

Lidia a pris une mesure au hasard. Il se trouve qu'elle peut la

reporter 3 fols dans u . D'autres éléves expliquent qu'ils n'ont pas
&t$ compris parcequ'ils n'avaient pas pris de mesurs. Ils avaient dessiné

"au hasard".

M, : Est ce qu'on peut prendre”ls méme hasard" ?

E. . :'Non, moi j'2i pris ma mesure, mais j'ei oublié de 1l'envoyer.

E. : Je voulais envoyer mon petit carré, mais au téléphone on ne peut
pas.

M. s Au téléphone, on peut envoyer une mesure, on ne peut pas envoyer

un petit carré.

E. : Par la poste, par lettre.

Isabelle: On peut dire au téléphone, tu découpes un petit carré et tu
donnes la mesure.

M. - ¢ Avec les mesures, d'accord.

Auil a encore guelque chose & dire? Bon.

En fait, dans leurs messages, les &ldves ont en générel essayé
de décrire leurs constructions gsomdtrigues, ce qui n'a pas été facile.
Tl est probable que les difficultés rencontrées leur ont fait oublier

1'importance de la communication des dimensions de la maille.

Fin du compte-rendu.



ANNEXE 3. 351

RECHERCHE DE LA MESURE DU €OTE D'UN CARRE D'AIRE 27 : CHRONIQUE RESUMEE(x)

TRANSCRIPTION DE CERTAINES SEQUENCES DE LA SEANCE DU 7/2/78

Existe-t-i1 un carré d'aire 27 ? Aprés une longue discussion & ce

sujet, les éléves ont cherché & approcher la mesure a du cdté d'un tel carré
et trouvé que :

5<a<§
puis 5 + 2% <a<5bt+ % » puis 5 + 4% <a<6b+ %
et finalement & la fin de la séance précédente :

19 1
5+T6—0<a<5+§

Au cours de la séance dont les extraits suivent, ils vont chercher

i approcher mieux a. Comme le fait de réduire toutes les fractions au méme
dénominateur pour calculer {en 1'occurence le millioniéme) va leur paraftre
Jourd et peu fiable, ils vont chercher une nouvelle &criture pour les nombres
qu'ils manipulent et introduire une écriture décimale.

E -
M-

M-
E -
M-

Nous cherchions le c6té d'un carré qui avait pour aire 27. Est-ce-que
c'était facile ou difficile ?.

ca c'etait difficile, hein ?.

Est-ce qu'on a trouvé ?.

Non, on se rapproche quand méme.

On se rapproche quand méme, on se rapproche toujours.
Mais i1 y a toujours un espace entre les deux.

I1 y a toujours un espace entre les deux. Entre quei ?

(*)

Rédigée par M. Artigue et J. Robinet.

- Entre 1'aire qu'on a trouvé qui se rapproche de 27 et 1'aire 27.

- Et 1'aire 27. Bon pour 1'instant ol en sommes-nous, qu'est-ce que
nous avions dit 2 Nous avions dit, hein ! Nous savions d'abord les
unités entiéres. Combien i1 y en a toujours ?

-5

- 5, celles-1a on le sait. Maintenant on sait qu'il y a toujours 5 unités
entiéres. On les met de cdté et nous nous occupons ... .

- Du nombre fractionnaire.

- Nous nous occupons du nombre fractionnaire qui suit 5. Nous savons,
nous savions qu'il était plus ... au départ ...

et M : Plus grand que gﬁ’ mais plus petit que %

- Alors ga, nous avons fait des propositions et vous aviez proposé, euh,
1%' Alors qu'est-ce que nous avons fait chaque fois que vous avez fait
une proposition.

- On a vérifié si, pour voir, pour si, euh, si la valeur qu'on a donné a
a, pour voir si ¢a donnait 1'aire. On a vérifié, on a fait la muitipli-
cation et aprés on s'est dit si c'était plus grand ou plus petit pour
le placer sur la mesure.

- On regardait si c'était plus petit ou plus grand pour le placer sur la
mesure. Qu'est-ce qu'on faisait alors & ce moment 13, qu'est-ce qu'on
faisait ? On s'occupait de quoi ? Est-ce qu'on reprenait a partir ...

- Ah non, on reprenait de 1% a %.
- On reprenait de %5 a %, bon, alors oui.

- On vérifiait que ¢a se trouvait bien entre %6 et % aussi. Si c'était ...
si ca dépassait %, ¢a nous arrangeait pas et si ga, si c'était plus
petit que 35> €2 nous arrangeait pas aussi.

- Voila, ¢a nous arrangeait pas, tu as raison, tu as raison. Alors, nous
en &tions arrivés maintenant .... Regardez ici. (Elle montre la feuille

de papier oli sont reportés les nombres sur un segment de droite). Entre
%%5 et %, et alors vous aviez dit que Z on pouvait aussi 1'écrire ...



S m = m

205 (dit 20 centizmes).

20_
160

ax 1 R,
Il y avait 106 de différence

Alors i1 y a pour 1'instant %55 de différence. %55. On va encore approcher
plus prés, alors quelqu'un a proposé 1660 et on s'était arrété 1a. Nous
proposons pour 1'instant {o00° (Silence). C'est vrai, alors dites-moi on

a essayé de le placer le milliéme entre le centiéme, ici, dans le centiéme,
(elle montre le segment de longueur %ﬁﬁ). Combien y avait-il de milliémes ?.

10

11 y en avait 10, alors on a donc pris un milliéme ici. Maintenant, vous
avez 5 + %gﬁ + %655 - Nous allons essayer pour voir ce que ¢a donne, hein !
Vous essayez, vous travaillez seul. On va voir si c'est plus grand, si
c'est trop grand ou trop petit, d'accord ? Vous mettez nom et date. Qui n'a
pas compris ce qu'il fallait faire ? Qui voudrait le répéter ce que nous
allons faire maintenant ? No&lle veut le répéter ?

Alors tu nous donnes une feuille ...

Oui.

Et on doit vérifier si 5 + 1 + 1 est plus grand ou plus petit
100 * 1000 plus g .

que ... enfin que ... un carré de c6té 5 + %gﬁ + %ﬁﬁﬁ a une aire plus

grande ou plus petite que ... .

d'un centiéme.

Non, que ... Combien c'est 1‘'aire ?.

que 27.

que 27. Voila, vous avez bien compris ? Allons-y. Vous mettez le nom, la
date - Vendredi. Vous aviez expliqué puisque (choses confuses), maintenant
vous ne prenez plus comme Isabeile nous 1'avait trés bien expliqué. On est
a %%5, pourquoi vous prenez maintenant des milliémes ?.

m =2 mMm =22 m

Brouhaha confus.

Pourquoi vous prenez des milliémes ?
C'est plus petit.qu'un centiéme.
C'est plus petit qu'un centiéme.

Si on prenait plus grand qu'un centiéme, ¢a ferait plus grand que
1‘'aire 27.

Oui, d'accord !.

C'est sir que ... E - ¢a peut pas étre plus grand que %%55’ %ﬁﬁﬁ'
Dix milliémes c'est un centiéme..

Ah oui, d'accord !.
I1 vaut mieux prendre 9 milliémes.

9 milliémes. Prends -les 9 miiliémes. Prends les, si tu veux prends les,
on verra bien, prends les. Toi tu prendras 9 milliémes au lieu de prendre
un milliéme, hein !.

5,6 plutét que 1.

Toi tu préféres 5,6 que 1. Bon B&, écoute, pourquoi prendre des milliémes,
expliquez moi ! Essayez de m'expliquer pourquoi vous avez pris des mil-
liémes, 1a vous venez de prendre des centiémes. Pourquoi vous prenez des
milliémes ?.

Parce que c'est qu'on y &tait presque arrivés avec 5 + %%5 et comme on
voulait pas que c¢a dépasse et comme un milliéme c'est tout petit, on a
voulu prendre des milliémes, comme ¢a on était slirs que c¢a dépasse pas 27.

Oui et on avait des centiémes, pourquoi vous avez ...

On aurait pu prendre une unité plus petite que les centiémes et plus grande
que les milliémes, aussi.

Ah, d'accord.

On aurait pu essayer ...



On verra d'accord, plus petit. Qu'est-ce que tu aurais pu prendre ? Une
plus petite que les milliémes et b]us grande que les centiémes, non plus
petite que les centiémes, d'accord. On verra, allez-y. Toi puisque td pro-
poses %555' Tu le ... Tu le prends, tu fais avec 9 milliémes, ce sera fait.
Et toi tu proposes 5 ou 6 milliémes, tu le fais avec 5 ou 6, on verra bien,
hein 1.

Je me demande ol on va aboutir.

oh ben, je me demande ol on va aboutir, allons y.
(Le film 1'interrompt pendant le travail individuel d'une durée de quinze
minutes). )

Un millioniéme, ben dis donc, on va &tre riches.
Long brouhaha incompréhensible de la part des enfants (un enfant prépare
le tableau de la multiplication).

Ah, Ah ! Bon, nous y allons, ¢a y est tu as fini, est-ce que tu trouves,
alors écrit. Alors nous sommes toujours & %, dis plus petit que %. Alors
1d, & ton avis ? Et combien trouves-tu ?.

Je trouve 910381 millioniéme.

Millioniéme, oh la la la la. Bon vous regardez tous au tableau.
Qui a eu des difficultés 7.

Moi.
Qui a des difficultés, qui a des difficultés 2.

J'en ai un peu parce que quand pour faire la multiplication c'est quand
méme facile, mais c'est quand i1 faut tout ajouter !.

Bon, ah ! Quand i1 faut tout ajouter ... Ah, j'Ecoute ta ...
On prend le plus grand nombre c'est un millioniéme.
Un millioniéme, le plus grand nombre un millioniéme.

Et pis quand y a Tes millioniémes, i1 faut essayer de trouver, il faut
faire des millioniémes, alors faut faire ... et puis quand il y a des
dixiemes i1 faut faire des millionigmes. Parce que le miilion c'est ...
i1 faut tout transformer en millions. '

m

= m =

m 2 m =E m

E m =2 m X

I1 faut tout transformer en millioniémes, bon. Elle transforme tout en
millioniéme et combien il y a de zéros pour le miilioniéme ?.

6 zéros.
6 zéros. Bon alors ?.

Dans ce truc (sous réserve d'interprétation) le plus grand c'est le
centiéme.

C'est le centiéme et pourquoi ?.

Parce qu'il faut multiplier beaucoup pour avoir ... .

Et par combien i1 faut multiplier 2.

10.000.

Ben 10.000 eh bien alors multiplier par 10.000. Bon.
J'ai commencé par le 9. Et pris aprés les dixiémes ... .
Qui a eu des difficultés ? Alors Cocotte ?.

Moi, parce que c'était pour rajouter tout, il y avait beaucoup de zéros
et je m'embrouillais avec tous ces zéros.

Tu t'embrouillais avec les zéros, toi ! Explique-nous pourquoi.
C'est pour faire la méme unité commune.

C'est pour faire la méme unité commune.

On peut pas ajouter.

On peut pas ajouter, ca c'est d'accord.

Si notre tableau était, si notre tableau euh ... , si notre opération
était assez grande pour mettre tous les zéros ; je pense que g¢a sera
quand méme un peu plus c¢lair, parce que, 1a ! (Brouhaha).

Ecoute, qui t'empéche de faire, de les faire plus grandes ? Qui c'est
qui t'empéche de les faire plus grandes, alors ?.

Aprés ceci, se place une discussion sur la différence entre un million



et un millioniéme, une &léve faisant remarquer :

- "Majtresse, quand, Olivia elle a dit un millioniéme, c'est le plus
grand, c'est pas vrai, c'est le plus petit."”

Bastien c18t cette discussion en disant :

- "I11 y a quand méme une différence entre un millioniéme et un million,
puisque un millioniéme, tu partages ta tarte en un million - Pour un million,
tu as un million de tartes - C'est pas pareil !".

Ensuite la maitresse fait refaire au tableau la multiplication :-
19 1 19 1
(5 + 155 * Tome) * (5 * 100 * T000)

La disposition utilisée est la suivante :

19 1
5 106 1000.

95 5
25 106 1600 5
95 361 19 .19
100 10000 100 000 100
5 19 1 1
1000 100 000 17000 000 1000

Plusieurs éléve, & tour de rdle, passent au- tableau pour remplir
cette grille. Lorsque c'est terminé, i1 leur faut additionner les résultats
partiels. Ils additionnent d'abord entre eux ceux qui ont le méme dénomina-
teur. Pour les autres il faut faire une unité commune - Tous les nombres sauf
26 sont transformés en millioniéme - Cela ne va pas sans mal - Puis on ad-
ditionne les millioniémes en posant 1'addition en colonne. Le calcul terming,

~

Grégoire -

Grégoire -

M-

Grégoire -

M -

Grégoire -

Grégoire -

On cherche une écriture simplifiée

Alors moi je vais commencer par prendre les centiémes et je vais
déja enlever tout le nombre 1a (i1 montre) je vais prendre les
centiémes aprés ... (1'enfant écrit 100).

Centiémes, 13 tu a mis 100, 100, un centiéme mets-le, dis donc
centiéme tu sais 1'écrire !.

¢a veut dire les centiémes (fin de phrase couverte par la voix
de la maitresse).

Un centiéme ! ca c'est 100, c'est pas des centiémes, ¢a c'est 100.
(L'enfant écrit L dessus de 100).

Un centiéme b;rce que 1a je voulais mettre d'une fagon, 13 dessous
Je voulais mettre les milliémes (i1 montre 1'aplomb du premier zéro).

Bon; d'accord bon.

A coté parce que je sais que les centiémes et les millidmes, c'est ...
(L'enfant n'a plus de place pour écrire).

Bon, on va effacer, tu commences dans un coin, attends,
monte 1a-dessus.

Alors ce sont des centiémes. (L'enfant réécrit 100).

¢a c'est 100, si vous n'étes pas d'accord vous le direz - Ecoutez
bien, il explique d'abord aprés.on va voir, on va discuter.

Aprés les milliémes, quand j'aurai tout, quand j'aurai ... je met-
trai & coté en mettant les nombres (i1 é&crit 100 ).
1000

Je mettrai pareil sauf que je verrai combien i1 y a de milliémes,
combien il y a de centiémes et aprés je ferai mon opération.

Je ne comprends pas, moi. Vous comprenez vous autres ? Fais-le
parce que tes petits camarades ne comprennent pas. Et .. Explique,
allez !

(L'enfant écrit 100
1000
10000

Pendant ce temps 1a, la maitresse commente).



Régine -

M -

Grégoire

M-
Grégoire
M-

M~
M~

Grégoire
M~

Grégoire
M-

Grégoire

100 tu fais des 100, centiémes ... Bon vas-y, écris, écris, pour
1'instant tu nous écris 100, 1000, 10 000, allez finis. Vous re-
gardez ce qu'il fait, si vous ne comprenez pas ce qu'il fait vous

Te dites.
Vous le laissez finir d'abord.

Vous le laissez finir et i1 expliquera, si vous n'étes pas d'ac-
cord, vous le direz aprés.

100 000

Aprés 100 000, 100 000, allez dépéche toi, vite ! 100 000. Réveil-
lez vous un peu dans ce coin 14 l1a-bas, aprés ... .

Les miTlioniémes.(j1 écrit 1000 000).

Les millioniémes, bon. Olivia se réveille !.
Long silence

Laissez-le, laissez-lée, aprés ?.

Bon, alors qu'est-ce que tu ... Attends de passer !.

Aprés je compte de, et aprés combien il y a de ... (i1 montre le 100).
190; ca fait 90.

90, bon tu veux &crire 90, tu veux &crire en face, tu veux &crire
1a en face.

C'est 90 centiémes.
90, comme ¢a !.

Oui oui 90 et je sais que c'est des centiémes parce que je voulais

mettre aprés ... (la maitresse écrit sous sa dictée 100 90)
1000 10
il n'est pas d'accord, elle 1ui rend la craie et i1 va &crire
100 90
1000 10
10000 361
100000 38
1000000 A

M-
Grégoire
M-
Grégoire

M-

M-
Régine -

M-

Régine -

M-

M-
Grégoire
M-
Grégoire
M-
Grégoire
M-

Grégoire

D'accord aprés.

C'est 10.

10 bien. *

Mais pas comme ¢a parce que ... .
Bon b&, écris le.

90 tu veux 1'écrire comme ¢a, bon vous en discuterez tout &

1'heure, aprés, aprés ... 361 vite écris le 14, n'écris pas a

cheval, ne mets pas deux heures oui oui d'un cdté ou de 1'autre.
Parce que & cheval on n'y voit rien.
Oui d'accord.

L3 90, allez vas y, 361 aprés, 38 aprés 1. Seulement tu ne les as
pas mis en face.

Non non ¢a ne fait rien.
(L'enfant fait 1'addition).

Bon est-ce ‘qu'on trouve.pareil, et alors c'@tait quoi ce que vous
aviez ?.

Oui c'est bien ! Oui i1 a toujours décalé .... IT a mis tous les

centiémes, les milliémes .... Ensuite il a, il a rajouté, comme ¢a

Ga nous évite .... C'est bien, hein ! C'est vraiment plus rapide !

c'est bien I.

Qu'est-ce qu'il a fait alors ? Ecoutez bien.

J'ai commencé les 90 centiémes.

Bon.

Aprés j'ai mis les 10 milliémes, aprés j'ai su qufi] y avait 361 .....
Oui.

dix-milliémes.

dix-milliémes.

3 milliémes, alors je les ai mis la.

»
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M- 3 milliémes, pourquoi ? Oui ?. M- ¢a sert ca ?.
Grégoire - (I1 bafouille). Louison - - Si ¢a sert je crois. Gros brouhaha dans la classe.
M- Pourquoi tu a décalé comme ga ? ’ - L& on voit comment i1 faut ajouter .
Grégoire - Parce qu'autrement je vais pas les ajouter les, les .... Ld . M- Alors 1a on voit comment i1 faut ajouter parce que tu a mis 10
c'est des milliémes. alors 100, alors c'est des centaines, c'est 100 aussi, 1a tu 1'as
M- Tu commences par le premier. Qu'est-ce que c'est ¢a alors ? | bien mis dessous ... Bon tu peux le -laisser. Dites qu'est-ce que

(elle montre 9) vous en pensez ? Tu te mets debout Gégéne, tu y verras plus clair.

Qu'est ce que vous en pensez ? Qu'est-ce que tu penses toi, Laurent ?
Grégoire - ¢a c'est des centiémes. . . . .
Louison - Moi je pense que c'est trés bien, parce que ¢a nous fait aller

- ié s ié 7 ? = . 3 3 Yy

M C'est des centiémes, ¢d c'est des centiémes ? ca ! beaucoup plus vite que de faire tout transformer en millioniémes

Classe : Non, non !. et puis.

Grégoire - (Silence puis) Ya 9 ... . M- I1 a pas fait, ¢a évite de faire si long :

Régine - 90 c'est des centiémes. Louison - I1 a pas fait:... IT a pas marqué les centiémes car il savait que

R s . Vepos CAps -

M- C'est quoi, 90 c'est des centiémes et 9 i1 cherche ce que c'est. c'était 90 centidmes, alors c'était pas ... on n'était pas obligé
. : de rajouter tout, tout, tout ce que tu as mis tout en haut, des

Grégoire - Ben, ¢a doit &tre des dixiémes. millicmes, des dix ... .

M- Ah ¢a peut &tre des dixiémes. Ah bon, 9 ¢a peut-étre ... M - Pourquoi on n'était pas oblige de les ajouter ?.

Grégoire - Des dixiémes, aprés 13, c'est des milliémes, aprés c'est les dix-
milliémes. Le zéro, ¢a doit étre des (centiémes)cest: couvert par
la voix de Ta maitresse.

Louison - Parce que, 1&, i1 y a marqué ...
M- I1 a ajouté, il a tout ajouté !.

~ . . . . Louison ~ OQui is 1 ! é iémes. ‘gtai
M- Alors le zéro c'est des centiémes hein ! Je vais 1'écrire au-dessus ui mais i1 n'a pas marqué 90 centiémes. I1 a su que c'@tait des

%ﬁb,Aj'écris comme ga, on le saura (elle écrit %ﬁﬁ au dessus de la
colonne des centiémes). ¢d tu nous as dit que c'était des dixiémes,
alors ici qu'est-ce que tu nous as dit que c'&tait des milliémes,

centiémes, des milliémes, des dix-milliémes, i1 a pris que ceux
du haut et i1 a rajouté tout ¢a et il savait bien que tout ¢a
c'était des millioniémes.

jci des dix-milliémes, et 13 les cent-milliémes et 14 Tes milljonié- M- Ah voild, tout ¢a 11 savait qu'a Ta fin tout ca c'était des mil-
mes. (Elle &crit chaque fraction au-dessus des colonnes du tableau lioniémes, i1 en a mis qu'un, i1 en a mis un et c'était tout des
fait par 1'enfant). Bon alors, les autres, qu'est-ce que vous en millioniémes, hein 1.

~ . . . . s e .
pensez ?.11 réexplique, i1 réexplique pour ceux qui ... Qui n'a pas Louison ~ Moi aussi, je peux dire que ca c'est des 9 dixizmes.

compris ? Qui n'a pas compris, est-ce que quelqu'un n'a pas compris ?.
M- Ah bon, i1 peut dire, regardez bien ce qu'il peut dire, regardez

bien ce qu'il peut dire ! Ah bon, attends peut-étre. Qu'est-ce
qu'il peut dire ? Qu'est-ce qu'il veut dire ? Qu'est-ce qu'il veut
dire ? Peut-étre quelqu'un va nous dire ce qu'il peut dire ? Qui
va nous le dire ? Qu'est-ce que c'est que ¢a ?.

Louison =- Je crois que ¢a n'est pas tellement 1a peine’... .
Si peut-étre !.



Louison -
M-
M-
Louison -

M-

Louison -
M-
Louison -
M_
Louison -
M..
Louison -
M-
Régine -
M-
Louison -

M-

Louison -

Des dixiémes.

Des 9 ... E. dixiémes.

des 9 dixigmes, et de ¢a qu'est~ce qui pourra dire ce que c'est ?
Des 4 centiémes.

Des 4 centiémes, des 4 centiémes et ga qu'est-ce qui pourra dire
ce que c'est, qu'est-ce qui pourra dire ce que c'est, qu'est-ce
que c'est ?.

Des six milliémes.

Des 6 milliémes, et 1a, qu'est-ce qui pourra dire ! Monsieur Jacques.
Des 4 dix milligmes.

4 dix-milliémes et 8 qui est-ce qui pourra dire ce que c'est, Gégéne.
8 cent milliémes.

8 cent milliémes !.

C'est une chaine.

Une échelle 2.

Non une chaine !.

Une chaine-pardon.

1 millioniéme.

1 millioniéme. Bon alors comment on pourrait encore 1'écrire ?
Nous avons nos entiers, hein, on en a 26 d'entiers ... .

Ben les 26 comme ce sont des entiers, on sait 1'écrire, mais ce
sont les fractions !.

Oui, mais maintenant comment je vais &crire tout ¢a ? I1 va bien
falloir que je trouve quelque chose. Je sais que 9 ce sont des
dixiémes, que 4 ce sont des centiémes et comment je vais &crire
maintenant que j'ai 26 entiers et puis encore 946 481 millionjémes.
Est-ce que vous avez une petite idée ? Non Bastien tu ne 1'as plus,
L'autre jour tu 1'avais, aujourdh’ui tu n'en as plus, aujourd'hui
il réve. Qui, comment ?

E - Majtresse, laona ... ona ... .

M- Une écriture je veux maintenant, je veux autre chose hein ! (Silence)
Comment je peux, pour bien montrer que 1&, j'ai une partie qui est
entiére qui est 26 et que le reste évidemment ce sont mes dixiémes,
mes centiémes, mes milliémes etc ... . Si je les mets ... Je le lais-
se comme ¢a, comment je saurai que 9 si je Te mets tout & coté, y a
rien qui peut nous séparer ? euh ! Qui peut ?.

Régine - Qu'est-ce qui veut écrire de toutes fagons le résultat ?

M- Qui veut écrire maintenant ?. ‘

R - Qui veut écrire ?

M- Et le résultat combien cela nous fait-il ? Qu'est-ce que nous avons ?
On ne vous pas a dit de faire 1'opération, on vous dit d'écrire le
résultat.

A ce moment, on distribue des feuilles d chaque enfant et chacun cher=
che une écriture de son cHté. Cette période de .recherche individuelle dure une
dizaine de minutes. E1le n'est pas filmée. Le film reprend, lorsque 1'enfant
qui avait écrit les nombres décalés, Grégoire, vient présenter son écriture :

E d
2619. 1. 36. 1. 38. 1

Les autres essaient de comprendre cette &criture et de 1'expliquer.
-"Moi, je pense que E c'est pour entiers”.
-"peut-&tre, puisque aprés les entiers, il y a les dixiémes, les centiémes,
les milliémes, les dix milliémes, les cent milliémes, les millioniémes."
-"Maitresse, je crois qu'il s'est servi des nombres du résultat qu'on a marqués
13 (elle montre le tableau et le calcul de la multiplication).

Grégoire veut s'expliquer mais la maitresse 1'interrompt pour passer
3 une autre proposition, celle de Frédérique :

26u} 946 M 1481 C

Le "c¢" intrigue les enfants. Pourquoi 1'a-t-elle mis ? que signifie-
t-i1 ? : centaines ? centiémes ? centiémes de quoi ?.

La maitresse les aide et finalement les "481" sont interpréts comme
"481 millioniémes".



On passe ensuite & 1'écriture d'0livia :
26.; 9, 4, 6, 4, 8, 1.

Le point virgule séduit les enfants :
"On met un point virgule, ¢a veut dire qu'elle est pas encore finie
la phrase ; 13, ¢a veut dire pareil, que Te nombre est pas encore fini".
Puis la maitresse demande :

Troisiéme_séquence

M- Qu'est-ce-qué vous en pensez, qu'est-ce-que vous en pensez de cette
&criture, qu'est-ce que vous en pensez ?.

E- C'est bien.

Beaucoup lévent le doigt.

M- Mathieu, tu n'en penses rien ? Qu'est-ce-que tu en penses ?

£ - C'est bien.

M- C'est bien. On la garde comme ¢a.

E- Oui.

E- 11 faudra faire attention aux virgules, hein !

M- Bon, oui, i1 faudra peut-&tre 1'améliorer, on va voir, bon déja

c'est pas mal.

E - Aussi, i1 faudra dire aussi que dés qu'on rapetisse un peu notre
point virgule, aussi i1 faudra dire que hop, on divise encore par
dix, puisque aprés les dixiémes, aprés c'est les centigmes et comme
c'est dix fois plus grand les dixiémes alors dés qu'on rapetissela
virgule, i1 faudrait dire que, hop on divise par dix.

M- Par dix, bon, alors dé&s qu'on parle des dixiémes, on sait qu'on di-
visera par dix, tout le temps, chaque fois qu'on mettra une virgule.

E - Chaque fois qu'on la rapetissera.

M-~ Chaque fois qu'on rapetissera la virgule, ce sera divisé par dix,
d'accord. Dis donc, ¢a va é&tre un peu compliqué de se rappeler tout
ga.'On verra. Peut-&tre qu'on trouvera un systéme plus facile encore.
Bon qui a une autre proposition ? Qu'est-ce que tu as & proposer ?
Qu'est-ce que tu as fait, toi ?

(E11e s'adresse @ Jean-Baptiste et va écrire sous sa dictée au tableau -
Voici 1'écriture proposée par Jean-Baptiste :

11 1 1 1 1
10| 160| To00 | 10 000 | 100 000 |1 000 000
26 |9 4 6 4 8 1
E- J'ai mis 26.
M- Ah, bon, Jean-Baptiste il a mis 26
E- J'aj tiré. J*ai tiré un trait, comme ¢a (geste). J'ai tiré un autre

trait, encore un autre trait, encore un autre trait.
Plusieurs &léves - Ah, ouj !.
M- Oui.
E- Alors, aprés, j'ai marqué 9, 4, 6, 4, 8 et 1 et en haut j'ai marqué

un dixiéme, aprés j'ai marqué un centiéme, un milliéme, un dix-mil-
1iéme, un cent-milligme et un millioniéme.

(Valérie annonce tout bas le cent-milliéme avant lui).

M- Voild. Bon alors, bon, qui a compris ? Qui comprend 13 ? Tu ne
comprends pas, toi, Marc, oui ou non ?

E- Non.

M- Non, alors viens ici. Tu vas lui expliquer (elle s'adresse & Jean-
Baptiste). Explique le lui parce que Monsieur Marc ne comprend pas.

E - C'est clair pourtant.

M- Ah ! c'est clair pourtant ! seulement i1 n'a pas ses lunettes. Tu

vois, i1 les a pas mises. Tu vois, va les mettre, tu vas comprendre
tout de suite - Dépéche-toi ! 00 sont tes lunettes ?
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E(tout bas) - A 1a maison.

M- A la maison ! ¢a ne m'étonne pas que tu ne comprennes pas. Allez ..

(J.B) E - ¢a, ca veut dire que j'ai 9 dixiémes (i1 montre 1a colonne des dixiémes).

M- Ah | déja et ¢a ! (elle montre la colonne des entiers).

(J.B)E - ¢a, ¢a veut dire 26 entiers.

M- Est-ce que tu comprends ¢a ? (pour Marc).

(J.B)E - Et ¢a, ga veut dire que c'est des dixiémes, 1a colonne dixiémes.

M- La colonne des dixiémes.

E - L3, j'en ai 9 dixiémes, 13 c'est la colonne des centiémes, la colonne

des centiémes.

M- Voila.

E - Jd'en ai 4.

M- Est-ce que tu?comprends ? Ne me regarde pas moi, regarde
E - Et 13, c'est 1a colonne des milliémes, j'en ai 6 milliémes

14, c'est la colonne des dix-milliémes, j'en ai 4 dix-milliémes
et 13, c'est la colonne des cent-milliémes, j'en ai 8 et ¢a c'est
la colonne des un millioniémes, j'en ai 1.

M- Est-ce que tu as compris maintenant.

Suit une discussion sur le théme :
- Ces écritures sont ellés pareilles ou non ?
Celle de Frédérique est rejeté par certains :
“Elle est pas pareille", "elle veut dire 1a méme chose mais elle est
pas pareille”, "elle montre pas les dixiémes, les centiémes”. Les aires sont
partagés. La maitresse demande ensuite & Florence de présenter son écriture :

26, 946 481

M-

D'accord, qui a une autre écriture ?.

Florence léve le doigt.

M-

E -
M-

E-

M-
(J.B) E -
M -
(J.B) E -
M -
(G)E -
E-

Toi, bon. Vas y.

. Florence dicte son &criture : 26, 946 481).

J'ai mis 26.

Oui.

Une virgule, et puis j'ai mis le résultat Te 9, 4, 6, 4, 8 et 1.
Bon, alors.

IT y en a.

hein !

I1 y en a un peu pareille (i1 montre du doigt).

Y en a une un peu pareilile que celle-1a | Ah, bon, laquelle ?.
Ah, non, elle est pas pareille, parce que ...

Celle-1a, mais simplement elle a marqué une virgule pour bien dire
que c'étaient Tes dixiémes qui étaient plus grands que les centiémes
et que les centiémes &taient plus grands (écriture d'Olivia).

D'accord et celle-1a ? (elle montre 1'écriture de Florence).
Ah ! on ne sait pas ce que c'est ¢ga.
Ah, on ne sait pas ce que c'est ga.

(Florence explique son écriture) :
La c'est Tes unités, 13 26 unités.

26 unités, aprés.

Aprés, 1&, les dixiémes, aprés 1a les centiémes, les milliémes,
Tes dix-milliémes.

Ah, bien - i1 va falloir qu‘on se le dise.
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Aprés les entiers, on avait toujours dit qu'y avait Tes dixiémes.

Ah, aprés les entiers, et bien, regardez, toujours Tes dixiémes.
Bon, on le saura. Aprés

Aprés les centiémes

C'est parce que c'est les nombres décimaux.

Ah, c'étaient les nombres décimaux.

Sinon aprés, il y a des demis, des quarts.
Comment ?.

Si c'est pas des nombres décimaux.

Ah, Ah oui d'accord, ca c'est la chaine des dix.
Oui.

Bon, d'accord, bon, bon.

11 y-a beaucoup de chaines.

I1 y a beaucoup de chaines, i1 y a 1a chaine des 2 oui ...
Aussi de toute maniére ...

La chainecdes 3. Mais 13, c'est 1a chaine des 10, alors 1a chaine
des 10, alors la chaine des 10, on dit les décimaux d‘'accord, dé-
cimaux dans la chaine des 10 et alors, qu' est ce qu'on sait, que
dans la chaine des 10 ... que toute ... que celui, le premier 14,
qui est tout & c6té des entiers c'est.

C'est les dixiémes.

Les dixiémes.

Et on sait que.

Les centiémes, plus on va vers la droite.
Que plus on va vers la droite.

Plus le nombre.

Plus Te nombre.

E - Sera plus petit.

M- Sera plus petit que dix.

E - O partage en dix.

M- Trés bien. Alors maintenant est-ce que vous saurez ?
R - NNy é encore d'autres écritures.

C'est alors le tour de Valérie et Héléne.
Ecriture de Valérie : 261 x 10 > 946 481 <'30
« M

Ecriture d'héiéne : 261 946 421 -
10 x c.
Valérie s'explique :

“Par 13, j'ai mis fois 10, parce que plus on va par 1&, plus on se
rapproche des unités et plus c'est plus grand parce qu'on multiplie et par
1a (elle montre la droité) plus on va par 13, plus on va vers les fraction-
naires, plus on va .. petit:"

“"Et aussi, j'ai mis divisé."
Héléne, elle dit :
“Moi c'était pareil."”

M- "Tu n'as pas mis ga x 10 !."
-"0ui mais c'était a peu prés pareil.”
puis elle dit :

-"J'avais fait une fléche aussi et j'avais dit : si on met encore des
chiffres par 13, c'est dix fois plus petit.”

Les enfants trouvent que ces écritures sont exactement pareilles.

E - Aussi, ces deux écritures, elles sont exactement pareilles, parce
que, celle-13, on a mis un trait, mais 13 on aurait pu mettre un
petit rond et 13 un petit carré, on aurait pu mettre tout ce qu'on
veut, mais.



Voila, on peut mettre un signe.
On peut remplacer beaucoup de choses par des signes.
Mais bien slir; seulement ... bien sdr, c'est une convention.

On aurait méme pu entourer les unités et puis laisser les
dixiémes. '

Bien siir, on aurait pu entourer les unités et écrire la suite
aprés, on sait que 9, le premier chiffre sera toujours les
dixiémes, les centiémes, les milliémes, etc ... toujours. C'est
une convention. Et pour les écrire ces nombres'la, Ta convention,
celle dont tout Te monde se sert, c'est la virgule, ces écritures
sont toutes justes.

C'est celle dont on se sert en France, parce que les anglais met-
tent un point.

Oui.
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Chapitre IV

Etude diachronique

Introduction.

Pour exposer syst@matiquement et &valuer les ré@sultats globaux de
notre enseignement, aprés le CP [e¢f.Chap.ILI C ], nous allons présenter
d'une part certaines productions d'€léves de la classe (&valuations globales,
ponctuelles et successives), d'autre part certaines &volutions personnelles
diachroniques (é&volution individuelle). Pour cela, nous avons encore retenu
soit des travaux faits en classe en cours de situation, soit des répomnses 2

des tests issus de la situation ou décontextualisés.

Les deux premiZres parties du chapitre sont consacrées 3 la présen-
tation de chacune des &preuves retenues (d’avril 1977 2 Juin 1980) avec 2
chaque fois une analyse apriori de la tiche (plus ou moins brive) et des rai-
sons de son choix, une bré&ve analyse des procédures et des performances des
éldves, et le cas &chéant un premier &clairage sur les conceptions 3 1'oeuvre
dans 1'Gpreuve concernde. En fait nous y avons ajouté l'@tude de travaux de
deux groupes, un CM2 et une 6&me, ayant passé certaines &preuves communes
avec nos 8léves. Ces parties permettent de faire le point sur les apprentis-—
sages des enfants. On peut en particulier constater que sur 18 &ldves, 2
&chouent 3 1'ensemble des tiches autres que de petite technique opératoire,

12 sont trés performants.

. La troisidme partie concerne la reprise cas par cas de 18 trajec-
toires individuelles. Cela nous permet avec 1'évolution des strictes perfor-
mances, d'une part de distinguer différentes &volutions parmi nos &lé&ves,

d'autre part, plus précisément, de repérer différentes conceptions privilé-

giées chez certains.

Cette diversité&, loin d'infirmer nos théories, témoigne au con-
traire de leur possibilité d'intégrer les différences, les cas extrémes bali-

sant en quelque sorte: les bornes du champ de validité.
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. La conclusion du chapitre est consacrée i la confrontation de cer-
taines de nos hypoth&ses avec les résultats de l'enseignement effectif cons-—

truit grice & elles, 3 savoir
'~ hypoth&se.cognitive : s'il existe un "jeu" de cadres avec déséqui-
libre et rééquilibration par 1'&léve, il y a apprentissage.

- hypoth&se didactique : on peut trouver des situations "adéquates",
c'est I dire des problémes suscitant des jeux de cadres avec imperfection

dans les correspondances entre cadres ; et on en a construites.

R8sultat : - pour une majorit& d'é&l&ves, les acquisitions conceptuelles, mal=-

gré leur imbrication avec les acquisitions techniques, les précé-
dent de fagon plus ou moins marquée selon les &l&ves (cf.diagram—

me diachronique).

Toutefois, si nous vérifioms par 1'apprentissage global constaté
1'exactitude de nos hypoth&@ses, les diversités que nous avons mises 2 jour
montrent aussi qu'il faut faire tr@s attention 2 ne pas uniformiser la lec—
ture des trajectoires et les conclusions qu'on en tire, quant 2 l'&valuation

des acquisitions individuelles.

. Listes des &léves gque nous suivons.

20 éléves
Bastien Grégoire Laurent Olivia
Camilo Héléne Lidia Sandrine
Elsa Isabelle Louison Valérie
Frédérique - Jacques Marc Virginie
Gilles Kamel Mathieu Yannick

Remarque : Grégoire et Louison partent en fin de CM1. Louison entre en 6&me

Isabelle part pour l'année scolaire 79-80 en Afrique et revient
fin Juin 80.
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A. Présentation des épreuves et évaluations

globales et ponctuelles en 1977 et 1978.

Introduction.

Nous avons d&ja présenté ume &valuation des &léves 3 la fin du CP

(et au début du CEl) [cf. Chapitre III ¢ ] et une &valuation sur le premier

trimestre de CEl [Cf. Chapitre II. 3 .

Nous retenons pour la période allant du 2&me trimestre du CEl 3 la

fin du CE2, un groupe de 20 &léves.

1.

Les &preuves des 30/4/77, 22/9 et 3/11/77 sont détachées des contextes
des situations &tudiées en classe et ont pour but de tester certains

acquis présumés.

Les travaux que nous analysons ensuite :

25-28/11, 2/12, 5/12, 8/12, 13/12/77, 16/1, 19/1, 20~-23/1/78 sont au con—~
traire dans le champ d'étude de la situation "Rectangles" librement pro-

duits par les &ldves au cours de leurs recherches. A ces travaux s'ajou-

tent, les 5/12 et 23/1, des réponses 3 des questionnaires systématiques

jouant le rdle d'exercices d'application.

L'épreuve du 13/3/78 est 3 nouveau en relation avec la situation d'appren-
tissage vBcue peu avant : l'agrandissement de puzzles. Il s'agit d'exer-

cices d'application.

L'épreuve du 22/5/78 teste la technique opératoire en elle méme, et aussi

comme outil pour exprimer les conceptions sur la divisionm.

Enfin, l'année scolaire se cl8ture par des entretiens individuels portant
sur 2 problémes que nous analysons.

Les travaux d'enfants, en annexe, fournissent les textes des &épreuves.

Epreuwve du 30/4/77 (19 éléves, absente Valérie).

1.1. Cette épreuve témoigne du choix de l'enseignant de mettre en relatiom

le cadre algébrique et le cadre numérique. Par ailleurs, la division eucli=~

dienne est une des voies d’accés de l'apprentissage des uombres décimaux.

Dans la tdche proposée ici aux &l&ves, 1l'outil sollicitd est la divi-
sion euclidienne formulée dans un langage algébrique et sous forme d'opéra-—

tion.
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lére question.

y @&tant donné,

a) trouver x et r tels que y = (3xx)+r r < 3

b) trouver x et r tels que y = (4xx)+r r < 4

2&éme question.

“w P

b ces opérations comprennent d'une part la traduction des
! ?

questions ! a) et Ib), d'autre part des opératioms autres.

Nombre de questions : en 1 a) 9, en 1 b) 12, en 2) 32

1.2. Résultats : nous ne pouvons que recenser les performances en repérant

le nombre n d'erreurs.

n=o0 :n =1 ou 2 n=3o0ub.
13 &léves Gilles en 1b) Lidia en 1b
Jacques Mathieu en 2
Laurent en 2
Virginie

2. Epreuve du 22/9/77 (18 éléves, absents : Marc — Sandrine).

2.1. Cette &preuve, propos@e 3 la rentrée des classes, comporte 3 parties
destindes 3 tester les acquis et repérer les oublis vis i vis des derniers
apprentissages du CEl d'une part, vis 3 vis des connaissances sur les-—
quelles on veut s'appuyer dans les nouvelles situations d'autre part.

En fait, cela ne concerne que le cadre algébrique et le cadre numérique.

2.2. Les tAches et les résultats.

Dans la premire question, il s'agit d'effectuer 7 soustractions de
complexité croissante :
6 ont des retenues

. Résultats : nous recensons le nombre n d'opérations justes.
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de la formulation algébrique et pour la division euclidienne, (dans une si-

n = 7 justes n = 6 justes n =4 ou 5 justes tuation simple toutefois).
Bastien Kamel Camilo Frédérique
El Laurent i
82 Gilles Jacques 3. Epreuwve du 3/11/77 (19 éléves, absent Jacques).
Grégoire Louison Mathieu Lidia
Hélspe Olivia Valérie Cette &preuve présente différentes formulations de relations numé-
Isabelle Yannick | . Virginie riques.

Trois questions sont exprimées dans un langage algbrique. Dans

ce cadre, elles sont de difficultés différentes.
Dans la 2&me question: connaissant x, on veut calculer = 2x + 5. - ~ A
1 ’ b a) y=4x x la donnde est tantSt x, tantdt y

Il y a 5 questions correspondant 3 5 valeurs croissantel de x. La derniére - P
Résultats : les réponses sont toutes correctes pour tous.

x = 2093 est source d'erreur pour plusieurs &l&ves. Nous repérons le nombre

n de calculs justes. b) y = 4x - 6 la donnée est de méme que précédemment, tantdt x, tantdt y

Résultats : dans ce dernier cas, plusieurs répomses correspon—
draient & y = 4x + 6 en ce sens que la procédure semble &tre :
n = 5 justes n = 4 justes n = 2. ou 3 justes on enldve 6 3 la valeur fournie et on divise par 4
Bastien Camilo Laurent Elsa Lidia Nous comptons les erreurs :
Grégoire Frédérique Louison Gilles Mathieu n<2 15 &léves
Olivia Kamel Valérie Jacques Yannick n>2 Gilles, Isabelle, Lidia, Sandrine
Héléne Virginie
Isabelle c) y=(4x x)+r r <4 , y donnée, calculer x et ©

R Résultats : tous sauf Lidia répondent correctement.

Il s'agit dans la 3&me question de multiplier des-nombres petits présentés

sous forme d'un tableau. . Deux questions sont plutSt numériques dont une avec un habillage comcret.
Les réponses sont pratiquement toutes correctes. Laurent commet 2 erreurs et Tous réussissent sauf Lidia.

Jacques ne répond pas 3 toutes les questions. La derni2re question se présente sous forme d'un petit problZme tradition-

ox : R < - < nel, accompagnéd d'une liste incomplite de nombres en correspondance donnant
Les 2 dernidres questions concernent la division présentée sous forme algé- ’ pag P P

brique la relation : 1 repas > 7F, dont on se sert dans le problZme. Par ailleurs

. . . va P 5
: eme.
Comnaissant y, trouver X et b tels que y = 2x +b b < 2 cette information est fournie dans 1'&noncé du Probl me
trouver x tel que y = 2xx. Tous sauf Lidia complétent correctement la liste, mais seulement 9

Mathieu, pour y = 2x + b, n'a pas retenu que b devait &tre inférieur 3 2 sur 19 ré@solvent compldtement le probléme (il comporte 3 questionms, les 2
’ 3 .
Lidia commet éuelques erreurs premiZres sont en général traitées, la 3me est moins réussie). Marc, Mathieu

. P c - é v 1& nt.
Hormis ces deux cas, tous les autres (16 €lé&ves) fournissent des réponses le résolvent compléteme

correctes. .
Conclustion.

. . . e s P : idi échec. & tement
2.3. Bilan : les deux premidres questions sont les moins bien rZussies. Mais Globalement, seule Lidia est em &chec. Elle répond correctem

. sqss P : i éri i 2 i lgébriques.
ce sont les moins familidres pour les &léves et c'est pratiquement la ren— 3 une question numérique et partiellement 3 2 questions alg briques

< s . : éléve & it t :
trée des classes. En revanche, il y a permanence des acquis pour la pratique Sept &l2ves ont une réussite totale
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Elsa, Grégoire, Louison, Marc, Mathieu,
Olivia, Valérie.

Deux répondent corectement & tout sauf 2 la 3ifme question du probléme

Virginie, Yannick.

4. Travauz des 25-28 Novembre et 2 Décembre (20 éléves).

Le travailmet en relation les cadres numérique/ algébrique et

graphique v

4.1. Probléme : 1) Choisir 1 et ¥ tels que

i+xr=2

2 =5, 2,8, 14, 12 selon les jours et les 8quipes.

2) Reporter graphiquement les couples (i,r) le probléme est’
igsu de la recherche de rectangles 3 demi-périmétre fixé.
Tous proposent des solutions entires et reportent graphiquemeént les couples
correspondants. Pour dépasser ce registre 1imité, ils empruntent 2 voies :
les entiers négatifs
les fractions

La procédure fraction est la suivante :
"~ 8 est traitde comme (L-1)+1 (4+! ou 1+1 ou 7+l...)
—1=24+4 +q =
1 Bt g dvecrp q =n

- 1'entier restant est décomposé en somme de 2 entiers.

Les fractions sont en général des
%,%,% maisaussides%,%,%,%,

4.2. Choix des &léves.

4.2.1. TFont les 2 choix, les exemples sont correctes : 10 &léves.
Bastien - Elsa - Frédérique - Hél&ne — Isabelle - Louison -
Olivia - Valérie - Virginie - Yannick

Tous reportent les couples & coordonnées entiéres,

. s < 1 1
Tous sauf Bastien et Virginie ceux 3 coordomnées (a + 7 s b + E)

4.2.2. Camilo et Jacques chosissent les entiers négatifs, fourniss@nt une

longue liste pour 1 + r = 3.
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Jacques reporte la plupart des points, en intervertissant 1l'ordre des
coordonnées dans la notation sur le graphique de couples (x,y) avec x < o.
I1 donne 1 exemple fractiommaire (% ) %) témoignant de sa ré&sistance

3 sortir du registre des entiers.

4.2.3, Font le choix des fractions.

Gilles =~ Grégoire — Marc ~ Mathieu
Tous sauf Marc reportent graphiquement les points 3 coordomnées
1 o1
(a+7,b+7)
Lidiabpropose un exemple 7 + %—, % qu'elle reporte graphiquement
en (7,1) en le notant (7% R % .
4.2,4. Ne sortent pas des entiers.
Kamel ~ Laurent - Sandrine
Toutefois Laurent repére dans son graphique des points 3 coordonnées
1 1
(a+—2-,b+-f).
Sandrine proposent parmi ses couples
1 4 2 3 4 1

55 ¢ 5 3 % W0 1o °?
elle avait la consigne i + r = 5.

Elle reporte graphiquement ces couples, sans aucum rapport avec la

graduation "entre" des points 2 coordonnées entidres correctement placés.

5. Travaux du 5/12/77. (20 deéves)

5.1. Probléme : chacun choisit comme il veuﬁ les dimensions d'um rectangle,
il calcule son périm@tre ou son demi-périmétre et son aire.’
Ce travail s'est dé&rould le 5/12/77. Nous donnons un compte rendu
détaillé des travaux des &l&ves.
Matériel : les &l&ves disposent de papier quadrillé pour découper des
rectangles s'ils le veulent. L'unité de longueur est la longueur de la

maille. L'aire se mesure en mailles du quadrillage.

5.2. Analyse de la t83che et ré&sultats.

- Pour une diversité de valeurs numériques enti&res ou fractionnaires,

les 8l8ves peuvent calculer la somme.



- Pour des valeurs entilres, ils peuvent calculer le produit.
- Le problZme nouveau est le calcul a x b fractionnaires.(cf. I1.4.7
pour la description de procédures possibles et effectivement mises 2

1'oeuvre).

. Sur 20 élaves, 1l choisissent des fractioms pour les dimensions (cf. Tableau

ti-aprés). Il s'agit de demis ou de quarts. Parmi ces 11 &l&ves, Bastien —

Grégoire - Héléne -~ Isaﬁelle - Louison et Valérie calculent les sommes et

produits choisis, correctement,

- H&l2ne domne 3 exemples fractiomnaires, les 3 sommes, | seul produit

~ Gilles ¢alcule un produit juste, un produit faux, Mathieu 3 produits justes,
un faux.

- Camilo_Elsa - Virginie donnent une somme juste et un produit faux.

. 9 &laves choisissent des entiers : Kamel, Laurent, Lidia, Mare, Olivia,
Yannick proposent de nombreux exemples en nombres entiers avec calculs

correspondants justes et rectangles découpés 2 1'appui. .
4 P PP

- Frédérique découpe 2 rectangles, note un seul couple de dimensiors, avec

calculs.

- Jacques découpe 1 rectangle, prépare un tableau 3 4 coloanes i-r~-2-A

avec des traits tir&s 3 la régle et le laisse vide.

- Sandrine ne d&coupe aucun rectangle,

. note dans son tableau 3 couples d'entiers avec sommes et produits corres-—
pondants '

. note et efface un exemple de dimension. avec des demis.

BILAN.
Nous résumons dans un tableau les productions des &léves. Elles nous
permettent de regrouper leurs performances en 4 catégories, la cat@gorie &4

étant la plus performante :

Cat.l Frédérique, Jacques, Sandrine.

Cat.2 Kamel, Laurent, Lidia, Marc, Olivia, Yannick.

Cat.3 Camilo, Elsa, Gilles, Mathieu, Virginie.

Cat.4 Bastien, H&El&ne, Grégoire, Isabelle, Louison, Valérie.

Prodections des
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€léves

- |Nombre de Couples de} Calculde la Ca}culde
Nombre de|couples de| Nombre de |dimensions longueur aire
NOMS rectangle|dimensions| dimensions| fraction- L=a+b A=axb
découpés |notés(a,b)| entires| mnaires Ent fract.|Ent. fract.
Bastien 16 5 3 2: 64,3+ | 3 12 3 1 2
et ) ! |
(8;3+3) ! I
Camilo 9 9 8 1 8 : 1 8 |1faux
Elsa 9 9 8 1 8 | 1 llfaux
Frédérique 2 1 1 o] 1 i
Gilles 6 6 4 2 4 l 2 4 ljuste
| 1faux
Héléne 10 10 7 3 7 13 3 il
Jacques 1 1 0 ] 0
Kamel 10 10 10 ) 10 | o |
Laurent 11 11 11 0 1| 1|
Lidia 6 6 6 0 6 | 6 ‘
Mathieu 15 15 1 4done 3% | 11 Pa o e
| t (1faux)
Grégoire 5 4 2 2 2 o2 2 | 2
!
Isabelle 12 12 6 6 6 | 6 6 | 6
Louison 4 7 4 3 4 3 4 | 3
Marc 6 6 6 0 6 | 6 |
Olivia 13 1 1 0 | n |
(1faux) |
Sandrine 0 3+1 3 effacé 3 | 3
effacé l |
!
Virginie 10 10 9 1 4 | 1 4 1faux
(1faux) !
Yannick 6 6 6 (o} 6 | 6 l
|
Valérie 9 9 8 1 g8 | 1 8 1
! )

Lorsqu'aucune indication est domnée, les calculs sont justes.
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6. Comparaison des productions des éldves en situation ol ils ont le

choiz des valeurs (ef.n° 5) et dans un.test 0i les valeurs sont

imposées. (passé_ce méme jour 5/12/77).

6.1. Choix fractionnaire en situation librel erreurs au test (notées
entre parenthéses).

au plus 3 erreurs au plus de 3 érréurs
test ou non réponses - -.ou non réponses
Bastien (1) Grégoire (1) Gille; (6)
Camilo (2) Isabelle (3) Mathieu (10)
Elsa (1) Louison (2) Virginie (7)
Hélene (1) Valérie (1)

6.2. Choix entier en situation libre,erreurs au test

au plus 2 erreurs plus de 2 erreurs
au test ou non ré@ponses
Kamel (2) Frédérique (7)
Marc (o) - Jacques (13)
Olivia (1) Laurent (10)
. Sandrine (13)
Yannick (3)

Nous n'avons pas de copie de Lidia.

6.3. Bilan :
On vérifie la corrélation entre le fait de réussir le test (au plus
3 erreurs ou questions non faites) et le choix de fractions en situa-—
tion "libre". Notons que Marc et Olivia avaient choisi des fractioms
dans un contexte analogue le 28/11, la semaine d'avant; chez Gilles,
Mathieu, Virginie, l'engagement conceptuel est en avance sur les
possibilités techniques. Chez Kémel, c'est plutét le contraire,
(cf. Chapitre IV C.let 2).
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7 . Travaux du 8/12/77. (19 éléves, absente Lidia).

Tyravail.: .Choisir et découper des rectangles dont une dimension est imposée.
.Calculer, pour ces rectangles, le demi-périmétre & et l'aire A.
La dimension a est choisie par la maitresse et varie suivant les

&léves. Elle est entiZre ou fractionnaire.

7.1. Valeur entilre :

a = 4 pour Frédérique, Mathieu, Sandrine

a = 10 pour Jacques, Yannick

Résultats : Tous sauf Jacques choisissent pour 1'autre dimension b des

valeurs fractionnaires, en plus de valeurs entiBres.

. Tous calculent correctement £

. Tous, sauf Mathieu, calculent correctement A.

Notons que Frédérique, Sandrine, Yannick ont choisi des nombres de la forme

% et des entiers, Mathieu aen plus choisi des %'et %-.

. Tous sauf Frédérique &crivent les Equations correspondant 3 la
variation b»——> a*b et bw+—) axb pour la valeur de a qui les concerne.

Par exemple, £ = 4+b et A = 4xa.

. Les couples (b,%) calcul&s sont reportés graphiquement.

7.2. Valeur fractionnaire.

a > 1 pour Gilles, Isabelle, Grégoire a = 6 + %
a < 1 pour les autres : a = % Kamel, Olivia

Bastien, Laurent, Marc

R
10

a = é Elsa
%- Camilo, Héldne, Louison, Valérie, Virginie

. Les uns choisissent pour b des entiers et des fractions, les autres
(Bastien, Camilo, HElEne, Louison, Marc,Laurent) seulement des fractions. Ils

calculent correctement &, sauf Laurent.

. Calcul du produit a x b @
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i) seulement pour b entiers : Gilles, Grégoire, Olivia
. et . . .
ii) pour b entiers fractiomnaires, les calculs sont justes chez Elsa -

Héléne - Isabelle - Kamel - Louison — Marc -~ Valérie - Virginie

- faux chez Laurent.

- Bastien et Camilo font 1 seul calcul de A malgré plusieurs choix

de valeurs pour b

. Tous &crivent les 8quations er reportent graphiquement les couples
(b,2) trouvés, pour b entier en général. Nous ne décrivons pas les
erreurs de report correspondant aux autres valeurs. Un caractére

toutefois est respecté@ : l'alignement des points.

8. Travaux du 13/12/77. (17 éléves, abesents Frédérique, Jacques,Loutison)

. Le travail est en principe le méme que le 8/12
calculer le demi-pé&rimétre ¢ et l'aire A d'un rectangle dont une dimension

est fixée choisie par la mailtresse. Mais le registre numérique change un peu

[
]
wio
[
] —
Ojw
.
=]~y

o
-
~Nw

Le détail des productions figure dans le tableau ci-aprés
Gilles, Olivia et surtout Laurent &voluent par rapport au 8/12. Les produits
de fractions sont justes. Laurent comme quelques autres dé&ja (Bastien,

Isabelle...) utilise un pavage d'une partie du carré unité, adapté 2 ses

valeurs numériques.

Grégoire, Isabelle, Lidia, Mathieu essaient par leurs choix de

limiter la complexité.

Sandrine (a = %5) ne produit aucune répomse ni par calecul, ni par

dessin.

Jacques est absent.

Détatl des productions des éléves (13/12/77)

Bastien a= % 11 exemples, dont :

18

4 du type b = k + 3. p=k+—

5 5

le calcul de A est faux, puis repris pour 1'un d'eux

b=9+ %. Le calecul refait est juste, mais compliqué

+ changement de type d'exemples

il s'agit de

1 exemple
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. 7 exemples du type b = T% (k pair)
. +k/2 9xk/2
les calculs sont justes : &= 2 S/ s A= —%EL_

a = % , 6 exemples : 5 fractioms, 1 entier

I1 calcule £ et A,

a = %%, 8 exemples : & fractioms, 4 entiers

Elle calcule 2 et A

ta= % , 4 exemples : | entier, 3 fractioms

I1 calcule £ et A (A faux pour 2 fractioms).

a = % des exemples presque tous entiers mais &crits sous forme

fractionnaire.

ujw

a= 4 exemples : 3 entiers, I fractiom.

Elle calcule £ et A (A faux pour la fractiom).

7 i b =K
a = Ta-é exemples du type : b iG]
Il calcule &= é%% et A = ?Sg (un seul rectangle découpé)

k
as= % 8 exemples dont 7 du type b = 7

k+3 kx3 = .
Il calcule &= - A 1 (rectangles d&coupés)
5 11 _ 15
et exemple : I 2= -3 A= 37
as= %%-4 exemples entiers. Calculs justes — pas un dessin.
7 k k
a=5 5 exemples du type b wos®* 1o

les calculs sont justes (5 rectangles découpés sur papier blanc).

q= % 6 exemples entiers - quelques erreurs de calculs pour L
calculs justes pour A.

10
7

1

9 1
T calcul de 2 faux : 5 + 3
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QOlivia : a = % =1+%- 3 exemples b =3+ =4+ % A=4
28 - P L 52
b=13 =35 473

L 2
dessin de (1+ % 2+ 15

9 =2 - 36
b=7 * 1z A T2
7 k
Sandrine : a = 6 4 exemples du type b = 10 Aucun calcul
Aucun dessin
P 13 k
Valérie : a = 15 6 exemples du type b = 15
+
calculs justes pour £ ; & = kléS

calculs tous faux de la méme mani&re pour A :
29 13 _ 227

Par exemple, i0 * 15 ™ Too

on remarque que 2 X 1 =2

3x9=27 227

(Son algorithme traduit une omission des termes rectangles)

: k
Virginie : a = T% 8 exemples du type b = 1)
Calculs justes : % = E%% A= T;g
k
Yannick : a = T% 5 exemples entiers. Calculs justes, A sous forme p+ )
1 8 7
1 exemple : St 2 50 A To0
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9. Travaux du 16Janvier 1978. (17 éléves, absents Gilles, Jacques, Yannick)

. Recherche de couples (a,b) tels que a x b = 24

. Report graphique. Autres couples.

9.1. Ce travail vient aprds celui du 12/1/78, ol les &l8ves ont cherché des
couples de dimensions (a,b) tels que l'aire du rectangle R(a,b) soit 24
carreaux.

Parallélement, ils découpaient les rectangles correspondants.

Le 13/1/78, les &ldves ont syst@matis& un procé&dé permettant d'obtenir un

grand nombre de rectangles de la famille 3 partir d'un seul. C'est (a,b)

— & , bxk) pour toutes les valeurs de k qu'on veut (k est en général

entier, se pose 2 un moment la question pour k = %);les &l&ves ont construit

3 ou 4 rectangles 3 partir du couple (3,8) en particulier (I+ % s 16) (1324)
1

(g 3120) .

A 1'occcasion du’'regroupement, le 16/1, des r&sultats précédents
(pour en faire un report graphique) on constate que les couples sont du
point de vue numérique soit des couples de nombres entiers, soit 1'un des
nombres est de la forme % et 1'autre 24 x n, Pourtant, le graphique, pour
pouvoir étre dessiné nécessite des points dans l'espace de la feuille, c'est
3 dire des points dont les coordonnées se situent entre O et 20 & peu prés.
Autrement dit, il'n'est pas possible de reporter (l , 120) 3 moins de renon—
cer & la symétrie de la représentation et prendre des &chelles différentes
sur les 2 axes. Or un des arjuments sur lequel les &l&ves s'appuient est le
suivant : "un calcul donne 2 points pour la courbe, parce que (a,b) et (b,a)

donne la méme aire, on a seulement tgurné le rectangle".

Nous amalysons ci-dessous les propositions des &l&ves en comparant

lescouples inmscrits en listes numériques et ceux indiqués sur le graphique.
Nous verrong que certains &l&ves sont amenés Z interpoler.

9.2. Couples repérés graphiquement.

Détail par enfant.

Tous reportent les couples de la liste au'il est possible de repérer
compte tenu des limites de la feuille. Le report est en général correct pour
les points 3@ coordonnées entiéres et pour leurs symétriques par rapport 3 la

diagonale a = b.
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Nous rapportons les repérages de points dont les coordonnées sont
inserits sur le graphique mais ne sont pas sur la liste numérique ou dont la
disposition maté&rielle laisse penser qu'elles ont &t& inscrites dans un 2&me
temps (par exemple aprés la lécture graphique et peut—étre contrdle par le

calcul).

)

wiN

Bastien : (5 ; 4+ gD , (10 ;

1'axe de symétrie a = b est tracé. Une zone limit&e par ox,oy et une

ligne imaginaire passant par les points repérés est coloride en bleu.

Camilo : (5 ; Z%). L'axe de symétrie est tracé. Les points sont relids 2 2 2
par des traits droits.
24

. 24
Elsa:(S;—s-),(IO;—m- ,ls;ﬁ) ’20

rapport & l'axe a = b qui est tracé. Tous les points sont correctement

,(20 ) et leurs symétriques par

placés (et les coordonnées notées sur le graphique comme nous 1'avons
déj2 indiqué).
P 2 8 6
Frédérique ¢ (5 ; 4+ ) , (10 ;5 2+ 39 ,(15 H 30 (20 ; g). Tous ces couples

sont notés sur la liste numérique, les 3 derniers notés sur le
graphique # cdté des points correspondants. L'dxe de symétrie

est tracé aprés pliure.
Grégoire : a fait le méme travail qu'Elsa

Héléne : (5 ; 4+ g) , (10 ; 2+ %) , (15 ; 1+ %) et leurs sym@triques. L'axe

de symétrie est tracé. Les couples ci-dessus sont inscrits sur la

liste numérique.

Isabelle : (5 3 Z%J , (10 ) et leurs symétriques. L'axe de symétrie est

3 10

tracé aprés pliure.

Kamel fait 2 listes : 1'ume comporte 6 couples d'entiers suivis de 5 couples.

de la forme (% ; 24xn), l'autre comporte 4 couples(lo B % = 2+ -l—g)
puis 7 3 22 23463 puis 15 ;3 24 = 1+ -2 enfin 20 ; 22
v 7 7 > 15 15 > 20
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Tous sauf (7 ; 3+';) ont leurs correspondants sur le quadrillage.

Les points sont reli&s 2 & 2 par des traits droits. Toute la zone

située sous cette ligne et limitée par les axes ox,0y est coloriée.

Laurent : note sur sa liste 4 couples d'entiers qu 'il reporte graphiquement

ainsi que les symétriques, 7 couples (— 24xn) puis (10 ; %% = 2+ T%)

placé a(lo ; 2+ ——) effacd, replacé 3(10 ; 2) Les points restent

isol&s sur le graphique, une l&g&re marque au crayon souligne le
croisement (2 ; 10). L'axe de symétrie est indiqué par pliage,
tracé et notd Z (désignation dams 1'8tude de la symétrie un an plus

tét).

Lidia : note sur sa liste 6 couples d'entiers et 5 de la forme 6% , 24xn).
Seuls les points 2 coordonndes entidres sont notés (y compris (2 ; 12)
et (12 ; 2) non notés sur la liste). Un trait dessiné 2 la méin enfile
les points du premier au dernier repéré sur la feuille. L'axe de
symétrie est marqué par pliure.

Louison : (5 ; 2%) , (10 3 %g- , (20 ; g) les deux premiers couples sont ins-
crits sur la liste : un espace les sdpare de la liste formée des en-
tiers et inversegd'entiers pour a.

Les points sont joints 3 la rdgle sur le graphique. L'axe de symé-

trie est tracé.

Marc : a seulement reporté les couples d'entiers,l'axe de symétrie est indi-

qué par pliure. 8 exemples en nombres entiers, 5 exemples avec a de

la forme l-.
n

Mathieu : note sur sa liste 8 couples I coordonnées enti&res, il note

G5 48) G 9) (18 ;). Sur le graphique, il replre (%; 20)

(10 s 10) (g% ; 5) et leurs symétriques. L'axe de symétrie est tracé.

Olivia : note sur sa liste 8 couples en nombres entiers, 9 de la forme

(% , nx24) puis (18 ; I+ %) (20, 1+ —) (10, 24). Sur le graphique

sont notd&s en plus des couples d' entlers.
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S ; Zé) (10 ; %g) (18 ; 1+ %). L'axe de symétrie est tracé

(20 ; 1+ %0. La feuille graphique est proloﬁgée pour placer (% ; 48)

’

Sandrine : note 4 couples d'entiers sur sa liste, 4 couples (%, 24xn) et

S 3 2%). Elle ne reporte graphiquement que les couples d'entiers.

. L'axe de symétrie est marqué par pliage et souligné par un trait.
. Les points de (2 ; 12) 2 (12 ; 2) [3 points et leurs symétriques]

sont reliés 2 3 2 par un trait, le point (1,24) est resté isolé.
Valérie : fait 2 peu prés le méme travail qu'Olivia.

Virginie rep@re sur son graphique les points et couples (5 ; 4+ g) (10 ; 2+ %9

>

(15 3 %) (20 ; g). L'axe de symétrie est tracé.

La description détaillée des productions nous permet de regrouper les

&laves selon le type de couples de nombres manipulés et leur mode de traitement.

9.3. Catdgories de couples de nomﬁres et report graphique.

a) Les couples de nombres signalé&s soit sous forme de listes de nombres en

correspondance, soit graphiquement, soit les 2 2 la fois sont de 3 types.

Iype 1 : les 2 coordonnées a et b sont des nombres emntiers : ce sont

des diviseurs de 24
Type 2 : a est de la forme %-et b de la forme 24xn

. 256 . .. . 20V R
Type 3 : a est entier et b = — indiqué ainsivsous une forme &quiva-—
JP - 2 q q

lente : fraction réduite ou partie emtiére plus une fraction

inférieure & 1.

Nous indiquons sous forme de tableau pour chaque &l2ve et selon
le type de couples les correspondances entre la liste et le graphique. La
désignation L-G indique que les couples notds en liste sont repérés et in-
diqués sur le graphique. L'une des désignations L ou G indique que 1'autre

aspect n'est pas priis en compte.
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BILAN (17 éléves)

Type 1 ° . Type 2 N Type 3
Bastien L-G L G
Camilo L-G L G
Elsa L-G L . G
Frédérique . L-G L G~L
Grégoire L-G L G
Héléne L-G L G-L
Isabelle L-G L G
Kamel L~G ] L G-L
Laurent L-G X . L G: 1seul avec erreur
Lidia L-G L dg position
Louison L-G L G (2 sur 3 en L)
Marc L-G L G
Mathieu L-G L G
oOlivia L-G L(len G) G-L
Sandrine L-G L 1 couple en L
Valérie L-G L G-L
Virginie L-G L G

b) Report graphique.

Les points sur graphique sont tous correctement situ@s 3 un prés
(ef.Laurent). Mais ils peuvent .@tre reliés ou non reli&s par un trait 2 3 2
ou par une ligne arrondissant les angles. Cette ligne peut &tre limitée aux
points extrémes repérés ou les dépasser et se rapprocher nettement de 1'axe
horizontal d'un cdt§, de 1'axe vertical de l'autre sans toutefois le toucher
(cf. la réflexion d'HEl8ne : Oxx #* 24).

Donnous les détails des graphiques :
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. points reli&s, ligne prolongge, zone inférieure coloriée :

Bastien - Grégoire — Héléne - Valérie

. points reli&s, ligne arré&t8e aux points extrémes

zone inférieure coloriée

...ligne. seule tracée

Camilo - Elsa - Isabélle
Kamel - Louison - Mathieu

Olivia ~ Virginie

Frédérique - Lidia

Marc - Sandrine

. points isol&s : Laurent

Bilan : le graphique est réducteur et producteur par

numérique pour au moins 9 &l8ves et peut &tre

. le graphique est seulement ré&ducteur pour 3 &léves : Lidia -

Marc - Sandrine.

10. Travaux du 19 Janvier 1978. (19 éléves, absent Gilles)

10.1. Enoncé : Colorier le quadrillage em 3 couleurs

axb > 25 point rouge
axb < 25 point bleu
axb = 25 point noir

10.2. Procédures.

B

) a) On choisit un point sur le quadrillage,on lit ses coordonnées,

on calcule a x b on compare & 25

b) On choisit des couples de nombres (a,b), on calcule a x b, on

compare 3 25, on attribue ume couleur au couple, on reporte’

graphiquement.
Les valeurs sont prises

= un peu partout

rapport 4 la liste
14°(9 + 5)
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- plutdt de manire que a x b ne soit pas trop loin de 25.
a=>5
- de manidre -3 se ramener a | variable i:::a £ixé
b fixé
P, : coloriage par secteur, 3 partir d'un point colorié.
P, : recherche systématique des points-frontidre et ccloriage des demi-

droites horizontales ou verticales définies par ces points.

10.3. Bilan des productions.

10.3.1. Tous les points ont méme statut
Frédérique - Jacques — Sandrine coloriemt, relativement 3 la
tiche, peu de points. Ils emploient une procédure P, plutdt sous sa forme a,

ce qui repré@sente tout de méme beaucoup de calculs.

On remarque cependant sur le graphique, des points repérés par des
coordomndes qui ne sont pas dans la liste numérique, les valeurs sont choi-

sies un peu n'importe od.

10.3.2. Des directions privilégiges.
Laurent - Marc - Kamel - Louison - Olivia ~ Valérie

gcrivent des couples de nombres en liste, repérent les points correspondants,
et d'autres ; en tout une vingtaine de points pour Laurent et Marc, beaucoup
plus pour les autres. Une bonne partie d'entre eux s'organisent selon une
direction privilégicge.

- une horizontale (b fixé), une verticale (a fix& ) la diagonale (a=b)

~ autour des (a,b) tels que a x b = 25
En fait, tous sauf Frédérique, Jacques, Sandrine arrivent i ce choix, soit en

premidre procé&dure, soit aprés avoir placé quelques points ailleurs.

10.3.3. Recherche de la fromtidre.

Elsa marque 2 points-frontidre (axb=25) et les relie par un trait,
puis s'organise autour de ce trait.

Bastien et Camilo font une recherche systématique des points—fron-
tisre. Ils 1'utilisent comme points séparateurs pour le coloriage de verti-
cales ou d'horizontales (les verticales sont privilégiges dans le dessin) :

rouge au dessus, bleu au dessous.
B
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11. Travaux du 20-23 Janvier 1978 et test

(17 éléves, absents Gilles, Jacques, Lidia)

11.1. Travaux.
Méme comsigne de coloriage du quadrillage que le 19/1, avec la ré&fé-
rence n = 9. )
Les procédures &voluent vers un coloriage par secteurs. Nous présen-
tons les productions en les classant selon les procé&dures adoptées.
PZ . Coloriage par secteur & partir d'un point coclori&
- rouge en haut et & droite d'un point rouge ou noir

- bleu en bas et 3 gauche d'un point bBleu ou noir

Frédérique - Laurent - Mathieu — Yanmnick utilisent cette procédure
pour la zone rouge, mais pour la bleue, ils colorient seulement des points

ou des demi —droites.

Kamel - Isabelle - Louison — Marc — Sandrine - Valérie utilisent la
procédure dans les deux zones.

P, a)Coloriage par secteur 3 partir d'un point fronti&re Elsa - Héléme

3
b) Coloriage par bandes verticales entre 2 demi-droites issues de points
fronti&re, arrétées auplus haut ou au plus bas des 2, selon le cas
Bastien - Camilo - Virginie

P, . Tracé d'une ligne noire passant par de nombreux couples (a,b) tels que

¢ axbh=9. Le tracé est soit arrondi soit lingaire entre 2 points
Grégoire — H8ldne -~ Marc — Mathieu - Olivia -~
Valérie - Virginie (en partie)
la ligne est séparatrice pour Grégoire - Olivia qui colorient systéma-
tiquement rouge au dessus bleu en dessous.
Pour H&ldne, elle sert 2 repérer une erreur et i compléter le coloriage.
Elle note "j'ai mis trop de bleu, je me suis trompée'.
Marc - Mathieu ~ Valérie ~ Virginie

la font passer comme un chemin dans la zome laissée blanche.

11.2. Test 23/1/78.

Il s'agit de calculer soit a, soit b dans un produit axb domng,
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1'autre nombre &tant &galement donné. Les choix numériques sont soit entiers

soit fractionmnaires.

12. Test du 13 Mars 1978. (19 éléves, absent Camilo)

Ce test se place dans le cours d'une suite de séquences consacrées
3 1l'agrandissement (resp.réduction) de puzzles, aux rapports entre les lon-
gueurs données—longueurs construites, aires données - aires construites. Ce
théme de travail s'@tale du 7 au 21 Mars 1978. Le 13 Mars, la maitresse veut
&valuer et faire le point sur les acquis du point de vue de la correspondance

entre longueurs dans un certain champ. numérique.

12.1. Analyse de la tiche.

Le test comprend 5 &tudes. Chacune est du type :

Polygone P ‘A 2,5 cm devien A1 -cBtés donnés en cm
B 13 B,
Cc 24 <
D 6,2 Dy
E 39,2 E
x y

autrement dit, il s'agit d'un agrandissement ou réduction d'un polygone 3
5 cét&s dont on indique les mesures en cm et la mesure d'un c8té transformé.
Le terme "devient' dans le contexte de la classe est sans ambiguité. Les 5

gtudes correspondent 2 5 valeurs numériques différentes de la domnée Al'

Le choix de ces valeurs exprime, de la part de la maftresse, une
hiérarchie dans la difficulté : 2,5 cm ——> 5cm puis 1,25cm puis 7cm, puis

l4cm, puis 15cm.

L'attente est la suivante : en cours de situation, les &léves ont
mis en oeuvre la linéarité@ pour exprimer la correspondance dont il s'agit
ici. On peut prévoir que le mod&le lin&aire est plus ou moins disponible
chez les &léves, selon les valeurs numériques des données. On peut &tre un
peu plus optimiste et penser que l'outil mathématique est disponible mais

que les moyens techniques pour l'exprimer différeront selon les valeurs
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numériques des données. Dans tous les cas, ces derniBres constituent pour nous

une variable didactique qui va nous servir 3 baliser le champ d'action pour

1'éléve, de l'outil math@matique concerné.

Mathématiquement, le probl3me se présente de la fagon suivante :
Etant domné a +—> b, trouver les images de diverses valeurs a;. Pour cela,

plusieurs procédures sont possibles :
- une procédure scalaire : a, = kixa done Ei = ki x b

- une procédure fonction : b = x x a donc Bi = X X a, pour n'importe

quel az.

On peut prévoir que les &l&ves détermineront leur choix de procédure selon la
facilité ou la difficulté technique 2 obtenir les coefficients ki ou le coef-
ficient x. On peut pour le calcul de x chercher 1'image de l. On peut envisa-
ger aussi une procédure purement algéﬁriqug,issued'un transfert au cadre al-
gébrique de la recherche d'un rectangle connaissant 1l'airé et une dimension.
L'équation a x x = b est alors un signifiant pour 2 signifi&s différents.
La réponse numérique est x = % . Transféré au probléme d'agrandissement de

puzzlﬁ,elle fournit le coefficient x sous une &criture fractionmaire.

Rappelons qu'un des objectifs de 1l'apprentissage est de disposer

de divers outils et de choisir le mieux adapté & la situation.

Nous analyserons les procédures au regard de cet objectif. Les
choix numériques ont &tE& faits pour cela. Dans la correspondance

Tl : 2,5 cm > 5cm le facteur 2 est &vident,

Tz : 2,5 cmp—3 1,25 cm le facteur % est un peu moins &vident, mais compte
tenu de la pratique numérique des &l&ves, il devrait &tre repéré.
Le choix T3 : 2,5+t~3% 7 - correspond 3 une volonté d'introduire une dif-

culté technique incitant 3 donner de la signification en terme de mesure au
coefficient : c'est 1'image de lem. Or la suite 2,5 - 5 - 10 - 1 est facile
3 &tablir sur le plan technique. Autrement dit, si on dispose des 2 proc&du-

res scalaire et fonction, le choix efficace consiste 3 les combiner.

Le choix T4 : 2,5 > 14 est une tentative pour repérer la relation &ventuelle
entre correspondance entre mesures et correspondance entre fonctions, dans un

cas trés simple du point de vue numérique.
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Le choix TS : 2,53 15 est encore une tentative pour mettre en rapport
deux fonctions du méme type. Les mesures 14 et 15 sont proches, pour les
autres mesures de départ, les mesures construites devraient aussi &tre proches.

D'oli un moyen de contrSle des calculs.

Par ailléurs, le texte de 1'épreuve comporte des cases vides, mais
aucune question explicite. Autrement dit, les éldves peuvent comprendre qu'il
faut remplir toutes les cases, mais aussi qu'il suffit, pour chaque série, de
donner un proc&dé de calcul des valeurs 3 leur attribuer. En désignant par x
la mesure de départ et y la mesure comstruite il suffirait de dommer la rela:-
tion entre x et y. Il est demandd aux &l&ves de faire leurs calculs au dos de
1a feuille et de ne rien effacer. Ce sont les traces que nous avons des procé-

dures.

12.2. Réponses et procédures.

Nous présentons dams 1'ordre les productions pour les transfor-

mations Tl, T2, T3, T4, TS.

12.2.1. Transformation Tl'

. Tous proposent le doublement des mesures 3 une exception prés, Loui-
: s . - P . : T -

son. Celui~ci multiplie ses mesures par 4, &crit y = 4 x x ; puls s’aperce
vant de son erreur, il barre les calculs,les refait correctement mais ne rec-

tifie pas 1'&quation. Laurent ne fournit aucume relatiom.

Tous les autres fournissent la relation sous la forme y = x x 2

(12 &ldves) y = 2 x x (5 El&ves).

. Tous effectuent les &4 calculs, y compris Laurent. Ils sont en général
justes. Frédérique et jacques commettent chacun une erreur de calcul. Signalons
celle de Jacques : 6,8 > 12,16 mais 39,2 —> 78,4 (il n'y a pas de retenue

dans la partie décimale).

12.2.2. Transformation T2

. Equations : - Frédérique propose y = 2 x x soutenue par un double-
ment des valeurs numériques.
- Sandrine écrit x x 1,20

~ Jacques aucune

Hormis ces cas :
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1 : P . . f s P
Tous proposent la relation attendue entre x et y sous la forme y = x X 3, Po ~ Recherche du coefficient de 1l'application linéaire par test numérique

| * 2 puis 3,....
x
y=35x%x ou y=j. HélZne jusqu'a 2,8

. . . Isabelle s'arréte & 3
. Calculs : Gilles effectue un seul calcul et donne 1'&quation.

Yannick s'arréte 2 un encadrement 3; 2,6

Tous les autres font les & calculs. Ils sont justes 2 3 cas prés : Gilles commence une recherche par test et change.de

Frédérique (voir plus haut), Sandrine et Jacques qui commettent des erreurs.

procédure.
12.2.3. Tranformation T3 PI - Procédure scalaire par doublement de la variable suivie de la recherche
) de £(1).
. Equation : 14 &laves produisent une expression algébrique correcte
duaem do T Gilles double bien au del2 de 10
: de T,.
. 37 CGrégoire s'arréte 3 10 —> 28
La formulation est diverse. -
Gilles (s'apercevant de son dépassement souligne 10+ 28

-y=2,8xx Bastien, Frédérique, Gilles, HEléne, Lidia, Frédérique, Louison, Olivia, Valdrie, Virginie, arrivés & 10+ 28

Marc, Virginie. continuent par 1l % Olivia simplifier et &crit —lé-,Elsa double
L L ) ' . 280 -
-y = _21_3_ x x Elsa, Grégoire, Valdrie. 3 partir de 25+3> 70 .et arrive 3 1 — 150°
~-y= %—g— 3 coté de 2,5 — 7 Louison P, =— Proc&dure "rapport”
5 — 14 Grégoire aprds sa liste é&crit
10 — 28 2,5 = 10 x 0,25 10 x x = 28
28
1 — = = =28
10 7 28 x 0,25 X 10
-y= l% X X Kamel, Laurent, Olivia
P3 - Procédure algébrique
On trouve aussi des formulations approchées par rapport au problime. Kamel et Laurent (s'inspirant sans doute de Kamel)
2,537
~y=3xx Isabelle ’ 14
5+ 14 y=-5 X X
(y =xx3) (y=x x 2,6) Yannick
On recense enfin des expressions erronées. . . Calculs
v = 4,16 Mathieu : ~ 11 &léves calculent toutes les valeurs numériques
v =4,5 Sandrine ) ) Elsa (1 erreur de virgule), Frédérique (! erreur)
v = x x 4,6 Jacques Gilles (3 erreurs), Grégoire*; Héléne (lerreur),

Isabelle*, Louisont Marc‘; Olivia (2 erreurs),

Virginie (1 erreur), Yannick ry =3 x just
. Procédures. 5 ¢ ) ek (pour y % Juste)

- Font 2 calculs sur 4 : Bastien - Sandrine

~ Procédure non exprimée, peu ou pas de calcul 14 182
A .. ~ . - 1 calcul : Laurent (I3 x — = —)
Bastien - Lidia - Marc (&quation correcte) 5 5
Jacques .- Mathieu - Sandrine (formulation erronée) - aucun calcul : Jacques, Kamel, Lidia, Mathieu, Val8rie

* indique que tout est juste.
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12.2.4. Transformation 'l'4

. Les procé&dures sont celles de T3 auxquelles s'ajoute P4 et qui con-
siste 3 repérer que 14 = 2 x 7 et & doubler le coefficient de T3.
. La transformation est exprim@e sous diverses formes. Nous mettons

en relation les formulations et les procédures.
- Une &quation correcte.

P : Bastien - Lidia

g

° Héléne - Marc

P, : Elsa - Frédérique - Louison - Olivia - Virginie

I
P, Grégoire
B4

: Kamel - Laurent — Valérie
- Liste ou coefficient seul

P, : Gilles - Isabelle

1
- Estimation du coefficient (Po) : Yannick
~ rien : Jacques — Mathieu — Sandrine

Notons les changements de procédure de T3 a '1‘4

Is-abelle passe de Po a P
Marce -de ¥ —> 1

4

Yannick de PO fourchette ~——> estimation

Relativement peu de valeurs numériques sont calculdes. Du moims, peu

d'éldves calculent. Ce sont Elsa (tout juste), Frédérique (2 erreurs),

Grégoire (1l erreur), Héléme (I erreur), Olivia (1 erreur), Virginie (2 erreurs).

12.2.5. Tranformation T5

-

Les réponses sont analogues 3 celles de T, .Le coefficient &tant un
entier, Yannick en donne sa valeur et non pas une estimation. La réponse majo-

ritaire est le coefficient 6 ("rien" pour Sandrine et Mathieu seulement).

12.3. BILAN.

Hormis jacques et Sandrine qui ne réussissent qu’en T, et Mathieu
en Tl et Tzlles 16 autres manifestent une reconnaissance de 1'outil adapté. On
pourrait voir dans le choix de la procédure, la marque de conception’différentes

chez 1'6léve, de nature plutdt topologique pour la procédure P, plutét algo-
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rithmique pour les PZ’ P3’ P&' En termes de cadres, on peut dire que les ums

(recourant 3 P, et aussi peut @tre Pl) s'inspirent du cadre g€ométrique pour
traiter les nombres; les autres travaillent entre le cadre algébrique et le
cadre numérique, plutdt sur les signifiants. Ces deux comportements ne s'ex—

cluent pas comme en t&moigne Grégoire en adoptant Pl puis Py.

13. Eprewve du 22 Mai 1978. (18 éléves, absents Héléne — Isabelle)

13.1. Enoncé.

Les 4 opérations 2 effectuer sont &crites au tableau, dans 1l'ordre

suivant
1) Soustraction 9043,12
- 5928,7
2) Multiplication 278,5
x 4,087
3) Division 124,82 | 8,35
4) Addition 253,75

+ 3437,973

13.2. Analyse de la tiche.

L'addition et la soustraction sont des opérations famili&res. Leur
difficulté est essentiellement celle provenant des entiers. Pour les multi-
plications de complexité moyenne ou grande, la pratique des &l@ves est plu-
t8t une présentation en tableau. Celle-ci &vacue les erreurs diies aux déca-
lageset celles dfies aux retenues des m ultiplications &lémentaires pour ne
maintenir que les difficultés &ventuelles dues aux retenues d'addition. Or
jci, le choix numérique est méchant dans la mesure oll dans 4,087 la multi-
plication du 8 par le 5 de 278,5 va produire un O terminal et qu'il ne fau-
dra le confondre ni avec le décalage ni avec le 0 de la multiplication de O

par 278,5. On peut donc s'attendre 3 un échec important sur cette opération.
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La division est de pratique récente. Son extemsion, en tout cas,
.
aux nombres décimaux est nouvelle. En revanche, les &l&ves ont en principe
une bonne pratique de la recherche de x tel que x x a = b. Ici d'une part

‘b 124,82
a 8,35

x s'écrit de mani&re conventionnelle auquel on peut attacher

au moins 2 signifiés et méme 3 :

- dans la situation des rectangles c'est 1l'une des dimensions d'un rec—
tangle dont 1'autre est 8,35 et 1'aire 124,82 (pour des unités bien choisies

de longueur et aire).

- C'est le coefficient qui caractérise 1l'agrandissement d'une figure

dans laquelle une longueur de 8,35 u devient 124,82 u.

- C'est aussi ce qui traduit la direction de la droite qui représente
graphiquement la correspondance @

ar—> lz%lgg x a dans l'agrandissement ci-dessus.
?

D'autre part on peut situer x parmi les nombres qu'on connait en cher-
chant I situer 124,82 parmi les multiples entiers de 8,35, cela donmera le
quotient entier. On peut chercher &ventuellement 3 détermimer x avec ume pré-

cision plus grande dans 1l'échelle des nombres en diXi&mes, centilmes....

Ici, nous n'attendons pas plus qu'un quotient entier.
Nous noterons les procédures de division dans la mesure ol elles sont

exprimées.

13.3. Résultats.

13.3.1. Addition : 15 opérations justes sur 18
Laurent, Olivia font une opération juste quant aux -chif-
fres, mais n'indiquent pas de virgule. .

Yannick indique la virgule avec une erreur de position.

13.3.2. Soustraction : 14 op@rations justes sur 18
Bastien et Camilo .inventent une retenue quand il n'y emn
a plus.
Laurent, Lidia oublient une retenue

Il n'y a pas d'erreur de virgule.
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13.3.3. Multiplication :
4 opérations justes : Elsa, Mathieu, Olivia, Valérie
2 erreurs de virgule : Grégoire, Louison
2 erreurs de retenue d'addition : Bastien, Fré&dérique (plus une erreur
de virgule). _
7 erreurs de décalage : Gilles, Jacques, Kamel, Laurent, Lidia,
Sandrine; Virginie. ’
5 erreurs dans les multiplications &lémentaires :
Camilo, Laurent, Lidia, Marc, Yannick
Remarquons que si Laurent est en &chec général, Jacques et Sandrine ont addi-

tionné et soustrait correctement.

13.3.4. Division.

a) 3 éléves calculent un quotient au Té? : Camilo, Kamel, Olivia

- Camilo calcule syst&matiquement les multiples de 835 jusqu'i
obtenir 835 x 14 puis il pose la division, la soustraction inter-
médiaire et fait une faute de calcul qui toutefois n'entraine pas

d'erreur dans le quotient décimal.

- Kamel pose de facon efficace sa division et soustraction in-—

termédiaire et produit un quotient dé&cimal correct.

= Olivia calcule systématiquement les multiples de 835 jusqu’a 9
comme une table de multiplication, puis de 2 mani&res (standard
et en tableau) la multiplication de 835 par l4. Elle pose la
division alors sous forme standard et calcule le quotient au T%.'
b) 5 &léves calculent un quotient entier - Bastien, Elsa, Gilles,
Grégoire, Valérie., Bastien, Elsa et Grégoire la pose de manire
ordinaire en notant toutefois les soustractions intermé@diaires.

7,92
3,35

Grégeire note en plus 124,82 : 8,35 = 14 +

Gilles calcule RZ = 2 x 8,35 3 R4 =4 x 8,35 ; R8 = 8 x 8,35 3

16 x 8,35 puis procdde par addition @ partir des résultats :

Rg + R, puis le ré&sultat + R, puis le résultat + 8,35 et donne

comme expression de la division: 124,82 {_ 8,35
14,
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Valérie calcule les multiples de 835 de ! 3 5. Elle pose la di-
vision de manidre ordinaire sans soustraction intermédiaire mais
on voit la trace au crayon, effacée de 4132 - 3340 qui correspond

au calcul du 28me reste.

c) 6 Eéléves réduisénc la complexité de la taché en "oubliant™ par
la pensée la partie décimale de 8,35 et en calculant correctement,
au T% prés, parfois le quotient dé 124,82 par 8. Il est possible
toutefois que ce soit ume recherche du quotient approché avec

dérapage en cours de route.

Ce sont Frédérique, Laurent, Lidia, Louison, Sandrine, Virginie

d) 1 &ldve commet une erreur dans la disposition des nombres de la

premidre soustraction intermédiaire et se bloque : Marc

e) 3 &léves ne font riem : Jacques, Mathieu, Yannick.

13.4. BILAN.

Les résultats confirment une certaine familiarité avec 1'additionm
et la soustraction des nombres entiers que la virgule me perturbe pratiquement
pas. V

La multiplication est un dchec massif : il n'y a toutefois que 7

erreurs de décalage sur 18 .

Les procédures dans l'opération de division montrent 3 quel point,
elle est en cours de construction. Elles montrent aussi les concepts sollicités

par les €léves pour la mettre emn place.
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14 ~ ENTRETIENS INDIVIDUELS
Fin juin 1978. C E Z .

lére partie : Probleme “godters"

(19 élaves, absent Jacques.)

Introduction

Nous voulions faire le point, en fin d'année scolaire sur les acquis

conceptuels et techniques des éldves, sollicités comme outils dans un probleme.

Pour avoir de l'information sur les comportements en cours de recher-

che, nous les avons interrogés en entretiens individuels.

Par ailleurs, nous voulions éviter les contextes de situations problé-
matiques vécues au cours de l'année. C'est pourquoi nous avons éliminé tout re-
cours explicite aux rectangles. Toutefois nous voulions les interroger sur un
probleme mettant en jeu au moins 3 cadres : un cadre de mesures, le cadre numéri-
que, le cadre de la représentation, si possible sous ses 2 formes algébrique et
graphique (représentation cartésienne ou tableau de données). D'ol le choix des
deux problemes ci-aprés :

~ Probleéme "golters" et probleéme "cycliste".

Les entretiens ont eu lieu en classe de nature. Jacques n'y était pas

(refus des parents).

14,1 - PROBLEME "GOUTERS"

. Enoncg :

Pour les goOters des enfants d'une école, on achéte du pain et du
chocolat. Avec 1 tablette de chocolat et 2 baguettes de pain, on fait des goQters
pour 8 enfants, 3 tablettes coltent 6 F 90, 1 baguette codte 1 F 25.

Combien colQtent les golGters de 8 enfants, 12 enfants, 16 enfants, 20
enfants, 30 enfants, 50 enfants, 160 enfants, 280 enfants ?
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. Analyse de la téche :

C'est un probleme typique de proportionnalité, que nous considérons de

facon qualitative, de complexité moyenne.

En effet, il comporte plusieurs donndes, et aussi la nécessité de con-

sidérer simultanément 2 quantités pour en constituer une troisigme :

(pain, chocolat) +——> golter t——>  prix

La relation n'est pas trés simple :

1 tablette )

au ——> 8 goQters

) 2 baguettes

(Toutefois, par rapport aux recettes de.cuisine, elle est simple).
Les prix,eux, sont donnés pour 3 tablettes et 1 baguette.
On s'interroge sur le prix d'un nombre varié de goGters.

L'information-clé i repérer est la relation f. Cette relation est bien
lingaire par rapport 2 u mais u est un couple. Et dans ce couple, ce n'est pas tou-
jours l'unité qui est intéressante a faire jouer comme voudrait le faire croire

un entrainement systématique sur les fonctions linéaires.

Le probleme est suffisamment complexe, d'aprés nous, pour que les éldves
aient besoin de représentations pour organiser les données et savoir quoi chercher,
Vis & vis de u, les prix intéressants & connaltre sont le prix d'une tablette (on
connaft celui de 3 tablettes) et le prix de 2 baguettes (on connatt le prix d'une

baguette).

En cassant les éventuels conditionnements, ce probleme devrait permettre
de repérer si des acquis divers de 1'annés sont disponibles comme outils & coordon-

ner dans un probl2me. Nous avons choisi de demander le prix de 8 goGters, 12 golOters

16... . Mais, la premiére question posée 2 l'éldve est : veux-tu choisir un nom-

bre d'enfants ? Nous lui proposons les nBtres seulement s'il refuse.

Matéfiellemént, les informations lui sont fournies par écrit, tapées
4 la machine. On lui donne les questions si besoin est, tout de suite, de toute

fagon dans un deuxizme temps.

Du point de vue des procédures raisonnables, on peut penser qu'elles
dépendront du choix du nombre n d'enfants, en particulier de l'existence de re-
lations numériques simples entre n et les multiples de 8. Ceci permettra d'obte-

nir les réponses par combinaisons linéaires simples.

De ce point de vue, une bonne maitrise de la numération permet de tou-
Jjours se trouver dans ce cas d&s qu'on a choisi n. En revanche si on a une incer-
titude sur n, si on veut &tre prét a répondre & n'importe quelle demande d'un ache-
teur & venir, alors il est -intéressant d'avoir un programme de calcul dans lequel
il n'y ait plus qu'a remplacer n par sa valeur au dernier moment. Dans ce cas,

1'information intéressante a connaftre est le prix d'un goQter.

14.2 - ANALYSE DES REPONSES.

Tous reconnaissent qu'il s'agit de proportionnalité, explicitement ou
implicitement. Les procédures font appel parfois & des représentations, parfois

ne sont que numériques.

14.2.1 - Cadre de la représentation.

Certains organisent les informations en tableaux plus ou meins allongés.

Nombre Noggre NO%bre Prix des | Prix des Prix des

e
d'enfants ftablettes paguettes tablettes | baguettes | goQters
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. Les tableaux comportent toutes les cases ou seulement 1, 2, 3, 6.

Y recourent : Bastien, Isabelle, Valérie, Yannick.

. Certains utilisent le symbolisme algébrique en notant par une lettre

la mesure inconnue. C'est le cas de Camilo, Sandrine, Grégoire, Valérie.

. Les autres se débrouillent en calculant.

14.2,2, - Cadre numérigue.

. Ne calcule que par double et moitié A partir de 8 : Kamel.

. Ne manipulent que des nombres entiers et quelques petites fractions

simples : Frédérique, Mathieu.
. Recourent aux fractions dans les calculs intermédiaires et manipulent

les nombres & virgule sous forme de francs et centimes : tous les autres sauf

Lidia.

14.3 ~ NOUS PRESENTONS CI-DESSOUS LE DETAIL DES TRAVAUX PAR ENFANT.

Bastien : Organise ses informations en tableau., Il calcule le prix d'une tablette
de chocolat, de 2 baguettes de pain et prend comme unité de travail le
prix de 8 goQters.

11 emploie une procédure scalaire par combinaison linéaire de dou-
bles et moitiésou par recours a la numération selonles valeurs de n.
Pour un nombre quelconque x de goQters, il propose X r—sXf(1)
ot f(1) est le ﬁrix d'un goQter.
Sa technique de calcul est efficace sur les fractions.

Camilo : Procede & peu prés comme Bastien. I1 symbolise les quantités in-
connues. "J'ai trouvé pour le chocolat, je cherche pour le pain, je ne

sais pas, je l'appelle x".

Elsa :

Frédérique

Gilles :

Grégoire
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Elle calcule le prix d'une tablette, le prix de 8 goGters, le
prix d'un golter 4,80 .,
8

Elle choisit n = 125 et écrit :

125 _ 5
8 - 15 + g

Elle utilise avec maftrise la numération et les fractions, le
prix d'un goQter, le prix de 8 pour économiser les calculs et obte-
nir ce qu'elle veut.

- Pour x enfants c'est "x fois le prix de 1".

Elle veut le prix d'une demi-tablette et d'une baguette pour
4 enfants, C'est ce qu'elle fait.

Elle calcule plusieurs prix'par combinaison linéaire 2a bartir
des prix de 4 et 8 golters.

Elle veut le prix d'un goQter. Elle bute un moment puis elle
1'obtient par divisions successives 4 —» 2 -~ 1 —-

Selon les nombres traités, elle recourt & des combinaisons li-
néaires ou au prix de 1.

- Question : Pour 53 goQters, pour 82, pour 3 500... ?

" - Réponse de Frédérique : Le nombre multiplié par le prix d'un

godter.

I1 additionne le prix d'une tablette et le prix de 2 baguettes
pour obtenir le prix de 8 goQters. Ceci joint & un bon usage de la
numération lui donne tous les résultats recherchés.
~ "J'aurais pu chercher pour un enfant".

11 calcule et dit "Maintenant je multiplie par le nombre gque je

veux",

I1 symbolise 3 T = 6,90
2T = 4,60

11 calcule pour 8 enfants, met tout en huitidmes pour avoir le
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prix d 'un goQter. Il déclare que pour n goQters, c'est n x prix Lidia : _ Dans un premier temps, elle calcule en suivant une idée : le prix
d'un golter, d'ung tablette 6,90 , le prix de 8 goQters 2,30 + 2,50 . -
. 3

-Pour 12. goQters, elle dit : "C'est 12 fois plus grand" mais elle
ne sait pas dire quelle référence elle prend.

Elle dit ¢ "12 c'est entre 8 et 16", Elle veut encadrer le prix
de 12 avec ceux.de 8 et de 16. Puis & nouveau, elle dérape. Elle veut
le prix de 1, elle dit : "Il faut - 7". Elle revient & "Pour 1 c'est

16 fois moins.”

Hélene : Elle calcule le prix de 8 golters et obtient les résultats
voulus par combinaison linéaire,

Isabelle : Elle fait un tableau, calcule pour chaque ingrédient (pain et . .
. . : Elle a manifestement des réminiscences de phrases ou de bouts
chocolat) le coQt pour un enfant, ce qui l'oblige 2 manipuler des .
) . . . de procédures qu'elle n'arrive pas & coordonner. Entre deux dérapages
fractions, Puis, elle écrit le prix pour 10, 100... et utilise la . .
X ) . sémantiques, elle fait des calculs corrects.
numération. Elle s'apergoit toutefois que pour 8 c'est facile et elle ‘

adépte, selon les valeurs de n, sa procédure de calcul,

Louison : 11 calcule le prix d'une tablette, il calcule de t&te le prix
. A de 8 goQters en expliquant que c'est 2,30 + 2 x 1,25 .
Kamel : I1 bute sur la complexité des données. Il veut le prix d'une . L . . .

. . I1 calcule par combinaison linéaire et les contrdle & partir de

tablette et écrit 6,90 . Il rectifie 6,90 pour 3. . . Lo
] résultats dont il est numériquement sQr, Ceci lui permet de retrouver

11 calcule alors rapidement le prix de 8 goGters et ensuite pour une erreur de calcul,

différentes valeurs de n, par combinaison linéaire. Pour 50 enfants, il C310U1e'§g x 2,30 + l%g x 1,25 -, et déclare

- Question : "Pour un trés grand nombre de goQters 7"
Kemel . "On cherche le prix d'un goOter.” que cette méthode marche pour n'importe quel nombre.
- H el
"le nombre x 2,30 + 2 x nombre x 1,25 ,"

11 écrit 4,80 et déclare : "On multiplie par le nombre." : ) 8 8
8
Laurent : I1 dit : "Maman va au marché, on ajoute les prix."” Il écrit : Marc : 1) Il choisit n = 784, I1 sépare les éléments du problzme. I1
"pour une tablette 6§90 s pour une baguette li2§-" veut savoir combien de pain et combien de chocolat pour 784.

: : X \ I1 retient que les enfants sont groupés par 8, que les tablettes
11 calcule le prix de 8 goQters, puis 16, 12 = 8 + =.8 . .
2 sont groupées par 3. Il divise

I1 s'agit des questions de 1l'interrogateur. . . 784 8
I1 peut faire des combinaisons linéaires simples & partir de 8, lgg 3
mais ne peut calculer le prix de 30 goQters. En revanche il calcule fg}

trés bien le prix de 160 = 16 x 10. I1 est ennuyé et laisse tomber cette procédure.

2) Il calcule le prix de 8 goOters, puis le prix de 12 en remar-
quand que 12 = 8 + %~.8 et continue ainsi par combinaison linéaire

pour des cas simples vis a vis de 8.
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Mathieu : Il choisit n =64 =8 x 8
Il veut le prix d‘un goQter, mais bute sur la difficulté. Il
finit par le calculer par divisions successives en 2 & partir du prix
de 8.
Pour le prix d'un nombre quelconque, il n'hésite pas : "C'est x
fois le prix de 1", )

Olivia : Elle reégle la question rapidement :
"Le prix d'une tablette + le prix de 2 baguettes = le prix de
8 goOters ,
8 x X = 4,80 X = ==

- Elle conclut : "Je sais pour 1, je sais pour tout."

Sandrine : Elle veut le prix d'une tablette, mais elle ne sait pas comment
faire. Puis elle formule 1t — X
2t —»2xX x = &30
3

3t —3xX=6,90
Notons qu'il s'agit d'un réinvestissement trés direct de 1'appren-
tissage. ‘
Pour obtenir le prix de 12 goOters, elle veut le prix de 1 goQ-
ter. Elle dit : "Pour 12 enfants 12 x X
pour 16 enfants 16 x X
pour 280 enfants 280 xX "
Elle bute sur le calcul de X, mais finit par s'y retrouver 2 par-

tir du prix de 8 goQters par la méthode ci-dessus.

Valérie : Elle veut lé prix d'une tablette, se perd un peu, puis écrit :
X x 3 = 6,90 6,90 Lz
Elle calcule le prix des goQters pour une grande diversité de nombres
en adaptant ses combinaisons pour économiser les calculs,
- Question : "Et pour un nombre quelconque X de goGters ?"

-~ Réponse : "x, c'est pas un nombre"
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- Question 1 "Et pour 2 352 ?"
- Réponse : "2 352 fois le prix d'un goGter."

Virginie : Elle bute sur la complexité des données.
Elle veut le prix d'un goGter et ne sait pas comment s'y prendre.
Elle s'apergoit qu'elle peut avoir le prix de 8 et ensuite le divise

par 8 pour avoir ce qu'elle veut.

Yannick ﬁ Il fait un tableau pour organiser les données, Il choisit n = 65,
I1 est ennuyé : "C'est pas un multiple de 8",
- 1'Interrogateur : "Choisis un multiple de 8"
Yannick choisit immédiatement 728 qu'il déclare &tre un multiple de
8 parce que "72 oui, 8 oui",
I1 calcule le prix de 8 goOters, de 8 x 9, de 728.
I1 revient a3 65 =8 x (8 + %J mais bloque, .

14.4 - BILAN

. Pour tous, sauf Lidia, les informations pertinentes du probleme sont
repérées : 1 tablette, 2 baguettes, 8 goQters et les prix fournis. Les relations
entre ces données sont obtenues soit directement par calcul, soit par 1l'intermé-
diaire d'une inconnue désignée (cf. Sandrine dans la recherche du prix d'une
tablette).

. Tous, sauf Lidia,calculent plus ou moins rapidement ou aprés recher-

ches, le prix des 8 goQters.

. Cing éleves butent sur le calcul du prix d'un golter alors que cela
leur paraft &tre un élément important. Il s'agit de
~ Frédérique - Kamel ~ Mathieu - Sandrine - Virginie.
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. Trois éléves se maintiennent dans un registre numérique qu'ils
peuvent contrfler 2?
~ Marc et Yannick travéillent avec les combinaisons de multiples de 8, Laurent
auyssi, mais dans Qn registre plus simple. Pour lui, le prix de 160 goOters est
plus facile & obtenir que le prix de 30 godters (160 = 16 x 10 et 16 = 2 x 8).

. Dix éldves calculent trads facilement pour des nombres tres divers :
- Bastien - Camilo - Elsa - Gilles - Grégoire - Héldne - Isabelle - Louison -
Olivia - Valérie,
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15 - ENTRETIENS INDIVIDUELS
Fin juin 1978.

2&me partie ¢ Problémes "cycliste"

(19 éleves, absent Jacques)

15.1 - ENONCE-ET ANALYSE DE LA TACHE

Le probl2me comporte 2 questions : dans la premigre, on étudie le
mouvement d'un cycliste ; dans la 2&éme question, on compare le mouvement d'un
deuxitme cycliste & celui du ler. Nous présentons successivement 1'énoncé et

1'analyse de la t&che de chacune des questions.

15.1.1 ~ Premigre question

Un cycliste effectue un parcours en plusieurs étapes :
lére étape 6 km 1/2 heure
arrét 5 minutes
2&me étape 4 km 20 minutes
arrét 5 minutes
3eme étape 12 km 3/4 heure

A-t-il toujours roulé a la méme vitesse sur son parcours ?

15.1.1.1 - Ancien

On suppose que les éldves auxquels cet énoncé s'adresse ont les con-
naissances nécessaires quént a la mesure des longdeurs en km, & la mesure des
durées en heures et en minutes et la correspondance entre ces unités de temps.
Ils ont aussi une certaine connaissance des fractions : 1/2, 3/4 sont des petites
fractions, Ils savent accorder du sens 2 l'expression "rouler 3 la méme vitesse”,
"régulidrement 2 la méme vitesse" (dans le 22me probleme). Ce sens se réfere 3

la notion de vitesse moyenne sur un intervalle : étant donnés deux intervalles,
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la vitesse moyenne sur chacun d'eux est la méme,

15.1.1.2 - Analyse de la tache

Pour répondre & la question, 2 procédures sont possibles :
- une procédure par le calcul
- une procédure graphique.
Toutes deux appellent comme outil, la proportionnalité ou la notion de fonction

linéaire si la référence est la notion de vitesse moyenne.

a) Procédure "calcul"

. En considérant les données de la leére et de la 32me étape, on obtient
la réponse E
6 km —> 1/2 heure., S'il roule réguligrement, 12 km —» 1 heure.
Or il parcourt 12 km en 3/4 d'heure.
Cela demande de mettre en ceuvre de la proportionnalité(scalairg):
S dp o>ty "
2dl'—7-2tl,
de la connaissance numérique 2 x 1/2 = 1 3/4 <1 .
Cela demande aussi d'accepter de négliger une partie de 1'information
donnée. )

. Si 1'éleve répond que le cycliste roule a2 la méme vitesse 2 la

lére et 3 la 2&me étape, sa conception de la vitesse est la vitesse moyenne.

b) Procédure”"graphique”

-~ 234 -

E£n admettant que le cycliste roule réguligrement au cours d'une étape,
les données permettent de construire la représentation graphique du mouvement sur
tout le parcours.

Cette construction pour exister demande au préalable qu'on ait repéré,
parmi les données)Z types de dqnnées en relation, autrement dit que les données
s'organisent en couple de fagon pertinente, Alors se pose le choix de la varia-
ble a porter sur chacun des axes et, compte tenu des valeurs numériques en jeu et
de la place disponible pour la représentation, le choix de l'unité sur chaque
axe. A ce moment 12, un examen des données et une hypoth2se supplémentaire (vites-
se régulidre au cours de chaque étape) indiquent la manidre de placer et de relier
les points. Le repérage des points du graphique se fait aprés le repérage de ses
coordonnées. Si l'heure est prise pour unité de durée, il n'est pas difficile de
repérer 1/2 heure. Pour repérer 3/4 d'heure, il faut savoir que 3/4 = 3 x 1/4
ou 1/2 + 1/4 . Pour reporter 20 minutes, il faut alors exprimer 20 minutes en
heure. Soit 60 minutes = 1 h , 3 x 20 = 60

20 minutes +—» X tel que 3 x X =1 x =1/3 .
Ce calcul exige une mise en oeuvre de la proportionnalité dans un probléme pas
simple. La minute est une unité de temps trop petite pour le probléme, u = 10 mi-
nutes est une bonne unité, La mise bout & bout des étapes est encore une téche
complexe qui combine les difficultés de la symbolisation et les difficultés numé-

riques.

Toutefois, si la représentation graphique a été réalisée, sa lecture
(ce n'est pas une droite, ni un segment de droite mais plusieurs segments de
pentes différentes) est immédiate. Si on sait comment se représente un mouvement
3 vitesse constante (et la construction de la représentation n'’est pas la mani-
festation d'une connaissance, sans cela) alors on a la réponse a la question cher-
chée.

11 y a tout lieu de penser qu'il n'y aura aucune représentation gra-
deja
phique de ce type.(Soulignons cependant que les élaves ont:Eiavaillé en situation
de communication 2 la production d'un graphique collectif pour 1l'équipe a partir

de graphiques partiels provenant des différents membres de l'équipe)
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En revanche, compte tenu des connaissances des éleves et de leuf pra-
tique des gréphiques, on peut penser que des représentations indépendantes du
mouvement & chaque étape soient produites, Dans ce cas, on peut ne pas noter les
arréts.

(12 km, 3/4 d'heure)

4 -

minutes

(6 km, 1/2 heure)
30

20 (4. %m, 20 minutes)

Les représentations des ldre et 2&me étapes suivent la méme droite, la 3e&me étape
s'en distingue. La réponse est non.

Les éldves ont déja produit ou rencontré de tels graphiques dans des

occasions ol ils correspondaient & la t8che demandée. Ils n'étaient pas des outils

pour répondre & une question.

c) Comparaison dés 2 procédures du point de vue des comportements

attendus.

Dans la procédure calcul, la proportionnalité est un outil explicite
mais portant sur la comparaison de 2 couples (proportionnalité scalaire). Dans
la procédure graphique, il peut y avoir seulement fonctionnement implicite de

la proportionnalité, mais d'une proportionnalité fonction, c'est-a-dire qu’'il
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faut concevoir la donnée (6 km, 1/2 heure) comme un état particulier de la fonc-

tion linéaire 6 km +—-> 1/2 heure entidrement déterminée par une seule donnée.

Ceia est un des élémeAts importants pris en compte dans l'apprentissa-
ge. Toutefois les notions en jeu s'élaborent pour nous sur un long terme. Nous
choisissons d'en provoquer le fonctionnement dés le C E 2 mais nous n'envisageons
pas un fonctionnement opératoire immédiat. Les jeux de cadres sont un des outils
de la didactique 2 la disposition de l'enseignant pour faire évoluer les concep-~
tions. Un autre élément de l'apprentissage est l'importance accordée & la recher-
che de la peftinence des donnges au regard du probléme posé. On peut dans ce pro-
bleme tester cet objectif,

15.1.2. - Deuxidme question

"Un deuxitme cycliste part en méme temps que le premier. Il roule
régulidrement toujours & la méme vitesse sur tout le parcours sans s'arréter.
Il fait les 6 km de la premidre étape en 1/2 heure, Va-t-il arriver avant, aprds

ou en méme temps gque le ler cycliste ?"

Pour répondre a-cette question, on a besoin de toutes les données de
la premiére question.

Pour connaitre la durée du parcours de 2&2me cycliste, deux procédures
sont possibles. Par calcul, il faut trouver x tel que

6 km —> 1/2 heure

22 km —> X
22 n'est pas un multiple de 6 et la procédure scalaire ne fonctionne pas de téte.

ta procédure graphique peut fournir X par lecture.

Pour la durée du parcours du ler cycliste, il faut additionner des
heures et des minutes. On peut prévoir un choix privilégié des minutes comme

unités de temps.
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15.2 - RESULTATS ET PROCEDURES

15.2.1 - Bilans globaux

Ce probléme fait appel comme grandeurs 2 la distance, au temps, & la
vitesse moyenne. Bien que le calcul numérique sollicité dans ce problame soit

simple, nous allons voir qu'il est l'occasion de difficultés.
Nous avons classé les comportements des él2ves en plusieurs catégories.

1) Nous avons regardé d'abord s'il y avait recomnaissance des éléments
ertinents, et cela dans la lare et dans la 22me question. Nous notons 1 entre

parenthéses guand cela ne s'est produit qu'a la premi2re question.

- 11 éleves reperent les éléments pertinents et s'en servent convena-
blement. Ce sont :
Bastien - Camilo (1) - Elsa - Gilles (1) - Grégoire ~ Hélgne - Isabelle (1,
2¢me procédure) - Louison - Mathieu (1) - Olivia (1) - Virginie (1, en deuxi2me
procédure aprés un détour graphique.)

-~ 2 interprétent convenablement un graphique suscité :
Valérie - Yannick

~ 3 ne prennent en compte qu'une des informations, temps ou distance :
Laurent - Marc - Sandrine. ’

- 3 éleves bloquent : Kamel - Frédérique - Lidia

2) Du point de vue des putils sollicités,l3 reconnaissent une propor-
tionnalité scalaire ou une proportionnalifé fonction. Ils y recourent dans la
laére question avec succes. Ce sont : '
Bastien - Camilo - Elsa - Gilles - Grégoire - Hélgne - Isabelle - Louison - Mathieu
Olivia - Valérie - Virginie - Yannick, ces trois derniers aprés changement de

procédure.

Ils ne sont plus que 7 & aboutir dans la 22me question :

Bastien - Elsa - Grégoire - Hélzéne - Isabelle ~ Louison - Valérie.
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Camilo - Gilles - Mathieu butent sur la technique, ce qui est sans doute 1'indice
d'une complexité du probléme qu'ils ne peuvent plus gérer; car, du point de vue

des calculs, ils en ont fait des bien plus compliqués dans le probléme-goQters.

3) Du point de vue de la représentation :

. Pour Kamel, Laurent, Lidia l'information 12 km ~ 3/4 h ne peut
pas &tre traitée parce que 3/4 n'a pas de signification pour eux. Kamel les trans-

forme en 15 minutes. Pour Laurent et Lidia, 3/4 c'est moins que 1/2.

L'interrogateur leur suggere de représenter 1'unité par un trait et
de représenter 1/4, 1/2, 3/4 par rapport 3 cette unité.

Kamel et Laurent graduent convenablement 1l'unité mais ne peuvent pas
prendre en compte simultanément temps et distance et la représentation ne leur
apporte rien.

Lidia ne représente rien.

. Valérie, Virginie, Yannick sont bloqués devant 1l'énoncé. L'interro-
gateur leur demande s'ils veulent faire un graphique. Valérie, Virginie et Yannick
placent les données du 1) sur un quadrillage qu'ils graduent. Valérie relie cha~
que point 3 0 par un trait, compare les pentes et conclut. Yannick aussi, mais

aprés hésitation. Virginie observe ses points et conclut par calcul.

Le détour graphique a entrainé un changement de comportement vis a vis

du probléme, méme s'il n'a pas été utilisé, comme c'est le cas pour Virginie,

15.2.2 - Détails par éldve

Nous présentons le détail du travail des éldves en repérant 1l'outil

sollicité et en notant la performance & la question.

Code Pb 1): P : proportionnalité scalaire sur la lgre et la

13
3eme étape.
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Pf : proportionnalité fonction, recherche du temps mis Kamel : - 1) . bute sur 3/4 h
. déclare que la l2re et 32me étape c'est pareil

pour 1 km ou la distance en 5 minutes. . la signification graphique de 3/4 ne change rien.

- Pp : ne prend en compﬁe que le temps ou que la distance. S2) . non posé.

C : calcul de la distance totale et du temps total pour

i . Laurent : =~ 1) aprés signification de 3/4 par rapport a 1/2, ‘il
le premier coureur et pour le deuxime. déclare que le cycliste va plus vite 2 la lere étape.
Nous notons les performances + (succgs), ~ (échec). . ? 2) non posé
Lidia : - 1) 3/4 moins long que 1/2. Bloque.
Bastien : + 1) PI 3 ? 2) non posé.
+ 2) €, Pf ]
Louison : + 1) Pl 3 et vérifie que le cycliste roule & la méme vitesse
3 la premitre et & la deuxizme &tape.
Camilo : + 1) P13 . . + 2) C de téte,en récupérant l'information sur les vitesses
? 2) C, Pf Veut répondre par estimation. Ne conclut pas. repérées dans 1).
Elsa H + 1) Pf lere et 2@me étape méme vitesse ; 3eme étape Marc : - D liglgigizngzlculs corrects mals sans tenir compte de
plus vite. °
+ 2) CetPf : 30 min. + 20 min, + 2 x 5 min, = 60 min,
t t iy
lere ét. 22me ét. arrét
Frédérique : ? 1) Aprés lecture du texte, me sait rien, ne veut 3dme étape : 3/4 h c'est moins, il va plus vite.

rien dire.

? 2)
Mathieu : + 1) Pi3
Gilles : + 1) P13 calculs de tete. :
: s s : . ) . - 2 proportionnalité scalaire pour le 22me cycliste
- 2) ¢C, Pf ﬁ?ggogggglgzgsons linéaires, perd le fil, 3 partir de 6 km 1/2 h. N
Grégoire : + 1) Py 4 Olivia : + 1) pf /2xXx= 6
£ 2) C de téte, déclare : conclut : lére, 2&me étape, méme vitesse ;
-"la meilleure mani2re c'est d'ajouter" eme étape : non.
. fait autrement : il compare les 2 cyclistes. -2 ne méne pas ;es'calculs Jusqu'au bout et déclare
"I'un met 1/4 heure de plus, l'autre s'arréte que celui qui s'arrédte, va plus lentement.
10 minutes, il va plus vite"
Sandrine : -~ 1) 3/4 h = 45 minutes, 1/2 h = 30 minutes, c'est moins.
Hélane s o+ 1) Pl 5 caleuls de téte Puis Pl 3 et un dessin de son initiative :
2) " calculs de téte 6 km
. | o | .
mais ne conclut pas.
Isabelle : + 1) Pf puis Pl 3 en contrdle Pr—————
12 km

2) Pf pour le 22me cycliste., Calculsde téte pour le ler.
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Valérie : + 1)

+ 2) utilise le graphique pour répondre :
"le deuxime cycliste est sur la méme droite.”

résout apreés représentation graphique.

Virginie : + 1) aprés un temps de blocage, gradue convenablement
son graphique, place les points (6, 30) (4, 20)

(12, 45) puis aprés observation, écrit :

. 6 — 30
12 — 60 # 45
? 2) non posé
Yapnick .:  + 1) ne sait pas.

.aprés un graphique, ne veut pas parler,

il a placé les points (1/2, 6) (1/3, 4) (3/4, 12)
puis il trace la droite passant par les deux pre-
miers et conclut.

15.2.3 - Bilan global

Les comportements aux deux problemes sont cohérents. Les résultats se
recoupent. Lidia est la seule & &tre en échec total, Laurent, Marc, Sandrine bu-
tent sur le traitement d'une double information. Laurent et Sandrine étaient
aussi génés par la complexité de 1'information daﬁs le "problame-goOters", Frédé-

rique et Kamel se trouvent aussi en difficulté dans les deux problémes.

Mathieu et Virginie semblent au contraire &tre ralentis par une tech-
nique insuffisante en situation complexe au premier probl2me et répondre plus

aisément & la premire question du probléme cycliste.

. Ainsi, nous trouvons dans un premier groupe performant du point de
vue conceptuel et technique 7 enfants :
Bastien - Elsa - Grégoire - Hélene - Isabelle - Louison - Valérie.

. Un groupe ol la technique est en retard sur les possibilités concep-
tuelles :
Camilo - Gilles - Mathieu - Olivia - Virginie - Yannick.
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. Un groupe géné par la complexité de la tache : Marc - Laurent - San-
-drine, Marc étant moins géné du point de vue technique que Laurent et Sandrine.

. Un groupe d'éleves en difficulté des 2 points de vue, par rapport
a leurs camarades : Frédérique - Kamel - Lidia.
Lidia, toutefois, est en échec total.
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B - PRESENTATION DES EPREUVES ET EVALUATIONS GLOBALES ET PONCTUELLES EN 1979 1 - JEST l-;CRIT DU 12/1/1979 (C M 1)
ET EN 1980. (16 é.Le!VES, absents frédérique, Isabelle, Jacques, Qlivia)
1.1 - Enoncé
tion 1 : Com 1 b i :
Introduction Question parer les nombres suivants
0,6 0,55
12,13 12,7
Les épreuves que les éleves passent en 1979 et en 1980 ont pour but 14,13 16,7
de tester l'évolution des conceptions et la permanence des acquis sans établir 112,17 112,76
nécessairement de relation avec 1l'apprentissage en C M1l et enC M Z(que nous 112,17 112,074
n'avons pas suivi avec autant de précision que dans les années précédentes). Clest 350,4 350,40

pourquoi le texte porte du point de vue des contenus sur les nombres décimaux (le
12/1/1979, en juin 1979, en juin 1980) en épreuves écrites sur des probl2mes de Question 2 : Y a-t-il des valeurs de X telles que :
géométrie (notés T 7, R 39, R 41) impliquant des relations entre longueurs et . 143,15 < X < 153,16
aires en entretiens individuels en juin 1980, 140,5 < X < 140,50
Si oui, en doﬁner.
Nous utiliserons aussi une épreuve écrite, congue par un étudiant

zalrois pour une these de 32me cycle, portant sur les nombres décimaux, la pro- Question 3 : Comparer les nombres suivants :

portionnalité, la représentation de nombres sur une droite graduée, comme com- a) 0,3 x 0,3 0.9
s

plément d'élément d'évaluation, Cette épreuve a été passée en mars 1980, 0,3 x 0,3 0,3
b) 1,3 x 1,3 ' 1,3

Les éléves suivis jusqu'a la fin du € M 2 sont 17 au total parmi les

20 suivis jusqu'en C M 1, En effet, Grégoire et Louison sont partis en fin de 1,3 x 1,3 1,9

. C M1 et Isabelle a passé 1l'année de C M 2 2 1'extérieur. Elle est toutefois e) 10,2 x 10,2 100
revenue en juin 1980 et a passé les épreuves de cette époque. 10,2 x 10,2 100,4
10,2 x 10,2 100,04

10,2 x 10,2 102

Question 4 : Donner & X des valeurs telles que
10,2 x X < 102

Les trouver toutes,

Question 5 : Donner 3 X des valeurs telles que
10,2 x x < 51

Les trouver toutes. Y en a-t-il beaucoup ?
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1.2 - Analyse de la téche - objectif du test.

Dans les trois premitres questions, il s'agit de tester les connais-

sances des él2ves

- du point de vue algorithmique,
dans une tiche de comparaison de couples de nombres (l2re question)

- du point de vue topologique (22me gquestion),
dans 2 cas : . les bornes de l'intervalle sont distinctes.
. les bornes sont confondues mais désignées par deux écritures

décimales distinctes.

- d'un point de vue qui combine les deux précédents.
On complexifie la premitre téche en exprimant 1l'un des termes de la
comparaison non pas sous une forme réduite mais sous forme de produit de deux

nombres,

Pour répondre A ces questions, trois attitudes sont possibles :

- Céder au pi2ge tendu par la simplicité de 1'écriture et révéler
le fonctionnement d'un modéle primitif "couple d'entiers".

- Utiliser la compatibilité de 1'ordre et de la multiplication,
la transitivité de l'ordre.

- Calculer les produits.Comparer le réé_ultat a 1'autre nombre,

Dans les questions 4 et 5, il s'agit de repérer leur attitude face
A un probleéme qui met en jeu implicitement des notions topologiques plus élabo-
rées : celles d'intervalle ouvert, de borne supérieure non atteinte, et ceci
3 travers une formulation qui pourrait porter la marque du "discret" - "les

trouver toutes"”,
Enfin tester la,disponibilitg de la proportionnalité scalaire dans

une tache simple sur le plan numérique, mais rendue complexe-par son interven-

tion dans un probl2me comportant des inégalités.

1.3 - Résultats
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1.3.1 - Codage des réponses

. Pour la premigre question, nous comptons le nombre d'erreurs.

. Nous groupons les réponses 3 2 a) de la manigre suivante :

R : Copie du texte.

0
s

Des exemples justes de la forme n,l6 ou n,15 ol n = 143 ou 153
respectivement ou encore successivement la liste 144,15 ; 145,15 ; ... ;
153,15 compli2te ou partielle.

R2 : Des exemples génériques justes en général perturbés par un ou deux faux.

R3 : Un ou des exemples génériques justes.

. La question 2 b) n'est pas discriminante, tous répondent que
140,5 = 140,50 et qu'il n'y a aucun nombre entre les deux.

. Pour la question 3) nous formons deux catégories de réponses :
celles obtenues sans calcul, celles obtenues aprés calculs, et nous repérons
dans chacune les justes et les fausses. Nous classons les réponses comme fausses.

dés qu'une des réponses du groupe est fausse (2 en 3a, 2 en 3b, 4 en 3c)

. Nous regroupans les réponses aux questions 4 et 5. Tous ont fait
la relation entre 102 et 51.

Nous donnons le détail des réponses par élzve.

1.3.2 - Réponses

- Question 1 : nombre d'erreurs n
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n=0 n=1 n>1 Tous ceux qui ont une réponse erronée sans calcul ont écrit
- SRR 0,3 x 0,3 = 0,9.
Camilo Marc Bastien Lidia Parmi ceux la, un seul a écrit 1,3 x 1,3 = 1,9.
Elsa Valérie Gilles Mathieu ’ ' Virginie a' fait un calcul juste et fournit une réponse fausse. Ce
Grégoire Virginie Hélene pourrait &tre une mauvaise manipulation du signe.
Kamel Yannick Laurent
Louison Sandrine )
— 3 b) sans calcul écrit avec calculs écrits
éle 16 — ] R
9 éléves sur 16 5 éleves sur 16 z ves sur juste faux juste faux
Grégoire Camilo  Sandrine Bastien Isabelle Lidia
- Question 2 Laurent Virginie Elsa Kamel Marc
Mathieu Yannick Gilles Louison Valérie
Ry Ry . R, Rs Hélzne Dlivia
Lidia Kamel Saodrine | Bastien Camilo 1 éleve sur 1816 &lzves sur 18 8 élevessur 18 3 élaves sur 18
Laurent Valérie Gilles Elsa
irgini Grégoire
Marc Virginie ? Marc fait un calcul juste.
Mathieu Yannick Louison
Hélene
6 | 2 éldves sur 165 éldves sur 16 _
1 élave sur 16 | 8 éldves sur 1 3¢) sans calcul écrit avec calculs écrits
Juste faux Juste faux
- i les 16 + Isabelle, Olivia) L
Question 3 (18 él2ves, les ! Camilo Mathieu Gilles Sandrine Bastien
Elsa Isabelle Valérie Kamel
3 a) sans calcul écrit i avec calculs éerits Grégoire Louison Virginie Lidia
juste b faux juste faux Hélzne Marc Yannick Olivia
e —_— Laurent
Elsa Bastien Laurent Grégoire Lidia .
Louison Camilo Marc Kamel Olivia 5 éleves sur 1811 éladve sur 18 | 8 &lzves sur 18 4 éldves sur 18
Valérie Gilles Mathieu Isabelle Virginie

Hélene Sandrine
. Kamel calcule correctement, reporte 100,04 et donne des réponses

~cohérentes avec ce résultat.

Yannick

18 '3 éleves sur 18i3 éleves sur 18 . .
3 éleves our 18] 9 éldves sur . Mathieu écrit 10,2 x 10,2 = 100,4. Les autres réponses sont cohéren-

tes avec ce résultat.
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. Bastien et Lidia donnent des réponses non compatibles avec la

transitivité de 1l'ordre.

1.3.3 -

Bastien

Camilo

Elsa

Grégoire

Gilles

Hélene

Kamel

Laurent

Lidia

Détail des réponses aux questions 4 et 5.

: "Je peux aller jusqu'a 9, jusqu'a 4" et écrit 9,2 8,2

: " /infini " mais énumdre les entiers de 1 % 9 pour l'une, de 1 32 4

pour l'autre, précise "je n'ai pas fait de calculs"”.

: Des exemples entiers, des décimaux génériques et une phrase : "c'est
facile, il ne fallait pas dépasser X = 9 ou 9,2 ..." "Pour 51 , il ne
fallait pas dépasser X = 4 ou 4,1..."

: "En dessous de 10, en dessous de 5",

: Donne des exemples, précise qu'il y a beaucoup de nombres et ajoute :
"Il faut pas que X ne dépasse pas 9,9; 9,99; 9,999"
"Il faut pas que X ne dépasse pas 4,9; 4,99; 4,999".

: "On peut faire tous les nombres que l'ﬁn veut < que 10%
"On peut faire tous les nombres que 1l'on veut < 5.

Ctest tres facile pour le 51 puisque c'est le 1/2 de 102."

: "Je peux aller jusqu'a 9", mais un des exemples est 9,2.

"Je peux aller jusgu'a 4", et 12 les 2 exemples sont 3,2 et 3,5.

: "tous les nombres en dessous de 10"

"tous les nombres en dessous de 5%

et confirme sa référence aux entiers en énumérant - 1,2,3,4,5,6,7,8,9

- 2,3,4

: Donne comme exemples 9,2 x 10
8,2 x 10
7,2 x 10
6,2 x 10

L= 250 -
Louvison 4) x <10 5) x <5
10,2 x X 51 x 2 = 102 effacé mais on en voit la
trace.
puis 102/2 = 51 10/2 = 5
Mare : Donne des exemples entiers et 6 + 1/10, 7 + 3/100

"Tous les nombres en dessous de 10"

" Tous les nombres en dessous de 5"

Mathieu : X peut aller jusqu'a 10 = 102
X Jjusqu'a 9,
x peut aller jusqu'a 5 = 51

Sandrine : "Il faut multiplier par 10"

A la question - les trouver toutes - elle répond "nmon" "jusqu'a 5"

Valérie : Calcule les valeurs de 10,2 x X pour X = 1, ..., 9 entiers, idem pour
l'autre exercice
N° 4 "Dn peut trouver des nombres en dessous de 10 car 10,2 x 10 = 102
c'est trop grand"
N 5 51 c'est la moitié de 102, donc pour N® 4 on devait aller en dessous
de 10 et 10/2 = 5. Donc toutes les valeurs on doit les trouver en des-
sous de 5",

Virginie : "Il y en a une infinité, tous les nombres vont sauf ceux de plus que
10, mais 10 ne marche pasﬁ
Méme réponse formulée dans les mémes termes pour l'autre question :

avec 5.
Yannick : "C'est 9 fois 10,2 pour avoir plus petit que 102, tous les nombres
jusqu'a 10 mais pas 10". "Tous les nombres jusqu'a 5, mais pas 5"

"5) est la maitié de 102.

1.4 - BILAN

Certains éldves disposent d'un bon modéle des nombres décimaux qui
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résiste plus ou moins bien au pi2ge ou & la difficulté. Pour d'autres, la réfé-

rence aux entiers est encore forte,

. Modele résistant : Elsa, Grégoire, Louison.

. Le modéle "couple d'entiers" réapparait seulement en 3 a):

Bastien - Cémila - Gilles - Hélene,

. La référence aux entiers apparait en question 2 et confirmée en
question 3 (sauf pour Kamel qui calcule)-avec par ailleurs une bonne technique :
Kamel -~ Marc - Valérie - Virginie - Yannick

-avec une technique moins bonne :

Laurent - Mathieu - Sandrine.

. Lidia est en échec total.

Nous n'avons pas classé Isabelle et Olivia qui n'ont répandu qu'a
une seule guestion et par calcul. Toutefois notons que les calculs sont justes

chez Isabelle et faux 2 fois sur 3 chez Olivia.

Les réponses aux questions 4 et 5 sont finalement difficiles a inter-
préter. La majorité des éldves expriment que 10 (resp 5) est une borne non attein-
te. Mais en dehors de Gilles (4,9 ; 4,99 ; 4,999), aucun ne suggére par sa formu-
lation qu'on peut se rapprocher autant qu'on veut de la borne. Pour plusieurs
éleéves, le référentiel suggéré par le choix des exemples numériques est plus res-
treint que celui sur lequel semble porter le langage et du coup restreint la por-

tée des déclarations des autres.
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2 - TEST DE JUIN 1979 (17 élzves, absent Jacques, partis Grégoire, Louison)

2.1 - Enoncé

- Question 1)
. Caleculer 132,4037 + 795,84
2004,3 - 57,0375
27,364 x 12,0103
- Question 2)
. Y a-t-il un nombre X tel que
13,5679 < X < 13,568

Justifier la réponse.

2.2 - Analyse de la téche-

L'addition devrait &tre réussie par tous. La tache dans la soustrac-
tion est rendue complexe par la présence de zéros dans l'écriture des nombres.
C'est aussi ce qui va compliquer la multiplication. Toutefois les multiplications

élémentaires ne produisent pas de zéros & la fin de 1'écriture du résultat.

On peut répondre 2 la deuxi®me question, soit en se référant a un al-
gorithme sur l'écriture des nombres qui permet de se raccrocher aux entiers, soit

en se référant 2 la signification de l'écriture en termes de fractions décimales.

2.3 - Résultats

- Question 1

. Addition : 16 justes sur 17, Frédérique commet une erreur de retenue.

. Soustraction : 10 justes sur 17, Ce sont :
Elsa - Isabelle - Kamel - Laurent - Marc - Olivia - Sandrine -

Valérie ~ Virginie - Yannick.
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Egggggg s . 4 éldves commettent des erreurs de retenue. Ce sont :

" Bastien - Frédérique ~ Gilles - Hélene.

. Camilo donne un résultat correct pour 57,375 au lieu de
57,0375.

. Mathieu soustrait séparément parties entigres et parties dé-
cimales en deux opérations distinctes : celle concernant les
parties entidres est fausse, 1l'autre est transformée en
0,3 - 0,375.

. Lidia aligne les parties entigres en partant de la gauche et
en ignorant la position de la virgule. Elle pose un zéro et
écrit 2004,30 pour 2004,3 de manidre & avoir 6 chiffres aux
deux nombres, Puis elle effectue la soustraction 200430 -
570375 conformément 2 la régle (y compris les retenues) tant
qu'elle peut et laisse en blanc,quand elle arrive au 5 de
gauche.

. Multiplication : 7 justes sur 17. Ce sont :
Bastien - Elsa - Gilles - Hélene - Isabelle - Marc - Virginie.

Contrfles de 1'opération :

. Gilles apres l'avoir posée sous forme standard et s'dtre apergu

qu'elle était fausse, l'a posée en tableau.

. Camilo et Valérie font une estimation du résultat & l'aide des par-
ties entitres et sont convaincus que leur opération est fausse. Camilo la pose

alors en tableau et reporte mal une retenue d'addition, Valérie dessine un rectan-
364
1

gle et explique la multiplication comme aire du rectangle : 27 1%50

12

103
—/70

Malheureusement en reportant ses opérations élémentaires, elle reprend deux fois

le méme nombre et trouve un résultat erroné,

. Laurent fait la preuve par 9. Elle est juste par hasard.
. Mathieu fait aussi la preuve par 9, elle est fausse & une unité pres.

I1 corrige arbitrairement son opération d'une unité et la preuve est correcte.
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. On repare 8 erreurs de décalage. Elles sant faites par

Camilo - Frédérique - Kamel - Laurent - Olivia - Sandrine - Walérie - Yannick.

. Lidia ne fait rien.

- Question 2

. Lidia recopie le texte.

. 6 éldves (peut-8tre pris par le temps et la longueur de la multipli
cation) ne répondent pas :
Camilo, - Isabelle - Kamel - Marc - Olivia - Sandrine.

e Gilles énumdre des exemples extsrieurs & l'intervalle. Vir-

ginie aussi en premier lisu, mais ils sanf rectifiés.

. Laurent énumire les nombres obtenus en remplagant dans 13,5679. le
point successivement par 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

. Valérie donne les mémes exemples mais en désordre.

. Frédérique pose la soustraction 13,5680 - 13,5679, trouve "] de dif
férence", "déclare que" entre 0 et 1 il y a /2, 1/3, 1/4, ..V Elle choisit 1/4
et donne caomme .exemple 13,5679%,,. La réponse est ambigue car on ne sait pas ce

que représente pour elle "1 de différence”,

« Mathieu, Yannick fournissent plusieurs sxemples Justes en
faisant varier la longueur de la partie décimals. Héldne aussi, aprés
avoir précisé que la différence des nombres était 0,0001.

» Nous présentons ci-dessous la réponse d'Elsa et celle ds Sastien.
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Réponse d'Elsa
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2.4 - BILAN

Hormis Lidia qui échoue & toutes les questions (sauf & 1l'addition ou
ses diffiéultés de numération n'ont pas d'incidence), 13 éldves font deux opéra-
tions justes sur trois ; Frédérique commet des erreurs & chaque opération. Toute-
fois du point de vue des nombres, elle met en oeuvre deux idées héritées de l'ap-
prentissage : a) Si deux nombres sont différents, il y a'entre eux une différence
qu'on doit pouvoir calculer. b) Entre 0 et 1 il y a beaucoup de nombres, en parti-

culier ceux de la forme 1/n.

Bastien et Elsa expriment de fagon remarquablement claire leur concep-

tion de la densité des nombres, géométrique pour Bastien, numérique pour Elsa.

Pour Laurent, la conception des nombres décimaux est toujours celle
héritée des entiers. Il semble n'avoir pas renoncé au désir de fournir a tout

nombre un successeur.

Nous regroupons les résultats en rapprochant les performances techniques
et les conceptions numériques.

+ - X conceptions de la densité
Elsa J J J numérique en référence aux fractions.
Isabelle j j j 2 '
Marc J J J ?
Virginie J J J exemples génériques {aprés correction)
Bastien J f j géométrique
Gilles J f J éxemp1es extérieurs a 1'intervalle.
Hélene J £ J exemples génériques + algorithme pour
Kamel j j £ 2 en trouver.
Laurent J j f pointilliste
Olivia J J f ?
Sandrine J J f ?
Valérie j J f pointilliste en évolution
Yannick J J f exemples génériques
Camilo J f f ?
Lidia J f f -
Mathieu J f f exemples génériques
Frédérique f f f algorithme rattaché aux entiers et aux

nombres compris entre O et 1.
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3 - EPREUVES DE MARS 1980
(16 éldves, absente Sandrine)

3.1 - Enoncé et analyse de la tache

Les premitres questions du test portent sur 1'écriture des nombres.
I1 est clair pour tous qu'un nombre peut avoir plusieurs types d'écritures, qu'un
nombre entier peut s'écrire sous forme fractionnaire ou décimale, qu'un nombre dé-
cimal non entier peut avoir plusieurs écritures fractionnaires... Nous retenons
comme élément d'évolution les gquestions 6,7,8,11,12,13,14.

. Question 6 :

Ordonner les nombres suivants du plus pe{it au plus grand :
6,5 ; 0,05 ; 0,005 ; G0;505 ; 0,500 ; 0,50 ; 0,055.

Les nombres étant fabriqués uniquement avec des O et des 5, il est indispensable

de donner de la signification & la position de chacun dans 1l'écriture du nombre.

. Questions 7 et 8 :

- Additionner 14,231 et 0,279 puis 13,428 et 33,6.
- Multiplier 12,45 par 0,01 puis 67,6 par 2,5. -
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11, Coche la bonne affirmation:

i1 y a plusi=-
eurs décimaux

il y a un seul

Entre... et ... i1 n'y a ancun 1
nombre décimal

nombre décimal

1 et 2

1,1 et 1,12

22 et 22,1

En exhiber un dans le cas ol il y en a.
12.0n représente un segment de longueur 1 comme ci-dessous.Sur ce seg-
ment je peux placer le nombre % et d'autres nombres décimaux com-
pris entre 0 et 1. A toi de placer 0,2 eﬁ % .

o A

i~

13.Trouve, sans dessiner, 3 rectangles de m&me aire A = 3,70 en?
et de largeurs au plus égales a 1,5 cm.

Réponse: -

ler rectangle largeur: longueunrs:
- 2éme_rectangle largeur: longueur:
_ 3éme _rectangle largeur: longueur:

14.0n libraire a re§u des paquets de feuilles de papier. Il doit
classer ces paquets selon l'épaisseur des papiers, du moins épals
au plus épais, i
Sur chaque paquet figure l'une des indications suivantes:
A: épaisseur 180 mm pour 150 feuilles

B: épaisseur 180 mm pour 130 feuilles
C: épaisseur 793 mm pour 650 feuilles

P

Souligne le bon classement et éxplique ton procédé:

1) ABC Procédé:
2) ACB
3) B4 C
4) BC A
5 CAB

6) CB A
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Nous rapprochons les réponses & la question 11 des réponses aux tests
de janvier et juin 1979 & des questions analogues. /

La question 12 nous intéresse dans la mesure ol la graduation d'une

droite a été un élément important dans l'apprentissage.
La question 13 reflete aussi une situation beaucoup travaillée.
La question 14 demande comme outil la proportionnalité et la division.
Notons que le codage des réponses peut n'dtre pas compris.
3.2 - Résultats
. Question 6 :.ordre correct pour
Bastien - Camilo - Elsa - Frédérique - Gilles - Hélene - Kamel -
Mathieu -~ Virginie, '

. Question 7 : Tous additionnent correctement,

. Question 8 :.Juste pour

Bastien - Camilo -~ Elsa - Gilles - Hélgne - Kamel -~ Marc - Olivia -

Valérie - Virginie - Yannick.

.Une erreur de retenue : Frédérique
de virgule : Laurent - Lidia.
.Oublie d'additionner : Mathieu

.Erreurs diverses : Jacques

. Question 11 :,Pas de nombres décimaux entre 22 et 22,1 :
Frédérique -~ Hélene - Jacques - Laurent - Marc - Mathieu.
.I1'y en a plusieurs (exemples fournis)
Bastien - Camilo - Elsa - Gilles - Kamel - Olivia - Valérie -
Virginie

.Lidia écrit des nombres en dehors de l'intervalle proposé.

. Question 12 :

v 3) La double graduation, en cinquiémef et en huitidmesest indiquée
par des points sur le segment,[O,l/Z] , chez Hélene et 0livia, soutenue de plus
par la graduation numérique sur [ 0,1] chez Elsa.

2) Le point 1/4 est repéré au milieu entre 0 et 1/2, mais non noté
numériquement. Le point noté 0,2 est placé un peu avant 1/4 ; 3/8 est noté au
milieu entre 1/4 et 1/2 chez Kamel - Marc - Virginie.

Gilles a marqué par des points les cinquiemes entre 0 et 1/2 et a
convenablement placé 0,2 seulement. La position des points 0,2 et 3/8 est conve-

nable de part et d'autre du point 1/4 imaginé chez Bastien, Camilo et Mathieu.
1) L'estimation est plus floue chez Laurent, Valérie et Yannick.
On peut dire que seul ltordre est respecté.

Frédérique ne place que 0,2.

0) Jacques place 0,2 entre 0 et 1/2 mais 3/8 entre 1/2 et 1.

- Question 13 :

. Probosent des mesures répondant & la guestion :

Bastien - Camilo -~ Elsa -~ Gilles - Hélgne - Marc - Mathieu - Olivia - Valérie -

Yannick - Virginie.

. Kamel et Laurent proposent des nombres dont le produit n'est pas

3,7 , mais n'en n'est pas trés loin pour un ou deux exemples,

. Lidia choisit 1,2 , pose la division 3,7| 1,2 et ne donne pas de .

réponse.

. Frédérique ne sait pas faire.
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. Question 14 : Proposent un ordre correct : . Bilan des réponses aux diverses questions

Bastien - Camilo - Elsa - Gilles - Kamel - Olivia - Virginie - Yannick.

a) Procédures menant & la réussite :

[ 7-8 11 12 13 14
- division systématique : Bastien - Camilo - Gilles - Kamel - Olivia - Virginie N K T
. Bastien X x X 2) X x
Yannick. .
Camilo x X x 2) X X
- deux divisions : Elsa.
Elsa X x X 3) X X
b) R ‘o lo text L . Frédérique x addition - 1) - -
0 s r
Nec pie ed e el au in Fredéni 3 Gilles X X X '2) X X
e ion : Frédéri - Jacque
comprend pas la question que cques Hélne « y _ 3) « /
Kamel X X X 2) /
c) Erreurs provenant d'une mauvaise utilisation des quotients par L.
— Jacques - addition - 0) - -
défaut : Marc - Mathieu. crs
- Laurent - addition - 1) - -
Le classement noté est incorrect mais ne semble pas répondre au L .
. i Lidia - addition - - - -
discours au moins pour les paquets de méme épaisseur : Héléne - Valérie. M 2) /
arc - X - X
Pour une méme épaisseur (180 mm), s'il y a moins de feuilles, .
. ) . Mathieu x - - - 2) x /
chacune est moins épaisse : Lidia. ..
Olivia - x X 3) X X
Valérie - X X 1) X /
- Virginie X 3 x 2) X X
3.3 - Bilan des réponses aux diverses questions A
- ; : Yannick - x x 1) X x
(voir page suivante)
Reﬁxardué : nous nous attendions & une meilleure pérfor-mance a@ la guestion 6
(ordonner des nombres décimaux). I1 est vraisemblable qu'une difficulté pure- x correctement traitédes
ment visuelle (seulement des 0 et des 5 dans 1'écriture des nombres) ait pro- / partiellement traitées
duit un effet parasite (cf. la bonne performance & une &preuve analogue, . " - faux ou non fait
techniquement plus difficile en Juin 80). ) Le numéro dans la colonne 12 renvoie au mode de représentation des nombres

décrit pour répondre a la question 12.

Cette épreuve comporte des questions de nature diverse :
- plutbt technique pour 6 - 7 - 8
- plutdt conceptuelle pour 11 - 13 - 14
-~ de représentation pour 12
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On note cependant une remarquable cohérence dans les réponses.,

. Un groupe performant
Bastien - Camilo - £lsa - Gilles - Virginie

. Un groupe en échec

Jacques - Laurent - Lidia ,
gradue

. 10 éléves sur 16 placent convenablement sur l'axg\les nombres
proposés.
Pour ceux-l3, il n'y a pas de déséquilibre marqué au regard des épreu-
ves proposées entre les compétences techniques et les appuis conceptuels.
Hélene - Kamel - Olivia sont plutot"bons",

- w "
Marc - Mathieu 'moins bons.

. Parmi les 6 en échec du point de vue de la représentation des
nombres, 2 réussissent plutdt bien les autres questions avec une défaillance
technique en 6. Les & autres échouent partout (Lidia - Laurent - Jacques) ou

presque partout (Frédérique).
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4 - TEST ECRIT JUIN 1980
18 éldves (Isabelle est revenue)

4,1 - Enoncé

. Question 1 Compare les nombres a et b

a b
- 74,378 73,9
- 74,39 75,29
- 75 74,4
- 74,3807 74,378002
- 74,30708 74,308

. Question 2 Ordonne les nombres suivants

75,02 ;3 74,378 ; 73,9 ;3 74,4 ; 74,3807 ;3 75 ; 74,5 ;
74,3078 ; 74,378002 ; 75,012 ;
du plus petit au plus grand.

. Question 3 Coche la bonne affirmation

entre ... et,,.]il n'y 2 aucun | 11 ¥y a un il y a plusieurs Exemples

nombre nombre nombres

74 et 75
74,01 et 74,012
74,39 et 74,4

4,2 - Analyse de la tiche :

Le test comporte deux types de t&ches déja proposées en janvier-juin 79

et en mars 80.
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4.2.1 - Ordonner des nombres décimaux.
La tache se présente sous 2 formes :

- une forme simple : comparer deux nombres (exercice 1)
- une forme plus complexe : ordonner une suite de 10 nombres
dont la partie décimale a une longueur variable (de O & 6 chiffres) (exercice 2)

Nous pensons que les erreurs dans le 2&me exercice peuvent réveler
des conceptions primitives qui dictent encore les décisions. Nous pensons essen-
tiellement a la r2gle (RE) qui consiste & ordonner les écritures a, b comme s'il
s'agissait de couples d'entiers. Nous pourrions observer un décalage pou un méme
éleve entre les performances aux questions 1 et 2,

4.2.2 - Y a~t-il un nombre entre 2 nombres donnés.
Cette tache est décomposée en deux sous-téches :

- 1'une est relative & 1l'existence de tels nombres

- l'autre est relative & la production de tels nombres.

Nous rapprocherons les réponses aux deux exercices pour nous en servir
encore comme indice révélateur des conceptions.

Les nombres ont été choisis dans trois registres numériques différents :
. 2 entiers consécutifs 74 et 75

. 2 décimaux 74,01 et 74,012 pour lesquels il est possible de
fournir une bonne réponse conforme a la régle (RE) mais affinée (on attend 74,011)

. 2 décimaux 74,39 et 74,4. qu'il faut plonger dans une catégorie
plus large si on veut répondre. Les éldves savent bien que de tels nombres exis-

tent : ils en ont classé toute une suite en question 2.

4.2.3 - Nous avons proposé ce test d'une part aux éléves du C M 2, d'autre
parta un C M 2 de Sceaux, dans une classe de 27 élaves.
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Signalons que nous avons précisé pour la tache 2 A Sceaux qu'on
cherchait des nombres "entre deux autres"en précisant le sens de 1'expression
"plus grand que 1'un, plus petit que l'autre" parmi tous ceux qu'on.connaissait
"les décimaux, les fractions”, de fagon 2 éliminer dans l'interprétation des

réponses une ambiguité due au référentiel.

4.2.4 - Analyse des productiocns

Nous faisons un tableau des réponses par exercice.

- Pour la tAche 1, sous sa forme simple, nous classons selon les réussites-échecs

en comptant les erreurs.

| Jjuste | 1 erreur ] >1 erreur

CM2 |12 sur 18 3 sur 18 3 sur 18

Sceaux | 21 sur 27 ! 4 sur 27 2 sur 27

parmi nos éléves : Frédérique - Gilles - Laurent ont commis une erreur.
Sandrine - Lidia ont commis deux erreurs
Virginie semble avoir inversé les 'signes < et> .
Les 12 autres répondent correctement.
Notons que les résultats 2 ce ler exercice sont plutdt meilleurs a

Sceaux.

- Pour la t&che 1, sous sa forme complexe, nous classons les échecs selon les
procédures apparemment mises & 1l'oeuvre ; nous en repérons deux :

(RE) déja décrite en 4.2.1 et une recherche (RC) de réduction de la complexité.
En effet les nombres semblent correctement classés par paquets. Et enfin les

dérapages divers.

[ Justes | (RE) I (RC) i dérapages
CM2 |14 sur 18 | 3 sur 18 | 1 sur 18 a
Sceaux ! 9 sur 27 | 12 sur 27 4 3
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La comparaison de ces 2 tableaux met en évidence la fragilité & Sceaux

du fonctionnement de l'algorithme de comparaison & 1l'oceuvre dans la Forme simple.

Ltintroduction d'un facteur de complexité fait chuter les résultats 3 Sceaux

. de 21 2 9 pris dans les 21 et plutdt monter en C M 2, comme si le premier exer-
cice avait servi d'échauffement. La ragle (RE) explique 11 écheecs & Sceaux pres-

que tous parmi les 21.

" Etudions plus en détail les réponses du C M 2.

. 1 él2ve réussit l'exercice 1 et répond selon la rigle (RE) au Z@me exercice.
AutrTement dit 1 éldve a un comportement analogue aux 11 de Sceaux. )

. 2 &leves ont commis une erreur & l'exercice 1 mais ordonnent correctement la

suite.

. Virginie ordonne correctement toute la suite.

- A la tache 2,nous classons les réponses selon 4 critéres, en séparant les ré-

Jjuste RE l RC
Bastien Kamel Jacques (j)
Camilo Marce Lidia (2e) |Laurent (1)
Elsa Mathieu Sandrine (2)

Frédérique (1) Olivia

entre pérenthéses, le

Gilles (1) Valérie nombre d'erreurs % 1'exer-
Hélene Virginie (4)| cice 1.
Isabelle Yannick ]

ponses pour chaque couple de nombres proposés .

Code des réponses:

Ho "aucun nombra®

Ry, "un seul nombre” { 74,011 pour répondre en b) ) ou
"plusieurs nombres" avec exemples conformes & la ragle (HE).

92 "plusieurs nombres” avec exemples incorrects ou un exesmple répété
sous deux écritures.

FI3 "plusieurs nombres"™ avec sxemples corrects.
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a) entre 74 et 75
Ro ou R2 R3
oM 2 18 sur 18
Sceaux 25 2 sur 27
b) entre 74,01 et 74,012
Ro Rl R2 R3
cM 2 Frédérique; Gilles Bastien Camilo
18 &léves Jacques Kanel Elsa Héléne
Laurent Marc Isabelle Mathieu
Lidia Sandrine Olivia Yannick
Virginie Valérie
[} 5 8
Sceaux 15 12 (o] 0
27 éléves
¢) entre 74,39 et 74,4
Ry Ry Ry Ry
cM 2 Frédérique Gilles Bastien Camilo Elsa
Laurent Jacques Héléne Isabelle Kamel
Lidia Sandrine| Marc Mathieu Olivia
Virginie Valérie Yannick
4 11
Sceaux 23 [0}

La réponse R en c) est conforme i la régle (RE) et s'apparente & Rl

pour b), ce qui est cohérent avec les résultats.
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4,3. BILAN

A la question 3, dans les deux derniers registres de nombre la
différence entre le CM 2 suivi et celui de Sceaux est flagrante. Nous y voyons

la manifestation de l'apprentissage.

Le point de vue topologique des nombres est complBtement absent 3

- *
Sceaux, alors que la technique de comparaison semble au point. (cf. question 1)

Du point de vue de la signification de 1l'&criture décimale et de la
densité des noeres décimaux,.nous estimons avoir atteint nos objectifs d'ap-
prentissage pour tous les éléves en R3, soit 11 sur 18. Frédérique et Virginie
d'une part, Gilles d'autre part, semblent d avoir maltrisé qu'un des deux aspects
cit8s ci-dessus. En effet, les deux premidres disposent d'un bon algorithme
de comparaison des nombres qui leur permét d’ordonner des nombres "fournis”,
mais leur modéle de nomBre est encore celui des entiers. Gilles au contraire
dispose du bom modéle, mais il semﬁle Buter sur 1l'algorithme d'&criture (ses
exemples comportent plusieurs O dans la partie décimale tout de suite aprés

la virgule).

Récapitulons ; nous comptons .
11 &l3ves performants : Bastien, Camilo, Elsa, H&l8be, Isabelle, Kamel, Marc
Mathieu, Olivia, Valérie, Yannick

avec des différences eantre eux que nous avons décrites.

3 sont en déséquilibre : Frédérique, Gilles, Virginie

4 sont en &chec : Jacques, Laurent, Lidia, Sandrine.

* En fait, elle ne 1l'est pas vraiment puisqu'elle résiste mal & une complexi~
fication de la tdche (cf. question 2)
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5 - ENTRETIENS INDIVIDUELS
Probléme T 7 - Juin 1980
(15 éleves, absentes Frédérique et Lidia)

5.1 ~ Enoncé

Nous avons posé, en juin 1980, en entretiens individuels, 3 15 éldves
du C M 2 que nous suivons et & 28 élzves du lycée Lakanal en juin 1981, les pro-
bleémes suivants :

I - Voici un cercle. On a marqué 2 points A elB. Choisis un troisigme peint C
sur ce cercle. En joignant ces points tu obtiens un triangle A B C qui a une

certaine aire.

a) Peux-tu placer le point C de fagon que l'aire soit la plus grande
possible ?

. Pourquoi choisis-tu ce point ?
b) Calcule l'aire de ce triangle.

c) Parmi les triangles que tu peux construire, y en a-t-il un dont
ltaire soit de 7'cm2 ?

Les questions sont posées pour 2 cas de figure : A B horizontal, A B
oblique.

IT ~ On s'intéresse & un triangle A B C d'aire 7 cmzz
. Peux-tu donner une mesure en cm de la hauteur passant par c?

. Peux-tu domner un encadrement de cette mesure (avec des nombres dé-
cimaux)?

. Peux-tu en donner un meilleur?

A B = 4,6 cm sur le dessin.

Note : Lidia a été interrogée sur le. problémc I, les difficultés ont été telles
qu'on ne lui a pas posé le probleme II.
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5,2 - Analyse de la tache

Problzme I @

Il est exprimé dans le cadre géométrique mais la question porte sur

1'existence d'un maximum.

a) Pour y répondre, il faut d'abord repérer les éléments fixes (A, B,
le cercle) et les éléments variables pertinents pour la questicn posée : au moins
le point C et 1l'aire du triangle A B C,et . rechercher un mode de variation de
1taire du triangle en fonction de la position du point.

En fait les élaves n'ont pas les outils mathématiques pour répondre
3 la question, mais ils peuvent établir des relations intéressantes entre quan-

tités variables.

5) le calcul de l'aire demande de connaitre deux mesures : par exemple,
celle de A B et celle de la hauteur passant par C.

Si un él2ve ne connait pas la formule, il peut la retrouver en utili-
sant la symétrie par rapport au diamdtre pagsant par C et se ramener 2 celle re-

lative & un rectangle.

¢) Pour répondre & la question sur l'existence d'un triangle d'aire
7 cmz, les élaves peuvent utiliser un argument de valeurs intermédiaires (ce
qui est un implicite fort pouf certains élaves depuis le C E 2) pour la fonction
qui, au point C,associe l'aire du triangle A B C. Ils peuvent aussi résoudre une
équation permettant de calculer la hauteur du triangle relative & une basedonnée

mesurée et terminer par une construction géamétrique du point C.

Dans le premier cas de figure, les points A et B sont situés sur le
cercle de manizre que la droite A B soit parallgle & un bord de la feuille, sup-
port du dessin. Dans le deuxizme cas de figure, la droite A 8 est oblique.

On voulait savoir si la position des points allait avoir une influence

sur la recherche du probléme.

- 272 -

Les questions du II font appel au calcul numérique et encadrement
dans les décimaux.

5.3 - Analyse des productions des éldves du C M 2 au probléme T 71[ c)).

Nous ne parlerons ici que du probleme T 7. Notons que le changement
de position des points n'a pas eu une influence que nous puissions relever. Nous
avons mentionné le probléme L o) car nous ne pouvons pas exclure a priori une in-

fluence de ce probl2me sur les procédures de recherche de T 7.

5.3.1 - Procédures

fious les avons classées en 3 catégories.

Cat. 1 : Procédures empiriques ou bloguantes

. Tatonnements numériques au hasard sans repérer de fonction ou de
sens de variation de ce qui variait : par exemple ne proposer que 2 x 7 = 14,
ou utiliser les particularités numériques des longueurs mesurées ou des aires
déja calculées.

. Renoncement devant un trop grand éventail de choix.

Cat. 2 : Procédure expérimentale

. Encadrement géométrique du point cherché ; on place un point sur le
cercle, on mesure la hauteur, on calcule l'aire, on compare a 7, on modifie le

point au vu du résultat - et ce, jusqu'a trouver une hauteur qui convienne !

‘Cat. 3 : Procédure théorigue

. Calcul de la hauteur & l'aide de la formule de l'aire du triangle,

par division ou par encadrement.

Cadres

. Les procédures des catégories 1 et 3 ne sollicitent qu'un cadre :



- 273 =

le numérique.
. Celles de la catégorie 2 font intervenir les cadres numérique et

géométrique en interaction.

Classement des &éleéves selon les procédures développées :

en C M2 cat. 1 | cat, 2 cat. 3
Kamel Laurent (2) Bastien Mathieu
Laurent (1) | Marc Camile 0Olivia
Virginie (1) | Sandrine Elsa Virginie (2)
Jacques Valérie Gilles Yannick
Hélene

Pour ceux qui ont changé de procédure on a indiqué l'ordre entre

.parenthéses.

: Restent bloqués
Cat. 1 1 Cat, 2 I Cat. 3 en Cat. 1

]
en C M2 4 sur Y7 | 4 sur 17 9 sur 17| 2 éldueszsur.l5

15 éleves
17 procédures

28 éleves

36 procédures en 68me |12 sur 36 | 8 sur 36.1 16 sur 36 | 8 éldves sur 28

5.3.2 - Commentaires

On a fourni la formule de l'aire du triangle & tous ceux qui n'ont pas
pu la retrouver tout seuls et qui en exprimaient le désir. Parmi ces él2ves, pour
2 sur 4 enCM2et 5 sur 12 en 62me qui se trouvent classés en catégorie 1, 1l'in~
formation entraine un changement de catégorie de procédures. Pour les autres, la
formule leur permet de calculer des aires souvent avec des calculs justes, mais ne
leur permet pas d'établir une relation entre la variation de l'aire et celle de
la hauteur, ce qui leur permettrait de progresser. Pour 5 éléves sur 8 de 6&me

classés en catégorie 2, 1'information entraine aussi un changement de catégorie.

Les éldves classés en catégorie 3 calculent tous, soit & partir d'une
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équation explicite 4,6 x h = 7 écrite ou orale, (4,6 ou 4,8 selon les éléves)

soit en effectuant la division. Tous connaissent la formule de l'aire du triangle.

5.3.3 - Existence du triangle

Nous avons réparti en 4 classes les conceptions qui se sont manifes-

tées & travers les procédures de recherche du probléme T 7.

¢ ) Le triangle existe parce qu'on peut exhiber un triangle d'aire
supérieure a 7 cm2 et un triangle d'aire inférieure & 7 cmz. Et on a un procédé
pour trouver des triangles d'aires de plus en plus proches de 7 cm2 : on cherche
x tel que X x 4,6 = 2 x 7 =14,

Pour Elsa, la division de 14 par 4,6 fournit le nombre X cherché. Si
la division s'arréte,on a X ; si elle ne s‘arrdte pas, on a,avec les quotients

successifs des valeurs de plus en plus proches de X .

C; ) Le triangle existe si le processus d'encadrement ou la division
s'arréte en un nombre fini de coups. Sinon, on trouve seulement des triangles

proches.

CS ) Pour trouver la hauteur, il faut diviser 14 par 4,6. Mais on ne
distingue pas les différents ordres du quotient. Le triangle existe "parce qu'on

peut diviser" (Jacques).

Cq ) Les cas divers, Citons les 2.cas du C M 2 gue nous n'axons pas
classés :
Sandrine :'On ne peut pas savoir, parce que pour connaitre l'aire, il faut connal-

tre la hauteur et pour cela, il faut savoir ol est le point.”

Elle ne sait pas comment choisir le point pour tomber juste sur 7 cmz.

Kamel : semble perturbé par le fait dtavoir a manipuler des triangles. Pour

obtenir 1'aire du triangle, il veut multiplier les longueurs de 2 cBtés.
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Il veut trouver un point C sur le cercle tel que la distance fc,A]
soit 2 cm et la distance [C,B] soit 7 cm pour que 2 x 7 = 14 et 14
divisé par 2 soit égal & 7. Le fait de disposer de la formule de

l'aire du triangle ne résout pas ses difficultés.

Classement des él2ves selon les conceptions manifestées.

2! G Cs Cy

cM2 Bastien Hélene Jacques Sandrine

Camilo Marc Kamel

Elsa Mathieu

Gilles Olivia

Valérie Virginie

Yannick

Laurent ) —
cM2 7 sur 15 | S sur 15 1 sur 15 2 sur 15
6&me ‘ 8 sur 28 2 sur 28 10 sur 28 8 sur 28

Notons que, pour Laurent que nous avons classé en Cl, la formulation
est peu nette. Pour des hauteurs hl et h2 correspondant & des triangles dont

ltaire encadre 7 cmz, il déclare "la hauteur qu'oncherche est entre les deux.”

Pour les éléves en Cop. , le probl2me est bien de connaitre le nombre
qui mesure la hauteur. Mais le connaitre veut dire pour eux, disposer de toute
1'information sur le nombre, c'est-a-dire connaitre toutes les décimales. C'est
ce qu'exprime la recherche désespérée d'0livia qui pour 7 : 4,7 a calculé

1,4893617021 et qui déclare "j'ai peur que ga finisse jamais 1e,

priIées conceptions développées majoritairement en C; et Cy . témoignent
de 1'appro,tion par chacun du point de vue de 1'approximation. I1s expriment en
général la possibilité d'obtenir des triangles d'aire proche, trés proche, encore
plus proche de 7 cmz. Nous considérons qu'il s'agit 12 d'un effet de l'apprentis-

sage. Toutefois, les conclusions quant 3 1l'existence du triangle d'aire exactement
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2 . . :
7 om” ne sont pas uniformes. Nous interprétons cela, compte tenu des connaissan-

ces théoriques des éldves en mathématiques, comme une manifestation de leurs

différences.

5.3.4 -

5.3.4.1

Calcul de la hauteur

. Pour exprimer et calculer la hauteur, les éleves ont recouru

— soik & une gquation formulée par écrit ou oralement. (Ils l'ont résolue par

5.3.4.2

division ou par test & un cas présﬂl'a posée san

qui

explicite écrite

s la résoudre.)
~ .
savoir

explicite orale

résolue par division

Bastien - Elsa
3 Hélgne - Olivia

Yannick
3

résolue par’test

Gilles - Sandrine

Valérie - Virginie:
|

Mathieu
1

non résolue

Jacques

soit & une division : Camilo - Kamel - Laurent - Mare.

Signalans que Kamel n'a pas trouvé tout seul une expression de la

hauteur & partir des données, mais il en a regu de l'interrogateur une

expression sous forme de fraction. C'est cette expression que Kamel a

traduite immédiatement en une division qu'il a trés correctement effectuée.

Pour encadrer la hauteur, ils ont opéré soit par prolongement de la

division, soit par test pour obtenir un nombre qu'ils ont ensuite compa-

ré a 7 (ou 14 selon la référence choisié).

- par prolongement : Bastien - Elsa - Hélgne - Marc - Mathieu - Olivia -

7 sur 15 Yannick
- par test : Gilles - Kamel - Valérie - Virginie
4 sur 15

- Camilo a produit des encadrements trés fins du quotient décimal au

1/100e puis au 1/1000e de la division, en formulant que ga n'était
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pas la hauteur, mais qu'il ne la connaissalt pas et qu'il ne savait

encadrer que son résultat de division.

- 3 éldves n'ont pas fourni d'encadrement du tout :

Jacques - Sandrine - Laurent.

5.3.5 -~ Technique de calcul en situation

11 s'agit d'opérations suscitées par le probleéme. La plupart ont eu
3 faire des multiplications de nombres & 2 chiffres (pour ceux qui ont travaillé

par test surtout) et des divisions par 4,6 ou 4,8,

Bilan : aucun ne bute sur la technique.
Bastien ~ Camilo - Elsa - Mathieu - Olivia - Yannick ont eu 1l'occasion

de montrer dans leurs calculs, qu'ils jouissaient d'une bonne technigue.

5.4 - BILAN

5.4.1 -EnCM 2,
. 12 éledves proposent une réponse au probléme, tous ceux dont la posi-

tion vis 2 vis de l'existence du triangle se classent en Cl ou Cz.

. 3 éldves ne fournissent aucune réponse et sont bloqués :
Kamel - Jacques - Sandrine.

Pourtant Sandrine a débuté sa recherche par une procédure expérimen-
tale (cat. 2). Mais, elle a &été arrétée par une impossibilité & cheisir un nom-~

bre (implicitement parmi une quantité énorme de nombres) qui méne & 7 cmz.

Remarquons que les él2ves en Cl et C2 se répartissent a peu prés en
parts égales (7 et 5).

Du point de vue technique, l'outil algébrique est sollicité par 11
gleves. Mais 1'un d'eux, Jacques, ne sait pas s’en servir. Pour 10 éléves sur

15, 1'outil est efficace,accompagné ou non de la mise en oeuvre de la division.

- 4 résolvent 1l'équation par division, 4 ﬁar test, 4 él2ves seulement

recourent a un calcul direct.
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Du peint de vue numééique, 7 éldves sur 15 MHHHWEESrelationSentre la

fraction a/b et les quotients décimaux obtenus en divisant a par b.

Nous allons maintenant comparer ces résultats a ceux obtenus en 6&me

pour le méme probleme.

5.4.2 - Comparaison CM2 - Géme

. 8 élaves sur 28 restent bloqués et ne fournissent aucune réponse.
Sur les 20 restants, 16 adoptent une procédure de calcul pour la hau-

teur, &4 maintiennent une procédure expérimentale.

La proportion d'éléves en cat. 3 est a peu preés la méme en 6&me et en
C M2, C'est 1le nombre d'éleves bloqués qui crée la différence.

Du point de vue des conceptions relatives & l'existence du triangle,
le profil en C M 2 et en 6&me est complétement différent. Les conceptions Cl et
Cz rassemblent 12 &l2ves sur 15 en C M 2, moins de la moitié (10 sur 28) en
6eme., Le fait que C2 ne concerne pratiguement personne (2 sur 28} en 6&me alors
que C3 en concerne 10 sur 28 indique que la plupart des éléves qui recourent 2

une division pour déterminer la hauteur identifient la mesure de la hauteur 2

un quotient décimal de la division, ce qui ne se produit quasiment pas en C M 2.

Du point de vue du recours & l'outil algébrique, 3 él2ves sur 28 écri-
vent une équation en 6&me contre 9 sur 15 en C M 2 ; 4 éldves la formulent orale-
ment en éeéme contre 2 en C M 2, Au total, 7 éléves sur 28 en 6eme recourent 3
une équation qu'ils résolvent en général par division (Slet 1 par test et enca-
drement) contre 10 élaves sur 15 en C M 2 (nous ne comptons pas Jacques qui n'en
a rien fait).

Nous repérons dans le comportement des éléves de C M 2 : peu de blo-
cage, des essals de procédures expérimentaies jouant sur 2 cadres méme si elles
n'aboutissent pas (cf. Sandrine) ou mal (cf. Laurent), la distinction entrc frac-
tion et quotient décimal, le recours aux équations, autant de marques de l'appren-

tissage.
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6 - ENTRETIENS INDIVIDUELS -~ Problemes R 39 et R 41
C M2 - juin 1980 - 9 éledves : Bastien -~ Camilo - Elsa - Gilles - Hélene -
Isabelle - Olivia ~ Virginie - Yannick.
6eme Lakanal - juin 1981 - 28 él&ves.

6.1 ~ Enoncé

1) Peux-tu trouver un rectangle dont le demi-périmetre mesure 41 cm

et 1l'aire 402 cmz.

2) Peux-tu trouver un rectangle dont le demi-périmétre mesure 39 cm

et l'aire 402 cmz.
L'interrogateur pose un probléme, L'él2ve le résout (cu tente de le

faire).Quand 1'él2ve estime qu'il a terminé, 1'interrogateur lui donne 1'autre

probleme.

6.2 - Analyse de la téche

Traduit dans le cadre algébrique, chacun des problemes revient & cher-
cher les racines d'un polynfme du 22me degré connu puisqu'on connait la somme et
le produit des racines. Compte tenu du niveau scolaire, ce procédé est exclu.

Le problaéme posé est un probléme d'existence assorti de recherche des dimensions.
Les éldves de C M 2 comme ceux de é2me ont eu, au cours de l'année scolaire (no-
vembre - décembre pour chague classe), & chercher parmi des rectangles de demi-
périmétre fixé s'il y en avait un dont l'aire était plus grande que celle des
autres. Une preuve géométrique a été exhibée pour affirmer que le carré répondait
a la question. Ils ont aussi dans les 2 classes aux mois de novembre - décembre
(80 pour les uns, 8l pour les autres) résolu des problémes analogues & ceux de
1'entretien, notamment en épreuve écrite en 62me, ils ont eu & chercher un rectan-

gle de demi-périmétre 36 cm et d'aire 350 cmz. Nous en parlerons plus loin.

D2s lors, il leur est en principe possible de tester 1l'existence avant

de se lancer dans la recherche de dimensions, en calculant l'aire du carré de la
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famille. Le probleéme R 39 est ainsi réglé, mais le probléme R 41 demeure. Ce
probleme se présente comme la recherche de 2 nombres a et b dont on connait la
somme 41 et le‘produit 402. Les inconnues sont quasiment désignées dans 1'énoncé.
Or une difficulté se présente. Les inconnues repérées jouent un role symétrigue
dans le probléme. Alors, ou bien on garde la symétrie et il faut traiter les 2
inconnues simultanément ; ou bien on privilégie l'une des inconnues et on renonce
a leur traitement symétrique, Il y a un choix 2 faire. Il faut aussi choisir une
équation., Ceci étant fait, on peut chercher et trouver des couples (a,b) solution.
En substituant un couple solution dans l'autre équation on trouve un nombre a
comparer 3 402 ou 41 selon l'équation choisie. La valeur trouvée est plus ou moins
satisfaisante, plus ou moins proche du nombre imposé. Le travail consiste des lors
a4 modifier le choix du couple de manigre & se rapprocher de la valeur voulue,

Le moyen le plus adapté est de rechercher parmi les couples (a,b) tels que

a + b = 41, des couples dont le produit a x b soit proche de 402, Pour cela, il
est intéressant de repérer 'la variation du produit a x b en fonction du couple
(a,b) de manizre a mettre sur les couples un ordre exprimant qu'un couple est
meilleur qu'un autre. Cela nécessite de trouver une variable caractérisant les
couples et qui permette en ordonnant les valeurs de la variable d'ordonner les
couples, Cela est possible si on a repéré que l'hypothése a + b constante se tra-
duit par le fait que a et b varient en sens inverse et plus précisément, pour
tout nombre h,a + b = (a + h) + (b - h). Ainsi,pour ordonner les couples on peut
privilégier soit a, soit b, soit|b - a|. (En effet a . b =a (41 - a)

' = b (41 -b)

. (a+b)? - (a -.b)?

_n? - a-m?
= 3

Ce choix fait, on a les moyens d'exhiber, comme dit Yannick, "un
rectangle d'aire plus grande que 402 et un d'aire plus petite". On peut alors,
en se référant implicitement & un principe de valeurs intermédiaires, affirmer
l'existence du rectangle cherché ou seulement "resserrer” l'intervalle d'incerti-

tude et améliorer le choix de (a,b).

Une autre procédure pour situer convenablement le couple {(a,b) cherché

serait de tracer point par point la courbe représentant la variation d'aire & pé-



- 281 -

rimétre constant (a + b = 41). Il y aurait & représenter a +s»a x (41 - a) et a

repérer une valeur approximative de a telle que a x (41 - a) = 402.

Une autre possibilité encore serait de tracer les 2 courbes constituées
1'une descouples (a,b) tels que a + b = 4 1, 1'autre des couples (a, b) tels que

a x b = 402 et d'examiner leur éventuelle intersection,

Dans toutes ces procédures, les outils sont les notions de variable,
constante, inconnue , fonction, représentation graphique, les nombres décimaux

constituent eux l'outil numérique adapté.

Nous pourfons repérer l'usage que font les éldves de ces outils et en
particulier des nombres décimaux. Nous rep2rerons les cadres de travail qu'ils
retiennent et le cas échéant les changements de cadres, ce qui les a provoqués

et les effets qu'ils ont eus.

Remarque : En général, le terme "nombre" est interprété par les éldves
comme "nombre entier", la pratique leur apprend que, dans le cas contraire, on
précise "nombre décimal", "fraction". Un avantage & poser le problame dans le
cadre géométrique est d'indiquer que tous les nombres sont impliqués puisqu'il

s'agit de mesures.

6.3 - Analyse des productions des éleves

6.3.1 - Procédures relevées en C M 2 pour R 41,

P1 : 1) Choix d'un couple (a,b)d'entiers tels que a + b = 41
Calcul pour ce couple de a x b, comparaison & 402
Si le résultat est différent de 402, on recommence avec un
autre coﬁple. Les calculs faits n'influent pas sur le choix

des couples ultérieurs.

2) Apres quelques essais, on renonce au probléme.

P! Variante de Pl en commengant par le choix d'un couple (a,b)
tel que a x b = 402,

2)

2)

2)
3)

4)

5)

6.3,2 - Procédures
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La premigre étape est la méme qu'en Pl’ Mais le choix du 3&me
ou 4eme couple est.Fait en fonction des résultats des premiers
calculs, dés que 2 couples (a,b) et (a',b') définissent une

fourchette pour l'aire, Le choix suivant est alors a'' (déci-~

mal) compris entre a et a' et b'' compris entre b et b' tel
que a'' + b '' = 41,
Les choix successifs améliorent la précision.

P2 en formulant de plus le sens de variation de l'aire en
fonction de la variation de a et b (Elsa).

Référence & l'aire du carré ou & celle d'un rectangle supérieur
& 402 pour affirmer l'existence du rectangle cherché.

P2 ou Pé.

La procédure débute comme en Pl mais le resserrement de la
fourchette ne satisfait pas.

Remise en cause de l'existence du rectangle au vu des résul-

tats numériques. On veut exactement 402,

Sur incitation de l'interrogateur, construction graphique de

couples (a,b) tels que a + b = 41,

Formulation écrite ou orale, & propos de chaque point, de l'aire
correspondante ; (& ceux qui ne notaient pas l'aire, l'inter-

rogateur a demandé de l'inscrire a c8té du point) .

Conviction retrouvée de l'existence du rectangle et réponse par
un encadrement au demi, au guart, au dixiime, toujours en écri-
ture décimale (.45 ; 4425 ; «oo)

en C M 2 pour R 39

Comme pour R 41.

Comme pour R 41 suivie d'une réponse négative quand on constate



tableau.

0

Nous
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que les produits restent loin de 402,

. Un seul calcul, celui de 1l'aire du carré.

. Comparaison de l'aire du carré 2 402 et réponse négative.

Référence 2 la variation de llaire en fonction de |a - b et

réponse négative.

résumons les comportements aux 2 probleémes R 39 et R4l dans un

6.3.3 Tableaux des procédures.

Procé- R 41 R 39
Levess v PPy PPL TP R p.: P, P i Géométri
é éve§\\\\ PlPl : 2P2 3P5 4 . 1 2 3 |a-b] somé r%fi
Bastien i X*X D, : X
Camilo x| Dl . i X
7 : 1
Elsa N-D D i X — > X
ELLG X 1 l .
Gilles N-1/2 D x ]
~1/4 [ SO
Hélene X wX = X sz X ;
) £,16 i _
Isabelle : = /2 | D | x
IN, IG e e e
Olivia E Ié X %
Virginie ! BQEQG-*X [D2 ! 1 ——x_“_— —————— ) !
Yannick g Dl ! X

Les P indiguent les procédures et les R les réponses.

IN ¢ Utilisation d'entiers

1/2 Partage en 2 de l'intervalle

1/4 Partage en 4 de 1l'intervalle

D Décimaux au
Dz Décimaux au. 1002me

10eme

Utilisation des décimaux

E‘/ \, Perd le sens de variation
£ Remise en cause de l'existence du
rectangle.

IG L'interrogateur propose de construire
un graphique.

- 284 -

Cas Isabelle - éldve du CP—->C M1

. Elle.a été absente toute l'année de C M 2, est revenue fin juin,

.- Elle a demandé & 1'interrogateur ce que les él2ves avaient fait sur
ce sujet.

. Ltinterrogateur lui a proposé de dessiner 1'un sur l'autre avec un
coin en commun, deux rectangles de dimensions différentes mais de la famille 39.

. Elle a ensuite continué toute seule la procédure jusqu'a la conclusion.

6.3.4 - Changements de cadre

Examinons les procédures des éldves du point de vue des cadres de
travail. Deux cadres s'imposent : le géométrique et le numérique, Mais la modéli-
sation du probléme est évidente et le cadre géométrique disparait pour tous sauf

pour Isabelle (C M 2) chez qui il est réintroduit de 1'extérieur.

Toutefois, le cadre algébrique est le cadre implicite de travail com-
me le révélent ceux qui peuvent expliciter les équations mais ne peuvent pas les
résoudre. Or les équations par leur formulation simple, cachent leur complexité.
Elles sont une photographie & un instant donné de la fonction. Faire des essais,
cela veut dire "animer l'équation", complexifier la situation, Une aide importan-
te est constituée par la possibilité de recourir a une représentation adéquate,
qui va servir 2 recueillir 1'information au fur et & mesure qu'elle est produite
et qui, par sa lecture, va pouvoir offrir une information globale. Ce nouveau
regard va déboucher sur une localisation intentionnelle du probléme et ainsi faire

progresser.

C'est ce que nous constatons pour le problzme R 41 en C M 2 chez Elsa,
Hélene, Isabelle et Virginie. Pour Isabelle, deux représentations ont joué :

le dessin de 2 rectangles b
Al
/71 I
YRS

et la représentation graphique des couples (a,b) trouvés tels que a + b = 4l.

Pour les autres, dont une phase de l'apprentissage en C M 2 avait été



- 285 -

consacrée & l'étude de la variation d'aire desrectangles & périmetre constant

et a la recherche d'un rectangle d'aire maximum, la seule représentation graphi-
que a permis a Elsa de "se situer" ; elle a permis & Héléne de se convaincre que
le rectangle existait. Héléne déclare : "tous les points de la droite sont des
rectangles et entre 401,76 et 402,1875 il y a 402", Et elle conclut : "le quadril-~
lage prouve mieux".

Pour Olivia, le graphique n'apporte rien, il ne permet pas la représen-
tation de sa conception de 1l'existence du rectangle, Elle utilise bien un algo-
rithme d'encadrement mais elle veut "trouver un nombre juste". La diversité des
résultats numériques la perturbe., Sur suggestion de 1'interrogateur, elle veut
bien faire un graphigue. Mais elle dit, en désignant les axes de son graphique
et aprés avoir reporté quelques points (a x b = 402) : "Ils n'aident pas & trou-
ver, seules_les multiplications peuvent aider". Signalons cependant une différen-
ce entre Olivia et tous les autres él2ves interrogés : elle a réclamé une calcu-
lette, nous la lui avons fournie. Apr2s un certain nombre d'essais infructueux,
1'interrogateur lui sugggre de choisir a + b = 41 plutdt que a x b = 402, elle
répond : "c'est pareil, j'ai les 2 boutons".

Virginie, aprés s'étre assurée que l'aire du carré était supérieure
3 402 entame une procédure d'encadrement. £lle choisit les couples (20,21)
(25,16), veut un couple "entre", choisit (26,15) :elle est surprise, elle continue
avec (24,17), (23,18). Elle revient 3 (25,16) (16,5 ; 25,5). Elle exprime son
désir d'encadrer 402 de fagon plus serrée, mais elle ne contréle pas ou mal le
sens de variation, L'interrogateur lui suggére de porter son information sur un
graphique, ce qu'elle fait avec efficacité, Le report graphidue Jui fournit, par
lecture, les bornes du meilleur intervalle : c'est (24,7 ; 16,3) (24,8 ; 16,2)
(pour lesquelles elle a déja calculé les produits a x b). Elle propose alors un '
dernier essai : 24,71 x 16,29,
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6.4 - Comparaison des procédures en C M 2 et en 6&me
Décembre 1980.

Les données du probleme pour les é2me étaient,nous le rappelons :

demi-périmgtre 36 cm, aire 350 sz_

6.4.1 - Description des procédures en é&me

Nous avons relevé plusieurs procédures, que nous désignons par 00,

Ql,...,07.
Nous les décrivons ci-dessous par les actions des éldves.

Q. : . N'importe quoi numérique (par exemple,

350 ‘ 36 ou 350[ 36 36 -9,7= )
9,7 x &4 = 388 9,7

."Je cherche des coordonnées'" : déclaration non suivie d'effet.

Donne 2 ou 3 valeurs entigres aux dimensions et répond "non".

Calcule le périmetre ou traite séparément les 2 équations et donne plusieurg

=
N
.

solutions entigres pour chacune.

Q : Attribue systématiquement les valeurs entizres de 1 & 18 & l'une des dimen-
sions, calcule l'autre dimension, l'aire (avec ou sans erreur de calcul) ;
range toutes les informations dans un tableau, compare 2 350 et conclut

négativement.

Q4 : Ecrit les équations g+ L =36, f x L = 350 et s'arréte ("Je ne sais

pas comment faire").

QS : Q3 suivie d'une étude au voisinage de 324 =18 x 18 (18,55 x 17,45 =
323,6975 ; 18,99 x 17,01 = 320,0199) et réponse négative.
06 : Q3 suivie de "impossible, il faudrait les décimaux,..., on ne peut pas

tout calculer”.
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07 : Se référe au carré, 324<350 et répond négativement.

Remarque : Des erreurs de calcul amenent certains éldves, dans la

procédure 03, 3 trouver des valeurs d'aire > 350.

6.4.2 - Analyse des procédures

Dans cing de ces procédures : 00, Ql, 02

Qa, 07 (choisies dans leur ensemble par 15 éléves sur 31) les dimensions a et
b sont traitées de fagon symétrique . Les trois autres (03, QS’ Qé) disymétri-
sent le problzme (elles regroupent 16 éleves). La procédure 03, adoptée par 14
élaves, consiste 2 transformer le probleme en 18 petites questions auxquelles
on tépond par cui ou par non. Si le nombre cherché n'est pas "vu" (dans le tableau
des valeurs) ou fourni par le caleul, le probleéme n'a pas de solution. Un élave
écrit : "le tableau ne le montre pas" [ le rectangle] en se référant a un tableau
ou par erreur de calcul,, des valeurs d'aire dépassait 350. La procédure 07 refle-
te un apprentissage (étude de la variation d'aires de rectangles dont le périme-
tre est constant). La procédure 05 exprime le soucl d'étudier le probleme au voi-

sinage du maximum "vu".

Répartition des procédures

Rappelons qu'en C M 2 on trouve 3 procédures (mise a part celle d'lsa-
belle), Pl sans analogue igi, P2 qui correspond 2 QS et P3 qui correspond 2 07,

et aucune des autres.

En 6&me, les conceptions vont évoluer au cours de 1'année et quand
en juin nous poserons des problimes du méme type, la procédure 03 aura pratique-
ment disparu, il y aura un usage plus fréquent des décimaux, Toutefois nous trou-
verons encore des procédureé de type Qd et un refus chez certains éldves de sortir
du cadre des entiers. Leur argument est encore celui-l2 méme exprimé par Sandrine

en décembre (Qs) : "On ne peut pas tout caleculer”. Voila, impossible d'énumérer
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tous les nombres. La compétence technique (ce qui était le cas de Sandrine) n'est

d'aucune utilité si on ne dispose d'aucun moyen pour guider son choix de nombres.

L'observateur extérieur pourrait interpréter la constitution par 1'é-
léve d'un tableau de correspondance des valeurs (a, b, a x b) comme la manifesta-
tion de 1'intérdt que porte 1'él2ve a la correspondance fonctionnelle entre les
variables repérées. Mais en fait, rien ne dit que, dans le cas ol le tableau est
1imité aux seuls entiers, 1'élzve donne 2 a et b.le statut de variable., Le tableau
peut tres bien rester 2 un niveau de “constantes” et n'exprimer que des relations
isolées, entre 3 termes a, b, a x b, sans rapport entre elles. En effet, la pro-
cédure par épuisement des cas un 2 un n'est pas trés coGteuse tant qu'il ne s'agit

que d'entiers en quantité limitée.

Ce qui distingue les décimaux des entiers, c'est qu'entre deux décimaux,
il en existe toujours un autre distinct et donc une infinité. Si on veut se servir
des décimaux dans des situations qui mettent en jeu cette caractéristique, il faut
les avoir construitsdans des situations n'ayant pas un caractére fini, mais un
caractére infini par nature (ou fini, mais avec un si grand nombre de cas & trai-

ter qu'elle prend un caractere infini), méme si on n'exploite pas toute l'infinité.

Pour conduire ces situations, il faut pouvoir en contrfler les varia-
tions numériques et donc apprendre 2 utiliser le mode de variation des variables
en jeu. Cela explique 1'importance que nous accordons a l'étude de fonctions
dont la variable a une origine géométrique ou aux études graphiques sur quadrilla-
ge dont le nombre de points 2 considérer s'évalue en milliers, Et 1la, on est avan-

tagé si on sait calculer et conduire ses calculs.

Nous vo}ons dans 1'absence, chez les éléves de CMZ’de la procédure Q3
massive en 6éme, 1'influence de 1'apprentissage.

6.5 - Réponses des éldves de 6&me ~ en juin 1981 - aux problemes R 39 et R 41.

Nous ferons des comparaisons trés schématiques car une étude plus

exhaustive avec Marie-Jeanne Perrin est en cours.
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Précisons que la diversité des procédures a été beaucoup plus grande
en 6&me qu'en C M 2. Cependant nous n'avons que 9 entretiens en C M 2 et de plus
les éldves interrogés sont parmi les 13 considérés comme bons. Donc les comparai- Comparaison des réponses

sons doivent 8tre faites avec une grande prudence. ' .ocmM2 6eéme

Nous avons classé les procédures développées en 6eme, comme pour le R 39 n'existe pas 6 sur 9 | 7 sur 26|

probleme T 7, suivant 3 catégories : réponse argumentée

Cat.l - Les procédures empiriques et les dérapages. Nous y associons la procédure |
P. des C M 2 Apr2s essais numériques

1 : R 39 n'existe pas 3 sur 9[10 sur 26

Cat.II - Les procédures expérimentales : essais, t8tonnements suivis d'encadrements

soit locaux (nous y associons P2 en C M 2), soit guidés par une stratégie

(Pé,Pa).. Pas de réponse ! 0 9 sur 26

Cat.ITI- Les procédures soutenues par un argument se référant & une connaissance
établie et par une stratégie (nous y associons P3 et Pé enCM2,)
Voici les tableaux résumés des réponses et des procédures en 62me et

en C M 2. Nous ne retenons que les procédures finales en cas de changement de

procédures. CMm2 6&me
beme 26 éldves - thz 9'éléves R 41 Stratégie d'encadrement 7 sur 9 | 8 sur 26
I I 111
Procédures C M 2 6eme cM2 6&me cCM2 6eme
; R 4} Encadrement grossier 1 sur 9| 9 sur 26
i
R 39 1 11 3 8 15 7

R 41, aprés essais, n'existe pas 1 sur 9| &4 sur 26
R4l ¢ 1 9 5 9 3 8 | o

: Pas de réponse, blocage 0 ; 5 sur 26

En conclusion (ef. 6.6), nous allons commenter ces réponses suivant
deux caractdres : la mise en fonctionnement des décimaux et les changements de

cadres.
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6.6 - CONCLUSION -

6.6.1 - Mise en fonctionnement des décimaux

Les procédures observées font appel soit aux nombres entiers exclusi-
vement (0 en C M 2, 5 en 6&me), soit aux nombres décimaux. Examinons ce dernier
cas. On peut répartir ces procédures en trois catégories distribuges tres diffé- -

remment selon la classe :

1) Les décimaux sont tous traités de la méme fagon. On ne recherche
aucun moyen de privilégier les uns par repport aux autres. Les éleves qui se
trouvent dans ce cas et qui sont capables, par ailleurs, de concevoir toute la
richesse des décimaux, sont attértéépar 1'immensité des cas 3 envisager, des cal-
culs a faire et par 1'impossibilité de réaliser leur projet ("On ne peut pas tout
caleuler”). Ils sont bloqués. On observe alors trois issues & cette situation

bloquée 3

- On ne fait rien (c'est le cas de Sandrine, en C M 2, au Pb T ZL ou
on manipule des nombres, on fait des opérations justes mais dépourvues de sens

vis 2 vis du probléme. Par exemple 402 : 41 =& 4] - X = (3. (Toutefois les

2
équations aux dimensions sont respectées.)

- On change de procédure quand c'est possible. C'est le cas pour le
probleme T 7 qui ne comporte gu'une variable. Le probldme rectangle, avec ses deux
variables, bloque : 6 él2ves en 62me répondent a T 7 et ne répondent pas aux pro-
blémes R 39 ou R 4l.

~ On restreint le champ des choix possibles : par exemple en se limitant
aux entiers ou en conjecturant qu'une certaine quantité (ici 1'aire) reste cons-
tante, alors qu'elle varie. Les hypothéses, confrontées aux faits, peuvent &tre

revues et la situation peut se débloquer.

Nous classons Olivia'(C M 2) dans cette catégorie d'éléves bien qu'elle
ait un comportement un peu différent. Elle n'hésite pas 3 faire de nombreux cal-

culs. Mais apres essais, elle déclare que le probléme n'a pas de solution.
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'2) On fait des essais non organisés, mais une fois proche de la solu-
tion, on modifie les choix en faisant une hypoth2se sur le sens de variation des
éléments qui peﬁvent varier. Nous notons 13 une utilisation locale de la notion
de fonction. Nous avons repéré ce comportement chez 1 élédve sur 9 en C M 2 et
7 sur 26 en é&me. '

3) On trie les données, on aborde la question selon le caractere fixe
ou variable des éléments en jeu et une hypothése sur le sens de variation des
unes par rapport aux autres. Cette organisation permet de réduire l'incertitude
2 des intervalles de plus en plus petits. Les décimaux servent alors & désigner
lés bornes des intervalles. C'est le cas pour 7 élédves sur 9 en C M 2 et 8 éléves

sur 26 en 62me.
Dans ce cas, le problzme esf envisagé de fagon globale; La fonction

est un outil implicite. Notons toutefois que la mise en oeuvre de cette procédure -

peut &tre parfois perturbée par la complexité de la téche.

6.6.2 - Changements de cadre

En 6&me, nous avons abservé chez certains éldves d'énormes résistances

4 changer de cadre.

De fagon tr2s schématique, nous pouvons dire gu'en 6eme les éldves,
classés en catégorie 1, résistent au changement de cadre et en général ne progres-
sent pas. Ceux de la catégorie 3 ne changent pas de cadre, mais comme ils n'en
ont pas besoin, on ne peut pas savoir s'ils y résisteraient, en cas de difficulté.
Ceux de la catégorie 2 au contraire cherchent & jouer 1'interaction. C'est & cette
occasion par exemple qu'ils étendent aux décimaux les modes de variation dimensions

— aire repérés sur les entiers.

En C M 2, les changements de cadres apparaissent dans toutes les caté-
gories de procédures telles que nous les avons constituées pour la ézme (cf, Ta-
bleau des procédures 6.3.3). Ils font partie des habitudes.
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C. EVOLUTIONS DIACHRONIQUES INDIVIDUELLES

1.- Evolutions cognitives

Pour caractériser les évolutions cognitives de nos &léves, nous allons
tester 1'apprentissage, et aussi repérer les conceptions et Teur évolution de
deux points de vue :

1) d'un point de vue algorithmique, soit & travers la technique opératoire

dans des tiches de calcul, soit dans le fonctionnement d'outils "appelé&s" dans la
consigne.

2) du point de vue du choix de 1'outil en réponse 3 une question.

Cependant, ces points de vue sont trop imbriqués, par organisation méme
de 1'apprentissage au moins, pour qu'on puisse vraiment les séparer.
p g

1.1- Les &preuves retenues avec leur classification.

- Relation entre fractions décimales et &criture & virgule des nombres
décimaux.
Epreuves écrites des 10/2/78 et 6/3/78.

- Technique opératoire sur les nombres décimaux.
Epreuves écrites des 22/5/78 - Juin 79 - Mars 80 : téches de calcul.
// // 13/3/78 - Mars 80 : rappelant des études faites
en classe.
Entretiens individuels de Juin 78 et Juin 80 : calculs en situation.

- Ordre sur les nombres décimaux.
Epreuves écrites de Janvier 79 - Juin 79 - Mars 80 - Juin 80.

- Choix de 1'outil en réponse & une question.
Entretiens individuels de Juin 78 et Juin 80.
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1.2- Tableaux des résultats.

Nous présentons deux tableaux résumant les performances des &léves
du CP au CM2 : du 4/5/76 au 17/1/77 (tableau 1), du 30/4/77 & Juin 80 (ta-
bleau 2). Nous avons indiqué, en haut de chaque colonne, la date de 1'&preuve,
le nombre d'éléves ayant fait cette épreuve, une indication sur le type d'é-
preuves : S production libre en situation.

1 texte imposé en relation avec 1a situation.
2 épreuve décontextualisée.

Nous avons codé les réponses de fagon qualitative en adoptant les
conventions suivantes :

X tout juste.
Xne juste & n erreurs prés, ol n est petit par rapport au nombre
des questions.
presque tout juste.
en bonne partie juste.
\ plutdt faux, quelques réponses justes.
—_— rien ou presque rien.
(én général non fait, quelque fois fait incorrectement).

Plus précisément, le tableau 1 concerne :
. des &preuves passées en fin de CP, les 4-10-17 mai 76.

. des &preuves passées au premier semestre du CEy» les 16-20-24 septembre,
les 1-4-14 octobre puis le 17 décembre 76, les 6-7-8-17 janvier 77. Ces derniéres
épreuves sont analysées en 11.3.3, les textes sont en annexes. Pour 1'épreuve du
17/1/77, nous indiquons..les procédures des &léves telles qu'elles sont décrites
et codées en II.3.3.

Rappelons que les performances tehniques rapportées ci-dessus (dans le
tableau 1) ont trait a 1'addition, & la soustraction et & la multiplication des
entiers (jusqu'a la centaine)/]es outils conceptuels relevant de la proportiona-
1ité (en CEl).
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Le tableau 2 concerne les épreuves (ou partie d'épreuves) suivantes :

CE1 30/4/77 division euclidienne (IV A 1).

CEZ2 22/9/77 soustraction, multiplication,

division euclidienne .sur des petits nombres (IV A 2 et 3).

3/11/77
5/12/77 addition, soustraction de nombres fractionnaires (IV A 5).
. 23/1/78 calcul de a ou b fractionnaire, a x b &tant donné (IV A 11).
6/3/78 calcul sur fractions décimales (texte en annexe).
13/3/78 proportionnalité sur des longueurs (IV A 12}.
22/5/78 4 opérations (+, -, X, :) & effectuer (IV A 13).
Juin 78 calculs effectués librement dans le probiéme "golters"
(IV A 14).
cCM1 12/1/79 comparaison de plusieurs couples de nombres décimaux
(Iv B 1).

Juin 79 3 opérations (+, -, x) & effectuer (IV B 2).

cCM2 Mars 80 . mise en ordre {du plus petit au plus grand) de 7 nombres

décimaux donnés.
. additions et multiplications de nombres décimaux donnés

(Iv B 3).
mise en ordre (du plus petit au plus grand) de 10 nombres

décimaux donnés (IV B 4).

Juin 80

L'ordre de présentation des enfants dans les tableaux résulte de 2
critéres : les &léves ont eté classés en 3 catégories obtenues en regroupant
certainesdes 5 catégories obtenues en fin de CP, en allant de la plus perfor=- .
mante 3 1a moins performante. A 1'intérieur de chaque catégorie, les éléves

sont présentés:dans 1'ordre alphabétique des prénoms.
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1.3- Eléments de bilan sur 18 é@léves.

Nous allons donner un bilan de 1'état des connaissances de nos éléves
en Juin 1980 et décrire Te chemin qu'ils ont parcouru depuis 1e CP. Aprés un
rappel des résultats en termes de performances en Juin 80, nous résumons sur un
diagramme les évolutions des performances de Mai 76 & Juin 80. Puis nous nous
centrons sur 1'évolution des conceptions de Janvier 79 & Juin 80, avec une évo-
cation de Ta cohérence des résultats aux &preuves de Mars 80.

1.3.1- Rappel des résultats de Juin 80 (terme de notre projet).

. 2 &leves, Jacques et Lidia, échouent @ 1'ensemble des taches, sauf &
de la petite technique opératoire.

. 2 éléves, Laurent et Sandrine, &chouent ou font des propositions par-
tielles, selon la tache.

. 1 8léve, Frédérique, dispose d'une technique de calcul convenable et
de bons algorithmes qu'elle ne sait pas souvent solliciter.

. 13 &léves sont performants par rapport & un C M 2 standard.

. Rappelons que 2 &léves, Louison et Grégoire, "tr&s bons", n'ont pas
suivi Te C M 2,

1.3.2- Diagrammes des évolutions cognitives individuelles du point de vue
algorithmique de Mai 76 & Juin 80.

Nous présentons, pour chaque &léve, un diagramme qualitatif des perfor-
mances techniques, construit a partir des tableaux 1 et 2. Pour cela, nous avons
regroupé certaines épreuves. Finalement, nous prenons en compte les &léments sui-
vants :

- 2 &preuves en Mai 76 : les 4 et 17.

- une moyenne des résultats aux épreuves de septembre 76,
une moyenne d'octobre 76, ceux du 17/12/76, .
une moyenne des 6-7-8/1/77, ceux du 17/1/77,
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- toutes les &preuves repérées dans le tableau 2 du 30/4/77 au 22/5/78.
Pour celles qui suivent, nous retenons :

- le probléme “goiiters" de Juin 78.
- les épreuves de janvier 79 (question 1), Juin 79 (question 1).
- les épreuves écrites de Mars 80 {(questions 6-7-8), Juin 80 (question 2).

Nous portons en abscisse les différentes épreuves dans 1'ordre chronolo-
gique et en ordonnge, un baréme 3 5 valeurs, conformément au code décrit en 1.2

pour les tableaux 1 et 2.

Nous obtenons en tout 20 points.

1.3.3- Evolution des conceptions de Janvier 79 & Juin 80. Diagrammes individuels.

Des questions analogues portant sur la densité des nombres décimaux ont
gté posées en Janvier 79, en Juin 79, en Mars 80 et en Juin 80. Nous recevons ces
réponses comme la manifestation des conceptions des éléves vis & vis des nombres
décimaux. C'est pourquoi leur &volution nous intéresse. Rappelons toutefois, qu'il
a pu y avoir, pour certains, un effet parasite en mars 80. Nous dessinons un dia~
gramme par &léve en portant en horizontal.les quatre épreuves, en vertical les
conceptions : successivement, avec lTes notations des réponses & la question 2 du
12/1/79, nous notons en allant vers le haut RO’ Rl’ RZ’ R3 (E) (qui module la caté-
gorie R3 par les réponses & la question 3a, de Ta méme &preuve), Ry et enfin e :
la conception de la densité des nombres exprimée par Bastien et Elsa en Juin 79
et confirmée par la suite.

Nous constatons que la majorité des diagrammes sont croissants, que 4
oscillent. Cela traduit bien 1'efficacité de notre enseignement (cf IVB 4 : ré-
sultats du C M 2 de Sceaux aux &preuves écrites de Juin 80), mais aussi la lenteur
avec laguelle les concepts qui relévent de 1'analyse se mettent en place et les
aléas dont ils sont 1'objet.
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1.3.4- Conclusion

En fait toutes les évolutions (techniques et conceptuelles) et Teur
aboutissement se traduisaient déja assez bien dans 1'épreuve de Mars 80 (IV B 3).
Nous n'avons cependant pas évalué les acquis concernant les fonctions et les
représentations graphiques. Mais i1 s'agissait 13 pour nous de cadres de travail.
Et en effet, on les voit @ 1'oeuvre au cours des problémes posés en entretiens
individuels de Juin 78 (IV A 14 et 15) et de facgon particuliérement efficace en
Juin 80 dans le probléme R 41 (IV B 6).

En conclusion, quels que soient les modes d'appréciation des évolutions
et des acquis des é&léves, nous retrouvons avec une régularité étonnante, les mémes

résultats confirmant en particulier la durabilité des acquis.
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2 - COMCEPTIONS DES ELEVES

) Intrdduction

Nous présentons de fagon schématique deux conceptions des nombres qui
se sont manifestées au cours de l'étude de problémes imbriquant les cadres géo-
métrique et numérique et qui vont donner lieu 2 des évolutions cognitives diffé-
rentes vis & vis du concept de nombre. Les chefs de file de ces deux évolutions
sont Bastien et Elsa qui du point de vue conceptuel se retrouvent en fin de C M 2
(Pb T 7 et R 41), apr2s une manifestation spécialement claire de leur différence
en juin 1979 2 propos de la recherche d'une nombre X tel que 13,5679 < X < 13,568
(cf. IV B 2)

Reprenons le problegme de la recherche d'un carré parmi les rectangles
d'aire 27, proposée en C E 2.

. Du point de vue hathématique,,ce probléme est immédiatement traduit
2
en la recherche d'un nombre X > 0 dont le carré X = 27. La réponse est oui,
X = J7E7.

. Les élaves, eux, traduisent immédiatement le probléme en termes de
mesures (c'est le sens que lui donne 1l'énoncé). Et la, deux conceptions se dessi-
nent: les uns vont du continu géométrique implicite soutenu perceptivement, au
discret numérique avant de s'engager dans la voie de la construction du continu
numérique, soutenus alors par les images géométriques (cf. Bastien), les autres
maintenant la correspondance entre grandeurs (longueurs, aires) et mesures dans
la limite des nombres copnus ont un parcours difficile & faire dans le cadre

numérique pour entamer la construction du continu numérique (cf. Elsa)
Reprenons plus précisément la description de ces conceptions.

2.1 - Du_continu au discret

Pour les uns, le probleme est d'abord géométrique. Les mesures et donc
les nombres qui les désignent sont un outil pour manier la géométrie. Dans ce ca-

dre le probléme a une solution. Les él2ves tiennent leur conviction de l'affirma-
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tion d'un principe de valeurs intermédiaires. Citons Bastien : "Je suis sOr qu'il
y a un carré, parce que entre 5 et 6 c'est pas le vide, il y a quand méme des
nombres. Comme 5 x 5 = 25 et 6 x 6 = 36, ga sera obligé. Comme l'aire est entre
les deux, eh bien il y aura quelque chose entre les deux.[...] A un moment il va
y avoir un cOté ol ce sera plus petit, et un autre ol ce sera plus grand. Alors

ce sera au milieu."

Malgré la maladresse d'expression, Bastien met parfaitement en évidence

2
le principe des valeurs intermédiaires pour la fonction X i—- X sur 1l'intervalle

[5,6] «

Cette conviction ne concerne pas isclément le carré d'aire 27 mais est
soutenue par une prise en compte de la situation au voisinage. Ainsi untautre éle-
ve, soutenant Bastien ajoute "Moi je suis sQre que dans toutes les aires gu'on
peut trouver, il y aura toujours un carré, parce qu'il y a des nombres fraction-
naires. On mettrait peut-&tre des jours et des années, mais on en trouverait tou-

jours un."

Ces déclarations sont accompagnées‘et suivies, au sein de la classe,
de propositions de couples (u,v) avec u2 <27, VZ > 27 et v - u & chaque fois
réduit,

Ainsi, pour ces éleves, la conviction djexistence du carré d'aire 27
et un élargissement du probléme 2 la recherche des carrés d'aire proche, de plus
en plus proche, constituent un guide pour la recherche et le moteur du progrés.
Les éldves qui préjugent d'une solution fractionnaire devront attendre avant
d'étre confrontés & la contradiction Q= R. Toutefois, la construction du continu

numérique est en cours.

Remarquons qu'une suite nupérique (un,vn) convergeant vers un a
tel que a2 = 27 et dont la construction commence chez certains élédves a une exis-
tence propre dans le cadre numérique. Elle n'est nullement conditionnée par la
réalisation de 1'hypothese d'existence faite dans le cadre géométrique. Elle pour-
rait donc &tre élaborée dans le seul cadre numérique. Mais son élaboration deman-
de alors une mise en relation avec la fonction numérigue JC;—-Jézsur 1tintervalle

[5,6] . C'est pour cela que 1'interprétation géométrique est précieuse pour les
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éledves auxquels le probleéme s'adresse. Nous avons vu d'ailleurs, au cours des
entretiens sur le probléme R 41, que plus que l'hypothese d'existence de la solu-
tion, c'est la recherche d'un mode de variation des variables au voisinage de la
solution et la possibilité d'en conjecturer un qui est le moteur de la progression.

Son absence est une source de blocage (cf. Olivia, plusieurs éldves de lLakanal).

Nous retrouvons le principe des valeurs intermédiaires a l'oeuvre dans
le probleéme T7 chez ceux qui en manifestent une conception Cl' Ce sont Bastien,
Camilo, Gilles, Valérie, Yannick, plus implicitement Laurent. Elsa, mise dans la
méme classe, est dans une situation différente. Elle s'est bdti une conviction
numérique de l'existence d'un X solution de a x X = b associée 3 la conviction
de la convergence du processus de division de b par a et 2 la disponibilité d'un
algorithme pour fournir des encadrements de plus en plus fins de la solution. De

ce point de vue, elle se rapprocherait plut6t des éleves classés en Cz.
Par ailleurs, nous retrouverons aussi & 1l'occasion du probleme T 7,

chez Sandrine la source de blocage plus fréquemment rencontrée a Lakanal : comment

choisir un point C qui amene, aprés calcul, a 7 cm2 d'aire,

2.2 - Du discret au continu

D'autres, comme le mathématicien, traduisent le probleme en la recher-
che d'un nombre a, tel que a x a = 27. Mais contrairement & lui, ils ne disposent

pas de 1l'outil "Jr—" pour y répondre.

Devant 1'échec d'une réponse parmi les entiers et aprés des tatonne-
ments numériques, la recherche peut bloquer. (Nous pointons ce fait dans 1'ana-
lyse des entretiens sur T 7 et R 41.)I1 s'agit souvent d'éleves ayant une concep-
tion pointilliste des nombres, héritée des entiers : pour ces éléves, tout se

passe comme s'il fallait que tout nombre ait un successeur.,

La recherche peut aussi déboucher sur la production de couples de
nombres (u,v) avec Z <ok , V2> K , u et v se rapprochant . Mous interprétons

cette production comme l'indice d'ume organisation de la recherche.
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Pour ces éleéves, la réponse est nette : si, a un moment, on aboutit
a2 u = v (cela veut dire en un nombre fini de coups) alors le carré existe, sinon,
non. Citons la position d'Elsa (en C E 2) a ce propos : "Je crois qu'il y en aura
un [carré], dans les fractions. Seulement, je le croirai quand je serai sOre et
que j'aural vérifié", Sa position va d'ailleurs évoluer en 2 ans gréce & un pro-
grés conceptuel du point de vue numérique (cf. pb T 7 et R 41). Olivia déclare,
pour sa part : "Il faut un nombre multiplié par le nombre, égal 27." Olivia pre-
nant appui, comme Elsa, essentiellement dans le cadre numérique, va en 2 ans
augmenter sa compétence technique, mais ses conceptions numériques vont peu évo-
luer (cf. Pb T 7 et R 41).

2.3 - Incidence de la représentation graphique

I1 y a ceux pour qui la représentation graphique des couples (a,b)
vérifiant une relation donnée bénéficie d'un double statut numérique et géométri-
que importé chacun d'un signifié différent, et chez qui la conviction balance
d'une conception & l'autre, La conviction finale est que le probléme a une solu-
tion, mais on n'en conna.t que des mesures approchées (cf, Hél2ne dans R 41 :
aprés avoir proposé une liste de fourchettes de plus en plus serrées elle arrive
a 16,23 x 24,77 = 402,0171

16,22 x 24,78 = 401,9316

- Elle n'est plus sQre que le rectangle "402" existe.

~ Apr2s construction graphique de la droite support des couples (a,b)
tels que a + b = 41 et indication des aires aux points repérés, elle déclare
“"toute la ligne, c'est des rectangles, le 402 est 13", elle marque un point au
milieu de sa dernidre fourchette et conclut : "Le quadrillage prouve mieux".)

2.4 - Déséguilibre - rééquilibration

Exprimons les comportements des éléves en termes de déséquilibre -
rééquilibration dans des probl2mes formulés dans le cadre géométrique, mais qui
nécessitent, pour les résoudre, 1'intervention du cadre numérique (cf. problémes
cités en 2.2 et 2.3).
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2.4.1 - . Pour les éleves qui mettent en ceuvre simultanément les 2 cadres -
géométrique et numérique - il y a déséquilibre entre leurs convictions issues

de la géométrie et leurs compétences numériques et par suite entre le désir et
leur possibilité de ﬁroduire une réponse numérique au probléme. Leur effort de
rééquilibration consiste 3 mettre en place une stratégie d'approche de la solution
éventuelle, au prix d'une complexification des objets manipulés : une suite ordon-
née de couples de nombres. C'est le cas, d2s le. C E 2, de Bastien, Camilo, Gilles,
Mathieu et peut-&tre d'autres.

2.4.2 ~ . Les éldves qui transférent le probléme dans le cadre numérique et

travaillent dans ce seul cadre, se répartissent en 3 catégories.

2.4.2.1 - . Ceux pour qui les nombres s'organisent en files : entre 17 et 19,
ilya l8 ; entre 17 et 18, il y a 17,1 ; 17,2 ; 17,3 ; 17,4 etc... ; entre 17,3
et 17,4 il y a 17,41 ; 17,42 ; etc... C'est typiquement le cas de Laurent qui en
fin de C M 1 produit de la sorte des nombres compris entre 13,5679 et 13,568 en
liste mais qui en mars et juin 1980 répond négativement a une question analogue.
La seule disponibilité de l'algorithme semble produire une compétence instable.
Nous en trouvons la confirmation dans le comportement de Frédérique. Ces éldves
répondent correctement 2 des tAches simples de calcul ou de comparaison de nom-
bres (cf. IV, B 4 - juin 1980 ~ question 1) mais se retrouvent en échec d&s que
la complexité auémente (cf. Laurent méme épreuve juin 1980 - question 2 ; toutefois
Frédérique répaond correctement & la question 2, c'est aux épreuves de mars 1980
qu'elle manifeste ses difficultés).

2.4.2.2 . Ceux qui concoivent bien qu'il y a une infinité de nombres décimaux
entre 2 nombres fixés, qui disposent d'une bonne technique opératoire mais qui
n'ont aucun outil de guidage pour avancer, pour choisir (c'est le cas de Sandrine,
Joglle, Pierre, Shadi..., & Lakanal), sont bloqués au moins pour un temps. C'est
aussi le cas de Sandrine en C M 2 (ef. Pb T 7) et Olivia (cf. Pb R 41).

Une des issues 2 ce blocage observée chez des éldves de Lakanal consis-
te & restreindre les cas numériques 2 envisager aux valeurs entigres (cf. pb

rectangle - décembre 1980). Le problime posé se traduit alors par une liste de
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plusieurs petits problémes auxquels on peut répondre par oui ou par non. Pour

ces éldves, leur connaissance technique n'est d'aucune utilité.

Pour ceux-la, il y a un espoir de créer des déséquilibres en les im-
pligquant dans des situations de communication et des conflits socio-cognitifs
avec des "géometres”, Ceci peut &tre fait & propos de problémes ol on aura besoin
de faire varier les données, d'examiner la situation au voisinage de celle propo-
sée & l'étude, ou pour cela, il faudra faire varier les données parmi une infini-
té de valeurs possibles (ou parmi un nombre fini de valeurs, cependant trop grand
pour que ces valeurs soient traitées une & une : cf. le probleéme du coloriage du
quadrillage - janvier 1978). La recherche des modes de variation, avec l'aide de
représentations adaptées (graphiques en particulier) sont un moyen d'élargir le
contexte et de transformer le probléme de la recherche d'une réponse exacte en
celui de la recherche d'une réponse approchée, puis d'une meilleure et d'une encore
meilleure ete... A ce point-13 du travail, la compétence technique, numérique et
fonctionnelle est un atout précieux. Cette démarche est pour nous un indice de

la rééquilibration & l'origine de la construction cognitive,

C'est bien ce gque nous constatons chez plusieurs éldves du lycée Lakanal
quand nous examinons 1'évolution de leurs comportements 2 un méme type de proble-
mes (pb rectangles - décembre 1980 et juin 1981).

Pour Sandrine et Olivia en C M 2, la rééquilibration semble ne s'dtre
pas encore engagée : Pour Sandrine, nous pensons qu'il s'agit déja d'insuffisance
de prérequis dans la pratique des fonctions. Pour Olivia, c'est différent. Nous
savons qu'elle est capable de mettre en oeuvre 1l'outil fonction ; ici, elle le
trouve inadéquat. Contrairement aux autres éléves de Lakanal, elle n'hésite pas
3 faire de tr2s nombreux calculs, 3 aucun moment elle ne déclare "on ne peut pas
tout calculer". Mais elle a tout de méme une trés forte exigence de valeur exacte :
elle veut, d;;ﬁs%gi éobléme_ T 7 trouver un nombre X "exact" tel que 4,6 x X =7,
elle se serait,toutefois de trouver un résultat périodique ; elle veut trouver,
dans R 41, un couple (a,b) "exact" tel que a + b = 41 et a x b = 402, Vis 2 vis
de ce type de probl2me, sa conception, forgée dans le seul cadré numérique, expri-
mée en C E 2, reste toujours la méme 2 ans plus tard. Il lui faudra vraiment at-

tendre la construction des réels,
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2.4.2.3 Enfin une autre catégorie d'éldves est constituée par ceux qui congoi-
vent bien 1l'existence d'une infinité de nombres décimaux ou fractionnaires et

qui sont préts a considérer le probléme posé comme un,parmi un espace de proble-~
mes voisins. Le fait alors de disposer d'un outil - ici 1'outil fonction - pour
repérer et étudier les relations entre grandeurs ou mesures en jeu et leur mode
de variation pour dégager un fil conducteur dans 1t'immensité des nombres, pour

en privilégier certains parmi d'autres, est alors un atout précieux. Pour ceux-
1, ltincertitude sur la réponse vient d'une impossibilité technique & maitriser
le processus de convergence. Dans ce cas, la représentation graphique peut 2tre
un facteur de déséquilibre et de rééquilibration et entrainer la conviction de
pouvoir produire des réponses arbitrairement proches accompagnées ou non de la
conviction d'existence de la solution (cf. les éldves du C M 2 qui en R 41 ont
douté puis basculé a la suite du graphique. Notons 3 1'occasion, qu'Elsa qui
avait témoigné d'une grande conviction de la convergence du processus de division
vers un nombre dans T 7, met en doute la convergence du processus de la suite

(um,vn)nqu'elle commence & construire dans R'41).

2.4.3 La description des conceptions que nous venons de faire suppose qu'on
peut établir une cerrespondance du cadre géométrique vers le cadre numérique., Or

cette correspondance ne s'établit pas automatiquement chez tous les éldves.

Plus précisément, dans le cadre géométrique, on doit distinguer 2

pbles : sans mesure et avec mesure. géométrie
avec mesure ----------» Sans mesure
= et

N
\\
‘\
4 nombres

Chez la plupart des éléves que nous avons suivis, la correspondance
entre ces 2 p6les fonctionne trés bien dans les 2 sens au moins implicitement
(cF. continu géométrique transporté a la mesure). Le dsgéquilibre concerne alors
la correspondance entre mesures et nombres. Précisona, pour ces éldves, les
longueurs et les aires ont une mesure des qu'on a choisi une unité. Les nombres
connus servent & désigner certaines mesures. Il y en a d'autres qu'on ne sait pas
désigner. Ces élzves, dont nous disons qu'ils ont une conception géométrique des

nombres, congoivent que %—soit un nombre et qu'il désigne le nombre tel que
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a x % = b. Ils ont une signification a proposer é}ce nombre dans un autre cadre :
c'est par exemple l'une des dimensions d'un rectangle dont b est l'aire et a
1'autre dimension, pour des unités de mesure bien choisies, La division de b par
a est un simple procédé technique pour obtenir une écriture décimale, plus com-
mode & manipuler dans les calculs ou dans les représentations. C'est sans doute
aussi le cas si %-désigne 1'épaisseur d'une feuille de papier mesurée en mm pour

laquelle a feuilles mesurent b mm d‘épaisseur[Br. 2].

Pour d'autres éldves, les nombres ont une signification indépendante
des mesures de grandeurs continues comme les laongueurs ou les aires. La signifi-
cation est issue du comptage des collections matérielles et reste essentiellement
accrochée aux mesures discrétes., Ces éldves peuvent donner de l'existence a cer-
taines mesures de grandeurs continues en transportant & 1l'aide d'une unité de
mesure les nombres connus. Il y a par construction, parfaite correspondance entre
les nombres et la mesure, C'est le comportement menifesté par Lidia en décembre
1978, ou dans certaines séances par Laurent. En-revanche il peut y avoir décalage
entre les longueurs par exemple, et les segments qui ont une mesure. C'est ce qui
semble 8tre le cas pour Laurent dans le probleéme T 7 qui affirme 1l'existence de
la hauteur cherchée entre 2 autres mais qui ne peut rien faire pour avancer numé-
riquement dans le probl2me. Sandrine, Jacques, Lidia font agir, lorsqu'elle est ,
sollicitée, la correspondance entre mesures et nombres : celle-ci est conceptueng
sans déséquilibre pour eux. La question de la rééquilibration ne se pose pas. Si
on veut faire jouer un déséquilibre, il faut éans doute jouer entre les segments
géométriques et les longueurs mesurables. De ce point de vue, il mous a paru plus
fructueux de travailler sur les aires plutBt que sur les longueurs[cf. Brochure
Irem, Longueurs - aires R, DOUADY - M.J. PERRIN].
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D. Conclusion du chapitres IV

Nous venons de voir que pour la plupart des éléves, le madéle
implicite de la mesure est le continu géométrique perceptif. La cons—
truction des premiers nombres elle, est nécessairement pointilliste,
(issue du comptage des objets matériels). Le continu numérique ne trouve
sa réalisation qu'avec la construction des réels. L'éléve qui bénéficie
d'une forte conviction du continu géométrique, va se trouver en déséqui-
1ibre entre sa conviction et ce qu'il sait faire avec les nombres.

Les problémes et jeux de cadres gque nous probasans ont pour objec—
tif de donner & ce type d'él2ves les moyens de se régquilibrer progressi-
vement, en étendant le champ numérique. Chez les autres, ils ont pour
rfle, au sein de situéﬁions didactigues éppropriées, de créer les condi-
tions dtun déséquilibre en forgant la conception géométrique, de fagon
a4 pouvoir engager un processus de rééquilibration. Pour tous, le projet
est de les aider & évoluer d'une conception paintilliste des nombres &
une conception topologique opératoire.

. Aevenons alors sur les échecs de Jacques et Lidia, sur les diffi-
cultés de Frédérique, Laurent et Sandrine. Ce sonf pour nous, a la fois,
une confirmetion de nos hypothéses et peut-8tre le margue de 1'insuffi-
sance de leur réalisation. Ces éldves nfont pas enclenché de dynamique
( ou pas de fagon stable chez Laurent et Frédérique). Pour qu'une telle
dynemique soit possible, 1'él2ve a besoin de disposer, dans chacun des
registres qu'il va solliciter, d;un seuil de connaissances sur 1ssquelleé
s'appuyer. Ce seuil n'Stait sans doute atteint pour aucun des cadres ni
chez Jacques, ni chez Lidia. Ces éleves nﬂnnt pu accrocher que quelques

x
algorithmes: ils savent faire des additions, des soustractions, comparer

¥ Afinsi, une compétence technique pure, sans appui sémantigque,est inuti-
lisable (cf. IV B 2, la soustraction de Lidia ).
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des nombres d'expression simple. Pour les autres, le seuil était vrai-
semblablement atteint dans le cadre numérique, mais non dans le cadre
purement géométrique. Par ailleurs, ils n'ont pas réussi comme Elsa a
avancer suffisamment dans un seul cadre (ici,.le numérique).

Tout cela nous amdne & penser que c'est sans doute dans la consti-

tution de concepts purement géométrigues que notre projet a été insuffisant.

En effat, nous avons bien prévu une étude des longueurs, mais elle s'est
développée trés toOt, au CP .»Nous avons prévu une étude géométrique du
rectangle (II 4 3 ), mais nous avons trés vite identifié les aires de
rectangles & leurs mesures. Nous avons bien organisé la différenciation
longueur-aire, mais en recourant essentigllement & 1l'étude de leurs ve-—
riations numériques respectives ds deux méniéres:

« dans le cadre matériel, en recouraét a 1'observation: par exemple,
en comptant les carreaux & l'intérieur de figures rectangulaires,dessinées
sur pepier quadrillé, ayant toutes méme longueur de bord, ou bien ayant
ung dimension commune (1'autre variant), au b;en aussi en comparant deux
rectangles dont 1'un est 3 fois plus long et 2° fois plus large que 1l'au~
tre (et veriantes).

. dans le cadre numérique, en étendant par le calcul, les résultats des
observatiors précédentes, en particulier en pointant entre dimensions et
aires de rectangles, lss relations (a,b) 3 A = axb
(a, nxb) —> nxA , (pre, gxb) —3 (pxalxA
Ainsi, ( 3xa, 3xb)r—> %A , alors que (3xa) + (3xb) =3xs , olt s est
le demi-périm@tre du rectangle. Ces relations sont mises en ceuvre d'abord
pour des valeurs numérigues entidres, puis pour des valeurs fractionnaires
en rslatgon avec le pavage. ‘

Nous avons compté sur la représentation graphigue des relations mises

en ceuvre et sur le support géométricue implicite de cette représentation,
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pour créer le dynamique entre les deux cadres géométrique et numérique.
Tout czla a suffi pour la majorité des é€ldves, fon pour tous.

Nous avons élaboré depuis, une suite de séquences dont un des

ebjectifs est de se constituer un corpus de base en géométria[bou-Pef}, plus

précisément, pour la notion d'aire. Il s'agit de s'appuyer sur le comptege
des carreaux d'une surface pavée, mais aussi de dépasser ce comptage
(en recourant & un découpage de la surface pavée et & un recallement con—
venable des morceaux, pour aobtenir des surféces non pavables mals aux—
quelles on sache attribuer un nombre de carreaux). I1 s'agit aussi de
situer la notion dtaire par rapoort & celle de masse et & celle de lon-—
gueur. L'obhjectif est ensuite de s'appuyer sur la conception de l'aire
ainsi développse pour étendre, en dialectique avec elle, la mesure, et
élargir de la sorte le comptage des carreaux en 1'englobant dans une
réorganisation de la notion de mesure. On pourrait sans doute employer
la méme démarche pour le concept de volume, pour ceux de durée, vitesse...
le cadre d'origine étant la physique.

Aevenons, pour finir, sur 1'antériorité des acquisitions conceptu=
?lles sur les acquisitions techniques et la rdéussite.

Nous avons longuement expligué que notre enseignement est basé
sur la recherche de probleémes tels qu'on ne dispose pas de tous les ou—
tils (en particulier techniques et algorithmiques) pour les résoudre, et
que ceci est un moteur de l'acquisition et de la réussite. Ainsi, le
17/1/77 (II 3 4 3) on devrait utiliser la division euclidienne, on ne
1'a pas. Le 5/12/77 (1V A 8), c'est le calcul de l'aire d'un rectangle,
dont les dimensions sont fractionnaires, qui est & faire a un moment ou.

on ne connait pas la multiplication sur les fractions, pour ne prendre
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que ces deux exemples. On devrait donc canstater que, malgré une cer—

taine antérioritsé des concepts sur la technigue, nos €léves réussissent

a résoudre des problémes relevant d'une technique gu'ils n'ont pas. GC'est
ce que nous avans vérifié ([dans le paragraphe précédent) pour un grand nombre
de nos &ldves. I1 y a peut-8tre 1la, en germe, une hypathése plus générale
d'antériorité des concepts sur la technique (au sens larga) a raspecter
dans l'enseignement (peut-8tre d'ailleurs ni pour tous les £ldves,ni pour
tous les concepts), mais nous ne nous sommes pas encore donné les moyens

d'élucider cette question.
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CONCLUSION

Notre projet était de tester des hypothéses cognitives sur 1'appren-
tissage des mathémafiques en situation scolaire (& l'école primaire). Par
apprentissage, nous entendons qu'il y ait, chez 1l'éleve, construction d'un sa-
voir susceptible d'évolution et d'adaptation, appropriation de connaissances
qui permettent de résoudre des problemes, et aussi que le savoir construit ait
un caractére social, c'est-a-dire qui permette la communication et 1'argumen-
tation.

Pour cela, nous avons d0 repenser le découpage du saveir mathémati-
que choisi pour 8tre enseigné dans le cursus primaire, ainsi que son organisa-
tion en une gendse artificielle. En somme, nous avons dO0 repenser la relation

ternaire maitre-éldve-savoir (cf. I , incertitudes).

Nous avons en premier lieu choisi d'exploiter la longue durée : les 5
années du cursus. Cette longue échelle de temps nous a assuré la marge de ma-
noeuvre dont nous avions besoin pour faire jouer les changements de cadres et
le caractére implicite-explicite des outils mathématiques dont nous visions
l'apprentissage (avant leur institutionnalisation et leur usage courant) et

aussi pour créer des habitudes.

Rappelons que nous avons bénéficié de conditions propices de réali-
sation (cf. Introduction).

Nous pensons avoir montré que les jeux de cadres et les ‘dialectiques
outil-objet qu'ils permettent d'enclenchef peuvent &tre, sur le plan cognitif,
des instruments didactiques a la disposition de l'enseignant pour l'aiﬁer a
remplir sa t&che. Ces instruments sont, avec ceux fournis par la théorie des
situations de Guy Brousseau, 2 la fois transverses et complémentaires. En par-
ticulier, ils donnent & 1l'enseignant des moyens d'intégrer dans la constitution
du saveir commun de la classe certaines différences entre éldves. En effet,
celles-ci se manifestent & travers la diversité des activités et des productions.

Or, d'une part les possibilités, pour l'éléve, de changements de cadres?Bermet—
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tent l'expression , d'autre part les jeux de cadres organisés par le maitre,

en particulier l'explicitation des relations entre cadres, en phase de confron-
tation collective (rappels ou bilans) en permettent la diffusion dans‘la clas-
se, Ainsi, les conditions d'un débat et d'un recentrage des idées sont créées.
(Ces situations ne correspondent pas nécessairement aux situations de valida-
tion de Guy Brousseau : elles laissent une part au contingent, 3 l'initiative
du maitre pour éviter les blocages et faciliter la diffusion). Il est possible
alors d'assurer soit la reconnaissance du bien fondé, soit le rejet argumenté
des différents points de vue exprimés et de s'appuyer sur cette confrontation
pour étendre les relations partielles entre cadres. Cela n'aboutit pas a 1l'u-
niformité des conceptions, comme on 1'a vu A l'occasion de la recherche de nom-
bres compris entre 2 nombres donnés [ cf. IV B] ou sur les problémes T7 et R4l
{ef. IV B). Toutefois, si les changements de cadres sont apparemment possibles,
pour la grande majorité des éldves, par le choix des problemes, ils ne sont

pas toujours effectifs pour tous [cf. IV]}. Rappelons que nous pointons [ef. IV]
que concepts et techniques avancent en général ensemble en s'épaulant mutuelle-
ment dans une dynamique intercadres avec une légére antériorité des concepts,

du moins pour nos choix didactiques.

Dans les cas d'échec, notre interprétation est que nous n'avons pas
créé les conditions suffisantes de démarrage ‘de la dynamique. En particulier,
les él2ves en échec ne disposaient pas des connaissances minimales nécessaires
dans chacun des cadres sollicités, plus précisément ici dans le cadre géométri-

que.

La question cruciale pour l'enseignant est en fin de compte une
guestion de temps. Nous avons expérimenté notre projet actuel aupr2s d'éléves
en CML - CM2, Leurs conceptions du point de vue des aires répondent 2 peu pres
a nos attentes. Mais nous n'avons pas eu le temps de développer les cadres
graphique et fonctionnel comme nous le souhaitions. Pour le moment, les jeux
de cadres et dialectiques fonctionnent, mais sur un champ numérique moins éten-
du que nous ne le voudrions. (Cela argumente notre hypothése selon laquelle le
cadre graphique et le cadre fonctionnel prennent le relais du cadre matériel

pour étendre les notions.)
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C'est dire qu'un tel projet ne peut se concevoir que sur un long
terme dépassant le cursus de l'école primaire, Notre projet, en ce qui concer-
ne les contenus étudiés peut trouver son efficacité dans une perspective sur
toute la durée de 1'école obligatoire.

Toutefois, il reste une grande interrogation concernant le décou-
page et la gestion du temps scolaire. L'organisation que nous proposons est
en effet difficile & réaliser pour le maitre (cf, I, Incertitudes) mais elle
est réalisable 2 1'école primaire. Un certain nombre de facteurs lui sont fa-
vorables. Nous en relevons trois importants et qui agissent en sens inverse 2
1'école primaire et au collige (enseignement secondaire). Il s'agit de la con-
trainte des plages horaires, de celle des programmes et de l'évaluation des
éleves.

En effet, & 1'école primaire, le maitre bénéficie d'une certaine mar-
ge de manoceuvre sur la longueur des plages horaires et sur leur répartition
dans la semaine. Il peut les adapter et les faire un peu varier au fil des né-
cessités didactiques ou au moins de ce qui serait souhaitable. Par ailleurs,
le programme est peu contraignant dans sa forme,méme si le contenu peut parai-
tre lourd : il est prévu pour 2 anndes, au moins en CE et en CM. Cela permet
une raisonnablé liberté d'organisation. L'évaluation des élaves est plutot
indicative et globale ; elle sert au maitre de repére : elle n'est pas une
condition pour le passage au niveau supérieur, sauf peut-&tre pour 1'entrée

en é&me.,

Au contraire, dans le secondaire (ler ou 22me cycle) les contraintes
de l'institution sont beaucoup plus grandes : les tranches horaires ont en prin-
cipe une durée rigide (55 minutes réduites souvent du temps consacré a3 des chan~
gements de salle), elles sont pour une discipline donnée attribuéesde fagon
fixe dans la semaine. De plus le programme est fait année par année et entre
plus dans le détail. Les notes sont l'élément de référence pour comparer le
travail des éldves dans les différentes disciplines et compenser, en principe,

la diversité des intervenants pédagogiques.

Cette différence provient en premier lieu, bien slr, du fait qu'il
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y a un maitre (ou quelquefois deux) pour une classe & l'école primaire et un

par discipline au collige. Mais par ailleurs, le contenu & dispenser dans le
secondaire exige un bon niveau de formation dans la discipline et donc une spé-
cialisation. A notre avis, ces deux contraintes contradictoires ne peuvent trou-
ver de solution gue dans la notion d'équipe pédagogique. Des expériences dans

ce sens [ESE] ont montré la fécondité de ce mode de travail, mais aussi les dif-
ficultés de réalisation. Le probl2me reste ouvert.

A 1'Université, au moins une partie de l'enseignement pourrait s'or-
ganiser de manidre & provoquer des dialectiques outil-objet au sein de jeux de
cadres appropriés. L'expérience math-physique de 1'Université de Paris 7 en est dans
un essai & grande échelle. [Ar. 1].

Signalons que 1'informatique est en train d'offrir aux enseignants
un cadre susceptible d'entrer dans des jeux de cadres qui peuvent se révéler
trés efficaces du point de vue de 1'apprentissage. Ce cadre peut cependant res-
ter stérile tout en faisant illusion, s'il est seulement juxtaposé et étranger
aux autres. Par exemple, la situation didactique de 1'élzve sera complatement
différente si 1'élave seul doit répondre 3 la demande de l'ordinateur ou si
1'ordinateur est aussi capable d'entrer en dialogue argumenté avec 1'élave
(HubJ . Peut-gtre y a-t-il 13 une bonne occasion de reconsidérer le réle du

temps. Mais il y a de nombreuses recherches a faire.

De facon générale, nous pensons que les principes 3 1'oceuvre dans
l'organisation de 1l'enseignement que nous proposons doivent pouvoir servir de
trame & une grande partie des apprentissages 3 tous les niveaux. Ce sont méme
des instruments vraisemblablement bien adaptés pour pouveir tenir compte de 1l'in-
troduction massive probable des ordinateurs dans les établissements scolaires

(cf. jeux de cadres).
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APPENDICE

DEUX EXEMPLES DE JEUX DE CADRES

Ta recherche actuelle en mathématiques.
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INTRODUCTION.

Les jeux de cadres dont nous avoms décrit un fonctionnement pos-—

sible 3 1'école &lémentaire sont le pain quotidien du mathématicien.

Citons & ce sujet K.G. Wilson (en 1l'occurence un physicien) dans

. %
un rapport de prospective .

"1]1 est hautement désirable que certains chercheurs maintiennent
deux ou trois spécialit@s parmi les problimes que j'ai mentionnés et pas
seulement une, de fagon qu'ils facilitent le processus de fertilisation
croisée et qu'ils &vitent de s'enliser dans un probléme unique. Dans mes
premiers travaux sur le groupé de renormalisation, j'ai fait tourner mes
efforts entre trois problémes différents, deux venant de la physique des
particules &lémentaires et un des phénoménes critiques. Je me suis souvent
trouvé bloqué en travaillant sur un de ces problémes. Dans ce cas, je
tranférais mes idées les plus récentes vers un autre de ces trois problémes.
Sans ces tranferts fréquents j'aurais fait bien peu de progrds dans mon

travail”.

Ces jeux de cadres interviennent sur des &chelles allant de la
démonstration d'un lemme 3 une théorie entiZre, voire & 1l'effort de toute
une communautd de mathématiciens dans une branche (comme c'est le cas dans
le premier exemple que nous présentons). Ils peuvent prendre deux formes :
transfert de concepts ou de plans de démonstratibn par analogie, ou corres-

pondance (imparfaite}de problémes avec création et transfert de résultats.

Nous analysons du point de vue des jeux de cadres deux exemples
choisis entre beaucoup dans les mathématiques actuelles, 1'un en raison-de

son caractére spectaculaire et du nombre de mathématiciens qu'il a occupés,

1'autre parce qu'il est tout proche. Ils sont typiques chacun d'un des deux

fonctionnements décrits ci~dessus. Il s'agit de :
I. La conjectufe de Mordell (Exposé Szpiro, Sém. Bourbaki, 1983)
II. L'étude combinatoire des propriét&s dynamiques des polyndmes

complexes de degré 2 [ A.Douady et H.Hubbard, prépublication Orsay 1984].

% TKenneth G.Wilson (Newman Laboratory, Cornell University) : Theoretical
Science in the coming decades, preprint (Cornell, Ithaca, N.Y. UsA).
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I. La conjecture de Mordell.

INTRODUCTION.

Cet €énoncé conjecturé em 1922 par Mordell a &té démontré en 1983
par Faltings. Plus précisément, celui-ci a pos& une sorte de clé de vodte 3
une construction extraordinairemen; savante &élaborée au cours de ces 60 années
par un grand nombre de mathématiciens. L.Szpiro a présenté un plan de 14 démons~
tration de ce théoréme au Séminaire Bourﬁaki en Novemﬁre 1983. Nous retenons de
son exposé un aspect sur lequel il a lui-mé@me insisté (surtout dans son exposé
oral) et que nous allons essayer de présenter ici : 1'importance du travail
paralldle sur plusieurs cadres, la fécondité des transferts de cadres et la

fagon dont ils ont joué.

I.1. Présentation d’'wie forme de la conjecture de Mordell.

Soit £ : €2 + € un polyndme irréductible.

Soit T = {(x,y) € €% , f(x,y) = o} la courbe algébrique des zéros de f.
On associe & T un entier qu'on appelle son genre de la fagon sulvante : soit T
la fermeture de I dans EZ(C) et ? la surface de Riemann obtenue en dé&singula-
risant T ; (comme f est de dimension 1 sur €, donc 2 sur R, on en parle comme

d'une courbe complexe ou d'une surface de Riemann suivant qu'on la regarde d'un

point de vue algébrique ou topologique).

La surface T est compacte connexe donc hom&ophorme & un tore 3 g trous.
1 nombre g est le genre de I'. I1 y a un moyen algébrique de calculer g con~
naissant f, le nombre et le type de singularit@s. Par exemple, si F n'a pour

singularité que les points doubles 3 tangentes distinctes alors
d-1) (d~ < < ~
g = S——llé——gl -1 ol d est le degré de f et o r est le nombre de

singularités.

Nous allons &noncer avec les motations ci~dessus le théoréme (I) :

conjecture de Mordell, démontrée par Faltings.

F
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Théoréme (I) : Si £ est 3 coefficients entiers et si g 2 2, alors

I' 2 un nombre fini de points ratiomnels.

Remarques :

1) Le théoréme (I) est en relation avec la conjecture dite "théoréme de

Fermat” qui est la suivante :
Soit Tn = {(x,y) € ¢, x4 yn = 1}, alors ¥ n >3 Tn N Q% est

*
réduit aux solutions triviales .

(n-1) (n-2)

2 . Pour

Ici, Tﬁ n'a pas de singularit&, Son genre est g =

n>3,ona g=2. Le théoréme (I') dit que Fn N @? est fini,

Pour un grand nombre de valeurs de n, on sait démontrer par d'autres

moyens qu'il est ré&duit aux solutions triviales.

2) TFormellement, les 2 &noncés ci-dessus, théoréme (T) et conjecture de
Fermat sont &lémentaires, sauf la définition du genre. En fait, ils ne le
sont pas du tout, mais les difficultés sont masquées par la simplicit& de la
formulation. Il se trouve que l'anneau Z des entiers apparemment d'un abord
simple rassemble des difficult@s de diverses natures. Une maniére d’aborder
les probldmes impliquant 2 est d'essayer d'isoler les difficultés. Cela
va passer par des changements de cadres et des jeux de cadres. C'est ce qu;a

pointé@ Szpiro dans son exposé.

3) En fait, Faltings démontre un &noncé plus général, em remplagant @ par

un corps de nombres (extension finie de @).

1.2. Jeux de cadres.

Le moteur fondamental est le suivant : 2 est un anneau principal.
L'anneau € [T] des polynSmes en une variasle 3 coefficients dans € est aussi
un anneau principal. De ce fait, on pourra transporter i € [T] des problémes
sur 2. L'avantage est que tout probléme algébfique concernant € [T] est
susceptible d'une interprétation g€ométrique. Mais € est un ¢orps de carac-

téristique 0. Certaines des difficultés de 2 ressemblent plutdt 3 des dif-

cultds de 1'anneau K [T] od K est un corps fini donc de caractéristique p > o.

* gsi n dimpair, {(o,l),(l,oj}
si n pair , {¢0,1)C0,-1)(1,0)(-1,0) }
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Ainsi, l'étude de 2 ne peut 8tre fructueuse qu'en dialectique avec
celles de € [T] et K [T]. Autrement dit, le travail se fait en paralléle dans

3 cadres:

- Théorie des nombres - Géométrie diophantienne. L'anneau de base est 2, ou

plus généralement 1'anneau des entiers d'un corps de nombres.

- Géométrie algébrique complexe. L'anneau de base est € [T], ou un anneau de

fonctions sur une courbe algébrique complexe.:

- Géométrie algébrique sur un corps fini.

la géométrie analytique de la topologie. Les concepts issus de la topologie
peuvent &tre formulés en termes algébriques, puis transférés en théorie des
nombres. Weil, Zariski, Serre et Grothendieck ont systématisé cette approche.
Le langage des schémas permet de présenter les &noncés correspondants dans les

3 cadres ci-dessus comme 3 cas particuliers d'un méme &noncé.

I.3. Relations entre les cadres 2 et € [T]

On peut &tablir un "dictionnaire" entre les &léments de 1l'un et de

1'autre. Donnons des exemples :

z _ ¢l
£ €2(x,Y] feecTl [X,¥] = ¢ [T,X,Y]
Q € (M
(x,y) € ¢° (€,m) € (e(TN?
r={(x,y) € ¢*, £(x,y)= 0} Z = {(t,x,y) € &, £(c,x,y)= 0}
r@ =T ne (f @ = {¢,m € @m?
rat ’
£(t,E(t),n(e)) = 0}

Autrement dit, & un point ME T N Qz dans le cadre de Z correspond
une courbe =% C Z qui est le graphe d'une application t¥> (&£(t), n(t))
de € dans €2 ofi £ et n sont des fractions rationnelles (donc pas définies
partout). Le proBléme correspondant 3 la conjoncture de Mordell dans le cadre

de € [T] améne 3 étudier la situation suivante :

Notons que la géométrie algébrique sur € regoit beaucoup d'inspiration via
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Soit Z une surface algébrique de %° munie de la projection
T: (t,%,5)—> t de £ sur €. On considére l'ensemble des courbes Ea cz
qui sont les graphes d'applications rationnelles de € dans mz, autrement dit,
les images des sections rationnelles de II. Posons Tf;at(ﬂ) = {sections
rationnelles de II}. Compter les points de I' N @* dans 1le cadre de 2 corres—
pond 3 compter les points de :f;at(ﬂ) dans le cadre de € [T]. Il reste 3

traduire.l'hypothése sur le genre de I' pour énoncer une traduction de la con-

jecture.

Hemarque. 11 y a entre les 2 cadres un décalage de dimension : ainsi 3 un
point de I' correspond une courbe de Z. Ce fait va &tre exploité de fagon inté-

ressante.

Genre de £ : la dé&finition du genre de I supposait un plongement
t : Z € €. On dispose de beaucoup d'applications de € [T] dans €. Ce sont
les applications 6: : ¢ p—3 p(t) pour t € €, Soit f un polyndme en X,f a

coefficients dans € [T]. Pour t € € choisi, on obtient un polyndme ft € ¢ [x,Y]

en évaluant chaque coefficient de f en t. L'ensemble des zéros de ft est

une courbe Z(t) dans €2 qui n'est autre que la fibre 173 ¢t) de T au dessus de t;

la courbe Z(t) a un genre g(t). Quand t varie, g(t) a une valeur générique

Sn(iD qu'on appelle genre de (Z,M).

Hypoth&se 1. Pour énoncer la conjecture de Mordell, il faut poser l'hypothése
gp(® > 2.

Avec cette seule hypothése, il y a un contre exemple &vident 3 fji N
a

(m
fini. I1 est obtenu en prenant Z = ¢ x I' o I' est une courbe dans €2, et
Il : £+ ¢ est l'application 18re coordonnde. Alors les graphes des fonctilons
constantes de € ~ I sont des sections € (f;at(n)et 1l y en a une quantité non
dénombrable. Mais dans ce cas, les fibres sont toutes isomorphes. L‘'hypothése

3 mettre est la suivante :

BEypoth&se 2. Pour presque tout couple (t,t') € t?, les compactifids désingu-
larisées Z (t) et Z (t') de Z (t) et Z (t') respectivement ne sont pas iso-

morphes.

Théoréme (Z)(analogue en géométrie algéBrique de la conjecture de Mordell)

Sous les hyptohéses 1 et 2 ci-dessus, ;éf lélat(n) < 4+
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Ce théordme a une formulation en g@ométrie analytique. Le théoréme
G A G A de Serre exprime d'ailleurs les conditions d'identification des deux

cadres : géométrie algébrique et géométrie analytique.

Le théoréme (Z) a &été démontré (1965) en géométrie analytique par
Manin qui est un algéEriste. Quelques mois plus tard, Grauert, g@ométre ana-
lytique, en fait une démonstration algébrique. Pour 1l'um,.comme pour l‘autre
la référence & la conjecture de Mordell est &vidente. Grauert y référe méme
explicitement dans le titre de sa publication. Samuel, exploitant la démons-
tration de Grauert, démontre un théorémé analogue en remplagant C:[T] par

K [Tl ol K est la cldture algébrique d'un corps fini.

Reprenons le théorZme (Z) en généralisant un peu la situatiom :
Soit Z une surface algébrique qu'on suppose compacte, munie d'une projection

I:2Z~+5S oi Sest une courbe sur €, compacte.

Théoréme : Sous les hypothdses l et 2 (genre g 2 2 et non isomorphisme des

fibres), alors rat(I'[) est fini.
Remarque : Si Z est plongeaﬁle dans un espace projectif de grande dimen-

sicn, on peut aussi biem travailler en géométrie algébrique qu'en géométrie

analytique.

I.4. Ou intervient la construction de Parshin.

Pour démontrer le théorZme, on opére deux modifications de 1'énoncé
par l'introduction d'un ensemble LLl(S,A,g) et par la réduction de Torelli.
On va les exprimer en géométrie amalytique mais elles peuvent se recopier
immédiatement en gEométrie algébrique sur €, donc dans le cadre € [T]. Elles
se traduisent, avec des précautioms, 3 K [T]. Elles se traduisent aussi
dans le cadre de Z, avec des précautions et des &normes difficultés ; mais

le résultat est fructueux.

L'ensemble L1(S,A,g).

On se fixe une courbe § analytique. On se fixe un ensemble fini

ACS et on se fixe un nombre g.

On définit LJ_l(S,A,g) de la facgon suivante :
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On considére l'ensemble des couples (Z,) ol Z est une surface complexe
compacte munie d‘une projection I : £+ S analytique et propre. On fait les

hypothé&ses suivantes :
-1
¥xE€Z-01() ona

. Z 1lisse en x (i.e sans singularité) et I egt une submersion en x
-1
. ¥s€8-A, I (s) est de genre g

-1 -1
. jsets',H(s)?e I (s")

Mais 1'ensemble des couples (Z,l) ainsi défini est trop gros. Om voudrait
ne pas distinguer deux surfaces isomorphes au dessus de S. Cette relation d'é-
quivalence n'est pas suffisante. On en met une plus grossigre qui s'exprime

ainsi : (Z,0) ~ (2", 1") &==>32Z", I" et

E" un diagramme commutatif tel que

"0/ \‘F ¢ et ¢' solent des isomorphismes
1

au dessus de S - A.

i
LU(S,A,g) est le quotient de”l'ensemble,des couples (Z,N) par la relation

d'squivalence ci dessus.

Cet ensemble LLI(S,A,g) peut se définir dans les 3 cadres € [T], x[T] ou' 2
3 partir de surfaces algébriques respectivement sur €, sur K, ou de schémas

arithmétiques, ces derniers &tant largement inspirés des surfaces algébriques.

Théoréme (LLl)

Conjecturd par Shafarevitch, démontré par Arakelov-Parshin dans le cadre
cf1].

¥g=2 L1i(s,A,g) est fini

Le th@oréme (LU), démontré aprés le théoréme () entraine le théoréme (0]
par une construction dite de Parshin qui fonctionne dans les 3 cadres, que la
base soit 2, € [T] de X [1]. Or le théorame (Z) démontré par Mani;l et par
Grauert est la conjecture de Mordell pour & {T]. Samuel a démontré la con-
jecture de Mordell pour K [T]. La construction de Parshin ne présente d'inté-
rét que pour la conjecture de Mordell sur 2. Un jalon de plus est posé& par

Szpiro qui démontre le théorme D pour x [T1.

PRESENTATION SCHEMATIQUE

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

GEOMETRIE ANALYTIQUE
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1.5. Une limite au changement de cadres Z + € [Tl

Plusieurs difficultés se présentent. Par exemple, les gquotients
¢ [Tl/M , oii M. est un id8al maximal, sont de caractdristique O alors que
les quotients 2Z/(p) , oli p est premier, sont dé caractéristique > O.
Cetté difficulté sé retrouve, isolée, avec K [T] ol K est un corps fini.
Une autre source de difficulté est la sulvante :
On sait donner du sens 3 1'expression "faire variér infinitésimalement un

point de €". Pour € [T], il existe des champs de vecteurs sur C. Dans 2, on

sait aussi donner du sens i "faire varier infinit&simalement un point de Spec "

mais il n'y a pas de champ de vecteurs algéﬁrique sur Spec 2. Cela vient
de ce que 1'anneau € [T] est de dimension 1 et qu'il y a un sous-corps, &
savoir €, tel que la dimension relative soit 1. L'amneau Z est aussi de di~
mension 1, mais il n'a aucun sous-corps, de sorte qu'il n'est pas possible
d'avoir une dimension relative. Entre € et € [T] on a le plongement

¢t : ¢ C_5¢€[T] et pour t €T, les applications Gt : €[T] ~ ¢ valeur

au point fix&. Dans Z, 11 y a des analogues aux fonctioms Gt , ce sont les
applications de passage au quotient 2 = Z/(p), mais il n'y a pas d'analogue

au plongement ¢ .

I.6. Réduction de Torelli.

Une variété abélienne sur € est une vari&té algébrique sur € qui, en

2n -

0,
tant que variété analytique, est isomorphe ac/V ot Voo 2 donc 3 un tore,

(tous les tores n'admettent pas nécessairement de structure algébrique).

Théoréme (Jacobi-Albanese)
Si T est une courbe algébrique sur € de genre g, compacte, lisse, alors
11 existe une varidté abéliemne A de dimension g 2 1 et un plongement

t : T > A universels, c'est 3 dire que
¥ A' variété abéliemne, ¥ £ : [ + 4’

3[; : A+ A' telle que r soit commutatif.

A A’
3

«
sz o
Ce théordme permet d'associer 2 une surface Z une variété Ay et’une classe

- 330 -

de surfaces (i.e d& un Elé&ment de LLJ) une classe de vari&tés (i.e un é&lément

d'un nouvel ensemble iJ—kb) de la fagon suivante :

Soit 2 une surface au dessus de S, soit A C S l'ensemble des points de
1)
S
~1 .
S tels que, en tout point x € £ ~ Il (4), T soit lisse et Nl soit une submersion.

Alors, pour tout s € S - A, Z(s) fibre en s est une courﬁe vérifiant les

hypothéses du chéorémg de Jacoﬁi—AlEaﬂese. Soit AZ(s) sa variété—AlSanese.

En regroupant convenablement toutes les AE(s) obtenues pour s € § ~ A et en
compactifiant, on construit une variété As de dimension g+l sur €, munie

d'une projection sur S et telle que les fibres au dessus de S soient, pour

s €S - A les AE(s) , et pour s € A des variétés dégénérées obtenues par

1

passage i la limite des AE(S') pour des g' voisins de s.

La construction de Ay 3 partir de Z n'est pas unique. Mais si (Z,l) ~
(£',I"), alors Ay et Ay, sont équivalentes®. NotonsLlJAb 1'ensemble obtenu
par passage au quotient. On a une application Ll LliAb . Pour démontrer

le théoréme (I1l) dans un cadre quelconque, il faudrait  démontrer que
1) 1'application LLJ - LJiAb est injective(ou 3 fibres finies)
2) pour S,A,n donmnés LllAb (S,A,n) est fini.

Malheureusement, 2) est faux. Cependant, on peut remplacer 2) par un résultat
2' plus faible mais qui, avec 1 LJ'lAb injective, entrainera le théorime

dh.

L'énoncé 2') va utiliser un lemme (de croissance) qui se démontre con-
venablement en géométrie analytique complexe. Ce lemme conduit & un &noncé
analogue en arithmétique, extr@mement difficile & démontrer. Celui-ci est

pourtant un ingrédient essentiel de la démonstration du thior@me (LLl) pour 2.

1.7. Degrés, hauteurs.

Dans le cas de ZC €% et (§,n) = (D) € T.'ﬁat(n) c cmn?,

(*) en un sens analogue 3 celui donné en 1.4
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on définit le degré d(§,n) = sup (d(u),d(v),d(wz.
Pour X € llJAb(S,A,n), on peut d&finir un degré d(X) & partir de la notion

de degré d'un fibré vectoriel de ramg 1 sur S. Cette notion peut-&tre obtenue
de fagon algébrique (nombre de z&ros — nombre de pdles d'une section) ou de

fagon topologique (classe d'Euler du fibré).

La notion qui correspond i celle de degré en théorie des nombres est
celle de hauteur qui a plusieurs variantes. Pour (x,y) & 62, on peut poser

hix,y) = Log+lu] + Log+lv| + Log|w| ot % = x, % =y, u,v€Z, w€ N* minimal.

En s'inspirant d'une comstruction de Arakelov, Faltings donne une définition
beaucoup plus &labor&e de hauteur. Il montre que cette hauteur a des proprié-
tés analogues au degré en géométrie alg@brique, du moins assez pour faire

passer la démonstration de Grauert, convenablement modifiZe en arithmétique.

1.8. Conclusion.

Dans cet exemple, le travail s’est fait en parallile dans 3 cadres :
géométrie diophantienne, géométrie algéErique sur €, géométrie algébrique sur
un corps de caractéristique > 0. Le probléme est posé dans 1'un d'eux, la
géométrie diophantiennq/oﬁ il a la particularité de pouvoir se formuler en
termes &lémentaires. Les concepts utilisés dans la démonstration sont presque
tous issus de la gfométrie algdbrique, (ou de la topologile, via la géométrie
C-analytique et la géométrie C-algéﬁrique). I1 n'y a pas utilisation dans un
cadre de résultats oBtenus dans un autre, mais transfert de pfoblémes (de
1'arithmétique vers la géométrie algébrique) et de concepts-outils (de 1la
géométrie algébrique, surtout sur €, vers l'arithmétique). Les démonstra-
tions faites en géométrie algZbrique sur € sont recopiées avec les précau-
tions nécessaires en caractéristiques p > O, puis adaptées lorsque c'est
possible 3 la théorie des nombres. Dans les cas les plus simples, les d&-
monstrations peuvent se faire dans les 3 cadres simultanément grice au lan~
gage des schémas (les 3 cadres correspondent 3 3 choix du schéma de base au
dessus duquel on fait les constructions). Mais cela est impossible d&s qu'on
entre dans les parties techniques. On est méme amené 3 faire des changements

de stratégie.

C'est ainsi qu'en arithmétique, on d&duit la conjecture de Mordell

de celle de Shafarevitch grice & la construction de Parshin, tandis qu'en
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géométrie algébrique on a obtenu la conjecture de Mordell avant celle de
Shafarevitch et, dans ce cas, la construction de Parshin peut sembler seu-

lement une rémarque astucieuse.

En fait, le jeu de cadres présent@ ici intervient essentiellement

de la méme fagon dans presque toutes les démonstrations d'arithmétique.
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I1. Polyndmes complexes de degré 2.

L'étude dynamique des polyndmes complexes de degré 2 domne un
exemple oli on transporte un &noncé d'un cadre initial A 3 un cadre auxiliai-
re B. On obtient dans ce mouveau cadre un &noncé &quivalent 3 1'&noncé ini-
tial (ou plus fort), qui parait tout 3 fait non naturel dans le cadre B, mais
accessible aux méthodes propres 3 ce cadre. Il y a donc transfert de pro-
bléme de A vers B, transfert de résultats de B vers A. Mais il y a aussi

transfert de structures dans les deux sens et enrichissement des deux cadres.

En fait, le jeu fait intervenir ici deux ou trois cadres intermé-

diaires.

1. Le cadre des polyndmes et celui de M.

On dit qu'un polyndme f : C + C est hyperbolique si tout point
critique est attir@ par un cycle attractif ou tend vers ® . Les polyndmes

hyperboliques sont relativement bien compris du point de vue dynamique.

Pour tout d 2 2 , oun peut &noncer

Conjecture HGd : Parmi les polyndmes de degré d, les polyndmes hyperboliques
sont denses. ‘

En degré 2, on se raméne par conjugaison affine, aux polyndmes
de la forme fC :z t+—3 2® + ¢. Pour tout ¢ € €, on note Kc 1l'ensemble des

z telsquebéz (z) > @ (ensemble de Julia remplij, On note M l'ensemble des

c € € tels que Kc soit connexe.
D'aprés Fatou et Julia, M est aussi 1l'ensemble des c tels que O € Kc. I1 est

facile de voir que M est compact. Par ailleurs, A.Douady et H.Hubbard ont
montré [AD-HHI] que M est connexe. Notoms M' 1'ensemble des c tels que £,
admette un cycle attractif (pour um tel ¢, le point O est attiré par le

cycle attractif). L'ensemble M' est un ouvert de €, contenu dans M, donc
°
dans M.

-]
La conjecture (HG2) peut se formuler ainsi : M' = M. Cette

formulation trivialement Equivalente 2 la précédente, se situe dans le
cadre de 1'8tude topologique de M dans €, tandis que la précédente se

situe dans le cadre des polyndmes.

On ne sait pas démontrer la conjecture (HG2), mais on sait la

ramener 3 la suivante (MLC) : M est localement connexe.

[AD-HH 1 } A. Douady et J.H. Hubbard, Itération des polyndmes quadratiques
' complexes. CRAS Janvier 1982.

Ceci se fait en se ramenant Z une &tude combinatoire de M, ou du
moins de certains points de M, puis en se transportant dans un’ cadre pure-—

ment combinatoire comstruit ad hoc.

La partie combinatoire, congue grice i des images reposant sur
(MLC) peut se faire sans cette hypoth@se. On peut, sans 1'hypothése (MLC),
en tirer certaines conclusions topologiques, mais pas assez pour exclure

1'existence d'une'composante farfelue" de M', i.e pour démontrer HG 2.

2. Nervures.
Soit K C € un compact connexe plein, localement connexe. Une métho-

de pour &tudier K consiste 3 d&terminer les Nervures de K. Notons t +> Y(t)
le lacet de Carath8odory "J{'> 3K (obtenu en prolongeant la représentation
conforme c-ﬁ; + €¢-K  tangente 2 1 en ©). Pour k €N, on définmit Hk en

P
joignant entre eux les points de la forme Y(—E) par des arcs dans K.
2

Précisions : a) K connexe, localement connexe = K comnexe par arc =>VWx,yE K

3 m are (chemin injectif de x & ¥Jj.
b) Pour fixer le choix d'un tel chemin, on impose un régle-
L]

ment : pour toute composante connexe U de K, on choisit un point a € U

("centre") grice auquel on définit un arc réglementaire [ AD-EHZ] .

L'arbre §  ; prolonge H ainsi :

g m By n©

_ P
e
p impair

oll N(T) est l'arc de a(T), "origine" de N(T) dans Hk , 4 y(t) avec

N(T) N H = {a(1)}.

Proposition 1. Tout centre d'une composante connexe de K est l'origine

d'une infinité de nervures.
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3. Etude combinatoire.

Les points de M qui sont susceptibles d'une &tude combinatoire
sont les points ¢ tels que O soit prépériodique pour fc' On note 430 =
{e| 0 périodique pour fc}’ (il y a un tel point pour chaque composante
connexe hyperbolique ; on le choisit comme centre). On note ,92 =

{c] O strictement prégerlodique pour £}, ce sont les points de Misurewicz.

(Pourde tels points, K = @ et O tombe sur un cycle répulsifj. On a
D, < .

A un polyndme £., ¢ E-(9° v ,92 , on associe un arbre topologique
fini Hc = Kc , en joignant entre eux les x, = fZ(o) par des arcs dans Kc
(réglementaires si ¢ € °9o)’ L'arbre Hc (muni des x, et de 1'ordre cyclique

des branches aux points de branchement) est un objet combinatoire qui con-—
centre de manidre utilisable toute l'information combinatoire qu'on peut

tirer de fc' Au vu de cet arbre, on peut déterminer les arguments externes

de ¢ si ¢ € .@,’ et si ¢ 6,8,. est le centre d'une composante W, on détermine

de méme les arguments externes des points de JW .d'argument interne rationmel

(ce. sont les arguments associés 3 c ).

Remarque. Ceci ne suppose pas (MLC), bien que la notion gé&né&rale d'argu-
ments externes d'un point de K ne soit bien définie que pour K localement

connexe.

4, Traduction combinatoire du probléme.

Sous 1'hypoth&se (MLC), on peut démontrer le
Théoréme 1. L'origine de toute nervure de M est un point ,80 Un92.

Vu la proposition 1, ceci entraine (HG2). En effet, s'il y avait
une composante farfelue, son centre serait l'origine d'ume infinité de

nervures samns appartenir 2?0 v 92.

-Le théoréme ! se trouve, lui, dans le cadre de 1'étude géométrique
de M. Mais pour le démontrer, on domne une description combinatoire des

nervures.

Soit K C € un compact connexe plein localement connexe, muni d'un
-]

centre pour chaque composante connexe de K.
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Définition des Arguments associfs 3 x.

Si x € 3K, ce sont les arguments externes de x.
°

Si x est le centre d'une composante connexe W de K, ce sont les

arguments externes 'des points de 3W.

Définition : On note 6_(x) (resp. 9+(x)) la borne inférieure (resp. supé-
rieure) des arguments associ&s 3 x.

Définition : Le chef lieu d'un intervalle I.C‘T‘= R/Z est le z—ie I

avec k minimum.

Proposition. (Description combinatoire des nervures).
-]
Soit x € 3K ou x centre d'une composante connexe de K,

a) x € N(,7) » (3 0',06" associds & x),T chef-lieu de [o',8".

B) x € N'(K,7) = N(X,T) - {a(D)} = T chef-lieu de [6_(x), 6, (x)]

Le théordme se raméne donc 2

Théoréme 1bis.

¥ 1= _11% ,3a E@O U 92 ,36',0" associBs 2 @ tels que
2

T chef-lieu de [6',0"]

T n'est pas chef-lieu de [8_(a), 6 (m)]

Remarques. 1) Le th@oréme 1bis se situe encore dans le cadre de 1'&tude
géométrique de M, mais avec des outils combinatoires ou numériques (en
fait, dans ¢/2).

2) Pour ¢ 690 , on a deux définitions d'arguments associés :
une combinatoire en ne prenant que les points de 3W d'arguments internes
rationnels et ume topologique en les prenmant tous. On démontre le théo—

réme lbis avec les arguments combinatoires, ce qui est plus fort.

3) On a2 un énoncé qui ne suppose pas (MLC) et qu'on peut

démontrer sans cette hypothése.
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5. Cadre des arbres.

Définition. Un arbre de Hubbard abstrait est um arbre fini H muni

. d'une classe d'isotopie de plongements dans R® (ou, ce qui équi—
vaut, d'un ordre cyclique sur les branches aux points de branchement).
. d'une suite prépériodique d i .
prépériodique de points (xn)neN
tel que

a) toute extrémité soit un point marqué

b) x, a au plus 2 brins, d'ot H = H_UH_avec H_ NH_= {xo}

¢) 3F : H + H continue , F(xi) = X, R Fl

141 et F[H+ injectives.

H—
Sicé€ &50 v > s 1'arbre H, aun arbre abstrait sous-jacent. L'algorithme
qui permet de déterminer les arguments associds 3 ¢ 3 partir de H, ne fait
intervenir que l'arbre abstrait associé & H., de sorte que 1l'on peut défi-
pir les arguments associés 2 un arbre abstrait.

La d&finition d'un tel arbre s'exprime de fagon purement combina-
toire. Pourtant, dans le seul cadre combinatoire, et sans autre guide, elle
décrit un objet parmi des "tas" d'autres possibles et de ce fait peut

paraitre arbitraire. Elle permet cependant de traduire le théor&me 1bis,

ou plutdt de le décomposer en deux Etapes

Théoréme lter.
Soit T = —% . Il existe alors un arbre de Hubbard abstrait H et deux
) 2
arguments 6' et 0" associs 3 H tels que T soit le chef-lieu de [8',08"],
sans &tre le chef-lieu de [€_(H), 9+(H)].
Théordme de "réduction” : Soit H un arbre de Hubbard abstrait. Il existe

alors ¢ ngo U 592 tel que tout argument associ& 3 H soit aussi associé@
a Hc.

L'poncé du théordme lter appartient entiBrement au cadre combi-

natoire. La démonstration utilise le lemme suivant.

Lemme : Il existe un arbre HT ayant T comme seul argument associé.
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La démonstration du théordme lter & partir de ce lemme est une
. . - - -~ . - 1
construction combinatoire (d'ailleurs pas tré&s diffic_le) dans le cas des

arbres abstraits.

La démonstration du lemme peut se faire purement dans le cadre
combinatoire. On peut aussi utiliser un "théoréme d'aboutissement" qui
assure que le rayon externme CR, (M,T) aboutit en un point Y(T) ESQ , poser

H

= H et vérifier qu'il a les propriétés voulues.
T (D 4 prop

Le théoréme de réduction est celui qui permet de revenir du

P

cadre combinatoire aux points deQ° U92 C M. Bien slir, on aurait préféré

un théordme qui dirait que tout arbre de Hubbard abstrait est isomorphe 2

un Hc avec ¢ € @O U 92. Mais c'est faux, voici deux contre—exemples :

-1.

. . 3=5
p 4T 1 .
2 5 L 0 2
3
A.Douady Tan-Lei
Voici les arbres réduits correspondants.
. 3=4
/l}=5 - — 1. 1 'y
2 1 0 2

\Q
N

Cependant, la déviation & partir de cet &noncé est dauns le bon
sens, de sorte qu'on peut grice i ce théorime de réduction déduire le
théorsme lbis du théorsme lter et par suite le théorZme 1, donc 1'impli-

cation (MLC) = (HG2).

En conclusion, nous pouvons dire que dans ce probléme, 3 cadres
ont interagi

- le cadre glométrique : M, avec 90 v 92
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- le cadre des arguments : ¥ = IR/Z avec @/Z comme ré&union de 1'ensem-
ble des rationnels 3 dénominateurs pairs et de celui des ratiomnels i déno-

minateurs impairs.

- le cadre des arbres de Hubbard abstraits intervenant comme cadre

auxiliaire de travail.

Les correspondances entre ces 3 cadres sont imparfaites, mais suf-

fisamment bonnes pour que le jeu de cadres soit fructueux.

En outre, chacun h&rite, via ces correspondances de structures
naturelles dans un autre. En particulier, on obtient une relation d'&qui-
valence sur /7, qui est trés mystérieuse dans le cadre arithmétique :
tvu sitetu sont les arguments externes d'un méme point de M.

Dans le but de la comprendre, Thurston est en train d'inventer un cadre -
Laminations du dique - intermé&diaire entre le cadre des arguments et celui

des arbres.
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