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Résumé

Cette these se donne comme ambition de montrer que la simulation numérique
du transfert de chaleur et de masse dans un milieu poreux, peut étre traitée de
maniere efficace par un programme de calcul basé sur une discrétisation spatiale
de type spectral. La méthode spectrale s’avere optimale en ce sens que 'erreur
obtenue n’est limitée que par la régularité de la solution.

Le point de départ de cette étude est le systeme des équations de Darcy non
linéaire et non stationnaire qui modélise ’écoulement instationnaire d'un fluide
visqueux dans un milieu poreux quand la perméabilité du milieu dépend de la
pression. Le deuxiéme probleme proposé est le transfert de la chaleur dans un
milieu poreux décrit par un couplage des équations de Darcy avec l'équation de
la chaleur. Dans la derniére partie, la concentration de masse est prise en compte
dans le milieu, nous décrivons un probléme non linéaire instationnaire qui modélise
le transfert de chaleur et de masse dans un milieu poreux.

Dans les trois problemes proposés, les résultats d’existence et unicité sont éta-
blis. Puis les problemes discrets correspondants sont décrits. Nous avons prouveé
des estimations d’erreur a priori et nous avons confirmé 1’étude théorique par des
résultats numériques.

Mots clés

Milieu poreux, transfert de chaleur, transfert de masse, équations de Darcy, équa-
tion de la chaleur, équation de la concentration de masse, schéma d’Euler, méthode
spectrale.
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Abstract

This thesis aims to show that the numerical simulation of heat and mass trans-
fer in porous media can be effectively treated by a numerical program which is
based on a space discretization of spectral type. The spectral method is optimal
in the sense that the error obtained is only limited by the regularity of the solution.

The starting point of this study is the system of nonlinear unsteady Darcy equa-
tions that models the unsteady flow of a viscous fluid in a porous medium when the
permeability of the medium depends on the pressure. The second problem which
we study models transfer of heat in a porous medium which is described by Darcy
equations coupling with the heat equation. In the last part, the concentration of
mass is taken into account in the medium, we describe a nonlinear problem that
models unsteady transfer of heat and mass in porous media.

In the three proposed problems, the results of the existence and the uniqueness
are established. Then the corresponding discrete problems are described. We prove
the error a priori estimates and we confirm the theoretical study with numerical
results.

Keywords

Porous medium, heat transfer, mass transfer, Darcy’s equations, heat equation,
the concentration of mass, Euler’s scheme, spectral method.
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1.1 Ecoulement en milieu poreux saturé

Les écoulements de fluide a travers un milieu poreux se rencontrent dans des domaines tres variés
des sciences et techniques. A titre d’exemple, on peut citer les problemes de purification de I'eau, de
dépollution des sols, d’extraction de pétrole et de gaz, les problemes géophysiques,...

Le lecteur intéressé, pourra consulter les ouvrages de J. Bear [12] et D.A Nield et A. Bejan [67], pour

de plus amples informations.

1.1.1 Caractéristiques d’un milieu poreux

Le milieu poreux est composé d’une matrice solide, & 'intérieur de laquelle se trouvent des pores
reliés entre eux ou éventuellement isolés. D’une manieére générale, les milieux poreux sont définis par
deux criteres :

e les matrices solides non consolidées ou la phase solide est formée de grains (par exemple le sable, le
gravier, billes de verre, d’acier, les lits de particules pas encore fluidilisés ...).
e les matrices solides consolidées (par exemple les roches calcaires, le gres, Pargile, le bois, tissu bio-

logique ...).

Les pores reliés entre eux, permettent ’écoulement d’un ou plusieurs fluides. On peut alors classer
les problemes rencontrés, suivant les phases en présence a l'intérieur des pores :
e le milieu est saturé d’un seul fluide ou encore un ensemble de fluides miscibles (par exemple un sol
imbibé d’eau).
e le milieu est composé de plusieurs fluides non miscibles. Un ensemble de ménisques sépare alors
les différentes phases (par exemple un mélange eau-huile-gaz dans les roches pétroliers, ou un sol
partiellement saturé d’eau, la deuxiéme phase étant ’air).
e le milieu est le siege d’'un transport de fluide et de particules solides. Il agit en général comme un
filtre, mais ses propriétés hydrodynamiques se modifient au cours du temps (dépollution des eaux
contenant de grosses particules par percolation a travers le sol).

On rappelle succinctement, les différentes grandeurs caractéristiques du milieu poreux.

Volume Elémentaire Représentatif (VER)

La distribustion des pores et des grains est généralement tres irréguliere. A cette échelle, la vitesse,
la pression et la température varient tres irrégulierement d’un point a 'autre du domaine. On est
donc amené a effectuer une moyenne spatiale de ces grandeurs. Elles ont pour but d’éliminer les
fluctuations a 1’échelle du pore, mais pas les fluctuations a 1’échelle macroscopique du milieu poreux

L. Cette moyenne s’effectue donc sur des nombreux pores par 'intermédiaire d’un Volume Elémentaire

18



1.1. Ecoulement en milieu poreux saturé

FIGURE 1.1 — Illustration de la taille intermédiaire [ du volume élémentaire représentatif VER entre

la taille du milieu poreux a ’echelle macroscopique L et la taille du pore a I’échelle microscopique d

Représentatif VER (voir figure 1.1) du milieu. De plus, 1’échelle I du VER doit donc vérifier :
d<l< L.

On obtient donc les grandeurs caractéristiques de la vitesse, la pression et la température, en les
moyennant sur le VER. Cela permet de représenter un point dans un nouveau milieu continu fictif
par changement d’échelle. Il est équivalent au domaine poreux étudié mais a 1’échelle macroscopique.
Lorsque les propriétés locales, définies sur le VER, sont indépendantes de la position de celui-ci, le

milieu est dit homogene, a 1’échelle macroscopique.

Porosité

La porosité ¢ est définie comme le rapport du volume vide occupé par les pores, sur le volume

total soit :
volume des pores

L volume total

La porosité peut étre tubulaire et/ou fissurée. Un sol est saturé quand toute la porosité est remplie

par 'eau.
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Perméabilité

La perméabilité k se réfere a la capacité du milieu poreux a laisser passer le ou les fluides a
Iintérieur des pores. Ce parametre est relié a la dimension et a la connection des pores entre eux.
Des pores clos et non connectés entre eux empéchent le fluide de s’écouler librement d’un pore & un
autre. L’ouverture des pores peut plus ou moins favoriser ’écoulement entre les éléments du milieu.
La perméabilité est aussi liée a la viscosité du fluide qui est la mesure de sa résistance a I’écoulement.
La perméabilité intrinseque s’exprime, indépendamment des caractéristiques du fluide, sous la forme :

P Qu
A(Ap/As)’
ou (@ désigne le débit du fluide qui s’écoule, p est la viscosité dynamique du fluide, A représente

lair de la section traversée par le fluide, Ap/As est la variation de la pression par unité de longueur.

1.1.2 La loi de Darcy

C’est en 1856 que Henry Darcy [38] a décrit une loi sur les écoulements isothermes dans un milieu
poreux. A partir d’expériences de percolation d’eau & travers une colonne de sable verticale saturée

de hauteur h, il en déduit
Apm
h )

ou () est le débit de I'eau percolant a travers la colonne, Ap,, la différence de pression entre le haut et

Q=FKS

le bas de la colonne et k' une constante dépendant de la permdéabilité de la couche poreuse du milieu
et du milieu fluide. D’aprés Scheidegger [77], k& est le quotient de la perméabilité k sur la viscosité pu.
On peut généraliser cette loi par

u= " (Vp - pg¥2) (1.1)

ol p représente la pression, p est la masse volumique du fluide, et g est 'accélération gravitationnelle,

z est la cote définie selon un axe vertical ascendant.

Laloi de Darcy est vérifiée par de nombreux résultats expérimentaux pour des régimes d’écoulement
laminaire. Elle a également été vérifiée par des simulations directes des équations de Navier-Stokes

[72] ou on vérifie bien cette chute.

Jusqu’a présent, nous avons été préoccupés par le milieu poreux. Si nous passons maintenant a
I’eau, que nous considérons comme incompressible et en négligeant la variation spaciale de la masse

volumique, la loi de Darcy (1.1) se simplifie de la fagon suivante :

u= —k;ZgV(pZ—i-z).
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1.1. Ecoulement en milieu poreux saturé

FIGURE 1.2 — Expérience illustrant la loi de Darcy

Le coefficient de perméabilité k est un scalaire dans le cas de milieu poreux isotrope ou si I’écoulement
est unidirectionnel. On présente dans le Tableau 1.1 quelques valeurs du coefficient de perméabilité

pour des matériaux divers, (voir [17, Tableau 1] par exemple).

Matériaux | Marne | Pierre a chaux | Argile | Sable fin

k 10~12 10~7 10~13 1071

Tableau 1.1 — Ordre de grandeur du coefficient de permeabilité k pour différentes sortes de matériaux

En régime transitoire, en toute rigueur, la loi devient
u = —k(V(£ + z) - i8,5u>.
pg gw
L’eau est considérée comme un fluide incompressible, alors I’équation de conservation du flux se réduit
a
V-u=0.

Conditions initiales et conditions aux limites

Pour écrire les équations instationnaires, en plus de la loi de Darcy qui décrit I’écoulement transi-
toire d’un fluide a travers un domaine donné, il faut spécifier d’autres caractéristiques qui expriment
Pétat initial (t=0) et les conditions imposées aux limites pour les temps de simulations, qui nous

intéressent. Plusieurs types de conditions aux limites peuvent étre considérés :

21



e Conditions de Dirichlet : dans ce cas, la charge est simplement imposée sur les frontiéres
concernées.

p(m, t) = pb(ma t)7
ou pp est une fonction donnée. En régime permanent, ce type de conditions aux limites est, en général,
nécessaire pour assurer 'unicité de la solution. Les conditions a charge imposée peuvent étre par
exemple : contact de la nappe avec une riviere, une ligne de sources, ect.
e Conditions de Neumann : ces conditions imposent le flux normal a frontiere. Elles s’expriment
par

u-n= g(m7t)7

ou n est la normale unitaire a la limite et g une fonction connue.

Une limite a flux imposé peut étre : un prélévement ou injection a travers les frontieres, un flux nul
au long d’une limite imperméable, ect.

e Conditions de Cauchy ou de Fourier : ce sont des conditions mixtes de charge et de flux. Dans

certains cas, le flux aux limites est décrit en fonction de la charge, sous la forme combinée :

_ @_ F F

ou fF et g sont des fonctions connues. C’est le cas, par exemple, d'une liaison hydraulique de la
nappe avec une riviere.

e Conditions périodiques : dans certaines situations, ce type de conditions aux limites est utilisé
pour simuler des domaines infiniment larges. Une continuité de la fonction d’état et son gradient est

imposée sur les limites considérées.

1.1.3 Transfert de chaleur dans un milieu poreux

L’étude des instabilités hydrodynamiques qui se développent dans un milieu fermé bénéficie d’un
intérét considérable depuis les trente dernieres années. Cette partie est inspirée de 'ouvrage de Nield

et Bejan [67] et la these de Delache [43].

Equation de conservation de 1’énergie

La convection en milieu poreux favorise le transfert de chaleur entre la paroi chaude et la paroi
froide. Ce transfert de chaleur est assuré a la fois par la phase fluide et la phase solide. Or ces deux
phases ne possedent ni la méme capacité thermique,ni la méme conductivité thermique (respectivement
Af,As). Pour cette raison et dans le but de tenir compte du transfert de chaleur lié a la présence
des deux phases, Combarnous et Boris [33] avaient proposé un modele de deux équations décrivant

I’évolution de la température des deux phases

(1 =) (pe)s0iTs = (1 — )V - (A VTs) + (1 — 9)qy, (1.2)
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1.1. Ecoulement en milieu poreux saturé

¢(pep) 0Ty + (pep)pu - VTy = oV - (A VTy) + (1 = 9)df, (1.3)

Ici, les indices s et f désignent les phases solide et fluide, respectivement, ¢ est la chaleur spécifique
du solide, cp est la chaleur spécifique a pression constante du fluide, A est la conductivité thermique,

et ¢""" [W/m?] est la production de chaleur par unité de volume.

En posant Ty = Ty = T, on déduit en sommant termes & termes des équations (1.2) et (1.3)
le modele de transfert de chaleur le plus couramment utilisé pour les milieux poreux (équation de
transport-diffusion)

(pc)matT + (pcP)fu -VI'=V- ()‘mvT> + QZ{, (1'4)

Approximation d’Oberbeck-Boussinesq

Pour que la convection thermique se produise, la densité du fluide doit étre écrite en fonction
de la température, et donc nous avons besoin d’une équation d’état pour compléter les équations de

conservation de masse, de mouvement et d’énergie. la plus simple équation d’état est

pr=po(l—Br(T —Ty)), (1.5)

ou Br est le coefficient d’expansion thermique, T une température de référence par exemple la
température de la plaque du bas. Dans les gaz et les liquides, le coefficient d’expansion thermique
Pr est tres petit. Nous adoptons donc 'hypothése d’Oberbeck-Boussinesq [24] pour la densité du
fluide qui montre que les variations de densité sont négligeables, excepté dans le terme gravitationnel
ptg ol elles rendent compte de la poussée d’Archimede qui est la cause de la convection thermique. En

conséquence, I’équation de continuité se réduit a V-u = 0, tout comme pour un fluide incompressible.

Conditions aux limites

Une fois la conductivité thermique dans le milieu poreux déterminée, 'application de conditions

aux limites thermiques est généralement simple.

Pour une couche semi-infinie [0, L] x [0, aH] x [0, H], on impose les conditions aux limites suivantes :
e pour la vitesse, on utilise ’équation de Darcy, avec des conditions de glissement & la frontiere (paroi
imperméable) :

u-n=0 quand 2=0,H et y=0,aH.

e Pour la température, on utilise ’équation de I’énergie avec des parois latérales verticales adiabatiques

oT
— =0 pour y=0,aH.
Jy
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des parois horizontales isothermes

T=1Ty pour z=0 et T =1y pour z= H.

1.1.4 Transfert de chaleur et masse dans un milieu poreux

Les transferts couplés de chaleur et de masse qui se développent dans les milieux poreux non
saturés, sous l'influence de faibles gradients de température, jouent un role extrémement imporant
dans divers phénomenes naturels ou processus industriels. Il en est ainsi dans les échanges d’humidité
entre le sol et 'atmosphere par suite des variations de température journaliere et saisonniere de la
surface, mais également dans certains domaines techniques : génie civil, séchage des matériaux, voie
technologiques : caloducs, ou les transferts de masse sont simulés de maniere naturelle ou artificielle

par des gradients de température.

Conservation de masse dans un mélange de fluides
Considérons un mélange de fluides de volume V' et la masse m. L’indice i représente la i*™¢ com-

posante (composante ¢) du mélange.

Nous appliquons le principe de la conservation de la masse de chaque composant dans le mélange.
On note C; la concentration du composant ¢. En I’absence de génération de composants, nous devons

avoir

0C; +V - (C; Vi) =0,

ou V; est la vitesse de la particule du composant i. En sommant sur ¢ on obtient
0C+V-(Cu)=0,
tel que u est la vitesse de masse moyenne et donnée par
1
i

Jusqu’a présent, nous avons été préoccupés par le fluide uniquement, mais maintenant nous envi-
sageons une matrice solide poreuse saturée par un mélange de fluide. L’équation de conservation de

masse dans un milieu poreux est donnée par
0;C + (u . V)C =V. ()\21VC), (1.6)

ol Ag; est la diffusivité de masse du milieu poreux.
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1.2. Motivation

Production combinée de chaleur et de masse

Dans la convection a double diffusion (par exemple, thermohaline) le couplage de transports de
chaleur et de masse a lieu parce que la densité du fluide dépend & la fois de la température T et de la
concentration C'. Dans ce cas la loi de Darcy s’écrit sous 'approximation de Bousinesq. Les propriétés
thermophysiques du fluide sont supposées constantes, a ’exception de la masse volumique dans le

terme des forces de volume qui dépend linéairement de la température et de la concentration

pg = po(1 = Br(T —Tp) — Bs(C — Cy)). (1.7)

ou Br et Bs sont respectivement les coefficients d’expansion thermique et massique. Dans certaines
circonstances, on a un couplage direct entre I’équation de la chaleur et ’équation de masse. C’est alors
que le phénomene appelé cross-diffusion (les effets de Soret et Dufour) n’est pas négligeable (voir Eckert
et Drake [45]). L’effet de Soret se réfere au flux massique produit par un gradient de température et
I’effet de Dufour se réfere au flux de la chaleur produit par un gradient de concentration. En absence

de la source de chaleur et de masse, les équations s’écrivent

0T + (u-V)T =V - (A1VT) + V - (AMaVO), (1.8)
0:C + (u . V)C =V- ()\QQVC) + V- (/\21VT), (1.9)

oll A\11 et A9y sont respectivement, les coefficients de la diffusivité thermique et massique et Ao et
A21 sont respectivement, les coefficients de Dufour et Soret du milieu poreux. Ces derniers sont déja

étudiés dans plusieurs références comme [5, 10, 46, 64, 70].

La variation de la masse volumique avec la température et la concentration donne lieu a une
force de flottabilité combinée. Le fait que les coefficients de I’équation (1.8) sont différents de ceux de
I’équation (1.9) conduit a des effets intéressants, tels que les flux oscillant dans le temps en présence

de conditions aux limites stables.

1.2 Motivation

Parmi les tres nombreuses techniques pour la discrétisation d’équations aux dérivées partielles el-
liptiques, nous avons choisi de présenter les méthodes spectrales. La technique des méthodes spectrales
permet d’obtenir des approximations d’équations a dérivées partielles avec une bonne précision et une
convergence rapide.

Les méthodes spectrales ont été introduites pour la premiere fois par D. Gottlieb et S. Orszag [53, 68].
Elle repose sur 'approximation des solutions d’équations aux dérivées partielles initialement par des

séries de Fourier tronquées puis par des polyndomes de haut degré. Les méthodes spectrales utilisent
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des formules de quadratures numériques pour évaluer les intégrales obtenues dans la formulation va-
riationnelle, le plus souvent la formule de Gauss-Lobatto ; le probleme est discrétisé en les nceuds de
cette formule qui sont les racines de polynomes dérivés des polynomes de Legendre. De nombreux
ouvrages ont été publiés sur les méthodes spectrales, nous citons par exemple [25, 30, 49, 62].

Les domaines ou ces équations sont posées, se multiplient et se généralisent. Grace aux produits de
tensorisation sur les polynomes, la géométrie de base est soit un carré soit un cube. Nous pouvons
trouver des extensions sur des trapezes, cylindres ou méme des cones, par conséquent, le champ d’ap-
plications des méthodes spectrales ne se limite plus aux géométrie simples, mais s’étend aux situations

complexes [13], voir les références [15, 44, 78] pour plus de détails.

Dans cette thése nous nous intéressons a plusieurs probléemes liés aux milieux poreux. L’étude des
milieux poreux est un domaine de recherche tres actif du fait de large champ de ses applications.
Par essence transversale a la mécanique du solide et a la mécanique de fluides, I’étude de transport,
de I’écoulement de la propagation d’ondes en milieu poreux déformable ainsi que dans la gestion de
déchets souterrains la propagation d’agent poluant, I’hydrologie, dans l'industrie du pétrole dans la
génie chimique, dans ’exploitation de gisments et dans la sismologie.

D’un point de vue mécanique, ces équations sont essentiellement les équations les plus simples décrivant
I'écoulement d’un fluide dans un milieu poreux (nous citons par exemple [57]). Mais d’un point de vue
mathématique, elles sont difficiles a étudier a cause de leur contrainte d’incompressibilité. Dans le cas

stationnaire, ces équations sont de la forme

ocu+Vp = f dans €2,

(1.10)
V-u = 0 dans €.

On réfere a Marsily [40] pour les arguments principaux qui conduisent a 'obtention de ce modele.
Les inconnues sont le champ de vecteur w & valeurs dans R? qui représente la vitesse et la fonction p
qui représente la pression. La fonction f est une densité de forces extérieures appliquées au fluide (la
gravité par exemple). Le coefficient o dépend de la perméabilité du milieu et la viscosité du fluide.
Dans [2], Achdou et ses collaborateurs, ont traité le probleme (1.10) muni de conditions aux limites
de Neumann et tel que « est constant (égal a 1). L’analogue a cette étude est effectuée dans [1] quand
a est une fonction positive. Nous citons aussi [17], ou les auteurs ont étudié I’analyse a priori et a
posteriori en utilisant la méthode des éléments finis avec joints lorsque « une fonction continue par
morceaux, voir aussi [37].

Lorsque la pression sur la frontiere peut présenter de fortes variations, la perméabilité du milieu est
supposée dépendre de la pression, voir Rajagopal [73], dans ce cas, 'analyse théorique et numérique

a été réalisé dans [4] par la méthode des éléments spectraux et [11] par la méthode spectrale.
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1.3. Description de la thése

Dans cette thése nous nous intéressons a 1’écoulement instationnaire d’un fluide incompressible dans
un milieu poreux et rigide. Les équations de Darcy s’étendent a une hiérarchie de modeles régissant
I’écoulement des fluides par un solide poreux, voir Rajagopal [73], et Amirat [7]. Les équations de
Darcy instationnaires ont été étudiées par éléments finis dans [16] quand « est constant et positif et

ont été munies de la condition de Dirichlet sur la pression.

Dans un milieu poreux, quand un fluide saturant est soumis a plusieurs composants a des gradients
de densité causés par des variations locales de température et de concentration, des forces volumiques
dues au champs de gravité induisent un mouvement convectif. Dans un premier temps, on considere
le probleme modele, dérivé des équations de la mécanique des fluides dans les milieux poreux et de
la thermodynamique dans le cas stationnaire. Les conditions aux limites sont de type Neumann sur
la vitesse et de type mixte Dirichlet et Neumann pour la température. Des études ont toutefois été
effectuées par Bernardi et al. [23] sur les équations de Navier-Stokes écrites sous 'approximation de
Boussinesq couplées avec ’équation de la chaleur.

Dans un deuxieéme temps, nous nous intéressons au transfert combiné de chaleur et de masse dans un
milieu poreux modélisé par les équations de chaleur et de masse avec les termes convectifs couplées avec
la loi de Darcy écrite sou ’approximation de Boussinesq munies de conditions aux limites de Neumann

sur la vitesse et la condition mixte Dirichlet et Neumann pour la température et la concentration.

1.3 Description de la these

Cette these est organisée de la fagon suivante :

On considere dans le chapitre 2 les équations de Darcy non-stationnaires et non-linéaires qui
modélisent ’écoulement instationnaire d’un fluide visqueux incompressible dans un milieu poreux ri-
gide avec des conditions aux limites mixtes. Nous proposons une discrétisation en temps et en espace
du systeme complet en utilisant le schéma d’Euler implicite et les méthodes spectrales quand le do-
maine est le carré ou le cube. Nous prouvons des estimations d’erreur optimales. A la fin de ce chapitre,
on présente la mise en ceuvre de la méthode spectrale pour ces équations telle que le code de calcul

est déveleppé en FreeFem3d (voir [42, 82]).

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons au couplage des équations de Darcy avec I’équation
de la chaleur. On écrit la formulation variationnelle, puis on établit par deux démonstrations différentes
I’existence de la solution ainsi que l'unicité. Ensuite, une discrétisation par méthode spectrale est
décrite et analysée en détail. Enfin, nous présentons quelques expériences numériques confirment

I'intérét de la discrétisation, et nous choisissons comme application du modele le probleme de Horton-
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Rogers-Lapwood (voir [67, Chap. 6]) qui modélise une couche horizontale d’un milieu poreux et est
chauffée de maniere uniforme a partir du fond de la couche. Un autre modele est simulé sur la convec-

tion naturelle de la chaleur dans un milieu poreux.

Par analogie au deuxieme et troisieme chapitres, le chapitre 4 de ce mémoire propose une étude
mathématique et numérique du couplage des équations de la chaleur et de la concentration de masse
avec la loi de Darcy. On prouve également que le systeme d’équations admet une solution. Dans la sec-
tion suivante nous nous intéressons a ’approximation temporelle et spatiale du probleme en utilisant
le schéma d’Euler implicite et les méthodes spectrales. Dans la suite, on démontre des majorations
d’erreur a la fois sur la vitesse, la pression, la température et la concentration. On termine le chapitre

par quelques expériences numériques confirment 'intérét de la méthode ainsi du probleme.

1.4 Rappels et généralités

Nous introduisons ici les espaces dans lesquels nous cherchons nos solutions ainsi que les propriétés
utilisées. Les démonstrations des propriétés indiquées figurent en particulier dans les ouvrages de
référence suivants : Adams [3], Dautray et Lions [39], Evans [47], Grisvard [54], Lions et Magenes [61]
et Necas [65].

Nous considérons un ouvert 2 borné connexe de R%, d = 2 ou 3. Nous rappelons que D(Q) désigne
I'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support compact dans Q, et que D(Q) désigne
I'espace des restrictions & Q des fonctions indéfiniment différentiables & support compact dans R?. Le

dual D'(Q) de D(Q) est 'espace des distributions sur €. Nous définissons, pour tout réel p > 1 I'espace

LP(Q) = {gp : Q= R?%  mesurable et/ lp(x)|Pde < oo} ,
Q

lellr@) = (/Q |<p(m)]”d:c>; )

By — OlFly
oo okt ok’
10y

muni de la norme

On définit,

ou k = (ki1,...,kq) est un d-uplet d’entiers positifs tel que |k| = k1 + ... + kq.

Pour tout entier positif m et tout réel p > 1, 'espace de Sobolev est défini par

WmP(Q) = {v € LP(Q); VIk| <m, d%we LP(Q)},
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1.4. Rappels et généralités

muni de la norme )
P

lellwooy = | /Q 0 v[Pda

|k|=0

De plus, nous notons Wi () I'adhérence de I'espace D(§2) dans l'espace W"P(Q). En particulier, si
p = 2, I'espace W™2(Q) est noté H™().

Pour un nombre réel positif fixé T' et un espace de Banach séparable E muni de la norme || - ||z, on
note C°(0,T; E) I'espace des fonctions continues de [0, 7] & valeurs dans E.

Pour un entier positif m, on introduit aussi ’espace H™(0,T’; E) comme étant I’espace des fonctions
mesurables sur ]0,7[ & valeurs dans E telles que les fonctions : v — [|0fv]%,0 < £ < m, soient

intégrables sur |0, T'].

L’opérateur de divergence appliqué & un champ de vecteurs v de composantes (vz, vy) en dimension

d =2 et (vg,vy,v;) en dimension d = 3, est défini lorsque v est de classe C! par la formule

0 0
— 9 + 9y en dimension d = 2,
ox y

V-

et
_ Oug . vy . ov,
Oz oy 0z

Nous pouvons étendre la définition de la divergence & un élément quelconque v de D'(Q) par les

V-

en dimension d = 3,

formules de dualité suivantes :

0 0
Vo € D(Q), <V'v,g0>:—<vx,—<'0>—<vy,—(p> en dimension d = 2,
ox oy
et
0 0 0
Vo € D(Q), <V-v,cp>=—<vx,£>—<vy,£>—<vz,£> en dimension d = 3.
or oy 0z

L’opérateur de trace normale v — v - 1 est défini par la formule
Voe HY(Q), <v-n,¢ >:/ (v-V«p%—V-v«p)dw.
Q
Nous rappelons dans le lemme suivant I'inégalité de Poincaré—Friedrichs.

Lemme 1.4.1 Il existe une constante ¢, ne dépendant que de la géométrie de ) telle que toute fonction
¢ de H}(Q) vérifie
lellzz) < epllVellL2@ye- (1.11)

On suppose que la frontiere 02 est divisée en deux parties disjointes I'y et I'y telles que I'y est de

mesure positive et est une sous-variété lipschitzienne de 0f).
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Pour écrire le probleme de Darcy (2.1) en forme variationnelle, on introduit ’espace de pression

suivant :

HX Q) ={pcHY(Q), ¢=0 sur I,}. (1.12)

Les traces de fonctions de H}(€2) sur Iy appartiennent & Hoo( 4) (voir [61, Chap.1, §11]). On note
1
2

1 ’ ’ 1
(Hg(Iy)) son espace dual et < -, >p, le produit dual entre (Hg(T'y)) et Hg(Ty).

1.5 Outils de la méthode spectrale

Pour tout entier positif n, on note P, (£2) l'espace des restrictions &  des polynémes & valeurs
dans R et de degré < n par rapport a chaque variable.
On considere le domaine © égal au carré ou au cube | — 1,1[¢, d = 2 ou 3. On rappelle la formule de
Gauss-Lobatto sur l'intervalle | — 1, 1] : il existe un unique ensemble de NV + 1 neoeuds §;, 0 < j < N,
avec {p = —1 et {; = 1, et un unique ensemble de N + 1 poids p;, 0 < j < N, tel que

1 N
VB Py a1, [ (0 =3 a0 (1.13)
: 2

Cette formule de quadrature n’est pas exacte sur Poy(—1,1), donc elle n’est pas exacte pour la norme
L?(—1,1) des polynomes de Py (—1,1). En revanche, on a les relations suivantes (voir [22, Chap. IV,

Corollaire 1.10] :

N
Von € Pn(-1,1), H‘PNHH 1y = Z (&)%p; < 3HSONHL2 —1,1)" (1.14)
§=0
La grille de Gauss-Lobatto est donnée par
{x=1(&¢), 0<i,j<N} pour d =2,

Sy =
{w:(gzvgjv‘gk)v 0§Z7]7kSN} pour d=3.

On introduit les espaces discrets suivants
Xy =Pn(Q)¢ et Yy =Pyn(Q),
et on approche I'espace H!(Q) défini dans (1.12) par
=Yy N HNQ).

On suppose que I'y, I'y sont des unions de cotés entiers (d = 2) ou de faces entieres (d = 3) de €, on
note par I'y;, 1 < j < Jy, respectivement I'y;, 1 < j < Jp , avec Ji + Jo = 2d, les cotés ou les faces

contenues dans I',, respectivement I'y. On introduit les espaces

XI]:,* ={pe CO(F*); (p‘r*j € Pn(lyy), 1<j <},
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1.5. Outils de la méthode spectrale

r .
Xy ={peC(Ty); ¢lr, €Pn(Ty), 1< < )

On définit le produit discret pour toutes fonctions continues u et v sur  par

Z Z u(&i, &)v(&i, ) pip;

si d=2,
(u, v) N NN N (1.15)
Z%ZOICZOU(&, & &)v(&, &5, Ep)pipipe st d=3.
1=Ujy= =

La formule (1.14) entraine que le produit discret est un produit scalaire sur Py (€2) et on note || - ||

N
la norme associée a ce produit scalaire. Similairement, on introduit une approximation du produit de
dualité < -,- >p, par

Jo
(wo)p =Y ()37, (1.16)
j=1
tel que, si par exemple I'y; est le coté ou la face {—1} x [—1,1]
N
> u(&o, &i)v (6o, &i)pi si d=2,
Uy _ 1=0
(U7U)N N N
Z Z (€0:&i» E)v (€0, &is Sk)pip st d=3

On note Zy Popérateur d’interpolation de Lagrange aux nceuds de la grille Xy & valeurs dans Py ()

I'opérateur d’interpolation de Lagrange aux nceuds de ¥y NT, & valeurs dans l’espace des traces
des fonctions de Xy sur I'y que 'on note XL
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Chapitre 2

Les équations de Darcy non linéaires

instationnaires

Ce chapitre consiste & un article soumis pour publication, écrit avec C. Bernardi et D. Yakoubi,
[18].
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considere les équations de Darcy non linéaires (ou la non-linéarité vient du
fait que le coefficient de perméabilité dépend de la pression) dépendant du temps munies de conditions
aux limites mixtes. Soit Q un ouvert borné connexe de R%, d = 2 ou 3, a frontiere lipschitzienne 0
et soit n le vecteur unitaire normal & 02 extérieur a 2. On suppose que € est divisé en deux parties
disjointes I'y et I'y = aﬁ\fﬁ. Soit T un nombre réel positif. On considére le probléme suivant, introduit

par H. Darcy [38] et généralisé par K.R. Rajagopal [73] :

du+a(pu+Vp=f dans Qx]0,T
V-u=0 dans Qx]0,T

p=p sur I,x]0,T], (2.1)

u-n=g sur Iy x

u(-,0) =up dans €,

ol les inconnues sont le champs de vecteur u et la pression p du fluide. Ce systeme modélise I’écoulement
instationnaire d’un fluide visqueux incompressible dans un milieu poreux saturé et rigide. Il semble
assez réaliste d’un point de vue mécanique, au moins lorsque le coefficient o qui est lié a la perméabilité
du milieu et a la viscosité du fluide satisfait aux conditions suivantes :

e Quand p est fixé, la fonction & — «(x,p) est constante par morceaux. En effet, les équations
précédentes modélisent le flux dans un milieu poreux, mais les milieux souterrains poreux sont sou-
vent non homogenes, composés de plusieurs composants tels que ’argile ou le calcanéite, les valeurs
de a pour ces différents éléments sont tres différentes.

e Lorsque la pression présente de fortes variations, par exemple induite par les conditions sur le bord,
le coefficient v dépend de ces valeurs de fagon exponentielle, on refere a [73] pour plus de détails sur
la maniere d’obtenir ce modele.

Les données sont une densité des forces f (ce qui représente le plus souvent I’action de la gravité), la

limite de pression py et le flux au bord g, et également la condition initiale wg.

2.2 Probleme continu

2.2.1 Formulation variationnelle

Dans ce qui suit, on suppose que
e [', est de mesure positive dans 9¢) et OI' est une sous-variété lipschitzienne de 02,
e La fonction « est :

* positive et bornée, i.e. il existe deux constantes positives oy et as,

V€ € R, a1 < o(f) < ag, (2.2)
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2.2. Probléme continu

* continue de R dans R et lipschitzienne, i.e., il existe une constante positive ay, telle que

Vé, & € R, (&) —a(é)] < arlé — &l (2.3)

- L1 ,
e Les données (f,g) appartiennent & L2(0,T; L?(Q)?) x L2(0,T; Hg(Ty) ),
e La fonction py appartient a L?(0,T; H %(F*)) et admet un relevement dans L?(0,T; H'(Q)) encore
noté p, pour simplifier, qui vérifie
IPell 2o 713 2y) < ex Pl oy 7 d ey 24

e La donnée ug appartient a L2(Q)? et vérifie
V-upg=0 dans Q.
On consideére la formulation variationnelle suivante

Trouver (u, p) € H'(0,T; L2(Q)?%) x L2(0,T; H'(Q)) tel que
u(-,0) = ug dans Q, (2.5)
et pour tout t,0 < t < T,
p(-t) = pp(-t) sur T,
o € L2(Q), / vl 1) - v(@)de + / (a(p)u) (@, 1) - v(x)dw
Q Q
+ b(v,p) = i f(z,t) - v(zx)d, (2.6)

Vg € Hy (), blu,q) =<g,q>r, . (2.7)

ou la forme bilinéaire b(-, ) est définie par

b(v,q) = /Q'v(m) -Vq(zx, t)dx.

Proposition 2.2.1 Les problemes (2.1) et (2.5) — (2.6) — (2.7) sont équivalents dans le sens o :

(i) toute solution du probléme (2.1) appartenant o H'(0,T; L>(Q)%) x L2(0,T; H'(Q)) est solution du
probléme (2.5) — (2.6) — (2.7),

(ii) toute solution du probléme (2.5) — (2.6) — (2.7) est solution du probléme (2.1) au sens des distri-

butions.

Preuve. (i) L’équation (2.6) est facile & obtenir. On suppose que V - u est dans L%(Q). L’équation
(2.7) s’obtient par la formule de Green : pour tout ¢ € H(f2),

| V- u@i@ite = - [ ule)-Va@ds+ | (un)raar

o0N
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Puis, on suppose que ¢ = 0 sur I',

/8 (uem)(ra(r)dr = / (- ) (r)q(r)dr,

Iy

et on utilise la condition du bord de u sur I'y combinant avec la condition d’incompressibilité.
(ii) Nous déduisons de la densité de D(Q)? dans L?(Q)? et de D(Q UT}) dans HL(Q) (voir [14]) que
(2.6)-(2.7) est équivalent & (2.1) au sens des distributions.

2.2.2 Résultat d’existence

Nous sommes en position de présenter le résultat principal de cette section, a savoir I'existence de

la solution du probleme (2.5) — (2.6) — (2.7).

Nous prouvons une propriété supplémentaire de la forme b(-,-) dans le lemme suivant.

Lemme 2.2.2 La forme bilinéaire b(-,-) est continue sur L*(Q)¢x H'(Q) et vérifie la condition inf-sup

sup b(v,q)

> IVqllL2(qya- (2.8)
veLZ(Q)deHL2(Q)d LA

Preuve. Pour tout ¢ € H} (), nous choisissons v = Vq

b(v,q) = HVq”%Q(Q)da

d’ou la condition désirée.

On introduit le noyau de la forme bilinéaire b(-, -)
V(Q) = {ve L)% VYge HAQ), b(v,q) =0}
qui est caractérisé par :
V(Q) ={ve )% V-v=0dansQ et v-n = 0sur I}}.

De plus, cet espace est séparable (voir [26, Prop I11.22]).
1
Comme les traces de fonctions de H} () appartiennent & H,(Ty), gréace a la condition inf-sup, et [51,
Chap I, Lemme 4.1], il existe w(-,t) € V(Q)* tel que :
Vq € Hj(Q)v b(w(at)7Q) =< g(at)a q >Fli .
et

y 3 y ' 2.9
lw(- )| L2@)e < llg(, )HHé)(Fﬁ)/ -
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2.2. Probléme continu

Comme w € VL(Q) alors sa dérivé en temps y appartient. On définit I’application
ax &= alE+ ),
qui vérifie les mémes propriétés que a en particulier (2.2). On pose
U =U—W et p.=p—pPp.

On note que u, € H'(0,T;V(Q)) et p, € L%0,T; H:(Q)) et on voit que pour tout v € V(£),
b(v,p«) = 0. Par conséquent, si (u, p) est solution du probléeme (2.5), le couple (u., p.) est solution du

probleme réduit suivant :

Trouver (., ps) € H'(0,T;V(Q)) x L*0,T; H:(Q)) tel que

(2.10)
u.(,0) = uo—w(-,0) dans €,

Vv € V(Q /Btu* x,t) - v(x )dw—i—/ﬂa*(p*(x,t))u*(:c,t) cv(x)dx
/ flz,t) - v(x)dx — /Qa*(p*(a:,t))w(:c,t) cv(x)dx — b(v, pp).

La propriété d’équivalence est facilement vérifiée, voir [16, Lem 2.1].

(2.11)

Proposition 2.2.3 Les problémes (2.5)-(2.6)-(2.7) et (2.10)—(2.11) sont équivalents au sens ot (u,p)
est solution de (2.5) a (2.7) si et seulement si (u,p«) est solution de (2.10)-(2.11).

On montre la stabilité de la solution u, dans le lemme suivant.

Lemme 2.2.4 Pour toutes données

~ ~ 1
f e L0, T; LY ()Y), g € L*(0,T; Hgy (T,
o 1 L (2.12)
P €L (07T7H2(F*)) et ug € L (Q) )
la solution w. du probléme (2.10) — (2.11) satisfait pour tout t, 0 <t < T,
s (- ) | 2y + allwsll 20,4, 02 (02)2)
<c <||u*('70)||L2(Q)d + 1 Fl 20,5224y + HPbHLQ(OtHQ( ||g”L2(o,t;H(%(rﬁ)/)) ;o (2.13)
et
0wl L2042 ()
< (I Oz + 1Pz + 1l by H 190t ) (21)
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Preuve. 1) En prenant v = u, dans (2.11) et utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

1d

57 [ @+ ol (0 o

< FC O 2@l Dl L2 (o)
+ w5 )l 2()a IVPe (5 Dl 20)e + zllw (-, 8l 2 @yallws ()l 2 (0)a-

On utilise la formule de Young

1
< 2.1
ab 2a +266 (2.15)

, L a1 .
avec € est égal a 5 on obtient

1d

2 al 2

< 7(||f( 2 + IVDo( )1 Z2(ya) + 5

2, w('at)H%Q(Q)d- (216)

En intégrant entre 0 et ¢ on obtient,

s (-, )1 2 gqya + @t lwsllT2 0,12 ()0
9 3 a3 2
< ”U*(HO)HH( Q)d + (Hf”m 0402 T HprL2 OtHl(Q))) + 3(71”wHL2(o,t;L2(Q)d))~

En combinant cette derniere inégalité avec (2.4) et (2.9) on obtient l'estimation (2.13).

2) Similairement, on prend v = dyu, dans (2.11)
vt ) gy + [ clpst)e () Ore (. )
Q

= / f(x, t)0yus(x, t)de — / s (pi(, ) w (2, t)Oyus(x, t)dx — b(Oyuy, pp).
Q Q
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
90t ()12

< NFC DM 2 @allOrws (5 D) p2(ya + VD6 (5 ) 120y 10w (- ) [ L2 (02)
+ azllw (- )| 2@yl 0w (-, D) L2 (e + allws(- )| 2(@)al|Orws (-, )] L2 ()

puis on utilise les mémes arguments précédents, on obtient (2.14).

Ce dernier lemme prouve la stabilité de la vitesse w solution du probleme (2.5)-(2.6)-(2.7).
Proposition 2.2.5 Pour toutes données f,py, g et wy satisfaisant (2.12), la solution w du probléme

(2.5)-(2.6)-(2.7) wérifie pour tout t € [0,T],

HuHL‘X’(O,T;LQ(Q)d) < C/(HU'UHL2(Q d+ Hf||L2 (0,TL2(Q)4)

+ Hpb||L2(0,T H%( + ||g|| OTHOZO(Fﬁ) ))
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2.2. Probléme continu

Pour prouver que le probleme (2.5)-(2.6)-(2.7) est bien posé, on a également besoin du lemme technique

suivant
Lemme 2.2.6 L’espace L*(Q)? s’écrit
L2Q=vQ) eVt ou VQ!={Veg ¢cH(O))}.

Preuve. Posons
P={Vq, q€H (D)}
C’est clair que I’espace P est un sous-espace fermé de L?(Q)?, donc il suffit de démontrer que Pt =
V(). Soit v € V(Q) alors
Vg€ HX(Q), bv,q) = / v-Vqgdx=0.
Q

Alors v € Pt. La deuxiéme inclusion est facile & vérifier.

Posons f, = f — 0w — Vpy, ce dernier résultat implique que le probléeme (2.10)-(2.11) se réécrit :
Trouver (u,, ps) € HY(0,T; V(Q)) x L*(0,T; H:(Q)) vérifiant (2.10), tel que
Vv € V(Q), / Oyuy - vdx +/ ay(pe)uy - vdx —i—/ ax(ps)w - vde = / [y vde, (2.17)
Q Q Q Q

Vg e Hi(Q% / a*(p*)u* -Vq dx —I—/
Q

u(p)w - Vado +b(Va.p) = [ f.-Vadz, (215
Q Q

Proposition 2.2.7 Pour toutes données f,py, g et ug satisfaisant (2.10) —(2.12) et pour tout p. dans
L2(0,T; HLX(Q)), I’équation (2.17) admet une solution unique w, dans L*(0,T;V(Q)).

Preuve. On prouve successivement ’existence et I'unicité.
1. Soit 'application
G (tus) = fo(t) — au(po)us — au(p)w.

Cette application est continue sur L?(Q)? et lipschitzienne en u,. On sait qu'il existe un sous-
espace de D(Q)? qui est dense dans V() (voir [51, Sec. 2.2]). Soit (H,), une suite croissante
de sous-espaces de dimension finie de V(2) telle que U, H,, est dense dans V(€2). On en déduit

le probleme suivant, pour tout n > m

Trouver w, € C°(0,T;H,) tel que

Uin (-, 0) = ug + w(-,0),

Vo € H,,, /&gu*n-vdm—l—/a*(p*)u*n-vdw:/f*-vdw—/a*(p*)w-vdac, (2.19)
Q 0 Q Q
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D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz [76, Th. 21.1], cette équation admet une solution
unique w, dans C°(0,7;H,). La solution w., vérifie (2.13) et (2.14), donc il existe une
sous-suite que 'on note encore (), pour simplifier, qui converge faiblement vers w, dans
L2(0,T;V(Q)). la fonction u, est solution de (2.17) pour tout v € H,, et donc pour tout
v € V(Q) par densité. Comme C°(0,T;V(Q)) s'injecte dans L2(0,7; V(Q)), on a ainsi I’exis-
tence de u, dans L*(0,T;V(Q)).

2. De plus, si ul et u? sont deux solutions de 1’équation (2.17) et soit u, = ul — u?, on voit

que 'équation (2.17) est linéaire par rapport a u,. On considere les données u.(-,0), f,py et g
égaux a zéro, on déduit alors de (2.13) que u, est nul. Ceci prouve 'unicité de la solution dans

L2(0,T; V(Q)).

On définit I'application F' : p, — u, ou wu, est la solution exhibée dans la Proposition 2.2.7.
Cette application est continue de L2(0,T; H}(Q)) dans C°(0,T; V(Q)) et bornée. L’équation (2.18) est

équivalente a

Vg € H}(Q), /Qa*(p*)F(p*)-quw+/

ax(ps)w - Vgdx +b(Vq,ps) = / f. Vgdz. (2.20)
Q Q

Lemme 2.2.8 Pour toutes données f,py, g et uy vérifiant (2.12), I’équation (2.18) admet une solution

unique py dans L*(0,T; HL(Q)) vérifiant :

HVP*HLQ(O,T;L2(Q)¢1) < C(HfHLQ(O,f;LQ(Q)d) + HprLg(Oj;H§(F*)) + llgl + HUOHLZ(Q)d)~

Hl(o,T;H(i(r,j)’)
(2.21)

Preuve. Soit I'application ¢ définie par : pour tout ¢ € H} (),

< $(p.) g >= /Q (P F(py) - Vada + /

a(po)w - Vada + b(Vq,p.) - / f. - Vqda.
Q Q

Si on prend g = p,, on aura

< (p+), P > Zal/F(p*)-Vp*dw+a1/w’Vp*dx+b(Vp*,p*)/f*-Vp*dm
Q Q Q

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

< 6(p).pe > [Vpl2a(ya — co®IVPel 20y

ou
co(t) = 0wl L2y + 2llwll 2y + (| £l L2(@)e + VDol L2)e + [ F ()l L2(02)a-
On obtient de (2.16),

co(t) < c([|0xw| 2)e + azllwll p2qpa + 1 FllL2@ya + VDbl 2(02)) -
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2.2. Probléme continu

Par conséquent, la quantité < ¢(p.),ps > est positive sur la sphere du rayon p = co(t). D’apres
Bernard [14], D(2 UT}) est dense dans H} (). Soit maintenant (W,,),, une suite croissante de sous-
espaces de dimension finie de H} () telle que nLEJNWn est dense dans H}(Q2). Comme ¢ est positif sur
chaque W,,, n > 1, d’apres le théoréme du point fixe de Brouwer et [51, Chap IV, Cor 1.1], il existe
Dx,, € Wy, tel que pour tout n > m :

Vgm € Win, < @(psn),qm >=0 et [[Vpe,ll12)e < p- (2.22)

Comme (px,, ), est bornée par pu dans H)(Q) et H!(£2) s’injecte de facon compacte dans L?(2), il existe
une sous-suite que I'on note (P, ), qui converge faiblement vers p dans H!(f2) et fortement vers p

dans L2(Q). Alors pour tout w dans L?(Q)%, (o (ps, )w), converge aussi p.p. vers ax(p)w, et on a
Vn>1,  |ow(py,)w] < agfwl.

Comme as|w| € L2(2)%, en utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

(s (P, )W), converge vers ay(p)w fortement dans L?(Q)?. D’autre part, on écrit 'expansion

/ 0 (Fer)F(Brr) - Vi ds = / F(p..) - 0u(p)Vim dz + / F(p.,) - (0n(f,) — () Vi da.
Q Q Q

La continuité de F' donne la convergence faible F(p.,) vers F(p) dans V(§2) et donc la convergence

du premier terme vers (F(p), Vg, ). Pour le deuxiéme terme, on voit que

| P0u) - (@u5) = 05 Vi d < [P G g0y [ (005) = 0(9) Vet s
De (2.13), la suite (F(P«n))n est borné, et on a la convergence forte de (a(ﬁ*n)qu)n, ca implique la
convergence vers 0 du deuxieme terme. En passant a la limite dans (2.22), on trouve

Y € W, [ 0u(5)F(F) - Vo dac + /

ax(p)w - Vgmdx + b(Vap, p) = / Iy Vagndx.
Q Q Q

N
Par densité de UOWm dans H}(Q2), on aura
m=

Vg € H(Q), /

[ 0. () Vo do+ /

(P Vg de +b(Va.5) = [ £,V da.
Q Q

D’olt p = p. est solution du probleme (2.18). Concernant l'estimation (2.21), on prend g = p, dans

(2.18) et on integre de 0 a ¢, on obtient
IVPall20,6020) < 1F 220,222 + IPoll 220,601 () + 10wl L2 04522 ()4
+ arl|wl L2020y + @l L2 (04220

et donc

VPl 20040204 < el Fll2(0,60200)4) + \|Pb||L2(07t.H%(F*))

+ 19l Hlall ooy Tl onras)-

1
(OvtiHogo(Fﬁ)/) (07t§H020(F71)/)
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Or, d’apres (2.13) on a

a1 flwsll 204022y < llwsollr2ye + 1 £l 220,6020)0) + CTHPbHLQ(O’t;H%(F*)) + HQHLQ(OJ;H%(W),)-

Il suffit de combiner les deux derniéres inégalités pour conclure.

On montre le théoreme fondamental de ce paragraphe sur l'existence et 'unicité de la solution

(u,p) du probleme (2.5)-(2.6)-(2.7) :

Théoréme 2.2.9 Pour toutes données (f,py, g,uq) satisfaisant (2.12), le probléme (2.5)-(2.6)-(2.7)
admet une solution (u,p) dans l’espace

HY0,T; L2(Q)%) x L*(0,T; HY(Q)).
De plus, cette solution satisfait

||uHH1(O”f‘;L2(Q)d) + ||VPHL2(0,T;L2(Q)<1)

< e(lluollzz@y + 1z zz@m 1Pl oo by 190 g psd o) (229
0 45400

Preuve. Comme on a I’équivalence des problemes (2.5)-(2.6)-(2.7) et (2.17)-(2.18), la proposition et
le lemme précédents donnent 'existence et I'unicité de la solution (u,p) du probleme (2.5)-(2.6)-(2.7)
dans H'(0,T; L*(Q)%) x L?*(0,T; H'(2)). L’estimation (2.23) résulte par combinaison de (2.14) et
(2.21).

On conclut par un résultat d’unicité.

Proposition 2.2.10 Si le probléme (2.5)-(2.6)-(2.7) admet une solution (u,p) telle que la partie w
appartient a Hl(O,T; LP()), p > 2 en dimension d = 2 et p > 3 en dimension d = 3, et satisfait
pour une constante positive k appropriée
sup [lu(-, )| Lo(ye < 5, (2.24)
o<t<T

alors, cette solution est unique.

Preuve. Soient (u1,p1) et (ug,p2) deux solutions du probleme (2.5)-(2.6)-(2.7) telles que u; vérifie
(2.24). Il est clair que le couple (& = u; —ug,p = p1—p2) appartient & H' (0, T; V(Q))x L2(0,T; H(Q))

et vérifie
Yv e V(Q), /Qatﬁ ‘v dx +/Qa(p)'& ‘vde = /Q(a(pg) —a(p1))u - v de, (2.25)
Vg € HX(Q), /Qoz(pg)ﬁ -Vq dx + /Q Vq-Vpdx = /Q(a(pg) —a(p1))ur - Vg de, (2.26)

42



2.2. Probléme continu

1) On prend ¢ = p dans I’équation (2.26), ce qui donne

IVBllT20p = /Q(Oé(p?) —a(p1))ur - Vp dz — /Qa(]?Q)ﬂ - Vp dx

< ag|pllLes@llwille@ VDIl L2 @) + c2llill 2(0)al VDl 12(0)

1

1 1
avec —+ — = 3 En choisissant p* de sorte que H'(Q) s’injecte dans LP*(£2) et en utilisant I'inégalité

*
de Poincaré-Friedrichs, ¢ca nous donne

V5l 20y < ar(l+ )2 Vil aayellun | o) + a2l 2@

1

—————, on obtient
2ar(1+c2)?

On utilise la propriété (2.24) pour k =

VDIl L2(ye < *HVPIILZ i + aallaflp2q)

Par conséquent,

VDl 2y < 202|120y

2) D’autre part, en prenant v = @ dans (2.25), on voit que

1d
2dt

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique

1d

5 o1l g0 + 013y < Loyl zooyell el z2geye

Puis, on utilise I'inégalité de Young et l'injection de H'(Q2) dans LP*(£2), on déduit

d

ayp, -
gl @ < —==1BllLo-() [urll Loy

Jar

Combinant cette derniere inégalité avec (2.27) et (2.24)

d . -
el < clltll Lz o)

||uHL2(Q d "’/ (p2)'112(a:,t)d:c = /Q(Of(pz) —a(p1))ur - de.

(2.27)

Comme u(+,0) est égale a 0, en intégrant cette derniere inégalité entre 0 et ¢ et en appliquant le lemme

de Gronwall (voir [50, Chap. V, Lem. 1.8]). On en déduit que [|@|[;2(q)a est égal & zéro et donc u; et

uo coincident.

3) Finalement, en combinant le résultat de 2) avec (2.27) on obtient que p; et p2 sont égaux.

Méme si la condition (2.24) n’est pas trop restrictive, nous préférons ’éviter dans les chapitres

suivants.
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2.3 Probleme discret

2.3.1 Discrétisation temporelle

Pour discrétiser la dérivée par rapport au temps de la vitesse, on fait appel & un schéma d’ordre
un, le schéma d’Euler implicite [29, 35, 36]. On introduit une partition de lintervalle [0,7] en des

intervalles [t,,—1,tm], 1 < m < M, telle que

O=to<ti < ---<ty=T.

On désigne par 7, le pas du temps t,, — t,,—1, et par 7 les M —uplets (7q,...,7a7); on pose aussi
e Ou ) : e
|| =  max 7. La dérivée — (t,,,) est alors approchée par le quotient différentiel
<m<

ot

w(tm) — w(tm—1)

La fonction a(p) est traitée explicitement pour simplifier. Dans ce qui suit, on a besoin d’initialiser
p° pour cela, deux possibilités existent : ou bien on prend p° égal & la pression atmosphérique p,, ou

bien on résout le probleme stationnaire suivant

Trouver p® € H() tel que,

po = pg sur Iy,

Vo € L2(Q)%,  b(v,p°) = / O v de — ao/ ug - v d,
Q Q

ou la perméabilité est choisie constante.

Le probleme semi-discret s’écrit :

Trouver (u™)o<mens € (L2Q)HMHL et (™) 1<mens € (HH ()M tels que,
u’ = ug dans Q,
et pour tout m, 1 <m < M,

" = py sur r,, (2.28)
9 d u™ — um—l 1
Vo € L7(Q)7, / - v da:—i—/oz(pm_ Ju™ - v da + b(v,p™) :/fm-v de,
Q Tm Q Q
Vge Hy(Q),  b(u™ q) =<g™ q>n,,
ol f™ = f(-,tm), g™ = g(-,tm) et py" = pp(-, ).

Proposition 2.3.1 Supposons que

(f. o, 9) € CO(0, 5 L2(Q)%) x C°(0,T; H2(T)) x €°(0,7; H()%O(Fti)/)

44



2.3. Probléme discret

et que la vitesse initiale ug appartienne o L*(Q)%. Alors, le probleme (2.28) admet une solution unique

(u™, p™) tel que
um e LX()Y 0<m< M, et p"eHYQ), 1<m< M. (2.29)

Preuve. On prend

a(u™,v) = / u" v de + Tm/ a(p™ Hu™ v dx,
Q Q

1l est clair que a(-,-) est L?(Q)%elliptique. Comme b(-,-) vérifie la condition inf —sup (2.8), d’apres

[51, Corollaire I.4.1], on a 'existence et I'unicité de la solution.

Proposition 2.3.2 Sous les hypothéses de la proposition précédente, il existe une constante positive

c telle que la vitesse u™ vérifie :

N

00

m < 0 m . 7|2
™ e < Il + 9™l o +c{(;n||f 20

m

. i .
(Xl o)+ (el )

!
7j=1 j=0 H020(Fﬁ)

3
NI

}. (2.30)

Preuve. Rappelons que la donnée p)* admet un relevement que 'on note aussi p)* dans H'(2) et
vérifie

I8y < erllol g3 - (231)
avec la méme constante ¢y que dans (2.4). On pose u}’ = v — w™ ot W™ = w(-, ty,) et dans V(Q),

vérifie :

lw™ [ L2 (0)e < llg™|l (2.32)

1 .
HOQO(Fﬁ)/
Or, si (u™,p™) est la solution du probleme (2.28), la solution u}* est dans V({2), satisfaisant pour
tout m,1 <m< M

wd=u’ —w’ dans Q, (2.33)

*

et

Yo € V(Q), / ul' v de +7’m/ a*(p’*”_l)u’*” ‘v de = Tm/ fMm-vde
Q Q 0
b [ urtevde =g [ e v de - nube ). (230

Q Q

On prend v = u}* dans (2.34) et on utilise 'identité

1
(a,a =) = 5 (lal* + lla = o[* = [[p]]*)-
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On obtient,
5(”“?”%2(9)4 — [l M 12 e + [ — w2 ) + crTinl[ul 122 g
< Tl F™ 2 el | 2 ya + Tl VDR | o) 1wl L2(0ye + 2Timl|w™ (| L2 (qya |l || L2 (0)e

On utilise la relation de Young ab < 2@ + b2 En prenant ¢ = %, on en déduit,

1 172 e = 1wl 172y + 1wl = w72 (q)e + Tmon [ul'[72 ()
3
< (1™ By + VP gy + o310 [a(gye),

en sommant sur m et d’apres (2.31), on obtient

3 & :
||UT||%2(Q)d < Hu0||i2(Q)d + — ZTj(H-f]H%?(Q)d + C%Hpbni{? r, ) 2 Z 7illg’ |12
a1 j=1 ) oo( ﬁ)
puis on remplace u!" = 4™ — w™, d’ou la conclusion.

Proposition 2.3.3 Sous les hypothéses de la Proposition 2.3.1, il existe une constante positive ne

dépendant que de ai, s, cr telle qu’on ait la majoration suivante :
2 . m
s ,
(Zn )7 < e{lluollagaye + (327l F 1320y
Q)4 j=1
m
and 112 2
" (zTﬂrpbuH% (F*)) <ZT]H9 o)
]:

Preuve. En prenant v = u” — u™~! dans (2.34), on aura

1
_u'zk

N

7—.

SIS

}. (2.35)

A R N T
= Tm/ o (u™ — um™ Y de — Tm/ (PP Hw™ - u™ — w4 7 b(u™ — uin_l,p})”).
Q Q
Comme la fonction « est bornée,

2[|uy® — UT_1H%2(Q)d + Tmal(”“?”%?(g)d - HUT_:LH; oyt Jul — UT_1”%2(Q)«1)
< 27|l £ 2 qyallul = wl ™ g2y + 27m | V0R | p2(@pallul — w ™ p2 (e

+ 2097, [|[w™ ||L2(Q)dHuT - UTAHLZ(Q)d'
Par conséquent,

1 _ _ _
§||uT —ul’ 1”%2(Q)d + 27—ma1(||u:<n||%2(Q)d —flul? 1”%?(9)01 + [lul —uy? IH%Q(Q)d)

< AT (1F™ 172 g + 1VPE 72 (0pa) + 43T 1™ 720
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2.3. Probléme discret

En divisant par 7, et en additionnant les termes de 1 & m, on obtient

ZTJ” ||L2(Q)d + 20 [[ul )7 (O 200 [|ul ”L2(Q a+ 201 Z e — 1_1“%2(9)‘1
7j=1
m .
< 4(er(||fﬂ||iz(md IR 0 +a227 712, )
j=1 Hgo (T'y

ce qui conclut la démonstration.

Proposition 2.3.4 Sous les hypothéses de la Proposition 2.3.1, la suite de pressions (p™)i<m<m

vérifie
2 VP gy < (o2 0

m .
zmwu d+zm|pb||2 oyt 2Tl ) (2.36)
* ]:

oo(Fﬁ)

ot ¢ est une constante positive ne dépendant que de o et as.

Preuve. On prend v = Vp™ dans (2.28), on trouve
/(um —u™ N Vp™ dx + Tm/ alp™ Hu™ - Vp™ dx + 1,b(Vp™, p™) = Tm/ fm-vp™de
Q Q Q

et donc

Tl VO™ 22 (e < ™ = w™ | L2 (al [ V™ [ L2

+ Tmol|u™ | 2 [VP™ |2 @)t + T [ £ | 12(0) IVP™ | 2(0)0- (2.37)

. 3
On utilise la formule de Young avec € = —, on aura
Tm

3

_ T,
A e | e L

2
F |meHL2(Q)d
Encore une fois, la formule de Young nous donne pour € = 3,

1" N r2@)a IVP™ ([ 2@)a + callu™ [ L20) VD™ (| L2(0)

3 3a2 =

1
< SIF™ 72 ﬁ*HW’"HLQ i "l Za e + IV L2

\V)

En combinant les deux derniéres inégalités avec (2.37), on obtient
1 : 3w 303 : 3 :
5 DTV 22 < 52 S il By + 5 DTl e
j=1 j=1 j=1 j=1

Cette inégalité combinée avec (2.30) et (2.35) achéve la démonstration.

u]_u] 1

LQ(Q)d
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2.3.2 Discrétisation spatiale

Dans cette partie, on s’intéresse a la discrétisation par méthode spectrale du probléeme (2.28) en
espace en utilisant la méthode de Galerkin avec intégration numérique. Dans ce qui suit €2 est le carré
ou cube | — 1, 1[d7 d =2 ou 3. On désigne par N le parametre de discrétisation.

On suppose que les données f,py, et g sont continues respectivement sur Q x [0,7],T, x [0,7]
et fﬂ x [0, T] Le probleme discret construit par la méthode de Galerkin avec intégration numérique

s’écrit alors

Trouver (ufy, pi) € Xy x Yy tel que,
u(])\f = 1IN ug dans Q,
et pour tout m,1 < m < M,
PN = i?v*pg” sur Iy, (2.38)
Yoy € Xy,  aff(uR, vn) + Tmbn (VN PR = T (F™ 0w )y + (Ul on) s

r

ot les formes bilinéaires a{(-,-) et by (-,-) sont données par
CZ?]G('U/N, UN) = (U’N7 UN)N + Tm (a(pYNn_l)uNa UN)Na

et

by (vn, qn) = (vN, Van) -

Le fait que ce probleme soit bien posé résulte de la proposition suivante :

Proposition 2.3.5 La forme bilinéaire by (-, -) est continue sur Xy XY et vérifie la condition inf-sup

b :
\v/qN c YN, sup M

> [IVan |l z2(9)a- (2.39)
v EXN ||UN”L2(Q)d

Preuve. Il est évident que by(-,-) est continue sur Xy x Yy (voir (1.14)). Soit gy € Yp, alors

Vgn € Xpy. On prend vy = Vqu, on obtient

||’UN||L2(Q)d ”vq1v||L2(Q)d - quNHLQ(Q)d

= [[Van |l L2 ()a-

On voit bien que la forme bilinéaire ay (-, -) est continue et coercive. Cette propriété combinée avec

la Proposition 2.3.5 et en appliquant [51, Chap.II, Thm. 1.1], entraine la :

Proposition 2.3.6 Pour toute données f,py et g continues sur Q x [0,T], T, x [0,T]
et Ty x [O,T], pour chaque m, 0 < m < M, le probléme (2.38) admet une solution unique (u}},pR)

dans Xy X Yy.
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2.3. Probléme discret

On définit le noyau de by(-,-) par
VN (Q2) ={vy €Xy, VYgn € Yy, bn(vn,qn) =0}

d—1 _ -
On suppose que py est dans H™(T',) tel que 7 > —5 la fonction p, est continue sur I', x]0, T et
donc ijr\,*pb est bien défini. De plus, en appliquant [22, Chap. III, Th. 3.1] sur Iy, on voit qu'il existe

un ppy dans Yy égal a ijrv*pb sur I', et tel que

T,
ol < eyl (2.40)
Gréce & la condition inf-sup discrete et [51, Chap. I, Lemme 4.1], il existe w € Vx(Q), tel que
r T r .
b(wh, gn) = (gm,qN)N = ('l]\]ﬁgm,QN)]\;i et vérifie

.
lwill2@e < lifg™ 3 -
“) N H020(Fﬂ)/

On pose py = P — ppy et uly = uny — wi}, on note alors que, pour toute solution (u%,p%) du
probleme (2.38), la vitesse (ull)m appartient a 'espace V y () et vérifie
uly = Inug — w, (2.41)
Yoy € VN(Q), (ully,vn)y + Tm(a*(p:}v_l)uTN,vN)N

= ('u,injgl, ’UN)N + Tm (fm, 'UN)N — TmbN('UN,INpZn). (2.42)

On a maintenant le résultat suivant.
Proposition 2.3.7 Le probléme (2.41) — (2.42) admet une solution unique dans V().

Preuve. Posons
a(uly, vn) = (wiy, vn) y + T (0l Dully, o)y,
et
L(vy) = (uly on) y + T (F™ vn) y — Tmbn (vn, Inpy?).-
La relation (1.14) nous donne la continuité et lellipticité de a’(-,-) sur V(£2) x Vn(£2), donc on a

I'existence et 'unicité de la solution u}}, dans Vn(92).

Par les mémes arguments que pour les Propositions 2.3.2 et 2.3.4, on peut prouver la propriété de

stabilité suivante.

Corollaire 2.3.8 Sous les hypothéses de la Proposition 2.75, la solution du probléme (2.38) vérifie

m < j 1 < j 1
HUNHL?(Q)d + (Z TJ'Hng”%ﬁ(Q))Q < C(HINUOHL?(Q)d + (Z Tj||INf]||%2(Q)d)2
j=1 Jj=1

m m
. 'F* ,7 2 1 . .Fu in2 1
+ (Z; TilliNpl g )2+ (Z; Tj|y@NgJHHé)(W)2), (2.43)
Jj= =
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2.4 Analyse d’erreur a priori

Dans le but de montrer ’estimation d’erreur a priori, on applique le Théoreme di a Brezzi, Rappaz

et Raviart [28]. Dans un premier temps, on écrit d’autres formulations linéaires.

On considere I'espace
- .1 , -
Z = L0, T; LA(©Q)") x L2(0,T; H(Ty)') x L2(0,T5 H2(I'y)) x LA()°.

On définit I'opérateur linéaire T associé a toute donnée (f,g,py, up) dans Z, la solution U = (u,p)

du probleme

uli—o = up dans £ et p=npy sur I'yx]0,T7,

Vo € L3(Q)%, / Oru - vdx + ozo/ u-vdr+b(v,p) = / f-vde, (2.44)
Q Q Q

Vg € Hy,y(Q),  blu,q) =< g,q >1,,

oll ap est une constante positive. Selon ce qu’on a vu précédemment, ce probleme est bien posé.
Avec cette notation, le probleme (2.5)-(2.6)-(2.7) est équivalent & trouver U = (u,p) la solution de

I’équation :
FU)=U-TG{U) =0, (2.45)

ou G est donné par

GU) = (f — (alp) — @o)u, g, pp, uo)-

2.4.1 Estimation d’erreur en temps

On note u,, p; les fonctions continues affines sur [t,—1,tm], 1 < m < M, et égales a u™ et p™
respectivement en temps ¢t = t,,, 0 < m < M. Pour toute fonction v continue sur [0, T], on introduit
les fonctions 77 v et mfv qui sont constantes et égales & v(t,,—1) et & v(¢,,) respectivement, sur tout

Jtm—1,tm], 1 <m < M, de plus cet opérateur vérifie,

1
ol 2o mr2@) < lvlzomiz@y et 1T vleg o) < TRIRIogre@)  (2:46)
Soit T, lopérateur semi-discret : pour toutes données
. ~1 ,
fec0,T;L2(Q)7), geC’0,T; H(Ty))

pp € CO0, T H2(Ty) et wge LA(Q)Y,
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2.4. Analyse d’erreur a priori

la quantité 7 (f, g,pp, uo) = (u,,pr) est associée a (u", p™) solution du probleme

u’ =wug dans €,

pour tout m,1 <m < M,

p" =ppt sur I,
2 d m m m (2.47)
Yo € L*(Q)%, u” - vde+ Tha0 [ U™ vde 4 7,b(v, p™)
Q
= Tm7 m -vdaz—i—/ u™ ! vde,
Q Q
Vg € H,) (%), b(u™,q) =< g™ q >, -
On pose
W =0, T; L?(Q)%) x L*(0,T; H(Q)) (2.48)
muni de la norme || - [lw = || - [lcoo 712002y + | - 12007, 11 (0))- On prouve les trois propriétés de cet

opérateur : la stabilité, 'estimation d’erreur a priori et la convergence.

Proposition 2.4.1 Pour toute fonction f € LZ(O,T; L2(Q)), Vopérateur T, vérifie la propriété de
stabilité suivante

Hﬁ(f7 07 07 O)”W S CH7T7J-erL2(0j“;L2(Q)d)7 (249)

ot ¢ est une constante positive ne dépend que de ay.

Preuve. Posons ug = p, = g = 0. Le probléme linéaire est un cas particulier du probleme non linéaire,

on en déduit la propriété de stabilité de (2.30) et (2.36) :

HumH2L2(Q)d + ZTijPjH%Q(Q)d < CZTJ'HfjH%Q(Q)W
j=1 j=0

Proposition 2.4.2 Pour toute donnée (f,g,py, uo) dans Z,
1
Hﬁ(fﬂ g, Pv, UO)HW < C|T’ 2 ||T(.f7 g, Db, uo)||H1(O,T;LQ(Q)d)XLQ(O,T;Hl(Q)) + HUOHLQ(Q)(Z'

Preuve. Rappelons que w est défini dans le paragraphe 2.2.2. On considére les problemes elliptiques

suivants, pour tout t €|t,,—1,tm], 0 <m < M,
(Oruy + apus + Vpyi) + (Opw + agw + Vpp) = f p.p. dans Q

et
(Osthsr + Q0Usr + VDsr) + (Opwy, + aow, + V7ipy) = f(-,tm) p.p. dans Q.

On voit que, pour tout t €|t,,—1, tm],

Vv € V(Q), /8tu*7-vdm+ao/u*7~'vdac:/8tu*(m,tm)-vda:+ao/u*(:c,tm)-'vda:.
Q Q Q Q
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On prend v = u,, dans cette derniere, on déduit que
1 d 2
/ (@, 0) e + o tar (1) 2
SN0 (- tm) [ L2 @yallsr (- D) 2(@)a + @ollws (- tm) | 2(q)a [ er (- )] L2()a
Par conséquent,
d 2 2 2 2
o a(u”(ﬂv, t)) dx + Oé()”’u,*»r(-, t)HLQ(Q)d < C(Hatu*('a tm)HLQ(Q)d + Hu*(7 tm)HLQ(Q)d)'
On integre de t,,_1 a t,, on voit que

||U*T('7tm)||%2(g)d - HU*T(th*l)H%?(Q)d + aO”U’*T”%2(tm_1,tm;L2(Q)'1)

< CTm(”atu*('atm)Hi?(Q)d + ”u*('7tm)||i2(§2)d)'

Grace a l'injection continue de H'(t;,—_1,tm) dans C(t,—1,tm), on obtient
J

Hu*T('atm)H%Q(Q)d - HU*T('7tm—1)H%2(Q)d + aoHu’*TH%Q(tm_l,tm;LQ(Q)d) < CTmHu*H%il(tm_l,tm;LQ(Q)‘i)'

En sommant sur m,

M M
[[wer (-, tm)”L?(Q —l[tar (-, t0)||L2 yd T Z ||U*T||L2(tm Lt L2(Q)1) S € Z TmHu*HHl (tm—1,tm;L2(2)4)"
m=1 m=1
2
HU*T< tm)”LQ(Q)d + ao“u*T“LQ OTLZ(Q)d) < C’T‘HU*HHl OTLz( )d) + Hu*(70>HL2(Q)d (250)

Similairement, on prend v = Jyt,,, on obtient
[90ae a0 7, gy + C0lttar ) Pyt < elllinl B o g + 1t (O Zaqgpa- (251)
D’autre part, on a
/ Our -vdx + ao/ ur -vde +bv,pr) = / ou(-,ty) - vde + ao/ u(-ty) - vdx 4+ b(v, p(-, tm)),
Q Q Q Q

On choisit maintenant v = Vp,,

||Vpr||%2(g)d < c([|0pu(-, tm)”%?(ﬂ)d + aollu(, tm)”%%gz)d

PG tn) 771 0y + 10cur 172 )0 + @ollur 172 (qa)-

Encore grace A Pinjection continue de H'(0,T) dans C°(0,T)

”Vp‘r||i2(g)d < Hu||§{1(tm,1,tm;1;2(g)d) + ||p”%2(t7nflytm;H1 oyt HatuTH]} ya t O‘0||UT||L2 Q-
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2.4. Analyse d’erreur a priori

Puis, on integre de t,,—1 au t,, et en sommant sur m, on en déduit,

HVPTH%Q(O,tm;LQ(Q)d) = C‘T|(”“Hfﬁﬂ(o,tm;p(ﬂ)d) + HPH%Q(O,tm;Hl(Q))) + [Jwoll L2 (q)e-
Ceci acheve la démonstration.
Dans ce qui suit, on va estimer l'erreur due a la discrétisation en temps. On déduit I’équation

de lerreur en soustrayant (2.47) de (2.44) au temps t = t,,, tel que la solution €™ est définie par

e" = u(-,ty) —um, vérifiant €’ = 0 et pour tout m, 1 < m < M,

Yo € L2(Q)4, / e -vdr+ aon/ e v dx+ mpb(v, p(-, tm) —p™)
Q Q
= Tm/ g™ v dx +/ e v da, (2.52)
Q Q
Vq € H, (%), b(e™, q) =0,

ou l’erreur de consistance €™ est donnée par

m _ uCitn) —ulstmo1) Ol ). (2.53)

Tm

On donne le lemme suivant qui majore ’erreur de consistance.

Lemme 2.4.3 On suppose que la vitesse u de la solution (u,p) du probleme (2.5) est dans H?(0, T L2(Q)%),

on a l'estimation suivante,

m Tm
1™ 2q@ya </ 5 lull a2y iz @) (2.54)

Preuve. On fait appel a la formule de Taylor

tm
(s ) — (es 1) = T (B428) (-, o) —/ (t =t )20l 1),
tm—1
donc
m 1 b 2
e =—— (t — ty—1)05u(-, t)dt.
Tm tm—1

Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

|

2

tm 1
Tm 2
eMm< = O2u)2dt)’.
= 3</tm1( i) >

En passant & la norme de L?(2)% on obtient

-
Hgm”%%n)d < gmH83&“”2@(%_1,%;9(9)‘1)'

Ceci achéve la démonstration.
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Proposition 2.4.4 On suppose que la vitesse w de la solution (w,p) du probléme (2.5) est dans

H2(0,T; L>(Q)%), alors on a Uestimation d’erreur suivante pour tout 1 <m < M

m 1
Jw(stm) — u™ | 2y < \/TTOW||U||H2(o,tm;L2(Q)d)- (2.55)

Preuve. Elle est similaire a la preuve de (2.30). On prend v = e™ dans la premiere équation de (2.52),

comme p(-,t,,) — p™ est dans H(lp)(Q)7 on a
||emH%2(Q)d - ||€m_1||%2(g)d + [le™ — em_1||?;2(g)d + 20407m”‘3mH%2(Q)d < Tmlle™ [ 2(@)all€™ | 22 (q)a-
D’ou
le™ 22 s < Zryns 1220 (2.56)

En insérant (2.54) dans (2.56), on obtient le résultat désiré.

On termine ce paragraphe, en estimant ’erreur de la dérivée en temps et de la pression.

Corollaire 2.4.5 Si les hypothéses de la proposition précédente sont satisfaites, l’estimation d’erreur

a priori est donnée pour tout 1 < m < M par

TN
Lz(Q)d) 2\[|T‘”u||H2(0tm7L2( )4y (2.57)

S )= w) = (1) —w )
(3] o

(It =) n)” < Zelrllulmoseop - (259)
j=1

Preuve. Notant que b(e™—e™ ! p(-, ;) —p™) = 0, pour tout 0 < m < M, en prenant v = e™ —e™ !

dans I’équation (2.52), on aura

2]le™ — €™ 2 iqya + 0T (lle™ 172 (qya — €™ 2 (qye + l€™ — €™ [Tz g)a)
< Tinlle™ 2 (yall€™ — €™ 2

En sommant sur m, sachant que ||e| r2()2 = 0, on obtient

m

ZTJH ”L2(Q at+ O‘OHemH[} ya + Qo Z Hej — el 1||L2(Q Z ||5 ||L2(Q)d
7j=1 =1

L’inégalité (2.54) donne la premiere estimation. Pour obtenir la deuxiéme estimation, on prend v =

V(p(-,tm) — p™) dans (2.52), on a donc
Tl 90 tm) = 5™ 2 ps < Tl za(@pe IV B ) — 5™y

d’ou

STV ) =) e < DTl 320
j=1 Jj=0
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2.4. Analyse d’erreur a priori

Combinant avec (2.54), ceci acheve la démonstration du corollaire.

Du Corollaire 2.4.5 et de la Proposition 2.4.4 on déduit 'estimation d’erreur a priori suivante :

Proposition 2.4.6 Pour toute donnée (f,g,py, ug) € Z, on a
(T = T)(f 9, pv, wo) [lw < C’T‘HUHH2(07T;L2(Q)d)- (2.59)
Théoréme 2.4.7 Pour toute donnée f € C°(0,T; L*(Q)%), on a

|T|—0

Preuve. Soit f dans C°(0,T; L?(Q)%) associé & la solution (u,p). D’aprés la densité de D(0,T) dans
H'(0,T), il existe une suite (w,,p,) de H2(0,T; L*(Q)%) x L2(0, T; H*(Q)) qui converge vers la solution
(u,p) dans W :

Ve > 0,3ng, Vn >ng, |[(w,p)— (tn,pn)|lw <e. (2.61)

Soit la suite des données (f,,), de C0(0,T; L?(Q)?) telle que f,, = T~ (wn, py). 1l est clair que la suite

(f,)n converge vers f. En effectuant une inégalité triangulaire

T~ T2)(£.0.0,0) < ITF,0.0,0) — ()l + |t ) — T (£,0,0, 0

Grace a (2.61), le premier terme converge vers 0. Le deuxiéme terme se majore par I'inégalité (2.59),

Pour le dernier terme on utilise la stabilité de 'opérateur T, et la convergence de la suite de données

On déduit immédiatement du Théoréme 2.4.7 le

Lemme 2.4.8 Pour tout compact K de C°(0,T; L*(Q)%),

lim sup ||(7T = 77)(£,0,0,0)|lw = 0.
I7[—=0 fek

2.4.2 Estimation d’erreur en espace

Similairement, on note uy,, py, les fonctions continues affines sur tout intervalle [t,,—1,ty], 1 <
m < M, et égales a uf}, pi; respectivement au temps ¢t = t,,, 0 < m < M. Soit Ty, l'opérateur
linéaire défini par : pour toutes données f,p, et g continues respectivement sur Q x [0, T], T, x [0, T]

et Ty x [O,ﬂ et ug € L2(Q)4, lopérateur Ty (f, g, pp, o) = (unr,Pn-) associe a (uR, pRt) solution
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du probleme

I
P =iyp, sur Iy,

Von € Xy, (i, vN) 5 + Tmao (Wi, vN)  + Timby (O, DY)
_ m 1 (2.62)
=T | ™ -onde+ (Ul on)
Q
Van € YY), by (ul, an) =< gy, an > -
On note Uy, = (un+, pn+)- On voit que le probleme (2.38) est équivalent a
fNT(UNT) = UNT - TNTgNT(UNT) = 07 (263)

ol Gy, se définit par les composants gzl\m g]2\77, QE{[T et gj{,T qui sont donnés par

< gll\fT(UNT)va >= (f - (Oé(?T;pN) - aO)U’NT’,UN)N7
< g]2V7-(UNT)7VN >= (quN)f\fuy

G- (Uns)=ps et Gh (Uny) = uo.

Pour simplifier, on introduit I’espace discret W, des fonctions affines sur tout intervalle [t,,—1, ),
1 <m < M, et telles que leurs valeurs sont dans Xy X Y. Cet espace est de dimension finie et inclus

dans I'espace W défini en (2.48).

Théoréme 2.4.9 Pour toute fonction continue f sur Q,

[T (£ 9,06, w0) lw < c(llwoll L2ya + 177 Fll 20,7020

. .’
+ (i )| )+l Gy g)ll )- (2.64)

~ 1 1

2 3 s bl
L2(0,T;HZ (Ty) CO(0,T;HE (Ty))
Preuve. On pose uly = uly —wfi; et ply = p — vy tels que w'y et pyy; sont donnés dans la Section

2.3.2. Ce changement de variables nous donne

Yoy € VN(Q),
(U’TNavN)N + aOTm(uTNavN)N = (UTJ\717UN)N + Tm(fm>,UN)N - TmbN(’UN,Iszn) (265)

ou la solution vitesse vérifie
m m )
iy 00 < e( 30 Tl F 13200pe + D sllEdn I3y )-
j=1 J=1

et donc
m

m
; ] I
it 122 0pe < e 3071 3 apa + D 7llphl sy + liNg™I ),).
j=1 j=1 oo\t

D’autre part, la solution pression vérifie

m m m

. . ; .
Sl o) < (X milF e + D Tillein ey + ling™ 12
j=1 j=1 j=1 Hoo(Fﬁ)
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2.4. Analyse d’erreur a priori

On conclut en combinant ces dernieres majorations.

On est en mesure d’estimer Ierreur due a la discrétisation en espace.

Proposition 2.4.10 Pour tout entier N > 2, on suppose la solution (um m) du probleme (2.47),
dans H*(Q)% x H*(Q), pour tout s > 1 et la donnée py, dans Hots 2(Ty) pour tout ¢ > 2. Alors,

la solution (uNT,pNT) du probleme discret (2.62) vérifie la majoration d’erreur suivante,

lur — UTNHco(o,T;m(Q)d) < CN?SH“THHl(o,T;Hs(Q)d) + N7 m | (2.66)

~ 1 .
L2(0,T;H7F2 ()
Preuve. Pour majorer l'erreur entre u™ et uf on introduit 'espace X%, des fonctions de Xy égales

a vaﬁ g sur T'y. Considérons la fonction v’ dans X%, on remarque que u} — v est dans V(£2). On
vérifie de (2.62),

u™ — ™) — um—l T 1
<( PR DN TN D ) ol - v+ b a0
m
N

o — !
:/fm-m%—v%)dw—(NT V- o) - ao (0wl — oR)y
Q m
N

on retranche de deux cotés by (ufy — v, pyy), on voit que by (uf; — v, P — ppy) = 0, ce qui s’écrit :
1 - 1 ~1
o (gt — I3 — gy — o5 R+ R — oR) — (g — o5 IR
m

’U _,Um 1
+040HU%—U§3H?V=/fm'(u%—vmda’— NN o
Q Tm
N
— g (0, u — ) — by (ul — v P

Insérons la troisieme ligne de (2.47) dans cette derniére équation, on obtient
1

R(HUN R — w0 TR+ (e — o) = (i = o IR) + aollul — vRI%
u™ — ,Um) _ ,umfl o™ 1
— /Q ( N :m N (ufy — vR)dx + ap /Q(um — o) - (ufy —oh)dx

m—1 m—1
v — v v — v
+ [ XN (uly — v'y)dx — (71\[ N__ aum— v%)

Q Tm Tm N

oo [ R (= oR)de — R uft — oy ) + (bl — R ) — b — R iR
Q
L’évaluation des trois derniers termes est similaire, pour cela il suffit d’estimer le premier, on déduit

de la propriété d’exactitude de la formule de Gauss-Lobatto

m—1 m—1
U — U VU — U
N N m m N N m m
/'(UN—’UN)dCL'— (7’UN_UN>N
Q

Tm Tm
o — vy u” —u™
N — YN
- [ ( Iy ) -y — R
Q Tm Tm

vN B ’U% ! u™ — um—l m m

—(—— —Ina(——), uf — VR
Tm Tm N

o7



Combinons ceci avec (1.14) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, ceci entraine

—1 m m—1
v — vl v — v
/ UNTON (o) da — (Nifv
Q

Tm Tm
< C(
LQ(Q)d

N H (u" —u™ ) — Ty g (u™ —u™ )

Tm

m m
Un — v )
y N N N

(u™ — o) — (u™ = o)

Tm

o) 4R~ VR0
L2(Q

On obtient donc la majoration,

a(lluﬁ = oRlR = ™ = oy TR el - oR) = (T = o DIR) + aollul - oR %

SC<

+ [Ju™ — U%H%Q(Q)d + [Ju™t — IN—lumil“%ﬂ(Q)d + [lpp* — IN—lP?H?{l(Q) + vy’ _pZ}VH%{l(Q))

2
(w" — o) — (" — o)

_l’_

H (um _ um—l) _ INil(um _ um—l)

Tm Tm

L2(Q)d L2 ()4

Puis on multiplie par 7, et en sommant de 1 & m, on en déduit immédiatement que

m m
o P o
luff = oRIR — lul = o l1F + Dl —vly) = (uly " =i IR + a0 Y milluly — oyl
j=1

m
<e(Xm
j=1

j=1
. . . . 2
(w —viy) = (w ! =) )

7j

(W — ™) —In (W —u/™Y) 2

7j

m
+Z7'j

Lz(Q)d 7=1

LQ(Q)d

m m
+ ZTJ(HUJ - ’05\/”%2(Q)d + [|lw’ _IN—lu’]”%Q(Q)d) + ZT](le]; —IN—lpiH%{l(Q) + _pg;NH%{l(Q)))'
j=1

Jj=1

On voit donc que

m
luff = oRIR + a0 Y 7illuy — vy lIR
j=1

2
m
< Jluf = okl + (D7
j=1

(u? — U?V) — (w1 - vgv_l)

7

LQ(Q)d
(W — w1 —In (W — i)

T

2

m m
+ Tl — ol Fagye + DT

J=1 Jj=1

LQ(Q)d

m m m
+ ZTJ‘”“J - IN—lu]H%Q(Q)d + ZTJHP{; - IN—lpg;Hirl(Q) + ZTiji - piNH%ﬂ(Q))'
j=1 j=1 j=1

o8



2.4. Analyse d’erreur a priori

L’inégalité triangulaire implique, d’une part

" = wllaeye < ¢ int (Il = R oy + lulk = o8z
UNEAN
m . . 1 1 2
+ZTj (W — o)) — (W =)
j=1 K

m m 1 —1y(2
X P19 ’U,J*'U,] fIN 1(u]fu] )
+3 7l _ngHLQ(Q)d) +cl<27j ~ .
=1 j=1 J L2(Q))
m m m
+ ZTJ’”'“J - IN—lujH%Q(Q)d + ZTijg, - IN—lpiHZHl(Q) + ZTij{) - pf,]\/”%{l(g)>,
j=1 j=1 J=1
et d’autre part,
o0y il — wBagye < ¢ int (k- okl
j=1 viexy,
. , - 2
+§: (W — o) — (W =) )
T Tj
Jj=1 L2(Q)d
" 4 : " ) — il — T J_ i1 [
Mard  and 112 / u —u N-1(w — )
+ 2ol — o) +¢ (320 = .
J=1 7j=1 J L3 ()

m m m
+ ZTJ‘HUJ —IN%"]”%Q(Q)d + ZTJ‘HF;) _INflpi”?{l(Q) + ZTijé _pIJ)NHJQLP(Q)>‘
j=1

J=1 J=1

Comme la trace de Zyu™ sur I'; est I'image de la trace de u™ par l'opérateur iy\}i, (voir [22, Chap.
V]) Zyu™ est dans X%, et on a

inf [Ju™ —vllp2pe < [[u™ — Inu™| 12y,

on en déduit que
m 4 |
lw™ = il oy < N7 (s + (100 o aa + D 70 e pa)?)

=1
m 1 m
+cN~* ZT )§+CN_U<ZT'||Pj||2 1 )
1 ’ i—=1 7 HU+7(F*)
j= J=

(
< N~ (o gy + (Ol )
(

w — ! 2

D=

He ()4

7=0

m 2
J g1

cN~* Tu v
J

Jj=1

_|_

)é + CN”(irngbHHw - ))é, (2.67)

Hs(Q)4 j=1
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et

m 1 m 1
7 ] 2 — ] 2
(ol — ko) < eV~ (X mille )
=1 =0
m y y 1 m
w — w2 3 ; 1
N (T ) TN (i )7 @
N T ) N L il )5 269
J= J=

ce qui termine la démonstration.

Proposition 2.4.11 Sous les hypothéses de la proposition précédente, la solution du probléme (2.62),

(u%,p’]\}) vérifie la majoration d’erreur suivante, pour tout 1 <m < M

2

<iru<““”‘”*“?’V‘“W )
= ’ 7 L2(Q)¢
1 m 1 1
2 i 2 . 2
{(Z%” ) (7l )} e (Znnpblrﬂw e)
j=0
(2.69)
Preuve. Soit v} € X% pour tout m, 0 < m < M, on note du = u™ — u™ ! Suy = ully —uy Lt

vy = vl — 'vﬁfl. On remarque que dvy est dans X%/, alors
1 1
—||duy — Svn||F = — / (6u — dvy) - (dbuy — dvy)dx
Tm Tm JQ

+a07_m</§2um'5uN—5dex ( N’éuN 5UN>N>

Tm Tm

+ (/ (5'UN : ((5’U,N - (5vN)da: - ((5'1)]\[,5’11]\[ — 5’0]\[)]\7)
Tm QO

5uN—5'vN 5’U,N—5’UN
+ Tm (b(iapzn) - bN(77nglV)>7
Tm Tm
Grace a I'exactitude de la formule de quadrature on a
/ o™ ouy — 5dea: B (uTN”, ouy — 5vN>
Q Tm Tm N
duy — ovn
< C(||um —IN—1u™|| 2y + [lu™ — u%”m(md) T o
m

ainsi que
/ vy - (duy — dvy)dx — (dvy, duny — dVN)N
Q
C(H(su — IN_ld’U,HLQ(Q)d + ||du — 5'UNHL2(Q)d) |oun — 6'UNHL2(Q)'1

Le dernier terme se majore pour tout qy_1 dans Yy_q par

1) -9 1) 1)
b(%#’?) —bw(wimw,p’ﬁv)
5uN — (5'UN

c(lpy" — pin Nl o) + 198" — av—1llmr o) | | 22(0)a-
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2.4. Analyse d’erreur a priori

On insere ces estimations et on utilise la formule de Young, on voit que

1 1
L — Gon B < e 16 - SonlZagys + Tnllu” — Tnoaw” sy
Tm Tm

1
+ TmH'u,m — uTNnH%ﬁ(Q)d —+ T—Hé’u — IN_léuH%Q(Q)d
m
Tl = D5 sy + Tl — a1 y)-

On somme sur les m, et on choisit gy_1 égal a I'image de p;* par I'opérateur de projection orthogonale

de H'(Q) sur Yy

m _ 2
-

>n| ==

; T; L2

Jj=1

Q)d

o
. w —ui—12 )
<eN (3 7] e HHS(W +§ :T]||u o) +eN a}:@||pb||HU+7 L @70
i=1 =0 i=1

Proposition 2.4.12 Sous les hypotheses de la Proposition 2.4.10, pour le probleme (2.62), on a la

majoration d’erreur

pr = Pl 2070 )

< eN el o 2:ms@yny + 1Pl 2o 25me012)) + CN_U””ipb”m(o,f;Hﬁ%(n))' 2.71)

Preuve. Pour évaluer I'erreur sur la pression, on prend vy = V(p¥ — ¢j}) dans (2.62), on voit que
u

I - il = |

Q
+ (VPN — ar), p™ — ai) + b(V(PR — a), an) — b (V(PR — ai), ai)

oo [ w0k - a)de = (uR, VR - ) )

Grace a l'exactitude de la propriété de la formule de Gauss-Lobatto

m _ ,,m—1 m—1

V(PR — di)dz — (NiN VR — ) |

Tm Tm

2

—um) — (uly —uy 1)’

m m (|2
Tl IV 05 = a8 < o7 pro

2

Tm
um — g1 u™ — ym—1
UN—UN IN_1(7)(

Tm Tm

L2(Q)d
+ Tm”um - IN—lumniz(Q)d + 7—mHum - U7]G||%2(Q)d

il V™ = 8200 + V@™ = Inp™ 32gqpe)-

En sommant sur m et combinant avec (2.68) et (2.70) on déduit que

m . .
. . _ u]_uj_l 2
Sl il < (Ve e+
j=1 =0 J
2
3 T e ) + N “Zr,||pb||HU+j )

7=1

Ceci donne 'estimation désirée. Les Propositions 2.4.10 et 2.4.12 permettent de conclure.
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1 /
Corollaire 2.4.13 Pour toutes données f,g et p, dans L*(Q)? x HZ(Ty) x H%(F*), on a

(77 = Tne)(F5 9, b, wo) lw

— o +
< eNTNT(F 9,90 w0) o 7@y xp20, 7)) T N NTDoll o ot oy (272)
Du Théoreme 2.4.9 et Corollaire 2.4.13, on déduit le théoréeme de convergence.
Théoreme 2.4.14 Pour toute donnée f continue sur [O,T] x Q, on a pour tout T >0
lim ||(7r — Tn-)(£,0,0,0)|lw = 0. (2.73)
N—oo

2.4.3 Lemmes techniques

Pour appliquer le théoréeme de Brezzi-Rappaz-Raviart, on définit une approximation Uy, égale a
(u$,, PN,) de U dans Wy, (on refere a [20, Th. 7.4] pour l'existence de cette approximation), qui

vérifie pour tout £ < s et s > %, pour tout ¢, 0 < ¢ < T,
(-, t) = uler (Ol e gye < N2l )| gs (e (2.74)
Ip(,t) = PRir (- Ol o1y < N2 PG )| s (- (2.75)
On fait désormais les hypotheses suivantes.

Hypothése 2.4.15 La solution U = (u,p) du probléeme (2.5)-(2.6)-(2.7)
(i) appartient ¢ H?(0,T; H*(Q)%) x HY(0,T; H*t1(Q)) pour tout s > 0 en dimension d = 2 et s > 1
en dimension d = 3,

(i) est telle que DF(U) soit un isomorphisme de H'(0,T; L*>(Q)%) x L?(0,T; H'(Q)).

On note £ l'ensemble des endomorphismes de W. L’opérateur Fy, est parfaitement défini par

(2.63). On commence par prouver une propriété d’isomorphisme pour la différentielle de cet opérateur.

Lemme 2.4.16 Si la fonction a(-) est de classe C* sur R et ses dérivées sont bornées, il existe un
entier et un réel positifs Ny, o tels que, pour tout N > No et 7 < 19, Uopérateur DFn,(Uy.) est un

isomorphisme de Xy X Y. De plus, la norme de son inverse est bornée indépendamment de N et T.

Preuve. On voit que :

DFn,(Ux,)=DFWU) - (T — Tn-)DG(U)
= Tn.(DG(U) — DG(UR,)) — TN+ (DG(Ux,) — DGn-(Ux))-

D’apres (ii) de I'Hypothese 2.4.15, il suffit de voir que les trois derniers termes tendent vers 0 quand

T — 0 et N — oo. Soit Wy, = (wnr,7n-) un élément de la sphere unité de Wy .
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2.4. Analyse d’erreur a priori

1. On voit que
DG(U) - Wiy = (—(alp) — a)wnr — o (p)rn-u,0,0,0).

D’apres le Théoreme 1.1° de [27], la fonction : p — a(p) est continue sur H*t1(Q) dans lui-
méme, et donc dans un sous-espace de CO(O,T; L?(2)). Comme wy, est borné dans L2(Q)4,
la quantité (a(p) — ap)w N, appartient & un sous-espace de dimension finie et est bornée dans
C0(0,T; L*(Q)%). Similairement, de I'Hypothese 2.4.15, u € LP(Q)?, avec p > 2 en dimension

d =2 et p > 3 en dimension d = 3. D’autre part, posons % = % , tel que H*(Q) s’injecte

dans LP(Q) et % + % = 1, puis on utilise I'injection compacte de H'(Q) dans LP' () pour

déduire que a (p)rn-u appartient & un sous-espace compact de L2(Q)d. Gréace a ’expansion :
T —Tnr = (T —T7) + (T — Tn+), la convergence du premier terme est une conséquence de
(2.60) et (2.73).

2. On définit les quantités

< DGWU) - Wyr, Z >= —/

(a(p) — ap)wnr - zdx — / o (p)ry-u - z de,
Q

Q
< DGN7(UR7) - Wi, Zn >= (= (77 pR7) — o)W, 2NN — (& (T PR7 )T NTUR 70 ZN)N -

On voit que

< (DG(U) = DG(UR-)) - W+, Z >= —/Q(Oé(p) — a(py,))wny - 2z do

= [@ ) - Gz de ot [ oW (- k) -2 de.
Q Q

De la propriété de Lipschitz de a(-) et a'(-), combiné avec I'injection de H'(Q) dans L* (Q),

on voit que
<(DG(U) = DG(UR.)) - Wiz, Z >< c(|lp = pivrll @ llwne [l oy
+1Ip = PRl @ llrvewll oy + el pee @y lle = i | L2 )e) 121 2y

Comme (wyr,7y7) est borné dans L2(Q)? x H'(Q) et on sait que H'T2(Q) s’injecte dans
L>(9Q), grace a (2.64), (2.74) et (2.75), on déduit que
lim lim ||Tn-(DG(U) — DG(Ux:,))|le = 0.

T—0N— 00

3. Finalement, on montre la convergence du dernier terme, on voit que
< (DG(UR,) — DN+ (UR,)) - Wnr, ZN >= Oéo(/ wWNr - 2N dT — (WNr, ZN)N)
Q
- / a(pi)wnr - 2y dz + (e PR )wnr, 28) y
Q

- /Qa'(P}}vT)"”NTU?vT czn de 4 (o (77 PR )N U s ZN) -
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Les arguments d’évaluation des trois termes sont similaires, pour cela on considere le troisieme
terme parce qu’il est le plus compliqué. On choisit N* égale a la partie entiere de % et on
introduit des approximations Sy«, de o/ (p), ry+r de ry, et v+, de u. D’apres Iexactitude de

la formule de quadrature, on a

/ BN*+TN*rUN*r * ZN dT = (5N*TTN*TUN*T7 ZN)N'
Q

On voit que :

[ oW draeuse 2 d (0 (b v, )
Q

< (lo/ (pR7)rveulye = Bysernsrvner |l L2 ()

+ 3 In (o (m7 PR )y, — Bnerrnervnes)ll 2 @) 12 [ L2 ().

Puis, on utilise I'inégalité triangulaire et la stabilité de l'opérateur Zy [21, Rem. 13.5],

/QO/(P})VT)TNTU?VT ~zy dz — (d (17 PR ) rNe Ui, 2N) g

< e{ ([l (er) = Bnerlleq) + e (7 Do) = Bnerllio@)) Irwellos o el o
+llrnr = rverllzo@llBner Lo @llui-l L g
+llufvr = onerll L qall Brerllios @ Irwerll o) HIZ Il 2oy

Grace a l'injection de H*($2) dans L4(2), ¢ > 0, en dimension d = 2 et dans L5(f2) en dimension

d = 3 ainsi le fait que By+r, 7N+ et uf,, sont bornés, on arrive a

/Qa,(p?VT)TNTU’?VT ~zN de — (a/(ﬂ;p}}VT)rNTu?VﬂzN)N

<c(lle (Pxr) — & (77 pX ) L) + 10 (p) — & (03 ) ) + 10 (p) — Byl (o)

+ lrnr = el + ke = vnerllm)e) 1285 L2y
(2.76)

Evaluons le premier terme, la propriété de Lipschitz de o/ donne

M
— _ T m m—1 2
lo (Pv-) = &' (e P 20 7y 0)) < ClPivr = T PRl 20,721 (0)) = C( > 5 I~ Hél(m)
m=1
Mo 1 Mo 1
m 2 m—1 3
< C( > gmllp(‘,tm) — Py II?p(Q)) + (Z ?me(-,tm_l) — % Hip(m)
m=1 m=1
Mo .
2
(2 TR tm) = Bt )
m=1
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2.4. Analyse d’erreur a priori

Le premier et le deuxieme termes de cette derniere inégalité sont majorés par (2.75). De plus,

M
— ( Z_:l T |0 (- tm)“%ﬂ(ﬂ))

< ‘T‘Hp”Hl(Qj“;Hl(Q))- (2.77)

[NIE
[SIE

M
(322 mnllotst) =t}

Revenons a (2.76), la convergence de deuxieme terme découle de la propriété de Lipschitz de
o/ combinée avec (2.75). Pour montrer la convergence des trois derniers termes, on choisit les

opérateurs Syor, ryeor et vyor de sorte qu’on utilise [22, Chap. III].

Combinant ceci avec la propriété de stabilité de I'opérateur Ty, ceci achéve la démonstration.

Le méme opérateur Fp, possede également la propriété de Lipschitz suivante.

Lemme 2.4.17 Si le coefficient o est de classe C? et si I’Hypothése 2.4.15 est vérifiée, il existe un
voisinage de Uy, dans W, et une constante positive ¢ tels que l'opérateur DFn satisfait la propriété

de Lipschitz, pour tout Zy dans ce voisinage

IDFN-(UR,) — DFwe(Z0)le < eu(N)|US, — Zu |, (2.78)
avec 1i(N) est égal a N en dimension d =3 et a (log N)% en dimension d = 2.
Preuve. On pose Zy = (zny,0n), On &

< (DGn+(Uy,) — DGN+(ZN)) - WN+, By >
= —((a(m7 pXyr) — alon)) - wnr, by)

— ((&/(m7pRr) — &/ (oN)) sy, b) y — (& (on)rnr (ulyr — 2v), bN) - (2.79)

On évalue chaque terme de membre de droite comme suit :

1. Pour le premier terme, on utilise [22, Chap. IV, Cor. 1.10], on voit que
((a(mpi7) — alow)) - wnr, by) y < clla(mrpiir) — alon) @) lwnellz2@allba || L2y
Comme la fonction « est lipschitzienne, on a
((a(mpr) — alon)) - wnr, b))y < ellmrpRer — onllzoe @) lwnell L2 @yallball 2 (0)a-
On applique I'inégalité inverse [71], validée pour tout polynome ¢y dans Py (2)
lonllzeqe) < e N7 lonllrs)-

On distingue deux cas :
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e En dimension d = 3, on note que l'espace H'({) s’injecte dans L°(Q2), et donc
2d
lenlLe@) < e N6 lon |l o)

e En dimension d = 2, 'espace H'(Q) s’injecte dans L(Q), § > 2, et la norme de cette injection

est majorée par cv/d, voir [79)]
2d
lonllze@) < ¢ N¥Vellonllao)- (2.80)

On choisit § égal a log N, on obtient

lenllzee@) < ¢ Viog Nl m(q)- (2.81)
On pose
Viog N en dimension 2
n(N) = .
N en dimension 3,
on obtient

((a(mrpRr) —alon)) wnr, by) y < cu(N)[|72 pRer —on |l @) lwne | L2 yellbw ]l 2 e (2.82)
. L’évaluation de deuxieéme terme est similaire, en utilisant encore [22, Chap. IV, Cor. 1.10],
((/ (7 pRr) — &' (on))rNruRr, br)

< | (77 i) = & (o) || Lo (@) 1IN (PN o Nl 2y lbN | 12(0)a-

En combinant la stabilité de Popérateur Zy sur les polynémes de degré < 2N, (voir [21, Rem.

13.5]), avec le fait que o est lipschitzien, on déduit que pour tout p > 2, et tel que 1 + 4 =1
p P 2

(o (77 pRrr) — &/ (on))rNruly,, by )
< cllmpir — onlle @ lIrnell Lo @) ludv-ll e a 1o [l L2 0)a-

De I'Hypothese 2.4.15 et I'estimation (2.74), vy, est borné dans LP(92)?, pour p > 2 en dimen-

sion d = 2, et p = 3 en dimension d = 3. De plus, H'(Q) s’injecte dans I’espace correspendant
L (Q)

(@' (77 pRer) — &/ (on))rnrulir, b ) y < el piy — onvllzee (@) lIrne () b ]| 2 (-

On conclut en utilisant (2.80) et (2.81)

((a/(ﬂ-;p})\fﬂ') - a/(UN))TNTU‘?V”rv bN)N

< cp(N)lIm=pivr — onllm @ Irnell Lo o 1uier [l @) [ b [l 220y (2.83)
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2.4. Analyse d’erreur a priori

3. Finalement, avec les mémes arguments, on voit que

(o (on)rN-(uly, — 2N),by) 5
< C||a/(7TT_P}>vT)||Loo(Q)||7“NTHL<><>(Q)||U}>VT - zN||L2(Q)d||bN||L2(Q)d7

< cp(N)[lrne [l o) luir — 282 0)allba |l 22(0)a- (2.84)

En insérant (2.82), (2.83) et (2.84) dans (2.79) et en combinant avec la stabilité de I'opérateur Ty, et

la premiere relation de (2.46), on obtient la conclusion.

Lemme 2.4.18 Si I’Hypothése 2.4.15 est vérifiée et la donnée (f,py, g) est dans H? (2) x H‘”'%(F*) X

Ho(Ty), o > g, on a l’estimation suivante :
1 Fne Ul < ()N + ()l o0 2earecys) + 103 0.2urze1 )
e N Flleoqo zaroayn + 100l 7o ey + 195200 750014 (2.85)

Preuve. Comme F(U) = 0, on utilise I'inégalité triangulaire et on voit que

IFN= (U lw < U = Uz llw + (T = T )G(U) lw
+ 1T+ (GWU) = GURNw + 1 Tn-(G(UN-) = Gnr (UR7) 1w

Le premier terme s’est majoré dans (2.74) et (2.75). Les estimations (2.59) et (2.72) entraine

(T = Tna)GO)llw < (T = T)G(U)lw + I(Tr = Tw)G(U) lw

< C’ﬂ”“”ﬂ?(oj;p(g)d) + el + Nﬁs)(HuHH2(07T;H5(Q)d) + ”pHL2(07T;HS+1(Q))) + Nﬁa”prLQ(Oj;HaJr%(F*))‘
Evaluons le troiseme terme, on voit que
G(U) = G(Ux,) = (=(a(p) — a0)u + (a(p;) — ao)ug,,0,0,0).
De la stabilité de 'opérateur Ty, (2.64) et grace a la premiere relation de (2.46), on a
I Te(G(U) = GUZ) I < ell(@lp) — a0y + (@(B%r) — @00l 0 72

< C(Ha(p> - a(p})\/‘r)HLQ(O,T“;LP(Q))”uHCO(O,’f;LP’(Q)d)

+ la(py)l Lo o)l — u?VTHLQ(O’T;LQ(Q)d) + apllu — U?VTHLQ([LT;LQ(Q)d))u

tel que % = 57, % + % = % et H(Q) s'injecte dans L”(Q). Comme « est lipschitzienne, on déduit

1 Tn+(G(U) = GUR) lw < e(u)([lp —P})\/rnp(oj;m(g)) + [Ju - u<]>VT||L2(0,’f“;L2(Q)d))

< c(u) (Hp - p<]>VT||L2(0j“;H1(Q)) + |u— u<]>VT||L2(0,T;L2(Q)d))'

67



Encore grace a (2.74) et (2.75), on obtient

|73 (GU) — GUS < )N (laall 2o 7sze ey + P20 pigressy)- (2:86)

Finalement, pour le dernier terme on doit majorer les deux termes suivants pour tout Zy dans la

sphere unité de Wy
<G'(UR:) = Gn-(URr). Zn > et < GHUR,) — G (UR), Zn > -
On écrit
< GNU,) =GN (UR), Zn >= /Qf czydx — (f,zn) 5 + ao/Qu})vT czndx — ap(uly,, 2n)
— [ ooy - zda + (ol v ke 2)
Pour tout polynome f,_; de degré N —1
/QfN—l zndx — (fy_1,2n5) y = 0.
Comme (_f,zN)N = (INf,zN)N, alors
|/Qf znde — (f,zn) | < clllf = Fvoillpe + 1 = InFllz @)zl 2y
< N7 Fll e @yallznll 2 0e-
Le deuxieme terme se majore par les mémes arguments, ce qui donne
[ e zdm — (i 2x) y < elllu = T vl + ke = wlz2gope) 23 220
< eN7Pull gsqyallzn |l 20

Pour majorer le dernier terme, on prend N* égal a la partie entiere de %, et on introduit comme

dans la preuve précédente les approximations an« de a(-) et vy« de wu,
| awheryusir 2w = (ol i i 2v)
< c(llapi)u, — anvn 2@ + llalmr pi)uly — ancvn)llzz@) 28] L2 ),
en effectuant une inégalité triangulaire, on voit que
| awhiusie - 2w = (ol i e )

< C(HO‘(P})VT) - aN*||LP’(Q)”u<]>VTHL/’(Q)d + (7 pr) — aN*HLP/(Q)H’u’(])VTHL/’(Q)d

+ [lan oo (@ llufer — v+l p2)e) 128 [ 20
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2.4. Analyse d’erreur a priori

On considere les mémes p et p' définis précédement et tels que H*(Q) s’injecte dans L* (),

/Qa(p})\fﬂ')u’})\/‘r : szw - (a(ﬂ—;p?V‘r)u%fﬂ ZN)N

< c(llapnr) = a(@)llm ) + lalp) — ane (o) + lepi,) — almpae) @) s s 0y

+ [l o (@ [ufer = vnell2i)e) 128 [ 20

Grace aux propriétés d’approximations standards (voir [22, Chap.III, Th 2.4, 2.9]) on déduit que,

/Qa(p?w)u}’w czndx — (a(mpX ) uls, 28) y < (N2 (1Pl ) + la@) s @l s @)
+ la(pir) — a(mr pne) L @) 1w | s @)e + N_s||aN*HLOO(Q)HUHHS(Q)d) 2Nl L2()e-

Lorsque on passe & la norme en temps on trouve de (2.77)

l(pr) = a(mrpne) 20 7. ) < TP g0, 7m0y + N 21PN 220 71541 () -

Il reste & majorer

r
< QQ(UXH) - QJQVT(UX[T%ZN >=<g,"N >Fﬁ _(garN)]\}i'
Comme (¢",rN)N = (iZF\fg,rN)N, on a tout polynome gy_1 de degré N — 1
r T
| < g™ v >r, =g NN < ellg™ = an-illewyllrn @) + lgv-1 — i gl 2o vl ar @)

On choisit gy_1 'image de g™ par 'opérateur de projection de LQ(Fﬁ) sur Py_1(I'y) et on applique
[22, Thm. 2.4], on obtient

r -
| < g,rn >1, —(7f9,78) | < ¢ NN gl ooy llrn |l @)
Combinant ceci avec la stabilité de 'opérateur 7y, donne
1 TN+ (G(UR ) — Gnr (Un)lw < C(|T‘Hp||H1(0,T;H1(Q)) + N_s(HuHm(oj;Hs(Q)d) + ||pHL2(0j‘;HS+1(Q)))
+ N7 (I F 20,7 o )0y + Hpb”Lz(oj;Hw%(p*)) T ”9HL2(07f;H“(Fu))))'

Ceci donne la majoration souhaitée.

2.4.4 Résultat et conclusion

Grace aux Lemmes 2.4.16 a 2.4.18, toutes les hypotheses dont on a besoin pour appliquer le

théoreme di a Brezzi, Rappaz et Raviart [28, Thm. 1] sont satisfaites.

Théoréme 2.4.19 Soit (u,p) la solution du probléme (2.5)-(2.6)-(2.7) vérifiant ’'Hypothése 2.4.15.

Il existe un réel Ty et un entier Ny tels que, pour tout T, || < 19 et pour tout N > Ny, la solution
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(u', pR}) du probléeme (2.38) vérifie l’estimation d’erreur a priori suivante

le = wnrlicoqo7;r2(ya) + P = Prrll 20,761 0)
<c(u)(N77+ |T|)(Hu”H2(07’f‘;H$(Q)d) + HPHHl(o,T;HsH(Q)))

+ N ([[fllcoo 7 1o (0)2) T ||pb||L2(0j“;H”+%(F*)) + l9ll L2 0,710 (0)))- (2.87)

Cette estimation est parfaitement optimale. En outre, 'Hypothese 2.4.15 n’est pas restrictive, elle

implique seulement 1'unicité locale de la solution (u,p) qui est vraisemblable.

2.5 Résultats numériques

Dans cette section, les résultats numériques de dimension d = 2 et d = 3 sont comparés aux
résultats théoriques de convergence (2.87) prévus dans les sections précédentes. Pour observer ces
propriétés de convergence, nous allons utiliser la technique de solutions manufacturées. Un champ de
vitesse d’analyse de divergence nulle et un champ de pression sont substituées dans les équations de
Darcy pour obtenir I’équilibre des forces volumétriques. La discrétisation de I'espace est effectuée en
utilisant une méthode spectrale comme décrit précédemment (voir [21, 22] pour plus de détails) que
nous avons mis en ceuvre dans FreeFEM3D !, (voir aussi [41]), qui est développé par D. Yakoubi [82]
durant sa these. Les résultats sont obtenus en utilisant un espace de discrétisation IP"}V x Py de (u,p),

et le schéma d’Euler implicite au pas de temps uniforme 7,,, = 0t. Le terme non linéaire a(p(-,t)) est

pris égal a exp(p(-,t)).

Enfin, a chaque pas du temps, on obtient des systémes linéaires et résolus en utilisant un GMRES
préconditionnés (Generalized Minimal résiduelle), voir par exemple Saad [75].
2.5.1 Précision temporelle

Le premier test est utilisé pour valider ’exactitude de temps. Nous considérons 1’équation de Darcy

(2.1) dans Q =]0, 1[? telle que la solution exacte est donnée par

ur(z,y,2,t) = 2yz(y—1)(z—1)sin(t) + 22z +9> + 24 -1
ug(w,y,z,t) = —xz(x—1)(z—1)sin(t) — z(x —1)% + 22 (2.88)
u3(x7yvzat) - _22

p(mayvzat) - xyz(m—l)(y—l)(z—l)t2

Dans chaque direction x, y et z, le degré de polynome N est égal a 6, et donc l'erreur due a la

discrétisation en espace est négligeable par rapport a l'erreur due a la discrétisation en temps. Nous

1. http ://www.freefem.org/ff3d/
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2.5. Résultats numériques

récupérons un ordre de convergence pour la vitesse et la pression qui décroit quand le pas de temps
ot tend vers 0, ce qui confirme l’estimation théorique (2.87) obtenue en passant a la limite quand N

tend vers oo :

1(w, p) — (wnr, PN7) leoo 7222y < 220,711 () S OO D) 20 7,22 (00)8) x 112 (075102 (92))

Quand 7" = 1, on calcule ’erreur

1/2
Est = <||('U' - UN)(', 1)||%2(Q)d + H(p *pN)(" 1)‘@[1(9)) ’

pour plusieurs valeurs de pas de temps 6t = 0.1, §/2 = 0.05 jusqu’a 6t/2° = 0.0015625.

En posant Qs =
2

log()

2
log(2) ’

tableau 2.1 confirme les résultats théoriques.

on remarque que le taux de l'ordre 1 de convergence obtenu dans le

ot | lu—wunrllzz@e | P —pNrllaie) Est Os

1/10 0.00118208 3.7977672 x 10~* | 1.2415891 x 103

1/20 0.00059374 1.9549339 x 10~% | 6.2509682 x 10~* | 0.9900362
1/40 0.00029753 0.9914039 x 10~ | 3.1361837 x 10~* | 0.9950695
1/80 0.00014893 4.991711 x 107> | 1.5707563 x 10~* | 0.9975507
1/160 | 7.45078 x 107° | 2.504243 x 107° | 0.7860366 x 10~* | 0.9987909
1/320 | 3.72639 x 107° | 1.255598 x 107° | 0.3932239 x 10~* | 0.9992454
1/640 | 1.86346 x 1075 | 6.2847384 x 107 | 0.1966586 x 10~ | 0.9996574

Tableau 2.1 — Estimation de 'ordre de convergence

En utilisant les mémes résultats du Tableau 2.1, nous tragons dans la figure 2.1, les erreurs

|[w —unr|lr2()s et [|p — pnrll 1) en echelle logarithmique et en fonction du pas du temps 6t.
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FI1GURE 2.1 — Convergence par rapport au pas du temps

2.5.2 Précision spatiale

L’objectif du deuxieme test est de vérifier 'exactitude de la discrétisation en espace. Le domaine

de calcul est le carré Q =] — 1,1[2, et la solution exacte de I’équation Darcy est donnée comme suit :
ui(x,y,t) = sin(t) sin(mz) cos(my)
ug(x,y,t) = —sin(t) cos(mz)sin(my) (2.89)
p(z,y,t) = t%sin(mwx)cos(my).

Nous fixons le pas de temps 0t égal & 0,1, et nous tracons lerreur de la vitesse en norme L? de
la pression en norme H' entre la solution numérique et la solution exacte quand 7 = 1 avec un
polynéme de degré successive de N = 5 a N = 25. Il ressort clairement de la Figure 2.2 que les
pentes de convergence des erreurs de la vitesse et de la pression coincident avec la pente de la fonction
e~ ®. Ainsi la convergence spectrale pour toutes les inconnues est obtenue qui est compatible avec
Iestimation d’erreur (2.87) lorsque le pas de temps tend vers 0.
Nous observons qu’a partir de degré > 20, 'erreur principale est due a la précision de la machine, de
sorte que la courbe s’arréte de décroitre.

Dans les Figures 2.3 et 2.4, nous présentons les solutions exactes et discretes issues de (2.89), ou

la solution discrete est calculée pour N = 15.
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2.5. Résultats numériques

erreur logarithmigue

vitesse ---¥---
pression = =s==
=2 i
0.01 "-,.*%
™
0.0001 |- \’\,ﬂ\ i
",
1e-06 ‘*H%‘*.' 1
1e-08 | ", .
\\%
1e-10 .
x\& _
1e-12 |- "\ ]
1e-14 | \\ _
“"ﬁ.—; ----n----*----n-':;T
g mm e -
1e-16 - 1 |
5 10 156 20 25
N
FIGURE 2.2 — Convergence par rapport au degré de polynome
Spectral Pressure Excct Pressure
0.8 04 0 0.4 0.8 0.8 0.4 9] 04 ) 0.8
0999907 T 0999007 0995007 0.999907

FIGURE 2.3 — Pression. Gauche : Spectrale. Droite : Exacte
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Spectral Velocity Exact Velocity
02 0.4 06 08 02 04 06 0.8
7.28e-15 0841393 T 26616 © paM1303

FIGURE 2.4 — Vitesse. Gauche : Spectrale. Droite : Exacte

La Figure 2.5 présente les champs de la vitesse exacte et spectrale, obtenues pour N = 15 dans le

cas spectral.

Spectral Velocity Exact Velocity
0.2 0.4 06 0.8 0.2 0.4 06 . 0.8
728e-15 0.841393 1.46e-16 0.841393

FIGURE 2.5 — Champs de vitesse. Gauche : Spectrale. Droite : Exacte
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2.5. Résultats numériques

On peut voir que les parties gauche et droite des figures ne peuvent pas étre distinguées, comme

usuel en méthode spectrale.

2.5.3 Comparaison entre la méthode spectrale et la méthode des éléments finis

Dans ce test, on compare le résultat obtenu par la méthode spectrale et par la méthode des éléments
finis, lorsque la solution exacte ne peut étre obtenue de maniere explicite. En effet, le probleme que

nous résolvons ici est donné par : Trouver p € H'(Q) et u € L%(Q)? tels que

du+a(p)u—Vp = 0 dans Q
—-V-u = dans €}
! (2.90)
u-n = (g1,92) n surly
P = D sur Iy,

o1 Q =]0,1[%, T, est égal au bord supérieur de €, ]0,1[x{1}, et I';, = 9Q\I',. L’étude de ce probleme
par la méthode des éléments finis avec joint est effectué par Bernardi et al. [8]. La simulation par
éléments finis que nous présentons ici a été effectué sur le code FreeFem++ due a Hecht, voir [55].
Nous avons utilisé une formulation d’éléments finis mixtes ou I'espace de discrétisation de la vitesse
est lespace de Raviart-Thomas, voir [74], on considére I’espace P; pour la pression, D’autre part, la
simulation spectrale a été réalisée par FreeFEM3D, ou le couple vitesse-pression discret appartient a
IP’?V x Py, avec N = 10 dans chaque direction x et y. Comme dans les Sections 2.5.1, 2.5.2, le coefficient
de perméabilité est pris non linéaire et égal & exp(p). Le pas de temps dans les deux méthodes est égal

a 0.1 et les données sont donnés comme suit :

f=0=0=p=1

Nous observons dans les Figures 2.6, 2.7 que les solutions obtenues par éléments finis et méthodes
spectrales sont tres similaires.
On notera que ces résultats sont obtenus par deux codes différents. Nous pouvons conclure que

nos simulations sont tres efficaces.
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Spectral Method (M=10)
Ravaiart-Thomas Finite Element 0 04 08
0,025 05 075 250289 7

-0.247064 1

FIGURE 2.6 — Isoligne de u;. Gauche : éléments finis. Droite : méthode spectrale.

(Raviart-Thomas FE) Pressure Spectrale Pressure
06 o 1 04 0.6 0.8 1
0.472927064 1104139686 0.388852 1.108407

FIGURE 2.7 — Pression dans le maillage ou la grille de Gauss-Lobatto. Gauche : éléments finis. Droite :

méthode spectrale.

2.5.4 Calcul dans un cas plus réaliste

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas ou le milieu poreux, occupe le domaine

Q =] — 10,10[x]0, 1[x] — 1,0],
76



2.5. Résultats numériques

situé juste sous la surface. Les données sont présentées comme suit.

1) La partie I', de la frontiere est la face supérieure | — 10,10[x]0, 1[x{0}. La pression p; représente
la pression atmosphérique et est constante égale a 1.

2) Sur T'y, la fonction g a un support contenu dans la face gauche {—10}x]0,1[x] — 1,0[. Plus

précisément, ce support est le disque
r=-10, (y—0,5)2+(z+0,5)?2<0,01,
sur lequel elle est égale a
9(—10,y,2,t) = A(t)(1 = 100((y — 0.5)* + (2 +0,5)%)),  avec A(t) = —.

Cette fonction est représentée dans la figure 2.8.

3) La donnée f et la vitesse initiale ug sont prises égales a zéro.

1 2 3 4
-0 47674301416

FI1GURE 2.8 — Fonction g quand t=1

Notons que, puisque la divergence de la vitesse est nulle, I'intégrale de son flux sur 92 est égale a zéro,

de sorte que le liquide sort par I'.

Le calcul est effectué avec un pas de temps ot = 0.1 et les degrés de polynémes N égale a 20 dans
la direction x et 12 dans les directions y et z (ceci est di a anisotropie du domaine).
Figure 2.9 présente les isovaleurs de la pression au temps ¢t = 1 et de haut en bas dans les trois plans

z=—-0.1, 2=-0.5¢et z=—-0.9.
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Pressure

1 1.004 1.008 1012

09900870679 10151741431
Pressure

1 1.1 1.2

0.9993816565 1.2123025661
Pressure

1 1.02 1.04

..................
0.9999609376 1.0527 474602

)1

FIGURE 2.9 — Isothermes de la pression sur trois plans horizontaux

Figure 2.10 présente les isovaleurs de la pression au temps t = 0.1 a gauche et t = 1 a droite.

1. CEIACRESS g 1 _'D-;:.’.'?'?? 1 mm . 121919

FI1GURE 2.10 — Iso-surfaces de pression. Gauche : ¢ = 0.1. Droite : t =1

La figure 2.11 présente la projection de la vitesse aussi au temps ¢ = 1 dans le plan x = —4,5.

Nous présentons dans la figure 2.12 la projection de la vitesse quand y = 0.5 et au temps ¢t = 1.
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2.6. Conclusion

Velocity
.02353732
0.0225
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0.0125
0.011158666
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FIGURE 2.12 — Projection de la vitesse au plan (y=0.5)

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé un modele numérique pour 1’équation de Darcy non linéaire

(2.1). La méthode spectrale est utilisée pour approcher sa solution. Le coefficient de perméabilité
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dépend de la pression. Nous avons prouvé que le régime discret converge vers la solution du probleme
continu.

En outre, des tests numériques confirment nos résultats théoriques, en particulier la précision de
la discrétisation en temps et en espace en dimension 2 et 3. Enfin, dans le dernier test au paragraphe
2.5.4, et pour effectuer un calcul plus réaliste du modele que nous avons utilisé, nous reproduisons

correctement la simulation en dimension 3.
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Chapitre 3

Discrétisation spectrale des équations
de Darcy couplées avec I’équation de la

chaleur

Ce chapitre consiste a un article soumis pour publication, en collaboration avec C. Bernardi et D.
Yakoubi, [19].
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur les équations qui expriment la premiere loi de la
thermodynamique dans un milieu poreux. Le modele consiste en I’équation de diffusion avec les termes

convectifs et la loi de Darcy dans I’approximation quasi-stationnaire pour un fluide incompressible

T +u - VT = )\AT

u+ ng _ 9BE T~ e, (3.1)

I
V-u=0.

Ici u est le vecteur vitesse du fluide, p est la pression, T est la température, A représente le coefficient
de la diffusivité thermique, p la viscosité cinématique, p la densité, g est ’accélération due a la gravité,
e, est le vecteur unité dans la direction verticale, Ty la valeur caractéristique de la température et

enfin k est la perméabilité.

Les deux dernieres équations de (3.1) sont écrites sous ’approximation de Boussinesq et 1’approxi-
mation quasi-stationnaire. La premiere signifie que la densité du fluide est constante presque partout
excepté pour le terme de flottabilité ce qui produit le membre du droite dans la deuxieéme équation
de (3.1). L’approximation quasi-stationnaire dans la loi de Darcy est souvent utilisée pour les fluides

dans un milieu poreux.

3.2 Probleme continu

3.2.1 Analyse du probléme stationnaire

Soit © un ouvert borné connexe de R?%, d = 2 ou 3, a frontiere lipschitzienne 2. On suppose que

la frontiere 02 admet la décomposition suivante
D,NTy=0 et T,UTy=09Q,

telle que I'y est de mesure positive dans 0f2 et OI', est une sous-variété lipschitzienne de 9f.
Dans cette partie, on s’intéresse au probleme dans le cas stationnaire qui se traduit par les équations

suivantes :

au+ Vp=F(T) dans €, (3.2)
V-u=0 dans (2,
u-VT —ANAT =h dans €. (3.3)
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3.2. Probléme continu

Les coeflicients « et A sont supposés constants positifs. Les données sont

e une fonction F assez régulicre de R dans R? sur laquelle on effectue les hypotheses suivantes
(i) la fonction F' est continuement dérivable sur R & dérivée bornée;
(ii) il existe un réel Ty ou la fonction F' s’annule.

e une fonction h ne dépendant que de la variable de ’espace.

On propose les conditions aux limites suivantes :

u-n=0 sur OS2, (3.4)
T
T="T, sur I'y et gn = 04 sur Iy, (3.5)
On pose
v = sup [F'(¢)].
CeR

Comme on va le voir, ce parametre intervient de fagon fondamentale dans notre étude. Puis, on effectue
le changement de variable § =T — T et on pose f(6) = %F(T), de sorte que

(i) la fonction f s’annule en 0,

(ii) et est continuement dérivable sur R,

(iii) avec la norme de sa dérivée < 1.

Les équations (3.2)-(3.3) s’écrivent alors

au+Vp = ~f(0) dans ,
V-u = 0 dans €, (3.6)
u-VO—AA = h dans €.

Si on regarde les conditions aux limites (3.4)-(3.5), on voit que seulement la condition de Dirichlet
sur la température est modifiée par le changement de variable : les équations (3.5) sont remplacées

maintenant par

00

0=0,=T,—Ty sur T, I 6y sur I'y. (3.7)
3.2.2 Formulation variationnelle
On suppose que
heI?(Q), 6 e (Hi(Ty) et 6, € HIT,). (3.8)

On admet (voir [3, Th. 4.32]) que 6, peut étre prolongée de fagon continue en une fonction de H 2 (09)
et on déduit de [22, Chap. I, Th. 2.19] qu'il existe une fonction 6, de H'(Q) dont la trace sur Iy

coincide avec 0,.
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Le probleme (3.6)-(3.4)-(3.7) admet la formulation variationnelle suivante

Trouver u € L*(Q)?, pe HL(Q) et 6 € HY(Q) avec § — 0, € HL(Q) tels que

Yo € L2(Q)?, a/u-vd:c+/v-Vpd:c:fy/f(@).'vdaz, (3.9)
Q Q Q
Vg € HL(9), /u.quwzo, (3.10)
Q
Yo € HH(Q), )\/VG-V(pd:B—l—/(u-V)H(pdac:/hgoda:+)\<9ﬁ,g0>pﬁ. (3.11)
Q Q Q

Remarque 3.2.1 Dans ce probléme, la solution u doit étre dans L3(Q)?

que la forme linéaire p — /(u V)0 ¢ dx soit continue de H'(Q) dans R.
Q

en dimension d = 3 pour

Des arguments usuels combinés avec la densité de D(2 U T'y) dans H}(Q) (voir Bernard [14]),

conduisent & 1’équivalence des problemes (3.6)-(3.4)-(3.7) et (3.9)-(3.10)-(3.11).

Proposition 3.2.2 Tout triple (u,p,0) dans L>(Q)%x H}(Q) x H'(Q) est solution du probléme (3.9)—
(3.10)—(3.11) si et seulement si il est solution du probléme (3.6)-(3.4)-(3.7) (au sens des distributions).

La condition inf-sup suivante est évidente.

Proposition 3.2.3 On a la condition inf-sup

/ v-Vqdx
Vg € HY(Q), sup S

> [|Vallz2qya- (3.12)
verz@)d 1vllz2) L@

3.2.3 Résultats d’existence

On définit I’espace de vitesses suivant
V(Q) = {v e L2 ()% Vqe HX(Q), /Qv Vqdx = o} ,
qui est caractérisé par
V() ={ve L*(Q)¢, V-v=0dansQ et v-m=0sur o0}

Grace a la condition inf-sup (3.12), les deux premieres équations du probleme (3.9) sont équivalentes

a trouver u dans V() solution de
Vv € V(Q), a/u-'vda::'y/ f(0) v de, (3.13)
Q Q

On remarque que le couple (u, #) dans (V(Q)NL3(Q)4) x H'() est solution du probléme variationnel
(3.13)-(3.11).
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3.2. Probléme continu

Proposition 3.2.4 Pour toutes données h, 0y et 0, vérifiant (3.8), il existe deux constantes positives

c1, ¢ telles que toute solution (u,0) de (3.13)-(3.11) vérifie

Jellzaye < e (Irlzzcoy + 10613 o+ 1005 ) (3.14)

1011 () < c2(IlRll 20y + 116] ),+||9*HH%(F*))7 (3.15)

1
2
00

Preuve. On choisit la fonction test v égale & u dans (3.13), on voit que

a/gu~udw:*y/ﬂf(9)-uda: (3.16)

et donc
allullZa gy < AIF O 2@ llwll L2

D’autre part, les propriétés de la fonction f et le théoreme des accroissements finis entrainent que,

pour tout réel ¢,

[FOI=1£(C) = F(O)] < [¢], (3.17)

de sorte que
aflullz2 @) < YN0l L2 (o) (3.18)
D’autre part, en posant 6 = 6 — 0, on voit que 0 est dans H!(2) solution de
Vo € HH(Q), )\/V@chder/(u-V)égodm:/hgpdw+)\<0ﬁ,g0>pn
Q Q Q
—A/vé*-wdm—/(u.wé*godm.
Q Q
On prend ¢ = 6 on trouve,

T e L P AT 17 P

ooﬁ

+ AV Ol £20all VOl L2y + N[l 3 0all VO L2y 10l 60 - (3.19)

D’autre part, grace au lemme de Hopf [51, Chap. IV, Lem. 2.4], pour tout £ > 0 on peut choisir 6,

vérifiant
1Bl < <10l g (320
Insérant (3.20) dans (3.19) entraine
MVIIZ2 g < hl 20100 220 )+ IOy b ),HéHHl(Q)
Hgo (T'y

+ )‘HVQ*HL?(Q)UZ||V§||L2(Q)d + 5||UHL3(Q)d|\V9~||L2(Q)d||9*”H%(F )
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On déduit de I'inégalité de Poincaré-Friedrichs

A ~
ﬁllﬂlm(m < |2l 2o +/\H9t¢\| Ty + VO L2y + eflulls@uallull 43 1 -

L’inégalité triangulaire permet d’obtenir

A
a0l @) < lIRllra@) + Al s
(1+c2)2 o( 8)’
1
+COA<1+(1_'_C]2));)‘ *HHQ )+€||UHL5 d”e*HH%(F*)
ce s 1 .
On choisit € égal a ———, on obtient
HU”L3(Q)d
(1+c2)2

00y < 2= (Il + Al

1
A1+ ———))6, o o).
A ( +(1+cp);)” ity * 100t r,)

On combine cette derniére inégalité avec (3.18) pour conclure.

On refere a [22, chap. XIII, Th. 1.9] pour la preuve du résultat suivant.

Proposition 3.2.5 Pour tout 0 dans L*(Q), il existe (u,p) dans L?(Q)? x HX(Q) solution unique du
probléme (3.9) — (3.10). De plus cette solution vérifie

1wl L2ye + Pl Er @) < cllfllzz)
On a un résultat sur la régularité de la solution (u, p).
Proposition 3.2.6 Soit

si Q) est convexe,

Nl—= =

sinon

On suppose O dans H'(Q), alors la solution (u, p) du probléme (3.9)-(3.10) est dans H*(Q)? x H*+1(Q).
En outre,
[wll s (0)e < crllOll @), (3.21)

ot cr est une constante positive dépendant de o et 7.

Preuve. Introduisons I’espace
d(d—1)

Xr(Q)={ve (V)¢ V-vel*Q), curlvell?Q) 2 et v-m=0surdQ}.

Cet espace s'injecte dans H*(Q)? tel que s = — (voir Costabel [34]) et s = 1 si Q est convexe (voir

Amrouche et al. [9, Thm. 2.17], ou Nédélec [66]

N

On applique 'opérateur rotationnel sur la premiere

~—

équation de (3.6)

acurl u = ycurl f(0) dans Q.
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3.2. Probléme continu

d(d—1)

Comme curl f(6) appartient & L?(2)~ 2, u est dans X7(Q2), on en déduit que u est dans H*(2).

Revenant a la premiere équation de (3.6), on voit que
Vp=~f(0) —au dans 9,

par conséquent, p est dans H*T1(Q).

1 1 d-2
Remarque 3.2.7 Comme H*(Q)?, s > 3 s’injecte de fagon continue dans LI(2)% tel que ~ = 53 S,
q

1
on déduit pour s = 5 queu est dans L*(Q)% en dimension 2 et dans L3(Q)? en dimension 3.

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme de Lax-Milgram [60] (voir aussi, par

exemple [51, Chap. IV, Cor 1.1] ou [31, Thm 1.1]).

Proposition 3.2.8 On suppose que les données h, 0 et 0, vérifient (3.8). Pour tout w dans V(Q) N
L3(Q)4, Iéquation (3.11) admet une solution unique 6 dans H'(S2).

Les propositions 3.2.5, 3.2.8 ne donnent pas 'existence de la solution de (3.9)-(3.10)-(3.11), que

nous allons maintenant établir.
Théoréme 3.2.9 Pour tout h,0; et 0, vérifient (3.8), et

1
cocr(l+¢2)2
BTGl gy + 6l

00(

0.l 1 <1, 3.22
vy 18l ) (3.22)

le probléme (3.9)-(3.10)-(3.11) admet une solution unique (u,p,0) dans L3(Q)? x HL(Q) x HY ().

Preuve. On introduit 'application Fj : 6 — u telle que u est la partie de (u, p) solution du probléeme
(3.9)-(3.10) qu’on a exhibée dans la proposition 3.2.5. Cette application est continue de H'(Q) dans
L3(Q)?, on rappelle que u est dans I'espace V(). Ainsi, on introduit une application F» de V(Q) N
L3(2)4 dans H'(Q) qui associe & u dans V()N L3(Q)¢ 1a solution 6, de (3.11). On pose F = Foo0 Fy.
Soient 0y, 62, 0, 65 dans H'(Q) et up, uy dans L3()? tels que

Fi(61) = w1, Fi(02) = ue,

On a de (3.21),

w1 — wall3)e < crllf1 — Oz g1 (q)- (3.23)

D’autre part,

IV (F(81) = F(82))ll 20pa = 1V (01 = 02)l| 2 ye-
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Comme 61,6 sont solutions de (3.11)
)\/QV(él — 02)Vpdx + /Q(ul V)0, pda — /Q(’UQ -V)bypdx =0
Choisissant ¢ = 9~1 - 0~2,
MV (01 = 02)1720ya < llur = wall psallfall (@) IV (1 = 62) ] L2 (0ye-

La fonction 6; — 65 est nulle sur Ty, on en déduit que

A6y = Ozl ) < (1+ 612;)%||9~2||H1(Q)”u1 — 2|l £3(0)a-
En insérant (3.23) dans la derniére estimation

61— 02l ey < cr(1+ 012))%H0~2||H1(Q)”91 — 02| g1 (q)-
Or, la fonction 6y est bornée, voir (3.15), il résulte

M1 = 02|l ;10 < cacr(1+ Cﬁ)%(HhHm(m + H%HHé(m, + ||9*HH%(F*))H91 — 02l 1 (q)-

La relation (3.22) entraine que la fonction F est contractante, en appliquant le théoreme de point
fixe de Banach [32, Thm. 3.7-1], on trouve que F(#) = 6. On en déduit que (u,p, ) est solution du
probleme (3.9)-(3.10)-(3.11), ainsi cette solution est unique.

La condition (3.22) est peu restrictive. Dans le théoréme suivant on prouve un autre résultat
d’existence ou on va remplacer cette condition par des hypotheses sur la géométrie du domaine.

Proposition 3.2.10 On suppose que Q est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne de R?, ou un
conveze ou un polyédre de R®. Le probléme (3.9) admet une solution (w,p, ) dans L3(Q)¢ x HL(Q) x

HY(Q). Si de plus la relation (3.22) est vérifiée alors cette solution est unique.

Preuve. L'existence de (u,p) est exhibée dans la Proposition 3.2.5. Pour prouver 'existence de 6 on
distingue trois étapes :

1) On introduit 'application F : 6 — w qui est continue de H'(Q) dans L3(Q)? et vérifie
IF @)l sy < crllfl i @)-
On définit Iapplication ¢(f) comme suit
Vo e H(Q), < ¢(0),p >= A/ﬂvé-w dm+/ﬂ(f(é+é*) V)0 ¢ da — /ﬂh@dw

— A < b, >r, +A/Vé*-wdwr/(f(mé*)-V)é*sodw.
Q Q
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3.2. Probléme continu

Cette application est continue sur H}(2). En prenant ¢ = é, on obtient

< ¢(0),0 >> AHVéH%Q(Q)d — 2l 2@ 10 L2y — All6:] 4 H9”H1

00( *

= MVl 12 () IVl 2 (ye — 1F O + 0.l 30y VO r2(0yallfsll 2o o)

170+ 82) Lz < el + 1041, 1)

Ce qui donne

I A _ _
<600).0>2 1 1003 0~ Wz Wiy = MOl g 18
— NIVl 2y 1812112y = e (1011 2) + 18211 ) 1911211 1Bl 5y

D’une fagon équivalente et grace a (3.20), on a

_ A

<0105 >2 125 100n0) = Iy = M6l 3 o
= oIl 10111 () — e8]l 11 () + 110l 1 @) 101 1.0 16 sl )
.. A . N o R
On choisit € = 3 de sorte que la quantité < ¢(0),6 > est positive sur la sphere
Zen(L+ 0T 30
de H}(Q) & rayon
= 20D gy ALy A S+ @)1y )
T i gy 2 T

2) Grace a la densité de D(Q2 N Ty) dans HL(R), il existe une suite croissante (W,,),, de sous-espaces
de dimension finie de H](Q) telles que U, W, soit dense dans H/ (). Les propriétés de la fonction ¢
sont encore vérifiées lorsque I'on remplace I'espace H.(Q) par W,. On applique le théoréme de point

fixe de Brouwer : pour tout n, il existe én dans W,, solution de
Vion € Wi, < ¢(0n), on >=0 et [|Vnlr2(q) < .

3) Comme (f,,),, est borné dans H} (), il existe une sous-suite notée encore (6,,),, pour simplifier qui

converge vers une fonction # faiblement dans H!(Q). Pour tout m < n, 6, satisfait,
Vom € Wy, < 6(0n), pm >= 0.
De facon équivalente, pour tout ¢, € W,
A/Qvén-wm dw+/ﬂ(]—“(5n+§*)-V)§n Om dx = /thpm dz + X < 04, om >o0

Q Q
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Passant a la limite sur n qui est évidente pour les termes linéaires. Rappelons que la fonction F est
continue de H'(Q) dans H*(Q)¢, on réfere & Amrouche et al. [9, Prop 3.7] pour I'injection compacte
de H*(Q) dans L3(Q) en dimension 3, pour s = 1 si Q est convexe, et s = B +e,e>0slQest un
polyedre. De cette injection, il existe une sous-suite encore notée (6,,),, qui converge faiblement vers
0 dans H'(Q) et telle que la suite (F (6, + 05)), converge fortement dans L*(Q)¢ vers F(0 + 6,). On

voit que

/(f(én +6,) V)0, o da — / (FO+6,)- V)0 oy, dz
Q Q

< NF(n +0.) = FO)l s (@alifnll iy 10l a1 (0) + /9(7(5) - V)(On = 0) om d.
Donc la suite (F(6,,+6,)-V0,), converge faiblement vers F(6+0,)- V6. Finalement, grace & argument
de densité § = 0 + 6, est solution de (3.9)-(3.10)-(3.11).

Remarque 3.2.11 Si les données h, 0, et 0y vérifient (3.8) et (3.22) alors la solution exhibée dans

la proposition précédente est unique.

3.3 Probléme discret

A partir de maintenant nous effectuons notre analyse sur le carré ou le cube Q =]—1,1[%, d =2 ou
3. Les données h, 8 et 0, étant supposées continues respectivement sur Q, fﬁ et T',, le probleme discret
est construit & partir de la formulation (1.13) par la méthode de Galerkin avec intégration numérique.
En effet, dans la formulation variationnelle (3.9)-(3.10)-(3.11), nous remplagons les espaces continus
par les espaces discrets et les intégrales exactes par la formule de quadrature (1.13). Alors le probleme
discret s’écrit
Trouver (uy,pn,On) € Xy X Y& X Yy, tel que
Oy =iy 0, sur T,

Yoy € Xy, a(un,vy) v + (v, Vo) y = 7(FON), o) 5 (3.24)

Vgn € Y%, (uN,VqN)N =0,

Von € Yy, MVOn,Von)y+ ((un - V)On, on) 5

= (o) y + M0 on) -

Par les mémes arguments que précédemment pour avoir l’existence de la solution continue on prouve

ce résultat.

Proposition 3.3.1 Pour tous h, 0, et 0y continue sur Q, T, et fti respectivement, le probléeme (3.24)

admet une solution (un,pn,0n) dans Xy x Y§ X Yy .

L’unicité locale de la solution du probleme discret va étre établie plus tard avec ’estimation d’erreur

a priori.

90



3.4. Estimation d’erreur a priori

3.4 Estimation d’erreur a priori

Pour faire ’analyse d’erreur a priori on va appliquer le théoreme de Brezzi, Rappaz et Raviart
[28], pour cela on a besoin d’écrire une autre formulation pour chacun de deux problémes continu et

discret.

3.4.1 Autre formulation

On introduit d’abord l'opérateur linéaire 7 qui associe & toute fonction f de L?(Q)? le couple

(w,p) que lon note U, solution dans L2(Q)? x H'(Q) du probleme

au+Vp = ~f dans €,
V-u = 0 dans €, (3.25)

u-n = 0 sur Of2.

On définit I'opérateur de Laplace £ qui associe a tout
1
heL?Q), 6, HE(Ty) et 6, € H2(T,),
la solution 6 dans H'(£2) du probléme de Laplace muni de conditions aux limites mixtes

— A0 =h dans Q,
00

=0, sur T, e 0y sur Ty (3.26)

Puis, on définit I’application F de I'espace L3(Q)¢ x HL(2) x H'(Q) dans lui-méme par

YU = (U, 0) € L*(Q)% x HX(Q) x H'(Q),

FU)=U - 7o ') (3.27)
0 L G2(U)
tel que
g'w) \ _( £o)
G3(U) (h— (u-V)0,04,0,)

La continuité et la différentiabilité de cet opérateur sont faciles a vérifier a partir des injections de

Sobolev.

On remarque que le probleme (3.9)-(3.10)-(3.11) est équivalent & trouver U = (U, 6) solution de
I’équation

F(U)=0. (3.28)

On fait désormais I’hypothése suivante :

91



Hypothése 3.4.1 On suppose que la solution (U,0) du probléme (3.9)-(3.10)-(3.11) vérifie :
(i) il existe s > %l tel que (U, 0) soit dans H*(Q)? x H*T1(Q) x H*T1(Q),
(ii) lopérateur DF(U) est un isomorphisme de L3(Q)¢ x HL(Q) x H'(Q) dans lui-méme.

En écrivant 'opérateur DF(U) de fagon plus explicite :

VW = (w, 0,¢) € L) x HL(Q) x H'(Q),

DFU)- W =W — o 0% : (3.29)
0 L (—(u- V)¢ = (w-V)0,0,0)

on voit que la partie (ii) de 'Hypothese 3.4.1 équivaut & dire que le probleme suivant
Yo € L2(Q)4, a/w-vqut/v-ngac:v/ f’(G)C'vder/A-'vdm,
Q Q Q Q
Vg € HL(Q), / w-Vqdzr =0, (3.30)
Q
Yo € HL (), )\/ VCV@daz%—/(u-V)(apdm—i—/(w-V)G@daa =< B,p >,
Q Q Q

admet une solution unique W = (w, o,¢) dans L3(Q)% x H}(Q) x H'(Q) pour tous A € L*(Q)¢ et
B e (H (Q))".

Similairement, on introduit les opérateurs Ty et Ly, analogues discrets des opérateurs 7 et L.

Pour tout f de L2(Q)%, Ty f est le couple (uy,py) dans Xy x Y%, solution du probleme

v"-7]\7€§g]\77 a(quvN>N+(vava)N:/Qf'vN dmv

Vgv €YY,  (un,Van), =0.
Dans ce qui suit on note Uy le couple (uy, py)-
1 /
D’autre part, pour tout i dans L?(2), 6 dans (HOZD(Fﬁ)) et 0, continu sur I'y, on note L(h, 0., 03)
la solution 6y appartient & Y du probleme

GN :ZR;Q* on F*,
(3.31)
Von € Yy, )\(VQN,VQON)N:/ hen dx + A <04, 0N >r, -
Q

Finalement, soit 1’espace

XN:XNXY?VXYN,
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3.4. Estimation d’erreur a priori

on introduit 'application Fn qui est définie de Xy dans lui-méme par

VUN = (0]\],9]\[) c XN,

Tv 0 Gn(Un)

Fn(Un)=Un — ) _
0 EN (gN(UN)79ﬁ79*)

(3.32)

olt les composants G5 (Un), G (Un) et 6; sont définis par

Yoy € Xy X Y?V, < Q}V(UN),UN >= (f(HN),UN)N,
Von € Yi, < GX(UN),on >= (hyon) y — ((un - V)0, on) 5
et <9~ﬁ,g0N >= )\(Qﬁ,gpN)l;Vﬁ.

Il faut noter que 'application Fy est continuement différentiable sur Xy. D’autre part, le probléeme

(3.24) est équivalent & trouver Uy = (Uy, fx) dans Xy solution de I'équation Fy(Uy) = 0.

On rappelle, voir [22, Chap. V & XIII], les résultats de stabilité et de I’estimation d’erreur concer-

nant les opérateurs linéaires Ty et Ly.

Proposition 3.4.2 [l existe une constante positive c telle que

(i) Pour tout f dans L*(Q)?
| TN Fll L2 @)axmr @) < cllfllz2@ye- (3.33)

Si de plus T f appartient a H*(Q)? x H*1(Q) pour tout s, s > d — 2 on a la majoration d’erreur
(T = TN) Fll2@axcmr @) < eNNT Fllas@yax m+1(9)- (3.34)
(i) Pour tout h dans L?*(2), on a
1£x (R, 0,0)[[ 1) < cllhllL2(o)- (3.35)

Si en outre la fonction L(h,0y,0x) appartient a H*T1(Y), pour tout entier s, s > 1, on a la magjoration
d’erreur

1(E = £3)(h, 62,0 i) < N IL (R, O, 6] 51410y, (3.36)

Notons que les résultats de convergence suivants découlent de propriétés de stabilité et estimations

a priori.

Théoréeme 3.4.3 Pour tout f dans L?(Q)? et h dans L*(Q),

lim || lim ||
N—oo N—o0
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3.4.2 Lemmes techniques

On est en position de prouver les résultats dont on a besoin pour appliquer le théoreme de Brezzi,
Rappaz et Raviart [28]. On consideére une approximation Uy, = (u$;, p%, 0%) de U dans Xy qui satisfait

pour tout £,s, 0 < ¢ <s,

lw = on |l gegaye < N5l ey, (3.38)
Ip = qn | rer1 () < N5 lpll e ), (3.39)
60 — HNHHZH(Q) < CNZ_SHHHHSH(Q). (3.40)

L’existence de cette approximation est établie dans [21, Thm. 7.4] (voir aussi [22, Chap. III, Th. 2.4
& Chap. VI, Th. 2.5]). On note & 'espace des endomorphismes de Xy .

Lemme 3.4.4 On suppose que la fonction f(-) est de classe C? avec ses dérivées bornées. Si I’Hy-
pothése 3.4.1 a lieu, alors il existe un entier positif No tel que pour tout N > Ny, Uopérateur DFn(Uy,)

est un isomorphisme de Xy et la norme de son inverse est bornée indépendamment de N.

Preuve. Pour simplifier quand éﬁ = 0, = 0 on note L(h) au lieu de L(h,0,0), Similairement pour

lopérateur Ly. On voit que

T-Tn O DGY(U)
DFn(U%) = DF(U) —
~N(UR) U) . frn DEA(D)
[ Tv 0 DG'(U) — DGY(UY) (3.41)
0 Ly DG2(U) — DG2(UY) '
[ Tv 0 DG (UR,) = DG (UR)
0 Ly DG*(U}) — DGR (UR)

Grace a 'Hypothese 3.4.1-(ii), il suffit de démontrer que les trois derniers termes tendent vers 0 quand
N — o0. Soit Wy = (wn, on,(n) dans la sphere unité de X. Nous procédons trois étapes.
1) On a

DGYU) - Wy F(0)¢n
DQQ(U) -WN (—(U-V)CN—(U)N-V)Q,0,0>

On déduit de (3.33) et (3.34) que, si K est compact dans L2(Q)%, on a la convergence

i sup (T = Tw) Fllzz(eyoxin @) =0

L’image de la boule unitée de X'y par la fonction

(wn, pn, Cn) — F'(0)CN,
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3.4. Estimation d’erreur a priori

est compacte dans LQ(Q)d. D’autre part, (u-V)(ny + (wy - V)60 appartient a un sous-espace compact

de L?(£2). En combinant avec (3.37), ceci donne

, T-Tv 0 DGL(U)
lim =0.
N—oo 0 L—LnN DQQ(U) .

2) Selon la définition de DG' et DG?, on doit montrer la convergence des deux termes
(f'(0) = £/ (03N, (w—ufy) - V)Cn — (wn - V)(0 = OF).
Soit Viy dans la sphere unitée de Xy,
< (DG'(U) = DGHUR))) - Wi, Vv > < I F'(0) = /(030 | Loy vl o [ L2y
En utilisant I'injection de H'(2) dans L*(Q) et la propriété de Lipschitz de f, on trouve
< (DG'(U) = DG (UR)) - Wi, Vv > < 110 = 0% i o IS L () 1o v | 2y
Comme (y et vy sont bornés dans Xy combiné avec l'estimation (3.40)
< (DGHU) = DG (UR)) - W,V >< eN 2|10 gos1 (o llon || 12qya-
Sous les mémes arguments, on trouve

< (DG*(U) = DG*(UR)) - Wi, on >< [lu — ul| 30y IVEn | 2(ayallen |l o)

+ lwn 3 IV(O = On) | L2 )allon || o ()

On choisit ¢ égale a % dans (3.38) de sorte que H'() s’injecte dans L?(£2), on obtient

< (DG*(U) = DG*(UR)) - Wi, v > < C(NgisHuHHs(Q)d + N0l g1 (o)) len [l L2 @)
on déduit aisément de la stabilité de Ty (3.33) et Ly (3.35) que

i ( Tv 0 ) ( DG (U) — DG*(UR) ) o
N—oo 0 Ly DG?*(U) — DG*(U%,) .
3) Evaluons le dernier terme, on a
< (DG (UR) = DOYUR)) - Wi Vi > = [ £/(0%)Gw o dw = (£ vx)

B /Qf/(@?\r)CN vy dz — (In(f'(0%))CN, vN) -
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On pose N* égal a la partie entiere de %, on introduit une approximation f - de f/ (0%) dans Xy~

et (n+ de (n dans Y$... Grace a la propriété d’exactitude de la formule de quadrature (1.13)

< (DGNUR) — DGR (UR)) - Wi, Vv > < (143N (I(F/(0%) — Fa- )l L2y
+1Cn = Cve) F vl 2 gy2) low [l 22y
+ 3£ (0%) — In (F'(03)) <Nl 2@yl 2 ayes

d’une fagon équivalente,
< (DG (UX) = DG\ (UR)) - Wi, Viv >
< (L4 3£ (60%) = £ v+ lle@allEn oo o 0wl 2oy
+(1+ 39w — Nl o (@) 1 el Loyl [ 2 e
+ 37| £ (6%) = IN(F' O Leo@ellEn o oy o w204

1 1 1 : : : : o o o
avec o+ 5 = 3. D’autre part, on introduit les approximations, uy«, wy+ et Oy« de uy;, wy; et 0%

respectivement dans Xy et Y+, on voit que
< (DG*(UR) — DGX(UR)) - Wi, on >
< (1+ 39 (Jlug — wnell 3@ I V<N | n2i@)a + lun- 3@l V(Er = (ve)ll 2oy
+ lwy = wne | @) VIR 2@ + w13 @) IV (O — On)l20)e) 0N [l ooy -
Les propriétés de stabilité des opérateurs introduits dans [22, Chap. III] entrainent que

i [0\ [ POMUR) - DOL(WR)
w0 ey )\ perws) - pgiwy)

=0.
£
Ceci prouve que DFn(Uy;) est un isomorphisme de X .

Lemme 3.4.5 Si la fonction f(-) est de classe C? et ses dérivées sont bornées, alors il existe un

voisinage de UY, dans Xy et une constante positive c, tels que pour tout Zy dans ce voisinage,
[DFN(UR) = DFN(ZN)e < clUR — ZNl s )i () x o1 () (3.42)
Preuve. Posant Zy = (zn,(n,0N), On a

Tn 0 DG (UR) — DGy (Zn)

DFn(UY) — DFn(Zn) = (U — Zn) —
~(UR) ~N(Zn) = Uy — Zn) L DG%(U%) — DG3,(Zn)

1) On voit facilement que

< (DGN(UR) = DGN(Zn)) - Wi, Vi > = ((F'(0%) — F'(on))Cw. o)
< BUIn(F'(0%) — f' (on) s lv @ llonl 2 e
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3.4. Estimation d’erreur a priori

Grace & la stabilité de I'opérateur Zy et I'injection de 1'espace H'(£2) dans L4(Q)
< (DGn(UR) = DGN(Zn)) - Wi, Viv > < 3105 — ol o) vl oy ol 2 e
2) On obtient aussi,

< (DGX(UY) — DG (ZN)) - W, N >
= (wn - V(0% —on),on) y — (((uly — 2n5) - V)N, on) 5
<3 ([Jwn |l 3@ IV (0% — on)ll2iye + ud — 25l 3@l VN 2 0ya) llen | -

On combine ces deux estimations avec la stabilité des opérateurs Ty (3.33) et L (3.35), ceci donne

le résultat désiré.

Lemme 3.4.6 Pour tout h dans H?(Q2), 04 dans H°(I'y) et 0, dans HUJF%(F*), st la fonction f(-) est

de classe C* de dérivées bornées et si I’Hypothése 3.4.1 a lieu, alors on a la majoration

d_g —s
IFN U 3 @paxm@yx i) < ¢ No 2|l gsya + ¢ N7(lIpll gty + 110] g=1(0))

+¢ N7 ([0l ae (o) + 101 o oy + 1164 (3.43)

H"*%(F*))’

Preuve. De (3.28) on déduit I'expression

T-Tv 0 Gl(u)
FNUR)=—-(U-UR) +
N ( N) ( N) 0 L— Ly QQ(U)
Tn 0 G'(U) - g'(Uy)
0 Ly G*(U) = G*(UR)
T 0 G'(U%) - Gy (U)
0 £y G*(UR) — GX (UR)

tel que Q?V = (G%, éﬁ, 0,). Commencons par le premier terme. Par définition,

N[

IU = U lls@yix @@ = (lw = ullZs e + 12 = 2% o) + 110 = 0317 q)) 2
e e ; ¢ 3 d ;
On utilise U'injection de l'espace H*(€2) dans L*(Q2) pour £ = 5 on voit que
lu —uy sy < llu—un | geo)e
Combinons avec (3.38) on obtient

4
lw — w3y < eN6*|[ullgsq)a-
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On déduit de (3.39) et (3.40) que
d_g -3
IU = Uxllw < ¢ No™*|lullgs(9)a) + ¢ N72([Ipllgatr(o) + 10l gs+1(0))-

Le deuxiéme terme est majoré dans (3.34) et (3.36). Pour évaluer le troisieme terme on considere Vy

dans la sphere unité de X, on écrit
<GU) =G WUR). Vi > = [ (£0)— F(0R)) - v da.
On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (3.17), ce qui donne
<G'U) =G (UR), Vv > <118 = 0%l 2@ low [l z2eye < 116 = 0% @ llow 2 e
D’autre part,
<GU) =~ P WUR)on > = [ (w Vgndo— [ (uhy Voo do
< (Jlu = uX |l 23 eI VOl L2 a + IV = 03) | 2@y lluR ] 3 )e) len | s ) -
Comme H(Q) s’injecte dans L3(Q) pour £ = %, on déduit de (3.38) et (3.40) que
< G*U) = G*(UR), on > < C(N%SHUHHS(Q)CI + N 720 prs+1(0)) lon ] 2 (-

Pour évaluer le quatrieme terme, on a pour tout f,_; dans Xy_1,

<G UR) — Gn(UR), Vv > = /Q (F(OR) — Fn1) - vndz + (F(OR) — Fno1,v8) 5

On sait que,
(f( ?V)790N)N = (IN(f(‘g})V))NPN)N'

Par conséquent,
<G (UR) =GN UR), Vv > < (IF(0%) — Fr—1ll 120
+3YZn (F(O%)) — Fnallzeye) lvnll 2 -
On utilise I'inégalité triangulaire, on déduit que

< GHUR) = Gn(UR), Vv > < eIl £(0) = F(OR)ll 2 (@
+, mf N (FO) = Fa-alla@a)lvn e

N-1€XN—

En prenant f,_; égal & 'image de f(6) par I'opérateur de projection orthogonale de L?(2)% sur Xy_1
(voir [22, Chap. III]), on obtient

< G'UR) = Gn(UR), Vv > < eN7210]l o (o o nll 2 (e
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3.5. Simulation numérique

D’autre part, sous les mémes arguments on voit que

/Qf“PN dx — (h,on)N < N7 A go ) llonlz2)
et
r —o
<O, 0n >1, =04, 08N < N0l 5oy ol 2o

Ainsi,
/Q(U?V'V)9}>v<PNdﬂ?+((u}}v-V)%,soN) < (Nl s (e + N0l sz )l | 2 )

Mettant bout-a bout ces trois derniéres estimations, on obtient

< GA(US) - G (U)o > < ¢ (N 1wl s @ye + N 720 grse1 @) llonll L2 @)
+ ¢ N77([|0l| o @y + 10l 5o (o) lon ] 22 (o)

Grace a la stabilité des opérateurs Ty (3.33) et Ly (3.35), on obtient 'estimation souhaitée.

3.4.3 Résultat et conclusion

On déduit des Lemmes 3.4.4 & 3.4.6 que toutes les hypotheses pour appliquer le théoreme de Brezzi,
Rappaz et Raviart [28] sont satisfaites, on est en position d’énoncer le théoréme principal de cette

section.

Théoréme 3.4.7 Soit (u,p,0) une solution du probléme (3.9)-(3.10)-(3.11) vérifiant I’Hypothése 3.4.1.
On suppose que la fonction f(-) est de classe C? et ses dérivées sont bornées. Pour tout h dans H° (),
Oy dans H(T'y) et 0, dans H‘”'%(F*), o > 2, il existe un voisinage de (u,p,0) dans L3(Q)? x HL(Q) x
HY(Q) et un entier positif No, tels que pour tout N > N,, le probléme (3.24) admette une solution
unique (un, pn,On) dans ce voisinage. De plus, il existe une constante positive telle que cette solution
vérifie
| —unll s + P = pNllE1 Q) + 10 = ONl 1 (0
< e N6 flullgs(aye + ¢ N7 (ol + 100510

+ e N7 (|7l o) + 101l o (ry) + 110l (3.44)

HO (T, ))

L’estimation (3.44) est quasi-optimale et les hypotheéses nécessaires mises sur la solution (u,p, )

sont pas restrictives.

3.5 Simulation numérique

L’objectif de cette section est d’effectuer des simulations numériques du couplage Darcy/chaleur

que nous avons étudié dans les sections précédentes. On va proposer un algorithme itératif non linéaire,
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que nous avons associé au probleme (3.2) a (3.5). Puis, on traite un cas réel et on propose le probleme
de Horton-Rogers-Lapwood a simuler. Comme dans le Chapitre 2, les calculs sont effectués sur un

code FreeFem3D, version spectrale, voir D. Yakoubi [82] en colaboration avec S. Del Pino [42].

3.5.1 Schéma itératif

Pour résoudre le systéme non linéaire couplé, nous adoptons la procédure itérative suivante basée
sur un calcul découplé des équations de Darcy et de la chaleur que nous présentons dans le cas continu

pour la simplicité : Nous choisissons 8° comme une solution de probleme

—AAQY = RO dans Q,

00 =0, sur J
On considere le schéma suivant

Trouver (u™, p™, 6") € L3(Q)? x HX(Q) x HY(Q) tel que 6 — 0, € H}(Q) et

Vo € L2(Q)%, a/ u" - vdx —|—/ v-Vp"dr = / FO" Y v de; (3.45)
Q Q Q
Vg € HL(Q), / u" - Vqdx =0, (3.46)
Q
Vo € HX(9Q), )\/ VO Vi dm+/(u”-V)0”gpdm - /h” . da. (3.47)
Q )

On va montrer que ce schéma converge sous certaines contraintes, plus précisément on exhibe les

conditions pour que la suite (§"+! — 0™),, soit contractante et que la suite (u"),, vérifie
[u™ — w2y < K167 — 0" | 120 (3.48)

1 /
Théoréme 3.5.1 Pour tout h dans L*(2), 6y dans (HG(T)) et 0, dans H%(I‘*) vérifiant

C2CR

o lllzz @) + HMHO%O(W)’ + ||9*HH%(F*)) <1, (3.49)
les suites (u™), et (0™), convergent, en outre
n n ’y n n—
[ — | 2y < e - 2@ (3.50)
n+1 n C2CR n n—1
19741 iy < A ey + Bl 00 s IO = ey (35D

+1

Preuve. 1) On choisit v = u""' — u"” et I'injecte dans (3.45) aux étapes n et n+ 1. La différence des

deux équations obtenues donne
ol = agye =y [ (07 = £ (@ — ) do

<AFO) = FO 2 @allu” = ull 2 (q)a.
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3.5. Simulation numérique

D’ou
”un—H

— w2y < 216" = 0" 120
2) De la méme facon, on choisit ¢ = 6”1 — #", on trouve
ANV (@™ =672 + /Q((u”+1 —u") - V) (0" — 07) da
+ /ﬂ(u" V)6 —0™) (0" — ™) dx = 0.

L’inégalité de Holder donne

N[VEO = 0" p2iya < ™ = (| aa)all 0" | Loy
Grace & I'injection de H'(Q2) dans L5(f2), on a

MV O™ = 0"l 2 pa < Nu™ =l s a0l ()

Comme la suite (6™),, est bornée

107 0oy < ca(bllzzey + 1660y o+ 00l )
on trouve
n+1 n n+1 n
AVEO T = 0" 2)e < c2((1Pll2q) + H%HHO%O(W) 10l o, ))Hu —u"|| L3 (q)a-

Nous rappelons du Théoreme 3.2.6 que pour s = 1 ou % dépendant de la géométrie du domaine

[ = u" g (pa < crll0" = 0" (o

Par conséquent,

(cacr)
A
(

V(O™ = 0"l 2y < (Illz2y + 1060y 4 10l g o IO = 0" ey
0O

O(F H2(T.)
Finalement, grace & (3.49) la suite (§"*! — 6"),, est contractante.

Théoréme 3.5.2 Sous les hypothéses du théoréme précédent, la limite (u, p,0) de la suite ((un,pn, 9n))
est une solution du probléme (3.9)-(3.10)-(3.11).

n

3.5.2 Précision spatiale

Nous nous intéressons a la convergence de la solution (u,p,T') de (3.2)-(3.3)-(3.4)-(3.5) par rapport
au degré de polynome N basée sur une solution analytique en dimension 2 définie dans un carré

Q=] —1,1[% par

ui(x,y) = —sin(wz) cos(my), uz(z,y) = cos(mx) sin(my)

p(z,y) = —% sin(mx) cos(my), T(x,y) = 2cos(mz) sin(my). (3.52)
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Nous avons choisi le coefficient o non constant et dépendant de la température comme suit

T T )+ 1

mais la conductivité thermique A est prise égale a 1. Numériquement, la fonction « a été remplacée

par son image par 'opérateur d’interpolation de Lagrange et 'intégrale o [ ™ -v da a été remplacée
Q

par / (Ina)u" - v de. Les données correspondantes a cette solution sont données par
Q

F(T) :T2_—|1— 1 sin(mx) cos(my) — cos(mz) cos(my)
F(T) = 71 cos(mz) sin(my) + sin(wz) sin(my)

h = 4n? cos(mx) sin(my) + 2 cos(y) sin(my).

Nous tracons dans la Figure 3.1 erreur de vitesse, pression et température en norme L? et dans la
Figure 3.2 erreur de la pression et température en norme H', entre la solution exacte et la solution

approchée en fonction du degré de polynome entre 5 et 25.

vitesse ——
pression ===
temperature b

0.01

0.0001

1e-06

1e-08

erreur logarithmique

1e-10 |

1e-12 |

1a-14 -

1e-16 . ‘ ‘
5 10 15 20 25

FIGURE 3.1 — Convergence en norme L?(f2) par rapport au degré de polynome
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3.5. Simulation numérique

1
I pression ===
temperature ---+---
0.01 4
0.0001 4
@
=]
£ 1e-06 R ]
.E T, T,
5 W
g a0,
L] Y
5 1e-08 N, i
2
@
1e-10 | ]
1e-12 | ]
1e-14 L | | R |
5 10 15 20 25

FIGURE 3.2 — Convergence en norme H!(Q) par rapport au degré de polynome

Ces résultats confirment les taux attendus de convergence. Donc la convergence spectrale pour
toutes les inconnues est obtenue qui est compatible avec I'estimation d’erreur (3.44) . Nous observons
qu’au-dela de degré 20, I'erreur principale est due a la précision de la machine, de sorte que la courbe

s’arréte de décroitre.

Dans la figure 3.3, nous présentons sucessivement la vitesse, la pression, la température, telles
que les solutions exactes sont dans le panneau de gauche. et les solutions discretes sont dans celui de
droite issue de (3.52), ou les solutions discretes sont calculées pour N = 17. Les résultats dans les

deux parties de la figure ne peuvent pas étre distingués.
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Exactvelpcity Spectralvelcity (N=17)
0z 04 06 08 02 04 06 08

1.73e-16 0.994211 2.11e-15 0.55491

Excict prassure Spectal pressure (N=17)
02 a 0.2 0.2 ]

0
[RRNEN

0.3166%

_2
gl

Exact temperature Spectral tfermperature (N=17)
Ll R T
0.98082 2.989822 0.98982 2.989622

FIGURE 3.3 — Solution exacte (Gauche) vers solution spectrale pour N = 17 (Droite)
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3.5. Simulation numérique

3.5.3 Probleme de Horton-Rogers-Lapwood

Cette section traite les simulations de probléme de Horton-Rogers-Lapwood (HRL), qui a été
étudié en premier par Horton et Rogers [56] et par la suite par Lapwood [59] (pour une synthese,
voir par exemple [67, Chap. 6]), lorsque le milieu poreux saturé de fluide présente une géométrie de
la couche horizontale, et est chauffé de maniére uniforme a partir du fond de la couche, comme il est
expliqué dans la figure 3.4. Par conséquent, il peut exister une différence de température entre les
limites supérieure et inférieure de la couche. Comme la direction positive du gradient de température
due a cette différence de température est opposée a celle de I'accélération de la gravité, il n’y a pas
de convection naturelle pour un petit gradient de température dans le milieu poreux. Dans ce cas,
I’énergie thermique est transférée uniquement & partir de la région a haute température (au bas de la
couche horizontale) de la région & basse température (en haut de la couche horizontale) par conduction
thermique. Cependant, si la différence de température est suffisamment grande, elle peut déclencher

une convection naturelle dans le milieu poreux saturé d’un fluide.

T="T,
y=H
9
y Milieu poreux
T
o r=2H
y=z=0 T —=Tp+ 0T

FI1GURE 3.4 — Convection Naturelle : Chauffage par le bas

Les équations sont appropriées dans la configuration simple :

O+ Lu+Vp = po(1-B(T-Tp)g
Viu = 0 (3.53)
T +u - VT — AT = 0,
ol po et u sont la densité et la viscosité de fluide, K est la perméabilité, 3 le coefficient d’expansion

thermale, g = (0, g) Paccélération gravitationelle. Le systeme (3.53) a une solution en état stationnaire,

qui satisfait les condition aux bords T'|y—g = Tp + 0T et T'|y=pg = T :

T = T0+5T(1—2)
H
u = (0,0), p = Py — pog (y+2ﬂ5T(H2y)) )
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Cette solution décrit I’état de la conduction, celui dans lequel le transfert de chaleur est uniquement

par conduction thermique, c’est & dire quand 6T est assez petit.

La procédure itérative proposée (3.45), (3.47) associée a la méthode spectrale pour la résolution
du probleme HRL dans un milieu poreux saturé d’un fluide est validée par deux réalisations. Le
domaine regtangulaire 2 =]0, 2[x]0, 1] est considéré dans le calcul. Dans le premier test, les parametres
physiques sont pris comme suit : 67 =1, 5§ =0,1, g =10, p = K = 1. Comme il est montré dans la
figure 3.5, la convergence de schéma itératif (3.45), (3.47) est confirmée, il est clair aussi que 'erreur

n+1

|utt — u™|| 2 est inférieur & erreur | T — T 1| 12, ce qui est compatible avec I'estimation (3.50).

1
vitesse —
temperature
0.01 B
0.0001 —
[ 16-06 |- 4
g
E
E=
& 1e-08 | E
g
5
[
5 1e-10 | 4
1e-12 | 4
1e-14 | 4
1e-16 L
0 5 10 15 20 25 30

Fi1GURE 3.5 — Convergence par rapport a l'iteration de point fixe

Dans le second test, nous augmentons la différence de température 67" = 100 entre le haut et le bas
du domaine. La Figure 3.6 montre que lorsque 61" est plus élevé, 'instabilité apparait sous la forme

d’un mouvement cellulaire.
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3.5. Simulation numérique

FIGURE 3.6 — Solution vitesse quand 67" = 100 (Gauche) solution vitesse de (3.54) quand 6T =1
(Droite)

3.5.4 Simulation numérique de I’équation de réaction-diffusion couplée avec I’équation

de Darcy

L’objectif de cette section est d’effectuer des simulations numériques sur les interactions de la
convection naturelle dans un milieu poreux. Le modele consiste a 1’équation de réaction-diffusion
couplée avec la loi de Darcy comme il est décrit dans (3.1) dont la premiére équation soit remplacée
par

0T +u-VT = \NAT + ¢K(T),

ou q est le dégagement de la chaleur et K (T') est la dépendence en température de la vitesse de réaction

donnée par la loi d’Arrhenius :

K(T) = ko exp (_%) ,

ou F représente I’énergie d’activation, R la constante de gaz universelle et kg le facteur pré-exponentiel.

Le domaine €2 considéré ici est le carré ]0,2[2. On effectue le changement de variable

E(T - Tp)

0=
RT?

on obtient le nouveau systeme

00 +u -V =AT + Fr exp(0)
u+ Vp=R,0 (3.55)
V-u=0.
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tel que F s’appelle le parametre de Frank-Kamenetskii (voir [48]), et R, le nombre de Rayleigh. Le

probleme (3.55) est complété par les conditions aux limites suivantes

u-n=0 sur 0f,
00
0 =0 sur ]0,2[x{0,2}, = 0 sur {0,2}x]0,2[.
On refere a Allali et al. [6] pour la figure 3.7, telle qu’elle explique la relation entre les parametres Fi
et It,.

Pour mettre le probleme (3.55) en ceuvre, on a écrit un code encore en FreeFem3d, en utilisant le

4 T T T

351 _- 4
-7 Oscillations
3 - L 4
Explosion -
P
25 7 -
,
o 4
s
uE 2 P ) 4
’ Convection
s
1.5 ' —

No convection

Log(R)

FIGURE 3.7 — Simulations numériques montrent quatre régions différentes dans le plan (R, Fi)

schéma d’Euler implicite en temps pour la premiére équation de (3.55) en prenant le pas du temps
égal & 5 x 1073, et discrétisation par méthode spéctrale pour un degré de polynéme N égal & 30. On

choisit les parametres (Fi, Rp) égaux a (1,100).

La figure 3.8 illustre les champs de vecteurs de la vitesse, on voit deux tourbillons situés pres de

la limite supérieure du domaine.
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3.5. Simulation numérique

FIGURE 3.8 — Champ de vecteurs de vitesse de (3.55) pour Fg =1 et R, = 100

La figure 3.9 montre la solution température en haut et pression en bas de (3.55) pour les mémes

valeur de F et R,.

T
0.597123929

0.4

2

6
|

6.26562e-10

P
4193185197
|ao
20
|o
20
-35.5786119

FIGURE 3.9 — Solution température (en haut) et pression (en bas) de (3.55)
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité la discrétisation par méthode spectrale du couplage de I’équation
de la chaleur avec les équations de Darcy dans le cas stationnaire. Nous avons montré que les deux
problemes continus et discrets admettent au moins une solution dans les espaces appropriés. Les esti-
mations a priori sont ensuite établies dans les normes appropriées. Le probléme de couplage n’est pas
linéaire, nous introduisons un systeme itératif basé sur 'algorithme de point fixe dont la convergence
est établie. Des tests numériques confirment ces résultats théoriques.

En outre, nous avons simulé le probleme bien connu que ’on appelle Horton-Rogers-Lapwood, ou
les résultats obtenus sont en concordance totale avec les résultats usuels : la convection naturelle est
observée lorsque la différence de la température §7" est plus élevée. Un autre probleme a été mis en

ceuvre sur les interactions naturelles dans un milieu poreux.
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Chapitre 4

Discrétisation spectrale des équations
de Darcy couplées avec I’équation de la

chaleur et de la masse

Ce chapitre consiste & un article en préparation.
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4.1 Introduction

Le terme “transfert de masse” est utilisé ici dans un sens spécialisé, & savoir le transport d’une
substance qui est impliquée en tant que composant (constituant, especes) dans un mélange fluide, par
exemple, le transport de sel dans ’eau saline. Comme nous le verrons ci-dessous, le transfert de masse

convective est analogue aux convection et transfert de chaleur.

Le couplage de transfert de chaleur et de masse par la convection naturelle dans un fluide saturant
un milieu poreux, a recu une grande attention au cours des dernieres années due a 'importance de
ce processus qui se produit dans des nombreux phénomenes en ingénieurie et géophysique, stockage
de I'énergie thermique et des systemes récupérables et des réservoirs pétroliers. Plusieurs recherches
sur ce sujet sont effectuées par Nield et Bejan [67], Ingham et Pop [58, 69], Vafai [81], Vadasz [80] et
Moorthy et Senthilvadivu [63].

Dans les circonstances survenant le plus souvent les transports de chaleur et de masse (par exemple,
le sel) ne sont pas directement couplés, et la premiere équation de (3.1) et I’équation (1.6) (qui sont
clairement découplées) ont lieu sans changement. Dans la convection a double diffusion (par exemple,
thermohaline) le couplage a lieu parce que la densité du fluide dépend & la fois de la température T'
et de la concentration C. Dans ce cas la loi de Darcy s’écrit sous I’approximation de Bousinesq dans

le cas non stationnaire par

u+au+Vp = F(T,0),

V-u = 0. (1)

Dans certaines circonstances, on a un couplage direct entre I’équation de la chaleur et ’équation
de masse. C’est alors que le phénomene appelé cross-diffusion (les effets de Soret et Dufour) n’est
pas négligeable (voir Eckert et Drake [45]). L'effet de Soret se réfere au flux massique produit par un
gradient de température et I'effet de Dufour se réfere au flux de la chaleur produit par un gradient de
concentration. Si on note hy la source de chaleur et ho la source de masse, nous avons mis en place de

la premiére équation de (3.1) et I’équation (1.6),

atT + (u . V)T -V ()\HVT) -V ()\12VC) = hl, (42)
0C+ (u-V)C =V - (A2VC) =V - (A1 VT) = hyg, (4.3)

oll A\11 et Aog sont respectivement, les coefficients de la diffusivité thermique et massique et Ao
et Ag; sont respectivement, les coefficients de Dufour et Soret du milieu poreux (voir par exemple

[5, 10, 46, 64, 70]).
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4.2. Probléme continu

4.2 Probléme continu

On considére un ouvert borné connexe © de R? d = 2 ou 3, & frontiere lipschitzienne 9. On

suppose que la frontiere 92 est divisée en deux parties I'y, I'y de la facon suivante
F*ﬂl‘ﬁ =0 et T*Ufﬁ = 09,

telle que T’ est de mesure positive dans 9§ et dT, est une sous-variété lipschitzienne de 9Q. Soit T
un nombre réel positif. On s’intéresse dans ce chapitre aux équations couplées (4.1)-(4.2)-(4.3) définies

dans Qx]0,T'[, munies de conditions aux limites suivantes

u-n=>0 sur 90 x]0,T7, (4.4)
5 oT 5

T=T, sur I', x]0,T1, I 6;  sur I'yx]0,T7, (4.5)
5 9C .

C=0C, sur 'y x]0,T7, I &  sur I'yx]0,T7, (4.6)

et les conditions initiales
u(-,0) =ug, T(,0)=Tp et C(-,0)=Ch dans €. (4.7)

Dans ce qui suit, on suppose que :
e Les fonctions A, ¢, 7 € {1,2}, sont positives continues sur £ et bornées, i.e. il existe deux constantes
positives A1, Ao telles que

Va € Q, A < /\w(a:) < Ao

On pose

A1 A2
A21 Ao

A:

et on suppose la propriété de coercivité suivante
v( e R% (AT B¢ (4.8)

oil | - | est la norme euclidienne de R2.
e La fonction F' est assez réguliere de R x R dans R¢
(i) elle est continuement dérivable sur R x R & dérivée bornée;
(ii) il existe un couple de réel (T3, Cp) ou la fonction F' s’annule.
On effectue le méme raisonnement que dans le Chapitre 3, on introduit la constante

v = sup |[VF(¢,n)|
¢,meR
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Puis on pose 8 =T — T}, et £ = C — C} et on définit la fonction f(6,¢) = %F(T, C). Cette fonction

s’annulle en (0,0), est continuement dérivable sur R x R et la norme de son gradient < 1.

Afin de poser les conditions et les hypotheses nécessaires, on écrit un autre systéme équivalent au

systéme d’équations (4.1) & (4.7) sur lequel on va effectuer notre étude dans la suite

dyu + au + Vp = vf(6,€) dans  Qx]0,T]

V-u=0 dans Qx]0, T

D0+ (u-V)I—V-(A1VO) —V-(A\2VE) =h; dans  Qx]0,T]
]

\Y%
8155 + (u . V)f —-V- ()\22V€) —-V- ()\21V9) = hQ dans Qx 0 [

Ce systeme des équations est muni de conditions aux limites

u-n=0 sur o010, T

0=0,=T,—T, et £=6=C,—C, sur I,x]0,T]

00 o0& -
I Oy et Pk & sur I'yx]0, T,

et les conditions initiales
u(-,0) =ug, 0(-,0) =06y =Tp—Tp(-,0) et &(-,0) =& = Co— Cp(-,0) dans
4.2.1 Formulation variationnelle

On suppose désormais que

hi ha € L2(0,T; L3(Q), 6,6, € L2(0,T; H3 (L)),

~ 1 ,
Qﬁagﬁ € L2(O7Ta H()QO(FIi) )7 up € LQ(Q)d et 00750 € Lz(Q)

On note é*, fN* les relevements de 6,, &, dans H' ().
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4.2. Probléme continu

La formulation variationnelle s’écrit

Trouver u € C°(0,T; L*(Q)%) N L0, T; L3(Q)?), p e L*(0,T; HL(Q)),
0 e L20,T; HY(Q)) N C°0,T; L3(Q)) et & e L*(0,T, H'(Q)) N0, T; L*(Q)),
tels que
u(-,0) =ug, 6(-,0)=60y et &(-,0)=¢& dans Q,
et pour tout t, 0 <t < T,

0 =0, et E=¢& sur Ty,
Yo € L2(Q)4, /&gu-'vdm—ka/u-vdm—l—/v-Vpd:c:'y/f(@,(f)'vdw, (4.18)
Q Q Q Q
Vg € HL(Q), / u-Vqgdx =0, (4.19)
Q
Vo € HH(Q), /atecpdw+/(u.V)ogodw+/Anve-wdw
Q Q Q
+/ A2VE - Vo dx = / h1 ¢ de+ < ()\llgﬁ + )\12§ﬁ), © >ry, (4.20)
Q Q

Ve € Hy (),

~—

/@fqbdm%—/(u-V)ﬁd;dm%—/ Ao VE -V dx
Q Q Q
+/ A1VO -V de = / ho ¢ dx+ < ()\22@ + )\Qlﬁﬁ),zp >F’j . (4.21)
Q Q

Sous des arguments usuels, les problemes (4.18) a (4.21) et (4.1) a (4.7) sont équivalents.

4.2.2 Estimations a priori

Proposition 4.2.1 Pour tout
hi,hy € L2(0,T; L3(Q),  0s,6. € H'(0,T; HZ (),
. 1 ,
eﬂ,fﬁ S LQ(O,T; H020<Fﬁ> ), Uy € LQ(Q)d et (90,50 S LQ(Q),

toute solution (u, 8, &) du probléme (4.18) d (4.21) vérifie pour tout t, 0 <t < T,

,72

||u("t)H%2(Q)d + OZHUH%z(o,t;Lz(Q)d) < E(HQH%Q(O,t;L?(Q)) + H5H%2(o,t;L2(Q))) + ‘|UOH%2(Q)da (4.22)
10C 17200y + 1EC DN Z2 () + BIVOIT 201020y + BIVEIT2 (010200000 < P (4.23)
telle que
P = 1hllZ20.02(0)) + 1P2ll72(0 220 + 222 (] ﬁHL2 OsHY (ITY) ”fﬁuLQ OsHY T ))
2 2
a2, G ) ol + ol
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Preuve. 1) Selon les mémes arguments de preuves que pour la Proposition 3.2.4 et le Lemme 2.2.4

on trouve (4.22).
2) Onpose 0=0—10, et £=¢E—E,. De (4.20) et (4.21) on voit que

Vo € HX(Q), / até¢dm+/(u.V)é<pdm+/ M1VO -V dx
Q Q Q
+/A12v£.wdm=/ﬂlcpdw,
Q Q
VY € HN(Q), / O 1 dw+/(u~V)§¢ dw+/ Ao VE - V) da
Q Q Q
+/A21vé-wdm=/H2¢da:,
Q Q
avec
/ Hi pdx = / hi ¢ de+ < (A116; + M12&), @ >
Q Q
— / 00, ¢ dx — / (u- V)0, ¢ de — / M1Vl, - Vo do — / MaVE, - Vo de,
Q Q Q Q
et
/ Hy 4 dx = / ho ¥ de+ < (A2&s + A216y), 9 >r,
Q Q
— / &, W do — / (w- V)&, ) da — / Mo VE, - Vp dx — / A2V, - Vi de.
Q Q Q Q
On prend ¢ = 0 et P = §~ et on combine les deux équations, on voit que
/ 9,0 0 dx +/ 04€ € dx +/ M1(V0)? da +/ Ao2(VE)? da
Q Q Q Q

Q Q Q Q

On fait appel a la proprieté de coercivité (4.8),

1d

1d 1d
2 dt

0112
1607200 + 5 55

€01 72(0y + BIVOIZ2 0 + BIVEI 2 (e < IHl 22 101 2 () + [ Holl 20 €]l 22 (@),

On utilise I'inégalité de Poincaré et 'inégalité de Young pour obtenir

d, ~ d - ~ . c2 2
G100y + G ENE () + BIVBNEx e+ BIVENEa e < 5 1H a0y + I e o

Puis on intégre sur ¢ et on utilise le lemme de Hopf [51, Chap. IV, Lem. 2.4], on obtient (4.23).
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4.2. Probléme continu

4.2.3 Résultat d’existence

Le probleme (4.18) — (4.19) est un cas particulier du probléme (2.1) quand la perméabilité ne
dépend pas de la pression et quand on s’intéresse seulement a la condition au bord sur la vitesse. Ce
probléeme est aussi déja étudié par Bernardi et al. [16] muni de la condition de Dirichlet sur la pression

p. On en rappelle le résultat suivant.

Théoréme 4.2.2 Pour tout 6, & dans L*(0,T;L*(Q)) et pour tout uy dans L*(Q)?, le probléme

(4.18) — (4.19) a une solution unique (u,p) dans l’espace
HY0,T;L*(Q)%) x L*(0,T; HX(Q)).
De plus, cette solution vérifie l’estimation a priori

HUHHl(o,T;Lz(Q)d) + HPHLz(o,T;Hl(Q)) < C(HUOHL2(Q)d + H9HL2(0,T;L2(Q)) + H§HL2(0,T;L2(Q)))' (4.24)

On refere a [16, Prop. 1.5] pour la preuve de la proposition suivante.

Proposition 4.2.3 Soit s un nombre réel égal a 1 si €} est conveze, a % sinon. On suppose que

(i) 0 et & appartiennent a L*(0,T; H5(Q)) et tels que V - £(0,€) appartient o L*(Q2x]0,T]),
(ii) la vitesse initiale ug appartient a H®(Q).

Alors, la solution (u,p) du probléme (4.18)-(4.19) est dans l’espace

HY0,T; H(Q)%) x L*(0,T; H**1(Q)).
Le théoreme suivant donne le résultat fondamental du paragraphe.

Théoréme 4.2.4 On suppose que le domaine ) est ou bien un ouvert borné de dimension d = 2, ou
bien un convexe ou polyedre de dimension d = 3. Pour tous hy,ho,0.,&,04,& et 00,8 vérifiant
(4.17) et toute solution w dans H'(0,T;L2(Q)%) N L2(0,T; L>(Q)?) de (4.18) — (4.19), le probléeme
variationnel (4.18) — (4.19) — (4.20) — (4.21) admet au moins une solution (u,p,0,§).

Preuve. On consideére 'application F qui associe a chaque (6, ) la solution w de (4.18) — (4.19). Cette
application est continue de L2(0,T; H'(Q)) x L(0,T; H'(Q)) dans L?(0,T; L*(Q)%). L’application

hi— 010 — (F(0,€) - V)0 + V- (A11V6) + V - (A2VE)

(0,8) —
hy — 06 — (F(8,€) - V)E+V - (A2 VE) 4+ V - (A1 V)

est lipschitzienne sur H'(2) x H'(Q). Grace a la densité de D(Q U Ty) dans H}(2), (ceci requiert

I'hypothese de régularité sur I', fourni au début de la Section 4.2, voir [14]), il existe une suite
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croissante (W,,),, des sous-espaces de dimension finie de H}(f2) tels que UW,, soit dense dans H}((2).
n

D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe une suite ((0,,&,))n dans W, x W, solution de

Yom € W, / 010y, om dx + / (F(On,&n) - V)0n o dx +/ M1V, - Vo, de
Q Q Q
+/QA12V§n -V de = /th Om dx+ < ()\11@ + )\12&), Om >Ty,
Yo, € Wi, / Orkn U dx + / (F(On,&n) - V)én o dx + / Ao VE, - Vi, dx
Q Q Q

+/ A1V, - Vb, d = / ho Y dz+ < (A22€s + A2103), Ym >0, -
Q Q

(4.25)

Comme la suite ((0,,, &,))n vérifie (4.23), on peut extraire une sous-suite que ’on note encore ((6p,&n))n
qui converge faiblement dans H'(Q) x H'() et vérifie (4.25). En passant & la limite sur n, on a la
convergence des termes linéaires. Comme la fonction F est continue de H'(Q) x H'(Q) dans H*(Q)4,
tel que s dépend de la géométrie de domaine (voir la Proposition 4.2.3), combinée avec l'injection
compacte de H*(€2) dans L3(Q2) (voir Amrouche et al. [9, Prop. 3.7]), il existe une sous-suite ((6,, §n))n
qui converge faiblement vers (6,£) dans H'(€2) x H*(2) et telle que la suite (F (Gn,fn))n converge
fortement dans L3(Q)? vers F (6, £). Par conséquent, les suites (F(6y,,&,) - Vo), et (F(0n, &n) - V{n)n
convergent vers F(6,£)-V6 et F(0,)-VE respectivement. On en déduit que (6, £) solution du probléeme
(4.18) & (4.21) dans C°(0, T; H*(Q))xC°(0,T; H'(Q)). Finalement grace & I'injection de C°(0,T; H'(Q))
dans L2(0,T; H'(Q)) la solution (6, &) est dans L2(0,T; H'(Q)) x L2(0,T; H'()).

Proposition 4.2.5 On suppose que le probléme (4.18) a (4.21) admet une solution (u,p,0,§) telle

qu’il existe une constante positive p pour laquelle le couple (0,€) appartient a L () x L>°(2) et vérifie

101 o () + [I€ll oo (@) < e (4.26)

Alors, cette solution est unique.

Preuve. Soient (uy,p1,61,&1) et (ua, p2,02,&2) deux solutions du probleme (4.18) & (4.21) telles que
(01,&1) appartient a L% () x L*(Q) et vérifie (4.26). On pose

U:u1—u2, p:pl_p27 9:91_927 §:€1_€2'

On procede deux étapes :
1) On prend ¢ = 0 et 1 = £ dans (4.20) et (4.21) puis en sommant les deux équations, on voit que
1d

5%(”9”%2(9) F11EZ2() + BUVOIT2 0 + IVENT2(a)

< lullz2@ya (101l oo (@) VOl L2(0ye + €11 oo () IVE 2 (02)2)-

On fait appel a I'inégalité de Young, on obtient

1d 1
5@(%”%2(9) +IEll72 () < ﬁ”uH%Q(Q)d(HHIH%OO(Q) F €l ()
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4.3. Probléme discret

comme 0; et & vérifie (4.26)

1012000 + 1€ 2aen) < a2
gt 1Olz2(0) + €l122(0)) < "5l

On intégre sur t, on en déduit que

u
10, ) I72() + 1€C, )72 (0 FH“HL?(OM?(Q) )" (4.27)

2)D’autre part, on prend v = u dans (4.18), on trouve

1d
2 ol allwlZage < (161l z2ge) + Il z2(oy) ol 2

Encore 'inégalité de Young combinée avec (4.27) donne

d 2 M 7
%HUHLZ(Q)CI S af ||u”L2(0tL2(Q) 4

En utilisant le lemme de Gronwall, on déduit que u égal & 0. Par conséquent, d’apres (4.27), 0 et £

sont nuls.

4.3 Probléeme discret

Le but de ce paragraphe est de proposer une discrétisation des équations (4.18) a (4.21) et d’en

effectuer I’analyse numérique.
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4.3.1 Discrétisation temporelle

Dans cette partie nous conservons les mémes notations que dans la Section 2.3.1. La discrétisation

en temps repose sur le schéma d’Euler implicite. Le schéma, itératif considéré s’écrit

Trouver (u™, p™, 0™, ™) € L3(Q)4 x HX(Q) x HY(Q) x HY(Q), tel que
w=uy, =06y et & =¢ dans Q,
et pour tout m,1 < m < M,
0" =0y et g =¢£" sur Ty,
5 J u™ _um—l
Vv € L7(Q)%, /-vdw+a/um~vdx+/v~medaz
Q Tm Q Q

5 [ $07.") v de, (4.28)
Q
Vg € H (), / u™ - Vqdx =0, (4.29)
Q
gm — m—1
Yo € HL (), / ——pdx+ / (u™-V)0"p dx +/ A1VO™ -V de
Q Tm Q Q
b [ Aaen Vg de = [ 1o dat < b + el >r,, (130)
Q Q
m _ ¢em—1
Yy € H*l(Q), / %w dx + / (u™ - V)M de + / Ao VE™ -V dx
Q m Q Q
+/ A1 VO™ . Vi dx = / h;nw de+ < ()\Qlfgn + )\229&”), P >Fn . (4.31)
Q Q

tel que hyll = hl('atn)v hg = hQ('atTL)a ‘91? = eﬁ('atn)7 01} = 9*('atn)a gj? = gﬁ('atn)a 52 = 5*('7tn)'

Comme pour le cas continu, on peut démontrer que le probleme semi-discret est bien posé.
Proposition 4.3.1 Pour tout

hi ha € CO0,T; L3(R),  Ou, & € CO(0, T3 HZ (L)),
.1 ,
9117511 € CO(OaTa H(?U(Fﬁ) )7 u € L2(Q)d et 90>§0 € L2(Q)7

le probleme (4.28) a (4.31) admet une solution (u™, p™, 0™, ™) dans L3(Q)?x H(Q)x H(Q) x H ().
De plus cette solution vérifie les majorations suivantes, pour tout m, 0 <m < M

m

lu"™ 1 Z20pa + D T VP 720y < C(ZTJHQ”&Q(Q) + ZTj||§j||%2(Q)> + [Juoll L2 ()
j=1 j=1 j=1
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4.3. Probléme discret

et

18722y + €™ 320 +/3(Znuwum o +ZTJH€jHH1 )

7j=1
SH90H%2<Q)+HEoH%z(m+C(ZTJWHL2 )+ZTJHh]HL2(Q +ZTJH9JH2% +ZTJH£JHQ% ,
j=1 j=1 j=1 Hao Hoo ()
I SIS SeT o i [ S ; L))
£ I g,y T L IS o a2z, Tm  NHZ(T,)
j:]. J:]_ : ]:1
(4.32)

Preuve. 1) Il est clair que pour tout (6™,¢™) dans L?(2) x L2(Q2), 1 < m < M, le probleme (4.28)-
(4.29) admet une solution (u™,p™) dans L?(Q)¢ x H'(Q) (voir Proposition 3.2.5), de plus si le couple
(6™, &™) est dans H'(Q) x H'(Q) la solution (u™,p™) est dans H*(Q)? x H*T1(Q), telle que s égal a

1 si Q est convexe, ou % sinon, voir la Proposition 3.2.6, et on a

1
[u™ [ s ye < erU10™ 1 F1 0y + 1€ 1 F1 ()2 (4.33)

D’autre part, pour tout w™ dans V()N L3(Q)¢ solution de (4.28)-(4.29), en appliquant le théoreme
de point fixe de Brouwer, le probleme (4.30)-(4.31) admet une solution (6™, ™) dans H(Q) x H(Q).
2) La premiere estimation est établie dans (2.30) et (2.36). Pour établir I’estimation (4.32), on effectue
le changement de variable 6™ = 0™ — 07 ot £™ = £™ — €™ dans (4.30) et (4.31), puis on met bout a

bout les deux équations en prenant ¢ = 0™ et ¢ = €™, on voit

1 0 nm— om om— cm cm— cm cm—
o (1) = 197 gy + 107 = 07 iy + I By — €™ gy + 16" — €™ g
+/ A1 (VO™)? da +/ Aoz (VE™)? da +/ M2 VE™ - VO™ de +/ A1 VO™ - VE™ da
Q Q Q Q
= / hTém dx+ < ()\119? + )\1255”),97” >Fﬁ —|—/ h;”gm dr+ < ()\215? + AQQQ?),Em >Fﬁ
Q Q
ém — émil am m aomam om am cm am
— 79 de — [ (u™-V)07'0™ do — A1VO - VO™ dx + [ A\2VE - VO™ dx
Q Q Q

/ & - gm de — / (u™ - V)EME™ daz — / Moo VE™ . VEM daz — / Ao VO - VE™ d.
Q Q Q

Ensuite on utilise la propriété de coercivité (4.8) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
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1 am nm— am am— cm cm— cm cm—
oo (17 By = 167 gy + 187 = 87y + 1™ gy = 167 ey + 1™ = €71 age)
T BUVI™ 2 gy + V67 23 0)
é;n—é;n-l‘
Tm

)+ |

< (I8 2@y + 2200680y -+ I°1,3 + A VER L2y ) 187 |2 ey
00

(Ty)! o (Ty) L2(2)

T*HLQ(Q) * )\QHVQTHLQ(QW) 1€ (I 22(0)

_l’_

O

w13 (o) dHéTHLG ) T )‘QHVGNTHLQ(Q)d)HVG [ 22(02)

(I8l + a0y o+ )+ ]
+(
+ (el aqall € o) + A2l VEN 2 (0a) IVE™ | L2 gy

En multipliant par 7,,, et en sommant sur m on obtient I’estimation souhaitée.

4.3.2 Discrétisation spatiale

Dans ce paragraphe, on considére que € est le carré ou le cube | — 1, 1[d, d = 2 ou 3. On s’intéresse
a l'approximation du probleme (4.28) & (4.31). Comme précédemment, la discrétisation repose sur
I'utilisation de la formule de quadrature de Gauss-Lobatto (1.13). On suppose maintenant que les
fonctions hi, ho sont continues sur Q x [O,T], Oy, &, sont continues sur T, x [0, T} et 0y, & sont conti-

nues sur Ty x [0, 7.

On considere les espaces discrets suivants
Xy = Pn(Q)4, Yy =Pn(Q) et Y& =YynHNQ).
Le probleme discret s’écrit :  Trouver (u'l, pi, 0%, EN) € Xy X Y x Y x Yy, tel que

ul =Inug, OF =Inbo, & =In& dans Q,

N=iyol, R =iyer  osur T,
’U,N—UW ! m m m ¢em
Voy € Xy, - ,UN N+a(uN7UN)N+(UvaPN)N:'Y(f(nggN)v'vN)]\p
m

\V/QN € Y?Va (’U/%, VQN)N = 07
<0ﬁ — oy

Tm

von) + (uh - V)0 on) (4.34)
m m _ m m m Ly
+ (AVOR, Von) v + (M2VER, Von) y = (BT on) y + (A0 + Ai2&l), on) o
* é‘m B gm—l m m
ow € Vi, (PN ) |+ (- V)R )

+ (A2 VER, Vion) y + (A1 VO, VU ) v = (A5, on) y + ((A228]" + A2165"), ¢N)5Vﬁ7

V(pN S Y?\h
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4.4. Analyse d’erreur a priori

Les arguments de la preuve du résultat suivant sont les mémes que pour la Proposition 4.3.1.

Proposition 4.3.2 Pour toutes fonctions hy, hy continues sur Qx|0, T], O, &, continues sur Ty x[0, T

et 0y, & continues sur fﬁ X [O,T], le probléme (4.34) admet une solution.

4.4 Analyse d’erreur a priori

Comme le probleme qu’on a considéré dans ce chapitre est non linéaire, I’analyse d’erreur a priori

mene a utiliser le théoreme de Brezzi, Rappaz et Raviart [28].

On considére lopérateur T défini dans le paragraphe 2.4 tel que u - n est égale a 0 sur 92 x]0, T[
Dans un premier temps, on note (wy,ws) le couple (6,£) pour simplifier. On introduit 'opérateur £

associé a chaque h;, Wi, wig, wio, © = 1,2, la solution w; du probleme

atw@- — V . ()\”VUJZ) — V . ()\iijj) = hi

w; =w;x sur I'y et ‘:wiﬁ sur Iy, (4.35)
n

w,-(-,O) = W;Q-
On pose

X = (0, T; L*(2)%) N L*(0,T; L3 (2)%)) x L*(0,T; H} ()
x (C°(0,T; L*(Q)) N L2(0,T; H'(2))) x (C°(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; H(Q))).

En notant (u, p, 0, &) par U, le probléeme (4.18) & (4.21) est équivalent & trouver la solution de I’équation

1
FU)=U— 70 g =0 (4.36)
0 L G*(U)
telle que
gl(U) _ f(wlaw2) i—=1.9
g2 (U) (hi — (w0 V)wi, wis, wig, wio) | .

4.4.1 Estimation d’erreur en temps

On considere les fonctions affines u,, p, définies dans le paragraphe 2.4.1. On définit de plus les
fonctions affines 6, &, sur chaque intervalle [t,,—1, t,,] égales & 0™, ™ respectivement a chaque instant
tm, 0 < m < M. On considere 'opérateur semi-discret 7 défini dans le paragraphe 2.4.1. Cet opérateur

vérifie la propriété de stabilité (2.49), estimation (2.59) et la propriété de convergence (2.60).
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On définit I'opérateur semi-discret £, pour toute donnée (h;, wix, wig, wio), = 1,2, dans
- - .1 ,
CO(0,T; LA(Q)) x €°(0, T; H2(T',)) x €°(0,T; HE\(Ty)') x L2(Q),

la fonction w;, associée & w™ dans H'(Q) solution de :

W =wl sur T, et w)=wyp dans Q,
w — Mt
Yo € H(Q), / 4t —opdr +/ XiiVwi" - Vo dx —i—/ AijVwi' - Vi dx (4.37)
Q Tm Q Q

= / h;n(p dr+ < )\“w:g + )\ijwﬁ,go >Fﬁ .
Q
On a la propriété de stabilité suivante.

Proposition 4.4.1 Pour toutes données hi, hy dans C°(0,T; L?(2)), on a

2

2 2
D L (73,0,0,0)leoo 7 a1y < € D 17 hill 2o 72062y < €D hill 2o 72202
=1 =1 i=1

Dans le théoreme suivant, nous allons prouver une estimation d’erreur entre la solution du probleme

(4.35) et la solution du probleme (4.37).
Théoréme 4.4.2 Pour toutes données h;, wiy, wis, wio, 1 = 1,2, dans
. - .1
CO(0,T; LA(9)) x €00, T; H2 (T,)) x C°(0,T; HZ,(Ty)') x LA(Q),

on a

2 2

Z (£ — L) (hiy wix, Wit wi0)||CO(O7T;Hl(Q)) < cl7| Z ”wiHHZ(O,T;Hl(Q))' (4.38)
i=1 =1

Preuve. La formulation variationnelle du probleme (4.35) s’écrit

wi(-,0) =w;jp dans € et w; =w;y sur F*X]O,T[,
ch S Hi(Q), /Qatwi(p dx + /Q NiiVw; - VQO dx + /Q )\ijij . V(p dx (4.39)

= / hip de+ < )\iiwiﬁ + )\ijwjﬁ, ®>ry -
Q

On soustrait cette derniere équation a I'instant t,, de (4.37). La suite définie par e[} = w;(-,tm) — w;"

et satisfait egi =0 et pour tout m, 0 < m < M,

m m—1

Vo € H(Q), /Q Mgp dx + /Q AiVel -V dx + /Q AijVey, -V dr = /Qszjnigo dx (4.40)

Tm

tel que l'erreur de consistance €/ est donnée par

(ot Y — il b
cm o wz(a m) wz(7 m 1) —ath’(',tm)a i=1,2.

Tm
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4.4. Analyse d’erreur a priori

Prenons ¢ = ¢! puis en sommant sur 4 et utilisant (4.8), on voit que
12 2 2
2 —1y2 —1(2 2
o (Heﬁ-HL?(Q) — |leg, HL2(Q) + el — e, HL2(Q)) + 52 HveZZHLQ(Q)d < Z HffEHLZ(Q)HeﬁHB(Q)-
moi—1 i=1 i=1
En utilisant 'inégalité de Poincaré, puis multipliant par 7, et sommant sur m, on trouve

2 m )
Z HGEH%Q(Q) < CZTj|’€ZJi||%2(Q)'

i—1 j=1

On utilise (2.54) pour conclure.

Il en résulte la propriété de convergence suivante.

Corollaire 4.4.3 Pour tout h;, i = 1,2 dans C°(0,T; L*(Q))

lim [(£ = £7)(h4,0,0,0)llco o 7:111.(c) = O

|T|—00
4.4.2 Estimation d’erreur en espace

Nous ré-utilisons les notations de la Section 2.4.2 ainsi 'opérateur Ty, tel que la troisieme et la
quatrieme équations de (2.1) sont remplacées par (3.4). On note de plus par w;n-, i = 1,2, la fonction
affine sur chaque intervalle [t,,_1,,,] et égal a W} a chaque instant ¢,,. On introduit I'opérateur Ly~

qui associe pour toute donnée
- - .1 ,
(hiy Wi, wig, wio) € C°(0,T; L2(Q)) x €°(0,T; H2(T,)) x C°(0, T; HZ,(Ts)') x LA(),

la partie w;n, associée a la solution w/}; du probleme

'F* m

wiy =Inwip dans Q, wip =iyw” sur T,
—1
Y Y* M A Vo™ VW NV
YN S N> T y PN N+ ( 11 wiN? (PN)N —|—( ij ij’ (PN)N
= / h:n pndr+ < ()\“w:ﬁn + )\ijw%),@]\[ >Ty - (4.41)
Q

On note Uy, le couple (unr,pnr) et Un, le triplet (UNT, On+,ENnT). Le probleme (4.34) s’écrit d’une

maniere équivalente comme suit

TNT 0 gjl\[T(UNT)

fNT(UNT) :UNT_ 9 _
0 L+ (gNT(UNT)>Wi*7wiﬂaWiO)

= 0. (4.42)

tel que
Yoy € Xy, <G, (Unr),vn >= (F(Onr,EN7),0N) 5

Von € YN, < Gxr(Un:) on >= (hion) y — ((unr - VIwinr, on) -
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~ T
et < Wi, PN >= ()\iiwm + )\ijwjﬂ, SDN)Nu-

Sous les mémes techniques que celles utilisées pour la Proposition 2.4.10, on obtient le résultat
suivant.

Théoréme 4.4.4 On suppose la solution W™, i = 1,2, du probléme (4.37) dans H*1(Q), s > 0, la

solution discréte wiy;, 1 = 1,2, vérifie la majoration suivante

2
Z ™ — wﬁVHB(Q)
i=1

- 2 m o — w2 1 B 2 m 4 1
SC<N (SH)Z(ZTJ'HszZHHsH(Q)) N (ZT”'“"ZJ”%F“(Q)) ) (4.43)
1 1

=1 j— =1 j=1

Preuve. On introduit les familles des polynémes (% )o<m<n, @ = 1, 2, de Yy, telles que pour tout

m, 0 < m < M, iy est égal a Z?V*w;“ sur I',. Exactement par les mémes arguments que pour la

démonstration de la Proposition 2.4.10, on vérifie que

1 m m m— m— m m m— m—
> <F(HWZ'N — Ui T2 = v = Ui 172 g) + @ik = i) — (@iv ' = ¥iv Z2)

i=1

2 m—1 m—1
wm — ™My — (! — b 2
+ AV = () < CZ} <H( — r(mz o )) P e G0l P
wm — w.m_l wmn — wm_l 2
+ IV —IN—lw?l)H%Q(Q)d + H(#) —IN—l(lTl)’ L2(Q)>'

En multipliant par 7,, et en sommant sur m, on en déduit

i=1

2 m
S (e = wihilagey + 8D 7l V(ly = i)l 2aqaye)
j=1

2 m

I ) — (W =t
< sy — iy +0 30 (Do m [t e — )
=1

Tj

2 m ) )
. J J 2
L2(5) + ]Zl T; Hv(wi - 7!’1‘]\/)”122(9)(1

i=1 3

m . . m wj —w]._l w’ —wj_l 2

= = Tm Tm L2(Q

Combinant ceci avec une inégalité triangulaire et prenant [}, I'image de w;" par 'opérateur de pro-

jection orthogonale de H'(Q) sur Yy, on utilise [22, Chap. III, Th. 2.9].

On déduit du théoreme précédent le corollaire suivant.

Corollaire 4.4.5 Si L (hi, wix,wis,wio) est dans H*(Q), on a Uestimation suivante

2 2

Z H (ﬁT - £TN)(hZ7 Wik , Wit in)HCO(O,T;Hl(Q)) < cN—8 Z H[’T(hﬂ Wiy Wit in) HHl(Ojﬂ;HS(Q)). (444)
i=1 i=1
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4.4. Analyse d’erreur a priori

4.4.3 Lemmes techniques
On introduit I'approximation Uy, = (u3,, 0%, 0%, Ex,) de U dans l'espace
Xy =C%(0,T;Xn) x L(0,T;Y3) x €°(0,T; Yn) x C°(0,T; Yy),
qui satisfait pour tous entiers £, s, 0 < £ < s, les relations (2.74), (2.75) et pour tout ¢, 0 < ¢ < T
18C+8) — 83, (s )l ey < N6, &)l o1y, (4.45)
1€C 1) = &8 (5 Dl rerr () < eNTHEC D)l o1 (- (4.46)

Hypothése 4.4.6 La solution (u,p,0,&) du probléme (4.18) a (4.21)

(i) appartient o H2(0,T; H*(Q)%) x L2(0,T; H*T1(Q)) x H2(0,T; H**1(Q)) x H2(0,T; Ht1(Q)) pour
s> 4,

(ii) est telle que DF(U) est un isomorphisme de X

Les arguments de la preuve du lemme suivant sont les mémes que pour les Lemmes 2.4.16 et 3.4.4.

Lemme 4.4.7 Si la fonction f est de classe C? sur R? et ses dérivées sont bornées, il existe un
entier et un réel positifs Ny, o tels que, pour tout N > No et 7 < 19, Uopérateur DFn,(Uy;.) est un

isomorphisme de Xy-. De plus, la norme de son inverse est bornée indépendamment de N.

Preuve. On écrit

T — TN~ 0 DG (U)
DFn-(U3.) = DF(U) +
Nr(UR,) (U) . . DGA(U)
1 _ 1 >

N Tnr O DG'(U) — DG (UR,,) (4.47)
0 Ln- DG*(U) — DG*(UR;,)

+ TNT 0 Dgl(UXTT) - DgllVT(UXTT)
0 ‘CNT Dg2(UJ<{7’r) - Dg?VT(UX[T)

On a vu dans la démonstration du Lemme 3.4.4 que les trois derniers termes tendent vers 0 quand N
tend vers oo et 7 tend vers 0. On déduit de I'Hypothese 4.4.6-(ii) que DFn-(Uy;,.) est un isomorphisme
de Xy avec la norme de son inverse est bornée indépendamment de N et 7, pour N assez grand et ||

assez petit.

Avec les mémes techniques que pour les Lemmes 2.4.17 et 3.4.5, on obtient le lemme suivant.

Lemme 4.4.8 Sila fonction f est de classe C? et si I’Hypothése 4.4.6 est vérifice, il existe un voisinage
de UR.. dans Xy, et une constante positive c tels que Uopérateur DFn, satisfait la propriété de

Lipschitz, pour tout Zn dans ce voisinage

|DFnr(Uxy) = DFne(Zn)lle < cu(N)|Ux, — Zn]lx (4.48)
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avec u(N) est égal a N en dimension d = 3 et a (log N)% en dimension d = 2.

Lemme 4.4.9 Pour tout hi,hy dans L*(0,T;H?(Q)), 6;,& dans L*(0,T;H?(Ty)) et 04,& dans
L%(0,T; HU"'%(F*)), si la fonction f est de classe C? de dérivées bornées et si I’Hypothése 4.4.6 a

lreu, alors on a la majoration

2
| Fnr (U )l < e{ (7] + N%—8)||u||H2(O7T;Hs(Q)d) + (Il + N7 D lwill oo 7o)
, i=1
+ NPl oo 7m0y T N7 ;(HhiHCO(O,T;H”(Q)d) * ”wi*HLQ(O,T;H"Jr%(F*)) + ”w"ﬁHLQ(O,T;H"(Fn))}'
(4.49)

Preuve. On écrit

T—Tn+ O GHU)
Fnr(UR,) = —(U = UgR,) +
W (U) = m(o chT>(g

L Ve O GH(U) - G1(UR,)
0 ‘CNT gz(U) - QQ(UX/'T)

+ vz 0 gl(UXfT)_gllVT(UX/T)
0 ﬁNT QQ(UXIT) - g~]2\77'(UX/T)

tel que G = (G3.,, & &, Ein). Le premier terme est majoré dans (3.38),(3.39),(4.45) et (4.46).

Evaluons le deuxiéme terme, on a
ICT = T (G O leoo 72y x r20,75001 0y S T = T)GH O)lleogo 7290y 220, 75011 )
+ (T — TNT)(gl(U))HCO(O,T;LQ(Q)d)><L2(0,T;H1(Q))
< C’T| Hu||H2(07T;L2(Q)) + CN_S”UT||H1(O7T;HS(Q)CI) + N_S”p7'||L2(0j;Hs+1(Q))a
< (|| + N_S)”U||H2(oj;Hs(Q)d)-
Similairement,
(L — £N7’)(g2(U))HCO(Oy'f;Hl(Q)) < |I(£ - ET)(QQ(U»HCO(O,T;Hl(Q)) + [|(L7 = ENT)(gz(U))”CO(UvT%Hl(Q))
<c(|r|+ Nis)(H9HH2(0,T;Hs+1(Q)) + H§‘|H2(07T;Hs+1(g)))‘
L’estimation du troisieme terme s’obtient de (2.64) combiné avec (3.38), (4.45) et (4.46), ce qui donne
TNT 0 gl(U) - gl(UOT) d_g
2 2 JZ < C(N6 HUHCO(QT;HS(QW)
0 ENT g (U) - g (UNT) X

+N (10l cogo,7.£rs+1.(0)) F NEllcoo 741 (62y)-
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4.4. Analyse d’erreur a priori

Enfin le dernier terme se majore en utilisant les mémes arguments que dans la preuve du Lemme 3.4.6,

on obtient
1 _qcl ©
Tnr 0 g2(UN7) g;VT(UNT) <c N%ﬂHUHcO(O T;H*(2)4)
0 LN g (UNT) - gNT(UJ%T) N

+c N_S(”9||C0(O,T;HS+I(Q)) + ||€HCO(0’T;HS+1(Q)))
+c N*U(thHm(o,T;Ha(Q)) + ”h2HL2(0’j~;H0(Q))

0l 20 2007 03y 10 o ot
8l 20770y + 166 oo g s 3 )

On met bout & bout ces estimations, ce qui donne I’estimation souhaitée.

4.4.4 Résultat et conclusion

Toutes les hypotheses du théoreme du a Brezzi, Rappaz, Raviart, sont maintenant vérifiées. On en

déduit le résultat suivant.
Théoréme 4.4.10 On suppose que pour tout s > % la solution du probléme (4.18) a (4.21) est dans
H2(0,T; HS(Q)%) x L*(0,T; HSTH(Q)) x H*(0,T; HT(Q)) x H*(0,T; H*(R))
et que pour tout o > %,
hi,hy € LX(0,T; HO (), 04, & € L2(0,T; HOV2(T,)), 64,& € €00, T; H(Ty)).

De plus on suppose que la fonction f est de classe C* sur R x R & dérivées bornées. Alors, il existe
un voisinage de (u,p,0,§), un réel positif Ty et un entier positif Ny tels que pour tout T, |T| < 19 et
N > Ny, le probleme (4.34) admette une solution unique (unr, PN+, OnNr, ENr) dans ce voisinage. De

plus, il existe une constante positive c telle que cette solution vérifie

e = wnrlleoo i@y + 1P = Paelloo @) + 10 = Onrlico i oy + 18 = Enrlleoo 7y (@)

<c(

d_g —s
7+ Nl oo 7 pre ey + € NPl 20710041 0
+ (171 + N7 Ol gz 0 751151 ) + 16l 20,7154 1 (02)))
+ e N7 (1l 2o 7o) + 12l 20, 7m0 ) + 1641l co 0,727 ()

+lEellcoozmo ey + HG*”LQ(O,T;H”*%(F*)) * Hg*HLQ(o,T;H"*%(F*)))' (4.50)

Remarque 4.4.11 Si l’on suppose les données réguliéres (c’est-a-dire o est grand), lerreur se com-

s

porte en || + NE=% et est donc optimale en temps et quasi-optimale en espace.
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4.5 Résultats numériques

Cette section est consacrée a I’exploitation des résultats numériques obtenus avec notre code qui
s’est écrit en FreeFem3d (voir [42, 82]), dont l'objectif est de vérifier numériquement les résultats

théoriques présentés auparavant.

Apres avoir discrétisé le probleme en utilisant le schéma d’Euler implicite en temps et méthode
spectrale en espace, le probleme est toujours nonlinéaire. Pour le résoudre numériquement nous pro-

posons le schéma itératif linéaire suivant

Connaissons §™mFT Lk ¢m+1Lk ot calculons (w™ LA+ pm+lh+l) te] que

um+1,k+1 _ um,kJrl

- + aum+1,k+1 + vpm—l—l,k-i-l — f(em—&-l,k’gm—i-l,k)’
m

V- um A =,

Ensuite, étant donné u™*+1 on obtient g™ 1A+ ot gm+LA+1 tels que

9m+1,k+1 _ 0m7k+1

- + (um+1,k+1 . v)em—i-l,k—i-l -V (A11v9m+1’k+1) v ()\12me+l’k+1) — hT+1,
m~+1,k+1 _ emk+1
§ § (UL )L Ly (g, Wt ETL) g (A, VTR — e,

Tm
On réfere a la Section 3.5.1 pour montrer la convergence de la solution de ce probleme vers la solution

du probleme (4.28) a (4.31).

4.5.1 Précision temporelle

Afin de confirmer nos résultats théoriques, on s’intéresse a calculer I’erreur due a la disrétisation
en temps. Pour cela nous construisons le probleme en dimension 3 ou la solution exacte est donnée

dans )0, 1> par

up = cos(t)y —sin(w + t)22, p = sin(t)r + cos(t)(y + 22),
ug = sin(t)(x — 1) + cos(mt), T = cos(t)(x®+2y% — 2), (4.51)
ug = —2tx, C = sin(t)(—z +y3).

On choisit les coefficients « et les \;;, ¢, 7 = 1,2 comme suit

a=T>+C%+2,
A1 =T+ C+ 10, A2 =0,
Aag =T? +C? + 2, A1 =T +C.

130



4.5. Résultats numériques

Nous avons effectué plusieurs simulations en divisant le pas de temps dt par 2 a chaque fois et on

calcule 'erreur suivante

1/2
s = (10 = wx) (5 DI agaye + 10 = 2)C DIy + 1T = Tw) (1) By + 1€ = On) D201y )

a T égal a 1. Puis, on calcule 'ordre

log(gr)
_ 2
O% ~ log(2)

Le tableau 4.1 résume les résultats obtenus pour la solution choisie (4.51). Nous remarquons que ’ordre

de la convergence est 1 ce qui confirme les résultats théoriques.

ot u—unrllp2| lp = pnrllgr | IT = Thellge [ IC = Cnellgr | Est Ost

1/10 | 0.0857566 | 0.012930528 | 0.00149140204 | 0.0023221721 | 0.0867699 —

1/20 | 0.0439146 |0.00661327073| 0.00075938369 |0.00125394449| 0.044434 |0.96553064622
1/40 | 0.0222392 |0.00324639697| 0.0003825345 |0.00077868898| 0.0224916 |0.98227772553
1/80 | 0.0111938 [0.00181925399| 0.00019111449 |0.00061733036| 0.0113591 |0.98553776243
1/160 0.00561677 |0.00115276401|0.9449217 x 10~%{0.00057960169|0.00576384|0.97874633927
1/320 0.00281525 |0.00112413206|0.4616398 x 10~4|0.00057479041|0.00308575|0.90140910492

Tableau 4.1 — Estimation de I’ordre de convergence en temps
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La figure 4.1 correspond aux courbes d’erreurs données dans le tableau précédent,

1 ] ] ] I I I 1 1 _ 1
vitessg —+—
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temperature - &
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01 | .
g
g 0.01 | |
g ]
=
@
on
0
0001 F . PO ’
L o8 e I i
=T e .
.,;r""—.w T oLiihid PRPREELIEE A
0.0001 | P | e .
!-‘.{. aen
1e-05 1 1 1 1 1 1 I | I
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
dt

FIGURE 4.1 — Convergence en norme H'(Q) par rapport au pas du temps
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4.5. Résultats numériques

4.5.2 Précision spatiale

Pour illustrer maintenant la convergence due a la discrétisation en espace dans le carré | — 1,1[2,

on choisit une solution test d’ordre 1 en temps pour que 'erreur en temps soit nulle,

uy = —tsin(wx) cos(ry) +t + 1,

-1
= — sin(mz) cos(my),
T

ug = tcos(mz)sin(mwy) + 2t + 1,
p (4.52)
T = t(2cos(mz)sin(ny) + 1), C = tsin(nzx) cos(ny)sin(w(x +y)) +¢ — 1.

On prend les coefficients de perméabilité et conductivités comme suit
B 1

T4+ 1
Ni = Aa1 =T? + C? + 2,

a(T,C)

1=1,2 et MAg=0.

On fixe le pas du temps dt égal a 0,1. Nous mesurons les erreurs entre la solution exacte et la

solution discrete. Ensuite, nous résumons tous les résultats dans le tableau suivant

N 5 10 15 20 25
|w — wny |2 0.0239346 |4.72296 x 1076/9.10166 x 10~ 1.71384=1 |1.98557 x 10~15
lp — prll L2 0.00556962[1.06304 x 1076/2.10295 x 10~119.99812 x 10716]9.21327 x 10716
IV (p — pnr)|lz2 | 0.0585162 |2.87076 x 107°|8.31959 x 10710|6.45834 x 10~14| 4.9804 x 10~
| T — Trll 2 0.0338487 |6.67927 x 1076/1.28717 x 10719]1.31802 x 10717|3.20228 x 1015
V(T —Tn-)|l2 | 0.388367 | 0.000180375 | 6.00755 x 10~ |4.30229 x 10~14| 2.3475 x 10~
|1C — Cnrllp2 0.221504 | 0.0013004 | 1.6752 x 1076 |1.37947 x 10710{1.00214 x 10~ 14
IV(C=Cnr)|lr2 | 2.05033 0.0372901 | 7.73926 x 107" | 9.69389 x 1079 |9.57486 x 10713
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Nous tracons dans les Figures 4.2 et 4.3 le comportement de la norme de l'erreur en échelle
logarithmique, en fonction du parametre N. Nous remarquons que l'erreur décroit rapidement quand

N croit.
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FIGURE 4.2 — Convergence en norme L?(2) par rapport au degré de polynome
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FIGURE 4.3 — Convergence en norme H!(Q) par rapport au degré de polynéme
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4.5. Résultats numériques

Nous présentons dans les figures 4.4 et 4.5 la solution analytique donnée dans (4.52) et la solution

approchée calculée pour N = 16.

Excict vebcln-' spectmlvalbeity
Lo 2 1.6 2 24 28
jIIH\‘ ||||mpu
1414213715 3162072607 1414213715 3.162072607
Excict pressurs Spectml pressurs
22 (RN \0'2 “ s I“O i |0"2“
-0.31824108 03182111% -0.21824108 0.318241085

FIGURE 4.4 — Solution exacte (Gauche) vers solution spectrale pour N = 16 (Droite) :

135



Exaict tempemrum Specmiltempermiturs
o

\uu‘u [||\|||

JD BR5eT T 2 mﬁm <0 Q56771 2, 9995077(13
Exact concentration Spectl concentration
o 0z 04 06 UB o] 02 04 O‘bl i |0'B
| [RRE) |
-O'IZM.Z]Z? nom?ac&a -U'\dez:ﬂ? Umnw:

FIGURE 4.5 — Solution exacte (Gauche) vers solution spectrale pour N = 16 (Droite) :

Vue la précision avec laquelle est calculée la solution, il n’y a presque pas de différence entre
les figures. Quand nous connaissons la solution et pour un choix judicieux des solutions exactes, la

méthode converge rapidement vers la solution cherchée.
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4.5. Résultats numériques

4.5.3 Probleme de Horton-Rogers-Lapwood

Dans cette partie, nous avons choisi de présenter les simulations numériques du probleme de
Horton-Rogers-Lapwood (HRL) qu’on a considéré dans la Section 3.5.3 tel que la concentration de
masse est prise en compte, voir [67, Chap. 9]. En I’absence de simulation numérique de ce type de
probleme dans la littérature, nous avons effectué une série de tests tridimensionnels, cherchant a
modéliser le transfert de chaleur et de la concentration de masse dans un milieu poreux.

Méme si les parametres physiques considérées dans ce travail ne sont pas réalistes, néanmoins notre
but est d’illustrer I'impact de la concentration de masse sur le probleme de couplage Darcy-chaleur.

Pour ceci, on se place dans le domaine ]0,2[x]0, 1[x]0, 1[ et on résout le probleme suivant :

Ou+u+Vp=po(1—Br(T —Tp) — Bs(C — Cy))g
V-u=0

AT + (u-V)T —V - (AuVT) = V- (AM2VC) = 0
9O+ (u-V)C — V- (\2VC) = V - Ay VT) = 0,

tel que g = (0,0,9) est Paccélération gravitationnelle, Bp, [s sont respectivement les coefficients
d’expansion thermique et massique, pg représente la densité du fluide.

Le fluide est chauffé par le bord inférieur (le bas) qui contient plus de masse afin de générer une
convection naturelle due entre autres aux gradients de température et de concentration de masse. Pour
cela nous allons effectuer des expériences ou ces gradients vont augmenter jusqu’au déclenchement de
rouleaux (Rayleigh-Bernard).

Les conditions aux limites sont prises comme suit

u-n=0 sur Of)

T=T,4dI, C=Cy+90C sur z=0

T=T, C=CG0 sur z=1
oT oC
87’1’1/ —0, 87 =0 sur ]O,2[X]071[

Nous fixons les parameétres physiques
PO = BT = ﬁs =1
A1 = Agg = 1, A2 = 0.03, Ao = 1.

Nous prenons T3 et Cp égaux a 0. Pour tous ces tests, on fixe le pas du temps a 6t = 0.1 et on cherchera
la solution spectrale avec des degrés de polynomes égaux a : N, = 20, N, = 10 et N, = 10 afin de

respecter la longueur qui est deux fois la largeur (et hauteur) du domaine.
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Test 1

Dans ce premier test, on fixe le gradient de température a 100 et on fait augmenter celui de
concentration dans le but de mesurer I'impact de cette derniere sur la formation ou non de rouleaux.
Nous avons donc réaliser quatre calculs avec C égal a 100, 200, 300 et 500.

La figure 4.6 : (a) et (b) montre bien que pour des valeurs 6C' = 100 et 6C = 200, la formation d’un

(c) 6C = 300 (d) 6C = 500

FIGURE 4.6 — Champ de vecteur de vitesse quand 67 = 100

rouleau dominant est établie alors que I’on peut observer la formation d’un autre plus petit (faible).
Ceci est illustré aussi par les ”Stream lines” ( ligne de courant).

A noter que pour des raisons que I'on ignore la formation de ce rouleau dominant passe du coté
droit au coté gauche entre les deux simulations. Ces résultats sont confirmés par la figure 4.7 (a) et
(b) qui représente les iso-surfaces de la température. En effet la forme de ces iso-surfaces ne sont pas
“symétriques” par rapport au plan x = 1 et donc il y a plus de froid que de chaud dans un co6té par

rapport a ’autre.

Tandis que dans les figures 4.6 et 4.7 : ¢ et d, on observe la formation de deux rouleaux de méme

“taille”.
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4.5. Résultats numériques

(a) 6C = 100 (b) 6C = 200

(c) 6C = 300 (d) 6C = 500

FIGURE 4.7 — Iso-surfaces de la température quand 67 = 100

Notre conclusion est donc pour provoquer la formation de deux rouleaux avec un gradient de

température égal a 100, il fallait un gradient de concentration proche de 300 ou supérieur.
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(a) 6C = 100 (b) 6C = 200

(c) 6C = 300 (d) 6C = 500

FIGURE 4.8 — Iso-surfacse de la concentration quand 67" = 100

Test 2

Dans le test suivant, nous allons chercher a quelle valeur de gradient de température 67, la forma-

tion de ces deux rouleaux va se réaliser en fixant le gradient de concentration a 10.

On observe que la formation de deux rouleaux de méme taille s’effectue & partir de 67" = 600. Ceci
est illustré par les figures 4.9 (b et c¢) ou le champs de vitesses et le ”Stream lines” montrent bien
ce phénomene. La figure 4.10, présente les iso-surfaces de la température et la figure 4.11 représente

celles de la concentration.
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4.6. Conclusion

(a) 6T = 1000

FIGURE 4.9 — Champs de vecteurs de vitesse pour 6C = 10

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit le probleme aux limites qui modélise le transfert de chaleur
et de masse dans un milieu poreux. Nous avons établi ’existence de la solution. Ensuite, nous avons
proposé une discrétisation en temps et en espace du systeme complet en utilisant le schéma d’FEuler
implicite et les méthodes spectrales. Des estimations d’erreur optimales ont été prouvées et a la fin

nous avons présenté quelques expériences numériques qui confirment l'intérét de la discrétisation.
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(a) 6T = 500 (b) 6T = 600

(¢) 6T = 1000

FIGURE 4.10 — Iso-surfaces de la température pour 6C = 10
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4.6. Conclusion

(a) 6T = 500 (b) 6T = 600

(¢) 6T = 1000

FIGURE 4.11 — Iso-surfaces de la concentration pour 6C = 10
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Conclusion générale et perspectives

Conclusion

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a ’analyse des problemes issus de milieu poreux, tant
du point de vue mathématique (existence de solution) que du point de vue numérique (discrétisation

en temps et en espace).

Au cours de cette these nous avons étudié trois problemes sur les milieux poreux :
e Discrétisation spectrale des équations de Darcy instationnaires non linéaires.
e Discrétisation spectrale des équations de Darcy écrites sous ’approximation de Boussinesq couplées
avec I’équation de la chaleur.
e Discrétisation spectrale des équations de Darcy écrites sous I’approximation de Boussinesq couplées

avec les équations de chaleur et de masse.

Perspectives

Plusieurs perspectives de développement sont envisageables.
Les méthodes spectrales sont des méthodes d’ordre élevé en espace. Une difficulté est qu'une partie
de cette précision spatiale est inutile par une discrétisation temporelle dont I’ordre serait moins élevé.
Cette précision temporelle est souvent, au mieux, d’ordre 1 ou 2 et peut donc dégrader la précision
globale de ces méthodes. Un défi est donc de construire une méthode précise a la fois temporellement

et spatialement.
Nous avons ouvert une voie originale a la résolution spectrale des équations de Darcy—Forchheimer.

Ces dernieres modélisent 1’écoulement d’un fluide monophasique dans un milieu poreux. La loi de

Forchheimer est une loi non linéaire qui généralise la loi de Darcy. Elle est valable quand I’écoulement
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est lent ou rapide. Les équations de Darcy—Forchheimer s’écrivent
Pt + é]u\u +Vp=0 dans £,
p P

V-u=f dans (,

u-n=g sur Of),

ou p est la densité de fluide, u représente sa viscosité, 5 est la viscosité dynamique et K la perméabilité.
Nous supposons que les données f et g sont positives. Cette base de travail ainsi que la référence ou
le probleme de Darcy—Forchheimer est abordé par les éléments finis [52] représentent cependant un

socle important pour la résolution par les méthodes spectrales.
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