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Résumé

Cette these traite de certaines propriétés spectrales de deux classes spécifiques des opérateurs
périodiques perturbés. Nous nous intéressons tout d’abord & un opérateur différentiel elliptique a
coefficients périodiques P perturbé par un opérateur différentiel dépendant d’un petit parametre
semi-classique Q(h), h N\, 0. On obtient un développement asymptotique en puissances de h de la trace
de f(P+ Q(h)) et on donne son terme principal. Ici f € C§°(I), ot I est un intervalle ouvert disjoint
du spectre de P. Nous obtenons alors le comportement asymptotique de la fonction du comptage des
valeurs propres dans les gaps avec une estimation optimale du reste.

Le second modele étudié est un opérateur elliptique périodique d’ordre deux Hy perturbé par un
opérateur différentiel dépendant d’une grande constante de couplage A\Q, A — +o0. On obtient un
développement asymptotique en puissances de A~1/9 de la trace de f(Hy + AQ). Ici f € C3°(I), ot
I est un intervalle disjoint du spectre de Hy. Nous donnons également la formule de type Weyl avec
I’estimation optimale du reste de la fonction de comptage des valeurs propres lorsque la constante de
couplage tend vers I'infini.

Le troisieme modeéle étudié dans cette theése est 'opérateur de Schrodinger avec un potentiel tres

oscillent dépendant d’un petit parametre semi-classique. Nous étudions le spectre discret de ce modele.

Mots-clés : Opérateurs périodiques, formule de trace asymptotique, limite semi-classique, grandes
constantes de couplage, développements asymptotiques, distribution des valeurs propres, densité d’états,

champs magnétiques, perturbation tres oscillante.
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Notations

Dans ce manuscrit, nous utilisons les notations et les conventions suivantes :

e o(P)- le spectre de 'opérateur P.

® 0..5(P)- le spectre essentiel de 'opérateur P.

® 04isc(P)- le spectre discret de 'opérateur P.

e p(P)- Pensemble résolvant de 'opérateur P.

e S(R™)- 'espace de Schwartz.

e 8%(m,R*)- I'espace des symboles.

o 89(R?")- 'espace des symboles bornés.

o M;(C)- 'ensemble des matrices carrées de taille d.

o 8k(R?"; M4(C))- l'espace des symboles & valeurs matricielles ot les coefficients
appartiennent a 8%(R?").

o tr (P)- la trace de 'opérateur P.

. tAr(A)— la trace aux sens des matrices carrées de A.

o a”(x,hDg) (ot Op} (a))- opérateur h-pseudo-différentiel associé au symbole a(z, §).
e Soit a(z,&; h) un symbole dépendant de h. On écrit a(x,&§h) ~ 3255, aj(z,&)hI
dans 8%(m,R?") si pour tout N € N, on a (a(x,f; h) — ij:o aj(x,f)hj> € 85N (m,R?").
o L(L?(R™))- I'espace des opérateurs linéaires bornés de L?(R"™) dans L?(R").

e Pour z € R, (z) := (1 + |z|?)2, D, = 10y, V¥ = =V, T*R" := R?" et S"~! : sphére unité de R".

e Soit f;, une fonction dépend d’un petit paramétre positive h, la relation f, = O(h") signifie
quil existe Cv, hy > 0 tel que |f5| < CxhYN pour tout h €]0, hy|.

e La relation f;, = O(h™) signifie que pour tout N € N = {0,1,2...}, on a f, = O(h").

e On éerit f, ~ 3772 a;h si pour tout N € N, on a f, — Z;'V:o ajhl = O(KNTY) .

e On dit que A € R est une valeur critique d’une fonction V € C1(R";R) si et seulement

s'il existe z € {z € R™; V(z) = A} tel que V,;V(z) = 0.

o ||.||+ (resp. ||.]|ms)- la norme trace (resp. Hilbert-Schmidt) des opérateurs.

e J;- la transformée de Fourier semi-classique et son inverse ff}:l : pour 6 € $§(R™),

Fpb(€) = [e '@/ G(z)dw et T 0(x) = grpyw [ €7 MO(€)dE.

o J(resp. R)- la partie imaginaire (resp.réelle) d’un nombre complexe.
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Chapitre 1

Introduction

1 Perturbation semi-classique des opérateurs différentiels elliptiques

a coeflicients périodiques

Soit p(y,§) = Z aq(y)€Y un polyndéme par rapport a la variable £, & coefficient C°; réel,

lal<2m
vérifiant :
(H;) Pour tout |a| < 2m, la fonction y — as(y) est I-périodique, I' = §1Zei étant un réseau de R”
et (e1,...,e,) est une base de R™. N
(H2) 3Ch > 0 telle que :
Pon() = X aaly)6” = I (1.1

|a|=2m
Considérons I'opérateur Py = p"(y, D). Ici nous utilisons la quantification de Weyl (voir chapitre
[II). 11 est bien connu que l'opérateur Py est essentiellement auto-adjoint sur C§°(R™) (voir [18] 23])
de domaine H*™(R") := {u € L?*(R"); 0% € L*(R"),¥|a| < 2m}. D’apreés la théorie de Floquet le
spectre de Py est constitué par des bandes :

—+00

7(Py) = 0ess(Po) = | J Jx avee Jy = {Ak(g); ¢ e R”/F*}.
k=1

O, o(Py) (resp. oess(Po)) désigne le spectre (resp. le spectre essentiel) de 'opérateur Py. Ici A1(&), ..., Ag(§)
sont les valeurs propres de Floquet associées a l'opérateur Py (voir chapitre et '™ = {y* e R";y4* €
21Z;¥y € I'} est le réseau dual associé a I'.

Dans la premiere partie de la these, on s’intéresse a 1’étude du spectre des perturbations lentes de

l'opérateur Py. Plus précisément on s’intéresse aux opérateurs de type :

P o= p®(y, Dy + Alhy)) + (9(h)(y, Dy + A(hy))) " +(hy, y; h)

(1.2)
= P"(hy,y, Dy + A(hy); h); (h\,0).

Ici A(z) = (A1(x), ..., An(z)) € C°(R™;R"™) et

P(x,y,&h) = p(y, &) + 0(2)p(y, &) + ¥ (=, y; h).



On suppose que

(H3) Va # 0;3C,,; > 0 tels que : |05 A4;(z)] < Cyi.

(Ha) 5(5:€) = Yjajeam a(y) ot Galy) vérifie (Hy).

(Hs) La fonction ¢(x) est a valeurs positives, bornée ainsi que toutes ses dérivées et tend vers zéro
quand |z| tend vers infini.

(Hg) Il existe C' > 0 telle que :

Pon(0.) + 9(@)Pom(y,) > SIEP™ (13)

(H7) La fonction 1 (z,y; h) € C(R?"x]0, ho[; R) ; bornée ainsi que toutes ses dérivées, I'—périodique
par rapport a y et

lim sup  Y(z,y;h) = 0.
|z|=+00 yeRn he]0,ho]

De plus, on suppose que 1) admet un développement asymptotique par rapport a h c.-a-.d ¥ (z,y; h) ~
> js0 iz, y)h? dans 8°(R*") (voir chapitre .

Soit [a, 5] C R\ o(Fp). En utilisant les hypotheses (Hy — H7) on montre dans la proposition
que oess(P) N [a, B] = (. Donc les perturbations extérieures créent des valeurs propres isolées et de
multiplicités finies dans l'intervalle [a, §]. En particulier pour f € C3°(Ja, 5[;R) l'opérateur f(P) est

de classe trace. Dans le chapitre [V nous démontrons les deux théorémes suivants :

Théoréme 1.1 ( cf. théoréme [1.3)) Sous les hypothéses (Hy) — (Hr)) et pour f € C3°((a, B); R)

il existe une suite de nombres réels (Ak(f))ken telle que
+o0
tr(£(P*(hyw. Dy + A ) ) ~ 7Y A (N0 (1.4)
k=0

Si on suppose que p(y,&) = p(y,§) et Yo(z,y) := Yo(x) est indépendant de y, alors :

1

AO(f) = (27’(‘)”

> [ o (0 0DAE) +00))dade -

= [ [ £+ @)t + do(a))dp(t)de.
xRy

Ici p(t) désigne la densité d’états intégrée associée a p*(y, Dy) et E* est une cellule de périodicité pour

le réseaux dual de I'.
Définition 1.2 On dit que \;(&o) est simple si Ap—1(&0) < A(€0) < Ag+1(6o)-

Pour les deux théorémes suivants on suppose que p(y, &) = p(y, &) et Yo(z,y) := 1o(x) est indépendant
de y. Fixons p € R\ 0¢s5(P) et posons

S = {(2,€) € R 3k = 15 tel que (1+ ()M (€) + (@) = p



Pour (z¢,&p) € ¥, on suppose que 'hypothese suivante est vérifiée :

Vap(20) Ak (&o) + Vatbo(xo) # 0
(H) ol

Ak (€o) est simple et VA, (&) # 0

Théoréme 1.3 ( cf. théoréme ). Fizons p € R\ 0ess(P) et supposons que les hypothéses
((Hy) — (Hy)) et (H) sont vérifices. Soit f € C&((n— o,u+ 0);R) et 6 € C((—3, &);R), avec
0 = 1 dans un petit voisinage de zéro. Il existe alors o > 0, C assez grand et une suite de fonction
v; € C*(R,R), j € N, telle que pour tout M, N € N, on a

hM+1

M
tr(f(P) 3’“,:19(7 — P)) =h" (f(T) Z’Yj(’l')hj +0 ( N )) , quand h \, 0, (1.6)
=0

uniformément en T € R, ou (1) = (1 + 7-2)%'

Remarque 1.4 Dans tous les développements asymptotiques, on donne explicitement le premier terme

Yo (7) ( voir ).

Comme conséquence des théorémes précédents on obtient 'asymptotique du type Weyl de la fonction

du comptage des valeurs propres avec reste optimal.

Théoréme 1.5 ( cf. théoréme ). On suppose que les hypothéses du théoréme précédent sont
vérifiées pour p € {a,f}. Soit Nyp([e, B]) la fonction du comptage des valeurs propres de P dans

Uintervalle [av, B] comptées avec leurs multiplicités. Alors on a

Ni ([e, B]) = agh™ + O(R'™™),  (h \,0), (1.7)

(IOZ/
R

2 Asymptotiques dans la limite de grande constante de couplage

avec

Dans la deuxieme partie de cette these, on s’intéresse au cas de grande constante de couplage. Plus

précisément on s’intéresse a 1’étude spectrale des opérateurs du type :

Py = V'a@)V +p(y) + A(V'91()a®)V + 2(0)pv) + 33)) (A +0).

Owu, A est une grande constante de couplage (i.e, A — +00). On suppose que :
(Hy) R” 3 y — a(y) est une fonction C*, & valeurs dans I'espace des matrices carrées, d’ordre n

symétriques a coefficients réels. De plus on suppose qu’il existe C > 0, tel que

1
(a(y)w,w) > Sllwl?, Vw €R", vy eR™



(Hz) y — p(y) € C®(R™,R*) est D-périodique.
(ﬁg) Pour ¢ = 1,2, 3, la fonction y — ¢;(y) est C* a valeurs positives et on suppose que pour tout
N € Nl existe ¢g4, ¢1,.... € C®(S" 1 R) et 1y € C°(R™;R) tel que

de( )|y| 07 4 ry(y), pour [y| > 1, (2.1)

ou
o ¢;; € C(S" 1 (0,+00)). Ici S"~! désigne la spheére unité de 1’espace R™.
e ¢o; >0,0=1,2,3,
e ) est une constante strictement positive,
o 00N (y)l < Ca(1+[y|)~IAI-N=0-1 vg e N.

D’apres ’hypothese (ﬁg) et la théorie des perturbations (plus précisément le théoreme de Weyl) on

a :
+o0

Uess(P)\) = Uess(PO) = U(PO) = U {Ak(g)a §e Rn/r*}'

k=0
Ici A1(€), ..., Ak (&) sont les valeurs propres de Floquet associées a lopérateur Py. Soit [Eq, Fa] C
R\ 0css(Py), par conséquent la perturbation crée des valeurs propres isolées et de multiplicité finie
dans l'intervalle [Ey, Es].
On s’intéresse a nouveau a la formule de trace et a la répartition des valeurs propres de 'opérateur Py
dans l'intervalle [E7, E3] lorsque A tend vers U'infini. Dans le chapitre [VI|nous démontrons les résultats

suivants :

Théoréme 2.1 ( cf. théoréme ) Soit f € C§°((Er, Eq);R). Sous I’hypothése (ﬁl),..., (ﬁ3), 1l

existe une suite de nombres réels (by(f))r>o0 telle que

>

+o0
tr(F(PY) ~ AT Y BR(FATS, A oo, (2.2)

St ¢o,1 = ¢o,2 alors,

bolf (2m)n //;“ * xRN Zf<1+¢01<’ |)|x 5))‘k(5)+¢03<| |>]3:| 5)dwd§

e k=1 (2.3)

Z//Rngtf((l—I-%JQ ’>’$| 6)t+¢03<‘ ’>’$| é)dp( )d.

Ici p(t) désigne la densité d’états associée da l'opérateur Py = V*a(y)V + p(y).

Théoréme 2.2 Soient f € C°((E1 — 0, B2+ 0);R) et 0 € C5°((— &, 5);R), avec 0 =1 au voisinage
de zéro. Il existe alors o > 0, C' > 0 et une suite de fonctions vy; € C‘X’(RR), 7 € N tels que pour tout



M,N €N, ona

. M ; ATEATT
r(#P) T 0 - P ) =3 (fm > umAE+0 (WV)) At (24)
j=0
uniformément en T € R.

Théoréme 2.3 ( cf. théoréme ). Supposons que les hypothéses (Hy), ..., (Hs) sont vérifiées.
Soit Nx([E1, E2]) la fonction de comptage des valeurs propres de Py dans [E7, Es] comptées avec leur
multiplicité. Alors on a quand X\ /400

Na([Br, Bal) = DA +0 (AT ), (A +00), (2.5)

ou,

Dy = /np B2 — dos )l E1 = doa () lel dx. (2.6)

||
1+¢0,1(i)\x| N 1+¢0,1(i)\$| -0

3 Applications

Un des objectif de cette these est d’appliquer les résultats précédents a des hamiltoniens issus de la
physique du solide et qui ne sont pas traités dans [I0]. Dans la premiére application, nous considérons
une perturbation couplée par rapport a la variable y et hy (i.e., V(y, hy)). Notons que dans [10]
Pauteur a considéré des perturbations séparées (i.e., V(y) + ¢(hy)). Dans la deuxiéme application,

nous considérons des perturbations de 'opérateur de schrédinger avec champ magnétique constant.

3.1 Application pour des perturbations tres oscillantes

Considérons I'opérateur de Schrodinger avec une perturbation tres oscillantes
H(h) = Ho+V(y,hy) = =By + V(y, hy);  (h \0).

On suppose que le potentiel V satisfait les hypotheses suivantes :

(A1) . Ihm V(y,z)=0
(A2) V(y+v,2) =V(y,z), Vy eT.

(Ag) Le potentiel V' est une fonction a valeurs réelles bornée ainsi que toutes ses dérivées, c-a-d,
Va,5 €N
0200V (y, )| < Cap, V(x,y) € N*.

(A4) On suppose qu’il existe un zo € R™ tel que / V(y,zo)dy < 0.
E
Les hypotheses (Ayq), ..., (Ay4) assurent que P(z, &) = p¥(x,y, Dy + &), ot p(z,y,n) = n> + V(y,z) est

autoadjoint sur L?(R"/T") et & résolvante compacte. Soient ji1(z, &) < pa(x,€) < ... les valeurs propres

de p"(z,y, D, +&) (répétées selon leur multiplicités). Grace a I'hypothese (A1) V est une perturbation



relativement compacte, (c’est-a-dire V(Hy + i)~! est compacte). Par le théoréme de Kato-Rellich et
le théoreme de Weyl, on déduit que 'opérateur de Schrodinger H(h) est essentiellement auto-adjoint
sur C§°(R™) et que
Oess(H(R)) = Gess(Ho) = [0,+00).
L’hypothese (A4) assure que le spectre discret de 'opérateur H(h) est non vide.
Pour Vopérateur H(h), on étudiera dans ce travail lorsque h N\, 0
e des formules de trace;

e la répartition des valeurs propres.

Théoréme 3.1 ( cf. théoréme). Soit f € C3°((—00,0); R). Supposons que le potentiel V' vérifie
les hypothéses (A1), ...,(A4) alors Uopérateur f(H(h)) est de classe trace et il existe une suite de

nombres réels (ap(f));jen telle que :

+oo
tr(FHR)) ~h7" S ar(HB5, (N 0). (3.1)
k=0
Ou ; )
0(0) = Grr 22 [ fop e S (32)

Ici py (2, €), p2(2, &), oony (2, €), ... sONE les valeurs propres de lopérateur (Dy + €)% + V (y, ) comme
opérateur de L*>(R"/T) — L?(R"/T).

On fixe A < 0, et soit
+oo

= U {0 e R* x B pug(x,€) = 2}

k=1
On suppose que 'hypothese suivante est vérifiée :
(As) pour (2o, &0) € X, pk(o,&o) est simple et V¢ (x(20,0)) # 0

Théoréme 3.2 ( cf. théoréme ).Sous les hypothéses (A1), ..., (As) il existe o > 0 assez petit et
C > 0 assez grand tels que, pour tout f € C°((A — o, A+ 0);R) et 0 € C°((—%, &) R), avec § =1
dans un petit voisinage de zéro, il existe une suite de fonctions v;(1) € C°(R;R), j € N, telle que
pour tout N, M > 1 on a

M

M
tr (F(H(R) F,0(r — H(R)) = h" (f(ﬂ > (nh +0 <<};>N>) . quand h\0,  (3.3)
§=0

uniformément en T € R.

Théoréme 3.3 Soit A < 0 fizé. On désigne par Np(\) le nombre de valeurs propres de H(h) dans

(=00, A] comptées avec leur multiplicité. Sous les hypothéses, (A1), ...,(As) on a :

Np(A) = h™" (Do + O(h)), (A \,0) (3.4)



o,

1
Dy = 2 Z dxd§ = /}Rn p(\, x)dx. (3.5)

k>1

/ /{(m,ﬁ)ERg XE*' Hik (I,é)g)\}

3.2 Perturbation des bandes magnétiques

On suppose maintenant que p(y,n) = S.7yn? + V(y) ou V € C®(R™,R) est [-périodique. Dans
les chapitres [[V] et [VI nous appliquons les résultats du cas semi-classique au cas des perturbations des

bandes magnétiques. Plus précisément, nous étudions des opérateurs de type :

w

L Ahy)) + by, i )

P:=p¥ (y’ Dy + way + A(hy)> + (‘p(hy)p(‘y’ Dyt (3.6)

w X
= P¥ (hy,y, Dy + Ty + A(hy); h); (h ™\ 0).

Ici P(x,y,m;h) = (14 o(z))p(y,n) + ¥(z,y;h) et w = (w1, ws,...,wy) € R™ qui vérifie (w,I' x ') C
277 (voir chapitre théoreme [3.5}]1.2)). Cette derniere hypotheése nous assure que le spectre de
l'opérateur p* (y, D,+ way> est un spectre de bande (comme celui de Fy). En particulier nous pouvons

appliquer la théorie de Floquet et nous obtenons des théoremes similaires aux théoreme(l.1|et théoreme

4 Reéférences et idées des démonstrations

Des solutions approchées ont été construites dans [9], 23, 25] 44 [45] 62] pour des hamiltoniens de
la forme

Hp = =A+V(y) + W(hy),

ou V est un potentiel I'-périodique et W décroit vers zéro a I'infini. Aussi la question de la dynamique
a 6té traitée dans [0} (10} (16} 23] 25 @4] 45 62).

Des formules de trace et 'asymptotique de la fonction de comptage du spectre discret ont été
obtenus dans [10, [12]. Des questions sur les résonances, la théorie de scattering et des formules de
trace pour les résonances pour les opérateurs Hy, ont été considérées dans [19, 20].

Pour le cas des grandes constantes de couplage, des opérateurs du type
H)\ =-A+ V(y) + )\W(y)

ont été étudiés dans [T}, 2, 12, 14, B35].
En particulier Dimassi a obtenu des formules de trace et des asymptotiques du type (2.2)), (2.4),
(2.5)). Le premier terme de I'asymptotique (2.5)) a été obtenu dans [I1 6], 35} [59].

4.1 Idées des démonstrations

Cas semi-classique
Pour les opérateurs h-pseudo-différentiels des résultats des types (2.2)), (2.4), (2.5) ont été obtenus

depuis longtemps par plusieurs auteurs. Pour les détails et les références, nous renvoyons a [18}, 39, 55].



Dans cette thése nos hamiltoniens ne sont pas des opérateurs h-pseudo-différentiels. En fait nous
avons deux variables d’échelle différentes y et hy avec h \, 0. Pour cela nous utilisons la méthode
de ’hamiltonien effectif qui consiste & réduire I’étude spectrale de 'opérateur P a celui d’un systéme

d’opérateur h-pseudo-différentiel
EY (x,hDy,z;h) = EY, o(x,hDy,2) + EY, ((x,hDy,2) + -+

(voir corollaire [2.5)). Rappelons que dans ’étude des opérateurs h-pseudo-différentiels la surface carac-
téristique
¥, = {(ac,f) eR" x E*; detE_ o(z,€,2) = 0}

joue un rdle essentiel. D’autre part, par construction de ’hamiltonien effectif (voir proposition et

remarque on a:
(x,8) € X, <= z € o(P(x,§))

ot P(x,£) = P¥(x,y, Dy + £) est I'opérateur non borné de L?(R"/T) dans L*(R™/T). Ici pour (z,€)
fixé Py’ (z,y, Dy + &) est opérateur associé au symbole Py(x,y,§) = p(y,&) + ¢(2)p(y, &) + Yo(z,y).
C’est pourquoi tous nos résultats dépendent des valeurs propres py(z,€) de opérateur P(x,§). Dans
le début du chapitre [V}, nous donnons une bréve description de la méthode de I'hamiltonien effectif.

Cette réduction nous permet d’utiliser la théorie des opérateurs h-pseudo-différentiels et surtout

les méthodes stationnaires développées par Dimassi-Sjostrand pour prouver les théorémes[I.1] [I.3] [I.5]

Grandes constantes de couplages

Classiquement l'opérateur f(Py) est localisé dans {(y,n); Px(y,n) € supp f}. Soit K un compact
de R™. Par hypothese ¢;(y) est strictement positive surtout compacte, cela implique que Py(y,n) tend
vers infini lorsque A tend vers +o00 et y € K. En particulier {(y,n); y € K, Px(y,n) € suppf} = 0.
Ceci va nous permettre de prouver que quantiquement, modulo O(A~°), la trace de f(P)) ne dépend
que du comportement de g;(y) & I'infini. L’hypothese (Hs) implique que Agi(y) = ¢(hy; h) = @o(hy) +
ho1(hy) + -+ W pj(hy) + - pour y trés grand ott h = A~ et @;(x) = ¢;i(x/|x|)|x| 0. Par
conséquent, on ramene ’étude de l'opérateur f(P,) pour A assez grand a celui d’un probléme semi-
classique. Maintenent il suffit d’appliquer les théorémes pour obtenir les théorémes

22 2.3



Chapitre 11

Rappels sur les opérateurs périodiques et

h-pseudo-différentiels

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques résultats élémentaires sur les opérateurs h-pseudo-
différentiels (voir [18, 22, 54]) et la théorie spectrale des deux modeles périodiques (c.f [53, 62]) qui

seront utilisés dans la suite de cette these.

1 Rappels sur les opérateurs h-pseudo-différentiels

1.1 Opérateurs h-pseudo-différentiels
On commence par donner les définitions des symboles et des opérateurs h-pseudo-différentiels.

Définition 1.1 ( [15]) . Soit hg > 0 assez petit. Pourk € R, § € (0,1), on désigne par 8%(R?"; M4(C))
lensemble des fonctions a(x,&, h) € C(T*R™ x (0, hg); My(C)), telles que :
Pour tout multi-indice o, 8 € N", il existe Cy g > 0 tel que

< Caﬁhk—fs(lalﬂﬁl)’

a 98
adfae.en,
uniformément en h dans (0,hgy). Si le symbole a(x,§,z,h) dépend d’un paramétre supplémentaire
z € Q CC, alors a € 8¥(R?™; My(C)) si et seulement si la constante Cy 5 est indépendante de z € Q.
Sik=0,6=0, on écrit 8°(R?";My(C)) au lieu de 83(R?";My4(C)) et lorsque § = 0, on note simple-
ment 8*(R?"; My4(C)).

Définition 1.2 ( [19 ) . A un symbole a € 8E(R*™;My(C)), on associe un opérateur h-pseudo-
différentiel de S(R™;C) dans 8(R™;C) défini par

w 1 i(x— z + n n
(@ hDgs () = g [ [ 9 (3L esh) uly)dedy, ue SE™C),

Théoréme 1.3 ( [55], théoréme II-36 ). Soit a € 8°(R**; My(C)). Il existe un réel C,, et un entier dy,

ne dépendent que de la dimension n telle que :

Haw(liath;h)||L(L2(Rn;(C)) <, sup sup

O30 alw, & )|
loe|+[B]<dn (z,6)ER?"

Mg4(C)



Proposition 1.4 ([78], proposition 13.8 )(Continuité sur L?). Supposons que a = a(x,&;h) €
8Y(R?™; My(C)), 0 < 6 < 1/2, alors

a¥(z, hDy; h) : L*(R™;CY) — L?(R™; CY)
est un opérateur borné et il existe une constante C > 0 indépendante de h telle que pour tout0 < h < 1;
|a®(z, hDg; h)|| < C.

Proposition 1.5 ([18], proposition 8.5 )(Inversibilité). Soit a € §°(R**;My(C)). On suppose que
a est elliptique alors il existe un symbole b € 8°(R?™; My(C)) tel que pour h assez petit on a :

a”(x,hDyg;h) o b’ (x,hDy;h) = b (z,hDy; h) o a®(z,hDy; h) = 1.

Théoréme 1.6 ( [9Z], lemme 2.1 )(Supports disjoints). Si P, x1, x2 appartiennent d un borné B
de 8°(R?"; My(C)) et si dist(suppxi,suppx2) > € > 0 alors pour tout N € N, il existe Cy > 0 (ne
dépend que de B et de € ) telle que :

-N
Ix1Px2ll g (12 ey < CnbY (dist (suppxi, summ)) :
Si de plus x1 € CP(R?*™; My(C)), alors pour tout N € N il existe Cly, > 0 telle que :
Ix1Pxzll, < Cxh™.

Théoréme 1.7 ([18, proposition 8.3 )(Composition des opérateurs). Soit § € [0,3) et soient
a1, az € 8Y(R?;My(C)), alors il existe r € SJ(R**; M,4(C)) tel que :

al’(x,hDy; h) o ay (x,hDy; h) = r¥(x,hDy; h).

De plus,
> 1 h k
(. &h) ~ 3 (oD, D Dy, D)) (o)
k=0 "" S

dans 89(R*"; M4(C)), ou o est le produit symplectique défini par o(Dy, D¢; Dy, Dyy) = Dyy.D¢ — DD,
Ici la notation : a ~ 3732 ajh? dans 8Y(R**;M,4(C)), signifie que pour tout entier N, on a :
a— Y gaht € 87T (R My(C)).
1.2 Calcul fonctionnel par la formule de Helffer-Sjostrand.
On commence par introduire la formule de Helffer-Sjéstrand.
Proposition 1.8 ([18]). Soit f € CP(R), alors il existe une fonction f € C(C) telle que pour tout

N eN
0-f(2)] < CnIS(2)Y,

10



Flo=1
Ici 0, = %(8% + ia%). On dit que f est une extension presque analytique de f.

Théoréme 1.9 ([18], théoréme 8.1 ) (Formule de Helffer-Sjostrand) . Soit A un opérateur auto-

adjoint sur un espace de Hilbert H. Soit f € C3(R) et fe C(C) l’extension presque analytique de f
avec [0,f(2)] = O(S(2)|Y). Alors

1 [= - _
$A) = —— [BJ()(= — A Lid2),
ol L(dz) = dzdy est la mesure de Lebesgue sur C ~R2 .

Théoréme 1.10 ([18], proposition 8.3 )(Caractérisation de Beal). Soit A = A; : S(R*;CY) —
S’(R™; Cd), 0 < h < 1. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A= a¥(z,hDg;h), pour certain a(x,&; h) € 8O(R?™; My(C)).
2. Pour tout N € N et pour toutes formes linéaires 1 (z,€),. .., Iy(z,€) sur R*™, opérateur adyw (2,nD,)°
-+-oadp (2 np,)An appartient d L(L2(R™), L?(R™)) et est de norme O(h™Y) dans cet espace.

Ici adaB est le commutateur de A et B donné par adaB = [A,B] = AB — BA.

Théoréme 1.11 ([1§]). Soit P(x,&;h) ~ Zj:og b Pj(z,€) € 8°(R?*";M,4(C)), on suppose que P(z,&; h)
est hermitien. Alors f(Pw(x,th; h)) est un opérateur h-pseudo-différentiel, son symbole est dans
8Y(R?™; My(C)) et f(PY(x,hDy; h)) = C¥(z,hDy;h) avec C(z,&;h) ~ ijog R Cj(x, &), ot Co(x, &) =
f(Po(z,8)).

1.3 Opérateurs a trace.

On rappelle quelques criteres pour qu’'un opérateur h-pseudo-différentiel soit de classe trace.

Théoréme 1.12 ([18], théoréme 9.5), ( [23], théoréme II-53). Soit P(x,&; h) un symbole dans
8Y(R?"; M4(C)). On suppose que 6§8§P(x,§; h) € LY(R?*";My4(C)) pour tout |a| +|B] < 2n+ 1. Alors

PY(x,hDy; h) est un opérateur de classe trace et on a :

1
(2mh)"

tr(Pw(m,th;h)) = /R%tAT(P(x,g; h))dxdg.

De plus 3Cy, (qui ne dépend que de la dimension) telle que

| P*(2,hDy; h) e

<Ch Y Hagafp(x,g;h)]
o +]Bl<2n-+1

tr

Théoréme 1.13 ([55], proposition II-56). Soit a € 8°(R**; My4(C)). Alors, pour tout symbole
b € CP(R?™;My(C)), on a

1

tr(aw(l‘,th;h) obw(m,th;h)) = W//ﬁ(a(m,f;h)b(m,ﬁ; h))d:vd&.

11



Théoréme 1.14 ( [53] ). Soit P(z,&h) ~ i hi Pj(x,£) dans 8°(R**; My4(C)). On suppose que
K = {(x,g) € R2";3r € [a,b]; det(Po(x,g) _ T) — 0}

est un ensemble compact. Alors pour f € C((a,b);R) ; f(PY(x,hDy;h)) est de classe trace et on a :

(1P AD ) ~ Y (OB (10)
7=0
(1) = G oo I (Pole)) e

d
- (271T)” /]Rgn f()‘j(%f))dxdg.
=1

Ici (N\j(x,€))1<j<da sont les valeurs propres de Py(x,§).

2 Rappel sur les opérateurs périodiques

2.1 Spectre du modele périodique

On commence par décrire le spectre des deux modeles périodiques. Puis, on introduit les objets
centraux de la théorie de Bloch-Floquet, notamment la transformation de Bloch-Floquet, la translation
magnétique, et on décrit leur propriétés.

Soit p(y,&) = Xlal<2m aq(y)€® un polynéme par rapport a la variable £, a coefficient C°°, réel
vérifie les hypotheses suivantes :

(Hy) Pour tout |a| < 2m, la fonction y — aq(y) est I-périodique.

(H2) 3CH > 0 tel que

P06 = X aaly)6” 2 o IeP™ (21)

|a|=2m

Nous allons étudier ici le spectre de 'opérateur périodique Py = p*“(y, D), on suppose que les hypo-

theses (Hj) et (Hg) sont vérifiées, on utilise généralement la théorie de Floquet.

On définit la transformation de Floquet-Bloch de la fonction f € §(R™) par :

WS (y,0) =D eV f(y —q); (y,0) € R™. (2.2)

vyel

Lemme 2.1 La transformation U satisfait les identités suivantes :

o (UM)(y+,0)=f(y,0); VyeT,

o (Uf)(y,0+~") = e T VUS)(y,0); Vy* €T

12



Preuve. Soit f € $(R") et v € I'. Alors

Uf(y+7.0) =D e ™ f(y)
yer

=Y iy — )

yerl’

et

Uf(y,0+7%) =D vy — )
~yel

— i) —iyy* i(—y+y)0 _
=e e e fly—n)
el =1

= e 1 Y7 I f(y — ) = VUL (y,6)

vyel

dans (2.4)) on a utilisé le fait que v* € I'*.

Définition 2.2 On définit :

3= {ue L (RY)/ uly+0) = e u(y); vyeT).
Lemme 2.3 U se prolonge en une application unique unitaire

D
U: L*(R") — Hdk = L*(M*; K)
M*

et son inverse est donné par (U~ u)(y) := / €i6'yu(9,y)d9~

*

Preuve. On peut montrer que U est une isométrie, en effet :

W7 = (WS US) 5
/ /ZZ =y =) fly — )dydd

yel'v'el’
—ZZ/ Fly=)fly— 7)/ =949 dy
yell v'el’ N——
=0,y

—Z/ fy — VQdy—/

vyel

. ’ 1 si =~/
puisque / =100 = Oy = { ) 7 7,
Iy 0 siy#£7y

F@)Pdy = If 1 2@n)

(2.4)

(2.5)

13



On va montrer que U~'Uf = f pour tout f € H

U Uf(y) = / i (Z e“—y”)@f(y—v)) do

yel’
_ ei@y Z ei(—y+7)06—i79f(y) do (26)
M= yerl’
=S 1) [ e = ().
yel —_——
=510

, 1 iy=0
puisque / e 0dp = 60 = Sy
e 0 siy#0

On va montrer de la méme maniére que U~! est une isométrie de L(M*; 3() & valeurs dans L?(R"™),

en effet :

0 ey = [ | [ e 0.5)0] dy
Ll L,
/n/ (0, y — 9)] dbdy

— [ |1 avdo = 1715

Dans (2.7) on a utilisé le fait que f(0,y) = e f(0,y — ) puisque f € H, donc U™! est surjective et
par suite U est injective ce qui prouve que U est unitaire de L?(R™) — L2(M*, K).

€M 10,y — 0) d@] dy

g

Proposition 2.4 L’hamiltonien Py = p"(y, Dy) se transforme par la transformation de Bloch-Floquet

en

D
UPU™! = Py(6)db,
M*

i, Py (6) = p"(y, D, + ).

Preuve. On va montrer que U(FPy f)(y,0) = (Fo(0))(Uf)(y,8), ot Py(8) = p*“(y, Dy + 6). Un calcul

simple montre que :

(WPf)(y, 0) = T (URf) (3,0 +77)
= ") 3 0 Poe0 iyt NOHY) £y — )

vyel’
_ ity —iyd p_ iy i(—y+7)0 —i{v*y) i _
_evyzeypoeye YNt U T f(y — ) (2.8)
vyel =1
=2 Po(0)e’ T f(y =)

vyel

= (Po(0))(USf)(y, 0).

14



Dans (2.8) on a utilisé le fait que e=¥% Pye™? = Py(f), en effet :
(Dy) [ Vuly, 0)] = 0cVu(y, 0) + ¢ (Dyu)(y, 0) = ¥ (| Dy + 0|u) (y,0)

ce qui implique
(Dy) [ uly,0)] = (| Dy +6]u) (y,0)
et par suite

(D;) {ew'yu(y,ﬁ)] — oty ([Dy + 0}2u> (y,0).

Donc on a démontré e_iyo(Dg)eiye = (D, +6)?. On démontre de la méme maniére que e~ %’ (Dy)e
(Dy + 0)* et par suite e=¥p¥(y, D,)e®? = p¥(y, Dy, + 0) = Py(f). En utilisant (2.8)) et [53, section

XIII.16] on obtient :

iyl _

D
UPU™! = Py(6)dF, (2.9)
M*

oit, Py(6) = p* (y, Dy + ).

L’opérateur Py(0) est un opérateur différentiel elliptique & résolvante compacte, en effet :
(Po(0) +14) " € L(L2(R"/T); HY(R"/T)),

de plus : _
(Po(6) +4)~ ' : L*(R"/T) — H*(R"/T) —— L*(R™/T).

D’aprés le théoréme de Rellich, 'injection i est compacte et par suite (Py(6) + i)~! est compact de
L?*(R"/T) — L?(R"/T") et en utilisant un résultat pour les opérateurs elliptiques (voir [53, théoréme
XII1.64]) le spectre de l'opérateur Py(6) est discret et consiste en une réunion d’intervalles de 'axe

réel [Fop11(0); E2ni2(0)], n € N, pour lesquels :

E1(0) < E2(0) < B3(0) < ..o < Ean(0) < Eans1(0) < Eapso(0) < ...

E,(0) — 400, n— +00.

Les (E,,(0))nen sont les valeurs propres de 'opérateur Py(f); ces valeurs propres sont traditionnelle-
ment appelées valeurs propres de Floquet, les intervalles introduits ci-dessus sont les bandes spectrales,
et les intervalles (Eay; Font1), n € N* sont appelés lacunes spectrales. Lorsque Fo, < Fo,41, on dit
que la n-ieme lacune est ouverte, et lorsque [Ea,_1; E2,] est séparé du reste du spectre par des lacunes

ouvertes, la n-ieme bande est dite isolée. Donc d’apres (2.9)), on déduit que :

o(Po) =JMN, A= E(M).
=1
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Lemme 2.5
+o0
U(Fw (ya Dy)) = Oess <pw (y, Dy)) = U A avec Ay = /\k(Rn/P*),
k=1

On rappelle que oess(A), le spectre essentiel de A est donné par oess(A) = 0(A)\Odisct(A), 0l 0gisc(A)

est ’ensemble des valeurs propres isolées de A de multiplicité finie.

Définition 2.6 (voir [60]) (Densité d’états intégrée). On définit la densité d’états intégrée p(t)
associée o lopérateur Py = p*(y, Dy) par :

1
(2m)"

>

k>1

p(t) == e (2.10)

/{EEE*; A (§)<t

Ou, (A,(§))k>1 désignent les valeurs propres de Floquet associées a l'opérateur Py.

2.2 Spectre du modele périodique avec champ magnétique constant

Dans cette sous-section nous supposons que p(y,n) = >.ryn? + V(y) ou V€ C®(R",R) est
I'-périodique.

Désignons par w = (wi,..,wy) la constante magnétique. Maintenant on s’intéresse a ’étude du
spectre de I'opérateur suivant Py = p* (y, D, + way)’ on suppose que les hypotheses (Hy) et (Ha)
sont vérifiées.

On définit la translation magnétique introduite par Zak (voir [63]) :

T(y) == 55 y(y —a); a €T

Lemme 2.7 La translation TS laisse invariant l'opérateur Py = pv (y, D, + way) c’est-a-dire :
TER(TS) ™ =Ry

Preuve. Un calcul simple donne :

72 (D) + 58 ) i) = 5 (D, + U= gy g
- <Dy 4+ ; y) LNy — a) (2.11)
— (D + 52 Trvtw)
Dans on a utilisé le fait que :
(D)) [ Dty — )] = ~ XA iy ) 4 (D) - )
_ pi(#32a) ({Dy W >2< a} 1/)) o) (2.12)
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ainsi (7)1 (Dy + way) TY = (Dy + way), de la méme maniere on montre que

@)t (D, + 5 Y) 1= (D, + 2 Y)

et par suite (T¥) 1P TY = P.
Lemme 2.8 La translation TS satisfait ces relations
TETY = e~ 3 WY, o = =MW o g T, (2.13)

Preuve. Un calcul simple donne

TeTs () = T2 (5P y(y — )
(2 WXy ) 1 7“}( )
=TTy —a - ) (2.14)
= o7 (waB) i=Z By o — B)
_ e%(w axf) Tw 57/)( )
et ) .
eT<"J axf) T “ g w( ) 1(w7a><,8) §<w axp) Tw ﬂw( ) (2 15)

—e ’<"J70‘X5)T/§JT0‘5¢(y).
Dans ([2.15]) on a utilisé le fait que

Y

TETEp(y) = Tf (455" p(y — o))
A gy — o - )
= e%(waﬁ T +5¢( )-

Remarque 2.9 On ne peut pas appliquer la théorie de Floquet (en général) car les TS ne commutent

_ ez(

pas ( en général ) entre eux, dans toute la suite on suppose que :
(w,I' xT') € (2nZ)". (2.16)

Si (2.16) est vérifié alors e~ 3{waxB) — 1,Va, B € T et en utilisant (2.13) on obtient 15Ty = TETy
donc G = {Ty; a € T'} est un groupe abélien. D’aprés (2.13)) et si (2.16|) est vérifiée on obtient :

T,)T3 =Ty 55 Va,B €T (2.17)
2.2.1 Transformation de Bloch-Floquet magnétique

Dans cette section, on démontre comment ’hamiltonien Py peut se transformer en une forme
convenable pour I'espace adiabatique. En effet on utilise le fait que 'opérateur P, est invariant par
translations magnétiques. Cette méthode est une technique connue appelée "théorie de Bloch" par
les physiciens, ou bien théorie de Floquet voir ([43]), on renvoie également le lecteur a des résultats

généraux sur la théorie de Floquet.
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La transformation que nous allons utiliser est appelée "transformation de Bloch-Floquet magné-
tique" méme si elle est parfois aussi appelé "transformation de Zak" en raison de [63]. On définit la

transformation de Bloch-Floquet magnétique pour toutes fonctions ¢ € §(R™) par :

(U)(y, k Z et W) kwy () Z e 0‘>¢(y —a), (y,k)eR™ (2.18)

acl a€el
Lemme 2.10 Pour ¢ € §(R"), on a
o (U)(y, k+a*)= ety (Up)(y, k), Ya*eT* et

o (T2UB)(y,k) = (W)(y, k), pour tout a € T.
Preuve. Soit ¢ € §(R™). Alors

(U)(y, b+ a) = Y elmal(rafipey y)

acl
_Zeya)k (y—a). Tww()

ail_‘* Z . ( ) (219)
e )k e

acl Hfl_/
B eZya Zez(y « kTw@Z)( ) _ eiya* (uw) (y’ k‘)

ael

(TEW)(y, k) = T (Z R w(y))
ael’

w

= ez< ;y7a> Z ez(y_2a)kT&uw(y — OZ)

acl
a) Z ei(y—2a)ké%,a>¢(y _ 204)
acl
2
_ Z et (y—2a) z (wy,a 6_%m'¢<y - 2&)
= :1 (2.20)
_ Z 6z(y 2a) et (wy, a)w(y - 2a)
ael
= > UTITE ()
acl’
= > dVITEY(Y); o = 2a
a’el
= (Ug)(y, k).

Définition 2.11 Soit :
Ho = {v € LL(R"); T2w = v, Ya €T}

est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

oo = [ Ty,
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Lemme 2.12 . U se prolonge en une application unitaire

52
u: L*(R") — Hodk = LA(M*; H,,)
M*

et son inverse est donnée par (U=1¢)(y) = / e RYp(k,y)dk
M*

Preuve. On peut montrer que U est une isométrie, en effet : soit ¢ € S(R™). Alors

[Usp|[5, = (Uap, Unb)g,

=[] 30 et e G = aYu(y — oy

acl o/el’

=> Z/ ey = a)w(y—o/)/ el =k gk dy
LA

acl o’el’ -

— / lW(y — a)|*dy = \|¢|\L2(Rn
ael

L 1 sia=da
uisque el =k 5, =
P /M* o 0 sia#ad

On va montrer que U~ Uy = 9 pour tout ¥ € H,,

U Uy (y) = / e (Z e"y‘a)kTmm) dk

ael

_ —zky(zeya

ael

2y — a)) dk

= 3 TE(y) / ek gk = h(y).

acl

6(1,0

1 sia=0

Puisque / ekl = da0 =
M 0 sia#0

(2.21)

(2.22)

On va montrer de la méme maniére que U~! est une isométrie de L?(M*;H,,) a valeurs dans

L?(R™), en effet :

. 2
U ][ Z2 gy = /Rn /M* ek (y, k:)dk‘ dy
. 2
= [ ] ] eMmzotman] dy

Rn
. WX 2
/ ekl )y (y — @, k)‘ dkdy

o
fylet

T

2
e*y(y —a,k)] dkdy

dydk = l¥ll3, -

I
%\

(2.23)
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Dans (2.22) et (2.23) on a utilisé le fait que ¥(y,k) = T¢Y(y, k) = ei<w2ﬂ’o‘>¢(y — a, k) puisque

Y € H,. Donc U™! est injective et par suite U est surjective ce qui prouve que U est unitaire de
U: LA(R™) — L2(M*;H,).
Proposition 2.13 L’hamiltonien Py = p% (y, D, + way) se transforme par la transformation de

Bloch-Floquet magnétique en

)
UPU! = / Py(k)dk,
M*
o,
X
Po(k) := p® (y Dy+*2+ k:) . (2.24)

Pour k fivé, le domaine de Py(k) est H>™ = {u € Hy; 0% € Hy, o] < Qm}.
Remarque 2.14 Dans la preuve on utilise le fait que e YPy €'Y = Py(a*), ou Py(a*) =
p¥ (y,Dy + &£3¥ +a*) ;o € M*, en effet :
(Dy) [eia*.yw(% a*)} _ a*eia*‘yw(%a*) + eio‘*'y(Dyw)(y,a*) — eia*.y ([Dy _i_a*}w) (y,a*)
ce qui implique

WXy

(302 252) sty - ([ 25 ] )

Maintenant on démontre de la méme maniéere que

WXy

(53252 [t - (0252 0] 5)

et par suite e Y Py Y = Py(a*).

Preuve. On vas montrer que :

(UPo)(y, k) = (Pola™)) (Ue) (y, k),
en utilisant la définition de la transformation de Bloch-Floquet magnétique on obtient :

(UP)(y, k) = e (UPw) (y, k + o)
— e*'ia*.y Z ei(yfa).(k+a*) T:;PO w(y)
ael’ =POVT;;’
= e Y e R BT )
a€cl’
_ Z ei(y—a).k e—ia*.ypoeia*.y Tgw(y)

(2.25)

=Py(a*)

=" Tk Py (0 TEY (y)

ael

= (Po(a”))(U) (y, ).
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Dans (2.25) on a utilisé le fait que (T¥) 1Py T¥ = Py et e~ Py e = Py(a*). Une conséquence

«
de ([2.25)) est :

S
UP U™t = Py(k)dk. (2.26)
M*

L’opérateur Py(k) est un opérateur différentiel elliptique a résolvante compacte en effet 'opérateur
Po(k) € £ (Hk(R” JT); LA(R™ /r)) est par suite :

(Po(k) +i)~t: L2(R™/T) — H¥R"™/T) SN L*(R"/T).

D’apres le théoréme de Rellich I'injection i est compacte et par suite (Py(k) + i)~! est compact
de L*(R"/T') — L*(R"/T), d’aprés un résultat pour les opérateurs elliptiques (voir [53, théoréme
XIII.64]) le spectre de Py(k) est discret et constitué d’une suite de valeurs propres

E, (k) — 400, (n — 400).

D’apres la théorie de perturbation E, (k) est continue en k pour n fixé et les intervalles A,, = E,, (M™*)
sont appelées les bandes magnétiques de Bloch. En utilisant (2.26)), on obtient :
+oo
O’(P()) = U Ak avec Ak = Ek(Rn/F*)
k=1

Lemme 2.15 ([53]). Si E,(k) est une valeur propre simple de Py(k), c’est-a-dire
Enfl(k) < En(k) < EnJrl(k) (2'27)

alors E, (k) est une fonction continue pour tout k € R™, de plus elle est analytique dans un voisinage

de k.
Lemme 2.16 Sous U’hypothése (w,I' x I') € (2nZ)" on a

WXy
2

a<p“’(y,Dy + )) = Oess <p“’(y,Dy + cuzxy)) = UoAk avec N = {)\k(f); e R”/F*}_
k=1

Ici (Ak(&))k>1 désignent les valeurs propres de lopérateur p* (y, Dy + <34 + f) comme opérateur de
L?(R"/T") — L*(R"/T).
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Chapitre 111

Rappel sur 'hamiltonien effectif pour des

perturbations d’opérateurs périodiques

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques résultats sur I’hamiltonien effectif pour des
perturbations des opérateurs périodiques. Pour les détails et les démonstrations on renvoie a [23], voir
aussi [I8, chapitre 13]. Le résultat le plus important de ce chapitre est le corollaire qui imlique que

I’étude spectrale des opérateurs du type (1.3 se réduit a ’étude des opérateurs h-pseudo-différentiels.

Tout d’abord, nous rappelons brievement les étapes de la construction de I’hamiltonien effectif.
Rappelons que nous étudions des opérateurs de la forme P (hy,y, Dy).

1. Premiére étape : séparation des variables y et hy :

Soit u € L?(R™), il est clair que
[P (hy,y, Dy)u(y)|@8(z — hy) = P“(2,y, kD, + Dy)[u(y) x 8(x — hy)). (0.1)

En utilisant la périodicité du symbole P(z,y,n) par rapport a la variable y et en utilisant la théorie de

Floquet (voir chapitre , on montre que I'étude spectrale de P¥(hy,y, D) sur L*(R") est équivalent

2
loc

a I'étude spectrale de P*(z,y, hD,+ D,) sur un sous-espace convenable de L2 (R?") (voir proposition
. Notons que I'importance de travailler avec 'opérateur P"(x,y, hD, + D,) est due au fait que ce
dernier est un opérateur h-pseudo-différentiel par rapport a la variable x.

2. Deuxieéme étape : réduction de I’étude du symbole par rapport a la variable de pério-
dicité :

Le symbole associé a opérateur P (z,y, hD, + D,) par rapport a la variable x est
P(z,&) = P"(z,y,& + Dy) : L*(R}/T') — L*(R/T).

Donc c’est un symbole a valeur opérateur. Pour chaque (z, ) fixé le spectre de 'opérateur ]S(x, €) sur
LQ(RZ/F) est discret et est formé par des valeurs propres p1(x, &), ua(x,§), ... avec limy_ o0 g (x,§) =
+o00. En particulier prés d’un niveau d’énergie fixé, z, P(z, £)—z est inversible si et seulement py(z, £)—
z#0,pour k=1,2,--- . N (avec N dépend de z). Cela nous permet a I’aide d’un probléme de Grushin
(voir proposition ) de construire une matrice E_1 o(x,&, z), C* par rapport a la variable (z,§) et
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uniformément bornée ainsi que toutes ses dérivées pour z dans un compact de C et vérifiant :
detE_, o(z,€,2) = 0ssi z € o(P(,¢)). (0.2)

Ce symbole joue un réle important dans les démonstrations puisqu’il sera le symbole principal de
I’hamiltonien effectif (voir proposition [1.7]).

3. Troisiéme étape : réduction de ’étude spectrale de I'opérateur P*(hy,y, D,) a celui
d’un systéme d’opérateur h-pseudo-différentiel :

Dans I'étape précédente nous avons construit un probléme de Grushin associé au symbole, mainte-
nant en quantifiant ce symbole et en utilisant la théorie des opérateurs h-pseudo-différentiel et surtout
la caractérisation de Beal’s (voir théoréme du chapitre nous construisons a l’aide d’un pro-
bleme de Grushin associé a l'opérateur P (hy,y, Dy) un symbole E_ (z,&, 2;h) = E_4 o(x,&,2) +
hE_1(x,& 2) + -+ tel que

z € o(PY(hy,y,Dy)) ssi EY, (x,hDy,z; h) n’est pas inversible.

Voir corollaire On appelle £, (x, hD,, z; h) Hamiltonien effectif.

1 Opérateur F, et premiere réduction

1.1 Classe de Symboles a valeurs opérateurs

Rappelons d’abord quelques résultats sur les opérateurs h-pseudo-différentiels & valeurs opérateur ;
pour plus de détails on renvoie & Balazard-Konlein [4]. On considére une famille d’espaces hilbertiens
Ax, X = (z,£) € R?", vérifiant :

Ax = Ay comme espace vectoriel VX,V € R*™, (1.1)

il existe Ng >0, et C >0 tel que: (1.2)
lullax < CX =Y)™|lullay,V u € A, X,Y € R*™.

Iei (X) = (1+ |X|?)1/2.

Soit Bx, X € R?" une seconde famille vérifiant (T.1]), (1.2). On dit que p € 8°(R?**, L(Ax,By))
ssi p € C°(R?", L(Ap, Bo)). Pour tout o € N2, il existe C,, tel que :

[[0%Plleax,3x) < Car VX € R?",

On peut associer a p opérateur p*(x,hD,), et on a
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Proposition 1.1 Soit p € 8°(R?*"; L(Ax,Bx)), ot Ax,Bx vérifiant (L.1)), (1.2)). Alors l'opérateur
Opy (p) == p"(x,hD,) : 8(R™; Ag) — 8(R™; By) est uniformément continu.

Proposition 1.2 (Calderon-Vaillancourt) Supposons que Ay = Ag, Bx = By, VX € R?. G
p € 8°(R?", L (Ao, Bo)) (i-e||0%P|lc(a080) < Ca, VX € R?™), alors

Op¥(p) : L*(R"™; Ag) — L*(R"; By)

est uniformément borné.
Soit Cx, X € R?", une troisieme famille possédant les propriétés (1.1)), (1.2)).

Proposition 1.3 (Composition des opérateurs) Soitp € 8°(R*", L(By,Cx)), ¢ € 8*(R*", L(Ax,Bx))
alors il existe r € 8O(R*", L(Ax,Cx)) tel que Op¥(p) o Op¥'(q) = Op¥(r), ou r est donné par

r= ewp(%a(Dxa De; Dy, Dy) ) (p(a, €)aly, m))

)
T=y,§=n

qu’on peut écrire

> 1 /ih k
TNI;)M<2J(DQJ7D§7D?;7D77)> p(ffaf)Q(yﬂ?) w=yf=n )

ot o est la deuziéme forme symplectique.

1.2 Opérateur Fy = PY(hy,y, D, + A(hy))

Soit (z,y,n) — P(x,y,n) une fonction C*°, a valeurs réelles vérifiant les hypothéses suivantes :

(Hl) Soit P(%yﬂ?) = Z|a|<m aa(%y)na,

(H2) an(z,y) = aa(z,y +7);¥|a] < m,Vy € T, ot T est un réseau élzei avec (e1,ea,...,e,) est
1=
une base de R™.

(HS) \3235%(95,?/)\ < Ca,ﬂ,'yvvauﬁ”y € Nn? |C¥| <m.
(Ha) P (2, 4,1) 1= Ejajmm da(,y)n* = 2= |n|™ pour tout Cy > 0.
Soit A(x) = (Ai(x), A2(x), ..., An(x)) € C*(R™;R™). On suppose que

(Hs) Va € N"\{0} il existe C,, tel que |09 A(z)| < C,.
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Nous utilisons dans la suite la quantification de Weyl (voir chapitre. Donc, on associe au symbole

P(z,y,n) Phamiltonien quantique :

Py = P¥(hy,y, Dy + A(hy)). (1.3)

Pour m € N, on définit :
HY = {u € LX(R"); (Dy + A(hy))*u € L*(R"),¥]a| <m},

muni de la norme

(3 1D, + At al?) .

la<m

En utilisant des inégalités d’énergie standard on montre que
Proposition 1.4 ([29], proposition A.2 ) L'opérateur Py : L*(R") — L2?(R"™) est essentiellement
autoadjoint sur CG°(R™) de domaine H'}'.
1.3 Réduction a un probléme a deux variables séparées y et x = hy
Pour m € N, on définit :

Lo={ 3 v(@)i(e — hy + )0 € LA(RY) },
~el'

L = { 3" v(@)d(x — hy + h); (hDs + Ax))*v € LA(R"), |o < m},
~er

muni de la norme

W2 (0 8D + A o(D2)

la|<m

En utilisant la transformation de Bloch-Floquet et ’égalité (0.1]), on montre que :

Proposition 1.5 ([29], proposition 1.3 ) L’opérateur Py = P (hy,y, Dy, + A(hy)) défini sur L*(R")
de domaine H'{' est unitairement équivalent a P = P (x,y, hDy+Dy+ A(x)) défini sur Lo de domaine
L,

Maintenant, nous expliquons comment on peut voir P = P*(x,y,hD, + D, + A(z)) comme un

opérateur h-pseudo-différentiel & valeur opérateur. On note par
Ko = L*(R™/T),

Kinge = {U € Ko; (Dy+§)%u € Koy, Y|a| < 'm}

Remarquons ici, que simplement la norme de K,, ¢ dépend de §; c’est-a-dire que K, ¢ comme espace

vectoriel est indépendant de &, et en utilisant ’hypothese (Hg) on obtient :

4]l e a0y < CUE =€+ (& = 2)) " ullity ey acr (1.4)
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Vu € K’m,07 (CE,Z,&,C) € R4n7

Maintenant, en utilisant la proposition nous pouvons considérer l'opérateur P = P*(z,y, hD, +

0200 P(z,€ + A(a))| Cop- (1.5)

<
L(K ey a@)Ko)

Dy+ A(z)) : Lo — Lo. Nous donnerons une réduction de I’étude du spectre o(P) de P en considérant
P comme un opérateur h-pseudo-différentiel en = de symbole & valeur opérateur P(z,§ + A(x)) =
PY(x,y, Dy + &+ A(z)) définie sur L(K,, ¢4 A(z), Ko)-

1.4 Probléme de Grushin

Dans ce paragraphe nous rappelons la notion de probléeme de Gruchin, hamiltonien effectif et leurs
propriétés. Soient Hy, Hy et Hjs trois espaces de Hilbert et soit P € L(Hy, Hs). Supposons qu'’il existe
Ry € L(Hi,Hy) et R_ € L(H2, H3) tel que l'opérateur

P - R_
CP(Z): * 2H1><H2—>H3><H2
R, 0

est bijective uniformément par rapport a z € €. Ici © est un ouvert dans C. On note par

ey (P F2)
E_(z) E_i(2)

son inverse. On dit que P(z) est un probléeme de Grushin associé & (P — z), et E_,(z) est appelé

I’hamiltonien effectif. Notons les propriétés suivantes qui résultent des identités EoP =T et Po€ =1 :

(P — z) est inversible ssi E_1(z) est inversible (1.6)
(P—2)"'=FE(2) — EL(2)EZ{(2)E_(2); pour z € p(P) (1.7)
E7Y(2) = —Ry(P—2)"'R_, pour z € p(P). (1.8)

D’autre part en utilisant le fait que z — (P — z) est analytique et que Ry sont indépendants de z,

on déduit que les opérateurs E(z), EL(z), E—4(z) sont analytiques par rapport a z € Q et que

0.E_ () = E_()E4(2). (L9)

En général, le probleme essentiel dans la construction d’un probléeme de Grushin c¢’est le choix de

H> et la construction de R4.
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1.5 Probléme de Grushin associé au symbole P(z,£ + A(z))

Maintenant on va réduire a ’aide d’un probléme de Grushin I’étude spectrale de ’opérateur
P(z,{ + A(x)) = P(z,y, Dy + £ + A(2)) : K e a(z) — Ko

Dans toute la suite I = [a, b] est un compact fixé dans R.

Proposition 1.6 ([23], proposition 2.1 ) 1l existe un entier N € N, un voisinage complexe V de I, et
des fonctions ¢;(x,y,&) € COO(R?‘E,K,H,&) NC®(RE x Ry x R’g) pour 1 < 7 < N, tels que pour tout
(x,€) € R®™ et pour tout z €V, lopérateur :

PY(z,y,Dy+¢&)— 2z R_(z,§)

Png )= ( R, (z,€) 0

)  Kppe x CN — Ko x CY (1.10)

est inversible d’inverse

(1.11)

O(x,&, 2 O(x,&, 2
&o(,8,2) = (E( &2)  BL(z,€, ))

E9(1E7£,Z) E9+(II},£7Z)
uniformément borné ainsi que toutes ses dérivées en (x,&,z) dans L(Ky X (CN,Km@ x CN) pour
(z,6) € R¥™ 2 € V. Ici Ry(x,&) et R_(x,&) sont définis par : (Ry(z,&)u); = (u;9;(z,&, ))Foo €t
R_(ib',f)ui = Zjvzl UJ_QOJ(.%',f, )

De plus les fonctions ¢; vérifient (x),

Haga?(pj(m7§)|‘l{7n,§ < Cdvﬁ’ va”B E Nn? x7§ 6 Rn
()
Vv e T iz, &+, y) = e ¥ pi(x,€,y)

Remarque 1.7 1) Si on remplace & par & + A(x) on obtient un probléme de Grushin associé a
P(x,& + A(x)).

2) Par hypothése lopérateur P(x,§) = PY(x,y, Dy + &) est elliptique, comme on travaille sur une
variété compacte alors le spectre de Uopérateur PV (x,y, Dy + &) : Lo — Lo est discret. On note par
A (2, ), Aa(z,€), - -+ la suite de ces valeurs propres. Alors en appliquant (0.2)), on obtient :

detE° | (z,&,2) =0 ssi, Ik > 1;2 = \g(,€) (1.12)

2 Réduction spectrale de F,
Pour m € N, on introduit les espaces suivants avec leurs normes naturelles :

Ko = L*(R} x R}/T)
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Ko = {u € Ko; (hD, + Dy + A(2))"u € Ko Vo] <m}.
Maintenant en quantifiant les symboles P(z,£ + A(x), z) et P(x,& + A(x), z) on obtient :

Proposition 2.1 ([23], théoréme 2.3 ) Pour h assez petit z € V, l'opérateur
PY(x,hD, + A(x), 2) : Ky — Ko
admet un inverse uniformément borné ¥ (x, hD,+A(x), z; h) ot &(x, &, 2; h) appartient a 8O (R?™, L(Kox

CN,K2m7§ X CN)) qui admet un développement asymptotique en h.

E(x,€, 2 h) = <E(x,§,z; h)  Ey(x,€ z; h)) +oo

Bo(n,6,5h) Bos(obonimy) ~ 25 62 2.1)

ou Eo(x,&, 2z) est donné par la proposition . De plus E_1(z,&, z;h) est I'-périodique en § et
too
B (0,6 + A@), 25h) ~ S WE (2,6 + A(2), 2), (2.2
§=0

dans 8°(R?", £(CN,CN)).

Soit u =3 crv(z)d(x — hy — hy) € Lo. En remarquant que

w=">> v(x)6(x —hy —hy) = > v(hy — hy)d(z — hy — h),
vyel vyel’

alors on peut identifier Ly & un sous-espace de S’(R”; L2(RZ /T')). Maintenant si on introduit

Vo= {3 (@ —hy); Y ley? < 0},

vel vel

et si on applique le résultat précédent a des espaces convenables on obtient :

Théoréme 2.2 ( [25], théoréme 3.7 ) Sous les hypothéses (Hy), ..., (Hs) et pour h > 0 assez petit et
2z €V, PY(x,hDy+A(x), 2) est uniformément borné de Ly, x (Vo) a valeurs dans Lo x (Vo)V et admet

un inverse uniformément borné E¥(x,hD, + A(x),z,h) de Lo x (Vo) d valeurs dans L, x (V)" .

Remarque 2.3 Il est clair que Vg est unitairement équivalent a l'espace L*(R"™/T"). Mais pour utiliser

le calcul h-pseudo-différentiel global il est plus utile de travailler avec I’espace V.

En appliquant ([1.6)), on obtient :

Corollaire 2.4 Pour z €V et h > 0 assez petit, on a
z € J(Po) si et seulement si 0 € J(Eﬁﬁr(:v, hD, + A(z), z; h)),

ot Py = P"(hy,y, Dy + A(hy)) : L*(R") — L2(R") et B, (2, hD, + A(x), z:h) : ¥ — V.
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Si on identifie ViV & [2(T'; C"), on obtient :
Corollaire 2.5 (|23], corollaire 3.10 ) Pour z € V et h assez petit, ’opérateur

P*(hy,y, Dy + A(hy)) — X R_
( (hy. . vyt (hy)) ) : Hpoa x B(T;CN) — L2(R™) x 2(T;CN) est uniformément

Ry 0
borné, bijectif d’inverse I . Icila matrice associée a E_ est égale d la matrice de B (x, hDy+
- by

A(x), N\, h) définie sur V3¥.
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Chapitre IV

Formule de trace pour des perturbations
semi-classiques des opérateurs différentiels

elliptiques a coefficients périodiques

1 Préliminaires et résultats

Soient p(y, €), By, &) € C°(R?*, R), deux symboles I'-périodiques en y ots I’ = é Ze; est un réseau
i=1

et les (€;)1<i<n forment une base de R™. On suppose que p(y,§),p(y, &) vérifient :

(Hl) p(y7 6) = Z\a|<2m aa(y)§a7 ﬁ(y7€) = Z|a|<2m ’da(y)ga'
(Hz) 3CH > 0 tel que :

Py €)= 3 aa<y>£a261,05\2m. (1.1)

|a|=2m

(Hs) La fonction ¢(x) est a valeurs réelles, bornée ainsi que toutes ses dérivées et tend vers zéro quand

|z| tend vers l'infini.
(Hy) Il existe C' > 0 tel que :

Pon (0, €) + (@) (4, ) > IE*" (1.2

Soit A(x) = (Ai(x), .., An(x)) € C®(R™,R") tels que :
(Hs) Va € N"\{0} il existe Cy, tel que |09A4;(x)| < C,.
Soit ¥(x,y; h) € 8°(R?"), ' —périodique en y tel que :

(Hg) La fonction 1 (z,y; h) € C°(R?"x]0, ho[; R) ; bornée ainsi que toutes ses dérivées, I'—périodique
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par rapport a y et

lim sup  Y(z,y;h) =0.
|z|=+00 yeRn he]0,ho]

De plus on suppose que ¥ admet un développement asymptotique par rapport a h, c’est-a-dire

(@Y h) ~ > bi(z,y)h? dans 8°(R*™).

Jj=0

On pose
P(x,y,&h) = p(y, &) + o(@)p(y, &) + ¥(z,y; h)

et
Po(z,y,€) = p(y,§) + ¢(@)ply, §) + vo(x, y).

On s’intéresse a ’étude du spectre de 'opérateur :

P = (3, Dy + Ahy)) + (o(hg)ply, Dy + A(hy))) + (hy, y; h)

(1.3)
=pv (hy, y, Dy + A(hy); h); pour h assez petit.

On définit le réseau dual I'* par :
r*:= {’y* e R ) =1, Vy € F}.
E (respectivement E*), un domaine fondamental borné du réseau I' (respectivement I').

W = {u € S'(R") tel que u(x) = nyé(:n — hy)ou (fy)y € l2(F,C)}.
vyel’

On note par :

He = {u € L} (R u(y +7) = @0 9u(y), vy € T},

loc
Hpe = {u € He; 0yu(y) € He,Vl|al < m} ,
Ko = Hy = L2 (R"/F),
Kpe= {u € Ko; (Dy + £)*u € Ko, V|a| < m}.

On considere I'opérateur de Schrodinger p*(y, Dy) sur R™, on note par P l'opérateur autoadjoint
non borné sur He associé a p*(y, Dy), (Ak(§))r>1 les valeurs propres de P: comptées avec leurs mul-

tiplicités que ’on range par ordre croissant, d’aprées la théorie de Floquet ;
“+o0o

o(pw(ijy)) = Oess (pw(y,Dy)) = avec Jy=N\(R"/T). (1.4)
k=0
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On rappelle que oes5(A), le spectre essentiel de A est donné par oess(A) = 0(A)/0gisc(A), ot ogisc(A)

est ’ensemble des valeurs propres de A isolées de multiplicité finie.

Lemme 1.1

Tess <Pw(hy,y, Dy; h)> = Oess <pw(y,Dy)> = 0(pw(y,Dy)>.
Preuve. D’apres l'identité de la résolvante, on a :

-1

(i +Pw(hy,y,Dy;h)) - <i+pw(y7 Dy))l = (1.5)

(i+p‘”(y,Dy))_l<pw(hy,y, Dy; h) _pw(y,Dy)) <i+Pw(hy,y,Dy;h)) _

(i+9"(w,D,))  G"(hy.y, Dy)(i + P (hy.y, Dy; h))_l,

avec G(z,y,€) = ¢(z)p(y, &) + ¥(x,y; h). Comme p*(y, D,) est un opérateur différentiel d’ordre infé-

rieur ou égal a 2m et a coeflicients C*°, alors on peut écrire G*(hy,y, Dy) sous la forme suivante

Gw(hyayaDy): Z Ca(hyag%h)DZé’

|| <2m

avec limyy|_,o ca(hy,y, h) = 0. Montrons que pour tout |a| < 2m, l'opérateur

(i + 9", Dy))_ICa(hy, y,h) D (i + P (hy,y, Dy: h))_l,

est compact. Comme
-1
(i + PY(hy,y, Dy; h)) : L*(R") — H*™(R™)

et
D¢ : H*™(R") — L*(R")

sont bornés, alors Dy (z + P"(hy,v, Dy;h))_l : L2(R") — L2(R"™) est borné. On rappelle que
H*™(R"™) = {u € L*(R"); (Dy)*u(y) € L*(R"),V|a| < 2m} est 'espace de Sobolev d’ordre 2m.

Par conséquent il suffit de montrer que (z + p“’(y,Dy))ilca(h%y,h) est compact. Rappelons
qu’'un opérateur linéaire A borné d’un espace de Hilbert H dans H est compact si et seulement si
son adjoint est compact. Donc il suffit de montrer que ¢, (hy,y, h) (pw (y, Dy) — i)71 est compact. Soit
¢ € C°(R™;[0,1]) tel que ¢(y) = 1 pour |y| < 1 et support de ¢ est inclus dans la boule de centre 0 et
de rayon 2. Pour R > 0, on pose ¢r(y) = ¢(y/R) et Kg la boule unité fermée de centre 0 et de rayon
2R. Soit HY" = {u € H*™(R"); suppu C Kp}. Comme (p®(y, Dy) — i)il . LA(R") — H2™(R™)
et cadr : H*™(R™) — HF" sont bornés et linjection i : HF" — L*(R™) est compacte alors

-1
ORCq (pw(y, D,) — z) est compacte. D’autre part, comme

| 6rca = ca|| = supyenn|(@n(y) — Dealhy.y.h)| < supjyjs plcalhy,y. b)| — 0,
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lorsque R tend vers +oo, alors

H (¢Rca - ca) (pw(y, D,) — Z‘)_1HL(L2(RTL)’L2(R")) — 0, lorsque R — 400.

-1
Par conséquent l'opérateur c, (p“’ (y, Dy) —i) est compact. Ceci termine la démonstration du lemme.
O

La proposition suivante sera démontrée dans la sous section 2.2 (formule de trace via ’hamiltonien
effectif).

Proposition 1.2 Soit I un intervalle fermé disjoint du spectre de p*(y, D). Alors, il existe hg > 0

assez petit tel que :
Iﬂa(pw<y, D, —l—A(hy))) =0, (1.6)
pour tout h €]0, hol.

Fixons a < 3 tel que :
[0, Bl N o (p"(y, D)) = 0. (1.7)

D’apres le lemme [I.1] et la proposition [I.2]on a :
[, B] N Oess <Pw (hy, y, Dy + A(hy); h)) = (), pour h assez petit. (1.8)

Donc la perturbation crée des valeurs propres isolées et de multiplicités finies dans l'intervalle [« 5].

Le théoréme suivant est le résultat principal de cette section.

Théoréme 1.3 Sous les hypothéses (H1)—(Hs)) et si o, 8 vérifient (1.7)), alors pour f € C§°((a, 5); R)

il existe une suite de nombres réels (ar(f))ken telle que

tr 10" (hy. . Dy + Alhg)i )] ~ 7" gak<f>hk (h\0), (1.9
avee W)= (i 2 [ fy . (as) e
Si on suppose que
p(y,€) = D(y,§) et Yo(z,y) := Yo(x) est indépendant de y, (R)
alors ;
o) = Gy = [ oo S0 DAL + o(e) o

k>1 (1.10)
-/ oo (U @)t () )dp(t)da
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Ici px(x, &) sont les valeurs propres de lopérateur PP (x,y, Dy + &) de L*(R"/T) dans L*(R"/T) et
p(t), désigne la densité d’états associée a l'opérateur p*(y, Dy).
2 Hamiltonien effectif

Dans cette section, nous appliquons la méthode de ’hamiltonien effectif (chapitre précédent) a
notre opérateur P (hy,y, Dy + A(hy); h).

2.1 Hamiltonien effectif

Pour (z,§) fixé on note P(z,§) = Py’(x,y,Dy + &), (on rappelle que Py(z,y,§) = p(y,§) +
o(2)p(y, &) + Yo(z,y)). Si on considere P(x,§) comme élément de L (Ko, ¢; Ko) on a :

< Coc,,@y (21)

Ié]
20 Pla, & + A(x))HL(KQm,§+AWKO>

pour tout «, € N”,
La proposition [I.6] du chapitre précédent implique :

Proposition 2.1 I existe un entier N € N, un voisinage complexe V de |o, 3], et des fonctions
j(x,y,§) € COO(RitLE,KQmp) NC®(Ry x RE x RY) pour 1 < j < N, tels que pour tout (z,§) € R2" et

pour tout z € V, Uopérateur :

(Pé“(x,y,Dy +£) - Z) R—("E’é-)

Polmn,2) = < Ry (2,€) 0

> : Kome x CN — Ko x CV, (2.2)
vérifie les propriétés suivantes :

(i) Po est bijectif, uniformément borné ainsi que toutes ses dérivées en x,&, z.

(ii) Po(z,&,2) € 8° (RZ”, L(Kgmf x CN, Ko x ch)).

E° E?
(7i1) L’inverse Eo(x,§,z) = (@.¢,2) +($’€’Z)
Eg(a:,{,z) E9+<1‘,§72)
vérifie (i) et appartient a 8°(R?", L(Ky x CN, Ko e X (CN)).

Ici les opérateurs R_ et Ry sont définis par :

) : Ko x CN — Kome X CVN de Po(z, €, 2)

(Ri(2,Ow); = (u,9(2,6)) 1<j<N (2.3)

0

N
R*($7 g)u_ = Z U;SOJ(% * 5)
=1
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u” = (up,uy,..,uy) € CN. De plus les fonctions ©; vérifient :

10907 05l K e < Capr @, B EN", 2,€ €R"
Vy* € T 0;(2, &+ 7, y) = e W p(z, €, ).

Dans la remarque suivante nous formulons quelques propriétés sur I’hamiltonien effectif qui seront

utiles par la suite.

Remarque 2.2 a) Si la condition (R) (voir théoréme est vérifiée, alors on peut construire les
opérateurs (Po(xz, €, 2), Eo(x,&, 2) associés a (P’ (x,y, Dy + &) — z) de la maniére suivante. On com-
mence a construire un probléme associé da lopérateur (p*(y, Dy) — z) pour z dans un voisinage de
{N = Yo(x)/(1 + p(x));xz € R", X\ € [o,f]}. Par la proposition on obtient deux opérateurs
P&, 2), E(&, z) indépendants de x. Maintenant il suffit de prendre

]

et

ole,€.2) = (1+0(@)) € <5, m) |

b) En utilisant les identités Po(x,€,z) o Eg(x, &, 2) = 1,E0(x,&, 2) 0 Po(x,&,2) = I, on obtient :

(P (2,9, Dy +€) = 2) BL(w, &, 2) + R (2, ) %, (,€,2) = 0, (2.4)
E%x,¢&2) (R (2,9, Dy +€) — 2) + ES (2, & 2) Ry (2,6) = 1, (2.5)
B (2,€,2)( Py (2, y, Dy + &) — 2) + B (2,6, 2) Ry (,€) =0, (2.6)
Ri(w, B (w,6,2) =1, (2.7)
E%(z,€,2)R_(z,8) = I, (2.8)

une conséquence de (2.4])-(2.8)) est :

(Pé”(ac, y, Dy +§) — z)_l = E%x,&,2) — Eg(x,& z)(E9+(x,§, 2))LEY (2,€, 2), (2.9)

B (0,6, 2) = —Ry (2, ) (B (a.y. Dy +€) —2) | R_(2.9). (2.10)
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D’autre part l’identité

0 0Py
&80(‘7}7 57 Z) - _EO(xa 57 Z)g(ﬁ, €7 Z)80($7 57 Z)
et le fait que Ry (x,§) et R_(x,&) sont indépendants de z, impliquent

0.E% (v,¢,2) = E%(x,¢,2)EY (2, €, 2). (2.11)

Puisque Po(z,&,7) = Pi(x,&,7) pour tout T € R, on déduit que E° (x,&,7) = EY(x,&,7)* et en
utilisant (2.7)), on obtient :

O EY (x,&,7) = (EY(2,&,7)) EY (z,&,7) > 0. (2.12)
De , il découle que :
z € a(Pé”(m, y, Dy + f)) & detE°  (v,£,2) = 0. (2.13)
Comme Ry et R_ sont bornés, alors d’apres (2.10)) -

HE9+(93,§,Z)_1H < ; pour (z) # 0. (2.14)

<c H(ng(x,y, D,+&—z2)

L(CN CN)

Pour zy réel : dim (ker E° (z,2 5)) = dim (ker (P’ (x,y, Dy + &) — z)) Prés dun zéro zy de
det B (z,&,2) ( pour (z,€) fixé ), on peut ranger les valeurs propres Ai(z), X2(2), ..., An(z) de fa-
con a étre holomorphes en z ( voir Kato [{0] ), et tel que A\i(z0) = Aa(z0) = ... = Aa(z0) = 0,
ou d = dimkerE® . Puisque |\j(z)| > C'|S(2)| on sait que Ni(20) # 0 pour 1 < j < d. Donc
z+— det B (z,€,2) a un zéro de multiplicité d en z = z.

c) Si'V est un petit voisinage complexe de [c, B] alors pour z € V;
PY(,y, Dy +€) = 2 = p* (4, Dy + ) + ()b, Dy +€)) +o(w,y) - = (2.15)
— (14 (p@5" . Dy + ) + (o) o (0. Dy + ) = 2) ) (000 Dy +€) — 2),

on rappelle que [a, B,] N o (p®(y, Dy)) = 0. Comme ¢(z) et Yo(z,y) tendent vers zéro a linfini alors

on peut choisir R trés grand tel que :

N
S

|(p@(. D, + &) + o)) o (5. Dy +6) ~ 2)

L2(R"/T)

pour |z| = 2R, £ € R™. Donc (PO (,y, Dy +§) —Z) est inversible et par suite z ¢ U(Pé”(x,y, Dy+§))
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pour |z| = 2R et £ € R™. D’aprés la remarque précédente on déduit que :
‘detE9+(w,§,z)‘ >n>0,

uniformément en (z,€,z) dans {z € R"; |z > 2R} x Rf x V.

d) On suppose que la condition (R) est vérifiée. On note par (Ag(§))k>1 les valeurs propres de 'opéra-
teur p¥(y, Dy + &) comme opérateur non borné défini sur L*>(R™/T) alors en utilisant [2.13)) et le fait
que Py’ (x,y, Dy + &) = (1 4+ p(x))p™ (y, Dy + &) + vo(z) on obtient :

det B (v,€,2) =0 <= 3k > 1 tel que z = (1 + ¢(2)) A\ (&) + Yo (z). (2.16)

g

Notons par Py (z, hDy + A(x), z) I'opérateur associé au symbole Py(z, & + A(z),z) donné par la
proposition 2.1} et posons

(2.17)

P (2, hDy + A(), 2:h) = Py (x, hDy + A(z), 2) + (Zm bj(x,y)h! 0) :

0 0

Soit &g (x, E+ A(z), z) Iinverse de P (x, £+ Az), z) donné par la proposition Le calcul des opé-
rateurs h-pseudo-différentiels & valeurs opérateurs ( voir chapitre m) et la proposition impliquent

que :
pu (g; hD, + A(x), z; h) o &Y (33 hD, + A(x), z) — I+ hRY (g; hD, + A(x), z; h),

avec R(z, &, z;h) € 8 (RQ”,L(KO x CN, Ky x (CN)). Donc 'opérateur RY (m,th + A(m),z;h) est

borné uniformément par rapport a h. Donc pour h assez petit, 'opérateur P% (a:, hD, + A(z), z; h)

est inversible. En particulier comme dans la proposition du chapitre précédent on obtient :

Proposition 2.3 . Pour h assez petit z € V,P¥(x,hD, + A(z), z; h) admet un inverse uniformément
borné E¥(z,hDy+ A(z), 2; h) ot &(z, &, z;h) appartient a 8°(R*™, L(Kox CN, Kopm e x CN)) qui admet

un développement asymptotique en h.

E(x757z;h) E+(x,£,z;h) +oo o
E_(z,§,2h) E+(m,§,z;h)> ;)hgﬂ(xaﬁ,zx (2.18)

E(x,&,2;:h) := <
ot Eo(x, &, z) est donné par la proposition . De plus E_1(x,§, z; h) est T*-périodique en £ et
too
E_i(2,&+ A(x),2:h) ~ Y W EL (2,& + A(x), 2), (2.19)
j=0

dans 8°(R?", £L(CN,CN)).
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Remarque 2.4 D’aprés la remarque (a), sip(y,§) = p(y,§) et vo(x,y) est indépendant de y alors
on peut choisir E¥, (x,hD, 4+ A(x), z; h) de la forme

E". (2,hDy + A(x), z;h) = (1 + p(z)) Lo Eq‘_”_i_(ac, hDy + A(z),z; h), (2.20)

(dci (14 ()~ est Uopérateur de multiplication par (14 ¢(z))~! ) avec

~ B z — ()
E° (x,¢,2)=E_4 <§, H@(gj)) , (2.21)

ou E_ (&, z) est Uhamiltonien effectif associé a Uopérateur (p*(y, Dy) — 2).

D’autre part le corollaire du chapitre précédent donne :
Corollaire 2.5 Pour z € V, lopérateur

P*(hy,y, Dy + A(hy);h) —z R}
( (hy. g, yj (hy);h) = = +> : Homa x P(T;CN) — L2(R") x I2(T'; CY) est uniformément

Ry 0
E E . _
borné quand h est trés petit, bijectif d’inverse <,\ (2) ~ +(2) ) uniformément borné, E(z), E4(z), E_(z),
E_(z) E_4(z)

E_(2) sont holomorphes en z. Si on identifie VN a I12(T;CN), alors la matrice de E_ est égale d
la matrice de E¥, (z,hDy + A(z), z; h) définie sur Vi.

Remarque 2.6 a) Identiquement a (2.9)), (2.10) et (2.11) on a :

(P20, Dy + Al ) = =) = B(2) — B (2)BL()E- (2, (2:22)
B () = Ry (P"(hy,y. Dy + Alhy)ih) — =) R. (2.23)

et du fait que I§+, R_ sont indépendants de z
0.E_,(2) = E_(2)E4(2) (2.24)

b) D’aprés la proposition .

(P (x,hDy + A(z);h) = 2) = B"(2,hD, + A(x); h) — BY (2, hD, + A(x); h)o (2.25)

(E™, (,hD, + A(z); b)) "' o B¥ (2, hD, + A(x); h),

(EL(:E, hDy, + A(z); h) — z) = RY(2,hD, + A(z); h) o (P“’(x, hD, + A(z); h) — z>_1o

(2.26)
R”(x,hDy + A(x); ),
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ot on a remplacé 12(T',CN) par V{V.

2.2 Formule de trace via I’hamiltonien effectif

Maintenant nous allons utiliser ’hamiltonien effectif pour prouver la proposition [I.2] et le théoréme

T3
Démonstration de la propositio Soit E_ (&, z) hamiltonien effectif associé & p® (y, D, +¢).
Par le corollaire et corollaire pour tout z dans un voisinage de I on a :

1

‘detfl.,.(f, z)‘ > o

Soit maintenant E¥, (x, hD,, z; h) 'hamiltonien effectif correspondant a p*(y, D,+A(hy)). Par construc-
tion, le symbole principal de E’,Jr(m,f,z; h) est E,Jr(f + A(x), z). Donc pour h assez petit et z € [
I'inégalité précédente implique

’detE0_+(x,§,z, h)’ > C’i

1

Donc pour h assez petit et z € I I'opérateur £, (z,hD, + A(z), z;h) est elliptique et donc il est
inversible d’aprés la proposition Il résulte du corollaire que I No(p*(y, Dy + A(hy))) = 0. Ce
qui acheve la démonstration de .

Début de la démonstration du théoréme D’apres (1.8)), on a

[, B] N Oess (Pw(hy, y, Dy + A(hy); h)) =0, pour h assez petit

donc la perturbation crée des valeurs propres isolées et de multiplicités finies dans l'intervalle [, (] et
pour f € C3°((a, 5);R), f(PY(hy,y, Dy + A(hy); h)) est un opérateur a trace.

Pour € > 0 vérifiant :

(12l + o(»"(w. D)) ) N a1 =0, (2.27)

on construit deux fonctions possédant les propriétés suivantes :

(i) @(x) € C=(R™,R), ¢ (z,y) € C®(R" x R"/T,R)

(i) @(z), vo(z,y) € [-¢, €] quelque soit z,y € R™

(iil) @(x) = ¢(x), Yo(x,y) = to(w,y) pour |x| > 2R,

A @(x), o (@, y) on associe I'opérateur P(z,&) = p*(y, Dy + &) + §()5” (y, Dy + &) + vo(x, y),

(ii) entraine :
o(B(2,€)) C o(p"(y, Dy)) + [—,e] Va, € € R

En utilisant (2.27)) on obtient ;
o(P(z,£)) Nla, B] = 0. (2.28)
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On désigne par E9+(37,§ ,z) Popérateur construit dans la proposition associé a ]5(96,5). et
(2:28) combinés avec la remarque [2.2(b) donnent

det B2 (,¢,2)| > Ci (2.29)
0

Cy est indépendant de (z,€, z) dans Ring x [, B].
De (iii) nous avons P(z, ) = P(x, &), pour |z| > 2R et par suite
EL(&:,{,Z') =E° (2,&,2) pour |z|>2R (2.30)

Eg+(az, ¢, z) est une perturbation de EY | (, &, z) inversible uniformément en (z,, 2) dans ]R%”5 X [av, B].

On pose :

Bo(a,6, k) = B, (2,6,2) + (E+<x,s, 2h) — B (x.€, z>)

- o (2.31)
= E_+(33, 57 Z) + Z hJEj——‘,—(:L‘a ga Z)‘
i>1
ot E_4(x,&, z;h) est donné par (2.19), il résulte alors de (2.30]) et (2.31)) que :
E_y(x,¢& 2 h) € 8 (R™, £(C,CN)), (2.32)
E_+(x, &, z; h) est un opérateur elliptique uniformément en z € [a, (], (2.33)
E_(x,&,z;h) = E_{(x,&, 2 h) pour |z > 2R, (2.34)
E__(z,&, 2 h) est holomorphe en z € V, (2.35)

ici V est un voisinage complexe de [«, 5]. D’apres un résultat de R.Beals (voir proposition ) pour
les opérateurs pseudo-différentiels traduits par Helffer-Sjostrand [33] dans le cadre semi-classique et
en utilisant (2.32)), il existe un opérateur G*(z, hD,. + A(x), z; h) € L(L*(R",C")) holomorphe
en z € V tels que :

Glz, €+ A(x), ;) € 8 (R, £(CV, CN)), (2.36)

E”i@(m, hDy + A(z),z;h) o G¥(x,hDy + A(x),2;h) = G¥ o Eﬁ”+ =1, (2.37)
pour h assez petit.

Remarque 2.7 a) D’aprés lidentité de la résolvante pour S(z) # 0, on a

~ ~—1 ~ ~ ~ ~—1
EL@) =B ()~ B4() (Bse) - B4 (9)) B, (o), (2.38)
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~—1 ~
ouE_(2), EZ4(2)

,E_,(2), E_(2) sont les matrices associées auz opérateurs (EE’JF(JU, hD,+A(z), z; b))t
(B (z,hD, + A(x), 2;

)~ (E Yo (x, hDy+ A(x), z;h)),(E‘_”_i_(x,th—i—A(x),z;h)) définies sur V.

b) Comme ||Ry(z,hD, + A(z))|| = O(1) dans L(L*(R™),12(T, CN)) uniformément en h, alors d’apres
(2.23)) et pour I(z) #0, on a :

<CI9(2)| 7L (2.39)

—1
<C Pwh,,DJrAh;h—)
L(2(T,eN)) H( ( h¥hEy ( y) ) : L(L2(R™))

¢) Par construction de E_ (z,& + A(z), z; h) on a,
(2,6 + A(z);h) — E_y (2, + A(x),2;h) = BV (2, + A(x), 2) — B (z,€ + A(z), 2)
donc
supp (E_y (z,€ + A(2); h) = E_y (2, € + A(x), 2 h) ) = supp (B2, (z,€ + A(x),2) — B2 (2, + A(2), 2)) .
En utilisant (2.30)), on obtient :
supp (E_y (z,& + A(2);h) = E_y (2, + A(x), 2 h)) € B(0,2R)

et par suite

Msupp (B (2,6 + A(2); h) — By (v,€ + A(), 2:h)) < B(0,2R). (2.40)

Rappelons maintenant le lemme suivant (pour la démonstration on renvoie a [18]) :

Lemme 2.8 Soit Q(x,¢) € 8°(R?",My(C)) est T*-périodique en &, tel que K = Il (supp Q) est

compact alors Q¥ (x,hD,) de V§ dans V' est a trace et on a :
i (Q thILJ)::@why‘(/g]g*u(Qcafvdxd§+CXh ) (2.41)
et de méme si g(x,&) € 8Y(R?",My(C)) esst T*-périodique en & et o(x) € C(R™), on a
tr[ 0" (902, (@) = )™ [ [ (gl ) pla)dade + OG). (2.42)

En utilisant (2.40)) et le lemme précédent on déduit que (E¥, — Eﬂr) est un opérateur a trace.
Combinons ceci avec [2.39} on obtient :

~ ~—1
~ ~ o~ o~

EZlo(E_y—E_j)oE_,

~

< CIS(x)|™

tr

(2.43)

tr

Dans la suite, nous allons étudier tr (f(P)). Rappelons que f € C§°(R) et suppf Cla, B[. Soit f
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une extension de f telle que : f(z) € C§°(C), suppf C V (Vwoisinage complexe dea, 5]) f(z) = f(z)
pour tout z dans R, 8f(z) = O(|Sz|V) pour tout N € N.

Lemme 2.9 Soit g(z) une fonction holomorphe, définie dans un voisinage de suppf, de racines

(zk)k>1 Téelles répétées selon leurs multiplicités, alors :

- o F 2D 1) = S () (2.44)

9(2) 1

ot, 1= % = %(a% + ia%), L(dz) est la mesure de Lebesgue sur le plan compleze.

Preuve. Pour z dans un voisinage €2 de suppf on a :

+ h(z), (2.45)

ot h(z) est une fonction holomorphe sur €2, par intégration par partie et puisque h(z) est holomorphe

en z on obtient :

—— [3fm)L(z) = 0. (2.46)
Nous remplacons dans et en utilisant on obtient :
-2 a7 %8 1any = -1 OIT ) - - [o e L)
=0
_ _i/af(z)zz —L(d2)

=Y flz).

k>1

Dans la derniére égalité, on a utilisé le fait que 5(2_120) =md(. — 2p).

Pour étudier f(P"(hy,y, Dy + A(hy);h)), nous allons utiliser la formule de B.Helffer-J.Sj6strand.

Proposition 2.10 Sous les hypothéses du théoréme et pour h assez petit l'opérateur f(P"(hy,y, Dy+
A(hy);h)) est de classe trace et on a :

tr( S(PP (g, Dy + Alhy)ih))) =t (~ [ 70 B ()BT} (IR L(:) )

+0(h%),

(2.47)

ou x € C3°(R, [0, 1]) est égal a un sur un voisinage de A = 7y, (supp (EL_(:I:, E+ A(x),2) — E9+(:B; £+ A(x), z))) ,

X la matrice associée a l'opérateur de multiplication x(x) défini sur VON .
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Preuve. (2.22) combiné avec la formule de Helffer-Sjostrand donne :
1 (=~ -1
£ (P (g5, Dy + Al h)) = ~— [37(2) (= = P*(hy. 5. D, + Alhy)i ) L(d2)

/af L(dz) — f/Bf (2) B (2)E~L(2)E_(2)L(dz) (2.48)

= — [AF) B () E-L)E ()L ().

Dans ([2.48) nous avons utilisé le fait que E(z) est holomorphe en z, dans un voisinage de supp f pour
obtenir 1 / 3 F(2)E(z)L(dz) = 0.

Remplacant E’:}r(z) par (2.38)), on obtient :

L[ B BB () L) =~ [ BF)B)E_ (2)B () L(d2)
2 BB B () (B ()~ B (DB, (1) (2)L(d2)

~ 1 ~
Dans la derniere égalité on a utilisé le fait que F4(2)E_ (2)E_(2) est analytique dans un voisinage

de supp f et on a également utilisé une intégration par partie pour obtenir

L[ BB E_ (B (2)L(de) =

~

Par construction de E_ (2) le support du symbole de E__(2)—E_,(2) est compact, il résulte alors du

lemmeque Popérateur E_ (z)— E__(2) est de classe trace et par suite f(P*(hy,y, Dy+A(hy); h))
est de classe trace et on a :

tr(£(P" (hy.y, Dy+ A(hy):h)) = tr (fr [OFEE BB 2) - E_+<z>>E+<z>E_<z>>L<dz>) .

~

En utilisant la propriété de la cyclicité de trace et le fait que 0,E_ 4 (z) = E_(z)E(2), on trouve

tr (1P (. D, + Alhit)) =+ [0 5@t (BB () (Es () — B DE_(E-(2) ) Lid2)
— - [ 97 (0B (BBl -

~—1

DB () Lido).

el

Soit x € C§°(R,[0,1]) égale a 1 sur un voisinage de A = 5 ((suppE® | (z,& + A(z),2) — EL_(QU;& +

A(z),2)), X la matrice associée a I'opérateur de multiplication x(z) défini sur V§¥. Alors,

tr(F(P" (hy,y, Dy + A(hy); b)) (2.49)
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1 = ~—1
7
— % 3 f(z)tr <6ZE_+(2)Z~?_1(,2)>?> L(dz) — 71T/ A f(2)tr (8ZE_+(z)E:}r(z)X) L(dz)
w1 [ Bt (0B (BB () = Bos(DE_ ()1~ D)) Lid:)
1 =7 -~ ~ ~ = ~—1
= / Of()tr (0. E_(2)EZL(2)(F—1(2) — E_+(2))E_,(2)(1 — X)> L(dz)
_%/ gf(z)tr <8ZE—+(2)E:i(z))2) L(dz) = (1) + (2)

Ici,
(1) = _% / 9 F()tr (0.B_(:)E~L(:)%) L(d2).

~—1

Dans la derniére égalité de (2.49) on a utilisé le fait que 8,E_ | (2)E_ +(2) est analytique en z dans un

voisinage complexe de suppf et par intégration par partie on obtient :
~-1

~ [ 9720y () B (2)L(d=) =0,

Puisque x égale & 1 sur un voisinage de A = m,(supp(E% (z,&+ A(x),z) — E9+(x; &+ A(x), 2)), alors
7y (suppE® | (z,€ + A(x), 2) — E9+(az; £+ A(x), 2,)) Nsupp(l — x) = 0 on démontre comme dans [10),
théoreme 3.4] que

1(2)|[er = O(R™), (2.50)
par conséquent
|£(P" (hy.y, D, + Alhy): ) ) (1 - %)

(2.48]) combinée avec (2.49)), (2.50) et (2.51) donnent :

= O(h*) (2.51)

tr

tr (f(P“’(hy, y, Dy + Alhy); h))) = tr (f(P"(hy.y, Dy + A(hy); b)) R) + O(h*)
(2.52)
i <—71T & f(z)azE_+(z)E—i(z)>zL(dz>) + o),

O

Remarque 2.11 Soit gn(z) € C*((0, hg) x C). On suppose que gp(z) est analytique en z, a valeurs
réelles pour z € R et gn(z) = O(elSEN/MY - Alors [2.52) reste vraie si on remplace f(z) par f(z)gn(z).
En effet on peut remplacer dans (2.52) 0f(z) par 0(fxn)(z) ot xn(z) := X(%gz)), ici x(z) € C§°(R),

égale a un dans un voisinage de zéros. Maintenant il suffit de remarquer que f(z)gn(z) est une extension
presque analytique de f(x)gn(x) et O(fxn)(2)gn(z) = O(‘Jgfﬂ)-
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Pour utiliser les résultats de l’analyse semi-classique, il sera utile dans la suite de travailler avec

lopérateur
1 [—~
—— [OFEE" (@ hD, + Ala), 2 ) 0 (B, (@, hDs + Ala). )~ (@) L(dz),
7r
défini sur ViV ( part identification de I1>(T',C) a V{¥ ). Rappelons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.12 ([58]) Soit A = Aps : S(R") — S'(R™) pour ]0, ho]x]0, o] on suppose que pour tout
N =0,1,... et toute suite finie j1,J2, ..., jn dans {1,2,..,n,n+1,..,2n} Uopérateur adLjio....oadLjn A
est O((h/8)N) dans L(L*(R™)). Ici Lj = 24,1 < j < n, Lj = %835]._” pour n+ 1 < j < 2n. Alors il

existe a(x,§, 0, h) vérifiant :
(i) Pour h,d fizés a(x,&,0,h) € COO(]RZZ).

(7 ) Pour tous o, 8 il existe Cy g tel que :

0207 a(w,€,6,h)| < Coypd o1V

dans la zone 6% <1

0500 a(x,€,6,h)

2n+1
< Cus (;) 5-lal-18]

dans la zone 5% >1

tel que
A= Aps =Opy)(a(x,&,0,h)).

Ici adaB est le commutateur de A et B donné par adoB := [A, B] = AB — BA.

Proposition 2.13 Fizvons § € (0,1/2). II existe g(x,&; h) € SO(R*™; L(CN;CN)) tel que :

i)
g(@,&h) ~ > Cj(x, &R dans S*(R*™; £(CN;CV)) (2.53)
j=0
ii)
Op (g(2,€: 1)) (2:54)
B _% /<s<z>|>h5 Af (2)(BY, (%, hDy + A(x), 2 h) ' 0. B (¢, hDy + A(), 2; h) L(dz)

iii) les C; sont I'*-périodiques en & pour tout j > 0 et Co(z,§) est définie par :

Colw, €) = — / B F(2)0.E (2,6 + A(x), 2)(E°, (. € + A(x), 2)) " L(d2).

T
Preuve. Soit l1,ls, .. des formes linéaires de R?" et soit L; = lj(z,hD,). D’aprés l'identité

EZ o (E&r)fl = (quu+)71 o(EY,) =1,
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on a
adp;(E¥)™ = —(BY,) Y oady E¥, o (E¥,)7Y,

ot ady;(A) est le commutateur de [L;, A]. En utilisant la formule
adr;j(AoB) = (adp;A)o (B+ A)oadrjB
on obtient :

adp;, (BZE1”+ o (E‘_”+)‘1) = (adp;,0.E¥,) o (aZE1”+ + (E’_”+)‘1) oadr;, (E¥,)™"
= adp;,0.E", o (E)ZEEJ+ + (Ei)fl) o (—(Egv Lo ady;, BV, o (B,)" )
= —adp;,0,E", 0 0,E", o (E¥, ) oad;, ¥, o (E*,)™"
+adp;0.EY, o (E¥,) o (_(E:U+)— o ady;, ”v_‘; o (EL)—l) .
(2.55)

Puisque
—1
=0(I3(»)[™)

H (Egv+(a:, hD, + A(x), z, h)) CAENCNY)

et le fait que E¥. , 8, E%, sont des opérateurs h-pseudo-différentiels de symbole dans 8°(R?", £L(CN,CY))

on a :

e e e N R e

et par-suite

|—adp;,0.B, 0 0.B, o (B2,)™ o adp;, B, o (B2,) 7| = @(L)

S(2)?
et i
"adleazEf+ © (E1—U+)_1 0 (‘(E1—U+)_ oadr;; EY o (EY,)” )H = ®<\%(z)\2)
Donc
|adp, (0B, o (B2 )" < | —adp;0.B2, 0 0. B2, o (B,) ™ 0 adyy, B2, o (B*,)7!|

+||adzs, 0B 0 (B ) o (—(B) o adleEﬂ+ o (B2,)7Y)

h
N Ee
(2.56)
Ce qui prouve que

ladzno.82, 0 (B,) 7Y = ©( sy )

et on démontre par récurrence :

Hadle 0...0 adLNainqu o (Eq",qu)ilH - @(W
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du lemme on déduit que 9,EY, o (E¥ )~ = Op¥(g(x,&, z; h)) avec

ce qui implique que pour § € (0,1/2) on a :

1
9 ,h = 7/
gz, &h) = — .

Ceci donne D’autre part, d’apres la proposition le symbole associé a I'opérateur EY (x, hDy, z; h)

202 g(x, €, h)

< Cqpmaz (1 _h o S (2)| L1l -18l
L(CN7(CN) ~ «, ) )|2

3(=

Ql

F(2)g(x, & 2 h)L(dz) € 8°(R*™; £(CN;C)).

admet un développement asymptotique en puissances de h. Par le calcul h-pseudo-différentiel le sym-
bole associé a (E, (z,hD,, z; h))_l(‘)ZEﬂ”Jr (z,hDy, z; h) admet aussi un développement asymptotique
en puissances de h dans la zone |3z| > h. Ceci implique Enfin, la troisiéme propriété résulte de

la I*-périodicité par rapport a & de E_4(z,&, z; h) et du calcul symbolique.

Lemme 2.14 . II eziste une suite C; € 8°(R?", L(CN,CN)) et une suite Ry € L(L*(R",CY)) pour
N > Ny, Ny assez grand de sorte que

G(h) = —% /gf(z)BZEﬂr(x, hD, + A(z), z; k) o (BY, (z,hDy + A(x), z; b)) ' L(dz) (2.57)

N
Z 1 Opy (Cj(, €)) + KN Ry ()

et supp ||Rn(h)|| < 4+o0. De plus les Cj(x,§) sont I —périodique en &, et
hel]0,ho|

Cow.8) =~ [DF0.E (0.6 D (0.6 2) ' L(d).

Preuve.

Fixons § € (0,1/2). On a :

—_

G(h) = —~ /lww B F(2)0.E", (x,hDy + A(z), % h) o (B, (x,hDy + A(x), b))~ L(dz)

s

—7/ ()0 (2. hDy + A(x), 7:h) o (B (2, hDy + A(x), 1)) ' L(d2) =: (1) + (2).
T J|Sz|<h
D’apreés la proposition pour obtenir le lemme il suffit de montrer que

(2) = O(h™®), dans L£(1*(T; CY)). (2.58)

Puisque 8 f(z) = O(|3(2)|V); VN €N, résulte de et du fait que E¥ (z,hD, + A(x), z; h) est
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uniformément borné par rapport a z € supp(f) et h €)0, ho( donne

[0F7()0. B (:)E=L2)| = 0(3(=)|""'h)

L@ (T;eN))

donc si |¥(2)| < h® on obtient :

H5f(z)azE_+(z)E:}r(z)HL(P(F;CN» — O(WON-VR) = o(AN)
d’on
‘/m ) L OFROE-()EZL(2)L(d2)|| = O(h™)
F(2)|< o
et

Donc on peut réduire le domaine d’intégration a K5 = {z e CN; |3(2)] > A2, 6 € (0, )} et on obtient :

Opy(g(x,&h)) = —% . gf(z) 0.EY (x,hDy + A(x), 2z h)(EY  (z,hD, + A(x), 2; h))_lL(dz).
O
En utilisant le lemme [2.14] on peut écrire
Zhﬂoph( 2,€) )x(@) + hN Ryx(a)
et d’apres le lemme et la proposition [2.10] on obtient :
tr( f(P"(hy,y, Dy+ A(hy); h))) = tr(G(h)x(x)) = Ztr( (2,€))x(x) ) B + O(hNH), (2.59)
puisque le support de x est compact donc en appliquant le lemme on obtient :
tr] Op” (Cj(x, €))x( s tr(C;(z, &) x(z)dwdé + O(h™) (2.60)
combinée avec donne VN € N, on a :
(f(Pw(hy y, Dy + A(hy); ) Za] HRI" + O+ (2.61)

ott,
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Ce qui acheve la démonstration de (1.9). Pour finir nous calculons ag(f),

= (2#)_”//RWE* tr [C’o(m,f)}x(az)d:ndﬁ

~ (2m)" /R g <71r /E * / DI [0.E (2,6 + A(x), 2) o BV (2,6 + Alo), z)—l}x(x)L(dz)> dade.

En utilisant (2.52),(2.57)) la formule de Liouville (c’est-a-dire, dans I'espace vectoriel des matrices a

coefficients complexes) on a :

(detA(r)) tr(0A() AW ) = B (det(A(1)))),

et le fait que E% (z,¢, 2) est [*-périodique en £ on obtient :
(2m)"ao(f) (2.62)

_ _% / g / * / D f()tr (0B (2,6 + Alw), 2) 0 B (2,6 + A(x), 2) ™) () L(de)déda

1 —~, O.detE° , (z,6 + A(x),2)
__ﬁ/g/*/af(z) detE9+—E$7§+A(x),z) L(dz)x(x)dédx

| o Oudet B (x,¢,
- g | [ de:fgojf;zf ) L(d2)x(a)déda.

(2.62)) combinée avec(2.13)), le lemme la remarque d, et puisque x(z) vaut 1 sur
T Supp (f (Mkz(%f)) alors

,uk x,§) dxdﬁ.
I<;>1

En particulier, si p(y,€&) = p(y, &), on a :

1 + () A (&) + Yol ))dxdg (2.63)

n *

k>1

I1 est bien connu (voir définition [2.6) que la densité d’états, p(t) associée a I'opérateur p*(y, D,) est

donnée par la formule

1
o) = oy |, xM%gn)df. (2.64)

Ici (Ag(€))k>1 désigne les valeurs propres de Floquet associées a Fy.

Pour f € C§°(R), on a :

o /f - om0

—(2m)” Z / /A ()dtdg (2.65)

k>1

(2m)~ Z/f)\k )dE,

k>1
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de méme que (2.65)), on obtient :

[ £+ p@nt -+ vo@))dptt) = [ £((1+ o@t + vo@)) L (2.66)

= / 1+ @) f (@ + 90(96))75+¢0($))P(75)dt

—(2m)~ Z/A (1+ ¢ 1—|—<p( ))t+¢o(x))dtd§

k>1 k(&)

(2m)~ Z/ (1+ (@) M (€) + o (x) ) de.

k>1

Maintenant les formules (2.63)), (2.65) et (2.66) donnent (1.10]).

Remarque 2.15 En utilisant (2.65) on peut écrire ag(f) de la maniére suivante :

em) S [ [ (0 o)) + vt

k>1

e / /R (/ (1+( )))\k(f)-i-d)o(fc)ﬁt]ldf) :
—(2@"/2/& (/ > 1d§) dt = —//R f'(t) {p(tllﬁ((;))] dzdt.

<t=%g(@)
= 1+<P(T)

Donc on peut écrire ap(f) sous la forme

= [, L ro[o(ee)] dw

3 Perturbation des bandes magnétiques

On suppose ici que p(y,n) = .71 n? + V(y). Nous allons appliquer les résultats précédents &

l'opérateur :

v (10, + 250 4 a0)) + ({3, + 250 4 40) )+ i)

pw<hyy, o+ 250 Ay ); (h N\ 0),

ot p,A(z) = (A1(z), .., An(z)) € C*°(R™ R), on suppose que V € C®(R™;R) est I'-périodique, la
fonction 1 vérifie (Hg), infern(1 + p(z)) > 0 et que

(w,I x T) C (21Z)".
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Dans cette section on s’intéresse au comportement des valeurs propres discretes de P(h) dans un
intervalle [a, ] disjoint du spectre essentiel de P(h) et pour f € C§°(R) avec suppf C [a,f]; on
démontre que la trace de f(P(h)) admet un développement asymptotique en puissance de h et on

donne son terme principal.

Lemme 3.1 Siw vérifie ’hypothése (w,I' x I') C (27Z)" alors

0<pw(y>Dy+w;<y)):Uess<p ( Dy+)> UA;.C avec A = M\ (R™/T).

0

D’apres le lemme |2.16] le spectre de I'opérateur Py = p% (y, D, + %Xy> est constitué des bandes
A, k=1,2,..

0 (Py) = 0ess (Py) = U Ar  avec Ap = N (R™/T7). (3.1)
k=0

La démonstration du lemme montre que si g(y) est régulier et tend vers 0 a l'infini alors

g(y)(i + p*(y, Dy))*1 est compact. En combinant ceci avec un résultat classique sur les opérateurs
-1
de Schrodinger avec potentiel magnétique (voir [3]), on déduit que g(y)(i + p"(y, Dy + way>) est

compact. Maintenant, en utilisant les mémes arguments que dans la preuve du lemme , on obtient :

Lemme 3.2

aess(P (hy Y, Dy + ><20y h))zaess( (va —i—w;(y)):a( (%D + ;<y>>

Les démonstrations des résultats suivants sont similaires aux proposition [I.2] et théoréme [T.3]

Proposition 3.3 Soit I un intervalle fermé disjoint du spectre de Py. Alors, il existe hg > 0 assez

petit tel que :
X
In J(p“’ (y,Dy + % + A(hy))) =0,

pour h €]0, hol.

Corollaire 3.4 Fizons a < 3 tel que :

@.81na (3 (5.0, + 5 )) =0, (32
On a
[, B] N Oess (Pw (hy, D, + way + A(hy); h)) = (), pour h assez petit. (3.3)

Théoréme 3.5 On suppose que o, B vérifie (3.2)), alors pour f € C3°((«, B8);R) il existe une suite de
nombres réels (Ag(f))ken telle que

+o00
tr(F(P()) ~ WS Ap(HRE (A N0), (34)
k=0
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avec
1

() = e [ o, (1 plaDAE) + o)) .

7 k>1

Ici (AR(€))k=1, désignent les valeurs propres de Floquet associées ¢ P = p®(y, Dy + “54).
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Chapitre V

Formule de trace pour des opérateurs
périodiques avec perturbations dépendant d’'une

orande constante de couplage

1 Hypotheses et résultats.

Soit a(y) une fonction C*° & valeurs matricielles réelles telle que :

a(y) = a(y)",Vy € R, (1.1)
aly +7) = aly),vy €T, (1.2)
1
3C >0 tel que {(a(y)w,w) > 5Hw|]2, Yw € C™. (1.3)

Soient p(x), (gi(x))1<i<s € C°(R",RT) tels que :

p(z +7v) =p(x),Vy €T, (1.4)

gi(x) > 0, quel que soit x € R™. (1.5)
Il existe ¢;; € C°(S"1;R) tel que pour tout entier N > 0, il existe ry(z) € C®(R",R) tel que
N . _
@) = 3630 () o757 (e, pour [a] > 1, i =1.2.3 (1.6)
§=0

ot
\aer(x)| < Cp(l+ |x|)—|5\—N—6—17 V.

Ici § est une constante strictement positive et ¢g; > 0,7 = 1,2, 3.
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On consideére les formes quadratiques suivantes :

(o) = [ (talp) V), Vuly) + ply)lu(y) ) dy. (1.7)

n
Y

(Axu,u) = [

A ((1 + g1 () (a(y)Vuly), Vu(y)) + (1 + Aga(y))p(y) + Ags(y))IU(y)IQ) dy,  (1.8)

y
définies sur C3°(R")(ici ¢1(z) est une fonction qui a les mémes propriétés que o(z)). D’apres les
hypotheses (Hg),((1.1)-(L.5))) les formes quadratiques Ag, Ay sont semi-bornées inférieurement. Il est

facile de voir que les opérateurs associés :

Py =V*a(y)V +p(y), (1.9)

Py = V'a)V +p(y) + MV 0)a@)V + @) + 65()), (A S +00)  (1.10)

sont essentiellement auto-adjoints de domaine H?(R™).

On considere I'opérateur Py = V*a(y)V + p(y) sur R", on note par P¢ l'opérateur auto-adjoint
non borné sur He associé & Py, (A,(§))r>1 les valeurs propres de Pe comptées avec leurs multiplicités
que l'on range par ordre croissant. D’apres la théorie de Floquet (voir chapitre , le spectre o(P)

de P, est la réunion de bandes J
—+o00
O’(P()) = O'ESS(P()) = U Jk avec Jk = )\k(Rn/F*). (1.11)
k=0

Lemme 1.1
Uess(PA) = Uess(PO) = U(PO)'

Preuve. D’apres l'identité de la résolvante, on a :

(i+P) = (i+P) P =(G+PR) (P\—PR)(i+ P! 112)
= (i+P)'Gy)(i+ P '

avec G(y) = )\(V*gl (y)a(y)V + g2(y)p(y) + gg(g)). Comme G(y) est un opérateur différentiel d’ordre

deux & coefficients C'™ et qui converge vers zéro a I'infini, alors les arguments de la preuve du lemme|[I.]]

du chapitre précédent montrent que {(2 +P)" (i + Po)_l} est compact . Maintenant, en appliquant
le théoréme de Weyl on obtient oess(Py) = 0ess(P).

On fixe un intervalle [Eq, Fs] disjoint du spectre de Py, donc la perturbation crée des valeurs

propres isolées et de multiplicités finies dans lintervalle [E7, E3] et pour f € C§°((E1, E2);R); f(Py)

est un opérateur de classe trace.
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Théoréeme 1.2 Soit f € C§°((E1, E2),R). Sous les hypothéses (1.1)-(1.6), il existe une suite de

nombres réels (ar(f))ren telle que

+00

tr(F(P) ~ AF ST ar(HATE, A S oo, (1.13)

k=0
Si ¢o,1 = o2 alors,

(2m)n //*anZf<1+¢01(\ |>’l" 5))\k(5)+¢03<| |>!x| 5)dmd§

@ g>1 (1.14)
I//Rngtf( +¢01<| |>\$| 6)t+¢03<| |>\$| 6)dﬂ( )d.

Ici p(t) désigne la densité d’états associée a l'opérateur Py = V*a(y)V + p(y).

CLO

Remarque 1.3 Le théoréme[1.9 reste vrai si g3(z) =0 et
infoess(Po) =n > 0. (1.15)
En effet dans la démonstration on utilise le fait que : YC' > 0,3e > 0, hg > 0 tel que

' Py, ) = C||e||?, Yh €]0, h). 1.16
znf¢eom(3( ))( o) = Cllel| 0, ho] (1.16)

Ceci nous permet de considérer le comportement de g;(x) simplement dans la zone R”\B(e)\%) =
{r € R";|z| > e/\%} pour € assez petit, or d’aprés (1.6) dans R”\B(e)\%), gi(x) s’écrit sous la forme
goi(haz' h) avec h = )\7% et donc on peut appliquer le théoreme . Maintenant il suffit de vérifier que

reste vrai si gs(x) =0 et (| est vérifié.

Idée de la démonstration du théoréme (1.2, Pour démontrer le théoréme nous établirons une
réduction dont le but est de ramener I’étude dans la limite de grande constante de couplage A 7 400

a celle dans le cas semi-classique h = ATS N 0 via la formule
tr(F(P) = tr( f(P) +O(h™), (A 0). (1.17)
O, B, = Po+ V*e1(hy, h)a(y)V + pa(hy, h)p(y) + ¢3(hy. h) et
0i(y,h) = 00.i(y) + hep1,i(y) + -...... + 10 i(y) + e (1.18)

est un développement asymptotique en puissance de h, dont les coefficients sont des fonctions unifor-
mément bornées en y ainsi que ses dérivées. L’idée principale pour démontrer est

(1) D’apres I’hypothese et (1.6]), il résulte que pour tout C' > 0 il existe A\¢ > 0 il existe
Ac >> 1 tel que A > A¢ 'ensemble

{(y’f) eR™; |yl < C et p(y.€) € [E1,E2}} =0
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ot, p(y, &) est le symbole de 'opérateur Py. Donc modulo une quantité O(A~>°) la trace de 'opérateur
f(Py) pour f € C*°((Eq, FE2);R) ne dépend que du comportement de g;(y) a l'infini.

(2) D’autre part, d’apres 'hypothese (1.6) Agi(y) = i(hy, h) ot pi(y, h) satisfait (1.18) et ¢;i(y) =
Gii(plyl =~ i=1,2,3, pour |y >> 1.

Dans la section suivante, on construit I'opérateur de référence semi-classique
Py := Po+ V*o1(hy, h)a(y)V + @a(hy, h)p(y) + @3(hy, h)

ol ¢;(y, h) satisfait ((1.18). On utilise tout d’abord la formule de Helffer-Sjostrand

- 1 f—~ B -
§P) = §(P) =~ [3f() [z = P)! = (2 = P) ] L(d2). (119
Ensuite, a l'aide de la formule de résolvante et la construction de ¢;(hz;h), on peut montrer 'identité

cruciale suivante

(= PO = (2= B) 7Y = Av(z) + As(2)(2 = By) 7t + (2 = P) 7 As(2)

- (1.20)
+ (2= P Au(z)(z — Po) 5 S(2) #0,

ot z — Aj(z); 7 =1,2,3,4 sont holomorphes dans un voisinage complexe € de [E1, E»|. De plus, les
opérateurs As(z), Az(z) et A4(z) sont de classe trace et ||A;(2)|[s = O(h™), j = 2,3,4. Finalement,
en substituant dans et en utilisant le fait que 9, f(z) = O(|S(2)|™), ||(z — Py) 7| =
O(IS(2)] 1) et ||(z — Pu) 1| = O(S(2)| 1), on obtient (T.17).

2 Constructions de 'opérateur de référence semi-classique P,

Début de la démonstration du théoréeme On pose A = h™9 ot § est la constante introduite
dans Pour M > 0 fixé, on note :

Quri(h) = {w €R™ h7%gi(w) > M}, i=1,2,3. (2.1)

Puisque ¢g; > 0;7 = 1,2, 3 est continue sur la sphere unité donc il existe deux constantes C1,Cy > 0

satisfaisant :

=

0<C; < (gf}i_l} ¢O,i)% < (g}g)fcbo,i) < Cy. (2.2)

D’apres (1.5) et (1.6]) il existe hg > 0 tel que :

B(0,CiM~Ph7) € Qari(h) € B(0,CoMPh71), W 0 < < ho (2.3)

quand MY9h > 0 assez petit. Ici B (0,7) désigne la boule de centre zéro et de rayon r.
Soit x(z) € C§° (B(O, C1M~1/%); 0, 1]) satisfait y = 1 au voisinage de zéro. En utilisant les
hypotheses ([1.5]) et (1.6 et pour un choix convenable de M on peut construire deux fonctions W, ; et

p; de sorte que :
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(i) @i(z;h), W i(z) sont C* en x pour h €]0, ho.
(i) i(wsh) = [1 = x(@)|h~g:(£) + Mx(x) pour i =1,2,3
(iil) Whi(z) = h=°gi(x) — @i(ha; h) = x(ha)(h~gi(x) — M) pour i =1,2,3.

h
h

D’apres la construction de ¢; et W, ;, on obtient :
Lemme 2.1 Les deux fonctions Wy, ; et @; sont C° et vérifient les propriétés suivantes :

supp Wi € B(0,CrM~°h1) € Qary(h) (2.4)
M
pi(hz;h) > > Vo € Qpryo,(h). (2.5)
1020i(x;h)| < Cp; VB (Cp est indépendant de h dans 10, hol). (2.6)

D’autre part, on peut déduire d’aprés (1.6) que pour tout N € N il existe @1,p2,..,on, Rn(.,h) €

C*®(R™,R) uniformément bornée ainsi que ses dérivées pour tout h €]0, hgl, tel que :
N .
wi(z;h) = Z w;ji(x)h + N T Ry (2, h) dans 8°(R*") (2.7)
=0

avec
x

woi(x) = (1 — X(@)%,i ( ) |ac]_‘S + Mx(z); i=1,2,3.

]

Preuve. Puisque W), ;(z) = x(hx) (h_‘sgi(:p) — M) alors supp W, ; C suppx(hx) et le fait que supp x(x) C
| S —

>0
B(0,C1M~/%) implique que supp x(hz) C B(0,C;M~/°h=1), en utilisant (2.3) on obtient (2.4). (ii)

combinée avec ([2.1)) et puisque x € /5 ;, on obtient :

piha; h) = [1 = x(ha) |h°gi(x) + Mx(ha)

M M M
> (1= x(h2)) 5 + x(ha) + = x(ha) (2.8)
M M M
On peut écrire (|1.6)) sous la forme :
. o () =i
M) =AY 6y ( ) 20z >> 1
2P\
0 )\7%
=D i < - > Ao TN
7=0 A ’:E‘
> h.f [ S
:Zd’w —— | |h x|/ = @(hx; h)
2%\

ot pi(x, h) vérifie (2.7) avec ¢;(x) = ¢, (I»’ITI) |z| 7% i =1,2,3 pour |z| >> 1. En utilisant (ii), on
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obtient :
x

wo,i(x) = (1 — X(:r:))qb(],i ( > |:U|_‘S + Mx(z); 1=1,2,3

||

Lemme 2.2 Si @g(x) < M alors @oi(x) = ¢o, ( Z ) lz| 7% i=1,2,3.

J2]
Preuve. Soit « € suppy, en utilisant (2.2]) on obtient : ¢g; (ﬁ) > Cf et par suite ¢ (ﬁ) 2|0 >
C?z| =0 et le fait que supp x(z) € B(0,CyM~'/%) montre que

®0,i (JU) |x!"5 > C’f|x!’5 > M

]

ce qui implique
x

o) = (1= x()) o

> (1 - X(:J;))M + Mx(z) = M, Yz € suppx.

) el + M)

Donc si ¢gi(x) < M on a x ¢ supp x de plus ¢o(x) = ¢o, (lx—l) || 9.

T

Soit b € C*°(R; [%, +00)) satisfait b(t) = ¢t pour tout ¢t > % On définit
Fii(xz;h) = b(cpi(hm; h)) et Fia(x;h):=b (h_égi(x)> ; 1=1,2,3; xeR".
Dans la suite on note par Kp F, I’opérateur :
Kp ror, = V(1 + Fi(y)a(y)V + (1 + Fi(y)p(y) + Fj(y).

Soit f une extension presque analytique de f (la fonction introduite dans le théoreme telle que :
(i) f(z) € C5°(C), suppf C V (Vwoisinage complexe de]a, B])
(i) f(z) = f(z) pour tout z dans R

(iii) 8f(z) = O(|S(2)[N) pour tout N € N.

Remarque 2.3 (1). Soit Q un petit voisinage borné de suppf. Pour u € H*(R") et z € Q on a :
R ((KFi,17Fi,27Fi,3 - 2)u, u) (2.9)

= (1 + Fa@)a(y) Ve, Vu) + (1 + Fa@)p@)uu) + (Fis(y)u,u) - Rzluf? >
M((—A —i—p(y))u,u) + (Fi’g(y)u,u) — Rzjul* > (% — iﬁz)|u]2
C
Pour i = 1,2 (on rappelle que F; 1, Fio, Fi3 > %) 1l est clair que l'inégalité précédente reste vraie
si Fi3 =0 et est vérifie. Comme Q est borné alors pour M trés grand la fonction définie par
2 (2= Kp,, F0.F,) 1 i =1,2 est analytique dans Q.
Ce choix de M implique que
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o (1+ ¢i(x;h))Ae(€) + @3(z; h) € [Eq, Es), alors o i(x) < M, Vi=1,3 et h € (0, ho|
(2). Par construction de F;; et d’aprés (2.6) on a :

O%F; j(x;h) = On0(h0); Vau

Puisque le support de {h_‘sgi(l‘) — Fio(z; h)} et de [g@i(hx; h) — F;1(; h)} est contenu dans le complé-
mentaire de Qpr/5(h) et le support de Wy ; est dans Qppi(h) alors

dist(supp(Wm), supp [hf‘sgi(a:) — Fjo(; h)} ) > dist (QM,i(h), Qﬁ/‘,/%(h))
et
dist(swp(Wh,i), supp [%(hx; h) — F1(x; h)D > di5t<QM,i(h)a Q?\/[/Q,i(h))

le fait que Qpri(h) N Qﬁw/u(h) = 0 entraine qu’il existe deux constantes ai(M),az(M) > 0 qui ne
dépendent que de M tel que :

dist (supp(Wiq). supp [h=gi(x) — Fip(w:h)| ) > dist(Quri(R), Digyo,(h)) > (2.10)

dist(supp(Wh,i), supp {gpi(hm‘; h) — F;1(z; h)D > dist(QM,i(h), Qf\/[/%(h)) >
Soit P, = Py + V*o1(hy, h)a(y)V + w2 (hy, h)p(y) + e3(hy, h),
Proposition 2.4 Pour tout z € Q\ {O’(P)\) U a(ﬁh)} ,ona:
(z=P)' = (=P = (2= Kpy, mnms)  (Pa—Pa)(z— Kryy pam) ! (2.11)

_(Z - KF2,1,F2,2,F2,3)_1(P)\ - f)h)(z - KF1,1,F1,2,F1,3)_1(ﬁh - KF1,17F1,2,F1,3)(Z - ]Bh)_l
+(z - PA)il(P)\ - KF2,1,F2,2,F2,3)(Z - KF2,1,F2,2,F2,3)71(P)\ - ﬁh)('z - KF1,17F1,27F1,3)71
_(Z - PA)il(P)\ - KF2,17F2,2,F2,3)(Z - KF2,1,F2,2,F2,3)71(P>\ - ﬁh)(z - KF1,17F1,27F1,3)71X
X(f)h - KF1,17F1,27F1,3)(Z - ﬁh)_l = (1) + (2) + (3) + (4)

Preuve. En utilisant 'identité de la résolvante, une substitution de

(z - P)\)_l = (z - KF2,17F2,27F2,3)_1
) (2.12)

+ (z - PA)_l [PA - KF2,17F2,2,F2,3] (z - KF2,1,F2,2,F2,3) 17

et
(z - Ph)il = (Z - KF1,17F1,2,F1,3)71

e K 1B _ i By (2.13)
(2 F1,17F1,2,F1,3) h Fi1,F12,F13 (2 h)

& droite dans la formule

(2= P) = (=P = (=P [Py - By (2 - B! (2.14)
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donne (2.11)).

Pour z € Q, 3(2) # 0, on pose
G(z)=(:=P) ' = (=P = (2 = Kpymomy) [P Bu) (2= Kryympmg) ™ (215)
Proposition 2.5 L’opérateur G(z) est de classe trace, de plus il satisfait l’estimation suivante
1GE) e = 0 (19(2)]2h) | (2.16)
uniformément pour z € Q avec I(z) # 0.

Début de la preuve du proposition D’apres la remarque [2.3]1 le premier terme du second
membre de I'égalité (2.11]) est analytique dans un voisinage de supp f donc par intégration par partie

on a :

1 [~ _ ~ _
_;/af(z)(z - KF2,1,F2,2,F2,3) 1(P>\ - Ph)(z - KF1,17F1,27F1,3) 1L(d2) =0

ce qui entraine

Lemme 2.6

s

i (£(P) — tr(F(B)) = —tr (/a f(z)@)(Ldz)) (2.17)
—%tr ( / B f(z)(g)(Ldz)> - %tr ( / B f(z)(4)(Ldz)> .
0

D’aprés (2.17) et le théoréme pour démontrer le théoréme il suffit de démontrer la proposition

sutvante :

Proposition 2.7 Sous les hypothéses — on a
tr(F(Py) =tr(f(Bn) + O(h™), (h\0). (2.18)

Début de la démonstration de la proposition La preuve repose sur quelques propositions.
On rappelle que €) est un voisinage complexe de supp f , ho est une constante introduite pour la

construction de ¢;(x; h), Wy, ;(x).

Proposition 2.8 Soient G1(x;h),Ga(x;h) € C°(R™,R) pour h €]0, ho| (ho est une constante positive

assez petit) tels que :
(1) 09G;(x;h) = h™°O(1), (ot € est une constante indépendante de ).
(i1) supp G1(x;h) C B(O(1)h™1) et dist(supp G1, supp Gg) > Ch™ L.
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Fizons m dans Z et posons

3] +1, m >0
N(m) =1 [-%], m < —2
1, m=—1
Alors pour tout entier k, L dans N et tout entier m dans Z il existe C = C(m), C = C(m, k,l) tel que
pour tout z € Q, h €]0, hol et tout (1;)i=12 € CP(R™) avec ||0%;|| ﬁ pour 1 < |a] < |m|+2
et Y1 = o sur supp G1, on a
|exp(v1(2)G1 (2, ) (K Ry g — ) eap(—ta(a))| e gy S CDRENED - (2.19)
on désigne par [x] le plus grand entier < x.
Preuve. La formule
exp(t2(2)) (K, b — 7) exp(—2(w)) = V4o (1 + Fin)a(e) Vibo o0
+V ™19 (1 + Fi,l)aV + V(l + F; 1)avw2,
et le fait que V*4o.(1 + Fj1)aV + V.(1 + Fj1)aVs est antisymétrique entrainent
R ((eapts(2) (K, 0, g — 2)eap—tia(@)u,u)) = (2.21)
* : i 2
R (K1 pa — 2w u)) (Vi (L+ Fra(@) Vin)u,u)) = o5 lull 7.
Pour ||Via||re assez petit, (2.9) et (2.21]), impliquent
leap(ia(@)ulla < 2 [eap(n (@) (Kr, o ms — 2, (2:22)
En utilisant (|1.3]) et la remarque - on obtient par les égalités elliptiques que pour tout m € N il
existe a, pr (constante qui ne dépend que de m et M) tel que pour tout u € H™2(R"),
el g2y < @mar (V501 + Fo)a@)Vull gy + OG0 ul] ). (223)
(2.23]) combiné avec la formule
exp(v2(x))V*.(1 + Fip)a(z)Verp(—va(z)) = V(1 + Fi)a(x)V (2.24)
+V*a. (1 + Fip)a(x)Vipa — Vo (1 + Fi1)aV — V(1 + Fj1)aVips
entrainent qu'il existe by, as tel que pour tout u € H*(R™) on a
[ullgms2giny < b ([|eap(in(@) (V"1 + Fina@)V)eap(—da(@))u|  +  (225)
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O(h™) supp [|0°Val[poc | [ull s + O™ ) | 2).

1<|al<m+-2

Donc pour by, pr  supp  ||0%2|| e assez petit (2.25) implique qu'il existe C' = C(m, M) tel que
1<|al<mA4-2

[l 12y < Como (|[exp(@a(2) V¥ (1 + Fyp).a(@) Veap(—a(@))ul
+ O~ ul| 2 ),

A (2.26)

pour éliminer le terme ||u||gm+1n0us avons utilisé I'inégalité ; Ve > 0, Vu € H™2(R") on a

(1)

[lallzrmsr < eflull gmez + g llulla.
Comme 0¢F; j(z,h) = O(h~%)Va, alors & partir de (2.26) on obtient :

[l g2y < Cm, M) ([|exp(2(@)) (K 1 52,0 = 2)ewp(—ta(a)) | (2.27)

Hm
O full g + (™29 ] 2
et par induction par rapport & m on trouve que pour tout m € N il existe C (m, N) tel que
[l 2y < Cm, NYANO ([leap(tio(@)) (Kr 10,70 = 2eap(—ta(@)]| |+ lullzz). (2:28)
Comme 1 (z) = ¥o(x) sur supp Gy et 9$G1(z, h) = O(h™¢),Va alors

|eap(vr = v2)Gi(hyul| = O ull e (2.29)

Hm+2

En utilisant (2.22)), (2.28]) et (2.29)) on obtient :

|eap(wa ()G, ) (K, 5 — 2) ean(—tia(@))| =0 (RN (2.30)

L(Hm’Hm+2)

Remarque 2.9 (2.30) reste vrai pour tout m dans Z. En effet par dualité on obtient le cas m < —2

et par interpolation m = —1.

Proposition 2.10 Sous les hypothéses de la proposition et pour tout k,L € N il existe C =
é(m, k,L) tel que :

|exp(n (@) Gr(@; 1) (2 = K,y 0,505) ™ Gl )eap(—a(@ < Cn"

H (Hm, Hm+F)

quel que soit z € Q, h €]0, hy).

Preuve. On rappelle que supp G; est contenu dans la boule de centre zéro et de rayon O(1)h~! et
dist(supp (G1), supp (Gz)) = Ch~L.

Soient x1, X2, ..., X% des fonctions de classe C'*°, bornées telle que :

(1) Gl(mah)xl = Gl(xvh)
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(2) XoXv-1=Xv-1, 2<V <k
(3) Ga(z,h)xx = 0.
Alors,
Gi(2 = Kk y FiaFs) G2 = Gixixw(z — Kpy Fia Fiy)” Go (2.31)

= G1X1--Xk—1 [Xka( — Kpy FiaFis)” } G
= G1X1-Xh-1(2 — K5y Fro i) [KF Fia,F, 37Xk] (2= Kp, 70 F0) " G
_Gl(z KF Fi2,F 3 ) [KF 1,552, F 13’X1} (Z KF i 2, Fi3 ) [KF F; o,F, B’Xk:| (Z KF 7,27F7,3)_1G2'

Ici [.,.] est le commutateur de deux opérateurs [A, B] = AB — BA. D’apres et la remarque
exp(t1(2)) | P Xo| (2 = Ky pia i)~ eap(—tia(w)) = O (h-(Nmo=a) (2.32)

Dans £(H™, H™*Y). En utilisant (2.31)), (2.32) on obtient :
Jeaptr@)Ga(e. W) = K ) eap(—2)] ey = O (HT9) . (239)
Soient 0 < a1 < a9 tels que
ai az
supp Gi(xz,h) C B <07 h) et Ga(z,h) =0sur B <0, h> .
On considére une fonction positive x(t) dans C>°(R™T) telle que :

x(t)Z{O SZ: i

a .
Ici T est une constante > 0.

\V //\

T St a9

On suppose que les dérivées d’ordre non nul de x sont assez petites en norme L (R™). Pour h €]0, ho,

on pose :
1

Unl@) = 5 x(ha).

D’apres la construction de 1y, (x),(2.33)) reste vrai si on remplace 1o(x) par ¥o(z) — ¥p(x). Comme
exp — Yp(x) = exp — § sur supp Ga(.; h), on trouve

exp(1(@)G1 (3 h) (= = Ky )~ exp(in — 1) Gal; h)eap(—vn) |, (2.34)

Hm}Hm-Hc)
_ —N(m,k) T
O(h exp( h)>
Ce qui acheve la démonstration de (2.19).
Pour h > 0, z € Q, on note K;(z,y,z,h);i =1,2,3 le noyau de 'opérateur A;

A Gl(x h)(Z—KF F; 2,F, ) GQ(JZ h) i:1,2,3.
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Comme dans [I1, proposition 3.3], la proposition implique :

Proposition 2.11 Fizons N € N. Il existe C = C(N) tel que pour tout z € Q,h €]0, ho; |a] <
N,|BI| <N ona:

8;‘85[(1-(3:, y,z2,h) =0 <hooexp{ - %(dist(:n, supp G1(z,.)) + dist(y, supp Ga(z, ))}) . (2.35)

Preuve. On prend ¢;(x) = ¢s(x) £ w.z/C (C & choisir assez grand pour que 11,19 satisfassent
aux conditions de la proposition , w e S Pour s > 5 le noyau K(z,y) d'un opérateur A de
L(H*,H?®) est donné par la formule

K(z,y) = / K (@, 0)5(t — y)dt = [4.6(. — )| (2)

(6 est la distribution de Dirac).

D’apres les inégalités de Sobolev, en considérant y comme parametre, il existe une constante Cy

(qui ne dépend que de s) telle que :
K (2, y)| < CsllAll g ==, [16(. = 9)| - (2.36)
Comme ||0(. — y)|| 7=+ est indépendant de y alors (quitte & remplacer Cy par Cy) on obtient :
(K (2, )| < Cul|All g (-2, 1) V(z,y) € R*". (2.37)

En appliquant (2.36) a l'opérateur exp (£%) A; exp (£“:F) et en tenant compte de la proposition

on trouve que pour tout s > et tout entier L > 0, il existe C(s, L) tel que

erp + (w(:cc—y)> Ki(z,y, z, h)H < C(s,L)h*. (2.38)

Du fait que C(s, L) est indépendant de w dans S*~!, on peut remplacer dans le membre & gauche de
I’inégalité exp w par emp%. D’autre part sur II,(supp K;(z,y,z,h)) C supp G, on a
| — y| > dist(y, supp G1), donc on aura

1
|Ki<x7yu 2, h)| < C(S) L)hLG1($, )€$p - %d(y’ supp Gl)

ce qui donne (2.35) pour |a| = || = N = 0. (On rappelle que G1(.,h) = O(h™) et G1(.,h) est &
support compact). Pour N quelconque on utilise 'opérateur

170 = (9, — w)eap(w.z) A; exp(—w.a)(—dy +w)’.

)

TP vérifie (2.35), car (8, — w) = O(1) dans £(H®, H*~lol). Maintenant il suffit de remarquer que le
noyau associé a TiO"B est égal a exp(w.(z — y))agagm(x, y,z,h).

Comme conséquence de la proposition [2.11] :
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Corollaire 2.12 . Pour (h, z) €]0, ho] x Q, Ki(x,y,z,h) est C* en (x,y) dans RY",.

Proposition 2.13 ( [18] ) Soit A un opérateur dans L(L*(R™)). On note K (x,y) le noyau associé a
A. On suppose que K(x,y) € C®(R?") et pour tout a, 3 tel que |a]+|f] < 2n+1 on a 8?85[((;10,3/) €

LY(R?™). Alors A est un opérateur a trace et on a :

[All = tr(a )2 <0 > |0RalK (@, y)|
loo|+]8|<2n+1

Lt (RQn)
(Cy, est une constante qui ne dépend que de n ).
Maintenant la proposition [2.13] implique :

Corollaire 2.14 Soient G1(.;h),Ga(.;h) deux fonctions qui vérifient les hypotheéses de la proposition
. Alors pour tout N € N :

=0kY), (h—0) (2.39)

tr

HGl('; h)(z - KFi,l,Fi,Q,Fi,S)_1G2(‘; h)

quel que soit z € €.
Fin de la preuve de (2.18]). On rappelle que

Py— Py =V (h 01 (y) = @1 (hy, 1) )a(y)V + (g2 (y) — @alhy, h) )p(y)
+ (hg5(y) — wa(hy, b)) (2.40)

=V Wh1(9)a(y)V + Wh2(y)p(y) + Wh3(y).

Po— Kpyy kg = V7 (w1(hy, h) = FuLi(v) )a@)V + (pa(hy, h) = Fia(y) )p(y)

(2.41)
+ p3(hy, h) — Fi3(y),
Py = Kpyy oy =V (A01(0) = P21 (1) )aV + (Ag2(y) = Fa(y) )p(y) (2.42)
+ Ags3(y) — F23(y).
En utilisant le fait que [V, ¢] = (V) on obtient :
Py = Kp,, oo ns = Y (00,00,)aij(xh) + > (0,)ai(w; h) + ag(x; h), (2.43)
1<ij<n i<n
et
Py — KF1,1,F1,27F1,3 = Z (aﬂﬁiaﬂﬁj)bm(fv; h) =+ Z(ari)bi(x? h) + bO(xS h)- (2'44)
1<i,j<n i<n

Remarque 2.15 D’apres la construction de Wy, ; et la formule (2.10)) les hypothéses de la proposition
sont vérifiées pour Gi1(x; h) = Wy 1, Who, Wh 3 et Gia(x; h) = aij(z; h), ai(x; h), ao(x; h), bij(x; h),
bi(w; 1), bo(a; h).
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Fin de la preuve du proposition En utilisant ((2.39)-(2.42))), ((2.43))-(2.44)), le corollaire
et le fait que ||(z — Q) ', 0zl 12, [|(z — Q)71 u,[l12, [I(z = Q) H|z2 = O(IS(2)| 1), pour Q =

Py, Py, KF,, F; ,,F,;, on obtient :

1@)]er = O(1S(2)[72h%). (2.45)

La méme démonstration montre que ||(3)||¢ = O(|S(2)]72h%°) et ||(4) ]| = O(|S(2)|72h°), par consé-
quent
Gl <N + 1B ler + 1(@)]er = O(RS(2)]2).

Maintenant il suffit d’utiliser la formule (2.17) et le fait que 8f(z) = O(|S(2)|V), VN € N.

Remarque 2.16 Comme dans la remarque la proposition reste vraie si on remplace f(x)
par f(x)gn(x).

Preuve du théoréme Soit f € C3°((E1, E2);R) et f € C§°(€2) une extension presque analytique
de f, Cest-a-dire flgp = f et af(z) = O(|S(2)|®), ot 8 := % = %(% + 18%) D’apres la formule de
Helffer-Sjostrand (pour plus de détails sur la formule on renvoie a la proposition et en utilisant

(2.15)), on obtient :
- 1 [—~ B -
1) = £(B)] =~ [07@) [z = PO = (2= B! Lid2), (2.46)
ot L(dz) = dxdy, z = x + iy, (x,y) € R?, en utilisant la définition de G(z) et (2.11]), on obtient :

[f(PA) - f(ﬁh)] = _% /gf(z)(z - KF2,17F2,27F2,3)71(P)\ - ﬁh)(z - KF1,1,F1,2,F1,3)71L(dZ)

-~ [37)GELE) (¥

—1 ~
puisque £ > z — (z — KFQJ,FQ,Q,FQ,B) [P)\ — Ph} (Z - KF1,17F1,27F1,3) est analytique pour tout

z € (Q, alors par intégration par partie, on obtient :
1 [—~ _ ~ _
_; /8f(z) {(z - KF2,1,F2,2,F2,3) I(PA - Ph)(z - KF1,17F1,2,F1,3) 1} L(d'z) =0 (2'47)

(%) et , entrainent
[#(P) = £(B)] = = [ 376 L(d2). 2.48)

En utilisant (2.48) et ([2.16) et le fait que df(z) = O(|3(2)[>°), on obtient :
[y = 1B, = 0r™). (2.49)

et par suite

tr(F(Py) = (By)) = O(h*). (2.50)

Pour obtenir le théoreme [1.2] il suffit d’appliquer les résultats pour les opérateurs semi-classiques
(chapitre a Popérateur P,.

68



Pour montrer [I.14] on utilise le fait que :

((1+ o1 @)A(E) + p03(2)) € [Br, Ba] <= po.(z) = do, (,‘;,) o7 =1,3 k=12

Ceci résulte du lemme
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Chapitre VI

Fonction de comptage des valeurs propres

1 Cas semi-classique :
Dans cette section on suppose que tous les hypotheses du chapitre |V| sont vérifiées. Soit a < b tel

que [a,b] No(Py) =0, ouw Py = p» (y, Dy). On considere 'opérateur

P = ((1+@(h))ply, Dy + A(h)) "+ b(hy, g h); (B 0).

Alors on sait que pour o assez petit le spectre de P dans [a — o, b+ 0] est discret. Soit (vj(h))1<;< N(h)

la suite des valeurs propres de P dans [a — 0,b + o] comptées selon leurs multiplicités. On définit :
Nu([a,b]) := #{3;7;(h) € [a,8]}.

Le corollaire suivant est une simple conséquence du théoréme (chapitre .

Corollaire 1.1 Soit Ny([a,b]) le nombre des valeurs propres de P dans l'intervalle [a,b], on suppose

que les hypothéses du théoréme[1.3 sont vérifiées, alors

[h”Nh([a,b])} ot (1.1)

lim
h—0

ou
1

R dade. (1.2)

Co =

>

= / /{(az,s)eszE*; a< (14 (@) Ap ()10 () <b}

Preuve. Soit ¢ > 0 assez petit, on pose I(+¢) = [a — e,b + €],I(—¢) = [a + €,b — ¢]. On choisit
fre € C3°(R;[0,1]), ot fyo = 1 dans I(+¢/2), fyc = 0 en dehors de I(+¢) et f_. = 1 dans I(—e),
f—e = 0 en dehors de I(—¢/2), il est évident que

fe(P) < T )(P) < fre(P). (1.3)

Ou 1,y est la fonction indicatrice de I'intervalle [a,b] et A > B <= A — B est un opérateur positif.
En utilisant (1.3), on obtient :

tr(f-<(P)) < Nu([a,b]) < tr(f+o(P)), (1.4)
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d’apres le théoreme [I.3] on a :

hm h'tr (f+€ =

L+ (@) M(8) + o () ) dwdg

k>1

et
hm h'tr (f_

(1 + @) Ak(E) + o (@) dade.

k>1

On déduit de (1.3)) que

27T Z//f_ (@, €))dwdg < lim h"Na([a, b]) p(z,€))dwde, (1.5)

k>1 k>1

ot p(x,&) = (1 + ¢(z))Ae(§) + ¢o(x). D’autre part par le théoreme de convergence dominé, on a :

2WnZ//.m m&dmdﬁg_)—g%nZ// dde,

k>1 E>1 {(z.£)ERT X E*; a<(1+p(2)) Ak (§)+3o(z)<b}

De méme on montre que

dxd€.

f-elp
27T kz>:1// k>1 {2 Ry x E*; a<(14¢(2)) Ak (§)+4o (z) <b}

Maintenant on tend e vers zéro dans (|1.5]), on obtient ([1.10]).

Il est évident d’apres le corollaire que Np,([a,b]) = Coh™™ + O(h™™*1), on va donner une
estimation plus précise du terme O(h~"1). Dans la suite on va supposer que le champ magnétique

A =0, et on note :
P = ((1+(hy)p(y, Dy)) +(hy,yih); (7 \0).
Fixons p € R\ 0¢ss(P) et posons

S = {(@,€) € R¥; 3k > 15 tel que (1+ (2)M(€) + Yo(z) = )

Pour (z9,&0) € £, on suppose que I'hypotheése suivante est vérifiée :

Va(20) Ak (60) + Varbo(zo) # 0
(H) ot

Ak(€o) est simple et VA, (&o) # 0

Théoréme 1.2 Soit Ny([a,b]) le nombre des valeurs propres de P dans lintervalle [a,b] comptées

avec leurs multiplicités. On suppose que (Hy — Hg) et (H) sont vérifiées pour u € {a,b}. On a :

Ni([a,0]) = Coh™ + O(A'™"),  (h \,0), (1.6)

72



o b () Yo(a)
C :/ <—0x> _ (a—ow)]d ‘ 17
" e P\ o)) T e ) e
Ici p(t) = (277)_"/ ( 1)d¢ désigne la densité d’états intégrée associée a p™(y, Dy).
" o<t

Preuve. Soit o > 0 assez petit. Soient ¢1 € C§°((a — 0,a + 0);[0,1]),¢02 € C5°((a + %,b —
2):10,1]), 03 € C§°((b — 0,b+ 0);[0,1]) tel que ¢1 + ¢ + ¢3 = 1 sur [a — §,b + §]. Soient yo(h) <
71 (h) < ... < yn(h) les valeurs propres de P (comptées avec leurs multiplicités) dans [a — o,b + o].
Puisque ¢1 + ¢2 + ¢3 = 1 sur [a, b] alors

(L1 #1) (i () + (Lja,p1¢2) (Vi (h) + (Lja,5)03) (75(R)) = Lja,p) (7 (R))

et par suite
Z Lo 5¢1(7;(h)) + Z Liq 5 02(7j(h)) + Z Lo 5 93(vi(h)) = Z T, (75 (R))

et puisque supp ¢1 C (a — o,a +0), supp 2 C (a+ §,b— §), supp ¢3 C (b—0,b+ o), on obtient :

Nu(fa, b)) = Y (61 + d2 + ¢3)(v;(h))

a<y;(h)<b
(1.8)
= > ol + D de(vm) + Y ds(vi(h)
a<y;(h) J 73 (R)<b

On sait que

S a0 =tr(ea(2)) =0 [ [ an((1+ ol + @) dotorie +0wl ). 19)

Dans toute la suite on désigne par M (7, h) la distribution 3. )<, ¢3(7;(h)). Soit 6 € C5°(R; [0, 1])
égale a un dans un petit voisinage de zéro et h > 0.

Aux sens de distribution, on a :
M(r) = M'(m,h) = Y 8(m = 7;(h))ds(v; (). (1.10)
J
Un calcul simple au sens de distribution montre que

iff Y0 % M(1,h) = F,10 « M'(1,h)

dr
=510 %> ¢3(v;(R)3(r — 7;(h))
j (1.11)
=D 6s(7; ()T, 0(r — ()

= tr(gs(P)3;,'0(7 — P)),
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ot u * ¢ est le produit de convolution de la distribution u par la fonction ¢ € §(R™).
Tout d’abord, en utilisant la formule de Helffer-Sjostrand et I’hamiltonien effectif on démontre

comme dans la proposition 2.10] que :
tr(¢s(P)F;,'0(r — P)) = (1.12)

r (=2 [3(6)(25; 007 = 0B (DEZLIRE(2) ) + 01,

Ici ¢3 est une extension presque analytique de ¢s, et x(x) € CP(R™), égale a un sur un voisinage de
{z € R™; 3z € supp ¢3,€ € R?; det(E°, (2,€,2)) = 0}.

Des formules de trace similaires au premier terme du membre a droite de ont été étudiées dans
[12]. Pour appliquer les résultats dans [12], il suffit de vérifier que le symbole principal de 'opérateur

E™, (x,hD, z; h) est micro-hyperbolique pour z € supp(¢3).

Définition 1.3 . On dit que p(x, &) € S°(R?; M,,(C)) est micro-hyperbolique en (x9,&) dans la direc-

tion T € R?", si et seulement s’il existe une constante Cy, C1,Cy > 0 telle que :
1
({dp(z,§), Thw, w) > E)HMHQ - Cillp(z, )wl|?, (1.13)

pour tout w € C" et tout (z,§) € {(a:,f) € R ||(z, &) — (z0,&)|| < C%}

Lemme 1.4 On suppose que l'hypothése (H) est vérifiée alors E9+(3:,€,u) est micro-hyperbolique en
tout point de
Sy = {(2,€) € R" x E*;det(E% (,€, 1)) = 0} =
U {@.& e R* x E*, (1 + (@) () + (@) = u}, 1= {a,b}.
k=1

Preuve. Rappelons que par la remarque formule (2.21)) on a :

. 1 2~ %o(@)
EZ (2.82) = 1 Jrcp(:zc)E—+ <£’ 1+ ¢(x) ) ’

ou E_ (&, 2) est 'hamiltonien effectif correspondant a p*(y, Dy + §) — z. Soit (x0, &) € X, alors il

existe k > 1 tel que (1 + ¢(z0)) (o) = 1 — Yo(xo)-
Premier cas : Supposons que Vo(x0) A, (&) + VP (zo) = 0, alors par hypothese (H) la valeur propre
Ak (&o) est simple et VAg(&) # 0. Dans ce cas et par construction de ’hamiltonien effectif on peut

supposer qu’au voisinage de {y on a : E_1 (&, u) = Mg (§) — z. Par conséquent

vag—Q—(xO:f(h Z) 7é 07

ceci implique que E° + (20, o, pt) est micro-hyperbolique.

Deuxiéme cas : Supposons que

V(o) Ae(§0) + Vib(wo) # 0 et (1 + p(20)) Ak (€0) + Yo(z0) = p. (1.14)
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Posons G(z) = “ljrﬁo(g). Un calcul simple montre que (1.14) implique

M :=VG(zg) # 0.
En dérivant par rapport a x on obtient :
(M.NVLEL (20, €0, 1)) = —(1+ 0(w0)) ™ {M.Vaip(0)) B+ (€0, G(0) ) + 1M 8, B+ (&0, G(wo) ).

Combinons ceci avec le fait que 0,E_4 (&, 1) = E_(§, ) E+ (&, 1) > 0 (voir (2.12)), chapitre , on
obtient :

(M.VLE (20, &0, p)w, w) > HWHQ C||EY , (z0, &0, p)w]| %

En conclusion, 'hypothese (H) implique que E® , (, &, p1) est micro-hyperbolique en tout point (zg, &) €
S,

Maintenant, le résultat suivant est une conséquence du théoreme dans [12].

Théoréme 1.5 . On suppose que U'hypothése (H) est vériﬁée au point 7. Il existe o0 > 0 assez petit
et C > 0 assez grand tels que, pour tout § € C°((— C? C)']R) avec 0 = 1 au voisinage de zéro et
¢ € C3°((1 — 0,7+ 0);R), il existe une suite de fonctions v; € C*°(R), j e NVN,M >1 on a

M M+1

tr ((P) F;,10(r — P)) = h™" ( Z Y <’2T>N )) . (h\,0) (1.15)

uniformément en T € R. Ou, (1) = (1 + 7'2)%;

_ a=T2100) 10 dxdg
2m//Ran* ( —+(§2) 13zE—+(§aZ)L; %((2)_ 0> X(%ﬁ)w-

1+p(x)

Ici x € C§°(R?*™) est égal a un dans un voisinage de Slp—opto] = Unelu—oputo]Xns 00 By = {(z,§) €
R™ x E*;det(E_4 (&, 2)) = 0}.

Par des arguments Tauberian (voir [55], théoréeme V-13) il résulte de (L.8), (L.9), (L.10), (1.11)),
Eer

> ¢3(v;(h)) = A "m(b) + O(h'™™) (1.16)
7v; (h)<b
et
> 61(yi(h) = B "ma(a) + O(h' ") (1.17)
a<v; (k)

" Z//(x,f B XRE: (1o (2)) A (§) 0o (2)<b} ¢>3((1 FADALE %(x))dxdf (149

k>1
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w2
(@) 2" (51 @ o)eB <Ry (1+o@) M (&) +o (2)>a}

61 ((1+ @(2)Ae() + Yo(a) ) dudg.  (1.19)

Par conséquent, (1.§), (L.16), (L.17), (L.18), (1.18) et (L.19) donnent le théoréme [1.2}

2 Grande constante de couplage

Dans cette section, on garde les notations et les hypothéses du chapitre [V]

Soit By < E3 tel que [Ey, E2] Na(Py) = 0. Soit (1£j(A))1<j<n(r) la suite des valeurs propres de Py
dans [E1 — 0, Ey + 0] comptées selon leurs multiplicités. Ici o est une constante positive assez petite.
On définit :

Ni([E1, Ea]) = #{j; wi(A) € [E17E2]}~

Comme le corollaire le résultat suivant est une simple conséquence du théoreme (chapitre .

Corollaire 2.1 Soit N)([E1, E2]) le nombre des valeurs de Py dans lintervalle [Ey, Ea], on suppose

que les hypotheses du théoréme 1.9 sont vérifiées, alors

lim [A—SNA([El,Ez]) —ay (2.1)

A——+00

ol

ag = dxd§ (2.2)

Y

(2m)” >1 / /{(x,é)e R2 X E*; E1<(1+¢0,1()) Ak (§)+o,3(x)<E2}

avee @o,(x) = g0 () 2] %i = 1,3.

Théoréme 2.2 Soit N)\([E1, E2]) le nombre des valeurs propres de Py (comptées avec leurs multiplicités)
dans [En, Es). Sous les hypothéses du théoréme (1.2), on a

Na([Er, B2]) = agh% +O(A"5), (A +00) (2.3)

_ By — doa(gplel ™ Er — doa(fple| ™
ag = /]Rgp( 1 +¢071( T )’(L“_é - P 1+¢071( T )‘$|—5 dz. (24)

(el [

ou,

Ici p(t) désigne la densité intégrée d’états associée da l'opérateur Py = V*a(y)V + p(y).

Nous omettons la démonstration de ce théoréme puisqu’elle est exactement similaire & celle de la
proposition (chapitre et du théoreme de ce chapitre. Nous donnons brievement les étapes

de la démonstration.
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Comme dans la preuve du théoréme [I.2] 'étape essentielle de la démonstration est de donner un

développement asymptotique en puissance de h = A\~/9 de
tr(@(P)37,16(r = Pr)). (2.5)

ol ¢ est une fonction a support dans un petit voisinage de p € {E1, Fa}. Pour cela, nous utilisons

I'opérateur semi-classique ]5h construit dans le chapitre [V| pour montrer que
tr(o(P)F;0(r = ) = tr(6(Pr)5;,0(r — Pp)) + O(h*).

Maintenant il suffit d’appliquer le théoréme pour donner un développement asymptotique de ({2.5).

La suite de la preuve est similaire & celle du théoréme [1.2]
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Chapitre VII

Applications

1 Application pour des perturbations tres oscillantes

Dans cette section on s’intéresse a ’étude spectrale de I'opérateur de Schrédinger avec un potentiel

trés oscillant et dépendant d’un petit parametre semi-classique h. Pour les preuves des résultats on
renvoie aux chapitres [V] et

1.1 Introduction

Dans le régime semi-classique (h petit), nous étudions le spectre discret de l'opérateur de Schro-

dinger avec une perturbation tres oscillante du type suivant :
H(h) := Ho+V(y, hy) = =Ay + V(y, hy); (h ™\ 0) (1.1)

On suppose que le potentiel V satisfait les hypotheses suivantes :
(A1) lim V(y,xz)=0,
|| =400
(A2) V(y+v,2) =V(y,z), Vy el
(Ag3) Le potentiel V' est une fonction a valeurs réelles bornée ainsi que toutes ses dérivées, c’est-a-dire,
Vo, €N

0000V (y, 2)| < Cap, V(x,y) € N*.

(A4) On suppose qu’il existe un z¢ € R" tel que / V(y,zo)dy < 0.
R?/T

Grace a 'hypothése (A1) V est une perturbation relativement compacte, (c’est-a-dire V (Ho+1) "
est compacte). Par le critere de Weyl, on déduit que : oess(H(h)) = 0ess(Ho) = [0,+00). Fixons
un intervalle K = (—o00,0), par conséquent la perturbation V' crée des valeurs propres isolées et de
multiplicités finies dans 'intervalle K, on s’intéresse au comportement des valeurs propres de H (h)
dans K.

Tout d’abord on va montrer que I’hypothése (A4) implique que le spectre discret de H(h) est non

vide.

Proposition 1.1 Sous Uhypothése (Ay), Uopérateur H(h) = —Ay, + V(y,hy) admet des valeurs

propres discretes négatives pour h assez petit.
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Preuve. Par un changement variable y = hy, 'opérateur H (h) est unitairement équivalent a 1’opé-
rateur H(h) = —h*Ay + V(4,y). Par le théoreme du min-max, pour démontrer que og;sc(H(h)) N
(—00,0) # 0, il suffit de montrer qu’il existe ¢ € H?(R") tel que ¥ # 0 et pour h assez petit on a :

(H(h)i, ) < 0. (1.2)

Tout d’abord, pour ¢ € C§°(R"™), on a :
(0 0) =21l + [ V(52 lpta) P (13)

La fonction y — V(y, x) est I-périodique en y donc son développement en série de Fourier s’écrit

= 3 Cp ()Y (1.4)

,Y* cI*

ol

Ce(@) = vO11<E> /E V(y,z)e " dy, (1.5)

Donc

[vGapwia= [ awpwras S [ @@ 1

T Y*£0,y* el
= (1) +(2).

Maintenant on choisit ¥ & support dans un petit voisinage de xo et 1 = 1 pres de xg. Alors il est clair
par le théoreme de Paley-Wiegner que limy\ o(2) = 0. Donc ) et (| . ) donnent

i (B 0) = [ Colwlito)ds,

ceci implique (|1.2)) si Phypotheése (Ay4) est vérifiée. Ce qui achéve la démonstration du théoreme.

1.2 Formule de trace

En appliquant le théoreme (du chapitre , corollaire théoreme et le théoreme (du
chapitre précédent) on obtient :

Théoréme 1.2 Soit f € C§° ((—o0,0);R). Sous les hypothéses (A1), ..., (Aa) opérateur f(H(h)) est

de classe trace et il existe une suite de nombres réels (ax(f))r=o0 telle que :

+oo
tr[ FHE)] ~ WY an()RE, (N0, (17)
k=0

avec

i) = g 2 [ [ Fnte €)dnde (18)

k>1

80



Ici (pg(w, €))k>1 désignent les valeurs propres de Uopérateur (Dy + €)* + V (y, ) comme opérateur de
L*(R™/T) — L?(R"/T).

Remarque 1.3 Soit p(t,z) la densité d’états intégrée associée a —Ay + V(y,z), ( ot x est un para-

p(t,z) := (2m)~ Z / d¢.

métre ), i.e.,

Par intégration par partie dans (1.7), on obtient

/ /f p(t, z)dtdx.
+oo

Sy= U {6 e R x B (&) = A}

k=1

On fixe A < 0, et soit

On suppose que 'hypotheése suivante est vérifiée
(As) Pour (z9,&) € X, pr(z0,80) est simple et V¢ (px(xo,&0)) # 0.

Théoréme 1.4 Sous les hypothéses (A1), ..., (As) il em’ste o > 0 assez petit et C > 0 assez grand tels
que, pour tout f € C°((A—0a,A+0);R) et 0 € C°((—4, &);R), avec 6 =1 dans un petit voisinage
de zéro, il existe une suite de fonctions v;(1) € C*(R;R), j € N, telle que pour tout N,M >1 on a

M M

tr (f(H(h)) F,0(r — H(h))) =h"" (f(r) > (r) 40 (&)) , quand h\,0,  (L9)

uniformément en 7 € R. Ici (1) = (1 + 7-2)%'

Corollaire 1.5 Soit A un nombre réel négatif. On désigne par Np(\) le nombre de valeurs propres de
H(h) dans Uintervalle (—oo, A] comptées avec leur multiplicité. Sous les hypothéses du théoréme

on a

gga[h”AM(Aﬂ = Dy, (1.10)

ol

dwdf:/ p(A x)da. (1.11)
k>1 (2,€) ERRXE*; g (,6) <A} R™

Théoréme 1.6 Sous les hypothéses, (A1),...,(As) on a :

Nu(A) = ™" (Do + o(h)), (h ™\, 0) (1.12)

ou, .
Do = // dxdg :/ p(\, x)dx. 1.13
LR kz>:1 {(8) ERE X B*| jus (2.6)<A} o P10 7) (1.13)
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Résumé

Cette these traite de certaines propriétés spectrales de deux classes spécifiques des opérateurs périodiques perturbés. Nous
nous intéressons tout d’abord a un opérateur différentiel elliptique a coefficients périodiques P perturbé par un opérateur
différentiel dépendant d’un petit parameétre semi-classique @Q(h), h N\, 0. On obtient un développement asymptotique en
puissances de h de la trace de f(P + Q(h)) et on donne son terme principal. Ici f € C§°(I), ot I est un intervalle ouvert
disjoint du spectre de P. Nous obtenons alors le comportement asymptotique de la fonction du comptage des valeurs
propres dans les gaps avec une estimation optimale du reste.

Le second modele étudié est un opérateur elliptique périodique d’ordre deux H perturbé par un opérateur différentiel
dépendant d’une grande constante de couplage A\Q, A * +00. On obtient un développement asymptotique en puissances
de A=% de la trace de FH+XQ). Ici f € C§°(I), ot I est un intervalle disjoint du spectre de H. Nous donnons également
la formule de type Weyl avec I'estimation optimale du reste de la fonction de comptage des valeurs propres lorsque la
constante de couplage tend vers l'infini.

La derniére partie de cette theése discute 1’étude du spectre discret de 'opérateur de Schrodinger avec un potentiel tres

oscillent dépendant d’un petit parameétre semi-classique.

Mots-clés : Opérateurs périodiques, formule de trace asymptotique, limite semi-classique, grandes constantes de cou-
plage, développements asymptotiques, distribution des valeurs propres, densité d’états, champs magnétiques, perturba-

tion tres oscillante.

Abstract

This Ph.D thesis deals with some spectral properties of two specific classes of two periodic operators. We are firstly
interested in the elliptic periodic differential operator P perturbed by a differential operator depending with a small
semi-classical constant Q(h), h N\, 0. We obtain an asymptotic expasion in powers of h of the trace of f(P + Q(h)) and
we give explicitly the leading term. Here f € C§°(I), where I is an intervall disjoint from the spectrum of P. We obtain
the asymptotic behavior of the counting function of eigenvalues of P + Q(h) as h \, 0 with sharp remainder estimate in
the spectral gaps.

The second model studied in this thesis is a periodic elliptic operator H perturbed by differential operator depending
with large coupling constant A\Q, A * +00. We obtain an asymptotic expasion in powers of A3 of the trace of FH+XQ)
and we give explicitly the leading term. Here f € C§°(I), where I is an intervall disjoint from the spectrum of H. We
also obtain a Weyl formula with optimal remainder estimate of the counting fuction of eigenvalues of f(H + AQ) when
the coupling constant tends to infinity.

The last part of this thesis highlights the study the spectrum of a Schrédinger operator perturbed by a fast oscillating

decaying potential depending on a small parameter.

Key-words : Periodic operator, asymptotic trace formula, semi-classical limit, large coupling constant, asymp-

totic expansions, distribution of eigenvalues, density of state, magnetic fields, very oscillating perturbation.

Institut de Mathématiques de Bordeaux, UMR 5251
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