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■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

▲❡ "#❛✈❛✐❧ ❞❡ "❤*+❡ ♣#-+❡♥"- ❞❛♥+ ❝❡ ♠❛♥✉+❝#✐" ♣♦#"❡ +✉# ❧✬♦♣"✐♠✐+❛"✐♦♥ ❞❡+ ❝❛♣❛❝✲

✐"-+ ❞✉ ▲❆❚✱ ❧✬✉♥ ❞❡+ ❞❡✉① ✐♥+"#✉♠❡♥"+ 9 ❜♦#❞ ❞✉ +❛"❡❧❧✐"❡ ❋❡"♠✐ ✭✉♥❡ ❞❡+❝#✐♣"✐♦♥

❞✉ ▲❆❚ ❡+" ♣#-+❡♥"-❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐"#❡ ✸✮✱ >✉✐ ♦❜+❡#✈❡ ❧❡ ❝✐❡❧ ❞❛♥+ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡+ #❛②♦♥+

❣❛♠♠❛✱ ❞❡♣✉✐+ ✷✵✵✽✳ ❋❡"♠✐ +✬✐♥+❝#✐" ❞❛♥+ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ❧✐❣♥-❡ ❞❡ +❛"❡❧❧✐"❡+ ❞✬♦❜+❡#✲

✈❛"✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❣❛♠♠❛✱ >✉✐ +❡#♦♥" ❞-❝#✐"+ ❛✉ ❝❤❛♣✐"#❡ ✶✳ ❈✬❡+" +✉# ❧❛ ♣❛#"✐❡ ❜❛++❡

-♥❡#❣✐❡ ❞✉ ▲❆❚ >✉❡ ❧✬♦♥ +❡ ❢♦❝❛❧✐+❡#❛✱ ❝✬❡+"✲9✲❞✐#❡ +✉# ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬-♥❡#❣✐❡ ✐♥❢-#✐❡✉#

9 ✶✵✵ ▼❡❱✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬-♥❡#❣✐❡ #❡+"❡ ❧❛#❣❡♠❡♥" ✐♥❡①♣❧♦#- ❛✉① +❡♥+✐❜✐❧✐"-+

❞❡+ ✐♥+"#✉♠❡♥"+ ❛❝"✉❡❧+✳ ❇✐❡♥ >✉❡ ❧❡ ▲❆❚ +♦✐" ❝♦♥M✉ ♣♦✉# ♦❜+❡#✈❡# ❧❡ ❝✐❡❧ ❡♥"#❡ ✷✵

▼❡❱ ❡" ✸✵✵ ●❡❱ ♦✉ ♣❧✉+✱ ❡" >✉✬✐❧ ❛❝>✉✐*#❡ ❞❡+ ❞♦♥♥-❡+ +✉# "♦✉"❡ ❝❡""❡ ❣❛♠♠❡✱ ❧❡✉#

❛♥❛❧②+❡ ❡♥ ❞❡++♦✉+ ❞❡ ✶✵✵ ▼❡❱ +✬❡+" #-✈-❧-❡ ❛#❞✉❡✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡ #-+♦❧✉"✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐#❡ ❞❡

❧✬✐♥+"#✉♠❡♥" ❞❛♥+ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬-♥❡#❣✐❡ #❡♥❞ ❧❛ ❝♦♥❢✉+✐♦♥ ❞❡ +♦✉#❝❡+ ❢#->✉❡♥"❡✳ ❉❡

♣❧✉+ ❧❛ ❞✐+♣❡#+✐♦♥ ❡♥ -♥❡#❣✐❡ ❥♦✉❡ ❛✉++✐ ✉♥ #Q❧❡ ♥♦♥ ♥-❣❧✐❣❡❛❜❧❡ 9 ❜❛++❡ -♥❡#❣✐❡ ❡"

✐♥✢✉❡ +✉# ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞✉ +♣❡❝"#❡ ❞❡+ +♦✉#❝❡+ -"✉❞✐-❡+✳ ❈❡" ❡✛❡" ♥✬❛ "♦✉"❡❢♦✐+ -"- ♣#✐+ ❡♥

❝♦♠♣"❡ >✉❡ #-❝❡♠♠❡♥" ✭✈♦✐# +❡❝"✐♦♥ ✹✳✸✮✳

❈❡ "#❛✈❛✐❧ ❞❡ "❤*+❡ +✬✐♥+❝#✐"✱ ♣❛# ❧❡ ❜✐❛✐+ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥"#✐❜✉"✐♦♥ "❡❝❤♥✐>✉❡✱ ❞❛♥+ ❧✬❡✛♦#"

T❛++ ✽ >✉✐ ✈✐+❡ 9 ❛♠-❧✐♦#❡# ❧❛ ♣❛#"✐❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❞✉ ▲❆❚ ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥"❡# +♦♥ ♣♦"❡♥"✐❡❧

❞❡ ❞-❝♦✉✈❡#"❡ +❝✐❡♥"✐✜>✉❡✳ ❉❡+ ❛♠-❧✐♦#❛"✐♦♥+ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦#✐"❤♠❡ ❞❡ #❡❝♦♥+"#✉❝"✐♦♥ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛>✉❡ +♦✉+✲+②+"*♠❡ ❞✉ ▲❆❚ ❛✐♥+✐ >✉✬✉♥❡ ❛♠-❧✐♦#❛"✐♦♥ ❞❡+ +✐♠✉❧❛"✐♦♥+

▼♦♥"❡ ❈❛#❧♦ ❞❡ ❧✬✐♥+"#✉♠❡♥" ② ♦♥" ❝♦♥"#✐❜✉-✳ ▲✬❛♠-❧✐♦#❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡ ❞❡

❧❛ ❞✐+♣❡#+✐♦♥ ❡♥ -♥❡#❣✐❡ ♣#-+❡♥"-❡ ❞❛♥+ ❝❡ "#❛✈❛✐❧ ❞❡ "❤*+❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐"#❡ ✹✱ -❣❛❧❡♠❡♥"✳

▲❡ #-+✉❧"❛" ❞❡ ❝❡" ❡✛♦#" ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦#❛"✐♦♥✱ ❛✉>✉❡❧ ❥✬❛✐ ♣❛#"✐❝✐♣-✱ ♠✬❛ ❡♥❝♦✉#❛❣-

9 "❡♥"❡# ✉♥❡ ♣#❡♠✐*#❡ -"✉❞❡ 9 ❜❛++❡ -♥❡#❣✐❡ ❞❡ +♦✉#❝❡+ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡+ ❞✉ ❝✐❡❧ ❣❛♠♠❛

❡" ♣#-+❡♥"❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛"❛❧♦❣✉❡ ❈❖▼T❚❊▲ ✿ ❧❡ ♣✉❧+❛# ❱❡❧❛✱ ❧❡ ♣✉❧+❛# ❞✉ ❈#❛❜❡ ❡"

+❛ ♥-❜✉❧❡✉+❡ ❞❡ ✈❡♥" ❞❡ ♣✉❧+❛#✳ ▲❡ ❝✐❡❧ ❣❛♠♠❛ +❡#❛ ♣#-+❡♥"- ❛✉ ❝❤❛♣✐"#❡ ✷ ❡" ❧✬-✲

"✉❞❡ 9 ❜❛++❡ -♥❡#❣✐❡ ❛✐♥+✐ >✉❡ ❧❛ ♠-"❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✉"✐❧✐+-❡ +❡#❛ ♣#-+❡♥"-❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐"#❡

✻✳ ❈♦♠♣"❡ "❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♥❛"✉#❡ ♥♦✈❛"#✐❝❡ ❞❡ ❝❡""❡ "Y❝❤❡✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ❢❛✐" ❛♣♣❡❧ 9 ✉♥

♦✉"✐❧ ❞✬❛♥❛❧②+❡ ✭●❛❘❉✐❆♥✮ ❞✐✛-#❡♥" ❞❡ ❝❡✉① ❢♦✉#♥✐+ ❡" ✉"✐❧✐+-+ ❝♦✉#❛♠♠❡♥" ♣❛# ❧❛

❝♦❧❧❛❜♦#❛"✐♦♥ ❋❡"♠✐ ✲▲❆❚✱ ❡" ♣#-+❡♥"-+ ❛✉ ❝❤❛♣✐"#❡ ✺✳ ◆♦✉+ ❛✈♦♥+ ❛✉++✐ ❝#-- ♥♦"#❡
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♣❛, ❛,,❡③ ❜❛, ❡♥ *♥❡"❣✐❡✳ ▲❡ ,♣❡❝4"❡ ♦❜4❡♥✉ ✈✐❛ ❧✬❛♥❛❧②,❡ ●❛❘❉✐❆♥ ♣♦✉" ❧❡ ♣✉❧,❛"

❱❡❧❛ ❡,4 ❝♦♠♣❛4✐❜❧❡ ❛✉ ,♣❡❝4"❡ 4"♦✉✈* ♣❛" ❧❡ 4"♦✐,✐'♠❡ ❝❛4❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ▲❆❚ ✭✸❋●▲✮✱

❡4 ❡,4 ❡♥ ❛❝❝♦"❞ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥❛❧②,❡ ✧❝❧❛,,✐F✉❡✧ ❝♦♥❞✉✐4❡ G ♣❧✉, ❤❛✉4❡ *♥❡"❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡,

♦✉4✐❧, ,4❛♥❞❛"❞, ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦"❛4✐♦♥ ✿ ❧❡, ❙❝✐❡♥❝❡✲❚♦♦❧)✳ ▲✬❡①4"❛♣♦❧❛4✐♦♥ ❞✉ ,♣❡❝4"❡

♦❜4❡♥✉ ♣❛" ❧✬❛♥❛❧②,❡ ●❛❘❉✐❆♥ ❡,4 ✐♥❢*"✐❡✉"❡ ❛✉① ♣"*❞✐❝4✐♦♥, ❞❡ ❈❖▼O❚❊▲✱ ♦♥ ♥❡

♣❡✉4 4♦✉4❡❢♦✐, ♣❛, ❡①❝❧✉"❡ F✉❡ ❧❡, ❞❡✉① ♠❡,✉"❡, ,♦✐4 ❝♦❤*"❡♥4❡,✱ ❧❡, ,②,4*♠❛4✐F✉❡,

❞❡ ❧✬❛♥❛❧②,❡ ❈❖▼O❚❊▲ ♥✬*4❛♥4 ♣❛, ❢♦✉"♥✐❡, ❡4 ❧❡, ,②,4*♠❛4✐F✉❡, ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②,❡ ●❛❘✲

❉✐❆♥ "❡,4❛♥4 ♠❛❧ ❝♦♥♥✉❡✳ ❉❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✉ ♣✉❧,❛" ❞✉ ❈"❛❜❡ ❡4 ❞❡ ,❛ ♥*❜✉❧❡✉,❡✱ ❧❡

,♣❡❝4"❡ ●❛❘❉✐❆♥ ❡,4 ❡♥ ❛❝❝♦"❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ,♣❡❝4"❡ ❞✉ ✸❋●▲ ❡4 ,♦♥ ❡①4"❛♣♦❧❛4✐♦♥ G ♣❧✉,

❜❛,,❡ *♥❡"❣✐❡ ❡,4 ❝♦♠♣❛4✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡, ♠❡,✉"❡, ❞❡ ❈❖▼O❚❊▲✳ ❈❡, ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡,

♠♦♥4"❡♥4 F✉❡ ❧❡, ❛♠*❧✐♦"❛4✐♦♥, ❛♣♣♦"4*❡, ♣❛" O❛,, ✽ "❡♥❞❡♥4 ♣♦,,✐❜❧❡ ❧✬❛♥❛❧②,❡ ❞❡,

❞♦♥♥*❡, ❞✉ ▲❆❚ ❡♥ ❞❡,,♦✉, ❞❡ ✶✵✵ ▼❡❱ G ❝♦♥❞✐4✐♦♥ 4♦✉4❡❢♦✐, ❞✬U4"❡ ♣"*❝❛✉4✐♦♥♥❡✉①✳
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❧♦❝❛❧❡ ❧✐*❡ ❛✉ ♠♦❞'❧❡ ❞✐✛✉,✳
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= −EeρZc

X0

, ✭✶✳✶✮

❛✈❡❝ ρZ ❧❛ ❞❡♥&✐!+ ❞✉ ♠❛!+0✐❛✉ !0❛✈❡0&+ ❡! X0 ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉0 ❞❡ 0❛❞✐❛!✐♦♥✳ P♦✉0 ❧✬❤②✲

❞0♦❣:♥❡ ✭Z = 1✮ X0 = 61.28 g cm−2
✳

✶✳ ✶ ❦❡❱ ❂ ✶✵✵✵ ❡❱ ✭(❧❡❝+,♦♥✲✈♦❧+✮ ❛✈❡❝ 1eV = 1, 602176565 10−19
❏ ✭❏♦✉❧❡✮✳
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2❧❡❝*)♦♥ ;✉) ✉♥ ♣❤♦*♦♥ ❞✬2♥❡)❣✐❡ E = hν✱ ♣)♦❞✉✐;❛♥* ✉♥ ♣❤♦*♦♥ ❞✬2♥❡)❣✐❡ E ′ = hν ′

;✉♣2)✐❡✉)❡ I E✱ ❛②❛♥* ♣♦✉) ❝♦♥;2:✉❡♥❝❡ ✉♥❡ ♣❡)*❡ ❞✬2♥❡)❣✐❡ ❞❡ ❧✬2❧❡❝*)♦♥✳

▲❡ *❛✉① ❞❡ ♣❡)*❡ ❞✬2♥❡)❣✐❡ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛)*✐❝✉❧❡ ❝❤❛)❣2❡ *)❛✈❡);❛♥* ✉♥ ❝❤❛♠♣

❞❡ ♣❤♦*♦♥; ❞❡ ❞❡♥;✐*2 Urad ❡;* ❞♦♥♥2 ♣❛) ✿

〈

dE

dt

〉

= −4

3
σcUradγ

2, ✭✶✳✷✮

❛✈❡❝ γ ❧❡ ❢❛❝*❡✉) ❞❡ ▲♦)❡♥*③ ❞❡ ❧❛ ♣❛)*✐❝✉❧❡ ❝❤❛)❣2❡ ❡* σ ❧❛ ;❡❝*✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✐♥*❡)✲

❛❝*✐♦♥✳ ❙✐ ❧❛ ♣❛)*✐❝✉❧❡ ❝❤❛)❣2❡ ❡;* ✉♥ 2❧❡❝*)♦♥ ❡* ;✐ ;♦♥ 2♥❡)❣✐❡ ❡;* ♥2❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛)

)❛♣♣♦)* I ;♦♥ 2♥❡)❣✐❡ ❞❡ ♠❛;;❡✱ ❝❡**❡ ;❡❝*✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡;* ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❤♦♠;♦♥ ✿

σT =
8π

3

(

e2

4πǫ0mec2

)

, ✭✶✳✸✮

♦R e ❡;* ❧❛ ❝❤❛)❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛)*✐❝✉❧❡ me✱ ;❛ ♠❛;;❡✱ ❡* ǫ0 ❧❛ ♣❡)♠✐**✐✈✐*2 ❞✐2❧❡❝*)✐:✉❡ ❞✉
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✈✐❞❡

✺

✳ ❉❛♥) ❧❡ ❝❛) ❝♦♥-.❛✐.❡✱ ♦♥ ✉-✐❧✐)❡ ❧❛ )✉.❢❛❝❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❑❧❡✐♥✲◆✐)❤✐♥❛ ✿

σKN =
πre

2

x

([

1− 2 (x+ 1)

x2

]

log (2x+ 1) +
1

2
+

4

x
− 1

2 (2x+ 1)2

)

, ✭✶✳✹✮

❛✈❡❝ x = ~ω/ (mec
2) ❡- re ❧❡ .❛②♦♥ ❝❧❛))✐=✉❡ ❞❡ ❧✬?❧❡❝-.♦♥ ✿ re = e2/ (4πǫ0mec

2)✳
❊♥ ❛)-.♦♣❤②)✐=✉❡✱ ❧✬❡✛❡- ❈♦♠♣-♦♥ ❡)- ♣♦))✐❜❧❡ )✉. ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉) ❝♦)♠♦❧♦❣✐=✉❡

✭❈▼❇ ✿ ❈♦)♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼✐❝.♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣.♦✉♥❞ ❬✶❪✮ ❡- )✉. ❧❡ .❛②♦♥♥❡♠❡♥- ?♠✐- ♣❛.

❧❡) ?-♦✐❧❡)✳

✶✳✶✳✸ ▲❡ %❛②♦♥♥❡♠❡♥+ ❙②♥❝❤%♦+%♦♥

❉❛♥) ❧❡) ❛♥♥?❡) ✺✵✱ ❧❡) ♣.❡♠✐❡.) ❛❝❝?❧?.❛-❡✉.) ✈♦✐❡♥- ❧❡ ❥♦✉. ❛✉① ➱-❛-)✲❯♥✐)✳

■❧) ✈✐)❡♥- T ✉-✐❧✐)❡. ❧✬❡✛❡- )②♥❝❤.♦-.♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣.♦❞✉✐.❡ ❛.-✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥- ❞❡) .❛②♦♥)

❣❛♠♠❛✳ ▲❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬?♠✐))✐♦♥ )②♥❝❤.♦-.♦♥ ❡)- ❧❡ )✉✐✈❛♥-✳ ▲♦.)=✉✬✉♥❡ ♣❛.-✐❝✉❧❡

❝❤❛.❣?❡ .❡♥❝♦♥-.❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥?-✐=✉❡✱ )❛ -.❛❥❡❝-♦✐.❡ ❡)- ❞?✈✐?❡✳ ▲❛ -.❛❥❡❝-♦✐.❡

❝♦✉.❜❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛.-✐❝✉❧❡ ✐♥❞✉✐- ✉♥❡ ❛❝❝?❧?.❛-✐♦♥ .❛❞✐❛❧❡ =✉✐ ❝♦♥❞✉✐- T ❧✬?♠✐))✐♦♥ ❞✬✉♥

♣❤♦-♦♥✳ ▲❛ ♣❡.-❡ ❞✬?♥❡.❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛. ?♠✐))✐♦♥ )②♥❝❤.♦-.♦♥ ♣♦✉. ✉♥❡ ♣❛.-✐❝✉❧❡

❝❤❛.❣?❡ ❞✬?♥❡.❣✐❡ E ❡)- ❞♦♥♥?❡ ♣❛. ✿

〈dE
dt

〉 = −4

3
γ2c

B2

2µ0

σT , ✭✶✳✺✮

♦W c ❡)- ❧❛ ✈✐-❡))❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐X.❡ ❞❛♥) ❧❡ ✈✐❞❡

✻

✱ γ ❧❡ ❢❛❝-❡✉. ❞❡ ▲♦.❡♥-③✱ B ❧❡ ❝❤❛♠♣

♠❛❣♥?-✐=✉❡ ❞❛♥) ❧❡=✉❡❧ )❡ ❞?♣❧❛❝❡ ❧❛ ♣❛.-✐❝✉❧❡ ❝❤❛.❣?❡✱ µ0 ❧❛ ♣❡.♠?❛❜✐❧✐-? ♠❛❣♥?✲

-✐=✉❡ ❞✉ ✈✐❞❡

✼

✳ ▲❡ )♣❡❝-.❡ ❞✉ .❛②♦♥♥❡♠❡♥- )②♥❝❤.♦-.♦♥ ❡)- -②♣✐=✉❡♠❡♥- ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡

♣✉✐))❛♥❝❡ ❞♦♥- ❧✬✐♥❞✐❝❡ )♣❡❝-.❛❧ ❡)- ❝♦..?❧? T ❧✬✐♥❞✐❝❡ )♣❡❝-.❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❞❡

♣❛.-✐❝✉❧❡) ❝❤❛.❣?❡) =✉✐ ✐♥❞✉✐- ❧❡ .❛②♦♥♥❡♠❡♥- )②♥❝❤.♦-.♦♥✳

✶✳✶✳✹ ▲❛ ❞1❝%♦✐33❛♥❝❡ π0

❊♥ ✶✾✺✵ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛.-✐❝✉❧❡✱ ❧❡ π0
✱ ❢✉- ❞?❝♦✉✈❡.-❡ ❛✉ ❝②❝❧♦-.♦♥ ❞❡ ❇❡.❦❡❧❡②

❬✷❪✳ ▲❡ ♣✐♦♥ ❡)- ✉♥❡ ♣❛.-✐❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡) ♠?)♦♥)✳ ■❧ ❡①✐)-❡ -.♦✐) -②♣❡) ❞❡ ♣✐♦♥) ✿

❧❡ ♣✐♦♥ ♥❡✉-.❡ π0
❡- ❧❡) ♣✐♦♥) ❝❤❛.❣?) π+

❡- π−
✳ ▲❡ ♣✐♦♥ ♥❡✉-.❡ ❡)- ❝♦♠♣♦)? ❞❡ =✉❛.❦)

u ✭✉♣✮ ❡- d ✭❞♦✇♥✮ ❞❛♥) ✉♥❡ )✉♣❡.♣♦)✐-✐♦♥ ❞✬?-❛- -❡❧❧❡ =✉❡ ✿

π0 =
u ū+ d d̄√

2
✭✶✳✻✮

❛✈❡❝ ū ❡- d̄ ❧❡) ❛♥-✐♣❛.-✐❝✉❧❡) ❞❡) =✉❛.❦) u ❡- d✳ ▲❡ -❡♠♣) ❞❡ ✈✐❡ ❞✉ ♣✐♦♥ ♥❡✉-.❡ ❡)-

-.X) ❜.❡❢ ✿ 8.4 10−17
)✳ ▲❡ ♣✐♦♥ ♥❡✉-.❡ )❡ ❞?)✐♥-X❣.❡ ❛❧♦.) ♠❛❥♦.✐-❛✐.❡♠❡♥- ✭❞❛♥) ✾✽✳✽

✪ ❞❡) ❝❛)✮ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛✐.❡ ❞❡ ♣❤♦-♦♥) ✿

π0 → 2 γ, ✭✶✳✼✮

✺✳ ǫ0 ≃ 8.85 10−12 A2s4kg−1m−3
✳

✻✳ c = 299792458 m s−1
✳

✼✳ µ0 = 4π10−7 kg m A−2s−2
✳
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❞❡ ♠❛33❡✱ 3♦✐" ❧❛ ♠♦✐"✐4 ❞❡ ❧❛ ♠❛33❡ ❞✉ π0
✳ C♦✉) ✉♥ ♦❜3❡)✈❛"❡✉) 3✉) ❚❡))❡✱ ❧✬4♥❡)❣✐❡

❞❡ ❝❡3 ♣❤♦"♦♥3 Eγ ❡3" ❝♦♠♣)✐3❡ ❞❛♥3 ❧✬✐♥"❡)✈❛❧❧❡ ❬✸❪ ✿

γπ
mπ

2
(1− βπ) 6 Eγ 6 γπ

mπ

2
(1 + βπ) , ✭✶✳✽✮

❛✈❡❝ γπ ❧❡ ❢❛❝"❡✉) ❞❡ ▲♦)❡♥"③ ❞✉ π0
✱ mπ 3❛ ♠❛33❡ ❡" βπ 3❛ ✈✐"❡33❡✱ ❡" ❧❛ ❞✐3")✐❜✉"✐♦♥

3♣❡❝")❛❧❡ ❡♥ 4♥❡)❣✐❡ 3✬4❝)✐" ✿

dN

dE
=

2

βπγpimπ

H

[

E;
1

2
γπmπ (1− βπ) ,

1

2
γπmπ (1 + βπ)

]

, ✭✶✳✾✮

❛✈❡❝

H (x; a, b) =

{

1 si a 6 x 6 b
0 sinon

. ✭✶✳✶✵✮
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❞❛♥3 ❝❡ ❝❛3 )❛❧❡♥"✐) ? ♠❡3✉)❡ Q✉❡ ❧✬❛❧"✐"✉❞❡ ❛✉❣♠❡♥"❛✐"✳ ❖♥ 3❛✐" ? ♣)43❡♥" Q✉❡ ❧❡3

)❛②♦♥3 ❝♦3♠✐Q✉❡3 3♦♥" ❞❡3 ♣❛)"✐❝✉❧❡3 ❝❤❛)❣4❡3

✽

Q✉✐ 3♦♥" ❝♦♥✜♥4❡3 ❞❛♥3 ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡

❣)[❝❡ ? 3♦♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥4"✐Q✉❡✳

▲❡ 3♣❡❝")❡ ❞❡3 )❛②♦♥3 ❝♦3♠✐Q✉❡3 ❡3" ")(3 ✈❛3"❡ ❡" ❝♦✉✈)❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬4♥❡)❣✐❡

✐♥❢4)✐❡✉)❡ ? Q✉❡❧Q✉❡3 ❡❱ ❥✉3Q✉✬? ❞❡3 4♥❡)❣✐❡3 3✉♣4)✐❡✉)❡3 ? ❞❡3 ❝❡♥"❛✐♥❡3 ❞✬❊❡❱

✾

✳

▲❡3 )❛②♦♥3 ❝♦3♠✐Q✉❡3 3♦♥" "♦✉"❡❢♦✐3 ❧❡3 ♣❧✉3 ♥♦♠❜)❡✉① ❡♥")❡ ✶✵ ▼❡❱ ❡" ✶ ●❡❱✳ ▲❛

✜❣✉)❡ ✶✳✸ ♠♦♥")❡ ❧❛ ❙❊❉

✶✵

❞❡3 )❛②♦♥3 ❝♦3♠✐Q✉❡3 ❬✻❪✳

✽✳ ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥+ ❞❡- ♣#♦+♦♥- / ∼ 90✪✱ ❧❡ #❡-+❡ -❡ ♣❛#+❛❣❡❛♥+ ❡♥+#❡ ❞❡- ♥♦②❛✉① ❞✬❤8❧✐✉♠ ✭∼ 9✪✮✱

❞❡- 8❧❡❝+#♦♥-✱ ❛✐♥-✐ ;✉❡ ❞❡- ♥♦②❛✉① ❧♦✉#❞-✳

✾✳ ✶ ❊❡❱ ✭❊①❛✲8❧❡❝+#♦♥ ✈♦❧+✮ ❂ 1018eV✳

✶✵✳ ❙❊❉ ✿ ❙♣❡❝$%❛❧ ❊♥❡%❣② ❉✐.$%✐❜✉$✐♦♥✱ -♣❡❝+#❡ ❞✬8♥❡#❣✐❡✳



✶✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ▲✬❖❇❙❊❘❱❆❚■❖◆ ❉❯ ❈■❊▲ ●❆▼▼❆

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ❙❊❉ ❞❡* +❛②♦♥* ❝♦*♠✐3✉❡* ♠❡*✉+5❡ *✉+ ✶✷ ♦+❞+❡* ❞❡ ❣+❛♥❞❡✉+ ♣❛+

❞✐✛5+❡♥:❡* ❡①♣5+✐❡♥❝❡* ❛✉ *♦❧ ❡: ❞❛♥* ❧✬❡*♣❛❝❡ ❬✻❪✳ ▲❛ ✢C❝❤❡ +♦✉❣❡ ✐♥❞✐3✉❛♥: ▲❍❈

♠♦♥:+❡ ❧✬5♥❡+❣✐❡ G ❧❛3✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝:✐♦♥♥❛✐: ❧❡ ▲❍❈ ❡♥ ✷✵✶✸ ✭✼ ❚❡❱✮✳ ▲❡ ❣❡♥♦✉ ❡: ❧❛

❝❤❡✈✐❧❧❡ *♦♥: ❜✐❡♥ ✈✐*✐❜❧❡* *✉+ ❝❡::❡ ✜❣✉+❡✳

❖♥ +❡♠❛+3✉❡ ❞❡✉① ♣❛+:✐❝✉❧❛+✐:5* *✉+ ❝❡::❡ ❝♦✉+❜❡✳ ❚♦✉: ❞✬❛❜♦+❞ ✉♥❡ ✈❛+✐❛:✐♦♥

❞❡ ♣❡♥:❡ ❞✉ ✢✉① ❞✐✛5+❡♥:✐❡❧

✶✶

3✉✐ ♣❛**❡ ❞❡ ∼ −2.7 G ∼ −3.1 ✈❡+* ✉♥❡ 5♥❡+❣✐❡

❞❡ Egenou = 3 1015eV✱ ❛♣♣❡❧5❡ ❧❡ ✧❣❡♥♦✉✧✱ ❡: ✉♥❡ ❛✉:+❡ ✈❛+✐❛:✐♦♥ ❞❡ ♣❡♥:❡ ✈❡+*

Echeville = 1018 ❡❱✱ ❛♣♣❡❧5❡ ❧❛ ✧❝❤❡✈✐❧❧❡✧✳ ❖♥ ❞5❝+✐: ❤❛❜✐:✉❡❧❧❡♠❡♥: ❬✼❪ ❧❡ ✧❣❡♥♦✉✧

❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐♠✐:❡ G ❧❛3✉❡❧❧❡ ❧❡* +❛②♦♥* ❝♦*♠✐3✉❡* ❛❝❝5❧5+5* ♣❛+ ❧❡* *♦✉+❝❡* ❣❛❧❛❝:✐3✉❡*

✶✷

♥❡ *♦♥: ♣❧✉* :♦:❛❧❡♠❡♥: ❝♦♥✜♥5* ♣❛+ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥5:✐3✉❡ ❣❛❧❛❝:✐3✉❡✳ ▲❛ ❝❤❡✈✐❧❧❡

♠❛+3✉❡+❛✐: 3✉❛♥: G ❡❧❧❡ ❧❛ ❧✐♠✐:❡ ❡♥:+❡ ❧❡* +❛②♦♥* ❝♦*♠✐3✉❡* ❞✬♦+✐❣✐♥❡ ❣❛❧❛❝:✐3✉❡ ❡:

❡①:+❛❣❛❧❛❝:✐3✉❡✳ ▲❡ *✉❥❡: ❡*: :♦✉:❡❢♦✐* ❡♥❝♦+❡ ❞5❜❛::✉✳

✶✶✳ ❋❧✉① ❞❡ ♣❛*+✐❝✉❧❡. ❛++❡✐❣♥❛♥+ ❧❛ +❡**❡ ♣❛* ✉♥✐+1 ❞❡ +❡♠♣.✱ .✉*❢❛❝❡✱ ❛♥❣❧❡ .♦❧✐❞❡ ❡+ ♣❛* ✉♥✐+1

❞✬1♥❡*❣✐❡✳

✶✷✳ ❖♥ ♣❡♥.❡ 9✉❡ ❝❡. .♦✉*❝❡. .♦♥+ ❧❡. *1.✐❞✉. ❞❡ .✉♣❡*♥♦✈;✳



✶✳✸✳ ▲❊❙ ▼➱❈❆◆■❙▼❊❙ ❉✬■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ●❆▼▼❆✲▼❆❚■➮❘❊ ✶✶

❙✐ ❧❛ %&'✉❝&✉'❡ ❡♥ %♣✐'❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜✉❧❜❡ ❝❡♥&'❛❧ ❞❡ ♥♦&'❡ ❣❛❧❛①✐❡ ❢✉& 4&❛❜❧✐❡ ❞❛♥% ❧❡%

❛♥♥4❡% ✶✾✸✵✱ ♦♥ %❛✈❛✐& ❞4❥: ❛✉♣❛'❛✈❛♥& ;✉✬❡❧❧❡ 4&❛✐& ❝♦♠♣♦%4❡ ❞✬✉♥ '❛%%❡♠❜❧❡♠❡♥&

❞✬4&♦✐❧❡% ❡& ❞❡ ❣❛③ ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥& ❝♦♠♣♦%4 ❞✬❤②❞'♦❣A♥❡ ❛&♦♠✐;✉❡ ✭❍■✮✱ ❞✬❤②❞'♦❣A♥❡

♠♦❧4❝✉❧❛✐'❡ ✭❍2✮ ❡& ❞✬❤②❞'♦❣A♥❡ ✐♦♥✐%4 ✭❍■■✮✳ ❈❡ ❣❛③✱ ❧❡% ❝❤❛♠♣% ♠❛❣♥A&✐;✉❡% ❛✐♥%✐

;✉❡ ❧❡% ❝❤❛♠♣% ❞❡ ♣❤♦&♦♥% ♣'4%❡♥&% ❞❛♥% ❧❛ ●❛❧❛①✐❡✱ %♦♥& %✉%❝❡♣&✐❜❧❡% ❞❡ '4❛❣✐' ❛✈❡❝

❧❡% '❛②♦♥% ❝♦%♠✐;✉❡% ♣♦✉' ♣'♦❞✉✐'❡ ❞❡% '❛②♦♥% ❣❛♠♠❛ %✉✐✈❛♥& ❧❡% ♣'♦❝❡%%✉% ❞4❝'✐&%

: ❧❛ %❡❝&✐♦♥ ✶✳✶✳

✶✳✷✳✷ #$%❞✐❝)✐♦♥ ❞✉ $❛②♦♥♥❡♠❡♥) ❣❛♠♠❛ ❞❡2 2♦✉$❝❡2 ❛2)$♦✲

♣❤②2✐6✉❡✳

❊♥ ✶✾✹✼✱ ❋❡❡♥❜❡'❣ ❡& M'✐♠❛❦♦✛ ❬✽❪ ♣'4❞✐%❡♥& ❧✬❡①✐%&❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ 4♠✐%%✐♦♥ ❣❛♠♠❛

❞✬♦'✐❣✐♥❡ ❛%&'♦♣❤②%✐;✉❡ ❝❛✉%4❡ ♣❛' ❧✬✐♥&❡'❛❝&✐♦♥ ❞❡ '❛②♦♥% ❝♦%♠✐;✉❡% %✉' ❧❡% ♣❤♦&♦♥%

4♠✐% ♣❛' ❧❡ %♦❧❡✐❧ ❡& ❧❡% 4&♦✐❧❡%✱ ♣❛' ❡✛❡& ❈♦♠♣&♦♥ ✐♥✈❡'%❡✳ ❊♥ ✶✾✺✷ ❍❛②❛❦❛✇❛ ❬✾❪

♣'4❞✐& ❧✬❡①✐%&❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉% ❞❡ '❛②♦♥% ❣❛♠♠❛ ❞V : ❧❛ ❞4❝'♦✐%%❛♥❝❡ ❞❡ ♣✐♦♥%

♥❡✉&'❡% π0 ❝'44% ❧♦'% ❞❡ ❝♦❧❧✐%✐♦♥% ❡♥&'❡ ❧❡% '❛②♦♥% ❝♦%♠✐;✉❡% ❡& ❧❡ ❣❛③ ✐♥&❡'%&❡❧❧❛✐'❡✳

▲❛ ♠X♠❡ ❛♥♥4❡✱ ❍✉&❝❤✐♥%♦♥ ❬✶✵❪ ♣'4❞✐& ❧✬❡①✐%&❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ 4♠✐%%✐♦♥ ❣❛♠♠❛ ❞✐✛✉%❡

✐♥&❡'%&❡❧❧❛✐'❡ ❞✉❡ : ❧❛ ❝♦❧❧✐%✐♦♥ ❞❡% 4❧❡❝&'♦♥% ❞✉ '❛②♦♥♥❡♠❡♥& ❝♦%♠✐;✉❡ %✉' ❧❡ ♠✐✲

❧✐❡✉ ✐♥&❡'%&❡❧❧❛✐'❡ ✈✐❛ ❧❡ '❛②♦♥♥❡♠❡♥& ❜!❡♠$$%!❛❤❧✉♥❣✳ ❈❡% &'❛✈❛✉① ❝♦♥❞✉✐%❡♥& M❤✐❧✐♣

▼♦''✐%♦♥ : ♣✉❜❧✐❡' ❡♥ ✶✾✺✽ ✉♥ ❛'&✐❝❧❡ ❬✶✶❪ ❞❛♥% ❧❡;✉❡❧ ✐❧ ❡%&✐♠❡ ❧❡ ✢✉① ❣❛♠♠❛ ❞❡

%♦✉'❝❡% ❛%&'♦♣❤②%✐;✉❡% &❡❧❧❡% ❞❡% ❣❛❧❛①✐❡% ♦✉ ❞❡% %♦✉'❝❡% %&❡❧❧❛✐'❡%✳ ■❧ %✬❡%& ❛✈4'4 ♣❛'

❧❛ %✉✐&❡ ;✉❡ %❡% ❡%&✐♠❛&✐♦♥% 4&❛✐❡♥& ♦♣&✐♠✐%&❡%✱ ♠❛✐% ❡❧❧❡% ♦♥& ❡✉ ❧❡ ♠4'✐&❡ ❞❡ ❧❛♥❝❡'

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛%&'♦♥♦♠✐❡ ❣❛♠♠❛ ❞❛♥% ❧❡% ❛♥♥4❡% ;✉✐ %✉✐✈✐'❡♥&✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐' ❞4&❡❝&❡' ❡& 4&✉❞✐❡' ❧❡% '❛②♦♥% ❣❛♠♠❛ ❞✬♦'✐❣✐♥❡ ❛%&'♦♣❤②%✐;✉❡✱ ❡♥✲

❝♦'❡ ❢❛✉&✲✐❧ %❛✈♦✐' ❝♦♠♠❡♥& ✐❧% ✐♥&❡'❛❣✐%%❡♥& ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛&✐A'❡✳ ▲❡% &'♦✐% ♣'✐♥❝✐♣❛✉①

♣'♦❝❡%%✉% ❞✬✐♥&❡'❛❝&✐♦♥ ❞❡% ♣❤♦&♦♥% ❣❛♠♠❛ %♦♥& ♣'4%❡♥&4% : ❧❛ %❡❝&✐♦♥ ✶✳✸✳

✶✳✸ ▲❡% ♠'❝❛♥✐%♠❡% ❞✬✐♥.❡/❛❝.✐♦♥ ❣❛♠♠❛✲♠❛.✐3/❡

▲❛ ❞4&❡❝&✐♦♥ ❞✉ '❛②♦♥♥❡♠❡♥& ❣❛♠♠❛ ❛%&'♦♣❤②%✐;✉❡ ♥❡ ♣❡✉& %❡ ❢❛✐'❡ ✈✐❛ ❞❡%

%②%&A♠❡% ♦♣&✐;✉❡% ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❛%&'♦♥♦♠✐❡ ❞❛♥% ❧❡ ✈✐%✐❜❧❡✳ ❖♥ ✉&✐❧✐%❡ ❛❧♦'% ❞❡% ♠4&❤♦❞❡%

❢♦♥❞4❡% %✉' ❧❡% ✐♥&❡'❛❝&✐♦♥% ❡♥&'❡ ❧❡% '❛②♦♥% ❣❛♠♠❛ ❛②❛♥& ✉♥❡ 4♥❡'❣✐❡ ❡♥&'❡ ✶ ▼❡❱ ❡&

✶ ●❡❱ ❡& ❧❛ ♠❛&✐A'❡✳ ▲❛ ✜❣✉'❡ ✶✳✹ ♠♦♥&'❡ ❧❛ %❡❝&✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡% ♣'♦❝❡%%✉% ❞♦♠✐♥❛♥&

: ❝❡% 4♥❡'❣✐❡%✳

❖♥ '❡♠❛';✉❡ ;✉❡ ❧❡ ♣'♦❝❡%%✉% ❞♦♠✐♥❛♥& : ❤❛✉&❡ 4♥❡'❣✐❡ ❡%& ❧❛ ❝♦♥✈❡'%✐♦♥ ❞❡

♣❛✐'❡ ;✉✐ ❝A❞❡ ❡♥%✉✐&❡ ♣❧❛❝❡ ✭❡♥ ❞❡%%♦✉% ❞❡ ✶✵ ▼❡❱✮ : ❧❛ ❞✐✛✉%✐♦♥ ❈♦♠♣&♦♥ ✭❛♣♣❡❧4❡

■♥❝♦❤❡!❡♥% ❙❝❛%%❡!✐♥❣ ❞❛♥% ❧❛ ❧4❣❡♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✶✳✹✮✳ ▲✬❡✛❡& ♣❤♦&♦4❧❡❝&'✐;✉❡ '❡%&❡

♠✐♥♦'✐&❛✐'❡ ❞❛♥% ❝❡&&❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬4♥❡'❣✐❡ ♠❛✐% %♦♥ ✐♠♣♦'&❛♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥&❡ : ♠❡%✉'❡ ;✉❡

❧✬4♥❡'❣✐❡ ❞❡% ♣❤♦&♦♥% ✐♥❝✐❞❡♥& ❞4❝'♦a&✳ ❈❡ %♦♥& ❝❡% &'♦✐% ♣'♦❝❡%%✉% ;✉✐ %♦♥& ♣'4%❡♥&4%

❞❛♥% ❧❡% %❡❝&✐♦♥% %✉✐✈❛♥&❡%✳



✶✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ▲✬❖❇❙❊❘❱❆❚■❖◆ ❉❯ ❈■❊▲ ●❆▼▼❆

✶✳✸✳✶ ▲❛ ❝♦♥✈❡*+✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐*❡

▲❛ ❝♦♥✈❡)*✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐)❡ ❡*. ❧✬✐♥.❡)❛❝.✐♦♥ *✉) ❧❛2✉❡❧❧❡ )❡♣♦*❡ ❧❡ .)❛❥❡❝.♦❣)❛♣❤❡

❞✉ ▲❆❚✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉* ❧❡ ✈❡))♦♥* : ❧❛ *❡❝.✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ▲♦)*2✉✬✉♥ ♣❤♦.♦♥ ❞✬=♥❡)❣✐❡

*✉♣=)✐❡✉)❡ : 2mec
2
✭♦? me ❡*. ❧❛ ♠❛**❡ ❞❡ ❧✬=❧❡❝.)♦♥ ✿ ✺✶✶ ❦❡❱✮ ✐♥.❡)❛❣✐. ❛✈❡❝

✉♥ ❛.♦♠❡ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ♥✉♠=)♦ ❛.♦♠✐2✉❡ Z✱ ✐❧ ♣❡✉. *❡ ❝♦♥✈❡).✐) ❡♥ ✉♥❡ ♣❛✐)❡ =❧❡❝.)♦♥✲

♣♦*✐.)♦♥✳ ▲✬❡①♣)❡**✐♦♥ ❡①❛❝.❡ ❞❡ ❧❛ *❡❝.✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❡ ♣)♦❝❡**✉* ❞=♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬=♥❡)❣✐❡

~ω ❞✉ ♣❤♦.♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥. ❬✹❪✳ ❙✐ 1 << ~ω/ (mec
2) << 1/

(

αZ
1

3

)

❛❧♦)* ✿

σpair = αre
2Z2

[

28

9
log

(

2~ω

mec2

)

− 218

27

]

m2atom−1, ✭✶✳✶✶✮

❛✈❡❝ α ❧❛ ❝♦♥*.❛♥.❡ ❞❡ *.)✉❝.✉)❡ ✜♥❡

✶✸

❡. re ❧❡ )❛②♦♥ ❝❧❛**✐2✉❡ ❞❡ ❧✬=❧❡❝.)♦♥✳ ❉❛♥* ❧❛

❧✐♠✐.❡ ✉❧.)❛✲)❡❧❛.✐✈✐*.❡✱ ❝✬❡*.✲:✲❞✐)❡ *✐ ~ω/ (mec
2) >> 1/

(

αZ
1

3

)

✱ ❧❛ *❡❝.✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡

❞✉ ♣)♦❝❡**✉* ❞❡ ❝♦♥✈❡)*✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐)❡ *✬=❝)✐. ✿

σpair = αre
2Z2

[

28

9
log

(

183

Z
1

3

)

− 2

27

]

m2atom−1. ✭✶✳✶✷✮

❖♥ ❝♦♥*.❛.❡ 2✉❡ ❞❛♥* ❧❡* ❞❡✉① ❝❛*✱ ❧❛ *❡❝.✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡*. ♣)♦♣♦).✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♠Q♠❡

.❡)♠❡ ✿

σpair ∝ αre
2Z2, ✭✶✳✶✸✮

❝❡ 2✉✐ ✐♠♣❧✐2✉❡ 2✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡)*✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐)❡ *❡)❛ ❞✬❛✉.❛♥. ♣❧✉* ♣)♦❜❛❜❧❡ 2✉❡ ❧❡ ❩ ❡*.

=❧❡✈=✳ ❈✬❡*. ♣♦✉) ❝❡..❡ )❛✐*♦♥ 2✉❡ ❧❡* ♣❧❛♥* ❝♦♥✈❡).✐**❡✉)* ❞✉ .)❛❥❡❝.♦❣)❛♣❤❡ ❞✉ ▲❆❚

*♦♥. ❡♥ .✉♥❣*.T♥❡ ✭❩❂✼✹✮ ✿ ✉♥ ❩ 2✉✐ ♦♣.✐♠✐*❡ ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐.= ❞❡ ❝♦♥✈❡)*✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐)❡✱

❧❛ ♠❛**❡ ❡♠❜❛)2✉=❡✱ ❝❡..❡ ❞❡)♥✐T)❡ =.❛♥. ✉♥ ❝)✐.T)❡ ✐♠♣♦).❛♥. ♣♦✉) ❧❡* ♠✐**✐♦♥*

*♣❛.✐❛❧❡*✱ ❡. ♠✐♥✐♠✐*❡ ❧❡* ❞✐✛✉*✐♦♥* ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥♥❡* ♠✉❧.✐♣❧❡*✳

✶✳✸✳✷ ▲❛ ❞✐✛✉+✐♦♥ ❈♦♠♣4♦♥

▲❛ ❞✐✛✉*✐♦♥ ❈♦♠♣.♦♥ ❡*. ❧❡ ♣)♦❝❡**✉* )=❝✐♣)♦2✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉*✐♦♥ ❈♦♠♣.♦♥ ✐♥✈❡)*❡✳

▲❡ ♣❤♦.♦♥ ❣❛♠♠❛ ✐♥❝✐❞❡♥. ✐♥.❡)❛❣✐. ❛✈❡❝ ✉♥ =❧❡❝.)♦♥ ❞✬✉♥ ❛.♦♠❡ ❝✐❜❧❡✳ ■❧ ❝T❞❡ ✉♥❡

♣❛).✐❡ ❞❡ *♦♥ =♥❡)❣✐❡ : ❝❡. =❧❡❝.)♦♥ 2✉✐ ❡*. ❛❧♦)* ❞✐✛✉*=✳ ▲❡ ♣❤♦.♦♥ ♣❡)❞ ❞❡ ❧✬=♥❡)❣✐❡

❡. *❛ .)❛❥❡❝.♦✐)❡ ❡*. ❞=✈✐=❡✱ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉*✐♦♥ α ❧♦)* ❞❡ ❝❡..❡ ✐♥.❡)❛❝.✐♦♥✳ ▲❛

♣❡).❡ ❞✬=♥❡)❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦.♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥. ♣❡✉. *❡ .)❛❞✉✐)❡ ❡♥ .❡)♠❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡ *❛

❧♦♥❣✉❡✉) ❞✬♦♥❞❡ λ✱ *✉✐✈❛♥. ❧❛ ❢♦)♠✉❧❡ ❬✹❪ ✿

∆λ

λ
=
λ′ − λ

λ
=

~ω

mec2
(1− cosα) , ✭✶✳✶✹✮

❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞✬✉♥ =❧❡❝.)♦♥ *.❛.✐♦♥♥❛✐)❡✳ ❙✐ ❧✬=♥❡)❣✐❡ )❡*.❛♥.❡ ❛✉ ♣❤♦.♦♥ *♦).❛♥. ❡*.

*✉♣=)✐❡✉)❡ : mec
2
✱ ✐❧ ♣❡✉. *✉❜✐) ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐✛✉*✐♦♥ ❈♦♠♣.♦♥✳ ❖♥ ♣❛)❧❡ ❛❧♦)* ❞❡

❞✐✛✉*✐♦♥* ❈♦♠♣.♦♥ ♠✉❧.✐♣❧❡*✳ ❉❛♥* ❧❡ ❝❛* ❝♦♥.)❛✐)❡✱ ❧❡ ♣❤♦.♦♥ *✉❜✐. ✉♥❡ ❞❡ ❞✐✛✉*✐♦♥*

❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✳ ❈❡ *♦♥. ❧❡* ❞✐✛✉*✐♦♥* ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♠✉❧.✐♣❧❡* ❞❛♥* ❧❡ .)❛❥❡❝.♦❣)❛♣❤❡ 2✉✐

❧✐♠✐.❡♥.✱ : ❜❛**❡ =♥❡)❣✐❡✱ ❧❛ )=*♦❧✉.✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐)❡ ❞✉ ▲❆❚✳

✶✸✳ α = e2/~c ≃ 1/137✱ ❛✈❡❝ e ❧❛ ❝❤❛*❣❡ ❞❡ ❧✬.❧❡❝/*♦♥✳



✶✳✹✳ ❍■❙❚❖❘■◗❯❊ ❉❊❙ ❙❆❚❊▲▲■❚❊❙ ❉✬❖❇❙❊❘❱❆❚■❖◆ ●❆▼▼❆ ✶✸

✶✳✸✳✸ ▲✬❡✛❡' ♣❤♦'♦+❧❡❝'.✐0✉❡

❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡ ❧✬❡✛❡, ♣❤♦,♦0❧❡❝,1✐3✉❡✱ ❧❡ ♣❤♦,♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥, 0❥❡❝,❡ ✉♥ 0❧❡❝,1♦♥ ❞✉

❝♦1,7❣❡ 0❧❡❝,1♦♥✐3✉❡ ❞✬✉♥ ❛,♦♠❡✳ ❙✬✐❧ %✬❛❣✐, ❞✬✉♥ 0❧❡❝,1♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥❢01✐❡✉1❡✱ ❧❡

✈✐❞❡ ❡%, ❝♦♠❜❧0 ♣❛1 ✉♥ 0❧❡❝,1♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ %✉♣01✐❡✉1❡✱ ❝10❛♥, ❛❧♦1% ❧✬0♠✐%%✐♦♥ ❞✬✉♥

♣❤♦,♦♥ ❞❡ ✢✉♦1❡%❝❡♥❝❡✳ @♦✉1 ✉♥ ♣❤♦,♦♥ ❞✬0♥❡1❣✐❡ ~ω << mec
2
❞♦♥, ❧✬0♥❡1❣✐❡ ❡%,

♥0❛♥♠♦✐♥% ,17% ❣1❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥, ❧✬0♥❡1❣✐❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛,♦♠✐3✉❡ EI ✱ ❧❛ %❡❝,✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡

❞❡ ❧✬❡✛❡, ♣❤♦,♦0❧❡❝,1✐3✉❡ %✬0❝1✐, ❬✹❪ ✿

σk = 4
√
2σTα

4Z5

(

mec
2

~ω

)
7

2

✭✶✳✶✺✮

♣♦✉1 ✉♥ ♣❤♦,♦♥ ❝❛✉%❛♥, ❧✬0❥❡❝,✐♦♥ ❞✬✉♥ 0❧❡❝,1♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ k ❞✬✉♥ ❛,♦♠❡ ❡, ❞✬♦1✲

❜✐,❛❧❡ 1s✳ ❆✈❡❝ Z ❧❡ ♥✉♠01♦ ❛,♦♠✐3✉❡ ❞❡ ❧✬❛,♦♠❡ %✉❜✐%%❛♥, ❧✬❡✛❡, ♣❤♦,♦0❧❡❝,1✐3✉❡✳

❖♥ ❝♦♥%,❛,❡✱ ❞✬❛♣17% ❝❡,,❡ ❢♦1♠✉❧❡✱ 3✉❡ ♣❧✉% ❧❡ ♥✉♠01♦ ❛,♦♠✐3✉❡ ❛✉❣♠❡♥,❡ ❡, ♣❧✉%

❧✬❡✛❡, ♣❤♦,♦0❧❡❝,1✐3✉❡ ❡%, ✐♠♣♦1,❛♥,✳ ❖♥ 1❡♠❛13✉❡ ❛✉%%✐ 3✉❡ ❧❛ %❡❝,✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❛✉❣✲

♠❡♥,❡ L ♠❡%✉1❡ 3✉❡ ❧✬0♥❡1❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦,♦♥ ~ω ❞✐♠✐♥✉❡✳

●1N❝❡ ❛✉① ❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡% ❛❝3✉✐%❡% ❛✉ ❝♦✉1% ❞❡ ❧❛ ♣1❡♠✐71❡ ♠♦✐,✐0 ❞✉ ❳❳

 ♠❡

%✐7❝❧❡

%✉1 ❧❡% 1❛②♦♥% ❝♦%♠✐3✉❡%✱ ❧❛ ●❛❧❛①✐❡ ❡, ❧❡% ♣1♦❝❡%%✉% ❞❡ ❝10❛,✐♦♥ ❞❡ 1❛②♦♥% ❣❛♠♠❛✱

✐❧ ❡%, ❞❡✈❡♥✉ ❞❡ ♣❧✉% ❡♥ ♣❧✉% ❝❧❛✐1 3✉❡ ❧❡ ❝✐❡❧ ❞❡✈❛✐, 0♠❡,,1❡ ❞❛♥% ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉

%♣❡❝,1❡ 0❧❡❝,1♦♠❛❣♥0,✐3✉❡✳ ▲❡% ,1❛✈❛✉① ,❤0♦1✐3✉❡% ❞0❜✉,0% ❞❛♥% ❧❡% ❛♥♥0❡% ✺✵ ♦♥,

♣❡1♠✐% ❞✬❡%,✐♠❡1 ❧❡% ✢✉① ❛,,❡♥❞✉% ❞❡ 1❛②♦♥% ❣❛♠♠❛ ❛%,1♦♣❤②%✐3✉❡% ❡, ♦♥, ❞0❝❧❡♥❝❤0
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✸❊● ❏✷✷✺✶✲✶✸✹✶ ✺✷✳✹✽ ✲✺✽✳✾✶ ✸❊● ❏✷✷✺✹✰✶✻✵✶ ✽✻✳✵✺ ✲✸✽✳✸

✸❊● ❏✷✷✺✺✰✶✾✹✸ ✽✾✳✵✸ ✲✸✺✳✹✸ ✸❊● ❏✷✷✺✺✲✺✵✶✷ ✸✸✽✳✼✺ ✲✺✽✳✶✷

✸❊● ❏✷✸✶✹✰✹✹✷✻ ✶✵✺✳✸✷ ✲✶✺✳✶ ✸❊● ❏✷✸✷✶✲✵✸✷✽ ✼✻✳✽✷ ✲✺✽✳✵✼

✸❊● ❏✷✸✺✷✰✸✼✺✷ ✶✶✵✳✷✻ ✲✷✸✳✺✹ ✸❊● ❏✷✸✺✽✰✹✻✵✹ ✶✶✸✳✸✾ ✲✶✺✳✽✷

✸❊● ❏✷✸✺✾✰✷✵✹✶ ✶✵✼✳✵✶ ✲✹✵✳✺✽
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❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ▲✐&'❡ ❞❡& ✷✼✶ &♦✉-❝❡& ❝♦♥'❡♥✉❡& ❞❛♥& ❧❡ ✸

 ♠❡

❝❛'❛❧♦❣✉❡ ❊●❘❊❚ ❬✷✷❪✱ ❛✐♥&✐ ;✉❡ ❧❡✉- ♣♦&✐'✐♦♥ ❡♥ ❝♦♦-✲

❞♦♥♥>❡& ❣❛❧❛❝'✐;✉❡&✳

✶✳✹✳✸ ❈❖▼'❚❊▲

▲✬✐♥&'-✉♠❡♥' ❈❖▼D❚❊▲ ✭■♠❛❣✐♥❣ ❈♦♠♣)♦♥ ❚❡❧❡-❝♦♣❡ ✮✱ ❧✉✐ ❛✉&&✐ ❡♠❜❛-;✉> H

❜♦-❞ ❞✉ &❛'❡❧❧✐'❡ ❈●❘❖✱ ❡&' &♣>❝✐✜;✉❡♠❡♥' ❞>❞✐> H ❧✬>'✉❞❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ;✉❡ ❧✬♦♥

❛♣♣❡❧❧❡ ❜❛&&❡ >♥❡-❣✐❡ ❞❛♥& ❋❡0♠✐ ✭✐✳❡✳ ❊❁✶✵✵ ▼❡❱✮✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ✐❧ >'✉❞✐❡ ❞❡& ♣❤♦'♦♥&

❞✬>♥❡-❣✐❡ ❡♥'-❡ ✵✳✽ ❡' ✸✵ ▼❡❱✳ ❈❖▼D❚❊▲ ❬✷✸❪ ❡&' ❝♦♥&'✐'✉> ❞❡ ❞❡✉① ❞>'❡❝'❡✉-&

♣❧❛❝>& ❧✬✉♥ ❛✉✲❞❡&&✉& ❞❡ ❧✬❛✉'-❡ H ✶✳✺ ♠ ❞✬>❝❛-'✳ ▲❡ ❞>'❡❝'❡✉- &✉♣>-✐❡✉- ✭❉✶✮ ❡&'

❝♦♥&'✐'✉> ❞✬✉♥❡ ❣-✐❧❧❡ ❞❡ ✼ ♠♦❞✉❧❡& ❝②❧✐♥❞-✐;✉❡& -❡♠♣❧✐ ❞✬✉♥ &❝✐♥'✐❧❧❛'❡✉- ❧✐;✉✐❞❡✳

❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡& ♠♦❞✉❧❡&✱ ❞❡ ✷✼✳✻ ❝♠ ❞❡ ❞✐❛♠U'-❡ ♣♦✉- ✽✳✺ ❝♠ ❞❡ ❤❛✉'❡✉-✱ ❡&' -❡❧✐>

H ✽ ♣❤♦'♦♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'❡✉-&✳ ▲❡ ❞>'❡❝'❡✉- ✐♥❢>-✐❡✉- ✭❉✷✮ ❡&' ❝♦♠♣♦&> ❞✬✉♥❡ ❣-✐❧❧❡ ❞❡ ✶✹

❜❧♦❝& ❝②❧✐♥❞-✐;✉❡& ❞❡ ◆❛■✭❚▲✮✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡& ❜❧♦❝&✱ ❞❡ ✷✽ ❝♠ ❞❡ ❞✐❛♠U'-❡ ♣♦✉- ✼✳✺

❝♠ ❞❡ ❤❛✉'❡✉-✱ ❡&' -❡❧✐> H ✼ ♣❤♦'♦♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'❡✉-&✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡& ❞>'❡❝'❡✉-& ✭❉✶ ❡' ❉✷✮

❡&' ❡♥'✐U-❡♠❡♥' -❡❝♦✉✈❡-' ❞✬✉♥ ❞>'❡❝'❡✉- ❛♥'✐❝♦[♥❝✐❞❡♥❝❡ ✭❞\♠❡ ❞❡ &❝✐♥'✐❧❧❛'❡✉- ♣❧❛&✲

'✐;✉❡✮ ;✉✐ ❛&&✉-❡ ❧❛ ->❥❡❝'✐♦♥ ❞❡& ♣❛-'✐❝✉❧❡& ❝❤❛-❣>❡&✳ ❈❖▼D❚❊▲ '✐-❡ ♣❛-'✐ ❞❡ ❧✬❡✛❡'

❈♦♠♣'♦♥ ♣♦✉- ❞✬>'✉❞✐❡- ❧❡ ❝✐❡❧ ❣❛♠♠❛✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ♣❤♦'♦♥ ♣>♥U'-❡ ❞❛♥& ❧✬✐♥&'-✉♠❡♥'

✐❧ &✉❜✐' ✉♥❡ ❞✐✛✉&✐♦♥ ❈♦♠♣'♦♥ &✉- ❧❡ ❞>'❡❝'❡✉- ❉✶✳ ▲❛ ♣♦&✐'✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥'❡-❛❝'✐♦♥ ❛✉

&❡✐♥ ❞✬✉♥ ❞❡& ♠♦❞✉❧❡& ❞❡ ❉✶ ❡&' ❡✛❡❝'✉>❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛-❛♥' ❧❡& ❤❛✉'❡✉-& -❡❧❛'✐✈❡& ❞❡&

♣✐❝& ♠❡&✉->& ♣❛- ❝❤❛❝✉♥ ❞❡& ♣❤♦'♦♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'❡✉-& ;✉✐ ❧✉✐ &♦♥' ❝♦✉♣❧>&✳ ▲✬>♥❡-❣✐❡

❞❡ -❡❝✉❧ ❞❡ ❧✬>❧❡❝'-♦♥ ❡&' ❞>'❡-♠✐♥>❡ ❡♥ &♦♠♠❛♥' ❧❛ ❤❛✉'❡✉- ❞❡& ♣✐❝& ❞>'❡❝'>& ♣❛-

❝❤❛;✉❡ ♣❤♦'♦♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'❡✉-✳ ▲❡ ♣❤♦'♦♥ ❞✐✛✉&> ❛--✐✈❡ ❡♥&✉✐'❡ ❞❛♥& ❧❡ ❞>'❡❝'❡✉- ❉✷ ♦_

✐❧ ❡&' ❛❜&♦-❜>✳ ▲❡& ♠`♠❡& ♣-✐♥❝✐♣❡& &♦♥' ✉'✐❧✐&>& ♣♦✉- &❛ ❞>'❡❝'✐♦♥ ❞❛♥& ❉✷✳ ▲✬>♥❡-❣✐❡

'♦'❛❧❡ ❞✉ ♣❤♦'♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥' ❡&' -❡❝♦♥&'-✉✐'❡ ❡♥ &♦♠♠❛♥' ❧❡& >♥❡-❣✐❡& ❞>'❡❝'>❡& ❞❛♥&

❉✶ ❡' ❉✷✱ ❡♥ &✉♣♣♦&❛♥' ✉♥❡ ❛❜&♦-♣'✐♦♥ '♦'❛❧❡ ❞✉ ♣❤♦'♦♥ ❞✐✛✉&>✳ ▲❛ -❡❝♦♥&'-✉❝'✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞✐-❡❝'✐♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥'❡ ❞✬✉♥ ♣❤♦'♦♥ ✉♥✐;✉❡ ♥✬❡&' ♣❛& ♣♦&&✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❈❖▼D❚❊▲✳

D♦✉- ❝❤❛;✉❡ ♣❤♦'♦♥✱ ♦♥ ♦❜'✐❡♥' ✉♥ ❝❡-❝❧❡ &✉- ❧❡ ❝✐❡❧✳ ❈✬❡&' ♣❛- ❧✬✐♥'❡-&❡❝'✐♦♥ ❞❡ ❝❡&

❝❡-❝❧❡& ;✉❡ ❧✬♦♥ ❞>❞✉✐' ❧❛ ♣♦&✐'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &♦✉-❝❡✳ ▲❛ ♠❡&✉-❡ ❞✉ '❡♠♣& ❞❡ ✈♦❧ ❡♥'-❡ ❧❡&

❞❡✉① ❞>'❡❝'❡✉-& ✭❉✶ ❡' ❉✷✮✱ ❧❛ ❢♦-♠❡ ❞❡& ♣✐❝& ❞>'❡❝'>& ♣❛- ❧❡& ♣❤♦'♦♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'❡✉-&

❛✐♥&✐ ;✉❡ ❧❡& ✐♥❢♦-♠❛'✐♦♥& ❞❡& ❞\♠❡& ❛♥'✐❝♦[♥❝✐❞❡♥❝❡& &♦♥' ✉'✐❧✐&>❡& ♣♦✉- -❡❥❡'❡- ❧❡

❜-✉✐' ❞❡ ❢♦♥❞✳

●-a❝❡ H ❝❡''❡ '❡❝❤♥✐;✉❡ ❞❡ ❞>'❡❝'✐♦♥✱ ❈❖▼D❚❊▲ ❞✐&♣♦&❡ ❞✬✉♥❡ ->&♦❧✉'✐♦♥ ❛♥❣✉✲

❧❛✐-❡ ❞❡ ✶✳✼ H ✹✳✹ ❞❡❣->& ❡' ❞✬✉♥❡ ->&♦❧✉'✐♦♥ ❡♥ >♥❡-❣✐❡ ❡♥'-❡ ✺ ❡' ✽✪✱ ;✉✐ ❧✉✐ ❛ ♣❡-♠✐&

❞❡ ->❛❧✐&❡- ✉♥ ❝❛'❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ✸✷ &♦✉-❝❡& ❣❛♠♠❛ ✧&'❛❜❧❡&✧ ❬✷✹❪ ❞♦♥' &❡✉❧❡♠❡♥' ✷✹ ♦♥'

♣✉ `'-❡ ✐❞❡♥'✐✜>❡&✱ ❝❡-'❛✐♥❡& ->❣✐♦♥& >'❛♥' ❝♦♥❢✉&❡&✳ ▲✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡& ✷✹ &♦✉-❝❡&✱



✷✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ▲✬❖❇❙❊❘❱❆❚■❖◆ ❉❯ ❈■❊▲ ●❆▼▼❆

❛✐♥$✐ %✉❡ ❧❡✉) ♣♦$✐,✐♦♥ ❡♥ ❝♦♦)❞♦♥♥/❡$ ❣❛❧❛❝,✐%✉❡$ ❡$, ✈✐$✐❜❧❡ ❞❛♥$ ❧❡ ,❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷✳ ▲❛

❣❛♠♠❡ ❞✬/♥❡)❣✐❡ ❞❡ ❈❖▼;❚❊▲ ❝♦✉✈)❛✐, ❧❡$ )❛✐❡$ ❞✬/♠✐$$✐♦♥ ❞✉ ,✐,❛♥❡ ✭❚✐✲✹✹✮ ❡, ❞❡

❧✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ✭❆❧✲✷✻✮ %✉✐ $♦♥, ♣)♦❞✉✐,$ ♣❛) ❧❡$ $✉♣❡)♥♦✈D✳ ❖) ❧❛ ❞❡♠✐✲✈✐❡ ❞✉ ❚✐✲✹✹ ❡$,

❞❡ ✻✵ ❛♥$✱ ❡, ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❆❧✲✷✻✱ ❞❡ ✼✵✵✵✵✵ ❛♥$✳ ▲❛ ❞/,❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❚✐✲✹✹ ♣❡)♠❡, ❞♦♥❝ ❧✬✐✲

❞❡♥,✐✜❝❛,✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉♥❡$ $✉♣❡)♥♦✈D ❡, ❝❡❧❧❡ ❞✬❆❧✲✷✻ ❞❡ $✉♣❡)♥♦✈D ♣❧✉$ ❛♥❝✐❡♥♥❡$✳ ❈❡$

❞❡✉① /❧/♠❡♥,$ ♦♥, ❥♦✉/ ✉♥ )K❧❡ ❞❛♥$ ❧❛ ❞/❝♦✉✈❡),❡ ❞✉ )/$✐❞✉ ❞❡ $✉♣❡)♥♦✈❛ ●❘❖✴❘❳

❏✵✽✺✷✱ %✉✐ ❛ ❡①♣❧♦$/ ✐❧ ② ❛ ✼✵✵ ❛♥$✱ ♠❛✐$ %✉✐ ♥✬❛✈❛✐, ❥❛♠❛✐$ /,/ )/❢/)❡♥❝/ ❛✉♣❛)❛✈❛♥,

❬✷✺❪✳ ❉✬❛✉,)❡$ ♦❜❥❡,$ ✭♣✉❧$❛)$✱ ♥♦②❛✉① ❛❝,✐❢$ ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡$ ❡, $✉)$❛✉,$ ❣❛♠♠❛✮ ♦♥, ❛✉$$✐

/,/ /,✉❞✐/$ ♣❛) ❈❖▼;❚❊▲ ❞❛♥$ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬/♥❡)❣✐❡ ✐♥❛❝❝❡$$✐❜❧❡ X ❊●❘❊❚✳

◆♦♠ ❞❡ ❧❛ '♦✉)❝❡ ▲ ❇ ◆♦♠ ❞❡ ❧❛ '♦✉)❝❡ ▲ ❇

;❙❘ ❇✶✾✺✶✰✸✷ ✻✽✳✼✼ ✷✳✽✷ ;❙❘ ❇✵✺✸✶✰✷✶ ✶✽✹✳✺✻ ✲✺✳✼✽

;❙❘ ❏✵✻✸✸✰✶✼✹✻ ✶✾✺✳✶✸ ✹✳✻✺ ;❙❘ ❇✵✻✺✻✰✶✹ ✷✵✶✳✶✶ ✽✳✷✻

;❙❘ ❇✽✸✸✲✹✺ ✷✻✸✳✺✺ ✲✷✳✼✾ ;❙❘ ❇✶✵✺✺✲✺✷ ✷✽✻✳✵ ✻✳✻

;❙❘ ❇✶✺✵✾✲✺✽ ✸✷✵✳✸✷ ✲✶✳✶✻ ●❘❖ ❏✶✽✷✸✲✶✷ ✶✽✳✺ ✲✵✳✺

❈②❣♥✉$ ❳✲✶ ✼✶✳✸ ✸✳✶ ●❘❖ ❏✷✷✷✼✰✻✶ ✶✵✻✳✻ ✸✳✶

●❚ ✵✷✸✻✰✻✶✵ ✶✸✺✳✼ ✶✳✶ ◆♦✈❛ ;❡) ✶✾✾✷ ✶✻✺✳✾ ✲✶✶✳✾

❈)❛❜ ❯♥♣✉❧$❡❞ ✶✽✹✳✻ ✲✺✳✽ ❱❡❧❛✴❈❛)✐♥❛ ✷✼✸✳✵ ✲✻✳✵

✸❈ ✷✼✸ ✷✾✵✳✵ ✻✹✳✹ ✸❈ ✷✼✾ ✸✵✺✳✶ ✺✼✳✶

✸❈ ✹✺✹✳✸ ✽✻✳✶ ✲✸✽✳✷ ❈❚❆ ✶✵✷ ✼✼✳✹ ✲✸✽✳✻

❈❡♥,❛✉)✉$ ❆ ✸✵✾✳✺ ✶✾✳✹ ●❘❖ ❏✵✺✶✻✲✻✵✾ ✷✼✵✳✵ ✲✸✺✳✵

●❘❖ ❏✶✷✷✹✰✷✶✺✺ ✷✺✺✳✶ ✽✶✳✼ ;❑❙ ✵✷✵✽✲✺✶✷ ✷✼✻✳✶ ✲✻✶✳✽

;❑❙ ✵✺✷✽✰✶✸✹ ✶✾✶✳✹ ✲✶✶✳✵ ;❑❙ ✶✻✷✷✲✷✾✼ ✸✹✽✳✺ ✶✸✳✺

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ▲✐$,❡ ❞❡$ ✷✹ $♦✉)❝❡$ ✐❞❡♥,✐✜/❡$ ✭♣✉❧$❛)$✱

$♦✉)❝❡$ ❣❛❧❛❝,✐%✉❡$ |b| < 10 ❞❡❣)/$ ❡, ❆●◆✮ ❞✉ ♣)❡♠✐❡)

❝❛,❛❧♦❣✉❡ ❈❖▼;❚❊▲ ❬✷✹❪✳

✶✳✺ ▲❡% ❢✉(✉)% ✐♥%()✉♠❡♥(%

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ▼❡❱ )❡$,❛♥, ❧❛)❣❡♠❡♥, ✐♥❡①♣❧♦)/✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣)♦❥❡,$ $♦♥, X

❧✬/,✉❞❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣)❡♥❞)❡ ❝❡ )/❣✐♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉, ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡ ❝✐,❡) ❧❡ ♣)♦❥❡,

❆❞❊;❚

✷✷

❬✷✻❪ %✉✐ ❛♠❜✐,✐♦♥♥❡ ❞✬♦❜$❡)✈❡) ❧❡ ❝✐❡❧ ❡♥,)❡ ∼ 5 ▼❡❱ ❡, ∼ 200 ▼❡❱ ❛✈❡❝

✉♥❡ )/$♦❧✉,✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐)❡ ✐♥❢/)✐❡✉)❡ X ✶ ❞❡❣)/ X ✼✵ ▼❡❱✳ ;♦✉) ❝❡ ❢❛✐)❡✱ ✐❧ ❝♦♠♣,❡ $✉) ✉♥

,)❛❥❡❝,♦❣)❛♣❤❡ X ❣❛③ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡$✉)❡) ❧❡$ ♣❛),✐❝✉❧❡$ ✜❧❧❡$ ✐$$✉❡$ ❞❡ ❧✬✐♥,❡)❛❝,✐♦♥ ❡♥,)❡

❧❡ ❣❛③ ❡, ✉♥ )❛②♦♥ ❣❛♠♠❛✳ ▲❡$ ❞/✈❡❧♦♣♣❡✉)$ ❞✉ ♣)♦❥❡, $♦✉,✐❡♥♥❡♥, %✉✬✉♥ ❣❛③ X ❢❛✐❜❧❡

❩ ✭❩❁✸✵✮ X ✉♥❡ ❞❡♥$✐,/ ❞❡ ✺ ♠❣✴❝♠

3
❡$, $✉✣$❛♥, ♣♦✉) ❛,,❡✐♥❞)❡ ❧❡$ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡$

❞/$✐)/❡$✳

❯♥ ❛✉,)❡ ♣)♦❥❡, ♥♦♠♠/ ❈♦♠#❛✐&

✷✸

❬✷✼❪ )❡$$❡♠❜❧❡ ♣❧✉$ ❛✉ ▲❆❚ ❞❛♥$ ❧❡ $❡♥$ ♦h

$♦♥ ,)❛❥❡❝,♦❣)❛♣❤❡ ❡$, ❝♦♠♣♦$/ ❞❡ ♣❧❛♥$ ❞❡ $✐❧✐❝✐✉♠✳ ▲❛ ❞✐✛/)❡♥❝❡ ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡ ,✐❡♥,

✷✷✳ ❆❞❊%❚ ✿ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❊♥❡(❣❡*✐❝ ,❛✐( ❚❡❧❡/❝♦♣❡

✷✸✳ ❈♦♠%❛✐. ✿ ❈♦♠♣0♦♥✲%❛✐. %.♦❞✉❝0✐♦♥ ❙♣❛❝❡ ❚❡❧❡8❝♦♣❡
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" ❧✬❛❜'❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛-./✐❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈❡/'✐♦♥ '✉♣♣❧.♠❡♥-❛✐/❡✱ 6✉✐ ❛''✉/❡ ✉♥❡ ♣❧✉' ❣/❛♥❞❡

'✉/❢❛❝❡ ❡✛❡❝-✐✈❡ ♠❛✐' ❡'- ❛✉''✐ /❡'♣♦♥'❛❜❧❡✱ " ❜❛''❡ .♥❡/❣✐❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❧✉' ✐♠♣♦/-❛♥-❡

❞✐✛✉'✐♦♥ ❞❡' .❧❡❝-/♦♥' ❞❛♥' ❧❡ -/❛❥❡❝-♦❣/❛♣❤❡✱ ♥✉✐'✐❜❧❡ " ❧❛ /.'♦❧✉-✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐/❡✳ ❈♦♠✲

$❛✐' ❛♠❜✐-✐♦♥♥❡ ❞✬♦❜'❡/✈❡/ ❧❡ ❝✐❡❧ ❡♥-/❡ ✶ ❡- ✷✵✵ ▼❡❱✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ /.'♦❧✉-✐♦♥ ❡'-✐♠.❡

" ∼ 7 ❞❡❣/.' " ✶✵ ▼❡❱ ❡- " ∼ 1 ❞❡❣/. " ✶✵✵ ▼❡❱✳ ❉✬❛✉-/❡' ♣/♦❥❡- '✐♠✐❧❛✐/❡' '♦♥-

❛✉''✐ ❡♥ ✈♦✐❡ ❞❡ ❞.✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥-✱ ♦♥ ♣❡✉- ❝✐-❡/ ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡ ▼❊●❆

✷✹

❬✷✽❪✱ ●❘■K❙

✷✺

❬✷✾❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦/❡ ❆❙❚❘❖●❆▼ ❬✸✵❪✳

❖♥ ♣❡✉- ❡♥✜♥ ❝✐-❡/ ❝♦♠♠❡ ❞❡/♥✐❡/ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣/♦❥❡- ●❛♠♠❛ ❈✉❜❡ ❬✸✶❪✱ 6✉✐

♣/♦♣♦'❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐Q/❡ ❞✐✛./❡♥-❡ ❞❡ ♣/♦❝.❞❡/✳ ▲✬✐❞.❡ ✐❝✐ ❡'- ❞✬✐♠❛❣❡/ ❧❡' -/❛❝❡' ✐♦♥✐'.❡'

❞❡' ♣❛/-✐❝✉❧❡' ❝❤❛/❣.❡' ✐''✉❡' ❞❡ ❧✬✐♥-❡/❛❝-✐♦♥ ❡♥-/❡ ✉♥ ♣❤♦-♦♥ ❣❛♠♠❛ ✐♥❝✐❞❡♥- ❡- ❧❡

❞.-❡❝-❡✉/ ✿ ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ '❝✐♥-✐❧❧❛-❡✉/ -/❛♥'♣❛/❡♥- " ❧❛ ❧✉♠✐Q/❡ ❞❡ '❝✐♥-✐❧❧❛-✐♦♥✱ ❡♥-♦✉/.

❞❡ ❞✐'♣♦'✐-✐❢' ♦♣-✐6✉❡' ❝❛♣❛❜❧❡' ❞✬✐♠❛❣❡/ ❧❡' -/❛❝❡'✳ ❈❡ ❞✐'♣♦'✐-✐❢ ❡'- ❞♦♥❝ ❝❛♣❛❜❧❡✱

❝♦♠♠❡ ❧❡' ❞❡✉① ♣/.❝.❞❡♥-'✱ ❞❡ ♠❡'✉/❡/ ❧❡' -/❛❝❡' ♣/♦❞✉✐-❡' ♣❛/ ❡✛❡- ❈♦♠♣-♦♥ ❡-

♣❛/ ♣/♦❞✉❝-✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐/❡✱ ❧❡' ❞❡✉① ♣/♦❝❡''✉' ❞♦♠✐♥❛♥- ❧✬✐♥-❡/❛❝-✐♦♥ ❧✉♠✐Q/❡✲♠❛-✐Q/❡

❞❛♥' ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ▼❡❱✳ ▲❛ 6✉❛❧✐-. ❞❡ ❧❛ /❡❝♦♥'-/✉❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐/❡❝-✐♦♥ ❞✉ ♣❤♦-♦♥

✐♥❝✐❞❡♥- ❞.♣❡♥❞ ❛❧♦/' ❞❡ ❧❛ /.'♦❧✉-✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✉/✳

❆✐♥'✐✱ ♣❧✉'✐❡✉/' ♣/♦❥❡-' '♦♥- " ❧✬.-✉❞❡ ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧♦/❡/ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ▼❡❱✳ ❊♥

❛--❡♥❞❛♥- ❝❡' ♥♦✉✈❡❛✉① '❛-❡❧❧✐-❡'✱ ♦♥ ♣❡✉- -❡♥-❡/ ❞❡ -✐/❡/ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉/ ❞❡' ❝❛♣❛❝✐-.'

❞✉ ▲❆❚ " ❜❛''❡ .♥❡/❣✐❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜-❡♥✐/ ❞❡' ♣/❡♠✐❡/' /.'✉❧-❛-' 6✉✐ ♣♦✉//♦♥- '❡/✈✐/ ♣❛/

❧❛ '✉✐-❡ ❞✬.❧.♠❡♥- ❞❡ ❝♦♠♣❛/❛✐'♦♥ ♣♦✉/ ❝❡' ❢✉-✉/❡' ♠✐''✐♦♥'✳

✷✹✳ ▼❊●❆ ✿ ▼❡❞✐✉♠ ❊♥❡.❣② ●❛♠♠❛✲❘❛② ❆45.♦♥♦♠②

✷✺✳ ●❘■9❙ ✿ ●❛♠♠❛✲❘❛② ■♠❛❣✐♥❣✱ 9♦❧❛.✐♠❡5.② ❛♥❞ ❙♣❡❝5.♦4❝♦♣②
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ ❙❡❝(✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡/ ♣1♦❝❡//✉/ ❞✬✐♥(❡1❛❝(✐♦♥ ♠❛(✐51❡✲1❛②♦♥♥❡♠❡♥( ❡♥(1❡

✶ ▼❡❱ ❡( ✶ ●❡❱ ❞❛♥/ ❧❡ (✉♥❣/(5♥❡ ✭❩❂✼✹✮✳ ❙♦✉#❝❡ ✿ ❳❈❖▼ ❈#♦++ ❙❡❝,✐♦♥ ❉❛,❛❜❛+❡ ✿

http : //www.nist.gov/pml/data/xcom/index.cfm
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✼ ✕ ❙❝❤)♠❛ ✐❧❧✉/01❛♥0 ❧❛ ❣)♦♠)01✐❡ ❡0 ❧❡ ♣1✐♥❝✐♣❡

❞❡ ❢♦♥❝0✐♦♥♥❡♠❡♥0 ❞❡ ❧✬✐♥/01✉♠❡♥0 ❈❖▼=❚❊▲✳ ❙♦✉#❝❡ ✿ http :
//heasarc.gsfc.nasa.gov/docs/cgro/images/epo/gallery/cgro/✳
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▲❡ ❝✐❡❧ γ

❙♦♠♠❛✐%❡

✷✳✶ ▲✬♦❜'❡)✈❛,✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❣❛♠♠❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✷ ▲❡' '♦✉)❝❡' ❞✬6♠✐''✐♦♥ ❞✐✛✉'❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✷✳✶ ▲✬%♠✐((✐♦♥ ❞✐✛✉(❡ ❣❛❧❛❝3✐4✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✷✳✷ ▲✬%♠✐((✐♦♥ ✐(♦36♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✷✳✸ ▲✬%♠✐((✐♦♥ γ 3❡66❡(36❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✸ ▲❡' '♦✉)❝❡' ♣♦♥❝,✉❡❧❧❡' ❡, 6,❡♥❞✉❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
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❝'✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉' ❧✬D(✉❞❡ ❞❡B B♦✉'❝❡B ❣❛❧❛❝(✐F✉❡B ♣♦✉' ❧❡BF✉❡❧❧❡B ❡❧❧❡ ❡B( ❝♦♥B✐❞D'D❡ ❝♦♠♠❡

✉♥ ❜'✉✐( ❞❡ ❢♦♥❞✳ ▲❡B ♠D❝❛♥✐B♠❡B ♣'✐♥❝✐♣❛✉① '❡B♣♦♥B❛❜❧❡B ❞❡ ❧✬D♠✐BB✐♦♥ ❣❛❧❛❝(✐F✉❡

B♦♥( ❛✉ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ('♦✐B ✿

✕ ❧❛ ❞✐✛✉B✐♦♥ ✐♥✈❡'B❡ ❈♦♠♣(♦♥ B✉' ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤♦(♦♥B ❝'DD ♣❛' ❧❡B D(♦✐❧❡B ❞❡

❧❛ ●❛❧❛①✐❡ ❡( ❧❡ ❈▼❇ ❀
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✐♥(❡'B(❡❧❧❛✐'❡ ✭■❙▼

✷

✮ ❀

✕ ❧❛ ❞D❝'♦✐BB❛♥❝❡ ❞❡ ♣✐♦♥B ♥❡✉('❡ ✭π0
✮ ♣'♦❞✉✐(B ❧♦'B ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧✐B✐♦♥ ❞❡ '❛②♦♥B

❝♦B♠✐F✉❡B ❛✈❡❝ ❧✬■❙▼✳

▲❡B ❞❡✉① ❞❡'♥✐❡'B ♣'♦❝❡BB✉B ♠❡((❛♥( ❡♥ ❥❡✉ ❧✬■❙▼✱ ✐❧ ❡B( ✐♠♣♦'(❛♥( F✉❡ ❝❡ ❞❡'♥✐❡'

B♦✐( ❝♦''❡❝(❡♠❡♥( ❞D❝'✐( ♣❛' ❧❡ ♠♦❞W❧❡✳ ▲✬■❙▼ ❡B( F✉❛B✐ ✉♥✐F✉❡♠❡♥( ❝♦♠♣♦BD ❞❡ ❣❛③✳

❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞D❧✐B❡' ❧❛ ❞✐B('✐❜✉(✐♦♥ ❞❡ ❝❡B ❣❛③✱ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦'❛(✐♦♥ ❋❡!♠✐ ✲▲❆❚ ✉(✐❧✐B❡ ❞❡B

'❡❧❡✈DB ❞❡ ❣❛③ 2 ❞✬❛✉('❡B ❧♦♥❣✉❡✉'B ❞✬♦♥❞❡ ✿

✕ ❧❡ '❡❧❡✈D ❝♦♠♣♦B✐(❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❞❡ ❧❛ '❛✐❡ 2 ✷✶ ❝♠ ❞✉ ❍■ ❬✸✼❪✱ ❡(

✕ ❞❛♥B ❧❡ ❝❛B ❞✉ ❍2✱ F✉✐ ♥❡ ♣❡✉( ^('❡ ♦❜B❡'✈D ❞✐'❡❝(❡♠❡♥(✱ ♦♥ ♦❜(✐❡♥( ✉♥ ♠♦❞W❧❡
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ❋❧✉① ❞✐✛,-❡♥0✐❡❧ ❞✉ ♠♦❞3❧❡ 4♣❛0✐❛❧ ✜♥❛❧ ✭❡♥ ph cm−2 s−1 MeV−1 sr−1
✮

♣♦✉- ❧✬,♠✐44✐♦♥ ❞✐✛✉4❡ ❣❛❧❛❝0✐=✉❡ > ✶ ●❡❱ ✉0✐❧✐4, ♣♦✉- ❧✬❛♥❛❧②4❡ ❞❡4 ❞♦♥♥,❡4 ❞✉ ▲❆❚✳

▲✬,❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉- ❡40 ❧♦❣❛-✐0❤♠✐=✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐-❡ -❡44♦-0✐- ❧❡4 ❞,0❛✐❧4✳

✐♥40-✉♠❡♥0❛❧❡ ❧✐,❡ > ❧❛ -,❥❡❝0✐♦♥ ❞❡4 -❛②♦♥4 ❝♦4♠✐=✉❡4✳ ■❧ ♣❡✉0 ❡♥ ❡✛❡0 ❛--✐✈❡- =✉❡ ❞❡4

-❛②♦♥4 ❝♦4♠✐=✉❡4 4♦✐❡♥0 ✐❞❡♥0✐✜,4 > 0♦-0 ❝♦♠♠❡ ❞❡4 ♣❤♦0♦♥4✳ ▲❡4 -❛②♦♥4 ❝♦4♠✐=✉❡4

,0❛♥0 ❞❡4 ♣❛-0✐❝✉❧❡4 ❝❤❛-❣,❡4✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥,0✐=✉❡ ❣❛❧❛❝0✐=✉❡ 0❡♥❞ > ❞,✈✐❡- ❧❡✉-4

0-❛❥❡❝0♦✐-❡4 4✐ ❜✐❡♥ =✉✬❛✉① ,♥❡-❣✐❡4 ♦❜4❡-✈,❡4 ♣❛- ❧❡ ▲❆❚✱ ❧❛ ❞✐40-✐❜✉0✐♦♥ ❞❡4 -❛②♦♥4

❝♦4♠✐=✉❡4 ✈✉❡ ❞❡♣✉✐4 ❧❛ ❚❡--❡ ❡40 ✐4♦0-♦♣❡

✺

✳ ■❧ -,4✉❧0❡ ❛✐♥4✐ ❞❡ ❝❡4 ❞❡✉① ❝♦♠♣♦4❛♥0❡4

✉♥❡ ,♠✐44✐♦♥ ✐4♦0-♦♣❡ ❞♦♥0 ❧✬✐♥0❡♥4✐0, ❡40 ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜-✉✐0 ❞❡ ❢♦♥❞ ✭-❛②♦♥4

❝♦4♠✐=✉❡4✮ ♣-,4❡♥0 ❞❛♥4 ❧❡4 ❞♦♥♥,❡4✳ ❖♥ ✉0✐❧✐4❡-❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉- ❧❛ ❞,❝-✐-❡ ✉♥ ♠♦❞3❧❡

❞,♣❡♥❞❛♥0 ❞✉ 0②♣❡ ❡0 ❞❡ ❧❛ ❝❧❛44❡ ❞✬,✈,♥❡♠❡♥04

✻

❝♦♥4✐❞,-,❡✳

✷✳✷✳✸ ▲✬%♠✐((✐♦♥ γ +❡--❡(+-❡

▲✬,♠✐44✐♦♥ ❣❛♠♠❛ 0❡--❡40-❡ ✭❊●❚✮ -,4✉❧0❡ ❞❡ ❧✬✐♥0❡-❛❝0✐♦♥ ❞❡4 -❛②♦♥4 ❝♦4♠✐=✉❡4

4✉- ❧✬❛0♠♦4♣❤3-❡ 0❡--❡40-❡ ❬✹✷❪✳ ▲✬✐♠♣♦-0❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡00❡ ,♠✐44✐♦♥ ❞,♣❡♥❞✱ ❞❛♥4 ✉♥ ♣-❡✲

♠✐❡- 0❡♠♣4✱ ❞❡4 ❝♦✉♣✉-❡4 ❡✛❡❝0✉,❡4 4✉- ❧❡4 ❞♦♥♥,❡4✳ R♦✉- ❧❛ ❝❧❛44❡ R❛44 ✽ ❙❖❯❘❈❊✱

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦✉♣✉-❡ 4✉- ❧✬❛♥❣❧❡ ③,♥✐0❤❛❧

✼

③♠❛①❂✶✵✵✱ ❧✬❊●❚ ❡40 4✉-0♦✉0 ✐♠♣♦-0❛♥0❡ ❛✉①

,♥❡-❣✐❡4 ✐♥❢,-✐❡✉-❡4 ❛✉ ●❡❱ ❡0 ❡♥ ♣❛-0✐❝✉❧✐❡- > ❜❛44❡ ,♥❡-❣✐❡ ✭❊❁✶✵✵ ▼❡❱✮✱ ♦] ❡❧❧❡

❝♦♥40✐0✉❡ ❧❛ 4♦✉-❝❡ ❧❛ ♣❧✉4 ❜-✐❧❧❛♥0❡ ✈✉❡ ♣❛- ❧❡ ▲❆❚✳ ❉❡✉① 40-❛0,❣✐❡4 4♦♥0 ♣♦44✐❜❧❡4

♣♦✉- 4✬❛✛-❛♥❝❤✐- ❞❡ ❧✬,♠✐44✐♦♥ γ 0❡--❡40-❡ ✿ ❧❛ ♠♦❞,❧✐4❛0✐♦♥ ♦✉ ❧❛ 4✉♣♣-❡44✐♦♥ ✈✐❛

✉♥❡ ♣❧✉4 ❢♦-0❡ ❝♦✉♣✉-❡ ❡♥ ❛♥❣❧❡ ③,♥✐0❤❛❧ ✭③♠❛①❂✼✵ ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❡ ♠♦❞3❧❡ 4♣❛0✐❛❧

❢♦✉-♥✐ ♣❛- ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦-❛0✐♦♥ ♣♦✉- ❧❛ ♠♦❞,❧✐4❛0✐♦♥ ❞❡ ❧✬,♠✐44✐♦♥ γ 0❡--❡40-❡ ❡40 ♠♦♥0-,
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❡♥ ✜❣✉'❡ ✷✳✹✳ ❈❡++❡ ♠♦'♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❊●❚ 7✬❡①♣❧✐9✉❡ ♣❛' ❧❡ ❢❛✐+ 9✉❡ 7❡✉❧7 ❧❡7 '❛②♦♥7
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♣'♦❢♦♥❞@♠❡♥+ ❞❛♥7 ❧✬❛+♠♦7♣❤>'❡✱ ❧❡7 ♣❤♦+♦♥7 7❡ ❞✐'✐❣❡❛♥+ ❞❛♥7 ❧❡ ♠D♠❡ 7❡♥7 9✉❡
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✐♠♣❧✐9✉❡ ✉♥❡ ♠♦'♣❤♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❛♥♥❡❛✉ 7✉✐✈❛♥+ ❧❛ ❞@❝❧✐♥❛✐7♦♥✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ❈❛%'❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❡♥ ♣%♦❥❡❝'✐♦♥ ❆■❚❖❋❋ ❬✹✹❪✱ ♠♦♥'%❛♥' ❧❛ %8♣❛%'✐'✐♦♥

❞❡+ ✸✵✸✸ +♦✉%❝❡+ ❞✉ ❝❛'❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲✳ ▲❡ '②♣❡ ❞❡+ +♦✉%❝❡+ ❡+' ❞♦♥♥8 ♣❛% ❧❛ ❧8❣❡♥❞❡
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'✉✐❡) ✭❝❛(('/ ❜❧❡✉/✮ ❡+ ❧❡/ ♣✉❧/❛(/ ♠✐❧❧✐/❡❝♦♥❞❡/ ✭+(✐❛♥❣❧❡/ (♦✉❣❡/✮✳ ❖♥ (❡♠❛(9✉❡ 9✉❡

❧❡/ ♣✉❧/❛(/ ♠✐❧❧✐/❡❝♦♥❞❡/ ❢♦(♠❡♥+ ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ; ♣❛(+ /✉( ❝❡ ❞✐❛❣(❛♠♠❡ 9✉✐ /❡

❝❛(❛❝+'(✐/❡ ♣❛( ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣'(✐♦❞❡ ❞❡ (♦+❛+✐♦♥✱ 9✉✐ ❡/+ '❣❛❧❡♠❡♥+ ❜✐❡♥ ♣❧✉/ /+❛❜❧❡ 9✉❡

♣♦✉( ❧❡/ ❞❡✉① ❛✉+(❡/ ❝❧❛//❡/ ✿ ❡❧❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞✬❡♥✈✐(♦♥ ✶✵

✲✷✵

/❡❝♦♥❞❡/ ♣❛( /❡❝♦♥❞❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✻ ✕ ❉'❝(♦✐//❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣'(✐♦❞❡ ❞❡ (♦+❛+✐♦♥ ✭*♣✐♥ ❞♦✇♥✮ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣'(✐♦❞❡ ❞❡ (♦+❛+✐♦♥ ❬✹✽❪✱ ♣♦✉( ❧❡/ ♣✉❧/❛(/  ❛❞✐♦ ❧♦✉❞ ✭♣♦✐♥+/ ✈❡(+/✮✱ ❧❡/ ♣✉❧/❛(/  ❛❞✐♦

'✉✐❡) ✭❝❛(('/ ❜❧❡✉/✮ ❡+ ❧❡/ ♣✉❧/❛(/ ♠✐❧❧✐/❡❝♦♥❞❡/ ✭+(✐❛♥❣❧❡/ (♦✉❣❡/✮✳

❯♥❡ ❛♥♥'❡ ❞✬♦❜/❡(✈❛+✐♦♥ /✉♣♣❧'♠❡♥+❛✐(❡ ❛ ♣❡(♠✐/ ❞✬'+❡♥❞(❡ ❧❛ ❧✐/+❡ ❞❡/ ♣✉❧/❛(/

✽

✐❞❡♥+✐✜'/ ♣❛( ❛♥❛❧②/❡ ❞❡ ❧❡✉(/ ♣✉❧/❛+✐♦♥/✱ ; ✶✹✸ ♦❜❥❡+/ ❞❡ ❚❙❃✷✺✳ ▲❛ ❧✐/+❡ ❞❡/ ♣✉❧/❛(/

♦❜/❡(✈'/ ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❆❚ ❡/+ ♠✐/❡ ; ❥♦✉( ('❣✉❧✐R(❡♠❡♥+ ♣❛( ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦(❛+✐♦♥

✾

✳ ❉❛♥/

❝❡(+❛✐♥/ ❝❛/✱ ❧♦(/9✉✬✉♥❡ '+♦✐❧❡ ♠❛//✐✈❡ ❛((✐✈❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ✈✐❡✱ ❡❧❧❡ ♣(♦❞✉✐+ ✉♥❡ /✉♣❡(♥♦✈❛
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❝❡♥+(❛❧ ✭∼ 1015kg/cm3
✮ ❡+ ❢♦(♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡+ ❝♦♠♣❛❝+✱ ✉♥❡ '+♦✐❧❡ ; ♥❡✉+(♦♥/ ♦✉ ✉♥ +(♦✉
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1014G ✶✵
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❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠♦6❡✉8 ❝❡♥68❛❧ ❞✉ /✉8/❛✉6✳ V♦✉8 ❧❡/ /✉8/❛✉6/ ❝♦✉86/ ❧❡ ♠♦6❡✉8 ❝❡♥68❛❧ ❡/6

/✉♣♣♦/, W68❡ ❧✐, J ❧❛ ❝♦❛❧❡/❝❡♥❝❡ ❞✬✉♥ /②/6K♠❡ ❜✐♥❛✐8❡ ❝♦♠♣❛❝6✳ ▲❡/ ❥❡6/ 8❡❧❛6✐✈✐/6❡/

❢♦8♠,/ ❛❧♦8/ ❝8,❡♥6 ❞❡/ ❝❤♦❝/ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥6❡8/6❡❧❧❛✐8❡ ✭❝❤♦❝/ ❡①6❡8♥❡/✱ ❞❡/ ❝❤♦❝/

✐♥6❡8♥❡/ /♦♥6 ,❣❛❧❡♠❡♥6 ♣♦//✐❜❧❡/✮✳ ▲❡/ ,❧❡❝68♦♥/ ❛❝❝,❧,8,/ J 68K/ ❤❛✉6❡/ ,♥❡8❣✐❡/ ♣❛8

❝❡/ ❝❤♦❝/ ,♠❡66❡♥6 ❛❧♦8/ ✉♥ 8❛②♦♥♥❡♠❡♥6 /②♥❝❤8♦68♦♥ /✉✐✈❛♥6 ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐//❛♥❝❡

❬✹❪✳

✷✳✹✳✷ ▲❡% &'✉♣*✐♦♥% %♦❧❛✐'❡%

❆✈❛♥6 ❞❡ ♣❛8❧❡8 ❞✉ ❙♦❧❡✐❧ ❝♦♠♠❡ /♦✉8❝❡ 68❛♥/✐6♦✐8❡✱ ✐❧ ❡/6 ❜♦♥ ❞❡ 8❛♣♣❡❧❡8 7✉❡ ❧❡

❙♦❧❡✐❧ ❡/6 ❛✉//✐ ✉♥❡ /♦✉8❝❡ /6❛6✐♦♥♥❛✐8❡ ❞❡ 8❛②♦♥ ❣❛♠♠❛✳ ▲❡/ 8❛②♦♥/ ❣❛♠♠❛ ♣❡✉✈❡♥6

W68❡ ♣8♦❞✉✐6/ ❡♥ ♣❡8♠❛♥❡♥❝❡ ♣❛8 ❧❡ ❙♦❧❡✐❧ ❞❡ ♣❧✉/✐❡✉8/ ♠❛♥✐K8❡/ ✿

− ❉✉ ❢❛✐6 ❞❡ ❧❛ ❞,❝8♦✐//❛♥❝❡ ❞❡ ♣✐♦♥/✱ ♣8♦❞✉✐6❡ ♣❛8 ❧✬✐♥6❡8❛❝6✐♦♥ ❞❡ ♣8♦6♦♥/ ❞✉

✶✽✳ ❯♥❡ &'♦✐❧❡ ❲♦❧❢✲❘❛②❡' ❡1' ✉♥❡ &'♦✐❧❡ ❝❤❛✉❞❡✱ 1✉♣❡8✲♠❛11✐✈❡ ❡' &✈♦❧✉&❡ ♣8&1❡♥'❛♥' ✉♥ '❛✉① ❞❡

♣❡8'❡ ❞❡ ♠❛11❡ '8<1 &❧❡✈&✳
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❬✺✽❪ ❡) ❧❡ ▲❆❚ ❬✺✾❪✳
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❞❡

♣❛,(✐❝✉❧❡5 ❝❤❛,❣8❡5✳ ▲❛ ❝♦♦,❞♦♥♥8❡ ③ ❡5( ❝♦♥♥✉❡ ♣❛, ❧❡ ♥✉♠8,♦ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❛❝(✐✈8❡✳

▲♦,5;✉✬✉♥ ♣❤♦(♦♥ ❣❛♠♠❛ ♣8♥B(,❡ ❞❛♥5 ❧❡ (,❛❥❡❝(♦❣,❛♣❤❡ ✐❧ 5❡ ❝♦♥✈❡,(✐( ❧❡ ♣❧✉5

5♦✉✈❡♥( 5✉, ❧✬✉♥❡ ❞❡5 ❝♦✉❝❤❡5 ❞❡ (✉♥❣5(B♥❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛✐,❡ 8❧❡❝(,♦♥ ♣♦5✐(,♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡( ❧❡

(✉♥❣5(B♥❡ ❡5( ✉♥ ♠❛(8,✐❛✉ ❞❡ ❩ 8❧❡✈8 ✭❩❂✼✹✮ ;✉✐ ❢❛✈♦,✐5❡ ❧❛ ❝,8❛(✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐,❡5 ❛✉✲❞❡❧X

❞❡ ✶✵ ▼❡❱ ❡♥✈✐,♦♥ ✭✈♦✐, 5❡❝(✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮✳ ■❧ ❛,,✐✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐B,❡ ♠❛,❣✐♥❛❧❡ ;✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡,✲

5✐♦♥ 5❡ ♣,♦❞✉✐5❡ ❞❛♥5 ❧❡ 5✐❧✐❝✐✉♠✳ ▲❛ (,❛❥❡❝(♦✐,❡ ❞❡ ❧✬8❧❡❝(,♦♥ ❡( ❞✉ ♣♦5✐(,♦♥ ❡5( ❛❧♦,5

❞8(❡,♠✐♥8❡ ♣❛, ❧❡5 ♣❧❛♥5 *+❛❝❦❡+0

✸

❡( ♣❡,♠❡( ❞❡ ,❡❝♦♥5(,✉✐,❡ ❧❛ ❞✐,❡❝(✐♦♥ ❞✉ ♣❤♦(♦♥

✐♥❝✐❞❡♥(✳ ▲❡ (,❛❥❡❝(♦❣,❛♣❤❡ ❡5( ❞✐✈✐58 ❡♥ ❞❡✉① ,8❣✐♦♥5 ✿ ✉♥❡ ,8❣✐♦♥ ❞✐(❡ ❋❘❖◆❚ ❡(

✉♥❡ ,8❣✐♦♥ ❞✐(❡ ❇❆❈❑✳ ❉❛♥5 ❧❛ ,8❣✐♦♥ ❋❘❖◆❚ ;✉✐ ❡5( ❝♦♠♣♦58❡ ❞❡5 ✶✷ ♣,❡♠✐❡,5

✷✳ ▲❡ $%❢%$❡♥(✐❡❧ ❞✉ ▲❆❚ ❡/( ❞♦♥♥% 1 ❧❛ ✜❣✉$❡ ✸✳✻

✸✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❧❛♥  !❛❝❦❡!& ✉♥ ❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡/ ❞❡ /✐❧✐❝✐✉♠ ❛❣❡♥❝%❡/ ❧✬✉♥❡ /✉✐✈❛♥( ①

❡( ❧✬❛✉($❡ /✉✐✈❛♥( ②✳



✸✳✷✳ ▲✬■◆❙❚❘❯▼❊◆❚ ▲❆❚ ✹✾

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ❘'❢')❡♥,✐❡❧ ❞✉ ▲❆❚ ❬✻✹❪✱ ❞♦♥, ❧✬♦)✐❣✐♥❡ ❡:, ; ❧✬✐♥,❡)❢❛❝❡ ❡♥,)❡ ❧❡ ,)❛✲

❥❡❝,♦❣)❛♣❤❡ ❡, ❧❡ ❝❛❧♦)✐♠C,)❡✳ ▲✬❛♥❣❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥, ❞✬✉♥ ♣❤♦,♦♥ v ❡:, ❛♣♣❡❧' θ✳ ▲✬❛♥❣❧❡
φ ❝♦♠♣❧C,❡ ❧✬✐♥❢♦)♠❛,✐♦♥ :✉) ❧❛ ❞✐)❡❝,✐♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥,❡ ❞✉ ♣❤♦,♦♥✳

♣❧❛♥:  !❛❝❦❡!&✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡):✐♦♥ ❡:, ❛::✉)'❡ ♣❛) ❞❡ ✜♥❡: ❢❡✉✐❧❧❡: ❞❡ ,✉♥❣:,C♥❡ ✭❞✬'♣❛✐::❡✉)

✵✱✵✸ ❢♦✐: ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉) ❞❡ )❛❞✐❛,✐♦♥✮ ❛❧♦): I✉❡ ❞❛♥: ❧❛ )'❣✐♦♥ ❇❆❈❑✱ ❝♦♠♣♦:'❡ ❞❡: ✹

♣❧❛♥: )❡:,❛♥,:✱ ❝❡: ❢❡✉✐❧❧❡: ❞❡ ,✉♥❣:,C♥❡ :♦♥, ✻ ❢♦✐: ♣❧✉: '♣❛✐::❡:✳ ❈❡,,❡ :'♣❛)❛,✐♦♥

❡♥ ❞❡✉① )'❣✐♦♥: ✈✐:❡ ; ❝♦♥❝✐❧✐❡) ❞❡✉① ❡✛❡,: ❛♥,❛❣♦♥✐:,❡:✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ♣❧✉: ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡

❝♦♥✈❡):✐♦♥ ❡:, '♣❛✐::❡ ❡, ♣❧✉: ❧❛ )':♦❧✉,✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐)❡ ❡:, ❢❛✐❜❧❡ ✭❞✐✛✉:✐♦♥: ♠✉❧,✐♣❧❡:

❞❛♥: ❧❡ ,✉♥❣:,C♥❡✮ ♠❛✐: ♠❡✐❧❧❡✉)❡ ❡:, ❧❛ ♣)♦❜❛❜✐❧✐,' ❞❡ ❝♦♥✈❡):✐♦♥✳ ❊♥ :'♣❛)❛♥, ❧❡

,)❛❥❡❝,♦❣)❛♣❤❡ ❡♥ ❞❡✉①✱ ♦♥ ❞✐:♣♦:❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❞♦♥♥'❡: ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉)❡ )':♦❧✉,✐♦♥ ❛♥❣✉✲

❧❛✐)❡ ✭❞♦♥♥'❡: ❋❘❖◆❚✮ ❡, ❞❡ ❞♦♥♥'❡: ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉) ,❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡):✐♦♥ ✭❞♦♥♥'❡:

❇❆❈❑✮✳ ■❧ ❡:, ♣♦::✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝,✉❡) ✉♥❡ :'❧❡❝,✐♦♥ ❧♦): ❞✉ ,)❛✐,❡♠❡♥, ❞❡: ❞♦♥♥'❡: ❛✜♥

❞❡ ♥❡ ❝♦♥:❡)✈❡) I✉❡ ❧❡: '✈'♥❡♠❡♥,: ❋❘❖◆❚✱ ❇❆❈❑ ♦✉ ❆▲▲ ✭❂❇❆❈❑✰❋❘❖◆❚✮✳

❊♥✜♥✱ ❧❡: ❞❡✉① ❞❡)♥✐❡): ♣❧❛♥:  !❛❝❦❡!& ♥❡ ❝♦♠♣♦),❡♥, ♣❛: ❞❡ ♠❛,')✐❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈❡)✲

:✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ✉♥❡ ❞❡: ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ♣♦✉) I✉✬✉♥ '✈'♥❡♠❡♥, :♦✐, ❡♥)❡❣✐:,)' ❡:, I✉✬✐❧ :♦✐,

❞',❡❝,' ♣❛) ✸ ♣❧❛♥:  !❛❝❦❡!& ❝❡ I✉✐ ♥✬❡:, ♣❛: ♣♦::✐❜❧❡ :✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡):✐♦♥ :❡ ♣❛::❡ ❞❛♥:

❧✬✉♥ ❞❡: ❞❡✉① ❞❡)♥✐❡): ♣❧❛♥:✳ ❈❡❧❛ ; ❛✉::✐ ♣♦✉) ❛✈❛♥,❛❣❡ ❞❡ ❧✐♠✐,❡) ❧❡ ❜❛❝❦&♣❧❛&❤

✭✈♦✐) :❡❝,✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮ ❧; ♦✉ ✐❧ ❡:, ❧❡ ♣❧✉: ❞❛♥❣❡)❡✉①✱ ❝✬❡:,✲;✲❞✐)❡ ; ♣)♦①✐♠✐,' ❞✉ ❈❆▲

❞❛♥: ❧❡ ❚❑❘✳

✸✳✷✳✷ ▲❡ ❈❛❧♦)✐♠,-)❡ ✭❈❆▲✮

▲❡: '❧❡❝,)♦♥: ❡, ❧❡: ♣♦:✐,)♦♥: I✉✐ ✜♥✐::❡♥, ♣❛) ❛,,❡✐♥❞)❡ ❧❡ ❝❛❧♦)✐♠C,)❡ ② ❞'♣♦:❡♥,

,♦✉, ♦✉ ♣❛),✐❡ ❞❡ ❧❡✉) '♥❡)❣✐❡✳ ▲❛ ♠❡:✉)❡ ❞❡ ❝❡,,❡ '♥❡)❣✐❡ ♣❡)♠❡, ❡♥:✉✐,❡ ❞✬❡♥ ❞'❞✉✐)❡

❧✬'♥❡)❣✐❡ ❞✉ ♣❤♦,♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥,✳ ▲❡ ❝❛❧♦)✐♠C,)❡ ❡:, ❝♦♠♣♦:' ❞✬✐♦❞✉)❡ ❞❡ ❝':✐✉♠ ❞♦♣'

❛✉ ,❛❧❧✐✉♠✱ ✉♥ ♠❛,')✐❛✉ ❛②❛♥, ❧❛ ♣❛),✐❝✉❧❛)✐,' ❞✬'♠❡,,)❡ ✉♥ ✢❛:❤ ❞❡ ❧✉♠✐C)❡ ❞♦♥,

❧✬✐♥,❡♥:✐,' ❡:, ♣)♦♣♦),✐♦♥♥❡❧❧❡ ; ❧✬'♥❡)❣✐❡ ❞'♣♦:'❡ ♣❛) ❧❡: ♣❛),✐❝✉❧❡:✳ ❈❤❛I✉❡ ♠♦❞✉❧❡

❞✉ ❝❛❧♦)✐♠C,)❡ ❝♦♠♣♦),❡ ✾✻ ❝)✐:,❛✉① ❞❡ ❈:■✭❚❧✮ ❞✬✉♥❡ ,❛✐❧❧❡ ❞❡ ✷✳✼ ❝♠ ① ✷✳✵ ❝♠ ①
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✸✷✳✻ ❝♠✳ ❈❡* ❝+✐*-❛✉① *♦♥- ♦♣-✐4✉❡♠❡♥- ✐*♦❧6* ❧❡* ✉♥* ❞❡* ❛✉-+❡* ❡- +6♣❛+-✐* ❡♥ ✽

❝♦✉❝❤❡* ❞❡ ✶✷ ❝+✐*-❛✉① ❝❤❛❝✉♥❡✳ ▲❛ +6♣❛+-✐-✐♦♥ ❞❡* ❝+✐*-❛✉① < ✾✵ ❞❡❣+6* ❞❡ ❝❡✉① ❞❡

❧❛ ❝♦✉❝❤❡ *✉✐✈❛♥-❡✱ ♣❡+♠❡- ❞✬♦❜-❡♥✐+ ✉♥ +6*❡❛✉ ①✲② ❞❡ ❞6-❡❝-✐♦♥✱ ❛✉4✉❡❧ *✬❛❥♦✉-❡ ❧❛

❝♦♦+❞♦♥♥6❡ ③ +❡♣6+6❡ ♣❛+ ❧❡ ♥✉♠6+♦ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉+ ❧❡ -+❛❥❡❝-♦❣+❛♣❤❡✳ ▲❛

+❡❝♦♥*-+✉❝-✐♦♥ *♣❛-✐❛❧❡ ❞❡* ❣❡+❜❡* 6❧❡❝-+♦♠❛❣♥6-✐4✉❡* ❞❛♥* ❧❡ ❝❛❧♦+✐♠G-+❡ ❡*- ❛✐♥*✐

+❡♥❞✉❡ ♣♦**✐❜❧❡✳

✸✳✷✳✸ ▲❡ ❞&'❡❝'❡✉* + ❛♥'✐❝♦0♥❝✐❞❡♥❝❡ ✭❆❈❉✮

▲❡ ❞6-❡❝-❡✉+ < ❛♥-✐❝♦H♥❝✐❞❡♥❝❡ ✭❆❈❉✮ +❡❝♦✉✈+❡ ❧❡ ❚❑❘ ❡- ❧❡ ❈❆▲✳ ■❧ ♣❡+♠❡- ❧❛

+6❥❡❝-✐♦♥ ❞❡* *✐❣♥❛✉① ❞✉* ❛✉① +❛②♦♥* ❝♦*♠✐4✉❡*✳ ▲✬❆❈❉ ♣❡+♠❡- ❞❡ ❞✐*❝+✐♠✐♥❡+ ❧❡*

♣❛+-✐❝✉❧❡* ❝❤❛+❣6❡* ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐-6 ❞❡ ✾✾✱✾✼✪✱ ❝❡ 4✉✐ ❡♥ ❢❛✐- ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ 6❧6♠❡♥-

❞❡ +6❥❡❝-✐♦♥ ❞❡ +❛②♦♥* ❝♦*♠✐4✉❡* ❞✉ ▲❆❚✳ ■❧ ❡*- ✐♠♣♦+-❛♥- ❞❡ +❡♠❛+4✉❡+ 4✉❡✱ ❞✉ ❢❛✐-

❞❡ ❧❛ ♣+6*❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❆❈❉✱ ✉♥ ♣+♦❜❧G♠❡ ❝♦♥♥✉ *♦✉* ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❜❛❝❦.♣❧❛.❤ ❡✛❡❝4 ♣❡✉-

❛♣♣❛+❛U-+❡✳ ▲✬❡✛❡- ❡*- ❧❡ *✉✐✈❛♥- ✿ ✉♥ +❛②♦♥ ❣❛♠♠❛ ♣6♥G-+❡ ❞❛♥* ❧❡ ❝❛❧♦+✐♠G-+❡ ❡- ②

❞6✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥❡ ❣❡+❜❡ 6❧❡❝-+♦♠❛❣♥6-✐4✉❡✳ ❯♥❡ ♣❡-✐-❡ ❢+❛❝-✐♦♥ ❞❡* ♣❛+-✐❝✉❧❡* ❝❤❛+❣6❡*
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❞❡ ❝❤❛L✉❡ ❝❧❛,,❡✳ ❊♥ ♣❛*-✐❝✉❧✐❡* ♦♥ ♣❡✉- ❛✈♦✐* ❜❡,♦✐♥✱ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛❞*❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②,❡

,♣4❝✐✜L✉❡✱ ❞✬✉♥❡ -*`, ❜♦♥♥❡ *4,♦❧✉-✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐*❡ ❡-✴♦✉ ✉♥❡ -*`, ❜♦♥♥❡ *4,♦❧✉-✐♦♥

❡♥ 4♥❡*❣✐❡✳ ▲❛ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❈❚ ❲/✽❈❚/❙❋❈♦*❡ ♥♦✉, ✐♥❢♦*♠❡ ,✉* ❧❛ L✉❛❧✐-4 ❞❡ ❧❛ *❡✲

❝♦♥,-*✉❝-✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐*❡✳ ❈✬❡,- ✉♥❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ < ✈❛❧❡✉* ❡♥-*❡ ✵ ❡- ✶ ✭✶ ♣♦✉* ✉♥❡ ❜♦♥♥❡

*❡❝♦♥,-*✉❝-✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐*❡ ❡- ✵ ♣♦✉* ✉♥❡ ♠♦✐♥, ❜♦♥♥❡ *❡❝♦♥,-*✉❝-✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐*❡✮✳ ❆

♣❛*-✐* ❞❡ ❝❡--❡ ✈❛*✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉- ❞4❝✐❞❡* ❞❡ ❝❧❛,,❡* ❡♥ ✹ ❝❛-4❣♦*✐❡, ❞❡, 4✈4♥❡♠❡♥-,

❙❖❯❘❈❊✳ ❈✬❡,- ❝❡ L✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡, -②♣❡, ❞✬4✈4♥❡♠❡♥- ❞❛♥, ❋❡0♠✐✳ ▲❡ -②♣❡ /❙❋✵

❝♦♥-✐❡♥- ❞❡, 4✈4♥❡♠❡♥-, ❡♥-*❡ ❧❡ L✉❛♥-✐❧❡ ✵✲✷✺✪ ❞❡ ❲/✽❈❚/❙❋❈♦*❡✱ ❧❡ -②♣❡ /❙❋✶

❞❡, 4✈4♥❡♠❡♥-, ❡♥-*❡ ✷✺✲✺✵✪ ✱ /❙❋✷ ❡♥-*❡ ✺✵✲✼✺✪✱ ❡- /❙❋✸ ❡♥-*❡ ✼✺✲✶✵✵✪✳ ❉❡ ❝❡--❡

♠❛♥✐`*❡ ♦♥ ♦❜-✐❡♥- ♣❛* ❝♦♥,-*✉❝-✐♦♥ ✉♥❡ ,✉*❢❛❝❡ ❡✛❡❝-✐✈❡ ❞✬✉♥ L✉❛*- ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

❝❧❛,,❡ ❙❖❯❘❈❊ ♣♦✉* ❝❤❛L✉❡ -②♣❡✱ ❧❡ -②♣❡ /❙❋✸ ❛②❛♥- ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉*❡ /❙❋ ❡- /❙❋✵

❧❛ ♠♦✐♥, ❜♦♥♥❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠d♠❡ ♠❛♥✐`*❡✱ ♦♥ ♣❡✉- ❞4✜♥✐* < ♣❛*-✐* ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❈❚

❲/✽❈❚❇❡,-❊♥❡*❣②/*♦❜ ❞❡, -②♣❡, ,✉* ❧❛ L✉❛❧✐-4 ❞❡ ❧❛ *❡❝♦♥,-*✉❝-✐♦♥ ❡♥ 4♥❡*❣✐❡✱

❊❉■❙/✸ ❛②❛♥- ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉*❡ *4,♦❧✉-✐♦♥ ❡- 4♥❡*❣✐❡ ❡- ❊❉■❙/✵ ❧❛ ♠♦✐♥, ❜♦♥♥❡✳ ■❧ ❝♦♥✲

✈✐❡♥- -♦✉❥♦✉*, ❞✬❛♣♣❧✐L✉❡* ✉♥❡ ,4❧❡❝-✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛,,❡ < ✉♥❡ ,4❧❡❝-✐♦♥ ❞❡ -②♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡- ❧❡,

✈❛*✐❛❜❧❡, ❈❚ ✉-✐❧✐,4❡, ♣♦✉* ❝*4❡* ❧❡, -②♣❡, ❞✬4✈4♥❡♠❡♥-, ♥❡ ,❛✈❡♥- ♣❛, ,✐ ✉♥ 4✈4♥❡✲

♠❡♥- ❛♣♣❛*-✐❡♥- ❛✉ ❜*✉✐- ❞❡ ❢♦♥❞✳ ❯♥ 4❝❤❛♥-✐❧❧♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥4❡, ♥✬✉-✐❧✐,❛♥- L✉❡ ❧❡ -②♣❡

❞✬4✈4♥❡♠❡♥- ❝♦♥-✐❡♥❞*❛ ❞♦♥❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❜*✉✐- ❞❡ ❢♦♥❞✳



✸✳✹✳ ❉❖◆◆➱❊❙ ❊❚ ▼❖◆❚❊ ❈❆❘▲❖ ✺✺

❋✐❣✉$❡ ✸✳✾ ✕ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥+ , ✻✽✪ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✬7+❛❧❡♠❡♥+ ❞✉ ♣♦✐♥+ ✭;❙❋✮ ❡♥ ❢♦♥❝✲

+✐♦♥ ❞❡ ❧✬7♥❡@❣✐❡✱ ♣♦✉@ ❧❡C ❝❧❛CC❡ ❞✬7✈7♥❡♠❡♥+C ❙❖❯❘❈❊✱ ❈▲❊❆◆✱ ❯▲❚❘❆❈▲❊❆◆✱

❯▲❚❘❆❈▲❊❆◆❱❊❚❖ ❬✻✻❪✳ ❖♥ ♦❜C❡@✈❡ Q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛C ❞❡ ❞✐✛7@❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉@ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✉ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ;❙❋ ❡♥+@❡ ❧❡C ❝❧❛CC❡C ❞✬7✈7♥❡♠❡♥+C✳

 ❡"❢♦"♠❛♥❝❡)

➚ +✐+@❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♠♦♥+@❡ , ❧❛ ✜❣✉@❡ ✸✳✶✵ ❧❡C ❛♠7❧✐♦@❛+✐♦♥C ✐♥❞✉✐+❡C ♣❛@ ❧✬✉✲

+✐❧✐C❛+✐♦♥ ❞❡C +②♣❡C ;❙❋ ❡+ ❊❉■❙;✳ ;♦✉@ ❝❡❧❛ ♦♥ @❡❣❛@❞❡@❛ ❧✬❛♠7❧✐♦@❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ;❙❋

✭✈♦✐@ C❡❝+✐♦♥ ✹✳✷ ♣♦✉@ ✉♥❡ ❞❡C❝@✐♣+✐♦♥ ❝♦♠♣❧]+❡✮ ♣♦✉@ ❧❡C +②♣❡C ;❙❋ ❡+ ❧❛ ❞✐C♣❡@C✐♦♥

❡♥ 7♥❡@❣✐❡ ♣♦✉@ ❧❡C +②♣❡C ❊❉■❙; ✭✈♦✐@ C❡❝+✐♦♥ ✹✳✸✮✳ ▲❛ ✜❣✉@❡ ✸✳✶✵ ♠♦♥+@❡ ❧❡ ❝♦♥✜♥❡✲

♠❡♥+ , ✻✽✪ ❞❡ ❧❛ ;❙❋ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧✬7♥❡@❣✐❡ ♣♦✉@ ❧❡C ❞✐✛7@❡♥+C +②♣❡C ❞✬7✈7♥❡♠❡♥+C

✧;❙❋✧✳ ▲✬❛♠7❧✐♦@❛+✐♦♥ ❡C+ ♥♦+❛❜❧❡ C✉@+♦✉+ , ❜❛CC❡ 7♥❡@❣✐❡ ♦_ ❧❛ ;❙❋ ❡C+ ✐♠♣♦@+❛♥+❡✳

▲❛ ❞✐C♣❡@C✐♦♥ ❡♥ 7♥❡@❣✐❡✱ ❡❧❧❡ ❛✉CC✐ ♣❡✉+ `+@❡ ❛♠7❧✐♦@7❡ ❡♥ ✉+✐❧✐C❛♥+ ✉♥ +②♣❡ ❞✬7✈7♥❡✲

♠❡♥+ ❣@a❝❡ , ✉♥❡ C7❧❡❝+✐♦♥ C✉@ ❧❡C +②♣❡C ✧❊❉■❙;✧✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥+@❡ ❧❛ ✜❣✉@❡ ✸✳✶✶✳

✸✳✹ ❉♦♥♥&❡( ❡) ▼♦♥)❡ ❈❛-❧♦

❈❡++❡ C❡❝+✐♦♥ ❛ ♣♦✉@ ❜✉+ ❞❡ ♣@7C❡♥+❡@ ❧❡C ❞✐✛7@❡♥+C ❢♦@♠❛+C ❞❡ ❞♦♥♥7❡C ❡+ ❧❡✉@

✉+✐❧✐C❛+✐♦♥ ❛✉ C❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦@❛+✐♦♥ ❋❡"♠✐ ✲▲❆❚✳ ❖♥ ❞✐C+✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❢♦@♠❛+C ♣@✐♥✲



✺✻ ❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ▲❊ ▲❆❘●❊ ❆❘❊❆ ❚❊▲❊❙❈❖)❊ ✭▲❆❚✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ ✕ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥- . ✻✽✪ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✬8-❛❧❡♠❡♥- ❞✉ ♣♦✐♥- ✭<❙❋✮ ❡♥

❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧✬8♥❡@❣✐❡✱ ♣♦✉@ ❧❡C -②♣❡C ❞✬8✈8♥❡♠❡♥-C <❙❋✵✱ <❙❋✶✱ <❙❋✷✱ <❙❋✸ ❡- ❧❛

❝❧❛CC❡ ❙❖❯❘❈❊ ❬✻✻❪✳ ▲❛ C8❧❡❝-✐♦♥ ❞❡C 8✈8♥❡♠❡♥-C ❛②❛♥- ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉@❡ <❙❋ ✭<❙❋✸✮

♣❡@♠❡- ✉♥❡ ❛♠8❧✐♦@❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ @8C♦❧✉-✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐@❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝-❡✉@ ∼ 3 . ✶✵✵ ▼❡❱

♣❛@ @❛♣♣♦@- ❛✉ -②♣❡ <❙❋✵ ✭❧❡C 8✈8♥❡♠❡♥-C ❛②❛♥- ❧❛ ♠♦✐♥C ❜♦♥♥❡ @❡❝♦♥C-@✉❝-✐♦♥

❛♥❣✉❧❛✐@❡✮✳

❝✐♣❛✉① ✿ ❧❡ ❢♦@♠❛- ❋■❚❙ ✭❋❧❡①✐❜❧❡ ■♠❛❣❡ ❚@❛♥C♣♦@- ❙②C-❡♠✮ ❬✻✽❪ ❡C- ✉-✐❧✐C8 ♣♦✉@

❧✬❛♥❛❧②C❡ ❞❡ ❞♦♥♥8❡C✳ ▲❡ ❢♦@♠❛- ❘❖❖❚ ❬✻✾❪ ❡C- V✉❛♥- . ❧✉✐ ♣@✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥- ✉-✐❧✐C8

♣♦✉@ ❝♦♥-❡♥✐@ ❞❡C C✐♠✉❧❛-✐♦♥C ❞❡ ❧✬✐♥C-@✉♠❡♥- @8❛❧✐C8❡C ❣@W❝❡ . ●❊❆◆❚✹✱ ♠❛✐C 8❣❛❧❡✲

♠❡♥- ❞❡C ❞♦♥♥8❡C ❞❡ ❧❛ ❝❤❛^♥❡ ❞❡ @❡❝♦♥C-@✉❝-✐♦♥✳ ❈❡C C✐♠✉❧❛-✐♦♥C ♣❡@♠❡--❡♥-✱ ♣❛@

❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬♦❜-❡♥✐@ ❧❡C ❢♦♥❝-✐♦♥C ❞❡ @8♣♦♥C❡ ❞❡ ❧✬✐♥C-@✉♠❡♥-✱ V✉✐ ♣❡✉✈❡♥- ♣❛@ ❧❛ C✉✐-❡

_-@❡ ❝♦@@✐❣8❡C ❡♥ ✉-✐❧✐C❛♥- ❧❡C ❞♦♥♥8❡C C✐ ❜❡C♦✐♥✳

✸✳✹✳✶ ▼♦♥'❡ ❈❛+❧♦

▲❡C ❞♦♥♥8❡C ▼♦♥-❡ ❈❛@❧♦✱ ✐CC✉❡C ❞❡ C✐♠✉❧❛-✐♦♥C✱ C♦♥- ❝♦♥-❡♥✉❡C ❞❛♥C ❞❡C ✜❝❤✐❡@C

❘❖❖❚✳ ■❧ ❡①✐C-❡ ♣❧✉C✐❡✉@C -②♣❡C ❞❡ C✐♠✉❧❛-✐♦♥C ▼♦♥-❡ ❈❛@❧♦ ❞❡C-✐♥8❡C . C✐♠✉❧❡@ ❧❡C

❞✐✛8@❡♥-C ❛C♣❡❝-C ❞❡ ❧✬❡①♣8@✐❡♥❝❡ ❋❡,♠✐ ✲▲❆❚✳ <❛@ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡C C✐♠✉❧❛-✐♦♥C ❆● ✭❛❧❧✲

❣❛♠♠❛✮ ❝♦♥-✐❡♥♥❡♥- ✉♥✐V✉❡♠❡♥- ❞❡C ♣❤♦-♦♥C C✐♠✉❧8C✳ ▲❡ ❜✉- ❞❡ ❝❡C C✐♠✉❧❛-✐♦♥C ❡C-

❞✬8✈❛❧✉❡@ ❧❛ @8♣♦♥C❡ ❞✉ ❞8-❡❝-❡✉@ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ @❡❝♦♥C-@✉❝-✐♦♥ ✉-✐❧✐C8❡✳ ❉❛♥C ❧❡

❝❛❞@❡ ❞❡ ❝❡--❡ -❤bC❡ ❝❡C C✐♠✉❧❛-✐♦♥C ♦♥- 8-8 ♣❛@ ❡①❛♠♣❧❡ -@bC ✉-✐❧❡C ❛✜♥ ❞✬8-✉❞✐❡@ ❧❛
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, ✭✹✳✶✮
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❞❛♥$ ✉♥ ✜❝❤✐❡9 ❋■❚❙ ❛✐♥$✐ K✉❡ ❧❡ )❛❜❧❡❛✉ 9❡♣9%$❡♥)❛♥) ❧❡$ ✈❛9✐❛)✐♦♥$ ❞❡ ❧❛ $✉9❢❛❝❡

❡✛❡❝)✐✈❡ ✭♠♦②❡♥♥%❡ ❡♥ φ✮ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧✬%♥❡9❣✐❡ ❡$) ❞❡ cos(θ) ✈✐$✐❜❧❡ ❡♥ ✜❣✉9❡ ✹✳✶✱

❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞✬%✈%♥❡♠❡♥)$ ❙❖❯❘❈❊✳
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"✐❣♦✉"❡✉(❡ ❞❡ ∆✱ +✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉0 ❞1❞✉✐"❡ ❞❡ ❬✻✷❪✱ ♣❛((❡ ♣❛" ❧✬✉0✐❧✐(❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛"✐❛❜❧❡

▼❝❉✐"❊"" +✉✐ ❡(0 ♣"1❝✐(1♠❡♥0 ❧✬❛♥❣❧❡ α ✿

∆ = 2 sin
(α

2

)

. ✭✹✳✸✮

❙✐ ❧✬♦♥ ✉0✐❧✐(❡ ❝❡00❡ ❞1✜♥✐0✐♦♥ ♦♥ ♠♦♥0"❡ +✉❡ ❧✬❤✐(0♦❣"❛♠♠❡ ❞❡ ❞❡♥(✐01 ❞❡ ❧❛ ❞1✈✐❛0✐♦♥

❛♥❣✉❧❛✐"❡ "1❞✉✐0❡ ✭♥♦0✐♦♥( ❞1✜♥✐❡( ❞❛♥( ❧❛ (✉✐0❡ ❞❡ ❝❡00❡ (❡❝0✐♦♥✮ ♥✬❡(0 ♣❛( ♠♦❞✐✜1

❞❡ ♠❛♥✐E"❡ (✐❣♥✐✜❝❛0✐✈❡ F ❤❛✉0❡ 1♥❡"❣✐❡ ❡0 F ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♥♦"♠❛❧❡✱ ❝❛" ❝❡( 1✈1♥❡♠❡♥0(

♦♥0 ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉"❡ "❡❝♦♥(0"✉❝0✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐"❡✱ ✐✳❡ α ♣❡0✐0✱ ❧❡( ❞❡✉① ❞1✜♥✐0✐♦♥( (♦♥0

❞♦♥❝ (❡♥(✐❜❧❡♠❡♥0 1+✉✐✈❛❧❡♥0❡(✳ ❊♥ "❡✈❛♥❝❤❡✱ F ❜❛((❡ ❜❛((❡ 1♥❡"❣✐❡✱ ❡0 ❞✬❛✉0❛♥0

♣❧✉( ♣♦✉" ❞❡( 1✈1♥❡♠❡♥0( ❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦"0 ❛♥❣❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥0✱ ✐✳❡✳ ❧❡( 1✈1♥❡♠❡♥0( ❛②❛♥0 ❧❡

♠♦✐♥( ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬J0"❡ ❝♦""❡❝0❡♠❡♥0 "❡❝♦♥(0"✉✐0✱ ❧✬❛♥❣❧❡ α ❡(0 ✐♠♣♦"0❛♥0 ❡0 ❧❡( ❞❡✉①

❞1✜♥✐0✐♦♥( ❞♦♥♥❡♥0 ❞❡( "1(✉❧0❛0( ❞✐✛1"❡♥0(✱ ❡♥ ♣❛"0✐❝✉❧✐❡" ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ +✉❡✉❡ ❞❡

❧❛ ❞✐(0"✐❜✉0✐♦♥ ✭✈♦✐" ✜❣✉"❡ ✹✳✷✮✳

❖♥ ♠♦♥0"❡ 1❣❛❧❡♠❡♥0 +✉❡ ❝❡00❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞1✜♥✐0✐♦♥ ❞❡ ∆ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝0 (✉" ❧❡(
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❡0 ♣♦✉" ❧❡(+✉❡❧( ❧✬❛♣♣"♦①✐♠❛0✐♦♥ ❞❡( ♣❡0✐0( ❛♥❣❧❡( ♥✬❡(0 ♣❛( ✈❛❧✐❞❡✳ ▲✬❡✛❡0 (✉" ❧❛ +✉❡✉❡
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0❛✐♥❡( ♣❧❛❣❡( ❡♥ 1♥❡"❣✐❡ ❛✜♥ ❞❡ (❛✈♦✐" ❝♦♠♠❡♥0 ✈❛"✐❡ ❧❛ ❞✐(0"✐❜✉0✐♦♥ ❞❡ ∆ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥

❞❡ ❝❡00❡ ✈❛"✐❛❜❧❡✳ ❯(✉❡❧❧❡♠❡♥0✱ ♦♥ ✉0✐❧✐(❡ ❞❡( ❜✐♥( ❞❡ ❧❛"❣❡✉" ✵✳✷✺ ❡♥ ▼❝▲♦❣❊♥❡"❣②

✭❧❡ log10 ❞❡ ❧✬1♥❡"❣✐❡ ✈"❛✐❡✮✳ ▲❡( ❤✐(0♦❣"❛♠♠❡( ❛❧♦"( ♦❜0❡♥✉( ♥❡ (♦♥0 0♦✉0❡❢♦✐( ♣❛(

❡♥❝♦"❡ ♣"J0( F J0"❡ ❛❥✉(01(✳ ❊♥ ❡✛❡0 ❧❛ ❢♦"♠❡ ❞❡ ❧✬❤✐(0♦❣"❛♠♠❡ ♣❡✉0 ✈❛"✐❡" ❢♦"0❡♠❡♥0

❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧✬1♥❡"❣✐❡✳ ❆✜♥ ❞❡ "1❞✉✐"❡ ❝❡( ❞✐✛1"❡♥❝❡( ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥0 F

✻✽✪ ✭❈♦♥❢✻✽ ✮ ❞❡ ❝❤❛+✉❡ ❤✐(0♦❣"❛♠♠❡✳ ❖♥ "1❛❧✐(❡ ❡♥(✉✐0❡ ❧✬❤✐(0♦❣"❛♠♠❡ ❞❡ ❈♦♥❢✻✽

+✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥✉(0❡ ♣❛" ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ (✉✐✈❛♥0❡ ✿

scaleFactor(E) =

√

√

√

√

[

c0.

(

E

100MeV

)

−0.8
]2

+ c12 ✭✹✳✹✮

❊♥ ❞✐✈✐(❛♥0 ∆ ♣❛" scaleFactor ♦♥ ♦❜0✐❡♥0 ❛❧♦"( ❞❡( ❤✐(0♦❣"❛♠♠❡( ❞❡ ❧❛"❣❡✉"(

F ♠✐✲❤❛✉0❡✉" ♠♦✐♥( ❞✐((❡♠❜❧❛❜❧❡( ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧✬1♥❡"❣✐❡✱ ❡0 ❞♦♥❝ ♣❧✉( ❢❛❝✐❧❡( F

❛❥✉(0❡"✳ ❈❡00❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ✭"❡❝❛❧❝✉❧1❡ ♣♦✉" ❝❤❛+✉❡ 1✈1♥❡♠❡♥0✮ ❡(0 ❛♣♣❡❧1❡ ❧❛

❞1✈✐❛0✐♦♥ "1❞✉✐0❡✳ ❊❧❧❡ ❡(0 ♥♦01❡ x ✿

x =
∆

scaleFactor(E)
. ✭✹✳✺✮
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ ❍✐()♦❣,❛♠♠❡( ❞❡ ❞❡♥(✐)2 ❞❡ ❧❛ ❞2✈✐❛)✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐,❡ ,2❞✉✐)❡✱ ❡♥ ❤❛✉)

♣♦✉, ❞❡( 2✈2♥❡♠❡♥)( ❞✬2♥❡,❣✐❡ ∼ 1 ●❡❱ < ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♥♦,♠❛❧❡✱ ❡♥ ❜❛( ♣♦✉, ❞❡( 2✈2♥❡✲

♠❡♥)( ❞✬2♥❡,❣✐❡ ∼ 20 ▼❡❱ < ❣,❛♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ▲❡( ❤✐()♦❣,❛♠♠❡( ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡

❣❛✉❝❤❡ ✉)✐❧✐(❡♥) ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞2✜♥✐)✐♦♥ ❞❡ ∆✱ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞,♦✐)❡ ✉)✐❧✐(❡♥) ❧❛

♥♦✉✈❡❧❧❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ♦♥ ❝♦♥✈❡,)✐) ❧✬❤✐()♦❣,❛♠♠❡ ❡♥ ❞❡♥(✐)2 ❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐)2 ♣❛, ,❛♣♣♦,) < ❧✬❛♥✲

❣❧❡ (♦❧✐❞❡✳ E♦✉, ❝❡❧❛ ♦♥ ❞✐✈✐(❡ (✐♠♣❧❡♠❡♥) ❧❡ ❝♦♥)❡♥✉ ❞❡ ❝❤❛F✉❡ ❜✐♥ ❞❡ ❧✬❤✐()♦❣,❛♠♠❡
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❞6)❡4♠✐♥❡4 ❧❡( ✐♥)❡4✈❛❧❧❡( ❖◆ ❡) ❖❋❋✱ ♦♥ ❞6)❡4♠✐♥❡ ❧❛ ♣❤❛(❡ ❞❡( ❞♦♥♥6❡( G ❧✬❛✐❞❡

❞❡ ❧✬♦✉)✐❧ ❚❊▼Z❖✷ ❬✼✶❪ ❡) ❞❡( ♣❛4❛♠?)4❡( ❞✉ ♣✉❧(❛4 ❞64✐✈6( ♣❛4 ❧❡ ❣4♦✉♣❡ Z✉❧(❛4 ❞❡

❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦4❛)✐♦♥ ❋❡"♠✐ ✲▲❆❚

✶

✳ ❖♥ ♦❜)✐❡♥) ❛❧♦4( ❧❡ ♣❤❛(♦❣4❛♠♠❡ ❞❡ ❱❡❧❛ ✭✈♦✐4 ✜❣✉4❡

✹✳✷✳✸✮✳

▲❡( ✐♥)❡4✈❛❧❧❡( ❖◆✴❖❋❋ ✉)✐❧✐(6( ❞❛♥( ❧❛ (✉✐)❡ (♦♥) ✐♥❞✐D✉6( ❞❛♥( ❧❡ )❛❜❧❡❛✉ (✉✐✈✲

✶✳ http : //fermi.gsfc.nasa.gov/ssc/data/access/lat/ephems/



✹✳✷✳ ❋❖◆❈❚■❖◆ ❉✬➱❚❆▲❊▼❊◆❚ ❉❯ 1❖■◆❚ ✭1❙❋✮ ✻✼

❋✐❣✉$❡ ✹✳✻ ✕ %❤❛(♦❣+❛♠♠❡ ❞❡ ❱❡❧❛ ❝♦♥(3+✉✐3 6 ♣❛+3✐+ ❞❡ ❞♦♥♥8❡( %❛(( ✼ ❘❡♣+♦

❙❖❯❘❈❊ ❡♥3+❡ ✸✷ ▼❡❱ ❡3 ✺✻✷ ▼❡❱✱ ♣❤❛(8 ❛✈❡❝ ❚❊▼%❖✷✱ ♣♦✉+ ✉♥❡ ❘❖■ ❞❡ ✸✵

❞❡❣+8( ❛✉3♦✉+ ❞❡ ❱❡❧❛✳ ▲❡( ♣✐❝( (♦♥3 (✐❣♥✐✜❝❛3✐❢( ❞❡ ❧✬8♠✐((✐♦♥ ❞✉ ♣✉❧(❛+ ❡3 ❞8✜♥✐((❡♥3

❧❛ +8❣✐♦♥ ❖◆✳ ▲❛ +8❣✐♦♥ ❖❋❋ ❡(3 ♣+✐(❡ ❡♥3+❡ ❝❡( ❞❡✉① ♣✐❝(✳

❛♥3 ✿

❖◆ ❖❋❋

[✵✳✵✸ ✱ ✵✳✶✶❪ ∪ ❬✵✳✻✹ ✱ ✵✳✼❪ ❬✵✳✷✺ ✱ ✵✳✺✺❪

▲❡( ✐♥3❡+✈❛❧❧❡( ❖◆ ❡3 ❖❋❋ ♥✬❛②❛♥3 ♣❛( ❧❡( ♠T♠❡( 3❛✐❧❧❡(✱ ✐❧ ❢❛✉3 ❛♣♣❧✐U✉❡+ ✉♥

❢❛❝3❡✉+ ❞❡ ❝♦++❡❝3✐♦♥✱ ❧♦+(U✉❡ ❧✬♦♥ ✉3✐❧✐(❡ ✉♥❡ 3❡❝❤♥✐U✉❡ ❖◆✲❖❋❋✳ ■❝✐✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❖◆ ✈❛✉3 14/30 ❢♦✐( ❧❡ ❖❋❋✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ 30/14 ❢♦✐( ♣❧✉( ❞❡ ❜+✉✐3 ❞❡ ❢♦♥❞ ❞❛♥( ❧❡ ❖❋❋

U✉❡ ❞❛♥( ❧❡ ❖◆✳ ❙❡✉❧❡( ❧❡( ❞♦♥♥8❡( ❖◆ ❡3 ❖❋❋ (♦♥3 ✉3✐❧✐(8❡(✳ ❊❧❧❡( (♦♥3 (3♦❝❦8❡(

❞❛♥( ✉♥ ✜❝❤✐❡+ ❘❖❖❚✱ ❞❛♥( ❧❡U✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉3❡ ❞❡✉① ✈❛+✐❛❜❧❡( ❝❛❧❝✉❧8❡( ♣♦✉+ ❝❤❛U✉❡

8✈8♥❡♠❡♥3 ❝♦♥3❡♥✉ ❞❛♥( ❝❡ ✜❝❤✐❡+ ✿

❋▲❆● ✶ (✐ ❖◆ ❡3 ✵ (✐ ❖❋❋

❆◆●❙❊( ❞✐(3❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐+❡ 6 ❱❡❧❛ ❡♥ ❞❡❣+8(

❆◆●❙❊% ❡(3 ❝❛❧❝✉❧8 6 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦+♠✉❧❡ ❞❡ ❍❛✈❡+(✐♥❡✳ ❙♦✐3 ✭l✱b✮ ❧❛ ❧♦♥❣✐3✉❞❡ ❡3 ❧❛

❧❛3✐3✉❞❡ ✈+❛✐❡ ❞❡ ❧❛ (♦✉+❝❡✱ ❡♥ +❛❞✐❛♥(✱ ❡3 ✭l′✱b′✮ ❧❛ ♣♦(✐3✐♦♥ +❡❝♦♥(3+✉✐3❡ ✭8❣❛❧❡♠❡♥3

❡♥ +❛❞✐❛♥(✮✳ ▲❛ (8♣❛+❛3✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐+❡ ❆◆●❙❊% ❞♦♥♥8❡ ♣❛+ ❧❛ ❢♦+♠✉❧❡ ❞✬❍❛+✈❡(✐♥❡

✈❛✉3 ✭3♦✉❥♦✉+( ❡♥ +❛❞✐❛♥(✮ ✿

ANGSEP = arctan2
(√

A,
√
1− A

)

, ✭✹✳✾✮
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❛✈❡❝

A = sin

(

l′ − l

2

)2

+ cos (l) cos (l′) sin

(

b′ − b

2

)2

. ✭✹✳✶✵✮

❖♥ ❞/✜♥✐2 ❡♥3✉✐2❡ ✉♥ ❝❡52❛✐♥ ♥♦♠❜5❡ ❞❡ 9✉❛♥2✐2/3 ✉2✐❧❡3✱ ❞/♣❡♥❞❛♥2 ❞✬✉♥❡ ✐♥❝♦♥✲

♥✉❡ ❳✱ 9✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡5❝❤❡ A ❞/2❡5♠✐♥❡5 ✿

• ◆❴❖◆❴❚❖❚ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ 2♦2❛❧ ❞✬/✈/♥❡♠❡♥23 ❞❛♥3 ❧❡ ❖◆ ✭✐✳❡✳ ❋▲❆●❂✶✮

• ◆❴❖◆❴❳ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞✬/✈/♥❡♠❡♥2 ❞❛♥3 ❧❡ ❖◆ ❛②❛♥2 ❆◆●❙❊N❁❂❳✱

• ◆❴❖❋❋❴❚❖❚ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ 2♦2❛❧ ❞✬/✈/♥❡♠❡♥23 ❞❛♥3 ❧❡ ❖❋❋ ✭✐✳❡✳ ❋▲❆●❂✵✮✱

• ◆❴❖❋❋❴❳ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞✬/✈/♥❡♠❡♥2 ❞❛♥3 ❧❡ ❖❋❋ ❛②❛♥2 ❆◆●❙❊N❁❂❳✳

❖♥ ✉2✐❧✐3❡ ❝❡3 9✉❛♥2✐2/3 ♣♦✉5 ❞/❞✉✐5❡ ✿

• ◆❴❙●◆❴❚❖❚ ❂ ◆❴❖◆❴❚❖❚ ✲ 5 ◆❴❖❋❋❴❚❖❚✱ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞❡ ♣❤♦2♦♥

✈❡♥❛♥2 ❞✉ ♣✉❧3❛5 ✭❛✈❡❝ 5 ❂ ✶✹✴✸✵✮

• ◆❴❙●◆❴❳ ❂ ◆❴❖◆❴❳ ✲ 5 ◆❴❖❋❋❴❳✱ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞❡ ♣❤♦2♦♥ ✈❡♥❛♥2 ❞✉

♣✉❧3❛5 ❛②❛♥2 ❆◆●❙❊N❁❂❳✳

❊♥✜♥ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿

p =
N❴SGN❴X

N❴SGN❴TOT
, ✭✹✳✶✶✮

❡2 ♦♥ ❝❤❡5❝❤❡ ❡♥3✉✐2❡ ❳ 2❡❧ 9✉❡ ♣❂✵✱✻✽✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉5 ❞❡ ❳ ❛✐♥3✐ 25♦✉✈/❡ ❝♦55❡3♣♦♥❞ ❛✉

❝♦♥✜♥❡♠❡♥2 A ✻✽✪ ❞❡ ❧❛ N❙❋ ✭N❙❋✻✽✮✳ ❖♥ ♣❡✉2 ❝❛❧❝✉❧❡5 ❞❡ ❧❛ ♠S♠❡ ♠❛♥✐T5❡ N❙❋✾✺✳

▲❡3 ❡55❡✉53 3♦♥2 ❝❛❧❝✉❧/❡3 ✈✐❛ ❧❛ ♠/2❤♦❞❡ ❞✉ ❜♦♦2325❛♣ ❬✼✷❪✳ ▲❡3 5/3✉❧2❛23 ♦❜2❡♥✉3

3✉5 ❞❡3 ❞♦♥♥/❡3 N✼❙❖❯❘❈❊ ✿ ✿❋❘❖◆❚ 3♦♥2 5/3✉♠/3 ❞❛♥3 ❧❡ 2❛❜❧❡❛✉ 3✐ ❞❡33♦✉3 ✿

❊❜✐♥ ✸✷✕✺✻ ▼❡❱ ✺✻✕✶✵✵ ▼❡❱ ✶✵✵✕✶✼✽ ▼❡❱ ✶✼✽✕✸✶✻ ▼❡❱ ✸✶✻✕✺✻✷ ▼❡❱

◆❴❙●◆❴❚❖❚ ✼✶✵✸ ✷✷✶✶✵ ✹✸✹✹✾ ✺✸✾✾✺ ✺✷✺✹✾

8❙❋✻✽ ✭❞❡❣✮ ✻✳✼✾✷✾ ✹✳✹✼✵✽ ✸✳✵✹✷✻ ✷✳✵✶✽✷ ✶✳✸✹✷✻

❇♦♦ABAC❛♣ ❡CC♦C ✭❞❡❣✮ ✵✳✶✹✼✻ ✵✳✵✺✶✾ ✵✳✵✷✷✸ ✵✳✵✶✶✸ ✵✳✵✶✶

❈❡22❡ ♠/2❤♦❞❡ ♥♦♥ ❜✐♥♥/❡ ❞❡ ❞/2❡5♠✐♥❛2✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥2 ❞❡ ❧❛ N❙❋ A ♣❛52✐5 ❞❡3

❞♦♥♥/❡3 ❞✬✉♥ ♣✉❧3❛5 ❡32 ❝❡♥3/❡ ❞/2❡5♠✐♥❡5 ♣5/❝✐3/♠❡♥2 N❙❋✻✽ ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ 32❛2✐3✲

2✐9✉❡✱ ❧A ♦^ ❧❡3 ♠/2❤♦❞❡3 ❜✐♥♥/❡3 3♦♥2 ♣❧✉3 ✐♠♣5/❝✐3❡3✳ ❈❡22❡ ♠/2❤♦❞❡ ❡32 ❡♥ ❛❝❝♦5❞

❛✈❡❝ ❧❡3 ■❘❋ ❞❛♥3 ❧❛ ♣❛52✐❡ ❤❛✉2❡ /♥❡5❣✐❡ ❞❡ ❝❡22❡ /2✉❞❡ ♠❛✐3 ❞✐✛T5❡ ❞✉ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥2

A ✻✽✪ ❞❡ ❧❛ N❙❋ ♣5/❞✐2 ♣❛5 ❧❡3 ■❘❋ A ♣❧✉3 ❜❛33❡ /♥❡5❣✐❡✳ ➚ ❝❡ ❥♦✉5✱ ♥♦✉3 ♥❡ 3♦♠♠❡3

♣❛3 ❡♥ ♠❡3✉5❡ ❞❡ ❞✐5❡ 3✐ ❝❡22❡ ❞✐✛/5❡♥❝❡ ❡32 5/❡❧❧❡ ♦✉ 3✐ ❡❧❧❡ ❡32 ❧❡ ❢❛✐2 ❞✬✉♥ ♣5♦❜❧T♠❡

❛✈❡❝ ❧❛ ♠/2❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✉2✐❧✐3/❡✳ N♦✉5 ❝❡22❡ 5❛✐3♦♥ ❧❛ ♠/2❤♦❞❡ ❞/❝5✐2❡ ❝✐✲❞❡33✉3 ♥✬❛ ♣❛3

❡♥❝♦5❡ /2/ ✉2✐❧✐3/❡ ♣❛5 ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦5❛2✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉2 ♥/❛♥♠♦✐♥3 3✉♣♣♦3❡5 9✉❡ ❝❡22❡ ❞✐❢✲

❢/5❡♥❝❡ A ❜❛33❡ /♥❡5❣✐❡ ❡32 ✉♥ ❡✛❡2 ❞❡ ❧❛ ❞✐3♣❡53✐♦♥ ❡♥ /♥❡5❣✐❡ ❞❛♥3 ❧❛ ♠❡3✉5❡ ♦^ ❧✬♦♥

25❛❝❡ N❙❋✻✽ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧✬/♥❡5❣✐❡ 5❡❝♦♥325✉✐2❡ ❛❧♦53 9✉❡ ❧❡3 ■❘❋ 3♦♥2 ♣❛5❛♠/25/3

❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧✬/♥❡5❣✐❡ ✈5❛✐❡✳ ❙✐ ❝❡ 25❛✈❛✐❧ ♥✬❛ ♣❛3 ❝♦♠♣❧T2❡♠❡♥2 ♣♦52/ 3❡3 ❢5✉✐23✱ ✐❧

♠✬❛ ♥/❛♥♠♦✐♥3 ♣❡5♠✐3 ❞❡ ♠❡ ❢❛♠✐❧✐❛5✐3❡5 ❛✈❡❝ ❧❡ ✧♣❤❛3❛❣❡✧ ❞❡3 ❞♦♥♥/❡3✱ ❧❛ 2❡❝❤♥✐9✉❡

❖◆✲❖❋❋ ❡2 ❧❛ ♠/2❤♦❞❡ ❞✉ ❜♦♦"#"$❛♣✳
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✹✳✸✳✶ ➱%✉❞❡ ❞❡ ❧❛ +✉❛❧✐%- ❞❡ ❧❛ .❡❝♦♥2%.✉❝%✐♦♥ ❡♥ -♥❡.❣✐❡ ❡♥

❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ♣.♦❝❡22✉2

❊♥ ❞❡&&♦✉& ❞❡ ✶✵✵ ▼❡❱ ❧❛ ❝♦♥✈❡0&✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐0❡ ❞❛♥& ❧❡ ❚❑❘ ❡♥60❡ ❡♥ ❝♦♠♣86✐6✐♦♥

❛✈❡❝ ❞✬❛✉60❡& ♣❤8♥♦♠;♥❡& ✭❝♦♠♠❡ ❞8❝0✐6 = ❧❛ &❡❝6✐♦♥ ✶✳✸✮✳ ▲❡& ❛❧❣♦0✐6❤♠❡& ❞✉ ▲❆❚

❛②❛♥6 868 ❞8✈❡❧♦♣♣8& ♣♦✉0 ❧❛ ❝♦♥✈❡0&✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐0❡✱ ♦♥ ♣❡✉6 &❡ ❞❡♠❛♥❞❡0 &✬✐❧& &♦♥6

❛✉&&✐ ♣❡0❢♦0♠❛♥6& ♣♦✉0 ❧❡& ❛✉60❡& ♣0♦❝❡&&✉&✳ ❈❡66❡ &❡❝6✐♦♥ ♣08&❡♥6❡ ✉♥❡ 86✉❞❡ ❞❡

❧❛ H✉❛❧✐68 ❞❡ ❧❛ 0❡❝♦♥&60✉❝6✐♦♥ ❡♥ 8♥❡0❣✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞✉ 6②♣❡ ❞✬✐♥6❡0❛❝6✐♦♥ ❞❛♥& ❧❡

❚❑❘ ✈✐❛ &✐♠✉❧❛6✐♦♥ ▼♦♥6❡ ❈❛0❧♦✳

▲❡" ♣$♦❝❡""✉" ( ❜❛""❡ +♥❡$❣✐❡

❖♥ ✉6✐❧✐&❡ ✉♥❡ &✐♠✉❧❛6✐♦♥ ✐❝✐ ❡6 ❞❛♥& 6♦✉6❡ ❧❛ &✉✐6❡ ❞❡ ❝❡66❡ &❡❝6✐♦♥✱ ❧❛ &✐♠✉❧❛6✐♦♥

❆●✲●❘✲✈✷✵0✾♣✵✲❖❱▲✲❧♦✇❊✱ = ❧❛H✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛♣♣❧✐H✉❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉0❡ ❙❖❯❘❈❊✳ ▲❡ ✜❝❤✐❡0

▼♦♥6❡ ❈❛0❧♦ 08&✉❧6❛♥6 ❝♦♥6✐❡♥6 ❛❧♦0& ✹✾✷✶✼✸✾ 8✈8♥❡♠❡♥6&✱ ❞✬8♥❡0❣✐❡ ❡♥60❡ ✶✼✳✼✽ ▼❡❱

❡6 ✺✻✷✳✸✹ ▼❡❱✳ ▲❛ ✜❣✉0❡ ✹✳✽ ♠♦♥60❡ ❧❡& ♣0♦❝❡&&✉& = ❧✬V✉✈0❡ ❡♥ ❞❡&&♦✉& ❞❡ ✸✷ ▼❡❱

✭log10(E) = 1.5✱ ✽✻✻✸✾ 8✈8♥❡♠❡♥6& 0❡&6❛♥6&✮✳ W♦✉0 ❝❡❧❛ ♦♥ ✉6✐❧✐&❡ ❧❡& ✈❛0✐❛❜❧❡& ✿

▼❝❚❍❉❣❤'✶)*♦❝❡-- ❡6 ▼❝❚❍❉❣❤'✷)*♦❝❡-- H✉✐ ❞♦♥♥❡♥6 0❡&♣❡❝6✐✈❡♠❡♥6 ❧❛ ♥❛6✉0❡ ❞❡

❧✬✐♥6❡0❛❝6✐♦♥ ❛②❛♥6 ❝088 ❧❛ ♣0❡♠✐;0❡ ❡6 ❧❛ ❞❡✉①✐;♠❡ ♣❛06✐❝✉❧❡ ✜❧❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥&6❛6❡ ❛❧♦0&

H✉❡ ❧❡& ♣0♦❝❡&&✉& ❞♦♠✐♥❛♥6& &♦♥6 ❧❛ ❝♦♥✈❡0&✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐0❡ ❡6 ❧❛ ❞✐✛✉&✐♦♥ ❈♦♠♣6♦♥✱

❝♦♠♠❡ ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐60❡ ✶✳

❊♥ ✉6✐❧✐&❛♥6 ❧❡& ✈❛0✐❛❜❧❡& ▼❝❚❍❉❣❤'✶❚②♣❡ ❡6 ▼❝❚❍❉❣❤'✷❚②♣❡ ♦♥ ♣❡✉6 8❣❛❧❡✲

♠❡♥6 ❛✈♦✐0 ❛❝❝;& = ❧❛ ♥❛6✉0❡ ❞❡& ♣❛06✐❝✉❧❡& ✜❧❧❡& ✶ ❡6 ✷ ❡6 ❡♥ ❞8❞✉✐0❡ ❧❡ ❞86❛✐❧ ❞❡&

♣0♦❝❡&&✉& ❡♥ ❥❡✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥60❡ ❧❡ 6❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸✳✶✳



✹✳✸✳ ❉■❙&❊❘❙■❖◆ ❊◆ ➱◆❊❘●■❊ ✭❊❉■❙&✮ ✼✶

❋✐❣✉$❡ ✹✳✽ ✕ ◆♦♠❜*❡ ❞✬.✈.♥❡♠❡♥12 ❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥✱ ❡♥ ♦*❞♦♥♥.❡ ❞✉ ♣*♦❝❡22✉2 9 ❧✬♦✲

*✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝*.❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣*❡♠✐>*❡ ♣❛*1✐❝✉❧❡ ✜❧❧❡ ❞✉ ♣❤♦1♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥1✱ ❡1 ❡♥ ❛❜2❝✐22❡

❞✉ ♣*♦❝❡22✉2 9 ❧✬♦*✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐>♠❡✳ ▲❡2 ♣*♦❝❡22✉2 ❞♦♠✐♥❛♥12 2♦♥1 ❧❛ ❝♦♥✈❡*2✐♦♥

❞❡ ♣❛✐*❡ ❡1 ❧❛ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❈♦♠♣1♦♥✳ ❉✬❛✉1*❡2 ♣*♦❝❡22✉2 ❝♦♠♠❡ ❧✬❡✛❡1 ♣❤♦1♦✲.❧❡❝1*✐F✉❡

♦✉ ❧❛ ❞✐✛✉2✐♦♥ ✐♥.❧❛21✐F✉❡ 2♦♥1 ♠✐♥♦*✐1❛✐*❡2✱ ❝♦♠♠❡ ✈✉ 9 ❧❛ 2❡❝1✐♦♥ ✶✳✸✳

❖♥ *❡♠❛*F✉❡ ❡♥ *❡❣❛*❞❛♥1 ❧❡ 1❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸✳✶ F✉❡ 1*♦✐2 ♣*♦❝❡22✉2 ❞♦♠✐♥❡♥1 ✿ ▲❛

❝♦♥✈❡*2✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐*❡ ❛✈❡❝ ❞.1❡❝1✐♦♥ ❞❡ ❧✬.❧❡❝1*♦♥ ❡1 ❞✉ ♣♦2✐1*♦♥✱ ❞❛♥2 ✺✵✪ ❞❡2 ❝❛2

✭❝❛2 ✶✮✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡*2✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐*❡ ❛✈❡❝ ❞.1❡❝1✐♦♥ ❞✬✉♥❡ 2❡✉❧❡ 1*❛❝❡✱ F✉✐ ❝♦**❡2♣♦♥❞ 9

❧✬❛♥♥✐❤✐❧❛1✐♦♥ *❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣♦2✐1*♦♥✱ ❞❛♥2 ✸✹✪ ❞❡2 ❝❛2 ✭❝❛2 ✷✮ ❡1 ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛✉2✐♦♥

❈♦♠♣1♦♥✱ ❞❛♥2 ✼✳✺✪ ❞❡2 ❝❛2 ✭❝❛2 ✸✮✳ ▲❡ ❢❛✐1 F✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡*2✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐*❡ ❞♦♠✐♥❡

❧❛*❣❡♠❡♥1 ✭✽✹✪✮ ❛❧♦*2 F✉❡ ❧✬♦♥ 2❡ 1*♦✉✈❡ 9 ❞❡2 .♥❡*❣✐❡2 ✐♥❢.*✐❡✉*❡2 9 ✸✺ ▼❡❱ ❡21

♣*♦❜❛❜❧❡♠❡♥1 ❞R 9 ✉♥ ❡✛❡1 ❞❡ 2.❧❡❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *❡❝♦♥21*✉❝1✐♦♥✳ ❯♥ ❣*❛♥❞ ♥♦♠❜*❡ ❞❡

❞✐✛✉2✐♦♥2 ❈♦♠♣1♦♥ 2❡*❛✐1 .❧✐♠✐♥. ♣❛* ❝❡1 ❡✛❡1 ❞❡ 2.❧❡❝1✐♦♥✱ ❝♦♥❞✉✐2❛♥1 ❛✐♥2✐ ❛✉①

✈❛❧❡✉*2 *❡♣♦*1.❡2 ❞❛♥2 ❧❡ 1❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸✳✶✳ ▲❡2 ❛✉1*❡2 ♣*♦❝❡22✉2 2♦♥1 ♠❛*❣✐♥❛✉①✳ ❖♥

2❡ ❝♦♥❝❡♥1*❡*❛ ❞♦♥❝ ✉♥✐F✉❡♠❡♥1 2✉* ❝❡2 1*♦✐2 ♣*♦❝❡22✉2 ❞❛♥2 ❧❛ 2✉✐1❡✳ T♦✉* ❝❤❛❝✉♥

❞✬❡✉① ♦♥ 1*❛❝❡ ✭✜❣✉*❡ ✹✳✾✮ ❧✬.♥❡*❣✐❡ *❡❝♦♥21*✉✐1❡ ✜♥❛❧❡ ✭❋❚✶❊♥❡*❣②✮ ❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡

❧✬.♥❡*❣✐❡ ✈*❛✐❡ ✭▼❝❊♥❡*❣②✮✳ ❖♥ ❝♦♥21❛1❡ ❛❧♦*2 F✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛2 ❞❡ ♣*♦❜❧>♠❡ ♠❛❥❡✉*

❞❛♥2 ❧❛ *❡❝♦♥21*✉❝1✐♦♥ ❡♥ .♥❡*❣✐❡ ♠[♠❡ ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛2 ❞✬✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❈♦♠♣1♦♥✳

❖♥ ❧❡ ✈♦✐1 ❝❧❛✐*❡♠❡♥1 9 ❧❛ ✜❣✉*❡ ✹✳✾✱ ❧❛ ♠❛❥♦*✐1. ❞❡2 .✈.♥❡♠❡♥12 2✉✐✈❡♥1 ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡

▼❝❊♥❡*❣②❂❋❚✶❊♥❡*❣② ✭♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ❧.❣❡* ❜✐❛✐2✮ ❡1 ❧❡2 ❛✉1*❡2 2♦♥1 ❞✐2♣❡*2.2 ❛✉1♦✉*

❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳
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❈❛$❡ &'♦❝❡$$ ✶ &'♦❝❡$$ ✷ ❚②♣❡ ✶ ❚②♣❡ ✷ ❊♥0'✐❡$ ✪ ■♥#❡%♣%❡#❛#✐♦♥

✶ ❈❖◆❱ ❈❖◆❱ ✲✶✶ ✶✶ ✹✸✺✷✻ ✺✵✳✷✪ ♣❛✐% ❝♦♥✈❡%9✐♦♥ ✇✐#❤ ❡✰✴❡✲ ❢♦% ❞❛✉❣❤✲

#❡%9

✷ ❈❖◆❱ ❈❖◆❱ ✶✶ ✵ ✸✵✵✸✽ ✸✹✳✼✪ ♣❛✐% ❝♦♥✈❡%9✐♦♥ ✇✐#❤ ❡✰ ❢❛9# ❛♥♥✐❤✐❧❛✲

#✐♦♥

✸ ❈❖▼F❚ ❈❖▼F❚ ✶✶ ✶✶ ✻✺✷✽ ✼✳✺✪ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣#♦♥ ✇✐#❤ ✷ ❡✲ ❞❛✉❣❤#❡%9 ✭♥♦

✐♥❢♦ ❛❜♦✉# ✇❤❛# ❤❛♣♣❡♥❞ #♦ #❤❡ ✜♥❛❧

❡9❝❛♣✐♥❣ ♣❤♦#♦♥✮

✹ ❈❖▼F❚ ✶✶ ✵ ✷✻✺✵ ✸✳✶✪ ❝♦♠♣#♦♥ ✇✐#❤ ♥♦ ♣%♦❝❡99 ❢♦% 9❝❛##❡%❡❞

♣❤♦#♦♥ ✭❛❜9♦%❜❡❞ ✐♥ ❚❑❘✱ ♦% ❣♦✐♥❣

#❤%♦✉❣# ▲❆❚✱ ♦% ❞❡♣♦9✐♥❣ ❊ ✐♥ ❈❆▲✮

✺ ❈❖▼F❚ ❈❖▼F❚ ✶✶ ✵ ✶✼✹✽ ✷✳✵✪ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣#♦♥ ✇✐#❤ ♥♦ ♣%♦♣❛❣❛#✐♦♥

❢♦% 9❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝#%♦♥✳

✻ ❈❖▼F❚ ❈❖◆❱ ✶✶ ✶✶ ✾✷✼ ✶✳✶✪ ❝♦♠♣#♦♥ 9❝❛#❡%✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♣❛✐% ❝♦♥✲

✈❡%9✐♦♥ ✇✐#❤ ❡✰ ❢❛9# ❛♥♥✐❤✐❧❛#✐♦♥✳

✼ ❈❖▼❚ F❍❖❚ ✶✶ ✵ ✽✵✻ ✵✳✾✪ #❤❡ ❝♦♠♣#♦♥ 9❝❛##❡%❡❞ ❣❛♠♠❛ ✐9 ❛❜✲

9♦%❜❡❞ ✈✐❛ ♣❤♦#♦✲❡❧❡❝#%✐❝ ❡✛❡❝#

✽ ❈❖◆❱ ❈❖▼F❚ ✶✶ ✶✶ ✶✸✹ ✵✳✷✪ ♣❛✐% ❝♦♥✈❡%9✐♦♥ ✇✐#❤ ❡✰ ❢❛9# ❛♥♥✐❤✐❧❛✲

#✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❝♦♠♣#♦♥ 9❝❛##❡%✐♥❣ ❢♦%

♦♥❡ ♦❢ #❤❡ %❡9✉❧#✐♥❣ ♣❤♦#♦♥9

✾ F❍❖❚ ✶✶ ✵ ✶✸✶ ✵✳✷✪ ❥✉9# ❛ ♣❤♦#♦✲❡❧❡❝#%✐❝ ❡✛❡❝#✳

✶✵ ❈❖▼F❚ ❈❖◆❱ ✶✶ ✵ ✾✸ ✵✳✶✪ ❝♦♠♣#♦♥ 9❝❛#❡%✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♣❛✐% ❝♦♥✲

✈❡%9✐♦♥ ✇✐#❤ ♣%♦❞✉❝#9 ❞❡♣♦9✐♥❣ #❤❡✐%

❡♥❡%❣② ✐♥#♦ #❤❡ ♠❛#❡%✐❛❧

✶✶ ❈❖◆❱ ❈❖▼F❚ ✲✶✶ ✶✶ ✷✾ ✵✳✵✪ ♣❛✐% ♣%♦❞✉❝#✐♦♥ ✇✐#❤ ❛♥♥✐❤✐❧❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡

❡✰ ❛❢#❡% 9♦♠❡ #✐♠❡ ❝%❡❛#✐♥❣ ❛ ♣❤♦#♦♥

✇❤♦ ❝♦♠♣#♦♥ 9❝❛#❡%❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈ ❡❧❡❝✲

#%♦♥ ✐9 #❤❡ ✸%❞ ❞❛✉❣❤#❡%

✶✷ ❈❖▼F❚ F❍❖❚ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✵✳✵✪ ♣❤♦#♦✲❡❧❡❝#%✐❝ ❡✛❡❝# ❝❛✉9✐♥❣ ✐♦♥✐9❛#✐♦♥

9♦ #%❛❝❦ ❢%♦♠ ❛♥ ❡✲

✶✸ F❍❖❚ ❈❖▼F❚ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✵✳✵✪

✶✹ ❈❖▼F❚ F❍❖❚❖◆❴■◆❊▲❆❙❚■❈ ✶✶ ✷✶✶✷ ✻ ✵✳✵✪ ❝♦♠♣#♦♥ 9❝❛##❡%❡❞ ♣❤♦#♦♥ ❦♥♦❝❦✐♥❣ ♦♥

❛ ♥❡✉#%♦♥

✶✺ F❍❖❚❖◆❴■◆❊▲❆❈❚■❈ F❍❖❚❖◆❴■◆❊▲❆❙❚■❈ ✶❡✰✾ ✶❡✰✾ ✶ ✵✳✵✪
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶ ✕ ▲♦❣❛*✐,❤♠❡ ❞❡ ❧✬3♥❡*❣✐❡ *❡❝♦♥6,*✉✐,❡ ✭▼❝▲♦❣❊♥❡*❣②✮ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥

❞✉ ❧♦❣❛*✐,❤♠❡ ❞❡ ❧✬3♥❡*❣✐❡ ✈*❛✐❡ ✭▼❝▲♦❣❊♥❡*❣②✮✱ ♣♦✉* ❞❡6 3✈3♥❡♠❡♥,6 ❞❡ ❧❛ ❝❧❛66❡

❙❖❯❘❈❊✳ ▲❛ ❜❛**❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉* ✭3❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛*✐,❤♠✐G✉❡✮ ♠♦♥,*❡ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ❝♦✉♣6

♣❛* ❜✐♥ ❡♥ ✭▼❝▲♦❣❊♥❡*❣②✱ ❋❚✶▲♦❣❊♥❡*❣②✮✳ ❆✉❝✉♥ ❜✐❛✐6 6✐❣♥✐✜❝❛,✐❢ ♥✬❡6, ♦❜6❡*✈❛❜❧❡

✐❝✐✳

❡♥ 3♥❡*❣✐❡ ❧L ♦M ❧❛ ❞✐6♣❡*6✐♦♥ ❡♥ 3♥❡*❣✐❡ ❡6, ❧❛ ♣❧✉6 ✐♠♣♦*,❛♥,❡ ✭❡♥ ❞❡66♦✉6 ❞❡ ✶✵✵

▼❡❱✮✳ P♦✉* ❝❡❧❛ ♦♥ ✉,✐❧✐6❡ ✉♥❡ 6✐♠✉❧❛,✐♦♥ ❛❧❧✲❣❛♠♠❛ ✭❆●✲●❘✲✈✷✵*✵✾♣✵✾✲❖❱▲✻♣✷✮

❞♦♥, ♦♥ ♥❡ ❝♦♥6❡*✈❡ G✉❡ ❧❡6 3✈3♥❡♠❡♥,6 ♣❛66❛♥, ❧❛ ❝♦✉♣✉*❡ ❙❖❯❘❈❊ ❞❡ P❛66 ✽✳

❖♥ ✉,✐❧✐6❡ ✹ ❜✐♥6 ♣❛* ❞3❝❛❞❡6 ❞❛♥6 ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❡♥ 3♥❡*❣✐❡ ✭✶✵✲✶✵✵ ▼❡❱✮✱ 6♦✐, ❞❡6 ❜✐♥6

❞❡ ,❛✐❧❧❡ ❧♦❣❛*✐,❤♠✐G✉❡ ✵✳✷✺✳ ❈❡6 ✹ ❜✐♥6 ❡♥ 3♥❡*❣✐❡ *❡❝♦♥6,*✉✐,❡ ✭❋❚✶▲♦❣❊♥❡*❣②✮

❝♦**❡6♣♦♥❞❡♥, ❛✉① ✹ 6♦✉6✲✜❣✉*❡6 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉*❡ ✹✳✶✷✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡6 6♦✉6✲✜❣✉*❡6 ❝♦♥✲

,✐❡♥, ❧✬❤✐6,♦❣*❛♠♠❡ ❞❡ ❧✬3♥❡*❣✐❡ ✈*❛✐❡ ✭▼❝▲♦❣❊♥❡*❣②✮ ♥♦*♠❛❧✐63 ♣❛* ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ,♦,❛❧

❞✬3✈3♥❡♠❡♥,6 ❞❡ ❧❛ 6♦✉6✲✜❣✉*❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ❜✐♥ ❡♥ 3♥❡*❣✐❡ *❡❝♦♥6,*✉✐,❡✮✳ ❈❡6 ❤✐6,♦❣*❛♠♠❡6

♥♦*♠❛❧✐636 ♦♥, ❡✉① ❛✉66✐ ❞❡6 ❜✐♥6 ❞❡ ,❛✐❧❧❡ ❧♦❣❛*✐,❤♠✐G✉❡ ✵✳✷✺ 6✐ ❜✐❡♥ G✉✬✐❧6 ❞♦♥♥❡♥,

❧❡ ♣♦✉*❝❡♥,❛❣❡ ❞✬3✈3♥❡♠❡♥,6 ❛♣♣❛*,❡♥❛♥, L ✉♥ ❜✐♥ ❞✬3♥❡*❣✐❡ *❡❝♦♥6,*✉✐,❡ i✱ ❞❛♥6 ✉♥
❜✐♥ ❞✬3♥❡*❣✐❡ ✈*❛✐❡ j✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❛✈❛✐, ♣❛6 ❞❡ *❡❞✐6,*✐❜✉,✐♦♥ ❜✐♥✲L✲❜✐♥✱ ❝❤❛G✉❡ 6♦✉6✲✜❣✉*❡

♥❡ ♠♦♥,*❡*❛✐, G✉✬✉♥❡ 6❡✉❧❡ ❜❛**❡ ✭♥♦✐*❡✮ L ✶✵✵✪✳ ❖♥ ✈♦✐, ❝❧❛✐*❡♠❡♥, 6✉* ❧❛ ✜❣✉*❡

✹✳✶✷ G✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❡6, ♣❛6 ❧❡ ❝❛6 ✭❜❛**❡6 *♦✉❣❡6✮✱ ✐❧ ♣❡✉, ♠Y♠❡ ❛**✐✈❡* G✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜*❡

❞✬3✈3♥❡♠❡♥,6 ❛66✐❣♥36 ❛✉ ❜♦♥ ❜✐♥ 6♦✐, ❝♦♠♣❛*❛❜❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜*❡ ❞✬3✈3♥❡♠❡♥,6 ❛66✐❣♥36

❛✉ ❜✐♥ ✐♥❢3*✐❡✉* ✭✈♦✐* ❤✐6,♦❣*❛♠♠❡ ❡♥ ❤❛✉, L ❞*♦✐,❡ 6✉* ❧❛ ✜❣✉*❡ ✹✳✶✷✮✳ ❖♥ ❝♦♥6,❛,❡✱
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✷ ✕ ❘❡❞✐+,-✐❜✉,✐♦♥ ❡♥ 2♥❡-❣✐❡✳ ❊♥ ♥♦✐- ❧❡ ♣♦✉-❝❡♥,❛❣❡ ❞✬2✈2♥❡♠❡♥,+ ❛,✲

,-✐❜✉2+ ❞❛♥+ ❧❡ ♠=♠❡ ❜✐♥ ❡♥ 2♥❡-❣✐❡ -❡❝♦♥+,-✉✐,❡ >✉✬❡♥ 2♥❡-❣✐❡ ✈-❛✐❡✳ ❊♥ -♦✉❣❡ ❧❡

♣♦✉-❝❡♥,❛❣❡ ❞❡+ 2✈2♥❡♠❡♥,+ -❡❞✐+,-✐❜✉2+ ❞❛♥+ ❧❡+ ❜✐♥+ ❛❞❥❛❝❡♥,+✳

❡♥ ❡✛❡, >✉❡ ♣♦✉- ✉♥❡ 2♥❡-❣✐❡ -❡❝♦♥+,-✉✐,❡ ❡♥,-❡ ✶✽ ❡, ✸✷ ▼❡❱✱ +❡✉❧+ ✹✷✪ ❞❡ ❝❡+

2✈2♥❡♠❡♥,+ ♦♥, ✉♥❡ 2♥❡-❣✐❡ ✈-❛✐❡ ❡♥,-❡ ✶✽ ❡, ✸✷ ▼❡❱✳ ❈✬❡+, ❧H ❧❡ ❝❛+ ❧❡ ♣❧✉+ ❡①,-=♠❡✳

❉❛♥+ ❧❡+ ❛✉,-❡+ ❜✐♥+ ❡♥ 2♥❡-❣✐❡ -❡❝♦♥+,-✉✐,❡✱ ❝❡,,❡ ❢-❛❝,✐♦♥ ✈❛-✐❡ ❞❡ ✺✵✪ H ✻✵✪✱ H

♠❡+✉-❡ >✉❡ ❧✬2♥❡-❣✐❡ ❛✉❣♠❡♥,❡✳ N-❡♥❞-❡ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❧❛ ❞✐+♣❡-+✐♦♥ ❡♥ 2♥❡-❣✐❡ H ❜❛++❡

2♥❡-❣✐❡ ❡+, ❞♦♥❝ ❝-✉❝✐❛❧ ♣♦✉- ❧✬❛♥❛❧②+❡ ❞❡ +♦✉-❝❡+ ❣❛♠♠❛ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡+ ♣-2+❡♥,2❡+

❛✉ ❝❤❛♣✐,-❡ ✻✳ ◆♦✉+ ❛❧❧♦♥+ ❞♦♥❝ ✈♦✐- H ♣-2+❡♥, ❝♦♠♠❡♥, ❧❛ ❞✐+♣❡-+✐♦♥ ❡♥ 2♥❡-❣✐❡ ❡+,

♠♦❞2❧✐+2❡ ❞❛♥+ ❧❡+ ■❘❋ ❞✉ ▲❆❚✳

✹✳✸✳✹ ❉✐%♣❡(%✐♦♥ ❡♥ +♥❡(❣✐❡ ❞❛♥% ❧❡% ■❘❋

▲❛ ❞✐+♣❡-+✐♦♥ ❡♥ 2♥❡-❣✐❡ ❝❛-❛❝,2-✐+❡ ❧❛ ❥✉+,❡++❡ ❞❡ ❧❛ -❡❝♦♥+,-✉❝,✐♦♥ ❡♥ 2♥❡-❣✐❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ E ❧✬2♥❡-❣✐❡ ✈-❛✐❡ ❞✬✉♥ ♣❤♦,♦♥✱ ❡, E ′
+♦♥ 2♥❡-❣✐❡ -❡❝♦♥+,-✉✐,❡ ♣❛- ❧❡

▲❆❚✱ ♦♥ ♣❡✉, ❛❧♦-+ ❞2✜♥✐- ❧❛ ❞2✈✐❛,✐♦♥ ❡♥ 2♥❡-❣✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

∆E

E
=
E ′ − E

E
. ✭✹✳✶✷✮

▲❛ ❞✐+,-✐❜✉,✐♦♥ ❞❡ ❝❡,,❡ >✉❛♥,✐,2 ❞2♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬2♥❡-❣✐❡ ❡, ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡+

♣❤♦,♦♥+✳ N❛- ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡+, ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞2,❡-♠✐♥❡- ❧✬2♥❡-❣✐❡ ❞✬✉♥ ♣❤♦,♦♥ ❞❡ ❜❛++❡ 2♥✲

❡-❣✐❡ ❝❛- ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛ >✉❡ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❛,,❡✐♥❞-❡ ❧❡ ❝❛❧♦-✐♠],-❡✳ ▲❡ ,-❛❥❡❝,♦❣-❛♣❤❡
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❞♦✐$ ❛❧♦'( ♣'❡♥❞'❡ ❧❡ '❡❧❛✐(✱ ♠❛✐( ✐❧ ❡($ ♠♦✐♥( ♣'.❝✐( 0✉❡ ❧❡ ❝❛❧♦'✐♠2$'❡ ❝❛' ✐❧ ♥✬❛ ♣❛(

.$. (♣.❝✐✜0✉❡♠❡♥$ ❝♦♥5✉ ♣♦✉' ❧❛ ♠❡(✉'❡ ❞✬.♥❡'❣✐❡✳ ▲❛ ❞.$❡'♠✐♥❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡'(✐♦♥

❡♥ .♥❡'❣✐❡ (✬❡✛❡❝$✉❡ ❞♦♥❝ (✉' ✉♥❡ ❣'✐❧❧❡ ❡♥ .♥❡'❣✐❡ ❡$ ❡♥ θ✱ : ♣❛'$✐' ❞❡ (✐♠✉❧❛$✐♦♥(

▼♦♥$❡ ❈❛'❧♦✳ ❖♥ ❞✐✈✐(❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❡♥ .♥❡'❣✐❡ ✈'❛✐❡ ❞✉ ▲❆❚ ✭logE ❂ ✶✳✷✺ ✕ ✺✳✼✺✮ ❡♥

✶✽ ❜✐♥( ❞❡ ❧❛'❣❡✉' ✵✳✷✺ ❡$ ♦♥ ❞✐✈✐(❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡( θ ✈'❛✐( ✭cos θ ❂ ✵✳✷✲✶✳✵✮ ❡♥ ✽ ❜✐♥(

❞❡ $❛✐❧❧❡ ✵✳✶✳ ❆✜♥ ❞✬❡($✐♠❡' ❧❛ ❞✐(♣❡'(✐♦♥ ❡♥ .♥❡'❣✐❡ (✉' $♦✉$❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❡♥ .♥❡'❣✐❡ ❡$

❡♥ θ ❞✉ ▲❆❚✱ ✐❧ ❡($ ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ '❡❝♦✉'✐' : ✉♥❡ ❞✐(♣❡'(✐♦♥ ❡♥ .♥❡'❣✐❡ '.❞✉✐$❡ ✭ ❝❛❧❡❞ ✮✱

♦L ❧❡ ❢❛❝$❡✉' ❞✬.❝❤❡❧❧❡ ✭ ❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝*♦, ✮ ❡($ .❣❛❧ ❛✉ 0✉❛♥$✐❧❡ : ✻✽✪ ❞❡ ❧❛ ❞✐($'✐❜✉$✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡'(✐♦♥ ❡♥ .♥❡'❣✐❡✳ ❉❡ ❝❡$$❡ ♠❛♥✐2'❡ $♦✉$❡ ❧❡( ❞✐($'✐❜✉$✐♦♥( ❛✉'♦♥$ ❞❡( (✐❣✲

♠❛( ♣'♦❝❤❡(✳ ▲✬❡①♣.'✐❡♥❝❡ ♠♦♥$'❡ 0✉✬❛✐♥(✐ ❧✬❛❥✉($❡♠❡♥$ ❞❡( ❞✐($'✐❜✉$✐♦♥( ❝♦♥✈❡'❣❡

♣❧✉( ❢❛❝✐❧❡♠❡♥$✳ ▲❡( ❢❛❝$❡✉'( ❞✬.❝❤❡❧❧❡ $'♦✉✈.( ❞❛♥( ❝❤❛0✉❡ ❜✐♥ ❡♥ .♥❡'❣✐❡ ❡$ θ (♦♥$

❛❥✉($.( ♣❛' ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ (✉✐✈❛♥$❡ ✿

Sd(E, θ) = c0(log(E))
2+c1(cos θ)

2+c2 log(E)+c3 cos θ+c4 log(E) cos θ+c5 ✭✹✳✶✸✮

❖♥ ❞✐(♣♦(❡ ❛✐♥(✐ ❞✬✉♥❡ '❡♣'.(❡♥$❛$✐♦♥ ♣❛'❛♠.$'✐0✉❡ ❞✉ ❢❛❝$❡✉' ❞✬.❝❤❡❧❧❡✳ ▲❛ ❞✐(♣❡'✲

(✐♦♥ ❡♥ .♥❡'❣✐❡ '.❞✉✐$❡ (✬❡①♣'✐♠❡ ❛❧♦'( ✿

x =
E ′ − E

E.Sd(E, θ)
. ✭✹✳✶✹✮

✹✳✸✳✺ ❙✉&✲(❝❤❛♥-✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✭❖✈❡#✲❜✐♥♥✐♥❣✮

▲✬.$❛♣❡ (✉✐✈❛♥$❡ ❝♦♥(✐($❡ : ❝♦♥($'✉✐'❡ ❧✬❤✐($♦❣'❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡'(✐♦♥ ❡♥ .♥❡'❣✐❡

'.❞✉✐$❡ ❞❛♥( ❝❤❛0✉❡ ❜✐♥ ❞❡ ♥♦$'❡ ❣'✐❧❧❡ ❡♥ ✭E✱θ✮✳ W♦✉' ❝❡❧❛ ♦♥ ✉$✐❧✐(❛✐$✱ ❛✈❛♥$ ❝❡$$❡

$❤2(❡✱ ❧❡( .✈.♥❡♠❡♥$( ❞✉ ❜✐♥ ❝♦♥(✐❞.'. ♠❛✐( ❛✉((✐ ❝❡✉① ❞❡( ❜✐♥( ✈♦✐(✐♥(✳ W❛' ❡①❛♠♣❧❡

(✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥(✐❞2'❡ ❧❡ ❜✐♥ ❧♦❣❊❂❬✸✳✷✺ ✿ ✸✳✺✵❪✱ ❝♦(θ❂❬✵✳✺ ✿ ✵✳✻❪✱ ♦♥ ✉$✐❧✐(❡'❛ ❧❡( .✈.♥❡♠❡♥$(

❞❡ ❧✬✐♥$❡'✈❛❧❧❡ ❧♦❣❊❂❬✸✳✵✵ ✿ ✸✳✼✺❪✱ ❝♦(θ❂❬✵✳✹ ✿ ✵✳✼❪ ♣♦✉' ❝♦♥($'✉✐'❡ ♥♦$'❡ ❤✐($♦❣'❛♠♠❡✳

▲✬❛✈❛♥$❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦✈❡,✲❜✐♥♥✐♥❣ ❡($ 0✉✬✐❧ ♣❡'♠❡$ ❞✬❛✈♦✐' ✉♥❡ ♣❧✉( ❣'❛♥❞❡ ($❛$✐($✐0✉❡✱

♣❛'$✐❝✉❧✐2'❡♠❡♥$ : ❜❛((❡ .♥❡'❣✐❡ ♦L ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡($ ❢❛✐❜❧❡✱ ♠❛✐( ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ : ❧❛

✜❣✉'❡ ✹✳✶✸✱ ❧✬♦✈❡,✲❜✐♥♥✐♥❣ ❛ ❛✉((✐ ♣♦✉' ❡✛❡$ ❞❡ ❜✐❛✐(❡' ❧✬❛❥✉($❡♠❡♥$✳ ❆✜♥ ❞✬.✈❛❧✉❡'

❧✬✐♠♣❛❝$ ❞❡ ❧❛ ($❛$✐($✐0✉❡ (✉' ❧✬❛❥✉($❡♠❡♥$✱ ❥❡ ♠❡ (✉✐( ❢♦❝❛❧✐(. (✉' ❧❡ ❜✐♥ ❊❂❬✶✽ ❀

✸✷❪ ▼❡❱✱ cos θ❂❬✵✳✷ ❀ ✵✳✸❪✱ ♣♦✉' ❞❡( .✈.♥❡♠❡♥$( ❙❖❯❘❈❊✱ 0✉✐ ❡($ ✉♥ ❜✐♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡

($❛$✐($✐0✉❡ ✭✹✾✺ .✈.♥❡♠❡♥$(✮✳ ❏✬❛✐ ❡♥(✉✐$❡ (✐♠✉❧. : ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ●▲❊❆▼

✷

❞❡( ♣❤♦$♦♥(

(✉♣♣❧.♠❡♥$❛✐'❡( ❞❛♥( ❝❡ ❜✐♥✱ ❡$ ❥✬❛✐ (.❧❡❝$✐♦♥♥. ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝❧❛((❡ ❙❖❯❘❈❊✱ 0✉❡ ❥✬❛✐

✜♥❛❧❡♠❡♥$ ❛❥♦✉$.( ❛✉① .✈.♥❡♠❡♥$( ♣'.❝.❞❡♥$( ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥($'✉✐'❡ ❧✬❤✐($♦❣'❛♠♠❡ ❞❡

❧❛ ❞✐(♣❡'(✐♦♥ ❡♥ .♥❡'❣✐❡ '.❞✉✐$❡ ✭✈♦✐' ✜❣✉'❡ ✹✳✶✹✮✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❤✐($♦❣'❛♠♠❡ ❝♦♥$✐❡♥$

✻✶✽✶ .✈.♥❡♠❡♥$(✳ ❖♥ ❝♦♥($❛$❡ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❛♠.❧✐♦'❛$✐♦♥ ❞✉ χ2
✴◆❉❋

✸

✭❞❡ ✶✳✷✺ : ✶✳✶✼✮

❡$ ❧❡( ♣❛'❛♠2$'❡( $'♦✉✈.( ❛✈❡❝ ♣❧✉( ❞❡ ($❛$✐($✐0✉❡ ♥❡ (♦♥$ ♣❛( $♦✉( ❝♦♠♣❛$✐❜❧❡( ❛✈❡❝

❧❡( ❛♥❝✐❡♥(✱ : ✶ (✐❣♠❛✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜✐❛✐( ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡✳ ❙✉✐$❡ : ❝❡ $'❛✈❛✐❧ ❞❡( (✐♠✉❧❛$✐♦♥(

❞.❞✐.❡( : ❜❛((❡ ❡$ ❤❛✉$❡ .♥❡'❣✐❡ ♦♥$ .$. ♣'♦❞✉✐$❡( ♣❛' ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦'❛$✐♦♥ ❡$ ♦♥$ ♣❡'♠✐(

❞✬❛✉❣♠❡♥$❡' ❧❛ ($❛$✐($✐0✉❡ ❞❛♥( ❝❡( '.❣✐♦♥(✳

✷✳ ●▲❊❆▼ ✿ ●▲❛#$ ❊✈❡♥$ ❆♥❛❧②#✐# ▼❛❝❤✐♥❡

✸✳ χ2 =
∑ (data−model)2

model
❡* ◆❉❋ ❡.* ❧❡ ♥♦♠❜4❡ ❞❡ ❞❡❣47. ❞❡ ❧✐❜❡4*7✳



✼✽❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ ▲❊❙ ❋❖◆❈❚■❖◆❙ ❉❊ ❘➱#❖◆❙❊ ❉❊ ▲✬■◆❙❚❘❯▼❊◆❚ ✭■❘❋✮

◆♦✉% ❛✈♦♥% ❞♦♥❝ ♣,♦♣♦%- ❧✬❛❜❛♥❞♦♥ ❞✉ %✉,✲-❝❤❛♥3✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦✉, ❧❛ ❞✐%♣❡,%✐♦♥

❡♥ -♥❡,❣✐❡ ♠❛✐% -❣❛❧❡♠❡♥3 ♣♦✉, ❧❛ 8❙❋✱ ♦< ❧❡% ♠=♠❡% ♣,♦❜❧>♠❡% ❛♣♣❛,❛✐%%❛✐❡♥3✳

▲❡% ❤✐%3♦❣,❛♠♠❡% ♣,-%❡♥3-% ♣❛, ❧❛ %✉✐3❡ %♦♥3 ❝♦♥%3,✉✐3% ❡♥ ✉3✐❧✐%❛♥3 ✉♥✐A✉❡♠❡♥3 ❧❡%

-✈-♥❡♠❡♥3% ❞✉ ❜✐♥ ❝♦♥%✐❞-,-✳ ▲❡% ❤✐%3♦❣,❛♠♠❡% %♦♥3 ❛❥✉%3-% ♣❛, ✉♥❡ ❢♦♥❝3✐♦♥ A✉❡

❧✬♦♥ ❞-❝,✐,❛ ❞❛♥% ❧❡ ♣❛,❛❣,❛♣❤❡ %✉✐✈❛♥3 ❡3 ❧❡% ♣❛,❛♠>3,❡% ♦❜3❡♥✉% %♦♥3 %3♦❝❦-% ❞❛♥%

✉♥❡ 3❛❜❧❡✳ ❈❡% 3❛❜❧❡% %♦♥3 %3♦❝❦-❡% ❞❛♥% ❞❡% ✜❝❤✐❡,% ❋■❚❙✳

✹✳✸✳✻ $❛&❛♠()&✐+❛)✐♦♥ ♣&(❝(❞❡♥)❡

❆✈❛♥3 ❝❡ 3,❛✈❛✐❧ ❞❡ 3❤>%❡✱ ❧❛ ❞✐%♣❡,%✐♦♥ ❡♥ -♥❡,❣✐❡ -3❛✐3 ♠♦❞-❧✐%-❡ ♣❛, ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥

❞❡ ❘❛♥❞♦ ✭✈♦✐, ✜❣✉,❡ ✹✳✶✺✮✳ ❈❡33❡ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❡%3 ❞-✜♥✐❡ ♣❛, ♠♦,❝❡❛✉① ❡3 ❝♦♠♣,❡♥❞ ✻

♣❛,❛♠>3,❡% ❧✐❜,❡% ✿ ◆❖❘▼✱ ▲❙✶✱ ❘❙✶✱ ❇■❆❙✱ ▲❙✷ ❡3 ❘❙✷✳ ❊❧❧❡ ,❡♣♦%❡ %✉, ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥

❞❡ ❜❛%❡ g ✭❢♦♥❝3✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥3✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣✉✐%%❛♥❝❡ ✿ ❡①♣♦♥❡♥%✐❛❧ ♣♦✇❡* ❢✉♥❝%✐♦♥✮✱ ❞♦♥3

❧✬❡①♣,❡%%✐♦♥ ❡%3 ❞♦♥♥-❡ ♣❛, ✿

g(x, σ, b, p) = exp

[

−1

2

(

x− b

σ

)p]

✭✹✳✶✺✮

▲❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ 3♦3❛❧❡ ❡%3 ❞-✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

R(x) = NORM















nscale g(x,LS2,BIAS,PINDEX2) si x <BIAS−1.5

g(x,LS1,BIAS,PINDEX1) si BIAS−1.5<x<BIAS

g(x,RS1,BIAS,PINDEX1) si BIAS<x<BIAS+1.5

nscale g(x,RS2,BIAS,PINDEX2) si x >BIAS+1.5

✭✹✳✶✻✮

❛✈❡❝ 8■◆❉❊❳✶ ❂ ✶✳✻ ❛♥❞ 8■◆❉❊❳✷ ❂ ✵✳✻✳ ▲❡ ♣❛,❛♠>3,❡ nscale ❡%3 ❝❛❧❝✉❧- ❛✜♥ A✉❡

❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ %♦✐3 ❝♦♥3✐♥✉❡ ❡♥ x = BIAS − 1.5 ❡3 x = BIAS + 1.5✳ ❈❡33❡ ❢♦♥❝3✐♦♥

♣❡,♠❡3 ✉♥❡ ❞❡%❝,✐♣3✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐%♣❡,%✐♦♥ ❡♥ -♥❡,❣✐❡ ❞❛♥% ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬-♥❡,❣✐❡

♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ▲❆❚ ✭✶✲✶✵●❡❱✮ ♠❛✐% ❡%3 ♠♦✐♥% ❡✣❝❛❝❡ ` ❜❛%%❡ ✭❁✶✵✵ ▼❡❱✮ ❡3 ❤❛✉3❡

-♥❡,❣✐❡ ✭❃✸✵✵ ●❡❱✮✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥3,❡ ❧❡ 3❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✳

▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦,✐3❤♠❡ ❞❡ ,❡❝♦♥%3,✉❝3✐♦♥ 8❛%% ✽ ♣❡,♠❡3 ❧✬❛✉❣♠❡♥3❛3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡❝✲

3✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ` ❜❛%%❡ -♥❡,❣✐❡ ✭❁✶✵✵ ▼❡❱✮✱ ❝❡ A✉✐ ✐♠♣❧✐A✉❡ ✉♥❡ ♣❧✉% ❣,❛♥❞❡ ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥

❞❡ ♣❤♦3♦♥% ❞❡ ❜❛%%❡ -♥❡,❣✐❡ ❞❛♥% ❧❡% ❞♦♥♥-❡%✳ ❖,✱ ` ❜❛%%❡ -♥❡,❣✐❡✱ ❧❛ ❞✐%♣❡,%✐♦♥ ❡♥

-♥❡,❣✐❡ ❡%3 ✐♠♣♦,3❛♥3❡ ❡3 ❝❡% ♣❤♦3♦♥% ❞❡ ❜❛%%❡ -♥❡,❣✐❡ ♣❡✉✈❡♥3 =3,❡ ,❡❝♦♥%3,✉✐3% `

❞❡% -♥❡,❣✐❡% ❞❡ ❧✬♦,❞,❡ ❞✉ ●❡❱✳ ❉❡% -3✉❞❡% ▼♦♥3❡ ❈❛,❧♦ ♦♥3 ♠♦♥3,- A✉❡ ❧❛ ❞✐%♣❡,✲

%✐♦♥ ❡♥ -♥❡,❣✐❡ -3❛✐3 ♥♦♥ ♥-❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✭✺✲✶✵✪✮ ❥✉%A✉✬` ❞❡% -♥❡,❣✐❡% ❞❡ A✉❡❧A✉❡% ●❡❱✱

❞❛♥% ❧❡ ❝❛❞,❡ ❞❡ 8❛%% ✽✳ ❆✐♥%✐ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉,❡ ❞❡%❝,✐♣3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐%♣❡,%✐♦♥ ❡♥ -♥❡,❣✐❡

` ❜❛%%❡ -♥❡,❣✐❡ ❡%3 ❝,✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉, ❧✬❡①♣❧♦✐3❛3✐♦♥ ❞❡% ❞♦♥♥-❡% 8❛%% ✽✱ ` ❧❛ ❞✐✛-,❡♥❝❡

❞❡% ❞♦♥♥-❡% 8❛%% ✼ ♣♦✉, ❧❡%A✉❡❧❧❡% ❡❧❧❡ ❛ %♦✉✈❡♥3 -3- ♥-❣❧✐❣-❡✳

✹✳✸✳✼ ❆♠(❧✐♦&❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛&❛♠()&✐+❛)✐♦♥

❯♥❡ ♣❛,3✐❡ ✐♠♣♦,3❛♥3❡ ❞❡ ❝❡ 3,❛✈❛✐❧ ❞❡ 3❤>%❡ ❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥%✐%3- ` ❛♠-❧✐♦,❡, ❧❛ ❢♦♥❝✲

3✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❞-❝,✐,❡ ❧❛ ❞✐%♣❡,%✐♦♥ ❡♥ -♥❡,❣✐❡✳ 8♦✉, ❝❡❧❛ ❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝-

♣❛, -3✉❞✐❡, ❧✬-✈♦❧✉3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠❡ ❞❡% ❤✐%3♦❣,❛♠♠❡% ❡♥ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❧✬-♥❡,❣✐❡✳ ■❧ ❡%3



✹✳✸✳ ❉■❙&❊❘❙■❖◆ ❊◆ ➱◆❊❘●■❊ ✭❊❉■❙&✮ ✼✾

❛♣♣❛$✉ ❛❧♦$( )✉✬+ ❜❛((❡ .♥❡$❣✐❡ ❧❡( ❤✐(3♦❣$❛♠♠❡( (♦♥3 ♠♦✐♥( ♣✐)✉.( )✉✬+ ♠♦②❡♥♥❡

.♥❡$❣✐❡ ✭)✉❡❧)✉❡( ●❡❱✮✳ ❈✬❡(3 ❧❛ $❛✐(♦♥ ♣♦✉$ ❧❛)✉❡❧❧❡ ❧✬❛❥✉(3❡♠❡♥3 ♥❡ ♣❡✉3 ♣❛( =3$❡

❜♦♥ + ❜❛((❡ .♥❡$❣✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡3 ❧❡( ✐♥❞✐❝❡( B■◆❉❊❳✶ ❡3 B■◆❉❊❳✷ ✜①❡( ♥❡ ♣❡$♠❡33❡♥3

♣❛( ❞❡ $❡♥❞$❡ ❝♦♠♣3❡ ❞❡ ❝❡33❡ ❝♦✉$❜✉$❡ ✭✈♦✐$ ♣$❡♠✐L$❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ 3❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✮✳ B♦✉$

❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉❞$❛✐3 ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ♣❧✉( ♣$♦❝❤❡ ❞❡ ✷ ✭❢❛✐(❛♥3 ❛❧♦$( ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦ ✉♥❡

❝♦♠❜✐♥❛✐(♦♥ ❞❡ ❣❛✉((✐❡♥♥❡(✮✳ ❉❡ ♠=♠❡✱ + ❤❛✉3❡ .♥❡$❣✐❡ ✭❊❃✸✵✵ ●❡❱✮ ❧❛ ❞✐(3$✐❜✉✲

3✐♦♥ ❡(3 3$♦♣ ♣✐)✉.❡ ♣♦✉$ )✉❡ ❧✬❛❥✉(3❡♠❡♥3 ♣❛$ ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦ (♦✐3 ❡✣❝❛❝❡✳ ▲❛

♣$❡♠✐L$❡ .3❛♣❡ ❞❡ ❝❡ 3$❛✈❛✐❧ ❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥(✐(3. + ❧❛✐((❡$ ❧❡( ✐♥❞✐❝❡( B■◆❉❊❳✶ ❡3 B■◆✲

❉❊❳✷ ❧✐❜$❡( ❧♦$( ❞❡ ❧✬❛❥✉(3❡♠❡♥3✳ ❏✬❛✐ ♣✉ ❝♦♥(3❛3❡$ ❛❧♦$( ✭✈♦✐$ 3❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✮ ✉♥❡ ♥❡33❡

❛♠.❧✐♦$❛3✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❥✉(3❡♠❡♥3✱ )✉✐ (❡ 3$❛❞✉✐3 ♣❛$ ✉♥ $❛♣♣♦$3 χ2/NDF ♣❧✉( ♣$♦❝❤❡ ❞❡

✶ ❡3 ❞❡( $.(✐❞✉( ♣❧✉( ♣❧❛3(✳

▲❡( ♣❛$❛♠L3$❡( ❞.♣❡♥❞❡♥3 + ❧❛ ❢♦✐( ❞❡ ❧✬.♥❡$❣✐❡ ❡3 ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥3✳ ■❧( (♦♥3 .✈❛❧✉.(

✈✐❛ (✐♠✉❧❛3✐♦♥ ▼♦♥3❡ ❈❛$❧♦✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧❡( ❝♦♥♥❛Z3$❡ ♣♦✉$ ♥✬✐♠♣♦$3❡ )✉❡❧ ❝♦✉♣❧❡ ✭E✱θ✮
♦♥ ✉3✐❧✐(❛✐3 ❥✉()✉✬❛❧♦$( ✉♥❡ ✐♥3❡$♣♦❧❛3✐♦♥ ❞❡( ♣❛$❛♠L3$❡(✳ ▲❛ ✈❛$✐❛3✐♦♥ ❞❡( ♣❛$❛♠L3$❡(

❞❡✈❛✐3 ❞♦♥❝ =3$❡ ❝♦♥3✐♥✉❡ ❛✜♥ )✉❡ ❧✬✐♥3❡$♣♦❧❛3✐♦♥ (♦✐3 ✈❛❧❛❜❧❡✳ ❖$ ❧❡ ❢❛✐3 ❞❡ ❧✐❜.$❡$

❧❡( ✐♥❞✐❝❡( B■◆❉❊❳✶ ❡3 B■◆❉❊❳✷ $❡♥❞ ❧✬❛❥✉(3❡♠❡♥3 ♣❧✉( ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ (♦$3❡ )✉❡

❧❛ ✈❛$✐❛3✐♦♥ ❞❡( ♣❛$❛♠L3$❡( ❡♥ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ E ❡3 θ ❞❡✈✐❡♥3 ♣❛$ ❡♥❞$♦✐3 ❞✐(❝♦♥3✐♥✉❡

✭✈♦✐$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✹✳✶✻✮✳ ❆✜♥ ❞❡ $❡♥❞$❡ ❧✬❛❥✉(3❡♠❡♥3 ♠♦✐♥( ❝♦♠♣❧❡①❡ ✐❧ ❢❛✉❞$❛✐3 ♣♦✉✈♦✐$✱

♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ $.❞✉✐$❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ♣❛$❛♠L3$❡(✳ ❈✬❡(3 ♣♦((✐❜❧❡ ♣♦✉$ ❧❡ ♣❛$❛♠L3$❡

◆❖❘▼ )✉✐ ♣❡✉3 =3$❡ ❝❛❧❝✉❧. ♣❧✉3]3 )✉✬❛❥✉(3.✱ ❝❡ ♥✬❡(3 3♦✉3❡❢♦✐( ♣❛( (✉✣(❛♥3✳ ▲❡(

❞✐(❝♦♥3✐♥✉✐3.( ❞❛♥( ❧❛ ✈❛$✐❛3✐♦♥ ❞❡( ♣❛$❛♠L3$❡( (♦♥3 ❧❡( ♣❧✉( ❢♦$3❡( ♣♦✉$ PINDEX1
❡3 PINDEX2✳ ❆✜♥ ❞❡ $.(♦✉❞$❡ ❝❡ ♣$♦❜❧L♠❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❡((❛②. ❞✬❛❥✉(3❡$ ❝❡( ❞❡✉①

♣❛$❛♠L3$❡( ♣❛$ ✉♥❡ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❝♦♥3✐♥✉❡ ❞❡ E ❡3 θ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛♣3✉$❡$ ❧❡( ✈❛$✐❛3✐♦♥( ❣❧♦❜✲

❛❧❡( ❞❡ ❝❡( ♣❛$❛♠L3$❡( ✭✈♦✐$ ✜❣✉$❡ ✹✳✶✼✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ ✉3✐❧✐(.❡ .3❛✐3 ✉♥ ♣♦❧②♥]♠❡

❤♦♠♦❣L♥❡ ❞✬♦$❞$❡ ✸ ✿

c0X
3 + c1Y

3 + c2X
2Y + c3XY

2 + c4X
2 + c5Y

2 + c6XY + c7X + c8Y + c9, ✭✹✳✶✼✮

❛✈❡❝ X = log(EMC) ❡3 Y = cos(θMC)✳ ❏✬❛✐ ❡♥(✉✐3❡ ✜①. ❧❡( ♣❛$❛♠L3$❡( PINDEX1
❡3 PINDEX2 ❛✉① ✈❛❧❡✉$( ♣$.✈✉❡( ♣❛$ ❝❡( ❢♦$♠✉❧❡( ❞❛♥( ❝❤❛)✉❡ ❜✐♥✳ ▲❡( ❛✉3$❡(

♣❛$❛♠L3$❡( ❧✐❜$❡( ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦ (♦♥3 ❛❧♦$( ❛❥✉(3.( ❡♥ ❝♦♥(.)✉❡♥❝❡ ❡3 ❧❛

✈❛$✐❛3✐♦♥ ❞❡( ♣❛$❛♠L3$❡( ♦❜3❡♥✉( ❡(3 ♠♦✐♥( ❞✐(❝♦♥3✐♥✉❡ ✭✈♦✐$ ✜❣✉$❡ ✹✳✶✽✮✳ ◆.❛♥♠♦✐♥(

❧❡( χ2
✴◆❉❋ (♦♥3 ♣❛$❢♦✐( ♠♦✐♥( ❜♦♥( )✉❡ ❧♦$()✉❡ 3♦✉( ❧❡( ♣❛$❛♠L3$❡( (♦♥3 ❧❛✐((.(

❧✐❜$❡(✳ ▲❛ )✉❛❧✐3. ❞✉ ✜3 ♣❡✉3 ❞♦♥❝ ♣b3✐$ ❞❡ ❝❡33❡ ♠.3❤♦❞❡✳

▲❛ $.♣♦♥(❡ ✜♥❛❧❡ ❛✉ ♣$♦❜❧L♠❡ ❛ .3. ❞❡ ❢❛✐$❡ ✉♥❡ ✐♥3❡$♣♦❧❛3✐♦♥ ❢♦♥❝3✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❧✉3]3

)✉✬✉♥❡ ✐♥3❡$♣♦❧❛3✐♦♥ ❞❡( ♣❛$❛♠L3$❡(✳ ❉❡ ❝❡33❡ ♠❛♥✐L$❡ ❧❛ ✈❛$✐❛3✐♦♥ ❞❡( ♣❛$❛♠L3$❡(

♥✬❡(3 ♣❧✉( ✉♥ (♦✉❝✐✳ ▲❡( ♣❛$❛♠L3$❡( B■◆❉❊❳✶ ❡3 B■◆❉❊❳✷ ♦♥3 ❞♦♥❝ ♣✉ =3$❡ ❧❛✐((.(

❧✐❜$❡( ❞❛♥( ❧❛ (✉✐3❡✳

❯♥ ❛✉3$❡ ✐♥❝♦♥✈.♥✐❡♥3 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦ ❡(3 ❧❡ ❢❛✐3 )✉✬❡❧❧❡ (♦✐3 ❞.✜♥✐❡

♣❛$ ♠♦$❝❡❛✉①✳ ❇✐❡♥ )✉❡ ❧❛ ❝♦♥3✐♥✉✐3. ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ (♦✐3 ❛((✉$.❡✱ ❧❛ ❝♦♥3✐♥✉✐3. ❞❡ (❛

❞.$✐✈.❡ ♥✬❡(3 ♣❛( ❣❛$❛♥3✐❡✳ ❈❡33❡ ♥♦♥✲❝♦♥3✐♥✉✐3. ❞❡ ❧❛ ❞.$✐✈.❡ ♣❡✉3 =3$❡ ♣$♦❜❧.♠❛3✐)✉❡
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❘❛♥❞♦

❘❛♥❞♦

✫ ✐♥✲

❞✐❝❡0

❧✐❜3❡0

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛3❛✐0♦♥ ❡♥$3❡ ❧✬❛❥✉0$❡♠❡♥$ ❞✬❤✐0$♦❣3❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐0♣❡30✐♦♥ ❡♥

#♥❡3❣✐❡ 3#❞✉✐$❡ ? ❜❛00❡✱ ♠♦②❡♥♥❡ ❡$ ❤❛✉$❡ #♥❡3❣✐❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦✳ ▲❡ ✜$

❡0$ ♥❡$$❡♠❡♥$ ❛♠#❧✐♦3# ❡♥ 3❡❧F❝❤❛♥$ ❧❡0 ✐♥❞✐❝❡0 ✭❧✐❣♥❡ ❞✉ ❜❛0✮✳ ❖♥ ♣❡✉$ ❧❡ ❝♦♥0$❛$❡3

♣❛3 ❧✬❛♠#❧✐♦3❛$✐♦♥ ❞❡0 χ2/NDF ❡$ ❧✬❛♣❧❛$✐00❡♠❡♥$ ❞❡0 3#0✐❞✉0✳
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❧♦$% ❞❡ ❧✬❛❥✉%,❡♠❡♥, ❞❡% ♥♦♠❜$❡✉① ♣❛$❛♠2,$❡%✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ❞♦♥❝ ❝❤♦✐%✐ ❞✬❛❧❧❡$ ❛✉✲

❞❡❧: ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦ ❡♥ ✉,✐❧✐%❛♥, ✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ : ❞=$✐✈=❡ ❝♦♥,✐♥✉❡ >✉✐ ♥❡ %♦✐,

♣❛% ❞=✜♥✐❡ ♣❛$ ♠♦$❝❡❛✉①✳ ▲❡% ❝♦♥%,✐,✉❛♥,% ❞❡ ❜❛%❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ %♦♥, ,♦✉,❡❢♦✐%

%✐♠✐❧❛✐$❡% : ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦ ✿ ❞❡% ❢♦♥❝,✐♦♥% ❡①♣♦♥❡♥,✐❡❧❧❡% ❞❡ ♣✉✐%%❛♥❝❡

✭❡①♣♦♥❡♥%✐❛❧ ♣♦✇❡* ❢✉♥❝%✐♦♥✮✳ ❈❡% ❢♦♥❝,✐♦♥% ❛%②♠=,$✐>✉❡% ♣❡✉✈❡♥, %✬=❝$✐$❡ ✿

g(x; σ, k, b, p) =
p

σΓ(1/p)

1

1 + k2

{

exp
(

− kp

σp |x− b|p
)

si x− b > 0
exp

(

− 1
kpσp |x− b|p

)

si x− b < 0
✭✹✳✶✽✮

❈❡,,❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❡%, ♥♦$♠❛❧✐%=❡ : ✶ ❡, ❞=♣❡♥❞ ❞❡ ✹ ♣❛$❛♠2,$❡% ✭σ✱ k✱ b ❡, p✮ ✿
✕ σ ✿ ,$❛❞✉✐, ❧❛ ❧❛$❣❡✉$ ❞✉ ♣✐❝✱

✕ ❦ ✿ ❡%, ❧❡ ♣❛$❛♠2,$❡ ❞✬❛%②♠=,$✐❡✱

✕ ❜ ✿ ❧❡ ❜✐❛✐%✱

✕ ♣ ✿ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✭,$❛❞✉✐, ❧❛ ❝♦✉$❜✉$❡ ❞✉ ♣✐❝✮✳

❆✜♥ ❞❡ ❞=❝$✐$❡ ❝♦$$❡❝,❡♠❡♥, ❧❛ ❞✐%♣❡$%✐♦♥ ❡♥ =♥❡$❣✐❡✱ ♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡$❛ ❞❡✉① ❞❡ ❝❡%

❢♦♥❝,✐♦♥% ✿

gtot = F g(x;S1, K1, BIAS1, P INDEX1)+(1−F ) g(x;S2, K2, BIAS2, P INDEX2),
✭✹✳✶✾✮

♦M ❋ ❡%, ✉♥❡ ❢$❛❝,✐♦♥ ❞♦♥, ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❡%, ❝♦♠♣$✐%❡ ❞❛♥% ❧✬✐♥,❡$✈❛❧❧❡ ❬✵ ❀✶❪✳ ▲❡% ✜❣✉$❡%

✹✳✷✵ ♠♦♥,$❡♥, ❧❡ $=%✉❧,❛, ❞✬✉♥ ✜, ♣❛$ ❝❡,,❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ %✉$ ✉♥❡ %✐♠✉❧❛,✐♦♥ ▼♦♥,❡ ❈❛$❧♦✱

✉,✐❧✐%=❡ ♣♦✉$ ❞=✜♥✐$ ❧❡% ■❘❋ V✽❱✺ ❞✉ ▲❆❚✳ ▲❛ ✜❣✉$❡ ✹✳✶✾ ♠♦♥,$❡ ❧❛ ✈❛$✐❛,✐♦♥ ❞❡%

♣❛$❛♠2,$❡% ♣♦✉$ ❧❛ ❢♦$♠✉❧❛,✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐%♣❡$%✐♦♥ ❡♥ =♥❡$❣✐❡ ❛❞♦♣,=❡ ♣♦✉$ V❛%%

✽✳

▲✬❛❥✉%,❡♠❡♥, ❞❡ ❧❛ ❞✐%♣❡$%✐♦♥ ❡♥ =♥❡$❣✐❡ $=❞✉✐,❡ ❡%, ♠❡✐❧❧❡✉$ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡

♣❛$❛♠=,$✐%❛,✐♦♥ : ❜❛%%❡ =♥❡$❣✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥,$❡ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✹✳✷✶✱ ♠❛✐% ❛✉%%✐ : ❤❛✉,❡

=♥❡$❣✐❡ ✭✈♦✐$ ✜❣✉$❡ ✹✳✷✷✮✳ ❚♦✉, ❝❡❧❛ ❡♥ ♥✬=,❛♥, ♣❛% ♠♦✐♥% ♣❡$❢♦$♠❛♥,❡ >✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥

❞❡ ❘❛♥❞♦ ❛✉① =♥❡$❣✐❡% ✐♥,❡$♠=❞❛✐$❡% ✭✈♦✐$ ✜❣✉$❡ ✹✳✷✸✮✳

▲✬❛♠=❧✐♦$❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❥✉%,❡♠❡♥, ❣$[❝❡ : ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛$❛♠=,$✐%❛,✐♦♥ ❡%, ❛✉%%✐ ✈$❛✐

❞❡ ♠❛♥✐2$❡ ❣=♥=$❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥,$❡ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✹✳✷✹ >✉✐ ♠♦♥,$❡ ❧❡ χ2
✴◆❉❋ ❡♥ ❢♦♥❝✲

,✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ❜✐♥✱ ♣♦✉$ ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡, ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✭❞$♦✐,❡✮✳ ▲❡

❣❛✐♥✱ ❡♥ ,❡$♠❡ ❞❡ χ2
✴◆❉❋✱ ♣❡✉, ❞=♣❛%%❡$ ✉♥ ❢❛❝,❡✉$ ✶✵✳

❉❡% ❛♥❛❧②%❡% ❞=❞✐=❡% $=❛❧✐%=❡% %✉$ ❧❡% ❝❧❛%%❡% ✿
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✕ ❯▲❚❘❆❈▲❊❆◆

✕ ❚❘❆◆❙■❊◆❚❴❘✵✶✵

✕ ❚❘❆◆❙■❊◆❚❴❚❑❘❖◆▲❨❴❘✵✶✵

✕ ❚❘❆◆❙■❊◆❚❴❚❑❘❖◆▲❨❴❘✶✵✵

✕ ❙❖❯❘❈❊❴V❙❋✵

✕ ❙❖❯❘❈❊❴❊❉■❙V✵

♦♥, ♣❡$♠✐% ❞❡ ♠♦♥,$❡$ >✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ %✬❛❞❛♣,❡ ❜✐❡♥ %✉$ ,♦✉,❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❡♥

=♥❡$❣✐❡ ❡, ❡♥ θ✱ ♣♦✉$ ,♦✉,❡% ❝❡% ❝❧❛%%❡%✱ ❡, ❞❡ ♠❛♥✐2$❡ ❣=♥=$❛❧❡ ♣♦✉$ ,♦✉% ❧❡% ,②♣❡%

❡, ❝❧❛%%❡% ❞✬=✈=♥❡♠❡♥,%✳ ❈❡$,❛✐♥❡% ❞❡ ❝❡% ❛♥❛❧②%❡% %♦♥, ♣$=%❡♥,=❡% ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇ ♣♦✉$

$=❢=$❡♥❝❡✳
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❉❛♥% ❝❡ ❝❤❛♣✐+,❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❝♦✉✈❡,+ ❧❛ ♠❛♥✐2,❡ ❞♦♥+ ❡%+ ❞4✜♥✐❡ ❡+ ♣❛,❛♠4+,4❡ ❧❛

,4♣♦♥%❡ ✐♥%+,✉♠❡♥+❛❧❡ ❞✉ ▲❆❚✱ %❛ ,4♣♦♥%❡ ❛♥❣✉❧❛✐,❡ ✭<❙❋✮✱ %❛ ,4♣♦♥%❡ ❡♥ 4♥❡,❣✐❡

✭❊❞✐%♣✮ ❡+ %❛ %✉,❢❛❝❡ ❡✛❡❝+✐✈❡✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% 4❣❛❧❡♠❡♥+ ❞✐%❝✉+4 ❞❡% ❛♠4❧✐♦,❛+✐♦♥% +❡❝❤✲

♥✐F✉❡% ❛♣♣♦,+4❡% ♣❛, ❝❡ +,❛✈❛✐❧ ❞❡ +❤2%❡✱ ❧❛ ♣❧✉% ✐♠♣♦,+❛♥+❡ 4+❛♥+ ❧✬4❧❛❜♦,❛+✐♦♥ ❞✬✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛,❛♠4+,✐%❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐%♣❡,%✐♦♥ ❡♥ 4♥❡,❣✐❡✳ ❈❡% ❛♠4❧✐♦,❛+✐♦♥% +❡❝❤♥✐F✉❡%

❛❥♦✉+4❡% K ❝❡❧❧❡% ❞❡ <❛%% ✽ ❛✐♥%✐ F✉❡ ❧❡% ♦✉+✐❧% ❞✬❛♥❛❧②%❡✱ F✉✐ %❡,♦♥+ ♣,4%❡♥+4% ❛✉

❝❤❛♣✐+,❡ ✺✱ ♣❡,♠❡++❡♥+ ❞✬❡♥✈✐%❛❣❡, ❧❡% ♣,❡♠✐2,❡% 4+✉❞❡% K ❜❛%%❡ 4♥❡,❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❆❚✱

F✉✐ %❡,♦♥+ ♣,4%❡♥+4❡% ❛✉ ❝❤❛♣✐+,❡ ✻✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✸ ✕ ❍✐()♦❣,❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡,(✐♦♥ ❡♥ 4♥❡,❣✐❡ ,4❞✉✐)❡✱ ♣♦✉, ❞❡( 4✈4♥❡✲

♠❡♥)( ❞✬4♥❡,❣✐❡ ❡♥),❡ ✶✵✵ ❡) ✶✼✽ ▼❡❱✱ > ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♥♦,♠❛❧❡✱ ❞❡ ❝❧❛((❡ ❙❖❯❘❈❊✳ ▲❛

✜❣✉,❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♠♦♥),❡ ❧✬❤✐()♦❣,❛♠♠❡ ❛✈❡❝ ♦✈❡#✲❜✐♥♥✐♥❣ ❡) ❧❛ ✜❣✉,❡ ❞❡ ❞,♦✐)❡ (❛♥(

♦✈❡#✲❜✐♥♥✐♥❣✳ ▲❛ ❢♦,♠❡ ❞❡ ❧✬❤✐()♦❣,❛♠♠❡ ❡() ✐♠♣❛❝)4❡ ♣❛, ❧✬♦✈❡#✲❜✐♥♥✐♥❣ ❛✐♥(✐ J✉❡

❧✬❛❥✉()❡♠❡♥) ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦✳ L♦✉, ❝❡ ❜✐♥✱ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛( (❛♥( ♦✈❡#✲❜✐♥♥✐♥❣ ❝❡))❡

❞❡,♥✐N,❡ ♥✬❡() ♣❛( ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ (✬❛❥✉()❡, > ❧✬❤✐()♦❣,❛♠♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐N,❡ (❛)✐(❢❛✐(❛♥)❡✳

▲❛ ♣❛,)✐❡ ✐♥❢4,✐❡✉, ❞❡ ❝❤❛J✉❡ ✜❣✉,❡ ♠♦♥),❡ ❧❡( ,4(✐❞✉( ❞❡ ❧✬❛❥✉()❡♠❡♥) ✭❞♦♥♥4❡(✲

♠♦❞N❧❡✴♠♦❞N❧❡✮
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✹ ✕ ❍✐'(♦❣+❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐'♣❡+'✐♦♥ ❡♥ 3♥❡+❣✐❡ +3❞✉✐(❡✱ ♣♦✉+ ❞❡' 3✈3♥❡♠❡♥('

❞✬3♥❡+❣✐❡ ❡♥(+❡ ✶✽ ❡( ✸✷ ▼❡❱✱ < ❢♦+(❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❞❡ ❝❧❛''❡ ❙❖❯❘❈❊✳ ▲❛ ✜❣✉+❡ ❞❡

❣❛✉❝❤❡ ♠♦♥(+❡ ❧✬❤✐'(♦❣+❛♠♠❡ ❞❡ ❜❛'❡ ❡( ❧❛ ✜❣✉+❡ ❞❡ ❞+♦✐(❡ ❧✬❤✐'(♦❣+❛♠♠❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉'

❞❡ '(❛(✐'(✐I✉❡✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡ '(❛(✐'(✐I✉❡ < ❜❛''❡ 3♥❡+❣✐❡ < ✉♥ ✐♠♣❛❝(❡ '✉+ ❧✬❛❥✉'(❡♠❡♥(

❞✬♦K ❧❛ ♥3❝❡''✐(3 ❞❡ '✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❞3❞✐3❡' < ❜❛''❡ 3♥❡+❣✐❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✻ ✕ ❱❛(✐❛*✐♦♥ ❞❡/ ♣❛(❛♠2*(❡/ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ♠♦❞6❧✐/❛♥* ❧❛ ❞✐/♣❡(/✐♦♥ ❡♥

6♥❡(❣✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ E ❡* θ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❙❖❯❘❈❊ ✿ ✿❋❘❖◆❚✳ ■❝✐ ❧❡/ ♣❛(❛♠2*(❡/

C■◆❉❊❳✶ ❡* C■◆❉❊❳✷ /♦♥* ❧✐❜(❡/✳ ❖♥ ❝♦♥/*❛*❡ ❛❧♦(/ H✉❡ ❧❛ ✈❛(✐❛*✐♦♥ ❞❡/ ♣❛(❛♠2*(❡/

❡/* ✐((6❣✉❧✐2(❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✼ ✕ ❈❤❛)✉❡ ,♦✉,✲✜❣✉1❡ ♠♦♥41❡ ❧✬❛❥✉,4❡♠❡♥4 ❞✉ ♣❛1❛♠:41❡ ;■◆❉❊❳✶

❡♥ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞❡ E ❡4 θ ♣❛1 ✉♥ ♣♦❧②♥E♠❡ ❞✬♦1❞1❡ ✸ ✭H ❞1♦✐4❡✮ ❝♦♠♣❛1J ❛✉① ✈❛❧❡✉1,

41♦✉✈J❡, ❧♦1, ❞❡ ❧✬❛❥✉,4❡♠❡♥4 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦ ❛✈❡❝ ✐♥❞✐❝❡, ❧✐❜1❡, ✭H ❣❛✉❝❤❡✮✳

▲❛ ,♦✉,✲✜❣✉1❡ ❞✉ ❤❛✉4 ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬J✈J♥❡♠❡♥4, ❙❖❯❘❈❊ ✿ ✿❋❘❖◆❚ ❡4 ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜❛,

❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❙❖❯❘❈❊ ✿ ✿❇❆❈❑✳ ❈❡44❡ J4❛♣❡ ♣❡1♠❡4 ❞✬J❧✐♠✐♥❡1 ❧❡, ❞✐,❝♦♥4✐♥✉✐4J, ❞❡

✈❛1✐❛4✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛1❛♠:41❡✱ ♠❛✐, 1J❞✉✐4 ❧❛ )✉❛❧✐4J ❞❡ ❧✬❛❥✉,4❡♠❡♥4 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ ❞❡

❘❛♥❞♦✳ ▲✬J❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉1 ♣♦✉1 ❧❛ 1❡♣1J,❡♥4❛4✐♦♥ ♣❛1❛♠J41✐)✉❡ ❞❡, ✐♥❞✐❝❡, ✭❝♦❧♦♥♥❡

❞❡ ❞1♦✐4❡✮ ❛ J4J ✜①J❡ H ❝❡❧❧❡ ❞❡, ✐♥❞✐❝❡, ❛❥✉,4J, ✭❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐4❡1

❧❛ ❝♦♠♣❛1❛✐,♦♥✳ ▲❡, ③♦♥❡, ❜❧❛♥❝❤❡, ,♦♥4 ❤♦1,✲J❝❤❡❧❧❡ ✭;■◆❉❊❳✶ ❁ ✵✳✽✮✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✽ ✕ ❱❛'✐❛)✐♦♥ ❞❡. ♣❛'❛♠1)'❡. ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ♠♦❞5❧✐.❛♥) ❧❛ ❞✐.♣❡'.✐♦♥ ❡♥

5♥❡'❣✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ E ❡) θ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❙❖❯❘❈❊ ✿ ✿❋❘❖◆❚✳ ■❝✐ ❧❡. ♣❛'❛♠1)'❡. B■◆✲

❉❊❳✶ ❡) B■◆❉❊❳✷ .♦♥) ✜①5. ❛✉ ✈❛❧❡✉'. ❛❥✉.)5❡. L ❧❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✶✼✳ ❖♥ ❝♦♥.)❛)❡ ❛❧♦'.

N✉❡ ❧❛ ✈❛'✐❛)✐♦♥ ❞❡. ♣❛'❛♠1)'❡. ❡.) ♣❧✉. '5❣✉❧✐1'❡ N✉❡ ❧♦'.N✉❡ )♦✉. ❧❡. ♣❛'❛♠1)'❡.

.♦♥) ❧✐❜'❡. ✭✈♦✐' ✜❣✉'❡ ✹✳✶✻ ✮✱ ♠❛✐. ❝❡❧❛ ❛✉ ❞5♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ N✉❛❧✐)5 ❞✉ ✜) ❝♦♠♠❡ ❧❡

♠♦♥)'❡ ❧❡ χ2
✴◆❉❋✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✵ ✕ ❱❛(✐❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦(♠❡ ❞❡ ❧✬❤✐4*♦❣(❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐4♣❡(4✐♦♥ ❡♥ 7♥❡(❣✐❡ ❡♥

❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧✬7♥❡(❣✐❡ ♣♦✉( ❞❡4 7✈7♥❡♠❡♥*4 ❙❖❯❘❈❊ ✿ ✿❋❘❖◆❚ 4✐*✉74 ❞❛♥4 ❞❡4 ❜✐♥4

❞✬7♥❡(❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❞❡ ❞(♦✐*❡ H ❣❛✉❝❤❡ ❡* ❞❡ ❤❛✉* ❡♥ ❜❛4✮✱ ✼ ▼❡❱✱ ✶✸✸ ▼❡❱✱ ✶ ●❡❱✱

✶✸ ●❡❱✱ ✶✸✸ ●❡❱ ❡* ✷ ❚❡❱✱ ❡* ❛②❛♥* ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡♥*(❡ ✵ ❞❡❣(7 ❡* ✷✻ ❞❡❣(74

✭✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♥♦(♠❛❧❡✮✳ ❖♥ ✈♦✐* Q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛(❛♠7*(✐4❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐4♣❡(4✐♦♥ ❡♥

7♥❡(❣✐❡ ♣❛(✈✐❡♥* H 4✬❛❥✉4*❡( ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥* 4✉( *♦✉*❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬7♥❡(❣✐❡ ❞✉ ▲❆❚

4♦✐* ✻ ♦(❞(❡4 ❞❡ ❣(❛♥❞❡✉(✳



✹✳✸✳ ❉■❙&❊❘❙■❖◆ ❊◆ ➱◆❊❘●■❊ ✭❊❉■❙&✮ ✾✶

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✶ ✕ ❍✐()♦❣,❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡,(✐♦♥ ❡♥ 4♥❡,❣✐❡ ,4❞✉✐)❡ ❡♥),❡ ✺✻ ❡) ✶✵✵

▼❡❱✱ ♣♦✉, ❞❡( 4✈4♥❡♠❡♥)( ❛②❛♥) ✉♥ ❛♥❣❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥) ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❆❚ ✭θ✮ ❡♥),❡ ✵ ❡) ✷✻

❞❡❣,4(✱ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛((❡ ❙❖❯❘❈❊ ❡) ❞❡ )②♣❡ ❋❘❖◆❚✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ,♦✉❣❡ ♠♦♥),❡ ❧✬❛❥✉()❡♠❡♥)

♣❛, ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛,❛♠4),✐(❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡,(✐♦♥ ❡♥ 4♥❡,❣✐❡ )❛♥❞✐( N✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❜❧❡✉❡

♠♦♥),❡ ❧✬❛❥✉()❡♠❡♥) ♣❛, ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✷ ✕ ❍✐()♦❣,❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡,(✐♦♥ ❡♥ 4♥❡,❣✐❡ ,4❞✉✐)❡ ❡♥),❡ ✶ ❡) ✶✳✽ ❚❡❱✱

♣♦✉, ❞❡( 4✈4♥❡♠❡♥)( ❛②❛♥) ✉♥ ❛♥❣❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥) ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❆❚ ✭θ✮ ❡♥),❡ ✵ ❡) ✷✻ ❞❡❣,4(✱

❞❡ ❧❛ ❝❧❛((❡ ❙❖❯❘❈❊ ❡) ❞❡ )②♣❡ ❋❘❖◆❚✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ,♦✉❣❡ ♠♦♥),❡ ❧✬❛❥✉()❡♠❡♥) ♣❛, ❧❛

♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛,❛♠4),✐(❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡,(✐♦♥ ❡♥ 4♥❡,❣✐❡ )❛♥❞✐( N✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❜❧❡✉❡ ♠♦♥),❡

❧✬❛❥✉()❡♠❡♥) ♣❛, ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✸ ✕ ❍✐()♦❣,❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡,(✐♦♥ ❡♥ 4♥❡,❣✐❡ ,4❞✉✐)❡ ❡♥),❡ ✶✳✽ ❡) ✸✳✷ ●❡❱✱

♣♦✉, ❞❡( 4✈4♥❡♠❡♥)( ❛②❛♥) ✉♥ ❛♥❣❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥) ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❆❚ ✭θ✮ ❡♥),❡ ✵ ❡) ✷✻ ❞❡❣,4(✱

❞❡ ❧❛ ❝❧❛((❡ ❙❖❯❘❈❊ ❡) ❞❡ )②♣❡ ❋❘❖◆❚✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ,♦✉❣❡ ♠♦♥),❡ ❧✬❛❥✉()❡♠❡♥) ♣❛, ❧❛

♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛,❛♠4),✐(❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡,(✐♦♥ ❡♥ 4♥❡,❣✐❡ )❛♥❞✐( O✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❜❧❡✉❡ ♠♦♥),❡

❧✬❛❥✉()❡♠❡♥) ♣❛, ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✹ ✕ ▲❛ ✜❣✉,❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♠♦♥),❡ ❧❡ ,❛♣♣♦,) χ2
✴♥❞❢ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡

❞✉ ❜✐♥ ♣♦✉, ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❞♦✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥(✐❞U,❡ ❧❡ i ♠❡

❜✐♥ ❡♥ log(E) ❡) ❧❡ j ♠❡

❜✐♥ ❡♥ cos(θ)✱ ❛❧♦,( ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ❜✐♥ ✭log(E)✱cos(θ)✮ ❡() k = j+8i✳ ❆✐♥(✐ ❧❡( ✈❛,✐❛)✐♦♥(
,❛♣✐❞❡( (♦♥) ❝❡❧❧❡( ❡♥ θ ❡) ❧❡( ❧❡♥)❡( ❝❡❧❧❡( ❡♥ E✳ ▲❛ ✜❣✉,❡ ❞❡ ❞,♦✐)❡ ♠♦♥),❡ ❧❛ ♠V♠❡

❝❤♦(❡ ♣♦✉, ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝)✐♦♥✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ♣❡✉) ❞4♣❛((❡, ✉♥ ❢❛❝)❡✉, ✶✵✳
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▲❡* ♦✉-✐❧* ❞✬❛♥❛❧②*❡ ❞❡* ❞♦♥♥5❡* ❞✉ ▲❆❚✳

❙♦♠♠❛✐%❡

✺✳✶ ▼$%❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈0❛✐1❡♠❜❧❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✷ ▲❛ ❝❤❛:♥❡ ❝❧❛11✐;✉❡ ❞✬❛♥❛❧②1❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✸ ❖✉%✐❧1 ♣♦✉0 ❧❛ ❜❛11❡ $♥❡0❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✸✳✶ ▼♦❞❡ ❍❊❆▲,✐① ❞❛♥1 ❣!❜✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✹ ▲✬♦✉%✐❧ ❞✬❛♥❛❧②1❡ ●❛❘❉✐❆♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✹✳✶ ▲❡1 ♣❛67✐❝✉❧❛6✐7;1 ❞❡ ●❛❘❉✐❆♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✹✳✷ ❯7✐❧✐1❛7✐♦♥ ❞❡ ●❛❘❉✐❆♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

❆✜♥ ❞✬%&✉❞✐❡* ❧❡, ❞♦♥♥%❡, ❞✉ ▲❆❚✱ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦*❛&✐♦♥ ♠❡& 5 ❞✐,♣♦,✐&✐♦♥✱ ❡& ✉&✐❧✐,❡

❡❧❧❡✲♠8♠❡✱ ✉♥ ❝❡*&❛✐♥ ♥♦♠❜*❡ ❞✬♦✉&✐❧, *❡❣*♦✉♣%, ,♦✉, ❧✬❛♣♣❡❧❧❛&✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧(✳ ▲❡

❜✉& ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐&*❡ ❡,& ❞❡ ♣*%,❡♥&❡*✱ ♣❛*♠✐ ❝❡, ♦✉&✐❧,✱ ❝❡✉① =✉❡ ❧✬♦♥ ✉&✐❧✐,❡ ❝♦✉*❛♠♠❡♥&

❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②,❡ ❞❡ ,♦✉*❝❡✱ ❡& ❞❡ ❞%❝*✐*❡ ❧❛ ,%=✉❡♥❝❡ ❞❛♥, ❧❛=✉❡❧❧❡ ✐❧, ,♦♥&

✉&✐❧✐,%,✳ ▲❛ ♣*♦❝%❞✉*❡ ❞✬❛❥✉,&❡♠❡♥& ♣❛* ❧❛ ♠%&❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈*❛✐,❡♠❜❧❛♥❝❡

=✉✐ ❡,& ✉&✐❧✐,%❡ ♣❛* ❧✬♦✉&✐❧ ❣*❧✐❦❡ ❡,& ❛✉,,✐ ♣*%,❡♥&%❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❜✐♥♥% ❝♦♠♠❡ ❞❛♥, ❧❡

❝❛, ♥♦♥✲❜✐♥♥%✳ ❉✬❛✉&*❡, ♦✉&✐❧, ,♣%❝✐✜=✉❡, 5 ❧✬%&✉❞❡ ❞❡, ,♦✉*❝❡, &*❛♥,✐&♦✐*❡,✱ ❝♦♠♠❡

❧❡, ●❘❇✱ ❢♦♥& ❛✉,,✐ ♣❛*&✐❡ ❞❡, ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧(✱ ♠❛✐, ✐❧, ♥❡ ,♦♥& ♣❛, ❛❜♦*❞%, ✐❝✐✳ ❯♥

❛✉&*❡ ♦✉&✐❧ ❞✬❛♥❛❧②,❡ ❞❡ ❞♦♥♥%❡,✱ ❡①&%*✐❡✉* ❛✉① ❙❝✐❡♥❝❡✲❚♦♦❧(✱ ♠❛✐, ❛✉,,✐ ❞%✈❡❧♦♣♣%

♣❛* ✉♥ ♠❡♠❜*❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦*❛&✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧% ●❛❘❉✐❆♥✱ ,❡*❛ ♣*%,❡♥&% ❞❛♥, ❝❡ ❝❤❛♣✐&*❡✱

❝❛* ❝✬❡,& ✉♥ ♦✉&✐❧ ❛❞❛♣&% 5 ❧✬❛♥❛❧②,❡ ❛❧❧✲(❦② 5 ❜❛,,❡ %♥❡*❣✐❡ ♣*%,❡♥&%❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐&*❡ ✻✳

✺✳✶ ▼$%❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈0❛✐1❡♠❜❧❛♥❝❡

▲❡, ♠♦❞H❧❡, ✉&✐❧✐,%, ❛✜♥ ❞❡ ❞%❝*✐*❡ ❞❡, ,♦✉*❝❡, ❛,&*♦♣❤②,✐=✉❡, ❝♦♠♣♦*&❡♥& ✉♥

❝❡*&❛✐♥ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ♣❛*❛♠H&*❡, ❧✐❜*❡,✳ ❆✜♥ ❞✬%✈❛❧✉❡* ❝❡, ♣❛*❛♠H&*❡,✱ ♦♥ ❝❤❡*❝❤❡ 5 ❝❡

✾✸



✾✹ ❈❍❆#■❚❘❊ ✺✳ ▲❊❙ ❖❯❚■▲❙ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ❉❊❙ ❉❖◆◆➱❊❙ ❉❯ ▲❆❚✳

"✉❡ ❧❡& ♠♦❞*❧❡& ♦❜,❡♥✉& &♦✐❡♥, ❧❡& ♣❧✉& ♣0♦❝❤❡& ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡& ❞♦♥♥3❡&✳ ▲❛ ♠3,❤♦❞❡

❧❛ ♣❧✉& ❝♦✉0❛♠♠❡♥, ✉,✐❧✐&3❡ ❛✉ &❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦0❛,✐♦♥ ❋❡"♠✐ ✲▲❆❚ ❡&, ❧❛ ♠3,❤♦❞❡

❞✐,❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈0❛✐&❡♠❜❧❛♥❝❡✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛0 ❜✐♥♥❡0 ♥♦& ❞♦♥♥3❡& ❡♥ 3♥❡0❣✐❡ 0❡❝♦♥&,0✉✐,❡ E ′
❛✐♥&✐ "✉✬❡♥

♣♦&✐,✐♦♥ 0❡❝♦♥&,0✉✐,❡ X ′
✳ ❙♦✐, nk ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ ❝♦✉♣& ❞❛♥& ❧❡ ❜✐♥ k ✭∆E ′

k✱∆X
′

k✮✱

❛❧♦0& ❧❛ ♣0♦❜❛❜✐❧✐,3 ❞✬♦❜&❡0✈❡0 nk ❝♦✉♣& ❞❛♥& ❧❡ ❜✐♥ k ✭∆E ′

k✱∆X
′

k✮ ❡&, ❞♦♥♥3❡ ♣❛0 ❧❛

❞✐&,0✐❜✉,✐♦♥ ❞❡ C♦✐&&♦♥ ✿

L =

Nbins
∏

k=1

mk
nk e−mk

nk!
, ✭✺✳✶✮

❛✈❡❝ mk ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ ❝♦✉♣& ❞❛♥& ❧❡ ❜✐♥ k ✭∆E ′

k✱∆X
′

k✮ ♣03❞✐, ♣❛0 ❧❡ ♠♦❞*❧❡✳ ❆✜♥

❞❡ ,0♦✉✈❡0 ❧❡& ♣❛0❛♠*,0❡& ❞✉ ♠♦❞*❧❡ "✉✐ ♦♣,✐♠✐&❡♥, ❧✬❛❝❝♦0❞ ❞♦♥♥3❡&✴♠♦❞*❧❡✱ ♦♥

❝❤❡0❝❤❡ I ♠❛①✐♠✐&❡0 ❝❡,,❡ ♣0♦❜❛❜✐❧✐,3✱ ❛✉&&✐ ❛♣♣❡❧3❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ✈0❛✐&❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭ ❧✐❦❡✲

❧✐❤♦♦❞✮✳ ❉❛♥& ❧❛ ♣0❛,✐"✉❡ ♦♥ ❝❤❡0❝❤❡ I ♠✐♥✐♠✐&❡0 − log(L) ✿

log(L) =

Nbins
∑

k=1

nk log (mk) −mk − log(nk!). ✭✺✳✷✮

▲❡ ❞❡0♥✐❡0 ,❡0♠❡ ♥❡ ❞3♣❡♥❞❛♥, ♣❛& ❞✉ ♠♦❞*❧❡✱ ✐❧ ♥✬❛✉0❛ ♣❛& ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦0& ❞❡

❧✬❛❥✉&,❡♠❡♥, ❞❡& ♣❛0❛♠*,0❡& ❞✉ ♠♦❞*❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉, ❞♦♥❝ ❧❡ &✉♣♣0✐♠❡0✳ ❖♥ ♦❜,✐❡♥,

❛❧♦0& ❧✬❡①♣0❡&&✐♦♥ &✉✐✈❛♥,❡ ✿

log(L) =

Nbins
∑

k=1

nk log (mk) −mk. ✭✺✳✸✮

▲❡ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ ❝♦✉♣& ♣03❞✐, ♣❛0 ❧❡ ♠♦❞*❧❡ ❞3♣❡♥❞ 3✈✐❞❡♠♠❡♥, ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐*0❡ ❞♦♥, ♦♥

♠♦❞3❧✐&❡ ♥♦& &♦✉0❝❡&✱ ♠❛✐& ❛✉&&✐ ❞❡& ❢♦♥❝,✐♦♥& ❞❡ 03♣♦♥&❡ ❞❡ ❧✬✐♥&,0✉♠❡♥,✳ ❊♥ ❡✛❡,

❧❡& ♠♦❞*❧❡&✱ ❡①♣0✐♠3& ❞❛♥& ❧✬❡&♣❛❝❡ ❞❡& 3♥❡0❣✐❡& ✭E✮ ❡, ♣♦&✐,✐♦♥& ✭X✮ ✈0❛✐❡& ❞♦✐✈❡♥,

R,0❡ ❝♦♥✈♦❧✉3& I ❧❛ 03♣♦♥&❡ ❞❡ ❧✬✐♥&,0✉♠❡♥, ❛✜♥ ❞✬R,0❡ ,0❛♥&❝0✐,& ❞❛♥& ❧✬❡&♣❛❝❡ ❞❡&

3♥❡0❣✐❡& ✭E ′
✮ ❡, ♣♦&✐,✐♦♥& ✭X ′

✮ 0❡❝♦♥&,0✉✐,❡& "✉✐ &♦♥, ❝❡❧❧❡& "✉❡ ❧✬♦♥ ♠❡&✉0❡✳ ▲❡

♠♦❞*❧❡ ♣03❞✐, ✉♥ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ ♣❤♦,♦♥&✱ ♠❛✐& ♦♥ ♠❡&✉0❡ ❞❡& ❝♦✉♣&✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡

❞❡ ❧✬✐♥&,0✉♠❡♥, ♣❡0♠❡, ❞❡ ❢❛✐0❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥,0❡ ❧❡& ❞❡✉①✳ ❆✐♥&✐✱ ♣♦✉0 ✉♥❡ &♦✉0❝❡ i ❞✉
♠♦❞*❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ ❝♦✉♣& ❛,,❡♥❞✉ ❞❛♥& ❧❡ ❜✐♥ k ❡&, ✿

mik =

∫

∆E′

k

∫

∆X′

k

dE ′dX ′

∫

∆tobs

dt

∫

model

dEdX IRF(E,E ′, X,X ′)Si(E,X) , ✭✺✳✹✮

♦S Si ❡&, ❧❡ ♠♦❞*❧❡ &♣❛,✐❛❧ ❡, &♣❡❝,0❛❧ ❞❡ ❧❛ i✲*♠❡ &♦✉0❝❡ ❡♥ ✉♥✐,3& ❞❡ dN/(dEdAdtdΩ)
&♦✐, ✭photons MeV−1cm−2s−1sr−1

✮✳

▲❡ ,❡0♠❡ ■❘❋ ❡&, ❧❡ ♣0♦❞✉✐, ❞❡& ❢♦♥❝,✐♦♥& ❞❡ 03♣♦♥&❡ ❞✉ ▲❆❚✱ I &❛✈♦✐0 ❧❛ &✉0✲

❢❛❝❡ ❡✛❡❝,✐✈❡ ❞❡ ❞3,❡❝,✐♦♥ ✭Aeff ✮✱ ❧❛ ❞✐&♣❡0&✐♦♥ ❡♥ 3♥❡0❣✐❡ ✭Edisp✮✱ ❡, ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥

❞✬3,❛❧❡♠❡♥, ❞✉ ♣♦✐♥, ✭Psf✮ ✿

IRF(E ′, E,X ′, X) = Aeff(E, θ, φ) Edisp(E ′, E, θ) Psf(E, θ). ✭✺✳✺✮



✺✳✷✳ ▲❆ ❈❍❆❰◆❊ ❈▲❆❙❙■◗❯❊ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ✾✺

❖♥ $❡♠❛$(✉❡ (✉❡ ❧❛ ❞,✜♥✐/✐♦♥ ❞✉ /❡$♠❡ ■❘❋ ❝✐✲❞❡66✉6 6✉♣♣♦6❡ (✉❡ ❧❡6 ❢♦♥❝/✐♦♥6 ❞❡

$,♣♦♥6❡6 ❞❡ ❧✬✐♥6/$✉♠❡♥/ 6♦✐❡♥/ ❢❛❝/♦$✐6❛❜❧❡6✳ ❊♥ ♣❛$/✐❝✉❧✐❡$ ♦♥ $❡♠❛$(✉❡ (✉❡ 6❡✉❧

Edisp ❞,♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬,♥❡$❣✐❡ $❡❝♦♥6/$✉✐/❡ E ′
✳ ❇✐❡♥ (✉❡ ❝❡//❡ ❤②♣♦/❤A6❡ ❞❡ ❢❛❝/♦$✐6❛/✐♦♥

♥❡ 6♦✐/ ♣❛6 ❝♦♠♣❧A/❡♠❡♥/ $✐❣♦✉$❡✉6❡✱ ❞❡6 ,/✉❞❡6 ♦♥/ ♠♦♥/$, (✉✬❡❧❧❡ ,/❛✐/ /♦✉/ C ❢❛✐/

$❛✐6♦♥♥❛❜❧❡✳ ❉❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ 6/❛/✐6/✐(✉❡✱ ♦✉ 6✐ ❧✬♦♥ 6♦✉❤❛✐/❡ ❝♦♥6❡$✈❡$ /♦✉/❡

❧✬✐♥❢♦$♠❛/✐♦♥ 6✉$ ♥♦6 ❝♦✉♣6 ♣❧✉/F/ (✉❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡$ 6✉$ ✉♥ ❜✐♥✱ ♦♥ ♣♦✉$$❛ ✉/✐❧✐6❡$ ❧❛

♠G♠❡ /❡❝❤♥✐(✉❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ♥♦♥ ❜✐♥♥,✳ ▲✬❛6/✉❝❡ ❝♦♥6✐6/❡ 6✐♠♣❧❡♠❡♥/ C 6✬❛66✉$❡$ (✉❡

❧❡ ❜✐♥♥✐♥❣ ❡6/ 6✉✣6❛♠♠❡♥/ ✜♥ ♣♦✉$ (✉❡ ❝❤❛(✉❡ ❜✐♥ k ✭∆E ′

k✱∆X
′

k✮ ♥❡ ❝♦♥/✐❡♥♥❡ ❛✉

♠❛①✐♠✉♠ (✉✬✉♥ 6❡✉❧ ,✈,♥❡♠❡♥/✳

✺✳✷ ▲❛ ❝❤❛'♥❡ ❝❧❛++✐-✉❡ ❞✬❛♥❛❧②+❡

▲✬❛♥❛❧②6❡ ❞❡6 ❞♦♥♥,❡6 ❞✉ ▲❆❚ ♣❛66❡ ♣❛$ ❧✬♦❜/❡♥/✐♦♥ ❞✉ 6♣❡❝/$❡ ❞❡ ❧❛ 6♦✉$❝❡ (✉❡

❧✬♦♥ 6♦✉❤❛✐/❡ ,/✉❞✐❡$✳ O♦✉$ ❝❡❧❛ ✉♥ ❝❡$/❛✐♥ ♥♦♠❜$❡ ❞✬,/❛♣❡6 6♦♥/ ♥,❝❡66❛✐$❡6✳ ■❧ ❢❛✉/

♣$,♣❛$❡$ ❧❡6 ❞♦♥♥,❡6✱ ❝♦♥♥❛P/$❡ ❧❛ $,♣♦♥6❡ ❞❡ ❧✬✐♥6/$✉♠❡♥/ $❡❧❛/✐✈❡ ❛✉① ♦❜6❡$✈❛/✐♦♥6

❞❡ ❝❡//❡ 6♦✉$❝❡ ❛✐♥6✐ (✉❡ ❧❡ /❡♠♣6 ♣❛66, C ❧✬♦❜6❡$✈❡$✱ ❡/ ✐❧ ❢❛✉/ ❛✉66✐ G/$❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡

❞✐✛,$❡♥❝✐❡$ ❧✬,♠✐66✐♦♥ ❣❛♠♠❛ ❧✐,❡ C ❧❛ 6♦✉$❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ $❡6/❡ ❞✉ ❝✐❡❧✱ ❝♦♠♠✉♥,✲

♠❡♥/ ❛♣♣❡❧, ✧❢♦♥❞✧✳ O♦✉$ ❝❡❧❛✱ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦$❛/✐♦♥ ♠❡/ C ❞✐6♣♦6✐/✐♦♥ ✉♥ ❡♥✈✐$♦♥♥❡♠❡♥/

❞✬❛♥❛❧②6❡ ❛♣♣❡❧, ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧*✱ ❛✐♥6✐ (✉✬✉♥ ♠♦❞A❧❡ ❞❡6 ❝♦♠♣♦6❛♥/❡6 ❞✉ ❢♦♥❞✳

▲❡6 ❙❝✐❡♥❝❡* ❚♦♦❧* ✉/✐❧✐6❡♥/ ❧❡6 ✜❝❤✐❡$6 ❋❚✶ ❡/ ❋❚✷ ✭✈♦✐$ 6❡❝/✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮ ❝♦♠♠❡

❡♥/$,❡6✳ ▲❡✉$6 6♦$/✐❡6 6♦♥/ ❛✉66✐ 6/♦❝❦,❡6 ❛✉ ❢♦$♠❛/ ❋■❚❙✳ ▲❡ ♣$✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝/✐♦♥✲

♥❡♥/ ❞❡6 ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧* ✐♠♣❧✐(✉❡ ❜✐❡♥ 6♦✉✈❡♥/ ❞❡ ❞❡✈♦✐$ ✉/✐❧✐6❡$ ❧❛ 6♦$/✐❡ ❞✬✉♥ ❙❝✐❡♥❝❡

❚♦♦❧ ❡♥ ❡♥/$,❡ ❞✬✉♥ ❛✉/$❡✳ ▲❡6 ♣❛$❛❣$❛♣❤❡6 6✉✐✈❛♥/6 ❞,❝$✐✈❡♥/ ❧✬❡♥❝❤❛P♥❡♠❡♥/ ❞❡6

,/❛♣❡6 ♥,❝❡66❛✐$❡6 C ❧✬❛♥❛❧②6❡ ✧❝❧❛66✐(✉❡✧

✶

❞❡6 ❞♦♥♥,❡6 ❞✉ ▲❆❚✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛$ 6,❧❡❝/✐♦♥♥❡$ ❧❡6 ❞♦♥♥,❡6 ✉/✐❧❡6 C ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣+*❡❧❡❝+ ♣♦✉$ ❛♣♣❧✐(✉❡$

❞❡6 ❝♦✉♣✉$❡6 $❡❧❛/✐✈❡6 C ❧❛ ❝❧❛66❡ ❡/ ❛✉ /②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥,❡6✳ ❖♥ ♣❡✉/ ,❣❛❧❡♠❡♥/ ❝❤♦✐6✐$✱

❣$Y❝❡ C ❝❡/ ♦✉/✐❧✱ ❞❡ $❡6/$❡✐♥❞$❡ ❧✬❛♥❛❧②6❡ C ✉♥❡ ❝❡$/❛✐♥❡ ❝❧❛66❡ ♦✉ C ✉♥ ❝❡$/❛✐♥ /②♣❡

❞✬,✈,♥❡♠❡♥/6✳ ■❧ ❡6/ ❛✉66✐ ♣♦66✐❜❧❡ ❞❡ $,❞✉✐$❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❡♥ ,♥❡$❣✐❡ ❞❛♥6 ❧❛(✉❡❧❧❡ ♦♥

6♦✉❤❛✐/❡ /$❛✈❛✐❧❧❡$✳ ❖♥ ♣❡✉/✱ /♦✉❥♦✉$6 ❣$Y❝❡ C ❝❡/ ♦✉/✐❧✱ ❛♣♣❧✐(✉❡$ ✉♥❡ ❝♦✉♣✉$❡ 6✉$

❧✬❛♥❣❧❡ ③,♥✐/❤❛❧ ✉/✐❧❡ C ❧❛ $,❞✉❝/✐♦♥ ❞❡ ❧✬,♠✐66✐♦♥ ❣❛♠♠❛ /❡$$❡6/$❡✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉/

✉/✐❧✐6❡$ ❝❡/ ♦✉/✐❧ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥6❡$✈❡$ (✉✬✉♥❡ $,❣✐♦♥ ❛✉/♦✉$ ❞❡ ❧❛ 6♦✉$❝❡ C ,/✉❞✐❡$

✭$,❣✐♦♥ ❞✬✐♥/,$G/✱ ❘❖■ ✿ ❘❡❣✐♦♥ ❖❢ ■♥+❡0❡*+ ✮✳ ❖♥ ♦❜/✐❡♥/ ❛❧♦$6 ✉♥ ✜❝❤✐❡$ ❋❚✶ $,❞✉✐/

(✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐$ ✉/✐❧✐6❡$ ❞❛♥6 ❧❛ 6✉✐/❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②6❡✳

❆ ❧✬,/❛♣❡ 6✉✐✈❛♥/❡✱ ♦♥ ✉/✐❧✐6❡ ❧✬♦✉/✐❧ ❣+♠❦+✐♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉/ ❛❧♦$6 ❝❤♦✐6✐$ ❧❡6 ❝♦✉♣✉$❡6

$❡❧❛/✐✈❡6 ❛✉① ✈❛$✐❛❜❧❡6 ❞✉ ✜❝❤✐❡$ ❋❚✷ (✉❡ ❧✬♦♥ 6♦✉❤❛✐/❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡

❝♦✉♣✉$❡ 6✉$ ❧❡ 0♦❝❦✐♥❣ ❛♥❣❧❡

✷

✳ ❆ ♣❛$/✐$ ❞✉ ✜❝❤✐❡$ ❋❚✶ $,❞✉✐/ ❡/ ❞✉ ✜❝❤✐❡$ ❋❚✷ ♦♥
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.♦✉4❝❡ ❞✉ ♠♦❞-❧❡ ✐❧ ❣>♥-4❡ ✉♥❡ ❝❛4'❡ ❞❡ ❝♦✉♣. G✉✐ ❡.' .'♦❝❦>❡ ❞❛♥. ✉♥❡ ❍❉❯ ✭❍❡❛❞❡#

❉❛!❛ ❯♥✐!✮ ❞✉ ✜❝❤✐❡4 ❞❡ .♦4'✐❡✳ ❈❡ ✜❝❤✐❡4✱ ❛♣♣❡❧> "♦✉#❝❡ ♠❛♣✱ ❡.' ❧❛ ❝❛4'❡ ❞❡. ❝♦✉♣.

♣4>❞✐'. ♣❛4 ❧❡ ♠♦❞-❧❡ ❛✈❛♥' '♦✉' ❛❥✉.'❡♠❡♥'✱ G✉✐ ❡.' ✉'✐❧✐.> ❡♥ ❡♥'4>❡ ❞❡ ❣!❧✐❦❡✱ ❧✬♦✉'✐❧

G✉✐ .✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ ❧✬❛❥✉.'❡♠❡♥' ❞❡. ❞♦♥♥>❡. ❛✉ ♠♦❞-❧❡ ✈✐❛ ❧❛ ♠>'❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡

✈4❛✐.❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞>❝4✐'❡ C ❧❛ .❡❝'✐♦♥ ✺✳✶✳ ▲❡ ♥♦♠❜4❡ ✐♠♣♦4'❛♥' ❞✬♦✉'✐❧. ❡' ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥✲

♥❛❧✐'>. ❞❡. ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧" ♣❡4♠❡' ❞✬❡✛❡❝'✉❡4 ❞❡. ❛♥❛❧②.❡. ❞❛♥. ❞❡. ❞♦♠❛✐♥❡. ❛✉..✐

❞✐✈❡4. G✉❡ ❧✬>'✉❞❡ ❞❡ ❙◆❘✱ ❞❡ ●❘❇✱ ❞❡ .♦✉4❝❡. >'❡♥❞✉❡. ♦✉ ❞❡ ♣✉❧.❛4.✳ ▲❛ ❧✐.'❡

❡①❤❛✉.'✐✈❡ ❞❡. ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧" ❡.' ✈✐.✐❜❧❡ ❡♥ ✜❣✉4❡ ✺✳✶

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶ ✕ ❈❡''❡ ✜❣✉4❡ ♠♦♥'4❡ ❧❛ ✈❛4✐>'> ❡' ❧❡. ❧✐❡♥. ❡♥'4❡ ❧❡. ❙❝✐✲

❡♥❝❡ ❚♦♦❧"✱ G✉✐ ♣❡4♠❡''❡♥' ❧✬❛♥❛❧②.❡ ❞❡. ❞♦♥♥>❡. ❞✉ ▲❆❚✳ ❙♦✉#❝❡ ✿ http :
//fermi.gsfc.nasa.gov/ssc/data/analysis/scitools/overview.html
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✺✳✸ ❖✉%✐❧( ♣♦✉+ ❧❛ ❜❛((❡ /♥❡+❣✐❡

✺✳✸✳✶ ▼♦❞❡ ❍❊❆▲,✐① ❞❛♥1 ❣!❜✐♥

❍❊❆▲$✐①

❆✉① %♥❡(❣✐❡+ ✐♥❢%(✐❡✉(❡+ - ✶✵✵ ▼❡❱ ❧❛ 4❙❋ ❞✉ ▲❆❚ ❞❡✈✐❡♥; ✐♠♣♦(;❛♥;❡ ✭✶✝- ✶✵✵

▼❡❱✱ ✶✵✝- ✶✵ ▼❡❱✮✳ ❉❛♥+ ❝❡+ ❝♦♥❞✐;✐♦♥+ ❧✬❡①;❡♥+✐♦♥ +♣❛;✐❛❧❡ ❞❡ +♦✉(❝❡+ ♣♦✉(;❛♥;

♣♦♥❝;✉❡❧❧❡+ ❞❡✈✐❡♥; ✐♠♣♦(;❛♥;❡ ❡; ❧✬%;✉❞❡ ❞❡ ❝❡+ +♦✉(❝❡+ ♥%❝❡++✐;❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ✈❛+;❡+

❘❖■✳ ▲❡ ♣(♦❜❧K♠❡ ♠❛❥❡✉( ❧♦(+ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❣(❛♥❞❡ ❘❖■ ;✐❡♥; ❛✉① ❞%❢♦(♠❛;✐♦♥+

✐♥❞✉✐;❡+ ♣❛( ❧❛ ♣(♦❥❡❝;✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❞❡ ;♦✉; ♦✉ ♣❛(;✐❡ ❞❡ ❧❛ +♣❤K(❡ ❝%❧❡+;❡ ❡; - ❧❛ ❧❡♥;❡✉( ❞❡

❧✬❛❥✉+;❡♠❡♥; +✉( ❞❡ ;❡❧+ ❘❖■✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❝❡+ ❞%❢♦(♠❛;✐♦♥+ ♣❡✉✈❡♥; ❛✛❡❝;❡( ❧✬❡+;✐♠❛;✐♦♥

❞✉ ✢✉① ❞✬✉♥❡ +♦✉(❝❡ ❡; +❡ (%♣❡(❝✉;❡( +✉( ❧✬❡+;✐♠❛;✐♦♥ ❞❡ +❡+ ♣❛(❛♠K;(❡+ +♣❡❝;(❛✉①✳

❆✜♥ ❞❡ +✬❛✛(❛♥❝❤✐( ❞❡ ❝❡+ ❡✛❡;+✱ ♦♥ ♣❡✉; (❡♠♣❧❛❝❡( ❧❡+ ❝❛(;❡+ ♣❧❛♥❡+ ♣❛( ❞❡+

❝❛(;❡+ +♣❤%(✐Q✉❡+✳ 4♦✉( ❝❡❧❛ ♦♥ ✉;✐❧✐+❡ ❍❊❆▲4✐①✱ ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣✐①❡❧❧✐+❛;✐♦♥ ❞✬✉♥❡

+♣❤K(❡ ❝♦♥T✉ ❛✉ ❞%♣❛(; ♣♦✉( ❧✬%;✉❞❡ ❞✉ ❈▼❇✳ ❍❊❆▲4✐① +✉❜❞✐✈✐+❡ ❧❛ +♣❤K(❡ ❡♥

♣✐①❡❧+ ❞✬❛✐(❡ %❣❛❧❡✳ ❈❡;;❡ +✉❜❞✐✈✐+✐♦♥ ❡+; ❤✐%(❛(❝❤✐Q✉❡ ❝❛( ❡❧❧❡ ♣(♦❝K❞❡ ♣❛( ✐;%(❛;✐♦♥✳

❆✉ ❞%♣❛(; ✭♦(❞(❡ ✵✮✱ ❧❛ +♣❤K(❡ ❡+; ❞✐✈✐+%❡ ❡♥ ✶✷ ♣✐①❡❧+ ❝♦✉✈(❛♥; ❞❡+ ❛✐(❡+ %❣❛❧❡+✳ ➚

❧✬%;❛♣❡ +✉✐✈❛♥;❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡+ ✶✷ ♣✐①❡❧+ ❞✬♦(❞(❡ ✵ ❡+; +✉❜❞✐✈✐+% ❡♥ ✹ ♣✐①❡❧+ ❞✬♦(❞(❡ ✶✱

❡✉① ❛✉++✐ ❞✬❛✐(❡+ %❣❛❧❡+✳ ❆✐♥+✐ - ❧✬♦(❞(❡ n ❧❛ +♣❤K(❡ ❡+; ❞✐✈✐+%❡ ❡♥ Npix ♣✐①❡❧+ ❞✬❛✐(❡+

%❣❛❧❡+ ❛✈❡❝ ✿

Npix = 12 (2)2n. ✭✺✳✻✮

❖♥ ❡♥ ❞%❞✉✐; ❛❧♦(+ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥; ❧✬❛✐(❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ✿

A =
4π

Npix

, ✭✺✳✼✮

❡; ❧❛ (%+♦❧✉;✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐(❡ ;②♣✐Q✉❡ ✿

R =

√

4π

Npix

. ✭✺✳✽✮

▲❛ ✜❣✉(❡ ✺✳✷ ♠♦♥;(❡ ❧❡ (%+✉❧;❛; ❞✬✉♥❡ ;❡❧❧❡ +✉❜❞✐✈✐+✐♦♥ ❛✉① ♦(❞(❡+ ✵✱ ✶✱ ✷ ❡; ✸✳ ❯♥❡

❞❡+ +♣%❝✐✜❝✐;%+ ❞❡ ❍❊❆▲4✐① ❡+; ❧❛ ♥✉♠%(♦;❛;✐♦♥ ❞❡+ ♣✐①❡❧+✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉; +✬❡✛❡❝;✉❡( ❞❡

❞❡✉① ♠❛♥✐K(❡+ ❛♣♣❡❧%❡+ ❘■◆● ❡; ◆❊❙❚❊❉✳

❊♥ ♠♦❞❡ ❘■◆● ❧❡+ ♣✐①❡❧+ +♦♥; ♥✉♠%(♦;%+ ❡♥ ♣❛(❝♦✉(❛♥; ❝❤❛Q✉❡ ❝❡(❝❧❡ ❞✬✐+♦❧❛;✐✲

;✉❞❡ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥T❛♥; ♣❛( ❝❡❧✉✐ ❧❡ ♣❧✉+ ❛✉ ♥♦(❞ ❡; ❡♥ ❞❡+❝❡♥❞❛♥; ❥✉+Q✉✬- ❝❡❧✉✐ +✐;✉%

❧❡ ♣❧✉+ ❛✉ +✉❞✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥;(❡ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✺✳✸ ✭❤❛✉;✮✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♥✉♠%(♦;❛;✐♦♥

❡+; ♣❛(;✐❝✉❧✐K(❡♠❡♥; ❛❞❛♣;% - ❧✬✐♠♣❧%♠❡♥;❛;✐♦♥ ❞❡ ;(❛♥+❢♦(♠%❡ ❞❡ ❋♦✉(✐❡( ❛✈❡❝ ❤❛(✲

♠♦♥✐Q✉❡ +♣❤%(✐Q✉❡✳ ❊♥ ♠♦❞❡ ◆❊❙❚❊❉ ❧❡+ ♣✐①❡❧+ +♦♥; ♦(❞♦♥♥%+ ❞❛♥+ ❧✬✉♥ ❞❡+ ✶✷

❛(❜(❡+ ❝♦((❡+♣♦♥❞❛♥; ❛✉① ✶✷ ♣✐①❡❧+ ❞❡ ❜❛+❡ ✭♦(❞(❡ ✵✮✳ ▲❛ ♥✉♠%(♦;❛;✐♦♥ ❛✉ +❡✐♥ ❞✬✉♥

❛(❜(❡ +✬❡✛❡❝;✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥;(❡ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✺✳✹✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♥✉♠%(♦;❛;✐♦♥ ♣❡(♠❡;

❞✬✐♠♣❧%♠❡♥;❡( ❡✣❝❛❝❡♠❡♥; ;♦✉;❡ ❛♣♣❧✐❝❛;✐♦♥ ❜❛+%❡ +✉( ❧❛ (❡❝❤❡(❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉+ ♣(♦❝❤❡+

✈♦✐+✐♥+✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡ ❧❛ ❝(%❛;✐♦♥ ❞❡ ❝❛(;❡+ ❞❡ ❝♦✉♣+✱ ❧❡+ ❞❡✉① ♣❛(❛❞✐❣♠❡+ ✭❘■◆●

❡; ◆❊❙❚❊❉✮ ♣❡✉✈❡♥; e;(❡+ ✉;✐❧✐+%+ ✐♥❞✐✛%(❡♠♠❡♥;✳



✺✳✸✳ ❖❯❚■▲❙ )❖❯❘ ▲❆ ❇❆❙❙❊ ➱◆❊❘●■❊ ✾✾

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷ ✕ ■❧❧✉()*❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (✉❜❞✐✈✐(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (♣❤5*❡ ❡♥ ❤❡❛❧♣✐①❡❧( ✭♣✐①❡❧( ❞✬❛✐*❡(

9❣❛❧❡(✮ ♣♦✉* ❧❡( ♦*❞*❡( ✭❞❡ ❣❛✉❝❤❡ = ❞*♦✐)❡✱ ❞❡ ❤❛✉) ❡♥ ❜❛(✮ ✵✱ ✶✱ ✸✱ ❡) ✷

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸ ✕ ❘❡♣*9(❡♥)❛)✐♦♥ ❝❛*)9(✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ (♣❤5*❡ ✐❧❧✉()*❛♥) ❧❡( ❞❡✉① ♠♦❞❡( ❞❡

♥✉♠9*♦)❛)✐♦♥ ❞❡( ♣✐①❡❧( ✉)✐❧✐(9( ♣❛* ❍❊❆▲H✐① ✿ ❘■◆● ✭❡♥ ❤❛✉)✮ ❡) ◆❊❙❚❊❉ ✭❡♥

❜❛(✮
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✹ ✕ ◆✉♠)*♦,❛,✐♦♥ ❞❡2 ♣✐①❡❧2 ❡♥ ♠♦❞❡ ◆❊❙❚❊❉✳

▲✬✐♥$❡&❢❛❝❡ ❍❊❆▲-✐①✴❣!❜✐♥

❈❡ ,*❛✈❛✐❧ ,❡❝❤♥✐>✉❡ *)❛❧✐2) ❡♥ ❞)❜✉, ❞❡ ,❤@2❡ ❛ ❝♦♥2✐2,) A ✐♥❝♦*♣♦*❡* ✉♥❡ ♦♣,✐♦♥

❍❊❆▲E✐① ❞❛♥2 ❣!❜✐♥✱ ♣❡*♠❡,,❛♥, ❛✐♥2✐ ❞❡ ❣)♥)*❡* ❞❡2 ❝❛*,❡2 ❡, ❞❡2 ❝✉❜❡2 ❞❡ ❝♦✉♣2

❞❛♥2 ❝❡ ❢♦*♠❛,✳ ❈❡,,❡ ❝❛*,❡ ❍❊❆▲E✐① ❡2, 2,♦❝❦)❡ 2♦✉2 ❧❛ ❢♦*♠❡ ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡* ❛✉ ❢♦*♠❛,

❋■❚❙ >✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉**❛ ❡♥2✉✐,❡ ✈✐2✉❛❧✐2❡* ❛✈❡❝ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ❆❧❛❞✐♥

✺

✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡

❣)*❡* ❧❡2 ❝❛*,❡2 ❍❊❆▲E✐①✳

▲❡2 ❞),❛✐❧2 ❞❡ ❧✬✐♠♣❧)♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❍❊❆▲E✐① ❞❛♥2 ❣!❜✐♥ 2♦♥, ♣*)2❡♥,)2

❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✳ ❆✜♥ ❞❡ *)❛❧✐2❡* ❝❡,,❡ ✐♠♣❧)♠❡♥,❛,✐♦♥ ✐❧ ♠✬❛ ❢❛❧❧✉ ♠❡ ❢❛♠✐❧✐❛*✐2❡* ❛✈❡❝

❧✬❛*❝❤✐,❡❝,✉*❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡2 ❙❝✐❡♥❝❡( ❚♦♦❧(✳ ❊♥ ♠❡ ❜❛2❛♥, 2✉* ❧❡2 ❝❧❛22❡2 ❡①✐2,❛♥,❡2 ❥✬❛✐

❢❛✐, ❧❡2 ♠♦❞✐✜❝❛,✐♦♥2 ♥)❝❡22❛✐*❡2 A ❧✬✐♠♣❧)♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣,✐♦♥ ❍❊❆▲E✐①✳ ❈❡,,❡ ♦♣✲

,✐♦♥ ❛ ),) ✈❛❧✐❞)❡ ♣❛* ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦*❛,✐♦♥ ❡, ❢❛✐, ♣❛*,✐❡ ❞❡2 ♦✉,✐❧2 2,❛♥❞❛*❞2 *❡❝♦♠♠❛♥❞)2

♣♦✉* ❧✬❛♥❛❧②2❡ ❞❡2 ❞♦♥♥)❡2 ❞✉ ▲❆❚✳

❍❊❆▲-✐① ❞❛♥1 ❣!❡①♣❝✉❜❡✷

❊♥ ❛❞❞✐,✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ ,*❛✈❛✐❧ 2✉* ❧✬✐♥❝❧✉2✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣,✐♦♥ ❍❊❆▲E✐① ❞❛♥2 ❣!❜✐♥✱ ✉♥

❡✛♦*,✱ ♠❡♥) ♣❛* ❞✬❛✉,*❡2 ♠❡♠❜*❡2 ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦*❛,✐♦♥✱ ❛ ♣❡*♠✐2 ❞❡ *❡♥❞*❡ ❝♦♠♣❛,✐❜❧❡

❧❡ ❢♦*♠❛, ❍❊❆▲E✐① ❡, ❣!❡①♣❝✉❜❡✷✳ ❯♥❡ ✈❡*2✐♦♥ ❍❊❆▲E✐① ❞❡ ❣!(0❝♠❛♣( ❡2, )❣❛❧❡♠❡♥,

❡♥ ❝♦✉*2 ❞❡ ❞)✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥,✳

✺✳✹ ▲✬♦✉'✐❧ ❞✬❛♥❛❧②.❡ ●❛❘❉✐❆♥

▲✬♦✉,✐❧ ❞✬❛♥❛❧②2❡ ●❛❘❉✐❆♥ ❬✹✺❪ >✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞)❥A )✈♦>✉) ♣*)❝)❞❡♠♠❡♥,✱ ❡2, ❧✬♦✉,✐❧

>✉✐ ❡2, ✉,✐❧✐2) ❞❛♥2 ❧❡ ❝❤❛♣✐,*❡ ✻ >✉✐ ,*❛✐,❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②2❡ ❞❡ 2♦✉*❝❡2 A ❜❛22❡ )♥❡*❣✐❡✳

▲❡ ❜✉, ❞❡ ❝❡,,❡ 2❡❝,✐♦♥ ❡2, ❞❡ ♣*)2❡♥,❡* ❧❡2 ♣❛*,✐❝✉❧❛*✐,)2 ❞❡ ❝❡, ♦✉,✐❧✱ ❡, ❞❡ ♠♦♥,*❡*

❝♦♠♠❡♥, ❧✬✉,✐❧✐2❡*✳

✺✳ ❤##♣ ✿✴✴❛❧❛❞✐♥✳✉✲.#/❛.❜❣✳❢/✴



✺✳✹✳ ▲✬❖❯❚■▲ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ●❆❘❉■❆◆ ✶✵✶

✺✳✹✳✶ ▲❡& ♣❛)*✐❝✉❧❛)✐*/& ❞❡ ●❛❘❉✐❆♥

▲❛ ♣❛%&✐❝✉❧❛%✐&+ ♠❛❥❡✉%❡ ❞❡ ●❛❘❉✐❆♥ ❡5& 6✉✬✐❧ %❡♣♦5❡ 5✉% ❧❡ ❢♦%♠❛& ❍❊❆▲<✐①

❞+❝%✐& > ❧❛ 5❡❝&✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳ ❖♥ ♣%+5❡♥&❡ ✐❝✐ ❧❛ ♠+&❤♦❞❡ ✧♣❛% ❞+❢❛✉&✧ ❞❡ ●❛❘❉✐❆♥✱ 6✉✐ ♥❡

&✐❡♥& ♣❛5 ❝♦♠♣&❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐5♣❡%5✐♦♥ ❡♥ +♥❡%❣✐❡✳ ❈❡&&❡ ❞❡%♥✐H%❡ 5❡%❛ ❞✐5❝✉&+❡ > ❧❛ 5❡❝&✐♦♥

✺✳✹✳✷✳ ▲❛ ♠❛♥✐H%❡ ❞♦♥& ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ <❙❋ ❡5& &%❛✐&+❡ ❡5& ❛✉55✐ ❞✐✛+%❡♥&❡ ❡&

♣❧✉5 %❛♣✐❞❡ 6✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡5 ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧( ❝❛% ❡❧❧❡ %❡♣♦5❡ 5✉% ✉♥❡ ❞+❝♦♠♣♦5✐&✐♦♥ ❡♥

❤❛%♠♦♥✐6✉❡5 5♣❤+%✐6✉❡5 6✉❡ ❍❊❆▲<✐① ♣❡%♠❡& ❞❡ ❣+%❡% ❡✣❝❛❝❡♠❡♥&✳

❙♦✐& f(θ, E) ❧❡ ♠♦❞H❧❡ ❞❡ ✢✉① ❞✬✉♥❡ 5♦✉%❝❡ ❡& Exp(θ, E) ❧✬❡①♣♦5✐&✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥

❞❡ ❧✬+♥❡%❣✐❡ E ❡& ❞❡ ❧❛ ♣♦5✐&✐♦♥ 5✉% ❧❡ ❝✐❡❧ θ ✭❧❡ ❝❡♥&%❡ ❞✬✉♥ ❤❡❛❧♣✐①❡❧ ✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡

❝♦✉♣5 ❞❡ ❧❛ 5♦✉%❝❡ Fi(θ) ❛&&❡♥❞✉ ❞❛♥5 ❧❡ ❜✐♥ i✱ ❞✬+♥❡%❣✐❡ [Emin,i, Emax,i] 5✬+❝%✐& ✿

Fi(θ) =

∫ Emax,i

Emin,i

f(θ, E) Exp(θ, E) dE . ✭✺✳✾✮

❆✜♥ ❞❡ ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❛ <❙❋✱ ●❛❘❉✐❆♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛% 5❡ ❝♦♥❝❡♥&%❡% 5✉% 5❛

❞+♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ +♥❡%❣✐❡✱ ❡& ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ <❙❋ ♠♦②❡♥♥+❡ ❞❛♥5 ❝❤❛6✉❡ ❜✐♥ ❡♥ +♥❡%❣✐❡

Ψi(θ)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥5✐❞H%❡ &♦✉❥♦✉%5 ❧❡ ❜✐♥ i ❝❡❧❧❡✲❝✐ 5✬+❝%✐& ✿

Ψi(θ) =

∫ Emax,i

Emin,i
ψ(θ, E)F̄ (E) dE

∫ Emax,i

Emin,i
F̄ (E) dE

, ✭✺✳✶✵✮

❛✈❡❝ ψ(θ, E) ❧❛ <❙❋ ❡& F̄ (E) ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❧❛ 5♦✉%❝❡ ♠♦②❡♥♥+ 5✉% &♦✉& ❧❡ ❝✐❡❧ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥

❞❡ ❧✬+♥❡%❣✐❡✱ 6✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜&✐❡♥& ♣❛% ✐♥&+❣%❛&✐♦♥ 5✉% ❧✬❛♥❣❧❡ 5♦❧✐❞❡ ✿

F̄ (E) =
1

4π

∫

f(θ, E) dΩ . ✭✺✳✶✶✮

❊♥5✉✐&❡ ●❛❘❉✐❆♥ ❞+✈❡❧♦♣♣❡ Fi(θ) ❡& Ψi(θ) ❡♥ ❤❛%♠♦♥✐6✉❡5 5♣❤+%✐6✉❡5✱ ❡& ❧❡5 ❝♦♥✲

✈♦❧✉❡5✳ ▲❡ ✢✉① ❝♦♥✈♦❧✉+ ❞❡ ❧✬❡①♣♦5✐&✐♦♥ ❡& ❞❡ ❧❛ <❙❋✱ F̃i(θ)✱ 5✬❡①♣%✐♠❡ ❛❧♦%5 ✿

F̃i(θ) =
lmax
∑

l=0

l
∑

m=−l

√

4π

2l + 1
cl0,i alm,i Ylm(θ) . ✭✺✳✶✷✮

❈✬❡5& ❝❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❝♦✉♣5 ❞❛♥5 ❧❡ ❜✐♥ i 6✉✐ ❡5& ❡♥5✉✐&❡ ✉&✐❧✐5+ ❞❛♥5 ❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✿

L(X) =
∑

i,j

Di(θj) log(F̃i(θj, X))− F̃i(θj, X)− log(Di(θj)!) , ✭✺✳✶✸✮

❛✈❡❝ Di(θj) ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♣❤♦&♦♥5 ❞❛♥5 i ♠❡

❜✐♥ ❡♥ +♥❡%❣✐❡ ❡& ❧❡ j ♠❡

❜✐♥ 5♣❛&✐❛❧

✭❤❡❛❧♣✐①❡❧ ✮ ❞♦♥& ❧❡ ❝❡♥&%❡ ❛ ♣♦✉% ❝♦♦%❞♦♥♥+❡5 θj✱ ❡& ❛✈❡❝ X ❧❡5 ♣❛%❛♠H&%❡5 ❞✉ ♠♦❞✲

H❧❡✳

❙✐ ●❛❘❉✐❆♥ ❡5& ✉♥ ♦✉&✐❧ ❞+✈❡❧♦♣♣+ ♣❛% ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦%❛&✐♦♥✱ ✐❧ ✉&✐❧✐5❡ &♦✉&❡❢♦✐5 ❞❡5

❝♦♥✈❡♥&✐♦♥5 ❞✐✛+%❡♥&❡5 ❞❡5 ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧(✳ ❚♦✉& ❞✬❛❜♦%❞ ●❛❘❉✐❆♥ ♥❡ ❞+✜♥✐& ♣❛5 ❧❡5
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✐♥❞✐❝❡( (♣❡❝*+❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠1♠❡ ♠❛♥✐2+❡ 3✉❡ ❧❡( ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧(✳ ❉❛♥( ●❛❘❉✐❆♥ *♦✉(

❧❡( ✐♥❞✐❝❡( (♦♥* ❞:✜♥✐( ♥:❣❛*✐❢(✳ ❉❡ ♣❧✉( ❧❛ ❞:✜♥✐*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐((❛♥❝❡ ❛✈❡❝

✉♥❡ ❝♦✉♣✉+❡ (✉♣❡+✲❡①♣♦♥❡♥*✐❡❧❧❡ ♥✬❡(* ♣❛( ❧❛ ♠1♠❡ 3✉❡ ❞❛♥( ❧❡( ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧( ✭✈♦✐+

(❡❝*✐♦♥ ✻✳✸✳✶✮✳ ●❛❘❉✐❆♥ ❧❛ ❞:✜♥✐* ❝♦♠♠❡ ❝❡❝✐ ✿

dN

dE
(E) = N0 (E/E0)

γ e−( E
Ec

)b
✭✺✳✶✹✮

✺✳✹✳✷ ❯%✐❧✐(❛%✐♦♥ ❞❡ ●❛❘❉✐❆♥

❚♦✉( ❧❡( ♣❛+❛♠2*+❡( ❞♦♥* ●❛❘❉✐❆♥ ❛ ❜❡(♦✐♥ ❛✉ ❝♦✉+( ❞❡ (♦♥ ❡①:❝✉*✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥*

❧✉✐ 1*+❡ ❢♦✉+♥✐( ❛✉♣❛+❛✈❛♥*✳ ■❧( (♦♥* (*♦❝❦:( ❞❛♥( ✉♥ ✜❝❤✐❡+ ❛✉ ❢♦+♠❛* ❆❙❈■■ ❛♣♣❡❧:

✜❝❤✐❡+ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉+❛*✐♦♥✳

❉♦♥♥#❡%

●❛❘❉✐❆♥ ♣+❡♥❞ ❡♥ ❡♥*+:❡( ✉♥ ❝❡+*❛✐♥ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡+(✱ ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ ❞✬❡♥*+❡ ❡✉①

❡(* ✉♥ ✜❝❤✐❡+ ❞❡ ❞♦♥♥:❡(✳ ●❛❘❉✐❛◆ *+❛✈❛✐❧❧❡ (✉+ ✉♥❡ ❝❛+*❡ ❞❡ ❝♦✉♣( ✭♦O ❝✉❜❡ ❞❡

❝♦✉♣(✮ ❛✉ ❢♦+♠❛* ❍❊❆▲S✐①✳ ▲✬✉*✐❧✐(❛*❡✉+ ♣❡✉* ❧❛ ❢♦✉+♥✐+ ❞✐+❡❝*❡♠❡♥* ✭❡♥ ❧❡ ❝+:❛♥*

❣+T❝❡ U ❧✬♦♣*✐♦♥ ❍❊❆▲S✐① ❞❡ ❣-❜✐♥ ❞:❝+✐*❡ U ❧❛ (❡❝*✐♦♥ ✺✳✸✳✶✮ ✈✐❛ ❧❡ ♣❛+❛♠2*+❡

❝♦✉♥-(❖✉-❋✐❧❡ ♦✉ ❞❡♠❛♥❞❡+ U ●❛❘❉✐❆♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡+ U ♣❛+*✐+ ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡+ ❋❚✶✳

▲❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝❡ ✜❝❤✐❡+ ❋❚✶ ❡(* ❞♦♥♥: ✈✐❛ ❧❡ ♣❛+❛♠2*+❡ ❝♦✉♥-(❋✐❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝+:❡+ ❧❛

❝❛+*❡ ❞❡ ❝♦✉♣(✱ ●❛❘❉✐❆♥ ❛ ❜❡(♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛W*+❡ ❧✬♦+❞+❡ ❍❊❆▲S✐① U ✉*✐❧✐(❡+✱ 3✉❡ ❧✬♦♥

♣+:❝✐(❡ ✈✐❛ ❧❡ ♣❛+❛♠2*+❡ ❝♦✉♥-❖2❞❡2✳ ■❧ ❢❛✉* :❣❛❧❡♠❡♥* ♣+:❝✐(❡+ ❧❡( ❜♦+♥❡( ❡♥ :♥❡+❣✐❡(

✭❡▼✐♥ ❡* ❡▼❛① ✮ 3✉❡ ❧✬♦♥ (♦✉❤❛✐*❡ ❞♦♥♥❡+ U ❧❛ ❝❛+*❡ ❛✐♥(✐ 3✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❜✐♥( ❡♥

:♥❡+❣✐❡

✻

✭♥❊♥❡2❣②❇✐♥(✮ ❡* ❧❛ ❢❛X♦♥ ❞❡ ❞:✜♥✐+ ❝❡( ❜✐♥( ✭❡♥❡2❣②❇✐♥♥✐♥❣✮✳ ❊♥✜♥ ●❛❘✲

❉✐❆♥ ❛ ❜❡(♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛W*+❡ ❧❡ ♥♦♠ U ❞♦♥♥❡+ U ❧❛ ❝❛+*❡ ❍❊❆▲S✐①✱ ✭❝♦✉♥-(❖✉-❋✐❧❡✮✳

▲♦+( ❞✬✉♥❡ ♣+♦❝❤❛✐♥❡ ✐*:+❛*✐♦♥ ●❛❘❉✐❆♥ ❧✬✉*✐❧✐(❡+❛ ❞✐+❡❝*❡♠❡♥*✳ ❊♥ ❢❛✐* ●❛❘❉✐❆♥✱

❧♦+(3✉✬✐❧ (✬❡①:❝✉*❡✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛+ ✈:+✐✜❡+ (✐ ❧❡ ✜❝❤✐❡+ ❝♦✉♥-(❖✉-❋✐❧❡ ❡①✐(*❡✳ ❙✐ *❡❧

♥✬❡(* ♣❛( ❧❡ ❝❛( ✐❧ ❧❡ ❝+:❡ U ♣❛+*✐+ ❞✉ ✜❝❤✐❡+ ❋❚✶ ✭❝♦✉♥-(❋✐❧❡✮✳ ▲❡ ❧✐(*✐♥❣ ✺✳✷ ♠♦♥*+❡

✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①*+❛✐* ❞❡ ✜❝❤✐❡+ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉+❛*✐♦♥ ❝♦♥*❡♥❛♥* ❧❡( ♣❛+❛♠2*+❡( 3✉❡ ❧✬♦♥

✈✐❡♥* ❞❡ ♣+:(❡♥*❡+✳

▲✐(*✐♥❣ ✺✳✷ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛+❛♠2*+❡( +❡❧❛*✐❢( ❛✉① ❞♦♥♥:❡( U ❢♦✉+♥✐+ U ●❛❘❉✐❆♥

✶ ★❋❡#♠✐ ❋❚✶ ❢ ✐ ❧ ❡

✷ ❝♦✉♥. /❋ ✐ ❧ ❡ ❂ ❢.✶❴2✽❴✸✵✷❴✉❧.#❛❝❧❡❛♥✈❡.♦❴✻②❡❛#/❴③♠❛①✶✵✺ ✳ ❢ ✐ . /

✸ ★❚❤✐/ / ♣ ❡ ❝ ✐ ❢ ✐ ❡ / .❤❡ ❢ ✐ . ❜ ✐♥♥✐♥❣

✹ ❝♦✉♥.❖#❞❡# ❂ ✼

✺ ❡♥❡#❣②❇✐♥♥✐♥❣ ❂ ❧♦❣

✻ ♥❊♥❡#❣②❇✐♥/ ❂ ✶

✼ ★★★ ❇■◆✶✷ ★★★

✽ ❡▼✐♥ ❂ ✶✷✺✳✽✾✷✺✹✶✶✼✾

✾ ❡▼❛① ❂ ✶✺✽✳✹✽✾✸✶✾✷✹✻

✶✵ ★★★★★★★★★★★★

✶✶ ★❈♦✉♥./♠❛♣ ❝❛❝❤❡ ✳ ❯/❡❞ ✐♥ / . ❡❛❞ ♦ ❢ ❞ ❡ ❢ ✐ ♥ ✐ . ✐ ♦ ♥ ❛❜♦✈❡ ✐ ❢ ❡ ① ✐ / . /

✻✳ ▲❡/ ❜✐♥/ ❞P✜♥✐/ ✐❝✐ /❡#♦♥. ❧❡/ ♠R♠❡/ S✉❡ ❝❡✉① ✉.✐❧✐/P/ ❞❛♥/ ❧✬❛♥❛❧②/❡✳



✺✳✹✳ ▲✬❖❯❚■▲ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ●❆❘❉■❆◆ ✶✵✸

✶✷ ★♦"❤❡%✇✐ ( ❡ ✉(❡❞ "♦ ♦✉"♣✉" "❤❡ ❝♦✉♥"(

✶✸ ❝♦✉♥"(❖✉"❋✐ ❧❡ ❂ ❯▲❚❘❆❈▲❊❆◆❱❊❚❖❇■◆✶✷❴♦✉"❝♦✉♥"( ✳ ❢ ✐ " (

❘!♣♦♥%❡ ❞❡ ❧✬✐♥%+,✉♠❡♥+

●❛❘❉✐❆♥ ❛ ❡♥+✉✐-❡ ❜❡+♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛2-3❡ ❧❡+ ✐♥❢♦3♠❛-✐♦♥+ 3❡❧❛-✐✈❡+ 8 ❧✬✐♥+-3✉♠❡♥-✱

8 ❝♦♠♠❡♥❝❡3 ♣❛3 ❧✬❡①♣♦+✐-✐♦♥ ❝♦33❡+♣♦♥❞❛♥- 8 ❧❛ ❝❛3-❡ ❞❡ ❝♦✉♣+✳ ▲8 ❡♥❝♦3❡ ✐❧ ❡①✐+-❡

❞❡✉① ❢❛?♦♥+ ❞❡ ♣3♦❝@❞❡3✱ A✉✐ +♦♥- +✐♠✐❧❛✐3❡+ 8 ❝❡❧❧❡+ ❞@❝3✐-❡+ ♣3@❝@❞❡♠♠❡♥-✳ ▲✬✉-✐❧✐+❛✲

-❡✉3 ♣❡✉- ❝❤♦✐+✐3 ❞❡ ❢♦✉3♥✐3 ❝❡--❡ ❝❛3-❡ ❞✬❡①♣♦+✐-✐♦♥ ❞✐3❡❝-❡♠❡♥- ❛✉ ❢♦3♠❛- ❍❊❆▲F✐①

✭❡①♣♦+✉3❡❖✉-❋✐❧❡✮ ✭❡♥ ✉-✐❧✐+❛♥- ❧❡ ♠♦❞❡ ❍❊❆▲F■❳ ❞❡ ❣-❡①♣❝✉❜❡✷✮ ♦✉ ❛❧♦3+ ❢♦✉3♥✐3

✉♥❡ ❝❛3-❡ ✧♣❧❛-❡✧ ♣3♦❞✉✐-❡ ♣❛3 ❧❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧ ❣)❡①♣❝✉❜❡✷✱ ✈✐❛ ❧❡ ♣❛3❛♠P-3❡ ❡①♣♦✲

0✉1❡❋✐❧❡✳ ❉❛♥+ ❝❡ ❝❛+ ●❛❘❉✐❆♥ ❝♦♥✈❡3-✐- ❧❛ ❝❛3-❡ ✧♣❧❛-❡✧ ❡♥ ❝❛3-❡ ❍❊❆▲F✐① +✉✐✈❛♥-

❧❡+ ♠Q♠❡+ ♣❛3❛♠P-3❡+ A✉❡ ❝❡✉① ♣3@❝✐+@+ ♣♦✉3 ❧❛ ❝❛3-❡ ❞❡ ❝♦✉♣+✳ ●❛❘❉✐❆♥ ❛ ❛✉++✐

❜❡+♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛2-3❡ ❧❛ F❙❋ ❞✉ ▲❆❚ ♣♦✉3 ❧❡+ ❞♦♥♥@❡+ ✉-✐❧✐+@❡+✳ F♦✉3 ❝❡❧❛ ✐❧ +✉✣-

❞❡ ❢♦✉3♥✐3 ❧❡ ✜❝❤✐❡3 ❝♦33❡+♣♦♥❞❛♥- ✈✐❛ ❧❡ ♣❛3❛♠P-3❡ ♣0❢❋✐❧❡✳ ❈❡ ✜❝❤✐❡3 ❡+- ❝3@@ ❣3W❝❡

❛✉ ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧ ❣)♣0❢

✼

✳ ❙✐ ❧❡ ✜❝❤✐❡3 F❙❋ ❡+- ♦❜❧✐❣❛-♦✐3❡✱ ❧❡ ✜❝❤✐❡3 A✉✐ ❝♦♥-✐❡♥- ❧❡+

✐♥❢♦3♠❛-✐♦♥+ ❞♦♥- ●❛❘❉✐❆♥ ❛ ❜❡+♦✐♥ ♣♦✉3 ♣3❡♥❞3❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧❛ ❞✐+♣❡3+✐♦♥ ❡♥ @♥✲

❡3❣✐❡ ♥❡ ❧✬❡+- ♣❛+✳ ❈✬❡+- 8 ❞✐3❡ A✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉3 ❧❡+ ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧0✱ ❧❛ ❞✐+♣❡3+✐♦♥ ❡♥

@♥❡3❣✐❡ ♥✬❡+-✱ ♣❛3 ❞@❢❛✉-✱ ♣❛+ ♣3✐+❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡✳ ▲❡ ✜❝❤✐❡3 8 ❢♦✉3♥✐3 8 ●❛❘❉✐❆♥ ♣♦✉3

A✉✬✐❧ ♣3❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧❡ ❞✐+♣❡3+✐♦♥ ❡♥ @♥❡3❣✐❡ ❡+- ❣@♥@3@ ♣❛3 ❧✬♦✉-✐❧ ❣)❡❞✐0♣✳ F♦✉3

✉♥❡ @-✉❞❡ 8 ❜❛++❡ @♥❡3❣✐❡ ❧❛ ❞✐+♣❡3+✐♦♥ ❡♥ @♥❡3❣✐❡ ❞♦✐- Q-3❡ ♣3✐+❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡✱ ✐❧ ❢❛✉-

❞♦♥❝ ❢♦✉3♥✐3 ❝❡ ✜❝❤✐❡3 ✈✐❛ ❧❡ ♣❛3❛♠P-3❡ ❡❞✐0♣❋✐❧❡✳ ▲♦3+A✉❡ ●❛❘❉✐❆♥ ❛♣♣❧✐A✉❡ ❧❛

❞✐+♣❡3+✐♦♥ ❡♥ @♥❡3❣✐❡ ✐❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛3 ❡①-3❛♣♦❧❡3 ❧❡ +♣❡❝-3❡ ❡♥ ❞❡❤♦3+ ❞❡ ❧✬✐♥-❡3✈❛❧❧❡

❞✬@♥❡3❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②+❡✳ ▲✬❡①-3❛♣♦❧❛-✐♦♥ +❡ ❢❛✐- +✉3 ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✾ ❢♦✐+ ♣❧✉+ ❣3❛♥❞ A✉❡

❧✬♦3✐❣✐♥❛❧ ✭✹ ❜✐♥+ ✐♥❢@3✐❡✉3+ ✱ ✹ ❜✐♥+ +✉♣@3✐❡✉3+✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣3❡♥❞3❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ♣❧✉+ ❞❡

✾✾✪ ❞❡ ❧❛ ❞✐+♣❡3+✐♦♥ ❡♥ @♥❡3❣✐❡✳ ▲❛ ♠@-❤♦❞❡ ❝♦♥+✐+-❡ ❡♥+✉✐-❡ 8 ❝♦♥✈♦❧✉❡3 ❧❛ ❝❛3-❡

❞❡ ❝♦✉♣+ ♣3@❞✐-❡ ♣❛3 ❧❡ ♠♦❞P❧❡ +❛♥+ ❞✐+♣❡3+✐♦♥ ❡♥ @♥❡3❣✐❡ 8 ❧❛ ❞✐+♣❡3+✐♦♥ ❡♥ @♥❡3❣✐❡✳

❈❡ A✉✐ 3❡✈✐❡♥- 8 @❝3✐3❡ Ci✱ ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ ❝♦✉♣+ ❞❛♥+ ✉♥ ❜✐♥ ❡♥ @♥❡3❣✐❡ i✱ ❝♦♠♠❡ ✿

Ci =
∑

j

CjEdispj,i, ✭✺✳✶✺✮

❛✈❡❝ Cj ❧❡ ♥♦♠❜3❡ ❞❡ ❝♦✉♣+ ❞❛♥+ ✉♥ ❜✐♥ ❡♥ @♥❡3❣✐❡ j ♣3@❞✐- ♣❛3 ❧❡ ♠♦❞P❧❡ +❛♥+ -❡♥✐3

❝♦♠♣-❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐+♣❡3+✐♦♥ ❡♥ @♥❡3❣✐❡✱ ❡- Edispj,i ❡+- ❧❛ ❞✐+♣❡3+✐♦♥ ❡♥ @♥❡3❣✐❡ 8 ❧✬@♥❡3❣✐❡

Ej ✐♥-@❣3@ +✉3 ❧❡ ❜✐♥ i✱ ❡♥ +✉♣♣♦+❛♥- A✉❡ -♦✉+ ❧❡+ ❝♦✉♣+ +♦✐❡♥- ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ❜✐♥ ✐✳❡✳ ❡♥

Ej✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉3 ❞❡ Edispj,i ❡+- +-♦❝❦@❡ ❞❛♥+ ❧❡ ✜❝❤✐❡3 ❝3@@ ♣❛3 ❣)❡❞✐0♣✳ ▲✬♦✉-✐❧ ❣)❡❞✐0♣

♥❡ ❢❛✐- ♣❛+ ❡♥❝♦3❡ ♣❛3-✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐+-3✐❜✉-✐♦♥ ♦✣❝✐❡❧❧❡ ❞❡+ ❙❝✐❡♥❝❡ ❚♦♦❧+✱ ✐❧ ♥✬❡①✐+-❡

❞♦♥❝ ♣❛+ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥-❛-✐♦♥ 8 +♦♥ +✉❥❡-✳ ❱♦✐❝✐ ♥@❛♥♠♦✐♥+ ✉♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❞✬✉-✐❧✐+❛-✐♦♥ ✿

▲✐+-✐♥❣ ✺✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉-✐❧✐+❛-✐♦♥ ❞❡ ❣-❡❞✐+♣

✶ −❜❛(❤−✹✳✶✩ ❣ " ❡❞ ✐ (♣
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5 ✉♥ ❛✉3(❡ ♦✉3✐❧✱ ❧✉✐ ❛✉++✐ ❞)✈❡❧♦♣♣) ♣❛( ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦(❛3✐♦♥✱ ♠❛✐+ ❞♦♥3 ❧✬✉3✐❧✐+❛3✐♦♥ ❡+3

♠♦✐♥+ ❝♦✉(❛♥3❡✳ ❈❡3 ♦✉3✐❧✱ ♥♦♠♠) ●❛❘❉✐❆♥✱ ❛ ♣❡(♠✐+ ❞❡ ♣(♦❞✉✐(❡ ❧✬❛♥❛❧②+❡ 5 ❜❛++❡

)♥❡(❣✐❡ ❞)❝(✐3❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐3(❡ ✻✳ ▲♦(+ ❞❡ ❝❡33❡ )3✉❞❡ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ✐❞❡♥3✐✜) ✉♥ ❝❡(3❛✐♥

♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❜✉❣& ❛++♦❝✐)+ 5 ●❛❘❉✐❆♥✳



❚!♦✐$✐%♠❡ ♣❛!*✐❡

❆♥❛❧②$❡$ / ❜❛$$❡ 1♥❡!❣✐❡

✶✵✾





❈❍❆#■❚❘❊ ✻

❆♥❛❧②,❡ ❞✉ ❝✐❡❧ 2 ❜❛,,❡ 4♥❡5❣✐❡

❙♦♠♠❛✐%❡

✻✳✶ ▲❡ ❝✐❡❧ ( ❜❛++❡ ,♥❡.❣✐❡ ✈✉ ♣❛. ❧❡ ▲❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✻✳✷ ❊①8❡♥+✐♦♥+ ❞❡+ ♠♦❞<❧❡+ ❞✐✛✉+ ❥✉+?✉✬( ✶✵ ▼❡❱ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✻✳✷✳✶ ▲❡& ♠♦❞*❧❡& ,❛&& ✽ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✷✳✷ ❊①23❛♣♦❧❛2✐♦♥ ❞❡& ♠♦❞*❧❡& ❥✉&9✉✬; ✶✵ ▼❡❱ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✷✳✸ ❆❥✉&2❡♠❡♥2 ❛✉① ❞♦♥♥@❡& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✻✳✷✳✹ ▼@2❤♦❞❡ ❛❧2❡3♥❛2✐✈❡ ♣♦✉3 ❧✬❊●❚ ❡2 ❧✬❊❉■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✻✳✷✳✺ ❉♦♥♥@❡& ❯▲❚❘❆❈▲❊❆◆❱❊❚❖ ❡2 ♠♦❞*❧❡& ❛&&♦❝✐@& ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✻✳✸ ▲❡+ +♦✉.❝❡+ ♣♦♥❝8✉❡❧❧❡+ ✈✉❡+ ( ❜❛++❡ ,♥❡.❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✸✳✶ ▼@2❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥&23✉❝2✐♦♥ ❞❡& ❙❊❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✸✳✷ ❱❛❧✐❞❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠@2❤♦❞❡ &✉3 ✉♥❡ &✐♠✉❧❛2✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✻✳✸✳✸ ❘@&✉❧2❛2& ♦❜2❡♥✉& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✻✳✸✳✹ ❙2❛❜✐❧✐2@ ❞❡& 3@&✉❧2❛2& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

▲❡" #$❛✈❛✉① #❡❝❤♥✐-✉❡" ♣$/"❡♥#/" ❞❛♥" ❧❛ ♣$❡♠✐3$❡ ♣❛$#✐❡ ❞❡ ❝❡##❡ #❤3"❡ ❛✈❛✐❡♥#

♣♦✉$ ❜✉# ❞❡ ♣❡$♠❡##$❡ ❧✬❛♥❛❧②"❡ ❞❡" ❞♦♥♥/❡" ❞✉ ▲❆❚ ❞❛♥" ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✶✵✲✶✵✵ ▼❡❱✱

❞♦♠❛✐♥❡ ❣/♥/$❛❧❡♠❡♥# ❡①❝❧✉ ❞❡" ❛♥❛❧②"❡"✳ ❆ ♣$/"❡♥# ♦♥ "❡ ♣$♦♣♦"❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡$

♣❛$ $❡❣❛$❞❡$ ❝❡" ❞♦♥♥/❡" ❡♥ /#❛❜❧✐""❛♥# ❞❡" ❝❛$#❡" ❞✉ ❝✐❡❧ B ❜❛""❡ /♥❡$❣✐❡✱ ♣✉✐"

❞✬/#❡♥❞$❡ ❧❡" ♠♦❞3❧❡" ❞✐✛✉" ❥✉"-✉✬B ✶✵ ▼❡❱✱ ❡# ❡♥✜♥ ❞❡ #❡♥#❡$ ✉♥❡ ♣$❡♠✐3$❡ ❛♥❛❧②"❡

❞❡ -✉❡❧-✉❡" "♦✉$❝❡" ❜✐❡♥ ❝❤♦✐"✐❡" ❞/❥B ♦❜"❡$✈/❡" ♣❛$ ❈❖▼H❚❊▲✳ ❈❡" ❛♥❛❧②"❡" "❡$♦♥#

♣$/❧✐♠✐♥❛✐$❡" ❝❛$ ❧❛ "✉$❢❛❝❡ ❡✛❡❝#✐✈❡ ❞✉ ▲❆❚ ♥✬❛ ♣❛" /#/ ✈❛❧✐❞/❡ ❡♥ ❞❡""♦✉" ❞❡ ✸✵

▼❡❱✳ ▲❡" ❡$$❡✉$" "②"#/♠❛#✐-✉❡" ❞❡♠❡✉$❡♥# ❡❧❧❡" ❛✉""✐ ♠❛❧ ❝♦♥♥✉❡" B ❝❡" /♥❡$❣✐❡"✱ "✐

❜✐❡♥ -✉❡ ♠L♠❡ "✐ ❧❡" ♠♦❞3❧❡" "♦♥# /#❡♥❞✉" ❥✉"-✉✬B ✶✵ ▼❡❱✱ ♦♥ ❧✐♠✐#❡$❛ ❧❡ "❡✉✐❧ ❜❛""❡

/♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②"❡ ❞❡" "♦✉$❝❡" B ✹✵ ▼❡❱✳ ▲✬♦✉#✐❧ ✉#✐❧✐"/ ♣♦✉$ ❝❡##❡ ❛♥❛❧②"❡ "❡$❛

●❛❘❉✐❆♥ ✭✈♦✐$ "❡❝#✐♦♥ ✺✳✹✮✱ -✉✐ ♣❡$♠❡# ❞✬❡✛❡❝#✉❡$ ❞❡" ❛♥❛❧②"❡" "✉$ ❧❡ ❝✐❡❧ ❡♥#✐❡$

✶✶✶



✶✶✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✻✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❉❯ ❈■❊▲ ➚ ❇❆❙❙❊ ➱◆❊❘●■❊

✭❛❧❧✲#❦② ❛♥❛❧②#✐#✮✱ ❝❡ '✉✐ ❡*+ ✐♥❞✐*♣❡♥*❛❜❧❡ ✐❝✐✱ ❛✜♥ ❞✬❛❥✉*+❡5 ❧❡* ♠♦❞8❧❡* ❡①+5❛♣♦❧:*

❞❡* *♦✉5❝❡* ❞✐✛✉*❡* ❛✉① ❞♦♥♥:❡* ❞✉ ▲❆❚ ? ❜❛**❡ :♥❡5❣✐❡✳

✻✳✶ ▲❡ ❝✐❡❧ ( ❜❛++❡ ,♥❡.❣✐❡ ✈✉ ♣❛. ❧❡ ▲❆❚

❊♥ ♣5:❛♠❜✉❧❡ ? ❧✬❛♥❛❧②*❡ ❜❛**❡ :♥❡5❣✐❡✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛5 5❡❣❛5❞❡5 ❧✬❛*♣❡❝+ ❞❡*

❝❛5+❡* ❞❡ ❝♦✉♣*✳ ❈❡* ❝❛5+❡*✱ 5:❛❧✐*:❡* ? ♣❛5+✐5 ❞❡ ✻ ❛♥* ❞❡ ❞♦♥♥:❡* F❛** ✽ ❙❖❯❘❈❊

❝♦✉♣:❡* ? ③♠❛①❂✶✵✵✱ ✈✐*✐❜❧❡* ❡♥ ✜❣✉5❡ ✻✳✶✱ ♠♦♥+5❡♥+✱ ? ♠❡*✉5❡ '✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡*❝❡♥❞ ❡♥

:♥❡5❣✐❡✱ ❧❛ ♣5:♣♦♥❞:5❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬:♠✐**✐♦♥ ❣❛♠♠❛ +❡55❡*+5❡ ✭❊●❚✮ ✭✈♦✐5 *❡❝+✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮

'✉✐ ❡♥ ✈✐❡♥+ ? ♠❛*'✉❡5 ✐♥+:❣5❛❧❡♠❡♥+ ❧❡* ❛✉+5❡* *♦✉5❝❡* ? +58* ❜❛**❡ :♥❡5❣✐❡ ✭✈❡5* ✶✵

▼❡❱✮✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐5 ♦❜*❡5✈❡5 ❞❡* *♦✉5❝❡* ♣♦♥❝+✉❡❧❧❡* ? +58* ❜❛**❡ :♥❡5❣✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉+

❞♦♥❝ U+5❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ *✉♣♣5✐♠❡5 ❧✬:♠✐**✐♦♥ ❣❛♠♠❛ +❡55❡*+5❡✳ F♦✉5 ❝❡❧❛ ♦♥ ♣❡✉+ ❡♥✲

✈✐*❛❣❡5 ❞❡✉① ❛♣♣5♦❝❤❡* ✿ ❧❛ ♣5❡♠✐85❡ ❝♦♥*✐*+❡ ? ❛♣♣❧✐'✉❡5 ✉♥❡ ❝♦✉♣✉5❡ ❞❡ ♣❧✉* ❡♥

♣❧✉* ❞✉5❡ ❡♥ ③♠❛① ? ♠❡*✉5❡ '✉❡ ❧✬:♥❡5❣✐❡ ❞:❝5♦Y+ ✭❝❡ '✉✐ ❡*+ ❝♦✉5❛♠♠❡♥+ ❢❛✐+ ♣♦✉5

❧❡* ❛♥❛❧②*❡* F❛** ✽✮✱ ❧❛ *❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥*✐*+❡ ? ♠♦❞:❧✐*❡5 ❧✬:♠✐**✐♦♥ ❣❛♠♠❛ +❡55❡*+5❡✳ ▲❛

*✉5❢❛❝❡ ❡✛❡❝+✐✈❡ ❝❤✉+❛♥+ ❞5❛*+✐'✉❡♠❡♥+ ? ❜❛**❡ :♥❡5❣✐❡ ✭✈♦✐5 ✜❣✉5❡ ✸✳✼✮✱ ♥♦✉* ❛✈♦♥*

♣5:❢:5: ❝❤♦✐*✐5 ❧✬❛♣♣5♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞:❧✐*❛+✐♦♥ '✉✐ ♣❡5♠❡+ ❞❡ *❡ ❞:❜❛55❛**❡5 ❞❡ ❧✬:♠✐*✲

*✐♦♥ ❣❛♠♠❛ +❡55❡*+5❡ *❛♥* ♣♦✉5 ❛✉+❛♥+ ♣❡5❞5❡ ❞✬❛✉+5❡* ♣❤♦+♦♥*✱ ❛✉ ❝♦♥+5❛✐5❡ ❞❡ ❧❛

❝♦✉♣✉5❡ ❡♥ ③♠❛①✱ '✉✐ *✐ ❡❧❧❡ +5♦♣ *:✈85❡ ❝5:❡ ❞❡* ✧+5♦✉*✧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡* ♣\❧❡* ❝:❧❡*+❡*

✭❝❡❧❡#*✐❛❧ ♣♦❧❡#✮✳ F♦✉5 +♦✉+❡* ❝❡* 5❛✐*♦♥* ❡+ ❛✉**✐ ❛✜♥ ❞✬❛❜♦5❞❡5 ❧❛ '✉❡*+✐♦♥ *♦✉* ✉♥

❛♥❣❧❡ ♦5✐❣✐♥❛❧✱ ❧❛ ♣5❡♠✐85❡ ♦♣+✐♦♥ :+❛♥+ ❝❡❧❧❡ ❢❛✈♦5✐*:❡ ♣❛5 ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦5❛+✐♦♥✱ ♥♦✉*

❛✈♦♥* ♦♣+: ♣♦✉5 ✉♥❡ ♠♦❞:❧✐*❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊●❚✳ ❉❛♥* ❧❛ ♣❛5+✐❡ ❞❡ ♣❧✉* ❤❛✉+❡ :♥❡5❣✐❡

❞❡ ❧❛ ✜❣✉5❡ ✻✳✶ ♦♥ 5❡❝♦♥♥❛Y+ ❞❡* *♦✉5❝❡* ♣♦♥❝+✉❡❧❧❡* ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡* +❡❧❧❡* '✉❡ ❱❡❧❛✱

❧❡ ❈5❛❜❡ ♦✉ ❡♥❝♦5❡ ❧❡ ❜❧❛③❛5 ✸❈✹✺✹✳✸ '✉✐ *❡5♦♥+ ❞❡* ❝✐❜❧❡* ♥❛+✉5❡❧❧❡* ? ♣❧✉* ❜❛**❡

:♥❡5❣✐❡✱ ❝♦♠♠❡ +♦✉+❡* ❧❡* ❛✉+5❡* *♦✉5❝❡* ✈✉❡* ♣❛5 ❈❖▼F❚❊▲✳ ◆♦✉* ❝♦♠♠❡♥❝❡5♦♥*

❞♦♥❝ ♣❛5 ♣5:*❡♥+❡5 ❧❡* ♠♦❞8❧❡* ❞✐✛✉* ❞:❧✐✈5:* ♣❛5 ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦5❛+✐♦♥ ❛✐♥*✐ '✉❡ ❧❡✉5*

❧✐♠✐+❡*✳ ❉❛♥* ✉♥ ❞❡✉①✐8♠❡ +❡♠♣* ♥♦✉* ♣5:*❡♥+❡5♦♥* ❧❡* ❞✐✛:5❡♥+❡* ♠:+❤♦❞❡* ❡♠✲
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=✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥✉%.❡ ) ✻ ❛♥% ❞❡ ❞♦♥♥,❡% K❛%% ✽ ❙❖❯❘❈❊ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦✉♣✉+❡ ) ③♠❛①❂✶✵✵✱

❡♥.+❡ ✶✵ ▼❡❱ ❡. ✶ ●❡❱✳ ❖♥ ✉.✐❧✐%❡ ✶✵ ❜✐♥% ♣❛+ ❞,❝❛❞❡ ❡♥.+❡ ✶✵ ▼❡❱ ❡. ✸✵ ▼❡❱✱

%♦✐. ✷✵ ❜✐♥% ❛✉ .♦.❛❧✳ ▲✬❛❥✉%.❡♠❡♥. %❡ ❢❛✐. ❜✐♥ ) ❜✐♥✳ K♦✉+ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡% ❝♦♠♣♦%❛♥.❡%

❞✉ ♠♦❞2❧❡✱ ♦♥ ❞,✜♥✐. ✭❞❛♥% ❝❤❛=✉❡ ❜✐♥✮ ✉♥ ♣+,✲❢❛❝.❡✉+ ✭%✐♠♣❧❡ ❢❛❝.❡✉+ ♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐❢

❞✉ #❡♠♣❧❛#❡ ❝♦♥%✐❞,+,✮ =✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥✉%.❡ ❛✉① ❞♦♥♥,❡%✳ ❈✬❡%. ❛✐♥%✐ =✉❡ ❧✬♦♥ +❡♥♦+♠❛❧✐%❡

❝❤❛=✉❡ ♠♦❞2❧❡✳ ▲❛ ❞✐%♣❡+%✐♦♥ ❡♥ ,♥❡+❣✐❡ ❡%.✱ ❞✬✉♥❡ ❝❡+.❛✐♥❡ ♠❛♥✐2+❡✱ ❞,❥) ♣+✐%❡ ❡♥

❝♦♠♣.❡ ♣♦✉+ ❝❡% ♠♦❞2❧❡% ❝❛+ ✐❧% ♦♥. ,., ❣,♥,+,%✱ ♣❛+ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦+❛.✐♦♥✱ %❛♥% .❡♥✐+

❝♦♠♣.❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐%♣❡+%✐♦♥ ❡♥ ,♥❡+❣✐❡✳ ▲❡ %♣❡❝.+❡ ❞❡% ♠♦❞2❧❡% ❢♦✉+♥✐% ❡%. ❞♦♥❝ ❞,❥)

❝♦♥✈♦❧✉, ❞❡ ❧❛ ❞✐%♣❡+%✐♦♥ ❡♥ ,♥❡+❣✐❡✳ ❆✉❝✉♥❡ %♦✉+❝❡ ♣♦♥❝.✉❡❧❧❡ ♥✬❡%. ❛❥♦✉.,❡ ❛✉

♠♦❞2❧❡✱ ❧❡% +,%✐❞✉%

✸

✈✐%✐❜❧❡% ) ❧❛ ✜❣✉+❡ ✻✳✸✱ ❞❡✈+❛✐❡♥. ❞♦♥❝ ❧❡% ❧❛✐%%❡+ ❛♣♣❛+❛^.+❡

%❡✉❧❡%✳ ❖♥ ❝♦♥%.❛.❡ ♥,❛♥♠♦✐♥%✱ %✐ ♦♥ %❡ ❢♦❝❛❧✐%❡ %✉+ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ✶✵✲✸✵ ▼❡❱✱ ❧❛ ♣+,%❡♥❝❡

❞❡ +,%✐❞✉% ❝❛+❛❝.,+✐%.✐=✉❡% ❞❡ ❧✬,♠✐%%✐♦♥ ❣❛♠♠❛ .❡++❡%.+❡✳ ❈❡..❡ ❝❛+.❡ ♥♦✉% ❛♣♣+❡♥❞

❞♦♥❝ ❞❡✉① ❝❤♦%❡% ✿

− K+❡♠✐2+❡♠❡♥.✱ ❧❛ %✐♠♣❧✐✜❝❛.✐♦♥ ❞✐%❛♥. =✉❡ ❧❡% ✈❛+✐❛.✐♦♥% ❞❡ ❧❛ ♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❡

❞❡% ❝♦♠♣♦%❛♥.❡% ❣❛❧❛❝.✐=✉❡% ❞✐✛✉%❡% ❡. ❙♦❧❡✐❧✴▲✉♥❡ ♥✬❛ ♣❛% ❞✬✐♠♣❛❝. %✉+ ❧✬❛✲

❥✉%.❡♠❡♥. ❝❛+ ♦♥ ♥✬♦❜%❡+✈❡ ❛✉❝✉♥ +,%✐❞✉ ) ❧❛ ♣♦%✐.✐♦♥ ❞❡ ❝❡% %♦✉+❝❡%✳

− ❉❡✉①✐2♠❡♠❡♥.✱ ♦♥ ❝♦♥%.❛.❡ =✉❡ ❧❡ #❡♠♣❧❛#❡ ❡①.+❛♣♦❧, ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥. ♣❛% ♣♦✉+

❧✬❊●❚ ❝❛+ ❞❡% +,%✐❞✉% ❝❛+❛❝.,+✐%.✐=✉❡% ❞❡ ❧✬❊●❚ ✭❛♥♥❡❛✉① ♣+,% ❞❡% ♣`❧❡% ❝,❧❡%.❡%✮

❛♣♣❛+❛✐%%❡♥.✳ ■❧ ✈❛ ❞♦♥❝ ❢❛❧❧♦✐+ ❡♥✈✐%❛❣❡+ ✉♥❡ ♠,.❤♦❞❡ ❛❧.❡+♥❛.✐✈❡ ♣♦✉+ ❧✬❊●❚✳

✻✳✷✳✹ ▼0(❤♦❞❡ ❛❧(❡5♥❛(✐✈❡ ♣♦✉5 ❧✬❊●❚ ❡( ❧✬❊❉■

▲❛ ✜❣✉+❡ ✻✳✶ ♠♦♥.+❡ ✉♥❡ ,✈♦❧✉.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❊●❚✳ ❙❛ %✉+❢❛❝❡ ❛✉❣✲

♠❡♥.❡ ) ♠❡%✉+❡ =✉❡ ❧✬,♥❡+❣✐❡ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞2❧❡ ❡①.+❛♣♦❧, ❧❛✐%%❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛+❣❡%

+,%✐❞✉% %♣❛.✐❛✉① =✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✉❞+❛✐. ,❧✐♠✐♥❡+ ❡♥ +,✲❛❥✉%.❛♥. ❧❛ ♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❡ ) ❜❛%%❡

,♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❧✬,♠✐%%✐♦♥ ❣❛♠♠❛ .❡++❡%.+❡✳ K♦✉+ ❝❡❧❛ ♦♥ ✉.✐❧✐%❡ ✉♥❡ ❝❧❛%%❡ ❞❡ ●❛❘❉✐❆♥

✭❊❛)#❤▲✐♠❜▼♦❞❡❧ ✮ ❞♦♥. ❧❡ ♠♦❞2❧❡ %♣❛.✐❛❧ ❡%. ❝♦♠♣♦%, ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❞,❝❧✐♥❛✐%♦♥ ✭%②%✲

.2♠❡ ❞❡ +,❢,+❡♥❝❡ ,=✉❛.♦+✐❛❧✮✳ ❈❡..❡ .❡❝❤♥✐=✉❡ ❡%. ❝❡❧❧❡ =✉✐ ❡%. ✉.✐❧✐%,❡ ♣♦✉+ ❣,♥,+❡+

✸✳ ✭❞♦♥♥&❡( ✲ ♠♦❞+❧❡✮✴♠♦❞+❧❡



✻✳✷✳ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❉❊❙ ▼❖❉➮▲❊❙ ❉■❋❋❯❙ ❏❯❙◗❯✬➚ ✶✵ ▼❊❱ ✶✶✺

❧❡ ♠♦❞'❧❡ (♣❛+✐❛❧ ❞❡ ❧✬❊●❚ 1 ♣❧✉( ❤❛✉+❡ 4♥❡6❣✐❡ ❞4❧✐✈64 1 ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦6❛+✐♦♥✳ ◆♦✉(

❛✈♦♥( ❞♦♥❝ 6❡♣6✐( ❝❡++❡ ♠4+❤♦❞❡ 1 ♣❧✉( ❜❛((❡ 4♥❡6❣✐❡✳ ❖♥ ✐♥❝❧✉+ ❞❛♥( ♥♦+6❡ ♠♦❞'❧❡ ✿

− ❧❡ ♠♦❞'❧❡ ❞✬4♠✐((✐♦♥ ❞✐✛✉(❡ ❣❛❧❛❝+✐@✉❡✱

− ❧❡ ♠♦❞'❧❡ ❙♦❧❡✐❧✴▲✉♥❡✱

− ❧❡ ♠♦❞'❧❡ ❡♥ ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❞4❝❧✐♥❛✐(♦♥✱

− ❧❡( (♦✉6❝❡( ❞✉ ❝❛+❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲✳

❖♥ ❛❥✉(+❡ ✭❜✐♥ 1 ❜✐♥✮ ✉♥ ♣64❢❛❝+❡✉6 ♣♦✉6 ❧❡( ❞❡✉① ♣6❡♠✐❡6( ♠♦❞'❧❡(✳ ▲❡( (♦✉6❝❡(

❞✉ ❝❛+❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ (♦♥+ ❧❛✐((4❡( ✜①❡(✳ M♦✉6 ❧❡ ♠♦❞'❧❡ ❊❛"#❤▲✐♠❜▼♦❞❡❧ ♦♥ ❛❥✉(+❡

✶✽ ♣64✲❢❛❝+❡✉6(✱ ✉♥ +♦✉( ❧❡( ❞✐① ❞❡❣64(✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉6 ❞❡( ♣64❢❛❝+❡✉6( ❞❡( ✼✷ ❛✉+6❡(

❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❞4❝❧✐♥❛✐(♦♥ ❡(+ ✐♥+❡6♣♦❧4❡ 1 ♣❛6+✐6 ❞❡( ✈❛❧❡✉6( ❛❥✉(+4❡(✳ ❈❡++❡ ♦♣46❛+✐♦♥

❡(+ 6❡♥♦✉✈❡❧4❡ ❞❛♥( ❝❤❛@✉❡ ❜✐♥ ❡♥ 4♥❡6❣✐❡✳ ❈❡++❡ ❢♦✐( ❡♥❝♦6❡✱ ♦♥ ✉+✐❧✐(❡ ✷✵ ❜✐♥( ❡♥

4♥❡6❣✐❡ ✭✶✵ ♣❛6 ❞4❝❛❞❡( ❡♥+6❡ ✶✵ ▼❡❱ ❡+ ✶ ●❡❱✮✳ ❖♥ 6❡♠❛6@✉❡ @✉❡ ❧❛ ❧✐(+❡ ❞❡(

❝♦♠♣♦(❛♥+❡( ❞✉ ♠♦❞'❧❡ ♥❡ ❢❛✐+ ♣❛( ✐♥+❡6✈❡♥✐6 ❞❡ ♠♦❞'❧❡ ♣♦✉6 ❧✬4♠✐((✐♦♥ ✐(♦+6♦♣❡✳

❈❡ ♥✬❡(+ ♣❛( ♥4❝❡((❛✐6❡ ❝❛6 ❧❡ ♠♦❞'❧❡ ❊❛"#❤▲✐♠❜▼♦❞❡❧ ♣❡✉+ 1 ❧❛ ❢♦✐( ❞4❝6✐6❡ ❧✬❊●❚ ❡+

❧✬4♠✐((✐♦♥ ✐(♦+6♦♣❡✳ ■❧ ❡(+ ♠W♠❡ ♣❧✉( ❛✈❛♥+❛❣❡✉① ❞❡ ♣6♦❝4❞❡6 ❛✐♥(✐ ❝❛6 ❛✉✲❞❡❧1 ❞❡ ✷✵✵

▼❡❱ ❧✬❊●❚ ❡(+ @✉❛(✐ ♥✉❧❧❡✳ ❯♥❡ ❞4❣4♥46❡(❝❡♥❝❡ ♥4❢❛(+❡ 1 ❧✬❛❥✉(+❡♠❡♥+ (✬✐♥(+❛❧❧❡6❛✐+

❞♦♥❝ ❡♥+6❡ ❧❡ ♠♦❞'❧❡ ❊❛"#❤▲✐♠❜▼♦❞❡❧ ❡+ ✉♥ ♠♦❞'❧❡ ✐(♦+6♦♣❡ @✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉+❡6❛✐+✳

❯♥❡ ❢♦✐( ❧✬❛❥✉(+❡♠❡♥+ ❛✉① ❞♦♥♥4❡( ✭✻ ❛♥( ❞❡ ❞♦♥♥4❡( M❛(( ✽ ❙❖❯❘❈❊ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❝♦✉♣✉6❡ 1 ③♠❛①❂✶✵✵✱ ❡♥+6❡ ✶✵ ▼❡❱ ❡+ ✶ ●❡❱✮ +❡6♠✐♥4✱ ♦♥ ♣❡✉+ ♣6♦❝4❞❡6 1 ♣❧✉(✐❡✉6(

✈46✐✜❝❛+✐♦♥(✳ ❚♦✉+ ❞✬❛❜♦6❞ ♦♥ ♣❡✉+ 4+✉❞✐❡6 ❧❡ ♣6♦✜❧ ❞❡ ❞4❝❧✐♥❛✐(♦♥ ❞✉ ❊❛"#❤▲✐♠❜✲

▼♦❞❡❧ ✭✈♦✐6 ✜❣✉6❡ ✻✳✹✮✳ ➪ ❜❛((❡ 4♥❡6❣✐❡✱ ❧✬❊●❚ ❡(+ ❞♦♠✐♥❛♥+❡ ♣❛6 6❛♣♣♦6+ 1 ❧✬4♠✐(✲

(✐♦♥ ✐(♦+6♦♣❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥+6❡ ❛✉((✐ ❧❛ ✜❣✉6❡ ✻✳✶✳ ❖♥ (✬❛++❡♥❞ ❛❧♦6( 1 ❝❡ @✉❡ ❧❛

(+6✉❝+✉6❡ ❞✉ ♣6♦✜❧ ❞❡ ❞4❝❧✐♥❛✐(♦♥ (♦✐+ (❡♠❜❧❛❜❧❡ 1 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❊●❚ ♦❜(❡6✈4❡ ♣❛6 ❧❛

❝♦❧❧❛❜♦6❛+✐♦♥ 1 ♣❧✉( ❤❛✉+❡ 4♥❡6❣✐❡✳ ❈✬❡(+ ❡♥ ❡✛❡+ ❝❡ @✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜(❡6✈❡ ✿ ✉♥❡ (+6✉❝+✉6❡

1 ❞❡✉① ♣✐❝(✳ ➪ ♠❡(✉6❡ @✉❡ ❧✬4♥❡6❣✐❡ ❛✉❣♠❡♥+❡✱ ❧✬❊●❚ ❡(+ ❞❡ ♠♦✐♥( ❡♥ ♠♦✐♥( ❞♦♠✐✲

♥❛♥+❡ ❡+ ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥+ ♥4❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛6 6❛♣♣♦6+ 1 ❧✬4♠✐((✐♦♥ ✐(♦+6♦♣❡ ❛✉① ❛❧❡♥+♦✉6( ❞❡

✷✵✵ ▼❡❱✳ ❖♥ (✬❛++❡♥❞ ❛❧♦6( 1 ❝❡ @✉❡ ❧❡ ♣6♦✜❧ ❞❡ ❞4❝❧✐♥❛✐(♦♥ ❞✉ ♠♦❞'❧❡ ❊❛"#❤▲✐♠❜✲
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♣❛# ❧❡ ❝❛+❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ ❞♦✐+ `+#❡ &❣❛❧❡ M ❝❡❧❧❡ ✉+✐❧✐%❛♥+ ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐%%❛♥❝❡

❞✬✐♥❞✐❝❡ ✲✷✳ ❈❡❝✐ #❡✈✐❡♥+ M &❝#✐#❡ ✿

dN

dE

∣

∣

∣

∣

3FGL

(Emoy) = N0

(

Emoy

E0

)

−2

, ✭✻✳✷✮

❞✬♦a

N0 =
dN

dE

∣

∣

∣

∣

3FGL

(Emoy)

(

Emoy

E0

)+2

✭✻✳✸✮
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▲❡ %②♣❡ ❞❡ )♣❡❝%+❡ ♣+♦✈❡♥❛♥% ❞✉ ❝❛%❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ (dN/dE|3FGL) ♣❡✉% 6%+❡ ❞❡

♣❧✉)✐❡✉+) ❢♦+♠❡) ✿

− ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ;✉✐))❛♥❝❡ ✭ ♦✇❡$▲❛✇ ✮

dN

dE
(E) = N0

(

E

E0

)

−Γ

, ✭✻✳✹✮

A✉✐ ❞B♣❡♥❞ ❞❡ %+♦✐) ♣❛+❛♠C%+❡) ✿ ✉♥ ♣+B❢❛❝%❡✉+ ✭N0✮✱ ✉♥❡ B♥❡+❣✐❡ ♣✐✈♦%

✹

✭E0✮

❡% ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ✭Γ✮ ❀
− ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐))❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦✉♣✉+❡ ❡①♣♦♥❡♥%✐❡❧❧❡ ✭ ▲❊①♣❈✉,❖✛ ✮

dN

dE
(E) = N0

(

E

E0

)

−Γ

exp

[(

E0

Ec

)

−
(

E

Ec

)]

, ✭✻✳✺✮

A✉✐ ❞B♣❡♥❞ ❞❡ ✹ ♣❛+❛♠C%+❡) ✿ ✉♥ ♣+B✲❢❛❝%❡✉+ ✭N0✮✱ ✉♥❡ B♥❡+❣✐❡ ♣✐✈♦% ✭E0✮ ❡%

✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ✭Γ✮ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉+ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐))❛♥❝❡✱ ❛✐♥)✐ A✉✬✉♥❡ B♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉+❡

✭Ec✮ ❀

− ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐))❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦✉♣✉+❡ )✉♣❡+✲❡①♣♦♥❡♥%✐❡❧❧❡ ✭ ▲❙✉♣❡$❊①♣❈✉,❖✛ ✮

dN

dE
(E) = N0

(

E

E0

)

−Γ

exp

[

(

E0

Ec

)β

−
(

E

Ec

)β
]

, ✭✻✳✻✮

❞B♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ♣❛+❛♠C%+❡ )✉♣♣❧B♠❡♥%❛✐+❡ ✭β✮ A✉✐ ♣❡+♠❡% ✉♥❡ ❞B❝+♦✐))❛♥❝❡ ♣❧✉)

♦✉ ♠♦✐♥) +❛♣✐❞❡ A✉✬✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥%✐❡❧❧❡ ✭β = 1✮ ❀
− ❧❛ ♣❛+❛❜♦❧❡ ❧♦❣❛+✐%❤♠✐A✉❡ ✭▲♦❣ ❛$❛❜♦❧❛✮

dN

dE
(E) = N0

(

E

E0

)

−α−β log
(

E
E0

)
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A✉✐ ❞B♣❡♥❞ ❞❡ ✹ ♣❛+❛♠C%+❡) ✿ ❧❡ ♣+B❢❛❝%❡✉+ ✭N0✮✱ ❧✬B♥❡+❣✐❡ ♣✐✈♦% ✭E0✮ ❡% ❧❡)

♣❛+❛♠C%+❡) ❞❡ ❧❛ ♣❛+❛❜♦❧❡ ✭α ❡% β✮✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥)%+✉✐+❡ ❧❛ ❙❊❉ ❞❡ ❝❤❛A✉❡ )♦✉+❝❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❛♥) ❝❤❛A✉❡ ❜✐♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉+

♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ✭E2dN/dE✮✳ ❙✐ ❞❛♥) ❧❡ ❜✐♥ i ❞✬B♥❡+❣✐❡) ❧✐♠✐%❡) ✭Ei
min, E

i
max✮ ❧❡ ♣+B✲

❢❛❝%❡✉+ %+♦✉✈B ♣❛+ ❧✬❛❥✉)%❡♠❡♥% ❡)% N i
0 ❛❧♦+) ❧❡ E2dN/dE ♠♦②❡♥ ❞❛♥) ❧❡ ❜✐♥ i ❡)%

❢❛❝✐❧❡♠❡♥% ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ✿

< E2dN

dE
>i =

1

Ei
max − Ei

min

∫ Ei
max

Ei
min

E2N i
0

(

E

E0

)

−2

✭✻✳✽✮

= N i
0E

2
0 .

❖♥ ♣❡✉% ❡♥)✉✐%❡ %+❛❝❡+ ❧❛ )✉✐%❡ ❞❡) < E2dN/dE >i ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬B♥❡+❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡

❞✉ ❜✐♥ ❡% ❝♦♠♣❛+❡+ ❛✉ ❝❛%❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ ✭♣❛+ ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❖♥ )✬❛%%❡♥❞ ❛❧♦+) U ❛✈♦✐+

✹✳ ❘❡♠❛&'✉❡ ✿ ▲✬,♥❡&❣✐❡ ♣✐✈♦3 ❡3 ❧❡ ♣&,❢❛❝3❡✉& ♥❡ ♣❡✉✈❡♥3 73&❡ ❛❥✉93,9 ❡♥ ♠7♠❡ 3❡♠♣9✱ ❝❛& ❝❡9

♣❛&❛♠;3&❡9 9♦♥3 ❞,❣,♥,&,9✳
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❞❡$ ✈❛❧❡✉)$ $✐♠✐❧❛✐)❡$ , ❤❛✉.❡ /♥❡)❣✐❡✱ ❧❡$ ♠♦❞4❧❡$ ❞✉ ❝❛.❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ /.❛♥. ❛❥✉$./$

$✉) ❞❡$ ❞♦♥♥/❡$ ;❛$$ ✼ ❘❡♣ ❞❡$❝❡♥❞❛♥. ❥✉$?✉✬, ✶✵✵ ▼❡❱ ❡. $❛♥$ ❞✐$♣❡)$✐♦♥ ❡♥ /♥✲

❡)❣✐❡✳ ▲❡$ ❞♦♥♥/❡$ ✉.✐❧✐$/❡$ ❞❛♥$ ❝❡..❡ ❛♥❛❧②$❡ /.❛♥. ❞❡$ ❞♦♥♥/❡$ ;❛$$ ✽✱ ♦♥ ♣♦✉))❛✐.

♥/❛♥♠♦✐♥$ ❝♦♥$.❛.❡) ?✉❡❧?✉❡$ ❞✐✛/)❡♥❝❡$✳

✻✳✸✳✷ ❱❛❧✐❞❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠.)❤♦❞❡ 0✉2 ✉♥❡ 0✐♠✉❧❛)✐♦♥

❆✜♥ ❞❡ ✈/)✐✜❡) ?✉❡ ❧❛ ♠/.❤♦❞❡ ❞✬❛❥✉$.❡♠❡♥. ❜✐♥ , ❜✐♥ ❞❡$ $♦✉)❝❡$ ♣♦♥❝.✉❡❧❧❡$ ♣❛)

✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐$$❛♥❝❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜①/ , ✷ ❡$. ✈❛❧✐❞❡✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ✉.✐❧✐$/ ✉♥❡ $✐♠✉❧❛.✐♦♥ ❞✉

♣✉❧$❛) ❱❡❧❛ ❛♣♣❡❧/❡ ✧❙✉♣❡)❱❡❧❛✧✳ ❈❡..❡ $✐♠✉❧❛.✐♦♥ ▼♦♥.❡ ❈❛)❧♦ )❡♣)❡♥❞ ❧❡ $♣❡❝.)❡

❞✉ ❝❛.❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ ❞❡ ❱❡❧❛ ✭✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐$$❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉♣✉)❡ $✉♣❡)✲❡①♣♦♥❡♥.✐❡❧❧❡✮

♠❛✐$ ♠✉❧.✐♣❧✐❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❧❛ $♦✉)❝❡ ♣❛) ✶✵✳ ❈❡..❡ $✐♠✉❧❛.✐♦♥ , /./ ❝)/❡ ❡♥ .❡♥❛♥.

❝♦♠♣.❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐$♣❡)$✐♦♥ ❡♥ /♥❡)❣✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞)❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣)❡♥❞)❡ ❛✉$$✐ ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❞❛♥$

❧✬❛❥✉$.❡♠❡♥.✳ ●)T❝❡ , ❝❡..❡ $✐♠✉❧❛.✐♦♥ ♦♥ ❝♦♥♥❛U. ❡①❛❝.❡♠❡♥. ❧❡ $♣❡❝.)❡✱ ?✉❡ ❧✬♦♥

♣❡✉. ❛❧♦)$ ❝♦♠♣❛)❡) ❛✉ $♣❡❝.)❡ ♦❜.❡♥✉ ❛✈❡❝ ♥♦.)❡ ♠/.❤♦❞❡✱ ?✉✐ ❝♦♥$✐$.❡ , ❛❥✉$.❡)

❞❛♥$ ❝❤❛?✉❡ ❜✐♥ ❧❡ N0 ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐$$❛♥❝❡ ❞♦♥. ❧✬❡①♣)❡$$✐♦♥ ❡$. ✿

N0

(

E

E0

)

−2

. ✭✻✳✾✮

❖♥ ✐♥✐.✐❛❧✐$❡✱ ❞❛♥$ ❝❤❛?✉❡ ❜✐♥✱ ❧❡ ♣)/✲❢❛❝.❡✉) ❞❡ ♠❛♥✐4)❡ , ❝❡ ?✉❡ ❧❡ ✢✉① ❞❛♥$ ❧❡ ❜✐♥

$♦✐. /❣❛❧ ❛✉ ✢✉① ❞❡ ❱❡❧❛ ❞❛♥$ ❝❡ ❜✐♥✳ ❖♥ $✬❛..❡♥❞ ❞♦♥❝ , .)♦✉✈❡) ✉♥❡ ✈❛❧❡✉) ❞❡ ♣)/✲

❢❛❝.❡✉) ❡♥ $♦).✐❡ ❞✬❛❥✉$.❡♠❡♥. /❣❛❧❡ , ✶✵✳ ❖♥ ♣❡✉. ❛❧♦)$ ❝♦♠♣❛)❡) ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❛..❡♥❞✉❡

❡. ❧❛ ✈❛❧❡✉) .)♦✉✈/❡ ❞❛♥$ ❝❤❛?✉❡ ❜✐♥✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡❧❛ )/$✐❞✉ ❞✉ ♣)/✲❢❛❝.❡✉) ✿

valeur ajustée− valeur attendue

valeur attendue
. ✭✻✳✶✵✮

▲✬❛❥✉$.❡♠❡♥. ♣)❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❧❛ ❞✐$♣❡)$✐♦♥ ❡♥ /♥❡)❣✐❡✱ ❝✬❡$. ❛ ❞✐)❡ ?✉❡ ❧❡ $♣❡❝✲

.)❡ ❞✬❡♥.)/❡ ❡$. ❝♦♥✈♦❧✉/ , ❧❛ ❞✐$♣❡)$✐♦♥ ❡♥ /♥❡)❣✐❡ ❛✈❛♥. ❛❥✉$.❡♠❡♥. ✭✈♦✐) $❡❝.✐♦♥

✺✳✹✳✷✮✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉. ❧❡ ✈♦✐) ❡♥ ✜❣✉)❡ ✻✳✶✶✱ ❧❡$ )/$✐❞✉$ ❞✉ ♣)/❢❛❝.❡✉) $♦♥.✱ ❞❛♥$

❝❡$ ❝♦♥❞✐.✐♦♥$✱ ✐♥❢/)✐❡✉)$ ♦✉ /❣❛✉① , ✷✪ ❛✉ ❞❡$$✉$ ❞❡ ✸✵ ▼❡❱✳ ▲❛ $✐♠✉❧❛.✐♦♥ ▼♦♥.❡

❈❛)❧♦ ♣❡)♠❡. ❞❡ ♠♦♥.)❡) ?✉❡ ❧❛ ♠/.❤♦❞❡ ❞✬❛❥✉$.❡♠❡♥. ♣)♦♣♦$/❡ ❡$. ❛❞❛♣./❡ , ❝❡..❡

❣❛♠♠❡ ❞✬/♥❡)❣✐❡✳ ❆✉✲❞❡❧, ♣❛) ❝♦♥.)❡✱ ❧❛ ❞✐$♣❡)$✐♦♥ ❡♥ /♥❡)❣✐❡ ❡$. .)♦♣ ✐♠♣♦).❛♥.❡✱

❡. ❧❛ ♠/.❤♦❞❡ ❜✐❛✐$❡ ❧✬❡$.✐♠❛.✐♦♥ ❞❡ N0 ❞❛♥$ ❧❡ ❜✐♥ /.✉❞✐/✳

✻✳✸✳✸ ❘.0✉❧)❛)0 ♦❜)❡♥✉0

▲❡$ $♦✉)❝❡$ ♦❜$❡)✈/❡$ ♣❛) ❈❖▼;❚❊▲ $♦♥. ❧❡$ ♣❧✉$ $✉$❝❡♣.✐❜❧❡$ ❞✬_.)❡ ❞/.❡❝./❡$

♣❛) ❧❡ ▲❆❚ , ❜❛$$❡ /♥❡)❣✐❡✳ ❈❡ $♦♥. ❝❡$ $♦✉)❝❡$ ?✉❡ ❧✬♦♥ $♦✉❤❛✐.❡ /.✉❞✐❡) ❡♥ ♣❛)✲

.✐❝✉❧✐❡)✳ ❉❛♥$ ❝❡..❡ $❡❝.✐♦♥ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ♣)/$❡♥.❡) ❧❡$ ❙❊❉ ♦❜.❡♥✉❡$ ♣♦✉) ❝❡).❛✐♥❡$

❞❡$ $♦✉)❝❡$ ❞/.❡❝./❡$ ♣❛) ❈❖▼;❚❊▲ ❡. ♥♦✉$ ✈❡))♦♥$ $✐ ❧❡$ ♣♦✐♥.$ ❞✉ ▲❆❚ $♦♥. ❡♥

❛❝❝♦)❞ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❈❖▼;❚❊▲✳



✶✷✷ ❈❍❆#■❚❘❊ ✻✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❉❯ ❈■❊▲ ➚ ❇❆❙❙❊ ➱◆❊❘●■❊

▲❡ ♣✉❧%❛' ❱❡❧❛ ✿

▲❡ ♣✉❧'❛) ❱❡❧❛ ❡'+ ),❢,)❡♥❝, ❞❛♥' ❧❡ ❝❛+❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ '♦✉' ❧❡ ♥♦♠ ✸❋●▲ ❏✵✽✸✺✳✸✲

✹✺✶✵✳ ❙♦♥ '♣❡❝+)❡ ② ❡'+ ❞,❝)✐+ ♣❛) ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐''❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣✉)❡ '✉♣❡)✲

❡①♣♦♥❡♥+✐❡❧❧❡ ✭✈♦✐)  ▲❙✉♣❡&❊①♣❈✉*❖✛ D ❧❛ '❡❝+✐♦♥ ✻✳✸✳✶✮✱ ❞♦♥+ ❧❡' ♣❛)❛♠H+)❡' '♦♥+

♣),❝✐',' ❞❛♥' ❧❡ +❛❜❧❡❛✉ '✉✐✈❛♥+ ✿

♣❛'❛♠+,'❡ ✈❛❧❡✉' ✐♥❝❡',✐,✉❞❡ ✉♥✐,2

N0 ✷✳✸✸✸✵✽✹❊✲✵✾ ✹✳✹✵✵✼✼✾❊✲✶✷ photon/cm2/MeV/s−1

E0 ✽✸✷✳✺✺✻✾ ✲ ▼❡❱

Γ ✶✳✵✵✷✾✹✽ ✵✳✵✶✼✺✼✺✾✸ ✲

Ec ✷✺✺✳✼✾✻✶ ✷✼✳✶✽✷✾ ▼❡❱

β ✵✳✹✼✺✽✻✵✼ ✵✳✵✵✽✻✸✽✽✸✸ ✲

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ O❛)❛♠H+)❡' ❞✉ ❝❛+❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ ♣♦✉) ❧❡ ♣✉❧'❛)

❱❡❧❛✳

❙✐+✉, D ♣)♦①✐♠✐+, ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝+✐P✉❡

✺

✱ ✐❧ ❡'+ ❧✬✉♥❡ ❞❡' '♦✉)❝❡' ❧❡' ♣❧✉' ❜)✐❧❧❛♥+❡'

❞❛♥' ❧❡ ❝✐❡❧ ❣❛♠♠❛✳ ❈❡++❡ '♦✉)❝❡ ❢❛✐+ ❞♦♥❝ ♥❛+✉)❡❧❧❡♠❡♥+ ♣❛)+✐❡ ❞❡' ✸✾ '♦✉)❝❡' ❞✉

❝❛+❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ ),❛❥✉'+,❡' ❧♦)' ❞❡ ❧✬♦❜+❡♥+✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞H❧❡ ❞✐✛✉'✳ ❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥+❡♥❛♥+

+)❛❝❡) '❛ ❙❊❉ ❡♥ ✉+✐❧✐'❛♥+ ❧❛ ♠,+❤♦❞❡ ❞,❝)✐+❡ D ❧❛ '❡❝+✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ O♦✉) ❝❡❧❛ ♦♥ ❝❤❡)❝❤❡ D

❝♦♥♥❛X+)❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐H)❡ ❛♣♣)♦❝❤,❡✱ ❧❡' ❡))❡✉)' '②'+,♠❛+✐P✉❡' +♦+❛❧❡' ✐♥❞✉✐+❡' ♣❛) ♥♦+)❡

♠,+❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②'❡ ❛✈❡❝ ●❛❘❉✐❆♥✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐H)❡ ❞❡ ♣)♦❝,❞❡) ❝♦♥'✐'+❡ D ❝♦♠♣❛)❡) ❧❛

❙❊❉ ♦❜+❡♥✉❡ ✈✐❛ ❧✬❛♥❛❧②'❡ ●❛❘❉✐❆♥✱ ❜✐♥ D ❜✐♥✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞H❧❡ ❞✐✛✉' '♣,❝✐❛❧❡♠❡♥+

❝♦♥'+)✉✐+ ♣♦✉) ❝❡++❡ ❛♥❛❧②'❡✱ D ✉♥❡ ❛♥❛❧②'❡ '+❛♥❞❛)❞ ✉+✐❧✐'❛♥+ ❧❡' ❙❝✐❡♥❝❡✲❚♦♦❧4 ✭❙❚✮✳

❈❡++❡ ❛♥❛❧②'❡ ❙❚ ♥❡ ❞❡'❝❡♥❞ ♣❛' ❡♥ ❞❡''♦✉' ❞❡ ✻✵ ▼❡❱ ❞❡ ❢❛]♦♥ D ♣♦✉✈♦✐) ✉+✐❧✐'❡)

❧❡ ♠♦❞H❧❡ ❞✐✛✉' ❣❛❧❛❝+✐P✉❡ O❛'' ✽ ❝❧❛''✐P✉❡✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡' ❝❛)❛❝+,)✐'+✐P✉❡' ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②'❡

❙❚✱ ❝♦♥❞✉✐+❡ ♣❛) O❤✐❧✐♣♣❡ ❇)✉❡❧✱ ♠❡♠❜)❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦)❛+✐♦♥ ✿ ✻ ❛♥' ❞❡ ❞♦♥♥,❡'

O❛'' ✽ ❙❖❯❘❈❊✱ ❝♦✉♣,❡' ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥'❡)✈❡) P✉❡ ❧❡' ,✈,♥❡♠❡♥+' ❛②❛♥+ ✉♥ ❛♥❣❧❡

③,♥✐+❤❛❧ ✐♥❢,)✐❡✉) D ✽✵ ❞,❣),❡'✱ ❞❡ ❢❛]♦♥ D ,❧✐♠✐♥❡) ❧✬❊●❚✳ ❚♦✉+❡' ❧❡' '♦✉)❝❡' ❞❡ ❧❛

❘❖■ ✭✶✺✝①✶✺✝❝❡♥+),❡ '✉) ❱❡❧❛✮ ❤♦)♠✐' ❱❡❧❛ '♦♥+ ❛❥✉'+,❡' ❡♥ ✉+✐❧✐'❛♥+ ❧❡ '✐❣♥❛❧ ❖❋❋✲

♣✉❧'❡ ✭✈♦✐) '❡❝+✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ▲✬❛❥✉'+❡♠❡♥+ '❡ ❢❛✐+ ✈✐❛ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐''❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❝♦✉♣✉)❡

'✉♣❡)✲❡①♣♦♥❡♥+✐❡❧❧❡✱ ❡♥+)❡ ✻✸ ▼❡❱ ❡+ ✶✵✵ ●❡❱ ❡♥ ♣)❡♥❛♥+ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❧❛ ❞✐'♣❡)'✐♦♥

❡♥ ,♥❡)❣✐❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛)❛✐'♦♥ ❞❡ ❝❡++❡ ❛♥❛❧②'❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥❛❧②'❡ ●❛❘❉✐❆♥ ♠♦♥+)❡ ✉♥❡

❡))❡✉) '②'+,♠❛+✐P✉❡ ❧✐,❡ D ❧❛ ❞✐✛,)❡♥❝❡ ❞❡ ♠,+❤♦❞❡ ❞❡ ✺✪ ❛✉✲❞❡''✉' ❞❡ ✶✵✵ ▼❡❱ ❡+

P✉✐ ❝)♦X+ ❡♥'✉✐+❡ ❧✐♥,❛✐)❡♠❡♥+ ✭❡♥ ,❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛)✐+❤♠✐P✉❡✮ ♣♦✉) ❛++❡✐♥❞)❡ ✷✵✪ D ✹✵

▼❡❱✳

▲❛ ✜❣✉)❡ ✻✳✶✷ ♠♦♥+)❡ ❧❛ '✉♣❡)♣♦'✐+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❊❉ ♦❜+❡♥✉❡ ♣♦✉) ❧❡ ♣✉❧'❛) ❱❡❧❛

♣❛) ❧❡' ✷ ♠,+❤♦❞❡' ✿ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❝②❛♥ ),'✉❧+❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②'❡ ❙❚✳ ❙♦♥ ✐♥❝❡)+✐+✉❞❡ ✭❜❛♥❞❡

❝②❛♥✮ ❝♦♠♣)❡♥❞ ❧✬❡))❡✉) '+❛+✐'+✐P✉❡ ❡+ ❧✬❡))❡✉) '②'+,♠❛+✐P✉❡ O❛'' ✽ ❛✈❡❝ ❞✐'♣❡)'✐♦♥

❡♥ ,♥❡)❣✐❡ ✭✈♦✐) ❧❛ ❝♦✉)❜❡ )♦✉❣❡ D ❧❛ ✜❣✉)❡ ✻✳✶✸✮✳

▲❡' ♣♦✐♥+' ❜❧❡✉' '♦♥+ ✐''✉' ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②'❡ ●❛❘❉✐❆♥✳ ▲❡' ❜❛))❡' ❞✬❡))❡✉)' ✈❡)+✐❝❛❧❡'

❝♦♠♣)❡♥♥❡♥+ ❧✬❡))❡✉) '+❛+✐'+✐P✉❡✱ ❧✬❡))❡✉) '②'+,♠❛+✐P✉❡ O❛'' ✽ ❛✈❡❝ ❞✐'♣❡)'✐♦♥ ❡♥

✺✳ ✭▲✱❇✮❂✭✷✻✸✳✺✺✹✻✝❀ ✲✷✳✼✽✼✷✼✹✝✮



✻✳✸✳ ▲❊❙ ❙❖❯❘❈❊❙ *❖◆❈❚❯❊▲▲❊❙ ❱❯❊❙ ➚ ❇❆❙❙❊ ➱◆❊❘●■❊ ✶✷✸

#♥❡&❣✐❡ ❡) ❧✬❡&&❡✉& -②-)#♠❛)✐1✉❡ ❧✐#❡ ❛ ❧❛ ❞✐✛#&❡♥❝❡ ❞❡ ♠#)❤♦❞❡ ✉)✐❧✐-#❡ ✭●❛❘❉✐❆♥

✈- ❙❚✮✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✻✳✶✷ ♠♦♥)&❡ ❛✉--✐ ❧❡ -♣❡❝)&❡ ❞✉ ❝❛)❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ ✭❝♦✉&❜❡ ❥❛✉♥❡✮

♣♦✉& ❧❡ ♣✉❧-❛& ❱❡❧❛✳ ▲❡- ❞✐✛#&❡♥❝❡- ❝♦♥-)❛)#❡- ❡♥)&❡ ❧✬#)✉❞❡ ❙❚ ❡) ❧❡ ❝❛)❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲

-✬❡①♣❧✐1✉❡♥) #❣❛❧❡♠❡♥) ♣❛& ❧❛ ❞✐✛#&❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥#❡- ✉)✐❧✐-#❡-✳ ❊♥ ❡✛❡) ❧❡ ❝❛)❛❧♦❣✉❡

✸❋●▲ ✉)✐❧✐-❡ ✹ ❛♥- ❞❡ ❞♦♥♥#❡- L❛-- ✼ &❡♣&♦❝❡--#❡- ❛✉ ❞❡❧N ❞❡ ✶✵✵ ▼❡❱✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✻✳✶✷

♠♦♥)&❡ ❛✉--✐ ❧❡- ♣♦✐♥)- ❈❖▼L❚❊▲ ♣♦✉& ❧❡ ♣✉❧-❛& ❱❡❧❛ )❡❧ 1✉❡ &❡♣♦&)# ♣❛& ❑✉✐♣❡&

❡) ❛❧✳ ❬✼✹❪ ✳ ❖♥ &❡♠❛&1✉❡ 1✉❡ ❧❡- ✸ ❛♥❛❧②-❡- ❋❡"♠✐ ✲▲❆❚ -❡♠❜❧❡♥) ♥❡ ♣❛- W)&❡ ❡♥

❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧❡- ♠❡-✉&❡- ❞❡ ❈❖▼L❚❊▲✳ ◆#❛♥♠♦✐♥-✱ ❧❡- ❜❛&&❡- ❞✬❡&&❡✉&- ❈❖▼L❚❊▲

♥❡ ♣&❡♥♥❡♥) ♣❛- ❡♥ ❝♦♠♣)❡ ❧❡- ❡&&❡✉&- -②-)#♠❛)✐1✉❡-✳

▲❛ "#❣✐♦♥ ❞✉ ❈"❛❜❡

▲❡ &#❣✐♦♥ ❞✉ ❈&❛❜❡ ❡-) ❡❧❧❡ ❛✉--✐ -✐)✉#❡ N ♣&♦①✐♠✐)# ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝)✐1✉❡

✻

❞❛♥-

✉♥❡ &#❣✐♦♥ ♣❡✉ -❡♥-✐❜❧❡ N ❧✬❊●❚✳ ❈❡))❡ -♦✉&❝❡ ❡-) &❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❛& ❡♥

♣❧✉- ❞✉ ♣✉❧-❛& ✭✸❋●▲ ❏✵✺✸✹✳✺✰✷✷✵✶✮✱ ✉♥❡ ♥#❜✉❧❡✉-❡ ❞❡ ✈❡♥) ❞❡ ♣✉❧-❛&✱ ♠♦❞#❧✐-#❡

♣❛& ❞❡✉① ❝♦♠♣♦-❛♥)❡- ❞❛♥- ❧❡ ❝❛)❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ ✭✸❋●▲ ❏✵✺✸✹✳✺✰✷✷✵✶- ❡) ✸❋●▲

❏✵✺✸✹✳✺✰✷✷✵✶✐✮✱ ❝♦♥)&✐❜✉❡ ❡❧❧❡ ❛✉--✐ N ❧✬#♠✐--✐♦♥ ❣❛♠♠❛✱ -✉&)♦✉) N ❜❛--❡ #♥❡&❣✐❡✳

▲✬#❝❛&) ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ❡♥)&❡ ❝❡- ❞❡✉① -♦✉&❝❡- ✭∼ 0.006✝✮ #)❛♥) ✐♥❛❝❝❡--✐❜❧❡ ❛✉① ✐♥-)&✉✲

♠❡♥)- ❣❛♠♠❛✱ ♦♥ ♠♦❞#❧✐-❡&❛ ❝❡- ❞❡✉① -♦✉&❝❡- ♣❛& ✉♥❡ ✉♥✐1✉❡ -♦✉&❝❡ ♣♦♥❝)✉❡❧❧❡

♣&✐-❡ N ❧❛ ♣♦-✐)✐♦♥ ❞✉ ♣✉❧-❛&✳ ❈❡))❡ -✐♠♣❧✐✜❝❛)✐♦♥ ❡-) ♥#❝❡--❛✐&❡ N ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥✈❡&✲

❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❥✉-)❡♠❡♥)✳ ❊♥ ❡✛❡) ♣♦✉& ❞❡- -♦✉&❝❡- )&^- ♣&♦❝❤❡- ❧❛ L❙❋ ♣❡✉) ✐♥❞✉✐&❡

❞❛♥- ❧✬❛❥✉-)❡♠❡♥) ❞❡- ✧#❝❤❛♥❣❡- ❞❡ ♣❤♦)♦♥-✧ ❡♥)&❡ ❧❡- ❞❡✉① -♦✉&❝❡-✳ ▲❡ -♣❡❝)&❡

♦❜)❡♥✉ ♠♦♥)&❡ ❛❧♦&- ❞❡ ❣&❛♥❞❡- ❞✐-❝♦♥)✐♥✉✐)#-✳ ▲❡ -♣❡❝)&❡ ❞✉ ♣✉❧-❛& ❞✉ ❈&❛❜❡ ❡-)

♣❛&❛♠#)&# ♣❛& ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐--❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦✉♣✉&❡ ❡①♣♦♥❡♥)✐❡❧❧❡ ✭%▲❊①♣❈✉,♦✛ ✮

❞♦♥) ❧❡- ♣❛&❛♠^)&❡- -♦♥) ✿

♣❛"❛♠/0"❡ ✈❛❧❡✉" ✐♥❝❡"0✐0✉❞❡ ✉♥✐0#

N0 ✺✳✺✹✶✸✵✷❊✲✶✵ ✷✳✻✼✵✼✸✽❊✲✶✷ photon/cm2/MeV/s−1

E0 ✻✸✺✳✺✾✶✶ ✲ ▼❡❱

Γ ✷✳✵✹✺✵✵✾ ✵✳✵✶✵✾✶✷✶✻ ✲

Ec ✽✶✹✸✳✵✹✸ ✹✹✷✳✵✵✾✺ ▼❡❱

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡- ♣❛&❛♠^)&❡- ❞✉ ❝❛)❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲

❞#❝&✐✈❛♥) ❧❡ ♣✉❧-❛& ❞✉ ❈&❛❜❡✳

▲❛ ♥#❜✉❧❡✉-❡ ❞❡ ✈❡♥) ❞❡ ♣✉❧-❛& ❡-) ❞#❝&✐)❡ ♣❛& ❞❡✉① ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐--❛♥❝❡ ✭%♦✇❡"▲❛✇ ✮✱

❧❛ ♣&❡♠✐^&❡ ❛②❛♥) ♣♦✉& ♣❛&❛♠^)&❡- ✿

♣❛"❛♠/0"❡ ✈❛❧❡✉" ✐♥❝❡"0✐0✉❞❡ ✉♥✐0#

N0 ✶✳✶✹✹✼✺✽❊✲✵✽ ✻✳✽✻✹✼✺✻❊✲✶✵ photon/cm2/MeV/s−1

E0 ✶✵✵✳✼✾✼✺ ✲ ▼❡❱

Γ ✺✳✼✶✺✽✾✹ ✵✳✸✽✵✵✷✾✹ ✲

✻✳ ✭▲✱❇✮ ❂ ✭✶✽✹✳✺✺✼✺✝❀ ✲✵✺✳✼✽✹✹✝✮



✶✷✹ ❈❍❆#■❚❘❊ ✻✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❉❯ ❈■❊▲ ➚ ❇❆❙❙❊ ➱◆❊❘●■❊

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡- ♣❛/❛♠12/❡- ❞✉ ❝❛2❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲

❞:❝/✐✈❛♥2 ❧❛ ♣/❡♠✐1/❡ ❝♦♠♣♦-❛♥2❡ ❞❡ ❧❛ ♥:❜✉❧❡✉-❡ ❞✉

❈/❛❜❡✳

❡2 ♣❛/ ✉♥❡ -❡❝♦♥❞❡ ✿

♣❛"❛♠$%"❡ ✈❛❧❡✉" ✐♥❝❡"%✐%✉❞❡ ✉♥✐%.

N0 ✶✳✽✸✸✻✼✶❊✲✶✶ ✲ photon/cm2/MeV/s−1

E0 ✶✵✵✵ ✲ ▼❡❱

Γ ✶✳✻✹ ✲ ✲

❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡- ♣❛/❛♠12/❡- ❞✉ ❝❛2❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲

❞:❝/✐✈❛♥2 ❧❛ -❡❝♦♥❞❡ ❝♦♠♣♦-❛♥2❡ ❞❡ ❧❛ ♥:❜✉❧❡✉-❡ ❞✉

❈/❛❜❡✳

❈❡22❡ -♦✉/❝❡ ❡-2 ♣❛/❢♦✐- -✉❥❡22❡ I ❞❡- ✈❛/✐❛2✐♦♥- ❜/✉-J✉❡- ❞❡ ✢✉① ✭✢❛"❡$✮ ❬✼✸❪✳

❈✬❡-2 ❛✉--✐ ❧❛ -♦✉/❝❡ ❧❛ ♣❧✉- ❜/✐❧❧❛♥2❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❡♥ ❞❡--♦✉- ❞❡ ✶✵✵ ▼❡❱ ❝♦♠♠❡ ❧❡

♠♦♥2/❡ ❧❛ ✜❣✉/❡ ✻✳✶✱ ❡2 ❡❧❧❡ ❢❛✐2 ♣❛/2✐❡ ❞❡- ✸✾ -♦✉/❝❡- /:❛❥✉-2:❡- ❛✈❡❝ ●❛❘❉✐❆♥✳ ▲❛

✜❣✉/❡ ✻✳✶✹ ♠♦♥2/❡ ❧❛ ❙❊❉ ❞✉ ♣✉❧-❛/ ❞✉ ❈/❛❜❡ ❡2 ❞❡ -❛ ♥:❜✉❧❡✉-❡ ♦❜2❡♥✉❡ ♣❛/ ❧✬❛♥❛❧✲

②-❡ ●❛❘❉✐❆♥ ✭♣♦✐♥2- ❜❧❡✉-✮✳ ▲❡- ✐♥❝❡/2✐2✉❞❡- -②-2:♠❛2✐J✉❡- ✉2✐❧✐-:❡- ♣♦✉/ ❧✬❛♥❛❧②-❡

●❛❘❉✐❆♥ -♦♥2 ❝❡❧❧❡- J✉✐ ♦♥2 :2: 2/♦✉✈:❡- I ❧❛ -❡❝2✐♦♥ ✻✳✸✳✸✳ ▲❡ ♠♦❞1❧❡ ❞✉ ❝❛2❛❧♦❣✉❡

✸❋●▲ ♣♦✉/ ❝❡22❡ ♠Z♠❡ -♦✉/❝❡ ❡-2 /❡♣/:-❡♥2: ❡♥ ❥❛✉♥❡✳ ▲I ❡♥❝♦/❡ ❧❡- ❞✐✛:/❡♥❝❡- ❞❡

❞♦♥♥:❡- ❡2 ♠:2❤♦❞❡ ❞♦✐✈❡♥2 Z2/❡ ♣/✐-❡- ❡♥ ❝♦♠♣2❡ ❞❛♥- ❧❡- ❡//❡✉/- ❛✜♥ J✉❡ ❧❡- ❞❡✉①

❛♥❛❧②-❡- ❝♦♥❝♦/❞❡♥2 I ❤❛✉2❡ :♥❡/❣✐❡✳ ❊♥ /❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ❝❛2❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ ♥✬✉2✐❧✐-❛♥2 ♣❛-

❞❡ ❞♦♥♥:❡- ❡♥ ❞❡--♦✉- ❞❡ ✶✵✵ ▼❡❱ ❞❛♥- -♦♥ ❛❥✉-2❡♠❡♥2✱ ✐❧ ♥✬❡-2 ♣❛- :2♦♥♥❛♥2 J✉❡

❧❡- ❞❡✉① ♠♦❞1❧❡- ❞✐✛1/❡♥2 ❞❛♥- ❝❡22❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬:♥❡/❣✐❡✳ ▲✬❛♥❛❧②-❡ ●❛❘❉✐❆♥ ❞❡ ❝❡22❡

-♦✉/❝❡ ❝♦♥✜/♠❡ J✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐--❛♥❝❡ ✉2✐❧✐-:❡ ♣♦✉/ ❞:❝/✐/❡ ❧❛ ♣❛/2✐❡ ❜❛--❡ :♥❡/❣✐❡

❞✉ -♣❡❝2/❡ ❞❡ ❧❛ /:❣✐♦♥ ❞✉ ❈/❛❜❡ ❡-2 2/♦♣ ♣❡♥2✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ ❧❡- ❞♦♥♥:❡- ❈❖▼^❚❊▲

❬✼✹❪✱ :❣❛❧❡♠❡♥2 /❡♣♦/2:❡- -✉/ ❧❛ ✜❣✉/❡ ✻✳✶✹✱ ❝♦♠❜✐♥:❡- ❛✉① ♣♦✐♥2- ●❛❘❉✐❆♥ ❞❡ ♣❧✉-

❜❛--❡ :♥❡/❣✐❡✱ -❡♠❜❧❡♥2 ✐♥❞✐J✉❡/ ✉♥❡ ❝♦✉/❜✉/❡ ❞✉ -♣❡❝2/❡✳ ■❧ ❢❛✉❞/❛✐2 ♥:❛♥♠♦✐♥- Z2/❡

❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ /:❞✉✐/❡ ❧❡- ✐♥❝❡/2✐2✉❞❡- ❛✜♥ ❞❡ -✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝/❡ ❞:✜♥✐2✐✈❡♠❡♥2✳

▲❡0 ❛✉%"❡0 0♦✉"❝❡0

▲❡- ❙❊❉ ❞❡- ✸✼ ❛✉2/❡- -♦✉/❝❡- ✐--✉❡- ❞❡ ❧✬❛❥✉-2❡♠❡♥2 ❞❡- ❞♦♥♥:❡- ❯▲❚❘❆✲

❈▲❊❆◆❱❊❚❖ -♦♥2 ♠♦♥2/:❡- ❝✐✲❞❡--♦✉-✱ ❞❛♥- ❧❡ ♠Z♠❡ ♦/❞/❡ J✉❡ ❧❡ 2❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶

I ❧✬❡①❝❧✉-✐♦♥ ❞❡ ❱❡❧❛ ❡2 ❞✉ ❈/❛❜❡ ✭♣/❡♠✐1/❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ 2❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✮ ✿













✶✸✵ ❈❍❆#■❚❘❊ ✻✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❉❯ ❈■❊▲ ➚ ❇❆❙❙❊ ➱◆❊❘●■❊

❞$❝❛❧$(✱ ❞❡ (♦,-❡ .✉❡ ♣♦✉, .✉❡ ❧❡ (♣❡❝-,❡ ❞✉ ❝❛-❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ ❡- ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②(❡

●❛❘❉✐❆♥ (♦✐- ❡♥ ❛❝❝♦,❞ ✐❧ (✉✣,❛✐- ❞❡ ,❡♥♦,♠❛❧✐(❡, ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉-,❡✳ ▲❡ (♣❡❝-,❡ ✐((✉

❞❡ ❧✬❛♥❛❧②(❡ ●❛❘❉✐❆♥ ❞✉ ❜❧❛③❛, ✸❈✹✺✹✳✸

✽

✭✸❋●▲ ❏✷✷✺✹✳✵✰✶✻✵✽✮✱ ♣❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡(-

❞$❝❛❧$ ✈❡,( ❧❡ ❜❛(✳ ❈❡ ❞$❝❛❧❛❣❡ ,❡♥❞ ❧❡( ❞❡✉① (♣❡❝-,❡( ✐♥❝♦♠♣❛-✐❜❧❡( ❛✉ ✈✉ ❞❡( ❡,,❡✉,(

(②(-$♠❛-✐.✉❡(✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉- M-,❡ ❞N ❛✉ ❢❛✐- .✉❡ ✸❈✹✺✹✳✸ ❡(- ✉♥❡ (♦✉,❝❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ .✉✐

❝♦♥♥❛P- ❞❡( ♣✐❝( ❞✬❛❝-✐✈✐-$ ✭✢❛"❡$✮✳ ▲❡ (♣❡❝-,❡ ✸❋●▲ ❡(- $-❛❜❧✐ Q ♣❛,-✐, ❞❡ ✹ ❛♥( ❞❡

❞♦♥♥$❡(✳ ▲❡ (♣❡❝-,❡ ♦❜-❡♥✉ ❡(- ❞♦♥❝ ✉♥ (♣❡❝-,❡ ♠♦②❡♥ (✉, ✹ ❛♥(✳ ❉❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞❡ ♥♦-,❡

❛♥❛❧②(❡ ●❛❘❉✐❆♥ ♦♥ ✉-✐❧✐(❡ ✻ ❛♥( ❞❡ ❞♦♥♥$❡(✳ ❖♥ ♣❡✉- ❞♦♥❝ (✬❛--❡♥❞,❡ Q ❝❡ .✉❡ ❧❡

(♣❡❝-,❡ ♠♦②❡♥♥$ (✉, ✻ ❛♥( (♦✐- ❞✐✛$,❡♥- ❞❡ ❝❡❧✉✐ (✉, ✹ ❛♥(✳ ▲❛ ✜❣✉,❡ ✻✳✶✺ ♠♦♥-,❡

❧❛ ❝♦✉,❜❡ ❞❡ ❧✉♠✐U,❡ ❞✉ ❜❧❛③❛, ✸❈✹✺✹✳✸ ❡♥-,❡ ✷✵✵✽ ❡- ✷✵✶✺✳ ❖♥ ② ✈♦✐- ❝❧❛✐,❡♠❡♥-

✉♥❡ ❜❛✐((❡ ❞✬❛❝-✐✈✐-$ ❞✉ ❜❧❛③❛, ❡♥-,❡ ✷✵✶✷✭▼❏❉∼✺✻✵✵✵✮ ❡- ✷✵✶✹ ✭▼❏❉∼✺✻✼✵✵✮ ❝❡

.✉✐ ❡(- .✉❛❧✐-❛-✐✈❡♠❡♥- ❝♦♠♣❛-✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛✐((❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦,♠❛❧✐(❛-✐♦♥ ♦❜(❡,✈$❡ ❞❛♥(
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"♦✐❡♥' ❞)❝❛❧)" ♣♦✉/ ❝❡" ❞❡✉① "♦✉/❝❡"✳ ▲❡" ♣♦✐♥'" ❈❖▼6❚❊▲ "♦♥' ❞♦♥❝ ✐❧❧✉"'/❛'✐❢"

❝❛/ ✐❧ ♥❡ ❝♦✉✈/❡ ♣❛" ❧❛ ♠<♠❡ ♣)/✐♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②"❡ ?✉❡ ❝❡✉① ❞✉ ▲❆❚✱ ❝❡ ?✉✐ /❡♥❞ '♦✉'❡

❝♦♠♣❛/❛✐"♦♥ ❤❛"❛/❞❡✉"❡ ♣♦✉/ ❞❡" "♦✉/❝❡" ✈❛/✐❛❜❧❡"✳

6♦✉/ ❝❡/'❛✐♥❡" "♦✉/❝❡" ♦♥ ♦❜"❡/✈❡ )❣❛❧❡♠❡♥' ✉♥❡ ❝❤✉'❡ ❞/❛"'✐?✉❡ ❞✉ "♣❡❝'/❡ E

♠❡"✉/❡ ?✉❡ ❧✬)♥❡/❣✐❡ ❛✉❣♠❡♥'❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉/ ●❡♠✐♥❣❛ ♦✉ ❡♥❝♦/❡ ♣♦✉/

6❑❙ ✵✹✺✹✲✷✸✹✱ ❛❧♦/" ?✉❡ ♣♦✉/ ❞✬❛✉'/❡" ♦♥ ❝♦♥"'❛'❡ ✉♥❡ /❡♠♦♥')❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛"

❞❡ 6❙❘ ❏✶✽✸✻✰✺✾✷✺ ♦✉ 6❑❙ ✶✽✸✵✲✷✶✶✳

▲❡" "♦✉/❝❡" /❡"'❛♥'❡" ♠♦♥'/❡♥' ✉♥ "♣❡❝'/❡ ❞✐✛)/❡♥' ✈♦✐/❡ ♠<♠❡ '/U" ❞✐✛)/❡♥' ❞✉

"♣❡❝'/❡ ❞✉ ❝❛'❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲✳

✐❞❡♥$✐✜❛♥$ ✸❋●▲ ♥♦♠ ❝❧❛//❡

✸❋●▲ ❏✵✽✸✵✳✼✰✷✹✵✽ ❖❏ ✷✹✽ ❋❙❘◗

✸❋●▲ ❏✶✸✷✺✳✹✲✹✸✵✶ ❈❡♥ ❆ ❝♦2❡ ❘❉●

✶✷

✸❋●▲ ❏✶✹✷✼✳✾✲✹✷✵✻ 8❑❙ ❇✶✹✷✹✲✹✶✽ ❋❙❘◗

✸❋●▲ ❏✶✺✵✹✳✹✰✶✵✷✾ 8❑❙ ✶✺✵✷✰✶✵✻ ❋❙❘◗

✸❋●▲ ❏✷✵✷✶✳✺✰✹✵✷✻ 8❙❘ ❏✷✵✷✶✰✹✵✷✻ 8❙❘

✶✸

✸❋●▲ ❏✷✷✷✾✳✼✲✵✽✸✸ 8❙❑ ✷✷✷✼✲✵✽ ❋❙❘◗

▲❛ ♣♦A✐C✐♦♥ ❡C ❧❡ ❝♦♠♣♦2C❡♠❡♥C ❞❡ ❧✬❛❥✉AC❡♠❡♥C ●❛❘❉✐❆◆ ♣♦✉2 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡A ✸✼

A♦✉2❝❡A ❞✐A❝✉CL❡A ❝✐✲❞❡AA✉A ❡AC ♠♦♥C2L❡ M ❧❛ ✜❣✉2❡ ✻✳✶✼✳ ▲❡A ❝2♦✐① ✈❡2C❡A ♠♦♥C2❡♥C

❧❡A A♦✉2❝❡A ❞♦♥C ❧❡ A♣❡❝C2❡ ❡AC ❡♥ ❛❝❝♦2❞ ❛✈❡❝ ❧❡ A♣❡❝C2❡ ❞✉ ❝❛C❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ ❛✉①

L♥❡2❣✐❡A A✉♣L2✐❡✉2❡A M ✶✵✵ ▼❡❱✳ ▲❡A A♦✉2❝❡A ♣2LA❡♥C❛♥C ✉♥❡ ❞✐✛L2❡♥❝❡ ♣❛2 2❛♣♣♦2C ❛✉

✸❋●▲ M ❜❛AA❡ L♥❡2❣✐❡ ✭2❡♠♦♥CL❡ ♦✉ ❝❤✉C❡ ❞✉ A♣❡❝C2❡✮ A♦♥C 2❡♣2LA❡♥CL❡A ♣❛2 ❞❡A ❝2♦✐①

❜❧❡✉❡A✳ ▲❡A A♦✉2❝❡A ♣2LA❡♥C❛♥C ✉♥❡ 2❡♥♦2♠❛❧✐A❛C✐♦♥ ❞✉ A♣❡❝C2❡ ❝♦♠♣❛2L ❛✉ A♣❡❝C2❡

●❛❘❉✐❆♥ ✭❛✉✲❞❡AA✉A ❞❡ ✶✵✵ ▼❡❱✮ A♦♥C 2❡♣2LA❡♥CL❡A ♣❛2 ✉♥ ♦✈❛❧❡ ♥♦✐2 ❡C ❧❡A A♦✉2❝❡A

❞♦♥C ❧❡ A♣❡❝C2❡ ❡AC C2XA ❞✐✛L2❡♥C ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❛C❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ A♦♥C 2❡♣2LA❡♥CL❡A ♣❛2

❞❡A ❝❛22LA 2♦✉❣❡A✳ ❖♥ ♥❡ ❝♦♥AC❛C❡ ♣❛A ❞❡ ❝♦22L❧❛C✐♦♥ ♣❛2C✐❝✉❧✐X2❡ ❡♥C2❡ ❝❡A ❞❡2♥✐X2❡A

❡C ❧❡A ❝♦♠♣♦A❛♥C❡A ❞✉ ♠♦❞X❧❡ ❞✐✛✉A✱ ♥✐ ♣♦✉2 ❧❡A ❛✉C2❡A C②♣❡A ❞❡ A♦✉2❝❡A✳

❆✐♥A✐ ✹✾✪ ❞❡A A♦✉2❝❡A LC✉❞✐L❡A ✭✶✾ A♦✉2❝❡A✮ ♦♥C ✉♥ A♣❡❝C2❡ ❝♦♠♣❛C✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐

❞✉ ❝❛C❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ ❛✉✲❞❡AA✉A ❞❡ ✶✵✵ ▼❡❱✱ ❡C ✺✪ ✭✷ A♦✉2❝❡A✮ A♦♥C ❝♦♠♣❛C✐❜❧❡A A✉2

C♦✉C❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬L♥❡2❣✐❡ LC✉❞✐L❡ ✭✹✵ ▼❡❱ ✲ ✶ ●❡❱✮✳ ▲❡A ❛✉C2❡A A♦✉2❝❡A A♦♥C ✐♥❝♦♠✲

♣❛C✐❜❧❡A ❛✈❡❝ ❧❡✉2 A♣❡❝C2❡ C❡❧ ]✉❡ ❞L❝2✐C ♣❛2 ❧❡ ❝❛C❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲✳ 8♦✉2 ✷✼✪ ❞✬❡♥C2❡

❡❧❧❡A ✭✾ A♦✉2❝❡A✮ ♦♥ ♣2♦♣♦A❡ ❞✬❡①♣❧✐]✉❡2 ❝❡CC❡ ❞✐✛L2❡♥❝❡ ♣❛2 ✉♥❡ ✈❛2✐❛C✐♦♥ ❞✉ ✢✉①

❞❡ ❝❡A A♦✉2❝❡A ♣❡♥❞❛♥C ❧❡A ✷ ❛♥A ❞❡ ❞♦♥♥L❡A A✉♣♣❧L♠❡♥C❛✐2❡A ✉C✐❧✐AL❡A ❞❛♥A ❧✬❛♥❛❧②A❡

●❛❘❉✐❆♥✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ A❡♠❜❧❡ _C2❡ ❧❡ ❝❛A ♣♦✉2 8❑❙ ✵✹✵✷✲✸✻✷✱ 8❑❙ ✵✹✷✻✲✸✽✵✱ 8❑❙

✵✺✸✼✲✹✹✶✱ 8❑❙ ✵✼✷✼✲✶✶✱ ▼2❦ ✹✷✶✱ 8❑❙ ✶✽✸✵✲✷✶✶✱ ✸❈✹✺✹✳✸ ❡C ❈❚❆ ✶✵✷✳ ❊♥✜♥ ✶✾✪

❞❡A A♦✉2❝❡A ♠♦♥C2❡♥C ✉♥❡ ✈❛2✐❛C✐♦♥ ✐♠♣♦2C❛♥C❡ ❞❡ ❧❡✉2 A♣❡❝C2❡ ♣❛2 2❛♣♣♦2C M ❝❡❧✉✐

C2♦✉✈L ♣❛2 ❧❡ ❝❛C❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲✳ ❈❡A ❞✐✛L2❡♥❝❡A A♦♥C ♣♦C❡♥C✐❡❧❧❡♠❡♥C ❧❡ ❢❛✐C ❞✬✐♠♣❡2✲

❢❡❝C✐♦♥ ❞❛♥A ❧❡A ♠♦❞X❧❡A ❞✐✛✉A ♦✉ A♦♥C ❧✐L❡A M ✉♥ ♣2♦❜❧X♠❡ ❞✬❛❥✉AC❡♠❡♥C✱ ❝❛2 A❡✉❧A

❧❡A A♦✉2❝❡A ❞✉ ❝❛C❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ A♦♥C ♣2✐A❡A ❡♥ ❝♦♠♣C❡ ❞❛♥A ❧❡ ♠♦❞X❧❡ ❞❡A A♦✉2❝❡A

♣♦♥❝C✉❡❧❧❡A✳ ❖2 ❧❡ ❝❛C❛❧♦❣✉❡ ✸❋●▲ ♥✬✉C✐❧✐A❡ ]✉❡ ✹ ❛♥A ❞❡ ❞♦♥♥L❡A✱ ❝♦♥C2❛✐2❡♠❡♥C

❛✉① ✻ ❛♥A ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②A❡ ●❛❘❉✐❆♥ ]✉✐ ❡AC ❞♦♥❝ ♣♦C❡♥C✐❡❧❧❡♠❡♥C A❡♥A✐❜❧❡ M ❞❡A A♦✉2❝❡A

♥♦♥ ✈✉❡A ♣❛2 ❧❡ ✸❋●▲✳ ❊♥✜♥ ✐❧ ❡AC ✐♠♣♦2C❛♥C ❞❡ A❡ A♦✉✈❡♥✐2 ]✉❡ ●❛❘❉✐❆♥ ♥✬❡AC

♣❛A✱ M ❧✬♦2✐❣✐♥❡✱ ✉♥ ♦✉C✐❧ ❞L❞✐L M ❧✬❛♥❛❧②A❡ ❞LC❛✐❧❧L ❞❡ A♦✉2❝❡A ♣♦♥❝C✉❡❧❧❡A ♠_♠❡ A✬✐❧



✶✸✹ ❈❍❆#■❚❘❊ ✻✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❉❯ ❈■❊▲ ➚ ❇❆❙❙❊ ➱◆❊❘●■❊

#✬❡#& '(✈(❧( +&'❡ ✉♥ ♦✉&✐❧ ❡♥❝♦✉'❛❣❡❛♥& ♣♦✉' ❧✬❛♥❛❧②#❡ 5 ❜❛##❡ (♥❡'❣✐❡ ❞❡ ♣❛' #❛ ❝❛✲

♣❛❝✐&( 5 ❛❥✉#&❡' ❡✣❝❛❝❡♠❡♥& ❧✬✐♥&(❣'❛❧✐&( ❞✉ ❝✐❡❧ ❡& ❞❡ ♣❛' ❧❛ ❧✐❜❡'&( &♦&❛❧❡ ❞❛♥# ❧❛

♠♦❞(❧✐#❛&✐♦♥ ❞✉ #♣❡❝&'❡ <✉✬✐❧ ♣❡'♠❡& ✭❛❥✉#&❡♠❡♥& ❜✐♥ 5 ❜✐♥✮✳
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✶ ✕ ❈❛()❡+ ❞✉ ❝✐❡❧ ❣❛♠♠❛ ✈✉ ♣❛( ❧❡ ▲❆❚ 8 ❞❡+ 9♥❡(❣✐❡+ ♠♦②❡♥♥❡+ ❞❡ ✭❞❡

❣❛✉❝❤❡ 8 ❞(♦✐)❡✱ ❞❡ ❤❛✉) ❡♥ ❜❛+✮ ✽✾ ▼❡❱✱ ✼✶ ▼❡❱✱ ✺✻ ▼❡❱✱ ✹✺ ▼❡❱✱ ✸✺ ▼❡❱✱ ✷✽

▼❡❱✱ ✷✷ ▼❡❱✱ ✶✽ ▼❡❱✱ ✶✹ ▼❡❱✱ ✶✶ ▼❡❱✱ ❧✐++9❡+ ❛✉ )✐❡(+ ❞❡ I❙❋✻✽ ✭L✉❛♥)✐❧❡ 8 ✻✽✪

❞❡ ❧❛ I❙❋✮✳





✻✳✸✳ ▲❊❙ ❙❖❯❘❈❊❙ *❖◆❈❚❯❊▲▲❊❙ ❱❯❊❙ ➚ ❇❆❙❙❊ ➱◆❊❘●■❊ ✶✸✼

❋✐❣✉$❡ ✻✳✸ ✕ ❈❛()❡ ❞❡, (-,✐❞✉, ✭❡♥ ✪✮ ❡♥)(❡ ✶✵ ❡) ✸✵ ▼❡❱✳ ❖♥ ♦❜,❡(✈❡ ❞❡, (-,✐❞✉,

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬-♠✐,,✐♦♥ ❣❛♠♠❛ )❡((❡,)(❡ ❝❡ @✉✐ ♠♦♥)(❡ @✉❡ ❧❛ ♠♦(♣❤♦❧♦❣✐❡ ♥✬❡,) ♣❛,

❝♦((❡❝)❡♠❡♥) ♣(✐,❡ ❡♥ ❝♦♠♣)❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✸ ✕ ❊((❡✉(+ +②+-.♠❛-✐2✉❡+ ❛++♦❝✐.❡+ 5 ❧✬❛♥❛❧②+❡ ❞❡ ❞♦♥♥.❡+ :❛++ ✽✱ ❧♦(+2✉❡

❧✬♦♥ ♣(❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧✬❡✛❡- ❞❡ ❧❛ ❞✐+♣❡(+✐♦♥ ❡♥ .♥❡(❣✐❡ ✭(♦✉❣❡✮✱ +❛♥+ ♣(❡♥❞(❡ ❡♥
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❧❛ @✉❛❧✐*+ ❞❡ ❧❛ .❡❝♦♥(*.✉❝*✐♦♥ ♣♦✉. ❞❡( +✈+♥❡♠❡♥*( ✐♥*❡.❛❣✐((❛♥* ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❆❚ ✈✐❛

❧❡ ♣.♦❝❡((✉( ❞❡ ❞✐✛✉(✐♦♥ ❈♦♠♣*♦♥✱ ♣.♦❝❡((✉( ♣❧✉( ♣.+(❡♥* 1 ❜❛((❡ +♥❡.❣✐❡ ❡* ♣♦✉.

❧❡@✉❡❧ ❧❡( ❛❧❣♦.✐*❤♠❡( ♥✬♦♥* ♣❛( +*+ (♣+❝✐✜@✉❡♠❡♥* ♣.+✈✉(✳ ❈❡**❡ +*✉❞❡ ❛ ♥+❛♥♠♦✐♥(

♣❡.♠✐( ❞❡ ❝♦♥❝❧✉.❡ @✉❡ ❧❛ @✉❛❧✐*+ ❞❡ ❧❛ .❡❝♦♥(*.✉❝*✐♦♥ ♣♦✉. ❞❡( +✈+♥❡♠❡♥*( ❈♦♠♣✲

*♦♥ +*❛✐* ❝♦♠♣❛.❛❜❧❡ 1 ❝❡❧❧❡ ♦❜(❡.✈+❡ ♣♦✉. ✉♥❡ ❝♦♥✈❡.(✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐.❡ 1 ❜❛((❡ +♥❡.❣✐❡✳

▲❛ @✉❛❧✐*+ ❞❡ ❧❛ .❡❝♦♥(*.✉❝*✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐.❡ +*❛♥* ♠♦✐♥❞.❡ 1 ❜❛((❡ +♥❡.❣✐❡ 1 ❝❛✉(❡ ❞❡(

❞✐✛✉(✐♦♥( (✉❝❝❡((✐✈❡( ❞❛♥( ❧❡ *.❛❥❡❝*♦❣.❛♣❤❡✱ ✐❧ ❡(* ✐♠♣♦.*❛♥* ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥❛F*.❡ ❧❛

G❙❋ ❞✉ ▲❆❚ ❛✜♥ @✉❡ (❛ ♣.✐(❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❛♥( ❧✬❛♥❛❧②(❡ (♦✐* ❝♦..❡❝*❡✳ ■❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡

♠K♠❡ ♣♦✉. ❧❛ .❡❝♦♥(*.✉❝*✐♦♥ ❡♥ +♥❡.❣✐❡✱ @✉✐ ❡(* .❡♥❞✉❡ ♣❧✉( ❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ ❞❡((♦✉( ❞❡

✶✵✵ ▼❡❱ ❝❛. ❧❛ ♣❧✉♣❛.* ❞❡( ♣❤♦*♦♥( ♥✬❛**❡✐❣♥❡♥* ♣❛( ❧❡ ❝❛❧♦.✐♠O*.❡✳ ❉❛♥( ✉♥ (❡❝♦♥❞

*❡♠♣( ♥♦✉( ♥♦✉( (♦♠♠❡( ❞♦♥❝ ✐♥*+.❡((+( ❛✉① ❢♦♥❝*✐♦♥( ❞❡ .+♣♦♥(❡ ❞✉ ▲❆❚✳ ◆♦✉(

❛✈♦♥( (✉❣❣+.+ ✉♥❡ ♠+*❤♦❞❡ ❞✬+✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ G❙❋ 1 ♣❛.*✐. ❞❡( ❞♦♥♥+❡( ✈✐❛ ✉♥❡

♠+*❤♦❞❡ ❖◆✲❖❋❋ ♥♦♥ ❜✐♥♥+❡✳ ◆♦✉( ❛✈♦♥( +❣❛❧❡♠❡♥* ❝❤❛♥❣+ ❧❛ ♠❛♥✐O.❡ ❞♦♥* ❧✬+✲

❝❛.* ❛♥❣✉❧❛✐.❡ ❡♥*.❡ ❧❛ ❞✐.❡❝*✐♦♥ ✈.❛✐❡ ❡* ❧❛ ❞✐.❡❝*✐♦♥ .❡❝♦♥(*.✉✐*❡ ❞✬✉♥ ♣❤♦*♦♥ +*❛✐*

❝❛❧❝✉❧+✳ ❉❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡.(✐♦♥ ❡♥ +♥❡.❣✐❡ ✐❧ ❡(* ❛♣♣❛.✉ @✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ✉*✐❧✐(+❡

♣♦✉. ♣❛.❛♠+*.❡. ❝❡**❡ ❣.❛♥❞❡✉. +*❛✐* ✐♥❛❞+@✉❛*❡ 1 ❜❛((❡ ❡* ❤❛✉*❡ +♥❡.❣✐❡(✱ ♥♦✉(

❛✈♦♥( ❞♦♥❝ ♣.♦♣♦(+ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛.❛♠+*.✐(❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡.(✐♦♥ ❡♥ +♥❡.❣✐❡ ❛②❛♥*

❧✬❛✈❛♥*❛❣❡ ❞✬K*.❡ ❝♦♥*✐♥✉❡ ❡* 1 ❞+.✐✈+ ❝♦♥*✐♥✉❡✱ ❝❡ @✉✐ ♥✬+*❛✐* ♣❛( ❧❡ ❝❛( ❞❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡

❢♦♥❝*✐♦♥ ❡* @✉✐ ♣♦✉✈❛✐* ❝❡ .+✈+❧❡. ♣.♦❜❧+♠❛*✐@✉❡ ❧♦.( ❞✬✉♥ ❛❥✉(*❡♠❡♥*✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡

♣❛.❛♠+*.✐(❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐(♣❡.(✐♦♥ ❡♥ +♥❡.❣✐❡ .❡♣♦(❡ (✉. ✾ ♣❛.❛♠O*.❡( @✉✐ .❡♥❞❡♥* ❧✬❛✲
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❞❡ ✈❛.✐❛*✐♦♥ (♦♥* ♠❛❧ ❝❤♦✐(✐(✳ ❯♥❡ ❢♦✐( ❝❡✉①✲❝✐ ❝♦..❡❝*❡♠❡♥* ❞+*❡.♠✐♥+(✱ ❧✬❛❥✉(*❡♠❡♥*

❝❡ ❝♦♠♣♦.*❡ ❝♦..❡❝*❡♠❡♥* ❡* ♣❡.♠❡* ❞❡ ❞+❝.✐.❡ ❞❡ ♠❛♥✐O.❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉( ✜❞O❧❡ ❧❛
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②(❡ ❞❡ ❞♦♥♥+❡( ❞✉ ▲❆❚ 1 ❞❡( +♥❡.❣✐❡( ✐♥❢+.✐❡✉.❡( 1 ✶✵✵ ▼❡❱✳ ■❧ ❢❛✉* *♦✉*❡❢♦✐( ✉*✐❧✐(❡.

❞❡( ♦✉*✐❧( ❛✐♥(✐ @✉❡ ❞❡( ♠♦❞O❧❡( (♣+❝✐✜@✉❡(✳ ▲❛ ❞❡.♥✐O.❡ +*❛♣❡ ❞❡ ❝❡ *.❛✈❛✐❧ ❞❡ *❤O(❡

❛ ❝♦♥(*✐*✉+ 1 ❝♦♥(*.✉✐.❡ ✉♥ ♠♦❞O❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❣❛♠♠❛ ❥✉(@✉✬1 ✶✵ ▼❡❱ ❡♥ ❡①*.❛♣♦❧❛♥*

❧❡( ♠♦❞O❧❡( 1 ♣❧✉( ❤❛✉*❡ +♥❡.❣✐❡ ♠✐( 1 ❞✐(♣♦(✐*✐♦♥ ♣❛. ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦.❛*✐♦♥ ❋❡"♠✐ ✲▲❆❚✳

❈❡( ♠♦❞O❧❡(✱ ❛✐♥(✐ @✉❡ ✸✾ (♦✉.❝❡( ❜.✐❧❧❛♥*❡( 1 ❜❛((❡ +♥❡.❣✐❡ .❡♣+.+❡( (✉. ❧❡( ❝❛.*❡( ❞❡

❝♦✉♣( ♦♥* ❡♥(✉✐*❡ +*+ ❛❥✉(*+❡( (✐♠✉❧*❛♥+♠❡♥* ✈✐❛ ❧✬♦✉*✐❧ ●❛❘❉✐❆♥✳ ●❛❘❉✐❆♥ ♣❡.✲

♠❡* ❣.Z❝❡ 1 ✉♥ ♣❛.❛❞✐❣♠❡ ❍❊❆▲G✐① ❞✬❛❥✉(*❡. ❞❡( ♠♦❞O❧❡( (✉. ❧❡ ❝✐❡❧ ❡♥*✐❡.✱ ❝❤♦(❡

@✉❡ ♥❡ ♣❡.♠❡**❡♥* ♣❛( ❧❡( ♦✉*✐❧( ❞✬❛♥❛❧②(❡ ❝❧❛((✐@✉❡ ❞+✈❡❧♦♣♣+ ♣❛. ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦.❛*✐♦♥

✭❧❡( ❙❝✐❡♥❝❡✲❚♦♦❧(✮✳ ❈❡**❡ ❢❛❝✉❧*+ ❞✬❛❥✉(*❡. ❧❡ ❝✐❡❧ ❞❛♥( (♦♥ ✐♥*+❣.❛❧✐*+ ❡(* ❞✬❛✉*❛♥*

♣❧✉( ✐♠♣♦.*❛♥*❡ 1 ❜❛((❡ +♥❡.❣✐❡ ❡♥ .❛✐(♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦.*❛♥*❡ G❙❋ @✉✐ ❢❛✈♦.✐(❡ ❧❛ ❝♦♥✲

❢✉(✐♦♥ ❞❡ (♦✉.❝❡✳ ❆♣.O( ❛✈♦✐. ♣.♦❝+❞+ ❛✐♥(✐ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ✈+.✐✜+ ❧❛ ❝♦❤+.❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦*.❡

♠♦❞O❧❡ ❞✐✛✉( ❡* ♥♦✉( ♥♦✉( (♦♠♠❡( ❝♦♥❝❡♥*.+( (✉. ❧❡( ❞❡✉① (♦✉.❝❡( ❧❡( ♣❧✉( ❜.✐❧❧❛♥*❡(

1 ❜❛((❡ +♥❡.❣✐❡ ✿ ❧❡ ♣✉❧(❛. ❱❡❧❛ ❡* ❧❡ ♣✉❧(❛. ❛✐♥(✐ @✉❡ ❧❛ ♥+❜✉❧❡✉(❡ ❞✉ ❈.❛❜❡✳ ▲❡(
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❍❊❆▲9✐① ❞❛♥. ❣"❜✐♥ ✱ ♣❡#♠❡""❛♥" ❛✐♥.✐ ❞❡ ❣-♥-#❡# ❞❡. ❝❛#"❡. ❡" ❞❡. ❝✉❜❡. ❞❡ ❝♦✉♣.

❞❛♥. ❝❡ ❢♦#♠❛"✳ ❈❡""❡ ❝❛#"❡ ❍❊❆▲9✐① ❡." ."♦❝❦-❡ .♦✉. ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡# ❛✉ ❢♦#♠❛"

❋■❚❙ +✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉##❛ ❡♥.✉✐"❡ ✈✐.✉❛❧✐.❡# ❛✈❡❝ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ❆❧❛❞✐♥

✶

✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡

❣-#❡# ❧❡. ❝❛#"❡. ❍❊❆▲9✐①✳

❯♥ ♦❜❥❡" ❍❊❆▲9✐① ❡." ❞-✜♥✐✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ♣#-❝-❞❡♠♠❡♥" ♣❛# .♦♥ ♦#❞#❡ ❡"

.♦♥ .❝❤-♠❛ ❞✬♦#❣❛♥✐.❛"✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧. ✭❘■◆●✴◆❊❙❚❊❉✮✳ ■❧ ❢❛✉" ❞♦♥❝ +✉❡ ❧✬✉"✐❧✐.❛"❡✉#

❢♦✉#♥✐..❡ ❝❡. ✐♥❢♦#♠❛"✐♦♥.✳ ▲♦#.+✉❡ ❧✬✉"✐❧✐.❛"❡✉# ❧❛♥❝❡ ❣!❜✐♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ %✉♥✭✮ ❝♦♥✲

"❡♥✉❡ ❞❛♥. ❣!❜✐♥✳❝①① ✈-#✐✜❡ +✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞-❡ ❡①✐."❡ ❡" .✐ ❝✬❡." ❧❡ ❝❛.✱ #❡♥✲

✈♦✐❡ ✈❡#. ❧❛ ❝❧❛..❡ ❝♦♥❝❡#♥-❡✳ ▲✬✐♠♣❧-♠❡♥"❛"✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞♦♥❝ ♣❛# ❧❛ ❝#-❛"✐♦♥ ❞✬✉♥❡

♦♣"✐♦♥ ❍❡❛❧♣✐① ❞❛♥. #✉♥✭✮ ❡" ❞✬✉♥❡ ❝❧❛..❡ ❍❡❛❧♣✐①▼❛♣❆♣♣ ✭❡❧❧❡ ❛✉..✐ 3 ❧✬✐♥"-#✐❡✉# ❞❡

❣!❜✐♥✳❝①① ✮.✉# ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ +✉✐ ❣1#❡ ❧❡. ❝❛#"❡. ❞❡ ❝♦✉♣. ✭❈♦✉♥!▼❛♣❆♣♣✮✳

❈❡""❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛# ❛♣♣❡❧❡# ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❤❡❛❧♣✐①6❛%6%♦♠♣!✳ ❉-✜♥✐❡

❞❛♥. ❇✐♥❈♦♥✜❣✳❝①①✱ ❝✬❡." ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ +✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ 3 ❧✬✉"✐❧✐.❛"❡✉# ❡" #-❝✉♣1#❡ ❧❡.

♣❛#❛♠1"#❡. ♥-❝❡..❛✐#❡. 3 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ♣✉✐. ❧❡. -❝#✐" ❞❛♥. ✉♥ ✜❝❤✐❡# ❞❡ ♣❛#❛♠1"#❡. ✿

❣!❜✐♥✳♣❛%✳ ❈✬❡." ❞✬❛❜♦#❞ ❣#R❝❡ 3 ❣!❜✐♥✳♣❛% +✉❡ ❧❡ ♣#♦❣#❛♠♠❡ .❛✐" +✉❡❧. .♦♥" ❧❡. "②♣❡.✱

❧❡. ✈❛❧❡✉#. ♣❛# ❞-❢❛✉" ❡" ❧❡. ✈❛❧❡✉#. ❧✐♠✐"❡. ❞❡. ♣❛#❛♠1"#❡. ❞❡♠❛♥❞-.✳ ❙✐ ❧✬✉"✐❧✐.❛"❡✉#

❧❡ .♦✉❤❛✐"❡✱ ✐❧ ♣❡✉" ❞❡♠❛♥❞❡# ❧✬❛❥♦✉" ❞✬✉♥ ❜✐♥✐♥❣ ❡♥ -♥❡#❣✐❡ ✭✐✳❡✳ ❝#-❛"✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝✉❜❡

❞❡ ❝♦✉♣. ❍❊❆▲9✐① ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❝❛#"❡ ❞❡ ❝♦✉♣. ❍❊❆▲9✐①✮✳ ❙✬✐❧ #-♣♦♥❞ ♦✉✐✱ ❧❡.

♣❛#❛♠1"#❡. ♥-❝❡..❛✐#❡. 3 ❝❡""❡ ❛❝"✐♦♥ ❧✉✐ .❡#♦♥" ❛❧♦#. ❞❡♠❛♥❞-.✳ ❯♥❡ ❢♦✐. "♦✉. ❧❡.

♣❛#❛♠1"#❡. ♣#✐. ❡♥ ❝♦♠♣"❡✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❢❛✐" ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❝♦♥."#✉❝"❡✉# ❞❡ ❧❛ ❝❧❛..❡ ❍❡❛❧♣✐①▼❛♣

+✉✐ ✈❛ ❝#-❡# ❧❡ ✜❝❤✐❡# ❞❡ .♦#"✐❡✳

❖♥ ❝#-❡ ❧❛ ❝❧❛..❡ ❍❡❛❧♣✐①▼❛♣ .✉# ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛..❡ ❈♦✉♥!▼❛♣✳ ▲❛ ❢♦♥❝"✐♦♥

❜✐♥■♥♣✉! ✈❛ .❡ ❝❤❛#❣❡# ❞❡ #-❝✉♣-#❡# ❧❡. ✐♥❢♦#♠❛"✐♦♥. ✉"✐❧❡. ❞❛♥. ❧❡ ✜❝❤✐❡# ❞✬-✈-♥❡✲

✶✳ ❤##♣ ✿✴✴❛❧❛❞✐♥✳✉✲.#/❛.❜❣✳❢/✴

✶✺✼



✶✺✽ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ▲✬■◆❚❊❘❋❆❈❊ ❍❊❆▲-■❳✴●❚❇■◆

♠❡♥&✳ ■❧ *✬❛❣✐& ❞❡* ❝♦♦2❞♦♥♥3❡* ❞✬❛22✐✈3❡ 2❡❝♦♥*&2✉✐&❡* ❞❡ ❝❤❛7✉❡ ♣❤♦&♦♥ ❡♥ ✭2❛✱ ❞❡❝✮

♦✉ ✭❧✱❜✮ ❛✐♥*✐ 7✉❡ ❧❡✉2 3♥❡2❣✐❡✳ ❈❡* ❞♦♥♥3❡* *♦♥& ❡♥*✉✐&❡ ❜✐♥3❡* ❡♥ 3♥❡2❣✐❡ ✈✐❛ ✉♥

❜✐♥❡2 ❧✐♥3❛✐2❡ *&❛♥❞❛2❞ ♣✉✐* *♣❛&✐❛❧❡♠❡♥& ♣❛2 ❧❡ ❍❡❛❧♣✐①❇✐♥♥❡)✱ ❝233 ♣♦✉2 ❜✐♥❡2 ❞❡*

❞♦♥♥3❡* *✉2 ✉♥❡ *♣❤>2❡✳ ▲❡ ❍❡❛❧♣✐①❇✐♥♥❡) ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛2 ❝23❡2 ✉♥ ♦❜❥❡& ❞❡ &②♣❡

❍❡❛❧♣✐①❴❇❛+❡ ❛②❛♥& ❧✬♦2❞2❡ ❡& ❧❡ ♠♦❞❡ ❞✬♦2❣❛♥✐*❛&✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧* ❝❤♦✐*✐ ♣❛2 ❧✬✉&✐❧✐*❛✲

&❡✉2✳ D✉✐*✱ ♣♦✉2 ❝❤❛7✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♦2✲ ❞♦♥♥3❡* ✭❝♦♦2❞✶✱ ❝♦♦2❞✷✮ ✐❧ ❝23❡ ✉♥ ♦❜❥❡&

❞❡ &②♣❡ ❛+,)♦ ✿ ✿❙❦②❉✐) 7✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉& *✬✐♠❛❣✐♥❡2 ❝♦♠♠❡ 3&❛♥& ✉♥ ✈❡❝&❡✉2 ❞♦♥& ❧✬♦✲

2✐❣✐♥❡ ❡*& ❧❡ ❝❡♥&2❡ ❞❡ ❧❛ *♣❤>2❡ ❍❊❆▲D✐① ❡& ❞♦♥& ❧✬❡①&23♠✐&3 ✐♥&❡2*❡❝&❡ ❧❛ *♣❤>2❡

❛✉① ❝♦♦2❞♦♥♥3❡* ✭❝♦♦2❞✶✱❝♦♦2❞✷✮✳ ❈❡* ❝♦♦2❞♦♥♥3❡* *♦♥& ❡♥*✉✐&❡ &2❛❞✉✐&❡* ❡♥ ❝♦♦2✲

❞♦♥♥3❡* *♣❤32✐7✉❡* ✭&❤I&❛✱ ♣❤✐✮ ❡& ❞✬❛♣2>* ❧❛ ♣♦*✐&✐♦♥ *✉2 ❧❛ *♣❤>2❡ ♦♥ ❞3&❡2♠✐♥❡

❧❡ ❜✐♥ ❍❊❆▲D✐① J ✐♥❝23♠❡♥&❡2✳ ▲❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❜✐♥ 3&❛♥& ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❤❡❛❧♣✐①❡❧*✱

✐❧ ❡*& ❡♥&✐>2❡♠❡♥& ❞3&❡2♠✐♥3 ♣❛2 ❧✬♦2❞2❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡& ❍❡❛❧♣✐①❴❇❛+❡✳ ❊♥✜♥ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥

✇)✐,❡❖✉,♣✉, 7✉✐ *❡ &2♦✉✈❡ ❞❛♥* ❍❡❛❧♣✐①▼❛♣✳❝①① ✈❛ *❡ ❝❤❛2❣❡2 ❞❡ ❝23❡2 ❧❡ ✜❝❤✐❡2 ❞❡

*♦2&✐❡✳ ❈❡ ✜❝❤✐❡2 ❡*& ❛✉ ❢♦2♠❛& ❋■❚❙✱ ✐❧ ❡*& ♣23*❡♥&3 ❡♥ ✜❣✉2❡ ❆✳✶

❋✐❣✉$❡ ❆✳✶ ✕ ❋✐❝❤✐❡2 ❋■❚❙ ❝♦♥&❡♥❛♥& ✉♥❡ ❝❛2&❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❞✬♦2❞2❡ ✼✱ ❣3♥323❡ ✈✐❛ ❧✬♦♣&✐♦♥

❍❊❆▲D✐① ❞❡ ❧✬♦✉&✐❧ ❣&❜✐♥✳

D❧✉*✐❡✉2* ❍❉❯ ✭❍❡❛❞❡2 ❉❛&❛ ❯♥✐&*✮✱ ♥♦♠♠3❡ D❘■▼❆❘❨✱ ❙❑❨▼❆D❙✱ ❊❇❖❯◆❉❙

❡& ●❚■✱ ❝♦♥&✐❡♥♥❡♥& ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ &❛❜❧❡❛✉✳ ❈❡* &❛❜❧❡❛✉① 2❡♥❢❡2♠❡♥& ❧❡* ✐♥❢♦2♠❛&✐♦♥*

✉&✐❧❡* J ❧❛ ❝23❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 2❡♣23*❡♥&❛&✐♦♥ ❍❊❆▲D✐① ❛✐♥*✐ 7✉❡ ❞✬❛✉&2❡* ✐♥❢♦2♠❛&✐♦♥*

❝♦♠♠❡ ❧❡* ●❚■✳ ▲❡ ✜❝❤✐❡2 ❋■❚❙ ❝♦♥&✐❡♥& ❞❛♥* ❧❛ ❍❉❯ ❙❑❨▼❆D✱ ✉♥ &❛❜❧❡❛✉ ❞♦♥&

❧❡* ❝♦❧♦♥♥❡* *♦♥& ❧❡* ❜✐♥* ❡♥ 3♥❡2❣✐❡* ❡& ❧❡* ❧✐❣♥❡* ❧❡* ❤❡❛❧♣✐①❡❧✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉2 ✐♥*❝2✐&❡

❞❛♥* ❝❡ &❛❜❧❡❛✉ ❝♦22❡*♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❝♦✉♣* ❡♥2❡❣✐*&23* ❞❛♥* ✉♥ ❤❡❛❧♣✐①❡❧ ♣♦✉2

❧❡ ❜✐♥ ❡♥ 3♥❡2❣✐❡ ❝♦♥*✐❞323✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉&✐❧✐*❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❍❡❛❧♣✐①

❞❡ ❣&❜✐♥✳

❉❡♠♦♥*&2❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉&✐❧✐*❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣&✐♦♥ ❍❊❆▲D✐① ❞❛♥* ❣&❜✐♥

✶  ❤ ✐❜❛✉ ❞❅❥❛) ) ❡   ✿⑦✴❉❡/❦ ♦♣✴❙❚❉❊❱✩ ❣ ❜ ✐♥

✷ ❚❤✐/ ✐ / ❣ ❜ ✐♥ ✈❡ ) / ✐ ♦♥ ❙❝ ✐❡♥❝❡❚♦♦❧/ −✵✾−✷✻−✵✷

✸ ❚②♣❡ ♦ ❢ ♦✉ ♣✉ ❢ ✐ ❧ ❡ ✭❈❈❯❇❊⑤❈▼❆J⑤▲❈⑤J❍❆✶⑤J❍❆✷⑤❍❊❆▲J■❳✮ ❬❍❊❆▲J■❳❪

✹ ❊✈❡♥ ❞❛ ❛ ❢ ✐ ❧ ❡ ♥❛♠❡ ❬ /❦✐♠❴✶✵●❡❱❴✺✵●❡❱ ✳ ❢ ✐  / ❪
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▲❡ %❛'❡❧❧✐'❡ ❋❡"♠✐✱ ❧❛♥❝- ❡♥ ❥✉✐♥ ✷✵✵✽ ♣❛3 ❧❛ ◆❆❙❆✱ ♦❜%❡3✈❡ ❧❡ ❝✐❡❧ ❞❛♥% ❧❡ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ ❞❡% ❤❛✉'❡% -♥❡3❣✐❡%✳ ❙♦♥ ✐♥%'3✉♠❡♥' ♣3✐♥❝✐♣❛❧ ✿ ❧❡ ▲❛"❣❡ ❆"❡❛ ❚❡❧❡+❝♦♣❡ ✭▲❆❚✮✱

3-❝♦❧'❡ ❞❡% ❞♦♥♥-❡% D ♣❛3'✐3 ❞❡ ∼ 20 ▼❡❱ ❥✉%G✉✬D ♣❧✉% ❞❡ ✸✵✵ ●❡❱✳ ❯♥❡ ❛♠-❧✐♦3❛'✐♦♥

♠❛❥❡✉3❡ ❞❡ %❡% ❛❧❣♦3✐'❤♠❡% ❛ ♣❡3♠✐% 3-❝❡♠♠❡♥' ❧❛ ♠✐%❡ D ❞✐%♣♦%✐'✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉

❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥-❡%✱ K❛%% ✽✳ K❛%% ✽ ❥❡''❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ -❝❧❛✐3❛❣❡ %✉3 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠-❝♦♥♥✉ ❞❡

❧❛ ❜❛%%❡ -♥❡3❣✐❡ ✭❊❁✶✵✵ ▼❡❱✮✳ ❊♥ ❡✛❡' D ❜❛%%❡ -♥❡3❣✐❡✱ ❧❛ 3-%♦❧✉'✐♦♥ ❡♥ -♥❡3❣✐❡ ❡' ❧❛

3-%♦❧✉'✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐3❡ ❞✉ ▲❆❚ 3❡♥❞❡♥' ❧✬❛♥❛❧②%❡ ❞❡ ❞♦♥♥-❡% ❛3❞✉❡✳ ❆✉ ❝♦✉3% ❞❡ ❝❡ '3❛✲

✈❛✐❧ ❞❡ '❤Q%❡✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣3♦♣♦%- ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛3❛♠-'3✐%❛'✐♦♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞-❝3✐3❡ ❧❛

3-♣♦♥%❡ ❡♥ -♥❡3❣✐❡ ❞✉ ▲❆❚ %✉3 ✻ ♦3❞3❡% ❞❡ ❣3❛♥❞❡✉3✳ ❋♦3' ❞❡ ❝❡ '3❛✈❛✐❧ '❡❝❤♥✐G✉❡ ❡'

❞❡% ❛♠-❧✐♦3❛'✐♦♥% ❛♣♣♦3'-❡% ♣❛3 K❛%% ✽✱ ♥♦✉% ♥♦✉% %♦♠♠❡% ❡♥%✉✐'❡ ❛''❡❧-% D ❧✬❛♥❛❧②%❡

❞❡% ❞♦♥♥-❡% D ❜❛%%❡ -♥❡3❣✐❡✳ K♦✉3 ❝❡❧❛ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❡①'3❛♣♦❧- ❧❡% ♠♦❞Q❧❡% ❞✬-♠✐%%✐♦♥

❞✐✛✉%❡ ♣3♦❞✉✐'% ♣❛3 ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦3❛'✐♦♥ ❡' ♥♦✉% ❧❡% ❛✈♦♥% ❛❥✉%'-% ❛✉① ❞♦♥♥-❡%✳ ◆♦✉%

❛✈♦♥% -❣❛❧❡♠❡♥' -'✉❞✐- ✸✾ %♦✉3❝❡% ♣❛3♠✐ ❧❡% ♣❧✉% ❜3✐❧❧❛♥'❡% ❞✉ ❝✐❡❧ ❣❛♠♠❛✳ ▲❡% 3-✲

%✉❧'❛'% ❞❡ ❝❡''❡ ❛♥❛❧②%❡ ❞❡ %♦✉3❝❡% %♦♥' ♣3-%❡♥'-% ❞❛♥% ❝❡''❡ '❤Q%❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❝❝❡♥'

♣❛3'✐❝✉❧✐❡3 ♠✐% %✉3 ❞❡✉① ❞❡% ♣❧✉% ❜3✐❧❧❛♥'❡% %♦✉3❝❡% ❞✉ ❝✐❡❧ ❣❛♠♠❛ ✿ ❧❡ ♣✉❧%❛3 ❱❡❧❛

❡' ❧❡ ♣✉❧%❛3 ❞✉ ❈3❛❜❡ ❛✐♥%✐ G✉❡ %❛ ♥-❜✉❧❡✉%❡✳

❆❜"'(❛❝'

▲❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ❏✉♥❡ ✷✵✵✽ ❜② ◆❆❙❆✱ '❤❡ ❋❡"♠✐ %❛'❡❧❧✐'❡ ♦❜%❡3✈❡% '❤❡ ❣❛♠♠❛✲3❛②

%❦②✳ ■'% ♠❛✐♥ ✐♥%'3✉♠❡♥'✱ '❤❡ ▲❆❚✱ ❤❛3✈❡%'% ❞❛'❛ ❢3♦♠ ∼ 20 ▼❡❱ '♦ ✸✵✵ ●❡❱ ❛♥❞

❜❡②♦♥❞✳ ▲❛'❡❧②✱ ❛ ♠❛❥♦3 ✉♣❣3❛❞❡ ♦❢ '❤❡ ▲❆❚ ❛❧❣♦3✐'❤♠% ❛❧❧♦✇❡❞ '❤❡ 3❡❧❡❛%❡ ♦❢ ❛

3❡♣3♦❝❡%%❡❞ ❞❛'❛ %❡' ❝❛❧❧❡❞ K❛%% ✽✳ K❛%% ✽ %❤❡❞% ❛ ♥❡✇ ❧✐❣❤' ♦♥ '❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡3❣②

✭❊❁✶✵✵ ▼❡❱✮ 3❡❣✐♠❡ ✇❤❡3❡ ❞❛'❛ ❛♥❛❧②%✐% ✐% ❞✐✣❝✉❧' ❞✉❡ '♦ ❞❡❣3❛❞❡❞ ❛♥❣✉❧❛3 ❛♥❞

❡♥❡3❣② 3❡%♦❧✉'✐♦♥✳ ❉✉3✐♥❣ '❤✐% K❤❞ ❛ ♥❡✇ ♣❛3❛♠❡'❡3✐③❛'✐♦♥ ✇❛% ❢♦✉♥❞ ❢♦3 '❤❡ ❡♥❡3❣②

❞✐%♣❡3%✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥ ❛❝❝✉3❛'❡ ♠♦❞❡❧✐%❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ▲❆❚ ❡♥❡3❣② 3❡%♣♦♥%❡ ♦♥ ✻

♦3❞❡3% ♦❢ ♠❛❣♥✐'✉❞❡✳ ❚❤✐% ✇♦3❦✱ '♦❣❡'❤❡3 ✇✐'❤ ♦'❤❡3 K❛%% ✽ ✐♠♣3♦✈❡♠❡♥'%✱ ❛❧❧♦✇% ✉%

'♦ ❝♦♥%✐❞❡3 ❧♦✇ ❡♥❡3❣② ❛♥❛❧②%✐%✳ ❚♦ ❞♦ %♦✱ ✇❡ ❡①'3❛♣♦❧❛'❡❞ '❤❡ ❡①✐%'✐♥❣ ❞✐✛✉%❡ ♠♦❞❡❧%

'♦ ❧♦✇ ❡♥❡3❣② ❛♥❞ ✜''❡❞ '❤❡♠ '♦ ❞❛'❛ '♦❣❡'❤❡3 ✇✐'❤ ✸✾ ♦❢ '❤❡ ❜3✐❣❤'❡%' ❧♦✇ ❡♥❡3❣②

❣❛♠♠❛✲3❛② %♦✉3❝❡%✳ ❚❤❡ 3❡%✉❧'% ♦❢ '❤✐% ❛♥❛❧②%✐% ❛3❡ ♣3❡%❡♥'❡❞ ✐♥ '❤✐% ♠❛♥✉%❝3✐♣'

✇✐'❤ ❛ ♣❛3'✐❝✉❧❛3 ❡♥♣❤❛%✐% ♦♥ '❤❡ ❱❡❧❛ ♣✉❧%❛3 ❛♥❞ '❤❡ ❈3❛❜ ♣✉❧%❛3 ♣❧✉% ♥❡❜✉❧❛✳
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