
HAL Id: tel-01257740
https://theses.hal.science/tel-01257740

Submitted on 18 Jan 2016

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Quelques résultats d’équivalence asymptotique pour des
expériences statistiques dans un cadre non paramétrique

Ester Mariucci

To cite this version:
Ester Mariucci. Quelques résultats d’équivalence asymptotique pour des expériences statistiques dans
un cadre non paramétrique. Théorie [stat.TH]. Université Grenoble Alpes, 2015. Français. �NNT :
2015GREAM031�. �tel-01257740�

https://theses.hal.science/tel-01257740
https://hal.archives-ouvertes.fr


THÈSE

Pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITÉ DE GRENOBLE
Spécialité : Mathématiques Appliquées

Arrêté ministériel : 7 août 2006

Présentée par

Ester Mariucci

Thèse dirigée par Sana Louhichi
et codirigée par Pierre Étoré

préparée au sein du Laboratoire Jean Kuntzmann
et de l’École Doctorale Mathématiques, Sciences et Technologies de
l’Information, Informatique

Quelques résultats d’équivalence
asymptotique pour des expéri-
ences statistiques dans un cadre
non paramétrique

Thèse soutenue publiquement le 16 septembre 2015,

devant le jury composé de :

Mme Valentine Genon-Catalot
Professeur, Université Paris Descartes, Présidente

M. Ion Grama
Professeur, Université de Bretagne-Sud, Rapporteur

M. Marc Hoffmann
Professeur, Université Paris-Dauphine, Rapporteur

M. Anatoli Juditsky
Professeur, Université Joseph Fourier, Examinateur

Mme Sana Louhichi
Professeur, Université Joseph Fourier, Directeur de thèse

M. Pierre Étoré
Maître de conférences, Université Grenoble INP, Co-Directeur de thèse





➚ ▼❛r❝♦ ❡t ❋r❛♥❝❡s❝♦





✈

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▼❡s ♣r❡♠✐❡rs r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts s✬❛❞r❡ss❡♥t à ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡✱ ❙❛♥❛ ▲♦✉❤✐❝❤✐ ❡t P✐❡rr❡
➱t♦ré✳ ❏❡ ✈♦✉s s✉✐s ✐♥✜♥✐♠❡♥t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ❛♥s ❡♥
❛❝❝❡♣t❛♥t ❞❡ ♠✬❡♥❝❛❞r❡r ❡♥ t❤ès❡✳ ❉✉ st❛❣❡ ❞❡ ♠❛st❡r ❥✉sq✉✬à ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱
✈♦✉s ♠✬❛✈❡③ ❣✉✐❞é❡ t♦✉t ❡♥ ♠❡ ❧❛✐ss❛♥t ❧✬❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❡t ❧❛ ❧✐❜❡rté ♥é❝❡ss❛✐r❡ à t♦✉t tr❛✈❛✐❧
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▼❡r❝✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs s♦✉t❡♥✉❡ ❡t ❡♥❝♦✉r❛❣é❡ ❡t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❝♦♥❢♦rté❡
❞❛♥s ♠♦♥ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ♠❛ ❝❛rr✐èr❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ■♦♥ ●r❛♠❛ ❡t ▼❛r❝ ❍♦✛♠❛♥♥ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❧✐r❡ ❡♥
❞ét❛✐❧ ❝❡ ❧♦♥❣ t❡①t❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t ❞♦♥♥és ♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❡r✳ ❏❡
s✉✐s ❤♦♥♦ré❡ q✉✬✐❧s ❛✐❡♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ♠❛ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✐♥❝èr❡♠❡♥t ❱❛❧❡♥t✐♥❡ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t ❡t ❆♥❛t♦❧✐ ❏✉❞✐ts❦② ❞✬❛✈♦✐r
❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✳ ❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❱❛❧❡♥t✐♥❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ♥♦s ❞✐s❝✉s✲
s✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❆♥❛t♦❧✐ ♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s
♣ré❝✐❡✉① ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❞❡s éq✉✐♣❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ très ré♣✉té❡s ❞❛♥s
♠♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ très s✐♥❝èr❡♠❡♥t ▼❛r❦✉s ❘❡✐ss ♣♦✉r s♦♥ ❛❝❝✉❡✐❧ à ❇❡r❧✐♥✱ s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡
❡t s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❝♦♥t❡♥✉ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ s❡s rés✉❧t❛ts s❛♥s ♥♦s
❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ t♦✉❥♦✉rs très ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡t ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❉✐❞✐❡r P✐❛✉✱ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ ▼❛st❡r ✶ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❋♦✉r✐❡r
à ❧✬é♣♦q✉❡ ♦ù ❥❡ ✈♦✉❧❛✐s ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ♠❡s ét✉❞❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡✳ ❙❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t s♦♥ ❛❝✲
❝✉❡✐❧ ❝❤❛❧❡✉r❡✉① ♠✬♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✐❞é❡ ❡t ♠♦t✐✈é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✈❡♥t✉r❡
❣r❡♥♦❜❧♦✐s❡✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ♣ré♣❛ré❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ▲❏❑ ❡t ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s
q✉✐ tr❛✈❛✐❧❧❡♥t à ❧❛ t♦✉r ■❘▼❆ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❝réé ✉♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❛❣ré❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥✈✐✲
✈✐❛❧❡✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ❙té♣❤❛♥❡ ▲❛❜❜é✱ ré❢ér❡♥t
❡①❡♠♣❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬➱❝♦❧❡ ❉♦❝t♦r❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ à ❆❞❡❧✐♥❡ ▲❡❝❧❡r❝q
❙❛♠s♦♥ ♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ♣ré❝✐❡✉① ❡t s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t à ▼❛r✐❛♥♥❡ ❈❧❛✉s❡❧ ❡t ❙té♣❤❛♥❡
●✐r❛r❞ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ✐♥❝✐té❡ ❡t ❛✐❞é❡ à ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦✲
♥❛❧❡s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs q✉❡ ❥✬❛✐ r❡♥❝♦♥trés ❧♦rs ❞❡ sé♠✐♥❛✐r❡s ♦✉ ❞❡
❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❡t q✉✐ ♠✬♦♥t ❝♦♥s❡✐❧❧é❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❡t ♣♦st❞♦❝t♦r❛♥ts✳ P❛r♠✐
❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❈❤❛r❧✐♥❡✱ ❈❤❛r❧♦tt❡✱ ●✇❡♥♥❛ë❧❧❡✱ ❏❡❛♥✲▼❛r❝✱ ❙❡❜❛st✐❛♥✱
P❛❜❧♦✱ ❈❧❛✐r❡ ❡t ➱♠✐❧✐❡✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❛❞r❡ss❡r ✉♥ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❈é❧✐♥❡ q✉❡
❥✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡r à ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❝❝❛s✐♦♥s ✿ ❥❡ ❣❛r❞❡ ✉♥ très ❜♦♥ s♦✉✈❡♥✐r ❞❡s
é❝❤❛♥❣❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉s✳



✈✐

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉ ✏q✉❛tr✐è♠❡ ét❛❣❡✑ ❞❡ ❧❛ t♦✉r ❡t ❛✉ s❡r✈✐❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡✉r
❛♠❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❍é❧è♥❡✱ ▲❛✉r❡♥❝❡✱ ❏✉❛♥❛✱ P❛tr✐❝❡ ❡t ❋ré❞ér✐❝✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❞é❞✐❡r ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ s♣é❝✐❛❧❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♦♥t ❝♦♥tr✐✲
❜✉é à ♠❡ ❢♦r♠❡r ❛✉ ♠ét✐❡r ❞✬❡♥s❡✐❣♥❛♥t✲❝❤❡r❝❤❡✉r✱ ❛✉t❛♥t ❧❡s ❛♥✐♠❛t❡✉rs ❞❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞✉ ▲❛❜❡❧ ❘❊❙ q✉❡ ❧❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ❧❡s ❝♦✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ét✉❞✐❛♥ts✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♠❡r❝✐ à ❍❡r✈é P❛❥♦t✱ ♠♦♥ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡✱ q✉✐ ❛ t♦✉❥♦✉rs été
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡t à ❧✬é❝♦✉t❡ ❧♦rsq✉❡ ❥✬❡♥ ❛✐ ❡✉ ❜❡s♦✐♥✳

❊t ♠❡ ✈♦✐❧à ❛rr✐✈é❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧❛ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ✦ ❈♦♠♠❡♥t ♣✉✐s✲❥❡ r❡♠❡r❝✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡
♣♦✐❣♥é❡ ❞❡ ♠♦ts t♦✉s ❝❡✉① ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é✱ ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥ ♣r❡sq✉❡✱ ❝❡s tr♦✐s
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❄ ❏✬❛✉r❛✐s ❛✐♠é ✈♦✉s r❡♠❡r❝✐❡r ✉♥ ♣❛r ✉♥✱ ✜①❡r s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r ❧❡s s♦✉✈❡♥✐rs
❞❡s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡✱ r❛❝♦♥t❡r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ❝❤♦s❡s✱ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡s✱ ❜❧❛❣✉❡s q✉✐ ♦♥t
❝❤❛♥❣é ♠❡s ❥♦✉r♥é❡s ❡t ✈♦✉s ❞✐r❡ à q✉❡❧ ♣♦✐♥t t♦✉t ❝❡❧❛ ❛ ❡✉ ✉♥ ❡✛❡t ❜é♥é✜q✉❡ s✉r ❧❛
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❏❡ ♥❡ ❧❡ ❢❡r❛✐ ♣❛s ❝❛r ✐❧ ♥❡ ♠❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ♣rés❡♥t❡r
✉♥ ♠❛♥✉s❝r✐t ♦ù ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❡st ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ❙♦②❡③ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❢s ❡t ❛❝❝❡♣t❡③ ❝❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❝♦♥❝✐s
♠❛✐s é❝r✐ts ❛✈❡❝ ❧❡ ❝÷✉r✳

▼❡r❝✐ ❞♦♥❝ à t♦✉s ❧❡s t❤és❛r❞s✱ ♣♦st❞♦❝✱ ❆❚❊❘ ❞✉ ▲❏❑ ❡t ❞❡ ❧✬■◆❘■❆ ✭❡t à ❝❡✉① q✉✐ ♥❡
❧❡ s♦♥t ♣❧✉s✮ ✿ ❈é❝✐❧❡✱ ▼❡r②❛♠✱ P✐❡rr❡✲❖❧✐✈✐❡r✱ ❋❛r✐❞❛✱ ❈❤❛r❧♦tt❡✱ ▼❛tt❤✐❛s✱ ❈❤❧♦é✱ ❏✉❧✐❡♥✱
▼♦r❣❛♥❡✱ ❘♦♠❛✐♥✱ ❋❡❞❡r✐❝♦ P✳✱ ❆❧❡ss❛♥❞r♦✱ ❏♦♥❛t❤❛♥✱ ●✐❧❞❛s✱ ❈❤r✐st✐♥❡✱ ❑é✈✐♥✱ P✐❡rr❡✲
❏❡❛♥✱ ❋❡❞❡r✐❝♦ ❩✳✱ ❙♦✉❤✐❧✱ ▼❡r✐❡♠✱ ▼❛r❣❛✉①✱ ▼❛tt❡♦✱ ❚❤♦♠❛s✱ ❑♦♥st❛♥t✐♥❛✱ ❆❧❡①❛♥❞r❡✱
❘é♠✐✱ ❈❤❛r❧❡s✱ ◆❡❧s♦♥✱ ❆❞r✐❡♥✱ ◆❛❞✐❛✱ ❇❡♥♦ît✱ ❘♦❧❛♥❞✱ ❆❝❤♠❛❞✱ ❚❤✐ ❚♦ ◆❤✉✱ P✐❡rr❡✲▲✉❝✱
❉♠✐tr✐✱ ❉❛♥✐❧❛ ❡t ❘❛t✐❦❛♥t❛✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡ ✿ ❆♥❣❡❧♦✱ ❇♦❥♦✱ ❙❛r❛✱ ●✐♦r❣✐♦✱ ■❧❛r✐❛✱
■s❛❜❡❧✱ ▼❛r❝♦✱ ▼❛r❝♦✱ ❋❡❞❡r✐❝♦✱ ❋✐❧✐♣♣♦✱ ▲✉❝❛✱ ▼❛tt❤✐❛s✱ ❋r❛♥❝❡s❝♦✱ P❡t❡r✱ ❏✉❧✐❛✱ ❘♦❜❡rt❛✱
❚❛♥❥❛ ❡t ❆❧❡①✳

▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦♥ ♠❛r✐ ▼❛r❝♦ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡ s✐ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ✿
❥❡ s✉✐s s✐♥❝èr❡♠❡♥t t♦✉❝❤é❡ ♣❛r ✈♦tr❡ ❛♠❛❜✐❧✐té ❡t ✈♦tr❡ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t ❥❡ s✉✐s très ❝♦♥t❡♥t❡
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣❛rt❛❣❡r ❛✈❡❝ ✈♦✉s ❧❡ ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳

▼❡s ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts s✬❛❞r❡ss❡♥t à t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡t s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t à
♠❛ ♠❛♠❛♥ ❊❧❡♥❛✱ à ♠♦♥ ♦♥❝❧❡ ●✐❛♥♥✐ ❡t à ♠❛ ❣r❛♥❞✲♠èr❡ ❉♦❧♦r❡s ✿ ❥❡ ♥✬❛✉r❛✐s ❥❛♠❛✐s
❢❛✐t ✉♥ ❞♦❝t♦r❛t ❡♥ ❋r❛♥❝❡ s❛♥s ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ✦ ▼❡r❝✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣é❡ à
♠✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❧❡s ét✉❞❡s ❡t ❧❛✐ssé❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♠❡s ❝❤♦✐①✱ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ✐❧s ♣ré✈♦②❛✐❡♥t
❞❡ ♠✬é❧♦✐❣♥❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❡③ ♥♦✉s✳ ❏✬❡s♣èr❡ êtr❡ t♦✉❥♦✉rs ❞✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
q✉❡ ✈♦✉s ♠✬❛✈❡③ ❛❝❝♦r❞é❡✳ ❯♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ♠♦♥ ❣r❛♥❞✲♣èr❡ ❘❡♥❛t♦✳ ▼❡r❝✐ à ♠❛
❝♦✉s✐♥❡ ▼✐❝❤❡❧❛ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r é❝♦✉té❡ ❡t ❛✐❞é❡ à r❡❧â❝❤❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ♠ê♠❡ à ❞✐st❛♥❝❡✳

❊♥✜♥✱ ♠❡r❝✐ à t♦✐✱ ▼❛r❝♦✳ ▼❡r❝✐ ❞✬❛✈♦✐r été t♦✉❥♦✉rs ❧à✱ ❞❛♥s ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ❡t ❧❡s



♠❛✉✈❛✐s✳ P♦✉r ♠✬❛✈♦✐r é❝♦✉té❡✱ s♦✉t❡♥✉❡✱ ❛✐❞é❡ ❡t ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥✳ ❚❡s ❝♦♥s❡✐❧s
♦♥t été ♣ré❝✐❡✉①✱ t❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞♦✉❝❡ ❡t t❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❥✉st❡ ✐♥❝r♦②❛❜❧❡✳ ▼♦♥ ❝÷✉r ❡st ♣❧❡✐♥
❞✬❛♠♦✉r ❡t ❞❡ s✐♥❝èr❡ ❣r❛t✐t✉❞❡✳



✈✐✐✐

❘és✉♠é

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡ ❈❛♠✱ ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts
♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s
❛ss♦❝✐és à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s à s❛✉ts ♦✉ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞❡♥s✐té ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

❈✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r t♦✉s ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝✲

t✐❢✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝❧és ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ s✉r
❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳

▲❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐s✲
t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✭❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✮ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s à s❛✉ts✳ ❉❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡✱ s✉♣♣♦sé❡ ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧ s✬❛✈èr❡
✭❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞ér✐✈❡✱ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢
X ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
❞❡ X✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② f r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à s❛✉ts ♣✉rs✱
Y ✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✐❧❧✉str❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
f ✱ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ Y ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛②❛♥t

√
f ❝♦♠♠❡ ❞ér✐✈❡✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ s✉r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞❡♥s✐té ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻
ét✉❞✐❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞ér✐✈❡
✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ L1 ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡
♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢s✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ❞✐s❝✉t❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✳



❆❜str❛❝t

❚❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ s❡♥s❡✱
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❥✉♠♣ ♣r♦❝❡ss❡s ♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ✇❡❧❧
❛s ♠♦r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧s✳

❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳
❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r

✷✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ t❤❡♦r② ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛
♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥t❡①t✳

❈❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ♦❢ ❥✉♠♣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t✱ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✳ ■t t✉r♥s ♦✉t ✭❈❤❛♣t❡r ✸✮ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❢♦r
✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss X ❛♥❞ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛rt ♦❢ X✳ ❚❤❡♥ ✇❡ st✉❞②
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▲é✈② ❞❡♥s✐t② f ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ❥✉♠♣
▲é✈② ♣r♦❝❡ss Y ✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❢♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f ✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
Y ❛♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈✐♥❣

√
f ❛s ❞r✐❢t✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❞❡✲
s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❝❛❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞r✐❢t
❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❡♥❞✐♥❣ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✳ ■♥
❈❤❛♣t❡r ✼ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ L1 ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❈❤❛♣t❡r ✽ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s✳



①



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✶✳✶ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✶✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✶✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷✳✶ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à s❛✉ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✷✳✷ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞❡♥s✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✷✳✸ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✷✳✹ ❉✐st❛♥❝❡ L1 ❡♥tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✸ ▲✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✷✾

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✷ ❉❡✜❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✸ ❉❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✹ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✺ ❍♦✇ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✺✳✶ ❚♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✺✳✷ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✺✳✸ κ✲ ❞✐st❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✺✳✹ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✭♦r ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✺✳✺ χ2✲❞✐st❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✺✳✻ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✺✳✼ ❙✉✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✻ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
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①✐✐ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✸ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❥✉♠♣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞

✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ✺✶

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
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✽✳✷✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹

✽✳✷✳✷ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❞é♣❡♥❞❛♥t
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

✽✳✷✳✸ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

✽✳✷✳✹ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❞❡s ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡ ❈❛♠

✶✳✶✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦t✐♦♥ ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✭♦✉ ♠♦❞è❧❡✮ st❛✲

t✐st✐q✉❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❢♦r♠❡❧✱ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ tr✐♣❧❡t
P = (X ,T , (Pθ)θ∈Θ) ♦ù (X ,T ) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡✱ (Pθ)θ∈Θ ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ (X ,T ) ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Θ✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡
(X ,T ) ❡st ❛♣♣❡❧é ❡s♣❛❝❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Θ ❡st ❛♣♣❡❧é
❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ P✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❲❛❧❞ ✭✶✾✸✾✱ ✶✾✺✵✮ ❡t r❡♣r✐s❡ ❞❛♥s
❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ✭✶✾✺✶✱ ✶✾✺✸✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈✐s❛♥t à r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡
❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♥❝rèt❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ s♦♥❞❛❣❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ s✬✐❧ ❛ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥
❞❡ ✈♦t❡r ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞✬✐♥térêt ♦✉ ♣❛s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ ❛♠è♥❡ à ♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ P = (X ,T , (Pθ)θ∈Θ) ♦ù X = {0, 1}n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ✈♦t❡s
❞❡ n ✐♥❞✐✈✐❞✉s t✐rés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱ T ❡st ❧❛ tr✐❜✉ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ X ✱ Θ = [0, 1] ❡t Pθ

❡st ❧❛ ❧♦✐ ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❯♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ ❧✬✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ♠❡s✉r❡
❧❡ r✐sq✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❛r❢♦✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ré❛❧✐té à tr❛✈❡rs ♣❧✉s✐❡✉rs
♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉①
♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❛♣♣❛r✉ ❡♥ ✶✾✹✾ q✉❛♥❞
❇♦❤♥❡♥❜❧✉st✱ ❙❤❛♣❧❡②✱ ❙❤❡r♠❛♥ ✭✶✾✹✾✮ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✏P1 ❡st ♣❧✉s

✐♥❢♦r♠❛t✐❢ q✉❡ P2✑ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❜♦r♥é❡ L ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

✶
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ρ2 ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P2 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ρ1 ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P1

t❡❧❧❡ q✉❡
R(P1, ρ1, L, θ) ≤ R(P2, ρ2, L, θ), ∀θ ∈ Θ.

■❝✐ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r R(P1, ρ1, L, θ) ❡t R(P2, ρ2, L, θ) ❧❡s r✐sq✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s r❡❧❛t✐❢s ❛✉①
♠♦❞è❧❡s P1 ❡t P2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭♣♦✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ✈♦✐r ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❙♦✉s✲
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬② r❡♠é❞✐❡r ❡st ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥
q✉✬♦♥ s❡ ♣♦s❡ ✿ ✏ ❈♦♠❜✐❡♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ s✉r θ ♣❡r❞✲♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t P2 ❛✉
❧✐❡✉ ❞❡ P1 ❄✑✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s
▲✉❝✐❡♥ ▲❡ ❈❛♠ ❡♥ ✶✾✻✹ ❡t ✐❧ ❛ ❛♠❡♥é à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡✱ δ(P1,P2)✱ ❞❡
P1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à P2✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❞♦✐t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡
❞✉ ❝♦ût ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P2 à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P1✳ ❆✈❛♥t
❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r❛ ✉♥
❧♦♥❣ ❞ét♦✉r✱ s♦✉❧✐❣♥♦♥s tr♦✐s ❛s♣❡❝ts ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥ts ✿

• ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s (P1,P2) ♣❛rt❛✲
❣❡❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Θ✳

• P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ L t❡❧❧❡ q✉❡ 0 ≤ L ≤ 1✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
ρ2 ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r Θ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ρ1
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r P1 t❡❧❧❡ q✉❡

R(P1, ρ1, L, θ) ≤ R(P2, ρ2, L, θ) + δ(P1,P2), ∀θ ∈ Θ.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ δ(P1,P2) = 0 ❡t δ(P2,P1) = 0 ❛❧♦rs à t♦✉t❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
π2 q✉✐ ❡st ✏❜♦♥♥❡✑ ♣♦✉r P2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ π1 q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ❜♦♥♥❡
♣♦✉r P1 ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳

• ➚ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✐❧ ②
❛ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❜✐❡♥ tr❛✐t❡r à ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ❙♦✉✈❡♥t ❡♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X

à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s X1 ❛②❛♥t ♣♦✉r ❧♦✐ P1,θ✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❡t ♦♥
✈♦✉❞r❛✐t ❡st✐♠❡r θ✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠
❧✉✐ ♠ê♠❡✱ q✉✬ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ P1 = (X1,T1, (P1,θ)θ∈Θ) ❡st ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳ ❖♥

✈♦✉❞r❛✐t ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡r ♣❛r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ P2 = (X2,T2, (Qθ, θ ∈ Θ))✳
●râ❝❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ s✐ δ(P1,P2) ❡t δ(P2,P1) s♦♥t s✐✲
♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❡t✐ts✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ θ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P1 s♦♥t
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❛❧♦rs ré❞✉✐ts ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à δ(P1,P2)✮ à ❝❡✉① ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ θ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ P2 ✭❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣r♦✲

❝❤❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♣❛r ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡s✱ ♦✉ ✉♥❡ ✜❣✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡

❝♦♠♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s✶✮✳

❉✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❞❡✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s P1 ❡t P2 s♦♥t ❞✐t❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✬✐❧ ❡st ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧✬✉♥❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ✈✐❛ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡✱ s✐ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣♦✉r ❝♦♥✈❡rt✐r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ P1,θ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡ P2,θ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ❝❧é ❡st ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s à ❞♦♥♥❡r ❛✉ ♠♦t tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♣ré❝✐s❡✮✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ♥♦②❛✉① ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ❡t✱ ❡♥ ❢❛✐t✱
♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ♠❛r❦♦✈✐❡♥s
K : (X1,T1) → (X2,T2)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡❝✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ❞♦♠✐♥és ❛②❛♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦❧♦♥❛✐s ❝♦♠♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
q✉✬✉♥ ♥♦②❛✉ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ K : (X1,T1) → (X2,T2) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ K : X1×T2 → [0, 1]

t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

• ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x 7→ K(x,A) ❡st T1✲♠❡s✉r❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t A ∈ T2 ❀

• ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ A 7→ K(x,A) ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r (X2,T2) ♣♦✉r t♦✉t
x ∈ X1✳

❙✐ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ K : (X1,T1) → (X2,T2) ❛❧♦rs à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡
P1,θ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P̃2,θ = KP1,θ s✉r T2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

P̃2,θ(A) =

∫
K(x,A)P1,θ(dx), ∀A ∈ T2.

❖♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✭▲✲s♣❛❝❡s✮✱ ❝❡ q✉✐
❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ❙♦✐t P1 ✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞♦♠✐♥é ❡t P2 ✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣♦❧♦♥❛✐s✳

▲❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ❞❡ P1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à P2 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

δ(P1,P2) = inf
K∈K

sup
θ∈Θ

‖KP1,θ − P2,θ‖TV , ✭✶✳✶✮

✶●❛ë❧❧❡ ❖❝t❛✈✐❛✱ ❙▼❋✲●❛③❡tt❡✲✶✶✽✱ ❖❝t♦❜r❡ ✷✵✵✽
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♦ù K r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥♦②❛✉① ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ❞❡ (X1,T1) ✈❡rs (X2,T2) ❡t
‖ · ‖TV ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✱ ✐✳❡✳

‖KP1,θ − P2,θ‖TV := sup
A∈T2

∣∣KP1,θ(A)− P2,θ(A)
∣∣.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ♦✉ ∆✲é❝❛rt ❡♥tr❡ P1 ❡t P2 ❡st ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ✿

∆(P1,P2) = max
(
δ(P1,P2), δ(P2,P1)

)
.

▲❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s P1 ❡t P2 s♦♥t ❞✐ts éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✐ ∆(P1,P2) = 0✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ t❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♥✬é❝❧❛✐r❝✐t ♣❡✉t✲êtr❡
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣❛s ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ✐♥térêt ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ❡st ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ∆✲é❝❛rt à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛
❞é❝✐s✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❡♥ r❛♣♣❡❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ P ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ (D,D)✱
❛♣♣❡❧é ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ L : D × Θ → [0,∞)✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

♣❡rt❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t θ ∈ Θ✱ L(·, θ) s♦✐t ♠❡s✉r❛❜❧❡✳
▲❡ st❛t✐st✐❝✐❡♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r x ∈ X ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

Pθ✳ ■❧ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ θ ❡t s❛ tâ❝❤❡ ❡st ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ z ∈ D✳
P♦✉r ❧✬❛❝❝♦♠♣❧✐r✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té π(x, ·) s✉r D ❡t ✐❧ t✐r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
D ❛✉ ❤❛s❛r❞ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ π(x, ·)✳ ❙✬✐❧ ❛ ❝❤♦✐s✐ z q✉❛♥❞ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ x ❡st Pθ✱ ✐❧
s✉❜✐t ✉♥❡ ♣❡rt❡ L(θ, z)✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π : x → π(x, ·) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ r❛♥❞♦♠✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
P✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ π ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞❡ (X ,T ) ✈❡rs (D,D)✳ ◆♦t♦♥s L(D,D)

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❡rt❡ L q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t 0 ≤ L(z, θ) ≤ 1✱ ∀z ∈ D✱ ∀θ ∈ Θ

❡t ❛✈❡❝ Π(P) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ r❛♥❞♦♠✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ P✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ r❛♥❞♦♠✐sé❡ π ∈ Π(P) ❡♥ θ ❛ss♦❝✐é à ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ L ∈ L(D,D) ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

R(P, π, L, θ) =

∫

X

(∫

D

L(z, θ)π(x, dz)

)
Pθ(dx).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ✭▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮✮✳ ❙♦✐t ε > 0 ✜①é✳ ❉❡✉① ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s P1 ❡t

P2 ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ δ(P1,P2) ≤ ε s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

❛✈❡❝ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ L ∈ L(D,D) ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ π ∈ Π(P2)✱ ✐❧

❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ π∗ ∈ Π(P1) t❡❧❧❡ q✉❡

R(P1, π
∗, L, θ) ≤ R(P2, π, L, θ) + ε, θ ∈ Θ.
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❙♦✉❧✐❣♥♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ δ(P1,P2) ❞❡ P1 ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à P2✱ ❡t q✉❡ δ ♥✬❡st ♣❛s s②♠étr✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ♣♦✉r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s②♠étr✐sé❡
✭❧❡ ∆✲é❝❛rt✮ ♦♥ ❛ ∆(P1,P2) ≤ ε✱ ❛❧♦rs ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s P2

s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞❛♥s P1✱ à ε ♣rès✱ ❡t ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳
❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡

❞é❝✐s✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✹ ✭▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮✮✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✶✳✶✮ ❡st

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✿

δ(P1,P2) = sup sup
L∈L(D,D)

inf
π1∈Π(P1)

sup
π2∈Π(P2)

sup
θ∈Θ

|R(P1, π1, L, θ)−R(P2, π2, L, θ)|,

♦ù ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s✉♣ ❡st ♣r✐s s✉r t♦✉s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ (D,D)✳

✶✳✶✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦ù Θ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❞❛t❡♥t ❞❡ ✶✾✾✻ ❡t s♦♥t ❞✉s à ❇r♦✇♥✱
▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮ ❡t ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✳ ❉❛♥s ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ét❛❜❧✐ ✉♥ rés✉❧t❛t
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡

Yi = f(xi) + σ(xi)ξi, i = 1, . . . , n, (ξi) ✐✳✐✳❞✳ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝❡♥tré❡s ❡t ré❞✉✐t❡s,

❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥

dYt = f(t)dt+
σ(t)√
n
dWt, t ∈ [0, 1], (Wt) ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞.

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ét❛❜❧✐❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ σ(·) ❡st ❝♦♥♥✉ ❡t q✉❡
f ❛♣♣❛rt✐❡♥t à F ✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧✐ss❡s ✭✐✳❡✳
Θ = F ✮✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❉❛♥s
❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷❛✮✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs tr❛✐t❡♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s xi s♦♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❞❛♥s ❘♦❤❞❡ ✭✷✵✵✹✮ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✐s❝✉té❡s✳ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
✈❛r✐❛♥❝❡ σ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✼✮✳ P♦✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✻❛✮ ❀ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✽✮✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ●r❛♠❛✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮
❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❜r✉✐ts ♥♦♥ ❢♦r❝é♠❡♥t ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ♠❛✐s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❧♦✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❀ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❝❡ rés✉❧t❛t
❞❛♥s ●r❛♠❛✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✷✮ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❜r✉✐ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❞❡♥s✐tés
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧✐ss❡s✳ ❉❛♥s ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✾✮✱ ❧✬❛✉t❡✉r
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❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜r✉✐ts ✿ ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❧✐♠✐t❡
♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❜r♦✇♥✐❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❙✐✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s ❜r✉✐ts ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ♣❡✉t êtr❡
❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡
▼❡✐st❡r✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✶✸✮✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à
❞❡♥s✐té ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❢♦♥❞❛t❡✉r ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ❛
❞é♠♦♥tré ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡

(Xi)1≤i≤n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞✳ ❞❡ ❞❡♥s✐téf ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, 1]

❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥

dYt =
√
f(t)dt+

1

2
√
n
dWt, t ∈ [0, 1], (Wt) ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞,

❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ f ✱ q✉✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ F ✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ◆✉ss❜❛✉♠
✭✶✾✾✻✮ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥ ❥❡✉✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❇r♦✇♥ ❡t
❛❧✳ ✭✷✵✵✹❛✮ ❀ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮ ♣♦✉r ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ◆✉ss❜❛✉♠ ♦ù✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❏ä❤♥✐s❝❤✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✸✮
❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (Xi)i ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❛ été tr❛✐té✳ ❯♥
❛✉tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ r✐❝❤❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❡st ❞û à ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✳
■❧s ♦♥t ♣r♦✉✈é ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
❡♥ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❡t✐t✮ ✿

dyt = f(yt)dt+ εdWt, y0 = 0 t ∈ [0, 1], (Wt) ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞

❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❛ss♦❝✐é✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ 1/n ✿

Z0 = 0, Zi = Zi−1 +
f(Zi−1)

n
+

ε√
n
ξi, i = 1, . . . , n,

❛✈❡❝ ❧❡s ξi ✐✳✐✳❞✳ ❞❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ❡t ε → 0✳ ■❧s ♦♥t ❛✉ss✐ ♣r♦✉✈é ❧✬éq✉✐✲
✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ (yt)t∈[0,1] ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡

(
y i

n

)
0≤i≤n

✳ ❉✬❛✉tr❡s
rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❊✉❧❡r ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥ts s♦♥t ❞é♠♦♥trés ❞❛♥s ❉❛❧❛❧②❛♥✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✻✮ ✭✈♦✐r ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✮ ❡t ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱
▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✳ ❊♥ r❡st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❤è♠❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❧✬❛r✲
t✐❝❧❡ ❞❡ ❉❡❧❛ttr❡✱ ❍♦✛♠❛♥♥ ✭✷✵✵✷✮✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐✛✉s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Xt = x0 +

∫ t

0

f(Xs)ds+Wt, t ≥ 0,
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s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s (Xt)t≥0 ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ré❝✉rr❡♥t ♥✉❧ ❛✉
s❡♥s ❞❡ ❍❛rr✐s ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❘❡✈✉③✱ ❨♦r ✭✶✾✾✾✮✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐
❝✐t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❉❛❧❛❧②❛♥✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼❛✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♣♦✉r ❞❡s ❞✐✛✉s✐♦♥s ❡♥ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st
❝❡❧✉✐ ❞❡ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✷✮✳ ❯♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡r✲
♥❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st ❞û à ●r❛♠❛✱ ◆❡✉♠❛♥♥
✭✷✵✵✻✮✱ q✉✐ ♦♥t ♣r♦✉✈é ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛✉t♦ré❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥
♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❡①✐st❡♥t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s ❞❛♥s ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝
✭▼❡✐st❡r ✭✷✵✶✶✮✮✱ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té✱ ✭●♦❧✉❜❡✈✱ ◆✉ss❜❛✉♠✱ ❩❤♦✉
✭✷✵✶✵✮✮ ❡t ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡♥ ❤❛✉t❡
❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❧✉s ✉♥ ❜r✉✐t✱ ✭❘❡✐ÿ ✭✷✵✶✶✮✮✳

✶✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① q✉✐ s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ■❧
s✬❛❣✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ✭✈♦✐r ❧❡s
❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s ✶✳✷✳✶✕✶✳✷✳✸✮ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ L1 ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❛❞❞✐t✐❢s ✭✈♦✐r ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✮ q✉✐ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✭➱t♦ré✱ ▼❛r✐✉❝❝✐
✭✷✵✶✹✮✮✳

❉❛♥s ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s à s❛✉ts✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ♣rés❡♥té tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞ér✐✈❡✱ ❡♥tr❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢ ♦❜s❡r✈é à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝
❣❛✉ss✐❡♥ ❀ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❜✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré q✉✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ▲é✈② à s❛✉ts ♣✉rs ✭♦❜s❡r✈é ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❞✐s❝rèt❡✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❡st✐♠❡r
❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❀ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡
▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❞✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉
rés✉❧t❛t ❞❡ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✱ s✉r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞❡♥s✐té✳ ❈❡ rés✉❧t❛t
❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ q✉✐ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❛✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
❞❛♥s ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉✐ tr❛✐t❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡
❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❧♦rsq✉❡
❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❀ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥
▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❝✮✳
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✶✳✷✳✶ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à s❛✉ts

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s à ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱
à tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s à ❞r♦✐t❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✭❝à❞❧à❣✮✳ ▲❛
❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t r✐❝❤❡✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s ét❛♥t ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ♦✉ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦♠♣♦sé✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
❈❛✉❝❤② ❡t✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s st❛❜❧❡s✳ ■❧s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s
s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s♦✉❞❛✐♥s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sés ❡♥ ✜♥❛♥❝❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s té❧é❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✱ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡✳ ■❧s
s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❡♥ t❡♠♣s
❝♦♥t✐♥✉ ❛✈❡❝ ❞❡s s❛✉ts✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝✐t❡r ❧❡s ✏❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ▲é✈② ♠♦❞❡❧s✑✱
✏❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ▲é✈② ♠♦t✐♦♥s✑✱ ✏t✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s✑ ♦✉ ✏❙t♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦✲
❞❡❧s✑✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❛ s✉s❝✐té ✉♥❡
❛tt❡♥t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❞❡✈❡♥❛♥t ✉♥ s✉❥❡t ❞❡ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ❛✉ss✐ ❜✐❡♥
♣♦✉r ❧❡s t❤é♦r✐❝✐❡♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r❛t✐❝✐❡♥s✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② X = (Xt)t≥0 ❡st
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ❧❛ ❞ér✐✈❡ γ ∈ R✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭♦✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✮ σ2 ≥ 0 ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ν✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❧❡s r❡♥❞ s♦✉✈❡♥t ♣❡✉ ✢❡①✐❜❧❡s✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

♦♥ ♣ré❢èr❡ ♣❛r❢♦✐s ♠♦❞é❧✐s❡r ♣❧✉tôt ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡✉① ❞❡ ▲é✈② ♠❛✐s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

E
[
eiuXt

]
= exp

(
iu

∫ t

0

f(r)dr − u2

2

∫ t

0

σ2(r)dr −
∫

R

(1− eiuy + iuyI|y|≤1)νt(dy)
)
, ✭✶✳✷✮

♦ù f(·) ❡t σ2(·) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à L1(R) ❡t νt ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r R q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t

νt({0}) = 0 ❡t
∫

R

(y2 ∧ 1)νt(dy) < ∞, ∀t ≥ 0,

❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ✿ s✐ 0 < s ≤ t ❛❧♦rs νs(A) ≤ νt(A)✱ ♣♦✉r t♦✉t
A ∈ B(R) ✭✈♦✐r ❙❛t♦ ✭✶✾✾✾✮✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✽✮✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✶✳✷✮ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✉ tr✐♣❧❡t (f(t), σ2(t), νt)t≥0 ❡st ✉♥✐q✉❡
❡t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s X ❛❧♦rs q✉❡ νt ❝♦♠♠❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ❞✐t❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈②✱ ♣♦✉r t♦✉t t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù f(·) ≡ γ ❡t σ(·) ≡ σ s♦♥t
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t νt = ν ♣♦✉r t♦✉t t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s X ❡♥ ✭✶✳✷✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ▲é✈② ❞❡ tr✐♣❧❡t (γ, σ2, ν)✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ tr✐♣❧❡t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❝❡s✲
s✉s ❞❡ ▲é✈② ♦❜s❡r✈és ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ❡st✐♠❛✲
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t❡✉rs ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r❛t✐q✉❡s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥✐ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ❞✬♦❜s❡r✈❡r t♦✉t❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡t ♦♥ ❡st ♦❜❧✐❣é
❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

(Xt0 , Xt1 , . . . , Xtn),

♦ù 0 = t0 < t1 < · · · < tn = Tn ❡t ∆n := max1≤i≤n{|ti − ti−1|} ❡st ♣❡t✐t✳ ■❧ ❡st ❞és♦r✲
♠❛✐s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ♦❜s❡r✈és
❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐s❝rèt❡✱ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❜❛ss❡
❢réq✉❡♥❝❡ ✿ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ∆n ❡st ♠❛✐♥t❡♥✉ ✜①❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ n ❞✬♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
∆n t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❧♦rsq✉❡ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❥♦✉é ✉♥ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ré❝❡♥t❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②
♦✉ ❛❞❞✐t✐❢s ❡t ❡❧❧❡ s❡r❛ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❞♦♣té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❖r✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ s✐ ∆n t❡♥❞ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ✈❡rs
0 ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✏tr♦♣ ❞❡ ♣❡rt❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✑ q✉❛♥❞ ♦♥ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ X à ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❞❡ X✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠❛❧✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ❡t ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ (f(t), σ2(t), νt)t≥0✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❢♦❝❛❧✐sés s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à s❛✉ts ♣✉rs✳ ❉❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé ♥❡ ❞✐s♣♦s❡r q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
s♦✉s✲❥❛❝❡♥t X✳ ❙✐ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r θ ∈ Θ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✭✐✳❡✳ Θ ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❧✐é à ❧❛ ❞ér✐✈❡
❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡t à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡✮ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣♦sés
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ✿

✭✶✮ ❈♦♠❜✐❡♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ♣❡r❞♦♥s✲♥♦✉s ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t (Xti)
n
i=0 à ❧❛

♣❧❛❝❡ ❞❡ (Xt)t∈[0,Tn] ❄

✭✷✮ P❡✉t✲♦♥ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s
éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r θ✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ (Xti)

n
i=0 ❄

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❛✉① q✉❡st✐♦♥s (1)
❡t (2) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ s✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳
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❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r
❞❡s ♠♦❞è❧❡s à s❛✉ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡
à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
P♦✐ss♦♥ ❝♦♠♣♦sé ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❢♦❝❛❧✐sés s✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Xt = η +

∫ t

0

f(s)ds+

∫ t

0

σn(s)dWs +
Nt∑

i=1

Yi, t ∈ [0, Tn], ✭✶✳✸✮

♦ù ✿

• η ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❀

• W = (Wt)t≥0 ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ ❀

• N = (Nt)t≥0 ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥ t❡♠♣s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té
♥♦té❡ ♣❛r λ(·)✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ W ❀

• (Yi)i≥1 ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ré❡❧❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t
❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ ❧♦✐ G✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ W ❡t N ✳

■❝✐✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝♦♥♥✉ à ❡st✐♠❡r ❡st ❧❛ ❞ér✐✈❡ f(·) q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ F ✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ σn(·) ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐és à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ X = (Xt)t≥0✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐té λ(·) ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ G ❞❡ Y1✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉♣♣♦sé❡s ❝♦♥♥✉❡s ❡t ❡❧❧❡s
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s Λ ❡t G ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞✐s♣♦✲
s♦♥s ❞❡ n + 1 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s Xt0 , Xt1 , . . . , Xtn ❛✈❡❝ ∆n → 0 ❧♦rsq✉❡ n → ∞✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ Tn✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ✜♥✐✱ Tn ≡ T ✱ s♦✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❧♦rsq✉❡
n → ∞✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s (Xti)✳ P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té ❞❡ f(·)✱ s✐ Tn ≡ T ✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
♣❧❛ç♦♥s ❡♥ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ σn(·) = εnσ(·) ❛✈❡❝ εn → 0 q✉❛♥❞ n → ∞✳ ❙✐
Tn → ∞✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ F s❡r❛ ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❡st❡r❛ ✈❛❧❛❜❧❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢✳
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◆♦t❛t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ♣

• ◆♦✉s ♥♦t♦♥s C = C([0,∞],R) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r [0,∞]✳

❙♦✐t x : C → C ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s t❡❧ q✉❡

∀ω ∈ C, xt(ω) = ωt ∀t ≥ 0.

◆♦✉s ♥♦t♦♥s C 0 ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ tr✐❜✉ q✉✐ r❡♥❞ xs ♠❡s✉r❛❜❧❡✱ s ≥ 0✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t

t ≥ 0✱ s♦✐t C 0
t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ tr✐❜✉ q✉✐ r❡♥❞ xs ♠❡s✉r❛❜❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ [0, t]✳ ❊♥✜♥✱

♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Ct := ∩s>tC
0
s ❡t C = σ(Ct; t > 0)✳

• ◆♦✉s ♥♦t♦♥s D = D([0,∞],R) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ω : [0,∞] → R q✉✐ s♦♥t

❝♦♥t✐♥✉❡s à ❞r♦✐t❡ ❡t q✉✐ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ✭❝à❞❧à❣✮✳

❆✈❡❝ ✉♥ ❧é❣❡r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t x ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✉r

D ✿

∀ω ∈ D, xt(ω) = ωt ∀t ≥ 0.

◆♦✉s ♥♦t♦♥s Dt ❡t D ❧❡s tr✐❜✉s ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r {xs : 0 ≤ s ≤ t} ❡t {xs : 0 ≤ s < ∞}✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ (D,D) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙❦♦r♦❦❤♦❞✳

• ❙♦✐t X ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢ ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé (Ω,A ,P) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛✲

r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ (f(t), σ2(t), νt)t≥0✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

s✉r (D,D) q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ P (f,σ2,ν)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝❛♥♦♥✐q✉❡ x ❞é✜♥✐ s✉r

(D,D , P (f,σ2,ν)) ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ (X,P) ✭✐✳❡✳ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s✲

t✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ x s♦✉s P (f,σ2,ν) ❡st (f(t), σ2(t), νt)t≥0✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s P
(f,σ2,ν)
t

❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ P (f,σ2,ν) à ❧❛ tr✐❜✉ Dt✳

• P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ω ❞❛♥s D✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ∆ωr ❧❡ s❛✉t ❛✉ t❡♠♣s r ❡t ωc ♦✉ ωd

s❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

∆ωr = ωr − lim
s↑r

ωs, ωd
t =

∑

r≤t

∆ωr, ωc
t = ωt − ωd

t .

• ❙♦✐t X ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ (f(t), σ2(t), νt)t≥0✳ P♦✉r

t♦✉t 0 = t0 < t1 < · · · < tn✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Q
(f,σ2

n,ν)
n ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r (Xt0 , Xt1 , . . . , Xtn)

s✉r (Rn+1,B(Rn+1))✳

■❝✐✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st F ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

Pn =
(
D,D , {P (f,σ2

n,λG)
Tn

: f ∈ F}
)
, ✭✶✳✹✮

Qn =
(
R

n+1,B(Rn+1), {Q(f,σ2
n,λG)

n : f ∈ F}
)
, ✭✶✳✺✮
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♦ù ♣❛r λG ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② νt(A) = λ(t)G(A)✱ ♣♦✉r t♦✉t t✱ ♣♦✉r t♦✉t A✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ q✉✐ ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ♥♦s

♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s
é❝r✐r♦♥s P (f,σ2

n,0)
Tn

♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ✐♥❞✉✐t❡ s✉r (C,CTn
) ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✿

dyt = f(t)dt+ σn(t)dWt, y0 = 0, t ∈ [0, Tn]. ✭✶✳✻✮

◆♦✉s ♣♦s♦♥s ✿

Wn =
(
C,CTn

, (P
(f,σ2

n,0)
Tn

: f ∈ F )
)
. ✭✶✳✼✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é q✉❡ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❝❡✉① ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳
❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ✐❝✐ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ X ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ✭✶✳✸✮ s✬❡st ré✈é❧é êtr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✭✶✳✻✮✱ q✉✐ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
ét✉❞❡s ✭✈♦✐r ■❜r❛❣✐♠♦✈✱ ❍❛s✬♠✐♥s❦✐✐ ✶✾✽✶✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• Tn ❡st ✜①é ❡t σn(·) = εnσ(·) ❛✈❡❝ εn → 0;

• Tn t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❡t σn(·) ❡st ✜①é ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F s❛t✐s❢❛ss❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❞❡ f ∈ F ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡♥t ♣❛s s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ♠❛✐s ✐❧s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t
❛✉ss✐ à ❝❡s ❝❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ F ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ♠ê♠❡
éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ F ✳

◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù F ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s α✲❍ö❧❞❡r✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s s✉r R✱ ✐✳❡✳ ✐❧ ❡①✐st❡ B < ∞✱ M < ∞ ❡t
α ∈ (0, 1] t❡❧s q✉❡

|f(x)| ≤ B ❡t |f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|α, ∀x, y ∈ R.

P♦✉r ✉♥ é♥♦♥❝é ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ✈♦✐r ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✷✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s α✲❍ö❧❞❡r✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s

s✉r R✳ ❙♦✐t σn(·) = εnσ(·) t❡❧❧❡ q✉❡ 0 < mσ ≤ σ(·) ≤ Mσ < ∞ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ σ′(·) ❞❛♥s

L∞(R)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

• Tn ≡ T < ∞✱ εn → 0 ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ 0 < L2 < ∞ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

λ ∈ Λ✱ ‖λ‖L2([0,T ]) < L2✳
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• Tn → ∞✱ εn ≡ 1 ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s 0 < L1, L2 < ∞ t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

λ ∈ Λ✱ ‖λ‖L1(R) < L1✱ ‖λ‖L2(R) < L2✳

❆❧♦rs ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s Pn✱ Qn ❡t Wn ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭✶✳✹✮✱ ✭✶✳✺✮ ❡t ✭✶✳✼✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ s♦♥t

❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞ès q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

✶✳ G ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❛✈❡❝ s✉♣♣♦rt s✉r Z ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱

✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r O
(√

∆n+Tn∆
2α
n ε−2

n +

Tn∆n

)
✳

✷✳ G ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡

❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ s✉r R ❛✈❡❝ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✜①é

❞❡ 0 ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

O
(

4
√
∆n + Tn∆

2α
n ε−2

n + Tn∆n

)
✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✷✱ q✉✐ ❡st à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✲
✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s à s❛✉ts✱ ❡st ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✳ ▲❡s ✐❞é❡s à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❖❜s❡r✈❡r ❧❡s Xti ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ❛❝❝r♦✐s✲
s❡♠❡♥ts Xti−Xti−1

✱ i = 1, . . . , n✳ ❖r✱ ✈✉ q✉❡ X ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢✱ ❧❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts
s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ♣❛r ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ X✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Xti −Xti−1

♣❡✉t s✬é❝r✐r❡
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ N (mi, σ

2
i ) ❡t ❧❛ s♦♠♠❡

❛❧é❛t♦✐r❡
∑Pi

j=1 Yj ✿ ❛✈❡❝ mi =
∫ ti
ti−1

f(s)ds✱ σ2
i =

∫ ti
ti−1

σ2
n(s)ds ❡t Pi ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ λi =
∫ ti
ti−1

λ(s)ds. ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐
∆n → 0 ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts ti−1 ❡t ti✱ ✐❧ ② ❛
❛✉ ♣❧✉s ✉♥ s❛✉t✳ ❊♥ t❡r♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
N (mi, σ

2
i )∗
∑Pi

j=1 Yj à N (mi, σ
2
i )∗εiYi✱ ♦ù ❧❡s εi✱ i = 1, . . . , n s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧♦✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s λie
−λi ✱ i = 1, . . . , n✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥té✲

r❡ss♦♥s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ f ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ N (mi, σ

2
i )∗εiYi✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡s N (mi, σ

2
i )∗εiYi

s♦✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s N (mi, σ
2
i ) s❡✉❧❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r✱

♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① q✉✐ ré❛❧✐s❡♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮✳ ◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ G ∈ G ✭✐✳❡✳ G à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s
Z ♦✉ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✮✱ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❝♦♥str✉✐ts
♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ λ ∈ Λ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ G ❡st ❝♦♥❝❡♥tré❡ s✉r Z✱ ❧❡ ♥♦②❛✉
♣r♦♣♦sé ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ σ✳ ❈❡❝✐✱ ❝♦♠❜✐♥é ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✼✮✱ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ σ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ s✉♣♣♦sé ✐♥❝♦♥♥✉✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s Xi ❡t
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❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s N (mi, σ
2
i ) ❡st ♣r♦✉✈é❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ✭✶✳✼✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s
❞❛♥s ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮✳

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ Pn ❡t Wn ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❡①❤❛✉st✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S q✉✐ à
❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝à❞❧à❣ ❛ss♦❝✐❡ s❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ✐♠❛❣❡ ❞❡ S s♦✉s
P

(f,σ2
n,λG)

Tn
❡st P (f,σ2

n,0)
Tn

✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈②

▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s❛✉ts ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞✐❝té❡ ♣❛r s❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
▲é✈②✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ s❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t x0 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡s s❛✉ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ x0 q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ s✐
X ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à s❛✉ts ♣✉rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② f ✱ ❛❧♦rs

∫

A

f(x)dx =
1

t
E

[∑

s≤t

IA(∆Xs)

]
,

♣♦✉r t♦✉t ❜♦ré❧✐❡♥ A ❡t t > 0✳ ■❝✐✱ ∆Xs ≡ Xs −Xs− ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s❛✉t ❞❡ X ❛✉
t❡♠♣s s ❡t IA ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈②

ν(A) :=

∫

A

f(x)dx,

❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s s❛✉ts ✭♣❛r ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✮ ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ A✳ ❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s❛✉ts ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
▲é✈②✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ♦♥t tr❛✐té ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❇❡❧♦♠❡st♥② ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✺✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❛ss♦❝✐és à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❞✐s❝rèt❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s à s❛✉ts ♣✉rs ❛✈❡❝
❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② f ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞ér✐✈❡

√
f ✳ ▲❡s

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s♦♥t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❝♦♥st❛♥t ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ti − ti−1 =

∆n → 0✱ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , n✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
Tn → ∞ ❧♦rsq✉❡ n → ∞✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ à s❛✉t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❥♦✉é ✉♥ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ré❝❡♥t❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥
♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❇❡❝✱ ▲❛❝♦✉r ✭✷✵✶✷✮ ❀ ❈♦♠t❡✱
●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✶✮ ❀ ❉✉✈❛❧ ✭✷✵✶✸✮ ❀ ❋✐❣✉❡r♦❛✲▲ó♣❡③ ✭✷✵✵✾✮✮✳

P❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈②
f := dν

dν0
: I → R✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à s❛✉ts ♣✉rs X ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ν✱

♦❜s❡r✈é ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❞✐s❝rèt❡✳ ■❝✐ ν0 ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ✜①é❡ ❡t ν ♣❡✉t
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êtr❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ✐♥✜♥✐❡ s✐ ν0 ❧✬❡st ❀ I ⊆ R ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥✜♥✐✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ν ❡st à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

Xt =
∑

0<s≤t

∆Xs ✭✶✳✽✮

♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ X ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

E
[
eiuXt

]
= exp

(
− t

(∫

I

(1− eiuy)ν(dy)

))
.

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Pν0

n ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ X ❥✉sq✉✬à
❧✬✐♥st❛♥t Tn ❡t Qν0

n ❝❡❧✉✐ ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝rèt❡s (Xti)
n
i=1✳ ❇✐❡♥ q✉❡

t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ s♦✐❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ν ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ ▲é✈② ✐♥✜♥✐❡ ✭à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ♦✉ ♣❛s✮✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ✐❝✐
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù X ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦♠♣♦sé
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t γ✲❍ö❧❞❡r✳ ❈❡ ❝❛s
❡st s♣é❝✐❛❧ ♣♦✉r tr♦✐s r❛✐s♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡
❛✉ss✐ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ▲é✈② ✐♥✜♥✐❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡ ❀
❡♥ s❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ F ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤ö❧❞❡r✐❡♥♥❡s ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❡t ❡♥✜♥✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❝✐ I ❡st ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ r❡st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡
♣♦✉r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝ts I ⊆ R✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✸✳ ❙♦✐t I ⊆ R ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ R✳ P♦✉r t♦✉s γ ∈ (0, 1] ❡t K, κ,M

❝♦♥st❛♥ts str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡

F(γ,K,κ,M) =
{
f ∈ C1(I) : κ ≤ f(x) ≤ M, |f ′(x)− f ′(y)| ≤ K|x− y|γ, ∀x, y ∈ I

}
.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ F ⊆ F(γ,K,κ,M)✳ ❙♦✐t Qn ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Pn✮ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é

à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦♠♣♦sé ❛✈❡❝

❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② f ✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s♦✐t Wn ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ✿

dyt =
√

f(t)dt+
1

2
√
Tn

dWt, t ∈ I.

❆❧♦rs✱ ❧❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s Pn✱ Qn ❡t Wn s♦♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✿

lim
n→∞

∆(Qn,Wn) = 0, lim
n→∞

∆(Pn,Wn) = 0 ❡t lim
n→∞

∆(Pn,Qn) = 0. ✭✶✳✾✮
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▲❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✭✶✳✾✮ s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ✈♦✐r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ❄❄✳ ●râ❝❡
❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

Yi =

√
f
( i

Tn

)
+

1

2
√
Tn

ξi, ξi ∼ N (0, 1), i = 1, . . . , [Tn].

➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❧✐é❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐tés ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ✈♦✐r ◆✉ss✲
❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ét❡♥❞r❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ✐♥✜♥✐❡✱
♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦♠✐♥és✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉♣♣♦s❡r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ν0 q✉✐ ❞♦♠✐♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ν ❡t q✉✐ ❛❞✲
♠❡t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té g ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ s✉r I✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ν0 ❡st s✉♣♣♦sé❡
❝♦♥♥✉❡ ❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ✭✐♥❝♦♥♥✉❡s✮ ❞❡ ▲é✈② f = dν

dν0
✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡

❜♦r♥é❡s ❧♦✐♥ ❞❡ ③ér♦ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✹✳✷✳✺ ❡t ✹✳✷✳✻ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ s♦♥t é♥♦♥❝és
❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❙♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛❞éq✉❛t❡s s✉r F ✭✈♦✐r ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶
♣♦✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ F ❡t ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❄❄ ♣♦✉r s❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✮✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✲
✈♦♥s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s Pν0

n ❡t Qν0
n ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝

❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

dyt =
√
f(t)dt+

1

2
√
Tn

dWt√
g(t)

, t ∈ I.

▲✬✐❞é❡ ❞❡rr✐èr❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ∆(Pν0
n ,Qν0

n ) → 0 ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❆s②♠♣t♦t✐✲
q✉❡♠❡♥t Pν0

n ❞❡✈r❛✐t ❝♦♥t❡♥✐r ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r f q✉❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ Lm

q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s (Ji)mi=2 ❢♦r♠❛♥t
✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ I \ [−εm, εm]✱ εm → 0✳ ❖r✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

(∑
s≤Tn

IJi(∆Xs)
)m
i=2

s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s Tn

∫
Ji
f(y)ν0(dy)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣✲

♣r♦❝❤❡r Lm ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹ ❞❛♥s ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹❜✮✳ ●râ❝❡ à ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐✲
❝✐t❡ ❞❡s ♥♦②❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é❞✉✐r❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛✈❡❝ W ν0

n ✳ P❧✉s✐❡✉rs
❞✐✣❝✉❧tés s♦♥t ❛♣♣❛r✉❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ Pν0

n ❡t Lm✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✜♥✐❡ ✿
♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s Ji ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s ❞❡ ν0 s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ♣r✐✈é ❞✬✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ x > 0✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ m✱ ♦♥ ❛
❞é✜♥✐ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Jj := (vj−1, vj] ♦ù v1 = εm ❡t vj s♦♥t ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s ❞❡ ν0|I\[0,εm]✱ ✐✳❡✳

ν0(Jj) =
ν0
(
(I \ [0, εm]) ∩ R+

)

m− 1
, ∀j = 2, . . . ,m. ✭✶✳✶✵✮
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❖♥ ♥♦t❡r❛ µn := ν0(Jj)✱ ♣♦✉r t♦✉t j = 2, . . . ,m✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ s✐ x ≤ 0✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ µ−
n =

ν0

(
(I\[−εm,0])∩R−

)
m−1

❡t J−m, . . . , J−2 t❡❧s q✉❡ ν0(J−j) = µ−
n ♣♦✉r t♦✉t j✳

P❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡
Lm ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ P̄ν0

n ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ f ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ f̄m ❡t ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ x > 0✱

f̄m(x) :=

{
1 s✐ x ∈ J1,

ν(Jj)

ν0(Jj)
s✐ x ∈ Jj, j = 2, . . . ,m,

❡t s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r x < 0 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t Jj ♣♦✉r j = −m, . . . , 2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞❡ ∆(Pν0

n , P̄ν0
n ) ❡st tr♦♣ ❧❡♥t❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ P̄ν0
n ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ P̃ν0

n ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡♥s✐té
❞❡ ▲é✈② ✉♥❡ ❛❞éq✉❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ f ✱ ♥♦té❡ ♣❛r f̂m✳ ❈❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛
été ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s ♥♦②❛✉① ♠❛r❦♦✈✐❡♥s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ∆(Qν0
n ,W ν0

n ) → 0✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ r❛♠❡♥és à ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦♠♣♦sé X̃

❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f̂m r❡str❡✐♥t❡ à I \ [−εm, εm]✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣r♦✉✈é q✉✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts (X̃ti − X̃ti−1

)ni=1 ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à
♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (εiYi)

n
i=1 ♦ù ✿

• (εi)
n
i=1 s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞✳ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α :=

λm∆ne
−λm∆n ✱ ❛✈❡❝ λm =

∫
I\[−εm,εm]

f̂m(y)ν0(dy)✱

• (Yi)
n
i=1 s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞✳ ❝♦♥❝❡♥tré❡s s✉r I \ [−εm, εm] ❡t ❞❡ ❞❡♥s✐té

f̂m✳

▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ (εjYj)
n
j=1 q✉✐ t♦♠❜❡♥t

❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Ji✱ i = −m, . . . ,−2, 2, . . . ,m✳ ❈❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❧♦✐ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s n, (γ−m, . . . , γ−2, γ0, γ2, . . . , γm) ♦ù γ0 = 1 − α

❡t γi = α
∫
Ji
f̂m(y)ν0(dy)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡

❡♥tr❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t W ν0
n ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❝❡rt❛✐♥s

♣❛ss❛❣❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡
③ér♦✳

✶✳✷✳✷ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞❡♥s✐té

❯♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ◆✉ss❜❛✉♠ ❛ ♠♦♥tré
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❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té f s✉r [0, 1] ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ✿

dyt =
√

f(t)dt+
1

2
√
n
dWt, t ∈ [0, 1]. ✭✶✳✶✶✮

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ét❛❜❧✐❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ f ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ F

❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r α ∈ (0, 1)✱M > 0✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❤ö❧❞❡r✐❡♥♥❡s

Hα(M) = {f : |f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|α}.
P♦✉r α,M, ε > 0 ❞♦♥♥és✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s

F ⊆
{
f ∈ Hα(M) :

∫ 1

0

f(x)dx = 1 ❡t f(x) ≥ ε ∀x ∈ [0, 1]
}
.

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐ss♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡t s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ▲❡s
♥♦②❛✉① ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ré❛❧✐s❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞♦♥♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ♣❧✉s ré❝❡♥ts ✭❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✱ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹❛✮✮ ♦♥t ré✉ss✐ à ♦❜t❡✲
♥✐r ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦②❛✉① ♠❛r❦♦✈✐❡♥s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❈❛rt❡r ♣r♦✉✈❡ ❧✬éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞❡♥s✐té ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ✭✶✳✶✶✮
❡♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ❡♥tr❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧♦✐ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❡t ❞❡
❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥✱ ❈❛rt❡r ❛ ♣✉ r❡❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✱ s♦✉s ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r F ✿ ✐❧
❞♦✐t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ F ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞é✜♥✐❡s s✉r [0, 1]✱ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s ❡t t❡❧❧❡s
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ε,M, α t❡❧❧❡s q✉❡ ε ≤ f ≤ M ❡t

|f ′(x)− f ′(y)| ≤ M |x− y|α, ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ [0, 1].

❇r✐è✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
❧♦✐ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s ♣♦✉r ❡♥ ❞ér✐✈❡r ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ❞❡♥s✐té✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ✈♦✐r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡
❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t✐ré❡s s❡❧♦♥ f q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Ji = ( i−1

m
, i
m
]✱ i = 1, . . . ,m✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛❜✐❧✐s❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧♦✐ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳
❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ à ❧❡✉r t♦✉r✱ s♦♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ❞✉ ♣r♦✲
❝❡ss✉s (yt) ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✶✳✶✶✮ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Ji✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ◆✉ss❜❛✉♠
✭✶✾✾✻✮ ❡t ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♥s✐st❡ à
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♦❜s❡r✈❡r n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞✳ (Yi)
n
i=1 ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ⊆ R ❡t ❞✐str✐✲

❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ P g
f ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ s✉r I✮

dP g
f

dx
(x) = f(x)g(x). ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♥❡ s✉♣♣♦s♦♥s ♣❛s q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ⊆ R s♦✐t ✉♥

s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❜♦r♥é ❞❡ R ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡①✐st❛♥t❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❡st ❝❡♥sé❡
êtr❡ ❝♦♥♥✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ F ✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❡st

P
g
n =

(
R

n,B(Rn),

( n⊗

i=1

P g
f : f ∈ F

))
. ✭✶✳✶✷✮

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r f ❡t g s❡r♦♥t ♣ré❝✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t♦♥s ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ f ❞♦✐t êtr❡ ❜♦r♥é❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ③ér♦ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ g ♣❡✉t êtr❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ❡t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① tr❛✈❛✉①
❛♥tér✐❡✉rs ❡st q✉❡ ❝❡ ❝❛❞r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ h = fg ♥♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡s ♥✐ ❧✐ss❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s✳✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✳ ➚ ❝❡t ❡✛❡t✱
♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ♣❛r Wg

f ❧❛ ❧♦✐ ✐♥❞✉✐t❡ s✉r (C,C ) ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✿

dYt =
√

f(t)g(t)dt+
dWt

2
√
n
, t ∈ I,

♦ù (Wt)t∈R ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ s✉r R ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é à W0 = 0✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s

W
g
n =

(
C,C , {Wg

f : f ∈ F}
)
. ✭✶✳✶✸✮

▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳✶ ♣♦✉r ✉♥
é♥♦♥❝é ♣ré❝✐s✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✹✳ ❙♦✐t I ✉♥ s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐ ❞❡ R ❡t s♦✐t F ✉♥❡

❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s ❧♦✐♥ ❞❡ ③ér♦ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐ q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉✲

❧❛r✐té ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❆❧♦rs ❧❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s Pg
n ❡t W g

n ❞é✜♥✐s

♣❛r ✭✶✳✶✷✮ ❡t ✭✶✳✶✸✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ s♦♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✿

lim
n→∞

∆(Pg
n,W

g
n ) = 0. ✭✶✳✶✹✮

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ✭✶✳✶✹✮ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❀ ✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✸✳✷✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡
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❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬✐❞é❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡✲♥♦r♠❛❧❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✱ ♠❛✐s ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✛èr❡♥t✳ P❛r♠✐
❝❡s ♣♦✐♥ts✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✜♥✐ ❡t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Ji q✉✐
❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ I ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❧✉s êtr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Ji ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ré♣❛rt✐s s❡❧♦♥ ❧❡s
q✉❛♥t✐❧❡s ❞❡ ν0✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té g ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬ét❛♣❡ ❝❧é ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té fg ♣❛r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f̂mg ❛✈❡❝ f̂m ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

f̂m(x) :=





ν(J1)
µn

s✐ x ∈ I ∩ (−∞, x∗
1],

1
x∗
j+1−x∗

j

[
ν(Jj+1)

µn
(x− x∗

j) +
ν(Jj)

µn
(x∗

j+1 − x)

]
s✐ x ∈ (x∗

j , x
∗
j+1] j = 1, . . . ,m− 1,

ν(Jm)
µn

s✐ x ∈ I ∩ (x∗
m,∞),

♦ù

µn := ν0(Jj) =
ν0(I)

m
❡t x∗

j :=

∫
Jj
xν0(dx)

µn

, ∀j = 1, . . . ,m.

▲❡s ♥♦②❛✉① ré❛❧✐s❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐ts✳ ❘❡♠❛r✲
q✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮ ❡t ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r g(x) = I[0,1](x)✳

✶✳✷✳✸ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❢♦❝❛❧✐sés s✉r ❞❡s ❞✐✛✉s✐♦♥s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

dyt = f(yt)dt+ εσ(yt)dWt, t ∈ [0, T ], y0 = w ∈ R, ✭✶✳✶✺✮

♦ù (Wt)t≥0 ❡st ✉♥ (At)t≥0✲♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
(Ω,A ,P)✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ✐♥tér❡ssé ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❉❡❧❛ttr❡✱ ❍♦✛♠❛♥♥ ✭✷✵✵✷✮ ♦♥t ét❛❜❧✐ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ré❝✉rr❡♥t ♥✉❧ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❍❛rr✐s ❡t ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ❉✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐✛✉s✐♦♥s ❡r❣♦❞✐q✉❡s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♣✉✐s ♠✉❧t✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❉❛❧❛❧②❛♥✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼❛✮✳ ❯♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t
s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛ été ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✷✮✳
❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ét❛❜❧✐ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡
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♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ tr❛♥s✐❡♥t❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t
❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t ♣♦✐ss♦♥✐❡♥♥❡s✳

◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❝♦♥s✐sté à ❝♦♠♣❛r❡r tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✿ PT
y ✱ Q

n
y ❡t Qn

Z ✳ ▲❡s ❞❡✉①
♣r❡♠✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❛ss♦❝✐és à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡
(yt)t∈[0,T ] ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (yt1 , . . . , ytn)✱ ❛✈❡❝ ti = T i/n✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡
♠♦❞è❧❡✱ Qn

Z ✱ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ♣❛s T/n✱ n ∈ N
∗✱ ❛ss♦❝✐é à

(yt)t∈[0,T ] ✿

Z0 = w, Zi = Zi−1 +
T

n
f(Zi−1) + ε

√
T

n
σ(Zi−1)ξi, i = 1, . . . , n, ✭✶✳✶✻✮

♦ù ❧❡s ξi s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞✳ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝❡♥tré❡s ❡t ré❞✉✐t❡s✳
▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ♠♦♥tr❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡①✲

♣ér✐❡♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s PT
y ✱ Qn

y ❡t Qn
Z ✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ f ✳ ▲❡

rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ Qn
y ❡t Qn

Z ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡st✐♠❡r
❧❛ ❞ér✐✈❡ f à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s (yt1 , . . . , ytn) ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉é❡s
❛✈❡❝ s✉❝❝ès✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉✬❡♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ◆♦tr❡ ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ❡♥tr❡ Qn

y ❡t Qn
Z ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡

❥✉st✐✜❡r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r❛t✐q✉❡✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✱ ♦♥t ♣r♦✉✈é ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧✬♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞✐s❝rèt❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✿

dYt = f(Yt)dt+ εdWt, t ∈ [0, 1], Y0 = 0,

❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✿

Z0 = 0, Zi = Zi−1 +
f(Zi−1)

n
+

ε√
n
ξi, i = 1, . . . , n,

♦ù ❧❡s ξi s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞✳ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝❡♥tré❡s ❡t ré❞✉✐t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡
❝♦♥t❡①t❡✱ ε ❡st ✉♥ ✏♣❡t✐t✑ ♣❛r❛♠ètr❡ s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s t ∈ [0, 1]✳
▲❛ ❞ér✐✈❡ f ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ K > 0✱

f ∈ FK =
{
f : R → R t✳q✳ ∀x, u ∈ R, |f(x)− f(u)| ≤ K|x− u|, |f(0)| ≤ K

}
.

❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t P ❡t Zn ❧❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐✲
♥✉❡ ❞❡ (Yt)t∈[0,1] ❡t ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r (Zi)

n
i=0 r❡❧❛t✐❢ à Y ❡t ❞❡ ♣❛s 1/n✱ ❛❧♦rs

∆(P,Zn) = O
(√

n−2ε−2 + n−1
)
, q✉❛♥❞ ε → 0.
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❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ Qn ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ (Yt)t∈[0,1]
❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ 1

n
✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦✉✈é ❛✉ss✐ q✉❡ ∆(P,Qn) = 0✳ ❈♦♠♠❡

❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ ✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝

∆(Qn,Zn) = O
(√

n−2ε−2 + n−1
)
, q✉❛♥❞ ε → 0.

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮ ✈✐s❡ t♦✉❥♦✉rs à ét❛❜❧✐r ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❞❡s ❞✐✛✉s✐♦♥s ❡t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r✳ P❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
(ξt) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

dξt = b(ξt)dt+ σ(ξt)dWt, ξ0 = η,

♦ù (Wt) ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✜❧tré
(Ω,A , (At)t≥0,P)✱ η ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡✱ A0✲♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t b(·)✱ σ(·) s♦♥t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r R✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ σ(·) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s C2(R)✱
s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡✱ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∀x ∈ R, 0 < σ2
0 ≤ σ2(x) ≤ σ2

1, |σ′(x)|+ |σ′′(x)| ≤ Kσ.

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s (ξt) ❡st ♦❜s❡r✈é s♦✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ s♦✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐s❝rèt❡
t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ t❡♠♣♦r❡❧ [0, T ]✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ξti ✱
ti = ih✱ i ≤ n ❛✈❡❝ T = nh✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❡♥ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ b✱ ❡♥tr❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ (ξt)t∈[0,T ] ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛
❞✬❊✉❧❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✿

Z0 = η, Zi = Zi−1 + hb(Zi−1) +
√
hσ(Zi−1)εi,

♦ù✱ ♣♦✉r i ≥ 1✱ ti = ih ❡t εi = (Wti − Wti−1
)/
√
h✳ ▲❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s s♦♥t ét❛❜❧✐❡s s♦✉s

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ h = hn ❡t nh2
n = T 2/n t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 0 ❧♦rsq✉❡ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❈❡❧❛

❝♦♠♣r❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❝❛s T = nhn ❜♦r♥é ❡t T → ∞✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✐♥✜♥✐✱

❧❡s ❛✉t❡✉rs s♦♥t ♦❜❧✐❣és ❞❡ ♠❡ttr❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ F

♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡s ét❛❜❧✐❡s ❞❛♥s ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛
❞ér✐✈❡ b(·) ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ FK ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡
K ✿

b(·) ∈ FK =
{
b(·) ∈ C1(R) ❡t ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R, |b(x)|+ |b′(x)| ≤ K

}
.

❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛
♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ εσ(·) ❛✈❡❝
ε ♣❡t✐t ❡t ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ ✜①❡ T ✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ εn → ∞ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s



✶✳✷✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ P❘■◆❈■P❆❯❳ ❉❊ ▲❆ ❚❍➮❙❊ ✷✸

❧❡ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✮✳ ➚ ❝❡❧❛ s✬❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ❡st ε4n →
∞✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❞✐s❝rèt❡s ✭❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ Qn✮ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ✭❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ Zn✮ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✿

∆(Qn,Zn) = O
(√

n−2ε−2 + n−1 + n−1ε−4
)
.

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ❧❛ ❜♦r♥❡

∆(Qn,Zn) = O
(
(n−1 + ε)1/4 + n−1ε−1

)
.

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❝❡♥trés ✉♥✐✲
q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ σ(·) ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛
❞✬❊✉❧❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✱ q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✳ P♦✉r ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s
é❧♦✐❣♥és ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛rt✐❝❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (yt)t∈[0,T ] ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✶✳✶✺✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆✈❛♥t ❞❡ r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥s✐❞érés✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r f ✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭✶✳✶✺✮
✭✈♦✐r Ø❦s❡♥❞❛❧ ✭✶✾✽✺✮✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✺✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ FM ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❞é✜♥✐❡s s✉r R ❡t q✉✐
s❛t✐s❢♦♥t ✿

|f(0)| ≤ M ❛♥❞ |f(z)− f(y)| ≤ M |z − y|, ∀z, y ∈ R.

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ εσ(·)✱ ❛✈❡❝ 0 < ε < 1✱ ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉ ❡t ✐❧ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✭❍✶✮ σ(·) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ K✲❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❜♦r♥é❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ③ér♦ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s σ0, σ1, K t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

σ2
0 ≤ σ2(y) ≤ σ2

1 ❡t |σ(z)− σ(y)| ≤ K|z − y|, ∀z, y ∈ R.

▲♦rsq✉❡ (yt)t∈[0,T ] ❡st ♦❜s❡r✈é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿

✭❍✷✮ σ(·) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ s✉r R ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ K✲❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ✿

|σ′(z)− σ′(y)| ≤ K|z − y| ∀z, y ∈ R.
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❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ s✉r (C,CT ) ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (yt)t∈[0,T ] s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
✭✶✳✶✺✮ s❡r❛ ♥♦té❡ P n,y

f ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r (Rn,B(Rn)) ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ (yt1 , . . . , ytn)✱
ti = T i/n s❡r❛ ♥♦té❡ Qn,y

f ✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s PT
y ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ (yt)y∈[0,T ] ❡t Qn
y ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s yti ✱ i = 1, . . . , n ✿

P
T
y =

(
C,CT , {P y

f , f ∈ F}
)
,

Q
n
y =

(
R

n,B(Rn), {Qn,y
f , f ∈ F}

)
.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Qn,Z
f ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r (Zi, i = 1, . . . , n) ❞é✜♥✐ ♣❛r

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮ ❡t Qn
Z ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❧♦✐s (Qn,Z

f , f ∈ F ) ✿

Q
n
Z =

(
R

n,B(Rn), {Qn,Z
f , f ∈ F}

)
.

◆♦s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺✳ ❖♥ ♥♦t❡ F ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❙♦✐t M > 0 t❡❧ q✉❡ F ⊆ FM ❡t

σ(·) ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✶✮ ❛✈❡❝ K = M ✳ ❆❧♦rs✱ s✐ εn → ∞ ❧♦rsq✉❡ n → ∞ ❡t ε → 0✱ ❧❡s

❡①♣ér✐❡♥❝❡s PT
y ❡t Qn

Z s♦♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❜♦r♥❡

s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

∆
(
P

T
y ,Q

n
Z

)
= O

( 1

εn
+ (n−1 + ε)1/4

)
.

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✻✳ ❖♥ ♥♦t❡ F ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❙♦✐t M > 0 t❡❧ q✉❡ F ⊆ FM ❡t

σ(·) ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍✶✮ ❡t ✭❍✷✮ ❛✈❡❝ K = M ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ σ(·) ❡t F

s♦✐❡♥t t❡❧❧❡s q✉❡ f/σ(·) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ L✲❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ L ✉♥✐❢♦r♠❡

♣♦✉r t♦✉t❡ f ∈ F ✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ε✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✜①é✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s

yt1 , . . . , ytn ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ PT
y ✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✼✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✻✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡

st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ✈❛❧❡✉rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s yt1 , . . . , ytn ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t

❛✉ ♠♦❞è❧❡ Qn
Z✱ ❧♦rsq✉❡ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❛

✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ é♥♦♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✺✳

❈♦♠♠❡ s♦✉❧✐❣♥é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t q✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥térêt ♣r❛t✐q✉❡ ❡st
❝❡❧✉✐ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✼✳ ■❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ PT

y ❡t Qn
Z ✱ ❞✬✉♥ ❝ôté ❡t ❡♥tr❡ PT

y ❡t Qn
y ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❆❞♠❡ttr❡ ✉♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❛ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐✣❝✉❧tés ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❉❛♥s ❝❡
q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❞✬♦ù ❡❧❧❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ r❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮ ✿
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• ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t
à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛②❛♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✏❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s✑ ❞❡ f ✳
◆♦t♦♥s (Ȳt)t∈[0,T ] ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

• ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ (Yt)t∈[0,T ] ❡t (Ȳt)t∈[0,T ]

❣râ❝❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ ●✐rs❛♥♦✈✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❧♦✐s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r Y ❡t Ȳ s✉r (C,CT )✳

• ▲❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❡♥tr❡ PT

y ❡t Qn
Z ✳ P♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ PT

y ❡t Qn
y ✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡✱

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ S : ω 7→ (ωt1 , . . . , ωtn)

❡st ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❧♦✐s (P n,y
f : f ∈ F )✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
t♦✉❥♦✉rs ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❡t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ȳ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✿

dȳt = f̄n(t, ȳ)dt+ εσ̄n(t, ȳ)dWt, ȳ0 = w, t ∈ [0, T ],

♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ω ❞❛♥s C✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ti = T i/n✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✿

f̄n(t, ω) =
n−1∑

i=1

f
(
ω(ti)

)
I[ti,ti+1)(t), σ̄n(t, ω) =

n−1∑

i=1

σ
(
ω(ti)

)
I[ti,ti+1)(t), ∀t ∈ [0, T ].

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s y ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ȳ✱ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ y ❡t ❞❡ ȳ ❡st t♦✉❥♦✉rs é❣❛❧❡ à 1✳ ❉♦♥❝✱ ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s y ❡t ȳ✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉
♠❛r❦♦✈✐❡♥ s✬✐♠♣♦s❡✳ ❈♦♥str✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ t❡❧ ♥♦②❛✉ s✬❡st ré✈é❧é ✐♥❢❛✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛
♣r❛t✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
❝❤❛♥❣é❡s ❡♥ t❡♠♣s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ ❞é❥à été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐✛✉s✐♦♥s ❡♥ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧ à ε✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳ ▲❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞❡✈♦✐r ❛✐♥s✐ ❣ér❡r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
♦❜s❡r✈é❡s ❥✉sq✉✬à ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✿ ❝✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝❡s
❞✐✛ér❡♥ts t❡♠♣s ❞✬❛rrêt q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳
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✶✳✷✳✹ ❉✐st❛♥❝❡ L1 ❡♥tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢s

❉♦♥♥❡r ❞❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L1 ❡♥tr❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙❦♦✲
r♦❦❤♦❞ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ P❛r ❞✐st❛♥❝❡ L1 ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s σ✲✜♥✐❡s µ1 ❡t µ2

❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ (E,E )✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ✿

L1(µ1, µ2) = 2 sup
A∈E

∣∣µ1(A)− µ2(A)
∣∣,

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L1 ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥
t♦t❛❧❡✳ ❙✐ µ1 ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ2✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

L1(µ1, µ2) =

∫

E

∣∣∣∣
dµ1

dµ2

− 1

∣∣∣∣dµ2.

▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❧♦✐s ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛
st❛t✐st✐q✉❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♦✉
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L1 ❡♥tr❡ ❞❡s ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢s Xi ❛②❛♥t
❝♦♠♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ (fi, σ

2
i , νi)✱ i = 1, 2✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé σ1 = σ2 ❝❛r✱ s✐♥♦♥✱

❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L1 ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ X1 ❡t X2 ✈❛✉t ❝♦♥st❛♠♠❡♥t 2 ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❏❛❝♦❞✱
❙❤✐r②❛❡✈ ✭✷✵✵✸✮ ❀ ◆❡✇♠❛♥ ✭✶✾✼✷✮✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s γνj ❡t ξ2 t❡❧s q✉❡ ✿

γνj =

∫

|y|≤1

yνj(dy), ξ2 =

∫ T

0

(f2(r)− f1(r)− (γν2 − γν1))2

σ2(r)
dr j = 1, 2.

▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✽✳ ❙♦✐❡♥t Xi✱ i = 1, 2✱ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢s ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲

t✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s (fi, σ
2
i , νi)✱ i = 1, 2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ν1 ❡t ν2 s♦✐❡♥t ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ▲é✈②

❛✈❡❝ ν1 ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ν2 ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ L1(ν1, ν2) < ∞. ◆♦t♦♥s φ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♥♦r♠❛❧❡ N (0, 1) ❡t s✉♣♣♦s♦♥s 0 < T < ∞✳

❙✐ σ2 > 0✱ ❛❧♦rs ✿

L1

(
P

(f1,σ2,ν1)
T , P

(f2,σ2,ν2)
T

)
≤ 2 sinh

(
TL1(ν1, ν2)

)
+ 2

[
1− 2φ

(
− ξ

2

)]
.

❙✐ σ2 = 0 ❡t f1 − f2 ≡ γν1 − γν2✱ ❛❧♦rs ✿

L1

(
P

(f1,0,ν1)
T , P

(f2,0,ν2)
T

)
≤ 2 sinh

(
TL1(ν1, ν2)

)
.
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❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ν1 = ν2 = 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s❛✉ts✱
❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✽ ❡st ♣❧✉tôt ✉♥❡ é❣❛❧✐té✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L1 ❡♥tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s ♦❜s❡r✈és ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t
0 < T < ∞✱ ❡st ✿

L1

(
P

(f1,σ2,0)
T , P

(f2,σ2,0)
T

)
= 2

(
1− 2φ

(
− 1

2

√∫ T

0

(f1(t)− f2(t))2

σ2(t)
dt

))
,

q✉❛♥❞ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮✮✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❜❛sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❛❞❞✐t✐❢s✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❊ss❝❤❡r ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ❈❛♠❡r♦♥✲▼❛rt✐♥✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡✱
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡①✐st❛♥t❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❡♥tr❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✽ ❝✐✲❞❡ss✉s é♥♦♥❝é ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ▼❡♠✐♥✱ ❙❤✐r②❛②❡✈ ✭✶✾✽✺✮✮✳



✶✳✸ ▲✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r

❈✐✲❞❡ss♦✉s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛②❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❝✐té✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡s r❡✈✉❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡

✶✳ ▼❛r✐✉❝❝✐ ❊✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ✬❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❥✉♠♣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✬✳ ❆❝❝❡♣té ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❊❙❆■▼ ✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
❙t❛t✐st✐❝s ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳

✷✳ ▼❛r✐✉❝❝✐ ❊✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ✬❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ✿ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛s❡✬✳ ❆❝❝❡♣té ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❙t❛t✐st✐❝❛❧ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❙t♦❝❤❛st✐❝ Pr♦❝❡ss❡s ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳

✸✳ ➱t♦ré P✳✱ ▼❛r✐✉❝❝✐ ❊✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ✬L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✲❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s✬✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ Pr♦❜❛❜❛❜✐❧✐t② ✶✾✱ ♥♦✳ ✺✼
✭❈❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳

❆rt✐❝❧❡s s♦✉♠✐s à ❞❡s r❡✈✉❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡

✶✳ ▼❛r✐✉❝❝✐ ❊✳ ✬❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ▲é✈② ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡
♥♦✐s❡✬ ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳

✷✳ ▼❛r✐✉❝❝✐ ❊✳ ✬❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡
♥♦✐s❡ ✿ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✬ ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳



❈❤❛♣t❡r ✷

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r

❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❘és✉♠é ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ❞é❞✐é à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠✳ ◆♦✉s ❡♥
r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❞❡s
♦✉t✐❧s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ♠❛❥♦r❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

▼♦t ❝❧és✿ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠✱ ❞é✜❝✐❡♥❝❡✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❆❜str❛❝t ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ♦♥ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ t❤❡♦r② ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡✈✐❡✇
❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦♦❧s ❢♦r ❜♦✉♥❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❑❡②✇♦r❞s ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❞❡✜❝✐❡♥❝②✱ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥s✳

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✐♥ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦
❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ✭✶✾✺✶✮ ✐s ❛ tr✐♣❧❡

P = (Ω,T , (Pθ)θ∈Θ),

✇❤❡r❡ (Ω,T ) ✐s ❛ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡✱ Θ ✐s ❛ s❡t ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ❛♥❞ (Pθ)θ∈Θ ✐s ❛
❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ (Ω,T )✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥
✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❀ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦♦❦ ♦❢ ▲❡ ❈❛♠✱ ❨❛♥❣ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ ♣❤②s✐❝✐st ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❤❛❧❢ ❧✐❢❡

✷✾
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♦❢ ❈❛r❜♦♥ 14✱ C14✳ ❍❡ s✉♣♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ ❧✐❢❡ ♦❢ ❛ C14 ❛t♦♠ ❤❛s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ❛♥❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ❤❡ t❛❦❡s ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ n ❛t♦♠s
♦❢ C14✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝✐st ✜①❡s ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ s❛② 2 ❤♦✉rs✱ ❛♥❞
t❤❡♥ ❤❡ ❝♦✉♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ P1 = (N,P(N), (Pθ)θ∈(0,∞)) ✇❤❡r❡ Pθ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ 2 ❤♦✉rs✳ ❚❤✐s ✐s
♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❤❛❧❢ ❧✐❢❡ ♦❢ ❈❛r❜♦♥ 14✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
♣❤②s✐❝✐st ❝♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜rst r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ Y ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞✐s✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s✱ s❛② 106✱ ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❤❡ ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✈✐❛
t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ P2 = (R+,B(R+), (Qθ)θ∈(0,∞)) ✇❤❡r❡ Qθ ✐s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ Y ✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✏st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✑ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥ ♦r✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t P1 ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡
t❤❛♥ P2 ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✳

❚❤❡ q✉❡st ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛♣❡r ♦❢
❇♦❤♥❡♥❜❧✉st✱ ❙❤❛♣❧❡②✱ ❙❤❡r♠❛♥ ✭✶✾✹✾✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛♣❡rs ♦❢ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ✭✶✾✺✶✱ ✶✾✺✸✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿ ✏P1 ✐s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥ P2✑ ✐❢ ❢♦r
❛♥② ❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ W ❛♥❞ ❛♥② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ρ2 ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t P2 t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ρ1 ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t P1 s✉❝❤ t❤❛t

R(P1, ρ1,W, θ) ≤ R(P2, ρ2,W, θ), ∀θ ∈ Θ.

❍❡r❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② R(P1, ρ1,W, θ) ❛♥❞ R(P2, ρ2,W, θ) t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ r✐s❦ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts P1 ❛♥❞ P2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❜❡✐♥❣ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✇❛s s♦❧✈❡❞
❜② ▲❡ ❈❛♠ ✇❤♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✜❝✐❡♥❝② δ(P1,P2)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♦♥❧② r❡♠❛r❦ t✇♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• δ(P1,P2) ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❡✈❡r② t✇♦ ❣✐✈❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s P1 ❛♥❞ P2 s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳

• ❋♦r ❡✈❡r② ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ W ✇✐t❤ 0 ≤ W ≤ 1 ❛♥❞ ❡✈❡r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ρ2 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♦♥ Θ ✉s✐♥❣ P2✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ρ1 ✐♥ P1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ✱

R(P1, ρ1,W, θ) ≤ R(P2, ρ2,W, θ) + δ(P1,P2).

❚❤✐s s♦❧✈❡s t❤❡ ✐ss✉❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✿ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t ❜♦t❤ δ(P1,P2) ❛♥❞ δ(P2,P1) ❛r❡
str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ❞❡✜♥✐t✐♦♥❀
♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ s❛② ✏❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✑ ✇❡ ❧♦s❡ ✇❤❡♥ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧
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t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ▲❡ ❈❛♠✬s t❤❡♦r② ❤❛s ❢♦✉♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✱
♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱
▲é✈② ♠♦❞❡❧s✱ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♥♦t❤❡r ♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t
❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥✈♦❧✈❡s q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳ ❇✉s❝❡♠✐ ✭✷✵✶✷✮✮✳ ■♥
t❤✐s s✉r✈❡② ♣❛♣❡r✱ ❛❢t❡r ❣✐✈✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t♦ ❜♦✉♥❞ ✐t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✕✺✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧ts
❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳

✷✳✷ ❉❡✜❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ✐ts ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧
❢♦r♠ ❜② ✉s✐♥❣ ✏tr❛♥s✐t✐♦♥s✑✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s✳

✷✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✭▲❛tt✐❝❡✮✳ ❆♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t (E,≤) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✐❢ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ E ♣♦ss❡ss❡s ❜♦t❤ ❛ s✉♣r❡♠✉♠ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✜♠✉♠✳ ❆ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢
❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜s❡ts ♣♦ss❡ss s✉♣r❡♠❛ ❛♥❞ ✐♥✜♠❛✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭❱❡❝t♦r ❧❛tt✐❝❡✮✳ E ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✈❡❝t♦r ❧❛tt✐❝❡ ♦r ❘✐❡s③ s♣❛❝❡ ✐❢ (E,≤) ✐s
❛ r❡❛❧ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ≤ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✐ts ✈❡❝t♦r str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳✿

• ✐❢ x ≤ y t❤❡♥ ∀z ∈ E x+ z ≤ y + z✱

• ✐❢ x ≤ y t❤❡♥ λx ≤ λy ∀λ ∈ R
+✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ x+ = sup(x, 0), x− = − inf(x, 0), |x| = x+ + x−.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ✭❈♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♥♦r♠✮✳ ❆ ♥♦r♠ ‖ · ‖ ♦♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❧❛tt✐❝❡ (E,≤) ✐s ❝♦♠✲

♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞❡r ✐❢ |x| ≤ |y| ✐♠♣❧✐❡s ‖x‖ ≤ ‖y‖✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺ ✭❇❛♥❛❝❤ ❧❛tt✐❝❡✮✳ ❆ ❇❛♥❛❝❤ ❧❛tt✐❝❡ (E, ‖ · ‖) ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ ❛
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♥♦r♠ ‖ · ‖ ❢♦r ✇❤✐❝❤ E ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ✭L✲s♣❛❝❡✮✳ ❚❤❡ ❇❛♥❛❝❤ ❧❛tt✐❝❡ (E, ‖ · ‖) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ L✲s♣❛❝❡ ✐❢ ✐ts ♥♦r♠
s❛t✐s✜❡s✿ x, y ≥ 0 =⇒ ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✼ ✭P♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✉♥✐t②✮✳ ▲❡t M ❜❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ L✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❛②
t❤❛t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t u ∈ M ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ 〈u, φ+〉 ≥ 0 ❢♦r ❡✈❡r② φ ∈ L✳ ❋♦r t❤✐s ♦r❞❡r✱ M ✐s ❛
✈❡❝t♦r ❧❛tt✐❝❡✳ ■t ❤❛s ❛ ✉♥✐t I ❞❡✜♥❡❞ ❜② Iφ = ‖φ+‖ − ‖φ−‖.
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽ ✭❯♥✐❢♦r♠ ❧❛tt✐❝❡✮✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ s❡t ❛♥❞ ❧❡t Γ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡❛❧
✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ A✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❧❛tt✐❝❡ ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

✭✐✮ Γ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ❧❛tt✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♣♦✐♥t ✇✐s❡❀

✭✐✐✮ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ I✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✉♥✐t② ♦♥ A ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Γ❀

✭✐✐✐✮ ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ‖γ‖ = inf{α : |γ| ≤ αI} t❤❡ s♣❛❝❡ Γ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✾✳ ❋♦r t❤✐s ♥♦r♠ t❤❡ s♣❛❝❡ Γ ❤❛s ❛ ❞✉❛❧ Γ∗ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ L✲s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r
❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② Γ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵ ✭❚r❛♥s✐t✐♦♥s✮✳ ▲❡t (L′, ‖ · ‖L′) ❛♥❞ (L′′, ‖ · ‖L′′) ❜❡ t✇♦ L✲s♣❛❝❡s✳ ❆
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭♦r r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✮ T : L′ → L′′ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ s✉❝❤ t❤❛t ‖Tµ+‖L′′ =

‖µ+‖L′ ❢♦r ❛❧❧ µ ∈ L′✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✶✳ ▲❡t Θ ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦r ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ P ✐♥❞❡①❡❞
❜② t❤❡ s❡t Θ ✐s ❛ ♠❛♣ θ 7→ Pθ ❢r♦♠ Θ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✭❛♥❞ ❛❜str❛❝t✮ L✲s♣❛❝❡ (L, ‖ · ‖) s✉❜❥❡❝t
t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ Pθ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❛t ‖Pθ‖ = 1✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✷✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t P ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st L✲s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤

❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ Pθ✳ ❚❤✐s s♣❛❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ L✲s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ P ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞

❜② L(P)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✸✳ ▲❡t Pi : θ → Pi,θ✱ i = 1, 2✱ ❜❡ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥❞❡①❡❞ ❜② Θ✳ ❚❤❡
❞❡✜❝✐❡♥❝② δ(P1,P2) ♦❢ P1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P2 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

δ(P1,P2) = inf
T

sup
θ∈Θ

‖TP1,θ − P2,θ‖,

❢♦r ❛♥ ✐♥✜♠✉♠ t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s T ❢r♦♠ t❤❡ L✲s♣❛❝❡ L(P1) t♦ L(P2)✳

❲❤❡♥ δ(P1,P2) = 0 ✭✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t P2 ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t P1 ❜② ❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✮ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ s❛② t❤❛t P2 ✐s ❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥
P1✱ ♦r t❤❛t P1 ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ P2✱ ♦r t❤❛t P1 ✐s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥ P2✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✹✳ ❚❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r ∆✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ P1 ❛♥❞ P2 ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s

∆(P1,P2) = max(δ(P1,P2), δ(P2,P1)).

■❢ ∆(P1,P2) = 0 ✇❡ s❤❛❧❧ ❝❛❧❧ t❤❛t P1 ❛♥❞ P2 ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡✳
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❚❤❡ ∆✲❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦ ♠❡tr✐❝ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■t s❛t✐s✲
✜❡s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ∆(P1,P3) ≤ ∆(P1,P2) + ∆(P2,P3)✱ ❜✉t t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②
∆(P1,P2) = 0 ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t P1 ❛♥❞ P2 ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t Θ

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t②♣❡s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② Θ ❢♦r♠ ❛ s❡t E(Θ) ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❢♦r t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♠❡tr✐❝ ∆✳ ❚❤❡ s❡t E(Θ) ❛❧✇❛②s ❤❛s ❛ ✇❡❛❦❡st ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ tr✐✈✐❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ Pθ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■t ❛❧s♦ ❤❛s ❛ str♦♥❣❡st ❡❧❡♠❡♥t ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ θ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♠❡❛s✉r❡ δθ✳

✷✳✸ ❉❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✈✐❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥s✳ ❇✉t✱ ❛s ✇❡ s❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ ✇❛②
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t s❡❡♠s ❥✉st ❛s ♥❛t✉r❛❧ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r✐s❦
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ❤❛s ❛
❝❧❡❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚♦ t❤❛t ❛✐♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st❛rt ❜②
r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✿

• ❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ s❡t P = (Pθ : θ ∈ Θ) ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❛❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡ (X ,T )✱ ❢♦r s♦♠❡ s❡t X

❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ σ✲✜❡❧❞ T ✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Θ ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ st❛t❡s ♦❢

◆❛t✉r❡✳

• ❆ s♣❛❝❡ Z ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s ♦r ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t t❤❡ st❛t✐st✐❝✐❛♥ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❢t❡r ♦❜✲
s❡r✈✐♥❣ x ∈ X ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ Z = Θ✳ ❚♦ ♠❛❦❡
s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ Z ✇❡ ♥❡❡❞ ✐t t♦ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ σ✲✜❡❧❞ Z✳

• ❆ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ W : Θ × Z 7→ (−∞,∞]✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❝t✐♦♥ z ∈ Z

✐♥❝✉rs ❛ ❧♦ss W (θ, z) ✇❤❡♥ θ ✐s t❤❡ tr✉❡ st❛t❡ ♦❢ ◆❛t✉r❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ r✐s❦ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝✐❛♥ ♦❜s❡r✈❡s ❛
✈❛❧✉❡ x ∈ X ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ Pθ✳ ❍❡ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ
❛♥❞ ♠✉st t❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ z ∈ Z✳ ❍❡ ❞♦❡s s♦ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ρ(x, ·) ♦♥
Z ❛♥❞ ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ Z ❛t r❛♥❞♦♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ρ(x, ·)✳ ■❢ ❤❡ ❤❛s ❝❤♦s❡♥ z ✇❤❡♥ t❤❡
tr✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ x ✐s Pθ✱ ❤❡ s✉✛❡rs ❛ ❧♦ss W (θ, z)✳ ❍✐s ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦ss ✇❤❡♥ x ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
✐s t❤❡♥

∫
W (θ, z)ρ(x, dz)✳ ❍✐s ❛❧❧ ♦✈❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦ss ✇❤❡♥ x ✐s ♣✐❝❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pθ ✐s t❤❡

✐♥t❡❣r❛❧
∫ ( ∫

W (θ, z)ρ(x, dz)
)
Pθ(dx)✳
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②✱
✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ▲❡ ❈❛♠✬s ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳

▲❡t Γ ❜❡ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❧❛tt✐❝❡ ♦♥ ❛ s❡t Z✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t P ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❛ s❡t
Θ ❛♥❞ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts✿

✭✐✮ ❛ s❡t Z ♦❢ ✏♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✑❀

✭✐✐✮ ❛ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ W ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s Θ× Z ✐♥t♦ t❤❡ s❡t (−∞,∞]✳

■t ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ θ ∈ Θ ♦♥❡ ❤❛s

inf
z∈Z

W (θ, z) > −∞.

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❣✉❧❛r ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
♦♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❧❛tt✐❝❡ Γ ♦♥ t❤❡ s❡t Z✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ✭❉❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮✳ ❆ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ρ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ L(P)

t♦ t❤❡ ❞✉❛❧ Γ∗ ♦❢ Γ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ✭❘✐s❦s✮✳ ❊❛❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ❤❛s ❛ r✐s❦ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss❡s ❢♦r t❤❡ ✭♥♦♥ r❛♥❞♦♠✐③❡❞✮ r✉❧❡✿

R(θ, ρ) =

∫
W (θ, ρ(x))Pθ(dx).

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ρ ❤❛s ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r✐s❦ ❢✉♥❝t✐♦♥

R(P, ρ,W, θ) =

∫ ∫
W (θ, z)ρ(x, dz)Pθ(dx).

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r② ✐s✿ ❉❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣
♦♥❧② t❤❡✐r r✐s❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■❢ R(P, ρ,W, θ) ≤ R(P, ρ′,W, θ) ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ✱ ✇✐t❤ str✐❝t
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ θ✱ t❤❡♥ ρ′ ✐s ✐♥❢❡r✐♦r t♦ ρ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣♦ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡
t❤❡ ✈✐rt✉❡s ♦❢ ❛ r✉❧❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✐ts ♠✐♥✐♠❛① r✐s❦

Rmmax(P, ρ,W,Θ) = sup
θ∈Θ

R(P, ρ,W, θ)

♦r ✐ts ❇❛②❡s r✐s❦ ❢♦r s♦♠❡ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µ ♦♥ Θ✿

R(µ,P, ρ,W,Θ) =

∫
R(P, ρ,W, θ)µ(dθ).
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❖❢ ❝♦✉rs❡ Θ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ σ✲✜❡❧❞ A ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
❜❡ A ⊗Z✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳

❲❤❡♥ ✇❡ ✇r♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r✐s❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡
✇❡r❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ❡✈❛s✐✈❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ st❛t✐st✐❝✐❛♥
♠✐❣❤t ♣r❡❢❡r ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❇❛②❡s r✐s❦ ✇❤✐❧❡ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ♠✐❣❤t ♣r❡❢❡r
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♠❛①✐♠✉♠ r✐s❦s✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ tr② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ T2 ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ T1 ✭❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ✐s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s Pi = (Ωi,Ti, (Pi,θ)θ∈Θ)✮✳ ❚❤❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❞❡✜❝✐❡♥❝② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❥✉st ❛s ✇❡❧❧ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛♥② ♦❢
t❤❡s❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✻✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ st❛t❡ ✐t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢✉rt❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ✭❘❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✮✳ ■❢ S ⊂ Θ ❛♥❞ P = (Pθ : θ ∈ Θ) t❤❡
♠❛♣ θ 7→ Pθ r❡str✐❝t❡❞ t♦ θ ∈ S ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥❞❡①❡❞ ❜② S✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞
❜② PS✳ ❋♦r t✇♦ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts P1 ❛♥❞ P2 t❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② δ(P1,S,P2,S) ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ♦❢ P1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P2 ♦♥ S✳

■t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss C ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❚❤❡ ❝❧❛ss C ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤♦s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ s♣❛❝❡s (A,Γ,W ) ✇❤❡r❡

✭✐✮ A ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t❀

✭✐✐✮ Γ ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ A❀

✭✐✐✐✮ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ W ✐s s✉❝❤ t❤❛t 0 ≤ W (θ, z) ≤ 1 ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ ❛♥❞ z ∈ A✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Γ′ t❤❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✉❛❧ ♦❢ Γ✱

Γ′ = {T : Γ → R s✉❝❤ t❤❛t T ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s}

❛♥❞ ❜② σ(M,L) t❤❡ ✇❡❛❦❡st t♦♣♦❧♦❣② ♦♥ M t❤❛t ♠❛❦❡s ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ L ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ✭❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡♥✈❡❧♦♣❡✮✳ ▲❡t R ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s f : Θ →
(−∞,∞] s✉❝❤ t❤❛t f ≥ g ❢♦r s♦♠❡ g : Θ → R(P, ρ,W,Θ)✳ ▲❡t K(Θ) ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ ❛❧❧
♣♦s✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ s✉♣♣♦rt ♦♥ Θ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ µ ∈ K(Θ) ❧❡t

χ(µ,P,W ) = inf
{∫

fdµ; f ∈ R

}
.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳ ▲❡t L ❜❡ ❛♥ L✲s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❞✉❛❧ M ❛♥❞ ❧❡t Γ ❜❡ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❧❛tt✐❝❡✳
▲❡t H ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ M ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✉❜❧❛tt✐❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t u ∈ H ✐♠♣❧✐❡s
|u| ∈ H✳ ❆ss✉♠❡ ❛❧s♦ t❤❛t H ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❧❛tt✐❝❡ ♦♥ ❛ s❡t A✳ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ T ❢r♦♠ L t♦ Γ∗

✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ (Γ, H)✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② γ ∈ Γ t❤❡ ✐♠❛❣❡ γT : L → R ❜❡❧♦♥❣s t♦ H✳
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❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✻✳ ❬▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮❪ ▲❡t P1 = (Pθ : θ ∈ Θ) ❛♥❞ P2 = (Qθ : θ ∈ Θ) ❜❡ t✇♦

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ s❡t Θ✳ ▲❡t ε ∈ [0, 1] ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

✭✐✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ T ❢r♦♠ L(P1) t♦ L(P2) s✉❝❤ t❤❛t

sup
θ∈Θ

‖TPθ −Qθ‖ ≤ ε.

✭✐✐✮ δ(P1,P2) ≤ ε✳

✭✐✐✐✮ ❋♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ s❡t S ⊂ Θ ♦♥❡ ❤❛s δ(P1,S,P2,S) ≤ ε✳

✭✐✈✮ ▲❡t χ(µ,P1,W ) ❛♥❞ χ(µ,P2,W ) ❜❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✷✳✸✳✹✳

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ s✉♣♣♦rt ♦♥ Θ✱ ❡❛❝❤ s♣❛❝❡ (A,Γ,W ) ∈
C ♦♥❡ ❤❛s

χ(µ,P1,W ) ≤ χ(µ,P2,W ) + ε.

✭✈✮ ▲❡t H ❜❡ ❛ s✉❜❧❛tt✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ M(P2) ♦❢ L(P2)✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t I ∈ H ❛♥❞ t❤❛t

t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ♦❢ H ✐s σ(M(P2), L(P1))✲❞❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ♦❢ M(P2)✳ ❋♦r ❡❛❝❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ s✉♣♣♦rt ♦♥ Θ✱ ❡❛❝❤ s♣❛❝❡ (A,Γ,W ) ∈ C ✱ ❡❛❝❤

(Γ, H)✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s✐t✐♦♥ σ ❢r♦♠ L(P2) t♦ Γ′✱ ❡❛❝❤ ε′ > ε, t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

ρ ❢r♦♠ L(P1) t♦ Γ′ s✉❝❤ t❤❛t

R(µ,P1, ρ,W,Θ) ≤ R(µ,P2, σ,W,Θ) + ε′.

❚❤✉s ∆(P1,P2) < ε ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♣r♦❝❡❞✉r❡ πi ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ i t❤❡r❡ ✐s ❛
♣r♦❝❡❞✉r❡ πj ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ j✱ {i, j} = {1, 2}✱ ✇✐t❤ r✐s❦s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② ❛t ♠♦st ε✱ ✉♥✐❢♦r♠❧②
♦✈❡r ❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s W ❛♥❞ θ ∈ Θ✳

❋♦r ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t Pi ❛♥❞ ❛ r❡❣✉❧❛r ❞❡❝✐s✐♦♥ s♣❛❝❡ (A,W,Γ) t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❡rt❛✐♥ s♣❛❝❡
Bi(Γ,W ) ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ L(Pi)

t♦ Γ∗✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s ♦♥ Γ× L(Pi)✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳✼ ✭▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮✮✳

δ(P1,P2) = sup
(A,W,Γ)

sup
θ∈Θ

inf
π1∈B1(Γ,W )

sup
π2∈B2(Γ,W )

∣∣R(P1, π1,W, θ)−R(P2, π2,W, θ)
∣∣,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst s✉♣r❡♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ r❡❣✉❧❛r ❞❡❝✐s✐♦♥ s♣❛❝❡s (A,W,Γ)✳
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❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ∆✲❞✐st❛♥❝❡ ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (P1,n) ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❛ ❧✐♠✐t P2❀ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs ♣❛✐rs
(P1,n,P2,n) ❛♥❞ ❛s❦ ✇❤❡t❤❡r ∆(P1,n,P2,n) → 0✱ ❛s n → ∞✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡
Θ ♥❡❡❞s ♥♦t t♦ ❜❡ ✜①❡❞✿ ■t ❝❛♥ ❜❡ Θn✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ n✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s
t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✇❡ ❤❛✈❡✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✽✳ ❚✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s (P1,n)n ❛♥❞ (P2,n)n ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ∆(P1,n,P2,n) t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

✷✳✹ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❡❛s✉r✲
❛❜❧❡ s♣❛❝❡ (X ,T ) ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡✳ ▲❡t (Pθ : θ ∈ Θ) ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♠❡❛s✉r❡s ♦♥ (X ,T )✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ L✲s♣❛❝❡✱ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♥♦r♠✱
❣✐✈❡♥ ❜②✿

L =
{
µ : µ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ (X ,T ) s✳t✳ µ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
∞∑

n=1

2−nPθn ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (θn) ⊆ Θ
}

❙❡❡ ❚♦r❣❡rs❡♥ ✭✶✾✼✷✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳ ▲❡t µ ❛♥❞ ν ❜❡ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡
s♣❛❝❡ Ω✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ ν ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t②✿

‖µ− ν‖TV := sup
A⊂Ω

|µ(A)− ν(A)|.

❋♦r ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s♣❛❝❡ Ω✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❜❡❝♦♠❡s

‖µ− ν‖TV =
1

2

∑

ω∈Ω
|µ(ω)− ν(ω)|.

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ t♦ ✐♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡

❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r✐s❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦✇❡r s❡♠✐❝♦♥t✐♥✲
✉♦✉s✳ ■❢✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✱ ✇❡
❞❡❛❧t ♦♥❧② ✇✐t❤ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧♦st t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❛t
✇❡ ❣❛✐♥ ✇✐t❤ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✳
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❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s T : L(P1) →
L(P2) ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s K : (X1,T1) → (X2,T2)✳ ❲❡ ❧✐st ❜❡❧♦✇
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✳

❆ ✜rst ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙tr❛ss❡r ✭✶✾✽✺✮✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✺✱ ❜✉t
t❤✐s ✐s ♥♦t ✈❡r② r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s s✐♥❝❡ ✐t ❛ss✉♠❡s X2 ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛❝t✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞
❡①❝❧✉❞❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝❛s❡ X2 = CT ✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ [0, T ]✳
❆ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ P♦❧✐s❤ s❛♠♣❧❡
s♣❛❝❡s✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ P = (X ,T , (Pθ)θ∈Θ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ P♦❧✐s❤ ✐❢ ✐ts s❛♠♣❧❡
s♣❛❝❡ (X ,T ) ✐s ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠❡tr✐③❛❜❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✹✳✸✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ P♦❧✐s❤ s♣❛❝❡s ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r② ❛r❡ t❤❡ s♣❛❝❡s
R,Rn,R∞✱ t❤❡ s♣❛❝❡ CT ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ [0, T ] ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠
♥♦r♠ d(x, y) = sup0≤t≤T |xt − yt|✱ t❤❡ s♣❛❝❡ D ♦❢ ❝à❞❧à❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❙❦♦r♦❤♦❞ ♠❡tr✐❝ ✭s❡❡ ❇✐❧❧✐♥❣s❧❡② ✭✶✾✾✾✮✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✹✳ ❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ P = (X ,T , (Pθ)θ∈Θ) ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ σ✲✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡ µ ♦♥ (X ,T ) s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ✱ Pθ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ µ✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µ ✐s s❛✐❞ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✺✳ ■❢ P1 ✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ P2 ✐s ❛ P♦❧✐s❤ ♦♥❡✱ t❤❡♥

❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ L(P1) t♦ L(P2) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧✳

❙❡❡ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✱ ♣❛❣❡ ✷✹✷✻ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢✳

✷✳✺ ❍♦✇ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡

❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ❤❛s ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ✐t ✐s ♥♦t
❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡✿ ❊①♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ r❛r❡ ✭s❡❡ ❍❛♥s❡♥✱
❚♦r❣❡rs❡♥ ✭✶✾✼✹✮❀ ❚♦r❣❡rs❡♥ ✭✶✾✼✷✱ ✶✾✼✹✮ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✾ ✐♥ ❙❤✐r②❛❡✈✱ ❙♣♦❦♦✐♥② ✭✷✵✵✵❛✮✮✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❚♦r❣❡rs❡♥ ✭✶✾✼✹✮✮✳ ▲❡t P1 ❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
t❤❛t ♦❜s❡r✈❡s n + r ✐✳✐✳❞✳ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡❛❝❤ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
N (θ, I)✱ ✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ k × k ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ▲❡t P2 ❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ♦❜s❡r✈❡s
♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst n ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚♦r❣❡rs❡♥✱

∆(P1,P2) = P

(
ln

1 + α

α
≤ χ2

k

1 + α

α
ln(1 + α)

)
,

✇❤❡r❡ α = r/n ❛♥❞ χ2 ❤❛s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ k ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
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▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♠❛② ❤♦♣❡ t♦ ✜♥❞ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② s♦♠❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ∆✲
❞✐st❛♥❝❡✳ ❲❡ ❝♦❧❧❡❝t ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳

Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✶✳ ▲❡t Pj = (X ,T , {Pj,θ; θ ∈ Θ})✱ j = 1, 2✱ ❜❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ∆0(P1,P2) := supθ∈Θ ‖P1,θ − P2,θ‖TV . ❚❤❡♥✱

∆(P1,P2) ≤ ∆0(P1,P2)✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✶ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ∆✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞✐st❛♥❝❡✳ ❚♦ t❤❛t ❛✐♠✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ✭❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧✮ r❡s✉❧ts✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❧❡t µ ❛♥❞ ν ❜❡ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡
s♣❛❝❡ Ω✳ ▲❡t f ❛♥❞ g ❞❡♥♦t❡ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛
σ✲✜♥✐t❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ λ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ λ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ µ+ν

2
✮✳ ■❢ Ω = R✱ ❧❡t

F,G ❞❡♥♦t❡ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞✱ X, Y ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ Ω s✉❝❤ t❤❛t L (X) = µ ❛♥❞ L (Y ) = ν✳ ■❢ Ω ✐s ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ ✐t
✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ t♦ ❜❡ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❇♦r❡❧ σ✲❛❧❣❡❜r❛✳

✷✳✺✳✶ ❚♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡

Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✷✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② L1(µ, ν) t❤❡ L1 ♥♦r♠ ❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ ν✱ ✐✳❡✳
∫
Ω
|f(x) −

g(x)|λ(dx)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

‖µ− ν‖TV =
1

2
L1(µ, ν) = 1−

∫

Ω

min(f(x), g(x))µ(dx).

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❚s②❜❛❦♦✈ ✭✷✵✵✾✮✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✱ ♣❛❣❡ ✽✹✳

❆❧s♦ r❡❝❛❧❧ t❤❛t

L1(µ, ν) = max
|h|≤1

∣∣∣
∫

hdµ−
∫

hdν
∣∣∣,

✇❤❡r❡ h : Ω → R s❛t✐s✜❡s |h(x)| ≤ 1✱ ∀x ∈ Ω✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ●✐❜❜s✱ ❙✉ ✭✷✵✵✷✮✱
♣✳✶✾✮✿

Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✸✳

‖µ− ν‖TV = inf
{
P(X 6= Y ) : r✳✈✳ X, Y s✳t✳ L (X) = µ, L (Y ) = ν

}
.
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✷✳✺✳✷ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ♣r♦❝❡ss

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✹✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ ν ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
q✉❛♥t✐t②✿

H2(µ, ν) :=

∫

Ω

(
f(x)1/2 − g(x)1/2

)2
λ(dx).

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ λ✳ ❋♦r ❛
❝♦✉♥t❛❜❧❡ s♣❛❝❡ Ω✱

H2(µ, ν) :=
∑

ω∈Ω

(√
µ(ω)−

√
ν(ω)

)2
.

✭❙❡❡✱ ❡✳❣✳ ❉✐❛❝♦♥✐s✱ ❩❛❜❡❧❧ ✭✶✾✽✷✮✮✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✺✳ ■❢ µ ❛♥❞ ν ❛r❡ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡✱

µ =
⊗m

j=1 µj ❛♥❞ ν =
⊗m

j=1 νj✱ t❤❡♥

H2(µ, ν) = 2

[
1−

m∏

j=1

[
1− H2(µj, νj)

2

]]
.

✭❙❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❩♦❧♦t❛r❡✈ ✭✶✾✽✸✮✱ ♣✳ ✷✼✾✮✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡
❞✐st❛♥❝❡s✳ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✺ ✐s✿

Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✻✳ ■❢ µ ❛♥❞ ν ❛r❡ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡✱

µ =
⊗m

j=1 µj ❛♥❞ ν =
⊗m

j=1 νj✱ t❤❡♥

H2(µ, ν) ≤ 2
m∑

i=1

H2(µi, νi).

✭❙❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❙tr❛ss❡r ✭✶✾✽✺✮✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✾✮✳

Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✼✳ ❚❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s µ ∼ N (m1, σ
2
1)

❛♥❞ ν ∼ N (m2, σ
2
2) ✐s✿

H2(µ, ν) = 2

[
1−

[
2σ1σ2

σ2
1 + σ2

2

]1/2
exp

[
− (m1 −m2)

2

4(σ2
1 + σ2

2)

]]
.

❋✐♥❛❧❧②✱ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❜♦✉♥❞ ∆0 ❛r❡✿

Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✽✳ ❋♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡s µ ❛♥❞ ν

L1(µ, ν) ≤ 2H(µ, ν).
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Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✾✳ ❋♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡s µ ❛♥❞ ν

H2(ν, µ)

2
≤ ‖ν − µ‖TV ≤ H(ν, µ)

√
1− H2(ν, µ)

4
.

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❚s②❜❛❦♦✈ ✭✷✵✵✾✮✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✱ ♣❛❣❡ ✽✻✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ♣r♦❝❡ss✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r♠✉❧❛
❢♦r ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❝❡ss❡s✳

▲❡t (Ω,A ) ❜❡ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ r✐❣❤t✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❧tr❛t✐♦♥ A = (At)t≥0✱ A =∨
t≥0 At✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s P ✱ P̃ ❛♥❞ Q := P+P̃

2
✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ (Ω,A , Q) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ A0 ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ Q✲♥✉❧❧ s❡ts ❢r♦♠ A ✳
T ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ st♦♣♣✐♥❣ t✐♠❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ A✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② PT t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢
P t♦ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ AT ✳

▲❡t z = (zt)t≥0 ❜❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Q✱ t❤❛t ✐s t♦
s❛② zt =

dPt

dQt
✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t z✱ ❢♦r ❛♥② T ∈ T ❛♥❞ ω ∈ D✱ s❛t✐s✜❡s✿

zT (ω) =
dPT

dQT

(ω).

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣r♦❝❡ss z̃ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P̃ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Q✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✵✳ ▲❡t 0 < α < 1✳ ❉❡✜♥❡ Y (α)
t = zαt z̃

1−α
t ✳ ❚❤❡ α✲❍❡❧❧✐♥❣❡r ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡

♦♥❧② ❝à❞❧à❣ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss h(α) s✉❝❤ t❤❛t h(α)
0 = 0 ❛♥❞

Y
(α)
t +

∫ t

0

Y
(α)
s− dh(α)

s

✐s ❛ Q✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳
▲❡t R ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ P ❛s ✇❡❧❧ ❛s P̃ ✳ ❚❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r

✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ♦r❞❡r α ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

H(α, P, P̃ ) = ER

((
dP

dR

)α(
dP̃

dR

)1−α)
.

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ H(α, P, P̃ ) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ R✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳✶✶✳ ❋♦r ❛♥② α ∈ (0, 1)

2(1−H(α, P, P̃ )) ≤ ‖P − P̃‖TV ≤
√

Cα(1−H(α, P, P̃ )),

✇❤❡r❡ Cα ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t❀ ❢♦r α = 1
2
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ C 1

2
= 8✳
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❇❡s✐❞❡s✱

H(α, P, P̃ ) = EQ

(
zαT z̃

1−α
T

)
, ∀T ∈ T .

P✉t d0 = ‖P0 − P̃0‖TV ✳ ❚✇♦ ✉s❡❢✉❧ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
PT ❛♥❞ P̃T ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ♣r♦❝❡ss h(1/2) ❛t t✐♠❡ T ∈ T ❛r❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✶✷✳ ▲❡t T ∈ T ✱ ε > 0✳ ❚❤❡♥✿

‖PT − P̃T‖TV ≤ d0 + 4

√
EPh

(1/2)
T ,

‖PT − P̃T‖TV ≤ 3

2
d0 + 3

√
2ε+ 2P

(
h
(1/2)
T ≥ ε

)
.

❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳✶✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✶✷ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❏❛❝♦❞✱ ❙❤✐r②❛❡✈ ✭✶✾✽✼✮✳

✷✳✺✳✸ κ✲ ❞✐st❛♥❝❡

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✸✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② h t❤❡ ❞❡♥s✐t② h(x) = d(µ+ν)
dλ

(x)✳ ❚❤❡ κ✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
µ ❛♥❞ ν ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

κ2(µ, ν) =
1

2

∫
(f(x)− g(x))2

h(x)
λ(dx).

Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✶✹✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

1

2
H2(µ, ν) ≤ κ2(µ, ν) ≤ H2(µ, ν),

❤❡♥❝❡✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✷✱

κ2(µ, ν) ≤ 2‖µ− ν‖TV .

Pr♦♦❢✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t 1
2
H2(µ, ν) ≤ κ2(µ, ν) ✇r✐t❡✿

κ2(ν, µ) =
1

2

∫

Ω

(√
f(x)−

√
g(x)

)2
(√

f(x) +
√

g(x)
)2

h(x)
λ(dx)

❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

h(x) ≤
(√

f(x) +
√
g(x)

)2 ≤ 2h(x).

❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② κ2(µ, ν) ≤ H2(µ, ν) ❢♦❧❧♦✇s ❜② Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✷✳
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✷✳✺✳✹ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✭♦r ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✺✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ ν ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t②✿

K(µ, ν) =

{ ∫
Ω
f(x) log

(
f
g
(x)
)
λ(dx) ✐❢ µ ≪ ν,

+∞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱

✇❤❡r❡ µ ≪ ν st❛♥❞s ❢♦r ✏µ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν✑✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ λ✳ ❋♦r Ω ❛
❝♦✉♥t❛❜❧❡ s♣❛❝❡✱

K(µ, ν) :=
∑

ω∈Ω
µ(ω) log

(
µ(ω)

ν(ω)

)
.

❘❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✐s ♥♦t ❛ ♠❡tr✐❝✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡
✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ♠❛♥② ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈✐t② ♦✈❡r ♠❛r❣✐♥❛❧s ♦❢
♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡s ✭s❡❡ ❘❡✐ss ✭✶✾✽✾✮✮✿

Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✶✻✳ ■❢ µ ❛♥❞ ν ❛r❡ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡✱

µ =
⊗m

j=1 µj ❛♥❞ ν =
⊗m

j=1 νj✱ t❤❡♥

K(µ, ν) =
m∑

i=1

K(µi, νi).

❆ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✼✳

H2(µ, ν) ≤ K(µ, ν).

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳✶✽✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✇❛s ✜rst ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❑✉❧❧❜❛❝❦✱ ▲❡✐❜❧❡r ✭✶✾✺✶✮ ❛s ❛ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❙❤❛♥♥♦♥ ✭✶✾✹✽✮✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s
✐s ❈♦✈❡r✱ ❚❤♦♠❛s ✭✷✵✶✷✮✳

✷✳✺✳✺ χ2✲❞✐st❛♥❝❡

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✾✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② S(µ)✱ S(ν) t❤❡ s✉♣♣♦rts ♦♥ Ω ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µ✱ ν✳ ❚❤❡
χ2✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ ν ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t②✿

χ2(µ, ν) =

∫

S(µ)∪S(ν)

(g(x)− f(x))2

g(x)
λ(dx).
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❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ λ✳ ❋♦r Ω ❛
❝♦✉♥t❛❜❧❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ χ2✲❞✐st❛♥❝❡ r❡❞✉❝❡s t♦✿

χ2(µ, ν) =
∑

ω∈S(µ)∪S(ν)

(
µ(ω)− ν(ω)

)2

ν(ω)
.

❚❤❡ χ2✲❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♥♦t ❛ ♠❡tr✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧✐❦❡ t❤❡
❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣②✱ t❤❡ χ2✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡s
❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧s✳ ❙❡❡ ❘❡✐ss ✭✶✾✽✾✮✱ ♣✳
✶✵✵✳ ❆ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✵✳

χ2(µ, ν) ≤ 2κ2(µ, ν).

✷✳✺✳✻ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❝❡ss

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❡♣ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
r❛t✐♦s✳

▲❡t Pj = (Xj,Tj, (Pj,θ)θ∈Θ) ❜❡ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② Pj,θ0 ✱ θ0 ∈ Θ✱ ❛♥❞
❧❡t Λj(θ) =

dPj,θ

dPj,θ0
❜❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ Pj,θ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Pj,θ0 ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ❝❛♥

s❡❡ Λj(θ) ❛s ❛ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ (Xj,Tj)✱ ✐✳❡✳ ♦♥❡
❝❛♥ s❡❡ (Λj(θ))θ∈Θ ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥
ΛPj

:= (Λj(θ), θ ∈ Θ) ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧ ΛPj
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❝❡ss✳

❆ ❦❡② r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ▲❡ ❈❛♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✷✶✳ ▲❡t Pj = (Xj,Tj, (Pj,θ)θ∈Θ)✱ j = 1, 2 ❜❡ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■❢ t❤❡

❢❛♠✐❧② (Pj,θ) ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② (Pj,θ0)θ∈Θ✱ t❤❡♥ P1 ❛♥❞ P2 ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

t❤❡✐r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s P1,θ0 ❛♥❞ P2,θ0 ❝♦✐♥❝✐❞❡✳

Pr♦♦❢✳ s❡❡ ❙tr❛ss❡r ✭✶✾✽✺✮✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✺✳✾✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s (Λn,∗
j (θ))θ∈Θ✱ j = 1, 2 ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛

s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ (X ∗,T ∗,Π∗) ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ (Λn
j (θ))θ∈Θ ✉♥❞❡r Pj,θ0 ✐s

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ (Λn,∗
j (θ))θ∈Θ ✉♥❞❡r Π∗✱ j = 1, 2✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s ✭s❡❡ ▲❡

❈❛♠✱ ❨❛♥❣ ✭✷✵✵✵✮✱ ▲❡♠♠❛ ✻✮✳

Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✷✷✳ ■❢ ΛP1 ❛♥❞ ΛP2 ❛r❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥ts P1 ❛♥❞ P2✱ t❤❡♥

∆(Pn
1 ,P

n
2 ) ≤ sup

θ∈Θ
EΠ∗

∣∣∣Λn,∗
1 (θ)− Λn,∗

2 (θ)
∣∣∣.
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✷✳✺✳✼ ❙✉✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡

❆ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡s✱
✐s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s ✐s
✉s✉❛❧❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❘✳❆✳ ❋✐s❤❡r ✇❤♦ ❣❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❲❡ ❝✐t❡
❤❡r❡ ▲❡ ❈❛♠✬s ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❢r♦♠ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✻✹✮✳ ❋✐s❤❡r✬s ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t
st❛t❡♠❡♥t s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✏✳✳✳t❤❛t t❤❡ st❛t✐st✐❝ ❝❤♦s❡♥ s❤♦✉❧❞ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡
✇❤♦❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡✳✑ ❙✉❝❤ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♠❛② ❜❡
♠❛❞❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥✳

✭✐✮ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥❝② ❝❧❛✐♠s t❤❛t ❛ st❛t✐st✐❝s S ✐s s✉❢✲
✜❝✐❡♥t ✐❢✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ S✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛ ♣♦st✲❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥
r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❆ st❛t✐st✐❝s S ✐s s✉✣❝✐❡♥t ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈❡♥ S ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❛s ✐❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❣✐✈❡♥✳

✭✐✐✐✮ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❆ st❛t✐st✐❝s S ✐s s✉✣❝✐❡♥t ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞ ❡✈❡r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ S ♦♥❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t P1 = (X1,T1, {P1,θ, θ ∈ Θ}) ❜❡ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡
♠❡❛s✉r❡ µ✳ ▲❡t S : (X1,T1) → (X2,T2) ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✸✳ S ✐s s❛✐❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s ✐s ❢♦r ❛♥② ❜♦✉♥❞❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y
♦♥ X1 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E

θ[Y |S] ♥♦t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ θ

❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ µ✲❛✳❡✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉✣❝✐❡♥t
st❛t✐st✐❝ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❋❛❝t ✶✳✼ ✐♥ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❜✮✮✿

Pr♦♣❡rt② ✷✳✺✳✷✹✳ ▲❡t Pi = (Xi,Ai, {Pi,θ, θ ∈ Θ})✱ i = 1, 2✱ ❜❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

▲❡t S : X1 → X2 ❜❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ S ✉♥❞❡r P1,θ ✐s

❡q✉❛❧ t♦ P2,θ✳ ❚❤❡♥ ∆(P1,P2) = 0✳

✷✳✻ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤

❙❡✈❡r❛❧ r❡s✉❧ts ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡s ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛
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s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡✳ ❚❤✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠♦r❡ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❝❛❧
❧✐st ♦❢ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳

❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮✿ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❢r♦♠
❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss y(t)✱ t ∈ [0, 1]✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❙❉❊

dyt = f(t)dt+
σ(t)√
n
dWt, t ∈ [0, 1],

✇❤❡r❡ dWt ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ (yt) ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✿

yi = f(ti) + σ(ti)ξi, i = 1, . . . , n.

❚❤❡ t✐♠❡ ❣r✐❞ ✐s ✉♥✐❢♦r♠✱ ti = i−1
n
✱ ❛♥❞ t❤❡ ξi✬s ❛r❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ t❤❡②

❛ss✉♠❡ t❤❛t f ✈❛r✐❡s ✐♥ ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ s✉❜s❡t F ♦❢ L2[0, 1] ❞❡✜♥❡❞ ❜② s♦♠❡ s♠♦♦t❤♥❡ss
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ n t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t② ♥♦t t♦♦ s❧♦✇❧②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ f(·)
✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r B ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ♦♥❡ ❤❛s✿

sup
{
|f(t)| : t ∈ [0, 1], f ∈ F

}
= B < ∞.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❡✜♥✐♥❣

f̄n(t) =

{
f
(
i
n

)
✐❢ i−1

n
≤ t < i

n
, i = 1, . . . , n;

f(1) ✐❢ t = 1;

♦♥❡ ❛s❦s✿

lim
n→∞

sup
f∈F

n

∫ 1

0

(f(t)− f̄n(t))
2

σ2(t)
dt = 0.

❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t σ2(·) > 0 ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❦♥♦✇♥ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ [0, 1] s✉❝❤ t❤❛t

∣∣∣ d
dt

ln σ(t)
∣∣∣ ≤ C, t ∈ [0, 1],

❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t C✳
◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✿ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ◆✉ss❜❛✉♠ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈✲

❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ✐✳✐✳❞✳ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t (Yi)

n
i=1 ❜❡ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② f

♦♥ [0, 1] ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s f ❛r❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss F s✉❜❥❡❝t t♦
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❛ ❍ö❧❞❡r r❡str✐❝t✐♦♥✿ |f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|α ✇✐t❤ α > 1
2
❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈✐t② r❡str✐❝t✐♦♥✿

f(x) ≥ ε > 0✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② P1,n t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ Yi✬s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t P2,n ❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛ st♦❝❤❛st✐❝
♣r♦❝❡ss (Yt)t∈[0,1] s✉❝❤ t❤❛t

dYt =
√

f(t)dt+
1

2
√
n
dWt, t ∈ [0, 1],

✇❤❡r❡ (Wt)t∈[0,1] ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐♥ ◆✉ss❜❛✉♠
✭✶✾✾✻✮ ✐s t❤❛t ∆(P1,n,P2,n) → 0 ❛s n → ∞✳

▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✿ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ f ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦r ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss y(t)✱ t ∈ [0, 1]✱
✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❙❉❊✿

dyt = f(yt)dt+ εdWt, t ∈ [0, 1], y0 = 0,

✇❤❡r❡ (Wt) ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ε ✐s ❛ ❦♥♦✇♥ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤❡ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ f(·) ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r K ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱

f ∈ FK =
{
f ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ R ❛♥❞ ∀x, u ∈ R, |f(x)− f(u)| ≤ K|x− u|, |f(0)| ≤ K

}
.

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t K ❤❛s t♦ ❡①✐st ❜✉t ♠❛② ❜❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❋♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ (yt) t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣❧❛❝❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❢r❛♠❡✇♦r❦✿ ti = i

n
✱ i ≤

n✳ ❚❤❡✐r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t✱ ✐❢ nε → ∞ ❛s ε → 0✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ (yt) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✿

Z0 = 0, Zi = Zi−1 +
f(Zi−1)

n
+

ε√
n
ξi, i = 1, . . . , n,

✇❤❡r❡ (ξi) ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② P ❛♥❞ Zn t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ (yt) ❛♥❞ t❤❡ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ∆(P,Zn) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∆(P,Zn) = O
(√

n−2ε−2 + n−1
)
, ❛s ε → 0.

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s (yt1 , . . . , ytn) ❢♦r♠ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②
s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s✳

❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✿ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❈❛rt❡r ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❛ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡
▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡
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♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② M(n, θ) t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ θ := (θ1, . . . , θm)✳
❉❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① nVθ✿ ■ts (i, j)t❤ ❡❧❡♠❡♥t ❡q✉❛❧s t♦ nθi(1− θi)δi,j − nθiθj✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ∆(M,N ) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠♦❞❡❧s M := {M(n, θ) : θ ∈ Θ} ❛♥❞ N := {N (nθ, nVθ) : θ ∈ Θ}✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r✐t②
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ Θ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❈❛rt❡r ♣r♦✈❡s t❤❛t

∆(M,N ) ≤ C ′
Θ

m lnm√
n

♣r♦✈✐❞❡❞ sup
θ∈Θ

maxi θi
mini θi

≤ CΘ < ∞,

❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t C ′
Θ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ CΘ✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❈❛rt❡r ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r t❤❡

s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❛s ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮ ✉♥❞❡r str♦♥❣❡r r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ F ✿ ❍❡r❡ F

✐s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s♠♦♦t❤✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s f ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1] s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st
str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts ε,M, γ s✉❝❤ t❤❛t ε ≤ f ≤ M ❛♥❞

|f ′(x)− f ′(y)| ≤ M |x− y|γ, ❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ [0, 1].

❈❛rt❡r ✭✷✵✵✼✮✿ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❈❛rt❡r s❤♦✇s t❤❛t ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t ✇✐t❤ ❞r✐❢t ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤❡ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡♥❛❧t②
t♦ ♣❛② ✐♥ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❤♦❧❞s ❢♦r ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ s♣❛❝❡ ❛s ✐♥ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ Yi✬s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

Yi = f
( i
n

)
+ σξi, i = 1, . . . , n,

✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ξi✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Fσ ×R
+ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡ ❡①❛❝t
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t② ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ✉s t♦ ❛
❞❡t♦✉r ✐♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ✇❛✈❡❧❡t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ♦♥❧② ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡ Fσ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❍ö❧❞❡r s♣❛❝❡ ✇✐t❤ α > 1

2
❛s ✐♥ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❖❜s❡r✈✐♥❣ (Yi)
n
i=1 ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡

st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❝❡ss

Yt|V =

∫ t

0

f(x)dx+

√
V√
n
Wt, 0 ≤ t ≤ 1,

✇❤❡r❡ (Wt) ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ V ✐s ❛ ●❛♠♠❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Γ
(
n
2
, 2σ

2

n

)
✳

●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✿ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss (ξt)

❣✐✈❡♥ ❜②
dξt = b(ξt)dt+ σ(ξt)dWt, ξ0 = η, ✭✷✳✶✮
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✇❤❡r❡ (Wt) ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ✜❧t❡r❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡
(Ω,A , (At)t≥0,P)✱ η ✐s ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ A0✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ b(·)✱ σ(·) ❛r❡ r❡❛❧✲
✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ R✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t σ(·) ✐s ❛ ❦♥♦✇♥ ♥♦♥❝♦♥st❛♥t
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ C2(R) ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

∀x ∈ R, 0 < σ2
0 ≤ σ2(x) ≤ σ2

1, |σ′(x)|+ |σ′′(x)| ≤ Kσ.

❚❤❡ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ b(·) ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r K ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱

b(·) ∈ FK =
{
b(·) ∈ C1(R) ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ R, |b(x)|+ |b′(x)| ≤ K

}
.

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥tK ❤❛s t♦ ❡①✐st ❜✉t ♠❛② ❜❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤ ♦❢ (ξt) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, T ]✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ (ξt) ♦❝❝✉r
❛t t❤❡ t✐♠❡s ti = ih✱ i ≤ n ✇✐t❤ T = nh✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ (ξt) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✿

Z0 = η, Zi = Zi−1 + hb(Zi−1) +
√
hσ(Zi−1)εi,

✇❤❡r❡✱ ❢♦r i ≥ 1✱ ti = ih ❛♥❞ εi =
Wti

−Wti−1√
h

✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❤♦❧❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

t❤❛t n t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t② ✇✐t❤ h = hn ❛♥❞ nh2
n = T 2

n
t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ t❤❡

❝❛s❡ T = nhn ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ T → ∞✳ ▲❡t ✉s str❡ss t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛s❡✱ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ σ ❜② εσ ✐♥ ✭✷✳✶✮✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜②
P ❛♥❞ Zn t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ (ξt) ❛♥❞
t❤❡ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮ ❣✐✈❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✿

∆(P,Zn) = O
(√

n−2ε−2 + n−1 + n−1ε−4
)
.

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♥♦♥✲
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❝✐t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱
t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡rs ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮❀ ❇r♦✇♥ ❡t
❛❧✳ ✭✷✵✵✷❜✮❀ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✻❜✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✾✮❀ ●r❛♠❛✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✷✮❀ ▼❡✐st❡r✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✶✸✮❀
❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✽✮❀ ❘♦❤❞❡ ✭✷✵✵✹✮✱ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✹❛✮❀ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮❀ ❏ä❤♥✐s❝❤✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✸✮❀ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r
♠♦❞❡❧s ✐♥ ●r❛♠❛✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✱ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ●r❛♠❛✱ ◆❡✉♠❛♥♥ ✭✷✵✵✻✮❀ ▼✐❧st❡✐♥✱
◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❉❛❧❛❧②❛♥✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼❜✮❀ ❉❡❧❛ttr❡✱ ❍♦✛♠❛♥♥
✭✷✵✵✷✮❀ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮❀ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✷✮❀ ▼❛r✐✲
✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❝✮❀ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✶✶✮✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ▼❡✐st❡r ✭✷✵✶✶✮✱ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②
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❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ●♦❧✉❜❡✈✱ ◆✉ss❜❛✉♠✱ ❩❤♦✉ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❥✉♠♣s ✐♥ ▼❛r✐✉❝❝✐
✭✷✵✶✺❜✮✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❛t t✇♦ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❀ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❇r♦✇♥✱ ❩❤❛♥❣ ✭✶✾✾✽✮❀
❊❢r♦♠♦✈✐❝❤✱ ❙❛♠❛r♦✈ ✭✶✾✾✻✮❀ ❲❛♥❣ ✭✷✵✵✷❛✮✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r

✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❥✉♠♣ ❞✐✛✉s✐♦♥

♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡

❘és✉♠é ❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✭❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✮ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢ ✭❛✈❡❝ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ✜♥✐❡✮ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ■❝✐✱
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥térêt ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✜♥✐
♦✉ ✐♥✜♥✐✳ ❈❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s s♦♥t ét❛❜❧✐❡s ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡
▼❛r❦♦✈ ❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❊❙❆■▼✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱
▼❛r✐✉❝❝✐ ✷✵✶✺❜✳

▼♦t ❝❧és✿ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠✱ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ▲é✈②✱ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢s✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✳

❆❜str❛❝t ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✭❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ t✐♠❡
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡ T ❝❛♥ ❜❡ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❡❞
♦r ❞✐✈❡r❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡
s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛r❡
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ♦♥❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛♣❡r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❊❙❆■▼✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②

✺✶
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❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡✱ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛❞❞✐t✐✈❡
♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s
{Xt}t≥0 ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Xt = η +

∫ t

0

f(s)ds+

∫ t

0

σn(s)dWs +
Nt∑

i=1

Yi, t ∈ [0, Tn], ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡✿

• η ✐s s♦♠❡ r❛♥❞♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡❀

• W = {Wt}t≥0 ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥❀

• N = {Nt}t≥0 ✐s ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ W ❛♥❞ ✇✐t❤
✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ λ(·)❀

• (Yi)i≥1 ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ G✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ W ❛♥❞ N ❀

• σ2
n(·) ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❊✐t❤❡r Tn → ∞ ❛♥❞ σn(·) = σ(·) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞

♦♥ n ♦r Tn ≡ T ❛♥❞ σn(·) = εnσ(·) ✇✐t❤ εn → 0 ❛s n → ∞✳

• f(·) ❜❡❧♦♥❣s t♦ s♦♠❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss F ♠❛❦✐♥❣ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❡✳❣✳
✐❢ Tn → ∞ ♦♥❡ ♠❛② r❡q✉✐r❡ F t♦ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳

• λ(·) ❛♥❞ G(·) ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss❡s Λ ❛♥❞ G ✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ {Xt}t≥0 ❛t ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡s 0 = t0 < t1 < · · · < tn = Tn s✉❝❤ t❤❛t ∆n =

max1≤i≤n

{
|ti − ti−1|

}
↓ 0 ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞r✐❢t

❢✉♥❝t✐♦♥ f(·) ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❛t❛ (Xti)
n
i=0✳ ❆t ❧❡❛st t✇♦ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥s ❛r✐s❡✿

✶✳ ❍♦✇ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r f(·) ❞♦ ✇❡ ❧♦s❡ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ (Xti)
n
i=0

✐♥st❡❛❞ ♦❢ {Xt}t∈[0,Tn]❄
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✷✳ ❈❛♥ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡❛s✐❡r ✭r❡❛❞✿ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ tr❛❝t❛❜❧❡✮✱ ❜✉t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱
♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ (Xti)

n
i=0❄

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ q✉❡st✐♦♥s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ▲❡
❈❛♠ t❤❡♦r② ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❋♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t❤❛t ✇❡ s❤❛❧❧ ❛❞♦♣t✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮❀
▲❡ ❈❛♠✱ ❨❛♥❣ ✭✷✵✵✵✮✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ tr❛♥s❢❡r ❛s②♠♣t♦t✐❝ r✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛♥② ✐♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r τ1 ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ P1 = (X1,A1, {P1,θ : θ ∈ Θ})
✇✐t❤ r✐s❦

∫
L(θ, τ(x))P1,θ(dx)✱ t❤❡♥✱ ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s L✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r

τ2 ✐♥ P2 s✉❝❤ t❤❛t

sup
θ

∣∣∣∣
∫

L(θ, τ1(x))P1,θ(dx)−
∫

L(θ, τ2(x))P2,θ(dx)

∣∣∣∣→ 0, ❛s n → ∞.

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇s t♦ tr❛♥s❢❡r ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱
✉♣ t♦ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

❚❤❡ ✜rst ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❛t❡ t♦ ✶✾✾✻
❛♥❞ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢
❛♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❦s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♥♦♥✲
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮❀ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷❜✮❀ ❈❛rt❡r
✭✷✵✵✻❜✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✾✮❀ ●r❛♠❛✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✷✮❀ ▼❡✐st❡r✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✶✸✮❀ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✽✮❀ ❘♦❤❞❡
✭✷✵✵✹✮✱ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹❛✮❀ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮❀
❏ä❤♥✐s❝❤✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✸✮❀ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ●r❛♠❛✱ ◆✉ss✲
❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✱ t✐♠❡ s❡r✐❡s ●r❛♠❛✱ ◆❡✉♠❛♥♥ ✭✷✵✵✻✮❀ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✱ ❞✐✛✉s✐♦♥
♠♦❞❡❧s ❉❛❧❛❧②❛♥✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼❜✮❀ ❉❡❧❛ttr❡✱ ❍♦✛♠❛♥♥ ✭✷✵✵✷✮❀ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦
✭✷✵✶✹✮❀ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✷✮❀ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❝✮❀ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✶✶✮✱ ●❆❘❈❍
♠♦❞❡❧ ❇✉❝❤♠❛♥♥✱ ▼ü❧❧❡r ✭✷✵✶✷✮✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ▼❡✐st❡r ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ s♣❡❝✲
tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ●♦❧✉❜❡✈✱ ◆✉ss❜❛✉♠✱ ❩❤♦✉ ✭✷✵✶✵✮✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t
❤❛r❞❡r t♦ ❝♦♠❡ ❜②❀ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❛r❡ ❇r♦✇♥✱ ❩❤❛♥❣ ✭✶✾✾✽✮❀ ❊❢r♦♠♦✈✐❝❤✱
❙❛♠❛r♦✈ ✭✶✾✾✻✮❀ ❲❛♥❣ ✭✷✵✵✷❛✮✳

❚❤❡r❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❥✉♠♣s✳ ❚♦
♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❢♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥
✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞✐s❝r❡t❡❧② ✭❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧❧♦✇ ✐t
t♦ ❜❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦
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❝✐t❡ t❤❡ ✇♦r❦s ❉✉✈❛❧✱ ❍♦✛♠❛♥♥ ✭✷✵✶✶✮❀ ❊t♦ré✱ ▲♦✉❤✐❝❤✐✱ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✸✮ ❛s t❤❡② ❛r❡ t❤❡
♦♥❧② ♦♥❡s ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t tr❡❛t✐♥❣ ✭♣✉r❡ ❥✉♠♣s✮ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❜♦t❤ ❣✐✈❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝
❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❥✉♠♣s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t✱ t❤❡② ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✜♥❛♥❝❡✱
q✉❡✉❡✐♥❣✱ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r②✱ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ♦r ❜✐♦❧♦❣②✳ ❚❤❡✐r
st❛t✐♦♥❛r✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠❛❦❡s t❤❡♠ r❛t❤❡r ✐♥✢❡①✐❜❧❡❀ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♥ r❡❝❡♥t
②❡❛rs ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✭s❡❡ ❈♦♥t✱ ❚❛♥❦♦✈
✭✷✵✵✹✮✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✹✮✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ t❤✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r
r❡s✉❧ts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ q✉❡st✐♦♥s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② (D,D)

t❤❡ ❙❦♦r♦❦❤♦❞ s♣❛❝❡❀ ❞❡✜♥❡ P
(f,σ2

n,λG)
Tn

❛s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ {Xt}t∈[0,Tn] ♦♥ (D,D) ❛♥❞ Q
(f,σ2

n,λG)
n

❛s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r (Xt0 , Xt1 , . . . , Xtn) ♦♥ (Rn+1,B(Rn+1))✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ = F ✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ t✇♦ ♠♦r❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❜② ❝♦♥✲

s✐❞❡r✐♥❣ λ ∈ Λ ❛♥❞ G ∈ G ✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ▲❡t ✉s t❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✿

Pn =
(
D,D , {P (f,σ2

n,λG)
Tn

: f ∈ F}
)
,

Qn =
(
R

n+1,B(Rn+1), {Q(f,σ2
n,λG)

n : f ∈ F}
)
.

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥
r❡s✉❧ts✳ ❋♦r t❤❛t✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② (C,C ) t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣♣✐♥❣s ❢r♦♠ [0,∞)

✐♥t♦ R ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❝♦❤❡r❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥✱
❜② P

(f,σ2
n,0)

Tn
t❤❡ ❧❛✇ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ (C,C ) ❜② t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss✿

dyt = f(t)dt+ σn(t)dWt, y0 = 0, t ∈ [0, Tn]. ✭✸✳✷✮

❲❡ s❡t✿
Wn =

(
C,C , (P

(f,σ2
n,0)

Tn
: f ∈ F )

)
.

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❤❡r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ {Xt} ❛s ✐♥ ✭✸✳✶✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞
t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❛t ✐♥ ✭✸✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r st✉❞✐❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s✿

• Tn ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ σn(·) = εnσ(·) ✇✐t❤ εn → 0,

• Tn ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ σn(·) ✐s ✜①❡❞❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❧s♦ ❛s❦ t❤❛t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ F ❤❛✈❡
s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
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■♥ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f ∈ F ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖✉r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧t
❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡s❡✱ ❜✉t ✐t ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ❛s ✇❡❧❧✿ ■♥❞❡❡❞✱
♣r♦✈✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss F ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❤♦❧❞s
tr✉❡ ❢♦r ❛♥② s✉❜❝❧❛ss ♦❢ F ✳

❲❡ st❛t❡ ❤❡r❡ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ F ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ α✲❍ö❧❞❡r✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ R✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❡①✐st B < ∞✱ M < ∞ ❛♥❞
α ∈ (0, 1] s✉❝❤ t❤❛t

|f(x)| ≤ B ❛♥❞ |f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|α, ∀x, y ∈ R.

❋♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡♠❡♥ts s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t F ✐s ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ α✲❍ö❧❞❡r✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s

♦♥ R✳ ▲❡t σn(·) = εnσ(·) ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t 0 < mσ ≤ σ(·) ≤ Mσ < ∞ ✇✐t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ σ′(·) ✐♥

L∞(R)✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❡✐t❤❡r✿

• Tn ≡ T < ∞✱ εn → 0 ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ L2 < ∞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ λ ∈ Λ✱

‖λ‖L2([0,T ]) < L2✳

• ❖r Tn → ∞✱ εn ≡ 1 ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐st L1 < ∞✱ L2 < ∞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ λ ∈ Λ✱

‖λ‖L1(R) < L1✱ ‖λ‖L2(R) < L2✳

❚❤❡♥

∆(Qn,Wn) → 0 ❛♥❞ ∆(Pn,Qn) → 0 ❛s n → ∞,

❛s s♦♦♥ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞s

✶✳ G ✐s ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ♦♥ Z✿ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥ ✉♣♣❡r

❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s O
(√

∆n + Tn∆
2α
n ε−2

n + Tn∆n

)
✳

✷✳ G ✐s ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡

♠❡❛s✉r❡ ♦♥ R ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ 0✿ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s O
(

4
√
∆n + Tn∆

2α
n ε−2

n + Tn∆n

)
✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✷✳✶ t♦ ✸✳✷✳✸ ✜① ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳ ❆ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♣♦st♣♦♥❡❞ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✭❛s②♠♣t♦t✐❝✮ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s✳ ▲♦♦s❡❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✇❡
✜rst r❡❞✉❝❡ t♦ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❥✉♠♣ ✭❇❡r♥♦✉❧❧✐
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ✜❧t❡r ✐t ♦✉t ✈✐❛ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧✱
r❡❞✉❝✐♥❣ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ tr❡❛t✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
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❛♣♣❧② ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t ❛❧❧
t❤❡ ♣✐❡❝❡s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳ ❆♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❝♦❧❧❡❝ts s♦♠❡ ♣r♦♦❢s ♦❢
❣❡♥❡r❛❧ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✸✳✷ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

✸✳✷✳✶ ❆❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s

❚✐♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❍❡r❡ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❆ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss {Xt}t≥0 ♦♥ R ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡
(Ω,A ,P) ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

✶✳ X0 = 0 P✲❛✳s✳

✷✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❝r❡♠❡♥ts✿ ❢♦r ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ n ≥ 1 ❛♥❞ 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn✱ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s Xt0 ✱ Xt1 −Xt0 , . . . , Xtn −Xtn−1 ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

✸✳ ❚❤❡r❡ ✐s Ω0 ∈ A ✇✐t❤ P(Ω0) = 1 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ω ∈ Ω0✱ Xt(ω) ✐s r✐❣❤t✲
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t ≥ 0 ❛♥❞ ❤❛s ❧❡❢t ❧✐♠✐ts ✐♥ t > 0✳

✹✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✿ ∀ε > 0,P(|Xt+h −Xt| ≥ ε) → 0 ❛s h → 0✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▲é✈②✲❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭s❡❡ ❈♦♥t✱ ❚❛♥❦♦✈ ✭✷✵✵✹✮✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✳✶✮✱ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss X = {Xt}t∈[0,T ] ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ u
✐♥ R✱ ❛s✿

E
[
eiuXt

]
= exp

(
iu

∫ t

0

f(r)dr − u2

2

∫ t

0

σ2(r)dr −
∫

R

(1− eiuy + iuyI|y|≤1)νt(dy)
)
, ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ f(·) ❛♥❞ σ2(·) ❜❡❧♦♥❣s t♦ L1(R) ❛♥❞ νt ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ R s❛t✐s❢②✐♥❣

νt({0}) = 0 ❛♥❞
∫

R

(y2 ∧ 1)νt(dy) < ∞, ∀t ∈ [0, T ].

❛♥❞ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ✐❢ 0 < s ≤ t t❤❡♥ νs(A) ≤ νt(A)✱ ❢♦r ❛❧❧ A ∈ B(R) ✭s❡❡
❙❛t♦ ✶✾✾✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✽✮✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡❢❡r t♦ (f(t), σ2(t), νt)t∈[0,T ] ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss X ❛♥❞ ❛ νt ❛s ❛❜♦✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t✳
❚❤✐s ❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ✉♥✐q✉❡❧② t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss X✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ f(·) ❛♥❞ σ(·)
❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ νt = ν ❢♦r ❛❧❧ t✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss X s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✸✳✸✮ ✐s st❛t✐♦♥❛r②✱
❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ tr✐♣❧❡t (f, σ2, ν)✳
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▲❡t D = D([0,∞),R) ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣s ω ❢r♦♠ [0,∞) ✐♥t♦ R t❤❛t ❛r❡ r✐❣❤t✲
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ ❧❡❢t ❧✐♠✐ts✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss x : D → D ❜②

∀ω ∈ D, xt(ω) = ωt, ∀t ≥ 0.

▲❡t Dt ❛♥❞ D ❜❡ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② {xs : 0 ≤ s ≤ t} ❛♥❞ {xs : 0 ≤ s < ∞}✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡tX ❜❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ (Ω,A ,P) ❤❛✈✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
(f(t), σ2(t), νt)t∈[0,T ]✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P (f,σ2,ν) ♦♥
(D,D) s✉❝❤ t❤❛t {xt} ❞❡✜♥❡❞ ♦♥

(
D,D , P (f,σ2,ν)

)
✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❧❛✇

✇✐t❤ ({Xt},P) ✭t❤❛t ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ {xt} ✉♥❞❡r P (f,σ2,ν) ✐s (f(t), σ2(t), νt)t≥0✮✳
■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜②

(
{xt}, P (f,σ2,ν)

)
s✉❝❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✱ str❡ss✐♥❣ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❜② P
(f,σ2,ν)
t ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ P (f,σ2,ν) t♦ Dt✳

❋✉rt❤❡r✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ω ✐♥ D✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② ∆ωr ✐ts ❥✉♠♣ ❛t t❤❡ t✐♠❡ r ❛♥❞
❜② ωc✱ ωd ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛rt✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

∆ωr = ωr − lim
s↑r

ωs, ωd
t =

∑

r≤t

∆ωr, ωc
t = ωt − ωd

t .

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ νt = 0 ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ t❤❡♥
(
{xt}, P (f,σ2,0)

)
✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ (Ω,A ,P) ❛s

Xt =

∫ t

0

f(s)ds+

∫ t

0

σ(s)dWs, t ≥ 0, ✭✸✳✹✮

❢♦r s♦♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ W ♦♥ (Ω,A ,P)✳
❆ t✐♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s ✐♥ ✭✸✳✶✮✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ t✐♠❡ Tn✱ ✐s

❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✭❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥✲③❡r♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s (f(t), σ2(t), νt)t∈[0,Tn]✱ ✇❤❡r❡ νt(·) = λ(t)G(·)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡

(
{xt}, P (f,σ2,λG)

Tn

)
❢♦r

s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
(
{xc

t}, P (f,σ2,λG)
Tn

)
❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❧❛✇ ❛s

(
{xt}, P (f,σ2,0)

Tn

)
✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢
✭✸✳✶✮ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❧❛✇ N

( ∫ ti
ti−1

f(s)ds,
∫ ti
ti−1

σ2(s)ds
)

❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
∑Pi

j=1 Yj✱ ✇❤❡r❡ Pi ✐s P♦✐ss♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② λi =
∫ ti
ti−1

λ(s)ds✳

✸✳✷✳✷ ▲❡ ❈❛♠ t❤❡♦r② ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ tr✐♣❧❡t Pj = (Xj,Aj, {Pj,θ; θ ∈ Θ}) ✇❤❡r❡ {Pj,θ; θ ∈ Θ} ✐s ❛
❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ σ✲✜❡❧❞ Aj ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡

s♣❛❝❡ Xj ❛♥❞ Θ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② δ(P1,P2) ♦❢ P1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
P2 q✉❛♥t✐✜❡s ✏❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❧♦s❡✑ ❜② ✉s✐♥❣ P1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ P2 ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞
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❛s δ(P1,P2) = infK supθ∈Θ ||KP1,θ − P2,θ||TV , ✇❤❡r❡ ❚❱ st❛♥❞s ❢♦r ✏t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✑ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ✏tr❛♥s✐t✐♦♥s✑ K ✭s❡❡ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣❛❣❡ ✶✽✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜✉t✱ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❦♥♦✇ t❤❛t
▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ∆✲❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s②♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ δ ❛♥❞ ✐t ❞❡✜♥❡s ❛ ♣s❡✉❞♦✲
♠❡tr✐❝✳ ❲❤❡♥ ∆(P1,P2) = 0 t❤❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚✇♦
s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s (Pn

1 )n∈N ❛♥❞ (Pn
2 )n∈N ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

✐❢ ∆(Pn
1 ,P

n
2 ) t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❜♦✉♥❞

t❤❡ ∆✲❞✐st❛♥❝❡✳ ❲❡ r❡♣♦rt ❜❡❧♦✇ ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳ ❋♦r
t❤❡ ♣r♦♦❢s s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮❀ ❙tr❛ss❡r ✭✶✾✽✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

Pr♦♣❡rt② ✸✳✷✳✷✳ ▲❡t Pj = (X ,A , {Pj,θ; θ ∈ Θ})✱ j = 1, 2✱ ❜❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ∆0(P1,P2) := supθ∈Θ ‖P1,θ − P2,θ‖TV . ❚❤❡♥✱

∆(P1,P2) ≤ ∆0(P1,P2)✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Pr♦♣❡rt② ✸✳✷✳✷ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ∆✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞✐st❛♥❝❡✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ t❤✉s ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧✿

❋❛❝t ✸✳✷✳✸ ✭s❡❡ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✻✾✮✱ ♣✳ ✸✺✮✳ ▲❡t P1 ❛♥❞ P2 ❜❡ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ X ✱

❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ξ✱ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s gi =
dPi

dξ
✱ i = 1, 2✳ ❉❡✜♥❡

L1(P1, P2) =

∫

X

|g1(x)− g2(x)|ξ(dx),

H(P1, P2) =

(∫

X

(√
g1(x)−

√
g2(x)

)2
ξ(dx)

)1/2

.

❚❤❡♥✱
H2(P,Q)

2
≤ ‖P1 − P2‖TV =

1

2
L1(P1, P2) ≤ H(P1, P2). ✭✸✳✺✮

❋❛❝t ✸✳✷✳✹✳ ❬s❡❡ ❙tr❛ss❡r ✭✶✾✽✺✮✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✾❪ ▲❡t P ❛♥❞ Q ❜❡ t✇♦ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡s

❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡✿ P = ⊗n
i=1Pi✱ Q = ⊗n

i=1Qi✳ ❚❤❡♥

H2(P,Q) ≤
n∑

i=1

H2(Pi, Qi). ✭✸✳✻✮

❯s✐♥❣ ✭✸✳✺✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

‖P −Q‖TV ≤

√√√√
n∑

i=1

2‖Pi −Qi‖TV .
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❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢❛❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✱ t❤❡✐r ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❋❛❝t ✸✳✷✳✺✳ ▲❡t Q1 ∼ N (µ1, σ
2
1) ❛♥❞ Q2 ∼ N (µ2, σ

2
2)✳ ❚❤❡♥

‖Q1 −Q2‖TV ≤
√(

1− σ1

σ2

)2

+
(µ1 − µ2)2

2σ2
2

≤
√(

1− σ2
1

σ2
2

)2

+
(µ1 − µ2)2

2σ2
2

.

❋❛❝t ✸✳✷✳✻✳ ▲❡t mi(·) ❛♥❞ σ(·) ❜❡ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t
∫
R

mi(s)
2

σ(s)2
ds < ∞✱ i = 1, 2✱ ✇✐t❤

σ(·) > 0✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✿

L1

(
P

(m1,σ2,0)
t , P

(m2,σ2,0)
t

)
= 2
(
1− 2φ

(
− Dt

2

))
, ∀t > 0,

✇❤❡r❡ φ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡

N (0, 1) ❛♥❞

D2
t =

∫ t

0

(m1(s)−m2(s))
2

σ2(s)
ds.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ L1

(
P

(m1,σ2,0)
t , P

(m2,σ2,0)
t

)
= O(Dt)✳

Pr♦♣❡rt② ✸✳✷✳✼✳ ▲❡t Pi = (Xi,Ai, {Pi,θ, θ ∈ Θ})✱ i = 1, 2✱ ❜❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ▲❡t

S : X1 → X2 ❜❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ S ✉♥❞❡r P1,θ ✐s ❡q✉❛❧

t♦ P2,θ✳ ❚❤❡♥ ∆(P1,P2) = 0✳

✸✳✷✳✸ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡

❲❡ ♥♦✇ st❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss❡s F ✱ Λ ❛♥❞
G t❤❛t ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✉♣ ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s✿

✭❋✶✮ ❊✈❡r② f ∈ F ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ supt∈R{|f(t)| : f ∈ F} ≤ B✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t B✳

✭❋✷✮ ❉❡✜♥✐♥❣✿

f̄n(t) =

{
f(ti) ✐❢ ti−1 ≤ t < ti, i = 1, . . . , n;

f(Tn) ✐❢ t = Tn;
✭✸✳✼✮

✇❡ ❤❛✈❡

lim
n→∞

sup
f∈F

∫ Tn

0

(f(t)− f̄n(t))
2

σ2
n(t)

dt = 0. ✭✸✳✽✮

✭▲✶✮ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② ‖·‖1 t❤❡ L1 ♥♦r♠ ♦♥ R✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ supλ∈Λ ‖λ‖1 ≤ L1✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t
L1✳



✻✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❊◗❯■❱❆▲❊◆❈❊❙ ❋❖❘ ❆❉❉■❚■❱❊ P❘❖❈❊❙❙❊❙

✭▲✷✮ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② ‖ · ‖2 t❤❡ L2 ♥♦r♠ ♦♥ R✱ ✇❡ ❛s❦ supλ∈Λ ‖λ‖22 ≤ L2✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t
L2✳

✭●✶✮ G ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ Z✳

✭●✷✮ G ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✱ h = dG

d▲❡❜
✳ ❲❡ ❛s❦ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥st❛♥ts N1, N2 > 0

s✉❝❤ t❤❛t h ≤ N2 ▲❡❜✲❛✳❡✳ ♦♥ [− 1
N1

, 1
N1

]✳

✸✳✷✳✹ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ✭✸✳✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts σn(·) = εnσ(·)✱ ✇❤❡r❡ εn
✐s ❡✐t❤❡r ✶ ✭✐❢ Tn → ∞✮ ♦r εn → 0 ✭✐❢ Tn = T ✜♥✐t❡✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t σ(·) ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧②
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐ts ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞✿ ❚❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C1 s✉❝❤ t❤❛t✿

∣∣∣ d
dt

ln σ(t)
∣∣∣ ≤ C1, t ∈ R. ✭✸✳✾✮

❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✽✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭❋✶✮ ❛♥❞

✭❋✷✮ ❛♥❞ ❧❡t σ(·) s❛t✐s❢② ✭✸✳✾✮ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ■❢✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ Λ ❛♥❞ G s❛t✐s❢② ❆ss✉♠♣t✐♦♥s

✭▲✷✮ ❛♥❞ ✭●✶✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡♥✱ ❢♦r n ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∆
(
Pn,Qn

)
= ∆

(
Qn,Wn

)
≤ O

(
sup
f∈F

∫ Tn

0

(f(t)− f̄n(t))
2

σ2
n(t)

dt+ Tn∆n +
√

∆n

)
.

❍❡r❡✱ t❤❡ O ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts C1 ❛♥❞ L2✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✾✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭❋✶✮ ❛♥❞

✭❋✷✮ ❛♥❞ ❧❡t σ(·) s❛t✐s❢② ✭✸✳✾✮ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛❧s♦ t❤❡r❡ ❡①✐st mσ✱ Mσ s✉❝❤ t❤❛t

0 < mσ ≤ σ(·) ≤ Mσ < ∞✳ ▼♦r❡♦✈❡r s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Λ ❢✉❧✜❧❧s ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✭▲✶✮✱ ✭▲✷✮ ❛♥❞

G ❢✉❧✜❧❧s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭●✷✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r n ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∆(Pn,Qn) = ∆(Wn,Qn) ≤ O

(
sup
f∈F

∫ Tn

0

(f(t)− f̄n(t))
2

σ2
n(t)

dt+ Tn∆n +∆
1
4
n

)
.

❍❡r❡ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ O ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ L1✱ N2 ❛♥❞ Mσ ♦♥❧②✳

❆s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ ✇❤❡♥ F ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ α✲❍ö❧❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ r❡tr✐❡✈❡s
t❤❡ r❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st❛t❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✳ ❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s
✇❤❡r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
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❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶✵✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss✿
❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s❡tt✐♥❣ Y1 ≡ 1✱ s♦ t❤❛t G ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♦♥❧② ❉✐r❛❝ ♠❛ss ✐♥ 1✳ ▲❡t
σn(·) = εnσ(·) s❛t✐s❢② ✭✸✳✾✮ ❛s ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ Λ s❛t✐s❢② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭▲✷✮✳ ■❢ F ✐s ❛ ❝❧❛ss
♦❢ α✲❍ö❧❞❡r✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ R ✇✐t❤ α ∈ (0, 1]✱ ❢♦r n ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✽ ②✐❡❧❞s✿

∆(Pn,Qn) = ∆(Qn,Wn) = O
(√

∆n + Tn∆n + Tn∆
2α
n ε−2

n

)
.

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶✶✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❡rt♦♥ ♠♦❞❡❧✿ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ G ❜❡✐♥❣
❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s N (m,Γ2)✱ Γ > 0✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t σ(·)
✐s ❛s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶✵ ❛♥❞ Λ s❛t✐s✜❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✭▲✶✮ ❛♥❞ ✭▲✷✮✳ ▲❡t F ❜❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢
α✲❍ö❧❞❡r✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ R ✇✐t❤ α ∈ (0, 1]✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r n ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✾ ②✐❡❧❞s✿

∆(Pn,Qn) = ∆(Qn,Wn) = O
(

4
√

∆n + Tn∆n + Tn∆
2α
n ε−2

n

)
.

✸✳✷✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✶✷✳ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✭❋✶✮✱ ✭❋✷✮ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ ✐♥ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡②
❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❛♥② ❝❧❛ss F ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ α✲❍ö❧❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇✐t❤
α ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ∆n✱ Tn✱ εn✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞
❙♦❜♦❧❡✈ W α,2 ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✭✸✳✾✮ ♦♥ σ2(·) ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮✳
❚❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss❡s Λ ❛♥❞ G ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ str❡ss t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
λ✱ G ❝❤♦s❡♥ ❞♦ ♥♦t ♣❧❛② ❛♥② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✶✸✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ G s❛t✐s✜❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭●✶✮ ✭✐✳❡✳ t❤❡ Yi✬s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡✮✱
t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ K ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✷ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ σ(·)✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦✉r
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✽ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❜② ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✼✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧t
✇❤❡♥ σ(·) ✐s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✶✹✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ tr❛♥s❢❡r st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢r♦♠ ♦♥❡
♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r✐s❦ r❡♠❛✐♥s t❤❡
s❛♠❡✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s
❝♦♥str✉❝t✐✈❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ r❡❝✐♣❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣✱ ❢r♦♠ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
✐♥ ♦♥❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s
❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s Pn

j = (Xj,n,Aj,n, {Pj,n,θ; θ ∈ Θ}) ❛♥❞ ❛
❞❡❝✐s✐♦♥ ♦r ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ (A,A )✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② n✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ρj,n ❛ ♣♦ss✐❜❧②
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ Pn

j ✱ ✐✳❡✳ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ ρj,n : (Xj,n,Aj,n) 7→ (A,A )
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❛♥❞ ❜② R(Pj,n, ρj,n, Ln, θ) t❤❡ r✐s❦ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ Pj,n ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡
ρj,n ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ Ln✳ ❖♥❡ s❛②s t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ρ1,n ❛♥❞ ρ2,n
❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ❢♦r ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ Ln ♦♥❡ ❤❛s
limn→∞ supθ∈Θ |R(P1,n, ρ1,n, Ln, θ)−R(P2,n, ρ2,n, Ln, θ)| = 0✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢♦✉r st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❡ ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ ♠✉t✉❛❧❧②
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿ Pn✱ Wn✱ Qn ❛♥❞ Q̃n✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts (yti −yti−1

)ni=1 ♦❢ (yt) ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✸✳✷✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s
✸✳✷✳✽ ❛♥❞ ✸✳✷✳✾ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ Pn✱ Wn ♦r
Q̃n ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♦♥❡ ✐♥ Qn✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t G s❛t✐s✜❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭●✶✮ ❛♥❞ ❧❡t (δn) ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ Q̃n✳ ❉❡✜♥❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ Qn ❛s✿

γn(z0, . . . , zn) := δn
(
z1 − z0 − [z1 − z0], . . . , zn − zn−1 − [zn − zn−1]

)
, z0, . . . , zn ∈ R,

✇❤❡r❡ [z] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✐♥t❡❣❡r t♦ z✳ ❚❤❡♥ (γn) ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
(δn)✳

❘❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ✉♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ σ2(·)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢
♦♥❡ ❞✐s♣♦s❡s ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ f(·) ✐♥ Q̃n ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞
✐♥ Qn ❛❧s♦ ✇❤❡♥ σ2(·) ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳

✸✳✸ Pr♦♦❢s

✸✳✸✳✶ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✶✳ ▲❡t (Ni)
n
i=1, (Pi)

n
i=1✱ (Yi)

n
i=1 ❛♥❞ (εi)

n
i=1 ❜❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ●❛✉s✲

s✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s N (mi, σ
2
i )✱ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s P(λi)✱ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs αi := λie
−λi✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t (Ni)
n
i=1, (Pi)

n
i=1✱ (Yi)

n
i=1 ❛♥❞ (εi)

n
i=1 ❛r❡ ❛❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

s♣❛❝❡ (Ω,A ,P) ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② QNi
✭r❡s♣✳ Q(Yi,Pi)✱

Q(Y1,εi)✮ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ Ni ✭r❡s♣✳
∑Pi

j=1 Yj✱ εiY1✮✳ ❚❤❡♥

‖ ⊗n
i=1 QNi

∗Q(Yi,Pi) −⊗n
i=1QNi

∗Q(Yi,εi)‖TV ≤ 2

√√√√
n∑

i=1

λ2
i ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡s✳
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Pr♦♦❢✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✿

‖QNi
∗Q(Yi,Pi) −QNi

∗Q(Y1,εi)‖TV = sup
A∈B(R)

∣∣∣∣
∑

k≥0

P

(
Ni +

k∑

j=1

Yj ∈ A

)
e−λi

λk
i

k!

− (1− αi)P(Ni ∈ A)− αiP(Ni + Y1 ∈ A)

∣∣∣∣

= sup
A∈B(R)

∣∣∣∣
∑

k≥2

(
P

(
Ni +

k∑

j=1

Yj ∈ A
)
− P(Ni ∈ A)

)
e−λi

λk
i

k!

∣∣∣∣

≤ 2
∑

k≥2

e−λi
λk
i

k!
≤ 2λ2

i .

❲❡ ❣❡t ✭✸✳✶✵✮ t❤❛♥❦s t♦ ❋❛❝t ✸✳✷✳✹✳

✸✳✸✳✷ ❊①♣❧✐❝✐t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✷✳ ▲❡t (Ni)
n
i=1 ❛♥❞ (εi)

n
i=1 ❜❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s N (mi, σ
2
i ) ✇✐t❤ |mi| ≤ 1

3
❛♥❞ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs αi := λie

−λi✱

λi > 0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t Y1 ❜❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ Z ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜②

QNi
✭r❡s♣✳ Q(Y1,εi)✮ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ Ni ✭r❡s♣✳ εiY1✮✳ ❋♦r ❛❧❧ x ✐♥ R ❞❡♥♦t❡ ❜② [x] t❤❡ ♥❡❛r❡st

✐♥t❡❣❡r t♦ x ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧

K(x,A) = IA(x− [x]), ∀A ∈ B(R).

❚❤❡♥

∥∥⊗n
i=1 K(QNi

∗Q(Y1,εi))−⊗n
i=1QNi

∥∥
TV

≤

√√√√2
n∑

i=1

(
6

σi

ϕ
( 1

6σi

)
+ 4φ

(−1

6σi

))
✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ∗ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✱ φ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛

●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ N (0, 1) ❛♥❞ ϕ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ φ✳

Pr♦♦❢✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② gi(·) t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ Ni✱ ❜② h(·) t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ Y1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❝♦✉♥t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ Gi(x, k) := (1− αi)gi(x) + αigi(x− k)✱ ∀x ∈ R✱ ∀k ∈ Z✳ ❲❡
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❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛❧❧ i✿

‖K(QNi
∗Q(Y1,εi))−QNi

∥∥
TV

= sup
A∈B(R)

∣∣∣∣
∫

IA(x− [x])
[
(1− αi)gi(x) + αi

∑

k∈Z
h(k)gi(x− k)

]
dx

−
∫

IA(x)gi(x)dx

∣∣∣∣

≤ sup
A∈B(R)

∑

k∈Z
h(k)

∣∣∣∣
∫ (

IA(x− [x])Gi(x, k)− IA(x)gi(x)
)
dx

∣∣∣∣.

❲r✐t✐♥❣
∫
IA(x−[x])Gi(x, k)dx ❛s

∑
l∈Z
∫ 1

2

− 1
2

IA(x)Gi(x+l, k)dx✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜♦✉♥❞
∣∣∣
∫ (

IA(x−
[x])Gi(x, k)− IA(x)gi(x)

)
dx
∣∣∣ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ t❡r♠s✿

I =

∣∣∣∣
∫ 1

2

− 1
2

IA(x)
[
Gi(x, k) +Gi(x+ k, k)− gi(x)

]
dx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ 1

2

− 1
2

IA(x)
[
αigi(x− k) + (1− αi)gi(x+ k)

]
dx

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

2

− 1
2

(
gi(x− k) + gi(x+ k)

)
dx

II =
∑

l∈Z∗−{k}

∫ 1
2

− 1
2

|Gi(x+ l, k)|dx ≤
∑

l∈Z∗−{k}

∫ 1
2

− 1
2

(
gi(x+ l) + gi(x+ l − k)

)
dx

III =

∫

[− 1
2
, 1
2
]c
gi(x)dx.

❙✐♥❝❡
∣∣∣
∫ (

IA(x− [x])Gi(x, 0)− IA(x)gi(x)
)
dx
∣∣∣ ≤

∫
[− 1

2
, 1
2
]c
gi(x)dx ❛♥❞ h(0) ≤ 1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

‖K(QNi
∗Q(Y1,εi))−QNi

∥∥
TV

≤
∑

k∈Z∗

h(k)

∫ 1
2

− 1
2

(
gi(x− k) + gi(x+ k)

)
dx

+
∑

k∈Z∗,l∈Z∗−{k}
h(k)

∫ 1
2

− 1
2

(
gi(x+ l) + gi(x+ l − k)

)
dx

+ 2

∫

[− 1
2
, 1
2
]c
gi(x)dx.

❯s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
∫ 1

2

− 1
2

(
gi(x− k) + gi(x+ k)

)
dx = φ

(1/2− k −mi

σi

)
− φ
(−1/2− k −mi

σi

)

+ φ
(1/2 + k −mi

σi

)
− φ
(−1/2 + k −mi

σi

)

=
1

σi

(
ϕ(ξ1,k) + ϕ(ξ2,k)

)
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❢♦r s♦♠❡ ξ1,k ∈
[
−1/2−k−mi

σi
, 1/2−k−mi

σi

]
❛♥❞ ξ2,k ∈

[
−1/2+k−mi

σi
, 1/2+k−mi

σi

]
✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

s✐♥❝❡ |mi| ≤ 1
3
♦♥❡ ❤❛s t❤❛t ϕ(ξj,k) ≤ ϕ

(
1

6σi

)
✱ j = 1, 2✱ ❤❡♥❝❡

∑

k∈Z∗

h(k)

∫ 1
2

− 1
2

(
gi(x− k) + gi(x+ k)

)
dx ≤

∑

k∈Z∗

2h(k)

σi

ϕ
( 1

6σi

)
≤ 2

σi

ϕ
( 1

6σi

)
.

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

∫ 1
2

− 1
2

(
gi(x+ l) + gi(x+ l − k)

)
dx =

1

σi

(
ϕ(η1,l) + ϕ(η2,l−k)

)

❢♦r s♦♠❡ η1,l ∈
[
−1/2+l−mi

σi
, 1/2+l−mi

σi

]
❛♥❞ η2,l−k ∈

[
−1/2+l−k−mi

σi
, 1/2+l−k−mi

σi

]
✳ ❚❤❡♥✿

∑

k∈Z∗,l∈Z∗−{k}
h(k)

∫ 1
2

− 1
2

(
gi(x+ l) + gi(x+ l−k)

)
dx ≤

∑

k∈Z∗,l∈Z∗−{k}

h(k)

σi

(
ϕ(η1,l) + ϕ(η2,l−k)

)

≤
∑

k∈Z∗,l∈Z∗−{k}

h(k)

σi

ϕ(η1,l) +
∑

k,w∈Z∗

h(k)

σi

ϕ(η2,w)

≤
∑

k∈Z∗

h(k)

σi

∑

l∈Z∗

ϕ(η1,l) +
∑

k∈Z∗

h(k)

σi

∑

w∈Z∗

ϕ(η2,w)

≤ 1

σi

∑

l∈Z∗

(
ϕ(η1,l) + ϕ(η2,l)

)
.

◆♦✇✱ |ηi,l| ≥ |l|−5/6
σi

✱ i = 1, 2✱ s♦

1

σi

∑

l∈Z∗

(
ϕ(η1,l) + ϕ(η2,l)

)
≤ 4

σi

ϕ
( 1

6σi

)
+

1

σi

∑

|l|≥2

ϕ
( |l| − 5/6

σi

)

≤ 4

σi

ϕ
( 1

6σi

)
+ 2

∫ ∞

1
6σi

ϕ(x)dx.

❋✐♥❛❧❧②✱
∫
[− 1

2
, 1
2
]c
gi(x)dx ≤

∫
[− 1

6σi
, 1
6σi

]c
ϕ(x)dx = 2φ

(
− 1

6σi

)
✳ ❯s✐♥❣ ❋❛❝t ✸✳✷✳✹✱ t❤❡s❡ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② ✭✸✳✶✶✮✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✸✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Y1 ≡ 1 ✭s❡❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✳✶✵✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛✱
♠❛②❜❡✱ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧✱ t❤❛t ✐s✿

K(x,A) = IA(Ψ(x)), ✇✐t❤ Ψ(x) =

{
x ✐❢ x ≤ 1

2
,

x− 1 ♦t❤❡r✇✐s❡.
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❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ✭✸✳✶✶✮ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡✲
❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❦❡r♥❡❧✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✹✳ ▲❡t (Ni)
n
i=1 ❛♥❞ (εi)

n
i=1 ❜❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s N (mi, σ
2
i ) ✇✐t❤ |mi| ≤ L ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t L ❛♥❞ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢

♣❛r❛♠❡t❡rs αi := λie
−λi✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t Y1 ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② h(·) ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② QNi
✭r❡s♣✳ Q(Y1,εi)✮ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ Ni ✭r❡s♣✳

εiY1✮✳ ❋✐① ❛ 0 < ε < 1 ❛♥❞ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛❧❧ i✱ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧

Ki(x,A) =





IA(x) ✐❢ x ∈ Bi := [−(L+ σ1−ε
i ), L+ σ1−ε

i ],

1√
2πσ2

i

∫
A
e
− y2

2σ2
i dy, ✐❢ x ∈ Bc

i .

❚❤❡♥

∥∥⊗n
i=1Ki(QNi

∗Q(Y1,εi))−⊗n
i=1QNi

∥∥
TV

≤

√√√√2
n∑

i=1

(
8φ(−σ−ε

i ) +
αi|mi|√

2σi

+ 2αi

∫ 2βi

−2βi

h(y)dy

)

✇❤❡r❡ φ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ N (0, 1) ❛♥❞

βi = L+ σ1−ε
i ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s Ki(QNi
∗ Q(Y1,εi)) ❛♥❞ QNi

✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ t❡r♠s✿

I = sup
A∈B(R)

|Ki(QNi
∗Q(Y1,εi))(A ∩Bi)−QNi

(A ∩Bi)|,

II = sup
A∈B(R)

|Ki(QNi
∗Q(Y1,εi))(A ∩Bc

i )−QNi
(A ∩Bc

i )|.
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❉❡♥♦t❡ ❜② QÑi
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Ñi ∼ N (0, σ2

i )✱ t❤❡♥

I = sup
A∈B(R)

∣∣∣∣αi

(
P(Ni + Y1 ∈ A ∩ Bi) + P(Ñ ∈ A ∩ Bi)P(Ni + Y1 ∈ Bc

i )
)

+ (1− αi)P(Ñi ∈ A ∩Bi)P(Ni ∈ Bc
i )− αiP(Ni ∈ A ∩ Bi)

∣∣∣∣

≤ sup
A∈B(R)

αi

(
P
(
Ni + Y1 ∈ A ∩ Bi

)
+
∣∣∣P(Ni ∈ A ∩ Bi)

[
P(Ni + Y1 ∈ Bc

i )− 1
]∣∣∣

+
∣∣∣P(Ni + Y1 ∈ Bc

i )
[
P(Ñ ∈ A ∩Bi)− P(Ñ ∈ A ∩Bi)

]∣∣∣
)
+ P(Ni ∈ Bc

i )

≤ αi

(
2P(Ni + Y1 ∈ Bi) + ‖QÑi

−QNi
‖TV

)
+ P(Ni ∈ Bc

i )

❛♥❞

II = sup
A∈B(R)

∣∣P(Ñi ∈ A ∩ Bc
i )P(Ni + εiY1 ∈ Bc

i )− P(Ni ∈ A ∩ Bc
i )
∣∣

≤ P(Ñi ∈ Bc
i ) + P(Ni ∈ Bc

i ).

◆♦✇ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

• P(Ni + Y1 ∈ Bi) ≤ P(|Y1| > 2βi)P(|Ni| > βi) + P(|Y1| ≤ 2βi) ≤ P(Ni ∈ Bc
i ) +∫ 2βi

−2βi
h(y)dy✱

• P(Ni ∈ Bc
i ) = φ

(
− L+σ1−ε

i +mi

σi

)
+ 1 − φ

(
L+σ1−ε

i −mi

σi

)
≤ φ(−σ−ε

i ) + 1 − φ(σ−ε
i ) =

2φ(−σ−ε
i )

• P(Ñi ∈ Bc
i ) = φ

(
− L+σ1−ε

i

σi

)
+ 1− φ

(
L+σ1−ε

i

σi

)
≤ 2φ(−σ−ε

i )

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ✇✐t❤ ❋❛❝t ✸✳✷✳✺ ✇❡ ❣❡t✿

I + II ≤ 8φ(σ−ε
i ) + αi

∫ 2βi

−2βi

h(y)dy + αi
|mi|√
2σi

.

❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❛❝t ✸✳✷✳✹ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✳

✸✳✸✳✸ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s❝r❡t❡❧② ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

♦❜s❡r✈❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Q̃n ✐s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts
(yti − yti−1

)ni=1 ♦❢ (yt) ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✸✳✷✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ❢✉❧✜❧❧s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❋✷✮ ❛♥❞

❧❡t σ(·) > 0 ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ R s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✸✳✾✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡

st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s Wn ❛♥❞ Q̃n ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❆♥ ✉♣♣❡r

❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② O
(
supf∈F

∫ Tn

0
(f(s)−f̄n(s))2

σ2
n(s)

ds+ Tn∆n

)
✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛s ❛s ✐♥ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡
s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡❛❞❡r✳

❙❚❊P ✶✿ ❲❡ st❛rt ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ P̄n✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
♣r♦❝❡ss ♦♥ [0, Tn] ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ (f̄n(t), σ2

n(t), 0)t∈[0,Tn] ✭s❡❡ ✭✸✳✼✮ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ f̄n(·)✮✳ ❋❛❝t ✸✳✷✳✻ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t

∆(Pn, P̄n) = O
(
sup
f∈F

∫ Tn

0

(f(s)− f̄n(s))
2

σ2
n(s)

ds
)
.

❙❚❊P ✷✿ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❋✐s❤❡r ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡
st❛t✐st✐❝ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

S(ω) =

(∫ t1

0

dωt

σ2
n(t)

, . . . ,

∫ Tn

tn−1

dωt

σ2
n(t)

)

✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s {P (f̄n,σ2
n,0)

Tn
: f ∈ F}✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡

❧❛✇ ♦❢ S ✉♥❞❡r P (f̄n,σ2
n,0)

Tn
✐s t❤❡ ❧❛✇ ♦♥ R

n ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② n ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ µi := N

(
f(ti)

∫ ti
ti−1

dt
σ2
n(t)

,
∫ ti
ti−1

dt
σ2
n(t)

)
✱ i = 1, . . . , n✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Pi,f

t❤❡ ❧❛✇ ♦♥ R ♦❢ µi ❛♥❞ ❜② Sn t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐st✐❝ S✱ t❤❛t ✐s

Sn =
{
R

n,B(Rn), (⊗n
i=1Pi,f : f ∈ F )

}
.

❚❤❡♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ Pr♦♣❡rt② ✸✳✷✳✼✱ ✇❡ ❣❡t ∆(P̄n,Sn) = 0✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
t❤❡♦r❡♠ ②✐❡❧❞s

∫ ti

ti−1

ds

σ2
n(s)

=
(ti − ti−1)

σ2
n(ξi)

, ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ξi ✐♥ [ti−1, ti].

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ Sn t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥❡

S̃n =
{
R

n,B(Rn), (⊗n
i=1P̃i,f : f ∈ F )

}
,

✇✐t❤ P̃i,f ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡N (f(ti)(ti−ti−1), σ
2
n(ξi)(ti−

ti−1))✳
❙❚❊P ✸✿ ❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ∆✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ S̃n ❛♥❞ Q̃n✳
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Pr♦♣❡rt② ✸✳✷✳✷ ❛♥❞ ❋❛❝ts ✸✳✷✳✹✕✸✳✷✳✺ ②✐❡❧❞✿

∆(S̃n, Q̃n) ≤ sup
f∈F

n∑

i=1

[(
1− σ2

n(ξi)(ti − ti−1)∫ ti
ti−1

σ2
n(s)ds

)2

+

( ∫ ti
ti−1

(
f(ti)− f(s)

)
ds
)2

2
∫ ti
ti−1

σ2
n(s)ds

]
.

❋♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n✱ ❧❡t ηi ❛♥❞ γi ❜❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ [ti−1, ti] s✉❝❤ t❤❛t✿
∫ ti

ti−1

σ2(s)ds = σ2(ηi)(ti − ti−1),

∫ ti

ti−1

f(s)ds = f(γi)(ti − ti−1).

❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ σn(ξi)/σn(ηi) ✇❡ ♦❜t❛✐♥

σn(ξi)

σn(ηi)
= 1 +

σ′
n(ηi)

σn(ηi)
(ξi − ηi) +O(ξi − ηi)

2;

❤❡♥❝❡✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡
∣∣∣∣
σn(ξi)

σn(ηi)

∣∣∣∣ ≤ 1 + C1(ti − ti−1) +O
(
(ti − ti−1)

2
)
.

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t

∆
(
Sn, Q̃n

)
≤ sup

f∈F

n∑

i=1

(f(ti)− f(γi))
2

2σ2
n(ηi)

(ti − ti−1) +O(Tn∆n).

❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t C1 ✐s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ O✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t
∑n

i=1
(f(ti)−f(γi))

2

2σ2
n(ηi)

(ti − ti−1) ✐s ❧❡ss

t❤❛♥
∫ Tn

0
(f(s)−f̄n(s))2

2σ2
n(s)

ds✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

(f(ξi)− f(ti))
2

σ2
n(ηi)

=

( ∫ ti
ti−1

(
f(s)− f(ti)

)
ds
)2

(ti − ti−1)
∫ ti
ti−1

σ2
n(s)ds

,

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ♦♥❡ ❤❛s

(∫ ti

ti−1

(
f(s)− f(ti)

)
ds
)2

≤
∫ ti

ti−1

σ2
n(s)ds

∫ ti

ti−1

(
f(s)− f(ti)

)2

σ2
n(s)

ds.

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦♥❡ ✜♥❞s

n∑

i=1

(f(ti)− f(γi))
2

2σ2
n(ηi)

≤
n∑

i=1

1

ti − ti−1

∫ ti

ti−1

(f(s)− f(ti))
2

2σ2
n(s)

ds,

❛s ❝❧❛✐♠❡❞✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✻✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② f ∈ F ✱
∫ Tn

0
f2(s)
σ2
n(s)

ds < ∞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧

♠♦❞❡❧s Pn ❛♥❞ Wn ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ●✐rs❛♥♦✈ t❤❡♦r❡♠ ❛ss✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ P (0,σ2
n,λG) ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡

P (f,σ2
n,λG) ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

dP (f,σ2
n,λG)

dP (0,σ2
n,λG)

(x) = exp

(∫ Tn

0

f(s)

σ2
n(s)

dxc
s −

1

2

∫ Tn

0

f 2(s)

σ2
n(s)

ds

)
.

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✉s✐♥❣ ❋❛❝t ✸✳✷✳✼ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝ S : ω → ωc✳

✸✳✸✳✹ Pr♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✸✳✷✳✽ ❛♥❞ ✸✳✷✳✾

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

mi =

∫ ti

ti−1

f(s)ds, σ2
i =

∫ ti

ti−1

σ2
n(s)ds, λi =

∫ ti

ti−1

λ(s)ds, αi = λie
−λi , i = 1, . . . , n.

❆s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡♠❛r❦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ Qn ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
t❤❛t ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ n ✐♥❝r❡♠❡♥ts Xti −Xti−1

♦❢ ✭✸✳✶✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Q̂n t❤✐s ❧❛tt❡r ❛♥❞
r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ Xti − Xti−1

✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❧❛✇
N
(
mi, σ

2
i

)
❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

∑Pi

j=1 Yj✱ ✇❤❡r❡ Pi ✐s P♦✐ss♦♥ ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② λi✳
❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ❞✐s❝r❡t❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ Y1✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡♠❛r❦ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✸✳✻ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st❛t❡ t❤❛t ∆(Pn,Qn) = ∆(Pn, Q̂n) = ∆(Wn, Q̂n) = ∆(Qn,Wn)✳ ◆♦✇✱
t♦ ❝♦♥tr♦❧ ∆(Pn, Q̂n) s✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t G s❛t✐s✜❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭●✶✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱
❢♦r n ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✱ |mi| ≤ B(ti − ti−1) ≤ 1

3
✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛s ✸✳✸✳✶✕✸✳✸✳✷

♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞✿

∆
(
Q̂n, Q̃n

)
≤ 2

√√√√
n∑

i=1

λ2
i +

√√√√2
n∑

i=1

(
6

σi

ϕ
( 1

6σi

)
+ 4φ

(−1

6σi

))
.

❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝t✿
▲❡t Pi ❜❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ (Ei, Ei) ❛♥❞ Ki ❛ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ ♦♥ (Gi,Gi)✳ ❖♥❡

❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ K ♦♥ (
∏n

i=1 Ei,⊗n
i=1Gi) s✉❝❤ t❤❛t K(⊗n

i=1Pi) = ⊗n
i=1KiPi✿

K(x1, . . . , xn;A1 × · · · × An) :=
n∏

i=1

Ki(xi, Ai), ∀xi ∈ Ei, ∀Ai ∈ Gi.

❆❧s♦✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

2

√√√√
n∑

i=1

λ2
i +

√√√√2
n∑

i=1

(
6

σi

ϕ
( 1

6σi

)
+ 4φ

(−1

6σi

))
= O

(√
∆n

)
,
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✇❤❡r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ O✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t L2 ✐s ❤✐❞❞❡♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❛♥❦s
t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✺ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆(Q̃n,Wn) ≤ O

(
sup
f∈F

∫ Tn

0

(f(t)− f̄n(t))
2

σ2
n(t)

dt+ Tn∆n

)
.

❲❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② st❛t❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✽ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥✲
❡q✉❛❧✐t②✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛s ✸✳✸✳✶✱ ✸✳✸✳✹ ✭t❛❦✐♥❣ ε = 1
2
✮ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✺

♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✾✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❝❤♦♦s❡
❛♥② 0 < ε ≤ 1

2
✳ ❙♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ε ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ t❡r♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ βi ✐♥

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✾✱ ❜✉t✱ ✐❢ ε ≤ 1
2
✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠ ✐s∑

i

αiB(ti−ti1 )√
2σi

= O
(√

∆n

)
✭❤❡r❡ ✇❡ ❤✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts L1✱ B ❛♥❞ mσ✮✳

❆♣♣❡♥❞✐①

Pr♦♦❢s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ∆✲❞✐st❛♥❝❡

Pr♦♦❢ ♦❢ ❋❛❝t ✸✳✷✳✺✳ ❇② s②♠♠❡tr②✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ σ1 ≥ σ2✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② gi t❤❡ ❞❡♥s✐t②
♦❢ Qi ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

g1
g2
(x) =

σ2

σ1

exp

(
(x− µ2)

2

2σ2
2

− (x− µ1)
2

2σ2
1

)
.

❚❤✉s t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s

D(Q1, Q2) =

∫

R

g1(x) ln
g1(x)

g2(x)
dx = ln

σ2

σ1

+

∫

R

(
(x− µ2)

2

2σ2
2

− (x− µ1)
2

2σ2
1

)
g1(x)dx

= ln
σ2

σ1

+
1

2

(σ2
1

σ2
2

− 1
)
+

(µ1 − µ2)
2

2σ2
1

.

▲❡t r = σ1

σ2
≥ 1 ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

− ln r +
1

2
(r2 − 1) ≤ (r − 1)2.

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹ ✐♥ ❚s②❜❛❦♦✈ ✭✷✵✵✾✮✮ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡
✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

‖Q1 −Q2‖TV ≤
√(

1− σ1

σ2

)2

+
(µ1 − µ2)2

2σ2
2

.
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▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✼✳ ▲❡t gi✱ i = 1, 2 ❜❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ N (µi, σ
2)✳

❚❤❡♥✱

L1(g1, g2) = E

∣∣∣∣ exp
(
X − (µ2 − µ1)

2

2σ2

)
− 1

∣∣∣∣ = 2

[
1− 2φ

(µ2 − µ1

2σ

)]
✭✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡ X ∼ N
(
0, (µ2−µ1)2

2σ2

)
❛♥❞ φ ✐s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ N (0, 1)✳

Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t µ1 ≤ µ2✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

L1(g1, g2) =

∫

R

|g1(x)− g2(x)|dx =

∫ µ1+µ2
2

−∞
(g1(x)− g2(x))dx+

∫ ∞

µ1+µ2
2

(g2(x)− g1(x))dx.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t

∫ µ1+µ2
2

−∞
g1(x)dx = P

(
N (µ1, σ

2) ≤ µ1 + µ2

2

)
= P

(
N (0, 1) ≤ µ2 − µ1

2σ

)
= φ

(
µ2 − µ1

2σ

)
.

❙✐♠✐❧❛r❧② ♦♥❡ ❤❛s

∫

R

|g1(x)− g2(x)|dx = φ

(
µ2 − µ1

2σ

)
− φ

(
µ1 − µ2

2σ

)

+

(
1− φ

(
µ2 − µ1

2σ

))
−
(
1− φ

(
µ1 − µ2

2σ

))

= 2

[
φ

(
µ1 − µ2

2σ

)
− φ

(
µ2 − µ1

2σ

)]
= 2

[
1− 2φ

(
µ2 − µ1

2σ

)]
,

t❤✉s✱

L1(g1, g2) = 2

[
1− 2φ

(µ2 − µ1

2σ

)]
.
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❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ L1✲♥♦r♠ ❜❡t✇❡❡♥ g1 ❛♥❞ g2 ❛s

L1(g1, g2) =
1√
2πσ

∫

R

∣∣∣∣ exp
(
− (x− µ1)

2

2σ2

)
− exp

(
− (x− µ2)

2

2σ2

)∣∣∣∣dx

=
1√
2πσ

∫

R

∣∣∣∣ exp
(
− (x− µ2)

2 − 2(µ1 − µ2)(x− µ2) + (µ1 − µ2)
2

2σ2

)

− exp

(
− (x− µ2)

2

2σ2

)∣∣∣∣dx

=
1√
2πσ

∫

R

∣∣∣∣ exp
(
2(µ1 − µ2)(x− µ2)− (µ1 − µ2)

2

2σ2

)
− 1

∣∣∣∣ exp
(
− (x− µ2)

2

2σ2

)
dx

= E

∣∣∣∣ exp
(
2(µ1 − µ2)(Y − µ2)− (µ1 − µ2)

2

2σ2

)
− 1

∣∣∣∣

= E

∣∣∣∣ exp
(
(µ1 − µ2)Z

σ
− (µ1 − µ2)

2

2σ2

)
− 1

∣∣∣∣

= E

∣∣∣∣ exp
(
X − (µ1 − µ2)

2

2σ2

)
− 1

∣∣∣∣,

✇❤❡r❡ Y ∼ N (µ2, σ
2) ❡t Z ∼ N (0, 1)✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❋❛❝t ✸✳✷✳✻✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ●✐rs❛♥♦✈ t❤❡♦r❡♠ ♦♥❡ ❤❛s t❤❛t✱ ∀ω ∈ C ❛♥❞ ∀t > 0

dP
(mi,σ

2,0)
t

dP
(0,σ2,0)
t

(ω) = exp
(∫ t

0

mi(t)

σ2(t)
dωt −

1

2

∫

I

m2
i (t)

σ2(t)
dt
)
P (0,σ2,0)(dω)

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ P (m1,σ2,0)
t ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P

(m2,σ2,0)
t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t②

g =
dP

(m1,σ2,0)
t

dP
(m2,σ2,0)
t

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

g(ω) = exp
(∫ t

0

m1(t)−m2(t)

σ2(t)
dωt −

1

2

∫ t

0

m2
1(t)−m2

2(t)

σ2(t)
dt
)

=exp
(∫ t

0

m1(t)−m2(t)

σ2(t)
(dωt −m2(t)dt)−

1

2

∫ t

0

(m1(t)−m2(t))
2

σ2(t)
dt
)
. ✭✸✳✶✸✮

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② (Zt)t≥0 t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊❉❙✿

dZt = m2(t)dt+ σ(t)dWt, t ≥ 0,
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✇✐t❤ (Wt)t≥0 ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿✱

L1(P
(m1,σ2,0)
t , P

(m2,σ2,0)
t ) =

∫ ∣∣g(ω)− 1
∣∣dP

(m2,σ2,0)
t

dP
(0,σ2,0)
t

(ω)P (0,σ2,0)(dω)

= EP

∣∣∣∣ exp
(∫

m1(t)−m2(t)

σ2(t)
(dZt −m2(t)dt)−

1

2

∫
(m1(t)−m2(t))

2

σ2(t)
dt

)
− 1

∣∣∣∣

= EP

∣∣∣∣ exp
(∫

(m1(t)−m2(t))

σ2(t)
σ(t)dWt −

1

2

∫
(m1(t)−m2(t))

2

σ2(t)
dt

)
− 1

∣∣∣∣.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
∫ t

0
(m1(s)−m2(s))

σ(s)
dWs ❤❛s ❛ ❝❡♥t❡r❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡
∫ t

0
(µ(s)−ν(s))2

σ2(s)
ds✱ t❤✉s✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✼✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

L1

(
P

(m1,σ2,0)
t , P

(m2,σ2,0)
t

)
= 2

[
1− 2φ

(
1

2

√∫ t

0

(m1(s)−m2(s))2

σ2(s)
ds

)]
.

Pr♦♦❢ ♦❢ ❋❛❝t ✸✳✷✳✼✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t δ(P1,P2) = 0 ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ M : (X1,A1) → (X2,A2) ❞❡✜♥❡❞ ❛s M(x,B) := IB(S(x)) ∀x ∈ X1 ❛♥❞
∀B ∈ A2✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t♦ s❤♦✇ t❤❛t δ(P2,P1) = 0 ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧
K : (X2,A2) → (X1,A1) ❞❡✜♥❡❞ ❛s K(y, A) = EP2,θ

(IA|S = y)✱ ∀A ∈ A1. ❙✐♥❝❡ S ✐s ❛
s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s✱ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ K ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ θ✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② S#P1,θ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ S ✉♥❞❡r P1,θ✱ ♦♥❡ ❤❛s✿

KP2,θ(A) =

∫
K(y, A)P2,θ(dy) =

∫
EP2,θ

(IA|S = y)S#P1,θ(dy) = P1,θ(A).



❈❤❛♣t❡r ✹

❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ▲é✈② ❞❡♥s✐t②

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡

❘és✉♠é ❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✭❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✮ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡
❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à s❛✉ts ♣✉rs ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ♦❜s❡r✈é ❥✉sq✉✬à
✉♥ t❡♠♣s T q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ■❝✐✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥térêt ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈②✳ ❚♦✉t❡s
❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s s♦♥t ét❛❜❧✐❡s ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡①✲
♣❧✐❝✐t❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r❡♣r✐♥t ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❞✮✳

▼♦t ❝❧és✿ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠✱ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ▲é✈②✱ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈②✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✳

❆❜str❛❝t ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✭❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣ t♦ ❛ t✐♠❡
T ✱ ✇✐t❤ T t❡♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❡
❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ▲é✈② ❞❡♥s✐t②✳ ❆❧❧ t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜♠✐tt❡❞
♣❛♣❡r✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡✱ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s✱ ▲é✈② ❞❡♥✲
s✐t②✱ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✳

✼✺
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✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♦❧ ✐♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ss❡t
♣r✐❝❡s ❛♥❞ ✇❡❛t❤❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✈❛❧✉❡s ♠❛② ❤❛♣♣❡♥✳ ❋♦r t❤❛t
r❡❛s♦♥ t❤❡② ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✜❡❧❞s✱ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✜♥❛♥❝❡✳ ❚♦
♥❛♠❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐t② ❛t t✐♠❡ t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❣✐✈❡♥ ❛s ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ▲é✈② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❢♦r t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s❡✈❡r❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡t✉r♥s ♦❢
❛ss❡ts s✉❝❤ ❛s ❤❡❛✈② t❛✐❧s✱ ❤✐❣❤✲❦✉rt♦s✐s ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr② ✭s❡❡ ❈♦♥t✱ ❚❛♥❦♦✈ ✭✷✵✵✹✮ ❢♦r ❛♥
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳

❋r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ tr❛❝t❛❜❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐ts ✐♥❝r❡♠❡♥ts✱
✇❤✐❧❡ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♣❛t❤s✳ ❚❤❡ ❥✉♠♣ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ✐s ❞✐❝t❛t❡❞
❜② ✐ts ▲é✈② ❞❡♥s✐t②✱ s❛② f ✳ ■❢ f ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛t ❛ ♣♦✐♥t x0 ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤♦✇
❢r❡q✉❡♥t ❥✉♠♣s ♦❢ s✐③❡ ❝❧♦s❡ t♦ x0 ❛r❡ t♦ ♦❝❝✉r ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ ✐❢ X ✐s ❛ ♣✉r❡
❥✉♠♣ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ▲é✈② ❞❡♥s✐t② f ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s s✉❝❤ t❤❛t

∫

A

f(x)dx =
1

t
E

[∑

s≤t

IA(∆Xs)

]
,

❢♦r ❛♥② ❇♦r❡❧ s❡t A ❛♥❞ t > 0✳ ❍❡r❡✱ ∆Xs ≡ Xs−Xs− ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣
♦❢ X ❛t t✐♠❡ s ❛♥❞ IA ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡

ν(A) :=

∫

A

f(x)dx,

✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥✉♠♣s ✭♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡✮ ✇❤♦s❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ s❡t A✳ ❯♥✲
❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❥✉♠♣s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡✳ ❙❡✈❡r❛❧
r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❤❛✈❡ tr❡❛t❡❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❇❡❧♦♠❡st♥② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡
✐♥t❡r✈❛❧ [0, T ]✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ f ♠❛② ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳ ❋✐❣✉❡r♦❛✲▲ó♣❡③✱ ❍♦✉❞ré ✭✷✵✵✻✮❀
❘❡②♥❛✉❞✲❇♦✉r❡t ✭✷✵✵✸✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ♥❡✈❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝✲
t✐❝❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ f ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛
Xt0 , . . . , Xtn ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, Tn]✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❥✉♠♣s ❛r❡ ❧❛t❡♥t ✭✉♥♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❛t ❝❧❡❛r❧② ❛❞❞s t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧
♣❧❛❝❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② s❡tt✐♥❣✱ t❤❛t ✐s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧
∆n = ti − ti−1 t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❙✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛s❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ♣❧❛②❡❞ ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥
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❢♦r ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❇❡❝✱ ▲❛❝♦✉r ✭✷✵✶✷✮❀ ❈♦♠t❡✱ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t ✭✷✵✶✵✱ ✷✵✶✶✮❀
❉✉✈❛❧ ✭✷✵✶✸✮❀ ❋✐❣✉❡r♦❛✲▲ó♣❡③ ✭✷✵✵✾✮✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❛s❦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡ Tn t♦ t❡♥❞ t♦ ✐♥✜♥✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✳

❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ▲é✈② ❞❡♥s✐t② f ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞r✐❢t ♦❢ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ t♦ s✐♥❣❧❡ ♦✉t t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♣❛ss ✈✐❛
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts P1,n ❛♥❞ P2,n✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣♦ss✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡s✱
❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✱ ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡
∆(P1,n,P2,n) t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✳ ❋♦r Pi = (Xi,Ai,

(
Pi,θ : θ ∈ Θ)

)
✱ i = 1, 2✱ ∆(P1,P2) ✐s

t❤❡ s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② δ(P1,P2) ✇❤❡r❡

δ(P1,P2) = inf
K

sup
θ∈Θ

∥∥KP1,θ − P2,θ

∥∥
TV

.

❍❡r❡ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥s ❢r♦♠ (X1,A1) t♦ (X2,A2) ❛♥❞ ‖ · ‖TV

❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ q✉❛♥t✐✜❡s
❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦♥❡ ❢❛✐❧s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ✭✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✮ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡
♦t❤❡r ♦♥❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ∆(P1,P2) = 0 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s
✏t❤❡ ♠♦❞❡❧s P1 ❛♥❞ P2 ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
θ✳✑ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜✉t✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t
❡①❛♠♣❧❡s ✭♥❛♠❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡s ❛r❡ P♦❧✐s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞♦♠✐♥❛t❡❞✮✱
✐t r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ▲❡
❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r② ✭s❡❡
▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮❀ ▲❡ ❈❛♠✱ ❨❛♥❣ ✭✷✵✵✵✮❀ ❛ s❤♦rt r❡✈✐❡✇ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s❛②✐♥❣ t❤❛t t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥② st❛t✐st✐❝❛❧
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r✐s❦ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ ❛s s♦♦♥
❛s t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ P1,n ❛♥❞ P2,n✱ t❤❛t s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ Θ ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤
P1,n ❛♥❞ P2,n t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r s✉❜❝❧❛ss ♦❢ Θ✳

❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst r❡s✉❧ts ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥t❡①t ❞❛t❡
❢r♦♠ ✶✾✾✻ ❛♥❞ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❛✉t❤♦rs
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡
♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ t❤♦s❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✳ ❖✈❡r t❤❡
②❡❛rs ♠❛♥② ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❝❤ ❛s ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳
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✭✷✵✵✷❜✮❀ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✻❜✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✾✮❀ ●r❛♠❛✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✷✮❀ ▼❡✐st❡r✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✶✸✮❀ ❘❡✐ÿ
✭✷✵✵✽✮❀ ❘♦❤❞❡ ✭✷✵✵✹✮❀ ❙❝❤♠✐❞t✲❍✐❡❜❡r ✭✷✵✶✹✮ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦r ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✹❛✮❀ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮❀ ❏ä❤♥✐s❝❤✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✸✮ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ st✉❞② ✐s t❤❛t ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜rst
r❡s✉❧t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✾✾✽✱
s❡❡ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✳ ■♥ ❧❛t❡r ♣❛♣❡rs ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭s❡❡ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮❀ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❝✮✮✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡rs ✇❡ ❝❛♥
❛❧s♦ ❝✐t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ●r❛♠❛✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✱ t✐♠❡
s❡r✐❡s ●r❛♠❛✱ ◆❡✉♠❛♥♥ ✭✷✵✵✻✮❀ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❉❛❧❛❧②❛♥✱
❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼❜✮❀ ❉❡❧❛ttr❡✱ ❍♦✛♠❛♥♥ ✭✷✵✵✷✮❀ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✷✮✱
●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧ ❇✉❝❤♠❛♥♥✱ ▼ü❧❧❡r ✭✷✵✶✷✮✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ▼❡✐st❡r ✭✷✵✶✶✮✱
s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ●♦❧✉❜❡✈✱ ◆✉ss❜❛✉♠✱ ❩❤♦✉ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥
❘❡✐ÿ ✭✷✵✶✶✮✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❤❛r❞❡r t♦ ❝♦♠❡ ❜②❀ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡ ❛♠♦♥❣
t❤❡♠ ❛r❡ ❇r♦✇♥✱ ❩❤❛♥❣ ✭✶✾✾✽✮❀ ❊❢r♦♠♦✈✐❝❤✱ ❙❛♠❛r♦✈ ✭✶✾✾✻✮❀ ❲❛♥❣ ✭✷✵✵✷❛✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s
❤♦✇❡✈❡r ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❥✉♠♣s✳ ❆ ✜rst r❡s✉❧t
✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ✐s ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❜✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ ▲é✈②
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ t❤❛t
♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ h ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦r ❞✐s❝r❡t❡❧②
✭❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ t✐♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿

Xt =

∫ t

0

h(s)ds+

∫ t

0

σ(s)dWs +
Nt∑

i=1

Yi, t ∈ [0, Tn], ✭✹✳✶✮

✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ h ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧✿

dyt = h(t)dt+ σ(t)dWt, t ∈ [0, Tn].

❍❡r❡ ✇❡ tr② t♦ ♣✉s❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ▲é✈② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ X = (Xt) ✐s ❛ ♣✉r❡ ❥✉♠♣ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ❈❛rr
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛ss❡t r❡t✉r♥s✮✳
▼♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ▲é✈② ❞❡♥s✐t② ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❛ ✜①❡❞✱ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✱ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ν0 ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ I ⊆ R✮ f := dν

dν0
: I → R ❢r♦♠

❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦r ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✉r❡ ❥✉♠♣ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss X ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡
▲é✈② ♠❡❛s✉r❡✳ ❍❡r❡ I ⊆ R ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ν0 ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡
❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ✇✐t❤ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② g := dν0

d▲❡❜
✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ν ✐s ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥❡ ♠❛② ✇r✐t❡✿

Xt =
∑

0<s≤t

∆Xs ✭✹✳✷✮
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♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ X ❤❛s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E
[
eiuXt

]
= exp

(
− t

(∫

I

(1− eiuy)ν(dy)

))
.

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❜❡❧♦♥❣s t♦ s♦♠❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s❡t F ✱ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Xti ✱ ✇❤❡r❡ ti = Tn

i
n
✱ i = 0, . . . , n

✇✐t❤ Tn = n∆n → ∞ ❛♥❞ ∆n → 0 ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② Pν0
n t❤❡

st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ X ✉♥t✐❧
t✐♠❡ Tn ✭✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❣♦ t♦ ✐♥✜♥✐t② ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✮ ❛♥❞ ❜② Qν0

n t❤❡ ♦♥❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❛t❛ (Xti)

n
i=0✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s

t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❛❞❡q✉❛t❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦♥ F ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ f ♠✉st ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛②
❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t②❀ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s Pν0

n ❛♥❞
Qν0

n ❛r❡ ❜♦t❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠✿

dyt =
√
f(t)dt+

1

2
√
Tn

dWt√
g(t)

, t ∈ I.

❆s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ ✇❡ t❤❡♥ ❣❡t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Pν0
n ❛♥❞ Qν0

n ✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② st❛t❡❞ ❛s ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✷✳✺ ❛♥❞ ✹✳✷✳✻✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧
✐♥t❡r❡st ❛r✐s❡s ✇❤❡♥X ✐s ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ν0 ≡ ▲❡❜([0, 1]) ❛♥❞ F ⊆ F I

(γ,K,κ,M)

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ✜①❡❞ γ ∈ (0, 1] ❛♥❞ K, κ,M str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ F I
(γ,K,κ,M) ✐s ❛ ❝❧❛ss ♦❢

❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ I ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

F
I
(γ,K,κ,M) =

{
f : κ ≤ f(x) ≤ M, |f ′(x)− f ′(y)| ≤ K|x− y|γ, ∀x, y ∈ I

}
. ✭✹✳✸✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s Pν0
n ❛♥❞ Qν0

n ❛r❡ ❜♦t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡
♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✿

dyt =
√
f(t)dt+

1

2
√
Tn

dWt, t ∈ [0, 1].

❙❡❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❇② ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ▲♦✇ ✐♥ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇
✭✶✾✾✻✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧

Yi =

√
f
( i

Tn

)
+

1

2
√
Tn

ξi, ξi ∼ N (0, 1), i = 1, . . . , [Tn].

◆♦t❡ t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❤✐❢t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛
♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ s❡❡ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✳ ▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t
✇❡ ❛❧s♦ tr❡❛t s♦♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①❛♠♣❧❡s ✇❤❡r❡ ν0 ✐s ♥❡✐t❤❡r ✜♥✐t❡ ♥♦r ❝♦♠♣❛❝t❧②✲s✉♣♣♦rt❡❞
✭s❡❡ ❊①❛♠♣❧❡s ✹✳✸✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳✸✮✳
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❲✐t❤♦✉t ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥t♦ ❛♥② ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤♦s❡ ✐♥ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❜✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s✐♥❝❡ f ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛rt
♦❢ ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛rt✱ t❤❡ ●✐rs❛♥♦✈✲t②♣❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡
❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❤❡r❡✳ ❲❡ t❤✉s ♥❡❡❞ ♥❡✇ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❊ss❝❤❡r ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡✳

❖✉r ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ν✱ ♦❢ t✇♦ ❛❞❡q✉❛t❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ν̂m ❛♥❞ ν̄m ♦❢ ν✿ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ▲é✈② ❞❡♥s✐t② ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❡❛r❡❞
✐♥ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦✱ s❡❡ ❊t♦ré✱ ▲♦✉❤✐❝❤✐✱ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ❛❧s♦ ✐♥s♣✐r❡❞
❜② t❤❡ ♣❛♣❡rs ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮ ✭❢♦r ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✱ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹❛✮ ✭❢♦r
♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t P♦✐ss♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❛♥❞
▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❜✮ ✭❢♦r ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥str✉❝t
❡①♣❧✐❝✐t ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s t❤❛t ❧❡❛❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r❀ t❤❡s❡ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡ t♦ tr❛♥s❢❡r ♠✐♥✐♠❛① ❡st✐♠❛t♦rs✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳✷ ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡❝✐s❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♣♦st♣♦♥❡❞ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❆♣♣❡♥❞✐① r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s✳

✹✳✷ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

✹✳✷✳✶ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✮ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ν0 ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧
I ⊆ R✱ ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❞❡♥s✐t② g > 0 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❜❡s❣✉❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ✐s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s F = F ν0,I ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ I t❤❛t
❢♦r♠ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ▲é✈② ❞❡♥s✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν0✿ ❋♦r ❡❛❝❤ f ∈ F ✱ ❧❡t ν ✭r❡s♣✳ ν̂m✮ ❜❡
t❤❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ❤❛✈✐♥❣ f ✭r❡s♣✳ f̂m✮ ❛s ❛ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν0 ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r②
f ∈ F ✱ f̂m(x) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❙✉♣♣♦s❡ ✜rst x > 0✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ n✱ m = mn✱ ❧❡t Jj :=

(vj−1, vj] ✇❤❡r❡ v1 = εm ≥ 0 ❛♥❞ vj ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t

µm := ν0(Jj) =
ν0
(
(I \ [0, εm]) ∩ R+

)

m− 1
, ∀j = 2, . . . ,m. ✭✹✳✹✮

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✇r✐t❡ m ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t

t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ n✳ ❉❡✜♥❡ x∗
j :=

∫
Jj

xν0(dx)

µm
❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s

0 ≤ Vj ≤ 1
µm

✱ j = 2, . . . ,m s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ [x∗
j−1, x

∗
j+1] ✐❢ j = 3, . . . ,m − 1✱ ♦♥ [εm, x

∗
3] ✐❢
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j = 2 ❛♥❞ ♦♥ (I \ [0, x∗
m−1])∩R+ ✐❢ j = m✳ ❚❤❡ Vj✬s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✇❛②✳

• V2 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1
µm

♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (εm, x∗
2] ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (x∗

2, x
∗
3] ✐t ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦

t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ V2(x
∗
2) =

1
µm

✮✱
∫ x∗

3

x∗
2
V2(y)ν0(dy) =

ν0((x∗
2,v2])

µm
❛♥❞

V2(x
∗
3) = 0✳

• ❋♦r j = 3, . . . ,m − 1 ❞❡✜♥❡ Vj ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ 1
µm

− Vj−1 ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [x∗
j−1, x

∗
j ]✳

❖♥ [x∗
j , x

∗
j+1] ❝❤♦♦s❡ Vj ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t

∫ x∗
j+1

x∗
j

Vj(y)ν0(dy) =
ν0((x∗

j ,vj ])

µm
❛♥❞

Vj(x
∗
j+1) = 0✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t Vm ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ (I \ [0, x∗
m−1]) ∩ R+ s✉❝❤ t❤❛t

Vm(x) =
1

µm

− Vm−1(x), ❢♦r x ∈ [x∗
m−1, x

∗
m],

Vm(x) =
1

µm

, ❢♦r x ∈ (I \ [0, x∗
m]) ∩ R+.

✭■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡✮✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❜② ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✱

m∑

j=2

Vj(x)µm = 1, ∀x ∈ (I \ [0, εm]) ∩ R+ ❛♥❞
∫

(I\[0,εm])∩R+

Vj(y)ν0(dy) = 1.

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❞❡✜♥❡ µ−
m =

ν0

(
(I\[−εm,0])∩R−

)
m−1

❛♥❞ J−m, . . . , J−2 s✉❝❤ t❤❛t ν0(J−j) = µ−
m

❢♦r ❛❧❧ j✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r x < 0✱ x∗
−j ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s x∗

j ❜② ✉s✐♥❣ J−j ❛♥❞ µ−
m ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Jj ❛♥❞

µm ❛♥❞ t❤❡ V−j✬s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s t❤❡ Vj✬s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ V−2 ❛♥❞
♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥❡

f̂m(x) = I[−εm,εm](x) +
m∑

j=2

(
Vj(x)

∫

Jj

f(y)ν0(dy) + V−j(x)

∫

J−j

f(y)ν0(dy)

)
. ✭✹✳✺✮

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ Vj✬s ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✳✶✳ ▲❡t ν0 ❜❡ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ [0, 1] ❛♥❞ εm = 0✳ ❚❤❡♥ vj =
j−1
m−1

❛♥❞ x∗
j = 2j−3

2m−2
✱ j = 2, . . . ,m✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r Vj ✭❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜②

❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡
♣♦✐♥ts x∗

j s♣❡❝✐✜❡❞ ❛❜♦✈❡✿
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✵ x∗
2 x∗

3 ✶

m− 1

✵ x∗
j−1 x∗

j x∗
j+1 ✶

m− 1

✵

m− 1

x∗
mx∗

m−1 ✶

V2 Vj Vm

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f̂m ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ L2 ♥♦r♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ f ❛♥❞ f̂m ♦♥ I \ [−εm, εm] ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✷✳✺
❛♥❞ ✹✳✷✳✻✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ❛s ✐♥ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❝❤♦s❡♥ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f ❜✉t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡s✱ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡
❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f ✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣❛✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ ‖f−f̂m‖L2(ν0|I\[−εm,εm]) ❛t ❧❡❛st ✇❤❡♥ F ✐s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤
❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❲❡ ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r f ∈ F =

F ν0,I ✳ ❚❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts ν0 ❛♥❞ I ✇✐❧❧ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♥♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳
❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t✿

✭❍✶✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♥st❛♥ts κ,M > 0 s✉❝❤ t❤❛t κ ≤ f(y) ≤ M ✱ ❢♦r ❛❧❧ y ∈ I ❛♥❞ f ∈ F ✳

❋♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡❣❡r m = mn✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r
√̂
fm✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

√
f ❝♦♥str✉❝t❡❞

❛s f̂m ❛❜♦✈❡✱ ✐✳❡✳
√̂
fm(x) = I[−εm,εm](x) +

∑

j=−m...,m
j 6=−1,0,1.

Vj(x)

∫

Jj

√
f(y)ν0(dy)✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡

t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

A2
m(f) :=

∫

I\
[
−εm,εm

]
(√̂

fm(y)−
√

f(y)
)2
ν0(dy),

B2
m(f) :=

∑

j=−m...,m
j 6=−1,0,1.

(∫

Jj

√
f(y)√
ν0(Jj)

ν0(dy)−
√

ν(Jj)

)2

,

C2
m(f) :=

∫ εm

−εm

(√
f(t)− 1

)2
ν0(dt).

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛s❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ q✉✐❝❦❧② ❡♥♦✉❣❤ t♦ ③❡r♦✳ ❚♦ st❛t❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠
✹✳✷✳✺ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s m = mn → ∞✱
♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs εm = εmn

→ 0 ❛♥❞ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s Vj✱ j = ±2, . . . ,±m✱ s✉❝❤ t❤❛t✿



✹✳✷✳ ❆❙❙❯▼P❚■❖◆❙ ❆◆❉ ▼❆■◆ ❘❊❙❯▲❚❙ ✽✸

✭❈✶✮ lim
n→∞

n∆n sup
f∈F

∫

I\(−εm,εm)

(
f(x)− f̂m(x)

)2
ν0(dx) = 0✳

✭❈✷✮ lim
n→∞

n∆n sup
f∈F

(
A2

m(f) + B2
m(f) + C2

m(f)
)
= 0✳

❘❡♠❛r❦ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✭❍✷✮ sup
f∈F

∫

I

(
√
f(y)− 1)2ν0(dy) ≤ L,

✇❤❡r❡ L = supf∈F

∫ εm
−εm

(
√
f(x)− 1)2ν0(dx)+ (

√
M +1)2ν0

(
I \ (−εm, εm)

)
✱ ❢♦r ❛♥② ❝❤♦✐❝❡

♦❢ m s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ✐s ✜♥✐t❡✳
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✻ ❤❛s s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧② s♠❛❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡r

s♣❛❝❡s✿ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s mn✱ εm ❛♥❞ Vj✱ j = ±2, . . . ,±m

✭♣♦ss✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ❛❜♦✈❡✮ s✉❝❤ t❤❛t ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str♦♥❣❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ❤♦❧❞s✿

✭❈✷✬✮ lim
n→∞

n∆n sup
f∈F

(
A2

m(f) + B2
m(f) + nC2

m(f)
)
= 0✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t st❛t❡♠❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢
✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st❛t❡ ❛s✿

✭❋❱✮
∫
I
(|x| ∧ 1)ν0(dx) < ∞✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s Am(f) ❛♥❞ Bm(f)

❛❧❧ ❝♦♥❝❡r♥ s✐♠✐❧❛r ❜✉t s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ f ✳ ■♥ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱
t❤❡② ♠❛② ❛❧❧ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜✉t t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❣r❡❛t❡st
❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ st❛t❡ t❤❡♠ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
q✉❛♥t✐t② Cm(f) ❛r❡ ♣✉r❡❧② ❧♦❝❛❧ ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦✱ r❡q✉✐r✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ f ∈ F ✱ t❤❛t f(x) t❡♥❞s
t♦ 1 q✉✐❝❦❧② ❡♥♦✉❣❤ ❛s x t❡♥❞s t♦ 0✳

❊①❛♠♣❧❡s ✹✳✷✳✹✳ ❚♦ ❣❡t ❛ ❣r❛s♣ ♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❈✶✮✱ ✭❈✷✮ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤❡r❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❡①❛♠♣❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ν0 ♥❡❛r 0 ∈ I✳ ■♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛s❡s t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ν0,I ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ F I

(γ,K,κ,M) ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✹✳✸✮✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❈✶✮✱ ✭❈✷✮ ❛♥❞ ✭❈✷✬✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s mn✱ εm ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
Vj✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❤❡r❡ I = [0, 1]✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❝❤♦✐❝❡ ❢♦r Vj ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✳✶✳
◆❛♠❡❧②✱ ❢♦r j = 3, . . . ,m− 1 ✇❡ ❤❛✈❡

Vj(x) = I(x∗
j−1,x

∗
j ]
(x)

x− x∗
j−1

x∗
j − x∗

j−1

1

µm

+ I(x∗
j ,x

∗
j+1]

(x)
x∗
j+1 − x

x∗
j+1 − x∗

j

1

µm

; ✭✹✳✻✮
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t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s V2 ❛♥❞ Vm ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t V2 ≡ 1
µm

♦♥ (εm, x
∗
2] ❛♥❞ Vm ≡ 1

µm

♦♥ (x∗
m, 1]✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡ ν0 ✐s ✐♥✜♥✐t❡✱ ♦♥❡ ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ t❛❦❡ εm > 0 ❛♥❞

t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ x∗
j ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ [εm, 1]✳ Pr♦♦❢s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡

st❛t❡♠❡♥ts ❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✳
✶✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❝❛s❡✿ ν0 ≡ ▲❡❜([0, 1])✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ F ▲❡❜,[0,1] = F

[0,1]
(γ,K,κ,M)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ν0 ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❡r❡

✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ s✐♥❣❧❡ ♦✉t t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r✈❛❧ J1 = [0, εm]✱ s♦ t❤❛t Cm(f) ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r
✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ Am(f) ❛♥❞ Bm(f) ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢
[0, 1]✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ Vj✬s ❛s ✐♥ ✭✹✳✻✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t

∫ 1

0
Vj(x)dx = 1✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡

q✉❛♥t✐t✐❡s ‖f− f̂m‖L2([0,1])✱ Am(f) ❛♥❞ Bm(f) ❛❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

√∫ 1

0

(
f(x)− f̂m(x)

)2
ν0(dx) + Am(f) + Bm(f) = O

(
m−γ−1 +m− 3

2

)
,

✉♥✐❢♦r♠❧② ♦♥ f ✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✳
✷✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛s❡✿ dν0

d▲❡❜
(x) = x−1

I[0,1](x)✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ν0,[0,1] ✐s ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ♦❢ F

[0,1]
(γ,K,κ,M)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s

✇❡ ❛r❡ ♦❜❧✐❣❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ εm > 0✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t Cm(f) = o
(

1
n
√
∆n

)
✱ ✇✐t❤

✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥st❛♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ f ✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❛t ❛❧❧ f ∈ F ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ✶ q✉✐❝❦❧② ❡♥♦✉❣❤

❛s x → 0✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ εm = m−1−α✱ α > 0 ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t µm = ln(ε−1
m )

m−1
✱ vj = ε

m−j
m−1
m ❛♥❞

x∗
j =

(vj−vj−1)

µm
✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ maxj |vj−1 − vj| = |vm − vm−1| = O

(
lnm
m

)
✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡

♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Vj ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❧❡❛❞s t♦
∫ 1

εm
Vj(x)

dx
x

= 1✳

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ‖f − f̂m‖L2(ν0|I\[0,εm])✱ Am(f) ❛♥❞ Bm(f) ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ♦❢
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
√∫ 1

εm

(
f(x)− f̂m(x)

)2
ν0(dx) + Am(f) + Bm(f) = O

((
lnm

m

)γ+1√
ln(ε−1

m )

)
, ✭✹✳✼✮

✉♥✐❢♦r♠❧② ♦♥ f ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ Cm(f) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ f ♥❡❛r 0✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ❡♥s✉r❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ f(x) = e−λx ✇✐t❤
❛ ❜♦✉♥❞❡❞ λ > 0✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✳

✸✳ ❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❝❛s❡✿ dν0
d▲❡❜

(x) = x−2
IR+(x)✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♦♥❡s✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Vj ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✭✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ν0✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛❝t✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ν0,[0,∞) ❝❛♥ st✐❧❧
❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜❝❧❛ss ♦❢ F

[0,∞)
(γ,K,κ,M)✱ ❛❣❛✐♥ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❛t Cm(f) ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦
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③❡r♦ q✉✐❝❦❧② ❡♥♦✉❣❤ ✭♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✸✮✳
❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0,∞) ✐♥ m ✐♥t❡r✈❛❧s Jj = [vj−1, vj) ✇✐t❤✿

v0 = 0; v1 = εm; vj =
εm(m− 1)

m− j
; vm = ∞; µm =

1

εm(m− 1)
.

❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ s♦♠❡ ✏❤♦r✐③♦♥✑ H(m) t❤❛t ❣♦❡s t♦
✐♥✜♥✐t② s❧♦✇❧② ❡♥♦✉❣❤ ❛s m ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ ✇❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ L2 ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ f ❛♥❞
f̂m ❢♦r x > H(m) ❜② 2 sup

x≥H(m)

f(x)2

H(m)
✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

‖f − f̂m‖2L2(ν0|I\[0,εm]) + A2
m(f) + B2

m(f) = O

(
H(m)3+4γ

(εmm)2+2γ
+ sup

x≥H(m)

f(x)2

H(m)

)
.

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r sup
x≥H(m)

f(x)2 ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② M2✱ ❛♥

♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r H(m) ✐s
√
εmm✱ t❤❛t ❣✐✈❡s ❛ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✿

‖f − f̂m‖2L2(ν0|I\[0,εm]) + A2
m(f) + B2

m(f) = O

(
1√
εmm

)
,

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ γ✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✳

✹✳✷✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

▲❡t (xt)t≥0 ❜❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ❙❦♦r♦❦❤♦❞ s♣❛❝❡ (D,D) ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② P (b,0,ν)

t❤❡ ❧❛✇ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ (D,D) ❜② ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ tr✐♣❧❡t (b, 0, ν)✳ ❲❡ ✇✐❧❧
✇r✐t❡ P (b,0,ν)

t ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ P (b,0,ν) t♦ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ Dt ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② {xs : 0 ≤ s ≤ t}
✭s❡❡ ✹✳✺✳✺ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✮✳ ▲❡t Q(b,0,ν)

t ❜❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧❛✇ ❛t t✐♠❡ t ♦❢ ❛ ▲é✈②
♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ tr✐♣❧❡t (b, 0, ν)✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡

∫
|y|≤1

|y|ν(dy) < ∞ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ γν :=

∫
|y|≤1

yν(dy)❀ t❤❡♥✱ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❍✷✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss
♦❢ γν−ν0 ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✸✸✳✸ ✐♥ ❙❛t♦ ✭✶✾✾✾✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ti = Tn
i
n
♦❢ [0, Tn] ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜②◗(γν−ν0 ,0,ν)

n

t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ n + 1 ♠❛r❣✐♥❛❧s ♦❢ (xt)t≥0 ❛t t✐♠❡s ti✱ i = 0, . . . , n✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ✜①❡❞✱ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✱ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ν0 ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ I ✭❝❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t FV ❛r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦♥❧② ✉♥❞❡r t❤❡
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❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❋❱✮✮✿

P
ν0
n,FV =

(
D,DTn

,
{
P

(γν ,0,ν)
Tn

: f :=
dν

dν0
∈ F

ν0,I
})

,

Q
ν0
n,FV =

(
R

n+1,B(Rn+1),
{
◗(γν ,0,ν)

n : f :=
dν

dν0
∈ F

ν0,I
})

,

P
ν0
n =

(
D,DTn

,
{
P

(γν−ν0 ,0,ν)
Tn

: f :=
dν

dν0
∈ F

ν0,I
})

,

Q
ν0
n =

(
R

n+1,B(Rn+1),
{
◗(γν−ν0 ,0,ν)

n : f :=
dν

dν0
∈ F

ν0,I
})

.

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t
♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r t❤❛t✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② (C(I),C ) t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣♣✐♥❣s
❢r♦♠ I ✐♥t♦ R ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❜② g t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ν0 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ g > 0 ❛♥❞ ❧❡t Wf

n ❜❡ t❤❡ ❧❛✇ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ (C(I),C )

❜② t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss s❛t✐s❢②✐♥❣✿

dyt =
√

f(t)dt+
dWt

2
√
Tn

√
g(t)

, t ∈ I, ✭✹✳✽✮

✇❤❡r❡ (Wt)t∈R ❞❡♥♦t❡s ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ♦♥ R ✇✐t❤ W0 = 0✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❡t✿

W
ν0
n =

(
C(I),C , {Wf

n : f ∈ F
ν0,I}

)
.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ν0 ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡♥ W ν0
n ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧

♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss (ỹt)t∈I ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

dỹt =
√
f(t)g(t)dt+

dWt

2
√
Tn

, t ∈ I.

✹✳✷✳✸ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts

❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ✇❡ ♥♦✇ st❛t❡ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r ❜r❡✈✐t②
♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② H(f, f̂m) ✭r❡s♣✳ L2(f, f̂m)✮ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✭r❡s♣✳ t❤❡
L2 ❞✐st❛♥❝❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s ν ❛♥❞ ν̂m r❡str✐❝t❡❞ t♦ I \ [−εm, εm]✱ ✐✳❡✳✿

H2(f, f̂m) :=

∫

I\[−εm,εm]

(√
f(x)−

√
f̂m(x)

)2
ν0(dx),

L2(f, f̂m)
2 :=

∫

I\[−εm,εm]

(
f(y)− f̂m(y)

)2
ν0(dy).

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❍✶✮ ✐♠♣❧✐❡s ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✶✮

1

4M
L2(f, f̂m)

2 ≤ H2(f, f̂m) ≤
1

4κ
L2(f, f̂m)

2.
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❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✺✳ ▲❡t ν0 ❜❡ ❛ ❦♥♦✇♥ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✮

✐♥t❡r✈❛❧ I ⊆ R ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳

▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ν0,I s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s❡q✉❡♥❝❡ m = mn ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs✱

❢✉♥❝t✐♦♥s Vj✱ j = ±2, . . . ,±m ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ εm → 0 ❛s m → ∞ s✉❝❤ t❤❛t ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

✭❍✶✮✱ ✭❈✶✮✱ ✭❈✷✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r F = F ν0,I ✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r n ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆(Pν0
n ,W ν0

n ) = O

(√
n∆n sup

f∈F

(
Am(f) + Bm(f) + Cm(f)

))

+O

(√
n∆n sup

f∈F

L2(f, f̂m) +

√
m

n∆n

( 1

µm

+
1

µ−
m

))
. ✭✹✳✾✮

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✻✳ ▲❡t ν0 ❜❡ ❛ ❦♥♦✇♥ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✮

✐♥t❡r✈❛❧ I ⊆ R ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳

▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ν0,I s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s❡q✉❡♥❝❡ m = mn ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs✱

❢✉♥❝t✐♦♥s Vj✱ j = ±2, . . . ,±m ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ εm → 0 ❛s m → ∞ s✉❝❤ t❤❛t ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

✭❍✶✮✱ ✭❈✶✮✱ ✭❈✷✬✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r F = F ν0,I ✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r n ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆(Qν0
n ,W ν0

n ) = O

(
ν0

(
I \ [−εm, εm]

)√
n∆2

n +
m lnm√

n
+
√
n
√

∆n sup
f∈F

Cm(f)

)

+O

(√
n∆n sup

f∈F

(
Am(f) + Bm(f) +H(f, f̂m)

))
. ✭✹✳✶✵✮

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✼✳ ▲❡t ν0 ❜❡ ❛s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ν0,I s♦ t❤❛t

t❤❡r❡ ❡①✐st s❡q✉❡♥❝❡s m′
n✱ ε

′
m✱ V ′

j ❛♥❞ m′′
n✱ ε

′′
m✱ V ′′

j s✉❝❤ t❤❛t✿

• ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❍✶✮✱ ✭❈✶✮ ❛♥❞ ✭❈✷✮ ❤♦❧❞ ❢♦r m′
n✱ ε

′
m✱ V ′

j ✱ ❛♥❞
m′

n∆n

(
1

µm′
+ 1

µ−
m′

)
t❡♥❞s t♦

③❡r♦✳

• ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❍✶✮✱ ✭❈✶✮ ❛♥❞ ✭❈✷✬✮ ❤♦❧❞ ❢♦r m′′
n✱ ε

′′
m✱ V ′′

j ✱ ❛♥❞ ν0

(
I\[−εm′′ , εm′′ ]

)√
n∆2

n+
m′′ lnm′′√

n
t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✳

❚❤❡♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s Pν0
n ❛♥❞ Qν0

n ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

lim
n→∞

∆(Pν0
n ,Qν0

n ) = 0,

■❢✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✭❋❱✮✱ t❤❡♥
t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ Pν0

n ❛♥❞ Qν0
n ❜② P

ν0
n,FV ❛♥❞ Q

ν0
n,FV ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡

▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✶✾✮✳
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✹✳✸ ❊①❛♠♣❧❡s

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✉♥❞❡r❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡
▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ν0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✜♥✐t❡✱ ✐♥✜♥✐t❡ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡
✈❛r✐❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❝❤♦s❡♥ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ I[0,1](x)dx✱ I[0,1](x)dxx ❛♥❞ IR+(x)

dx
x2 ✳ ■♥

❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r f t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠❧②
γ✲❍ö❧❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✿ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡ s✉❜❝❧❛ss❡s F ν0,I ⊆ F I

(γ,K,κ,M) ❞❡✜♥❡❞ ❛s
✐♥ ✭✹✳✸✮✳ ■t s❡❡♠s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s
❤♦❧❞ tr✉❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✭vj✱ x∗

j ✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ f ❛♥❞ f̂m ❛s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡s ✹✳✷✳✹✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❤❡r❡ ν0 ✐s t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ I = [0, 1]✱ ✇❡ ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ▲é✈② ❞❡♥s✐t② f ✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t W ▲❡❜

n r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ❢r♦♠✿

dyt =
√

f(t)dt+
1

2
√
Tn

dWt, t ∈ [0, 1].

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶✳ ✭❋✐♥✐t❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡✮✳ ▲❡t ν0 ❜❡ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ I = [0, 1]

❛♥❞ ❧❡t F = F ▲❡❜,[0,1] ❜❡ ❛♥② s✉❜❝❧❛ss ♦❢ F
[0,1]
(γ,K,κ,M) ❢♦r s♦♠❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts

K✱ κ✱ M ❛♥❞ γ ∈ (0, 1]✳ ❚❤❡♥✿

lim
n→∞

∆(P▲❡❜

n,FV ,W
▲❡❜

n ) = 0 ❛♥❞ lim
n→∞

∆(Q▲❡❜

n,FV ,W
▲❡❜

n ) = 0.

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

∆(P▲❡❜

n,FV ,W
▲❡❜

n ) =




O
(
(n∆n)

− γ
4+2γ

)
✐❢ γ ∈

(
0, 1

2

]
,

O
(
(n∆n)

− 1
10

)
✐❢ γ ∈

(
1
2
, 1
]
.

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ∆n = n−β✱ 1
2
< β < 1✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢

∆(Q▲❡❜

n,FV ,W
▲❡❜

n ) ✐s

∆(Q▲❡❜

n,FV ,W
▲❡❜

n ) =





O
(
n− γ+β

4+2γ lnn
)

✐❢ γ ∈
(
0, 1

2

)
❛♥❞ 2+2γ

3+2γ
≤ β < 1,

O
(
n

1
2
−β lnn

)
✐❢ γ ∈

(
0, 1

2

)
❛♥❞ 1

2
< β < 2+2γ

3+2γ
,

O
(
n− 2β+1

10 lnn
)

✐❢ γ ∈
[
1
2
, 1
]
❛♥❞ 3

4
≤ β < 1,

O
(
n

1
2
−β lnn

)
✐❢ γ ∈

[
1
2
, 1
]
❛♥❞ 1

2
< β < 3

4
.

❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✸ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✳
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❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✷✳ ✭■♥✜♥✐t❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞
●❛♠♠❛ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✭✐♥✜♥✐t❡✮ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

ν(A) =

∫

A

e−λx

x
dx, A ∈ B([0, 1]).

❍❡r❡ F ν0,I ✐s ❛ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧② ✐♥ λ✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❦♥♦✇♥
❝♦♥st❛♥t λ0 s✉❝❤ t❤❛t 0 < λ ≤ λ0 < ∞✱ f(t) = e−λt ❛♥❞ dν0(x) =

1
x
dx✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ f

✐s ▲✐♣s❝❤✐t③✱ ✐✳❡✳ F ν0,[0,1] ⊂ F
[0,1]
(γ=1,K,κ,M)✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭✉♣ t♦

t✐♠❡ Tn✮ ♦❢ X ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ W ν0
n ✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (yt)✿

dyt =
√

f(t)dt+

√
tdWt

2
√
Tn

, t ∈ [0, 1].

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ∆n = n−β✱ 1
2
< β < 1✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ∆(Qν0
n,FV ,W

ν0
n ) ✐s

∆(Qν0
n,FV ,W

ν0
n ) =

{
O
(
n

1
2
−β lnn

)
✐❢ 1

2
< β ≤ 9

10

O
(
n− 1+2β

7 lnn
)

✐❢ 9
10

< β < 1.

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡tt✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆(Pν0
n,FV ,W

ν0
n ) = O

(
n

β−1
6

(
lnn
) 5

2

)
= O

(
T

− 1
6

n

(
lnTn

) 5
2

)
.

❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✹ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✸✳ ✭■♥✜♥✐t❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡✱ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ♣✉r❡ ❥✉♠♣ ▲é✈②
♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

ν(A) =

∫

A

2− e−λx3

x2
dx, A ∈ B(R+).

❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧② ✐♥ λ > 0✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
st❛②s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥st❛♥t λ0✳ ❍❡r❡✱ f(t) = 2 − e−λt3 ✱ ❤❡♥❝❡ 1 ≤ f(t) ≤ 2✱
❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ ❛♥❞ f ✐s ▲✐♣s❝❤✐t③✱ ✐✳❡✳ F ν0,R+ ⊂ F

R+

(γ=1,K,κ,M)✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭✉♣ t♦ t✐♠❡ Tn✮ ♦❢ X ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (yt)✿

dyt =
√
f(t)dt+

tdWt

2
√
Tn

, t ≥ 0.
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▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ∆n = n−β✱ 0 < β < 1✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ∆(Qν0

n ,W ν0
n ) ✐s

∆(Qν0
n ,W ν0

n ) =

{
O
(
n

1
2
− 2

3
β
)

✐❢ 3
4
< β < 12

13

O
(
n− 1

6
+ β

18 (lnn)
7
6

)
✐❢ 12

13
≤ β < 1.

■♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∆(Pν0
n ,W ν0

n ) = O
(
n

3β−3
34 (lnn)

7
6

)
= O

(
T

− 3
34

n (lnTn)
7
6

)
.

❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✺ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✳

✹✳✹ Pr♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ I ⊆ R
+✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲

❧❡ss✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r ♥❡❛r ✵✳
❚♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✷✳✺ ❛♥❞ ✹✳✷✳✻ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❛t r❡❣❛r❞✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Qf

j t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❛ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤
♠❡❛♥ Tnν(Jj) ✭s❡❡ ✭✹✳✹✮ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Jj✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② Lm t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

{⊗m
j=2 Q

f
j : f ∈ F

}
✿

Lm =

(
N̄

m−1,P(N̄m−1),

{ m⊗

j=2

Qf
j : f ∈ F

})
. ✭✹✳✶✶✮

❇② N f
j ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ N (2

√
Tnν(Jj), 1) ❛♥❞ ❜② Nm

t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
{⊗m

j=2 N
f
j : f ∈ F

}
✿

Nm =

(
R

m−1,B(Rm−1),

{ m⊗

j=2

N f
j : f ∈ F

})
. ✭✹✳✶✷✮

❋♦r ❡❛❝❤ f ∈ F ✱ ❧❡t ν̄m ❜❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❤❛✈✐♥❣ f̄m ❛s ❛ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν0
✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② f ∈ F ✱ f̄m ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

f̄m(x) :=

{
1 ✐❢ x ∈ J1,

ν(Jj)

ν0(Jj)
✐❢ x ∈ Jj, j = 2, . . . ,m.

✭✹✳✶✸✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞❡✜♥❡

P̄
ν0
n =

(
D,DTn

,
{
P

(γν̄m−ν0 ,0,ν̄m)
Tn

:
dν̄m
dν0

∈ F

})
. ✭✹✳✶✹✮



✹✳✹✳ P❘❖❖❋❙ ❖❋ ❚❍❊ ▼❆■◆ ❘❊❙❯▲❚❙ ✾✶

✹✳✹✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✺

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♠♠❛s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❇❡❢♦r❡ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ❧❡t ✉s
✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣
f = dν

dν0
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss (Xt)t∈[0,Tn] ✇✐t❤♦✉t ●❛✉ss✐❛♥

♣❛rt ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ν ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡st✐♠❛t✐♥❣ f ❢r♦♠ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✿

dyt =
√
f(t)dt+

1

2
√
Tng(t)

dWt, g =
dν0
d▲❡❜

, t ∈ I.

❆❧s♦✱ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ν̂m ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ r❡❛❞ P1
∆⇐⇒ P2 ❛s P1 ✐s ❛s②♠♣✲

t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ P2✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳

• ❙t❡♣ ✶✿ P (γν−ν0 ,0,ν)
Tn

∆⇐⇒ P
(γν̂m−ν0 ,0,ν̂m)
Tn

❀

• ❙t❡♣ ✷✿ P (γν̂m−ν0 ,0,ν̂m)
Tn

∆⇐⇒⊗m
j=2 P(Tnν(Jj)) ✭P♦✐ss♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳

❍❡r❡
⊗m

j=2 P(Tnν(Jj)) r❡♣r❡s❡♥ts ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ♦❢ m− 1 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t P♦✐ss♦♥ r✳✈✳ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs Tnν(Jj)❀

• ❙t❡♣ ✸✿
⊗m

j=2 P(Tnν(Jj))
∆⇐⇒⊗m

j=2 N (2
√

Tnν(Jj), 1) ✭●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮❀

• ❙t❡♣ ✹✿
⊗m

j=2 N (2
√

Tnν(Jj), 1)
∆⇐⇒ (yt)t∈I ✳

▲❡♠♠❛s ✹✳✹✳✶✕✹✳✹✳✸ ❛r❡ t❤❡ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ ❙t❡♣ ✷✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✶✳ ▲❡t P̄ν0
n ❛♥❞ Lm ❜❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✶✮✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❍✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆(P̄ν0
n ,Lm) = 0, ❢♦r ❛❧❧ m.

Pr♦♦❢✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② N̄ = N∪{∞} ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛t✐st✐❝s S : (D,DTn
) →

(
N̄

m−1,P(N̄m−1)
)

❞❡✜♥❡❞ ❜②

S(x) =
(
Nx; 2

Tn
, . . . , Nx;m

Tn

)
✇✐t❤ Nx; j

Tn
=
∑

r≤Tn

IJj(∆xr). ✭✹✳✶✺✮

❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳✶✼ t♦ P
(γν̄m−ν0 ,0,ν̄m)
Tn

❛♥❞ P
(0,0,ν0)
Tn

✱ ②✐❡❧❞s

dP
(γν̄m−ν0 ,0,ν̄m)
Tn

dP
(0,0,ν0)
Tn

(x) = exp

( m∑

j=2

(
ln
( ν(Jj)

ν0(Jj)

))
Nx;j

Tn
− Tn

∫

I

(f̄m(y)− 1)ν0(dy)

)
.
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❍❡♥❝❡✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❋✐s❤❡r ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t S ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t
st❛t✐st✐❝s ❢♦r P̄ν0

n ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✉♥❞❡r P
(γν̄m−ν0 ,0,ν̄m)
Tn

✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Nx;j
Tn

❤❛✈❡
P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Qf

j ✇✐t❤ ♠❡❛♥s Tnν(Jj)✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ Pr♦♣❡rt② ✹✳✺✳✶✷✱ ✇❡ ❣❡t
∆(P̄ν0

n ,Lm) = 0, ❢♦r ❛❧❧ m.

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Q̂f
j t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❛ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ Tn

∫
Jj
f̂m(y)ν0(dy)

❛♥❞ ❧❡t L̂m ❜❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s {⊗m
j=2 Q̂

f
j :

f ∈ F}✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✷✳

∆(Lm, L̂m) ≤ sup
f∈F

√
Tn

κ

∫

I\[0,εm]

(
f(y)− f̂m(y)

)2
ν0(dy).

Pr♦♦❢✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❋❛❝ts ✹✳✺✳✼✕✹✳✺✳✾✱ ✇❡ ❣❡t✿

∆(Lm, L̂m) ≤ sup
f∈F

H

( m⊗

j=2

Qf
j ,

m⊗

j=2

Q̂f
j

)

≤ sup
f∈F

√√√√
m∑

j=2

2H2(Qf
j , Q̂

f
j )

= sup
f∈F

√
2

√√√√
m∑

j=2

(
1− exp

(
− Tn

2

[√∫

Jj

f̂m(y)ν0(dy)−
√∫

Jj

f(y)ν0(dy)

]2))
.

❇② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t 1−e−x ≤ x ❢♦r ❛❧❧ x ≥ 0 ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②
√
a−

√
b = a−b√

a+
√
b

❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ f ≥ κ ✭t❤❛t ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s f̂m ≥ κ✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲
❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

1− exp

(
− Tn

2

[√∫

Jj

f̂m(y)ν0(dy)−
√∫

Jj

f(y)ν0(dy)

]2)

≤ Tn

2

[√∫

Jj

f̂m(y)ν0(dy)−
√∫

Jj

f(y)ν0(dy)

]2

≤ Tn

2

(∫
Jj
(f(y)− f̂m(y))ν0(dy)

)2

κν0(Jj)

≤ Tn

2κ

∫

Jj

(
f(y)− f̂m(y)

)2
ν0(dy).
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❍❡♥❝❡✱

H

( m⊗

j=2

Qf
j ,

m⊗

j=2

Q̂f
j

)
≤
√

Tn

κ

∫

I\[0,εm]

(
f(y)− f̂m(y)

)2
ν0(dy).

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✸✳ ▲❡t ν̂m ❛♥❞ ν̄m t❤❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✸✮✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❡✈❡r② f ∈ F ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ K s✉❝❤ t❤❛t

KP
(γν̄m−ν0 ,0,ν̄m)
Tn

= P
(γν̂m−ν0 ,0,ν̂m)
Tn

.

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ν̄m ❛♥❞ ν̂m ❝♦✐♥❝✐❞❡ ♦♥ [0, εm]✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ν̄r❡s

m ❛♥❞ ν̂r❡s

m

t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ I \ [0, εm] ♦❢ ν̄m ❛♥❞ ν̂m r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡✿

KP
(γν̄r❡sm −ν0 ,0,ν̄r❡sm )
Tn

= P
(γν̂r❡sm −ν0 ,0,ν̂r❡sm )
Tn

. ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❧❡t ✉s ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❦❡r♥❡❧ M ✿

M(x,A) =
m∑

j=2

IJj(x)

∫

A

Vj(y)ν0(dy), x ∈ I \ [0, εm], A ∈ B(I \ [0, εm])

✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t Mν̄r❡s

m = ν̂r❡s

m ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ A ∈ B(I \ [0, εm])✱

Mν̄r❡s

m (A) =
m∑

j=2

∫

Jj

M(x,A)ν̄r❡s

m (dx) =
m∑

j=2

∫

Jj

(∫

A

Vj(y)ν0(dy)

)
ν̄r❡s

m (dx)

=
m∑

j=2

(∫

A

Vj(y)ν0(dy)

)
ν(Jj) =

∫

A

f̂m(y)ν0(dy) = ν̂r❡s

m (A). ✭✹✳✶✻✮

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t (γ ν̄r❡sm −ν0 , 0, ν̄r❡s

m ) ❛♥❞ (γ ν̂r❡sm −ν0 , 0, ν̂r❡s

m ) ❛r❡ ▲é✈② tr✐♣❧❡ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s s✐♥❝❡ ν̄r❡s

m ❛♥❞ ν̂r❡s

m ❛r❡ ✜♥✐t❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ▼❛r❦♦✈
❦❡r♥❡❧ K ✐♥t❡r❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞ ✐❢ X̄ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛✈✐♥❣
▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ν̄r❡s

m ✱ t❤❡♥ X̄t =
∑Nt

i=1 Ȳi✱ ✇❤❡r❡ Nt ✐s ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ιm :=

ν̄r❡s

m (I\[0, εm]) ❛♥❞ t❤❡ Ȳi ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇ 1
ιm
ν̄r❡s

m ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❣✐✈❡♥ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ X̄✱ ❜♦t❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② (nt)t∈[0,Tn] ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss (Nt)t∈[0,Tn]

❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ȳi ♦❢ Ȳi✱ i = 1, . . . , nTn
❛r❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦

❝♦♥str✉❝t nTn
✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Ŷi ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❋♦r ❡✈❡r② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ȳi ♦❢ Ȳi✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ŷi ♦❢ Ŷi ❜② t❤r♦✇✐♥❣ ✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇ M(ȳi, ·)✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❛♥❦s t♦ ✭✹✳✶✻✮✱ (Ŷi)i ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇ 1

ιm
ν̂r❡s

m ✳ ❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞
▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ K ✭❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❦♦r♦❦❤♦❞ s♣❛❝❡✮ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

K : (X̄t)t∈[0,Tn] 7−→
(
X̂t :=

Nt∑

i=1

Ŷi

)

t∈[0,Tn]

.
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❋✐♥❛❧❧②✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡

ιm =

∫

I\[0,εm]

f̄m(y)ν0(dy) =

∫

I\[0,εm]

f(y)ν0(dy) =

∫

I\[0,εm]

f̂m(y)ν0(dy),

(X̂t)t∈[0,Tn] ✐s ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ν̂r❡s

m .

▲❡t ✉s ♥♦✇ st❛t❡ t✇♦ ❧❡♠♠❛s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❙t❡♣ ✹✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✹✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② W #
m t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✲

✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✿

dyt =
√

f(t)dt+
1

2
√
Tn

√
g(t)

dWt, t ∈ I \ [0, εm].

❚❤❡♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∆(Nm,W
#
m ) ≤ 2

√
Tn sup

f∈F

(
Am(f) + Bm(f)

)
.

Pr♦♦❢✳ ❆s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡♠❛r❦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t W #
m ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡s

❛ tr❛❥❡❝t♦r② ❢r♦♠✿

dȳt =
√
f(t)g(t)dt+

√
g(t)

2
√
Tn

dWt, t ∈ I \ [0, εm].

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Ȳj t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (ȳt) ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s Jj✱ j = 2, . . . ,m✱
✐✳❡✳

Ȳj := ȳvj − ȳvj−1
∼ N

(∫

Jj

√
f(y)ν0(dy),

ν0(Jj)

4Tn

)

❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② ¯Nm t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❝r❡✲
♠❡♥ts✳ ❆s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t

∆(Nm, ¯Nm) ≤ 2
√
Tn sup

f∈F

Bm(f), ❢♦r ❛❧❧ ♠. ✭✹✳✶✼✮

❚♦ t❤❛t ❛✐♠✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ¯Nm ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♦❜s❡r✈✐♥❣m−1 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♠❡❛♥s 2

√
Tn√

ν0(Jj)

∫
Jj

√
f(y)ν0(dy)✱ j = 2, . . . ,m ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s

✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② 1✱ ♥❛♠❡ t❤✐s ❧❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t N #
m ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ❛❧s♦ Pr♦♣❡rt② ✹✳✺✳✻✱ ❋❛❝ts

✹✳✺✳✼ ❛♥❞ ✹✳✺✳✶✵ ✇❡ ❣❡t✿

∆(Nm, ¯Nm) ≤ ∆(Nm,N
#

m ) ≤

√√√√
m∑

j=2

(
2
√
Tn√

ν0(Jj)

∫

Jj

√
f(y)ν0(dy)− 2

√
Tnν(Jj)

)2

.
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❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t δ(W #
m , ¯Nm) = 0✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦✉♥❞ ∆(Nm,W

#
m ) ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦

❜♦✉♥❞ δ( ¯Nm,W
#
m )✳ ❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s ❛s ✐♥ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇

st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❛s✿

Y ∗
t =

m∑

j=2

Ȳj

∫ t

εm

Vj(y)ν0(dy) +
1

2
√
Tn

m∑

j=2

√
ν0(Jj)Bj(t), t ∈ I \ [0, εm],

✇❤❡r❡ t❤❡ (Bj(t)) ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❡♥t❡r❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ (Wt) ❛♥❞
✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡s

❱❛r(Bj(t)) =

∫ t

εm

Vj(y)ν0(dy)−
(∫ t

εm

Vj(y)ν0(dy)

)2

.

❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❜r✐❞❣❡ {B(s), s ∈ [0, 1]}✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ (Wt)✱ ✈✐❛

Bi(t) = B

(∫ t

εm

Vi(y)ν0(dy)

)
.

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ (Y ∗
t ) ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

E[Y ∗
t ] =

m∑

j=2

E[Ȳj]

∫ t

εm

Vj(y)ν0(dy) =
m∑

j=2

(∫

Jj

√
f(y)ν0(dy)

)∫ t

εm

Vj(y)ν0(dy),

❱❛r[Y ∗
t ] =

m∑

j=2

❱❛r[Ȳj]

(∫ t

εm

Vj(y)ν0(dy)

)2

+
1

4Tn

m∑

j=2

ν0(Jj)❱❛r(Bj(t))

=
1

4Tn

∫ t

εm

m∑

j=2

ν0(Jj)Vj(y)ν0(dy) =
1

4Tn

∫ t

εm

ν0(dy) =
ν0([εm, t])

4Tn

.

❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ (Y ∗
t ) ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t

❈♦✈(Y ∗
s , Y

∗
t ) =

ν0([εm, s])

4Tn

, ∀s ≤ t.

❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

Y ∗
t =

∫ t

εm

√̂
fm(y)ν0(dy) +

∫ t

εm

√
g(s)

2
√
Tn

dW ∗
s , t ∈ I \ [0, εm],

✇❤❡r❡ (W ∗
t ) ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞

√̂
fm(x) :=

m∑

j=2

(∫

Jj

√
f(y)ν0(dy)

)
Vj(x).
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❆♣♣❧②✐♥❣ ❋❛❝t ✹✳✺✳✶✶✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
(Y ∗

t )t∈I\[0,εm] ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Ȳj✱ j = 2, . . . ,m ❛♥❞ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
♣r♦❝❡ss (ȳt)t∈I\[0,εm] ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

√
4Tn

∫

I\[0,εm]

(√̂
fm −

√
f(y)

)2
ν0(dy),

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ t❡r♠ ✐♥ Am(f)✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✺✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆(W #
m ,W ν0

n ) = O

(
sup
f∈F

√
Tn

∫ εm

0

(√
f(t)− 1

)2
ν0(dt)

)
. ✭✹✳✶✽✮

Pr♦♦❢✳ ❈❧❡❛r❧② δ(W ν0
n ,W #

m ) = 0✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t δ(W #
m ,W ν0

n ) → 0✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ▼❛r❦♦✈
❦❡r♥❡❧ K# ❢r♦♠ C(I \ [0, εm]) t♦ C(I) ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✱
(Bm

t )t∈[0,εm] ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❡q✉❛❧ t♦ t ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❈♦✈(Bm
s , Bm

t ) =

∫ εm

0

1

4Tng(s)
I[0,s]∩[0,t](z)dz.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

❱❛r(Bm
t ) =

∫ t

0

1

4Tng(s)
ds.

❈♦♥s✐❞❡r ✐t ❛s ❛ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ I ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ Bm
t = Bm

εm ∀t > εm✳ ▲❡t ωt ❜❡ ❛
tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ C(I \ [0, εm])✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❝♦♥st❛♥t❧② ❡①t❡♥❞ t♦ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♦❢ I✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ K# ❜② s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ωt t♦ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ωt + Bm

t ✳ ■❢ ✇❡
❞❡✜♥❡ W̃n ❛s t❤❡ ❧❛✇ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ C(I) ❜②

dỹt = h(t)dt+
dWt

2
√
Tng(t)

, t ∈ I, h(t) =

{
1 t ∈ [0, εm]√

f(t) t ∈ I \ [0, εm],

t❤❡♥ K#
W

f
n|I\[0,εm] = W̃n✱ ✇❤❡r❡ W

f
n ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✹✳✽✮✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❋❛❝t ✹✳✺✳✶✶ ✇❡

❞❡❞✉❝❡ ✭✹✳✶✽✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✺✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠✲
♠❛s t♦❣❡t❤❡r✿

• ❙t❡♣ ✶✿ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② P̂ν0
n,m t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s (P
(γν̂m−ν0 ,0,ν̂m)
Tn

: dν
dν0

∈ F )✳ ❚❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣❡rt② ✹✳✺✳✻✱ ❋❛❝t ✹✳✺✳✼ ❛♥❞
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳✶✽ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

∆(Pν0
n , P̂ν0

n,m) ≤
√

Tn

2
sup
f∈F

H(f, f̂m).
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• ❙t❡♣ ✷✿ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✶✱ ♦♥❡ ❤❛s t❤❛t t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (P

(γν̄m−ν0 ,0,ν̄m)
Tn

: dν
dν0

∈ F ) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

Lm✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✷ ✇❡ ❝❛♥ ❜♦✉♥❞ ∆(Lm, L̂m)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐t ✐s
❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t δ(P̂ν0

n,m, L̂m) = 0✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛t✐st✐❝s

S : x 7→
(∑

r≤Tn

IJ2(∆xr), . . . ,
∑

r≤Tn

IJm(∆xr)

)

s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
∑

r≤Tn
IJj(∆xr) ✉♥❞❡r P

(γν̂m−ν0 ,0,ν̂m)
Tn

✐s P♦✐ss♦♥
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r Tn

∫
Jj
f̂m(y)ν0(dy) ❢♦r ❛❧❧ j = 2, . . . ,m✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▲❡♠♠❛s ✹✳✹✳✶ ❛♥❞

✹✳✹✳✸ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t δ(Lm, P̂
ν0
n,m) = 0✳ ❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❡❝❡s t♦❣❡t❤❡r✱

✇❡ ❣❡t

∆(P̂ν0
n,m,Lm) ≤ sup

f∈F

√
Tn

κ

∫

I\[0,εm]

(
f(y)− f̂m(y)

)2
ν0(dy).

• ❙t❡♣ ✸✿ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳✶✹ ❛♥❞ ❋❛❝t ✹✳✺✳✽ ✇❡ ❝❛♥ ♣❛ss ❢r♦♠ t❤❡ P♦✐ss♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② Lm t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

∆(Lm,Nm) = C sup
f∈F

√√√√
m∑

j=2

2

Tnν(Jj)
≤ C

√√√√
m∑

j=2

2κ

Tnν0(Jj)
= C

√
(m− 1)2κ

Tnµm

.

• ❙t❡♣ ✹✿ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▲❡♠♠❛s ✹✳✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✹✳✺ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✿

∆(Pν0
n ,W ν0

n ) = O

(√
Tn sup

f∈F

(
Am(f) + Bm(f) + Cm

))

+O

(√
Tn sup

f∈F

√∫

I\[0,εm]

(
f(y)− f̂m(y)

)2
ν0(dy) +

√
m

Tnµm

)
.

✹✳✹✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✻

❆❣❛✐♥✱ ❜❡❢♦r❡ st❛t✐♥❣ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛s✱ ❧❡t ✉s ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳
❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ f = dν

dν0
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

(Xti)
n
i=0 ♦❢ ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤♦✉t ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ν ✐s

❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡st✐♠❛t✐♥❣ f ❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧

dyt =
√

f(t)dt+
1

2
√
Tng(t)

dWt, g =
dν0
d▲❡❜

, t ∈ I.
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❘❡❛❞✐♥❣ P1
∆⇐⇒ P2 ❛s P1 ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ P2✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

• ❙t❡♣ ✶✳ ❈❧❡❛r❧② (Xti)
n
i=0

∆⇐⇒ (Xti − Xti−1
)ni=1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ (Xti − Xti−1

)i
∆⇐⇒

(ǫiYi) ✇❤❡r❡ (ǫi) ❛r❡ ✐✳✐✳❞ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ r✳✈✳ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r α = ιm∆ne
−ιm∆n ✱ ιm :=∫

I\[0,εm]
f(y)ν0(dy) ❛♥❞ (Yi)i ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ r✳✈✳ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ (ǫi)ni=1 ❛♥❞ ♦❢ ❞❡♥s✐t② f

ιm

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν0|I\[0,εm]
❀

• ❙t❡♣ ✷✳ (ǫiYi)i
∆⇐⇒ M(n; (γj)

m
j=1)✱ ✇❤❡r❡M(n; (γj)

m
j=1) ✐s ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇✐t❤ γ1 = 1− α ❛♥❞ γi := αν(Ji) i = 2, . . . ,m❀

• ❙t❡♣ ✸✳ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿ M(n; (γ1, . . . γm))
∆⇐⇒⊗m

j=2 N (2
√
Tnν(Jj), 1)❀

• ❙t❡♣ ✹✳
⊗m

j=2 N (2
√

Tnν(Jj), 1)
∆⇐⇒ (yt)t∈I ✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✻✳ ▲❡t νi✱ i = 1, 2✱ ❜❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤ t❤❛t ν1 ≪ ν2 ❛♥❞ b1 − b2 =∫
|y|≤1

y(ν1 − ν2)(dy) < ∞✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ 0 < t < ∞✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∥∥∥Q(b1,0,µ1)
t −Q

(b2,0,µ2)
t

∥∥∥
TV

≤
√

t

2
H(ν1, ν2).

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛❧❧ ❣✐✈❡♥ t✱ ❧❡t Kt ❜❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s Kt(ω,A) := IA(ωt)✱ ∀ A ∈
B(R)✱ ∀ ω ∈ D✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∥∥Q(b1,0,ν1)
t −Q

(b2,0,ν2)
t

∥∥
TV

=
∥∥KtP

(b1,0,ν1)
t −KtP

(b2,0,ν2)
t

∥∥
TV

≤
∥∥P (b1,0,ν1)

t − P
(b2,0,ν2)
t

∥∥
TV

≤
√

t

2
H(ν1, ν2),

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❛t ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s r❡❞✉❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠
✹✳✺✳✶✽✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✼✳ ▲❡t (Pi)
n
i=1✱ (Yi)

n
i=1 ❛♥❞ (ǫi)

n
i=1 ❜❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ P♦✐ss♦♥ r❛♥✲

❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s P(λi)✱ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs λie
−λi✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Q(Yi,Pi) ✭r❡s♣✳

Q(Yi,ǫi)✮ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢
∑Pi

j=1 Yj ✭r❡s♣✳✱ ǫiYi✮✳ ❚❤❡♥✿

∥∥∥
n⊗

i=1

Q(Yi,Pi) −
n⊗

i=1

Q(Yi,ǫi)

∥∥∥
TV

≤ 2

√√√√
n∑

i=1

λ2
i . ✭✹✳✶✾✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ▲❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❜✮✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳
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▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✽✳ ▲❡t f tr

m ❜❡ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

f tr

m(x) =

{
1 ✐❢ x ∈ [0, εm]

f(x) ♦t❤❡r✇✐s❡

❛♥❞ ❧❡t νtr

m ✭r❡s♣✳ νr❡s

m ✮ ❜❡ t❤❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡ ❤❛✈✐♥❣ f tr

m ✭r❡s♣✳ f |I\[0,εm]✮ ❛s ❛ ❞❡♥s✐t②

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν0✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② Qtr,ν0
n t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
(⊗n

i=1 Q
(γνtrm−ν0 ,0,νtrm)
ti−ti−1

: dνtrm
dν0

∈ F

)
❛♥❞ ❜② Qr❡s,ν0

n t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
(⊗n

i=1 Q
(γνr❡sm −ν0 ,0,νr❡sm )
ti−ti−1

: dνr❡sm

dν0
∈ F

)
✳ ❚❤❡♥✿

∆(Qtr,ν0
n ,Qr❡s,ν0

n ) = 0.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s st❛rt ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t δ(Qtr,ν0
n ,Qr❡s,ν0

n ) = 0. ❋♦r t❤❛t✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s✱ Xtr ❛♥❞ X0✱ ♦❢ ▲é✈② tr✐♣❧❡ts ❣✐✈❡♥ ❜②

(
γνtrm−ν0 , 0, νtr

m − ν0
)

❛♥❞
(
0, 0, ν0|[0,εm]

)
✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ ✐t ✐s ❝❧❡❛r ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ▲é✈②✲❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✮

t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xtr

t − X0
t ✐s ❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Xtr

t ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ X0
t ❞♦❡s

♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ν✮ ❤❛✈✐♥❣ ❧❛✇ Q
(γνr❡sm −ν0 ,0,νr❡sm )
t ✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t

δ(Qr❡s,ν0
n ,Qtr,ν0

n ) = 0.

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✻✳ ❆s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡♠❛r❦✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ Qν0
n ✐s ❡q✉✐✈❛✲

❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢
(
(xt), P

(γν−ν0 ,0,ν)
Tn

)
✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ Q̃ν0

n

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
(⊗n

i=1 Q
(γν−ν0 ,0,ν)
ti−ti−1

: dν
dν0

∈ F

)
✳

• ❙t❡♣ ✶✿ ❋❛❝ts ✹✳✺✳✼✕✹✳✺✳✽ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✻ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✇r✐t❡

∥∥∥
n⊗

i=1

Q
(γν−ν0 ,0,ν)
∆n

−
n⊗

i=1

Q
(γνtrm−ν0 ,0,νtrm)
∆n

∥∥∥
TV

≤

√

n

√
∆n

2
H(ν, νtr

m)

=

√√√√n

√
∆n

2

√∫ εm

0

(√
f(y)− 1

)2
ν0(dy).

❯s✐♥❣ t❤✐s ❜♦✉♥❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✽ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❡r❡✐♥✱ ✇❡ ❣❡t

∆(Qν0
n ,Qr❡s,ν0

n ) ≤
√
n
√

∆n

2
supf∈F H(f, f tr

m)✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t νr❡s

m ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ▲é✈② ♠❡❛✲

s✉r❡✱ ❤❡♥❝❡
(
(xt), P

(γνr❡sm ,0,νr❡sm )
Tn

)
✐s ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❡q✉❛❧

t♦ ιm :=
∫
I\[0,εm]

f(y)ν0(dy) ❛♥❞ ❥✉♠♣s s✐③❡ ❞❡♥s✐t② f(x)g(x)
ιm

✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ I \ [0, εm]

✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ν0 ❤❛s ❛ ❞❡♥s✐t② g ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❜❡s❣✉❡✮✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t Q(γνr❡sm ,0,νr❡sm )
∆n

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
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∑Pi

j=1 Yj ✇❤❡r❡ Pi ✐s ❛ P♦✐ss♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ♠❡❛♥ ιm∆n✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ (Yi)i≥0✱ ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② fg

ιm
II\[0,εm] ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❜❡s❣✉❡✳

❘❡♠❛r❦ ❛❧s♦ t❤❛t ιm ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ κν0
(
I \ [0, εm]

)
❛♥❞ Mν0

(
I \ [0, εm]

)
✳

▲❡t (ǫi)i≥0 ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ (Yi)i≥0✱ ✇✐t❤
♠❡❛♥ ιm∆ne

−ιm∆n ✳ ❋♦r i = 1, . . . , n✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② Qǫ,f
i t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ǫiYi

❛♥❞ ❜② Qǫ
n t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r

(ǫ1Y1, . . . , ǫnYn)✱ ✐✳❡✳

Q
ǫ
n =

(
In,B(In),

{ n⊗

i=1

Qǫ,f
i : f ∈ F

})
.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② Q̃f
i t❤❡ ❧❛✇ ♦❢

∑Pi

j=1 Yj✳ ❚❤❡♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✼
②✐❡❧❞s✿

∥∥∥
n⊗

i=1

Q̃f
i −

n⊗

i=1

Qǫ,f
i

∥∥∥
TV

≤ 2ιm
√

n∆2
n ≤ 2Mν0

(
I \ [0, εm]

)√
n∆2

n.

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❣❡t✿

∆(Qr❡s,ν0
n ,Qǫ

n) = O

(
ν0
(
I \ [0, εm]

)√
n∆2

n

)
. ✭✹✳✷✵✮

❍❡r❡ t❤❡ ❖ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ M ✳

• ❙t❡♣ ✷✿ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

Z1 =
n∑

j=1

I{0}(ǫjYj); Zi =
n∑

j=1

IJi(ǫjYj), i = 2, . . . ,m.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r (Z1, . . . , Zm) ✐s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ M(n; γ1, . . . , γm)

✇❤❡r❡

γ1 = 1− ιm∆ne
−ιm∆n , γi = ∆ne

−ιm∆nν(Ji), i = 2, . . . ,m.

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Mn t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
(Z1, . . . , Zm)✳ ❈❧❡❛r❧② δ(Qǫ

n,Mn) = 0✳ ■♥❞❡❡❞✱ Mn ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜②
t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ S : In → {1, . . . , n}m ❞❡✜♥❡❞ ❛s

S(x1, . . . , xn) =
(
#{j : xj = 0}; #

{
j : xj ∈ J2

}
; . . . ; #

{
j : xj ∈ Jm

})
,

✇❤❡r❡ #A ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡t A✳
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❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t δ(Mn,Q
ǫ
n) ≤ supf∈F

√
n∆nH2(f, f̂m)✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✲

✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X∗ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts 0✱ x∗
i ✱ i = 2, . . . ,m✿

P(X∗ = y) =

{
γi ✐❢ y = x∗

i , i = 1, . . . ,m,

0 ♦t❤❡r✇✐s❡,

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ x∗
1 = 0✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t Mn ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧

♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ n ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♣✐❡s ♦❢ X∗✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈
❦❡r♥❡❧

K(x∗
i , A) =

{
IA(0) ✐❢ i = 1,
∫
A
Vi(x)ν0(dx) ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❉❡♥♦t❡ ❜② P ∗ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X∗ ❛♥❞ ❜② Qǫ,f̂
i t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡ ǫiŶi ✇❤❡r❡ ǫi ✐s ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ Ŷi✱ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ιm∆ne
−ιm∆n ❛♥❞

Ŷi ❤❛s ❛ ❞❡♥s✐t② f̂mg
ιm

II\[0,εm] ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❜❡s❣✉❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✸ ♣r♦✈❡ t❤❛t KP ∗ = Qǫ,f̂
i ✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❛♥❦s t♦ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✺✳✶✸✱

✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Mn ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ n ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♣✐❡s ♦❢ ǫiŶi✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦✉♥❞ δ(Mn,Q

ǫ
n) ✐t ✐s

❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
⊗n

i=1 Q
ǫ,f
i

❛♥❞
⊗n

i=1 Q
ǫ,f̂
i ✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢

t❤❡ Qǫ,f
i ❛♥❞ Qǫ,f̂

i ✱ t❤❛♥❦s t♦ ❋❛❝ts ✹✳✺✳✼ ❛♥❞ ✹✳✺✳✽✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✿

∥∥∥∥
n⊗

i=1

Qǫ,f
i −

n⊗

i=1

Qǫ,f̂
i

∥∥∥∥
TV

≤

√√√√
n∑

i=1

H2
(
Qǫ,f

i , Qǫ,f̂
i

)

=

√√√√
n∑

i=1

1− γ1
ι

H2(f, f̂m) ≤
√

n∆nH2(f, f̂m).

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

δ(Mn,Q
ǫ
n) ≤

√
n∆n sup

f∈F

H(f, f̂m).

• ❙t❡♣ ✸✿ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② N ∗
m t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥ ♦❢ m ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s N (nγi, nγi)✱ i = 1, . . . ,m✳ ❱❡r② s✐♠✐❧❛r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮ ②✐❡❧❞

∆(Mn,N ∗
m) = O

(m lnm√
n

)
.
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Mn ❛♥❞ Nm ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥
✭✹✳✶✷✮ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r② st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Am

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ N ∗
m ❜② ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r✲

♠♦r❡✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② N#
m t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ m− 1

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s N (
√
nγi,

1
4
)✱ i = 2, . . . ,m✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❧❡t ✉s ♣r♦✈❡

t❤❛t N ∗
m ❛♥❞ Am ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❖♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ■♥ t❤❡

♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

K(x2, . . . , xm, A) = E
[
IA(X, x2, . . . , xm)

]
, A ⊂ R

m,

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜♦t❤ ❡q✉❛❧ t♦ n✳
❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ Am t❤r♦✉❣❤ K ✐s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ m ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ N (n, n)⊗⊗m

i=2 N (nγi, nγi)✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✿ ■t
❡q✉❛❧s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢
❋❛❝t ✹✳✺✳✶✵ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡ ❜♦✉♥❞✿

∆(N ∗
m,Am) ≤ sup

f∈F

√(
2 +

n

2

)
(1− γ1)2 = O

(
ν0
(
I \ [0, εm]

)
∆n

√
n
)
.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ❛ r❡s✉❧t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ ♦♥❡ ❤❛s t❤❛t

∆(Am,N#
m ) = O

(
m√
n

)
.

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ❋❛❝ts ✹✳✺✳✼ ❛♥❞ ✹✳✺✳✶✵ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

∆(N#
m ,Nm) ≤

√√√√2
m∑

i=2

(√
Tnν(Ji)−

√
Tnν(Ji) exp(−ιm∆n)

)2

≤
√
2Tn∆2

nι
3
m ≤

√
2n∆3

nM
3
(
ν0
(
I \ [0, εm]

))3
.

❚♦ s✉♠ ✉♣✱

∆(Mn,Nm) = O
(m lnm√

n
+

√
n∆3

n

(
ν0
(
I \ [0, εm]

))3
+ ν0

(
I \ [0, εm]

)
∆n

√
n
)
,

✇✐t❤ t❤❡ O ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ κ ❛♥❞ M ✳

• ❙t❡♣ ✹✿ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛s ✹✳✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✹✳✺ ②✐❡❧❞s

∆(Nm,W
ν0
n ) ≤ 2

√
T n sup

f∈F

(
Am(f) + Bm(f) + Cm(f)

)
.
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✹✳✺ Pr♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡s ✹✳✷✳✹ ❛♥❞ ❊①❛♠♣❧❡s
✹✳✸✳✶✕✹✳✸✳✸✳ ❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ I ⊆ R+✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❣✐✈✐♥❣ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦r
t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s Am(f)✱ Bm(f) ❛♥❞ L2(f, f̂m)✱ t❤❡ L2✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ f
❛♥❞ f̂m ♦♥ I \ [0, εm].

✹✳✺✳✶ ❇♦✉♥❞s ❢♦r Am(f)✱ Bm(f)✱ L2(f, f̂m) ✇❤❡♥ f̂m ✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥✲

❡❛r✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ f t♦ ❜❡ ✐♥ F I
(γ,K,κ,M) ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✹✳✸✮✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❛ss✉♠❡

t❤❛t t❤❡ Vj ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② tr✐❛♥❣✉❧❛r✴tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ✐♥ ✭✹✳✻✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡ f̂m ✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✶✳ ▲❡t 0 < κ < M ❜❡ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❧❡t fi✱ i = 1, 2 ❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞

♦♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ J ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t κ ≤ fi ≤ M ✱ i = 1, 2✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ♠❡❛s✉r❡ ν0✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

1

4M

∫

J

(
f1(x)− f2(x)

)2
ν0(dx) ≤

∫

J

(√
f1(x)−

√
f2(x)

)2
ν0(dx)

≤ 1

4κ

∫

J

(
f1(x)− f2(x)

)2
ν0(dx).

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✿

1

2
√
M

|f1(x)− f2(x)| ≤
|f1(x)− f2(x)|√
f1(x) +

√
f2(x)

=
∣∣√f1(x)−

√
f2(x)

∣∣

≤ 1

2
√
κ
|f1(x)− f2(x)|.

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t x∗
i ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t

∫
Ji
(x− x∗

i )ν0(dx) = 0✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❛②❧♦r
❡①♣❛♥s✐♦♥s ❢♦r x ∈ Ji✿

f(x) = f(x∗
i ) + f ′(x∗

i )(x− x∗
i ) +Ri(x); f̂m(x) = f̂m(x

∗
i ) + f̂ ′

m(x
∗
i )(x− x∗

i ),

✇❤❡r❡ f̂m(x
∗
i ) =

ν(Ji)
ν0(Ji)

❛♥❞ f̂ ′
m(x

∗
i ) ✐s t❤❡ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ x∗

i ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r

x < x∗
i ♦r x > x∗

i ✭❛s f̂m ✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r✱ ♥♦ r❡st ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✐ts ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✮✳
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▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✷✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ❤♦❧❞✿

|Ri(x)| ≤ K|ξi − x∗
i |γ|x− x∗

i |;∣∣f(x∗
i )− f̂m(x

∗
i )
∣∣ ≤ ‖Ri‖L∞(ν0) ❢♦r i = 2, . . . ,m− 1;

∣∣f(x)− f̂m(x)
∣∣ ≤

{
2‖Ri‖L∞(ν0) +K|x∗

i − ηi|γ|x− x∗
i | ✐❢ x ∈ Ji, i = 3, . . . ,m− 1;

C|x− τi| ✐❢ x ∈ Ji, i ∈ {2,m}.

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ξi ∈ Ji✱ ηi ∈ Ji−1 ∪ Ji ∪ Ji+1✱ τ2 ∈ J2 ∪ J3 ❛♥❞ τm ∈
Jm−1 ∪ Jm✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Ri✱ ✇❡ ❤❛✈❡

|Ri(x)| =
∣∣∣
(
f ′(ξi)− f ′(x∗

i )
)
(x− x∗

i )
∣∣∣ ≤ K|ξi − x∗

i |γ|x− x∗
i |,

❢♦r s♦♠❡ ♣♦✐♥t ξi ∈ Ji✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱

|f(x∗
i )− f̂m(x

∗
i )| =

1

ν0(Ji)

∣∣∣
∫

Ji

(f(x∗
i )− f(x))ν0(dx)

∣∣∣

=
1

ν0(Ji)

∣∣∣∣
∫

Ji

Ri(x)ν0(dx)

∣∣∣∣ ≤ ‖Ri‖L∞(ν0),

✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ x∗
i ✳ ❋♦r t❤❡ t❤✐r❞

✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❧❡t ✉s st❛rt ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ 2 < i < m − 1✱ f̂ ′
m(x

∗
i ) = f ′(χi) ❢♦r

s♦♠❡ χi ∈ Ji∪Ji+1 ✭❤❡r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r✐❣❤t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s❀ ❢♦r ❧❡❢t ♦♥❡s✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡
Ji−1∪Ji✮✳ ❚♦ s❡❡ t❤❛t✱ t❛❦❡ x ∈ Ji∩[x∗

i , x
∗
i+1] ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h(x) := f(x)−l(x)

✇❤❡r❡

l(x) =
x− x∗

i

x∗
i+1 − x∗

i

(
f̂m(x

∗
i+1)− f̂m(x

∗
i )
)
+ f̂m(x

∗
i ).

❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
∫
Ji
(x − x∗

i )ν0(dx) = 0 t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
∫
Ji+1

(x − x∗
i )ν0(dx) =

(x∗
j+1 − x∗

j)µm✱ ✇❡ ❣❡t

∫

Ji

h(x)ν0(dx) = 0 =

∫

Ji+1

h(x)ν0(dx).

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ t❤❡♦r❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ♣♦✐♥ts
pi ∈ Ji ❛♥❞ pi+1 ∈ Ji+1 s✉❝❤ t❤❛t

h(pi) =

∫
Ji
h(x)ν0(dx)

ν0(Ji)
=

∫
Ji+1

h(x)ν0(dx)

ν0(Ji+1)
= h(pi+1).
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❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts χi ∈ [pi, pi+1] ⊆ Ji ∪ Ji+1 s✉❝❤ t❤❛t
h′(χi) = 0✱ ❤❡♥❝❡ f ′(χi) = l′(χi) = f̂ ′

m(x
∗
i )✳ ❲❤❡♥ 2 < i < m − 1✱ t❤❡ t✇♦ ❚❛②❧♦r

❡①♣❛♥s✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t f̂ ′
m(x

∗
i ) = f ′(χi) ❢♦r s♦♠❡ χi ∈ Ji ∪ Ji+1✱ ❣✐✈❡

|f(x)− f̂m(x)| ≤ |f(x∗
i )− f̂m(x

∗
i )|+ |Ri(x)|+K|x∗

i − χi|γ|x− x∗
i |

≤ 2‖Ri‖L∞(ν0) +K|x∗
i − χi|γ|x− x∗

i |

✇❤❡♥❡✈❡r x ∈ Ji ❛♥❞ x > x∗
i ✭t❤❡ ❝❛s❡ x < x∗

i ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ f̂m ❛♥❞ ξi ∈ Ji−1∪Ji✮✳ ❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ i = 2✳ ❚❤❡♥ f̂m(x)

✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ f ♦♥ J2∪J3✱ ❤❡♥❝❡ f̂m(x) = f(τ) ❢♦r s♦♠❡
τ ∈ J2 ∪ J3✳ ❙✐♥❝❡ f ′ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② C = 2M +K✱ ♦♥❡ ❤❛s |f(x)− f̂m(x)| ≤ C|x− τ |✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✸✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✷✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r A2
m(f)✱

B2
m(f) ❛♥❞ L2(f, f̂m)

2 ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

L2(f, f̂m)
2 ≤ 1

4κ

( m∑

i=3

∫

Ji

(
2‖Ri‖L∞(ν0) +K|x∗

i − ηi|γ|x− x∗
i |
)2
ν0(dx)

+ C2
(∫

J2

|x− τ2|2ν0(dx) +
∫

Jm

|x− τm|2ν0(dx)
)
.

A2
m(f) = L2

(√
f,
√̂

fm

)2
= O

(
L2(f, f̂m)

2
)

B2
m(f) = O

( m∑

i=2

1√
κ
ν0(Ji)(2

√
M + 1)2‖Ri‖2L∞(ν0)

)
.

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ L2✲❜♦✉♥❞ ✐s ♥♦✇ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛s ✹✳✺✳✶ ❛♥❞ ✹✳✺✳✷✳
❚❤❡ ♦♥❡ ♦♥ Am(f) ❢♦❧❧♦✇s✱ s✐♥❝❡ ✐❢ f ∈ F I

(γ,K,κ,M) t❤❡♥
√
f ∈ F I

(γ, K√
κ
,
√
κ,
√
M)

✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

❜♦✉♥❞ B2
m(f) ✇r✐t❡ ✐t ❛s✿

B2
m(f) =

m∑

j=1

ν0(Jj)

(∫
Jj

√
f(y)ν0(dy)

ν0(Jj)
−
√

ν(Jj)

ν0(Jj)

)2

=:
m∑

j=1

ν0(Jj)E
2
j .

❇② t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❧❡t ✉s ❜♦✉♥❞ Ej ❜② Fj +Gj ✇❤❡r❡✿

Fj =

∣∣∣∣

√
ν(Jj)

ν0(Jj)
−
√
f(x∗

j)

∣∣∣∣ ❛♥❞ Gj =

∣∣∣∣
√
f(x∗

j)−
∫
Jj

√
f(y)ν0(dy)

ν0(Jj)

∣∣∣∣.

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ tr✐❝❦ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜♦✉♥❞✿

Fj ≤ 2
√
M

∣∣∣∣

∫
Jj

(
f(x)− f(x∗

i )
)
ν0(dx)

ν0(Jj)

∣∣∣∣ ≤ 2
√
M‖Rj‖L∞(ν0).
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❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

Gj =
1

ν0(Jj)

∣∣∣∣
∫

Jj

(√
f(x∗

j)−
√
f(y)

)
ν0(dy)

∣∣∣∣

=
1

ν0(Jj)

∣∣∣∣
∫

Jj

(
f ′(x∗

j)

2
√

f(x∗
j)
(x− x∗

j) + R̃j(y)

)
ν0(dy)

∣∣∣∣ ≤ ‖R̃j‖L∞(ν0),

✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s 1
κ
‖Rj‖L∞(ν0)✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✺✳✹✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ν0 ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
f̂m ♥❡❛r 0✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✷ ❤♦❧❞ tr✉❡ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢
i = 2 ❜② i = 1✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✺✳✺✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛s ✹✳✺✳✷ ❛♥❞ ✹✳✺✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ Vj✬s ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ f̂m✮ ❛r❡ ♥♦t ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝❛s❡✱ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ f̂m ✐♥ x∗

i ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ r❡st ❛s ✇❡❧❧✱ s❛② R̂i✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦
❜♦✉♥❞ t❤✐s✱ ❛s ✇❡❧❧✳

✹✳✺✳✷ Pr♦♦❢s ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡s ✹✳✷✳✹

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡s ✹✳✷✳✹✳
✶✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❝❛s❡✿ ν0 ≡ ▲❡❜([0, 1])✳
❘❡♠❛r❦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ν0 ✐❢ ✜♥✐t❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♥❡❛r ③❡r♦

❛♥❞ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❛s✐❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f ✿

f̂m(x) :=





mθ1 ✐❢ x ∈
[
0, x∗

1

]
,

m2
[
θj+1(x− x∗

j) + θj(x
∗
j+1 − x)

]
✐❢ x ∈ (x∗

j , x
∗
j+1] j = 1, . . . ,m− 1,

mθm ✐❢ x ∈ (x∗
m, 1]

✇❤❡r❡
x∗
j =

2j − 1

2m
, Jj =

(j − 1

m
,
j

m

]
, θj =

∫

Jj

f(x)dx, j = 1, . . . ,m.

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ t❛❦❡ εm = 0 ❛♥❞ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s (C2) ❛♥❞ (C2′) ❝♦✐♥❝✐❞❡✿

lim
n→∞

n∆n sup
f∈F

(
A2

m(f) + B2
m(f)

)
= 0.

❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✸✱ ✇❡ ❣❡t

sup
f∈F

(
L2(f, f̂m) + Am(f) + Bm(f)

)
= O

(
m− 3

2 +m−1−γ
)
;
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✭❛❝t✉❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✳
✷✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛s❡✿ dν0

d▲❡❜
(x) = x−1

I[0,1](x).

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Vj ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡s ✹✳✷✳✹

❧❡❛❞s t♦
∫ 1

εm

Vj(x)
dx

x
= 1✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ j✱ s✐♥❝❡

✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
∫ 1

εm

m∑

j=2

Vj(x)
dx

x
= m− 1. ❚♦ t❤❛t ❛✐♠ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r j = 3, . . . ,m− 1✱

µm

∫ 1

εm

Vj(x)ν0(dx) =

∫ x∗
j

x∗
j−1

x− x∗
j−1

x∗
j − x∗

j−1

dx

x
+

∫ x∗
j+1

x∗
j

x∗
j+1 − x

x∗
j+1 − x∗

j

dx

x
.

▲❡t ✉s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛❞❞❡♥❞✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ j✳ ❲❡ ❤❛✈❡

∫ x∗
j

x∗
j−1

dx

x∗
j − x∗

j−1

= 1 ❛♥❞ − x∗
j−1

x∗
j − x∗

j−1

∫ x∗
j

x∗
j−1

dx

x
=

x∗
j−1

x∗
j − x∗

j−1

ln
(x∗

j−1

x∗
j

)
.

❙✐♥❝❡ x∗
j =

vj−vj−1

µm
❛♥❞ vj = ε

m−j
m−1
m ✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s

x∗
j

x∗
j−1

❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱
x∗
j−1

x∗
j−x∗

j−1
❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

j✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❞❞❡♥❞✉♠ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s V2 ❛♥❞ Vm ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳
❚❤✉s✱ f̂m ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

f̂m(x) :=





1 ✐❢ x ∈
[
0, εm

]
,

ν(J2)
µm

✐❢ x ∈
(
εm, x

∗
2

]
,

1
x∗
j+1−x∗

j

[
ν(Jj+1)

µm
(x− x∗

j) +
ν(Jj)

µm
(x∗

j+1 − x)

]
✐❢ x ∈ (x∗

j , x
∗
j+1] j = 2, . . . ,m− 1,

ν(Jm)
µm

✐❢ x ∈ (x∗
m, 1].

❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛s ✹✳✺✳✷ ❛♥❞ ✹✳✺✳✸ ❣✐✈❡s
√∫ 1

εm

(
f(x)− f̂m(x)

)2
ν0(dx) + Am(f) + Bm(f) = O

((
lnm

m

)γ+1√
ln(ε−1

m )

)
,

❛s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞✳
✸✳ ❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❝❛s❡✿ dν0

d▲❡❜
(x) = x−2

IR+(x)✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

L2(f, f̂m)
2 + A2

m(f) + B2
m(f) = O

(
H(m)3+4γ

(εmm)2γ
+ sup

x≥H(m)

f(x)2

H(m)

)
,

❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ s❡q✉❡♥❝❡ H(m) ❣♦✐♥❣ t♦ ✐♥✜♥✐t② ❛s m → ∞✳
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▲❡t ✉s st❛rt ❜② ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r✴tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r Vj

✐s ♥♦t ❞♦❛❜❧❡✳ ■♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✿ Vj =
△
Vj + Aj✱ j = 2, . . . ,m✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

△
Vj✬s ❛r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r✴tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ✭✹✳✻✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t

❤❡r❡✱ s✐♥❝❡ x∗
m ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✱

△
Vm−1 ✐s ❛ tr❛♣❡③♦✐❞✱ ❧✐♥❡❛r ❜❡t✇❡❡♥ x∗

m−2 ❛♥❞ x∗
m−1 ❛♥❞

❝♦♥st❛♥t❧② ❡q✉❛❧ t♦ 1
µm

♦♥ [x∗
m−1, vm−1] ❛♥❞

△
Vm ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ [vm−1,∞)✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s

❝♦♥st❛♥t❧② ❡q✉❛❧ t♦ 1
µm

✳ ❊❛❝❤ Aj ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t✿

✶✳ ■t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ [x∗
j−1, x

∗
j+1] ✭✉♥❧❡ss j = 2✱ j = m − 1 ♦r j = m❀ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡

t❤❡ s✉♣♣♦rt ✐s [x∗
2, x

∗
3]✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐t ✐s [x∗

m−2, x
∗
m−1]✱ ❛♥❞ Am ≡ 0✮❀

✷✳ Aj ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ −Aj−1 ♦♥ [x∗
j−1, x

∗
j ]✱ j = 3, . . . ,m − 1 ✭s♦ t❤❛t

∑
Vj ≡ 1

µm
✮ ❛♥❞

✐ts ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✭✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✮ ❜② 1
µm(x∗

j−x∗
j−1)

✭s♦ t❤❛t Vj ✐s ♥♦♥✲

♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 1
µm

✮❀

✸✳ Aj ✈❛♥✐s❤❡s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ♦♥ x∗
j−1✱ x

∗
j ❛♥❞ x∗

j+1✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛ss✉r❡ t❤❛t f̂m ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ f q✉✐❝❦❧②
❡♥♦✉❣❤✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❜② ❘❡♠❛r❦ ✹✳✺✳✺✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❜♦✉♥❞ ♦♥ L2(f, f̂m)✱
t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ f̂m ✐s t❤❛t ✐ts ✜rst r✐❣❤t ✭r❡s♣✳ ❧❡❢t✮ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦

1
µm(x∗

j+1−x∗
j )

✭r❡s♣✳ 1
µm(x∗

j−x∗
j−1)

✮ ❛♥❞ ✐ts s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❤❛s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ✭❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡st R̂j ✐s ❛s s♠❛❧❧ ❛s t❤❡ r❡st Rj ♦❢ f ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ▲❡♠♠❛
✹✳✺✳✷✮✳

❚❤❡ ✭s❛②✮ ❧❡❢t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ x∗
j ♦❢ f̂m ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

f̂ ′
m(x

∗
j) =

(△
V ′
j (x

∗
j) + A′

j(x
∗
j)
)(
ν(Jj)− ν(Jj−1)

)
; f̂ ′′

m(x
∗
j) = A′′

j (x
∗
j)
(
ν(Jj)− ν(Jj−1)

)
.

❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦✉♥❞ |f̂ ′′
m(x

∗
j)| ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜♦✉♥❞ |A′′

j (x
∗
j)| ❜❡❝❛✉s❡✿

∣∣f̂ ′′
m(x

∗
j)
∣∣ ≤ |A′′

j (x
∗
j)|
∣∣∣
∫

Jj

f(x)
dx

x2
−
∫

Jj−1

f(x)
dx

x2

∣∣∣ ≤ |A′′
j (x

∗
j)|sup

x∈I
|f ′(x)|(ℓj + ℓj−1)µm,

✇❤❡r❡ ℓj ✐s t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ Jj✳
❲❡ ❛r❡ t❤✉s ❧❡❢t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ Aj✬s s❛t✐s❢②✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✶✲✸✱ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧

❡♥♦✉❣❤ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t
∫
I
Vj(x)

dx
x2 = 1✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❡❛s✐❡r✱

✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❤♦✐❝❡✿

Aj(x) = bj(x− x∗
j)

2(x− x∗
j−1)

2 ∀x ∈ [x∗
j−1, x

∗
j),

❢♦r s♦♠❡ bj ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ j ❛♥❞ m ✭t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦♥ [x∗
j , x

∗
j+1) ❛r❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Aj + Aj+1 ≡ 0 t❤❡r❡✮✳
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❉❡✜♥❡ jmax ❛s t❤❡ ✐♥❞❡① s✉❝❤ t❤❛t H(m) ∈ Jjmax ❀ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t

jmax ∼ m− εm(m− 1)

H(m)
; x∗

m−k = εm(m− 1) log
(
1 +

1

k

)
, k = 1, . . . ,m− 2.

❖♥❡ ♠❛② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥s✿
∫ x∗

m−k

x∗
m−k−1

△
Vm−k(x)ν0(dx) =

1

2
− 1

6k
+

5

24k2
+O

( 1

k3

)
;

∫ x∗
m−k+1

x∗
m−k

△
Vm−k(x)ν0(dx) =

1

2
+

1

6k
+

1

24k2
+O

( 1

k3

)
.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r m ≫ 0 ❛♥❞ m − k ≤ jmax✱ s♦ t❤❛t ❛❧s♦ k ≫ 0✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s∫ x∗
j+1

x∗
j−1

△
Vj(x)ν0(dx) ❛r❡ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✶ ✭✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r

△
V2✱

❛s ✇❡❧❧✮✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜① ❛ k ≥ εmm
H(m)

❛♥❞ ❧❡t j = m− k✳
❙✉♠♠✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

∫
I
Vi(x)ν0(dx) = 1 ∀i > j ❛♥❞ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥
∑m

i=j Vi ✐s ❝♦♥st❛♥t❧② ❡q✉❛❧ t♦ 1
µm

♦♥ [x∗
j ,∞) ✇❡ ❤❛✈❡✿

∫ x∗
j

x∗
j−1

Aj(x)ν0(dx) = m− j + 1− 1

µm

ν0([x
∗
j ,∞))−

∫ x∗
j

x∗
j−1

△
Vj(x)ν0(dx)

= k + 1− 1

log(1 + 1
k
)
− 1

2
+

1

6k
+O

( 1

k2

)
=

1

4k
+O

( 1

k2

)

❖✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Aj ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✿

∫ x∗
j

x∗
j−1

bj(x− x∗
j−1)

2(x− x∗
j)

2dx

x2
= bj

(
εm(m− 1)

)3(2
3

1

k4
+O

( 1

k5

))
.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥❡ ❣❡ts t❤❛t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②

bj ∼
1

(εm(m− 1))3
3

2
k4 1

4k
∼
(

k

εmm

)3

.

❚❤✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Aj ❛s ❛s❦❡❞ ✐♥ ♣♦✐♥t
✷✿ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② 2bjℓ

3
j−1 ✇❤❡r❡ ℓj−1 ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ Jj−1✱ ♥❛♠❡❧②

ℓj =
εm(m−1)
k(k+1)

∼ εmm
k2

✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❢♦r m ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✿

sup
x∈I

|A′
j(x)| ≤

1

k3
≪ 1

µm(x∗
j − x∗

j−1)
∼
(

k

εmm

)2

.

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Aj(x) ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 4bjℓ
2
j ✳

❆❧s♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t |f | ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② M ❛♥❞ t❤❛t f ′ ✐s ❍ö❧❞❡r✱ s❛②
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|f ′(x) − f ′(y)| ≤ K|x − y|γ✱ t♦❣❡t❤❡r ❣✐✈❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ L∞ ❜♦✉♥❞ ♦❢ |f ′| ❜② 2M + K✳
❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

|f̂ ′′
m(x

∗
j)| . bjℓ

3
mµm ∼ 1

k3εmm

✭❤❡r❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ . t♦ str❡ss t❤❛t ✇❡ ✇♦r❦ ✉♣ t♦ ❝♦♥st❛♥ts
❛♥❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s✮✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r❡st R̂j ♦❢ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢
f̂m ♥❡❛r x∗

j ✐s

f̂ ′′
m(x

∗
j)|x− x∗

j |2 ∼ |f ′′
m(x

∗
j)|ℓ2j ∼

εmm

k7
.

❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛s ✹✳✺✳✷ ❛♥❞ ✹✳✺✳✸ ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✺✳✺✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∫ ∞

εm

|f(x)− f̂m(x)|2ν0(dx) .
jmax∑

j=2

∫

Jj

|f(x)− f̂m(x)|2ν0(dx) +
∫ ∞

H(m)

|f(x)− f̂m(x)|2ν0(dx)

.

m∑

k= εmm
H(m)

µm

(
(εmm)2+2γ

k4+4γ
+

(εmm)2

k14

)
+

1

H(m)
sup

x≥H(m)

f(x)2

✭✹✳✷✶✮

.

(
H(m)3+4γ

(εmm)2+2γ
+

H(m)13

(εmm)10

)
+

1

H(m)
.

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ 0 < γ ≤ 1✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ ✐t ❞♦❡s s♦ ♠♦r❡
s❧♦✇❧② t❤❛♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r H(m) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

√
εmm✱ t❤❛t

❣✐✈❡s ❛ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✿

L2(f, f̂m)
2 .

1√
εmm

.

❚❤✐s ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡s ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ H(f, f̂m)✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡r♠ Am(f)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

L2(
√
f,

√̂
fm)

2✱ ❢♦❧❧♦✇s ❛s ✇❡❧❧✱ s✐♥❝❡ f ∈ F I
(γ,K,κ,M) ✐♠♣❧✐❡s

√
f ∈ F I

(γ, K√
κ
,
√
κ,
√
M)

✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

t❤❡ t❡r♠ B2
m(f) ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡s ❛s t❤♦s❡ ✐♥ ✭✹✳✷✶✮✿ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✸✱

B2
m(f) .

⌈m− εm(m−1)
H(m)

⌉∑

j=2

ν0(Jj)‖Rj‖2L∞ + ν0([H(m),∞))

. µm

m∑

k=
εm(m−1)

H(m)

(εmm
k2

)2+2γ

+
1

H(m)

.
H(m)3+4γ

(εmm)2+2γ
+

1

H(m)
.
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✹✳✺✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ εm = 0✱ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✷✳✺ ❛♥❞ ✹✳✷✳✻ s✐♠♣❧✐❢② ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r
❡st✐♠❛t❡s ♥❡❛r ③❡r♦✱ ♥❛♠❡❧②✿

∆(P▲❡❜

n,FV ,W
ν0
n ) ≤ C1

(√
Tn sup

f∈F

(
Am(f) + Bm(f) + L2(f, f̂m)

)
+

√
m2

Tn

)

∆(Q▲❡❜

n,FV ,W
ν0
n ) ≤ C2

(√
n∆2

n +
m lnm√

n
+
√

Tn sup
f∈F

(
Am(f) + Bm(f) +H

(
f, f̂m

)))
,

✭✹✳✷✷✮

✇❤❡r❡ C1✱ C2 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ κ,M ❛♥❞

Am(f) =

√∫ 1

0

(√̂
fm(y)−

√
f(y)

)2
dy, Bm(f) =

m∑

j=1

(√
m

∫

Jj

√
f(y)dy −

√
θj

)2

.

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ❣❡t✿

∆(P▲❡❜

n,FV ,W
ν0
n ) ≤ O

(√
Tn(m

− 3
2 +m−1−γ) +

√
m2T−1

n

)
.

❚♦ ❣❡t t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✶ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ mn = T
1

2+γ
n

✇❤❡♥ γ ≤ 1
2
❛♥❞ mn = T

2
5
n ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆(Q▲❡❜

n,FV ,W
ν0
n ) ≤ O

(√
n∆2

n +
m lnm√

n
+
√
n∆n

(
m− 3

2 +m−1−γ
))

.

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s✿ ■❢ γ > 1
2
❛♥❞ ∆n = n−β ✇✐t❤ 1

2
< β < 3

4
✭r❡s♣✳ β ≥ 3

4
✮

t❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s mn = n1−β ✭r❡s♣✳ mn = n
2−β
5 ✮✳

■❢ γ ≥ 1
2
❛♥❞ ∆n = n−β ✇✐t❤ 1

2
< β < 2+2γ

3+2γ
✭r❡s♣✳ β ≥ 2+2γ

3+2γ
✮ t❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡

✐s mn = n
2−β
4+2γ ✭r❡s♣✳ mn = n1−β✮✳

✹✳✺✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✷

❆s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡s ✹✳✷✳✹✱ ✇❡ ❧❡t εm = m−1−α ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ tr✐❛♥❣✉❧❛r✴tr❛♣❡③♦✐❞❛❧
Vj✬s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ f̂m ✇✐❧❧ ❜❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✬✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡
Cm(f) = O(εm)✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✼✮✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ∆(Qν0

n,FV ,W
ν0
n ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∆(Qν0
n,FV ,W

ν0
n ) ≤ C

(√√
n2∆nεm +

√
n∆n

( ln(ε−1
m )

m

)2
+

m lnm√
n

+
√

n∆2
n ln(ε

−1
m )

)
,
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✇❤❡r❡ C ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ λ > 0✳

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s εm ❛♥❞ m ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ εm = m−1−α ✇✐t❤ α > 0✱ ❜✐❣❣❡r ✈❛❧✉❡s
♦❢ α r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠

√√
n2∆nεm✱ ✇❤✐❧❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ♦♥❧② ❜② ❝♦♥st❛♥ts✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❛❦✐♥❣ α ≥ 15 ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ∆n = n−β✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r
m ✐s m = nδ ✇✐t❤ δ = 5−4β

14
✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s

∆(Qν0
n,FV ,W

ν0
n ) =

{
O
(
n

1
2
−β lnn

)
✐❢ 1

2
< β ≤ 9

10

O
(
n− 1+2β

7 lnn
)

✐❢ 9
10

< β < 1.

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞

∆(Pν0
n,FV ,W

ν0
n ) = O

(√
n∆n

( lnm
m

)2√
ln(ε−1

m ) +

√
m2

n∆n ln(εm)
+
√
n∆nεm

)
.

❆s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢r❡❡❧② ❝❤♦♦s❡ εm ❛♥❞ m ✭✐♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✮✳ ❆❣❛✐♥✱
❛s s♦♦♥ ❛s εm = m−1−α ✇✐t❤ α ≥ 1 t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡
εm = m−2✳ ▲❡tt✐♥❣ ∆n = n−β✱ 0 < β < 1✱ ❛♥❞ m = nδ✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s δ = 1−β

3
✱

❣✐✈✐♥❣

∆(Pν0
n,FV ,W

ν0
n ) = O

(
n

β−1
6

(
lnn
) 5

2

)
= O

(
T

− 1
6

n

(
lnTn

) 5
2

)
.

✹✳✺✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✸✳✸

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✹✳✷✶✮✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
(
f(y) − f̂m(y)

)2 ≤ 4 exp(−2λ0y
3) ≤

4 exp(−2λ0H(m)3) ❢♦r ❛❧❧ y ≥ H(m)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

∫ ∞

εm

∣∣f(x)− f̂m(x)
∣∣2ν0(dx) .

H(m)7

(εmm)4
+

∫ ∞

H(m)

∣∣f(x)− f̂m(x)
∣∣2ν0(dx)

.
H(m)7

(εmm)4
+

e−2λ0H(m)3

H(m)
.
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❆s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✳✹✱ t❤✐s ❜♦✉♥❞s ❞✐r❡❝t❧② H2(f, f̂m) ❛♥❞ A2
m(f)✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ B2
m(f) ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛❜♦✈❡✿

B2
m(f) =

m∑

j=1

(
1√
µm

∫

Jj

√
fν0 −

√∫

Jj

f(x)ν0(dx)

)2

.
H(m)7

(εmm)4
+

εmm
H(m)∑

k=1

(
1√
µm

∫

Jm−k

√
fν0 −

√∫

Jm−k

f(x)ν0(dx)

)2

.
H(m)7

(εmm)4
+

e−λ0H(m)3

H(m)
.

❆s ❛❜♦✈❡✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞ f ✐♥ ❡❛❝❤ Jm−k✱ k ≤ εmm
H(m)

✱ ✇✐t❤

exp(−λ0H(m)3)✳ ❚❤✉s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ L2(f, f̂m)
2 + A2

m(f) + B2
m(f) ✐s

H(m)7

(εmm)4
+ e−λ0H(m)3

H(m)
✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ Cm(f)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ C2
m(f) =

∫ εm
0

(
√

f(x)−1)2

x2 dx . ε5m✳ ❚♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
H(m) = 3

√
η
λ0

lnm✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t η✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✿

∆(Qν0
n ,W ν0

n ) = O

(√
n∆n

εm
+

m lnm√
n

+
√
n∆n

((lnm)
7
6

(εmm)2
+

m− η
2

3
√
lnm

)
+ 4
√

n2∆nε5m

)
.

▲❡tt✐♥❣ ∆n = n−β✱ εm = n−α ❛♥❞ m = nδ✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❣✐✈❡ α = β
3
❛♥❞ δ = 1

3
+ β

18
✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ t❛❦❡ η = 2 t♦ ❣❡t ❛ ✜♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✿

∆(Qν0
n ,W ν0

n ) =

{
O
(
n

1
2
− 2

3
β
)

✐❢ 3
4
< β < 12

13

O
(
n− 1

6
+ β

18 (lnn)
7
6

)
✐❢ 12

13
≤ β < 1.

■♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∆(Pν0
n ,W ν0

n ) = O

(√
n∆n

((lnm)
7
6

(εmm)2
+

m− η
2

3
√
lnm

+ ε
5
2
m

)
+

√
εmm2

n∆n

)
.

❯s✐♥❣ Tn = n∆n✱ εm = T−α
n ❛♥❞ m = T δ

n ✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② α = 4
17
✱ δ = 9

17
❀

❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥② η ≥ 3 ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

∆(Pν0
n ,W ν0

n ) = O
(
T

− 3
34

n (lnTn)
7
6

)
.
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❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

▲❡ ❈❛♠ t❤❡♦r② ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛ tr✐♣❧❡t Pj = (Xj,Aj, {Pj,θ; θ ∈ Θ}) ✇❤❡r❡ {Pj,θ; θ ∈
Θ} ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ σ✲✜❡❧❞ Aj ♦✈❡r t❤❡
s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ Xj ❛♥❞ Θ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② δ(P1,P2) ♦❢ P1 ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ P2 q✉❛♥t✐✜❡s ✏❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❧♦s❡✑ ❜② ✉s✐♥❣ P1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ P2 ❛♥❞
✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s δ(P1,P2) = infK supθ∈Θ ||KP1,θ − P2,θ||TV , ✇❤❡r❡ ❚❱ st❛♥❞s ❢♦r ✏t♦t❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥✑ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ✏tr❛♥s✐t✐♦♥s✑ K ✭s❡❡ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣❛❣❡ ✶✽✮✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜✉t✱ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦
❦♥♦✇ t❤❛t ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❇② KP1,θ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ P1,θ ✈✐❛ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ K✱ t❤❛t ✐s

KP1,θ(A) =

∫

X1

K(x,A)P1,θ(dx), ∀A ∈ A2.

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t KP1 = (X2,A2, {KP1,θ; θ ∈ Θ}) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P1 ❜②
t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ K✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ K ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❛t ✐s K(x,A) = IAS(x)

❢♦r s♦♠❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ S : (X1,A1) → (X2,A2)✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t KP1 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
✐♠❛❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ S✳ ❚❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ δ ❛♥❞ ✐t ❞❡✜♥❡s ❛ ♣s❡✉❞♦♠❡tr✐❝✳ ❲❤❡♥ ∆(P1,P2) = 0 t❤❡ t✇♦ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s (Pn

1 )n∈N ❛♥❞
(Pn

2 )n∈N ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ∆(Pn
1 ,P

n
2 ) t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❛s n ❣♦❡s t♦

✐♥✜♥✐t②✳ ❆ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ tr❛♥s✲
❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ▲❡t D ❜❡ ❛♥② ✭♠❡❛s✉r❛❜❧❡✮ ❞❡❝✐s✐♦♥ s♣❛❝❡
❛♥❞ ❧❡t L : Θ×D 7→ [0,∞) ❞❡♥♦t❡ ❛ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▲❡t ‖L‖ = sup(θ,z)∈Θ×D L(θ, z)✳ ▲❡t πi

❞❡♥♦t❡ ❛ ✭r❛♥❞♦♠✐③❡❞✮ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ t❤❡ i✲t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② Ri(πi, L, θ)

t❤❡ r✐s❦ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ πi ✇❤❡♥ L ✐s t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ θ ✐s t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ✐s✿

δ(P1,P2) = inf
π1

sup
π2

sup
θ∈Θ

sup
L:‖L‖=1

∣∣R1(π1, L, θ)−R2(π2, L, θ)
∣∣.

❚❤✉s ∆(P1,P2) < ε ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♣r♦❝❡❞✉r❡ πi ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ i t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡
πj ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ j✱ {i, j} = {1, 2}✱ ✇✐t❤ r✐s❦s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② ❛t ♠♦st ε✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦✈❡r ❛❧❧
❜♦✉♥❞❡❞ L ❛♥❞ θ ∈ Θ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❤♦❧❞ ✐♥ ❛♥② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡✿ ❲❤❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✈❡r ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳
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❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❲❡ r❡♣♦rt ❜❡❧♦✇ ♦♥❧②
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢s s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮❀
❙tr❛ss❡r ✭✶✾✽✺✮✳

Pr♦♣❡rt② ✹✳✺✳✻✳ ▲❡t Pj = (X ,A , {Pj,θ; θ ∈ Θ})✱ j = 1, 2✱ ❜❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ∆0(P1,P2) := supθ∈Θ ‖P1,θ − P2,θ‖TV . ❚❤❡♥✱

∆(P1,P2) ≤ ∆0(P1,P2)✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Pr♦♣❡rt② ✹✳✺✳✻ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❛✲
t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚♦ t❤❛t ❛✐♠✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧ts✳

❋❛❝t ✹✳✺✳✼✳ ▲❡t P1 ❛♥❞ P2 ❜❡ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ X ✱ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠♦♥

♠❡❛s✉r❡ ξ✱ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s gi =
dPi

dξ
✱ i = 1, 2✳ ❉❡✜♥❡

L1(P1, P2) =

∫

X

|g1(x)− g2(x)|ξ(dx),

H(P1, P2) =

(∫

X

(√
g1(x)−

√
g2(x)

)2
ξ(dx)

)1/2

.

❚❤❡♥✱

‖P1 − P2‖TV =
1

2
L1(P1, P2) ≤ H(P1, P2). ✭✹✳✷✸✮

❋❛❝t ✹✳✺✳✽✳ ▲❡t P ❛♥❞ Q ❜❡ t✇♦ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡✿

P = ⊗n
i=1Pi✱ Q = ⊗n

i=1Qi✳ ❚❤❡♥

H2(P,Q) ≤
n∑

i=1

H2(Pi, Qi). ✭✹✳✷✹✮

❋❛❝t ✹✳✺✳✾✳ ▲❡t Pi✱ i = 1, 2✱ ❜❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❛ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ λi✳ ❚❤❡♥

H2(P1, P2) = 1− exp

(
− 1

2

(√
λ1 −

√
λ2

)2)
.

❋❛❝t ✹✳✺✳✶✵✳ ▲❡t Q1 ∼ N (µ1, σ
2
1) ❛♥❞ Q2 ∼ N (µ2, σ

2
2)✳ ❚❤❡♥

‖Q1 −Q2‖TV ≤
√
2

(
1− σ2

1

σ2
2

)2

+
(µ1 − µ2)2

2σ2
2

.
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❋❛❝t ✹✳✺✳✶✶✳ ❋♦r i = 1, 2✱ ❧❡t Qi✱ i = 1, 2✱ ❜❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦♥ (C,C ) ♦❢ t✇♦ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

X i
t =

∫ t

0

hi(s)ds+

∫ t

0

σ(s)dWs, t ∈ [0, T ]

✇❤❡r❡ hi ∈ L2(R) ❛♥❞ σ ∈ R>0✳ ❚❤❡♥✿

L1

(
Q1, Q2

)
≤

√∫ T

0

(
h1(y)− h2(y)

)2

σ2(s)
ds.

Pr♦♣❡rt② ✹✳✺✳✶✷✳ ▲❡t Pi = (Xi,Ai, {Pi,θ, θ ∈ Θ})✱ i = 1, 2✱ ❜❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

▲❡t S : X1 → X2 ❜❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ S ✉♥❞❡r P1,θ ✐s

❡q✉❛❧ t♦ P2,θ✳ ❚❤❡♥ ∆(P1,P2) = 0✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✺✳✶✸✳ ▲❡t Pi ❜❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ (Ei, Ei) ❛♥❞ Ki ❛ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ ♦♥
(Gi,Gi)✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ K ♦♥ (

∏n
i=1 Ei,⊗n

i=1Gi) ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❛②✿

K(x1, . . . , xn;A1 × · · · × An) :=
n∏

i=1

Ki(xi, Ai), ∀xi ∈ Ei, ∀Ai ∈ Gi.

❈❧❡❛r❧② K ⊗n
i=1 Pi = ⊗n

i=1KiPi✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳✶✹✳ ✭❙❡❡ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹❛✮✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✮ ▲❡t P̃λ ❜❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❛ P♦✐ss♦♥

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X̃λ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ λ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t P ∗
λ ❜❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡

Z∗
λ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ N (2

√
λ, 1)✱ ❛♥❞ ❧❡t Ũ ❜❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥

[
− 1

2
, 1
2

)

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ X̃λ✳ ❉❡✜♥❡

Z̃λ = 2s❣♥
(
X̃λ + Ũ

)√∣∣X̃λ + Ũ
∣∣. ✭✹✳✷✺✮

❚❤❡♥✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② Pλ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ Z̃λ✱

H2
(
Pλ, P

∗
λ

)
= O(λ−1).

❘❡♠❛r❦ ✹✳✺✳✶✺✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳✶✹✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② Λ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ R>0✱ ❜② P̃ ✭r❡s♣✳
P∗✮ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s {P̃λ : λ ∈ Λ} ✭r❡s♣✳
{P ∗

λ : λ ∈ Λ}✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∆
(
P̃,P∗) ≤ sup

λ∈Λ

C

λ
,

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ Z̃λ t♦ X̃λ ❞❡✜♥❡s ❛ ▼❛r❦♦✈
❦❡r♥❡❧❀ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ Z̃λ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✐♥t❡❣❡r t♦ ✐ts sq✉❛r❡✱ ❞❡✜♥❡s ❛ ▼❛r❦♦✈
❦❡r♥❡❧ ❣♦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
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▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✻✳ ❆ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss {Xt : t ≥ 0} ♦♥ R ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡
(Ω,A ,P) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

✶✳ X0 = 0 P✲❛✳s✳

✷✳ ❋♦r ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ n ≥ 1 ❛♥❞ 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn✱ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Xt0 ✱
Xt1 −Xt0 , . . . , Xtn −Xtn−1❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

✸✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Xs+t −Xs ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s✳

✹✳ ❚❤❡r❡ ✐s Ω0 ∈ A ✇✐t❤ P(Ω0) = 1 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ω ∈ Ω0✱ Xt(ω) ✐s r✐❣❤t✲
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t ≥ 0 ❛♥❞ ❤❛s ❧❡❢t ❧✐♠✐ts ✐♥ t > 0✳

✺✳ ■t ✐s st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▲é✈②✲❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ▲é✈② ♣r♦❝❡ss
{Xt} ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ u ✐♥ R✱ ❛s✿

E
[
eiuXt

]
= exp

(
− t
(
iub− u2σ2

2
−
∫

R

(1− eiuy + iuyI|y|≤1)ν(dy)
))

,

✇❤❡r❡ b, σ ∈ R ❛♥❞ ν ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ R s❛t✐s❢②✐♥❣

ν({0}) = 0 ❛♥❞
∫

R

(|y|2 ∧ 1)ν(dy) < ∞.

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡❢❡r t♦ (b, σ2, ν) ❛s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ tr✐♣❧❡t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss {Xt}
❛♥❞ ν ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ✉♥✐q✉❡❧② t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss {Xt}✳

▲❡t D = D([0,∞),R) ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣s ω ❢r♦♠ [0,∞) ✐♥t♦ R t❤❛t ❛r❡ r✐❣❤t✲
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ ❧❡❢t ❧✐♠✐ts✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss x : D → D ❜②

∀ω ∈ D, xt(ω) = ωt, ∀t ≥ 0.

▲❡t Dt ❛♥❞ D ❜❡ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② {xs : 0 ≤ s ≤ t} ❛♥❞ {xs : 0 ≤ s < ∞}✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❤❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❙❛t♦ ✭✶✾✾✾✮✮✳

❇② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✮ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥② ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ♦♥ R ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P ♦♥
(D,D)✳ ❚❤✉s {Xt} ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ (D,D , P ) ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❧❛✇ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
▲é✈② ♣r♦❝❡ss✳ ❇② s❛②✐♥❣ t❤❛t ({xt}, P ) ✐s ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t {xt : t ≥ 0}
✐s ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P ♦♥ (D,D)✳ ❋♦r ❛❧❧ t > 0 ✇❡ ✇✐❧❧
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❞❡♥♦t❡ Pt ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ P t♦ Dt✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
∫
|y|≤1

|y|ν(dy) < ∞✱ ✇❡ s❡t
γν :=

∫
|y|≤1

yν(dy)✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ ν ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❤❛✈✐♥❣
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ tr✐♣❧❡t (γν , 0, ν) ✐s ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❍❡r❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② ∆xr t❤❡ ❥✉♠♣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss {xt} ❛t t❤❡ t✐♠❡ r✿

∆xr = xr − lim
s↑r

xs.

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✷✳✺✱ ✹✳✷✳✻ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢
♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❇② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ≪ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❡❛♥ ✏✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦✑✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳✶✼ ✭❙❡❡ ❙❛t♦ ✭✶✾✾✾✮✱ ❚❤❡♦r❡♠s ✸✸✳✶✕✸✸✳✷ ❛♥❞ ❙❛t♦ ✭✷✵✵✵✮ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✽✱
❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✾✮✳ ▲❡t P 1 ✭r❡s♣✳ P 2✮ ❜❡ t❤❡ ❧❛✇ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ (D,D) ❜② ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ♦❢

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ tr✐♣❧❡t (η, 0, ν1) ✭r❡s♣✳ (0, 0, ν2)✮✱ ✇❤❡r❡

η =

∫

|y|≤1

y(ν1 − ν2)(dy) ✭✹✳✷✻✮

✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡✳ ❚❤❡♥ P 1
t ≪ P 2

t ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ν1 ≪ ν2 ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
dν1
dν2

s❛t✐s✜❡s
∫ (√

dν1
dν2

(y)− 1

)2

ν2(dy) < ∞. ✭✹✳✷✼✮

❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ✐♥ ✭✹✳✷✼✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ ✭✹✳✷✻✮✳ ❲❤❡♥ P 1
t ≪ P 2

t ✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t②

✐s
dP 1

t

dP 2
t

(x) = exp(Ut(x)),

✇✐t❤

Ut(x) = lim
ε→0

(∑

r≤t

ln
dν1
dν2

(∆xr)I|∆xr|>ε −
∫

|y|>ε

t

(
dν1
dν2

(y)− 1

)
ν2(dy)

)
, P (0,0,ν2)✲❛✳s✳ ✭✹✳✷✽✮

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ✭✹✳✷✽✮ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t ♦♥ ❛♥② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✱ P (0,0,ν2)✲❛✳s✳ ❇❡s✐❞❡s✱

{Ut(x)} ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✹✳✷✽✮ ✐s ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss s❛t✐s❢②✐♥❣ EP (0,0,ν2) [e
Ut(x)] = 1✱ ∀t ≥ 0✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ L1 ❛♥❞
t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ tr✐♣❧❡ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
(bi, 0, νi)✱ i = 1, 2 ✇✐t❤ b1 − b2 =

∫
|y|≤1

y(ν1 − ν2)(dy)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳✶✽ ✭❙❡❡ ❏❛❝♦❞✱ ❙❤✐r②❛❡✈ ✭✷✵✵✸✮✮✳ ❋♦r ❛♥② 0 < T < ∞✱ ❧❡t P i
T ❜❡ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ (D,DT ) ❜② ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ tr✐♣❧❡t (bi, 0, νi)✱

i = 1, 2 ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ν1 ≪ ν2✳
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■❢ H2(ν1, ν2) :=
∫ (√

dν1
dν2

(y)− 1
)2
ν2(dy) < ∞, t❤❡♥

H2(P 1
T , P

2
T ) ≤

T

2
H2(ν1, ν2).

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✇✐t❤ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r
✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✶✾✳

∆(Pν0
n ,Pν0

n,FV ) = 0.

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s π1✱ π2 ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

π1(x,A) = IA(x
d), π2(x,A) = IA(x− ·γν0), ∀x ∈ D,A ∈ D ,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② xd t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② x✱ ✐✳❡✳ ∆xr =

xr − lims↑r xs, x
d
t =

∑
r≤t ∆xr ❛♥❞ ❜② x− ·γν0 t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② xt− tγν0 ✱ t ∈ [0, Tn]✳ ❖♥ t❤❡

♦♥❡ ❤❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

π1P
(γν−ν0 ,0,ν)(A) =

∫

D

π1(x,A)P
(γν−ν0 ,0,ν)(dx) =

∫

D

IA(x
d)P (γν−ν0 ,0,ν)(dx)

= P (γν ,0,ν)(A),

✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✉♥❞❡r P (γν−ν0 ,0,ν)✱ {xd
t } ✐s ❛ ▲é✈②

♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ tr✐♣❧❡t (γν , 0, ν) ✭s❡❡ ❙❛t♦ ✭✶✾✾✾✮✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✾✳✸✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✿

π2P
(γν ,0,ν)(A) =

∫

D

π2(x,A)P
(γν0 ,0,ν)(dx) =

∫

D

IA(x− ·γν0)P (γν ,0,ν)(dx)

= P (γν−ν0 ,0,ν)(A),

s✐♥❝❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ γν − γν0 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ γν−ν0 ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❞❡♥s✐t②

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✿

❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥

❘és✉♠é ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉
s✉r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞❡♥s✐té ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝
❣❛✉ss✐❡♥✳ ◆♦tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à é❧❛r❣✐r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ♣♦ss✐✲
❜❧❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞é✜♥✐❡s s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ♦✉ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ❝♦♥str✉❝t✐❢s✿ t♦✉t❡s ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s s♦♥t ét❛❜❧✐❡s ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s
♥♦②❛✉① ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r❡♣r✐♥t ▼❛r✐✉❝❝✐ ✷✵✶✺❛✳

▼♦t ❝❧és✿ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✳

❆❜str❛❝t ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡
♠♦❞❡❧✳ ❖✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡♥❧❛r❣✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
❞❡♥s✐t✐❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✇❛② t♦ ❛❧❧♦✇ ❞❡♥s✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛♥② s✉❜✐♥t❡r✲
✈❛❧ ♦❢ R✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ s♦♠❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭s♦ ❧♦♥❣ ❛s
t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ s♦♠❡❤♦✇ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✿ ❛❧❧ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t
▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜♠✐tt❡❞ ♣❛♣❡r✳

✶✷✶
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❑❡②✇♦r❞s✿ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥✱ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧ts ❢♦r s♦♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r♦✜t
❢r♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ s❡♥s❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦
✇♦r❦ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡r ❜✉t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣r♦✈✐♥❣ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧t
♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ tr❛♥s❢❡r ❛s②♠♣t♦t✐❝ r✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛♥② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ♦♥❡
♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ s❛②✐♥❣ t❤❛t
t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ P1 ❛♥❞ P2✱ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳ ❋♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮❀
▲❡ ❈❛♠✱ ❨❛♥❣ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ s❤♦rt r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s t♦♣✐❝ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ♥✉♠❡r♦✉s ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ♥♦♥♣❛r❛♠❡t✲
r✐❝ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❋♦r ❛ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✱
s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❞✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥
♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ✐♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ✐s ❞✉❡ t♦ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜② n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❞❡♥s✐t② f ♦♥ [0, 1] ❛♥❞ ❛
●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✿

dyt =
√

f(t)dt+
1

2
√
n
dWt, t ∈ [0, 1],

✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❖✈❡r t❤❡ ②❡❛rs s❡✈❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
s✉❝❤ ❛s ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹❛✮❀ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮❀ ❏ä❤♥✐s❝❤✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✸✮✳ ■♥ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✹❛✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❞r✐❢t ♣r♦❜❧❡♠✳
❱✐❛ P♦✐ss♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❏ä❤✲
♥✐s❝❤✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✸✮ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜✉t ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ❛ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡
♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✳ ■♥ t❤❛t ♣❛♣❡r✱
❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ ❞❡♥s✐t②
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s ✐♥ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ P♦✐ss♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮ t❤❡ ❦❡② st❡♣ ✐s t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡
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❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐t❤
❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥s✐st ♦❢ n ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s (Yi)

n
i=1 ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ✐♥t❡r✈❛❧ I ⊆ R ❢r♦♠ s♦♠❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

P g
f ❤❛✈✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ I✮

dP g
f

dx
(x) = f(x)g(x). ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ I ⊆ R t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✇❤❡r❡❛s f ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦
❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss F ✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
✐s

P
g
n =

(
R

n,B(Rn), {⊗n
i=1P

g
f : f ∈ F}

)
. ✭✺✳✶✮

❚❤❡ ❡①❛❝t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ f ❛♥❞ g ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❍❡r❡✱ ❧❡t ✉s ♦♥❧② str❡ss
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t f ❤❛s t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❣✉❧❛r✱
✇❤❡r❡❛s g ❝❛♥ ❜❡ ❜♦t❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦s ✐s t❤❛t t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ tr❡❛t ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ h = fg ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ♥♦r s♠♦♦t❤✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r t❤❛t✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡
❜② (C,C ) t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣♣✐♥❣s ❢r♦♠ I ✐♥t♦ R ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ✐ts st❛♥❞❛r❞
✜❧tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② W

g
f t❤❡ ❧❛✇ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ (C,C ) ❜② ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss s❛t✐s❢②✐♥❣✿

dYt =
√
f(t)g(t)dt+

dWt

2
√
n
, t ∈ I, ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ (Wt)t∈R ✐s ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ♦♥ R ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ W0 = 0✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❡t

W
g
n =

(
C,C , {Wg

f : f ∈ F}
)
. ✭✺✳✸✮

▲❡t ∆ ❜❡ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳
❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✶ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ st❛t❡♠❡♥t✮✿

▼❛✐♥ r❡s✉❧t ✺✳✶✳✶✳ ▲❡t I ❜❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ R ❛♥❞ ❧❡t F ❝♦♥s✐st ♦❢

❢✉♥❝t✐♦♥s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ 0 ❛♥❞ ∞✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s st❛t❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

lim
n→∞

∆(Pg
n,W

g
n ) = 0. ✭✺✳✹✮

■♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ✭✺✳✹✮
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡❀ s❡❡✱ ❡✳❣✳ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸✳✷✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❈❛rt❡r✬s ✐♥
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❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✱ ❜✉t ✇❡ ❞❡t❛❝❤ ❢r♦♠ ✐t ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ❤✐s
♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧✲♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐s t❤❛t I ♠❛② ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡✱ s♦ t❤❛t✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
s✉❜✐♥t❡r✈❛❧s Ji ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ✐♥t❡r✈❛❧s
Ji ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ν0✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❤❛✈✐♥❣ ❞❡♥s✐t② g ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❜❡s❣✉❡✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❞✮✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✜①❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r s♣❛❝❡ F ✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✇❤✐❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❆♣♣❡♥❞✐① r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡✳

✺✳✷ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡

❋✐① ❛ ✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡ ν0 ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ I ⊂ R✱ ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛
❞❡♥s✐t② g > 0 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❜❡s❣✉❡✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s F ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν0✱ ✐✳❡✳

∫
I
f(x)g(x)dx = 1✳ ❋♦r ❡❛❝❤

f ∈ F ✱ ❧❡t ν ✭r❡s♣✳ ν̂m✮ ❜❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❤❛✈✐♥❣ f ✭r❡s♣✳ f̂m✮ ❛s ❛ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
ν0 ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② f ∈ F ✱ f̂m(x) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r m✱ ❧❡t
J1 = I ∩ (−∞, v1]✱ Jj := (vj−1, vj] ❢♦r j = 2, . . . ,m − 1 ❛♥❞ Jm = I ∩ (vm,∞) ✇❤❡r❡ t❤❡
vj✬s ❛r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ❢♦r ν0✱ ✐✳❡✳

µn := ν0(Jj) =
ν0(I)

m
, ∀j = 1, . . . ,m. ✭✺✳✺✮

❉❡✜♥❡ x∗
j :=

∫
Jj

xν0(dx)

µn
✱ j = 1, . . . ,m ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s

0 ≤ Vj ≤ 1
µn
✱ j = 1, . . . ,m✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳

• V1 ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ I ∩ (−∞, x∗
2] ❛♥❞✿

V1|I∩(−∞,x∗
1]
≡ 1

µn

;

∫ x∗
2

x∗
1

V1(x)ν0(dx) =
ν0((x

∗
1, v1])

µn

; V1(x
∗
2) = 0.

• ❋♦r j = 2, . . . ,m− 1✱ Vj ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ [x∗
j−1, x

∗
j+1] ❛♥❞✿

Vj|[x∗
j−1,x

∗
j ]
≡ 1− Vj−1|[x∗

j−1,x
∗
j+1]

;

∫ x∗
j+1

x∗
j

Vj(x)ν0(dx) =
ν0((x

∗
j , vj])

µn

; Vj(x
∗
j+1) = 0.

• ❋♦r j = m✱ Vm ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ I \ (−∞, x∗
m−1) ❛♥❞✿

Vm|[x∗
m−1,x

∗
m] ≡ 1− Vm−1|[x∗

m−1,x
∗
m] ❛♥❞ V |I∩(−∞,x∗

m) ≡
1

µn

.
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❲❡ ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r f ✳ ❲❡ r❡q✉✐r❡
t❤❛t✿

✭❍✶✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♥st❛♥ts κ,M > 0 s✉❝❤ t❤❛t κ ≤ f(y) ≤ M ✱ ❢♦r ❛❧❧ y ∈ I ❛♥❞ f ∈ F ✳

❚❤❡ m ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ n✱ m = mn✳ ❲❡ ❝❛♥
t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r

√̂
fm✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

√
f ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s f̂m ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡

q✉❛♥t✐t✐❡s✿

H2
m(f) :=

∫

I

(√
f(x)−

√
f̂m(x)

)2
ν0(dx),

A2
m(f) :=

∫

I

(√̂
fm(y)−

√
f(y)

)2
ν0(dy),

B2
m(f) :=

m∑

j=1

(∫

Jj

√
f(y)√
ν0(Jj)

ν0(dy)−
√
ν(Jj)

)2

.

❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s m = mn ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s Vj✱
j = 1, . . . ,m✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

✭❈✶✮ lim
n→∞

n sup
f∈F

(
H2

m(f) + A2
m(f) + B2

m(f)
)
= 0✳

✺✳✸ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❡ ♥♦✇ st❛t❡ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧s Pg

n ❛♥❞ W g
n ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✶✳ ▲❡t ν0 ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ❛♥ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✮ ✐♥t❡r✈❛❧

I ⊂ R ❤❛✈✐♥❣ ❞❡♥s✐t② g > 0 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❜❡s❣✉❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s❡q✉❡♥❝❡

m = mn ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s Vj✱ j = 1, . . . ,m✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② f ∈ F s❛t✐s✜❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❍✶✮

❛♥❞ ✭❈✶✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r n ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆(Pg
n,W

g
n ) = O

(√
n sup

f∈F

(
Am(f) + Bm(f) +Hm(f)

)
+

m lnm√
n

)
.

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸✳✷✳ ▲❡t I ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s❡t ♦❢ R ❛♥❞ ❧❡t ν0 ❜❡ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ I✳

❋♦r ✜①❡❞ γ ∈ (0, 1] ❛♥❞ K, κ,M str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss

F(γ,K,κ,M) =
{
f ∈ C1(I) : κ ≤ f(x) ≤ M, |f ′(x)− f ′(y)| ≤ K|x− y|γ, ∀x, y ∈ I

}
.

❙✉♣♣♦s❡ F ⊂ F(γ,K,κ,M)✳ ❚❤❡♥

∆(Pg
n,W

g
n ) = O

(
n− γ

γ+2 log n
)
.
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✺✳✸✳✶ ❊①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❆s ✐t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦✉r r❡s✉❧t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤♦s❡ ✐♥ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r
✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs✳

• ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✱ ◆✉ss❜❛✉♠
✭✶✾✾✻✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ◆✉ss❜❛✉♠ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ✐✳✐✳❞✳ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡
♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t (Yi)

n
i=1 ❜❡ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② f ♦♥ [0, 1]

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s f ❛r❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss F s✉❜❥❡❝t t♦ ❛
❍ö❧❞❡r r❡str✐❝t✐♦♥✿ |f(x)−f(y)| ≤ C|x−y|α ✇✐t❤ α > 1

2
❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈✐t② r❡str✐❝t✐♦♥✿

f(x) ≥ ε > 0✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② P1,n t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Yi✬s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t P2,n ❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡
♦❜s❡r✈❡s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss (Yt)t∈[0,1] s✉❝❤ t❤❛t

dYt =
√

f(t)dt+
1

2
√
n
dWt, t ∈ [0, 1],

✇❤❡r❡ (Wt)t∈[0,1] ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐♥ ◆✉ss❜❛✉♠
✭✶✾✾✻✮ ✐s t❤❛t ∆(P1,n,P2,n) → 0 ❛s n → ∞✳

❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✜rst s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ s✉❜s❡ts Fn(f0) ♦❢ t❤❡
❝❧❛ss F ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ f0 r❛♣✐❞❧②
❡♥♦✉❣❤ t♦ ✜t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣✐❡❝❡s t♦❣❡t❤❡r✳ ❲✐t❤♦✉t ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥t♦ ❛♥② ❞❡t❛✐❧✱ ❧❡t ✉s
❥✉st ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❦❡② st❡♣s ❛r❡ ❛ P♦✐ss♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❑▼❚ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

• ❉❡✜❝✐❡♥❝② ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❈❛rt❡r
✭✷✵✵✷✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❈❛rt❡r ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡♥✲
s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡✲
❝✐s❡❧②✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜②M(n, θ) t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ θ := (θ1, . . . , θm)✳
❉❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① nVθ✿ ■ts (i, j)t❤ ❡❧❡♠❡♥t ❡q✉❛❧s t♦ nθi(1−θi)δi,j−nθiθj✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ∆(M,N ) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠♦❞❡❧s M := {M(n, θ) : θ ∈ Θ} ❛♥❞ N := {N (nθ, nVθ) : θ ∈ Θ}✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡
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r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ Θ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❈❛rt❡r ♣r♦✈❡s t❤❛t

∆(M,N ) ≤ C ′
Θ

m lnm√
n

♣r♦✈✐❞❡❞ sup
θ∈Θ

maxi θi
mini θi

≤ CΘ < ∞,

❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t C ′
Θ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ CΘ✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❈❛rt❡r ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r

♠♦st❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❛s ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮ ✉♥❞❡r str♦♥❣❡r r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
♦♥ F ✿ F ✐s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s♠♦♦t❤✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s f ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1] s✉❝❤
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts ε,M, γ s✉❝❤ t❤❛t ε ≤ f ≤ M ❛♥❞

|f ′(x)− f ′(y)| ≤ M |x− y|γ, ❢♦r ❛❧❧ x, y ∈ [0, 1].

▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧
❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♠❛❦❡ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛❜♦✉t ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s❡❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❣r♦✉♣✐♥❣
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡♥s✐t② ✐♥t♦ s✉❜s❡ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡
r♦♦t ❛s ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✲st❛❜✐❧✐③✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡
♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥
♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦✈❡r t❤❡ s❡ts ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

❖✉r ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝✐t❡❞ ✇♦r❦s✿ ❚♦ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s
❡♥♦✉❣❤ t♦ t❛❦❡ g(x) = I[0,1](x) ❛s ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ◆✉ss❜❛✉♠
❛♥❞ ❈❛rt❡r✬s r❡s✉❧ts ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❛s❦ t❤❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ [0, 1]✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧②
✐♥✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ I ♦❢ R✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s
❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛♠♠❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ [0, L]✱ t❤❛t ✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞❡♥s✐t② h ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡
♠❡❛s✉r❡✿

h(x) =
exp(−θx)θnxn−1

∫ L

0
exp(−θy)θnyn−1dy

I[0,L](x).

❲❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✶✱ t❛❦✐♥❣ F = {fθ : θ ∈ R>0} ❛♥❞

fθ(x) =
exp(−θx)θn∫ L

0
exp(−θy)θnyn−1dy

I[0,L](x), g(x) = xn−1.

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s h t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t ❛r❡
❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ st❛t✐st✐❝s✳ ❆❣❛✐♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝✐t❡ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞❡♥s✐t②✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳ ❉✐❡❜♦❧t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮❀ ●❛r❞❡s✱
●✐r❛r❞ ✭✷✵✵✻✮✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ r❛♥❞♦♠
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✈❛r✐❛❜❧❡s Yi✬s ❞♦ ♥♦t ❛❞♠✐t ❛ s♠♦♦t❤ ❞❡♥s✐t② h ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❜✉t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss
♦♥❡ ❤❛s s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② str✉❝t✉r❡✱ ♥❛♠❡❧② ♦♥❡ ❦♥♦✇s g ✐♥ t❤❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ h(x) = f(x)g(x)✳

✺✳✹ Pr♦♦❢s

✺✳✹✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✶

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ ❢♦✉r st❡♣s✳
❙t❡♣ ✶✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❋❛❝ts ✺✳✹✳✹ ❛♥❞ ✺✳✹✳✺✱ ✇❡ ❣❡t

∥∥∥∥
n⊗

i=1

P g
f −

n⊗

i=1

P g

f̂m

∥∥∥∥
TV

≤ H

( n⊗

i=1

P g
f ,

n⊗

i=1

P g

f̂m

)
≤
√

nH2
(
P g
f , P

g

f̂m

)
.

❍❡♥❝❡✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② P̂g
n t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s{

P g

f̂m
; f ∈ F

}
✿

∆(Pg
n, P̂

g
n) ≤ sup

f∈F

√
n

∫

I

(√
f(x)−

√
f̂m(x)

)2

g(x)dx. ✭✺✳✻✮

❙t❡♣ ✷✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐♥ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r②
♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ (Yt)t∈I
❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ▲❡t (Yi)

n
i=1 ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤

❞❡♥s✐t② fg ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣
t❤❡✐r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥t♦ s✉❜s❡ts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

Zi =
n∑

j=1

IJi(Yj), i = 1, . . . ,m.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r (Z1, . . . , Zm) ✐s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ M(n; γ1, . . . , γm) ✇❤❡r❡

γi =

∫

Ji

f(x)g(x)dx, i = 1, . . . ,m.

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜②Mm t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ (Z1, . . . , Zm)✳
❈❧❡❛r❧② δ(Pg

n,Mm) = 0✳ ■♥❞❡❡❞✱ Mm ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
S : In → {1, . . . , n}m ❞❡✜♥❡❞ ❛s

S(x1, . . . , xn) =
(
#
{
j : xj ∈ J1

}
; . . . ; #

{
j : xj ∈ Jm

})
,
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✇❤❡r❡ #A ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡t A✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✇❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡
t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛s P̂g

n✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✹✳✶✳

δ(Mm, P̂
g
n) = 0.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡
❞❡♥s✐t② f̂mg ❣✐✈❡♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

K
(
(k1, . . . , km), A

)
=

∫

A

E

[
VX(k1,...,km)

(x)
]
ν0(dx), ∀(k1, . . . , km) ∈ N,

∑

i

ki = n, A ⊂ R,

✇❤❡r❡ X(k1,...,km) ∈ {1, . . . ,m} ✐s ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥t❡❣❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦ j t❤❡
✇❡✐❣❤t kj

n
✳

❙t❡♣ ✸✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Nm t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
m ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s N (

√
nγi,

1
4
)✱ i = 1, . . . ,m✳ ❙✐♥❝❡ max γi

min γi
≤ M

κ
✱ ♦♥❡ ❝❛♥

❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹✳✾ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

∆(Mm,Nm) = O
(m lnm√

n

)
.

❍❡r❡ t❤❡ O ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ M ❛♥❞ κ✳
❙t❡♣ ✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✶✱ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t

∆(Nm,W
g
n ) ≤ 2

√
n sup

f∈F

(
Am(f) + Bm(f)

)
. ✭✺✳✼✮

❆s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡♠❛r❦ ♥♦t❡ t❤❛t W g
n ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡s ❛

tr❛❥❡❝t♦r② ❢r♦♠✿

dȳt =
√
f(t)g(t)dt+

√
g(t)

2
√
n

dWt, t ∈ I.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ✭✺✳✼✮ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t Nm ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s Ji ♦❢ (ȳt)t∈I ✳ ❙❡❝✲
♦♥❞❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ (ȳt)t∈I ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r ●❛✉ss✐❛♥
♣r♦❝❡ss✱ s❛② (Y ∗

t )t∈I ✱ t❤❛t t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ (ȳt)t∈I ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐s✲
t❛♥❝❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Nm ❛♥❞ W g

n ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ (ȳt)t∈I ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥ W g

n ✳
▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Ȳj t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (ȳt) ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s Jj✱ j =

1, . . . ,m✱ ✐✳❡✳

Ȳj := ȳvj − ȳvj−1
∼ N

(∫

Jj

√
f(y)ν0(dy),

ν0(Jj)

4n

)
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❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② ¯N m t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❝r❡✲
♠❡♥ts✳ ❆s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✇❡ st❛rt ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Nm ❛♥❞ ¯N m

s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
∆(Nm, ¯N m) ≤ 2

√
n sup

f∈F

Bm(f), ❢♦r ❛❧❧ ♠. ✭✺✳✽✮

■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ¯N m ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱
s❛② N #

m ✱ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡s m ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♠❡❛♥s ❡q✉❛❧ t♦
2
√
n√

ν0(Jj)

∫
Jj

√
f(y)ν0(dy)✱ j = 1, . . . ,m ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② 1✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ❛❧s♦

Pr♦♣❡rt② ✺✳✹✳✸✱ ❋❛❝ts ✺✳✹✳✹ ❛♥❞ ✺✳✹✳✻ ✇❡ ❣❡t✿

∆(Nm, ¯N m) ≤ ∆(Nm,N
#

m ) ≤

√√√√
m∑

j=1

(
2
√
n√

ν0(Jj)

∫

Jj

√
f(y)ν0(dy)− 2

√
nν(Jj)

)2

.

❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷ ♦❢ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷ ♦❢ ▼❛r✐✉❝❝✐
✭✷✵✶✺❞✮✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
Ȳj✬s✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞ ❞❡✜♥❡

Y ∗
t =

m∑

j=1

Ȳj

∫

I∩(−∞,t]

Vj(y)ν0(dy) +
1

2
√
n

m∑

j=1

√
ν0(Jj)Bj(t), t ∈ I, ✭✺✳✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ (Bj(t))t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❡♥t❡r❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ Bj(0) = 0

✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡s

❱❛r(Bj(t)) =

∫

I∩(−∞,t]

Vj(y)ν0(dy)−
(∫

I∩(−∞,t]

Vj(y)ν0(dy)

)2

.

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ (Y ∗
t ) ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

E[Y ∗
t ] =

m∑

j=1

E[Ȳj]

∫

I∩(−∞,t]

Vj(y)ν0(dy) =
m∑

j=1

(∫

Jj

√
f(y)ν0(dy)

)∫

I∩(−∞,t]

Vj(y)ν0(dy),

❱❛r[Y ∗
t ] =

m∑

j=1

❱❛r[Ȳj]

(∫

I∩(−∞,t]

Vj(y)ν0(dy)

)2

+
1

4n

m∑

j=1

ν0(Jj)❱❛r(Bj(t))

=
1

4n

∫

I∩(−∞,t]

m∑

j=1

ν0(Jj)Vj(y)ν0(dy) =
1

4n

∫

I∩(−∞,t]

1ν0(dy) =
ν0(I ∩ (−∞, t])

4n
.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱

Y ∗
t =

∫

I∩(−∞,t]

√̂
fm(y)ν0(dy) +

∫

I∩(−∞,t]

√
g(t)

2
√
n

Wt, t ∈ I,
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✇❤❡r❡
√̂

fm(x) :=
m∑

j=1

(∫

Jj

√
f(y)ν0(dy)

)
Vj(x).

❆♣♣❧②✐♥❣ ❋❛❝t ✺✳✹✳✼✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (Y ∗
t )t∈I

❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Ȳj✱ j = 1, . . . ,m ❛♥❞ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss (ȳt)t∈I
✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② √

4n

∫

I

(√̂
fm(y)−

√
f(y)

)2
ν0(dy),

❛s ✇❛♥t❡❞✳

✺✳✹✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸✳✷

❲❡ st❛rt ❜② ♣r♦✈✐♥❣ ❛ ▲❡♠♠❛ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸✳✷✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡
s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t g(x) = II(x)✱ ✇❡ ♠❛② t❛❦❡ ❢♦r t❤❡ Vj t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r✲
tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✳✶ ❢♦r ❛ ♣✐❝t✉r❡✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ µn = ν0(Jj) =

1
m
|I|✳

❋♦r t❤❡ ❡❛s✐♥❡ss ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ I = [0, 1]✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✹✳✷✳ ■❢ f ∈ F(γ,K,κ,M) t❤❡♥

‖f − f̂m‖2L2(ν0)
≤ O

(
m−3 +m−2−2γ

)
,

✇✐t❤ t❤❡ O ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ K,M ❛♥❞ κ✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ f ❛t ♣♦✐♥ts x∗
j ✱ ✇❤❡r❡ x ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥

(x∗
j−1, x

∗
j ] ✱ j = 2, . . . ,m✿

f(x) = f(x∗
j) + f ′(x∗

j)(x− x∗
j) +R(x). ✭✺✳✶✵✮

❚❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ f ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❡rr♦r R ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

|R(x)| =
∣∣∣f(x)− f(x∗

j)− f ′(x∗
j)(x− x∗

j)
∣∣∣

=
∣∣f ′(ξj)− f ′(x∗

j)
∣∣|ξj − x∗

j | ≤ Km−1−γ,

✇❤❡r❡ ξj ✐s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t ✐♥ (x∗
j−1, x

∗
j ]✳

❇② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ f̂m✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

f̂m(x) = f̂m(x
∗
j) + f̂ ′

m(x
∗
j)(x− x∗

j)
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✇❤❡r❡ f̂ ′
m ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ f̂m ✐♥ x∗

j ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r x < x∗
j ♦r

x > x∗
j ❀ t❤✐s ❡q✉❛❧s t♦ f ′(t) ❢♦r s♦♠❡ t ∈ Jj ∪ Jj+1✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❍ö❧❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ x ∈ Jj✱ j = 1, . . . ,m✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts t ∈ Jj ∪ Jj+1 s✉❝❤ t❤❛t✿

|f(x)− f̂m(x)| ≤ |f(x∗
j)− f̂m(x

∗
j)|+ |f ′(x∗

j)− f ′(t)||t− x∗
j |+ |R(x)|

≤ |f(x∗
j)− f̂m(x

∗
j)|+K|t− x∗

j |γ+1 +Km−1−γ ≤ |f(x∗
j)− f̂m(x

∗
j)|+ 3Km−1−γ.

❯s✐♥❣ ✭✺✳✶✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
∫
Jj
(x− x∗

j)ν0(dx) = 0✱ ♦♥❡ ❣❡ts✿

∣∣f(x∗
j)− f̂m(x

∗
j)
∣∣ = 1

ν0(Jj)

∣∣∣∣
∫

Jj

(
f(x∗

j)− f(x)
)
ν0(dx)

∣∣∣∣ ≤ Km−1−γ.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ Ji✱ i = 1, . . . ,m✱
∣∣f(x) − ν(Jj)

ν0(Jj)

∣∣✱ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②
3Km−1−γ +m−1M ✱ ✐♥❞❡❡❞✿

∣∣∣∣f(x)−
ν(Jj)

ν0(Jj)

∣∣∣∣ = |f(x)− f̂m(x
∗
i )| ≤ |f(x)− f̂m(x)|+ |f̂m(x)− f̂m(x

∗
i )|

≤ 3Km−1−γ + |f̂ ′
m(x

∗
i )(x− x∗

i )| ≤ 3Km−1−γ +Mm−1.

❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❡❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✇❡ ✜♥❞
∫

I

(
f(x)− f̂m(x)

)2
ν0(dx) ≤ 2m−1n

(
3Km−1−γ +Mm−1

)2
+ 18K2m−2−2γ.

Pr♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸✳✷✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t f(x) ≥ κ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ I ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

∫

I

(√
f(x)−

√
f̂m(x)

)2

dx =

∫

I

(
f(x)− f̂m(x)

√
f(x) +

√
f̂m(x)

)2

dx

≤ 1

4κ

∫

I

(
f(x)− f̂m(x)

)2
dx.

❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✹✳✷ ❣✐✈❡s

H2
m(f) = O

(
m−3 +m−2−2γ

)
.

❚❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞ ❤♦❧❞s ❢♦r A2
m(f) s✐♥❝❡ ✐❢ f ∈ F(γ,K,κ,M) t❤❡♥

√
f ∈ F(γ, K√

κ
,
√
κ,
√
M)✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t Bm ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ❛s Am✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡
❜② ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❞✮✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✵ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳
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❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

▲❡ ❈❛♠ t❤❡♦r② ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛ tr✐♣❧❡t Pj = (Xj,Aj, {Pj,θ; θ ∈ Θ}) ✇❤❡r❡ {Pj,θ; θ ∈
Θ} ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ σ✲✜❡❧❞ Aj ♦✈❡r t❤❡
s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ Xj ❛♥❞ Θ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② δ(P1,P2) ♦❢ P1 ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ P2 q✉❛♥t✐✜❡s ✏❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❧♦s❡✑ ❜② ✉s✐♥❣ P1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ P2 ❛♥❞
✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s δ(P1,P2) = infK supθ∈Θ ||KP1,θ − P2,θ||TV , ✇❤❡r❡ ❚❱ st❛♥❞s ❢♦r ✏t♦t❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥✑ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ✏tr❛♥s✐t✐♦♥s✑ K ✭s❡❡ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣❛❣❡ ✶✽✮✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜✉t✱ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❦♥♦✇ t❤❛t ✭♣♦ss✐❜❧② r❛♥❞♦♠✐③❡❞✮ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❇②
KP1,θ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ P1,θ ✈✐❛ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ K✱ t❤❛t ✐s

KP1,θ(A) =

∫

X1

K(x,A)P1,θ(dx), ∀A ∈ A2.

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t KP1 = (X2,A2, {KP1,θ; θ ∈ Θ}) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P1 ❜②
t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ K✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ K ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❛t ✐s K(x,A) = IAS(x) ❢♦r
s♦♠❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ S : (X1,A1) → (X2,A2)✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t KP1 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ S✳ ❚❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s②♠❡tr✐③❛t✐♦♥
♦❢ δ ❛♥❞ ✐t ❞❡✜♥❡s ❛ ♣s❡✉❞♦♠❡tr✐❝✳ ❲❤❡♥ ∆(P1,P2) = 0 t❤❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s (Pn

1 )n∈N ❛♥❞ (Pn
2 )n∈N ❛r❡

❝❛❧❧❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ∆(Pn
1 ,P

n
2 ) t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❆ ✈❡r②

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ∆✲❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ▲❡t D ❜❡ ❛♥② ✭♠❡❛s✉r❛❜❧❡✮ ❞❡❝✐s✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❧❡t L : Θ × D 7→ [0,∞)

❞❡♥♦t❡ ❛ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▲❡t ‖L‖ = sup(θ,z)∈Θ×D L(θ, z)✳ ▲❡t πi ❞❡♥♦t❡ ❛ ✭r❛♥❞♦♠✐③❡❞✮
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ t❤❡ i✲t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② Ri(πi, L, θ) t❤❡ r✐s❦ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ πi ✇❤❡♥ L ✐s t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ θ ✐s t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡♥✱
❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ✐s✿

δ(P1,P2) = inf
π1

sup
π2

sup
θ∈Θ

sup
L:‖L‖=1

∣∣R1(π1, L, θ)−R2(π2, L, θ)
∣∣.

❚❤✉s ∆(P1,P2) < ε ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♣r♦❝❡❞✉r❡ πi ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ i t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡
πj ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ j✱ {i, j} = {1, 2}✱ ✇✐t❤ r✐s❦s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② ❛t ♠♦st ε✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦✈❡r ❛❧❧
❜♦✉♥❞❡❞ L ❛♥❞ θ ∈ Θ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❤♦❧❞ ✐♥ ❛♥② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡✿ ❲❤❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✈❡r ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳
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❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❲❡ r❡♣♦rt ❜❡❧♦✇ ♦♥❧②
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢s s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮❀
❙tr❛ss❡r ✭✶✾✽✺✮✳

Pr♦♣❡rt② ✺✳✹✳✸✳ ▲❡t Pj = (X ,A , {Pj,θ; θ ∈ Θ})✱ j = 1, 2✱ ❜❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ∆0(P1,P2) := supθ∈Θ ‖P1,θ − P2,θ‖TV . ❚❤❡♥✱

∆(P1,P2) ≤ ∆0(P1,P2)✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Pr♦♣❡rt② ✺✳✹✳✸ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❛✲
t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚♦ t❤❛t ❛✐♠✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧ts✳

❋❛❝t ✺✳✹✳✹✳ ▲❡t P1 ❛♥❞ P2 ❜❡ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ X ✱ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠♦♥

♠❡❛s✉r❡ ξ✱ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s gi =
dPi

dξ
✱ i = 1, 2✳ ❉❡✜♥❡

L1(P1, P2) =

∫

X

|g1(x)− g2(x)|ξ(dx),

H(P1, P2) =

(∫

X

(√
g1(x)−

√
g2(x)

)2
ξ(dx)

)1/2

.

❚❤❡♥✱
H2(P1, P2)

2
≤ ‖P1 − P2‖TV =

1

2
L1(P1, P2) ≤ H(P1, P2).

❋❛❝t ✺✳✹✳✺✳ ▲❡t P ❛♥❞ Q ❜❡ t✇♦ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡✿

P = ⊗n
i=1Pi✱ Q = ⊗n

i=1Qi✳ ❚❤❡♥

H2(P,Q) ≤
n∑

i=1

H2(Pi, Qi).

❋❛❝t ✺✳✹✳✻✳ ▲❡t Q1 ∼ N (µ1, σ
2
1) ❛♥❞ Q2 ∼ N (µ2, σ

2
2)✳ ❚❤❡♥

‖Q1 −Q2‖TV ≤
√
2

(
1− σ2

1

σ2
2

)2

+
(µ1 − µ2)2

2σ2
2

.

❋❛❝t ✺✳✹✳✼✳ ❋♦r i = 1, 2✱ ❧❡t Qi✱ i = 1, 2✱ ❜❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦♥ (C,C ) ♦❢ t✇♦ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

X i
t =

∫ t

0

hi(s)ds+

∫ t

0

σ(s)dWs, t ∈ I

✇❤❡r❡ hi ∈ L2(R) ❛♥❞ σ ∈ R>0✳ ❚❤❡♥✿

L1

(
Q1, Q2

)
≤

√∫

I

(
h1(s)− h2(s)

)2

σ2(s)
ds.
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Pr♦♣❡rt② ✺✳✹✳✽✳ ▲❡t Pi = (Xi,Ai, {Pi,θ, θ ∈ Θ})✱ i = 1, 2✱ ❜❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ▲❡t

S : X1 → X2 ❜❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ S ✉♥❞❡r P1,θ ✐s ❡q✉❛❧

t♦ P2,θ✳ ❚❤❡♥ ∆(P1,P2) = 0✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ♣❛♣❡r✱ M (n, θ) st❛♥❞s ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs (n, θ)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹✳✾✳ ✭❙❡❡ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥s ✼✳✶✱ ✼✳✷✮ ▲❡t P = {Pθ :

θ ∈ ΘR}✱ ✇❤❡r❡ Pθ = M (n, θ) ❛♥❞ ΘR ⊂ R
m ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s s✉❝❤

t❤❛t
max θi
min θi

≤ R.

▲❡t Q = {Qθ : θ ∈ ΘR} ✇❤❡r❡ Qθ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❡❝t♦r

♠❡❛♥ (
√
nθ1, . . . ,

√
nθm) ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① 1

4
Im✳ ❚❤❡♥

∆(P,Q) ≤ CR
m lnm√

n

❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t CR t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ R✳
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❈❤❛♣t❡r ✻

❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡❧②

♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡✐r

❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✿ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛s❡

❘és✉♠é ▲✬♦❜❥❡t ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ q✉✐
t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❛ss♦❝✐é✳ ▲✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ T < ∞ ❡st ✜①é ❡t ❧❡s
❞❡✉① ❝❛s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡s s♦♥t ét✉❞✐és✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
♣❡✉t êtr❡ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ét❛❜❧✐❡s ✈✐❛
✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ❛rt✐❝❧❡
♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❙t♦❝❤❛st✐❝ Pr♦❝❡ss❡s✳

▼♦t ❝❧és✿ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠✱ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥s✱ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r✳

❆❜str❛❝t ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢
t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ∆✲❞✐st❛♥❝❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ s❝❛❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ s✐❞❡✱ ❛♥❞ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✳
❚❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ T ✐s ❦❡♣t ✜①❡❞ ❛♥❞ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❛r❡ tr❡❛t❡❞✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜✉t ♣♦ss✐❜❧②
t❡♥❞✐♥❣ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛♣❡r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ■♥❢❡r❡♥❝❡

❢♦r ❙t♦❝❤❛st✐❝ Pr♦❝❡ss❡s✳

✶✸✼
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❑❡②✇♦r❞s✿ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❊✉❧❡r
s❝❤❡♠❡✳

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s s♠❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ ❢r✉✐t❢✉❧ ✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✭s❡❡ ❡✳❣✳
❋r❡✐❞❧✐♥✱ ❲❡♥t③❡❧❧ ✭✷✵✶✷✮✮✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r s✉❜❥❡❝ts✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t
❝❧❛✐♠ ♣r✐❝✐♥❣✱ s❡❡ ❯❝❤✐❞❛✱ ❨♦s❤✐❞❛ ✭✷✵✵✹✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✱ t♦ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱
s❡❡ ❡✳❣✳ P✐❝❛r❞ ✭✶✾✽✻✱ ✶✾✾✶✮ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② t♦ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❞❛t❛✱ s❡❡ ●✉② ✭✷✵✶✸✮✳ ❋r♦♠ ❛
st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ✜rst ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❑✉t♦②❛♥ts ✭✶✾✽✹❜✮ ✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, T ]✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ st❛t✐st✐✲
❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛s ✜rst ❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs
❛❢t❡r✱ s❡❡ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t ✭✶✾✾✵✮✳ ■♥ ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ♠❛② q✉♦t❡ ❑✉t♦②❛♥ts
✭✶✾✽✹❛✮✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss (yt) ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦r ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[0, T ]✱ ✇✐t❤ T < ∞ ❦❡♣t ✜①❡❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥
♣r♦❝❡ss (yt) ❣✐✈❡♥ ❜②

dyt = f(yt)dt+ εσ(yt)dWt, t ∈ [0, T ], y0 = w ∈ R, ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ (Wt)t≥0 ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ (At)t≥0✲❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡
(Ω,A ,P)✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t εσ(·)✱ ✇✐t❤ 0 < ε < 1✱ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞
t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

✭❍✶✮ σ(·) ✐s ❛ K✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ R ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳
t❤❡r❡ ❡①✐st str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts σ0, σ1, K ✇✐t❤

σ2
0 ≤ σ2(y) ≤ σ2

1 ❛♥❞ |σ(z)− σ(y)| ≤ K|z − y|, ∀z, y ∈ R. ✭✻✳✷✮

❲❤❡♥ (yt) ✐s ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿

✭❍✷✮ σ(·) ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ R ✇✐t❤ K✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✐✳❡✳

|σ′(z)− σ′(y)| ≤ K|z − y| ∀z, y ∈ R.

▼♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ (yt)

❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s (yt1 , . . . , ytn)✱ ✇❤❡r❡ ti =
i
n
T ✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s
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t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❜♦t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡
♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊✉❧❡r t②♣❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ y ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ T/n, n ∈ N

∗✿

Z0 = w, Zi = Zi−1 +
T

n
f(Zi−1) + ε

√
T

n
σ(Zi−1)ξi, i = 1, . . . , n, ✭✻✳✸✮

✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ξi✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t❤❛t ✇❡ s❤❛❧❧ ❛❞♦♣t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠

∆✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ s❛②✐♥❣ t❤❛t t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s✱ ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ s❡♥s❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥② st❛t✐st✐❝❛❧
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r✐s❦ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡
t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧ts ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡r ❜✉t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
s❡tt✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮❀ ▲❡ ❈❛♠✱ ❨❛♥❣ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ s❤♦rt r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s
t♦♣✐❝ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ t❤❡♦r② ♦♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s ❤❛s ❛r♦✉s❡❞ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ t❤✐s
s✉❜❥❡❝t✳ ■♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st❛t✐st✐❝s✱ ▲❡ ❈❛♠✬s t❤❡♦r② ❤❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❤✉❣❡
✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ Pr♦✈✐♥❣ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✐s ♠♦r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❜✉t✱ ♥♦✇❛❞❛②s✱ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❚❤❡
✜rst r❡s✉❧ts ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❛t❡ ❢r♦♠
✶✾✾✻ ❛♥❞ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✳ ❆ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐♥❣ ❧✐st
♦❢ s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷❜✮❀ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✻❜✱ ✷✵✵✼✱
✷✵✵✾✮❀ ●r❛♠❛✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✷✮❀ ▼❡✐st❡r✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✶✸✮❀ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✽✮❀ ❘♦❤❞❡ ✭✷✵✵✹✮ ❢♦r
♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹❛✮❀ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮❀ ❏ä❤♥✐s❝❤✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✸✮
❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ●r❛♠❛✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ●r❛♠❛✱ ◆❡✉♠❛♥♥ ✭✷✵✵✻✮ ❢♦r t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❇✉❝❤♠❛♥♥✱ ▼ü❧❧❡r ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r
●❆❘❈❍ ♠♦❞❡❧✱ ▼❡✐st❡r ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ●♦❧✉❜❡✈✱ ◆✉ss❜❛✉♠✱ ❩❤♦✉
✭✷✵✶✵✮ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✺❜✮ ❢♦r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❥✉♠♣s
❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❤❛r❞❡r t♦ ❝♦♠❡ ❜②❀ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡
♦♥❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❛r❡ ❇r♦✇♥✱ ❩❤❛♥❣ ✭✶✾✾✽✮❀ ❊❢r♦♠♦✈✐❝❤✱ ❙❛♠❛r♦✈ ✭✶✾✾✻✮❀ ❲❛♥❣ ✭✷✵✵✷❛✮✳

❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❘❡❢❡r✲
❡♥❝❡s ❝♦♥❝❡r♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞r✐❢t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡s❡ ♦♥❡ ❝❛♥ q✉♦t❡ ❉❛❧❛❧②❛♥✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼❜✮❀ ❉❡❧❛ttr❡✱ ❍♦✛♠❛♥♥ ✭✷✵✵✷✮❀ ●❡♥♦♥✲
❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✷✮❀ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✶✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t r❡s✉❧ts t♦ ♦✉r
♣✉r♣♦s❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ t♦ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
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♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥t✐❧ t✐♠❡ T = 1 ❤❛✈✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t s♠❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ❞✐❢✲
❢✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝
s✉✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧✳
❍❡♥❝❡✱ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡
t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❦❡♣t ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✐s s❡tt✐♥❣ ❛❧❧♦✇s
❢♦r ✇❡❛❦❡r ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛♥ t❤♦s❡ ❛ss✉♠❡❞ ❜② ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t ❛♥❞ ▲❛ré❞♦ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ f t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞✮✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✶✮ ❛♥❞ ✭✻✳✸✮ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s
✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✸✮
✐s ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❡ ♦❢t❡♥ r❡❞✉❝❡s t♦ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r ✭s❡❡
❡✳❣✳ ❈♦♠t❡✱ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ❘♦③❡♥❤♦❧❝ ✭✷✵✵✼✮❀ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t ✭✶✾✾✵✮❀ ❍♦✛♠❛♥♥ ✭✶✾✾✾✮❀
▲❛r❡❞♦ ✭✶✾✾✵✮✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ ❜♦t❤ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✶✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧
✭✻✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ✭✻✳✸✮✳ ❇② t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✸✮ ❜❡✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t σ̄ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ σ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✻✳✸✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✮ ✐s ❛❧✇❛②s ✶✳ ❚❤✉s✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
♠♦❞❡❧s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❜② ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t♦ ♥❡✇ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ ε✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡s❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ▼✐❧st❡✐♥ ❛♥❞ ◆✉ss❜❛✉♠ ❞✐r❡❝t❧②
s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❝❧♦❝❦ ♦❜❧✐❣❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✉♥t✐❧ ❞✐✛❡r❡♥t
r❛♥❞♦♠ t✐♠❡s✳ ❙♦♠❡ ❝❛r❡ ✐s t❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♦❜st❛❝❧❡ ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛
✻✳✹✳✶✵✮✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦st r❡❧❡✈❛♥t r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ✇♦r❦✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①
✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳
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✻✳✷ ❊①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❆s ✐t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦✉r r❡s✉❧t ✐s ♥♦t t❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❢♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t r❡❢❡r❡♥❝❡s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ✇♦r❦✱ t❤❛t ✐s ▼✐❧st❡✐♥✱
◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✱ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❉❛❧❛❧②❛♥✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✻✮✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧
❜❡❧♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs✳

• ❉✐✛✉s✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✿
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
♦r ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss y(t)✱ t ∈ [0, 1]✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❙❉❊

dyt = f(yt)dt+ εdWt, t ∈ [0, 1], y0 = 0,

✇❤❡r❡ (Wt) ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ε ✐s ❛ ❦♥♦✇♥ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ f(·) ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r K ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱

f ∈ FK =
{
f ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ R ❛♥❞ ∀x, u ∈ R, |f(x)− f(u)| ≤ K|x−u|, |f(0)| ≤ K

}
.

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t K ❤❛s t♦ ❡①✐st ❜✉t ♠❛② ❜❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❋♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ (yt) t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣❧❛❝❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❢r❛♠❡✇♦r❦✿
ti = i

n
✱ i ≤ n✳ ❚❤❡✐r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t✱ ✐❢ nε → ∞ ❛s ε → 0✱ t❤❡♥ t❤❡r❡

✐s ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ (yt) ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✿

Z0 = 0, Zi = Zi−1 +
f(Zi−1)

n
+

ε√
n
ξi, i = 1, . . . , n,

✇❤❡r❡ (ξi) ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② P ❛♥❞ Zn t❤❡ st❛t✐st✐✲
❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ (yt) ❛♥❞ t❤❡ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ∆(P,Zn) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∆(P,Zn) ≤ O
(√

n−2ε−2 + n−1
)
, ❛s ε → 0.

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s (yt1 , . . . , ytn) ❢♦r♠ ❛♥ ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s✳

• ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✿
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❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss (ξt) ❣✐✈❡♥ ❜②

dξt = b(ξt)dt+ σ(ξt)dWt, ξ0 = η, ✭✻✳✹✮

✇❤❡r❡ (Wt) ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ✜❧t❡r❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡
(Ω,A , (At)t≥0,P)✱ η ✐s ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ A0✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡✱ b(·)✱ σ(·)
❛r❡ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ R✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t σ(·) ✐s ❛ ❦♥♦✇♥
♥♦♥❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ C2(R) ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

∀x ∈ R, 0 < σ2
0 ≤ σ2(x) ≤ σ2

1, |σ′(x)|+ |σ′′(x)| ≤ Kσ.

❚❤❡ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ b(·) ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r K ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱

b(·) ∈ FK =
{
b(·) ∈ C1(R) ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ R, |b(x)|+ |b′(x)| ≤ K

}
.

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t K ❤❛s t♦ ❡①✐st ❜✉t ♠❛② ❜❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❛t❤ ♦❢ (ξt) ✐s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, T ]✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ♦❢ (ξt) ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ t✐♠❡s ti = ih✱ i ≤ n ✇✐t❤ T = nh✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡
t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ (ξt)
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✿

Z0 = η, Zi = Zi−1 + hb(Zi−1) +
√
hσ(Zi−1)εi,

✇❤❡r❡✱ ❢♦r i ≥ 1✱ ti = ih ❛♥❞ εi =
Wti

−Wti−1√
h

✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❤♦❧❞ ✉♥❞❡r t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t n t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t② ✇✐t❤ h = hn ❛♥❞ nh2
n = T 2

n
t❡♥❞✐♥❣ t♦ ③❡r♦✳

❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛s❡ T = nhn ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ T → ∞✳ ▲❡t ✉s str❡ss
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛s❡✱ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ σ

❜② εσ ✐♥ ✭✻✳✹✮✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② P ❛♥❞ Zn t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ (ξt) ❛♥❞ t❤❡ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✿

∆(P,Zn) ≤ O
(√

n−2ε−2 + n−1 + n−1ε−4
)
.

• ❆s②♠♣t♦t✐❝ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r s❝❛❧❛r ❡r❣♦❞✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥s✱ ❉❛❧❛❧②❛♥✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✻✮✿
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❢♦❝✉s ♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥s ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

dXt = b(Xt)dt+ dWt, t ∈ [0, T ].
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❋♦r s♦♠❡ ✜①❡❞ ❝♦♥st❛♥ts C,A, γ > 0 t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞r✐❢t
❝❧❛ss

b ∈ Σ :=
{
b ∈ ▲✐♣

❧♦❝
(R) : |b(x)| ≤ C(1 + |x|), ∀|x| > A : b(x)

x

|x| ≤ −γ
}
,

✇❤❡r❡ ▲✐♣
❧♦❝
(R) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss

Σ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥✱ ✉♥✐q✉❡
✐♥ ❧❛✇✱ ✇✐t❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡♥s✐t②

µb(x) = Cb exp
(
2

∫ x

0

b(y)dy
)
, x ∈ R,

✇❤❡r❡ Cb > 0 ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
(Xt) ❛♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ●❛✉ss✐❛♥ s❤✐❢t ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❞❡s✐❣♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐s❝r❡t❡ ✭❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s (Xti)

n
i=0✱ ✇❤❡r❡ 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T ✱ di = ti − ti−1 ❛♥❞

dT = maxi=0,...,n−1 di ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s T ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝ s✉✣❝✐❡♥❝② ♦❢ (Xt0 , . . . , Xtn) ❢♦r (Xt)t∈[0,T ] ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ X ❛♥❞ ✐ts ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥
♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ (y1, . . . , yn) ❢r♦♠

yi+1 = yi + dib(yi) +
√

diξi, i = 0, . . . , n− 1, y0 ∼ µb,

✇❤❡r❡ t❤❡ ξi✬s ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ y0✳

✻✳✸ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts

❚♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞
✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ str♦♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ y ❢♦r t❤❡ ❙❉❊ ✭✻✳✶✮ ✭Ø❦s❡♥❞❛❧ ✭✶✾✽✺✮✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✺✱ ♣❛❣❡
✹✺✮✳ ❲❡ s❤❛❧❧ t❤✉s ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ FM ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s f
❞❡✜♥❡❞ ♦♥ R ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣

|f(0)| ≤ M ❛♥❞ |f(z)− f(y)| ≤ M |z − y|, ∀z, y ∈ R. ✭✻✳✺✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ FM s❛t✐s✜❡s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤✿
|f(z)| ≤ M(1 + |z|)✱ ∀z ∈ R✳ ▲❡t C = C(R+,R) ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣♣✐♥❣s ω
❢r♦♠ R

+ ✐♥t♦ R✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss x : C → C ❜②

∀ω ∈ C, xt(ω) = ωt, ∀t ≥ 0.
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▲❡t C 0 ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st σ✲❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ♣❛rts ♦❢ C t❤❛t ♠❛❦❡s xs✱ s ≥ 0✱ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r✱
❢♦r ❛♥② t ≥ 0✱ ❧❡t C 0

t ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st σ✲❛❧❣❡❜r❛ t❤❛t ♠❛❦❡s xs✱ s ✐♥ [0, t]✱ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ s❡t Ct :=

⋂
s>t C

0
s ❛♥❞ C := σ

(
Ct; t ≥ 0

)
✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② P n,y

f t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ (C,CT ) ❜② t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ y✱ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✻✳✶✮ ❛♥❞ ❜②Qn,y

f t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
(Rn,B(Rn)) ❜② t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ (yt1 , . . . , ytn)✱ ti = T i

n
✳ ❲❡ ❝❛❧❧ PT

y t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ y ✉♥t✐❧ t❤❡ t✐♠❡ T ❛♥❞ Qn

y t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♥❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❣r✐❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ y✿

P
T
y =

(
C,CT , {P y

f , f ∈ F}
)
, ✭✻✳✻✮

Q
n
y =

(
R

n,B(Rn), {Qn,y
f , f ∈ F}

)
. ✭✻✳✼✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ✭✻✳✶✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Qn,Z

f t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ (Zi, i = 1, . . . , n) ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✻✳✸✮✳ ❚❤❡♥✿

Q
n
Z =

(
R

n,B(Rn), {Qn,Z
f , f ∈ F}

)
. ✭✻✳✽✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ st❛t❡ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ M > 0 t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ❢✉❧✜❧❧s F ⊂ FM

❛♥❞ t❤❛t σ(·) s❛t✐s✜❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❍✶✮ ✇✐t❤ K = M ✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ εn → ∞ ❛s n → ∞ ❛♥❞

ε → 0✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts PT
y ❛♥❞ Qn

Z ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❡

❤❛✈❡

∆
(
P

T
y ,Q

n
Z

)
= O

( 1

εn
+ (n−1 + ε)1/4

)
.

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ M > 0 t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ❢✉❧✜❧❧s F ⊂ FM

❛♥❞ t❤❛t σ(·) s❛t✐s✜❡s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭❍✶✮ ❛♥❞ ✭❍✷✮✱ ✇✐t❤ K = M ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ r❡q✉✐r❡

t❤❛t σ(·) ❛♥❞ F ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t f
σ
(·) ✐s L✲▲✐♣s❝❤✐t③ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ L ❢♦r f ∈ F ✳ ❚❤❡♥✱

❢♦r ❛♥② ✭♣♦ss✐❜❧② ✜①❡❞✮ ε✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ✈❛❧✉❡s yt1 , . . . , ytn ❛r❡ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t

st❛t✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t PT
y ✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✸✳✸✳ ■❢ F ⊂ FM ❢♦r s♦♠❡ M > 0 ❛♥❞ σ(·) s❛t✐s✜❡s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭❍✶✮ ❛♥❞ ✭❍✷✮
t❤❡♥ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ f

σ
(·) ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝❛s❡s✿ ❊✐t❤❡r

|f(x)| ≤ M ❢♦r ❛❧❧ x✱ ♦r |xσ′(x)| ≤ M ❢♦r ❛❧❧ x✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✸✳✹✳ ❯♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✷✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ✈❛❧✉❡s yt1 , . . . , ytn ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ Qn
Z✱ ❛s n ❣♦❡s

t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠

✻✳✸✳✶ ❤♦❧❞s✳
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✻✳✸✳✶ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦
❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ❜✉t ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

❚❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛s❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛s ✐♥ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✱ ✇❡ ✉s❡ ❛✉①✐❧✐❛r② r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ♠♦❞❡❧s t♦
♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✶ ❛♥❞ ❛ ❦❡② st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛✉s✐♦♥
♠♦❞❡❧s ❤❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ✭❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t✮ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ε ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥t✐❧ ❞✐✛❡r❡♥t st♦♣♣✐♥❣
t✐♠❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ L1✲♥♦r♠ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st♦♣♣✐♥❣ t✐♠❡s ✭s❡❡
▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✶✵ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷ ✐♥ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✮ ❛♥❞ ✇❡ t❛❦❡
❝❛r❡ ♦❢ t❤❛t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥② ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦
s♦♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ✐♥ ▼✐❧st❡✐♥✱
◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮ ♦♥ ε ❛♥❞ n✱ ✐✳❡✳ nε → ∞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ nε4 → ∞ ❛s
✐♥ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛s❡
✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✇❡❛❦❡r ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛♥ t❤♦s❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦
✭✷✵✶✹✮❀ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❛s❦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜♦✉t F ❛s ✐♥ ▼✐❧st❡✐♥✱
◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✳

❆❧s♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦✈❡❧t② ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✶ s✐♥❝❡
❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✷ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❧r❡❛❞② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱
▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✱ ❉❛❧❛❧②❛♥✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✻✮✳

✻✳✹ Pr♦♦❢s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✻✳✸✳✶ ❛♥❞ ✻✳✸✳✷✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❛✉①✐❧✐❛r②
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t st❛rt✐♥❣ ❜② ♦✉t❧✐♥✐♥❣
t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ s❡✈❡♥ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠❡
✐♥t♦ ♣❧❛② ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✶✿

✭M1✮ dyt = f(yt)dt+ εσ(yt)dWt, y0 = w, t ∈ [0, T ]❀

✭M2✮ dȳt = f̄n(t, ȳ)dt+ εσ̄n(t, ȳ)dWt, ȳ0 = w, t ∈ [0, T ]❀

✭M3✮ dξt =
f
σ2 (ξt)dt+ εdWt, ξ0 = w, t ∈ [0, AT (ξ)]❀

✭M4✮ dξ̄t = ḡn(t, ξ̄)dt+ εdWt, ξ̄0 = w, t ∈ [0, Ān
T (ξ̄)]❀

✭M5✮ dξt =
f
σ2 (ξt)dt+ εdWt, ξ0 = w, t ∈ [0, Sn

T (ξ)]❀

✭M6✮ dξt =
f
σ2 (ξt)dt+ εdWt, ξ0 = w, t ∈ [0, ĀT (ξ̄)]❀
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✭M7✮ Z0 = w, Zi = Zi−1 +
T
n
f(Zi−1) + ε

√
T
n
σ(Zi−1)ξi, i = 1, . . . , n❀

✇❤❡r❡ AT (x)✱ Ān
T (x) ❛♥❞ Sn

T (x) ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ Ct✲st♦♣♣✐♥❣ t✐♠❡s❀ f̄n✱ σ̄n✱ ḡn ❛r❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡
❝♦♥st❛♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ f ❛♥❞ σ✱ ❛♥❞ t❤❡ ξi✬s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳

❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ∆(M1,M3)✱ ∆(M2,M4) ❛♥❞∆(M2,M7) ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✿ s❡❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥s ✻✳✹✳✸✱ ✻✳✹✳✺ ❛♥❞ ✻✳✹✳✶✷✳

• ∆(M5,M3) ❛♥❞ ∆(M5,M6) ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 4
√
n−1 + ε ✉♣ t♦ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts✿ s❡❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✶

• ∆(M6,M4) = O
(√

n−1 + ε−2n−2
)
✿ s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✾✳

❲❡ t❤✉s ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ∆✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜②✿

∆(M1,M7) ≤ O
(

4
√
n−1 + ε+ ε−1n−1

)
.

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐① t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✷✿

✭N1✮ dyt = f(yt)dt+ εσ(yt)dWt, y0 = w, t ∈ [0, T ]❀

✭N2✮ (yt1 , . . . , ytn)❀

✭N3✮ dµt =
(

f(F−1(µt))
εσ(F−1(µt))

− σ′(F−1(µt))
2ε

)
dt+ dWt, µ0 = F (w), t ∈ [0, T ]❀

✭N4✮ (µt1 , . . . , µtn)❀

✭N5✮ dµ̄t = b̄n(t, µ̄)dt+ dWt, µ̄0 = F (w), t ∈ [0, T ]❀

✭N6✮ (µ̄t1 , . . . , µ̄tn)❀

✇❤❡r❡ F (x) =
∫ x

0
1

εσ(u)
du ❛♥❞ b̄n ✐s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

b ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ f, ε, σ ❛♥❞ F ✳
❚❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s✿

• ∆(N1,N3)✱ ∆(N2,N4) ❛♥❞ ∆(N5,N6) ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✿ s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✻✳✹✳✶✸
❛♥❞ ✻✳✹✳✶✺❀

• ∆(N3,N5) ❛♥❞ ∆(N6,N4) ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② n−1 ✉♣ t♦ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥ts✿ s❡❡ Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥s ✻✳✹✳✶✹ ❛♥❞ ✻✳✹✳✶✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✿
∆(N1,N2) = O

(
n−1
)
.
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✻✳✹✳✶ ❘❛♥❞♦♠ t✐♠❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❢♦r ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss❡s

❆ ❦❡② t♦♦❧ ✐♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ▼❛r❦♦✈
♣r♦❝❡ss❡s✳ ▼♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✹✳✶✳ ✭s❡❡ ❱♦❧❦♦♥s❦✐✐ ✭✶✾✺✽✮✮ ▲❡t (Y,Py) ❜❡ ❛ ✭❝à❞❧à❣✮ str♦♥❣ (At)✲▼❛r❦♦✈

♣r♦❝❡ss ♦♥ (Ω,A ,P) ✇✐t❤ st❛t❡ s♣❛❝❡ (Rd,B(Rd)) ❛♥❞ ❧❡t v : Rd → (0,∞) ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

Ft =

∫ t

0

ds

v(Ys)
, t ≥ 0

❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ∫ ∞

0

ds

v(Ys)
= ∞, Py − ❛✳s✳ , ∀y ∈ R

d,

s♦ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥✈❡rs❡

Tt = inf{s ≥ 0 : Fs > t}, t ≥ 0

♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ F ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ [0,∞). ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss

Jt = YTt
, t ≥ 0,

✐s ❛ ❝à❞❧à❣ str♦♥❣ (ATt
)✲▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ (Ω,A ,P)✳

❆ss✉♠❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t (Y,Py) ✐s ❛ ❋❡❧❧❡r ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r LY ❛♥❞

❞♦♠❛✐♥ D✳ ❚❤❡♥ J ✐s ❛❧s♦ ❛ ❋❡❧❧❡r ♣r♦❝❡ss ✇❤♦s❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ D✱

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

LJh(z) = v(z)LY h(z), h ∈ D, z ∈ R
d.

Pr♦♣❡rt② ✻✳✹✳✷✳ ❋♦r ❛❧❧ ω ∈ C✱ s, t > 0 ❞❡✜♥❡✿

ρs(ω) =

∫ s

0

σ2(ωr)dr; ηt(ω) = inf
{
s ≥ 0, ρs(ω) ≥ t

}
,

θs(ω) =

∫ s

0

1

σ2(ωr)
dr; At(ω) = inf

{
s ≥ 0, θs(ω) ≥ t

}
.

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞✿

✶✳ ρT (x) = AT (xη·(x)),

✷✳ At(x) =
∫ t

0
σ2(xAs(x))ds, ∀t ∈ [0, T ]✳
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Pr♦♦❢✳ ✶✳ ■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t θT (xη·(x)) = ηnT (x) s✐♥❝❡ t 7→ At(x) ❛♥❞ t 7→ ρt(x) ❛r❡✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t 7→ θt(x) ❛♥❞ t 7→ ηt(x)✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❛st
❛ss❡rt✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡✿

θT (xη·(x)) =

∫ T

0

1

σ2(xηr(x))
dr =

∫ ηT (x)

0

σ2(xs)

σ2(xs)
ds = ηT (x);

✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ s = ηr(x) ⇔ r =

ρs(x) t❤❛t ②✐❡❧❞s dr = σ2(xs)ds✳
✷✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❛t t 7→ θt(x) ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t 7→ At(x) ❝♦♠❜✐♥❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❛❝t✿
▲❡t h ❛♥❞ g ❜❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ R s✉❝❤ t❤❛t h(0) = 0 = g(0) ❛♥❞ t❤❡✐r

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♥❡✈❡r ✈❛♥✐s❤✳ ❚❤❡♥✱ h′(z) = 1
g′(h(z)) ❢♦r ❛❧❧ z ✐♥ R ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ h ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡

♦❢ g✳
❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ✐♥ ✷✳ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ❢❛❝t t♦ h(t) = At(x) ❛♥❞

g(t) = θt(x)✳

✻✳✹✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✶

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ ❢♦✉r st❡♣s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ ❙t❡♣ ✶ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡
♦♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✻✳✶✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ PT

y ❜✉t ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ ε✳ ■♥ ❙t❡♣ ✷ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (yt) ❛♥❞✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ r❛♥❞♦♠ t✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ✇❡
♣r♦✈❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧t ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ ε✳ ■♥ ❙t❡♣ ✸ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡✱ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ∆✲
❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ ε ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❙t❡♣s
✶✲✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙t❡♣ ✹✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ (yt) ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✳ ❇② ♠❡❛♥s
♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ∆✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ PT

y

❛♥❞ Qn
Z ✳

❙t❡♣ ✶✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ PT
y ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ε✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t P y
f ✐s t❤❡ ❧❛✇ ♦♥ (C,CT )

♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r L1 ❣✐✈❡♥ ❜②

L1 = f∇+ ε2
σ2

2
∆, ✭✻✳✾✮

❉❡✜♥❡ P ξ
f ❛s t❤❡ ❧❛✇ ♦♥ (C,C ) ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r L2 ❣✐✈❡♥

❜②

L2 =
f

σ2
∇+ ε2

1

2
∆ ✭✻✳✶✵✮
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❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ξ0 = ω. ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ A > 0 ❛ Ct✲st♦♣♣✐♥❣ t✐♠❡✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t

P
A
ξ = (C,CA, (P

ξ
f |CA

, f ∈ F )).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ M > 0 t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ F ❢✉❧✜❧❧s F ⊂
FM ❛♥❞ t❤❛t σ(·) s❛t✐s✜❡s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❍✶✮✱ ✇✐t❤ K = M ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

PT
y ❛♥❞ P

AT (x)
ξ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t δ(PT
y ,P

AT (x)
ξ ) = 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t (xt) ✉♥❞❡r P

y
f ✐s ❛ (Ct)✲▼❛r❦♦✈

♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛s ✐♥ ✭✻✳✾✮✳ ❉❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss ξ ❛s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t✐♠❡
♦❢ (xt) ✇✐t❤ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❧♦❝❦ (ηt(x))t✿ ξ0 = w, ξt := xηt(x), ∀t > 0✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✹✳✶ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss (ξt)t≥0 ✐s ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✻✳✶✵✮✳
❆❧s♦✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ❛s (xt) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ [0, T ]✱ t❤❡♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ (ξt) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉♥t✐❧
t❤❡ t✐♠❡ ρT (x)✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s
{P y

f , f ∈ F} ✐♥ {P ξ
f |CAT (x), f ∈ F}✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿

Φ : {ωt : t ∈ [0, T ]} → {ωηt(ω) : t ∈ [0, ρT (ω)]}.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss Φ(x) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ t✐♠❡ ρT (x) t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ AT (Φ(x))

✭s❡❡ Pr♦♣❡rt② ✻✳✹✳✷✮✱ s♦ t❤❛t ❛♥② s❡t ♦❢ ♣❛t❤s ♦❢ Φ(x) ❜❡❧♦♥❣s t♦ CAT (x)✳ ■♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ K ❞❡✜♥❡❞ ❜② K(ω,Γ) = IΓ(Φ(ω))✱ ∀ω ∈ C✱ ∀Γ ∈ CAT (x)✱ t❤❡♥✿

KP y
f (Γ) =

∫
IΓ(Φ(ω))P

y
f (dω) = P y

f (Φ(x) ∈ Γ) = P ξ
f |CAT (x)

(Γ).

❚❤❡r❡❢♦r❡ δ(PT
y ,P

AT (x)
ξ ) = 0✳

❚❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t δ(P
AT (x)
ξ ,PT

y ) = 0 t❤r♦✉❣❤ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Ψ : (ωt : t ∈ [0, AT (ω)]) → (ωAt(ω) : t ∈ [0, T ])✳

❙t❡♣ ✷✳ ❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ PT
y ✳

●✐✈❡♥ ❛ ♣❛t❤ ω ✐♥ C ❛♥❞ ❛ t✐♠❡ ❣r✐❞ ti = T i
n
✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

f̄n(t, ω) =
n−1∑

i=1

f
(
ω(ti)

)
I[ti,ti+1)(t), σ̄n(t, ω) =

n−1∑

i=1

σ
(
ω(ti)

)
I[ti,ti+1)(t), ∀t ∈ [0, T ].

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② P n,ȳ
f t❤❡ ❧❛✇ ♦♥ (C,CT ) ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧

❣❡♥❡r❛t♦r L̄n ❣✐✈❡♥ ❜②

L̄n
t (ω)h(z) = f̄n(t, ω)∇h(z) + ε2

σ̄2
n(t, ω)

2
∆h(z), ∀ω ∈ C, h ∈ C2(R), z ∈ R ✭✻✳✶✶✮
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❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ȳ0 = ω. ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

P
n,T
ȳ =

(
C,CT , (P

n,ȳ
f |CT

, f ∈ F )
)

❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ ε

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ P
n,T
ȳ ✳ ❚♦ t❤❛t ❛✐♠✱ ❢♦r ❛❧❧ ω ∈ C✱ ❞❡✜♥❡

Ān
0 (ω) = 0, Ān

t (ω) = Āti−1
(ω) + σ2(ωĀti−1

(ω))(t− ti−1), t ∈ (ti−1, ti]; ✭✻✳✶✷✮

ḡn(t, ω) =
n∑

i=1

f

σ2
(ωĀn

ti
(ω))I

(
Ān

ti
(ω),Ān

ti+1
(ω)
](t), t ≥ 0, i = 0, . . . , n− 1. ✭✻✳✶✸✮

▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✹✳ Ān
ti
(x) ✐s ❛ Ct✲st♦♣♣✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✭✻✳✶✷✮✱ Ān
t1
(x) = σ2(x(0))t1✱ s♦ t❤❡ s❡t {Ān

t1
(x) ≤ t} =

{
∅ ✐❢ σ2(x(0))t1 > t

C ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❜❡❧♦♥❣s t♦ Ct✱ ❢♦r ❛❧❧ t✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Ān

ti−1
(x) ✐s ❛ (Ct)✲st♦♣♣✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞

r❡♠❛r❦ t❤❛t ✭✻✳✶✷✮ ✐♠♣❧✐❡s {Ān
ti
(x) ≤ t} = {Ān

ti
(x) ≤ t} ∩ {Ān

ti−1
(x) ≤ t}✳ ❙✐♥❝❡ (xt) ✐s

(Ct)✲❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
(Ct)✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t xĀn

ti−1
(x) ✐s CĀti−1 (x)

✲ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✱ ❤❡♥❝❡✱

✉s✐♥❣ ✭✻✳✶✷✮✱ {Ān
ti
(x) ≤ t} ∈ CĀn

ti−1
(x)✱ ❛s Ān

ti−1
(x) ✐s ❛❧r❡❛❞② CĀn

ti−1
(x)✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡✱ ❛❣❛✐♥

❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ CĀti−1 (x)
❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥

❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ t❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t {Ān
ti
(x) ≤ t} ∈ Ct✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t✳

❉❡♥♦t❡ ❜② P n,ξ̄
f t❤❡ ❧❛✇ ♦♥ (C,C ) ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r

L̃n ❣✐✈❡♥ ❜②

L̃n
t (ω)h(z) = ḡn(t, ω)∇h(z) +

ε2

2
∆h(z), ∀ω ∈ C, h ∈ C2(R), z ∈ R ✭✻✳✶✹✮

❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ξ̄0 = ω✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✹ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ξ̄ ✉♥t✐❧ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ t✐♠❡ Ān

T (x)✿

P
n,Ān

T (x)

ξ̄
=
(
C,CĀn

T (x), {P n,ξ̄
f |CĀn

T
(x)
, f ∈ F}

)
.

❆s ✐♥ ❙t❡♣ ✶✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧
♣♦✐♥ts t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ❝❛r❡ ♦❢❀ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦
✭✷✵✶✹✮✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✺✳ ❯♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✸✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧

♠♦❞❡❧s P
n,T
ȳ ❛♥❞ P

n,Ān
T (x)

ξ̄
❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳
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❙t❡♣ ✸✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t ∆(P
AT (x)
ξ ,P

n,Ān
T (x)

ξ̄
) → 0 ❛s n → ∞✳ ❚♦ t❤❛t ❛✐♠ ✇❡ ✇✐❧❧

♣r♦✈❡ t❤❛t✱ s❡tt✐♥❣ Sn
T (x) := AT (x)∧Ān

T (x)✱∆(P
AT (x)
ξ ,P

Sn
T (x)

ξ ) → 0✱∆(P
Sn
T (x)

ξ ,P
Ān

T (x)

ξ ) →
0 ❛♥❞ ∆(P

Ān
T (x)

ξ ,P
n,Ān

T (x)

ξ̄
) → 0 ❛s n → ∞✳ ❲❡ s❤❛❧❧ st❛rt ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝

❡q✉✐✈❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ P
Ān

T (x)

ξ ❛♥❞ P
n,Ān

T (x)

ξ̄
❀ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✻✳ ❚❤❡ ❧❛✇ ♦❢ (xAt(x)) ✉♥❞❡r P ξ
f ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ (xt) ✉♥❞❡r P y

f ✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t P ζ̄
f ❜❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ (C,C ) ❜② t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

(ζ̄t) s❛t✐s❢②✐♥❣

dζ̄t =
f(ζ̄t)

σ2(ζ̄t)
σ̄2
n(t, ζ̄)dt+ εdWt, ζ̄0 = w.

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ (xĀn
t (x)

) ✉♥❞❡r P ξ
f ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ (xt) ✉♥❞❡r P ζ̄

f ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♦♥❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ξ0 = w = y0 ❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ t > 0✿

xAt(x) = w +

∫ At(x)

0

f(xs)

σ2(xs)
ds+ εW̃An

t (x)
,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (W̃t) ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ✉♥❞❡r P ξ
f ✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡

s = Au(x) ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ds = σ2(xAu(x))du✱ ❤❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

xAt(x) = w +

∫ t

0

f(xAu(x))

σ2(xAu(x))
σ2(xAu(x))du+ ε

∫ t

0

σ(xAu(x))Bu,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss (Bt) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Bt =

∫ t

0

dW̃Au(x)

σ(xAu(x))
.

❈❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❑❛r❛t③❛s✱ ❙❤r❡✈❡ ✭✷✵✵✵✮✱ ✺✳✺✮ ❡♥s✉r❡ t❤❛t (Bt) ✐s ❛ CAt(x) st❛♥✲
❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ✉♥❞❡r P y

f ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ xAt(x) ✉♥❞❡r P
ξ
f ✐s t❤❡ s❛♠❡

❛s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ x ✉♥❞❡r P y
f ✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✼✳ ▲❡t p ❜❡ ❛♥ ❡✈❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ (tn) ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

CT ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ f ❀ t❤❡♥ E
P ζ̄
f

|xtn |p = O(1)✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦♥ F ✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦✉♥❞ E
P ζ̄
f

|xtn |p ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝ts✿

• (z1 + · · ·+ zm)
p ≤ mp−1(zp1 + · · ·+ zpm)✱ ∀z1, . . . , zm ∈ R❀
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• E
P ζ̄
f

|
∫ v

0
h(xr)dr|p ≤ vp−1

∫ v

0
E
P ζ̄
f

hp(xr)dr✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h❀

• ■❢ X ✐s ❛ ❝❡♥t❡r❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 t❤❡♥ E[Xp] = σp(p−
1)!!❀

• ✭●r♦♥✇❛❧❧ ❧❡♠♠❛✮ ▲❡t I = [0, a] ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡✱ α ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❧❡t
β ❛♥❞ u ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ I✳ ■❢ β ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐❢ u
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

u(t) ≤ α +

∫ t

0

β(s)u(s) ds, ∀t ∈ I,

t❤❡♥

u(t) ≤ α exp

(∫ t

0

β(s) ds

)
, t ∈ I.

❆s ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝♦♥str✉❝t ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ (B̄t) ✉♥❞❡r P
ζ̄
f s✉❝❤ t❤❛t

dxt =
f(xt)

σ2(xt)
σ̄2
n(t, x)dt+ εdB̄t;

❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❢❛❝ts ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤ ♦❢ f ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

E
P ζ̄
f

|xtn |p ≤ 3p−1wp + 3p−1
E
P ζ̄
f

(∫ tn

0

f(xs)

σ2(xs)
σ̄2
n(s, x)ds

)p

+ 3p−1εpE
P ζ̄
f

B̄p
tn

≤ 3p−1wp + 3p−1σ
2p
1

σ2p
0

(CT )p−1

∫ tn

0

E
P ζ̄
f

[f p(xs)]ds+ 3p−1εp(CT )
p
2 (p− 1)!!

≤ C ′
(
1 +

∫ tn

0

E
P ζ̄
f

|xs|pds
)
,

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C ′ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ f ✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

E
P ζ̄
f

|xtn |p ≤ C ′eC
′tn ≤ C ′eC

′CT = O(1).

▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✽✳ ❯♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✸ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❙t❡♣s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡

EP ξ
f

∫ Ān
T (x)

0

( f(xs)

σ2(xs)
− ḡn(s, x)

)2
ds = O

(
n−2 + εn−1

)
,

✉♥✐❢♦r♠❧② ♦♥ F ✳
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Pr♦♦❢✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t②✱ ✐♥ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t n ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡ ♦❢ Ān

t ✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ y, z ∈ R

∣∣∣∣
f(z)

σ2(z)
− f(y)

σ2(y)

∣∣∣∣ ≤ |f(z)|
∣∣∣∣

1

σ2(z)
− 1

σ2(y)

∣∣∣∣+
|f(z)− f(y)|

σ2
0

≤ 2M2σ1

σ4
0

(1 + |z|)|z − y|+ M

σ2
0

|z − y|,

❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t
(

f(z)
σ2(z)

− f(y)
σ2(y)

)2
≤ C(z − y)2(1 + z2)✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

∫ ĀT (x)

0

( f(xs)

σ2(xs)
− ḡn(s, x)

)2
ds ≤

n−1∑

i=0

∫ Āti+1 (x)

Āti
(x)

C
(
xs − xĀti

(x)

)2
(1 + x2

Āti
(x))ds

= C
n−1∑

i=0

(1 + x2
Āti

(x))

∫ Āti+1 (x)

Āti
(x)

(xr − xĀti
(x))

2dr

≤ Cσ2
1

n−1∑

i=0

(1 + x2
Āti

(x))

∫ ti+1−ti

0

(xĀti+s(x) − xĀti
(x))

2ds,

✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s r = Āti+s(x)✳ ❚❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✼ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

EP ξ
f

∫ ĀT (x)

0

( f(xs)

σ2(xs)
− ḡn(s, x)

)2
ds ≤

≤ Cσ2
1

n−1∑

i=0

√
EP ξ

f
(1 + x2

Āti
(x)
)2

√
EP ξ

f

(∫ ti+1−ti

0

(xĀti+r(x) − xĀti
(x))2dr

)2

= Cσ2
1

n−1∑

i=0

√
E
P ζ̄
f

(1 + x2
ti)

2

√

E
P ζ̄
f

(∫ T
n

0

(xr+ti − xti)
2dr

)2

≤ Cσ2
1

n−1∑

i=0

√
E
P ζ̄
f

(2 + 2x4
ti)

√

E
P ζ̄
f

(
T

n

∫ T
n

0

(xr+ti − xti)
4dr

)

= O

(
n−1∑

i=0

√

E
P ζ̄
f

(T
n

∫ T
n

0

(xr+ti − xti)
4dr
))

.
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❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✼✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

E
P ζ̄
f

(xr+ti − xti)
4 = E

P ζ̄
f

∣∣∣∣
∫ ti+r

ti

f(xs)σ
2(xti)

σ2(xs)
ds+ εσ(xti)(B̄ti+r − B̄ti)

∣∣∣∣
4

≤ 8E
P ζ̄
f

∣∣∣∣
∫ ti+r

ti

f(xs)σ
2(xti)

σ2(xs)
ds

∣∣∣∣
4

+ 8ε4σ4
1EP ζ̄

f

∣∣B̄ti+r − B̄ti

∣∣4

≤ 8
σ8
1

σ8
0

r3
∫ r

0

E
P ζ̄
f

[
f 4(xs+ti)

]
ds+ 8ε4σ4

1r
26!

= O

(
r4 + r3

∫ r

0

E
P ζ̄
f

[x4
s+ti

]ds+ ε4 r2
)

= O(r4 + ε4r2) = O
( 1

n4
+

ε4

n2

)
.

P✉tt✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❡❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✇❡ ❣❡t✿

∫ ĀT (x)

0

( f(xs)

σ2(xs)
− ḡn(s, x)

)2
ds = O

( n−1∑

i=0

√
(T
n

∫ T
n

0

O
( 1

n4
+

ε4

n2

)
dr
))

= O

(
1

n2
+

ε2

n

)
.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✾✳ ❯♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∆(P
Ān

T (x)

ξ ,P
n,Ān

T (x)

ξ̄
) = O(

√
ε−2n−2 + n−1).

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✉s❡ ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦✉♥❞
∥∥∥P ξ

f |CĀn
T (x)−

P n,ξ̄
f |CĀn

T (x)

∥∥∥
❚❱

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ∆(P
Ān

T (x)

ξ ,P
n,Ān

T (x)

ξ̄
)✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t hf ❜❡ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r

♣r♦❝❡ss ♦❢ ♦r❞❡r 1/2 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s P ξ
f |CĀn

T (x) ❛♥❞ P n,ξ̄
f |CĀn

T (x)✱ t❤❛t ✐s✱ ✭s❡❡ ❏❛❝♦❞
❛♥❞ ❙❤✐r②❛❡✈✱ ❏❛❝♦❞✱ ❙❤✐r②❛❡✈ ✭✶✾✽✼✮✱ ♣❛❣❡ ✷✸✾✮

hf (t)(x) =
1

8ε2

∫ t

0

(
f(xs)

σ2(xs)
− ḡn(s, x)

)2

ds.

❚❤❡♥✿ ∥∥∥P ξ
f |CĀn

T
(x)

− P n,ξ̄
f |CĀn

T
(x)

∥∥∥
❚❱

≤ 4
√

EP ξ
f
hf (Ān

T (x))(x),

❛s ✐♥ ❏❛❝♦❞✱ ❙❤✐r②❛❡✈ ✭✶✾✽✼✮✱ ✹❜✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✶✱ ♣❛❣❡ ✷✼✾✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛♥❦s t♦
▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✽✳
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❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t ∆(P
An

T (x)

ξ ,P
Sn
T (x)

ξ ) → 0 ❛♥❞ ∆(P
Sn
T (x)

ξ ,P
Ān

T (x)

ξ ) → 0 ❛s n → ∞✳
❆❣❛✐♥✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✶✵✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✸ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥

❛s ✐♥ ❙t❡♣s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡

EP ξ
f
|AT (x)− Ān

T (x)| = O
( 1
n
+ ε
)
, ✭✻✳✶✺✮

✉♥✐❢♦r♠❧② ♦✈❡r F ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ ✭✻✳✶✺✮ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ s♦♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚♦ t❤❛t ❛✐♠✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❖❉❊s✿

dzt
dt

= f(zt),
dz̄t
dt

=
f(z̄t)

σ2(z̄t)
σ̄2
n(t, z̄), z0 = w = z̄0.

❇② ♠❡❛♥s ♦❢ Pr♦♣❡rt② ✻✳✹✳✷✱ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ σ2(·) ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤ ♦❢ f ✱
✇❡ ❣❡t✱

EP ξ
f
|AT (x)− Ān

T (x)| = EP ξ
f

∣∣∣∣
∫ T

0

(
σ2(xAt(x))− σ̄2

n(t, xĀn· (x))
)
dt

∣∣∣∣

≤ 2σ1MEP ξ
f

n−1∑

i=0

∫ ti+1

ti

|xAt(x) − xĀn
ti
(x)|dt

≤ 2σ1MEP ξ
f

n−1∑

i=0

∫ ti+1

ti

(
|xAt(x) − zt|+ |zt − z̄ti |+ |z̄ti − xĀn

ti
(x)|
)
dt.

❋♦r ❛❧❧ t ∈ [ti, ti+1]✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ t❡r♠s I = EP ξ
f
|xAt(x) − zt|✱ II = |zt − z̄ti | ❛♥❞

III = EP ξ
f
|z̄ti − xĀn

ti
(x)|✱ s❡♣❛r❛t❡❧②✳

• ❚❡r♠ ■✿ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✻ ❛♥❞ s♦♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

EP ξ
f
|xAt(x) − zt| = EP y

f
|xt − zt| = EP y

f

∣∣∣∣
∫ t

0

(
f(xs)− f(zs)

)
ds+ ε

∫ t

0

σ(xs)dWs

∣∣∣∣

≤ MEP y
f

∫ t

0

|xs − zs|ds+ εσ1

√
t;

❤❡♥❝❡✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❧❡♠♠❛ ②✐❡❧❞s EP ξ
f
|xAt(x)−zt| ≤ ε

√
t exp(MT ).
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• ❚❡r♠ ■■✿ ❇② t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜♦✉♥❞ |zt − zti | ❛♥❞ |zti − z̄ti |✱
s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t |zs − ztj | ✐s ❛ O(n−1) ❛s ✇❡❧❧ ❛s |z̄s − z̄tj | ❢♦r ❛❧❧
s ∈ [tj, tj+1]✱ j = 0, . . . , n − 1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C✱

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ f ✱ s✉❝❤ t❤❛t
∣∣∣f(x)− f(y)

σ2(y)
σ2(z)

∣∣∣ ≤ C(|x− y|+ (1 + |y|)|y − z|)✳ ❲❡
❣❡t✿

|zti − z̄ti | =
∣∣∣∣
∫ ti

0

(
f(zs)−

f(z̄s)

σ2(z̄s)
σ̄2
n(s, z̄)

)
ds

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
i−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

(
f(zs)−

f(z̄s)

σ2(z̄s)
σ2(z̄tj)

)
ds

∣∣∣∣

≤ C

i−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

(
|zs − z̄s|+ (1 + |z̄s|)|z̄s − z̄tj |

)
ds

≤ C

∫ ti

0

|zs − z̄s|ds+
C ′ti
n

,

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C ′✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ f ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❧❡♠♠❛
♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

|zti − z̄ti | ≤
C ′ti
n

eCti

t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ |zt − z̄ti | = O(n−1)✳

• ❚❡r♠ ■■■✿ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✻ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t EP ξ
f
|z̄ti −xĀn

ti
(x)| = E

P ζ̄
f

|z̄ti −xti |✳

E
P ζ̄
f

|z̄ti − xti | = E
P ζ̄
f

∣∣∣∣
i−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

[( f(z̄s)

σ2(z̄s)
σ2(z̄tj)−

f(xs)

σ2(xs)
σ2(xtj)

)
ds+ εσ(xtj)dWs

]∣∣∣∣

≤ E
P ζ̄
f

∣∣∣∣
i−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

( f(z̄s)

σ2(z̄s)
σ2(z̄tj)−

f(xs)

σ2(xs)
σ2(xtj)

)
ds

∣∣∣∣+ εσ1

√
ti

≤ E
P ζ̄
f

i−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

(
Mσ2

1

σ2
0

|z̄s − xs|+
2σ1M

σ4
0

(1 + |z̄s|)(|z̄tj − z̄s|+ |xs − xtj |)
)
ds+ εσ1

√
ti

≤ E
P ζ̄
f

∫ ti

0

Mσ2
1

σ2
0

|z̄s − xs|ds+ Cn−1ti + εσ1

√
ti,

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t C ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ f ✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❧❡♠♠❛ ❣✐✈❡s

E
P ζ̄
f

|z̄ti − xti | ≤
(
Cn−1ti + εσ1

√
ti
)
exp

(Mσ2
1

σ2
0

ti

)
.
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P✉tt✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❡❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✇❡ ♦❜t❛✐♥ EP ξ
f
|AT (x)− Ān

T (x)| = O
(

1
n
+ ε
)
✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✶✳ ❯♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

∆(P
AT (x)
ξ ,P

Sn
T (x)

ξ ) → 0 ❛♥❞ ∆(P
Sn
T (x)

ξ ,P
Ān

T (x)

ξ ) → 0 ❛s n → ∞✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♣r♦✈❡ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳
❙✐♥❝❡ CSn

T (x) ⊂ CAT (x)✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t δ(P
AT (x)
ξ ,P

Sn
T (x)

ξ ) = 0✳ ❚♦ ❝♦♥tr♦❧ δ(P
Sn
T (x)

ξ ,P
AT (x)
ξ )

✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ Kn✿

Kn(ω,A) := EP ξ
0

(
IA|CSn

T
(x)

)
(ω), ∀A ∈ CAT (x), ω ∈ C,

✇❤❡r❡ P ξ
0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s P

ξ
f ✇✐t❤ f ≡ 0✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧Kn t❤✉s ❝♦♥str✉❝t❡❞

❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧ N ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✻✳✷✱ ✇❤❡♥ ε ≡ 1✳ ▼❛❦✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ❝✐t❡❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❛t

∥∥KnP ξ
f |CSn

T
(x)

− P ξ
f |CAT (x)

∥∥
TV

≤ 1

2

√
EP ξ

f
|CAT (x)

∫ AT (x)

Sn
T (x)

f 2(xr)

σ4(xr)
dr

≤ M√
2σ2

0

√
EP ξ

f
|CAT (x)

(
|AT (x)− Ān

T (x)|+
∫ |AT (x)−Ān

T (x)|

0

x2
rdr

)

= O
((

EP ξ
f
|CAT (x)

|AT (x)− Ān
T (x)|

)1/4)
.

❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ∆(P
AT (x)
ξ ,P

Sn
T (x)

ξ ) → 0 ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳✶✵✳

❙t❡♣ ✹✳ ❯s✐♥❣ ❙t❡♣s ✶✕✸ ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❛t

∆(PT
y ,P

n,T
ȳ ) = O

( 1

εn
+ (n−1 + ε)1/4

)
.

❍❡♥❝❡✱ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✶✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✷✳ ❯♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✸✱ ∆(Pn,T
ȳ ,Qn

Z) = 0✱

❢♦r ❛❧❧ n✳

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ●✐rs❛♥♦✈ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ P n,ȳ
f |CT

✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P n,ȳ
0 ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

dP n,ȳ
f

dP n,ȳ
0

|CT
(ω) = exp

( n−1∑

i=0

( f(ωti)

ε2σ2(ωti)
(ωti+1

− ωti)−
f 2(ωti)

2nε2σ2(ωti)

))
.
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❍❡♥❝❡✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❋✐s❤❡r✬s ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ S : ω → (ωt1 , . . . , ωtn) ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s
{P n,ȳ

f |CT
; f ∈ F}✳ ❲❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ (xt1 , . . . , xtn)

✉♥❞❡r P n,ȳ
f ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ (Z1, . . . , Zn) ✉♥❞❡r P ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✭s❡❡ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮✮✿
▲❡t Pi = (Xi,Ai, {Pi,θ, θ ∈ Θ})✱ i = 1, 2✱ ❜❡ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❧❡t (X1,A1)

❜❡ ❛ P♦❧✐s❤ s♣❛❝❡✳ ▲❡t S : X1 → X2 ❜❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

S ✉♥❞❡r P1,θ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ P2,θ✳ ❚❤❡♥ ∆(P1,P2) = 0✳

✻✳✹✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✷

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❙t❡♣s✳
❙t❡♣ ✶✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ F : R → R ❞❡✜♥❡❞ ❛s F (x) =

∫ x

0
1

εσ(u)
du✳

❘❡♠❛r❦ t❤❛t F ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ■tô ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

F (yt) = F (w) +

∫ t

0

( f(ys)

εσ(ys)
− εσ′(ys)

2

)
ds+Wt.

❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ s❡t µt := F (yt)✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss (µt) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❉❊✿

µ0 = F (w); dµt =
( f(F−1(µt))

εσ(F−1(µt))
− εσ′(F−1(µt))

2

)
dt+ dWt, t ∈ [0, T ]. ✭✻✳✶✻✮

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ t❤❛♥❦s t♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✭❍✶✮✱ ✭❍✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ f
σ
(·)✱ t❤❡

❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ b(x) := f(F−1(x))
εσ(F−1(x))

− εσ′(F−1(x))
2

✐s s✉❝❤ t❤❛t |b(0)| ≤ M
εσ0

+ εM
2

❛♥❞ ✐t ✐s ❛❧s♦
▲✐♣s❝❤✐t③✿

|b(x)− b(y)| =
∣∣∣∣
( f(F−1(x))

εσ(F−1(x))
− εσ′(F−1(x))

2

)
−
( f(F−1(y))

εσ(F−1(y))
− εσ′(F−1(y))

2

)∣∣∣∣

≤ 1

ε

∣∣∣∣
f(F−1(x))

σ(F−1(x))
− f(F−1(y))

σ(F−1(y))

∣∣∣∣+ ε

∣∣∣∣
σ′(F−1(x))

2
− σ′(F−1(y))

2

∣∣∣∣

≤ L

ε
|F−1(x)− F−1(y)|+ Mε

2
|F−1(x)− F−1(y)|

=

∣∣∣∣
∫ y

x

εσ(F (u))du

∣∣∣∣
(L
ε
+

Mε

2

)
≤
(L
ε
+

Mε

2

)
σ1ε|x− y|;

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ str♦♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ µ ❢♦r t❤❡ ❙❉❊ ✭✻✳✶✻✮
❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② P µ

f ✭r❡s♣✳ Qn,µ
f ✮ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ µ ✭r❡s♣✳ (µt1 , . . . , µtn)✮ ❛♥❞

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

P
T
µ =

(
C,CT , (P

µ
f , f ∈ F )

)
, Q

n
µ =

(
R

n,B(Rn), (Qn,µ
f , f ∈ F )

)
.



✻✳✹✳ P❘❖❖❋❙ ✶✺✾

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ PT
µ ✭r❡s♣✳ Qn

µ✮ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ PT
y ✭r❡s♣✳ Qn

y ✮ ❜② F ✳ ❚❤✉s
✇❡ ❤❛✈❡✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✸✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✷✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s PT
y

✭r❡s♣✳ Qn
y ✮ ❛♥❞ PT

µ ✭r❡s♣✳ Qn
µ✮ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❙t❡♣ ✷✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ❛❜♦✈❡✱ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ b̄n :

b̄n(t, ω) =
n−1∑

i=0

b(ωti)I(ti,ti+1](t), ∀ω ∈ C, t ∈ [0, T ]

❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss (µ̄t) ♦♥ (C,CT ) ❤❛✈✐♥❣ ❞r✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② b̄n ❛♥❞
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ ✐✳❡✳

µ̄0 = F (w); dµ̄t = b̄n(t, µ̄)dt+ dWt, t ∈ [0, T ]. ✭✻✳✶✼✮

❉❡♥♦t❡ ❜② P n,µ̄
f t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✶✼✮ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧

♠♦❞❡❧✿
P

n,T
µ̄ =

(
C,CT , (P

n,µ̄
f , f ∈ F )

)
.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✹✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✷✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s Pn,T
µ

❛♥❞ P
n,T
µ̄ ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ T ✐s ✜①❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✾ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛
✜rst ❜♦✉♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

∆(PT
µ ,P

n,T
µ̄ ) ≤ sup

f∈F

‖P µ
f − P n,µ̄

f ‖TV ≤ 4 sup
f∈F

√
EPµ

f

1

8

∫ T

0

(b(xs)− b̄n(s, x))2ds.

◆♦✇✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ L̃✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ b✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
∫ T

0
(b(xs) − b̄n(s, x))

2ds ≤
L̃
∑n−1

i=0

∫ ti+1

ti
(xs − xti)

2ds s♦ t❤❛t t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞ ∆(PT
µ ,P

n,T
µ̄ ) = O(n−1)✳

❙t❡♣ ✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
(µ̄t1 , . . . , µ̄tn)✿

Q
n
µ̄ =

(
R

n,B(Rn), (Qn,µ̄
f , f ∈ F )

)
,

✇❤❡r❡ Qn,µ̄
f ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r (µ̄t1 , . . . , µ̄tn)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✺✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∆(Pn,T
µ̄ ,Qn

µ̄) = 0, ∆(Qn
µ̄,Q

n
µ) = O

(
n−1
)
, ∀n.

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✷❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❙t❡♣ ✷ s✐♥❝❡ ‖Qn,µ

f −Qn,µ̄
f ‖TV ≤

‖P µ
f − P n,µ̄

f ‖TV ❛s ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② r❡str✐❝t✐♥❣ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r σ✲❛❧❣❡❜r❛✳
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❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ ▲❡ ❈❛♠✬s t❤❡♦r②

❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ▲❡ ❈❛♠

❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ tr✐♣❧❡t Pj = (Xj,Aj, {Pj,θ; θ ∈ Θ}) ✇❤❡r❡ {Pj,θ; θ ∈ Θ} ✐s ❛
❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ σ✲✜❡❧❞ Aj ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡

s♣❛❝❡ Xj ❛♥❞ Θ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝② δ(P1,P2) ♦❢ P1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
P2 q✉❛♥t✐✜❡s ✏❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❧♦s❡✑ ❜② ✉s✐♥❣ P1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ P2 ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s δ(P1,P2) = infK supθ∈Θ ||KP1,θ − P2,θ||TV , ✇❤❡r❡ ❚❱ st❛♥❞s ❢♦r ✏t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✑ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ✏tr❛♥s✐t✐♦♥s✑ K ✭s❡❡ ▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣❛❣❡ ✶✽✮✳ ■♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏tr❛♥s✐t✐♦♥s✑ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ▼❛r❦♦✈
❦❡r♥❡❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ P1 ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ (X2,A2) ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t P2 ✐s ❛ P♦❧✐s❤ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝②
δ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ▼❛r❦♦✈ ❦❡r♥❡❧s K ♦♥ X1×A2 ✭s❡❡ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✶✵✳✷✮✱ ✐✳❡✳

δ(P1,P2) = inf
K

sup
θ∈Θ

sup
A∈A2

∣∣∣∣
∫

X1

K(x,A)P1,θ(dx)− P2,θ(A)

∣∣∣∣. ✭✻✳✶✽✮

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t KP1,θ = (X1,A1, {KP1,θ}θ∈Θ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P1 ❜② t❤❡
❦❡r♥❡❧ K✳ ■❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ✐✳❡✳ ❢♦r T : (X1,A1) → (X2,A2) ❛ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡✱ T (x,A) := IA(T (x))✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t TP1 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜②

t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ T ✳ ❈❧♦s❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞
∆✲❞✐st❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ♠❡tr✐❝ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

∆(P1,P2) := max(δ(P1,P2), δ(P2,P1)).

❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ∆✲❞✐st❛♥❝❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s ✭s❡❡ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✱ ♣❛❣❡ ✷✸✮✳ ▲❡t

T : (X1,A1) → (X2,A2) ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝ T ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r P1 ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ ∆(P1, TP1) = 0.

❆❧s♦✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❛♥❦s t♦ ✭✻✳✶✽✮✱ ✐❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s P1 = (X ,A1, {Pθ; θ ∈ Θ})
❛♥❞ P2 = (X ,A2, {Pθ; θ ∈ Θ}) ✇✐t❤ A2 ⊂ A1✱ t❤❡♥ δ(P1,P2) = 0✳

❚✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s (Pn
1 )n∈N ❛♥❞ (Pn

2 )n∈N ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ∆(Pn
1 ,P

n
2 ) t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝ T n ✐s

❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r Pn
1 ✐❢ ∆(Pn

1 , T
nPn

1 ) t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳



❈❤❛♣t❡r ✼

L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤

t✐♠❡✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s

❘és✉♠é ❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L1

❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ (fj(·), σ2(·), νj)✱ j = 1, 2✳
▲❡s ❝❛s σ = 0 ❡t σ(·) > 0 s♦♥t tr❛✐tés✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ▲é✈② ν1 ❡t ν2 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s
❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ P✐❡rr❡
➱t♦ré✳

▼♦t ❝❧és✿ ❞✐st❛♥❝❡ L1✱ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢s✱ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✳

❆❜str❛❝t ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s
♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s (fj(·), σ2(·), νj)✱ j = 1, 2✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s σ = 0 ❛♥❞ σ(·) > 0 ❛r❡
❜♦t❤ tr❡❛t❡❞✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ν1 ❛♥❞ ν2 t♦ ❜❡ t✐♠❡✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤
✐♥✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛♣❡r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

✐♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■t ✐s ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ P✐❡rr❡ ➱t♦ré✳

❑❡②✇♦r❞s✿ L1✲❞✐st❛♥❝❡✱ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s✳

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t

■♥ t❤✐s ♥♦t❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛✇s ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡
❙❦♦r♦❦❤♦❞ s♣❛❝❡ ❜② t✇♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥t✐❧ t✐♠❡ T > 0✳ ❇② t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡

✶✻✶
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❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ σ✲✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡s µ1 ❛♥❞ µ2 ♦♥ (E,E ) s✉❝❤ t❤❛t µ1 ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ2 ✇❡ ♠❡❛♥

L1(µ1, µ2) = 2 sup
A∈E

∣∣µ1(A)− µ2(A)
∣∣ =

∫

E

∣∣∣∣
dµ1

dµ2

− 1

∣∣∣∣dµ2.

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡ ✐s t✇✐❝❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞✐st❛♥❝❡✳

●✐✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ❤❛s
❜❡❡♥ r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ♠♦❞❡r♥ t❡r♠s ✈✐❛ ❙t❡✐♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ◆♦✉r❞✐♥✱ P❡❝❝❛t✐
✭✷✵✵✾✮❀ P❡❝❝❛t✐ ✭✷✵✶✶✮❀ ❘♦ss ✭✷✵✶✶✮✮✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✜❡❧❞s s✉❝❤
✉s ❇❛②❡s✐❛♥ st❛t✐st✐❝s✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ♦❢ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ♦r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✭s❡❡ ●✐❜❜s✱ ❙✉ ✭✷✵✵✷✮✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ r❡s✉❧ts ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛✇s ♦♥ t❤❡ ❙❦♦r♦❦❤♦❞ s♣❛❝❡ ❛r❡
♠✉❝❤ ❧❡ss ❛❜✉♥❞❛♥t✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ♦t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥✲❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤✲❘✉❜✐♥st❡✐♥ ♠❡tr✐❝ ✭s❡❡ ●❛✐r✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✮✳ ▼♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t
t♦ ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s ✐s ❛ r❡s✉❧t ❞✉❡ t♦ ▼❡♠✐♥✱ ❙❤✐r②❛②❡✈ ✭✶✾✽✺✮ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ ❛♥② t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❝r❡♠❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛t❡ t❤❡✐r
r❡s✉❧t ❧❡t ✉s ✜① s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳

▲❡t {xt} ❜❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ❙❦♦r♦❦❤♦❞ s♣❛❝❡ (D,D) ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜②
P (f,σ2,ν) t❤❡ ❧❛✇ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ (D,D) ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❤❛✈✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
(f(·), σ2(·), ν)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ❜②

(
{xt}, P (f,σ2,ν)

)
❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ P (f,σ2,ν)

T

❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ P (f,σ2,ν) t♦ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② {xs : 0 ≤ s ≤ T} ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥
✼✳✷ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✮✳ ❖✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❜♦✉♥❞ L1

(
P

(f1,σ2
1 ,ν1)

T , P
(f2,σ2

2 ,ν2
T

)
✳ ❋r♦♠

♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t σ2
1(·) = σ2

2(·) = σ2(·)✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s 2 ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱
❏❛❝♦❞✱ ❙❤✐r②❛❡✈ ✭✷✵✵✸✮❀ ◆❡✇♠❛♥ ✭✶✾✼✷✮✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

γνj =

∫

|y|≤1

yνj(dy), j = 1, 2; ξ2 =

∫ T

0

(f2(r)− f1(r)− (γν2 − γν1))2

σ2(r)
dr.

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✳✶ ✭▼❡♠✐♥ ❛♥❞ ❙❤✐r②❛②❡✈✮✳ ▲❡t
(
{xt}, P (f1,σ2,ν1)

)
❛♥❞

(
{xt}, P (f2,σ2,ν2)

)
❜❡

t✇♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ν1 ❛♥❞ ν2 ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤ t❤❛t ν1 ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν2 ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣✿

H2(ν1, ν2) :=

∫

R

(√
dν1
dν2

(y)− 1

)2

ν2(dy) < ∞. ✭✼✳✶✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❤♦❧❞✱ ❢♦r ❛♥② 0 < T < ∞✿ ■❢ σ2 > 0 t❤❡♥

L1

(
P

(f1,σ2,ν1)
T , P

(f2,σ2,ν2)
T

)
≤
√
8

(
1− exp

(
− ξ2

8
− T

2
H2(ν1, ν2)

))
.
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■❢ σ2 = 0 ❛♥❞ f1 − f2 ≡ γν1 − γν2✱ t❤❡♥

L1

(
P

(f1,0,ν1)
T , P

(f2,0,ν2)
T

)
≤
√
8

(
1− exp

(
− T

2
H2(ν1, ν2)

))
.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✭✼✳✶✮ ✐♠♣❧✐❡s γνj < ∞✱ j = 1, 2✳ ❲❤❡♥ σ2 = 0 ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠

✼✳✶✳✷ t❤❛t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ L1

(
P

(γν1 ,0,ν1)
T , P

(γν2 ,0,ν2)
T

)
≤ 2
√

TL1(ν1, ν2)✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✳✶✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠❛❦❡s ❤❡❛✈② ✉s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ s❡♠✐♠❛rt✐♥✲

❣❛❧❡s✳ ❚❤✐s ♥♦t❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❢♦r ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❊ss❝❤❡r✲t②♣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❈❛♠❡r♦♥✲▼❛rt✐♥ ❢♦r♠✉❧❛✳ ■t
t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❣✐✈❡s s❤❛r♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✳✷✳ ▲❡t
(
{xt}, P (f1,σ2,ν1)

)
❛♥❞

(
{xt}, P (f2,σ2,ν2)

)
❜❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s

✇✐t❤ ν1 ❛♥❞ ν2 ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤ t❤❛t ν1 ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν2 ❛♥❞

s❛t✐s❢②✐♥❣✿

L1(ν1, ν2) < ∞.

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❤♦❧❞✱ ❢♦r ❛♥② 0 < T < ∞✳

■❢ σ2 > 0 t❤❡♥

L1

(
P

(f1,σ2,ν1)
T , P

(f2,σ2,ν2)
T

)
≤ 2 sinh

(
TL1(ν1, ν2)

)
+ 2

[
1− 2φ

(
− ξ

2

)]
.

■❢ σ2 = 0 ❛♥❞ f1 − f2 ≡ γν1 − γν2✱ t❤❡♥

L1

(
P

(f1,0,ν1)
T , P

(f2,0,ν2)
T

)
≤ 2 sinh

(
TL1(ν1, ν2)

)
.

❘❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ν1 = ν2 = 0✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❥✉♠♣s✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✳✷ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② φ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❛ ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ N (0, 1)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛♥② 0 < T < ∞✿

L1

(
P

(f1,σ2,0)
T , P

(f2,σ2,0)
T

)
= 2

(
1− 2φ

(
− 1

2

√∫ T

0

(f1(t)− f2(t))2

σ2
1(t)

dt

))

✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❡r♠ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮✮✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ♦✉r ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

t♦♦❧ ✐♥ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭▲❡ ❈❛♠ ✭✶✾✽✻✮❀ ▲❡ ❈❛♠✱
❨❛♥❣ ✭✷✵✵✵✮✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ♣❛♣❡r
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❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛✉t❤♦r✱ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧t✱ ✐♥ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠ s❡♥s❡✱ ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ▲❡ ❈❛♠
❞✐st❛♥❝❡✳ ❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✭✶✾✾✻✮❀ ❈❛rt❡r ✭✷✵✵✷✮❀ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✻✮✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦r ❉❛❧❛❧②❛♥✱ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✻✮❀ ●❡♥♦♥✲
❈❛t❛❧♦t✱ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮❀ ▼✐❧st❡✐♥✱ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤♦✉t
❥✉♠♣s✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❥✉♠♣s ❞✉❡
t♦ t❤❡✐r ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✐♥s✉r❛♥❝❡ t❤❡♦r② ♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞✐s♣♦s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✳✷ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❛t✱ ✇❡ ❣✐✈❡
s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♦✉r r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s
❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ ❈♦♥t✱ ❚❛♥❦♦✈ ✭✷✵✵✹✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✼✳✶✳✸✳ ✭L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✮
▲❡t {X1

t } ❛♥❞ {X2
t } ❜❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ [0, T ] ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s

λj > 0✱ j = 1, 2 ❛♥❞ ❥✉♠♣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥sGj❀ ✐✳❡✳ {Xj
t } ✐s ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

tr✐♣❧❡t
(
λj

∫
|y|≤1

yGj(dy), 0, λjGj

)
✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t A ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ R ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t

Gj ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ A✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② gj t❤❡ ❞❡♥s✐t②
dGj

d▲❡❜|A
❀

t❤❡♥✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✳✷ ②✐❡❧❞s✿

L1

(
X1, X2

)
≤ 2 sinh

(
T

∫

A

|λ1g1(y)− λ2g2(y)|dy
)
.

❊①❛♠♣❧❡ ✼✳✶✳✹✳ ✭L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ t②♣❡✮
❆♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ t②♣❡ ♦♥ [0, T ] ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

Xt =

∫ t

0

f(r)dr +

∫ t

0

σ(r)dWr +
Nt∑

i=1

Yi, t ∈ [0, T ],

✇❤❡r❡ {Wt} ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✱ {Nt} ✐s t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡
❥✉♠♣s ♦❢ {Xt}✱ ❛♥❞ Yi ❛r❡ ❥✉♠♣s s✐③❡s ✭✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❛❞❞✐✲
t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❥✉♠♣✲❞✐✛✉s✐♦♥ t②♣❡ {Xj

t } ❤❛✈✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❣✐✈❡♥ ❜② (fj(·) +
λj

∫
|y|≤1

yGj(dy), σ
2(·), λjGj)✱ j = 1, 2 ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t Gj ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡

▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ s♦♠❡ A ⊆ R✳ ▲❡tt✐♥❣ gj ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ Gj ❛s
❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

L1

(
X1, X2

)
≤ 2 sinh

(
T

∫

A

|λ1g1(y)−λ2g2(y)|dy
)
+2
(
1−2φ

(
−
√∫ T

0

(f1(t)− f2(t))2

4σ2(t)
dt

))
.
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❊①❛♠♣❧❡ ✼✳✶✳✺✳ ✭L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❡♠♣❡r❡❞ st❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s✮
▲❡t {X1

t } ❛♥❞ {X2
t } ❜❡ t✇♦ t❡♠♣❡r❡❞ st❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐✳❡✳ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ R ✇✐t❤

♥♦ ❣❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s νj ❤❛✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

dνj
d▲❡❜

(y) =
C−

|y|1+α
e−λj

−|y|
Iy<0 +

C+

y1+α
e−λj

+y
Iy>0, j = 1, 2,

❢♦r s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs C± > 0✱ λj
± > 0 ❛♥❞ α < 2✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✼✳✶✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞

❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✳✷ ❜♦✉♥❞s t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❜②✿

2 sinh

(
T

[
C+

∫ ∞

0

∣∣∣∣
e−λ1

+y − e−λ2
+y

y1+α

∣∣∣∣dy + C−

∫ 0

−∞

∣∣∣∣
e−λ1

−|y| − e−λ2
−|y|

|y|1+α

∣∣∣∣dy
])

.

✼✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts

✼✳✷✳✶ ❆❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✳ ❆ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss {Xt} = {Xt : t ≥ 0} ♦♥ R ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
s♣❛❝❡ (Ω,A ,P) ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

✶✳ X0 = 0 P✲❛✳s✳

✷✳ ❋♦r ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ n ≥ 1 ❛♥❞ 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn✱ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Xt0 ✱
Xt1 −Xt0 , . . . , Xtn −Xtn−1❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

✸✳ ❚❤❡r❡ ✐s Ω0 ∈ A ✇✐t❤ P(Ω0) = 1 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ω ∈ Ω0✱ Xt(ω) ✐s r✐❣❤t✲
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t ≥ 0 ❛♥❞ ❤❛s ❧❡❢t ❧✐♠✐ts ✐♥ t > 0✳

✹✳ ■t ✐s st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▲é✈②✲❑❤✐♥t❝❤✐♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❛❞❞✐t✐✈❡
♣r♦❝❡ss {Xt} ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ u ✐♥ R✱ ❛s✿

E
[
eiuXt

]
= exp

(
iu

∫ t

0

f(r)dr − u2

2

∫ t

0

σ2(r)dr − t

∫

R

(1− eiuy + iuyI|y|≤1)ν(dy)
)
, ✭✼✳✷✮

✇❤❡r❡ f(·)✱ σ2(·) ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ L1[0, T ] ❛♥❞ ν ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ R s❛t✐s❢②✐♥❣

ν({0}) = 0 ❛♥❞
∫

R

(|y|2 ∧ 1)ν(dy) < ∞.

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡❢❡r t♦ (f(·), σ2(·), ν) ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
{Xt} ❛♥❞ ν ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s ✉♥✐q✉❡❧② t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡
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♣r♦❝❡ss {Xt}✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ f(·) ❛♥❞ σ(·) ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛ ♣r♦❝❡ss {Xt}
s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✼✳✷✮ ✐s s❛✐❞ ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ tr✐♣❧❡t (f, σ2, ν)✳

▲❡t D = D([0,∞),R) ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣s ω ❢r♦♠ [0,∞) ✐♥t♦ R t❤❛t ❛r❡ r✐❣❤t✲
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ ❧❡❢t ❧✐♠✐ts✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss x : D → D ❜②

∀ω ∈ D, xt(ω) = ωt, ∀t ≥ 0.

▲❡t Dt ❛♥❞ D ❜❡ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② {xs : 0 ≤ s ≤ t} ❛♥❞ {xs : 0 ≤ s < ∞}✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❤❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❙❛t♦ ✭✶✾✾✾✮✮✳

▲❡t {Xt} ❜❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ (Ω,A ,P) ❤❛✈✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
(f(·), σ2(·), ν)✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P (f,σ2,ν) ♦♥ ✭❉✱D✮
s✉❝❤ t❤❛t

(
{xt}, P (f,σ2,ν)

)
✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❧❛✇ ✇✐t❤ ({Xt},P) ✭t❤❛t ✐s

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ {xt} ✉♥❞❡r P (f,σ2,ν) ✐s (f(·), σ2(·), ν)✮✳ ❋♦r ❛❧❧ t > 0 ✇❡ ✇✐❧❧
❞❡♥♦t❡ P (f,σ2,ν)

t ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ P (f,σ2,ν) t♦ Dt✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
∫
|y|≤1

|y|ν(dy) < ∞✱
✇❡ s❡t γν :=

∫
|y|≤1

yν(dy)✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ ν ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss(
{xt}, P (γν ,0,ν)

)
✐s ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❍❡r❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② ∆xr t❤❡ ❥✉♠♣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss {xt} ❛t t❤❡ t✐♠❡ r✿

∆xr = xr − lim
s↑r

xs.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r
(
{xt}, P (f,σ2,ν)

)
❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❥✉♠♣ ♣❛rt ♦❢ {xt} ❛s

xd,ν
t = lim

ε→0

(∑

r≤t

∆xrI|∆xr|>ε − t

∫

ε<|y|≤1

yν(dy)

)
❛✳s✳ ✭✼✳✸✮

❛♥❞ ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛rt ❛s

xc,ν
t = xt − xd,ν

t ❛✳s✳ ✭✼✳✹✮

❲❡ ♥♦✇ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ▲é✈②✲■tô ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞
❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛rts ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✳✸ ✭❙❡❡ ❙❛t♦ ✭✶✾✾✾✮✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✾✳✸✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r
(
{xt}, P (f,σ2,ν)

)
❛♥❞ ❞❡✜♥❡

{xd,ν
t } ❛♥❞ {xc,ν

t } ❛s ✐♥ ✼✳✸ ❛♥❞ ✼✳✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞✳

✭✐✮ ❚❤❡r❡ ✐s D1 ∈ D ✇✐t❤ P (f,σ2,ν)(D1) = 1 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ω ∈ D1✱ x
d,ν
t (ω) ✐s ❞❡✜♥❡❞

❢♦r ❛❧❧ t ∈ [0, T ] ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t ♦♥ ❛♥② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✱

P (f,σ2,ν)✲❛✳s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss {xd,ν
t } ✐s ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss ♦♥ R ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ tr✐♣❧❡t

(0, 0, ν)✳
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✭✐✐✮ ❚❤❡r❡ ✐s D2 ∈ D ✇✐t❤ P (f,σ2,ν)(D2) = 1 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ω ∈ D2✱ x
c,ν
t (ω) ✐s ❝♦♥t✐♥✲

✉♦✉s ✐♥ t✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss {xc,ν
t } ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ♦♥ R ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

(f(·), σ2(·), 0)✳

✭✐✐✐✮ ❚❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s {xd,ν
t } ❛♥❞ {xc,ν

t } ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

✼✳✷✳✷ ❈❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✳✷ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s
❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❇② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ≪ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❡❛♥ ✏✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦✑✳

❈❛s❡ σ2 = 0

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✳✹ ✭❙❡❡ ❙❛t♦ ✭✶✾✾✾✮✱ ❚❤❡♦r❡♠s ✸✸✳✶✕✸✸✳✷ ❛♥❞ ❙❛t♦ ✭✷✵✵✵✮ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✽✱
❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✾✮✳ ▲❡t

(
{xt}, P (0,0,ν̃)

)
❛♥❞

(
{xt}, P (η,0,ν)

)
❜❡ t✇♦ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ R✱ ✇❤❡r❡

η =

∫

|y|≤1

y(ν − ν̃)(dy) ✭✼✳✺✮

✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡✳ ❚❤❡♥ P
(η,0,ν)
t ≪ P

(0,0,ν̃)
t ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ν ≪ ν̃ ❛♥❞ t❤❡

❞❡♥s✐t② dν
dν̃

s❛t✐s✜❡s
∫ (√

dν

dν̃
(y)− 1

)2

ν̃(dy) < ∞. ✭✼✳✻✮

❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ✐♥ ✭✼✳✻✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ ✭✼✳✺✮✳ ❲❤❡♥ P
(η,0,ν)
t ≪ P

(0,0,ν̃)
t ✱ t❤❡

❞❡♥s✐t② ✐s

dP
(η,0,ν)
t

dP
(0,0,ν̃)
t

(x) = exp(Ut(x)),

✇✐t❤

Ut(x) = lim
ε→0

(∑

r≤t

ln
dν

dν̃
(∆xr)I|∆xr|>ε −

∫

|y|>ε

t

(
dν

dν̃
(y)− 1

)
ν̃(dy)

)
, P (0,0,ν̃)✲❛✳s✳ ✭✼✳✼✮

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ✭✼✳✼✮ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t ♦♥ ❛♥② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✱ P (0,0,ν̃)✲❛✳s✳ ❇❡s✐❞❡s✱

{Ut(x)} ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✼✳✼✮ ✐s ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss s❛t✐s❢②✐♥❣ EP (0,0,ν̃) [eUt(x)] = 1✱ ∀t ∈ [0, T ]✳
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❈❛s❡ σ2 > 0

▲❡♠♠❛ ✼✳✷✳✺✳ ▲❡t ν1 ≪ ν2 ❜❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤ t❤❛t

∫

R

(√
dν1
dν2

(y)− 1

)2

ν2(dy) < ∞. ✭✼✳✽✮

❉❡✜♥❡

η =

∫

|y|≤1

y(ν1 − ν2)(dy), ✭✼✳✾✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✜♥✐t❡ t❤❛♥❦s t♦ ✭✼✳✽✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s f1✱ f2 ❛♥❞ σ > 0 s✉❝❤ t❤❛t

∫ T

0

(f1(r)− f2(r)− η

σ(r)

)2
dr < ∞, T ≥ 0. ✭✼✳✶✵✮

❚❤❡♥✱ ✉♥❞❡r P (f2,σ2,ν2)✱

Mt(x) = exp
(
Ct(x) +Dt(x)

)
✭✼✳✶✶✮

✐s ❛ (Dt)✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❢♦r ❛❧❧ t ✐♥ [0, T ]✱ ✇❤❡r❡

Ct(x) :=

∫ t

0

f1(r)− f2(r)− η

σ2(r)
(dxc,ν2

r − f2(r)dr)−
1

2

∫ t

0

(f1(r)− f2(r)− η

σ(r)

)2
dr,

Dt(x) := lim
ε→0

(∑

r≤t

ln
dν1
dν2

(∆xr)I|∆xr|>ε − t

∫

|y|>ε

(ν1 − ν2)(dy)

)
. ✭✼✳✶✷✮

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ✭✼✳✶✷✮ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t ♦♥ ❛♥② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✱ P (f2,σ2,ν2)✲❛✳s✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ ✭✼✳✶✷✮ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ✭✼✳✽✮ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✳✹✮✳
❙✐♥❝❡

∫ t

0
1

σ(r)
(dxc,ν2

r − f2(r)dr) ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ✉♥❞❡r P (f2,σ2,0)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

t❤❛t
∫ t

s
f1(r)−f2(r)−η

σ2(r)
(dxc,ν2

r − f2(r)dr) ❤❛s ♥♦r♠❛❧ ❧❛✇ N

(
0,
∫ t

s

(
f1(r)−f2(r)−η

σ(r)

)2
dr
)
✱ ❤❡♥❝❡

E
P (f2,σ

2,0) [exp((Ct − Cs)(x))] = 1✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✳✸ ❡♥t❛✐❧s t❤❛t {xc,ν2
t } ❛♥❞ {xd,ν2

t } ❛r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥❞❡r P (f2,σ2,ν2)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ {Ct(x)} ✭r❡s♣✳ {Dt(x)}✮ ✐s t❤❡ s❛♠❡
✉♥❞❡r P (f2,σ2,ν2) ♦r P (f2,σ2,0) ✭r❡s♣✳ P (f2,0,ν2) ♦r P (0,0,ν2)✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✳✹✱ ✇❡
❦♥♦✇ t❤❛t {Dt(x)} ✐s ❛ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss s✉❝❤ t❤❛t EP (0,0,ν2) [exp(Dt−s(x))] = 1 ❢♦r ❛❧❧ s < t✳
❚❤❡s❡ ❢❛❝ts t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ ({xt}, P (f2,σ2,ν2)) ❛♥❞ t❤❡
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st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ {Dt(x)} ✐♠♣❧②✿

E
P (f2,σ

2,ν2)
[Mt(x)|Ds] = E

P (f2,σ
2,ν2)

[
Ms(x) exp

(
(Ct − Cs)(x) + (Dt −Ds)(x)

)∣∣Ds

]

= Ms(x)EP (f2,σ
2,ν2)

[exp((Ct − Cs)(x) + (Dt −Ds)(x))]

= Ms(x)EP (f2,σ
2,0) [exp((Ct − Cs)(x))]EP (0,0,ν2) [exp((Dt −Ds)(x))]

= Ms(x)EP (0,0,ν2) [exp(Dt−s(x))]

= Ms(x).

▲❡♠♠❛ ✼✳✷✳✻✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✼✳✽✮ ❛♥❞ ✭✼✳✶✵✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✼✳✷✳✺ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ❛❜♦✈❡✱ P
(f1,σ2,ν1)
t ≪ P

(f2,σ2,ν2)
t ❢♦r ❛❧❧ t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t②

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

dP
(f1,σ2,ν1)
t

dP
(f2,σ2,ν2)
t

(x) = Mt(x). ✭✼✳✶✸✮

Pr♦♦❢✳ ❋♦r s < t✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t

E
P (f2,σ

2,ν2)

[
exp(iu(xt − xs))

Mt

Ms

(x)|Ds

]
= E

P (f1,σ
2,ν1)

[exp(iu(xt − xs)].

❚♦ t❤❛t ❛✐♠ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ t❤❛♥❦s ❛❣❛✐♥ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✳✸✿

E
P (f2,σ

2,ν2)

[
eiu(xt−xs)

Mt(x)

Ms(x)

∣∣∣Ds

]
= E

P (f2,σ
2,ν2)

[
eiu(x

c,ν2
t −x

c,ν2
s +x

d,ν2
t −x

d,ν2
s )Mt(x)

Ms(x)

∣∣∣Ds

]

= E
P (f2,σ

2,0)

[
eiu(xt−xs)e(Ct−Cs)(x)

]
EP (0,0,ν2)

[
eiu(xt−xs)e(Dt−Ds)(x)

]
. ✭✼✳✶✹✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜rst ❢❛❝t♦r ♦❢ ✭✼✳✶✹✮✿

E
P (f2,σ

2,0)

[
eiu(xt−xs)e(Ct−Cs)(x)

]
= E

P (f1−·η,σ2,0)

[
eiu(xt−xs)

]

= exp
(
iu

∫ t

s

(f1(r)− η)dr − u2

2

∫ t

s

σ2(r)dr
)
.

■♥ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ●✐rs❛♥♦✈ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
∫ t

0
1

σ(r)
(dxr −

f2(r)dr) ✐s ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ✉♥❞❡r P (f2,σ2,0)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✼✳✷✮✳ ❲❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✭✼✳✶✹✮ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✳✹ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ✭✼✳✷✮✿

EP (0,0,ν2)

[
eiu(xt−xs)e(Dt−Ds)(x)

]
= EP (0,0,ν2)

[
eiuxt−seDt−s(x)

]

= EP (η,0,ν1)

[
eiuxt−s

]

= exp
(
(t− s)

[
iuη −

∫

R

(1− eiuy + iuyI|y|≤1)ν1(dy)
])

.
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❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✿

E
P (f2,σ

2,ν2)

[
eiu(xt−xs)

Mt(x)

Ms(x)

∣∣∣Ds

]
= E

P (f1,σ
2,ν1)

[eiu(xt−xs)] ∀0 ≤ s ≤ t. ✭✼✳✶✺✮

❋✐① t ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ Pt ♦♥ Dt ❜② Pt(B) = E
P (f2,σ

2,ν2)
[MtIB] ❢♦r B ∈ Dt✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✼✳✷✳✺ ❛♥❞ t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡✱ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ❣✐✈❡♥ ❜②
(
{xs :

0 ≤ s ≤ t}, P (f1,σ2,ν1)
t

)
❛♥❞

(
{xs : 0 ≤ s ≤ t}, Pt

)
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ✭✼✳✶✺✮✱ ❜♦t❤

❤❛✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
✭✼✳✶✸✮ ❤♦❧❞s✳

✼✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✳✷

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❧❡♠♠❛s✳

▲❡♠♠❛ ✼✳✸✳✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧ ❧❛✇ N (m, σ2)✳ ❚❤❡♥

E

∣∣∣1− eX
∣∣∣ = 2

[
φ
(
− m

σ

)
− φ
(
− m

σ
− σ

)]
,

✇❤❡r❡ φ(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e−
y2

2 dy✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡

E

∣∣∣1− eX
∣∣∣ = 1√

2πσ

∫ ∞

−∞
|1− ex|e−

(x−m)2

2σ2 dx

=
1√
2πσ

(∫ 0

−∞
(1− ex)e−

(x−m)2

2σ2 dx+

∫ ∞

0

(ex − 1)e−
(x−m)2

2σ2 dx

)
.

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❥✉st s♣❧✐t t❤❡ s✉♠s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s(
y = x−m

σ
− σ

)
✱ r❡s♣✳

(
y = x−m

σ

)
✳

▲❡♠♠❛ ✼✳✸✳✷✳ ❋♦r ❛❧❧ x, y ✐♥ R ✇❡ ❤❛✈❡✿

|1− ex+y| ≤ 1 + ex

2
|1− ey|+ 1 + ey

2
|1− ex|. ✭✼✳✶✻✮

Pr♦♦❢✳ ❇② s②♠♠❡tr② ✇❡ r❡str✐❝t t♦ x ≥ 0✳

• x, y ≥ 0✿ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t |1 − ex+y| ✐s ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ 1+ex

2
|1 − ey| +

1+ey

2
|1− ex|✳
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• x ≥ 0, y ≤ 0, x+ y ≥ 0✿ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❡♠❜❡r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✼✳✶✻✮ ✐s ❡q✉❛❧
t♦ ex − ey ≥ ex − 1 ≥ ex+y − 1✳

• x ≥ 0, y ≤ 0, x + y ≤ 0✿ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♠❡♠❜❡r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ✭✼✳✶✻✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
ex − ey ≥ 1− ey ≥ 1− ex+y✳

▲❡♠♠❛ ✼✳✸✳✸✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✳✷ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✼✳✷✳✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

E
P

(0,0,ν2)
T

[∣∣1− exp(DT (x))
∣∣
]
= E

P
(γν2 ,0,ν2)
T

[∣∣1− exp(DT (x))
∣∣
]
≤ 2 sinh

(
T

∫

R

L1(ν1, ν2)

)
.

✭✼✳✶✼✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✳✸ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t E
P

(0,0,ν2)
T

[
|1−exp(DT (x))|

]
= E

P
(γν2 ,0,ν2)
T

[
|1−

exp(DT (x))|
]
. ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s h+ =(

dν1
dν2

)I dν1
dν2

≥1 ❛♥❞ h− =
(

dν1
dν2

)I dν1
dν2

<1 ✭✐✳❡✳ h+✱ r❡s♣✳ h−✱ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ✶ ✇❤❡r❡ dν1
dν2

< 1✱ r❡s♣✳

✇❤❡r❡ dν1
dν2

≥ 1✮✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡

A+(x) := lim
ε→0

(∑

r≤T

lnh+(∆xr)I|∆(xr)|>ε − T

∫

|y|>ε

(h−(y)− 1)ν2(dy)

)
,

A−(x) := lim
ε→0

(∑

r≤T

lnh−(∆xr)I|∆(xr)|>ε − T

∫

|y|>ε

(h+(y)− 1)ν2(dy)

)
.

❘❡♠❛r❦ t❤❛t A+(x) ❛♥❞ A−(x) ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛✇ ✉♥❞❡r P
(γν2 ,0,ν2)
T ❛♥❞ P

(0,0,ν2)
T ✭s❡❡

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✳✸✮✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t

DT (x) = A+(x) + A−(x).

❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✼✳✸✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t A+(x) ≥ 0 ❛♥❞ A−(x) ≤ 0 ✇❡ ❣❡t✿

E
P

(γν2 ,0,ν2)
T

[
|1−DT (x)|

]
= E

P
(γν2 ,0,ν2)
T

∣∣1− exp(A+(x) + A−(x))
∣∣

≤ E
P

(γν2 ,0,ν2)
T

[
1 + eA

+(x)

2

∣∣∣1− eA
−(x)
∣∣∣+ 1 + eA

−(x)

2

∣∣∣1− eA
+(x)
∣∣∣
]

= E
P

(γν2 ,0,ν2)
T

[
eA

+(x) − eA
−(x)
]
.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧❛st q✉❛♥t✐t② ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♠♦r❡ ▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s✿

ν+ := ν2I dν1
dν2

<1
+ ν1I dν1

dν2
≥1
, ν− := ν2I dν1

dν2
≥1

+ ν1I dν1
dν2

<1
.
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◆♦t✐❝❡ t❤❛t ν+, ν− ❛r❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ν2✱ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ❣✐✈❡♥ ❜②
h+✱ h−✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✳✹ t♦ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ (ν+, ν2) ❛♥❞ (ν−, ν2)

✇❡ ❣❡t

E
P

(0,0,ν2)
T

[
eA

+(x)
]
= exp

(
T

∫

R

(h+(y)− h−(y))ν2(dy)

)
,

E
P

(0,0,ν2)
T

[
eA

−(x)
]
= exp

(
T

∫

R

(h−(y)− h+(y))ν2(dy)

)
.

❚❤❡♥✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ A+(x) ❛♥❞ A−(x) ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛✇ ✉♥❞❡r P (γν2 ,0,ν2)
T ❛♥❞ P

(0,0,ν2)
T

✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

E
P

(γν2 ,0,ν2)
T

[
eA

+(x) − eA
−(x)
]
= 2 sinh

(
T

∫

R

∣∣∣1− dν1
dν2

(y)
∣∣∣ν2(dy)

)
.

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✳✷✳ ❈❛s❡ σ2 > 0✿ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✼✳✷✳✺ ❛♥❞
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✼✳✷✳✻ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

L1

(
P

(f1,σ2,ν1)
T , P

(f2,σ2,ν2)
T

)
= E

P
(f2,σ

2,ν2)
T

∣∣1− exp(CT (x) +DT (x))
∣∣.

◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✼✳✸✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ CT (x) ❛♥❞ DT (x) ✭❚❤❡♦r❡♠
✼✳✷✳✸✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

L1

(
P

(f2,σ2,ν2)
T , P

(f1,σ2,ν1)
T

)
≤E

P
(f2,σ

2,ν2)
T

(
1 + eCT (x)

2

)
E
P

(f2,σ
2,ν2)

T

|1− eDT (x)|

+ E
P

(f2,σ
2,ν2)

T

(
1 + eDT (x)

2

)
E
P

(f2,σ
2,ν2)

T

|1− eCT (x)|.

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛s ✼✳✸✳✸ ❛♥❞ ✼✳✸✳✶ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

E
P

(f2,σ
2,ν2)

T

eCT (x) = 1 = E
P

(f2,σ
2,ν2)

T

eDT (x).

❈❛s❡ σ2 = 0✿ ■❢ f1−f2 ≡ γν1−γν2 ✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❛s t❤❡ ❞r✐❢t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
(
{xt}, P (f1,0,ν1)

T

)

❛♥❞
(
{xt}, P (f2,0,ν2)

T

)
✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ✇❡ ❤❛✈❡

dP
(f1,0,ν1)
T

dP
(f2,0,ν2)
T

(x) =
dP

(f1−f2,0,ν1)
T

dP
(0,0,ν2)
T

(x) = DT (x)

✇✐t❤DT (x) ❛s ✐♥ ✭✼✳✶✷✮✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✷✳✹ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ L1✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ P
(f1,0,ν1)
T

❛♥❞ P
(f2,0,ν2)
T ❛s E

P
(f2,0,ν2)
T

∣∣1 − DT (x)
∣∣✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ 2 sinh(TL1(ν1, ν2)) ❜②

♠❡❛♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✼✳✸✳✸✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✽✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ s✐t✉❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r
❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❧✐és à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡
à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
▲é✈②✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s
♣r♦❢♦♥❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❧✐és à ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐r✐❣és ♣❛r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
à ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t à tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝à❞❧à❣✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s
♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s à s❛✉ts✳ ◆♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r
rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥✲
❞ré❡ ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢ ❡t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉s✲
s✐❡♥✳ ■❝✐✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥térêt ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❞✐s❝rèt❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② à s❛✉ts ♣✉rs✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬❛✈èr❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❚♦✉t❡s
❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♦♥t été ét❛❜❧✐❡s ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ▼❛r❦♦✈
❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡s
tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s à ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s
▼❛r✐✉❝❝✐ ✷✵✶✺❜✱❞✳

✶✼✸
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▲❡s ♦✉t✐❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛✛❛✐✲
❜❧✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té f ✐ss✉❡ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞✳ ❡t ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡

√
f ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ 1/4n✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥

❛rt✐❝❧❡ ✭✈♦✐r ▼❛r✐✉❝❝✐ ✷✵✶✺❛✮✳

❆♣rès ❛✈♦✐r tr❛✐té ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s à ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐✲
❞éré ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐és à ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡
❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❞ér✐✈❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡✲
t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té à ❧❛ ❢♦✐s
❧❡s ❝❛s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ▼❛r✐✉❝❝✐
✷✵✶✺❝✳

❚r❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥
t♦t❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥térêt✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ L1 ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞❞✐t✐❢s✳ ◆♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥
q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧
❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ➱t♦ré✱ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✷✵✶✹✳

✽✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

❉✐✛ér❡♥t❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✬♦✉✈r❡♥t à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞✐s❝✉t♦♥s
✐❝✐ q✉❛tr❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❛♥s ❞❡ ❢✉t✉rs tr❛✈❛✉①✳

✽✳✷✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈②

▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s❛✉ts ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② X ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞✐❝té❡ ♣❛r s❛ ❞❡♥s✐té
❞❡ ▲é✈②✳ ❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s❛✉ts ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
▲é✈②✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ♦♥t tr❛✐té ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✈♦✐r ❇❡❧♦♠❡st♥② ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺ ♣♦✉r
✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❛r✱
❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❛❝❝ès q✉✬à ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s Xt0 , . . . , Xtn ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳

❯♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t ❛❧♦rs à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ▼❛r✐✉❝❝✐ ✷✵✶✺❞ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈②✳
❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ▼❛r✐✉❝❝✐ ✷✵✶✺❞ s♦♥t ♥♦♥✲❝♦♥str✉❝t✐❢s ❛✉ s❡♥s ♦ù ✐❧s ♥❡
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❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
▲é✈② f ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❧✐é❡ ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❞❡ X à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡

√
f ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❞✉ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥t✱ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ▼❛r✐✉❝❝✐ ✷✵✶✺❞ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t
❞❡s ♥♦②❛✉① ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✿ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ré✲é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥♦✉s ❣❛r❛♥t✐r❛✐t
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♠✐♥✐♠❛① ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈②✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ✐❝✐ q✉✬✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ❛ ❞é❥à été ❡①♣❧♦✐té❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❇r♦✇♥✱ ▲♦✇ ✶✾✾✻ ✭✈♦✐r ❧❡
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✮ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❛♥s ❉❛❧❛✲
❧②❛♥✱ ❘❡✐ÿ ✷✵✵✻ ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮ ♣♦✉r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥✳

❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡
✹ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s à s❛✉ts X✱ s❛♥s ♣❛rt✐❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡t ❛✈❡❝
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲é✈② ν✳ ◆♦t♦♥s ♣❛r f s❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ▲é✈② ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ν0 ✭s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡✮ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ F ✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❛❧♦rs ❞✬❡st✐♠❡r f à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Xi∆n

✱
i = 0, 1, . . . , Tn/∆n✱ ❛✈❡❝ Tn → ∞ ❡t ∆n → 0 ❧♦rsq✉❡ n → ∞✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡
❞❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✷✵✶✺❞ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ▲é✈②
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡ ❡t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ét❛✐t
✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ f q✉✐ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ✐♥✜♥✐❡ ❡t ❝♦♥t❡♥✐r ❧❡ ♣♦✐♥t
❝r✐t✐q✉❡ 0✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♠✐♥✐♠❛① ❞❡
f s♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✽✳✷✳✷ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❞é✲

♣❡♥❞❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② r❡ç♦✐✈❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥♥é❡s ❡♥
r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r s✐♠♣❧✐❝✐té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ♠✐❡✉① t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r✐① ❞❡s ♦♣t✐♦♥s✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②
❞é♣❡♥❞❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ✭t✐♠❡✲❝❤❛♥❣❡❞ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s✮✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②
❞é♣❡♥❞❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✱ Y ✱ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Ys = Xτs ,

♦ù X ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❡t τ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❝r♦✐ss❛♥t
✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❈❛rr✱ ❲✉ ✷✵✵✹ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ✜♥❛♥❝❡✮✳
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❈♦♠♠❡ ❞é❥à s♦✉❧✐❣♥é✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❧✉✲
♠✐èr❡ ❧❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s à s❛✉ts ❡t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝❡❧❧❡
❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛♥s ▼❛r✐✉❝❝✐ ✷✵✶✺❞ à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✱
❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲é✈② ❞é♣❡♥❞❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✳

✽✳✷✳✸ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉

❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✷✵✶✺❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré✱ à tr❛✈❡rs ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✱ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❜s❡r✈é ❡♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝♦♥♥✉ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ εσ(·) ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉ ✭♠❛✐s ♣❛s ❝♦♥st❛♥t✮✳

❆✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡♥t ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ s❡r❛✐t très ✐♥tér❡s✲
s❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ s✐✱ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ εσ(·) ❝♦♥♥✉✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s εσ(·) q✉✐ ❡st
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛②❛♥t
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ s♦♥t très r❛r❡s ❡♥
❣é♥ér❛❧✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s s♦♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❆ït✲❙❛❤❛❧✐❛ ✷✵✵✽ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❡♥ é❝♦♥♦♠étr✐❡✮✳ ❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
s❡r❛✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ♦✉t✐❧s ❛✜♥ ❞❡ ❣ér❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬éq✉✐✲
✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳

P❧✉s ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❝❧é ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❜s❡r✈é ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t s♦♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r s❛♥s ❛ss✉♠❡r
❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ✷✵✵✼✳ ❉❛♥s ❝❡
tr❛✈❛✐❧✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❛ ❣é♥ér❛❧✐sé ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥
♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r
q✉✬✐❧ ② ❛ ❡♥❝♦r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❡t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷
✭❇r♦✇♥✐❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✮✱ ♠❛✐s✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ❛♥❛✲



✽✳✷✳ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ P❖❙❙■❇▲❊❙ ❉❊❙ ❚❘❆❱❆❯❳ ❉❊ ❚❍➮❙❊ ✶✼✼

❧②s❡ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♥tér❡ss❛♥t s✉r ❧❡ s✉❥❡t
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙tr❛✉❝❤ ✷✵✶✺✳

✽✳✷✳✹ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts

❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②

❉♦♥♥❡r ❞❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✭♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❡t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ q✉✐✱ ❞❛♥s ❧❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❛ été ré✐♥t❡r♣rété ❡♥ t❡r♠❡s ♣❧✉s ♠♦❞❡r♥❡s ✈✐❛ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙t❡✐♥✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ♦❜s❡r✈és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥❝ré♠❡♥ts ❛♣♣❛r❛ît s♦✉✈❡♥t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s♦✐❡♥t
X i✱ i = 1, 2✱ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❞❡ tr✐♣❧❡t (bi, σ2

i , νi)✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐❧
s❡r❛✐t ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s q✉❛♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

‖L(X1
t )− L(X2

t )‖TV , H(L(X1
t )− L(X2

t )), D(L(X1
t )|L(X2

t )),

♦ù L s✐❣♥✐✜❡ ✏❧❛ ❧♦✐ ❞❡✑✱
∥∥ ·
∥∥
TV

✱ H
(
·, ·
)
❡t D

(
· | ·
)
❞é♥♦t❡♥t ✏❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✑✱

✏❞✐st❛♥❝❡ ❞✬❍❡❧❧✐♥❣❡r✑ ❡t ✏❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✑✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❈❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ♦✉ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬❍❡❧❧✐♥❣❡r

❡♥tr❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈② ❡①✐st❡♥t ❞é❥à ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❏❛❝♦❞✱ ❙❤✐r②❛❡✈
✶✾✽✼✱ ▲✐❡s❡ ✶✾✽✼ ❡t ➱t♦ré✱ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✷✵✶✹✮ ❡t ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❞❡s
❜♦r♥❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❝ré♠❡♥ts ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❏❛❝♦❞✱ ❙❤✐r②❛❡✈ ✶✾✽✼ ❡st q✉❡ s✐ X i✱ i = 1, 2 s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②
à s❛✉ts ♣✉rs✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬❍❡❧❧✐♥❣❡r ❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s X1 ❡t X2 ♦❜s❡r✈és
❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t T ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ✿

H2
(
L
(
(X1

t )t∈[0,T ]

)
,L
(
(X2

t )t∈[0,T ]

))
≤ T

2
H2(ν1, ν2).

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ré❞✉✐s❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ✿

H2(L(X1
t ),L(X2

t ))

2
≤ ‖L(X1

t )− L(X2
t )‖TV ≤

√
t

2
H(ν1, ν2).

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ♣❧✉s ✜♥❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ êtr❡ s♦✉s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❖❜t❡♥✐r ❞❡ t❡❧s rés✉❧t❛ts
♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡ ❈❛♠ ❡♥tr❡
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛ss♦❝✐és à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▲é✈②✳
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❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ●❆❘❈❍ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐✛✉✲
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❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✬✳ ■♥✿ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ✼✺✳✷✱ ♣♣✳ ✸✵✺✕✸✸✸✳

❈❛rt❡r✱ ❆✳✱ ❉✳ P♦❧❧❛r❞ ✭✷✵✵✹✮✳ ❵❚✉s♥á❞②✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② r❡✈✐s✐t❡❞✬✳ ■♥✿ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s
✸✷✳✻✱ ♣♣✳ ✷✼✸✶✕✷✼✹✶✳

❈❛rt❡r✱ ❆✳ ❱✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❵❉❡✜❝✐❡♥❝② ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✬✳ ■♥✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✵✳✸✳ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ ▲✉❝✐❡♥ ▲❡ ❈❛♠✱
♣♣✳ ✼✵✽✕✼✸✵✳

✖ ✭✷✵✵✻❛✮✳ ❵❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✬✳ ■♥✿ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✶✷✳✶✱ ♣♣✳ ✶✹✸✕✶✺✻✳

✖ ✭✷✵✵✻❜✮✳ ❵❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✬✳ ■♥✿ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✶✷✳✶✱ ♣♣✳ ✶✹✸✕✶✺✻✳

✖ ✭✷✵✵✼✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ✉♥✲
❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛♥❝❡s✬✳ ■♥✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✺✳✹✱ ♣♣✳ ✶✻✹✹✕✶✻✼✸✳
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✖ ✭✷✵✵✾✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s ✐♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥♦✐s❡✬✳ ■♥✿ ❏✳ Pr♦❜❛❜✳ ❙t❛t✳ ❆rt✳ ■❉ ✷✼✺✸✵✽✱ ✶✾✳

❈♦♠t❡✱ ❋✳✱ ❱✳ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t ✭✷✵✶✵✮✳ ❵◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♣✉r❡ ❥✉♠♣
▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s✬✳ ■♥✿ ❆♥♥✳ ■♥st✳ ❍✳ P♦✐♥❝❛ré Pr♦❜❛❜✳ ❙t❛t✐st ✹✻✳✸✱ ♣♣✳ ✺✾✺✕✻✶✼✳

✖ ✭✷✵✶✶✮✳ ❵❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡
✐♥t❡r✈❛❧✬✳ ■♥✿ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ✸✾✳✷✱ ♣♣✳ ✽✵✸✕✽✸✼✳

❈♦♠t❡✱ ❋✳✱ ❱✳ ●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ❨✳ ❘♦③❡♥❤♦❧❝ ✭✷✵✵✼✮✳ ❵P❡♥❛❧✐③❡❞ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✬✳ ■♥✿ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ♣♣✳ ✺✶✹✕✺✹✸✳

❈♦♥t✱ ❘✳✱ P✳ ❚❛♥❦♦✈ ✭✷✵✵✹✮✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❥✉♠♣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ✫ ❍❛❧✲
❧✴❈❘❈ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙❡r✐❡s✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ✫ ❍❛❧❧✴❈❘❈✱ ❇♦❝❛ ❘❛t♦♥✱ ❋▲✱
①✈✐✰✺✸✺✳

❈♦✈❡r✱ ❚✳ ▼✳✱ ❏✳ ❆✳ ❚❤♦♠❛s ✭✷✵✶✷✮✳ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✳
❉❛❧❛❧②❛♥✱ ❆✳✱ ▼✳ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✵✻✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r s❝❛❧❛r ❡r❣♦❞✐❝ ❞✐✛✉✲

s✐♦♥s✬✳ ■♥✿ Pr♦❜❛❜✳ ❚❤❡♦r② ❘❡❧❛t❡❞ ❋✐❡❧❞s ✶✸✹✳✷✱ ♣♣✳ ✷✹✽✕✷✽✷✳
✖ ✭✷✵✵✼❛✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❡r❣♦❞✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥s✿ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✬✳ ■♥✿ Pr♦❜❛❜✳ ❚❤❡♦r② ❘❡❧❛t❡❞ ❋✐❡❧❞s ✶✸✼✳✶✲✷✱ ♣♣✳ ✷✺✕✹✼✳
✖ ✭✷✵✵✼❜✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❡r❣♦❞✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥s✿ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✬✳ ■♥✿ Pr♦❜❛❜✳ ❚❤❡♦r② ❘❡❧❛t❡❞ ❋✐❡❧❞s ✶✸✼✳✶✲✷✱ ♣♣✳ ✷✺✕✹✼✳
❉❡❧❛ttr❡✱ ❙✳✱ ▼✳ ❍♦✛♠❛♥♥ ✭✷✵✵✷✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ♥✉❧❧ r❡❝✉rr❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥✬✳

■♥✿ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✽✳✷✱ ♣♣✳ ✶✸✾✕✶✼✹✳
❉✐❛❝♦♥✐s✱ P✳✱ ❙✳ ▲✳ ❩❛❜❡❧❧ ✭✶✾✽✷✮✳ ❵❯♣❞❛t✐♥❣ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✬✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡

❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✼✼✳✸✽✵✱ ♣♣✳ ✽✷✷✕✽✸✵✳
❉✐❡❜♦❧t✱ ❏✳✱ ▲✳ ●❛r❞❡s✱ ❙✳ ●✐r❛r❞✱ ❆✳ ●✉✐❧❧♦✉ ✭✷✵✵✽✮✳ ❵❇✐❛s✲r❡❞✉❝❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡

❲❡✐❜✉❧❧ t❛✐❧✲❝♦❡✣❝✐❡♥t✬✳ ■♥✿ ❚❊❙❚ ✶✼✳✷✱ ♣♣✳ ✸✶✶✕✸✸✶✳
❉✉✈❛❧✱ ❈✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❵❉❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❢r♦♠ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❛t❛✬✳

■♥✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ Pr♦❝❡ss✳ ❆♣♣❧✳ ✶✷✸✳✶✶✱ ♣♣✳ ✸✾✻✸✕✸✾✽✻✳
❉✉✈❛❧✱ ❈✳✱ ▼✳ ❍♦✛♠❛♥♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ❵❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❝r♦ss t✐♠❡ s❝❛❧❡s✬✳ ■♥✿ ❊❧❡❝tr♦♥✳ ❏✳

❙t❛t✳ ✺✱ ♣♣✳ ✷✵✵✹✕✷✵✸✵✳
❊❢r♦♠♦✈✐❝❤✱ ❙✳✱ ❆✳ ❙❛♠❛r♦✈ ✭✶✾✾✻✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥

❛♥❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ✐ts ❧✐♠✐ts✬✳ ■♥✿ ❙t❛t✐st✳ Pr♦❜❛❜✳ ▲❡tt✳ ✷✽✳✷✱ ♣♣✳ ✶✹✸✕✶✹✺✳
❊t♦ré✱ P✳✱ ❙✳ ▲♦✉❤✐❝❤✐✱ ❊✳ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✸✮✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❥✉♠♣s ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s

❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳
➱t♦ré✱ P✳✱ ❊✳ ▼❛r✐✉❝❝✐ ✭✷✵✶✹✮✳ ❵▲✶✲❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

▲é✈② ♠❡❛s✉r❡s✬✳ ■♥✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ✶✾✱ ♣♣✳ ✶✕✶✵✳
❋✐❣✉❡r♦❛✲▲ó♣❡③✱ ❏✳ ❊✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❵◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ▲é✈② ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡✲

s❛♠♣❧✐♥❣✬✳ ■♥✿ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s✲▼♦♥♦❣r❛♣❤ ❙❡r✐❡s✱ ♣♣✳ ✶✶✼✕✶✹✻✳



✶✽✷ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

❋✐❣✉❡r♦❛✲▲ó♣❡③✱ ❏✳ ❊✳✱ ❈✳ ❍♦✉❞ré ✭✷✵✵✻✮✳ ❵❘✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ▲é✈② ♣r♦❝❡ss❡s✬✳ ■♥✿ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s✲▼♦♥♦❣r❛♣❤ ❙❡r✐❡s✱ ♣♣✳ ✾✻✕✶✶✻✳

❋r❡✐❞❧✐♥✱ ▼✳ ■✳✱ ❆✳ ❉✳ ❲❡♥t③❡❧❧ ✭✷✵✶✷✮✳ ❘❛♥❞♦♠ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤✐r❞✳
❱♦❧✳ ✷✻✵✳ ●r✉♥❞❧❡❤r❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❬❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ Pr✐♥❝✐♣❧❡s
♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s❪✳ ❚r❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✾✼✾ ❘✉ss✐❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜② ❏♦s❡♣❤ ❙③ü❝s✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ♣♣✳ ①①✈✐✐✐✰✹✺✽✳

●❛✐r✐♥❣✱ ❏✳✱ ▼✳ ❍ö❣❡❧❡✱ ❚✳ ❑♦s❡♥❦♦✈❛✱ ❆✳ ❑✉❧✐❦ ✭✷✵✶✸✮✳ ❵❈♦✉♣❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ▲é✈②
♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♥♦✐s❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❙❉❊✬✳ ■♥✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝s ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝s✳

●❛r❞❡s✱ ▲✳✱ ❙✳ ●✐r❛r❞ ✭✷✵✵✻✮✳ ❵❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❲❡✐❜✉❧❧ t❛✐❧✲❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs✬✳ ■♥✿ ❘❊❱✲
❙❚❆❚ ✹✳✷✱ ♣♣✳ ✶✻✸✕✶✽✽✳

●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ❱ ✭✶✾✾✵✮✳ ❵▼❛①✐♠✉♠ ❝♦♥tr❛st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❢r♦♠ ❞✐s✲
❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✬✳ ■♥✿ ❙t❛t✐st✐❝s ✷✶✳✶✱ ♣♣✳ ✾✾✕✶✶✻✳

●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ❱✳✱ ❈✳ ▲❛r❡❞♦ ✭✷✵✶✹✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥
❛♥❞ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✬✳ ■♥✿ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ✹✷✳✸✱ ♣♣✳ ✶✶✹✺✕✶✶✻✺✳

●❡♥♦♥✲❈❛t❛❧♦t✱ ❱✳✱ ❈✳ ▲❛r❡❞♦✱ ▼✳ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✷✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✲
✐♥❣ ❛ P♦✐ss♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞r✐❢t✬✳ ■♥✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✵✳✸✳ ❉❡❞✐❝❛t❡❞
t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ ▲✉❝✐❡♥ ▲❡ ❈❛♠✱ ♣♣✳ ✼✸✶✕✼✺✸✳

●✐❜❜s✱ ❆✳ ▲✳✱ ❋✳ ❊✳ ❙✉ ✭✷✵✵✷✮✳ ❵❖♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡tr✐❝s✬✳ ■♥✿ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇ ✼✵✳✸✱ ♣♣✳ ✹✶✾✕✹✸✺✳

●♦❧✉❜❡✈✱ ●✳ ❑✳✱ ▼✳ ◆✉ss❜❛✉♠✱ ❍✳ ❍✳ ❩❤♦✉ ✭✷✵✶✵✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧
❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✬✳ ■♥✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✽✳✶✱ ♣♣✳ ✶✽✶✕✷✶✹✳

●r❛♠❛✱ ■✳✱ ▼✳ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✬✳ ■♥✿ Pr♦❜❛❜✳ ❚❤❡♦r② ❘❡❧❛t❡❞ ❋✐❡❧❞s ✶✶✶✳✷✱ ♣♣✳ ✶✻✼✕✷✶✹✳

✖ ✭✷✵✵✷✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✬✳ ■♥✿ ▼❛t❤✳ ▼❡t❤♦❞s

❙t❛t✐st✳ ✶✶✳✶✱ ♣♣✳ ✶✕✸✻✳
●r❛♠❛✱ ■✳ ●✳✱ ▼✳ ❍✳ ◆❡✉♠❛♥♥ ✭✷✵✵✻✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛✉t♦r❡✲

❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✬✳ ■♥✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✹✳✹✱ ♣♣✳ ✶✼✵✶✕✶✼✸✷✳
●✉②✱ ❘✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❵■♥❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠❛❧❛❞✐❡s tr❛♥s♠✐ss✐❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡

❞✐✛✉s✐♦♥✬✳ ■♥✿ P❤✳❉ t❤❡s✐s✳
❍❛♥s❡♥✱ ❖✳ ❍✳✱ ❊✳ ◆✳ ❚♦r❣❡rs❡♥ ✭✶✾✼✹✮✳ ❵❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♥♦r♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✬✳ ■♥✿

❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ♣♣✳ ✸✻✼✕✸✼✸✳
❍❡❧❧✐♥❣❡r✱ ❊✳ ✭✶✾✵✼✮✳ ❉✐❡ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡r ❋♦r♠❡♥ ✈♦♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤✈✐❡✲

❧❡♥ ❱❛r✐❛❜❡❧❡♥✳ ❲✳ ❋r✳ ❑❛❡st♥❡r✳
❍♦✛♠❛♥♥✱ ▼✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❵❆❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✬✳ ■♥✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s

❛♥❞ t❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✼✾✳✶✱ ♣♣✳ ✶✸✺✕✶✻✸✳
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■❜r❛❣✐♠♦✈✱ ■✳✱ ❘✳ ❑❤❛s✬ ▼✐♥s❦✐✐ ✭✶✾✾✶✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♥♦r♠❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥✬✳ ■♥✿ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ♣♣✳ ✶✻✽✶✕✶✼✷✹✳

■❜r❛❣✐♠♦✈✱ ■✳ ❆✳✱ ❘✳ ❩✳ ❍❛s✬♠✐♥s❦✐✐ ✭✶✾✽✶✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳
❏❛❝♦❞✱ ❏✳✱ ❆✳ ◆✳ ❙❤✐r②❛❡✈ ✭✶✾✽✼✮✳ ▲✐♠✐t t❤❡♦r❡♠s ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❱♦❧✳ ✷✽✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲

❱❡r❧❛❣ ❇❡r❧✐♥✳
❏❛❝♦❞✱ ❏✳✱ ❆✳ ◆✳ ❙❤✐r②❛❡✈ ✭✷✵✵✸✮✳ ▲✐♠✐t t❤❡♦r❡♠s ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✳ ❱♦❧✳ ✷✽✽✳

●r✉♥❞❧❡❤r❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❬❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s❪✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ♣♣✳ ①①✰✻✻✶✳

❏ä❤♥✐s❝❤✱ ▼✳✱ ▼✳ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✷✵✵✸✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♥♦♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✬✳ ■♥✿ ❙t❛t✐st✳ ❉❡❝✐s✐♦♥s ✷✶✳✸✱ ♣♣✳ ✶✾✼✕✷✶✽✳

❑❛❦✉t❛♥✐✱ ❙✳ ✭✶✾✹✽✮✳ ❵❖♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡s✬✳ ■♥✿ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡✲

♠❛t✐❝s✱ ♣♣✳ ✷✶✹✕✷✷✹✳
❑❛r❛t③❛s✱ ■✳✱ ❙✳ ❊✳ ❙❤r❡✈❡ ✭✷✵✵✵✮✳ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❙❡❝♦♥❞✳

❱♦❧✳ ✶✶✸✳ ●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ♣♣✳ ①①✐✈✰✹✼✵✳
❑✉❧❧❜❛❝❦✱ ❙✳✱ ❘✳ ❆✳ ▲❡✐❜❧❡r ✭✶✾✺✶✮✳ ❵❖♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥❝②✬✳ ■♥✿ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ♣♣✳ ✼✾✕✽✻✳
❑✉t♦②❛♥ts✱ ❨✳ ❆✳ ✭✶✾✽✹❛✮✳ ❵❖♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ tr❡♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥

♣r♦❝❡ss✬✳ ■♥✿ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ Pr♦❝❡ss❡s ✷✸✵✱ ♣✳ ✷✺✵✳
✖ ✭✶✾✽✹❜✮✳ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❱♦❧✳ ✻✳ ❍❡❧❞❡r♠❛♥♥✳
▲❛r❡❞♦✱ ❈✳ ❋✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ❵❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛s②♠♣t♦t✐❝ s✉✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♦❜✲

s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✬✳ ■♥✿ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ♣♣✳ ✶✶✺✽✕✶✶✼✶✳
▲❡ ❈❛♠✱ ▲✳ ✭✶✾✻✹✮✳ ❵❙✉✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s✉✣❝✐❡♥❝②✬✳ ■♥✿ ❆♥♥✳ ▼❛t❤✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✺✱

♣♣✳ ✶✹✶✾✕✶✹✺✺✳
▲❡ ❈❛♠✱ ▲✳ ✭✶✾✻✾✮✳ ❚❤é♦r✐❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡✳ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤✲

é♠❛t✐q✉❡s ❙✉♣ér✐❡✉r❡s✱ ◆♦ ✸✸ ✭➱té✱ ✶✾✻✽✮✳ ▲❡s Pr❡ss❡s ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼♦♥tré❛❧✱
▼♦♥tr❡❛❧✱ ◗✉❡✳✱ ♣✳ ✶✹✵✳

✖ ✭✶✾✽✻✮✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✳
◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ♣♣✳ ①①✈✐✰✼✹✷✳

▲❡ ❈❛♠✱ ▲✳✱ ●✳ ▲✳ ❨❛♥❣ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝s ✐♥ st❛t✐st✐❝s✳ ❙❡❝♦♥❞✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s ✐♥
❙t❛t✐st✐❝s✳ ❙♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ♣♣✳ ①✐✈✰✷✽✺✳

▲✐❡s❡✱ ❋✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❵❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✬✳ ■♥✿
❑②❜❡r♥❡t✐❦❛ ✷✸✳✸✱ ♣♣✳ ✷✷✼✕✷✸✽✳

▲✐❡s❡✱ ❋✳✱ ■✳ ❱❛❥❞❛ ✭✶✾✽✼✮✳ ❈♦♥✈❡① st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❱♦❧✳ ✾✺✳ ❚❡✉❜♥❡r✲❚❡①t❡ ③✉r ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❦ ❬❚❡✉❜♥❡r ❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s❪✳ ❲✐t❤ ●❡r♠❛♥✱ ❋r❡♥❝❤ ❛♥❞ ❘✉ss✐❛♥ s✉♠♠❛r✐❡s✳
❇❙❇ ❇✳ ●✳ ❚❡✉❜♥❡r ❱❡r❧❛❣s❣❡s❡❧❧s❝❤❛❢t✱ ▲❡✐♣③✐❣✱ ♣✳ ✷✷✹✳
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▼❛r✐✉❝❝✐✱ ❊✳ ✭✷✵✶✺❛✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡
♥♦✐s❡✿ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✬✳ ■♥✿ ❛r❳✐✈ ♣r❡♣r✐♥t ❛r❳✐✈✿✶✺✵✸✳✵✺✵✶✾✳

✖ ✭✷✵✶✺❜✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❥✉♠♣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞
✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✬✳ ■♥✿ ❊❙❆■▼✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✳ ❉❖■✿✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✶✷✵✸✲✵✶✺✲✾✶✶✼✲①✳

✖ ✭✷✵✶✺❝✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✿ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛s❡✬✳ ■♥✿ ❙t❛t✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❙t♦❝❤✳ Pr♦❝❡ss✳ ❉❖■✿✶✵✳✶✵✵✼✴
s✶✶✷✵✸✲✵✶✺✲✾✶✶✼✲①✳

✖ ✭✷✵✶✺❞✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ▲é✈② ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡
♥♦✐s❡✬✳ ■♥✿ ❛r❳✐✈ ♣r❡♣r✐♥t ❛r❳✐✈✿✶✺✵✸✳✵✹✺✸✵✳

▼❡✐st❡r✱ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✇❤✐t❡
♥♦✐s❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✬✳ ■♥✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✾✳✸✱ ♣♣✳ ✶✹✼✶✕✶✹✾✺✳

▼❡✐st❡r✱ ❆✳✱ ▼✳ ❘❡✐ÿ ✭✷✵✶✸✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤
♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r ❡rr♦rs✬✳ ■♥✿ Pr♦❜❛❜✳ ❚❤❡♦r② ❘❡❧❛t❡❞ ❋✐❡❧❞s ✶✺✺✳✶✲✷✱ ♣♣✳ ✷✵✶✕✷✷✾✳

▼❡♠✐♥✱ ❏✱ ❆✳ ❙❤✐r②❛②❡✈ ✭✶✾✽✺✮✳ ❵❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r✲❑❛❦✉t❛♥✐ ❞❡s ❧♦✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s à ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✬✳ ■♥✿ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ❢ür ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✲

st❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❱❡r✇❛♥❞t❡ ●❡❜✐❡t❡ ✼✵✳✶✱ ♣♣✳ ✻✼✕✽✾✳
▼✐❧st❡✐♥✱ ●✳✱ ▼✳ ◆✉ss❜❛✉♠ ✭✶✾✾✽✮✳ ❵❉✐✛✉s✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛✉t♦r❡✲

❣r❡ss✐♦♥✬✳ ■♥✿ Pr♦❜❛❜✳ ❚❤❡♦r② ❘❡❧❛t❡❞ ❋✐❡❧❞s ✶✶✷✳✹✱ ♣♣✳ ✺✸✺✕✺✹✸✳
◆❡✇♠❛♥✱ ❈✳ ▼✳ ✭✶✾✼✷✮✳ ❵❚❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♣❛t❤ s♣❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥❝r❡♠❡♥ts✬✳ ■♥✿ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡✲

♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✼✽✳✷✱ ♣♣✳ ✷✻✽✕✷✼✶✳
◆♦✉r❞✐♥✱ ■✳✱ ●✳ P❡❝❝❛t✐ ✭✷✵✵✾✮✳ ❵❙t❡✐♥✬s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❲✐❡♥❡r ❝❤❛♦s✬✳ ■♥✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❚❤❡♦r②

❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❋✐❡❧❞s ✶✹✺✳✶✲✷✱ ♣♣✳ ✼✺✕✶✶✽✳
◆✉ss❜❛✉♠✱ ▼✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡

♥♦✐s❡✬✳ ■♥✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✷✹✳✻✱ ♣♣✳ ✷✸✾✾✕✷✹✸✵✳
Ø❦s❡♥❞❛❧✱ ❇✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❯♥✐✈❡rs✐t❡①t✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇❡r❧✐♥✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ♣♣✳ ①✐✐✐✰✷✵✺✳
P❡❝❝❛t✐✱ ●✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❵❚❤❡ ❈❤❡♥✲❙t❡✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✬✳ ■♥✿ ❛r❳✐✈ ♣r❡♣r✐♥t

❛r❳✐✈✿✶✶✶✷✳✺✵✺✶✳
P✐❝❛r❞✱ ❏✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❵◆♦♥❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤

s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✬✳ ■♥✿ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✹✻✳✻✱ ♣♣✳ ✶✵✾✽✕✶✶✷✺✳
✖ ✭✶✾✾✶✮✳ ❵❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇✐t❤ s♠❛❧❧

♥♦✐s❡✬✳ ■♥✿ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✺✶✳✸✱ ♣♣✳ ✽✹✸✕✽✽✺✳
❘❡✐ÿ✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❞❡s✐❣♥✬✳ ■♥✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✻✳✹✱ ♣♣✳ ✶✾✺✼✕✶✾✽✷✳
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✖ ✭✷✵✶✶✮✳ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢r♦♠ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✬✳
■♥✿ ❆♥♥✳ ❙t❛t✐st✳ ✸✾✳✷✱ ♣♣✳ ✼✼✷✕✽✵✷✳

❘❡✐ss✱ ❘✳✲❉✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳
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